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ПРЕДИСЛОВИЕ

ОС1l0ВУ атой I(ниrи составляет прежде Bcero опыт приближен-
IItH O РСIПСНИЯ ПРИI{ладпых задач оптимальноrо управления.
: »'I'tt ))nбота бl.lJl8 IIаЧ8Т8 8ВТОрОМ в 1962 r. И продолжалась почти

15 JII"I" 11 1'..'I("IИО aTOI'O IIРСМСIIИ З8дачи постепенпо усложнялись,

11."r.I..'lItJ'II(' 1. ,.'руДI'ОС'l'И JIрИ их решении, надо было разбираться
11 1111I1'IIIПl\Х И nноситъ соответствующие изменения в метод реше-

11I1JI, .11)(tIIОДIiТIJ l\fIlоrочисленные расчеты. Все это время автор
u

.'.'I.'ДИ.II на ,,(урнаJIЬНОИ литературои по даннои теме, пытался

J[n .Jc1(o!Jn иlt1СIощеrося у Hero опыта оцепить HeI{OTOpble идеи,

IIIННIОДJ[, n 1Ji1С'l'I10СТИ, и вычислительные эксперименты. ТаI{ИМ

Or;pltaOI\I, Ilаl(ОIIИЛСЯ достаточно большой материал. На ero оспове

,.,II'npo?\{ читались спеЦI{УРСЫ для студентов МФТИ и фаI{ультета
IIIJl11(JlIlД1l0Й матемаТИI{И и мехаНИI{И ВоронеЖСI{оrо университета,

1'111(.111.1 обзорпых леI{ЦИЙ в 7-й зимней математичеСI{ОЙ ШI{оле

(r. ) rоrобыч, {974 r.) и во 2-й летпей математичеСI{ОЙ ШI{оле

(r. );..Irдсры, {977 r.). ОднаI{О при написании этой I{ниrи ВОЗНИI{ЛИ

1III'I 8 111'rOJ'I.Hble трудности.

1\11111'8 издается в серии еМБ и должна, в известной мере,

l'.IIYil'111'I. справочником по различным методам решения задач

HI'I'lll\1lt,III.lloro управления. ОднаI{О в зтом вопросе в настоящее

111"'1\111 I\I(\ТОДОВ нет, если ПОНIIмать метод как совокупность инструк-

1'11", (:J.СДУЯ которым можно решить задачу данноrо типа. В зтой

IIIIIII'H OllllcaHbl не методы, а CI{Opee подходы I{ решению, разра-

tl"'I'ItIIIIIJlC вплоть до мелких деталей, MHorOKpaTHo опробованные.
)'.','10 осложняется тем, что применение их I{ решению задач

tll'"a(Jo'IfIlO связано с реализацией на ЭВМ, а это чрезвычайно
II..'1'РО ставит проблему объема вычислений (машинноrо времени).
Iloa'l'oMY метоД, для I{OTOpOro ДОI{ааана теорема о вовможности

'IН,'IУ'IИТI. решение с заданной ТОЧНОСтью ценой I{овечвоrо числа
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операций (а это Y)-I{e действительно метод), может Оl{азаться

совершенно не приrодиым в Rачестве средства фактическоrо ре-
шения припладных задач, пап в силу невыполнения предполо-

)f(ений, принятых в ДОI{азательств , Tal{ и в силу пепосильноrо

для современных ЭВМ (и ЭВМ обовримоrо будущеrо) объема

вычислений. Такие примеры читатель найдет в этой книrе.

ФаRТ этот общеизвестен, и для нахождения минимума часто

примепяют алrоритмы, получившие название «эвристических».

Этот термин, траRтуемый ипоrда СЛИШRОМ широко, таит в себе

опаспость серьезноrо снижения требований R уровню вычисли-

тельпой работы. Есть и друrая опаспость ----- предъявление к ме-

тодам решения сложных вадач требованИЙ, ПрИНЯТЫХ в совре-
менной матемаТИRе. Они не MOryT быть удовлетворены, во это

не впачит, что вычислительная математика находится вне науки.

Эта пниrа написана с позиций, находяIЦИХСЯ между двумя ука-
аанными I{райпими ТОЧI{ами зрения. Разумеется, таl{ая позиция

неоднозначна и индивидуальна, оправданием ее может служить

'j'ОЛЬRО основапная па пей праRТИRа решепия прикладных вадач.

В I{виrе читатель пайдет описание достаточно широкоrо спек-

тра равличных методов (будем bce-таl{И -употреблять этот термин)
решения задач оптимальноrо управлепия и сопутствующеrо их

применепию набора вычислительных приемов. Этим выполняются

справочные функции книrи. Вместе с тем автор считал своим

долrом УI{азать па трудности, I{OTOpьye возникнут при использо-

вании Toro или иноrо метода. Изложение Hel{OTOpblX методов

сопровождается КРИТИI{ОЙ, иноrда достаточно резкой. ИСI{ЛЮЧИТЬ

эту часть изложепия невозможно: не предупредив читателя о воз-

можных ТРУДНОСТЯХ фаl{тичеСI{оrо решения задачи, автор ввел бы

ero в заблуждепие. Разумеется, в зтой части книrа в известной

мере субъеl{тивна. Но и здесь читатель пайдет прежде BcerO объ-

еl{ТИВНУЮ информацию. Автор ПИI{оrда ие позволял себе rолослов-

ной l{рИТИКИ, всеrда чеТI{О и определенно указываются недостатки

обсуждаемоrо метода, и автор настаивает на объективности этой

части критики. Субъеl{ТИВНЫМ является отношепие к этим недо-

статкам: можно ли, тем пе менее, считать метод аффективным
средсr:вом решения задач? В копце I{ОНЦОВ читатель атот вопрос

должен будет решать сам, точка зрепия автора для пеrо необя-

зательна, Еще рав подчеРI{ием, что даже самая реЗI{ая I{РИТИI{а
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служит в книrе ПОВОДОМ для достаточно подробноrо описания

некоторых методов, и читатель может оrраничиться только 8ТОЙ

информацией.
Друrая трудность. с I{ОТОРОЙ встретился автор. состоит в из-

ложенuи вопросов вычислительной технолоrии. Вопросов, в сущ-

ности, меЛI{ИХ, но требующих достаточно OTBeTCTBeHBoro решения.

l3еэ этоrо даже хорошая общая идея может не сработать. Попытки

поднять эти вопросы до уровня науки и изложить их соответст-

IIУЮЩИМ образом (I{al{ это делается, например, в недавно переве-

дснной моноrрафии э. П о л а I{ а «Численные методы оптими-

аUl\ИИ)} М., «Мир»I 1974). представляются автору спорными.
Jj I{ниrе реализован друrой путь: автор не пытался изложить

'l'l хнолоrиювычислений в самом общем и абстраl{ТНОМ виде, пред-

l1uчитая ПОI{азать, I{al{ решаются эти вопросы в I{OHI{peTHblX зада-

".tx. При ЭТОМ используются соображения здравоrо смысла.

JIUl1S1B их в простом частном случае, читатель без труда сможет

(ОСJIИ сочтет нужным) использовать аналоrичные соображения
11 еnоей работе, соответствующим образом видоизменив их.

Uольшое внимание в I{пиrе уделепо неудачным расчетам.

U-JОllЬ ва поуметь обнаружить ошибочность расчета, понять

11 Ill)оанализировать причину неудачи. В этом случае такой не-

уд.t-lI1ЫЙ расчет Оl{азывается (с методической точки зрения) даже

III,У-Iительнее удачноrо. Развитие метода всеrда так или иначе

"II,,:1U1l0 с преодолением встретившихся трудностей. Здесь нужно

IU II,H:O избежать самой большой опасности - принять оши-

fн,III1Iа1Й расчет за решение задачи. В вычислительной матемаТИI{е

u "О .- одна из самых серьезных неприятностей. Ведь контроль

'1 нl',) ИJIИ иноrо опуБЛИI{ованпоrо результата редко :может быть

(I(.УII,оствлен традиционным в математике чисто лоrическим путем.
С _'1 ТI)сбует проведения вычислений, а это связано с большими

LlII"III''''nМИ чисто техничеСI{ОЙ работы.
1 ltl( уже отмечалось, эта I{пиrа основана на опыте решения

III'II'(JI8ДНЫХ задач. Опа не моrла бы ПОЯВИТЬСя без сотрудпичества

"11'1'.'1)11 с I{оллеl{тивами инженеРОВ-фИЗИI{ОВ, I{OTOPblM припадле-
,1,il'I' '(OCTaHOBI{a ряда ориrипальпых задач, подrОТОВI{а необхо-

1,!IМ,.й информации для I{ОНI{ретных расчетов (часто весьма объ-

l'ttlI1.."ОЙ), содержательная интерпретация полученных решений.
11, 1111'l'( I)CC I{ проводившимся автором расчетам был стимулом,
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зпачение I{OTOpOro трудно переоцепить. Автору приятно выразить

искреннюю блаrодарность А. А. Абаrяиу, А. п. Дубинину,
В. В. ОРЛОВУ, А. п. Суворову (В связи с вадачами i 33), В. Н. Ар-
таМI{ИRУ (в связи с задачами i 36), А. Д. КЛИМОВУ, и. л. Чих-

ладве (В связи с вадачами 32 и 38), л. п. Беркович и и. В. Отро-
щеНI{О, припимавшим участие в решении задач * 36, а таI{же ы1о--

rим дрyrим.

Большое впачение для автора имела работа в коллеI{ТИВI:'

Института ПРИRладной матемаТИI{И. XapaI{TepHOe для этоrо I{ОЛ-

леI{тива стремлепие пайти интереспые и повые области прило-

женил вычислительных методов, установить творческий I{OHTaKT

с фИЗИI{ами, инжеперами, ХИМИI{ами, меДИI{ами и представитl:'ЛЯМИ

друrих естественнонаучных Д11СЦИПЛИП и получить па ЭВМ ИН-

тересные для этих ученых результаты во MHorOM определило

стиль и содержание этой книrи. НаI{опец, автор считает своим

долrом отметить ИСI{лючительпое влияпие своих учителей

I М. В. Келдыша I и И. М. rельфанда. у них автор старался учиться

тому, что TaI{Oe матемаТИI{а вообще и вычислительпая в частности.

Автор



ВВЕДЕНИЕ

l\1атематичеСI{ая теория оптимальпоrо управления начала осо-

()('IIНО интепсивпо развиваться после выхода в свет известной

1\I()1I0rрафии л. С. Понтряrина и ero СОТРУДНИI{ОВ [65]. Можпо

' l\H(e СI{азать, что эта теория стала модной. Этому, D частпости,
еllособствовал и тот фаl{Т, что задачи создания оптимальных

1(0IIC'l'РУI(l\IiЙ, рс,нимов управлепия и т. д. ВОЗНИI{ают в самых

рlt3ЛИ1JII'JIХ ПРИI{Ладпых областях. Одновременно с чисто теоре-
'I''И'IССI{ИМИ исследовапиями началась и равраБОТI{а приближенных
мотодов решения задач оптимальноrо управления. ПОТОI{ работ
1111 ()ту тему веЛИI{ и не ослабевает до настоящеrо времени. Пред-
JII'I'8смая читателю I{пиrа является попыткой подвести итоrи

I)'J'()Й работы, разобраться в том, что уже удалось сделать, а что -

IIo'f8 еще нет, l{al{OBЬY реальные успехи на втом пути. Следует
11 р('дупредить читателя, что вычислительная матемаТИI{а обладает
I)()М8НЧИВОЙ внешней простотой, и совдапие вычислительных

l\I.'.I'ОДОВ для решения тех или ипых задач I{ажется зачастую очень

t)f'. ХИТРОСТПЫМ вапятием, а в то же время аl{туальность разра-
r)ОТI(И эффективных методов вычислепий постоянно подчеРI{ива...:
.' I'e JJ. Дело в том, что понятие «эффеl{ТИВПЫЙ вычислительиый

М- 'I'ОД» после появления ЭВМ претерпело существенное изм не-

1111«l. 13 «домаmинную» вру можно было rоворить о создании вф-
_1'(' I\TIiBHoro метода решения l{al{OrO-ТО класса задач, если была

J\ОНllзана теорема о том, что с любой заданной точпостью задачу

1\10)1\'10 решить цепой конечноrо числа операций над I{опечным

MIIO'I CCTBOMчисел. Само же число операций особеппо не обсужда-
rlt., I,: В любом случае опо было очепь большим.

1'1 сейчас продолжаются исследования подобпоrо рода, но ИХ,

l' ,ОУIЦНОСТИ, следует отпосить пе к вычислительпой мате:маТИI{е,
", lJапример, I{ функциональпому апализу или к теории аППРОI{-

l'III\1I1I\ИII. В настоящее время, коrда мощные ЭВМ стали доступны

III'IH)I\IIIOMY числу научпых раБОТПИI{ОВ, об вффеl{ТИВПОМ методе

Р"IIII.IIИЯ можно rоворить лишь в то:м случае, если действительпо

III'IIIIНОТСЯ ПРИI{ладпые задачи дапноrо типа на реальных ЭВМ

UII Р('8льпое машинное время. R сожалепию, для большинства

II.'I'UJп)зуемых в праRтичеСI{ИХ расчетах :методов нет вффективиых
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оцеНОI{, позволяющих по задапной точности расчета определить

необходимые для ero реализации ресурсы памяти и машиипоrо

времени. Поэтому оцеНI(а подобных методов осуществляется,
I{aR правило, па основапии вычислительпоrо опыта, а вычисли-
тельпая математика ОI{азывается наУI{ОЙ в известной мере ЭI{спе-

риментальной. Это призпается почти всеми, по соответствующие
традиции освещения и ИСТОЛI{ования ЭI{спериментальпоrо мате-

риала еще пе сложились. Во мноrих работах можно встретить

утверл депияо том, что предлаrаемый метод ОI{азался надежным,
дал хорошие результаты, ПОI{азал высокую эффеI{ТИВПОСТЬ и т. д.

Часто подобные утверждения пе ПОДI{реплены пуБЛИI{ацией дан-
ных, I{OTOpble придали бы им хоть сколы{о-нибудь определенный
смысл: читатель не получает информации ни о сложности решеп-
ных задач, ни об объеме вычислений, ни о I{ачестве результатов,
ни о возможности решения задачи друrими, уже известны миl\ie-

тодами.

Сейчас создано очень l.шоrо ВЫЧIIслительных методов, в част-

ности, и для решения задач оптимальноrо управления. Разу-
1\lеется, они не решают проблемы полпостью, но не любой

формально новый метод является шаrО1\{ вперед. Дальпейшее
развитие вычислительных методов требует чеТI{оrо представления

о том, что уже сделапо, а что еще не удается, ради чеrо предпри-
нимаются усилия при создании повоrо метода. Без зтоrо велика

вероятпость появлепия лишь формальпо повых методов вычисле-

ний, поторые не лучше (а часто и хуже) существующих там, rде
они работают, и не дают ничеrо в тех задачах, с которыми сущест-
ВУЮЩllе методы не справляются. Этими замечаниями в значи-

тельной мере определяется XapaI{Tep настоящей I{ниrи. Ее основ-

1I0е содержание
- методы приближенноrо решения задач опти-

мальпоrо управлепия. Автор ставил целью не толы{о позпаI{ОМИТЬ

[Iитателя с основными идеями I{ОНСТРУI{ЦИЙ вычислительпых алrо-

{lIITMOB, но и С тем, как эти идеи доводятся до I{онца, до факти-
чеСI{оrо решения задач, I{aI{lle технические трудности приходится

при этом преодолевать 11 KaI{ это делается. Речь идет о совокупно-
сти приемов, обраЗУЮЩIIХ, так сказать, вычислительную техно-

лоrию. Это - очень важпая часть практичеСI{ОЙ вычислительной
работы, без rрамотпоrо оформления I{ОТОРОЙ НИI{акую идею не

удастся довести до успешноrо расчета. R сожалению, эта сово-

I-\УПНОСТЬ зпаний и навыков еще не доросла (и едва ли I{оrда-

IIllбудь дорастет) до уровпя HayK11. .Эта технолоrия и есть то, что

обычно называют «здравым С1\fЫСЛОМ)} , «вычислительным опытом»

11 т. д. Автор попытался познакомить читателя и с этой стороной
вычислительпой матемаТИI{И, разумеется,- лишь в той мере, в I{a-

I(ОЙ он сам ее понимает. Теперь неСI{ОЛЫ{О замечаний о содержа-

J-IИИ I{НШИ, назначении ее отдельпых частей и XapaI{Tepe изложения.

Аось материал естествевно разбивается на четыре rлавы, поевя-
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щенные относительно самостоятельным вопросам, объединенным
общей целью - познаI{ОМИТЬ читателя с методами приближенноrо
решепия задач оптимальноrо управления в достаточно полном
объеме - начиная с чисто теоретических ВЫI{ладок и I{ончая ана-

лизом выданноrо машиной ЧIIсловоrо материала.
Первая rлава - «Элементы математичеСI{ОЙ теории оптималь-

Horo управления» (  f-f2) - содержит мипимум необходимых

'I'АоретичеСI{ИХ результатов, без которых браться за числепное

l1ешение задач оптимальноrо управления нельзя. Хотя входящий
n вту rлаву материал можпо в той или иной форме найти в боль-
1I10М числе рУI{ОВОДСТВ, она представляется автору пеобходимой
1.0 следующим причинам:

1. В rлаву ВI{лючены лишь те злементы общей теории, которые
11l\le10T прямое инепосредственное приложепие в I{ОПСТрукциях
'1 исленпых методов и в праI{ТИRе фактичеСI{оrо решения приклад-
н,..х вадач. Мноrие разделы теОрИII, I aI{бы ни были опи изящны

и l'луБОI{И (например, теория линейных задач оптимальноrо управ-

.III'IIИЯ), опущены, и с ними читатель может познаI{ОМИТЬСЯ по дру-
I'ИМ I{HllraM. R припципе, читатель, совершенно певпакомый

" "

I математичеСI{ОИ теориеи оптимальноrо управления, усвоив
.'lIl1'lb теоретический материал первой rлавы, сможет понять

11 псе остальпое.

2. В этой rлаве вводится система понятий, терминов, основных

МI,'I'оматичеСI{ИХ объеRТОВ и соответствующих им обозпачений,
I(нторая используется в I{ниrе.

:1. Изложение теории (в частпости, доказательство принципа

1\I"lfсимума) дается в редакции, отличающейся от общепринятой,
110 {)OJloe подходящей для осповпоrо содержания книrи. Большое
1IIIIIМlllIИС удсляется теХНИI{е вычисления функциональных про-
11:IIIOHIIl..X I1рИ различных способах определения фупкциопалов.
: »'1'11 'I'I'X 111t1l(" (".ltM" I.() себе очень важна, особенпо при численном

PI'IIII 111111 аl'дl"I. '\IJОМ(' 'I'oro, читатель, владеющий этой теХНИI{ОЙ,

I\I() ИI'Т, 'J'" I( ".'(II:llt'I'I., I":)I ()IIОМIIТЬ на теории. В современной лите-

P"'I'Ylltt JlI)J'IIИJII)( ', MIIOI'O lIубликаций, rде формулируется новый
'11111 11" I)ИI'Ц'ИОIIIНlii :II'Д"'II1 и ДОI(азывается соответствуюЩИЙ ва-

pllll1l'l' IIрИII',ИIII' 1\111 .сrИМУI\I". В lIастоящей Rниrе автор придержи-
II"("I'. JI ( JI11ДУ'ОI"I'ii '1'1)'11\1. :1 (J('НИJI : подобные исследовапия отли-

1'''lo'I'(",JI ДРУl" ОТ "1)yl'II .1 1)1"IIOIIIIOM JIИIНЬ формой уравнения, связы-

1"'1011'(-1'0 УПРВIIJ.(НIИО И СОС'I'НJII1И() OU'I)CI\Ta, и формой определения
,1.УIII\I,'ИОПl\ЛОn. СJIОДС'l'ПИОМ a'I'OI'() JI.IJIЛ(l'rСll и различие в необхо-

Дl1 М,.. Х ДJIЯ IlаХО)JfдеПIIЯ 4)УIIН.,ИОIНIJllа.[IJ'Х производных вычисле-

111111  .rrO()TOMY ату теХНИЧССI(УIО  Iac1'1)следует выделить и изучить

111 J,.','II.IIO. Все остальное формаJlЫIО УI{ладывается в неI{ОТОРУЮ
LJGII'YII) ( xcмy(см. {).

1''I'f)рНЯ rлава - «Методы приближенноrо решения задач опти-

aan.III.llllro упраnJIСП:JIЯ» (  {3-24). Каждый параrраф этой rлавы
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содержит описание одноrо ИЗ возможных подходов I{ построению

метода приближенноrо решения задач оптимальпоrо управления.
Их не так уж MHoro, и это находится в видимом противоречии
с обилием работ, претендующих па совдание HOBoro метода. Стоит

разобраться в зтом вопросе. В I{аждом методе приближепноrо

решепия задач оптимальпоrо управлепия можно достаточно чеТI{О

выделить три слоя:

1. Класс задач, для которых предназначеп метод. Например,
это MoryT быть задачи для управляемых систем, описываемых
оБЫI{повенными уравнениями, уравпениями с запаздыванием,

уравпениями с частными производными и т. д.

2. Общая идея I{ОПСТРУI{ЦИИ численпоrо метода.

3. И, наl{онец, злемепты вычислительной технолоrии, возпи-

кающие при реализации метода на ЭВМ.

Итак, мы имеем большое число возможных типов вариациоп-
ных задач, пекоторое число основных идей численноrо их решения
и достаточно большое число возможных технолоrических оформ-
лений. И каждый из элемептов этих трех уровней может сочетаться

если и пе с каждым, то с большим числом элементов соседнеrо

уровпя. Вот эта-то комбинаТОрИI{а и создает (в зпачительпой мере)
видимое разнообразие методов приближенноrо решения. Однако
в этих I{омбинациях MoryT содержаться и очепь ценные предло-
жепия, коrда есть достаточно веские основания утверждать, что

для данноrо специальноrо I{ласса задач следует выбрать именно

данпый подход и дополнить ero имен:но одним I{онкретным вариан-
том технолоrии, а при друrих Rомбинациях получатся заметпо
мепее эффеl{тивпые или трудно реализуемые методы. Этой трех-
слойной CTpyl{Type проблемы приближепноrо решепия задач
оптимальпоrо управлепия и соответствуют первые три rлавы

книrи. Во второй rлаве каждый возможный подход описан до-

статочно подробпо, по самый пизший уровепь
- технолоrия

вычислений - естествен:но, не излаrается: это уже материал

третьей rлавы. Выше мы отмечали, что основных I{ОПСТРУI{ЦИЙ
приближепных методов оказалось пе Tal{ уж мноrо. Автор паде-

ется, что читатель, разобравшийся в этом материале, без труда
убедится, например, в то:м, что очепь большое число предложен-
пых в разное время и в разных страпах методов являются несу-

ществепными МОДИфИI{ациями простейших вариантов метода про-

еl{ЦИИ rрадиента.

Третья rлава - «Решение задач)} .- содержит большое число

примеров фактической реализации Toro или иноrо метода. Хотя
большая часть решавmихся задач имеет KOHI{peTHOe прикладное
значепие, с этой «физической)}" ТОЧI{И зрения опи не обсуждаются.
Не обсуждается и ПрИI{ладное зпачепие полученных приближеп-
пых решепий. Все эти задачи рассматриваются ИСI{лючительно
с методической ТОЧI{И врения, цапБQJJьщее 8нимание уделяется
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самому процессу получения приближенноrо решения, Xapal{Tep-
ПЫМ трудностям и способам их преодолеНIIЯ. Быше подчеркива-
лоСЬ значение al{l{ypaTHoro подхода к вопросам техники вычисле-

ний. ПОПЫТI{а их выделения и изложения в абстраl{ТНОЙ, общей
форме автору не удалась: получалось неубедительно и rолословно.

Остался единственный путь: показать, l{aK решаются эти вопросы
в KOHI{peTHЬYX ситуациях, и l{al{OB эффеl{Т Toro или иноrо приема.
130льшое число примеров не случайно, так как в кал дойзадаче
1Iаиболее ВЫПУI{ЛО проявляется одна Rаl{ая-то сторона вычисли-

тельной технолоrии. Кроме Toro, подробные I{омментарии I{ ПРО-

l eccyрешения мноrих задач преследуют еще одну цель: ввести

читателя, если так можно СI{азать, в (П{УХНЮ» вычислительной

работы. Отсюда обилие rрафИI{ОВ, таблиц, анализ результатов,
выявление возможных ошиБОI{, то или иное объяснение ВОЗНИI{аю-

ЩIIХ затруднений, ПОПЫТRИ (удачные и неудачные) решения одной
и той же задачи разными средствами и т. д. Без этоrо вычислитель-

ная работа неМЫСлима, а передать друrому весь этот опыт можно,

IIIIДИМО, толы{о заставив в l{аl{ОЙ-ТО мере пройти тот же путь,

I(ОТОРЫЙ прошеп автор. Кроме Toro, этот материал наполняет

I(OHI{peTHblM содержанием утверждения об вффеl{ТИВНОСТИ метода,
IIб успешном решении ПРИI{Ладн:ых задач. Читатель может увидеть,
'JTO же в I{оице I{ОНЦОВ получается в расчетах, и сам, в меру своей

"[Jсбовательности, оценить результаты Kal{ удовлетворительные
lIJIИ нет, а не полаrаться на субъеl{тивные оцеНI{И автора. Hal{o-

I1СЦ, читатель, желающий внести свой ВI{лад в развитие прибли-
н(снных методов, может использовать мноrие задачи в качестве

м()тодичеСI{ИХ тестов и сравнить свои достижения с тем, что уже

lIолучено. Изложение Hel{OTopblX, часто популярных и имеющих

хорошую репутацию в литературе, вычислительных приемов
' ()lIровол даетсяRритичеСI{ИМ I{омментарием. Разумеется, этот

I I(СПТИЦИЗМявляется личным делом автора и читатель не обязан
.'1'0 разделять. Во всех подобных случаях приводятся доводы
11 соображения, на I{OTOPblX основана ТОЧI{а зрения автора, а часто

и подтверл дающийее экспериментальный материал.
Четвертая rлава - «Стандартные алrоритмы»

- включает

11 себя 42-51, I{ал дыйиз I{OTOPblX посвящен тому или иному
(.'I'андартному алrоритму. Эти алrоритмы объединены общим
11":lначением - они используются в I{ачестве рабочеrо инстру-
Mt'IITa при численном решении задач оптимизации. Действие этих

1'.II1'ОрИТМОВ таl{же иллюстрируется числовыми примерами.

В Rниrе принята СI{возная нумерация параrрафов. В I{ал дом

IIНIJаrрафе формулы нумеруются одним числом, при ССЫЛI{е на

II.оРМУлу данноrо паР(1rр  фзуназываот('я номер формулы, при
II.СЫЛI{е на фор:мулу из друrоrо параrрафа - номер параrрафа
&1 (IJОрМУЛЫ. Та. н\е систе1\iа нумераЦИII ПРllнята и для опредеJlенИЙ,
JJ«-MM и теорем.



rЛАВА I

ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОИ ТЕОРИИ

ОПТИМАльноrо УПРАВЛЕНИЯ

1. Общие замечания R первой rлаве

Б этой rлаве излаrается мипимальный теоретичеСI{ИЙ материал,
пеоБХОДИ fЫЙ и достаточный для понимавия Bcero остальноrо,

составляющеrо основпое содержание I{ниrи. Тем, кто 3Hal{OM

с математичеСI{ОЙ теорией оптимальноrо управления, полезно

познаl{ОМИТЬСЯ с этой rлавой, чтобы прИВЫRПУТЬ I{ принятой
В I{ниrе терминолоrии и системе обозпачений. БпрочеМt опи не

очень отличаются от тех, I{OTOpble используются в ставшей уже
l{лассичеСRОЙ мопоrрафии [65]. Читатель, не разбиравший под-

робпо первых rлав этой моноrрафии И зпакомый с теорией по упро-
щенным изложениям в руководствах суrубо ПРИI{ладноrо направ-
ления (или совсем незпаl{ОМЫЙ с ней), должеп основательно ус-
воить хотя бы содержание f -7; без зтоrо трудно будет понять
все остальное. Заметим, что хотя данная книrа имеет явпо при-
кладной характер, визложепии теоретичеСI{оrо материала она

rораздо ближе I{ чисто теоретическим работам типа [65], [34].
Это связано с существом дела. Читатель убедится, что математи-

чеСI{ие тонкости доказательства принципа маl{симума, которые
мы специально выделяем и подчеркиваем в 5, 6, имеют самое

прямое отношение I{ приближенному решению задач. Кстати,
из мпоrих известцых сейчас схем ДОI{азательства принципа Mal{-

симума (так же, Ral{ и друrих приведенных в книrе теорем) автор
специально отобрал не самые l{раТI{ие, общие и изящные, но те,

I{OTOpble более или менее явпо ипдуцируют методы приближен-
Horo решения.

Большая часть исследований, связанных с привципом :маl{СИ-

мума, проводится по следующей общей схеме. Б ней в абстраl{-
тной форме отражены основные преобразования и рассуждения

О б щ а я п о с т а п о в к а з а Д а ч и. Пусть определено

некоторое заМВRyтое оrраиичепное множество и в функциональ-
ном пространстве; элементы этоrо пространства будем обозначат 
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и. Пусть определены функционалы от и:

ро (и). Р1 (и), . .
.,
F
т (и).

Задача СОСТОИТ в определении и из УСЛОВIIЙ

min Fo (и).

F,(и)=O( O), i=1,2,...,т.
иЕи.

(1)

Это есть достаточно общая постаНОВI{а задачu .м,ате.м,атuческоео

nроеражжuровапuя, частным случаем которой является и задача

ОlIТимальноrо управления. Для последней характерно следующее
усложнение. Функционалы F, (и) задаются явными формулами,
содержащими, I{pOMe и, еще и арrумеит х, являющийся точкой

дрyrоrо ФУПI{циональноrо пространства, причем u и х связаны

операторным уравнением

R(x, и)=О. (2)

Оно предполаrается разрешимым относительно х при заданном и.

ТаI{ИМ образом, для F, (и) имеем формулы

F, (и) = Ф, (х, и), (3)

причем зависимости Ф, (х, и) считаются явно заданными, в то

время I{aI{ F, (и) есть лишь абстраI{тное обозначение, выражаю-
щее припципиальную возможность вычислить F, зная и. ФаI{ТИ-
l.еСI{И эта возможность реализуется следующими вычислениями:

задав и, нужно определить х из уравнения R (х, и)=О, затем вы-

числить Ф, (х, и), что и будет F,. Формальная схема исследования

IIеI{ОТОРОЙ ТОЧI{И u - предполаrаемоrо решения задачи - состоит

u анализе последствий малоrо возмущения 8и. Пусть все Функцио-
lIалы F, (и) - дифференцируемы. Тоrда следует выяснить, раз-
РСШИl\Iа ли задач-а

8Р
о (8и) = д 08и< О,

дF.
8F, ( и)== ди'  и== О ( O). i == 1, 2, . .

., т, (4)

и+ иEи.

I. слиэта линеаризованная задача неразрешима, ТОЧI{а u удовлет-
Ilоряет необходимому условию оптимальности. В противном слу-
'.lte в окрестности u есть «лучшая» ТОЧI{а, и мноrие методы прибли-
'I(епноrо решения задачи l\IатематичеСI{оrо проrраммирования
(.( IfOBaHЫна следующей простой схеме: если задача для 8и разре-

'1IltMa, следует ее решить, перейти R ТОЧI{е u+Бu и исследовать

2 р, п. Федоренно
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ее таким же образом. Так получаем процесс построения мииими-

зирующей последовательности точек и
О

, и
1

, ... Нужно только

добавить два существенных технолоrических момента:

1. н условиям звдачи (4) добавляется условие 118ull E,rде Е-
малое число обеспечивающее правомерность использования JШней-

Horo приближения, а первая стропа (4) формулируется в виде

. дFо
ШID

-д
ои.

 .. и

2. В силу нелинейности задачи условия д:и4  и=О не обеспе-

чивают выполнения условий Р, (и
k
) == О; происходит накопление

оmиБОR, имеющих порядок О (11 ои 112). Для предотвращения этоrо

вторая строчка в (4) формулируется в виде

F4 (и)+ д:;:4 &L=О ( O). i=1.2.....т.

Теперь обратимся к задачам отимальноrо управления (1), (2), (3).
Сначала мы получаем формулы дЛЯ 8Р в терминах 8и и 8х,

дF дФ дФ
оР ==

ди
ои ==

ди
Ба + дж

Бх. (5)

дФ
причем слаrаемое

дх
8х следует замен:ить на функционал ar Ои.

Это исключение достиrается использованием уравнения в ваРllациях

R
z8х+Rаш=О, (6)

и тождества Лаеранжа

(ф, Rz8x) = (R:ф, ох).

Теперь подберем Ф специальным образом, как решение уравнения

п:,/II = - дФ ;и) . а из уравнения в вариациях (6) выразим

R
z
8x= -Raoи. Тоrда

 : = -(R:ф. &:) = -(ф, Rz x)= (ф. R,:ш)= (R:'ф. Бu).

Таним образом, получаем из (5) общую формулу для функцио-
нальной производной

дF (и)
==

дФ
+ F."I.

да ди "у (7).

Проведеннал выше операция исключения 8х из первичной формулы
для оР (5) есть не что иное, как проектирование rр8Диента

{
дФ

дФ}
u

дж ' да
в произведении пространств {х} Х {и} на линеиное подпро-

странство, касающееся в точпе {х, и} мноrообразия, выделяемоrо

уравнением связи R (х, и) == о. Это подпространство имеет и ({явное
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выраж ие)}{х + ОХ, и + Би}, причем 8х и ои связаны линейным

уравнением в вариациях (6). Далее, условия

Р,(и}=О (или Фi(Х' и):=:О, i=1, 2,...,т)
танже выделяют неноторое мноrообразие, а уравнения

д::: 'Sи=О (или  :ох+ дд iои=О), i=1, ...,т

определяют насательное в точне и (или {х, и}) линейное подпр0-

странство {х+ох, и+8и}, и в вычислениях часто используется
нроекция rрадиента РО на это подпространство. Эту последнюю

lIроекцию 'Можно вычислить двумя, внешне разными, способами:

1. Сначала первичные rрадиенты { :' д:: } проектируются и

дF дF
превращаются ПО (7) в д: ' а затем

ди

О
проектируется на подпро-

странство, выделяемое условиями

дF  и)00= О, i = 1, 2, . ..,
т.

2. rрадиент е:о
, :о} сразу проентируется на линейное под-

IIрострапс'rВО, выделяемое условиями

R",'Sx + R,pи= О; д:; ох + д:: ои= О, i = 1, . .
.,
т.

(>ба способа дают одно и то же, это есть аналоr теоремы о трех

lI рпендикулярах. Заметим, что выше все преобразования были
11 роведены формально; мы не обсуждали, например, вопроса
() том, в наном пространстве лежат элементы ои, ох (поскольну
со ущественно использовалось сналярное произведение, то проще
Hc ('ro предположить пространство rильбертовым), о законности

ТС'Х или иных преобразований, о разрешимости встречающихся

уравнений. Тем не менее эта абстрантная схема полезна, и она

с'оетавляет, тан сказать, внешний нарнас почти всех исследова-

111IЙ, связанных с принципом мансимума и приближенным реше-
111(('1\1 энстремальных задач. Различные типы таних задач отли-

-I"IОТСЯ в основном коннретными формами уравнений связи

11 (,1:, и) ===0 И видом фУННI{ИЙ Фi (х, и). Эту сторону вопроса мы

rlУДСМ считать чисто техничесной и не оназывающей существен-
lIol'() влияния на выбор алrоритма численноrо решения задачи.
С »"нано это замечание не следует толновать слишном широно:

1\1I1I1'a посвящена численному решению задач оптимальноrо управ-
Jlt'IIIIЯ, а не более общей задачи математическоrо проrраммиро-

t1III1ИЯ. Тем не l\IeHee с этим связано определенное оrрапичение

Illi характер уравнения связи R (х, u)=О. Под эадачей оптималь-

2*
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Horo управления мы будем понимать задачу, в RОТОРОЙ R (1С, и)=
=0 есть дифференциальное уравнение для х (оБЫRновенное,
'в частных производных, уравнение с запаздыванием, интеrро-

дифференциальное), в Rоэффициенты (начальные данные, краевые

условия и т. д.) входит «управление) и. Это обстоятельство, хотя

и оставляет задачу достаточно неопределенной, все же выделяет

некоторый класс, и предлаrаемые в ЮIиrе алrоритмы существенно
ИСПОЛЬЗУIОТ ero спеЦИфИItУ. Отметим здесь же некоторые из нон-

Rретпых свойств этоrо пласса задач, имеющих серьезное значение

при конструировании методов приближенноrо решения:
1. Обычно уравнение R (х, и)=О раэреmимо относительно х

при более или менее ПРОИЗВОЛЬНОl\1 и, НО при почти любом х нераз-

реnтимо относительно и.

2. В тех частных эадачах, в ноторых, нан, например, в задачах

Rлассичеспоrо вариаI ионноrоисчисления, х и u формально равно-
правны (R (х, и) =0 разрешимо нан относительно х, так и относи-

тельно и), rрадиент функционала F при выборе х в качестве

неэависимоrо арrумента оказывается неоrраниченным (дифферен-
циальным) оператором. Если же в начестве независимоrо apry-

мента выбирается и, rрадиент оказывается оrраниченным.
3. ApryмeHTbl задачи х и u онаэываются элементами разных

ФУНRциональиых пространств: и обычно бывает произвольной

(измеримой) ФУНRцией, а х - сравнительно rладпой.
4. В задачу входит совокупность дополнительных условий,

оrраничивающих выбор и. Эти условия имеют вид

1)
2)
3)

Р, (и) == О,
иЕи,
i= 1, 2, . .

., т,

xEG.

Формально можно было бы все эти условия объединить в единое

условие и Е и, что сразу сделало бы теорию более компактной,

общей и изящной. Однако в теории оптимальноrо управления эти

виды оrраничений различаются и изучаются отдельно. В этой

нниrе мы тоже придерживаемся тапоrо подхода, и это связано

с существом дела. Отнесение входящих в конпретную задачу

оrраничений к одной из трех форм проиэводится по следующему

содержательному признаку: для любой ТОЧRИ u проверка усло-
вия и Е u очень проста и, что существеннее, операция проектИ,-

рования любой ТОЧНИ v на и (т. е. реrn ниезадаЧII min и- v 11)
иЕи

мо;кет считаться (сравнительно с остальными операциями) эле-

ментарной. Проверка условий Р, (и)=О, i=1, 2, . .
., т, и соот-

веТСТВУlощее проектирование треБУIОТ уже более сложных вычис-

лений. HaKoHeI ,условие х Е G (в тапой форме задаются тап назы-

ваемые оrравиченпя в фазовом пространстве) проверяется обычно
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вычислеНИЯl\IИ, немноrим более СЛОЖНЬПtlИ, чем для УСЛОВИЙ
Р, (и)=О, но соответствующая операция проеRтирования ТОЧRИ v

становится очень сложной. Все это сказывается и на конструкциях

алrоритмов приближенноrо решения задачи: Rаждый из трех

видов оrраничений требует cBoero подхода, и сложность их воз-

растает в соответствии со сложностью операции проеRтирования.

2. Постановка вариаЦIIОННОЙ задачи

1. Управляемые систеl\IЫ. I\лассичеСRое вариационное исчи-

сление ВОЗНИRЛО в связи С задачами следующеrо типа: найти

сl.ункцию х (t). О <: t <: Т. удовлетВОРНIОЩУЮ нраевым условит!
х (О) = ХО' х (Т) = Х} и МИНИМИЗJ1РУЮЩУЮ значение ФУНRционала
(здесь ф (х, у) - заданная ФУНRI ИЯ)

'l'

Plx(' )] - ФLх(t). x(t)]dt. (1)
о

Сразу же поясним обозначения, систематичеСRИ применяющиесн

D дальнейшем: х ( .) будет обозначать фУНRЦИЮ, взятую цеЛИRОl\I.
l\aR элемент функциональноrо пространства, а х (t) - есть обоз-

lIачение числа (или вентора, если х (t) - вектор-функция), яв-

JJяющеrося значением х ( .) в ТОЧRе t. Иноrда употребление х (t)
)j смысле х ( .) не вносит путаницы, но в некоторых случаях их

следует различать. Таким образом, левая часть (1) есть абстрактное
обозначение фУНRционала - числовой функции, apryMeHToM ко-

торой являются ТОЧRИ фУНRциональноrо пространства, а правая
'Iасть определяет фаRтический способ ero вычисления *). В Rлас-

(",ичеСRОМ вариационном исчислении можно выделить следующие
IIаiнные разделы:

Установление дифференцируемости

(}. у н R Ц И О Н а л а и в ы ч и с л е н и е про и з в о Д н о й.

(I)ункцию W (t) будем называть ФуnкцuоnалЪ1WЙ проиВ60дnой
(1 смысле Фреше и обозначать

дF [х ( · )]
_ (t)дх(l)
-ш , (2)

с'(о,.rIИ для всех достаточно малых возмущений ОХ ( .) имеет l\leCTO

((н.рмула
'l'

F[x(. )+ x(.)]=F[x(. )]+ w(t)ox(t)dt+O I xI12). (3)
О

*) Иноrда в (1) используется абстрактное обозначение F [х (t)]; это -

.."'удачная символика, так как правая часть (1) не зависит от «HeMoro» apry-
MOllTa е.
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Фуннционал F [х ( · ) ] в зтом случае называется дuфференцuруе-
.мь .м*); разумеется, производная вычисляется, в общем случае,
лишь в данной точне х ( · ) -фУНlЩиональноrо пространства. Клас-
сический результат Эйлера состоит в том, что для (1)

iJF [х ( · )] _ d . .

дх (t)
= -

dt Фz [х (t), ж (t)] + Ф3; [х (t), ж (t)]. (4)

Приравнивая правую часть (4) нулю, получаем необходимое усло-

вие, ноторому должна удовлетворять искомая фУНКЦИЯ х (t),-
иэвестное уравнение Эйлера

-;, Ф:t (х, 3;) + Ф..,(х, х)= о. (5)

Решив ero с учетом нраевых условnй для х (t), получим стацио-

нарную точку фуикционала F [х (.)]; она может окаэаться как

точкой минимума (лональноrо), так и точкой максимума или точ-

ной «переrиба) (имеется в виду точна фупкциональноrо простран-
ства).

А н а л и з в т о рой в а р и а Ц и и Ф у н к Ц и о н а л а.

Он поэволяет более или менее эффективно выяснить, является ли

исследуемое решение уравнения (5) точкой минимума F [х ( · ) ]
(лональноrо, разумеется), или оно является стационарной точной
друrоrо типа. Во мноrих прикладных задачах такие вопросы

решаются установлением единственности решения уравнения

Эйлера и оrраииченности ФУНКI ионаласниэу.
А н а л и з з а Д а ч и. Важную часть теорШl вариационных

задач составляет анализ задачи «в целом) и связанные с ним до-

статочные условия экстремума Вейерштрасса. Построенная им тео-

рия получила естественное обобщение в виде теории динаА!и-

ческоrо проrраммирования.
т е о р е т и ч е с R и е в о про с Ы, с в я з а н н ы е

с у т о ч н е н и е м п о с т а н о в к и з а Д а ч и. Постановка

задачи должна содержать четное описание ФУНКI иональноrопро-
странства, на котором ставится и решается варnационная задача.
Здесь преодолеваются тание, например, затруднения: фУНlЩионал
F [х ( · )] (1) определен на фУНКI ИЯХ,имеющих первую производ-

ную, но не обязательно имеющих ВТОРУIО. Однако вторая произ-
водная появляется при вычислении Фуннциональной производ-
ной. Сюда же относятся вопросы существования решения вариа-

v

I ИОНПОИзадачи: может оказаться, что существует точная нижняя

rрань il1f Р[х( · )] (в том или ином ФУННI ИОнальномпространстве),
ох (.)

существует и минимизирующая последовательность х(п> ( .), т. е.

F [х(п> ( . )] inf F [х ( .)] при n -+ (Х).

х( . )

*) в (3) можно вместо О «(fож 112) писать о (11 x11) t однако мы не будем стре-
миться к подобной оБIЦНОСТИ.
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однако IIредела х(п) ( .) (n -+ ro) нет, или же он есть, но лежит

в друrом функциональном пространстве, на элементах KOToporo

функционал типа (1) не определен.

Дальнейшее развитие классичеСRоrо вариационноrо исчисле-

ния привело к рассмотрению задач с более сложными функцио-
палами, например, включающюIИ старшие производные:

'l'

F [х ( · )] == i ф Lx (t). х (t), х (t)] dt.

о

Рассматривалась задача типа (1) с вектор-функцией х ( .), краевые
значения RОТОРОЙ моrли быть полностью или частично заданы,

вариационные задачи для функций нескольких независимых пере-

менвых - в этом случае функционал вычислялся через значения

частных производпых искомой функции. Наконец, изучались

изопериметрические задачи, в которых, кроме минимизируемоrо

функционала F [х ( · ) J, определялись функционалы F1 [х ( · ) ], . . .

. .
.,
F

rn [х (.)] Toro же типа (1), и на искомую фУНRЦИЮ наклады-
вались условия вида

Р, [х ( · )] = С" i = 1, 2, . .
.,
т. (6)

Основные типы задач, подходы R их решению и результаты
были получены давно; они связаны с именами таких классиков

естествознания, как Эйлер, Якоби, Вейерштрасс. Однако бурное
развитие техники *) после второй мировой войны, характеризую-
щееся, кроме Bcero прочеrо, четкой тенденцией к созданию опти-

.мальных по своим качествам конструкций, привело к постановке

ряда частных задач, которые были вариационными по существу

дела, однако либо не укладывались в привычные рамки вариацион-
lloro исчисления, либо это удавалось сделать ценой нежелатель-

ных искажений задачи. Постепенно выработались некоторые ти-

пичные формы новых вариационных задач, получившие имена

пионеров этой области; так появились задачи Больца, Майера
и друrие. Отдавая должное этим ученым, мы не будем в дальней-
Iпем пользоваться соответствующей терминолоrией, так как она

uтражает лишь историю становления совремепноrо вариационноrо
исчисления, но не существо дела. Эти различные по наименова-

ниям задачи не нуждаются ни в специфических методах теорети-
чсскоrо исследования, ни в особых подходах при разработке алrо-

рИТМов их приближенноrо решения. Все эти задачи естественно

ун ладываютсяв сложившуюся в настоящее время форму задачи
()lIтимальноrо управления, теоретичесЮlЙ анализ которой не проще
И не сложнее анализа упомянутых ее частных видов. Это же отно-

*) Особую роль ДЛЯ вариациоиноrо исчисления сыrрало развитие авто-

мnтическоrо управления и ракетостроения.
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си'!'ся И К методам приблин\енноrо решения: хотя в ориrинальпых

работах мв:оrие численные алrоритмы предлаrались для тех или

иных частных форм общей задачи оптимальноrо управления,
их переформулировка для общей задачи часто требует лишь

редакционных измененИЙ.
Постановка общей задачи оптимальноrо управления естест-

венно начинается с введенил понятия управляежой систежы.

В дальнеЙШем этим термином обозначается некоторый объект,
состояние KOToporo в каждЫЙ ,момент t описывается вектор-функ-
цией

х (t) = {х
1
(t). х

2
(t). . .

.,
XZ (t)} .

о t Т. (7)
Компоненты х (t) называются фааоеЫJКи координатами управляе-
мой системы, а п-мерное евклидово пространство Е" точек х-

ее фааоеы.м, пространство.м. ЭВОЛЮЦИЯ состояния управляемой
системы во времени определяется системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

 :=f(X. и). (8)

rде / (х, и) = {/1, /2, . .
., '} - иэвестная п-мернан вектор-функция.

Мы будем всюду в дальнейшем считать ее достаточно rладкой;
вопросы, связанные с ослаблением предположений о rладкости

f (х, и), нас интересовать не будут. Поэтому в дальнейшем мы бу-
дем дифференцировать / (х, и) столько раз, сколько потребуется
при проведении выкладок. Далее,

и (t) = {и. ,  .. .
., и,.} (9)

- некоторая вектор-функция, называемая управленuе.м.
В данной задаче такие выражения, как «управлять системою),

«выбрать управление), «определить управление) и тому подобное
означают одно и то же - задать на иптерва.д,е управленuя (О, Т]
некоторую ФУНRЦИЮ и (t). Естественно возникает вопрос о функ-
циональном классе, иэ KOToporo разрешается выбирать и (t).
Удобным оказался класс из.мерим,ъl,Х функций. С точки зрения

теорем существования решений вариационных задач класс изме-

римых функций очень удобен. Однано при выводе необходимых
условий оптимальности обычно происходит сужение задачи: сама

исследуемая функция и (t) предполаrается не произвольной изме-

римой функцией, а rораздо более простой, например, кусочно

непрерывной, кусочно rл8ДКОЙ, но ее раэрешается подверrать

вариациям ои (t), относительно которых уже никаких предполо-
жений не делается: ои (t) может быть произвольной измеримой
функцией. Таким обраэом, объектом теоретических исследований
является сравнительно простая функция и (t), которая должна
быть оптимальной в rораздо более широком множестве произволь-
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ных (измеримых) фУНКЦИЙ и (.). Такая постановка вопроса не вы-

зывает возражений с прикладной точки зрения: опыт решения

содержательных задач показал, что их решения в подавляющем

большинстве - сравнительно просто устроенные функции, имею-

щие разве лишь разрывы первоrо рода, а между точками разры-

вов - достаточно rладкие. (Иноrда появляются точки сrущения

точеR разрыва.) Есть Rласс задач (и он достаточно содержателен),
которые не имеют решения в классе кусочно непрерывных функ-
ций. Это - задачи с так называемыми С ОJl,Ь8ящи.м,uре:нсuжйжu.

(У этих задач нет решений и в классе измеримых функций.) Для
подобных задач были разработаны методы их эквивалентной

переформулировки, в которой в качестве управлений фиrУРИРУIОТ
некоторые новые фУНRЦИИ, предположение о кусочной непре-
рывности которых уже достаточно естественно и приемлемо.
В постановку современных вариационных задач обычно входит

условие, оrраничивающее допустимые значения и (t). Ero симво-

лическая запись имеет вид

и (t) Е и при всех t Е [О, Т], (10)

rде и - оrраниченная замкнутая область r-мерноrо простран-
ства E

r
. Фактически эта область и эадается системой неравенств

'Вида
и: epj(и)<O, j=1,2,...,I. (10.)

Измеримую beKTOP-фУНКI{ИЮ и (t), удовлеТВОРЯЮЩУIО (10), мы бу-
дем называть и-допусти IЫМуправлением. Оптимальное исполь-

зование возможностей данной управляемой системы в рамках

рассматриваемой задачи оrраничивается выбором управления
и (.). Условие (10) в содержательных задачах носит либо физи-
ческий харантер, л босвязано с оrраничениями техническоrо

порядка. В дополнение к системе (8) задается полный набор
нраевых условий. Мы будем СИl\шолически обозначать этот набор

r(x)==o.

Полнота ero понимается в слецующем смысле: при любой задан-
пой ФУНRЦИИ и (t) краевая задача

dx

dl
== f [х, и (t)l, r (х) == О, (11)

имеет решение, и оно единственно. Обычно эти краевые условия

имеют форму данных Ноши, т. е. фактически r (х)=О имеет вид

х (O)-Хо=О, однако встречаются и дрyrие RpaeBble задачи.
2. Фупвциопалы, определенные на траеВТОРИJlХ управляе-

мой системы. Качество Toro или иноrо управления системой

Оllf'нивается набором числовых хараRтеристин - функционалов
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Р, [и (.)], i=O, 1, . . ., т. В приложениях они часто называются

показателями Rачества, критериями качества и т. д. Рассмотрим:
некоторые типичные формулы фаRтическоrо вычисления фУНRЦИО-
налов:

7'

F [и ( · )1 == ф [х (t), и (t)] dt, (12)
о

F [и ( · )1 == ф [х (t')] , t' - заданная точка на [О, Т], (13)
Р [и ( · )] == шах Ф [х (t)], (14)

{Е[О, Т]

Т

F[и(.)] ==  IФ[х(t).и(t)]ldt. (15)
о

F [и ( · )] == vrai шах Ф [х (t), и (l)]*). (16)
f

Ф в правых частях этих определений считается заданной
достаточно rладкой функциеЙ своих apryMeHToB. Не претендуя
на исчерпывающую полноту, оrраничимся пока этими конструк-
циями. Их, а также rладких функций от фУНRционалов пере-
численных типов, достаточно для постановки большинства при-
кладных задач. В дальнейшем будут использоваться и друrие

КОНСТРУIЩJrи ФУНRЦJIоналов. В формулах (12)-(16) фазовая тра-
ектория х (.) связана с управлением краевой задачей (11) и одно-

значно определяется им. Этим оправдывается обозначение выра-
жений в правых частях определении через F [и (.)]. Фактическое
ВblЧJIсление F [и (.)] требует решения 'краевой задачи (11), для
чеrо ИСПОЛЬЗУIОТСЯ соответствующие приближенные методы, OpJI-
ентироваппые, как правило, на использование ЭВМ. Выбор Toro

или иноrо численноrо алrоритма определяется содержательным

xapaRTepoM краевой задачи (11). Особых трудностей при этом

не ВОЗНИRает, так кап задача оптимизации какоrо-либо объекта
обычно ставится после Toro, пак расчет ero ФУПRционирования
при каком-то ФИRсированном управлении уже достаточно освоен,
и подходящие численные методы разработаны и проверены.

Заметим, что управление и ( · ) определено, по существу,
с точностью до значений на множестве меры нуль; управления
и ( .) и а ( .), отличающиеся лишь на множестве нулевой меры,

u

определяют одно и то же движение управляемои системы, одну
и ту же траекторию х (t). Поэтому в постаНОВRе задачи не может

*l Приставка vrai означает, что имеетСя в виду существенный макеимум
Ф [ж 1), и (1)], значение I\OTOpOro не изменится, если 1 пробеrает не весь

отрезок [О, Т], а любое множество М, получающееся из [О, Т] удалением
произвольноrо множества меры нуль.
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фиrурировать функциопал типа F [и ( .)] == Ф [и (t')], так как

значение и ( .) в одной точке t' может быть взято произвольным,

И это никак не повлияет на поведение системы. В литературе,
тем не менее, иноrда встречаются задачи с такими функционалами,
что свидетельствует о недостаточно продуманной постановке за-

дач, о том, что, возможно, забыто условие принадлежности и (t)
к некоторому классу непрерывных функций *). НаПРIJмер, доба-
вив к условиям задачи требование выполнения условия Липшица
JJ и (t2) - и (t1) 11 с I t2-t1 1, превратим конструкцию F Lи ( .) ] ==
=:Ф (и (t')] в содержательно осмысленную и имеющую право

участвовать в постановке вариационной эадачи.

Теперь в нашем распоряже.нии есть все для Toro, чтобы моrла

быть сформулирована типичная задача оптимаJIьноrо управ-

ления.

Для управляемой системы:

dx

dt =/(X, и), r(x)=o, O t T. (1)

нужно определить управление и ( .), минимизирующее значение

функционала ро:

min РО [и( . )].
и(. )

Ilри этом должно быть выполнено условие

и(t)E и при всех tE[O. Т]

(11)

(111)

и дополнительные оrраничеиия

Р,[и(.)]=О ( O), i=1.2....,т. (IV)

Здесь Р, [и ( · )], i == О, 1'...' т, - функционалы, каждый из кото-

рых может иметь вид (12) - (16), или быть функцией таких

фуНКЦИОП8пов.
Сформулированная выше эадача не является самой общей; ряд

простых обобщений ее будет обсужден ниже (см. 7); однако и

в такой форме она включает в себя ряд задач, обычно трактуемых
отдельно дpyr от друrа. Рассмотрим их.

Задача с оrраничением в фазовом про-
с т р а н с т в е. Пусть на управление и (.) наложено условие:
1l0рождаемая им фазовая траектория х (t) обязана находиться
II некоторой заданной области R фазовоrо пространства:

x(t)ER при всех tE[O, Т]. (17)

*) Если по обнаязадача все же решается каНИМ-Jlибо численным мето-

I OMJто «забытое» условие явно ипи веявво вводится в апrоритм (см. [44]).
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(lJактически (17) реализуется заданием одноrо ИI1И неСRОЛЬКИХ

неравенств типа

G [х (t)] о при всех t, (18)
с известной rладной q)ункцией G (е). Определив функционал

J? [и ( · )] == шах G [х (t)J,
t

ВRЛЮЧИМ В IV дополнительное условие Р[и(. )] o.
З а Д а ч и с о r р а н и ч е н и я м и о б щ е r о т и п а. Эти

задачи, для которых иноrда используется историчесни сложив-

шееся название вадач па увкие .места, ставятся обычно в двух
внешне различных формах. Именно, в условия вводится требо-
вание

и (t) Е и [х (t)] при всех t.

т. е. вид области и зависит от х (t), обычно непрерывно *). В дру-
rой форме задача дополняется условием

{и (t). х (t)} Е Q ври всех t, (18*)

rде Q - некоторая оrрапиченная замкнутая область в прост-

ранстве ErXEn
. ФаRтическая реализация в обоих случаях озна-

чает задание одноrо или нескольких неравенств вида

Ф [х (l), и (t)] О при всех t, (19)

которые очевидным образом в одятсяв дополнительные условия
IV с функционалами типа (16).

Заметим, что сведение задачи оптимальноrо управления R клас-

сической вариационной задаче путем разрешения соотношений

х=/ (х, и) относительно и и исключения и из правых частей фор-
l\lУЛ для функционалов типа (12)-(16), как правило, неосуще-
ствимо, и не столько в силу технических трудностей TaKoro исклю-

чения, сколько из-за более веских причин.

Во-первых, неясно, как при таком исключении сохранить

условие и {: и, не имеющее аналоrа в классической задаче; ВО-ВТО-

рых, как правило, размерность вектора и меньше размерности
вектора х. Н задачу ОПТIIмаЛЬНОI'О управления и ( .) и х ( .) входят

существенно неравноправно: если более или менее любой функ-
ции и( .) соответствует некоторая траектория х (t), то почти любой

дифференцируемой функции х (t) никакоrо и (t), удовлетворяю-
щеrо уравнению х=/ (х, и), не соответствует. Этот факт опреде-
ляет выбор и ( .) в качестве независимоrо apryMeHTa задачи и ска-

зывается самым серьезным образом при конструировании вычие-

.) Непрерывность понимается В... следующем смысле: и (х + Бх) С
С и

C11 zll(ж). {'де и. - расширение оолас'l'И U сферами радиуса & с цеи-

трами по псех TO ll:\aX и.
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лительных алrоритмов. В то же время классическая вариацион-

ная задача очевидным образом формулируется как задача опти-

мальноrо управления - определить и ( .) из условий

mil1 РО [и ( · )J,
fl ( . )

т

rде РО [и ( · )] == ф [х (t). и (t)] dt, на решениях системы х= и.

о

Х(О)=ХО при дополнительном УСЛОВИII х(Т)==Х..
Друrим важным обстоятельством, определяющим некласси-

ческий характер задачи оптимальноrо управления, является на-

личие в задаче условий типа неравенств. Это - условия и (t) Е и,
условия (17), (18). Они, как показал опыт решения таких задач,

весьма существенны: снятие подобных условий обычно полностью

лишает задачу содержательной ценности, так как приводит к ре-

шениям либо физически нелепым, либо неприемлемым по техни-

ческим условиям. Как правило, в оптимальном решении имеются

как интервалы времени, на которых реализуется знак равенства,
так и интервалы, на которых реализуется cTporoe неравенство;
на первых условие может быть заменено привычным для класси-

ческоrо вариациопноrо исчисления условием типа равенства,
на последних - снято. К сожалению, расположение и размеры
этих интервалов выясняются лишь после решения задачи. Это
обстоятельство таRже имеет rлубокие последствия в вопросах

конструирования численных методов: классический вычислитель-

ный аппарат линейной алrебры становится неэффективным и заме-

няется более соответствующим характеру современных вариацион-
ных задач вычислительным аппаратом линейноrо (и нелинейноrо)
проrраммирования.

3. Дифференцирование Фувкционалов, определенных
u

па траекториях упраВJIяемои системы

Основным инструментом теоретич:ескоrо анализа задач опти-

мальноrо управления и конструирования методов их приБЛИiНен-
lIoro решения является вычисление функциональных производных
оТ входящих В постановку задачи функционалов. В настоящее

IJремя сложилась сравнительно стандартная техника дифференци-
,)uвания функционалов, определенных на траекториях управляе-
мой системы. Изложим ее, оrраничившись первыми двумя типич-

ными конструlЩИЯМИ
'l'

F [и ( . )] == ф [х (t), и (t)] dt,
о

(1)

Р[и(. )] = Ф[х(t')]. (2)
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Что касается остальных трех
- (14), (15), (16), то они, вообще

rоворя, не имеют ПРОИЗВОДНJ)}Х Фреmе. Они дифференцируемы
в некотором специальном с:мысле - по направлениям в функцио-
нальном пространстве. В 4 будет дано соответствующее опреде-
ление и получены производные по направлениям для этих кон-

струкций функционалов. Вернемся R функционалам (1) и (2), за-

метив, что НИ)ItеследУющие вычисления леrко превращаются в до-

Rазательство дифференцируемости их в смысле Фреше.
Пусть управление и(. ) возмущено малой функцией ои(.);

11 ои( .) 11 считается малой величиной первоrо порядка, rде, по опре-

делению,

118и( . ) [1 == шах Шах lои, (t) 1.
'=1, 2. ... J

,.  t 'l'

Следствием этоrо является соответствующее малое возмущение
фазовой траектории: х (t) переходит в х (t) + 8х (t), причем 118x( · ) 11 =
=О ( 8и( · ) 11) и ох (t) является реmеШlем уравнения в вариациях:

 :=f",[t)Oz+f..[t]ш; r",ox=o. (3)

Это уравнение определено на невозмущенной траектории {и ( · ).
х(. )}; здесь и в дальнейшем IlрИНЯТЫ обозначения типа fz[t] :=
= fz[x(t), и (t)] , fи[t] == fи[x(t), и (t)], r

z
8x==O-символическая

запись краевых условий для 8х; они получаются простым варьи-

рованием 'краевых условий r (х) == О *). Заметим, что можно было бы

использовать уравнение в вариациях в форме

 ;=/'" [t] ОХ + f,.'[t] ои+ O( oиI12), r..,ox + о (loиIF) = О, (3*)

и считать ох (t) точной равностью между возмущенной и певозму-

щенной траекториями; однако проще будет пользоваться фор-
мой (3), не забывая, что в этом случае ox(t) отличается от точной

разности на 0(lloиI1
2
). Разумеется, мы считаем, что все условия,

обеспечиваю еобоснованность используемой здесь теории воз-

мущений, выполнены. Таким образом, ох (t) однозначно опреде-
ляется возмущением управления ои(.) как решение краевой за-

дачи (3). Вычислим теперь приращения функционалов. Прямое

варьирование формул (1) и (2) дает
т

ДЛЯ (1): Р[u(. )+оu(. )]=Р[и(. )]+ Ф",[t]ох(t)dt+
о

т

+ Фи [t] ои (t) dt+ О (IOи 2), (4)
о

*) Если, например, условие r (з:)=0 имеет вид х (O)-Хо=О (данные
Коши») то rzl)x=O есть условие вида 8х (0)=0.
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для (2): Р[и(. )+ и(.)]=Р[и(. )]+Фz[х(t')] х(t')+
'l'

+oa8иlJ2)=F[a(. )]+ Ф",[t']8х(t)8(t-t')dt+оа8lJlr). (5)
о

Здесь 8 (t - t') -  -функцияДирака с полюсом в t'. Обе формулы
запишем в общем виде:

'l' 'l'

8Р и( · )] = w (t) и(t) dt + у (t) 8х (t) dt.

о о

(6)

Эдесь iiJ (t) и У (t) - bektop-фУПRЦИИ размерпt>сти r и п соответ-

ственно, определенные, вообще rоворя, на невозмущенной траек-

тории. Произведение WOи есть, разумеется, скалярное произведе-
ние; этой формой ero записи мы будем пользоваться наряду

с общепринятой (w, 8и). Если для rлавной части приращения

функционала моя<ет быть получена формула (6), он оказывается

дифференцируемым. Правда, следует оrоворить свойства функций
w (t), У (t).

1. В функции У (t) ДОПУСТИl\fbl особенности типа о-функции.
Это связано с тем, что ОХ (t) есть решение уравнения в вариациях

и являе1СЯ непрерывной функцией. Поэтому интеrрал типа

8 (t - t') 8х (t) dt имеет смысл.

2. 8и (t) есть произвольная оrраничепная функция, поэтому
в w (t) особенности типа 8-функции недопустимы. Не стремясь
R М8Rсимальной общности, будем считать iiJ (t) произвольной orpa-
пиченпой функцией.

3" Из уравнения (3) видно, что 8х (t) есть функция Toro же типа

rладкости, что и 8w(t); поэтому в общем случае в У (t) недопу-
стимы особенности типа 01 (t - t').

Одна НО иноrда вто оназывается возможны;; пусть. кан вто часто

бr Iваетв прИ[{Л8ДНЫХ задачах, уравнение для одной ив компонент х не

содержит управления: х1 =11 (х). Тоrда в постановне вариационной за-

l ачидопустим фуинционал F [и ( · )] = ф [х1 (f')], варьирование KOToporo
IIрИВОДИТ н формуле (6) с У (t), имеющей особенность типа проивводной
t-фун[{ции. В втом случае l)x1 = /l'8х онаВЬtвается непрерывной фуинцией t

и соответствующий интеrрал в (6) имеет смысл. Мы все же не будем
рпссматривать подобных обобщений, так нак в ЭТОМ случае функционалу
JICrKO придается стандартная форма (2):

Ф [ 1(f')] = Ф [/1 (х (е'»].

Для вычисления ПРОИЗВОДRОЙ Фупкционала нужно, используя
уравнение в вариациях, исключить 8х( .) из (6) и перейти к формуле
типа

'l'

'6F ['6и ( · )1 = rD (t) '6и (t) dt.

о
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Проще Bcero это достиrается использованием известноrо тождества
Лаерапжа.

Пусть ох (t) непрерывная вектор-функция с кусочно непрерыв-
ной производпо:й, а Ф (t) - вектор-функция, которая может иметь

конечное число разрывов первоrо рода (ниже для простоты пред-

положим, что Ф (t) имеет лишь один разрыв в точке t'). Тоrда имеет

место тождество *)
'l'

i {ф( ;- tzft]8x) +ох(  +J; [t1Ф)}dt = ф8х ' . (7)
о

Доказательство состоит IIS двух утверждений:

1) (ф, f:х;'8х)= (1;; Ф. '8х).

2) там, rде Ф (t) и 8х (t) дифференцируемы, Ф + ох :; =
d

=

dt (ф, '8х).

Разрыв в Ф (е) порождает о-функцию В Ф С полюсом J3 t' и

с интенсивностью Ф (t' + О) - Ф (t' - О). В этом случае левая

часть (7) есть

lim I'Т :, (ф, 8:1:) dt + f :, (ф, ох) dt +''f ф3Жdt + '( Ф8:1:dt} =1-.0
О е'+8 1'-8 1'__

= Ф (t' - О) 8х(t') - Ф (О) '8х (О) + Ф (Т) 8х (Т)-
- Ф (е' + О) '8х (е') + ох (t') [ф (t' + О) - Ф (t' - О)] = фох I .

Теперь, заменив 8х - f:с'8х на fи [t] 8и (t) (из уравнения в вариа-

циях) и конвретизировав функцию Ф (е) пак решение краевой
задачи

+ 1;; [t] Ф= -у (t); r:ф= о, (8)

 Оfтряженнойк краевой задаче для ОХ (t), получим
'l' 'l'

У (t) ох (t) dt= (ф (t), '" rt] ои (t» dt,
о о

и окончательно имеем формулу для вариации функциопала
f' 'l'

8Р ( · )] = w (t) &L (t) dt + (t: [t] ф (t), ои (t» dt. (9)
о о

.) Звездочкой будем отмечать сопряженную матрицу, сопряжеивый
оператор.
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Таким образом,
дF

д[:( »]= w (t) + t: [t] Ф (t). (10)

в (8) r:ф == О есть символичесная запись краевых условий, сопря-
iHeHHblx к условиям rz8x == О; КОНRретная их форма леrко опре-

деляется требованием: из rжОХ == О и r:ф= о должно следовать

(ф, 8х) I = о.

При м еры с о п р я ж е н н 1>1 Х У с л о в и й:

1. Пусть r (х) =0- данны e Ноши: х (О) - Х
О
= О; тоrда rз;8х == 0-

тоже данные Коши: 8х (О) = О, а r ф=о- данные Коши на правом нонце:

Ф (т)=о.
2. Сопряженными н условиям периодичности &х (О) - 8х (т) =0, оче-

I1ИДНО, ЯВЛЯЮТСR также условия периодичности Ф (О) - Ф (т) = о.
з. Сопряженные н общим краевым УСЛОВ::IЯМ вида r

z8x=0: А8х (О) +
+ Бох (7') =- О, rде А, Б - ааданные матрицы *) n -.+ n, не обяаательно
имеющие обратные, можно получить тан: обраауем 2n-мерные векторы
z={бх(О), 8х(Т)}, е={Ф(О), -ф(т)} и матрицу 2n-.+n: С={А. В}.
I\paeBble УСЛОВИR, ноторые теперь MoryT быть ааписаны в виде Cz= О,
предположим невырожденныи.. Это оавачает, что можно выбрать n

етолбцов, обрааующих невырожденную матрицу С1; выделив соответствую-
lI ие компоненты z в n-вентор Zl, а остальные - в вектор Zsa, аапиmем

'\раевые условия в виде Cz = C1Z1 + C2Zsa =0. Таким образом, общий вид

11екторов Z, удовлетворяющих условию Cz=O, есть {-С1JСsazsa , Z2}' rде

Z2
- произвольный n-вентор. Тоrда из условия ф8х 12'1 = О следует, что

о
'"

(z, е) = (Zlt  1)+ (Zsa,  2.)= -(Сi1СsaZ2' е 1) + (Z2' е2) = -(Z2' C;Cl-1еl) +
+ (Z2' е2) = (Zsa' е2 - с;с!-lе1) ==0. Поснольку Zsa проиаволен, то сопряжен-
HI)Te условия имеют вид

е C*c",-le2= 2 1 1.

4. Заслуживает пояснения следующий случай, встречающийся иноrда
11 приложениях: пусть для решения уравнения х= t (х) поставлено уоло-
IIне х (Т/2) = О; тоrда для сопряженной фуннции Ф (1) получим уравнение
+ f: [t] Ф = -у с нраевыми УСЛОВИЯМI! в избыточном числе: Ф (О) = О;

Ф (Т) = о. Однано избыточность условии не приводит н противоречию,
Т81{ «ак в Ф (t) допустим произвольный разрыв в точке t= Т/2.

в приложениях часто встречается функционал F[и( .) ]==
-ф [х(Т) J(r (х) =0 в эТоМ случае обычно суть данные Коши в точке

l==O: х (О)=Хо). Используя ОШlсанную выше схему вычисления
('1'0 производной, получим В правой части уравнения (8) о-функцию
на нонде интервала; это, как известно, приводит R пеодвороцности
l(раевых условий. Однано проще прямо получить необходимый
р :зультат. Исходя из равенства

оР [00 ( · )] = Ф:х; [х (Т)] 8х (Т)

*) Для равмера матриц, отображающих n-мерное пространство в r-Mep-
',ое, будем испольвовать обозначение n -+ r9

3 Р. П ФедореПRО
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и положив в (8) У (t) == О, из тождества Лаrранжа получаеJ\l
'l'

ф(Т)3х(Т)= i ф(t)f,.[t] 8и(t)dt.
о

Достаточно в этом случае в качестве краевых условий ДЛЯ ер
взять данные Коши при t= Т: ер (Т)= Ф

s [х (Т)], чтобы получить
вариацию

'l'

8F [&L ( · )] = 1 ф (t) f. [t] 8и (t) dt,
о

Т. е.

д F [и ( · »)
= '* [t] ,,) (t).ди ( . ) и 'f (11)

4. ФУИКЦИОН8ПЫ, АИфференцируемые по напрамевиям
в фymщИОИ8JIЬНОМ пространстве

Эдесь будут изучены Фупкционалы

F[и(. )] := mахФ[х(t)],
t

т

F [и ( · )] == i I ф [ж (t)] I dt.
о

(1)

(2)

По некоторым причинам, которые будут разъяснены в дальнейшем,
мы пока не рассматриваем ФУНRЦИОНалы типа шах Ф [х (е). и (t)].

I

1. Рассмотрим сначала конструRЦИЮ (1). Пусть управление и ( . )
получило малое возмущение и перешло в и ( · ) + Бzt ( · ); следствием
BToro является малое возмущение фазовой траеI\ТОРИИ: z (t) перешло
в х(t)+дж(t) и

Р[и(. )+8и(. )]=шахФ[х(t)+8х(t)]=
I

== шах {Ф [х (t)] + Фз; [х (t)] 8х (t) + О (11 иr)}. (3)
I

Выделим на [О, Т] множество М условием.)

tEM, если Ф[х(t)]==F[и(. )]. (4)

Ясно. что t Е м можно не рассматривать: если Ф [х (t)]< F [и ( · )],
то при достаточно малом значении 118и 11 максимум в (3) в ЭТОЙ точке

*) Множество М замкнуто в СИJlУ непрерыввости Ф [ж (t)].
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достиrаться не может. Поэтому 00: (3) мы перейдем к выражению
для первой Вариации (пренебреrая О (11  и112»:
F [и ( · )] + 8F [8и ( · )] = шах {Ф [х (t)] + Фz[t] 8х (t)} =

'ЕМ

==FLи(. )]+шахФz[t]ох(t).
tEM

Таким образом,
ар [8и ( · )] = шах Фs [х (t)] 8х (t).

'ЕМ

Связь между возмущением управления ои ( · ) и порожденным IIAf

возмущением фазы 8x(t) носит (с точностью до ООlшI1
2
»линейный

характер: если возмущения 8и) ( · ) и ои
2 ( · ) порождают соответственно

8x
1 (t) и 8х! (t) (ниже мы выпишем формулы вычисления 3х (t)

через ои ( · », то ои ( · ) = а8и. ( · ) +  oи2( · ) lIорождает ох (t) = а8х) (t)+
+  8X2(t). Однако правая часть (5) не является линейным ФУНК-
циоимом ОТ дж ( · ), поскольку

шахФs (t) (аХ) (t) + ОХ2 (t)] < шах ФzOX1 + шах Фz8x2,

'ЕМ 'ЕМ 'ЕМ

(5)

и знак точпоrо равенства rарантируется только в том случае,коrда
ОХ2 (t) =л8х. (t), л о.

Введем определение: Функционал F ru ( .)] называется дuффе-
peпциpye.мьz.м, no uаправ.яенuям, в функциональном пространстве

(иначе, - дифференцируемым в смысле raTo), если для любой функ-
ции v ( .) (из Toro же пространства, что и u ( · » имеет место фор-
мула

Р[и(. )+sv(. )]=Р[и(. )]+sD[и(.). v(. )]+0(8), (6J

rде s - любое :малое пеотрицательное число. а D- некоторый фуНК-
ЦИОН8Л от U ( · ) и v ( .), называемый npoиaeoa1Wzt фуnпцuонала F

в тОЧ1i,е и ( .) по направле1ШЮ v ( . ).
Из (5) имеем

oF [sv ( . )] = шах Ф
z [t] 8у (t) == s шах Ф:х; [t] У (t).

'ЕМ еЕМ

rде sy (t) есть возмущение фазы х (t) эа счет возмущеПIIЯ управле-
ния 8и(. )=sv(.). Cnпоставляя ЭТО выражение с (6), получаем

предварительную формулу для производной raTo фупкционала (1):

D[и( .), v(. )]=шахФ:r;[ж (е)] у (t). (7)
tEM

Окончательная формула получится после исключения у (t) с по-

мощью v ( .). Этим мы сейчас и займемся, воспользовавшись извест-

III)IM уже результатом: для выражения в фиксированной точке

З.
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t' Е м с [О. Т] величины Ф.. [t'] 3х (t') череэ порождающее ох (t) воз-

мущение управления 8и ( .) следует решить нраевую задачу

dф ")
+t: [t] Ф (t. t') =-ф. [t'] (t - t').

r;ф=о,
(8)

после чеro

'l'

ф. [х (t')] Бх (t')= ф (t. t')fll [t] &L (е) dt.
о

(9)

Имея функцию Ф (t. t'), определенную на [О, Т] Х М. преобразуем (7)
R окончательной форме

'l'

D[и(.), v(. )]=тах r ф(t, t')f.,[t]v(t)dt. (10)
"ем J

о

Фактическое вычисление (численное, например) производной
raTo (10) существенно сложнее вычисления производных Фреше
для функционалов, рассмотренных в 3: вычисление и использо-

вание последних требует однократноrо решения краевой задачи
типа (3.8) и запоминания функции одноrо переменноrо Ф (t).
Для Toro чтобы работать с производной raTo, нужно вычислить и

запомнить функцию двух переменных Ф (t, t'). Вводя на М некото-

рую,достаточно плотную конечную сетку t ,t;,. . ., t;, мы можем

получить достаточно ТОЧНУIО аппроксимаЦJlЮ производной raTo
после l-кратпоrо решения краевых задач типа (8), запомнив фУПR-
ции Ф (t, t ),ер (t, t;),. .

., ер (t, t;). Хотя эта процедура отпуrивает
своей rромозДкостью, именно она использовалась автором в мноrо-

численных расчетах; в сочетании с некоторыми дополнительными

приемами, этот подход позволил эффективно решить ряд сложных

задач с ФУНRционалами типа (f), причем расход маmинноrо вре-
мени был сравнительно невелик. Теперь обсудим одну нестро-
rость, допущенную в проведенном выше анализе. Речь идет о пере-
ходе

шах {Ф [х (t)] + Ф:r; [t]  x(t)} === шах {Ф [х (t)l + Ф
s [t] ох (t)}. (11)

OE:;t 'l' t ЕМ

CTporo rоворя.. оп неверен дЛЯ СI(ОЛЬ уrодно малоrо, но все же

конечноrо  x(t). Исправить формулу (11) можно, используя в ее пра-

вой части не М, а множество М ( oиll), определенное свойством:

t Е м <118иll). если ф [х (t)] F [и ( · )] - 2С  8иll, (12)

rде постоянная С выбрана так, чтобы обеспечивалось неравенство

1 Ф. [t] ох (t) I < с 8и 11, что, разумеется, возможно BBIIДY линейной

зависимости 3х(е) от 3и(.). Пусть теперь 8и(. )=sv(.), ox(t) =
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=== 8у (t), причем у (t) связан с v ( .) уравнением в вариациях,
а 8> О малый параметр; обознаЧИ1t! МВ == М (8 vll) IJ докажем,

что

шах {Ф Ix (t)] + sФх [tj У (t)} === шах {Ф ft] + sФх It] У (t)} + о (s). (13)
tEMB еЕМ

Этим упомянутая нестроrость будет устранена. Для доказательства

используем следующие простые фанты.
1) Обозначим через t

B Е М8 какую-нибудь точну, в RОТОРОЙ дости-

l'ается MaKcIIMyM в левой части (13). Тоrда при достаточно малых 8

найдется точна t: Е м Т8Rая, что I ts - t: 1 == 1l (8), lim 1l (s) === О
8-+0

(t: - ближайшая н t8 точка в М). Этолеrко устанавливается рассуж-
дением от противноro: преДПОЛО}1{ИВ сущесr.rвование SI>S2 >. . . о,
дЛЯ 1{ОТОРЫХ 1l (8,) > а > О, и взяв t* - наную-нибудь предель-

ную точку последовательности t
81 , t82 . ..., получим противоречие,

таи как Ф [х (t-)] === F [и (
. )], и те из t

8j , пределом которых является

t* Е М, не MoryT отстоять от М на расстоянии, большем а > о. А ТО,

что t* Е М, леrко усматривается из определения МВ (12):

из tв Е МВ следует Ф [х (tB)] >Р [и ( . )] - о (s).

2) ФУlШция У (t) непрерJ)}ВН8, оrраничена и имеет оrраниченную
u

IIРОИЗВОДНУЮ, так кан является решениеАf линеиноrо уравнения
в вариациях. Пусть t:-ближайшая н t

B
точка М, 6.

8
===t

s -t;.
16.81 1J (8). rrоrда

шах {Ф [t] + 8Ф:х; [t] У (t)} =Ф [t8] + sФ
3: LtB] у (t8) ===

tEMs

==Ф [t: + 6.
в] + 8Ф

z Lt: + B]У (t: + 8)
Ф [t:] + 8Ф:х; rt:] у (t:) + sO (6.в)

шах {Ф rt] + sФ:х;[t] у (t)} + 80 (6. )
еЕМ

в

(было использовано соотношение Ф [t:+ 6.8] = Ф [ts] Ф [t:I, так каи

t: Е М). УЧJIТЫВая, что М С Мв' получим

шах {Ф + sФ"у} шах (Ф + 8Ф
zУ) шах {Ф + 8Ф:r;У} + 8 (8).

еЕМ еЕМв еЕМ

'"rаним образом, доказано соотношение (13) и вычисление производ-
ной raтo функционала получило достаточно cTporoe обоснование.

Что касается (8), ТО получить более сильную оценку, чем (8) -+ О
IIРИ 8 О, нельзя в общем случае. Это леrnо попять по рис. 1:
если функция Ф [х (t)] ВJ)}ХОДИТ на максимум с касанием k-ro порядка

(lc > 1), а Ф:С [t] У (t) имеет вид. Rачественно изображенный на том }пе
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рис. 1, то t: есть крайняя левая (на рисунке) точка М. и 1'. - t:1 =
=0 (Sl/k).

Неспожный анализ изображенной на рисунке ситуации пока-
зывает неулучшаемость оценки (14) по порядку величии.

Заметим, наконец, что в случае, Rоrда М состоит только из од-
ной точки t', функционал (1) оRазывается дифференцируемым
по Фреше *).

Весь проведенИЫЙ выше аналив существенно использовал
свойства rладкости функций х (t) и У (t), которыми они обладают

ф

ф
Ф[х(tJl

м+
нО

1'1-
t

J

I
I
I
I н.5

t.

t

фх[t]у(!)
м+
s

MD
S

Рис. 1. Рис. 2.

как решения дифференциальных уравнений с оrраниченными пра-
выми частями.

ФУВRЦИИ и (t), v (t) подобных свойств не имеют, поэтому здесь
не рассматриваются функционалы вида

F [и ( · )] = шах Ф [х (t), и (t)].
t

lIx анализ требует ПрИБлечения более топких средств.
2. Вычисление ПРОИЗБОДНОЙ raTO ФУНRционала

т

Р[и ( . )] = I Ф[х(t)]1 dt

о

осуществляется аналоrичвым образом. Пусть ФУН1(ЦИЯ Ф [x(t)] имеет

вид. качественно изображенный на рис. 2. Разобьем [О, Т] на три
множества МО, М-. М+:

t Е МО. если Ф [х (t)] = О,

tEM-(М+). если Ф[х(t)]<О (>0).

.) Равумеется, при условии, что точка маl(симума е', нан: Фупнционал
от и (.), дифференцируема.
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Пусть управление ВОЗМУIцево функцией sи ( . ), соответствующее воз-

мущение фазовой траектории системы есть sy (t). ТоrД8
l'

Р[и(. >+8'.'(' »)= IФ[х(t»)+sФ",[х(t»)у(t)ldt+о(sI)=
о

= 8 I Ф", [х (е» У (е) I dt + (Ф [ж (е») + sФ", [е) У (е)} dt -

М' М+

- (Ф[х(t)] +8Ф",(t) у (е)} dt + о (sI). (14)
М-

в этом выводе допущена некоторая вестроrость; она аналоrична

рассмотренной при анализе фувкционала (1), и мы равберемся
с ней, сформулировав сначала результат, очевидным образом сле-

дующий ив (14): производuая raTO функционала (2) вычисляется

по формуле

D[и(.), и(' »)= I Ф",[t)у(t) Idt+ Ф",[t)у(t)dt-
МВ М+

- Ф", [е) у (е) dt. (15)
М-

Она пока имеет предварительный характер, так как предстоит
еще заменить у (t) ero выражением через возмущение независи-

Moro арrумепта v (.). Аппарат исключения уже подrотовлен, и мы

сразу перейдем к результату. Определим функции Ф (е) и Ф (е, е')
решением краевых задач

d  t)+t:,[t]ф(t)=-У(t); r;ф=о, (16)

rде

(
Фz [t], t Е М+,

У(е)= о, еЕ м:'
-Ф

z [t]. t Е м .

dф (  t') + t:, [е) Ф (е, е')=-Ф. [е'] 8 (е - е'),

 ф=О;t' Е МО.

ТоrД8
l'

Ф",уdt - Ф",у dt = ф (е) /" [е] v (е) dt,
_+ М- О

[1'

I Ф", [е'] У (е') I dt' = J 1 ф (е, е'Н" [е) v (е) dt dt',
r М

О О
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и окончательная формула ДЛЯ IIРОИЗВОДНОЙ по направлению v ( · )
в ТОЧRе и ( . ) имеет вид

'l'

D [и ( · ), v ( · )] = ф (t}/"[t] ,, (t) dt +
()

'l'

+ ф (t, t'}/" [tJ v (t) dt dt', (17)
М' о

а для приращения Функционала при 8и ( · ) = sv ( .), имеем выра-

жение (s>O)

F [и ( . ) + sv ( · )] === sD [и ( · ), v ( · )] + о (s) + F [и ( · )]. (18)

Заметим, что, в отличие от Функционала (1), вычисление ПРОИ8ВОД-

пой в направлении -v ( . ), по существу, не требует новых вычи-
u u

слении: достаточно изменить BH8R у первоrо слаrаемоrо правои

части (17). О ПР8RтичеСRОМ использовании формулы (17) можно ска-

зать то же, что и об использовании (10). Для завершения следует
исправить неточность, допущенную в формуле (14). Формула будет
верна, если множества МО, М-, М+ заменить множествами M ,
М;t Mt. Строятся они тап: положив С= тах I фz [t] У (t) 1, отнесем t

t

R M (М;, М:), если

1 ф [х (t)] I <: Cs (Ф [х (t)] < -Cs, ф [х (t)] > Cs).

Очевидны включения

МОе M , М;С М-, M eМ+.

Несложные рассуждения позволяют утверждать. что

mes (M /MO)<:  (s),

mes(M+/M;)<: 1l(s),
mes (M-IM )<: 1) (s),

rде  (s)-+Oпри s-+o. В С8момделе, например, множества М+/М;
определяются Hep8BeHCTJ30M Cs > ф [х (t)] > О и образуют семейство

монотонно убывающих при s -+ О отпрытых множеств. Если

тм (М+/м:) а > О, то существует интервал [t}, t2] Е М+/M при
всех s. Получаем противоречие, так R8R, с одной стороны, [t},
t
l] Е МО, а с друrой, Ф[х(t)]==О на rt}, t21. Учитывая очевидные

соотношения

M =MOU(M+IM )U(ЛfIM;);МОn(М+/М;)== (2);

MOn(M-/М;)= 0; М+= M U(M+/M;);
м-= M;U(M-/M;),
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преобразуем точный вариант (14), упростив обозначения

F[и+sv]==
= IФ+sФ..,Уldt+ (Ф+sФ..,у)dt- (Ф+sФ..,у)dt+О(s2)=

МО м+ м.-. в

=s IФ..,Уldt+ IФ+sФз;Уldt+
МО M+/Jlt

+ (Ф + sФ..,у) dt
-

м+ M+IJl 
- (Ф+ sФ..,у) dt + (Ф + sФ..,у) dt + О (s2),

м- м-/ж;

В последнем выражении первое, четвертое и шестое слаrаемые

образуют основную часть ФОРМУJIЫ (14), а лишние: второе, третье,
пятое и седьмое слаrаемые оцениваются величинами типа О (s)1] (s),
так как подынтеrраJIьные выражения ИlVIеют величину О (s),
а меры множеств, по которым они интеrрируются, не превосходят

1] (s). Таким образом, фОРl\IYJIа (14) станет верной, если в ней

О (S2) заменить на о (s). Следует подчеркнуть, что при mes МО=О,
функционал (2) дифференцируем по Фреше; ero производная вычи-

сляется после решения одной задачи (16) ДJIЯ Ф (t) по формуле
дF[и(.))

==t:[t]ф (t).ди ( . ) к

IФ+sФ..,Уldt+
М-/М;

(Ф + sФжу) dt -

Заметим, наконец, что проведенпый выте анализ Функционала (2)
использовал rладкость х (t) (при докаsатеJIьстве Toro, что 1] (s) О.
если s О), однако от функции у (е) требоваJIась JIИШЬ оrраничен-
ность. Поэтому обобщение анализа на Функционал вида

'l'

Р[и(. )] = IФ[х(t), и(t)]ldt
о

потребует несущественвоrо усложнения, если дополнитеJIЬНО пред-

ПОJIОЖИТЬ, что вычисление проиsводной осуществляется не на про-

И3ВОJIЬНОМ измеримом управлении, а на кусочно непрерывной
функции и (t); на вариацию же управления sv (е) никаких условий
(кроме оrраниченности) не накладывается. В самом деле, формула
(14) в этом случае примет вид

'l'

F [и ( · ) + sv ( · )] = I Ф [t] + sФ
3; [е] у (е) + sФ.. [е] " (е) I dt + О (S2).

О

'Так как фун:кция Ф [х (t), и (t)] - кусочно непрерывна, то дело

сводится к проведеННОl\1Y выше анализу на каждом участке не-

прерывности этой функции.



42 ЭJ1ЕМЕВТЫ ТЕОРИИ оttТИ:МАJ1ъноrо УПРАВЛЕНИЯ [rп 1

5. ПРJlВЦИП максимума л. с. Понтряrвна - необходимое
условие оптимальности УПР8ВJ1еНИJl

Здесь будет получено необходимое условие, которому удовле-
творяет решение следующей задачи оптимальноrо управления:

для системы

d 

{u=/(ж. и). r(x)=o. O t T, (1)

найти управление и ( · ), Ш1нимизирующее фуmщиопал ро:

F
o [и ( · )]..... юin, (2)

и (.)

при условиях
и (t) Е и при всех t Е [О, Т],

F,[u(. )]=0. i=1, 2, .... т.

(3)
(4)

Все входящие в постановку задачи фувкционалы предпола-
rаются дифференцируемыми по Фреше (см. 3), т. е. на любой

заданной управлением и ( .) траектории х (t) MoryT быть вычислены

(обычно приближенно, но с любой необходимой точностью) зна-

чения фуикционалов Р, [и ( .)] и их производиые

(t)-
дFI [и ( · )] .

о 1 (5)ю, -

да (е)'
=

, ,. · ., .т.

Техника вычисления функций ш. (t) подробно И8ложена в 3,
8десь подчеркием лишь, что при этом требуется (т+1) раа решить

краевую задачу:

d  )+/:[t]ф(l)=_У(4)(t); r:ф(4) =0. i=0.1.....т. (6)

Для конструирования приближенных методов решения вариа-

ционных задач очень важна и интересна и «иеrативная) формуJШ-
ровна привципа: если УСЛОВIIЯ принципа максимума не имеют

места, то исследуемая трае:ктория (и (.), х (.)} *) не является

оптимальной, в ее окрестности может быть найдена «лучшая)

траектория {и (.)+ и(.), х (.)+ x(-)}, и нужно уметь ее найти.

Поэтому следуюЩИЙ ниже вывод принципа максимума редак-

ционно отличается от общепринятых, имеющих целью лишь

(<утвердительиую) сторону ПРИНЦИП8.
Локальный вариант припципа максимума будет получен, если

мы оrраиичимся возмущениями управления Би ( .), малыми отиоси-

тельно нормы

II и( · ) == шах шах 1 и, (t) 1.
'=1,1. .... r t

(7)

.) Под траекторией {и (.), (.)} мы понимаем пару фУНКЦИЙ и (е) и

:& (е) I удовлетворяющих условиям (t).
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Величина 11  и( · ) 11 явно в нижеследующее не входит; малость ее

означает, что все величины типа О (il  и( .)  2) считаются пренебре-
жимо малыми. Введем важные в дальнейшем объекты.
Конус и-допустимых вариаций управле...

н и я К.. Произвольвую вектор-функцию  и( .) будем называть

и-допустимой в точке и ( .), если существует число 80 > О такое,
что

и (t) + soи (t) Е и при всех t и О 8 80. (8)
Множество таких ВОЗl\ryщений управления назовем KfJ и выраже-
ние  и( ·) Е К. будем понимать в смысле (8). Из этоrо определения

'"
/

/

I

I

и(t)

/
./

./ \

\

\

и и

а) о) б)

Рис. 3.

следует, что если  и(.) Е KfJ,
то И A и( .) Е К" при любом А > О, сле-

довательно, КК есть конус в функциональном пространстве.
Фактическое построение конуса К. в точке и ( .) в прикладиых

задачах обычно очень просто: нужно проанализировать положе-
ние и (t) в и при каждом t независимо от остальных знач.ений

и ( .) и построить конус допустимых вариаций  ив т-мерном
пространстве; обозначим этот конус К (е). Поскольку в реальных
задачах rеометрия области и не очень сложна, это построение

будем считать элементарным. Если для каждоrо t построен свой

конус К (t) в т-мерном пространстве, то конус К" в функциональ-
ном пространстве управлений получим как тополоrическое про-

изведение

К,,= П К (t).
tE[O, Т]

(9)

Вычислительная реализация конструкции (9) будет рассмотрена
ниже; она довольно проста (см. стр. 169). Построение конуса
К (t) поясним рис. 3, на котором сплошными линиями изобра-
жены и-допустимые направления смещения, а штриховыми-
недопустимые .

Изображенные на рис. 3 ситуации заслуживают пояснения.

Для области и, б) пунктирными линиями изображены направле-
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ния, недопустимые с принятой пока локальной точки зрения.

При более общем анализе, основанном на расширении множества

вариаций управления за счет конечных вариаций управления
на множествах малой меры, такие направления окажутся допусти-

мыми.

Для области и, в) в качестве допустимых изображены направ-
леНIIЯ 1 и 2, касающиеся rраницы и; CTporo rоворя, в смысле

определения, данноrо выше, они недопустимы. Однако если опре-
деленный выше конус К (t) замкнуть, эти направления войдут

в замыкание К (t). Эту операцию мы будем считать выполненной.

Вопрос о влиянии замыкания на содержательную ценность необхо-

димых условий оптимальности, если он оказывается существен-

ным, требует привлечения второй вариации функционалов задачи.
Множество достижимости. Конус смещений KF.

Каждому управлению и ( .) соответствует точка F [и ( · )] =
= {РО [и ( · )], ..., F,n [и ( · )]} в пространстве E'n+l. Множе-
ство точек F [и ( · )], порожденных всеми возможными U-допусти-
мыми управлениями, образуе7 миожество достижu.мoстu D для
системы (1) (D С E'n+l). Каждая вариация управления  и( · ) Е Ки

1 ( 1 ( »]JB( т r 8у IJ81!JJЮ 'fоt.JI\И F [и ( . )] в Е'n"l
т

8F L8и ( · )] = JV (t) 8и (t) dt. (10)
о

Здесь W (t) - матрица r т+ 1". i-я строка которой,является т-мер-
ной вектор-функцией ш, (t), производной фуввционала F, [и( · )];
w (t) называют .матрицей влuяnия; она позволяет вычислить влия-

ние N8лоrо возмущения управления на положение изображающей
Точии F [и ( · ) + 8и ( · )] в Е

т+1 (вычислить. разумеется, лишь в пер-
вом порядке, с точностью до О (11 и112». Таким образом, формула (10)
определяет отображение конуса всевозможных вариаций управле-
ния КК В конус смещений KF; то, что все  Fобразуют конус-
очевидно: если смещение  pсоответствует вариации  и( · ) Е Ки,

то смещеШlе л F(rде л > О) соответствует вариации }8и ( · ) Е Ки
8

Очень важна для дальнейmеrо:
Л е м м а 1. Замыкание 11-0nуса смещений KF является вЬZnУКЛЬUL

11-0nусОАf.
Доказательство состоит в следующем: пусть смещения  P'и  F/I

лежат в KF,
т. е. каждое из них порождается своей вариацией

 и'( · ) Е Ки' 8и" ( · ) Е Ки
. Лемма будет доказана, если при любых а,

> О, а+ = 1, будет построено смещение 8и ( · ) Е Ки, причем для

соответствующеrо смещения сnpавеДЛИ130 тождество:

т

8Р = w (t) 8и (i) dt= a3F' + [i8F".
о.

(11 )
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Этот факт совершенно очевиден, если все копусы К (t) - выпуклые,
следовательно, и KfJ - выпуклый конус, а необходимая вариа-
ция  и( · ) строится просто:

ои ( · ) == а8и' ( · ) +  8и"( · ) Е Ки
.

Этот вариант приведен ПОТОl\ry, что в прикладных задачах, как

правило, область и - выпуклая, слеДС'.rвием чеrо является вы-

пуклость конуса К". Однако в теории оптимальноrо управления
KF оказывается выпуклым конусом и в случае, коrда ни один

ИЗ конусов К (t) не является выпуклым. Установление этоrо факта
является существенным элементом построенной л. С. Понтряrи-
НЫМ и ero учениками математической теории оптимальноrо управ-
ления. Мы покажем, что для любоrо сколь уrодно малоrо s может

быть построена вариация ои. ( .) Е KfJ' для которой (1 f ) выполнено
с точностью до О (е). Этим будет установлено, что замыкание KF

ЯВJIяется выпуклым конусом, и этоrо достаточно для дальнеЙШИх

nыnодов.

Напомним, что мы условились считать исследуемое упраВJIе-
ние и ( .) кусочно непрерывной функцией. Следствием этоrо яв-

ляется кусочиая непрерывность матрицы влияния W (t). Из-

nестно, что при любом сколь уrодно малом s измеримая функция
совпадает с некоторой непрерывной функцией всюду, за исключе-

нием точек HeKOToporo множества меры Е. Пусть и; ( .) и v: ( .) -
соответствующие непрерывные аппроксимаЦИII ои' (.) и  и"(.).
Тоrда

'l' 'l'

W(t)8и'(t)dt = W(t)v:(t)dt + О(в).
о о

Разобьем [О, Т] на большое число N интервалов точками О = t
o<

<t1 <t2< ... <tN== Т, считая тar этой сетки равным O(1/N).
Пусть '.rОЧRИ р8зрывов W (t) входят в узлы сетки. Каждый интер-
вал (ti , ti+1 ) точкой ti+1/t поделим на две части так, что

(t,+I/1 - t,)= а (ti+1
- t,), (t'+l - ti /I)== (t'+l - t,).

Совокупность левых частей интервалов обозначим M
rt, правых - M .

и определим ИСRО:Мую вариацию

{
ои' (t) при t Е Ми'

8и(t)=
8и"(t) при tE Мр

.

Очевидно, 8и (t) Е К". Вычислим

f'

w (t) &11 (t) dt = 1 w (t) 3и' (t) dt + 1 w (t) &11" (t) dt.

о Mrt M 
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Далее,
f'

В_l
" +1

! W(t) и'(t)dt= W(t)v'(t)dt+O(e)=
о ,==о

1I

6-1

= w (t,+l/.) v' (t'+1/.) (tl+1
- t,) + о( (N»+ О (е).

,=о

Это преобразование сделано на основании непрерывности W(t)l" (t);
1l (N) -. О при N 00. Аналоrично,

6-1
1'+'/2

! W(t)3и' (t)dt = ! W(t)v' (t)dt+O(e)=
Ма. '=0 1,

Н-l

= W(tl+1/.)v' (t'+'I.) а (t'+l -t,)+О( (N))+О(е)=
i;:O

'l'

=а !W(t)8и'(t)dt+O(1/(N»+O(e).
о

Таким образом, доказано, что в любой О(е)-окрестности смещения

aoF' +  oP"найдется ПРИН8длежащее KF смещение

f'

8Р[3и(. )] == W(t)3и(t)dt.
о

Лемма доказана, и припцип маКСИl\ryма теперь можно получить,

используя важное свойство выпуклых конусов:

Альтернатива для выпу",.л,оео ",опуса: вьmУRЛЫЙ конус KF

В конечномерном пространстве Ет+l либо совпадает со всем про-

странством, либо занимает не более полупрострапства. Б послед-
нем случае существует опорный вектор g Е Еtn+1 такой, что

( F,g) Oдля всех  FEKF.

Пусть и( · )- некоторое и-допустимое управление, удовлетворяющее
и дополнительным условиям

F,[и(. )]=0, i = 1, 2. . .
.,

т.

Таное управление называют доnустu;мьиt; в области достижимости
ему соответствует точка F[и(. )]. лежащая на оси F

o; пусть построен

конус смещений KF (рис. 4). Если управление и( · )-оптимально,
конус К, не должен содержать направления е= {-f. О, О, . . . О}.
В самом деле, если е Е KF, то существует вариация управлении
ои ( · ) Е кrJ такая, что порожденное ею смещение 8Р [8и ( · )]= {8РО'
О, О,..., О} и  P()<O,Т. е. значение Fo[и(. )+3и(. )]<Fo[и(. )],
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а дополнительные ус.ловия (в первом порядке пО II и(. )11) не нару-

шаются; тем самым в окрестности и ( .) существует «лучшее»

допустимое управление и ( · ) +  и( .). Но выпуRЛый конус KF,

б)

е)

п

а)

о)

.J

(F;, ...,Fт ) "'-
'" (F;,..., F:п)

Рис. 4.

не содержащий направления е, не содержит и HeKOToporo полупро
странетва. Друrими словами, существует вектор g такой, что

1.

2.

(g, е)= 1 (>0), т. е. gO= -1,

.(оР, g) о для всех оР Е KF.

(12)

Последнее условие следует преобраsовать, вводя выражение для

'l'

8Р= W(t)8и(t)dt.
о

Для всех  и( . ) Е К" должно быть

'Т

)
'l' Т

О> I W(t)8и(t)dt, g = (g. W(t)8и(t»dt = (W*(t)g. 8и(t»dt.
\0 о о

Так как условие 8и ( · ) Е KIl
есть «произведение» везависимых при

разных t условий oи(t) Е Kt , ТО из полученноrо соотношения сле-

дует: (W*(t)g,  и(t» Oдля всех oи(t) Е К, и для всех еЕ[О, Т]
(кроме, может быть, множества меры нуль).

Напомним, что i-я строка матрицы W (t) есть функция

W(l) (t)= W(l) (t)+ t: [t]  H)(t), i = О. 1. . . . J т,
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И то:rда
т т

W*(t)g= g'ilJ(4) (t) + g4t:[t] ф(4) (t)=
4=0 ,=О

т т

= g'W(4) (t) + ': [t] g'ф(l) (t). (13)
.=0 ,=о

fII

Обозначим Ф (t) = glфН) (t). Так как каждая вектор-фувкция ф(4)(t)
1=0

есть реПlевие уравнения

d  )+r. [е] ф(l) =-у(') (е); r:ф(') = О,

то

т

:; +t:[t]ф=-  glytl)(t); r ф!IJ=О. (14)
'=о

Заметим, что фУНRЦИИ ш(4) возюшли при варьировании фуВRЦИО-
валов

т

F,[и( · )] == ф(') [х(е), и (е») dt

о

и iJj(l) (t)= ф i)[2: (t), u (i)]. следовательно.

'Ш!IJ (е) = :и I g'ф!l) [х (е), и (t)]j.,=о ,=о

т

Кроме Toro*), .r. g'ф(I)=д: (f[x(t), и(е)], ф(t». Образуем теперь
.=0

ФУВRЦИЮ Н [х, и. ф], получившую название фунпцuи Fа.мильтопа:
т

Н(х, и, ф)= glф(4)(х, и)+(f(x, и), ф). (15)
.=0

в терминах этой функции, определенной с точностью до т неиз-

вестных параметров gl, gl. . .
., gf1l, необходимое условие оптималь-

ности принимает вид

Ни [x(t). u(t). ф(t)]  и<О

ДЛЯ всех  иEK(t)и tE[O. Т].

.) Это оледует И8 выкладок: (1 (и + Бu), ф) = (1 (и) + fи'tJu, ф) = (/. ф) +
+ (fl/,'tJu, -ф) = (/. ф) + (f:Ф. 'tJu) и, в соответотвии с определением ПРОИ8ВОД-

пой, :и (1 (и), ф) ==t:ф.
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Это означает, что при смещении точки и из и(t) по JIюбому невы

водящему из и направлению  и( иЕ К,) значение функции Н [х (t),
и, Ф (t)] разве лишь уменьшается по сравнению с Н [х (t). u (t), Ф (t)];
иными словами, Н [х (t), и, Ф (t)] имеет при каждом t локальный

максимум в точке u=u(t). Таким образом, может быть сформули-
рована:

Теорема 1 (принцип максимума л. с. Понтряrина). Пусть
и(.) - оптимальное управление в задаче (1)-(4). ТО2да суще-
ствует ueкоторый вектор g = {-1, gl, gl, ..., gm} тa;r;,oй,
что определяемая им функция Н [x(t), и, ф(t)] втОЧ1'iе u=u(t)
имеет лоlШЛЬUЬШ максимум.

(Здесь Ф (t) - решение краевой задачи (14), определенной с

точностью до g, Н имеет форму (15).
Изложенное выше иллюстрируетр.ис. 4,
на котором изображена область дости-

жимости D, возможные положения

точки F [и ( · )] в ней, конусы смещений
KF и векторы g. Обсудим возмож-

ные варианты:

а) существует вектор g, УДОВJIе-

творяющий условию (12,2), но YCJIO-

вие иормировки(12,1) ие выполнено:

(g, е) < О, е Е KF, и ( · ) не опти-

MaJILHo;

б) вектора g не существует, KF
-

все пространство, е Е KF. и ( .) ие оптимаJIЬНО;

в) вектор g удовлетворяет условиям (12), е Е KF и ( .) - опти-

маJIЬНО;

r) существует g, удовлетворяющий (12), однако и ( .) - не оп-

тимально. Эта ситуация соответствует, например, локальному ми-

нимуму задачи или «точке переrиба).
Неrативная фОРМУJIировка при н Ц и п а

м а R с и М у М а. Т е о р е м а 2. Пусть ве1(тора g, фи2урирую-

llfeeo в теореме 1, не су,цествует, т. е. е Е KF; более тО20, пусть е

принадлежит внутренпости KF8 Тоеда управление и ( .) не оn-

тuмаль1W, в окрестпости и ( · ) существует лучшее управление
и ( ·)+8и ( .), для 1(отороео

1) F
о [и ( . ) + 8и ( · )] < Fо [и ( · )],

2) u (t) + 8и (t) Е и при всех t,

3) F, [и ( - ) + ои ( . )] = О, i ::= 1, 2, . .
.,
т.

F[u(-J]

{f;,.. .,Fmlо

F[ur., +s6u(-J]

Рис. 5.

Эта теорема нуждается в доказательстве лишь в силу нелиней-

ности задачи и необходимости учесть влияние малых величин

порядка О (11  и112). Мы не будем приводить ее полноrо и cTpororo

4 Р. п. Федореико
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докавательства, но лишь наметим ero осиовные моменты. На рис. 5

схематически изображена исследуемая ситуация.

Пусть ш(.) - вариация управления, отображаемая в еЕ К,:
'р

е= W(t)8и(t)dt.
о

Рассмотрим луч и-допустимых смещений в пространстве управ-
лений: и ( ·)+s и( .), s о. В линейном приближении движение
по этому лучу (увеличение s от нуля) сопровождается движением
точки F по оси РО вниз:

F [и ( · ) + s и( · )] = F [и ( · )] + se.

реальное же движение точки F с учетом веливейвости задачи

имеет вид (см. рис. 5)

Р[и(. )+sou(. )]=F[и(. )]+se+O(s2).

Выберем теперь в конусе Кр(т+ 1) элемент ( F(O). p(),. .
.,  p(m)}

так, чтобы направление е JIежало cTporo внутри (т+ 1)-rранноrо
конуса, HaTHHyToro на  p(4).Это возможно, так как е, 110 предпо-

ложению, лежит cTporo внутри KF. Таким образом,
т

е= rJ., F(4). а. о.
1=0

Наждому  p(4) соответствует  U(l)( · ) Е Ка (или  и( . », поролщаю-
щан сколь уrодно близкое R  F(l) смещение; мы не станем ослож-

нять изложение учетом этой поправки, так как она леrко ВRЛЮ-

чается в дальнейшие оценки. Образовав «смесь) с весами а, *)
вариаций  и(')(. )'. получим вариацию  и(· ). порождающую в пер-
вом порядке смещение

т

 F= s a/JF(4) = se.

_=1

Однако реальное смещение, как уже было отмечено. имеет вид

F[и(. )+sOu(. )]=F[и(. )]+se+s!r(l), r()=O(1).

При достаточно малом s точка se - slr(l) лежит внутри построен-

Horo выше (т+ 1)-rранноrо Еонуса, поэтому можно ввести коррек-

цию в числа rJ.1' подобрав их так, чтобы в линейном приближении
выполиялось равенство

т

a/JF(I) = е - sr()) .

i=1

.} Например, разбив [О, Т] на N интервалов и подеПИВ каждый на про-

ПОРЦИОНaJIьные а, части.
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При атом a,=a,+ "   ,I=O(s),a, O.Пусть ш(. )-вовая
вариация, соответствующая смещ нию

т

'tJp=  appH), 3Il(. )='tJи(. )+o(s).
.=0

Тоrда
F[и ( · ) + s3ll ( . )] = F[и ( · )] + [se - S2r(1)] + s2f(1).

Так как квадратичный член s2f(l) определяется величиной .возму-
щения, то для возмущений &t ( .) и 8а ( . ). отличаЮIЦИХСЯ на О (s),
квадратичные члены совпадают с точностью до малых Bblcmero по-

рядка, т. е. 87(1) = slf(}) + О (s5). ИТaR,

Р[и(. )+s3ll(. )]=F[и(. )]+se+O(s5).
Таким же образом можно ликвидировать ошибку О (S3), заменив

ее lIа О (S4) и т. Д. Этим мы и t>rраничимся здесь, не рассматривая

вопросов о построении предельной вариации 'tJи (.), удовлетворяю-
щей условиям 1, 2, 3 теоремы 2, тем БОJIее, что без дополнительных
предположений измеримый предел Би ( .) может и не существовать.

Возникающие здесь тонкие вопросы предельных переходов обсу-
ждаются в 10. 3абеrая вперед, отметим, что существование пре-
дельной вариации ои (.), в сущности, и не нужно. Важно то, что

соответствующие построенной последовательности управлений
и ( · ) +oи(k) (.), k=1, 2,. .

., траектории X(k) (.) образуют компакт-

ное семейство, и существует предельная траектория Iim X(k) ( · )=
k-+cx>

=х"( · ), для которой
lim Fo [и ( · ) + ои(#С) ( · )] < F

o [(и)],
k-+cx>

lim F, [и ( · ) +  и(k)( · )] == О; i = 1
t 2...., т.

k-+сю

А такую ситуацию естественно трактовать как неоптимальность

траектории {и (.), х (-)}, даже если предельная траектория х* (t)
и не является решением краевой задачи (1) с RаRИМ-ТО измеримым

управлением и* (t).
В за чениесделаем два замечания.

Первое имеет формальный характер и относится к небольшой

нестроrости, допущенной при доказательстве Toro, ЧТО К, есть

выпуклый конус. Это доказательство в действительности нужно
было бы провести в такой форме: пусть oF' - такое смещение,

что для любоrо сколь уrодно малоrо 'tJ > О найдется вариация
8u' (.) Е KfJ, причем

'l'

8Р' - w (t)8и' (t)di :< 8,
о

4.
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т. е. 'tJF' принадлежит замыканию KF; 'tJF" следует предположить
таким же смещением. Тоrда для оР= (XoF'+(1- a)oF" и любоrо
s > О нужно построить 'tJu (.) Е К" такое, что

'l'

 p-i W(t) и(t)di e.
о

ЧитатеJIЬ без труда внесет соответствующие изменения в доказа-

тельство.

Второе замечание носит более содержатеJIЬНЫЙ характер и па-

сается возможности сразу же из локальноrо варианта принципа

максимума получить rлобальную (по и Е и) формулировну. Разу-
меется, это возможно лишь при опредеJIенных предположениях
о входящих в постановку задачи функциях, однано эти предnоло-
жения оправдываются в большом ЧИСJIе прикладных задач. Для
простоты изложения предположим, что все функционалы задачи

имеют форму F [и ( .) ]==Ф [х (t')]. Общность от этоrо не теряется,
так как к такой форме леrко ёВОДJlТСЯ и задачи с функционалами

'l'

Р[и(. )] == Ф[х, и]di. это достиrается стандартным приемом рас-

о

mирения фазовоrо пространства сlIстемы: каждый такой функ-
ционал порождает добавочную компоненту х с уравнением ДJIЯ
нее типа

dX"+l
Ф [х и] Х

"+l
(О) == О,

dt
= t ,

'l'

после чеro Р[и(. )] == Ф[х. и]di=з;"+l(Т).
о

Введем важное для дальнеЙПIеrо понятие. ВептО2рам.мой
управляемой системы х=! (х, и) в точке х называется множество

точек / (х, и) в Е", порождаемое всеми значениями и Е и. Векто-
rpaMмy будем в дальнейшем обозначать f (х, и); она описывает,

в некотором смысле, технические возможности упраВJIяемой
сlIстемы: за малое время 't система из точки х может попасть лишь

в точки множества x+'tj (х, и) (с точностью до О ('tZ).
Т е о р е м а 3. Пусть вектоерам.ма системы х=! (х, и)

вь пyКJta, а все Фу1tпцuоно,д,ы задачи имеют вид Ф [х (t') ] (или яв-

ляются фуn"цияжи тапих фу1tпциоnалов). Тоеда па оnтUЖо,д,ьпой

траептории {и (.), х (.)} может бьWtЬ оnределеио решеиие Ф (t)
cиcтe.м,ь уравнений вида (14) та"ое, что имеет место соотношение

H[z(t), ф(t). и(t)J=maxB[x(t), ф(t), и]. (16)
кеи
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д о к а з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом случае

Н [Х, ф, и] = (1 (Х, и), ф),
шах (f (х, и), ф)= шах (Zt ф).
кЕи еЕI (z, и)

Но при JIюбом заданном Ф JIинеЙ8ая форма (z, ф) на выпуклом

множестве f (Х, и) точек локальноrо максимума, не совпадаю-

щих с точками rлобальноrо максимума, не имеет. Друrими сло-

вами, точка u*, являющаяся точкой локальиоrо максимума

(f (х, и), ф), в то же время является и точкой rлобальиоrо макси-

мума. В следующем параrрафе rлобальная формулировка (16) бу-
дет доказана без предположения о выпуклости / (х, и).

Д и с к р е т вый при н Ц и п м а к с и м у м а. В послед-
пие rоды появилось большое число работ *), в которых необходи-
мое условие оптимальности фОРl\ryлируется для дискретных управ-
JIяемых систем. Состояние такой системы описывается не функ-
цией Х (t), а дискретным набором Хо, X1 ,. . .,Х",. . .,Xk , а эволю-

ция - уравнеНllем

X
k+1

=== / (Xk, uk), Хо
- задано. (18)

(17)

Необходимость изучения задачи (18) арrументируется, в част-

ности, потребностями численноrо решения задач оптимальноrо

управления: ведь численные методы имеют дело не с дифферен-
циальными уравнениями, а с их разностными аппроксимациями

Zk+l=Xk+dt/(Xkw
U
k), (19)

поэтому исследование задач типа (18), (19), приводящее к дискрет-

HOl\ry ПРинципу максимума, имеет большое значение для практики.

Выте была приведена характерная схема рассуждений. Однако
в настоящей Rниrе, имеющей практические вычисления в ка-

честве основной цели, мы ниrде исследованиями по дискретному

припципу максимума пользоваться не будем, хотя во всех рас-

сматриваемых примерах под решениями дифференциальных урав-
ненИЙ понимаются именно дискретные последоватеЛЬНОСТII, полу-

ченные по фОРl\ryлам тlПIа (19). Это связано с тем, что автор ие CMor

И8влечь никаRИХ реальных рекомендаций, которые следовали бы

из отличия дискретноrо припципа максимума от припципа макси-

мума для дифференциальных уравнений и которые нужно было бы

использовать в практичооких вычислениях. Чтобы придать ЭТОl\ry
высказыванию более четкий смысл, рассмотрим единственное из-

вестное автору реальное практическое следствие дискретноrо прин-

ципа максимума. Как известно, при выводе ПрИПЦИIIа максимума

для дифференциальных уравнений используются следующие основ.

ные об екты:

') Сн. [69J, (51).
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1. Исходное уравнение :i= / (х, и).
11. Уравнение в вариациях ax=f:l: x+ffJ'tJи.
111. Тождество Лаrрапжа

'l'

{ф(8:t-lz8х)+&с(Ф+t:ф)}dt=фОхl .
о

IV. СОПРЮI<енное уравнение Ф + fsф= у (t).
Дискретный принцип максимума получается почти по такой же

схеме, но вместо дифференциальных уравнений в выкладках уча-

ствуют их разностные аппроксимации. И вот здесь появляется

упомянутое реальное следствие дйскретной теории: разностное
уравнение для сопряженноrо уравнения является следствием Toro

или иноrо выбора аппроксимаций для прямоrо уравнения и для

интеrрала в тождестве Лаrранжа. Разностная аппроксимация
уравнения в вариациях также однозначно определяется выбором
аппроксимации исходноrо уравнения, но это не так важно, так

как в вычислительных MeToдa обычно это уравнение не интеrрll-
руется. Эту аппроксимацию сопряженноrо уравнения мы будем
называть СО8дасово,н,nой с аппроксимациями исходноrо уравнения

и интеrрала в том смысле, что для конечно-разностных решений
8х и ф, получениыx по соrласованиым аппроксимациям соответ-

ствующих уравнений, алrебраичесRИ точно выполняется тож-

дество Лаrранжа (тоже в соответствующей аппроксимации). Это
и есть то единственное практическое следствие, которое автор cMor

извлечь из теории дискретноrо принципа маКСИАryма и KOToporo
в своих вычислениях никоrда не использовал ни в явной, ни в не-

явной формах. Автор всеrда выбирал для исходноrо и сопряжен-
Horo уравнений незаВlIсимые аппроксимации, причем сопряженное

обычно интеrрировалось более rрубо, с большим шаrом по времени.

Дело в том, что использоваНllе соrласованной аппроксимации
связано с определенными техничеСRИМИ неудобствами, необхо-

димость преодоления которых не очевидна. Во всяком случае,

автору иеизвестны трудности численноrо решения задач оптималь-

Horo управления, которые можно было бы преодолеть, исполь-

зуя соrласованвую аппроксимацию. Чтобы и здесь быть более кон-

кретным, можно все же укаВ8ТЬ на некоторое следствие использо-
вания соrласованной аппроксимации. Речь идет о получении ми-

нимума Функционала с большим числом знаков. Используя для
вычисления фУНКЦlIональной производиой функцшо ф, найден-
ную по произвольной аппроксимации сопряженноrо уравнения,
мы, разумеется, находим не точную производную, а лишь прибли-
женную, искаженную влиянием ошибок аппроксимации. Поэтому
ПОJIУЧIПЬ минимум С очень большой точностью не удастся; начи-

ная с HeKOToporo этапа минимизации (например, методом rpa-

диента в функциональном ПРОС'.rранстве) мы будем в этом случае
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двиrаться, в сущности, по случайному, определяемому ошибками
аппроксимации, направлению. Используя соrласованную на раз-

ностном уровне аппроксимацию, мы вычисляем точную (не счи-

тая ошибок окруrления) производиую Функционала (точнее, ero

разностной аппроксимации; кстати, если Функционал имел вид

1 ф (х, и)dt, то аППрОRСИМ8ЦИЯ тождества Лаrранжа индуци-

руется аппроксимаЦllей этоrо интеrрала). Это дает основание

надеяться на получение минимума с большим числом знаков.

Однако такое преимущество представляется сомнительным: ведь
на этом этапе мы уточняем не значение исходноrо ФУНIЩионала
непрерывной задачи, а лишь те ero знаки, которые определяются
ошибкой выбранноrо способа ero разностной аппроксимации.
В 26 приведен пример (решение задачи о брахистохроне), в кото-

ром все же была использована соrласованвая аппроксимация.

i 6. Принцип максимума. Конечные вариации управления
на множестве малой меры

В теории оптимальноrо управления, кроме рассмотренных уже

вовмущений управления малыми функциями, оказывается возмож-

ным 11 друrой класс возмущений, при которых функция и (t) из-

меняется на конечную величину, но не на всем интервале [о, Т],
а на некотором ero подмножестве, мера KoToporo мала и является

в данном случае величиной первоrо порядка малости.

Иrак, рассматриваются система с управлением

dx

(ft=f(z, и); r(x)=o; и(t)E и, (1)

и определенный на траектории {и( · ), х(. )} функционал
f'

Р[и ( · )] == i ф [x(t), u (t)1 dt

о

или F[u(. )] == Ф[х(t')], t' -заданная точка. Пусть v(t)-произ-
вольная и-допустимая фувкция. а М - некоторое подмножество

[о, Т], мера Koтoporo р. == mes М мала *). Рассмотрим возмущенное
управление

{
v (t) при t Е М,

u*(t)--
u(t) при tEM. (2)

.} Можно предtтавПIIТЬ М как tОВОRУПНОСТЬ непересекающихся интер-

валов; суммарная дпива их равна fL Т, расположение их на [О, Т] про-
И8ВОJIЬНО.
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f' r

i Фа: [t] 8х (t) dt = 1 ф (t) {! (х (t), и* (t)] - ! 'Х (t). u (t)]} dt =

о о

= i ф (t) {! [х (t), v (t)] - ! [х (t), u (t)]} dt,
м

и окончательно

8Р=Р[и*(. )]-Р[и(.)]= {Ф[х(t), v(t)]-Ф[х(t), U(t)]}dt+
14

+ ф (t){f[x (t). v (t)] - /[х (t), u (t)]) dt + О (р.II)- (9)
14

3. IIринцип максимума. Пусть для системы (1) определены диф-
ференцируемые ФУНКЦИОВ8ЛЫ Р;[и(. )], i=O, 1, .. .,т, и ставится

стандартная задача нахо;кдения min Fo [и ( .)] при условиях
а (.)

F1 [и ( · )] = О, i = 1, 2,..., т.
Пусть исследуется невозмущенная траеRТОрИЯ {и (.); х( .)};

на ней вычислены функционалы Р;, р1=р2=. . .=Р",=О, И най-

дены решения ф(;J (t), i=O,. .
., т, краевых задач типа (8). Даль-

нейшие построения, приводящие к принципу максимума, анало-

rичны построениям 5, ОДН8КО технически несколько отличаются.

 ыне будем воспроизводить доказательство со всеми необходи-
мыми тонкостями чисто математическоrо характера, однако в сле-

дующем ниже наброске доказательства припципа максимума 8ТИ

тонкости будут по возможности четко указаны.

«Конус) вариаций управления К" в данном случае есть мно-

жество объектов, состоящих из произвольной и-допустимой
фупlЩИИ v (t) и ивмеримоrо множества М малой меры шеs М:=р..
Формально можно пользоваться обозначением {v ( .), М} Е КIl

. Эта

СОВОКУПНОС'.rь комплексов {v (.), М}, cTporo rоворя, не есть конус;

тем не менее в некотором условном смысле слова можно rоворить
о конусе: если {v (.), М} Е K ,то для JIюбоrо л Е [О, 1] можно

определить объект {v (.), M1} Е K так, что порождаемые ии вариа-

ЦИИ фуикционалов связаны соотношением

8FLv(.), М1l=лаF(v(.). М]+е, (10)

rде е - сколь уrодно мал6 (точнее, следовало бы обозначать М,
символом М (л, е». Построить множество М (л, в) можно, например,
так: ра.sбить [О, Т] на большое число N интервалов (е;, tl+1), каж-

дый (t;. t;+I) разбить на две части - левую, длиной л (t'+1 - е;).
и правую, длиной (1- л) (tl+l

- t;). Пересечение совокупности
левых частей с М .1'1 образует при ДОС'.rаточно большом числе

N> N (Е.) нужное множество М (л, Е.), обладающее СВОЙС'.rвом (10).
Для дальвейmеrо же нет необходимости в том, чтобы K было ко-
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ИУООМ. Важно друrое
- чтобы совокупность порождаемых Ка ва-

риаций 8Р обладала характерными чертами выпуклоrо конуса.
Теперь рассмотрим конус смещений К,. Rаждое возмущение

управления {!: ( · ), М} порождает смещение оР значений фувкцио-
налов в соответствии с rланным членом (9):

oF, [и ( .), М)= i {ф!ilJx (l), v (l)] - ф(IJ [x(t), и (t)]} dt +
14

+1  (t){/[x(t), v(t»)-f[x(t), и(t)J}dt. (11)
14

Основной момент доказательства
- это проверка Toro, что для лю-

бых возмущений {v' ( · ), М'} и {и" ( .), М"} и любоrо числа

а Е [О, 1] можно построить такое возмущение {v(.), М}, ЧТО поро-
жденные этими возмущениями смещения oF'. оР". oF будут свя-

заны соотношением

oF[v( .), М]=аоР[,,' ( .), М'] +(1- a)oF[v"( .), М"] +Е
СО сколь уrодно малой вооичиной 11611. Разумеется, и(.) и М за-

висят от этоrо Е. Rонструируется М, например, так: [О, Т] раз-
бивается на N интервалов, каждый интервал делится на две части,

пропорциональные а и (1 - а) соответственно; пересечение М' с 00-

ВОkУllНОСТЬЮ левых частей маленьRИХ интервалов образует мно...

жество Мl' пересечение М с совокупностью правых частей - мно-

жество М2; далее, М= М1 U М2. а v ( . ), очевидно, есть

{
v' (t) при t Е М1 ,

v(t)=
v"(t) при tEM2.

Малость в достиrается за счет достаточно больmоro числа N; при
N-.oo

mes М) -.а mes М', mes М2 -.(1- а) mes М".

ТаRИМ образом, замыкание К, ОRазывается выпуклым конусом и,

предположив оптимальность исследуемой траектории {и(.), х(. )}.
так же, KВR в 5, получаем существование вектора g= {-1, gl.
g2. . .

., gт}, для KOТOporo

(g, оР)< О при всех oF Е К,. (12)

Используя формулу (11) дЛЯ 8Р и вводя ФУНRЦИЮ

Н(х. ф. и)== g'Ф(')(Х, и)+( g,Ф(i)(t). '(х. и»). (13)

получим для любых М и v ( · ) условие (12) в форме

{H[x(t), ф(t), v(t)]-H[x(t), ф(t), и(t)]}dt<O. (14)
Jl
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Так как множествО сколь уrодно малой меры может быть располо-
жено всюду плотно на [О, Т], то из (14) следует

Н [х (е), Ф (t), и (t)] == шах Н [х (t), (t). v] (15)
"ЕУ

при почти всех t Е [О, Т].
Напомним, что Ф (t) - решение краевой задачи, формулировка

которой оодержи'.r неопределевные параметры gl. . . . t grп
rп

+/..,[tJФ=-  gIY(lI(t);r:ф=о.
i-O

(16)

9 7. Некоторые обобщения задачи
оптимальноrо управления

Выше мы оrраничились анализом сравнительно простой формы
задачи оnтимальноrо управления, хотя рассмотреть более общий
класс задачи было бы совсем нетрудно. Мноrие обобщения, по су-

ществу, не требуют привлечения новых идей и приводят к затруд-
нениям, в основном, в связи с более rромоздкими обозначениями.
TaKoro сорта вариации задачи оптимальноrо управления мы и рас-

смотрим в настоящем параrрафе, оrраничиваясь лишь дифферен-
цированием ФУНRционалов, входящих в их постановку. Для рас-

сматриваемых здесь обобщений этоrо достаточно.

1. Задача с параl\lетрами. Пусть в постаНОВRУ вариацион-
ной задачи входит набор параметров а={ а

1 , (Х2 ,. .
., ар}, ROTopble

не фиксированы, но должны определяться наряду с управлением
и ( .) и из тех же соображений. ТаRУЮ задачу формально можно

записать в таком виде:

движение системы определяется уравнением

dx

си =/(х, и, а); I'(x, а)=О; и(t)E и; (1)

на каждой траектории {и(.), х(.), а} определены функцио-
налы типа, например:

1)

'l'

F[и(.). aJ := Ф[ж(t). и(t). aJdt.
о

F[и(.). а] == Ф[х(t'). а],
F [и ( · ), а] = шах Ф [х (е), а].

I

В остальном задача ставится обычным образом. В связи с 8ТИМ

полезно ввести

О п р е Д е л е н и е. Управлением в широпом Смысле СlЮва

будем называть совокупность функций и параметров, задание

2)
3)

(2)
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которых однозначно определяет фазовую траекторию управляемой
системы и, следовательно, значения ВХОДЯЩИХ в постановку задачи
функционалов (RoTopble теперь следует обозначать F [и (.), а]).
Будем считать, что в задаче (1), (2) комплекс {и (.). а} является

именно таким управлением, задание KOToporo превращает (1)
в Rраевую задачу, имеющую единственное решение. Исследова-
ние этой задачи в точности следует схеме, изложенной в 5; здесь
мы повторим осповные этапы этой схемы с соответствующими
изменениями.

1. Уравнение в вариациях имеет очевидную форму:
d8x

Оdt-f:х;[t]()х=fа[t]& +ftA[t]8а;ra;8x+rtA8 == · (3)

2. Прямая вариация Функционала:
т т т

1) 3Р [3и ( .), 00]= Ф.,[t]&t(t)dt+ Ф 8хdt+ Ф,.[t]dt8а,
о о о

2) 8Р[ои(. ), 8а]= Фа;[х(t'), а]8х(t')+ФtA [х(t'), а]8а,

3) 8Р[8и(.), 8а]=тах (Ф [t]8х(t)+Фr.t[х(t),а]8а}.
IEM

з. Исключение вариаций «зависимоrо)} переменноrо ш (е) из по-

лученных выражений для оР. Для этоrо используется тождество

Лаrранжа в обычной фОРJ\fе:
f'

{Ф(-#;- f",)8x-8X( :t - f YФ}dt=ф8хl . (4)
о

Заменив ( - / )3х=/,,8и+ fa8a, и определив ф(t) решением

краевой задачи (мы оrраничимся Фуикционалом первоrо типа, таи

RaR для остальных ИСRлючение проводится точно так же)

( -f lt]Уф=Ф",[t]; r:ф=о,

получим
'l' 'l'

(Т )Ф", [t] 8x(t) dt= ф : 8иdt + ф : dt. 8 - Ф 8х I .
о о о

Последнее слаrаемое Ф 8ж I D]Jеобразуется с помощью соотноше-

ний r.ф=о, r:x;8x+ rcx0rx.=:=o в выражение ф8хl =(аt 8а). rде
а= {a ftJ, . .

., аР}, КОJ\fпоненты вектора Ii -- суть некоторые линей-
ные функционалы от Ф ( . ), обычно леrко вычисляемые, коль CROpO
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ф(t) найдено решением соответствующей краевой задачи. Проверку
этоrо фаRта мы пока отложим с тем, чтобы скорее ДОЙТИ до нуж-
Horo результата. Итак, получаем выражение

'l' 'l'

3Р [аи ( .). 8а]= Ф. rt] 3и (t) dt + t: [t]ф (t) 3и (t) dt+
о о

+ (f/: [t] ф (t) dt. 8а)+ (f Ф.. [t] dt. 3а) - (а. 3«).

Обозпачив

дP \.. .
11]

=w(t)=ф.[tJ+f.[t]ф(t).

2'

дР [иJII" ). 11]
=а = /:[t] ф(t)dt-а.

о

получим выражение дли вариации функционала череа вариации

{8и ( · ), 8а}:
'l'

8Р[3и( · ). 3а]= I w(t)3и(t)dt+(а. 3а).
о

(5)

4. Нонус вариаций независимоrо арrумеита теперь есть «про-
изведение)} обычноrо ROHyca К. и Rопуса Ка, возможных вариа-

ций 8а.; если на значения параметров а НИRаRИХ условий не наЛо-

жено, Ка, есть все р-мерное линейное пространство. Именно юот

случай мы и будем иметь ввиду.

5. Конус смещений KF С'.rроится обычным образом: ВЫЧИСJПlв

производные всех входящих в постановку задачи Функционалов
F
o, F1 , . · ., Fт [и( · )], получаем для вектора смещения 8Р= {8Fo,

8F1 . . · ., 8Fт} формулу
'l'

8Р[3и(" ). 8а]= W(t)3и(t)dt+А8а. (6)
о

11 К, есть задаваемое правой частью (6) отображение нонуса вари-
пций Ки Х Ко. в Ет+l- Ero замыкание - ВЫПУКЛЫЙ конус.

6. Если траектория оптимальна, то существует определяемая

вектором g= {-1, gl,..., gт} rипеРПЛОСRОC'l'Ь, опорная R ROHYCy
КF В ero вершине, т. е.

(8F, g) OДЛЯ всех 8FEK,..
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'Учитывая (6), получаем

(g,JW&Lt:u)+(g. A )=J(W'g,8и)dt+(А*g,  )<o
ДЛЯ всех 8и ( · ) Е Ки. оа Е К«. Это условие в силу независимости

8и ( · ) и 8а превращается в два: условие

(w*(t)g, 3и)<0 для всех 8иEKt , tE[O, Т] (7)

приводит R обычной фОРМУЛИРОВН8 принципа максимума (кап в 5
и 6). Кроме Toro, получаем общее условие траш:версаJtьnости

A*g==O. (8)

Условие (8) ДОЛЖНО выполняться на отимальной траентории;
оно представляет собой р конечных соотношений. Матрица А (т+ 1

строна, р столбцов) однозначно вычисляется на любой фиксирован-
ной исследуемой траектории {и ( . ), а, х ( · )}; ЭТО относится и к мат-

рице влияния И' (t).
2. Общие двухточечные краевые условия. Используя формаль-

ную запись r (х, а)= О, естественно оrраничиться условиями вида
G [х(О), X(T)f а] = О, rде G= {Gl, G2, . .

., Gn}. В этом случае усло-
вия r

x8:x+rrJ.8a==0 имеют форму В8х(О) + С8х(Т)+ DБа==О,
д д

rде В=
дж (О) G[x(O), х(Т), а], с=

дх(Т) G[x(O),x(T),a]-(п-.+п)-
матрицы. D=G [х (О), х ( Т), а] - (р п)-матрица; все они одно-

значно определя тся на исследуемой траектории {и(. ), а, х(. )}.
Объединяя 8х(0), 8х(Т) в единый 2п-вектор Z== {8х(0), 8х(Т)}
и вводя (2п п)-матрицу Р= {В; с}, запишем краевое условие
ДЛЯ 8х D виде

Pz+D'&x.=O.

Выделив п компонент в Z тан, чтобы (п -. п)-матрица соответ-

ствующих столбцов Р имела обратную, обозначив эту часть мат-

рицы Р., а остальную
- Р2' запишем условия в виде

P1Zl + P2Z2+ D8a == О ИЛИ Zl = _р.l (P2Z2 + D8a). (9)

Сопряженные краевые условия для Ф получим, разбив 2п-вектор
f'f= {ф, (О), ф(Т)} на две части и выделив в вентор f'fl те же ком-

попенты, что и в Zlt а остальные- в f'f2- Тоrда (см_ 3) условия

r:ф= о подбираются так, чтобы из r:ф= О и Zl = -РJ.lР2Z2 сле-

довало

(Zl' fl)+(Z2' f2)=(Z2t f2)-(P1IP2Z2. f'fl)=
= (Zs, f'f2-[Р11Р21.fl)=О (при любом Z2).
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Однако в задаче с параметрами мы имеем друryю, неоднородную,
связь Zl с Z2 (9), учитывая которую получаем

( x,ф) ' = (Zl' epl) + (Z2' ер2) == (Z2' ер2) - (P1IP2Z2'  l)-
- (Pi1D8r:J., ер2)= -(Р}lD8а, ер2) == - ([Р11Р2]. ер2' 8 ).

'fаRИМ образом, вектор {j, в выражении для oF вычисляется по фор-
муле

{j,= [PJIP2]* ер2. (10)
3. Общие краевые условия. Общие RpaeBble условия для си-

стемы х == / (х, и) MoryT быть записаны в форме
Fi [х( · )]==0, i=== 1, 2,..., п,

rде Р. [х (. )] - неноторые функционалы, вычисление ноторых

требует знания лишь фазовой траеRТОрИИ. Особенностью управ-
ляемой системы является ТО, что ЭТИ фУНRционалы не должны за-

висеть от MrHoBeHHblX значений х (t) в каRИХ-То точках t', t",. .
.,

т. е. по существу, от значений и (t) на множестве меры нуль.
Точный смысл этому оrраничению можно придать, потребовав
выполнения условия (для любой пары х (.), у (. »:

,Р[х(. )]-F[y(. )]I<Cmax x(t)-y(t) . (11)
,

В связи с этим стоит заметить, что первичная постаНОВRа вариа-
ционной задачи может иметь такой вид:

Найти фУНRЦИИ и (.), х (.), связанные уравнением х=! (х, и),
l\Iипимизирующие значение Функционала Fо [х (. ), и (. )] при усло-
виях: и (е) Е и, Fi [Х (.), и (. ) ] =О, i=1,2,. .

.,
м.

Выделив n условий Fi=O и назвав их «краевыми условиями)
r (х)=О, придем к обычной постановке задачи. Разумеется, это

выделение не является совсем произвольным: кроме формальноrо
требования - число условий должно быть равно раЗl\-Iерности

х,
- следует иметь в виду и содержательное: выделенные УСЛОВИЯ

должны при заданной фУНRЦИИ и (.) обеспечить существование
и единственность краевой задачи

Х=/(Х, и (е»; r(x)===o.

Есть еще одно важное для приближенноrо решения вариационной

задачи требование: для решения полученной краевой задачи дол-
жен существовать эффективный численный алrоритм. Известно,
что проще Bcero в этом отношении задача Коши. Поэтому чаСто

бывает удобно формально ввести параметры а. в постаНОВRУ задачи,
записав краевые условия r (х, а.)=О в виде, например, х (O)-а=О
(если среди условий первичной постановки задачи есть условия,

фиксирующие значения неноторых компонент х (О), то соответ-

ствующие компоненты а не варьируются). Имея в виду втот прием,

5 Р. п. Федоренно
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мы _не рассматриваеl\I нраеnых условий более сложных, чем двух-
'1очечные. Однано СОBceJ\f О'1Rазаться от общих условий и иметь

дело только с задачей Коши не удается. Дело в том, Ч'1О В прило-
жениях существуют уравнения, для RO'1OpblX сравнительно просто

решае'1СЯ Rраевая двухточечная задача, тоrда пак решение задачи
Коши невероятно трудно. Именно '1аRОЙ задачей является задача

о защите от излучения, выходящеrо из ядерноrо реантора. Ва-

риационная задача для защиты решалась aBTOpOl\I, и ниже она

будет подробно описана. 3десь мы ПОЯСНИ1\I суть дела на простень-
ном примере, J\fоделирующем основные черты этой задачи,

dx1
dx

2

(ft=== а [и(t)]x
2
; dt= Ь rи(t)] x

l
, 0< t< 1,

x1(0)=X1; х2 (1)==0.
(12)

Харантерным обстоятельством, определяющим выбор ЧИСJIенпоrо

алrоритма и возникающие вычислительные '1рудности, является

величина Rоэффициен'1ОВ а и Ь; в задаче о защите а (и) b(и) 
 30-40.Если формально ввести условие с параl\IетРОJ\f х2 (О)=а,
а х

2 (1)=0 оТItести R дополнительным условиям задачи '1ипа

F [и (.) ]=0, оrраничивающим В03l\Iожные ФУПRЦИИ u (.), '10 внешне

ПРОС'1ая и бесхитростная задача Коши практически не поддается

численному решению на современных ЭВМ: дело в '1OM, что общее
решение этой системы состоит из двух качественно совершенно

разных компонент; одна из них - '1ипа сильно растущей экспо-

ненты е4О
'

, вторая - типа сильно убывающей е-4О ,
. Поэтому

попытка подбором а  попасть»в правое краевое условие сопря-
дх2

(1)
жена с БOJIЬШИМИ вычислительными '1РУДНОС'1ями: да

е
4О

 101в.Кроме Toro, ИН'1еrрирование задачи Коти сопровождается
аналоrичным (-."е4О ') ростом влияния допущенных у левоrо конца
вычислительных ошиБОR. В то же время решение (12) RaR краевой
задачи методом проrонки совершенно элеl\Iентарно и хорошо
освоено в современной вычислительной праК'1ике (см. (23]., (24]).

4. Традиционные условии трансверсальпости. Для Toro чтобы

установить связь с общеприня'1ЫМИ условиями трансверсальности,
рассмотрим частную задачу: дана систеl\1а

dx

де
=f (х, zi). О<х<Т, иЕи,

с условиями

Gk [х (О)] = О,

Dl [х (Т)] == О,.

минимизировать Do [а; (Т)).

k== 1, 2, ..., К<п,
i == 1, 2, ..., т< п;
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Введем условия r(X. а)=О в виде x(O)-а=О И проварьи-

руем неRОТОРУЮ траеRТОрИЮ {и ( · ), а. х ( · )}, для которой выпол-

нены все условия Gk=D,=O. Воспользуемся результатами анализа

общей задачи с параметрами, для чеrо следует прежде Bcero решить

краевую задачу (т+ 1 раз):

d :1)+1: [t] ф!IJ = О; ф(11 (Т) = дд llх(т) , i= О. 1,.."' т;

это позволяет вычислить йариацию соответствующеrо Функционала
F1 [и ( .). а] == Di [х (Т)]:

'l'

8Fi [Ба ( .), 00]= ф(11 fи [t] Ба dt + (ф(iJ (О), 00.).
о

т

Образуем ФУНRЦИЮ Ф (t) == ф(i) (t) gi. ЯВЛЯIОЩУЮСЯ решением
1-=0

задачи
tn

:r+f$[tJф=О; ф(Т)= giдDi :(Т)].
1=0

Матрица А в формуле (6) - B'rO матрица, С'rрОRИ RОТОРОЙ образо-
ваны п-векторами ф(i) (О); таКИl\f образом,

т

A*g=== glф(iJ (О) == Ф (О),
'=о

и условие трансверсальности будет получено из условия О == (А
*

g, 8 )=
= (ф (О). 8а). в котором, оДнано, надо учесть, что .компоненты orx

не являются независимыми: оНИ связаны К условиями Gk (rx + 00) == О,
Т. е. д k8а. = О. k= 1, 2. . . ., К, или, в компактной форме, воо.= О,

l деВ - матрица n -+ К, строки которой есть rрадиенты функций Gk
.

IIредполаrал условия Gk [х (О)] == О невырожденными, мы можем

Jlыдели'rЬ из В К столбцов, образующих невырожденную матрицу;
lIыделив соответствующие -Rомпоненты 8а в K-веRТор 001' а осталь-

ные - в (п - К)-вектор 002; запишем связь ВОО== О в виде B)8a1 +
l-В2Ва2 ==0 или 8a)=-B1IB2002.

Выделив соответствующие компоненты Ф (О) в векторы ерl и ер2'
условие трансверсальности запишем в виде

() === (ф (О),  rx)= (ерl' 8(
1) + (ер2; 8а

2) == (ерl' --A1
1A20C(2) + (ер2' 8rx

2) =
== (&;, ep 

- [Вi
1В2]Й ерl).

rl' II{ пак уже оказывается BeR'ropOM снезависимыми Rомпонен..

'I'ПМI-I. то условие трвнсверсальности получает форму RpaeBoro

уеJlUВИЯ для Ф (О):
ep =-= [B1

1В2JЙ ер}- .

5*
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Это есть n-К соотношений между Rомпонентами Ф (О). Впрочем.
чаще такие условия формулируются иначе: условиями Gk [х (О) ]===0
в п-мерном пространстве выделяе ся(п-К)-мерное rлаДRое MHoro-

абразие; 8а = ш (О) и подлежат рассмотрению не всевозможные

n-мерные венторы Оа, а лишь те, ноторые лежат в каса ельной
к упомянутому J\fноrообразию (n-К)-мерной rипеРПЛОСRОСТИ

(Rасательной в ТОЧRе х (О), разумеется). Тоrда условие трансвер-
сальности ( (X" ф (0»=0 означает, что Ф (О) должен быть opToroHa-
лен 8ТОЙ Rасательной (n-К)-мерной rиперплоскости. Это и есть

традиционная формулировка условий  рансверсальностина лево?tI

нонце траектории.
5. Задачи со свободным временем Т. Пусть длина интервала

управления [О, Т] - не фИRсирована, и Т есть «ресурс управле-
ния)} наряду с функцией и (.). В этом случае удобно (особенно
с точки зрения орrанизации расчетов) сделать замену переменных

't=t/T, после чеrо имеем задачу (1) на фИRсированном интервале
вреl\-Iени О < 't < 1 с параметро?tI Т для системы

дх

d't
== Т! (х, и), 0< 't 1.

Все остальное входит в общую схему задачи с параметрами и

не заслуживает особоrо рассмотрения. 3аметим, что часто вариа-
цИЮ ВТ исключают, используя для 8Toro одно из дополнительных

условий, наПРИl\Iер, F1 [и ( · ), Т]. Обычным способом определяется

вариация
1

8F1 (&z(.), 8Т]= J w1 ('t)8и(-t) d't+ b18T.
о

1

Если b1=l= о, то 3Т=- ;1 W1 (t) 8и (t) dt, и для всех остальных функ-
о

ционалов Р, [и( .)] вариация J\fожет быть написана только в тер-
минах 8и ( · ):

1 1

8Р(8и(.), 8Т]= J W('t)&z('t)d't+blT= J[W(-t)- :l w1 ('t)Jd't.
О О

6. Склеропомные системы. Пусть t входит явно в правую

часть системы уравнений; пусть таRже область и зависит от вре-

мени, таким образом,

 ;=f(x, и, t), и (t) Е и (t).

с этим обобщением никаких осложнений не связано, если зависи-

мость и (t) - непрерывная. 3ависимость f (х, и, t). от t ?tIожет

быть, в сущности, произвольной.
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7. Задачи с разрывной правой частью [18]. Пусть уравнение
Движения управляемой системы имеет вид

dЖ

=={
11(Х' и) при R[x(t)]<O,

dt 12 (х, и) при R [х (t)] > О, (13)

rде R (х)=О - уравнение rладной поверхности разрыва. Ради

проетоты мы оrраничимся лишь одной поверхностью разрыва.
Кроме Toro, предположим, что в точне пересечения траентории
с поверхностью R (х) =0 выполнены условия: при всех и

R
zfl (х, и) > О, Rzf2 (х, и) > о. Этим запрещаются тан называе-

l\Ible «СRользящие)} режимы движения х (е) вдоль поверхности раз-

рыва и обеспечивается применимость теории возмущений: малое

возмущение траентории приводит н соответственно l\Iалому же

изменению момента пересечения траеRторией х (t) поверхности
R (х)=О.

При решении подобных задач удобно (особенно с точни зрения
орrанизации численных алrоритмов) произпести замену времени

так, чтобы разрыв правой части происходил в фИRсированный
в новом времени момент. Тап от системы х=/ (х, и) переходим
J{ системе

дх

dt
=f (х, ll, t). 0<t<2, (13*)

I.де

{
rJ..lfl (х, и)

1 (х. и, t) =
f ( )«2 2 х, u

при 0<t<1,
при 1<t<2,

однано R дополнительным условиям задачи добавляется еще одно:

Fт+l [и ( · ) I rJ..
1 . а

2] == R [х ( 1 )] = о.

:Jадача с разрывной правой частью, таRИМ образом, сведена н стан-

дартной - зависимость правой части от е, нан уже отмечалось,
lIинаних осложнений не вносит. На этом можно было бы и заRОН-

',ить анализ, однано неноторые методы приближенноrо решения
вариационных задач «болезненно)} реаrируют на увеличение qисла

дополнительных условий; поэтому мы проведем вынладни, позво-

J1Jlющие избежать этоrо. И в этом случае мы оrраничимся вычисле-

lIиеl\I производной определенноrо на решении системы (13, 13*)
(I)y ПItционала

'l'

F [и ( · ») = ф [х (t), и (t)] dt,
о
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точнее, вычислением bektop-фУНRЦИИ w (t) в формуле
'l' 'l'

У rt] 8х (t) dt= w (t) &t (t) dt.

о о

Пусть траеRТОрИЯ х (t) пересепает поверхность разрыва в момент t*:

R[x(t ')]==O.Уравнение в вариациях для 8x(t) IIMeeт вид

 Б;_: 1 x=: &l на [О, tй).

d:;_:  x=f: и на (t
Й

, 2].

Пусть возмущенная траектория х (t) + ох (t) Ilересеиает R == О в мо-

мент t*+ 8 (попа для определенности будем считать 8 О).
Тождество Лаrранжа запишем в виде

t'"

[lf e:;-f{; x)+ x(:i+: ф)Jdt+
о

т

+ [ф е:;-: 8x)+ x(:r+: ф)]dt = ФОХ ' -ф8х ' :+3.
t",+ 

Мы предположим, что У [t] оrраничена в ТОЧRе t"', поэтому
t.+ 

Y[t]8x(t)dt=O( &zr). так как 8 O( &z ).
t*

Для тoro чтобы осуществить стандартное исключение вариации 8х.
нужно в тождестве Лаrранжа ЛИRвидировать «лишнее)} слаrаемое

фох ' :+ .Это приведет R разрыву функции Ф (t) в точке t* с опре-

деленными соотношениями на разрыве. Обозначим через {и ( · ). у ( . )}
возмущенную траенторию. Тоrда, с точностью дО О(118и 2),

У (t*+ о) == у (t.) + 8/1 (у., f;"').
х (t. + 8) == х (t*) + 8/2 (х., l ).

Вычитая, получим связь между ох (t"') и ох (t'" + 8):
8х (t*+ 8) = 8х (t*) + о [/1 (у*, v*) - /2 (х*. и.)].

(Эдесь обозначено: у.= у (tj, х* == x(tj, и* == u(t*+0), v.= v(t*- 0)=
==и (t. - О) + О (113иll).)

Следует еще использовать связь между 8 и ох (t"'):
R (у (С+ 8)] === О == R [у.+ 8/1 (у*, и*)] ==

== R [х* + 8х. + 8/1 (у*, v"')] == R (xj + R
s
8x'" + 8R

zfl (у"', и").
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I1 тап кан R (х
Й

) === О, то

_
_

R '8x* R 'бх.
-

R fl(уЙ, v*) R fl(х*, v*)
·

Теперь соотношение между 8х (t"') и 8х (t.+ 8) примет вид
R '8х.

8x(t-+8)=8x(tj R:Jl [1.-/2]'

rде /l=fl[X.. и(t.-O»), /2=/2[Х*' и(t*+O»). Обращение в нуль

(с точностью до O(118иI12), что, собственно, и нужно для вычисле-

НИЯ производной функционала) Быран(ения

фох ' :+"= ф (t.+ 8) 8х (t*+ 8) - Ф (t*) 8х (t*) ==

=(ф-- ф-, 8х,   :(1. - /2' ф+) = (ф+ - ф-
иl -;;: ф+)R

z, ох")
будет обеспечено для любых 8х., если ф+ == (t

Й

+ О) и ф- = ф (t*- О)
удовлетворяют условию спачна:

ф-=ф+- (/1-1:;1 ф+) Rz
. (14)

Тапим образом, вычисление производной Фунпционала осуществ-
ляется стандартно, топьпо фуннция Ф (t) определяется нан реше-
ния уравнений

:;+: ф= -у [t] на (t", Т).

d 
+

дf 
"1
== _у [t] на (О, t},dt дж у

r ф==о,
с условием сначка (14) при t=t*.

Если УСЛОВИЯ r (х)===О - суть данные Ноши х (O)-Хо=О
(а это наиболее часто встречающийся в припожениях случай), то

1' ф==О- данные Ноши для Ф (Т), и численное интеrрирование
Iсраевой задачи для Ф (t) не встречает нипаних затруднений. Форма
ааписи условий скачна (14) в этом случае особенно удобна, тап нан

Оllределяет в явном виде переход от Ф (t*+O) н Ф (е*-О) при иnте-

l'fJировании справа налево.

Мы рассмотрели выше лишь случай о. Точно таним il\e

ОUI)азом проводится и анализ при 8 < О; очевидным образом меняя

мРетами правые и левые значения, получим соотношение

фf- = ф-_
(/!!  j:ф-) Rz. (14-)

11 JI( доставимчитателю самому убедиться в энвивалентности соотно-

III(НIИЙ (14) и (14*). В случае большеrо числа поверхностей разрыва
IIIIIН1НИХ новых обстоятельств не ВО8НИRает.
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8. ДОПОJШительные условия типа неравепства. Пусть ДОПОЛНИ-
тельные условия в терминах дифференцируемых фуннциоuалов
имеют вид:

Fi[и(. )]<0, i= 1, 2, ..., т1 (т1 <т);
F1[и(.)]==0, i=т1 +1, ..., т.

В ЭТОМ случае весь анализ проводится стандартно, однано, необхо-

ДИМЫМ условием оптимаЛьности исследуемой траентории является

отсутствие в выпунлом нонусе KF смещений оР элементов тан назы-

BaeMoro попуса 8апреще1tНЬ Хсмещений КВ. Этот конус в (т+1)-
мерном пространстве описывается следующим образом:

1) 8Р
о <0,

2) 8Р, < О, i = 1, 2, ..., т.,
3) 8F

1 =0, i=т1 +1, ..., т.

Содержательный смысл КВ очевиден: если вариация управления

ш( .) порождает смещение аР Е кв, то управление не оптимально,

поснольну в первом ПОрЯДRе при переходе от и (.) R u(.)+
+ 8u (. )оРо уменьшается, а дополнительные условия не нарушаются.
В рассмотренной в 5 задаче КВ состоял из одноrо луча e={-1 
О,. . .,О). ВЫПУRЛОСТЬ КВ - очевидна. Если выпунлые конусы KF

и К. не пересекаются, то они MoryT быть разделены rиперплосностью
с нормалью g:

(g, aF)< о дЛЯ ОРЕ К,.

(g,8F»0 дЛЯ 8РЕК.-

Первое соотношение приводит н обычной формулировне принципа

максимума, второе дает дополнительную информацию о компонентах

BeRТOpa g. В самом деле, е == {-1, О, ..., О} Е КВ, следовательно,

(g. e)=-go>o, т. е. сО<О, ИЛИ, нормируя g, gO=-1. Далее,
e(i) = {О, ..., О, -1

j , О, .. _, О} Е К. (11 означает 1 на i-M месте,

i = 1, 2, ..., т1). Следовательно,

(e(iJ, g)==_gi>O, т. е. gl<O ПрИ i==1, 2, ..., тt .

Этим исчерпывается информация, ноторую можно извлечь из усло-

вия (g, 8Р»О дЛЯ oFEK8 . тан нан КВ есть выпуклая оболочна

венторов е, e(lJ. e(2J, . .
.,

 (тl).

9. Задачи ДЛЯ уравнений с запаздыванием [21]. PaCCMOTpJIM
вариационную задачу, в которой управление определяет фазовую
траенторию системы задачей Коши для уравнения с запаздыва-

нием;

дх -

iU=f [Р [х ( · ), t], х (t), и (t)]; O t<T. (15)

Здесь Р [х (.), t] - неноторый заданный фуннциопал, зависящий
от значений фуннции х (.) ЛИШЬ на интервале [t-h, t], h > 0-
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заданное число. Этот фУНКЦИQнал предположим дифференцируе-
МЫМ; пусть определяющее F ноннретное выражение прямым

варьированием дает формулу
t

 Ё(8z ( .). t] = z (t. 1:)  x('t) d1:.
'-Ь

Фуннция Z (t, 1:) вычисляется, разумеется, на исследуемой траек-

тории (и(.), х(.)} и может содержать особенности типаО-фУНRЦИИ.
Областью определения функции Z (t, 1:) является полоса

[O t Т] Х [t-h<'t t].

В Rачестве данных Ноши задается условие *)
x(t)=ff(t). -h t<О,X(O)=ff(O).

Функция ер (t) либо фИRсирована, либо является ИСRОМЫМ элемен-

'1O?tl управления; мы буде?tl иметь в виду этот последний, более
общий случай. Если ер (t) - фИRсированная фУНRЦИЯ, 8ff (е) сле-

дует считать нулем. Пусть F [и (.), ер (.), ер (О)] - неRОТОРЫЙ диф-
ференцируемый фУНRционал, определенный на траектории системы

(15); нашей целью является вычисление ero производной. Основ-
ным моментом этоrо вычисления является вывод формулы типа

т 'l' О

У (t) 8х (t) dt= w (t) 8u (t) dt+ а (t) 8rf (t) dt + (а. (О». (16)
о о -Ь

("'де У [t] - известная фУНКЦИЯ, определенная на исследуемой не-

возмущенной траектории {ff ( .), ff (О), и ( .), х ( · )}, а w (t), а (t). а

lIодлежат определению. Основные элементы теХНИRИ вычислений

стандартны.
1. Уравнение в вариациях, определяющее 8x(t):

dox -

di== fр [t) 8Р + 1:1: Jt]8x + /и [t] 8и ==

t

= /р [t] Z (t, 1:) 8х ('t) d't + /.., (t]  x+ /.Jt] &zj
t-h

 x(t) ==  ep(t), -h t < О; ОХ (О) ==  ep(О).

2. Тождество Лаrранжа:
'l'

[ф е:;+/.., x)+8x(:;-/;ф)]dt= ф8хl .
о

*) Известно, по т (О) иrрает особую роль среди всех значений т (t):
11().YfOMY ero естественн() выделить как отдельпый объект.
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Используя уравнение в вариациях, получим
т т I Т

Ф(ш-fz х)di= ф(t)fр[t] Z(t, 'I:) ('t)d'tdi+ фf,,&l.dt.
о о t-h О

Первое cnaraeMoe правой части подлежит даnьнейшим преобраЗ0ва-
НJIЯМ (рис. 6):

т t

l ф (t)fр [t] l Z (t, 't) 8х ('t) d'l:di= 1 1 ф (t)fр [t] Z (t, 'С) 8х ('t) did't.

О е-А ОАВО

Будем считать Ф (t) определенной на интервале О t Т + h. при-

чем ф(t) == О при tE[T, T+h]. Torдa Н = Н + Н (так каи

ОАВС опс ОАЕп

!'

т

I

I

T+-h
..

t

Рис. 6.

в АЕВ Ф == О, то остальные функции - fр I Z, 8х -- можно считать

доопределенными в этой области любым образом). Итак,
т t

dtф (t) /F (t] Z (t, 't)3x('t) d't = =

о t-h ОАве

т т+ь

= + d't  ф(t)/р[t]Z(t,'t)di3х('I:)=
опо О -r;

h О Т t+h

= 1 diф (t) /р [t] 1 Z (t, '1:) &р ('t) d't+ l dt8x (t) 1 Ф ('t) /Р ['1:1 z ('1:, t) d't.
О t-h О t

11роводя эти выкладки, следует иметь ввиду, что ОХ, Z, fр, ф,  cp- веи-



8] 3АДАЧJI С ФА30ВЫl\fJI оrРАНИЧЕНИЯМИ 75

торы той iHe размерности, что и х; Z8x - сналяр, фf11
- тоже. Леrnо

видеть, что осуществленные в преобразованиях перестановки фуlШ-
ций законны.

Из тождества Лаrранжа получаем соотношение

J Iф(t)/,,[t] ои (t) + ox(t) [ +:fzф + tJh Ф (ос) /р (ос) Z (ос, t) d't]\ di +

о h+'t

+ ОЧI (ос) (ф (t), /р (t» Z (t, -с) did't + Ф (О) ОЧI (О) = Ф (Т) ох (Т).
-h О

rrеllерь ВИДНО, что цель будет достиrнута, если в начестве Ф (t)
взять решение задачи Ноши для уравнения

t+h

 ;+ LtJф+ (ф('С), /pr'tJ)Z('t, t)d't=-Y[t), (17)
t

O<t< т,
с начальными данными

ф(t)=О при tE(T, -Т+hJ, ф(т)=о.

Если вариация Фувкционала включает слаrаемое вида (Ь, 8х (Т».
то для rраничноrо значения Ф естественно ВЗЯТЬ Ф (Т) == Ь. Уравне-
ние для Ф (t), решаемое справа налево, есть обычное уравнение
с запаздыванием. IITaH, формула (16) получена, причем

w (t)
-

t: [t] (t),
h+t

а (t) == (ф (ос), /р[ос) Z ('С, t) d'C, -h <J <, О,
о

а= ф(О).

( тоит заметить, что Z ('1:, t) определена в полосе [О < 1: < Т] Х
Х ['1:-h<,t<,'t], т. е. в ОАЕЙD

Й

. ДЛЯ Toro чтобы уравнение (17)
было полностью определено. нужно знать Z (1:, t) В области

10<t<,T]X[t<,1:<t+h], т. е. в оc:rВЙА; нан уже было атме-

'leHo, в Е.ВЙА, т. е. при '1: > Т, можно доопределить Z ('t, t), напри-

мер, нулем. Вычисление а (t) осуществляется интеrрированием Z ('1:, t)
В [-h<t <,О]Х[О < 1:<,h+t], т. е. в OC*D*, rде Z определена.

8. Принцип максимума в задачах с фазовыми оrраничеНИЯИII

В 5 при выводе принципа мансимума l\Ibl оrраничились зада-
'sаМи с дифференцируемыми по Фреmе фуннционалами Fi [и (.)].
адесь для простоты l\Ibl рассмотрим задачу с одним Фуннционалом,
дифференцируемым лишь по направлениям в фуннциональном
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пространстве. ИтаR, ищется управление и (.) в 8аД8че 

min Fo [и ( . )] (1 )
и(. )

па решениях системы

x=f(x. и), r(x)=o, иЕи. o e<T, (2)

при условиях

Fj[и(. »)==0, i= 1, 2, ..., т, (3)
G [х (t)] < О при всех t Е [О, Т]. (4)

Все ФУНRЦИОНа.лы F
o. ...,

F
т [и( .)] предположим дифференцируе-

мыми по Фреmе, функционал
Fт+l [и ( . )] == шах G [х (t)]

t

для наrлядности изложения выделен из стандартной системы обоз-
начений. G ( )- СRалярная непрерывно дифференцируемая фУНR-
ция п-мерноrо apryMeHTa е. Чтобы разобраться в этой задаче,
заменим ее близкой по смыслу, сформулированной в терминах
лшпь дифференцируемых фУНRционалов. Именно, введем на [О, Т]
равномерную, например, сетну точеR ео , tt, t

2 ,. .
., tN С шаrом

"t=T/N, и вместо условия G [х (t)] < о поставим N+1 условий

G[x(tj)]<O. j==O. 1, 2, ..., N. (4.)

ПоtlТИ очевидно следующее утверждение:
Л е м ]\f а. Решение аадачи (1), (2), (3), (4

Й

) при достшnочnо

большом N СКОЛЬ У20дио точ1Ю аnnрокси.мuрует решеиие ucход1ЮU

аадачи в том смь сле,что из (4*) следует

G [х (t)] < CT/2N при всех t Е [О. Т]. (5)

в самом деле, на любой траеRТОрИИ управляемой системы

I dG (t)J1=IGAX(t)1f(X, и)/<С.

rде С - неRОТОРая постоянная, зависящая от rладкости функции G
и оТ 11/11. Но Rривая G [x(t)], имеющая оrраниченную производную
и неПОЛОЖИ'.rельная на сетке с шаrом 'С== T/N, не может стать

больше C't/2. R аппроксимирующей задаче может быть применен
анализ 5, дающий следующий принцип маRсимума:

Пусть ф(iJ (t), i== О, 1, ..., т, - решения уравнений

d :'l+j; [t] ф(11 = _y(ll [t]; r;ф(11 = О.

тде УН) [t] - фУНJ\ЦИИ, ПОЯВЛЛЮIЦИеся при прямом варьировании
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определяющих функционалы Fi выражении:
'l' т

8F, [ш ( · )] = ирl (t) ш (t) dt+ ylll [t] (t) 01.
о о

Пусть (t, tj) - решения уравнений
d (е, tj) .

dt +/х[t]ф(t, tj)==-Gx[x(tj)]o(t-tj), r:ф(., tj)==O.

Если траеRТОРИЯ {и(.). х(. )} аПnРОRсимирующей задачи является

оптимальной, то существует вектор g=== {-1, gl, ..., gт, g(t1 ),
g (t2) , ..., g (tN)} такой, что

Н [х (t), Ф (t), и (t)] = nlax Н [х (t),.ф (t), l ], (6)
tlEU

rде фУНRЦИЯ Н [х (t), Ф (t), и] строится известным образом:

Н [х (t), Ф (t). и] == g'Ф(') [х (t), и] + ( g'ф('1(t), /[х (t), и]) +
+ ( g(tj) Ф (t. t), / [х (t), и]) = g'ф(iJ [х (t1 и] + (ф (t1 / [х (t), uD. (7)

Что Rасается фУНRЦИИ Ф (t), то она есть решение определенной с точ-

ностью до N+ т параметров Rраевой задачи:
т N

:i+/;[tJф=- g'y(il[t]_ g(tj)G",[tj]8(t-tj)' r:ф=о. (8)
l=O j=1

о величинах g(tJ) известно, ироме Toro. ЧТО g(tj)=O, если

G[x(tj)] <О и g(tj)<O, если G[x(tj)]==O. Мол{но построить по-

следовательность аппроксимирующих задач с N
1 < N2 < . . . -+ 00

и перейти к пределу; кан нетрудно заметить, это в OCHOBIIOM Rасается

уравнения (8), которое будет удобно переписать в виде

т

+/ [t] Ф = - g'y('1 [tJ + С", [t) :t 0N (t). (8*)
i=O

rде 0N (t) - монотонно растущая фУНRЦИЯ, ТОЧRИ роста которой
суть лишь те tJ , rде G [х (tj)] ==0. Мы не будем подробно рассматри-
вать предельный переход N --+ 00 в системе (8*), а сразу же сфОРl\fУ-
пируем результат:
При н ц и п 1\-1 а R с и 1\-1 У М а. Если траеRТОрИЯ {и (.), х (.)}

явпяеТGЯ решением вариационной задачи (1)-(4), то существуют

вентор g={-1, с1,. . ., }И монотонно растущая фУНRЦИЯ о (t),
ТОЧRИ роста которой выделяются УСJIовие IG (х (е)] =Ot такие, что
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обраэ{)ванная по формуле (7) ФУНRЦИЯ Н (х (t), ер (t), и], rде

Ф (t) - решение краевой задачи (8*), при почти всех t достиrает
максимальноrо в области и значения в точке и (t).

3 а м е ч а н и е. При конструировании численных методов

решения задач с фазовыми оrраничениями (4) мы используем

аппроксимацию типа (4*); некоторые дополнительные соображе-
ния и следующие из них вычислительные приемы позволяют ис-

пользовать сравнительно небольшие N ,....." 3-4, достиrая при этом

хорошей точности выполнения условия G [х (t)] < О и в тех слу-

чаях, коrда множество точек G (x) Oзанимает значительную

часть [О, Т]. Не случайно выше был рассмотрен лишь функционал
(4), и специально отмечалось, что близкий по форме функционал

F [и ( · )] == шах Ф [х (t), и (t)], (9)
I

который появляется в задачах с оrраничениями общеro вида

{G [х (t), и (t)] < О при всех t}, требует особоrо рассмотрения как

с теоретической точки зрения, так и при разработке методов при-
ближенпоrо решения. ПрИЧИIIОЙ этоrо является отсутствие каких бы

то ни было свойств rладкости у функции и (t) и, следовательно,

у функции G [х (t), и (t)]. Поэтому аппроксимация таких условий
дискретным набором оrраничений

G[x(t,), и (t,)] <О, j=1,2, ... (10)

неэффективна не только при конечном их числе, но и при счетном,

всюду плотном на [О, Т] множестве точек аппроксимации t,.
'УСЛОВИЯ (10) MoryT быть выполнены за счет изменения и на мно-

жестве меры нуль, что никак не повлияет на траекторию. Не слу-
чайно в п. 2 2 использовано более корректное определение

F [и ( · )] == vrai шах Ф [х (t), и (t)].
t

Все эти рассуждения на первый Dзrляд не имеют отношения

к приближенному решению задач ОПТИl\JIальноrо управления. Ведь
в любой. реализации приближенноrо метода имеют дело не с изме-

римой функцией, а, например, с кусочnо ПОСТОЯIШОЙ сеточной.

В этом случае разница между фУIJкционалами (4) и (9) пропадает,
и появляется формальная ВОЗМОj1 НОСТЬи для учета (9) использо-

вать аппроксимацию (10). ИмеIIIIО такая точка зрения принята

в [31], [68], [75] и друrих работах, связанных с применением ме-

тодов математическоrо проrраl\Jмирования (см. также 13, 25, 36).
К сожалению, этот единообразный подход к объектам разной
функциональной природы оплачивается существенным POCTOl\1

объема вычислений и, вследствие этоrо, ненадежностью результа-
тов. В данном случае он приведет к очень большому числу точек

аппроксимации t, в (10).
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9. Привцип М8Rсимума
- достаточное условие

стационарности траектории

Б атом параrрафе будет показано, что ПРИНЦИП максимума

содержит полную совокупность необходимых условий экстремума
nepBoro порядка в том же смысле, в каком для функции двух

переменных I (х, у) соотношения 1з;==0, 11/=0 образуют ПОЛllУЮ

систему необходимых условий, а равенство I:A;=O является необхо-

ДИМЫМ условием, но полной системы не образует. Более точно этот

факт может быть сформулирован следуюIЦИМ образом:
т е о р е м а. Если траекrrwрия управляеJnОЙ cиcтeJnbl {и (.),

х (.)} удовлетворяет прииципу .-махсUoМyJna , то
ом является ста-

цuопармй.
Аналитический смысл предположения и утверждения этой

теоремы будет уточнен в процессе доказательства, которое мы. при-
ведем для рассмотренной в 8 задачи с ОДНИМ только фУНКЦИОllа-
лом, диффеI)енцируеМЫ1vl по raтo, 110 не .по Фреше: min РО [и ( · )]

u (е)

для системы 3;=/ (х, и), r (х)=О, иЕ и, O t Т, при условиях

Р, [и (.)]=0, i=1, 2,. .
., т, G [х (t)] О при всех t. ДЛЯ Р,

примем конкретную формулу типа

р

F, [и ( · )] == ф{l) [х (t), и (t)] dt.

о

Предположение теоремы состоит в следующе1vl: существует функ-
ция (t), решение краевой задачи

т

+1: [t] ф= - g.Ф1i
)
[t] + Ga; [t] :; ;

i==O (1)
r:ф === О,

rlричем go=-1, a(t)-МОНОТОIIная функция с точками роста на

1vlIIожестве М= {t: G [x(t)] =О}.
Образованная из x(t) и ф(t) функция

т

Н [х (t), ер (t), и] == g,Ф(') [х (t), и] + (ф (t), f [х (t), и])
i=O

11 области и при всех t Е [О, TJ достиrает маКСИМУ1vlа в точке и (t).
Рассмотрим теперь 1vlалую вариацию управления 8и ( . ), удовле-

творяющую следующим УСЛОВИЯ1vl:

а) и (t) + ои (t) Е и при всех t,

Ь) 8Р1 [ои ( · )] = О. i = 1, 2, ..., т,

с) Gx[x(t»)ox(t) O, tEM.
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Здесь 8ж (t) - вариация фазовой траектории, являющаяся следствием
вариации управления ои ( · ); связь между ними дает уравнение
в вариациях

d8x
+dt=fa;rt] x /и[t]oи;

ra;ox==O.

в остальном вариация ои ( .) произвольна. Тоrда  Fo[8и ( · )] о.
в ЭТОlvl состоит утверждение о стаЦИОllарноети подобной траеRТОрИИ.
Д о 1< а з а т е л ь с т в о. Из "ринципа маRсимума следует:

Hи[x(t), ф(t), и(t)]8и<O для всех t,oиEK".

(2)

Интеrрируя это соотношение, ПОJlуЧИlvl
т

O H,,[x(t). ф(t). и(t)J8u(t)dt=
о

т

= J { g,Ф О[х (t). Ф (t). и (t)] 8и (t) + (ф (t). f" [х (t). и (t)l) 8u (t)} dt
(2)

= JI g'Ф I)8и+(ф.( -fz)8x)ldt=
=J l g,Ф I)8U+(8Х,( -fz)* ф)}dt (1)

РI
т".

I= gIФ ')8и+ g,Ф108х - :; Gz [t] 8х dt=
о , ' O

РI
т

I
*)

=  g,[Ф1"J8х+ф IJ8и]-:; Gz8Х dt=

о ' O

т

= gI8F,
- :: Gz[t] 8x(t)= -8Ро

- :; Gz [х (t)] 8х (t)< О.
 . .

и окончательно

8Ро [8и(. )];>- :; Gz [t]8x(t)dt;>O.
.

Р

*) Испольвуем то, что {Ф flБх+ Ф ')Би}dt = БF" da/dt = О вне М,
о

daJdt > О на М и, по предположению, G:x;'6x (t) О на М. '6Р, = О, i = 1, 2. ...

..., т, 10 = -1.
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Этим доказательство заканчивается. По этой же в точности схеме

оно может быть проведено и для конечных вариаций управления
на множестве малой меры, и для задачи с параметрами, и для осталь-

ных обобщений, рассмотренных в 7.

* 10. Вопросы существования решений

В этом параrрафе будут рассмотрены некоторые чисто теоре-

тические аспекты вариационной задачи; однако они имеют и прак-
тическое значение; ясное понимание их необходимо при конструи-

ровании численных методов, рассчитанных на достаточно широкий
класс прикладных задач.

1. Существование ОПТИМ8льноrо управления. 11так , ищется

управление u (.), минимизирующее Зllачение Fo [и (.)] при усло-
виях Fi [и ( · )] =0, i=1 ,2,. .

., т, rде F - фУIIкциопалы, определен-
ные IIa траектории системы

х=! (х, и), r (х)==О; и (t) Е и, О < t < Т.

Вопрос о существовании оптимальноrо управлеlIИЯ мы разберем,
рассмотрев возможные формы несуществования ero.

1. Первый банальный случай несущество-
в а н и я. Пусть среди всех и-допустимых измеримых функцИЙ
(и (t) Е и при всех t) нет такой, которая обеспечивала бы выполне-

ние условий F1 [и (. )]==0, i=1,2,. .
., т, при каком уrодно зна-

чении РО [и (.)]. в ЭТОМ случае нет вариационной задачи и rOBO-

рить. не о чем. Эта возможность в теории оптимальноrо управления

отверrается, считается (и это соответствует положению дел при

решении приклаДIIЫХ задач), что по крайней мере одно допусти-
мое *) управление существует.

2. В Т о рой б а н а л ь н ы й с л у чай н е с у Щ е с т в 0-

в а н и я. Пусть существует последовательность управлений u(k)(.),
допустимых и доставляющих ро сколь уrодно малые (алrебраи-
чески) значения

Fo [и(k) ( . )] -о:>, k -+ 00.

Пусть при этом ни о каком содержательно приемлемом пrеделе
{и (.), х (. )}, к которому сходятся траектории {u(k) (.), х( ) (. )},
rоворить нльзя. Такая ситуация свидетельствует о плохой поста-
IIOBKe задачи и не рассматривается. В теоретическом анализе она

v

предполаrается места не имеющеи, что не вызывает никаких возра-

iRеlIИЙ и с «прикладной) точки зрения.

*) Напомним, что допустимым управлением и (t) € и называют такое,
1\оторое обеспечивает выполнение условий

Р, [и (.)]=0, i=1.. 2, . . ., т.

G Р. п. Федоренно
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3. С л у чай о Т с у т с т в и я о n т и м а л ь н о r о

у n р а в л е н и я с р с Д и и з м е р и rvI ы х Ф у 11 К Ц И Й и (t).
Это уже достаТОЧIIО ИIIтересный случай несуществования. Пусть
имеется точная НИ I{IIЯНrpaHb значеlIИЙ Fo [и (.)] в классе допу-
стимых управлений и (.):

Р'о == inf F
o [и ( · )].

"( . )

Тоrда cYII ecrrllyeT и МИНИf\1изирующая f10слеДОJ3ательность и(k) ( · ):
НП1 Fo [п(k) ( . )1 == РО

.

k.-+-ro

ECTecTBelIHo возпикает вопрос: нельзя ли из последовательности

траекторий {U(k) (.), X(k) (.)} выделить сходящуюся в том или ином

смысле подпоследовательность, и предел послеДllей {и (. ), х (.)}
считать решением вариационной задачи? Ответ оказывается раз-
HJllM для U (t) и для фазовой траектории Х (t).

Типичным является существование предеЛЫIОЙ фазовой траек-
тории !i (t), причем сходимость оказывается раВНОl\fерной: суще-

ствует х (t) такая, что *)

П1ахllх(k)(t)-х(t)II О прИ k 00.
t

Этот факт устанаВJIивается при Becbrvla общих преДПОЛОj-неIIИЯХ,
выполняющихся в большинстве ПРИRладных задач: пусть для лю-

боrо управления и (t) Е и, t Е [О, TJ, определяеl\fая краевой задачей
фазовая траекторин оrрапичена: 11 Х (t) 11 < С; пусть при этом

все возможные значения 11 f (х, и) 11 < С1 , т. е. 11 dx/dt 11 < С1 .

МIIожество таких функций X(k) (.) удовлетворяет условиям извест-

ной теоремы Арцела (критерий компаН:ТI10СТИ в СО [а, Ь ]), и из лю-

бой бесконеЧIIОЙ совокупности таких функций l\IОЖНО выделить

paBIIoMepHo сходящуюся поцпоследоватеЛЫIОСТЬ, причем предель-
ная функция х (t) будет оrраlIичеlIIIОЙ, почти всюду дифференци-
руемой, и

11 х (t) 11 < С, 11 (t) 11 < C1
.

Для последоватеЛЫIОСТИ фУIIКЦИЙ U(k) (.) дело не так просто, кап

это хорошо ПОJ{азывает слеДУIОЩИЙ пример :
3

Найти тах [х (t) + и
2
(t)] dtпри условиях:

и(.)
о

1) х == l1; Х (О) == О; Х (3) == О,

2) I и (t) I < 1,
3) х (t) < 1.

.) Ради простоты мы не вводим обозначений ДЛЯ подпоспедоватепьности.
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Задача леrко анализируется: в Cal\fOM деле, почти очевидна кон-

струкция маКСИМИЗИРУJощей последовательности управлений

{
1 при () t < 1,

и(k)(t)= -1 при 2<t 3.

а IIa интервале [1, 2] и(k) (t) строится так: [1, 2] разбивается
на 2k paBIIblX частей, на IIечетных частях и (t) == -1, на четных

х
х(6) х(12)

I

. . .

о . . .
I

f

!

2 j

Рис. 7.

и(t)= 1 (Clvl. рис. 7, IIa котором изобраil<ены фУIШЦИИ X(k) (t) для
k= 3, 6, 12).. ЛСIIО, что ро [U(k) ( · )] 5, X(k) (t) х (t), rде

O<t < 1,
1 <t  2,
2<t<3.{

t,

x(t) == 1,
3-t,

I-Iикакоrо предела для фУUI\ЦИЙ lb(k) (
. ) нот. Бол.ее TOI O, (11)едельная

( УIIКЦИЯх (t) определяется ДОПУСТИl\fЫ?vl у Ilраплевием

{
1, 0<t<1,

il(t)-== О, 1<t<2,

-1, 2<t<3,

однако траектория {и ( · ), х ( .)} не ОlIТИ fаЛЫlа; Fo [й ( . )] == 4. 3а-

 fеТИlvl, что lvl0ЖIIО УСЛО;I{НИТЬ ситуацию, определив область и не

условиеlvl I U I 1, а считая ее состоящей только из двух точек:
1 и -1 (т. е. и == 1 ИЛИ и === -1). В ЭТОrtrI случае предельная траек-
тория х (t) не соответствовала бы никаКО?vlУ допустимому управлению.

Эти вопросы связаIIЫ с замыканием Toro МIIожества элементов

фУIIкциональноrо пространства, IIa котором определены входя-
щие в постановку задачи функционалы: извеСТIIО, что непрерыв-
нан оrраниченная функция на замкнутом оrраниченном мв:о-

6.
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жестве достиrает минимальноrо значения; поэтому вопросы замы-

кания самым тесным образом связаны с вопросом существования

экстремальной точки. Сама же операция замыкания формули-
руется в терминах определенной нормы и состоит в том, что сходя-

щиеся в нужном по содержанию задачи смысле последовательности
nлементов пеРВОllачальноrо пространства объявляются элементами

HOBoro, пополненноrо пространства; последнее оказывается уже

замкнутым. По существу, это означает, что сходящуюся в опре-
делеНIIОМ смысле минимизирующую последовательность траенто-
рий {U(k) (.), X(k) (.)} rvIbl объявляем решением задачи, хотя возни-

кающий при этом предельный элемент и не обладает всеми свой-
ствами элементов первоначальной постановки задачи.

Для вадач оmимальноrо управления естественным является

замыкание, порождаемое следующим определением сходящейся
последовательности траекторий (U(k) (.), X(k) (.)}, rде U(k) (.)-
измеримая функция, а X(k) (.) - порожденная ею фазовая траекто-

рия. Такую последовательность IIазывают сходящейся в себе, если

при любом е > О для всех достаточно больших чисел k, q > к (е)
выполнены соотношения:

1)

2)

шах X(k) (t) - x(!lJ (t) 11 €,
t

I Р, [и (k) ( · )] - Р, [и(!lJ ( · )] 1 €. i==O, 1, ..., т.

Следствием этоrо является существование предельной фазовой
траектории х (t) и предельных значений всех входящих в поста-

новку задачи функционалов. Таким образом, сходящейся последо-
вательности траекторий управляемой системы соответствуют не-

которая фавовая траектория х (t) (она почти всюду имеет производ-

ную и удовлетворяет Rl?aeBblM условиям вадачи r (х)=О) и

значения Функционалов Р, (i=O, 1,. .
., т). Рассмотренный выше

пример ПОRазал, что мы можем столкнуться, по крайней мере,
с тремя ситуациями:

1. Траектория х (t) порождена IIeRoтopbllvl ИЗlvlеРИМЫlvl управле-
нием fl ( .), и при этом

F,[ii(.)]=Fi , i = О, 1,..., т.

2. Траектория х (t) ПОрО J{денаизмеРИМЫlvl управлением fl ( . ), но

F,[и(.)]+P, хотя бы для одноrо i.

з. Траектория x(t) не MO I{eT быть получена никаким U-допу-
стимыIM управлениеlvl и ( · ). ,..,

в любом случае предельный комплекс {х ( · ), Ро, P1,..., Fт}
Иlvlеет содержательный смысл: существует «нормальная)} траектория

{и ( .), х ( . )}, сколь уrодно мало отличающаяся от предеJ1ьноrо
комплекса по oCHoBHЬnМ характеристикам управления.
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IIрименим эти соображения к минимизирующей последователь-
ности траекторий {и(k) ( .). X(k) ( · )}:

X(k) (t) --+ х (t), 11 X(k) (t) 11 С; 11:t(k) ( · ) 11 C1,

Fj [и(k) ( · )]==0, или Р, [и(k) ( · )] О, i= 1, 2....' т.

FO[U(k) (. )] inf Ро[и(. )], k-+ 00.

и (. )

По теореме Арцела из такой последовательности можно выбрать
сходящуюся подпоследовательность, и предельный комплекс

{х (.), Ро , Р1 ,. .
.,
Р
т} считать решением вариационной задачи.

Однако этим дело не кончается: неясен вопрос о необходимых
условиях типа принципа максимума для этоrо решения; ведь все

выкладки 5 были проведены на некоторой «обычной» траектории

{u(.), х(. )}. Это очень неприятное обстоятельство прежде Bcero

для тех численных методов, которые основаны на прямом использо-

вании принципа максимума. IIa первый взrляд оно не очень су-

ществеlIНО для большинства приближенных методов решения
вариаЦИОНIIЫХ задач, которые принципа максимума не исполь-

зуют (точнее, используют ero неrативную формулировку), а состоят

в построении минимизирующей последовательности управлений.
Однако это не так, и позже мы дадим более подробные разъясне-
ния по этому поводу (см. стр. 197).

Поэтому очень интересен вопрос о точном описании всех пре-

дельных комплексов {х (. ), ро,. . .,Рт} и о выделении класса задач,
в которых все предельные комплексы являются «нормальными»

тра кториями{а (.), х (. )}, т. е. коrда реализуется только первая
из трех описанных выше ситуаций. Оба вопроса были решены
А. Ф. Филипповым; мы сформулируем и разъясним ero результат,
адресуя читателя к [97] за подробным доказательством. Однако
сначала заметим, что достаточно оrраничиться функционалами типа

т

Р[и(. )] == Ф[х(t). и (t)] dt. (1)
о

С функционала1vlи , зависящими только от х ( . ) (В том смысле. как

это раВЪЯСllеlIО на стр. 65. вопрос ясен: они определены и на

предеЛЫIОЙ функции х(.), и F[x(. )]==Р. Для дальнейшеrо удобно
расширить систему х= / (х, и), присоединив к IIей уравнеlIИЯ типа

dx"+I/dt= Фо (х, и), x
tz+1

(О) == О,
dX"+fп+l/dt == Фm (х, и), х,,+tn+) (О) == о.

(Тоrда, например. РО [и ( · )] == x
пT1

(Т).) Новую систему ив

(п +т+ 1) уравнений запишем в прежпей фОР1vlе:

dx/dt=/(x, и), r(x)=O,
и рассмотрим пределыIyЮ функцию f ( · ).
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т е о ре 1\'1 а Фи JJ И II 11 О В а. Преде.льnая пlраепrrwрия. !i ( . ) яв-

ляется аБСОЛI01n1l0 llеnрерыl1l0йй функцией, имеющей почти при

всех t проuзводНУ1Q dfjdt, причем эпlа производпая является из.ме-

рu:мой фунпцией и удоолепlворяет условию

dxjdt Е conv / (х, и). (2)

Здесь f (х, И) есть совокупность точек {f (х, U)}иЕи, а conv / (х, и)-
выпуклая оболочка f (х, И).

(2
-

conuf(x,U)

 ----

'>rx,U)

х'

((х.и)

о f' о I
J

Рис. 8.

С л е Д с т в и е. Если / (х, И) - вь пу1'i,Лое М1Южество, то пре-

дельный эле.мент х ( .) является решением уравиеnuя dxjdt ===

== / (х, ii (t» с HeKoтOpb t иa.мepиMbl.М управлеиuем (и-допусти-
Mb t,раау.меепlСЯ). Сначала расемотриrvI с этой точки зрения при-

мер. Расmиреllllая система имеет вид

dx1jdt == и; х) (о) == О,
dx2jdt == x

l

+ (и)2; х
2 (О) == о.

Область f (х, И) изображена на рисунке 8 для двух случаев 

1) lul 1 и 2) и==1 или -1. В том и друrом случае множество

f (х, И) IIевыпукло и штриховкой показана ero выпуклая оболочка

conv f (х, и). Изобра н:енноена рис.: 7 *) решение на интервале
1 t 2 удовлетворяет уравнению

{:}={x1 : 1}Econv /(х, И); {:}fff(X, И).

Теперь поясним, почему в результате замыкания множества траек-

торий {и (.), х (. )}, порождеllllоrо вс.еми измеримыми функциями
и (.), появляются функции х (t), удовлетворяющие включению

dxjdt Е eonv / (х, и), о t Т.

.) На рис. 7 х (t) есть координата х1 (t) расширенной системы.
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Разобьем интервал [О, Т] IIa 1vlалые ИIIТеРВ8ЛЫ длиной 't== 1'/N; на

каждом интервале ДЛИНОЙ 1: определим кусочно ПОСТОЯIIНУЮ ФУНК-
цИЮ и (t) следующим обраЗО1vl: для ПРОИЗВОЛЫIЫХ чисел CX1 ,  ,. . .

,

. .
., СХ, О, a

k
=== 1, разобьем интервал ДЛИIIОЙ 1: на l частей дли-

k=l

НОЙ ak't; пусть теперь Uk ' k== 1, 2'..., l, - ПРОИЗВОЛЫlые точки из

и; определим U (t) == U
k
на k-й части интервала 1:. Далее,

t'+'t

х (t' + 'С)= x(t') + f [х (t), u (t)] dt =
t'

p 1

= f[x (t'), u (t)] dt+ О ('t
2
) = 't f[x (t'). uk] rl

k + О (-rS).
t'

k=l

1

Но / (х, Uk) CX
k Е CONV / (х, U). таким обраЗО1vl, любая аБСОЛЮТIIО

k=l

непрерывная функция х (t), И1vlеющая почти всюду ПРОИ8ВОДНую-

ИЗ1vlеримую функцию :t (t), удовлетворяющую включению (2), MO KeT
быть с любой степенью точности аппроксимирована решением урав-
неlIИЯ :t= / [х, U (t)] с кусочно ПОСТОЯIШОЙ функцией U (t).

fulалоrично может быть проверен и обраТIIЫЙ факт: любое ре-
шеlIИе системы х==/[х, u(t)] с измеримой И-допустимой функцией
и (t) с любой ТОЧIlОСТI)lО аllllРОКСИ Мl1руется реmенинм включения (2).
Н CaMUl\1 деле,

е' +'t

х (t' + '1:) = Х (t') + f[x (t'). u (t)J dl + 0('1:2), II (t) Е и,
t'

и нетруДIIО показать, что

t'+'t

f[х (t'). u (t)J dt Е conv f[х (t'). И]
t'

при любой измеримой и-допустимой u (t).
2. СRопьвящие режимы. I1TaK, если для расширенной си-

стемы множество / (х, и) оказывается невыпуклым, есть основания

ожидать отсутствия оптимальной траектории {и (.), х (. )}; опти-

мальной может оказаться траектория включения жЕ conv f (х, и).
В. Ф. Кротов, видимо, одним из первых обратил внимание на то,

что эта ситуация отнюдь не является продуктом присущеrо чистой

математике стремления рассмотреть и проанализировать все воз-

можные варианты. Подобные предельные объекты, оказывается,
появляются и в приклад хзадачах оптимальноrо управления.
Они получили специальное название «скользящие режимы)} и

потребоваJIИСЬ дополнительные исследования для вывода IIеобхо-

димых условий оптимальности.
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Р. В. rамкрелидзе предложил следуюЩИЙ прием сведения задачи
с невыпуклым множеством / (х, и) к задаче с выпунлым. Б сущ-

ности, это есть способ стандартноrо аналитическоrо описания диф-
фереНЦИ8Льноrо включения :t Е conv f (х, и). в теории выпуклых
множеств известен следующий факт: любую точку выпуклой
оболочки f (х, и) можно получить в виде

,,+1

f == G.
k! (х, U

k);
k=l

п+l

Clk O;  G.k==1, ukEU.
k=l

(3)

Здесь n - размерность пространства, Uk
-

некоторые точки,
uk Е U (разумеется, не фиксированные; важно то, что этих точек

достаточно не более (n+1)-й; напомним также, что n-размер-

ностъ расширенной системы, равная сумме размерности исход-
Horo фазовоrо пространства и числа функционалов, явно завися-

щих от U (.)).
Введем вместо исходноrо управления U (.) новые управляющие

функции: U(k) (.), r:J.
k (.), k==1,2,. .

., n+1 (U(k) - вектор, r:J.
k
-

скаляр). Систему (расширенную) запишем в виде

fl+l

 ;= a.
k (t) / [х, и

1k ) (t)].
k=1

fеометричесиое оrраничение приобретает вид

u(k)(t)EU, k===1, 2,..., n+1,
G.
k (t) О, k === 1, 2,..., п + 1,
а

1 (t) + (t) + ... + G.
п+1 (t) == 1.

Заметим, что размерность Т* новой управляющей функции связана

с n и с размерностью исходноrо управления r соотношением

r*=(n+1)(r+1). Теперь можно без существеиноrо оrраничения
общности иаучать экстремаЛЫlые траектории, считая их поро-

жденныии достаточно ПРОСТЫl\IИ, например, кусочно rладкими

функциями U(k) (.), rJ..
k (.).

Отметим здесь же два IIеПрИЯТIIЫХ обстоятельства: повышение

размерности HOBoro управления и формальную возможность

тривиальной неединственности решения: ведь представление точек

выпуклой оболочки conv / (х, и) в виде (3) - иеединственно.

Правда, в оптимальном управлении нас интересуют не все точки

conv f (х, и), а лить rраничные; это обстоятельство сужает воз-

можную неединственность (для областей, изображенных на рис. 8,
rраничные точки имеют единственное представление в виде (3»,
но не исключает ев совсем.

Одним из аспектов Rлассическоrо вариационноrо исчисления

было исследование таких минимальных расширений первоначаль-
поrо l\iHO Kecrna дифференцируемых функций (а именно на них
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определен типичный классический Функциовап
caMoro способа вычисления минимизируемоrо
чтобы На расширенном множестве

«траекторий сравнения)} решение
вариационной задачи существо-
вало. Следующий пример Вейер-
mтpacca хорошо иллюстрирует
сущность подобных исследований:

ф [х, :t]dt) и

Функциона.ТJа,

1

min t2j;2dt. х(-1)=-1;
-1

t

х(1)=1.
Рис. 9.

Почти очевидно, что представлен-

ная на рис. 9 фУНlЩия Х. (t) при е --. О есть элемент ми-

НИ:мIIзирующей последовательности.
В C81fl0M деле,

1 е

1 t2:t2dt = t2 C уdt=o (s) - О

-1 -1

при е о. в то iI<e время
1

inf I t2:t2dt> о.

-1

Таким образом, предел поеледоватеЛЫlоети lim х. (t)= sign t есть
 O

раЗрЫВllая функция.
Упомянутое расширение первоначальноrо А-Iножества диффе-

ренцируемых функций состоит в присоединении к нему и разрыв-

ных; минимальность зтоrо расширения достиrается тем, что не все

разрывные функции считаются допустимыми; требуется выпол-

нение определенных соотношений в точке разрыва. В теории опти-

мальноrо управления, точнее, в той ее части, которая ориентиро-
вана на разработку приближенных методов решения прикладных

задач, исследования подобноrо рода не очень интересны. Это свя-

вано с тем, что сама форма уравнеНИЙ
dx

иdt=/(Z' и). иЕ .

практичесRИ во всех ПРИRЛ&ДВЫХ вадачах обеспечивает оrраничен-
ность производной х: "х"="/ (х, и) 11 с при всех интересую-
щих нас значениях х.
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СказаНllое выше находится в некотором противоречии с теми

примерами задач оптимальноrо управления, которые будут в даль-

IIейшеl\I решены. В некоторых из них управлеНIIЯ содержат особен-

ности типа о-функции, а фазовые траектории х (t) оказываIОТСЯ

разрывными. Не вдаваясь в подробности, рассмотрим причины,
которые привели к таким странным решениям.

1. В задаче о вертикаЛЬНОlvl подъеме ракеты ( 29) оптимальное

управление содержит O-фУIIКЦИЮ с полюсом В точке t=O. Ее
появление связано с тем, что в постановку задачи ВКJПOчено лишь

имеющее физический смысл оrраничение и (t) > о. Более реали-
стическая постановка этой задачи должна включать и «техниче-

ское» условие и (t) < и (оrраничение мощности двиrателя),
после чеrо о-функция в решении исчезает.

2. В 35 решается задача, в которой оптимальное управление

содержит две о-функции (а х (t) - две точки разрыва). Однако
задача не имеет приклаДllоrо Сl\lfысла и является искусственно

СКОIIструированным тестом.

3. В задаче о стабилизации спутника ( 34) оптимальное управ-

ление также содеРiI{ИТ о-фуню ии. I1x появление связано с тем,

что постановка задачи не включает в себя естественное оrраниче-

ние I и I и, имеющее смысл оrраllичения мощности реактивных
двиrателей.

4. Содержат O-фУIIКЦИИ и оптимальные управления в решении
задачи об остановке реактора ( 36) и в задаче оптимизации харак-

теристик ядерноrо реактора ( 38). Их появление связано с приме-
неllием искусствеlIноrо приема: функция u (t), являющаяся управ-
лением в первичной постановке задачи, была превращена в фазо-
ВУЮ координату, связанную с новым управлением v (t)
уравнением du/dt==v (t).

Для Toro чтобы получить разрывное управление и (t), нужно
иметь o-фУНIЩИЮ в v (t). Однако в задаче 38 был применен прием,
позволивший получить разрывное и (t) без 8-фуНкций.

Таким образом, если придерживаться суrубо «прикладной)}
ТОЧЮl зрения, можн() считать появление o-фУПIЩИЙ в искомых

оптимальных управлениях исключенным. Однано с тех же пози-

ций.можно запретить и появлеllие разрывов в и (t). Обычно подоб-
IIЫЙ запрет арrументируется примерно таким образом: управле-
ние реальной системой, т. е. изменение со временем t входящей
в уравнения движения функции и (t), осуществляется иекоторой

аппаратурой, имеющей конечное время срабатывания, и факти-
чески реализовать разрыв в и "(t) нельзя - он всеrда в той или

иной мере «размазан)} во времени. Это не очень удачная apryMeHTa-

ция. Она не учитывает, по крайней мере, двух обстоятельств.

Во-первых, независимый apryMeHT t задачи не всеrД8 имеет физи-
чесRИЙ смысл времени. В задачах, например. о выборе оптималь-

HJJ!X композиций защиты ( 33), об оптимизации реактора ( 38) t
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не является временем, вопроса о «времени» срабатывания нет, и

разрывные и (t) являются вполне естественными и фактически
реализуемыми (например, защита может состоять из чередую-

щихся слоев разных веществ).
Более существенным является друrое соображение: задачи

оптимальноrо управления ставятся для достаточно упрощенных

моделей реальных инженерных объектов, и использование в этих

моделях таких «чисто математических» изобретений, как разрыв-

ные функции и о-функции, связано с наличием в задаче малых

(или больших) параметров. Так, в задаче о подъеме ракеты ( 29),
если техническое оrраничение и (t) < и+ таково, что и+т 1

(Т - характерное время в задаче), то И модель с и+=ro (приводя-
щая к решению с о-функцией) оказывается приемлемой (с тем

б6льmими основаниями, чем больше величина и+т). Точно
так же, если время срабатывания реализующей управление аппа-

ратуры 1: таково, что 1: Т (Т - характерное время задачи),
то и математическая идеализация с разрывным управлением
и (t) оказывается естественной. И с точки зрения трудности чис-

ленноrо решения задач оптимальноrо управления, как мы уви-

ДИМ в дальнейшем, важны не формальные словесные харатери-

стики искомых функций, например, «непрерывность)}, а более чет-

кое и содержательное выделение классов функций. Для вычисли-

теля разница между классом фУНКI ИЙ,удовлетворяющих усло-
вию ЛИПШИJ а

I и (t') - и (t) I с 1 t' - t I

и классом произвольных (измеримых) функций тем меньше, чем

больше величина ст/и (Т - промежуток времени, на нотором
нас интересует функция и (е), а U - характерная величина и (е)
в данной задаче).

R а н т о р о в а л е с т н и Ц а. Быше было отмечеlIО, что

любая вариационная задача в классической постановке леrко

может быть сформулирована как задача оптимальноrо управле-

ния. Формально обе задачи оказываются эквивалентны и,'однако
есть между ними и некоторая, так сказать, «идеолоrическая», раз-

ница. Пояснить ее лучше Bcero, вспомнив интересный пример
(он поучителен и сам по себе).

R ла с с и че ск и й вар и ант зад а чи: найти

1

min у1 +:t2 dt
.х( . ) о

IJрИ условиях х (О) = О; х (1) == 1.

ЕстествеПНЫlvl решениеlvl этой задачи является rрункция x(t) == t,
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1

при этом! у1 +:t2dt=y2 . Однако постановка задачи не полна: не

о

указан масс ФУНКJ ИЙ х (t). среди которых ищется A-IИНИМУlvl
1

у1 +XZdt. :Кантором был построеп пример фушщии y(t) пепре-
о

рывной, монотонно растущей, почти всюду имеющей npоизводную,
и эта производная почти всюду paBlla нулю! ТаRИN образом,
1

У 1 + 'fI dt= 1. Разумеется. эта фупкция у (t) относится к числу

о

lvlатематических «монстров». С ПрИRлаДIIОЙ тоЧRИ зреlШЯ ОСНОВIIОЙ

причиной отверrать подобllые «(решения» является следующая: не

существует такой аППРОRсимирующей последовательности функций

y(k) (t), явллющихся «нормальными» (Т. е., например, непрерыв-
НЫlvlИ и имеющими кусочно непрерЫВllУЮ производную, оrрани-

чеНIIyЮ постоянной Сk' пусть своей для каждоrо k, и пусть даже
Сk

(х) при k (Х», для которой
1

lim f у1 + ry(/ ')]2dt= 1.
k-+ro ]

О

Если бы такая последовательность существовала, функцию у (t)
следовало бы считать полезной -и с прикладной ТОЧКИ зрения.

С чисто математической точЮI зрения дефектом этой функции
у (t) (1taU11WpoвOU лестницы) является что, то она не является перво-

образной для своей производной *).
3 а д а ч а о п т и м а л ь н о r о у n р а в л е 11 и я: найти

1

min ! y1l+и2dtи( . ) о

Ila траектории систеlvlЫ

х==и; х (0):== О; х(1)= 1.

Эта постановка уже в достаточно четкой форме предполаrает, что

х (t) должна быть первообразной для и (t). А если добавить еще

условие lu (t)1 и+, то появление столь странных объектов,
как канторова лестница, оказывается полностью исключенным.

*) Канторова лестница строится так: отрезок [О, 1] разбивается на три

равные части, в средней поnаrается 11 (t)=0,5. Левый (правый) пустой отрезок
в свою очередь равбивается на три части и в средней попаrается 11 (t)=O,25
(0,75) и Т. д. Предельная функция у (t) непрерывна, но не абсолютно непре-
рывна.
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С к о л ь з я Щ и е р е ж и м ы и при к л а Д н ы е 3 а-

Д а ч и. Выше был рассмотрен характерный пример вариацион-
ной задачи, в которой экстремум достиrается на скользящем ре-
жиме. Речь идет о следующей ситуации: строится оптимизирую-
щая последоватеЛЫIОСТЬ. траекторий и рассматривается ее пре-

дел. Оказалось, что фазовые RомпонеlIТЫ этой последовательности

имеют в качестве предела достаточно rладкую функцию. Но со-

ответствующие члеlIЫ последовательности управлений (или,
если уrодно, производных фазовых траекторий) естествепноrо

предела не имеют. Аналоrичные примеры строились и в класси-

ческом вариационном исчислении. Например, задача отыскания

1

min (x
2 -r)dt при условиях х(О)=х(1)=О,

х( . ) о

также приводит к «решению» типа скользящеrо режима.

Возникающие в связи с подобпы:ми ситуациями сложные тео-

ретические вопросы являются предметом изучения больmоrо числа

математичесRИХ работ. Тому, кто занимается приближенным ре-
шеllием задач оптимальноrо управления, нужно иметь какую-то

1'ОЧКУ зрения на эти исследования, так же как и на мноrие друrие

исследования весьма далеких и абстрактных обобщений вариациов-
ных задач. Нужно решить, с чем связано это дальнейшее развитие
теории: с необходимостью включить в нее какой-то новый класс

прикладных задач, или с характерным для современной матема-

ТИRИ стремлением к возможно большей общности, к ослаблению

предположений, при которых доказываIОТСЯ те или иные теоремы.
В первом случае следует соответствующим образом модернизи-
ровать вычислительные методы или создать новые с тем, чтобы

можно было IIаходить приближенные решения и для HOBoro класса

задач. Во втором случае, в ПРИНЦlIпе, можно, признав эти обобще-
IIИЯ не имеющими (в настоящее время, во всяком случае) отноте-

IIИЯ к прикладным задачам, не осложнять и без Toro не простую

задачу приближеlIноrо решения стремлением не отстать от чисто

теоретических обобщений. Ведь в конце концов в приближеНIIОМ
решении нуждаются прежде Bcero и в основном задачи, имеющие

прикладное значение, и специалисту по .прикладной rvlатематике

естественно оrр8НИЧИТЬСЯ (при реализации приближенных мето-

дов) тем уровнем теории, которым охватываlОТСЯ типичные при-

кладные задачи. Сразу же во.зникает вопрос: а что такое «класс

прикладных задач)}, как ero можно охарактеризовать? Видимо,
ответить на этот вопрос можно, только проанализировав возможно

большее число вариационных задач, поставленных физиками,
химиками, инженерами, специалистами по космонавтике и дру-
I'ИМИ учеными, имеющими дело непосредственно с объектами реаль-
lIoro мира. Разумеется, этот материал даст ответ, связанный с се-
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rодняшним ypoBHelvl математизации естественных наук. Не исклю-

чено, что через несколько лет положение изменится, и разделы

теории, относящиеся сеrОДIIЯ к числу абстрактных, перейдут в раз-

ряд прикладных.
С этой точки зреlIИЯ имеет смысл разобраться в прикладном

значении теории, связанной со скользящими реЖlIмами, и решить,
следует ли строить приБЛИjкенные методы в расчете и на этот слу-

чай, или rtrIOjHHO рассчитывать на то, что в прикладной задаче появ-

ление скользящеrо реj-нима маловероятно. Дело в том, что, как

это будет подробlIО оБЪЯСllепо в 23, желая серьезно решать задачи

со скользящими РОil\има?vlИ, вычислитель должен будет существеlIНО

усложнить алrоритм прибли н:еllllоrорешения. На это имеет смысл

идти лишь в том случае, коrда зто действительно нужно.
Разбираясь в этом вопросе, IIY IШOсерьезно обсудить теорети-

ческие :взrляды, ИЗЛОj-неlшые в моноrрафиях Лнrа [101] и Кротова
и rypMaHa [39 J. В IIИХ подчеркивается практическая необходи-
мость изучеlIИЯ вырожденных решений вариационных задач (обоб-
щеНIIЫХ кривых, скользящих режимов и т. д.) И разрабатывается
соответствующий достаТОЧIIО СЛО}Н:НЫЙ rtrlатематический аппарат.

В моноrрафии Лнrа специально подчеркивается опасность

использования (НlаИВllоrо) вариаЦИОIIноrо ИСЧlIслеlIИЯ (уравнения
Эйлера и предположения о том, что решение задачи существует
и является достаточно простой, rладкой функцией): «В действи-
тельности, как мы увидим, . . . метод Эйлера имеет самые серьез-

ные недостатки как в теории, так и на практике)} ([101], стр. 23).
Но не следует забывать, что метод Эйлера самым активным обра-
зом используется физиками, механиками и инженерами (как в тео-

рии, так и на l1рактике) вот уже около двухсот лет в задачах не

специально СКОIIструироваНIIЫХ изобретательным математиком,
а eCTecTBeHIIO ВОЗIIИКШИХ в приложениях. 11 не так-то просто в этой

оrромной практике IIайти пример, Rоrда бы этот «наивный) под-

ход привел к серьезной ошибке, причем такой, исправление кото-

рой было бы ВОЗМОj-ННО лишь С использованием то кихобобщений,

рассматриваемых в [1011. Во всяком случае, в [101] таких приме-

ров нет, хотя эта Кllиrа изобилует беллетризованными иллюстра-

циями теоретических ситуаций, «примерами из ЖИ3IIИ). Этим при-

мерам самым существеПIIJJ1?vl uбраном пе хватает реальной основы,
т. е. настоящей, четко постаВЛСIIНОЙ в3.риаЦИОНIIОЙ задачи, свя

занной с описываемой ЖИЗllеllПОЙ ситуацией, причем такой задачи,
в которой эйлеров подход привел бы к серьезному просчету ,

а «скрытое решение) (это приl\tlеРI-IО то ,"Не самое, что и скользящий
режим) давало бы правильный ответ. Вез таких задач мноrочислен-

вые «примеры из практики) в [10'1] выrлядят не очень убедительно.
Практическую актуальность DыронщеlIНЫХ решений подчерки-

вают и авторы [39]: «термин «вырожденныю>, применЯIOЩИЙСЯ
в матемаrrике для обозначения редких ситуаций, Иl\lеет здесь иной
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смысл. Б самом деле, из определеНJIЯ вырождеlIноrо режима сле-

дует, что оптимаЛЫIЫЙ реj1 Иlvl будет заведомо невырожденным
лишь тоrда, коrда фУНКJ ИЯrаМИЛЬТОllа н (х, ф, и) CTporo ВЫПУI(ла
на множестве и. Но это rораздо более редкая ситуация, чем про-
тивоположная, в которой вырождеНIIЫЙ режим IIельзя исключать

из рассмотрения В ПРОJ ессе исследоваlIИЯ; это подтверждается
на практике. Например, реmеlIИЯ типичных задач оптимальноrо

управления летательных аппаратов, как атмосферных, так и кос-

l\1ических, оказываютсн вырождеlllIЫМJi1 ([39 J, rл. IX, Х, стр. 188).
Здесь арrументаJ ИЯболее веСОА1ая, таи как она подкрепляется
ссылкой не на JIскусствеиные примеры, а на реальные, инженер-
ные задачи. Однако подробный аllализ этих примеров показывает,

что их трактовка в [39] IIe бесспорна.

Задача об оптимальном маневре 8 ва"ууме. Имеется в виду маневр искус-
eTBeHHoro спутника, снабiI(сппоrо рсаl(ТИПIП)УМ дпиrателем. Эта задача очень

подробно исследопапа, сй посплщепы целые моноrрафии (например, [32],
[48 ]), большое число 1\0lfкретпых задач (в пих обычно требуется совершить
тот или иной маневр с минимальным расходом топлива) исчерпывающе
решено аналитически. BыpomдeHHыe решения появляются, например, в за-

даче об оптимальном переводе спутника с одной орбиты на друrую. Опти-
мальное управление состоит в том, что двиrатель включается только в опре-

деленных точках орбиты (в апоrее и периrее), причем на возможно более
короткий срок. Если задача идеализирована (нет оrрапичения сверху на се-

кундный расход топлива и нет оrраничения на вре fЯвыполнения маневра),
то оптимальное управление и (t) (определmoщее режим расхода топлива)
вырождается в пабор о-функций, НОСители которых совпадают с моментами

прохождения тела через апоrей и периrей. Вообще, решение очень Похоже

на то, которое найдено (численно) в 34 в связи с задачей о стабилизации
спутника. Иноrда это решение интерпретируют как пример скользящеrо
режима. Это не очень удачная трактовка. Естественно связывать появление
скользящих режимов сневыпуклостью вектоrраммы управляемой системы;
в этой же задаче, как и в задаче 34, функция rамильтона н линейна по и,

и, следовательно, BeKTorpaMMa выпукла. Внешнее сходство полученноrо
в этой задаче решения с характерной для скользяrцеrо ре>кима картиной
усиливается, если в :качестве независимой переменной взять не время, а один
из кеплеровых элементов орбиты. Эта переменная (удобная в аналитических

исследованиях) при выключенном двиrателе (т. е. при нулевом управлении)
не меняется, поэтому при изобрюкении управления :кан функции этоrо спе-

циальноrо независимоrо арrумепта, посители о-функций оказываются примы-

кающими друr к друrу, т. е. получается картина, аналоrичная управлениям

минимизирующей последовательности в зцдаче на стр. 83. По нашему мнению,
не следует подобные примеры трактовать как скользящие режимы. И дело

здесь не только в каких-то условностях. Дело в том, что настоящий Скользя-

ЩИЙ режим связан с существенной для данной задачи невыпуклостью BeRTo-

rраммы системы. А в этом случае возникают и своеобразные трудности при
численном решении (опи поясняются на етр. 197). При 'ЧислеШIОМ решении
задачи об оптимальном перелете, та:к же :ка:к и при числеIПIОМ решении задачи

о стабилизации Сnyтника ( 34), J3 силу выпуклости веl(тоrраммы мы С этими

трудностями не сталкиваемся.
В вадаче о движении саJif,о"л,ета ситуация Совсем дрyrая. Если читателя

интересует достаточно полный вид уравнений этой задачи, он может Позна-
I(ОМИТЬСЯ с ними В 30. Эдесь достаточно будст пояснить, что производная
одной компоненты ж (уrла наклона траектории) пропорциональна первой
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степени управления UR (описывающеrо положение рулей), а производная

друrой (абсолютной величины скорости) пропорциональна квадрату управле-
ния (сопротивление воздуха). Таким образом, BeKTorpaMмa системы - не-

выпукла, и в принципе возможно появление скользящих режимов. Однако
это еще не значит, что скользящий режим появится неизбежно. Во всяком

случае в задачах, решенных в 30 для системы сневыпуклой вектоrраммой,
нет и намека на скользящий режим, и содержательный анализ этих задач

показывает, что ожидать скользящий режим нет оснований. Этот анализ

не так уж сложен и он подсказывает, кав с:конструировать для этой системы

задачу, в :которой почти наверняка появится скользящий режим. В самом

деле, скользящий режим в системе типа

х1=
и; х

2=-и
2

; f и, 1.

появится в том случае, I\оrда по смыслу задачи, и (t) O,а и
2 (t) - макси-

мально.

В частности, при движеаии реактивноrо Самолета ( 30) такая ситуация
возникает при необходимости, выдерживая некоторый курс (в этом случае
отклонение рулей в среднем равно нулю), произвести максимально возможное

торможение (т. е. увеличить сопротивление воздуха аа счет ма:ксимальноrо

отклонения рулей, все равно, положительноrо или отрицательноrо). Эта си-

туация выrлядит достаточно искусственно. В реmавmихся автором задачах
она не встречалась. В аадачах, реmавшихся друmми для аналоrичной си-

стемы уравнений, также не удалось найти TaKoro примера. Речь, разумеется,
идет о задачах, имеющих, так сказать, инженерное происхождение, а не при-
думанных специально для подтверждения той или иной точки зрения.

В [39] потенциальная возможность появления скользящеrо режима Свя-
зана с несколько друrой задачей. Например, можно взять уравнении задачи
о вертикальном подъеме ракеты (t 28, 29), ваменив во втором уравнении
выражение для тяrи Уи (и - секундный расход топлива) на V (и), rде V (и)-
нелинейная функция. При у" (и) > О возможен СRОЛЬЗЯЩИЙ режим, в кото-

ром короткие отрезки времени с максимальным технически возможным рас-
ходом и перемежаются интервалами с и=О (чем короче и чаще импульсы,
тем ближе режим к оптимальному). При дрyrих формах V (и) скользящих

режимов нет. Остается не ясным, какие V (и) соответствуют реальным двиrа-

телям, и реализованы ли технически ка:кие-то аппроксимации скользящеrо

режима, если он появляется в математичес:кой модели.
ВОТ этими соображениями и определяется отношение автора к скользя-

щим режимам: вычислитель должен быть rOToB R встрече с этим объектом
и должен иметь о нем достаточно ясное представление. В то же вре fЯкласс

практических вадач (во всяком случае в настоящее время и в той мере, в ка-

кой он известен автору) еще не привел к настоятельной необходимости при
реализации численных методов предусматривать и возможность свользящих

режимов. Поэтому метод приближенноrо решения, применявmийся автором,
на скользящие режимы JJe рассчитан. В 23 будут в общих чертах описаны

трудности нахождения скользящих ре>кимов и воаможные пути их преодоле-
ния. Хотя они приведут 1\ определенпым трудностям, но это, в сущности,

трудности техническоrо порядка, и в случае необходимости на них можно

пойти.

11. Вариационные задачи ХЛЯ ядерпоrо реактора

Здесь мы рассмотрим вариационную задачу, отличающуюся
от стандартной формой связи управления с фазовой траекторией.
Подобные вариационные задачи возникают в свяаи с проектиро-
вавием ядерных реакторов. Простейmая математическая модель



Ii {{) ВАРИАЦИОННЫЕ ВАДАЧИ для ЯДЕРпоrо РЕАНТОРА

ядерноrо реактора приводит R системе уравнений
d 1 d'fl '\

-

rdr D1 (и) dr +
AJ1 (и) epl == f\Q (и) ер2'

-r rD2\U) +А21 (и)Ч'l +А22 (и) Ч'2=О, O r R,

с однородными краеВЫlvlИ условиями

при r=O:

dfl/dr = О; df2fdr == О.
при r=R:

ер. == О; ер2=0.

97

(1)

(2)

3десь и (r) - управляющая функция, компоненты которой ха-

рактеризуют относительную плотность веществ, заполняющих
тело реактора. Потоки нейтронов ЧJl (r) (быстрые) и ЧJ2 (r) (медлен-
ные) определяются как KOМnOHelITbl первой *) собствеlIНОЙ функции
линейноrо диффереНJ иальноrо оператора (1)-(2); л - соответ-

ствующее собственное число. Коэффициенты D1, D2, A 11, А 12 ,

А 21 , Q - заданные функции и. Переходя к стандартным обозначе-

ниям, запишем систему (1) в виде

d (tx!)
-

tdt + A11 [и (t)] х
З= лQ [и (t)] х

4
;

-

d

t ;)+А12 [и (t)] х8+ А22 [и (t)]:Jf= О;

dx3
J О

dt
- DJ [и (t)] х = ;

dx4

dt-D2[и(t)]x2==0; O t T.

Краевые условия
- линеЙllые одно)Юдные

rx=o: x
J
(0)==x

2 (O)===O; х
З
(Т)==х

4
(Т)=О.

в дальнейшем мы будем применять сокращенную запись

Lx== лQх, х== {x
1

.
х
2

, х
В

, х
4
}.

(1-)

(2*)

(3)

Решение конкретных задач для этой математической модели будет
подробно описано ниже (см. 38). Здесь мы оrраничимся лишь вы-

числением фуню иональных производных для фУНlЩионалов
двух типов:

1.

IJ.

F [и ( · )] == ),.
т

F [и ( · )] = ф [х (t), и (t)] dt.

о

.) Соответствующей Rрайней певой точке спектра.

7 Р. п. Федоревко

(4)
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Заметим, что И8 (3) Х (t) определяется с точностью до нормировки.
Обычно в формуле 11 Ф (х, и) не зависит от способа иормировRИ;
ради общности МЫ этоrо предполаrать не будем, нормировку счи-
таем фиксированной тем или иным способом, норму v функции
х (е) будем считать элементом управления, после чеrо ФУНlЩионал
типа 11 эапиmем в виде

'1'

F [и ( .). у] := I ф [УХ (t), и (t)] dt,
о

Дифференцирование ФУНlЩионалов в данной эадаче осуществля-
ется по стандартной схеме. Основными элементами &той техники

являются:

1. УР8J3нение в вариациях, получаемое прямым варьированием
уравнения (1 *); ero можно записать в форме

L'tJx - лQ х= 8лQх+ Ми. rзх= о. (5)

IJ. (4-)

Матрица М [t] очевидным обраЗОJ.t вычисляется на иеВО8мущенно 
траеRТOРИИ {и(.). х(. )}; она линейно зависит от х(е).

2. ТО)l(дество Лаrранжа. справедливое для любой пары вектор-

функций 8х (t), Ф (t). удовлетворяющих условиям r == о, r*ф = о

(в дальнейшем мы будем рассматривать только такие пары):
'l'

I {ф(L- лQ)3х-3х{L*- лQ*) ф} dt=O. (6)
о

Относительно оператора L в реmавmихся пами 8адачах И8Вестно,
что при любом имеющем физичесRИЙ смысл управлении u ( .)
крайняя точка спектра существует, вещественна, изолированна

и однократна; нроме Toro, компоненты соответствующей собствен-
ной функции ер! (Т), ер2 (Т) (ха (t), 3f (е» не имеют перемен 8нака

при О < r < R (О < t < Т).
3. Выражение для вариации фуuкционала, полученное пря-

мой вариацией определяющей ero формулы
8Р [3и ( · )] == 'tJл.

'l' Т

оР [3и { .). 3У] := I Фfl[t] dt+J Ф..,[t]{wх+3vх)dt.
о о

в последней формуле следует лишь преобразовать Бырюнение

J Ф..,3х dt в интеrpaл ТO ЬKO от вариации управления 3v. &t{t).
В дальнейшем важную роль будет иrрать функция (t), являю-

щаяся собственной функцией сопряженноrо оператора (соответствую-
щей той же точке спентра л):

L. -лQ* == О; r. == О, (7)
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Ваяв D тождестве Лаrранжа (6) и заменив в нем L8x - лQ'8х
правой частью (5), получим

r

1 ф (8лQх+ МБи) dt= о,
о

откуда
т

S (ф, Мои) dt

оЛ==- От
S (ф, Qx) де

u

=-

т

J (М*ф, ои) dt

u
т

S (ф. Qx) dt

о

. (8)

Этой формулой решается вопрос о дифференцировании Функцио-
нала типа 1. Заметим лишь, что в силу линейной аависимости М
от х правая часть (8) не зависит от нормировки х. Теперь займемся

преобравованием выражения типа

т

1 У [t] 8х (е) dt.

о

JIусть Ф (t) - решение уравнения

L*ф - лQ*ф=Р*У Lt]; r*ф == о, (9)

rдс ])* - оператор IIРUСI(ТИрОПDПИЯ, применяемый для Toro, чтобы

J)I.lj)ОJl(ДОJIПОО УРnПIIСIlие (9) имеJIО решение. Ревультатом проен-
1'ИI)()IНlIlИЯ ДОJI»\на быть ортоrональность

т

1 (p.Y[t], x(t»dt=o.
u

в качестве конкретной реализации оператора р* удобно взять

преобравование
Р"У == У [t] - а [У ( · )] Q* (t),

rде
т

S (У [tJ, ж (t)) dt

а==
U

т ·

S (ф, Qx) dt

u

в этом случае уравнение (9) имеет решение, определенное, одвакея

с точностью до слаrаемоrо, пропорциональноrо Ф (t). Ивбавимсо
от этой неопределенности, потребовав, чтобы Ф удовлетворяла ещ,
условию

т

1 (ф, Qx)dt=o.
о

(10)

7*
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Заменяя в тождестве Лаrрапжа левые части уравнений (5) и (9),
получим

'l' Т

(р*у, OO:)dt= (ф, 8лQх+МБи)dt.
о о

Теперь покажем, что

т т

(р*у, Бх) dt= (У [t], Бх (t» dt.

о о

Нужно иметь в виду, что ох (t) определяется уравнением в вариа-
циях через 8и ( .) (при ОЛ, однозначно определенном через ОU ( · )
формулой (8» не однозначно.. но с точностью до слаrае1\fоrо, про-

порциональноrо x(t). Избавимся и здесь от неОhределенности, на-

ложив на 00; условие
т

(8х, Q*ф)dt = О,
о

что соответствует НОР1\fировне х( · ) формулой
'l'

(х, Q*Ф) dt= 1.

о

Теперь
т 'l' Т

(р*у, 8x)dt= I (у - аQ*ф, OO:)dt = I (у, 8х) dt.

о о о

Учитывая еще (10), получим окончательную формулу
'l' 'l'

(у, 00:) dt= I (М*ф, 8и)dt.
о о

(11 )

Заметим, что обычно фуннция Ф в выражении для ФУНRционала F

типа 11 не зависит от нормировки х: при любом а =F о

ф [х (t), и (t)] == Ф [ах (t), и (t)j .

Отсюда следует. что

д

да Ф(ах, и)===Ф:х;Х==О,

И дополнительное преобразование - проектирование правой части

уравнения типа (9) - ненужпо.
В некоторых реmавmихся автором задачах отрезок [О, R] раз-

бивался на неснолько частей точками О < R1 < R2 < R;
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на каждом интервале (О, R1), (R1 , R2), (R2 , R) испольвовались

свои формулы для коэффициентов системы D1 , D 2 ,. .
., которые

теперь следует обоввачать D1 (и, r),... rраницы интервалов
R1, R", R не фиксированы и явлтотся элементами управления;

функционалы в этом случае следует обозначать F [и (.), R1 ,

R2 , R], и возникает необходимость находить производиые дF/дR1 ,

дF/дR2 , дF/дR. Ниже мы проведем вычисления для более общеrо

случая. В (1) будем считать r не независимым переменным, а од-

ной ив компонент фазовоrо вектора, вводя дополнительную КОМ-

поненту управления v (t), и связав с ней r (t) уравнением

dr/dt=v(t), O t 1, r(O)=O; и и-.

Оператор L теперь 1\fO}RHO записать в виде

L(u. v. r)х=лQ(u, и, r)x; l'x==O.

Уравнение в вариациях имеет вид

L(u, и, r)&1;+ Por-лQох=8ЛQх+ Мои+ f.Lov.

Здесь Р [t] и р. [t) - матрицы 1 4, вычисление ноторых оче-

'IИДIIЫМ обравом определяется прямым варьированием исходной
системы УР8J3ненИЙ. Вводя в дополнение к четырехмерной вектор-

(I)УIII(ЦИИ Ф (t) ОЩ() Сl{nЛЯРllУlО ФУНКЦИЮ Фо (t), запишем тождество

Jll1rpn(J)((n:
I 1

j {Фо ( a;+cHL - лQ)8х}dt= j {-8r d О+0О:(L-лQ)*ф}dt.
о о

Здесь для ох и Ф приняты условия rox=o, r* ф::I::О и для 8r и Фо -

сопряженные условия 8r (0)=0, Фо (1)=0. Заменяя (L - ) Q)оХ
llравой частью уравнения в вариациях, а 8r=ov, получим

1

{Фоtю + Ф [3лQх+ м3и+ fJ-&1]} dt =
о

1

= {8r[_dJ: -РФ]+8х(L-лQ)*ф}dt.
о

filспользуя эту формулу, можно получать необходимые выражения

для производпых, входящих В вадачу функционалов. Например,
для F [и ( · ), v ( · ) ]=л это приводит к таRИМ вычислениям:

1. Определяется собственная фунlЩИЯ Ф оператора

(L
It
- лQ*) Ф= О; r*ф = о.

2. Находится функция Фо (t) решением задачи Коти:

dфо/dt+Рф ==О; фо(1)==О,
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после чеro имеем формулу
1 1

S ( o+ р.ф,  и(t» dt + S (M. , и)де
 л=-

о о

1

J (ф, Qx) де

о

.

Аналоrичные вычисления приводят и '( производной фуuкционала
типа 11. Эти формулы использовались автором в практических

расчетах (см. [91], [92 J).

I 12. Задачи с уравнениями в частных производпых

Рассмотрим задачу оптимальноrо управления, в которой со-

стояние объекта определяется решением УР8J3нения с частными

производиыми, а УПР8J3ление может входить в краевые (или на-

чальные) данные, в правую часть или даже в выражения для

ковффициентов УР8J3непия. Различ-

ных вариантов постановок вариа-
ционных задач здесь великое множе-

ство *), и мы не будем стремиться все

их проаиализировать или сформули-
ровать и разобрать максимально общую
задачу. Мы оrраничимся анализом

одной частной задачи, да и в ней рас-

смотрим лишь технику вычисления

функциональной производной, так как

t, именно ЭТИМ, в основном, отличаются

друr от друrа различные задачи.

Итак, рассматривается система, со-

стояние которой описывается функцией
х (tJ.' t2), определенной в двумерной области D (рис. 10) и

удовлетворяющей в ней УР8J3пепию

д2х д2х

дtj + дe 
= / (t1 . t

2), Х Ir == о.

t2

В '0"" .' ,  , ,. , '.'
с

/

п "

,.

А

Рис. {о.

(1)

Здесь r - rраница п, сама же область D не фиксирована, ее форма
и будет «управлением)}. Для простоты мы будем считать rраницы

АВ, ве и еЕ - фиксированными, а для участна АЕ примем урав-
нения

t}=e(s), t2 =1l(s).
оrде

д2Е
ds2
= и} (s),

д2 
ds2
= ll2 (s), o s 1. (2)

*) СМ. [15]. [49].
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с краевыми условиями, например, вида

е} (О) == О; е} (1) == 1; 11 (О) = 11 (1) = о. (3)

Функции U1(S).  (s)и будут «управлением» в этой задаче; ЧТо

Rасается функционала, то мы оrраничимся простой конструкцией
1

Р[и( . )] = Ф[: (t1 . 1)}U1 o

О

(4)

Целью дальнейmеrо является вычисление фУНRЦИЙ W1 (s). w2 (s),
определяющих вариацию F в виде

1

8Р [Би ( о )] = i [W1 (8) (8) + W2 (8) (8)] dso

О

(5)

Алrоритм BIJltlисления W (s) == {Ю}, Ю2} будет получен последователь-
III)lM анализом. СОСТОЯfЦИМ из стандартных, в сущности, элементов:

1. Прямая вариация  )ОРl\fУЛЫ (4) дает

1

оF[Ш( о )] = у [t1]
дf,х

 :;1)
dt\.

О

(6)

rде У [t 11 == ф' [Xts(t}. 1)] - функция, определенная на неВО8мущен-
НОМ состоянии системы x(t}, t2).

2. 'Уравнение в вариациях получается следующим образом.
I IyCTI) x(t., t2)- решение Rраевой задачи (1) в области D[и(. )],
Оllределяемой невозмущенным управлением и(

· ).
ПУСТI) x(t1 , t

2)-реmение Rраевой задачи (1) в возмущенной
оБJll1СТИ [j = n r,l ( . ) -1--  и( · )1. ФуНRЦИИ Х и Х определены в рав-
III.J х of)JIl1c'rJl х , lIоатому IIСJlI.ЗН 011ределиTI) ОХ= Х- х; для тoro

II'l'обlll .(OI'PUI('J'IIO IllIu( 'rи 1J1l()иицию 8х. I)ассмотрим еще фуннцию
.r"'(t ll t'J)' ОllрСДОJIОJlllУIО U ненозмущенной области D и отличающуюся
()'I' 11.. IIOJII11JI1IIY O(lI и'12)в тех точках, rде существуют и х., и х,

т. е. JJ J)'"= J) n п. Для х* (t), t2 ) мы получим некоторую краевую

аадачу для уравнения Лапласа. Сейчас нам удобно будет описать

IIОЗl\fущенную rраницу АЕ скалярной функцией a(s), представ-

Jlяющей собой смещение АН по нормали к АЕ в точке s. Друrими
словами, уравнение кривой АВ представим в виде

(s) = е (s)+ а (s) n} (s),

(s)== 11 (8) + а (s) n2 (s),

rде {п11 п2} - внутренняя нормаль R АЕ. Разумеется, а(а) опреде-
Jlяется через Ои( · ), и в дальнейшем a(s) будет исключена ив фор-
MyJl. Заметим, ЧТО 'a(s)' == о (1lou 11).

(7)
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Теперь определ:им х* (t1 . t2) кан решение уравнения t1x.= /
в области D с теми же краевыми условиями, ЧТО и краевые усло-
вия для х на неизменных частях r, т. е. на АВ, ВС, СЕ. На

rравице (невозмущенной) АЕ дЛЯ х. поставим условие

х. [е (s), 11 (s)] + С( (s) дх/дп = о. (8)

ПОК8жем теперь, что на rранице области D n [j I х* - х 1 ==
== 0(11ш 11); следовательно, эта оценка будет справедлива во всей

этой области. Прежде Bcero заметим, что I х- х* I == 0(1 а 1), тан

K8R на АЕ х=о, а x.==O(lal). Поэтому lдх/дп-дх*/дпl=
==0(1100,11), и краевое условие с точностью до малых более высо-

KOro порядка, которые :мы бу-
дем в дальнейшем опускать,
можно записать в виде

[) (G,17)
-

( ,?/)
* дж.
х + дn a(s)== О (8*)

(можно было бы взять это усло-
вие вместо (8».

в тех точках rраницы АЕ, rде a(s) >0. т. е. возмущенная

rраница смещается внутрь D, значение функции х* на кривой АЕ
вычисляется по очевидной формуле

X"IAE=X E+ :a(s)+o(lal}.

Рис. 11.

(9)

Таким образом, на этой части rраЮlЦЫ Ав х* == 0(1 а '). Рассмотрим
те точки s, rде С( (s) < о. т. е. возмущенная rраница выходит за

пределы D (см. рис. 11. rде возмущенная rраница АВ обозначена

штриховой линией). Найдем значение fi в точке невозмущенной
rрапицы {e(s), 11 (s)} через значение ее в соответствующей точке

u

возмущеннои rраницы

(s) == е (8) + а (s) n1 (8). 11 (s) == 1l ( 8) + а (s) п2 (s).
-..

в силу непрерывности нормаль fl, к АЕ в ТОЧRе {ё(s).  (s)}с точ-

ностью до 0(1 а () совпадает с нормалью п (s) к АЕ в точке {е (8 ).
11 (s)} (см. рис. 11) и, следовательно,

х(е. 11) == х (ё.  )- а (8) дх/дп + о (1 а 1). (10)
В этой формуле можно дх/дn заменить на дх/дп, после чеrо по-

лучим для !i краевое условие на части АЕ. лежащей внутри D:

x+a(s) :: IAE=o(lal).
Рассмотрим область D n п; ее rpаница состоит из тоН части АЕ,
rде a(s) >0 и той части АЕ, rде a(s)< о. На выделенной части АЕ
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Х=О, а x"=o(lal); на выделенной части АЕ х"+а(в) :: =0 и

h
О

-

x+rx(s) дп ::=o(lal). тсюда занлючаем, что всюду В ППП

Ix*-xl=o(lal). Теперь в Rачестве вариации &1: (t(. t2) ВОЗЫ\fем

определеllПую всюду в D функцию
ох (t1 . t

2) == х. (t1 ,
t2) - х (t 1 . t

2), {t(, [2} Е D. (11)
Эта функция удовлетворяет в D уравнению

a2oxlдt + iPoxlat == О, (12)
и краевым уСЛОВИЯМ

ОХ=О на АВ, ВС, СЕ,

дх
ОOX+дna(8)== на АЕ (IIРИ O s 1).

(13)

i)TO 11 uc'r,. Y))11111101lJI0 J) ULJI)}JllЦИЯХ, "ЫООД KOToporo бы.л бы суще-
C'J'IIOJIIIO II()()II C, OCJI1I Бы (I)OpMa области не менялась при вариации

«у 11))8 UJIOII И '() .

:-1. 'l'ОJl(дестno JIаrpанжа

r r r дох r д\lf
J.1 (чrА8х - охАчr) dt1dt2= j

'lI
дп
dl-

J ОХдп dl

D r r

(14)

1103волит , как обычно, подобрав уравнение для чr, получить вы-
1

ражение, пока промежуточное, дЛЯ 8Р= у dl (dl - элемент

о

длины дуrи на rpанице r). в самом деле, возьмем в качестве

чr (tl , t2) решение краевой задачи

A'lI=O в D,

}чr==О на АВ. СЕ, АЕ, (15)
'lI (t1t 1)= qr IBO = У [t1].

Учитывая, ЧТО ОХ IAB=OX 'ВС=ОХ IcЕ= О; ОХ 'АЕ= - :: а(в), rю-

JIУЧИМ из (14)
1

f у [t1J дд
ОХ

I _

dt) + r дд
W

ддХ а (8) dl == ОJ n 12-1 J n п

о АВ

11, таким образом,
r дЧJ' дх

ОР=-
J дп дn a(8)dl.
АВ

и для завершения вывода осталось в (16) выравить a(s) черев
Olll (8), 8u2 (s). а dl- через ds. Это уже чисто техничеспая выкладка.

(16)



106 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ оПТИМАльноrо YIIРАВJIЕНИЯ rrл. I

Прежде Booro вычислим нормаль R невозмущенной rранице АЕ:

п (8)== {п} (8), п2 (s)} == .

1
{ ,- }.

vesa + iJ2

Далее, а(8) вычисляется из условия пересечения прямой
-

{е (s); 11 (а)} + а (п1 (8); ns (8)} с возмущенной привои АЕ. Это дает
два соотношения:

е (8 + 08)+ e(8+ s)= е(8)+ а (8) п. (8),
11 (s + &)+ 81l (8 + &)== 11 (s) + а(8) п2 (s).

Эдесь учтено, что точке пересечения упомянутой выше прямои,
-

проходящей через {е (8); 11(8)} перпендипулярно пАЕ, с АЕ может

соответствовать на АЕ точка с возмущенным значением параметра

8+38. Полаrая e(8+ S)=e(8)+ 88и опуская малые ВТОJЮrо по-

рядка, получим систему для 08 И а(8):
ё3s+ 8е (8)= ап} (8),
ij& + 011 (8)= аn2 (8),

отнуда

a(s)=
1

(1l - 811).
ViJJ + 2

Теперь получим выражение ДЛЯ dl (оно очевидно):

dl= (d;2 + d112)1/1 == ( 2+ fJ2)1/1 ш.

Подставляя выражения для а(8) и dl в (16). получим формулу

(17)

1

8}?= - I :: :: (ij8 -   "IJ)ds, (18)
о

все еще не окончательную, так нан нужно правую часть (18) пре-

образовать в интеrpал от ои (s).
Для 8 .81l имеем уравнения в вариациях

dJ6e
ds2 =311.; зе(о)=ве(1)==О.

d26 
да2

== Бu!; 011 (О) == 811 (1) == о

и тождества Лаrpаижа
1

r (.,)
dJde

_ зе
dJф1

) ds == "1 doe

11 _ 8е дФl 11.1 ТI да2 ds2 Т} ds О ds о'
о

1

r (")2  ,- 8 d1,jJ2) ds - .,) д  11 _ В дф2 11] '1' 11 двJ
-

'1'2 дв О
1l

ds о.
о
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Взяв в Rачестве Ф. (s), Ф2 (s) решения краевых задач

dJФl _ д'lf дж
· О 1

ds'l
-

дn дn 1l (8), ФI( )=ФI( )=0,

dJФ2
_

a'lf дх
е. (8). ,1} (О) ,' (1) О

dsJ дn дn
' Т2

===
Т2

=

(19)

и произведл стандартные ИСЮIючения, получим окончательную фор-
мулу

1

8Р= {ФI (s) 8и( (8) + Ф2 (8) Ш2 (s)} d8.

О

(20)

Подведем итоr, перечислив вычисления, которые необходимо про-
иввести для нахождения производной функционала (4) по «форме
rраницы».

1. Пусть имеется неВО3l\lущеНllое управление {U1 (8), (s) J.
ОНО опредеJIяет область D, после чеrо может быть решена краевая
вадача (1) и найдены фазовая траектория х (t17 t2) и значение ФYlIR-
ционала F (и ( .)] по формуле (4).

2. Вычисляется функция У (t1 ] (см. (6».
3. Находится ФУНRЦИЯ чr (t1t t2) решением Rраевой задачи (15).
4. Находятся функции ФI (s), Ф2(S) решением краевых задач (19) и

д F [и ( . ) 1
_ " J ( ).

д F [и ( · ») _ ,,) ( )
диl ( .)

-

ТI 8 'J ди2 ( .)
-

Т2 8 ·
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МЕТОДЫ ПРИБЛИЖЕнноrо РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
ОПТИМАльноrо УПРАВЛЕНИЯ

13. Общие замечания к второй rлаве

Вторая rлава киши (99 13-24) содержит описание харантер-
ных подходов К построению алrоритмов приближенноrо решения
задач оптимальноrо управления. Здесь перед автором стояли две

противоречивые задачи: с одной стороны, дать читателю доста-

точно полное представление о возможных подходах к численному

решению задач, с друrой стороны, избежать чрезмерноrо MHoro-

образин, СВЯЗ8нноrо, в частности, и с несущественными (и не

всеrда удачными) модификациями неноторых основных идей.

Поэтому изложение некоторых методов часто дается для более

общей задачи, чем это сделано в ориrинальной работе. Однако
такие обобIЦения делались автором, в основном, в тех случаях,

коrда это было связано лишь с чисто редакционными, не затраrи-
вающими существа дела, норрективами. В то же время автор воз-

держивался от тех формально возможных обобщений нласса задач

(даже если они были отмечены в ориrинальных работах), которые,
по ero мнению, приводят к существенному усложнению техниче-

ской реализации метода и снижению ero эффективности. Во вся-

ком случае, автор старался предостеречь читателя от видимой про-
стоты И леrкости подобных обобIЦений, указывая на возникающие

при этом ОСЛОЖllения. Эти леrкость и простота существуют лишь

до тех пор, пока речь идет о возможном «в принципе)} решении за-

дачи. Rоrда же .дело доходит до реализации метода на ЭВМ, обна-
руживаются значительные трудности (медленная сходимость,

ненадежность результатов и т. д.). Так кан мноrие идеи построения
численных алrоритмов высказывались (в несущественно разных

формах) разными авторами, возник вопрос о том, какой же публи-
кации придерживаться. В этом случае автор обычно отдавал пред-
почтение тем, в которых дело было доведено до фактических расче-
тов. Это объясняется тем, что мноrие общие соображения носят

настолько очевидный и элементарный характер, что вопрос о прио-

ритете представляется неуместным и часто практически неразре-
mимым. Типичным примером uодобllЫХ идей являются метод
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штрафных функций, метод спуска по rрадиенту и некоторые дру-
rие. Видимо, лучшим решением вопроса о приоритете будет свя-

зать эти идеи с именами Ньютона, Эйлера и друrих классиков,

или вообще ни с чьим именем не Связывать. Разумеется, почти все

алrоритмы, которые ивлаrаются в этой rлаве, можно трактовать

как ноннретные реализации этих общих соображений. Однако
реаливация общей идеи неочевидна и неодновначиа и составляет,
в сущности, основную часть работы по созданию эффективноrо
численноrо метода.

Именно поэтому автор предпочитает работы, в которых общая
идея доводится до вычислений, внлючая разработку соответствую-
щей вычислительной технолоrии. В потоне работ, связанных с по-

строением приближенных методов решения задач оптимальноrо

управления, можно выделить три rлавных направления. В RIIше

этим направлениям уделено нермное внимание.

1. Первое направление связано с попытками так или иначе

решить систему уравненИЙ, обраВУlОЩИХ припцип максимума (по-
добно тому Kal( точку минимума 1 (х) можно искать, пытаясь прямо

решать уравнение l' (х)=О). Этому направлению уделено HeMHoro

места прежде Bcero потому, что надежных методов на этом пути

пока создать не удалось. Причины неудач и возможные пути пре-

одоления трудностей обсуждаются, однако все это еще нуждается
в экспериментальной проверке.

2. Второе направление связано с построением минимизирую-

щей последовательности траекторий, причем в начестве независи-

Moro apryMeHTa берется не управление, а фавовая траектория

(метод вариаций в фазовом пространстве). При таком подходе леrко

учитываются фазовые orpапичеиия, однано возникают друrие
трудности. Этому наПР8J3лению также уделено сравнительно не-

большое место, так как имеются моноrрафии [57 J, (86 J, посвящен-
ные, в основном, именно этому подходу.

3. Третье направление, имеющее, видимо, наибольшую лите-

ратуру, свявано с построением минимивирующей последователь-
ности управлений. В книrе оно отражено наиболее полно. Это свя-

зано кан с естественностью выбора именно управления в качестве

невависимоrо арrумепта, так и с тем, что разработанный и приме-
нявшИЙся в расчетах автором метод относится именно к этому

направлению. Эдесь есть свои сложности, особенно при решении
задач с фавовыми оrраничениями (с функционалами, не имею-

щими производных в смысле Фреше), однако читатель сможет

убедиться, что они преодолимы, хотя дело это и не совсем простое.
Представим в общих чертах основные этапы раввития числен-

ных методов решения задач оптимальноrо управления, обратив
особое внимание на то, как трудности реализации уже известных

алrоритмов и растущие требования приложений определяют струк-

туру новых методоц. l{ачать историю численных методов в вариа-
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ционном исчислении нужно, видимо, с Эйлера. Именно он пред-
ложил заменить искомую функцию сеточной, а ФУНlЩионап -

соответствующей равностной аппроксимацией. Правда, при этом

преследовались теоретичеСRие цели, проведение необходимых
для решения эадач вычислений в то время было нереальнЬ. В даль-

нейшем этот метод был вабыт, и в расчетах ИСПОЛЬ80вались методы

Ритца, rаЛ РRинаи дрyrие, аналоrичные ИМ. ОНИ основаны на

представлении искомоrо решения :в виде сумм (о неопределенными
коэффициентами) HeKoToporo числа базисных функций. Умелый

подбор базиса позволял обойтись двумя-тремя функциями И при-

водил R результату (в достаточно простых задачах) ценой не очень

большоrо объема вычислений. Появление ЭВМ сняло, до известной

степени, остроту вопроса о числе операций, и на первое место

снова вышел метод конечных равностей ЭЙllера, блаrодаря ero

универсальности и слабой зависимости от аналитической формы
задачи. В настоящее время большая часть приближенных методов

оптимальноrо управления так или иначе основана на идее Эйлера.
Нужно, однако, понимать, что вадача только и начинается после

введения разностной аппроксимации. Основной вопрос приближен-
v U

Horo решения в том, как наити минимум вполученнои конечно-

мерной задаче. Сама же идея конечно-разностной аппроксимации
в наше время стала наСТОЛЬRО тривиальной, что, даже реаливуя
ее на ЭВМ, не всеrда понимают, что дело не сводится к нехитрому
умению заменять производные разностями (см. в связи с этим

25, 26, 36).
Первые методы приближенвоrо решения вадач оптимальноrо

управления были методами rрадиента в функциональном простран-
u U

стве и применялись к простеишим вадачам: наити

min ро [и ( · )] на траектории системы х= I (х, и), х (О)= ХО. (1)

В вадаче (1) нет ии оrраничений uЕ и, ни условий Fi=O,
i=f, 2, . .

.,
т. Вычисляется rрадиент ШО (t) функциопала Fo, сле-

дующее управление есть и (t) - sWп (t), а шаr спуска s находится

решением скалярной вадачи min ро [и ( .) - 8Wo ( .) 1. Равумеется,

задача (1) слишком проста; приложения приводят к более сложным,
с условиями иЕ и, F1=. . .==Рт=О.

В принципе здесь нет никаких проблем, и метод «штрафных
функЦИЙ», предложенный впервые, видимо, Р. Курантом (38]
именно в связи с решением вариационных вадач еще в 1943 r.,
повволяет считать метод решения вадачи (1) универсальным.
Работа [38] породила мощный литературный поток, связанный
с доказательством И обобщением теоремы о сходимости (при стрем-
лении коэффициента штрафа к (0), с различными формами штраф-
ных функций (внеmних, внутренних, комбинированных, исполь-

зующих In, ехр и друrие функции).
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Формально метод штрафных функцИЙ решает все проблемы,
однако при практической ero реализации встретились серьезные

трудности: медленная сходимость, ненадежность и rрубость резуль-

татов. Причины этих неприятностей были поняты, и сторонники

метода сосредоточили свои усилия на решении соответствующих

вопросов вычислительной технолоrии: разработке надежных и

эффективных методов поиска минимума для очень сложных, не-

rладких, с «овраrами) и «хребтами) функций, методам подбора
коэффициентов штрафа и тактике их изменения в процессе реше-
ния задачи. Эта работа продолжается, и в настоящее время ее

перспективы еще не ясны. Идея метода штрафных фУНКЦИЙ имеет

своих СТОРОННИRОВ, которые надеются преодолеть техничеСRИе

сложности минимизации штрафноrо фУНRциоиала. Одновременно
начало развиваться и дрyrое направление, в котором либо совсем

не используют штрафных фУНRЦИЙ, либо стараются учесть мето-

дом штрафа как мо}кно меньше условий. Разумеется, это потребо-
вало определенноrо су}кения Rласса задач. Леrко были построены

алrоритмы для вадач, в которых имеется только оrраничевие
и (t) Е и, а иптеrральных дополнительных условий (в частности,

условий на х (Т» нет. В этом случае после вычисления rрадиента

шо (t) образуется семейство и (8, t)=Pи [и (t) - SWo (t) J, rде Ри
-

оператор проеRтирования на U (В конечномерном пространстве).
Далее S находится так же, как в простейmей задаче. Такие (или,
В сущности, очень близкие) алrоритмы были предложены (под
разными названиями) мноrими и применялись в расчетах (см.,
например, (43], [44]).

Что касается более общей задачи, то опять-таки можно сосла-

ться на метод штрафных функций. Следующим шаrом был метод

проеIЩИИ rрадиента в вадачах с условиями Fi [и (.) J =0, i= 1,
2,. .

., т, причем все фупкционалы Р, - дифференцируемы по

Фреше (см. 9 18), а условий-неравенств иЕ u в вадаче нет. Здесь
дело уже осложняется тем, что нужно как-то выбирать шаr СПУСRа
s: увеличение s с понижением вначения Fо приводит К нарушению

(в нелинейпых задачах) условий F1=. . .Рт=О. Пионерами при-
менения таких алrоритмов в прикладных задачах были, видимо,
Т. М. Энеев в СССР, Брайсон, I\элли в США (конец 50-х rодов).
Что Rасается условий и Е и, то приходилось испольвовать либо

опять штрафные функции, либо друrие приемы (замена управле-
ния, преобразование Валентайиа), имеющие свои отрицательные

стороны (см. 18) и не удовлетворяющие достаточно требователь-
ных вычислителей. Работа продолжалась. В частности, Брайсон,
Дэнхем и Дрейфус (13] для задач с условиями (G [х (t), и (t») о

при всех t} ввели проектирование rрадиента на линейное MHoro-

образие {G:х;Бх (t)+Gиoи (t)=O при tE [tcx ' twJ}, причем trt.' tCJJ
- JICKO-

мые (вместе с и ( .) неизвестные. В последние rоды в работах
rруппы Miele ([53] содержит их обзор и библиоrрафию) исполь-
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зуется, в сущности, то же самое, только вместо ЯDноrо введения в

задачу rипотезы о структуре решения (G (х, и)=О при tE (ttl,tш ],
G (х, и) < О вне [t

rx ,
t
ш ]) с искомыми ttl' tCJJ используется преоб-

равование Валентайна. Едва ли это можно считать проrрессом.
Во всяком случае, в [13] (1964 r.) метод испытывался на реальной
прикладной задаче, а в [53] испытания проводятся пона на про-

стых модельных вадачах.

Дальнейшее раввитие численных методов было свявано со

стремлением учесть нан оrраничения и Е и, тан и дополнительные

условия F1=. . .=Fт=O (обычно они имели форму условий на

правом конце траектории Ф, (х (Т) ]=0). Кроме Toro, предметом
особых усилий были оrраничения в фазовом пространстве

(Ф [х (t)] < О при всех t) и оrраничения общеrо вида (Ф (х (t),
и (t)] < О). Именио связанные с учетом таRИХ условИЙ трудности

стимулировали раввитие методов вариаЦИЙ в фавовом простран-
стве ( 915, 16; см. также [55], (56 ]). Эти методы настолько успешно

СПРaJ3лялись с оrраничениями в фазовом пространстве, что воз-

никающие на этом пути серьевные трудности (отсутствие сходи-
мости в методе локальных вариаЦIIЙ, медленная сходимость, не-

надежные и неточные результаты, учет условИЙ и Е U) в какой-то

мере выпали ив поля зрения. R тому же на основании спорных
оценок числа операций был сделан вывод о преимуществе метода
локальных вариацИЙ перед дрyrими итерационными методами

(метод трубки, см. 916), и эта форма вариаций в фазовом простран-
стве стала, видимо, основным вычислительным инструментом.

С этими же трудностями связано возвращение к методу Эй-

лера в ero самой бесхитростной форме. Имеется в виду то направле-
ние, которое получило название «метод математическоrо проrрам-

мирования в теории оптимаЛЫlоrо управления). Почти всякий

метод приближениоrо решения задач оптимальноrо управления
может быть охвачен этим термином, позтому следует уточнить,
о чем идет речь. Это - направление, в котором вадачу заменяют

конечно-разностной, переписывают все оrраничения задачи в виде

оrраничений на значения сеточных функЦИЙ, интеrралы заменяют

суммами, и, получив конечномерную задачу минимивации при
наличии orpаничений, ссылаются на возможность ее решения

хорошо разработанными методами математическоrо проrраммиро-
ванин. Последние представляют тему orpoMHoro числа статей и

моноrрафий, но это как раз и свидетельствует о том, что надежных

методов решения общей задачи l\fипимизации нет.

Автор начал приближенное решение задач оптимальноrо управ-
ления в 1962 r., коrда на очереди было решение задач в достаточно

общей постановке: с условиями иЕ и, F1=.. .=Р
т [и (.)]=0,

с ФУПКЦИQналами, не имеющими производных Фреmе.
Здесь будет равъяснена идеолоrическая основа разработанноrо

автором метода. Следующие положения лежат в ero основе.
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1. С точни врения вычислительной математики трудность за-

дачи определяется не ее формой, а дифференциальными свойствами

входящих в задачу фУНRЦИЙ. Поэтому не следует употреблять
'прие ов,упрощающих внешнюю форму задачи ценой ухудшения
свойств rЛ8ДRОСТИ фуннций (штрафные функции, преобразование
Валентайна и т. п.). Разумеется, это приводит Н употреблению
более сложных (формально) алrоритмов.

2. Вычислительные методы так или иначе связаны с аппронси-
мацией фуинциональных пространств конечномерными. Эффектив-
ность метода существенно вависит от Toro, как испольвуется кон-

кретная фуинциональпая природа Toro или иноrо объекта. В за-

даче оптимальноrо управления объединены объенты с разными

фУНRциональными свойствами: дифференцируемая ФУНRЦИЯ х (t),
ивмеримая и (t), дифференциальные свяви, иптеrральные связи,

функционалы, дифференцируемые по Фреше и дифференцируемые
лишь по направлениям; среди последних есть фуннционалы типа

тах Ф [х (t)], а есть существенно друrие: тах Ф [х (е), и (t)].
Каждый из объеRТОВ требует cBoero подхода. На разностном
уровне различия между этими объентами, на первый Бзrляд, сти-

раются, и есть возможность все их трактовать единым образом.
Именно эта точка зрения лежит в основе методов математичесноrо

проrраммирования в оптимальном управлении (см., например

[75]). Однаноприреализации таких единообразных подходов в до-
статочно сложных задачах она приводит к серьезным трудностям

(см. в связи с этим 9 25, 34, 36).
3. Собственно вычислительный аппарат алrоритма должен

быть аденватен задаче. Мы имеем дело с ненлассической задачей,
в условия которой входят неравепства. Поэтому привьrчпый
вычислительНЫЙ аппарат линейной алrебры, ориентированный на

решение задач в терминах равенств, недостаточен, следует при-
влечь аппарат линейноrо проrраммирования. Этим работа автора

существенно отличается от основной массы алrоритмов, ноторые
так или иначе связаны с привычным аппаратом линейной ал-

rебры.
Применимость ero в ненлассичеСRИХ задачах обеспечивается за

счет штрафных фУНRЦИЙ, преобразовапия Валентайна и друrих

приемов Toro же сорта (см., в частности, 9 39). Линейное проrрам-

мирование есть вычислительный аппарат для задач с неравенствами,
а не метод решения тольно энономических задач.

4. При решении задач оптимальноrо управления вознинают

специфические задачи линейноrо проrраммирования. Надо быть
rOTOBblM R тому, что стандартные методы решения таRИХ вадач

окажутся недостаточно эффентивными и придется раврабатывать
специализированные.

Кан эти положения реализуются в RОНКРетной вычислительной
работе, читатель увнает из содержания 99 19-21 и третьей rл8J3Ы.

8 Р. п. Федореико



114 МЕТОДЫ ПРИБЛИЖЕнноrо РЕШЕНИЯ [rл. 11

14. Методы решения краевой задачи ДЛЯ  -системы

Рассмотрим следующую вариационную задачу: на траеRТОрИИ
u

управляемои системы

дх

-;rt==f(x, и), O t T,

Х(О)==ХО; и(t)E и
(1)

мииимизировать фуПRционал
minFo[и( .)] (2)
и(.)

при дополнительных условиях:

Р, [и ( · )] == О, i = 1, 2, . .
.,
т. (3)

Все фУПRциопалы F;, будем считать дифференцируемыми, для

определенности оrраничимся конструкциями вида

'l'

Р" [и ( · )] =: ф' [х (t). и (t)] dt. (4)
о

представляя, если нужно, в втой же форме и функционал
'l'

Р[и(. )] =: Ф[х(t')]= J Ф[х(t)]8(t-t')dt.
о

В этом случае принцип максимума утверждает существование функ-
ции Ф (t), явллющейся решением задачи:

т

dф ;,

dt+f.[t]cf=- g;,Ф:х;[t], cf(T)=O,
l=O

(5)

определенной с точностью до параметров gl' С2' . · ., gm (go= -1),
причем оптимальное управление и (t) удовлетворяет условию

Н [х (t). Ф (t), и (t)] = шах Н [х (t), Ф (t), и], (6)
аЕи

rде
m

В[х, ф, и] == С;,Ф'[х, и]+(f(x, и), ф). (7)
i о

Оп р е Д е л е н и е. Систеl\fУ уравнений
1. :t==f(x, и),

m

11. -ф =f: (х, и) Ф+ g;,Ф: (х, и), (8)
,==о

111. Н [х (t), Ф (t). и (t)] = шахН [х (t), Ф (t), и]
аеи

называют П-сuсте.мои.
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Формально П-система замынается liонечными соотношениями

1.

2.

3.

Х(О)==ХО

ф(Т)=О
Р. [и ( . )] == О,

(r (х) == О),

(r:y === 0)1
i == 1, 2, . .

.,
т.

(9)

flод формальным замынан:ием имеется в виду простое сравнение
«степеней свободы» для системы (8) с числом нонечных соотноше-

ний (9). Пусть из (8; 111) можно однозначно определить и (t) Нlш

функцию х (t), Ф (t) и с. Уравнение Н [х,  ,и*] === шах Н [х ,  ,и]
иЕи

разрешается относительно и*: и* == V (х,  ,с). TorAa система (8; 1),
(8; 11) превращается (формально) в систему 2n уравнений ДЛЯ п-мер-

ных вентор-фуикций х (t) и Ф (t):

х == f [х, V (х.  ,g»),
т

Ф + fx Lx, V (х, ф. g)j ф == - g,фi [х, V (х, ф, с)],
i=O

мно}нество решений которой определяется заданием, например,
х (О), Ф (О) и gl' . .

., Ст' т. е. имеет размерность 2n+т. Наличие

2п+т конечных соотношений (9) формально делает выбор х (О),
Ф (О), g однозначным и, тем самым, однозначно определяет х (t),
u (t) - исномую оптимальную траенторию.

Таним образом, решение вариационной задачи формально
сведено к решению нраевой задачи для П-системы (8)-(9). Хотя

эта формальная схема рассужденИЙ содержит ряд нестроrих занлю-

чений (на них мы еще обратим внимание), не вызывает нинаних сом-

нений, что разработна надежных методов решения П-систем была

бы существенным вкладом в численное решение вариационных за-

дач. К сожалению, здесь встретились значительные трудности,

преодолеть ноторые пока не удаЛОСЬ. Однано следует сразу же

отметить, что наиболее точные и аккуратные численные решения

вариационных задач связаны именно с решением соответствующих
П-систем; правда, удалось это, несмотря на мноrочисленные по-

пыни,' в очень редних случаях.
Если иметь в виду достаточно общий случай, то естественным

подходом н решению нраевой задачи является, видимо, сле-

дующий.

Введем вектор исномых параметров е= {ФI (О), ...
, Фп (О),

gl,. ·
., gт}, задание HOToporo формально дополняет П-систему (8)

до задачи Коши. Пусть при любом заданном е зта задача :Коши

интеrрируется (численно) и однозначно. определяет х (t), Ф (t),
u (t) и, следовательно, Ф (Т) и Р. [и (.)]. Таним образом, этой про-

I\едурой численноrо интеrрирования устанавливается фуннцио-

8*
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нальная зависимость (п+т)-мерноrо вентора z == {Фl (Т), . .
., ф" (Т),

Р. [и ( · )]. . .
.,
F
т [и ( · )]} от (т+ п)-МерHoro вектора е:

z =Z ( ).

И теперь формально решение краевой задачи для П-системы сво-

дится к решению системы нелинейных уравнений Z ( =0 с доста-

точно сложным определением функциональной зависимости Z ( ).
3аметим, что в случае, коrда в постановке вариационной за-

дачи не все значения х (О) фИRсированы, свободные компоненты

х (О) включаются в вектор параметров  ,увеличивая ero размер-

ность, а вектор «условий)) Z расширяется добавлением соответ-

ствующих условий 'J'рансверсальности.
Наиболее надежным общим методом решения систем нелиней-

ных уравнений является метод Ньютона: имея некоторое прибли-
жение  O,ищем поправку о е так, чтобы

Z ( O+ o ) Z ( O)+ Ze ( O)ое == О,

Т. е. ое == -ZеIZ ( O), и следующее приближение е1 есть

 I== ео - Ze-1Z ( O).

Рассмотрим трудности, вовникаl0щие при фактической реали-
зации этой схемы и возможные пути их преодоления; хотя эти

приемы и не позволяют решить задачу в общем случае, они ока-

вьmаются полезными при решении частных, сравнительно про-
стых задач.

1. Вычисление матрицы Ze:(n+т)  (n+т).
В общем случае единственным способом решения задачи вычи-

сления ZE' учитьmая «неявнЫЙ» способ задания функции Z ( ),
является численное дифференцирование. Таким образом, вычисле-

ние Z (е) и Ze требует, по меньшей мере, (n+т+1)-Кратноrо ин-

теrрирования задачи Коши. 'Учитывая возможности современных
ЭВМ, следует признать это обстоятельство отнюдь не самым не-

приятным по СР8J3нению с остальными.

2. С х о Д и м о с т ь м е т о Д а Н ь ю т о н а л ишь

в о к р е с т н о с т и р е m е н и я. Эти вопросы разбираются
в 9 43. Описанная там модификация метода Ньютона

е1 =  O- sZёIZ (е
О
)

с выбором параметра s как решения одномерной задачи

min I Z ( O- sZe-1Z)
в

при подходящем определении IIZII позволяет повысить паде;кность

метода Ньютона и расширить область сходимости.
3. О т с у т с т в и е т е о р е м ы о е Д и н с т в е п н о с т й.

Для Toro чтобы существовала зависимость Z (  ),по меньшей мере
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необходима единственность решения задачи Коши для Л-системы

(если не для всех значений начальных данных  ,то хотя бы в ОН-

рестности искомоrо решения). Однано в общем случае таная теорема
не доказана. Более Toro, она и не может быть доказана, так пак

в довольно простых задачах единственности нет, и эТо отсутствие
единственности существенно, тан как ИСкомая оптимальная траен-

тория часто нак раз и входит в бесконечное множество траенторий,
определяемое некоторыми начальными данными  O, дЛЯ которых

нарушается единственность. Приведенное выше утверждение ос-

новано на примере, подробно рассмотренном в 28; есть все осно-

вания считать этот пример достаточно типичным.

Нарушение единственности решения задачи :Коши связано

с тем, что определяемая уравнением принципа мансимума (6)
зависимость V (х, ф, с) при неноторых значениях apryMeHToB не

удовлетворяет условию Липmица (с поназателем 1), обеспечиваю-

щему применение стандартной теоремы единственности. Типич-
ным является, например, наличие разрьmов в V (х, ф, g) при осо-

бых значениях apryMeHToB. И хотя «почти для всех) х, ф, g З8J3иси-

мость V (х, ф, с) непрерывна и дифференцируема, упомянутых

разрьmов часто оКазьmается достаточно для Toro чтобы лишить

описанную ВЫПIе формальную процедуру решения нраевой задачи

для П-системы всяких шансов на успех.
Есть два способа бороться с этой неприятностью. Пеrвый спо-

соб - cTporo выпунлая аппронсимация - состоит в замене ис-

ходной системы уравнений близной н ней системой

dx/dt==/(x, а, е), аЕ и(е), (1*)

rде il - неноторое новое управление, быть может большей раз-
мерности, чем исходное и, а f (х, а, е) - новые правые части. Ра-

зумеется, замена исходной системы новой может быть оправдана
лишь при условии достаточной малости вводимых этим иснажений.

Предполаrается, что для всех х. аЕ U (е) найдется иЕ U таное, что

Ilf(x, и)-f(x, а, e)ll e,
и наоборот, любое f (х, и) может быть с точностью до О (е) заме-

нено на f (х, а, е). Смысл эта замена имеет лишь в том случае,

если область

f (х, U (8). е) == {! (х, а, е)}иеи(в)
.. u

является cTporo выпунлои, имеющеи rладкую rраницу с оrрани-
ченным (равномерно по х) радиусом кривизны. В этом случае при
любом Ф

тах (ф, / (х, а, е»)
йеи(а)

достиrается в единственной точке il (х, ф), а оrраниченность ра-

диуса КРИВ!t8Вbl rраницы f (х, и (е), е) обеспечивает выполнение
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условия Лиnшица дЛЯ ФУНI(ЦИИ jj, (х, ф). ФОРlvIВЛЬНО единствен-
ность задачи Ноши для новой, anпроксимирующей П-сис'rеl\tlЫ вос-

становлеН31 и появляется надежда все-таки решить и Rраевую
задачу.

Почти во всех при:кладных задачах, известных автору, области

f (х, и) - не CTporo выпу:клы. Одной из причин этоrо является то,
что, нак правило, r (раЗlvIерность и) l\tlеньше n (разl\tlерности х и f),
а rладкое отображение простой оrраниченной области U r-Mep-
Horo пространства в п-lvIерное есть r-l\tlерпое l\tlноrообразие и, сле-

довательно, не l\tlожет содержать п-l\tlерной сферы (что есть необхо-
димое условие строrой выпу:клости l\tlножества в п-l\tlерНОl\tl про-

странстве).
Что касается фа:ктическоrо осуществления аППРОI(СИl\tlации (1 *).

то, не разрабатывая общих приеl\tl0В, заметим, что в ПРИRладных
задачах она обычно осущеСТВJlяется без особоro труда. ОrраНИЧИl\tlСЯ
проетыми примераl\tlИ, поясняющими суть дела.

При м е р 1. В ДВУl\tlерном пространстве квадрат (IU11 1)х
х (lu2 1 < 1), не ЯВJIЯIОЩИЙСЯ CTporo выIIклыы\t11 l\tlножествоl\tl, l\tl0iKeT

быть с:коль уrодпо точно аnnРО:КСИl\tlирован cTporo ВЫПУ:КЛЫl\tl

овалом U k+U k< 1, k 1 (в  l/k).
Ошибка аппроксимации l\tlожет быть оценена на диаrонали

и1 ==и2: овал пересепает диаrональ в тоЧRе с :координатаl\tlИ и1
==

=и2=(О, 5)2k И s  1-(O,5)2k.
При l\tl е р 2. Отрезок (IUll 1)х(u2=О)х(uз==О) в трех-

MepHOl\tl пространстве аппроксимцруется ЭЛЛИПСОИДОl\t1

и +A2(и + )< 1, А 1.

Одна:ко зто чисто фоРl\tlальное преодоление неединственности
с вычислительной точки зрения не следует оценивать СЛИШКОl\l

высоко. Дело в TOl\tl, что радиус кривизны некоторых частей rpa-
ницы области f (х, и, в) оказывается очень большим, стреl\IЯЩИМСЯ
1\ 00 при S о. Хотя jj, (х, ф) и удовлетворяет условию Липшица

Ilи(x', Ф')-и(х, Ф)II<С.{llх'-хll+IJФ'-ФII}.

но с очень большой постоянной С. 00 при Е -+ о. Это приводит
к чреэвычайно «капризному) характеру зависимости Z (t): малые

ИЗl\tlенения (данных Коши П-систеl\tlЫ) приводят к оrроl\tlным' не-

реrулярным ИЗl\tlенеНИЯl\tl npaBoro конца траектории
- точки

Z ( ).Поэтоl\tlУ следует ожццатъ значительных затруднений n схо-

димости l\tlетода Ньютона.

Хотя аППРОRСИМация (1 *) и применялась в практичеСl(ИХ рас-
четах (мы разбереl\tl соответствующие приl\tlеры в 27), автор не знает

случаев, коrда это делалось при СУIЦественной пеединственноети

задачи Коши и ПОl\tlоrло преодолеть возни:кающие вычислительные

трудности.
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Вообще следует иметь в виду, ЧТО В вычислительной l\tlaTeMa-
тике нет таких ситуаций, чтобы ТРУДНОСТИ, отсутствовавшие в ап-

проксимирующей Е-задаче, внезапно появлялись в предельной,
соответствующей в=О. И в данном случае разделение задач на два
типа - cTporo въmуклые, в которых при с:коль yro Hoмалом Е

единственность задачи Ноши обеспечена, и предельные, не являю-

щиеся cTporo выIIклыыи,, в которых пет единственности, нельзя,

безусловно, трактовать, :как возможность использовать метод
Ньютона в аппроксимирующей П-задаче. Дело в том, что следует

принять во внимание очень важный фактор - эффективность
вычислительноrо алrОРИТl\tlа. Н сожалению, l\tlЫ не имеем здесь эф-
фективных оценок, однако, ясно, что стреl\tlление s  Oсопрово-
ждается ростом вычислительных трудностей.

Метод anПРОКСИl\tlации (1 *) привле:кает внешней простотой прео-
доления трудностей, но эта простота обl\tlанчива и обычно Сl\tlеня-

ется сложностыо, иоrда алrоритl\tl реализуется на ЭВМ.

Друrой путь борьбыl с неединственностью носит более прин-
ципиальный хара:ктер и, если ero удается реализовать, приводит

к хорошИl\tl практическим результаТШ\rl. Однако ero реализация

весы\tаa трудна, требует индивидуальноrо анализа решаемой за-

дачи. Общих рецептов здесь пет. ПОЭТОl\tIУ мы оrраничимся лишь

кратким изложением существа дела. Метод состоит в качествеНноl\tl

описании множества решений П-систеl\tlЫ, которое часто допускает
однозначную параl\tlетризацию, причеl\tl число паРШ\rlетров равно
числу неиспользованных конечных соотношений в краевой задаче

для П-систеl\tlЫ. ФоРl\tlально это совпадает с приведенной выше и

отверrнутой схеlvl0Й рассуждений. Но дело в том, что начальные

данные задачи Коши не l\tlorYT быть взяты в :качестве этой систеl\tlЫ

параlvlетров. Нужно ис:кать друrие, успех здесь требует тщатель-

Horo качественноrо анализа задачи.

Оrраничимся ЭТИlvlИ оБЩИI\IИ ЗШ\rlечанияl\tlИ; более точное пред-
ставление о TOl\tl, что имеется в виду, дают примеры, rде эту про-

rpaMMy удалось реализовать и получить весы\tаa точные решения
сложных вариационных задач. Стоит ОТl\tlетить, что качественный

анализ задачи, позволяющий построить необходимую параl\tlетри-
зацию семейства решений П-систеl\tlЫ, l\tl0жет быть основан как

на аналитической работе, тан и на изучении приближенных ре-
шений задачи, полученных :каRим-либо численным l\tlеТОДОl\tI, эф-
фе:ктивным, хотя и дающим относительно rрубое решение.

4. Н е о 1J.. н о з н а ч н о с т ъ о т о б р а ж е н и я Z ( ).Нет
никаRИХ оснований считать отображение Z ( )взаимно однознач-

НЫМ всюду, даже если единственность задачи Коши rарантиро-
вана. В самых простых ситуациях, нак по:казывают примеры,

возl\tl0ЖНЫ различные типы вырождения, наПРИl\tlер, (п+т)-мер-
ная сфера в пространстве (наПОl\tlНИМ, что (п+т)-размерность  )
может отображаться в (п+т-1)-l\tlерНОе l\tшоrообразие в простран-



120 МЕТОДЫ ПРИБЛИЖЕнноrо РЕШЕНИЯ [rл. 11

стве z, а это приводит к тому, что метод Ньютона с описанными

выше модификациями перестает работать: как rоворят вычисли-

тели, метод застревает (формально это скаэывается в несущество-

вании, например, Zё
I

). Пример подобной ситуации подробно рас-

смотрен в 27.
5. В ы б о р н а ч а л ь н о r о при б л и ж е н и я. Мо-

дификация метода Ньютона не снимает проблеl\tlЫ подбора доста-
точно xopomero начальноrо приближения, хотя и заметно осла-

бляет остроту этоrо вопроса. Опыт показал, что использование

каких-либо содержательных соображений в целях нахождения

хорошеrо начальноrо приближения  O крайне затруднительно
даже в тех задачах, rAe подбор pa3yMHoro приближения в теРl\tlИ-
нах управляющей функции и (t) сравнительно прост. Пожалуй,
единственным выходом является решение задачи каКИl\tI-либо иным

методом, достаточно надежно дающим относительно rрубое при-
ближенное решение. Такие приближенные методы в настоящее

время разработаны, отличительной их чертой является то, что

они дают хорошее приближение к ИСКОl\tl0l\tlУ решению с точки зре-
ния фазовой траектории х (t) и значенИЙ функционалов задачи

Р. [и (.)], однако обычно довольно rрубое с точки зрения управ-

ляющей функции и (t). Фиrурирующий в принципе l\tlаНСИМУl\tlа

вектор g тоже, как правило, получается с хорошей точностью.

Создание приближенноrо метода решения задач оптимальноrо

управления, соединяющеrо надежность и эффективность с хоро-

шей точностью по всем компонеНТl\М задачи возl\tl0ЖНО, видимо,

лишь комбинированием методов rрубоrо поисна l\tlИНИМУl\tlа с по-

следующим уточнением точноrо вида решения, OCHOBaHHbll\1

на использовании характеризующих ero уравнений типа прин-
ципа максимума или уравнения Эйлера.

* 15. Метод вариаций в фазовом пространстве

Н. Н. Моисеевым и ero СОТРУДIШR8.l\tIИ был разработан l\tlетод

приближенноrо решения вариационных задач, являющийся, по

существу, методом спуска в фазовоl\tl пространстве. Б настоящеl\tl

параrрафе будет описана принципиальная eXel\tla метода в ero наи-

более общей форме, хотя прантичеение расчеты велись не по

этой схеме, а по некоторым ее упрощенным модификаЦИЯl\tl; им

будет посвящен следующий параrраф. Дело в том, что полный и тео-

ретически обоснованнЫЙ алrоРИТl\tl Н. Н. Моисеева практически

нереализуем для прикладных задач па современных ЭВМ, однако

содержащиеся в нем идеи породили упоминавmиеся выше упрощен-
ные модификации. Последние уже реализуемы и применялись на

практине, но вопросы их обоснования встречают серьезные пре-
ПЯТСТDИЯ по существу дела.
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о б щ а я с х е l\tl а l\tl е т о Д а. Решается следующая задача

оптимальноrо управления: l\tlинИl\tlизировать аддитивный функ-
ционал

т

Fo [и ( .). х ( · )] == /0 [0$ (t). и (t)] dt
о

(1)

u

на траенториях упраВJШемои систеl\t1Ы

x==.:f(x. и). O t Т.
х === {x

l
, . . ., х"}. f = {fl, · .

., !"}
(2)

при :краевых УСJlОВИЯХ

х (О) == КО' х (Т) === X1 , (3)

учитывая :как rеОl\tlетричесное оrраничение управления

и (t) Е и при всех t. (4)
так и оrрапичение в фаЗОВОl\t1 пространстве

х (t) Е G при всех t. (5)

В (4) и (5) можно писать и (t), G (t); та:к как с этим обобщениеl\tl
нинаних серьезных осложнений не связано (во ВСЯКОl\tl случае, при
rJlадких зависимостях и и G от t). то мы не станем осложнять

изложения подобной общностью. и и G считаются оrраниченвыми

эаМКНУТЫl\tШ оБJlастями.
На интервале [О, Т] вводится счетная сетна, для простоты равно-

l\tlерная: to=O, t
1 , ...,tN=T; t.=i"C;  =Т/N.В каждой точкеt,

определяется экзеl\tlПЛЯР сетки в фазовом пространстве, понрываю-
щий оБJlасть G снекоторой rустотой, определяемой шаrОl\tl h в фа-
ЗОВОl\tl пространстве; СОnО:КУI]НОСТЬ точен i-й сетки {xj} будем обо-
значать Sl. Заметим, ЧТU индекс j, :который мон,но считать, на-

пример, п-мерным l\tlYJlьтииндексом , принимает по ЧИСJlУ узлов

сетки S' О ( :.. ) разных значений.

ПреДnОJIОЖИl\t1 еще, что ХО Е 80, Х} Е SN.
Э Jl е l\tl е н т а р н а я о пер а Ц и я. Предполаrается, что для любой

пары xj, x +]l\tl0жет быть решена задача Toro же типа, (1)-(2)-
(3)-(4)-(5), ОДНЮJО на малом }Iнтервале [ti ,

t
i+)] и с левым и пра-

вым концами траен:тории в ТОЧIiах :.с}. x +lсоответственно. Задачу
не обязатеJlЬНО решать очень точно, что, вместе с малостью интер-

вала [tl ,
t
l+I ], ПО3Jзоляет во мноrих случаях без особоrо труда

"+1/
получить ЧИСJIО oFj, k

2
-

цену в теРl\tlинах фуIШЦИОН8Jlа F
o опти-

M8JIbHOrO перехода из {ti , xj} В {ti+1 , x +l}*). Имея набор этих

*) Вычисление  p  1'2и навывается а.ле.ме1tтарной операцией.
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..у/
чисел 3Fj, k

l
, можно строить некоторую приБJlиженно оптимальную

траекторию исходной задачи (2)-(5). Заметим, однако, Ч'rо объеl\Jl

этой инqюрм:ации очень велик: чисел  P ; 'примерно О (N b ")'
в общеl\1 случае столько раз и следует проделать вычисление '8pl+l/2 ,

т. е. исmльоовать элементарную операцию (в действительности,
MHoro меньше, так кап для большинства пар х}. xt+1 никакой траек-

тории не существует).
Выбор ('t. h)-ОПТИl\Jlальной траектории. Ставится сле-

дующая задача: найти последовательность точек-узлов сеток 8':

ХО

}
= Х

О. x
J

1
, x

J

2
. . .

.,
x

i
.. , . . ., x

J

N = Х) (xJ
k Е 81:) (6)

о I 2 J N k'

таКИl\Jl образом, чтобы обеспечить МИПИl\Jlальность

N-l
_

i+I
/2Р

О= '8рJI. Jl+l-
i=O

Решение этой задачи в принципе не та:к уж сложно - алrоритм

дис:кретноrо динамическоrо проrраl\Jll\Jlирования, подробно описан-

ный в 44, приводит :к цели с затратой числа операций в общем
случае порядка О (Nh-2п

). Последовательность точе:к (6) и объяв-
ляется оптимальной траекторией задачи (1)-(5); раЗУl\Jlеется,

речь идет о приБЛИ1Кенно оптимальной траектории, точность за-

висит от maroB сетки --с И h. Если 9леl\Jlентарная операция реализо-
вана точным решением эадачи типа (1)-(5) на малом интервале
[ti , ti+1 ], то мы имееl\Jl дело с точной .траекторией управляемой си-

CTel\JIbl (2), проходящей через узлы х1, в l\JI0l\JleHTbl t.; обычно эле-

l\Jlентарная операция реализуется не абсолютно точно, и узлы (6),
соединенные, например, отрез:каl\JIИ ПРЯl\JIЫХ, представляют неко-

торую аппро:ксимацию решения системы x=f. Если нас интересует
не только оптимальная траеRТОрИЯ (6), но и реализующее ее управ-
ление и (t), то ero можно восстановить по уэлам (6) с помощью
той же «элеl\Jlентарной) операции. Следует прежде Bcero подчер-

кнуть ту леrкость, с которой данный метод справляется со всеми

оrраничениями на фазовую часть траектории, будь то оrраниче-

пия на праВОl\Jl конце траектории (х (Т)=Х1) или еще более слож-

ные оrраничения типа х (t) Е G при всех t. В известной моноrрафии
[57] отражена история развития l\Jlетодов приближенноrо решения

заДач оптимальноrо управления rруппой ВЦ АН СССР под руно-

водством Н. Н. Моисеева. Работа начиналась с естествеIIНОЙ по-

пытки строить минимизирующие последовательности управляю-

щих функций. После первых успехов в решении простейmих не-

классических задач (это - эадачи, содержащие только оrраниче-
ние типа и Е и без условий на праВОl\Jl конце траектории; в (40]
опубли:ковано решение задачи о l\JlаКСИl\rlальноЙ дальности плани-

рования) встретились определенные трудности, связанные с orpa-
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ничеНИЯl\tlИ фазовой трае:ктории. Делались ПОПЫТRИ преодолеть

их методом штрафных фун:кций, но затем основным вычислитель-

ным средствоl\tl стали методы вариаций в фазовом пространстве..

РаЗУl\tlеется, простота учета фазовых оrраничений, являющихся
наиболее сложными с теоретич скойточ:ки зрения, не дается да-

ром: реализация аЛI'ОРИТl\rl0В спуска в фазовом пространстве стал-

нивается с определенными трудностЯl\tlИ в Сl\tlысле объема вычисле-

ний и при учете оrраничений типа и Е и. в CBOel\tl месте это будет
разъяснено.

Обоспование l\tlетода мы начнеl\tl с обсуждения БЛИЗRОЙ, но все же

существенно отличающейся от l\tlетода Н. Н. Моисеева, CXel\tlbl при-

ближенноrо решения задач оптимальноrо управления. Имеется
,

В виду популярное в теоретичес:ких исследованиях сведение :к за-

даче .мате.матичеек,оео nроерам.мuроваnия. Вводится сетна to ,

t1 , . . ., tN; уравнения, фУНRционаJIЫ и оrраничения ЗШ\rlеняются

соответствуюЩИl\tlИ Р3ЗIIОСТПЫМИ аппро:ксимаЦИЯl'vIИ на сеточных

фуН:КJ\ИЯХ {Xl}:-O' {Zli+1/2}f==ol. 'Тан получаем задачу: найти сеточную
трае:кторию ИЗ условий

N-l

(Х.+3: )m].n 'tfO .

2

1+1
,
иi.v/"

i ()

(mjn РО [х, и]).

= f (
Хl +2:t1+l . 1/<.+1'.) 1

i = О, 1, " " N - 1,

Хо===Хо, XN==X1 , xiEG, Ui+1/1 Еи.

Сразу же возни:кает традиционный в матеl\tlатике вопрос о сходи-

мости (при N -+ 00, 1: = Т/N -+ О) сеточноrо решения задачи (7)
к решению исходной задачи (1)-(5). Этот вопрос подробно иссле-

дован, наприl\tlер, в [14], одпа:ко ответ на Hero, в сущности, оче-

виден, да и Cal\tl0 доказательство, если оставить в стороне стремле-
ние к чрезмерной общности и педантичное перечисление всех пред-
положений, тоже не очень сложно. Нопечно, эта простота связана

в значительной l\tlepe с Tel\tl, что наиболее тонкие вопросы были ре-
шены до постановки задачи (7) в связи. с друrими проблемами.
Мы приведеl\tl эскиз доказательства, постаравшись выделить наи-

более важные содержательные l\tl0MeHТbI и предоставив читателю
либо CaMOl\tlY а:кнуратно ОфОрl\tIИТЬ все «Е- 8»-фоРl\tlУЛИРОВ:КИ, либо

обратиться :к [14]. Доказательству подлежат два факта.
1. Пусть {х* (t), и* (t)} - оптимальная траектория дифферен-

циальной задачи (1)-(5). а p - соответствующее значение ФУНR-
ционала (1). Тоrда при достаточно l\tIaЛЫХ 't существуют и дискрет-
ные траектории {х;. и },ДJlЯ ноторых F

o [х;. Zt:] <p + 71 ('t). 11 ('t) -+ О
IlpИ 't -+ о. Заметим, что {х;, и:} не является, вообще rоворл, реше-
нием задачи (7), но р

о rx:, ll:l м;:ннорирует sначение функционала

(7)
Xi+I

-

Х.
't
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в вадаче (7). Такую сеточную траекторию леrно построить для

системы с выпу:клой ве:ктоrраммой расширенной системыIt т. е. пред-
положив выпуклость множества {/О (х, и). f (х, и)}, и Е и при всех х.

Тоrда D качестве сеточной управляющей функции можно ВЗЯТЬ

точки иi+I/ ' вычисленные следующиl\tl образом: находится точка

ti+l

1.+,/. = : f[x (е.), и (t)] dt Е conv НХ, И).
ti

в силу ВЫПУRJIОСТИ существует точна Ui+1/1 Е и таная, что fi+1/1 ==

== f [х (tl), Ui+1/!]. Обычные оцен:ки, ИСПOJlьзуеl\tlые нри обосновании

l\tlСТОДОВ численноrо Иllтеrрирования обынновенных дифференциаль-
ных уравнений, позволяют утверждать, что решение разностной
системы X

I+1
= Х' +:ос! (Xl , Ui+1/2 ) аппрокси:мирует трае:кторию х* (t),

'] х'
- х* (tl) 11 < С:ос, причем постоянная С зависит ТОЛЬRО от длины

интервала Т и константы условия Лиnшица для фун:кции f (х, и):
Ilf(x, и)-f(x

'
, u)II<C11Ix-х'II (это УСJlовие, раЗУ1\'Iеется, llУЖНО

оrоворить). Теперь следует ОСJlабить ФОРl\tlУЛИРОВКУ разностной
задачи (7), потребовав выполнения условий Х;, Е G. XN= Х1 ЛИШЬ

С точностью до с2'С (или С точностью до y ),с тем, чтобы построен-
ная выше разностная траеRТОРИЯ MOrJIa счи'rаться допустимым

решением разностной задачи (7), а ДJIЯ решения этой задачи, суще-
ствование KOToporo следует из элеl\tlентарных теорем о достижении

минимума в конечномерных пространствах, IIОJlучаеl\tl оценку :мини-

мизируемоrо фУПlЩионала сверху:
min F 't)<F -f- о ( ).

U't

Таким образом, рассматривая разностные задачи для lJоследоватеllЬ-
ности N-+ ro ( .-.+О), ПОЛУЧИftl

inf min F
o [и,] < .

"t ""t

2. Теперь следует доказать обратное неравенство: lim min РО [и-rJ>
"t O ""t

> F . Пусть, напротив, существует ПОСJlедовательность  l>  2>
> . . . -+ О, дЛЯ :которой решения разностных задач с ша-

rOM  kдают значения функционалов РО {'"C k } < p - сх" сх, > о.

Rаждую сеточную траекторию дополниl\tl до непрерывной фУНКЦИИ
X(k) (t) линейной интерполяцией. Тоrда функции X(k) (t) удовлет-

воряют УСЛОВИЯl\tl X(k) (t) Е G, X(k) (Т)=Х1 С точностью до О (1:k)
И образуют коl\tlпактное в С сеl\tlейство. В ЭТОl\tl случае существует

предельная функция х (t), почти всюду удовлеТВОРЯIощая диффе-
ренциалыIl\tIуy уравнению (2), удовлетворяющая условиям (3)-
(5) и доставляющая Функционалу (1) значеIlие, не большее P -cx"
что противоречит предположению l\tlиниl\tlальноСТИ p .Таким об-
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разом доказано, что решение разностной вариационной задачи
по ФУНRционалу не хуже (с точностью до О ( » решения дифферен-
циальной и не может быть существенно лучше. Это и означает,

что равностная задача аппроксимирует дифференциальную. Этим
мы и оrраничимся, заметив, что cTporoe доказательство в основном

следует этой схеме рассуждений, но В достаточно общем случае

(невыпу:клая BeHTorpal\tlMa, зависимость U и G от t, и т. п.) требует
довольно rрОl\tl0здкоrо, хотя в основном и чисто техничес:коrо,

ОфОРl\tlления.
Перейдеl\tl :к вопросам сходимости в вычислительной CXel\tle

Н. Н. Моисеева. Основное осложнение связано с Tel\tl, что теперь

в разностнqй задаче (7) точки х, l\tlorYT. принимать лишь дискретные
значения х;, принадлежащие сетке 8.. ПОЭТОl\tIУ В принципе l\tl0жет

о:каваться, что ни для :ка:кой пары точек из соседних сеток {x ,
x +!} не удастся построить соединяющей их траектории (1) на l\tla-

ЛОl\tl интервале [t1 , t1+1 ]. в этом случае разностная задача просто

не имеет решения. Чтобы избежать этой опасности, следует нало-

жить определенные оrраничения на h-шаr сетки по фазовым коор-
динаТШ\rl. Нроме Toro, нужно rарантировать разрешимость эле-

ментарной операции. Эти вопросы исследовались В работах [56],
[37]. Разрешимость разностной задачи и сходимости численноrо

решения к решению задачи (1)-(5) была доказана в предположении

некоторых свойств непрерывности функции Беллмана решаеl\tl0Й
задачи. Одна:ко для пра:кти:ки вычислений более существенным
является друrое условие: шаrи сетки h,. по r-й компоненте фаэо-
Boro пространства должны быть связаны с шаrом сетки по времени

''t соотношением h,.==.'t1+p,., rде Р,. > 1 - некоторые числа, завися-

щие от строения области достижимости за малое время для си-

CTel\tlbl (1). НаПОl\tlНИМ, что областью достuжu.мостu D (Z, 1:)
называется совокупность правых концов траеRТОрИЙ системы

х=! (х, и), х (O)=z при произвольных измеримых и (t), и (t)E и.
о t  .в работе автора [93] те же вопросы были решены
только с одним предположением h=O (1:2). При этом под элеl\tlен-

тарной операцией следует понимать решение следующей простой

rеоl\tlетричес:кой задачи, являющейся аппроксимацией дифферен-
циальной на малом интервале вреl\tlени. Для расширенной систеl\tlЫ

(1) (пополненной уравнениеl\tl 3;0=/0 (х, и), х
О (0)=0) строится

в каждой точке х область x+rr:.f (х, и) (если f (х, и) не выпукла,
следует заменить ее выпуклой оболочкой). Далее эта область

расширяется присоединениеl\tl всех сфер радиуса С1: 2
с центраl\tlИ

в Х+1:! (х1 и). Полученную область в пространстве {хО, x
1
,. .

., х"}
обознаЧИl\rl п-с (х), а ее проекцию на rиперплоскость {x1, х

2
, . . .

. .
., х"} - D: (х). Если шаrи сеток h=C 2,то при определенном

соотношении между с и С l\tl0ЖНО утверждать, что для любой точки

x .Е Sl найдется хотя бы одна точна Х1+1 Е 81+1 такая, что
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Х:С+
I

Е n: (x .), и если существует траектория задачи (1)-(5), сое-

диняющая ХО с Х1, то существ)тет и траектория разностной за-

дачи, проходящая через узлы ceT KВ.'. Далее, в качестве опти-

мальной СТОИl\IОСТИ перехода ИЗ xj в xfc+l можно взять решение

задачи

8Fi i/l-mil1 хО при условии {хО Xi+1
} Е D (х')" k

-

'k 't ,.

3аl\tlеТИl\tl, что при таком определе:аии элеl\tlентарной операции се-

точная траектория является аППРО:КСИl\tlацией с ТОчностью до

О ("С) какой-то траектории системыI (2). ФУНlЩиопал (7) также

аппроксимирует (1) с точностью О ( ). Кстати, можно брать и

h=crr:. 1+
e
, 1 > Е > О, но в ЭТОl\tl случае аnnРОКСИl\tlация Иl\tlеет поря-

док О ("Се).

Стоит равъяснить вовltlожное в связи с 9тиltl недоравуltlение. Хорошо ивве-
стно, что область достижиltlОСТИ за время 1: для управляемой системы обычно
иltlеет существенно разные раЗltlеры по разным координатам. Так, для системы

:ё1 = ж
2l

; :ё2 = х8; ж3
= и, 1 и I 1

область достижимости оа вреltш 't иltlеет paBltlep О (1:) по ха, о (1:2) по х2
,

О ('t
3) по х1

. В предложенной же выше реализации элементарной опе ации
область достижиltlОСТИ по всем ноординатам имеет равмер не менее -о (1:2).
Не является ли это недопустимым расширениеltl технических вовмож-

ностей системыР Друrими словаltlИ, можно ли rарантировать, что любая

ломаная (Эйлера, Х'+l Е D-.: (х,), i =0, 1, ..., N - 1, аППРОНСIDlирует (с точ-

ностью до О ('t» накую-то траекторию систеМJJ (2). Это действительно
ltlОЖНО докаоать, предположив, раВУМ8е.тся, выполнение условия Липшица
по х для функции / (х, и). Мы не будем приводить этоrо очень простоrо,
в сущности, до[(авательства, но сошлемся для равъяснения на хорошо
иовестный факт: для «неуправляеltIОЙ» системы :ё=/ (х) область достижи-
мости за время 't есть точка. Однако ломаная Эйлера xl+l = Х, + 'с! (х,) +
+ о ('t2 ) сходится со СКОРОСТЬЮ О ('t) к траектории систеltlЫ :ё = I (х) при
любой величине О (1:2I), лишь бы она равномерно оценивалась: 110 ('t

2) 11 C't2 .

Условие на шаr h=O ("С2) неприятно, так как с пим связан

большой объем вычислений. Ослабить ero и заменить соотноше-

нием h=O ( )в прииципе нельзя. Это может привести (и в простых

примерах действительно приводит) к тому, что сеточные оптималь-

ные траектории не сходятся (при h, "с -+ О, h/ =const):к решению
исходной задачи (1)-(5). Этот фант нетрудно понять, пользуясь
проетыми качественными соображениями. В самом деле, при h= 't

множество сеточных траекторий (т. е., например, кусочно линей-

ных фУНRЦИЙ, проходящих через узлы сеток В') образует в про-

страистве непрерывных функций h-сеть, если в качестве нормы

рассматривать величину Ilx (.)1) =тах Ilx (t)lf. Однако в простран-
t

стве пар {х (t), :t (t)} это множество уже при h -+ О п.лотпой сети

не образует, тап как х ПРИНИl\tlает только целые зпа1JСНИЯ. По-

скольку управление u более или менее соответствуот производной
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Х, то и в пространстве {х (t), и (t)} множество сеточных траекторий
IIe плотно при любом 1:. ЭТИl\tl мыI закончим обсуждение теорети-
ческих вопросов, возникающих в связи со схемой Н. Н. Моисеева.

* 16. Метод вариаций в фазовом пространстве.
Вычислительные схемы

Метод вариаций в фазовом пространстве в той форме, которая
была подробно описана и исследована в предыдущем параrрафе,
не реализуем на современных ЭВМ даже для самых простых задач
с размерностью фазовоrо пространства п > 2. Однако на ero

основе было разработано несколько практических алrоритмов

итерационноrо типа, которые ИСПОЛЬЗ0вались для фактическоrо
решения реальных прикладных задач. Ниже эти алrоритмы будут
описаны в общих чертах и обсуждены с точки зрения сходимости

полученных с их поl\tl0ЩЬЮ численных решений н решению исход-
ной задачи.

Метод локалыllхx вариаций. Метод, разработанный Ф. л. Чер-
ноусько, представляет собой, ВИДИl\tl0, наиболее широко используе-

мую форму l\tlетода вариаций в фазовом пространстве. Метод носит

итераI ИОННЫЙ характер, :каждая итерация является переХОДОl\t1
от пе:которой траектории к близкой к ней, лучшей по величине

МИIl'Имиаиру(,моrо (')УIII(' ИОIIала. Пусть х (t) - некоторая траек-

.1'OJ)1'III (a'( "('1\lI,1 ж -1, удоnлетворяющая KpaeBbll\tl условиям х (0)=
Хп, Х (Т)=Х1 И фазовым оrраничеНИЯl\tl. Эту траекторию можно

III)('ДСТllП:ИТL последовательностью точек на временн6й сетке

Х
О
== х (to)' х (ll)' . .

.,
х (tl) , . . .,

х (tN) === X1 , (1)

IJричем переход из точки х (tl) В Х (tl+1 ) осуществляется «элемен-

тарной операцией» и стоимость ero -- число 8Fi+
I/2 [х (ti), Х (tl+1 )].

Та:ким образом, на траектории (1) функционал Иl\tlеет значение

N-l

F == 8FI+
t/2 [х (tl). Х (tl+1 »). (2)

i=O

Пусть i - некоторое целое число, 0< i< N; рассмотрим траектории
типа (1), ОТJШчающиеСfI от «опорной) траектории (1) ТОЛЬRО значе-

нием х в точке tl , а Иl\tlенно: рассматриваются Сl\tlещенные положения

точни х (tl): х (tl) :t hkek . k= 1, 2, . .
., п, rде ek

- k-й орт в n-мер-
ном пространстве, hk

- шаr по k-й компоненте фазовоrо ве:ктора.
В сумме (2) при этоl\tl меняются только два слаrаеl\tlЫХ - 8FI

J/2 и

8Fi+
t/l . Перебрав таКИl\tl образом 2п вариантов *), находим лучшую

*) Иноrда перебираются не все 2п вариантов, а переход к новой траекто-
рии осуществляется, наи ТОЛЬRО в процеоое перебора встретится лyчm J{
траектория.



128 МЕтоды ПРИБЛИЖЕНноrо РЕШЕНИЯ [rл. 11

траекторию со Сl\Jlещенным положением х (tl) (рис. 12) (в принципе
положение х (tl) может и не ИЗl\Jlениться). Изменив х (ti) И сумму (2),
проделываем ту же самую ОIIерацию над точной х (ti+1 ) И т. д.

Улучшив исходную траекторию подоБНЫl\JШ вариациями последова-
тельно точек х (tl ), Х (t2), . .

.,
Х (tN-l). получаем новую трае:кторию.

Это и есть основной ЦИКJI метода локальных вариаций; ero вре-

l\Jlенная стоимость  2пNэлементарных операций. РаССl\JIОТРИМ
связанные с этим методом вычислительные трудности и непоторые

способы их преодоления.

,
I
I
I
x(ti +,)

1 I

Ix(ti -2) I

I I
I

I I
I I I

I I I
I

I I I I

I I I
I
I

:.-
"bi-2 t.

I
t. ti+1 {; 2 tl- L

Рис. 12.

Построение элементарной операции. В принципе,
можно использовать констру:кцию конечно-раЗНОСТllОro типа

+ f (
Х' + Xl+l

)Х
i+1

== Х1
't

2
' u , х, == х (ti). (3)

и, вадав :.с" XI+1 , искать Ui+t/2 решением задачи

·

/0 (
Х;, + xi+l

и)ШID
2'

иЕи
(4)

при условиях (3). Однано в (3) мы имеем n условий, в то вреl\IЯ
как раЗl\Jlерность управления и обычно l\Jlеньmе n, и в общем случае
условия (3) просто несовместны: еСJIИ размерность u равна п, то

условия (3) определяют Ui+t/2 однозначно (с формальной точ:ки зрепия,

опирающейся Jlиmь на подсчет степеней свободы U и ураuнен:ии (3»).
Если  ри9TOl\Jl окаiJ\ется Ui+1/2 Е и, элементарная операция реаJIИ-
вована, однако нет никаких оснований утверждать, что обязательно

и Е и. Для преОДОJlения затруднений, связанных с недостат:ком сте-

пеней свободы в и, были предложены некоторые приемы. Рас-

Сl\JI0ТРИМ и оБСУДИl\Jl их.
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Метод дробllЪ ХшаеО8. Интервал (ti ,
t
i+1 ) разбивается на k рав-

ных частей, (3) и (4) заl\tlеняются на

k

-

+-
't

/ (Х'
+ Xi+l) иXi+1-Xi

-

k 2 ' U
J , uJE ,

j=1

(3*)

k

. 't

 (Хi
+ Xi+l

)шln
-k I

2
,Uj ,

{uJ} о

.1=1

(4*)

3а счет k l\tl0ЖНО обеспечить в (3*) избыто:к степеней свободы по

сравнению с ЧИСЛОl\tl условий п, и фОРl\tlально задача (3*)-(4*)
становится обычной задачей на условный МИНИl\t.ryм. Однако на-

личие в (3*) l\tlалоrо параl\tlетра 1: и оrрапичения uJE и делают

такой фОРl\tlальный подход недостаТОЧНЫl\tl. В Cal\tl0M деле, даже ис-

пользуя на (ti , ti+1) произвольную фУНRЦИЮ U (t) Е и, мыI получим

Bl\tleCTO (3*) условие
ti+J

+- r (Х
О +Х О

+1

)dXI+1
::== Х' J f

I

2

I

t U (t) t,

ti
(з*.)

I(оторое может оказаться (и, как правило, оказывается)
IIIИМЬ1М. Дело в том, что область *)

х, +'tf e' +2Xi+1 . и)
'lllС1'О Иl\tlеет раЗl\tlерность ниже раЗl\tlерности фазовоrо простран-
ства, и поскольку в качестве возможных новых положений точки

Xi+1 берется крайне редкое множество xl+1+hekt k=f, 2,. .
., n,

построенное к TOl\tlY же без учета струнтуры и расположения в про-

странстве области x+'tf (Х, и), разрешимость (3*) или (3**)
далеко не очевидна и в общем случае доказана быть не может.

Метод бееущей волllыl. Б работе [17] предложен прием, по-

зволяющий, ВИДИl\tl0, преодолеть трудности, связанные с малой

раЗl\tlерностью и. Именно, предлаrается решать задачу типа (3)-
(4) не на одном интерваJlе (ti , tit1), а нз k интервалах (tl , t

i+1) ,

(ti+1 , ti+2),. ·
., (ti+k-1 , ti+k) одновременно:

k+i-l
.

/0 (Xj+Xj+l) (5)lnlll --с
2

t Uj+I/2

j=i

неразре-

при условиях

(
Х
j -f- XJ+l )x

J+1 =XJ +-1:/ 2 t Uj+t/t t j == i, i + 1, . .
.,

i + k -- 1
t (6)

*) Напомним. что f (х, и) есть выпуклая оболочка совокупности точек

{! (х, и)} при всех и Е и.

9 Р. п. ФедореНRО
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причем свободными параметрами, за счет которых удовлетво-

ряются kn условий (6) и ftlинимизируется фОРl\tlа (5), явля-

ются XI+1 ,
X

i+2,...,
X

i+k-1 , Ui+1/2 , UI+P/2' UI+kJ/1 (т. е.

(k-1) п+kr степеней свободы); Xi , X'+k - фиксировапы, а для

Xi+1 ,. · ., XI+k-1 уже нет xapaHTepHoro условия - принад-
лежности :к некоторой редкой сетке; они, в принципе,

MoryT быть какими уrодно. РаЗУl\tlеется, это существенно

оСложняет задачу (5)-(6) по сравнению с задачей типа (3)-(4).
В методе беrущей волны последовательно ИЗl\tlеняются положения

rруппы точен {Х1 , Х2 ,. ·
.,

Xk_1 }, затем rруппы {Х2, Хз,. .
.,

X
k }

И т. д. до rруппы {xN-k..l" .
.,
ХАТ- 1 }. ЭТО и есть основной итера-

ционный цикл, который аатеl\tl снова повторяется до стабили-

зации численноrо решения. 3аl\tlетим, что в этом методе в зна-

чительной мере утрачена особая роль сетон в фазовом пространстве;
их, в сущности, уже и не осталось, в то время как в методе локаль-

ных вариаций сетки в фазовом пространстве, пусть очень реДRие

(состоящие в каждой элеl\tlентарной операции из одной-единствен-
ной точки х (tJ) при j=f=i и из 2п+1 точек при j=i), все же сохра-

няются. Подобная эволюция l\tlетода вариаций в фавовом простран-
стве представляется нам весы\tаa знаl\tlенательной; она связана с тем,

что для задач оптимальноrо управления выбор в качестве незави-

симоrо функциональноrо aprYl\tleHTa Иl\tlенно управления и (t)
является rораздо более естествеПНЫl\tl, чем выбор в качестве тако-

Boro фазовой траектории X( .
М е Д л е н н а я с х о Д и м о с т ь. В 15 было выяснено,

что mar h сетки в фазовом пространстве должен быть существенно
мепьше mara по вреl\tlени --с, например, h=O (--с!). Одна итерация

метода лональПЫХ вариаций Сl\tlещает исходную трае:кторию на рас-
стояние h и для Toro, чтобы «добраться) до оптимальпой траекто-

рии, следует совершить не мепt->е О ( i )= о( 't ) о (N2) таких

итераций. Таним образом, СТОИl\tl0СТЬ решения задачи '- О (пNЭ)
элементарных операций. В реальных задачах это довольно боль-
шое число, и следует заботиться о ero сокращении.

В процоосе эксплуатации метода соответствующие приемы
были разработаны, и практическая технолоrия выrлядит следую-

щим образом: сначала интервал [О, Т] разбивается на пебольшое

число (скажем N=10) частей, и mar h достаточно велин. Итерации
метода локальных вариаций повторяются до тех пор, попа они

сопровождаются падением СУМl\t1Ы (2). RaR только встретилась

ситуация, в которой НИ одно из Х (tj) не было смещено с уменьше-

нием (2), шаr h делится пополам, и с новым шаrом h на той же вре-
менной сетке снова начинаются итерации. Если после Уl\tlеньmе-

пия h первая же итерация не привела к вариации траектории,
сетка по времени дробится, например, число N увеличивается
вдвое. После этоrо шаr h увеличивается, и начинается очередной



А 16) МЕТОД 8АР,ИАЦИЙ В ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 1Зf

I ИКЛ минимиsации. Такая технолоrия позволяет существенно

сократить объем вычислений, если с большими 1: И h ПОJIучается
достаточно хорошее начальное приближение.

е у щ е с т В е н н а я н е п о л н о т а л о к а л ь н ы х в а-

р и а Ц и й и т у п и к о в ы е с и т у а Ц и и. Наиболее серь-
езным дефектом метода локальных вариаций является то, что он

использует чрезвычайно узкое множество соседних с данной траек-
торий. Б этом множестве может не оказаться лучшей, одна:ко это

не обязательно свидетельствует
об оптимальности данной тра- ;
ектории и может быть следст-
вием Toro, что алrоритм иссле-

дует не все возl\tl0жные вариа-

I\ИИ траектории. Пример по-

добноrо рода строится очень

просто; в задаче о вертикаJIЬ-

ном подъеме ракеты, подробно
описанной в 28, 29, ищет-
Ся скалярная управляющая

сl»Упнция и (t), О < и < и+, с цеJIЬЮ максимизировать Fo [и (.)]
(IHdCOTY В заданный MOl\tleHT вреl\tlени е=; Т) при заданном расходе

т

'l'IIIIJIIIIIII: Il (t)(/l = О,Н. !ТyCТJ. 11 I<ачестnе исходной траектории
..

б, J )("I't SI '1' JHH' IC'I'OjJИJl, IIоро'](даОl\1UН управлениеl\tl

t
D

f t'

Рис. 13.

_{
u+ при O<t<:O,8/U+,

и(t)- О при t>O.8/U+.

Torдa функциональная производная дP   \)]=wo(t) имеет вид,

Itачественно изображенный на рис. 13. (Этот rрафик, по существу.
IIЗЯТ из расчетов, однако, для БОJIьшей наrJIЯДНОСТИ утрирован:
IJ действительности колебания ш

о (е) на интервале О <: t < t}
значительно меньше, но соотношения типа d шо (t') < О,

ш
о (t") > ш

о (t') на rрафике СООТВf..,lТствуют действительной функ-
ции wo(t).

Рассмотрим мадые вариации управления, составленные из трех

изображенных на рисун:ке элементов.

т

условия О <и+ Ба< и+ и Ба (t) dt = О допускаI<Yl' толыю две

о

номбинации:

9.
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1. ЛокаJlьная вариация (1)+(2). Для нее

т

8Р
о
= ш

о (t) 8и (t) dt < о,

о

и она не уJlучшает данную трае:кторию.
2. Нелокальная вариация (1)+(3). Теперь

т

8Р
о
= w

o (t)8и(t)dt >0,
о

т. е. траектория очеВИДНЫl\tl образом неоптимальна, однако это

l\tl0ЖНО обнаружить только в том случае, если рассматриваются

нелокальные КОl\tlбинации вариаций управления. Нетрудно пока-

зать, что в данном ПРИl\tlере для любой вариации управления ло-

кальноrо типа

{
произвольна на интервале (t*, t'" + Н),

8и (t)
== о вне (t*, t* + Н),

rде t* - произвольно, а Н > О - некоторое не слишком большое

число, одновреl\tlенное выполнение условий
т

8и(t)dt= О и О <и(t)+8и(t)< и+

о

(7)

неизбежно приводит к

'l'

8Р
о [8и(. )J= wо(t)ш(t)dt<о.

о

Друrими словами, тривиально неоnтимальная траектория оказы-

вается оптимальной относительно неполноrо множества вариаций
управления (7). Но методы локальных вариаций (включая сюда
и метод беrущей волны) основаны на просмотре класса вариаций
управления еще более узкоrо, чем класс (7), и подобные ситуации
о:казываются для них тупиковыми: траектория перестает варьиро-
ваться. Тамм образом, СХОДИl\tl0СТЬ этих методов доказана быть не

может.

Сделанные выше утверждения нуждаются в пояснениях. Их

не следует понимать в том смысле, что методом локальных вариа-

ций нельзя получить решение вадачи: ведь дефекты этоrо метода

проявляются лИШь в определенных ситуациях; в принципе, на-

чав с иеRотороrо достаточно разумноrо начальноrо приближения,
можно последовательными локальными вариациями получить

траекторию, СRОЛЬ уrодво близкую :к ОПТИl\iаJlЬНОЙ, так и не столн-
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нувmись с ситуацией, в которой l\tlетод не работает. Tel\tl не менее

метод локальных вариаЦИЙ не является надежным, и, получив

стабильную траекторию, вычислитель должен подверrнуть ее

тщательному контролю, выяснив, в чеl\tl причина стабильности
этой траектории: то ли.дело в TOl\tl, что она близка к ОПТИl\tlальной,
то ли возникла тупи:ковая для метода ло:каJlЬНЫХ вариаций си-

туация.
Метод трубкu. Метод является упрощенным вариантом пол-

Horo l\tlетод вариаций в фаЗОВОl\t1 пространстве. Это упрощение

Ь
2 { x(ti )

X(tiJ ..

...-1

h,

ХО

Рис. 14.

еllнзано с Tel\tl, что в каждой точке tl сет:ка Sl не покрывает допусти-
мой области G (ti), а состоит ив небольшоrо числа точе:к, сосед-

них с точкой х (tj) данной опорной трае:ктории. НаПРИl\tlер, сет:ка

Sl l\tl0жет состоять из 2п+ 1 точ:ки (cXel\tla «крест»), или из 3" точе:к

(cXel\tla «решетка)) (рис. 14). Если неноторые из точе:к такой ре-
НIСТRИ выходят за пределы G (t{,), они, естественно, из S; исключа-

IUТСЯ. В остальном вычислmельная CXel\tla метода трубки совпадает
с общей схемой. Вычисляются числа ор{,+I/з для всеВОЗl\tl0ЖНЫХ

пар точек из соседних сето:к (ценой N (2п+1)2 ДJlЯ «:креста) или

N .321 для «решетки» элеl\tlентарuых операций), и l\tlеТОДОl\t1 динами-

I.IecKoro проrраl\tll\tшрования находится наилучшая сеточная трае:к-

тория; затем эта новая трае:ктория становится опорной для по-

строения HOBoro набора сетон Sl и т. д. Та:ктика постепенноrо

ИЗl\tlенения maroB h и 'L - та же, что и в l\tlетоде локальных ва-

риаций.
Вопросы обоснования этой вычислительной схемы в настоящее

nре IЯ остаются открытыми: в частности, не доказаны теорем»}
'.'aKoro содержания:
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1. Если некоторая траектория х (t) методом трубки не варьи-

руется (с учетом УПОl\tlЯНУТОЙ выше тактики измельчения шаrов

h и --с), то она удовлетворяет неоБХОДИl\tl0МУ условию оптималь-
ности - принциnу маКСИМУl\tlа.

11. Пусть х (t) - предельная траектория для последователь-
ности полученных методом трубни ОПТИl\tlальных траекторий
х (t, 1:17)' 1:1 > --С2 >. . . О, х (t, --С

р)
-

трае:ктория, на которой
остановился метод трубки при даННОl\tl шаrе вреl\tlенн6й сетRИ 1:17
и при h __ О (эта траектория берt-'ТСЯ в качt->стве исходной для

процесса с 't
P+1
= '1:1'). Torдa х (t) удовлетворяет принципу макси-

мума, т. е. является в пеРВОl\tl порядке стационарноii.
3аl\tlетим, что выше сформулированы относительно слабые ре-

зультаты: ясно, что от метода трубки, так же как и от всех практи-

чеСRИ реализуемых методов, нельзя требовать нахождения rло-

бальноrо минимума; l\tleTOA заслуживает внимания и может быть

использован, если для Hero стационарными траекториями (тупи-
ковыми ситуациями) являются действительно стационарные, удов-
летворяющие необходимому условию ОПТИl\tlаJlЬНОСТИ - прин-
ципу маКСИМУ1tlа - траектории.

Можно ли доказать подобные теоремы для l\tlетода трубки при
том беСХИТРОСТНОl\t1 способе построения сето:к, который показан

на рис. 14, или сетки следует строить с учеТОl\tl структуры области

достижимости для траектории ж==/ за малое время 't - неизве-

стно. Однако и КОНТРПРИl\tlера, анаJlоrичноrо КОНТРПРИl\tlеру для
метода локальных вариаций, насколь:ко известно автору, не по-

строено.

Сформулированные выше теоремы можно доказать, если

сетки S' строить слеДУЮЩИl\tl обраЗОl\tl: в окрестности х (ti) строится
сфера радиуса О ( --с) в пространстве {х}, и эта сфера покрывается
сеткой с шаrом h=O (1:2), содержащей, таким обраЗОl\tl О (--с-")
точек (вместо О (1:-2п) В полном l\tlетоде). Однако так()е упрощение,

по существу, трудностей фа:ктической реализации метода на сов-

ременных ЭВМ не снимает.

Метод лональных вариаций и релансационный
ltl е т о д. В [86] ltlетод понапьных вариаций был распространен на задачи

минимизации ФУНRционалов от ФУНRЦИЙ неснолъНИХ неаависимых перемен-
ных. Хорошо известно, что мноrие задачи матеltlатичесной фивики (нраевые
вадачи для уравнения Лапласа, для биrарltlоничесноrо уравнения и друrие)
ltloryT быть сформулированы либо нан задачи на минимум соответствующеrо

фУВRционапа, либо нан задачи с уравнениями в частных производных (эти
уравнения - Суть уравнения (Эйлера для вариационной формулировни).
Применителъно н та:киltl задачаltl ltlетод лональных вариаций состоит из двух

8леltlеН!fOВ.

1. Приближенное решение ищется в виде сеточной фУНRЦИИ, 8 Функцио-
пал заменяется соответствующей сеточной аппронсимацпей. наприltlер,
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фУIIкционал
1 1

(и;' + и )dx dу

о О

после выбора числа N и введения в квадрате О Х, у 1 равноltlерной сетl\И
с шаrОltl 6=1jN и сеточной фУНRЦИИ Uk,т=U (k6, т6) аппроксимируется
суммой

(8)

N-l N-l

 2{(Uk+l..п;-
Uk.ту+ ( Uk.т+l;- Uk.т)2}.

k=O т-о

(9)

2. Минимум сеточноrо фУНRционала ищется процеССОltl последовательноrо
11зменения вначений сеточной функции в увлах, причем реКОltlендуется тиnич-
нон для ltleTOAa локальных вариаций технолоrия: сначала делаются попытки
менять каждую переltlенную на заданную величину h, они продолжаются
(I\ИI(лически) до тех пор, пока приводят к уменьшению функционала. Затеltl
"0 же caltloe делается с шаrОltl h/2, и т. д. Если отвлечься от этой технолоrии,
"0 ltleTOA локальных париаций, по существу, совпадает с хорошо иввестным

pt'!Jta callиoппbloМметодом. Разница лишь в TOltl, ЧТО В последнеltl Сltlещение ЗН8-

1fОIIИН и,с, 7п
в узле сетки определяется решениеltlзадачи на минимум функцио-

IIOJIO, раССltштриваеltlоrо в этот ltlоltlепт как функция только одноrо переltlен-
Iloro Uk. ' I. Если функционал квадратичный, это Сltlещение леrко вычисляется

1111110. Длн (9) это приводит к известной итерационной Форltlуле (У - HOltlep
111'ОРnЦИИ) :

1
 .I - ('У+] L "+1 +

'11

+., ),,/(. '" 4 "k-I. 11. -, Uk. т-I Uk+l.m Uk,m+I. (10)

'l'nICICM n(\ltnl\.'M, вб.\ M{"I'O/\II - CyTI. J1CICOTOPldO пориаIIТЫ ltleTOAa покоординат-
IIBI'O I'IIY{ ICIIAJIII м 111111 МИ:lllI\И И (9). CJICAYOТ имоть D пиду, что на AaHHOltl этаПе

Of'IIOIIIII'" Illtоf)JJОМОЙ I1 рОIПОIIИИ подобных задач является не столько построе-
11110 "llflI'ОIССИМl\I ИИтино (9), СRОЛЬRО разработка ВОЗltlОЖНО более эффектив-
IIItIX м()тодоn МИПIIМИЗации. Создание новой техники минимиаации дает право

1'..IHtpl-lrrl, О ноnом мотоде решения задачи типа (8) - но лишь в TOltl, равумеется,

..Jly'IIII), uсли эта техника имеет какое-то преиltlущество по сравнению с уже
11:1I10с

r

rllljIМИ. R сожалеНИIО, в публикациях по методу локальных вариаций
(1IIBlrH1Mep, [41], [55], [56], [86]) нет данных, которые позволили"бы оценить

't'рудпоltПСОСТЬ расчетов и сравнить с эффективностыо cTaHAapTHoro релакса-
1,110HlIoro ltlетода. R тому же сам по себе релаксационный ltleTOA в настоящее
II,t('МЯ относится К числу наиболее слабых, и при достаточно больших N

(> :10) почти не употребляется. Вопросам ускорения процесса минимиаации
удuлялось большое внимание; с неRОТОЕЫМИ результатами по этому вопросу
M()1'1I0 познакомиться по работаltl [16], [50], [24]. Здесь отltlетим лишь очень

11'.OCTOe усовершенствование релаксационноrо ltleтoAa
- метод noследова-

IIU'JtbJloa сверхрела сации.После Toro как новое значение и1c  найдено ив усло-

IIIIH МИНИМУltlа фУНlЩионала. оно еще раз пересчитывается по простой формуле
u'II+l · - ыи"+1 + (1 - ы) u"k 1 < w < 2
k,m.

-

k,m ,7n' ·

)(JIJI задачи (9) (и некоторых ее обобщений) теория выбора оптиltшльноrо значе-

)llfH параltlетра релаRсации
(А) построена, и известен эффект этоrо способа уско-

11C,.IIIЯ (Cltl., наприltlер, [16], [50]). Так, для (9) разница ltlежду V-ltl приближе-
IIIICM и" и решениеltl (точкой минимума (9» стремится к нулю как

11 -О (1/N2) ]". Сверхрелаксация с оптиltШЛЬНЫМ (А)
приводит К существенно

(iOJloe быстрой сходимости: [1-0 (1/N)]". Метод сверхреЛaRсации часто упо-
"r fiляюти в теоретически неисследовапных ситуациях, назначая w в диапа-
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зоне. например, 1,5-1,7, и уточняя (В случае ltlaCCOBblX расчеrrов) значение w

экспериментально. Неоднократно отмечалось заltlетное (В несколько рав
по сравнению с обычной техникой релаксационноrо ltlетода) СОRращевие числа
итераций, обеспечиваIОЩИХ заданную точность.

* 17. в-метод БаJlaRриmН8на

Метод, описание KOToporo будет дано ниже, предложен пока

ДЛЯ очень частноrо класса задач, и ero фактическая реализ-ация

приводит к довольно оrРОl\tl0ВДКИМ и трудоеl\tlКИl\tl вычислеНИЯl\tl.

Однако он заслуживает внимания, тем более, что ero становление

содержит поучительные МОl\tlепты; НИiке они будут особо подчерR-

нуты.

Итак, раССl\tlатривается задача КJlассическоrо типа:

mjn F [и( . )]
и (.)

(1)

на трае:ктории системы

x=.f(x, и), х(О)==Хо, O<t< т, (2)

при заданных УСJIОВИЯХ на нравом :конце

х (Т) == X1 . (3)

"УСJIовие и(t)E и -отсутствует.
Основу метода состаВляет отказ от точноrо выполнения диф-

ференциальных связей (2), и поиск l\tШНИl\tlУl\tlа ПРОИСХОДИТ в про-

странстве функций {х ( .), и ( .)}, рассматриваемых теперь как

пезависимые арrУl\tlенты задачи. Решение задачи осуществляется

минимизацией фун:кционала
'l'

Р.[и(.). х(. )] == Ро[и(.). х(. )J+ Ix-/(x. иH2 dt. (4)
о

причеl\tl на х (t) накладываются условия: х (О)=Хо , х (Т)=х1,

в > О - достаточно малое число. Поскольку в этом l\tleTOAe х ( .) и
и ( .) - равноправны, естественно ИВl\tlенить стандартные обозна-

чения для ФУНlЩионалов и включить х ( .) в число функциональных
apryl\tleHToB. Мы не будеl\tl обсуждать вопросов обоснования ме-

тода, т. е. докавательства Toro интуитивно очевидноrо фа:кта, что

при достаточно l\tlаЛОl\tl Е решение задачи (4) сколь уrодно близ:ко

аппроксимирует решение исходной задачи. Нас будет интересовать
вычислительная сторона вопроса. Прежде Bcero заl\tlетим, что идея

перехода к (4) не нова, и если бы все дело было в ней, не было бы

никаких оснований считать Балакриmнана автором метода. Дело
в том, что сам по себе переход к (4) еще не образует метода, вычис-

лительный метод появится лишь тоrда, коrда будет построен эф-
фектиnныIй метод поиска м'Ипиl\tlУl\tlа фУНlЩионала РЕ. В работе
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[78] предлаrается искать решение {х (е), и (t) J в форме конечных

CYMl\tl по подходящей системе функций. Например.
р

и(t)=  (aksin1m +bkCOS"'lt ) .

k=O

q

x(t)= Хо+ (X1
- Х

о) + c
k sin k'lt .

k=l

(5)

Jlосле этоrо функционал (5) становится функцией конечноrо числа

lIOpel\tleHHblX {ak , bk, C
k }k8 ОбознаЧИl\tl совокупность napal\tlf..,lТpOB

{ak, b
k , C

k } через а; размерность вектора а есть, очевидно, 2рт+
-I-qп, rде r - размерность управления, п - равмерность фазы х.

Итuк,
F. [Il ( · ), х ( · ») = Ф (а). (6)

UДI18IС() и СВf'Д{'IIИО nаРИ81 ИОННОЙзадачи (1)-(3) 1\ конечномерной
:НIДltЧU МИIIИl\1изаI ИИФ (а) еще не дает метода, поскольку поиск

МИIlИМУl\1а (IJ (а) оказывается чрезвычайно трудоеМRИМ и большие

:lltTpaTbl машинноrо вреl\tlени приводят 1\ довольно ненадеж-

IIJdM результатам. Причины этоrо подробно обсуждаются в 25,
адвсь ,"не заметим только, что при очень малом Е в функционале (4)
(){II(OIIIlYIO роль иrрают невяз:ки х-/ (х, и), на фоне которых «те-

I)JIP'I'( H)) исходный подлежащий l\tшнимизации функционал РО8

(){IIlОIIIIОЙ целью процесса поиска МИНИМУl\tlа Ф (а) является мини-

I\Illаlll ИЯ 1I х-! (х, и) 11, и лишь после Toro как эта величина более
IIJIИ менее МИНИl\tшвирована, принимается во ВНИl\tlание значение

"',.. Друrими словами, определяемая :КОНСТРУRцией (4) функция
{I» (а) о:казывается очень неrладкой, и для нее не удается построить
а.l){})ективный процесс МИНИl\tшвации. Иl\tlенно с этим обстоятель-
{ 'I'JIOl\t1 связана та довольно сложная и rРОl\tl0ЗДRая :конструкция
IIOMCKa l\t1ИИИl\tlума Ф (а), которая опирается на обширную инфор-
ма Itию, включающую не только значения функции Ф (а) И ее ПРО-
IIаnодных, но И значения производпых отдельных составляющих

{I» (ц) :компонент.

11менно построение этой специализированной техники миними-

ааl ИИФ и является основным ориrинаЛЬНЫl\tl l\tl0MeHTOl\tl, позволяю-

II ИМсвязывать метод в целом с именеl\tl Бала:кришпана.
Jla отрез:ке [О, Т] вводится сетка t}, t

2, ..., tN И определяется
Ilt I\TOp неВЯЗ0К:

h,(a) == x(tl)-j[x(tl ). и (t,»). i= 1,2,..., N, (7)
11 (IIУНКЦИЯ Ф(а) определяется аппронсимацией (4)

N

Ф(а)=:Fо[х( · ). и(. )] -+-   hi(a)r.
i=l

(8)
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Если коннретно РО определяется, например, формулой
т

р
о [и ( · ). х ( · )] =: Ф

О [u(t). x(t)] dt

о

(9)

с заданной ФУНRцией Ф() (и, х), то интеrрал зам:еняется той или
иной аППРОRсимирующей суммой.

Основной ЦИRЛ процесса минимизации Ф (а) состоит ив сле-

дующих операций:
1. Имея некоторое приближение а, вычисляем значения РО ,

 ;,(а), i=1,. .
.,

N. Заметим, что трудоемность этих вычислений

примерно равноценна однократному численному интеrрированию
системыI x=f.

2. Обозначим Z (а)= {Fo' hl' "h2 , . . ., hN (а)}, и вычислим мат-

рицу

дZ
_ {

дFо дh1
дhN

)да
-

да
r da'... ,

да
· (10)

Размерность вектора Z есть Nп+1, следовательно, объем па-

мяти, необходимый для запоминания Zr;(' исчисляется (Nп+1) х
Х (2pr+qп) ячеЙRами и достаточен даже в простыIx задачах.
Вычисление матрицы Zcx осуществляется численным дифференци-
рованиеltl, что требует (2рr+qп)-Rратноrо вычисления вектора Z

с варьируемыми последовательно компонентами а и «ст6ит»,
таким образом, (2рr+qп)-Rратноrо интеrрирования системы x=f.

3. Задача минимизации Ф (а) линеаризуется в ОRрестности
данной точки а, и следующее значение а ищется в форме а+о а,
а для 8 а имеем задачу минимизации Rвадратичной формы

{
N

}дF 1 дh. 2

ш  nРО (а)+ да

О ш+ -;- f; lhi (:х)+ д: oo . (11)

Решение этой задачи может быть осуществлено методом сопряжен-
ных rрадиентов (см. 51), или, если позволяют возможности

u ....

машины, решением системь] линеиных уравнении

N

дFо +1-  (h.+
дh;, 8а дhi

)==о
.

1 2 (2 + )2 да. е
I да

·

да.
· J == . .... J pr qп ·

J
;'=1

J
(12)

4. Вычисляется новое значение а: = а+8 а, и далее процесс

повторяется до получения необходимой точности.

3..а м е ч а н и е 1. Включить в алrоритм учет условий на

управление типа, например, ер (и) -< О, фазовых оrраничений
G (х) -< О, и оrраничений общеrо вида R (х, и) -< О, в принципе,
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можно двумя способами: либо метОДОМ штрафных фуннций, исна-

аив фуннциоиал Fo штрафной добавной:
т

Ро=Р
о +"'!- r

[R+(x, и)12dt,
еl .\

о

(13)

1
rде R+=="2 (R + I R 1), а 8}

- достаточно малое число, либо введя

аналоrичный вектору неВЯЗ0Н hi (а) вектор условий Т' (а) == R [x(ti ),
Il (t j )] < О, после чеro задача (11) осложняется условиями:

+
дт,  O 1 2 Nrj (а) да

О!Х ,i == , ,..., · (14)

J lсрвый способ не требует никаКIIХ изменений в алrоритмической
схс:ме, однано 011 противоречит основной идее метода: формальное
ПНСДСIIИС нонструкций типа (13) портит дифференциальные свой-
( 'I'lIaМИIlимизируемой функции Ф (а), и, если не принять' специаль-
1I1.IX l\1ep, делает метод неэффективным. Второй способ вполне укла-

Д'" ваотся в общую идеолоrию метода, но приводит к увеличению
of)"JOMfi матрицы влияния (трудоемность ее вычисления, однано,
II() ( YII,f'CTnY, 110 МСIIl1ется) и осложняет процесс определения 8 а

ItC"II.'IIlI.'M al'I "11'1 1111 УС.JI()ПI11.IЙ МИIIИМУМ (11)-(14); сведение к си-

C"I'.'M.' .IHlIl.,i\III.1 Х У рllllll.'llиii (12) Yjl O, в частности, не проходит.
:1 '1 м с' '1 .. If 11 с' 2. 111.11110 д.JIН II})Oc.rO.J'I.1 МI)I использовали в ко-

11."1111.1 JНIДI. Х (fi) б.l:1ИСIIIJС  )УНJ(ЦИИsin х, cos х; разумеется, это

11.. .aIJlal'IIO ( eYIl{CCrrDOM дела, и в конкретных задачах, характер

p.'III.'11 ий I O.J'Opl)IX J nчественноизвестен, MoryT быть выбраны на-

IIf)H.'IOC подходящие баsисныIe ФУНКЦИИ, что позволит решать за-

ДII'IУ с uобольшим числом их. Возникает и вопрос о разумном

.',О""I'поmеIIИИ размерности аппроксимирующеrо пространства
('11'1CJlfi членов в суммах (5» с числом точек сетки N.

IJ работе [78] приведен пример решения описанным выше мето-

Д.Н'I следующей задачи: найти min Т на траектории системы
т, и (.)

х
1
= Т [/ (x

1
, х

2
) - g Sill и], х2 = Тх1 sin и,

х(О)==Хо' x(1)==X1 .

O<t< 1;

3а 8 итераций в 11 секунд на CDC-6600 было получено стабиль-
IIПО решение. Точность выполнения уравнений х=/ была пронон-
тролирована интеrрированием задачи Коши с найденным и (t)
11 оказалась ХОРОПIей. Если бы такой же нонтроль был проведен
11 n расчетах [771, их ОПIибочность немедленно обнаружилась бы.
В [781 не приведены значения р, q, N. Вид / танже не сообщается,
11 расчет не удается повторить друrИ 1методом.
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18. Метод проекции rрадиепта

Задача оптимальноrо управления, сноль бы ни была она

сложна, часто допускает очень простую и изящную формулировну:
найти точну фуннциональноrо пространства и из условия

min F
() (и), (1 )

иEg

rде Q
- неноторая область фуннциональноrо пространства, а РО

-

функционал, дифференцируемый по Фреше. Производную Fо

обозначим, как обычно, через lVo . Тоrда:

Fo(и+oи) Fo(и)+(lVo'oи)+O(lloиI1
2
). (2)

Для реПlения задачи (1) давно предло}кен и обоснован (при опре-
деленных предположениях, обсуждать которые мы здесь не ста-

нем) метод проекции rрадиента. Он представляет собой алrо-

ритм построения минимизирущей последовательности точек и.

Пусть Иl\lеется некоторое u
k

. Тоrда в качестве следующеrо прибли-
жения берется точка

и
k+1 == Pg (u

k
- 8ш ). ( 3)

Здесь 8 - скалярный параметр, Пlаr процесса, lV - rрадиент

РО (и), вычисленный в точке u
k

, И, наконец, Рр, - оператор про-
ектирования на множество Q. Сама операция Pg, определяется
очень просто: для вычисления Pg (z) требуется решить задачу

нахождения
min 11 у - z'll = II.z* - z 11,
gEg

и тоrда, по определению, PQz z*. Для Toro чтобы алrоритм был

полностью детерминирован, осталось уназать способ определе-
ния s. Но это уже совсем несложно: определим однопараметри-

ческое семейство точек и (s)=Pg (uk-sw:> и решим задачу одномер-
ной минимизации

(4)

min F
o [и (8)] =ро [и (8)].

в

(5)

Попробуем использовать эту общую схему в задаче оптимальноrо

управления. При этом встретятся определенные трудности, свя-

занные с фактической реализацией таких принципиально неслож-

ных операций, как, например, проектирование.

Итак, рассмотрим задачу: найти

min Fо [и ( · )] (6)
при условиях

1)
2)

3)

х=!(х, и), r(x)=o,
u (t) Е и, t Е [О, Т].

Р. [и ( · )] = О, i == 1, 2, . .
.,
т.O<t<To, (7)
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13се фуннциопалыI Fi будем полаrать дифференцируемыми в смысле

(.I)peme. Прежде Bcero заметим, что есть по Нр8Йпей мере два спо-

еоба формулировать задачу (6)-(7) в виде (1).
1. В качестве элемента u абстрантной постановни задачи (1)

r.IОЖНО взять измеримую вектор-фупнцию и ( .), а множество Q

IН)Iделяется условиями: и (t) Е и при всех t и Fi [и (.) ]=0, i==
===1, 2,. .

.,
т. При этом коннретные формулы, определяющие Fi

'Iерез и (.). содержат еще и фазовые I\оординаты х (t), однозначно
определяемые нраевой задачей {х=== /; r (х) ===0 }.

Вычисление производной BFo [и (.)]/дu (.)=ZDo (.) осуществля-
 тсяизвестным образом и особых трудностей не содержит. Сложнее
(., проектированием. Оно сводится при фиксированном значении

lIарнметра s к следующей задаче: найти

т

min  V(t)-иk(t)+sw (t)lrdt
fl(.) о

(8)

Ilpll условиях

v (t) Е и при всех t Е [О, Т],

Fi [v ( · )] = О, i == 1, 2, . .
., т,

(9)

(10)

IIIH1
1
1."\1 .)'HPl\ly,IIM ДJIJI 1"4 ( ОД('J1jIН1'1' 4):taoDlde координаты Х, СВЯЗ8Н-

11'.'.' . 11 HI)lI( IIHii аllдll'IОВ {X f (.r., Р), r (х) =- O}. Таким образом,
11 ре t.' 1"I'lllle »111111 ИО . t IHlaU.'1 ОС.. парИUI,ИОIIIIОЙ задачей, отличающейся
0'1' И( .Х()ДII()Й  j'O.1ILJ(O DIJIраjj(ением для минимизируемоrо Функцио-
11I1.r.,l.  )rrnЗПДНllа в общем случае ничуть не леrче исходной, а если

.-11'" учесть необходимость неОДнократноrо решения ее с разными s

HJIJI определения Пlаrа процесса S, то едва ли здесь можно ro-

lаНрИ1'1> О kaKOl\{-ТО продвижении в приближеПНОl\l решении задачи.

( I'()J1ce наоборот, приближенное решение задачи оптимальноrо
, u

Уllравления сведено к последовательности задач такои же, при-

M.'IHIO, трудности.
2. Второй способ интерпретировать задачу (6)-(7) как аб.

.'.'1' раl(ТНУЮ задачу (1) состоит в том, что элементом u формулировки (1)

..,llитается пара функций {и (.), х (.)}. в этом случае rрадиент Fo

l'I.I(lисляется элементарным варьированием определяющей ero

:llIа'lение формулы. Так, если

т

Р
О [и ( . ), х ( . )l == ф [х (t), и (t)l dt,

о

'.'() l'радиент есть

w(t)={Фе[х(t), и(t)], Фll[х(t), и (t)]}.
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Множество Q в пространстве пар функций {и ( · ), х ( · )} выделяется

условиями:

:i; - f (х, и) == О; r (х)= О; и (t) Е и, Fi [и( · ), а: ( · )] = о.

в основу дальнейшеrо будет положев первый способ, хотя пекото-

рые алrоритмы (они будут описаны) основаны на втором. Выше

мы убедились, что проентирование на Q практически осуществить
не удается. Однако можно построить алrоритм, основанный на

проентировании не на Q, а на некоторое мпоrообраэие, которое

условно можно считать касательным к Q в точке и. Речь идет о сле-

дующем: линеаризуем задачу D окрестности данной точки и и

построим метод проекции rрадиеита для линеаривованной задачи.

Пусть ш, (t) - функциональные производные входящих в задачу

функционалов Fi [и (.)], i=O, 1,..., т. Будем искать вариацию

управления 8и ( .), решая вариационную вадачу: найти

т

min ! Swo(t) + 8и(t)rdt (11)
 o(.) о

при условиях

8и(t) Е и(t), (12)
т

F1[и(. )]+! w,(t)8и(t}dt=O, i=1, 2'...' т. (13)
о

Здесь, кан обычно, ои (t) - некоторая онрестность точки и (t),
ПРJlчем из  u(t) Е 8 U (t) следует и (t)+ и(t) Е и. Кроме Toro,
8 и (t) должна обеспечивать .нужную точность линейноrо п.рибли-
женин и обладать свойством полноты (подробнее см. 20). Заметим,
что вместо условия (12) можно было бы использовать и более про-
стое, не требующее дополнительных построений, условие

и(t)+&l(t)E и, (12*)

ПОС1{ОЛЬНУ необходимую малость вариации 8и (t) можно обеспе-
чить соответствующим выбором параметра s. Мы предпочтем яв-

ное введение оrраничивающих оu (t) условий типа (12). Это свя-

зано с используемым в дальнейшем алrоритмом решения задачи
(11 )-(13); не исключено, что, используя друrие алrоритмы,
можно заменить (12) .на (12*). Кроме Toro, нам будет удобно заме-

нить мипимизируемую форму (11) на эквивалентную

р

min {wо (t)8и(t}+-/sl3и(t)r}dt.'1-'(.)
о

(11*)
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Задача (11)-(13) в припципе решается, и возможный алrоритм
ее решения не так уж сложен, однано сам метод в целом уже не

И lееттой степени обоснованности, которой обладает метод проек-
ции rрадиепта в точной постановке: ведь мы не учитываем связан-

ных с нелинейностью задачи величин, имеющих формально поря-

дон О (l18иI12). СлеДУIощие простые теоремы содержат «rрубое
обоснование» метода, oCHoBaHHoro на линеаризации.

Т е о р е м а 1. Пусть управление и (.) допустимо, т. е.

Fi[u (-)]=0, i=1, 2,. .
., т, u(t) Е и при всех t, и пусть решение

аадачu (11)-(13) 8u* (t):ftO. ТО2да ш* ( ) есть улучшающая ва-

риация управления в том CJН,ь сле, что

р

1) 8Р
о [3и-(. )]= i wо (t)3и-(t)dt<О.

о

3)

и(l) + 8u
lt

(t) Е и.

т

8F,[Щ-(' )]= i w,(t)8и-(t)dt=о,
о

i == 1, . .
.:
т.

2)

Доказательство. Так как функция 8ii(t) == 0 удовлетворяет
УСJlОllИЯМ (12), (13) (ведь, по предположению, Fi

= О), ТО

Т Т

{Шо8и- + 2

t

s  3и- }dt< {юо8и+2  M }dt=O.
о о

СJlсдопательно,
т т

i юо (t) 8и- (t) dt< - ri-- i 118u- (t) 112 dt< о.

о о

Следующая теорема утверждает, что если при решении вадачи

(11)-(13) будет получена вариация 8и*(t)==0, то данная траен-
тория {и (.), х (.)} удовлетворяет принципу максимума.

Т е о р е м а 2. Пусть траектория {и (.), % (.)} допустима
(ut. е. Fi [и (.)]=0, i==1,..., т; u(t)EU} и nе удовлетворяет
припципу максимума. ТО2да решение аадачи (11)-(13) 8и* (t) O
11 является улучшаюи;ей вариацией управления.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неrативная формулировка прИН-
I ИПnмаксимума (5.2) утверждает, что при сделанных предполо-

il'. IlИЯХсуществует улучшающая вариация управления 8а (t) Ot
'1'. о.:

1)

т

w
o (t)8a(t)dt< о.

о
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2) и(t)+8a(t)E и.

3)

т

W,(t)8a(t)dt=O,
о

i = 1, . .
., т.

Вариация 8а (t) удовлетворяет условиям (12), (13). Используя
еще стандартное предположение о выпуклости и, можно утвер-

ждать, что и f.L 8а (.) удовлетворяет (12), (13) при любом О [J 1.

Тоrда при достаточно малом f.L

т

{WotJ-8ii+ 2 fJ'2 8ii 11
2} dt < О,

о

и, следовательно,

т т

{Шо
8и* + 2 118и*  2}dt ! {tJ-Шо8ii + tJ-2 2 118ii 11

2} dt < О,

о о

Т. е. 8и* (t) ?/=- о.

Теперь остался вопрос об алrоритме решения задачи (11)-(13).
На первый взrляд и здесь нет никаких проблем, такой алrоритм,
притом сходящийся со скоростью rеометрической проrрессии,
в сущности, давно известен. Это - алrоритм решения задачи

cTporo ВЫПУRлоrо проrраммирования (см. 42). Основанием для
ero применения служит

т е о р е м а 3. Пусть а- вьzпУ1'iлое .множество в пространстве

uа.мерu.лtых фуu цuй8и (t), определяе.мое условие.м 8и (t) Е 8и (t) при
всех t (Mbz cч;uтае.м 8U(t) выпук.ль1,М при каждо.мtЕ[О, TJ). Пусть
тело Р в (т + 1 )-.мерuо.м простран..стве - образ а в отображенuu

т

ЕО=! {wo(t)8и(t)+ 2 118и(t)/12}dt.
о

т

Ei = F
i [и ( · )] + Wi (t) 8и (t) dt,

о

i == 1, 2. . .
.,
т.

Тоеда НUЖНЯЯ ераница me.lUJ, Р есть ераница строео выпуп.лоео

тела. Точный аналитический СМЫСЛ этоrо утверждения состоит

в следующем: для JIюбоrо вектора g== {1, gl' ..., gm}' min(e, g)
ЕеР

достиrается в единственной точке. Друrими словами, rиперпло-
екость G, ортоrональная g, может быть опорной R нижней rpa-
нице Р только в одной точке.
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д он а 3 а т е л ь с т в о. Вычислим (е, g) через 8и:

Р т

(Е. к)= {w(t)8и(t)+ 2  8и(t) 2}dt+  Kop,[и(.)]. (14)
О -==1

tn

l"'де w(t)== giWi(t). lVIинимизация по 8и(.) интеrpала сводится
i=O

К минимизации подынтеrpальноrо выражения в каждой точке t

J[езависимо от остальных значений.

IITaK, следует определить

min {ш8и+2  8иIl2}. иEди

1
110 минимум ВЫПУЮIой вниз функции w Оll_+ 28 118и 112 на выпуклом

Мllо,нестве 8и достиrается в единственной точке. В самом деле,

IlреДllОЛО,КИВ достижение минимума в двух разных точках, ои} и ои2 .

MI.I IIРИХОДИМ К противоречию, так как в силу выпуклости ои отре-
a()ft лоиl+(1-л)8 ,О<л<1, принадле,кит 8и, а в силу выпу-

1
I'JIОСТИ nниз фУНКЦИИ woи-l- 2s IIoиl1

2
, ее значения на упомянутом

O'I'poaHO MCIII.IIIC IIпиБОJн.шеl'О из значений на концах отрезка. Таним

etft(Hla01\t сtll(tОДОJIJIОТСJI СДИIlстnеllllаJI (РУНКЦIlЯ ои (t). МИНИМJIЗИРУЮ-
11'1111 (е, g). (III)UНдl1, UTy (j)Уlll(ЦИlО MOiltlIO 11рОИ3DОЛЬНО изменить

110 MII()I(UCTIJO меры IIYJlL. но это совершенно несущественво, точка е
()'I'  тoroне изменится.) Теорема доказана.

()бозначим через е (с) точку минимума ( . g) при е Е р

(е (g). g) == min (е. g) или е (g) == arg min (е, g). (15)
еЕР ЕЕР

 Jё'дача (11)-(13) может быть сформулирована следующим обра-
аОI\l: найти в Р точку (и ее прообраз в а) вида ле с минимальным

:llIilчением л (е= {1, О,. .
., О} - вектор в (т+1)-мерном простран-

cTne). Как известно (см. 42), эта задача эквивалентна супеРПО8И-
I,ИИ задач на безусловный энстремум:

тах {min(e, g)}.
(g,e)=l еЕР

сJJункция Ф(g) == miп(Е, g) в данном случае леrко вычисляется,
еЕР

рПllНО как и точка  (g)при любом заданном векторе g. lVIаксими-

:Нtl ИЯ Ф(g) может осуществляться :методом подъема по !'радиенту:
Ilнреход от вектора g R следующему вектору g' осуществляется по

CI)()fJMYле (см. 42)
g' = g + s (g); (g) = (g) - е (E(g). е).

(16)

10 Р. п. ФедореНI\О
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а mar процесса S определяется решением одномерной задачи

шах шiп (е. g+ B (g».
. ееР

Эта задача леrко решается с любой необходимой точностью. Под-
робно на этом мы не останавливаемся, тан кан все эти элементы

алrоритма входят в применявшийся в расчетах метод решения
задачи (11)-(13) и описаны в 49. Хотя сходимость алrоритма
доказана, попьuка использования ero в прантических расчетах

оказалась неудачной ив-за крайне медленной сходимости. Этот

вычислительный эксперимент подробно освещен в 49. Именно

поэтому реализация метода проекции rрадиента потребовала со-

здания .специальноrо алrОРИТl\rlа, работающеrо HaмHoro быстрее.
Правда, он (см. 9 49) дает не точное, а лишь приближенное реПlе-
ние задачи (11)-(13), но точное нам и не нужно, так как И 1опре-

деляется лишь вариация управления. Этот алrоритм, по существу,
близок к используемому в методе последовательной линеаризации
алrоритму решения задачи линейноrо проrраммирования. Кстати,
при 8=00 задача (11)-(13) переходит в задачу линейноrо

проrраммирования, решение которой определяет вариацию уп-

равления в l\leтоде последовательной линеаризации (  19,
21, 48).

Таким образом, задача (11)-(13) оказалась не столь уж про-

стой, и хотя общая идея метода проекции rрадиента сформулиро-
вана очень давно, ее реализация применительно н достаточно об-

щей задаче оптимальноrо управления осуществлена, видимо,

впервые в работе автора [96]. Решение конкретных задач описано
в 34, 37.

Однако для частных классов задач метод проекции rрадиента
был предложен HaMHoro раньше. Эти частные классы выделяются

тем, что задача проектирования, аналоrичная задаче (11)-(13),
оказывается более простой и решается привьlчныии вычислитель-
ными методами. Можно выделить два класса таних задач.

3 а д а ч и к л а с с и ч е с к о r о т и п а. Так мы будем
называть задачи, в постановке которых отсутствуют условия-

неравенства, а именно: нет оrраничений па управление и (t) Е и,
которые обычно И lеютвид системы неравенств epJ(U) О, а до_

полнительные условия имеют вид Fi [и (. )]=0, i=1,..., т

(исключаются условия вида F, О). В ЭТО fслучае проектиро-
вание сводится к определению

r

min {wо (t)8и(t) +2 D8и(t)lr} dt,
 M(.) О

(17)
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IlрИ условиях
т

Р.[и(. )] + w.(t)aи (t)dt= о,
о

i = 1, 2, . .
.,
т. (18)

Задача Л8rnо решается методом ЛаrраПЖ8
т

 ll(t)= -8w
o (t) + Л'Wj (t).

-=1
(19)

l\1ножители А, находятся после подстановки (19) в условия (18)
решением системы т линейных алrебраических уравнений.
Про с т е й m и е н е к л а с с и ч е с к и е з а Д а ч и. Тан

:мы будем называть задачи, в которых есть условия-неравенства

llЕ и, но нет дополнительных условий Fi=O, i=1,..., т.

IJ ЭТОМ случае определение 8и (t) сводится н задаче отыснания

р

min {шоаи+2 laиr}dt. o(.)О

(20)

IIрИ условии

ои (t) Е U(t) при всех t. (21)

11 J)()UI 1'ИРОПnllие в функциональном пространстве здесь рас-
II\СIIJlяется па независимые (при разных t) задачи проентирования
п ((ОIIСЧJ.lомеРНОl\1 пространстве:

.

min {wO(t)aи+2   Ir}. oE C7(t)
(22)

I3 прикладных задачах rеометрия области и обычно крайне
"роста, и определение 8и (t) из (22) можно считать 9лементаРНЫl\f.
11 ниболее частый в приложениях случай области и - пртfО-
у I'ОJIЬНИК в т-мерном пространстве (r - размерность и)

иЕ и: и- и(t)<и+, (23)

" ,и" - заданные r-векторы; (23) следует понимать как систему r

Ile'paBeHCTB для Т компонент и. Б этом случае явное решение (22)
.llc'rl{O выписывается (см., впрочем, 45).
Пар и а н т ы. Метод проекции rрадиента настолько есте-

e I'BCll, ЧТО предлаrался мноrими авторами не8ависимо друr от

Hpyra. Иноrда эти предложения отличались только фОРМОЙ описа-

IIIIЛ, иноrда
- деталями, не имеющими, видимо, принципиальноrо

аllatчения. Полезно указать, хотя бы в общих чертах, эти внешне

Ilс.аJlичпые варианты метода.

10.
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Метод условноео 2радиеnта (для задачи класСичеекоrо типа).
Вариация управления 8и (.) находится, нак решение задачи

т

min w
o (t)8и(t) dt. (24)

 и(.)
о

при условиях
т

Fj [и( · )] + ш" (t)8и (t) dt= О.
о

i = 1, . .
., т, (25)

т

 8и(t)rdt= 5'2.

о

(26)

Задача решается методом Лаrранжа и приводит к конструкции
типа (19) после решения той же самой системы т линейных алrеб-

раических уравнений. Задачи (17), (18) и (24)-(26) зквива'лентны

и отличаются лишь способом введения шаrа s. Друrими словами,

ыIждуy параметрами s, входящими в эти задачи, можно установить
такое соответствие, при «отаром обе дают одну и ту же функцию
8и (t). Проверку этоrо факта предоставим читателю.

Метод .минимальной поправки (для задач классическоrо типа).
Вариация управления ищется в форме 8и (t)=-Swo (t)+v (t)t
rде v (t) - поправка, компенсирующая вызванные вариацией
-Swo ( ) нарушения дополнительных условий; эту поправну,
естественно, следует взять минимальной. Таким образом, при-
ходим к следующей задаче для определения v (t): найти

т

min 11 v (t) 112 dt (27)
f}(.) о

при условиях

т

F.[и(. )1+ w.(t)[-Swo(t) + v(t)]dt =0.
о

i == 1 t . . .,
т. (28)

Задача (27), (28) эквивалентна задачам (17), (18) и (24)-(26),
в УRазанном выше смысле.

Gradieпt-Restoratioп AIgorithт [52], [53] (для задач класси-

ческоrо типа). Разработанный в последние rоды, метод основан

на втором способе интерпретации задачи оптимальноrо управле-
ния как общей задачи математическоrо проrраммирования и

внешне существенно отличается от приведевных выше форм метода

проекции rрадиента. Однано, кроме формальноrо отличия, здесь
есть и неноторое отличие по существу, влияние KOToporo на алrо-
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ритм решения собственно задачи оптимальноrо управления мы

еще обсудим. Метод ориентирован в основном на задачи, в кото-

рых функционалы F
i [u(.), х(.)], определяющие дополнительные

условия, сформулированы в терминах значений х (Т). Таким об-

разом, исходная вариационная задача предполаrается имеющей
следующий вид: найти

т

min f(x. и)dt (min Fo[x( · ). и( . )]) (29)
:Х;,и

о

при условиях

x=:=f(x. и). х(О)==Хо, х(Т)=Х}- (30)

Такую форму имеет большое число ПрИКЛ8ДНЫХ задач. Впрочем,
Ilетрудно обобщить метод и на более общий случай. В частности,
lIe обязательно, чтобы при t=O и при t= Т были заданы все значе-

пия компонент вектора х. РеПlение вариационной задачи и здесь

представляет собой построение некоторой последовательности
траекторий {u(.), х(.)}, причем условия х=! (х, и) предполаrаются
ПIilполненными (с необходимой точностью) ЛИПIЬ в конце реПlения

аадачи. Стандартный шаr процесса состоит n переходе от некото-

рой траектории {u(.), х(.)} к следующей {u(.)+ 8и(.), х(.)+
., ох ( · ) }; ОСПОDНОЙ ero элемент - это построение вариации
{ 811 ( · ), ох ( · ) }. Вары руемаятраентория {и ( · ), х ( · )} может либо

УДоплетворять (с заданной точностью) условиям (30), т. е., напри-

мор,
т

Ilx- Нх. и) dt<:6.
о

(31)

и тоrда работает rрадиентный элемент алrоритма, либо условие
(:11) нарушено, и тоrда работает восстанавливающий элемент алrо-

ритма (Restoration Phase).
Рассмотрим первый случай. Итак, условие (31) выполнено,

и nариация {8и ( · ),  x( · ) } имеет целью уменьшение значения мини-

l\Iизируемоrо функционала Fo . Для этоrо задача линеаривуется
в окрестности траектории {и (.), х (.)}, ЧТО приводит К следующей
аадаче*) для {8u (. ), ох ( · )}: найти

т

min { [t]8х (t) + f [t] щ (t)} dt
 и, x

О

(29.)

*) Кви обычно, мыI ИСПОЛЬ8уем обоанвчения:

I [е] = I [а: (t), и (t)).
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при условиях

d ох

{dX }dt-/х [t]ОХ-/и [t]8и=- ж-/[t] f

ох(О)==О;  x(T)==O.
(30

Й

)

Нроме Toro, добавляется условие, оrраничивающее величину
вариации некоторым: малым: числом S

т

8а (t)]2 dt < 82.

о

(32)

Задача (29*), (30*), (32) может быть решена тем или иным спосо-

бом. В работах, развивающих этот подход, выписывается необ-

ходимое условие экстрему:ма (предполаrается при этом, что
невязни х-! [t] их (О)-Хо, х (T)-X1 препебрежимо малы в соот-

ветствии с (31), поэтому соответствующие члены просто иrнори-

руются). Это необходимое условие, нак известно, имеет форму
краевой задачи для системы 2п (п - размерность х) обыкновен-
ных дифференциальных уравнений: н уравнению в вариациях

(30*) с 2п Rраевым:и условиями добавляется еще сопряженная
система

- -J:LtJ ф=JOz[t]. (33)

и ураВIIение принципа маRСИМУl\lа, связывающее в каждый 1\10-

мент времени значение 8u (t) с ох (t) и Ф (t) и позволяющее в данном

случае однозначно выразить ои (t) в виде линейной формы от ох (t)
и ф(t). ТаRИМ образом, дело сводится к решению нраевой вадачи

для системы уравнений с 2n неизвестными ох (t), Ф (t), причем п

условий (ох (0)=0) задапы при t=O, п - при t= Т (ох (Т)=О).
Определение ои (t), ох (t) после нахождения (численно) фунда-

" ... u

l\fентальнои систеl\IЫ частных решении сводится к системе n линеи-

llЫХ алrебраических уравнений. Если при t=O (или t= Т) заданы
не все значения компонент Х, привлекаются соответствующие

условия трансверсальности, и все делается точно так iИе, меня-

ется ТОЛЬRО вид краевых условий. Мы оrраничШdСЯ этим общим
описанием, отправляя интересующихся к ориrинальным работам.
Для нас же важеп основной вывод: задача (29*), (30*), (32) экви-

валентна задаче (27), (28) и т. д., а с задачей (24)-(26) совпадает
точно: при одинаRОВЫХ значениях S в этих задачах будет полу-
чена одна и та же ФУНRЦИЯ ОU (t). Однано после этоrо начинаются

некоторые различия. Теперь мы получаем не только  и(t), но и

ох (t), и новая траеRТОрИЯ {и (t)+ ш (t), х (t)+ ох (t)}, вообще
rоворя, не удовлетворяет уравнению х=/ (х, и), вовникают l1е-



18} МЕТОД ПРОЕI\ЦИИ rРАДИЕНТА 151

вязни в этом уравнении, имеющие величину О (82), в то время как

в краевом условии при t=T, если на варьируемой траеRТОрИИ
не было невязок, то их не будет и на новой траектории (в силу
ох (Т) =0). в той реализации метода проекции rрадиента, которая
будет использована в 34, 37, так же как и в расчетах меТОДОl\1
последовательной линеаризации, после определения 8u (t) нахо-

дится новое управление u (t)+ 8u (t), с ЭТИl\I управлением ИН-

теrрируется система х=/, х (О)=ХО и возникают невязки х (Т)-
-Х1=0 (s2) В условиях при t= Т. Таким образом, пока выполнено

условие (31), описываемый алrоритм дает практически ту же са-

мую последовательность управлений (и фазовых траекторий),
которую дал бы (при прочих равных условиях) любой из описан-

ных выше вариантов метода проеRЦИИ rрадиента. Основное от-

личие этих методов проявляется лишь на первой стадии решения

задачи. В наших расчетах (см., например 9 29-38) решение
задачи начинается заданием некоторой функции и (t), интеrриру-
ется система х=! (х, и), r (х)=О (в данном случае r (х)=О 9КВИ-

nалентно х (O)-Хо=О), получается траектория, не удовлетворя-
Jощая дополнительным условиям Fi [и (. )]=0, i==1, ...,

т

(n данном случае х (T)-X1=O), и далее первые итерации имеют

целью, иrнорируя изменение минимизируеl\fоrо функционала,
получить траекторию, удовлетворяющую всем условиям задачи.
IIосле Toro как такая траектория получена, начинается собст-

l1eIIlIO процесс мипимизации. В описываеl\IОМ же алrОРИТl\lе реше-
ние Jlачинается заданием относительно произвольной пары Функ-
({ий {и (t), х (t)}, причем от х (t) требуется выполнение условий
l aK при t=O, так и при t=T. Обычно берется х (t)=X1+(1-
-- t/T) (Хо-Х1). Первые итерации и в этом случае имеют целью,

IIC обращая внимания на Fо, получить траекторию {и (.), х (.) },
УJ овлетворяющуюи краевым: условиям, и уравнению х=! (х, и).
:)'1'0 достиrается вычислением поправок {8u, ох}, являющихся

I.сшением задачи
т

min  8и(t)l2 dt
U

(34)

111-11 условиях

 tX- I [t]8x-fи [t]8и = - {х - I[t]},

ох(О)=О;  x(T)=O.
(35)

II ( JIИнеВЯЗRа х-':"! [t] велика (это обычно бьmает в начале решения
:11,начи), полученные попраВRИ {8и (t), ох (t)} не используются

IIОJIIIОСТЬЮ, вводится однопараметрическое семейство траекторИЙ
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{и {t)+S ои (t), х (t)+S ох (t)} и выбор s осуществляется с целью

минимизировать норму невязки

т

min Ilx+s8x-f(x+s8x, и+s и)112dt.
.

о

(36)

110сле Toro как получена траектория, удовлетворяющая усло-

вию (31), начинается процесс минимизации РО , в ходе HOToporo
постепенно нанапливаются неВЯ5КИ в уравнении х=/. Как только

условие (31) оназывается нарушенным, снова реПlается задача (34),
(35), но теперь уже, как правило, достаточно однократноrо вы-

числения поправок {8u (t), ох (t)}, и задача (36) не решается,
а сразу берется исправленная траектория {и (t)+ ш (t), х (t)+
+ ох (t)}. В наших расчетах процесс минимизации Fо объединен
с процессом поrашения невязок. Это можно сделать и в данном

алrоритме, если при реПlении задачи (29*), (30*) не иrнорировать
правой части уравнения в вариациях (30*). Существенноrо значе-

ния для эффективности процесса решения вариационной задачи
эта деталь, видимо, не имеет.

Метод проекции rрадиента и припцип
м а.к с и }(I У м а [40], [86] (для простейших неклассичеСRИХ

задач). В задачах, не содержащих условий типа Р, [и (.)] ==0,
принцип максимума имеет особенно простую форму. Пусть имеется

некоторая траектория {и (. ), х (. )} управляемой системы х =::::

=/(х, и), х(О)=Хо, которая исследуется на l\fинимальность диф-
ференцируемоrо по Фреше функционала

т

Р
О [и ( · )] == i /0 [х (t), и (t)J dt + фо [х (Т)]

о

(37)

(этот частный случай взят нами только в силу ero распростра-
ненности как в приложениях, тан и в теоретичесних работах).
Тоrда формулировка принципа мансимума не содержит никаких

неопределенных параметров: нужно найти решение задачи Коши,

определенной на невозмущенной траектории,

- -/:[t]ф=/ [t], ф(Т)=Ф ,[х(Т)], (38)

вычислить фуlШцию

H[x(t), ф(t), и(t)] == -fО[х(t), u(t)]-( (t),j[x(t), ф(t)]) (39)

и проверить условие

В [x(t). Ф (t), и (t)] = шах Н [x(t). Ф (t), и]. (40)
оеи
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11усть это условие не выполнено, и траектория, таким образом,
не оптимальна. Естественно возникает мысль решить задачу мето-

дом итераций, совпадающим по алrоритмичесной схеме с извест-

ным: методом Пинара: определим новое управление u* (t) из уравне-
lIения

н [x(t),  (t),utt(t)]:=:maxH[x(t), ф(t), иl. (41)
иЕ,и

С этим управлением u* (t) решим задачу I\ОПIИ: х=! (х, u*),
х (О)=Хо, снова вычислим Ф из (38) и т. д. Подобные методы схо-

дятся тольно при счастливом стечении обстоятельств. Расходи-
мость (точнее, отсутствие сходимости) этоrо процесса быстро об-
наружилась, была понятна и причина: при не очень хорошем
начальном приближении изменение управления (8и=u*-u), слиш-

J{OM велико, величинами О (11 8и(12) пренебреrать нельзя.. (не сле-

дует забывать, что вывод уравнения (40) основан на теории воз-

l\lущений первоrо порядка). I-Iужно было исправить метод, сделав
ои (t), при необходимости, малым. Такое усовершенствование
было предложено в [86]. Именно, после определения u* (t) из (41)
образуется однопараметрическое семейство управлений

u(t, s)=и(t)+s[u*(t)-u(t)]. (42)

апачение Пlаrа s ы жетTопределяться, например, реПlением одно-
морuой задачи: пайти

lniп F
o [и(., s)].

в
(43)

()пределение s (приближенное, разумеется) «ст6ит» нескольких

ItlIтеrрирований системы х=! и вычислений Fo по формуле (37).
Друrой вариант введения в процесс малоrо параметра исполь-

аован в [19] (см. также 37). В этом случае после определения
1". (t) из (41) на интервале [О, Т] выделяется множество МВ ус-
JIОllием

I (1 Ms
: н [х (t), Ф (t), и* (t)] > тах Н [х (t), (t), и* (t)] - в,

t
(44)

Ilосле чеrо новое управление и (t, s) вычисляется следующим об-

рааом:

{
и (t) при t Е Мв'

и (t. В) = и*(t) при t Е Мв' (45)

11 lIараметр s > О определяется, например, той же задачей (43).
I\1.'тод проекции rрадиента в данной ситуации привел бы к следу-
1t)II,ИМ вычислениям: после определения Ф (t) из (38) вычисляются

I'ра'диент РО и ero проекция

w(J (t) === f [t] + f: [t] (t),
и (t, s) = Ре] {u(t) - swo(t)}. (46)
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Методы, оспованные на конструнциях (42) и (45), кажутся более

привлекательными, так нак они непосредственно связаны с ос-

новным: теоретическим результатом - принципом мансимума. Од-
нано в большинстве случаев зто лишь видимость преимущества.
хотя и считать конструкцию (46) существенно лучшей тоже нет

оснований. В самом деле, сравним (46) с (42). Сходимость метода
самым: серьезным: образом связана с тем, что на получаемой по-

следовательности управлений значение функционала РО монотонно

понижается. То, что (46) приводит к понижению РО, очевидно.

Проверим это для конструкции (42), вычислив производную

d Fо [и ( ·

, s)J
I == (

д Fо [и ( · )]
,
и

lt

( . ) _ u ( . )\=ds 8-0 ди ( · ) }
т

= (wo(t),u*(t)-u(t»dt. (47)
о

Теперь заметим, что

Wo (t) ==f [t] + ': [t] ф (t) == -НIl [х (t), Ф (t), lt (t)].

ТаRИМ образом,
т

dd оlв=о=- (H.Jx(t), ф(t), u(t)J. u'"(t)-u(t»dt. (48)
о

в общем случае, ив Н [х, -ф, u*] > н [х, ф, и 1 не следует

(На [х, ф, и], u*-и) > О, понижение ро с ростом s не rарантиру-
ется (отрицательные значения s MOryT быть запрещены условием
и (t, s) Е U). Однако в очень распространенной ситуации, при ли-

нейной зависимости всех функций f (х, и) от и, (Ни' и*-и) > О,
и lfIетод оназывается сходящимся. В общем случае сходимости
может не быть при сколь уrодно хорошем начальном приближении.

Конструкция (45) с точки зрения сходимости более естест-

венна и лоrична: ведь rлобальный характер (по и Е и) уравне-
ния принципа максимума связан с использованием нонечныx

вариаций на множествах малой меры, и конструнция (45) в отли-

чие от (42), это учитывает. В 9 6 была получена формула для при-

ращения функционала, вызванноrо конечным изменением управле-

ния на множестве М. малой меры р..=тев М.:
р

Fo[u(.. s)]-Fo[u(. )]= {jO(х. u)-fО(х, и)+
о

+(ф, f(:t, Q)-f(х,и»}dt+О(l1:). (49)

Эта формула покавывает, что при достаточно малой величине

p-.=mes М, переход от и (.) н а (., s) сопровождается понижениеltl
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значения Fо (если, конечно, траентория {и (. ), х (. ) } не удовлет-

воряет принципу максимума) .

М е т о Д про е к Ц и и r р а Д и е н т а и с к о л ь з я-

Щ и е р е ж и м ы. Следует особо ОТl\lетить те задачи, в ноторых
конструкция (45) будет иметь значительное преимущество перед
методом проекции rрадиента в форме (46), (43). Это - задачи,

rде оптимальная траектория содержит участок тан называемоrо

«скользящеrо рел(има» (см. 23). В этом случае MoryT существо-
вать неоптимальные траектории, на которых конструкция (46)
при не слитком больших s дает функцию и (t, s)=u (t); такая

траектория оказывается тупиковой для методов (46), (43). В то же

время конструкция (45) приводит к ненулевой вариации управ-
ления: а (t, s)={=u (t). Пример, рассмотренный в 23, показывает,
что эта возможность действительно реализуется при численном

решении подобных задач, причем множество тупиковых для лока-

льноrо варианта проекции rрадиента (46) траекторий достаточно

мощно и содержит траектории, далекие от оптимальной. Тем
l1е менее, в дальнейшем мы будем иметь дело именно с локаЛЬНЫ)1

париантом. Это связано с тем, что среди известных автору при-
({ладных задач, решавшихся приближенным:и методами, нет за-

дач, содержащих скользящие режимы. Более Toro, в моноrрафиях
[39] , [102], посвященных преимущественно обобщению теории
nариационных задач, охватывающему и скользящие режимы

(что, разумеется, приводит к серьезному усложнению аналити-

ческоrо аппарата теории), подобных примеров тоже нетl Речь,

разумеется, идет о примерах задач, естественно возникших в при-

Jlожениях, а не специально сконструированных с целью иллюстра-
ции тех или иных возможных осложнений. .С зтой точки зрения
те предостережения, которые делает инженерам и физикам ав-

тор [102] в связи с «наивным» использованием результатов клас-

еическоrо вариационноrо исчисления, представляются преувели-
'lеJlНЫМ:И. Разумеется, практика решения .вариационных задач
МОjI(ет расшириться, и задачи со скользящими режимами станут

вf)ldЧНЫМ:, «инженерным» явлением. В этом случае изменится и

нтношение к соответствующему разделу в теории, и в вычисли-

'1'('Jll>ные методы будут внесены необходимые коррективы.
3 а д а ч и с пар а м е т р о м и о Д н и м Д о п о л н и-

' ' (. Л Ь Н Ы м у с л о в и е м. Задачи без дополнительных усло-
IIИИ привлекательны прежде Bcero тем, что направление варьи-

р..1I3ПИЯ управления (проенция rрадиента) находится очень просто,
11 Ilftlбор шаrа S осуществляется не очень СЛОЛ(НЫМ и вполне объ-
.'I 'I'ИВНЫМспособом. Позтому, если есть возможность eCTecTBeHHoro

..II.IНСНИЯ исходной задачи к задаче без дополнительных условий,

..,.. r,JIедует воспользоваться. Есть класс задач, пе очень широний,
1IIIP()'10M, в котором можно избавиться от дополнительных усло-
IlIli, и получить простеЙПlУIО задачу пеклассическоrо типа. Это
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задачи, содержащие, например, одно условие и один управляю-

щий параметр, в качестве KOToporo часто фиryрирует время
управления Т. Рассмотрим задачу

minFo[u.(.). Т] при условиях х===.f(ж, и). х(О)==Хо.

l.l, Т (50)
F} [и ( .), Т] == о.

в этом случае условие F1 [и (.), Т] =0 используется в начестве

признака окончания интеrрирования системы x=f, х (О)=Хо,

и всеrда выполнено на очередной варьируемой траентории {и (-),
х (.)}. Оба фУНRционала предполаrаем дифференцируемым:и,
т. е. MoryT быть вычислены функции Wi (t) и ЧlIсла ai , i==O, 1 (см:.

7), и в первом порядке
т

F.:rи (. )+Ou(.). T+oTJ=F,[и(,), TJ+  Wi8иdt+аiОТ.
о

Условие F, [и ( · ) + ои ( .), т + оТ] == о используется для опреде-
ления

т

8Т == _.!. r W1 (t) ои (t) dt.
a1 j

о

Подставляя зто значение в выраlI ениедЛЯ 'OFО, получим
т т

БF
о L8и(. )J= (шо+ :: ш1 . 8и)dt= wo(t)Ou(t)dt.

о о

По существу, ЮО (t) есть проекция rрадиента на линейное под-

пространство, Rасательное к мноrообразию, выделенному усло-
вием F1 [и (.), TJ=O..

Часто в приложениях встречаются условия вида F1 [и (.), Т] ==

:=::= фl [х (Т), Т]. в этом случае сразу вычисляем

д:/ от= Ф}оТ +Ф d  Т)оТ=(Ф}+ Ф f)z(т)оТ= a
l
оТ.

11редоставляем читателю убедиться, что можно обойтись лишь

одним интеrрированием сопряженной системы и сразу вычислить

ЮО (t), минуя вычисление и Wo, и Wl. Разумеется, следует предпо-

ложить, что a1=F0. В противном случае условие F1 [и (.), т]=о,
вообще rоворя, нельзя использовать как признак окончания ИН-

теrрирования. Заметим, что число дополнительных условий типа

F, [и (.) ]=0 является одним из rлавных факторов, определяю-
ЩИХ вычислительную трудность вадачи: чем больше таних усло-

вий, тем труднее вадача. Поэтому желательно, если есть таная

возможность, это число сокращать. Если в задаче с т услови-
ями Fi=O есть еще по нрайней мере т управляющих параметроп



18} J\fЕТОД ПРОЕRЦ:hИ rРАД.ИЕНТА 157

a=={al' а
2 , . .

.,
а
т }, причем на эти параметры не наложено orpa-

Ilичений-неравенств, то несложно провести аналоrичное проекти-

рование. Обозначив здесь F= {F1 , F2 , . .
.,
Fт}' наПИПlем формулу

т

oF(oи(.), ocxJ= W(t) Ou(t)dt+Aoa,
о

rде W (t) - матрица r т (r - размерность и), А - матрица
т -)о т. Вычисление W и А, вообще rоворя, требует т-кратноrо
интеrрирования сопряженноrо уравнения. l1ри определении
ои (.) и оа должны быть выполнены условия

р

Р[и(.), а]+ W(t)oи(t)dt+AOa=O
о

И, если det А =1= (), MOiI<HO провести « проектирование) - ИСRлюче-

lIие O :
т

oa=-A-JF- A-JW(t)Ou(t)dt,
о

II()C le чеI'О выражение для oF
o приобретает вид

т т

оРо= woOudt + (llo, o )=-(ao,A-IF)+ (шо - W"A--1ao, Oи)dt.
u о

Ile следует, однако, упускать из виду, что оСновное достоинство
аuдач без дополнительных условий состоит в возможности исполь-

аовать для выбора Пlаrа s задачу (43), не заботясь о том, какой,
UОJIЪПIОЙ или малой, окажется при этом величина s. То же самое

..rrIlОСИТСЯ И К задаче с одним дополнитеЛЬНЫl\f условием и свобод-
IIbll\f временем. В этом случае мы все время имеем дело с траектори-
'IМИ, лежащими на мноrообразии Р1 [и (.), т]=о, и можем не за-

f)u'rиться о величине шаrа s и о влиянии неучтенных при выборе
Ilнриации управления величин О (1IouI12). Это же относится еще
It одному классу задач, в которых система уравнений х=! (х, и)
JI Иllейна по х и и, а дополнительные условия поставлены также
" терминах линейных как по х, так и по и Функционалов (часто.,
Ilннример, такие условия имеют вид х (Т)=Х1).
Метод проекции rрадиента в задачах

I l' О Н е ч н ы м и с в я з я м и. Рассмотрим задачу, в которой,
ItpOl\le перечисленныx в (7) условИЙ, добавлена еще конечная связь

M('II ДY х (t) и и (t) вида

G[x(t), ll(l)J==O прп tE[I', t"]C[O, Т]. (51)
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Будем для простоты считать О (х, и) скалярной rл8ДКОЙ функ-
цией. Наиболее простым является случай, коrда О (х, и) явно за-

висит хотя бы от одной компоненты управления, Т. е. О" (х, u):;I=O
при всех t Е [t' , t"]. в ПРИlЩипе в этом случае можно на интервале
[t', t"] выразить из (51) одну из Rомпонент и (t) через х (t) и ос-

тальные компоненты и (t) и перейти на [t', t"] к системе уравне-
ний с друrой правой частью. Вычисление функциональных про-
изводных в этом случае достаточно просто (см. 7). Более сложен

случай, Rоrда оrраничение имеет вид

G [х (t)] == о. t Е [t', t"]. (52)

Формируя линеаризованную задачу (29*), (30*), (32), можно

дополнить ее и линеаризацией (52):

G [х (t») + С:!: [t] 8х (t) == О, t Е [t', t"]. (53)

Однако с таким условием задача определения (t) и 8и (t) ста-

новится слишком сложной. Поэтому обычно предпочитают следу-
ююций путь: вводится функция

GП) (х, и) == Gz(x)x(t)=G:J:(x)f (х, и). (54)

Пусть эта функция уже содержит и явно, Т. е. G l)[х (t), u (t) ]:;1=0.
Тоrда вместо условия (52) используется

СВ) [х (t), и (t)] = О, (55)

дополненное еще условием входа

G [х (t')J = о (F[и(. )] = G[x(t')]=O). (56)

Последнее сформулировано в терминах дифференцируемоrо функ-
ционала и включается в стандартную rруппу дополнительных

условий. Если O I)==O, т. е. (54) приводит к функции G(I) (х), сле-

дует ввести фУНRЦИЮ

С(2) (х. и) = G l)(х) f (х, и) (57)

и еще одно условие входа

G<l) [x(t')] == о. (58)

Если и а(2) не содержит явно и, переходим к 0(3), добавляя еще

одно условие а(2) [х (t')] =0, и Т. д. Получив в конце концов ус-
ловие

G(k) [х (t), и (t)] = О (59)

и последовательность дополнительных условий

G [х (t')] = G() [х (t')] = . . . = G(k-l) [х (t')] = о, (60)
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мо)кно поступить двояко. В вычислительной схеМе Gradient-
Restoration Algorithm дополняют задачу (29.), (30.), (32) еще ус-
ловиями

G(') [ (tl)]+G ')8x(t')=0, i=O, 1,..., k-1.

G(1e) [t] + G k)[t] 8х (t) + G1
k) [t] 8и (t)= О. t Е [t' , t'1.

(61)

Заметим, что можно использовать (61) в однородной форме, пре-
Ilебреrая невязками G(I) [х (t')J, i=O, 1, . .

.,
k до тех пор, пока

не накопится некоторая суммарная невязка (соотношение (31)
 олжнобыть очевидным образом обобщено), после чеrо включа-

ется «восстанавливающая) форма алrоритма. Можно использо-

nать, не вводя функций G(I), условие для (t) в виде (55), что,

Itонечно, осложняет задачу определения поправок {8и (t), (t)}.
Вычислительная схема решения вариационных задач, исполь-

ауемая автором, предполаrает использование условных функцио-
нальных производных, определенных уже с учетом соотношений
типа (61) (см. 21). Вычисление этих производных есть не что

иное, как проектировапие производных всех входящих в по-

становку задачи функционалов на подпространство, касательное
'( мноrообраэию, определяемому условием G [х (t), и (t)J=O.
IIe нужно думать, что такой способ действий приведет к сущест-
nенно друrим функциям { (t),8и (t)}. Просто в этом случае опе-

рация проектирования равлаrается на последовательность двух

операций: сначала все проектируется на подпространство, каса-

тельное к G (х, u]=о, а затем, уже в этом подпространстве, осуще-
ствляется проектирование на пересечение подпространств, каса-

тельных К мноrообравиям, определяеМЬnf остальными УСJIОВИЯМИ

 nдачи.Результат от этоrо не меняется. В своих расчетах автор
обычно не испольвовал ни одной из перечисленных выше форм
I1роектирования. Дело в том, ЧТО в больnшнстве случаев в при-
Itладных задачах появляется не условие в виде равенства (51),
n условие в виде неравенства

G [х (t), и (t)] О при t Е [t', f']. (51.)
()1I0 может быть записано в стандартной форме

F[и(.)] O,rде F[и(.)] := maxG[x(t), и(t)], (62)
[t' t ''']

( функционалом Р, не имеющим, вообще rоворя, производной
(I)реше. Решение задач с подобными функционалами подробно
описано в 21, 34-38.

Проектирование на множество в функциональном простран-
CTne, выделенное неравенством (51.), является очень сложной

операцией, так как «касательное) к нему мноrообравие, описы-

.Inсмое неравенством

G:J: [t]:8x(t) + G
и [t] 8 l(t) О,
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не является линеЙНым подпространством: это есть выпуклый
конус, и проектирование нельзя осуществить операциями линей-
ной алrебры.

П а л л и а т и в ы (м е т о Д про е к Ц и и r р а Д и е н т а

Ii о б щ е м с л у ч а е). Быте было показано, что проектирова-

ние rрадиента осуществляется достаточно просто (правда, в лине-

аризованной постановке, приводящей к проектироваНИIО на линей-

nое подпространство) в двух случаях: либо при отсутствии

дополнительных условий (Р, =0), либо при отсутствии rеометриче-
cKoro оrраничеlШЯ на значения и (t) (иЕ и). Однако большая
часть ПрИRладных задач оптимальноrо управления содержит оба

сорта условий, а в этом случае проектирование выполняется реше-
нием задачи квадратическоrо проrраммирования. R сожалению,

идеи и алrоритмы, относящиеся к линейному инелинейному про-
rраммированию, мало известны среди специалистов по приклад-
ной механике, которые особенно часто сталкиваются с необходи-
мостью решения задач оптимальноrо управления достаточно 06-

щеrо вида. Именно в этой среде были созданы мноrочисленные

приемы, имеIощие целью сформулировать оБЩУIО задачу как за-

дачу классическоrо типа, либо кан простеЙШУIО неклассичеСНУIО
задачу. Мы рассмотрим наиболее типичные из этих приемов. Их

следует отнести к разряду паJIлиативов, так как они не снимают

трудностей численпоrо решения, а лишь отодвиrают их, так ска-

зать, в rлубь проблемы. Создание алrоритма приближенпоrо реше-
ния задачи оптимальпоrо управления можно условно разбить
на два етапа:

1) предложение некоторой конструкции;

2) реализация этой конструкции в виде проrраl\-Il\IЫ на ЭВJ\tI
и испытание метода решением различных реальных и модельных

задач.

Приемы, о которых сейчас пойдет речь, облеrчают первый этап,
v

перенося трудности на второи:
Метод штрафныlx фунпций позволяет любую самую общую

задачу оптимальноrо управления свести (приближенно, но с лю-

бой необходимой степенью точности) и к простейшей некласси-

ческой, и к задаче классическоrо типа, и, наконец, к задаче, в ко-

торой нет ни условий типа Р;, [и (.)] =0, ни rеометрических orpa-
ничений и (t) Е и. Однако это достиrается ценой введения в за-

дачу больших параметров, что в свою очередь приводит к фунп-
ционалу с соответственно малой областью точности линейноrо

приближения. J\tIинимизация подобных функционалов оказы-

вается краЙНе сложной, а полученные ревультаты - не очень

надежными. Этим мы здесь и оrраничимся, тап как методу штраф-
ных функций посвящен отдельный параrраф ( 50).

Замена управления, позволяющая «раскрыты> область и,
т. е. из оrраниченной замкнутой области и в условии u (t) Е и
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сделать «OTKpblTyIO» и, по существу, ИСКЛIОЧИТЬ условие и (t) Е u
из постановки задачи. Тем самым задача становится задачей клас-

сическоrо типа.

Пусть условие и (t) Е u фактически задается неравенством

lu (t)1 < 1 (ДЛЯ каждой компоненты и). Тоrда, вводя вместо и (t)
новую упраВЛЯЮЩУIО функцию v (t) и полаrая (покомпонентно)

и(t)= sin v(t), (63)

мы можем никаRИХ условий на v (t) не накладывать. Такая за-

мена часто реRомендуется для практическоrо использования,

при ЭТО?I недостатком этоrо приема считают слишком узкую об-
ласть применения

- толы\o к условиям вида lul < 1. Если бы

 елобыло в этом, беда была бы не велика. Ведь именно такие orpa-

lIичения на и появляются чаще, чем ка:кие-нибудь друrие, да и

в более сложных случаях можно было бы придумать что-либо

подобное.
Все было бы очень хорошо, если бы нашей целью было только

избавиться от условий типа и Е и. R сожалению, этим дело
Ile кончается: ведь этот ревультат нужен нам для Toro, чтобы ис-

пользовать простую процедуру проектирования в задачах клаС-

еичеекоrо типа. ФУНlщиональные производные w. (t)- дP ! ) )]

елементарно переСЧИ'.rываIОТСЯ в производные по v ( · ):

дF, [и ( · )]
_

дF1
cos v(t)=w (t) cos f}(t). (64)дv ( · ) да ( . ) ,

Проектирование rрадиента приводит к конструкции

m

 v(t) = -Swo (t) сов v (t) + Л.W, (t) сов v (t), (65)
'=1

и мы сталкиваемся со следующим неприятным явлением: если
на некотором интервале [t1 , t2 ] управление и вЫшло на rраницу
(и=1 или -1), то на этом интервале cos v (t)=O и, следовательно,
8v (t)=O, т. е. управление и «прилипло» к rранице, хотя это может
и не соответствовать существу дела. Замена (63) порождает в про-
странстве функций v ( .) мощное множество «псевдостационарных)
точек, стационарных для управления v, но не ЯВЛЯЮЩихся ста-

ционарными для управления и..

Преобразоваnие Валеuтайnа (введение дополнительноrо управ-
ления) позволяет избавиться от неравенств в постановке задачи,
заменив их эквивалентными равенствами. Пусть в вадаче фиrу-
рирует условие

ер [х (t), и (t)] О, (66
1 i Р. П. ФедореНRО
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rде ер будем считать, для простоты, скалярной ФУНRцией. Тоrда,
вводя дополнительную компоненту управления v (t), запишем

условие (66) в виде равенства

ер [х (t), и (t)] + и
2
(t)= о. (67)

Одна:ко и здесь все хорошо до тех пор, пока мы не ПРИСТУrJаеl'.f
к построению вариаций 8х (t), ои (t) методом проектирования rpa-

диента. В самом деле, при построении вариации {ох, ои} условие
(63) учитывается в форме

ер:х;8х (t) + ер,:8и (t) + 2v (t) 81) (t) = О, (68)

и если на некотором интервале [t1 , t2 ) на варьируемой траектории
{и (t), х (t)} в условии (66) реализуется равенство, т. е. в (67)
v (t)=O, то и (68) превращается в 8ер=ерхОХ+СРи8u=0, т. е. мы стал-

киваемся с тем же самым явлением «прилипания) управления
к rрапице.

1fтерацuоunый MQnOO работы снеравенствами, RaK с равен-
ствами, был предложен в [51]. Суть дела поясним на самом про-

стом примере. Пусть в задаче есть одно условие-неравенство

cf' [и (t)] < о. Тоrда процесс построения вариации ои (t) начи-

нается с Toro, что все неравенства иrнорируются и проекция rpa-
диента вычисляется классическими методами. Найденная вариа-
ция 8u (t) может привести к нарушению условия cf' < о. Пусть
на не:котором интервале [t1 , t2 ] окажется cf' [и (t>+8u (t)] > о.
Тоrда на этом интервале условие cf' < О заменяется условием-

равенством cf' [и (t)]=O, и находится новая вариация 8u (t) в ва-

даче, поставленной только в терминах равенств, снова про-

вернется условие cf' -< О и т. д. Однако этот эрзац операции проек.

тирования теоретически несостоятелен: в простых ситуациях

он может привести к 8u (t)==O, хотя варьируется траеRТОрИЯ оче-

видным образом неоптимальная , и правильное проектирование
rрадиента привело бы, конечно, к оu (t):;eO.

Рассмотрим тот же пример, который был использован в 16

для демонстрации аналоrичноrо дефекта метода локальных вариа-

ций. Здесь нам не очень важны детали, важно следующее:

{) управление оrраничено условием О и (t) 1;
2) варьируемое 'управление и (t) имеет вид

{
1, 0<t<t1 ,

и (t)== О, t} t Т;

3) функция -wo (t) (шо - rрадиент МlШИмизируемоrо функ-
ционала) изображена на рис. 15.
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Кроме Toro, ОДНИМ из условий проектирования является соот-

ношение
т

ои (t)dt = о.

о

(69)

Следуя [51], иrнорируем условия-неравенства О < и < 1 и

находим проеКЦИIО -wo только на условие (69): Oи(l) (t)=-wo (t)+
-t- л, тде находится из СООТНО-

Iпепия  .
т I

ОиШ (t)dt=
(J

11ft

'l'

=- wо(t)dt+лТ=О.
о

t

(l)ункция 8и(l) (t) изображена на

'l'OM же рисунке. Видно, что ус-
ловие О < и (t)+ и(t) < 1 нару-
IIН1НО на интервалах [О, t1) и Рис. 15.

(t2 , Т). Следовательно, в даль-

IIСЙIIIСМ при построении 8и (t) на

 ТИХИIIтервалах полаrается 8и (t) =0. I-Ia остаnшемся интервале
(t1 , t

2) возмол(на ТОЛЬКО вариация 8и (t) > О, что совместно с ус-

JIОDием (69) дает 8и (t)-O. Между тем элементарно находится
вариация 8u (t), состоящая из двух финитных элементов 1 и 2

(см. рис. 15), для которой
т т

8и(t)dt =0 и wo(t) Oи(t) < о.

о о

Итак, приемы 2-4 в общем случае не позволяют строить мини-

мизирующую последовательность управленИЙ. I-Iекоторые за-

IIОДОМО не оптимальные ситуации являются тупиковыми для этих

методов, поэтому доиазать их сходимость, не вводя каиих-то

( ущественпыхусовершенствований, в принципе нельзя. Однако
110 следует думать, что используя такие приемы, нельзя получить
достаточно точные приближенные решения. Ведь тупиковыми
ДJIЯ этих методов построения 8и (t) ЯВЛЯIОТСЯ далеко не все неопти-

мальные траектории {и (.), х (.)}. I-Ie исключена возможность

добраться до оптимальной траектории, так и не встретив по пути

ТУПИКОВОЙ. В частности, успех возможен, если процесс поиска

IIJlОИСХОДИТ, таи сказать, «прямолииеЙНо): если на каком-То этапе

вписка в какой-то точке t в условии-неравенстве типа (66) реали-

11*
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зовался знак равенства, то это так и должно быть на оптимальной

траектории. Неприятности будут в том случае, если в дальнеЙШем
потребуется снова перейти к cTporoMy неравенству. В примерах
конкретных расчетов, которые встретятся в этой книrе, читатель

бев труда заметит мноrочисленные примеры именно TaKoro «прямо-
линейноrо) хода решения задач с неравенствами. Однако не сле-

дует недооценивать и частоту тех случаев, коrда осуrцествляется
«сход) с оrраничения (знак = в условии сменяется знаком <).
Но подобные ситуации являются лишь короткими эпизодами
в эволюции управления от исходноrо к оптимальному. Поэтому
они не так заметны в тех неполных дaHHЪLX, ноторые иллюстри-
pYIOT процесс решения задачи.

А 19. Метод последовательной линеаризации

В этом параrрафе и в 20, 21 будет подробно описан метод

решения весьма общеrо класса вариационных задач, разрабаты-
вавшийся и применявшийся автором с {962 r. Первые публика-
ЦИИ, содержащие достаточно полное описание метода и примеры

решения прикладных задач, относятся к {964 r. В дальнейшем,
по мере накопления опыта практической работы, отдельные
элементы вычислительной технолоrии были уточнены и улуч-
шены.

Описываемый ниже метод является типичным методом спуска
в пространстве управлений (методом построения минимизирую-
rцей последовательности управлений). I-Iиже будут очень под-

робно описаны не только принципиальная схема метода, но и

детали вычислительной технолоrии. Второстепенные на первый
взrляд, они треБУIОТ достаточно oTBeTcTBeHHoro и квалифициро-
ванпоrо решения. От Toro, насколько удачно решены эти вопросы,
часто самым существенным образом зависит эффективность метода
в целом. Есть и друrая причина, побуждающая нас к столь под-

робному изложению. Дело в том, что при описании друrих методов

спуска в пространстве управлений мы оrраничились изложением

лишь их основной конструптивной идеи. ПраRтичеСRая реализа-
ция этих методов неизбежно потребует решения целоrо ряда во-

просов, которые мы условно относим к вычислительной техноло-

rии. Мы не излаrали соответствующих рекомендаций, во-первых,

потому, ЧТО они часто отсутствуют и в ориrинальных работах,
а во-вторых, потому, что они аналоrичпы тем, которые подробно
будут описаны в  Э20, 21.
При н ц и п и а л ь н а я с х е м а м е т а Д а. Основной

элемент построения минимизирующей последовательности управ-
лений - это конструкция малоrо конечноrо возмущения управле-

ния ои (t), с помощью KOToporo осуществляется переход от дан-

Horo управления и (t) R улуqmенпому и (t)+ 8и (t).
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Изложение будет проведено на примере относительно простой

задачи - найти управление и (.) , мини:мизирующее значение

(рункционала Fo :

min Fo [и( · )1
и( . )

на траектории управляемой системы

dx

dt ==f(x, и); r(x) ==0; O<t<T

(1)

(2)

I.рИ ДОIIОJIНИТельных условиях

F1[и(. )]=0 «О), i == 1, 2, . .
., т, (3)

и rеометрическом оrраничении

и (t) Е и при всех t. (4)

Нсе входящие в постановку задачи функционалы будем считать

дифференцируемыми по Фреше; таким образом, мы пока не рас-

сматриваем задач с функционалами типа

т

m x
Ф [х (t)], m x

Ф [x(t), u (t)], I ф (х. и) I dt. (5)
о

Методы решения задач с такими функционалами будут описаны

отдельно. Б6льшая часть обобщений задачи, описанныIx в 7,
110 существу, не сказывается на самом методе, влияя лишь на тех-

нику вычисления функциональных производных.

Итак, пусть известно некоторое управление и (t), которое мы

будем называть иевО8JИ,ущеIlIlЬ ,м; выполнение дополнительных

условий (3) не предполаrается, rеометрическое же оrраничение
lt (t) Е U будем считать выпJIненныы;; задание разумноrо исход-

Iloro управления TaKoro сорта в практических задачах затруд-
нений не вызывает.

1. С данной функцией и (t) решается краевая задача (2) и

вIdЧИСЛЯЮТСЯ значения функционалов F1 [и (.)].
2. В окрестности невозмущенпой траектории {и (. ), х ( · ) }

аадача линеаризуется. Линеаризация задачи включает в себя два
основных момента:

1) вычисление функциональных производных

WI(t)= дF    /]. i=O.1....,т; (6)

2) построение некоторой малой окрестности 8и (t) невозму-
lI elIHoroуправления.

Если первый вопрос решается однозначно использованием стан-

J\ltJ1ТНОЙ теХНИRИ дифференцирования Фупкционалов, то втnрой,
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u

имеющии важное технолоrическое значение, однозначноrо реше-
ния не имеет. При построении 8и (t) должны быть учтены следую-

щие естественные требования:
а) из 8и (t) Е '8и (t) должно следовать и (t)+ 8u (t) Е и;
Ь) '8и (t) должна быть достаточно малой ОRрестностью, чтобы

формулы первоrо порядна
т

8Р
, [оо( · )]= wi (t)8и(t)dt

о

с достаточной ТОЧlIостыu опиСЫвали точные приращения Функ-
ционалов

AFi == F1[и(. )+'8и(. )]-Fi[и(. )];

с) 8и (t) должна быть достаточно большой окрестностью,
чтобы процесс перехода и ( · ) -+ u. ( . ) + '8и ( .) был не слишком

медленным;

d) конструкция окрестности БU (t) должна по ВО8МОЖНОСТИ

облеrчить задачу нахождения ои (t);
е) 8и (t) должна быть полной окрестностью управления

и (.) в смысле следующеrо определения.

Окрестность ои (t) будем называть подпой, если любая вариа-
ция управления v (t).. задающая возможное направление смеще-
ния управления (т. е. и (t)+sv (t) Е U при всех t и О s < s*)
содержится в окрестности БU (t): при некотором s** > О

sv (t) Е 8и (t) при всех t и О < s < s**.

Это свойство достаточно важно: используя неполные онрест-
ности, можно превратить неоптимальную траеRТОрИЮ в оптималь-

HyIO (относительно неполноrо множества вариаций управления)
u U

или, по краинеи мере, замедлить процесс минимизации, так как

метод будет использовать не все возможные пути движения

управления н искомому оптимальному.

3. Формулируется и решается задача определения вариации
ои (. ), являющаяся линеаризацией решаемой задачи в окрест-
ности невозмущенпой траектории {и (.), х (.) }:

найrrи '8и ( . ) из условий
р

min 8Ро [00 ( · )] = min i юо (t) 00 (t) dt, (7)
Ви( .) ВиС.) о

т

Р,[и(. )J+8F, [00(, )]=Р, + ю, (t) 00 (t) dt = 0(:<0), (8)
о

i = 1, 2. . .
., т,

'8и (t) Е 8и (t) при всех t Е [О, Т]. (9)
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Решение этой задачи позволяет осуществить основной шаr

процесса
-

переход к управлению и (.)+ 8u (.), причем (9)
обеспечивает выполнение rеометрическоrо оrраничения и Е и
в процессе поиска, (8) - вьmолнение дополнительных условий (3)
с точностью до О (11 8llil 2) и отсутствие накопления этих поrреш-
IIостей, связанных с нелинейностью задачи. I-Iаконец, (7) обес-
печивает максимальное понижепие Fo при переходе от и к u+ 8и.

К о н е ч н о м е р н а я а п про к с и м а Ц и я. Orрезок
[О, Т] разбивается на некоторое (обычно ",,102) число малых

счетных отрезков введением равномерной (например) сетки

O=to<tl<t2<...<tn<...<tN==T, tn=n'C, 'C=T/N. (10)

В качестве ИСRОМОЙ функции и (.) в расчетах фиrурирует RуСОЧНО
постоянная фУНRЦИЯ

и(t)==Uп+1/2 при tn<t<tп+l . п==О, 1,..., N -1. (11)

Вариация 8u (t) будет искаться в том же классе (11) кусочно по-

стоянных ФУНRЦИЙ.
Интеrрирование системы (1) осуществляется подходящим стан-

дартным методом; обычно шаr численноrо интеrрирования меньше

шаrа 1: сетки (10). Единственная предосторожность, которую
следует иметь ввиду, связана с тем, что каждый узел t" сетки

(10) является nО3МОjКНОЙ точкой разрыва и (t), поэтому при чис-

ленном интеrрировании (1) в каждом отрезке [t", tп+l] должно

содержаться целое число шаrов Iffiтеrрирования (1): если раз-

рывы функции и (t) оказываются внутри дискретных интервалов

численноrо интеrрирования (1), методы интеrрирования высокоrо

порядка точности эту точность теряют и превращаются в методы

первоrо порядка. При интеrрировании (1) траектория х (t) запоми-

нается в виде значений

хn==х (tJ, п=О, 1, . .
_,

N.

Вычисление функциональных производных требует (т+1)-
l(paTHoro интеrрирования систем вида

+ f: [t] ф = -у [t]. r:ф = о. (12)

:)та система определена на невозмущенпой траектории; обычно

матрицы Is' fu запоминаются в виде последовательности fu,

/z[
tп +2

t.>t1J.
Вообще, интеrрирование (12), учитывая приближенный ха-

IH1I(Tep задач (7)-(9), обычно осуществляется менее точно, чем

Ilитеrрирование OCHOBHoro уравнения (1). Заметим, что если, как

ато часто бывает, функции f (х, и) имеют не очень простую аП8-
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литическую форму, расход времени на вычисление функциональ-
ных производных Wi (t) в основном определяется вычислением

матриц /:х;, fи и сравнительно слабо зависит от т - числа условий
(4). В задачах с очень простыми правыми частями / (х, и) ЭТО

не так.

Производные W1 (t) запоминаются в виде таблицы
'n+!

w "+'f.)= i W,(t)dt. п=О.1.....N-1. i=O.1.....т. (13)
t"

Ионструкция 8U (t) тоже имеет «сеточный» вид, т. е. 88дается

последовательностью конструкций оип+I/J, И задача определения
ои (t) приобретает ВИД

N-l

min (w п+1/2). оиn+I/2)
Вu n-О

(7.)

при условиях
N-l

Р, + (w1
n+

1/2 ). OU".../I) == о ( O), i = 1, 2, . .
., т, (8.)

,,=0

OUп+I/1 Е Oи, +I/a' п == О, 1, . .
.,
N - 1. (9*)

К о н с т р у к Ц и я 8ип+,/2 . Опуская для простоты индекс

п+
I/2 , опишем применявшийся в наших расчетах способ описа-

ния 8и. Мы предполаrаем, что множество допустимых по условию

и (t)+ ои (t) Е 'tJU (t) вариаций образует ВЫПУRЛЫЙ конус К,

В r-мерном пространстве (r - размерность и). Как известно, вы-

пуклые конусы допускают два способа описания: либо как пере-
сечение HeKoToporo набора полупространства, либо как выпуклая
оболочка набора венторов. Именно этот второй способ и оказы-

вается наиболее удобным.
Итак, множество 8и опишем В виде

k

Ои= s,e
'

, в; S, si,
'=1

(14)

rде e
l
- набор векторов в т-мерном пространстве, k - некоторое

число, которое может быть как меньше, так и больше r в зависи-

l\IОСТИ от rеометрии и. Числа S-, s+ обеспечивают невыход u+ 8и

за пределы U и задают размеры области 8и в соответствии с тре-
бованиями а), Ь), с), d) (стр. 166). Требование u+ 8иЕ U обычно

учитывается леrко и после решения несложных rеометрических
задач дает оцеНRИ для S;, s;, учет остальных требоваНИЙ подробно
обсуждается ниже. Мы не будем стараться сформулировать об-
щие способы выбора набора е

'
, предпочитая пояснить суть дела

па нескольких характервых примерах.
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IIусть U имеет вид, изображенный па рис. 16 (TaKoro типа об-
ласти и использовались в задаче выбора оптимальноrо состава

защиты от излучения; СМ. 33). В зависимости от положения и

n и, наборы е и s+,
-

следующие:

А: е
1-={1; -1; О}, s =O; st>O.
е2={0; -1; О}, s;=O; st>O.
еЗ={О; -1; 1}, s;=O; s >O,

Если точка u занимает положение В, близкое к уrловой точке

области и, естественно взять набор
В: е

1 = {1; -1; О}; st > О; s > (и1
- 1),

е
2 == {-1; О; 1}; s;=O; st>O.
е3=={-1; О; О}; s;=O; st>O.

Если область имеет КРИВОЛlffiейную rраницу, набор векторов может

строиться так, как это показано на рис. 17; здесь число k векторов

и,

112

Рис. 16.

11: и1 О. и. О. из о.
и1 + и2 + UЗ 1.

Рис. 17.

t' превосходит размерность управления; это сделано для Toro,
'l'l'обы предупредить вырождение области 8и и не сузить мно-

jl CCTBaвозможныIx направлений смещения и.

В принципе допустим выход u за пределы U (см. рис. {7); поло-
IIСИВ s; > О, мы включим в процесс элемент корректировки ус-
JIОВИЯ u (t) Е и.

о к о н ч а т е л ь н а я фор м а з а Д а ч и о т ы с к а-

11 и Я 8и (t). Итак, на каЖДОl\l интервале (t'i' t
п+1) I(ОНСТРУКЦИЯ

' Ullll/з имеет вид

ои Е 8ип+
l
/t

:

k

8и= sjel
, S  Si S!

i=l
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(разумеется, е', S;, 8 ,8;, следует IJОI\Iетить еще индеКСОl\-I n + 1/2;
ради простоты он опущен).

Иепользуя эту RОlfСТРУКЦИЮ, Иl\-Iеем

k

(Wп+l/s
, ои) == 8, (w'Л+1/1 , e' .

i=l

Теперь задача (7)-(9) превращается в задачу линейноro проrраl\-I-
NИрования:

найти числа 812' п = 1. 2. . .
., N, ИЗ условий
N

min sJt ,
{8п) 71=1

N

X1
+ 8 hi==O

п п '

ll=l

i = 1, 2, . . .
J т,

(15)
s; <: Sп <: s , n==1, 2,..., N.

Во избежание lIедораЗУl\-Iений заметим, что в (15) индекс n имеет

друrой смысл, не совпадаIОЩИЙ с ero смыслом в (7)-(9); числа

h
п очевидным образом связаны со скалярными произведениями

(Wi , ei). Заметим, что в расчетах система венторов для счетных

интервалов (t12 , t'l+l) не запоминается, после решения задачи (15)
эта система вновь восстанавливается, коrда из чисел 8,. строится
новое управление

k

Uп+I/'2: = ип+l/2 + sle'.
1=1

Задача (15) является стандартной задачей лииейноrо про-

rраммирования, имеющей, однако, специфическое происхожде-
ние: она возникла при сеточной аппроксимации непрерывной за-

дачи типа линейноrо проrраммирования (7)-(9). Поэтому, напри-

мер, N > т (в расчетах автора N --- 102-7-103, т --- 1-7-10). Реше-
ние ее стандартными методами, например, симплекс-методом,
может привести к неоправданно большим затратам машинноrо

времени: в этих алrоритмах фундаментальную роль иrрают т-

мерные «rрани» - l\-Iножества точек (т+1)-мерноrо пространства.
N

x=X+ sJt12' Х={О, X1....,Xт}, hп=={h .h ,...,h:}.
п-l

получающиеся при закреплении всех, за исключением некоторых
т, чисел s'Л в положеIШИ s; или s:. Основной шаr симплеRс-метода

состоит в переходе от некоторой таRОЙ rрани к смежной, в кото-

рой набор т «свободных)} 8,. изм няетсяна единицу (см. 47).
При б{)льших N, коrда шаr сетки 't  O,эти rрани вырождаются
в точки, и метод, тщательно отслеживаIОЩИЙ эти rрани, становится
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все менее и менее эффентивпым. Происхождение задачи (15)
из непрерывной сказывается еще и в очень сильной почти-вырож-
денности задачи: векторы h

п
на соседних Iffiтервалах отличаются

l\pyr от друrа на О ('t 2) (заметим, что Hhll о ('t» *), причем по мере

приближения управления к оптимальному вырожденность задачи
часто еще более усиливается. I-Iапомним, что задача линейноrо

проrраммирования называется иевыlождеll1l0й,, если для любоrо

вектора g= {gO, gl, . .
., gт} равенство (hn, g) =0 имеет место не бо-

лее, чем для т векторов h,.; в противном случае задача вырож"
дена. Известно, что в вырожденных задачах возможно так назы-

ваемое «зацикливание)} 8лrоритма симплекс-метода; разработаны
I\Iетоды борьбы снезначительной вырожденностью, коrда число

равенств (h,., g)=O близко к т. В задаче же (15) мы сталкиваемся

с ситуацией, коrда для большоrо, сравнимоrо с N, числа индексов

n справедлива оценка: I(hn, g)l IIhпH HgH; и если точная вырож-
денность может привести к отсутствию сходимости алrоритма,
то мощная «почти-вырожденность» серьезно замедляет сходимость.

Поэтому для решения задачи (15) следует использовать алrоритмы,
так сказать, выдерживающие предельный переход от конечномер-
ной задачи (f5) к непрерывной (7)-(9). В 48 мы описываем раз-
работанный и применяемы:й автором метод.

3 а м е ч а н и е о л и н е й н ы х з а Д а чах о п т и-

м а л ь н о r о у п р а в л е н и я. Леrко заметить, что определя-

ющая вариацию оu (t) задача (7)-(9) есть простая линейная за-

дача оптимальноrо управления для системы

:t1=(WI(t),oи(t)), xl(O)=FI , i=O, 1, ..., т,

O t<Т; 8и(t)E8U(t),
(16)

в RОТОрОЙ требуется минимизировать хО(Т) при условиях

xl(T)=O «О). i==1. 2, ..., т.

Поэтому можно было бы, не разрабатывая специальных алrо-

ритмов для (15), использовать методы решения ЛlffiеЙНЫх задач.
110 мнению автора, наиболее эффективным направлением в раз-
rаботке методов решения линейных задач является их конечно-

, u

мерная сеточная аппроксимация, сведение к задаче линеиноrо

Ilроrраммирования и решение последней подходящим, учитываю-
'I{ИМ происхождение задачи алrоритмом. I-Iапример, если бы мы

1I0пытались решать задачу (16) методом поворота опорной rипер-
'IЛОСКОСТИ, то, по существу, это и был бы метод, описанный в 48 
'I() без весьма существенпоrо элемента - процедуры min IlxllG
(el\1 . 48), роль которой в эффективности процесса, без пре-
Уllеличения, - решающая. Велика ропь этой процедуры и в реше-
(IИИ cTporo выпуклой задачи нвадратическоrо проrраммирования

*) Ilhll Toro же порядна, что и 1IWi 11, а IIw,II=O ('t) (ем. (13».
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(алrоритм ее решения описан в 49), ХОТЯ СХОДИМОСТЬ метода по-

ворота опорной rиперплоскоети доказывается CTporo И без нее.

8 а м е ч а н и е о r е о м е т р и ч е с к о м о r р а н и ч е н и и. Вхо-

дящее в вадачу условие и Е и обычно реаливуется заданием одноrо или не-
СRОЛЬRИХ неравенств

 j(а (t)] О при всех е о

, 1 ;= 1, 2, ..
.,

J. (17)

Линеаривуя (17), ПОЛУЧИ Iоrраниченпя для Ба (t):

(tfj
 j(а (l») + ди

Ба (t) о прп всех t, i = 1, 2, ..
.. J. (18)

Они MoryT быть включены в вадачу линейноrо проrраммирования непосред-
ственно, без построения системы векторов е

'
И бев решения каких бы то ни было

}т..,

. .
.

.
. .

. .
.

.

Рис. 18.

rеометричес:ких задач. Разумеется, следовало бы добавить R (18) простые
оrраничения на компоненты вариаций ои типа 1 8 и) $, чтобы не выходить
за рамки точности линейноrо приближения. Действуя таким образом, мы по-

лучим для определения tи вадачу линейноrо проrраммирования типа (15),
однако матрица Этой задачи будет иметь блочную структуру, схематически

изображенную на рис. 18, rде ваmтрихованы ненулевые части матрицы (дву-
сторонние оrраничения -8 Би 8, естественно, в матрицу не включаются).

Первые (т+1) строк матрицы совершенно аналоrичны всей матрице
задачи (15); условия (18) порождают большое, -- Т/ 'с, число малых блонов,
I аждыйиа которых связывает искомые :компоненты управления, отпосящиеся

I одному интервалу счетной сетки (МЫ не обсуждаем здесь очевидных вовмож-
llЫХ упрощений вадачи, связанных с тем, что условие Ч'j (и) О следует
учитывать лить при тех е, rде  j(и (е) ] O).Итак, получена вадача, верти-

.

}tальный равмер которой может быть очень велив, порядна N. Хорошо иаве-

стно, что трудность задачи линейноrо проrраммирования в основном опреде-
ляется именно ее вертикальным равмером. Рекомендовать для решения ЭТОЙ
задачи стандартный симплекс-метод едва ли вовможно. Не исключено, что

ero специальные итерационные варианты, рассчитанные на матрицы блочной
структуры, онажутся приемпемыми, однако все это нуждается в вксперимен-
тальной проверке.
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Именно по 8ТОЙ причине автор предпочел Rонетрукцию вариации управ-
ления типа (14). Требуя для CBoero формирования решения неноторых reo-

метрических вадач, она приводит R sадаче линейноrо проrраммирования,
вертикальный равмер которой равен числу входящих в вадачу функциона-
лов FI [и ( .) ] .

20. Метод последовательной линеаризации.
Вычислительная техполоrия

Общие соображения о построении мииимизирующей последо-
вательности управлений не определяют однозначно алrоритм

фактическоrо решения прикладных задач. Если предполаrается
такой алrоритм все-таки довести до проrраммы, возникает большое

число вопросов, которые мы условно отнесем R вычислительной

технолоrии. rpaMoTHoe и ответственное решение таких вопросов

совершенно необходимо; неудачное или случайное их решение спо-

собно испортить даже очень хорошую общую идею. Однако специ-

фичесиой особенностью этой стороны дела является отсутствие

однозначноrо решения вопросов технолоrии.

В настоящем параrрафе будут рассмотрены именно такие во-

просы. Не претендуя на окончательное однозначное и наилуч-
шее решение их, автор ставил следующие цели:

1) достаточно четко выделить основные элементы вычислитель-

ной теХIIолоrии;

2) сформулировать общие Rачественные соображения, которые

ИСПОЛЬЗУIОТСЯ при их решении (обычно с этим тесно связан анализ
u

тех вычислительных затруднении, которые возникают при заве-

домо (<плохом) решении вопросов технолоrии).
Конкретнее, речь идет о следующем: в вычислительный алrо-

ритм входит некоторое число параметров, значения которых очень

существенны для эффективности метода. К сожалению, «правиль-
пые) числовые значения этих параметров различны для разных

 адачи даже для разных этапов решения одной и той же задачи,

так что проявить при их выборе здравый смысл или ИСПОЛЬ80вать

()пыт решения предыдущей задачи не так-то просто. Введение в эти

попросы пекотороrо элемента объективности в практической ра-
боте автора осуществлялось следующим образом: подбор непо-

( rедственно входящих в алrоритм параметров осуществлялся

1I0RОТОРЫМИ механизмами обратной связи, основанными на анализе

(118ктическоrо хода процесса поиска оптимальноrо управления.
:)ти мехаНИ8МЫ таиже неоднозначны и включают в себя некоторые

naraMeTpbl. Однаио эти последние уже слабо зависят от нонкрет-
II()Й задачи, имеют обычно простой и наrлядный содержательный
( l\fI}'СЛ. При назначении этих параметров сравнительно нетрудно

u v

IIrоявить здравьm смысл и использовать предmес'.rВУЮЩИИ опыт.

11Иil(е эта сторона вопроса будет подчеркиваться.



174 МЕТОДЫ ПРИБЛИ}НЕпноrо РЕШЕНИЯ [rЛ. 11

н О Р М И Р О В К а з а Д а ч и. Входящие в постановку за-

дачи функционалы F, [и (.)] обычно имеют разный физический
смысл и разные размерности; задача допускает очевидное экви-

валентное преобразование F, x;,FI , которое, не меняя совер-
шенно существа дела, имеет самые серьезные последствия с точки

зрения фактическоrо хода процесса поиска. Вопрос о разумной
нормировке задачи (о выборе чисел Xl) тесно связан со следую-

щим: какие приращения функционалов  Fl следует считать

равноценными? Ответ может быть примерно таким: те, которые

порождены одинаковыми вариациями управления; именно это

соображение и будет использовано. Друrое соображение состоит

в том, ЧТО эти равноценные приращения фуннционалов должны

выражаться числами одноrо порядка. Реализуется же подходя-

щая нормировка на стадии решения задачи линейноrо проrрамми-

рования

N

К'+  sJt =O,
.-1

s;; <: sn <: s , n == 1, 2, ..., N.

Сначала величины h: вычисляются в тех единицах, в которых

заданы функционалы Fi при содержательной постановке задачи.

Перед решением задачи (1) она нормируется - каждая строка

{
1i

}I/Iи=о, 1,..., т) делится на  1(h )2 . В этом случае задача

линейноrо проrраммирования инвариантна относительно выбран-
ных первоначально единиц измерения функционалов Fl . Такая

нормировка задачи (1) полезна с точки зрения использовавшеrося

метода ее решения (см. 48); одним из существенных злементов

ero является минимизация квадратичной формы

min {Х'

+ f 8Jt }2= min х (8) 112,
{В} ;'=0 п=1 в

И В этом случае очень важно, чтобы компоненты вектора х были

величинами одноrо порядка. В противном случае, если одна

из компонент существенно больше остальных, в процессе мини-

мизации НХ (s)1I2 содержательно несущественные, но выража-
eМIэIe большим. числом невязки в этой компоненте «забивают»

остальные, содержательно важные, но выражаемые очень малень-

кими числами. Разумеется, по существу эффективность различ-
ных методов минимизации IIХ (s) 112 определяется более тонкими

факторами, например, разбросом собственных чисел некоторых

матриц, образованных наборами векторов h,.. Однако учет этих

топких обстоятельств был бы слишком СЛОЖНЫМ.

N

min sJt ,
{Вп} 71=1

i=1, 2, . .
., т, (1)
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Иаложенные выше соображения совершенно аналоrичны при-

емам, ИСПОЛЬ8уемым в методе Ньютона (см. 43). Подчеркнем,
что вопрос о выборе рациональных единиц измерения различных

функциопалов, решение ROToporo неясно а priori, решается на

основании анализа объективных характеристик
- числовых зна-

чений функциональных производных дFj[u (.) J/au (.). Именно
это обстоятельство представляется нам существенным, сам же спо-

соб нормировки хотя и естествен, но достаточно условен и свя-

зан с характером дальнейшей работы с этими производными, т. е.,

по существу t с используемым методом решения задачи (1).
Читатель, видимо, уже заметил, что числовые величины функ-

циональных производных зависят не только от единиц измерения
Fl, но, если управление есть вектор-функция, и от единиц измере-
пия различных ее компонент.

Последние тоже часто имеют разные физические размерности,
v

и первоначальная постановка задачи производится в некоторои
произвольной системе единиц. Возникает вопрос о выборе их -

причем решен оп должен быть в первую очередь, до нормировки
задачи (1).

}-Iачальный выбор характерных величин

в а р и а Ц и й к о м п о н е н т у п р а в л е н и я. Рассмотрим
соображения, используемые при выборе единиц измерения ком-

понент управления и характерных величин их вариаций. Этими
величинами опредеЛЯIОТСЯ размеры окрестности ои, в которой
решается линеаризованная задача (см. 19). Основное Rачествен-

IIое соображение, которое здесь используется, состоит в выявле-

IIИИ максимальных вариаций ко понентуправления, при которых

линеаризация задачи имеет некоторую предписанную точность.

Разумеется, эти величины определяются с невысокой точностью,
но в данном случае этоrо достаточно. Конкретно эти сооб-

ражения реализуются так. Перед решением задачи произво-
дится прикидочный расчет: исходное управление u (.) подвер-
rается пробным вариациям раздельно по каждой компоненте,
Т. е. проводится серия расчетов траектории с управлением U

r (t),
lLr (t)+6., Ur (t)+26., . . . (остальные компоненты u в данной се-

рии прикидок остаются фиксированными). Вычисляя фактиче-
Сltие приращения функционалов и сравнивая их с предсказанными
на основе линейной теории возмущений, нетрудно установить
характерную величину 6. (r) возмущения r-й компоненты управле-
ния, при которой формулы первоrо порядка точности

т

8Fl [8и( · )] = W
l (t) 8и(t) dt

о

даIОТ совпадение с ФактичеСRИl\-IИ приращениями 6.FI (для всех i)
е точностью, допустим, 10-20%. Проделав такие расчеты
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для каждой компоненты управления и найдя числа 6. (r), мы уста-
навливаем как естественные единицы измерений для разных ком-

понент и (с тем, чтобы в этих новых единицах A(r) были числами

примерно равной величины), таи и характерные масштабы вариа-
ций управления.

3 а м е ч а н и е. Не следует бояться кажущейся rромозд-
кости этой «предварительной разведки»: ведь обычно в приклад-
ных задачах управление имеет не слишком высоиую размерность
(в расчетах автора - не больше трех-четырех; во всех известных

автору чужих расчетах размерность и не превосходит двух). Кроме
Toro, начинается эта прикидиа ОТНIОДЬ не с произвольных вели-

чин - некоторые предваритеЛЬ1lые суждения о величинах 6. (r)
,

как правило, имеются у вычислителя, запимаlощеrося реше-
нием конкретной задачи. Однаl(О одно предостере)пение следует

сделать. Всякий вычислитель, имевший дело с задачами поиска

минимума, против сделанных выше рекомендаций выдвинет во-

зражения примерно TaKoro характера:

а) информация о соотношении величин 6. (r) получена на ис-

ходном управлении и (.); в процессе поиска и (.) изменится,
и эта информация потеряет ценность;

б) при установлении 6. (r) были использованы очень специфи-
ческие вариации управления, «разведиа) произведена, таи ска-

зать, лишь по одному случайному направлеНИIО в пространстве
управлений; между тем, как показывает опыт, дифференциальные
свойства функционалов F

l [и (.)] чрезвычайно сильно зависят

от направления варьирования управления, и именно с этим свя-

зана трудность задачи поиска минимума.

Эти возражения и правильны, и неправильны. Точнее, они прави-
льны, если мы имеем дело с неrладкими задачами, но для задач rлад-

ких они неверны. Опыт решения автором большоrо числа разнообраз-
ных прикладных задач и анализ задач, решенных друrими, показали,
что, как правило, естественная постановка прикладной задачи
оптимальноrо управления делается в терминах очень rладких

ФУНRционалов, для которых фОРМУЛ6I линеЙНоrо прибли)кения
т

8F, [ои(.)]= ш,(t)ои(t)dt
о

имеют хорошую точность при достаточно БОJIьmих 118и ( · ) 11, и

эта точность более или менее одинакова во всех направлениях
в функциональном пространстве управлений. ПРQтиворечащие
этому примеры обычно связаны с <<Неестественными» постанов-

ками задач, в которых ради упрощения аналитической формы за-

дачи используются приемы типа «штрафных функций). Именно
таким I1риемаи мы обязаны появлению в вадачах оптимальноrо

управления чрезвычайно иапризных функционалов, поведение
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которых очень различно при смещении управления по различ-

ным направлениям. В 18 подробно рассматриваются дефекты

некоторых часто рекомендуемых приемов упрощения вадачи.
.

К сожалению, это BHemнee упрощение сопровождается ухуд-
шением дифференциальных свойств задачи. Автор в своих рас-
четах никоrда не использовал подобных «упрощений» и следил

за тем, чтобы они не использовались и «физиками), предлаrаю-
щими ему ту или ИПУIО содержательную задачу. Разумеется, все

эти утверждения не следует абсолютивировать, они отражают

прежде Bcero ТОЧRУ зрения и опыт автора.

Итан, и В вопрос о неясно:м заранее eCTecTBeHHoAI выборе еди-

ниц измерения для разных компонент u внесен элемент объектив-

ности. Что же произойдет, если естественные пропорции между

величинами вариаций равных I\омпонент СИЛЬНО нарушены?
Рассмотрим, несколько утрируя, задачу с двумя упраВЛЯIОЩИМИ

функциями и1 (t), и2 (t), и пусть процесс поиска ведется с marOM

по и2 столь малым, что связанная с ои2 (t) вариация функциона-
ЛОВ задачи

т

'SF= ш(2) (t) 'SU
2 (t) dt

о

ИI\Iеет численное значение порядка квадратичной ошибки, воз-

JIИI(ающей при ИСПОЛЬЗ0вании вариации оиl:
т

Flи(. )+ои( ",)]=Р [и(.)]+ w(t)'Su(t)dt+ O(llou1 1j2).
о

и

т

ш(2) (t) Ш2 (t) dt 0(1 oU1 п
о

J3 этом случае сравнительно быстро будет найдено управление,
оптимальное лишь по одной компоненте иl (t) управления, компо-

нента же и2 (t) при этом не успеет сколько-нибудь заметно откло-

ниться от исходноrо состояния. При дальнейших вариациях управ-
ления эволюция компоненты и2 (t) будет определяться не столько

стремлением понивить значение РО [и (.)], сколько необходи-
мостью поrаmать невязки в дополнительных условиях Fi [и (. ) ] =

=0, i=1, . .
., т, ВОЗНИl\ающие при вариации 8и, и имеющие по-

рядок О (lloul I1 2).
Р е r у л и р о в а н и е m а r а в про Ц е с с е п о и с к а.

()писанная выте процедура ПРИI\ИДОЧIIЫХ расчетов позволяет

выбрать ориентировочные значения для величин вариаций раз-
ных компонент управления. Следует предусмотреть некоторый
плrоритм корректировки величины вариации в процессе поиска.

12 Р. П. ФедореНl\О
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Этот алrоритм имеет характер механизма обратной связи и ос-

нован на сравнении величин вариаций функционалов '8р. ['8u (. )],
рассчитанных по формулам линейной теории возмущений

'l'

8F
l [8и ( · )] = Ш. (t) 8и (t) dt

о

с их фактическими приращениями

ДР. == Fi [ll ( · ) + '8ll ( · )J - Р, [ll ( · )].

Последние находятся после вариации управления и (.) и (.)+
+ '8u (.), интеrрирования системы дифференциальных уравнений
х=/ (х, U+ '8и) и вычисления на IIОВОЙ траектории значений

функционалов Р,[u (.)+'8u (.)]. Сравнение '8Р, с !:lF, позволяет

судить о том, не является ли используемый шаr по управлению
слишком малым:: если совпадение !:lF

i
с '8Р, излишне точно, шаr

следует увеличить. Если совпадение !:lF, с '8Р, слишком rрубо -
шаr уменьшается. Не претендуя на наилучшее решение вопроса,
но лишь для Toro, чтобы быть конкретнее, укажем на используе-
мые aBTOpOl\1 критерии Toro, что есть хорошее и что есть плохое

совпадение !:lF с оР. Обычно расхождение '8р и !:lF менее, чем на

10% считалось очень малым и приводило к увеличению шаrа.

Расхождение более чеI\i[ на 30% считалось большим и влекло за со-

бой уменьшение шаrа. rраницы 10% и 30%, разум t;Тся, доста-
точно условны.

Мы не будем здесь давать оконЧательных конкретных конструк-
ций алrоритмов вычисления величин S ,s:, входящих в задачу
линейноrо проrраммирования и определяющих размеры и форму
окрестности '8и (t). Эти алrоритмы носят достаточно произволь-
ный характер, и излол\ение их в расчете на самый общий случай
едва ли целесообразно. Конкретные формы этих алrоритмов
будут описаны для неноторых частныIx задач (см., например,

34), здесь же мы оrраничимся изложением некоторых доста-
точно общих соображений, используемых в этих алrоритмах.

1. Обычно величина вариации управления определялась oд 

ним числом S. Используя это число, тот или иной конкретный
алrоритм (см., например 29, 34) рассчитывает числа S , s:.
Можно, для определенности, иметь в виду самый простой способ:
пусть описанный выше прикидочный расчет определил соотноше-

ние величин вариацИЙ по разным I{омпонентам управления и:
Х
1 ,

Х
2 , . .

.,
X
r (r-размерность и). Тоrда можно считать маl{сималь-

ной допустимой вариацирй j-й компоненты и на п-м интервале

временной сетки величину SXi . В расчетах обычно использова-

лись б леесложные алrоритмы, учитывающие неноторые сообра-
жения о ценности вариап и'Иуправления на том или ином интер-

вале временной сетки, с Tel\1 чтобы допустить большую вариацию
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там, rде она более эффективна с точки зрения решаемой задачи;

I{онкретные реализации подобных соображений см. в 29, 34t

содержащих описание опыта решения отдельных прикладных
задач. Реrулирование шаrа осуществлялось увеличением или

уменьшением этоrо числа 8. Обычно это осуществлялось пере-
счетом 8 по формуле 8: =0,88, если '8Р;, плохо совпадают

с !:lFi , И 8=1,158, если совпадение '8Р;, с !:lF
j хорошее. Заметим,

что мы предпочитаем сравнительно ОСТОРОiI НУЮ тактину под-

бора числа 8 в процессе поиска. Подобные алrоритмы подбора
шаrа использовались мноrими, однако, как правило, с более реши-
тельными реакциями 8:=812 или 8:=28. В 29 подробно по-

казан процесс подбора 8 при решении задачи о вертикальном
подъеме ранеты. В энспериментальных целях начальное значение

8 бралось в 10 раз б6льшим и в 10 раз меньшим той естественной

величины, которая определялась ПРИНИДОЧНЫМ расчетом. При-
веденная в 29 таблица показывает, нан довольно быстро вы-

рабатывается практически одна и та же величина 8.
2. Следует сделать определенные уточнения относительно

Toro, как нужно сравнивать величины '8Р;, и !:lF;" поскольну есте-

ственное определение относительной оmибни формулой типа

2 r 8 F;, - 6 Fi I (2)I 'БF;, + 6Fi I

1v!OiI\eT приnести к ошиБОЧНJ>П\1 заКЛIочеНИЯl\I. Дело в следующем:
обычно в расчетах величиныI Fi[u (.)], i=1, 2, . .

., т, суть вели-

'IиныI порядка О (lI'8иIl 2), они появляются вследствие нелинейности

:задачи. Выбирая вариацию управления 8и (t), мы выполняем,

n частности, условия вида
т

F.[u(. )]+8F.[8u(. )]=F.+ u,.(t)8u(t)dt=O. (3)
о

rl'аким обраЗОl\I, loFil IFil о (lIouIl 2). Такой же величиной

будет и !:lF
i . Поэтому вместо фОРМУJThI (2) использовался следую-

II ИЙ нритерий точности линейноrо приближения: запишем вы-

ражение
т т

F.[u(. )+8и(. )]=F.[u(.)]+ w.oudt+E. Iw.ouldt, (4)
о о

I,,,e Ei
- параметр, подбираемый так, что равенство (4) выпол-

11 летсн; это число  iИ считается относительной точностью JШней-
lIoro приближения для функционала F

i при используемой вели-

'.ине вариации управления. В формуле (3) по смыслу решаемой
:.адачи происходит пзаИl\lная компенсация положительных и от-

рицательных слаrаемых, поэтому формула (2) неприrодпа для

ОJ,енRИ точности линейноrо приближения.
{2*
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3. Приведем теперь rрубые качественные соображения, по ко-

торым точность линейноrо приближения ,-30% считается удо-

влетворительной. Пусть вариация управления, определяемая
величиной S, обеспечивает 30% точности, и предсказанное по-

нижепие
'1'

оР.= i шо (t) ои (t) dt

о

ОТ.,1ичается от фактическоro на 300/0' Т. е., например,

dFo
= 0,70Ро .

Пусть уменьшение S вдвое практичесни восстанавливает точность

линейноrо приближения, Т. е.

'1'

01'0= i wo(t)Oй(t)dt=AFo .

о

- 1
rде 00 (t) - вариация управления, соответствующая mary 8==2 s.

Тоrда 8и (t) 0,50и (t), ОР
о О,50Ро и I1Po == О,50Ро. Таним образом,

один mar процесса- минимиваЦИII с вариацией величиной S дал

выиrрыm в Р
О
величиной О,70Ро , а при тех же затратах маmинноrо

времени mar процесса в условиях большей точности линейноrо

приближения, обеспечиваемой величиной допустимой вариации
- 1
S ==-"2 s, дал выиrрыш в Fo

---- 0,50Ро ; для нас же основным кри-

терием является величина поmitкения р
о

за ОДИI1 шаr процесса.
Разумеется, эти соображения Иl\lеют ценность в основном в началь-

ной стадии процесса поиска минимума, коrда происходит выход ll( · )
В окрестность искомоrо ОПТИl\lальноrо управления. На занлючитель-

ной стадии процесса noиска, коrда происходит уточнение управле-
ния, сопровождающееся незначителъным понижениеl\1 Fo , требова-
ния к точности линейноrо приБДИiкения обычно повышаются.

f 21. Метод последоваТeJlЬИОЙ .линеаризации.
Задачи с ФУПКЦИОН8JI8МИ, дифференцируемыми по raTO

Здесь будут описаны равработанные автором и ИСПОЛЬЗ0вав-

шиеся в прикладных расчетах приемыI' позволяющие с прие11-

лемыми затратами машипноrо времени эффективно решать задачи,
в ФОРМУЛИРОВНУ которых входят Функционалы следующих типов:

F [и ( · )] == тах Ф [х (t)], (1)
t

F [и ( · )] == тах Ф [х (t), и (t)], (2)
I

'1'

F [и ( · )J = i I ф [х (е). и (t)JI dt. (3)
о
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Эти функциопалы в общем случае (а именно ЭТОТ общий случай
и реализовался во всех расчетах автора) не имеют производных

Фреше; они дифференцируемы лишь по направлениям в фупкцио-
нальном пространстве (см. 4). Это обстоятельство делает реше-
ние задач с подобными функционалаl\fИ очень слол\ным. Кон-

струкции (1)-(3) охватывают большиnство возникающих в при-

ложениях Фупкционалов, дифференцируемых лишь по raTo. Каж-

дая конструкция требует специфичеСl\оrо подхода и мы опишем

их по отдельпости.
3 ада чи с фу нк цио на,н ами т ип а тах Ф [x(t)]. Пусть

t

Функционал типа (1) входит в дополнительное условие, т. е. на

исно:мое оптима.,чьное управление на.,чожено оrраничение, имеющее

вид оrраничения в фазовом пространстве

F[ll( · )] == шах Ф [х (t)] о. (4)
t

Разумный выбор вариации управления теперь стеснен условием вида

F[ll( · )+ Oll( · )] о, (5)

ноторое, н сожалению, не имеет простой формы: rлавная (по по-

рядну Ноull> часть приращепия Функционала (1) не есть линей-

ный функционал. При решении подобпых задач успешно ис-

пользовался прием аппронсимации (5), описанный в общих чер-
тах в 8. Именно, после интеrрирования системы Х=! (х, и)
с невозмущенным управлением в узлах сетки {tll J:=1 пычислялась

функция ФlI
=Ф [х (t,)] и пыделялось подмножество узлов сетRИ

М условием

tnEM, если Фn>F[и(. )]-ЕIFf,
в 0,05, F [ll( · )] == шах Фn

.

n

(6)

Дa"ТJee, из этоrо множества узлов М пыбиралось lt точен аппрокси-

мации t1
, t2 , ...,

tk И полаrалось

P[и(.)+oи(.)] шах {Ф[t
J
] + Ф:х;ох(t

J)}. (7)
J=I, ..., k

Что касается Ф:х;ох(t
J
), то это-линейный фУНl\ционал от ои(.),

и lt раз решив задачу

ф+!;[t]ф=-о(t-tj)Фх[х(t
j
)]. r:ф=о, j=1, 2, ...,k, (8)

условие на вариацию (5) аппроксимируем k нерапенства 1И
'l'

Ф [х (tJ)J + w(J) (t) оu (t) dt О, j = 1, 2, ..., k. (5"')
о

Эти условия уже очевидным образом ВЮIючаются в задачу линей-

иоrо проrраМАIИРОВания (19.15). Нужпо только иметь в виду, ЧТО
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дифференцируемый по Фреше фУНlЩионал порождает лишь одну

строку в матрице задачи линейноrо проrраммирования и требует
лишь однократноrо решения задачи типа (8). ЧТО касается точек

аппроксимации, то они выбираются в сравнительно небольшом
числе (в расчетах автора lt=3, 4; большее число бралось лишь

в методичесRИХ задачах), однако, разумеется, не фиксируются,
а размещаются в зависимости от профиля функции Ф [х (t)] на

данном этапе вычислительноrо процесса. Именно эта «подвиж-

ность)} точек аппроксимации позволяет обеспечить удовлетвори-

тельную точность условия F [и ( .)] < о при небольmих k, хотя

множество М при этом включало большое,  N,число узлов сетки.

Если каждую точку t
ll Е М считать точкой аппроксимации, усло-

вие F [и (.)] < о будет выполнено с точностью до О (1;) (СМ. 8).
Но то, что перемещающиеся от mara к шаrу ТОЧRИ аппроксимации

при небольшом числе их способны обеспечить аналоrичпый ре-

зультат, уже не столь очевидно, и соответствующая теорема будет
сейчас доказана.

т е о р е м а 1. Пусть lta иnтерваде [t', t"] Е [О t т] фазовая траек-

тория х (t) уnравляе.мой систе.мы :i= f (х, и). r (х) = о nодчuиеиа

усдовию Ф[х(t)J<О при всех tE[t', t'1.
Пусть nосдедоватедьnые уnравлеnия и(V) ( .) строятся nро-

цессо,м, и(У+Н ( . )= и(V) ( . ) + ои(у+
1/2) ( . ).

Пусть вариации oи(V+
1/2) строятся следУЮlци.м образо.м: иnтер-

вал [t', t"] разбивается на k равnьzх частей, па каждой из nих

вь бираетсясвоя точ-па апnрО1ОСlJ.мации tJ,,,, j == 1. 2, ..., k, -па-п

тОЧ1tiа .маш:и.му.ма Ф [x(\I) (t)] па j-u части [t', t"]. Вариацию Oи'J+
1/1

буде.м считать удовлетrОРЯЮlцей условиям

ф [х" (tj,V)] + ФхОх (tj,V) < О, j= 1, 2, ...,
lt (9)

(здесь ох (t) - вариация фазы, nорождаемая вариацией управления
oиv+

t/2) и условию достаточной .малости

I oи(t) 1< s при всех t Е [О, Т], (10)

еде s - ue-поторое .мадое число, а (10) следует nоnи:мать -па-п nо-

-по.:лtnонентное 02раnиченuе. В остадьnо.м 8иv+
t/1 (t) - совершеnnо

nроизвольnа. ТО2да при всех v U t Е [t', t"]

ф [х' (t)] <
Св

(e 
- t')

+0 (82). (11)

Здесь С - постоянная, зависящая от величин производных j(x,UJ,
Ф:х; [х (t)] на реализующихся траекториях; эти величины мы будем
считать равномерно оrраниченныШI, что соответствует практике ре-
шения ПРИI\Ладных задач.
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д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть OиV+
1/2 ( · ) - вариация, удовлетво-

ряющая. (9) и (10), lt +l(.)==и"(. )+oи +1/2(.), и X"+l(t)- соот-

ветствующая фазовая траектория. Пусть
Ф [х"+l (t-)J == тах Ф [х"+l (t)]. (12)

t' t t"

Теорема будет донаэана, если (11) верно в ТОЧRе t-. На расстоянии,
не бо.пьmем (t" - t')/lt, находится ближайшая к t'" точка аIШрОКСИ-

мации из совокупности {tJ, "} -l;обозначим ее t.".. В соответствии с (9)
Ф [х"тl (t.)] Ф [х" (t.)] + Ф:z;ох +I/1(t.) + 0(82) О (s2). (13)

Предположим. для определенности, t. <t- (обратный случай анали-

зируется точно так же) и используем очевидную связь

,-

Ф [x
V+1 (t")] = Ф [x

v+1

(t..)] + R [хЧl (t), u
V+1

(t)] dt,
'.

rде

dф
R (х, ll)==di" =Фх [х (t)] f [х (t), и (t)].

Для Ф [x
v+1

(tJ] имеем (13); оценим второе слаrаемое

(* t*

R (x'+I, u'+ l
) dt = R (х' + oxH'/., lL' + 8uH'/.) dt =

t (.
t* t'"

= I R(x', u')dt+ (R",ox+ R"ou)dt,
'. '.

t*

110 R(x', uV)dt=Ф[х'(t")]-Ф[х'(t..)] О,так кзпt. и t"принад-
'.

JlerKaT одной и той же части интервала [t', t"], а t. - точна макси-

l\lyмa Ф [х
'}

(t)] на этой части.

Используя очевидную оценку
''''

(R:z;ox + R,,8и) dt Сs (t" - t..),
'.

1l0лучаем требуемый результат (11).
Из этой теоремы следует, что мы располаrаем двумя ресурсами,

обеспечивающими необходимую точность выполнения фазовоrо
оrраничения: это число точен аппроксимации k и оrраничение

lIuриации управления 8. Из (11) кан будто следует, что можно

IIместо {k и s} взять k'=111 s'=slk, и это обеспечит ту же точность.

: )то не так. Дело в том, что в условии теоремы неявно использо-

lIапо еще одно важное предположение: считается, что на каждой
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итерации задача линейноrо проrраммирования, определяющая
ои (t), имеет решение. Но в эту задачу входят и величины невязок

в условиях вадачи. Если они достаточно велики, а 1Iисла s;,
s: - малы, вадача линейноrо проrраммироваиия не имеет реше-
ния иваменяется друrой задачей - «терминальной» вадачей
поrашения невязок, которая выполняется не за одну итерацию.
Используя небольшое число точек аппроксимации, мы можем

столкнуться с такой ситуацией, коrда восстановление условия
Ф [х (t)] о в точпах аппроксимации сопровождается таким

ростом величины Ф [х (t)] в каких-то друrих точпах t, что в целом

добиться необходимой точности выполнения условия Ф (х) О
не удается, и уменьшение шаrа s дела не меняет. Использовать

полученные в теореме оценки для расчета необходимых величин k
и s едва ли целесообразно; обычно подобные оценки rрубы и дадут
завышенное значение lt (или заниженное значение s). R тому rKe

теория не полна: нет оценок lt и S, rарантирующих разрешимость
задачи линейноrо проrраммирования на каждой итерации.

Тем не менее, доказанная теорема полезна и используется

в расчетах следующим образом: обычно в начале расчета пола-

rается k=2, 3. Если процесс решения задачи соответствует пред-
u v

положению теоремы, т. е. на наждои итерации задача линеи-

Horo проrраммирования имеет решение, число k не меняется.

}\оrда начинают встречаться случаи отсутствия решения задачи

линейиоrо проrраммирования, ltувеличивается на 1, попане достиr-

нет заданноrо предельноrо знач нияk*. После этоrо начинается

уменьшение s. Заметим еще, что этот механизм не работает в самом

начале решения задачи, коrда в силу rрубости исходноrо управ-
ления и.О )

(.) все условия задачи rрубо нарушены. Подробнее эти

вопросы будут освещены при анализе решения ноннретных задач

(особенно в 37).
З а Д а ч и н а min тах Ф [х (t)]. Оrраничимся для проетоты зада-

11(.) t

чей, в которой только минимизируемый фУНlЩионал РО [u(.)] имеет

вид (1), а дополнительные условия сформулированы в терминах

дифференцируемых по Фреше функционалов. Техника решения
таких задач идентична тольпо что описанной. Единственное отли-

чие, заслуживающее пояснения, связано с формой задачи линей-

Horo проrра:ммирования, определяющей вариацию управления.
В задаче требуется найти s", п==1, 2,. .

.,
N

,
из условий

min . ax {ХО'} + sJt .J} ,

IJ J-I, ..., k п 1

N

Х' + sJt === О, i 1, 2, ..., т, ( 14 )
п=l

S;; <:sп <: S t n == 1, 2, ..., N.
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в 47,48 алrоритмы решения задач ливейпоrо проrраммированип
изложены так, что решение задачи (14) осуществляется по общей
схеме.

Задачи с функционаламп шах Ф[х (t), u (t)].
t

Принципиальное отличие этоrо фУНlЩионала от функционала
(1) уже обсуждалось в 4. Возможность с достаточной ТОЧНОСТЬЮ

аппроксимировать вариацию фуннционала (1) выражением (7)
с небольmим числом lt связана с rладностью фУПlЩии Бх (t), являю-
щейся решением дифференциальноrо уравнения в вариациях;
следствием этоrо является и rладность фУНlЩии Ф:х; [х (е) ]Б:х (t),
значения I{ОТОРОЙ в окрестностях точен аппроксимации, rрубо
rоворя, меняются при вариации управления в ту же сторону, в ка-

кую они меняются в тоЧRах аппроксимации. Поэтому, учитывая
БФ при построении ои ( .) только в точках аппроксимации, мы в из-

вестной мере учитываем оФ всюду, rде Ф [х (t) ] ""шах Ф [х (t) J.
Для функционала (2) это уже не тан, ои (t) - измеримая ФУНIЩИЯ,
ее значения в близких точнах t', t" никак не связаны между собой,
и аппроксимация типа (7) - неэффективна. Разумеется, она будет
эффективна, если размести') ь по точке аппронсимации на наждом

интервале счетной сетки (tll , t
ll+J, входящем в множество М.

Однако в проводившихся автором расчетах чиСло таних интерва-
лов было ---102, что yrKe приводит к задаче линейноrо проrрамми-
рования слишком тяжеловесной для Toro, чтобы решать ее на наж-

v

дом шаrе процесса построения МИНИl\lизирующеи последователь-
ности управлений. Поэтому в расчетах использовался прием пре-

вращения номпонент управления, явно входящих в функцию
Ф [х, иJ, в фазовые координаты. Именно, полаrаем

dи/dt == и, и (О) == а. (15)
Считая теперь ИСНОМЫМ управлением фуннцию v ( . ) и параметр а,

МЫ ПРИХОДИМ К задаче, в ноторой фуннционал Р[и(.). а] ==
== mахФ[х(t), ll(t)]. уже является функционаломтипа (1) и н нему

,

применима техника приближенноro решения, изложенная выше.

Однано, преодолев одни затруднения, замена (15) порождает дру-
rие.

1. Простые rеометрические оrраничения и (t) Е и превращаются
в оrраничения в фазовом пространстве, т. е. в оrраничения в терми-
нах фУНlЩионала типа (1); они учитываются так, кан это было
описано выше, что увеличивает размерность задачи линейноrо

проrраммирования (15, 19). Правда, соответствующие элементы

h: матрицы этой задачи вычисляются просто: h =(tп-t"_l) левее

соответствующей точки аппроксимации, h:=O - правее ее. В це-
лом замена (15) оказывается оправданной и позволяет эффеRТИВНО
решать прикладные задачи с хорошей точностью.
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2. Более серьезные трудности связаны с тем, что замена (15)
и соответствующая ей вамена в вариациях

d8и

dt== ov (t). Ои(О)=оа (16)

означает сужение класса используемых вариаций: сеточнЫЙ ва-

риант решения уравнения (16)

оа (tn+I ) == ои (tn) + -с3и11+1/2

является моделью малой функции класса Липmица

1 8и (tn+1 ) - ои (tп) I < I t"+l - t
п 1 с

с малой константой С == шах lovп+,/2 1. Это приводит К определенным
п

вычислительным трудностям, если искомое оптимальное управле-

ние и (t) является, например, разрывной функцией. Получить
разрыв в и (t) - значит процессом малых вариаций v+ov полу-
чить численный аналоr O-фУНlЩии в v (t). В припципе это возможно,

однако, разумеется, процесс построения минимизирующей последо-
вателъности в терминах v ( .) оказывается в этом случае довольно

длительным. Подобные затруднения встретились при решении

одной задачи с функционалом Fo типа (2); они привели к тому, что

процесс «вастрял» достаточно да.пеко от оптимальноrо управления

и дал значение Fo=1,700 вместо точноrо минимума Fo=1,585.
В связи с этим был разработан и оказался очень эффективным

следующий прием: вариация управления ои (t) отсыкивалось

в форме
ои (t)= ои' (t) + оu" (t).

При ЭТОМ оu' (t) - сеточная модель rлаДRОЙ функции, определяе-
мая проиввольной малой сеточной функцией ov (t) и уравнением

(16), а ои
"

(t) - сеточная модель измеримой функции, определяе-
мая формально никак не связанными между собой значениями

оип+'/2 на счетных интервалах (tп , tп+J; однано 3и" отлична

от нуля лишь на тех интервалах (tll , tп+J, которые не входят в вы-

деленное множество М. В упомянутой задаче этот прием позволил

получить четкий разрыв в и (t) и значение Fo=1,592. Подробнее
об этом см. в 38.

f'

Задачи с фу нкционалом ! IФ[х(t)]/dt. Оrраничимся
о

для простоты задачей, в кaroрой минимизируемый Функционал F
o

имеет вид (3), остальные функционалы задачи дифференцируемы
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по Фреmе. Следуя анализу этой задачи в 4, введем на [О, т]
множества М-, МО, М+ условиями

tEM-,
t Е МО,

t€ М+,

если

если

если

Ф[х(t)]< -е,

I ф [х (t)] I < е,

Ф[х(t}]>е, в>О,

и запишем вариацию

8Р
о [ои(. )]= Фх[t]ш(t)dt- Фх[t]8х(t)dt+

М+ у-

+ IФ[t]+Фх[t]ох(t)ldt- IФ[t]ldt.
уо но

ФУНRционал 8Р
о

состоит из двух частей - дифференцируемой
-

. которая обычным образом сводится к линейному фуmщио-
М+ М-

Т

налу ОТ оп(.) вида wo{t)Ou(t)dt (см. 4). и интеrрала по М
о.

о

который может быть аппроксимирован интеrральной СУl\IМОЙ по k
точкам аппроксимации. После этоrо для вариации ои ( · ) мы полу-
чаем задачу: найти числа Sп ИЗ условий:

а) {
N k

N}min 8Jt + а! ф(j) + 8'1P, 'J ;
{Вn > п=l j=1 11-1

Ь)
N

Xi

+  8Jt =0«О),
n=1

i == 1, 2, ... J т; (17)

с) 8; < 811< s:. п==1, ..., N,

l'де (l
J
- веса квадратурной формулы.

Эта задача также леrко сводится к стандартной задаче линей-

Horo проrраммирования (СМ.  .47).
В настоящее время автор не имеет опыта решения задач с та-

кими функционалаl\fИ (имеются, конечно, в виду задачи, в которых
шев МО сравнима с Т). Изложенное выше представляет собой не-

которые предварительные соображения, но их реализация потре-
бует дополнительных равработок. Это связано прежде Bcero с необ-

ходимостью совдания алrоритма, испольвующеrо сравнительно
небольmое число точек аппроксимации на МО.



18Я МЕТОДЫ ПРИБЛиж нноrоРЕШЕНИЯ [rл. 11

22. Метод поворота опорной rиперплоеиости

Для решения довольно общей задачи оптимальноrо управления:

min F
o [и ( · )] (1)

"(. )

на траектории управляемой системы

dx

dt f(x,и), r(x)==o, O t T.

при условиях *)
F

i [и ( . )] == О, i == 1, 2, ..., т,

и (t) Е и при t Е [О, Т]

(2)

(3)

американскими математиками Итоном и Нейmтадтом был предло-
жен метод решения, используюЩИЙ идеи выпуклоrо проrрамми-
рования. Сходимость метода была доназана при очень существен-

ном предположении о строrой выпунлости облаСТII достижимости.

{F"...,Fт}

Рис. 19.

о п р е Д е л е н и е. Множество точек F [и ( · )]= {Fo [и (.)],. . ·

. .
.,
F

rп [и ( .)]} в (т+1)-мерном евклидовом пространстве, порож-

деlПlое всеми возможными измеримыми функциями и (t), определен-
ными на [О, Т] и удовлетворяющими rеометрическому оrраниче-
пию и (t) Е и, называется областью достижимости D для задачи

(1)-(3).
П р е Д п о л о ж е н и е. п. есть cTporo выпунлое оrраничен-

ное замкнутое множество.

Вариационная задача (1)-(3) энвивалентпа следующей задаче

выпунлоrо проrраммирования: найти точку и ( .) Функциопальноrо

.) Функциопалы Fi [и ( .) ] предполаrаются дифференцируемыIии
ПО Фреmс.
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пространства управлений, отображающуюся в точку Ае Е D с наи-

меньшим значением л (е={1, О,. .
., О}) (рис. 19).

А л r о р 11 Т М реш е н и я. Выбирается пекоторый (т+1)-
мерный вектор g={1, gl" . .,ет} И решается задача: найти управ-
ление u ( .), при котором доетиrается

mill (F [и ( . )], g) === min (z, g).
и(.) zED

(4)

По существу, это есть проетейmая неклассическая задача опти-

мальноrо управления без дополнительных условий, отличающаяся
от исходной задачи (1)-(3) следующим:

а) минимизируемый фУНRционал FО [и ( · )] заменен на функ-
ционал

т

F [и ( · ), g] == giFi [ll ( . )];
i-O

(5)

б) условий типа Fi==O в задаче нет.

Решение этой задачи может быть осуществлено простейшим
вариантом метода проекции rрадиента (см. 18). Разумеется,
в общем случае речь идет о приближенном решении. В силу пред-
положения о строrой выпуклости D mjn (z, g) доетиrается в един-

zED

ственной точке z (к) Е D (управление и (.), порождающее точку
F [и ( · ) ] =z (к), может и не быть единственным). rеометрический
смысл величины (z (g), с) леrко ус:матривается из рис. 19: опор-
ная к D rиперплоекость G, ортоrональная вектору g и ПРОХОДЯЩ8Я
через точку z (к) Е D, самую низкую в D в направлении С, пересе-
кает ось РО в точне (z (с), g) е. Таким образом, при любом векторе g,
нормированн()м условием (go, е)=1, имеем неравенство

min (z, g) < ),.
zED

Целью дальнейшеrо является нахождение вектора с*, определяю-
щеrо rиперплоскость G*, опорную 1\ D в точке Ае.

Этот искомый веl\ТОР с* удовлетворяет уравнению

min(z. с.)== тах min(z. g),
zED (g, .)=1 zED

(6)

что позволяет построить СХОДЯIЦийся алrоритм последовательных
«ПОВОРО'l'ов) опорной rиперплоскости. Иl\lенно, опредеЛИl\1 ФУПК-
цию

R(g) == min(z. g), g=== {1. g.. ..., Сtn};
вЕп

заметив, что nычисление R (g) в паl\ой-либо точке g реализуется

решением ПРОС'l'ейшей вариационной задачи с функционалом (5).
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Далее решается задача поиска максимума фУНIЩИИ R (g), напри-
мер, методом подъема по rрадиенту: имея непоторый вептор С,
строим следующий g' по формуле

g' == g + s. aR/ag. (7)

Важиым элементом метода является использование формулы
aR/ag=z (g) (теорема 42.5). Это избавляет нас от необходимости
вычислять R

g
численным дифференцированием, которое потребо-

вало бы т-пратноrо решения вариационной задачи с функциона-
лом (5) и дало бы не очень надежтIЙ результат, тап пак R (с)
вычисляется достаточно сложным итерационным процессом, и

оmибни поисна, быть может, и не очень существенные с точки зре-
ния величины R (g), резко возрастают при численном дифференци-
ровании R.

Что касается mara в*, то он естественно определяется решением
одномерной задачи

шах R (с+ sR
g) == шах R [к+ sz (g)].

в в

(8)

Она может быть решена алrоритмом параболичеспой аппропсима-
ЦИИ, используемым во мноrих расчетах, приведенных в настоящей
книrе. Из соответствующих таблиц в 26, 27 видно, что поисп

r- обходится, примерно, в 5-6 вычислений фунпции R (с); не надо,

однако, забывать, что каждое такое вычисление - это решение
u u u

простеишеи вариационнои задачи.
Описанный выше метод высоко ценится у теоретиков, тап пап

хорошо вписывается в сильно развитую теорию оптимизации вы-

пуклых функций; соответствующие теоремы обеспечивают ero

сходимость. Однако практическая ценность метода, видимо, не-

велика. Ниже мы изложим причины 9Toro расхождения во

взrлядах.
1. Предположение о строrой выпуплости области достижи-

мости D существенно оrраничивает область применимости метода,

причем нарушение строrой выпуклости не только лишает силы

доказательство сходимости, но и ЛИI{видирует саму СХОДИl\IОСТЬ.

В реальных нелинейных задачах проверка строrой выпуклости D

фактичесRИ невозможна, предполаrать же ее имеющей место нет

никаких основаНИЙ. Так, в первой же задаче, в которой была чис-

ленно найдена rраница D (см. 29, рис. 26), область D оказалась

воrнутой.
2. Сходимость метода едва ли должна быть очень быстрой;

она зависит от радиуса привизвы rраницы D в опрестности иско-

мой точки ле. Определенные трудности должны возникнуть и

в связи с тем, что R (g) вычисляется не очень точно алrоритмом

поиспа в функционаЛЬНОl\1 пространстве. Стоимость одноrо шаrа (7)
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в решении задачи (6) достаточно высока, таи что в целом алrоритм

трудоемкий.
3. Существует класс задач, rде применение метода вполне

обосновано; это - линейные задачи, в которых уравнения движе-
ния имеют вид

dж

(ft===A (t) х + В (t) и + с (t): l' (х) == О, (9)

а Функционалы F
i [и( . )] ,определяются выражениями

т т

Р.[п(. )] == (io.(t). и(t»dt+ (У. (t). x(t»dt (10)
о о

с заданными матрицами и функциями А, В, СJ Ю, у (t).
В этом случае, при выпуклой области и, область достижимости

D оказывается cTporo выпуклой. (Это не очень точно, строrая

выпуклость доказывается при некоторых предположениях, однако
они выделяют общий случай, и нарушение строrой выуRлостии
следует считать вырождением.)

Применение метода опорной rиперплоскости в этих задачах

облеrчается тем, что решение вспомоrательной задачи - вычис-

ление фУНlЩии R (g) - осуществляется точно и довольно просто.
В Cal\IOM деле, ВJ)lрал,ения (10) для функционалов Fi леrко приво-
дятся }( nиду

т

Р. [п( . )] = ш. (t)п(t) dt,
о

(11)

что требует (т + 1)-кратноrо решения задач вида

- =А.Ф+ У. r"ф=о. (12)

Функции wi (t), естественно, вычисляются только один раз. Далее,
'1'

для Р[п(. ), g] имеем формулу Р[п(. g]= w(t)п(t)dt. rде w(t, g)=
о

т

= giWi(t),и минимум F[ll(.), с] достиrается на управлении,
i=O

определяемом независимыми при разных t уравнеНИЯl\IИ

(ш (t), и (t» = min (ш (t), и). (13)
иЕи

Найдя и (t) ив (13) и вычислив фупкционалы Fi по формулам (11),
получаем точку z (g)={Fo , Р1 ,. . .'Рт [и (.)]}.

Автору неизвестны работы, в которых сообщалось бы о факти-
ческом использовании метода поворота опорной rиперплоскости
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для решения нелинейных задач. Б. Н. Пшеничный использовал

основные идеи этоrо метода для реПIения аадачи быстродействия
в несложной чисто методической задаче с линейной системой

х1:=::х2 ; Х2==.х3; хВ=и, lиl<1,
х(О)=О, х(Т)===Х

(cTporo rоворя, задача быстродействия для линейной системы -

задача нелинейная). Однако даже в этой простой вадаче сходи-

мость оказалась настолько медленной, что довести процесс макси-

мизации R (g) до получения удовлетворительной точности в усло-

вlIЯХ Х (Т)=Х удалось лишь после привлечения к задаче (6) идей
метода сопряженных rрадиентов. Подробнее этот вопрос рассмат-

ривается в 27 (СМ. также (65], [66 J).

3. а м е ч а н и е. Нелинейные задачи допуска тразличные эквивалент-
ные формулировки. В частности, все входящие в постановку задачи ФУНК-
ционалы Р, (и (.)] можно заменить на

-

Р;[и(. }]=Лi(Fi [и(. )])-Хi(О),

rде "'/..;, (Р) - произвольные монотонные функции ("'/..0, разумеется, монотонно

растущая). Леrко убедиться, что свойство выпуклости D не является инва-

риантным относительно подобноrо преобразования задачи, и это одна из при-
чин, не позволяющая считать строrую выпуклость D «естественным» свойством

реальной прикладной задачи.

Метод Нейштадmа (метод поворота опорной плоскости) был
предложен в (58] для задач линейноrо быстродействия. Сходи-
мость ero доказана, изложение доказательства можно найти, на-

пример, в (12]. Здесь мы дадим описание общей схемы метода и

качественный анализ сходимости для системы

dx

dt ==Ax+и; llEU, Х(О)==ХО
. (14)

Задача состоит в нахождении u (.), обеспечивающей попадание
х (т) в заданную точку Х за нратчайшее время.

Основу метода составляет иптеrрировав:ие П-системы

х==Ах+и,
-ф=А.ф, (ll(t), ф(t)==mах(u, ф(t». (15)

иЕи

Важную роль в дальнейшем иrрают следующие объекты: D (t) -

область достижимости за время t - ЗТО совокупность всех то-

чек х, в которые траектория системы (14) может попасть под воз-

действием kakoro-то управления за время " < t; G (t)=дtD (t)
rрапица D (t)*).

*) Точнее, дtD (t) = 11ш D (' + dt)/D (t).
4t-.+o
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Будем здесь предполarатъ, что D (t) - CTporo выпуклая
область (ДЛЯ широкоrо J<ласса линейных задач эта строrая ВЫПУК-
лость довольно просто доказывается; см., например, [12]). Из тео-

рии линейных задач известно, что решение П-системы {х (t),
Ф (t)} обладает следующим свойством: х (t) Е G (t), а Ф (t) опре-
деляет ОПОРПУIО к G (t) в точке х (t) rиперплоскость; если
в этой точке поверхность G (t) дифференцируема, то Ф (t) есть внеш-
няя нормаль к ней.

Решение задачи начинается заданием kakoro-то Ф (О), стес-

HeHHoro лишь требованием (Х-Хо , Ф (О» > О (например, Ф (0)=
=Х-Хо). с этим значением Ф (О) П-система интеrрируется до мо-

мента t*, определяемоrо условием

(ф (t.). Х- х (t.» = о. (16)
Такой момент наступит, так как при достаточно большом t Х Е D (t),
следовательно,

(ф(t), X-х(t»<:О.

Кроме Toro, Ф (t) и х (t) - непрерывны.
Итак, уравнением (f6), а также процессом интеrрирования

П-системы устанавливается функциональная зависимость t* (Фо).
Если в момент t =t*(Фо) будет х (t )=X, то задача решена.

Очевидно, что наименьшее время перехода х (t) из Хо в Х есть

то минима.льное время Т, при котором расmиряющееся с ростом t

МПО)l,ССТВО достижимости D (t) впервые поrлощает точку Х, Т. е.

время оптимальноrо быстродействия Т есть наименьший «корень»
уравнения

XED(t) (или XEG(t».

Если при заданном Фо в момент t* (фо)=t окажется, что х (t )+X,
то в силу строrой выпуклости D (t*) Х лежит вне D и, следова-
тельно, t* (фо) <: т при всех Фо. С друrой стороиы в силу прин-
ципа максимума существует решение Л-системы, соединяющее ХО

с Х за время Т. Итак, доказана
Л е м м а 1. Искожые начальные данные Ф (О) удов.летворяют

уравпенuю
шах t. [ф (О)] = Т.
ф(О)

ТаНИl\1 образом, задача быстродействия свелась н поиску
шах t.(фо).
Фс
Учитывая сложный неяввый характер определения зависи-

мости ,* (Фо), мы можем, В общем случае, рассчитьmать лишь

на численные методы поиска максимума, для чеrо полезно уметь

вычислять at* (фо)/дфо. ВычислеlШе этой производвой является

хорошим упражнением, НО нам она, в сущности, не понадобится.
13 Р. п. ФедореВJ<О
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Прежде чем двиrаться дальше, проиллюстрируем сказанное въnпе

на примере простой задачи быстродействия, решение которой
хорошо известно:

х1==х2
; х2==и, lиl< 1, х(о)=о.

На рис. 20 качественно изображены введенные выше объекты:
область достижимости D (t*), ее rраиица G (t*), траектория х (t),
определяемая решением П-системы с начальным вектором фОt

Рис. 20.

ф (t*) есть нормаль к G (t*), а t определяется пак первый мо-

мент, коrда rиперплоскость r (t), проведенная через х (t) opToro-
нально Ф (t), пройдет через заданное конечное состояние х.

Теперь повернем слеrка rиперплоскость r около точки х,
определив ее нормалью

ф=ф(t.>+а[Х-х(t.)]. (17)
Может быть сформулирована

Л е м м а 2. При достаточно жалож а > О област'Ь D (t*) ле-

жит «ниже) 2иперnдоскости :r, т. е.

(ф. х-Х)<О для всех xED(t.).

Доказательство предоставим читателю.

Построим теперь новую траекторию х (t) тап, чтобы она удов-

летворяла принципу максимума и. в момент t* выходила на ту

точку rраницы G (t*), в которой Ф является нормалью (см. рис. 20).
Построить такую траекторию несложио: нужно проинтеrрировать

уравнение -Ф=А*tJ> назад, от t* к О, задав данные Коти Ф (t*)=ф;
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имея Ф (t), из прииципа максимума находим u (t) на интервале

[о, е*] и соответствующую фазовую траекторию i (t). Очевидно
следующее:

С л е Д с т в и е. Fиперп.лоекость, проведе1lная через точ-пу
х (t*) ортоеоuаАЬ1l0 вектору ф, стрО20 отделяет D (t*) от Х; дру-
2UЖU сд,оважu,

(ф, Х - x(tj)> о.

Теперь можно продолжить траекторию х (t) для t > t*, решая
совместно П-систему с начальными данными при t*; в некоторый
момент t1

* > t* реализуется ситуация

(ф(t )tХ - x(t )===о.

ЭТИМ и заканчивается стандартный шаr процесса максимизации

t* (Фо). Как уже rоворилось, сходимость t* -+ Т доказана; одно-
u

временно с построением максимизирующеи последовательности

t < t < t;. . . -+ т мы получаем и последовательность опти-

мальных (удовлетворяющих принципу максимума) траекторий,
правые концы которых х (t ), х (t ),. . . . -+ Х, а сами траекто-

рии сходятся к искомой. Подчеркнем еще раз, что существенным

(I)aKTOpOM, определяющим успех этоrо метода, является строrая

выпуклость множеств ДОСТИiКИМОСТИ D (t). Поскольку для области

D (t), nЫПУI(ЛОЙ, по не c'.rporo, метод может не сходиться, следует

О)I(ИДll'J')) М()ДЛ()UIIОЙ сходимости В тех ситуациях, коrда rраница
() (t) D Оl(рестности Х имеет малую кривизну.

IIрактическая реализация алrоритма требует решения еще

одноrо важноrо вопроса: как выбирать «шаr) а в формуле (17)?
J3 расчетах Б. Н. Пmеничноrо и л. А. Соболенко, результаты

I\OTOpblX мы кратко обсудим, выбор а осуществлялся так: описан-

lIая выше процедура для каждоrо а дает значение t* (а), удовлет-

поряющее уравнению типа (16). Вычисляя t* (а) для нескольких

значений, например, О, h, 2h, и используя далее квадратичную

интерполяцию t" (а), можно С необходимой точностью найти шах {" (а);
сх

'fОЧRа М8Rси:мума а'" и определяет шаr процесса. В [67] npиведены

IJезультаты БЫЧИСЛИ'ТeШJноrо эксперимента для системы 1;1 == х2

,

х2 ==х
З
, :if3=u, Jиt<1, х(О)=О, Х={а, о, о}:

1) при а=2 для попадания в Х с точностью О, 1 (т. е.

11х (t*)-XIJ 0,1) потребовалось 37 итераций (в статье, к сожа-

лению, не указывается, сколько интеrрироваlШЙ Л-системы соста-

nляют эти 37 итераций);
2) в том же примере для достижения точности 0,01 потребова-

JIОСЬ 80 итераций (видно, что уточнение решения в методе Нейштадта
JIрОИСХодит плохо);

3) задача с а=16 не была решена за разумное машинное вре:мя

(при точности 0,1); это связано, конечно, с тем, что rраница

13*
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G (Т) в этом случае имеет заметно меньшую кривизну, qeM при

а=2 (Т=4).
Используя для решения задачи поиска шахt*( о) описанную

Фо
в 51 процедуру метода сопряженных rради.ентов, задачи 1),2), 3)
удалось решить за 6, 10 и 13 итераций соответственно.

Сравнивая метод Нейmтадта (метод поворота опорной rипер-

плоскости) с методом Ньютона *), можно сделать следующие

выводы.

1. При относительно хорошем наqальном приближении {ч>о, Т}
метод Ньютона имеет заметное преимущество, быстро приводя
к практически точному решеншо. Метод Нейштадта в этой ситуа-

ЦИИ, даже усиленный идеями метода сопря)кенных rрадиентов,

сходится довольно медленно.
2. Однако на стадии поиска, начинающейся с rрубоrо прибли-

жения СРО! метод Нейmтадта, видимо, эффективнее метода Нью-

тона: в частности, если начальное значение Фо дает СР (t), имеющую
меньше, чем нужно, пулей, метод Ньютона встречает затрудпеlШЯ.

Для метода поворота опорной rиперплоскости подобных затрудне-
ний не возникает. Сделать более уверенные выводы, к сожале-

нию, не удается, так как в 165], [66] результаты экспериментов

приведены очень скупо: нет, в частности, указаний о выборе на-

чальных данных, о ходе итерационноrо процесса.

23. Приближевное решение задач
со скользящим режимом

Рассмотрим простую задачу, в решении которой появляется

скользящий режим. Эта задача уже была проапализировава
в * 10, здесь же мы попробуем разобраться в том, какие осложне-

ния возииIШYТ при попытке ее численв:оrо решения. Итак, рас-

сматривается модельная управляемая система:

Zl=Z2+[1l(t)]2; х
1 (0)=0,

з;2= и (t); х
2
(О)= О; О tТ= 3.

Задача состоит в определении u (t) ИЗ условий

(1)

шах х
1 (Т).

и(. )

х2 (Т)=О; lи(t)I 1; x2(t) 1.
(2)

попыаемсяя решать ее численно методом последовательной линеа-

*) СМ. 27.
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ризации, взяв в качестве исходноrо приближения изобра Rенную
па рис. 21 ФУПRЦИЮ. Ей соответствует управление

1, O<t<1,
-1 1<t<1, ,,

(3)II (t) == 1, 1,5 1<2,
-1 2 t 3...

Опуская неСЛО}[,НLlе вы лацI,и,,найцеl\1 выраiJ енияДJIЯ вариаций
функционалов

т т

o:r1(T)= [2и(t)+(Т-t)lоzz(t)dt= wooиdt,
п о

т

ож2 (Т)= oи.(t)dt.
()

1

ож2 (1)= oи(t)dt;
о

2

ож2 (2)= i ш (t) dt.

о

Будем I)СlпаТIJ аадачу n Rлассе I\УСОЧНО постоянных управлений
11 (l)=llп+1/1 I1IН" l1,'t t«п+1)'t; 't== T/N.

J СJI:И N достаточно велико, l\1LI MOj!,eM в этом классе получить
()Ч()НJ.) 1'ОЧНУЮ аппроксимацию СRользящеrо режима: на интервале
1 < t < 2 приближенная ве-

Jlичина х
2

(t) будет отличать-

СЯ от точной (соответствую-
Iцей скользящему режиму)
х
2

(t) = 1 на величину, не

большую "С. Однако попытка

'Iисленноrо решения задачи

сразу же оказывается без-

успешной: дело в том, что

управление (3) является точ-

I(ОЙ (в функциональном пространстве) локальноrо максимума,

достаточно далекой от точки rлобальноrо максимума. Сле-

дует сразу же разъяснить: это управление является точкой ло-

кальноrо максимума ЛИIПЬ относительно класса малых вариаций
управления. Относительно класса конечных вариаций управления
на множестве малой меры оно точкой локальноrо максимума не бу-
дет. В Э'.rОМ читатель без труда убедится, если проварьирует

управление лишь на двух малых интервалах сетки, примыкаю-

IЦИХ к ТОЧRе t=1,5; на леВОl\1 следует замеНИТJ) и (t)==-1 на и=+1,

х
2

1

t

Рис. 21.
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а на правом - наоборот. Будет получена траектория, не нару-
шающая ни одноrо из дополнительных УСЛОБИЙ, а значение ФУВК-
ционала

т

x
1
(Т)= i {x

2
(t) + [и (t)]2} dt

о

увеличится, так как х
2 (t) возрастает. Немноrим более сложна

проверка Toro, что в классе малых вариаций управления точка (3)-
неулyчmаема. В самом деле, из (3) следует очевидная структура

конуса вариаций управления:

8и(t) 0 при tE(O; 1) u (1,5; 2),
8и(t) О при t Е (1; 1,5) U (2; 3).

(4)

в этих условиях в классе функций (4) не существует решения задачи

т

8:I;l(T)= wo (t)8и(t)dt> О

о

(5)

(
Т

мы даже ие учитываем дополпителъиых оrраиичепий
о

f 8иdt = О. {8иdt= о). в самом деле, заметим, что

о о

 иdt==О,

wо (t)==2и(t)+(Т-t»0 при tE(O, 1) U (1,5; 2).

wo(t)<O при tE(1; 1,5)U(2;3).

Так же можно убедиться, что для малых вариаций ои (t) точкой
локальноrо максимума будет любое управление, равное +1
на чередующейся последовательности интервалов. Таким образом,
на пути к достаточно точной аппроксимации скользящеrо режима
алrоритм приближенноrо решения, оспованный па малых вариа-
циях ои (t), встретит оrромное число локальных экстремумов,

в каждом из которых процесс может «застрять). Эта ситуация ха-

рактерна для задач со скользящими режимами. Преодолеть такие

трудности можпо с помощью алrоритмов, в которых минимизирую-

щая последовательность управлений строится процессом конеч-

ных вариаций управления па множестве малой меры. В данном
примере леrко реализовать такой процесс и продемопстрировать
ero эффективность. Однако зта леrкость была бы следствием три-
виальности самой задачи: ведь она без труда решается «в уме».
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Посмотрим теперь с какими проблемами мы встретимся при по-
пытке в сравнительно общей задаче осуществить построение конеч-

ной вариации на множестве малой меры. Напомним (см. 6), что

в Этом случае для вариаций фУНlЩионалов задачи Р. [и ( · ) ] имеются
формулы

'l'

8F.= ф(lJ (t){/[x (t), V (t)] - /[х (t), и (t)]) tU (6)
о

(здесь {х (t), и (t)} - невозмущенная траектория, ф(l) (t) - опре-
деленные решения сопряжеиноrо уравнения, v (t) - управляю-
щая функция, отличающаяся от и (t) лишь на множестве малой

меры, а в остальном произвольная). Таким образом, естественная

вадача, определяющая вариацию управления, в этом случае форму-
лируется так: задано малое е > о, следует найти множество

Мс [О, Т] и функцию v (t) из условий:

1) min фIOJ{f(х. и)-Нх. и)}dt.
м, ,,(.) Jl

Fl + фllJ и(х. и)- Нх. и)} dt,
м

(7)2)

:J) (пеR М < 8, ,,(t) Е и.

Это - достаточно сложная задача, как ее решать - не совсем

ясно. Можно несколько упростить ее, требуя не мипимизации

8Ро , а лишь выполнения неравеНСТВ8 ОРо [М, v (.)] < о. Это, НО-

нечно, сделает процесс построения мипимизирующей последова-
тельности менее эффективным (замедлится скорость сходимости
к экстремуму). Можно избрать и промежуточпый вариант, выби-
рая множество М из каких-то «разумных) соображений, а для

определения v ( .) решая все-таки вадачу на условный экстремум.
Но и после этоrо задача остается сложной, а ведь ее предстоит
решать MHorOKpaTHo. К тому же, работая в условиях невьmУRЛОЙ
области f (х, U), мы можем столкнуться с проблемой иелокаль-

Horo ЭRстремума. Таким обравом, этот подход реализуем, видимо,

лишь в двух ситуациях:

1) если аналитические выражения f (х, и) настолько просты ,

что задачу типа (7) можно решить частIrыии приемами;

2) при отсутствии дополнительных условий (7.2), коrда за-

дача (7) является задачей на безусловный минимум.
Не нужно только последний случай трактовать слишком ши-

роко, сводя к нему с помощью штрафных функций самую общую
задачу. Дело ведь не только в словесвом оформлеПQ:И задачи -
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задача на условный экстремум очень сложна, а задача на бевус-
ловный экстремум l\lHOrO проще. Очень важными факторами ЯВ-

ляются свойства rладкости участвующих в постановке задачи

функций. А метод штрафных функций основан на введении в задачу

очень неrладких функций, после чеrо и задача на безусловвый
экстремум становится очень сложной.

По мнению автора, наиболее реальным подходом к решению
задач со СКОЛЬЗЯЩInIИ режимами является прием, использованный
в теоретических целях Р. В. rамкрелидзе (см. стр. 88); Правда,
и здесь не все так YiH просто, так как размерность управления

существенно повышается. НаПО1\-IНИМ, что 1\-Iетод rамкрелидзе
состоит в замене управляе1\-IОЙ системы х=! (х. и) системой

'[J

х == rl i (t) f (х, Ui ),
i=l

нричем вместо одной вектор-функции u (t) в исходном уравнении
появляются р управляющих вектор-функций Ul (t) плюс Р ска-

лярных управлений f1
l (t) (число Р связано с размерностью тела

conv I (х, и». ВО ВСЯКО1\-I случае ясно, что решение задач со сколь-

зящими реЖИ1\-Iами не очень просто, здесь еще нет опыта, и браться
за это дело стоит только в том случае, Rоrда это действительно
необходимо.

В 10 при обсуждении вопроса о том, как часто в прикладпыIx

задачах MoryT появляться скользящие режимы, автор утверждал,

что, например, в задачах 30 с невыпуклой вектоrраммой, rде
в принципе возможны скользящие режимы, содержательные по-

становки задач R таким решениям не приводят. Правда, эти задачи

решались автором методом малых вариаций управлений. Такой
метод и не рассчитан на получение скользящих режимов. Те1\-I не ме-

нее, можно с достаточными основаниями утверждать, что не в этом

дело. Прежде Bcero, во всех этих задачах почти очевидно, что умень-
шение сопротивления воздуха движению тела является блаrо-

приятным фактором с точки зрения ПОСтавленной вариационной
задачи. Поэтому режим, в котором уrол атаки (и2 (t» в среднем
близок к нулю, а ero квадрат (сопротивление воздуха пропорцио-
нально и2') - велик, едва ли может быть оптимальным. ДруrИ1\-I
соображением являются результаты проводивmихся автором

экспериментов по решению задачи (1) методом малых ваJ)иаций
управления (  19-21).

Начиная с каких-то траекторий, алrоритм быстро приводил
к локальному экстремуму

-

траектории, качественно близкой

к изображенной на рис. 21. Эти локально экстремаЛЫlые траекто-

рии в зависимости от начальноrо управления имели существенно

разную форму, разные значения функционала РО , но все они со-

стояли из релейных управлений u (t) = + 1 (-1) на чередующейся
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последовательности отрезков. Таким образом, численные резуль-
таты содержали явное указание на скользящий режим, понятное,
разумеется, тому, кто знаком с этим явлением. В эадачах 30 ре-
шения, начи:нающиеся с разных начальных управлений, приводят
практически R одной и той же траектории х (t), к одному и тому же

значению Fо, хотя и (t) MoryT отличаться достаточно сильно. Та-

I\ая картина связана прежде Bcero с некорректност)ю задачи

(СМ. 40) и не дает оснований подовревзть наличие скольвящеrо ре-

жима (cKpblToro решения).

24. rрадиевтный метол BToporo ПОРЯlIКа

В 18-23 бъmи описаны методы построения МИНИ1\rIизирующей
последовательности управлений, использующие лишь первые

производные входящих в задачу функционалов. Поэтому эти ме-

тоды наэывают жетода.ми nервоео порядка. Давно было замечено,
что при решении задач поиска 1\rIИНЮIума методом первоrо порядка
сходимость оказывается очень 1\rIедленной в окрестности точки ми-

IIЮIума. Это и понятно: ведь в этой окрестности, rрубо rоворя,
первая производная минимизируемоrо Функционала обращается
(} нуль, и приращение ero при вариации apryMeHTa (управления)
определяется вторым члеНО1\rI разложения. Стремясь повысить

скорость поиска и получить более точные результаты без суще-
( 'I'I1011110ro уnеJlичеllИЯ времени счета, естественно приходят к идее

ИСIIОЛЬЗ0ваuия в RI))числениях TaI(}Ke вторых производных ОТ Функ-
I иопаловзадачи. Кроме Toro, с ЗТИ1\rI л(е связаны и надежды повы-

сить эффективность поиска в условиях применения штрафных
tI)ункций, коrда сходим:ость методов nepBoro порядка оказывается

очень медленной даже сравнительно далеко от искомой точки ми-

нимума. Meтoдь второео порядка разработаны не так подробно,
l(aI( методы первоrо порядка, а опыт их фактическоrо применения
eOBCe1\rI невелик. Ниже будет описана общая схема метода BToporo

порядка и рассмотрены возникающие при ero реализации вычис-

.IIительные проблемы.
Итак, рассматривается управляе1\rIая систе1\rIа

dx

lit==/(X' и). х(О)==Хо O<t T. (1)

.'де Хо , т заданы. На траектории систе1\rIЫ определены Функцио-
Ilалы вида

т

Fl [и ( · )] == фl [х (t), и (t)] dt + Rl
[х (Т»), i = О, 1,...' т. (2)

о

Иlцется
min Fo [и( . )1
tt(.)

(3)
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при условиях

Р, [и. ( · )] == О, i= 1, 2, ..., т; и (t) Е и. (4)

Пусть {и (. ), х (. )} - некоторая «неВО8мущенная) траектория
системы. Пусть управление возмущено малой функцией 8 и( · ),
следствием чеrо явилось малое возмущение фазовой траектории:
х (t) -+ х (t)+ 8х (t).

Уравнение в вариациях определяет связь 1\rIежду 8х (t) и 8u (t),
однако в теории BToporo порядка оно имеет такую форму:
д8х 1

-;u
=1:I;"дх + '"ои + 2" (1жж"дх,  x)+

1

+2: (fии8и , оа) + (f:z;u8x, ои), "дх (О) == о. (5)

Формально уравнение1\rI (5) функция 8х (t) однозначно определяется

при заданном 8и (.), однако это уравнение
- нелинейное, и вся

теория приобретает существенно более сложный характер. В то же

время нужно иметь в виду и важное блаrоприятное обстоятельство:
поскольку 8х и 8и являются 1\rIалыми величинами, решение урав-
нения (5) может быть осуществлено методом итерацИЙ: сначала

находится аж (t) решением линейноrо уравнения

 ;=fI1JOX+ '..8и; 8х(0)=О, (5-)

затем в квадратичные члены уравнения (5) подставляется это пер-
вое приближение ОХ, и следующее приближение ох (t) находится

решением линейной системы

д8х 1 _

dt-I:I; [t] ОХ = ftl [t] аи +2 (1:r;zox, аж). +

+ (fиu8и, щ) + (/:zцox, 8и), &:(0)=0. (5**)

Для наших целей этоrо достаточно, и дальнейпmх итераций можно
будет не проводить, поскольку они дают поправки к Ох, имеющие

формально третий порядок малости. Разумеется, как всеrда, мы

считаем, что функции f (х, и), Ф (х, и), R (х) имеют непрерывные

производные нужных порядков; f:z;, ftl , f:z;:z; И т. д.
- суть функции t

(векторные и матричные), определенные на неВОЗ1\rIущенной
траектории {и (t), х (t)}.

Заметим, что мы не случайно оrраничиваемся здесь функциона-
лами вида (2). Для функционалов

F [и ( · )] == шах Ф [х (t)] (2.)
,

существование первойпроизводной по направлению rараптируется
достаточной rладкостью функции Ф (х) и является естественным
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в прикладных задачах, в то время как существование второй
проиsводной по направлению уже не обеспечивается предположе-
нием какой уrодно rл8ДКОСТИ Ф. Это связано с тем, что формула
для приращения функционала (2*), установленная в 4, им:еет

вид

F[и(. )+€v(. )]==F[и(. )]+€D[и(.). v(. )]+0(8),

и заменить о (е) на О (е2) В общем случае нельзя.

Прямая вариация функционала дает следУЮЩУЮ простую

формулу
т т

W[8и(' )]= Ф#;3х(t)dt + ф
u&ult+R#;3х(Т)+

о о

т т

+ (Ф_8х, 8х) dt + (Фиt,8а, 00) dt+
о о

т

+ (Фu#;оо, 8x)dt+ (R#;#;8x(T), 3х(Т». (6)
о

Теперь, испольвуя уравнение в вариациях (5), следует в выраже-
нии (6) исключить вариацию зависимоrо apryмeHTa 8х (t) через
ш (.) и получить БF [8и ( · )] в виде квадратичноrо функционала
от &t (.). Здесь мы таI(же мо}ксм воспользоваться сделаННЫ?t1 выше

вамечанием и в квадратичных членах использовать связь между

8х (t) и ои (.), следующую из линейной теории (5*). Эта связь нам

будет нужна и для вычислений, поэтому выnиmе1\-I ее в явном виде:

t

8х (t) = G (t, 't) 00 ('t) d't.

О

(7)

Функция G (t, tt) связана с функцией rрина линейной задачи

(5*); ее вычисление сводится R следующим операциям:
{. Найти решение матричноrо уравнения в вариациях:

dG
dt-f [t]8(t)==О; 8(О)=Е, (8)

что эквивалентно n-краТНО1\-IУ интеrрированию системы линейных

уравнений (5*) (n - размерность х). g (t) - матрица n -+ n.

2. G(t, 't)=8(t)8-I ('С)fll ['t].

Таким обравом, G (t, tt) есть матрица r -+ n (r - равмерность и).
Матрица G (t, '1:) нужна для дальнейших вычислений и ее следует
 яапоывить» в виде табдицы значений на временн6й сетке с N



204 МЕТОДЫ ПРИБЛИЖЕниоrо РЕШЕНИЯ (rл. 11

узлами. Это потребует N2
rп ячеек памяти (в обще1\-I случае; в КОН-

кретной задаче необходимый ресурс памяти может быть мень-

ШИМ)*).
Теперь выражение (7) может быть подставлено в квадратичные

члены формулы (6), превращая последние в квадратичные Функ-
ционалы от  и(. ). Подробно поясним необходимые вычисления

на caM01\-I СЛОЖНОlvl выражении
т

J(Ф=[t] х(t), 8x(t»dt=
о

т 1 t

= (Ф= [tl G(t. 't)&l('t)d't, G(t. е)8и(е) )dt=
() о о

ТТ

= (А ) (е, 't) 8и ('t), 8и (Щ d't .
О О

rде матрица r r

т

А I (е, 't) = С* (t, е) Ф= [t) G (t, 1:) dt.

ша.х (е, 't)

т

Что касается линейных 110 8x(t) членов в (6). т. е. Фз;8хdt
о

и Rzox (Т), то они должны быть преобра30Баны с ИСllОЛЬЗ0ванием

уравнения Б вариациях вида (511*), в которое вместо ox(t) подстав-

лено выражение (7). В этом случае уравнение (5"*) принимает вид
t t

8X-I",8х=I..8и(t) + (A2 (t, 't, е)8и('t). 8и(e»a , (9)
о о

rде А 2 (t, -С, е) - теНЗ0Р TaKoro типа, что выражение (А 2 (t, 1:,

 ) 8и, Ou') есть вектор размерности п**). ФОР1\-IУЛЫ дЛЯ вычи-

сления ero компонент получаются из выражения

(/",z[t] i G(t. 't)&l('t)d't, i G(t, Е)8и(Е) dJ;) +
+ (lfIZ [t] 8и (t), i G (t, 't) 8и ('t)d't) + (1,", [tJ 8и(t), 8и (t»)

*) Впрочем, можно запомнить на сетне лишь матрицы <& (t), <&-1 (е),
111 (t], что потребует 2Nnl+Nrn ячееR.

.*) Можно представлять А2 в виде n-вентора, НОМIIоненты I\OTOpOro суть
матрицы r -+ r, зависящие от трех переменных tt 't, е.
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приведением ero ВЫ:КЛ8ДR8МИ. 8палоrичными проделанным выше,
:к виду

t t

(A 2 (t. 't,  )&l('t), ш(Щdd.
О о

Далее решение уравнения (9) записывается в виде

f t Е

&r(t) = J G(t. 't)&l('t)tk+ J J J (A2 (-q. 't. е)ш('t), ш(Щd'tll ;
n о О n

можно В8писать ero и в более удобной ДЛЯ дальнейmеro форме
t t t

3x(t) = G(t, 't}Ш('t}d't+ J (A2 {t, 't,  )Ш('t), (Щd't . (10)
О о о

проделав соответствующие преобразования. 3ате1\-I это выражение
следует подставить в те части формулы (6), которые линейны

по 00; (е). После некоторых преобразований формула (6) приобретет
следующий вид:

т тт

3P[&l(. }l= J w{t) и(t)dt+J J (W( .'t)ш( ),Ш('t» d't, (6'
n n о

тде W - мnтрица r -+ Т. Выше мы намеренно не доводили всех

nIlIRлаДОR до конца, оrраничиваясь лишь указанием той формы,
u

К которои можно И нужно привести те или иные выражения.
 лядальпеЙПIеrо нам важны следующие выводы.

{. Можно написать в:ыIажениеe для  p( u(. ) ]. имеющее точ-

ность О (" 8и 118), в виде квадратичноrо функционала от 8и (.).
2. Вычисление матрицы W ( ,tt) сводится к последовательным

«nадратурам от известных, определенных на певозмущенной
траектории, Фупкций.

3. ИСП6ЛЬ8УЯ В вычислениях кусочио постоянные сеточные

функции и (е) на сетке с N интервалами, превратим квадратичный
Функциопал в квадратичную форму в пространстве размерности
Nr. Для Toro чтобы работать в дальнейшем с подобными формами,
следует запомнить на сетке матрицу-функцию W ( ,-с), что потре-
бует N'r' ячеек памяти. Для Toro чтобы использовать фОР1\-IYЛЫ
nToporo порядка точности для всех (т+f) функционалов вариа-

ционной задаЧИf потребуется (т+1)N'r' ячеек памяти. Допустим,
ол;пано, что затруднения с памятью ОRазались преодолимыми, и все

nектор-функции wj(t) и матрицы-функции Wl ( ,1:) (i=O, 1,. .
., т)

1\ltlчислены И хранятся в памяти в виде соответствующих таблиц

1{JIЯ дискретпых значении арrумептов е, е, 1:.
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Теперь для определения вариации ои (.) может быть постав-

лена следующая задача:

min!fwo (t)8и(t)dt + f f (Wo('t. e)8и('t). 8и(e»dd!, (11)
lSи (.)

о о о

при условиях

т т т

F
l [и ( · )] + wi (t) 8и (t) dt + (И'" i (е. -с) 8и (е). 8и ('t» ded't = О.

о о о

i == 1, 2, . .
., т, (12)

и(t)+8и(t)E и (13)

(ради простоты м:ы не делае1\-I очевидной за1\-Iены интеrралов конеч-

ными СУМ1\-Iами).
Формально получена сложная задача, однако и здесь напра-

шивается итерационный метод ее решения, при котором все усло-
вия (12) берутся в линейной форме, а квадратичные члены бе-

рутся из предыдущей итерации. Таким образом, каждый шаr

этой процедуры потребует решения задачи на минимум квадратич-
Horo функционала при линейных оrраничениях, что уже знаЧII-

тельно проще: соответствующие алrоритмы описаны, нanри-

1\-Iep, в 51. Мы оrраничимся этим беrлым и общим описание1\-I,

ПОТО1\-IУ что В такой форме методы BToporo порядка, учитывая всю

rP01\-IОЗДКОСТЬ предварительных вычислений, в сложных задачах

прим:енять будет, видимо, очень трудно и едва ли рационально.

Однако можно ввести некоторые упрощения и получить более

практичпые, хотя и не столь последовательные, методы.
Практическая форма метода основывается на следУЮЩИХ упро-

щениях.
1. Уравнение в вариациях используется в линейной фОР1\-Iе

ОХ= 1з: [t] ОХ + 'и [t] ои.  x(О)= О.

а ero решение в виде (7).
2. Вариации всех функционалов F1'. .

.,
F
т

[и (.)] также

вычисляются лишь в линейном приближении
f' т

8Р,[8и(. )]= Ф &zdt+ Ф 8хdt+R 8х(Т).
о о

3. Вариация мипимизируемоrо функциоиала вычисляется с уче...

том Rвадратичных членов, Т. е, в виде (11) Обычцым образом
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для oF
l [8и (.)] получаем выражение

т

8F,[ш( · )]= w,(t)ш(t)dt,
о

i = 1, 2, . .
.. т,

а ДЛЯ oFo [8и ( · )] - полное выражение
т тт

8Ро [ш ( · )] = i wo (t)8и(t)dt + (wo( ''t)ш(е), 8и('t» l! d't,

О О О

причем вычисление функции Wо (е, --с) существенно упрощается
в силу более простой формы уравнения в вариациях.

Разумеется, теперь неЛЬ8Я rоворить о 1\-Iетоде BToporo порядка,

однако можно привести соображения в пользу TaKoro непоследо-
вательноrо подхода: ведь в окрестности 1\-IинИ1\tIУ1\-Iа вырождается

(обращается в нуль) линейная часть приращения oFo , ПОЭТО1\-IУ
естественно уточнить вычисления И1\-Iенно в ЭТО1\-I месте *). Учиты-
вая в условиях F,=O, i=1, 2,. .

., т, лишь линейные по щ (.)
члены, мы буде1\-I получать неВЯ8КИ Р, [и (.)+ 8и (.) ] OOloи 112),
и их компенсация на следующей итерации потребует малой, по-

рядка 118и 112, части вариации управления. Труднее оправдать
использование простеЙПIей фОР1\-IЫ уравнения в вариациях при
преобразоnапии линейной по 00; (t) части вариации Функционала Fо.

Видимо, реmаIОЩИl\I aprymeI-IТОМ здесь является относительная

простота преобрвзования исходноrо выражения для ОРо (6).
Выше мы убедились в том, что, используя линейную связь между

00; (t) и ои (.), иетрудно доnести выкладки до конца и преобразо-
вать первоначальное выражение oFо (в виде квадратичной формы
от 00; (.) и ои (.» в квадратичную форму только от 8и (.). Попытка
проделать ту же операцию, используя более точную фОР1\-IY урав-
нения в вариациях, хотя и не встретила принципиальных труд-
IIостей, однако привела к существенному усложнению всей про-

цедуры, так что ее не так просто довести до конца даже на уровне
формальных выкладок.

Так или иначе, мы ПРИХОДИl\I к следующей задаче определе-
Ilия вариации управления:

1
1' тт

Imin r w
o (t)8и(t)dt+ (Wo(e, -с)8и(е), Ш('t» d't,

 u{.) J
о о о

(14)

8) Стоит уточнить, что означает ЗТО «вырождение)} в окрестности мини-

мума. Если в задаче нет условий Р, == 01 ТО В тех точках t, rде и (t) не

I''''ШЛО на rраницы и. шо (t) о. Если же условия Fl = О в задаче есть,
т

1'0 для всех 8и ( · ), удовлетворяющих условиям (12). wo'6иdt ;;. С U 8и и2.

О
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при условиях
f'

Р,[и.(. )]+ 1 w,(t) и(t)dt=O.
о

i=1, 2, ..., т,

и(t)+oи(t)E и
(15)

или

r

1I Oи (t)f dt =S2.

о

(16)

Испольвуя Rласс кусочно постоянных управляющих функций
на сетке с N малыми временными интервалами, покрывающими
[О, Т], приходим К следующей задаче квадратичноrо проrрамми-
рования в конечвомерном пространстве:

(
В N N

I ls,fi + fi H 9SpS9 · (14.)

при условиях
N

Xl + h s,,=O,
1& 1

i= 1, 2. . 8 8' т, ( 15.)

N

s;<SI&<s; или S ==S2.
11=1

(16.)

Свявь между непрерывной вадачей (14)-(16) и ее сеточной аппро-
Rсимацией (14*)-(16.) не нуждается в пояснениях; ваметим лить,

что в дискретной зцдаче 1v есть произведение числа интервалов
сетки на размерность управления. Задача (14*)-(16*) является

либо задачей квадратическоrо проrраммирования, либо класси-

ческой задачей на условный экстреМУ1\-I квадратичной формы в за-

ВИСимости от Toro, какую форму имеют исходная вадача и, соответ-

ственно, условие (16*).
Рассмотрим подробнее второй, классический вариант задачи,

так как в этом случае метод множителей Лаrранжа сводит вадачу
к системе линейных алrебраических уравнений. В самом деле,

образовав функцию Лаrранжа
N N N т N N

L(s. л)= s,fi +  H 9SpS9+ л. s,fi +ло s:.
1&:=1 1'=1 9=1 i=l ,,=1 n=1

и приравНJlВ нулю проиsводные по S... получим систему линей-
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ных алrебраических уравнений
N

: = (Н п+Н р)Sр+ЛоS,.+
1'=1

+ {h + lлР4=о, n == 1, 2. . .
.,
N. (17)

Решая N уравнений (17) вместе с т уравнениями (15.) относи-

т льноN+ т неизвестных {s.}. Л1 , Л2 , . .
.,

Л
т при каком-то фик-

сированном значении Ло, получим решение, удовлетворяющее
всем условиям задачи, за исключением (16*). Проделав по-

добные вычисления для нескольких вначенИЙ Ло, подберем
нужное значение ло из условия (16*), которое, кстати, может

быть удовлетворено с не очень ВЫСокой точностью. Однако
саМЫ1\-I неприятным моментом Bcero алrоритма является необхо-

ДИ1\-IОСТЬ решения систем линейных алrебраических уравнений
высокоrо порядка N. Этим объясняется, видимо, тот факт, что

в известных автору работах метод BToporo порядка испольвовался

на сравнительно rрубых сетках с небольmим значением N 

 fО-:-20.Если исходная вариационная вадача содержит условие
и (t) Е и, и в (16*) берется первый вариант оrраничений на S", за-

дача така(е оказывается вычислительно очень сложной при боль-

.IIИХ N. ТаI(ИМ образом, проявляется своеобразная противоречи-

.IOCTIJ Ivlt,'fОДОВ BTOPOI'O порядка. Имея целью в основном повысить

в4)(I)ек'l'ИВНОСТЬ поиска вблизи минимума и получить меньшее зна-

чение функционала, чем это удается сделать методами первоrо

IIорядка, методы BToporo порядка, реализованные на rрубых сет-

.,ах невысокой размерности, теряют Б точности именно из-за rpy-

бости аппроксимации, из-ва сужения задачи на пространство

управлений, не допускающее очень точноrо приближения иско-

Moro оптимальноrо и (t).
Стоит упомянуть еще одну пр чину,ПО которой методы BToporo

норядка представляются интересными. Это связано с выбор01\-1

Iпаrа спуска s. в методах первоrо порядка эту величину прихо-
дится назначать, тоrда как в методах BToporo порядка учет квадра-
тичных членов разложения приводит к естественному выбору
абсолютной величины вариации  и(t) без введения искусственных
оrраничений.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ

25. Общие замечания к третьей rлаве

Во второй rлаве были приведены характерные подходы к по-

строению приближенIrЫХ методов решения задач оптимальноrо

управления. Однако при их реализации возникает необходимость
уточнить и конкретизировать ряд деталей. Кроме Toro, заранее
не ясно, каковы будут затраты вычислительной работы, какие

результаты удастся получить. Все это выясняется в процессе
систематической эксплуатации метода. При решении конкретной
задачи MoryT возникнуть какие-то специфические трудности,
и нужно уметь разбираться в причипах возможных неудач, нахо-

дить пути их преодоления. Совокупность подобных деталей о"бра-
зует низший уровень вычислительной технолоrии, однако, не вла-

дея им, не стоит браться за решение сложных задач. Перед автором
стояла задача познакомить читателя и с этой стороной вопроса.
Сейчас не видно друrоrо способа сделать это, отличноrо от Toro,

который реализован в настоящей rлаве. Здесь собраны примеры
фактическоrо решения прикладных задач оптимальноrо управле-

ния, подробно показан и прокомментирован процесс их решения,

разъяснены трудности, встретившиеся в той или ивой иэ них,

те конкретные приемы, поторые были использованы. и достиrаемый
с их помощью эффект. Основу этой rлавы составляют задачи,

решенные автором. Это естественно, так как по этим задачам

автор располаrает необходимым методическим материалом. Однако,
если была возможность, автор привлекал и результаты расчетов,

проведенных друrими.

Нужно все-таки объяснить, почему в этой rлаве собрано сравни-
тельно большое число примеров, и почему процесс решения задач
так подробно освещается, зачем такое количество таблиц и rрафи-
ков. Стремясь познакомить читателя с достаточно широким набо-

ром вычислительных приемов, методов анализа результатов и т. Д.,

автор не хотел бы при их изложении оrраничиться заверениями
о том, что они оказались полезными, эффективными, позволили

преодолеть какие-то трудности. Автор стремился показать, что

трудности действительно были, и в чем они состояли, что их дей-
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u

ствительно удалось преодолеть, и что это значит, какои смысл

можно вкладывать в утверждения об «эффективном решении слож-

ных задач). Все это так или иначе связано с характерной чертой
вычислительной математики: в heKOTOP01\-I смысле ее средства

тривиальны и доступны не очень сведущему человеку. В то же

время всякий, кто занимался вычислительной работой всерьез,
знает, что она требует большоrо труда, фантазии и сообразитель-
ности, основательных теоретических знаний. Основной арсенал

средств приближенных вычислений сформировался очень давно

(например, метод Ньютона для решения уравнений, 1\-Iетод конеч-

ных разностей Эйлера и т. п.). Современное развитие этой науки
'можно условно разделить на две части: с одной стороны происхо-
дят обобщение основных идей на все более абстрактные ситуации
и соответствующая модернизация классической терминолоrии.
С друrой стороны, попытки доведения классических идей до факти-
ческих расчетов обнаруживают их недостаточность, необходимость
новых разработок, новых конструкций. Личные интересы автора
связаны именно с этим вторым направлением развития вычисли-

тельных методов. Однако возникающие здесь вопросы не очень

популярны и плохо освещены в теоретической литературе. Ведь
они возникают лить при доведении расчетов до ответа, удовлетво-

ряющеrо заказчика. Читатель, наверное, заметит, что автор скеп-

тичес1Ш относится к разработкам в области приближенных вычис-

лений, не СВЯЗ8IIIIЫIvl с ЭI(спериментальной проверкой. Так же

lIедоверчиво автор относитСя l( утвеР}l\деНИЯ1\-I о создании «зффек-
тивноrо метода), с1\-IыIлл которых не разъяснен достаточно полными

данными о решавшихся задачах, полученных результатах и затра-
тах вычислительной работы. Ведь у автора таких утверждений
и читателя MoryT быть совсем разные представления о том, что

можно считать эффективным методом. В то же время упоминав-
шаяся уже видимая тривиальность вычислительных задач способ-

ствует появлеНИIО работ7 авторы которых искренне уверены,
что в вопросе приближенноrо решения задач оптимальноrо управ-

ления, почему-то считающемся сложным, ими преДЛО)l{ен метод,
позволяющий справиться со всеми трудностями. Более Toro,

ипоrда это подтверждается и ссылками на опыт вычислений.

Вот характерный ПРИ1\-Iер подобвоrо рода, замечательный еще
и тем, что приведены данные, позволяющие разобраться в том,

что же в действительности удалось получить. В [75], [76] рас-

сматривается задача оптимальноrо управления: найти {и (t), х (t)}
из условий

(1)

ж=/(х. и), х(О)=Хо, x(T)=X1, Gl.x(t), и(t)]<O при всех t

14"

'l'

min ФО(х, и)dt,
и (.)

О
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(мо}нио paCC1\-Iотреть И более общую задачу). Оказывается, вадачу
можно очень просто решить, применяя методы математическоrо

прorраммиропания. На интервале [О, Т] вводится сетка 0= to <
< t1 < · · · < tN=T с переменным marOM Tl+l=tl+l-tl' функции
заменяются своими сеточными проекциями XI=X (fl), и,=и (tl),
уравнения - очевидными дискретными аппроксимациями. Полу-
чаем задачу:

N

min ТIФ(Х1t
Ul).

1=1

xl+1-хi=Т'+1/(х,. ul). хо=Хо, xN=X., (2)
G(xl , UI) Ot i==O, 1, ..., N.

Здесь искомыми считаются все величины Xl , Ul ' Tl.

3адача (2) является хорошо изученной задачей математическоrо

проrраммирования, для ее решения разработаны «эффективные
методы), мноrие из которых оформлены в виде стандартных про-

rpaMM cOBpeMeHHoro математическоrо обеспечения ЭВМ. Остается

только воспользоваться ими. Именно так и поступают авторы ра-
бот [75], [76] и получают решения неСRОЛЬRИХ задач; четыре из них

представлены в [77] таблицами, позволяющими оценить результат.
Разумеется, эти данные призваны убедить читателя в эффектив-
ности TaKoro подхода. Если бы этим дело исчерпывалось, автору
не следовало бы писать эту книrу, а утверждение о том, что занятие

вычислительной математикой требует фантазии и теоретической
подrотовки, было бы явным преувеличением. В самом деле, состав-

ление уравнений (2) требует самых примитивных знаний, да и тот

метод решения вадачи (2), который был использован в [75] (мы
еще вернемся R ero обсуждению), тоже основан на не очень rлубо-
них идеях. В конце концов важно знать, что такой метод есть,
есть соответствующая стандартная проrрамма, и нужно уметь ею

воспользоваться. Обратимся, однако, к результатам. В [77 J

(стр. 211-214) рассматривается система с разностными уравне-
ниями

X +.- xl- TI+1 [- (x )2+Х: + Ul] == О.

Х2 -х2-Т х1 -О
4+1 . l+. 4

-
·

(3)

Аппроксимацию ФУНlЩионала, оrраничений типа з;1 О, х
2 О

мы не выписываем: они очевидны и для дальнейшеrо несуще-
ственны. При N=12 задача (2) оказалась задачей минимизации

с 48 переменными и 37 условиями. 3а восемь минут работы машины
IBM-7094 (не уступающей по техническим данным нашей БЭСМ-6)
был получен ответ. Оп воспроизведен в табл. 1, заимствованной
из [75] (см. также [77], стр. 213). В соответствии с (3) х; должна
монотонно возрастать, в таблице же и на соответствующем ей

rрафике X монотонно падает. Несоответствие решения в таблице (1)
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Таблица 1

i Т, tl и'-1  ;! x 
& 1.

1 0,00291 0,00291 0,0553 0,00265 0,964
2 0,00196 0,00487 0,5000 0,00375 0,930
3 0,00176 0,00663 0,5000 0,00434 0,898
4 0,00169 0,00832 0,0466 0,00467 0,867
5 0,00164 0,00996 0 O435 0,00479 0,839
6 0,00162 0,01158 0,0419 0,00480 0,812
7 0,00159 0,01317 0,0406 0,00473 0,786
8 0,00156 0,01473 0,0395 0,00402 0,762
9 0,00151 0,01624 0,0383 0,00330 0,740
10 0,00144 0,01768 0,0370 0,00218 0,719
11 0,00130 0,01898 0,0350 0,00012 0,689
12 13,18224 13,20122 0,0339 9,26978 0,683

уравнению (3) настолько очевидно, что автор попытался объяснить
ero опечаткой и тем, что одноименные величины в уравнении
и таблице отличаются м:асштабным множителем, о котором забыли

сообщить. Для проверки этой rипотезы была вычислена величина

(X +l-x )/(T'tlX ). Если бы она оказалась постоянной, rипотеза

о забытом множителе была бы весьма правдоподобной. Однако
:1та величина меняется от -6500 при i=1 до -10 при i=11. Про-
веРИ1\-I, еще, наПРИ1\-Iер, первое ИЗ уравнений (3) для i=4: 0,00489-
-0,00467-0,00162х[-0,004672+0,867+0,0466]=0,00022-0,00152 ===

= -0,0013=1=0. 1"0 1I,e Ca1\-IОе И в друrих точках i и ВО второй
таблице, иллюстрирующей решение друrоrо варианта задачи.
В чем же дело? Попробуем все-таки объяснить это недоразумение.
Разумеется, можно только высказать какое-то предположение, для

большеrо опубликованные материалы не дают оснований. Видимо,
дело в том методе, который использовался для решения задачи (2).
Это - «метод последовательной минимиззции без оrраничений,

разработанный Фиакко и Мак-RОР1\-IИКОМ) ([77] стр. 214). Имеется
в виду метод штрафных функций, в котором задача (2) сводится
к задаче минимизации COCTaBHoro функционала J*. Последний
состоит из исходноrо минимизируемоrо функционала J, к которому

добавлены с «козффициентами штрафа) невязRИ в условиях задачи.

Например,
N

J*(x, и, T) J(x,u, T)+ K, X,-Xl_l-Tlf(xi . u,)IF+... (4)
i=l

в данной задаче J ,......., 100, и для Toro, чтобы невязка (а в действи-
тельности, нужно добиваться невязки --0,00010-0,00(01) была
хоть как-то заметна, нужно брать KI 107_1010.Видимо, К, были
за1\-Iетно меньшими и невязки в уравнениях, будучи численно очень

nебольшими, содержательно очень веЛИI\И, и ни о каком выполне-
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нии соотношений (3) не может быть и речи. Сторонники данноrо

подхода MoryT заметить, что такие ошибки еще не компромети-

руют самой идеи. Тем более, что результат леrко, ВИДИ1\-IО, испра-
вить: нужно снова решить задачу, умножив, например, все уравне-

ния (3) на подходящий множитель или, что то же самое, увеличив

коэффициенты штрафа. Но этот способ справиться с трудностями

не так безобиден, как кажется. Ведь увеличение козффициентов
штрафа резко осложняет задачу минимизации J*. Здесь автор хо-

тел бы прекратить дискуссию с защитниками данноrо подхода.

Ее имеет смысл продолжить лишь после Toro, пак будут получены
и предъявлены новые результаты. Ведь суть дела в количестве

машинноrо времени, в качестве и надежности полученных резуль-
татов, а совсем не в прииципиальной возможности решить задачу

каким-то способом. Заметим лишь, что даже если и будут полу-
чены безупречные результаты для данной дискретной задачи,
зто еще не все, после этоrо можно будет перейти к следующему,
более rлубокому слою ошибок. Они обсуждаются в 36 в связи

с опубликованным в [75] и [77] (стр. f46-f52) «решением) задачи

управления отравлением ксеноном в ядерных реакторах. Таковы

результаты упрощенноrо подхода к проблемам приближенноrо
решения ПРИRЛадных задач. А ведь «в принципе) этот подход
вполне безупречен и обоснован теоретически: есть теоремы о т01\-1 ,

что решение дискретной задачи (2) сколь уrодно точно (при N -+ (0)
аППРОl\симирует решение исходной задачи (1), есть (см. [61])
и теоремы о том, что задача min J* сколь уrодпо точно (при К -+

(0) аппроксимирует задачу (2), есть, наконец, и теоремы о схо-

димости методов мипимизации, с помощью которых находился

min J*. Однако остаются еще вопросы о том, можно ли данное N
считать достаточно большим, можно ли используемые коэффи-
циенты штрафа считать достаточно большими, можно ли оrрани-

читься данным числом итераций в процессе мипимизации J*?

Друrими словами, нужно уметь Rонтролировать те результаты,

которые выдает та или иная стандартная проrрамма, особенно пре-
тендующая на решение такой задачи, как поиск минимума. Мы так

подробно остановились на неудачных расчетах [77] потому, что

они связаны с наметившейся в последнее время тенденцией трак-
товать вычислительную математику пак умение пользоваться

накопившимся обширным набором стандартных проrрамм реше-
ния раэличных типов задач. В этом деле нужны большая осторож-
ность и тщательный содержательнЫЙ контроль результатов. Фор-
мальное описание этих стандартных проrрамм обычно создает

преувеличенное представление об их действительных возмож-

ностях, особенно у тех, кто не имеет достаточноrо вычислитель-

Horo опыта. ИспользуемЫЙ в [77] подход очень популярен, изла-

rается во мноrих книrах и статьях, что создает видимость исчерпы-
'Rающеrо решения задачи и свидетельствует о недостаточно ясном
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1l0пимании проблем в вычислительной математике. Это отнюдь
не проблема принципиальной возможности приближенноrо реше-
IIИЯ (она в нашем случае тривиальна), а проблема фактической
эффективности алrоритма. Вот почему автор так настороженно

()1'НОСИТСЯ к публикациям, не содержащим подробноrо численноrо

материала. Вот почему автор стремился предоставить читателю

fflt\1'ериал для самостоятельных суждений об эффективности ме-

'I'ода, качестве решения и надежности результатов. Читатель дол-
ilteH также получить представление о трудоемкости расчетов.
Jj связи с этим следует сделать разъяснение. В последнее время
(, талообычным приводить время решения задачи на ЭВМ. Автор
a'l'oro не делает, предпочитая сообщать число итераций, достаточно

подробные сведения о вычислениях, составляющих одну итера-

ЦИIО, и характер изменения основных величин в процессе итера-

I ИЙ.ДЛЯ этоrо есть веские причины. Почему не приводится машин-

110е время
- эта, казалось бы, основная хараl\теристика эффектив-

нuсти? Дело в T01\-I, что время решения задачи очень сильно зависит

O'f ряда привходящих обстоятельств. НаПРИ1\-lер, от 1\-IОЩНОСТИ ЭВМ

(11 IIастоящее время типов ЭВМ столько, что даже специалисты
Н() Ilсеrда знают их технические характеристики). Далее, время
 IUUИСИТот llIara интеrрирования, от языка, на котором написана

II}JOl'pUMMa, от качества транслятора, и даже в рамках одноrо
1-1 '1'01'0 ,1(0 'l'IH'If( JIJr'l'ol»U ЧIIС/I'О 1\IОНtпо СИЛЫIО сократить время реше-
111tll :l1'дl'111', О'I.IСI' IIIIIIIIИСIJ ()'I' IlIlиБОJlое обп(их и удобных средств
'1111aI ((11. 11t»8)'I'()I\IY 1111'1'(1) III»ОJ'"()IIИ'I'U()'I' YltH3IaIDU1'IJ число итераций:
IIMtJlllIO a'J"1 Х'lJ"lIС'I'VJ)ИС'fИJСU JluиБОJIUU liOJIlIO OTpa1I,aeT качес'1'ВО

сс.БС'I'JJОUНО fflV'I'OJ'U *). ОДllако Ca1\-IO по себе число итераций не дает

(\"'0 1I0JIIIOI'0 представления об эффективности: ведь речь идет
.. 11!)OI\UCCe, в принципе, бесконечном, и важно знать, какие ре-

aYJII.I'UTld на каком этапе получены. Эти за1\-lечания и определяют

:\lIpaI'Tep изложения материала в третьей rлаве. В этой rлаве

HII'I'Op неоднократно обращается и к расчетам, проделанным дру-
I'ИМИ авторами и опубликованным как примеры удачноrо решения

аНДUII оптимальноrо управления. В некоторых случаях более под-

ро(illldЙ анализ показывает, что расчеты были скорее неудачными.

( 'I'ОИ'1'ли это делать? Нужна ли такая критика? Нужна, и вот по-

IIОМУ. -Читатель леrко убедится, что приводимые автором расчеты
(м(,тодом 19-21) проходят, видимо, достаточно зффективно,
IIH требуют привлечения не столь уж простых средств. В то же

111»Ul\'lЯ В литературе предлаrаются rораздо более простые алrо-

рИ'I'fflЫ, основанные на привычных большинству методах вычисле-

IIИЙ, и утверждается, что они дали хорошие и надежные резуль-
'l'I"I'ld. Если это так, то, конечно же, следует предпочесть более

.) После TaKoro равъяснения автор счел возможным привести и абсо-
JII()'I'III..() I ИфРЫзатрат мamИIIноrо времени на решение некоторых задач.
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простые м:eTO .Автор, однако, неоднократно имел возможность

убедиться, что заявления об удачном и надежном решении слож-

ных задач относительно простыми средствами не соответствуют

действительности. Иноrда такие утверждения используют неопре-
делеиность и субъективность терминов «эффективный метод», «на-

дежные результаты) и т. д. Однако может быть и друrая причина,
заслуживающая более внимательноrо анализа. Часто авторы
подобных утверждений искренне уверены в их правомерности.
Ведь речь идет о решении задач с реизвестным ответом. Если при-
нять меры предосторожности и rараптировать необходимую
точность числеиноrо интеrрирования системы х=! и вычисления

фУНlЩионалов задачи, мо}}(но утверждать, что найденное управле-
ние дает такое-то значение оптимизируемоrо функционала при
выполнении всех условий задачи. Оно лучше некоторых управле-
ний, взятых в качестве исходных приближений - за это тоже

можно ручаться, а вот оптимально ли оно - это друrой вопрос,
тут определенных утверждений лучше не делать. Обычно резуль-

таты расчетов позволяют лишь утверждать, что продолжение
поиска едва ли приведет к заметно лучшему результату. Но это

может быть и следствием неэффективности метода. Критическое
отношение к полученным результатам, сомнение в их правиль-

ности, искусство анализа и квалификации результата, как близ-

Koro к оптимальному,
- это тоже необходимый элемент вычисли-

тельной работы, и автор хотел хотя бы в какой-то мере помочь

читателю овладеть им. Этой цели и служит критический разбор
некоторых решений. Конечно, читатель вправе спросить, поче1\-IY

автор считает свои результаты надежными и не подлежащими

подобному же сомнению. Ведь в конце концов и он прекращает
поиск по тем же соображениям, что и остальные: коrда траектория

практически уже не улучшается. Читатель убедится, что и свои

решения автор старался проанализировать и получить более ве-

ские основания утверждать их практическую ОnТИ1\-Iальность,
чем бесполезность продолжения поиска экстреМУМ8. Каковы )не

средства TaKoro анализа? Их несколько, и все они так или иначе

представлены в этой rлаве.

1. Проверка принципа маКСИ1\-ryма использовалась в задачах,

в которых все функциопалы дифференцируемы по Фреше.
2. Сравнение с точным (быть может, rипотетически ТОЧНЫl\f)

решением. Последнее бывает известно в тестовых задачах,. и

часто ero удается уrадать в результате анализа численных резуль-
татов.

3. Сравнение с результатами, полученными друrими методами.

Разумеется, в наиболее сложных задачах доверие к результату

основано в значительной степени на репутации метода. Если

в мноrочисленных задачах, rде решение так или иначе может быть

проконтролировано, метод дал хорошие результаты, есть основа-
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ния доверять решению и в более сложных ситуациях, не поддаю-

щихся подобному ковтролю. Этим тоже, в известной мере, объяс-
няется большое число рассмотренных в этой rлаве задач. Прибли-
женным решением задач оптимальноrо управления занимались

мноrие специалисты. Каждый из них имеет свою точку зрения
на характер встречающихся в этой работе трудностей, свое объяс-
нение тех или иных ситуаций в процессе решения задачи. Автор
не всеrда соrласен с этими объяснениями и предлаrает друrие.
Это ни D коем случае не проявление духа противоречия. Ведь
правильная квалификация той или иной ситуации иrрает важную
роль, от вее зависит, какие меры следует припять для преодоления

трудностей. Например, если какая-то ситуация характеризуется

как локальный минимум, ничеrо, в сущности, поделать нельзя.

Однако если эта ситуация в действительности является тупиковой
для используемоrо метода, выход следует искать в ero совершен-
ствовании.

26. Задача о брахистохропе

Эта классическая задача послужит нам простым примером,

позволяющим продемонстрировать некоторые аспекты численноrо

решения вариационных задач. Мы будем рассматривать и решать
v U

ее в двух постановках - в Rлассическои и в современнои.
R л а с с и ч е с k а я п о с т а н о в к а з а Д а q и. Найти функцию

x(t). О <t < Т. МИПИМИЗИРУIОЩУIО (J>ункционал

т т

F[x(.)l == JJf1

 :t2dt == J Ф(х, :t)dt
о о

(1)

и удовлетворяющую краевым условитf

Х(О)=ХО' x(T)==X1 . (2)

Современная IIocTaHoBKa задаЧ1-I. Найти функциюи(t),
мипимивирующую функционал

т

_ r 1 [. + и
2 (t)

Fofи (' )1=== J JI x(t)
dt,

()

(1*)

определенный на решении системы

х==u; х(О)== ХО (2.)

"ри дополнительном УСЛОВИ1-1

F. [и(. )1
-

х(Т)- X
1 ==0. (3.)
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Мы будем решать обе задачи MeTo.uoM спуска по rрадиенту. В том

и друrом случае речь идет о построении МИНИМИ8ирующей после-

довательности.

М е т о Д r р а Д и е н т а в к л а с с и ч е с к о й 8 а Д а ч е.

Пусть х
О (е) - некоторое исходное приближение, удовлетворяю-

щее краевым условиям (2). Один шаr спуска состоит в следующем:

строится направление спуска в функциональном пространстве -

функция у (е), удовлетворяющая краевым условиям у (0)=0,
у (Т)=О, и следующее, лучшее приближение ищется в виде

х
l (е)= ХО (t) + s.y(t),

причем параметр s* определяется одномерной задачей миними-

зации: определив функцию

R(s)== F[xO(. )+sy(. )1,

R(s.)= min R(s).
в

(4)

(5)
найти

Фактическая реализация этой схемы требует решения еще двух

вопросов.

J(оnечно;меР1lая аnпРО1rсu,мацuя вйдачu. Тут возможны различ-

ные способы; мы остановимся на методе сеток. Интервал (О, Т)
u u

покрывается счетнои сеткои точек с равным, для цростоты,

шаrом 1::

t
o ==O<t]<t2 <...<tN===T; tп=n'C, 'C=T/N.

Искомую функцию будем задавать значениями в узлах х'll
- х (е'll)'

между узлами сетRИ будем считать х (е) линейной. ФУНlЩионал

аппроксимируем интеrральной суммой *)
:N-l

Frx.1= JlI1 + СХ'*1 ;х")1,(Х"4;Х,*I) .

'Il=О

(6)

Заметим сразу же, что эта аппроксимация хотя и выrлядит совер-

шенно естественной, таит в себе возможности rрубых оmиБОR;
ниже мы обсудим причины этоrо и внесем необходимые изменения.

Выбор направления СnУС1\а у (t). Естественным представляется
спуск по направлению rрадиента ФУНRционала. rрадиент F [х (.) J
вычисляется с помощью оператора Эйлера

у(t)=_д   (..»1_Ф [х(t).x(t)]-ФАх(t). x(t)]=

_

!! (t) + (1 + 3:' (1)1/2x (')

"[1 + 3:1 (1»)8 х (t)
. (7)

*) Соронупностъ зпрчевий {жnJ:r=о будем оБО8Н8Ч8ТЬ .х
9.
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Теперь БОЗНИRают две возможности: либо формально аппрокси-

мировать выражение (7) на введенной сетке, например, определяя

сеточную функцшо Уп формулой (7) и полаrая в точке п=f, 2, . . .

. . .,
N-1:

3)" = ,, (ХМ1 - 2х"- Хп-I)' Х" = (Х"+I - X,,_I)' (7*)

уо=О; YN=O,

либо, предвидя HeKO'l'Opble ТРУДНОСТИ и стремясь избежать их,

выбрать специальную аппроксимацию (7), соrласованную с аппро-

ксимацией фУНRционала (6) в следующем смысле:

_ дF(х.)
У,,-- дХп

'

Расчетные формулы для У" имеют вид

n = 1, 2, . .
.,
N - 1, Уо== YN == о. (7**)

an+1/1= 3':"+1
- хn; Ь,,+1/1 =-= Х"+1 + х".

r

'+ 2

а,,_I/1 1

V
't а,,_I/1

у- - -

n
-

ybп_t
/I ('t' + a _t/2) 2Ь,,_1/1 b

tl_l/1

_
ам,/.

+
1

.. /". + a /.
ybtl+l/2 ('t

l + a +l/l) 2bп+ /, V b'll+l/s
.

Что }не получается при фактической реализации зтой расчетной
схемы? Для илmoстрации была выбрана конкретная задача: Т=2,
х (0)=3; х (2)=10, N=100. (В этом случае аппроксимация (6)
удовлетворительна; неприятности были бы в задаче с х (0)=0;
ее мы тоже рассмотрим.) Решение задачи может быть найдено:

min F [х ( · )] == 2,9715. . .

:с (.)

Р а с ч е т 1. В качестве начальноrо прибли}нения выбрана
(рункция

{
3 при o<e 1,

х
О е-()-

з+ 7 (t-1) при 1  t<2.

I-Iаправление спуска {у,,} строилось С помощью формальной аппро-
ксимации (7*). Результаты зксперимента представлены в табл. 1,
l'де указаны

1) v - номер приближения;
2) F [х

У

( .)] - значение функционала на х
У

(.);
3) п - число вычислений функционала F [х" ( .) +sy ( · )] при

разных значениях s, потребовавшееся для определения «оптималь-

lIoro)} mara s* решением задачи типа (5).
Видно, ЧТО процесс строит l\fИНИМИЗИРУЮЩУЮ последователь-

110СТЬ сеточных функЦИЙ, однако значения F [x
V

] убывают столь
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Таблица 1

1 111 IV

v I Fo I n " I Fo I 11. ., I Fo I n

о 3,46653 5 О 3,00466 4 О 3,00466 8
1 3,45733 7 1 3,00430 5 1 2,99202 5
2 3,45215 5 2 3,00408 5 2 2,98621 5
3 3,44954 5 3 3,00401 4 3 2,98593 5
4 3,44815 5 4 3,00397 4 4 2,98579 5
5 3,44705 5 5 3,00394 5 5 2,98576 5
6 3,44609 5 6 3,00391 5 6 2,98573 5
7 3,44520 5 7 3,00388 5 7 2,98571 5
8 3,44437 5 8 3,00386 5 8 2,98568 5
9 3,44358 5 9 3,00384 5 9 2,98566 5
10 3,44282 10 3,00382 10 2,98564

v VI VII VIII

v I Fo I 11. " I Fo I n " I Fo I п . I Fo I п

о 3,46653 9 О 3,00466 8 О 3,46653 8 О 3,00466 7
1 2,99109 4 1 2,97447 4 1 2,99651 6 1 2,97157 7
2 2,98916 7 2 2,97152 4 2 2,97156 4 2 2,97152 7
3 2,97652 5 3 2,97141 5 3 2,97134 4 3 2,97152
4 2,97140 5 4 2,97138 4 4 2,97133
5 2,97134 4 5 3,97138
6 2,97133

медленно, что дости}иение приемлемой точности представляется
довольно сомнительным (при реальных затратах машинноrо вре-

мени). Попробуем разобраться в возможных причинах и исправить
положение.

Первое предположение: быть может, следует использовать

соrласованную аппроксимацию (7**)?
р а с ч е т 11. Он отличается от 1 расчета только тем, что У"

вычислялись по формулам (7**) *). Результаты показывают, что

положение не изменилось.

Второе предположение: в 1 уже отмечалось, что следует

ожидать определенных неприятностей в СВЯЗИ с неоrраничен-
иостью оператора Эйлера. В самом деле, на рассматриваемом на-

чальном приближении rрадиент дР (х ( · ) ]/дх ( .) содержит о-функ-
цию с полюсом в точке t=1. Попытка разобраться в точной поста-

новке задачи, вычисляя р(хо ( ·)-sy ( .)], приводит К серьезиь1ы 

.) Этот расчет в таблице не представлен. Ничеrо пе дает п увеличение

ТОЧНОСТИ определения s из (5).
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затруднениям: нужно возвести производную  -функциив квадрат,
разделить это на  -фУНRЦШО,из результата извлечь квадратный
корень. В разностной аппроксимацШl дело несколько проще:

8-фунIЩИЯ имеет в полюсе значение --811:; ее ПРОИ8водная -' sl1:2,
нвадрат ПQследней S2/'t'. Итак, при вычислении интеrральной
CYMlrfbl (6) будем иметь, по крайней l\fepe, одно слаrаеl\fое порядка

't
1 /  J!....==)/1

S

r 't
4

't 't
·

Ясно, что расчет мо}кет протекать лишь ПIJИ очень малых шаrах

8 < 1:, что И видно по результатам.

Третье предположение: трудности связаны с заведомо иеудач-
ным выбором начальноrо приближения. Попробуем выбрать дру-

roe, более разумное и естественное (заметим, что в данной задаче
это сделать можно, тап пак качественный характер искомоrо ре-

шения нам известен).
р а с ч е т 111. ОТ 1 расчета он отличается лишь выбором

начальноrо приближения

xO(t)=3 + 3, 5t, O t 2.

Представленпые в таблице результаты показывают, что поло}не-

ние несколько улучmилось, но сходимость по-прежнему слишном

медленна.

Четвертое предположение: от функции у (t) мы требуем крае-
вых условий у (О)=у (Т)=О; однако на данном приближении х

О (t),
нан нетрудно убедиться, фующия у (t)= д  7»)] при t= О,
t= Т в О не обращается, что в разностной реализации (7) или (7*)
приводит к разрывам порядка 8 в фунIЩИИ Х (t)+sy (t) на краях

интервала; разрыв при дифференцировании дает величину  811:

и т. д. С примерно теми же непрятными последствиями, что и в пер-
вом случае. Исправить положение леrко; после вычисления У"
по форы ламM(7) или (7*) пересчитаем их:

У,,: = yJ" (2- t,,) (8)

(умно}нение rрадиента на положительную ФУНlЩию допустимо).
Р а с ч е т IV. Отличаясь от 111 расчета только преобразова-

нием (8), он показывает, что СХОДИl\IОСТЬ стала заметно лучше;
однако особоrо оптимизма результаты не внушают, особенно есJШ

иlt:Iеть в виду использование lt:Iетода в более сложных ситуациях,

l'де предварительная информация о характере решения не позво-

ляет выбрать столь же хорошее начальное приближение, как в дан-

ном случае *).

*) Столь :медленная сходимость, Kali в расчетах I-IV, существенно
СnЯЭ8на с числом 1V, так как норма разностной аппроксимации оператора
др/ах (.) есть О (N2). На более rрубой сетке сходимость бопее быстрая.
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Пятое предположение: плохая сходимость метода СПУСRа
по rрадиенту связана с Tel\f, что rрадиент вычисляется примене-
нием к исходному приближению х

О (t) неоrраниченноrо оператора
Эйлера, зквивалентноrо, rрубо rоворя, оператору d2/dt2; умно}не-
ние ero на положительную функцшо типа (8) приводит к такому }не,
в сущности, оператору t (T-t) d2/dt2 и не решает проблемы.
Попробуеl\f умножить rрадиент на поло}нительный оператор,
который в основной своей дифференциальной части был бы «обра-
тен)} оператору Эйлера. Тап приходим к направлению спуска

·

(
d2

)-1 [
d

]У (t>.= -

dt2 di Ф:i - Ф,2; · (9)

Конкретная реализация этой идеи состоит в следующем: после
вычисления rрадиента (7*) ИJШ (7**) направление спуска У" полу-
чаем решением простой краевой задачи

У12+1 - 2у" + У,,-l
_

У
.

 2
---

n' n==.1,2,...,N-1, YO=YN=O. (9*)

р а с ч е т v. Он отличается от 1 расчета ИСПОЛЬЗ0ваниеl\f

формулы (9).
Этим же отличается от 111 расчет VI.

Результаты достаточно красноречивы и нет необходимости
их комментировать; заметим лишь, что в зтом случае совершенно
в:есущественно, какая аппроксимация выбрана для rрадиента

Эйлера - формальная (7*) или (7**), соrласованная с (6).
Решение задачи о брахистохроне в со-

в р е м е н н о й п о с т а в о в к е. Пусть и
О

( .) - исходное при-

ближение, допустимое в том смысле, что решение задачи х=и,
х (о)=хо удовлетворяет второму краевому условию х (T)=X18

Вычислим производпые ФУНRционалов Fо и F1:

'l'

8Р
о [8и( · )]= i wо (t)8и(t)dt;

о

'l'

8F1 [8и ( . )] = W
1 (t) 8и (t) dt,

о

rде
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в даННОl\f случае направлением спуска 8и (t) будет проекция rpa-

диента шо (t) на «rиперплоекость)} в ФУНIЩиональном пространстве,
определяемYJO условием

'l'

i &z(t)dt=O.
о

Проще rоворя, речь идет об условном rрадиенте, вычисление КОТО-

poro осуществляется так: положим (следуя правилу МНО}Rителей

Лаrранжа; см. 45)
8и (t) == шо (t) - ЛW1 (t).

Величина л находится из условия
'l' Т

i Ю1 (t)&z(t)dt = i [WJ1'1 - ЛW1W1 ] dt= О,
о о

т. е.

r

f Wo (t) Wl (t) dt

л==:
J ш] (t) Wl (t) dt

()

.

Далее вводим ОДIJопараметричеСl\ое семейство управлений и ( . ) -
- s и( .), и параметр s находим решением задачи

minR(s). R(s)=: Fo[и(. )-s8и(. )1.
в

р а с ч е т VII. Он соответствует расчету 1 в смысле начальных

данных

{
Опри O<t< 1,

и(t)= 7 при 1<t<2.

Эффективность процесса построения МlШИМИзирующей последо-
пательности так же высока, как и в расчете V *).

Обратим внимание на то, что в процессе вычисления ФУНIЩио-
пальиых производвых Wo (t), Wl (t) нам ииrде не пришлось исполь-

н()вать операции дифференцирования по t компонент исходной
н возмущеппойтраектории {и (.), х (.)}.

.) Расчеты V-VIII liоптролировалиСЬ проверliОЙ необходимоrо УСЛОВИЯ
оптимапьности: в liопце Втих расчетов норма rрадиепта была в  10'рав
м()пьше, чем в начале. В расчетах I-IV она почти не менялась. ТаliИМ: обра-
"ОМ, найденные траеliТОРИИ с хорошей точностью удовлетворяют уравнению
 йлера(ПрИНЦИПУ максимума).



224 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ rrл. 111

По атой }не схеме реШИl\f аадачу с данными

Т=2; Хо=О; X
1 ==1,2, rninF

o [x(.)1===3,547...

Ее отличие от первоrо варианта связано со значением Хо=О,
что приводит к существенной поrреmности аппроксимации (6).
Дело в том, ЧТО точность (6) предполаrает наличие У функции не-

прерывной первой производной. В случае задачи с Ко > О искомое

решение, как известно, обладает необходимым запасом rладкости.

Однако при Хо==О оно имеет особенность при t==O типа yt, что

дает в производной бесконечность типа t-
1/з

. Это приводит к пол-

ному искажению численноrо решения. Б самом деле, раСС fОТРИМ

сеточную фунIЩИЮ следующеrо вида:

ХО=О, ZI= =ХЗ=...==ХN==Кl=1.2. (10)
Значение функционала се} леrко подсчитывается:

Yf+(QY -

F[xcJ='t f

't

+(N -1)'t V1 3,35,

"2
· {,2

что заметно меньше точноrо минимальноrо значения Р=3,547.
Расчеты, использующие формулу (6), в атом случае приводили
к немедленному сползанию численноrо решения к функции (10).

Леrко исправить атот дефект. Фактическая реализация метода

осуществлялась на той же временu6й сетке, причем в качестве

управленИЙ и (t) брались кусочно постоянные функции

и(t)==u,,+t/I при t,,<:t<t"+l' n=O,1,...,N-1. (11)

Тоrда решение Ж=U есть кусочно линейная функция, и Функцио-
нал вычисляется точным иптеrрированием в атом классе функций:

F[и(.)1= ltJ'..r 1+и "'/. dt, (12)
n=о V х +(t-t)и 1/ln

fl fl п+ 11

что после нооложных преобразований приводит R расчетной фор-
муле:

1/ 1 + и +1/
N-l 't У 2

+

2

. если I и"+'/21 < е -- О,
Хп X +1

Р[и(.)1 =
2 1+и +'1(_ ::-)

(13)
,,=0 2

УХп+1
- VxnJ при I u,,+t/z I > в.

u
tI+t/1

Процесс численноrо решения атой задачи (на сетке с N=50)
покаЗIlН в табл. 2, rде представлены четыре шаrа спусиа по услов-

ному rрадиенту. ТаБЛlЩа показывает, каи осуществлялся подбор
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Таблица 2

1-й s О 1,25 2,50 3,51 3,65

спуск R 4,26 3,89 3,74 3,673 3,666

2-й s О {,2 2,4 4,f6 3,32 4,01 {18.0 20.з122.1спуск R 3,666 3,653 3,641 3,626 3,633 3,627 3,559. 3,556 3,555

3-й s О 7,3 14,7 4,3 5,9 52 -6,7 3f2 78,

спусl' R 3,555 3,5547 3,5513 3,5549 3,5548 3,5548 3,5556 3,575 3,5529

4-й s О 25 50 15,2 14,2

спусl' R 3,5529 3,55256 3,55259 3,55266 3,55268

Iпаrа спуска s алrоритмом параболической аппроксимации
(СМ. 45). Исходное приближение имело вид

иО (t) == Х]/Т.

Видно, что у}ие второй шаr спуска дает праRтически окончатель-

ный ответ; на третьем и четвертом шаrах алrоритм поиска r ра-
ботает не очень увереlШО; зто связано с потерей точности из-за

СОRращения значаIЦИХ цифр при вычислении второй разностной

производной (расчет проводился на машине с 29-значной двоичной
м'антисСОЙ и С машинным нулем -....10-9, все предыд rщие-
на БЭСМ-6, с 4D-значной мантиссой и нулем -....10-20).

Обсудим вопрос о различии точвоrо значения Ро=3,547 и по-

.лученноrо численн:о Fo =3,553.
Б этой задаче (и это характерно для всех вообще вариационных

аадач) ошибка численноrо решения естественно распадается на

пве части.

1. Ошuбrrа аппроксимации, ИСТОЧНИКО Iкоторой является заl\fе-

па дифференциальной постановки задачи аППРОRсимирующей ко-

нечно-разностной. Эта ошибка леrко может быть уменьшена за

счет, например, измельчения mara сетки и, в какой-то мере, за

счет использования более точных разностных уравнений. Послед-
пяя orOBopKa не случайна: используемая нами аппроксимация

(I)ункционала РО (13) точна в Rлассе RУСОЧНО пОСтоянных и (t) и,
ссли оставаться в зтом классе, дальнейшее повышение точности

аппроксимации невозможно без увеличения числа N интервалов
постоянства и; если же мы попытаемся использовать в расчетах

друrой класс функций и (t), дающий более высокую точность ап-

IIроксимации rладких функций (а нам известно, что искомое

15 Р. п. ФедореНJtо
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решение
- достаточно rладкое, если не считать особенности Vt),

то придется заметно пересмотреть и процедуру численноrо решения;

она, естественно, усло}нняется.
2. Ошuб,;,а пOUC1ra, источником которой является то, что про-

цесс построения минимизирующей последовательности не дово-

дится до конца; уменьшение этой ошибки в известной мере-
вопрос маmинноrо вреl\fени. Однако Е з.uесь не случайно появилась

orOBopKa: только за счет продолжения расчета ошибку поиска

нельзя сделать сколь yrодно малой: ведь поиск использует rpa-

диент, последний вычисляетСя приближенно; по мере приближе-
ния численноrо решения к l\:fИНИМУМУ rрадиент стр митсяк нулю,

входящие в Hero конечные слаrаемые взаимно уничтожаются,
происходит сокращение rлавныx знаков и в остатке, который,
собственно, и идет в вычисления, все б6льmyю роль начинают иr-

рать всевозможные ошибки прибли}кенных методов. Позтому,
не повышая точности промежуточных Еbl1Jислений, нельзя сделать

оmибку поиска сколь уrодно малой.

Однако мо}нно с достаточными основаниями утверждать, что
обычно Б прикладных расчетах оmибиа аппроксимации леrче под-

дается контролю вычислителя и не доставляет ему особых хлопот:

она, как правило, MHoro меньше оmибки поиска.

В данной задаче можно оценить ошибку аrmроксимацlШ (она
в основном образуется на первом счетном интервале, в районе
особенности решения). Подсчет показал, что в разность

min Ft:ClI --min F'ООЧП == 0,006

ВRлад ошибни аппроксимации (при N=50) есть 0,005, а остальная

часть --0,001 - вклад ошибни поиска.

При решении задачи обнаРУ1НИЛОСЬ досадное обстоятельство:

аппроксимация (6), казавшаяся совершенно естественной, при-
вела к численному результату, не имеIощему содержательноrо

смысла. В данной задаче, поскольку ее решение хорошо известно,
можно было предвидеть это и леrко указать способ исправления

формул разностной аппроксимации. В связи с этим возникаIОТ

два вопроса: как можно было бы в более сло}нной ситуации, коrда

решение нам неизвестно даже качественно, получив численное

решение (10), доrадаться о ero ошибочности, и какие меры моrли бы

предупредить ero появление? Ответ на первый вопрос не СОВСем

прост. Конечно, если бы мы располаrали теоремой о непрерыв-
ности ИСRомоrо решения х (t), сеточная функция (10), разумеется,
вызвала бы подозрение о какой-то вычислительной ошибке.

Однако в принципе появление разрывов в фазовой траектории
х (t) (и, следовательно, особенности типа Б-функции в управлении
и (t)) возможно: мы встретимся с подобным явлением не только

в ИСItусственной модельно задаче 35, но и в имеющих содер}на-
т лыrJ)JЙСМJ)ТСЛ задачах 29,34. ПОЭТОМУ решение типа (10) должно
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отверrаться или припиматься после соответствующей проверки.
Достаточно общий способ подобной проверки состоит в след тю-

щем: получив соответствующее (10) управление, являющееся ку-
сочно постояllной функцией на сетке с шаrом At, следует проин-
теrрировать систему :};=/ (х, и) и вычислить ФУНIЩионалы задачи
с шаrом, MHoro меньшим At. Это прояснило бы ситуацшо, так как

ДЛЯ ж (t) вида (10) было бы получено значение Fo не 3,35, а, как

по разностной формуле (13), РО 4. В классической постановке

задачи мы получили бы то же самое, если бы, восполнив (10) до

непрерывной функции линейной интерполяцией, вычислили зна-

чение иптеrрала по той же самой формуле (6), но с maroM, MHoro

меньшим mara сетки At. Таким образом, если бы мы придер}нива-
лись техники решения задач, в которой mar иятеrрироваиня сис-

темы ж=/ (х, и) обычно MHoro l\feHbme mara сетки для и, решение
вида (10) не появилось бы. Заметим еще, что при решенlШ первой
задачи, используя аппроксимацию (6), мы получили численное

значение min Ро=2,97133, что несколько меньше точноrо значения

min Ро=2,9715. Это есть следствие ошибки аппроксимации. Во

второй задаче использовалось вычисление РО точным иптеrриро-
ванием в классе кусочно постоянных и (t). Позтому численное зна-

чение miп РО может быть только больше точноrо.

Решение задачи методом сопряженных rрадиентов описано
в [62] (оттуда и заимствованы значения Т=2, Хо=О, Х1=1, 2).
ИСПОJIЬЗ0валась аппроксимация типа (6) (при N=50) и задача ре-

шалась, как конечномерная задача поиска минимума. За 370 ите-

раций метода сопря}ненных rрадиентов (1508 вычислений rради-

ента) получено решение с 9-ю знаками F и 8-ю знаками х.

Но rораздо интереснее было бы знать, сколько итераций дает

решение с 3-4 знаками. Именно от этоrо зависит оценка метода
нак средства решения прикладных задач. Получение же девяти

знаков есть результат скорее спортивноrо, чем прикладноrо зна-

'(еиня. К со}налению, этих данных в [62] нет. Неправильная
аппроксимация (6) также снижает методическую ценность этих

расчетов.

27. Линейная 88даЧ8 быстродействия

Эта простая задача использовалась рядом авторов в качестве

теста, на котором отрабатывались предлаrаемые ими методы при-
БJlижеиноrо реmения. Итак, рассматривается управляемая сис-

'l'Ol\la

ж1 = х
2

; ж2= Х
З

; Х
З
== и; х (О) == О, (1)

УСJlовие u Е и имеет вид I u I 1.
Задача состоит в определении управления u (t), минимизирую-

II oroвремя Т перевода точки х из х (0)=0 в заданную точку Х:

15*
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х (т)=х. В работе А. я. ДуБОВlЩкоrо и В. А. Рубцоnа [30] эта

задача сводилась к краевой задаче для П-системы, решением ко-

торой является оптимальная траектория.

Для преодоления некоторых вычислительных трудностей
в этих расчетах использовалась cTporo выпуклая аппроксимация,
в результате которой П-система приобрела форму:

1) х1 == Т (х
2
+ u1 ). х2

== Т (х
з

+ и2). хЗ
== Тиз, х (О) == О;

2) Фl==О; Ф2 -ТФl; ФЗ==-ТФ2' O t 1;
З) уравнение (принцип маRсимума) для и (t)-

(и (t), Ф (t» == Illax (ll, Ф (t».
иELJ

(2)

(3)

Область и в расчетах браJIась каи cTporo выпуклая аIПIРОКСИмация
первоначальной:

иЕ и: и:+A2(и +и:) 1, A 1. (4)
Уравнение для и (t) - однозначно разрешимо, и алrоритм реше-
ния краевой задачи для П-системы был реализован следующим

образом.
Искомым наБОРОl\f «управляющих) пара11етров были величины

a={aI, а2 , аз}, a1=T, Cl2 =ф2 (О), Cl8 фЗ(О); значение ФI (0)=1
фиксировано, так нак вектор Ф определен с точностью до положи-

тельноrо мно}нителя. Задание а замыкает уравнения 1), 2) до за-

дачи Коши, которая реmалась :меТОДОl\f конечных разностей по сле-

дующей схеме перехода от tn=n't к t"+l=tп+-c ('t==1IN; N - число

шаrоn):
а) определяется u (t'll) решением ураnнения

(и (tn). Ф (t71» == 1118X (и, Ф (tn». (5)
иЕи

б) x(t71+1 ), ф(t'Нl) находятся из системы разностных уравнений
следующеrо nида:

a;l (tfl+1)
-с-

хl (t,,)
= Т

ха (tfl+I)2+
ха (t,,)

+ Ти (t,,). (6)

остальные уравнения аППРОКСИl\fИРУЮТСЯ по той же схеме.

Праnый конец траектории х (tN) становится, таким обраЗОl\f,
однозначной функцией вектора а: х (tN)=Z (а), И затем дело сво-

дится к решенlПО системы трех уравнеШlЙ: Z ( а) =Х.

Авторы зтих расчетов отмечают следующие обстоятельства.
{. Для уравнений 1) и 2) использовались так называемые cor-

ласованные аппронсимации (см. 5).
2. CTporo выпуклая аппроксимация приnодит к сrлаживанию

разрывов в функции из (t) (только она и имеет содержательный
смысл); это сrлаживание зависит, разумеется, от величины А

и определенным образом nлияет на величину шаrа интеrрирования
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fрубо rоворя, нужно, чтобы разрыв в И8 (t) был «размазан)} на

достаточное число счетных точен; если это число было слишком

мало, появлялись трудности при решении системы нелинейных

уравнений Z (а)=Х: сходимость итерационноrо процесса решения
этих уравнений становилась ненадежной, медленной. Причины
этоrо мы обсудим ниже, при описании проводивmихся aBTopO 1

экспериментов по этой же задаче.
Расчеты автора проводились по той }не схеме, что и расчеты

Дубовицкоrо и Рубцова, отличаясь лишь в следующих технических

деталях.

1. Задача решалась в первоначальной постановке (1), поэтому

решение уравнения (3) имело простой вид: и (t)=sign Фs (t).
2. Численное интеrрирование П-системы осуществлялось сле-

дующим образом: сначала интеrрировались уравнения для Ф (t)
конечноразностным методом с шаrом 't =0,01; вид разностных урав-
нений совершенно несуществен. Затем определялась фУНlЩия и (t)
по значениям ф8 (tJ на сетке {to , tl,. ·

., tN}.
В зтом месте появляется основное отличие от расчетной схемы

(6): фуннция и (t) на IШтервале [t", t"+l] полаrалась равной
sign Фs (t,,), если sign ф8 (t,,)=sign ф8 (t"+l); если же ф8 (t) меня-

ет ЗНак ме}нду точк миt" И tп+17 находился корень уравнения

ф3 (t'll+ E't)=O, число О Е 1 находилось по линейной интер-
поляции фз (t) с узлов t", t'lltl; теперь на (tп, t"+l) полаrалось

и (t)= е sigп Ф8 (tf2) + (1 - Е) sigп Фз (t"+l). (7)
Поясним значение этоrо усовершенствования для успеха Bcero

расчета. Дело в том, что значения вектора а влияют на значениях

х (Т) не прямо, а через положение нулей функции ф8 (t). Б разно-
стной схеме типа (5)-(6) зависимоСть Z (а) носит «ступенчатый»
характер: пока изменения параметров а2 И аз малы настолько, что

IIУЛИ Ф8 (t) переl\fещаются В пределах одноrо счетноrо интервала
сеТRИ, зти изменения не влияют на х (Т) - влияние проявляется

скачком при переходе нуля ф8 (t) через узел сетки. Разумеется,
 ТИскачки имеют размеры --'t, однако, например, метод Ньютона
основан на линеаризации зависимости Z (а) В окрестности веко-

торой точки: Z (а+о а) Z (a)+Za8 а, а при ступенчатой зави-

еимости Z от а в этой формуле появляются значительные поrреш-

ности, что и приводит к вычислительным трудностям. Б схеме

(5)-(6) сrлаживание разрывов приводит к сrлаживанию зависи-

мости Z ( а); в наших расчетах зто достиrается использованием

(I)ормулы (7).
ЧТО касается используемой в методе Ньютона матрицы Za.'

'l'() она находилась численным дифференцированием по односторон-

ней разностной формуле. Процесс решения уравнений Z (а) - Х=

:-=0 проводился по схеме модифицированноrо метода Ньютона:

.1 llекоторой точке аО определялись 8 а= _Z;;l (аО) [Z-XJ
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и следующее приближение сх
1= а,0+8*0 сх, rде s* - точка ми-

нимума IIZ (a,0+s8a)-XII. Рассмотрим процесс фактичеекоrо реше-
ния по этой схеме задачи при Х= {16, О, О}. В качестве исходноrо
приближения был взят вектор а,0={4,33; 1,f; 0,5}. Система урав-
нений Za (а,0) 8 СХ= - [z-x] имеет вид

(
3.64 -41,6 50,5

) IOCl
1

] 112,09 ]2,58 -27,1 30,7 0r.<2 == -3,46 .

1,01 -9,05 9,52 8r.<s -2,50

Ее решение (8 CX1=O Т=30,0; 8 сх2=8Ф2 (0)=11,9; О аз=8фs (O) ',
определяет направление спуска 11 Z (сх) 11. ОказаJJОСЬ, что это на-

правление
- в силу вычислительных ошибок при определении Za

численным дифференцированием - крайне незффективно при не-

посредственном определении нормы
3

11 z (а) - XII = [х' (Т) - Х']2.
1=1

(8)

У}не при беrлом взrляде на систе}>IУ (8) видна неравноправность
компонент Z ( а): при одном и том }не смещении 8 а, справедливо
неравенство 18x1 (Т) I 18хВ (Т) 1.

в методе Ньютона направление спуска 8 сх определяется так,
что вдоль иеrо убывают все компоненты «невязки) Z (а+8а)-Х,
однако это убывание в силу нелинейности задачи постепенно за-

медляется и сменяется ростом; в настоящей задаче именно так

обстоит дело с компонентой х
1 (Т)-Хl, причем ее падение при

очень малых s сменяется ростом, а в силу большоrо веса (см. (8»
этой компоненты начинается рост IIZ (cxO+sOCl)-ХII при очень

малых s. Эта ситуация усуrубляется еще и влиянием ошибок

численноrо дифференцирования при нахо}ндении матрицы Za'
так что найденное первое направление спуска оказалось даже на-

правлением слабоrо роста IIZ (cx)-XII. Положение в корне
изменилось после введения масштабов в определение нормы так,
как это описано в 9 19:

11 Z Il == tJ- (Zl)2+ f1 (Z2)2 + Р-: (ZS)2.

На первом шаrе процесса мно}нители (они, разумеется, зависят

от точки а) были следующими:

P-l : tJ-2 : Р-в
== 0,23 : 0,59 : 5,9.

Таким же примерно оставалось их отношение до конца поиска,

процесс KOToporo отражен в табл. 1 следующими величинами:

номер итерации v и полученные на этом этапе процесса поиска

Ф2 (О), ФS (О), Т, х
1 (Т), х

2 (1'), х
а (Т), F=IIZ-Xllp.' t1 и t2

- нули

функции Фз (t) (моменты переКJ'Iючения управления), п - число

интеrрирований задачи Коши для П-системы, понадобившеесл
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ДJlЯ перехода от ТОЧRИ а" к точне a'V+1 : четыре IШтеrрирования
«стоит) ВЫЧИСление матрицы Za.' остальные связаны с подбором
шаrа процесса s*; эта величина так}не представлена в таблице.
Таним образом, практичеСRИ точное решение задачи стоит ---100

интеrрироваНИЙ задачи Коши. По таблице хорошо видно, что наи-

большие трудности связаны с получением правильноrо значения

х
З (Т); ради зтоrо оназалось разумным иноrда ИДТИ на удаление

x
1 (Т), х

2
(Т) ОТ НУ1ННЫХ значений; однако эти отклонения леrко

(см. систему (8» исправляются сравнительно малыми вариа-
циями 8а.

На зтой же задаче можно поназать характерные трудности,
связанные с выбором начальноrо приБЛИiкения а

О
. Выше уже от-

мечалось, что на значения х (Т) влияют не непосредственно зна-

чения а, а поло}нения нулей функции Фа (t), последние в Свою

очередь зависят от а2 , аз. Однако в трехмерном пространстве
{а} существует таная телесная (т. е. содержащая внутренние

точки) область А , что при а Е А на отрезне О t 1 Фа
Иl\fеет лишь один нуль (или да}не ни одноrо). Изменению а

В этой области А соответствует семейство решений П-системы,
определяемое лишь двумя существенными параметрами: al=т

и ПОЛОiнением нуля Фа (t) (а может быть, даже одним Т, если нуля

нет). ТаКИl\f образом, в области А отображение Z (а) вырождается:

трехмерная область А отобра}нается в двумерное (или да}не одно-

l\fepHoe) мноrообразие Z (А).
В этом случае Z lне сущесrвует, хотя Е расчетах «авоста)

обычно не ВОЗНИRает: вычислительные ошибки в Za пр:иводят к не-

равенству det (Zrx)=f=O, однако решение 8 a=-Z I(Z-X) стано-

вится, в сущности, случайным.
Этой случайности, разумеется, не следует доверять. Позтому

В расчетах была использована реrуляризация - вместо си-

стемы Za. 8 а=Х-Z решалась дрyrая, а именно:

(Z:Za+eE)8rl=Z:(X -Z), (9)

е - величина очень малая по сравнению с элеl\fентами матрицы Za*).
Первые шаrи процесса поиска решения Z ( а)=Х, начинающе-

rося в точне а Е А, проходят достаточно эффективно, однако если

при этом точна а не выходит за пределы А, т. е. если не появля-

ется второй нуль у Фа (t), а он обычно не появляется, процесс на-

ходит в образе Z (А) точку, ближайшую к Х, после чеrо поиск

застревает, локальными изменениями а нельзя сдвинуть ТОЧRУ

Z (а) В сторону Х.

*) Если det (Za) существенно отличен от нуля, решение (9) мало отли-

чается QТ решения исходной системы (8). Если же det (Za)  O,решение Ба

реrуляривоnапной системы минимивирует нвадратичпую форму

(Zi)a + Z - х, ZgБа + Z - Х) + € (8(1, 00.).
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в расчетах Дубовицкоrо и Рубцова выпуклая аппроксимация
имела и еще одну важную цель - преодоление обсуждаемой вы-

рожденности отобрroкения Z (а) в области А. ДЛЯ системы (2)
образ Z (А) уже не является двумерным, введение дополнитель-
ных компонент превращает ero в трехмерный; однако в силу ма-

лоrо искажения первоначальной постановки
".' Z(A)

задачи это очень «плоская) трехмерная 06- /'" ",""
ласть, схематичеСRИ покаванная на рис. 22. // ,,/
Очень маленьним перемещениям точки // /"
z В направлении n (см. рис. 1) соответст- I ,/
вуют очень большие перемещения в об- ,',
ласти А.

, I

Сrла}ненное отобра}нение Z (а) отлича-
I

ется силЬной нелинейностью, и вывести

точку а ив области, rде фS (t) им"еет менее двух

нулей, оказывается очень трудно. Хотя опубликованные в [30]
результаты не позволяют восстановить характер затруднений,
видно, что они значительны. Поэтому в [30] используется еще один

прием - сначала задача решается при сильном сrла}нивании

(нозффициент А в (4) порядка 1), полученное решение дает на-
чальные дaHHыe для решения задачи с нескольио б6льшим зна-

чением А, и т. д. вплоть до достаточно больших А.

Рис. 22.

28. Задача о вертикальном подъеме ракеты-зонда.
Нелинейная П-система

Рассмотрим следующую вариационную задачу: движение управ-
ляемой системы описывается уравнениями

:t1 == -и,

х2
==х

8
,

ХЗ= -g+ 3/(1) [Vи - Се-ТХ
'
(1) [х3 (t)1

2
] , (1)

O<t<T==100; 0<и(t)<O.04 (иЕи),
l'(х)=О: x

1 (0)==1; x2(0) 0; хз(о)=о.

Содержательный смысл (впрочем, здесь нас не очень интересую-
щий) этой системы таков: х1 (t) - есть переменная масса, х

2 (t) -
вертинальная координата (высота), х

В
(t) - вертикальная ско-

рость; V - постоянная, характеризующая величину реактивной
тяrи, g, с, r - заданные постоянные, связанные с силой тяrоте-
ния аэродинамическим сопротивлением и убыванием плотности

воздуха с ВЫСотой.

Задача реmалась при значениях (СМ. [991)

g=0,01, V==2,O, с ==0,05, "(==0,01.
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Управление и (t) определяет режим расхода rорючеrо, оrраниче-
ние и О имеет очевиднЫЙ физический смысл, оrраиичение
и < 0,04 носит техничесний харантер.

Вариационная задача (см. [99]) состоит в определении управ-

ления и ( .) так, чтобы обеспечить

шах х
2
(1') (Fo [и( · )] == х

2
(Т»

"(.)

при дополнительном условии

x1 (T)==O,2 (F1Lи(. )] = x
1 (T)-О,2)

(максимальная высота в заданное время при заданном запасе

rорючеrо).
Задача вта подробно исследовалась кан аналитическими l\feTO-

дами, тан и численно. Решение ее хорошо известно; точнее, из-

вестна качественная структура решения, что позволяет построить

простые методы ero прибли}ненноrо определения.

Струнтура решения танова:

I
0,04 при O t<tl'

u (t) == и* (t) при t 1 < t < t21

О при t
2< t < Т .

Эта структура содержит два параметра t1, t2 , для функции и* (t)
можно написать неноторое урав ение(аналоr уравнения Эйлера),
допускающее численное интеrрйрование; tt, t2 подбираются из

условия х
2 (Т)=0,2 и условия шах х

2 (Т) или из соответствующеrо

условия трансверсальности. Мы используем эту задачу в наче-

стве теста и проиллюстрируем характерные трудности, вознинаю-

щие при решении нелинейных П-систем.

Будем решать задачу методом 14. Для зтоrо выпmпем систеl\fУ

уравнений для ф( :

-Фl =- (X )!I[Vu - Се-ТХ" (х
З1аз.

-Ф2 = :1 e-ТХ"(х
З

1Фs. (2)
. Ce-T

:J;2

-Фз = Ф2 - 2
х
1 х

3
Фз.

и уравнение припципа максимума, которое, ПОСRОЛЬКУ и входит
u

В задачу линеино, имеет вид

110 [х (t), (t)] + и (t) 81 [х (t), (t)] =

=max{Ho[x(t), ф(t)]+иВ)[х(t), ф(t)]}. (3)
и

ТОЧНJ)[Й DИП (I)УIlН:ЦИЙ НО, Н1 не очень важен.
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Решение 3Toro уравнения просто:

I
О при

и= 0,04 при

О и0,04 при

8} < о,

81>°'
81 =0,

однако случай H1=0 связан, как мы увидим, с существенными

трудностями. Итак, задав некоторые начальные значения ф2 (О)
И Фз (О) (Фl (О), фИl\сируем, положив Фl (0)=1; следует, конечно,

иметь в виду и вариант  1(0)==-1), проинтеrрируем П-систему.
Таким обраЗОl\I, формально речь идет о решении двух уравнений
с двумя неизвестными ф2 (О) и Фа (О):

1) х
1
(Т) === 0,2 (дополнительное условие задачи);

2)  3( Т) === О (условие трансверсаЛIJНОСТИ),

причем x
1 (Т) И Фа (Т) определяются через Ф2 (О), Фа (О) решением

задачи Коши для П-систеl\:lЫ (1)-(3). t.ITO же получается при реа-

лизации Зтой проrраммы на ЭВМ? Следующее ниже основано на

проводившихся автором вычислениях и является изложением

экспериментальных фактов. Прежде Bcero отметим важные Д.тIЯ

дальнейшеrо Свойства фУННЦИИ Н1 (х, ф).
1 Ф Н

. _дНl dx дН1 dф ·

· ункция ] [x(t),  (t)]== дх dt + дф dt
после 3шlены х

и ер правыми частями соответствующих уравнений не содержит
ЯВНОй зависимости от и. Этот факт проверяется прямыми выклад-
Rаl\Ш, которые мы в силу их простоты И rромоздкости опусKael\f.

2
'. _дЬ1 dx дЙ1 d 

· ФУlШция н [x{t),  (t),и(t)]= дх dt+ дф dt'
вычисленная

nналоrичным образом, явно зависит от и, причем линейно, по-

СRОЛЬКУ и входит линейно в правые части уравнений (1), (2).
Итак, для почти всех точеI\ { 2(О),  з(О)} решение задачи

!{оши для П-системы оказывается единственным; если на траек-

тории и встречается ситуация Н! [х (t*), (t*)] ==0, при которой
:нrачение и неоднозначно, она носит, так сказать, мrновенный

харантер.

Если li1 [t*-O] < О, то при Лlобом выборе и (t*), в силу не-

зависимости Н1 от и (явно), Й1 l\:fеняется непрерывно, Ii] < О
n окрестности ТОЧRИ t*, и траектория П-систе iЫ продолжается
однозначно.

Описанные выше траектории П-системы rладко зависят от

{Ф2 (О),  a(О)}, НО В действительности они обраЗУIОТ не двух-,
n лишь однопараметрическое семейство: {Ф2 (О), Фs (О) } однозначно
определяют один параметр t*, а он в CBOIO очередь однозначно опре-
неляет u (t) и траенторmo х. Однако в плоСRости {ф2 (О), Фs (О)}
( CTЬособая линия L, и если { 2(О), Фа (О)} Е L, решение П-системы
имеет иной характер: сначала Н1 [х (t), Ф (t)] > О и u (t)=0,04;
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с ростом времени Н1 [е] убываетt и в некоторый момент е*, за-

висящий от положения Ф (О) на L, в нуль о.дновременно обраща-
ются обе фуннции: Н1 [х (t*), Ф (t*) ]=H1 [х (t*), Ф (t*) ]=0.
и теперь оказывается возможным продолжить траеК'fОРИЮ

П-системы тремя раЗНЫl\fИ способами.

..

Обозначим через а (t) решение линейноrо по и уравнения
Н [х (е), Ф (t), u]=О. Пусть О < il < 0,04 (а зто так и есть, по

крайней мере для HeKoToporo участка L). Различные продолжения

траектории П-систеl\1bl определяются выбором управления при
t > t*.

1. и (t)==0,04. В зтом случае Й > О, Н1 [х (t), Ф (е)], носнув-
шись оси Н1=0 В точке t*, остается поло}кительной, и припцип

максимума выполнен.
11. и (t)==O. В зтом случае Й < О, Н) [х (t), Ф (t)], коснувшись

оси Н1=0, переходит от поло}иительных значений (при t < е*)
и отрицательным; принцип максимума выполнен и на зтом про-
должении.

При численном интеrрировании, если не принять специальных

мер, реализуются ТОЛЬRО эти два случая, таи как чистый нуль в Н1

получить нельзя. Однако среди этих «однозначных)} траекторий
нет искомой оптимальной. Кстати, мы по-прежнему не получили

двухпараметрическоrо семейства траенторий, и попытка выбором
{Ф2 (О), Фа (О)} удовлетворить два условия при е= Т обречена на

неудачу. Б расчетах зто проявится в виде нереrулярноrо, непред-

сказуемоrо изменения величин x1 (Т) и Фs (Т) при очень малых

изменениях Ф (О). Такие явления ОТl\fечались в литературе, на-

пример, в [57] (стр. 88), rде они объясняются неустойчивостью.
Термин «неустойчивость)} достаточно широк, а примеры, в ноторых
эта неустойчивость была обнаружена, к сожалению, не приводятся.

Подробный анализ таних примеров в высшей степени важен,

так как необходимо четRО выявить и классифицировать различные

причины неудач, с тем чтобы l\fОЖНО было сознательно разрабаты-
вать соответствующие усовершенствования алrоритмов.

На рисунке 23 ПОRазана характерная эволюция функции

Н} [х (t), Ф (t)] на двух траеI{ТОрИЯХ, определяемых значениями:

1) Ф2(0)= -0.025; фз(О) 0,57504: H1 [О] == 0,15010,

2) Ф2 (0)= -0,025; Фs (0)== 0.57505; H1 [01 =0.15008.

111. Основное продолжение: при t > t* управление il (t)
определяется уравнением Н1 [х (t), Ф (t), и]==О. Припцип макси-

MYl\fa выполнен, так нак из Н [t]==O следует H1 [t]=O и Н} [t]==O.
Разумеется, зтот особый режим ВО3 Iоженлишь при иЕ [О; 0,04].
В любой момент е* * > t* траектория П-системы может быть пе-

реведена в ре}иим 1 (и (е)=0,04 при t > t**) или 11 (и (t)=O при
t > t**). Итак, решение задачи Ноти для П-системы оказалось
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существенно неоднозначным, каждой точке Ф (О) Е L cooTBeTcTByIoT
два однопараметричеСRИХ (с параl\lетром t**) семейства траенторий.

Пара reтризуяположение Ф (О) на L, для чеrо наиболее удоБНЫl\1
является параметр t*, получаем двухпараметрические семейства

траекторий П-систеl\:IЫ. В одном из них, а именно во втором, и

находится ОПТИl\fальная траентория. Доrадаться об этом l\IОЖНО

и по численным результатам, даЮЩЮf достаточно rрубое (в смысле и)
приближенное решение (ем. 29, рие. 25). Теперь у}ие l\fОЖНО,

Н,

lD- 

Рис. 23.

используя условия при t= Т, найти параметры t*, t**, а тем са-

мым, и оmимальное управление. Делается это, например, TaI":

1. Зададим некоторое значение параметра t*.
2. Проинтеrрируем на [О, t*] систему х=! (х, и), положив

u (t)=0,04; зто соответствует тому, что на [О, t*] будем иметь

Н1 > о. Итак, х (t) определена на [О, t*].
3. Из уравнений Н1 [х (t*), ф]=О; Н1 [х (t*), ф]==О найдем

Ф2 (t*) И Фs (t*) положив, например, Фl=1. (При }келании можно

проинтеrрировать от t* к t=O систеl\IY для Ф (t) вдоль известной

уже х (t), и получить точку {ф2 (О)/Фl (О), фз (О)/Фl (О)} Е L, со-

ответствующую параметру е*.)
Кстати, заметим, что для значений t* получаем естественный

интервал: t* Е (О; 1/0,04), ПОСRОЛЬRУ лишь при х
1 (t) > О система

уравнений мо}кет быть физически осмыслена.

4. Иl\fея теперь данные Коши для П-системы при t=t*, :ин-

теrрируем ее, определяя u (t) из уравнения Й Ix (t), Ф (t), u (t) ] O
дО момента t**, ОП определяется дополнительным условием задачи
x

1
(t**)=0,2 (таRИМ образом, для t* имеем дополнительное orpa-

ничение t* 0,8/0,04); иетрудно видеть, что х
1 (t) монотонно

убывает вдоль траектории х (t) (если u > О, что и выполняется

при О t <. t**).
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Далее траектория однозначно продолжается при и (t)==O,
что ПрlШЦИПУ маКСИl\fYма не противоречит, так как автоматически

приводит к Н1 < о.
Итак, построено однопараметрическое (с параметром t*)

семейство реmеШIЙ П-системы, удовлетворяющих дополнитель-

ному УСЛОВIIЮ задачи x1 (Т)=О,2. На этом семействе х
2 (Т) ста-

новится функцией одноrо параl\iетра t*, функцией весьма rладкой,
и нахождение

maxr(T)
''ill

осуществляется без труда.
Итак, решение задачи оптимальноrо управления найдено по

схеме, формально совпадающей с той, с которой все началось:

строится двухпараметрическое семейство решений П-системы,
и значения параl\iетров определяются из дополнительноrо условия

и условия максимума х
2
(Т). Однако разница, 1I очень существен-

ная, состоит в том, ЧТО в качестве этих параметров не удается

взять данные Коши Ф (О). Реализация же всей проrраммыI потре-
бовала привлечения достаточно подробных предварительных све-

u

дении о качественном характере искомоrо решения.

29. Задача о вертикальном подъеме рахеты

Это была, видимо, одна из первых задач оnтимальноrо управ-
ления, подробно исследованная аналитичесRИ и неоднократно

реmавшаяся численно. В частности, и автор использовал ее в ка-

честве теста в методических расчетах. Уравнения движения:

:t1 = -и; х2 ==хЗ
; хЗ= -g+ [Vu - Q(x)]/x

l
; х(О)== {1; О; О}, (1)

rде g=O,981.10-4; V===O,0168; Q(x)=O,96 (хЗ)2ехр(-14,7х2).
Вводятся функционалы

F
о [и ( .). Т] == 1 - x

1 ( Т); F1 [и ( · ), ТJ == х
2
( Т), (2 )

и ставится задача: найти управление {и( · ), Т}, доставляющее

minFo[u(.), Т] (3)
и ( . ), т

при }\ [и ( .), Т] == 1,49, О и (t) U
fr

, О t Т. РешеПllе задаЧII

хорошо известно (СМ. [46J):

!
u+ при О <t<t1 ,

u(t)== u"'(t) при t1 <t<t2,

О при t
2 < t < Т.

Параметры t1 , t2 , Т и функция и* (t) на участке «особоrо режима)
(t1 , t2) Moryт быть рассчитаны с высокой стецевью точности

(4)
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(см., например, 28). В решении этой задачи
r 11

ро= I и(t)dt O.68; I и(t)dt= и+tl O.33.
о о

Иноrда рассматривается задача с и+=оо. В этом случае началь-

ный учаСТОR решения вырождается в o-фУНRЦИЮ с итенсивностыo

",-0,33 и полюсом при е=О *). В настоящее время интерес представ-
ляет не само решение, а процесс ero получения, характерные

трудности, их анализ и способы преодоления. Поэтому здесь

анализируется процесс решения задачи в том виде, каким: он был

в 1962 r., хотя, повторив расчеты по нынешним проrраммам, автор
Mor бы представить более эффектные результаты.

С х е м а в ы ч 11 С Л е в и й. ВВОДIIлась сетка 0== t
o< t < t2 < . . .

. . . < tN И кусочио постоянное управление аn ..l/2 . Сетка была не-

равномерной, более rустой на IIнтервале [О; 20], N 100. CIIcTeMa

уравнеНIIЙ (1) интеrрlIровалась с шаrом dt==O,1(tn+1 -t,,) методом

Рунrе-Rутта BToporo порядка ТОЧНОСТlI. При этом заПОМIIнаЛIIСЬ

значения х С"
tll+l) . Интеrрирование велось до тех пор. пока

х
2
(t) > о. 'l'aKIIM образом, ДЛЯ определеНIIЯ Т IIспользовалось урав-

HeHIIe х
2
(Т)=О. Это есть не что иное, как условие трансверсаль-

дР
ности по паРaI\iетру Т, таи !{ак при t Т и(t)==O; дТО =О;
дР

дт
1
= r(Т). Затем IIнтеrрlIровалась сопряженная CIICTeMa с дан-

ными Коши  (T)=={О; 1; О}, иmеrpированlIе велось rрубо, с ша-

rOM dt= (tп+1
- е

п). Зная Ф (t), можно заПIIсать формулу для про-
11зводной

r N-l е"...

Sl'I[8и(. )]= I ф(t)f..[t]8и(t)dt= 8и.. t,/. I ф/j1t. (5)
о

,,=0
е"

Результаты З8ПОМИНались в виде таблицы чисел h +'/2:
1"+1

h +,/.= I ф/udt (ФаН + Ф... /и [tn+1/.])(t"+1 - t..).
'п

'l'

h  /.=t"+I-t... т. к.  po=I 8иdt.
о

(6)

*) Так как в уравнение (1) входит член иlx1 (t), а х1 (t) рвется в полюсе

о-функции, расчет скачпа х (t) при переходе через ПОЛIОС О-ФУППЦИИ нетривиа-
лен и, если пренебречь сопротивлением вовдуха, осуществляется по извест-
пой формуле Циолковскоrо. В расчетах необходимая точность обеспечивается

иначе, за счет Toro, что Пlаr числепноrо ИllтеrрпропаIПIЯ (t) меньше шаrа

сетки ДЛЯ и.
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Назначались числа S-, S +t/i' оrраничиваЮЩIIе величины вариаций

S;+1/1 -< оиn+1
/. -< B +1/., а вариация управления определялась

решеНIIем простой задачи линейпоrо проrраммирования. Далее
находилось новое управление uп 1/1+0ип+1/Jt И так далее. Выше

были опущены некоторые детали, которые удобнее будет объяснить
в комментариях к результатам.

ПервЫЙ расчет представлен в табл. 1 функциями и при v=0,5,
10, 15, 20 (v - номер итерации) и соответствующими значениями
РО . Условие Р1=1,49 было выполнено с точностью  O,0005.
На 20-й итерации получено значеНIIе Ро ==0,68022, на 0,0017 больше
точпоrо min РО . На первЫЙ взrляд это неплохо, точность  Ot25%.
Однако в действительности результат не очень хороший. Ведь
естественнее относить ошибку 0,0017 не !( РО ,

а к выиrрышу в РО

по сравненшо с тривиальным управлеНIIем, взятым в качестве

исходноrо. Этот выиrрыш  0,02,11 теперь точность расчета  10%.
Леrко указать недостаток численноrо решения - плохо выражена

O-фУНКЦIIЯ в u (t), она сильно «раэмазана», причем продолжение

расчета не ПРIIВОДИЛО к улучшению.

Второй и треТIIЙ расчеты ПРОВОДIIЛIIСЬ так же, как и первый,
но при дрyrой начальной ФУНКЦIIII u (t), содержащей «подсказку»-
численный аналоr о-функции, причем третий расчет начинался

даже с точноrо решения. В обоих случаях процесс итераций со-

провождался ухудшением траеКТОРIIИ: значение РО повыmалось,
а не понижалось (обычно в таком случае следует возвращаться
к исходному управлению и, ha-nрIIмер, варьировать ero с мень-

шим шаrом 8и; здесь этот механизм был откточен). В чем же дело?
Возможны две причины неправильной работы алrоритма: либо
слишком веЛИК шаr ои, и сказываются неучтенные при вычисле-

нии 8F поrреmности О (rr8uI12), либо неточно вычисляется про-

изводная ФУНRЦIIонала (из-за ошибок численноrо интеrрирования

или из-за оmиБОR в проrрамме). 'l'aK как уменьшение ои (s-, s+)
не привело к улучшению, стало ясно, что дело в rрубости вычисле-

ния величин h +l/Jпо формуле (6). Нетрудно было также доrа-

даться, что ошибка, в сущности, велика лишь на первом счетном

интервале: ведь на (to , t1) расходуется ---0,33 массы, все величины

резко изменяются. Было внесено только уточнение расчета h /2:
первый интервал сетки (to , t1) был разбит на 10 частей, что позво-

лило более точно интеrрировать clIcTeMY для Ф и более точно вы-

числять интеrрал в (6).
ЧетвертЫЙ расчет, результат KOToporo представлен в табл. 2,

привел уже к четкому образованию численноrо аналоrа o-фунIЩИИ,
причем Fo

- min РО  0,0001.Это потребовало 50-60 итераций.
При н Ц и п м а к с и м у м а. Каждый расчет заканчива-

ется обычно в ситуации, коrда значеНIIе функционала Fo практи-
чески стабилизируется. Это может быть следствием достижения

минимума IIЛИ следствием неэффективности метода минимиза-
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Таблица 1

Fo 0,70000 0,68315 0,68196 0,68092 0,68022 0,6785

'\1=0 ",=5 ",=10 ., = 15 'v = 20
точное

и(,>

О

0,1000 0,0776 0,0992 0,1396 0,1926 0,6560
0,5

0,07760,1000 0,0992 0,1396 0,1399 0,0157
1,0

0,07760,1000 0,0992 0,1299 0,1033 0,0157
{,5

0,1000 0,0776 0,0792 0,Of570,0883 0,0939
2,0

0,0776 0,01580,1000 0,0864 0,0704 0.0656
2,5

0,0776 0,01580,1000 0,0610 0,0551 0,0513
3,0

0,1000 0,0776 0,0397 0,01590,0602 0,0468
3,5

0,1000 0,0776 0,0602 0,0355 0,01590,0398
4,0

0,1000 0,0721 0,0309 0,01600,0441 0,0345
4,5

0,1000 0,0721 О,044! 0,0222 0,0239 0,0161
5,0

0,0721 0,0352 0,0246 0,0220 0,01620,1000
5,5

0,1000 0,0721 0,0352 O,Of91 0,0197 0,0164
6,0

0,0721 0,0175 0,01660,1000 0,0352 0,0178
7,0

0,0190 0,0170О 0,0070 0,0200
8,0

О 0,0200 0,0210 0,Of740,Of97
9,0

0,0077 0,0150 0,01780,0170 0,0202

10,0
O,Of35 0,0205 0,0221 0,0210 0,0183

11,0
0,0151 0,0206 0,Of90 0,0202 0,0188

12,0
0,0172 0,01960,0212 0,0200 0,0192

13,0
0,0150 0,0200 0,0213 0,0207 0,0197

14,0
0,02fO 0,Of78 0,Of92 0,0188 0,0202

15,0
0,0231 0,0182 0,Of98 O,Of98 0,0208

16,0
0,0190 0,0180 O,Of75 0,0185 0,0214

{7,О
0,0190 0,0175 0,0175 0,0173 0,0220

18.0
0,0113 0,0155 0,0150 0,0163 0,0226

16 Р. П, ФедореНI<О
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Таблица 2

 \
11 111 IV

0,6789 0,6795 0,6 OO 0,6785 0,6795 0,7000 0,0186

,»=0 ". \1. '»8 ,,=0 ". "=0 "1

0,6000 0,4841 0,3050 0,1977 0,6560 0,3623 0,1000 0,7856
0,5

0,1000 0,0547 0,f128 0,1434 0,0157 0,0635 O,fOOO О
1,0

0,1000 0,0448 0,0734 0,1051 0,0157 0,0547 O,fOOO 0,0012
1,5

0,1000 0,0369 0,0609 0,0782 0,0157 0,0551 0,1000 0,0000
2,0

0,1000 0,0297 0,0441 0,0583 0,0158 0,0514 0,1000 0,0084
2,5

O,fOOO 0,0287 0,0327 0,0500 0,0158 0,0352 0,1000 0,0104
3,0

O,fOOO 0,0263 0,0303 0,0400 0,0159 0,0253 O,fOOO 0,0127
3,5

0,1000 0,0232 0,0358 0,0343 0,0159 0,0328 O,fOOO 0,0138
4,0

О 0,0240 0,0279 0,0316 0,0160 0,0347 O,fOOO 0,0149
4,5

О 0,0216 0,0235 0,0246 0,0161 0,0233 0,1000 0,0154
5,0

О 0,0201 0,0232 0,0226 0,0162 0,0251 0,1000 0,0172
5,5

О 0,0206 0,0237 0,0212 0,0164 0,02f5 0,1000 O,017f
6,0

О O,Of99 0,0211 0,0209 0,0166 0,0201 0,1000 0,0183
7

О 0,0197 0,0206 0,0198 0,0170 0,0203 О 0,0185
8

О 0,0197 0,0202 0,0199 0,Of74 0,0210 О 0,0190
9

О 0,0201 0,0209 0,0207 0,0178 0,0220 О 0,0192
10

О 0,0199 0,0208 0,0209 0,0183 0,0208 О 0,0193
11

О 0,0189 0,0206 0,0201 0,0188 0,0206 О 0,0193
12

О 0,0189 0,0199 0,0199 0,0192 0,0203 О 0,0193
13

О 0,0196 0,0198 0,0202 0,0197 0,0196 О 0,0186
14

О 0,0195 0,0194 0,0186 0,0202 0,0190 О 0,0179
15

О 0,0176 0,0186 0,0180 0,0208 0,0173 О 0,0160
16

О 0,0162 0,0176 0,0165 0,0214 0,0155 О 0,01446
17

О 0,0142 0,0163 O,OOfO 0,0220 0,0130 О 0,0123
18

О 0,0125 0,0143 0,0226 0,0120
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ции. В данном случае в вопросе можно леrRО разобраться, по-

строив и проанализировав конус достижимости. Начнем с конуса
допустимых вариаций К",. Пусть получено решение типа (4).
1.'оrда К" имеет простую структуру

I
 и О при: и (t) == U+,

 и(t) Е К",: 8и О при и (t)== О, (7)

прои:звольная при: O<и(t)<U+.

:Конус К", отображается в двумерное пространство {oFo' 8Ft}
r

8Р
о
=  8и(t)dt,

о

т (8)

8р} = Ш} (t) 8и (t) dt.

о

Множество вариаций 8и (t) на той части [О, Т], rде О < u < и+
(а в расчетах I-IV и+=оо), образует ЛШlейное пространство,
следовательно, и ero образ в конусе
достижимости тоже есть линейное про-
странство. Для Toro чтобы траектория
была оптимальной, это последнее ли-

нейное простраnство не ДОЛiRНО совпа...

дать с плоскостью. Значит, оно должно

выродиться в прямую, что возможно

ДIIШЬ при W1 (t) == const при u (е) > о.
в ситуациях, в которых прекращались

r

итерации, постоянство UJ1 (t) на ак-

тивном участке траектории (и > О)
ВJJIПОЛНЯЛОСЬ С четырьмя знаками.

На пассивном участке (и===О), rде 8и О, выполнялось, как и

должно быть, неравенство Ш1 (t) < с. На pIIC. 24 показана струк-

тура конуса достижимости: нанесены векторы {1, Ш1 (t)} для раз-

ных t.

Все векторы, соответствующие aKTIIBHOMY участку траеКТОРИII,

представлены одной точкой А, остальные - раЗНЫМJI. Таним об-

разом, конус смещений KF есть полупдоскость, лежащая выше

прямой ОА. Дальнейшие экспеРIIменты имеЛII цедью илтостри-

ровать эффект некоторых несложных ВЫЧIIСЛIIтельных приемов.
Они проводились позже, по друrой проrрамме, отличающейся
в основном, большим числом N (=500, и из них  200на aKTIIBHOl\1

участке).
:Конструкция окрестности 8и (t), определяеl\lая в данном слу-

чае заданием чисел s;  1/2' S +1/2' кроме Bcero прочеrо, имеет целью

разрешить большую вариацию там, rде она наllболее «выrодна).

16.

(6F;;J
шо

IlF

(5F,J
Ш,

Рис. 24.
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Это особенно важно в тех задачах, rде процесс малых варllаций
должен привести R численному аналоrу 8-функции. Эдесь был ис-

польвован следующий прием. ОпределеНllе 8U11+'/1 решением за-

дачи
N-l

min h I+1/,"Oи'll+t/2 (hO == 1),
{ и}п=О

Н-l

F1 + h l+I/2'tиn...t/2== о,
,,=0

8;'+1/2 < 0uIl +1/з < 8;+1/11

(9)

связано с ВЫЧllслением вектора {1, g}, причем

{
8;+1/1 ПрlI H -+J/2> о,

8lt'll /2 == + о О8'1l+I/2 ПрlI Нn-
I/2 < '

rде H +I/I=h +t/2+gh'Z+1/2 характерllзует в некотором смысле

эффеКТIIВНОСТЬ варllации управдеНIIЯ на интервале (tn, t
n+1): чеl\1

НО больше, тем выrоднее варьировать U именно на этом счеТНОl\1

интервале. На тех же интервалах сетки, rде НО о, можно брать
любые вариации 8ип+l/2 , лишь бы сохранялось соотношение F1+
+ h18u о. Поэтому для следующеrо шаrа процесса величины

8% рассчитывались по формулам

8;+1/2 === s + е I H +'/21/11h'll+t/2 11,

8;+1/з = -S- е I H +I/!I/ h'll+I/2 11 '

а величина определялась соотношением типа S +l/. З8 --:- 58.

Величина S, таким образом, и определяла шаr процесса. Разуме-

ется, числа 81: корректировались затем учетом условий О < и+8-,
и+8+ < и+. В 34, 35 ОПllсана друrая TexHIIKa учета эффектив-
ности вариации на данном интервале. В табл. 3 представлены рас-
четы (I-IV), отличаЮЩllеся только тем, что в 11 величины 8-,
8+ вычислялись так, как описано выше, а в IV si:=const. Видно,
что расчет 11 примерно в три раза быстрее. Нужно, однако, под-

черкнуть, что это прежде Bcero связано с наличием 8-фУНКЦИII в ис-

комом оптимальном управлении. В тех задачах, rде таких (IIдII
аналоrичных) особенностей нет, эффект значительно слабее.

Реrулирование mara S осуществлялось простым мехаНIIЗМОl\1

обратной связи: после определения 8и ВЫЧИСлялось предсказаНllе

N-l

8F} = h +f128иn+1/1.
,,=0
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'l'аблица S

1 11 111 IV

v

I I I х' (Т) I I х. (Т)хl
(Т) :х' (Т) S :хl (Т) В В :хl (Т)

О 0,7000 0,015 0,7000 0,15 0,7000 {,5 0,700000 {,676
6 0,68869 1,491150 0,007 O,685t7 0,11 0,68033 0,27 0,6883 1,48999

12 0,687794 1,48998 0,025 0,68298 0,15 0,67981 0,t3 0,6865 1,48986
18 0,68653 {,48970 0,086 0,68109 0,15 0,67935 0,16 0,6834 1,48979
24 0,68425 {,48993 0,t8 0,68001 0,15 0,67904 0,13 0,6815 {,48954
30 0,68166 {,48941 0,14 0,67953 0,11 0,67895 0,10 0,6809 1,48950
36 0,68051 1,48989 0,18 0,67917 0,16 0,67884 0,21 0,6806 1,48975
42 0,67975 1,48895 0,14 0,67899 0,11 0,67879 0,17 0,6803 1,48973
48 0,67936 1,48943 0,11 0,67884 0,11 0,67875 0,13 0,6800 1,48983
54 0,67915 1,48988 0,15 0,67878 0,12 0,67870 0,10 0,6799 1,48974
60 0,67896 1,48942 0,11 0,67872 0,12 0,67868 0,13 0,6797 1,48985
66 0,67887 {,48981 0,15 0,67869 0,12 0,67864 0,17 0,6796 {,48963
72 0,67879 1,48963 0,19 0,67863 0,12 0,67865 0,13 0,6795 1,48962
78 0,67873 1,48955 0,09 0,67864 0,11 0,67861 0,11 0,6794 {,48957
84 0,67869 1,48940 0,12 0,67862 0,12 0,67863 0,12 0,6793 1,48980
90 0,67865 1,48951 0,09 0,6792 1,48960
96 0,67868 1,48975 0,14

с новым управлением и+8и интеrрировалась система х=!, опре-
деЛЯЛIIСЬ истинное приращение АР1 и величина, хараRтериэую-

щая точность линейноrо ПрIlближения

j
'N-l

'1J = I oF) - dF) I 18и'J +1/зh "1/з1
,,=0

(СМ. В 20 объяснеНIlе, почему нельзя брать отношение разности,

наПрIIмер, к I dF1 1). в зависимости от величины 1l происходил

ересчет 8:

(
1, 158 IIpII '1J < 0,25.

S: = S npII 0,25 < '1J < 0,5,

0,758 пр11 '1J > 0,5.

В табл. 3 представлены расчеты 1, 11, 111, отличающиеся только

веЛИЧIIНОЙ первоначальпо заданноrо 8. Видно, как во всех рас-

четах достаточно быстро вырабатывается одна и та же веЛИЧIIна

8 0,1. Табл. 1,2 nyБЛIIковаJШСЬ в [87J, табл. 3 - в [89].
Сравнение с решением задаЧII методом проеКЦIIИ rраДIlента

было проведено для друrоrо варианта, отличающеrося следующим:
1) u(t)E И: 0<и(t) 0,04;
2) ФIIксировано Т = 100;
3) с= 0,01, V= 2,0, Q == 0,05 (х3)2 e-

О. IХs
;
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4) задача: тахх2

(Т) при x
1
(T)==O,2 (отли:чие параметров

в основном связано с друrой системой еди:ниц).
Эти: данные были: взяты IIЗ работы [99], rде задача решалась

классическим BaplIaHToM метода проекции rрадиента, примеНII-
l\10СТЬ KOToporo обеспечивалась ЛИКВIIдацией условия u (t) Е и при
ПОl\fОЩИ замены u на неоrраниченное v:

I
о ПрlI V < О,

11 (l-') === 0,04 (3и
2
- 2v3) nplI О V 1,

0,04 пр11 v > 1

(эта замена аналоrична замене и=О,О2+0,02 sin и). Итерация
в работе [99] COCTOIIT из следующих вычислений.

1. Имея некоторое v (t), интеrрируем систему x=-=f.
2. На полученной траеRТОрИII вычисдяются производные ФУНК-

ционалов юо (t)=дх2 (Т)/ди (.), W1 (t)=дх1 (Т)/ди (.), что требует

ТОЛЬКО OAHOro интеrриJЮвания сопряженной СИcтeIO>l (W. (t) ВЫЧИС-

ляется сразу, так как х. (Т)= х. (О) - Jи (t) dt) .

'l'

3. Определяется вариация 8v(t) решением задачи min wo(t) vdt
 .

о

при услониях W10V dt= О; 1 oи2dt= 1.

4. НаХОДIIТСЯ новое управлеВIIе v (t): = l' (t) + S8v (t).
5. Подбор шаrа S осуществляется следующим образом: с новым

управлеНIIем интеrрировалась CIIcTeMa х == / 11 вычислялось фаКТII-
ческое прирап\ение функц:ионала х

2 (Т). Если БЫЛII выполнены

1

УСЛОВIIЯ: 1.r
1
(Т) - 0,2 [ €И дх2

(Т) > "28х2(Т) (ох
2
(Т) - прира-

п{ение, вычисленное по ЛIIнейной теоРИII), итерация считалась за-

вершенной, и вычисления продолжаЛIIСЬ с пуНRта 2. ЕСЛII 8х2 (Т) <

< ; 03;2(1'), таким же образом испыты:ваЛОСЬ управление v(t)+
t

-I-"2Sw(t), и Т. Д. Если оказывалось rx1(T)-О,21>е, преду-

ематриваЛIIСЬ итераЦIIII с целью поrашения невязок в этом усло-

вии. Процесс решения показан в заимствованной из [99] табл. 4 (11)
(правда, нет сведений о числе интеrрирований CIICTeMbl х===! для

установления S). В той )не табл. 4 представлены и наши расчеты;
nеЛIIЧIIна х1 (Т) не показана, так как условие х

1 (Т)=О,2 выполня-

лось В силу ero линейности по u (по v оно нелинейно) со всеми ма-

mlJННЫМИ знакаl\fII. В табл. 4 (1) представлевы предсказапное



29] ЗАДАЧА О ВЕРТIIНАЛЫIОМ ПОДЪЕМЕ РАНЕТЫ 247

Таблица 4

1 11

v

х2 (Т)  x2(Т) Аж! (Т) v X
S
(Т) х' (Т)

о 54,701 23,4 26,6 О 54,760 0,19971
1 81,381 21,8 24,2 5 80,973 0,19902
2 105,61 15,2 16,1 10 103,026 0,19919
3 121,73 9,4 6,9 15 115,658 0,19957
4 {29,61 5,3 2,5 20 122,070 0,19981
5 131,12 3,2 -1,7 25 127,679 0,19978
6 129,44 3,1 1,9 30 131,258 0,19973
7 131,32 1,4 0,54 34 132,177 0,19971
8 131,86 1,2 -036 40 {32,343 0,t9969,

9 131,50 0,9 0,57 44 132,345 0,19966
10 132,07 0,29 0,07 50 132,346 0,19967
11 132,14 0,07 0,04
12 132,18 0,0008

приращение 8х2 (Т) и фактическое Ах2
(Т). Обратите внимаШIе

на 5-ю и 8-ю итерации, коrда вместо предсказанноrо увеличеНIIР

х
2 (Т) происходило уменьшение. Обычно в таких ситуаЦIIЯХ пред-
ночитают вернуться к преДJJlдущему управлению и варьировать
ero с уменьшеННЫl\1 шаrом. Здесь это не делалось, только Уl\1ень-

Iuалось s. Нидно, что МОiИНО поступать и так. В [991 подучено
IIескодько большее значение х

2
(Т) (на 0,1 %), чем в наШIIХ расче-

тах. Однако это связано с некоторым «перерасходом) массы:

х
1 (Т) меньше заданноrо (на 0,16%). Таким образом, в наших рас-

четах поиск экстремума протекал примерно в три раза быстрее.
С чем это связано? Обычно эффективность процесса оптимизации
связывают с качеством направления ИЗl\1енения apryMeHTa 8и.

Здесь это едва ли так. На рис. 25 показаны последовательно по-

лучаемые *) в наших расчетах фУНКЦИII u (t) (расчет, KaR и в [99],
начинался с и (t)=:0,008). Аналоrичпый рисунок приведен и

в [99]. Сравнение показывает, что в обоих расчетах u (t) прошло

примерно одну и ту же последовательность функций. Так, и (t) на

plICyHRe 25 для v=1 очень похоже на u (t) IIЗ [99], для v=5, наше

и для у=2 - на u (t) из [99] при v=10 и т. д. Основная причина,
ВIIДИМО, в слишком осторожной тактике назначения S в расчетах
[99] - излишне жестко требование иметь на каждой итерации
1x1 (Т) - 0,21 < 8 (8 0,001), причем, в отличие от наШIIХ рас-

четов, поrашение неВЯЗКII в условии х
1 (Т)-0,2=О не включается

в задачу определения 8и (t), и приходится следить, чтобы не про-
исходило накопления поrрешности. Автор в своих расчетах при-

держивался более ЛIIберальных требоваШIЙ, считая необходимым

*) На 1-6 и 12-й итерациях.
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удовлетворить условиям с нужной точностью ЛИШЬ в Rонце рас-

чета. А в процессе поиска ДОПУСRались каRие-то отклонения. Это

позволяло использовать большой шаr s. 3аметим, однако, что

использование большоrо S в методике [99] может привести R не-

которым неприятностям. Дело в том, что замена (10) порождает

о 10 20 ЗО 70 80 90
1

100

11

0.01

t

Рис. 25.

«прилипание) управления к rранице. Этот факт объясняется
в 18, он отмечен и в [99]. Дефект замены (10) может и не иметь

неприятных последствий, если процесс оптимизации протеRает
монотопно: если управление и (t) rде-то вышло на rраницу ИН-

тервала [О, и+], то в дальнейшем не будет необходимости на ка-

ком-то учаСТRе снова перейти к ситуации О < и < и+. в наших

расчетах с крупным marOM S эвотоция и (е) в целом носит моно-

тонный характер, однако встречаются и нарушения монотонности

(см. рис. 25). Может быть, это еще одна причина, заставляющая

в методике [99] придерживаться сравнительно малоrо шarа s.
в этой задаче была построена область достижимости. Для этоrо
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находились оптимальные значения х2 (Т) при разных значениях

х
1 (Т). На рис. 26 изображена величина шах х2 (Т) KaI( функция
от х

1 (Т)*). Она отделяет достижимые
точки {х1 (Т), х

2 (Т)} от недостижи- 200

l!ЫХ. Обратите. внимание на воrнутость х
2(т}

области ДОСТИЖIIМОСТИ.

9 30. Задача о ПЛОСКОМ движении тела

перемеппой массы

ТраеКТОрIIЯ управляемой СIIстемы оп- 120

ределяется уравнениями

.1_Х --U1 .

з;2 == х4: COS х5
. (1)

j;З == х4 siп хб
,

. _
r VUl

- C l (х', х
З

, и2 )
.......FtJХ -gL х

1
- SIП J.,-

,

.5 g

[VUl
- С2 (х

4
, х

8)
.....r.JХ ==

4 1 и
2
- COS J.,- .

х х

O<t<T.

16О
7=100

во
IIсDостl/Жl/НОJl

05ласть

40

Рис. 26.

Эдесь х1 - масса, х2
, х

3
-

координаты, х' - абсолютная вели-

чина скорости, х
б
- уrол наклона траектории. Уравнения опи-

сывают движение реактивноrо самолета (или ракеты). Управле-
НIIЯМИ являются: и1 (t) - секундный расход массы, и2 (t) - yrол
атаки. С1 (х', х

3
, и2), С1 (хА, х

3) - некоторые заданные функции,
характеРИЗУЮIЦие аэродинамические свойства объекта и измене-

ние плотности с высотой (х
3). V, g - заданные постоявпые. Си-

стема (1) дополняется условиями:

r(x)==o: x(O)-Хо==О (данные Коши), (2)
U (t) Е и: о < U

1 (t) < ит; I и2 (t) I < и
2- (3)

I-\ачество управления характеризуется следующими функциона-
ламп (время управления Т не фиксировано):

Ро[и(.). T]
-

х
1
(Т),

F1 [u(.), TJ == x2 (T)-Х2. (4)
F

2 [u(.), T]= x
8
(T)-Хз

(Х2 , ХЗ
- заданы).

.) Значения, отмеченные 8наном «Х», получены решением вариационных
падач.
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Эдесь будут в общи:х чертах приведеuы результаты решения

ряда вари:ационных задач (1)-(3). Они реmались методом после-

довательной ли:неари:заци:и (  19-21) еще в 1962-1963 rr., коrда
технолоrия метода только начинала складываться и проходила

проверку. Поэтому мы остановимся лишь на некоторых деталях.

Прежде Bcero З8меТИI\'1, что функции С1 И С2 были заданы доста-
точно сложными выражениями, являющимися суперпозицией
вспомоrательных функций, в том числе и заданных табличпо.

Поэтому при решени:и сопряженной системы Ф=-.t:.Ф вычисление

1\lатрицы !х[х (t), u (t)], !и осуществлялось численным дифферен-
ци:рованием, т. е. составлялась проrрамма только для вычисления

правых частей! (х, и) (1). Здесь следует ПрIIНЯТЬ некоторые пре-

досторожности, связанные с использоваНIlем функций, заданных
таблично. Обычно подобные таблицы содержат небольmое ЧIIСЛО

значений для набора узлов в области изменения независимоrо

apryMeHTa, а между ними функция интерполируется линейно,
так как применение более точных методов интерполяции не оправ-
дано ВВИДУ неточности самих табличных значений (как праВIIЛО,
таблицами задаются фУНRциональпые зависимости эксперименталь-

поrо характера). Однако для наших целей нужны дифференцируе-
мые фУНКЦИII! (х, и), поэтому следует предпочесть rладкие методы
восполнения таблично заданной функции (например, с помощью

сплайнов).
Успешное решение задач для системы (1)-(3) во миоrом свя-

зано с использованием естественных еДIIНИЦ измерения для раз-
личных ФУПRциопалов и компонент управления. Это были первыIe

(в практике автора) задачи с двумя управляющими функциями,
имеющими существенно разные физические размерности. Попытки
решения их в естественных физичесRИХ единицах измерения

сразу же привели к трудностям, осмысливание причин первых

неудач и выявило важность соrласования единиц измерения раз-

нородных объектов. Для системы (1) реmались задачи, имеющие

прямое прикладное значение. Однако здесь мы приве,цем примеры

решения задач, имеющих иллюстративный характер. Выбор
в пользу именно этих задач, кроме Bcero прочеrо, определяется

тем, что они оказались более интересными, их решения не так мо-

нотонны, как решения реальных. Отличаются же они от содержа-
тельных задач только значениями Х2, ХЗ в выражениях (4).
Пер в а я з а Д а ч а. Найти шах }'о [и (.), Т] при усло-

ВИЯХ F1=F2 [и (.), т]=о (Х2=2,ОО; Хз=О,О2; едипицы услов-

ные). Дрyrими словами, ставится задача минимизации расхода
топлива (максимум конечноrо веса) при условии попадания в за-

данrrую точку. Процесс решения задачи показан в табл. 1. Зна-
чение хЗ (Т) не представлено 'в таблице, так как условие х

' (Т)=хХ!
испол,) оnалосьв качестве признака окончания интеrрирования

(Т. е. определения Т). Примерно таним же образом реmались и
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Таблица 1

N
ж

l (Т)!Х (О) х'2 (Т) Т
N

х' (Т)/Х (О) х'! (Т) Титерацнн итерацни

2 0,4849 1,898 175 16 0,6571 1,957 295
4 0,5400 1,964 192 18 0,6631 1,964 304
6 0,5906 1,900 205 20 0,6678 1,930 306
8 0,6086 1,975 227 22 0,6672 1,951 309
10 0,6256 1,994 254 24 0,6650 2,000 322
12 0,6322 2,004 263 26 0,6650 2,010 315
14 0,6461 2,000 275 28 0,6683 1,985 313

остальные задачи. 1.'абли:ца показывает, что начи:ная с 20-й ите-

рации значение Fo более или менее стаби:лизировалось. Следует тI

из этоrо оптимальность найденной траектории (приближенная,
разумеется), ИЛII просто метод стал неэффективным, 11 медленную
СХОДIIМОСТL, sамаСКIIрованную R TOI\1Y же леrкой «болтанкой»

ХЗ И, IJ 
хх

2 О) х

х

III

0,5 1 Ц1

о

1 - x.J(:r2) .
II - и2 (:с2]

lЛ - и, (t)

L

Рис. 27.

значений х1 (Т) и х
2 (Т), мы воспринимаем, как достижение прак-

тическоrо экстремума? Подобный вопрос всеrда CTOIIT перед ВЫЧIIС-

лителем, занимающимся решением практических задач. Некото-

рую информацию доставляет нам анализ конуса вариаций К
и
и

конуса смещений KF (см. 5). ОбраТIIМСЯ прежде Bcero к рис. 27,
на котором показаны «траектория) х

3
(х

2
) И управлеШIЯ и1 (t),

и2 (х2). Всюду U1 (t) < Ui и и1 (t) > О при t < 24, и1 (t)=O при
t > 24. Кроме Toro, Iи2 (t)1 < и2 при всех t. Позтому структура
К

и следующая:

{
> о ПрlI t > 24,

8и (t)
ПроИБвольна при t< 24,

Olt
2 (t) - произвольва, оТ - npoII3BOJlI>1I8.
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Нонус Ка отображается в конус смещени:й KF, СОСТОЯЩIIЙ 113

трехмерных векторов '8F [ои ( · ), '8Т] == {oFо' 8Ft' '8F2} ,

т

8F, [8u(.). 8Т]= [w (t)8u}(t)+wHt)8и2(t)Jdt+ai8T.
о

i ==0, 1, 2,

причем, как нетрудно заметить, w (t)_ 1, w (t)==O(IIзменеШIе
уrла аТ8RИ не влияет на Rонечную массу). fеомеТРIIческую струк-

туру конуса KF леrко I1редставить по рис. 28. На нем значкаМII «. »

6F2

А
)()(>( 

6[,

Рис. 28.

нанесены векторы {О, Ш (t), Ю (t)} (ДЛЯ разных значений t). ОПII
с хорошей точностью располаrаются на прямой В в ПЛОСКОСТII

'8Р
о
== о. ТЗR как 311

2 (t) - произвольна, то

т

KF: 8F= 1 w2
(t)Ш2 (t) dt

о

есть прямая В (это ЛIIШЬ часть конуса KF). На том же рlIСуПRе
знаЧК8МII «Х» нанесены векторы {1, wI(t), w (t)};так Raк w (t)==1,
то « Х» нужно представлять себе лежащими в плоскости '8F

o
== 1.

Эти венторы разбlIваются на две rруппы: одна, соответствующая

интервалу 0< t < 24, представлена практичеСКII одной ТОЧНОЙ А.

Так как на [О; 24] ои. (t) ПроИЗВОJIьна, то более полное ПРIIбл..и-
женне к KF

К
"

·

F.

т 24

8F= 1 w2
(t)ш2 (t)dt+ ш' (t)8u} (t)dt

о о

есть плоскость П, натянутая на прямую В и точку А в плоскости

оllо= 1. Векторы {1, w}(t), WJ(t)}, соответствующие IIнтервалу

(2( , t) - это остальные « Х », т8йже расположенные n плоскости
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т

SFo
= 1, ОДН8RО В конструкции wl(t)Oи(t)dt от! MoryT быть взяты

24

только С вес.ом Ви} (t) > о. Учи:тывая и их. мы превратим к; в конус

'l' Т

Кр: 8Р= w'(t)8и(t)dt+ W
2
(t)Oи2 (t)dt.

о о

Леrко сообразить, что К;. есть полупространстnо, оrраниченное
плоскостью П и лежащее ниже ее, т. е. не содержащее направле-
ния {1; О; О}, а это и есть принци:п максимума (ведь мы решаем

задачу на шах Fo). Разумеется, следовало бы еще проанализировать

Ut

+

6F2

8

/А
..... /. ..

....
... )(
.. )<
· )f x

5[,

100 150

:&

Lc:::
t

 (XZ}
.. х2

Рис. 29. Рис. 30.

расширение к';, до KF за счет nключения вектороn а'8Т ('8Т -

прои:зnольно). l\ сожаленшо, данные о векторе а не сохранились,
и это мешает нам проиллюстрироnать выполнение условия транс-
версальности: вектор а должен, разумеется, лежать в плОСКОСти п.

3амети:м, что этот расчет, как и все остальные, начинался с доста-

точно rрубоrо приближения. Обычно и2 (t):=O, U1 (t)=C при t <

< t', и1 (t)=O при t > t', С и t' задавались пеличинами разум-

ными, но не более Toro.

В т о р а я з а Д а ч а. Она была решена с целью проконтро-
ли:роnать решение первой и была к ней «двойственной»: найти
тах х

2
(Т) при условиях Fo =0,6680, Р2 ===о. Ее решение

и, т

должно совпадать с решени:ем первой, и такое совпадени:е было

получено достаточно надежно. Подробно комментироnать задачу
не будем.

т р е т ь я з а Д а ч а. ОТ первой она отличалась только тем,

что Т было исключено IIЗ упраnления и фИКСIlровано: Т=150.
f\POM6 Toro, в первой задаче х' (0)=0,4, в третьей - ХА (0)=0,75.
Решение представлено на рис. 29 теl\IИ }не фуПIЩИЯМII: х3 (x

t),
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иl (t), и2 (t). По-пре}кпему всюду IU2 (t)1 < и2, а

!
== и! при t Е (О, t'),

и
] (t)= Е (О, ит) при t Е (t', t"),

== О при t Е (t", Т).

Нонус K теперь имеет следующую структуру

!
<: О на (О, t'),

OU1 (t) НРОИ:ЗD. на (t'. t"), ои
2
- ПРОИ:ЗБОльна,

> О ин (t". Т).

Рис. 30, построенный по тому }не принци:пу, что и рис. 28, позво-

ляет представить строение конуса KF. Векторы ш
2 (t), лежащие

в плоскости oFo=O, rруппируются ОRОЛО прямой В, И конус

'l'

KF: 8Р= w
2
(t)8и(t)dt ( (t)-произвольна)

о

есть прямая В. Векторы w
1 (t) представлены на рис. 30 точками

{wl, wlJ, их следует СЧIIтать лежаЩIIШI в плоскости 8Ро =1. Они

теперь разбиты на три rруппы. 1'е, которые соответствуют интер-
валу (t', t"), rде разрешена произвольная вариация 8u1 (t), рас-
положились на прямой А (в плоскости 8Fo=1). Параллельность
А и В хорошо видна на рисунке. Конус

'l' t"

КF: 3Р= w2(t)0u2 (t)dt+ w
1
(t)8u1 (t)dt

о t'

(Ви2 (t), 8u
1 (t) - произвольвы)

есть плоскость П, проходящая через А и В. Наконец, включая

в конструкцию KF rрупny ш
1 (t), tE (О, t') U (t", Т), расширяем

П до полупространства, лежащеrо ниже п. Таким образом и здесь

провереио ВЫПОJШение принципа максимума. Разумеется, речь
идет о приближенном выполнении, и естественно возникает во-

прос о том, можно ли отклонения, например, точек «.) на рис. 30

ОТ прямой В считать малыми и пренебречь ими. Некоторые до-
полнительные сведения дает сравнение чертежей типа 28, 30 с ана-

лоrичпыи,' но построенными для траекторий, найденных в самом

начале процесса решения задачи. Такое сравнение помоrает со-

ставить представление о том, что есть малая величина.

Данные о конусах KF на исходных траекториях не сохрани-

лись, и читаrrето остается поверить автору, что разница между KF
в исходной И численно оптимальной ситуации была таl(ОЙ ,"ке,
какова orra на аналоrИЧIIЫХ рисунках в 31-33.
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Разумеется, строrий математик скажет, что подобные рисунки
ничеrо не доказывают, и что он rOTOB построить пример задачи,

в которой будет выполнен принцип максимума с той точностью,

которая получилась в наших расчетах, и тем не менее траектория

[е оптимальна, и очень rрубо не оптимальна. Однако основным

назначением численных методов является решение задач, возник-

ших в приложениях. Поэтому анализ, подобный проделанному
nыше, хотя и не обладает силой и бесспорностью доказательства,
оказыnается полезным и позволяет избежать rрубых просчетов.

Ч е т в е р т а я з а Д а ч а. По сравнению с первой она была
осложнена введением дополнительноrо условия х5 (Т)=ХО. Так
как проrрамма была рассчитана только на два дополнительных

условия, решение удалось провести с помощью иесложноrо при-
ема: ОТ системы (1) вида х=! (х, и) перешли к систеI\1е, в которой
координата х

2
стала независимым переменным

дх1 fl dx8 /8 dxt F dxl /1 2

dxl
==

12 : dxl
=

/1 ; dxl
=

/1 ; dxl
=

/1 ; о<х <Х2.

Эта замена оказалась возможной потому, что в искомом решении

функция х2 (t) должна была быть заведомо монотонной. Независи-

мость f (х, и) от t тоже была полезной, но не очень существенной:
в крайнем случае можно было бы добавить пятое ypaBHeHlIe
dtldx2=11/2 (ведь проrрамма все равно была рассчитана на пять

уравнений). Существенным, конечно, было то, что время процесса
т не было фиксированным. Мы не будем подробно коммеНТllроnать
решение задачи. Оно изображено на рис. 3 в [87], а на рис. 6

(там же) - конус для этой задачи. И здесь ПРИНЦIIП максимума
оказался выполненным (с той же степенью точности). Приведен-
вые здесь расчеты выполнены в 196З r. и опубликованы в [83], [89].

31. Оптимизации химичеекоrо реахтора

В этом параrрафе будет рассмотрена и численно решена до-
.аольно простая задача, сnявапная с ОnТlII\шзацией HeKoToporo
химическоrо аппарата. Фавовое пространство - трехмерно:
х== {x1 , x

l
, Х

З }. Система дифференциальных ураnнений

dx1

di
=- [k} (и) +k2 (и)+ kз(и)] x

1
,

а;; =k)(и)xl-k4(и)x2, (1)

d;,8 =k4(и)x2-kr;(и)x8. O<t Т,

описывает реакции, протекающие в cMeclI трех веществ, х' (е) -

их концентрации. Интенсивности реаКI ИЙзависят от темпераТУР 1
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и (t), иrрающей в данной задаче роль управления. Первое веще-
ство, концентрация KOToporo х

1 (t), есть сырье, второе
- проме-

жуточный продукт, третье - окопчательный. Начальные данные

r(x)==o: x
l (O)-1 ==0; х

2
(О) ==о; х

8
(0)=О. (2)

ОrpаничеНllе на управление и(t)EU:

0 и 823, (3)

Будут раССI\{ОТIJены два Функционала:

Fo[и(.), T.I == -х
3
(Т); F1[и(.), T] == x2 (T)-Х2 . (4)

Время реакции Т не ФIIRсировано, а ищется одновременно с и (.).
Что касается функций k

j (и), то OHII имеют характерный дЛЯ ХIIМИ-

ческой кинетики вид

k.(и)=C.exp( ( - )). (5)

3начения постоянных взяты из КНllrи [70], rде эта задача реша-
ется различными методами. Мы воспроизведем здесь один из Прll-
менявmихся в [70] методов (наиболее успешный), сравним с на-

шими результатами, 1I обсудим причины некоторых трудностей
численноrо решения в [70]:

C1 =1,02; С2 ==О,93; Сз ==О,386; С,==3,28; С,=0,О84;
Е}==16000; Е2 ==14000; Ез ==15000; Е,=10000; Е,==15000;
R== 1,9865.

OCHOBmII\{ источником вычислительных затруднений является

экспоненциальная зависимость коэффициентов kj от и.

В [70] реmалась простейmая неклассичеСl\ая задача: наЙТII
и ( · ), на котором достиrается

min р
о [и ( .)] (т. е. шах r (Т». (6)

и( .)

Величина Т была фиксирована, одпаRО затем решалась серия задач
с равными Т, что позволило найти и оптимальное Т. В [70 ]
использовался метод проекции rрадиента: па данной траектории
{и (.), х ( .)} ВЫЧllслялась производная функциов:ала ро [и ( .)]

(t)
-

дFо [а ( · )]
ШО

-

да (.)
,

1I В качестве следующеro управлеНIIЯ бралась функция
Ри [и(t) + swo(t)].

rде Ри - операция проектирования на множество и, реаЛIIЗУЮ-
щаяся очевидным способом:

{
823, если v (t) > 823,

Ре [l7 (t)] =,
-

v (t), если ') (t) 823.
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СкалярнЫЙ параметр s - mar процесса, подбираемый экспе-

риментально. В I\ачестве начальноrо управления бралась функция
u (t)=673. В табл. 1 приведены результаты серии расчетов с раз-
пыми 8 при T=t. Заметим, что наибольшее значение выхода окон-

чательноrо продукта при T=t, которое было получено в расчетах

[70], есть 0,435.

т 8 б л и ц а 1 [70]

Номер I в == 0,1 в == 0,2
Номер I I I s = 0,75итерацнн нтерации в == 0,45 v

О 0,357 0,357 О 0,357 О 0,357
t 0,357 0,357 1 0,356 1 0,358

10 0,359 0,361 10 0,367 10 0,374
50 0,367 0,389 23 0,409 16 0,417

100 0,390 0,425 26 00 18 со

110 0,435

Из таблицы видно, что paCQeT с s==0,2 дал хороmий результат,
однако процесс поиска был слишком медленным. Причина зтоrо

ясна - малая величина mara s. Попытки поиска с большим marOM

8 (8=0,5, s=0,75) вначале были явно эффективнее, однако до конца
не были доведены из-за выхода в физически бессмысленную об-
ласть u < О, х

'
> 1. Отчасти неудача ЭТIIХ расчетов была связана

с тем, что не было поставлено леrRО учи ваемоеусловие типа

u > О, однако основная ПРИЧIIна - это расчет с постоянным ша-

rOM 8. Нет никаких сомнений в том, что расчет с s=0,75 был БJJI
блаrополучно доведен до конца, если бы после 16-й итерации про-
изошло соответствующее Уl\1епьшение шаrа s (например, до ве-

личины 0,2 IIДИ 0,1). Решение задачи (1)-(3), (6) было повторено
с использованием технолоrии 18. На ЭТОl\1 простом примере нам

будет удобно пояснить те ориеНТllрОВОЧНJJlе оценки, которые обычно

предшествуют чисденному решению задачи. Первый вопрос, ко-

торый здесь ВОЗНIIкает, это вопрос о TOl\1, какие величины вариаЦИII
u допустимы (с точки зреНIIЯ точности линейноrо приближения)
и какие вариаЦИII желательны для достаточно быстроrо реmеНIIЯ
задачи. Поскольку u (t) оrраничено значением 823 ОК, а темпера-

туры ниже 473
0

К технолоrически невыrодны (это довольно эле-

ментарное содержательное свойство системы, которое леrко полу-

чить, оценив k;, (4730», то можно предположить, что максималь-
ное «расстояние» от IIсходноrо u (t) до оnтимальноrо и* (t) есть

тах' u(t) - u.(t) I 150 - 200.
t

Желая решить задачу за 10-20 шаrов, мы должны работать с ва-

риациями управления 'ои' 20. Теперь ПОСl\10ТРИМ, допустимы ли

17 Р. п. ФедореПI<О
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такие ои с точки зрения точности линеаризации задачи? Основ-
ное подозрительное место - это экспоненциальная зависимость

скорости реаIЩИИ от и, причем нелинейность этой зависимости
особенно сильно проявляется при высоких температурах. Рассмот-

рим ФУПRцию k) (и) ехр (8000 ( 6 8- )) . На рис. 31 приведен

rрафик k1 (и) В окрестности точк}! и=823, из KOToporo видно, что

эта фУНIЩИЯ может быть с достаточной точностью заменена каса-

тельной на интервале, например, [820-30, 820+30]. Ясно, что

при меньших температурах фУНIЩия k1 (и) линеаризуетея с до-

статочной точностью на б6льших интервалах. Это простое иссле-

дование показывает, что мы не должны встретить серьезных вычи-

слительных затруднений, е лиоrраничим вариацию управления

'ои (t)' величиной -10-20. Разу-
меется, этот вывод не вполне CTpor,
но с Hero можно начать, предполаrая
более точное представление о задаче

получить в ходе ее решения. Мы

будем решать задачу: найти

'4

о min Ро[и( - ) -Т]
а(-), 'l'

R,

12

10

8 при условии

Рис. 31 Р1 [и(.). Т]=О.

т. е. кроме максимизации х
3 (Т) следует еще обеспечить заданный

числом Х2 выход промежуточноrо вещества. Решение будет осу-

ществляться методом проеlЩИИ rрадиента. Напомним в общих чер-
тах суть дела: интервал [О, Т] разбивается на N (в расчетах N=

=100) равных частей (tп , tп+J. п=О, 1,. .
.J N-I, и ищется ку-

сочно постоянное управление ип+1/2 , одновременно ищется и Т.

При заданных {Uп+I/2 , Т} система (1) интеrрируется с начальными

данными (2), и находятся значения фуuкционалов РО [и (.), Т],
F1 [и (.), Т]. Затем дважды интеrрируется сопряженная система

с начальными данными при t= Т: Ф (Т)= {О, О, -1}, Ф (Т)=
= {О, 1, О}, что позволяет найти ФУН:Rциональные производпые

(t)-
дFi rа ( · ), Т]

_

д Fi [и ( · ), ТI О 1Ю;
-

да (е)
, ai

-

дТ
' i= t ·

Далее, решение задачи Rвадратичноrо проrраммирования опре-

деляет вариацию управления, т. е. набор чисел {8и'7+1/,},  T.
На функцию 8и(t) было наложепо оrpаничение s-(t)  Бll(t)
s (t), rде

s+ (t) == min {зо, 823 - II (t)}.

s-(t)== шах {-зо, иmf -lt (t)}.
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На вариацию оТ было наложено оrраничение I oTI 0,07 Т.

Накопец, отметим еще одно м:есто, требующее внимания при opra-

низации вычислений. При высоких теl\Шературах (и - 823 ОК)
некоторые реакции идут очень энерrично. Это означает, что в си-

стеме уравнений (1) первое, например, уравнение принимает вид

j;l -20х1.

Достаточно точное ИRтеrрировапие TaKoro уравнения методом

BToporo, например, порядка точности (в наших расчетах исполь-

зовался метод Эйлера с пересчетом) требует шаrа 1: 0,001.
Поэтому шаr иптеrрирования дифференциальных уравнений (как
прямоrо (1), так и сопряженных) не совпадал с шаrом сетки для

и (ero величина 6.t 0,01), а бы.л в 10 раз меньшим. Что касается

числа S, то вначале оно задавалось величиной 100, а затем в про-

цессе решения изм:енялось так, чтоБыI среднее Значение 18и (t)1
было порядка 20.

Решение задачи (с дополнительным условием х
2 (Т)=х2)

было проведено в нескольких вариантах.
Б а р и а н т 1. Х2=0,0437, кром:е Toro, число 8=100 не ме-

пялось в процессе поиска. Ход решения показан в табл. 2 слеДУI(}6
щими величинами: V - ном:ер итерации, Т, х

3 (Т), значение х
З (Т).

предсказанное на предыдущем этапе по форм:улам линейной тео-

рии возмущений, значение х2 (Т) и предсказанное значение х
2 (Т),

среднее зпачеIlие вариации I ou (t) 1.

Таблица 2

т
х' (Т) х' (Т) Х2 (т) x"l (Т)  и

'\1
фаитич. предсн. фаитич. предсн. среднее

О 1,000 0,35679 - 0,043697
t 0,930 О,3627. 0,36t5 0,0434 0,0437 6,1
2 0,865 0,37t42 0,3690 0,0429 0,0437 8,.
3 0,804 0,382t4 0,3794 0,0429 0,0437 9,9
4 0,748 0,39475 0,3927 0,0431 0,0437 11,0
5 0,696 0,40856 0,4078 0,0435 0,0437 {2,О
6 0,672 0,4t282 O,4t27 0,0436 0,0437 5,4
7 0,672 O,4t391 O,4t37 0,0436 0,0437 3,8
8 0,675 0,41463 0,4t45 0,0436 0,0437 3,5
{О 0,684 0,41550 0,4t54 0,0436 0,0437 3,.
{2 0,695 0,4t6t4 O,4t6t 0,0437 0,0437 2,7
14 0,707 0,41642 0,4164 0,0437 0,0437 2,5
15 0,7t3 0,41659 0,4166 0,0437 0,0437 2,.

в этом расчете начальная функция и (t)==673; резкое сокраще-
иие I u(t)1 после пятой итерации связано с тем, что на части ин-

тервала [О, Т] управление достиrло верхней rраницы 823.

17*
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В а р и а н т 2. Единственное отличие ero от nepBoro состоит

в том, что использовался алrоритм пересчета S с тем, чтобы обес-
печить заданную среднюю величину вариации 1 oиl-." 20. Резуль-
таты представлены в табл. 3 величинами: v, хЗ (Т), предсказан-
ное хЗ (Т), S и среднее значение I оu!. Величина х

2 (Т) ведет себя

прим:ерIIО так }не, как в табл. 2. Переечет S ускорил решение по

Та6лица3

" Т
х
8 (Т) :к;8(Т) S IlJи I

фаЮИ1.J. предси. среднее

О 1,000 0,35679 - 100 -

1 0,930 0,36271 0,3615 330 6,1
2 0,865 0,37509 0,3702 420 16
3 0,804 0,38949 0,3847 360 23
4 0,748 0,40423 0,4026 260 27
5 0,696 0,41584 0,4160 230 23
6 0,661 0,4t675 0,4169 1100 4
7 0,675 O,4t724 0,4170 3200 7

8 0,702 0,4t732 0,4173 7700 8,4

меньшей мере вдвое. Естественно, возникает вопрос, в какой мере

м:ожно считать процесс поиска оптимальноrо управления закончен-

ным:. Характер изменения х3 (Т) дО некоторой степени свидетель-

ствует об оптим:альности: хотя вариация управления не очень

и'

800

70О

60О

u(О)

LJoпт

5000

Рис. 32.

м:ала (1 oul ---8), х3 (Т) практически не меняется. Более убедитель-
ным является анализ конуса достижимости, построенный для

траектории на восьмой итерации. Этот конус изображен на рис. 33,
однако для ПОНИf\lания Toro, что изображено, неоБХОДИМ]JI неко-

TopI»)e полснения.
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Прежде Bcero опишем конус допустимых по УСЛОВИIО и (t) Е и

вариаций управления. Полученное на восьмой итерации управле-
ние и (t) на отрезке [О; 0,14] достиrло BepXHero допустим:оrо зпа-

чепия 823; на (0,14; Т) и (t) находится cTporo внутри и. ПОЭТОf\IУ

9

6[,

/.
.

/

.8 /
.

I./ /
/

/
I

еж{-I.О)

.

Jc

/'\/[
"

"

дТ
/

Рис. 33.

конус K
II
есть MHOiHecTBO ФУНI{ЦИЙ оU (t), удовлетворяющих усло-

пиям:

 и(t) Oпри tE(O; 0,14).
ш(t) произвольно при tE(O,14; Т).

Напомним, что основной информацией. по которой строится вь

риация управления, является совокупность векторов

дРо

дU
n+

1/1
hn+

l/t = дР!
ди

n+
1/2

. {
дРО

JhN+'I.= .

На рис. 33 нанесены точки h1l+
I/2 8 Они четко разделяются на

две rруппы: первая rруппа точек hn+
1/1 , с хорошей точностыо укла-

дывающихся на прямую А, соответствует тем интервалам сетки.

которые попадают на интервал (0,14; Т). Соответствующие Шn+
I/2
-

произвольны, поэтому мноЖество смещений oF, вычиляемыыx по

формуле
 PI==  I&ln+./J1,'ll+I/1

(СУl\lм:ирование только по индексам первой ['руппы) с ПРОИ8ВОЛЬ-
111)I1\fИ 8U1l+

I/2 , образует, линейное прострапство, вырождаIощееся
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в прямую А (разумеется, если несколько идеализировать картину,
считая hn+1/1 лежащими на А). Точки h'1l+1/1 второй rруппы лежат

вне А; они соответствуют тем интервалам сетки, которые попа-

дают на интервал (О; 0,14) и порождают множество смещений oF,
определяемых формулой

OF
II
=  IIOиn+l/2h"..1/2' OU'1l+I/2 < о.

Множество всех таких oF заполняет изображенный на рис. 33

конус K
I1

. Всевозможные смещения

ОР=  I8иn+I/J1,n+I/2+  пОlln+1/2h'1l+lh

заполняют полуплоскость въппе прямой А. Однако имеется еще

вектор hA'+1/.=8F/8T, причем оТ может иметь произвольный знак.

Этот вектор таКЖе попадает на А и не меняет картины. Итак, ко-

нус возможных смещений KF, образованный всеми допустим:ыми

возм:ущениями {Ш'1l+1/з , оТ}, есть полуплос.кость, не содержащая
«запрещенноrо)} направления е= {-1, О}. Это означает, что най-

денная траектория удовлетворяет принципу максимума, фиrури-
рующий в нем вектор g (см. 5) есть нормаль к А, а тот факт, что

8F/8Т Е А, свц.."етельствует о выполнении условия трансверсаль-
ности.

Теперь мы можем вернуться I{ сравнению наших расчетов с рас-
четами в [70] (см. табл. 1). Видно, что решение задачи в [70] было
неоправданно трудоемким; оно потребовало почти в 15 раз боль-
шеrо числа итераций. Единственной причиной был неудачный
способ реrулирования величины вариации ou (t) парамеТРОl\f s,

принятый в [70]; точнее, неудачным: является выбор единоrо s

на весь процесс. В начале поиска при и 673 влияние изм:енения

температуры на хЗ (Т) очень м:ал6, и величина sWo
= ои при s=0,2

приводит к среднему изменению u на 0,2. Поэтому начальная

стадия поиска проходит неоправданно м:едленно. Постепенно тем-

пература повышается, увеличивается эффективность управления
(т. е. шо (t). и вариация ш=swо (t) становится более разумной.
Попытка же ускорить начало процесса, взяв s=0,75, привела
к тому, что высокие температуры были достиrнуты достаточно бы-

стро (на 16-й итерации и в расчетах [70] достиrло при t О ве-

личины 818), однако теперь вариация ou (t)==swo (t) становится

неоправданно большой с точки зрения применимости линейной

теории возмущений и приводит к нелепым результатам. Разуме-
ется, исправить метод [70] было бы очень просто, для нас же важен

следующий вывод: величина вариации 8u (t) имеет простой содер-
жательный смысл, и указать естественное оrраничение для нее

не очень сложно (используя простые средства, аналоrичные

рис. 1). Что касается величиныs(как в методе [70], тан и n нашем

м:етоде), то ее «естеСтвенное» значение заранее не очевидно. Однано
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l\10>KHO (и не очень сложно) построить алrоритмы подбора в про-

цессе решения значения s, обеспечивающеrо близкую к заплани-

рованной величину вариации 18и (t) 1. В расчетах подбор S де-
лался так: после очередной вариации управления вь ислялась

'l'

средняя величина  CP= 'Ои I dt и пересчитывалась величина S

о

по формуле S: == S / cP'rде 6. - запланированная средняя величина

ои (СМ. табл. 3).

* 32. Оптимизация производетвенноrо цикла

l\1атем:атическая м:одель производства HeKoToporo вещества

приводит к системе уравнений с управлением

dx/dt=Ax+иBx; O t 1'. (1)

Здесь х (t)={x1
, х

2
, х

3 } - вектор-функция, компоненты которой
описывают изменение концентраций трех участвующих в реакции
веществ: x

1
-

концентрация исходноrо вещества (сырья), х
2

, х
3
-

концентрации пром:ежуточноrо и окончательноrо продуктов. Си-
стема (1) описывает протекающие в смеси реакции; при этом uВх-

это скорости реакций, протекающих под воздействием HeKoToporo

фактора, поддающеrося реrулированию и выступаюЩеrо В м:ате-

м:атической модели в качестве управления. На значения и (t)
паЛОiI(епо фИЗИЧССItое оrраничение

и(t)EU: O и(t) 1. (2)

Врем:я, в течение KOToporo в см:еси веществ происходят взаи:мные

превращения, будем считать фиксированным и равным Т. Б момент

времени Т из смеси изымается весь окончательный продукт (хЗ),
а оставшаяся смесь х

1
и х

2
, В которой количество «сырья)} x

1
пr

полняется до первоначальной концентрации, вновь подверrаетсв
такой же обработке. Рассматривается задача оптимизации подоб-
Horo цикла. Таким: образом:, краевые условия в задаче имеют вид

rx=o: x1(O)== 1; х3(О)=О; х
2 (О)==х2

(1'). (3)

Вадача состоит в минимизации функционала
F
о [и ( · )] == 1 - x

1
( Т) (4 )

(расход сырья) при заданном «уровне производства» D

F1[и(. )] := x
3
(T)-D>О. (5)

Здесь представлена несколько упрощенная схема задачи. В дей-
етвительности был еще некоторый интервал времени [Т, Т+ 6. Т] ,

на котором происходил отбор продукта при u (t) =0, причем этот

npOI\CCC сопровождался измененцям::р Rонцентраций веществ.
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(3 3)-матрицы А и В - постоянны; точный вид их и физический
см:ысл задачи для дальнейmеrо не очень важен, и мы ero разъяснять
не будем. Можно было бы решать задачу в той форме, в какой она

представлена выше. Тоrда определение фазовой траектории х (t)
и вычисление функционалов Fо, F1 при заданном управлении и (t)
требуют решения краевой задачи (1), (3) с условиями типа уело.

вий периодичности. Такой же характер имели бы и краевые за-

дачи для сопряженных переменных Ф (t), с помощью которых вы-

числяются функциональные производные Fо и F1. Для Toro чтобы
иметь дело только с задачами Коти, был введен управляющий па-

lJaмeTp а, и задача приобрела следующую стандартную ФОРl\IУ:
1. Система уравнений

ж=f: х=Ах+иВх.
2.

rx=o: xl(O)= 1; х
2
(О)=а; х

8
(О)=О.

3.

minFo[и(. ), а], Fo[и(.), а] = 1- x
1
(1').

".ot

4. Дополнительные условия:

Р.[и(.), al == x
8 (T)-D>О,

Р2 [и(.), a] =: x!(T)-а=О.

Теперь для вычисления фуннционалов Fo , F1 , F2 по задаННОl\iУ

управлеНИIО {и (.), а} достаточно проинтеrрировать задачу Коши.

Вычисление производных

дР; [и ( .), а)
_ (t).

д F, [и ( .), а)

ди(.)
-Юi '

да
=а.

осуществляется обычным образом и требует TpeXKpaTHoro интеrри-

ровапия задачи Коши (с данными при t= Т) дЛЯ системы

-ф=А.ф+иВ*ф. (5)

Для вычисления, например, производной Р2 данные Коши для Ф (Т)
имеют вид

Ф. (Т)=О; Ф2(Т)== 1; Фs(Т)==О,

и после интеrpирования (5) имеем

т

oFI![oи(, ). оа]= (Ф. Вх) ои (t)dt +(Ф2(О)-1)оа. (6)
о

т. е. w2 (t)=(ф(t), Bx(t»; а2 =Ф2(О)-1.
Решение задачи осуществлялось методом последовательной

Jlипеаризации (  19-21). В качестве исходноrо управления зада-
Dалась функция u (t)

-

1, 3 значение а подбираЛОСI... так, чтобы
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выполнялось условие F1=0. То значение х
3 (Т), которое в это}!

случае получалось, назначалось в качестве желаемоrо «уровня

ПРОИЗВОДСТВll) п. После этоrо начинался собственно процесс оп-

тимизации. После примерно 20 итераций была получена функция
и (t), изображенная на рис. 34; значение Фувкционала Fo стабили-

зировалось, условия F1=O, F2=0 были выполнены с большой
точностью. Был проведен анализ полученноrо решения с целью вы-

яснить, с чем связана стабилизация Fо: с тем, что достиrнута опти-

мальная (или почти оптимальная) ситуация, или с неэффектив-
ностью процесса минимиаации. По существу, DTOT анализ состоял

в проверке выполнения на полу-

ченной траектории условий прин-
и

1
ципа максимума, однако относи-

тельная простота задачи (в ее

формулировке участвуют только

три функционала, все они диф-
ференцируемы по Фреше) позво-

ляет придать анализу наrлядную

rеом:етрическую форму: будут
построены конусы достижимо-
сти К, (см. 5) для численно

оптимальной и (для сравнения) для исходной траекторий.
I-Iачнем с анализа исходной, неоптимальноЙ траектории.

Преiкде Bcero опишем конус ВОЗМО'I{НЫХ вариаций управления Ка.
1'ан как и (t)==1, то ИЗ условия О < и (t)+ &t (t) < 1 получаем:
(для малых 8u)

K
u

: aи(t) < О;

... t
t,

,

12

Рис. 34.

O<t<1'. (7)

rrаким образом, конус К
и
состоит из всех неположительных на

[О, Т] функций. Однако в задаче есть еще параметр а, ero значе-

ния оrраничены лишь физическим условием а О, НО поскольку
Gw > О, ТО конус возможных значений 0(1 есть числовая ось; обозна-

I.IИl\1 ее К.. Рассмотрим отображение конуса КаХ К. в трехмерное
11ространство смещений {aFо, aFl' oF8 }, определяемое формулами
теории воам:ущений

т

8F, = w,8иdt + а,оо. 8u ( · ) Е К". 8(1 Е Кеа.
о

(8)

()браз K х Kg, есть конус достижимости KF. Он, точнее, только та

('1'0 часть, которая является образом К'" без учета 00., изображен
Ilа рис. 35. Поясним ero. Рассм:отрим зависящее от параметра t

(:см:ейство лучей

{Л(J)о (t). ЛШ
I (t). ЛlV

2 (t)} (9)
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и ero пересечение с плоскостью OFо=1 (т. е. опредеЛИl\1 А (t) ИЗ

условия л (t) шо (t)=1). На рис. 35 для некоторой покрывающей
[О, Т] сетки t" изображены точки

{А (t,,) w1 (еп)}; {л (t,,) w2 (tn)} , п==1. 2, ...,N.

Совокупность этих точек описывает КрИВУIО 1, KOTOpYIO следует
представлять расположенной на плоскости oFo=1. СодеРiкатель-
IIЫЙ Сl\iЫСЛ этой нривой прост. Пусть управление возмущается

А
. в
.

..1
.

.

.

.

.

.

5F,

о,
iJa,

.....
."", .......

:,,---- ,
. " --- 
: '...  (D,t,)

11 :
"

"-
,

: ___ (t" t2 )
. ----

I. 
="2.- -:::..- (t2JJ

.

Рис. 35.

пекоторой величиной 8и, отличной от нуля только в м:алой окре-
стности точки t

n
. Тоrда следствием этоrо возмущения будет сме-

щение точки aF на величину, пропорциональную вектору

{шо (tп) ш; Wl (tп)  u;Ш2 (t,,) ш}, т. е. '8F сместится из точки {О, О, О}
ПО прямой, соединяющей начало координат с точкой кривой 1,
соответствующей значеНИIО параметра tga. в данной ситуации
А (t) > О, и если ou (.) Е Ки, т. е. ou (t) О, то смещение может

произойти только вниз ПО упомянутой прямой. Комбинируя по-

добные возмущения в окрестности всех точек 1, получим выпуклую

оболочку таких элементарных смещений '8F. Леrко представить
себе строение этой оболочки: нужно поместить КРИВУIО 1 В пло-

скость oFo=-1, взять ее выпуклую оболочку и ее точки

соединить с началом: координат. Это и будет конус достижимости
KF. Он содержит направление {-1; О; О}, следовательно, данная

траектория неоптим:альна. Учитывая еще оа, l\fId толы<o рас-

ширим [(F.
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Такое ще построение осуществим и для оптимальноrо и (t).
Структура этой функции такова: отрезок [О, Т] разбит на три части

точками t1, t2 : О < t1 < t2 < Т; причем

{
= 1 при t Е (О, t1) U (t2. Т),

и(t)
Е (О, 1) при t Е (t1 , t

2).
(10)

Отсюда следует и структура "онуса допустимых вариаций управ-
ления К

и
:

{
ои (t) < О при t Е (О, t1) U (t2 . Т).

ои(. )ЕК
·

(11)r'
·

 и(t) произвольна при t Е (t1 . t
2).

Ero образ в отображении (8) представим кривой 11 в плоскости

oFo=1 (и в этом случае л (t) > О). Кривая 11 состоит из трех

частей, соответствующих интервалам времени (О, tt), (t1 , t2),
(t2 , Т). Рассмотрим часть конуса KF, соответствующую допустимым

вариациям ш (t), отличным от нуля только на (t1 , '2). Она описы-

вается формулой

К}:
1"

oF= w(t)oи(t)dt. Oи(t) произвольна.

1.
(12)

Так как соответствующая часть кривой 11 с точностью нанесения

на rрафик ле)кит на прям:ой В (в плоскости aFo=1), то KJ,2) есть

ПЛОСItОСТЬ П, проходящая через начало координат и ПрЯМ:УIО В.
Части кривой 11, соответствующие интервалам (О, tt) и (tg , Т),
расположены правее В, но так нак здесь возможны только вариа-
ции аu < О, то конус

т

ор= w(t)Oи(t)dt. ои(. )Е К".
о

(13)

становится полупространством, лежащим выше плоскости П

(в том: см:ысле, что точка {1; О; О} этому полупространству принад-
лежит, а точка {-1, О; О} - нет). Однано мы должны еще расши-

рить конус (13) до конуса (8), включив и вариацию 00. Структура
системы (1) такова, что ао=О, а вектор {а1,

а2} изображен на рис. 35.

Всевозм:ожные вариации 8сх. порождают смещение оР вдоль пря-
мой А, лежащей в плоскости aF0=0. Эта прямая с хорошей точ-

ностью параллельна прямой В, следовательно, она лежит в пло-

скости П и не приводит к расширению конуса (13). Это есть не что

иное, как выполнение условия трансверсальности. Таким: образом,
конус достижимости KF не содержит луча {-1, О, О}, т. е. траек-
тория удовлетворяет принципу максимума. Конечно, в этом ана-

лизе полученная в расчетах картина идеализирована, мы отвле-

клись от некоторых поrреmностей (В частности, точки кривой 11,
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соответствующие (ll, l2), разум:еется, точно на ПРЯМУIQ В не поме-

щаются, параллельность А и В тоже не абсолютна). Однако эти

поrрешиости настолько малы, что на чертеже не заметны. Конечно,
сама функция и (t) (см. рис. 34) на участке (t1 , t2) найдена не очень

точно. Изломы этой функции являются счеТJIЫМИ эффектами и

с сущеСТВОl\I дела не связаны. Однако, это не является очень уж

большим: недостаТКОl\1 ЧИСленноrо решения. Практическое исполь-

зование подобных результатов состоит обычно из следующих двух
элементов: прен(де Bcero выясняется, каков эконом:ический эффект
перехода от неиотороrо, найденноrо эмпирически, управления
к оптимальном:у, и стоит ли последнее использовать. Если переход
к оптим:альному управлению признается целесообразным, возни-

кает задача ero аппроксимации теl\fИ или иными техническими сред-
 твами.Ведь точное отслеживание па реаЛЬНОl\i аппарате произ-

вольной функции и (t), как правило, или невозможно, или

требует слишком сложной и дороrой добавочной аппаратуры. К сча-

стью, нет необходимости в точном воспроизведении и (t). В дан-
ном случае управление

и(t)= I ;
при O t<tp
при t. < t< t21

при t2<t< Т
(14)

дает почти тот же эффект, что и точное. Разумеется, параметры

конструкции (14) должны быть соответственно подобраны реше-
нием, например, исходной вариационной задачи в классе функций
(14). Однако, как сама конструкция (14), так и довольно точные

приближения к оптимальным параметрам (t1 , t2 , а), леrко опреде-

ляются по изображенной на рис. 34 ЧИСленно оптимальной функ-
ции и (t).

* 33. Выбор оптимальных композиций защиты
от излучения

Здесь будет описана задача оптимальноrо управления, связан-

пая с проблемой выбора наилучmеrо состава слоя защиты, отде-

.тIяющеrо ядерныЙ реактор от рабочих помещений. Ядерный
реактор является мощвыIM источником нейтронов и т-лучей. Он
отделен от помещений достаточно толстым слоем защиты, имеIОщей
назначение ослабить поток первичноrо излучения до безопасноrо

уровня. Однако ситуация осложняется тем, что сам этот защитный
слой, поrлощая нейтроны и т-кванты, становится источником

иэлучения (вторичноrо). ЗащитнЫЙ слой- обычно составляется

из нескольких веществ, каждое из которых объединяет в себе как

л;остоииства, так и недостатки. Так, вещество может хорошо

uоrлощать быстрые нейроны, являясь в то же время мощным
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источнико?! вторичных т-квантов и Т. д. Математическая поста-

новка задачи будет приведена в несколько упрощенной форме,
но это упрощение не связано с принципиальными вопросами.

Численное решение задачи оптимизации защиты проводилось
для следующей модели. Защитный слой представляет собой отре-
зок О < t < Т (по традиции мы используем обозначение t для неза-

висимой коорД}fнаТIJ, хотя физически это, конечно, не время.
а пространственная координата). Защитный слой заполнен смесью

четырех веществ, «управляющая ФУНJЩИя)} u (t)= {иl (t), и2 (t),
из (t), и4 (t) } описывает их относительные концентрации в данной
точке t. Разумеется, должны быть выполнены условия Ui О,
U1+И2+Uз+ll4=1. В расчетах концентрация и4 исключалась:

и4=1-и1-u2-uз , и управление было TpeXl\IepHblM И (t)= {Иl' И2 ,

ИЗ J, удовлетворяющим оrраничению

u(t)EU: lll O, и2 O, из О, lll+U2 +us <1. (1)

Прохождение нейтронов через защитный слой описывалось систе-

м:ой уравнений
dxl/dt == Al2 (и) х

2
,

dx2/dt == A21 (и) х).

Здесь х1
, х

2
- 5-мерные векторы; физически координаты х

1 (t)
описывают поток нейтронов в данной точке t, причем энерrети-
чеСJ{ИЙ спектр представлен пятыо rруппами. Система (2) замы-

кается краевыми условиями

r(x)==o: x1(O)-S==О; х
2
(1')==О, (3)

(2)

rде S= {S17 S2" .
., S5} - поток нейтронов, падающий на внутрен-

НЮI0 rраницу защиты. Что касается матриц 5 5 А 127 А 21
- это

матрицы специфической структуры (нижние треуrольные), их

::элементы заданным образом зависят от концентраций И (t). Боль-
шей частью зависимость А от И была линейной:

А [и (t)] = AO(t) + A1u
1 (t) + A2zl

2 (t) + АЗиз (t) + А4и4 (t). (4)

Составляющая Ао добавлена в связи с тем, что защитный слой Mor

содержать и обязательные составляющие, входящие) например,
в элементы несущих КОНСТРУRЦИЙ. Заметим, что численное реше-
ние задачи (2), (3) достаточно сложно, тап кап среди решений (2)
есть как Сильно растущие, типа e

1t
, так и сильно падающие экспо-

ненты типа e-
1t

, причем лТ 30-40(а если в состав защиты входит

бор в заметных концентрациях, то мы сталпиваемся и с ситуациями

лТ 100).Однако к том:у времени (1965 r.), коrда была начата ра-
бота по численному решеНИIО задачи оптимизации, расчет защиты

(В принятой здесь модели) был уже освоен и принципиальных

трудностей не содержал. Решение краевой задачи (2), (3) леrко



270 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ [rл. 11I

осуществляется последовательными проrонками, а для обеспече-

ния точности разностной аппроксимации было достаточно исполь-

зовать mar dt, удовлетворяющий лишь условию' лdtl 1. (В на-

ших расчетах dt '""" Т/500.) Кроме нейтронов, нужно было учиты-
вать и т-кванты, они также описывались пятью энерrетичесRИМИ

rруппами, однако нас интересовала «биолоrическая опасность)}

т-излучения, т. е. скалярная величина

5

Т.= ciTi (Т),
i=l.J

(5)

rде С
;
- «вес) i-й rруппы т-нвантов. Величина т* есть функционал

от состава (управления) и (t), вычисляемый по формуле

т-[и(. )] == а1"о[I а (и) dt. Jb(и)dt. ro]+
f'

[
f' 'l'

]+ а1"1 х
1
(t). и (t), а (и) d't. Ь (t) d't dt.

О t t

(6)

т

Здесь а(а), Ь(а)- заданные 5-мерные фуmщии от а. а а [U('t)ld't,
,

'l'

Ь [и ('t)] d't - суть величины, свяяанные с тяк называемыми

t

«оптичеСRИМИ толщинами)} слоя защиты [t, Т] относительно

т-квантов разных энерrий. Qio и Q]1 - заданные функции
своих apryмeHTOB, точный вид их здесь не так уж ва)иеп. I-Iаконец,
rо характеризует поток первичноrо т-излучения, падаlощеrо

на внутреннюю rраницу защиты. Для придания задаче стандарт-
ной формы введем 5-мерные фазовые компоненты r (t) и х

4 (t),
удовлетворяющие уравнениям:

d:Ct (t)
dt

== -а [ll (t)]; х
З
(1') == О,

dx;?) = -Ь [а (t»); х
4
(Т)= о.

(7)

Тоrда и фуНRционал (6) запишется в стандартной 40рме

т

т- [а ( · ») == а1"о [х
з
(о). х

4
(О). ro] + а1"1 [х

1
(t). и(t). х

3
(t), х

4
(t)] dt. (8)

о

Нроме Toro, в постановках вариационных задач ИСIJОЛЬ80вались
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функционалы
т

FO Lи ( · )] == i р [и (t)] dt (вес защиты).
о

F1 [и ( · )] - (д, x
1
(1'» (доза нейтронов).

3десь d - заданный 5-мерный вектор, компоненты KOToporo учиты-

вают биолоrичеСКУIО опасность нейтронов соответствующей энер-
rии..

Стандартная вариационная задача состояла в слеДУIощем.

Найти u (t) из условий:

1)

2)

3)
4)

minFoLи(.)J;
и (.)

F1 [и( · )J D,,;

1* (и( · )]  DJ;
и(t)t и.

(9)

Численное решение этой задачи осуществлялось методом последо-
вательной линеармзации (  19-21). Проводились массовые

расчеты для разных потоков S и rо, и для разных наборов веществ,
ИЗ которых составлялась защита. I-Iекоторые результаты описаны

в [1], [59], [73].
Управление и (t) искалось в классе кусочно постоянных функ-

ций на сетке, содержащей 64 интервала. В некоторых расчетах
искомыми элементами управления являлись не только концентра-

ции веществ и, но и физические толщины интервалов постоянства и.

Друrими словами, от уравнений (2) мы переходили к уравнениям
в формальном времени 't,

d l dt

CZ;C=V('t)A12 (и)X
2

; ... (h==V('1:); O 't 1, (10)

и v ('1:) Становилось дополнительной компонентой управления. Раз-

мерность фавовоrо пространства {x1, х
2
, х

3
, х

4
} В задаче равна 20.

Расчеты проводилисъ на машине с быстродействием 5.104 опера-
ций в секунду и с оперативной памятью 212 ячеек. Стандарт-
ный расчет (25-30 итераций) занимал около 30 минут маmинноrо

времени, причем последние 5-10 итераций проводились при факти-
чески стабильном значении минимизируемоrо функционала Fо'

первые 5-10 итераций составляло решение «терминальной»
задачи - находилось управление, удовлетворяющее оrраниче-
пиям по допустимым дозам (условиям (9.1) и (9.2». в процессе
решения задачи условие и (t) Е и никоrда не нарушалосъ. Опти-

мальность найденных композиций защиты контролировалась про-

веркой выполнения принципа маКСИМУf\tа. Б данной задаче все

функционалы дифференцируеl\fЫ по ФРСIне, и проверка сводилась
к анализу конуса смещений KF (Cl\f. 5).
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Опишем подробнее один из характерных примеров [59 J. Рас-
сматривалась цилиндрическая одномерная защита, состоящая
ИЗ воды. железа и бора, на которую падает пото:к нейтронов

спектра деления, равный 1010
I

1
t
И ПОТОI\ т-квантов. возни-

СМ . сек

кающий при делении урана, равный 101О
2

1
.

СМ .сек.

Была поставлена задача найти такое распределение компонент

защиты, которое минимизирует ее вес при выполнении заданных

оrраничений дов нейтронов и т-квантов на поверхности заrциты.
Расчет пространственно-энерrетическоrо распределения потока

нейтронов проводился пятиrрупповым: методом в Рl-приближении
кииетическоrо уравнения (с заданием ведуrцей rРУПDЫ). Интер-
валы сетки для управления (t"_I' t

п) будем нумеровать индексом п.

На каждом таком интервале определен элементарный «конус)}
возможных (совместимых с условием ип+ои"Е и) вариаций управ-
ления К". Этот конус строится следующим образом. Выбираются
векторы {е" 1; е" 2; е,. 3} И соответствующие пары величии

{
- + t ,.

б
-

+

Sп. ,; Sп,,}, z=1, 2, 3, так, что при лю ых 8
п., Sп,' sп, i

3

llп + s,. ie" i Е иt

;=1

· t
п=1....,N. (11 )

Вычисление «базиса) е". i и rраниц S-, s+ должно учитывать reOl\-lет-

рию области и и положение точки и" в и (см. в связи с этим рис. 16

19). Следствием вариации управления (11) является смещение

точки TpeXMepHoro пространства F= {Fo , Р1 , т} В положение

N а

F+oF=F+  s",ihi,i'
12=1 i=J

(12)

rде h,., ; ,- {hO, h1
, h2

}",; - вектор, вычисление KOМllOHeHT КОТО-

poro требует, в соответствии с общей схемой 19-21, трехкрат-
Horo решения сопряженноrо уравнения (точнее, ДВУХRратноrо,
так пак в силу простоты выражения для веса РО компонента h

o

вычисляется непосредственно). Итак, конус (точнее, мпоrоrран-
N

ник) вариаций К
и
=Пк" (конструкция К" описана формулой

n=1

(11) отображается, в соответствии с (12), в множество достижи-

мости KF, И нужно проанализировать KF: если KF пересекается
с конусом запрещенных смещенИЙ Кз в трехмерном пространстве,

композиция не может быть оптимальной. Так как условия задачи

имеют характер неравенств F1 D", т* D
y

, то Ка есть DЫПУК-

лая оболочка векторов (-1, О, О), (О, -1, О), (0,0, -1); в оптималь-

ной ситуации ни один из этих венторов не должен лежать внутри
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KF. l\10ЖНО считать, что для rраниЦ 8-, s+ возможны лишь два

варианта:

1) 8;<0. s:>O;
2) s ==O; 8:>0;

третий случай s; < О, s+=O сведем ко второму, изменив знак

у соответствующеrо h на обратный. Векторы h, для которых
s-< О .d S -t-

> О, будем называть свободными, остальные - одио-

CmOPOHllUMU. Последние в свою очередь подравделmoтся на две

rруппы по знаку КОl\ПIоненты hO; здесь мы будем называть их соот-

ветственно положuтельнымu и отрицатеllьными. В этих терми-
нах будет удобно описать конструкцию конуса KF. Этот конус
является выпуклой оболочкой совокупности порожденных BeRТo-

рами h лучей, причем каждый свободный вектор порол\дает в трех-

мерном пространстве прямую (два луча) {sh, s - любое }, а каждый
односторонний h - лишь ПОЛУПРЯl\iУЮ (JJУЧ) {sh, s > О}. Удобно
изображать эти прямые точками их пересечений с плоскостями

8Ро=1 и oFo=-1. Пря е,порожденныесвободными векторами,
пересекают обе эти ПЛОСI\ОСТИ (но на рисунке l\iыI будем изображать
точку пересечения лишь с одной плоскостью, в зависимости от

знака hO); лучи, порожденные положительными (отрицательными)
односторонними hJ пересекают только плоскость оРо=1 (8Fo=-1).
Именно эти точки и будут изображаться на рисунках в плоскости

{оР1 ) 01*}.
В качестве исходной композиции была выбрана защита, состоя-

щая из чередующихся слоев воды и железа. Построенный в этой

ситуации конус KF изображен на рис. 36, причем, так как точки

и" занимают уrловые позиции в области и, здесь имеются только

односторонние веRТОры. Пересечения соответствующих лучей
с плоскостью oFo=1 обозначены «+), пересечения с плоскостью

oPo=-1 обозначены « .). Нужно еще учесть, что для разных rрупп

некторов h пришлось использовать разные масштабы: если бы

м:аеmтаб был единым, разброс точек был бы еще б6льmим. Анализ
этой ситуации с очевидностью приводит к выводу, что ROHYC KF

заполняет все трехмерное пространство. На рис. 37 изображены
ионцентрации компонент защиты, найденные в результате реше-
ния вариационной задачи. С точки зрения уменьшения веса железо

выrоднее передвинуть во внутренние области защиты. Однако,
так кан при этом происходит увеличение rенерации захватноrо

т-излучения, в эти области приходится добавлять б6льmие по срав-
пению с наРУ)I НЫМИобластями I\ОJ]:ичества бора. Вес одноrо по-

rOHHoro сантиметра защиты в исходной композиции равен 290 Kr,
л;ля оптимальноrо варианта 190 Kr. Структура конуса достижи-
м:ости KF в оптимальной ситуации выясняется с помощью рис. 38.
На нем изображены следы лучей, порожденных свободными векто-

рам:и h (изображены « .)). Эти следы расположены вблизи двух

18 Р. п. ФедореНRО
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параллельпых ПРЯl\fЫХ, одна из которых (А) лежит в плоскости

8Ро=1, друrая (В) - в плоскости 8Ро=-1. Отвлекаясь от по-

rрешностей вычислений и считая все ЭТИ точки расположеННЫl\IИ
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Рис. 36.

на упомянутых прямых, в качестве их выпуклой оболочки полу-
чим плоскость, ПРОХОДЯЩУIО череа начало координат и через обе
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Рис. 37.

прямые. Кроме Toro, имеются еще односторонние веК1'ОрЫ h, по-

рождающие пересечения с плоскостью оРо=1 «<+») и с плоскостью
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8Ро=-1 «((О)}). Учитывая и эти ЛУЧИ. получим в качестве KF полу-

пространство, лежащее выше построенной уже плоскости. Выше

в том смысле, что, как нетрудно видеть, векторы (-1; О; О) J (О;
-1; О) и (О; О; -1) лежат вне этоrо полупространства. Это и есть

критерий оптимальности
б .

композиции (припцип мак- 1: ·

.

симума). Разумеется, на- ::
ши рассуждения нестроrи,

·

.

мы несколько идеализи-

ровали действительное

расположение точек на

рис. 38. Однако это исна-

жение действительной кар-
тины невеЛИRО, особенно
если сравнить ero с раз-

бросом точек на рис. 36.
Если бы рис. 36 и 38 были

даны в одном и том же

масштабе, разброс « .)} око-

ло прямых А и В стал бы

совсем незначительвым.

Выше уже было отме-

чено, что, cTporo rоворя,
KF заполняет все прост-

ранство, и продолжение
итераций, казалось бы,
цолжно приводить К улуч-
шению управления. В дей-

ствительности этоrо не

происходит. Точнее, если управление варьируется на величину
 5-10%от и (прим:ерно такая величина вариации используется
в процессе поиска), точки в окрестностях прям:ых на рис. 38 будут
ОТ итерации к итерации переходить с одной стороны прямой на дру-

rую. Если в конце расчета провести серию итераций с существенно
l\lеньшим шаrом ои, можно добиться более точноrо попадания

соответСТВYIощих свободным венторам: точек на обе прямые. Здесь
этоrо не делалось.
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Рис. 38.

34. Задача о стабилизации спутника

Уравнения движения управляемой системы следующие:

:t1 = А.х
2
х
З
+ a1u

1
t

Х?=А2тх
l + а2и

2
, (1 )

1;5=ASX
l
X
2
+ азu

S
.

O t Т. Х(О)=ХО

(хо'
l' за,.. аны).

18.
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Минимизировать
т

Fo[и(. )] == {lи
1
(t)I+lи

2 (t)I+lиS

(t)\}dt (2)
о

при условиях

:1;1 (Т) == х
2

(1') == х
з

(Т) == О (Fi [и ( . )] == х' (1') === О). (3)
Мы не будем подробно объяснять физический смысл задачи.

Оrраничимся лишь указанием, что уравнения (1) описываIОТ вра-

щение твердоrо тела (спутника), снабженноrо тремя реактивными
Двиrателями, РО есть расход топлива, условия (3) - суть условия

отсутствия вращения (стабилизация). Эта задача была решена
аналитически в [33], точное решение ее известно, и она представ-

ляет собой удобный методический пример. В дальнейшем была
предпринята попытка численноrо решения задачи меТОДОАf ло-

кальных вариаций (41 ]. l\1ы rоворим лишь о попытке потому, что,

как это станет ясным из дальнейшеrо, полученные в [41] числен-

ные результаты оказались очень rрубыми. Наконец, в нашей ра-
боте [96] была показапа возможность эффективноrо и весьма

точноrо решения задачи методом проекции rрадиента.
Решение задачи методом локальных вариаций описано в [41 J

(это же решение воспроизведено в моноrрафии [86 ]). Числ нное
решение задачи описывалось сеточными функциями х: (п=
=0, 1,. .

., N), и:zt
1/2' связанными конечно-разностным:и уравне-

ниями (BToporo порядка точности):
хА+1 - хА

_ А x + X +1x + x +t
+ а III n

- О 1 7\1
- 1 (4)'t

-

1
2 2 1 п+1

/2' -, ,..., 1 t ·

Та:кая же аппро:ксимация используется и для остальных уравнений.
Процесс минимизации интеrрала

N-I

Р
О
== т. {lll +1/21+ Ill l+1/2I + Ill +1/2I} (5)

п-О

по схеме метода локальных вариаций состоял в том, что пооче-

редно варьировались компоненты х: --. x +hi
, что В каждом

элементарном акте варьирования приводит к изменению только

значений U:l-1/2 и и +1/2.Та из вариаций, которая приводит к пон 
жению (5), осуществлялась, т. е. происходило изменение сеточнои

траектории (элементарный акт приводит R изменению только одной
компоненты х' в одной только точке сетки t

п).
Пер в а я в а Д а ч а. Система уравнений (см:. [41])

xl =O,166667иl
. x

l (0)==24,
х2= -О,2хS

х
1

+ и
2
; х! (О)= 16.

ХЗ=О,2х1х!+0,2иS
; х8 (О)= 16,

Т -===. 1.

(6)
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Точное значение min Ро =166,56. В [41] отмечаIОТСЯ следующие

особенности процесса решения этой задачи.

.

1. В
.

качестве исходноrо управления бралась траектория
{х' (t)=x' (О) (1-t/T)}.

Эта траектория D [41] характеризуется как локальный минимум

задачи: локальные вариации оставляют ее неизменной, так как

переходы х; --. x +h не приводят к уменьшению (5) (при любом h).
2. Фупкциопал (2) был «реrуляризован)}, т. е. заменен на

т
3

Fo[и(.), е]
-

{llz
i
(t>l+elи'(t)12}dt, (7)

о i=l

и добавлен процесс постепенноrо уменьшения е до нуля. СлеДУ10-
щая таблица (заимствована из [41]) показывает, какие значения РО

были получены при разных Е (причем: решение, полученное для Sk'
служило начальным приближением: при Sk+l).

Е 0,1 0,05 2-10 2-18 О

РО 171,88 170,36 169,55 169,43 I 169.42

Значение Fo на исходной траектории равно 370,16. В [41] не приве-
дено данных, позволяющих судить об объеме вычислительной

работы, связ_анпой с получепием этоrо приближепноrо решения.
3. Как и в точном решении, в приближенном иЗ (t) о. Что

касается и1 (t) и и
2

(t), то они с точными не сравниваются, по-

скольку, как было выяснено еще в [33], решение вариационной
задачи неединственно.

В т о р а я 3 а Д а ч 8.

:t
1 = 1- х2х8 + 10Oиl,

х2 -хЗхl
+ 25и2,

j;З ==X1
X
2
+ 100и3,

x
1

(О) == 200,

з;2(0)== ЗО,
X
S
(О) == 40, l' === 1. (8)

n качестве начальной траектории и здесь бралась прямая (в про-

странстве {х1 , х
2

, х
З

, t}), соединяющая точку {200; 30; 40; О}
с точкой {О; О; О; Т}. Расчеты дали траекторию со значением

Fо =З,55. В [41] приведено и точное значение min Fo=3,5, взятое

из результатов аналитическоrо решения задачи в (33). (Это зна-

чение, как мы увидим, ошибочное. В действительности, min ро
=

=2,5075).
Заметим, что задача очень блаrоприятна для решения ее мето-

дом: локальных вариаций: в ней отсутствуют оrраничения u (t) Е и.
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и раЗl\lерности х и lt совпадают, так что любая трентория х (t)
l\IOiKeT быть реализована управлением, вычисляемым по формулам

и
1
== -!- [х1

- А 1
х
2
х
В
].

ul

в большинстве ПрИRладных задач размерность управления меньше

размерности х, и с зтим связаны определенные вычислительные

трудности (см. 15, 16).
Решение задачи методом проекции rрадиента было проведено

в целях сравнения двух методов и иллюстрации возможностей

метода проекции rрадиента. Результаты опубликованы в [96];
здеСЬ они воспроизводятся. Заметим, что задачи (6) и (8) реmались
и методом последовательной линеаризации ( 19), но результаты
мы приводитъ не будем, так как они практически те же самые.

Прежде Bcero мы перейдем R зквивалентной постановке задачи
с тем, чтобы минимизируеl\tIЫЙ функционал не содержал знака

модуля и был бы дифференцируем по Фреше. Правда, при этом

появляются условия типа u (t) Е и. Введем вместо трех управляю-
щих функций и' (t) шесть друrих v' (t), ш' (t), i=1, 2, 3, связанных

с и' (t) соотношением

и' (t) == v' (t) + ш' (t), i = 1, 2, з,

и оrраниченных условиями

v'(t»O, w'(t)<O, i==1, 2, з.

fIl)едставление и
l
(t) в виде (9) осуществляется так:

{
и', если и' > О;

l
О, если и' > О,

v'- w
-

-

О, если и' < О;
l
-

и', если и' -< о.

Таким обравом.

I и
l
(t)1 == и

;

(t) - ш
'
(t).

rl'еперъ система (1) приобретает вид

х1
== А}х2

х
В
+ a1v

1
+ a1

w
1

,

х" == А
2х

В
х

l
+ a

2v
2
+ а2ш".

1;8 == Азх
1
х
2
+ азv

З

+ аsw
З

,

0< t Т; х (0)=== ХО '

п задача состоит в определении {v(.), ш( · )} из условий
'l'

3

min [v
'
(t) - ш

'
(t)] dt (min РО [v ( .), w ( . )1).

о l=l

(9)

(10)

(11 )

( 12)

(1-)

(2-)

Разумеется, учитываются и условия (3)' ( O).Расчеты проводились
ПО схеме, изложенной в 18-21. Вводилась сетка 0= t

o < t1 <
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Таблица 1

1 11 111

v I Fo \1 I Fo \1 I Fo

О 371,34 О 371,35 О 371,34
1 333,26 1 333,05 1 303.80
2 303,27 2 302,56 2 265,19
3 278,75 3 278,97 3 238,14
4 257,40 4 258,46 4 212,62
5 239,47 5 240,45 5 193,28
6 224,37 6 224,91 6 178,75
7 211,80 7 212,24 7 169,85
8 200,01 8 200,98 8 166,71
9 190,73 9 191,37 9 166,61

10 183,20 10 183,72
11 177,21 11 177,95
12 172,95 12 173,38
13 169,79 13 170,20
14 167,78 14 167,99
15 166,69 15 166,82
16 166,61 16 166,63

< t
2< ... tN == Т. t

n
=== п't. 1: === Т'N, у IIIJаппение lIСК8ПОСL в КП8ссе

I\УСО'-.ИО IIОСТОЯППЫХ (I)УIlКЦИЙ

;;l (t)== V +1/2' w
l
(t) == W +l/t при t

п < t < t"+I.

Таким образом, rоризоптальная размерность задачи кnадратиче-
CKoro проrраммирования ( 49) (или JШнейноrо проrраммирования

( 48»равна 6N (расчеты провоДились с N=50 и с N=fOO), верти-
кальная размерность т=3. Табл. 1 иллюстрирует процесс реше-
НИЯ первой задачи, v есть номер итерации, РО

- значение ФУНIЩио-
пала па данной итерации. В качестве исходной траектории, как

и в [41], бралось управление, соответствующее линейным х' (t).
В первом расчете N=50, вариации компонент управления 18v

i
l,

18ш" были оrраничены числами 20, 10, 30 (для i=1, 2, 3 соответ-

ственно). В процессе решения задачи уСЛОВИЯ x
l
(Т) были выпол-

нены с абсолютной поrрешuостью, не.превышающей 0,02. Второй

расчет отличался от первоrо только значением N=100. Время ре-
шения задачи возросло в два раза. Наконец, в третьем расэете,

при N=50, были разрешены б6льшие значения вариаций 18v'J,
18wi

1; они были оrраничены значениями 40, 20, 60. Время решения

задачи сократилось почти вдвое, точность выполнения условий
x

l
(Т)=О осталось той же, что и в первом расчете. Видимо, воз-

можно и дальнейшее увеличение допустимых значений I ovl,
18ш 1, ЧТО приводит К дальнейшему сокращению времеНII решения
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задачи. Сравни)! теперь наши расчеты с расчетами в [41 J. ЧТО
касается затрат мamинноrо времени, то в наших роочетах одна

итерация состоит из следующих вычислений:

1) интеrрирование «прямой» системы (1*);
2) трехкратное интеrрировапие сопряженной системы;

3) решение задачи нвадратичноrо (линейноrо) проrраммиро-
ванин.

В целом одна итерация по затратам вреl\lени соответствует,

примерно, пятинратному интеrрированию прямой системы. За-

мети)!, что эта система (нан и сопряженные) интеrрировалась
не с шаrом сетRИ 't=T/N, а с меньшим, обеспечивающим
высокую точность вычисления значений x

l
(t). В (41) нет данных,

которые позволили бы составить хоть haI(oe-то представление

о трудоемкости решения задачи методом лональных вариаций.
Однако сравнение точности полученных решений l\fОЖНО произ-

вести. В [41) найдено решение с Fo=169,42, оmибна 2,87 состав-

ляет ..--1,7% от Fo=166. Б наших расчетах ошибка не превосходит
О, 07, т. е. 0,04%. В действительности относительная поrрешность

расчетов больше. Дело в том, что величина Fo состоит ИЗ двух
частей:

т т

F
o
= I и

1
(t) I dt + I и

2 (t) I dt = 144 -\- 22,56 = 166,56 ( 1.3)
() о

(из (t) == О).

Но уравнение для х
1
В силу А 1=0 очень просто, и из условий

х
1 (Т)=О и и

1
(t) < О следует, что первое слаrаемое (144) будет

найдено точно, какой бы ни была функция и
1 (t) (а в данной вадаче

имеется семейство решений, дающих одно и то же минимальное

значение РО , так что и
1 (t) определяется с большой степенью неопре-

деленности). Таким образом, вся оmибна численпоrо решения CBH 

зана с ошибкой во втором слаrаемом, и относительная поrрешность
в нем составляет --12,5 % для метода лональных вариаций ]{

-- 0,3 % в наших расчетах. В [41], (86) исходная траектория харан-

теризуется нан точка лональноrо минимума вариационной задачи.

Это, нак показали наши расчеты, неверно. Леrко проверить (предо-
ставим это читателю), что исходная траектория является стацио-

нарной точной lrIетода лональных вариаций: принятая в этом ме-

тоде техника варьирования траектории действительно не прив 
дит к изменению значения Функционала. Но зто есть следствио

дефекта метода, а не особенность данной траентории. Ведь если бы
МЫ имели дело с лональпым МИНИl\tyмом задачи, то И наш метод

не позволил бы зту траекторию проварьировать: как и всяний

реализуемый метод, он является методом поиска ЛИШЬ лональ-

Horo минимума. ПОЭТОl\ty замену ФУНlЩионала (2) на ФУНIЩионал
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(7), позволившую в расчетах методом локальных вариаций «сдви-

нуться» С места, едва ли правильно называть реryляризацией.
В самом деле, о реrуляризации можно rоворить в том случае, Rоrда

имеется мощное семейство траекторий с одинаковым (или почти

одинаковым) значением Fo (равным min ро), и тоrда малая добавка
R Fo (переход к (7» позволяет (в припципе) из этоrо !tIпожества

траекторий выбрать неRОТОРУЮ, предпочтительную по дополни-

теЛЬНОl\ty признаку (в данном случае предпочтение отдавалось бы

траектории с меньшим значением i" и "Idt). В расчетах же [41 J

совсем дрyrое дело: просто в задаче на минимум РО вида (7) исход-
u

ная траектория не является стационарнои для метода локальных

вариаций. Заметим, что при Е=О, 1 (а именно ЭТО значение Е позво-

лило от исходной траектории с i I и'l dt = 371 перейти к траекто-

рии с i  'и"dt= 172) значение «малой» добавки s i I U'II dt

примерно в 15 раз больше основной части (7) I и' I tИ. Успех

BТOro приема связан с тем счастливым обстоятельством, что в дан-

ной задаче оптимальное по функционалу I и', dt управление

мало отличается от оптимальвоro по функционалу i ( I и' I +

+ I и' 12) dt: и в ТОМ, и в друrом случае и
1 (t) -х

1 (О)/а 1 (см. рис. 6, 7

в [41 ]). В целом, как это видно ИЗ табл. 1, этот вариант задачи
был довольно леrким для численноrо решения. Вторая вадача
оказалась сложнее. Она была решена в несколько измененной

по сравнению с (41) форме: во-первых, Т=О, 1, а не 1, как в [41],
и в качестве исходной траектории бралось решение задачи КоПIИ (1)
с и' (t) O(условия х' (Т)=О, разумеется, выполнены не были).
Причины, побудившие к этим изменениям, будут ниже разъяс-

нены. Табл. 2 дает представление о TO:hI, как происходит поиск:

v - номер итерации, значение Функционала Fo , значения х' (Т),
предсказанные на предшествующей итерации на основе формул
линейной теории возмущений, использующих фУНRциональные
производные дх' (Т)/ди (.), и значения х' (Т), фактически полу-
ченные после интеrрировапия системы (1*). Процесс решения
З8дачи заслуживает комментария. Расчет проводился при N=100,
вариации (8v'f, 18w'l были оrраничены числами 2; 0,5; 0,5 для

i=1, 2, 3.
1. Хорошо видны три этапа решения. Начальный этап (первые

17 итераций) - решение терминальной задачи. На этом этапе

ищется управление, удовлетворяющее дополнительным усло-
виям х' (Т)=О. Вариация {8v (.), 8ш (.)} ищется с целью только

уменьшения IJ х (Т) 11; значение 8Fo пас пе интересует, а Fo растет.
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Таблица 2

v Fo

х
l (Т) x

J
(Т) х

2
(Т) х

2
(Т) r(T) ха (Т)

предси. фант. ПJ)СДСН. фант. предсн. фант.

I

О 0,2500 190,8 О 0,95 49,69
1 0,453 170,76 169,4 48,5 39,0 146,0 25,3
2 0,696 147,5 149,2 63,3 39,1 43,9 -19,8
3 0,954 130,9 131,0 20,8 4,54 -86,2 -413,
5 1,448 87,52 89,1 -549 -349 -55,6 14,1, ,

7 1,928 52,99 50,2 31,3 28,4 116,4 24,1
9 2,208 33,6 33,7 25,6 25,4 28,8 13,8

11 2,465 22,87 22,86 22,5 21,9 12,6 3t2
13 2,815 5,09 5,07 14,7 15,0 5,1 1,51
15 3,015 3,59 3,52 5,89 6,12 2,67 1,93
17 3,267 0,228 0,228 0,23 0,13 0,21 -13

,

19 3,084 0,023 0,004 5.10-6 0,11 2.10-3 0,046
21 2,973 -0,015 -0,16 -о 005 0,007 -0,14 -014, ,

23 2,872 -0,003 -0,003 -0,0088 -0,006 -005 -006
,

25 2,780 О 5.10-4 О -01 О 0,08,

27 2,700 0,015 -0,025 -0030 -009 0,075 0,06, ,

29 2,629 0,004 0,019 -0,003 -0,035 0,008 -0,008
35 2,531 0,023 0,022 -0,097 -0,106 -0,001 0,027
40 2,525 О 0,0042 О 0,0075 О -0,037
45 2,521 2.10-4 3.10-4 2.10-4 2.10-4 1.10-3 -4.10-2
50 2,518 5.10-4 5.10-' 1.10-4 1.10-4 1.10-В -0,019
55 2,516 О 1,6.10-3 О -3.10-В О -3.10-8
60 2,515 6.10-6 7.10-В -10-6 -1.10-2 2.10-4 -1.10-3

Здесь MoryT возникнуть некоторые вопросы. В самом деле, на пер-
вой же итерации управление варьируется так) чтобы точка х (Т)=
= {190,8; 0,95; 49,69} перешла в точку {170,8; 48,5; 146} (факти-
чески х (т) перешла в точку {169,4; 39,0; 25,3}. Видно, ЧТО основ-

ной целью является получить х1
(Т)=О, и ради зтоrо допускается,

наПРИl\lер, значительное увеличение х
3 (Т). Это самым тесным обра-

зом связано с используемой в наших расчетах нормировкой задачи.

Дело в том, что функциональные производные дх2 (Т)/ди (.),
дхВ (T)jau (.) примерно в 10 раз больше производной дх! (Т)/дu (.),
и в «естественных» единицах измерения х' (Т) величина хВ (Т)=146
становится числом 15,малым сравнительно с х1 (Т)=190. Второй
вопрос связан с плохой точностью линейноrо приближения для
х2 (Т) И х

В (Т), в то время как для х1 (Т) точность линейноrо при-
ближения высока: предсказаппые и фактические значения х! (т)
совпадают очень хорошо. На первЫЙ взrляд кажется, что плохое

предсказание х
2 (Т), х

3 (Т) должно вынудить уменьшить шаrи

I ovl, I owf, чтобы добиться лучшеrо. Однако зтоrо делать не сле-

дует, так как в естественных единицах измерения величин х' (Т)
речь идет о несовпадении малых, сравнительно с х1 (Т), величин.

В этом расчете оrраничеция на величины вариаций управлеппя
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оставались неизменными. Нетрудно понять причину различия
между х

1
(Т) И х2

,
х
3 (Т). Для этоrо используем полезные и в даль-

нейшем первые интеrралы системы (1) при и (t)==O:

[х
2
(t)]9 + [хз (t)]2 == 502;

[ж. (t)J2+ [ж
2 (t»)2= 20Q2+ . З()2. (14)

Из этой системы видно, что 'х9 (t)1 < 50, и ПОЭТОl\1Y х
1 (t) испыты-

вает ЛИШЬ пебольшие колебания около значения 200. Что ка-

сается х
2 (t) и х

з (t), то они изменяются аН8лоrичпо функциям
u

зо
'з

2О

'О

О

-10

-20

-30

О)

О 1 t

-10

-20

-зо

Рис. 39.

sin 200t, сов 200t, для них х1 (t) иrрает роль мrновенной частоты,

даже не очень большое изменение которой за большое для частоты

200 время 0,1 приводит к большому изменению х
2 (Т), х

3 (Т).
После Toro пак при Vя.f17 функция х

1 (t) более или менее стабили-

зировалась, поведение х
2 (Т), х

3 (Т) при тех же вариациях управ-
ления стало MHoro лучше предсказываться линейной теорией воз-

l\lYщений.
Второй этап решения

- основная ОПТИМlIзация (это итерации

от 17-й до 35-й). На этом этапе, при х' (T) O,Fo достиrает зна-

чения, мало отличающеrося от минимальноrо.

Наконец, третий этап - уточнение решения (итерации от 36-й
до 60-й). На этом этапе по-преil(нему х' (T) O,а понижение РО
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становится очень медленным, хотя управление может меняться

заметно. На рис. 39 изборажены управляющие фУНlЩии и1 (t) и

из (t) (И2 (t)=O, что соответствует и аналитическому решению [33],
и приближенному в [41 ]), полученные на 63-й итерации. Показана
также и фУНIЩия llз (t) на 35-й итерации. Видно, что функция
из (t) имеет тенденцию превратиться в набор о-фуннций, IIосители

которых раСПОЛОiкены вблизи точен х
2

(t) ==0. Это видно из срав-

нения рис. :19 с рис. 40, на котором показаны функции х
'

(t),
соответствующие управлеНИJО,

получеННОl\ty на 63-й итерации.
Эти особенности численноrо

реПIения помоrут нам «yra-

дать» структуру точноrо (пред-
ПОЛОil\ИМ, что мы не знакомы

с работой [33 ]).
2. Найденное в наших рас-

четах приближенное решение
дает значение Ро=2,515, в то

время кап в [41] получено
Fо:=:: 3,55, а «точное) значение

Пliп F0=3,5. То, что в наших

расчетах т=о, 1, а не {, как

в [41], только усуrубляет ситу-
ацию: ведь если найдено опти-

мальное решение на интерва-
ле [О; 0,1], то оно продолжа-

ется на интервал [О; 1] функци-
ями х

'
(t)==O, и

l
(t)==O с тем же

значением Fo
. Следовательно, при уменьшении Т значение min РО

по крайней мере не убывает. Чтобы разобраться в противоречии,

попробуем уrадать точное решение. Воаьмем, например, в ка-

честве и' (е) 8-Функции с полюсами в точке t=O и интенсивно-

етями -х' (О)/а" i=1, 2, 3. ЛеrRО подсчитать значение РО дЛЯ та-

Koro управления

x  х'

50 100
"О

ЗО

20

10

-10

-50 -/00

Рис. 40.

200 30 qO
Fo = 100 + 25 + 100

== 3,6.

Однако, можно взять и 8-фУНRЦИИ С полюсами в любой точке

t* и интенсивностями -х' (t*)/a,. Так как llt аl=аз , есте-

ственно выбрать t* так, чтобы хl (t*)=O (ближайшее к О такое

t* 0,OO25,затем они повторяются с периодом 1t/200 0,015).
В этом случае РО

= Ix1 {е*)/а1 1 + 'х3 (t*)/азl. Эта величина леrко

вычисляется с помощью интеrралов (14): Ро=2,5075, что Bcero

на 0,0075 меньше иайденноrо нами численно вначения Ро=2,515.
Что Н8С8ется расхождения с приведенным в (411, [861 теоре-
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тичеСRИМ значением min Fo=3,5, то это связано с ошибкой в тео-

ретической фОРl\lуле, приведенной в [41], стр. 207. Правильная
формула, видимо, выrлядит так:

шin F = -.!- V lJ. (v- - А)
[х

2 (0)]2 + [х1 (0)12+О
(%1 1 - л

+ VP.(1-f-L) [x2 0)]2+[x8(0)12. (15)
(%з л (1 - л)

Здесь f!===2/3, л==1/3, (11=100, (1з==33
1/8 - параметры, в терминах

KO'l'OpblX в [411 записана система уравнений движения (1). Это

не что иное, как то решение, которое мы выше предположили опти-

мальным (о-функции с полюсами в точках х
2 (t)=O). Если провести

вычисления, получим пйп Fo=2,5075. В [41] формула (15) при-

ведена с ошибкой: пропущеII l\fНО}1{итель л=1/3 перед вторым
раДИRалом, что и приводит К величине пйп Fo=3,5 (кроме Toro,

запись (15) в [41] содеРiНИТ и две леrко устранимые опечатки).
Таким образо:м:, l\fетодом локальных вариаций найдено решение
с ошибкой в Fо' превышающей 40 %; в наших расчетах ошибка

 0,4%.
3. Неедипственность решения связана с тем, что в качестве но-

сителя 8-функции можно взять любой из моментов х2 (t)=O.
Однако можно брать и функции, состоящие из нескольких 8-Функ-
ций С поЛJосами в нулях х

2 (t), что и было получено численно

(СМ. рис. 39). Видно Tal{)I,e, что функция иl (t) допускает значитель-

ное отклонение от точной без существенноrо влияния на значе-

ние Fо; в из (t) 'l'очная cTpyI{Typa прослеживается довольно отчет-

JlИВО.

4. Следующие причины побудили взять Т=0,1. Дело в том,

ЧТО при x1 200 функции х2
, х

3 (t) подобны sin 200t. Поэтому чис-

ленное интеrрирование системы (1), претендующее на точность,

скажем, 0,1 %, требует в схеме BToporo порядка точности (4) шаrа

 t 0,001-0,0001.(Это следует из неСЛОiКНОЙ оценки точности

разностной формулы (4». в наших расчетах временная сетка

для управления имела шаr 6.t= тIN=Т/100, однако ИIIтеrриро-
пание системы (1) осуществлялось меньшим шаrОl\1 dt::=: О, 16.t,
FI'aR что обеспечить необходимую точность интеrрирования было бы

не очень сложно и при Т=1. Но на интервале [О, 1] функции
х
2

, х
В (t) имели бы  50-60полуволн, а таи как реlпение х (t)

аапоминается в узлах сетки с шаrом 6.t T/N,то мы имели бы

около двух точек для описания полуволны. При интеrрировании
сопряженной системы решение х (t) восстанавливается по Иl\fею-

щейся таблице х (tп) линейной интерполяцией, что при Т=1 приве-

J\CT к заметным ошибкам. Конечно, l\IO}l(HO (и не очень трудно)
избежать и этой неприятности, если при интеrрировании сопря-
jl  IIНОЙсистемы восстанавливать псоБХОДИl\lые значения ж (t)
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не линейной интерполяцией по полученной таблице, а одновремен-

ным интеrрированием справа налево системы (1). Однако и в зтом

случае были бы получены довольно rрубые численные решения,

так как в используемом нами классе кусочио постоянных управле-

ний шаr L\t=O,01 был бы слишком rрубым, выделяя положение

точки х2 (t)=O с точностью почти до полуволны. В используемой
в [41] расчетной схеме (4) для обеспечения точности следовало бы

использовать сетку с 1000, по крайней мере, узлами (на интер-
вале [О; 1 J). в [41] нет данных о шаrе сетки, но, судя по приведен-
HЫl\1 там рисункам, узлов было MHoro меньше (можно предполо-
жить, что их было 64)*). Следовало бы проконтролировать получен-
ные в (41] численные реIпепия. Средства этоrо контроля хорошо

известны и несложны: получив функции и' (t) в виде RуСОЧНО
постоянных на CeTI(e функций, нужно проинтеrрировать задачу

Коши (1) с этими и' (t), но с шаrом, существенно меньшим шаrа

сетки для и. Качество приближенноrо решения зависит от Toro,

какие величины х (Т) будут при этом получены. Нами был прове-

ден расчет, показавший, что шаr L1t==0,01 слишком rруб. Он со-

стоял в том, Ч'l'о ПО функциям х' (t)=x' (0)(1-t/T) и форltIулам
типа (4) были рассчитаны сеточные функции

1

{
1 1 2+ 2 З+ S

}
1
_

хn+l
- Хп А

Хп X,z+l Х
п Xn+l

Uп+l/t - At
-

1 2 2'
Х
п
= Х (tп), (16)

а затеl\f с этими u
l

(t) была проиптеrрирована система (1) с Iпаrом

dt<: L1t.
Полученные функции существенно разошлись с положен-

ными в основу расчета (16) линейными функциями x
l

(е).
Сравнение таблиц 1 и 2 показывает, что первая задача была

решена HaMHoro быстрее второй, причем удачный выбор величин

S-, s+, оrраничивающих допустимые размеры вариаций управле-
ния, является серьезным фаRТОРОМ, определяющим трудоемкос'l'Ь

расчетов. Во второй задаче TaKoro подбора S-, s+ не делалось;

в табл. 2 представлены результаты, полученные, так сказать,

«с первой попыткю>: она оказалась удачной. Правда, до зтоrо

были неудачные поп кирешить задачу на интервале времени

[О, 1]. Неудачи были связаны с тем, что, рассчитав исходное

управление по формуле (16), мы не получали х' (Т)=О. Анализ

возможных причин зтоrо факта заставил внимательнее разобраться
в качественном характере решений системы уравнений (8). В про-
цессе этоrо анализа, воаможно (точный ход событий сейчас восста-

новить уже нельзя), и были подобраны оrраничения I БиЧ < {;
I Бu2 1 0,5; lou3 1 < 0,5. (Rоrда в расчетах что-то не получается,

*) Если вто предположение верно, найденное в [41] управление не

обеспечивает и выполнения условий х(т)=о.
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приходится проверять самые разные элементы алrоритма. Напри-
мер, нет ли ошибки в проrрамме, или, может быть, ваl)иации

управления столь велики, что нельзя пользоваться линейной тео-

рией возмущений и т. д.) Специальноrо подбора оrраничений
для 18и' j не производилось. Вероятно, это привело к какому-то

перерасходу маmинноrо времени. Однако, то, что первая же по-

пытка решения задачи на интервале времени [О; 0,1] оказалась

успешной, сыrрало и блаrоприятную роль: плохое совпадение

предсказанных и фактических вариаций х
2 (Т), х

8 (Т), ноторое

хорошо видно в 'I'абл. 2 (на первых итерациях), наводит на мысль

об ошибке в проrрамме.
Но более внимательный анализ (он приведен выше) показы-

вает, что зто несовпадение не так уж страшно, и даже естественно.

Однако читатель должен понимать, что пренебрежение подобным
расхождеIlием оправдано прежде Bcero блаrополучным исходом

расчета в целом. В дальнейшем решение второй задачи было пов-

торено с единственным изменением: веЛИЧИIIЫ S;;+1/2' 8:+1/2' orpa-
ничивающие возможные значения переменных OU,,+I/I в задаче
линейноrо проrраммирования, определяющей вариацию управ-
ления, не были фиксированы, как в расчетах, представленных
в таблицах 1, 2. Был подключен алrоритм пересчета S-, S +'/a.
Вводилась последовательность r:+I/z ' n=0,1,.. _, N-1 (напом-
JIИl\f, что Sп+1/2 суть вариации компонент управлений, т. е. 8V +'/з'
ОШ +1/2' i=1, 2, 3; N - число интервалов вре lенной сетки для

управления). После ка1!(ДОЙ итерации числа r пересчитывались
по формуле

rn+,/s : = О,8Т"+'/2 + sign 8/,+1/2.

Таким образом, r велико, если эволюция u носит  10НОТОННЫЙ

характер. И наоборот, rмал6, если u в процессе итераций или не ме-

няется (8n+l/з =0), или меняется немонотонно (то положительно,

то отрицательно). На следующей итерации числа r используются

при назначении 8-, 8+. Например

8:+1/2= 0,28 + I rn+'
/2 t,

а параметр Е подбирается так, чтобы среднее значение в+ = S +'/.
имело заданную (такую же, кан с постоянными 8;+112' st+'/2)
величину. Результат решения задачи представлен в табл. 3,
предсказанные значения х' (Т) не приводятся

- они примерно
такие же, как и в табл. 2. Видно, что решение получено по крайней
мере в два раза БЫС'I'рее, причем решение терминальной задачи
почти не убыстрилось (14 итераций вместо 18), а собствеIJНО опти-

мизация прошла HaMHoro успешнее. Это леrко понять: ведь ИСКО-

м:ое решение ВЫРОjндается в о-функции, строить их вариациями,

оrраниченными постоянными «малыми) зпачениями 18u1 1 1;
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Таблица 3

'" Fo х
l
(Т) х

2
(Т) r(T)

О 0,25000 190,8 0,728 49,69
1 0,4520 169,37 38,87 25,56
2 0,5955 157,21 44,34 -181,

3 0,9073 135,19 1,2252 -4080
,

4 1,195 105,43 -37,08 -19,41
5 1,570 76,86 -1946 35,42,

6 1,8860 44,22 34,04 21,04
7 2,0566 33,62 35,09 -026,

8 2,3340 16,15 28,24 -8,07
9 2,7292 -829 -167 -24,53, ,

10 2,5443 -0,038 0,14 -25,75
11 2,6295 0,902 -2,04 -19,86
12 2,7216 1,04 -443 -13,50,

13 2,8462 0,24 -30 -721, ,

14 2,9835 -070 0,22 0,07,

15 2,8826 0,016 0,33 -146,

16 2,8319 -0,0012 0,060 -0,092
17 2,7956 -0,0062 0,025 -0,058
18 2,7575 0,0026 -0056 -0,051,

19 2,7208 0,0044 0,058 0,11
20 2,6766 0,0076 -о 056 -0,21,

22 2,5999 -0,0074 0,048 -0,0097
24 2,5366 -0,0074 0,014 -о 049,

25 2,5197 О 0,029 -0,075
26 2,5185 0,0006 0,084 -0,030
27 2,5170 0,020 -о 11 -0,085,

28 2,5166 0,0094 0,18 -0,064
29 2,5152 0,0044 -0,057 -0,16
30 2,5152 0,013 0,15 0,051
31 2,5137 0,027 0,07 0,11

I БиВ I 0,5, очень долrо (на рис. 39 тах lиз(t)I 30).Описанный
выте прием приводит к эффективному увеличению шаrа вариаций
на тех интервалах сетки, на которых сосредоточено управление.
Именно с этим и связано ускорение расчета. Полученная в этоltl

расчете функция иЗ (t) (на 30-й итерации) имеет тот же характер,

что и иЗ (е) на рис. 39, однако сходство с  Функциямистало еще

более резким: шах 1 иЗ (t) I 45-50, соответственно уменьmились
t

и размеры «носителя» иЗ (t); :каждый из четырех первых «пиков»
в иЗ расположен на 2-х-3-х счетных интервалах, т. е. на отрезках
времени  0,002-0,003. Сузился и носитель последнеrо пика
в иЗ. 3аметим, что последний расчет был проведен не методом

прое:кции rрадиента (коrда вариация управления находится реше-
ниеltl задачи квадратичноrо проrраммирования), а методом после-

довательной линеаризации (вариация находится решением задачи
линеiвоrо проrраммирования).
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* 35. Модельная задача с фазовым оrравичением
и разрывом фазовой траеRТОРИИ

Следующая простая задача предложена А. А. Милютиным В ка-

честве теста для испытаний приближенных методов.
Найти управление u (t), О t 2, минимизирующее фУНlЩио-

нал

2

РО [и ( . )] == r- (t) dt,
о

u

определенныи на решении системы

dx/dt= и (t), х (О) === О

при дополнительных условиях:

1) х(2)=0 (F1[и(. )] = х(2»;
2) x(t» 1 при O,5 t 1,5

или Р2 [а( · )1> О, rде

Р
2 [и(. )] == min {x(t)-1}.

[0.5; 1,5]

Точное решение этой задачи очевид о:

и (t) = 8 (t - 0,5) - 8 (t -1,5),

f
О при t tE [0,5; 1,5],

x(t)= 1 при t Е [0,5; 1,5].

Численное решение ее связано с преодолениеl\f следующих труд-
ностей:

1) необходимо получить решение, удовлетворяющее фазовому
оrраничепию х (t) > 1 на [0,5; 1,5], нарушить которое очень

выrодно с точки зрения мипимизации функционала Fо;

2) необходимо построить численные аналоrи 8-фунlЩИЙ в управ-
лении u (t).

Эту задачу автор решал итерационным методом, подробно
описанным в 19-21. Коротко опишем структуру одноrо mara

процесса.
Пусть имеется неноторое управление u (t).
1. Интеrрируя уравнение х==и, х(О)=О, находим x(t) и вьТ-

ЧИСЛЯРI\1 значения функционалов РО , Р1, Р2.

2. Вычисляе'l'СЯ функциональная производная

дFо [и ( · ) J
- (t)ди ( .)
- ШО ,

для чето ивтеrрируется задача Коти

-ф= 2х (t), Ф (2) == О (wo (е) === Ф (t».
19 Р. П. Федоревно
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3. Интервал фа30воrо оrравичения [0,5; 1,5] разбивается на k рав-
ных частей, па каждой из них находится точка минимума x(t),
tJt j == {, 2....' k.

4. Формируется и решается эадача определения вариации управ-
ления 8и (е):

2

min wo (t)8и(t)dt
 и(. )

о

при условиях

а)

2

х(2)= 8и(t)dt=о;
о

Ь)

t

x(t') + J 8и(t)dt 1,
о

j= 1, 2,..., k;

с) s-(t) 8и(t) s+(t),

rде s-
, s+ (t) - некоторые малые функции, определяющие mar

процесса и обеспечивающие достаточную точность линеаризации
исходной задачи. В процессе решения функции s- (t), s+ (t) претер-
певали определенную эволюцию, имеющую целью допустить ва-

риацию 8и большей величины на тех участках интервала времени,
rде она «более полезна) (СМ. 34). Алrоритм был реализован
на равномерной сетке с 100 узлами; фУНlЩии U (t), 8и(t), S-,
s+ (е) были кусочно-постоянными; например, U (t) =Uп+t/I при

tE (еп, t
n+1) , ttl=n '  =O,02.ДЛЯ функций TaRoro класса задача

определения &t (t) становится задачей линейноrо проrраммиро-
вания размером (k+2) х 100.

Функционал Fo [и (.)] вычислялся точным иитеrрированием

в классе кусочио линейных фУНlЩий х (t); интеrрирование урав-
нения -ф=2х (t) также было точным в классе Rусочнолинейных
х (t). Эти предосторожности были связаны с наличием особенностей
в искомом решении; использование более простых аппроксима-
ций, которые были бы вполне приемлемы на rладких траекториях
{и (.), х (.)}, в данном случае приводит к заметным ошибкам

(СМ. в связи с этим также стр. 224).
В табл. 1 покаЗан ход итерациоииоrо процесса (при k=3 и

при k=5) эволюцией следующих величин: v - номер итерации,
значение Fo [и'" (.)], значение Р1 [и'" (.)]=х (2), F. Iи '(.)]==

1,5

== min х (t), F:= i :х;2 (t) dt. Последняя величина хаpaRтеризует
[0,5; 1,5] 0,5

суммарное нарушение фазовоrо оrраничения. 3адача линейноrо про-

rраммирования решалае-ь итерациопным процессом, описанным в 48'е
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Таблица {

Расчет с 1t = 3 Расчет с k=5

у I '. I :t (2) I '. I ' I i у I Fо I :t (2) I '. I ' I i

о 0,0515 0,196 +0,100 0,031 О О 0,05 0,20 0,10 Ot03
1 0,186 0,268 0,200 0,128 О 1 0,30 0,60 0,20 0,147
2 0,432 0,400 0,300 0,291 О 2 0,61 0,72 0,30 0,337
3 0,583 0,350 0,400 0,428 О 3 1,02 0,84 0,40 0,606
5 0,986 0,250 0,600 0,791 О 5 1,16 0,60 0,60 0,823
7 {,438 0,150 0,800 1,087 О 7 1,42 0,38 0,80 1,i08
9 1,681 0,065 0,965 1,048 3 1. 1,65 0,30 1,17 2,111 1

11 1,384 -о 001 0,993 1,079 1 13 1,66 -0,00 1,00 1,348,

15 1,202 -0,001 0,943 0,985 2 15 1,27 0,00 1,00 1,019
20 1,125 О 0,930 0,987 2 17 1,17 0,00 0,95 0,978 1
25 1,095 0,007 0,977 1,079 2 20 1,14 0,00 0,97 0,987
30 1,071 -0,006 0,977 0,995 2 23 1,10 0,00 0,97 0,992
35 1,061 -0,003 0,985 1,040 1 26 1,08 0,00 0,95 0,998 1
40 1,037 0,007 0,975 0,993 4 29 1,06 0,00 0,97 0,997
45 1,033 -0,001 0,968 0,995 4 33 1,04 0,00 0,96 0,993 1
50 1,04{ О 0,979 1,03 1 37 1,03 0,00 0,97 0,998
55 1,037 О 0,970 1,03 i 40 1,04 0,00 0,98 1,009
65 i,ОЗ1 О 0,992 1,02 3 43 1.03 0,00 0,98 1,001
70 {,024 -0,002 0,985 0,998 5 45 1,02 0,00 0,96 0,994

о
о
о
О
О
О

2
1
О
1
3
О
4
О
9
9
7
3

в таблице приведено i - число итераций (пересчетов вектора g

в этом 8лrоритме).
Рис. 41 иллюстрирует процесс поиска решения

- на Heltl

изображены функции х (t) на нулевой 9-й, 25-й и 70-й итерациях.

I

11.-70
:r

{)

о 1,0

Рис. 41.

 t

Отметим характерные черты процесса поиска и численноrо

решения.
1. На первых итерациях решается «терминальная) задача-

Jlаходится 'rрвектория {и (.), х (.)}, удовлетворяющая всем допол-

19.
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иительным условиям задачи. Процесс минимивации начинается
с 10-й итерации.

2. Функция х (t) довольно быстро стабилизируется в зоне фазо-
Boro оrраничения и вне окрестностей полюсов 8-Функций в u (t).
Большое число итераций связано с построением 8-Функций сумми-

рованием малых возмущений ои (t). При зтом постепенно умень-

шается ширина зоны «размазывания» о-функций, а значение ФУНК-
ционала РО понижается незначительно.

3. Эффективность построения 8-функций зависит от величины

разрешаемой на каждом счетном интервале вариации ш:

S;'+I/I 8uп.p/:I 8:+1/2-
Как уже отмечалось, числа S-, S +1/2 определенным образом

менялись в ходе поиска. Именно, на каждом счетном интервале
была определена величина r,,+'/1' которая после каждоrо шаrа

пересчитывалась и использоваласъ для назначения S-, s+ так,
как это описано в 34.

4. На рис. 41 видно, что вне зоны фазовоrо оrраничения, rде
точное решение есть х (t)=O, численное колеблется около нуля.

Это можно объяснить двумя факторами. Во-первых, такие откло-

нения от точноro решения дают малый ВRлад в x''ilt. и их трудно

убрать процессом вариаций первоrо порядка, особенно при нали-

чии мощноrо «конкурента& - нарушения фавовоrо оrраничения.
Вторая причина не столь очевидна и связаНt\ с характером точноrо

решения задачи в классе кусочио линейных функций.
Рассмотрим часть нашей задачи

1

min X\l(t)dt, х(О)=О, х(1)=1
о

в Rлассе кусочво линейных функций, коrда Х (t) определяется зна-

чениями О=Хо, X
11
Х2,.. .,xN=1 и

1

x(t)=x" + (t
- п't)(X"+1 - Х,,) при tп t t

п+}, t,,== п'С.

Напрашивающаяся аппроксимация очевидноrо 'l'очноrо реше-
ния кусочно линейной функцией с значениями ХО=Х1=. . .=

=ЖN_l=О' xN=1 - неоптимальна. Оптимальная фУНRЦИЯ опреде-
ляется реIIIением разностноrо уравнения (аналоr уравнения
Эйлера) *)

Хп_l+4Хп+Хп+l===О; Хо==О; x
N
=1.

*) Оно леrко получается варьированием формулы
1 В--l

:CI (t) dt -= i (x + :1:..:1:"+1 + X +1).
О "=0
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Решение: . .
.,
Х
N_з -0,02; X

N_2 +0,08; X
N_1 -0,27; x

N
==1.

ОНО Rолеблется, амплитуда колебаний убывает примерно в (1 + "3)
раз за mar. Численное решение имеет такой же каq ственнЫЙхарак-

тер, но, так сказать, с эффективным шаrом, в несколько раз
большим действительноrо.

5. Точное значение Ро==1; приближенный метод дал решение
с Po 1,025.ОПIибка в 2,5% состоит из двух qастей. Первая часть -

зто ошибка аппроксимации, возникшая из-за сужения задачи

на класс кусочно линейных функций х (t). Эта ошибка имеет

ПОРЯДОR шаrа 1: сетки {tll } и может быть вычислена по указанному

выше точному решению задачи в классе кусочно линейных Х (t).
При шаrе сетки "С=О,О2 точное сеточное решение дает Fo=1,0130
(для «напрашивающейся» аппроксимации F0=1,0133).

Вторая часть ошибки  1,2%- это ошибка поиска, связанная,
в частности, с «размазанностью» 8-функций. ОIпибку аппроксима-
ции леrко уменьшить, уменьшив "с; на ошибку поиска это практи-

чеСRИ не повлияет, ее уменьшение может быть достиrнуто увели-
чением числа итераций, уменьшением S и, быть может, увеличе-
нием точности некоторых промежуточных вычислений. Позтому
«размазанность» о-функции следует характеризовать не числом

счетных интервалов, а шириной BpeMeHHoro интервала: именно

она сохранится, если расчеты повторить, изменив лишь шаr сетки.

6. Точность соблюдения фазовоrо оrраничения может быть

леrко улучшена, если процесс поиска завершить несколькими

итерациями с значительно меньшим Iпаrом S (см. теорему 1,

21).
7. Сравнивая решение при k=3 с решением при k=5, видим,

что та же точность получена за меньшее число итераций. Увели-
чение числа точек k, аппроксимирующих фазовое оrраничение,
позволило использовать б6льmий шаr, и поиск протекал быстрее.
Но зато сама итерация стала более трудоемкой, и поэтому времен-
ная цена обоих решений примерно одинакова.

По этой же проrрамме решалась несколько иная модельная

задача, осложненная еще оrраничением на и: найти

2

min х
2 (t) dt

о

на решении уравнения

х=и; х(О)==1; и>О

при условиях

х(2) = 3,5;

х (t) > 1 + V2t при t Е [0.5; 1,5].



294 1>ЕШЕВИR зАДАq

Решение задачи очевидно:

r 1 при

I 1 +V2t при
x(t)=

1 + .'3I . v при

[ 3,5 при

Хараптер ПОИСI{а решения показан на

х

3.0

2,5

2,О

1.5

I I

I,О

(rп. 11I

0 t<0,5,

0,5 t<1,5,

1,5 t<2,
t=2.

рис. 42 функциями х (t)

о

l

' 5

!
· t

2,0

Рис. 42.

на нулевой, 6-й, 15-й и 67-й итерациях. Точное значение функцио-
нала РО

= 10,02, приближенное - РО
== 10,11; при этом фазовое

оrрапичение выполнено с 'l"Очностью х (t) > 1 + './2t - 0,01,

Таблица 2

t
.,

0.36 0.38 о.{о 0.42 0.44 0.{6 0.48 0.5 0.52

О 0,200 0,200 0,200 0,200 0,200 0 2OO 0,200 0,200 0,200
10 2,71 3 53 3,53 3.53 4,02 4,03 4,02 4,36 1,21 1,06,

15 2,45 3,90 4,85 4,85 5,95 5,95 6,39 6,86 0,94 1,09
20 {,34 1,27 3,27 4,39 7,98 7,98 8,59 10,51 1,37 1,29
25 0,69 0,01 1,35 2,69 6,25 10,16 12,53 14,71 1,26 1,34
30 0,03 0,03 0,03 0,19 5,14 10,17 14,04 18,28 1,36 1,40
35 О О О О 4,64 9,62 15,27 20,47 1,14 1,16
40 0,16 0,13 0,12 0,06 3,66 8,90 14,80 21,79 0,92 0,94
45 О О О О 2,67 7,91 15,92 23,51 1,00 1,00
50 О О О О 1,77 7,13 16,21 24,87 0,86 0,87
55 0,01 0,01 0,01 0,01 1,32 6,21 16,33 26,06 0,92 1,08
60 О о о о 1,04 5,87 16,13 26,53 1,13 0,99
67 О О О О 0,71 5,79 15,93 27,04 1,14 0,98
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1,5

Х (2)= 3,5 + 0,001, в точном решении x!'dt= 5,79, в приБJIижemюм
0,5

- 5,82. Общая ошибка в. значении РО
-.., 0,09 есrrь сумма ошибки

8IПIРОКСИмации -..,0,07 и ошибки поиска -- 0,03. Табл. 2 ИЛЛЮСТ-

рирует процесс построения О-функции; на ней приведеRЫ последо-
ваrr8льные значения и'Il+1/1 на интервалах, примьшающих к полюсу

 -функцииВ точке t= 0,5 (v - номер итерации).

* 36. Оптимальный режим остановки реактора

'Уравнения «движения» управляемой системы просты :

дх1

7I
=Ах'+ Ви - Сх1

- Dx.u,

дхl
А' '+А'fft=- х и,

O<t< Т.

(1)

Начальные условия

r..(x)= О: x
1
(0)= 1; х

2 (0)== 1. (2)

На искомое управление и (t) наложено оrраничение

и(t)EU: О<и< 1. (3)

Процесс рассматривается на интервале времени [О, Т'j, rде r> Т.

При этом предполаrается и(t) =: О при t Е [1\ T*J. Задача состоит

в выборе функции и(t), минимизирующей Функцион8Л
ро [и ( · )] == шах x

1
(е). (4)

 t T*

Таким образом. мы имеем задачу на отыскание

min шах х
1
(t).

u (.) t
(4*)

ф и з и ч е с к о е с о Д е р ж а н и е з а Д а ч и. 'Уравне-
ния (1) описывают средние значения концентраций радиоактив-
ных ксенона (х1) и йода (xl) в ядерном реакторе, причем исполь-

зуется простейmая «точечная) математическая модель. В действи-
тельноСТИ х1 и х" - суть функции не только времени, но и трех

прострапственных координат, а уравнения (1) в более точной по-

становке задачи были бы энменены существенно более сложной

системой уравнений с частными производными. Функция и (t) есть

среднее значение потока нейтронов в реакторе. Это значение под-

дается реrулированию и в данной постановке задачи шрает роль

управления. Оrраничение и (t) >= О имеет очевидный физический
смысл, оrравичение и (t) < 1 связаIIО с техническими возможно-

стями аппарата. А, В, С, D, А' - некоторые заданные посrrоявныс
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числа, зависящие от 'l'ехничесиих данных реактора. Задача сфор-
мулирована в безразмерном виде. Состояние {х1:::1, х

l==!; u 1}
являетСЯ стационарным для (1), таи как при ЭТоltl :t1=жl=О.

Необходимо остаНОВИТЬ реактор, т. е. перейти в состояние с u (t)==.

==0, т есть заданное время остановки (время переходноrо про-

цесса). Ищется такой режим и (t), при котором минимально значе-

ние «отравления» реактора ксеноном (4). Дело в том, что режим
остановки должен удовлетворять следующему условию: начав

выключение реактора в момент t=O, нужно иметь ВО3ltlОЖНОСТЬ
в любой момент времени t > О,
если возникнет внезапная необхо-

димость вновь включить ero, Т. е.

вывести на стационарный уро-
вень. Если, например, осущест-

v u

вить самыи простои режим оста-
новки {и (t)_O при t > О}, то

эволюция концентраций ксенона
v

и вода в соответствии с уравне-
ниями (1) будет происходить ток,

как зто показано на рис. 43 (качественно). Повышение х
1 (так на-

зываемое «ксеноновое отравление») приводит к изменению важной

характеристики реактора «<реактивности»). в частности, при
х1 (е) > Х1

, rде Х
1
определяется техническими данными аппарата

«(запасом реактивности»), реактор становится неуправляеltlым
в нем возможен только нерабочий режим u (t)==O. Таким образом,
в этом случае, если необходимость включения реактора возникнет

на интервале времени (t', t") (СМ. рис. 43), этоrо сделать не удастся.

Величина интервала (t"-t') для разных типов реакторов может

варьироваться от нескольких часов до суток, так что пренебречь
ею нельзя, особенно в аппаратах специальноrо назначения. Физи-

ческая постановка задачи включает в себя еще одно оrраничение
техвическоrо характера, связанное с реальными возможностями

изменения u (е):

)('

x
2(tJ

t' t '1
t

Рис. 43.

I dи/dt f аи. (5)

Однако величина а -1 настолько мала относительно характерных

времен в данной задаче (аТ fОЗ-104), что оrраничением (5)
можно совсем не пользоваться и принять для u (t) модель произ-
вольной «(измеримой») функции. Если найденное прй такой идеа-
лизации оптимальное реIпение u (t) онажется разрывным, а число

разрывов будет невелико (именно так и окажется), то аппроксима-

ция разрыIныыx решений, даже обращающихся в нуль, функцией,
удовлетворяющей условию (5), особых трудностей не представляет,
а ошибка такой аппроксимации (относительно значения функ-
ционала Fо) очень мала и заведомо меньше неточпости самой

модели (1).
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Реш е н и е з а Д а ч и м е т о Д о м п о с л е Д о в а т е л ь-

н о й л и и е а р и 3 а Ц и и (  19-21). Задача (1)-(4) была
одной из первых задач оптимальноrо управления, решавmейся
автором (в 1963 r.). Мноrие детали технолоrии тоrда еще только

отрабатывались, и сейчас можно указать на некоторые неудачиые

решения. Несмотря на это, задача была успешно решена, прове-
дена большая серия расчетов и составлена таблица оптимальных

управлений и минимальных значений Fо. В этой таблице было

два apryMeHTa; время управления Т и мощность реактора z,

через которую вычисляются коэффициенты А, В, С, D системы

уравнений. Анализ этоrо множества оптимальных решений позво-

лил уrадать rипотетическую структуру точноrо решения задачи.

R этому вопросу мы еще вернемся, а сейчас опишем метод решения
задачи в той форме, в которой он был реализован в 1963 r. Прежде
Bcero, математическая формулировка задачи была изменена:

u (е) было отождествлено с дополнительной фазовой переменной
:с
В (е), а в качестве произвольноrо управления ИСПОЛЬЗ0валась

функция v (t) =и. Задача сразу же усложнилась. Система уравне-
ний приняла вид]

dZl
(ft

== Ах2
+ Вх8 - Cx1

- Dx1
x
S

; x
1
(О) == 1;

dx2

1И=-Ах
2
+Ах

8
, х

2

(0)== 1; (6)

dx'

(ft=v. х
З
(О)==1.

O t T.
1VIинимизируется Фуннционал

F
o [и ( . )] == Пlах х

1
(t). (7)

t

Вместо простоrо условия О и(t) 1 появляются rораздо более

сложные оrраничения в фазовом пространстве:

F1[v(. )1 := шах XS(t) 1,
o t T

F
2 [v(. )] =: min x

3
(t»O,

o t T

(8)

и условие на правом конце траектории

F
3 [v ( · )] == хВ

( Т) == О. (9)
Заметим, что с бесконечным интервалом времени в (7) никаких

особых трудностей нет. Можно либо указать такое значение r

(не очень большое, Т* 21'), что шах х
1
(t) = шах х

1

(t), либо,
O=Q<w O t:Q'.

-
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решив аналитически систему (1*) с и (t)= о на интервале [Т, 00]
и найдя шахх1(t)=ф[х1(Т), х

2
(Т)1, заменить выражение (7) на

2'Е;'

выражение
тах {шах х

1
(t), Ф [x

1

(Т), х,. (Т)]}. (10)
oE;;t 2'

В расчетах использовался первый способ (назначение Т*). Анали-
тичеСIiое выражение для Ф мы не выписываем, так KaIi оно без труда
может быть получено читателем.

ИтаIi, вместо задачи (1)-(4), в которой был лишьодип функцио-
нал Fo , не имеющий производной Фреmе, мы получили задачу
с тремя функционалами, Fо' Fl' F2, дифференцируемыми лишь

по направлениям, и с одним, дифференцируемым по Фреше,
ФУНlЩионалом F3. Правда, в новой задаче нет rеометрических

оrраничений на управление, но учет таких оrраlШчений менее

Bcero затруднителен в расчетах. Однако зто усложнение было

оправдано, объяснить причины удобнее неСКОЛЫiО позже. Задача
реmалась по схеме 19-21. CeTIia для управления состояла

из 64 точек, причем из них 50 приходилось на «активНЫЙ учаСТОJ(»
(О, Т], остальные - на пассивный (Т, Т*). Интеrрирование самой

системы (6) осуществлялось с шаrом, заметно меньшим mara сетки

для управлеlШЯ. Вариация Функционала Fо аппроксимировалась
тремя точками 'с;, для аппроксимации F1 и Р2 использовалось

по две точки. Нужно иметь ввиду, что отсутствие производных

Фреше у Fo, F1 , F2 есть существенное обстоятельство, так как

оптиы льнаяя и близкие к ней траентории имеют следующую

структуру: определим на (О, Т* 1 множества:

Mo=={t: xl(t) maxxl(t)-€), е>О,
t

M1
== {t: х

з
(t) 1- е},

M
2
== {t: xS(t)<e}.

Множество Мо состоит из интервала длиной Р-о и одной точки

t* > Т, М1 И М2
- суть интервалы (на [О, Т) длиной f!1 и l!2.

При этом l!0+l!1+l!2=T. Таким образом, задача определения
вариации управления 8р ( .) приводила к задаче линейноrо про-

rраммирования (см. 48) с числом неИ8вестных N=50, с числом

строп равным 8: три строки аппроксимировали 8Fo , две - 8Fl ,

две - 'OF2 и одна
- 'OF8; вектор е={1; 1; 1; О; О; О; О; О}. Реали-

зация одной итерации (вычисление 8р (t) и переход от v (t) R v (t)+
+ 8v (t) требует следующих вычислений:

1. Интеrрирование системы (6) и вычисление Fo, . .
.,
Fз .

2. Трехкратное интеrрирование сопряженной системы с на-

чальнЪ1ШI данными ф= {1; О; О}, заданными в точках аппроксима-
ции БFо : 't

1, 'с
2 , 't

3; интеrрирование ведется справа налево; при,
t > 'с; попаrаем ф(l) (t)==O.
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3. Интеrрирование сопряженной системы для точеli аППРОliСИ-
мации '1:4' 1:6 (ДЛЯ 8FJ, 1:6'  'l(для 8F2) и 1:

в=Т (для 8Fэ) с началь-

ными данными Ф (1:.)= {О; О; 1} времени фаliтически не занимает,

так кан

{
{О; О; 1} при t 1:i ,

ф(t)=
{О; О; О} при t>'t,.

4. Решение задачи линеЙНоrо проrраммироваIШЯ. В начестве

начальноrо управления зцдавалась обычно функция

и(t)= (1- t/T); v(t)= -1/Т, (11)

хотя HelioTopble расчеты для контроля проводились И при друrих
исходных даIШЫХ. СтандартНЫЙ расчет СОСТОllЛ из 50-60 итераций
(30 минут на машине М-20, имеIощей 4096 ячеек оперативной па-

мяти и быстродействие 2.10. операций в секунду). Последние 10-
20 итераций не давали, по существу, понижения значения Fo .

Rali оказалось в дальнейшем, значение min Fо находилось с точ-

ностью 1 %-0,5%. Это выяснилось после Toro, кан были получены
точные решения задачи, уrадаlШые в результате анализа числен-

ных.

Расчеты показали, что оптимальная траентория может иы тьь

две следующие xapaliTepHble формы.
1. При малых временах управления Т Т

Ер (z) (напомним,
что z - параметр системы, определяюЩИЙ значения А, В, С, D)
ОПТЮlальное и (t) имеет вид

{
Опри O t<tl'

и(t)-- 1 при tl<t Т;
t1 , разумеется, есть функция от z и Т; соответствующие нривъtе
т

Jq> (z), t1 (z, Т) были построены по результатам расчетов и частично

приведены в работе [2]. Функция x
1 (Т) В атом случае имела два

локальных максимума: в точке t1 < Т и в точне t' > Т, причем
x
1 (t') > х

1 (t1) и, следовательно, функционал РО является диффе-
ренцируемым по Фреше, так как множество Мо состоит тольно

ИЗ одной точки t'. По мере приближения Т к Т
Ер (z) значения

х1 (tJ и х1 (t') выравниваются, и при Т > Т
Ер

оптиы пьныйре-

жиы (12) недействителен, он заменяется друrим, более СЛОЖШdМ.

Заметим, что Т
JtP сравнительно мал6, и режиы (12) практически

не очень интересен, так как он дает слишком большие значения

min Foe
2. При

(12)

т > т
кр

оптимальное и (t) имеет вид

I
о при О t < t} (t Е М2),

и(t)== u"(t) при tl t<t2 (tEMo)'
1 при tl t Т (tE М.).

(13)
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Функция X
1 (t) устроена следующим обраЗОl\-I; на интервале (О, t1)

она возрастает до значения Fo=max х
1 (t), на интервале (t1 , t2)

t

она остается ПОСТОЯlШой, х
1 (t)==Fo, затем на интервале (t2 , Т)

падает, а на пассивном участке (Т, Т*) сначала возрастает,

в точке 'tз достиrает максимума, paBHoro Fо, затем спадает (асимпто-
тически, при t -+ (Х), до нуля). На рисунке 44 изображено получен-
ное численно оптимальное решение {х1 (t), х

З (t)}. Отчетливо про-
сматривается структура (13), хотя функция и (t)=XS (t), конечно,

далеко не идеаЛЫIа.

u х'

f

t=T
8

t
о

Рис. 44.

То'ЧНое решение вадачи можно найти, вная струнтуру (13). Оно опреде-
ляется двумя параметрами t11 t2 , Вbl'ЦIсление которых требует решения ве-

которой нелинейной системы уравнений. Мы оrраничимСЯ вдесь только общими
указаниями, не доводя дела до окончательных формул. Итак, пусть заданы
числа '11 '2 .

1. На (О, t1) интеrрируется система (1) с u (t)=O. Получаем ввачение

FO=Zl (е1).
2. На (t11 t2) условия х

1 (t)=Fo и х
1=0 дают возможность выравить и* (t)

из первоrо уравнения (1):
Ax2 (t)-СFо

и* (t) = В + D РО

=ах
2 (t) + . (14)

Подставляя (14) во второе уравнение (1), получим уравнение

х2 = (а - А) х
2
+ A , (15)

которое элементарно интеrpирую'ся на (t1, '2) с начальными данными XJ ( ),
полученными выше.

3. На интервале (t2, Т) система (1) интеrрируется с u (t)=1 и с иввестными

данными Коши z (t2).
4. На (Т, со) система (1) интеrрируется с u (е)=О, и опреДeJIяется ана-

чение х'" = тах х1
(t). Заметим, что все вычисления MOryт быть ISЪJполнены

е>т

JJ конечном виде.

Описанная выше процедура определяет величины РО , ж* как функции tt,
e . После aтoro можно обычными методами решить а8дачу: найти

min Р
О (е" еа ) nplf УСЛО8ИИ FQ (t}, ta):=,;: z,* (t.. t,).

'.. '1
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в наших расчетах (облеrЧ8вmихся наличием хороших И8Ч8ЛЬНЫХ приближе-
ний для t1 , t2) сначала при фИRсированном t1 находилось (t1) решением
(методом Ньютона) уравнения Fo (t1 , t2)==x* (t1 , t2). Посл" этоrо Fo становится

функцией только одноrо параметра t1; то, 'Ч'l'О эта функция определена некото-

рым алrоритмом, а не формулами, не очев:ь важно. Затем метод параболи-
чеСI\ОЙ аППРОI\симации повволял бев особоrо 'l'руда найти min ро .

t.

не будем вдаваться в детали вычислительной технолоrии,
так как они в основном аналоrичны описанным в 20, хотя, ко-

нечно, применялись в то время в менее четкой форме. ОсобеlШО
следует отметить важность нормировки функционалов.

Отметим теперь те методичесни неудачные моменты в построе-
нии алrоритма численноrо решения задачи, о которых уже упоми-
налось, и ноторые, безусловно, помешали получить результаты

с меньшими затратами машинноrо времени.

1. Следовало х
З (О) считать не фИRсированным значением,

а элементом управлеIIИЯ, и искать ero одновременно с v (t). Фикси-
руя х

3 (0)=1, мы ввели в и (t) еще одну точку разрыва при t=O,
а ведь в терминах v (t) получить разрыв в и (t) - это значит по-

строить 8-функцию В v (t) процессом малых вариаций v (t) -+

v (t)+  v(t). А это всеrда трудно и приводит К большому числу

итераций и «размазыванию) разрыва в и (t).
2. Следовало отбросить условие х

з (т)=о, заменив систему (1)
на (О, Т*) составной системой, что соответствует задаче только

на (О, Т) с заменой nыран(ения (4) для Fo на выражение (10). Это

привело бы н устраlIеНИIО еще одной 8-ФУНRЦИИ в V (t), имеющей
полюс в точке Т.

Отбросить условие х3 (Т)=О тем более выrодно, что ero нужно

было получать с высокой степенью точности: (хз (Т)( < 10-6;
в противном случае в некоторых вариантах (при больших мощно-
стях z) отличие и (t) от нуля на (Т, Т*) заметно влияло на

значение

шах х
1
(t).

t>T

3. Наконец, был использован не самый удачный способ разме-
щения точек аппроксиы цииина множествах Мо, М1' М2, а именно:

в качестве точек 1:1' '1:1' 1:з выбирались узлы сеТRИ t" для управле-

ния, в которых значения х1 (tп) больше, чем во всех остальных.

Тем не менее задачи решались надежно, с хорошей точностью

и за вполне разумное маШИlШое время. С учетом нанопленноrо

с тех пор опыта можно было бы сонратить число итераций. Обсудим
целесообразность замены управления и=v, ноторая, кап отмеча-

лось, существенно усложнила форму задачи. Rоrда автор начинал

эту работу, не имея еще опыта решеlШЯ подобных задач, замена

была произведена с тем, чтобы иметь дело с более rладними функ-
циями 8и (t)=  !(t), удовлетворяющими уравнению Б$3=  v
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с малой правой частью. В свою очередь это должно было при-
вести к лучшей точности в аппроксимации

8Fo [w(. )] шах 8xl
(1:i ). (16)

.=1, 2, 3

Однано в дальнейшем, коrда были сделаны попытни обойтис 
без замены и на v и решать задачу в более' простой (формально)
постановне (1)-(4), обнаружились и более rлубоние ПРИЧШlы,

оправдывающие переход к задаче (6)-(9).
Это особеlШО ярно проявляется в задачах для аппаратов с боль-

ШОЙ мощностью z. Дело в том, что в этом случае ноэффициенты
А, В, С, D очень велики ( 100)
при T 1,072,0. Заметим, что с этим

связаны и определенные трудности

Шlтеrрирования системы (6) и со-

пряжеlШЫХ систем. rрубо rоворя,
шаr численноrо интеrрирования dt

должен быть такиы ,чтобы выполня-

лось неравенство IdtAI < 1, rде
А - максимальное (по модулю) соб-

't
j t ственное значение матрицы fs (t) (для

системы ж=! (х), а величина А -

Toro же порядка, что и ковффи-
циенты системы (1). В принятой

в расчетах схеме обеспечить необходимую точность интеrрирова-

ния было несложно, хотя шаr се1':КИ для и был с втой точки зрения

очень велин: 6.t=T/50 dt. Однако, кроме BToro, есть и еще

одно неприятное обстоятельство: решение сопряженной !i (1) си-

стемы

{и

ш(tJ

I

L
Рис. 45.

-ФI=- (С+ пи) Фlt
(17)

-Ф2=АФI-АФ2
- суть быстро убывающие (влево) функции типа экспонент.

Поэтому и Фуннциональные производные

дх1 ('ti)
== ш. (t) (18)ди (t) ·

имеют характер, качественно поназаннЪ1Й на рис. 45. На значе,

lШе x1 (1:.) влияет в основном лишь вариация  и(t) в малой OKpeCT 
ности точни аппроксиы циии1:

i ; вариации же управленИII вне Ma 

лых окрестностей точен 1:. почти не повлияют на значения х (1:;),
входящие в аппронсимацию (16), но существенно повлияют на зна-

чеlШе 8Fo . Замена 8й=  vменяет ситуацию: функциональная
производная т, (t)=дх1 (1:.)/дv (t) показана на ТОМ же рис. 45.
Можно еще иначе трактовать вту замену: в процессе варьирова..

ИИЯ и (t) -+ и (е)+ 8и (t) испопЬ8УЮТСЯ функции  и(е), малые
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не только в норме шах 18и (t) 1, но и в норме шах 18и (t) 1. Во всяком

t t

случае, попытки решения задачи в постановке (1)-(4) при 11 точ"

ках аппроксимации в задачах с большими z оказались неудачными,
хотя трудоемкость задачи увеличилась - увеличился и вертикаль-
ный размер задачи пинейноrо проrраммирования, увеличиласъ
и трудоемкость вычислеlШЯ функциональных производных, так как

теперь сопряженную систему нужно было интеrрировать 11 раз,
а не три, как было раньше. Разумеется, зтот прием имеет и отри-
цательные последствия: вместо разрывов в и (t) нужно получить

О-Функции В v (t). Соответствующие дефекты численноrо решения

«(размазанные) разрывы в и) хорошо видны на рис. 44.
В а р и а н т ы з а Д а ч и о б о с т а н о в к е р е а R т о Р а.

Задача решалась и в друrих постановках. Например, время Т

считалось не фиксированным и входило в обобщенное управле-
ние - комплекс {и (.), Т}, который нужно было определить реше-
нием задачи: найти

шin Fo [и ( .), Т], rде Fo [и( .), Т] := Т, (19)
u (.), т

при условиях

F) [и ( .), Т] X1 , rде F1 ==. шах х1
(t), (20)

o t T+AT

O и(t) 1.

Здесь Х1
- задаlШое число, дТ (время проведения работ) также

задано. Таким образом, мы имеем задачу быстродействия с фазо-
ВЫМ оrраничением. Решение ее осуществлялось примерно так же,

как зто описано выше (см. [3]), и само оптимальное управление
имеет такой же характер (13). Решалась за ачаи gля очень мощ-
НЫХ аппаратов, в которых, кроме отравления ксеноном, нужно
было учитывать и отравление друrиы злементом (самарием). Си-
стема уравнений (1) расширялась добавлением еще двух:

жЗ=с(и-х
З
), ж5(О)= 1,

жl=а (х
з
- иz4), х4:(О)= 1.

Меняпось и выражение для р
о:

р
о [и ( · )] == шах [х1

(t) + lж4 (t)]
o tE;ro

(21)

(22)

(а, с, l - заданные числа). Заметим, что бесконечность Шlтервала
времени здесь существенна, так как, в отличие от х

1
(е),

lim х
4
(t) > о. Оптимальное управление в этой задаче оказа-

t..",oo

лоСь сложнее, структуру точноrо решения уrадать не удалось.
I-Ia рис. 46 показана функция (t) х

1 (t)+lx4 (t) для численно

оптимальноrо и (t). Характерно, что l\IножеСJВО Мо
= {t : (t) =
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= шах f (t)} состоит из четырех изолированных частей: из отревка
'1

[t", t"'] и трех изолированных точек t' < t", t* > Т и t=oo *).
С беСRонечностью и здесь никаких проблем нет, так как (00)
леrно вычисляется аналитически через х (Т). Эта задача реmаласъ
так же, как и первоначальная, но на машине в три раза более

быстрой. Число точек аППРОRсимации для Fo было увеличено
ДО 5-6. Что касается оrраlШчений О < и (t) < 1, превращаю-
щихся после замены й=и в фазовые оrраничения (8), то на rpa-

ницы О и 1 и (t) в процессе поиска не вышло. Дело в том, что для

этих задач было характерно не-

обычайно сильное влияние вариа-

ции ои (t) на  Fо. Поэтому интер-
вал, на котором в точном решении
и (t)=1, был настолько мал, что

ero не удалось поRрЫТЬ несколь-

киы иСчетными интервалами сет-

ни для и (в этих расчетах она

содержала 100 точек на [О, Т]),
хотя сетка была взята неравно-
мерной: mar был существенно мень-

шим Т/100 в начале и в нонце интервала [О, Т]. 11а рис. 46

в действительности изображена функция ер (п), rде п - номер
ТОЧRИ сетки для управления.
И с т о р и я з а Д а ч и. Вопрос о постепенном выключении

реантора был сначала поставлен физиками (см. [22], стр. 377)
И решался типично инженерными средствами: в [98] строилось
трехпараметрическое семейство управлений и (t; а1 , а2 , аз) и

реmалаеь (численно) задача определения шiп тах х1 (t).
CIt t

В принципе, при подходящей RОНСТрунции семейства и (t; а)
таким образом можно получить почти точное решение. 110 в [98],
при отсутствии информации о решении, семейство и (t; а) содер-
жало лишь монотонно убывающие функции, которыми нинак

нельзя аппроксиы роватььрешение (13); поэтому эффект TaKoro

«оптиы льноrо)}} управления был незначителен (по сравнению
с тривиальным выключением). Четкая постановка задачи о выклю-

чении как вариационной была дана Р. Беллманом [7]; был пред-
ложен и алrоритм ее решения, использующий идеи динамическоrо

проrраммирования (см. также [8], [9], [4]). в дальнейшем в МОИО-

rрафии [4], специально посвященной этой задаче, были опубли-
кованы данные о реализации этой проrраммы. ОIШ заслуживают

подробноrо комментария. заметны еще, что вычислительная схема

'f
Fп ' 7

-

I
I
I

I
I
I

о т

Рис. 4е.

t

*) Вдесь ииеется ввиду, что lim (х) = шах (х).
'-+ro t
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метода [4] имеет MHoro общеrо со схемой 15, однако в некоторых

пунктах существеlШО от нее отличается.

р е m е н и е м е т о Д о м Д и н а м и ч е с к о r о п р 0-

r р а м м и р о в а н и я. В [4] алrоритм дипамическоrо проrрам-

мирования был использован для реmеIШЯ следующей конкретной
задачи. Система уравнений иы лаa вид

x
l
== fl (х, и): хl == -0,724xl

- 20ихl
+ 19,67х2 + 1,05и;

X2 ==j2(X, и): х2== -т+и; (23)
x

l (О) == 1; х
2
(О) == 1;

O и(t) 2при O<t<T==1; и(t) == O при t>T.

НепосредствеlШО решать задачу на min шах x
l (t) алrоритм не

u t

позволяет, поэтому рассматривается друrая: найти

min xl
(ТО) при УСЛОВИII тах х

1
(t) Хс ' (24)

t<T

rде ТО > Т либо задано, либо ТО == arg тах х
l (t).

t>T

Решая (24) с разными х" и добиваясь (подбором) совпадения:
х
с
== шах х

1

(t), можно решить и исходную задачу. На интервале
t>T

управлеIШЯ [О, Т] вводится равномерная сетка точек to , t1 , . . .

. .
.,

tN= Т (в [4] N==20), в каждой точке определен экземпляр сетки

в фазовом простrаПС1'ве {x
1

, х
2 }, понрываюЩИЙ область возмож-

ных значений x
1

, Х" (здесь она леrно оценивается: О х
1

Хс '

О х
2 2). В [4] сетки имели по ЗОхЗО узлов. На каждой

сетке SVl определена функция FVl (x1
, х

2
).

Эта функция (функция Беллмана) имеет простой содержатель-
ный смысл. Пусть в момент tVl система находится в состоЯНИИ

{x1
, х2}, и определяется оптимальное управление на отрезке (t,., Т).

Тоrда FVl (x1 , х
2) есть минимальное значение x1.(To). Функции F"

IIоследовательно вычисляются для п=N, N-1, . .
., 1, с помощью

уравнения динамическоrо проrраммирования (см. 44).
1. I-Iачальные даlШые: на интервале (Т, То] при и:=О си-

стема (23) элементарно интеrрируется и находится функция
x

l (ТО) =: Ф [xl
(Т), х

2
(Т)].

Тоrда FN (x
l

, х2) === Ф [х
1
, х

2
].

2. Определяется в узлах сетки фуннция FN-l (x
1

, х
2
) ИЗ урав-

нения

FN-1(X
I

, Т)== min FN [x
1
+dt. jl(X, и), x2+dt. J2(x, и)]. (25)

 и 2

rде f. (х, и)=f. (х1 , х2, и) - правые части (23). Анализ системы
с помощью ПРИНЦШIа максимума показывает, что оптиы льноеe

управлеIШе релейно (и=О или 2). Поэтому в (25) нужно сравнить

20 Р. п. Федоревно
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только два значеIШЯ. Разумеется, точки з;l+dt. /1, x2+dt. /2 не по-

падают в узлы сетки SN, поэтому необходимые значения интерпо-

лируются.

3. Таким же образом находятся сеточные функции

FN-2, FN-s,..., F1 (x
1

, х
2).

4. Определяется оптимальное управление Ull+1
/Z на интервалах

(tll , t,,+l). Сначала при заданных x ,x ,решаем задачу: найти

min Fl[x +dtjl(XOIи), x +dt.j2(Xo, и)], (26)
O " 2

и получаем UI/J (=0 или 2). Однако в (25) используется слишком

rрубая схема численноrо интеrрирования, поэтому для определе-

IШя хl=х1 (tJ, xi система (23) интеrрируется с найденным U.J./1
с необходимой точностью.

5. После определения хl, xi из уравнеIШЯ типа (26) находится
оптимальное и11/2 ; далее интеrрированием (23) находятся x ,х;
и Т. д.

Таким образом, получено управлеIШе ([4], стр. 95):

{
Опри t Е (О; 0,7) U (0,75; 0,9)

и(t)= 2 при t Е (0,70; 0,75) U (0,9; 1,0).
(27)

R сожалению, по приведенным в [4] данным трудно понять,
какая именно задача решалась. По некоторым признакам То

было задано, однако для Hero приведено значение То
= Т=1,

что совершенно бессмыслеIJНО. Мы будем анализировать резуль-
таты так, кан если бы реlпалась задача на min тах х1 (t). Если

u t>'l'

В действительности решаласъ задача с заданным То в диапазоне,

например, 1.,3Т Т 3Т, выводы были бы такими же (даже
количественно). Оптимальные управления для всех таких задач

почти не отличаются друr от друrа.

Прежде Bcero рассмотрим ВОЗl\lожные источники ошибки при-
ближенноrо решения (а здесь, кан мы увидим, ошибка по значению

минимизируемоrо фуннционала  20%):
1) ошибочное предположение о релейном характере управле-

ния;

2) rрубость сетки с marOM dt=T/20;
3) использование в уравнении (25) rрубой разностной схемы;

4) интерполяция F
II (х) в уравнениях (25), (26).

Траектория, соответствующая управлению (27)t такова, что

при t=0,7 х
1 (t)=8,145, т. е. достиrает значения х.=8,15.

Поэтому первый импульс в и необходим, иначе будет нару-
шено оrраничеIШе х

1 8,15. Однако предположеIШе о релейном
характере управления при столь большом шаrе сетки (dt=0,05)
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привело к существенноltlУ завышеНИIО величины иы ульса::
0,75.

иdt= 0,1. Заметим, что само по себе предположение о релейности.
0,7

даже если оно ошибочно, не исключает возможности получения

достаточно точноrо решения, если управлеIШе входит в задачу

линейно: любое и (t) может быть сколь уrодно точно аппроксими-

ровано релейным. I-Io точность такой аппроксимации существеlШО

зависит от шаrа сетки 110 t. Более Toro, даже если оптимальное

управление действительно релейно (а в данной задаче есть и учас-
ток релейноrо управления

- В1'ОрОЙ Иl\IПУЛЬС), С вычислительной

точки зрения лучше не связывать себя этиы оrраничением. Ведь

при сеточном описании измеримых функций u (t) есть два способа

трактовать таблицу значений и:

1
ип

=== и (tп) и ип+1/2
==

t _ t11+1 1'1

t
п+ 1

иdt,
tп

и в вопросах управления системами дифференциальных уравнений
второй способ более естествен: на траекторию влияют не MrHoBeH-

ные значения и, а средние по малым интервалам. мы имели уже

случай продемонстрировать это в 27, и здесь тоже будет ПОК8-

зано, что, отказавшись от релейности, мы расширяем возможности

аППРОКСИl\-lации .

ОТl\tlетим осноnное отличие данной реализации метода динами-
ческоrо проrраммирования от схемы ВЫЧИСJIеIШЙ 15. Оно связано

с использованием интерполяции функции Беллмана F (х1
, х

2)
С узлов сетки. Этим снимается оrраничение на шаr сетки в фазо-
вом пространстве типа h=o (1:), необходимое в схеме метода

I-I. Н. Моисеева. BJtIecTe с тем интерполяция является источником

определенных ошибок, тем более, что сетки приходится брать
сравнительно rрубые. Кроме Toro, используя интерполяцию, не-

явно предполаrают наличие у функции Беллмана таких свойств

rладкости, которых может и не быть. Известны простые приы рыы
задач, в которых функция Беллмана разрывна, а наличие разры-
вов производной может считаться почти общим явлением. Схема
вычислений 15 может быть (при h=O (1:2» обоснована без всяких

предположений о свойствах функции Беллмана. Что касается

реализации алrоритма на ЭВМ, то в даlШОМ случае наибольшие

оrраничения связаны с ресурсом памяти. Вычисления в [4] тре-
буют N таблиц по 30 х 30 величин, однако при вычислении очеред-

ной функции F" (x1
, ;с2) В оперативной памяти HYrRIIO иметь ТОНЬКО

две такие таБЛИЦЬJ.
Для упраВJlения (27) шах х

1
(t) == 5,522. 3адача БЫЛ8 решена

t>'l'

методом DоследоIJ8телыiйй ЛJIвеаРИВflI\иtJ (  19-21). Б J\8честве

20-
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наЧ8льноrо приближения бралась функция и(t)=O,1, процесс ре-
шения понаван в табл. 1 для сетни С N == 100 (время по БЭСМ-6

Таблица 1

Н=20 N=100

\1 I max xl
(t) I max хl

(t)
.,

тах х
l
(t) I roах xl (t)

t <Т t>T t<T '>Т

о 4,45 5,60 О 4,45 5,60
5 5,15 4,89 5 5,296 4,886
10 7,04 4,72 10 7,080 4,788
15 7,25 4,67 15 7,207 4,672
20 7,75 4,63 20 7,675 4,633
25 8,03 4,62 25 7,865 4,614
30 8,06 4,60 30 8,169 4,600
35 8,15 4,594 35 8,060 4,593
40 8,15 4,585 40 8,146 4,586

около 2,5 :минут) и для сетки с N == 20 (0,5 МИНУТ). В таблице 2

представлены: v - номер итерации, шах хl
(t) И шах х

1
(t). Анализ

t<T t>T
численных результатов позволяет предложить простые аппронсима-

ции оптимальноrо управления:

{
Опри tE(O; 0,7) U (0,7032; 0,95),

1. и(t)= 2 при t Е(О,7; 0,7032) U (0,95; 1,0);

I
о при t Е (О; 0,7) U (0,75; 0,95),

11. и(t)= 0,128 при tE(O,7; 0,75),
2 при t Е (0,95; 1,0);

I
о при t Е (О; 0,7),

и(t)= 0,025 при tE(0,7; 0,95),
2 при t Е (0,95; 1,0).

111.

Все они объединены общими характеристиками: величина вто-

1,0

рото импульса: I иdt=O,1, и величина первоro импульса равна

0,95
0,0064, причем в 111 этот импульс растянут до t=O,95. Эти ре-
шения представпены в табл. 2, 1 - III (последнее в таблице значе-

ние t === arg шах xl
(t».

t>T

Решение методом математичесноrЬ пр 0-

r р а м м и р о в а н и я. Для той же системы (23) решение ва-

риационной задачи было опубликовано в [75] (1965 r.); затем

ово было подробно освещено 1$ [76] (русский перевод [77]). Эта
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Таблица 2

1

t I о I 0,7 I 0,7032 I 0,95 I 1,0 I 2.04

х1 I 1,0 I 8,157 I 7,197 I 7,990 I 1,279 I 4,546

х
2 I 1,0 I 0,4966 I 0,5014 I 0,3917 I 0,4702 I 0,1660

и I о I 2 I о I 2 I о

11

t I о I 0,7 I 0,750 I 0,95 I 1,0 I 2,02

х
1 I 1,0 I 8,157 I 7,371 I 7,964 I 1.275 I 4,545

х2 I 1,0 I 0,4966 I 0,4786 I 0,3919 I 0,4703 I 0,1695

и I о I 0,128 I О I 2 I о

IIJ

;. е' I о I 0,7 I 0,950 I 1,0 I 2,04 Iо..
.

х
1 I 1,0 I 8,157 I 7,878 I 1,26'. I 4,543 I

х2 I 1,0 I 0,4966 I 0,3923 I 0,4707 I 0,1663 I
и о 0.025 2 О

раБО1'а заслуживает подробноrо комментария как характерный
пример , подтверждающий тривиальность решения задач опти-

мальноrо управления «В принципе» и сложность их фаRтич:ескоrо
решения. Б [77] предлаrается и используется следующая простая
Схема решения. На интервале [О, Т] вводится сетка с перемеlШЫМ
шаrом 

t
o
= О, t) = to + Тl/2 , . . ., t"+l = t" + Тп+1/1' ...

Дифференциальные уравнения заменяются разностными:

Х,,+) = Х"+ Тп+I/2
· f (х", U,,+1/1). п == 0,1, . .

.,
N - 1. (28)

В [77] решается задача быстродействия при оrраничении в фа-
зовом пространстве шах х) (t) Х

С
. ЭТО условие, тан же кан и or-

t

раничение О и 2, очевидным образом порождает оrрапичения

x Х,; О и,,+l/a < 2. (29)
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Таким образом. получаем задачу математическоrо проrраммирования:

найти

N-l

min Тп+1/1 при условиях (28), (29).
,,=0

(30)

Искомыми переменlIыми являются: x ,х:' u,.t-1/J , т,.+1/18 В [77]
N=12, и решение вариационной задачи свелось к дискретной
задаче с 48 переменными, с 24 условиями':равенствами (28) и 36-ю

условиями-неравенствами (29). Это - изучеlШая задача, для ее

решения разработано большое число алrоритмов, включенных

в систему математическоrо обеспечения совремеlШЫХ ЭВМ.
Остается воспользоваться таl ОЙпроrраммой. Именно так и ре-
шается задача в [77], причем используется проrрамма безусловной
.мuиu.м,uзацuи: с помощью штрафных функций задача сводится
к минимивации одной функции от 48 переменных. МИНИМУl\1
ищется каRИМ-ТО вариантом спуска по rрадиенту (в друrих ме-

стах [77] упоминается обобщенНЫЙ метод Ньютона, в котором

используется матрица вторых производных минимизируемой функ-
ции). За 8 минут работы IBM-7094 было получено решение, пред-
ставленное заимствованной из [771 (стр. 150) табл. 3.

Таблица 3

n T
n _I/2

U
n_I/2

.10З xl х2 n Tn_I/2 Un-'I..10"1 ,хl 1 ,х2
п 13 п п

1 0,032 4,67 1,001 1,000 7 0,032 4,67 1,007 1,000
2 0,032 4,67 1,002 1,000 8 115,O35 0,07 4,796 0,799
3 0,032 4,67 1,003 1,000 9 0,034 2,14 4,737 0,799
4 0,032 4,67 1,004 1,000 10 0,032 2,14 4,797 0,799
5 0,032 4,67 1,005 1,000 11 0,032 2,14 4,798 0,799
6 0,032 4,67 1,006 1,000 12 533,921 129,05 4,800 0,177

Обратите внимание на в-ырожденность временн6й сетки: по су-

ществу, [О, Т] разбит толъно на два счетных интервала., осталь-

ные - практически нулевые. Этот же дефект имеет решение

BToporo варианта задачи ([77], таблица на стр.151). Никакоrо отно-

шения к реmеlШЮ диффере нциальныхуравнений табличные функ-
ции не имеют. Любопытно, что одно из таких «решений) было про-

контролировано расчетом с N=20, получено совпадение по Функ-
ционалу с точностью до 0,15%, и можно утверждать, что «ошибка

дискретизации является допустиы ййдля практики» ([77], стр. 151).
Это совпадение связано, видимо, с тем, что и сетка с N=20 столь же

вырождена и состоит ив тех же двух счетных интервалов.

Содержательное обсуждение подобных решений бессмысленно,
здесь нельзя даже rоворитъ о какой-то, пусть не очень высокой,
точноеТIJ. Характерно, что используемый метод полностью обосво-
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BaH есть теоремы о том, что решение разностной задачи (28)
при достаточно большом N аПIIроксимирует решение исходной

задачи, есть теорема о том, ЧТО минимум cOCTaBHoro функционала
метода штрафных функций (при достаточно больших коэффициен-
тах штрафа) аппроксиы руетT решение дискретной задачи (28).
Есть, наконец, и теорема о сходимости (при достаточно большом
числе итераций) используемоrо в стандартной проrрамме метода
поиска минимума. 110 если зто так, значит,  (ожнокак-то испра-
вить положение и получить этим методом приемлемые результаты.
Что же для 3Toro нужно сделать? Прежде Bcero, ввести оrраниче-
ние на mаrи типа Т- < Т'п+'/s < Т+, предупреждающие вырожде-
ние сетки. Далее, число N следует увеличить. Леrко оценить тре-
 уемыйдля точности (допустим, 1 %) шаr интеrрироваIШЯ. Для
схемы первоrо порядка точности относитеЛЫlая ошибка ЧИСлен-

Horo интеrрирования имеет величину IAdtl, rде А
- максималь-

ное по модулю собственное число матрицы fzt оно здесь леrко оце-

нивается: при и=О, А=1; при и=2, А==40. ТаRИМ образом,
число N нужно увеличить хотя бы в 10 раз, а если рассчитывать

(не зная заранее, какие u появятся в процессе решения) и на си-

туации и=2, следует взять N 1000*). Если считать, что при уве-

личении N в 10 раз объем вычислений возрастет в 100 раз (а это

еще оптиы стическиййпроrноз), решение потребует  1000минут
работы машины I(ласса БЭСМ-6. И еще не ясно, что из 3Toro полу-

чится. Выше уже упоминалось, что на сетке с N=100 (а численное

интеrрирование велось с еще меньшим шаrом) автор решал подоб-
ные задачи на БэеМ-6 за 2,5 МШlуты, а при сетке с N=20 -

за 0,5 минуты с точностью (по функционалу), вероятно,
-1%.

Аналитические исследования задачи с помощью принципа
маRсимума проводилось неоднократно и были достаточно успеш-
ными. Первая, видимо, из таких попыток была предпринята
в 1964 r. (результаты наших расчетов, содержащие и rипотезу
о точном решении, были опубликованы в том же rоду в [2J, [87]).
Любопытно, что было получено друrое решение, имеющее струк-
туру ([721);

и(t)=

о при

2 при

О при

2 при

O<t< tl ,

t1 < t< t
2,

t
2 <t< t

з.

ts<t< Т.

(31)

Соответствующая этому управлению функция х' (t) имеет три точки

*) Контропируя решение (27), автор интеrрировап систему (23) с равными
шаrами. При mare dt= 1/200 ошибка в некоторых ТОЧJ(ах достиrапа 1 %, хотя
испоnъзовапасъ схема BToporo порядка точпоети.
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локальных максимумов, t1 , t
з
и t* > Т, причем шах х' (t) = х

1

(t2)=
t

=x
1 (t*»X1

(t1). Этот режим является обобщением режима (12)
и существует в узком диапазоне времени управления

Т
кр (z) < Т T p(z), T p(z) - Т

кр (z) Т
ICJЭ (z).

Автором была проведена проверка, и оказалось, что решение (31)
действительно удовлетворяет ПрИНЦШIу максимума, но дает значе-

ние шах хl (t) несколько большее, чем решение (13); однако разница
t

крайне незначительная, и основным недостатном (24) является очень

узкий диапазон существования. При Т T p(Z)значения х1
(t2) ==

=x
1 (t*) падают, XI(t1 ) растет, при T=T p(Z)они сравниваются.

Видимо, при Т> T:c,(z) можно искать оптимальные режимы с тремя

импульсами и Т. д.

В дальнейшем в работах [71], [20] (1965 r.) с помощью прин-
ципа максимума было получено и решение (13). Любопытный

и, в сущности, единственный известныц автору пример приклад-
ной задачи, в которой найдено два локальных минимума. Кстати

для управления [31 ] принцип максимума является не только

необходимым, но и достаточным условием минимума (докаль-
Horo, разумеется). Этот факт аналоrичен тому, что для функции
у (и)==и на интервале О и 1 необходимое условие минимума
является в то же время и достаточным.

37. Задача о спуске космическоrо аппарата

Вход управляемоrо КОСl\lическоrо аппарата в плотные слои

атмосферы и спуск ero на поверхность Земли в ненотором при-

ближении описываются следующей системой дифференциальных
уравнений:

dx1
-х2

dt- ,

d 2=X1
(x4t-' (;-)2 -Q(x1, х2, x4)(r-иx1x'),

dx'
-х4

м- ·

dx" 23;2х"

(х
2

)dt== х1
- Q (x

l
, х

2
, x

l
) XI- и

х1 ,

O t T,

(1)

Ь-х1

rде Q(x
l
, х

2
, x

4)==CeJr у(х
2
)2+(х1

х
4)2. Функция и (t) и время

т - искомые злементы управления. Физический смысл вхо-

дящих в задачу величии см. в [19].
в момент t=O заданы начальные значения х1 (О), х

2 (О),
х
8(0), хА (О), образующие rруппу условий rx=o. Определены
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ФУlIRционалы
Il-:rl

(t)

Fo[и(.), Т] == mахФ[х(t)] == mахСе 11 {[x2(t)]2+[XI
(t)X

4
(t)]2} (2)

t

(F;rи( . ); Т] имеет смысл МaRСИl\Jlальной переrРУЗRИ),

F
1 [и( .), Т] == xl (Т) - RЗt

F;rи(.), Tl == xS(T)-'F.
(3)

(4)

Задача состоит в определении управления {и (.), Т}, CTeCHeHHoro

условием

и(t)EU: I и (t) I < 0.2,

и МИlШмизирующеrо значение Fo при условиях F1=0, F2=0,
определяющих попадание аппарата в заданную точку поверх-
ности Земли. Числовые значения входящих в задачу постоянных

взяты из работы [191:

fl == 398 600; с== 2; Н==. 7; h= 6381; Rз
== 6371; х

l
(0)= 6471.

Что касается остальных начальных данных, то рассматрива-

ются два варианта задачи:

а)

т(0)==-0,008725; х
3 (0)=-О,157368; х

'
(0)==О,ОО171 (p1t==60);

б)
х2 (О)= -0,007559; х

8
(О) == -0,13632; х

4
(О) = -0,001711 (P1t == 70).

Величина Ч! в различных расчетах принимает разные значения,
в своем месте они будут указаны. Задача методичеСI{И интересна

тем, что в ней присутствуют мвоrие характерные особенности,
осложняющие численное решение: в правой части (2) максимум

1
достиrается на некотором интервале [t2 , tз ], причем (tз-t2)..-.- "2 Т;
на атом же интервале в управлении реализуется так называемый

«особый режим) (Iи (t) f < 0,2) на остальной части [О, Т] управ-
ление «релейное» (Iu (t) 1===0,2). В этой задаче известно точное реше-
ние. Оно найдено в [1f)l f' результате анализа полученпых числен-

ных решений. Точнее I.ОВОРЯ, по численным результатам уrадана

структура решения, после чеrо уже более точными расчетами на-

ходится траектория, имеющая данную CTpyFTypy. Все это НИjне

подробно объясняется, а уrадать CTPYKTYP решения читатель

сможет и сам, познакомившись с изобра)Jt. ПJ111'МИ на рисунках

50, 51 приближеННЫl\J1И оптимальными управлениями. Впервые
численное решение задачи было осуществлено в [19] комбинацией
следующих вычислительных приемов.
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1. Задача на min шах Ф [х (t)] СВОДИТСЯ К последовательности
N t

терминальных задач с фазовым оrраничением. Вводится параметр а,
и ищется управление и ( · ) из условий:

F
о [и ( .), Т] а; FI [и ( .), Т]= О; F2 [и ( .), Т]= о. (5)

При одних значениях а задача (5) имеет решение, при друrих -

нет, и исходная задача сводится к определению мипимальноrо а,

при котором (5) имеет решение. Минимальное а ищется процес-
сом типа «деления вилки), каждый акт KOToporo требует решения

терминальной задачи (5). Эта редукция указана в работе автора
[92), однако никоrда им не использовалась и не рекомендовалась,
так как методом последовательной линеаризации можно прямо

решать исходную задачу на min Fo (и (.), Т).
11. Задача (5) методом штрафных функций заменяется задачей

на min Р", [и ( .), Т], rде *)
т

Р..[и(.). Т] == (Ф[х(t)]-а} dt+р.IJii[и('), TJ+
о

+ tJ-2Jil [и ( .), Т]. (6)
В [92] были указаиы и возможные затруднения в реализации
этоrо подхода: задача (5) решается итерациями, и по эволюции

Fa. в процессе итераций нужно делать вывод о том, какая ситуа-

ция имеет место: min Р", [и (.), т]=о или min Ра, [и (.), Т) > о.

I\оrда а далеко от искомоrо миuимальноrо, такой вывод делается
леrко и достаточно надежно, но при а близких к минимальному

задача идентификации затрудняется. R сожалению, в [19) нет

сведений о том, каких затрат требует определение а с нужной точ-

ностью. Подробно приведены лить данные о решении задачи (5)
с уже определенным а, причем исходное управление выбирается
без учета уже найденных при выборе а траекторий. Этот рас-
чет можно трактовать просто как самостоятельное решение
задачи (5).

111. Решение задачи (6) осуществляется некоторым вариантом

rрадиентноrо спуска. Он заслуживает пояснения. Один mar

спуска состоял из следующих вычислений.

1. С известным и (t) интеrрировались уравнения (1) (условие
Р1 [и (.), Т]=О или p [и (.), Т]=О использовалось как признак

окончания интеrрирования; им определялось Т).
2. Находилась фУНlЩия Ф (t) интеrрированием сопряженноrо

уравнения. Правая часть и начальные данные (при t= Т) этоrо

уравнения выбираются так, что Ф (t) позволяет вычислить произ-

водную функционала Р", [и (.), Т). Образуется функция rамиль-
тона Н (х, и, ф). Так как система (1) линейна по и, то

*) Под {а}+ ц:овимаетСя шах {а, О}.
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Н (х, и, Ф)=Но (х, ф)+иН1 (х, ф) (заметим, что дН/ди=Н1 (х, ф)=
=дF /ди ( ·». Далее функция и (t) варьировалась, причем исполь-

v

зовалсн класс Rонечных вариации на множестве малои меры.

Выбиралось число  ,и находилось (подбором) е ( )> о так, что

мера множества {t: Н [х (t), и (t), Ф (t)] шах Н- е ( )} равна  .
t

На втом множестве и (t) заменялось на и* (t), определяемое условием
lIfx(t), и*, ф(t)l==шахlI[х(t), и, ф(t)] (В данном случае и*==О,2

u

(-0,2) Iфи Н1 > О « О».
Таблица 1

v I F F* !J.L Р.са

О 7881,1 6884,2 -315,8
5 455,8 407,6 -69,4
9 39,8 32,9 25,6
10 35,99 33,05 17,09 0,1
25 23,74 18,95 21.87
150 4,63 2,536 14,47

270 1,48 0,409 10,36 } 0,0171,00
360 0,171 0,107 2,52

t

3. Новое управление определяется числом  ;этим же ЧИСЛО"I

определяется и новое значение Функционала Р. Теперь возни-

кает задача определения (или назначения)  .В 119] сказано, что

А выбиралось из условия минимизации F",. Видимо, вто следует

понимать так: для нескольких
v

находилось вначев:ие F", ( ).
Для BToro при каждом нужно наити е ( ),и ( )и, проинтеrри-

ровав систему (1), найти F", (А). Далее, тем или иным способом

находится (не очень точно) minF",(A). В [19] нет данных о трудо-
А

емкости BToro подбора. В табл. 1 (заимствованной из [19]) процесс
решения показан следующими величинами: v - номер итерации, F

rxt

т

F" == ! {Фrх(t)]-а} dt (7)
о

- характеристика cyMMapHoro нарушения условия Ф [х (t)]
 a; L=RзF2(задача решалась при L=500, т. е. чr=500/Вз,

начальные данные б»). в табл. 1 приведена и величина штраф-
Horo ковффициента EJ-l; на последнем втапе расчета ero цриmлось
варьировать, чтобы получить хорошую точность. Подбор f11'
видимо, производился вручную, так как никаких указаний на

алrоритм подбора нет. 3амеТИl\I, что используемый в [19] метод
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варьирования управления приводит R тому, что оно на каждом .

втапе имеет релейный характер (Iи (t) 1=0,2). Точное решение
имеет и участок, на котором 'и (t) 1 < 0,2. Очевидно, однако, что

в силу линейной зависимости правых частей (1) от и такое реше-

ние может быть сколь уrодно точно (по величинаА-I входящих в за-

дачу Функционалов) аппроксимировано релейным.
т о ч н о е реш е н и е 3 а Д а ч и. I-Ia основании численных

расчетов была уrадана структура точноrо решения задачи, после

чеrо найти ero Y)J(e нетрудно,
- тоже, конечно, с использова-

нием численных методов, но rораздо более простых и точных,
чем итерационные методы решения вариационных задач. Струк-
тура эта танова: интервал (О, Т] разбивается на четыре части

точками О < t1 < t2 < tз < Т; оптимальное управление имеет

форму
-0,2 при t Е (О, t)),

и(t)=
0,2 при tE(t., t2).

(8)
и* (t) Е (-0,2; 0,2) при t Е (t2 , tз),

-0,2 при t Е (tз , Т).

При этом (см. рис. 49) определяющая функционал Fo функция
Ф [х (t)] ведет себя на оптимальной траектории следующим об-

разом:

1
< шах Ф [х (t)] Прl) t Е (О, t2) U (tз , Т),

Ф[х(t)]
t

==

 ax
Ф [х (t)J Прl) t Е [t2 , tзJ.

Моменты t1 , t2 , tз , т и функцию и* (t), однозначно определяемые
значением параметра а, удобно находить, взяв в качестве пезави-

симоrо apryMeHT8 t1, а не ('Х. Вычисления орrанизуются по следую-

щей схеме.

1. Назначается некоторое число t1 8

2. Система уравнений (1) интеrрируется (численно) с задан-

ными начальными значениями х (О) и с управлением и (t)=-0,2
на отрезке [О, t1 ].

3. Далее, при t > t1 интеrрирование продолжается с и (t)
-

==+0,2; момент t2 определяется следующими соображениями.
Вводится функция

· dx
Ф [х (t)] == Фz [х (t)] dt,

(9)

(10)

dx ·

причем dt
заменены правыми частями (1). Ф(х) имеет довольно

rромоздкое выражение, НО ДЛЯ дальнейmеrо важно лишь то, что

в правую часть (10) и явно не входит. Определим ФУНКЦИIО
.. · dx (11)
Ф [х (t), и (t)] == Ф:х; [х (t)] dt.
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в эту функцию u уже входит явно, причем линейно, в силу линей-

пости правых частей (1) по и. Таким образом, Ф имеет вид

Ф (х, u)==фо (Х)+UФl (х). АналитичеСI{ие выражения функций Фо,
Фl (х) MoryT быть получены тривиальпыми, но утомительными

формальными вынладками. I-Ia отрезке [О, t1 ] имеем Ф [х (t)] > О;
это соотношепие сохраняется и при t > t1 , однако значение

Ф [х (t)] падает, и в качестве t2 берется момеН1' времени, в кото-

рый Ф обращается в о. в Э1'ОТ момент t2 функция Ф [х (t)] дости-
raeT cBoero максимальноrо на данной оптимальной траектории

150 7О зОй В

t t? L f{),) ....

2DО 80 БОО 9

&1; бб БВ 70 72 t,

Рис. 47.

значения Fo; на следующем интервале [t2 , tз] функция Ф [х (t)]=
==Fo (= а). На [t2 , tз ] постоянство Ф [х (t)] обеспечивается вы-

бором управления из уравнения Ф [х (t), u (t) ]===0, т. е.

utt(t)== -фо [х(t)J/Ф) [x(t)J. (12)

4. Момент tз определяется условием и* (tз)=-0,2.
5. При tз t Т полаrаем u (t)=-0,2, причем Т определя-

ется из услов:ия з:1 (Т)=Rз. Таким образом, параметром t1 одно-

значно опреде яютсязначения t2 , tз , Т, Fо (= а) и оптимальная

управляющая функция и* (t). На рис. 47 IIоказаны rрафики вели-

чин t2 ,
ts , L, Fo в зависимости от t1*). Они построены интерполя-

цией по значениям для дискретноrо набора t1 . Этот rрафик соот-

ве1'ствует задаче с начальными данными а). Что касается опти-

мальных функций и* (t), то они будут сравниваться с теми, кото-

рые получаются в результате приближеlШоrо решения задачи

методами спуска в пространстве управлений (см. рисуНRИ 50, 51).

*) Здесь L=Rзх
3 (Т).



318 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ (rл. 111

Заметим, что при реализации описанноrо выше построения точ-

Horo решения нужно особое внимание обратить на определение
момента е2: при численном интеrрировании системы (1) с marOM

dt обычно реаливуется ситуация

Ф [x(t
k
)] > О, Ф [x(t

k
+ dt)] < о.

Однако в качестве t2 брать t
k
иJШ tk+1=tk+dt не следует, та"

как такой выбор не обеспечивает при использовании в дальней-
шем u* (t) из (12) постоянства Ф [х (t)]. HYi-I\НО, испольвуя ту или

иную- интерполяцию значеНИЙ Ф [х (t
k

)], Ф [х (t
k +1)], найти значе-

ние t2 Е [tk , t
k +1 ], обеспечиваIощее fФ [х (t2)] f < Е. Разумеется,

можно использовать и t
k +1 в качестве t2 , но при mare dt, сущест-

венно меньшем, чем этоrо требует задача в целом. Что касается

величины Е, то она леrко оценивается: тап как tз-t2 100, а вы-

бор и* (t) из (12) обеспечивает постоянство Ф [х (t)], то для вы-

полнения условия IФ [х (t) ]- а I < 8 при t Е [t2 , tз ] следует

получить fф [х (е2)] f < 8/(tз-tJ.
Решение задачи методом последователь-

н о й л и н е а риз а Ц и и [96]. Общая схема алrоритма под-

робно описана в 19-21, здесь мы напомним ее лишь в общих
чертах.

1. Вводилось формальное время О < t < 1, система уравнений
замепялась на Х= ТI (х, и).

2. На интервале [О, 1] вводилась равномерная сетка с marOM

0,01, задача реmалась в классе кусочно постоянных

u (t)= U,,+1/2 при t Е (tп , t
n+1 ).

3. При заданном и (t) иuтеrрировалась система (1) с шаrом

dt=0,001, ее решение напоминалось в увлах сеТRИ. Одновременно
с зтим в серединах интервалов сетки вычислялись и запоминались

элементы матриц fz, 1".
4. Аналивировался rрафик ФУВRции ф [x(t)], и на множестве

M={t: Ф[х(t)] О,9mахФ[х(t)]}равмещалось К точен аnпрокси-
t

мации (разумеется, под «множеством» мы понимаем лишь конеч-

ное множество узлов сеТRИ с шаrом At=O,01).
5. Вычислялись проивводные входящих в вадачу ФУНlЩиона-

лов, для чеrо сопряженная система интеrрировалась К+2 раза.

Интеrpирование сопряженных систем проводилось менее точно,
чем интеrpирование (1).

6. Формировалась и решалась задача липейноrо проrрамми-

рования, определявшая одновременно вариацию управления
 u(е) и вариацию параметра Т.

По этой схеме были решены слеДУIощие задачи:
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3 а Д а ч а 1. min хз (Т) Rз при условиях: Ф (ж (е)] а,

ж1 (Т)=Rз, а=7,65, начальные данные а). Это та же задача,

которая решалась в [19], и в качестве исходноrо управления бра-
лась та же самая фУНlЩия и (t)=-O,2, К < 5.

3 а д а ч а 2. Она отличалась от первой следующим: началь-

ные данные б), а=5,9, исходное и (t)=O,1.
3 а д а ч а '3. Начальные данные б), реmалась задача па

шiп шах Ф [х (е)] при условиях Х
З
(Т) == 0,09308; х

1
(Т)=Вз. Ис-

а,Т I

ходное и(t)=O,1 (хS (Т)Rз ==600).
Поясним неноторые технолоrичесние моменты.

1. Вариация управления 8u(t) исRалась в области 8U(t): s-(t)<
< ои (t) < s+ (t),

s-(t)= тах {-S, -0,2 - и (t)} ,

s+(t)=mjn{S. 0.2-и(t)}.

Здесь S - шаr процесса. В самом начале он задавался величиной

-0,016-:-0,02, обеспечиваIощей  10%точности линейноrо при-
ближения (см. 20), затем реrулировался в зависимости от ре-

зультатов вычислений. Наиболее жесткие требования к шаry

предъявляет используемая вдесь аппроксимация вариации диф-
ференцируемоrо лишь по raTo ФУНlЩионала РО [и (.), Т] ==
= шах Ф [х (t)]. Точность условия Fo < а, нан ВТО следует

t

из теоремы (21.1), обеспечивается двумя факторами: числом точен

аппроксимации К и малостью шаrа S, причем нежелательны как

увеличение К (трудоемностъ итерации), так и уменьшение S (за-
медление процесса минимизацЮl). В начале было К=1, затем

оно постепенно увеличипалось до заданноrо значения К*. Было

принято требование выполнения условия РО 1,005 а. Если
в процессе решения при ваданных значениях S и К оказывалось

Fo > а.1,005, то при К < К* происходило увеЛ}Iчение К на 1,
а при К=К* - уменьшение S (умножением на 0,8). Однако этот

алrоритм реrулирования ВКЛIочался не сразу.

Дело в том, что исходное управление {и ( · ), Т} не удовлет-

воряет дополнительным условиям задачи, поэтому первый этап

реmеШlЯ - зто решение терминальной задачи: ищется управле-
ние (с каким уrодно значением МИШlмизируемоrо ФУНlЩионала),
удовлетворяющее дополнительным условиям (для задачи 3, на-

пример, эти условия: х
З (Т)=0,09308, х

1 (Т)=Rз). Признаком
Toro, что решается терминальная задача, является отсутствие

решения в задаче линейноrо проrра мирования.Этот этап осуще-
ствляется с постоянны:м шаrом S. После Toro кап впервые встре-
тится ситуация, в которой задача линейноrо проrраммирования
имеет решение, начинается собственно процесс минимивацИ'И и

ЛRлючается алrОРИТl\f реrулиvования S, К.
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2. Заслуживает пояснения алrоритм размещения точек аппрок-

симации. В задачах 1 и 2 использовался следующий простой спо-

соб: выделялось множество узлов сетки М= {t: Ф [х (t) ) >
О,9Ро }, оно разбивалось на К примерно равных (по числу то-

чек) частей, на каждой части находилась точка максимума Ф [х (t)];
эта точка и становилась одной из К точек аппроксимации. Этот
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алrоритм в принципе приемлем (он, в частности, использовался

И в задаче 35). Однако ему пр:Исущ некоторый недостатон: если

точка максимума попадает на rраницу двух частей, то соответст-

вующие зтим час'l'ЯМ точки аппроксимации стяrиваются в rранице;
они дублируют друr друrа, и в то же вре:м:я друrие участки об-

нажаются. Теорема (21.1) показывает, что желательны следyIО-
u

щие своиства размещения точек аппроксимации:
1) они должны по возможности равномерно покрывать :мно-

жество М;
2) точки с наибольшими значениями Ф [х (t») ДОЛ)I<НЫ вхо-

ДИТЬ В число точек аппроксимации ИJШ находиться возможно

ближе от них.



87] ЗАДАЧА О СПУСRЕ RОСМИЧЕскоrо АППАРАТА 321

ПО9ТОl\fУ был добавлен алrоритм «расталкивания» таких почти

слипmихся точеR аппроксимации. Здесь он не рассматривается,

таи кап ero нельзя считать вполне удовлетворительным. Рис. 48

ИЛJПOстрирует работу этоrо алrоритма при решении задачи 2

(К*==8). На этом рисунке показаны части фУНRЦИИ Ф [х (t)]
на разных итерациях (от 10-й до

27-й). Для наrлядности каждая Ф

последующая кривая опущена на б

0,1, а масштаб взят тапим, чтобы

были заметны величины ---о, 01. LJ

показаl:lы и ТОЧRИ аппроксимации.

Хорошо видны отмеченные выше 2

дефекты их размещения. Напри-
мер, на 27-й итерации излишне

О
сближены точки 2, 3, 4 и точки

5, 6; в то )оке время образовались
«пустоты» ме)нду 1-й и 2-й точ-

ками, между 6-й и 7-й. Эти де-

фекты хорошо заметны «на rлаз»

и леrко испраВЛЯIОТСЯ «от руки», однако алrоритмизация подоб-
ных интуитивно тривиальных решен:ий встречает затруднения.
Во всяком случае, несколько кававmихся вполне разумными алrо-

ритмов были отверrпуты после экспериментов. На рис. 49 функ-
ция ф [х (t)] изобра)I(ена полностыо. В этом масштабе нарушение

Ф[хttJ] 5,9

t2 tз
т

Рис. 49.

Таблица 2

Расчет 1 Расчет 2

. I х' (Т) I Fo F* /ХЗ(Т)Rзl Т v Fo F* /ХS(Т)Rз

о 6395,5 27,75 7299 186,3 140,0 О 27,75 7299 186,3
4 6399,4 17,40 2567 318,3 153,0 4 17,36 2630 302,4
8 6400,1 12,05 920 370,1 168,9 8 13,62 1233 332,1
12 6399,4 9,823 195 447,0 186,4 12 9,506 141,9 446,7
16 6398,0 8,288 13,8 504,3 205,8 15 8,366 20,8 493,2
19 6396,0 7,674 0,015 533,9 219,8 16 8,295 11,2 513,3
20 6396,0 7,699 0,039 527,2 219,1 17 8,104 3,94 521,3
22 6396,0 7,692 0,020 524,5 218,9 18 7,794 0,16 532,0
23 6396,0 7,847 0,039 521,6 218,6 19 7,690 0,006 530,0
24 6396,0 7,674 0)04 524,4 218,9 20 7,674 0,006 527,5
25 6396,0 7,770 0,150 521,5 218,5 21 7,660 0,007 526,1
26 6396,0 7,736 0,056 521,6 218,7 22 7,677 0,007 524,0
27 6396,0 7,746 0,124 521,8 218,8 23 7,740 0,097 522,3
28 6396,0 7,748 0,058 520,5 218,9 24 7,753 0,072 521,5
30 6396,0 7,779 0,016 520,4 218,0 25 7,697 0,016 522,8
32 6396,0 7,706 0,026 520,9 218,5 26 7,700 0,026 521,9
34 6396,0 7,715 0,050 520,3 219,0 27 7,711 0,042 521,8

21 Р. п. ФедореНRQ
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условия Ф [х (t)] а почти незаметно. Процесс решения первой
задачи показан в табл. 2 (расчет 1) следующими величинами:

'1, х
1 (Т), Ро=тах Ф [х (t) J, F* (та же величина, что и в табл. 1),

х
з (Т) R, Т. Минимальное значение х3 (Т) Rз=520. В [19] резуль-

тат лучше, х8 (Т) Rз=500. Попытки продолжить расчет и полу-

чить дальнейшее уменьшение хЗ (Т) Rз ни к чему не привели.
Именно это и заставило автора составить проrрамму расчета точ-

Horo решения и проконтролировать свои результаты. Они под-

твердились. R со)калению, проконтролировать таким же образом
результаты [19] не удалось, так как там не приведеuы значения

х (О). Вместо BToro сообщается величина P1t (высота условноrо

периrея), ПОЗВОЛЯIоща после решения нелинейноrо уравнения
восстановить х (О). Видимо, из-за неточноrо решения зтоrо урав-
нения наши Начальные данные расходятся с используемыми
в [19 J. Расхождение несущественное, но затруднтощее сопостав-

ление результатов. Сравним результаты решения одной и той же

задачи разными методами.
Начальное приближение взято таним, что дополнительные

условия rрубо нарушен:ы и первый этап (10-12 итераций) при-
водит к решеНИIО с относительно небольшим их нарушением. Оба

метода на этом этапе показываIОТ примерно одинаковую эффек-
тивность. 3атем следует собственно ОПТИ1\lизация. В наших рас-

четах на 19-й итерации получено решение, сравнимое по вели-

чинам F* и 6L с решением, получеlШЫМ методом штрафных функ-
ций на 150-й итерации, на 20-й итерации результат лучше, че f

на 270-й, на 23-24-й - лучше, чем на 360-й в методе штрафных
.

функций.
Разумеется, объективное сравнение методов требует учитывать

не тольно число итераций, но и их временную цену. В наших

расчетах основные затраты маmинноrо времени для одной итера-

ции связаны со слеДУIОЩИМИ вычислениями:

1) интеrрирование системы (1);
2) (К+2)-кратное интеrрирование сопряженной системы;

3) решение задачи линейноrо проrраммирования. В методе

штрафных ФУНRЦИЙ основное время идет на

1) интеrрирование системы (1);
2) однонратное интеrрирование сопряженной системы;

3) т-кратное интеrрирование прямой системы, связанное с вы-

бором шаrа 6 (-.., 12-15 сен. на итерацию на БаСМ-6).
Тап как сопряженная система в наших расчетах ивтеrрирова-

лась менее точно, чем прямая (например, с maroM dt=1/4(0),
а наиболее трудоемкий элемент зтоrо интеrрирования - вы-

числение матрlЩ Iх и Ifl - производится один раз для всех сопря-
женных систем, то (К+2)-кратное интеrрирование по затратам

времени мало отличается от однонратноrо. В среднем времен-
пая цепа о,n;нои итерации равна примерно трехкратному интеrр:ц-
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рованию прямой системы. Если в методе штрафных функций проб
для подбора А не производить (т=О), то временная цена итерации

будет, види:м:о, в 1,5-2 раза большо вре lениинтеrрирования пря-
 10Йсистемы (1). Если же r=2, 3, то вре lенная цена И1"ераЦIIИ
М. ш. Ф. YjKe превосходит цену итерации М. Т1. л. Таним обраЗОl\I,
метод последовательной линеаризации оказался по крайней мере
в 10-15 раз эффеНТIIвнее метода штрафных функций. Друrим ero

преимуществом является возмо}кность автоматичеекоrо решения
задачи - все представленные здесь расчетв были произведены
без вмешательства человека в процесс поиска. Наконец, послед-
ние 12 итераций связаны с уточнением решения. Хотя методом

штрафных функций таную точность получить едва ли удастся,
мы не будем относить это н преимуществам нашеrо l\1етода. Дело
в том, что содержательная ценность подобной точности не uчень

велика, хотя сам факт ее достижения свидетельствует о надеj!{-
ности и эффективности метода. Возникает вопрос

- обяза1"ельно
ли в М. ш. Ф. производить достаточно трудоемкий подбор шаrа А.

Нельзя ли, нак зто делается в наших расчетах, реrулировать
величину А без дополнительных интеrрирований системы (1)?
Видимо, без подбора А М. ш. Ф. окажется еще  leHeeэффектив-
ным. ДЛЯ М. ш. Ф. характерно использование конструкций функ-
ционалов типа (6), содержащих большой параметр (f'-), что свя-

зано с очень плохими дифференциальными свойствами Функцио-
нала F. (и ( .) 1: малое изменение и ( .) сопровождается очень
БОJIЬШИМ изменением ФУНIЩиоиаJlЬНОЙ ПРОИЗDОДПОЙ, например.
lIоэтому информация, полученная па одной итерации, имеет срав-

нительно небольmyю ценность на слеДУIощей, хотя траектория
почти не изменилась. TaRoBbl неизбел<ные последствия введения
в задачу большоrо параметра: аналитическая формулировка за-

дачи упрощается, но дифференциальные свойства входящих
в задачу функций резко ухудшаются. В табл. 3 (расчет 3) показан

процесс решения задачи 2. Эта задача несколько труднее с вы-

числительной точки зрения, так как интервал особоrо режима

(Iu (t) I < 0,2 при t Е [t2 , tз ]) в ее решении занимает отреЗОR вре-
мени 0,55 Т=135. (В решении первой задачи этот интервал ра-
вен примерно 100). Поэтому было увеличено максимальное воз-

можное число точек аппроксимации (К* =8). В остальном реше-

ние этой задачи протекает аuалоrично реmенИIО первой.
Реш е н и е з а Д а ч и м е т о Д о м про е к Ц и и r р а-

Д и е н т а. Задачи 1 и 2 были решены методом проекции rрадиеН1"а,
подробно описанным в 18. Схема вычислений в зтом случае
в основном совпадает со схемой вычислений методом последо-
вательной линеаризации. Основное отличие в том, что вариа-

ция управления находится реIПением зцдачи квадратичноrо про-

I'раммирования. Задачи решались при тех  HeупраВЛЯIОЩИХ фУНR-
JJ.ИЯХ и при тех }ке значениях входящих в иих I1apaMeTpoB, что и

21*
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Таблица 3

Расчет З Расчет 4

. I х' (Т) I F. I F* IXS(T)RSI Т v F. I F* I хS(Т)Rз

о 6443,7 6,440 3,27 900,9 240,0 О 6,440 3,27 900,9
4 6407,6 6,442 5,24 675,3 264,9 4 6,213 1,667 585,3
8 6396,2 6,506 6,82 558,5 275,3 8 6,516 8,515 554,5
10 6396,2 5,927 0,0036 586,3 281,1 10 6,140 1,00 550,4
12 6395,9 5,934 0,012 539,2 276,5 12 5,937 0,024 508,4
16 6396,0 5,956 0,062 497,7 263,4 16 6,016 0,109 491,0
20 6396,0 5,952 0,038 488,5 260,0 20 5,949 0,042 479,2
22 6396,0 5,920 0,007 485,5 256,8 22 5,956 0,029 478,1
23 6396,0 5,930 0,015 483,3 255,6 23 5,963 0,043 476,5
24 6396,0 5,961 0,054 480,8 254,4 24 5,959 0,038 475,9
25 6396,0 5,935 0,021 480,4 253,8 25 5,965 0,064 475,2
27 6396,0 5,943 0,024 477,7 251,7 26 5,953 0,037 475,3
29 6396,0 5,943 0,023 475,6 250,0 27 5,949 0,037 473,8
30 6396,0 5,939 0,021 473,9 249,2 29 6,956 0,032 473,8
31 6396,0 5,930 0,020 473,6 248,6 32 5,947 0,036 474,0
32 6396,0 5,938 0,027 472,4 248,1 33 5,947 0,026 473,0
33 6396,0 5,944 0,025 471,7 247,7 35 5,948 0,045 472,0

в расчетах 1 И 3 (табл. 2, 3). Ход решения задач показан в табли-

цах 2 (расчет 2, задача 1) и 3 (расчет 4, задача 2). Величины
х

1 (Т) И Т не представлены, так нак они почти те же, что и в рас-

четах 1 И 3. На рис. 50, 51 показаны оптимальные упраВЛЮОIЦИе

о
1
t

-0,2

Рис. 50.

ФуннцЮl В задаче 2 - точная и найденные в расчетах 3, 4.

Отметим слеДУЮIЦИе характерные моменты.

1. Заметное отличие численно найденных оптимальных и (t)
от точноrо На краях времениоrо интервала. Это связано с тем,

что значения и (t) при t Oи при t 1 не очень существенны и

мало влияют на траеНТОрИIО: при t О движение происходит в вы-
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COKIIX слоях атмосферы, rде плотность очень мала и движение

аппарата «почти не управляемо»; при t 1 изменеНIIе управле-

ния, непосре,n;ственно ВЛИЯIощее лишь на величину уснорений
(т. е. на х2 и х4), за оставmийся до конца полета небольшой отре-
зон времени пе успевает сильно повлиять на I<оорДШIаты х

1 (1),
х
3 (1), через ноторые выражаются <})ункционалы F1 и F2 8 Ч1"О на-

саетсл <})уню ионаJ[аРО . то на ero значение управление при t -- 1

совсем не влияет.

2. На участке «особоrо реiКИI\Iа» (t2 , tз) численное управление

отслеживает точное «в сре,n;нею), однано ()ТI<донения и здесь

LL

{},2

lD

-0,2

Рис. 51.

не очеНI> l\'(алы. Это связано снекорректностыо задаЧII ОПТИl\<Iаль-

Horo упраnлеНIIЯ (Cl\f. 40) и nО3МОil,НОСТЫО сколь уrодно точной

аППРОКСИl\<IаI ИИ особоrо реНlеllИЯ q)уннцией и (t) релейноrо
типа.

Реш е н 11 е 3 а Д а ч и н а min шах Ф [х (t)]. Meтo,n; последователь-
и(.) t

ной линеаризаЦИII был использован для решения задачи З, в кото-

рой l\<ПШИl\<IИЗIIруется ФУНI<ционал РО , не имеIОЩИЙ производной
Фреше. Параметры этоrо варианта задачи таковы, что оптималь-

ная траектория содерл-\ит участок «особоrо режима)} (t2 , tз), на

I<OTOpOlVJ
ф (х (t)] = шах Ф [х (t)] == ро .

t

занимаIОЩИЙ 62 счеТIlЫХ интервала из 100. В этом расчете был
использован несколько иной алrоритм раЗI\Iещения 1"очек аппрок-

симации, оказавшийся более удачным по сравнеНИIО с исполь-

зованным в предыдущих расчетах. Он СОСтоял в слеДУIощем.
1. Определялись мно}кество узлов 111/6:

t Е Ме
: Фf'С(t)] >ро

- Е, € О,2Ро

и число N
e узлов t, попавших в М.

2. В качестве первой точни 't 1 аППРОRСИl\'Iации назначаласъ

точка максимума Ф [х (t) ].
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3. Из множества М. ИСRЛIочались все узлы е, попавшие в не-

KoтopyIO окрестность узла 1:1. Эта окрестность определялась ус-
ловием типа

(t - 't
1 1<: O,6Ne/K,

rде К - заданное число точек аппроксимации.
4. В качестве второй точки аППРОRсимации '1:2 бралась точна

максимума Ф [х (t)] на оставmемся после исключения окрестности

1:1 множестве узлов М., затем из М. ИСRлючалась еще и онрест-

ность '1:2 И т. Д.

Число точен аППРОRсимации К реrулировалось следующим об-

разом: пока решается терминальная задача, К=1. Затем, пока

значение РО в процессе итераций понижается, К остается неиз-

менным. Нак только встретится ситуация, коrда на очередном

шаrе вместо уменьшения Fo ero величина возрастает, К увеличи-
вается на 1. Если К уже достиrло предельпоrо заданноrо значе-

ния, то вместо увеличения К уменьшается величина вариации

управления. Однако в расчете, результаты KOToporo приве-
девы ниже, до зтоrо дело не дошло, весь расчет проводится

при 18u (t) I 0,016.

Таблица 4

'v
ж

J (Т) х
l
(Т)

преДСR. фантич.
Х
З
(Т)

предсн.
Х
З
(Т)

фант. F. I к I т

о - 6443,68 - 0,13980 6,44 1 240,0
1 6429,87 6431,35 0,11207 0,11222 6,91 1 228,0
2 6415,34 6415,61 0,1004 0,093101 7,47 1 229,4
3 6402,84 6403,84 О,О74! 0,072546 8,17 1 251,4
4 6400,10 6400,90 0,07958 0,082313 7,47 t 263,9
5 6398,15 6399,10 0,09329 0,097061 6,90 1 277,1
6 6396,00 6396,31 0,093808 0,094495 7,21 2 277,9
7 6396,00 6395,82 0,093808 0,092830 6,76 2 284,5
8 6396,00 6396,01 0,093808 0,093780 6,48 2 282,2
9 6396,00 6396,06 0,093808 0,093967 6,23 2 281,0

10 6396,00 6396,06 0,093808 0,093991 6,01 2 279,6
11 6396,00 6396,05 0,093808 0,093982 5,81 2 277,7
12 6396,00 6396,05 0,093808 0,093988 5,68 2 275,6
13 6396,00 6396,04 0,093808 0,094002 5,79 3 273,1
14 6396,00 6396,02 0,093808 0,093870 5,5! 3 274,2
15 6396,00 6396,04 0,093808 0,094070 5,42 3 274,2
16 6396,00 6396,03 0,093808 0,093990 5,37 3 273,6
17 6396,00 6396,05 0,093808 0,094073 5,59 4 272,9
18 6396,00 6396,02 0,093808 0,093916 5,34 4 271,5
19 6396,00 6396,01 0,093808 0,093899 5,291 4 271,1
20 6396,00 6396,01 0,093808 0,093922 5,294 5 270,6
21 6396,00 6396,01 0,093808 0,093872 5,36 6 269,1
22 6396,00 6395,99 0,093808 0,093739 5,28 6 270,2
23 6396,00 6396,01 0,093808 0,093928 5,25 G 269,7
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в таБЛIЩе 4 приве,n;ены слеДУIощие данные, xapaKTeplloyIo-

щие процесс решения задаЧ]I: v - номер mara, 8начения коор-
динат х

1
(Т) И х

3 (Т), В терминах которых ставятся дополнитель-
ные условия (х1 (Т) == 6396, :J!' (Т) == 0,093808, что соответствует
дальности :rfJ (Т) Rз ===600). При ЭТОl\-[ приведены вак фактические

7

Ф

в

5

"

3

2

I

О

0.5 1,0
f,

Ф

22 22

5,3

Д2 t

 I

5,0

Рис. 52.

значения x1 , х
3

, так и предскаванные на предыдущей итерации
по формулам линейной теории вовмущевий:

т

r дР
Fo[и(. )+ои(.). Т+8]=Ро [и(.), Т]+ j w(t)8u(t)dt+ дТ

оТ.

о

Кроме Toro, в таблице приведены вначения РО , К и Т.
На рис. 52 ПОRавана ФУПIЩИЯ Ф [х (t)], полученная на итера-

циях с номерами v=O, 6, 13, 22. Нроме Toro, отдельно, в друrом
масштабе, показаI-I участок, на ROТOpOM Ф[х(t)] mахФ[х(t)]

t

(для '1=22, 23). В качестве исходноrо приближения бралась
траектория с и (t)=O,1; первые шесть итераций составляют

решение терминальной задачи, т. е. находится траектория, на

которой выполнены дополнительные условия (х1 (Т)=639600,
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х
3 (Т)=0,О93808). ТОЛЬRО при определении 8u (t) на пятой I{Tepa-
ции задача линейн oro проrра!\-Iмирования впервые в расчете имеет

решение. Это видно из табл. 4: предсказанные зн ачения х
1
(Т),

х
З (Т) начинают совпа,n;ать с заданными лlШIЬ С v==6. В этой за-

даче TOQHoe значение min Ро ==5,23; видно, что на 23-й итерации
получено численное решение с ошибкой 0,4% в РО и 0,16%
в х

3 (Т). Полученное в этой задаче приближенное оптимальное

управление ОТJI:ичается от точноrо ПРИ!\-Iерно TaR же, KaR на рис. 50.
Стоит еще пояснить сообра}кения, используемые при НRзначении

числа €. ЭТО ЧИСJIО обычно достаточно велико. Основная непри-
ятность, RОТОРОЙ следует избеrать и которая проявляется при
слишком малом €, состоит в TO!\-I, что после вычисления 8u (t)
и HOBoro управлеНI{Я и (t)+3u (t) на новой траектории
тах Ф [х (t) 1 достиrается в точке t*, не входившей в :множество

М при вычислении 8u. В этом случае процесс MOj-I-\ет приобрести
харантер «болтанкю>: на одной итерации понижается значение Ф
в точке t*, но зато сильно повышается значение в друrой ТОЧRе

t**, не входившей в М и не контролировавшейся пр:и вычисле-

нии 8u. Следующая вариация ои (t) вычисляется с множеством М,
в которое входит t**, но t* не входит. Поэтому понижается

Ф [х (t**)] за счет повышения Ф [х (t*)] и т. ,n;. Например, та-

Rая ситуация !\-Iоrла бы ВО3НИRНуТЬ после 6-й итерации (см. рис. 52),
если при малом € обе точRИ локальных экстремумов не войдут
в М. Поэтому следует брать пе очень малое Е, тем более, как не-

трудно увидеть по рисунка!\-I 49, 52, увеличение Е до величины 1-2

мало влияет на М и еще меньше - на расположение точек аппрок-

симации.

Э к с пер и !\-I е н т. Были проведены расчеты с целыо вы-

яснить роль Toro OCHoBHoro элемента, который отличает исполь-

зуемый в расчетах алrоритм решения задачи Rвадратичноrо про-

rраммирования от Rлассическоrо алrоритма cTporo выпуклоrо

проrраммирования. Речь идет о промежуточной минимизации

IlxH (см. 49). Для этоrо был проведен расчет по той же самой

проrраl\1Ме и в тех же условиях, что и расчет 4, с е,n;инствеННЫ!\-I

изменением: в проrрамме решения задачи нвадрат.ичноrо про-

rраммирования был отнлючен БЛОR минимизации I'xll, т. е. эта

задача решалась стандартным процессом cTporo выпуклоrо про-

rраммироваНI{Я, сходящимся, RaR известно, со скоростыо reo-

метричеСRОЙ проrрессии. Результат оказался сле'n;УIОЩИМ: натра-

тив в 1,5 раза больше времени, чеl\f этоrо потребовал весь расчет 4,

удалось выполнить Bcero 6 итераций. R тому H eэти 6 итера-

ций относятся к ca!\-IOМY леrRОМУ этапу решения задачи: варьи-

руется взятая произвольно упраВЛЯIощая функция и (t) ==0,1,
дополнительные условия РО < а и х

1 (Т)==Rз rрубо нарушены;

задача квадратичноrо проrрам:мироваШlЯ не имеет решения и

при ИСПОЛЬЗ0вании алrоритма 49 это быстро выясняется. Нроме
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Toro, па этом этапе использовались Bcero одна-две точки аппроltси.а

мации; таким образом, вертикальный размер задачи квадратич-
Horo проrраммирования не превосходил 3. Этот пример показы-

вает, как важен вычислительный эксперимент при разработке
подобноrо рода вычислительных алrоритмов: ведь имеIощиеся

теоретичеСI\Ие результаты не ПОЗВОЛЯIОТ судить о фактической
эффективности Toro или иноrо метода. Этот же пример показы-
вает необходимость тщательной отработни даже на первый взrляд

второстепенных деталей метода. Разумеется, если имеется в виду

решать задачи, а не оrраничиться указанием на возможность их

решения.

38. Вариационные задачи, связаНllые

с проектированием ядерноrо реактора

Здесь будет описан ОПJ>IТ приблил-\енноrо решения своеобразных
задач ОПТИl\<Iальноrо управления. ОIIИ возникли при изучении ВО3-

можностей оптимизации технических характеристик ядерноrо реан-

тора за счет рациональноrо размещения трех основных веществ,
из которых составляется тело аппарата.

Математическая постановка задачи частично приведена в 11.

lIаПОl\<IНИМ, что состояние управляемой системы определяется

l\aI\ перван собстпоппая фУIIКЦИЯ х (t) липейпоrо опера1"ора

L(и)х=лQ(u)а:', l
1

х=О. (1)

Здесь L (и) - линейный диффереIЩиальный оператор, ноэффи-
циенты HOToporo зависят от «управления» и (t); Q (и) - маТрIЩа
4  4,x=={x1

, х
2

, х
3

, х
4 }. Конкретные выражения дляL, Q и крае-

вых условий lх==о см. в 11. Мы будем придерживаться стандарт-
Horo обозначения независимоrо apryMeHTa бунвой t, хотя в данной
задаче это не время, а пространственная коор,n;ината. Задача (1)
рассматривается на интервале [о, Т]. Управлением является

трехмерная вектор-функция и (t)= {u1 , и2, из}, определенная
на интервале [T1 , Т2 ] С [о, Т], ее компоненты - концентрацЮl
в ,n;анной точке t трех характерных веществ: замедлителя (Uз.), ro-

рIочеrо (и2) и поrлотителя (из). Разумеется, коэффициенты L (и)
и Q (и) зависят и от друrих компонент RОНСТРУRЦИИ, но они В дан-

ной задаче не варьируются и явно в постановку задачи не входят.

Прав,n;а, в связи с их наличиеl\<I следовало бы, чтобы быть более
аккуратным, использовать обозначения 1"ипа Q (и, t), но мы этоrо

не делаем ради простоты. Вычисление производных тех фУНRЦИО-
налов, в терминах ноторых будут ставиться различные задачи,

разъяснено в 11. Кроме Toro, в задаче Иl\<IеIОТСЯ и rеометрические

оrраничения ДОПУСТ IЫХзначений компонент управления:

иЕи: U  иi<U:, i=1, 2, 3. (2)
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Числа и;, и; заданы, они определяются физическими и техноло-

rическими факторами. Была проведена серия расчетов оптималь-

Horo размеIЦения веществ с целью минимизации функциопала
_

1 и2 (t) х2 (t) 3Fo[и( . )]=
х
2 (0)

тах
и (t)

· ( )
'1'.:r;;;.t<:'1'"l 1

Заметим, что значение Fо [и ( · )] не зависит от нормировки х (. ).
Содержательный смысл этоrо функционала свяван с выделением

теплоты па единlЩУ вещества Ul, имеющеrо наиболее низкую тем-

пературу плавления. В Н8чествс дополнительноrо условия ставится

следующее:
F1 [и( . )] := л - 1 ==(). (4)

Ero содержательный смысл связан с требованием иметь дело с "РИ-
тическими системами. Напомним, что в (4) л - крайняя точка

спектра оператора (1). Если u (.) определяет оператор (1) с л > 1,
то соответствуIощая Система подкритична и в ней ядерная реакция

«затухает)}; при л < 1 система надкритична и «взрывается».
Функционал Fo [и (.) 1 не имеет производной Фреmе, так как

в оптимальной (и в близких к ней) ситуации максИl"lУМ в (3) дости-
rается на интервалах, сравнимых с [T1 , Т2 ]. Нроме Toro, в выра-
жение (3) явно входят компоненты управления. С этим связаны

определенные трудности: аппроксимация приращения фУНRЦИО-
нала формулой типа

8Fo[ и(.)]= шах {Ai3r (O) + Bi3x2 (1:j ) + Ci
OU

2 (1:.J+ Dj
out (1:j )} (5)

(=1, ..., 1

(r,n;e A i , Bi , Ci , Di вычисляются очевидным образом) оказывается

неэффективной, так KaR ои1 (t), ои2 (t) суть произвольные фУНRЦИИ.
Ппэтому задача была УСЛОj-l\не.на превращением компонент управ-
ления и1 (t) и и2 (t) в фазовые координаты. Вводились две новые

компоненты управления V1 (t) и V2 (t), связанные с иl (t) и и2 (t)
уравнениями

  1= и
1 (t); и1 (Т1)= (1.1'

dU2
( )

./"

dt
== и

2 t; u2 (T1 )=== a ,
Т1

t Т2
.

(6)

Теперь «управлением» в задаче является комплекс {V1 ( . ), V2 ( . )
из ( · ), (ll' (Х2}' а простые оrраничения (2) превращаются в условия

сформулированные в терминах не дифференцируемых по Фреmе
фувкционалов

F2
== maxu1 (t) и;;

t

FS == maxи2(t) и:;
,

Fs == minиl(t) и;.
t

F4 == minU2(t) и;.
,

(7)
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Задача реmалась методом последоватеJIЬНОЙ линеаривации
(  19-21). Напомним, что в соответствии с этой вычислительной

схемой на [Tl T1 ] вводиласъ сетна T1=to < t1 < . · · < tN=T2

И упраВЛНIОЩИС функции и (t) (или v (t» ищутся кан кусочно
постоянные:

U(t)=Un+I/2 при t'll<t<tn+1 , n==О, 1'...' N -1 (N==85). (8)

Можно было бы ИСПОЛI>зовать аппроксимацию (5), взяв в начестве

точен аппроксимации 1:;, все точки ti , в которых достиrается макси-

МYl\1 в (3). Однако N=85, и число таних точек, как мы увидим

из дальнейшеrо, в неноторых расчетах было бы  N.Такой способ

решения задачи привел бы н неПОСИЛЬПbl1\I расчетам: ведь для
вычисления ОРо [ ш (. )] по (5) в виде Фупнционала тольно от ком-

понент ои (.) нул нобыло бы, используя с'rандарТНУIО 'l"ехнику
ис"лючения ОХ (1: i) через Ш-Iтеrралы от 8и (t), решать СОПРЯiJ\ен-

HyIO систему l раз (l - число точен nппронсимации). Нроме Toro,

определение вариации управления ои (.) было бы связано с реше-

нием задачи линейноrо проrраммирования размером 3Nх l,
что при l N -- 100 было бы практически неВОЗМОj-I\НО на той

ЭВМ. ноторая использовалась в расчетах (примерно 50 000 опера-
ций в секунду, 4000 ячеек оперативной памяти).

После замены (6) аппронсимация (5) становится B03MOj-I\НОЙ

при сраnIIW1'еЛI НОнеБОЛI>ПIОl\{ значении l (в расчетах l=3). Правда,
появляются «Фазопые оrрапиqеlIИЯ» (7), треБУIощие аппрон:симации
ТlШа (5). Однако вычисление производпой Фреше для функцио",
нала u (1:,) в высшей степени просто:

Т""

3и) ('1:.)=00) + 3v(t)dt.
2'.

Общее число точен аппронсимации оrраничений (7) было в расчетах
равно 8. Они распределялись в зависимости от создавшейсн в рас-
четах ситуации. Тан, например, иl (е) обычно не достиrало значе-
ния Ui, и соотвеТСТВУIощее условие в (7) иrнорировалось.

Стандартная итерация, ПОЗВОЛЯIощая от управления {и (.)}
перейти к новому, лучшему {и (.)+ ои (.)}, состояла из следую-

щих вычислений.
1. С данным управлением и (.) реmалась задача (1).
Это решение предполаrало внутренний итерационный процесс: использо-

вался популярный среди физиков метод «итераций источника). Дело в том,
что краевая задача Lx==j, l'x=O при заданной правой части j леrко решается
проrОНRОЙ, а собственная функция и собственное число А MoryT быть найдены
быстро сходящимися итерациями (v - номер итерации):

LX"+1 = л"Qx'V; rxV+ 1 =0, О 1 ) \1+ 1 _ ) 1) 11 ХУ Н
V = I  .. 1. - 1.

JJ хУ+l 11
·

(9)
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в качеСтве исходноrо приближения х
О бралась функция х (t), полученная

на предшествующем этапе вычислений, так что было достаточно пяти итера-
ций (9) (кроме caмoro начала процесса вариаций управления).

2. Решалось (таКИl\<I же методом (9), но без пересчета л) сопря-
}Еенное уравнение

L*ф == лQ*ф; r* == о. (10)

3. Трижды (тан RaH l==3) решались уравнения

L*фi - лQ*фi == yi [t]; l-'*фi == о; i == 1, .
..,

l. (11)
Решения этих уравнений позволяют в (5) выраjкения в фиrур-

ных скобнах переписать в терминах только фуннций 8и (t). Опре-
деление фi (t) из (11) осуществлялось примерно 'I'аКЮIИ же итера-
циями (9).

4. От выра}Rений для вариаций в терминах 8и (t) нетрудно

перейти к ЭRвивалентным в терминах вариаций управляющеrо
компленса {8v} (.), 8и2 (. ), ШЗ (. ), 8а},  C12}.

5. Далее формируется и решается задача линейноrо nporpaM-

мирования, в RОТОРОЙ ----3 х 85 неизвестных и не более 12 условий.
Решение этой задачи определяет вариаЦИIО управления.

-

В целом, если At - машинное вреl\<IЯ, необходимое для реше-
ния задачи (1) меТОДОl\<I (9), то время всей итерации равно при-

мерно 6At:  tна решение (1), At на решение (10), 3At на (11)
и At на все остальное. Заметим, что разностная схема, аппрокси-

МИРУIощая уравнения (1), (10), (11), имела шаr, меньший шаrа

сетки tп+l-t'll для управления (8), и содержала 400-500 точек,
чем обеспечивалась необходимая точность. Формулы, опредеЛЯIО-
щие зависимость L и Q от и, здесь не приводятся, так как они

хотя и не очень сложны, но все же rромоздки и для дальнейшеrо
не очень существенны. Они приведены в препринте [36]. Среднее
время тех расчетов, которые будут представлены, колебалось

от 20 до 40 минут. Оно моrло бы быть существенно уменьшено
за счет сокращения, например, числа узлов сетки N до 20-30.

На рис. 53 представлены результаты численноrо решения за-

дачи, коrда варьировалась только одна компонента управления:

и] (t) или и2 (t). Эти задачи, нроме Bcero прочеrо, интересны еще
и тем, что в них по результатам расчетов удалось уrадать струк-

туру точноrо решения. Зная эту структуру, можно было построить

алrоритм вычисления точноrо решения (раЗУl\<Iеется, ТО}Ее прибли-
женный, но имеющий MHoro меньшую ошибку, чем алrоритм

поиска). Упомянутая структура точноrо решения определялась

слеДУIОЩИl\<I, уrадаННЫl\<I по численным результатам, свойством:

1 U2 (t)X2 (t)
{

1 U2 (t)X2 (t)} tL[T Т] (12)
х2 (О) и1 (t)

-

T : T2х2
(О) и1 (t)

при всех \"-: l' 2.
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На рис. 53, а приведены результаты решения задачи с вариацией
ТОЛI>КО и2 ; и} (t) и uз (t) - фиксированы. Поназаны: функция
и2 (t) - точная (сплошная линия) и полученная процессом поисна

(отмечена « Х»), П фуннция F(t)= 3/(0) ;l;2 ! )
(t)

точпая(nyнк-

тир) и приближенная (сплош-

F

F

ag
ная линия). Значение функци-

и2

-(
48

онала в приближеННОl\<I реше-

0.3 /'" (},7
пии Fo=O,94 вместо точноrо

0.2)( --. и oi/'X""X'" значения Fo ===0,93 (ошибка
О, t

........__Х..-.

t
 1.%). Условие л=1 выпол-

,
I Z

t нено с точностыо до 0,002,
о а)

оrраничения и; и2 U не
f работаIОТ, так как всюду

/,0 и; < и2 (t) < U .На рис. 53, 3

и Ь приведены аналоrичные кри-
вые для задачи, в ноторой
варьировалось только и} (t) при
финсированных и2 (t), uз (t).

Уrадать по численным ре-

зультатам структуру (12) не-

сложно.

0,8

о t
t

2

J
u

F
и, л

1,08

\ Dб

1,04
\

',02

,,/МСI1,00 - - ----- --- 

t, 8)

Рис. 53.

t
t

2
(l,98 с

Рис. 54.

Поясним теперь алrоритм вычисления точноrо решения. Он существенно

опирался на структуру (12) и на то, что варьируется лишь одна компонента

управления. Задавалось некоторое число С и какая-нибудь функция и2 (t).
С этим u решалась задача (1), и определялись х (t) и л. Далее и2 (t) пересчи-
тывалось из уравнения

1 и2 (t) х2 (t) u1 (t) х
2 (О)

х
2 (О) u

1 (t)
- С, т. е. u2 (t)==:C

x
2 (t)

(13)

с новым и2 (t) решалось (1), снова пересчитывалась функция и2 (t) И Т. д.

до установления. Процесс оказался быстро сходящимся; разумеется, назна-

чение исходных С и и2 (t) опиралось на результаты приближенноrо решения
задачи. Этот процесс, таким образом, определял Числом С значение л (С)
и фУНIЩию и2 (t, С). Затем обычным способом решалось уравнение л (С)=1.
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При решении вадачи с и1 (t) (рис. 53, о) расхождение между точным опти-
мальным и1 (t) и найденным чиСленно оказалось относительно БОЛI)ШИl\f-

хотя по вначению РО точность приближенноrо решения -1% (ТОЧНЫЙ
min Ро=О,95, приближенное решение дает Fo=0,96). Было интересно вылс-

пить, С чем это связано. На рис. 54 поиавана фупицил л (С), построенпая
по нескольким точкам С с помощью итерационпоrо процесса (13). Видно,
что уравнепис (С)=ло имеет два решения при  o 0,997. Уравнение (С)=
=0,996 решения не имеет. ТаRИМ образом, при л (С)=1 мы находимся таи ска-

зать на rрапицс существования оптимальноrо решения вида (12)*). Если бы

дополнительное условие имело вид  =ло< 0,996, Tn решения вида (12)
уже, наверное, не БТJУЛО бы. Оптимальное решение имело бы какую-то друrую
струитуру. Видимо, Uj (t) па рис. 53, о и несет па себе следы этой друrой
структуры. Для проверки этnrn пре]tположепия было проведено решение
вариационной вадачи С варьировапием тnлькn и1 (t) при условии  =1,035.
Это реmение (и соответствующие этой В8дачи ТОЧЛI.;rе фУПИЦИИ) пзобра)нены
па рис. 53, 8. Видно, что совпадение и1 (t) с точным стало наМ1Тоrо лучше.

Было бы интересно получить численное решение и при Л, допустим, 0,96,
иоrда cTpyI(Typa (12) неосуществима. R сожалению, эта мысль пришла автору
тоrда, J\оrда машина, на Itоторой проводились расчеты, была демонтирована
кап устаревшая, а проrрамма, написанная в кодах, оказалась, таким образом,
утраченной (описываемые здесь расчеты проводплись в 1965-1967 rr.).
Предположения, поторые были сделаны в связи С решениями задач (рис. 53),
не очень строrи: точно таи же, СХОДИМОСТI) алrоритма (13) не rараптирована.
Все это было подробно описано как типичный пример тех средств, R которым
часто обращается вычислитель, имеlОЩnЙ дело с достаточно сложной ПРИI лад"
ПОЙ задачеi. 'Успех ЯDляется оправданием прпменяомых средств.

Таблица 1

r F. r
Задача 1

I
Задача 11

"
Задача IV

). r m nи, (t) r m xи, (t)

I
· "F. ., F. r ). I >"

О 4,403 1,005 0,875 0,200 О 2,211 О 0,801 1,030 1,000
3 3,634 0,998 0,765 0,2е0 3 2,054 3 0,850 1,002 0,994
6 3,073 1,003 0,695 0,314 6 1,893 6 0,845 1,004 1,000
9 2,782 1,003 0,695 0,368 12 1,762 9 0,798 0,9996 1,005

12 2,569 1,001 0,699 0,422 18 1,700 15 0,716 0,9986 1,002
15 2,355 1,005 0,688 0,492 24 1,659 21 0,701 0,9991 {,ОО4
18 2,15! 0,995 0,692 0,572 30 1,641 27 0,673 0,997 0,996
21 2,063 {,ОО3 0,693 0,601 36 1,627 33 0,645 1,002 1,001
24 2,040 1,000 0,695 0,604 42 1,610 39 0,625 0,997 1,002
27 2,026 0,997 0,692 0,605 48 1,602 45 0,618 0,995 0,999
30 2,019 1,003 0,694 0,606 54 1,598 54 0,569 0,997 0,997

57 1,597 60 0,565 0,999 {,ОО1
60 1,597 66 0,556 1,006 {,ООО
63 1,594 72 0,546 1,002 0,999
66 1,592 75 0,543 1,000 1,001
69 1,592 78 0,545 0,9998 1,001

*) 'Уравнение л (С)==1 имеет два решения. Было найдено и управление,

соотвеТСТВУIощое nторому корню. Опо окаяаJJОСЬ сущеСТDенно худшим по 8ва-
чеНИIО Fп..
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В сле,n;ующей задаче варьировались все три компонепты управ-

ления  ,и2, из (t), причем иl (t) вышло на CBOIO нижнюю rраницу

U;=О,7 на всем интервале [Т1 , Т2 ], а и2 (t) - на rраницу U;=О,6
на интервале длиной 0,4 (T2-T1). Оба оrраничения аппронсими-

ровались по трем точкам. В табл. 1 (расчет 1) подробно поназан

ход решения задачи. Приведены слеДУIощие величины: HOl\<Iep ите-

рации v и значения Fo, л, min и. (t), шах u2 (t) на данной итерации.
t t

Здесь точное решение уrадать не уда-
Ф

лось, и доверие к этим результатам ос-
4

новано, прежде Bcero, на опыте успеш-
Horo решения близких по содержаНИIО
задач (рис. 53). На рис. 55 процесс

решения этой задачи показан ЭВОЛIО-

цией функций Ф [t], и} (t), и2 (t)
(Ф - функция, маКСИl\<IУl\<I н:оторои оп-

ределяет значение Fо [и(.)]. ОТl\<IеТЮI

слеДУIощие обстоятельства. Пре,"I\де [J9
Bcero, оrраничение и} > 0,7 - сущест-

венно, ero нарушение очень выrодно 0,8

с точки зрения. минимизации Fо.

-

Это

следует из Toro, RaH стремительно
0.7

ФУПНI\ИЯ и} (t) llIuХОДИТ па это orpa-
lIичепис (на О-и, ПРИl\1:0}JI-IО, итерации). D,б
Выход и} (t) на rраницу 0,7 приводи'f
I( TOl\<IY, ЧТО В дальнейшем иl (t), по су- 0/1

ществу, не меняется. Rстати, и темп па-

дения Fо в процессе итераций после 0.2

этоrо заметно упал. Второе значитель-

ное падение темпа изменения Fо

произошло после Bblxo,n;a и2 (t) на

BepXHIOIO rраницу 0,6 ('V 19). Поучительной оказалась третья

задача, в которой, как и в первой, варьировалась только компо-

нента и2 (t). Однако, фиксированная компонента иl (t) была задана

разрывной, в связи с чем и в ТОЧНОl\f решении, HaR в дальнейшем
выяспилось, ДОЛiкен был образова'I'ЬСЯ разрыв n и2 (t) (в той же

точне t, rде был разрыв в и} (t». Заl\<Iена й2 (t)=V2 (t) привела здесь
к затруднениям, о которых уже rоворилось: для образования
разрыва в и2 (t) пужпо процессом малых вариаций v (t) v (t)+
+ 8v (t) построить в v (t) 8-фУНIЩИIО. Этоrо, в сущности, не полу-
чилось, точнее, разрыIB оказался сильно размазанным. Процесс
поиска минимума Fо С'I'абилизировался при значении F0== 1,7 .

Эта стабилизация произошла в ситуации, сравнительно далекой
от оптимальной. Причина ее - ноточность аппроксимации (5)
при l=3. На рис. 56, а изображепа точпая ОПТИl\lальная функ-
ция иа (t) (СПЛОШПё1Я линия) И приБЛИ/I-\енная (нанесена «О»).

J
t

о

з и,(tJ

27
--- 1It-

о
J
9

Рис. 55.
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(Результаты и здесь позволили предположить CTpyRTypy (12) точ-

Horo решения и найти ero итерациями (13»). Видно, что есть участки

заметноrо отклонения приблитенноrо и2 (t) от точноrо. При вычис-

лении вариации управления ои2 (t) мы имеем два ресурса пониже-
ния Fо: истинный ресурс, связанный с отличиеl\<I и2 (t) от точноrо,

и ло,нный, связанный с неточностыо аППРОКСЮlации (5) и позволяю-
щий понитать значения Ф [t] в точках аппроксимации 1:1, 1:2, 1:8
за счет повышения значений в друrих точках, rде Ф [t]

шах Ф [t] == Fo [и ( .)]. Rоrда этот второй ресурс становится,
t

так сказаТI>, мощнее перnоrо, процесс поиска приобретает характер
«болтанки)}: понижения Fo фантичесни не происходит. В данном

случае, ввиду сложности исномоrо решения (в терминах v (t»,
это произошло сравнительно далено от истинноrо Inin F0== 1,585,
т. е. численное решение содержало ошибку -." 7 %. В связи С этим

был предложен и успешно применен в данной задаче метод, по-

ВВОЛЯIОЩИЙ преодолеть трудности, порождаеl\<Iые заменой u=v.

И:менно, вариация ои (t) ищется в виде

8и (t) == 8и' (t) + 8и" (t). (14)

При этом ои' (t) - вариация, малая не толы(o Cal\<Ia, но имеющая

еще и малую ПРОИЗВОДНУIО. Нонкретно, ои' (t) определяется

уравнением
d8и'

dt
== 8v (t);  и'(Т1)= 8tX, (15)

rде 8v (t) - проиввольная малая функция (разумеется, имеется

в виду сеточная функция типа (8).
Что касается ои" (е), то это проиввольная малая сеточная фунн-

ция типа (8), однако она отлична от нуля только в тех ТОЧRах t

отрезка [T1 , T2 J, rде

Ф [х (t), и (t)] O,95Fo [и ( · )] (Fo == шах Ф [ж (t), и (t)]). (16)
t

Таким образом, введение компоненты 8и" (t) не портит аппрокси-

мации (5) и, в то же время, позволяет получать разрывные u (t)
бев 8-функций. Процесс решения третьей задачи с использованием

приема (14) показан в табл. 1 (задача 11) эволюцией в процессе
поиска величины Fо. Значение л при этом совпадает с 1 так ,не,

как в остальных случаях, и не приводится. Рис. 56 ИЛЛIострирует

результаты численноrо решения задачи. На рис. 56, а показаны

оптимальные фУНlЩии и2 (t) - точная (сплошная линия), прибли-
женная, полученная без применения (14), «(О)}) и приближенная,
полученная с помощыо (14), «<х )}). На рис. 56, 8 покаваны функцЮl
Ф [ж (t), u (t)], полученные с применением (14) (тах Ф [х (t),

t

u (t)]=1,592) и без этоrо приема (тах Ф [ж (t), u (е)]=1,7).
t
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На рис. 56, в и 56, е поназана эволюция функций и2 (t) и Ф [t]
в процессе поиска.

 бf20.15 7 '!

J
t

t'2 ,

Четвертая задача, в которой варьировались все три КО1VIпоненты

u (t), была осложнена еще ОДНЮI

дополнительным условием л' == 1,
rде л' - крайняя точка спектра

оператора типа (1), но с друrими
значениями входящих в Hero коэф.-
фициентов, зависящих от Toro же

caMoro управлеIIИЯ u (.). Процесс
решения этой задачи показан

в табл. 1 (задача IV) ЭВОЛIоцией t,
величин Fо [и (. ) ], л и л'. На Рис. 57.

рис. 57 показано И3l\<Iенение функ-
ции ф [х (t), u (t)] в процессе ПОИСRа. В этой задаче плато в функ-
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ции образовалось дойопьно рано (при   10-12),и после этоrо

произошло значительное уменьшение Fo (от Fo=0,8 до Ро=0,545).
Этим, а также наличием дополнительноrо условия 'Л' =1, опреде-
ляется сложность расчета.

39. Об ОДНОМ способе аппроксимации
недифферепцируемоrо Функционала

Построение МИНИМИЗИРУlощей последовательности управлений
обычно так или иначе использует производные от входящих в за-

дачу функционалов. Поэтому значительные трудности связаны

с решением тех задач, в постановку которых входят функц.ионалы,
не имеlощие производной Фреше, но все же дифференцируемые
в смысле raTo (по направлениям). R таким функционалам приво-

дят обычно конструкции типа

F[и(. )] == mахФ[х(t)].
t

(1)

Леrко понять популярность идеи аппроксимации TaKoro Функцио-
нала друrим, имеlОЩИМ уже ПРОИЗВОДНУIО Фреше, тем более, что

и способы аппроксимации технически несложны, и появляется

соблазнительная возможность доказать теорему о том, что подоб-
ную аппроксимаЦИIО можно сделать сколь уrодно точной. В част-

ности, нередко (см., например, [27]) предлаrается аппроксимиро-
ватъ (1) дифференцируемым функционалом

{
т

)l FII'I [и (
· )] == J фl' [х (t)] dt (lim F(P) [и ( · )] = F [и ( · )]).

р-+оо
(2)

R сожалеНИIО, предложения подобноrо рода HaмHoro опережаlОТ
опыт их фактическоrо использования. Во всяком случае, автору

неизвестны публикации, в которых сообщалось бы об использо-

вании аппроксимации (2), и о том, что из этоrо вышло. Но очевидно,
что аппроксимация (2) обладает дефектом, характерным для.мноrих
подобных конструкций, содержащих большой параметр (для ме-

тода штрафных функций, например): при малых р аппроксимация

неточна, при больших р она точна, но функционал р(Р> [и (.)]
плохо линеаризуется: это означает, что формула

(
дР(Р)

) F(P)[8и ( · )] = да ( . )
t 8и ( · )

имеет точность (скажем, -..,10%) лишь при очень малых 8и, что

в свою очередь заСтавляет вести процесс построения минимизи-

рующей последовательности управлений слишком малым шаrом.
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Разумеется, все сказанное выше носит качественнЫЙ характер,
и более обоснованное суждение о практической ценности аппрокси-

м:вции (2) мол{но вынести лить на основании опыта. Автором был

проведен вычислительный эксперимент на задаче о спуске косми-

чеСRоrо аппарата. Эта задача и опыт ее решения подробно описаны

в 37. Был повторен расчет, который в 37 отражен в табл. 3

и рисунках 49, 51 с ОДНИМ лишь изменениеI\l: вместо условия

nlax Ф [х (t)] 5,9 (СМ. 37) использовалось оrраничение диффе-
i

ренцируемоrо функционала:

{
т

I Pх }фll[х(t)]dt <5,9, (3)

rде х - множитель, выбираемьш на каждой траектории так, чтобы
было выполнено СООТllошение rnF(f)=max Ф [х (t)J. Если бы этот

t

l\lножитель не вводился, результаты были бы еще хуже (впрочем,
иеlIамноrо, так KaI{ x 1,3,как будет видно из расчетов). Заметим
еще, что определенные предосторожности (при больших р) следует

ПрИПЯТЬ при вычислении фlldt. Оно осуществлялооь так: пахо-

дилось значение Fo
== шах Ф rx (t)] и 38тем

,

I
т

}l/P I
'l'

}l/P} фlldt =Fo J [ ;оУ dt
·

Прежде чем обсуждать результаты эксперимента, которые автор
считает отрицательными и ставящими под сомнение практическую
ценность аппроксимации (2), следует сделать несколько oroBopoK.

1. Полученные результаты сравниваlОТСЯ с нашими расчетами
в 37. Сравнение с решением той же задачи методом штрафных
функций, также подробно комментируемым в 37, было бы более
блаrоприятным, но не настолько, чтобы изменить отрицательное
отношение к (2).

2. Автор неоднократно подчеркивал, что всякая идея требует
еще и подходящеrо технолоrическоrо оформления. R сожалеНИIО,
в работах, предлаrаlОЩИХ аппроксимаЦИIО (2), эти вопросы совер-
шенно не разработаны, и автору пришлось взять это на себя.
Скептическое отношение к подобным идеям моrло, конечно, при-
вести к ТОМУ, что не было сделано все возмол{ное, чтобы довести

идею до эффективноrо вычислительноrо алrоритма. Во всяком

случае, те неудачные попытки использовать (2), которые были

сделаны, показываIОТ, что преДЛО)RИТЬ аппроксимацию (2)-
еше не значит создать  {eTOДрешения задач с функционалами

22.
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типа (1). Это лишь возможный в принципе подход, из KOToporo,
может быть, удастся сделать эффективный метод (затратив усилия
MHoro большие тех, которые нужны для Toro, чтобы придумать
нечто, подобное (2»), а может быть, ничеrо и не выйдет. Автор
полаrает, что, скорее Bcero, ничеrо не получится.

Тот, кто с этим не соrласен, сможет при желании опроверrнуть

эту точку зрения, доведя идеlО аппроксимации (2) до расчета:

задача в 37 описана так, что допускает воспроизведение, а при-

веденные там результаты расчетов даIОТ представление о достиrну-
той точности и вь слительнойих цене.

3. Эксперимент проводился на сравнительно сложной задаче,
в которой nlax Ф [х (t)] достиrался на большей части интервала

управления [О, Т]. Можно надеяться, что в более простых ситуа-
циях аппроксимация (2) окажется более работоспособной. Однако,
как будет видно из дальнейшеrо, трудности встретились в началь-

ной стадии расчета, коrда Ф [х (t)] имела Bcero две точки локаль-

ных максимумов.

Перейдем к результатам. Первый расчет проводился при р==10
и оrраничении на вариаЦИIО управления lou (t)1 < 0,016, т. е.

в тех же условиях и при той л(е на;qальной траектории, что и в со-

отвеТСТВУlощем расчете 37. Вариация управления проводилась
методом проекции rрадиента (см. 18). Заметим, что для перехода

от исходноrо управления к оптимальному нужно изменить и (t)
на величину порядка 0,3-0,4. При шаrе ou 0,016это в принципе

можно сделать за --25 шаrов, что и наБЛlодается в наших расчетах
в 37. Результаты расчетов, ИСПОЛЬЗУIОЩИХ аппроксимаЦИIО (2),
приведеныI в табл. 1, I'де показаны слеДУlощие величипы: v - но-

мер итерации, значения F(I'J и Fo
== шах Ф [х (t)]. Величина

t

минимизируемоrо функционала в таблице не приведена, так как

до Hero дело не дошло: ведь сначала должна быть решена терми-
нальная задача; нужно найти управление, для KOToporo х

1 (Т)==
==63,96 и шах Ф < 5,9. Расчет оказался совершенно неудачным,

t

процесс принял характер «болтанки)}: на четных итерациях

тах Ф < 5,9, и вариация управления выбирается с целыо пони-

t

жения х
1 (Т) (с 64,44 до 64,24). Однако расчет ОР(Р) по формулам

линейной теории возмущений для loи (t)1 -- 0,016 настолько не-

точен, что на слеДУlощей итерации тах Ф -- 6,1, хотя по линей-

ной теории должно было бы быть тах Ф < 5,9. На нечетных

итерациях происходит понижение тах Ф за счет роста х
1 (Т).

Такой характер процесса поиска типичен для ситуаций, в которых
шаr lou (t)1 слишком велик и должен быть уменьшен.

Второй расчет проводился в тех же условиях, что и первый,
но параметр S выбирался таким, чтобы шаr процесса ои (t) 
 0,0016. Результаты показаны в той же таблице теми же
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величинами. Существенноrо продвижения вперед не получилось,
поиск застрял примерно в той же ситуации, только амплитуда
«болтанки» стала несколько меньшей.

Отметим еще два обстоятельства. В среднем время на одну

итераЦИIО в данном эксперименте в --2 раза меньше, чем на итера-

ЦИIО в расчетах 37, так что затраты машинноrо времени на 33-
35 итераций составили --50% от затрат на каждый из расчетов

37. Но, с друrой стороны, метод, ИСПОЛЬЗУIОЩИЙ аппроксима-
ЦИIО (2), в первых двух расчетах «застрял» в сравнительно простой
ситуации, коrда функция Ф [х (t)] достиrает максимума в един-
ственной ТОЧRе, и функционал шах Ф [x(t)] дифференцируем

t

по Фреmе. В расчетах 37 на этом зтапе решения задачи (решение
терминальной задачи) никаких осложнений не было. Если мы

попытаемся идти стандарТНЫl\I путем уменьшения шаrа ои до ве-

личины, допустим, 0,00016, то, даже если предположить, что этим

все проблемы будут решены, следует рассчитывать на --2000-
3000 итераций для перехода от исходноrо управления до ОПТИI\lаль-

Horo. Это неприемлемо.

Третий расчет проводился при loul --- 0,0016, р=20. Здесь
удалось продвинуться несколько дальше, после 22-й итерации
функция Ф [х (t)] имеет уже две точки локальноrо максимума

с примерно равными значениями; одна из этих точек t1 расположена

вблизи левоrо конца интервала времени [о, Т], вторая
- в точке

t2=T. Процесс поиска показан в таблице величинами ", х1 (Т),
F(PJ, F', F" (последние две величины - значения Ф [х (t)] в точ-

ках локальных максимумов t1 , t
2). И В этом случае процесс поиска

«застрял» на стадии решения терминальной задачи, дальнейшее

продвижение требует дальнейшеrо уменьшения шаrа поиска ои.

То, что значение Ф [х (t1)] с хорошей ТОЧНQСТЫО держится около

значения 5,9, объясняется слеДУIОЩИМ: на величину х (t1) влияет

I1

только управление и (t) при О < t < tl, и- иптеrральпый шаr I ои I dt
о

'l'

мал, оп существенно меньше иптеrpальноrо mara I 1 8и I dt, влияю-

О

щеrо на x{t2). Поэтому величина F"=Ф[х(t!)] колеблется в су-
щественно больших пределах.

Одной из причин неудачи этоrо расчета моrла быть вариа-
цИЯ Т: в конце третьеrо расчета 8T 0,OO7Т, причем изменение Т
носит характер колебания Т Т.1 ,007 на нечетных итераl ИЯХ,
т -+ Т. 0,993 на четных. Поэтому было решено облеrчить ситуа-
ЦИIО, ИСКЛIОЧИВ Т из чисЛа варьируемых элементов управления.

Четвертый расчет прОводился при р=20, Т=240 (это близко
R оптимальному Т). Среднее значение 18иl было равно -..,0,016 па
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Т.б ица2

р=20

\1 l' 3t.I. (t) I среднее I x
l
(Т) I р(р) I F' I F"

О 0,016 6434,7 7,35 6.44
1 0,016 6446,4 6,98 6,13
2 0,016 6448,3 6,65 5,84 -

3 0,016 6434,2 6,98 6,13 2,75
4 0,016 6436,3 6,65 5,84 2,34
5 0,008 6421,0 7,19 6,13 6,25
6 0,008 6428,5 6,81 5,98 4,56
7 0,008 6428,9 6,66 5,84 4,53
8 0,004 6421,1 7,26 5,98 6,49
9 0,004 6424,9 6,79 5,91 5,74
10 0,004 6421,1 7,26 5,98 6,49

.

11 0,002 6424,9 6,79 5,91 5,74
12 0,002 6423,0 6,99 5,94 6,19
13 0,002 6424,9 6,79 5,91 5,74
14 0,001 6422,9 6,99 5,94 6,19
15 0,001 6423,9 6,88 5,92 5,99
16 0,001 6424,9 6,79 5,91 5,74
17 0,0005 6423,9 6,88 5,92 5,99
18 0,0005 6424,4 6,83 5,916 5,87
19 0,0005 6423,95 6,88 5,925 5,99
20 0,00025 6424,4 6,83 5,916 5,87
21 0,00025 6424,2 6,85 5,920 5,931
22 0,00025 6424,2 6,85 5,916 5,925
23 0,000125 6424,1 6,85 5,914 5,94
24 0,000125 6424,24 6,84 5,911 5,91
25 0,000125 6424,12 6,85 5,914 5,94
26 0,0000625 6424,23 6,84 5,912 5,912
27 0,0000625 6424,18 6,85 5,913 5,926
28 0,0000625 6424,163 6,85 5,912 5,929
29 0,00003125 6424,159 6,85 5,911 5,929

первых пяти итерациях, затем оно уменьшалось после каждых

трех итераций. Результаты приведены в табл. 2. После пятой ите-

рации функция Ф [х (t)] имеет два локальных максимума; один
-

в точке t=0,27 Т, второй - на конце интервала управления.
Видно, что процесс и эдесь принял колебательный характер, сви-

детеЛЬСТВУIОЩИЙ о том, что шаr ou слишком велик.

ПЯТЫЙ расчет (табл. 3) отлич;ался от четвертоrо тем, что сред-
нее значение ои уменьшалось (после пятой итерации) в 1,2 раза
после каждой итерации, однако это уменьшение прекращалось,

коrда  идостиrла значения 0,000067. Это значение было выбрано
по реsультатам четвертоrо расчета: при оu==0,000О625 процесс
решения терминальной задачи стал относительно монотонным,
значение х

1 (Т) падает, а тах Ф --- 5,9. И в пятом расчете при  и 

 O,OOOO67началось монотонное падение x
1 (Т) при сравнительно
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Таблица 3

\1 S х1
(Т) р(р) F' F'I

О 0,016 6443,68 7,35 6,44 -

t 0,016 6446,35 6,98 6,13 -

2 0,016 6448,29 6,65 5,84 -

3 0,016 6434,16 6,98 6,13 2,75
4 0,016 6436,27 6,65 5,84 2,34
5 0,013 6421,05 7,19 6,13 6,25
6 0,011 6433,66 6,71 5,89 3,01
7 0,0093 6423,04 7,02 6,09 5,98
8 0,0077 6432,85 6,74 5,92 3,53
9 0,0064 6429,69 6,63 5,81 4,25
10 0,0054 6423,39 6,91 5,92 6,04
11 0,0045 6428,62 6,65 5,83 4,59
12 0,0037 6424 24 6,83 5,91 5,85
13 0,0031 6420,76 7,24 5,98 6,43
14 0,0026 6423,64 6,88 5,91 5,99
15 0,0022 6426,14 6,72 5,87 5,35
16 0,0018 6424,05 6,84 5,91 5,89
17 0,0015 6422,36 7,03 6,94 6,23
18 0,0012 6423,77 6,87 5,92 5,96
19 0,0010 6424,97 6,77 5,90 5,67
20 0,00087 6423,99 6,85 5,91 5,91
21 0,00072 6423,14 6,94 5,93 6,09
22 0,00060 6423,82 6,86 5,92 5,95
23 0,0005 6424,40 6,81 5,91 5,81
24 0,00042 6423,92 6,85 5,91 5,92
25 0,00035 6423,79 6,86 5,91 5,95
26 0,00029 6424,12 6,83 5,90 5,87
27 0,00024 6423,85 6,85 5,91 5,93
28 0,00020 6423,91 6,85 5,90 5,92
29 0,00017 6423,72 6,86 5,91 5,95
30 0,00014 6423,88 6,85 5,91 5,92
31 0,00012 6423,77 6,86 5,91 5,94
32 0,000097 6423,88 6,85 5,91 5,92
33 0,000081 6423,79 6,85 5,91 5,94
34 0,000067 6423,81 6,85 5,906 5,930
35 6423,81 6,85 5,905 5,930
36 6423,81 6,85 5,904 5,929
37 6423,80 6,85 5,903 5,929
38 6423,80 6,85 5,902 5,928
41 6423,78 6,85 5,900 5,929
44 6423,77 6,84 5,897 5,929
47 6423,75 6,84 5,894 5,929
50 6423,74 6,84 5,890 5,!}29
51 6423,73 6,84 5,890 5,929
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Таблица 4

v
:х;1 (Т) :х;1 (Т)

F' F" I  и(t) I 1(
предсн. фаI\ТИЧ. среднее

О 6443,68 6,440 - 0,016 1
1 6430,72 6430,18 6,793 - 0,016 1
2 6421,27 642t,51 6,753 5,193 0,016 1
3 6413,62 6414,01 6,627 5,290 0,016 1
4 6407,38 6407,80 6,407 5,500 0,016 1
5 6896,82 6397,37 5,958 6,376 0,013 1
6 6395,93 6396,50 6,645 5,962 0,011 1
7 6396,00 6396,32 5,989 6,460 0,013 1
8 6396,07 6396,52 6,652 5,652 0,0076 2
9 6396,00 6396,29 6,008 5,971 0,0074 2
10 6396,01 6396,06 5,907 5,991 0,0074 3
11 6395,96 6396,02 5,901 5,935 0,0096 4

стабильном значении шах (D. Однако продолжать вычисления

подобным образом практически бессмысленно. Даже если пред-
положить, что характер процесса сохранится, то для достижения
значения х

1 (Т)==6396,ОО понадобится ---4000 итераций. А ведь
решение задачи только после этоrо, собственно, и начнется, причем
в rораздо более сложных условиях: Ф (х (t)] будет уже не «двуrор-
бой» функцией, а функцией с «плато».

Для сравнения в табл. 4 подробно показан начальный этап

решеIIИЯ той iKe задачи методом проекции rрадиента. Приведены
слеДУlощие величины: v - номер итерации, предсказанное значе-

ние х
1 (Т), F' и F" - значения Ф [х (t)] в двух точках локальных

максимум:ов, среднее значение I ои (t) I и к - число точек

аппроксимации в формуле (35). Стоит ОТl\1етить, что механизм

постепенноrо увеличения К сработал с lIебольшим опозданием:
уже на 6-й итерации Ф (х (t)] стала «двуrорбой», и следовало уве-
личить К с 1 до 2. Таким образом, теРl\lинальная задача была

довольно леrко решена, и уже с 9-й итерации начался процесс
I'нинимизации.

40. Некорректные задачи оптимальноrо управления.
РеrУЛЯРИЗ8ЦИЯ численноrо решеШlЯ

В работах [79], [80] было обращено внимание на то, что задач;а

оптимальноrо управления некорректна, т. е. ее решение может быть
изменено на конеЧНУIО величину без ИВl\lенения значений тех функ-
ционалов, в терминах которых поставлена задача. Правда, в общем
случае это есть возмущение управления на множестве меры нуль,

что особенно серьезноrо значения не имее .Однако существует
пласс задач (и он не так уж узок), в которых некорректность свя-
зана с возможностыо при сколь уrодно маЛQМ изменении значе:ц:ип
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ФУПRциопалов изменить управление па RонеЧНУIО величину па мно-

жестве положительной меры.

В качестве xapaKTepHoro примера подобной задачи рассмотрим

задачу о вертикальном подъеме ракеты (см. 28, 29). Ищется
фУНКЦИЯ u (t), МИПИМИЗИРУlощая значение функционала
РО [и (.)]:=1-х

1 (Т) при условиях F1 [и (.)]:=х' (Т)-1,49=0 и

О < и (t) < и. Здесь х (t)={x1
, х

2
, х

3 } - решение задачи Коши

ж=f (х, и):
1;1 = -и; 1;2 =хЗ

; tЗ
== -g+ [Уи- Qe-fJх'(х

S)2]/хl
,

х
1 (0)== 1; х

2 (0)=О; хЗ(О)= О; 0< t< т

(С, V, а, Q, и, т - заданные числа. см. 28). Решение этой за-

дачи имеет слеДУIОЩИЙ вид:

I
U при O<t<tl ,

u (t)= u-(t) при t
l < t <t2,

О при t > t2,

rде u* (t) (О < u* (t) < и) - некоторая функция, вычисление ко-

торой опиСано в 28. Интервал (t1 , t2) носит в приложениях назва-

ние «участка особоrо решения)}. Тоrда существует число а > О
такое, что

o<a(t) := u
1t

(t)+a sin.kt< и при tE(tl ,
t
2).

в то же время нетрудно показать, что

Fl [а( · )]=Fl[u.( · )}-+O(1/k).

(1)

i=O, 1, (2)
т. е. при достаточно большой частоте возмущения k функционалы

(и вообще траектория х (t») измеНЯIОТСЯ сколь уrодно мало. Это
и есть пекорректность задачи.

Проверить свойство (2) несложно: введем на [О, Т] сетку точек '11 = n e,
п = О, 1,..., N,  t= Т/1'1, и обозначим X,1

= Х (t11). Тоrда Ж11 удовлетворяют
уравнениям

t12+t ',,+1

Х,,+1 = з;, + /[х (t), и (t)] dt = х"+ 1 /[х". и (t)] dt + О (4tl).
112 t.

В Сl:.lлу линейности f (х, и) по и (8 вадаче (1»

(3)

'12+, 1.+,

/[х". и (t) + а sin kt] dt= /[х". и (t)] d. + О (4t/k),
'п 112

И величину О ( tlk)можно, ВI брав достаточно большое k.. считать вели-
чиной О ( t2). Однако решение системы paBHocTHыx уравнеНIlЙ

1,,+&

Y"+1=1I,,+ I /[у". и(t)]dt+O(4tl). 110= х
о.

t
"

п == О, 1, ..., N (4)
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расходится с решением системы (3) на величину О (Llt). В силу проиа-
вольнОсти  tсделанное выше утверждение о некорректности вадачи (1)
доказано. Разумеется, для аккуратности следует еIце изменить управле-
ние (на О (Llt» так. чтобы условие Р1 [и (t)J = о было выполнено. Это,
Е\онечно, вовможно (за счет дополнительноrо изменения: Р

О на О ( t».
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Рис. 58.

Этот факт - воsможиость значительных вариаций управления,
приводящих к очень малым изменениям фУПlЩионалов, - имеет

очень важные с вычислительной точки sрения последствия. Именно
с ним связано то, что часто удается получить решение, очень точное

по значениям функционалов, в то время как сама упраВЛЯlощая

фунlЩИЯ оказывается довольно rрубым приближением к точной.
Читатель без труда заметит последствия этоrо свойства задач

оптимальноrо управления в примерах найденных приближенных
решений вадач. 3десь )ие мы рассмотрим результаты вычислитель-

Horo 'ЭRсперимеНТ8, поставлеllноrо спеI\иальпо с целью получить
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проявлен:ие некорректности возможно более ярко и в этих усло-
виях испытать разработанный автором метод борьбы с этой не-

приятностыо (реrуляризация). Специальные условия эксперимента
состояли лишь в том, что задача (1) решалась (методом последо-

вательной линеаризации) на сетке с очень мелким шаrом, содержа-

щей ........,500 счетных интервалов; при этом на учаСТОI\ [О, t2 ] прихо-
дилось --200 точек. Хорошо известно, что некорректность задачи

проявляется Te [сильнее, чем выше размерность конечномерноrо

пространства, аППРОКСИМИРУIощеrо функциональное (чем меньше

шаr сетки, тем больше «частота» k, KOTOpYIO можно реализовать

в пространстве КУСОЧlIО постоянных сеточных функций). На рис. 58
показана ЭВОЛIОЦИЯ функции u (t) на некотором участке (t', t") Е
Е [t1 , t2 ] (v - номер итерации) в процессе поиска реНlения. Видно,
как постепенно rрафик функции и (t) портится и в конце

концов (при v==96) превращается в набор «о-функций». В то же

время ЭВОЛIОЦИЯ функционалов Fo , Р1 вполне разумна, и их значе-

ния при v 90почти не отличаIОТСЯ от значений в точном решении

(см. табл. 1, задача 1). Однако, если иметь в виду содержатеЛЬНУIО

интерпретаЦИIО полученных в расчетах результатов, то представ-

ленное на рис. 58 практически оптимальное управление и (t) со-

вершенно неудовлетворительно. I-fадо сказать, что найденные
численно оптимальные управления очень редко ИСПОЛЬ3УIОТСЯ

на практике в том виде, в каком они получены математиком

(даже если они и точные). Обычно задачи оптимальноrо управле-

Таблица 1

Задача 1

х
2
(Т)

..,

Fo

о

6

12

18
24
30
36
42
48
54
60
66
72
78
84
90
96

0,70000
0,68869
0,68794
0,68653
0,68425
0,68166
0,68051
0,67975
0,67936
0,67915
0,67896
0,67887
0,67879
0,67873
0,67869
0,67865
0,67868

1,49150
1,48998
1,48970
1,48!)93
1,48941
1,48989
1,48895
1,48943
1,48988
1,48942
1,48981
1,48963
1,48955
1,48940
1,48951
1,48975

Задача 2

IFo

0,70000
0,68501
0,68313
0,68120
0,68004
0,67950
0,67920
0,67903
0,67892
0,67886
0,67881
0,67882

Задача 3

Fo х
2
(Т)

0,70000
0,68020

0,68010
0,68000
0,68001
0,68000

1,4872
1,48930
1,48907
1,48973
1,48985
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ния ставятся для некоторых l\1атематических l\iоделей реальноrо

объекта, и их решения служат лишь ориентиром, они должны быть

еще аппроксимированы теми средствами, которыми реально распо-

лаrает конструктор. Например, точное решение в задаче (1)
на участке [tl , t2 ] не может быть описано сравнительно простым
аналитическим выражением, и создание автоматики, обеспечи-

ваIощей расход rОрlочеrо в точном соответствии с формой опти-

мальноrо и (t), было бы чрезвычайно трудным. R счастыо, это

не нужно. Визуальный анализ точноrо решения наводит на мысль,

что среди существенно более простых конструкций управления
типа

!
и при о t < t1 ,

и(t)== а

о

при t
1  t<t2 (5)

при t2 t T

(здесь t1 , t2 , а - некоторые параметры) найдется функция, мало

уступаlощая по значеНИIО Fo оптимальной. Для t1 ,
t2 , а можно

(зная точное решение) леrко указать приближенные значения,

которые затем без труда УТОЧНЯIОТСЯ решением задачи (1) в классе

управлений (5). Еще более точная аппроксим:ация будет достиr-

нута, если на (tl , t2) взять двухпараметрическое семейство функ-
ций а+Ь (t-tl) или разбить интервал (е1 , t2) на (t1 , t') и (t', t2)
и на каждом из них взять в качестве а разные постоянные а', а"

и т. д. Стоит иметь в виду, что сам процесс поиска оптимальноrо

управления содеРiНИТ ИIlформаЦИIО о TOl\[, KaKoro сорта вариации

управления слабо ВЛИЯIОТ на значения функционалов. Б частности,
в примере (1), как мы увидим, четкое выделение разрывов в и (t)
(в точках tl ,

t2) не обязательно: разрывы можно «размазать».

Решение на рис. 58 плохо еще и потому, что, rлядя на Hero, едва ли

можно доrадаться, что в простом классе функций (5) есть очень

точные аппроксимации оптимальноrо управления. Естественно,
возникает желание «реrуляризовать» численное решение, т. е.

ВКЛIОЧИТЬ в постановку задачи еще и требование, чтобы функция
и (t) была достаточно простой. Обычно трудно бывает придать
этому качественному требоваНИIО однознаЧНУIО количествеННУIО
формулировку .-- в этом одна из сложностей процедуры реrуляриза-

ции. Однако математический аппарат здесь Уil еразработан (см., на-
пример, [79], (80J, [81]). СтандартнЫЙ прием состоит в добавлении
к минимизируемому функционалу Fо [и (. )] малой реrуляризи-
РУlощей добавки: решается задача min Fo [и (.), а], rде

т

р
о [и ( · ). а] .- Ро [и ( · )] + а I и 12 dt, (6)

о

причем а > О - малое число. Такая замена приводит к тому,
что среди мощноrо множества управлений, почти не отличаlО-
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щихся друr от друrа по значениям Fo,Ft , предпочтение отдается

более rладкому, имеющему меньшее значение 1 и2dt. Автором

была предпринята попытка использовать этот подход, однако

она оказалась неудачной: трудно подобрать нужное sначение а.

При слишком малых а. не получалось rладкоrо решения, при боль-
ших а - значение F

o заметно превосходило минимальное. Тре-
буется производить подбор а, что связано с увеличением трудоем-
кости расчета. Поэтому была предложена друrая реализация общей

идеи реrуляризации. Построенный на ее основе алrоритм позволил

получить хорошее численное решение без увеличения затрат ма-

шинноrо времени.
Сначала попытаемся понять, кан возникает та картина, ното-

рая изображена на рис. 58. Напомним, что процесс решения задачи
состоит в последовательном варьироваJIИИ управления: и (t) пере-
ходит в и (t)+ l)u (t), rде оu (t) - решение sадачи

'l'

min J wо (t)8и(t)dt, (7)
3а (.)

о

при условиях
т

Р}[и(. )]+ w.(t)8и(t)dt=О.
о (8)

s- (t) s (t), s+ (t)

(шо, Шl (t) - проиsводпые Фреше функционалов Ро, Ft). Решение
задачи (7), (8) определяется некоторым вектором {1; g} и имеет вид

{
s-(t), если wo(t)+gw(t»O,

 и(t)- (9)-

s+ (t), если шо (t) + gW1 (t) < о.

в данной задаче решение имеет нечто вроде численноrо аналоrа

О-Функции: величина и очень велика по сравнеНИIО с и (t) на (tt, t2).
Б процессе итераций управление на интервале (t1 , t2) быстро ста-

новится, так скаэать, оптимальным: в том смысле, что существует

число С, для KOToporo

wo(t) + gw} (t) О при t Е (t1t t
2). (10)

Подобное соотношение выполняется уже после нескольких первых

итераций, однако в целом управление еще не оптимально. Знак

шо (t)+gwl (t) становится на (tt, t2), по существу, случайной вели-

чиной, зависящей, в частности, и от поrреmностей конечно-разност-
ной аппроксимации дифференциальных уравнений. Следовательно,
и 8u (t)/иа (tt, t,) становится, в известной мере, случайной. В со-

четании с некорректностыо задачи эта случайность и приводит
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к тому, что изображено на рис. 58. Приняв такое объяснение

происхождения численной некорректности, построим алrоритм

реrуляризации, сосредоточив внимание на тех участках интервала

времени, rде шо (t)+gWl (t) O.
А л r о р и т м р е r у л я риз а Ц и и. Пусть задача (7»)

(8) решена, найден соответеТВУIОЩИЙ вектор {1, С}, и управление

проварьировано: и (t):=u (t)+ l)u (t). Выделим на (О, Тl множе-

ство М:

tEM: Iwo(t)+gwlr(t)I 6"W (t)+wJ(t). (11)

Теперь пайдем дополнительную вариацИIО l)u (t) решением задачи

т

min i [u(t)+M:F dt
3и (.) о

(12)

при условиях
т

J W, (t)3и(t)dt=O.
о

s- (t) 8и (t) s+ (t),

 lt(t)== O при t(f М,

Т. е. s-(t)= s'" (t)= О при ttF М.
Таким образом, раrуляризирующая вариация 8и (t) произво-

дится только там, rде в линейном приближении вариация управ-
ления с точки зрения функционалов ро , Р1 может быть совершенно
произвольной; в самом деле, если шо (t)+CWl (t)=O, то из

(13)

I W1&l,dt=O следует I wo3иdt=O.

Разумеется, в расчетах е > О, ero назначение и реrулирование
обсуждаIОТСЯ ниже. Заметим, что в задаче (12), (13) I'раницы В-,
s+ (t) не совпадаIОТ с S-, s+ (t) в (8). При их вычислении, кроме
обычных соображений о малости 8и и выполнении условия

О < и+ 8и и, используется еще одно. Задача (12), (13) есть

задача квадратичноrо проrраммирования, однако в расчетах оно

решалась итерациоппым методом, причем на каждой итерации
реmалась задача линеЙНоrо проrраммирования (являющаяся ли-

неаризацией (12»:
т

min i (-a(t)}3и(t)dt.
3и (е)

О

(12-)
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при условиях (13). В классе сеточных функций U'Il+t/, й,,+1/2 == {Un+t/2 -
- ш,,+1/2 + u"J/:J. и на величину Oиn+l/1 накладывалось еще оrрани-
чение

I Oи"+'/.1 < I uп+
',.I.

Это условие есть аналоr известноrо условия устойчивости явной

схемы для уравнения теплопроводности. Мы же, по существу,
используем процесс выrлаживания, аналоrичный счету по явной

схеме. после Toro как задача (12*) (13) решена, найдено новое

управление и (t)+oи (t), пересчитываlОТСЯ й,,+1/2 , s-, s+ (t), снова

решается задача (12*), (13), и таи заданное число раз К. Одновре-

и

0.5

LJ(O) (tJ
а25 0,05-

-------- --- --

ЦО5 -

LJoпт/tJ .88
о.02..................................

·

..

.

.
.

..- .

D 2 ч б 8 IО '2 14 18 18 t

Рис. 59.

менно реrулируется и число 6. Обозначим последовательно опре-

деляемые решением (12*) (13) вариации через ш(k), k=1, 2,. .
.,
К.

Rоrда была найдена основная вариация оu (t) решением задачи

(7), (8), была вычислена и величина выиrрыша оРо [ои (. ) ] =
'l'

= ШоОи dt. Вариации 8и(kJ (t), имеющие целью nыrлаживание

о

управления, приводят, конечно, к некоторым вариациям oF k)==
= w

0
'8и1kJdt. Зададимся теперь некоторой величиной (например,

как было в расчетах, 0,05 I oFol), KOTOpYIO мы «жертвуем» на rлад-
k

кость. ЕСЛI1 после очередной k-й JIтерации oF j)< O,051 8Fo 1,
j=l

то число 6 увеличивается, т. е. множество М расширяется. Это

характерный прием: нам нужно выбрать число 6 так, чтобы ВI)lrла-

живание и на М не очень сильно влияло на основной процесс мини-

мизации Fо и с этой точки зрения выбор 5% от аРо едва ли требует
обоснования. ПРЯМУIО связь между е и желаемыми 5% 8Ро ука-

зать неnозможно, поэтому подбор е осуществляется простыI\ff алrо-
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ритмом, основанным на использовании обратной связи с тем, что

получается в расчетах. Разумеется, 5% - это достаточно услов-

ная мера, и особая точность эдесь не нужна. В табл. 1 показана

ЭВОЛIОЦИЯ FО в процессе решения той же задачи 1 с применением

реrуляризации (задача 11). Значения F1 практически не отли-

чаIОТСЯ от значений F1 в задаче 1. На рис. 59 покааана найденная
в атом расчете функция и (t): она уже rодится для содеРЖ8тель-
Horo истолкования. I-fa рис. 60 показана (на примере задачи Toro же

типа, что 1, но с друrим значением параметра и) роль числа pery-

ЛЯрИЗУIОЩИХ итераций К (в одном расчете 5, в друrом 10). По зна-

чениям функционалов Fo , F1 ЭТИ два расчета почти СОВП8Д8IОТ,

К=/О Н=5

0,10

0,05

о 2 4 Б 8 10 12 '4 16 18 2О t

Рис. 60.

поэтому в табл. 1 приведеНЪJ данные только о решении одной
из этих задач (задача 111).

Теперь обсудим возможные причины неудачи расчетов с функ-
ционалом Fо [и (. ), а ] (6). Видимо, дело в том, что искомое решение

и (t) - раврывно: ведь на разрывной функции и
2dt= 00. Если бы

точки разрыва t1 , t2 были заранее известны, можно было бы исполь-

зовать функционал
11-8 12-Е Т

Fo[и(. )]+а u2dt+a u2dt+a й?'dt. (6-)
о 11+8 '3+'

R сожалеНИIО, обычно положение разрывов заранее не известио.

Существует прием, который, как кажется, позволяет фиксировать
точки разрыва. Именно, от системы х=! (х, и), введя дополнитель-

23 Р. п. Федоренно
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u

IIYIO компоненту управления v и новое время 't, переидем к системе

dx

ёh=V(т.)!(х, и), Х(О)=ХО' О 't 1,

dt

d't =v('t), t(O)==O; v('t»a>O, (14)

t(1)= Т

(появляется и дополнительное условие t (1)=Т). В новом вре-

мени т. положение разрывов ltlОЖНО задать более или менее произ-
вольно: например, 't

1 =1/з; '!-2=2/а . Однако этот формальный путь

чреват неприятностями. Дело в TOl\I, что после перехода к системе

(14) задача приобрела тривиаЛЬНУIО неединственность: можно

выбрать континуум разных функций v ('t) И К каждой из них подо-

брать и (т.) так, что эти, внешне разные, пары функций {v ('t),
и (1:)} после перехода к физическому времени t дадут одну и ту же

ФУНКЦИIО и (t), одни и те же РО, Р1 . Следствием этоrо является слу-
чайная, в сущности, ЭВОЛIОЦИЯ V (т.) В процессе решения задачи.

Автору неизвестны никакие соображения в ПОЛЬЗУ Toro, что ЭВОЛIО-

цИЯ V ('t) будет происходить так, чтобы формальные точки разрыва

1:1' 'С
2 совпали с действительными, Т. е. чтобы было

4ft

i v ('t)d't =t..
О

't2

i v ('t)d't= t20

о

(15)

IIe видно и способов, которыми можно было бы добиваться выполне-

ния (15). Попытки использовать замену (14) действительно привели
к бессмыслеННОЙЭВОЛIОЦИИ v(т.) в процессепоискаминимума. Впер-
вые реrуляризация численноrо решения задачи оптимальноrо уп-

равления была осуществлена в работе [81 J, причем использовался

именно функционал Fо [и ( .), а,1 (6). Реmалась, кстати, задача,

совпадаlощая с (1), однако в более простой ситуации: решение
искалось только на интервале (t1 , t2) (оптимальные значения t1 и ts

можно искать подбором, причем каждый акт подбора связан с ре-

шением вариационной задачи на (е1 , t2).) Поэтому оrраничение
О и и отсутствовало, и применялся метод проекции rрадиента

(классический вариант, 18). В этом случае вариация Би (t) имеет
вид

 и(t) == -wo (t) + ЛlD
1 (t), (16)

Т. е. является rладкой малой функцией. Итераций нужно не так

уж MHoro, и сумма небольшоrо числа функций типа (16) не может

быть очень неrладкой. Поэтому некорректность в расчетах прояви-
лась слабо (см. [81"], фиr. 1), и с ней леrко было справиться перехо-
дом к -(6), причем величина а может выбираться с большой сте-

пеныо неопределенности. Кстати, с этим же связано и то, что не-
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корректность задач оптимальноrо управления была замечена чисто

теоретически в работах [79]. [80], хотя численное решение таких

задач началось MHoro раньше. Дело в том, что большей частыо

решались относительно простые задачи классическоrо типа, и

применялся в основном метод проекции rрадиента, в котором вариа-

ция Би (t) находилась по формулам, аналоrичпым (16). Напомним,
что w (t)=f* [х (t), и (t)]ф (t), rде и х (t), и Ф (t) - решения диф-
ференциальных уравнений, т. е. rладкие функции. Друrой причиной
является использование сравнительно rрубых сеток, позволяю-

щих получить ХОРОШУIО аППРОКСИМ8ЦИIО оптимальноrо управ-

ления, но не приводящих еще к сильному проявлеНИIО некоррект-

ности, хотя некоторые ее слабые следы заметны во мноrих прибли-
женных решениях. Заметим, что во всех остальных вадачах, решение

которых приведено в этой книrе, реrуляризация не применя-
лась. Понятие некорректности задачи первоначально возникло

в связи с так называемыми обратными задачами. Типичными обрат-
ными задачами ЯDЛЯIОТСЯ слеДУIощие:

1) зная температуру тела в данный момент времени t==O, опре-
делить распределение температуры в прошлом, в момент t1 < О
(обратная задача теплопроводности);

2) зная величину rравитационноrо поля на поверхности Земли,
определить распределение массы внутри Земли (обратная задача

rравиметрии) .

Характерная трудность решения таких задач состоит в том, что

незначительная неопределенность в исходных данных связана

с очень большой неопределенностыо в решении, и неопределен-
ность эта нетерпима, так как решение представляет собой информа-
ЦИIО о реальной действительности. Реrуляризация в подобных зада-
чах состоит, rрубо rоворя, в том, что к УСЛОВИIО задачи добав-
ляется еще некоторая качественная информация о решении, напри-
мер, что решение

- достаточно rладкая функция.
В задачах оптимальноrо управления ситуация несколько иная.

Здесь решение не есть информация о мире, оно является лишь ре-

комендацией о наиболее эффективном поведении (управлении).
Поэтому неопределенность ответа не очень страшна. Более Toro,
если обнаруживается, что существует мощное семейство управле-
ПИЙ, приводящих К одним И тем же практически оптимальным

результатам, то это следует расценивать как блаrоприятное об-
стоятельство: ведь этим облеrчается задача аппроксимации опти-

мальноrо управления фактически реализуемыми средствами. I-Ia-

конец, отметим связь используемоrо в наших расчетах метода ре-

rуляризации с одной идеей решения экономических задач. Часто
в экономике возникаlОТ задачи, в которых нужно минимизировать
не один показатель (фупкционал) Fo (и), а несколько: FO,l (и),
Fo ,2 (и),. .

., причем они занумерованы (вторым индексом) в по-

рядке важности. Достаточно осмысленный подход к подобным зада-

23.
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чам состоит в слеДУlощем. Сначала решается задача на min FO
.
1 (и),

остальные функционалы Ро,2 (и),. . . пока иrнорируются. Пусть
Л1=min РО 1 (и). Далее выбирается некоторая величина Е1 > О -

часть РО 1: которая «жертвуется» на достижение второстепенныхt

целей, и реIПается задача

minF
o ,2(lZ) при условии FO,1 <1\1 +e1

.

и

Затем таким )I\e образом часть F0,2 «жертвуется» на минимиза-

ЦИIО Fo S и Т. д.
,

41. РешеШlе обратных задач математической физики.
Вариационный подход

в последнее время интенсивно развивается теория так наэывае-

мых некорректных задач. Мы не будем приводить общих определе-
ний, а рассмотрим достаточно характерный пример

- обраТНУIО
задачу теплопроводности. Итак, пусть функция v (t, х) в области
О < х 1, О < t < Т является решением краевой задачи с на-

чальными данными при t===O:

дv д2v
(jt- дх2 I v(O, х)===и(х), v(t,O}==O; v(t, 1)===0. (1)

Обозначим w (x)==v (Т, х). Тоrд.а можно rоворить, что задача (1)
определяет линейное отображение функции u (х) в фУНКЦИIО W (х).
Обозначим ero w==R (Т)и. Прямая задача, состоящая в вычисле-

нии w по известному и, ХОРОIПО изучена, и леrко решается, напри-

мер, классическим методом Фурье. В более сложных задачах по-

добноrо рода можно воспользоваться известными разностными
методами. Задача (1) устойчива: существует постоянная С (в дан-
ном случае С < 1) такая, что если w*=Rи* и ((u*-ulI < е, то

IIw*-wll < Се. (Друrими словами, IIR(I < С.). Однако совре-
менная техника и естествознание потребовали реIПения обратных
задач:

П о с т а н о в к а о б р а т н о й з а Д а ч и. Пусть известна

функция w (х). причем неточно, а с некоторой ошибкой 8. Дру-
rими словами, известна некоторая функция w (х), но об «истин-

ной» функции W (х) известно лить, что I w (t)-w (t) I < о. Опре-
делить ФУНКЦИIО u (х) так, что

IIRи-w <8. (2)

Уточним суть дела. Мы имеем некоторое множество W в IlpO-

странстве функций w - оно состоит из всех функций ш* (х),
удовлеТВОрЯIОЩИХ неравенству Iw (t)-w* (t)1 < 8. Тоrда можно

rоворить о ero прообразе и - множестве функций u (х), удовлет-
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ВОрЯIОЩИХ (2), и в качестве решения можно взять Лlобой из эле-

ментов и Е и. Но так поставленная задача бессмысленна: среди
функций и Е и есть функции, отличаlощиеся друr от друrа на про-
извольно 60льmУIО величину. 11наче rоворя, поперечник (фу-
нкциональный) множества и бесконечен при сколь уrодно малой

величине о. Этот факт, слеДУIОЩИЙ из хорошо известноrо примера

Адамара, обычно слу)кил доводом, показываIОЩИМ бессмыслен-

ность и неразрешимость обратной задачи. Однако подобные задачи
были поставлены, например, в связи с попытками по возмущениям:

rравитационноrо поля на поверхности Земли получить сведения
о каких-то деталях ее rлубинноrо строения (обратная задача тео-

рии потенциала). Решение их оказалось ВО3МОЖНЫl\f (во всяком

случае, принципиально) блаrодаря уточнению постановки задачи:

кроме (2), от функции и требуется еще выполнение некот()рых ка-

чественных условий, носящих не очень чеТКУIО и однознаЧНУIО

форму, например, чтобы и (х) была достаточно rладкой функцией,
или что-нибудь в этом )не роде. Была разработана и матеl\1атическая

теория учета подобных дополнительных требований к и (х) -

хорошо известная сейчас теория рееу.аярuаациu neKoppeKтnь x
задач (А. Н. Тихонов, В. Н. Иванов, М. М. Лаврентьев и др.).
На основе этой теории разрабатывались численные методы реше-
ния обратных задач. Приведем характерные конструкции.

1. Найти ФУНRЦИЮ и(х) решением задачи

 ;  { Ba- w IF + (1.11 Ir} ·

2. Найти функцию и(х), реаЛИЗУIОЩУЮ

   IRи-wll при :: " A.
3. НаЙТI1 числа C1 . С21 ..., CN из условия

min
11 R f ck sin kлtх - w (х) .

с k=l

4. Найти и (х) решением задачи

minll 11 при IIRи-wll 8.
и (.)

d:c

Здесь а, А, N - параметры реrуляризации, выбор которых да-
леко не прост и существенно влияет на результат. Все перечислен-
ные выше задачи ЯВЛЯIОТСЯ, в сущности, вариационными зада-
чами. Наконец, отметим и развиваемый французским математиком

Лионсом жетод квааuобращеnuя. Применительно к 8адаче тепло-

проводности он состоит в слеДУlощем: функция и (х) определяется
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нак решение реrуляризованноrо обратноrо уравнения тепло-

проводности

до д2v д4о

дt
-::=;:

дх2 + е
дх

4 ; v (1\ х)= w (ж); v (t, О) === L' (t, 1)= о. (3)

Решив эту задачу, полаrаем и (x)=v (О, х) (СМ. [45]). Обратная
задача теплопроводности является удобным методическим при-

мером неRорреитной задачи. Мноrие вычислители (например,
Лионе) используют ее для отр'аБОТRИ приближенных методов.

Здесь мы намерены TaI{iI{e использовать эту задачу в Rачестве

теста, поэтому стоит разобрать ее неСКОЛЬRО подробнее и выяс-

нить характерные трудности.
Прежде Bcero напишем явное выражение для решения прямой

задачи. Разложим v (О, х) в ряд Фурье:
ro

V (О, х) == C
k
sin k1tx.

k=1
ro

Тоrда v(t, ж)= ck
e-Лk'sink7tХ, rделk ==k

2
1t
2
,адляonератораR(1

t

)
k=1

получим явное выражение

ro ro

R(1
t

) Ck sin 1,'fCx== e-).kТсk sin k1tx==w(x). (4)
k==1 k=1

Из Hero видна основная причина трудности решения пенорректных
задач: информация о функции u (х), содержащаяся в решении
v (t, х) задачи (1), быстро исчезает и теряется на фоне ошибок

Таблица 1

-). т
е k

t 2 3 4 5

0,01 0,9 0,67 0,41 0,2 0,08
0,02 0,81 0,45 0,23 0,04 0,0064
0,1 0,37 0,02 10-. 10-7 10-11

-). Т
е k

 I6 7 8 9 10

0,01 0,03 7 · 10-8 1,6 · 10-3 3. 10-. 5. 10-6

0,02 9.10-. 5. 10-1 3 · 10-6 10-7 2 . 10-9

0,1 10-16
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измерения w (х). Поэтому и восстановить ее трудно. Чтобы более

наrлядно представить себе темп «затухания информации», приве-

дем таблицу значений величины e-АkТ для разных k и Т.

Пусть мы каиим-то способом н.ашли функцию и (х), удовлетво-
РЯIОЩУIО УСЛОВИIО Rи==w. Но тоrда и фуниция и (х)+ 8e"kTsin k'ltx

тоже может претендовать на роль решения задачи, так как

R [и (х) + 8e),kT sin k1tx] == Rи + 8 sin k1tx == W+ 0(8),
и при достаточно большом k неоднозначность определения и ста-

новится сиоль уrодно большой. Все методы решения некорреит-
ных задач состоят в том, чтобы так или иначе запретить появление

в искомом ответе высоких rарМОНИR с большими и даже просто ко-

нечными Rоэффициентами. Но что таное «высокая частота), начи-

ная с KaKoro номера k нужно фУНRЦИIО sin k пх считать лишней,
тольио портящей решение? Это, конечно, зависит ОТ Т. При Т=О, 1,
и при О, допустим, порядиа 10-8, и при условии, что ИСRомое

v (О, х) -." 1, придется постараться обойтись без третьей rарМОНИI<И 
ведь добавление и v (О, х) фУНI{ЦИИ sin 3пх исиазит w (Т, х) на вели-

чину 8=10-8, четверТУIО же rарМОНИRУ можно добавить с коэф-
фициентом 103. Обратная задача теплопроводности с Т=0,1
является основным тестом, используемым в известной MOHorpa-
фии [45] для ИЛЛIострации возможностей метода квазиобращения.
Нам, однако, этот вариант задачи кажется методически не очень

удачным: в таиой задаче информация о v (О, х) в w (х) (учитывая
ошибии -." 8), в СУЩIIОСТИ почти отсутствует.. Это, кстати, под-

'JверждаIОТ и приведенные в [45] результаты вычислений: решая
обраТНУIО задачу на сетие с шаrом !lX=1/50 , в [45] получают в на-

честве и (х) (при достаточно большой разнице IIRu-wJI, достиrаIО-

щей -.,,5% от w в лучших с.лучаях) фУНRЦИIО типа u(x) 108sin 6пх
(при Iw (x)1 < {) *).

Трудно представить себе задачу естествознания или техноло-

rии, в которой подобные результаты допускаIОТ содержательное
ИСТОЛRование. Рассматривать таиие задачи как чисто методические,

имеющие целью отработать соотвеТСТВУIощие вычислительные ме-

тоды, тоже IIУЖНО с большой осторожностыо. Ведь эти задачи

должны отражать существенные черты реальных, иначе велика

вероятность сосредоточить усилия на преодолении трудностей,
характерных ИМ'енно для данноrо экстремальноrо случая и не

встречаIОЩИХСЯ в реальных ситуациях, и, наоборот, оставить

без внимания последние. Поэтому мы будем эксперИМ'ентировать
при Т=0,01, коrда все-таии можно рассчитывать па более содержа-
тельные результаты. Вообще, разрабатывая методы решения не-

корректных :задач, нужно достаточно четI<О представлять себе,

*) Кстати, такое решение обладает своеобра8НОЙ неустойчивостью:
исказив ero функцией 102 sin 'JtX (т. е. введя в и (х) поrlешность Бu (х),
IБиl 10-8Iиl), величину IIR (и+Би)-wll увеЛПЧП14 IJ -10 раз..
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1\акую, хотя бы Rачественно, ситуацию мы имееI\I в виду, таи иаЕ

от этоrо будет завиСеть и арсенал привлекаемых вычислительных

средств. Таи, если все-таки считать задачу с 1'==0,1 xapaKTepHbll\1
примером и пытаться достаточно акиуратно восстановить и (х),
придется предполаrать w (х) заданной очень точно, и чрезвычайно
остро встает вопрос об ошибке численноrо интеrрирования,
об ошибках окруrления при вычислениях на ЭВМ и I\онечной раз-
рядности чисел; их влиянием уже нельзя пренебречь. Можно,
конечно, и в этой задаче ослабить остроту этих проблем, не пре-
тендуя на какую-то ТОЧIIОСТЬ при восстановлении и (х). Такой,
в сущности, точки зрения придерживаются авторы [45] : судя

по приведенным там rрафИRВМ 1-:-8 найденных и (х), к этим функ-
циям предъявляются следующие требования: они должны удовлет-

ворять условию (2) (с не очень малым 8), и их MOiKHO блаrополучно
(без аварийноrо останова) вычислить на ЭВМ.

Все перечисленные выше методы решения некорректных задач

можно формально записать в виде

В-I
и= 8 Ш,

rде R;l - реrуляризованный обратный оператор R-l. При этом R-l

Heorpаничен, а В;1 оrраничен, и, что оч ньважно, В:
1
с хорошей

точностью аППРОl\симирует R-l на подпространстве rладких

функций, существенно отличаясь от Hero на неrладких. Точность

аппроксимации и условная rраница, отделяющая «rлаДRие) функ-
ции от «неrлаДRИХ) t зависят, раsумеется, от KOHKpeTHoro способа

реrуляризации и параметра Е. Однако, ироме caMoro фанта orpa-
ниченности R;I, очень важной хараитеристииой является ero

норма IJR;111. ОТ ее" величины зависит соотношение между точ-

ностью задания w (х) и точностью ответа v (О, x)=R;Jw.

М е т о Д и н т е р П Р е т а т о р а. Кроме методов реrуля-

ризации, которые можно отнести R разряду объективных (не забы-

вая, впрочем, что сама постановиа иаждой из вариационных задач,

выбор КОНRретной нормы и парвметра реrуляризации содержат,
особенно в практических расчетах, определенный субъективный
элемент), существует и давно применяется чисто rубъеRТИВНЫЙ
.метод иптерnретатора. Он состоит в том, что опытный специалист

(интерпретатор) подбирает фуницию v (О, х), как удовлетворяющую
условию типа (2), так и обладающую рядом свойств, оrраничиваю-

щих выбор. Эти свойства часто даже явно не формулируются:
просто интерпретатор знает, какие функции v (О, х) бывают в дан-

ной задаче, а Rаких быть не молtет.

ФаRтическое решение сложных прикладных обратных задач

осуществляется, разумеется, комбинацией объективноrо и субъ-
ективноrо методов: получаемые методом реrуляризации реше-

ния подверrаются тщательному качественному анализу, и в слу-

чае, еСли решение ОR8зывается по тем или иным ПрИЧИIlам неудов-
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летворительными, исследуется друrое, полученное, например,
с друrим эпачением параметра реrуляризации. Этот Этап взаимо-

действия вычислителя с заназавшим расчет специалистом чрез-
вычайно плодотворен: он приводит Н уточнению постановки задачи,
заставляет специалиста Четко и определенно формулировать тре-
бования, предъявляемые к решению. При этом те свойства, кото-

рые казались сами собой разумеющимися при начальной форму-
лировке задачи и не требующими специальноrо явноrо включения

в ее условия, после Toro кан получено решение с очевидными

(для специалиста с ero интуицией и неформализованными зна-

ниями) дефектами, выявляются, и соответствующие условия леrче

поддаются формализации и явному включению в задачу. Этот
этап уточнения постановки задачи может состоять из несколько

подобных «итераций). Однако тут вознииает определенное противо-

речие между той априорной информацией о решении, ноторой рас-
полаrает специалист, и теми средствами, иоторыми располarает
вычислитель для удовлетворепия поставленных требований. Тан,
специалист может утверждать, например, что и (х) О, 'IТO

U (х) < С, что и (х) не должна иметь СЛИIПRом частых колебаний,
однако разрывы не исключаются, и тому подобное. Между тем

вычислитель располаrает обычно лишь величиной в параметра

реrуляризации и теоремой о том, что еСли требуемое решение
существует, то ero можно найти при подходящем значении этоrо

параметра. Заметим, что перечисленные выше способы реrуляри-
зации сформулированы в достаточно общей форме, и при соответ-

ствующей конкретизации, например, норм, входящих в условие

вариационной задачи, MoryT учитывать разнообразные требова-
ния. Однано, есть и сложивmаяся вычислительная практина, в но-

торой, нан правило, используются нормы в пространстве L2 .

Наиболее освоенные и простые с точки зрения использования стан-

дартных средств вычислений, они, к сожалению, плохо приспособ-
лены для учета упоминавmихся иачественных данных о решении.

Эти нормы удобны, коrда исиомое решение лежит в некотором ли-

нейном пространстве, однаио качественная информация о решении
выделяет обычно не пинейное пространство, а, например, выпун-
лый нонус, или выпунлое тело. Так, часто используемое условие

1

 :r= (:: у dx<А хорошо приспособлено для подавления
о

высокочастотных колебаний, но одновременно исилючает воз-
можные в принципе разрывы в и (х). Метод нвазиобращения [45]
таи же плохо приспособлен для получения, например, положи-

тельных решений. 11равда, в [45] (rл. 6) намечаются пути решения

обратных задач с учетом иаких-то условий на и (х), однако техни-

чески это предлаrается сделать, выбирая и (х) в виде линейной

комбинации из HeKoToporo числа функций, каждая ив которых
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обладает нужным СВОЙСТВОМ. Таной подход приводит к тому, что

решение ищется в некотором линейном пространстве, а это не очень

удобное средство учета качественных требований: так, положитель-

ные функции образуют выпуклый конус, но не линейное прост-
ранство. Методы решения вариационных задач, рассматриваемые
в настоящей "ниrе, нан раз и ориентированы на отысиание функ-
ЦИЙ с подобноrо рода качественными оrраничениями.  азумееТСЯt
ЭТО требует привлечения более сложных вычислительных средств,
но задачи стоят этоrо.Ниже все это будет проиллюстрировано ре-
шением модельной обратной задачи теплопроводности. С чисто

u

теоретичеснои точки зрения ничеrо HOBoro не предлаrается, тан

кан наш подход укладывается в давно известную общую схему
таиоrо, например, типа: найти и (.) решениеl\f задачи

min 11 Rи - w 11 при условии и ( . ) Е и .

11

Речь идет лищь о TOl\f, чтобы в условие и (.) Е u ВКЛЮЧИТЬ воз-

можно большее число оrраничеШlЙ, причем в той форме, которая
наиболее полно и непосредственно учитывает имеющуюся каче-

ственную информацию об искомом решении.

С в е Д е н и е о б р а т н о й з а Д а ч и к в а р и а Ц и О н-

Н О й. I-Iачнем с решения слеДУlощей задачи «оптимальноrо управ-
Jlения». Найти v (О, х), О < х < 1 из условий:

1

min q (x)v (О, х) dx,
· (.) о

maxlv(T, x)-w(x)l<o,
х

I .

11. (5)

111. varv(O. · ><W.

Второе условие имеет очевидный содержательный смысл, третье
является примером возможной формы включения содержательных

требований: оrраничив вариацию ИСКОМОЙ функции v (О, х) некото-

рым числом W, мы, не исключая, например, разрывных решений,
можем запретить слишком большие и частые осцилляции. Особую
роль иrрает первое условие, оно носит совсем произвольный ха-

рантер, мы еще разъясним ero назначение. Рассматривается ва-

риант с Т=О,01. В качестве w (х) возьмем фуннцию, полученную

следующим образом. Положим

{
Опри х<О,3 или х>0,5,

v (О, х) = 1 О 3 О 5при ,< Х< I ,

(6)

и реши прямуюзадачу теплопроводности (1), найдем v(T, х). Таким

образом, (6) есть искомое решение. На рис. 61 изобрал{ены v (О, х) и,
w (х). Число о «<точность измерения) ш) будем считать не T8R уж ма-
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лым: 0=0,015 (при харантерной величине w (x) 0,3).Вариация точ-

Horo решения равна 2, мы зададим сначала W=3,2. Теперь обра-
тимся н условию 1. Оно введено по следующим: соображениям.
Одним ИЗ основных вопросов, возникающих в связи с постановной

обратной задачи, является вопрос о фуннциональном поперечнине
l\llIожества фуннций v (О, х), удовлетворяющих условиям II и 111).
Друrими словами, о том, наснольно MoryT различатьея фуннции,
удовлетворяющие этим условиям. Это, в сущности, вопрос о rарап-

тированной точности решения. Если

учесть, что выше была поставлена

l\lодельная задача, и внлючение дру-

rих априорных сведений о v (О, х)
приведет н осложнениям, иснлючаю-

щим снольно-нибудь реальную тео-

ретичесную оценну поперечнииа,
в нашем распоряжеНI'!И остаютса

лишь вычислитеЛЫIые энсперименты.
Хотя они и не дадут точноrо ответа,

но все-тани наиие-то сведения на

этот счет можно получить. Вводя
условие 1, мы имеем В виду, решив

задачу при разных q (х), получать разные v (О, х), лежащие на rpa-

нице множества, выделяемоrо условиями 11, 111. Сравнивая их,
м:ы смол{ем составить хоть l(aHOe-то представление о том, с наной

точностью условия 11, III (и им подобные) определяют v (О, х).
В принципе можно было бы поставить и задачу определения двух

фуниций v (О, х) и v* (О, х), иаждая из ноторых удовлетворяет 11,
111 и, нроме Toro, иоторые достаВЛЯIОТ

1,0

цш
rt и((J.I}

I I
I I
I I
I I

о I I

Рис. 61.

maxllv(O, .)-v*(О, . ) .
11, 11*

Есть и друrая причина для Toro, чтобы ввести условие 1 и ре-
lпать задачу l\IHorOHpaTHo, с раЗНЫl\'IИ q (х). Если мы иаИИl"l-ТО

образом найдем одну из функций, удовлетворяющих 11, Ilf, то

в ней будет иак полезная информация, тан и случайная, связанная

с неоднозначностью. Можно ожидать, что в разных решениях

(соответствующих разным q (х» будут кание-то устойчивые эле-

менты, общие для псех решений, и неустойчивые, характерные
для данной Фуниции q (х). Имея неснольно таиих решений, можно

попытаться отделить случайное от занономерноrо. Впрочем, лучше

будет вернуться il" этом:у вопросу, уже имея результаты выqисле-
ний. Для l\lопеЛIIРОРfНПIЛ условия 111 используем замену исиомой

фуниции v (О, х) на q)УНI{ЦИIО и (х), связанную с v уравнением

dv (О, х)
( )dx

=и х; v(O, х)-=::О, (7)
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а вместо var 1.' (О, .) w поставим фаRТичесRИ эквивалентное

условие
1

Р[и(. }] == ! lи(x)ldx W. (8)
о

с подобными фупициопалаhfИ мы уже имели дело в 34. f\аи и там,

здесь нам при етсявместо и (х) ввести две фуниции:

и+(x) O; и-(x) O; и{х)=и+(х)+и-(х),

а BMecro (8) поставим условие
1

! {и+(х)-и-(х)}dх W.
о

Нельзя rарантировать, что в решении в Rаждой точке только

одна из фУНRЦИЙ (и+ или и-) отлична от пуля, но заведомо

и+ {х)-и- (х) I и+ (х)+и- (x)l, и соотношение (8) будет выпол-

нено. Таким образом, приходим R задаче: найти управление
{и+ (.), и- (.)}, минимизирующее фуниционал РО [и+ (.), и- (-)]
при условиях Р.[и+{.), и-{.)]==О{<:О), i==1,2,... Осталось
ТОЛЬRО определить функционалы

1

Р
О [и+ ( .}. и-(. )1 == {и++и-} q(x)dx.

о

1

F1[и+('). и-(. )1 =: {и+-и-}dx- W (-<О).
о

1

Р2 [и+(.). и-(. )J == v(O. 1)=! {и+ +и-} dx (=0).
о

Fзfи+(.), и-(. )J == шахlv{1', х)-ш(х), (-<о).
х

Управление {и+ (.), и- (.)} определяет v (Т) решением уравне-
ния (7), а затем прямоrо уравнения теплопроводности (1)_ Аппро-
исимация фУНRционала Fз осуществллласъ следующим образом:
llнтервал О -< х -< 1 разбивался на К равных частей, на каждой
k-й части наХОДИ.ТIась точиа x

k
, достаВЛЯЮПJ.ая шах 1 v (Т, х) - w (x)l,

ох

JI В вычислениях полаrалось

Fз шах

k=l, ...,
к

1 v (1\ x
k
) - w (x

k
) 1.

Разумеется, точки аППРОRсимации выбирались на Rаждой варьи-
руемой траентории. Б остальном решение вариационной задачи
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осуществлялось в соответствии со схемой 19-21 (см. также 34).
Управление и+, и- (х) аппроксимировалось кусочно постоянной

функцией на сетке с шаrом  x==10-2;вариации и не превосхо-
дили заданной величины s. Основные затраты машинноrо времени

на одну итерацию были связаны со следующими вычислениями:

1) решение прямоrо уравнения теплопроводности (f);
2) К-иратное решение сопряженноrо уравнения Фt==-Фхх С на-

чальными данными при t= 1'; Ф (1\ х) = (x-x
k
) ( 8-фУНRЦИЯ

В расчетах аППРОRсимировалась сеточной функцией, равной
1/ xв точие xk и нулю в остальных);

3) решение задачи линейноrо проrраммирования размером
200х (3+К).

Задача содержит определенные трудности. Ведь ИСRомая ФУНR-
цИЯ v (О, х) имеет два разрыва, в ее раЗЛОiI{ении в ряд Фурье
коэффициенты убывают не очень быстро, и хорошее восстановле-

ние v (О, х) затруднено Tel\f, что в v (1', х) соответствующие rapMo-
ники уже теряются в ошибках --- о. Замена искомой функции
v (О, х) на и (х) имеет и ПОЛОiкительные, и отрицательные следствия.
Положительным является своеобразный эффект реrуляризации:
так нак мы оrраничимся относите.ТIЬНО небольшим числом вариа-

ций функции u (х) на величины I &l (х) 1 < s, то получить очень

yiK неrладкую функцию v (О, х) не удается. С друrой стороны, эта

замена затрудняет и получение разрывов в v (О, х): ведь это тре-

бует построения в II (х) иаиих-то аППРОRсимаций о-фуниций.
Перейдем к анализу результатов вычислений.

Первый расчет: 8==0,25, К=5, W==3,2, 0==0,015, q (х)==1.
В качестве исходной фуннции бралась функция, равная 2 при
О < х < 0,5 и -2 при 0,5 < х < 1. В этом расчете первые 23 ите-

рации составляет решение терминальной задачи: находится фуни-
ция и (х), удовлетворяющая всем условия задачи. Затем начи-

нается эволюция и (х) с целью минимизации ро [и (.) J. Сама
по себе величина Fо нас не интересует, поэтому соответствующие

данные не приводятся. Найденная в ионце расчета функция
v (О, х) показана на рис. 62 (1). Заметим, что ПОПЫТRа проведения

первоrо расчета с К=3 оиазалась неудачной - трех точек аппро-

ксимации недостаточно для Toro, чтобы обеспечить условие

max'v (1', х)-ю (x)1 <  .

Второй расчет отличался от первоrо тольио величиной W==2,2.

Результат представлен на рис. 62 (11).
Третий расчет отличался от первоrо величиной W==3,0 и

функцией q {х)=-1. Результат представлен на рис. 62 (111).
Четвертый расчет отличался от третьеrо ТОЛЬRО тем, что тре-

буемая точность совпадения шах l v(T, x)-w(х)I <8была уве-
х

личепа: 8==0,0075, а не 0,015, иак в.первых трех расчетах. Резуль-
тат представлен на рис. 62 (IV). Повыmение точности потребовало
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Седьмой расчет (рис. 63 (I/I) имел целью проверить, нак

влияет на решение постепенное изменение условия var v (О, .) < w.

Ведь в реальных задачах тание оrраничения не очень строrи,
тан как значение W известно неточно. В этом расчете W

-

1,8,
т. е. меньше, чем в ИСRОМОМ решении. Можно ожидать, что умень-
шение W должно прежде Bcero СRазаться на случайных деталях
численноrо решения. Расчет подтвердил это предположение.

Восьмой расчет отличался от седьмоrо только тем, что условие
v (О, х) :> о было снято. Результат представлен на рис. 63, IV.
Он TaKi;He подтверждает соображения о том, что, варьируя те

параметры задачи (W в дaHHO lслучае), ноторые по смыслу ее

постановни не очень точны, MOiI,HO в известной мере отделять су-
щественные детали численноrо решения от случайных. Разу-
l\-lеется, делать это нужно очень осторожно.

На рис. 64 показаны результаты расчетов 1-4, нанесенные

на один rрафик. Этим иллюстрируется возможность анализиро-

вать результаты, сравнивая различные, формально равноправ-
ные, решения обратной задачи. Заметим, что каждый из представ-
ленных расчетов занимал 45 минут на БЭСМ-6.
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СТАНДАРТНЫЕ Алrоритмы

42. Основные свойства выпуклых множеств

Теория вариационных задач тесно связана с теорией выпук-
лых тел. Выпуклые тела возникают и в алrоритмах приближен-
Horo решения. В этом параrрафе приводлтся основные сведения
о ВЫПУRЛЫХ телах, используемые в прибли}кенныx методах.
Б основном мы будем иметь дело с выпуилыми телами в ионечно-

мерных пространствах.
О п р е Д е л е н и е 1. Множество точек Q называется выпу"-

лым, если вместе с любой парой точек ql' q2 множество Q содер}кит

а} 8ЬIПJJlfлое 11 ь) Ст/ЮZD

6bIпglтoe G

Рис. 65.

6) Не ып!JJ{лоеQ

и соединяющий их отрезок прямой. Друrими словами, если ql Е Q
и qIEQ, то все точки 8.ql+(1-s)Q2ЕQ при любом 0<8< 1.

о п р е Д е л е н и е 2. ВЫПУRлое тело называется строео
выnу".л..ым, если все точки отреЗRа (З8 исключением, быть может,
ero концов), соедивяющеrо точки ql Е Q, q2 Е Q, лежат cTporo внутри
Q. Иначе свойство строrой выпуклости можно сформулировать
так: пусть ql Е Q и q2 Е Q, и s - некоторое число О < s < {; Torдa
можно построить сферу HeKoToporo радиуса в > О (cвoero для

Rаждоrо s) с центром в точке sQl+(1-s)Q2' цеЛИRОМ лежащую в Q.
Полезно иметь в виду и следующий простой признаR, разли-

чающий cTporo выпуклые тела от просто выпуклых: rраница cTporo
выпуклоrо тела не может содержать отрезки прямых или кусни
плоскостей (рис. 65).

24 Р. П. ФедореПRО
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Нас в основном будут интересовать замннутые выпунлые тела.

rраницу TaHoro тела Q будем обозначать aQ, причем aQE Q в силу

замкнутости. Важным для дальнейmеrо является следующий
объект, обобщающий привычное понятие касательной плосности.

О п р е Д е л е н и е 3. rиперплосность G, проходящую через
точку ql Е aQ ортоrонально пеноторому вектору g, будем называть

опорной к Q в точке ql' если

(Q-ql' с) > о для всех qE Q.

Друrими словами, выпуклое тело Q лежит целиком в одном из двух

полупространств, па ноторые G делит все пространство (рис. 66, а).

Если тело Q замкнуто и оrраничено, то каждому вектору g соот-

ветствует (быть может, не единственная) точка ql, в RОТОРОЙ g опре-
деляет опорную н Q rиперплоскесть. Эта точка ql есть решение

простейmей задачи выпуклоrо проrраммирования:

min (q. g).
qEQ

Так как Q замкнуто и оrраиичено, существует по крайней мере
u

одна точна ql' в которои достиrается атот минимум:

(ql g)==min(q, g), Т. е. (q-ql' g»O для всех qEQ.
qEQ

В CILTIY линейности по q мининизируемой функции (q, с),
ql Е aQ. Совокупность всех точен дQ, в которых доетиrается ми-

нимум (q, g), обозначают символо:м

arg min (q, с).
qEQ

Очевидно, что все точки этоrо множества лежат в rиперплосности G.

Важным для дальнейшеrо является следующий простой фант.
т е о р е:м а 1. Если Q - строео вы,упдоеe аа:м;к,нутое оераuuчен-

nое тело, то min (q, g) при любом g дОСlпuеается в единствеН1l0Й
'lEQ

-

/С'
/

'\
'\

_ G
-

__G
п

а) org mt.п (q.9) - множестбо

 EO
/ ,

/ 'G'"
о)пуЦО1< опорных плоскостеи

P c.66.

точке q(g):
(q(g), с)== min(q, с)

 EQ

или q(g)= arg min (q, g).
qEQ

(1)

(2)

(3)

(4)
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Следующая важная теорема об отделимости выпуклых тел су-

щественно используется нак в теоретическом анализе, тан и В вы-

числениях.

т е о р е м а 2. Пусть Ql и Q2 - выпуклые замкнутые оера-

ниченные тела, не имеющие общих точек (QIПQ2=0). Тоеда суще-

ствует еиперn.ttоскость G (проходящая через некоторую точку q*
ортоеона.яьно eeKnWpy С), строео разделяющая тела Ql и Q2 в тож

СЖЫСАе, что

(q' - q., g)< о для всех q' Е Ql'

(q" - q., С) > о для всех q" Е Q2

(иначе еоворя, G делит пространство на два полуnространства,
и Ql лежит целикож в однож ив них, а Q2 - в друеож).

Д о к а 3 а т е л ь с т В о. Оп-

ределим точки ql Е Ql И q2 Е Q2
решением (не обязательно един-

ственным) следующей задачи

(рис. 67):

min 11 q' - q"II= q)- q211.
Q'EQ., 'l"EQ2 (6)

(5)

/0
/

/

1i*
I

I

Ри .67.

Решение этой задачи существует В силу замКНУТОСТИ и оrраничен-

ноети Ql и Q2' Положим q" = (ql + q2) и g= q2
-

ql" Докажем

неравенства (5). Пусть первое из них неверно, и в Ql существует
точка q', для ноторой (q' - q., g) > о. Понажем, что в этом случае
при перемещении точни q вдоль соединяющеrо ql с q' отрезка

(а он, в силу ВЫПУRЛости Ql' целином состоит из точек Ql)' рас-
стояние этой движущейся точни до q2 (а тем более и дО Q2) cтporo

убывает (в оирестности ql). Итак, введем «движущуюся» ТОЧИУ

q (s)== ql + s (q' - ql)' о s 1 t q(s) Е Ql И вычислим (при s = О)

:8 11 q (8) - q211
2 = :8 (ql + 8(q' - ql) - q2' ql + 8 (q' - ql) - q2) 1.=0=

=2(ql-q2' q'-q.)=-2(g. q' q2tql + q2;ql )=
== -2 (С, q' - q*) - (С. с)< о,

тан нан мы предположили, что (С, q' -q*) > о. Точно тан же про-

веряется и второе из неравенств (5). Полученное противоречие
с определением точен ql и q2 (6) доказывает теорему.

3 а м е ч а н и е. Почти без всяних изменений проходит доиаза-
тельство теоремы 2 В случае, коrда одно из тел Q - неоrраничено.

Теорема 1 утверждает, что каждому вентору g соответствует
по нрайней мере одна точна q (с) rраницы выпунлоrо множества Q,
в которой g определяет опорную к Q rипеРПJ10СRОСТЬ G. Наоборот,

24$
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в каждой точке q Е aQ может быть построена опорная R Q rиперплос-
кость а.

Т е о р е м а 3. Пусть Q - выnу лое жн,ожество, q* Е aQ.
1

1

0еда существует ве1'Стор g та1'СОЙ, что (q-q*, g) о для всех

qEQ.
Д о н а з а т е л ь с т в о. Так как q* - точна rраницы Q,

то существует вектор е такой, что луч q*+8e, 8 > О целином
лежит вне Q. Выберем последовательность чисел 81 > 82 > . . .

. . . > s, > . . . -+ О и образуем последовательность точен q,=

=q*+s.eEQ, i=1, 2,... Каждая точна q, есть выпуилое МНО-

,пество, И, по теореме об отделимости, для иаждоrо i существует
rиперплоскость а" определяемая нормироваПНЫ!\f веитором gj,
причем

(q-qi' gi»O для всех qEQ.
Последовательность q, сходится к точне q*, из последовательности

gl' g2' · · · можно выбрать сходящуюся и неиоторому веитору g
подпоследовательность (чтобы не осложнять обозначений, будем
считать g, с). Переходя R пределу по i ro, получим для иаж-

дой точии q Е Q неравенство

(q-q*, g) O.
Теорема доказана.

Рассмотрим типичную задачу математичесиоrо проrраммиро-
ванин: найти точку и n-мерпоrо пространства, удовлетворяющую

условиям:

1) иЕ и, rде U -оrраниченная замкнутая область; (7)
2) Fi (и)=== О, i== 1,2,.. _, т, (8)

и минимизирующую значение функции Fo (и), Т. е. найти

min РО (и) (9)
иЕи

при условиях (7), (8).
Введем (т+1)-мерное пространство точек F и в нем Q - обрав
области и, определяемый отображением

F (и )= {Fо (и), F1 (и), . .
.,
F
т (и)} . (10)

Все функции Р, (и) будем считать достаточно rладкими. Мы бу-
дем решать эту задачу, приняв следующее

П р е Д п о л о ж е н и е. Образ и в отображении F (и) есть

cTporo выпуилое замкнутое оrраничепное множество.
В этом случае задача на условный экстремум (9) может быть

сформулирована в виде следующей задачи cTporo выпуклоrо про-

rраммирования: в cTporo выпунлом оrраниченном замкнутом мно-

жестве Q нужно найти точну вида Ав с наименьшим значением

л (здесь е= {1, О, О, ..., О}) , т . е.

min л при условии ле Е Q.. (11)
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Не следует забывать, что Q задано нам отображением F (и),
и Е и; для образа U в этом отображении мы будем использовать

обозначение Q=F (и). Разумеется, нас будет интересовать как

значение л в решении задачи (11), иоторое обозначим А, тан и

прообраз и* точии Ле: Ле F(и*) (или один из этих прообразов,
если задача (9) имеет неединственное решение). Задача (9) свя-

зана с определенным веитором е, однако в следующем ниже из-

ложении МО}l,по будет считать веитор е ПРОИЗВОЛЬНЫ!\I; разуме-

ется, при этом задача (11) уже не будет соответствовать задаче

(9). Целью дальнейшеrо является сведение задачи на условный
эистремум (9) и задачам на безусловный экстреМУl\1 для неното-

рых новых функций. Введем множество (т+1)-мерных веиторов
g== {go, gl, · ·

., Ст}' нормированных условием (С, е)=1.
т е о р е м а 4. Задача стрО20 выпуклоzо nроzра.ммuроваnия

(11) э вивалеnтnазадаче

шах {min (q, g)}. (12)
9 gEQ

Эта теорема сводит задачу на условный эистремум и суперпо-
зиции задач на безусловный экстремум. В самом деле, определим
фуннцию R (с):

т

R(g) == min(q, g)=min giF,(и). (13)
qEQ "Еи i=O

Если иметь в виду прИЛОi}\ение теоремы 4, то не следует забывать,
что в общем случае фуниция R (с) определяется некоторыми алrо-

ритмами приближенноrо отысиания минимума функции EgiFi (и).
Таи как мы предположили все Fi достаточно rладкИМ'и, то в об-

щем случае R (с) может определяться, например, алrоритмом

спусна по rрадиенту. Есть два частных случая, ноrда вычисле-

ние R (g) может быть не очень сложным и осуществляется, в прин-
ципе точно в результате ионечноrо числа операций. Это случаи
линейных и квадратичных зависимостей F

i (и) и не очень слож-

ных областей и, определяемых, например, условиями вида

и: IUi 1< 1, t== 1,2,..., n. (14)

Подобные задачи встречаются в иачестве Э.тIементов в алrоритмах

решения более сложных задач и поэтому заслул\ивают внимания.

Таи или иначе, функция R (с) определена, и TeOpel\la 4 сводит

задачу (11) (или (9» и задаче

тах R(g). (15)
(и, е)=1

Это, по существу, задача на безусловный эистремум, таи нан усло-
вие нормировии (g, е) леrио учитывается как при аналитическом

решении этой задачи (если оно возможно), так и при численном

методе подъем:а по rрадиенту.
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ДОRазателъство теоремы 4 следует из двух простых лемм.

Лемма 1. Ra1i,oe бы, nu бьzл вектор g, иормированиый усло-
вием (К, е)= 1,

R{g) A. (16)

в CaмOl\f деле, Ле Е Q, и

R(g)=щiп{g, q) {g,Ae)=i\.
qEQ

Следовательно, шах R (g) А.
9

Л е м м а 2. шах R (g) > А, и достшается этот .мапсим,у.м

на ве1i,ffl,оре g* t оnредeJtяюще.м опорную п Q в тОЧ1'Се Ае еиnерпло-
C1WCmb.

В самом деле, пусть g* - вектор, ортоrональный опорной
к Q в точке Ае Е aQ rиперплоспости G*. TorAa

R(g*)==(Ae, g*)=A. (17)

следовательно, учитывая (16), получим соотношение

шах R(g)= тах min(q, g)=A.
(и, ,)=1 (О, е)=1 gEQ

Пусть теперь g - прОИЗllОЛЬНЫЙ вектор из множества arg шах R (g),
(и, е}=1

т. е. min{q, g)=Л, и пусть q-произвольная 'ЮЧRа из мно-

qEQ

жествц arg min (q, е). Тоrда тоЧRа Ае лежит в rиперплоспости,
qEQ

проходящей через ij ортоrонально е; таиим образом, эта rипер-
плосиость ЯВ.ТIЯется опорной R Q и в точке Ае. Б самом деле, Д.тIЯ

всех qEQ {q-q, е»О, а для q==AeEQ имеем

(Ле - q, е) == (Ае, е) - (q. е)= А - А == о.

(18)

Теорема доказана.

3аметим, что вентор g, реmВIОЩИЙ задачу шах R (g). может

не быть единственным. Дa.тIee, теорема о том, что А= тах mill (q, g),
9 qEQ

верна и для просто выпуклых множеств; строrал выпуклость не

обязательна. Однано в этом случае решение задачи тах min (q. g)
(и, IJ )=1 qEQ

не обязательно даст нам решение исходной задачи математиqесиоrо

nроrраммирования: искомая точка Ле может быть лить одной из

множества точек aQ, в которых достиrается min(q, g*). Jlишь
qEQ

в случае CTporo BЫnyK.тIOTO множества Q rарантируетСfl эквива-

лентность задач (12) и (11). Возможные ситуации иллюстрирует
рис. 68.

Задача на условный ЭRстремум (7)-{9), ROTOpYIO при опре-
деленных предположениях удалось свести к суперпозиции задач
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на безусловный зкстремум (12), очень часто возникает в прило-

жепиях. Настоящая кнша посвящена, в сущности, неиоторому

ноннретному Rлассу подобных задач. ПОЭТОl\fУ нам стоит под-

робнее разобраться в этом вопросе с вычислительной точии зре-
ния. Прежде Bccro, функция R (с) в общеl\f случае определена лишь
некоторым вычислительным прот ессом- алrОРИТl\fОМ решения
задачи min (q, g). Подобные алroритмы обычно дают лишь

'Е"

приближенное значение R (с), причем достижение высокой точ-

ности связано с большими затратами машинноrо времени. Затем
возникает задача нахождения шах В, дЛЯ решения которой очень

е е

а) б) 6)

Рис. 68.

полезно уметь вычислять производные дВ (g)/ag. Разумеется,
в нашем распоряжении всеrда остается метод численноrо диффе-
ренцирования, однако к нему следует при6еrать лишь в край-
нем случае, Rоrда остальные способы по каким-либо причинам
неприемлемы. Ведь численное дифференцирование в данном слу-
чае состоит в решении (т+ 1)-й задачи поисиа min(q, g)-для

fJ

вектора g= {f, gl' ..
., gт}, затем для возмущенных векторов

{1, С1+ Ll, g2' · ·
., gт}, · · ·

, {1, gl' . ·
., Ст+ Ll}. Кроме Toro.

R (g) вычисляется с какими-то ошибка.ми аЛ, а при численном диф-
ференцировании они возрастают в Ll-l раз. Заметим еще, что чис-

ленное дифференцирование в силу своей крайней простоты и уни-
версальности часто оставляет в тени очень важный вопрос о том,

существуют ли вычисляемые произвоцные. При этом наиболее

доступный способ практичеСRОЙ проверки дифференцируемости
функции, состоящий в вычислении и анализе величин

R (g + AI) _ R (g) R(g +{ 1) - R (g)

А  2
, . . .,
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l\fожет ввести в заблуждение: даже если последовательно вы-

числяемые приближенные значения производной обнаруживают
явную тенденцию к установлению (мы считаем, что шаr диффе-
ренцирования t1/2

1c
еще не настолько мал, чтобы начали сказы-

ваться ошибки в вычислении В), это свидетельствует лишь о суще-

ствовании у функции R (g) производной по направлению 1. Есть

еще одно обстоятельство, которое оправдывает проявление осто-

рожности в данном вопросе, даже если все функции Р, (и), входя-

щие в первичную постановку задачи (7)-(9), сиоль уrодно rлад-

кие. Дело в том, что операция шах может из сколь уrодно rладких

функций сделать функции недифференцируемые.
Однако рассматриваемый нами случай cTporo llыпуилоrо про-

rраммирования в этом отношении вполне блаrополучен: функ-
ция R (g) дифференцируема. Более Toro, ее производная дВ/дс
вычисляется достаточно просто, и пет необходимости прибеrать
и численному дифференцированию.

Те орема 5. Для cтpozo выпуклой aaM uyтoйоzранuченuой
области Q фуnпцuя R{g) =: min{q,g) (ее ииоеда nааьzвают оnор-

qEQ

пой фуuпцuей) дuффереицuруемл, u ее nроuаводnая вычuсляет,ся

по формуле
дR (с) ·

1
де =q(g). rде q(g)=::ogmID(q. g). ( 9)

Д о R а з а т е л ь с т во. Проверим, что для любоrо вектора z

lim R(c+sz)-R(g)
=(q(g), z). (20)

.-+0
s

Используем следующие обозначения: g.==g+sz, q.=q(gB)' Т.==
== q.

-

qo. Тоrда
R (с.) - R (go) _ (g.. q.) - (со. qo)

_ (Со + $Z, qo + rB) - (Со. qo)_
s s s

1
=(qo. z)+s[(r" go)+s(z, r.)].

Для доказательства достаточно показать, что

lim.!. [(r., go) + s (z, r.)] == О,
B O

S

ИСПОJ1Pзуем следующие неравенства:

(go' qo) < (go' qo + Тв)' сл. (go. Т.) > О;

(g., q.) (g.,qo)' т. е. (go+sz, qo+rB)«go+sz, qo)'

откуда следует (go' r.)+s(z. Тв)<О.
Таким образом. используя равномерную оценку I (z, rB) I C1 ,

явллющуюся очевидным следствием оrраничепности Q. получаем

O«go, T,) -S(Zt rB) Cls. (21)
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Отсюда следует, что lim (go' r.)= о. ПОК8жеы теперь, что и

8...0

1iшlfr,II=О. Пусть это не таи, и для последовательности Sl>
8-+0

> S2 > . · .-+ о, соответствующие величины 11 r.i 11 а > о. Тоrда
из совокупности векторов rSi МОЖНО выбрать сходящуюся подпо-

следовательность (ДЛЯ которой мы не станем вводить особых обо-

значений); пусть r - ее предел. Очевидно, 11 r 11 а. Далее, все

точки qo + r'i Е Q, следовательно, и qo + r Е Q, а переходя к пре-
де.Т1У St-+ O в (21), получим (go. r)=O, т. е. (go' qo+r)=(go, qo)=
== min (go, q). ТaRИМ образом, минимум (go' q) достиrается по край-

qEQ
ней мере в двух разных точках q, что несовместимо со строrой
выпуклостью Q. Итак, 11 r. 11-> О при S -> о. Теперь можно утвер-
ждать, что -s(go' r.)==o(s); то же самое в силу (21) относится и

и (go' r.). Этим доиазательство теоремы завершено.
Теперь осталось построить метод нахождения шах R (g), учи-

тывающий еще условие нормировии. Итаи, имеем задачу

шах R (g) при условии (g, е) = 1.
g

Следуя правилу Лаrранжа, образуем фУlIКцию A(g, л) := R(g)+
+ л (g, е) и вычислим ее rрадиент

дА дR д

дс
==

дс +
л
дg

(g, е)== q (g) + ле.

Метод подъема по условному rрадиенту состоит в переходе от веи-

дА

тора g и вектору g.=g+s дс =g+sq(g)+sле,
а множитель л

выбирается ТaRИМ, чтобы условие нормировии не было нарушено:

1=(с., е)=(g+sq+лsе, e)==1+s(q, е)+лs(е, е),

oТRyдa

л _ _ (q (с), е)
-

(е, е)
·

Шаr подъема s определяется, например, решением одномерной
задачи тах R (g.).

.

43. Метод Ньютона

Предназначенный для решения (вернее, для уточнения rрубых
приближений к решению) систем нелинейных уравнений, метод

хорошо известен. Известна и высокая скорость ero сходимости.

Итаи, нужно найти решение системы уравнений

,(х)=О (1)
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(вдесь f= {fl, /2, . .
., '''}, Х= {xI' Х" . .

., х" }). Точнее, нужно,

исходя иs имеющеrося приближения :/;0, найти достаточно точное

ближайшее и :/;0 решение системы (1) - точну х*.

Вычислительная схема метода основана на предположении
о достаточной малости отклонения 8xO=xO-х* и о возможности

пренебречь членаl\IИ порядка О (118.1:112). Ищется поправка 83;1/"
и приближению х

О
таи, чтобы получить

/(xo+ox./z)=O. (2)
Разлаrая (2) в ряд по 8.1: и отбрасывая величины О (118.1:111), полу-
ЧИМ для 83;1/. линейную систему уравнений

f (х
О) + ' (xO)Ox=о, (3)

отнуда
ох.!! == -1;1 (хО) / (хО), х

1 = х
О+ 'tJx'/I. ( 4)

Далее процесс повторяется до получения необходимой точности.

т е о р е м а 1. Пусть в опрестnости испо.м.оео решепия х*

отображепие f (х) равnо.м.ерnо nевъ рождеnо,т. е.

IJf;I(X)II Clt

и пусть также втopь enроuзводnь еf (х) равпо.мерпо оераnичеnь 
в 07'рестnости х*. Тоеда сходимость метода Ньютоnа в 07'рест-
nости х* имеет квадратичnь йхара7'тер.

Точный смысл этоrо утверждения выяснится D процессе до-
назательства.

Пусть точное отнлонение хО от х. есть малая величина Ах ==

=== х. - х
О
: для нее Иl\fеем уравпеНIIе

0=== f (;1;0 + Ах) == f (х
О) + '% (хО) Ах + О (1 AxIF).

Таним обраЗО},f,

х* == хО
- 1;1 (хО) f (хО) + 1;1 (х

О) О ( AxIF),
x

1 === х
О
- 1;1 (хО) /(хО).

Отсюда
х*- x

1 == 1;1 (х
О) О ( Ax1(2).

В силу оrраниченности вторых производных f,

10 (11 Ах 112)11 C2 11 Axl12

и

Далее,
(Ix* - xlll C1C21x. - xOIF=C  x.- x0112.

 x*- x211 Cllx*- xll2 CS 11 х.- xO l14

. . . . . . . . ... . . . . . . . (5)
1I х. - x

k
11 C2

k-1 1J х. - х
О 112

k
.
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Именно формула (5) и имеется ввиду, Rоrда rоворится о квадра-
тичной сходимости. Сходимость rараптируется в онрестности ре-
шения пх. -хОII С-1

.

Модифицированный метод Ньютона нан
м е т о Д п о и с к а реш е пия. Изложенная вьnпе схема вы-

числений ориентирована на получение из сравнительно xopomero
начальноrо приближения zo очень точноrо значения норня х*.

Однано при rрубых начальных данных неоднонратно отмечаласъ

расходимость итерацИЙ; были предложены усовершенствования,
имеющие целью ослабить требования н начальному приближению,
расширить окрестность решения. х*, в ноторой метод сходится.

Z2 х,

ZD

о z, о 'Х2

р [с. э1.

Рассмотрим rеометричесную интерпретацию метода, взяв для на-

rлядности двумерную задачу (х= {X1 , х2 }, f= {fl, /1 }). Рассмотрим
отображение z=/ (Х) и точну ZO -==/ х .

Линеаризуя отображение в окрестности точни ZO, т. е. заменяя

ero линейным

z (х) == ZO + /:х; (хО) (х - хО),

находим точку x1
, такую, что x

1 отображается в 1=0. На больших

расстояниях Ilx1-хО II > О пренебреrать нелинейностью отобра-
жения опасно; например, нвадратичные члены MoryT стать преоб-
ладающими и сходимость не будет иметь места. Однако, можно

считать x]-ХО=f l(хО) ZO направлением движения точни х,

не предрешая пона величины смещения х. Друrими словами,

рассмотрим непрерывное движение от точни хО Н точне x
1

:

х (8) === х
О
- 8/;1 (хО) ZO, 8 о.

Б плосности z ему соответствует непрерывное движение точки

z (8)=/ [XO-s/;JZO]; зто движение при 8 О происходит в направ-
лении н точне z=O, нан изображено на рис. 69. Постепенно истин-

ное движение z (8) начинает отмоняться от предсназанноrо на

основании линеаризации прямолинейноrо движения н z=O. Теперь
естественно ВОЗНИRает реl\омендация

- двиrатъся по отрезну
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(:сО, х
1) лишь до тех пор, пона lIz (s)ll убывает, Т. е. шаr процесса

s* выбрать, решая, например одномерную задачу минимизации

11/ [x-s/;// (хО)] 11. Затем в новой точне x1 ==.x
O_S*!;lf (хО) нахо-

дится новое направление движения, и т. д.

Т е о р е м а 2. Пусть в области Н! (х)Н В, I'оторую nред-
noлаеаем оераниченной, / (х) имеет равномерно оераниченuе пер-
вые и втopь enРОUЗ80дные; пусть в этой области отображение
z=/ (х) взаимно однозначно, причем 111;1 (х)1I С; и пусть в этой

области имеется (едипственная в силу nредь дущuхпредположений)
точ ах*: / (х*)=о. Тоеда JКодифицироваnнь йметод Ньютона

сходится, т. е. ;tk  x*при k 00, если Н! (ХО)lI R.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Рассмотрим последовательность по-

лученных описанной выше процедурой точен х
О

, х
1

, . . ., x
k

,

Пусть сходимости х" К х* нет. Тоrда из {x
k

} можно выделить схо-

дящуюся к неноторой точне x=l=x* подпоследовательность. Рас-

смотрим шаr процесса, начинающийся в точне х: х  Xl,причем
в силу оrраниченности вторых производных и невырожденности
отображения при малых s,

11/ (х - 8f;1/ (x»II= II! (х) - sf:e(X) f;/ (х) f (х) + O(s2)II=
= f(x)- 8f(x) + О (82)11== (1- 8)11 /(x)11 + 0(82).

Таним образом, существует малое число е > О и Il! (x1)11
ll/ (x)ll-s. в силу непрерывности шаr процесса, начинающийся

в точне х из неноторой  -окрестноститочки х: Ilx-xll  ,со-

провождается падением нормы 111 (х) 11 не менее, чем на e/2. По-

снольку для точен x
k
имеем 11/ (xO)11 > 11/ (x1)11 > . . . > 11/ (xk)11 >

>. . .
t
а в  -OHpeCTHOCTЬточнв х попадает бесконечное число точен

ИЗ числа x
k

, получаем противоречие с очевидным соотношением

11/ (х) 11 > о.
Таким образом, в принятых предположениях единственной

точной сrущения точек :J!t может быть лишь точна х*, в «оторой
/ (х*)=О. Теорема доназана.

3аметим, что иноrда mar процесса 8 определяется не решением одно-

мерной задачи минимизации 11 z (8) 11, а методом деления mara: сначала

пробуется точка х1
= х

О -/;1/ (хО) (8 = 1). Если 11/ (х)111 > 11/ (хО ) 11, то шаr

1

делится пополам и х1 = хО - 2/;1/ (хО); если снова П / (х1) 11 ;> 11 f (хО ) 11,
1

рассматривается точка x1 =xO
-т/;l/ж и т. д., до тех пор, пока не

будет впервые получена точка x1 =xO -2-
r/;I/(хО). для которой 11/(x

1 )11<
< 11/(xO)U.

Используя ату достаточно убедительную расчетную схему
при репroнии, например, краевых задач для нелинейных обынно-
венных уравнений, Задач линейноrо проrраммирования и т. д.,
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автор неоднократно сталнивался с ситуациями, в которых сходи-
мость была безнадежно медленной. Разбираясь в причинах 8Toro,

естественно прежде Bcero проверить, выполняются ли в ТОЧRе,

в ноторой застревал процесс ПОИСRа. предположения теоремы 2.

Основное предположение
- это невырожденностъ отображения

f (х), т. е. det (/:х; (x»=I=O. в ситуациях, о которых идет речь, вы-

рожденности не было, но шаr s процесса был чрезвычайно малым.

Рассмотрим характерный методический пример. Реmалась

система уравнений

/(х. у)= х
5 +у4_2=О,

ер(х, у) == (х-2)З+(у-2)З+16=О.

Процесс поисна начинался ив точки хО
-== 2, уО === 3; ход ero ото-

бражен в табл. 1 следующими величинами: IIOltlep шаrа k, полу-

ченные на k-M ПIаrе значения :1', у, /, ер, F =. v(f + ер2), mar s.

ПрИ переходе от k-й ТОЧl\И к (k+1)-й lIа-уrол(вrрадусах)

Таблица 1

k х 11 f 'f F 8 ct

О 2,0000 3,0000 111,000 17,000 112,294 0,11 40
1 2,0685 2,9380 110,379 16,826 111,654 0,108 42
2 2,1330 2,8680 109,801 16,656 111,057 0,094 48
3 2,1872 2,7976 109,305 16,515 110,545 0,075 53
4 2,2334 2,7274 108,906 16,398 110,134 0,064 57
5 2,2727 2,6589 108,607 16,306 109,824 0,047 52
6 2,3051 2,5946 108,395 16,2386 109,605 0,027 49
7 2,3265 2,5471 108,246 16,199 109,451 0,0205 46
8 2,3437 2,5057 108,138 16,170 109,340 0,0150 43
10 2,3729 2,4284 108,008 16,130 109,206 0,012 33
12 2,3899 2,3781 107,946 16,113 109,141 0,0040 25
14 2,4031 2,3358 107,914 16,103 109,109 0,0017 18
16 2,4108 2,3096 107,898 16,099 109,092 0,0010 15

k х 11 f ер
F F 8ct w

О 2,0000 3,0000 111,000 17,000 5,72 5,52 0,066
1 2,414 2,626 127,500 16,32 12,75 11,59 0,125
2 3,209 0,542 338,4 14,66 2,00 0,55 0,50
3 2.891 -0,389 200,0 3,07 0,600 0.0826 1,90
4 1,806 -0,578 17,3 -1,14 0,331 0,026 2,00
5 1,157 -0,460 0,115 0,516 0,031 0,00054 1,0
6 1,14265 -0,48663 0,004 -0006 0,0006 О 1,0,

7 1,14220 -0,48626 0,00000 0,00000
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между векторами {/:x;, f,,} и {<Р-ж' Ч'g} (он характеризует невыро-
жденность системы). В точке хО

, уО система уравнений для на-

праRления спуска имела ВIIД

(
1-ж

/,,) { } {"}Ч'''' Ч'fI 8у
=-

ч'
: (

ВО

10В){БХ}__{117}О 3 'f1y
-

-17.

Харантерным является соотношение

f;+ /;> ;+ч>;, (6)
выполнявшееся и в друrих точнах {:tf, УС}, представленных
в таблице. Решение этой системы 8.1:=6,26, оу -5,67 почти орто-
rонально вектору {f-ж, ',,}: /:x;8.1:+/,, y 500-611=-111;таним об-

разом, направление спусна {8.1:, '8у} близко к направлению линии

уровня функции / (х, у), и вдоль TaHoro направления первона-
чальное падение / (х, у) при малых s сменяется ростом; хотя

при этом продолжается падение функции ер (х, у), в целом норма

F=Vr+ 2начинает возрастать, так как в силу (6) внлад при..

ращения 1 в приращение F выражается существенно большим чис-

лом, чем вклад приращения  .
Заметим, что кан сама задача, тан и направление спусна

{ 8.1:, } инвариантны относительно простейшеrо преобразова-
ния - изменения единиц измерения 1 и ер:

1 (х, у) P-l/ (х, у),

(х, У) -+ f-L2 (х, у).
(7)

Однако норма F=U2+ep2)1/2 и, следовательно, mar процесса s,

относительно преобразования (7) не инвариантны, и В08никает

вопрос о разумной нормировке задачи. Б данном случае, нан и

во мноrих друrих аналоrичных ситуациях, автор руководство-
вался следующим естественным соображением: нужно нормиро-
вать задачу так, чтобы порожденные вариациями apryMeHToB
8.1:,  yвариации функций

 /== /:x; X+ 1,, y, 8р == :z;ox + ,, y

были величинами одпоrо порядка. Теперь понятно, почему в на-

честве нормы, мипимизация ноторой вдоль направлеnия спусна

определяла mar процесса, бралась величина

Р =:. (-! f2+ фZ), (8)
fll fl2

rде P-I = f';+ f;, Р-!= +  ;.
Результат зтой нормировки не замедлил сназаться; в табл. 1

приведен ход решения задачи.
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Заметим, что теперь в задаче нет единой нормы вентора {/, ер},
ноторая монотонно убывает и этим обеспечивается сходимость
процесса. Едва ли удастся Доназать сходимость в предпо-
ложениях теоремы 2, если шаr s определяется минимизацией
«локальной» нормы (8). Однано как в зтой, так и во мноrих друrих

задачах, нормировка типа (8) окаэывалась чрезвычайно полеэ-

ной и помоrала (часто решающим образом) преодолеть медлен-

ную сходимость. Б то же время случаев, коrда такая нормировна
приводит к расходимости, не встречалось.

Б табл. 1 приведены значения Ро. в исходной точке шаrа, и

F
w

- В конечной; F
(JJ

- есть минимум: F на направлении спуска.

Харантерным является резний рост f, существенно превыmаю-
щий падение ер вдоль направления спусна. ОДJIаио теперь мы на

рост / не обращаем (до известной степени) внимания: соотношение

(6) свидетельствует о том, что / очень леrно изменить сравнительно
малыми вариациями 00:, 8у; rлавное - это вывести на нуль ер.

Эти качественные соображения и учитывает нормировка (8).
Следует заметить, что нормировка (8) не является безусловно
обязательной. Та же система при друrих начальных данных

{хО, уО} одинаково хорошо решалась как с нормировной, так и

без нее. В значительной мере ото связано с тем, что в большинстве
точек {х, у} система уже нормирована. Однако в методических

целях мы можем ее «испортить), заменив уравнения на

10. f(x, у)=о; 0,1. СР(Х, у)=О. (9)

Решение зтой задачи представлено в табл. 2 теми же величинами;

кроме Toro, добавлено n - число вычислений функций f и ер,

понадобивmееся для выбора шаrа 8. Во второй части табл. 2 пред-
ставлено решение той же задачи с использованием нормировки

(8). Видно, что ПОРl\lировка оказалась полезной, хотя и без нее

процесс сошелся. Разум:еется, в таной простой задаче можно

заранее отнлонить формулировку (9) задачи кан неестественную.
Однако в сложных задачах, ноrда / и ер определяются не леrно

обозримыми формулами, а сложными вычислительными процес-

сами, и являются величинами разных, например, физичесних
размерностей, заранее не ясно, является ли содержательный вы-

бор единиц измерения / и ер естественным и с вычислительной точни

зрения.
3 а м е ч а н и е о Д и Ф Ф е р е н Ц и а л ъ н ы х у р а в-

н е н и я х с п у с к а. Иноrда процесс поисна решения оформ-
ляется в виде дифференциальных уравнений движения точки
х (8):

dx

dS =_/;;l(X)/(X), х(О)=хО
,

(10)
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ТаБJIица2

k х JI f 'f F 8 n

О 1,0000 1,3000 18,56 1,466 18,619 0,0016 6
1 0,98939 1,30570 18,546 1,463 18,603 0,0016 6
2 0,97936 1,31076 18,528 1,461 18,586 0,0016 6
3 0,96980 1,31531 18,509 1,459 18,567 0,0032 7
4 0,95150 1,32355 18,487 1,454 18,544 0,0032 7
5 0,93455 1,33041 18,457 1,449 18,514 0,008 5
6 0,89476 1,34495 18,456 1,437 18,512 0,008 5
7 0,85990 1,35492 18,403 1,425 18,458 0,008 5
8 0,82836 1,36210 18,322 1,413 18,377 0,016 6
9 0,77031 1,37272 18,220 1,389 18,273 0,04 4
10 0,64404 1,38716 18,134 1,328 18,183 0,20 3
11 0,16164 1,39206 17,553 0,956 17,579 1,0 7
12 -0,76376 1,22968 0,266 -0,557 0,617 0,4 4
13 -0,66470 1,20559 -0,1726 -о 342 0,383 0,4 4,

14 -0,59972 1,19752 -0,210 -0,209 0,296 0,8 6
15 -0,51686 1,19217 -0,169 -0,047 0,175 1,0 7
16 -0,49223 1,19336 -0,0079 -0,00046 0,008 1,0 7
17 -0,49199 1,19347 0,00000 0,00000 0,00000

k х у f 'f F 8 n

О 1,00000 1,30000 18,56 1,466 4,391 0,2 3
1 -0,32615 2,01228 143,93 0,341 0,489 1,2 8
2 -0,57846 1,48281 27,696 -0,128 0,222 1,4 9
3 -0,47640 1,18110 -0,785 0,0264 0,0186 1,0 7
4 -0,49213 1,19363 0,0105 -0,00022 0,00019 1,0 7
5 -0,49199 1,19347 0,00000 0,00000 0,00000

и доназывается (в предположениях, апалоrичных предположе-

ниям теоремы 2), что решение системы, - точна х*, - является

единственной асимптотичесни устойчивой точной системы диффе-
ренциальных уравнений (10). Это является очевидным следствием

известной теоремы Ляпунова; в начестве фуннции Ляпунова
берется V (х)

-

It/ (х)1I2. Повторяя дословно nыкладни ив доназа-
телъства теоремы 2, получим

dV[;}s)]- _V[х(s)]. Т. е. V[x(s)]=V[xO]e--. (11)

Иноrда этот результат трантуют нан неноторую оценку скорости
поисна решения. Одпано нинаной полезной с этой точки зрения

информации формула (11) не содержит; она характеризует лишь

способ введения параметра s на траентории:

dж
1

: dx2 : · . . : dX
п ===F. : Р2 : · · · : Р

п , Р(х)= -/;? (х) '(х).
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Если всеръеа полаrать, что формула (11) характеризует вффек-
тивность процесса поиска решения, то следовало бы еще больше

«повысит}»> ее, заменив (10), например, уравнением х=-106
х

Х/;l/, т. е. V [х (S)]==Voe-10а . в
. Ясно, что эффективность поиска

связана не с характером параметризации траентории (12), а с за-

тратами реальноrо машинноrо времени, т. е. с числом вычисле-

ний функций / (х), /х (х), затрачиваемых на достижение достаточно
малых значений 11/ (Х)II. с практической точни зрения теорема 2

rарантирует успех процесса поисна с достаточно l\lалым шаrом s;

в этом случае процесс типа

X
k+1 == x

k
- s/;? (x

k
) / (x

k
) (12)

есть интеrрирование (10) методом Эйлера. Но достаточно малый
ПIаr s, необходимый для правильноrо описания ломаной (12)
решения уравнения (10), нам совершенно не нужен: нас интере-

сует лишь убывание 11/ (x)ll. Основное машинное время в задаче

связано с вычислением матрицы /:х; (х), позволяющей найти направ-
ление спусна, и естественно стремление получить от этоrо направ-

ления все, что оно может дать, т. е. выбрать шаr s минимизацией
111 (x+s8x)II, а не в интересах точности интеrрирования уравнений

спуска. Есть и полезный аспект перехода к уравнениям (10) -
это использование методов интеrрирования BblcoHoro порядна
точности, позволяющих при достаточной rладности / (х) исполь-

зовать значительно больший ПIаr, чем в процессе первоrо порядна
точности (12). Однано и здесь, видимо, следует отделить полез-

ное с точни зрения интересующеrо нас здесь результата-мини-
мизации 11/ (х)lI, от ненужной точности в самой траентории х (. ).
Сделать это можно, например, так. Известно, что основу метода

Pyhre-Rутта составляет разложение траектории х (s) в ряд
в окрестности очередноrо счетноrо узла. Аналоrичными вычис-

лениями можно найти в окрестности очередной точки x
k
процесса

поиска разложение траентории спусна х (s):

x(s)==xk+sa}(xk)+s2a2(xk)+... +srar(xk)+O(s'+l),
и поиск ПIаrа s осуществить задачей одномерной МИНИ1\.fиsации

minll/(x
k

+a}s+a2
s
2
+... +arsr)lJ.

в

Автору неизвестно, была ли кем-нибудь реаЛИ80вана подобная
"

схема вычислении.

Замечание об универсальной последо-
в а т е л ь н о с т и ш а r о в. Б чисто теоретических исследова-
ниях большой популярностью пользуется конструкция последо-

вательных шаrов спусна Sk+
1/2

, определяющих переход от x
k

к X
k+1

:

X
k+1 == x

k
_ Sk+

1/2/;/ (x
k

) / (x
k
),

25 Р. п ФедореВRО

(13)



386 СТАНДАРТНЫЕ АлrоРИТМЫ [rл. IV

избавляющая (при доназательстве теорем!) от всяких хлопот

с выбором шаrа. Именно, шаrи Sk+
I/1 должны образовывать рас...

ходящийся ряд, члены HOToporo стремятся к нулю. Например,
Sk+"2=

k 1 ; эта конструкция содержит две полезные идеи, почти

очевидные. Во-первых, шаrи спусна должны убывать и стремиться
н нулю, иначе процесс типа (13) будет проснакивать точну мини-

мума х* и занончится «болтанной» в ее окрестности: размер онрест-
ности зависит от шаrа s. Однако S"+1/1 не должны убывать слиш-

сх)

ком быстро: если ряд  Sk+l/2сходится, то пройденноrо точной x
k

,
k=O

k=O, 1, . . . за бесконечное число шаrов (т. е. за беснонечное ма-

тинное время) пути может просто не хватить для перехода из хО

в х*.

Однано прантичесная ценность таних универсальных последо-
вательностей шаrов - незначительна. В самом деле, сохраняя

указанные свойства последовательности Sk+l/2 , можно умножить

или разделить все Sk+
1/2 на 106, например, добавить впереди мил-

лион единиц, выбросить в любом месте миллион очередных членов

и т. д. Все эти преобразования, совершенно не существенные

с чисто теоретичесной точни зрения, оказывают решающее влия-

ние на эффективность процесса поисна. Ясно, что выбор последо-
вательности шаrов Sk+

1/2 должен определяться не априорными

универсальными нонструкциями, а достаточно квалифицирован-
ными алrоритмами обратной связи, использующими вычисляемые

в процессе поиска значения / (х).

44. Дискретное динамическое проrpаммировапие

Основным содержанием настоящеrо параrрафа является алrо-

ритм динамическоrо проrраммирования, позволяющий эффек-
тивно решать специальные дискретные задачи оптимальноrо управ-
ления. Тание задачи MoryT появляться при оптимизации диснрет-
ных систем и при аппронсимации задач оптимальноrо управления

(см., например, 15).
Д и с н р е т н а я з а Д а ч а у п р а в л е н и я. Рассмат-

ривается последовательность моментов времени О, 1, ..., N.

Управляемая система в наждый момент времени n может нахо-

диться в одном из J состояний. Управление системой, находящейся
в момент времени n в состоянии jn, состоит В том, что принимается

решение о переводе ее в момент n+1 в состояние j"t1 . Определена
лональная цена TaHoro перехода

- число /п.+
I/I . \для всех воз-

Jn, Jn+l

МОЖIJblХ пар j", j'Л+l). В начальный момент времени n=О система

может находиться в любом из Jо состояний (или в наком-то фик-
сированном: в зтом случае можно считать множество состояний
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Jo состоящим ИЗ одной точни). В нонечный момент времени N

система должна находиться в одном иэ заданных JN состояний.

3цдача состоит в определении таной последовательности состоя-

ний

jo, jl'...' jп'.. .,jN (1)

(эту последовательность будем называть траекторией), ноторая

минимизирует общую цену эволюции системы, т. е. фуннцию
N-l

R(jo. jl...". jN) == ФОUО)+'J./iЭnн +ФN(jN)' (2)

rде Фо , ФN - «плата» за стартовое и финишное состояние си-

стемы.

Решение задачи осуществляется специальным алrоритмом,
испольэуюIЦИМ типичную для динамичесноrо проrраммирования
фуннцию Беллмана F" (j). Определяется она следующим образом.
РаСС1\IОТРИМ часть задачи: пусть система в момент n находится

n состоянии j. Нужно перевести ее к моменту N, минимиэируя
за счет выбора состояний jfl+l, . .

., jN значение

N-l

fk+l/2 + Ф (. )Jk, ik+l N ]N I

k=п
j,,=j. (3)

Минимум (3) и обозначается F" (j). ОI<азывается (и это то}ке ха-

рактернЫЙ для динамическоrо проrрамм:ирования факт), что

F'l (j) удовлетворяет уравнению динамичесноrо проrраммирования,
используя которое можно вычислить фуниции Р" (j) для всех

n и j. Это уравнение выводится на основании «принципа оптималь-

ности>}: переход из состояния j в момент n в каное-то состояние jN
в M01\leHT N можно осуществить в два этапа: сначала систе1\.fа пере-

nодится в состояние i в момент n+ 1, а затем иs зтоrо состояния

оптимальным образом за цену Р
п+1 (i) - в нонечное состояние.

Общая стоимость TaHoro перехода есть, очевидно,

fj ;/2+ F
п+1 (i), (4)

и в (4), таи каи j мы считаем финсированным, есть лишь одив пара-

1'fIeTp оптимизации - номер i состояния в момент n+1. Тоrда

Р
п (j) === т n{!j;;/2 + F

п+1 (i)},
I

(5)

Это и есть уравнение динамичеспоrо проrраммирования.
АлrОРИТ1\1 решения задачи (5) представляет собой процедуру

1I0следовательноrо вычисления функций.
1. Функция FN (j) задается «начальными данными»:

FN (j) == ФN (j).
25.
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2. Для определения FN-l (j) используем (5):

FN-1 (j)==  in{f  :/2+FN (i)}. (6)

Если решать эту sадачу самым простым способом - перебором, то

вычисление FН-l (j) обойдется в 0(12) операций, а описание

функции FN-1 (j) потребует J ячеен памяти. Далее продолжаем
в том же духе, и, получив функцию F'Л+l (j), вычисляем

Р
п (j) == т ll{fj-:- /z+ Fп+l (i)}. (7)

1\стати
, здесь же определяются 1I функции управления ill+1/2 (j),

укаsывающие, в какое состояние i следует в 1\.fOMeHT п + 1 пере-
вести систему, если в момент п она окажется в состоянии j.
Найдя таним образом Fо (j), СJlедует решить задачу min {ФО (j) +

J

+Fo(j)} и определить первую точну траентории jo. Затем опреде-
ляются точки jl==i1/2 (jo), i2=i1+,/a (il) и т. д. Стоимость решения
в общем случае есть О (N2) операций, реалиsация требует NJ
ячеек памяти (или 2NJ, если запоминать и фуннцию inf-1/2(j».
Непрерывная задача динамичесноrо

про r р а м м и р о в а н и я. В принципе, алrоритм динами-
ческоrо проrраммирования применим и в том случае, ноrда состоя-

ние системы в момент времени_ n (остающийся здесь дискретным)
описывается точной х" r-мериоrо пространства, положение ното-

рой оrраничено условием х" Е Gn
- В этом случае, точно тан же,

нан было получено уравнение (5), можно получить и ero непре-

рывнЫЙ вариант:

Р,,(Хп)= min {fп+
1/2 (Xпt X,,+l) + Fп+l (X"+l)}. (8)

:Х;n+lЕа"+1

Однано фактичесная реализация этоrо алrоритма наталнивается

па серьезное препятствие: нет никаних оснований ожидать, что

все фуннции Р" будут получены в замкнутой аналитичесиой форме,
попытки же заменить функциональные зависимости таблицами
(что приводит Н дискретному варианту задачи) наталкиваются

на препятствие, метно названное Р. Беллманом «проклятием раз-
мерности»: при r > 2 задача прантически становится непосильной

для современных ЭВМ. Однако есть частный случай, ноrда

уравнение (8) тем не менее решается в нонечном виде. Это задачи,
в ноторых все функции fп+

1/2 (х", Х
пт1) нвадратичны и, если началь-

ное и конечное состояния не финсированы, хотя бы одна из фунн-
ций (цусть ФN (XN» - нвадратичная. Кроме Toro, области G

являются полным r-мерНblМ пространством. Этот случай, несмотря
на определенную искусственность, может оказаться полезным:
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при построении аППРОRсимационных процедур решения более

общей задачи. Введем обозначения (при r === 1)

ФN(ХN)= Ax +BxN+C.

f'п+
I/2 (Хп , Х,н 1) == ax + 2ЬХ

п
Х
п+1 + CX;-f 1 + aX7 +  Xп+J+ у.

(9)

(10)

Ради простarы мы ОПУСТ]/1JlII В (10) инденс п + 1/2 при ковфtри-
циентах а, Ь, · ·

., у.
т е о р е м а 1. В непрерЬ18НОЙ задаче диnамичеспоео проерам-

.1luрованuя с функциямu (9), (10) все фунпцuu Рп(хп)-суть кеа-

дратиЧНЬ"tе фОРМЬZ:
Р,,(х,,) == тпх: + РпХп + q". (11)

Коэффицuентьz r", Р", qп вычиСJl,Яl0тся по проспUЛ,l1t репуррент-
llblM фОРJ'rtу.лам (12), (13).

ДоназатеЛJ.)СТDО. П.усть Fп(x,,) имеет (I)opMy (11) И RОЭф-
(I)ициенты r,., р", q" у){{е найдены. I-Iайдем Fп-1 , решив уравнение

F
п-l (х)= mill {f"-'/2 (х, у) + F,. (у)} ==

'u

= min {ах2 + 2Ьху+ су2+ ах + y+r + r"y2+ р"у+ q,,}.
tI

Uчевидным образом получим точку минимума у n виде линейной

(I)ормы от х:

1 + 1
ь" 1/  ,,-1/2+ Рn

(12)у ="Х т,.. rде ,.
=

+
-.

, т" =
-

2(+ )
·

rп cп-If! r'2 c
n_I/.

lIодставляя (12) в уравнение динамичеекоro проrраМl\<Jироnания,
получим F,,(x) в форме (11) с коэффициентами

r
п-l
= а,,_,/! + 2bn_'/,l" + cl + r"l ,

Р,,-l = 2Ът"+ 2cl"т"+ а+  l"+ 2r"lп"tп + p,iп' ( 13)

Q"-l == cт + т"+ rпт + Р"тп + rqп

(все ковФ(I)ициенты а, Ь, с, . .
., l' в формулах (12), (13) должны

быть снабжены инденсом n - 1/2' RОТОрЫЙ МЫ ради простоты

опустили). При произвольном r исследование аналоrично.

45. Поиск минимума. rЛ8дкие задачи

Здесь будут рассмотрены основные идеи, ноторые использу-

ются при численном решении следующих типичных задач опти-

м:изации. Они перечисленът в ПОРЯДRе возрастания формальной
еJIО,RНОСТИ.
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3 а Д а ч а 1. Задана фУНКЦИЯ f (х) BeHTopHoro apryMeHTa
= {xt, х2 , · ·

.,
хn }. Найти точку х* минимума /0 (х):

jO(x*) fO(x)при всех х. (1)

В зтой задаче на значения переменных х нинаних оrраничений
не наложено, поэтому о ней rоворят, нан о задаче безусловной
минимизации.

3 а д а ч а 2. Найти минимум /0 (х) в непоторой части n-мер-
Horo пространства Х (Х предnолаrается, естественно, замннутым
множеством) :

Пlin /0 (х).
хЕХ

(2)

3 а Д а ч а 3. Найти минимум /0 (х) в области Х; нроме Toro,
должны быть выполнены дополнительные условия /;, (х)==О,
i==1, 2, . .

., т;

minfO(x) при условия..х /;, (х)=== О, i 1, 2, . .
.,
т. (3)

хЕК

Эту задачу называют задачей условной минимизации f (х). в на-

честве отдельной задачи мы выделим случай, коrда неноторые
из дополнительных условий имеют форму неравенств.

3 а д а ч а 4. Найти

minjO(x) при условиях fi(X)===O( O). (4)
.хЕК

Мы будем считать все фуннции ji, (i=O, 1, . .
., n), входящие

в постановну задачи, достаточно rлаДПИ1\.fИ, т. е. имеющими не-

прерывные производные до Toro порядна, ноторый будет необ-
ходим при тех или иных выкладнах. Этот случай мы будем считать

стандартным и не требующим специальных oroBopoK. Наоборот,
если та или иная ив нужных нам производных может не сущест-

вовать в отдельных точнах х, будем считать, что в этом случае

требуется специальное предупреждение.
Стоит еще отметить, что различие между задачами (2), (3) и

(4) кажется условным. Ведь всеrда можно определить множество

Х нан совонупность точен, удовлетворяющих условиям /;, (х)==О
( O).С друrой стороны, фактичесни область Х определяется
именно набором подобных равенств и неравенств. Тем не менее

в специальном выделении множества Х имеется определенный
смысл, если rеометрия области Х очень проста. Критерием про-
стоты является простота важной в дальнейшем операции nроеп-

тировапия на х.

о п р е Д е л е н и е 1. Пусть Х - замкнутое множество точен

n-меряоrо пространства, х - произвольная точна этоrо прост-
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ранства. Точку у будем наэывать nрое-кцuей Х на Х, если она ЯВ-

ляется ближайшей н х точкой из Х:

11 у - х = min 11 х' - х 11.
:х;'ЕХ

(5)

Для операции проентирования на Х будем использовать обо-
значение рх; таким образом, у=рх (х). Разумеется, операция

проентирования зависит от используемой нормы. Если не oro-

ворево противное, мы имеем в виду евнлидоnу норму. Очень часто

«простая» область Х определяется заданием для наждой номпо-

ненты х двусторонних оrраничепий

{х Е х эквивалентно х- < х < х+}. (6)

В этом случае операция ПJЮектирования на Х приводит К задаче

n

mill (У, - Xi)2.
x- g :x;+i=l

Решение очевидно (оно получается операцией «срезки» х):

I
xt, если x,>xt,

У, == xi, если Х;, < x ,
xi , если х; < Х;, < x , i == 1, . .

.,
п.

(7)

ПJЮстой является и c(l)e:ra

{ХЕК эквивалентно
l
X <1}.

В этом случае проектирование приводит к задаче

(8)

" п

min (Yi - Xi )2 при условии У:< 1.
11 i=l i=l

(9)

Образуя функцию Лаrравжа (C f. ниже)
"

2(у, л)= [(Уi-Хi1+лу:],
i=l

получаем выражения для Yi:

д.:е' 1

ду ===O=Yi - x
j + ЛУi' Т. е. Yi= 1 + л х"

а параметр л находится из условия

п

(1 л)2
X = 1, Т. е. 1 + л= 1ЛI Х

i=l
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(второе решение 1 + л == -1/IIX I дает максимум Ily - xll). Не-
сколько более сложным является случай, коrД8 область задается

общей квадратичной формой:

{хЕ х эквивалентно (Ах, х)+(Ь, х):::;;: 1}. (10)

В втом случае проентирование связано с задачей
п

min  (Yi-XJ2при условии (Ау, у)+(Ь, у):::;;: 1. (11)
11

i=l

Функция Лаrранжа
п

2(к, л) ==  (Уl-Хlr+л (AY, у)+л (Ь, у)
'=1

дает нам следующие уравнения:

д:Е А + А*

дii
= у-х + л

2 у+ль===о. (12)

Это есть система линейных алrебраических уравнений относи-

тельно у,; коэффициенты системы содержат неизвестный пара-
метр л, значение HOToporo определяется условием у Е к (11).
Имея в виду общий случай, мы можем лишь при разных значе-

ниях л решать систему и затем подбирать значение тан, чтобы
было выполнено условие (11). Речь идет о решении сналярноrо

равенства R ( )=1, rAe фуннция R (л) определена следуЮЩИ f

алrори омвычисления.

1. При заданном решается система (12), находятся значе-

ния У (л).
1

2. Вычисляется R(Л)==2"(Ау, у)+(Ь, У) (или, что то же самое

j
в силу (12): R(л)=т-(х-у, У». Далее, если хЕК, что леrко

проверяется, следует рещить уравнение R (л) === 1, используя, на-

пример, метод Ньютона.

Вычислительная сложность этой задачи проектирования (11)
определяется в основном размерностью пространства n: если n

достаточно велино, задача может оказаться очень сложной, так

как в общем случае трудоемкость решения системы n линейных

уравнений составляет О (n3) операций.
А л r о р и т м ы б е з у с л о в в о й м и н и м и з а Ц и и.

Теперь мы приступим к описанию основных алrоритмов решения
задач МИНИМИЗ8ЦИИ. ЭТО алrоритмы спусна, в которых, имея не-

которую точку х
О

. находим рядом с ней друrую точну х
1
, таную,

что f (х1) < / (хО). Если зто невозможно, у нас есть основания

утверждать, что найдена точна минимума f (х).
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Нужно подчерннуть два характерных для всех методов поисна

обстоятельства:

1) речь может идти лишь о лональном минимуме функции
j (х), поиск rлобальноrо минимума существенно труднее;

2) не всеrда, ноrда мы сталниваемся с ситуацией, в которой
метод не находит следующей «лучшей) точни х

1
, можно rоворить

о лональном минимуме: точна х
О
может быть тупиновой точной

для данноrо метода построения последовательности х
О

, х
1

, х
2

, . . ..

в общем случае мы получаем последовательность точен х
О

,

x
1
, х

2
, . .

.,
x
k

, . . . с монотонно убывающими значениямиf (.х
0) >

f (х1) > . . . > f (x
k
) > . . .. Эта последовательность называется

минимизирующей, если

f(x
k
) min f(x) при k 00.

х

Используя тот или иной метод построения последовательности
х
О

, x
1

, . .
., следует четно представлять себе, нание точни явля-

[отся тупиновыми для данноrо метода, не являясь при зтом точ-

нами локальноrо минимума.

О Д н о м е р н ы й п о и с к м и н и м у м а. Мы начнем

с простой задачи, в ноторой apryмeHT х - скаляр. Эта задача
полезна постольну, поснольну она появляется в начестве элемента

в более сложных задачах.

Алrоритм nараболичес1':ОЙ аnnРОl'LCuжациu рассчитан на до-

статочно rладние функции f (х). Пусть имеется неноторая точка

Х
О

. Ноложим 81 =ХО, 82=X
O+h, 8з=хО+2h и вычислим значения

1,=/ (s,), i=1, 2, 3.

Через полученные точни проводится парабола as2+bs+c,
аппроксимирующая f (8), И проверяется ее «выпунлостъ». Если
а > О, то в начестве следующей точни 84 берется точна минимума

этой параболы: s4=-b/2a, строится новая парабола по точнам

{8i , f,}, i=2, 3, 4 и т. д. до стабилизации значения fk=f (8k).
Если а < О, то следует выяснить направление убывания j, сравнив,

например, f (81) С j (82)' И В начестве точни 84 взять 81+h или 81-h.

Используя этот простой алrоритм, следует решить еще не-

снольно технолоrичесних вопросов:

1) каним брать начальный ПIаr h;
2) если расстояние от sз до 84 слишком велино, ero следует

оrраиичить;

3) если а < О, то продвижение на h может оназаться слиш-

ком медленным (при малом h); естественно ввести нание-то алrо-

ритмы подбора h, основанные на анализе фантичесни реализую-
щихся значений.

Сказанное вьппе выrлядит вполне естественным и убедитель-
ным, но читатель, имеющий намерение реализовать эти указания
в вычислениях, сразу же столннется с необходимостью введения
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количественных критериев для выражений «если h слишком мал6»,
или «если h слитном велино». Алrоритм параболической аппронси"
мации неоднонратно использовался автором в различных расче-
тах (см., например, 26, 27, 43), и обычно нинаних затруднений
не вознинало, разумная величина h устанавливаласъ, в частности,

в процессе отладни проrрамм:ы. Заметим, нстати, что величина h

определена, в сущности, лишь с точностью до порядна. Пожалуй,
единственным объентивным нритерием для h, используемым авто-

ром, является требование н точности аппроксимации. Б самом

деле, построив полином '* (8)=as2+bs+c, аппронсимирующий
f (8), И вычисляя в дальнейшем f (8,), мы можем сравнивать f (8,)
С f* (8,). Если ошибна аппронсимации не превосходила, скажем,
10%, ситуация считалась нормальной, и оrраничение на mar h
не вводилось. В ситуации а < О в случае продвижения на h мы

танже можем, сравнивая f (s+h) с '* (8+h), судить о том, не сле-

дует ли h увеличить. Если f и j* совпадают слитном хорошо (на-
пример, ошибка  1% или меньше), h увеличивается.
М е т о Д ы с п у с к а. Общая схема этих алrоритмов пост-

роена следующим образом: Пусть имеется неноторая точна rc,
полученная на k-M шаrе процесса поисна минимума.

1. Строится направление спусна yk.
2. Находится шаr спусна sk.

3. Точка X
k+ 1

вычисляется по формуле

X
k+1 == z!c + Skyk.

Существует большое число различных рецептов построения

направлений спусна и относительно небольшое числО способов

вычисления шаrа спуска. Мы оrраничимся здесь одним, по суще-

ству, способом вычисления s. Будем считать, что s* находится

решением задачи

min f (x
k
+ syk).

.

(13)

Разумеется, эта задача решается приближенно. Что насается на-

правления спусна, то наиболее популярными являются следую-

щие рецепты.
1. Метод случаunоео СnУС1':а: в качестве у берется случайный

вентор единичной длины (т. е. случайная точна на поверхности
единичной сферы в n-мерном пространстве; обычно для зтой точни

принимается равномерное распределение).
2. Метод nО1':оордиnатnоео СnУС1':а: векторы yk образуют

n-периодичесную последовательность ортов в n-мерном простран-
стве:

e
1 = {1 t О t . . ., О} t е

2 == {О t
1

, Оt ..., О} , ...,
е"= {Оt ...,

о
t 1} .
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3. Метод наиС1':орейшеео cnyc a:в качестве 1/ берется направ-

ление yk=_/z (xk). Это направление получило название направ-

ления наиснорейшеrо спусна, так нак именно оно находится ре-
шением следующей естественной задачи:

f (х)
у=-е

Ilfz(X) II
'

mill {! (х) + fх (х) у}:
111/11=e

(14)
u ,, 

являющеися линеаризациеи исходнои задачи в s-онрестности
точни х.

Прежде Bcero выясним харантер стационарnых точе1': этих

процессов, т. е. тех точек х, в ноторых данный процесс «застре-

вает» и x
k+ 1
=x

k
.

1. Стационарной точной случайноrо спуска является точна

локальноrо минимума f (х), т. е. точка, в ноторой /:х; (х)=О, а мат-

рица вторых производных, если она невырождена, положительно

определена.

2. Стационарной точкой поноординатноrо спусна является

точна, в ноторой /:х; (х)=О, и, кроме Toro, поло}нительны лишь

диаrональные элементы матрицы /:х;х (ради простоты мы не анали-

зируем различных вырождений, связанных с обращением: в нуль
наних-то вторых производных).

3. Стационарной точной наиснорейшеrо спуска является

точна, в которой /х (х)=О (т. е. например, любая точна переrиба).
Эти утверждения вполне очевидны, и мы их доназывать не бу-

дем. Отметим лишь, что чем уже МНО}l{ество стационарных точен,

тем надежнее метод поисна. С этой точки зрения предпочтителен
случайный поиск. Однано с точни зрения зффентивности пред-
почтительнее метод наиснорейшеrо спусна. Не иснлюченная в прин-
ципе опасность «застрять» в точке переrиба маловероятна, тан

нан тание точки являются неустойчивыми точнами метода на-

иснорейmеrо спусна, в отличие от точии лональноrо минимума,

являющейся устойчивой.
Теперь мы докажем характерную теорему о сходимости метода

lIаиснорейmеrо спуска. Эта теорема, в частности, позволит уточ-
нить требования к точности определения mara спуска s. Обоз-
начим через R (у) область n-мерноrо пространства, определяе-
 fУЮусловием хЕ R (у): / (х) f (у). Фуннцию / (х) будем счи-

тать rладной (достаточно непрерывности вторых производных).
Т е о р е м а. Пусть R (х

О) - оераnичеnnая ЗQ,.М,1':nутая, об-

ласть, и / (х) в R (хО) имеет лишь едиnствеnnую точ1':У х*, в 1«JтO-

рой / (х*)=О; эта точка, тaк,u.м образож, является едunствеn-
пой точ1':ОЙ локадьnоео жиnu.му.:ма f (х) в R (:СО). Тоеда жетод nаи-

С1«JреiШtеео сnус1Ш, стартуюЩий из тОЧ1':и х
О

, сходится 1': х*.

Друrими словами, метод СТIЮит последовательность х
О

, х
1
, . . .

.
..,

x
k

, ...  x*.Донавательство использует два основных

фанта.
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1. Значения фУНКЦИИ / на последовательности {ZC} монотонно

убывают (если xk=l=x*):

1 (х
О ) > 1 (x

L
) > . . . > f (x

k
) > . .. .

Это следует из предположения, что 1:х;==0 лить в точке х*.
2. Определим 1:1 (х) - ФУНКЦИIО выrрыыа::

А (х) == min 1 (х - slx(x» - /(х),
11

т. е. величину убывания 1 (х) при переходе из ТОЧRИ х В точку

x-s/z (Х), rде s - mar спусна, вычисленный в соответствии с (13).
Несложно доказать, используя IIепрерыnность / (х) и /:х; (х),
что 1:1 (х) - непрерывная фУНКЦИЯ х. Кроме Toro, в принятых

предположениях 1:1 (х) < О при х=/=х*.
Покажем теперь, что единственной предельной точкой после-

довательности { }(а все x
k
Е R (х

О), следовательно, хотя бы одна

предельная точна существует) может быть только х* - точна ми-

нимума f (х) в R (хО). В самом деле, пусть !i (=I=.x*) - предельная

точна последовательности {x
k

}. Пусть 1:1 (5;) =е < О, И пусть в силу

непрерывности 1:1 (х) e/2 при IIx-хН <;: 11. В 1I-окрестности
точни х найдется бесконечно MHoro точен из последовательности

{x
k

}, причем переход из каждой такой точки в следующую сопро-
вождается уменьшением f не менее, чем на е/2. Поскольну при всех

переходах от x
k
к X

k+ 1 значение_f по меньшей мере не возрастает,

получено противоречие с предположенной оrраниченностью / (х)
в оБJIасти R (хО). Таним образом, единственной предельной точной

последовательности {x
k

} является х*. Теорема доназана.
3 а м е ч а н и е. В доназательстnе не было использовано то,

что mar спуска s* и, следовательно 1:1 (х), связаны с решением

одномерной задачи мипимизации (13). Важно лишь то, что

1:1 (х) < О в любой точке, rде /:1; (x)=f=O, и что 1:1 (х) - непрерывная
фуннция. При этом вместо непрерывности может быть использо-

ванО и более слабое свойство полунепрерывности: для любоrо

сноль уrодно малоrо е > О можно указать таное > О, что

из Ilx' -хН <;: 11 следует. 1:1 (х') < 1:1 (х)+е.
Это замечание имеет важные прантические последствия, так нак

им проясняется вопрос о возможной неточности в определении

шаrа спуска s. Например, иноrда используется следующий алrо-

ритм вычисления шаrа. Определим F (s) / (x+sy) и вычислим

F
B (0)=/:1; (х) у. Обычно Р. (О) < О, что соответствует тому, что у

есть направление убывания / (х). Далее назначается неноторый
фиксированный «большой» mar 8, и рассматривается прямая L

1} ПЛОСJiОСТИ (8, р), проходящан через точку (О, Р(О» с нанлоном

1

 P,(O)(рис. 70), Если точна (8, F(8) лежит нuже L, то fl ка-
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1
честве шаrа спуска берется s. Если же F(S»F(0)-2 SF.(0),
то таким же образом испытывается ПIаr 8/2 и Т. д., до nepBoro

случая, ноrда

F (S/2
k-1

) >F(O) - F
s (О) S/2

k-1
, а F(S/2

k

) < F (О) - Р
в (О) S/2

k
.

Леrко видеть, что в изображенной на рис. 70 ситуации все возмож-

ные значения mara S, ноторые MoryT быть получены при разных

S > s., находятся на отрезке [ s., в*], И таиой алrоритм ЛИI{ВИ-

дирует одну из возможных причин несходимости метода спуска:

стремление mara спусна к нулю столь быстрое, что бескопечноrо

r

Fп

F(S)

"
"

1'1 '.
I

........

F=fп+ "2 S.F  O,

1.5*
2

s. 5

Рис. 70.

u О 1 k б о
числа rnaroB длинои S , s, . .

_,
S

,
. . . не хватает, что ы от х

добраться до х*. В наших расчетах, представлеПIIЫХ в настоящей
Rниrе, обычно использовался алrоритм параболичесной интерпо-
ляции, дополненный каним-нибудь простым алrоритмом прерыва-
вия итераций. Например, если после получения k-ro приближе-
ния Sk выполнено неравенство

I F(Sk)- F(Sk_l) 1,,/1 F(so) - F(Sk) I 0,05 - 0,1, (15)

алrоритм прерывался. ЧИСЛО 0,05-0,1 достаточно условно, ero

удовлетворительность контролировалась еще одним признаком:
если задача одномерной минимизации решается точно, то rpa-

диенты ':Х; (х) в двух последовательных точках x
k
и  +l=Xk+

+Sk/:& ( )должны быть ортоrональпы. Это свойство rрадиентов

проверялось n приближенной форме: считалось НОР1\lальным и

не требующим уточнения рещения задачи определения mara s (13)
положение, Rоrда

I (f:x; (X
k -1), f.ж (xk)) I

n f", (zk+l) 1111/", (zk)u
О, 1. (16)

Число marOB (т. е. число вычислений функции f (xk+sIt», необхо-

димое дпя Т8поrо определения mara спуспа tf , обычв:о было ие очень
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большим: от 4 до 7-8 в тех задачах, решение которых было
связано с этим алrоритмом.

Алrоритм решения задачи 2-метод
про е к Ц и и r р а Д и е н т а. Перейдем к следующей по слож-

ности задаче

min/(x),
хЕх

(17)

rде Х предполаrается областью столь простой rеометрической фор-
l\IЫ, что операцию проектирования на Х можно считать злементар-
ной. ПОИСR минимума в этом случае осуществляется простым: обоб-

щениемметода наискорейшеrо спуска:

1) в точке x
k

вычисляется rpa-

диент f:x; (x
k

) =yk;
2) определяется функция скаляр-

Horo переменноrо

F(s) == / LPx(x
k
- syk)]; (18)

3) определяется шаr спуска Sk
приближенным решением одномер-
ной задачи

х
х

ЮЧIr'l/ .x-st;f..Z") и их
проеНljuи на %

Рис. 71.
miп F(s);

8
(19)

4) следующая точка минимизирующей последовательности-

:J!+l=PX (3f_s
k
yk).

Следует, однако, предупредить, что в этом случае, при сколь

уrодно rладкой зависимости f (х), операция проектирования Рх
может привести к TOl\fY, что суперпозиция f (Рх) окажется уже

неrлаДкой. Такая ситуация показана на рис. 71, rAe изменение

точки z (s)==Px (Ж-S/:х;), а следовательно, и f (z (s)], содержит
«изломы)). В этом случае естественнее решать задачу определения s

алrОРИThfОМ 46. Параболическая интерполяция может оКазаться

несходящейся.
Правило Jп1Южuтелей Лаераижа, сводящее задачу условной

минимизации

mi11 /0 (х) при условиях jl (х) == О, i == 1, 2, ..., т

:х;

к задаче на безусловный l\ШНИМУМ функции Ла:rpанжа 2(х, л)=
т

== fO(x) - л,/' (х), хорошо известно. В настоящее время есть

i=l

MHoro очень изящных доказательств 3Toro правила. Для наших

целей будет полезно привести доказательство бесхитростное и пря-
молинейпое, однако имеющее непосредственную связь с алrорит-
мом построения минимизирующей последовательности точек x

k.
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Пусть дана некоторая точка х, удовлетворяющая условиям

f' (х)=О, i=1, . .
.,
т. Попытаемся проварьировать ее с помощыо

малоrо смещения &1: так, чтобы, не нарушая (в первом
по 118xll порядке) связей, понизить значение /0. Таким образом,
получаем задачу: найти 8х ИЗ условИЙ

0/O(8x)=f (x)ох < Oi

8f'(8x)=f (x)8x==0, i=1, 2, ..., т.

(20)

(21)

в данной задаче допустимые по условиям (21) ох образуют линей-
ное пространство (в частности, если ох удовлетворяет (21), то

и - 8х удовлетворяет (21), и нам достаточно найти любое 8х,

удовлеТВОРЯIощее (21), для KOToporo (х) ox=f=O). Таким образом,
оптимальной (неулучшаемой) точкой х может быть только такая,

в которой из / (х) 8х==0, i=1, 2, ..., т следует fr (х) 8х=0.
В линейной алrебре установлено, что это эквивалентно линейной

зависимости rрадиентоn f (х), Т. е. должны существовать l\ПIОЖИ-

тели Лl' л2 , ..., л
т такие, что

т

f (x)== лi/ {х)
i=l

(22)

(мы IIe рассматриваем вырождений типа f (х)==О, i=1, 2, . .
., т).

(22) совпадает с условием МИНИМУl\fа 2 (х, л); д2/дх==О. Друrая
rруппа условий дает д2/длl =/' (х)=О.

Для вычислений важна неrативная формулировка теоремы Лаr-

ранжа.
т е о р е м а. Пусть в точке х, удометворяющей свЯ8Я,м

/' (х)==О, i=1, . .
., т, 2paдиeHтъ f (х), i=O, 1, . .

., т, - линейно
нe8aвиcu.м,ъ (т. е. ,множителей Лаеранжа, удовлетворяющих (22),
не существует). Тоеда в окрестности х может бъиnь найдена точка

х+ 8х, удовлетворяющая связям и условию /0 (х+ох) < /0 (х).
Доказательства в полном объеме проводить не будем, указав

лишь на основной момент. Ретив задачу (20), (21) и найдя отлич-

ный ОТ нуля злемент 8х, следует учесть нелинейность задачи,
так как f' (х + 88х) sf (х)  X+S20(11 охll2) (из (21), (22) 8х

IIаходится неоднозначно; будеl\f считать 11 ох 11 = 1, а s - l\fалый

параметр). Далее следует построить поправку у к sox, Ilyll==O (S2),
за счет которой связи будут выполнены точно:

/'(х+в8х+у)=О, i==1, 2, ..., т

и

1

fO(x+ s8x+ у)=/О(х) + в/х(х)8х+ 0(S2)< /О(Х)+"2 /х(х)8х.

Построение требуемой поправки у проведено в 5 в более сложной
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ситуации. Разумеется, оно опирается на rладкость l' (х) (например,
непрерывность вторых производны)..

Ал rоритм условной минимизаци и -метод у слов-

Horo rрадиента. Следующая по сложности задача-mjпjО(х)
:х;

при условиях

/'(х)=О, i == 1, 2, . .
.,

т. (23)

Разумеется, и здесь можно применить метод проекции rрадиента,
но мы считаем (и это соответствует положению дел в ПРИRладиых
задачах TaKoro сорта), что проектирование на множество Х, оп-

ределяемое системой нелинейных уравнений /' (х)=О, i=1, 2 .. .

. .
., т, является слишком сложной операцией. Алrоритм поиска

условноrо минимума состоит в том, что для каждой точки х нужно

уметь строить «улучшающую» вариацию apryMeHTa ох. При этом

приходится иметь в виду не только понижение /0 (х), но и восста-

новление условий /1 (х)=О, если они оказываются нарушенными.

Итак, пусть есть некоторая точка 3f, причем условия /1 (xk)==O
MoryT и не выполняться. Считая искомую вариацию 8х малой
:и оrраниченной условием 11 oxll S, rде S - mar процесса, поста-

вим следующую естественную задачу для определения 8х:

min/ (xk) x (24)

при условиях

/' (x
k
)+ / (xk)8x=О, i == 1, 2, ..., т, (25)

II xll S (или (8х, 8x) S2). (26)

Эта задача является линеаризацией исходной задачи в S-окрест-
ности точки x

k
. Ее решение леrnо находится методом Лаrранжа:

образуем ФУНRЦИЮ
т

2 (00:, л) = лof 8з:+ (л.f , 8з:) - (8з:, 8з:), (27)
i....1

и из условий д2/дх==0 найдем выражение для 8х:

т

8х == лоf + Лi/ .
i....l

(28)

Подставляя это выражение в условия

/'(x
k

)+ (f .).f + )..t )=0,......1

i = 1, 2, ..., т, (29)

определим 'Л,. Для этоrо нужно дважды решить систему т линей-
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ных алrебраических уравнениii:
т

/'(х
Тс
)+ (/ ,f )лj==О,

J=l
т

(f ,f )+ (f ,/ )лj"=О,
J=l

Общее решение (24) после этоrо Иl\fеет вид лj=лj+лолj*, а пара-

метр Л
О находится ив условия нормировки

1) i= 1, ..., т; (30)

2) i= 1, 2, ..., т. (31)

т 2

118x1F= лоf + (лj +лолj*)f 82.
j=l

(32)

Это уравнение может быть существенно упрощено с учетом соотно-

шений (25), (26), однако мы этим заНИl\lаться IIe будем, предупредив
лишь, что из двух корней (27) нужно отобрать тот, I\ОТОРЫЙ дает

минимум f ОХ (второй дает маКСИМУ1\f).
3 а м е ч а н и е 1. В определенпых ситуациях (при больших

невязках j' (xk» уравнение (27) может и не Иl\lеть действитеЛЫlоrо
решения. Это означает, что условия (21) и (22) несовместны. Тоrда
следует временно отказаться от миниr.iизации /0, и целью вариации

переменных (х -+ х+ 8х) поставить, например, минимиsацию
т

[/' (х
Тс
) + f ox]2. После тoro вак n результате flескольких по-

i=l

добных итераций будет получена ТОЧI\а Х, удовлетворяющая усло-
виям /' (х)=О, i=1, 2, . .

., т, начинается собственно процесс

решения исходной задачи.
3 а м е ч а н и е 2. Во l\fноrих редакциях метода УСЛОВllоrо

rрадиента обычно считается f' (хТс)=О, i=1, . .
.,
т и задача опре-

деления 8х упрощается. Фактически, поскольку ИСПОЛЬЗУIОТСЯ
конечные вариации 8х, в процессе итераций накапливаются не-

вязки в условиях /' (х)=О, i=1, . ,
.,

т. Rоrда они достиrают

некоторой назначенной величины, делается одна или IIесколько

итераций с целью поrаmения неВЯЗ0К (как зто описано выте).
Для Toro чтобы алrоритм приобрел достаточную четкость,

осталось решить еще один важный вопрос
- IIазначение шаrа s.

в данной задаче у нас уже нет eCTecTBeHHoro критерия для mara:

процесс увеличения S сопровождается как падением r, так и ро-

стом неВЯЗ0К в условиях /1=0. Обозначим через 8х (8) величину

(28), rAe л, определены решением задачи (30), (31), (32), и рассмо-
трим движение точки f (х+ 8х (s) (в (т+1)-мерllом пространстве)
при увеличении 8 от нуля. Предположим для простоты, ЧТО /1 (х)=
=0, i=1, . .

.,
т. TorAa линияf (х+ ОХ (s» ведет себя в окрестности

s=O так, как это качественно покаsано на рис. 72. Формально
неВЯЗRИ f' (х+ 8х (8»=0 (82), i=1, 2, . .

.,
т. ОДllако в расчетах

26 Р! п. Федоревко
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они конечны, и возникает задача оценки: до какой степени увели-
чение невязок (если оно, разумеется, еще сопровождается умень-
шением 1°) может считаться допустимым и не противоречащим
основной цели (минимизации /0 при оrраничениях /"=0, i=1, . . .

. . ., т). Сказанное вьnпе можно уточнить следующим обраЗОl\f: пусть
на данной итерации мы выбрали шаr 8, приведший к некоторым
l1евязкам. На следующей итерации эти невязки придется компен-

сировать, что, разумеется, сказывается на величине fЭ.. При не-

которых невязках, возможно, даже придется ради их поrашения

пойти на увеличение f. При выборе mara S нужно избежать двух
крайностей: можно при достаточно

малом 8 сделать процесс очень на.

дежным, таи что накопление l1a каж..

дом шаrе невязок, имеющее порядок
О (82), приведет к нарушению ус-
ловий /1=. . . =/т=о на веЛИЧИI!у

О (8) (каждый шаr процесса сопро-

{f:..."f
т} вождается уменьшением /0 на 0(8),

следовательно, можно ожидать пол-

Horo числа шаrов -...1/8). Однако эта

слишком ОСТОРОЖl1ая тактика HeBы-

rОДН8, она связана с излишне боль-
шим объеМОl\f вычислений. Друrая

крайность - слишком большие mаrи S - также, в конце концов,

оказывается неэффективной, так как на одной итерации, получив
значительный выиrрыш в /0 за счет нарушения условий, мы будем
вынуждены на следующей восстанавливать их, повышая значе-

ние f. Итак, нужно иметь какую-то количественную оценку нару-
шения условий в терминах величины /0. Оказывается, такую «цену»

определяют, в пенотором Сl\fысле, l\fножители Лаrранжа Л,. Пояс-
ним зто, обратившись к рис. 73. С решеl1ием задачи (24)-(26) свя-

эаны следующие rеометрические объекты: сфера вариаций apry-
мента 118хll 8 линейным отображением 01==fх 8х преобразуется
в эллипсоид Р в (т+1)-мерl1ОМ пространстве. Ero естественно

назвать эллипсоидом смещений. Задача (24)-(26) определяет 8х,
отображающееся в самую низкую точиу эллипсоида смещений,
лежащую на оси /0. Фактически же точка / (х+ ох (s» переl\fе-
щается по кривой r, касающейся оси /0. (Эту кривую мы более
или менее ЗI1аем, если в процессе подбора rпаrа вычисляем точки

/ (х+ 8х (8J» для неСJ\ОЛЬRИХ 311ачений j). Выясним, ВО что обхо-

дится нам нарушение ус.ловий /'=0. Пусть из каких-то соображе-
ний был выбраl1 шаr 8*, И следующий акт варьирования х приво-

дит Н задаче (24)-(26), однако уже с новым эллипсоидом, центр

KOToporq расположен в точке / (х+ 8х (s*». Считая ох (s*) малой
величиной, мы пренебрежем изменением производных /х. Тоrда
новый вллипсоид Р (8*) получается из перВОl1ачальноrо Р парал-

{(х)

D

f{x+6X(SJ)

Рис. 72.
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лельным сдвиrом на вектор f (х+ 8х (s*»-/ (х)= l:1/. Введем сле-

дующие характерные точки эллипсоида Р: Zo
- нижняя точка

эллипсоида Р, лежащая по оси /0. Именно в эту точку должна

бъта бы переместиться точка / (х+ ох (s*», если бы IIe оmиби:и ли-

неаризации задачи. Через Z (s) обозначим нижнюю точку эллип-

СОlfда Р (s), лежащую на оси /0. В эту точку (в линейном прибли-
жении) попадет точка / на следующем шаrе процесса минимизации.

Нас будет интересовать, как изменяется положение точки Z (s) при
изменении s и, следовательно, положения центра эллипсоида Р (8)
на r. До тех пор, пока движение

центра Р (s) по r сопровождается

движением точки Z (8) вниз, мы бу-
дем считать, что снижение /0 на r

КОl\fпенсирует увеличение невязок.

Точный смысл этоrо утверждения r(s)-
следующий: два ПIаrа процесса, из

I<ОТОРЫХ первый переводит точку / из

ноложения / (х) в ПОЛО)I\ение / (х+
+ 8х (8» Е r, а второй - в полол с-

IIие Z (8) на оси /0, приводят К выи-

rрьnпy в значении /0, растущеl\fУ с

ростом 8. Однако при переходе через

IIeKoTopoe положеllие s карТИllа ме-

llяется, и Z (8) при 8 > s Ilачи..

нает перемещаться вверх по оси

/0; наступил момент, Rоrда ком-

пенсация неВЯЗОR приводит R снижению эффективности процесса.

Для Toro чтобы определить В, сделаем еще одно приближение:
вместо точки Z (s) на оси /0 рассмотрим точку у (s). Она является

точкой пересечения оси /0 с плоскостью А, касающейся эллипсоида
р (8) В точке Zo (s), получающейся из Z (О) сдвиrом на l:1f. Эта
плоскость связана с хорошо известным rеометрическим смыслом

МIIожителей Лаrрапжа л
i , найденных при решении задачи (24)-

(26): вектор л= {ло, Лl' . .
.,

л
т } является нормалью 1\ А.. Таким

образом, увеличение mara 8 оправдано до тех пор, пока умень-

шается величина (л, / (х+ ох (8», Т. е. функция Лаrранжа задачи

-

--

--л

--

--л

--
--

y(sJ --...."

Рис. 73.

т

2(х, Л)== Лi/i(х).
i=O

(33)

Рецепт выбора шаrа в методе условноrо

r р а Д и е н т а. После решения задачи (24)-(26) определяются
и множители ЛаrраlIЖа л. Образуется ОДНОl\fерная задача опреде-
ления шаrа процесса s*:

mi112(x+ox(s), л). (34)
в

26-
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В качестве следующей точки МИIIИМИЗИРУIощей последовательности

берется точка X4-s*ox.
3 а м е ч а н и е 1. Употребление этой методики требует все же

известной осторожности: шаr 118х (S)II не должен быть слишком

большим, ведь ето обоснование связано с неСКОЛЬRИМИ идеализа-

цнями:

1) мы предположили, что эллипсы Р (s) не меняются при ИЗl\fе-

IIении 8, т. е. пренебреrли величинами S2 (fxx8x, ох) по сравнению
с 8fx 8x; НУЛ\IIО особенно предостеречь вычислителей, пользую-
щихся методом штрафных функций, так как ero использование

вводит в задачу функции, производные которых сильно меняются

при незначительных смещениях точки х;

2) при оценке результата двух последовательных maroB про-

цесса мы пренебреrли влиянием нелинейности на втором шаrе;

3) замена точки z (8) на у (8) оправдана лишь при сравнительно
IIебольmих уклонениях r от оси /0.

3 а м е ч а н и е 2. Если оrраниченияfi (х)=О, i=1, 2, . .
.,
т

сформулированы в терминах линейных функций, ситуация суще-
ственно упрощается, кривая r лежит на оси f, и для выбора
mara s можно без всяких отоворок использовать одномерную

задачу min f(x+ ox(s».
8

Про б л е м а r л о б а л ь н о r о м и н и м у м а. Все ме-

тоды, о которых шла речь, если сходятся, то лишь к точке локаль-

Horo минимума функции. Если таких точек несколько, результат

зависит от выбора начаЛЫlоrо приближения. Разумеется, хоте-

лось бы получить абсолютный минимум, да еще и rарантию, что

получен действительно абсолютнЫЙ (rлобальный) минимум. R со-

жалению, в общем случае эта задача, ВИДИМО, неразреmима.
Точнее, практически неразреmима. Единственный реальный под-

ход к этой задаче состоит в том, чтобы, начиная из разных началь-

ных точек, алrОРИТМОl\1 спуска найти возможно большее число

точек локальноrо минимума и отобрать из них точку с наименьшим

значением функции. Что касается выбора стартовых точек спуска,
то при отсутствии каких-то частных, связанных с данной задачей
содержательных указаний, приходится выбирать их случайным
образом. R сожалению, в сложных прикладных задачах поиск

локальноrо минимума сам по себе достаточно трудоемок, так что

возможности комбинировать ето со случайным выбором стартовых
точек весы\аa оrраничены. Это, разумеется, относится и к задачам

оптимальноrо управления, причем ситуация осложняется еще
и тем, что артументом является фуннция, и выбор даже не очень

плотноrо множества стартовых точек в фУIIl\циональном простран-
стве с последующим спуском привоДит к нереальным затратам
маmинноrо времени. Поэтому приходится оrраничиваться сравни-
тельно вебопьmим чиспом проб, по возможности используя для
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выбора начаЛЫIЫХ прибли)нений маКСИl\fУМ содержательной инфор-
мации о задаче. В литературе, тем IIe менее, время от времеlIИ
появляются работы, «решающие» проблему rлобальноrо l\fИПИМУl\fn.
По мнению автора, большая часть таких работ основана на ПСПО-

нимании следующеrо простоrо факта: эта проблема совершенно
тривиальна, если l\IЫ IIe приниr.iаем во ВIIимание объеl\f вычиеле-

IIИЙ, поэтому МОЖIIО В изобилии rенерировать формальные алrо-

РИТl\fЫ ее решения. В действитеЛЫlоети, они не едвиrают дело
IIИ на шаr. Вот ПРШfеры таких «решений».

1. Поисн шах f (х) (Х - заМI{НУТОО оrраниченное Мllожество )
хЕХ

{
r

}l/
Р

можно свести R вычислению

1
fP(x)dx ; для определения ТОЧЮI

минимума нужно еще ВЫЧИСЛИТL {1 XfP(X)(lX}" А для вычисления

MHoroMepHblX интеr!}аЛОll, нан И311еСТIIО, разработаны э(рФективные
методы (следуют ССЫЛI\И на де:истllи'rелыIo оБШИРНУlО и СОJlИДНУЮ

литературу по методу Монте-l\арло).
Интеrрирование методом Монте-Карло осуществляется вычис-

лениеl\f значений функции / (х) в большом числе «случайных»
точек, и в качестве интеrрала берется некоторое среДllее значение

всех / (Xt). Если идти по этому пути, то проще и надежнее

взять в качестве приближеllllоrо значения шах f (х) наибольшее
из вычисленных аначений и соотвеТСТВУIОЩУIО ему точку xt (впро-
чем, если уrодно, l\fОЛ{lIО получить этот )I{e рецепт с помощью инте-

rрала, взяв р= (х) ).
2. Можно построить динамическую rамильтонову систему,

взяв / (х) в качестве потенциала. Траектория этой системы, начи-

IIающаяся в точке {х
О

, х
О }, в силу эрrодичности рано или поздно

пересечет любую е-окрестность ка (дойточки фазовоrо простран-
ства, в которой потенциальная энерrия / (х) не больше IIачальной

знерrии f (хО)+ (XO'f. Теперь остается численно интеrрируя си-

стему дифференциальных уравнений, ОДIIовреl\fенно определять
на ней шin / [x(t)]. Если иметь в виду с помощью 9Toro метода

t

просмотреть, так сказать, IIекоторую часть фазовоrо пространства,
то это можно сделать и проще, с помощью случайноrо равномерно

распределенноrо в Х IIабора точен х. Пожалуй, единственный довод

в пользу отслел{ивания траектории динаl\fичесной системы состоит

в том, что при ЭТОl\f будет рассмотрено не все множество Х, а толы(о

та ero часть, в l\ОТОРОЙ Нх)<;!(хО)+ (xO) . При этом ХО нужно

брать таКИl\f, чтобы система l\fоrла преодолеть разделяющие точки

локальных минимумов потенциальные барьеры. Однако нет серьез-

ных оснований (ни теоретичесних, ни экспериментальных) считать

этот подхоц более надежным и эффеJ<ТИВНЫМ. чем комбинация
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метода спуска со случайным выбором в Х стартовых точек.

Под эффективностью следует здесь понимать слеДУlощее: пусть
на определение mi11 f (х) выделеl1О N вычислений f (х). Более
эффективным следует считать метод, который за N «испытаний»

даст точку с меньшим ЗI1ачение1\1 f (х).
О скорости сходимости метода спуска

п о r р а Д и е н т у. в общем случае трудно оценить скорость
сходимости процесса ваискорейшеrо спуска, каждый шаr KOToporo
состоит в решении задачи min f (х - sf:xJ. ОДН81\0 определенную

8

информацию на этот счет 1\10)1\110 получить, предположив f (х) поло-
жительно-определенной квадратичной формой f (х}==(Ах, х). Такой
анализ достаточно полно отражает СВОЙС'fва паискорейmеrо спуска
в окрестности минимума, rде f уже можно аппроксимировать двумя
членами ряда Тейлора. Анализ показывает, что расстояние до точки

минимума убывает нан (1 - 2  mln)k, rде k - число maroB СПуСН8,
шах

лmln , лшах
- минимальное и максимальное собствеl1ные числа ма-

трицы вторых производных А (А, очевидно, симметрична). Вели-
чины Лmfп И лmах имеют простой rеометрический смысл. РаССМОТРИl\1
в малой окрестности точки минимума f (х) поверхности paBHoro

уровня! (х)==с. Если пренебречь членами выше BToporo порядка,

эти поверхности суть эллипсоиды. При этом отношение Лmln/Лmах
характеризует эксцентриситет этоrо эллипсоида. Наиболее не-

блаrоприятной и трудной является ситуация, коrда эти эллипсоиды

сильно вытянуты. Такие ситуации характеризуют, например,
термином «oBpar)). МОЖI1О еще иначе характеризовать «овражные)}

функции: это функции, дифференциальные свойства которых очень

сильно различаются в разных направлеlШЯХ. Уточним, что это

ЗI1ачит. Рассмотрим функции F (е, В}-=! (x+se), rде х - некоторая
точка, s - скаляр, а е - векторный параметр, определяющий
направление (lIell=1). Таким образом, 1\lbl имеем семейство функ-
ций F (е, В) одноrо переменноrо В. Константы, оrраничивающие
производные по s этих функций, зависят от е, и если при разных е

они имеют существенно разные величины, мы характеризуем ФУНК-
цИЮ как «овражную)}, трудную для процессов поисна минимума.

О м е т о Д е т я ж е л о r о m а р и к а. Стре1\IЯСЬ повысить

эффективность метода спуска по rрадиенту, было предложено

(см. [35], [60]) использовать траекторию тяжелоrо шарика, дви-

rающеrося с трением. Эта траектория определяется уравнением
x+fx (х)+лх=О (л - коэффициент трения). В [35] приводятся
качественные, основанные на механической аналоrии, соображе-
ния в пользу преИl\'Iущества этой системы перед системой уравне-
ний rра.диентноrо спуска x=-fx (х). Однако, на таком уровне

арrумеl1тации столь же убедительно можно утверждать и обратное.
Объективный анализ возможностей метода тяжелоrо шарика МОЖНQ
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провести, опять-таки предположив / (х) квадратичной формой
(Ах, х). TorAa численное интеrрирование по раЗl1ОСТНОЙ схеме

з;k+l _ 2xk + x
k-1 з;k+l _ X

k.-1

 2 + Л
2 + 2Ах==О

оказывается эквивалентным процессу l\fИI1имизации формы (Ах, х)
так называемым Двухшаrовым процессом. Анализ сходимости
может быть проведен (см., например, [60]), и результат следую-
щий: при специальном (и достаточно аккуратном) выборе л и 1:

расстояние до точки минимума убывает t как (1 - 2 VЛmJп/Лmu )k.
Видно, ЧТО сходимость существенно более быстрая, чем в методе

l1аискорейmеrо спуска, но выбор 't и Л требует знания rраниц

спектра: лmin , л
mах

. Если же 't и Л выбирать К8к-пибудь, то можно

не получить никакоrо выиrрыша по сравнеНИIО с l\fетодом наиско-

рейmеrо спуска, и даже получить ХУДIПИЙ результат. А ведь (<Меха-

l1ическая» арrументация не зависит оТ значений л и 'С, что И пока-

зывает ее ИСТИННУIО цену.

46. Поиск минимума. IIеrЛ8Дкие задачи

Вычислительные методы предназначены прежде Bcero для реше-
ния задач, возникающих в приложениях. Авторами таких задач

являются инженеры, физики, l\fедики и т. Д., т. е. специалисты,
не искушенные в изобретении ХИТрО fНЫХпримеров функций,
не имеющих, например, ПРОИЗВОДIIОЙ ниrде, и Т. д. Для таких спе-

циалистов термины «функция» и «фОРl\fула» (Иl\'Iеется n виду фор-
l\fула не очень сложная) - практически раВI1ознаЧI1Ы. Поэтому,
l1a первый взrляд, от них не следует ожидать задач с недифферен-
цируемыми функциями. Однако ЭТО не так. Есть две весьма по-

пулярные в приложениях операции, с помощью которых ИЗ сколь

уrодно rладких функций образуются неrладкие. Это операции
шах и I .1. Вычислитель должен быть rOTOB к задачам минимиза-

ции функций
F (х) := шах /i (х),

t

F(x) ==  I/'(X)I.
i

(1)

(2)

При этом обычно /1 (х) - достаточно rладкие. ОДl1ако F (х) уже
не являются ВСIОДУ дифференцируемыми, хотя они и не совсем

уж скверные. Функции F (х) (1), (2) принадлежат к ваЖНОl\fУ
в приложениях классу функций, которые в каждой точке х Дйффе-
ренцируемы по направлениям. Это означает, что для любоrо

вектора у (той же размерности, что и х) существует

1
- F (х + ЕУ) - F (х) - D ( )1т - х, у.
e O

Е

1>0
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Величина D (х, у) называется проиа60дnой F (х) в точпе х по uа-

nрав.п.еnuю у. Почти ВО всякой точке х функции F (х) (1), (2) имеют
F (х) обычную производную (т. е. D (х, y)=(g, у), rде g=grad).
Функция F (х) (1) не имеет обычной производной тольно

в том случае, если по крайней мере для двух индексов i1 , i2
fi a (x)=ti2 (х)=Р (х). Функция F (х) (2) не имеет обычной произ-
водной лишь в тех точках х, в которых jil(X)=O хотя бы

для одноrо индекса i.. Однако при решении задачи mil) F (х),
:х;

как правило, приходится иметь дело именно с этими исключительно

редкими точками х. Поиск минимума неrладких функций F (х)
осуществляется по той же общей схеме построения минимизирую-

щей последовательности точек. Пусть Иl\fеется неиоторая точка х,

для нее тем или иным способом строится IIаправление спуска у,
и следующая точка берется в виде Х+8У, rде 8 - mar спуска опре-

деляемый, IIапример, решением одномерной задачи

mil) F(x+ sy) == min ер (s). (3)
8

Однако теперь обе задачи - найти у и решить задачу (3)-
существенно осложняются. Начнем с задачи (3). Для ее решения

разработаны алrоритмы последовательных испытаний, т. е. вычис-

лений ер (s) в некоторых специально выбираемых точках Skt имею-

щие целью локализацию точки минимума ценой наименьшеrо

числа испытаний. Но эти алrоритмы работают только при опреде-
ленных предположениях. Пусть ищется минимум функции ер (8)
на интервале [О, 1], причем на этом интервале ер (8) - УIIИМО-
дальная фунlЩИЯ, т. е. имеющая единственную точку МИНИl\lума s*.

На интервале [О, 8*] ер монотонно убывает, на [s* , 1] - мо-

нотоШlО возрастает; непрерывность ер не предполаrается, 8* может

совпадать с любым концом интервала [О, 1]. Пусть на приближен-
ное определение точки минимума ер (s) выделено определенное
число n испытаний. Ставится задача таи выбрать точки {Sl, 82' . . .

. .
.7 Sn} последовательных испытаний, чтобы после их проведе-

ния можно бьто указать unтервал локалuзациu [а.,  ]С [О, 1],
на котором заведомо находится точка миним:ума ер. Обозначим дли-

ну интервала локализвции после n испытаний через l" (SI, 82' . . .

. .
., Sп7 ер). Тоrда задача паилучmей орrанизации испытаний ер,

т. е. использования результатов уже проделанных вычислений

при выборе очередной точки Sk' l\fожет быть формализована сле-

дующим образом:
min тах l"[P., P2 (81 , tp), ...t Рn (8., S2' ..., 8"-11 tp), tpj, (4)

р11 Р2' ..., Рп Ч' Е Ф

rде Ф - множество всех уни:модальных на [О, 1] функций,
а P1 , Р; (81' ерl), Рз (81' 82' ерl, е(2) - некоторые правила (функции),
вычисляющие точки испытаний 817 82, . .

., S" в зависимости от уже
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полученных результатов. Хотя задача (4) выrлядит устрашающе,
она решена так называемым алrОРIIТМОl\f Rифера. Мы не будеl\f
ero излаrать, так как практически более удобен друrой алrоритм

(метод золотоrо сечения). Однако сначала обсудим COBCel\1 три-

виальную идею
-

метод последовательноrо деления интервала

локализации пополам.

Лемма 1. Пусть так ИДU ииаче подучеn иe-пoтopъzй unтер-
вад [а,  lдО1WJШзацuu тОЧКll жиnижу.ма (s. Е [а,  ]). Тоеда с по-

мощью двух uсnь таnийеео дJШuа ЖО3ICет быть со-пращеuа вдвое.

В самом деле,вычислим ер В ТQчнах Sl=at в, s,,=at +e,
rде е > О - очень малая величина. Тоrда, если tp (s')< ер (s"), то

s. Е [а, s"]; при <f (s")< tp (s') s* Е [s',  ](случай tp Сs')= tp сs"), при

котором s* локализуется на отрезке rs', s"] - IJe рассматриваем).
Так что, CTpOro rоворя, интервал локализации сократился не вдвое,

оп стал
2

а

+в. но величиной в мы пренебрежем. Таним образом,
в результате п испытаний первоначальный интервал локализации

(
1

)'n/2[О, 1] сократится до размеров --

2 .

Алroритм 80.1t0mOeO сечf.:,UUЯ при том же числе испытаний дает

более точную локализацию точки минимума. Обозначим через [ао ,  o]
первоначалъный интервал локализации (в Hamel\f случае [О, 1]) и

ПJЮведем испытания в двух точках а1 < b1 , причем а1
и Ь1 распо-

ложены симметрично относительно середины интервала
ай t  o

,
и

каждая из точек а1 и Ь1 производит так называемое «золотое сече-

ние» отрезка [ао ,  o], Т. е. имеют место соотношения

 o- ао_ o- аl
.
 o- ао_Ь1

- а
о . Ь _ Q

Q Q Ь' 1
- СХ

О
-

 o
- a1 .

t"o
-

аl аl
- а

о
t

t"1
- а

о t"O
-

1

Сравнением значеНИЙ ер (а!) и ер (Ь1) l\fЫ можем сократить интервал
локализации, выбирая в качестве [сх 1 ,  l] либо [сх о , Ь!] (при
r.p (al) < ер (bl», либо [a1 ,  o](при ер (Ь1) < ер (al»; случай ер Cal)==:
=ер (b1) не рассматривается как маловероятный и слиmКОl\1 удач-

ный: при этом [al ,  l]=[al,b1 ]. В обоих случаях длина интервала
Q У5 -1 Q

локализации сократилась одинаково: ( ]- CX
1 )== 2 ( o- ao) 

 O,618( o-CXo). И в обоих случаях на новом отрезке [a 1 ,  1]
уже есть точка (al или bl), в которой проведено испытание и кото-

рая также осуществляет золотое сечение отрезка [a 1 ,  l].Леrко
проверить, что из (5) следует, например (для [CX 1 ,  ll=[ao,b1 l),

(5)

Ь1 -ао
_

аl- а
о  1-al_al-al

-

Ь
' т. е. Q.

аl- ао l- аl аl- аl t"l- al

В качестве следующей точки испытания берется вторая точка,

осуществляющая золотое сечение [CX l ,  l]- она сиr.iметрична
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первой относительно точки
а1 -;  1. Таким образом, ценой еще

одноrо вычисления tp мы сможеf\.1 сократить интервал неопре-
деленности до размеров

( 2- ) 0,618 ( l- etl) (O,618)2( o- (10).

Далее процесс продолжается до получения нужной точности.

Подведем итоr.

т е о р е м а 1. АЛ80рuт.:м зо.лотоео сечеnuя nоаво.яяет цеnoй
n въ чuслеnuйфуn-пцuu ер довести uнтервал локалuзацuu точJti,u

миnи.:му.ма tp (8) до равжра (O,618)п-l ( o-ao).
Опущенный при анализе случай tp (a1)==tp (Ь1) приводит к ин-

тервалу локализации [а 1 ,  1]длиной 0,236 ( o-ao).В этой ситуа-
ции следует начинать процесс нан бы с начала; если такие ситуа-

ции будУТ встречаться, они только улучшат оценку. Таким об-

равом, алrоритм золотоrо сечения лучше алrоритма деления ин-

тервала пополам; в последнем ДЛИllа интервала локализации

(V-)n: (Ро - rlo) О,71"( o- СХО).

1-lапример, при 20 испытаниях алrОРИТl\1 золотоrо сечения даст

интервал локализации ПРИl\fеРllО в 12-13 раз меньший, чем

алrоритм деления пополам. Выше УПОМИllался оптимальный алrо-

ритм Rифера. Используя ero, вычислитель не получит существеlI-

Horo выиrрыmа: ИIIтервал лонаJlизации уменьшится (по сравне-
нию с тем, что дал алrОРИТl\f золотоrо сечения) разве лишь на 2-

3%. Таким образом, алrоритм Rифера И iеетв основном теорети-
ческое значение, показывая, что алrоритм золотоrо сечения пран-

тически оптимален.

Н а п р а в л е н и е с п у с к а. М е т о Д 1-1 ь ю т о н а.

Перейдем н более сложной задаче - определению направления у,
вдоль ROToporo фУНКЦИЯ F (х) убывает. Рассмотрим сначала функ-
цию F(x)=maxj'(x). Обозначим через Мв множество ннденсов i,

i

для которых /' (х) «почти максимально»:

{iEM& вкв. /'(x»F(X)-Е, €>O}. (6)

Через 18 обозначим число входящих в Мв инденсов (назначение
€ обсуждается ниже). Определим величину смещения ох точки х

решением следующей задачи, являющейся линеаризацией исход-
ной:

min maxrf'(x)+/ (x)8x].
l xl 8iEMr.

(7)

Здесь S - неноторое число, шаr процесса. Задача (7) является

сравнительно стаllдартной задачей линейноrо проrрамl\fирования
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и может быть решена соответствующим алrоритмом. Особая точ-

ность в ее решеlIИИ не нужна, поскольку Cal\fa задача
- прибли-

женная. Определив 8х, l\fОЖНО поступать ДВОЯRО: либо считать

8х искомым Сl\fещением и перейти н точне х+ 8х, либо считать

8х IIаправлением спусна и перейти к точке x+sox, определив ска-

ляр s решением ОДIIомерной: задачи min F(x + s8x). Второй путь
в

надежнее, но требует больших вычислительных затрат на один

шаr. В своей вычислительной практике автор обычно использо-

вал первый способ, дополняя ero некоторым п})остым алrоритмом

реrулирования величины s. Основным критерием, унаэываю-

ЩИl\f на необходимость уменьшения или увеличения, было сравне-
ние предсказанноrо значения F (х+ 8х)

Fпр (х+ ох)== тах ff' (х) + f (x)8x]
l

с фактичеСI\ИМ значением F (х+ ох). Что насается величины е,

то существуют две крайности, которых следует избеrать.

1. Если Е слишком мало, то в М. не войдет индекс k, для кото-

poro fk (х) почти равно F (х). При решении эадачи (7) «интересы)}

функции fk не будут учтены, найденное направление 8х l\fожет

оказаться направлением роста fk (х), поэтому при движении х по

лучу x+s ох F будет уменьшаться лишь при очень малых s,

до тех пор, пока шах fi (х + s ох) не станет определяться расту-
;,

щей фУНlЩией fk (x+s8x).
2. Если е слишком велино, в М

а войдет MHoro «лишних)} ИН-

дексов i, что может затруднить решение задачи (7). Однако в це-

лом следует больше опасаться слишком l\fалых Е, чем больших.
Можно предложить и практический критерий, позволяющий су-
дить о том, является ли назначенная величина е слишком малой
и не следует ли ее увеличить. Пусть на каком-то шаrе получена
точка х, F (х) =fk (х), И пусть на предыдущем шаrе индекс k не вхо-

дит в М
а

. Это ОЗllачает, что е слишком мало и ero следует увели-

чить. Ниже мы подробнее рассмотрим пример решения подобной

задачи.

При решении задач типа

min lf'(x)1
х i

возникаюr аналоrичные проблемы.
водит к следующим вычислениям.

Иllдексов М;, M , :
i ЕM энв.

i Е М; экв.

i Е M внв.

Здесь l\fетод Ньютона при-

Выделяются подмножества

f'(x»E,
"(х)< -е,

If'(x)I<€,
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и смещение 8х ТОЧI\И Х находится решением задачи

min { f OX
- f ox+ I j' (х)+ j oxI}.I  x, Bм+ м- пО

е е  .

(8)

Это тоже, в сущности, задача ЛИllейноrо проrраl\fмирования

(см. 47). Выбор величины € опредеJlяется двумя соображени-
Яl\fИ, KaI{ всеrда преДЪЯВЛЯIОЩИМИ 1\ е ПРОТИВОПОЛОЖllые требова-
IIИЛ: € ДОJIiIПIО быть по ВОЗl\fОЖНОСТИ меньше, так как трудность
задачи (8) спязана с числом индексов в M .С друrой стороны,
€ IIe ДОЛЖIIО быть СЛИШКОl\f мальrм: не следует допускать перехода
за ОДИII шаr процесса kakoro-то ипдекса i из M ,например,
в м:.
Метод обобщенноrо rрадиепта для реше-

н и я н е r л а Д к и х з а Д а ч о п т и м и з а Ц и и. Одной
ИЗ мощных тенденций в разработке методов решения задач опти-

мизации является стремление к возможно более простой (внешне)
формулировке вычислитеЛЫIОЙ задачи. В частности, все l\fHoro-

образие задач l\fожет быть приведено к простейшей форме

mi11 F(x).
z

(9)

РаЗУl\fеется, зта упрощеlIная задача не эквивалентна исходной,
но лишь аппроксимирует ее с ЛIобой необходимой точностью.

Здесь открывается соблазнительная возможность УIIифицирован-
IIoro подхода как при разработке алrоритмов, так и при созда-

нии набора стаlщартных проrрам м:. R сожалению, зта внешняя

простота не дается дарОl\1. Сведеllие сложной задачи к «простой)}
(9) достиrается за счет резкоrо ухудшения дифференциальныIx
свойств F (х) по сравнению с дифференциальными свойствами

функций исходной содержательной постановни задачи. Заl\1етим,
что под дифференциальными свойствами вычислитель должен

ПОНИ iатьне столько словесные характеристики типа «непрерыв-

ная функция», «дифференцируемая», «дважды дифференцируемая»
и т. д., СRОЛЬКО величины констант в характерИСТИRах непрерыв-
IIОСТИ, дифференцируемости. Поэтому тот факт, что методом

«штрафных функций)} можно свести общую задачу оптимизации
к задаче (9) даже с бесконечно дифференцируемой F (х), не сле-

дует переоценивать. Рассмотрим характерную для упомянутой
тенденции попытку решать задачу (9) с ФУIIкцией

F(x)=maxj'(x) (10)
,

простыми и привычньrми вычислительными средствами, не требу-
ющими обращения R таким неприятным вещам, как алrоритмы
линейноrо проrраl\lмирования. Причем, что тоже харантерно,

этот подход подкреплен соотвеТСТВУЮЩИl\fИ теоремами о сходи-
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мости. ФУНIЩИЯ (10), как уже отмечалось, не имеет rрадиента
в обычном смысле слова, ОДllако в [82] предложеlIО использовать

так называе1\IЫЙ обобщеllllЬ Йерадиеnт (о. r.). Не вдаваясь в из-

лишнюю аккуратность, поясним, что такое о. r. Пусть М-

множество индексов i, для которых /' (x)=F (х). Тоrда обобщен-
ным rрадиентом F (х) является оБычIIый rрадиент любой из Т8RИХ

функций /': g=f (х), i Е М. Предлаrается такой обобщенный
rрадиент g использовать в качестве направления спуска F (х).
l-Ia первый взrляд, это - cTpalllloe предложеllие: ведь если число

входящих в М индексов / > 1, ФУIIК-
цИЯ ер (s) == F (x-sg) может расти как

при s > О, так и при S < о. Тем не

менее движение по о. r. при опреде-
ленных предположеlIИЯХ о фупкцинх
fi (х) (например, если ОI1И ВЫПУI{ЛЫ)
является дви \ениеl\I n сторону иско-

1\IОЙ точки минимума. ПОЯСIIИ1\1 это

рис. 74, на котором ДЛЯ /===2 изобра-
жены линии УРОВНЯ двух функций
11 (х), /2 (х), данная, варьируемая точка

х, искомая точка минимума х* и rpa-

диенты gl, g2' каждый из которых 1\10-

жет быть вэят в качестве о. r. g. Оба

направления, gl и g2, составляют острый min тах {f'(x), f2(xJ}=1
уrол с направлением хх*, и продви}не- """

ние по каждому из них при 1\lалых s

сопровождается убыванием Ilx-sg-x* 11.
Однако, и зто тоже характерная
деталь, у нас уже нет разумноrо критерия для выбора шаrа в:

ведь и то, и друrое направления g являются направлениями роста
F (x-sg). Теоретика это не смутит, у IIero давно rOToB ответ:

I!уЖНО ВЗять в качестве последоватеЛЫIЫХ marOB спусков числа
ro

Sk >0 таRие, ЧТО Sk О И Sk= 00. Однано этот классический
k=l

рецепт практически мало полезен; он, в сущности, лишь дает

уверенность в том, что в принципе эадача разрешима. Попытки

применения этоrо метода сразу же показали ero крайне 1\lедлен-

ную сходимость и ненадежность результатов: можно ПОЯСНИТЬ,
в каких ситуациях м:етод движеlШЯ по о. r. СТ81IОВИТСЯ ненадеж-
НЫМ. Подобно тому как обычный rрадиент дифференцируемой
функции определяет rиперплоскость, отделяющую направления
роста фУННЦИИ от направлеlIИЙ ее убывания (и И1\lенно послед-

ние представляют наибольший интерес с точки зрения построения
минимизирующих последовательностей точек), так и для миии-

МИЗ8ЦИИ функции F (х) важен выпуклый конус К, определяе1\IЫЙ

Рис. 74.
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соотношениями

{УЕК(х) экв. (f (x),у)<О, iEM}.

Внутренность этоrо конуса К есть совокупность направлений
убывания Р. ДЛЯ l\fетода движения по о. r. наиболее трудны
ситуации, в которых конус К становится очень узким. Это проис-
ходит при малых 31Iачениях 1 в ситуации, блиэкой к оптимаЛЫIОЙ,
а при больших Зllачениях 1 и вдалеке от l\fинимума. Кстати, не-

обходимым ПРИЗllаком оптимальности является вырождение ко-

нуса К
- ero BHYTpeHHOC Ьпуста. Нетрудно понять, что при ЭТОl\f

совокупность векторов {f , i Е м J окаэывается линеЙIIО зависи-

мой. Как правило, это наступает
в ситуации, коrда число входящих
в М индексов 1 сравнивается
с разменростью пространства х,
хотя, в принципе, не исключена

линейная зависимость векторов

{f ,i Е М} и при 1, меньшем раз-

мерности х. Объяснение l\fедлен-
ной сходимости метода о. r.

узостыо конуса К послужило
основой для одноrо из методов

ускорения ero сходимости. Этот

l\fетод, предложенный и разрабо-после РlJСfТ'ЯЖРliUЯ
[8 ]танный Шором 3, основан на

подходящем преобразовании про-

CTpallcTBa х с тем, чтобы в новых

переменных конус К стал шире. Это достиrается операциями

последовательноrо растяжения пространства х по направлениям

последовательных о. r. Суть дела пояспяет рис. 75, на котором

изображен (для 1=2) конус К до и после растяжения прост-

ранства в направлении g. Операция растяжения не вполне детерми-

нирована - остается произвол в выборе коэффициента растяже-
ния. Так или иначе, этот прием бьт отработан, усложнен растяже-
нием в направлении раэности двух последовательных rрадиентов,
что в совокупности с неRОТОРОЙ техникой подбора шаrов

движения по о. r. существенно повысило эффеКТИВIIОСТI) и надеж-

ность метода о. r. Читатель, l\fожет познакомиться С подробностями
по работам [83], [84]. Здесь мыI этих деталей не иэлаrаем, по-

скольку автор не является СТОРОIIНИКОМ подобных методов, пола-

rая, что вычислительные методы, явно использующие достаточно
полный аllализ KOllyca К, должны быть более эффеКТИВIIЫМИ.
Метод Ньютона как раэ и основан на аllализе конуса К. ДЛЯ
подтверждения этой точки зрения мы сейчас проведем сравпение

решения некоторой модельной задачи методом обобщеНllоrо rpa-
диета с растяжением пространства и методом Ньютона.

х

о
х,.

Конус 11
00 расп!яжения

Нонус /(

IРис. 75.

(11)



46] поиеи МИНИМУМА. НЕrЛАДНИЕ ЗАДАЧИ 415

Модельная задача, которая будет решаться, приведена в [84].
Она имеет вид (10), причем

п

/1 (:c}=Ai (xJ -а'J)2, i= 1,2, ..
_, т(n=5, т= 10)

J=l

А,= {1; 5; 10; 2; 4; 3; 1,7; 2,5; 6; 3,5}.
0211301101

0124221001

а,! = О 1 1 1 1 1 1 1 2 2

О 1 1 2 О О 1 2 1 О

О 3 2 2 1 1 1 1 О О

Сначала приведем результаты решения этой задачи методом

спуска по обобщенному rрадиенту. Следующая НИiI{е таблица 1

т а б JI И Ц а 1 (ааиметвована иа [84])

k О 1 6 11 16 21 26

F 80 63t09 34,40 25,8i 24,639 22,782 22,650

k 31 36 41 46 I 51 F mfn

р. 22,609 22.604 22,6017 22,60064 I 22
t60023 22,60016

иллюстрирует убывание функции F (х)===тах 11 (х) с номером шаrа

1

спуска k. Спуск наЧИllался из ТОЧI\И

х== {О, О, О, О, 1}.
Подчеркнем, что этот результат бьт получен при достаточно

хитроумной технике последовательноrо растяжения простран-
ства. Ero следует признать очень удачным. Подробнее мы опишем

решение этой же задачи методом НЬЮТОllа (7) . Этот метод был

дополнен простым алrоритмом изменения шаrа S: если после

перехода от х к х+ 8х оказывалось F (х+ 8х) > F (х), происхо-

дил возврат 1\ х, и снова определялось Сl\fещение 8х решеllием за-

дачи ЛИllейноrо проrраммирования (7), но уже с меньшим (при-
l\feplIO в 2,5 раза) S. В случае F (х+ 8х) < F (х), шаr S не менялся.

Процесс решения задачи показан в там. 2. В ней представлены

следующие величины:

k - номер шаrа, предсказанное для этоrо k значение F (х+
+8х) (на основе ЛИllеаризации), фаl\тическое значение F (х+ ох),
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Таблица 2

k
F

F фаRТ. /1 jS /' /! /0 Впредси. 11

I ''1''

О - 80,0000 55,00 80,00 46,00 56,00 36.00
1 32,00 36,187 28,09 36,187 32,384 36,082 33,712 0,50 1
2 20,493 26,683 21,941 17,05 22,557 23,091 26,683 0,50 1
3 20,259 24,057 23,424 22,578 21,525 22,791 24,057 0,50 1
4 22,335 22,Н70 22,852 20,659 22,508 22.78i 22,970 0,21 2
5 22,297 22,88В 22,794 19,131 22,381 22,752 22.889 0,21 1
6 022,630 22,715 22,599 19,730 22,536 22,715 22,675 0,088 2
7 22,538 22,648 22,6i8 21,18В 22,565 22,593 22,648 0,088 1
8 22,586 22,6076 22,6040 20,634 22,593 22,6003 22,6076 0,037 3
9 22,6015 22,6039 22,5998 20,547 22,5961 22,6039 22.6009 0,016 2
10 22.5994 22,6032 22.6025 20,648 22,6007 22,6019 22,6032 0,016 1
11 22,597 22,6011 22,6005 20,554 22,5987 22,5999 22,6011 0,016 1
12 22,5999 22,60056 22,60046 20,594 22,60013 22,60034 22,60056 0,0065 2
13 22,59-97 22,60039 22.60028 20,56 22,59995 22.60017 22,60039 0,0065 1
14 22,f10010 22,60021 22,60019 20,57 22,60013 22,60017 22,60021 0,0011 3

I

значения функций /' (х), i Е Ма , шаr S и число n решений за-

дачи (7), потребовавшееся для перехода от х 1{ х+ ох (при п=1

первый же переход от х R Х+ 8х сопровождается падением F,
при n=2 первый переход привел к росту F, второй с уменьшен-
ным 8, - к падению F, и т. д.). В этом расчете подбор rnara 8
был совсем бесхитростным. Попробуем ero несколько УСЛОЖНИТЬ,

используя в качестве критерия сравнение предсказанноrо на ос-

нове линейной теории F
п (х+ 8х) с фактическим F (х+ 8х).

Используем следующие формулы:
F
n (x+8x) F(x)+AS,

F(x+ox) Р(х)+ AS +BS2.

Имея F
п (х+ ох) и F (х+ 8х), l\fОЖНО вычислить по очевидным фор-

мулам коэффициенты А и В, после чеrо находится «наилучшее»

значение 80пт
=-А/2В. Следующий шаr процесса осуществляется

с шаrом 8=0,8 SOllT (0,8 - коэффициент «осторожности»). Как и

в первом случае, при F (х+ ох) > F (х) происходит возврат
к старому х. Результат решения показан в табл. 3 теми же вели-

чинами, что и в табл. 2. В табл. 3 представлены и результаты

пеудачных marOB, сопровождающихея POCTOl\! F; их номера от-

мечены *. Видно, что используемая процедура подбора шма -

rруба (это можно было предвидеть и заранее), так что почти каж...

дый второй шаr процесса минимизации - неудачен и служит
ЛИШЬ дЛЯ определения приемлемоrо шаrа 8. Заметим еще, что

задача оказалась вырожденной: в ее решении тах /1 (ж) дости-
l

rается не при пяти индексах, пак должно быть в общем случае,
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Таблица 3

k 'F предсио\ F фаит. /" /8 /. \ /1 /8 В

О - 80,00 55,00 80,00 46,00 56,00 36,00
1 32,00 36,19 28,09 36,i9 32,38 36,08 33,7i 0,5
2* 3,3 50,6i 45,04 50,6i {9,99 19,44 46,08 {,5
2 {9,91 27,05 2i,70 {7,ОО 22,29 21,78 27,05 0,52
3* 20,55 27,26 24,63 27,26 22,32 23,08 24,71 0,60
3 2i,98 23,08 22,86 20,46 22,26 22,75 23,08 0,29
4* 20,97 27,73 26,60 23,i9 23,23 25,46 27,73 0,66
4 22,45 22,678 22,618 {9,94 22,507 22,611 22,678 0,i3
5* 22,46 23,30 22,907 23,30 22,641 22,819 22,996 O,i8
5 22,583 22,606 22,602 20,630 22,591 22,598 22,606 0,036
6* 22,594 22,683 22,668 19,644 22,624 22,654 22,683 0,075
6 22,599 22,6026 22,6021 20,42 22,6003 22,6015 22,6027 0,Oi5
7 22,598 22,60126 22,6007 20,64 22,5989 22,600i 22,6013 0,015
8* 22,600 22,60i27 22,6010 20,49 22,60012 22,6007 22,60127 0,010
8 22,6000 22,60040 22,6003 20,57 22,6ooi2 22,60026 22,60040 0,005

а лишь при четырех = М= {2, 4, 5, 9}. Однано при е =2-:-10,
м

в
= {2, 3, 4, 5, 9}; именно это множество и было использовано

в расчетах. Алrоритм: подбора mara себя оправдал, но к сущест-

венному выиrрышу в эффективности не привел. Что касается срав-

нения эффективности метода Ныотоиа и метода спуска по обоб-

щенному rрадиенту, то в данной задаче метод Ньютона все же

эффективнее, хотя о значительном преимуществе rоворить нельзя.

Видимо, наиболее важным является то, что алrоритм метода

l-Iьютона очень прост (мы считаем, что задача линейноrо про-

rрам м:ирования решается стандартной проrрам м:ой) и не вклю-

чает в себя таких тонких и не вполне алrоритмически однознач-
ных средств, как операция растяжения пространства.

47. Линейное проrраммировапие. Симплекс-метод

Задача линейноrо проrраммирования, имеющая мноrочислен-
ные приложения в экономине, представляет для нас интерес как

характерная промежуточная задача, возникающая в алrоритмах
поиска минимума. Она формулируется обычно следующим об-

разом: найти числа Sп' n=1, 2, . . . N из условий
N

min s), .
в п=1

(1)
[N

X'+ sjl ==O, i=1.2,...,т,
n=]

s < Sп< S: I п == 1, 2, . .
., N.

27 Р. П. Федорен«о

(2)

(3)
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Здесь h:, Х', s;, S - суть заданные числа. Введем характерные
rеОl\lетрические объекты, связанные с этой задачей. Прежде Bcero,
мы имеем N-мерное пространство точек S= {Sl, S2, . .

., SN} И (т+
+1)-мерное пространство. В последнем опредеЛИl\1 векторы Х=
= {О, Xl, . .

., хт}, h,,= {h 'th ,. .
., h;:}, n=1, . .

.,
N. Множество

допустимых по УСЛОВИЮI (3) точек s образует прямоуrольник cs

В N-мерном пространстве. РаССМОТРИl\1 ero отображение в (т+1)-
мерное пространство точек Х== {хО , х

1
, . .

.,
х
т

}:
N

Х =Х+ s,!tll- (4)
,,=1

Образом cs является выпуклый мноrоrраНIIИК Р, и задача линей-
Horo проrраммирования (1)-(3) может быть сформулирована так:

Задача А. Пусть задан вектор е о.={1, О,..., О}
в (т+1)-мерном пространстве. Найти в Р точку Х= ле с наШlеньшим

значением А, и ее прообраз s Е. Друrими словами, нужно найти

S Е cs таким образом, что Х+ Sпh,,=ле и л - наШlеньmее воз-

можное число. В дальнеЙШем мы будем считать е произвольным
заданным вектором; это позволит сразу же сфОРl\Iулировать
симплекс-метод для некоторых обобщений стандартной поста-

новки задачи. Нам будет полезно понятие «rраню) Р. ВыдеЛЮI

среди чисел 1-.7-N подмножество из т индексов {n1 , n2 , . ·
., n

т }.
Это подмножество обозначим М. Рассмотрим множество точек

х==х+ Sпhll+ sJ1,п'
"ЕМ tzEM

(5)

причем числа s", n Ем закреплены в крайних положениях

S; или S:, а числа S1I' nЕМ Moryт изменяться на отрезках [s;,
s;J. Множество таких точек х образует т-мерный мноrоrранпик.
Именно из таких мноrоrранников, соответствующих всевозмож-

ным наборам М, и состоит rраница Р. При различных комбина-

циях Sn= {s; или s:}. n ЕЕ М данная «rрань) заНИl\lает положение

внутри Р. Однако нетрудно найти и те значения 811' n fF М, коrда

rрань оказывается на rранице Р и является ero rранью в оБЫЧНОl\I

смысле слова. Для aToro нужно найти вектор g, ортоrональнЫЙ
BCel\I  ,n Е М, и определить rраничную точку Р условием

min (:t, g)= min (Х+ sJt1l' g). (6)
3; ЕР B- B 8+ n

Задача (6) решается просто:

{
== S при (h", g) > О,

Sп == S: прlI (hпt g) < о,

E[s .s:l при (h", g)==O.
(7)
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Перейдя к вектору
-

g, получим вторую точную rрань Р, соот-

ветствующую данному набору индексов М. В настоящее время

разработано большое число алrоритмов точноrо решения задачи А.
Все они объединяются общим термином сuжп.лекс- tетод, однако

различают прямые и двойственные варианты СИl\шлекс-метода.
С этими двумя вариантами связаны две основные качественные

идеи, в той или иной l\Iepe лежащие в основании болъnmнства алrо-

ритмов как точноrо, так и приближенноrо решения задачи ли-

нейноrо проrраммирования.
П р я м о й с и м п л е к с - м е т о д. Изложение этоrо алrо-

ритма будет проведено по следующему плану. Сначала качественно

разъясняется основная идея метода. Затем зта идея получает чет-

I<oe математическое ОфОРl\mение. И, наконец, приводятся расчет-
пые формулы. Последний вопрос практически важен, он связан

со стремлением свести к минимуму необходимые вычисления.

Алrоритм представляет собой процедуру последовательноrо улуч-
шения так называемых ДОПУСТИl\IЫХ решений (планов). Допусти-
MbLJJ.t реше1tuе t называется точка sE о, дЛЯ I<ОТОрОЙ

N

Х + Sпhn==Л6,
п=1

(8)

однако А может быть и не МИНИl\Iальным. Один стандартный шаr

алrОрИnIа состош в переходе I( слеДУIощей точке s Е о, также

образующей ДОПУСТИl\lое решение, 110 ун(е с l\Iепьшим значением

л. Алrоритм является конечным в том смысле, что через I(онечное

число стандартных шаrов создается ситуация, в которой полу-
чить новое лучшее ДОПУСТИl\lое решение нельзя, и тоrда это есть

решение задачи. Однако хорошей теоретической оценки числа
lJlarOB нет; практика показывает, что для решения нужно N

Jпаrов. Обычно под допустиl\1ым решением понимают не всякую

точку sE о, удовлетворяющую (8), а некоторый специальный
подкласс таких точен. А Иl\lенно, выделяется множество М из т

индексов: М Е {1, 2, . .
., N}, и в (8) предполаrается

1) sп= {s; или s:} при п Е Лtf;

2) S" Е [s;, s ] при п Е Лtf.

Мы будем придерживаться, ради простоты' этоrо же правила,

хотя, как нетрудно будет убедиться, это не обязательно. В целях
нarлядности дальнейшеrо изложения будет полезно ввести сле-

дующие обозначения и термины. Векторы h
rr ,

n Ем называются

6aaucubLMU. Мы обознаЧИl\1 их Н1, Н2, . .
.,
Н
т
И присоеДИНИl\1 к НИl\1

еще вектор Но=е. Переменные Sn' n Е м танже называются

6ааUСUЬLЖU, и мы используем для них обозначения  1=Srrl' . . .

. .
.,  т=Sпm.Остальные переJ\,IенныIe называются вueбаЗUСUЪL-м'U, и

27*
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для них используются первоначальные обозначения. Итак, Иl\lеется

ДОПУСТИl\lое решение, для KOToporo справедливо равенство
т

Х + Sпh,,+ еkНk==ле.
пЕМ k=l

Вводя II дЛЯ Л обозначение л::::::= - ()'перепишем (10) в ВIIде

(10)

т

Х + SJtn+ ekHk==O. (11)
7z{f:N k-O

Теперь щюделаем над (11) тождественное преобразование, выбрав
некоторый из внебазисных индексов j -r М:

{Х + Snhll+88ihj}+{i;  kНk-8SJhJ}=0. (12)
п(Е м k О

При этом оrраничим изменение os
j
таким образом, чтобы было

выполнено условие sj<Sj+OSJ<S;' т. е. перВУIО снобну (12)
можно было бы записать в виде Х+ snh" с новым допустимым
значением S

J'
а вторую скобку также попытаемся записать в преж-

нем BIIAe ekHk'
но уже с HOBblМlI значениями ek . ПРII этом сле-

k

дует стремиться !{ тому, чтобы новое значение е() стало больше. Для
выполнения этой проrраммы нужно уметь разлаrать любой вектор hJ
по базису {НО' Н1 .

. . ., Нт}. Проще Bcero это сделать, имея биор-
тоrональный базис {ФОt ФI' ..., Фт}: (Н;. фJ)===8'j (8;j- символ Нро-
неиера). Тоrда

т

h.== (h., ф,)Нi .
J

;, О
J

и вторап снобка в (12) преобразуется к виду
т т

ekHk-оsJhj= [ek -8sj (hj. Фk)]Нk .

k-=O k О
(13)

Проверим, достиrае'l'СЯ ЛII увеличение ео (уменьшение л). Если
в исследуемом допустимом решении S

j
== sj (s;>. то возможно ЛIIШЬ

08j > о ( sj < О). Следовательно, ОIIерация приводит к успеху лишь

в случае (hj, Фо)< О (> О). Таким образом, нужно просмотреть все

внебазисные переменные 811' п Е J.IIf, и если ни одно из HIIX не может

быть проварЬИJX>вано с уменьшением л, задача решена. Если же

в процессе испытаНIIЯ обнаружится IIндекс j J.IIf, для KOToporo

условие убывания л выполнено, следует продолжить вычисления
и выяснить, какова наибольшая возможная варlIация  Sj(ведь убы-
вание л IIропорционально  8'). Оrраничение на 88j сnпзано С тем,
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что новые значения = ek
- 88i (hj , Фk) не ДОЛЖНЫ ВЫХОДИТЬ за

рамки отрезков [e , ez]. Таким образом, смещение 38! оrpаничено

некоторой величиной )88} I < I  ).MorYT предстаВIIТЬСЯ два случал:
в первом оrравичение на 88j связано с условием 8} < 8

J+ 88J< S;,
и в этом случае происходит тольно ИЗ fенеНIIевнебазисной nepe feH-
ной: Sj переходит из положеНIIЯ 8} в S; (IIЛИ наоборот), и затем

таной же анализ ПРОИ5ВОДИТСЯ с остальными внебаЗИСIIЫМИ пере-
менными. Более сложен второй случай, коrда оrраничение 8S

j
свя-

зано с тем, что одна из базисных переменных e
r достиrает rраницы

(е; или е;) при 88J
==  :e

r

- (hj' Фk) == е; (или е:), тоrда нан

sj < 8
j + < S;. При этом происходит преобразование базиса и 1\IНО-

жества Jlif: из Jlif выводится индекс п
r , ооотпетСТВУlощая ему пере-

менная СТ8НОВIIТСЯ внебазисной. И наоборот, индекс j вводится в М

(под номером п
r), в базисе {Но' Н1 , . .

.,
El
m} вентор Hr

заменяется

на hj 8 Наиболее CJJOiKHble преобразоnuния сnязаны с необход:имостыо

соответствующеrо ИЗ fененип БIIортоrонаJJьноii системы. Обозначим

через {ф , ф , ..
-, Ф:J систему, биортоrональну 10 к новому базису

{H ,H ,. .
., H },и получим формулы для вычисления ф' через ф.
т

Пусть ф; = А,qфq. Для определения НОЭФФИЦIIентов разложения АН
q о

используем соотношения биортоrонаЛLНОСТИ:
1) при i=l=r, l==O, '1,2, ..

-,
т:

 li=(Ф 'Н;)==( i,qфq,Нi)= А,q(фq,H')== A,q8 i=r,,;q q q

2) при i = r, l= О, 1, . . ..
т положим

т

н;= с"Н", cn==(hJ. Фп)'
,,=0

8'r=(ф;' н;)= ( Ilqфq.  c,p,,)=
_ _ {

c'+A'rcr
-

 u'fJcfJ-
q

crArr

при

при

l=l=r,
l=r.

IITaR, получены фОРМУllЫ для А,q:

(
rH==8Ii

rlr -с,/с,.

Arr - 1/cr -

при

при

i=l=r
I

l =l=r,
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ОТСlода следуют простые формулы пересчета ф:

f Ф; = ф,-  'Фr' l =1= r,
r

I Ф; == Фr-Cr

Этим: и заканчивается стандартный шаr СlIМплеКС-l\iетода. До-
называть теорему о ero сходимости мы здесь не будем, однано

унажем на основные факторы этоrо доказательства.

1. Каждый mar описанноrо выше а.пrОРlIТI\Iа, если он осуще-

ствим, сопровождается получеПlIеJ\,I HOBoro доп)rСТИ fоrорешения
с меНЬШИl\I, чем было до этоrо, зпачеllие!\f л.

2. Задача носит существенно ДИСRреТJlЫИ XapaI{TCp: для наж-

дой неоптимальной ситуации, определяемой разбиением перемен-
ных {s,,}f на две rруппы

- базисные и внебаЗlIсные, существует
свое минимальное ненулевое значение ПОНlIжения л. Этих ситуа-
ций конечное число, следовательно, существует такое € > О,
что каждый шаr симплекс-метода, в какой бы ситуации он не осу-

ществлялся, приводит к понижению л не менее, чем на 8. Поэтому
число шаrов не может быть бесконечным (предполаrается, разу-
меется, что решение задачи существует и Jnin л >

-

<х>, даже

если среди чисел s-, s+ есть и бесконечные, I{aH в задачах с одно-

СТОРОННИl\Ш оrраничеНИЯМlI типа О < Sn).
з. Если среди внебазисныx переменных нет ни одной, КОТОРУIО

можно проварьироватъ с убыванием л, это свидетельствует о TOl\-I,
что данное ДОПУСТИl\lое решение

- оптимально. Этот факт нам

будет удобно доказать несколько ниже, в связи с двойствеНIIЫl\1
вариантом симплекс-метода.

Заметим, что l\IЫ не рассматриваем некоторых осложнений

в связи с возможной в принципе вырожденностъю задаЧlI. Эта

вырожденность, редко встречающаяся в практике экономических

расчетов, l\Iожет привести, например, к TOl\<IY, что оrраничение на

&J оказывается связаннЫм одновременно с выходом Sj+ &j и ка-

кой-то из базисных переменныx еk+(Фk' hj} 08J на rраниЦу до-

пустимоrо по условиям задачи отрезка [е;,  ;]. в этом случае

нужно разбираться, следует ли преобразовыатьь баЗlIС или нет.

ЗамеТИl\I, что осложнения, связанные с неКОТОРЫl\IИ вырожден-

НЫl\IИ ситуациями, принципиальных трудностей не содержат, и

в соответствующей литературе описаны необходимые дополнения
к алrОРИТl\Iам.

Теперь приведем сводку основных расчетных формул Данноrо

варианта СИl\шлекс-метода. Расчет начинается в ситуации, KorAa

известно неноторое ДОПУСТИl\lое решение, т. е. выделено !\'IHO}I(e-

ство базисных индексов

М : {п1 , п2 , . .
.,
пtn},
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известны значения внебазисных переменных

S" == {s; или S:} , п Е м,

и базисных переменных

S  S,, s:,пЕМ,

тан что выполнено соотношеНlIе

fN

Х + snhп= ле.
,,=1

Кроме тoro, lIзвестеп бlIортоrональный баЗlIС

{ФО, Фl' · ·
", Фт}.

в тех задачах, ноrда нахождение такой стартовой ситуации не ЯВ-

ляется очевидным,  Iол(ет быть использован метод введения ис-

RyccTBeHHoro базиса: он будет ИЗЛО)I(еп несколы\o позл(е.

1. Для всех n «t м опредеЛЯIОТСЯ

а. == (hп, ФО).

Если {а < О и Sп=S;} или {а О и Sп=8;}, никаких операций
не делается, и переХОДЮI R аналоrичным: вычислениям для следу-

Iощеrо n «t М. Если весь СПИСОR n tE м исчерпан и встречались
только TaRlIe ситуаI'ИИ, задача реlпена.

11. Пусть встретилась ситуация

{а. > О и S" = S:} ИЛlI {а < О и 811 == S;}.

Тоrда БЫЧlIСЛЯIОТСЯ:

при а. > О:  .== s - S: (т. е. 8s
rr < О),

при а<О:  .=8:-8 (т. е. 8s,,>0).
111. Для k= 1, 2, . .

.,
т ВЫЧИСЛЯIОТСЯ: ck=(h'j' Фk)

при a.Ck > О (Т. е. 8 k> О): !J.
k
==

et - ek
,

ck

 t А
_ ek - Ek

при C1.Ck < О (Т. е. Ol;k < О): L.J.
k
-

.

ck

TV. Находятся

!J.= min I kl и r:  ==I rl.
k=1, ..., f1t

v. Если I  *1< I !J.I, пересчитывается внебаЗlIсная переменная

S7l : == Sп + !J.

и пересчитываются все баЗlIсные переменные ek (Т. е. S"k): ek: = ek
-

- 6c
k, k = 1

t 2, . .
., т, и переХОДИ f1\ 1,
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VI. ЕСЛlI I tJ.-1 > I tJ.1, ПРОИСХОДlIТ изменение переменных и

базиса:

а) вычисляется  S== -) I sign сх, II Sп: == sп +  S,
Ь) ВЫЧlIСЛЯЮТСЯ новые значения базисных переменных

S"k: == S"k
- 8sck , k == 1, 2, . .

., т,

с) индексу nr присваивается значение п,

d) переСЧИТЫDается базис

,1) · - ,1) cI ,1)
Tl.
-

Т'-с Tr l

r

1
Фr:=- ФУ.Cr

l =F r,

Вычисления далее продолжаются с пункта 1.

Число операций, неоБХОДИl\lое для реализации одноrо mara

алrоритма, может быть без труда оценено. Наиболее трудоеl\I-
«ими являются блони 1, требующий вычисления (N-т) скаляр-
ных произведений, т. е. ---(N-т) т операций, затем Ilf, требую-
щий вычисления т сналярных произведений ("'-т2 операций),
И, наконец, пересчет Ф (VI) требует "'-т2 операций. Остальные
ВЫЧlIсления не существенны, так как необходимое для них число

операций растет линейно с ростом N и т. Общее число операций
Q=C1Nт+C2т

2
, приче 1коэффициенты С1 и С2 невелики. 3а-

l\lеТИl\I, что имея резерв памяти, можно сократить число операций.
В Cal\IOM деле, пусть величины (J.,п=(hll , Фо) запоминаются. Тоrда
после пересчета базиса Ф леrко пересчитать и сх:

а =(ф .hп>=(фо-  :Фr' h,,)=a,,-co.

и для вектора h"r' выведенноrо из базиса,

a r= (h"r' ф >= (h,.,.. фо- :: Фr)=- : ·

При этом объем вычислений сокращается до Ст2
. Наконец, за-

метим, что в больших задачах экономическоrо содержания, коrда

N, т "'- 102-103, как правило, l\Iатрица исходной ФОРМУЛИРОВКlI
очень слабо заполнена: подавляющая часть ее элементов - нули.

Вводится хараRтерlIстика заполненности матрицы lJ., равная от-

ношению числа ненулевых элементов к Nт. При соответствую-
щей орrанизации проrраммы в памяти хранятся только ненуле-
вые элементы h, и вычисления производятся только с НИl\Ш. По-

этому вычисление скалярных произведений типа (h, ф) требует
yiKe не т операций, а lJ.т. Векторы же Ф в общем случае имеют

все непулевые элементы. Поэтому объем вычислений при пере-
счете базиса не зависит от ll. С учеТОl\I этих сообра)кений, коли-
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чество операцИЙ на итерацию сводится к Q=Clflт2+C2т3. Как
уже отмечалось, опыт расчетов показал, что в среднем число ите-

рацИЙ в симплекс-методе
r-Nt поэтому трудоемкость решения

задачи линейноrо проrраммирования оценивается по ПОРЯДI(У
величины числом Nт3

. Друrой важной характеристикой явля-

ется необходимый ресурс памяти. В основном требования к па-

l\fЯТИ определяются необходимостью запоминать матрицу h (это
r-Nт ячеек) и базис Ф (т2 ячеек). Остальные объекты - линей-

ные. ЗамеТИl\I, что выше был описан вариант алrоритма, в нотором
исходная матрица задачи h не преобразуется в процессе решения,
но появляется новая матрица {ф}. Есть и друrой вариант, в кото-

ром в процессе вычислений все векторы h представляются козф-
фициентами разложения по базису. В зтом случае векторы базиса

{НО, H1 , . ·
.,
нт} образуют единичную матрицуt и нет необхо-

ДЮfОСТИ в базисе { ф}, однаI(О текущее состояние l\iатрицы h,
вообще rоворя, полностью заполняет таБЛIIЦУ Nт, и пер-
воначальная слабая заполненность матрlIЦЫ задачи не исполь-

зуется.

Задача линейноrо проrраммирования
с н е р а в е н с т в а м и. Часто задача линейноrо проrраммиро-
вания фор:мулируется в T8ROl\I виде: найти Sп из условий

N

1. IlIiп 8"h ,
11 "=1

JI.

N

Х'+ slIh  O,
п=l

i == 1, 2, . .
., т,

11 J . О 811' n == 1, 2, . .
.,
N.

IJрежде всесо, удобно УСЛОВIIЯ 11 привести к стандартной форме,
нведя еще дополнительные векторы hN+1

== {О, . .
., О, 1" О, ..., О} *)

:и записав 11 в виде

N+т

х'+ slIh =O,
rr=l

.

1 ')===
, ..." ..., т,

S" О, п==1,2, ..., N+т.

Что касается односторонних оrраничений Sп О, то они остаются

без измененИЙ, и это приводит лишь К упрощению алrоритма:
в процессе итераций (если решение существует и л оrраничено

снизу) нужно учитывать только оrраничение на переменные 8"
снизу. В таких задачах обычно не составляет труда выбор на-

qальноrо базиса {Н} и биортоrоиальноrо н нему {ф}. в общем
случае используется

*) Здесь и в дальнейшем 1 i означает 1 на i-M месте.
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м е т о Д в в е Д е н II я И С К У с с т в е н н о r о б а з и с а.

Всем переменныIM задачи S" присваlIвается, например, зпачеНIIе

s;, но исходная формулировка искажается введением т дополни-

тельных векторов и переменных. Именно эти дополнительные век-

торы и образуют первоначальный базис. НаПРИl\lер, если е=

r== {1, О, О, . .
., О}, то базис {Н} II биортоrональпый к He IY{ф}

имеют вид

1

О

О

О

С1
1

О

О

С2
О

1

О

Cfh
О

О

1

410 411 4J . . .  т

1 О О . . . о
-С1 1 О . . . о
-С2 О 1 . . . о
. . . . . . . . . . . . . . .

-С
т О О . . . 1

Hg Н. J12 11т

Начальные значения базисных переменных SN+ i , i == 1, 2, . .
.,
т

выбираются из соотношений

/1

Xi

+ s /  + SN+i о.
11=1

Выбор S +i'С i следует осуществить так, чтобы решение новой,

раСШIIренной задачи совпало с решением исходной. Пусть S/I+' >
>0«0). Тоrда положим SN+i = О, s"1+, == 2sN+, (SN+i == 2SN+i , Slv+i ==0)
И В качестве Сi возьме f очень большое по аБСОЛIОТНОЙ величине

положительное (отрицательное) число, с тем, чтобы МIIнимальность л

в расширенной задаче была несовмеСТИ fас SN+' > О « О). ЭТII IИ
соображениями  fЫи оrраничимся.

Д в о й с т в е н н ы й с и м п л е к с - м е т о д. Начнем с ана-

лиза rеометрической картины, связанной с задачей линейпоrо
проrраммирования. На рис. 76 изображен (качественно) MHoro-

rранник Р, причем одна ось - прямая ле, в качестве второй «осю)

на рис. 76 принято т-мерное пространство. rраница Р COCTOIIТ

из т MepHЫXrраней (на pIIC. 76 они изображены отрезками).
Каждая rрань определяется вектором g, ортоrональньш данной

rрани. Мы будем считать этот вектор нормированным условиеl\I
(g, е)=1. Такие векторы определяют нижнuе rрани Р, при норми-

ровке (g, е)=-1 получим верхние. Это следует понимать так: коль

скоро задан вектор g, соотвеТСТВУIощая ему rpaHb определяется
как совокупность точек х вида

N

Х Х + SJz.n,
n=1

(14)
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IlРIIчем

8_(
== s; при (h", g) > О,
== S; при (h", g) < о,

Е [s;t s:] при (h", g)=O.
Заметим сразу же, что произвольному вектору g обычно соот-

ветствует вершина, Т. е. нет ни одноrо индекса n, для KOToporo

(h", g)=O. Однако при реализации двойетвенноrо симплекс-ме'.rода

Ав

........
........

........
"

........

D
....

{ 12т}х.х,....з:

minlX.9)
ХЕа
"-
,

'о

Рис. 76.

типичной является ситуация, Rоrда таких векторов ровио т; мпо-

iнеСТБО таних индексов, как и выте, обозначим М= {n1, n2,. . .

. . ., n
т }. не исключая, однако, возможности, что М содерн(ит

II l\-Iенъmе, чем т индексов. Но мы предположим, что задача
является невырожденной, т. е. любая rруппа из (т+1)-векторов
{но, Н1 , . ·

.,
Н
m }, Но=е, Hk h

"k линей о-независима.Таким 06-
раЗОl\<I, множество М не может содержать более т индексов. Точка
.1: (14) является pemeHIIeM задачи F (g) == min (х, g), ПРIIчем вели-

:х;ЕР

чина F (g) имеет простой rеометрический смысл: если провести

через х (14) rипеРПЛОСRОСТЬ а, ортоrопальную g, то она пересе-
чет прямую ле в точке F (g) е. Это следует из уравнения для точки

пересечения Ае: (ле-х, g)=O и условия нормировки (е, g)=1.
Разумеется, в качестве х можно брать любую из точек rрани, опреде-
ляемой формулой (14). Среди образующих rраницу Р rраней суще-
ствует (если существует решение задачи, Т. е. ПРЯl\Iая Ае пересе-
кает Р) и такая, определяемая вектором g* , которая пересекается
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с прямой ле в ИСКОМОЙ точке Ае (A=min л). Эта rрань М*

определяется уравнением тах min (х, g). Оно является следствием
g :х;ЕР

очеВlIДНЫХ соотношений

F(g)= min (х, g)< (Ае, g)== А
:х;ЕР

и F(g.)== А.

Двойственный симплекс-метод основан на том, что, исходя

из HeKoтoporo вектора g, устраивают последовательные ero nо-

вopoть ,причем кая(дый поворот (переход от g к g') сопровожда-
ется ростом F (g). Этим обеспечивается сходимость g -. g*; при-
знаком Toro, что тенущИЙ вектор g yi!<e есть g*, служит невозмож-

ность ero изменения. Однако, после Toro нак nстретилась uеулуч-
шае tаяrрань М*, следует еще реШlIТЬ систему (т+1) линейных

уравнений

х + snhи+ е,/1,п -  oe== О,
rr Е М* rr ЕМ*

(15)

в ноторой s", n M*фиксированы в соответствии с (14),  п-
искомые неизвестные, которые автоматически окажутся оrрани-

ченным:и заданным:и условиями s < е
п < S:' а переменная ео

будет равна F (g*)=Л. Впрочем, последняя величина уже най-

дена и число неизвестных в (15) можно сократить на единицу.

Теперь опишем алrоритм поворота. Итак, пусть Иl\lеется некоторая

стандартная ситуация: выделено текущее множество базисных

индексов М, имеются базис {Ho, .Hl' . .
.,
Н
т } и биортоrональный

н нему {ФО, Фl, ..., Фт}, причем Но=е, а Фо есть стандартизован-

ное обозначение вектора g. Исследуемая rрань есть т-мерный вы-

пуклый мноrоrраннин, ero rраницу образуют 2т (т-1)-мерных
ребер. Они определяются тем, что одно lIЗ переменныx S"k фикси-
руется в положении S- (или s+), остальные базисные переменные
l\-Iоrут меняться в интервалах [S-, s+]. Теперь фиксируем один
из базисных инденсов r и попытае IСЯ«повернуть)} вектор g (ФО)
BOKpyr соотвеТСТВУlощеrо «ребра». Это означает, что рассматри-
вается новый вектор ф =фо+аф,.,rде а - неопределенный пока

СRаляр. Очевидно, ЧТО ПрlI ЛIобом а И lее 1(ф ,е)=(фо+аф,., Но)=1
и (ф ,Hk)=(фо+аф,., Hk)=O при k=l=r (последнее, собственно
rоворя, и означает, что рассматривается поворот BOKpyr «ребра»,
соответствующеrо вектору Hr). Теперь следует определить пара-

 feTpа с наибольшим выиrрыmем в величине F (g). ТаКИl\1 образом:,
для определения а имеем задачу

тах F(фо+ аФr) =-= тах min(x, Фо+ аФr). (16)
а а :х;ЕР

Однако сначала, не решая задачу (16), нужно выяснить, можно

ли вообще поворотом BOKpyr данноrо ребра получить рост F (g).
Это зависит от производной F (фо+аФr) по а в точке а=О. Нужно
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только иметь в виду, что F (фо+а ф,.), вообще rоворя, производ-
ной не имеет: она Иl\lеет лишь производные по направлениям

(а > О и а < О). Суть дела поясняет рис. 77, на котором пред-
ставлены два возможных варианта. На этом рисунке изображена,
так сказать, проекция Р, причем вершины изображают (т-1)-
мерные ребра исследУемой rрани.

В каждой ситуации отмечены векторы Фо, ф - соответствующий,
наПРИl\lер, l\Iалому положительному а, и ф" - l\Iалому отрица-

тельному. Видно, что переход к ф' сопровождается (в ситуации а»

е

/1

G'/

Flg'J
-.....

F(g)'""
" '-6'
"

F(g"} '"'

" "G
"-

"G"

а) F{g"I< F(g}< ({у')

....

Ь) F(g'}< F(9}

F(g") ((9)

Рис. 77.

ростом F (g), а дереход к ф" - падением. В ситуации б) пере-

ход как к ф', так и к ф" приводит К падению F (g). Теперь следует

оформить эти качественные соображения аналитически. Мы ис-

пользуем то, что min (х, фо + аФr) при достаточно малых а ДОСТII-
жЕР

rается только в точках вьщеленных двух «ребер)} исследуемой
rрани. Это следует из непрерывности по а величин (h", фо+а Фr)
и из предположения о невырожденности задачи - т. е. из Toro,

что для всех n«rM I(hп , фо)1 s > о. Таким образом, при малЫх

а В (14) MO}I(eT измениться только одна базисная переменная e
r1

которая станет либо  ;,либо  ;;для остальных  k'k=/=r по-преж-

нему (фо+аФr' Hk)==O. Обозначим через х- точку х, принадлежа-

щую исследуемой rрани, в которой базисная переменная  ,.=
= е;, х+ пусть обозначает точку rрани, полученную по (14) при

 ,.= :; значения оста.ттьных базисных переменных безразличны.

Для определенности 1 пусть  ,=   .Очевидно, х+ =х-+ (  ;- е;) нr.
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Теперь можно для достаточно малых а найти

min(x, фо+аф,.)=miП{(Х-, фо+афз), (х+, фо+аф,.)}.
з:ЕР

Далее:

(х-, фо+аФr)==(Х-' фо)+а(х-, Фr)=F(g)+а(х-, Фr)'
(х+, фо+аф,.)==(Х+, фо)+а(х-+(е;-е;)н,., ф,.)=

===F(g)+ а (х-, Фr)+а(е;-Е;).
ИТaR, для малых а

.

{F(g)+a(X-t
Фr) при а>О,

 1 (X.фо+аФr)= F(g)+a[(x-. Фr)+ (е; - ;)] при а<О.
(17)

ТаКИl\1 обраЗОМf поворот BOKpyr данноrо «ребра), Иl\lеет смысл

в случае, коrда либо (х-, Фr) > О, либо (х-, ф,.)+(  :- ;)< О

(это признак ситуации типа а на рис. 77). Если же (х-, Фr> < о
и (х-, Фr)+( -е;) > О, то поворот :м:ожет привести лишь к убы-
ванию F (g). Это есть признак ситуации типа Ь) рис. 77; не следует

только трактовать ero как признак пересечения прямой ле с ис-

следуемой rранью: ведь на рис. 77 изображена проекция.

Итак, имея в качестве исходной информации базиса {Н}, {ф}
и точку х-, следует для всех nЕМ (или ДJIЯ k=1, 2, . .

., т)
вычислить (х-, Фr) И проверить условие

(х-, ф,.»О или [(х-, Фr)+( :-е;)]<о]. (18)

Как только встретится индекс r, для KOToporo имеет l\IeCTO (18),
осуществляется поворот. Он требует определения параметра а.

Здесь возможны два варианта
- локальный и rлобальный. Од-

нако прежде замеТИl\I, что невыполнение (18) свидетельствовало
о невыrодности поворота BOKpyr T-ro ребра для малых а. Но В силу

TOrO, что, например,

min(x, фо+аф,.)«:С-, фо+аФr)'
:х;ЕР

тот же вывод справедлив и для нонечных а. Итак, для определе-
ния а можно решить задачу (16); это rлобальный подход. Он реа-
лизован витерационном алrоритме, изложение KOToporo будет
дано в следующем параrрафе. Это более эффективный, но и более

трудоемкий способ, чем локальный выбор а. Именно последний
и будет здесь описан. Разница между rлобаЛЬНЫl\1 и локаЛЬНЫl\1 вы-

бором а может быть пояснена рис. 77, а). В пеРВО 1случае пово-

рот приведет к новой rрани, которая в проекции пересекает ось

ле, во втором
- к rрани, смежной с исследуемой. Следующие ниже

операции должны выяснить, какой из внебазисных векторов h"
должен быть введен в базис вместо выбывающеrо из Hero вектора

Н,.. Ис омаясмежная rрань есть «произведение)} соответствую-
щеrо Н. «ребра» и пекотороrо внебазиспоrо вектора h". Прежде
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Bcero следует выяснить, каное из двух соотвеТСТВУlОЩИХ Н
,.

«ребер» будет ребром новой rрани. Это зависит от знака (X-r, Фr):
если эта величина положительна, то в (17) «работает) первая
из формул правой части, а > О, и при выходе из базиса перемеп-
нан 8",.=8;,. (е,.=  ;). В противном случае а < О, S",.=S:r- Что
касается вводимоrо в базис Bl\IeCTO H

r вектора h", то он (при а >
>0) определяется задачей: найти

min а IIрИ УСЛОВIIИ (hпt ФО+ аФr)= о.
rr СЕ 1Jl

Таким образом, следует, перебирая индексы п Е J.III, вычислять

а" ==
- (h", фо)f(h", Фr)

и среди положительных а" найти наименьшее (и ero индекс n).
Вариант с а. < О 8Налоrичен. После Toro кан определен ВDОДИ-

мый В базис вектор, следует пересчитать биортоrонаЛЬНУIО систе fУ.
Это делается ТОЧII0 так iKe, кан и в прямом симплекс-методе. Кроме
Toro, нужно получить ноnую точку х-; она связана со старой
очевидной формулой

х-: === х- + (s; - s")h,,+( -er) н,.

(8",  ..- старые значения переменных для точки х-). Количество

операций, связанных с одним шаrом этоrо варианта СИl\шлекс-

метода, подсчитывается без труда и приводит примерно к той же

оценке, что и в прямом варианте. Если для всех n Ем условие

(18) не выполняется, это свидетельстnует о том, что (В случае не-

вырожденной задачи) минимум найден, и для завершения про-
цесса решения осталось найти значения базисных переменных,
решив систему линейных уравнений (15). Что касается начала

процесса, то ero можно осуществить с помощью TaKoro же ис-

кусствепноrо базиса, который был выше описан.

Н е с т а н Д а р т н ы е з а Д а ч и л и н е й н о r о п р 0-

r р а м м и р о в а н и я. РаССМОТРЮI некоторые задачи, встре-

чающиеся при решении задач с функциями, не mlеющими произ-
водных, но дифференцируемыми по направлениям. В 46 читатель

l\Iожет познакомиться с тем, каКИl\1 образом возникают та-

кие задачи. Здесь же будет показ8НО, что они сводятся к стан-

дартной задаче линейноrо проrраммирования.
3 а д а ч а А'. Найти числа 8", n=1, 2, . . ., N ИЗ условий

1. m nk  ,}{XO. k
+ lSJt .k},

N

11. X1

+ 8nh ==0, i=== 1,2, ..., т,
п=1

111. 8  S,, S:,п==1,2,...,N

(хо, k, Х', L ,k, hl
- +

)1 ,. п' Sп' SN
- заданные числа ·
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Задача А*. Пусть o"'-пря.моуеоJtьнltК в (N+j)-мерном про-

странстве точек {8,,}:!1, определяемый неравевствами s < s"< S ,
п= 1, 2, . .

., N;

O<SN+k< со, k= 1,2, ..., j.

Пусть Р - ero образ в линейном отображении (N+j)-мерноrо
прострацства {s} в (m+j)-мерное пространство точек Х= {хо, 1, . . .

. .
., 3fJ.J, х

1
, . . ., х

т

}.
Это отображение задается формулами:

N+i

XO,k=Xo,k+ S  ,k, k==1, 2, ..., j,
n=1

N+i

х' = х' + srP:, i === 1, 2, . .
., т,

71=1

причем все числа те же, что и в задаче А', а векторы hN+k

суть орты вида hN+k == {О, ..
., О, 1

k , О, ..., О}. Определим
(т+j)-мерный веЕТОр е= {1, . .

.,
1
k' О, . .

., О} и поставим: задачу
отыскания в Р ТОЧЕИ ле с минимальным значением л. Задача А*

является задачей линейноrо проrраммирования, как она сформу-
лирована и исследуется выше. Стандартная формулировка задачи

линейноrо проrраммирования, принятая в большинстве руноводств,

соответствует частному случаю е= {1, О, О, . .
., О}.

Т е о р е l\I а 2. 3адачи А
I
и А*

эквltвалентнь (в том смь сле,

что решение одНQЙ ив них непосредственно дает решение друеой.)
Доказательство состоит из двух частей. Обозначим через

{s }решение задачи А', а через Л' - МИНИl\lальное значение

формы  ax{ХО' k

+ ,, sJl, ,k }. Через {s:} Е 0* обозначим реше-

ние задачи А *
, а Л*

- МИНИl\lальное значение л при ле ЕР.
1. Пусть известна точка 8'. ДОПОЛНИl\1 ее до точки s Е 0*

I

доопределив лишь компоненты SN+k, k=1, 2, . .
., j. А Иl\lенно:

N

О при ХО, k

+ srP 'k == А' ,

n=1

Sп+k ==

А' -{.хо. k
+ "f1

s  .kJ >0 в противном случае.

Очевидно, что SN+k О (т. е. {s,,} Е 0*) и, так как {S }удовлетво-
ряет условиям 11 задачи А', точка {Srr} отображается в точку А'е.
ТаКИl\1 образом, А* < А'.

2. Докажем обратное неравенство А' < А*
, предположив,

что известно решение {s:} задачи А *. Образуем точку {s" } -1,
взяв лишь первые N компонент s:. Так как {s*} отображается
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в Л*е, то условие 11 залачи А' выполнено. Покажем теперь, ЧТо

max{Xf\.k+ fsjtr;k}=Л.. (19)
k 11=1

В самом деле, так как s* отображается в Л*е, то ДЛЯ всех k=1.
2, . . ., j имеем

N

х
О ,

k ==](0, k

+ s*Jt ,k + S +k=Л.,
n=1

N

т. е. XO,k+  s  ,k==А*-S;+k А.tk=1...., j. По крайней
n=1

мере одна из величин SN+k, k= 1, 2,..., j равна нулю.  :СЛIIбы
для всех k= 1, 2'..., j было SN+k >0, то точка S." не была бы

решением задачи А-; в этом случае, замеНIIll n {s:} {компоненты
SN+k на SN-I-k - О, мы получили бы точку из о, отображаю-
ЩУIОСЯ в (Л'" -  )e. 1 акимобразом, (19) YCTaHOВJJeHO И, следова-
тельно. А' <. Л.. итаи , Л' == Л*. и доказательство закончено.

РаСС fОТРИМслеДУIОЩУЮ пару задач.
3 а д а ч а В'. НайТII числа {S"}:c=l из условий

1. {
N j

 inХ
О +

l
s,ft +

N

Х'+ s hi==O
п п '

"=1

ХО. k
+

l
s,ft .k }.

·

1?1, == , ......, т,11.

111. s; <. S" <. s п == 1, 2'..., N

(или sEo
/

).
3 а д а ч а В". Пусть 0* - прямоуrольник в (N+ 2j)-меряом про-

странстве точек s= {Sll...' SN, e1,..., eJ. 1Jl'...' 1JJ} (для наrляд-

ноети здесь введены особые обозначения для дополнительных пере-
менных е, 1J: в стандартной форме их следовало бы обозначить
е1 = SN+l' ... и т. д.). Этот прямоуrОЛЪНИR определяется неравен-
ствами

s;; <. s" <. В:, п = 1, . .
., N; ek О; 1Jk О, k == 1, . .

., j.

Обозначим через Робраз 0* в линейном отображении точек S

в точки х (т+k+ 1)-мерноrо пространства. Это отображение за-

дается формулами
N j

х
О= хо+ s,ft + (ek+ 1Jk)'

11-1 k-1
N

х
О,

k
= хо.

1с
+ sJ1, .k - ek + 1Jk' k= 1, 2,

11=1

N

X'=X'+ s,ft , i=1, 2....' т.

11=1

.

· · · J.

28 Р. п. Федоренио
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1'ребуется найти ТОЧI(У ле Е р с наименьmИ f значением л (т. е.

min:co при :cO,k=O. xi=O).
т е о р е м а з. Задачи В' u в."- эпвztвалеnтnы.

Доказательство. 1. Пусть s'-реmение задачи В', Л'-

минимум формы 1 в В'. Сконструируем точку s Е о"', отображаlО-
щуюся в Л'еЕР. ЭТИ fбудет доказано неравенство Л.<:А' (Л.-
минимум л в задаче В*). IIервые N комповент s совпадаlОТ с 8',

N

нужно лишь опредеЛlIТЬ ek , 1Jk; обозначим a
k
= хо. k

+  .h ,k811 И
71==1

положим

ek=ak; 1Jk=O при ak > О.
ek = О; 1Jk= -a

k прlI ak < о.

в этом случае, очеВlIДНО, I а" I =  k+ 1Jk' Т. е.

N i

х
о
== snh + I ak 1=.1.' и a

k
- ek + 1Jk=O (:со. k= О),

"==1 k==1

т. е. s действительно отображается в Л/е.
2. Пусть {s., е., 1J.} - решение задачи А.. Тоrда точка s. удов-

летворяет условиям 11 II 111 задаЧlI В'. Покаже f, что :ко +
N j N

1/ + s:p + ХО,
k

+ 8:h Jk =
п=1 k=1 п=1

=Л. lI. следовательно, Л.>А'.
Существенным для этоrо является

следующий факт: в решении за-

дачи В" дЛЯ каждоrо k= 1, 2, . .
_, j

лишь одно из чисел е: или 1J: мо-

жет быть отлично от нуля. Это

есть следствие следующей простой
леммы.

Л е м м а 1. MltUllJrtYM фор-мы,
е + 1J па Jtu1ШU е - 'll = с при

 >01 1J > О достиzается либо

в точпе е= с; 'll = О (при с > О), либо в точпе е= О; 'll == -с

(при С<О).
Доказательство леммы немедленно следуе'.r из рис. 78, на кото-

ром изображены линия е+ 'll = const и линии е -11 = с. Так как

в решении В. :cO,k=ak-е +1J:, то   =ak'1J =0при ak>O.
Следовательно, e + 1J = I ak 1, и доказательство завершено.

Задачи А' I В' возникают при решении методом ныlтонаa сле-

дующих задач условной минимизации.
З а Д а ч а А. Найти х из условий

-с

 -1J=C<O

E,-'l=С >0

" E+'l= const
"

о с

Рис 78.

min шах fk(x),
х k=l, ..., j
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g,(x)=O «О), i=1, 2...., т,

х-<х<х+.

Зада ча В. Найти х из УСЛОВIIЙ
J

mjn Ifk(x)',
ж k-=l

gi(X)=O «О), i=1,2,...,т,

x-< <x+.

Термин «метод Ньютона) связан с тем, что для решения этих

задач используется фундаментальная для вычислительной матема-

тики конструкция: нелинейная задача линеаризуется в окрест-
ности некоторой ТОЧRИ Х, И решением возникшей линеаризованной
задачи определяются вариация apryMeHTa ох и переход к следую-

щему приближению х+ Ох. Заl\Iетим лишь, что оrраничепия типа

s- < S < s+ обеспечивают не только выполнение исходных orpa-
ниченИЙ х- < х < х+

, но достаточную малость Ох, требуемую воз-

можностью использовать линейную аППРОКСИl\lацию задачи. Встре-
чается в приложениях.

3 а д а чаС. Найти х из условий
min тах Ifk(x)l.
х k=J,..., j

g,(x)=O «О). i=1. 2...., т,

х-<х<х+.

Линеаризуя ее, получаем задачу следующеrо типа:

3 а д а ч а с'. Найти s", n=1, . .
., N, из условИЙ

min тах .1 ХО. k

+ i sJt .k ,

в k=1,. . .
t J п-l

N

X'+ sJt =o, i=1, 2,..., т,
п=1

s;< s,,< s , n= 1, 2, . .
.,
N.

Она сводится к слеДУlощей задаче линейноrо проrраммирования.

Задача c
lt

. Пусть оlt-прямоуrольник в (N+2j)-l\IернОМ
пространстве точек {Sп' ek'l "qk}' п= 1, .

.., N; k= 1, . .
., j, опре-

деляемый перавенетвами:

S;; sn< S ; o<ek< 8; -8< 11k O;
8 === 2 тах I хо,

k
1.

k

28.
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Пусть Р-образ в линейном отображении {s, е, 1l}Eo. в (т+2j)-
мерное пространство, определяемом ФОРМУЛ8 fИ

N

х' = Х' + sJt:.
n-l

i = 1, 2,..., т,

N

xt1J+k
= ХО. k

+ snh 1k +  k'
tr=l

k == 1, 2,..., j.

N

x
т+i+k

= ХО. k

+ SJt 1k + 1lk'
п=1

k == 1, 2, . .
., j.

Найти точку ле Е р с минимальным значением и ее прообраs
в 0*. Здесь

е={?, О,..., О , 1, 1,..., 1
, -;:1,

т j
-1,...,
j

-1}.
,

т е о р е м а 4. Задачи С' и С* эквивалентны.

Доказательство опускается; оно аналоrично проведенным вьппе.

О з а Д а 11 а х н а б ы с т р о Д е й с т в и е. В этих задачах

ищется управление {и (. ), Т} с целью минимизации Т при выпол-

нении условий Fi [и (.), Т] =0, i==1, 2, . .
., т, и (t) Е и. Обычным

обраЗОl\I приходим к задаче линейноrо проrраммирования типа:
N

min8T прlI условиях Xi

+  s,з1z:Z+оТ/ '=О,i=1,...,т, s;<
п=1

<s,,<s!. Таким образом, лишь один ноэффициент hЯ+l== 1,
остальные h =O.Задача оказывается существенно вырожденной,
и опыт ее решения в такой фОР Iе(итерационным методом 48)
оказался неудачным:: требовалось слишком большое число итера-

ций для достижения нужной точности. Поэтому в таких задачах

использовался следуюЩИЙ прием, приводящий, как показали

вычисления, к существенно более простой и леrко решаемой за-

даче. Запишем задачу в виде

N

minл при условии Х+ snh,,==ле,
n-l

rде e=-h/llhll,  =oTHhH. Это уже стандартная задача, без ВЫрО1И-
дения. Именно ее и рекомендуется использовать при решении
задач быстродействия (строка hO

теперь отсутствует). Заметим,
что при решении задачи линейноrо проrраммирования типа

 ink   ,j { ](О. k
+ 1sJt2' k }
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часто рекомендуют сведение к стандартной (с е={1, О, . .
., О})

введением дополнительной переменпой е:
N

min е ПрlI условиях ХО.
k
+ sJt ,

k
- е О.

п=1

k= 1, 2, . .
., j.

11меЮЩlIЙСЯ у автора опыт (впрочем, существенно связанный

с итерационным методом 48) заставляет осторожно относиться

к этому сведению, отдавая предпочтение тому способу решения

(с е= {1, 1, . .
., 1, О, . .

.,
о }), который был изложен выше.

* 48. Линейное проrраммирование. ИтеР8I ИОННЫЙметод

Хотя для решения задачи линейноrо проrраммирования суще-

ствуют четкие КОlIечпые методы (они ОПlIсаны в 47), не прекра-

щается работа по создаНИIО итерационных, приБЛИiнеlIНЫХ методов.

Для этоrо есть по крайней мере две причины. Дело в том, что реа-

лизация симплекс-метода встречает определенные трудности в эко-

номических задачах высокой размерности (N, т -- 103). В таких

задачах работа с матрицей объемом 106 ячеек памяти становится

очень сложной. В то же время исходная матрица задачи, будучи
слабо заполненной, часто может бьпь размещена в оперативной
памяти машины. Встречаются задачи, элементы матрицы которой
можно вообще не запоминать, а вычислять по сравнительно про-
стым: формулам. В таких ситуациях итерационные методы, не пре-

образующие исходной формы задачи II не порождающие новых

объектов типа матрицы общеrо положения (как, например, биорто-
rональный базис {ф }), несмотря на значительно меньшую надеж-

ность, l\IorYT оказаться предпочтительными и даже единственно

реализуемыми. Для нас же будет важна и друrая причина, застав-

ляющая обратиться к итераЦИОННЫ 1методам. Ведь задачи линей-

Horo проrраммирования, возникающие при решении задач опти-

мальноrо управления, являются конечно-раЗНОСТНЫМlI аппрокси-
мацИЯМlI K01tтlt1tyaJtb1tbtX задач: найти функцию Би (t) из условий

т

min ш
о (t) 6и (t) tИ,

Ви{ · ) о

т

Р,+ wi (t)8и(t)dt,
о

s- (t) 8и (t) s+ (t).

(1)

:Вводя на [О, Т] сетку с числом интервалов N т (обычно т
-- 1710, N 102-103), l\IЫ получаем очень своеобразную задачу,
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})ешение которой симплекс-методом может оказаться нерацио-
пальным. НаПОМНИ1\'I/J что в симплекс-методе основным: объектом

является т-мерная rрань. В Э8даче (1) подобная rрань получается

слеДУЮЩИ1\'I обраэом: на (N-т) счетных интервалах сетки ои

фиксировано в положении s- или s+, И лишь на т интервалах ш

меняется в пределах [S-, s+]. rеометрические раэмеры подобной

rрани очень малы, и при N ----+ со она стяrивается в точку. Пред-
ставляется естеСтвенным для эадачи (1) строить методы решения,
в которых основные rеометрические объекты были бы свяэаны

пе с фиксированным числом т свободных (базисных) переменных,
а с каКИ1\'IИ-ТО множествами па [О, Т], не эаВИСЯЩИ1\'IИ, по существу,

от шаrа сетки. Эти Качественные соображения и были положены

автором в основу итерационноrо метода, примеnявшеrося при ре-

шении задач оптимальноrо управления. Настоящий параrраф со-

держит описание этоrо алrоритма, докаэательство сходимости

и основные расчетные формулы.
Итак, рассматривается следующая задача заданы (т+1)-мер-

ные векторы {h"}:-l' Х, е, и числа s;, s:, n=1, . .
.,
N. Определено

линейное отображение N-мерноrо прямоуrольника о: {s; Sn
s;} в выпуклый мноrоrранник Р в (т+1)-мерном пространстве:

N

р : х == Х + snhn,
"-1

и нужно найти точку ле Е р с наИ1\'IеНЬШИ1\'I л и ее прообраз в О.

Предлаrаемый алrоритм по основной идее близок R двойственному
СИl\fплекс-методу. Ведущей идеей является эквивалентность сфор-
мулированной эадачи задаче на МИНИ1\'lакс: найти

шах min(x, g) (при условии (g, е)= 1).
g zEP

НаПОМНИМ1 что решение такой задачи само по себе определяет
только значение Л, однако после Toro как л и соответствующий
вектор g найдены, определение прообраэа ле в о сводится 1\ реше-
нию системы т линейных алrебраических уравнений (см. 47).

Перейдем к описанию алrоритма.
1. Вычисления начинаются заданием вектора g, нормирован-

Horo условием (g, е) =1 (наПРИ1\'18Р, g=ellleIl2), napal\feTpa 11* и

вектора 0= { 07 017 . .
., Otn}. Число 11* и малый вектор О опреде-

ляют требуемую от решения точность. Итерационный метод дает

нам не точное решение, а приближенное в следующем смысле:

вместо соотношения
N

Х == Х + snhn= ле
"=1

получим Ix-леl=IХ+ Sпhn-АеI о (это нужно ПОНИ1\'Iать, как

систему неравенств для всех комцонент). l\pOMe Toro, величина л
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не будет точныltI МИНИМУМОl\I, однако l\lbl потребуеl\l nыlоJlпепияя

оценки типа

I k - k шiп I ..,/' *

11==
Ikm1nl

 11.

I\poMe основных, имеющих четкий содеРi-кательный смысл, пара-

l\leTpOB 1l* и о, n алrоритм входят и друrие. Для одних из них

(в, СМ. ниже) точная величина несуществеПIlа, и можно пользо-

ваться rрубыми нрактическими реНОl\lендациями, для друrих
это не тап, и в алrоритм включаютСя правила подбора таних

параметров. Все это будет в своем месте разъяснено.
2. Решается задача min (х, g). Для этоrо ВЫЧИСJIЯIОТСЯ:

хЕР

а) H =(hn,g), п=1.2,...,N,

Ь) s ={К;
при 11 >O,

n

при 11  O.
N

с) х= Х+ 8""",
"-1

d) F(g)=(x. g), л(х)==F(g).

Заметим, что F (g)= min (х, g) дает оценку снизу ДJIЯ ИСНО:МОl1
хЕР

neJIИЧИIIЫ: A
m1n F (g).

3. Выделяется пеI\оторое НОДl\lНОjl\ество М. «сnоБОДНI)1Х» 1111-

дексов n:

пЕМ. вив. 11I I ell}tп"G.
Поясним смысл нормы 11.110. в (т+1)-мерном пространстве вво-

дится «косоyrольная» система координат, одной осыо которой
является прямая 'Ае, а второй «осью) - т-мерная rиперпло-
СКОСть G, ортоrональная g. Всякий вектор х может быть представ-
лен в виде

х==л(х)е+хо, причем (Ха. g)==O.

Леrко находим это разложение:

л(х)=(х. g), хо==х-л(х)е

и, по определению, Ilxllo==IIxoll==lIx-(х, g)ell есть расстояние
от х до оси ле, отсчитываемое в rиперплоскости, проходящей
через х ортоrонально g.

4. Решается задача

х+ s""" о. (2)

Эту запись нужно нонимать в том CMblCJle, что минимизация

Х +  sJ1,,,11 ПРОИЗllОДИТСЯ 33 счет изменения в интервалах [s;;. s:J
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только свободных переменных s.' п Е М.. Остальные s" при этом

фиксированы так, как они были получены в блоке 2, Ь). Задача
минимизации (2) заслуживает отдеJIьноrо описания. Здесь мы

лишь отметим, что для этоrо используются алrоритмы ПОНООРДИ-
HaTHoro спуска и метода сопряженных rрадиентов. Задача (2) ре-
шается приближенно, и очень важным элементом алrоритма
является правило, позволяющее судить о том, найден ли minllxlla
с нужной для дальнейmеrо точностью, или итерации следует
продолжить. Важность этоrо правила Связана с тем, что именно

решение задачи (2) поrлощает основную часть мamинноrо времени.
Выше фиrурировал пара1\fетр в. Он не имеет прямоrо содержатель-

Horo смысла, поэтому Е не назначается, а вычисляется некоторым

алrоритмом подбора. Блок 4 определяется еще и числом К итера-
ций процесса минимизации (2). Это число задается, ero величина

не очень существенна (обычно К;;::::;т). после выполнения К итера-
ций решения задачи (2), полученная точка

N

х==Х+ snhn
n l

подверrается анализу.
5. Анализ должен дать ответ на следующие вопросы:
а) не является ли величина в слишком большой и не сле-

дует ли ее уменьшить?
Ь) не получено ли уже решение с требуемой точностью?
с) достаточно ли точно решена задача (2), и не следует ли про-

должить итерации в блоке 4?

Для ответа на первый вопрос вычисляется

_ 2 I F (g) - (х, g) J
11 - I F (g) + (х. g) I

· (3)

Если '1J > '1J*, е уменьшается (например, умножением на 0,75),
и процесс вычислений направляется к блону 2. При '1J < '1J*
анализ продолжается. Если Ix-(x, g)e( = (xal <  ,задача счи-

тается решенной с необходимой точностью. В противном случае

анализ продолжается. Наиболее сложно ВЫяснение достаточности

числа итераций при решении (2).
6. Вычисляются

y==xa/llxall; H =(hn.Y)a=(hn-II е,У),
n = 1, 2...., N,

1] {Sn-
S: при H <O,

d = II:' Х -

lЗl > ОХа sn - S'/l при .l'/l .

nЕМе

Если d <: d* (d* - задаlШЫЙ параметр, d* < 1, обычно в расче-
тах d* Оt1-:-0,3),за)!ача (2) считается решенной достаточно точно,
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и переходим к блоку 7. В противном случае следует возвратиться
в блок 4 и проделать очередной цикл итераций D задаче (2). Содер-
жательный смысл этоrо критерия будет выяснен при доказатель-
стве сходимости.

7. Пересчет вектора g. Образуется конструкция, содержащая
неопределенный параметр

g(a)=[1-a(e, y)]g+ay, (g(a). е) == l, (4)

IJ а.. определяется решением «одномерной) задачи

тах min (х, g (а».
rz хЕР

(5)

Она эквивалентна простейшей задаче линейноrо проrраммирования:

найти числа sn. s;; Sn s .из условий

min {  O+ l8,.112 } ,

N

е1
+ s"ll == О,

n l

(6)

rде ео==(х. g), e1=(x. У)О- Этот факт будет ниже доказан,

а сейчас обратимся к решению за;цачи (6) методом деления вuлкu.

Введем отобран\ение а В плоский мноrоrранник '7t:

N

'7t: z == е + s"lln . е = {е
о

, e 1
}. 11" == {11 . 11 }.

"=1

Для вектора == { O'  l} определим z ( ) решением задачи

(z( ), )=min(z, ). Вектор z( ) вычисляется точно так же, как

zхЕп

и вектор х в блоке 2:

N

z( )==e+ s"8,,. s,,= s;; (s:) при (8.  »O«О).
" 1

Сначала задается  ={1; О}, и z( )есть самая «нижняя) точна в '7t.

При этом Zl( »O. Этот вектор обозначим  +. Далее положим

 =={O;1}. Теперь z( )-самаялевая точна в '7t. Если Zl( »O,
ТО '7t не пересекает ось ео , и задача (6) (а следовательно, и исходная

задача) решения не имеет. Если Zl ( )< О, ТО этот вектор возьмем
в качестве  -.После этих двух нестандартных maroB процесс
протекает уже однообразно: в качестве очередноrо вектора берется
= ( ++ f'). вычисляется z (р), и текущий вектор р заменяет р+

или  -,в зависимости от Знака .11 ( ).Процесс сходится со ско-

ростью 2-
k

, после ,...,.,20 итераций заканчивается, полаrается

а ==  O/  l,И ВЫЧ:lIСляется новый вектор g. Здесь же выясняется,
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не является ли величина е слишком малой. Для этоrо проверяется

условие 11 <11*/2, и, если оно выполнено, Е увеличивается (нап-
ример, умножением на 1.25). Переходя к блоку 2, выполняеl\I

очередную итерацию процесса.
О б о с н о в а н и е м е т о Д а. Прежде Bcero поясним смысл вели-

чины 11. Если при решении задачи minllX+  snhn Qудастся по-

лучить точку х == Х+  sJznтакую, что xlfo == О, т. е. х == л (х)е Е Р,
то величина л (х) даст нам точную оценку сверху для искомоrо л

miп :

F(g) Лmlп Л(Х). (7)
Обычно в конце процесса достиrаются малые, но все же отлич-

ные от нуля величины Ilxllo, поэтому оценка Лm1п сверху не является

точной. Тем не менее, ее можно считать практически достоверной.
Это следует из простой оценки: обозначим через g* вектор, опре-
деляющий rиперплоскость, опорную к Р в искомой точке лmtпе.
Обычно в процессе итераций g -+ g*. Имеем

лш1п==min(у, g*) (x,g*)==(x. g)+(x, g*-g) 
уЕР

==(х. g)+(XB. g._g) Л(Х)+ ХЕtlllg*-gll.
используя очевидное соотношение 11 ХВ 11 == 11 х 110 cos (с. е) ==

==llxllo(g, е)Лlg llеll, получим окончательную oцeНRy (уже ТОЧНУIО):

11:r: Па 11 (' - gll
F(g) Лmiп Л(Х)+ 11 gllll е 11

· (8)

Обычно в расчетах, кроме малости Ilxllo, получаем и малые значе-

ния IIg-g*11 (т. е. g -+g*). Поэтому оценка Лm!п (х, с) «практи-
чески достоверна)}. В то же время нетрудно построить пример
задачи, в которой при IlglI 1 и сколь уrодно малом значении Ilxllo
в точном решении I g*11 произвольно велика, и оценка имеет любую
заданную поrрешность. Это будут примеры «неустойчивых)} задач,
в которых малые изменения, например, Х, приводят к большим

изменениям Лmiп или даже к отсутствию решения. Заметим теперь,
что если процесс осуществляется с в=О, то свободными перемен-
ными будут лишь те, у которых H =(hn,g)=O, поэтому в процессе

решения задачи (2) точка х будет перемещаться в rиперплоскости G,

ортоrональной g, и величина л (х)=(х, g) не будет меняться. Если

удастся получить точку с Ilxllo=O, то это будет точное решение,

и F (g)= ЛJIl1п
= Л (х). Однако реально вычисления производятся

с Е > О И Л (х) > F (g). Величина 1'J показывает, какой выраба-
тывается в процессе итераций разница л (х)-р (g); если она слиш-

ком велика, Е уменьшается. В то же время работать со слишком

малым Е невыrодно: это замедляет скорость получения приближен-
Horo решения. Наиболее выrодным является максимальное Е,

обеспечивающее все же заданную оценку 11 < 11*. Эти соображения
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и определяют алrоритм подбора Е. Опыт вычислений (некоторые
примеры будут ниже обсуждены) покаэывает, что обычно в копле

процесса величина Е стабилиэируется. Поэтому в дальнейmеl\I
мы для простоты будем считать ее постоянной. Введем некоторые
полезные в дальнейшем rеометрические объекты. Обоэначим Q (точ-

нее, Q (g, Е» множество точек х == Х + snh"+ snh", причем
"ЕМ "ЕМ

в первой сумме s" фиксированы в положениях s (s:) при H >
> О « О), а во второй s" MoryT изменяться в пределах [s ,s:].
При Е=О множество Q было бы частью rраницы Р, при Е > О

Q может, вообще rоворя, включать и HeKo'fopЪYe близкие к rраницr.

внутренние точки Р. В частности, задача (2) есть поиск точки х Е Q,
ближайшей (в смысле метрики II.IIG) I{ оси k. мыI буде 1рассматри-
вать проекцию (т+1)-мерноrо пространства в двумерное, опреде-
ляемое векторами е и у. Именно, ВСЯI'ая точна хЕ р проектируется
в {.zO, zl}4

ZO= (х, g); Zl == (х. У)а8

Это проектирование MOjKIIO осуществлять и друrим спосоБО1\I.
Если хЕ р имеет представление х=Х+ snh", то ее проекция

"

Z== е+"1:.s,!I. (е - проекция Х). Эквивалентность этих двух спосо-
n

бов следует из формул для Н,,= {H ,H }.Мноrоrранник Р проек-

тируется в плоский мноrоrранник п, а Q - в множество q:

zEq: z==e+ s"fI"+ s"H".
"ЕМ "ЕМ

Прежде Bcero докажем простую лемму, обосновывающую выбор
параl\1етра а при вычислении HOBoro вектора g.

Лемма 1. Задача maxmin(x, g(a» эпвива.леnтnй сnроептиро-
ar хЕР

ваnnой вадаче .лUllейnоео nроера.м,.мuроваnuя (6).
Д о к а з а т е л ь с т в о:

шах min(x, g (а» = тах min (х+f sJt". g [1 - а(е. у)] + ау) ==

fX ХЕР fI B- 8 B+ "=1

=m X  }l{(X'g)+ is"(h,,.g)+a[(x. у)-(е. у)(Х. g)+

+ lв" {(h". у) - (е. y)(h". g)}]} =
=

 axm!n { + lB"H + а [е1 + lB"H ]}
(БЫJIИ использованы соотношения уG

== У и h
G
== h - НОе). Рас-

смотрим отобра)l{ение о в 'П: z == е + snf1n" В силу теорем
n
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двойственности задача (6) ЭRвивалентна задаче определения вектора
g= { 1; а} ИЗ условия тах min (z, g). Этим и устанавливается

CI .. Е1С

эквивалентность задач (6) и (5) в том смысле, что они определяют

одну и ту же величину а:

тах F(g(a» == тах min (х, g (0.»= тах min (z, е).
а fX хЕР fX ZE1t

Полезно еще заметить, что при gf/t= {1; О}
min{z, g*)=min(e+  snlln,g-)== min (ео +  snll )=F(g);
eE1t 8 8-:::;;;;.:::;;;;,+

это следует из Toro, что

F(g)=min(x, g)===шin(Х +  S,!t,Z' g)=шin(ео+  snl/ ).
zEP' в

Поскольку, как будет ниже Dоказано, при 11 у =1= о шах min (z, е) >
а 'E1t

> min (z, g), то данная процедура обеспечивает эволюцию век-

zE1t

тора g таким образом, что величина F (g) монотонно растет. Для
Toro чтобы получить отсюда сходимость к приближенному реше-
нию, нужно будет покаэать возмон,ность лишь следующих двух

случаев.
1. В процессе итераций IIxo 11 -+ О, т. е. получаем приближенное

решение, так как даже при фиксированном Е можно получить

оценку

л(х)<F(g)+ {s;-s;)'Н I.
nЕМ

Однако это очень rрубая оценка, и мы просто предполаrаем, что €

выбрано таким, что обеспечивается соотношение 1J < 1J*.
2. Если IlxllG > а > О, то каждая итерация процесса (пере-

счет g) сопровождается ростом F (g) на величину, не меньшую не-

KOToporo tJ. > о. Последнее противоречит оценке F (g) :< ЛmID
(считаем, что решение задачи существует и Лm!D конечно). Справед-
ливость этой альтернативы существенно связана со способом пре-
рывания итераций (внутренних) при решении задачи МИНИ1\'Iиза-

ции (2).
Л е м м а 2. В задаче (6) для всех nЕМ&

I H I> € I H I.
в самом деле,

I НО I

I
но

I
s 11 hп IIGп

-
1Z

-в тап как 11 YG 11 == 1.
I H I

-

(h'l' У)а 11 h" lIell Уа 1-
,

л е м м а 3. Пусть в nроцессе итераций (2), т. е. при noиспе

min х 'Ь' по.лучеnь't точ ах Е Q u сооrrюетсrru;ующее ей S I удов.ле-
xEQ
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творяющuе притерию d d*< 1. Тоеда все точпи z Е q лежат

nравее прямой Zl == р., еде р. = (1 - d) 11 х 110.
Д ок а 3 а тел ь с т в о. Вычислим (-1 = min Zl. Очевидно,

6Eq

(-1 = min {е
1 + snH + Sпll }=  l+ sn[l + min snH .

8 "ЕМ "ЕМ nEM . "Е.

Точка х= Х+ sJtn + SJt,z, причем Sn= S;; (S ) при n fE М.
nE1r 1zEM

Поэтому
N

{S
- S+ при [1 > о,

 = l+ SnH:Z+ H _n:
Нl<Оn=1 1zEM Sn

-

Sn при n
·

Таким образом, (-1 = (Х. У)а - dllXlla == IIXIIG (1 - d), так как у= xa/I\xa 11

(СМ. также формулу для d).
Теперь рассмотрим строение rpаницы 1t - ломаной у. Вершинам r

соответствуют точки Sn== {s; ИJIИ S;}, rранями ЯaJ}ЛЯЮТСЯ отреэки

(S; - s;;) Н,,, двум вершинам, принадлежащим одной и ТОЙ же rpaнlI,

соответствуют точки S, отличаlощиеся Jlиmь одним Sn: для одной

вершины S,,==S ,дЛЯ друrой S,,=S;;.
Л е м м а 4. Самая nизкая точ ав 1t, являющаясл решеnие.м,

задачи min(zO), имеет координаты {F(g), e1}, nриче.м,  I>0. Она
zЕп

.является nроепцией mочпи х Е Q, вычисляемой в блопе 2 алеD-

ритма.

Доказательство очевидно и опускается.

Введем теперь нумерацию rраней у, отсчитывая их nлево от

самой низкой точки 1t, как показано на рис. 79, с). I\аждая rрань

порождена СБОИМ вентором Нn'
И первой соответствует вектор [1"i'

ВТОроЙ - Н'п2 '
И Т. д.

Лемма 5. Нап.лоиь последователыlхx ерапей (т. e.I[I il[l il)
образуют .моиотоnио растущую с nомером i nocледователь1tость

(до тех пор, во всяlООМ случае, попа эти ераnи расnоложеnьz вправо
от оси zO' при услоеuu, что 1t пересекает ОСЬ ZO, т. е. что на даи-
ном этапе расчета не обнаружено отсутствие решения задачи).
Если i-я ераиь расположена в полосе О Zl (-1, то ее llаКЛО1t не

меньше Е.

Д О К а з а т е л ь с т в о: Монотонность намонов есть очевидное

следствие выпуклости 1t. Рассмотрим перву10 rp3HL. Для ооответ-

ствующеro индекса п 1 возможны два варианта:
1. n 1 Е М. Тоrда, по лемме 1, I H iH 1I > в; то же справедливо,

в силу монотонности нaKJIOHOB, И для остальных rpаней в полосе

[О, (-1].
2. n1 Е М. В этом СJlучае первая rрань целиком лежит в q;

следовательно, ее левая rраница лежит п})авее прямой Zl == (-1.
Подобный н{е анализ теперь проводится для ВТОрОЙ rрани и т. д.
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Таким образом, нанлон первой же rрани, левый конец КОТОроЙ по-

падает в полуплоскость Zl < (-1, обязательно превосходит Е. Лемма

доказана.
Т е о р е м а 1. Пусть по.лllЬZU итерациО1tnЬZЙ цик.л, nриводит

п переходу от вептора g{ )п c{ +1)(v - помер итерации). и пусть
этот переход осуществляется в ситуации, поеда nрuб.лижеnuое
реl11,еuие задачи (2) (min 11 х 110) дало точпу fi(V)

, причем d d:'.
 eQ

Тоеда

F (g(v+H) > F (g('I» + е 11 X(V) 110 (1 - d:'). (9)

Доказательство очевидным образом следует из леl\lМЫ 4 и из

Toro, что наклон rраницы l' на отрезне О Zl (-1 = 11 X(V) IIG (1 - d)
больше €.

Формула (9) доказывает сформулированную выше альтернативу
и, следовательно, сходимость к приближенному решению. Однако
должна быть доказана еще и

Л е м м а 6. В итерациоnном nроцессе nе может бь тъвацикли-
ваnия 1w nрuзnапу d > d* .

Д о к а э а т е л ь с т в о. Выясним rеометрический смысл ве-

личины d, которую здесь будем обозначать точнее d (х), х Е Q.
РаССМОТРИ1\'I прямую, соеДИНЯЮЩУIО (В rиперплоскости G, проходя-
щей череэ х ортоrонально g) начало координат с точкой Ха; она

имеет ВIJД ехо. Найдем в Q точну У из условия: min (у, Ха); про-
tlEQ

екция этой точки на прямую  Xoесть elX0 8 Нетрудно теперь про-

верить, что d(x)==(1-e1). Для дальнейшеrо важны следующие
три почти очевидных факта:

1) d (х) есть непрерывная функция х;

2) если х'" есть точное решение задачи minllx o'то d(x"')=O;
з:ЕQ

З) решение задачи (2) (minllxllQ) осуществляется сходящимся
xEQ

итерационным процессом; Сllедовательно, х--+- х., и В силу непре-

рывности d (х) о. Лемма доказана.
Заметим, однако, что непрерывность d (х) существенно связана

с конечными размерами области Q. При бесконечных размерах Q,
что бывает в задачах с односторонними оrраничениями неизвестных

Sn О, d (х) уже не является непрерывной функцией. Этот случай
нуждается в специальных дополнениях, которые подробно иэло-

жены в [94]. 3десь мы их не приводим. 3аl\1етим, что существует
очень простой способ обойти это затруднение, заменив односторон-
ние оrраничения О S" на двусторонние О S" S, rAe S -

достаточно большое число, так что задача от этоrо не меняется.

Выбор TaKoro большоrо числа был бы нетруден, однако простота
решения - обманчива: при большом S и, следовательно, при боль-
ших размерах Q достижение ситуации d (х) d* потребовало бы
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очень точноrо решения задачи milllJ ж  a, что связано с большими
з:ЕQ

затратами машипноrо времени. Обратимся теперь к рис. 79,
иллюстрирующему некоторые положения. На рис. 79, а) изобра-
)I{ен мноrоrраННИR 'lt, не пересекающийся с осью zO. В этом случае

Zo 20

о z' о z'

а) Нет решения 6) Есть решение

ZD

z'

6)
Рис. 79.

исходный мноrоrранник Р не пересекается с прямой ле, и задача

не тleeT решения. Этот факт обнаруживается при решении за-

дачи (6), если самая левая в n точка. решающая задачу mill (z, g)
bE-х

IIрИ е= {О; 1 }, расположена в правой ПОЛУПЛОСRОСТИ. Рис. 79, Ь)
IIJIЛIострирует процесс «деления вилки) при решении спроектиро-
наппой задачи. Показаны последовательно получаемые векторы g
11 ооотвеТСТВУЮlцие им точки в n, реШIИЗИРУlощие min (z, g).

6Е-х
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Рис. 80, а) поясняет rеометричеСI\ИЙ смысл величины d (х).
Наконец, рис. 80, Ь) поясняет, почему при больших размерах Q
ситуация d (ж) d* требует очень точвоrо приближения ТОЧRИ ж

R точке минимума х* величины IIxllO t х Е Q.

х*: arg minllxllG
X€a

d<1 d.":x 116

d>f

lJ)а)

Рис. 80.

А л r о р и т м реш е н и я s а Д а ч1'1 min х 'Ь. Прежде Bcero З8-

.xEQ

пишем задачу в терминах s,,:

minllX' + s"h,,11 '

8 "ЕМ G
rде Х'=Х+ Sпh'll.

"Е)(
(10)

Используются два способа реmепйя (10): метод покоординатноrо

спуска и метод сопряженных rрqдиентов. БОJlьшое число перемен-

ных s", n Е М, и наличие оrраничений s; 8" s , а также спе-

цифика задачи, состоящая в том, что векторь(Ь" для близких индек-
сов n близки между собой, потребовали введения некоторых допол-
нений в эти стандартные алrоритмы. Прежде Bcero вводится после-

довательность признаков 'lt", n=1, . .
., N, причем 'lt,,=O для nЕМ

и 'lt" > О для nЕМ. Решение задачи (10) начинается методом по-

Rоординатноrо спуска. Управление процессом осуществляется
с помощью двух признаков  l' е" смысл которых будет разъяснен
ниже.

1. Если 1t
tz+O, то '1C,,: 2(n=1 1 ..

_, N); кроме Toro,  l =O.
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2.  2:==0. Для n=1, . .
.,
N и 1t

n=2 проводится изменение

переменной S,. С целью минимизации IIxllo. Для этоrо вычисляется 8

из условия

min 11 х + 8h
n 11, т. е. 8 == - (х, h)O/II h" II .

I

Далее учитываются оrpаничения на S,,:

{
min (8, S-; - S,,) при 8 > О,

8s
n
==

( )  <отах о, s;- SN при U .

После этоrо пересчитываем Х:==Х+ &пh", s,,:=s,,+ &". I\роме Toro,
если Sп вышло на rраницу (S; или S;), то переменное S" временно
исключается И3 процесса тем, что 1t,,:=1, а Сам факт выхода на rpa-

ницу отмечается изменением признака е2 :=1..
3. После окончания цикла 2 мы мо)кем встретиться со следую-

lЦими комбинациями признаков:

а) е1=о;  2=1:тоrда полаrаем  1=1и переходим к 2.

Ь) е1=1;  2=1:в этом случае TOjKe переходим к 2.

с)  1=1; е2 ==о: переходим к 1.

d) е1=0;  2=0:в этом случае переходим к решению задачи (10)
методои сопряженных rрадиентов.

Поясним смысл TaKoro управления. Временное исключение

переменных имеет следующую цель: пусть переменная s" вышла

на s:; мон{но предположить, что и в дальнейшем в целях мивими-

вации Ilxlla эту переменную следует увеличить, но это уже неосу-

ществимо. Поэтому лучше не тратить времени на вычисление для
нее величины 8. Но этот вывод HecTpor, так как после выхода s"
на s точка х за счет изменения друrих s" изменилаоъ и, может быть,
нужно менять s" в друrую сторону. Поэтому различаются два

случая (с и d) при е2=0: если в цикле 2 не было случаев выхода
на rраницу, но часть переменных была исключена (е1== 1), то сле-

дует снова ВRЛЮЧИТЬ все s" в работу. Если же е2==о при е1 =0,
то это 0значает, что в решении задачи (10) оrраничения S-, s+

перестали иrрать роль (тоже, может быть, лишь временно) и за-

дача (10) стала задачей минимизации без оrраничений. В этой

ситуации метод покоординатноrо спуска становится неэффектив-
Hы,, u целесообразно перейти к методу сопряженных rрадиентов.
Правда, перед этим переходом полученная ситуация подверrается
анализу (см. выше). Если анализ показывает необходимость более
точноrо решения задачи (10), это делается следующим образом.

4. 71:
п:==2, если 71:,,+0 И s < S" < s:. Таким образом, будут

варьироваться только переменные s,z, не вышедшие на rраницу.
5. Для n==1, . . ., N и 71:,z==2 полаrаем Cп=-H (H =(x,hJG=

==дllхlll:lдSп вычислены в блоке анализа).

6. v == cпh,z.
1t,z=2

1/229 Р. п. Федоренно
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Это есть направление спуска для 11 х II . Находим предварительный
. (х, v)o

mar спуска решением задачи mlnllx+ vl ,Т. е.  =-
(

.

и, и)о
Далее находится действительный шаr спуска, учитывающий orpa-
ничевия переменных:

{
min min {де", s - s,,} при  c"> О,

1 1tn=2
8==-

сп тах тах { c", s;; - s,,} при  c"< о.
'A
n
-2

7. Пересчитываются вектор х и перемеIШые s,,:

х: = ж+ ov; S,,: == Sn + 8с" ('ltn == 2).

Здесь также отмечается факт выхода на rраницу, и если он имел

место, то соответствующая переменная S" ИСКЛIочается ('ltп =1),
вычисляются новые H (для 'lt

п=2) , И переходим к пункту 5.

8. Если выхода на rраницу не было, пересчитывается век-

тор {с,,} процедурой ортоrонализации (см. t 51) (все вычисления

ведутся лишь при
'lt
п=2):

а) вычисляются H ,
Ь) z == - H hп'

(z, v)o
с) c,,:==-H +( ) сп.

v, V G

Далее переходим к пункту 6.
Выше описан основной цикл метода сопряженных rрадиентов.

Таких циклов делается ,....."т, после чеrо происходит снова возврат

к покоординатному спуску (п.1). Поясним, почему сразу не исполь-

зуется метод сопряженных rрадиентов. В этом методе все перемен-
ные S" изменяются одновременно, и шаr определяется наИ1\'IеньшиltI

расстоянием одной из переменных до своей rраницы s- (8+). Пусть
этот rnar определяется переменной SJ. Однако в процессе участвуют

векторы h
fZ ,
близкие к hJ (напомним, что Ь" суть сеточное представле-

ние непрерывной функции w (t) в (1». Поэтому мноrие перемен-

ные s" лишь пемноrо не дотянут до своих rраниц. На следующеl\f
цикле процесса на rраницу выйдет одна из этих переменных,

причем смещение 8 будет очень малым, затем еще одна и т. д.

в целом процесс будет неэффективен, так как каждая итерация
метода сопряженных rрадиентов требует значительных предвари-

u

тельных вычислении.

О п ы т в ы ч и с л е н и й. Итерационный метод решения

задач линейноrо проrраммирования систематически использовался

автором начиная с 1963 r. Раэумеется, опыт эксплуатации метода

приводил к различным усовершенствованиям, и выте алrоритм

излож-ен таким, каким он сложился ко времени написания I\ниrи.

(Впрочем, в изложении опущены некоторые несущественньte де-
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тали). В основпом метод использовался при решении задач ОПТИ-

мальноrо управления, однако были проведены эксперименты
по проверке ero и в друrих условиях, близких к тем, которые

характерны для задач экономичеСRоrо содержания. В частности,
в (90] подробно описан опыт решения задачи очень высокой раз-

мерности (N 11000, т 5500)со слабо заполненной матрицей
( ЗО000 ненулевых элементов). В таблицах 1-3 покаЭ8Н харак-

терный пример решения задачи линейноrо проrраммирования
(N=130, т=90, b заполнялись случайными числами, равномерно

распределенными на [О, 1] для i==O, и на [-5, 5] для i=1, . .
., т).

Таблица 1

 *=0.002

., F (М) 1 (х) I IlxJIG I n i I . · 101

1 О О 117 3 2 10

2 0,543 0,547 111 4 2 8,2
3 1,212 1,230 107 6 4 6.7
4 1,954 1,972 106 7 4 5,5

21 7,215 7,228 89 15 4 1,0
22 7,258 7,271 80 20 6 {,2
23 7,731 7,750 79 21 6 1,4
24 7,782 7,800 76 21 7 {,1
41 12,980 13,005 56 35 6 1,1
42 13,161 13,189 55 36 12 1,3
43 14,003 14,031 52 36 15 1,5
44 {4,О84 14,115 45 40 {5 1,7
61 17,260 17,297 23 50 20 1,7
62 17,359 17,396 23 50 15 1,4
63 17,392 17,428 24 49 15 1,2
64 {7,414 17,448 23 52 20 1,3
65 17,496 17,531 20 52 25 1,5
81 19,554 19,598 10,6 65 31 1,9
82 19,596 19,640 10,5 66 41 {,5
83 19,621 19,660 22 56 45 1,3
84 19,627 19,666 10,3 67 59 1,4

101 20,946 20,991 5,4 77 72 5,7
102 21,065 21,110 5,4 76 95 4,6
103 21,117 21,162 5,3 78 55 3,8
104 21,153 21,200 4,9 79 91 3,1
111 21,322 21,363 3,0 80 110 1,5
112 21,373 21,414 2,6 79 106 1,8
113 21,389 21,429 2,6 80 ве 2,0
114 21,406 21,446 2,4 81 105 2,3
115 21,416 21,456 1,8 82 141 2,7
116 21,422 21,463 1,6 85 136 3,t
122 21,576 21,617 0,3 86 186 7,1
123 21,582 21,623 0,28 87 246 8,2
124 21,613 21,655 0,26 87 271 9,4
125 21,619 21,661 0,04 88 120 10,8

29*
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Таблица 2

'1l*=O,02

., F (g) 1 (х) IlxUG 11. i Е. 10.

i О 0,003 {17 3 2 10
2 0,543 0,566 109 5 2 12
3 1,456 1,526 {О4 9 4 13
4 2,649 2,697 {О4 9 2 {1
15 12,987 {3,251 55 36 12 18
16 {3,797 14,085 45 41 {8 2i
17 {4,302 {4,596 42 44 14 24
18 15,323 15,691 31 46 24 28
31 {9,612 20,001 9,2 71 67 16
32 19,685 20,084 8,1 71 52 18
33 19,963 20,361 7,7 72 53 2i
34 20,122 20,556 6,7 75 65 24
35 20,310 20,729 6,4 77 70 20
42 21,038 2i,474 {,6 83 133 27
43 21,076 21,504 0,78 86 209 3i
44 21,105 21,535 0,63 87 226 36
45 21,171 21,612 0,45 87 186 4i
46 21,229 21,660 0,04 88 120 54

Табли а3

 *=O,01

F (1) ). (х) Ilx IJG 11. i е . 10.

21 ii,126 {1,248 58 32 9 ii
22 11,980 12,13 56 34 9 13
23 12,94 {3,О9 55 35 {О 14
24 13,80 13,93 53 36 12 17
35 16,79 16,98 24 55 18 10
36 {7,25 {7,45 20 54 21 8,3
38 18,40 18,63 15 58 35 9,6
39 18,70 18,92 15 59 46 11
40 18,81 19,03 {4 6i 35 {3
53 20,96 21,22 4,7 80 126 12
54 2i,09 21,35 3,8 81 143 14
55 21,i3 21,39 2,8 82 124 16
56 21,19 21,44 1,9 81 123 18
57 21,22 21,49 {,О 86 197 2i
58 21,24 21,51 0,63 86 195 24
59 21,35 21,62 0,25 87 220 23
60

""

2i,383 21,663 0,002 88 300 20
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в таблицах показана эволюция в процессе решения следующих

величин: v - номер итерации, F (g), л (х), IIxllo, n - число индек-

сов в множестве М
а , i - число итераций метода сопря,кенных

rрадиентов при решении эадачи (2), (в этих расчетах метод по-

координатноrо спуска не использовался), и, наконец, Е. В этой

задаче е== {1, О, . .
., О}. Расчеты отличались лишь различным:и

требованиями к точности определения: 1l*==0,002 (табл. 1), "1 *=
=0,02 (табл. 2) и 1J*==:0,01 (табл. 3). Отметим следующие характер-
ные черты работы алrоритма.

1. Объеl\1 вычислений существенно связан с величиной 1J*.
2. Во всех трех расчетах была получена практически одна

и та )ке величина л (х)==22,660-22,663, в то '''е время оцепки

снизу отличаются заметно больше. Это- типичная ситуация, отме-

чавшаяся во всех друrих экспериментах: при раЗJIИЧIIЬ1Х требова-
ниях к точности ("1j*), алrоритм (при существеIIIlО разпых затратах
машинноrо времени) дает более ИJlИ l\lепее одно и то ,не решеllие у

отличается ЛИ111Ь 01\е1l],а СlJиау, т. е. rараптироваПIIая точность

решения. Поэтому в задачах типа (1), учитывая, что сама по себе

эта задача приБЛИiI(еНIIая и особая точность в ее решении не HYiI(Ha 

обычно "'fJ* 0,1.
3. Значительный перерасход маШИН1Iоrо времени был связан

с тем, что метод сопряженных rрадиентов был не конечным, как это

утверждает теория, а лишь итерационным. Это связано с влияниеl\!

ошибок окруrления, не учитываемых теорией.
Особенно сильно это сказывается при большом ( 90)числе.

переменных 811' участвующих в задаче (2). Подчеркнем еще раз 
что этот пример расчета не характерен для аппроксимаций конти-

нуальных задач линейноrо проrраммирования (1). В последних
обычнот 1-:-10 и число итераций  т.Проводились экспери-
менты с очень l\Iалыми эначениями Е, при которых получаетсн

практически точное решение. Хотя в таких расчетах в задаче (2)
участвует всеrда небольшое ( т)число переменных и объем вы-

числений на каждую такую задачу невелик, в целом процесс
решения резко замедлялся, число итераций оказывалось СЛИШКОl\l

большим. Эти опыты подтверждают, что эадачи, происходящие
иэ (1), имеют свою специфику и ее следует использовать.

* 49. Итерациоиный метод решения специальной задачи

Rвадратическоrо проrра ировавия

Реализация метода проекции rрадиента в 18 привела к не-

обходимости решения следующей вспомоrательной задачи: найти
числа 8", n=1, 2, . .

.,
N из условий

N

min (s,/t +2 B ). (1)
n=l
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N

Х'+  s"h  O,i=1.2,...,т,
-=1

(2)

s;; <. Sn <: s;, n = 1, . .
., N. (3)

Использовался алrоритм приближенноrо решения задачи (1)-(3),
очень близкий по основным идеям китерационному алrоритму 48
и переходящий в иеrо при S -+ СО, коrда задача (1)-(3) превра-
щается в задачу линейноrо проrраммирования. Поэтому здесь

будут приведепы лишь основные формулы алrоритма, а некоторые
детали, по существу тождественные соответствующим деталям

алrоритма 48, будут опущены.

Входной информацией, определяющей работу алrоритма,
являются Xi

, S ,s:, s, h:Z, начальное значение (т+1)-мериоrо
вектора g== {1, gl, . .

., gт}, число ТJ*, характеризующее точность

решения по значению минимизируемой формы (1), числа  "опре-
деляющие заданную точность выполнения условий (2).

Удобно будет пользоваться иекоторыми простыми rеометри-

ческими объектами: прямоуrольник о В lV-мерном пространстве
({s; <: s" <: s:}, n===1, ..., N), (т+1)-мерный вектор е={1, О, ...

. .
., О}, Х= {О, Хl, . .

.,
Хт }. Образ о при отображении в (т+1)-

мерное пространство, обозначаемый Р:

N

х
О= (s,.h +2 B )

n=l

N

х'= х'+ s,.h ,
n=l

(4)

i == 1, 2,..., т.

Задачу (1)-(3) будем интерпретировать как задачу поиска точки

леЕ р с минимальным л=Л и ее прообраза в о.

1. Решается задача

min(x, g)= min { [S..(h..,g)+ 2 s:J+(X. g)j.з:ЕР B- 8 8+n=1

При ЭТОМ вычисляются

{
s;, если - S (h", g)< s;;,

s,,= s , если - S (h", g)> S:,
-8 (hn, g) - в остальных случаях,

и вектор Z= {хО , x
1

, . .
.,

х
т

} по формулам (4).
Вычисляется величина F (g)=(x, g), являющаяся для Л оценкой

снизу: F (g) <: Л=ЛmiП 8
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11. ПО заданному числу Е (алrоритм подбора KOToporo в точ-

ности совпадает с алrоритмом подбора е в 9 48) вычисляются новые

rраницы допустимых И8менений переменных Sп: S; с; Sп
c S:. в дальнейшем числам Sп будет разрешено меняться

в пределах [с;, с:]., и назначение этих отрезков делается так.
чтобы соответствующее перемещение точки ж (s) (см. (4» происхо-
дило почти в rиперплоскости (x-.f, g)=O. 3а:м:етим, что

д(х(s), g) _ +(h )дs'll
-

S S" n I g.

Определим теперь область изменения snl В которой

I
д (3: ; '

g) \ е Ilh"IIE , rде Il1t 'Iв = ( (h )2}"/'.
Эта область «(е-отреэок») имеет вид

S [- (h'l' g) - е IrhnllE] 8n S [- (h", g) + е Ilh,, B].

е-отрезок может лежать целиком левее S;;, тоrда с;;=c = s; может

лежать правее s ,и ТОl'да с; == c, === s . В этих случаях пере:мен-
ная Sn оказывается «закрепленной)} . F сли же «е-отрезок}) пересе-
кается с [S;;, s:J, ТО [с;, с:l есть их пересечение.

111. Решается задача

min I x(s)11E.
e- 8 C+

(5)

Друrими словами, решается задача минимизации квадратичной
формы:

т{
N

}2min х'
+ snh:z .

e- 8 C+i=1 n=1

Здесь используется та же самая комбинация покоординзтноrо

спуска и метода сопряженных rрадиентов, что и в 9 48 (закреплен-
ные переменные, разумеется, в процессе МИНИl.:Iизации не участ-

вуют). После HeKOToporo количества итераций полученная точка

х (s) подверrается анализу.
IV. Анализ. 1. Вычисляется величина

_ 2 t (х, g) - F (g) ,
тj -

I (х. g) + F (g)J
·

При тj > Тj* уменьшается е, и вычисления продолжаются перехо-

дом к 1. В противном случае анализ продолжается.
2. ПровеРЯIОТСЯ условия fxil  ,.Если все они выполнены,

задача решена с требуемой точностью.
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3. Выясняется, решена ли задача (5) с необходимой дl:я даль-
веЙШеrо точностью или итерации 111 следует продолжить. Для
этоrо находятся

tn

H:Z=(hn. х)в = 1.; (h:Z. х'),
;=1

и величина

d
1  N {Sn-

C; при H >O,
-- Н1

Х-

11 xlli
n=1

1l

sn -с:- при H <О.

Если d > д* (d* < 1 - задано), вычисления возвращаются
в блок 111 для уточнения решения (5) (см. 48). При d д* пере-
ходим к пересчету g.

v. НОВЫЙ вектор g ищется в форме

g (а)= g + ах. (Хв= {О. x
1
,..., ж

tп
}).

IIapaMeTp а определяется задачей

maxF[g(a)]=maxmin(g(a), z). (6)
· . 'ЕР

Переходя к s-представлению, получаем для а задачу

шах min { 2 B + в" (h". g) +
а B- 8 B+

n n

+а  (XE'h,,)+(X, g)+a(X. ХВ>}. (6")

т е о р е м а. Задача (7) эпвивалеnrrtпа nростейшей задаче пвад-
ратичеспоео nроера.ммироваnия

_min Izo+ (BnH +2 B )}в  B 8+
п=1

при условии
N

zl + SпH:z == О,
n=1

еде ll =(h'l'g), ZO==(X. g), Zl=(X. Х
Е).

Доказательство очевидно и опускается. Сама же задача ре-
шается алrОРИТМОl\l деления вилки, совпадающим, по существу,
с соответствующим алrоритмом в 48. Заметим, что здесь же может

:выясниться отсутствие решения задачи (6*) и, следовательно,

исходной задачи (1)-(3). После вычисления r,.. и HOBoro вектора g

переХОДИ1\'I к 1. Обоснование сходимости алrоритма может быть

проведено почти дословно теми же рассуждениями, которые
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использовались в 48 для Доказательства сходимости алrоритма
линейноrо проrраммирования. При в=О алrоритм превращается
в классический, сходяЩИЙся СО споростью rеометрической про-

rрессии, алrоритм cTporo выпуклоrо проrраммирования. При этом

исключается задача (5), решение I\ОТОРОЙ поrлощает б6льmую часть

машинноrо времени. Естественно возникает вопрос: а нельзя ли

обойтись этим классическим вариантом алrоритма? Был проведен
вычислительный эксперимент. Задача о спуске космичеспоrо аппа-

рата (9 37, расчет 4) реmалась методом проекции rрадиента, исполь-

зующим алrоритм решепия задачи квадратичноrо проrраммиро-
вания. Была сделана попытка повторить этот расчет с единствен-

ным изменением: е==О. Затратив на 50% больше машинноrо вре-
мени, чем занял весь расчет ;м 4, удалось выполнить лишь шесть

итераций, причем в наиболее леrких ситуациях, коrда условия

задачи rрубо нарупrены и решения эадачи квадратическоrо про-

rраммирования не существует. I\pOMe Toro, эти итерации прово-

дились в условиях малой размерности задачи т=2, тоrда как

большая часть расчета 4 проводилась при т= 9. Этот пример лиш-

ний раз показываеrr, кание проблемы MoryT возникнуть на низшем

уровне технолоrическоrо оформления эадачи, и почему автор
так скептически относится к работам, намечающим «принци-
пиальные пути» решения задачи и не доводящим дело до ее факти-
ческоrо репrения. В этом же расчете 4, после нескольких итераций
при е > О в ситуации т=5 была сделана попытка ПРОДОЛ)l{ИТЬ рас-
чет с е=О, И выданы подробные данные, иллюстрирующие ход

итерационноrо процесса решения задачи

шах шjn (х, g).
g хЕР

В табл. 1 показаны в зависимости от номера итерации v величины

min (х, g) и IlxJIE. Все происходит так, как предписывает теория:
min (х, g) монотонно растет, IlxllE стремится к нулю (немонотонно.
естественно). Только уж очень медленно! Разумеется, такие

эксперименты следует трактовать осторожно. Не исключено, что

можно ускорить сходимость классическоrо алrоритма cTporo вы-

пуклоrо проrраммирования, используя, например, метод сопря-
н{енных rрадиентов при решении задачи шах F (g), rде F (g) ==

g

==min (х, g). Этот рецепт звучит убедительно и, нажется, решает

проблему, так как F (g) вычисляется очень просто и точно, а раз-
мерность g не так уж велика (в расчетах, о которых шла речь,
не более 10). Однано эффективность метода сопряженных rрадиен-
тов существенно опирается на rладкость вторых производных F (g).
В задаче (1)-(3) можно ручаться за непрерывность F (g), ее диф-
ференцируемость, и, видимо, непрерывность первых производных.

ДальнеЙШая rладкость F (g) - сомнительна. Поэтому нужно
экспериментировать.

30 Р. п. ФедореВRО
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Табnица t

" I mln ( ,.> I 11 ж IIE " I mln(ж, .> 11 ж IIE

О 0,8912183 0,81757 100 0,9740760 0,062873
1 0,9174131 0,51412 101 0,9740770 0,045321
2 0,9440996 0,76911 102 0,9740780 0,062715
3 0,9460493 0,35608 103 0,9740800 0,062558
4 0,9495225 0,66098 104 0,9740800 0,062558
5 0,9508411 0,31650 105 0,9740810 0,045095
6 0,9529874 0,57525 130 0,9741052 0,060628

40 0,9701974 0,08634 13! 0,9741061 0,043761
41 0,9702791 0,071939 132 0,9741070 0,060477
42 О,970387! 0,085764 133 0,9741080 0,043653
43 0,9704701 0,071559 134 0,9741089 0,060329
44 0,9705774 0,085198 135 0,9741008 0,043546
45 0,9706619 0,071175 178 0,9741476 0,057448
70 0,9729668 0,079902 {79 0,9741484 0.041491
71 0,9730468 0,066844 180 0,9741493 0,057332
72 0,9731464 0,079536 181 0,9741501 0,041407
73 0,9732262 0,066699 182 0,9741509 0,057218
74 0,9733300 0,079150 183 0,9741518 0,041325
75 0,9734100 0,066569 184 0,9741526 0,057105

п р е Д о с т е р е ж е н и е. Опыт решения задач оптималь-

Horo управления методом проекции rрадиента еще не очень велик,

и некоторые детали не совсем ясны. Автор хотел бы предупредить
читателя о возможных осложнениях. Прежде Bcero, не очень ясен

вопрос о назначении величины 1j*, Бадающей требуемую относи-

тельную точность решения по значению минимизируемой формы (1).
В задаче ливейноrо проrраммирования (при 8=(0) форма (1)
имеет простой содержательный смысл - это значение ОРо [ои (. )],
и назначение ,.*=0,1 (0,2 или 0,05, если уrодно) в особых разъяе-
нениях не нуждается. В Бадаче квадратичноrо проrраммирования

форма (1) уже не имеет TaKoro простоrо Бначения, часто ее Бначение

бывает мноrо больше ОРо
= snh ,поэтому вопрос о наБначении У4*

осложняется. Не исключено, что следует раБработать алrОРИТIН

подбора ,.*, реаrирующий на резулътаты вычислений. Во всяком

случае, опыт покаБал, что следует наБначать существенно меньшие

значения YJ*, чем в задаче линейноrо проrрам:мирования. Хотя

практически удавалось (и без особоrо, в сущности, труда) найти YJ*,
обеспечивающее успеmное течение процесса в целом, автор затруд-
няется сформулировать естественные принципы ero выбора,
на основе которых можно было бы построить и алrоритм вычисле-

ния  *,подобно TOl\'IY н.а.к был построен алrоритм: вычисления 8

по  *.Видимо, ПОЭТОl\'IY метод uроепции rрадиента проиrрывал
u .

методу последовательнои линеаризации па последнеи стадии рас-

чета; так, расчет 2 (9 37), продолженнЫЙ д.альше, ае привел к улуч-
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mению результата: аначение минимизируемоrо функционала ста-

билизировалось на величине 521,5-522,0, тоrда как расчет при
8=00 привел к значению 520,3. Упомянутый выше зксперимен-
тальный подбор ТJ* осуществлялся очень просто, но существенно

опирался на имеющийся расчет 1 с S= 00: назначив некоторое  *
и не получив ревультатов, сопоставимых с ревультатами расчета 1,
автор предположил в качестве Dоаможной причины неудачи 'ipeg-
мерную rрубость решения задачи (1)-(3) и уменьшил тf. в ре-

вультате нескольких проб было найдено ТJ*, при котором процесс

решения задачи (расчет 2) протекал в основном аналоrично рас-

чету 1. В конце расчета, на стадии уточнения решения, видимо,

следовало скорректировать значение ТJ*. Этоrо, однако, сделано
не было.

Вероятно, можно задавать «естественные) вначения ТJ* O,1,
если использовать друrую формулу для ТJ:

11-
I F (tЧ) - (х. «) I _ I F (tЧ) - (х, с) I

-

1 >,p 1
-

I&Fol
·

Второй вопрос, возникающий при реализации метода, свиаав
с выбором единиц измерения для разных компонент управлеНИII.
Мы не будем рассматривать общей ситуации, но попробуем раао-
браться в проблеме на примере той же задачи о спуске космическоrо

аппарата. Управлением являются фУНI{ЦИЯ и (.) и параметр Т.

Пусть единицы измерения и (.) - фиксированы, и вопрос стоит
только о выборе единиц измерения Т. Запишем задачу (1)-(3)
в проиввольных единицах иамерения, выделив для наrлядности

переменную 8 (без индекса), имеющую Смысл БТ:

min{ (8.k2+-isв:)+(shО+2 r)} (7)

при условии

8.k + shl === О
"

(ради упрощения оrраничимся случаем т= 1, оrрапичения типа

8- 8 8+ тоже не будем выписывать). Проиаведем n задаче

замену переменных Т'= 11 Т (выберем друrую единицу измере-
ния Т). Тоrда задача примет вид

mjn{ (S.k +-isS )+[8'h
O + 2 (8/)2]} (7.)

при

 8.k +S'hl=O.
"

30*
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Разумеется, rраницы изменения переl\'Iенной s' должны быть

пересчитаны в соответствии с соотношением s' ==оТ'= р.оТ=
== I1S: (s'):I=== p.s:l:. 3аl\'Iетим, что при S== ro мы имели дело с задачей
линейноrо проrРal'rIмирования, решение которой не зависит от р.

в том Сl\'Iысле, что, решив задачу (7) и задачу (7*), ПОЛУЧИl\'I значе-

ния s и s', связаlШые соотношениеl\'I s' == p.s. Однако при S < ro

такой инвариантности уже нет, решения задач (7) и (7*) MoryT

существенно отличаться друr от друrа. В Cal\'IOl\'I деле, реШЮ'I (7*),
отбрасывая для простоты условия s-< s < s+. Вводя МНО}Rитель

Лаrранжа л, получим:

s..=-S(h +лh ;);Sl=-S C lto + hl). (8)

1 s
Таким образом, содержательная величина оТ==- s' == - -(ft0 + лhl

)
fJ. l-l.

сутцествепно зависит от l\'Iасmтаба 1-'-.

ИонеЧlIО, от 1-'- зависит и л:

Л=-{ h h +h; l}/{ (h Y+:2 (h
1

)2}.
позтому зависим:ость оТ от EJ. достаточно сложная, но некоторые
качественные выводы l\'IОЖНО делать и из форм:ул (8). Используеl\'I
их для определения EJ., руководствуясь слеДУЮЩИl\'I ПРИНП;ИПОl\'I:
так как ои (.) и оТ являются «равнопраВНЬThIи» компонентам:и

управления, следует стремиться R тому, чтобы вызываемые ими

вариации функционалов были величинами одноrо порядка. Вы-

числим, в частности, оРо == snh + shO и потребуем равенства (по
n

порядку величины)

 S,.h2 1 S(h +лhl)h l slhO= :2 S(hО+лh!)hО
.

п

Используя подобные соотношения, выберем масштаб 1-'- по усред-
ненной формуле

2
=_ (hi)2/i (h Y.

Эту величину EJ. будем считать естественной. Если вычисления

проводить с l\'IасштаБОl\'I 11, существенно ббЛЬШИl\'I eCTecTBeHHoro,
l\'IЫ столкнемся с Tel\'I, что практически oT O,и процесс МИНИl\'IИ-

зации приведет к управлению, оптимальному при постоянном,
в сущности, Т, задаННОl\'I начаЛЬНЫl\'I приближением. РаЗУl\'Iеется,
после этоrо ситуап;ия изменится, уже нельзя пренебреrать в фор-
мулах (8) влиянием л и делать выводы о практически неИЗl\'Iенном:

Т. Однако одновременно дело ОСJIощняется тем:! что вариап;ия
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ои (.), не влияя на ОРо , порождает поrрешности О (1IoиJl2) в усло-

виях, поrашение которых и становится ОСНОВНЫМ назначение I

вариации 8и (.), оТ. ВО ВСЯКО Iслучае, ПРОI.J;есс rvJини mзац;ии
по т существенно осложняется.

50. l\10ди(I)III ироваНJI8f1 функция Лаrранжа

Стре Iлениесвести  Jадачу на УСJIОВJIЫЙ экстреrvJУМ к задаче

безусловной оптим:изации nсе1'да было одной из ведущих тенден-

п;ий теории ЭКСТ[JСl\lаЛLНЫХ задач. Это сведение осуществляется
фундам:ентальной теорем:ой Куна-ТаКl\ера. Задача

min fO (и) при условиях ji (а) == О, i == 1, . .
.,
т (1)

иЕи

при некоторых условиях  I nиnа.JIеIТТllасуперПО3ИI\И и безуслов-
ных задач

тах F(g),
g

rдо F (g) == min А (п, g),
иЕи

(2)
,п

а функция ЛarраНi!(а имеет вид А (и, g)==f (и)+ glfi(и). Если
t.=!

какое-то условие И Iеетформ:у неравенства: fl (и) < о, появля-

ется соответствующее оrраничение  mожителяЛаrранжа gi > о.
Попытки использовать редукп;ию (2) в расчетах были не очень

успеmны m:либо в реальных задачах не БJJIЛО выпуклости /0,

.Jlибо, если даiке вьmУКЛОСТJ) БI Iлаrарантировапа, радиус кривизны

поверхности {fO(ug),..., f'т (ии)}' l'де и
у
=== aI"g mill А (и, с) (множи-

rtEU

тели Лаrранжа g задают параметризаЦИIО этой поверхности)
оказывался слишком большим, а сходимость

- очень медленной;
особенно плохо выполнялись условия fi (и)===О. В дальнейmе I
в центре внимания оказался друrой способ, использующий сведе-
ние (1) к задаче

min f* (и),
иЕи

т

rде f.(u}==fO(u)+ (ll [fi (и)]2,
i=l

(3)

rде а;
- большие числа, коэффициенты штрафа. Если условие

имеет вид f' (и) < О, в (3) берется не [ji (и)]2, а [шах (fi, 0)]2.
Задача (3) не эквивалентна (1), но аППРОКСИ Iируетее с Te Iболь-
шей точностью, че Iбольше а. Конструкция (3) в HeKOTopO Iроде
зам:ечательна: это универсальное средство, позволяющее спра-
виться с любым:и трудностям:и. Если в задаче встречаются какие-то
сложные оrрапичения (условия) и не о эвьясно, как их обеспе-

чить, всеrда l\IO}l(HO сказать: эти условия MoryT быть учтены мет0-

ДO ImтрафНI)]Х ФУIII(ЦИЙ. После Toro как конструкция (3) получила

достаточно ПОЛIIое м:атем:атичеспое обоснование (доказательства
Teope Iо СХОДИ1\fОСТИ при (l ro решения (3) к решению (1) были

опубликоnаны l\IIlОI'ИI\{И авторами независимо), начались и попытки
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использовать (3) в практических расчетах, и как только они вышли

за пределы тестов, отношение к методу штрафных функций стало

более скептическим. Оказалось, что при больших а. функция
f* (и) становится очень неrладкой, трудной для алrоритмов мини-

мизации, а полученные результаты не очень надежны и часто сом-

нительны. Если же а. недостаточно велики, сказывается неэкви-

валентность задач (1) и (3). Трудной пробле IОЙоказался подбор
коэффициентов cx,i' особенно при большом числе оrраничений т.

В последние rоды появились работы, в которых объединяются

конструкции (2) и (3) в так называе IОЙмодuфUЦUРО8аnnой фуn -
ции Лаераnжа (М. Ф. л.) 

т tn

М(и, л, a)=f(и)+  g.f'(и)+;  [f'(и)r, (4)
';=1 i=l

причем козффициент штрафа rJ., уже не обязательно должен быть
т

велик, слаrаемое сх. [ji (и)]2 имеет целью лишь обеспечить вы-

l=l

пуклость вниз упомянутой поверхности (быть может, только

в окрестности решения) с не очень большим радиусом кривизны.
Первые опыты ПРИl\tIенения М. Ф. л. оказались обнадеживаю-
щими, во всяком случае, они продемонстрировали определенный
проrресс по сравнению с методами, использующими (2) или (3).

АлrОРИТ I решения задачи (1) с ПО IОЩЬЮконструкции (4)
является «двухступенчатым». Пусть имеется некоторое прибли-
жение {и, С, сх.}. Сначала решается задача

min М (и, С, сх.). (5)
-ell

Используется какой-нибудь алrоритм безусловной оптимизации,

например, метод rрадиента, усиленный привлечением идей метода

сопряженных rрадиентов. Точка и используется, как начальная

в зтом процессе спуска. После 3Toro в новой точке {и, С, сх.} дела-
ется пересчет множителей Лаrранжа:

gi: = gi + af' (и). (6)

Из операций (5), (6) и состоит основной итерационный ЦИRЛ.

Теоретическими исследованИЯ IИ доказана сходимость l\lетода

(аккуратные ФОР IУЛИРОВRИтеорем см. в [10], [11], [25]) со ско-

ростью rеометрической проrрессии, знаменатель которой может

быть сделан сколь уrодно малым за счет достаточно больmоrо сх..

Однако этот результат не очень полезен в практической работе:
дело в том, что увеличение сх. повышает эффективность «BHemHero»

итерационноrо цикла (5), (6), по одновременно отрицательно ска-

зывается на зффективности «BRyTpeHHero» итерационноrо про-
цесса, с помощью KOToporo решается задача (5). В чаСТIIОСТИ 1
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при очень больших значениях а. М. Ф. л. (4) переходит в конст-

рукцию (3) метода штрафных функций со всеми присущими ей

недостатками. Поэтому, хотя сходимость доказывается дЛЯ ЛIО-

боrо а., подбор «оптимальноrо) а и В (4) иrрает большую,  IO)KHO

сказать, опредеЛЯЮЩУIО роль. В настоящее время опыт решения
задач с помощью М. Ф. л. еще не очень велик и недостаточно ос-

вещен в литературе. Наиболее продвинутыми ЯВЛЯIОТСЯ прило-
женил М. Ф. л. к решению задач липейноrо проrраммирования.
Опыт вычислений освещен в ротапринтных публикациях [10],

[11], [74]. Мы разберем этот случай подробнее, так как в зада-

чах линейноrо проrраммирования заведомо выnолнеlDЫ условия

Teope Iсходимости, а схема метода, осноnаиноrо на М. Ф. Л.,

обнаруживает определенное сходство со схемой итераl ИОlIlIоrо
метода 48.

Модифицированная функция ЛаrраНЖ8
в з а Д а чах л и н е й н о r о про r р а м м и р о в а в и я.

Здесь нам будет удобно использовать для задачи линейноrо про-

rраммиропания следующую КОМПaRТIIУIО запие,): найти min (hO, s)
.

при условиях

Х+Hs=O, S- 8 S, (7)

rде S= {81 , Sl, ..., 8N}; Х - задапный вектор размерности т;

hO, s-, s+ - заданные векторы разrvJерпости N; Н - заданная мат-

рица N т. Модифицированная функция ЛаrраНiка для вадачи

(7) имеет вид

M(s. g, a) =: (hO, s)+(g. X+Hs)+ ; I,X+Hsl . (8)

Решение задачи (7) осуществляется черепованием следующих
операций:

1. При фиксированных С, а находится min М(В, g, а). Раву-
в

'.lеется, речь идет о приближенном решении, определяемом задан-
ным числом К итераций Toro же типа, например, которые исполь-

зуются в алrОРИТ Iе 48. Ведь и в данном случае речь идет о на-

хождении минимума квадратичной формы с двусторонними отра-
пичениями переменпых  .

11. Делается один шаr в целях максимиз8ЦИИ М по двой-
CTBeHHЬTh'I переменныIM g:

g: == g + ах, х= Х+н8. (9)

Первая операция преследует те же цели, которые в алrоритме
48 осуществляют блоки 2 и 3. Только там предварительно раз-

делены ресурсы (величины 8
n): часть из них (nEN.) цеЛИКО I

определяется вадачей min {(hO, 8)+(g, X+Hs)}, друrая часть

(n Е N.), которая в силу условия H =h +(hn,g) Oмало ЧТО
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дает для м:ипимизации {(hO, 8)+ (g, Х+н8) }, цеЛИКО lопределя-
eTcя интересами  lинимизацииIIX+HsIl2. В (8) эти цели совмещены,

приче lвыбор а определяет (неявным и трудно контролируеМЫ l

спосоБО l)приоритет Toro или друrоrо фактора. Операция 11 -

пересчет g по фОР lуле(9) - аналоrична используе lОЙи в методе

48. Основная разница в том, что в 48 параметр а определяется
четкой задачей

maxmin{(hO, 8)+(g+ax, Х+Н8)},
о. 8

здесь же параметр а назначается. Обоснованию формулы (9)
предпоmле l некоторые простые факты.

Л е м м а 1. ОБО8naчu.м, через А миnuмаЛЪ1l0е з1tачеnие формь 
(hO, s) в решеnuи задачи (7). Тоеда при любом g имеет место оцеnка
min М (8, g, а) <: А.

·

7Доказательство. Пусть s -решение задачи (), т. е.

(hO, s.)==Л, Х +Hs.=O. Тоrда

minM(s, g, a)<:M(s*, g, а)=
в

== (hO, s.) -f- (g, Х + нs.)+ ; 11 х+ н8.112 == А.

Теорема 1. Пусть при пe oтopь."xg u а minM{s. g, а) до-
в

СlпU2ается в точке s', д.ля  oтopoйХ + нs' == о. Тоеда s' есть ре-

шение задачи (7).
Д о R а з а т е л ь с т в о. В этом случае (ho.. s') определяет оценну

А как сверху, так, в силу леммы j
,
и снизу. Следовательно

(hO, s') == А.

Лемма 2. Пусть точпа s. мunuмuзuрует значение M(s, С, а).
Тоеда переход вектору g* == g+ ах., еде х. == Х+ Н8., nриводиlп
п росту фуn цuuМ.

В самом деле,

М (s., g+ax., a)==(hO, s.)+(g+ax., X+lfs.)+ ; IIX+Hs.112 ==

=(11,0, s.) + (g, Х+ 88.)+ ; 11 Х+ Hs.11
2
+ а (х., Х +Н8*).

Итак, М (8*, g+ax*, а)=М (s*, g, а)+аllх*1I2. Этот факт и

служит ОПР8вдание 1формулы (9). Заметим, однако, что это не со-

всем то, что нужно. Более важным было бы доказательство соот-

ношения

min М (s, g + a:i\ а) > min М (8, С, а).
в в

Однако- оно, вообще rоворя, места не имеет. Тем не менее, исполь-

зование фОР lУЛЫ(9) обосновано доказательством сходимости про-

цесса в целом (см. [63], [64], [25]). Друrим ОСIIованием ФОР lУЛЫ
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(9) служит следующее рассуждение. Рассмотрим для простоты

задачу без оrраничений на переменные s. Тоrда В точке s. ==

==argminM(s, g, а) можно вычислить производную дМ/дs и при-
в

равнять нулю. ПОЛУЧИ I

д:: =hO+H*g+aH*(X+ 8s'")=hO+ Er(g +ах*),

х*==.Х +Н8*.
Если бы вектор g обеспечивал при нахождении Jnin М (8, е, а) вы-

в

полнение условия Х+ [[8" == О, мы имели бы соотношение hO +
+H*g= о. Это тоже служит основанием для Toro, чтобы новое

значение g брать в виде g + ах*. Можно было бы попытаться, рас-
с ютреводнопара IетрическуюКОНСТРУКЦliЮ g ( )== g +  x*, опреде-
лить параметр реIПением естественной задачи

т:х
m

s

iJl {(hO, s)+(g+ x",Х+ 8s)+ IIX + 8sI12}. (10)

Однако решение этой зада1lИ БЫJlО бы слишком сложным. В ме-

тоде 48 аналоrичная задача для определения параметра а:

шах mil1 (g + ау, х)  Iоrла быть решена блаrодаря тому, ЧТО явно
о. хЕР

выписывается решение задачи min(g, х) при любом g.
хЕР

О П Ы т в ы ч и с л е н и й. Первые ПРИl\lеры решения задач
линейноrо проrраммирования с ПО IОЩЫОМ. Ф. л. были прове-
дены в [74], зате Iпоследовали аналоrичные работы [10], [11],
(К сожалению, эти публикации практически недостynны широ-

ному Kpyry читателей). Реализация алrоритма привела к не-

обходимости более точно определить некоторые детали вычисли-

тельной технолоrии. В частности, в [74] для ускорения сходи-
 IОСТИформула (9) была преобразована в g: =g+ тах*, rде l' > 1 -

некоторый множитель, подбирае IЫЙ экспеРИ1\'Iентально. В [10],
[11] реКО Iендуетсяследующая техника:

I Внутренние итерации решения задачи min М (8, g, а) пе-
в

дутся до выполнения критерия IlaM/asll U,21IX+Hslt,причем
при вычислении  дM/д811 учитываются только те компоненты

дМ/д8ft, для которых S; < s" < s .
11.* Если цикл внутренних итераций не привел к уменьше-

нию lIK+Hsll в 10 раз, параметр а удваивается. В противном слу-
чае он не  Iеняется.В работах [10], [11] утверждается, что алrо-

ритмы, использующие М. Ф. л., показали явное преИl\tIущество
перед алrОРИТ Iами,использующими штрафные функции, и перед
симплекс-методом, позволяя получить реIПение с нужной точно-

стью за существенно Аlеныпеe время. Приведены и соответствую-
щие числовые данные. R сожалению, все эти работы представляют
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собой достаточно распространенные примеры неправомерных

ВЫВОДОВ из полученных результатов. В этих работах (Н иим можно

добавить и [61]) полученное приближенное решение характери-
зуется двумя числами: машинным временем и величиной не-

вязки IIX+HslI в конце расчета. Сравнение тольно этих характе-
ристик служит основанием для заКЛIочений об эффективности алrо-

ритма. Между тем есть еще одна существенная харантеристика,
аналоrичиая используемой в 48 величине 7J. Она характеризует
точность решения по величине минимизируемой формы (hO , В).
Только в том случае, коrда метод позволил за меньшее время по-

лучить меньшие значения и IIX+HslI, и (hO, В), чем какой-то друrой,
можно rоворить о ero явном преимуществе. Сравнение же лишь

по величине IIX+Hs" не дает оснований для каких-либо вьшодов.
В упомянутых работах никакоrо сравнения по величине (hO, s)
не делается, и связанные с этим вопросы не обсуждаIОТСЯ, соот-

ветствующие числовые данные не приводятся. Таким образом,
опубликованные в (74], [10], (t1] данные поэволяют лишь утвер-

ждать, что был получен явный проrресс в решении задачи: найти

допустимый план задачи линейпоrо проrраммирования (3). Разу-
меется, не исключено, что на самом деле были получены непло-

хие реэультаты и в решении вадачи (3), однако опублинованные
данные не позволяют судить об этом. Некоторые основания трак-

товать результаты с малыми значениями IIX+Hs" нан решение
задачи (3) дает теорема 1. Однако ее применение требует уверен-
ности в том, что можно пренебречь отличием найденной точки s

ОТ точной точки минимума М (В, g, а) и величиной IIX+HslI. R со-

жалению, при больших значениях а быстро достиrаются очень

малые значения IIX+Hs", однано минимивация М (В, g, а) крайне
затруднена, протекает очень незффективно, и леrко припять
медленную сходимость за достижение минимума. Поэтому нуж-
но иметь нание-то объективные критерии, по которым данное а

можно считать БОЛЬШИ1\'I или малым. Автор может предположить

только следующий способ: получив малые значения IIX+HslI
(а что таное малое значение IIX+Hsll обычно в содержательных
задачах известно), следует оценить разность

IМ(sЙ, С, a)-minМ(s. g, 0)1.
.

(11)

Величина minM(s, g, O)=min{(hO, s)+(g, X+Hs)} леrко вы-

в .

числяется точно (см. формулу для F (с) в 48) и представляет
собой точную оценку снизу для A=min (hO, В), тоrда как М (в*,
g, а) является хорошей (при IIX+Hsll=O - точной) оценкой А

сверху. ПО существу, это то же самое, что и используемая нами

в 48 величина 'rJ. :Кстати, читатель леrко поймет, что ивложен-

ная выше техника реrулирования числа внутренних итераций
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и величина 0,2 в пункте 1*, предложенная в [11 З, явно имеет в виду

только получение малых значений "Х+Нв" и совершенно не учи-

тывает необходимость получения соответственно  Iалойвеличины

(11). В какой-то мере  IОЖНОучесть и интересы величины 1J, за-

давая малые стартовые значения а, но это способ очень ненадеж-

ный. Автором были проведены некоторые экспеРИ Iентыпо реше-

нию вадачи линейноrо проrраммирования С помощью М. Ф. л.

Расчеты проводились с задачей, матрица которой h З8полвялась
случаЙНЫ IИчислами; B =O,8:=00, Х' также были случайными.
В первом примере реmалась задача с т=10, N=20. Параметры
а и К (число внутренних итераций в минимизации М (8, К, а)
8 процессе покоординатноrо спуска) были назначены из сравне-

ния характерных величины Х, h, никаRоrо спец;иальноrо их под-

бора не производилось. Первая же попытка оказалась удачной:
за 70 итераций (т. е. пересчетов вектора g) БЫJIО получено решение
с   0,7%,IIX+lfsl' O,00411ХН. в действительности при более

удачном выборе К и а можно было бы получить и лучшие резуль-
таты. Следующий эксперимент проводился на задаче с т=30,
N=50. В этом случае уже пришлось приложить определенные уси-
лия по подбору пара Iетров и усложнению caмoro алrоритма,

прежде чем удалось получить аналоrичные по точности резуль-
таты. Была проведена серия попыток решения одной и той же

задачи, в ходе которой подбирались параметры с целью получить
возможно более быструю сходимость. Каждый такой эксперимент
эанимал на БЭСМ-6 6-12 минут. В процессе отработки алrоритма
появились следующие усложнения.

1. Было подобрано число К. При заметно  Iеньmихзначениях К

процесс в целом был незффективен, при существенно больших -

каждая итерация была слиmКО Iдлительной, что тоже в конце

концов приводит к неудовлетворительной эффективности.
2. Был включен некоторый алrоритм пересчета параметра «1,

предусматривающий как увеличение, так и уменьшение «1.

3. Этот алrоритм реаrировал на две основные характеристики
приближенноrо решения 

I m1nM (8, «, а) - m nM(8, «, О) I
1j =

I m!nM (В, С, О) I
·

IIX+H811
r==

IIXII
'

и имел цеJIЬЮ получить более или менее равномерное  тремление
обеих хараRтеристик R ВУЛIО.

4. Пересчет а после каждой итерации оказался неудачным.
Был введен период 1t итераций депапцсь vри пе:измепном а 1

ватек а. переочитывалось и т. д.
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5. В формулу (9) был введен параметр .: с:=с+.ах. Он
подбирался экспериментально: из трех испробованных значений

у=О,1; 0,3; 1 IIаиболее удачным оказалось значение .==0,3.
В [74] рекомендуется значение . > 1. Это не противоречие,
а свидетельство Toro что нет универсальноrо наилучmеrо значе-

ния, в разных ситуап;иях наиболее эффективными оказываются

разные значения. Кроме Toro, в алrОРИТ Iбыли введены и друrие

параметры, имеющие меньшее влияние. Мы не приводим здесь
более точных сведений о значеlШЯХ пара Iетров, так как они

не имеют объективноrо С Iыслаи существенно связаны с данной

конкретной задачей. В друrой задаче нужны друrие значения.

Разум:еется, было бы нелепо ставить задачу об отыскании опти-

мальных значений napa IeTpoB. Следует разработать алrоритм
анализа получающихся в продессе решения характеристик 1J, r

(или еще каких-то), на основании KOToporo можно было бы при-
нимать решение об увеличении или уменьшении Toro или иноrо

параметра алrоритма. Этоrо автору сделать не удалось (в работах
[74], [11] такая задача и не ставилась). Получив приближенное
решение с характеристиками 'YJ и r, леrко понять, каков желае IЫЙ

характер дальнейшеrо хода вычислений также в терминах  ,r.

Так, если 1J r, следует постараться в дальнейшем, быть может,
несколько увеличив r - n осповном понин(ать  .Но как придать

дальнейшей эволюции r и нужный характер, изменяя параметры

К, а, .
- неясно. Однако результаты экспериментов оставили

у автора впечатление, что над этим стоит работать: приложив опре-
деленные усилия, можно получить на основе М. Ф. л. удобный
и эффективный алrоритм.

3 а  Iе ч а н и е. Иноrда М. Ф. л. вводится и интерпретиру-
ется несколько иначе. В обычной методике штрафных функций
с не очень большими коэффициентами штрафа не удается получить

хорошее вьmолнение условий jj (и)=О. Для Toro чтобы усилить

сходимость процесса, не увеличивая коэффициента штрафа, за-

дачу заменяют друrой, «сдвиrая» требуемые значения fj (и). Пусть
в процессе поиска получена какая-то точка и*, в которой j' (u*)=f=O
и в окрестности которой дальнейшая эволюция и происходит
слиmКО Iмедленно. Тоrда задача ИЗ Iеняется: вместо условий
/' (и)=О ставятся условия /' (и)==- f'(и*), rде - некоторый
множитель. Тоrда функция /* (и) (3) '4 ToдaЦIтрафцых функций
Jlревращается в

m

f. (и,  )== /0 (и) + a
l [jj (и) +  /;(и*)]2= /0 (и) +

i;:=l

т т т

+ 2ai f'(и) /; (и-) + а, rf' (и)]s +  2 а, [/ (и*)]2,
i::=l i==l j;::1

Последнее слаrае!dОР в lIроцессе ЫJlJI}I ф3а.ци рол не :prpaeT,
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а величины 2ai !'(иЙ) отождествляются с компонентами веКТОр8 g
в М. Ф. л.

М. Ф. J1. в задачах ОПТИ Iальноrо управления.
Рассмотрим стандартную задачу

minFo[и(.)]

при условиях

х=!(х, и), иЕи, Х(О)==ХО, Р.[и(.)]=О, i = 1, . . ., т.

ФУНЮJ;ионалы Р, [и (.)] буде I считать дифференцируемыми по

Фреше. Построение метода приближенноrо решения этой за-

дачи с ПО IОЩЬЮl\tI. Ф. л. приводит R чередующейся последова-
тельности задач.

1. При заданных векторе g= {gl' g2' . .
., gт} И параметре а.

решается задача на безусловный зкстремум:

minF*[и(.), g, а],
и(. )

m m

Р[и(.). g, а]=Ро[и(.)]+  giFi[и(.)]+;  FHи(,)],
i;:l -=1

11. Пересчет g (и, быть может, пересчет параметра а):

g,: = g, + aF, [и(. )].

9 51. Метод сопряженных rрадиевтов

Метод сопряженных rрадиентов является итерационным метО-

ДO Iнахождения МИНИl\tIУ Iа квадратичной формы. Характерная
ero особенность - конечность:  IИНИМУМдостиrается не более,
чем за n шаrов (n-размерность пространства). Вычислительная
схема  Iетодасопряженных rрадиентов была обобщена на задачи

нахождения МИНИМУ Iаобщих функций, не являющихся квадратич-
ными. Опыт вычислений показал высокую эффективность метода,
особенно в ситуациях, коrда метод простоrо спуска по rрадиенту
оказывался практически неработоспособ в силу крайне мед-

ленной сходимости. Ниже излаrается вычислительная схема ме-

тода в случае квадратичной функции, затем будет приведено
ero формальное обоснование. В заключение будет приведено
обобщение вычислительной схемы в спучае неквадраТИЧIlОЙ
функции.

Итак, решается следующая задача: найти точку х (в n-мервом
еВКЛИДОВОl\f пространстве), мицимизирующую квадратичную ФУНК-
ЦИЮ

f (х)= (а. х)+t (Gx, х); (1)
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G - заданные n-вектор и самосопряженная положительная

n-+ n-матрица; при такой G функция f (х) имеет еl1ииствеННУIО

ТОЧRУ МИПИИУМ8.

Приступая R описанию алrоритма, введем полевпое обозначе-
ние, пусть х, у

- два n-вектора. Тоrда можно определить линей-

ный оператор (n -+ n-матрицу) формальным выражением

А==(х. *)у.

rде * есть пустое место для арrуиента. По опреДeJIеиию, дейст-
вие А на произвольный n-вектор z задается выражением

Az == (х, z). у.

Разумеется, нетрудно вычислить элементы а;1 матрицы А через
компоненты х и у:

a'l==x'YI.

Друrими словами, j-я строка А есть вектор х, умноженный на

у1. ЛеrRО проверяется формула А *= (у, *) х. Кроме Toro, мы ис-

пользуем очевидную формулу для rрадиента 

/z(x)=a+Gx.

1. В ы ч и с л и т е л ь п а я с х е  Iа м е т о Д а

сопряженных rрадиентов

Мы опишем стандартный rnar алrоритма. Пусть имеются по-

лученные в предыдущих вычислениях:
х' , i-e приближение;

g4_rpадиент / в точке х': g' =/:z (х')= а + Gx';
Н' - матрица n -+ n.

Стандартный mar состоит в переходе к х
4+1

. с'+1. 8'+1.
1. ВычисляеТСII направление спуска r;+l/l ;

r;+I/I= -Н'с'.
2. Находится mar 8;+1/1 СПУСRа по r;+1/2, р mе иеuЗQД&tU1

min / (х' + s . r
i+1

/1).
.

. (а + Gx' r;'+I/I)
t. е. 8'''''/' =-

(
О" '.

'/
.

r'+ 1. Grl+ 1

3. Определяются прираЩ8вие х

 X'+I/I= 8,+1/17,+1/..

п спеДУ1ОЩsе првбпиже...

:е'+1 == z' + As'+J/,.



. 61] МЕТОД СОПРЯЖЕВВЫХ rРАДИЕИТОВ 47!

4. Вычисляется rpадиевт f (х) в точке х
'+1

:

к'+1 =1. (з;I+l) =0,+ Gз;I+l.

Отметим следующие используем:ые в дальнеЙШем соотношении

(l1xi+1/t, с'+1) = о. (2)
Это следствие TOro, что движение по ri+1/1 ведется до минимума

f (х + s · r
i+1/I).

5. Вычисление Н'+l: находим l1g,+l/.= g'+1 - gi, далее матрицы

(самосопряженные, как леrко видеть)
'+1/, _ (l1x

l+1
/., .) I1ж

i+1/1
А -

(
.

'1
.

'1)
,

AxS+
1, I1g'

f- :1

'+1/1 (H'l1g,+I/JI .) H'Ag,+I/f'
В =-

(НlAgH"" Ag'+'/.)
,

и, наконец,

If'+1 == Н' +Аi+J
/2
+ В l+l/l.

Этим основной шаr 38вертен. Заметим, что ПJЮцесс начинается

из произвольной точки %0, при НО==Е; все последующие матрицы
If' - самооопряженные.

11. Формаль но е о бос во в а н ие с х од имост И метод а

л е м м а 1. Для всез; i == 01 1, ... и.-меет ;место равенство

H'+lGl1xiiJ/s= l1zi+1/s.

Д О R а 3 а т е л ь С т в о.

1. H'+lGl1xi+'/1= (8' + А,+1/1+ Bl+'/I) Gl1з;l+I/:I.

Вычислим отдельно

i+1J ,+I/: (l1x,+I/:I Gl1x,+I/I) I1xl+
1/Z .

А IrtА ,.. 1 - ,
-

А
х.,+1/2\Z&.lw -

('+1/ .+1/)
- U ·

I1x 1, I1g' 2

Здесь было ИСПОЛЬЗ0вано важное соотношение

l1g,+I/1 == Gdз;'+'/",

которое следует ив определения

dg,+l/J= к'+1_ с'= {а + Gз;'+1} - {а + Gx'} =G (X'+l_ х').

2. B,+1/2Gl1x;'+I/1= _ (H'l1g;'+l/I,  AX;'+l/Z)H'l1g
l+1/1

_

(H'Ag"+I./z , I1g
i+1/1)

= _8'dgi+
1
/2 = -НiGdхi+I

/Z
.

Докаsаrrельство вакончено.
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ЛеМ Iа2. Пусть усташ)влеnы, соотnошеН,uя:

1) (dXi+
1
/2

, Gt1Xj+
1
/2)=O, О i< j k-1;

2) H
kGt1xi+

1/2 ==  Xi+l/2, О i k - 1.

ТО2да эти соотnоше'lUlЯ сnраьед.лuвы соответствеН,nо для

1) O i<j k;
2) O i<k.

(3аметим, что ДЛЯ начала индунп;ии имеем (k== 1).
1. HIGdx

1/2 == dx
1/. (лемма 1 при i = О).

2. (dX
1/2

, Gt1a;1
1/2) == о.)

Дока 3 а тел ь СТ В о. Пусть j =k;;::' 2, 0< i< k. Используем
соотношение

х
"
= X

k-1
+ dXk_1/2= х

" -2

+ dXk-11/2 + dx,,-1/2 =
. . .

. . . -== X
l+1
+ dXi+11/2 + . . . + dXk_I

/2
,

и вычислим

gk == а + Gxk
== а + Gx'+l + G (6Xi+11/2 + . . . + t1Xk-1/2) ==

== gj+l + G (t1xi+11/s + . . . + dXk_1/2).

'}'еперь вычислим (dXi+1
/2, gk) = (dXi+I

/2, gj+l) + (6Xi+l/z, G6Xi+11/2) +
+ . . . + (dXi+

1/2
, GdXk_1

/1) == О, так нак (dXi+1/t
, gl+l) == О - условие

движения до минимума f (х' + s · rr+
1/2), а (dxi-tJ/2

, Gt1Xj+
1
/2) О ДЛЯ

j == i + 1, . .
., k - 1 - по предположению индукции.

Итак, для i k - 1 установлено

(dx i+I
/2

, gk) == о.

По предположению индукции для i < k - 1: HkGdxi+1/Z == dxi+t
/2

,

следовательно,

(dXi+1/Z
, с") == О == (HkGdxi+1/2

, gk) == (6X
i+1

/2
, GJfkgk) =

=== _ (6x
i+t/2

, GdXk+l/I)/Sk+l/l,

так нак И Iеется соотношение Jfkgk = _6Xk+l/I/Sk+l/Z. Итак, (6Xi+I/ .
G6Xk+1

/2) == О для i < k- 1, и первая часть утверждения леl\<IМЫ

доказана.

Теперь устаНОВИ Iсоотношение

Hk+IGdxi+1
/2 == dXi+1

/J для i == О, 1'..., k,
и:мея

(dXl+t
/z , GdXk+1

/J) = О для i == О, 1,..., k - 1

и

H
k
Gt1xi+1

/2 == dxi;.l/. для i == О, 1'..., k - 1,
,

причем уже в лемме 1 получено

Hk+1Gdxk+
1
/.= dxk+'-/I.
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Итак, пусть i k -1.

H
k+lGdxi+1

/2 = [[kGdxjtJ/s + Аk+I/IGdxi+l/t + J)II:+'/»G6...1  I/..
Но

IfkGf1xi+I
/1 == dXf+I

/Z
,

( А k+l/1 GA i+1/Z)Ak+J/2Gdxi+l/1 ==
иХ , иХ

dx'r.f-1/2 == О,
( Zk+'/I.  k+I/2)

(Hkl1 ktJ/1 GA ;'+1/2)В'r.+
J

/ЧJ.Ахi+I/I =_ g t Х

11kdg"""II/J
([Jkl1gk+I/Z, I1g

k+1
/1)

,

так K8R (Нkdgk+'/I, Gf1xi+1/1) == (dglr.+1/I
, [[kG6,xi+l

/J) === (dg'r +'/I, d.Z'1 '/.) ==
= (GAXk+

1
/Z

, dx"+1/I) = О. как установлено JИIlIJlU. : IДUСI. UJJIJIU IICI1UJlI.-

зовано равенство

dg
'r.+I/Z = gk+l_ gk == {а -t- Gз;k l}- {а t- (;:l"') -=-= (; :l:'."'/'.

Лемма 2 доказана.
Теперь устаНОllИМ ПО3nОЛЯI0U ИОПllчаТIJ IIIJДУl l lLlUуТUОfJ)I Д()ПИЯ

леммы ДЛЯ k=2, т. е.

(dx'/z, Gf1x11/1) == о
H2Gf1x1/1 == dx

1/Z

H2Gt1x11/J == 6,х11/"

(i==U, j 1),
(i == О),
(i==1).

Лемма 1 для i == О дает [[lGt:!X
I/1 === dX

1/2 . Вычислим

(t1X
1/2

, GДх1'/2) == - (f1XI/2, s1
1/2GHlgl) ==

== _811/2 (H1GdX'/2, g1) == -81'/2 (f1X1/2, с1) == О

(В соответствии с (2) ДJШ i = О). Найдем
H2GdxJ/2 == HIGdx1/1 + A1

1/JGdx'12 + Bl'/2Gf1X
I/2

.

Но уже установлено HIGdx
1/1 = dx

1/Z
,
а равенства А

11/2Gdx
l/2= О и

B1
1/2Gdx

l/Z ==0 проверяются так же, как в доказательстве леммы 2.
Соотношение же [[2G6,x11/2 == dX

1/2 установлено в лемме 1.

Теперь МОЖНО сформулировать окончательный результат.
Т е о р е  Iа 1. Совокуппость посltедоваlnе.аьпо вы,uс.lbяемьl,хx п-век-

торов 6,х
1/2

, f1X11/2
,...,

6,XnJ/2 образует ортnoео1ШЛЬnЪZЙ в G-;мempипe
базuс (т. е. (f1xi+I/ ,GdXj+

I/2) = О при i =1= j). в это-м базисе устаШ)в-
лено n соотпошеnuй [[пGf1Xi+I/2 === 6,Xi+1

/2, i = О, 1, . .
.,
п - 1. Сltедо-

ваlnеЛЬ1l0, HпG==E, т. е. [r==Gl. Получеn1ШЯ на п-м шаее nро-

цесса точпа x
п+1

есть точ-па мииимума формы f (х) == (а, х) +
1

+2(Gx, х).

Доказательству подлежит лишь последнее утверждение. В самом

деле, последний шаr npоцесса И Iеетвид

:J!l+l= 3!+ f1xn+
1/2 =x + 8n+l/2rn+l/z = х'" - 8

n+
t/I[[пgп ==

== 3!- 8п+l/ -1(а + ах')= 3f - 8,,+1/23:" - 8n+l/ -la.

31 р п. Федоревко
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Теперь заметим, что минимум формы /(х) достиrается в точке х.,
удовлетворнющей уравнению

/.(х*) =0,  .е. X
ft

=-G-la.

Поскольку S,,+1/1 выбирается так, чтобы мипимивировать / (х!' + sr").
то Т8RИМ вначением на последнем mare процесса будет 8,,+1/2 = 1,
так как в этом случае х

n+1 == -G-la есть точное решение задачи.

Существуют различные вычислительные схемы  Iетодасопря-
женных rрадиентов, отличающиеся видом расчетных формул.
Будучи формально вквивалентными, эти равные схе IЫотлича-

ются друr от друrа объемом хранимой в процессе вычислений ин-

формации, числом операций на стандартный шаr и степенью ЧУВ-

ствительности алrоритма к ошибкам окруrления. Все эти факторы
становятся особенно важными при решении задач достаточно
высокой размерности.

Кроме Toro, различные фОР IЫалrоритма приводят R различ-

ным обобщениям ero на задачи с произвольными, не квадратич-
ными фУНКЦИЯ IИ.Эти обобщения, раЗУ Iеется, уже не вквива-

лентны друr друrу и с фОР Iальнойточки зрения. Ниже  Iblприведе I

некоторые формы метода сопряженных rрадиентов и соот-

ветствующие их обобщения на вадачи mil1 / (х) с произволъной
:х;

функцией / (х).
Покажем, как обобщается приведенная выше форма алrоритма.

Алrоритм 1.. Пусть в результате i итераций получены х'.
g'=/:z(x') и матрица п-+n Н' (вначале процесса xO-npоизволь-
ная точка, Н =Е). Переход к х'+l, g'+l, [/1+1 осуществляется опе-

рациями:

1.

2.

з.

4.

5.

r
i +1/s = Н'с'.

Si+
1/1= arg min / (х

4
+ 8ritJ/2).

в

dXi+1/1 = 8
l+'-/2rl+

1
/1

; х'+1 == х' + dxl-тl/s .

g4+1 = f:x; (х
'+1), dg'+'/. === с'+1 - g'.

. (t:.X,+I/1 .) t:.x
l+1/"

A,,+I/I -
, ·

-

(t:.X'+l/I, /}gl+I/Z)
,

( R'!J.gl+'/1 .) Ri/}gi+
1/2

Bi+
1/s - _ ·
-

(R'/}gl+I/2 , /}g,..l/,,)
Н'+1= Н'+Аi+1

/1 + Вi+1/2.

Эта форма алrоритма требует вычисления только rрадиента

функции f (х) и решения (видимо, достаточно точноrо) одномер-
ной вадачи min f (Х+8. Т). Кроме Toro, в процессе решения исполь-

зуется матрица Н. Эта форма алrоритма, видимо, не так чувстви-

тельна и ошибкам окруrления, как некоторые  руrие,более эко-

номные с точки врения объема памяти и числа операций. Однако
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применение этой формы в задачах высокой равмерности (вовви-
кающих, например, при конечномерной аппроксимации вадач

в функциональном пространстве) может оказаться ватруднитель-

НЫМ. Рассмотрим алrоритм с точки зрения объема вычислений:

1) вычисление т: О (n
l) арифметических операций;

2) вычисление s можно оценить, например, в  10вычисле-

ний функции " если применяется алrоритм параболической ап-

проксимации (число 10, конечно, достаточно условно, но бливко

К реальному);
3) вычисление 6.х, х, 6.с: О (n) операций;
4} одно вычисление I:x; (х);
5) пересчет Н требует О (nl) арифметических операций (в оцен-

ках О (n), О (n
l) коэффициенты близки к 1).

Д р у r и е фор м ы м е т о Д а с о п р я ж е н н ы х r р а-

Д и е н т о в И и х о б о б Щ е н и я. ([62]). А л r о р и т м 11.

Рассмотрим вадачу с квадратичной формой
1

/(x)==2:(Gx, х)+(а, х); (G=G., G>O).

Пусть получены х', r
i-I/2 (в начале хО

- ПроИЗВОЛЪНО, r-
I/t= О).

1. g'=Gx'+a (g'=/s(x'
».

2. = (Gri-'/t, g')/(Grl-'/2, rl-I/z) (при r= О, = О).
3. rl+I/1= -с'+ . r

lJ/1
.

4. а= - (с', rl+I/I)j(Grl+'/s, r
l+1

/z).
5. х'+1 == х'

+ а · r
l+l

/z
.

Заметим, что параметр определяется условием ортоroнальности

(rl+
1
/., Grl-'/I) == О, а параметр а- условием

min 1 (х' + а . r
i+I/I).

са

Отметим, что, в отличие от алrоритма 1, в формулы алrоритма 11
явно входит и квадратичная фОР IаG (в алrоритме 1 форма G ио-

польвовалась лишь при вычислении rрадиента). Это обстоятель-
ство сказывается при обобщении алrоритма на проиввольпую
функцию f (х); ПрИ этом возникает необходимость заменить форму
G друrим подходящим объектом. Естественным апалоrом G ЯБ..

ляется матрица вторых проивводных f (х).
А л r о р и т м 11*. Пусть цолучены х', r'_I/I. Вычисляем:
1. g' == /:z (ж

'
).

2. G=f (X4).
3. = (GrlJ/., g')/(Gr

l-1/2
, r'-'/I).

4. r
l+l

/t= -с' +  r'-'/z.
5. а= arg min f (х

'
+ ar'+1/1) ,

.

 f+l= Zl+ (1 · r,+I/.,
31-
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Необходимость вычисления /хх (х) во  Iноrих задачах (особенно
высокой размерности, а именно такие задачи нас особенно ин-

тересуют в связи с численным решением задач оптимальноrо управ-

ления) препятствует применению алrоритма в такой форме.
А л r о р и т м 111. Пусть получены х', r

i-1/2
.

Вычисляем:

1.

2.

3.

4.

5.

g'==Gx'+a
= 11 g'11

2
/11 g'-111

2

ri+I/ == _gl +  ri-I/S!.
а == - (g', r

i+1/2 ).
х'+l == Х;' + а . r

i+1/z .

(g4 == fх (x
l
».

(при i== О, =0).

Можно показать (см. [62]), что формулы для в алrОРИТ Iах11

и 111 формально (если не учитывать ошибок окруrления) экви-

валентны. Обобщение алrоритма 111 на произвольную функцию
дает

Алrоритм
1.
2.
3.
4.

5.

111*. Пусть получены х', r
i-I

/2 . Вычисляем:

g' == fx (х').
== 11 g' 112/11 g'-1112.

ri+1/2 == -g. +  ri-I/2.
а == arg min f (x

l

+ С{ . r
i+I

/2),
а

X
i+1
= X

l
+ a.,r

i+1/2 .

Наконец ОТ Iетимеще одно обобщ ниеалrоритм:а ([62]).
А л r о р и т м 111**. Он отличается от 111* только ФОРJ\fУЛОЙ для

параметра  :
= (gi, gi _ g'-l)/II gi-1 112 (при i:= О, == О).

Мноrочисленные модификации алrоритма в случае квадратич-
ных функций f (х) Иl\tIеют целью ослабить влияние ошибок oKpyr-
лений. Вопрос зтот теоретически не разработан и исследуется
пока в основном экспериl\tIентально.

Для задач оптимальноrо управления, которые при конечно-

разносmой аППIЮксимации становятся задачами mil1 F [и] в про-
и

странстве высокой раЗ Iерности, удобными являются алrОРI!ТМЫ

111* и 111**, или аналоrичные им.

Б TO Iвиде, в KOTOPO Iони сфОР IУЛИРОВанывыше, алrОРИТ IЫ

примепимы к задачам с одним только МИНИ Iизируемым:функци-
оналом ро (и (.)]: пет условий-неравенств u Е и, нет дополни-

тельных условий Fj[и(.)]=O«O), i==1,..., т. Не очень

сложно обобщить алrоритм на случай простых оrрапичений типа

I и 1< 1 (покомпонентно). Такие обобщения предложены в [62],
испопЬ80:вались они и автором в расчетах [94] (Cl\I. i 48).
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Не ясно, как включить в схему l\lетода сопряженных rрадиен-
тов условия Fi [и (.)]=0(<;0), i==1, 2,..., т. Конечно, здеСI.,
как и в друrих затруднительных ситуациях, можно сослаться

на м:етод штрафных функц;ий и избавиться от условий Fj =().
наменив  Iинимизируемыйфункционал Fо [и (. )] на составной

т

F [и ( . ) 1 == Fо [и ( · ) I + АiF [и ( · )1,
i=l

введя в задачу большие парам:етры А со всеми вытекаЮЩИ1\lИ
из зтоrо отрицательными последствиями.

Метод сопряженных rрадиентов использовался aBTOpOl\1 11('

только в серийных расчетах задач ОПТИ1\'IRльноrо упраn.лОIl"ИJI

(в качестве одноrо из блоков решения задачи ЛИIIейноrо или ННПН--

ратичноrо проrраМ1нирования), но и в  IетодичеСI(ИХ !H\CIIO''L'ax
в условиях сравнительно высокой размерности. В чаСТПОС'I'И,
в 48 представлены результаты решения задачи линеЙНОl"О JI ро-

rраМ1НИРОВания итераIJ;ИОIIНЫМ меТОДО I, включающим: и Mo'rO)t

сопряженных rрадиентов. Видно, что сходимость метода пе СО()'I'-

ветствует теоретическим предсказаниям, что приводит К onpO)\OJI<'II-
ному (и заметному) перерасходу машинноrо вре Iени.Были про,,('
дены и специальные эксперименты по минимиsации фОР IЫ(Вх, II.l')
(G=B*B) со случайной матрицей В размеРО I 100х 100. 1/1(0-

пользовалась схема типа 111. Алrоритм не давал нужной TO'lII()CTlI

после 300-400 шаrов. Для У Iеньшениявлияния ошибои OI(PYI'-
ления была прим:енена комбинация cxe I11 и 111: четыре ИТСрUJ,ИИ
проводились с вычислением по схеме 111, 8 каждая пятnн-

по более rромоsдкой формуле cxe Ibl11. Это привело к улучнrСIIИIО

сходимости (выиrрыm можно оценить ЧИСЛО I 2),но проблеМlаl
не решило.

Как известно, в методе сопряженных rрадиентов послодова-

тельно вычисляе Iыенаправления спуска r
l-t/2 образуют G-ОртО-

rОН8ЛЬНУIО систему векторов. Были проведены зкспеРИМОIIТ})1
с целью выяснить, как постепенно из-за ошибок окруrления утра-
чивается ортоrональность. Для зтоrо в процессе решения запо-

мипались некоторые из r, отстоящие от текущеrо r'+I/z на 20-
30 итераций; таRИХ r было три: r', r", r"'. По  Iepeроста номера
итерации i эти векторы обновлялись (самый «старый» из IIИХ «за-

бывался» и заменялся текущим r'+1/2). Вычислялись величины

l'=(Gr' , r'), 1" =(Gr
j

, r'), 1'" =(Gr
l

, r"'). Результаты показали,
что величины i быстро становятся ненулевыми, хотя очень боль-
ших значений це достиrают. Обычно онп колеблются в пределах

0,01-0,1.
Делались попытки УЛУЧIIШть сходимость, делая добавочную

ортоrова.лиааци!о r "'I/, QТНОСl1теДЬПQ "ТИХ 13енторов r', r", r"',
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причем эти векторы брались JI такими, как описано выше, и не-

посредственно предшествующими r'+'/I. 3aмeтHoro улучшения
сходимости получить не удалось. Было бы важно разобраться
в вопросах влияния ошибок окруrления на сходимость метода

сопряженных rрадиентов. Не имея хорошей теории этоrо вопроса,

трудно разработать и методы улучшения сходимости. Можно

с достаточными основаниями утверждать, что существенным фак-
тором является число обусловленности матрицы G - отношение

минимальноrо собственноrо числа Ашln к максимальному А
mп, при-

чем чем меньше Amtn/Amax, тем сильнее портится сходимость метода.

Поэтому предложенный в [62] переход н базису, в котором G

становится возможно более близкой к Е, представляется убеди-
тельным.
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xl
- i..я компонента вентора фазовых переменных.

Uk - k-я I(омпонента вентора управляющих переменных.
f (ж... и) - правая часть системы 'Уравнений двин-\ения 'Управляемой системы.
f [' J - обозначение для определенной траеюории фУНl(l{ИИ:

f [t]:= f [х (t), U (t)], f:r [t] = l:r [х (t), и (О] и т. 11.

ф - вектор сопряженных переменных.
А*, I! - матрицы, сопряженные 1( А, /х.z
 x,аи, &Р, . . .

- единые символы для вариаций х, и, FI . . . cOOTBCТCТВClllln.
и (.), х (.)

- символы фУНI(ЦИЙ, рассматриваемых нан ТОЧRИ ФУIII(ЦИОIIIUIЫIЫХ IIPO-
странств.

u (t), ж (t) - значения и (.), х (.) в момеlIТ времени '.

F [и (.)] - стандартное обозначение для функционала от и (.).
дF [" ( .)]

д" (t)
- производная Фрешс фуш\ционала F [о ( · )].

w (t) &и (t), (w (t), &и (t» - обозначения для СRалярных произвеДСllиR.
U - область допустимых значений управления и.
f (х, и) - i-я I(омпонента BCRTQ.pa f (х, и).

дj"
/ж - матрица с 8лемеlIтами  .

дzJ

f (х, и) - множество точеl( f (х, и) для всех иЕ и.

conv - символ ВЫПУRЛОЙ оБОЛОЧRИ.
Н (х, ф, и) - фуннция r&мильтона.
r (х)=о - символическая запись I(раевых условий.
rx=o - символичесl(ая запись линейных однородных I<pncublx УСJIОltиR.
var и (.) - вариация ФУПRЦИИ и (.).
М'\. м' - разность множеств М и М'.

К" - I(ОН'УС допустимых по условию и (t)+ &и ('> Е U ВnРИl\ltий &и (.),

KF
- I(ОНУС возмущений значений фуннционалов.

arg mln / (х) - точна (или множество точеR), в иоторой достиrnnТСJI 1111rl! I r)
х

/ (х*) = max / (х) - определение ТОЧl<И х* нан arg щах j (;r.J.
х х

&и ('> - малая онрестность ТОЧRИ и (t).
6F - точное приращеlIие ФУНRционала.
Wi (t) - nроизводная по и (.) ФУНRl{ионала Fi [и (.) 1.
& (t-t') - &-фуннция Дираl(а.
== - обозначение «равно по определению); слева от 811al(O == IIОМUЩUUI'tНI ()I1.t"I'''.llnttМwl

объент, справа - определение.
" - номер итерации.
х tJ - для векторов х и у означает 'УRазаНllое СООТIIОIIJСIIИ() WIII ОJJ,I...иМРII.I.... If8tМIIШII*'I'r,
х а - для вентора х и Сl(аляра а овначает Уl(аЗnllllОО СnftТllttШnll.Н' "JHI II.HI.,.,tM '.I'M.I" 

ненты х.

: = - зван операции, заимствованный из язынn n.lIrnJI; ОПlII'lllln'r h....I"n.lI....n" ".''''..1111....

стоящей слева, по ФОРМ'У.1Iе, паписаllllОЙ r.lltHIIIII .rr UIIIHfI) ,

- знаl( «(примерно равно).
а "'"' Ь - величина а Toro же порядка, что и ВСЛl"IИII" 'J.

{о, . . .
, о, li. . . . , о} - вентор, i-я RОМПOlIClI'J'П 1(8t'I'.t.t.tI'C' .t""'111 1,

x={xl
, x

l
, . . . , x

t} - веюор, в фиrурпых ClC(.n..,.x .. 1....11 '.',МIIШ."'.'"".

[0.1 Т] - интервал изменения lIевависимnrо nJlrYMOtlTJI " t1t11tn 1
1n 1.1.'.'имnп....rarn ,"rnn

.ления.
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