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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Под общим названием «интегральные уравнения» известны 
вещи, порой мало похожие одна на другую. Их объединяет, 
однако, такая важная черта: в подавляющем большинстве слу- 
чаев дело идет OO уравнениях, содержащих неизвестную 
функцию под знаком ограниченного, а часто и вполне непре- 
рывного оператора, действующего в некотором функциональ- 

ном банаховом пространстве. 
Авторы имели целью дать изложение основных резуль- 

татов, относящихся к интегральным уравнениям. 
В книге изложены классические теории Фредгольма и 

Гильберта — Шмидта (главы Пи Ш); предшествующая этому 
глава | содержит описание важнейших типов интегральных 
уравнений и некоторые сведения об интегральных уравнениях, 
решаемых в «замкнутом» виде. Важным дополнением к главе I] 
и Ш является глава IV, содержащая теорию интегральных 
уравнений с неотрицательными ядрами; развитием этой теории 
мы в значительной мере обязаны работам М. Г. Крейна. 
Изложение первых четырех глав достаточно элементарное. 

Как известно, теория Фредгольма была обобщена на урав- 
нения, содержащие вполне непрерывные операторы. Этому 
обобщению посвящена глава V. 

В главе VI рассмотрены одномерные (т. е. с одной незави- 
симой переменной) сингулярные интегральные уравнения. От 
уравнений, рассмотренных в предшествующих главах, их 
существенно отличает то обстоятельство, что сингулярные ин- 
тегральные операторы не вполне непрерывны, а только огра- 
ничены в обычных функциональных пространствах. 

Перечисленные выше типы интегральных уравнений дали 
наибольшее количество приложений, поэтому непосредственно 
следующая глава УП посвящена приложениям интегральных 
уравнений к математической физике. Глава VIII содержит
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изложение теории «почти разностных» интегральных уравнений; 
сюда относятся такие важные типы интегральных уравнений, 
как уравнения Винера — Хопфа или парные интегральные 
уравнения. В главе IX приведены основные результаты теории 
многомерных сингулярных интегральных уравнений. В гла- 
вах VIII и IX, как и в главе УТ, дело идет об интегральных 
операторах ограниченных, но не вполне непрерывных. 

До сих пор речь шла только о линейных уравнениях. 
Глава Х — последняя в книге — посвящена нелинейным инте- 
гральным уравнениям. В этой главе излагаются признаки 
полной непрерывности нелинейных интегральных операторов; 
для уравнений, содержащих такие операторы, рассмотрены 

вопросы существования и единственности, а также продолже- 
ния и ветвления решений. 

Главы [-—Ш, УГ, [Х написаны С. Г. Михлиным. Главы 
IV, V, Х написали совместно IT. П. Забрейко, М. А. Красно- 
сельский и В. Я. Стеценко. Главу УП написал А. И. Коше- 
лев, главу УШ — Л. С. Раковщик. 

25 мая 1966 г. 

Авторы



ГЛАВА 1 

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 

Интегральное уравнение иногда определяют как уравнение, 
которое содержит неизвестную функцию под знаком интеграла. 
Такое определение вряд ли можно назвать удачным: оно че- 
ресчур широко, в нем не указано, какие еще действия, кроме 
интегрирования, можно производить над неизвестной функцией, 

а тогда в качестве интегральных будут выступать, например, 
и дифференциальные уравнения. Так, если допустить в урав- 
нении действие предельного перехода, то «интегральное» 
уравнение с неизвестной фупкцией u(x) 

X+h 

a(.c) lim [ HEF MO FEC=D a 4 6 (x) a(x) =f (x) 
h>0O * 

x 

на самом деле есть дифференциальное уравнение второго 
порядка 

а (х) и’ (хо (х)и(х) = f (x). 

В то же время точно описать допустимые действия над неиз- 
вестной функцией, при которых мы соглашаемся считать 
у; равнение интегральным, довольно трудно; в частности, нельзя 
изгнать действие предельного перехода, которое, по существу, 
входит, например, в определение сингулярного интеграла 
(гл. УГи IX), — тогда пришлось бы отказаться от рассмотре- 
ния сингулярных интегральных уравнений. 

Мы не будем пытаться давать общее определение инте- 
грального уравнения и ограничимся тем, что в следующих 
двух параграфах перечислим некоторые, наиболее важные, 
классы интегральных уравнений. 

Все рассматриваемые ниже функции предполагаются изме- 
римыми; это обстоятельство оговариваться не будет. Мы
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будем предполагать, что независимые переменные уравнения — 
вещественные, за исключением случаев, оговоренных 0с0бо; 
о функциях же, данных и искомых, мы будем допускать, 
что они могут принимать как вещественные, так и комплекс- 
ные значения. 

$1. Уравнения Фредгольма и Вольтерра 

1.1. Уравнение Фредгольма. Это один из наиболее 
важных, если не самый важный класс линейных интегральных 

уравнений. Различают уравнения Фредгольма первого и 
второго рода; более интересны и важны для приложений 
уравнения Фредгольма второго рода. В простейшем случае 
такое уравнение имеет вид 

b 

u(x)— | K(x, t) u(t) dt = f (x). (1.1) 

Здесь неизвестная функция и (х) зависит от вещественной пере- 
менной х, которая меняется в том же промежутке [a, 6], что и 
переменная интегрирования ¢; это требование относится ко всем 
без исключения классам интегральных уравнений, которые 
рассматриваются в настоящей книге. Промежуток [а, 6] может 
быть конечным или бесконечным. Функции К (x, В и f(x) 
предполагаются данными и определенными почти всюду соот- 
ветственно в квадрате A< x <b, а<Ё<и в промежутке 
a<x <b; функция К (x, В называется ядром интегрального 
уравнения (1.1), функция /(х) — свободным членом этого 
уравнения. О ядре K(x, ¢) уравнения Фредгольма мы пред- 
полагаем, что оно удовлетворяет неравенству 

b b 

[ [ike t) Рах dt < оо; (1.2) 
аа 

свободный член уравнения Фредгольма удовлетворяет нера- 
венству 

b 

[Уд Pax < оо. (1.3)
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Часто приходится рассматривать уравнения Фредгольма 
более общего вида. Пусть ® — измеримое множество в про- 
странстве любого числа переменных, x и Ё— точки этого 
множества, и — неотрицательная мера, определенная на Q. 
Уравнением Фредгольма мы будем также называть уравнение 

u(x)— | K(x. Du) dp) =F (x), (1.4) 
Q 

ядро К (x, В и свободный член f(x) которого удовлетворяют 
неравенствам 

Пк. Pane) dn ® < оо (1.5) 
Q Q 

[Пса < о. (1.6) 
Q 

Ядро К (x, f), удовлетворяющее неравенству (1.5), называется 
фредгольмовским. 

Решая уравнение Фредгольма (1.1), мы всегда будем пред- 
полагать, что искомая функция и(х) квадратично суммируема 
в (а, 6) и, следовательно, принадлежит функциональному 
пространству Lo(a, 6). Точно так же будем предполагать, 
что решение уравнения (1.4) принадлежит пространству 
Ly (pu, Q) функций, квадратично суммируемых в @ по мере |. 
Неравенства (1.3) и (1.6) означают, что тому же пространству 
принадлежит свободный член интегрального уравнения. 

Пусть ядро удовлетворяет неравенству (1.5). Выражение 

[ Ко, о фав® (1.7) 
Q 

определяет интегральный оператор, действующий в простран- 
стве L(t, 9); он называется оператором Фредгольма. Этот 
оператор переводит любую функцию, приналлежашую про- 
странству L,(p, 2), в функцию того же пространства; он 
ограничен: обозначая оператор Фредгольма через К, имеем 

ИКТ | ГПКС, о Рано ав ol” (1.8) 
2 2
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Если p(x) — лебегова мера: Аи (х) =4х, то оператор Фред- 
гольма действует в пространстве L, (62) и 

«< || [Пк орах at (1.8)) 
о о 

Чаще других приходится рассматривать случаи, когда 
© — либо область, либо поверхность в евклидовом простран- 
стве, а ад — соответственно либо элемент объема в этом 
пространстве, либо элемент площади поверхности ®. В част- 
ности, {2 может быть кривой линией, а du — элементом длины 
ЭТОЙ Линии. 

Если f(x)==0 (точнее, если f(x) обращается в нуль 
почти всюду в 4), то интегральное уравнение называется 
однородным, в противном случае (т. е. если f(x) отлично 
от нуля на множестве положительной меры) уравнение назы- 
вается неоднородны.м. 

Приведем несколько примеров фредгольмовских уравнений. 
Во всех этих примерах предполагается, что f(x) удовлетво- 
ряет неравенству (1.3) или соответственно (1.6). 

Пример 1.1. Пусть вещественные переменные х и # меняются 
в конечном промежутке [а, 6]. Если ядро К (x, Ё) ограничено в квал- 
рате а < х<ф, а< Ех Б, то уравнение (1.1) фредгольмовское. 

Пример 1.2. Уравнение (1.1) фредгольмовское и в том случае, 
когда промежуток [а, 8] по-прежнему конечный, а ядро представимо 
в виде 

A (x, t) 1 
’ a? = t, ха О<а< 5 a = cons 

roe A(x, Ё) — ограниченная функция. Действительно, пусть 
| A(x, t)] < С = const, Тогда 

b b b b 
г dx dt 

b b 
Pid a dt 

К (x, t)|? dx dt < С? =C? | dx | ————~. Ро on axarcos | [ET =O | ax | ба 
a a а а а а 

К (х, # = 

Далее, 

b x b 

| dt | dt | dt 
. | х— zt |? “ (х— 1724 : (Е — x)?4 

det) tas Cee) _ (х— 1-74 ы (Е — x)'-2e 

1 — 2a 1 — 20 x | — 2a 
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последнее выражение есть функция OT x, непрерывная и, следова- 
тельно, ограниченная при а<х <6. Пусть С, —ее верхняя гра- 
ница. Тогда 

b 6 

[ [ike t) |? dx dt < C?C, (6 — a), 

аа 

и неравенство (1.2) выполнено. 
Пример 1.3. Пусть Q — т-мерная поверхность, расположен- 

ная в евклидовом пространстве т -- | измерений, x и Ё — ее точки, 
4 — элемент площади ее поверхности, г — расстояние между x 
и 2. Допустим, что ядро К (x, Ё) имеет вид 

A (x, t) . 
а ? К (x, t)= 0<a< > а = const, (+) 

где A(x, Ё) — ограниченная функция. Тогда уравнение (1.4), в ко- 
тором ам (1) = 4:2, — фредгольмовское; индекс ¢ в символе d,Q 03- 
начает, что интегрирование совершается по переменной точке ¢ при 
фиксированном х. 

Пример 1.4. Уравнение (1.4) — фредгольмовское и в том 
случае, когда @® — область т-мерного евклидова пространства, 
аи (Г) = dt, где 4 — элемент объема в этом пространстве, а ядро 
имеет вид (+) и функция A(x, Ё) ограничена. 

Пример 1.5. Уравнение 

Ww 

и (х) — | e~*'y (t) dt = f (x) 

1 

фредгольмовское, так как в данном случае 

р 2 —2х 

[ко t) |? dx at pa [+] | — dx < 00. 
I 1 

Пример 1.6. Уравнение 

(oe) 

u(x)— [ e-*u (t) dt = f (x) 
0 

He фредгольмовское. Действительно, 

со со 

[ fem aca=t | fan 
Xx 

0 0 0
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Уравнение Фредгольма первого рода отличается отсут- 
ствием члена, содержащего неизвестную функцию вне знака 
интеграла. В простейшем случае оно имеет вид 

b 

[ Ko. t) u(t) dt = f (x), (1.9) 

где K(x, Ё) и f(x) удовлетворяют неравенствам (1.2) и (1.3) 
соответственно. В общем случае уравнение Фредгольма пер- 
вого рода имеет вид 

[ Ke, DuOdnO=f (x); (1.10) 
о 

в этом случае должны быть удовлетворены неравенства (1.5) 
и (1.6). 

1.2. Уравнения со слабой особенностью. Так назы- 
вается уравнение вида (1.4), в котором & — конечная область 
т-мерного евклидова пространства или ограниченная т-мер- 
ная поверхность в (m-{ 1)-мерном евклидовом пространстве 
(второй случай легко сводится к первому введением параме- 
тризации на поверхности), Ан (Г) = 4Ё в первом случае и 
ай (2) = 4. во втором случае, а ядро имеет вид 

K (4, )= =o; 0O<a<m, oa=const, (1.11) 

где A(x, Г) — ограниченная функция, a г — расстояние между 

точками хи. 

> т 
Если ах, то уравнение со слабой особенностью 

одновременно является и уравнением Фредгольма. Если 
К (x, ЕЁ} — ядро со слабой особенностью, то оператор (1.7) 
называется интегральным оператором со слабой особен- 
ностью. 

1.3. Уравнения Вольтерра. В случае одной независимой 
переменной уравнение Вольтерра второго рода имеет вид 

и(х)— [ K(x, thu(tdt=f(x); a<x<b; (1.12)
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мы He исключаем случаев а —= — со, $ —= | со. Уравнения 
Вольтерра со многими независимыми переменными можно 
определить, например, так. 

Пусть x1, хо, ..., X¥m3 В, fo. ..., 0 — декартовы коор- 
динаты соответственно точек хи Ё принадлежащих т-мер- 
ному евклидову пространству. Положим 

т-1 1/2 

‚| У Ct? | 
Е=1 

и обозначим через Q, область изменения точки Ё, ограничен- 
ную конусом O=—c(x,—t,,) и плоскостью ¢t, =a, где а 
и с — постоянные, причем с 0. Уравнением Вольтерра 
второго рода в этом случае мы назовем интегральное урав- 
нение 

u(x) — [ Ke. t) u(t) dt = f (x). (1.13) 
“, 

Говоря об уравнении Вольтерра, мы в общем случае не будем 
формулировать ограничений, накладываемых на ядро и сво- 
бодный член уравнения. Такие ограничения будут указаны 
в гл. Il, где будет идти речь о способах решения интеграль- 
ных уравнений. 

Уравнения Вольтерра первого рода характеризуются 
отсутствием члена и(х), стоящего вне интеграла. Уравнение 
Вольтерра первого рода с одной независимой переменной 
имеет вид 

[Ко Da@at= f(x); (1.14) 

его частным случаем является уравнение Абеля 

x 

{404 = f (x); O<a< 1, a=const. (1.15) 
(х— 0 — 

а 

В случае многих независимых переменных уравнение 
Вольтерра первого рода имеет вид 

[ко дифа= у. (1.16) 
Чх
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При некоторых ограничениях можно рассматривать урав- 
нение Вольтерра как частный случай уравнения Фредгольма. 
Возьмем для определенности случай одной независимой пере- 
менной. Пусть f (x) удовлетворяет неравенству (1.3), а ядро — 
неравенству 

b x 

ГЕ Kee t) |? dt $dx < со. (1.17) i 
a a 

Ядро K(x, tf) по смыслу задачи определено при a<t< x; 
доопределим его при f > xX, положив 

K(x, )=0;  «x<t<b. 

Тогда уравнение (1.12) можно записать в виде (1.1), причем 
ядро удовлетворяет неравенству (1.2). 

$2. Некоторые другие классы интегральных уравнений 

2.1. Уравнения с разностными ядрами. Такое уравне- 
ние имеет вид 

au (x) — [ K~—duQat=f(~), (1.18) 
En 

где а — постоянная, Е„ — т-мерное евклидово пространство, 
хи {— его точки; ядро K(x —Ё) зависит только от раз- 
ности векторов хиЁ, т, е. от разностей х, — 1, декарто- 
вых координат точек x и 2. При т =1 уравнение с раз- 
ностным ядром имеет вид 

+ со 

аи (x) — | K(x —thu(t) dt = f (x); (1.19) 

здесь х и ¢ — BeULECTBEHHbIe переменные. 
Иногда рассматривают «почти разностные» уравнения 

а(х)и(х) — [ Ke. x —t)u(t) dt = f (x), (1.20) 

Е m 

у которых зависимость ядра K(x, x —?) от первого аргу- 
мента в некотором смысле несущественна. Подробнее об этом 
будет сказано в гл. VIII.
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Представляют известный интерес уравнения Вольтерра 
с разностными ядрами; при т —=| они имеют вид 

аи (х)— [ Ke —Nu@at= f(x) (1.21) 

ИЛИ 

x 

au (х)— | К (x —t) u(t) dt = f (x). (1.21,) 
0 

Уравнение (1.21) есть частный случай уравнения с разност- 
ным ядром (1.19) и получается из этого последнего, если 
в нем положить К (2) =0, 2 < 0. 

2.2. Уравнение Винера — Хопфа. Так называется урав- 
нение с разностным ядром на полуоси: 

аи (х)— | K(x —ft)u(t)dt= f(x); az==const. (1.22) 

0 

Можно строить уравнения такого типа и в многомерном 
пространстве; при этом интегрирование по полуоси (0, co) 
заменяется интегрированием по одной из полостей некоторого 
конуса с вершиной в начале координат. Более изучен случай, 
когда упомянутая полость сводится к полупространству; в этом 
случае мы имеем дело с уравнением вида 

аи (х)— | K—d)a@at=f (x); a=const. (1.23) 

X77, > 9 

2.3. Парное уравнение (иногда называемое дуальным). 
В случае одной независимой переменной оно имеет следую- 

ЩИЙ ВИД: 
+00 

ви (х)— | К. (х—Вифа=(х); х>0, 

+00 

bu(x)— | К(х рифа = 1х); «<0, (1.24) 
— см 

где 4 и ф — постоянные.
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2.4. Уравнения интегральных преобразований. Любое 
из известных B анализе интегральных преобразований можно 
рассматривать как интегральное уравнение относительно 
функции, над которой это преобразование выполнено. При- 
ведем несколько примеров; следуя принятой выше системе 
обозначений, будем обозначать через и функцию, над кото- 
рой производится преобразование, а через f его результат. 

а) Косинус-преобразование Фурье: 

r= со 

V + | u(t) costx dt = f (x). (1.25) 
0 

b) Синус-преобразование Фурье: 

{~o- р 

V 2 [ибо sintx dt = f (x). (1.26) 

0 

с) Комплексное преобразование Фурье: 

+00 

va | u(t) e—"* dt = f (x). (1.27) 

4) Комплексное преобразование Фурье в многомерном 
пространстве: 

от [феи \ dt = f (x). (1.28) 
E 
m 

Здесь 
т 

(x, ft) = >> ХЕ 

— скалярное произведение векторов x и &. 
е) Г(Греобразование Лапласа: 

oO 

| е- “и (t) dt = f (x). (1.29) 
0 

f) Преобразование Меллина: 

[ elu at = f(x) (1.30) 
0
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2) Преобразование Ханкеля: 

| V tx J, (tx) u(t) dt = f (x); (1.31) 
0 

J, — функция Бесселя первого рода порядка У. 
h) Преобразование М. И. Конторовича—Н. Н. Лебедева 

5 | tsh ate“? HY) (kx) и = f(x); (1.32) 
0 

HY? — функция Ханкеля второго рода с чисто мнимым знач- 
ком Й. 

2.5. Сингулярные уравнения. Пусть Г — совокупность, 
конечная или счетная, простых дуг, замкнутых или разомк- 
нутых, расположенных в плоскости комплексной переменной. 
Одномерное сингулярное интегральное уравнение имеет 
ВИД 

a(t) (t)— a eS + | Ke. tual =f. (1.33) 

Здесьби ¢ — комплексные координаты (аффиксы) точек на Г; 
a(t), b(t), f(t) — заданные на Г функции, К(Ь 9 — фред- 
гольмовское ядро; если сумма длин дуг, образующих Г, ко- 
нечна, то допустимо считать, что К (ft, С) — ядро со слабой 
особенностью. Расходящийся интеграл понимается в смысле 
его главного значения по Коши: 

и © __ и (5) | a at = lim | 3 аб. 
#>0 C 

ГП (1 5-#1> 8) 

В простейшем случае, когда область интегрирования есть 
Ey, — евклидово пространство т измерений — многомерное 
сингулярное уравнение имеет вид 

a(x) a(x) + Jie u (t)dt+ [ кое. t) u(t) dt = f (x). 

Ет 

(1.34)
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t--x 

[fT ” 
расходящийся интеграл опять понимается в смысле главного 
значения по Коши: 

| 2? u(t) dt = lim | 19 (рае. 
т 

|x—t| £>0 
[«-t|>e 

Здесь 0 = ядро К (x, ЕЁ), скажем, фредгольмовское; 

т 

В определении сингулярного интегрального уравнения 
пространство Е, может быть заменено любым т-мерным 
многообразием. Особенно интересен случай, когда это много- 
образие есть т-мерная поверхность $, расположенная в евкли- 
довом пространстве большего числа измерений; в этом случае 
уравнение записывается в виде 

a(x)a(x) + | a «045+ | Кс. t)u(t)d,S = f (x). 

° ° (1.34,) 
В гл. IX будут рассмотрены и более общие сингулярные 
уравнения. 

2.6. Нелинейные уравнения. Ниже перечислены некото- 
рые важные классы нелинейных интегральных уравнений. 
Простейшим из них является уравнение Гаммерштейна 

u(x)— | K(x, ЭР, и) =0, (1.35) 
с 

где K(x, Ё) фредгольмовское ядро. Более общими являются 
уравнения П. С. Урысона 

u(x)— (K(x, t, w®)at=0. (1.36) 
Q 

Функцию K(x, Ё и) обычно подчиняют требованию непре- 
рывности при x, f€2, |и|< а. Здесь а — некоторая до- 

статочно большая положительная постоянная, ® — замыкание 
множества ©, которое предполагается ограниченным. 

Пусть u(x) и 9(х) — две непрерывные функции, опреде- 
ленные на множестве ©, которое предположим ограниченным 
и замкнутым. Пусть, далее, а и В — целочисленные векторы 
с неотрицательными компонентами: 

4 — (6%, @1,..., Ч), — В = (Во, Br -.., Bo)
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1) 42 
а Ки, в (x: К), ®,..., ©) — непрерывная функция своих 

аргументов, Korma каждый из них меняется в 9. Интегро- 
степенным членом называется выражение 

La, в (№, v) = | ... | Ka, g(x. 0. ti). os t) 

Q Q 

> ибо (хим (Е)... u(t) Xx 

Ж 9% (х) v8 (#1)... ов (1) ae ae... dt. (1.37) 
Ряд 

(и, 9) = У (а, в (u,v): (1.33) 
a, В 

в котором число о фиксировано, а суммирование распро- 
странено на всевозможные векторы @ и В, называется инте- 
гростепенным рядом. 

Уравнение 
Liu, 9) = 0, (1.39) 

в котором функция и считается неизвестной, а функция хо — 
известной, называется уравнением Ляпунова. 

Нелинейное одномерное сингулярное интегральное 
уравнение можно представить в виде 

Fit, uf), S(a), Г, (и), Т›(и), ..., Ти) =0. (1.40) 

Здесь для краткости обозначено 

1 и as 

Г 

Ту (и) = | Kj¢t hud (=, 2...., №) 
Г 

где К,(Ё, 5), скажем, фредгольмовские ядра. 
Многомерное нелинейное сингулярное интегральное 

уравнение может иметь вид 

F(x, a(x), 61 (и), ..., 6, (и), Г, (и), ..., T,(@)) =0, 

(1.41) 

где 
Ла (х, 8) 

[ХЕ 
6, (и) = (а (i=1, 2,..., 0)
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а ТГ, как и выше, суть фредгольмовские операторы, т. е, 

интегральные операторы с фредгольмовскими ядрами. Можно 
рассматривать и более общие нелинейные сингулярные урав- 
нения. 

$ 3. Некоторые формулы обращения 

Если А — некоторый оператор и уравнение 

Аи =— f (1 42) 

имеет единственное рещение 

u=A'f, (1.43) 

то формула (1.43) называется формулой обращения для 
уравнения (1.42). В настоящем параграфе мы приведем ряд 
примеров интегральных уравнений, для которых известны 
сравнительно простые формулы обращения. 

3.1. Обращение интегральных преобразований. При- 
вводимые здесь под индексами а) — 1) формулы являются 

формулами обращения для интегральных преобразований $ 2, 
снабженных теми же индексами. 

а) «9 =У = | roosts at. (1.44) 

0 

b) u(x) = 2 | f(@sintx dt. (1.45) 

"00 
с) т | ейх F(t) dt, (1.46) 

d) и = ar | ее 9 (рае (1.47) 
Е 

К-- [со й 

e) р От | ett f (В) dt. (1.48) 
К — ico 

В формуле (1.48) Е — любая положительная постоянная; 
эта формула верна, если функция f(t) регулярна в полу-
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плоскости Юеё> А’, Ё’< ЕЁ, плоскости комплексной пере- 
менной Ёи имеет в этой полуплоскости при больших |#| 
оценку О (|: |7“), a> 0. Если это условие выполнено, то при 
x < 0 интеграл в правой части упомянутой формулы равен 

нулю *). 
C+ ico 

—_1 | —{ f) и (х) = 55: | f(b) x7! dat. (1.49) 

C— 100 

Формула (1.49) применима, если функция f(t) такова, 
что при некотором значении А > 0 интеграл 

| хё-1|и(х)|ах 
0 

сходится: при этом необходимо положить с > А [26], [27]. 

g) и (х) = | f(D) Vtx Jy (tx) dt. (1.50) 
0 

h) u(x) = | 22 He (Ry SOS. (1.51) 
0 

Можно указать некоторую общую формулу обращения [26], 
из которой как частные случаи вытекают многие приведен- 
ные выше формулы. Пусть дано уравнение 

[ ко, ода =) (1.52) 

и пусть " 

K (x) = | t*- Kt) dt 
0 

есть преобразование Меллина ядра K(x). Если существует 
функция ff (x) такая, что ее преобразование Меллина 

H (x) = | ИН (t) dt 
0 

*) Формулы а) —е) см., например, [26] или [27]. 
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удовлетворяет соотношению 

K(x)H(1-- x)=1, (1.53) 

то обращение преобразования (1.52) дается формулой 

и (х) = | H (x, В f @) dt. (1.54) 

0 

3.2, Формулы обращения для уравнений с разност- 
ными ядрами. Уравнение (1.19) легко исследовать, исходя 
из того простого соображения, что свертке двух функций 
соответствует произведение их комплексных преобразований 
Фурье. Для большей определенности примем, что в уравне- 
нии (1.19) Г(х)Е 15 (— со, +00). Будем искать решение 
этого уравнения, также принадлежащее классу [5 (—со, оо). 
Применим к обеим частям уравнения преобразование Фурье. 
Допуская, что теорема о свертке применима, получим 

[a — У2лК (х)]| w(x) = f(x), 
где знаком — мы обозначаем преобразование Фурье данной 

функции. Если функция [@ — У2лК (x)] ограничена, то 

f (x) 
a—V 20 K (x) 

и мы приходим к следующей формуле обращения: 

u(x) = 

+ oO 

1 ells f(t) 

= = —— At, 1.55 
4 (x) J a—/YV 2n К (t) ( 

Если функция [а — У2лК (x)| не ограничена (это будет, 

например, если К (x) непрерывна и при некоторых вещест- 

венных X выражение а—\|/ On К (x) обращается в нуль), TO 
прн произвольно выбранной функции f (x) уравнение (1.19) 
может не иметь решения. Тем не менее формула обращения 
(1.55) и в этом случае сохраняет силу, если выполнены, 
например, следующие дополнительные условия: 1) функция 

a—V2n К (1) обращается в нуль только на множестве ну- 

левой меры; 2) функция f(t)[a — Ink] суммируема 
с квадратом на всей оси {.
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Пример 3.1. Рассмотрим уравнение. 
4 со 

ди (х) — | г--9* y(t) dt = f (x). (1.56) 

— к? 

В данном случае К (х) =e7* и 
4 со 

К (х) = Te { en ИХ at, 

—CO 

Последний интеграл легко вычисляется. Имеем 

+ v0 ‚ +00 

~ 2 = = 2 - ; i 9 fe fem Их dt=e x24 fe (t+ ix/2) dt. 

Tee) — 20 

Применяя теорему Коши к интегралу 

| г-2° dz, 

IT 

где П — прямоугольник (рис. 1), расположенный в комплексной 
=-плоскости, и полагая затем 
Т > -{- со, получим . | 

LL 47 + _7 +2 42 
о —(t+ix/2)? 2 n '*2 

“© “7. 0 то 
+00 

= | е-Ё dt = Ул 

_5 Рис. 1. 

— х?/4 и. следовательно, К (x) = e и Применив преобразование 
V2 

Фурье к обеим частям уравнения (1.56), получим 

l — 42/4 ~ ~ 

а———=е и (ху) = f (x). 
V2 

Если а <0или a> a то решение уравнения (1.56) суще- 
V2 

ствует, единственно и дается формулой 

400 

u(x) = и | LO —— eo!” dt. (1.57) 
Vn J а_ 9 72 

= OO —
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— 2/4 Рассмотрим случай а =0. Так как К (x) = Е e не обра- 

щается в нуль, то решение единственно; оно существует, если 
2:4 ™ 

функция f (x) такова, что г 7 (x) СЁ. (— со, + 0c), и определяется 
формулой 

+00 

и (х) = — — | ef А F(t) e!*! at. (1.58) 
Va Jd 

Пример 3.2 [30]. Уравнение 

Г y(t) _ 
| tte t= & ©) (1.59) 

приводится к виду (1.19). Именно, положив 

Е = 2", т-е!, oy (ce) = и (1), е* о (e*) = f (x), 

получим уравнение 
4+ со 

| #04 у (1.60) 
oo 2ch 5 

решение которого в сеответствии с общей формулой (1.55) имеет 
BU 

-+ со 
1 ~ . 

u (x) =———— | f (t) ch nte'* at; 

V 203 
— с 

переход к старым переменным не вызывает затруднений. 
Для более общего уравнения (1.18) при условии, что функция 

[а — (2л)"? К (ty) ограничена, получается следующая формула 
обращения: 

г i(t, x) 

u(x) = | fie dt. (1.61) 
(2ny™" J a—(2n)"" К (0) 

Формула (1.57) является формулой обращения и для уравнения 
Вольтерра (1.21), с той очевидной разницей, что в данном случае 

5 1 
К (х) = Von | К (t) e7 at. 

0
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3.3. Уравнение Вольтерра с одной независимой пере- 
менной и с разностным ядром. К уравнению (1.21,) при- 
меним преобразование Лапласа. Мы получим тогда 

со x ] 

au ®— | e- be [ Kop a@atide= 7 
0 0 

Здесь знак — означает преобразование Лапласа рассматри- 
ваемой функции. В повторном интеграле изменим порядок 
интегрирования и затем положим во внутреннем интеграле 
х — =. В результате мы придем к алгебраическому урав- 
нению 

la—K (Е и (® =). (1.62) 

Допустим, что в правой полуплоскости комплексной пе- 
ременной найдется прямая, параллельная мнимой оси, на 

которой функция а — К (Ё) отлична от нуля; если уравнение 
этой прямой есть [тё =, то формула 

k+ico ~ 

1 Я (=) . и (х) = —- | 2 est dé (1.63) 
27 а — К(Е) 

дает решение уравнения (1.21). Мы предполагаем при этом, 
конечно, что функция 

f (é) 
a — K (=) 

такова, что можно применять формулу (1.48). 
3.4. Уравнение Абеля. Уравнение (1.15) допускает фор- 

мулу обращения, которую легко вывести следующим образом. 

Заменим X на $, умножим обе части уравнения на (x — sy! ds 
и проинтегрируем по $ в пределах oT а до xX. Выполнив 
некоторые элементарные преобразования и воспользовавшись 
формулой 

1 

| dy on 
$ у (1 —у)!-“  зтало
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получим искомую формулу обращения: 

x 

u(x) = Sinan 4 | fa. (1.64) 
__f¢\l-a ’ m у (x—t)~4 

она применима, если, например, функция f(x) непрерывно 
дифференцируема при x >a. 

К уравнению Абеля легко сводится, например, уравнение 
вида 

x 

u(t)dt _ 

достаточно положить х? =x), t?==t,. Можно ero решить и 
непосредственно, применив только что описанный прием. За- 

менив X наз и умножив обе части уравнения на 25 (х2— 52)" ds, 
проинтегрируем по $ в пределах от а до х, что легко при- 
ведет нас к формуле 

—__ sf ($) ds 
“=z | Vous (1.66) 

Аналогично можпо решать и некоторые уравнения с большим 
числом переменных. 

Рассмотрим уравнение [18], [20] 

| [ u(x, у) dx dy = f (Xo. Vo): (1.67) 
У (о — y)? — (%) — x)? 

где о, — равнобедренный прямоугольный треугольник с Bep- 
шиной (ху, Vo) и основанием на оси xX. Решение уравнения 
(1.67) дается формулой 

1 /0? 0? и (хо. w= (5—9). (1.68) 

где 

__ Г Х (х, у) 4хау 

о w= | | И (Yo — У)? — (хо — +)? 
Oo
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3.5. Уравнения, ядра которых зависят от гипергео- 
метрической функции [1]. Рассмотрим уравнение первого 
рода 

| K(x, ди dt = f(x), (1.69) 
0 

где а — постоянная, 0<a<oo, и 

_ 4 
K(x, = +В" ($, 2, $. ar) (1.70) 

a параметры pu q подчинены неравенствам 

0< 2p <q <2p+42. (1.71) 

Решение уравнения (1.69) имеет вид 

a (x)= rd + p—q/2) dx J 

a 

xq-? d | tg (t) dt 
(12 — x2)U2~P ° 

1 

__ 2Г (р) зп (р— q/2) п oon | 59-17 (5) ds_ 

gO = лГ (q/2) dt (#2 — 52)4/2-P > (1-72) 
0 

Если а = со и функция f(t) дифференцируема, то реше- 
ние можно представить также в одной из следующих форм: 

со 

u(x) = Г рана | ГО oy 
ml (9/2) Г (1+ 4/2) dt (ев 
— — 1 4х2? 

x (42, ЧЕРТЕ, Уи серн) at (1.73) 

_ ГГ q—p—2)sin(p—g/2)n a. 
“(=~ G@araa-y ~~ 

d d -2 2 +2— —p—2 Хх | a FO] {Ce +2) 'F (4 — 

а—р-! а 4х2 1 
‚|; — at. 1.74 

2 2 (x? + ¢%)? =a) } f (
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Формула (1.74) верна, если наряду с неравенствами (1.71) 
выполнены еще неравенства 

q>pt+2, 923. (1.75) 

Частные случаи: 

1) р=1, 9=3; K(x, N= a7 1 ral mm | Положив 

t #0 00, xf (x) = 0 (x), 

получим интегральное уравнение 

а 

[ve In att 7 | dt = © (x), (1.76) 
0 

решение которого имеет вид 

t 

d s® ($) ds 
U (x) = — — ae —. — 1.77 

@) m1? ‘ах ae at | УВ — $? (77) 

При а = со, p=1, g=3 имеем уравнение 

со 

[ти ие. u(t) dt = f (x), (1.78) 
0 

решение которого можно получить с помощью формулы (1.72) 
в виде 

co 

ugar © | [у а [1— | at. (1.79) 
0 

2) 0<р<1 9=р- 1; K (x, t)=| x? —#2|7". Уравнение 

a 

uw (Г) 
dt = f (x 1.80 Г f (x) (1.80) 

имеет решение 
_ д а t 

2xP~'T (p) cos 9 d t?-2P at f(s) s" ds 
u(x) = — г (ize)? ax 1-р I-p ° 

ы 2 } x (Рф) * 0 (52) *
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1 21 2V xi 
3) p=5,9=2; K(x, 1) =2 x (24), re К 

полный эллиптический интеграл первого рода: 
1 

ах 
К (Е) = | . 

(*) $ V (1 — x?) (1 — А2х?) 

Уравнение имеет вид 
а 

2 1 2V xt 
x) Х-ЕЕ К (204). (2) at = f (x). (1.81) 

Решение получаем по формуле (1.72): 

t a 

2 a | t dt а [ sf(s)ds = — -— — Ре. 1.82 



ГЛАВА Il 

ТЕОРИЯ ФРЕДГОЛЬМА 

$ 1. Основные понятия. Теоремы Фредгольма *) 

1.1. Основные понятия. Для простоты записи будем 
предполагать, что мера ц в уравнении (1.4) лебегова. Эле- 
мент объема будем обозначать через AX, так что уравнение 
(1.4) принимает вид 

u(x) — | K(x, thu( dt = f (x); (2.1) 

Q 

неравенства (1.5) и (1.6) переходят в следующие: 

| [Икс ораха < оо (2.2) 
о о 

и 

[| F(x) Pax < оо. (2.3) 
Q 

Интеграл в левой части неравенства (2.2) в последующем 
будет играть важную роль; мы обозначим этот интеграл 

через Ву: 

| УЗ? t) Рах dt = Вх. (2.4) 
Q Q 

*) Подробное изложение теории Фредгольма можно найти 
в ряде книг, из которых мы отметим следующие: [8], [15], [20], [22], 
[23], [25], [28]. Книга [8] особенно богата по содержанию, хотя по 
изложению несколько устарела.
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Удобно рассматривать не одно интегральное уравнение 
(2.1), а семейство уравнений, зависящих от параметра A: 

и(х)— { К (x, t)u(t)dt = f (x); (2.5) 
Q 

параметр А может принимать и вещественные, и комплексные 
значения. 

Лусть К (x, 4) — фредгольмовское ядро. Выражение 

| К (x, t) u(t) dt (2.6) 
Q 

представляет собой оператор, который функцию u(x) преоб- 
разует в новую функцию 

9 (х) = | K(x, Ви(баЕ 
Q 

нетрудно доказать, что этот оператор преобразует любую 
функцию w(x) из пространства [5 (8) и функцию U(x), при- 
надлежащую тому же пространству. Оператор (2.6) будем 
называть оператором Фредгольма; если обозначить его 
символом Ки, то 

(Ки) (x)= | K(x, В и(Ё) 4. (2.7) 
Q 

В пространстве L,(2) оператор Фредгольма ограничен, 
причем 

К] < Be, (2.8) 

где величина В» определяется формулой (2.4). 
Введем еще в рассмотрение тождественный оператор Г: 

[4 = и. 

Тогда уравнение (2.5) можно записать короче: 

(Г— АК) и = {. (2.51) 

При любом значении параметра однородное уравнение 

и(х) —^ | K(x, t)u (t)dt =0 (2.9) 
о
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имеет решением функцию, тождественно равную нулю. Это 
решение часто называют тривиальным. Значение параметра 
называется правильным для данного ядра К (x, №) или для 
оператора К, если при этом значении уравнение (2.9) не 
имеет решений, кроме тривиального. Значение параметра 
называется характеристическим для данного ядра К (x, f) 
(или оператора К), если при этом значении уравнение (2.6) 
имеет нетривиальные (т. е. отличные от тождественного нуля) 
решения; такие решения называются собственными функ- 

циями ядра K(x, tf) или оператора К, соответствующими 
данному характеристическому числу A. 

Величины, обратные характеристическим числам, назы- 
ваются собственными числами данного ядра или оператора. 

Если (x), #2(х),..., и, (х) — собственные функции 
ядра К (x, ¢), соответствующие одному и тому же собствен- 
ному числу A, a Cy, С.,..., С, — произвольные постоянные, 

то функция U(X) = Си! (x)+ Coty (хх)... + Сыйь (x), 
если только она отлична OT тождественного нуля, также 
есть собственная функция ядра K(x, №, соответствующая 
тому же характеристическому числу A. 

Число линейно независимых собственных функций, COOT- 
ветствующих данному характеристическому числу, называется 
рангом этого характеристического числа. Характеристическое 
число ранга единица называется простым. 

Пример 1.1. Пусть Q— отрезок [0, 2л]. Выясним, какие зна- 
чения параметра A являются правильными и какие — характери- 
стическими для ядра К (x, Е) = зп (х— В. Рассмотрим однородное 
интегральное уравнение 

2х 

u(x)—a | sin (х— Ви (t) dt =0. (2.10) 
0 

Ero легко решить следующим образом. Перепишем уравнение (2.10) 
в виде 

и (x) —A (азтх— bcos x) = 0, (2.101) 

где 

2m 250 

a= | и (со b= [ w(t)sint at 
0 О 

Умножая уравнение (2.10,) сначала Ha COS x, а затем Ha SiNx H
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интегрируя, получим систему уравнений для постоянных аи 6: 

a+ nAb = 0, 6 — пла = 0, 

Определитель этой системы, равный 1 -|- А?л?, обращается в нуль 
при А == = {/л. Если А == + Ил, то необходимо a=b=0, и из 
уравнения (2.10,) следует, что и (х) ==0. Таким образом, в рас- 
сматриваемом примере все значения А = + {/л правильные. При 
А, = +i/m получаем 6 = tia, где а остается произвольным; из 
(2.10,) находим нетривиальные решения уравнения (2.10) 

и (х) = се* “, 

где с — произвольная постоянная. Отсюда видно, что ядро sin(x—?), 
O<x, [< 2л, имеет два простых характеристических числа {/п 

и —i/m; им соответствуют собственные функции е- и 2%. 

Ядра К (х, фи 

К*(х, )=K(t, x) (2.11) 

называются сопряженными. Соответственно называются CO- 
пряженными операторы (2.7) и К", где 

(K*u) (x) = | К* (x, Du (t)dt = | K(t, x)u(t)dt, (2.12) 
Q Q 

а также интегральные уравнения (2.1) и 

(0) — | K*(x, Nu (Dat = 8 (>), 
Q 

где g(x) —npousBotbHaa функция класса [. (2). Для урав- 
нения (2.5) сопряженным будет уравнение 

u(x) —1 | K*(x, thu()dt=g (x). (2.13) 
Q2 

Очевидно, К* также есть оператор Фредгольма. Сопряженные 
операторы K и К” удовлетворяют тождеству 

(Ки, 9) =(и, K*v); и, ЕЁ. (9). (2.14) 

Круглые скобки означают здесь скалярное произведение 
в [.. (62): если @(x) и (x) — функции этого класса, то 

@ p= | ф(х)ф (x) dx. 
о
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Ядра К (х, #) иК (& x) назыввотся транспонированными, 
или союзными. Уравнение 

и(х) —^ | КС x) u(t) dt = h(x) (2.15) 
Q 

называется транспонированным, или союзным, с уравне- 

нием (2.5). Если № (х) = #(х) и (x) есть решение сопря- 

женного уравнения (2.13), то ф(х) есть решение транспони- 
рованного уравнения (2.15), и наоборот. Указанное соотно- 
шение между решениями сопряженного и транспонированного 
уравнений имеет место, в частности, если эти уравнения 
однородные. 

Если К и Ё— два оператора Фредгольма, с ядрами 
Kx, t) и L(x, ЕЁ) соответственно, то произведение KL также 
есть оператор Фредгольма. Ядро этого оператора выражается 
‚интегралом 

K(x, s)L(s, t)ds. 
Q 

При этом 
Вк, < BB, (2.16) 

где величина В» и ей аналогичные определяются форму- 
лой (2.4). 

В частности, целые положительные степени фредгольмов- 
ского оператора К также суть фредгольмовские операторы. 
Если обозначить через K,(x, #) ядро оператора К” — п-й 
степени оператора К, то 

Ку (х, #) =К (x, В, 

Кр-а(х, t) = | Кр(х, 8)K,(s, tds, 

Kyle. )= 
= | ... | К (x, $1) К ($1, 55)... К ($1-в © 4$, 4$... AS}. 

Q Q 

(2.17) 
Обозначим для краткости 

Bi = Вкл = | [1 Ki. t) P dx at. 

о Q
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Тогда 

В, < Bk. (2.18) 

Ядро K,(x, #) называется п-м итерированным по отно- 
шению к ядру К (x, В. 

1.2. Основные теоремы. Для фредгольмовского урав- 
нения (2.5) справедливы следующие четыре теоремы Фред- 
гольма. 

Теорема 1.1. Уравнение Фредгольма имеет либо 
конечное, либо счетное множество характеристических 
чисел; если этих чисел счетное множество, то они стре- 
мятся к бесконечности. 

Теорема 1.1 допускает и такую формулировку: если 
К (x, t) — фредгольмовское ядро, то в любой конечной части 
комплексной А-плоскости содержится не более чем конечное 
число характеристических чисел этого ядра. 

Теорема 1.2. Если значение параметра id правильное, 
то каждое из сопряженных уравнений (2.5) и (2.13) имеет 
одно и только одно решение, каковы бы ни были функ- 
ции f(x) и g(x), принадлежащие классу L, (9). 

Теорема 1.3. Если значение параметра А характе- 
ристическое, то сопряженные однородные уравнения 

и (х) —^ | К (x, thu(t)dt =0 (2.19) 
Q 

v(x) —3 | K* (x, t)u(t)dt =0 (2.20) 
Q 

имеют одно ци то же число линейно независимых решений. 
Теорему 1.3 можно сформулировать еще так: если А есть 

характеристическое число ядра K(x, №), то А есть характери- 
стическое число сопряженного ядра K*(x, #) и обоим харак- 
теристическим числам указанных ядер соответствует одно и 
то же число линейно независимых собственных функций. 

Теорема 1.4. Для того чтобы неоднородное урав- 
нение (2.1) имело решение, необходимо и достаточно, 
чтобы его свободный член }(х) был ортогонален к любому 
решению U(x) однородного сопряженного уравнения (2.20): 

(1, 5) =0. (2.21)
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Если значение A правильное, то теорема 1.4 делается 
тривиальной: в этом случае уравнение (2.20) имеет только 
одно решение v==0 (теорема 1.2) и условию (2.21) удо- 
влетворяет любая функция f(x); одновременно по той же 
теореме 1.2 уравнение (2.1) всегда разрешимо. Теорема 1.4 
имеет существенное значение в случае характеристического A. 

Важным дополнением к теореме 1.1 Фредгольма является 
следующая теорема И. Шура *): 

Теорема 1.5. Если ядро K(x, t) удовлетворяет не- 
равенству (2.2) и №, (n=1, 2,...) суть характеристи- 
ческие числа этого ядра, то 

со 

» т 
i= 

<Be= | [ке t) |’ dx dt. (2.22) 
Q 2 

Если ядро K(x, t) симметрично, т. e. если K(x, Ё) = 
—=А”(х, В, то в (2.22) имеет место знак равенства. 
По этому поводу см. гл. Ш. 

Отметим еще одно обстоятельство, связанное с теоре- 
мой 1.1 Фредгольма. Существуют ядра, вовсе не имеющие 
характеристических чисел; таковы, например, вольтерровские 
ядра. Полная характеристика таких ядер дается следующей 
теоремой Лалеско. 

Теорема 1.6. Пусть К (x, В —фредгольмовское ядро 
и K,(x, р —его итерированные ядра. Для того чтобы 
ядро K(x, t) не имело характеристических чисел, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы 

А, = | Ки (х, х)ах=0; п=3, 4,5... (2.23) 
о 

Заметим, что числа A, называются следами ядра К (x, 2). 
Сам Лалеско доказал свою теорему для случая ограниченных 
ядер; общее доказательство дано С. Н. Крачковским [10]. 

Представляют интерес случаи, когда можно утверждать, 
что решение уравнения Фредгольма не только квадратично 
суммируемо, но и непрерывно или по крайней мере ограни- 
чено. Мы приведем здесь две теоремы, относящиеся к этому 
вопросу [20]. 

*) См., например, [8].
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Теорема 1.7. Пусть ® — конечная область, а ядро 
K(x, Е) удовлетворяет не только неравенству (2.2), но и 
неравенству 

| [К (х, ВР 4Ё < A=const. (2.24) 
Q 

Если свободный член уравнения (2.5) ограничен, то любое 
решение этого уравнения также ограничено. 

Будем говорить, что ядро K(x, В непрерывно по x 
в области Q в целом, если по любому => 0 можно найти 
такое O>0, что для любых х1, Хо Е ®, таких, что | x; —x_| < 6, 
справедливо неравенство 

Пко, Э— Ко Dat <e, 
Q 

Теорема 1.8. Пусть © — конечная замкнутая об- 
ласть. Пусть, далее, ядро K(x, Ё) удовлетворяет нера- 
венству (2.24) и непрерывно в целом по x в 9. Пусть, 
наконец, свободный член уравнения (2.5) непрерывен в QQ. 
Тогда любое решение этого уравнения непрерывно в QQ. 

$ 2. Решение уравнений Фредгольма. 
Метод последовательных приближений 

Ниже, говоря о методах решения интегральных уравнений, 
мы будем иметь в виду только точные методы. Методы 
приближенного решения интегральных уравнений изложены 
в [14], гл. IV. 

2.1. Построение приближений. Ряд Неймана. Рассмот- 
рим уравнение (2.5). В силу теоремы 1.2, это уравнение раз- 
решимо и имеет единственное решение при любой правой 
части f(x), если параметр A достаточно мал, точнее, если 

[4 < м, (2.25) 

где А, — наименьшее по модулю характеристическое число 
ядра K(x, В. Оказывается, что в этом случае решение можно 
построить по методу последовательных приближений. 

Обычно за начальное приближение выбирают свободный 
член уравнения (2.1) и пишут #4 (х) = f(x). Если некоторое, 
скажем (п — 1)-е, приближение &,_)(x) уже построено, TO
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п-е приближение строится так: в уравнении (2.5) переносим 
интеграл направо: 

u(x)=f(x)+4 | K(x, Dade, 
Q 

и заменяем под интегралом u(t) через и„_1 (2). То, что полу- 
чилось в правой части, принимаем за U, (x): 

р (x)= f(x)+A | К (x, би, _1 (© dt. (2.26) 
Q 

Полагая здесь n==1, 2, ..., получаем формулы для первых 
приближений: 

HM=fO)+R | Ke t) up (t) dt = 

= f(x) +A | К (x, ЭГО dt, 
Q 

m=SO+R | KC, t) и; (t) dt = 

=f(xy+a[ Ki, t) f () dt +2? | Ko(x, t) f () at 
Q Q 

и т. д. Имеет место общая формула, позволяющая выразить 
любое приближение через свободный член и итерированные 
ядра: 

и, (х =) + УМ [Kj ОГФ а. (2.26) 
j=1 Q 

Если п->со и выполнено условие (2.25), то u,(x) стре- 
мится к точному решению u(x) уравнения (2.5); указанное 
решение можно представить в виде ряда 

<... 
u(x)=f(x)+ Ум | K(x, 9/4 — (2.27) 

j=l Q 

называемого рядом Неймана. Если при некотором A и при 
любой функции f(x), удовлетворяющей неравенству (2.3), 
ряд Неймана сходится, то |A|< [Aj].
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В общем случае, когда ядро удовлетворяет только нера- 
венству (2.2), можно лишь утверждать, что ряд Неймана 
сходится в среднем в @, Однако если ядро удовлетворяет 
не только неравенству (2.2), но еще и неравенству (2.24), 
то при том же условии (2.25) ряд Неймана сходится равно- 
мерно в Q, 

Если ядро не имеет характеристических чисел, то ряд 
Неймана сходится при всех значениях А. Такое обстоятель- 
ство тривиально имеет место, если какое-либо итерированное 
ядро есть тождественный нуль: в этом случае исчезают и 
все последующие итерированные ядра, а ряд (2.27) сводится 
к конечной сумме. Нетривиален и значительно более инте- 
ресен другой случай: если интегральное уравнение есть ypaBe 
нение Вольтерра с ядром, удовлетворяющим неравенству (2.2), 
то ряд Неймана сходится при любом значении параметра. 

Условие (2.25) сравнительно трудно проверяемо. Можно 
указать более простое условие: для сходимости ряда Неймана 
достаточно, чтобы 

—\ 

м; = ИК ораха . (2.28) 

В этом случае ряд Неймана сходится не медленнее, чем 
прогрессия с знаменателем |A|B,. 

В частности, если © имеет конечную меру (например, 
если © — ограниченное множество) и ядро ограничено 
1К(х, 0 |< М == сопзЬ то для сходимости ряда Неймана 
достаточно, чтобы 

1 

mes Q © 
(2.29) [Al< ap 

В этих условиях ряд Неймана сходится равномерно и He 
медленнее, чем прогрессия с знаменателем |^|М. mes Q. 

2.2. Резольвента ядра. Пусть условие (2.25) выполнено. 
В ряде (2.27) можно изменить порядок суммирования и ин- 
тегрирования, и это приводит к новой форме решения ин- 
тегрального уравнения (2.5): 

и (х) = f(x)-A | Г(х, 6 2) f@ dt, (2.30) 
rae 2 

Г (х, ¢; N= 2 MK (x, 9. (2.31)
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Функция Г(х, & A), с помошью которой можно пред- 
ставить решение уравнения (2.5) в виде (2.30), называется 
резольвентой ядра K(x, 0). Ряд (2.31) дает представление 
резольвенты в виде степенного ряда, годное для достаточно 
малых А. Ниже (см. 65 4 и 5) будут даны представления 
резольвенты, годные для всех правильных значений A. 

Особо рассмотрим случай вольтерровского уравнения вто- 
рого рода (формулы (1.12) и (1.13)). Если точки x ut 
изменяются в конечной области, то при весьма общих усло- 
виях последовательные приближения сходятся при любом зна- 
чении параметра (и, следовательно, при любых значениях 
параметра резольвента представляется рядом (2.31)). Укажем 
два типа таких условий: 1) ядро и свободный член уравне- 
ния суммируемы с квадратом; 2) ядро ограничено, а свобод- 
ный член суммируем. 

Уравнение Вольтерра первого рода в некоторых случаях 
можно свести к уравнению Вольтерра второго рода, которое 
уже решается по методу последовательных приближений. 
Пусть x и {—вещественные переменные и пусть в уравнении 
Вольтерра первого рода 

[ Ke. t) u(t) dt = f (x) 

ядро непрерывно и имеет частную производную NO х, также 
непрерывную. Если существует хотя бы суммируемое реше- 
ние, то свободный член f(x) необходимо непрерывно диф- 
ференцируем. Допуская, что это так, продифференцируем 
по х данное уравнение: 

Кое, u(t | КА шо, 
Если функция K(x, x) нигде не обращается в нуль, то по- 
лучается уравнение Вольтерра второго рода 

«9+ | КЕ. x) AD uO dt =f’ (x), 

решаемое по методу последовательных приближений.
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В случае, когда K(x, х)==0, мы опять приходим 
к уравнению Вольтерра первого рода; применяя только что 
описанный прием, можно попытаться это новое уравнение 
свести к уравнению второго рода. 

$ 3. Решение уравнений Фредгольма. 
Вырожденные уравнения и общий случай 

3.1. Уравнения с вырожденными ядрами. Фредгольмов- 
ское ядро К (x, Ё) называется вырожденным, если его можно 
представить конечной суммой вида 

К (х, N= 2 а, (x) 5, (£). (2.32) 

Функции Q@,, так же как и функции 6,, можно считать 
линейно независимыми, в противном случае число п можно 
уменьшить. 

Уравнение с вырожденным ядром само называется вы рож- 
денным. 

Уравнение с вырожденным ядром легко решается сведе- 
нием к линейной алгебраической системе. Используя раз- 
ложение (2.32), представим уравнение (2.5) в виде 

п 

u(x) —* Мень (x) = f (~*), (2.33) 

где с, — постоянные, определяемые формулами 

с, = | u(t) b, (t) dt. (2.34) 
Q 

Из формулы (2.33) видно, что функция U(X) станет извест- 
ной, если удастся найти постоянные с,. Умножив обе части 
уравнения (2.33) на о, (x) и проинтегрировав по Q, получим 
для этих постоянных систему алгебраических уравнений 

C,—h Ха, =), fal... п, (2.35) 
k=1 

где 

ав [| а, (4) 6; (®) ах, = | f(x) bj (хх. (2.36) 
Q Q
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Определитель системы (2.35) есть многочлен OTHOCH- 
тельно А степени не выше п. Он отличен от тождественного 
нуля (он равен единице при А=0) и потому имеет не 
более п различных корней, которые являются характеристи- 
ческими числами ядра (2.32). Все остальные значения для 
этого ядра правильные. 

Найдя решение системы (2.35) и подставив его в (2.33), 
получим решение интегрального уравнения в виде 

u(x) = ЛА Х вла, (9. 

Пример 3.1. Рассмотрим уравнение 

л 

и (х) — | sin (x + ¢) u (2) dt = Ff (x). (2.37) 

0 

Здесь @ есть отрезок [0, л] числовой оси, x и Ё — числовые веще- 
ственные переменные, меняющиеся на этом отрезке. Уравнение 
(2.37) вырожденное: его ядро можно представить в виде 

sin (x +1 = sin x cost + cos x siné; 

сопоставив это с формулой (2.32), видим, что 

п=2, а, (х}= пл, a,(x)=cosx, 6,(t)=cost, 6, ( =. 

По формуле (2.36) имеем 

л 

a, = | sin.x cos x dx = 0, 

0 

л 

@12 = | sin? x dx= 

0 

л 
л 

Qo, = | cos? x dx = >> 

Qo, = | cos хзшх dx =0; 

0 

fi= | f(x) cos x dz, fam | f(x)sin x dx. 

0 0
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В данном случае система (2.35) имеет вид 

An 
C1 — “>” Co = Fis 

(2.38) 
Ал 

> Cy + Co = fo. 

Ее определитель 

1 — An/2 
== | — А2Д2/4 

— Ал/2 1 п 

имеет корни 

№ = —2/л, А. = 2/л, (2.39) 

которые являются характеристическими числами уравнения (2.37); 
все остальные А правильные. Если A не совпадает с каким-либо 
из чисел (2.39), то определитель системы (2.38) отличен от нуля, 
коэффициенты с, Co определяются единственным образом и един- 
ственное решение уравнения (2.37) дается формулой 

и (х) = f (x)-+¢c, зп х- со cos x. 

Нетрудно найти собственные функции нашего уравнения. Для 
этого решим однородную систему, соответствующую системе (2.38), 
в которой А заменено одним из характеристических значений. При 
А = А, =—2/х получаем систему из двух одинаковых уравнений 

Я + Со = 0. 

Отсюда с. = — с: и соответствующая собственная функция 

u, (x) = с, (sin х — cos x), 

Постоянную с, можно определить, например, из условия 

д 

= flaca] axa 
0 

которое дает с, = 1/V x, и, следовательно, 

1 
uy (x) = Vu (sin x — COs xX). 

л 

Аналогично при А = A, =2/л получаем с, — с. =0би 

из (х) = у (sin x -+- cos x). 
Ул 

Если в неоднородном уравнении (2.37) А =A, = — 2/л, то CH- 
стема (2.38) прынимает вид 

Cy с = fy Cy lg = Sa}
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для разрешимости уравнения необходимо и достаточно, чтобы 
р =  — это означает ортогональность функций f(x) и и (x). 
Точно так же, если А = А. = 2/л, то уравнение (2.37) разрешимо 
тогда и только тогда, когда /, == — fo, т. е. когда функции f (x) 
и Uy (х) ортогональны. Полученные здесь условия ортогональности 
соответствуют теореме 4 § 1: в нашем случае ядро К (x, Ё) совпа- 
дает со своим сопряженным. 

3.2. Общий случай. В общем случае, когда ядро не 
вырожденное, а параметр А не мал, решение уравнения (2.5) 
можно построить следующим образом. Ядро К (x, В можно 
разложить в двойной ряд вида 

K(x, д = № Asn ©) PaO (2.40) 

где А, — постоянные. а Ф,, \ф, — некоторые функции 
класса /., (42), причем равенство (2.40) надлежит понимать 
в том смысле, что 

2 N 

lim ГГ K(x, )— У Ань, ®| ах4==0. (2.41) 
о Q No k, n=1 

Разложение (2.40) можно построить, например, так. Пусть 
фь (х) Hp, (х), А, п=1, 2, ..., — две последовательности 
функций, ортонормированные и полные в Ё.(9) (при этом 
допустим и тот случай, когда tp, (х) ==, (х)). Тогда система 
функций 

ф»ь (x) фи (2); в, n==1, 2,..., (2.42) 

ортонормирована и полна на прямом произведении © Х Q, 
ряд (2.40) есть ряд Фурье функции К (x, Ё) по системе (2.42) 
и равенство (2.41) есть следствие полноты упомянутой си- 
стемы. Коэффициенты A,, в этом случае определяются по 
хорошо известной формуле для коэффициентов Фурье: 

Ав, = | [К(х, 9% 69 $„@ах а. 
о Q 

Пусть разложение (2.40) построено. Будем рассматривать 
уравнение (2.5) при значениях A, которые по модулю огра- 
ничены некоторым произвольно фиксированным числом Р: 

[1] < А.
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Обозначим 

м 

K(x, = У Aan Pe (х) Фи Os 
fl = 

К’ (x, th=K(x, th —K" (x, В. 

В силу равенства (2.41) можно выбрать № столь большим, 
чтобы 

1 тр (2.43) ва. | [1К’ бе ft) Рах а < 
и 9 

Уравнение (2.5) представим в виде 

u(x) —* | К’ (а. 2) и (Е) аЁ == 

Q 

=» | K(x, Qu@adt. (2.44) 
Q 

Временно рассматривая правую часть как известную, можно 
к уравнению (2.44) применить метод последовательных при- 
ближений или, что то же, формулу (2.30). Положим 

I’ (x, & = У АК» (x, 0), (2.45) 
Na) 

где K,(x, 8) — ядра, итерированные по отношению к ядру 
К’(х, 9. По формуле (2.30) получаем 

М 

и — bf У Anne ЮФ f(x, №). (2.46) 
Q Rk, П=1 

Здесь 

Gale №) = -НА | Г, 5 Мат, 
Q 

fle D=fO+A[ Г’(х, yD S (Dar. 
Q 

Ядро уравнения (2.46) вырожденное. Решая ero, как указано 
выше, получим решение уравнения (2.5).
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К уравнению с вырожденным ядром можно прийти и не- 
сколько иным способом. В уравнении (2.44) введем новую 
неизвестную 

и(х)— А | К’(х, t) u(t) dt = v(x). 
Q 

Решая это по формуле (2.30) относительно старой неизвест- 
ной и(х), найдем 

u(x) = (НА [Г (x, t 2) (8) dt. (2.47) 
Q 

Нодставив это в уравнение (2.44), получим новое интеграль- 
ное уравнение, ядро которого вырожденное: 

N 

v(x)— Af Y Ао, в 4) oO at =f (x), (2.48) 
О Rk, n=1 

где 

„в =, Ф-НА | Г’, 6 Мф, (Oar. 
Q 

Решив уравнение (2.48), можно восстановить решение дан- 
ного уравнения (2.5) по формуле (2.47). 

$ 4. Резольвента Фредгольма 

4.1. Резольвента Фредгольма. Резольвентой Фред- 
гольма называется функция Г(х, ¢; A), определенная почти 
всюду в @ при всех правильных значениях параметра A и 
позволяющая представить решение уравнения (2.5) по фор- 
муле (2.30). В § 2 резольвента была построена для доста- 
точно малых значений A. Прием, описанный в § 3, позво- 
ляет построить резольвенту для всех правильных значений A 
и дать ее явное представление, годное в любом круге | ^| < К 
комплексной плоскости А с заранее фиксированным радиу- 
сом R. 

Пусть дано разложение ядра 

K(x, И =К’ (x, +K" (x, A),
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где ядро К’(х, #) удовлетворяет неравенству (2.43), а ядро 
К” (х, В вырожденное. Запишем это последнее ядро в виде 
(2.32) и положим 

p(x, = а, (©) | Г’ (х, Б A) a, (0 dt, 
о 

b, (x, =, (x) +A | I’ (t, x; №6, (t) dt. 
Q 

Здесь IY (x, Ё 4)— резольвента ядра К’ (x, #), определяемая 
формулой (2.45). 

Далее, обозначим 

1 — ha,, (A) —)ay(A) «2. — а (A) 

Damp rn BO oe Na 
—AG,,(A) —Aa,(A) ... 1—Aa,, (A) 

где 

0 jn (A) == | а, (х)6,(х, №) ах, 

Q 

и через А;,(х) — алгебраическое дополнение того элемента 
определителя Dp(A), который стоит на пересечении /-го 
столбца и А-Й строки. В этих обозначениях справедливо 
следующее представление резольвенты: 

Г(х, Е № =РГ'’(х t; A+ 

+5 У Aja а, (х, A) bg (, 4). (2.49) 
j, Ё=1 

4.2. Свойства резольвенты. Перечислим важнейшие 
свойства резольвенты. 

1. Резольвента единственна. 
2. Если ядро удовлетворяет неравенству (2.2), то при 

любом правильном A резольвента удовлетворяет тому же 
неравенству. Если множество © ограниченное и замкнутое 
и ядро на этом множестве непрерывно, то резольвента также 
непрерывна Ha © при любом правильном A. 

3. Резольвента ееть мероморфная функция от A на всей 
А-плоскости.
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4. Полюсы резольвенты совпадают с характеристическими 
числами ядра. 

5. При малых по модулю значениях А резольвента опре- 
деляется формулой (2.31). 

6. Резольвента удовлетворяет интегральным уравнениям» 

. 

I(x, 6 D=K(x, Nal K(x, ol, t Мат, 

° | (2.50) 
T(x, Е AV=K (x, Э-А [ KG, ЮГ (x, т: Мат. 

о 

7. Если резольвента Г(х, Е 4) является ядром нового 
интегрального уравнения с параметром ци, TO резольвента 
нового уравнения равна Г (х, ¢; Аи. 

$ 5. Решение уравнений Фредгольма. Ряды Фредгольма 

Укажем еще один способ построения точного решения 
уравнения Фредгольма. Способ этот, предложенный самим 
Фредгольмом, основан на следующих соображениях. 

5.1. Ряды Фредгольма. Определитель и миноры Pper- 
гольма. Будучи мероморфной функцией, резольвента может 

быть представлена как частное некоторых двух целых функ- 
ций от А. При этом полюсы резольвенты — характеристиче- 
ские числа данного ядрар— не зависят от хи Ё поэтому 
можно добиться того, чтобы знаменатель в представлении 
резольвенты зависел только от А. Таким образом, резоль- 
вента должна иметь вид 

D(x, Е №) 
Г(х, 6 № = Diy? (2.51) 

где D(x, & Л) u D(A) суть целые функции от A. Если эти 
функции удастся построить, то резольвента станет известной 
и решение интегрального уравнения можно будет построить 
по формуле (2.30). 

Для числителя и знаменателя дроби (2.51) Фредгольм дал 
представление в виде следующих рядов, называемых теперь.
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рядами Фредгольма: 

Dix, W= WEP В, (х, Ha", = (0.52) 
Nx) 

р) =У, So Cah". (2.53) 
n=0 : 

Здесь 
Col, Bo (x, th=K (x, t), (2.54) 

C, = | B,-1(%, х) ах, п>0, (2.55) 
Q 

в [кам а, 
Q 3 t, th, tor... tp 

(2.56) 
где принято обозначение 

K(x, В) K(x, to)... К(хь bp) 
«(** х,..., й К (хо В) K (xq, ty)... К (м, ty) 

ty, ty ..., ¢ mo soy 
К (xp, 8) K (Xp, to)... K (Xp fp) 

(2.57) 

Если ядро не непрерывно, то интеграл 

[ Ke. x) ах, 

Q 

определяющий коэффициент C,, может потерять смысл. Эту 
трудность можно обойти таким простым способом: доста- 
точно приравнять K(x, x) любой функции от x, суммируе- 
мой в ©; можно, например, положить K(x, х)=0, тогда 
и с, =0. 

Если ядро К (x, Ё) и множество @ ограничены, то сходи- 
мость рядов Фредгольма для всех конечных А просто дока- 
зывается с помощью теоремы Адамара об оценке определи- 
теля (см., например, [8], [15], [23]). Т. Карлеман [29] дока- 
зал, что ряды Фредгольма (2.52) и (2.53) представляют целье 
функции от Ли в том случае, когда 2 — ограниченное MHO- 
жество, а ядро удовлетворяет неравенству (2.2). Другое
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доказательство, пригодное и для случая неограниченного 
множества, дано в [19]. 

Формула (2.56) неудобна, так как она требует много- 
кратного интегрирования определителей высоких порядков; 

удобнее формула 

B(x, t)=c,K(x, )—n | K(x, В, _, (<, Ват, (2.58) 
о 

которая вместе с формулами (2.54) и (2.55) позволяет рекур- 
рентно вычислить коэффициенты B(x, В и Cy. 

Заслуживает быть отмеченной формула 

D(A) gan Dh =— YAM", (2.59) 
n=l 

где 

A,= | К (х, х) ах, п=1, 2, ... 
о 

суть введенные выше следы ядра К (x, #). Ряд (2.59) cxo- 
дится, если выполнено условие (2.25). 

Функция D(A) называется определителем Фредгольма, 
функция D(x, ЕЁ; ^) — первым минором Фредгольма. 

Миноры Фредгольма порядка р определяются формулой 

Xi, Xo, 000 X Xy, №... Х 

р (* te, ПРА) =K (7 toy wees #2) + 
(oe) 

(—1)? "| | (7 XQ, «00 Xp: т, ие va) 

+7 п! A J ... J K ti, boy sees to т)... Tp dt, eee aT. 

(2.60) 
x 

Очевидно, D(x, Е; =D" | 

При любом р и любых x,, Е, ЕО ряд (2.60) предста- 
вляет собой целую функцию от А; это утверждение доказано 
во всяком случае для ядер, ограниченных и измеримых 
в конечной области ®. Такие именно ядра мы имеем в виду 
ниже. 

5.2. Выражение собственных функций ядра через ми- 
норы Фредгольма. Через миноры Фредгольма можно выра- 
зить собственные функции данного ядра. Пусть № — харак- .
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теристическое число ядра K(x, Ё) и пусть при А = № все 
миноры порядка, меньшего р, тождественно равны нулю, 
а минор порядка р отличен от тождественного нуля. 

Пусть фиксированные точки x9, хо, ..., Xi И, Oy ee В p 
Таковы, что 

р hy | #0. (2.61) 
\ 2, ,..., № 

09 . 
Xx; Np yi eeeg р 

0 0 0 
Г, т oee 9 1 

р —1, 2, ..., р, 

суть линейно независимые собственные функции ядра К (x, 0), 
соответствующие характеристическому числу Ap; не суще- 
ствует собственных функций ядра К (x, #), соответствующих 
характеристическому числу Ay и линейно независимых с функ- 
циями (2.62). Короче это формулируется так: функции (2.62) 
образуют полную систему собственных функций ядра К (x, &), 
соответствующих характеристическому числу №. 

Функции 9,(х), определяемые формулой 

№ |, (2.62) 

x9 x? x9, xo ww, 9 | 1’ ’ R=-1? В? R+1’ 9 р 

$ = D №1, (2.63 
(5) в... бр Хх AL ee В |0 (2.63) 

=1,2,..., р, 

образуют полную систему собственных функций сопряжен- 

ного ядра К”(х, #) =К(Ь x), соответствующих характери- 

стическому числу № этого ядра. 

$ 6. Уравнения со слабой особенностью 

6.1. Ограниченность интегрального оператора со сла- 
бой особенностью. Для уравнения со слабой особенностью *) 
верны все четыре теоремы Фредгольма, приведенные в $ 1 
настоящей главы. 

Интегральный оператор со слабой особенностью огра- 
ничен в L,(Q). Если ® — область т-мерного евклидова 

*) Определение см. в гл. I, $ 1, п. 3.
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пространства, оператор определен формулой (1.7) при 
Ар (Е) = АЕ, а ядро определено формулой (1.11), то 

|K| <a (2.64) 
Здесь 

Qn? 

т — Ти) 

есть площадь поверхности сферы радиуса единица в т-мер- 
ном пространстве, A— диаметр области QQ (т. е. верхняя 
грань всех расстояний между точками этой области), С == 
= sup| A(x, Ь|. 

Пусть К и С — два оператора co слабой особенностью, 
причем ядра K(x, Г) и L(x, Й этих операторов имеют 
оценки 

[К (х, |< ‚ 12(х, В < <: C,, C,==const. (2.65) 

Тогда ядро ме. Г) произведения KL операторов Ки L 
(это ядро определяется формулой (2.15)) имеет следующую 
оценку: 

| С 
тазв-т , a-+-p > м, 

| M(x, 9|<: Ст +c’, ов м, (2.66) 

С, «вх м. 

6.2. Итерации ядра со слабой особенностью. Пусть 
K(x, Ё) — ядро со слабой особенностью и с оценкой (2.65). 
Обозначим через K, (x, Ё) его итерированные ядра и через 

т 
По — наименьшее целое число, большее чем 2 (m а) > оче- 

ВИДНО, 

= |5 aay | 1. (2.67) 

Все итерированные ядра с номерами п > пу фредгольмовские. 
Если n>, где 

т 
п. — > =(4|+1 

TO итерированные ядра K, (x, #) просто ограничены. 
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Теорема Шура для ядра со слабой особенностью (1.11) 
принимает такой вид: если А, Ao, ... — характеристиче- 
ские числа этоге ядра, то 

Yate < ff kate t) |? dx dt. (2.68) 

zai! Ae! оо 

6.3. Метод последовательных приближений. Уравнения 
со слабой особенностью можно решать по методу последо- 
вательных приближений при малых значениях параметра. 
Если ©® — область т-мерного евклидова пространства, то 
последовательные приближения сходятся при условии 

| 1 | < 7 m—a 

Сотйт-@ ` 
(2.69) 

Если © — замкнутая область, а функции f(x) и A(x, = 
== r°K (м, ¢) непрерывны в ©, то любое решение уравнения 
со слабой особенностью непрерывно в ®. 

$ 7. Системы интегральных уравнений 

7.1. Векторная форма записи систем интегральных 
уравнений. Будем рассматривать системы интегральных урав- 
нений вида 

и (®—^ У, | Kyle, и Фавф=л(® (2.70) 
1=19 

(i= 1, 2,..., П). 

Введя п-компонентные векторы 

и (х) = (U(X), из (х), ..., И (Х)), 

1 (х) = (1 (х), Л (®), ..., Fa (¥)) 
и матрицу п-го порядка K(x, Г) с элементами К;,(х, £) 

(i, /=1,2,..., п), можно систему (2.70) записать в виде 
одного векторного уравнения, по форме совпадающего с урав- 
нением (2.1). 

7.2. Методы решения для случая фредгольмовских 
ядер. Если ядра К ij (x, В фредгольмовские или имеют сла- 
бую особенность, а "Е, (2), то для системы (2.70) верны
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все теоремы Фредгольма. Применимы методы решения инте- 
гральных уравнений, изложенные в 55 2—5 настоящей главы. 
В частности, при малых А сходится метод последовательных 
приближений; если ядра K,;(x, £) фредгольмовские, то для 

сходимости достаточно, чтобы 

| 
<} Bis о Вия | [Ку OPdu~@ ape. 

li, j=1 оо 
(2.71) 

Можно указать и более широкое условие сходимости. Обо- 
значим через 3 матрицу элементов B,;, через B* сопряжен- 

ную с 3 матрицу и через 0? наибольшее собственное число 
матрицы %3*3. Последовательные приближения для системы 
(2.70) сходятся, если 

JA; < о- 1. (2.12) 

7.3. Методы решения для случая ядер со слабыми 
особенностями. Пусть теперь ядра K,,(x, №) имеют слабую 
особенность, причем 

Си. 
К; (х, DI< “a С; = const, O<a,;<m. 

ij 

На этот раз обозначим через B матрицу элементов —~—— : : 
— Oj 

по-прежнему пусть $*—Matpuua, сопряженная с 3, и 02 — 
наибольшее собственное число матрицы B*B. Условие (2.72) 
остается достаточным для сходимости последовательных при- 
ближений и в данном случае. В частности, если C;; и а,, 

одинаковы для всех индексов i, ], так что С;,=С, в, ==а, 
то условие (2.72) принимает вид 

т— а 

JA; < (2.73) т-а ° Спотй 

Если ядра K,;(x, ¢) вольтерровские, то последовательные 

приближения для системы (2.69) сходятся при любом значе- 
нии параметра A.
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$ 8. Строение резольвенты в окрестности 
характеристического числа 

Вопросы, затронутые в настоящем параграфе, были ис- 
следованы Э. Гурса и подробно изложены в [8]; исследова- 
ние для уравнений более общих, чем фредгольмовские, про- 
ведено Ф. Рисом [24] в 1916 г. и, в последнее время, 
С. Н. Крачковским и М. А. Гольдманом [2]—[4], [9], [11]—[13], 
И. Ц. Гохбергом, М. Г. Крейном, А. С. Маркусом [5]—[7], 
[16]1—1[17]. 

8.1. Ортогональные ядра. Два фредгольмовских ядра 
K(x, В и L(x, 0) называются ортогональными в области Q, 
если 

[Ki 9 Ес, 94 =0, Г, ЭК, 04з=0. (2.14) 
о о 

Иначе говоря, К (x, В и L(x, В) ортогональны, если КЁ = 
— LK =0, где К и Ё — фредгольмовские операторы с ядрами 
Kx, Ви L(x, В соответственно. 

Обозначим через Г» (х, & A), Г, (х, & №), Pigg (x. Е А) 
резольвенты ядер K(x, В, L(x, В и K(x, Э-ЕЕ(Х, £) coor- 
ветственно. Если ядра K(x, В) и L(x, В ортогональны, то: 
а) Гк(х ЕЮ и Г, (х, Е п) ортогональны при любых зна- 
чениях параметров A ии; 6) Ip, (х, & № =Гк(х БВ A+ 
НГ, (x, 6 A). 

Пусть Ag— характеристическое число ядра К (x, #). Тогда № 
есть полюс резольвенты этого ядра, которую мы теперь обо- 
значим через Г(х, В A). Пусть п — кратность полюса Ap. 
Тогда в окрестности точки № справедливо разложение 

: t Tix ti N=) ae, +H (x, Е h), 
k=] 

где функция Н (х, ¢; A) регулярна при A==A,. Полагая для 
краткости 

У Ув 8) = (x, t; A), (2.75) 

имеем 

Pix, Е № =у(х, БН, 6 A). (2.76)
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Оказывается, что при любых значениях A и и ядра у (х, 1; A) 
и Н(х, Е; в) ортогональны. 

8.2. Главные ядра. Обозначим 

v(x, 4 O)= R(x, 9, A(x, Е 0)=H(x, В. (2.77) 

Тогда ядра k(x, В) и Н(х, f) ортогональны и 

K(x, В = (х, O+H (x, 8. (2.78) 

Если R(x, ft) и Н(х, В) рассматривать как ядра, то их ре- 
зольвенты суть Y(x, БА) и Н(х, Е №) соответственно. 
Ядро k(x, В называется главным ядром, соответствующим 
характеристическому числу Ap. Главные ядра, соответствую- 
щие различным характеристическим числам, попарно ортого- 
нальны. 

Все главные ядра — вырожденные. Таким образом, глав- 
ное ядро k(x, Ё), соответствующее полюсу Ау резольвенты, 
имеет вид 

/ 

в, D= 29,69%, Os (2.79) 

функции ф,(х), так же как и функции tp, (1), можно считать 

линейно независимыми. 

8.3. Канонические ядра. Если функции ф,(х) подвер- 

гнуть линейному преобразованию, то вид формулы (2.79) 
не изменится. Можно так выбрать это преобразование, чтобы 
разложение (2.79) приняло каноническую форму. Поясним 
подробнее последнее утверждение. Функции ф,(х) (= 1, 
2,..., Г) распадаются на несколько групп: 

PM, Gh, ..., 90; 
(2) (2) (2). 

Я, Фо Фр (2.80) 

о, 4, vias a 
таких, что 

КФ = 9, 
A Kel? = 9) + 9), ..., AKG, = Op a1 |. $0). (2.81)
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Функции @)(x), $5=1, 2, ..., 4, образуют полную систему 

собственных функций ядра K (x, #), соответствующих харак- 
теристическому числу А; функции gp (x) удовлетворяют 

уравнению 

(— К =0  (1=12,..., р,). — (2.82) 

Функции ФФ (x) называются нуль-элементами ядра К (x, В, 

соответствующими характеристическому числу Ap. 
Таблица (2.80) позволяет представить главное ядро 

в виде 
q 

k(x, t) => RO (x, 0), (2.83) 

где k(x, £) имеет вид 
Ps 

R(x, В = 2 99 (x) api). (2.84) 
jJ= 

Ядра | (x, Г) называются каноническими ядрами, соответ- 
ствующими характеристическому числу №. Канонические ядра 
попарно ортогональны. Функции po (x) суть нуль-элементы 

сопряженного ядра K*(x, Ь, соответствующие характери- 

стическому числу А; функции $ (x) образуют полную си- 
стему собственных функций этого ядра, соответствующих 

тому же числу №. 

Резольвента канонического ядра k(x, Ё) имеет вид 

Ps р;—й 

VO) (x, 6 y= D(A)" (1 —)^ У 0) (х) фуьь ©; (2.85) 
k=1 j=l 

так как канонические ядра попарно ортогональны, TO резоль- 

вента главного ядра 

v(x, В М = > yi) (x, Е A). (2.86) 
S=] 

С каждым характеристическим числом Ay связаны три 
натуральных числа: 1) г— ранг этого числа, т. е. число 
соответствующих ему линейно независимых собственных
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функций; 2) п — порядок полюса, которым является Ay для 
резольвенты; 3) кратность у числа Ао как нуля определителя 
Фредгольма D(A). Эти три числа связаны с введенными выше 
числами следующими соотношениями: 

r=4, — тахр., v= Dips 

$ 9. О порядке роста собственных чисел 

Порядок роста собственных чисел в общем случае фред- 
гольмовского ядра определяется теоремой Шура (фор- 
мула (2.22)). При более специальных предположениях о ядре 
можно высказать более определенные суждения о росте соб- 
ственных чисел. Ниже приводятся некоторые из результатов 
А. О. Гельфонда *), относящиеся к этому кругу идей. 

Пусть x и ¢ — вещественные переменные и @ есть отре- 
30K [0, 1]. Тогда ядро K(x, Й) есть функция двух веще- 
ственных переменных, определенная в квадрате 0 < x, Ё<1. 
Справедливы следующие теоремы. 

Теорема 9.1. Пусть в квадрате 0D< x, t<1 ядро 
К (x, f) имеет ограниченные производные по Ё до порядка т 
включительно. Если №, №, ... — характеристические 
числа ядра K(x, В, то сходится ряд 

м 1 2 
х ее’ Ри, (2.87) 
n=l 

где & — любое положительное число. При этом определи- 
тель Фредгольма есть целая функция порядка не выше о. 

Более сильный результат удается установить для ядер, 
аналитических по Ё. Именно, верна следующая теорема. 

Теорема 9.2. /ГЛусть в окрестности любой точки 
tE[0, 1] имеет место разложение 

К (х, N= Xo, (x, t)(¢ — 1)", (2.88) 

причем 

| ©. (х, T)|< со", (2.89). 
где положительные постоянные с и о не зависят на 

*) См. написанное А. О. Гельфондом «Приложение» к книге [15].
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от х, ни от т. Гогда характеристические числа ядра 
K(x, Г) возрастают не медленнее некоторой геометри- 
ческой прогрессци. 

Приведем еще одну теорему, относящуюся к ядрам, ко- 
торые могут быть неограниченными вблизи сторон квадрата 
Ох, t<l. 

Теорема 9.3. Пусть ядро K(x, Ё) удовлетворяет 
следующим условиям: 

1) существуют такие постоянные \ u 6, причем VY > 1 

u 0<d<5, что 

К (х, |< у =: 
[xt (l—x) (1 —d)]? 

2) существует такая постоянная g>1, что внутри 
луночки 

] л | 
о aw.» —ae o_—eee ee ° newer ; 

2 Sin 25а 

ядро K(x, t) есть голоморфная функция от 2; 
3) путь О«ЕХ 11/2. В замкнутой области, контур 

которой определен уравнением 

[1 + (1 — 24) ef]! 
2 — а 11а ' 

на —2e) ео -=а-—2®)е9] 

выполняется неравенство 

1К (х, O[< У 

[х (1 — хр 76 era ' 
где р — положительная постоянная. Тогда характери- 
стические числа ядра K(x, t) удовлетворяют нера- 
венству 

1%, |-> аб”, 

где а и 2 — некоторые постоянные, причем а> 0, O>1.



ГЛАВА Ш 

СИММЕТРИЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ *) 

$ 1. Основные свойства 

1.1. Симметричные ядра. В настоящей главе мы огра- 
ничимся симметричными уравнениями с ядрами фредгольмов- 
ского типа. Уравнения более общего типа будут рассмотрены 
в гл. У. Мы полностью сохраняем здесь понятия, термино- 
логию и обозначения гл. II. 

Фредгольмовское ядро K(x, В называется симметрич- 
ным, если оно совпадает со своим сопряженным: 

К (x, д =К*(х, В =К( x); (3.1) 
вещественное ядро симметрично, если 

K(x, )=K¢t, x). (3.2) 

Пример 1.1. Пусть © — отрезок [а, 8] вещественной оси. 
Ядра Х+Ь x?+¢2, i(*«—t) симметричны; ядро #(х -Н Ё) несим- 
метрично. 

Пример 1.2. Пусть © — т-мерная конечная область и 
г=|х— |. Ядро К (x, t)=r7 ^, 0<^ < m/2, — фредгольмовское 

симметричное. Симметрично и ядро К (x, Ё) = Ш = 

Если ядро симметрично, то все его итерированные ядра 
также симметричны. 

Если K(x, 6) симметричное ядро и К — соответствующий 
оператор Фредгольма (формула (2.7)), то он совпадает со 
своим сопряженным. Операторы, обладающие последним свой- 

*) Теория симметричных уравнений подробно изложена в кни- 
гах, указанных в сноске на стр. 36.
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ством, называются самосопряженными; тождество (2.14) для 
них принимает более простой вид 

(Ки, 9) = (и, Kv); и, vE Г. (%). (3.3) 

Интегральное уравнение с симметричным ядром само на- 
зывается симметричным. Оператор Фредгольма с симме- 
тричным ядром мы будем называть оператором Гильберта — 
Шмидта. 

1.2. Основные теоремы о симметричных ядрах. 
Теорема 1.1. Симметричное ядро, отличное от то- 

ждественного нуля, имеет по крайней мере одно харак- 
теристическое число. 

Теорема 1.2. Характеристические числа симме- 
тричного ядра вещественны. 

Теорема 1.3. Собственные функции симметричного 
ядра, соответствующие различным характеристическим 
числам, ортогональны. 

1.3. Системы характеристических чисел и собствен- 
ных функций. Может случиться, что одному и тому же 
характеристическому числу соответствует несколько линейно 
независимых собственных функций; применив к ним процесс 
ортогонализации (см. ниже), можно эти функции сделать 
попарно ортогональными. Далее, любую собственную функ- 
цию можно нормировать, — для этого достаточно разделить 
эту функцию на ее норму. Из сказанного следует, что CO6O- 
купность собственных функций симметричного ядра 
можно считать ортонормированной. 

Характеристические числа и собственные функции симме- 
тричного ядра принято выписывать в виде последователь- 
HocTeh 

Ny» Agr weer Ng ed 

U(X), U(X), ..., И (Х), wees (3.4) 

с соблюдением следующих правил. 
1) Числа А выписываются в порядке возрастания их абсо- 

лютных величин, так что |А„ |< |Аи+1|. 
2) Каждое характеристическое число выписывается столько 

раз, каков его ранг (см, стр. 38); таким образом, в записи (3.4) 
одно H TO же число А, может встретиться несколько раз, но 
при этом каждому такому числу соответствует в записи (3.4) 
только одна собственная функция,
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3) Собственные функции и„(х) нормированы и попарно 
ортогональны; короче это формулируют так: система {u, (x)} 
ортонормирована. 

Последовательности (3.4) принято называть системой 
характеристических чисел и собственных функций данного 
симметричного ядра. 

1.4. Процесс ортогонализации. Пусть дана конечная 
или счетная последовательность функций из L, ($2) 

P(X), Фо (х), ..., G(X), ... 

таких, что P(X), Po(X), ..., QD, (xX) линейно независимы при 
любом 1; если число функций конечно, то мы просто по- 
требуем, чтобы они были линейно независимы. Процесс орто- 
гонализации состоит в построении ортонормированной системы 
функций 

1 (х), W(X), ..., O,(%), ... 

по следующему алгорифму: 

Pp, (х) =, (Хх), ©, (x) = т 

п-1 

фи (2) = $, (4) — № Фи, Op) Op (5%), 
©, (x) = №; п = 2, 3, 4, ... 

Pell’ 

Заметим, что при любом п функция ®, линейно выра- 
жается через Q,, Po, ..., DP, и, наоборот, функция Фф„ ли- 
нейно выражается через Wy, Wo, ..., ®,. 

$ 2. Ряд Гильберта — Шмидта и следствия из него 

2.1. Теорема Гильберта — Шмидта. Пусть К — опера- 
тор Гильберта — Шмидта. Пусть система характеристических 
чисел и собственных функций ядра К (x, Е) этого оператора 
дана записью (3.4). Пусть, наконец, 2 (x) — функция, при- 
надлежащая области значений оператора К, так что 

g (x) = (Kh) (x)= | K(x, ЭЕФаЕ hEL,(Q). (3.5) 

Тогда ° 
co 

g(x) = YA? и, (2). (3.6) 
n=l 
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причем ряд (3.6) сходится в среднем в ®. Если ядро К (x, 6) 
удовлетворяет неравенству (2.24), то ряд (3.6) равномерно 
сходится в ®. 

Ряд (3.6) называется рядом Гильберта — Шмидта; он 
представляет собой ортогональное разложение функции g (x) 
по собственным функциям ядра K(x, Ё). Теорему Гиль- 
берта — Шмидта можно сформулировать так: 

Система собственных функций оператора Tuac- 
берта — ill mudma полна в области значений этого опера- 
тора. 

В частности, если область значений некоторого оператора 
Гильберта — Шмидта совпадает с L, (2), то система его соб- 
ственных функций BL, (62) полна. 

2.2. Решение симметричного интегрального уравнения. 
Интегральное уравнение (2.5) просто решается, если его ядро 
симметрично и если известна система (3.4) его характери- 
стических чисел и собственных функций. Именно, если А, — 
правильное число, то 

v= sony 0 а и). (3.7) 

Формуле (3.7) можно придать смысл и для А характери- 
стического. Пусть А = Ар = Ар == ... ==А,. Тогда для 

разрешимости уравнения (2.5) необходимо и достаточно (тео- 
рема 1.4 гл. II), чтобы 

(f,u,)=0 (п=р-1, p+2,..., 9). 

Допустим, что эти условия выполнены. Тогда коэффициенты 
ряда (3.7) с только что названными номерами принимают 

0 
форму т. Если заменить эти коэффициенты произвольными 

числами, то формула (3.7) даст решение симметричного урав- 
нения (2.0) и в случае характеристического A. 

2.3. Резольвента симметричного ядра. Из формулы 
(3.7) легко извлечь выражение для резольвенты симметрич- 
ного ядра: 

Pix. y= ys aaa . (3.8) 
n=]
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При правильных значениях А ряд (3.8) сходится в среднем 
по обеим переменным x и 2. 

2.4. Билинейный ряд для ядра и его итераций. При 
А=0 формула (3.8) переходит в билинейный ряд для 
ядра К (x, £): 

К (х, t) — У Un pee (Е) , (3.9) 

П=] 

Билинейный ряд для итерированных ядер имеет вид 

Кр(х, 9 = У) ra (©) (3.10) 
n=1 п 

Из формулы (3.10) следует, между прочим, что система харак- 
теристических чисел и собственных функций итерированного 
ядра K(x, #) имеет вид 

р р ATs №, wey Аль wees (3.11) 

Hy (х), U(X), ..., Ug (Х), ... 

Из той же формулы (3.10) вытекает равенство 

У, or [ fixe. t) P dx dt. (3.12) 
п=1 П оо 

В частности, при р =1 получаем 

Yen! [ке t) 2 dx dt. (3.13) 

Этот случай был отмечен в § 1 гл. II. 
Отметим одно следствие из формулы (3.9): симметричное 

ядро является вырожденным тогда и только тогда, когда оно 
имеет конечное число характеристических чисел или, что 
то же, конечное число ортонормированных собственных 
функций. 

Коротко скажем о характере сходимости билинейных ря- 
дов (3.9) и (3.10). В общем случае эти ряды сходятся в сред- 
нем по обеим переменным. Если ядро К (x, Ё) удовлетворяет 
неравенству (2.24), то при р >2 ряд (3.10) сходится равно-
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мерно по обеим переменным, а при р =2 — равномерно по 
одной из переменных при почти любом фиксированном зна- 
чении другой переменной. Если все характеристические числа 
положительны (в этом случае ядро К (x, Г) называется поло- 
жительным, см. ниже), само ядро непрерывно, а область Q 
конечная, то билинейный ряд (3.9) сходится равномерно по 
обеим переменным (теорема Мерсера) *). В частности, 
если ядро непрерывно, а область @ конечная, то при р =2 
ряд (3.10) сходится равномерно по обеим переменным. 

$ 3. Классификация симметричных ядер 

Симметричное ядро K(x, #), заданное в области Q, назы- 
вается полным (иногда замкнутым), если система его соб- 
ственных функций полна в [.. (62); в противном случае оно 
называется неполным. 

Симметричное ядро называется положительным (соот- 
ветственно отрицательным), если все его характеристиче- 
ские числа положительны (соответственно отрицательны). 
Полное положительное ядро называется положительно опре- 
деленным; аналогично определяется отрицательно опреде- 
ленное ядро. 

Можно дать другое (равносильное) определение положи- 
тельных (и отрицательных) ядер. Симметричное ядро К (x, 2), 
заданное в области ©, называется положительным, если так 
называемая квадратичная форма этого ядра, равная 

(Ки, u) = | [ Ko, Ри (x) u(t) dx dt, (3.14) 
о Q 

неотрицательна, какова бы ни была функция иЕ L, (62). To же 
ядро называется положительно определенным, если квадра- 
тичная форма (3.14) положительна при любой функции 
и. (2), отличной от тождественного нуля. 

Несимметричное ядро Н(х, #), заданное в области 2, 
называется симметризируемым слева, если существует такое 
положительно определенное ядро G(x, #), что ядро 

| G(x, s)H(s, dds (3.15) 
Q 

*) См., например, [22] или [23].
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симметрично. Аналогично определяется ядро, симметризи- 
руемое справа. Если ядро симметризируемо, то оно имеет 
по крайней мере одно характеристическое число и все его 
характеристические числа вещественны. 

$ 4. Экстремальные свойства характеристических 
чисел и собственных функций 

Приводимые ниже теоремы могут быть получены как след- 
ствия из билинейного ряда (3.9). 

Теорема 4.1. /Лусть 0, — наименьшее по абсолютной 
величине характеристическое число симметричного ядра 
K(x, Ё) и пусть и (x) — соответствующая этому числу 
собственная функция. Гогда 

1 — | (Ки, и) | _ 
№ tO a т | (Ки, и) |. (3.16) 

Максимум достигагтся при u= uy. 
Теорема 4.2. Пусть Ay, ^.,..., А, — первые (при 

расположении их в порядке возрастания абсолютных 
величин) п характеристических чисел симметричного 
ядра К(х, t), а и, Uy, ..., и, — соответствующие им 
ортонормированные собственные функции. Гогда для 
числа hyn. ближайшего следующего за №„ по абсолютной 
величине, справедлива формула 

1 (Ююю 
[anil р 

(3.17) 

причем максимум берется на множестве функций, от- 
личных от тождественного нуля и ортогональных K COO- 
ственным функциям Uy, йо, ..., Ша: 

(и, и) =0, 1=1,2,..., 4. (3.18) 

Максимум в формуле (3.17) достигается на собствен- 
ной функции и. соответствующей  собствепнолу 
числу Ап Е. 

Формула (3.17), очевидно, равносильна следующей; 

1 
тт = тах | (Ки, в) |,
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где максимум берется на множестве функций, удовлетворяю- 
щих условиям (3.18) и еще условию |#||=1. 

Теорема 4.1 допускает следующее уточнение. 

Обозначим через H* и H™ множества функций из L, (©), 
на которых квадратичная форма (Ки, и) принимает только 
положительные (соответственно только отрицательные) зна- 

чения. Обозначим, далее, через AY (соответственно AL ) наи- 

меньшее по абсолютной величине положительное (соответ- 
ственно отрицательное) характеристическое число ядра K (x, #). 
Тогда 

(Ки, и) 1 . (Ku, и) 
—— = max ——-, = min —— >. (3.19) 
м ucHt Jey? Ay uCH~ a (? 

Аналогичное уточнение допускает и теорема 4.2. В част- 
ности, если ядро К (x, Р) положительное, то 

1 и, и — = шах ~——- = шах (Ки, и). 3.20 
м изо ПИР ax ( (2.20) 

$ 5. Ядра Шмидта и билинейный ряд 
для несимметричных ядер 

Пусть L(x, В — несимметричное ядро, удовлетворяющее 
неравенству вида (2.2), и L*(x, В — сопряженное с L(x, #) 
ядро. Соответствующие им операторы Фредгольма обозначим, 
как обычно, Ки L*. Операторы K,==L*L и К. = ЁЁ^ сим- 
метричны и положительны; их ядра 

K(x. В = | L*(x, s)L(s, 94$ = | L(s, x) (5, Ваз (3.21) 
Q Q 

И 

Ко(х, В) = | L(x, $) Г" (5, Dds = | L(x, s)L(t, $)4$ (3.22) 

Q Q 

суть симметричные положительные ядра; доказывается, что 
системы их характеристических чисел совпадают. Ядра K, (Хх, Е) 
и К.(х, Г) называются ядрами Шмидта для ядра L(x, [). 

Обозначим через p, (А =1, 2, ...) характеристические 
числа ядер Шмидта, через и, (х) — ортонормированные соб- 
ственные функции ядра К, (х, ft) и через э,(х) — ортонор- 
мированные собственные функции ядра K,(x, f). Каждую из
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функций и,(х), 9,(х) можно умножить на произвольный 
численный множитель, равный единице по модулю. Эти мно- 
жители. можно подобрать так, что оказываются справедли 
выми формулы 

ти (x) vp (2) + к Up (X) Up (Е) L(x, \)= о, [*(х, В) = =”, (3.23) 
х Ув х Ув 

которые можно рассматривать как билинейные ряды для ядер 
L(x, В и L*(x, 0. Ряды (3.23) сходятся в среднем в Q по 
совокупности переменных x и Ё. Имеет место неравенство 

Уи < Bi = | [ice t) |? dx dt. (3.24) 

k=l Q Q 

$ 6. Решение интегральных уравнений первого рода 

1. Симметричные уравнения. Пусть K(x, ft) — сим- 
метричное ядро, заданное в области @, и система его харак- 
теристических чисел и собственных функций задана записью 
(3.4). Решения однородного уравнения первого рода 

[ K@, дифи=0 (3.25) 
Q 

совпадают с функциями, ортогональными KO всем собствен- 
ным функциям ядра К (х, #). Отсюда сразу следует, что урав- 
нение (3.25) имеет только тривиальное решение, если ядро 
К (x, Ё) полное. Если оно неполное, то уравнение (3.25) имеет 
конечное или счетное множество линейно независимых реше- 
НИЙ *). 

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение первого рода 

[ K@, )uQat= f(x); (3.26) 
Q 

примем, что ГЕ. (2). Для того чтобы уравнение (3.26) было 
разрешимо, необходимо и достаточно, чтобы свободный 

*) Это множество будет счетным, если, например, ядро К (x, ¢) 
вырожденное.
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член f(x) разлагался в сходящийся в среднем ряд по соб- 
ственным функциям ядра K (x, В: 

Л (*) = > Fett (x); Хь== (У, Uy). 

и чтобы ряд 

Эм 
сходился. Общее решение уравнения (3.26) тогда дается фор- 
мулой 

и (х) = uy (x) + x Net nll (Х), (3.27) 

где щ(х) — любое решение однородного уравнения (3.25). 
Если ядро К (x, ¢) полное, то и,(х)==0, и уравнение (3.26) 
при выполнении указанных выше условий имеет единственнов 
решение 

(x) = Хы (9). (3.28) 

6.2. Несимметричные уравнения. Пусть несимметричное 
ядро L(x, Ё) имеет билинейное разложение (3.23). Решения 
однородного уравнения первого рода 

| L(x, Ви (4 =0 (3.29) 
Q 

суть функции, ортогональные KO всем функциям U, (xX) 
(Е =1, 2, ...). Отсюда, между прочим, следует, что урав- 
нение (3.29) имеет только тривиальное решение, если ядро 
Шмидта А, (х, #) полное, и имеет конечное или счетное MHO- 
жество линейно независимых нетривиальных решений, если 
это ядро неполное. 

Для разрешимости неоднородного уравнения первого рода 

[4 дифи=/(); ТЕЬ®, — 6.30) 
Q
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необходимо и достаточно, чтобы свободный член f (x) раз- 
лагался в ряд по функциям и, (х), 

Х(%) = р fate (х);  Ль=(Х, ay), 

сходящийся в среднем, и чтобы ряд 

Уи | fe? 
k=1 

сходился. Если эти условия выполнены, TO общее решение 
уравнения (3.30) дается формулой 

u(x) = Uy (x) + 21 У ва See (2), (3.31) 

где и(х)— любое решение уравнения (3.29). Если ядро 
Шмидта K,(x, 2) полное, TO щ(х)==0, и при выполнении 
указанных выше условий уравнение (3.30) имеет единствен- 
ное решение 

и (х) = x V Up Fee (2). (3.32)



ГЛАВА IV 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЯДРАМИ 

$ 1. Позитивные собственные значения 

1.1. Постановка задачи. В этом параграфе рассматри- 
ваются неотрицательные ядра К (х, 2); x, ЕЕ, где ® — огра- 
ниченное замкнутое множество конечномерного пространства. 
Такие ядра при несущественных дополнительных предполо- 
жениях имеют неотрицательные собственные функции. Соот- 
ветствующие этим собственным функциям собственные значе- 
ния A принято называть позитивными. Каждое позитивное 
собственное значение, очевидно, неотрицательно. Ниже будет 
показано, что при достаточно общих условиях неотрицатель- 
ная собственная функция единственна (с точностью до ска- 
лярного множителя). Будет выяснено, в каких условиях пози- 
тивное собственное значение простое *). 

При широких предположениях позитивное собственное 
значение мажорирует абсолютные величины других собствен- 
ных значений (вещественных и комплексных). 

1.2. Рассматриваемые классы ядер. В этом параграфе 
предполагается, что ядро К (x, Ё) неотрицательно и либо не- 
прерывно, либо измеримо и интегрируемо с квадратом: 

| [ Kx. t) dx dt < со. (4.1) 
о Q 

*) Собственное значение A называется простым, если ему COOT- 
ветствует единственная (с точностью до скалярного множителя) 
собственная функция Ф (х) и если уравнение 

[ко офф = 9 6 
Q 

не имеет решений.
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Если ядро непрерывно, то все время идет речь о непрерыв- 
ных собственных функциях. Если ядро квадратично сумми- 
руемо, то речь идет о собственных функциях, интегрируемых 
с квадратом. Аналогично все функции, встречающиеся в при- 
водимых ниже рассуждениях и утверждениях, нужно считать 
непрерывными, если К (x, №) непрерывно, и квадратично сум- 
мируемыми, если выполнено условие (4.1). 

Непрерывное неотрицательное ядро K (x, f) называется 
неразложимым, если при любом разбиении множества Q на 
две непустые непересекающиеся части Q, и ©. найдутся такие 
ХЕ о, ty E Q4, что К (Xo; to) > 0. 

Ядро K(x, t) неразложимо тогда и только тогда, 
когда для любой неотрицательной непрерывной функ- 
ции ф(х), не равной тождественно нулю, найдется такая 

итерация ядра K(x, t) (N=N(Q)): 

К“ (x, = 

= | | ... | К (x, $) К ($1, Sq) *...-К (1-0) 4581... 45мм» 

оо Q 
(4.2) 

что 
[К о, 0%04>0 (rE). (4.3) 
Q 

Из неразложимости ядра К (x, #) вытекает неразложимость 

каждой итерации K(x, №) и, наоборот, из неразложимости 

К (x, £) вытекает неразложимость K(x, 2). 
Пусть U(x) — фиксированная неотрицательная функция, 

принимающая положительные значения на некотором множе- 
стве положительной меры. Ядро K(x, Ё) называется uy (х)- 
ограниченным сверху, если для каждой функции и(х) най- 
дутся такие р—=р(и) и а=а(й > 0, что 

| К® (x, Ви( 4! < auy(x). (4.4) 
Q 

Аналогично ядро К (x, Ё) называется Ug (х)-ограниченным 
снизу, если для каждой неотрицательной функции u(x), поло- 
жительной на множестве ненулевой меры, 

| К® (x, t)u(t)dt Ь-щ (x), (4.5) 
Q 

где g иф зависят OT u(x), причем O> 0.
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Непрерывное ядро К (x, Е), очевидно, иу(х)-ограничено 
сверху, если u(x) положительна. Если ядро K(x, t) He- 
разложимо, TO OHO щ(х)-ограничено снизу при но (х)==1. 
Если K (x, Г) удовлетворяет условию (4.1), то оно цу (х)-огра- 
ничено сверху при 

=| [| К?(ж, 5 ar)" (x €Q). (4.6) 
Q 

Ядро, которое ш(х)-ограничено и сверху и снизу, называется 
Uy (х)-ограниченным. 

Важными примерами неотрицательных ядер являются функ- 
ции Грина некоторых краевых задач. Следующая таблица со- 
держит простейшие примеры функций Грина G(x, ¢) некото- 
рых краевых задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Во всех этих примерах С (Е, х) = G(x, Ё) и поэтому 
приводятся значения функций Грина только при x < Ё. 

дифференинильный Краевые условия Фувиция youu 

—y" yO) =y()=0 *(1-т) 

у (0) = у’ (1) =0 t 

У’ (0) =y(l) =0 1—# 

[—fixay', у (0) =y() =0 q(xn—4 a 

f (x) > 0, у (0) = у’ (0 =0 4 (х) 

— [4$ | У) =У() су @ _ ч*«а®га) 
19 =) FH @>0) I~ +907 

| 
| — ху” — y’ у (0) конечно, у (1) =0 — п + 

(— xy’)’ += у | y (0) конечно, у (1) =0 =. [( =] —_ пт ( xt)" 
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Все приведенные в таблице функции Грина G(x, Ё) 
являются й,(х)-ограниченными ядрами, где 

l 

uy (x) = | G(x, t)dt. (4.7) 
0 

1.3. Существование положительной собственной функ- 
ции. 

Теорема 1.1. Пусть K(x, В) — неотрицательное 
ядро. Пусть существует положительная на некотором 
множестве ненулевой меры функция Ф(х), для которой 

[ K? (x, Day @dt>ago(x) ЕО, — (4.8) 
Q 

где а> 0, a КР (x, f)— итерированное ядро некоторого 
порядка р. 

Гогда ядро K(x, Ё) имеет по крайней мере одно пози- 
тивное собственное значение ho. Это позитивное соб- 

р 

ственное значение удовлетворяет неравенству Ay > Va. 
Из теоремы 1.1 следует, что иу-ограниченные снизу ядра 

и, В частности, неразложимые ядра имеют позитивное соб- 
ственное значение. 

Приведем еще один признак существования позитивного 
собственного значения, формулируемый в других терминах. 

Теорема 1.2. Пусть неотрицательное ядро К (x, [) 
имеет хотя бы одно ненулевое (вещественное или KOM-. 
плексное) собственное значение. 

Гогда оно имеет позитивное собственное значение №, 
Предостерегаем читателя от неправильного мнения о том, 

что у каждого неотрицательного ядра есть неотрицательная 
собственная функция. Например (в случае ® == (а, 6]), ядра 

К (x, В, удовлетворяющие условию K(x, В==0 при ё>х, 
не имеют собственных функций, соответствующих ненулевым 
собственным значениям. 

1.4. Сравнение позитивных собственных значений 
© другими собственными значениями. Наибольшее из пози- 
тивных собственных значений неотрицательного ядра обо- 

значим через Л.
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Теорема 1.3. Все (вещественные и комплексные) 
собственные значения А неотрицательного ядра K (x, ft) 
удовлетворяют неравенству |A| <A. 

В теории линейных интегральных уравнений важную роль 
играет наибольшее по абсолютному значению собственное 
значение ядра K(x, #). В силу теоремы 1.3 в случае неотри- 
цательного ядра среди наибольших по абсолютной величине 
собственных значений всегда есть позитивное ‘собственное 
значение. 

1.5. Простота позитивного собственного значения. 
Теорема 1.4. Густь ядро K(x, t) неразложимо. 

Тогда оно имеет единственное позитивное собственное 
значение А. Это собственное значение А простое. Оно 
больше абсолютных величин всех остальных собственных 
значений. 

Эта теорема содержится в следующем более общем утвер- 
ждении, 

Теорема 1.5. [7ycmo ядро K(x, В и, (х)-ограничено. 
Тогда оно имеет единственное позитивное собственное 
значение A. Это собственное значение простое. Оно 
больше абсолотных величин остальных собственных зна- 
чений. 

Теорема 1.5 может быть применена, в частности, к рас- 
смотренным в п. 1.2 функциям Грина краевых задач. 

1.6. Стохастические ядра. Неотрицательное непрерывное 
ядро K(x, #) называется стохастическим, если 

[ко ой=т (69. (4.9) 
о 

Очевидно, функция Ф(х)==1 (x EQ) является собствен- 
ной функцией стохастического ядра, соответствующей соб- 
ственному значению Ay == 1. Остальные собственные значения A 
стохастического ядра удовлетворяют неравенству |A|< 1. 
Примеры показывают, что у стохастических ядер могут 
быть такие отличные от | собственные значения A, что 
|^|==1. Эти собственные значения называются пермута- 
торами. 

Теорема 1.6. 1. Все собственные значения стоха- 
стического ядра, по модулю равные единице, суть нату- 
ральные корни из единицы.
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2. Множество собственных функций стохастиче- 
ского ядра, отвечающих собственному значению А =1, 
имеет базис, состоящий из неотрицательных функций 
P(X), Ф2(х), ..., Ф,(х) и обладающий следующими свой- 
ствами: 

а) для каждой функции Q(x) (J=1, 2,..., г) cymes 

ствует по крайней мере одна точка, в которой данная 
функция положительна, а остальные функции базиса 
равны нулю; 

b) для каждой точки множества ® найдется по край- 
ней мере одна функция базиса, положительная в этой 
точке; 

с) множество собственных функций транспонирован- 
ного уравнения 

Аль (x) = | К x) b () dt, (4.10) 
о 

отвечающих собственному значению № =1, имеет 
базис, составленный из неотрицательных функций 

(x), 4$. (х), ..., ф,(х), биортогональный с базисом 
P(X), Po(X), ..., Ф,(х) и такой, что 

1: (x) ф, (x) ==0 (ХО, 1-Е], i, j=l, 2,..., 7). 

1.7. Замечания. Приведенные в этом параграфе утвер- 
ждения содержатся в общей теории (см. [3] —[5]) линейных 
операторов, оставляющих инвариантным конус в банаховом 
пространстве. Некоторые факты этой теории излагаются 
в гл. \, § 5, 

Из общей теории вытекает справедливость сформулиро- 
ванных в этом параграфе теорем и для ядер К (x, #), которые 
не обладают свойством квадратичной суммируемости, но кото- 

рые порождают линейный интегральный оператор 

Ки (х) = | K(x, t) a(t) dt, 
Q 

действующий и вполне непрерывный в каком-либо простран- 
стве функций.
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$ 2. Положительные решения неоднородного уравнения 

2.1. Существование положительного решения. Рас- 
смотрим неоднородное уравнение 

№ (х) = | K(x, t) u(t) dt + f (x) (4.11) 
Q 

с неотрицательным ядром К (x, f), которое либо непрерывно, . 
либо удовлетворяет условию (4.1). Как и в предыдущем 
параграфе, все функции, участвующие в рассуждениях, пред- 
полагаются непрерывными, если К (x, Ё) непрерывно, и ква- 
дратично суммируемыми, если К (x, Ё удовлетворяет усло- 
вию (4.1). 

Теорема 2.1. Пусть p>A, 2где Ар— наибольшее 
позитивное собственное значение ядра К (x, 0. 

Гогда уравнение (4.11) при любой неотрицательной 
функции f(x) имеет единственное неотрицательное ре- 
шение и*(х), которое можно получить методом после- 
довательных приближений 

рана (4) = | K(x ди, (419 
Q 

(n==0, 1, 2,...) 

при любом начальном приближении U(X). 
Если положить Uy (х)==0, то 

n-1 

1 Kf (x) 
Uy, (x) = wari 

mx) 

и, следовательно, 
co 

* кту (х) e 

ur (xX) = mer? 
m=) 

здесь К — интегральный оператор с ядром К (x, 2): 

Ки (х) = | К (x, t) u(t) dt. 
Q 

Теорема 2.1 допускает обращение. 
Теорема 2.2. Если уравнение (4.11) имеет положи- 

тельное решение хотя бы при одной положительной
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функции fo(x), то p>A, и поэтому уравнение (4.11) 
имеет неотрицательное решение при любой неотрица- 
тельной функции f (x). 

Теорему 2.1 естественно дополнить следующим утвержде - 
нием. 

Теорема 2.3. Если ядро K(x, В) ш(х)-ограничено, 
то при ци < А уравнение (4.11) не имеет неотрицатель- 
ных решений ни при одной неотрицательной и не равной 

тождественно нулю функции f (x). 
В частности, уравнение (4.11) с неразложимым ядром 

не имеет неотрицательных решений при и < Ли f(x) 20 

(f (x) # 0). 
2.2. Сходимость последовательных приближений. 
Теорема 2.4. В условиях теоремы 2.1 быстрота 

сходимости последовательных приближений (4.12) к реше- 
нию и*(х) уравнения (4.11) характеризуется неравенством 

м“ — м,| CW(+) @=l, 2...) 

где C(p)— некоторая постоянная. 
В этой теореме 

[У] = тах [у (x) |, 
EQ 

если ядро K(x, Ё) и функция f(x) непрерывны. Если же 
ядро удовлетворяет условию (4.1) и функция f(x) интегри- 
руема с квадратом, то 

| =( [У ax)". 
Q 

2.3. Замечание. Распространение теорем этого параграфа 
на более широкий класс ядер требует привлечения общей 
геории линейных операторов, оставляющих инвариантным 
конус (см. [4], [5]). 

$ 3. Оценки спектрального радиуса 

3.1. Постановка задачи. Наибольшая из абсолютных ве- 
личин собственных значений ядра K(x, #) называется его 
спектральным радиусом р(К) или спектральным радиусом
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интегрального оператора 

Ku(x) = | K(x, t) u(t) dt. (4.13) 
Q 

Роль спектрального радиуса определяется, например, тем, 
что интегральное уравнение (4.11) с непрерывным ядром при 
любой непрерывной функции /(»х) имеет непрерывное реше- 
ние и(х), которое может быть получено методом последова- 
тельных приближений (4.12) в том и только том случае, 
когда |p| > p(K). Аналогичное утверждение имеет место и 
для ядер, суммируемых с квадратом. В связи с этим при- 
обретают важное значение оценки спектрального радиуса. 

В этом параграфе будут указаны некоторые оценки спек- 
трального радиуса неотрицательных ядер и будут описаны 
общие приемы получения таких оценок (см. [3] — [6]). 

Из теоремы 1.3 вытекает, что спектральный радиус p(K) 
неотрицательного ядра K(x, Г) либо равен нулю, либо со- 
впадает с его наибольшим позитивным собственным значе- 
нием. Поэтому оценки спектрального радиуса в случае не- 
отрицательного ядра совпадают с оценками наибольшего пози- 
тивного собственного значения. 

Оценки спектральных радиусов неотрицательных ядер 
могут быть использованы для изучения знакопеременных ядер, 
так как спектральный радиус p(K) неотрицательного ядра 
К (x, Ё) является оценкой сверху спектрального радиуса каж- 
дого такого ядра R(x, [), что 

|®(х, D|<K (x, В (x, (Е 0). (4.14) 

Для простоты изложения будем считать, что рассматри- 
ваются непрерывные ядра К (x, 0) и что все функции, уча- 
ствующие в формулировках, непрерывны. Однако все утвер- 
ждения сохраняют силу, если ядро K(x, ft) квадратично 
суммируемо. 

3.2. Оценки сверху. Простейшие оценки сверху дают 
неравенства 

p(K) < max | К (x, Ра (4.15) 

р(К) < VJ [ K(x, thdx dt. (4.16) 
оо



86 УРАВНЕНИЯ С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЯДРАМИ гл. IV 

Более точные оценки дают неравенства 

(К <] max | К (x, Dat, (4.17) 
xEQS 

2m ; — 

р(К) < и | [к (x, Вах dt. (4.18) 
о Q 

Укажем еще две оценки. Пусть для некоторого A, > 0 
выполнено неравенство 

[ Ko, ом [ame al dt>0. (4.19) 
о о 

т 

Torna р(К)< УХ. 
Если для некоторого А. > 0 

[К° о, 9 on [ ке. Hae dt>0, (4.20) 
Q Q 

то р(К) < Ap. 
3.3. Общий метод. 
Теорема 3.1. Густь для некоторого м > 0 и не- 

которой неотрицательной функции u(x), принимающей 
положительные значения на множестве положительной 
меры, выполнено неравенство 

[ K(x, Duy @ > (<) (EQ). (42) 
Q 

Тогда наибольшее собственное значение A ядра K (x, ft) 
удовлетворяет неравенству 

A> №. (4.22) 

Следующие теоремы позволяют получать оценку р(К) 
сверху. 

Теорема 3.2. Пусть неотрицательное ядро К (x, ft) 
и, (х)-ограничено сверху и пусть для некоторых нату- 
рального р и неотрицательного № 

[ Kx, Du, Oadt «(о (EQ, (4.23) 
Q 

где K(x, 1) — итерированное ядро.
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Гогда 

Po 

AN <V Ao. (4.24) 
Теорема 3.3. Пусть неотрицательная функция u,(x), 

принимающая нулевые значения лишь на множестве нуле- 
вой меры (например, в конечном числе точек), удовлетво- 
ряет неравенству 

[К (х, що «ни (x) (xO). (4.55) 
о 

Гогда 

0(K) <V ho. (4.26) 

Все теоремы этого пункта можно рассматривать как метод 
получения оценок числа Л. Функции U(x), и, (х) нужно под- 
бирать по ядру K(x, #). Точность получаемых при этом 
оценок зависит от того, насколько удачно выбраны функции 
Uy (Х), и, (x). 

3.4. Блочный метод. В этом пункте будем считать, что 
непрерывное ядро K(x, Ё) задано в квадрате а <х, Ё<6. 
Пусть 

а=х<х <... «Хх «Хх, HO (4.27) 

— произвольное дробление сегмента [а, 6] на п частей. 

Положим 

Хх} <х< 

Тр 

ть = тах ко |4 (i, R==1,..., п) (4.28) 
iy 

i 1 

и образуем матрицу 

Mi, Mio ое Min 

т т ... Ш $—| "2 Mx 2a |. (4.29) 

Т пл M no ооо Man 

Теорема 3.4. Спектральный радиус o(K) не npe- 
восходит наибольшее собственное значение матрицы S
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Аналогичное утверждение справедливо, если вместо $ 
рассмотреть матрицу 

Oy, G2 +++ Gin 
— Qo) (оо eee Qon , (4.30) 

Чт Ena +++ Onn 

rie 

x; Xp Уз 

а„=| | | K(x, Баха). (4.31) 
1-1 *R-1 

В качестве примера рассмотрим функцию Грина С (x, ¢) ура- 
внения колебания струны с закрепленными концами: 

G(x y={ x(1—f?f) при O< x <ct<l, 

"Lt (_—-x) при 0 <ЕЁ<х<1. 

Построим матрицу (4.30), полагая п=5. жет 0 I, ..., 5). 

Наибольшее собственное значение матрицы 7 в этом случае 
равно 0,10216. Это дает оценку р (К) < 0,10216. Точная величина 

1 
наибольшего собственного значения равна я; ® 0,10132. 

3.5. Дополнительные замечания. Пусть ядро К (x, #) 
и (х)-ограничено сверху. Обозначим через 6, наименьшее 

из всех чисел Ao, при которых выполняется неравенство (4.23). 
р 

Положим Bp= V bp. Тогда Bp >A и В, > А. 

Пусть ядро К (x, В ш(х)-ограничено. Обозначим че- 
рез Y, наибольшее из чисел Y, при которых выполняется 
неравенство 

Vg (х) < | K(x, Аш (В at 
о 

р 

и положим VY Y,=a,. Тогда a,—>A, причем а, Л. При 
этом имеет место оценка 0 < В, —a, < О (1/п).
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$ 4. Осцилляционные ядра 

4.1. Постановка задачи. В этом параграфе будет описан 
класс неотрицательных ядер, все собственные значения ко- 
торых положительные и простые, а собственные функции 
образуют такую систему, которая во многих отношениях 
аналогична системе функций sinnx (п=1, 2,...; О<%ххх 

<x) (см. [1], [2]). 
4.2. Осцилляционные матрицы [1], [2]. Матрица А на- 

зывается вполне неотрицательной (вполне положительной), 
если неотрицательны (положительны) все миноры любых по- 
рядков этой матрицы. 

Всякая вполне неотрицательная матрица, некоторая сте- 

пень которой А” вполне положительна, называется осцилля- 
ционной матрицей. 

Прежде чем сформулировать основную теорему о свой- 
ствах осцилляционных матриц, введем некоторые понятия и 
обозначения. 

Пусть 

и= и, 1, ..., И] (4.32) 

— ряд вещественных чисел. Если некоторые из чисел равны 
нулю, то припишем им произвольно выбранные знаки: плюс 
или минус. После этого можно подсчитать число перемен 
знака в ряде (4.32). Это число будет меняться в зависимости 
от выбора знаков нулевых членов ряда (4.32). Наибольшее 
и наименьшее значения этих чисел будем называть макси- 
мальным и соответственно минимальным числами пере- 

мен знака в ряде (4.32) и обозначать через SZ и Sz. Если 
Si —=5,, будем говорить о точном числе перемен знака 
в ряде (4.32) и обозначать его просто через $,. Очевидно, 

Sz; =$и В TOM и только том случае, если числа a, и и, 
отличны от нуля и если из и; =0 (1 << п) вытекает, что 

Ши! < 0. 
Теорема 4.1. 1. Все характеристические числа М 

осцилляционной матрицы А=(4;,) (i, ]==1,..., п) no- 

ложительные и простые. Поэтому можно считать, что 

Ay > Ag > 166 > м0. (4.33)
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2. Если и =(иШь, Ung, ..., Иль) — собственный вектор 
осцилляционной матрицы A, соответствующий Е-му no 
величине характеристическому числу А, (Е =1,2,..., п), 

то при любых числах Cy Cpyy +++ CQL LK р<а<п, 

q 
> 4 >0 число перемен знака среди координат век- 
i=p 

mopa 
UC ply + Coy pg vee lglg (4.34) 

заключается между p—l ug—l: 

p—1<Si<Si<q—1. (4.35) 

В частности, среди координат вектора и, (kR=1, 
2,..., И) имеется точно Е — |1 перемена знака: 

би, ==, ==5,, == — | (Е =1, 2, ..., п). (4.36) 

3. Нулевые координаты двух последовательных соб- 
ственных векторов Up, Up,, (Е =2, 3,..., п 1) осцил- 
ляционной матрицы перемежаются. 

При доказательстве осцилляционности конкретных матриц, 
встречающихся в приложениях, фундаментальную роль играет 
следующий критерий: 

Теорема 4.2. Для того чтобы вполне неотрица- 
тельная матрица А=—(а,) (i, Е=1, 2,..., п) была 
осцилляционной, необходимо и достаточно, чтобы выпол- 

нялись следующие условия: 
1. А — неособенная матрица. 
2. ар i41 > 0, Qi41,i > 0 (i=1, 2,..., n—1). 

4.3. Колебания упругого континуума с дискретным 
распределением масс. Свойства осцилляционных матриц 
находят применение, например, при изучении малых колеба- 
ний невесомого линейного упругого континуума (струны или 

стержня), простирающегося вдоль оси х от точки х =a до 
точки X ==5, не имеющего закреплений (опор) внутри (а, J) 
и несущего п сосредоточенных масс (бусинок). 

Пусть массы т, т.о..., т, бусинок сосредоточены 
в точках х,... Хх, @<лх <... «х,<6) упругого 
континуума. Колебания этого континуума описываются про- 
гибом У(х, ЕЁ) в точке х в момент времени fF.
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Обозначим через K(x, 0) (@< x, 6<b) прогиб конти- 
нуума в точке х под действием единичной силы, приложен- 
ной в точке о. Функция K (x, 0) называется функцией влия- 
ния. Согласно принципу Даламбера прогиб y(x, Г) удовле- 
творяет уравнению 

yx, В = — У, K(x, хьт, oye о. (4.37) 
k=l 

Будем искать гармонические колебания упругого конти- 
нуума, т. е. решения уравнения (4.37) вида 

у(х, В =ф(х) зт (рЕ- a). (4.38) 

Такие решения называются собственными колебаниями 
упругого континуума, число р называется собственной ча- 
стотой, ф(х)—амплитудной функцией. Для определения р 
и Ф(х) подставляем (4.38) в (4.37), в результате чего полу- 
чим уравнение 

п 

D(x) р? № К(х, хь) тиф (Xp). (4.39) 

Отсюда, придавая х значения X,, Xo, ..., Хх, придем к CH- 
стеме линейных алгебраических уравнений (1 =1, 2, ..., п) 

п 

OC) =P? BK (Xp хь) тиф (Xp). (4.40) 

Из этой системы можно найти значения функции P(X) только 
в точках х;; в остальных точках она определяется из равен- 
ства (4.39). 

Для существования ненулевого решения ф(х) уравнения 
(4.39) необходимо и достаточно, чтобы 

1 — p?K (хь х,) my — p?K (x), <2) т»... — p?K (ху, Ха) Mp 

— p?K (x2, x1) т, 1 — р?К (хо, х2) My... — p?K (Xo, Xn) Mp = 0. 

— p?K (хи, Хх!) т, — Р?К (хп, Хх) т. ... 1 — РК (Xp, Xn) Mp 

Из последнего уравнения определяются собственные ча- 
стоты р; их, очевидно, не более чем п. Подставляя соб- 
ственные частоты в (4.40), найдем ф($,) — значения ампли- 
тудной функции в точках расположения масс.
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Ясно, что свойства функции У($, Р) полностью опреде- 
ляются свойствами матрицы 

(К (Xj, Xp) Mp) (i, R=1,..., n), (4.41) 

которая поэтому называется матрицей влияния, а числа 
K(X; X,) называются коэффициентами влияния. 

Оказывается, что матрица (4.41) является осцилляционной. 
Из свойств осцилляционных матриц вытекают следующие 
основные свойства упругого континуума: 

1. Все собственные частоты р, различны и их ровно п: 
р <i Pox... <p, Каждая из них является простой ча- 
стотой, т. е. амплитудная функция ф,(х) собственного коле- 
бания данной частоты р; определяется с точностью до по- 
стоянного множителя однозначно. 

2. Собственное колебание с наименьшей частотой (осно- 
вной тон) не имеет узлов *). 

3. Собственное колебание с частотой р,..; (7-Й обертон) 
имеет рсвно / узлов. 

4. Узлы двух соседних собственных колебаний переме- 
жаются. 

5. В колебании, полученном путем наложения собствен- 
ных колебаний с частотами р, < р, <... < ри, число уз- 
лов заключено между А —1Тит— 1. 

4.4. Осцилляционные ядра [2]. Пусть ядро K(x, &), где 
а<х, t<b, неотрицательно и непрерывно. Обозначим че- 
рез / промежуток, получаемый из (а, 0) присоединением 
конца а, если К (a, а) +0, и конца 6, если К (6, 6) = 0. 

Ядро K(x, Ё) (а <x, t <b) называется осцилляционным, 
если для любых f,, to, ..., &,E/, среди которых по край- 
ней мере одна из этих точек принадлежит (а, 6), матрица 

(К (Е, t,)) (i, R=1, 2,..., п) (4.42) 

осцилляционная. 
Если ядро K(x, ¢) осцилляционное, то справедливы нера- 

венства 
К (Е, $)... КЕЕ, $) 
уе не в |0 

К (1, $)... КЕ», Sq) 

*) Точка & называется узлом функции (ft), если Ф (&) =Ои 
если p(t) меняет знак при переходе через fo.
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при любых таких Xj, х., ..., Хх; Ё, ty, ..., ЫЕГ, что 

ххх... «хи В<ЬХ<... «В. 

Теорема 4.3. Пусть ядро K(x, t) осцилляционное. 
Гогда 
1. Все его собственные значения положительные U 

простые. 
2. Собственная функция ,(x), соответствующая 

наибольшему собственному значению А, не имеет нулей 
в промежутке I. 

3. Собственная функция ф,(х), соответствующая j-my 

по величине собственному значению \^, имеет ровно 

1—1 узлов и никаких других нулей в промежутке Г не 
имеет. 

4. Узлы двух соседних собственных функций ф,(х) и 
Ф;+1(х) /=2, ...) перемежаются. 

5. При любых Е ит (0 < Е < т) и произвольных чис- 
т 

лах Cpr see, Ст > c? > 0} линейная комбинация ф(х) = 
i=k 

m 
+t ° “ — Ус, (х) собственных функций имеет в промежутке [ 

не более т-—1 нулей и не менее Е —1 узлов. 
4.5. Малые колебания систем с бесконечным числом 

степеней свободы. Отмеченные в п. 4.3 свойства малых 
колебаний пневесомого линейного упругого континуума с ди- 

скретным распределением масс естественным образом рас- 
пространяются на случай колебания линейного упругого 
континуума с непрерывно распределенной массой. При этом 

уравнение (4.37) заменяется одним интегро-дифференциаль- 
ным уравнением, а система линейных алгебраических ура: 
внений (4.40) — линейным уравнением для  амплитудных 
функций. 

Пусть $ — линейный упругий континуум, К (x, 0) — его 
функция влияния, которая при обычных закреплениях концов 
является осцилляционным ядром. Для составления уравнения 
движения воспользуемся принципом Даламбера. В результате 
получим следующее интегро-дифференциальное уравнение: 

у(х, Й = — | К (х, с) у 2 0 (0) do. (4.43) 

$ 



94 УРАВНЕНИЯ С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЯДРАМИ ГЛ. IV 

Здесь 0(0) — линейная плотность стержня, которую мы счи- 
таем кусочно непрерывной и положительной функцией. 

Исследуем теперь собственные гармонические колебания 
континуума $5, т. е. колебания вида 

у(х, Г) =Ф(х) sin(pt + а), (4.44) 

где ф(х) — амплитудная функция, а р — частота колебаний. 
Подставляя (4.44) в (4.43), найдем, что 

o(x) = p? | K(x, 0)9()9(0) do. (4.45) 
$ 

Ядро К (x, 0) (0) осцилляционно. Поэтому из теоремы 4.3 
вытекают замечательные свойства малых колебаний линейного 

упругого континуума с непрерывным распределением масс: 
1. Частоты собственных гармонических колебаний раз- 

ЛИЧНЫ. 
2. Основной тон (p= p,) не имеет узлов. 
3. 1-Й обертон (р = р)) имеет fj — 1 узлов (7 =1, 2, ...). 
4. В колебании, получающемся наложением собственных 

колебаний с частотами р, < р,<... < р», прогиб в любой 
момент времени имеет не менее А — | узлов и не более 
т — 1 нулей. 

5. Узлы двух соседних обертонов перемежаются.



ГЛАВА У 

УРАВНЕНИЯ С ЛИНЕЙНЫМИ НЕПРЕРЫВНЫМИ 
И ВПОЛНЕ НЕПРЕРЫВНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ 

Изложенная в предыдущих главах теория линейных ин- 
тегральных уравнений содержится в общей теории оператор- 
ных уравнений. Это объясняется тем, что линейное инте- 

гральное уравнение 

и(х) = | K(x, t) u(t) dt + f (x) 
Q 

при достаточно общих условиях можно рассматривать как 
уравнение 

=Ku-+ f 
с линейным непрерывным или вполне непрерывным операто- 
ром К, действующим в некотором функциональном про- 
странстве Е. После такого истолкования интегрального урав- 
нения для его исследования можно применять общие теоремы 
функционального анализа. 

Системы интегральных уравнений также могут быть за- 
писаны в виде операторных уравнений в пространствах век- 
тор-функций. Для исследования систем могут быть применены 
и специальные переходы к одному интегральному уравнению. 

Рассмотрим, например, систему 

a (x)= У, | Kyle Ha, at +f.) 
[=1 Q 

и. (X= Df Кы(х, Oy dt + fal 
jul @
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где © — ограниченное замкнутое множество конечномер- 
ного пространства. Пусть й — такой вектор, что &- № 
((—1,..., п — 1) и О не пересекаются (или их пересечение 
имеет меру нуль). Введем множество 

O=QMy(Q+AU...U(Q+M@—1)A); 

определим Ha нем ядро 

K(x, = Ки —(т-— Па, t—(L— 1) A), 
если 

xEQ+4+(m—1)h, tEQ+(—I)A, 

и функцию 
— 

(<) = 1 (х— (1—0), если x€EQ+(0—1)A, 

и рассмотрим уравнение 

u(x) = [ Ke. t) u(t) dt + f (x). 
6 

Нетрудно видеть, что это уравнение эквивалентно системе. 

$ 1. Условия непрерывности и полной непрерывности 
линейных интегральных операторов 

1.1. Постановка задачи. Пусть © — ограниченное замк- 
нутое множество конечномерного пространства ненулевой 
лебеговой меры, K (x, РЁ) — измеримая по совокупности пере- 
менных функция, определенная на Q & 9. Выражение 

Ки(х) = | K(x, thu (t)dt (5.1) 
Q 

(интеграл здесь понимается в смысле Лебега) называется ли- 
нейным имтегральным оператором. Линейный интегральный 
оператор К определен на каждой измеримой функции u(x), 
для которой функция K(x, Г) и(Г) суммируема по Е на 
почти при всех хЕ ©; значения оператора К на таких функ- 
циях являются измеримыми функциями. 

При исследовании интегральных, интегро-дифференциаль- 
ных и других уравнений, в которые входят линейные инте- 
гральные операторы, важную и часто решающую роль играет
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тот факт, что оператор К действует из одного банахова про- 
странства Е; в другое Е. и обладает «хорошими» свойствами: 
непрерывностью, полной непрерывностью и др. В связи с этим 
возникает задача отыскания для данного интегрального ofie- 
ратора К таких пар [E,, Е] банаховых пространств, что 
оператор К действует из F, в E, и является непрерывным, 
вполне непрерывным и т. д. 

Обычно пары пространств, в которых заданный инте- 
гральный оператор обладает «хорошими» свойствами, отыски- 
ваются «методом проб и ошибок». В связи с этим известно 
большое число достаточных (а в некоторых случаях и необ- 
ходимых) условий на ядро К (x, #), при выполнении которых 
линейный интегральный оператор К с ядром K(x, Ё) дей- 

ствует из одного банахова пространства в другое и обладает 
нужными свойствами; некоторые из них приводятся ниже. 

В качестве «пробных» пространств чаще всего берутся 
пространство С непрерывных на ® функций и пространства L, 
суммируемых на © со степенью р функций. Напомним, что 
пространством С ==С (@®) называется совокупность всех не- 
прерывных на Q функций и с нормой 

ll 4 [с = тах | u(x) |. (5.2) 
xX ER 

Пространством L,=L,(2) (РЕГ, co)) называется сово- 

купность всех измеримых на ® функций x, для которых 
имеет смысл и конечна норма 

пы, = | [lace ax ||. (5.3) 
Q 

Вместе с пространствами L, часто приходится рассматривать 

и пространство 2, ==, (6) ограниченных в существенном 
на © функций; норма в этом пространстве определяется 
равенством 

[a ||, = vrai шах | и (х) |. (5.4) 
x€Q 

le. 
Пространство С можно рассматривать как подпространство 
пространства L.; в этом случае функции, отличающиеся от 
непрерывных на множестве меры нуль, можно рассматривать 
как элементы пространства С.
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При изучении операторов в пространствах С и L, удобно 
рассматривать скалярное произведение 

(и, v= | u(x) 5 ах. (5.5) 
Q 

Это скалярное произведение принимает конечное значение, 
если, например, иСЁ,, аэЕГ,; здесь числа ри р’ свя- 
заны равенством 

1 1 -. 1. =], 5.6 sts (5.6) 
Выражение 

Е (и) = (и, Vo) (5.7) 

при фиксированном 9, ЕЁ,» является линейным непрерывным 
функционалом на L,, причем РИ Poll, При p<oo 

верно и обратное утверждение: каждый линейный непрерыв- 
ный функционал F на L, допускает представление (5.7); 

функция Up в этом представлении определяется однозначно. 
При p==co это утверждение неверно. 

Из приведенных утверждений следует, что при р < со 
пространство Ly можно рассматривать как сопряженное *) 
к L, пространство; при р == со L, является подпростраиством 

сопряженного к L. пространства (2... 
При фиксированном 9. ЕЁ, выражение (5.7) является ли- 

нейным непрерывным функционалом на С, причем || Р|с = 
= Voll, - Поэтому пространство L, можно рассматривать и 

как подпространство сопряженного к С пространства С“. 
Приведем здесь еще основные определения, относящиеся 

к линейным операторам. 

*) Напомним, что сопряженным к банахову пространству В 
называется пространство Е* линейных непрерывных на E функцио- 
налов / со следующими линейными операциями: 

(fi ++ fo) (и) = fi (U) 2 (и), (АЛ) (4) = АХ (и) 

н с нормой 

= sup TF) |
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Действующий из FE, в Е) линейный оператор К называется 
непрерывным, если 

lim || Ku — Кш!!: = 
lu Uoll p> 0 

для любого uw ,€EF,. Непрерывность линейного оператора К 
эквивалентна его ограниченности: 

Kull, < Ми, ЕЕ» (5.8) 
Наименьшее из чисел М, для которых выполняется неравен- 
ство (5.8), называется нормой оператора К и обозначается 
через ||К || Е. 

Пусть линейный оператор К действует из E, в Бо и не- 
прерывен. Сопряженным к нему оператором К” называется 
оператор, действующий из сопряженного к Е. простран- 

* * 

ства E> в пространство Е1, сопряженное к E,, и опреде- 
ленный равенством 

К”/ (и) =/(Ки) (“€E)). (5.9) 

Если Е, —это одно из пространств Ё, или С, то часто 

бывает неудобно рассматривать К” как оператор из Бо B Ei. 
В таких случаях часто бывает, что оператор К” действует 

из Ey (или, если Е. =, по крайней мере из L,) BL, u 
во всех построениях можно K* рассматривать как оператор 

из Е? (L,) в L,. 
Действующий из Е, в E, линейный оператор К назы- 

вается положительным, если он преобразует неотрицатель- 
ные функции пространства E, в неотрицательные функции 
пространства F,. Действующий из Е, в Е. линейный опе- 
ратор К называется регулярным, если для некоторого дей- 
ствующего из Е, в E, линейного положительного оператора Ко 
выполняется неравенство | Ки | < Ко(|и|) (и ЕЕ)\). Регулярные 
операторы, действующие из L, B L, (С), непрерывны. 

Наконец, действующий из E, в E, линейный оператор К 
называется вполне непрерывным, если он преобразует огра- 
ниченные множества пространства Е, в компактные множе- 
ства пространства Ео. Каждый вполне непрерывный оператор 
непрерывен.
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1.2. Линейные интегральные операторы со значениями 
в пространстве С. В этом пункте рассматриваются линейные 
интегральные операторы, действующие из одного из про- 
странств L, (1<р<.с9) в пространство С. Основные 
результаты теории таких операторов были установлены 
И. Радоном [16]. 

Теорема 1.1. Линейный интегральный оператор К 
с ядром K(x, Ё) действует из пространства L, (1< p<) 

в пространство С в том и только том случае, когда: 
а) при всех xEQ функция K(x, 0 принадлежит npo- 

странству Lp, где = ет: 

Ь) функция 

90 =ИК(х, Эй, (ЕО) (5.10) 
ограничена; 

с) для любого измеримого подмножества О множе- 
ства Q и любого x,E2 справедливо равенство 

lim [ Ke. t) dt = J Ko t) dt. 
FX п 

Отметим, что условия a) и Ь) в случае, когда p> 1, 
эквивалентны неравенству 

Ко. ПРЕ (x EQ). 
Q 

В случае p==1 эти условия эквивалентны неравенству 

уга! тах | К (х, | <k< oo (x € Q). 
#9 

Теорема 1.2. Пусть линейный интегральный опе- 
ратор К с ядром K(x, t) действует из пространства L, 
(1 < p<co) в пространство С. 

Гогда оператор К непрерывен и 

Кс = loll, (6.11) 
Теорема 1.3. Пусть линейный интегральный one- 

ратор К с ядром К (x, t) действует из пространства L, 
(l<p<c) в пространство С.
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Гогда сопряженный к К оператор К* действует 
из пространства L, в пространство Ly и на функциях 
из L, определяется равенством 

K*u(x) = | К*(х, Dude. (5.12) 
Q 

где K*(x, th=K(t, x). 
Теорема 1.4. Пусть линейный оператор К с ядром 

К (x, 6) действует из пространства L, (1 < р <оо) в про- 
странство. С. 

Гогда К вполне непрерывен в том и только том 
случае, когда для любого x ,ER2 справедливо равенство 

lim || K (x, В —К (Xo, ty II, = 9. (5.13) 
X->Xy 

Равенство (0.13) в случае р > 1 можно переписать в виде 

х-> 
lim [Ke t)—K (xp |? dt =0, 

Q 

а в случае p=1—B виде 

Jim vrai max [К (x, t) —K (Xp, t)| = 0. (5.14) 

Теоремы 1.1—1.4 полностью описывают ядра линейных 
интегральных операторов, действующих из L, (1 < р<о9) 
в пространство С. 

Проверка условий теоремы 1.1 не вызывает труда. На- 
пример, интегральный оператор К действует из любого про- 

странства L, (1 < р < осо) в пространство С и вполне непре- 

рывен, если ядро K (x, ¢) непрерывно. 
Мы не рассматривали отдельно линейные интегральные 

операторы, действующие из С в С. Это связано с тем, что 
каждый действующий из С в С линейный интегральный опе- 
ратор можно рассматривать и как оператор, действующий 

из [о в С (либо из С в L,). 
1.3. Общие свойства интегральных операторов в про- 

странствах L,. К сожалению, неизвестно описание в про- 

стых терминах необходимых и достаточных свойств функции 

K(x, #), при наличии которых интегральный оператор К 
с ядром K(x, ¢) действует из Ё, в Ё.. В связи с этим
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представляют интерес, с одной стороны, различные общие 
свойства интегральных операторов, действующих из L, в L,, 

а с другой стороны, различные достаточные признаки того, 
что интегральный оператор К с ядром K(x, ¢) действует 
из Дов L,. 

Теорема 1.5. Пусть K(x, t) (x, ЕЕ 9) — измеримая 
HO совокупности переменных функция. Пусть линейный 
интегральный оператор К с ядром K(x, t) действует 
из [в Ly. 

Гогда оператор К непрерывен. 
Теорема 1.6. ГЛусть K(x, В (x, ЕЕ 9) — измеримая 

по совокупности переменных функция, К— линейный инте- 
гральный оператор с ядром К (x, 0. 

Гогда К действует из L, в L, и является регулярным 

в том и только том случае, когда из L, в L, действует 

линейный интегральный оператор |К| с ядром |К (х, t)|. 
Подчеркнем, что теоремы 1.0 и 1.6 не содержат оценок 

нормы интегрального оператора К. 
Теорема 1.7. Пусть функция K(x, В (x, ЕЕ 9) изме- 

рима по совокупности переменных, а интегральный опе- 
ратор К с ядром K(x, №) действует из L, в L, и 
регулярен. 

Тогда сопряженный к К оператор К” действует из Ly 
в Ly и на функциях из Ly определяется равенством 

К*и (х) = | К*(х, Ви (0) dt, 
Q 

где К*(х, th=K(t, x). 
Приведем теперь теорему о полной непрерывности линей- 

ного интегрального оператора. Ниже через Pp, обозначается 
оператор умножения на характеристическую функцию хр мно- 
жества Dc: 

P pit (X) = Xp (х) u(x). (5.15) 

Теорема 1.8. J/ycme функция К (х, t) (x, ЕЕ 9) изме- 
рима по совокупности переменных и пусть интегральный 
оператор К с ядром K(x, t) действует из L, в L,. Пусть 
выполнено одно из условий: 

а) 1<р<хоо, l<q<o, р>4, оператор К регу- 
лярен;
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bl<p<co, l<q<w, p<q, оператор К регу- 
лярен и 

lim PGK Pe ih, 1, = 9 
mesG+mes 2 ->0 

ср >|, а< co, оператор К удовлетворяет условиям: 

lim PK = lim KP =: 0; 
nett gl G Ie Lg mes о Fl >c, 

4) 1<р, q<co; для любого &> 0 можно указать 
такие функции а (х) ЕЁ, В ЮЕЁ, (=1,2,..., п), что 

|K — Ка, .... GS 5, eesy у lL ot, < &, 

где 

Ка, .. 

Гогда оператор К вполне непрерывен. 
Проверка условий теоремы 1.8 обычно затруднений не 

вызывает. 
Приведем некоторые полезные утверждения об интеграль- 

ных операторах, связанные с оценками ядер. 
Пусть K(x, Ви Ку (х, В (x, [Е 9) — измеримые по сово- 

купности переменных функции, связанные неравенством 

K(x, 01 < К (м, 9 (м, 169) (5.16) 
пусть К и К, — интегральные операторы с ядрами К (x, 0, 
Ко(х, В) соответственно. Тогда из теорем 1.5—1.8 вытекают 
следующие утверждения: 

а) оператор К действует из L, в Г, и регулярен, если Ку 

непрерывен как оператор из Ly B L;; при этом 

К <||K ; || ILL, < | Е 

b) оператор К действует из L, BL, и вполне непрерывен, 

если Ку вполне непрерывен как оператор из L, в СД и если 

proluqco. 
Пусть K(x, t), Ky(x, В, Q(x, t) (x, ЕЕ Q) — измеримые 

по совокупности переменных функции, Ky(x, f), Q(x, f) > 0. 

К, К, @— интегральные операторы с ядрами К (x, И, 
Ко(х, t), Q(x, В. Оператор К действует из L, BL, где 

р>1, q<co, и вполне непрерывен, если оператор Ку
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действует из L, в L,, оператор Q действует из L, в Би 

вполне непрерывен, и если для любого € > 0 найдется такое 
й —=йЙ (Е), что 

|К (х, | <=Ко(х, В при [К (х, В ВО (х, В. (5.17) 

Из этого интересного утверждения, в частности, следует, что 
действующий из lL, BL, (р>1, 4< со) интегральный опе- 

ратор К с ядром К (x, #) вполне непрерывен, если из L, BL, 

действует интегральный оператор с ядром М[К (x, A], где 
М (и) — неотрицательная функция, для которой 

М (и) _ lim (5.18) 
и> со 

1.4. Г-характеристики линейных интегральных опе- 
раторов. При исследовании линейных операторов в про- 
странствах Г, полезно понятие [-характеристики опера- 
тора К [12]. 

Пусть К — заданный линейный (например, интегральный) 
оператор. Его ЁС-характеристикой L(K; УЖ) называется мно- 
жество всех таких точек [1/р, 1/4} квадрата 0 <а, P<], 
что А действует из L, B L, и обладает свойством {t. В ка- 

честве \ здесь рассматриваются свойства непрерывности, 
регулярности, полной непрерывности; этим свойствам со- 

ответствуют [-характеристики L(K; непр.), L(K; рег.), 
L(K; вп. непр.). 

[-характеристики линейных операторов обладают рядом 
замечательных свойств, вытекающих из различных интерполя- 
ционных теорем. В частности, каждая из [-характеристик — 
L(K; непр.), Г.(К; рег.), L(K; вп. непр.) — является выпук- 
лым множеством, содержащим вместе с каждой точкой {a, В} 
все точки [а’, B’}, для которых a’ <a, В’ В; [-характе- 
ристика L(K; вп. непр.), кроме того, либо содержит все 
внутренние точки С-характеристики L(K; непр.), либо является 
пустым множеством. 

Теорема 1.9. Пусть К — линейный интегральный 
оператор с ядром K(x, 1), |К | — линейный интегральный 
оператор с ядром |К (x, #)|. 

Гогда: 
а) [(К; непр.) = [Г (К; действ.); 
b) L(K; рег.) =Е(]К|; действ.);
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с) множество внутренних точек [-характеристики 
L(K; непр.) входит в [-характеристику L(K; вп. непр.); 

4) {a’, В} ЕЁ(К; вп. непр.), если @’<а, В>О0 и 
(о, B}EL(K; рег.); 

е) {a, В] ЕЁ(К; вп. непр.), если >В, a<l и 
{a, В} EL CK; рег.). 

Интегральный оператор К* с ядром K*(x, В =К(Е x) 
назовем транспонированным к интегральному оператору К 
с ядром K(x, ¢). Интегральный оператор К’ с ядром К (Ё, x) 

назовем симметрическим, если К* = К. 
Теорема 1.10. [Г-характеристики L (K; рег.) 

(L(K; рег. и вп. непр.)) и L(K*; рег.) (L (К*; рег. и en. непр.)) 
симметричны друг другу относительно прямой а В=1. 
В частности, каждая [-характеристика L(K; рег.) 
и [(К; рег. и вп. непр.) симметрического оператора К 
симметрична относительно прямой ав =1. 

1.5. Линейные О-ограниченные операторы. Как уже 
отмечалось, по-видимому, невозможно указать простые свой- 
ства ядра K (x, В) интегрального оператора К, эквивалентные 
тому, что К действует из L, в Ё,. Приводимые в настоящем 

пункте достаточные признаки непрерывности и полной не- 
прерывности выделяют важный класс интегральных операто- 
ров, действующих в пространствах [„ — класс И-ограни- 
ченных операторов. 

Действующий из L, в L, линейный оператор К назы- 

вается (/-ограниченным [6], [10], [12], если для некоторого 
Е Г, выполняется неравенство 

| Ки (x) |< що (~) [4 1, (“@€L,). (5.19) 

Ясно, что каждый И-ограниченный оператор К непрерывен 
и регулярен (как оператор из L, в L,); обратное верно лишь 
в случае, когда g = 00. 

Для каждого интегрального оператора К можно рассма- 
тривать L-xapaxtepuctuxy L(K; U-o2p.). Эта [-характери- 
стика является выпуклым множеством. 

Теорема 1.11. Густь измеримая по совокупности 
переменных функция K(x, t) (x, (Е ®) удовлетворяет 

6 . 

HO O(x) = К(х, Olle, EL 
где | <г, RKO.
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Гогда линейный интегральный оператор К с ядром 
г 

r—1l1’ 
K(x, В действует из пространства L,, где p= 

в пространство L,, где 4=, И-ограничен и 

К <|/@i, . 5.20 [Ki oc, Sls, (5.20) 
Неравенство (0.20) обращается в равенство, если 4 = сс. 
Теорема 1.12. /Густь измеримая по совокупности 

переменных функция K(x, t) (x, t€Q) удовлетворяет 
условию: 

Фед = Кс, Olle, € Le. 
где | <г, а < со. Пусть выполнено одно из условий: 

а) г, Е < со; 

b) r=co, А сои для любого => 0 можно указать 
такое разбиение D)UD,U... UD,=2 множества Q, 
что тез 22, =0 и 

Икс. Г) К(х, Мах < (t, UED; а=1,...,й; 
Q 

с) = со и для любого => 0 можно указать такое 
разбиение D,UD,U ... ЧБ, =@ множества 9, что 
mes 0) = 0 и (если г < co) 

[KO о— ко”, Of dt<e (и, ера... D 
{2 

или (если r=) 

vrai тах | К (х’, th —К (x”, | <= 
XEQ 

(х’, х'ЕО; i=l, eens Г. 

Гогда линейный интегральный оператор К с ядром 

К (x, В) действует из L,, где p= 8 L,, где q=k, 
г—1' 

и вполне непрерывен. 
1.6. Линейные О-коограниченные операторы. Действую- 

щий из L, в С. линейный оператор К назовем И-коограни- 
ченным [7], [12], если для некоторой функции % ЕЁ» 
выполняется неравенство 

|| Аш Iz, <C 4, Uo) (wEL,). (5.21)
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Каждый И-коограниченный оператор непрерывен. Можно 
рассматривать Ё-характеристику L(K; И-коогр.). Эта L-xa- 
рактеристика является выпуклым множеством. 

Понятия И-ограниченности линейного оператора и U-ko- 
ограниченности тесно связаны. Именно, действующий из L, 

в [, линейный оператор К является И-ограниченным в том 

и только том случае, когда действующий из Ly в Ly co- 

пряженный к К оператор К” является И-коограниченным 
(в случае р ==со предполагается, что К” действует из Lo: 
в [., — это свойство всегда выполняется для регулярных 
интегральных операторов). 

Теорема 1.13. Пусть измеримая по совокупности 
переменных функция K(x, t) (x, Е 9) удовлетворяет 
усло?ию: 

ф(@ = [К (х, Dil € Le 

где | <г, RKO. 
Гогда линейный интегральный оператор К с ядром 

К (x, t) действует из L,, где p= — , 6L,, где 4=Г, 

(-коограничен и 

К ЗН, (5.22) 

Неравенство (5.22) обращается в равенство, если АЕ = со. 
Теорема 1.14. Пусть измеримая по совокупности 

переменных функция K(x, t) (x, t€Q) удовлетворяет 
условию: 

(О =, Ole 64, 

где | <г, К < со. Пусть выполнено одно из условий: 
а) г, < со; 

b) = со, Е «си для любого > 0 можно указать 
такое разбиение 00 Ц... ЧО, =Q множества ®, 
что тез [1 =0 u 

Ко’, th—K(x", th|dt<e (x, x"ED; i=1,..., 9); 
Q
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с) Е = со и для любого => 0 можно указать такое 
разбиение D,UD,U ... ЦБ, =® иножества Q, что 
mes Dp = 0 и (если г < о) 

ке. )—К(х, t)fdx<e ГЕО: i=1,...,9 
Q 

или (если г = 09) 

уга1 тах | К (х, #)— K(x, Р)| <= (Е, РЕВ; i=1,..., 0. 
xEQ 

Гогда линейный интегральный оператор К с ядром 

K(x, В) действует из L,, где р == в [, где q=r, 
k 

k—1l1’ 
и вполне непрерывен. 

1.7. Признаки с двумя условиями. Достаточные при- 
знаки непрерывности и полной непрерывности, изложенные 
в предыдущем пункте, не охватывают многие часто встре- 
чающиеся интегральные операторы. Ниже приводятся более 
сложные признаки непрерывности и полной непрерывности 
[8], [12]. 

Теорема 1.15. Пусть К (x, t) (x, ЕЕ 9) — измеримая 
по совокупности переменных функция, удовлетворяющая 
условиям: 

P(x) = [К (x, 1) lle, E Le, 

pO=|K (x, Olly, € Lay 
где < г,, го, Ry, К < со *). Пусть число № удовлетворяет 
неравенствам: 

o<a, ААА, Let i—* <! 
<” Г у, ry Re Ry тт, < 

Гогда линейный интегральный оператор К с ядром 
К (x, t) действует из L, в Lj, где 

1 1—A A 1 1—A A 

Р ry ky’ q k, + 

*) Через L,, где г <1 (аналогично случаю г > 1), обозначается 
множество функций 2(х), для которых имеет смысл и конечиа 

«норма» lz, = |] | г (х) | dx |”. 

Q
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регулярен и 

IK к, <llelie, ИЕ, (5.23) 
Теорема 1.16. Пусть K(x, t) (x, ЕЕ 9) — измеримая 

по совокупности переменных функция, удовлетворяющая 
условиям: 

P(x) =||K (x, 2) ler, ЕЛ», 

(6) =1К (х, В, € Ley 

где О <г,, To, Ry, Ю < со. Пусть число А удовлетворяет 
неравенствалм: 

1— А 1— А A 1—A A 

0<0 Ate. Sate: < 
Пусть, наконец, выполняется одно из условий: 

a) O<A<1, min{k,, №5] < 00; 
LO<KA<1, kj, = Ro = 00, Py Г. о и 

lim | ГК, ЭРА =0; 
mes О ->0 

р Loo 

COKCA<1; А =k, =O, Г,, г. < OU 

lim | ГК, ЭР ах =0. 
mes D->0 D L 

Тогда линейный интегральный оператор К с ядром 
К (x, t) действует из Lp 6 L,, 20е 

1 1—A A 1 => — Л 

Pp Г ko’ qo Е ro’ 

и вполне непрерывен. 
Приведем здесь еще одну теорему для симметричных 

ядер K(x, ©). 
Теорема 1.17. Пусть K(x, t) (x, t€ Q) — измеримая 

по совокупности переменных функция, удовлетворяющая 
условию: 

p(x) =|К (x. Olle, Е Le 
где l<r<o, 0<k< oo. Пусть 

[K(x [= [КФ |
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и число А, удовлетворяет неравенства: 

1—4, A 

Гогда линейный интегральный оператор К с ядром 
К (x, t) действует из L, 6 L,, 20e 

ГА 
РЁ’ 

1 1—A А 

аа тг’ 

регулярен и 

| К >, < уж (5.24) 

При этом оператор К вполне непрерывен, если, кроме 
того, (< А< | и выполнено одно из условий: 

a) ^ < с°; 
Ь) Е = со, r<oo ul 

[Ke t)\'dx|} ==0. 
D Lo 

lim 
mesD>0 

{.8. Один тонкий признак непрерывности и полной 
непрерывности. В этом пункте приводятся некоторые до- 
статочные признаки непрерывности и полной непрерывности, 
из которых, в частности, вытекают известные предельные 
теоремы С. Л. Соболева [19] об операторах типа потен- 
циала. 

Пусть функция K(x, В (x, Е 9) измерима по совокуп- 
ности переменных. Будем говорить, что К (x, Е) удовлетво- 
ряет условию ЖЖ (а, В) (соответственно 9% (а, В)), если она 
суммируема и 

| | |К (x, t)|dx dt < Е (тез Р)* (тез С) (5.25) 
GF 

(аналогично 

| | |К (x, t)|dx dt © А (тез Е, mes О) (тез F)" (mes GP, (5.26) 
GF
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где А (и, 9) — функция, удовлетворяющая условию 

lim А (и, 9) =0). 
и, v->0 

Здесь @, В — некоторые неотрицательные числа. 
Теорема 1.18. Лусть функция K(x, t) (x, 129) из- 

мерима по совокупности переменных и удовлетворяет 
M MO M - условиям М (в, B,), С (1, B,)), К (а, Bo), причем выпол 

нены неравенства: 

0, FO, В, 5 Bo. 

Нусть число i удовлетворяет неравенствам: 

O<A<1, 0<(—Ма- ла, (1 —A)B, + AR, <I, 

и либо 

(1 — A) (a, + By) +A (а. By) < 1, 

либо 0, + By = y+ By = 1. 
Гогда линейный интегральный оператор К с ядром 

K(x, t) действует из L, в L,, где 

I[p=1—(1—A)a, — hoy, 1/9 = (1 —A) By +B 
и непрерывен (вполне непрерывен). 

1.9. Частные классы интегральных операторов. В этом 
пункте приводится описание Ё-характеристик некоторых важ- 
пых классов линейных интегральных операторов [8], [9], 
[19], [22]. 

а) Операторами типа потенциала называются линей- 
ные интегральные операторы с ядрами вида 

K(x, )= С («, В (5.27) 
x—t|* 

где 4 — некоторое неотрицательное число, a Q(x, Ё) — функ- 
ция, непрерывная при Ё-Ех и удовлетворяющая при любом 
€ > 0 условиям: 

lim | х— ЕР Q(x, д =0, 
1-2 ->0 

lim |х— 2 “Q(x, д = оо. 
[х-#1->0 

(5.28)
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Будем говорить, что оператор К имеет показатель i, 
если 

Ош < @(х, | < т. < ©; (5.29) 

показатель ^— 0, если 

lim |Q(x, | =0; (5.30) 
|x—t| 20 

показатель А 0, если 

lim |9 (х, В | = оо. (5.31) 
1х-Е1->0 

К операторам типа потенциала относятся, в частности, 
операторы с ядрами 

К (х, = 
ХА хЬ—Е |. 

(5.32) 

Показатель этого оператора равен А — signv- 0. 
[-характеристики L(K; рег.) и Ё(К; вп. непр.) операто- 

ров типа потенциала могут быть исследованы при помощи 
теорем пп. 1.2 — 1.8. В приводимой ниже теореме дается 
описание этих [-характеристик. 

Теорема 1.19. ГГЛусть К — интегральный оператор 
типа потенциала с показателем i, 

Гогда [-характеристика L(K; рег.) совпадает с мно- 
жеством точек [а, В}: 

Оха, В<1, В<ар— А, 

из которого исключены точки [1 — Ап, 0] и 1, Ат}, 
а [-характеристика L(K; вп. непр.) совпадает с мно- 
жеством точек а, В]: 

0<а, В<1, В<ар—1- Аи. 

Теорема 1.20. Пусть К — интегральный оператор 
типа потенциала с показателем А- 0. 

Гогда Е-характеристики L(K; рег.), L(K; вп. непр.) 
совпадают с множеством точек |а, В], для которых 

0 <а, В<1, В<а-1- Аи. 

Теорема 1.21. Пусть К — интегральный оператор 
шипа потенциала с показателем А— 0.
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Тогда каждая из [-характеристик L(K; рег.) а 
[(К; вп. непр.) совпадает с множеством точек 

0<a, В<1, В<а—1- Ам, 

из которого, возможно, исключены |1 — №/т, 0}, {1, Ат}. 
b) Интегральный оператор с ядром 

К, (х, Г) —= 

| r-] 
—(x—f) , ecm O<Ct<cx<l, 

< 0 ‚ если x ctl, 

где г`>0, называется оператором Римана — Лиувилля; 
число г называется порядком этого оператора. 

Теорема 1.22. [-характеристика L(K; рег.) onepa- 
тора Римана — Лиувилля совпадает с множеством то- 
чек {a, В}, для которых 

0<a<cb<l, 
без точек {0, 0} uw {1, 1}; [-характеристика L(K; вп. непр). 
оператора Римана — Лиувилля совпадает с множеством 
точек {a, В], для которых 

О<а<вх 1. 

с) Интегральный оператор с ядром 

хо", если 0 <Е<х<!, 
(5.34) 

0, если Х<ЁХТ, 
K,(%, =| 

где O<r <1, называется оператором Харди. 
Теорема 1.23. [-характеристика L(K; рег.) onepa- 

тора Харди совпадает с множеством точек |4, В], для 
которых 

—0<cax<p<l, 0O<a<l—r. 

[-характеристика L(K; вп. непр.) оператора Харди 
совпадает с множеством точек {a, В}, для которых 

O0<acp<l, б<а<1— г, 

без точек {0, 0} и [1— г, 1—г}. 
Сделаем одно замечание. Ядро оператора Харли не удовле- 

творяет услевиям теоремы 1.1, и поэтому этот оператор не дей- 
ствует из Lp С. Не действует он и из С BC. Однако если С
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рассматривать как подпространство пространства L. (т. е. 
считать элементами С функции, совпадающие с непрерывными 
почти всюду), то оператор Харди действует из С (но не из Ё.,) 
в С и непрерывен. 

1.10. Дополнительные замечания. Общие теоремы о лн- 
нейных интегральных операторах, приведенные в параграфе, 
естественным образом распространяются [6] на общие бана- 
ховы пространства измеримых функций, в которых конус 
неотрицательных функций воспроизводящий, нормальный и 

сильно миниэдральный [11], [14]. К таким пространствам 
относятся пространства Орлича, Лоренца, Марцинкевича 
(см., например, [6], [12], [13] ) и др. 

В достаточных признаках, приведенных в параграфе, спе- 
цифика конкретных пространств играет более важную роль. 
Сравнительно полное обобщение приведенных достаточных 
признаков получено пока для различных классов пространств 
Орлича [13]. 

Отметим, что в ряде случаев приходится рассматривать 
интегральные операторы, действующие из пространств функ- 
ций, определенных на множестве @, в пространства функций, 

определенных на другом множестве 4%. Для таких операторов 
справедливы естественные апалоги приведенных выше теорем. 

$ 2. Уравнения второго рода. 
Резольвента интегрального оператора 

2.1. Постановка задачи. Уравнение 

u(x) = [ Ke. t) u(t) dt + f (x) (5.35) 
Q 

называется линейным интегральным уравнением Фредгольма 
второго рода. Здесь ®@ — ограниченное замкнутое множество 
конечномерного пространства ненулевой лебеговой меры, 
K(x, t) (x, (Е 9) — заданная измеримая по совокупности 
переменных функция, /(х) — известная измеримая функция, 
и (х) — искомая функция. Если f(x)==0, то уравнение назы- 
вается однородным, если f (x) == 0 — неоднородным. 

Исследование важных классов уравнений Фредгольма вто- 
рого рода охватывается теорией Рисса — Шаудера — Банаха 
(см., например, [1], [5], [9], [231) линейных операторных
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уравнений. Это связано с тем, что линейный интегральный 
оператор 

Ки(х) = | K(x, Вафа (5.36) 
Q 

определенный правой частью уравнения (5.35), обычно ока- 
зывается непрерывным или вполне непрерывным в некотором 
банаховом пространстве E измеримых на ® функций; в этом 
случае вместо уравнения (5.39) естественно рассматривать 
в пространстве Е линейное операторное уравнение 

и= Ки} (5.37) 

(конечно, при дополнительном предположении, что ГЕРБ). 
Подчеркнем, что исследовакче уравнения (5.37) не вполне 

эквивалентно исследованию уравнения (5.35). Например, если 
для уравнения (5.37) установлена его однозначная разреши- 
мость, то тем самым для уравнения (5.35) установлена только 
разрешимость — уравнение (5.35) может иметь несколько 
решений (из них, конечио, лишь одно будет принадлежать 

пространству Е). С другой стороны, если установлена раз- 
решимость уравнения (5.37), то тем самым для (5.35) уста- 
новлено существование решений из ЕЁ, т. е. решений с неко- 

торыми специальными свойствами. 

Часто оказывается, что оператор (5.36) является непре- 
рывным (или вполне непрерывным) сразу в нескольких про- 
странствах. Возникает задача, какое из этих пространств 
выбрать при исследовании интегрального уравнения (5.35). 
Здесь может оказаться, что при исследовании одних задач 
нужно выбирать одно пространство, а при исследовании 
других — другое. Например, ясно, что при исследовании 
существования решения желательно выбирать самые «узкие» 
пространства, в которых действует оператор (5.36); при 
исследовании единственности — самые «широкие». 

Предположим, что интегральный оператор К с ядром 
К (x, Ё) непрерывен в пространстве ЕР. В этом параграфе нас 
будет интересовать в основном вопрос о том, при каких допол- 
нительных условиях на оператор К (т. е. на ядро K (x, f)) 
уравнение (5.37) будет иметь единственное решение u ЕЁ, 
какова бы ни была функция fE EL. Этот вопрос тесно связан 
с изучением резольвенты R(A, К) линейного интегрального 
оператора.
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2.2. Резольвента линейного оператора и спектр. На- 
помним определение резольвенты произвольного линейного 
оператора. 

Пусть К — действующий в комплексном банаховом про- 
странстве Е линейный непрерывный оператор. Комплексное 
число А называется регулярным для оператора К, если 
уравнение 

Ли — Ки = f (5.38) 

имеет единственное решение и в Е при любом fEE. Это 
решение равенством 

RQ, ЮГ=и (5.39) 

определяет действующий в пространстве Е линейный непре- 
рывный оператор R(A, К). 

Совокупность всех регулярных значений оператора К 
образует его резольвентное множество А (К); дополнитель- 
ное множество Х(К) называется спектром оператора К. 

Оператор-функцию А (А, К), определенную на Л (К), назы- 
вают резольвентой оператора К. Резольвента R(A, К) по 
определению есть оператор, удовлетворяющий тождествам 

R(h, ЮК= КЮ(%, K)=AR(h, Ю-—1 — 6.40) 

Для любых A, иЕЛ(К) резольвента удовлетворяет важному 
тождеству Гильберта: 

R(i, Ю— В, Ky =(U— DRA, ЮВ, Ю. (5.41) 
Резольвентное множество A (К) каждого линейного непре- 

рывного оператора не пусто; этому множеству принадлежит 
внешность круга с центром в начале координат и радиусом 

р(К = lim УК] (5.42) 

(предел здесь всегда существует). Число p(K) называется 
спектральным радиусом оператора К. Более того, для 
каждого A, |A| > p(K), резольвента R(A, К) допускает пред- 
ставление 

со 

Rd, К = У ин К"; (5.43) 
П=0
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здесь ряд сходится по норме пространства операторов, 
действующих в пространстве Е. 

Резольвентное множество оператора К открыто, а резоль- 
вента R(A, К) является аналитической функцией. Более того, 
при любом № ЕЛ (К) резольвента R(A, К) допускает пред- 
ставление 

Ra, К) = x (—1)"(A— Ao)" [® 0, КМ 6.44) 

(1% — Ao] < (PIR (Ao, K)]} 7’). 
И в этом представлении ряд сходится по норме операторов, 
действующих в пространстве Е. 

Ниже нам будет удобно вместе с резольвентой А (4, К) 
рассматривать так называемый разрешающий оператор 

[(^, К) = КЕ (^, К) (ЛЕЛ(К)). (5.45) 

Этот оператор обычно обладает более хорошими свойствами 
по сравнению с оператором К. Очевидно, 

RQ. Ю=д!-+-=10. Ю EA(K) +0. (6.48) 
Разрешающий оператор L(A, К) удовлетворяет аналогичному 
(5.41) тождеству 

(и, К) — Ё (А, К) = (1/1 — Па) L(A, K) L(u, К) (5.47) 

(A, ВЕЛ (К); A, в #0). 

Как и резольвента, разрешающий оператор является аналити- 
ческой функцией А на Л (К). Из (5.43), (5.44) вытекают 
аналогичные разложения для разрешающего оператора: 

Vlg [| Li. H=% a K (9т<в(к), — 6.48) 

L(A, K)= >» (—1)"(1/A —1/A,)"[L (Ay, КР (5.49) 

(| 1/A — 1/hg |< {LL (Ag, К”). 
2.3. Пространство ядер. Прежде чем перейти к изу- 

чению- разрешающего оператора для линейного интегрального 
оператора, введем в рассмотрение специальные банаховы
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пространства ядер. Для простоты ограпичимся ядрами опера- 
торов, действующих из одного пространства L, в другое 
пространство L_. 

Пусть р, 9ЕП, co]. Обозначим через By, , множество 

функций K(x, #), измеримых по совокупности переменных, 
для которых при любых иСЁ, VEL, выполняется нера- 
венство 

| | K(x, fu(x)u() dxdt < со. (5.50) 

о Q 

Множество B, , с обычными операциями и с нормой 

\Ki, = sup Икс, био о О |аха (5.51) 
р, q el, , |, ‚<10 g 

р 4 

является банаховым пространством. Функции K(x, NEB, а 

являются ядрами регулярных операторов (см. пп. 1.1, 1.3), 
действующих из L, B Ly. 

Пусть K,(x, LEB, g Ko(x, ЕВ, „, rae l <p, 4, r<oo, 

К, — интегральный оператор с ядром K, (x, t), К. — интеграль- 
ный оператор с ядром Ко (х, 2). Ядро К =К. «К, определим 
равенством 

K(x, )= | К» (х, в) K,(6, Ва. (5.52) 
Q 

Функция K(x, В принадлежит пространству B,, и является 
ядром действующего из L, в L, регулярного интегрального 
оператора К = К.К.. 

Ниже в основном рассматриваются пространства ядер 
операторов, действующих в одном и TOM же пространстве L,. 
В этом случае операция (5.52) является «ассоциативным умно- 
жением» в пространстве В эта операция, конечно, не 
коммутативна. 

Пусть К (x, В) принадлежит B, „, К — интегральный опе- 
ратор с ядром К (x, В. Введем ядра 

Ка) =К, Ко) =К *К, eee (5.53) 

Ядра K(,) называются итерированными ядрами, построен- 
ными по ядру K(x, Е). Ясно, что п-е итерированное ядро 
является ядром действующего BL, интегрального оператора К”. 

р, р’
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2.4. Резольвента линейного интегрального оператора. 
Для линейных интегральных операторов К точка 0 не при- 
надлежит резольвентному множеству ЛА (К), поэтому для них 
изучение резольвенты полностью эквивалентно изучению раз- 
решающего оператора L(A, К). Оказывается, что разрешаю- 
щий оператор L(A, К) интегрального оператора, вообше 
говоря, тоже будет интегральным оператором. Как и выше, 
здесь мы ограничимся лишь операторами, действующими 
в пространстве L, (1 < р < 00). 

Ниже через АЗК обозначается множество комплексных 
чисел AG Л (К), для которых разрешающий оператор L(A, К) 
допускает интегральное представление 

L(a, K)u(x)= { LQ: x, Ви (ба (5.54) 
о 

а через A (К) — подмножество тех AG ЛЗ (К), для которых 
L(A, К) — регулярный интегральный оператор. Очевидно, 

А® (К) = ^° (К) & A (К). 
Теорема 2.1. Густь К —действующий в [,(1 < p<) 

интегральный оператор с ядром К (x, Е). 
Тогда справедливы следующие утверждения: 
а) Множество А®(К) открыто; если ЖЕ Л®(К), то 

L(A; x, t)= Dy (—1)" (ИА — Им" Lony (Ags х, 9 (5.55) 
n= 

([1/A— № |< fol] Lag K) IT): 
ряд справа сходится no норме пространства B,, и, 
в частности, по мере. 

b) При любых ^, WEA? (K) выполняется тождество 

pA[L(A; x, Эх, 0] = 

=(и—^) [LAs x, LU: о, Ado. (6.56) 
Q 

Теорема 2.2. Пусть K—deiticmeynouudsl,(l<p<o) 
регулярный интегральный оператор с ядром К (x, ft). 

*) Напомним, что через |К|], где К — интегральный оператор 
с ядром К (x, #), обозначается интегральный оператор с ядром 

[К (x, 2) |.



120 УРАВНЕНИЯ С ЛИНЕЙНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ [ГЛ. У 

Тогда: 
.а) множество Л®(К) содержит множество 

[A> {ФК i} (5.57) 
при этом 

— 1 

L(hs х, = Yaa Kina (% 9; (5.58) 
П=0 

ряд справа сходится по норме Ву, ри, в частности, по 
мере; 

b) для любого KE Л®(К) справедливы тождества 

10; x, M=A [Ко 9) L(A; в, 40-4 К(х, = 
Q 

=) | L(A: x, 9К (©, )do+K(x, 0. (5.59) 
Q 

В заключение пункта приведем одно утверждение о pa3- 
решающих операторах (-ограниченных и И-коограниченных 
операторов (см. пп. 1.5—1.6). 

Теорема 2.3. Пусть К —действующий в [,(1<р<о5) 
О-ограниченный (И-коограниченный) интегральный onepa- 
тор с ядром K(x, В. 

Тогда A(K)=A™(K); при любом АЕЛ(К) оператор 
Е(^, K) является И-ограниченным (соответственно И-ко- 
ограниченным). 

2.5. Резольвента «улучшающих» операторов. Пусть E, 
E,, E,— банаховы пространства, причем E,cECE, и 

и а и|; WED. ||, аи, ЕВ». (5.60) 
Действующий в пространстве Е оператор К назовем улуч- 
шающим, если он одновременно действует из Е, в Би 
непрерывен. Для улучшающих операторов утверждения пре- 
дыдущих пунктов могут быть существенно дополнены. 

Теорема 2.4. Пусть Е, E,, Е› — банаховы простран- 
ства, удовлетворяющие условию (5.60). Пусть К — улуч- 
шающий оператор. 

Гогда при любом АЕЛ(К) разрешающий оператор 
L(A, К) действует из E, в Е. и непрерывен. Более того, 
разложения (5.48) — (5.49) сходятся по норме прострав- 
ства операторов, действующих из E, в Е.
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Для интегральных операторов эту теорему можно допол- 
нить следующим утверждением. 

Теорема 2.5. Пусть оператор К действует из L, 
в [, (1<р<9<оо) и регулярен. 

Тогда при Е Л®(К) разрешающий оператор 

L(A, КЮи(х)= [20 x, Вира (5.61) 
Q 

также действует из L, в L, й регулярен. При этом 

разложения (5.55) и (5.58) сходятся по норме прострав- 
ства Вр. 

2.6. Условия однозначной разрешимости. Вернемся 
к изучению интегрального уравнения Фредгольма второго рода. 
Уравнение 

Ли —= Ku-+ Г, (5.62) 

где К — действующий в Е линейный непрерывный оператор, 

имеет единственное решение uC E при любом ГЕСЕ в том и 
только том случае, когда А принадлежит резольвентному 
множеству Л(К) оператора К. Это решение определяется 
равенством 

и Kf. (5.63) 

где L(A, К) — разрешающий оператор для оператора К. Если 
К — улучшающий оператор и Г}ЕЁЕ., то иЕЁ.. Это решение 
единственно и в пространстве Б,. | 

Основная трудность связана с проверкой включения 
ЛЕЛ (К). Это условие выполнено, если p(K) <|A|. В связи 
с этим большой интерес представляют оценки спектрального 
радиуса сверху; такие оценки излагались в гл. IV, § 3 

(см. также § 5 настоящей главы). 
2.7. Уравнения с итерированными ядрами. Рассмотрим 

уравнение 

ли —= Ки }. (5.64) 

Ясно, что каждое решение иЕЁ этого уравнения будет одно- 
временно и решением уравнения 

Ми = Ки + Hd) Г, (5.65)
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где оператор H(A) определен равенством 

Н = АМ МК... 4K Tf. (5.66) 

Если Л"ЕЛ(К“), то справедливо и обратное утверждение: 
каждое решение уравнения (5.65) будет решением и уравие- 
ния (5.64). 

Справедлива формула 

Ю(^, К) =В(^/, K") H(A), (5.67) 

определяющая резольвенту оператора А (А, К) через резоль- 
венту оператора R(A”", К”). Отметим интересную формулу 
R(A, К") = 

— ; -[R(A, K)+0R (od, K)-+... fo" R(o""2, К), (5.68) 
na 

где @& — произвольный первообразный корень из единицы 
степени п. Эта формула выражает резольвенту R(A, К”) 
оператора К” через резольвенту R(A, К) оператора К. 

Аналогичные формулы можно написать для разрешающих 
операторов. именно из (5.67) вытекает, что 

L(A, K) =-и-г —Н (4) К — а say L(A", K")H(A)K (5.69) 

и аналогично из (5.68) — 
п-1 

Ап 1 i п п — _ ; 5, Li", К") == Lan K) (5.70) 

В случае, когда К — интегральный оператор (действующий 
в пространстве L,) и когда A” € А®(К”"), формулам (5.69) — 

(5.70) отвечают соответствующие формулы для ядер: 

aan x, j= 

= —_—_ —= AA; x,f)— — (2; x, 0) А (А, 0, Ado, (5.71) 

где 

А (№ х,д= > АК) (x, 1 
k=1
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п-1 

pia (№; x, )=— =: x, в; (5.72) 

i=0 

здесь через pi") (A; x, 2) обозначено ядро разрешающего one- 
ратора L(A", К”). 

Переход от изучения уравнения (5.64) к уравнению (5.65) 
часто оправдывается тем, что оператор К” обладает более 
хорошими свойствами, чем оператор К. Пусть, например 
(см. п. 1.9), K(x, В — ядро оператора К типа потенциала 
с показателем А (или с показателем A—O или с показа- 
телем A-+ 0). Тогда п-е итерированное ядро K, (x, В) при 

n 

r< п А 
положено множество ©) также является ядром типа потен- 
циала с показателем TA — (7 —1)п (соответственно с пока- 
зателем [А — (г—1)п] —0 или [rA—(r —1)n]-+-0); при 

— оператором типа потенциала с показателем 0, 

(п — размерность пространства, в котором рас- 

Ш 

И" 

—0 или +0; при г > = — ограниченным ядром. 

2.8. Союзные уравнения. Уравнения 

Аш (x) = | К (x, t) u(t) dt + f (x), (5.73) 
Q 

hu (x) = | К*(х, Du(t) а! - g (x), (5.74) 
Q 

где K*(x, t)==K(t, x), принято называть союзными. Изуче- 
ние этих уравнений удобно проводить совместно. При этом 
приходится уравнение (5.73) рассматривать в одном банаховом 
пространстве E, а уравнение (5.74) — в другом пространстве F. 
Естественно, пространства Е и F должны находиться между 
собой в определенных отношениях. 

Банаховы пространства E и Р назовем двойственными, 
если справедливы равенства 

[9[Е= sup |, 9)|, llol-= sup |, 9)| (5.75) 
| ПиН <1 о <1 alle 

(СБ, v€ FP),
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где 

(и, 9) = | u(x) U(x) ах. (5.76) 
Q 

Примерами двойственных пар пространств могут служить 
пары {L,, Lp}, где I/p+1/p’=1, (С, [| и др. Если Е 
и Р-— пара двойственных пространств, то Р можно рассма- 
тривать как подпространство сопряженного к E простран- 
ства Е”. 

Пусть Е и РЫ— пара двойственных пространств. Пусть 
К — действующий в Е оператор. Будем считать, что К"Ре РЁ, 
и обозначим через К’ сужение оператора К“ на Р. В этом 
случае операторы К и К’ называют двойственными. 

Теорема 2.6. Пусть Е и Е — двойственные npocm- 
ранства, а Ки К’ — действующие в них двойственные 
операторы. 

Гогда содержащие точку со компоненты A, (K) и 
A,(K’) резольвентных множеств операторов Ки К 
симметричны относительно оси абсцисс, причем при 

ЛЕЛ..(К) операторы В(%, К) и R(A, К’) также 0в0й- 
ственны. 

Для союзных интегральных уравнений справедлива 
Теорема 2.7. Пусть К — действующий в [,(1<р<09) 

(или в С) регулярный оператор с ядром K (x, ft) K*— 

оператор с транспонированным ядром K* (x, t)=K CE, x). 

Тогда резольвентные множества Л®(К) и A” (K*) 

операторов К и K* симметричны относительно оси 

абсцисс и, более того, ядра Е: x, t) u La; x, В pa3- 

решающих операторов L(A, К) и L(A, К*) связаны равен- 

ством L(A, x, = Е (А, t, x). 
2.9. Дополнительные замечания. Изложенная в преды- 

дущих пунктах общая теория относилась к операторам, дей- 
ствующим в пространствах L,. С несущественными измене- 
ниями она переносится на уравнения с операторами, дейст- 
вующими в произвольных пространствах ВБ, в которых конус 
неотрицательных функций является воспроизводящим, нор- 
мальным и сильно миниэдральным (см., например, [23]; в этой 
работе изучаются уравнения с операторами, действующими 
в различных пространствах Орлича).
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$ 3. Уравнения второго рода с вполне непрерывными 
операторами в банаховом пространстве 

3.1. Постановка задачи. В этом параграфе дальнейшему 
анализу будет подвергнуто линейное уравнение 

Au == Ku-+ } (5.77) 
с действующим в некотором пространстве FE вполне непре- 
рывным (например, интегральным) оператором К. 

Напомним, что действующий из Е, в Е› линейный опе- 
ратор К называется вполне непрерывным, если он преобра- 
зует ограниченные множества из EL, в компактные множества 
из Е›. Различные признаки полной непрерывности интеграль- 
ных операторов изложены в $ 1. 

Полная непрерывность оператора АК позволяет сущест- 
венно продвинуться в изучении уравнения (5.77). Это отно- 
сится как к тому случаю, когда А является регулярным зна- 
чением для оператора К, так и к тому случаю, когда А 
является точкой спектра. 

3.2. Спектр вполне непрерывного оператора. Через 
М (Г) и R(T), где Т — действующий в Е линейный непре- 
рывный оператор, будем обозначать соответственно множество 

нулей и область значений оператора Г. Через M+, где M— 
некоторое множество в Е, обозначается множество всех 
линейных непрерывных функционалов, аннулирующихся на М, 
а через +N, где М№М— некоторое множество в E*, обозна- 
чается множество тех элементов Е, на которых аннулируются 
функционалы из №. 

Число А называется собственным значением действую- 
щего в банаховом пространстве оператора К, если уравне- 
ние Au== Ku имеет ненулевые решения; эти решения носят 
название собственных векторов. Множество E (^)=М (AJ—K) 
называется собственным подпространством оператора К, 
отвечающим собственному значению A; размерность подпро- 
странства E (A) называется порядком собственного значения A, 
Совокупность собственных значений оператора К называется 
собственным спектром. 

Пусть А — собственное значение оператора К. Подпро- 
странство 

В (A) = U № [((AI— К)" (5.78) 
n=l
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называется корневым подпространством оператора К, отве- 
чающим собственному значению А; размерность подпрост- 

ранства E (2) называется кратностью этого собствепного 
значения. 

Векторы x из Е (7) называются корневыми векторами. 

Рангом корневого вектора x€E(A) называется наименьшее 
целое число и, для которого (A/— К)" x =0; если такого 

числа п не существует, то ранг корневого вектора равен 
бесконечности. Максимальный ранг корневых векторов, отве- 
чающих собственному значению A, называется рангом соб- 
ственного значения. Ранг собственного значения A (если он 
копечен) совпадает с наименьшим целым числом fly, для 
которого 

М [ar— K)"|=N[ar— К)"]| @>ъщ. (5.79) 

Число А, назы вается дефектным значением действующего 
в бапаховом пространстве Е оператора К, если существуют 
ненулевые непрерывные фуикционалы f, удовлетворяющие 
тождеству 

[Аи — Ки) =0 (иЕБ). (5.80) 

Такие функционалы называюлся дефектными. Множество 

F(A)=[R (AZ — К) всех дефектных функционалов, отве- 
чающих дефектному значению А, называется дефектным под- 
пространством, его размерность — порядком дефектного 
значения. 

Пусть А — дефектиое значение. Подпространство 

F (a) = (] (в tar — К" (5.81) 
П=1 

называется присоединенным подпространством опера- 
тора К, отвечающим дефектному значению А; размерность 

Е (A) называется кратностью этого дефектного значения. 

Функционалы f из F(A) называются присоединенными 
функционалами; рангом присоединенного функционала f 
называется наименьшее целое число п, для которого 

АСМ — К)’ и] =0 (u € E); (5.82)
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если такого числа п не существует, то ранг присоединенного 

функционала равен бесконечности. Максимальный ранг при- 

соединенных функционалов, отвечающих дефектному значе- 

нию А, называется рангом дефектного значения. Ранг 
дефектного значения А (если он конечен) совпадает с наи- 

меньшим целым числом No, для которого 

Ю [11 — К)" |1 = Ю [(21— К)" (n> 1). (5.83) 

Из приведенных определений непосредственно следует, 

что число А является собственным значением сопряженного 
к К оператора К”, если А является дефектным значением К; 

при этом порядок, ранг и кратность A совпадают ¢ порядком, 
рангом и кратностью A, 

Теорема 3.1. Пусть К — действующий в бесконечно- 
мерном пространстве Е вполне непрерывный оператор. 

Гогда: 
а) спектр оператора К состоит из нуля и из не более 

чем счетного множества 1, ..., A,, ..., единственной 
предельной точкой которого может быть точка нуль. 

5) Каждая ненулевая точка ) спектра является 
конечнократным собственным значением и одновременно 
дефектным значением того же порядка, той же крат- 
ности и того же ранга. 

с) Спектры оператора К и сопряженного к нему опе- 
ратора К“ симметричны относительно оси абсцисс. 

3.3. Расщепление вполне непрерывного оператора. 
Действующий в банаховом пространстве Е линейный непре- 
рывный оператор Р называется проекторо.м, если Р?=Р. 
Если Р — проектор, то оператор Q == /— P также проектор; 
Р, Q называются дополнительными проекторами. 

Пусть Р, @ — дополнительные проекторы, Е, = А(Р), 
E, = (@). Подпространства Е; и Ey являются дополнитель- 
ными друг другу, т. е. каждый иЕЁЕ единственным образом 
представим в виде и = и, -{- uy, где и! СЁ,, и, ЕЁ.. Обратно, 
если в Е заданы два дополнительных друг другу подпрост- 
ранства, то тем самым определены дополнительные проек- 
торы P, Q, проектирующие на EL, и Е.. Эти проекторы 
определяются равенствами 

Ри=и, Qu=uty, (5.84)
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если и=и и (и ЕЕ, 4 ЕЁ.). В связи с этим часто 
говорят, что Р проектирует на Е, параллельно E,, a @ про- 
ектирует на E, параллельно E,. 

Теорема 3.2. //Густь К — действующий в Е вполне 
непрерывный оператор, № — ненулевая точка его спектра. 

Гогда: 

а) Подпространства E(h,) и Е) = F(A.) являются 
дополнительными друг другу; 

b) Подпространства Е (Ay) и Ё (№5) инвариантны для 
оператора К; дополнительные проекторы Р(\№%) и @ (№), 

соответствующие E (A,) Ц E (hu), коммутируют с опера- 
тором К и его резольвентой В (%, К); 

с) Оператор i,f—K как оператор в Е) нильпо- 
тентен, т.е. 

(Agl — Ky“? = 0; 

здесь r(A,) — ранг собственного (дефектного) значения A,; 

4) Оператор — К как оператор в Е(№) имеет 
непрерывный обратный; 

е) Оператор К представим в виде 

K = K (ho) + Ко (ho) (5.85) 
где К (Ap) == KP (№), Ky (Aq) = KQ (Ay); спектр оператора 
К (A,) состоит из одной точки hy, спектр оператора Ку (Ay) 
совпадает со спектром оператора К, из которого вы- 
брошена точка №. 

Пусть К — действующий в Е вполне непрерывный опе- 
ратор и А, — ненулевая точка его спектра. Из теоремы 3.1 

следует, что пространства E(A,) и F(A,) имеют одинаковую 
конечную размерность, совпадающую с кратностью %(A,) 
собственного (и одновременно дефектного) значения Ay. Набор 
элементов 

9 1 од 1 oe, em) ...; el, a... en") (5.86) 

и набор функционалов 

д”, f”, tees fea~); teal f, Го, a Ди") (5.87)
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(и... +%, = (0) ) называются каноническими базисами 
оператора К, отвечающими собственному значению Ay, если 

(Aol — K) e/+") = el) (1=0, д H— 2; [=1,..., п); 

(7 — К)е® =0 (i=1,..., 1); (5.88) 

(Al—K)fY2=fY (f=0,..., 4, —-2 f= 1, ..., п); 

(Aol — К") f =0 (=1,..., п) (5.89) 

и если 

1, ecm =i” и jf'4+jf"=x,—1, 

ДГ (241?) =1 0, если Г - или (5.90) 

= и tj #x,—1. 

Теорема 3.3. Густь К — действующий в Е вполне 
непрерывный оператор, \\ — ненулевая точка спектра К. 

а) существуют канонические базисы оператора К, 
отвечающие Ау; 

b) оператор P(A.) проектирования на В (№) парал- 

дельно Е (№) представим в виде 

P(,,)u= > х ИТТ (иде; (5.91) 
i=l j= 

с) для оператора К (№) справедливо представление 

К (и = Agu — > р И (и) е 0. (5.92) 

Обозначим через A,, ..., Aq» ... совокупность ненулевых 
точек спектра действующего в Е вполне непрерывного опе- 
ратора К. Тогда при каждом п для К можно написать 
представление 

К = 2K (hi) + Re (5.93) 

roe R,— действующий в E вполне непрерывный оператор, 
ненулевой спектр которого состоит из точек Api, Аша, oes
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Ноэтому оператору К можно сопоставить ряд (возможно 
конечный) 

K~ > K(). (5.94) 
i=] 

Этот ряд «сходится к оператору К по спектру»: 

п 

lim of — DK ay) = 0. (5.95) 
n->co i= | 

Подчеркнем, что этот ряд в общем случае He сходится к К 
по норме операторов, действующих в РК. 

Отметим, что спектр вполне пепрерывного оператора К 
(даже с плотным в Е множеством значений) может состоять 
только из нулевой точки. Примерами могут служить различ- 
ные вольтерровские операторы (см. § 6). 

3.4. Спектр интегрального вполне непрерывного опе- 
ратора. Отметим, что действующий в банаховом простран- 
стве Е интегральный оператор 

Ки (x) = | R(x, бд а (5.96) 
Q 

является проектором, если 

п 

R(x, В = 212 (x) 6; (0, (5.97) 
i= 

где а; 0; — функции, удовлетворяющие условиям 

[4 (at =, (i, ja=l,..., п). (5.98) 
Q 

Рассмотрим теперь интегральный оператор 

Ки (х) = | K(x, Ви (В dt. (5.99) 
Q 

Предположим, что этот оператор является вполне непрерыв- 
ным оператором, действующим в некотором пространстве 
измеримых на © функций. В этом случае для описания спек- 
тра оператора К применимы теоремы 3.1 и 3.2. Однако для 
интегральных операторов теоремы 3.1 и 3.2 можно значи-
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тельно уточнить. В частности, для интегральных операторов 
естественно ожидать, что операторы K(A,) будут интеграль- 
НЫМИ. 

Теорема 3.4. ГГусть К — действующий в простран- 

стве L,, где lg p<oo (или С), вполне непрерывный ре- 

гулярный интегральный оператор с ядром К (x, Ё), kt — 
транспонированный оператор. Пусть № — ненулевая 
точка спектра оператора К. 

Гогда в пространстве L, (или С) существуют функции 

a(x), Px), eee MONG) oes LMC, 00, 7 00), 
(5.100) 

а в пространстве Ly (или соответственно L,) — функции 

FP) AP OD vee OVD LP Oe one (OD (2), 
(5.101) 

для которых выполняются равенства 

Мей +1 (x) = | К (x, ft) e+) (ра + el) (x) 
Q 

(—1,..., №; j=l, ..., “,;— 2); 

100 (x) = | K(x, 0904 G=1,..., п); (5.102) 
о 

Rofl? (x)= [ К", OU) Oat + FY (x) 
о 

(i==1,..., №; foul, ..., x, — 2); 

A f(x) = | К*(х, ОО (=1,..., 2) (5.103) 
Q 

Py 

|, если iii" И tj =ир-ф 1, 

[ MOM Odt=] 0, если i #0" nan И 

2 И Ди —1. (5.104)
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При этом оператор P(A.) определяется равенством 

Р (и (х) = | Ал, (x, Ви (0) dt, 
Q 

где 
n %;-1 

А, (д > D6 Oe? (), 
i=1 j=0 

а оператор К (A,.) — равенством 

К (hp) и (x) = | K (ho, x, t)a(é)dt, 
Q 

где 

К (ho, x, =, (,0— DB 909. 

Аналогичные утверждения справедливы для любых двой- 
ственных пар (см. п. 2.9) банаховых пространств. 

3.5. Теоремы Фредгольма. В этом пункте приводятся 
общие условия разрешимости уравнения 

hu — Ku =f (5.105) 

с ненулевым A и с действующим в Е вполне непрерывным 
оператором К. В частности, эти условия содержат признаки 
разрешимости интегрального уравнения (5.35) с вполне ке- 
прерывным оператором. 

Основную роль при исследовании уравнения (5.105) играет 
сопряженный к А оператор К”, который действует в сопря- 
женном к E пространстве БЕ“. 

Теорема 3.5. Пусть К — действующий в Е вполне 
непрерывный оператор, а K* — сопряженный к К опера- 
тор, действующий в Е*, А-0. 

Гогда уравнение hu=Ku-+f разрешимо в том и 
только том случае, когда 9(})=0 для любого VEE", 

удовлетворяющего условию WU = K*v; число линейно неза- 
висимых решений уравнения Ku = Ки-Р } совпадает с чи- 

слом линейно независимых решений уравнения hu = К*ч. 
Перейдем к интегральным уравнениям.
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Теорема 3.6. Пусть К — действующий в простран- 
стве Ly (или С) вполне непрерывный регулярный инте- 

гральный оператор с ядром K(x, №. Пусть А -0. 
Уравнение 

hu (x) = | K(x, du(t)dt+ f(x), (5.106) 
Q 

где fEL,(uau С), имеет в L,(uau С) решения в том и 
только том случае, когда 

| fOy@at =0 (5.107) 
Q 

для любой функции у из Ly (или L,), удовлетворяющей 
условию: 

у (x)= | К*(х, Hy (dt, (5.108) 
О 

где K*(x, t)=K(t, х). Число линейно независимых реще- 
ний уравнений (5.107) и (5.108) конечно и одинаково. 

3.6. Резольвента вполне непрерывного оператора. 
Точки спектра линейного оператора К являются особыми 
точками аналитической функции А (А, К). Для вполне непре- 
рывных операторов характер этих особых точек определяется 
свойствами соответствующих собственных значений. 

Теорема 3.7. //усть К — действующий в простран- 
стве Е вполне непрерывный оператор. Пусть h, = 0— 
точка спектра оператора К. 

Гогда № является полюсом для резольвенты В (\, К). 
Порядок этого полюса совпадает с рангом г(№) соб- 

ственного значения №. Разложение Лорана для В (%; К) 
в окрестности точки № имеет вид 

г (Ay) 

__ NY Bees R(\, K)= » Ga e TRO K) QA). 6.109) 

20e 

В, = (Aol — КАР — (Е=1,..., г), (5.110) 

a P(A.) и 9(\) — дополнительные проекторы оператора К, 
отвечающие собственному значению №.
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Если 

(0) (1) х —1). (0) (1) (*„-1). 
е е , 0% FE re еп ). 1 > 1 9 e @ e@ 

(0) ¢(1) х 1). . #0) 0 и, —1 Л, 0, ..., и; ...; 0, О, ..., ZOD 

— канонические базисы, отвечающие собственному значе- 

HHIO Kos TO операторы B,-, определяются равенствами 

п и;-1 

В, _ w= У У Де 9 (ше ®). 
i=] j= 

Если оператор К интегральный, то и операторы B,_, HHTe- 
гральные: 

B,- a(x) = | B,-,(x, at) dt, 

где 
n %;-1 

B,_,(x, )= > y SOT) (ре (x), 
{=1 j= 

3.7. Уравнения с улучшающими операторами. Пусть 
Е, Е, Е› — банаховы пространства, причем E,C ECE, и 

| х |=, < ах 11 ЕВ), [ХЕ <all x |, ЕВ). 
Допустим, что некоторая итерация К” действующего в Е 

вполне непрерывного оператора К является непрерывным 
(вполне непрерывным) оператором, действующим из EL, в Б.. 
Тогда собственные и корневые векторы А, отвечающие не- 
нулевым точкам спектра, лежат в Ро, и аналогично, дефектные 
и присоединенные функционалы К, отвечающие пенулевым 
точкам спектра, допускают продолжение в линейные непре- 
рывные функционалы Ha E,. 

Это простое замечание позволяет в основных случаях 
установить, какими свойствами обладают собственные и кор- 
невые векторы и дефектные и присоединенные функционалы 
липейных интегральных операторов. При этом удобно поль- 
зоваться С-характеристиками соответствующих операторов и 
их итераций (см. гл. V, § 5, п. 4). 

3.8. Дополнительные замечания. Основные результаты 
этого параграфа без изменения переносятся па операторы К, 
некоторая степень К” которых является вполне непрерывным 
оператором. В частности, этот факт полезен при изучении
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так называемых слабо вполне непрерывных (т. е. преобра- 
зующих ограниченные множества в слабо компактные) опе- 
раторов, действующих в пространствах L, и L., так как 
квадрат каждого слабо вполне непрерывного оператора, дей- 
ствующего в пространстве L, или L., является вполне непре- 
рывным оператором. 

Отметим, что действующий в LZ, или Ё, регулярный ин- 

тегральный оператор К с ядром K(x, ¢) слабо вполне не- 
прерывен в том и только том случае, когда 

lim vrai max кс, t)|dx =0 
mes D>0 tEQ р 

или соответственно 

lim угар max ко. t) | dt = 0. 
mesD>0 лее D 

Теоремы, относящиеся к интегральным операторам, пере- 
носятся на уравнения с операторами, действующими в бана- 
ховых пространствах измеримых функций, в которых конус 
неотрицательных функций обладает свойствами воспроизво- 
димости, нормальности и миниэдральности. 

$ 4. Уравнения второго рода с вполне непрерывными 
операторами в гильбертовом пространстве 

4.1. Введение. В этом параграфе изучаются линейные 
уравнения Фредгольма второго рода с операторами 

Ки (х) = | К (x, Виа (5.111) 
Q 

которые действуют в пространстве 2.5. Такие уравнения есте- 
ственно рассматривать как операторные уравнения в гильбер- 
товом пространстве. 

Такой подход позволяет установить для интегральных 
уравнений с операторами, действующими в Lo, ряд важных 

утверждений, которые неверны для произвольных интеграль- 
ных уравнений. Особенно это относится к уравнениям с опе- 
раторами, обладающими свойством самосопряженности (или 
нормальности). Именно таким операторам и посвящена основ- 
ная часть параграфа.
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4.2. Уравнения с самосопряженным оператором. В этом 
пункте рассматривается уравнение 

hu = Ku-- f (5.112) 

с действующим в L, интегральным оператором 

Ки (х) = [ K(x, Dude, (5.113) 
Q 

ядро которого обладает свойством симметрии 

K(x, )=K¢t, x) (x, £€Q). (5.114) 

Предположим, что ядро K(x, Г), кроме того, суммируемо 
по совокупности переменных. Тогда оператор А будет само- 
сопряженным в пространстве [., т. е. К =” или, иначе, 

(Ku, v)=(u, Ко) (и, v€L,). (5.115) 

Отметим, что ядро K(x, ¢) оператора К суммируемо, если 
К — регулярный (см. п. 1.1) оператор в Ly. 

Для уравнений с самосопряженными вполне непрерывными 
операторами условия разрешимости упрощаются. 

Теорема 4.1. Пусть К — действующий в Ly. вполне 
непрерывный самосопряженный оператор. 

Toda: 
а) при вещественном AN(A+0) уравнение hu=Ku-+f 

имеет в Ly решение в том и только том случае, когда 

(f, v)=0 (5.116) 

для любого решения Vv однородного уравнения KU = Kv; 
b) при невещественном ^, уравнение Аи = Ки- } имеет 

единственное в L, решение при любой f EL,. 
4.3. Резольвента и спектр самосопряженного инте- 

грального оператора. Для вполне непрерывных самосопря- 
женных операторов в гильбертовом пространстве верна сле- 
дующая основная 

Теорема 4.2. ГГусть К — действующий в L, вполне 
непрерывный самосопряженный оператор.
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Гогда справедливы следующие утверждения: 
а) Спектр оператора К состоит из нуля и из не бо- 

лее чем счетного множества вещественных чисел №, 
(п = 1, 2, eee9 — |, — 2, ...): 

Nop <^А-0< ... SAL <... LOK... 

vee ЗА <... №№, 

единственной предельной точкой которого может быть 

точка 0. 
b) Каждой ненулевой точке спектра ^ = \„ отвечает 

конечномерное подпространство E(A,) собственных (в 
одновременно дефектных) векторов; подпространства Е (A), 
отвечающие различным h, ортогональны друг другу. 

с) Оператор К допускает спектральное представле- 
ние *) 

Ки = У h_P (Aq) и; (5.117) 
п 

здесь Р(^„) — оператор ортогонального проектирования 
на E(i,): 

P(N») u(x) = | @,(%, Ви (В dt, (5.118) 

где Е 

а (х, N= У 9 el (x), (5.119) 
i=1 

%, — Размерность Е(^„) (кратность собственного значе- 
ния ha), 

AM (х),..., on (x) (5.120) 

Ny 

*) Обозначение > ниже понимается как lim > ‚ если 
n —Пь Ny > Onan, 

обе последовательности чисел Ay, ..., Ags oe. И Aug, coer Аи eae 
No 

бесконечны; как Ит > ‚ @сли среди чисел A, конечное 
п) > oo n= —n 

0 

число п, отрицательных и бесконечное число положительных; как 

По 

lim У, если конечно число п, положительных и бесконечно 

число отрицательных, и просто как конечная сумма, если собствен- 

ных значений — конечное число.
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— произвольный ортонормированный базис в E(A,); ряд 
(5.117) сходится по норме операторов, действующих в Lo. 

4) Резольвента Ю (4, К) (A #0, Agi, Azo, ...) опера- 
тора К допускает спектральное представление 

R(i, Kyu = Vga Pd ws (5.121) 
A 

n 

ряд в этом представлении также сходится по норме 
операторов, действующих в Ly. 

Теорема 4.2 полностью описывает резольвенту и спектр 
самосопряженного интегрального оператора. Она, в частности, 
позволяет написать формулы для решений уравнения (5.111), 
если операторы P(A,) известны. 

Теорема 4.3. /[/усть К — вполне непрерывный само- 
сопряженный оператор, действующий в [5. Пусть № — 
собственные числа оператора К, @,(x, Ё) — соответ- 
ствующие им ядра проекционных операторов Р(%„). 

Гогда: 
а) Если NA, при всех п, то единственное в L, ре- 

шение и уравнения hu== Ки-- } представимо в виде 

их = У foe. 07046 — 6.122) 
n Q 

здесь ряд сходится no норме Lp. 
b) Если =А„„ то решения и уравнения Али =Ки- f 

существуют в том и только том случае, когда 

| 9, (х, 9104 =0; (5.123) 
о 

эти решения определяются формулой 

1 

п 
n= Ny Q 

где # — произвольная функция из E(A,); и здесь ряд схо- 
дится по норме Lo. 

Предположим теперь, что К — регулярный интегральный 
оператор. Положим 

K (u, v= [ [Kt thu(t)u(xydxdt. — (5.125) 
оо
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Если, кроме того, К — вполне непрерывный и самосопря- 
женный оператор, то 

К (и, v= i, | { o.(«. tu(t)u(jdx dt. (5.126) 
n Q Q 2 

Из этой формулы вытекает важная теорема Р. Куранта. 
Теорема 4.4. Густь К — действующий в [5 вполне 

непрерывный самосопряженный регулярный интегральный 
оператор с ядром К (x, ft). 

Гогда для собственных значений А, справедливы пред- 
ставления: 

a) Если п > 0, то 

= min max K(u, v), (5.127) 
Vin vees an (п) | tly <b (4, °)=...= (и, mn (ny )=9 

где U(n)-— сумма кратностей собственных чисел \.,, боль- 
ших №, и, У» ..., Зи (и) E Lg: минимакс в правой части 

(5.127) достигается лишь при Vy, ..., Vin Е U Е (A,); 
^;> А 

иЕЕ (An): 
b) Ecaun<0, mo 

^„ = max min K (u, v), (5.128) 
Я: Uy (п) ии, <1, (4 =... = (и, vw, (ny) =? 

где у(п) — сумма кратностей собственных чисел h,, мень- 
ших hey Uy 9. ..., уп) ЕЁ; минимакс в правой части 

(5.128) достигается лишь при 9, .,., Ч, (п) 6 U E(A,): 
^;< Ат 

иСЕ(^.,). 
4.4. Операторы Гильберта — Шмидта. Продолжим изу- 

чение действующих в L, самосопряженных операторов. 
Теорема 4.5. Пусть К — вполне непрерывный само- 

сопряженный интегральный оператор с ядром К (x, f). 
Гогда 

Икс, A) Pdt—= Van ||, (х, 924 (xEQ) (6.129) 
Q n Q 

ul 

[ [1 KG, оРаха = Ува, (5.130) 
оо n
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Из этой теоремы немедленно вытекает, что действующий 
в [. самосопряженный интегральный оператор К является 
(-ограниченным (см. п. 1.5) в том и только том случае, 
когда 

Уи, п < со (5.131) 

или, что то же, когда его ядро К (x, #) суммируемо с квад- 
ратом. Операторы с суммируемыми с квадратом ядрами на- 
зываются операторами Гильберта — Шмидта. 

Для ядер операторов Гильберта — Шмидта справедлива 
важная билинейная формула. 

Теорема 4.6. Густь К — оператор Гильберта — 
Шмидта с ядром К (x, 0. 

Гогда 

К (x, д = DA, (x, 0) (5.132) 

этот ряд сходится в среднем квадратичном на Q* Q. 
Отметим, что разрешающий оператор 

L(A, K)==AKR(A, К) 

оператора Гильберта — Шмидта также является оператором 
Гильберта — Шмидта (см. п. 2.5). 

4.5. Операторы Мерсера. Симметричное ядро К (x, #Ё) 
назовем ядром Мерсера, если оно представимо в виде 

K(x, j= | a(x, 0)6(0, 2) do, 
Q 

где a(x, ft), 6(х, tf) — измеримые по совокупности перемен- 
ных и суммируемые с квадратом функции. Операторы с ядрами 
Мерсера назовем операторами Мерсера. Ядра Мерсера удо- 
влетворяют неравенству 

[К (х, | <а(х)5 (2) (x, Е 0), (5.133) 

«= | lace 0) |?do EL, 
Q 

v= V/ [156 ft) Pdo E Ly. 
Q 

где 
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Для каждого оператора К с ядром Мерсера К (x, В no- 
ложим 

5(К)= | [ at, t) b(t, x) dx dt. (5.134) 
о Q 

Если функции a(x, f), d(x, В непрерывны, TO, очевидно, 

5 (К) = | К (с, 0) 46. (5.135) 
о 

Теорема 4.7. Лусть К — действующий в Ly вполне 
непрерывный самосопряженный оператор с ядром К (x, ft). 

Гогда: 
а) ядро K(x, t) является ядром Мерсера в том и 

только том случае, когда оператор К ядерный, т. е. 

Хх, | hn | < 003 

b) если K(x, 8) — ядро Mepcepa, то 

(К = Хх, | Mal. 

Теорема 4.8. Густь К — интегральный оператор 
с ядром Мерсера К (x, 6. 

Тогда найдутся такие a(x), (615, что билиней- 
ное разложение 

К (х, = hr (x, 5) 

сходится равномерно с весом а, (х)6у (Е) почти всюду: 

[Ко — У вы, о] 
lim vrai max vrai max eal ~== (), 

—п,, п. xEQ tEQ Ay (x) Bo (1) 
(5.136) 

4.6. Самосопряженные операторы со значениями в ба- 
наховом пространстве. В этом пункте исследуются само- 
сопряженные в L, интегральные операторы, которые одно- 
временно являются непрерывными или вполне непрерывными 
операторами, действующими из [. в некоторое банахово про- 
странство Е (например, пространство L,, где g>2, или
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пространство С). Для таких операторов утверждения преды- 
дущих пунктов можно существенно дополнить. 

Теорема 4.9. Пусть К — действующий в Ё5 вполне 
непрерывный самосопряженный оператор. Пусть onepa- 
тор К действует из [5 в банахово пространство Е и 
непрерывен. 

Гогда справедливы следующие утверждения: 
а) Спектральное разложение 

Ки= УР (ли (5.137) 

оператора К при каждом фиксированном и сходится по 
норме Е. 

b) Спектральное разложение 

Е. Ки= Уи РО.ри (5.138) 

разрешающего оператора Г(^, K)=AKR(i, К) при ка- 
ждом фиксированном и также сходится по норме Е. 

В случае, когда Е — пространство С непрерывных функ- 
ций, приведенная теорема содержит в себе классическую 
теорему Гильберта — Шмидта о разложении в равномерно 
схолящиеся ряды истокообразно представимых функций. 

Если оператор К действует из L, в банахово простран- 
ство С и вполне непрерывен, то утверждение предыдущей 
теоремы может быть усилено. 

Теорема 4.10. /Густь К — действующий в Ly, вполне 
непрерывный самосопряженный оператор. Пусть К дей- 
ствует из L, в некоторое банахово пространство Е и 
вполне непрерывен (действует из некоторого банахова 
пространства Е в [5 и вполне непрерывен). 

Гогда справедливы следующие утверждения: 
а) Спектральное разложение 

Ки = \^.Р (4. )и (5.139) 
п 

оператора К сходится по норме пространства операто- 
ров, действующих из № в Е (по норме пространства 
операторов, действующих из Е в L,).
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b) Спектральное разложение 

Е (^, Ku= Yaa — РО.) и (5.140) 

разрешающего оператора L(A, K)=AKR(A, К) сходится 
по норме операторов, действующих из L, в Е (по норме 
операторов, действующих из Е в L,). 

4.7. Положительно определенные самосопряженные 
операторы. Напомним, что. оператор А, действующий в гиль- 
бертовом пространстве L,, называется положительно опре- 
деленным, если 

(Ka, в) >0 (u EL). (5.141) 

Положительная определенность действующего в L, регуляр- 
ного интегрального оператора К с ядром К (x, Ё) эквива- 
лентна положителёной определенности ядра К (x, В}: 

[ [Ke thutu(xjdxdt>0 (a, vEL,). (5.142) 
2 Q 

В частности, для каждого положительно определенного ядра 
К (x, В выполняются неравенства 

[ [ко paxat>0  (фе9) (5.143) 
рр 

для каждого непрерывного положительно определенного 
ядра K (x, f) — неравенства 

K(x, >20 (x€Q). (5.144) 

Предположим, что К — вполне непрерывный самосопря- 
женный оператор, действующий BL, В этом случае поло- 
жительная определенность К, очевидно, эквивалентна неот- 
рицательности всех собственных значений A, оператора К. 

Теорема 4.11. //Лусть К — действующий в L, вполне 
непрерывный самосопряженный оператор. Пусть Е и F— 
некоторая пара двойственных пространств и оператор К 
действует из Е в Ри вполне непрерывен. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
а) Спектральное разложение 

Ки= У ^Р(^ и
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оператора К сходится по норме пространства операто- 
ров, действующих из Е в F. 

b) Спектральное разложение 

а м L(h, K) a= Ут Ph) 
п 

разрешающего оператора [(^, K)=AKR(A, К) сходится 
по норме операторов, действующих из Е в F. 

В частности, если Е — пространство L,, а Р — простран- 
ство С непрерывных функций, то утверждение теоремы пре- 
вращается в утверждение известной теоремы Мерсера (см. 
стр. 71), так как норма интегральных операторов К с не- 
прерывным ядром К (x, №) (действующих из L, в С) опреде- 
ляется равенством 

ИКЦ ьс = max [K(x 9} 
Теорема 4.12. Пусть ядро K(x, t) (x, ЕЕ 9) дей- 

ствующего в Ly вполне непрерывного самосопряженного 
положительно определенного оператора К удовлетворяет 
неравенству 

[Kix 91 <) Ф@ (x, 169). 
Тогда ядро K(x, t) является ядром Mepcepa, оно 

представимо в виде 

K(x, В = | Н (х, 6) Н (6, даб, 

Q 

где H(x, t)—cymmupyemoe с квадратом ядро: 

H (x, 1)= V4, 9, (x, 0. (5.145) 
п 

При этом ряд (5.145) сходится в среднем квадратичном. 
4.8. Разложения Гильберта —Шмидта вполне непре- 

рывных операторов. В этом пункте изучаются произвольные 
вполне непрерывные интегральные операторы, действующие 
в пространстве L,. Пусть К — произвольный вполне непре- 
рывный оператор, действующий в пространстве Lo. Введем 
положительно определенные самосопряженные операторы 

В. =К”К, B,=KK’: (5.146)
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спектр у этих операторов одинаков; пусть 

$, 52,... (s, > 0) (5.147) 

— собственные значения операторов В, и By. Числа s,, ... 
..., Say ee» НОСЯТ название чисел Шмидта оператора К 
(и сопряженного оператора К”). Кратность собственного зна- 
чения 52 у операторов B, и В, одинакова; она называется 

кратностью числа Ш мидта s,. Пусть el) (i =1,..., %,)— 

ортонормальный базис в собственном подпространстве E, (s,) 
п г __ оператора В, a 8" (#=1,..., %,) — ортонормальный базис 

в собственном подпространстве ЕР. ($„) оператора By. Будем 
считать, что эти базисы выбраны так, что 

$71Ке”) = 2), $521" = el”) ((=1,..., %,). 

Положим 
Xn 

p(x, => е(") (x) g (1) (5.148) 

и введем оператор проектирования 

ри = | $. lx, 0и(04 (n=1, 2,...). (5.149) 
Q 

Теорема 4.13. Пусть К — вполне непрерывный one- 
ратор. Пусть Е — некоторое банахово пространство и 
пусть К действует из [5 в Е и непрерывен. 

Гогда оператор К допускает представление 

Kx = > s,Q(s,) и, (5.150) 

причем ряд справа при каждом фиксированном и схо- 
дится по норме Е. 

Теорема 4.12 аналогична теореме 4.9. Аналогом тео- 
ремы 4.10 является 

Теорема 4.14. Пусть К — действующий в L. вполне 
непрерывный оператор. Пусть Е — некоторое банахово 
пространство и К действует из № 6 E (uz Е 6 L,) u 
вполне непрерывен. 

Гогда оператор К допускает представление 

Kx = > $1@ (S,) и,
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причем это разложение сходится по норме операторов, 
действующих из L, 6 Е (из Е в Ё[.). 

Приведем еще утверждения о разложении ядер вполне 
непрерывных. интегральных операторов. Эти теоремы анало- 
гичны соответствующим утверждениям о самосопряженных 
операторах. 

Теорема 4.15. Пусть K(x, Ё — ядро вполне непре- 
рывного интегрального оператора, действующего в про- 
странстве Ё.. 

Гогда справедливы равенства: 

ИКС, эра = У 8? | |v, 24, (5.151) 
о Q a 

Ко. t) Pdx= Vis? [ |p, (x, f)|2dx, (5.152) 
Q Q a 

K(x, )Pdxdt—= Vix 52. (5.153) { | ys 
о Q n 

Теорема 4.16. J/lyemo ядро K(x, ft) суммируемо 
с квадратом. 

Гогда 

К (x, = ХА фи (х, 0; (5.154) 
it 

ряд справа сходится в среднем квадратичном на 8 Х Q. 

$ 5. Положительные операторы 

Теория линейных положительных операторов охватывает 
изложенную в гл. IV теорию линейных интегральных урав- 
нений с положительными ядрами. Она содержит одновре- 
менно аналогичные утверждения для систем интегральных 
уравнений. 

5.1. Полуупорядоченные пространства. Пусть Е — ве- 
щественное банахово пространство. Замкнутое выпуклое мно- 
жество K CE называется конусом, если из “EK вытекает 
au€K при а > 0 и если из и, —иЕК вытекает и==0. 

Конус К позволяет ввести в Е полуупорядоченность: 
пишут ий >9, если и— ЕК. Знак > обладает рядом обыч- 
ных свойств знака <> (неравенства можно умножать на по- 
ложительные числа, одноименные неравенства можно скла-
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дывать, в неравенствах можно переходить к пределу и т. д.). 
Необходимо помнить, что существуют пары несравнимых 
элементов и, U (если U—VEK ио— иЕК). 

Во всем параграфе без специальных оговорок предпола- 
гается, что норма монотонна в том смысле, что из 0 <и<о 
вытекает неравенство |и|<«|9| и что линейная оболочка 
конуса совпадает со всем пространством. 

Основным примером может служить конус неотрицатель- 
ных функций в пространстве С и пространствах L,. В про- 
странствах вектор-функций (с непрерывными или приналдле- 
жащими L, компонентами) аналогично можно рассматривать 
конус функций с неотрицательными компонентами. 

Конус К называется телесным, если он содержит вну- 
тренние элементы. Конус неотрицательных функций в про- 
<странстве С телесен, конус неотрицательных функций в про- 
странстве L, свойством телесности не обладает. 

5.2. Общие теоремы о положительных операторах. 
Оператор К, действующий в пространстве Е с конусом К, 
называется положительным, если КК CK. Линейный поло- 
жительный оператор обладает свойством монотонности: из 
и «о вытекает неравенство Ku < Kv. 

Рассмотрим в качестве примера в некотором простран- 
стве Е вектор-функций 

и (х) = {u,(x), ..., и (Х)| 

оператор К, определенный равенством 

Ки = (Ки, ..., K,u}, (5.155) 
где 

п 

ки J Ку; (x, t)u, @) dt; i=1, 2,..., П. 

Допустим, что оператор К действует в Е; очевидны его 
аддитивность и однородность: 

К (au +- Во) == аКи + ВКэ (и, VEE). 

Если в Е выделен конус вектор-функций с неотрицательными 
компонентами, то К положителен в том и только том слу- 
чае, когда ядра K,,(x, Е) неотрицательны. Непрерывность 

оператора К вытекает из следующего общего утверждения:
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Теорема 5.1. Каждый положительный аддитивный 
и однородный оператор непрерывен. 

При исследовании уравнений с линейными операторами К 
важную роль играет их спектральный радиус p(K). 

Теорема 5.2. Спектральный радиус является точ- 
кой спектра линейного положительного оператора. 

5.3. Оценки спектрального радиуса. Основные утвер - 
ждения этого пункта опираются на возможность оценивать 
спектральный радиус при помощи неравенств, связывающих 
значение оператора К на каком-либо одном элементе про- 
странства Е с этим элементом. 

Теорема 5.3. Пусть Ко > ау, где v # 0, — некото- 
рый элемент из К. 

Tozda р(К) > а. 
Аналогично из соотношения K”v > @а-9 ‘следует неравен- 

т „— 

ство 9(K) > Ya. 
Теорема 5.4. Пусть конус К телесен и пусть на 

некотором его внутреннем элементе U, выполняется не- 
равенство 

KK № и. (5.156) 
Гогда 

(КЮ < Viv. (5.157) 

Элемент VE K назовем квазивнутренним, если каждый 
ненулевой линейный неотрицательный на А функционал при- 

нимает в точке V положительное значение. В случае телес- 
ного конуса каждая внутренняя точка является квазивнутрен- 
ней и наоборот. 

Теорема 5.5. Пусть линейный положительный опе- 
ратор К вполне непрерывен. Пусть на некотором квази- 
внутреннем элементе и, выполняется неравенство (5.156). 

Гогда справедливо неравенство (5.157). 
Линейный положительный оператор К называется ш-огра- 

ниченным сверху, если для каждого “EE найдется такое 
а `> 0, что 

—- Quy << Ки < au. (5.158) 

Теорема 9.5 сохраняет силу, если предположение о пол- 
ной непрерывности оператора К заменить предположением 
о его #-ограниченности сверху.
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В заключение опишем абстрактную схему оценок спек- 
трального радиуса, обобщающую теорему 3.4, Пусть нам даны 
два банаховых пространства £, и Е. с конусами K, и К, 
соответственно. Пусть ф — оператор, действующий из Е, в К. 
и удовлетворяющий двум условиям: 

1” ф(и-э) <Ф(и) <) — (Ш 9ЕБ, 
2° из |Ф(и„)|]-—0 вытекает, что |и„|->0 (п-> оо). 

Теорема 5.6. Пусть К — линейный оператор, дей- 
ствующий в Е, а В — линейный положительный onepa- 
mop, действующий в Е’. Пусть 

(Ки) < В (и) —(иЕК). (5.159) 
Тогда спектральные радиусы операторов К и В свя- 

заны неравенствами р(К) < p(B). 
5.4. Неоднородное уравнение. Рассмотрим уравнение 

pu = Ku--f (5.160) 

с линейным положительным оператором К. 
Теорема 5.7. Для того чтобы уравнение (5.160) при 

любом ГЕК имело решение "ЕК, необходимо и доста- 
точно, чтобы выполнялось неравенство 

и > р(Ю). (5.161) 

Эта теорема допускает различные обобщения. Например, 
если К вполне непрерывен и уравнение (5.160) имеет в К 
решение хотя бы при одном квазивнутреннем элементе f, то 
выполняется неравенство (5.161). 

5.5. Существование собственного вектора. Положитель- 
ный оператор может не иметь собственных векторов. При- 
мером может служить оператор 

Ku (x) = хи(х) 

в пространстве С непрерывных на [0, 1] функций. Вторым 
примером может служить оператор Вольтерра (см. $ 6). 

Однако для многих классов положительных операторов 
можно утверждать существование в А собственного вектора, 
отвечающего собственному значению р(К).
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Теорема 5.8. Пусть положительный оператор К 
вполне непрерывен и пусть существует такой ненулевой 
элемент “EK, что 

Ки > си, (5.162) 

где c > 0. 
Гогда оператор К имеет в конусе К собственный век- 

тор, отвечающий собственному значению 0(K). 
Если К — вполне непрерывный оператор и 0(К) > 0, то 

собственный вектор, отвечающий собствепному значению р (К), 

существует и в том случае, когда линейная оболочка конуса К 
не совпадает с Е, а лишь замыкание линейной оболочки Ё (К) 
совпадает с ЕЁ. 

Из теоремы 5.8 вытекает, например, существование у опе- 
ратора (5.155) собственной вектор-функции с положитель- 
ными компонентами, если ядра K;,(x, Г) положительны и не- 

прерывны. Вместо положительности ядер К}; (x, Е) достаточно 

предположить, что они неразложимы (см. стр. 78). 
5.6. Простота собственного значения р(К). В этом 

пункте предполагается, что собственному числу №==0(К) 
положительного оператора К соответствует собственный век- 
тор в конусе К. 

Положительный оператор К называется щ-положитель- 
ным, если для каждого ИСК (и-=0) найдутся такие 
т = т (и) и а=а(и) > 0, В==В (и) >> 0, что аи, < KU < 

< Bao. 
Теорема 5.9. ГГусть линейный оператор К щ-поло- 

жителен. Тогда справедливы следующие три утвер- 
ждения: 

1°. Собственное значение № простое. 
2°. Модули отличных от № собственных значений 

оператора К строго меньше №. 
3°. В К нет собственных векторов оператора К, от- 

вечающих отличным от № собственным значениям. 
Эта теорема допускает различные обобщения. 
5.7. Собственные значения сопряженного оператора. 

Линейный функционал J, принимающий на К только неотри- 

цательные значения, называют положительным. Положи- 
тельные линейные функционалы образуют конус К” в сопря- 
женном пространстве Е“. Конус К” называют сопряженным.
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Теорема 9.10. Если линейный оператор К положи- 
телен, то сопряженный оператор K* положителен в Е*. 

Из того факта, что некоторый положительный оператор 
сопряжен к другому, вытекает, что он обладает многими 
свойствами, аналогичными свойствам вполне непрерывных 
операторов. 

Теорема 5.11. ЛЛусть линейный положительный опе- 
ратор К оставляет инвариантным телесный конус К. 
Пусть 0(K) > 0. Тогда оператор K* имеет в конусе К 
собственный вектор, отвечающий собственному значе- 
нию 0(K). 

Теорема 5.11 в применениях удобна в сочетании с теоре- 
мой 9.3. 

Если конус К не является телесным, утверждение тео- 
ремы 5.11 теряет силу. В этом случае удобно следующее 
утверждение: 

Теорема 5.12. Пусть К — ц--ограниченный сверху 
оператор. Тогда оператор К“ имеет в конусе К соб- 
ственный вектор, отвечающий собственному значению 
(К) = (К°). 

5.8. Операторы, оставляющие инвариантным минн- 
эдральный конус. Конус К называется миниэдральным, 
если для любых и, UEC K можно указать такой элемент @, 
что >И, > а и из неравенств 2 > и, 2 > ч вытекает, 
что WZ. Элемент W называют максимумом элементов & 
и хи пишут 

w= зир (и, v}. 

Рассмотренные выше примеры конусов неотрицательных функ- 
ций и конус вектор-функций с неотрицательными компонентами 

миниэдральны. 
Оператор U(UE, < Е!) называют пермутатором, если 

область его значений конечномерна и в этой области суще- 
ствует такой базис @), в, ..., е, (базис пермутатора), что 

Це; —еь, (1—1, 2, ..., 5). 

Будем говорить, что совокупность элементов 2, 85, ... 
..., 2, Правильно входит в К, если линейная комбинация 
вида C)8,+0o8o+ ... +¢,8, входит в К тогда и только 
тогда, когда все с; неотрицательны.
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Теорема 5.13. Пусть К — миниэдральный телесный 
конус, К — линейный положительный вполне непрерыв- 
ный оператор, имеющий внутри К собственный вектор: 
Ke, — Cp. 

Гогда оператор К допускает разложение 

K=U,+ K,, (5.163) 

где K,U, =U ,K, =0, 
n 

lim VY] Kt] <1, (5.164) 
noo 

а U,—Hxekomopnii пермутатор с базисом, правильно вхо- 
дящим в К. 

Множество собственных чисел оператора К, равных по 
модулю единице, совпадает с множеством всех корней алге- 
браического уравнения вида 

(28 — 1) (28—1)... (2—1) =0. 

Множество неподвижных векторов операторов К и К* 
имеет базисы 9, 9.,..., U, и соответственно ‘p,, ф,..., YP, 
обладающие следующими свойствами: 

1°. Системы 91, Ug, ..., Up, и, ho, ..., tp, правильно 
входят соответственно в Ки К". 

2°. Системы От, Uo, ees о, И фр, Wo, eee, р, биорто- 

гональны: 

I при i=yJ, 

веры, = | при 17 

(i, 1—1, 2,..., Г). 

3°. Для всякой пары 251 (i, 1=1, 2, ..., Г) 

inf (фь pj) =0. 

$ 6. Уравнения Вольтерра второго рода 

6.1. Постановка задачи. Линейным уравнением Воль- 
терра второго рода называется уравнение вида 

Аи (х) = | К (x, Виа + f (x); (5.165) 

здесь переменные х, ¢ меняются в промежутке [а, 6].
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Предположим, что оператор Вольтерра 
Xx 

Ku(x) = | К (x, t) u(t) dt (5.166) 
a 

действует и непрерывен в пространстве Е. Оказывается, что 
в этом случае при некоторых дополнительных ограничениях 
спектральный радиус р(К) оператора К равен нулю и, таким 
образом, уравнение (5.165) имеет единственное в E решение 
при любой правой части из EL, 

Пример уравнения (5.165) с действующим BL, (1 < p<co) 
оператором 

Кии (x) =— | u (t) dt (5.167) 
0 

показывает, что дополнительные условия на K (x, Ё) необхо- 
димы — спектральный радиус оператора K, равен 1. 

6.2. Основные теоремы. Будем рассматривать оператор 
(5.166) в одном из пространств L, или в С. Через Py, x, 

ге a<t<x<6, обозначим линейный оператор умноже- 
ния Ha характеристическую функцию отрезка [2, x]. Ниже 
через 6(V), где ЧФ = Ч (1, х) — определенная в квадрате 
а<Ё< х < неотрицательная функция двух переменных, 
обозначается точная нижняя граница чисел max| W (¢,_,, &)| 
по всем разбиениям а =К<Е< ... «Е =6. 

Пусть К — некоторый оператор Вольтерра. Введем в рас- 
смотрение функции 

Ф,„ (Е, x)= И] {Pit Pye, x} "|| (n= 1, 2,...), 

Фо (Е х) = lim D1, x) 
n>oco 

(предел в последнем равенстве всегда существует). 
Теорема 6.1. //Тусть интегральный оператор Воль- 

терра ao с ядром K(x, t) действует в Е, 1g p<o) 
или в С. 

Тогда о(К) <6(Ф,) (п =1, 2,...) и (К) =6(Ф)). 
Из этой теоремы, в частности, следует 
Теорема 6.2. Пусть К — действующий в Г» 20e 

1 < р<о5, или С вполне непрерывный интегральный опе- 
ратор Вольтерра с ядром K(x, В. Тогда o(K)=0.
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6.3. Дополнительные замечания. Утверждения, анало- 
гичные изложенным, справедливы и для интегральных опера- 
торов Вольтерра, действующих в произвольных простран- 
ствах измеримых функций (в частности, в пространствах 
Орлича). 

Важной характеристикой операторов Вольтерра с нулевым 
спектральным радиусом является характер убывания последо- 

вательности || K” i". Для И-ограниченных операторов в про- 
странствах L, (1 < p<co) и И-коограниченных операторов 

в пространствах L, (1 <р<оо) и С выполняются интерес- 
ные неравенства 

К" < 
в общем случае сходимость может быть более медленной. 

Отметим, наконец, что существуют различные определе- 
ния операторов Вольтерра в многомерных случаях; для таких 
операторов также известны различные теоремы о равенстве 
нулю спектрального радиуса. 

$ 7. Уравнения первого рода 

7.1. Постановка задачи. Уравнение 

[ Ke. t) u(t) dt = f (x) (5.168) 
Q 

называется линейным интегральным уравнением Фредгольма 
первого рода. Здесь К (x, t), (x, ЕЕ 9) — измеримая по сово- 
купности переменных функция, Г(х)— известная функция, 
определенная на Q, и (Е) — неизвестная функция. 

Теория уравнений первого рода более сложна, чем тео- 
рия уравнений второго рода. Это связано с тем, что линей- 
ный интегральный оператор 

Ки (х) = | K(x, Би dt, (5.169) 
Q 

определенный левой частью уравнения (5.168), не является 
нормально разрешимым, т. е. его область значений не 
является замкнутым множеством. В связи с этим условия раз- 
решимости уравнений первого рода носят в принципе иной
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характер по сравнению с условиями разрешимости уравнений 
второго рода. 

7.2. Уравнения в гильбертовом пространстве. Наиболее 
полной является теория линейных уравнений первого рода 
с самосопряженными операторами. Для таких уравнений мо- 
жно выписать как условия разрешимости, так и общий вид 
решений (в виде сходящегося ряда по собственным фун- 
КЦИЯмМ)). 

Теорема 7.1. /ГГусть К — действующий в L, вполне 
непрерывный самосопряженный оператор, 

Ки —= У AP (An) и 

— его спектральное разложение, f EL). 
Гогда уравнение 

Ки= (5.170) 

имеет в [5 решение в том и только том случае, когда: 
а) (и, Г) =0 для всех иЕЁ., удовлетворяющих одно- 

родному уравнению Ки==0; 

b) У РОЛ < co. (5.171) 

В случае, если условия а) и b) выполнены, решения 
хер. уравнения 

Ku=f 

определяются формулой 

u=h+ Уз-РО./. (5.172) 

где й— произвольное решение однородного уравнения 

Ки = 0. 
Перейдем к уравнениям с несамосопряженными опера- 

торами. 
Теорема 7.2. Пусть К — действующий в Ё, вполне 

непрерывный оператор, 

Ku= >) s,Q(s,)u (5.173) 

— его разложение Шмидта, ХЕГ..
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Уравнение Ки —= } имеет 6 Ly решение в том и только 
том случае, когда: 

а) (и, Г) =0 для всех и из Ly, удовлетворяющих урав- 
нению К*и = 0; 

b) LTS 0 SIP < > (5.174) 

В случае, если условия a) ub) выполнены, решения u€L, 
уравнения Ки = определяются формулой 

w=h+ У, 9* Л. (5.175) 

где й — произвольное решение однородного уравнения 
Ки = 0. 

7.3. Метод регуляризации. Основным методом иссле- 
дования интегральных уравнений первого рода является ме- 
moo регуляризации (ср. гл. VI, § 5). 

Рассмотрим уравнение. 

Kx =f, (5.176) 

где К — действующий в банаховом пространстве Е оператор. 
Определенный на области значений А (К) линейный опе- 

ратор $ называется левым эквивалентным регуляризато- 
ром, если оператор C==-/—SK вполне непрерывен и если 
из Sx =0 следует, что х==6. Если $ — левый эквивалент- 
ный регуляризатор оператора К и f принадлежит области 
определения оператора $, то уравнение (5.176) эквивалентно 
уравнению второго рода 

x—Cx = Sf. (5.177) 

К этому уравнению применимы общие методы исследования 
уравнения второго рода с вполне непрерывным оператором. 

Линейный оператор Т называется правым эквивалент- 
ным регуляризатором, если оператор р =1— КТ допу- 
скает продолжение в действующий в Е вполне непрерывный 

оператор, область значений которого содержится в области 
определения оператора 7, и если из Tx =0 следует x =. 
Если Т — правый эквивалентный регуляризатор оператора К 

и fE€D(T), то уравнение (5.176) эквивалентно уравнению 
второго рода 

y— Dy=f; (5.178)
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решения х уравнения (5.176) определяются по решениям у 
уравнения (5.178) равенством х = Ту. 

Приведем два примера. 
Рассмотрим в пространстве С уравнение 

t 

[ке 9x@ds=sO (5.179) 
0 

с непрерывным ядром К (1, $) и будем считать, что K (&, 0 

не обращается в нуль. Пусть г (6) = и С, — множе- 
K (t, t) 

ство непрерывно дифференцируемых функций, обращающихся 
в нуль при значении аргумента, равном нулю. 

Допустим, что К(ЁЬ $) дифференцируема по ¢. Тогда 
в качестве левого регуляризатора можно взять определенный 
на Су оператор 

Sx (В =г(.х’ (6. 

Если /(ЬЕСь то уравнение (5.179) эквивалентно уравнению 

f 

х( = | [1 (t, $) х ($) 45+ $(®, (5.180) 
0 

где Lit, )=—г®К!, 9), PO=r OS ©. 
Допустим теперь, что K (¢, $) дифференцируема no Ёи $. 

Тогда в качестве правого регуляризатора можно взять снова 
определенный на Су оператор 

Гх (= [г х(ОГ. 

Если f(f)EC,, то уравнение (5.179) эквивалентно уравне- 
HHIO 

ft 

(0 = | 156, )y@)dst+ sO, (5.181) 
0 

где [2 (Е, $) ==г ($) К. (Ё $); решения x(f) уравнения (5.179) 

определяются по решениям y(f) уравнения (5.181) равенст- 
вом х (1) = [г @)- У(ОТ. 

В качестве второго примера рассмотрим уравнение 
b 

[KG 9х4 =10. (5.182)
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Будем считать, что функция К (Е, $) непрерывна и удовлет- 
воряет условиям K (a, $) =К (65, 5) = К а=К(, 9) =0. 
Обозначим через С’, множество дважды непрерывно диф- 
ференцируемых функций, обращающихся в нуль в точках 
x=au x=. 

Допустим, что K (Ё, $) при fs имеет непрерывные пер- 
вую и вторую производные по ¢ (по $) и что функция 

| У , в = ^@-0, t)— K,¢— 9, 0) 

(ay = KE 0, )—K’¢—0, 5 

непрерывна и в нуль не обращается (обоим этим условиям 
удовлетворяют, в частности, функции Грина первой краевой 
задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений вто- 
рого порядка). В этом случае в качестве левого (правого) 
регуляризатора удобно взять оператор 

5х =и хх’  (Тх@= Ох ФГ. 

При этом оказывается, что (если /()ЕС)) уравнение (5.182) 
эквивалентно уравнениям: 

b 

xQ= | LG s)x()ds+o0, 

b 

yOH= (LG dy(s)ds+fO, 
где 

Е $) =— г, Ки, (&, $), PO=r7, OF" О, 

Ln, $) = — г, (9) Ки, @, 9. х@ =, Фу.



ГЛАВА VI 

ОДНОМЕРНЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ УРАВНЕНИЯ *) 

$ 1. Основные определения 

1.1. Сингулярный интеграл. Для функций одной неза- 
висимой переменной, которыми мы и будем заниматься в на- 
стоящей главе, сингулярный интеграл определяется следую- 

щим образом. 
Пусть Г — кривая, замкнутая или незамкнутая, располо- 

женная в комплексной плоскости; кривую Г мы часто будем 
называть контуром. Пусть 6 — комплексная координата пере- 
менной точки контура Г; обычно мы не будем делать раз- 
личия между точкой комплексной плоскости и ее комплекс- 

ной координатой. Допустим, что функция (5), определен- 
ная почти всюду на Г, обладает следующим свойством: на 
контуре Г существует такая внутренняя точка 2, что если 
эту точку вырезать кругом с центром в Ё и произвольного 
радиуса = >> 0, то на оставшейся части Г, контура Г функ- 
ция f (0) суммируема. Если при этом существует предел 

im | Х (5) dé, 

Г. 

| 
=—>0 

то он называется сингулярным интегралом **) функции / (5) 
по контуру Г и обозначается обычным символом 

lim [fOa= [ 04 (6.1) 
т, Г 

*) Предмету настоящей главы посвящены книги [4], [5], [25], 
а также обзорная статья [22], гл. I. 

**) Коши называл этот предел главным значением интеграла 

[roa 
Г
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Если интеграл 

[704 
Г 

существует как лебеговский или хотя бы как несобственный, 
то сингулярный интеграл (6.1) существует и совпадает с упо- 
мянутым лебеговским или несобственным интегралом. Син- 
гулярный интеграл может, однако, существовать и в более 
общей ситуации. 

Пример 1.1. Пусть Гр— отрезок —1<ё<1 и пусть 

(0) = am где п > | — натуральное число. В данном случае # = 0. 

Имеем 

к \ у 

X) [roa- | eu 
. or 

e —1 [5 

_ 1—(—1)"7! (1- 1 ) 
n—1 ent 

Отсюда ясно, что сингулярный 
интеграл 

1 

a de, 
< { 4. n> 1, 

-1 \ \ 

< 27-2) | не существует при п четном; прил 
SS р нечетном он существует, причем 

= =, 
— 

Рис. 2. fa 

Пример 1.2. Пусть Г — простая незамкнутая ляпуновская *) 
дуга с концами а иф (рис. 2) и { — внутренняя точка этой дуги. 
Выясним, существует ли сингулярный интеграл 

4 | р (6.2) 
г 

Проведем окружность радиуса = с центром в 1; пусть Ц и 1. — 
точки ее пересечения с Г. По определению предварительно надо 

*) Дуга называется ляпуновской, если она имеет в каждой точке 
определенную касательную и угол 9 между касательными в точках 

1, иЁ этой дуги удовлетворяет неравенству 0 < А] & — В |, в ко- 
тором А и а — положительные постоянные.
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вычислить интеграл 

f, b 
4 [4% Г Ци — еее Ге | ae РИА. (6.3) 

2 @ ‘2 

Чтобы последнее равенство было верным, надо выбрать ветвь 
логарифма Tak, чтобы (5 —#) менялся непрерывно как на дуге 
(а, ¢,), так и на дуге (Ё., 6). Этот выбор мы осуществим так. До- 
полним Г до гладкого замкнутого контура Г, (на рис. 2 дополни- 
тельная часть изображена пунктиром) Tak, чтобы обход Г от а 
до 6 соответствовал обходу Г, против часовой стрелки. Зафикси- 
руем ветвь [п (& —#) Tak, чтобы arg (2—0) принял наименьшее воз- 
можное неотрицательное значение. Эгим определена ветвь In (5 —?), 
однозначная и непрерывная на контуре Г, с выключенной точкой F, 
Будем считать, что в формуле (6.3) выбрана именно эта ветвь .10- 
гарифма, и преобразуем эту формулу так: 

dt, bt t,—t 
[ Spam tet tet. 

Ге 

Так как | —Ё|=|6 —#| =: в, то 

t In =! = ifarg (1, —Ё) — arg (t, —#)]. 
t, —t 

Из рис. 2 видно, что при переходе по контуру Г, от точки §=—f, 
до точки с = величина arg (5 —?f) возрастает на величину угла а, 
отмеченного на рис. 2 двойной дужкой; при & > 0, очевидно, @ > п. 
Теперь 

аб _, b-—t ,, 
| ри = In А 

Ге 

и ясно, что интеграл (6.2) существует и равен 

di, b—t , 
| Е = In rs —- (д. (6.4) 

Г 

Если бы мы дополнили Г до замкнутого контура Ty, обходн- 
мого по часовой стрелке, то вместо (6.4) мы получили бы формулу 

ds, bt, ; 
| Spam tetas (6.5) 

Противоречие между формуламн (6.4) и (6.5), конечно, только ка- 
жущееся: каждой из этих формул соответствует своя ветвь лога- 
рифма, и эти ветви различаются слагаемым 244.
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Пример 1.3. Если контур Г замкнутый и обходится против 
часовой стрелки, то в формуле (6.4) надо считать а = 6; в силу 
сделанного нами выбора ветви логарифма, функция In (5 —1) одно- 
значна и непрерывна на Г при 6 + &, поэтому 1п (6 — #) = (a — 2), 
первый член в формуле (6.4) исчезает и мы получаем простую и 
важную формулу 

| as 7 = in. (6.6) 
© — 

Г 

Если замкнутый контур Г обходится по часовой стрелке, то в (6.6) 
справа следует поставить знак минус. 

Пример 1.4. Пусть Г — отрезок [а, 6] вещественной оси. 
В этом случае формула (6.4), так же как и формула (6.5), приво- 
дится к виду 

b 

a, bt | paps Пра. (6.7) 
а 

1.2. Сингулярный интеграл Коши. Рассмотренные выше 
примеры позволяют ввести в рассмотрение важный класс син- 
гулярных интегралов, которыми мы будем заниматься на про- 
тяжении всей настоящей главы. Это интегралы вида 

1 и (5) 

где Г — ляпуновский контур. 
Почти очевидно, что интеграл (6.8) существует, если и (5) 

удовлетворяет на Г условию Липшица с положительным по- 
казателем @ (это условие часто называют условием Гельдера): 

[и (5) —#(6)|<А|[6, —6 Г, 

где А и а — положительные постоянные. Действительно, 

1 и (6) __ 1 и (9 —# (0 „- и (Г) dG 
al в — a= + | t—t 45: м С—#* 

Ге [2 `е 

Используя, например, формулу (6.4) и связанный с ней вы- 
бор ветви логарифма, имеем 

Lf(u®, 1 [ЮО u(t), o6—t |. 
tf ще | Е д | 7 + HI. 

Г 

(6.9) 
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Если Г Ы— замкнутый контур, обходимый против часовой 
стрелки, то 

1 | “© ge — 1 | 49-40 аб и(. (6.10) ni | C—t Te ¢— 
Г Г 

В формулах (6.9) и (6.10) интеграл справа — абсолютно схо- 
дящийся. 

Интеграл (6.8) мы будем называть сингулярным интег- 

ралом Коши, а выражение — ядром Коши. Функция ae 
арии 

и (С) называется плотностью интеграла (6.8). 
Заключение о существовании интеграла (6.8) очевидным 

образом остается в силе и тогда, когда контур Г прел- 
ставляет собой совокупность конечного числа замкнутых или 
незамкнутых кривых, ограничивающих некоторую область 
(вообще говоря, многосвязную) в плоскости комплексной 
переменной. 

1.3. Сингулярный интеграл Гильберта. С сингулярным 
интегралом Коши тесно связан сингулярный интеграл Гиль- 
берта 

л 

= | “Фев — ao; —N<S<N. (6.11) 

—л 

Если функция и (0) 2л-периодична и удовлетворяет условию 
Липшица с положительным показателем, то интеграл (6.11) 
существует при любом $ и может быть представлен в виде 
абсолютно сходящегося интеграла: 

л л 

1 9—5 1 o—s 
on | и (6) св —5— 4$ =o | [и (6) — 4 (s)] ctg $) do. 

-л —л 

(6.12) 

Между интегралами Коши и Гильберта существует тесная 
связь. Пусть у — окружность радиуса единица с центром 
в начале координат, би { — точки этой окружности. Тогда 
С — 60, { —= ей, где вещественные переменные O и $ меняются 
на отрезке [—л, л]. При этом 

= = (5 ео x) do; 
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полагая и (5) = и (е®) = и (0), имеем 

л 

1 Ги) __ т 7 | =? 4$ = 5-т u (6) ctg —— do+ 
У -_л 

xt 

ош (6.13) 
-л 

Заметим еще, что интеграл Гильберта тесно связан с теорией 
сопряженных тригонометрических рядов. Подробно об этом 

[13], гл. УП. 

$ 2. Некоторые свойства сингулярных интегралов 

1. Допущения о контуре. В последующем будем пред- 
полагать, что Г — контур, ограничивающий некоторую об- 
ласть D плоскости комплексной переменной, вообще говоря, 
многосвязную. Условимся считать, что этот контур всегда 
обходится в положительном направлении, т. е. так, чтобы 
область D оставалась слева. Контур Г состоит из некоторого 
конечного или счетного множества замкнутых или незамкнутых 
кривых Гу, Ty, Го, ...; всюду в этой главе будем считать 
это множество конечным. Для упрощения формулировок будем 
предполагать, что каждая из кривых Г, расположена в ко- 
нечной части плоскости и имеет непрерывную кривизну, хотя 
многие из приводимых ниже результатов верны и для ляпу- 
новских кривых. 

2.2. О существовании сингулярного интеграла Коши. 
В предшествующем параграфе было установлено, что сингу- 
лярный интеграл (6.8) существует при любом &, если плот- 
ность и (0) этого интеграла удовлетворяет на Г условию Лип- 
шица с некоторым положительным показателем а (это принято 
записывать символически в виде “E Lip, (Г)). Если требовать 
существования не всюду, а только почти всюду на Г, то 
можно сформулировать следующий, значительно более общий 
результат. 

Теорема 2.1. Если на контуре Г направление вы- 
пуклости, меняется только конечное число раз, а плот- 
ность и(5) суммируема на Г, то сингулярный интеграл 
(6.8) существует почти при всех ЕСГ.
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Теорема 2.1 была доказана И. И. Приваловым [30]: до- 
казательство более общей теоремы дано в [31], стр. 192—194. 

2.3. Предельные формулы. Фундаментальное значение 
для большинства приложений одномерных сингулярных ин- 
тегралов имет теорема о предельных значениях 
интеграла типа Коши. Эта теорема доказывалась 
в различных условиях многими авторами, начиная с Ю. В. Со- 
xoukoro *) (1873 г.). В наиболее общих условиях эту теорему 
доказал И. И. Привалов **), результат которого мы здесь и 
приводим. 

Рассмотрим интеграл Коши 

(2) = 50 | © ae, (6.14) 
C—2z 

Г 

THe 2 — точка, расположенная либо внутри области D, огра- 
ниченной контуром Г, либо в одной из дополнительных к О 
областей. В первом случае будем обозначать интеграл (6.14) 

через Ф* (2), во втором случае — через Ф” (2). Допустим 
теперь, что 2 —>Ё, ЁЕГ, и поставим вопрос о существовании 
пределов 

Фт (f)=lim OT (2), Ф @Ф= ФТ. (6.15) 
2-1 z> 

Ответ Ha этот вопрос дается следующей теоремой И. И. При- 
валова. 

Теорема 2.2. Если контур Г и плотность и (5) удо- 
влетворяют условиям теоремы 1, а &—Ё по пути, не 
касательному к Г, то почти для всех (Е Г существуют 
пределы (6.15), причем почти всюду на Г 

ФО = | fa (6.16,) 
Г 

_ l 1 < Ф-Т (49a 16) 
Г 

Если u€Lip, (Г), а>0, и Г— ляпуновский контур, 
то всюду на Г существуют пределы (6.15) и верны фор- 
мулы (6.16) ***). 

“) См. по этому поводу [20]. 
**) См. [30], а также [31], стр. 190—194. 

***) См., например, [25].
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Предельные соотношения (6.16) позволяют в ряде важных 
случаев просто вычислять сингулярные интегралы Коши. 
Приведем соответствующие формулы. 

Если функция # (2) голоморфна в области 0), ограничен- 
ной контуром Г, и непрерывна вплоть до контура, то 

я О ис. (6.17,) 
Te 

Если функция “(z) голоморфна в каждой из областей, 
дополнительных к D, непрерывна вплоть до контура и об- 
ращается в нуль на бесконечности, то 

| 2O a= -и(. (6.17,) 

Пример 2.1. Если п — целое неотрицательное число, то 

1 
м 

Г 

Если п — целое положительное число и точка г = 0 приналле- 
жит О, то 

do = 1. 

| 1 

и | ПЕ № 
Г 

Для вычисления интегралов Гильберта (6.11) полезна следую- 
щая формула (п — целое число): 

д 16115, п>0 

5- | eit ctg— S dg= = 0, n= 0, (6.18) 

-л | — ici п<0. 

2.4. Формулы интегрирования по частям. Для интеграла 
Гильберта эта формула имеет вид 

л 

1 0—5 
5 | “Фев 5 

-л 

do = 

| > | и’ (9) In| sin a > * | a0; (6.19)
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формула верна для почти всех $ Е [— л, A], если на сегменте 

[— л, л] функция и (0) абсолютно непрерывна и д (— л)=и (л). 
Если функция w(C) абсолютно непрерывна на замкнутом 

контуре Г, удовлетворяющем допущениям п. 2.1 и обходимом 
в положительном направлении, то почти для всех ЁЕГ 

ai | tr “45. (6.20) 
Е 

ai | © ing —Aab =a) — 

Если контур Г незамкнутый и представляет собой простую 

дугу с началом а и концом 6, то выберем ветвь логарифма 
In(¢ —¢) так же, как в п. 1.2. Тогда почти всюду на Г верна 
формула 

[“ошб-0&= 
Г 

—л iu (f)-+ и (6) In(6—f)—u (a) In (a—1—f ot dt, (6.21) 

Г 

Формулы интегрирования по частям (6.19) — (6.21) верны 
всюду на Г, если не только и (5) абсолютно непрерывна на Г, 
но еще и’ ЕЁ,(Г), где постоянная р > 1. 

2.5. Искажение удаляемой дуги. Пусть Ё ЕСГ и пусть, 
как и выше, Ви 2 суть точки пересечения Г с окружностью 
с центром вЁи радиуса г. Пусть, далее, В и tf; — точки 

на Г такие, что отношения 

li—t:| 16-6] 
ЕР’ ' 22” ' 

(6.29) 

rie р’— постоянная, заключенная в интервале 1 « p’ оо, 
/ 

остаются ограниченными при &—> 0. Обозначим через I’, часть 
контура Г, полученную из него удалением малой дуги с кон- 
цами ¢; и 2. Если “EL, (Г), где 1fp+1fp’ =1, то 

ja a) dt = lim {et a и (9 ae. (6.23) 
2—0 

Равенство (6.23) верно в том смысле, что если при некото- 
ром ¢ существует одна из его частей, то существует и другая,
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и они между собой равны. Из теоремы 2.1 следует, что 
равенство (6.23) выполняется почти всюду на Г. 

2.6. Правило замены переменной. Пусть функция C—o (т) 
взаимно однозначно и непрерывно переводит контур Г в не- 
который контур С в плоскости т, причем на С производные 
w’ (т), ®” (т) непрерывны и ©’ (5) нигде не обращается в нуль. 
Тогда, если иЕ [5 (Г). то 

С 

$ 3. Сингулярные операторы в функциональных 
пространствах 

3.1. Сингулярный оператор. Из теоремы 2.1 вытекает, 
что сингулярный интеграл Коши (6.8) можно рассматривать 
как оператор, который любой суммируемой вдоль Г функ- 
ции и(1) приводит в соответствие некоторую новую функцию 

] рб 

=: | el at (6.25) 

определенную почти всюду на Г. Этот оператор принято 
обозначать буквой S, так что 

(Su) () == | oe at. (6.26) 
. 

3.2. Инвариантные пространства. В общем случае 
о свойствах функции v(t) судить не удается: если функция 
и (5) только суммируема, то утверждать суммируемость функ- 
ции © (5), определяемой формулой (6.25), нельзя. Но если 
функция и (5) принадлежит подходящим образом выбранному 
более узкому классу, то делается возможным установить 
некоторые аналитические свойства функции vu(C). Вопрос 
обычно ставится так: пусть и принадлежит некоторому функ- 
циональному пространству; какому пространству принадлежит 
тогда ©? Более частный, но более важный вопрос такой: 
какие функциональные пространства обладают тем свойством, 
что если и принадлежит этому пространству, TO и UV при- 
надлежит тому же пространству? Пространства, обладающие
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указанным свойством, называются инвариантными для ONe- 
ратора $. Ниже будут перечислены основные факты, отно- 
сящиеся к этому кругу идей. В этой главе всегда р означает 
фиксированное число такое, что 1 << p< co; через р’ обо- 
значено число, удовлетворяющее равенству 1/р Е 1/р’==1. 

Теорема 3.1. Пространство ЕЁ,„(Г)— инвариантное 
для оператора $; этот оператор ограничен в упомяну- 
том пространстве. 

Для случая р =2 теорема 3.1 была доказана H. Н. Лу- 
зиным, для произвольного р, отличного от единицы, — 
М. Рисом. Для р =! и р==со теорема 3.1 неверна. 

Подробно о теореме 3.1 см., например, [13]. 
Теорема 3.1 допускает обобщения на пространства функ- 

ций, суммируемых с некоторой степенью и некоторым весом. 

Так, для оператора $ инвариантным является пространство 

LT; [2—2 в) функций, для которых конечен интеграл 

= [и Ра, 
Г 

где КЕГ, а постоянная В заключена в пределах 

—l<p<p—l1; 

в этом пространстве оператор $ ограничен [3a]. 
Теорема 3.2. Если Г — замкнутый ляпуновский кон- 

тур, то пространство Lip, (Г) функций, удовлетворяющих 
на Г условию Липшица с фиксированным показателем 
а, 0O<a< 1, — инвариантное для оператора $. Опера- 
тор $ в этом пространстве ограничен. 

Теорема 3.2 была доказана И. Племелем и И. И. При- 
валовым; подробно об этом см. [25]. 

Отметим еще некоторые факты, относящиеся к свойствам 
сингулярного интеграла на липшицевых функциях; эти свой- 
ства также исследованы И. Племелем и И. И. Приваловым. 

Пространство Гр, (Г) — не инвариантное для оператора 

Коши: если Г — замкнутый ляпуновский контур, и Ср! (Г), 
так что 

[# (1) —u(t,) |< А] — |]; A=const, 

и <= $5и, то для достаточно близких В и fy 

1 
|v (#1) —9(.)| ЗВ —Ь Ш hl? B = const. (6.27) 
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Если Г— незамкнутый ляпуновский контур, то при любом @ 
пространство Lip, (I) не является инвариантным для опера- 
тора Коши: если и Ср. (Г), 0 < а< 1, и vu=Sa, то можно 

только утверждать, что Е ри (Г’), где Г”’— любая внут- 
ренняя часть Г. Точно так же, в случае а==1 функция 
v = Su удовлетворяет неравенству (6.27) не на всем контуре, 
а только на любой его внутренней части Г”. 

Отметим еще, что пространство непрерывных функций 
не является инвариантным для оператора Коши: существуют 
непрерывные функции, которые оператор $ преобразует 
в функции разрывные. Примеры такого рода приведены 
в [13]. 

3.3. Неляпуновские контуры. Приведем одно обобщение 
теоремы 3.2 на случай неляпуновского контура [3]. Пусть 
Г — гладкий (т. е. с непрерывно меняющейся касательной) 
замкнутый контур. Через ф(т) обозначим функцию, опреде- 
ленную для достаточно малых неотрицательных значений ти 
обладающую следующими свойствами: 1) @(T) — непрерывная 
и возрастающая функция; 2) ф(0) =0; 3) g(t) > 0, t>0; 
4) отношение ф(т)/т — убывающая функция. 

Пусть a (Е) — функция, определенная на Г. Через © (и, т) 
обозначим ее модуль непрерывности 

о (и, = sup [и(@)— #4). 
Та- |< т 

Определим пространство Н,(Г) функций, заданных на Г и 
удовлетворяющих условию 

© (и, т) т) 
4 lly = тах |a(O|-+ sup 7a <0 (6.28) 

Нетрудно видеть, что Нъу(Г) — банахово пространство. 

3.4. Дальнейшие теоремы 06 инвариантных простран- 
ствах. 

Теорема 3.3. Если существует такая постоянная 
e>I, что 

lim 2D > 1, 
>50 (т). t>0 ф (т) 

то пространство Н ‹— Иинвариантное для оператора Коши, 
и этот оператор в "Hg ограничен.
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Вернемся к случаю замкнутого контура с непрерывной 
кривизной. Обозначим через /,, 9 20, класс функций, не- 
прерывных на Ги удовлетворяющих условию: 

| 

| oD (in) dt < со. (6.29) 
0 

Здесь [ — длина контура Г. Справедливы следующие тео- 
ремы [17]. 

Теорема 3.4. Оператор Коши преобразует любую 
функцию класса Г, 9 >0, в 8 функцию класса I, 

Теорема 3.5. Класс I,, П lj uneapuanmnod 
^ о<а<е 

для оператора Коши. 
Теорема 3.5 является очевидным следствием теоремы 3.4. 
В статье [19] рассмотрены и несколько более общие 

пространства. 
Отметим еще такой результат [8]: если О, — класс функ- 

ций, модули непрерывности которых удовлетворяют нера- 
венству 

on <А(ш =), 
то оператор Коши переводит функцию класса В; в функцию 
класса D,_}. 

$ 4. Формулы дифференцирования и интегрирования, 
содержащие сингулярные интегралы 

4.1. Формулы дифференцирования. В настоящем пара- 
графе предполагается, что контур удовлетворяет требованиям 
п. 2.1 $ 2. Справедливы следующие формулы дифферен- 

цирования: 
1. Если # ЕЁ, (Г), ese TO 

a | «© In ас = niu(t)+ | tt HG) ‚45. (6.30) 
Г 

2. Если u(6) абсолютно непрерывна на Г, а a’ C)EL, (TT), 
TO 

и (9 1 и’ — 
at га a (6.31) 
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3. Аналогичные формулы верны и для интегралов Гиль- 
берта: 

л 

= | «ош = 

_—л 

5 ~ do; (6.32) u(o) cig - 
—m 

л 
fe 

л 

d — ; —_ 
== | u (0) ctg т 5 40 = |. (0) ctg 5 

д -л — 

° 40. — (6.33) 

Формула (6.33) верна, если u(0) абсолютно непрерывна, 
а и’(0) суммируема со степенью р на отрезке [—л, л] и 
если и(— л) = и(л); формула (6.32) верна, если aE Ё,(—л, л). 

4.2. Формулы интегрирования. 
1. Если #ЕЁ,(Г), vEL, (Г), то 

J vol | Seaham Jao fe 0 path de (6.34) 
Г Г T 

2. Если при некотором фиксированном р, O< p <cl, 

[| [eG эра [- 141 < ео, 
rer 

“fet ra{ {oe nan} — К. {2 GG) ab ae (6.35) 
Г 

3. Формулы перестановки порядка интегрирования в двой- 
ном сингулярном интеграле. 

Если #ЕЁ,(Г) и Г — замкнутый контур, то 

1 71 и (© 1 _— Е | 4) a dt hdr = ul) (6.36) 
г Г 

т — 

Формула (6.36) — одна из важнейших в теории одномер- 
ных сингулярных интегральных уравнений; она называется 
формулой Пуанкаре — Бертрана. Формуле (6.36) можно 
придать такой вил: 

$2 = /, (6.37) 

где £— тождественный оператор.
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Формула для интегралов Гильберта, аналогичная формуле 
(6.36), имеет вид 

x л 

a [св “=| | «Фев р о 
x 

=—и(9-+-- | «(© ав. (6.38) 

Пусть Ф(5, т) удовлетворяет по обеим переменным сразу 
словию Липшица с положительными показателями и пусть 
—щ замкнутый или незамкнутый контур, удовлетворяющий 

требованиям п. 2.1. Тогда 

be [taf [8&2 alae 
Г 

(xp? J т—# ет 

—_1 Ф (5, ®) 
(aly? If, €=1) (2) alae +o t). (6.39) 

$ 5. Регуляризация 

Приводимые в настоящем параграфе понятия и теоремы 
относятся не специально к одномерным сингулярным опера- 
TOpaM, а вообще к линейным операторам в банаховых про- 
странствах. Факты этого параграфа будут использованы не 
только в данной главе, но Также в гл. УШ и IX. Доказа- 
тельства и библиографические сведения см. [23]. 

5.1. Правая и левая регуляризация. Пусть Х и 
Х, — банаховы пространства (которые могут и совпадать) и 
A— линейный замкнутый оператор [16], действующий из Х 
в X,. Будем говорить, что оператор А допускает левую 
регуляризацию, если существует такой ограниченный опера- 
тор В, действующий из X, в X, что 

ВА—1-НТ, (6.40) 

где 7— тождественный, а Г — вполне непрерывный оператор 

в А. Аналогично оператор А допускает правую регуляриза-
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цию, если существует такой ограниченный оператор С, дей- 

ствующий из А в X,, что 

AC =1,+-T,, (6.41) 
где Г] и Г, — операторы, соответственно тождественный и 
вполне непрерывный, в пространстве Х\. 

Операторы В и С называются (соответственно левым и 
правым) регуляризаторами оператора А. 

Оператор А допускает левую эквивалентную регуляри- 
зацию, если существует такой левый регуляризатор В, что 

уравнения 
Au = f (6.42) 

И 
BAu = Bf (6.43) 

эквивалентны, каков бы ни был элемент f € X,. 
Оператор А допускает правую эквивалентную регуляри- 

зацию, если существует такой правый регуляризатор С, что 
при любом f€ X, уравнения (6.42) и 

АСу = f (6.44) 

эквивалентны в следующем смысле: уравнения (6.42) и (6.44) 
одновременно разрешимы или неразрешимы; любому реше- 
нию и уравнения (6.42) соответствует решение х уравнения 
(6.44) такое, что Су == и. 

В последующем звездочкой будет обозначаться сопряжен- 
ное уравнение или сопряженный оператор. 

Если оператор А допускает левую регуляризацию, то 
сопряженный оператор A” допускает правую регуляризацию 
и наоборот. 

5.2. Индекс оператора. Решения однородного уравнения 

Аи = 0 (6.45) 
называются нулями оператора А. Если А — замкнутый линей- 
ный оператор, то его нули образуют подпространство, раз- 
мерность которого называется числом нулей оператора А 
и обозначается а (А). Если хотя бы одно из чисел а (А) и 
а (A*) конечно, то разность 

Ind A = a(A)— а (А*) (6.46) 

называется индексом оператора А. Очевидно, 

Ind A= — Ind A’. (6.47)



§ 5] РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ 175 

Оператор А называется нормально разрешимым, если 
для разрешимости уравнения (6.42) достаточно (необходимость 
этого условия тривиальна), чтобы его свободный член был 
ортогонален ко всем нулям сопряженного оператора А*, иначе 
говоря, чтобы для уравнения (6.42) была верна теорема 1.4 
Фредгольма (гл. П, § 1). Известна следующая теорема 
Хаусдорфа: оператор А нормально разрешим тогда и только 
тогда, когда образ этого оператора замкнут, иначе го- 
воря, когда множество его значений образует в А, подпро- 
странство. 

Теорема 5.1. Если оператор А допускает левую 
регуляризацию, то число а(А) конечно. 

Следствие 1. Если А допускает правую регуляриза- 
цию, то число а( А”) конечно. 

Следствие 2. Если А допускает двустороннюю *) 
регуляризацию, mo Ind A конечен. 

Теорема 5.2. Если замкнутый оператор допускает 
левую регуляризацию, то он нормально разрешим. 

Теорема 5.3. Пусть ограниченный оператор А, дей- 
ствующий из Х в X,, допускает левую регуляризацию. 
Тогда для любого вполне непрерывного оператора Т, дей- 
ствующего из Х в Ху, справедливо тождество 

Ind(A+ Т) = ша T. (6.48) 

Теорема 5.4. Пусть оператор А допускает левую 
регуляризацию и В — левый регуляризатор оператора А. 
Пусть К — оператор, действующий из Х в Ху, такой, 
что || Bi|-||K||< 1. Тогда ша(А- К) = 11а А. 

Введем еще одно понятие. Ограниченные операторы Ap 
и A,, действующие из Х в Ху, назовем гомотопными, если 
существует зависящее от вещественного параметра АЕ [0, 1] 
семейство операторов A, со следующими свойствами: 

1) При А=0 A, совпадает с Ay, а при А=1— с A). 
2) При любом А оператор A, ограничен. 
3) Оператор A, непрерывно зависит от А в том смысле, 

что 

tim ll Anau — Ay |= 9- 

*) То есть и левую, и правую.



176 ОДНОМЕРНЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ГЛ. \ 

4) При любом ^ оператор A, допускает левую регуляри- 
зацию, причем регуляризатор В, ограничен независимо от At 

| В, || < М = const. 

Теорема 5.5 (Ф. В. Аткинсон, [1]). Индексы гомо- 
топных операторов равны между собой. 

Теорема 5.6. Если A, и А, — ограниченные опера- 
торы с конечными индексами, то 

Ind (А, А.) = Ind (А.А) = ша А ша A, — (6.49) 

Теорема 5.7. Для того чтобы оператор допускал 
левую эквивалентную регуляризацию, необходимо п доста- 
точно, чтобы он был нормально разрешим и чтобы его 
индекс был конечным и неотрицательным. 

$ 6. Случай замкнутого контура. Символ. 
Теоремы Нетера 

6.1. Общий сингулярный оператор. Будем рассматривать 
сингулярное интегральное уравнение вида 

Au = a(t) u(t) +5(t) (Su) (© (Ти) = (6.50) 
в пространстве Ё,(Г). Контур Г будем считать замкнутым, 

с непрерывной кривизной; S, как и выше, означает оператор 

Коши (6.8); Т — оператор, вполне непрерывный в Ё,(Г); 
a(t) и 6(Г) — фупкции, заданные и непрерывные на Г; 
(Г) — функция из L, (1). Искомую функцию считаем при- 

надлежащей [,(Г). Заметим сразу же, что все результаты, 

формулированные ниже в настоящем параграфе, верны и 
для пространств Гар. (Г), 0O<a<1, если только предпо- 
ложить, что a(t) и 6(1) принадлежат этому пространству и 
что в нем оператор Т вполне непрерывен *). 

Оператор А, определяемый левой частью уравнения (6.50), 
будем называть общим сингулярным оператором, или иногда 

*) Материал настоящего параграфа для пространства L, (Г) 
изложен в [22]; все рассуждения дословно переносятся на случай 
р # 2, который подробно рассмотрен в [41]. Сингулярные одномер- 
ные уравнения в пространствах Липшица с большой полнотой изу- 
чены в [25].
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просто сингулярным оператором; если Т=0, то опера- 

тор A будем называть простейшим *). 
В теории одномерных сингулярных уравнений важную 

роль играет следующая лемма. 

Лемма 6.1. Если функция c(t) непрерывна на Г, то 
оператор 

$ (си) — cSu= > | те и (©) а 
Г 

вполне непрерывен в [ (Г). 

Лемма 6.1 делает рациональным введение понятия сим- 
вола сингулярного оператора. 

6.2. Символ сингулярного оператора. Введем в рас- 
смотрение независимую переменную 09, принимающую только 
два значения: +1 и —1. Символом сингулярного опера- 
тора А, определяемого левой частью уравнения (6.50), а также 
символом самого уравнения (6.50) называется функция двух 
переменных Ё и 0 

@,(¢, 0) =a(t)+o()9. (6.51) 

Из определения сразу вытекают следующие простые свойства 
символа: 

1) Символ тождественного оператора равен единице. 
2) Символ любого вполне непрерывного оператора равен 

нулю. 
3) Символ суммы двух сингулярных операторов равен 

сумме их символов. 
4) По данному символу сингулярный оператор восста- 

навливается с точностью до вполне непрерывного слагаемого. 
Лемма 6.1 и формула (6.37) Пуанкаре — Бертрана позво- 

ляют установить основное свойство символа. 
5) Символ произведения двух сингулярных операторов 

равен произведению символов этих операторов. 
Из свойств 4) и 5) сразу вытекает, что умножение син- 

гулярных операторов коммутативно с точностью до вполне 
непрерывного оператора; если A, и А, — два сингулярных 
оператора, то разность А.А, — A,A, вполне непрерывна. 

*) В [25] такой оператор называется характеристическим.
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Будем говорить, что символ вырождается, если при 
хотя бы одной паре значений {ЕГи 0 = -=1 значение сим- 
вола равно нулю. Если при любых ЕСГ и 0—1 символ 
отличен от нуля, то будем говорить, что он не вырождается. 
Очевидно, символ (6.51) не вырождается тогда и только 
тогда, когда 

a? (t) — 62-20, ter. (6.52) 

В настоящем параграфе ниже рассматриваются только 
операторы с певырождающимся символом. 

Теорема 6.1. Если символ оператора (6.50) не 
вырождается, то этот оператор допускает двусторон- 
нюю регуляризацию. Регуляризатором, как левым, так 
и правым, является оператор В, определяемый формулой 

Ви = =) + a [a (f) u(t) — b(t) Su]. (6.53) 

Таким образом, требование невырождения символа (при 
условии его непрерывности) достаточно для того, чтобы 
одномерный сингулярный оператор допускал регуляризацию. 
В работе [9] доказано, что это же требование и необходимо: 
если одномерный сингулярный оператор допускает регуляри- 

зацию, то его символ не вырождается. 
6.3. Теорема Нетера. Из теоремы 6.1 и результатов $ 5 

вытекают теоремы, впервые установленные Ф. Нетером [51]; 
мы их сформулируем кратко в виде одной теоремы. 

Теорема 6.2. Пусть контур Г замкнутый, с непре- 
рывной кривизной, и символ сингулярного оператора непре- 
рывен и не вырождается. Гогда этот оператор нормально 
разрешим и имеет конечный индекс, который не зависит 
от вполне непрерывного слагаемого в операторе. 

Важным дополнением к теореме 6.2 является формула 
для вычисления индекса, впервые полученная Ф. Нетером 
в той же статье [51]: если сингулярный оператор А имеет 
вид (6.20), то 

Ind A= | Чате a (i) ~ 9) (6.54) 
Г 

a()+o) 

Если Ind A>O, то, в силу теоремы 5.7, оператор A допу- 
скает левую эквивалентную регуляризацию; эквивалентным 
регуляризатором в этом случае служит оператор (6.53).
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Если коэффициенты a и 6 постоянные и 42 — 22-20, то 
регуляризация сразу приводит к решению сингулярного урав- 
нения. Пусть это уравнение имеет вид 

au (t)-+ 6 (Su) (t) = f (0). 

Воздействуя на ero обе части регуляризатором 

1 
je в (al — bS), 

найдем решение 

b 
u() => fO) — a SNO. 

Если а и 6 постоянные и a?— 6? =0, то однородное сиигу- 
лярное уравнение имеет бесконечно много линейно независи- 
мых решений. В самом деле, в данном случае однородное 
уравнение после сокращения на а (которое, конечно, счи- 
тается отличным от нуля) имеет одну из следующих форм: 

u(t) —(Su)(t)=0, u(t) +(Su)(t)=0. 
Решением первого из этих уравнений является любая функ- 
ция, голоморфная в D и, скажем, удовлетворяющая условию 

Липшица в р =Д-Е Г, решением второго уравнения — любая 

функция, регулярная в CD*), удовлетворяющая условию 

Липшица в CD=CDUT и равная нулю на бесконечности. 
6.4. Сингулярное уравнение с ядром Гильберта **). 

В общем случае такое уравнение имеет вид 

(Аи) (5) = а ($) и ($) С) | и (6) ctg ° -5. > do + 

+ (Tu) ($) = f(s), (6.55) 

rae T—onepaTop, вполне непрерывный в пространстве 
[›(— л, л). Условие (6.52) для этого уравнения принимает 
ВИД 

а? ($) 6? ($) #0, $Е[—л, л]. 

*) СР — дополнение области D до комплексной плоскости. 
**) Именно такие уравнения рассматривал Ф. Нетер в [51].
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Если это условие выполнено, то для оператора (6.55) двусто- 
ронний регуляризатор определяется выражением 

(Bou) ($) = 
л 

1 b — 
229-70 а (5) и (5) — 8 [ «дав? 5 “40|. (6.56) 

_-п 

Индекс оператора A, дается формулой 

д 

_ i а ($) — ib(s) 
Ind Ay = = Jae a (3) 20). (6.57) 

6.5. Дополнительные замечания. Практически важен 
вопрос о том, при каких условиях решения уравнения (6.50) 
не только суммируемы с той или иной степенью, но удовле- 
творяют еще условию Липшица с некоторым положительным 
показателем. 

Пусть данные функции a(t), 6(Р), f(£) удовлетворяют на 

контуре Г условию Липшица с показателем a, О<а< 1, 
а оператор Т имеет вид 

(Ти) (©) = | Ка. Qual, 
Г 

причем ядро К (Е, 2) ограничено и удовлетворяет неравенству 

| K (Е, С) -— К (to, | «МЕ —t, |", 

в котором N не зависит от ¢,, Биб. Тогда любое решение 
уравнения (6.50%, суммируемое на Г со степенью, большей 
единицы, удовлегворяет на Г условию МЛипшица с показате- 
лем а. 

В построениях настоящего параграфа играло существен- 
ную роль то обстоятельство, что оператор Коши $ удовле- 
творяет алгебраическому уравнению 52 — [= 0. 

3. И. Халилов [38] рассмотрел операторы общего вида 
(не обязательно сингулярные), удовлетворяющие тому же 
уравнению $52 — /=0. 

Операторы, удовлетворяющие произвольному алгебраиче- 
скому уравнению 

Pol + PS + PS? + ... + 7,8"=9,
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изучены в работе JI. Пшеворской-Ролевич [52]. Здесь Dos 
Py «+++ Ра Постоянные, причем P, + 0. 

Уместно поставить еще один вопрос: остается ли в силе 
теорема 6.2, если коэффициенты оператора (6.50) не непре- 
рывны? В работе [14] рассмотрен случай, когда Г — единич- 
ная окружность T==0, a€L, (Г), Aa. (Г), p, > 1. Дока- 
зывается, что в этих условиях оператор 4 (формула (6.50)) 

действует из Ё„(Г) в Ly (Г), где р >>-—т —F и poo 

оператор A ограничен как оператор из Lo) в [р (Г), 
причем 

А < 11, НТО, 

Если даже символ оператора А не вырождается, так что 

14а 20| > M=const > 0, (6.58) 

то этот оператор все же может быть не пормально разре- 
шимым, а индекс этого оператора может быть и бесконечным. 

В работе И. Б. Симоненко [34] выявлен класс разрыв- 
ных коэффициентов, не нарушающих теоремы 6.2. Именно, 
пусть коэффициенты а( и 6(Ё) измеримы и ограничены и 
пусть выполнено неравенство (6.58). Пусть, далее, сущест- 
вует число 0>0 со следующим свойством: какова бы ни 
была точка ХЕГ, существует на Г такая окрестность ука- 
занной точки, что в этой окрестности колебание функции 

a(t) — 6 (2) 
a(t) + 4() 

меньше, чем л— 6. Если a(t) и 6(Е) удовлетворяют всем 
перечисленным условиям, то теорема 6.2 остается справед- 
ливой для уравнения (6.50). 

arg 

$ 7. Метод Карлемана для замкнутого контура 

Замечательный метод решения одномерных сингулярных 
интегральных уравнений был предложен Т. Карлеманом [47]. 
Сам Карлеман рассмотрел только случай, когда контур Г 
разомкнутый и представляет собой отрезок вещественной оси. 
Однако метод допускал распространение на многие дру- 
гие случаи; метол Карлемана был широко использован и 
обобщен в работах Ф. Д. Гахова [5], Н. И. Мусхелишвили,
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И. Н. Векуа, Н, П. Векуа, Д. А. Квеселава, Б. В. Хведелидзе 
(см. [4], [25], [41]) и мн. др. В настоящем параграфе мы 
коротко изложим сущность метода Карлемана для случая 
замкнутого контура. 

7.1. Сведение сингулярного уравнения к краевой за- 
даче. Рассмотрим простейшее сингулярное уравнение 

a(t) u(t) +4 (4) (Sa) @ =f (0). (6.59) 

Допустим, что его символ не вырождается, так что выпол- 
нено условие (6.50), и что коэффициенты a(t) и 6 (Ё) удо- 
влетворяют условию Липшица с положительным показателем. 
Относительно своболного члена примем, что ЛЕЁ,(Г). Для 

\ простоты примем, что Г — одно- 
связный замкнутый контур *). 
Пусть этот контур ограничи- 

вает область О” изнутри и об- 
ласть О” извне (рис. 3). 

Введем в рассмотрение ин- 
теграл типа Коши 

D7 

ОИ ap. 
Фа = 2ni 6—2 45; 

—— > Г 

р №9 2ЕГ. (6.60) 

Рис. 3. Формула (6.60) определяет две 
голоморфные функции ком- 

плексной переменной 2 в соответствии с тем, находится ли 
-+- —_ 

& в О” или в О Будем обозначать эти функции wr (2) 

и Ф (2). Отметим, что ФТ (co) = 0. По предельным форму- 

лам (6.16) уравнение (6.59) легко приводится к следующему: 

a(ty—b(t) 1, ХО 
5? O= ГЕГ. (6.61) Фе (ft) — © 0+0’ 

*) Полное решение уравнения (6.59) по методу Карлемана для 
случая односвязного замкнутого контура дал Ф. Д. Гахов (см. [5] ). 
Случай контура, ограничивающего многосвязную область, см. [40]. 
В [25] рассмотрен еще более общий случай, когда Г — совокупность 
конечного числа замкнутых кривых, не ограничивающая области. 
Л. Г. Магнарадзе [18] показал, что метод Карлемана применим H 
тогда, когда a(t) и O(f) принадлежат классу /х (см. стр. 171).
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Таким образом, сингулярное уравнение (6.59) сведено 
к следующей краевой задаче теории функций комплексной 

переменной: найти голоморфные в областях D* и О” соот- 

ветственно функции @* (z) и D(z), краевые значения кото- 
рых связаны линейным уравнением. Эту задачу разные авторы 
называют задачей Римана, Гильберта, Римана — Гиль- 
берта; в [25] она названа «задачей сопряжения». 

7.2. Решение краевой задачи. Обозначим через и ин- 
декс уравнения *) (6.59), определяемый формулой (6.54). По- 

местив начало координат внутри О", можно положить 

а (Е) — 6 (ft) 

ЕО 
—p()-+ mint, (6.62) 

где iu(f) на контуре Г непрерывна и удовлетворяет условию 
Липшица с положительным показателем. 

Введем новую функцию комплексной переменной Z, 

F(z) =@(z) e-¥ 6, = | ге dt; (6.63) 
я 

значения функции F(z) в областях D* и О” будем обозна- 

чать через Р” (2) и F(z). Очевидно, Р” (со) =0. Уравне- 
ние (6.61) принимает вид 

bey gM pm — 679 РУ (0 (6.64 Ft (tj) —t"F- (= VRIES ) 

(ft) = TSM = | Be at. 

где 

Дальнейшее зависит от индекса т. 

1) Если т==0, то задача (6.64) имеет единственнов 
решение 

1. eM FC) adh 
YO = эл я У®О-РО 5—2. 

*) То есть индекс оператора, стоящего в левой части урав- 
нения.
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что приводит к решению уравнения (6.59): 

t 
и (1) — a2 a я (t) f (2) = 

oye? e OF (t) ae 
му a? (f)—- b(t) J Var()—() C—t- 

(6.65) 

В этом случае решение уравнения (6.59) существует и един- 
ственно. 

2) Если т>0, то решение существует, но не един- 
ственно. Убедиться в этом можно так: будем искать такое 

решение уравнения (6.64), в котором Р” (2) =0(|2|`"”'), 
2—> со. Положив 

F* (2), z внутри Г, 
Б = 
1) | fae (2), 2 вне Г, 

найдем, что Р, (2) удовлетворяет уравнению 

е-® (ту (t) 

V a? (t) — 62 (t) 

и fF; (©0) =0; единственное решение этой новой задачи 
имеет вид 

РТ (О — РГ (= (6.66) 

dni J VarQ—PQ 5—2 
— (€)-m/2 

F(z = | SEO _& (6.66,) 

и доставляет нам частное решение задачи (6.64) 

Е* (2) = Fi (2), Fo (2) =2 "ТР, (2). 

К нему можно добавить общее решение соответствующей 
однородной задачи 

Fo (t) —t"Fo (t) = 0. (6.67) 

На бесконечности функция Fo (2) должна обращаться 
в нуль, и легко найти, что общее решение (6.67) имеет вид 

т-—1 

Ve 
gn- & , 

m—1 

Fé (= Vive" Fo) = (6.68) 
k=0 k=Q
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где Yo Vy ..., Ут-1— произвольные постоянные. Частное 
решение уравнения (6.59) можно построить по формуле 

а (2) 
uy (t) = а? (t) — 6? (2) Л (Е) — 

@ (2) ~—@ (0);т/2 
__ b(t)e е БО do (6.69) 

nit™ Va? (t)— 8) J УРО-РО 6—1 

Мы получим общее решение уравнения (6.59), прибавив 
к u(t) произвольное решение однородного уравнения 

a(t) @ (t) +4 (f) (Sq) (¢) = 0. (6.70) 
Это уравнение имеет ровно т линейно независимых реше- 
ний, которые можно получить, исходя из формул (6.68); под- 
робнее об их построении см. [5], [25]. Обозначая эти реше- 
ния через ф, (1), Po(t), ..., Фи (Е), получаем общее решение 
уравнения (6.59) в виде 

т 

и = uy (t) + a сьФь (©), (6.71) 

где с, — произвольные постоянные, а и, (1) определяется фор- 
мулой (6.69). 

3) Если т < 0, то однородное уравнение (6.70) имеет 
только тривиальное решение ф(Ё) ==0. Сопряженное с ним 
однородное уравнение имеет ровно |т| линейно неза- 
висимых решений. Уравнение (6.59) имеет не более одного 
решения, которое существует тогда и только тогда, 
когда функция f(t) удовлетворяет следующим условиям: 

e® (ye — m/2- R 

J Va Q—e 
1(045=0; k=1, 2,..., |m|. (6.72) 

Если условия (6.72) выполнены, TO решение уравнения (6.59) 
дается правой частью формулы (6.68). К сформулированным 
только что результатам можно прийти так. Пусть m< 0 u 
пусть решение существует. В уравнении (5.64) положим 

FY (z)=F*(z), Fy (2)==2"F™ (2). (6.73) 

Тогда Fy (со) = 0; уравнение (6.64) принимает вид (6.66); 
последнее уравнение имеет единственное решение (6.66,). Из 

(6.73) вытекает, что на бесконечности F, (2) = О ( | 2 |! тт),
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а это имеет место тогда и только тогда, когда выполнены 
условия (6.72). 

Равенства (6.72) суть условия ортогональности функ- 
ции f(t) к нулям оператора, сопряженного с оператором 
задачи (6.59). Отсюда легко найти выражение для этих нулей; 
обозначая их через rp, (ft), имеем 

e7® (t)4—-m/2—k at 

УР ds’ 
ds==|dt|, k=1, 2,..., |т|. 

(6.74) 
фи» (Г) = 

Из всего сказанного выше вытекает, в частности, такой 
результат. Пусть коэффициенты оператора 

Аи—а (и 0-5 (0 (Su) © 
с невырождающимся символом удовлетворяют условию Лип- 
шица с положительными показателями и пусть IndA=—m. 
Тогда оператор А имеет т нулей, если т > 0, и не имеет 
нетривиальных нулей, если т < 0. В статье [11] этот резуль- 
тат распространен на случай, когда коэффициенты a(t) и 2(2) 
только непрерывны. 

Пример 7.1. Пусть Г — окружность |5|=1. Рассмотрим 
уравнение 

cos Ou (Е) + sin’ | o. а = f (0); ef? tt, (6.75) 

Г 

Здесь 

И ИИ = со =(#+ +), be =isind=5(t— 7). 
Применяя метод Карлемана, введем функцию Ф(г) по формуле 
(6.60). Тогда 

u(t) =O" ® —Ф` (0, 

(Su) ==; | SE eo (0 +97 ©, 
. 

и данное уравнение принимает вид 

6—9 (=F (0, 
ИЛИ 1 

Ф' (© — ao @®= > f (2). (6.76)
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Индекс уравнения (6.75) равен 

cos $ — isin 9 1 1 1 
Г dar =-—~— | Фаге — = — — 
20 8 соз 6 + isind on nr 

r r a
S
 

4 
а.
 <>
 | | ho
 

Из результатов настоящего параграфа вытекает, что уравне- 
ние (6.75) имеет не более одного решения, которое существует 
тогда и только тогда, когда функция f (¢) удовлетворяет двум 
условиям ортогональности вида (6.72). Проверим это непосред- 
ственно. 

В нашем примере 

а-—6(0 _ 1 
. a(t)+6(t) t2° 

Формула (6.62) дает ц (Г) = 0 и, следовательно, F (z) = Ф (г). Далее, 
a? (1) — 6? (В = 1, и уравнение (6.64) совпадает с (6.76). Введем 
функцию Ф, (г); полагая 

Ф! (2) =Ф+ (2), OF (2) = = Ф- (2), 

получаем из уравнения (6.76) 

Ot ()—O; (N= FF (0. 
Единственное решение этого уравнения, равное нулю Ha бесконеч- 
ности, есть 

_ i Ff (8) 
V2 a7 ) Tew 

Г 
Отсюда 

ил 1 f (5) 
© (г) One 6(S— 2) ag, |2| <1, 

г . (6.77) 
- 2 Л ( 

Ф 9 Эт, 2—2) at, jz[>1. 

Из формулы (6.60) следует, что M(cco)=0. Для этого необходимо 
и достаточно, чтобы ряд Лорана функции 

в окрестности точки 2 == оо начинался с члена, содержащего 27%. 
При достаточно больших = 
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и для разрешимости уравнения (6.75) необходимо и достаточно 
выполнение двух равенств 

| fe dt =0, | f(Q at =0. (6.78) 
r Г 

Покажем, что эти равенства означают ортогональность функ- 
ции f к нулям оператора, сопряженного с оператором уравне- 
ния (6.75). Эти нули суть решения уравнения 

cos бо (t) +L ree a dt 
do = 0; 6.79 у (6.79) 

здесь # =. Заменив все его члены сопряженными и разделив 

на мы приведем уравнение (6.79) к виду 

—.~ dt 1 i do 
cos Bu (t) => —— те 4 wid —= a=0. 

Г 

Введем новую неизвестную: 

w (t) = sin Ov (2) a . (6.80) 

Тогда 

cos Ow (t) — ae je =) dt =0: (6.81) 

индекс уравнения (6.81) равея 

1 cost-+-isind 1 219 
2m [ a arg cos0—idsin@ 2x [ darge = 2 

Г Г 

По методу Карлемана положим 

__1 и ae оо-т | SO amo 

Г 

Уравнение (6.81) преобразуется в следующее: 

Qt (И — 297 () = 0, 

которое показывает, что функции Q* (2) и Ро- (Е) аналитически 
продолжают одна другую через контур Г и что на бесконечности 

функция Q* (2) может иметь полюс не выше первого порядка. 
В таком случае (ср. формулу (6.68) ) 

о (д =у--иг 9,
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где Yo H VY; — произвольные постоянные. Теперь 

w (t) = Q* (t) —Q7 () = vo(1—) +4 (*#-+)= 

sin? 

t 
= 2iy, + 2?y, sin 9. 

Таким образом, уравнение (6.81) имеет два линейно независи- 
мых решения 

sin} 
Wy, (Е) = t ® W, (t) = sin 9. 

По формуле (6.80) находим два решения уравнения (6.79), одно- 
родного, сопряженного с (6.75): 

и ясно, что условия (6.78) можно представить в виде 

(ит) = | 0% ©4%=0 (д = | 0% =0 
Г Г 

В заключение найдем формулу, выражающую решение урав- 

нения (6.75), если это решение существует. Имеем и (#) =Ф* (t) — 
—Ф (¢). По формулам (6.77) 

+, _ f(t) 1 f(s) 
Ф` (1 Рэм J ЕП dé, 

~ tft) , Ё L(G) ap. 
eo O= “2 oar J Ев“ 

отсюда 

u(t) = f (2) cos @ — 
t sin 0 | Ff (5) dt, 

л (5—2) 

что согласуется с общей формулой (6.69). 

Большое число работ посвящено применению метода Кар- 
лемана к сингулярным интегральным уравнениям «со сдвигом». 
Это — уравнения, которые, кроме обычного сингулярного 
интеграла Коши, содержат еще сингулярный интеграл вида 

i | Е и (5) dt, 
Ti — @ (Е) 
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где функция a(f) взаимно однозначно отображает контур Г 
на самого себя. Относящиеся сюда результаты довольно 
подробно изложены в [5], изд. 2-е. 

$ 8. Системы сингулярных уравнений с интегралом 
по замкнутому контуру 

8.1. Сингулярный оператор системы. Будем рассматри- 
вать сингулярную систему следующего вида: 

ХФ О-В ь © ба) О (Te) O}=L,O (6.82) 
(1=1,2,..., П). 

Здесь а» (В) и 5,,(¢)— функции, непрерывные на контуре Г, 

относительно которого мы примем, что он замкнутый и 

удовлетворяет допущениям п. 2.1, § 2. Через $, как обычно, 
обозначаем сингулярный оператор Коши, через Г, — опера- 

тор, вполне непрерывный в (Г). Будем считать, что как 
данные функции /,(Г), так и искомые и; (¢) принадлежат 

тому же пространству Ё,(Г). 

Систему (6.82) можно записать в виде одного уравнения, 
по виду совпадающего с уравнением (6.50). Для этого введем 
матрицы п-го порядка a(t), 2(1), Т с элементами aj, (1), 

Bip (0), Гь(, R=1, 2,..., п) соответственно и векторы 

u(t), (Г) с составляющими и, (1), #2 (#),..., 4, и Л, (0, 

[2 (Е), ..., f, (2). Теперь система (6.82) записывается в виде 

a(thuQ+o@) (5) (О -- (Та) (@ = 10. (6.83) 

Векторы u(t) и f(f) можно рассматривать как элементы 
банахова пространства [ (Г), которое состоит из п-компо- 

нентных векторов, заданных почти всюду на Г и имеющих 
компоненты, суммируемых с р-Йй степенью; норму в Ё,(Г) 
можно определить, например, формулой 

| и Ik, (r) ~~ >» || Up Ie, (r)° (6.84)
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В пространстве Ё,(Г) оператор $ ограничен, а оператор 7 
вполне непрерывен. 

8.2. Символ. Оператор, определяемый левой частью 
уравнения (6.83), обозначим буквой А. Символической ма- 
трицей, или просто символом этого оператора (а также 
уравнения (6.83)), назовем матрицу 

@, (Е 0) =20-—65(00, (6.85) 

где, как и в 6 6, независимая переменная 0 принимает 
только два значения: {1 и — 1. Символическая матрица 
(6.85) обладает всеми свойствами 1)— 9) § 6, только под 
единицей (свойство 1) и нулем (свойство 2) следует пони- 
мать соответственно единичную и нулевую матрицу. Умно- 
жение матриц, вообще говоря, не коммутативно, поэтому 
утверждение § 6 о полной непрерывности оператора A,A,—A)A, 
(Ари А, — сингулярные операторы) не переносится на случай 
матричных сингулярных операторов. 

Говорят, что символ (6.85) вырождается, если хотя бы 
при одной паре значении ЁЕГ и 0—1 определитель 
матрицы Ф,(, 09) обращается в нуль. Если же при любых 
[ЕГ, 0 = = 1 этот определитель отличен от нуля, TO гово- 
рят, что символ (6.85) не вырождается. 

Переменная @ принимает только два значения, поэтому 
любую матрицу-функцию Ч (Ё, 0) можно представить в виде 
линейной функции от 0: 

Y(t, 9 =в (0-6. 

Если при этом Ч (Е, 0) непрерывна как функция от &, то а (В) 
и P(t) также непрерывны, и матрицу Ч (Е, 0) можно рас- 
сматривать как символ некоторого матричного сингулярного 
оператора. 

8.3. Теоремы Нетера. Если символ (6.85) не вырож- 
дается, то оператор (6.83) допускает двустороннюю регуля- 
ризацию: регуляризатором, одновременно и левым и правым, 
является сингулярный оператор, символическая матрица ко- 

торого равна [D, (Е, 0)] '. Отсюда вытекает, что для системы 
(6.82) с непрерывной и невырождающейся символической 
матрицей справедлива теорема Нетера (теорема 6.2); при 
этом индекс этой системы (индекс оператора А уравнения
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(6.83)) вычисляется по формуле 

ind A= | darg det [D¢, +1)" Фа —1DI} = 
. 

= | darg (act ОНТ че а (9—0. (6.86) 
Г 

Теорему Нетера для сингулярных систем впервые устано- 
вил Ж. Жиро [49], а несколько позднее Н. И. Мусхелишвили 
и Н. П. Векуа [26], см. также [4] и [25]. Упомянутые авторы 
исходили из соображений, отличных от приведенных выше; 
в частности, в [26] дано распространение метода Карлемана 
на системы сингулярных уравнений. Отметим, что, в отличие 
от одного уравнения. система вида 

a (t)u(t)+ 6 (£) (Sa) (6) =f) 

решается в квадратурах только в исключительных случаях; 
так будет, например, если матрицы a(t) и b(t) рационально 
зависят от Ё (см. [4], стр. 44—49). 

В случае пространства [5(Г) доказано (см. [10], [12]), 
что условие невырождения символической матрицы не только 
достаточно, но и необходимо для того, чтобы система одно- 
мерных сингулярных уравнений допускала регуляризацию. Фор- 
мулу (6.86) впервые получили Н. И. Мусхелишвили и Н. И. Ве- 
Kya в [26]; их рассуждения изложены также в [4] и в [25]. 
Более простыми средствами можно вывести формулу (6.86), 
используя некоторые топологические факты; один такой вывод 
дан в [24]. Справедливо следуюшее утверждение: 

Пусть функции а» (0, 6ь(0, Л,(@) удовлетворяют 

на Г условию Липиица с показателем a, O<a<1, а 
пусть Tj, суть интегральные операторы вида 

(Т ви) (©) = | K jp (Е, би (0) ab, 
r 

ядра которых Kj, (Ё, ©) ограничены и удовлетворяют He- 
равенству 

LK jn (в, 9 —K jet 9|«МЕ-ЬГ, 
где N не зависит om t,, t. uO. Тогда любое решение 
системы (6.82), суммируемое на Г со степенью, больщей
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единицы, удовлетворяет на Г условию Липшица с пока- 
зателем а. 

Пример 8.1. На приводимом ниже примере будет проиллю- 
стрировано применение метода Карлемана к системам сингулярных 
уравнений в том случае, когда матрицы a(t) и 6 (1) рациональные 
Пусть Г — окружность | | =1. Рассмотрим систему 

1 +-cos 9 
2 u(t) +> sin ди, (9 + 
_ | 
ta | BS aS | SE =n 681) 

C Г 

Со и, (+ _— 

к — 
О | HO gp toes? [oO щ-л. 68) 

r Г 

Здесь, как и в примере $ 7, Е =е®. В данном случае 

1+ cos 9 sind 1—cosd __ sind 
р 2 2 b(t) 2 2 

a= sin® 1l+cosd |’ i sin} 1—cos 9 
2 2 2 2 

H, следовательно, 
cost sint 

+= а —60@ = . a +o=1 -0=( 22 
Отсюда видно, что символическая матрица системы (6.87) не выро- 
ждается, и для этой системы верна теорема Нетера (теорема 6.2}, 
Более того, формула (6.86) показывает, что индекс нашей системы 
равен нулю, и для нее верны теоремы Фредгольма (теоремы 1.2— 
1.4 из гл. I). 

Займемся решением системы (6.87). Обозначим через ии f 
векторы с составляющими UW), Uy и Х!, /. соответственно. Введем 
в рассмотрение вектор-функцию 

1 и (5) 
ni C—2 

Г 

Ф (г) = 5 dé. 

Из системы (6.87) вытекает, что функция O(z) удовлетворяет 
соотношению 

Ф* (0—5 Ф-(=/л(®, ЕСГ, (6.88)
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В котором для краткости положено 

4 2it 

2it 2 

Рассмотрим сперва однородную задачу, когда / (#) =0. В этом 
случае 

ФИ —5(t) OT (ft) = 0. 
+ 

Это равенство показывает, что функция D° (2) аналитически про- 
должима на всю плоскость; на бесконечности она ограничена, по- 
тому что при г = со множитель 6 (г) имеет полюс первого порядка, 

— + / 

а множитель Ф” (2) —нуль того же порядка. Но тогда MD” (г) = 

—= а = сопзё и Ф7 (2) =51 (2) о. Обозначим через a, и а, состав- 
ляющие вектора a. Легко проверить, что 

22-1 2-1 
5-1 (2) = 22 212 

2—1 22-1 
212 22 

и, следовательно, 

- 22? —] 2? — | 2? — | 2? — | 
Ф (= (== 01 — ay р as). 

Из условия Ф” (co) = 0 вытекает, что 

О: + iN, — 0. 

Таким образом, однородная система имеет одно нетривиальное 
решение, которому соответствуют аналитические вектор-функции 

ot (2) =(1, 8), Ф- (2) =(1 д. 

Индекс системы равен нулю, и сопряженная однородная система 
тоже имеет только одно нетривиальное решение. Если так, то не- 
однородная система (6.87) разрешима тогда и только тогда, когда 
вектор f/f (f) ортогонален к упомянутому решепию сопряженного 
уравнения. 

at 
Обе части уравнения (6.88) умножим Ha ядро Коши oni Pos’ 

rae z € D*, и проинтегрируем по Г. Мы получим тогда 

+ Гао ,_ 1 [0 
® @)— sar | fz “on | 72 ™ 

Г 
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Функция 6 (г) Ф` (2) регулярна вне Г, включая бесконсчпо 
удаленную точку, и последний интеграл равен значению этой 
функции при г = со. Отсюда 

ot (г) —В= 5: И. dt, z€D*, (6.8S) 
$ 

где 

В = [6 (2) © (2)] 200: 

Проинтегрируем теперь соотношение (6.88), предварительно умножив 

его на ядро Коши, в котором г СР’. Это приведет нас к новому 
соотношению 

- _ 1 У (1) _ 
—6 (2) Ф (2) +B = 5 [22a z€D . 

Г 

Умно жив это соотношение слева на матрицу 5-1 (2), найдем 

24 t{—z 
Ф- В Tat]. z€D~. (6.90) 

Г 

Правая часть формулы (6.50) в общем случае имеет на бесконеч- 

ности полюс первого порядка. Условие Ф” (со) =0 заставляет 
требовать, чтобы члены с первой и с нулевой степенью 2 исчезли. 
Эти требования приводят к равенствам: 

B= iB, | — if, (at =O. (6.91) : 
Здесь В, и В. — составляющие вектора В. Первое из равенств 

(6.91) означает, что вектор В определяет решение соответствуюгтей 
однородной задачи, второе равенство есть упомянутое выше условие 
ортогональности, которому должен быть подчинен вектор ли). 
Нетрудно найти выражение для решения однородного сопряженного 
равнения, а также формулу, определяющую искомый вектор и (f). 

Мы предоставляем это сделать читателю. 

$ 9. Случай разомкнутого контура 

9.1. Пример. Рассмотрим уравнгние 
+1 

+ | и (9 уе —l<t<t. (6.92) 
ni C—t 

~1 

Будем считать, что функция / (¢) удовлетворяет условию Липшица 
на сегменте [—1, 1]. От неизвестной функции и (5) потребуем,
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чтобы она удовлетворяла условию Липшица с одним и тем же 
показателем на любом сегменте [—1-+e, | —e], где & — положи- 
тельное число, и чтобы она была суммируема на промежутке 
—l<t<l. 

Уравнение (6.92) будем решать методом Карлемана. Положим 

41 

ФЕ. | © че г 1-11. 
C—2 

_1 

Функция Ф(2) голоморфна в плоскости, разрезанной по сегменту 
— 1, +1], и равна нулю на бесконечности; она имеет предельные 

значения (вообще говоря, различные) на промежутке (— 1, +1), 
когда 2->?t, ЁС(—1, +1), сверху или снизу. Эти предельные 
значения обозначим соответственно через Ф* (1) un M7 (1. Для этих 
величин справедливы предельные формулы (6.16); в таком случае 
уравнение (6.92) можно заменить таким: 

ФИФ OH=f/(); —1<Е<1. 

Выберем какую-нибудь ветвь функции | (например ту, для 

которой У1— =? >0 на верхнем берегу разреза —1<2<!)и 

положим F (2) = D(z) У! — 22. Тогда 

БОЕ” O=VI-#S(); —1<#<1. 

На бесконечности функция F(z) ограничена, поэтому общее реше- 
ние последнего уравнения есть 

+1 

__! yi-e?r® 
Е (2) = 3G | 2 dite, 

-1 

с — произвольная постоянная. Отсюда 

+1 

1 Vi-? 7 с Ф (г) = — ——. 
(2) oni V 1 — 2? J C—2 r V1—2? 

Значение и (Г) найдем по формуле u(t) = Ot (t)—@D (fF): 

+1 

Vi-?@ ¢© С В = — =: с. , 
HO = Via ] t—1 BA C= 2c. (6.93) 

Опираясь на свойства интеграла типа Коши (подробно об этом 
см. [25]), нетрудно доказать, что при любом значении произволь- 
ной постоянной С функция (6.93) удовлетворяет всем наложенным 
на нее выше требованиям. Постоянной С можно распорядиться 
так, чтобы решение удовлетворяло тому или иному дополнитель-
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ному требованию. Так, если мы потребуем, чтобы u(t) была огра- 
ничена при #->1, то необходимо 

и, следовательно, 

+ 

РИТА [+E (5) 

Можно доказать [25], что последняя функция на самом деле огра- 
ничена прн Ё->1. Требование ограниченностн при ¢-»—1 прн- 
вело бы нас к значению 

+1 

1 [ 1—6 eae 
с: | Vi (5) 4 

-1 

н к решению 
+1 

— 1 ТЕ f ,71-e £O : 
и (Е) = т y/ itt | у ГЕ a, at. (6.95) 

Задача: найти решение уравнения (6.92), ограниченное Ha 
обоих конпах f=—1 и ¢=-+1,— разрешима лишь тогда, когда 
свободный член f {¢) удовлетворяет некоторому условию орто о- 
нальности. В этом случае можно, например, воспользоваться фор- 
мулой (6.94) и дополнительно потребовать, чтобы интеграл в этой 
формуле обратился в нуль при Е = — 1: 

AS dt = 0. (6.96) 

Можно доказать, что условие (6.96) достаточно для того, чтобы 
любая из формул (6.93) и (6.94) давала решение, ограниченное 
на обоих концах ¢=-+ 1 и {= —1 промежутка интегрирования 

9.2. Общий случай *). Пусть Г представляет собой со- 
воку HHOCTb конечного числа п простых разомкнутых AANY = 

новских дуг. Концы этих дуг, занумерованные в каком угодно 

*) Общий случай изучен Н. И. Мусхелишвили и Д. А. Кве- 
селава [27]; см. также [25],
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порялке, обозначим через су, Co, ..., Coq. Рассмотрим уравнение 

b(t с) as a(juQ+—> | =. (6.97) 
r 

Примем, что функции a(t), (Г) и f(é) удовлетворяют ua Г 
условию Липшица с некоторым показателем а > 0. Допустим 
еще, что выражение а?(Ё) — 62?(Ё) нигде на Г не обращается 
в нуль. Относительно искомой функции пока потребуем, 
чтобы она удовлетворяла условию Липшица с положительным 
показателем на любой внутренней замкнутой части контура Г, 
а вблизи любого из концов с» она удовлетворяла неравенству 

|#(0) |< ОВ < 1. 
const 

В 
Е — св | ^ 

Функция, удовлетворяющая таким требованиям, очевидно, 
суммируема на Г. Более определенные требования на реше- 
ние будут наложены ниже. 

По методу Карлемана введем функцию 

1 и (5) 

Г 

Тогла уравнение (6.97) заменится таким: 

0 ()—-GOHD 0==0, (6.98) 
где 

_ «®@—5® _ ff 
[O= Зою’ SOTTO: 

Очевидно, 
G, ЕЧр, (Г) и G@+0 на Г. 

Дальнейшее основано на некоторой классификации кон- 
цов с,. Выберем некоторую непрерывную на Г ветвь много- 
значной функции шС (Ё) и положим 

1 = + 55 In G(cy); (6.99) 

знак плюс берется, если с, есть конец соответствующей дуги, 
знак минус —если с, есть начало дуги. Подберем целые 
числа jl, так, чтобы 

—1 < Ве (д ш < 1. (6.100)
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Если Ве (у,) — целое число, TO и, определяется единственным 
образом: ц, = — Re(y,). В этом случае конец с, назовем 0со- 
бенным. Остальные концы назовем неособенными. В каждом 
из неособенных концов можно выбрать и, двумя способами, 
так что либо —1 < Ве(у) и, < 0, либо 0 < Ве (у,) и, < 1. 
Нумерацию концов с, выберем так, чтобы концы C), Cor ..., Ст 
были неособенными, а Концы Стул, ..., Сэл — особенными. 
На искомое решение уравнения (6.97) наложим теперь сле- 
дующее важное требование: это решение должно быть огра- 
ничено в заранее заданных неособенных концах с, со, ..., Са; 

9 < т. Для задачи, поставленной таким образом, справедливы 
следующие утверждения: 

1. Любое ее решение (а следовательно, и любое реше- 
ние уравнения (6.92)) ограничено во всех особенных концах. 

2. Решая нашу задачу, следует выбирать числа п» 
таким образом, чтобы 

0 < Re(V_) + Ue < 1 (Е =1, 2, ..., 9), 

—1 < Ке(у,) и, < 0 (Е=9+1 9-2, ..., т); 

в особенных концах, как мы видели, п, == — Ве (у,). Положим 

Qn ’ 
„= — >) py. (6.101) 

kel 

Наша задача, поставленная для однородного уравнения 

a(t) v(t) +-—9 | ao dt —0, (6.102) 
Г 

имеет я линейно независимых решений, если «>00, и 
только тривиальное решение, если и < 0. 

3. Для неоднородного уравнения (6.97) задача разре- 
шима тогда и только тогда, когда свободный член f (t) 
удовлетворяет некоторым условиям ортогональности. 
Если эти условия записать в виде 

[лоза =0, (6.103) 
Г
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то w(t) суть решения однородного уравнения 

a(t) m(y— 0 | ее dt =0, (6.104) 
Г 

ограниченные в неособенных концах с 
4. Индекс задачи равен x. 
Самое решение можно построить так. Положим 

| 1 j eo 
2n 

о = [Pe окр] за 5; “| (6.105) 
k=l | 

Функция ¥(Z) называется канонической функцией задачи. 
Она ограничена в концах C), Co, ..., Cy, а также в особенных 

концах, ее предельные значения, так же как и предельные 
-1 

значения функции [Х(2)] , суммируемы na Г; она удовле- 

творяет соотношению 

(0 =(@х- (0; +e". 
Поделив равенство (6.98) на у* (Ё), получим 

О ФО g@ 
“” (6) хи хо 

4+1: Са+2 ee ey Cm: 

Отсюда 

Фо = | Ри (2) 9(2), (6.106) 

где © (2)—функция, голоморфная на всей конечной плоскости. 
Условие Ф (со) =0 приводит к тому, что при х > 0 функ- 
ция @ (2) — полином степени < х — 1, а при х < 0 необхо- 
димо @(2)==0. Если Q(z) определено таким образом, то 
при х>0 формула (6.106) решает задачу; при х < 0 эта 
формула решает задачу тогда и только тогда, когда 

k 
[ Об ae =o (k=0,1,..., —%—1). (6.107) 
ях (5) 

9.3. Дополнительные замечания. Рассмотрим теперь 
более общее уравнение 

anu +28 | © [Ke Qu@a=S(O, (6.108) 
Г Г 
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где K(t, 5) удовлетворяет на Г по обеим переменным условию 
Липшица с показателем a; функции а (1), b(t), f(t) € Lip, (Т). 
Ио-прежнему будем искать решение, ограниченное в зарапее 
заданных неособенных концах су, Cy, ..., су. Перепеся второй 

интеграл направо и применив изложенный выше прием, мы 
осуществим регуляризацию уравнения (6.108). В таком случае 
поставленная нами для уравнения (6.108) задача нормально 
разрешима и имеет конечный индекс. Доказывается, что индекс 
новой задачи по-прежнему определяется формулой (6.101); 
если необходимые и достаточные условия разрешимости за- 
писать в виде (6.103), то на этот раз w,(t) суть решения 
однородного уравнения 

20—29. | "© 4+ | кс ооо. (6.109) 
Г Г 

ограниченные в концах Су+1, ..., Ст. 

В работе Б. В. Хведелидзе [41] развивается теория, ана- 
логичная вышеизложенной, но с той разницей, что решение 

строится в пространстве функций, суммируемых с некоторой 
степенью р >I и с весом, определяемым выбором неосо- 
бенных концов. 

В работах Н. И. Ахиезера [2] и С. А. Фрейдкина [36] 
рассмотрены некоторые случаи, когда контур Г состоит 
из счетного множества отрезков вещественной оси. 

Системы сингулярных интегральных уравнений с интегри- 
рованием по разомкпутому контуру изучены в книге Н. П. Be- 
куа [4]. Этот автор использует несколько иной подход: перейдя 

по методу Карлемана к задаче сопряжения, он затем произ- 
вольным образом дополняет Г до глалкого замкнутого контура, 
ограничивающего односвязную область, и на дополнительной 
части контура ставит условие аналитической продолжимости 
вектора Ф(2); это условие имеет вид 

ФФ () = 0. 

Теперь задача сведена к задаче сопряжения с разрывным 

коэффициентом при WD (Ё) и с разрывным свободным членом; 
последняя задача и исследуется. В качественном отношении 
для систем получаются те же результаты, что и для одного 
уравнения.
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$ 10. Уравнения Трикоми и Геллерстедта 

10.1. Постановка задачи. Краевые задачи для дифферен- 
циальных уравнений в частных производных смешанного 
эллиптико-гиперболического типа, в частности уравнения 
газовой динамики, иногда приводят к интегральным уравие- 
ниям, которые, кроме обычного сингулярного интеграла, 
содержат еще интегралы, ядра которых несуммируемы по 
обеим переменным, хотя и не являются сингулярными. 

Интегральное уравиение Ф. Трикоми [35] может быть 

приведено к виду 

1 

w(x) — 2. | (se eg) dt =F). (6.110) 
0 

Второе слагаемое (ХРЕ— 9х7 в ядре непрерывно, если 
хотя бы одна из переменных xX и Ё меняется строго внутри 
промежутка (0, 1), но если х=#=0 или х=Ё==1, это 
слагаемое делается бесконечным, и притом так, что оно не- 
суммируемо в квадрате 0< x, [<1. Несколько сложнее 
уравнение Геллерстедта [48] 

и —^ ке. t) u(t) dt = f(x), (6.111) 

где [' 

у и -1 <tc 
К | а | | (6.112) 

ret (FS) lap? X0oSF <I. 

Здесь X) HO — постоянные, причем —1< хх <1и0«<а< 1. 
При х,==1 уравнение Геллерстедта переходит в уравне- 
ние Трикоми — достаточно в уравнении (6.111) сделать замену 

х t+ 
>. ‘i= __ | 

17’ 

Метод Карлемана позволяет (см. [48]) решить до конца 
уравнение (6.111). Мы рассмотрим здесь более простое урав- 
нение (6.111), для которого применение метода Карлемана 
может быть упрощено ([21], см. также [22]); по поводу
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общего уравнения (6.111) мы отсылаем читателя к статье 
Геллерстедта [48]. 

Будем считать, что f(x) удовлетворяет условию Липшица 
с некоторым положительным показателем на отрезке0 < х< 1. 
Неизвестную и (х) будем искать в классе функций, удовлетво- 
ряющих следующим условиям: а) на всяком отрезке ах, 
где O<Ma<b<1, u(x) удовлетворяет условию Липщица 
с положительным показателем; 6) произведения u(x) In x 
и и(х) ш(| — x) суммируемы на отрезке O< х<1. 

10.2. Сведение к краевой задаче. Пусть 2 — произволь- 
ная точка комплексной плоскости. Положим 

1 
1 | 1 1 

24 [—2 2+Е— 22 
0 

Ф(2) = } uw (0) dt. (6.113) 

Очевидно, Ф (2) голоморфна как в верхней, так и в нижней 
полуплоскости. 

Обозначим через Ф* (x) uD (x) предельные значения D(z), 
когда 2 стремится к точке х действительной оси соответ- 
ственно из верхней или из нижней полуплоскости. Уравне- 
ние (6.110) переходит в следующее: 

(1 — ind) ФТ (x) — (1 + ind) DT (x) = Ff (x), 

0<x <1. (6.114) 

Из (6.113) легко усмотреть, что 

Ф (т) = (22 — 0Ф(2). (6.115) 

Дробно-линейное преобразование = переводит 

верхнюю полуплоскость в нижнюю и наоборот; отрезок (0, 1) 
переходит при этом в два луча (0, — со) и (со, 1). Заменяя 

в (6.114) х через т и пользуясь соотношением (6.115), 
1 

мы получим 

(1 — ink) D™ (x) + (1 + ind) OF (x) = 

===т/ (5 x ). x<0 или x>1. (6.116) 
х—1 
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Ноложим теперь 

[АМА 
ти SST, 

| — ina 

| ТА, 
f (x) 

| tar o<s*st, 
h (x)= x 

t(s4) 

Е (мА) (2x —1) ' 

Уравнения (6.114) и (6.116) можно соединить в одно: 

G(x) =. 
х<0 ил x>I1; 

х<0 или x«>1. 

Ф* (x) — G(x) OD" (x) = h(x), 

—oocx<co, x #0, x1. (6.117) 

10.3. Решение однородной задачи. Решим предвари- 
тельно соответствующую однородную задачу. Найдем функ- 
цию (2), голоморфную как в верхней, так и в нижней 
полуплоскости, ограниченную на бесконечности и удовле- 
творяющую на действительной оси уравнению 

Х+ (x) = G(x) x7 (*) 

или, что TO же, 

Iny* (x) — шу- (x) = In G(x), 

Одно из решений последнего уравнения есть 

М 

Ing (2) = уг lim | "9 at. 

> -м 

Последний интеграл легко вычисляется: обозначая 0 = 
1 1 1 

= —arctgAn, —— =, имеем — arctg Ал 5 < 9< 5 

Inyt (2) = 20 In =F +-inO, Шшх- (2) =20 In ~ =? — ind, 

l—z 
Под In следует понимать ту ветвь логарифма, которая 

г 

голоморфна в плоскости, разрезанной вдоль лучей (— со, 0)
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и (1, со), и которая принимает действительные значения 
на отрезке (0, 1). Теперь 

X* (2) = e012)", Ko (Zz) eri (=) < 

10.4. Решение неоднородной задачи. Разделив уравне- 
ние (6.117) на y+ (2), мы приведем его к виду 

Ф` (2) _ Ф` (2) _ A(z) 

(а ха о’ 
одно из решений последнего уравнения есть 

+ со 

Х (2) h(t) dt 
274 y(t) Е—2` 

— с 

D(z) = 

Чтобы найти общее решение, рассмотрим однородное уравнение 

(MM | 
хо 

Это уравнение показывает, что функция F(x) = QD, (z)/x (2) 
голоморфна на всей плоскости, кроме, может быть, точек 
&=0 и 2=1. Допуская, что произведения и(х)шх и 
u(x)In(1 — x) суммируемы, мы легко найдем, что при 0 > 0 

ВР (2) = is » anmpoO<O0 F(z)—a/z, где а—произволь- 

ная постоянная. 
Теперь общее решение уравнения (6.117) принимает вид 

+ со 

_ x (2) h(t) at x (2) 
P(2)= 21 9) х* (0 t—z 4 z ° 8<0, 

оо (6.118) 

фл — (2) | h(t) dt x, (2) 0. 
(2) 29 4) Хх" (t) t—z 4 1—2 > 

Интеграл в (6.118) разобьем на три интеграла по промежут- 
кам (— со, 0), (1, со) и (0, 1); в первых двух заменим f через 

a . Далее u(x) определим по формуле 

u(x) = OT (x) — Ф` (x), О<х<1.
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Произведя необходимые вычисления, мы придем к реше- 
нию Трикоми 

1 

и = а Ех 
1 1 } А 

— t) dt ae an 
х (— pares yy CA \+ aa (1 — x)776 

rie tg 0*д —=Ал, —1<0°<0 и А — произвольная посто- 
янная. 

$ 11. Уравнения с вырождающимся символом 

11.1. Неограниченная регуляризация. Одномерные син- 
гулярные уравнения с символом, вырождающимся в конечном 
числе точек, в настоящее время довольно хорошо изучены. 
Первые результаты в этом направлении были получены 
Д. И. Шерманом [44], [45]. С точки зрения задачи Римана 
этим же вопросом занимались Л. А. Чикин ([43], см. также [4]) 
и Б. В. Хведелидзе [41]. В работе 3. Пресдорфа [28] пред- 
шествующие результаты были существенно улучшены, изло- 
жены с более отчетливой операторной точки зрения и рас- 
пространены на системы сингулярных уравнений с вырождаю- 
щейся символической матрицей. В этой работе выяснено, что 
такого рода сингулярные системы допускают регуляризацию 
с помощью неограниченного регуляризатора; свойства опера- 
торов, допускающих неограниченную регуляризацию, иссле- 
дованы в статье [28]. А. Е. Косулин [15] исследовал урав- 
нения с вырождающимся символом в пространствах обобщен- 
ных функций; этому будет посвящен следующий параграф. 
В настоящем параграфе в основном будут изложены резуль- 
таты работ [28] и [29]. 

Прежде всего, отметим некоторые общие факты, касаю- 
щиеся операторов (или уравнений), допускающих неограни- 
ченную регуляризацию. 

Говорят, что оператор А допускает неограниченную ре- 
гуляризацию, если существует неограниченный оператор В, 
область определения которого включает в себя область зна- 
чений оператора A (т. е. О (В) > Ю(А)), и такой, что 

ВАи —=и-| Ти, u€ D(A), (6.119) 

где Г — вполне непрерывный оператор.
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Справедливы следующие утверждения. 
1. Для того чтобы замкнутый оператор допускал 

регуляризацию, ограниченную или неограниченную, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы этот оператор имел ко- 
нечное число нулей. 

2. Если замкнутый оператор допускает неограничен- 

ную регуляризацию, то он не является нормально раз- 
решимым. 

3. Если замкнутый оператор допускает ограниченную 
регуляризацию, то он не допускает неограниченной регу- 
ляризации, и наоборот. 

11.2. Общее сингулярное уравнение. Рассмотрим теперь 
сингулярное интегральное уравнение 

Au=a(hu(+o@Sa+ | КЕ и (46 =(. (6.120) 
Г 

Как и выше, здесь 

и (5) Su = | ac: C—t С; 

Г 

будем считать, что Г — достаточно гладкий контур, разби- 

вающий комплексную плоскость на две области: внутрен- 

нюю D* и внешнюю О”. Примем, что функции а (6), 6 (6) 
и K(t, 5) удовлетворяют условию Липшица с положительным 
показателем на всем контуре Г. Пусть, далее, ЛЕД, (Г), 

|1 <“ p< со; решение и будем искать в том же пространстве. 
Обозначим 

60 =а0—6@, ostHh=ah+o 

и будем ниже рассматривать следующие два случая. 
I. Функция O(¢) имеет на Г один корень (=a целой 

кратности т; функция о (6) всюду на Г отлична от нуля. 
I]. Функция 6 (№) всюду на Г отлична от нуля; функция с (2) 

имеет на Г один корень В целой кратности т. Потребуем 
еще, чтобы в некоторой окрестности корня { =@ (соответ- 
ственно # ==В) функции a(t), b(t) и К(® 9) имели т произ- 
водных по ¢, причем т-е производные от этих функций 
должны удовлетворять условию МЛипшица с показателем 

АРЬЕ. 
> р 
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Доказывается, что в случае [ существует неограниченный 
регуляризатор 

В — BY BY BS BY, (6.121) 
где 

Ви =a Фи (6—6 (6 Sa, 
t _ a)? 

BS) и = XG) и (©, 

he (6.122) 
BY u = u(t) — Yu (4) (— ay’, 

k=! 

( и (Е) 
Вто. 

В случае П также существует неограниченный регуляри- 

затор B”, получаемый из В“ заменой @ на В и перестанов- 
кой функции 0 (2) и o (2): 

В®) — BBY BSB, (6.123) 
где 

2) р) @ _ (t — В)” | BD = BY, ту! 

к 1 BY) u = a(t) — У ти (9) (—В)*. [ (6.124) 
R=1 

© a(t) 
=”, | 

Раз существует неограниченный регуляризатор, то как 
в случае I, так и в случае П однородное уравнение, полу- 
чаемое из (6.120) при / (Р) ==0, имеет только конечное число 
линейно независимых решений; это же утверждение верно и 
для сопряженного уравнения. Далее, для неоднородного урав- 
нения (6.120) условие ортогональности f(t) к решениям 
однородного сопряженного уравнения перестает быть доста- 
точным условием разрешимости (но оно остается необхо- 
ДИМЫМ). 

11.3. Системы сингулярных уравнений. Пусть в урав- 
нении (6.120) a(t), O(t) и K(t, Э- квадратные матрицы
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порядка n. Обозначим на этот раз 

с) =а(-50, dOH=al)—b), | 5198 
(1) = det c(é), 6 (Е) = detd (f). (5.125) 

По-прежнему будем рассматривать два случая, которые в обо- 
значениях (6.125) формулируются буквально так же, как и 
для одного уравнения. Примем также, что матрицы а (Ё), 6(0) 
и К(Ё 5) удовлетворяют условиям гладкости, сформулиро- 
ванным выше для аналогичных коэффициентов. Тогда, как 
в случае I, так и в случае П существуют неограниченные 

регуляризаторы В и B®: они по-прежнему определяются 
формулами (6.121) и (6.123), где на этот раз 

BS u = a (t)d (t) и(0—65(04(0 (Sa) (0, 

Ви = (Е x u(t), 

(6.126) 
BS) u == u (t) — У + и(®) (qa) (Е — a)’, 

Ви =a uO. 

Знаком ~ обозначена союзная матрица, т. е. матрица, 
составленная из алгебраических дополнений элементов данной 
матрицы и затем транспонированная. Далее, 

ВРи=а (си (0—6 (Sad, | 
BY и= (Е = u(t), BP u =u (Е) — Pu, 

d~' (t) 
g—pym “ O- | 

| (6.127) 

BY “= 

Оператор Р в выражении для BS определяется следующим 
образом: обозначим через ‘у, коэффициенты, определяемые 
соотношениями 

ave Я 
у, (Vv) 

Vv TR =U (a), v= 1, 2, @ees т. 

| t fea 
R= 
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Тогда т 

(Pu) (ty = YW. 

Качественные выводы, сформулированные выше для одного 
уравнения и вытекающие из существования неограниченного 
регуляризатора, остаются в силе и для систем. 

Воздействуя на обе части уравнения (6.120) неограничен- 

ным регуляризатором ВО (соответственно B”), мы CBOHM 
это уравнение к некоторому уравнению типа Фредгольма. 
В работах [28] и [45] исследован вопрос об эквивалентности 
обоих уравнений. 

$ 12. Сингулярные уравнения в обобщенных 
функциях *) 

В работах А. Е. Косулина [15], В. С. Рогожина [32], [33] 
и некоторых других исследованы одномерные сингулярные 
уравнения в пространствах обобщенных функций [6]. Следует 
отметить, что впервые в пространствах обобщенных функций 
стали рассматривать не одномерные, а многомерные сингу- 
лярные уравнения; по-видимому, первая из работ такого сорта 
принадлежит Ж. Хорвату [50]. В настоящем параграфе мы 
приведем результаты статьи [15] как более полные. 

12.1. Уравнение с невырождающимся символом. Мы 
будем рассматривать сингулярное уравнение вида 

a(thu(t) +60) (5и) @ =Л(® (6.128) 
в предположении, что Г — замкнутый бесконечно дифферен- 
цируемый контур, делящий плоскость на две области, вну- 

треннюю D* и внешнюю ДО”. В качестве основного про- 
странства возьмем счетно-нормированное пространство Ф 
функций, бесконечно дифференцируемых на Г; система норм 
в Ф вводится так: если иЕФ, то 

и = шах ео, р... ja Of} 

(Е =0, 1,2, ...). (6.129) 

Ниже будем считать, что а, DED. 

*) Необходимые сведения по теории обобщенных функций 
можно найти в [7], [8], [42], [46], [53], [54].
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Рассмотрим сперва случай, когда f€W и символ уравне- 
ния не вырождается. Тогда уравнение (6.128) естественно 
рассматривать в пространстве основных функций. В этом 
пространстве оказывается верной теорема Нетера ($ 6). Более 
того, однородное уравнение 

a(t) u(t) +5 (6 (Su) (В =0 (6.130) 

имеет в Ф т линейно независимых решений, если m > 0, и 

только тривиальное решение, если т < 0. Здесь т — индекс 
уравнения (6.128), определяемый формулой (6.54). Решения 
уравнений (6.128) и (6.130), принадлежащие пространству Ф, 
будем ниже газывать классическими. 

Обозначим через Ф”’ пространство обобщенных функций, 
т. е. пространство линейных функционалов в Ф, непрерыв- 
ных в топологии (6.129). Допустим теперь, что f € OM’. Тогда 
искомое и(Ё) также принадлежит пространству Ф’. То об- 
стоятельство, что обобщенная функция u(t) удовлетворяет 
уравнению (6.128), означает следующее: какова бы ни была 
функция PED, справедливо тождество 

| о: 9) 0. ф). (6.131) 
Г 

Здесь круглыми скобками обозначено значение данного функ- 
ционала на данной функции; так (У, @) есть значение функ- 
ционала / на функции @. 

Сохраним пока предположение, что символ уравнения 
не вырождается. Тогда справедливы следующие утвер- 
ждения: 

1. Уравнение (6.130), а также сопряженное с ним 
однородное уравнение, имеет в пространстве Ф’ только 
классические решения. 

2. Для того чтобы уравнение (6.128) было разрешимо 
в пространстве Ф’, необходимо и достаточно, чтобы 
свободный член f(t) был ортогонален ко всем решениям 
однородного уравнения, сопряженного с уравнением (6.130). 

12.2. Уравнение с вырождающимся символом. Пусть 
теперь символ уравнения вырождается, причем имеет место 
либо случай I, либо случай П предшествующего параграфа. 
Уравнение (6.130), так же как и сопряженное с ним одно- 
родное уравнение, может иметь как классические решения,
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так и решения — обобщенные функции, являющиеся функ- 
ционалами из Ф’. Число тех и других решений конечно. 

Пусть уравнение Фредгольма, полученное воздействием 
неограниченного регуляризатора В на уравнение (6.130), 
имеет вид 

a(t) + | P(t, 9 и(046=0. (6.132) 
Г 

Рассмотрим уравнение 

(0 -- [PE д5©&=0, (6.133) 
Г 

сопряженное с уравнением (6.132). Это уравнение имеет не- 

которое количество р > 0 решений ч; (#), не принадлежащих 

области определения оператора B*, сопряженного с регуля- 
ризатором В. Обозначим еще через 9, (2), f= 1, 2, ..., 5, 

классические решения однородного уравнения, сопряженного 
с (6.130). 

Справедливы следующие утверждения: 
1. Пусть /ЕФ. Для того чтобы уравнение (6.128) было 

разрешимо в ©, необходимо и достаточно выполнения сле- 
дующих условий: 

(Гр 9) =0,  ]/=1,0,..., 5; | 

(В/. vj) =0,  ]=1,29,..., р. 

2. Пусть ГЕФ’. Для того чтобы уравнение (6.128) было 
разрешимо в Ф’, необходимо и достаточно, чтобы 

(f,v)=0,  ]=1,0,..., 5. (6.135) 

(6.134)



ГЛАВА УП 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ *) 

$ 1. Интегральные уравнения теории потенциала 

1.1. Интегральные уравнения задач Дирихле и Ней- 
мана и их исследование в случае односвязной границы. 
Этот пункт посвящен интегральным уравнениям наиболее рас- 
пространенных залач теории потенциала — задачам Дирихле 
и Неймана — для тех случаев, когда конечная или беско- 
нечная область, в которой решается задача, лежит в трех- 
мерном евклидовом пространстве и ограничена односвязной 
замкнутой поверхностью 5, удовлетворяющей так назы- 

ваемым условиям Ляпунова. Эти условия состоят в сле- 
дующем: 

1) В каждой точке поверхности существуют определенная 
касательная плоскость и нормаль; 

2) Если 9 — угол между нормалями в точках поверх- 
ности М; и М, и г— расстояние между этими точками. TO 
найдутся такие два числа А>О0иа (0<а< 1), что вы- 
полняется неравенство 

[90| < Ar; 

3) Существует число 4, одно и то же для всех точек 
поверхности, обладающее свойством: параллели к нормали 
в Любой точке ЛМ поверхности пересекаются с частью 

*) Приложения интегральных уравнений к задачам математи- 
ческой физики, гидродинамики и теории упругости излагаются 
с разной степенью полноты и подробности в книгах [2]—[14]. При 
fac. настоящей главы больше других использованы книги [4], 
[6] и [7].



214 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧ ФИЗИКИ [ГЛ УП 

поверхности, находящейся внутри сферы радиуса 4 с центром 
в точке M, только один раз. 

Конечную область, находяшуюся внутри S, мы будем обо- 
значать через @,, ее дополнение — через Q,. Напомним, что 
задача Дирихле *) состоит в отыскании гармонической 
функции, принимающей на границе 5 заданные значения 

и $ =f (M). (7.1) 

Если задача решается в области Q,, то говорят о внутрен- 
ней задаче Дирихле, если в Q,, то о внешней. 

Если на границе S задана нормальная производная функции 

S| =e (7.2) 
и гармоническая функция и ищется в области ©, то эта 
залача называется внутренчей задачей Неймана. Задача 
об отыскании гармонической функции в Q,, удовлетворяющей 

условию (7.2), носит название внешней задачи Неймана. 
Напомним также, что функция и (М) называется гармони- 

ческой в бесконечной области ®,, если она гармоническая 
в любой конечной области, содержащейся в Q,, ии (М) > 0, 
когда точка М удаляется на бесконечность. 

Обозначим через У (М) потенциал простого слоя 

ум = | £4 as, (7.3) 
К 

где г — расстояние между точками Ми M,, dS, — элемент 
площади поверхности 5 и 0(/,) — непрерывная плотность, 
распределенная по поверхности 5. Мы всегда будем считать, 

что вектор г= ММ, направлен от точки М к точке М.. 
Через Я (М) обозначим потенциал двойного слоя 

at 
W (М) = | o(M,) 5-95: (7.4) 

$ 

где п, — внешняя нормаль к поверхности © в точке М, и 
с (М) — непрерывная плотность потенциала, распределенная 
по поверхности 9. 

*) См. [1], гл. Ш, § 4.
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Потенциалы (7.3) и (7.4) являются непрерывными гармо- 
ническими функциями как в Q,, так ив Q,. При этом потен- 
циал простого слоя (7.3) непрерывен при переходе через 
поверхность, а потенциал двойного слоя при переходе точки М 
через поверхность $ терпит разрыв. Предельные значения W (М) 
на поверхности S, полученные изнутри и снаружи области Q, 
обозначим соответственно через W, и W,. Тогда имеют место 
равенства: 

м, (М)=— 2x0 (M) — | o(M,) wos (Fa) dS,, (7.5) 
5 

W, (М) =2ло (М) — | с (М,) <2 v п) 4$, (7.6) 
К 

где М — произвольная точка поверхности $. 
В формулах (7.5) и (7.6) слагаемое 

У (М) = — | o(M,) — с п) gs, (7.7) 
$ 

называется прямым значением потенциала № (М); оно по- 

лучается непосредственной подстановкой в формулу (7.4) коор- 
динат точки М, лежащей на 5. 

ду; ОИ, 
дп * дп 

простого слоя, вычисленные предельным переходом на гра- 
ницу S соответственно изнутри и извне области ©. Эти 
зпачения определяются равенствами 

Пусть — нормальные производные потенциала 

Mt = on9(M) + [ 0(M,) a8 MF п) dS, (7.8) 
$ 

on 

are = — 29 (A) + [емо cose dS; (7.9) 
$ 

Выражение 

ду cos (Р, В = | (Мо sim) aS, (7.10) 
5 

называется прямым значением нормальной производной 
потенциала простого слоя.
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С помошью равенств (7.5) — (7.9) решение задач Дирихле 
и Неймана сводится к решению интегральных уравнений 
Фредгольма второго рода. 

Решение задачи Дирихле ищется в виде потенциала двой- 
ного слоя М (М). Граничное условие в случае внутренней 
задачи примет вид 

У, (М) = (М), 

где / (М) — заданная непрерывная функция точки границы ЛМ. 
Используя равенство (7.5), получим следующее интегральное 
уравнение для плотности o(M): 

| cos (г, п 1 0(M)-+ ох | 0 (M,) SE") 45, 2 f(M). (7.11) 
5 

Решив это уравнение, мы, очевидно, найдем потенциал W (М) 
по формуле (7.4). 

В случае внешней залачи граничное условие приводит 
к уравнению 

o(M) — at | (М) <8 Av dS, = f (M). (7.12) 
$ 

Рассмотрим также более общее уравнение 

o(m)— + | «(M,) — ie п) gS = + af (M), (7.13) 
К 

где А — численный параметр. 
Рассмотрим теперь задачу Неймана. Решение этой задачи 

ищется в виде потенциала простого слоя (7.3). При этом 
в случае внутренней задачи должно выполняться условие 

дУ; __ 

дп = 8, 

где g — заданная непрерывная функция. В случае внешней 
задачи граничное условие примет вид 

ду. _ 
дп = 85. 
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Используя равенства (7.8) и (7.9), устанавливаем, что плот- 
ность потенциала p(M) должна удовлетворять интеграль- 
ному уравнению 

| , 1 o(M) +e | ом 86" 45 &(М) (7.14) 
Ss 

в случае внутренней задачи и уравнению 

(М) — 5= [ ecm) 8) = (М) (7.15) 
5 

в случае внешней задачи (п — нормаль к © в точке Ми 
г — расстояние между М и М)). 

Рассмотрим также более общее уравнение с параметром A 

o(M) +A | (мо EO" as, = + (М). (7.16) 
5 

Доказывается, что если М и М, принадлежат 5, то ядра 
уравнений (7.13) и (7.16) удовлетворяют неравенствам 

cos (г, п) 
re 

С 

peo 

С 
>=, pee 

cos (г, п;) 
re 

где а > 0 — постоянная в условиях Ляпунова. Последние не- 
равенства показывают, что ядра уравнений (7.13) и (7.16) 
имеют слабую особенность и, следовательно, к этим урав- 
нениям применима теория Фредгольма *). 

Уравнение (7.16) является сопряженным по отношению 
к уравнению (7.13). Таким образом, внешняя задача Неймана 
и внутренняя задача Дирихле описываются при помощи со- 
пряженных интегральных уравнений. Аналогичное утвержде- 
ние справедливо и для внутренней задачи Неймана и внешней 
задачи Дирихле. 

Доказывается, что А = — |1 не является характеристиче- 
ским числом уравнений (7.13) и (7.16), т. е. однородные 
уравнения 

o(M) + 5— | o(M,) — С "О 4$, =0 — (7.11. 
$ 

*) См. гл. П, $ 6.
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(м — tf (му cM 5, =0 (7.15) 
$ 

имеют только тривиальные (нулевые) решения. 
Таким образом. интегральные уравнения внутренней 

задачи Дирихле и внешней задачи Неймана разрешимы 
при любых непрерывных граничных функциях f(M) и 

8 (М). 
В случае A==1 (внутренняя задача Неймана и внешняя 

задача Дирихле) однородные уравнения 

(М — Е | (му soo п) 4$, =0, — (7.12) 
$ 

1 [ o(M) + 5 | (Мо oO 151 =0 (7.14) 
$ 

будут иметь нетривиальные решения, т. е, значение 
A==1 будет характеристическим числом для уравнений 
(7.13) и (7.16). Единственным нетривиальным решением 
однородного уравнения (7.12) является постоянная. Co- 
гласно теории Фредгольма для разрешимости сопряженного 
неоднородного уравнения (7.14) необходимо и достаточно, 
чтобы 

{ gm) dS, = 0. (7.17) 
5 

Таким образом, для разрешимости внутренней задачи Ней- 
мана необходимо и достаточно, чтобы граничная функция g (М) 
удовлетворяла условию (7.17). 

Вопрос о разрешимости внешней задачи Дирихле будет 
изложен в п, 1.3 настоящего параграфа. 

1.2. Задача Робена. Рассмотрим подробнее уравнение 

(М) >— | o(M,) sos п) 4$, =0. (7.14,) 
Ss 

Kak было указано выше, это уравнение имеет нетривиальные 
решения.
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Залача об отыскании этих решений носит название задачи 
Робена. Так же как и в предыдушем пункте, мы предпола- 
гаем, что область {2 ограничена одной замкнутой поверх- 
ностью, удовлетворяющей условию Ляпунова. 

Уравнение (7.14,) имеет только одно нетривиальное реше- 
ние р, (М), все остальные получаются из него умножением 
на произвольную постоянную. 

Функцию 0 (1) можно строить методом последовательных 
приближений. 

Пусть f (М) — произвольная непрерывная функция, задан- 
ная на 5. Положим 0® (М) =) (М) и определим р (М) 

по формуле 

0) оз | eo?) (M,) COS © п) dS. 

Аналогично 

a (M) = — к | ofp-9(M,) EE" as, (w= 1, 2...) 
S 

Последовательность {of (M)} сходится равномерно к непре- 

рывной функции ру (М), удовлетворяющей уравнению (7.14,). 
При этом справедливо равенство 

[ (М) dS = | f (Mas. 
$ 

1.3. Внешняя задача Дирихле. Вернемся теперь к ин- 
тегральному уравнению внешней задачи Дирихле 

(м — 1 | (м 28 т, dS, =~ /(М), (7.12) 
$ 

являющемуся частным случаем уравнения 

A , o(M)—A- | (мо 45, = УСМ) (7.18) 
$ 

при А = 1. 
Так как однородное уравнение, соответствующее (7.12), 

имеет нетривиальное решение с (М) == С, то для разрешимости 
уравнения (7.12) необходимо и достаточно, чтобы правая 
часть этого уравнения была ортогональна собственным функ- 
WHAM уравнения (7.14,).
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В п. 1.2 изложен способ нахождения собственных фуик- 
ций уравнения (7.14,). Пусть 0, (М) — такая функция. Тогда 
для разрешимости уравнения (7.12) необходимо и достаточю, 
чтобы выполнялось равенство 

{ fo 9, (М) dS = 0. (7.18) 
$ 

Нетрудно выяснить причину того, что уравнение (7.12) пе 
всегда разрешимо. Решение внешней задачи Дирихле в виде 
потенциала двойного слоя (7.4) убывает на бесконечности 

как 1/R?, где Ю — расстояние от начала координат до точки М. 
Однако известно, что произвольная гармоническая функция 
убывает на бесконечности всего лишь как 1/R. 

Можно получить интегральное уравнение, разрешимое 
при любой граничной функции f(M). Для этого ищем реше- 
ние в следующем виде: 

wo" (M)=W (M)-+4 | o(M)dS,, (7.19) 
$ 

где А — расстояние от начала координат, расположенного 
внутри $5, до точки М. 

Граничное условие 

ww? = f (M) 
будет удовлетворено, если плотность O(M) будет решением 
уравнения 

| 0M) — gz | o(My EM 4 Ne [ о(мра$, = 5-7. 
5 5 

Это уравнение оказывается разрешимым при любой непре- 
рывной f (M). 

Таким образом, решение внешней задачи Дирихле в pac- 
смотренном случае можно всегда найти в виде (7.19). 

1.4. Случай несвязной границы. Пусть граница области Q 
состоит из нескольких замкнутых поверхностей, удовлетво- 
ряющих условиям Ляпунова (см. п. 1.1). 

Рассмотрим сначала случай конечной области, ограничен- 

ной извне поверхностью S,, а изнутри поверхностями Sj, 
Sy, 200, S;-
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Для рассматриваемого типа областей виешиие задачи 
Дирихле и Неймана сводятся к / внутренним задачам для 
областей, ограниченных поверхностями S), $.,..., 5, и 
одной внешией задаче для бесконечной области, ограничен- 

ной поверхностью S,. Полную границу области @ по-преж- 
нему обозначим через 5. Решение внутренней задачи Неймана 
ищется в виде потенциала простого слоя (7.3). Поскольку 
формулы (7.8) и (7.9) не зависят от того, является $ одно- 
связной или многосвязной, то и интегральное уравнение для 
плотности 

1 , 1 
М-Н | pm, cos 2 dS;=5-8(M) (7.14) 

$ 

должно удовлетворяться и для случая многосвязной области. 
Для разрешимости этого уравнения необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие 

| ¢(M ds =0. 
$ 

Это условие не отличается от условия (7.17). Для случая 
многосвязной области отметим, что в последнем равенстве 
интегрировать надо по всей совокупности поверхпостей Sp, 
ре, Op 
Обратимся теперь к внутренней задаче Дирихле. Если 

искать решение в виде потенциала двойного слоя (7.4), то 
получится интегральное уравнение 

o(M)-+ oe | (м9 = УСМ), (7.11) 
К 

рассмотренное для случая односвязной области. 
Это уравнение разрешимо не для всякой непрерывной 

функции f(M). Поскольку сопряженное однородное урав- 
нение 

1 
p(M) — a> | (М) = Е Г 45, = 0 (7.151) 

$ 

нмест нетривиальные решения, то для разрешимости уравне- 
ния (7.11) необходимо и достаточно, чтобы правая часть (7.11) 
была ортогональна собственным функциям уравнения (7.14).
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Обозначим через р, (М) (Е =1, ..., Г) какое-нибудь не- 
нулевое решение уравнения 

1 , р (М) — 5 | omy и) 150 (k=1,..., 0) 
Sp 

Короче говоря, через 0, (М) (Е =1,..., 2) обозначено ре- 
шение задачи Робена для контура S,. 

Для разрешимости уравнения (7.11) и, следовательно, 
для того чтобы решение задачи Дирихле для рассматривае- 
мой области можно было представить в виде потенциала 
двойного слоя (7.4), необходимо и достаточно, чтобы выпол- 
нялись условия 

[ FM p_(M) aS =0 (В=1,..., 2. (7.20) 

Sp 

Если контур $, области © отсутствует, т. е. область Q бес- 
конечна, то для разрешимости уравнения (7.11) также необ- 
ходимо и достаточно выполнение условий (7.20). 

1.5. Смешанная задача теории потенциала. Пусть 
ищется гармоническая внутри области ® функция и(М), уло- 
влетворяющая на границе 5 краевому условию 

9-Е Р(Ми| = 7 (М), (7.21) 
где p(M) и f(M)— заданные непрерывные функции точки 
границы 5. Эта задача называется смешанной задачей тео- 
рии потенциала. 

Пусть 

p(M)> 0 (7.22) 

и S— замкнутая поверхность, удовлетворяющая условиям 
Ляпунова (см. п. 1.1). 

Решение задачи ищется в виде потенциала простого слоя 
(7.3). С помощью равенства (7.8) и условия (7.21) для плот- 
ности 9(M) получается интегральное уравнение 

o(M) +a | pcm) [SSO м4, =a sm) 
° (7.23) 
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которое оказывается разрешимым при любой правой части 

если выполнено неравенство (7.22). Здесь, как и ранее, счи- 
тается, что вектор Г направлен от точки М, к точке М. 
Если p(M) не удовлетворяет неравенству (7.22), то уравие- 
ние (7.23), вообще говоря, неразрешимо. 

1.6. Распределение характеристических чисел инте- 
гральных уравнений теории потенциала. Рассмотрим те- 
перь уравнения 

(М) — 2 | o(M,) cos Me п) dS, =0, (7.24) 
Ss 

A | ; p(M) + 5 | o(M) т 4$ =0, = (7.25) 
К 

являющиеся однородными уравнениями, соответствующими 
уравнениям (7.13) и (7.16). 

Доказывается, что характеристические числа этих урав- 
нений вещественны и расположены на лучах A> lau Ac —! 
для областей, ограниченных односвязными поверхностями 
типа Ляпунова. В случае многосвязной области А=—1 
также можег быть характеристическим значением. 

Для области, ограниченной односвязной поверхностью, 

в случае уравнения (7.24) характеристическому значению 
A ==1 соответствует собственная функция, равная постоянной. 
В случае уравнения (7.25) собственные функции, соответ- 
ствующие значению А =1, будут решениями задачи Робена. 

1.7. Распространение на пространства многих изме- 
рений. Понятия и методы теории потенциала, изложенные 
в пп. 1.1 —1.6, обобщаются на случай многих простран- 
ственных переменных т > 3. Гармонической в бесконечной 
области т-мерного пространства в этом случае называется 
функция и (М), удовлетворяющая уравнению Лапласа и убы- 

вающая на бесконечности как 1/R"~? (R — расстояние от М 
до начала координат). Пусть $ — поверхность, удовлетво- 
ряющая условиям Ляпунова, М — любая точка пространства, 
М, — точка поверхности S, г — расстояние между точками М 
И М.. 

Интегралы 

Ир) = [ om 
$
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. д—т- 

W(P)= | o(My—— 
$ 

где и, — направление внешней нормали в точке М, назы- 
ваются соответственно потенциалами простого и двойного 
слоя; их плотности O(M,) и o(M,) считаются непрерывными. 

Если решение задачи Дирихле искать в виде потенциала 
двойного слоя. то получаются интегральные уравнения 

(М) + Г | o (М) cos (г, 1) dS, = + Г (m/2) У (М), 

x” pin-l дп? 

5 

где MES и Г— эйлеров интеграл второго рода. Верхний 
знак соответствует внутренней задаче, нижний — внешней. 

Решение задачи Неймана ищется в виде потенциала про- 
стого слоя. Тогда интегральное уравнение для плотности 
будет иметь вид 

pM) AERP | оо ау TRIP СИ) 

где и — направление внешней нормали в точке M; внутренней 
задаче соответствует верхний знак, внешней — нижний знак. 

Исследование полученных уравнений показывает, что 
в рассматриваемом случае внутренняя задача Дирихле и 
внешняя задача Неймана всегда разрешимы. Для разреши- 
мости внутренней задачи Неймана необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие 

| p(M,) dS, = 0. 

5 

Решение внешней задачи Дирихле можно искать в виде 

т 
Oar 

им = | omy — ae dS 1b ри dy | o(M) aS, 

$ 5 

где А — расстояние от точки М до некоторой фиксирован-
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ной точки Му расположенной внутри $. Это представление 
приводит к интегральному уравнению 

o(M) — “an | о ом [ eA) — 
anna |S; — 

_ Г (т!2). 
— ings ЛС), 

которое разрешимо при любой непрерывной f (M). 
В случае двух пространственных переменных основные 

задачи теории потенциала будут разобраны в следующем па- 
раграфе. 

$ 2. Применение теории функций комплексного 
переменного к плоским задачам теории потенциала 

2.1. Задача Дирихле для односвязной плоской об- 
ласти. Пусть О — плоская односвязная конечная область, 
ограниченная гладким контуром [ с непрерывной кривизной. 
Гармоническую функцию, принимающую на Ё заданные зна- 
чения и (Г), где {— комплексная координата точки EL un u(t)— 
непрерывная функция, обозначим через U (x, у). Эта функция 
является вещественной частью некоторой аналитической функ- 
ции Фф(2). Функцию ф(2) будем искать в виде интеграла типа 
Коши 

1 и (5) 
оо | a ag (7.26) 

L 

с вещественной плотностью вц (С), где С — точка контура L 
и 2 — любая точка внутри О. 

Устремляя 2 к некоторой точке Ё контура L, получим, 
согласно свойствам интегралов типа Коши, следующее ра- 
венство: 

1 1 Фета | Lat, 
L 

Учитывая, что Кеф(Р = u(t), найдем, что искомая плот- 
ность и (р) удовлетворяет интегральному уравнению 

ро = г) =2и
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Поскольку 
Im m (=e) = — £8.) do, 

где г — расстояние от точки С до точки ¢ (направление г 
выбирается от Ск 1), 46 — элемент длины контура L и v— 
внешняя нормаль к L, то для плотности w(t) получаем сле- 
дующее интегральное уравнение: 

о [о о, (027 
L 

ядро которого cos W r) непрерывно. Доказывается, что это 

уравнение разрешимо при любой правой части. Решив это 
уравнение, мы по формуле (7.26) найдем аналитическую 
функцию ф(2), вещественная часть которой является гармо- 
нической функцией, принимающей на контуре L заданные 
значения и (Г). 

Рассмотрим теперь бесконечную область О’, лежащую 
вне 0). В этом случае функцию ф(2) можно искать в таком 
виде 

от [eS wget oa „0% (7.28) 

где w(C) по-прежнему предполагается вещественной. Тогда 
для плотности п (С) получим уравнение 

cos С О к | © Yao—+ | 046 = —2и (0) 
L 

Это уравнение имеет единственное решение при любой пра- 
вой части. Подставив и (0) в формулу (7.28) и отделив Be- 
шественную часть функции P(Z), мы получим решение внеш- 
ней задачи Дирихле для заданной непрерывной граничной 

функции и (Г). С помошью решения задачи Дирихле может 
быть найдена функция ® = © (2), реализующая конформное 
отображение односвязной области D на круг | w| < 1. 

Пусть 2==а— точка области D, которая переходит 

в центр круга ® =0, и пусть 4р (2) = 2). Обозначив
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ф (2) = 1 (2), мы получим, что на контуре Re {@(t)} = 
= —In|t—a|. Найдя ф(Ё), мы легко найдем w(z). Итак, 
для отыскания функции @(Z) достаточно решить задачу Ди- 
рихле с граничной функцией и (Г) = — ш!Ё— а|. 

Пример 2.1. Рассмотрим эллипс х = асо$ 0; y= 0sin9. По- 
требуем, чтобы при конформном отображении центр эллипса пере- 
шел в центр круга. Для функции ф (2) получаем условие на контуре: 

Re {@ (1)} = —Ш|2 |. 
Полагая 

Гы 
$ (2) = д; | t—2 as, 

L 

придем к интегральному уравнению 

2х 

b ат a? —__ b2 c2 

HOt gE | HO о _ са DET 2 Ш а т. 
0 — &- COS —- 

Решение этого уравнения можно получить в виде ряда 

и 2? op WV & в (5) n 5 У 

Отсюла находим, что 

1)*-! cok 

р а ne an pe cos 2k0. 

co 

Я (-nk-! c2k 
> <) Pop (2) 

k (а+6)® + (а-5)2Ё 

(= 2 е k=l , 
a-+ b 

Fop (2) = (г НУ 22 — с?) + (г — Viz? — сз). 

2.2. Задача Дирихле для многосвязных областей. 
Пусть Р — конечная (п 1)-связная область, контур KOTO- 
рой [ состоит из замкнутых кривых Ly, L,, [..., Lys 
причем контур L, ограничивает область D извне. Пусть 
2, ..., 2, — Некоторые фиксированные точки, расположен- 
ные соответственно внутри областей, ограниченных кривыми 
L, Ly, ..., L,. Ищется гармоническая внутри D функция 
U(x, у), принимающая на контуре значения заданной непре- 
рывной функции и (Г). Пусть Фф(2) — искомая аналитическая 
впутри D функция, вещественная часть которой равна U (x, у), 

где
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Функция ф(2) может быть представлена в виде 

п 

Ф(2) = 2 Ag In(z — 24) + 9" (2), (7.29) 

где @*(zZ)— однозначная функция, регулярная в О. Доста- 
точно найти ф" (2) и коэффициенты A, (& =1,..., П). 

На контуре функция ф” удовлетворяет условию 
п 

Ке (gO) =4O— Х A, In| t — z, |. 

Функцию @"(z) ищем в виде интеграла типа Коши 

= | во at (7.30) 
L 

C—2 

с вещественной плотностью п (С). Плотность w(S) должна 

удовлетворять интегральному уравнению 

о-в © SL 6—2 Уши 2 
L kml 

(7.31) 

которое оказывается разрешимым He при всех правых частях. 
cos (м, У) 

Так как FT характеристическое число ядра ; 

ранга и, то числа А, должны быть определены из усло- 
вия ортогональности правой части собственным функциям 
сопряженного интегрального уравнения. Можно указать ме- 
тод, при котором нет необходимости находить собственные 
функции сопряженного уравнения. Для этого уравнение (7.31) 
заменяется уравнением 

В®—— | (<= CY) Нас, 5) © do = 
L 

п 

= 2u(t)—2 У Аьш| 1—2. |, (7.32) 
k=l 

где a(t, © — функция, равная единице, если точки ¢ u & 
принадлежат одной и той же внутренней кривой L, 

(Е —=1,..., п), и нулю в остальных случаях, Уравнение (7.32)
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разрешимо единственным образом. Решив это уравнение, 
подчиним A, требованию, чтобы 

[294 =0 (Е=1,..., 2). (7.33) 

Lp 

Система (7.33) представляет собой систему п неоднородных 
линейных уравнений относительно коэффициентов A,. Она 
оказывается всегда разрешимой. Выбрав, таким образом, Ap, 
получим, что уравнения (7.32) и (7.31) совпадут, после чего 
по формулам (7.30) и (7.29) находится решение задачи. 

Если область О бесконечна, т. е. D является внешностью 2 
контуров L,, [5,..., L,, то формула (7.29) сохраняет силу 
и коэффициенты A,,..., Ag удовлетворяют дополнительному 
условию 

A,+ ... А, = 0. (7.34) 

Функция Q(z) ищется в данном случае в виде 

ro=s [ 1 d+ ae | uae (7.35) 
L 

Это приводит к уравнению 

10 +4 [воют [ов 
L L 

= — 2, 0-2 У Аьш[Ё— 2, (1.36) 
Е =1 

которое имеет п — 1 собственных функций. 
Коэффициенты А, находятся из условия (7.34) и условия 

ортогональности правой части и (п — 1)-Й линейно независи- 

мой собственной функции сопряженного однородного уравне- 

ния. Для того чтобы избежать нахождения собственных функ- 
ций, заменим уравнение (7.36) уравнением 

от [во (< +06, 9) 46-1 | во = 
L L 

п 

= — 24-2 У Аьш|Ё— 2, (7.37) 
k=l
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где b(t, С) — функция, равная единице, когда Ёи & принад- 
лежат одной и той же кривой L, (А =1,...,  — 1), и нулю 
во всех остальных случаях. 

Уравнение (7.37) оказывается разрешимым при любой пра- 
вой части. Решая это уравнение и найдя A, (Е =1,..., п) 
из условий 

[ ©46=0 (R=1,..., п — 1) 

Lp 

и условия (7.34), мы получим после подстановки в (7.35) 
функцию $ф’ (2). Тогда, отделяя вещественную часть функ- 
ции Ф(2) (формула (7.29)), находим искомое решение. 

2.3. Задача Неймана. Задача Неймана состоит в том, 
чтобы найти гармоническую в области D функцию U(x, у), 
если на контуре Ё известны значения ее нормальной произ- 
водной Р (5) *). 

Для разрешимости задачи Неймана необходимо и доста- 
точно, чтобы выполнялось условие 

5) 46 =0. J F@do 0 

Пусть V (x, у)—гармоническая функция, сопряженная с U (x, У), 
и пусть ф(2) =(И-ИУ. Тогда для @(Z) справедливо равен- 
ство (7.29), где ф" (2) — однозначная, регулярная в D функ- 
ЦИЯ И 

1 

Lp 

Пусть g'(z)==U*+ iV*. Тогда на контуре L 

ou* 

9% =Fo—\ A, = Fo. 
k=] 

*) Мы предполагаем здесь и ниже, что контур Ё удовлетворяет 
условиям п, 2.2,
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Выбрав на каждом из контуров L, (В =0, 1,..., м) по 
точке fp, мы получим на этих контурах 

t 

yt— | F* (6) do+ by, (7.38) 
tp 

где 5,— неопределенная постоянная. 
Рассмотрим функцию — #0" (2) =\* — Ц/*, вещественная 

часть которой задана с точностью до постоянного слагаемого, 
своего для каждого из контуров [, (k=O, 1,..., п), 
по формуле (7.38). Задача об определении аналитической 
функции, регулярной в многосвязной области по заданной 

на каждом из контуров Ly, 2, ..., Си С точностью до посто- 
янного слагаемого 6, (k=O, 1,..., п) вещественной части 
этой функции, называется видоизмененной задачей Дирихле. 
Таким образом, задача Неймана свелась к видоизмененной 
задаче Дирихле для функции — ip’(z). Известно, что эта 
последняя задача имеет едииственное решение, если зафикси- 
ровать одну из постоянных Op), O,, ..., 6,. Остальные по- 
стоянные определяются тогда единственным образом из усло- 
вия однозначности искомой функции. Покажем, что решение 
видоизмененной задачи Дирихле может быть сведено к ре- 
шению интегрального уравнения. 

Положим — 0" (2) = (=). Тогда 

Re(pO)=fO+o, (ED, (7.39) 
где f(f)—3anaHHaA функция правой части равенства (7.38). 
Функция ф(2) ишется в виде интеграла типа Коши (7.30). 
В случае конечной области для определения плотности pt (5) 
получается уравнение 

от | (5% У ас, 6) )u@do=2/ (7.32)) 
L 

r 

левая часть которого совпадает с левой частью уравнения 
(7.32) предыдущего пункта. Решив эти уравнения и положив 

b, = 0; b= 55 |104 (Е =1, 2,..., П),
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мы получим, что решения последнего уравнения и уравнения 
(7.37) созпадают. 

Если область О бесконечна, то и (5) будет удовлетворять 
уравнению 

от | (9-5, 9) © — 
L 

fn 

—= | u(6)do=— Of (t). (7.36,) 
L 

Это уравнение отличается лишь правой частью OT уравне- 
ния (7.36). Решив последнее уравнение, положим 

=a [оз | (С) do (Е —=1,..., П). 

k 

Интеграл (7.30) дает решение рассматриваемой задачи It 
в этом случае. 

2.4. Конформное отображение многосвязных областей. 
Рассмотрим задачу об отображении кольцевидной области О, 
ограниченной двумя гладкими замкнутыми кривыми /., (внеш- 
няя граница) и L, (внутренняя граница), на круговое кольцо 
К ®| <! так, чтобы кривой [у взаимно однозначно со- 
ответствовала окружность | ® | =1, а кривой L,—OKpy2KHOCTb 
| ®| = Ю. Пусть w = (2) — искомая отображающая функция. 
Поместим начало координат внутри L,. Тогда функция 

© (2) ф(2) = In 

регулярна в О. Функция $Ф(2) удовлетворяет краевым усло- 
BHAM: 

— Inj ¢| при ЕЕ», 
Reo) =| —In|¢|4-InR при ¢€L,. 

Следовательно, для нахождения ф(2) надо решить видоизме- 

ненную задачу Дирихле с условиями (7.40) (6, = 0, $, = ш Ю 
и f(t)=—In/¢]|). Доказывается, что сушествует одно и 
только одно значение А <1, при котором найденная с по- 
мощью решения указанной видоизмененной задачи Дирихле 
фуниции w= ф(2) область отображается конформно на кольцо 
КЗ ю|< 1. 

(7.40)
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Аналогичным образом сводится к решению видоизменен- 
ной задачи Дирихле задача о конформном отображении 
многосвязной области на плоскость с разрезами, параллель- 
ными мнимой оси. К этой же задаче сводятся задачи 06 
отображении многосвязной области на плоскость, разрезанную 
вдоль дуг концентрических окружностей или вдоль отрезков 
прямых, проходящих через одну точку. 

2.5. Функция Грина и ядро Шварца. Пусть 2) — об- 
ласть типа, рассмотренного в п. 2.2, ограниченная контурами 
Ly Г, ..., La И пусть 2 = ху и $ =&- М — произ- 
вольные точки этой области. Пусть G(x, у; & \) — функция 
Грина для этой области *). 

Функция G(x, у; ЕЁ, 1) симметрична и является гармони- 
ческой как по (х, у), так и по (&, 1). Если точка (&, ) 
попадает на контур L, то G(x, у; & n=O. Функция 
Грина представляется в виде 

С(х, у; & Т=#(х, у П— ШГ, 

где г — расстояние от точки (x, у) до точки (&, N) и 
&(x, у; & П) — гармоническая в D функция от (&, п) и 
(x, у), обращающаяся в Inr на контуре L. 

Функцию G(x, у; &, Nn) будем обозначать через С (5; 6). 
Вещественную функцию Н (2; ©), сопряженную с С (2; 5) по 
(х, У), можно построить, например, по формуле 

74 

0G OG Н (2; j= | — Зах 99 ау 
а 

где а — фиксированная точка области Ш). Комплексной 
функцией Грина называется функция 

М (2; $)=G(z; ЭН (2; 9). 

М (2; 5) — аналитическая, но нерегулярная функция от 2 и 
неаналитическая функция C. 

Комплексная функция Грина М(2; 6) многозначна, так 
как она содержит слагаемое —In(z—¢) и, кроме того, 
в случае многосвязной области может менять свое значение 
при обходе в плоскости вокруг любого из внутренних 
po 

*) См. [1], гл. Ш, $ 6.



234 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧ. ФИЗИКИ [ГЛ. VU 

контуров L,,..., L,. Комплексная функция Грина может 
быть представлена в виде 

М (г; © = Мь(2; O+ 2 b, (6) In(z — z,) —In(6 — 2), (7.41) 

где 2, (R=1,..., п) — фиксированные точки, лежащие 
внутри L,, M,(z; 5) — регулярная в D функция 2 и д, (© — 
гармоническая в D функция точки ©, равная единице на L, 
и нулю на С, (jf # 7). 

Функции 2, (5) определяются по формулам 

1 рае | Sao, 
Lp 

где \, — направление внутренней нормали к L, в точке 2. 
Пусть CEL и \— направление внутренней нормали к кон- 
туру Ё в точке 5. 

Дифференцируя (7.41) по v, получим 

T(z; 9 = one De (6) In(z — 24) —=— 5, (7.42) 

где 

T(z; 9= ons s) (7.43) 

| аь (5) = ele) 

Функция Т (2; C) называется р Шварца. Ядро Шварца 
является аналитической функцией 2, многозначной, если 0б- 

ласть D многосвязная. Как функция С ядро Шварца является 
неаналитической и однозначной. 

Кроме того, 
0G 

КеГ (2; 0) = у 

и для одной из ветвей ядра Шварца 

ImT (а; 9 =0. 

Пусть Р(2)=и(2)-- № (2) — аналитическая функция, не 
имеющая внутри D особых точек, с однозначной и непре- 
рывной вплоть до контура действительной частью, Тогда
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справедлива формула 

a | uOT (2; 946 = F(z) — (а), 
L 

где а — некоторая фиксированная точка внутри О. 
Пусть г = (2) конформно отображает область О пло- 

скости 2 на область О’ плоскости Ё и пусть М’ (ЕЁ; т)—ком- 
плексная функция Грина области 0’. Тогда комплексная 
функция Грина области D определяется формулой 

М (2; 9 = M' (@(z), @(6)). 

Соотношение между ядрами Шварца при таком преобразо- 
вании имеет вид 

Т (2; б) ас =Т' (® (=), w(6)) do’, do’ =| ат |. 

Для круга |Ё| <1 ядро Шварца равно 

T (t: atte, (7.44) 

$ 3. Бигармоническое уравнение и плоская задача 
теории упругости 

3.1. Применение функции Грина. Постановка и иссле- 
дование плоской задачи теории упругости. Бигармониче- 
ским уравнением называется уравнение вида 

ow ow ow 
27 — — + — 

AW = ox! 2 ба ду? + ду“ =°. (7.49) 

Функция, удовлетворяющая уравнению (7.45), называется 
бигармонической. Всякая бигармоническая функция может 
быть выражена через две аналитические функции ф(2) их (2) 
комплексной переменной Z 

W(x, у) = Ве [26 (2) х(2)}. (7.46) 

Функции Ф(2) и 1ф(2)==%’ (2) называются функциями 
Гурса. К краевым задачам для бигармонического уравнения 
приводит, в частности, плоская задача теории упругости при 
отсутствии массовых сил. 

Пусть и, о — компоненты смещений плоской деформации, 
параллельной плоскости х, у; Oy, т,,, Oy — компоненты 
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напряжений. Уравнениям плоской теории упругости можно 
удовлетворить, полагая 

ew ew . ew 
a re Try = — Oxy? бу — ду, 

где так называемая функция Эри W(x, у) удовлетворяет 
уравнению (7.45) (т. е. является бигармонической). 

Обозначим плоскую область, в которой решается уравне- 
ние (7.45), через D, а ее контур через Ё. Область Э может 
быть многосвязной. 

Пусть [, — внешний контур и L,, ..., £, — внутренние 
контуры, ограничивающие О. 

Рассмотрим две краевые задачи плоской теории упругости: 
1) на контуре Г заданы смещения и и 9; 
2) на контуре L заданы внешние усилия с составляю- 

щими Хи. 
Используя представление (7.46) и обозначая 9’ (2) = (=), 

можно свести эти задачи к определению двух аналитических 
функций Q(z) и 1ф(2), которые должны в каждой точке 
CEL удовлетворить граничному равенству 

up(6)—lo’ O—pO=e. (7.47) 

Здесь & (2) == 2u (“+ iv)—3ananHaa функция точки контура L, 

ци ии — упругие постоянные (% > 1) в случае пер- 

вой задачи. 
Во второй задаче 

g(z)=—f(z)—b, на L, (6, =const) (7.48) 

(k=0, 1, ..., п), 

$ 

где f(z)=t | (Х,— т) а8 и = — 1. Постоянные 6, 

So 

должны быть определены так, чтобы смещения были одно- 
значными. 

В случае односвязной области функции Ф(2) и H(z) 
должны быть регулярны в области О. В случае многосвязной
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области ф(2) и ф(2) должны иметь вид 

Ф(2) = 2 B, |In(z — z,) + 9" (2), 

| | (1.49) 
ф (2) = —х У B, In(z — 2) +1” (2), | 

где Фф’(2) и 1“(2) — регулярные аналитические функции, 
В, — постоянные и 2, — фиксированная точка, расположен- 
ная внутри области, ограниченной контуром L, (Е =1,2, ... 

.., П). 
Пусть функция 2 == ® (В) конформно отображает область D 

на область D* с достаточно гладким контуром \ и пусть для 
области D* известно ядро Шварца T (¢, т) (см. формулу (7.42), 
где {Е D* и tEy). Обозначим 

Ф(0 =$(0 (0); Ч@=ф(®(0) и (= (0(1)). (7.50) 

Граничное условие (7.47) на контуре у примет вид 

“D (т) a © — F(t) = G (0). (7.51) 

Это равенство эквивалентно двум уравнениям 

о (т) 1 
хФ (2) — = © ©’ (t) T(t, t)do= A(t), (7.52) 

a” (т) 
Ч ©O gat, 9 40-=В(@®, (7.53) 

У 

где 46 — элемент длины Y H 

1 АЕ | бт 5) do, 

у (7.54) 
B(t)=— = | G(t)T (t, таб. 

У 

Если известна Ф” (1), то равенство (7.53) определяет Ч (2). 
Введем новую функцию 9(Ь по формуле 

90 =O (t) — lo’ (0, (7.55)
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где постоянная { должна удовлетворять соотношению 

1—1 Lo (7.56) 
2% 2х ©’ (a) 

(а — произвольная фиксированная точка области О). 
С помощью равенства (7.52) получается следующее ура- 

внение для граничного значения \ (т): 

1 д 
9 — x | 

у 

@ (т) — (№) 

6’ (т) 
Pty 98046 = 

= А’). ®ЕУ. (1.57) 
Если воспользоваться формулой (7.42) и ввести в D* pe- 

гулярную функцию К (¢, т) переменной ¢ по формуле 

_ та © (т) — © (Ё) 

KG т= An ral 6” (т) ТС, 9] + 
/ t т 

+22. У, фша— ty), 
k=1 

где {, — точка внутри \, (у, — отображение Ly), то уравне- 
ние (7.57) примет вид 

8%) —- | Kit 98@40=- А’), (HEY). (0.58) 
nw nw 

у 

Если отделить в этом уравнении вещественную и мнимую 
части и принять в качестве неизвестных Re {9 (т)] и [шт (9 (5)}, 
то уравнение (7.58) превращается в систему двух уравнений 
Фредгольма. Доказывается, что уравнение (7.58) разрешимо 
при любой правой части. В случае первой краевой задачи 
по формуле (7.56) однозначно определяется 7 и затем по 
формулам (7.55), (7.52), (7.53) находятся Ф(Ё) и 4 (6, после 
чего задачу можно считать решенной. В случае второй крае- 
вой задачи (х = —1) функция Ф”(Ё) определяется с точно- 
стью до слагаемого iaw’ (t), где а — действительная постоян- 

ная. При этом необходимо выполнение условия 

| Yydx—X,dy=0. 
L
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3.2. Случай односвязной области. Пусть односвязная 
область D отображается на единичный круг |Ё|< 1 при no- 
мощи достаточно гладкой функции г ==® (Ю. Тогда уравне- 
ние (7.58) примет вид 

9—7 о ФА (7.59) 
2 и J OF [97 (1) (1—9 

Е 

где $9 (2) = Ф’ (6) — lo’ (0, [= > UF и 

1 a 

у 

Это уравнение было получено Н. И. Мусхелишвили. 
Если (f) — рациональная функция, то ядро интеграль- 

ного уравнения (7.09) вырожденное и, следовательно, это 
уравнение решается в конечном виде. 

3.3. Применение интегралов типа Коши. Уравнения 
Н. И. Мусхелишвили. Допустим, что упругая среда запол- 
няет конечную односвязную область D с достаточно гладким 
контуром [. Задача сводится к тому, чтобы определить две 
аналитические функции ф(2) и (Zz), регулярные в Ди удо- 
влетворяющие на контуре 2 условию: 

ФО-Н 4 О-- ФО = (0, (7.60) 
где /(0) — заданная непрерывная функция точки контура 6. 

Для граничного значения ф (0) Н. И. Мусхелишвили было 
получено уравнение 

pO—+ |948 —1 |046 =А0, (7.61) 
L L 

где # — произвольная точка контура L и 9 — полярный угол, 
определяемый равенством 

C—t=re® (r=|o—t?)). 

В этом уравнении 
1 | ;. Ab=—35fO+55 | pS ab, 

ГА 

где интеграл понимается в смысле главного значения,
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При выводе уравнения (7.61) Н. И. Мусхелишвили были 
использованы интегралы типа Коши. Отделяя в уравнении 
(7.61) вещественную и мнимую части, получим систему двух 
интегральных уравнений Фредгольма для Ве [ф(5)} и Im {p(s}, 
решив которую, мы пайдем затем граничные значения Ф (0) и 
4$ (5). Доказывается, что любое решение уравнения (7.61) 
аналитически продолжимо внутрь 0, и, следовательно, Ф (2) 
и 4(2) можно представить, например, по формулам Коши. 

Уравнение (7.61) имеет решение не при всех правых ча- 
стях, Если 

Re | 79420, 
L 

то уравнение (7.61) не имеет решения. 
Пусть начало координат находится внутри области D, 

Заменим уравнение (7.61) следующим уравнением: 

(2) те 
L 

+o + IG © ye +@ at) = A(t). (7.62) 

Всякое решение этого уравнения аналитически продол- 
жимо на всю область О. Это уравнение разрешимо при лю- 
бой правой части. Если 

id 

e | 10) 45 =0, (7.63) 
L 

то решения уравнений (7.61) и (7.62) совпадают. 
Аналогично рассматривается и первая краевая задача 

плоской теории упругости, для которой граничное условие 

имеет вид 

KP (>) — GG" (6) —ф(9 = 8 (0), 
roe x> 1. 

Указанный здесь анализ проводится в более сложной форме 

для многосвязных областей. Интегральные уравнения (7.61) и 
(7.62) сохраняют свой вид. 

3.4. Уравнения Лауричелла — Шермана. Допустим, что 
выполнены условия, сформулированные в начале предыду-
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щего пункта. Будем искать аналитические регулярные функ- 
ции Ф(г), ф (2), удовлетворяющие условию (7.60) в виде 

1 9 (2) = sey | oe dt, (7.64) 

7>\ — a (5) to (5) © (0) 45 
12) = aa | 6—2 4% — 5: oa | ee (&—z)2 aS + эт = | > , 

(7.65) 

где ®(С) — искомая функция точки контура. Пусть выполнено 
условие (7.63). 

Для функции ® (С) получается так называемое уравнение 
Лауричелла 

от | «Фан <7 _ 
L 

t — эт | OC оф Е =F, 

(7.66) 
записанное в комплексной форме. Это уравнение в общем 
случае неразрешимо. Д. И. Шерман заменил его следующим 
уравнением: 

oH++t | «048 —1 [59649 + 
ГА L 

+ (peg tt ES) aR Re | Gay = f(t), (7.67) [—а t—a (-—а)? 

где а— внутренняя точка D и б—Ё==ге® (r=|C—th). 
Последнее уравнение разрешимо при любых правых частях. 
При этом всякое решение уравнения (7.67) удовлетворяет 
уравнению (7.66), найденную функцию ®(Г) следует подста- 
вить в (7.64) и (7.65), после чего залачу можно считать 
решенной. 

3.5. Периодическая задача теории упругости. Пусть 
упругая среда заполняет всю плоскость, за исключением 
бесконечного ряда одинаковых и периодически расположен- 
ных вырезов D, ограниченных коитуром L, подверженных 
действию одинаковых внешних сил. Допустим, что главный 
вектор сил, приложенных к каждому вырезу, равен нулю.
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Можно считать, что все данные задачи периодичны по х 
с периодом а. 

Задача сводится к нахождению периодических по х функ- 
ций Ф(2) и 45 (2), удовлетворяющих контурному условию: 

%(—-EC—-OHOtTHO=SO CEL). 

Введем с помощью замены 2=5— Int функции 

Ф0=Ф (5 > In) и YO =Vo( ser r int). 

Тогда для граничных значений Ф(Ь получим следующее 
интегральное уравнение: 

DC) + | Pan 2 To 
т— 1% 

In] t]—T | ; —— += Joe sao ol Шт 

х ве has 
(т— с) 

L 

где с — произвольная точка внутри L, т, — произвольная 
точка контура Ё. Правая часть А (ту) является предельным 

XG) ==, (7.68) 
2щ х — 

L 

1 Е (т 
значением интеграла > | —— 2 dt, при условии, что точка 

t’, расположениая внутри L, стремится к т. Наконец, 

F)=f (sq шт). 
Уравнение (7.68) эквивалентно системе двух уравнений 

Фредгольма. 
Уравнение (7.68) разрешимо при любой Р (т). Функция 

Ф (т5), удовлетворяющая уравнению (7.68), аналитически про- 
должима во всю внешность кривой [; при этом она огра- 
ничена на бесконечности. Функция 

W (1) = F (1) — D (ty) + 2T, In| tT) |Ф’ (Th) 

аналитически продолжима во всю внешность кривой Ё и 
равна нулю на бесконечности.
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3.6. Распределение характеристических чисел инте- 
гральных уравнений теории упругости. Рассмотрим урав- 
нение (7.58). Полагая 

9 (9 = p(t)+ ig (t), Ка, tT)=R(t, Э-НЮ (а, 1), 

ZA (= А, (®-14, (9; LA 
и отделяя в уравнении (7.08) действительную и мнимую ча- 
сти, получим систему интегральных уравнений Фредгольма: 

р —* f (Rte Эр®Ф--5 (ty 1) 9 (®)}40 = A, (4), | 
у 

q(T) — А | (5 @, 7 p(t) — R(t, 9 4(<1)} do — А. (1). 

у (7.69) 
Все характеристические числа этой системы по абсолютной 

величине превосходят единицу. Поскольку для задач теории 
упругости 

ТА, 
то ряд последовательных приближений для системы (7.69) и 
для уравнения (7.08) будет сходящимся. 

$ 4. Потенциалы уравнения теплопроводности 

4.1. Интегральные уравнения задач теплопроводности, 
Уравнение теплопроводности для двух пространственных пере- 
менных, как известно, имеет вид *) 

2 2 

И ЕВ (7.70) 
у a? ot 

Это уравнение следует решить в некоторой области пере- 
менных (xX, У) и во все моменты времени ¢ > 0. Предполо- 
жим, что контур [, ограничивающий область D, является 
достаточно гладким. Ищется решение уравнения (7.70), удо- 
влетворяющее: 

1) начальному условию 

U |, =F (x, У) (7.71) 

F(x, у) — заданная непрерывная функция); 

*) См. [1], гл. VI.
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2) краевому условию 

И = (5, 0, (7.72) 

rie f(s, Е) — заданная функция точки $ контура Ё и вре- 
мени f¢, 

Задача (7.70) — (7.72) называется первой краевой зада- 
чей для уравнения теплопроводности. Эта задача сводится 
с помощью тепловых потенциалов к некоторому интеграль- 
ному уравнению. Пусть в — параметр точки контура L, 
у—внешняя нормаль к L в точке O и г— расстояние от O 
до точки (x, у) (вектор Г считается направленным OT O 

к (x, У)). 
Гепловым потенциалом двойного слоя называется инте- 

грал 
t р 

W(x, У, Nat [ar] RCD бо WED do, (7.73) 
0 L 

где w(o, f)—HenpeppiBHad функция (плотность), определен- 
ная при ¢ >20, oO€L. Предполагается, что p(o, 0) =0. 

Потенциал (7.73) обладает следующими свойствами: 
1) При всех (x, у), лежащих как вне, так и внутри L, 

функция W(x, у, Ё) бесконечно дифференцируема и удовле- 
творяет уравнению (7.70). 

2) W(x, у, 0) =0. 
3) Предельные значения на контуре L потенциала (7.73) 

W, и W,, полученные соответственно изнутри и извне, опре- 
деляются равенствами 

W,=—wul(s, 1+ 

tae fa ax | Gy = are тат 9 rcos(v, г) 40, (7.74) 

И. = (5, ит 

+5 [4 «| ae (с, те 0-5 9 rcos(v, r)do, (7.75) 

где $ — произвольная точка контура L.
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4) Нормальная производная потенциала (7.73) непрерывна 
при переходе через контур L. 

Решение задачи (7.70) — (7.72) ищется в виде 

U(x, у, В = Ио (х, у, БИ x, У, 1, (7.76) 

где 

(х- §)?+(y—n)? 
— 1 ~ a? dtd U(x, У, ) = Ve | FG ne fat Edy 

(7.77) 

и W(x, у, ГР) — тепловой потенциал (7.73). 
Для искомой плотности п ($, 2) получается интегральное 

уравнение 

ы ($, t) — nf ae [1 и (6, sr -е я т) rcos(v, Г) 46 = 

— —- £ (s, #), (7.78) 

где г — расстояние между точками $5 H O H 

# ($, =) ($, H— lim Uy, у, В. 
(x, у) > $ 

В случае внешней задачи (область D расположена вне 
контура L) решение (7.70) — (7.72) ищется в том же виде 
(7.76). Интегральное уравнение для плотности ($, Г) выгля- 

дит для этого случая так: 

и ($, Э-Е ats | 4 «| gar HG, + е aa YD) rcos(v, r)do= 

Часто встречается для уравнения (7.70) задача с краевым 
условием: 

a bau ‚Ус, 9 (7.80) 

(№ (0) — заданная непрерывная положительная функция), за- 
меняющим условие (7.72).
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Эта задача сводится к интегральному уравнению с по- 

мощью тТеплов0го Пе простого слоя: 

r2 

Vix, у, pag [a | oe О е 41-040, (7.81) 

где достаточно гладкая плотность 0(0, #) обращается в нуль 
при ё =0. 

Потенциал (7.81) при ¢ > 0 есть непрерывно дифферен- 
цируемая вне контура L функция своих переменных, удовле- 
творяющая уравнению (7.70). Потенциал (7.81) непрерывен 
при переходе через контур и предельные значения на кон- 
туре L его нормальной производной, полученной соответст- 
венно предельным переходам изнутри и снаружи, имеют вид 

= — p(s, 2) — — fac Г. ae oe e 4a? (1-1) г XY гсо$ (г, п) 46, 

av 
(7.82) 

aes a 

fe «fee о (с, De my’ cos(r, n)do, (7.83) 
т 

где п — направление внешней нормали в точке SEL. 
Решение задачи (7.70) — (7.71) с краевым условием (7.80) 

ищется в виде 

U(x, у, = И (а, у, Э-НУ (я, у, 9, — (1.84) 
где U(x, у, Ё) определяется по формуле (7.77). 

Интегральное уравнение для плотности 0(0, РЁ) будет 
следующим: 

: 2 a) atc рб, )— ия | ae | GE WH r cost, n)do+ 
0 L 

t г? 

AD [| ера 
0 L 

= 
= f(s, t)—zP—h(s)Uy (7.85)
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где знак плюс отвечает внутренней области, знак минус — 
внешней области. 

Интегральные уравнения (7.78), (7.79), (7.85) сохраняют 
свой вид для многосвязных областей р. 

Для трехмерной области О, ограниченной поверхностью $, 
тепловые потеициалы выглядят следующим образом: потен- 
циал простого слоя 

Их, у. 20 = [=] [4л Е e 40-9) do; (7.86) 

потенциал двойного слоя 

t 2 

W (x, у, p= [ar | и (©, т) 0 ~ 442 (1-9) д 

(ру 20 ; у ‹ [4n(¢— Pe? av ov °- 

(7.87) 
С помошью этих потенциалов можно свести основные 

краевые задачи для трехмерного уравнения теплопроводности 
к интегральным уравнениям. 

4.2. Исследование интегральных уравнений теплового 
потенциала и сходимость метода последовательных при- 
ближений. Рассмотрим интегральные уравнения (7.78) и 
(7.79) в предположении, что контур L выпуклый, но не обя- 
зательно гладкий. Положим 

cos (Г, V 
(У) do = da, r 

где da — угол, образованный двумя бесконечно близкими ра- 
диусами-векторами, проведенными из точки $ к концам 

луги do, и будем считать, что интеграл [14а конечен. Это 

справедливо, например, для негладких выпуклых контуров. 
При этом предположении уравнения (7.78) и (7.79) можно 
записать в несколько ином виде. Приведем более общее урав- 
нение, для которого уравнения (7.78) и (7.79) являются част- 
ными случаями при А = Е 1: 

В ($, 2) — ta far (¢— UG pea e 44" (1-1) Pedg= = g(s, 9. 

(7.88)
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Последовательные приближения для этого уравнения схо- 
дятся при |^| < 1, и решение будет иметь вид 

в (5, Y= № №, (5, 2, (7.89) 

где (5, t)= ($, 0), 

t 2 

1 1 ($, 9 че 
ра (5, 2) = Gap Гат | (1—8: eee) da. 

0 L 

Ряд (7.89) сходится равномерно для O<t<fty, где fy — 
любое фиксированное число. Пусть модуль функции & ($, Ё) 
ограничен при всех $ и ¢ некоторым постоянным числом A. 

Тогда ряд (7.89) сходится со скоростью геометрической 
прогрессии со знаменателем 

r2 

q (f)) = max 1 [ся аа, < 1. 
0<t<t, "My 

Точнее, имеет место оценка 

|» (5, 91 < Ag” (ty). 
Если контур £ гладкий, с непрерывной кривизной, то 

оценка |и„(5, #)| такова: 

A (pty?? 
[u,(s, OL < Pij2--) * 

где Г — эйлерова функция, а постоянная р зависит OT вида 
контура Д. 

$ 5. Обобщенный алгорифм Шварца 

5.1. Общая формулировка и сходимость алгорифма 
в плоской задаче теории готенциала. Пусть р — много- 
связная область, ограниченная контурами Ly, L,, ..., Ly*). 
Рассмотрим задачу Дирихле для этой области. Пусть U (x, y)— 
искомая гармоническая функция и Л, (6) (Е =0,1,..., п) — 

*) См. начало п. 2.2.
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заданные ее значения на контуре L,. Исходя из формулы 
(7.29), функцию U(x, у) можно представить в виде 

U(x, у= RU g(x y+ Х Аьш[ #—2,|, (7.90) 

где U,(x, у) — функции, гармонические вне контура L,(k = 
— 0, 1,..., 2), 2, произвольная фиксированная комплексная 
точка внутри L,(kR=1, ..., п), А, — постоянные и &= 

=x - iy. 
Представление (7.90) не является однозначным; к каждой 

из функций (,(х, У) можно добавить постоянную Gp, лишь бы 

а... +a,—0. 

Обозначим через и,(С) значение функции U,(x, у) на 
контуре L, и через О, (Е = 0, 1, ..., п) — область, лежа- 
щую вне Ly. Пусть G,(z, ©) — функция Грина области D,. 
Тогда функции и, (5) (Е =0, 1,..., п) должны удовлетво- 
рять системе интегральных уравнений 

(ея YY | ae 99 do — 
kam Lp 

п 

% = / (2) — У Аьш| 2 —2ь|, (7.91) 
k=l 

где ZEL,, CEL, \--внешняя нормаль к L,(m=0, 1, ..., п). 
Система (7.91) разрешима He при любой правой части. 
Пусть 1, (©) — произвольные непрерывные функции, под- 

чиненные единственному условию 

т 1, (©) do =1. 
Lp 

a” 

Система (7.91) заменяется системой следующего вида: 

m+ У | «© [29 9. „= 
km Lp 

= Ли (2) — М Аш 2—2 |) (m=O, 1, ..., п). (7.92) 
k=1
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Эта система оказывается разрешимой при любой правой 
части. 

Пусть \„ (2)— решение системы (7.92), когда правая часть 
равна /„(2), и \№,„(2) — решение системы (7.92) с правой 
частью In| z—2,|. Тогда решение И„(2) этой системы за- 
пишется в виде 

Um (2) = (2) — Х AgW am (2). 

‘Тостоянные A, находятся из условий, что величина 

1 
А=-- У | И» (©) 1, (©) do (7.93) 

km Lp 

должна быть одинакова для всех значений m=O, I, ..., A. 
Равенства (7.93) являются системой (п -- 1) уравнений с (n-+-1) 
неизвестными А, A,, ..., Ap. 

Решив эту систему, получим решение задачи Дирихле 
в виде 

U (x, Y= 2 Ue (=. y+ Х Ayln]2z—2|—A 

Для видоизмененной задачи Дирихле *) A, =0. Для этой 
задачи функции U,(x, у) можно определить из системы 

UnM+e У [use| 
km Lp 

Cn | Се С) — 9 do = fn (2)- 

(7.94) 
Величины б„ определяются по формулам 

bn =— У, | Us© 4, 4. 
km Ly 

Допустим теперь, что контур Ly отсутствует. Положим 
в системе (7.94) 

LQ = Se 
< = СО 

*) См. п. 2.3 настоящей главы.
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и введем в эту систему параметр A. Система примет вид 

(7.95) 

(т —1,2,..., п; ЕЁ»). 

Решение этой системы ищется в виде 

ит (2) = a (— 1)! Mata, (2). (7.96) 

Функции “,,(Z) удовлетворяют рекуррентным соотношениям 

Ито (2) = Лт (2), 

ии, (2) =- У J ene 1 [2G GLO. 208 2D] ag, | 
km L 

(7.97) 

Если контуры L,, ..., £, достаточно далеки друг OT друга, 
то ряд (7.96) сходится при A=1. 

Пусть Ут, (2) — гармоническая в О„ функция, контур- 
ные значения которой Ha L,, определяются по формулам (7.97). 
Тогда на контуре L,, имеют место соотношения 

О то (2) — Лт (2), Um, (2) = PACE r-1 (2) — Us, r-1 (09)]. 

(7.98) 

Таким образом, для решения задачи Дирихле можно приме- 
нять следующий метод, называемый обобщенным алгориф- 
мом Шварца. 

В качестве нулевого приближения строится в D,, гармо- 
ническая функция О (2), контурные значения которой со- 
впадают с заданными на контуре значениями Тт (г). Затем, 
зная Ото (2), ..., Um 1 (2), функции И „‚(2) строим так: 
из U, ,-,(2) (Rm) вычитаем их значения на бесконеч- 
ности и затем суммируем по всем К -=т. По контурным 
значениям И», ,(2) с помощью функции Грина для области D,, 
находится функция Ош, (2) в D,,. Искомая гармоническая
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функция О (2) является суммой ряда 

U (2) = x (— 1)" ne (2). 

который сходится абсолютно, если контуры 2, (А =1, ..., п) 
достаточно далеки друг от друга. 

В случае двусвязной области процесс упрощается. Пусть 
Л: (2) = Л (2) и Л. (2)=0. Формулы (7.98) дают на L, И в (2) = 

= f (2), Uy, (2) = Ц.,,-1 (2) — Ц, ‚-1 (©9), на Ly Ugg (2) =0, 
Оо, (2) =U, ,_, (2) — U,, ,-, (55). Из этих формул вытекает, 
что И\,(2) при г нечетном и U,,(z) при г четном равны 
нулю. Обозначая 

Ол, (2) =U, (2), Uo, (2) =V, (2), 

получим 

U (2) = Uy (2) — У (z)+ U2 (2) —V3(zZ)+ ... 

В случае конечной многосвязной области обобщенный 
алгорифм Шварца применяется без изменений. В этом случае 
достаточно принять [, (5) =0. 

5.2. Применение к трехмерным задачам. Обобщенный 
алгорифм применяется и в пространственном случае. Пусть 
область D ограничена внешней поверхностью $, и внутрен- 
ними поверхностями 51, 5.,..., S,. Пусть О„-— та из об- 
ластей, ограниченных поверхностью S,,, которая содержит D. 

Функция U(M), гармоническая в D, может быть един- 
ственным образом представлена в виде суммы функций О’ (2), 
гармонических в области D,: 

U(M)= 2 Un (М), 

ооо [и 
(у — внешняя нормаль к 5) 

Пусть /„(М) — заданные значения И (М) на поверхности 
5$в(т = 0, 1,..., п) и пусть G,(M; М,) — функция Грина 

где
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для области О. Тогда для ‘значений U,,(M) на контуре L,, 
получим систему уравнений 

UniM+a2 У || | Чьбмо 
ЕТ $ 

(7.99) 
где MES, и т= 0, 1, ..., a. 

Эта система всегда имеет единственное решение. После 
введения параметра A система (7.99) принимает вид 

tn (M+ У, ff tg (My SEM 45 — 7, (Ha Lp 
ЕТ Sp 

решение которой ищется в виде 

+00 

Un (M) = & (— Аи, (М). 

Функции ии, (М) удовлетворяют рекуррентным соотношениям 

Ито (М) = (М), 

1 0G (М; М и, (М) = 1 У, [чьи а Мо rw) a, 
ЕТ Sp 

Пусть U,,,(M) — функции, гармонические в О, предельные 
значения которых на S,, определяются из последних соот- 
ношений. Функции U,.(M) удовлетворяют соотношениям: 
на S|, — 

О то (М) — т (М); О nr (М) —, Ue, r-1 (M). 

Последовательные приближения обобщенного алгорифма 
Шварца для задачи Дирихле в пространственном случае 
строятся следующим образом: нулевым приближением слу- 
жат функции U,,,(M), (т=1,2,..., п), гармонические 
в D,, 4 равные /„(М) на поверхностях S,,. Если известны 
гармонические функции Ито (M), Um (M), ..., Ит,,— (М), 
то гармоническая в О„ функция U,,,(M) должна на поверх- 

ности $5„ принимать значения суммы D Up, ‚и (М). Если 
kR~m 

область D двухсвязная, то обобщенный алгорифм Шварца 
сходится.
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Методами функционального анализа доказана сходимоеть 
обобщенного алгорифма Шварца для широкого класса Kpae- 
вых залач и для таких областей, что ограничивающие их 
контуры Lo, [1,..., Ly расположены как угодно близко 
друг к другу. 

5.3. Применение к теории упругости. Пусть ставится 
задача об определении напряженного состояния в многосвяз- 
ной области D, ограниченной изнутри контурами L,, Lo, ... 
..., L, И извне контуром Ly. Допустим, что на границе L 
заданы составляющие внешних сил, действующих на упругую 
среду. Задача сводится к определению бигармонической 
внутри Д фуикции W(x, у) по заданным на контуре L 
с точностью до произвольных постоянных значениям ее первых 
производных *) 

i | HF, (D4+B, (в=0,1,.... 2), (7.100) 
x oy Lp 

где 2 — комплексная координата точки контура, Л, (2) — за- 
данные граничные функции и В, — постоянные, которые 
должны быть выбраны так, чтобы были однозначны смеще- 
ния (одна из постоянных может быть выбрана произвольной). 
Пусть главный вектор и главный момент сил, приложенных 

к каждому из контуров L,, равны нулю. Обозначим через Dy 
область, лежащую внутри Ly, и через О, (Е =1,..., п) 
область вне контура Ly. 

Бигармоническую функцию W(x, у) можно представить 
в виде суммы 

W(x, у) = Woe, УИ, (х, У... Wax, y) (7.101) 

где №, №,,..., №, — бигармонические функции, регуляр- 
ные соответственно в областях Dy, Dy, ..., Dy. 

Допустим, что задача может быть решена для каждой 
из областей О, (Е =0,1,..., п). Дело сводится к построе- 
нию величин 

OW, , „О, __ + +i->* = g,(Z) (7.102) 

на контуре L, (k=O, 1,..., п). 

*) См. п. 3.1,
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Известно, что для односвявной области решение бигар- 
монического уравнения с контурным условием 

oU oU 
5х 1 бу = 8 (2) 

может быть определено в любой внутренней точке г = ху 
по формуле 

ди ‚ OU —_ 

ox Г! Oy — | M(x, у; DEOQ+ M(x, у; Oe Ol) 4%, 
L 

(7.103) 

где 6 — точка границы области, М и М, — известные не- 
прерывные внутри области функции, полностью определяе- 
мые этой областью. Оператор правой части (7.103) обозна- 
чим через M(z, г). Соответственно операторы М для об- 
ластей Dy, D,, ..., О; и граничного условия (7.102) будем 
обозначать через М, (2; g,) (k=O, 1, ..., п). 

Включим постоянные В, правой части (7.100) в функ- 
ции /,(2). Система интегральных уравнений для функций 
#,(2) запишется в виде 

на Lia! Bm (2) 2 М, (2; 8) =/т(2) (т=0,1,..., п). 
т 

(7.104) 

Эта система оказывается разрешимой не при любой правой 

части. 
Система (7.94) заменяется следующей системой инте- 

гральных уравнений: 

на Lin? 8m (2) +2 | My (2; &e) — № (8ь)} =Sm(Z)» (7.105) 

где 

Мь(вь) = | 1% © в, ©-ЕВь © 2, ©146, (1.106) 
Lp 

аа, (С) и В» (5) — непрерывные функции 5, удовлетворяющие 
условиям: 

[©46=1, [ Be @ ab=0. 

Ly Lp
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Система (7.105) разрешима при любой правой части. Решив 

эту систему и найдя 2 (2) (т=0, 1,..., п), получим, что 

Ви = № М, (8). 
kR=Am 

Построив функции W,, W,, ..., W,, искомую функцию можно 
найти по формуле (7.101). В качестве М№, (5) можно взять 

№» (8) == М, (со, 8)  (Ё=1,2,..., п), 
№ (8) = Мо(а, 8), 

где а — произвольная точка внутри Lp. 
Если контуры Ly, L,, ..., L, расположены достаточно 

далеко друг от друга, то систему (7.105) можно решать 
методом последовательных приближений, в результате чегв 
приходят к обобщенному алгорифму Шварца для плоской 
задачи теории упругости. 

$6. Применение теории симметричных 
интегральных уравнений 

6.1. Задача Шгурма — Лиувилля. Рассмотрим обыкно- 
венный линейный дифференциальный оператор 

ря |999, (7.107) 
заданный при x Ela, 6]. 

Пусть р(х)>0. Будем рассматривать функции у(х), 
которые на краях сегмента [а, 6] удовлетворяют условиям: 

ау (а) |- ВУ’ (а) =0,  уу(в)--8У’ (6) =0. (7.108) 
Предположим, что единственная функция у(х), удовлетво- 
ряющая уравнению 

и граничным условиям, есть тождественный нуль. Рассмотрим 
теперь уравнение 

Г-Н м (x) y=0, (7.109) 

гле r(x) — непрерывная положительная функция и A — числен- 
ный параметр. Требуется найти значения A, при которых



$ 6] ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ СИММЕТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 257 

существует ненулевое решение уравнения (7.109), удовле- 
творяющее граничным условиям (7.108). 

Пусть G(x, $) — функция Грина оператора L(y) с усло- 
виями (7.108). Положим 

У г (х) у(х)=$(х) и Ут(х)г(90(х, 5) ==К(х, 5). 
Функция Ф(х), отличающаяся от искомой У(х) известным 

множителем |/г(х), удовлетворяет следующему интеграль- 
ному уравнению с симметричным ядром: 

b 

g(x) —* [ K(x, $) (5) ds =0. (7.110) 

Характеристические числа этого уравнения есть искомые 
значения параметра А. Характеристические числа этого урав- 
нения простые. 

Пример 1. Пусть Ё(у)=у”, г(х) =1; предельные усло- 
вия (7.108) имеют вид 

У (0) = у (0 =0. 
Функция Грина для оператора у” имеет вид 

[ (l—s)x 
при хх $, 

l 
G(x, s)=! Ш (7.111) 

| j при $ <х. 

Для этого случая характеристические числа уравнения (7.110) будут 

Ап = п?2д? 

и собственные функции, соответствующие этим числам, будут равны 

ул (х) =7 2 9пплх. 

Пример 2. В условиях первого примера рассмотрим гра- 
ничные условия вида 

у (0) =0; y(l)+ Ay’ (1) =0. 

Характеристические числа соответствующего интегрального уравне- 
ния (7.110) будут квадратами корней уравнения 

и +A = 0. 

6.2. Собственные колебания струны. Уравнение колеба- 
ния струны, плотности р(х), находящейся под действием 
натяжения T и занимающей в положении равновесия отрезок
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[0, /] оси x, будет иметь вид 

0?и д?и 
о(х) = — Га SFP (x, Г), 

u(x, Ё) — отклонение и F(x, Ё) — распределенная сила, дей- 
ствующая на струну *). Положим F(x, В) =0 и будем искать 
периодические по времени решения этого уравнения, обра- 
щающиеся в нуль на концах отрезка [0, J]: 

u(x, f)=v(x)sin(vt- а). 

Функция U(X) должна удовлетворять однородному интеграль- 
ному уравнению 

1 

90 —% | 2904 s)v (s) ds=0, 
0 

где G(x, $) определяется по формуле (7.111). 
Последнее уравнение можно привести к симметричному. 

Умножая обе части последнего равенства на Уь(х) и 060- 
значая 

о (х) Ур (<) =$(х), G(x, 9 Ур (<) p(s) =K (x, 5), 

получим уравнение 

l 

(9) — | K(x, $)$ (5) ds =0, (7.112) 
0 

ядро которого симметрично. Это — уравнение вида (7.110). 
Его характеристические числа положительны. Найдя характе- 
ристические числа 4, этого уравнения, найдем также частоты 
собственных колебаний струны, равные 

м Тут За = УТ. 
Для струны единичной длины (1==1) и плотности, меняю- 
- 

*) См. [1], гл. И.
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щейся по линейному закону ©(х) = р, (1-Е x), положим 

= Tho, g(x) = Ут -Еху(х) 

K(x, s)=V0Fx) +5) G(x, 5). 
Тогда уравнение примет вид (7.112). С ошибкой, меньшей 2%, 
можно считать A,== 6,398 и А. == 49,9. 

6.3. Устойчивость сжатого стержня. Уравнение изогну- 
той упругой оси стержня в случае, когда стержень сжимается 
силами, приложенными к его концам, имеет вид 

4? 4?у 4?у Ват | -+Р- —0, (7.113) 

где /(х)—момент инерции в сечении с абсциссой x, Е—модуль 
Юнга и Р — величина действующих на концы стержня сил. 
Если концы стержня закреплены шарнирно, то 

(0) = Уу(д = У’ (0) = у” (1 =0 

(стержень расположен вдоль отрезка [0, /] оси x). 
4?у ли Обозначим Е=АиИ я 

вимает вид 

—и. Уравнение (7.113) при- 

я (л (x) +I) J” (x)u- As (x)a=0. (7.114) 

Граничные условия для функции и будут выглядеть следую- 
щим образом: 

и (0) = и (Г =0. (7.115) 

Пусть © (х)=и(х) У /(х). Функция u(x) удовлетворяет 
симметричному интегральному уравнению 

1 

9 (х)—^ [Ко $) 9 (5) 45=0, (7.112,) 
0 

где 

x (1—5) 

LVI (x) J (s) при х<5, 

K@ 9 = sus >; Xx . 

Wiese т "7 
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Первое характеристическое число A, может быть опре- 
делено с недостатком по формуле 

Ay 

Соответственно критическая сила будет равна 

P, = А, => Е/УА.. 

6.4. Собственные колебания мембраны. Пусть мем- 
брана в положении равновесия занимает конечную область D 
плоскости XOY, ограниченную достаточно гладким KOHTY- 
ром L. 

Задача о колебании закрепленной по краю мембраны 
сводится к нахождению тождественно не равных нулю реше- 
ний волнового уравнения *) 

927 , ow 1 920 
Ox? + ду? а? OF? 

с нулевым граничным условием 

u|,=0 

и заданных начальном смещении и начальной скорости. 
Решение такой задачи можно представить в виде ряда 

+00 

И = У (А, cosa Va, t+ 8, sina VA, t)®, (x, У), 
nol 

где Ф,(х, у) суть ненулевые решения уравнения 

АФ,--^„Ф, =0 (7.116) 

при краевом условии 
®, |, = 0. (7.117) 

Числа A, должны быть подобраны так, чтобы существовали 
нетривиальные решения уравнения (7.116) и граничного усло- 
вия (7.117). 

Пусть G(P, @) — функция Грина оператора Лапласа для 
области D в случае задачи Дирихле **), 

*) См. [1], ra. Н, $5. 
**) См. [1], гл. Ш, $ 6.



$ 6] ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ СИММЕТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 261 

Функции ©, являются нетривиальными решениями инте- 
грального уравнения 

@(P)—1 | [ oe, Q)D(Q)dEdyn==0, (7.118) 
D 

где Р — точка с координатами (x, у) и О — точка с коорди- 
натами (&, 1). 

Собственные числа и собственные функции задачи о колеба- 
нии мембраны являются собственными числами и собственными 
функциями симметричного интегрального уравнения (7.118). 
Это — уравнение со слабой особенностью *). 

Уравнение (7.118) имеет счетное множество собствен- 
ных чисел ^„—_5>--со и собственных функций. Если 

область D есть прямоугольник, ограниченный прямыми x == 0; 
х=-Ё у=0; у=т, то собственные числа будут равны 

Ag p=? тт?) (6, т=0, 1, 2,...), 

причем O и т одновременио не обращаются в нуль. 
6.5. Давление жесткого штампа на упругое полу- 

пространство. Рассмотрим полупространство 2 < 0. До- 
пустим, что на часть 5 ограничивающей его плоскости 2 =0 
давит абсолютно жесткое тело, которое прижимается силой Q, 
параллельной оси 2. Предполагается, что трение отсутствует. 
Оставшаяся часть плоскости S’ свободна от действия внеш- 
них сил. Требуется опрелелить поля папряжепий и смещений 
в полупространстве. Эта задача сводится к некоторому инте- 
гральному уравнению первого рода. 

Пусть 2=Ф(х, У) есть уравнение части поверхности 
штампа, соприкасающейся с полупространством. Определим 
на $ функцию 

M(x, у) =ах бус —Ф(х, у), 

где величина ах бус характеризует жесткое перемеще- 
ние штампа. 

Граничные условия задачи позволяют свести дело 
к нахождению одной гармонической функции Фу(х, У), 

*) См. гл. И.
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удовлетворяющей следующим краевым условиям; 

на 9: Ф=Ф(х, У), 

на S’; 2% 9 : 2 

Функция P(x, У) ищется в виде 

mo w=] fue 0, 

где г? = (x — §)?-+- (y— n)?+ 2? ир(&, 1) — искомая функ- 
ция. Краевое условие дает симметричное интегральное урав- 
нение первого рода 

[| Е ди-Фо, у) на 5. 
5 

Решение этого уравнения единственно и система фундамен- 
тальных функций ядра 1/г полная. После нахождения харак- 
теристических чисел и собственных функций симметричного 
ядра l/r функция в (&, \) находится обычным способом в виде 
ряда, который сходится в среднем. 

$ 7. Приложения сингулярных интегральных уравнений 

7.1. Смешанная задача теории потенциала. Пусть тре- 
буется найти гармоническую функцию внутри плоской об- 
ласти D, если на одной части контура L этой области заданы 
значения искомой функции, а на другой части — значения ее 
производной. Эта задача является частным случаем общей 
задачи Гильберта, в которой ищется гармоническая функция 
при условии, что на контуре известна некоторая линейная 
комбинация функции и ее нормальной производной. 

Пусть на каждой из замкнутых кривых, образующих 
контур L, есть как дуги, на которых задана функция, так и 
дуги, на которых задана нормальная производная. Пусть 
V1 V3: +++» \2„-1-— Дуги контура, на которых дана искомая 
гармоническая функция, и пусть на этих дугах 

и =) ($), (7.119) 

где $ — длина дуги контура. Через Yo, \4,..., Yon обозна- 
чим те дуги контура, на которых дана нормальная производная.
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Пусть на этих дугах 

д: = Л), (7.120) 
где п — внешняя нормаль к контуру. 

Для решения задачи достаточно найти значения функ- 
ции U(x, У) на дугах Yo, У, ..., Yous Тогда рассматриваемая 
задача, носящая название задачи Пуанкаре, сведется к задаче 
Дирихле для многосвязной области (см. пп. 2.2 и 5.1 на- 
стоящей главы). 

Обозначим через V (x, У) гармоническую функцию, со- 
пряженную U (x, у). Задача Пуанкаре может быть сформули- 
рована следующим образом. Найти аналитическую функцию 
ф(2) = И (х, УИ (x, y) (2=x+iy) если на одних 
частях контура задана ее действительная часть, а на других —- 
мнимая: 

на \»-: U=f (5), 

на Yop! V = f*(s)+C, 

где С, — произвольные постоянные и 

(Е =1,..., П), 

Г” ($) = | Л, ($) 4$ (а, — начало дуги \2%). 

OR 

Пусть T(z; 6) — ядро Шварца области О. Имеет место пред- 
ставление: 

aT (2; t) do = —- 4 Pz; 946, wi C—2 

где P(z; 6) — функция, непрерывная по совокупности пере- 

менных 2 и С в замкнутой области D и регулярная OTHO- 

сительно 2 в области О. Обозначим 

o@=aY | Гот; dae 
1 ур 

Для определения значений искомой функции U (x, У) на кон- 
турах Yo. Ya. ..., Yon, Получается следующее сингулярное



264 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧ. ФИЗИКИ [ГЛ. УИ 

интегральное уравнение: 

+У [ Чфш р 6 C)} 46 = 

R=1 Yop 

= /* ($) — Пт (о (6 Си (m=1,..., п), (7.121) 
/ 

где С„ = Си — С и С — произвольная постоянная. 
Решив это уравнение, мы найдем @(Z) с помощью формулы 

от | UOTE: С) авс. 

L 

Отделив в этой формуле вещественную часть, найдем U (x, у). 
Уравнение (7.121) есть сингулярное уравнение, которое можно 
свести к уравнению Фредгольма *). 

7.2. Смешанная задача для полуплоскости. Рассмотрим 
полуплоскость у > 0. Пусть на конечных отрезках Yo, \4, ..., Yon 
ее границы y==0 задано значение нормальной производной 
гармонической в верхней полуплоскости функции, а на осталь- 

ной части границы задана сама функция. 
Обозначим через & комплексную координату точки верх- 

ней полуплоскости. Обозначим значение искомой гармонической 
функции U (x, у) на отрезках Y,, V3, ..., \2„-, через f (&). 
Пусть по-прежнему началом отрезка Yor будет точка а», 
а концом — точка В, (Е =1, 2,..., п). Если обозначить 
через и#(2) искомые значения функции U(x, у) на отрезках 
Vo: Var +++) Von: ТО для и (5) получится сингулярное интеграль- 
ное уравнение 

1 и (8) а __ =z | = = BO), (7.122) 

Votes +¥o, 

rae { — произвольная точка на одном из отрезков Vor И 

В(0=— л®- ш [90] —Си  £E Vom) 

*) См. гл. VI, $ 9. 
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у 
Функции f*(f), w(t) и постоянные Сш определяются так же, 
как и в предыдущем пункте. Общее решение уравнения (7.122) 
имеет вид 

x Ha Yon: и( = 

“Vi II (t — ap) (Be — 5) 

x | ФУ [Ee —en—o 28-4 
Vot e+ + ¥en 

Qui) -, (7.123) 
и (—1)"-! [(—о») Be —8) 

k=1 

где Q,-,(f)— полином (п —1)-Й степени с вещественными 
коэффициентами. Формула (7.123) содержит 2п произвольных 
постоянных (п коэффициентов полинома Q,_,(f) и п произ- 
вольных постоянных С”, входящих в В (1)). Эти постоянные 

могут быть выбраны так, чтобы функция и(Ё) была непре- 
рывна. 

7.3. Соприкасание двух упругих полуплоскостей. Пусть 
две упругие полуплоскости — верхняя (у > 0) и нижняя 

(y < 0) — соприкасаются без трения вне отрезка — а<% ха. 
Отрезок | х| < является бесконечно узкой щелью. К обеим 
полуплоскостям со стороны щели приложены одинаковые нор- 
мальные растягивающие усилия интенсивности fh. Требуется 
определить поле напряжений в обеих полуплоскостях при 
условии, что напряжения исчезают на бесконечности. 

Задача сводится к определению аналитической в верхней 

(нижней) полуплоскости функции Ф(2), удовлетворяющей на 
оси х следующим граничным условиям: 

е {Ф(2)} =0 при y=0 и |x|>a, | 
7.124 

п (Ф(2)} =—5 при y=0O и |х|<а. | ‘ 

Таким образом, функция Ф(2) является решением задачи 
Пуанкаре (см. п. 1). Для нахождения D(z) составляется
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сингулярное интегральное уравнение (7.121). Решив это урав- 
нение, найдем 

ih 2 Фа (У —1). (7.125) 

Функция D(z) для нижней полуплоскости будет такой же. 

Для того чтобы найти поле смещений и поле напряжений, 

достаточно знать функции Гурса ф(2) и ф(2) *). Эти функции 
определяются с помощью формулы (7.125) следующими ра- 
венствами: 

ф’ (2) = Ф (2), 

p (2) = 9 (2) — 2$’ (2). 

Этот же метод применим и в более общем случае, когда на 
общей границе двух упругих плоскостей имеется несколько 
щелей. 

7.4. Давление жесткого штампа на упругую полу- 
плоскость. Рассмотрим задачу о жестком штампе, действую- 
щем на упругую полуплоскость у < 0. 

Пусть контур штампа, вдавленного в полуплоскость, имеет 
уравнение у= /(х) при |х|<а. Предположим еше, что 
участки границы |x| > а свободны от напряжений и штамп 
вдавлен силами, нормальными к его границе. Требуется опре- 
делить поле напряжений в полуплоскости. 

Пусть по-прежнему ф(2) и ф(2) — функции Гурса и пусть 
Ф (2) = p(x, y)+iq(x, У). Функция 1 (2) определяется соот- 
ношением 

Zp’ (2) + tp (2) =$(2). 

Для p(x, У) можно получить следующее сингулярное интс- 
гральное уравнение: 

1 | 20% № =, (7.126) 
-а 

roe ии х— упругие постоянные полуплоскости y<O и 
{ — любая точка отрезка (— а, a) (если Е & (—а, а), то р =0). 

*) См. п. 3.1.
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Решение уравнения (7.126) дается формулой 

А 
р () = р) - УЕ, (7.127) 

где 

2u | ое В = dé. 
Pol) n(x-+1)V a—# a &—ft > 

Постоянную А можно определить, если известен главный 
вектор Р усилий, приложенных к штампу: 

а 

Р | 

— а 

После этого ф’(2) определится по формуле 

+ со 

1 р (Е, 0) у 
ЛР Е —2 dz. ф (2Z)=— 

Для случая плоского штампа f (&) = const, 

Р / ____ Р 

In У a2 — 2? 

В случае, когда на полуплоскость давит несколько штам- 
пов, задача решается принципиально так же, с несколько 
более громоздкими вычислениями. 

7.5. Смешанная задача теории упругости. Рассмотрим 
некоторую плоскую, вообще говоря, многосвязную область О, 
заполненную упругой средой. Пусть па одной части контура, 
обозначаемой через М, заданы смещения, а на дополнитель- 
ной части контура Ё заданы силы, действующие на среду 
области О. Весь контур С =Ё-- М считается достаточно 
гладким. Допустим, что часть контура /, состоит из несколь- 
ких не связанных между собой дуг Vy, у, ..., Vy» причем 
комплексные координаты начала и конца дуги у, будут обо- 
значаться соответственно через а, и В» (А =1,..., п). Задача 
об определении напряжений в такой среде называется сме- 
шанной задачей теории упругости. Задача сводится к нахо- 
ждению функций Гурса ф(2) и ф(2г).
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Согласно формулам (7.47) и (7.48) на контуре должны 
быть выполнены следующие условия: 

up (6) — bo’ (© —ф©=2и(и-- ю) при CEM, (7.128) 

ФО O+VO=i | (Х,-- раз -% при CE Ye 
(7.129) 

Если ввести две функции 6 (0) и /(5) по формулам 

0 на М, 

УрО на L, 

—i | (X,+iY,)ds на L, „о-| 
Ou (a + iv) на М, 

то условия (7.128) и (7.129) можно будет записать в виде 
одного равенства: 

иф (© —50х9 — 5%’ O—PO)=fO+CO. (7.130) 

Пусть Т(2; 6) — ядро Шварца области D и P(z; 0 = 

= 7 T (z; 5) =. a ‚ где do — дифференциал дуги кон- 

тура С *). 
Для искомой функции ф(С) получается следующее сингу- 

лярное интегральное уравнение: 

*+1 | 9(9) ae и—05®— т iF: d=, (7.131) 

где ¢—tTouka Ha Си 

ФО" | ФОР; 946 — 
L 

—t | FOxKe do 2FO+2 Li baFeO (7.132) 
С =] 

*) См. п. 25.
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При этом 

Ра | 10TH 94, Fy(2)=—ae | T(z: Odo 
Ye 

| 

К (z, j= {Ib—2T Ue: t) — 2T (a: 1s}. (7.133) 

где 4 — произвольная фиксированная точка области О. 
Правая часть уравнения (7.131) содержит под знаками 

интегралов неизвестную функцию. Однако ядра этих интегралов 
могут иметь только слабые особенности. Решение уравнения 
(7.131), непрерывное в точках O, (А =1,..., п), может быть 
представлено в виде 

Ф®=— 

cae || (t= п Cw (с Вь \" OO al ФО 
— ha Ще) "FIL (=) Е СЕ 184) 

R= L kewl 

где ты) 

Постоянные 2,, входящие в формулы (7.129) и (7.132), 
могут быть выражены так, чтобы решение (7.134) было не- 
прерывным и в точках В». Пользуясь выражением (7.134) 
для вещественной и мнимой частей функции ф(5), можно по- 
лучить систему двух интегральных уравнений Фредгольма, 
которая всегда разрешима. Функция ф(2) может быть найдена 
по ее контурным значениям с помощью интеграла Коши. 

Если область D конформно отображается на круг с по- 
мощью рациональной функции, то смешанная задача теории 
упругости для этой области решается в квадратурах. 

7.6. Задача об обтекании дуги заданной формы. Пусть 
дана на плоскости комплексной переменной 2 гладкая незамк- 
нутая дуга АВ, которая обтекается потоком, компоненты 
скорости которого на бесконечности равны U и V. Обозна- 
чим через @ и В комплексные координаты точек А и В. Пусть 
W(Z)= Q(x, yy + Ир(х, У) — комплексный потенциал скоро- 
стей потока. Требуется найти аналитическую вне дуги АВ
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функцию (2), удовлетворяющую условиям: 

lim [w’ (2) — (И — iV)]}=0, (7.135) 
эс 

Imw(z)==const, если 2Е АВ. (7.136) 

Кроме того, предполагается, что скорость потока конечна 
во всех точках дуги, за исключением, может быть, точки А. 
Пусть 

® (2) = w’ (2) — (И — iV). (7.137) 

Функция ® (2) ищется в виде интеграла типа Коши 

__ 1 Т (5) do 
© (2) =; 2 (7.138) 

АВ 

где do =| 45| и 6 — переменная точка дуги АВ. Функцию T (0) 
называют вихревой функцией. 

Для вихревой функции справедливо следующее сингуляр- 
ное интегральное уравнение: 

1 
2х 

Г P(e) sin (7 п) do=Vcos?—Usin®, (7.139) 
AB 

где (г, п) — угол между направлением вектора ¢ — 5 (Ё — точка 
дуги АВ) и нормалью в точке с комплексной координатой f¢; 
9 — угол между касательной к кривой АВ в точке Ё и 
осью Хх. 

Уравнение (7.139) имеет бесчисленное множество решений. 
Требование конечности скорости потока в точке В приводит 
к условию: 

Г (В) =0. (7.140) 

Решение уравнения (7.139), удовлетворяющее условию (7.140), 
подставляется в формулу (7.138). 

В случае, когда АВ — отрезок (-- a, a) действительной 

оси, уравнение (7.139) принимает вид 

1 [70% _ 
oz | о. 

_а 

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условию: 

Т (а) =0,
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имеет вид 

тому ot 

Тогда функция ®(2) будет равна 

Точное решение задачи может быть получено также в случае, 
когда АВ — дуга окружности.



ГЛАВАУШ 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЯДРАМИ, 

ЗАВИСЯЩИМИ ОТ РАЗНОСТИ АРГУМЕНТОВ 

$ 1. Общие сведения 

1.1. Основное уравнение и его частные случаи. В этой 
главе описываются свойства уравнений, являющихся частными 
случаями уравнения 

pe — kp =p (x)—- У 5,00 [ ky «-ф0Ффи=(х), (8.1) 
J=1 — со 

—с<ю«<х< о, 

в котором 2,(х) — ограниченные измеримые функции, стре- 

мящиеся к конечным пределам при x-—» too, ц==соп$4. 
Уравнения вида (8.1) и транспонированные к ним не совсем 
точно называют уравнениями с ядрами, зависящими от 
разности аргументов. Важнейшими частными случаями урав- 
нения (8.1) являются следующие уравнения: 

1. Уравнения Вольтерра *) 
x 

up (x) — | k(x —t)g(t)dt= f(x), x >0 
0 
l, x >0, 

(+ =| х<0 k(x), Л (х) =0 при x <0} (8.2) 

2. Уравнение на всей оси 
со 

иф (x) — | R(x—2) 9 dt = f(x) (=, 6, (2) =1). (8.3) 
— со 

*) Эти уравнения рассмотрены в § 3 гл. [.
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3. Уравнение Винерар— Хопфа 

wp (x) — [ &(x—D Q(t) dt = f(x) 
0 (8.4) 
11 x>0, 

(+ =| о х< 0, f (х) =0 при « <0), 

4. Парное уравнение 

wp(x)— [ &(x—DQOdt= f(x), х<0 

= (8.5) 
wp (x)— | ky(x—Agidt=f(x), х>0 

~ 1 x > 0, 
(y= вое о) 

5. Уравнение на конечном промежутке 

1 

wp(x)— [ k(x—DQOdt=S(x) О<х<Т 
0 , (8.6) 
| 1, ХЕ, TI, 
=" =| ХЕ, T] } 

Уравнения, транспонированные к (8.1), (8.2) и (8.5), имеют 
соответственно вид 

п 

kp =vp(xy— У [ o,04,¢-—DoOa=f (x), 81) 
]=1 —© 

—oo<m xX << Ow, 

up(x)— [ RE—xNOOa=Sf(x), х>0, (8.2) 
0 со 

pp(x)— [ &,¢—x) q@at— [| в(—хФфи =), 
со 0 

—coo< x < 00, (8.5,)
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Уравнения, транспонированные к (8.3), (8.4), (8.6), полу- 
чаются из них заменой ядер k(x — 0) ядрами А (Е — x). 

Интерес к уравнениям (8.1) — (8.6) вызван тем, что эти 
уравнения возникают при решении ряда важных задач ( [16], 

[17], [23], [25], [26], [27], [28], [29], [46]). 
1.2. Символ. Условия нормальной разрешимости. Свой- 

ства уравиения (8.1) во многом определяются поведением его 
символа 

с (х, =u 2 b (x) К, (A), (8.7) 

где 

KjQ)= | в, (xe dx 
- 0 

есть преобразование Фурье ядра К, (х). Имеет место сле- 

дующая 
Теорема 1.1 ([30]). Всли ядра k;(x) уравнения (8.1) 

суммируемы на всей оси, то: 
а) для того чтобы уравнение (8.1) было нормально 

разрешимым в пространстве L,(—oo, oc), 1<р<о5, 

и имело конечный индекс, необходимо и достаточно, 
чтобы предельные значения символа при х —> Е со нигде 
не обращались в нуль: 

о (-Е co, А) = — №6, (+ оо) К, (A) £0, —co<A<o. 
j=l 

(8.8) 

b) [7pu выполнении указанного условия индекс уравне- 
ния в любом из этих пространств определяется фор- 
мулой 

в (— оо, A) | 
Хи = 5 are 5, |’ (8.9) 

с) Если и совпадает с каким-либо из значений функ- 
ций в(- со, A), — со«А< оо, то либо оператор vwl—k 
(1- пождественный оператор) не нормально разрешим, либо 
пространства нулей операторов wl—k и (И — Е)" беско- 
нечномерны.
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4) Одним из регуляризаторов (см. гл. VI, § 5) onepa- 
тора (8.1) при выполнении (8.8) служит оператор 

emt [4-&—09%04, «<0. 
Ro =" (8.10) 

ТФ fare@—deOdt. х>0 
| 

где функции 9. (х)Е[(— со, со) и определяются своими 
преобразованиями Фурье: 

т У, в, (£00) Kj (2) 

©. (^) = fo . 

и — У bj (+ со) К; (^) 

j=l 

Все сформулированные свойства остаются без существен- 
ных изменений, если для некоторого A 

I. ее, (х)ЕЁ(— со, оо), 

IH, е- “7 (x), е-1%ф (x) ЕЁ, (— со, оо). 

Дело в том, что в этом случае заменой (обратимой) 
p(x) == e™@, (x), f(x) = ef, (x) уравнение (8.1) приводится 
к уравнению 

wo, (x) — №509 [eae —DO Od =f, (0), 
1=1 — со 

— —h —^ в котором ядра Rj, (х)==е-"А,(х) ЕЁ (— сс, сс). Более 

широкий класс уравнений, для которых имеет место теорема, 
аналогичная 1.1, рассмотрен в [32]. 

1.3. Уравнения, решаемые элементарно. В случае, когда функ- 
ции К; (А) рациональны, а коэффициенты 6,(х) кусочно постоян- 

ные, уравнение (8.1) решается элементарно, например с помощью 
описываемого ниже метода [31]. Другой метод решения описан 
в [36].
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Уравнение (8.1) с кусочно постоянными коэффициентами 6; (x) 
можно переписать в виде 

e+ | mp (x—NOMa=sF (a) 

Oj <b < Asay, — COA <a, < 16. KOs = +400; (8.1’) 

промежутки (Qj, Gj41) выбираются так, что на них все 6;(x) по- 

стоянны. Функции пу (Xx) являются линейными комбинациями функ- 
ций А; (x), и, следовательно, их преобразования Фурье N; (A) также 
рациональны. 

Пусть 
Pj qj - \Ру _ 4 
I] @— 9%)" Це)” 

1--М, (^) = 7 > 

I] —83;) | (4 — By) и 
V=! ‘= 

Ур t Davi = Угу t+ Dd svp. 

тат» Пи Ву, > 0, Ипа,» ИпВу, <0. Решение уравнення (8.1,) 

представимо в виде 

Py _ ГРУ 
—ia,, м 

Ф(х) =КУ+ Же */ > Mant} + 
k=0 v= = 

q 9.,:—1 ] + vj 4 У “| У Nays) , 

\=] В=0 у 

а<х<а,., О0<1<5$—1. (8.11) 

Для промежутка (— 0, а) [(as_1, + 00)], соответствующего 
1=0[/=5$—1], исчезает вторая (первая) сумма. Еф — оператор 
того же вида, что и (8.1), но с ядрамн а; (х — 1), преобразования 
Фурье которых определяются из соотношений 

1-4, (2) = пм, |. 
Коэффициенты My jp, №у/ь определяются подстановкой (8.11) в урав- 

нение (8.1). При этом получается система линейных алгебраических 
уравнений, эквивалентная исходному уравнению. В качестве при-
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мера на применение описанного метода рассмотрим уравнение 

0 со 

оч [чат + | e~ "ТТ (т) | = 
—0O 1 

=f M4 3229 =, t <0, 
0 со 

«о |= 17-х ф (т) ат | Flee ax| = 

-- со 1 / 

3 5, eo ~3 = e415 (8470 %)=f, t>0. 

Продолжая ф (¢) нулем на отрезок [0, 1], запишем уравнение в виде 

iam | 

p(t) +4 fellomaass (t), #<0, 

$ (2) ~ = 0, 0<2<1, 

pt) +3 Ге? 1-1 (т) ас = Х, (©, #>1 

2 
Простые вычисления дают 1-- № (А) = ep 1+-N, (A) = 

А2 +- 16 _ 
=Э=-4" N, (A) =0. Отсюда 

1 Ay (Q) = [14M Г = 1-Е" 

1A, 0) = ПМ 1-е A, (A) =0. 
Следовательно, 

Г oO 

ч—= [ere dt, t <0, 
— со 

со 

+—> [en 11-1 (т) ат, Е> 1. 
| оо 
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Нулями функций 1-- М, (A), 1 + М, (A) являются числа: 

ак =3ь agp=—3i аБ=4 af =— 4. 

Далее, если Ё < 0, то 

0 

Ку = Л, -4] [ ecsicely, (т) dt + 

+ [е-эи-чл, (т) ax mae 

Если Ё > 1, то 
0 

и-^-?| Гея + 

+ | в-41-1у, (т) ео = on ben, 

1 

Через a и © здесь обозначены числа, точные значения которых нам 
не важны. Согласно (8.11) 

$ (0 =е1 + Аг, £t<0, 
g(t) =e Fe Ве“, &> 1. 

Подстановка в исходное уравнение приводит к соотношениям: 
2A +-5e~*B =0, 54+ 2e75B =0, изкоторых вытекает, что A=B=O. 
Следовательно, решением уравнения является функция 

ef t<0, 
Ф (1) = | 

ewe Ё> 1. 

Попутно устанавливается, что однородное уравнение нетривиаль- 
ных решений не имеет. 

1/4. Уравнения, приводящиеся к виду (8.1). Отметим 
несколько типов уравнений, которые простыми подстановками при- 
водятся к уравнению вида (8.1) (см. [42]). 

a) Подстановкой х==е`', у=е`* уравнение 
А 

1 х © | (=) вау =, 0<я<А 

приводится к виду 

aO— | в(-дефи=л 0 (8.12) 
-InA
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в котором ф, (t) = 9 (e7"), f, (=f (e7), &, (t) = #(е7'). При А = оо 
получается уравнение на всей оси; при А=!1 — уравнение Ha 

полуоси. Уравнение с ядром =* (>) той же подстановкой при- 

водится к виду (8.12), где теперь @, (#) =e “g (г7'), 

0 =е ole), в = kW). 
Ь) Часто встречающееся в теории электричества парное урав- 

нение вида 

co 

[5 0Ф0)4у=10), — 0<e<1, 
0 

[ a ху Фо) ау =80). — 15х<% 
0 

подстановками x = e7', у=е" приводится к виду 

[ с(-дофи=а®. —wo<t<oo, 
— со 

[е-оффж=л О,  0<t<o, 

где 9, (т) =$(е"), 9i(t)=e7'k, (#7), a= e+) FR (e-4), 

g(t) =e tg (e-9), у, (#) = ef (e74), 

с) Уравнение o(x)= F(x) + | y'“"(ety)" oy) dy, 0< 
0 

at 

<x<co, заменой х=е’ уже", o,()=olee 27, A= 
at 

= f(e')e 2 приводится к уравнению 

Фи (2) = Л, (2) + [ fen 454] @, (6) dt. 

4) Если А(х) — однородная функция степени о, TO тем же 
приемом, что в с), уравнение 

ф (x) = Л (x) + | y~ OF) А (ху) $ (y) dy 
Q
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приводится к виду 

г __ 77 

Фи (6) = Л, (В + [вет] Фи (f) at 

при прежних Q, и fy. 
Эти же преобразования годятся и для преобразования уравне- 

ния с ядром x Fy— lp (x + У), где А (x) — однородная функция сте- 
пени о. 

1.5. Пространства функций. В дальнейшем под E* по- 
нимается любое из следующих пространств: 

L,(0, -- сс) — пространство функций, суммируемых на 

(0, oc) в степени р; 
М (0, + со) — пространство функций, ограниченных (в су- 

щественном) на полуоси (0, со); 
С (0, - со) — пространство функций, ограниченных и не- 

прерывных в (0, со); 
С, (0, - со) — пространство функций, равномерно непре- 

рывных на (0, со}; 
С, (0, + о>) — пространство непрерывных функций, стре- 

мящихся к нулю при х—>-- со. 
Через E(E(a, 65)) обозначено любое из аналогичных 

пространств для всей оси (— со, со) (для промежутка 
[a, 6]). Через Е’ обозначается пространство функций f (x) 

таких, что для х>0 f(x) EET, а для х< 0 f(—x) EE”. 

Через e*E(e"*Et, e““E’) обозначается пространство функ- 
ций f(x) таких, что e-"*f(x)€E (соответственно Е*, Е”). 

Для всех пространств E(E*, Е’), кроме L, при р>1, при 
суммируемых ядрах R(x) интегралы 

fae —omar(| ых —ова (8.13) 
— со 0 

понимаются в обычном смысле (Лебега); для пространств 
Ly р>1, —B смысле 

А А 

L.i.m. L.i.m. , 
A+>+0 A A> +00 в
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где [..1.т. — предел в смысле среднего р-Й степени. Указан- 
ные только что интегральные операторы ограничены во всех 

пространствах Е(Е*, Е’) и их нормы не превосходят ИА. 
В пространстве 2. (— со, со) (Ё,(0, + со)) эти операторы 
ограничены также при условии, что А (х)Е 1. (-— со, со) и 
имеет ограниченное преобразование Фурье К (A). Норма опе- 
ратора при этом равна $ир | К (А) |. (О других условиях огра- 
ниченности операторов (8.13) см. [24], [45].) 

В $6 при описании свойств уравнений с ядрами различ- 
ного экспоненциального роста при х—> 50 и х-> — со по- 
требуются так называемые пространства {а, В] ([7], [42], [48]). 
По определению f(x)E{a, В], если e~*f (х) Е [5 (0, Е оо), 
е-вх/ (х) Е 1, (— со, 0). 

Простейшие свойства этих пространств: 

1. Если а < а, В < В, то {а, В} Е [а,, В}. 

2. Если /ь(х)Е [аь, в}, то Dif, (x) Е (шахо», minB,}. 
3. {a, a} П [В, В} = {пищ (@, В), шах (а, В)]. 
4. Если Е (х)Е |а, B}, a p(x) Е {0,, B,}, то интеграл (8.13) 

имеет смысл лишь при условии, что а < В иа< В. При 
этом он принадлежит пространству {тах (а, а), пит (В, В)}. 

5. Если /(х)Е [а, В], ах у< В, то для f(x) опреде- 
лено преобразование Фурье 

РО =Р,/Л = [ Лод еках, то == у. 

Если а<В, то Р(О) голоморфна в полосе а< шёб<Ви 
равномерно ограничен по у интеграл 

Л Прем Pas, a<y<p. 

Обратно, если функция F'(C) удовлетворяет этим усло- 
виям, то она является преобразованием Фурье функции 

co+iy 

f(x= | eS FOate (a, В. 

Класс таких функций F (6) обозначается {{а, В} }.
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Примеры пространств {a, В}: 
1. {0, 0} = L, (— со, оо). 
2. {a, a} = е@\[. (— 0, со); если f (x)E{a,a}, то F (A+ ia)é 

Е Р2 (— со, со). 
3. {—a, a} =e al* IL, (— со, со). 
4. {a, - со} ({— со, a}) состоит из функций, равных нулю при 

х<0 (при х>0) и принадлежащих eZ (0, +co) при х>0 
(e*L,(—co, 0) при x < 0). Преобразования Фурье функций из 
{a, +co} (из {— оо, @}) голоморфны в полуплоскости тё>а 
(Im ¢ < а). 

$ 2. Примеры 

2.1. Основная задача теории излучения [41], [46]. Эта за- 
дача, состоящая в определении интенсивности излучения, сводится 
в случае изотропной плоско-параллельной рассеивающей среды 
к решению интегрального уравнения 

To 

во [| BOE t—v Dav +e, 0<TtT<T,, 

0 
со 

у 

вающую способность среды; g (т) — известная функция, определяе- 
мая действием источников излучения; т, — так называемая оптиче- 
ская глубина среды; В (т) — искомая функция, через которую легко 
выражается интенсивность излучения. 

Если оптическая глубина бесконечна (так полагают при изуче- 
нии рассеяния в звездных атмосферах), то получается уравнение 
Винера — Хопфа. Если источников излучения нет, то g(t) =0и 
задача сводится к однородному уравнению. К аналогичному урав- 
нению сводится задача о рассеянии нейтронов [26]. 

2.2. Задача о линейном сглаживании и предсказании [17], 
[23], [62]. Пусть сигнал на входе линейной стационарной системы 
равен сумме полезного сигнала $ (f) и помехи п (Г), которые пред- 
полагаются стационарными случайными функциями. Система пре- 
образует входной сигнал в сигнал на выходе хвых (4), который пред- 
ставляется в виде 

e~*¥ dy . где Ех = ‚ ^— Параметр, характеризующий paccen- 

1 

со 

Хвых (Е) = | [$ (¢— t) +n (¢ — t)] w (т) at, 

0 

rae м (т) — импульсная переходная функция, определяемая KOH- 
струкцией системы. Требуется определить переходную функцию (т) 
так, чтобы величина 8 (#) = $ (#-- Г) — хвых (Г) имела минимальное 
математическое ожидание (при Г =0— чистое сглаживание, при 
л (ЕЁ) =0 — чистое предсказание). Эта задача сводится к интеграль-
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ному уравнению первого рода относительно неизвестной функ- 
ции w(t). Если вероятностные характеристики полезного сигнала 
и помехи известны для всего прошлого (от — со до #), то полу- 
чается уравнение Винера — Хопфа 

Фет) = | o¢—De (ат, t> 0. 
0 

Если же эти характеристики известны лишь для конечного проме- 
жутка времени [¢—T , #|, то получается уравнение на конечном 
промежутке 

Ty 
Фет) = | pt—rtw(t)dt 0<t<To 

0 

В этих уравнениях 1 (2) и g(t) — известные функции, которые про- 
сто выражаются через корреляционные и взаимокорреляционные 
функции полезного сигнала и помехи. 

2.3. Береговая рефракция электромагнитных волн [16]. Это 
задача о набегании электромагнитных волн с моря на сущу. Пусть 
берег — прямолинейный бесконечный. Направим ось Ох в глубь 
суши, ось Оу вдоль берега и допустим, что набегающая волна 
имеет вид Р° (x) е!5У, а искомое поле на поверхности суши имеет 

вид F (x) eS’, Для искомой фупкции F(x) получается уравнение 

оо 

F (x) =2Р° (x) + nai | Hf (m|x—t1) FO dt, x > 0. 
0 

Здесь НИ) — функция Ханкеля первого рода, а и т — некоторые 
коэффициенты. 

2.4. Задача теории наследственной упругости [29], [56]. 
Определение деформации Е (1) по заданному напряжению о (f) для 
линейно напряженного тела сводится в теории наследственной упру- 
гости к уравнению 

t 

(p= 2O 44 | enemas t> 0, 

0 

в котором Е и ¥—NOCTOAHHbIe, характеризующие упругие свой- 
ства среды; Ё (1-—т) — ядро релаксации, характеризующее наслед- 
ственные свойства среды; Е — время, прошедшее от начала дефор- 
мации.
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2.5. Потенциал проводящего диска. Задача об определении 
потенциала т (6, 2) заряженного проводящего диска сводится к урав- 
нениям: 

[ F@)Jo(ouyau=g(), О<р<ь 
0 

со 

[47 (@) Jo (ou) аи = 0, p>1 
0 

[= этом U(0, 2) = | f (и) Jy (pu) e~ is) 

0 

Подстановка и = e~*, p= e! преобразует эти уравнения к виду 

со 

[л (т) Ло (Зет dt = в, (1, — < <#<0, 

— со 

Гл (т) Ло (7-7) г? (-9 dt =0, 0<2< о, 

Аа (= 1 (27°), a @ =ев (ef) ( [40]. стр. 423). 

$ 3. Уравнения на полуоси 
с суммируемыми ядрами [22] 

3.1. Условия разрешимости. При описании свойств урав- 
нения 

(= | #«—9Ф04 0<х<оо, (8.14) 
0 

мы будем часто предполагать выполненными условия: 
А. R(x)EL(— ©, oo). 
В. 1—K(A) #0, —coO<A< оо. 
В этих условиях для уравнения (8.14) справедливо все 

сказанное в § | по поводу уравнения (8.1). Указанные там 
свойства здесь существенно дополняются. 

Теорема 3.1, В любом из пространств E* (см. § 1) 
уравнение (8.14) нормально разрешимо и имеет конечный 
индекс. определяемый формулой 

х=—5=ави — KM] _
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Обратно, если в каком-нибудь пространстве E* уравне- 
ние (8.14) нормально разрешимо и имеет конечный индекс 
и если при этом выполнено условие A, то и условие В 
необходимо должно быть выполнено. 

Замечание. В пространстве L, (0, со) теорема 3.1 
верна при следующих предположениях: А(х) Е [.(— оо, со), 
функция К (A) непрерывна и К (= со) =0 [9]. 

Теорема 3.2. Число линейно независимых решений 
однородного уравнения 

од = | k(x—N oat (8.14,) 
0 

равно УХ, если y>O0, и нулю, если Х<0. Эти решения 

одни и те же в любом из пространств Е*, причем эти 
решения: 

а) суммируемы, абсолютно непрерывны и стремятся 
к нулю при х> осо; 

b) могут быть выбраны так, что 

аФ, 
Фе +1 = ах, Фи» (0) = 0, k= 0, 1,..., Хх — 2; 

АФУ — 
Fo = V(X), Gy-1 (0) #0, 

где функция Y(x) определена ниже соотношениями (8.17), 
(8.18), (8.20). 

О функциях, удовлетворяющих условиям а) и 5), говоряг, 
что они образуют Д-цепочку длины У. 

Из теорем 3.1 и 3.2 вытекают такие следствия: 
Если y==0, то уравнение (8.14) однозначно разрешимо 

в E* при любой правой части из E*. Если х_> 0, то урав- 
нение (8.14) по-прежнему разрешимо при любой fEE*, но 
решение его не будет единственным. Наконец, если у < 0, 
то однородное уравнение, транспонированное с (8.14), 
имеет |X| линейно независимых решений. Для разрешимости 

в E* неоднородного уравнения (8.14) необходимо и доста- 
точно, чтобы его правая часть f(x) удовлетворяла условиям: 

[FO ах=о = т,..., [х|-- В, 8.15) 
0
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где ф,(х) — базис решений транспонированного однородного 

уравнения. 

3.2. Факторизация. Все известные методы решения урав- 
нения (8.14) имеют в своей основе так называемую факто- 

ризацию функции [1 КОЛ" т. е. представление этой 
функции в виде произведения функций, голоморфных в неко- 
торых полуплоскостях. В случае суммируемых ядер имеет 
место следующее утверждение о факторизации. 

Теорема 3.3. Пусть Е (х) Е Ё(— со, со) ul — К (^)=0 

для —со«<А<оо. Если индекс y >20, то имеет место 
единственная Ракторизация 

(1 —K (a) =o (5 =) 0° (A), (8.16) 

при которой функции o_(A), 0° (A) голоморфны соответ- 

ственно в верхней и нижней полуплоскостях, непрерывны 
вплоть OO границ своих полуплоскостей и не имеют 
в них нулей. 

Для упрощения записи введем обозначение 

6 =) 0° (A). 

Для множителей ©. (A) имеют место представления: 

o,(M=1+4 [убей ах, oc A=14 [| и (фейхах, 
’ (8.17) 

V(x) Ye) EL, +00). 
В предположениях теоремы 3.3 множители в. (A) выра- 

жаются через К (A) с помощью формул: 

Ino, = | In ee du, Ima>0, (8.18) 

Ino (i) =e, | BURA gy, Ima <0. (8.18,) 

В обеих формулах выбраны ветви логарифма, исчезающие 
ври A->0oo, и интегралы понимаются в смысле главного



$ 31 УРАВНЕНИЯ НА ПОЛУОСИ С СУММИРУЕМЫМИ ЯДРАМИ 287 

значения. В тех же предположениях функция ш [1 — К (A)] 
представима интегралом Фурье суммируемой функции: 

ш[1 — А (^)] = | е!\*] (x) ах, [Е2(— со, со). 

Через функцию [(х) множители ©. выражаются по фор- 
мулам: 

со 0 

| (ке ах f (де АХ ax 

0,.(A) =e » O_(A)=e-? . (8.19) 

Функции Y(*) и \.(х) определяются формулами: 

со +- 1 

уда | 2290, - Ца, 
— со +-й{ 
И (8.20) 

у =5х | г- x [0 _ (A) — 1] dA, 
—co-—hi 

применимыми в TOM случае, когда при некотором hk > 0 ин- 
тегралы справа существуют хотя бы в смысле главного зна- 

чения (например, это так, если O (A) =1 ++ +0 ( , - | ). 

a> 1). 

В частном, но важном случае, когда функция К (14) рациональна, 
факторизация проводится элементарно. 

Пусть, например, 
Г) 

Г а “1-1 
#(д=У У ajnxe "0 (У ру же "10 (— x), 

= 0 j=1 #=0 j=l 
x <0, 

Ima;<0, Imp;>0, Joel 0. 

Тогда 

| eee | et j 
И— Кор! = 2 г ‚ Ima; <0, шв; > 0. 

Це "Па-в»’ j 
1=1 

Dsj+ Qe = D+ DI;
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а 5 

Если т, = У Tp п, = 2 y то факторизующие множители 

имеют BHA 

9 р _ ) 

[J a—apva—at + 
_ fs 

O4 (A) — р р ’ 

[J @-—«)/ 
=] ой | (8.17,) 

JJ @-mpi aaa" 
o_ (A) = РР 

$ 

Па-/ 
jal | 

функции у (х) и \. (х) получаются разложением 09+ (A) и O_ (A) на 
простейшие дроби. Если 

ey D4 ти" 9- ®-1+У хо 
J 1=1 kel j=l k=1 

то 

р “i О | 
vi) = у = Е дя” te 7", 

jel km! (8.20,) 

ух (x) = у у a В; wx had i | 

j=l К=1 

Другие примеры элементарно выполняемой факторизации даны 
в [22], [25}, [27]. 

3.3. Решение неоднородного уравнения. 
Теорема 3.4. Пусть индекс x уравнения (8.14) не- 

отрицателен и пусть \у(х) и у. (х) — функции, определяю- 

щие факторизацию функции ИК (2) ' (см. (8.17)—(8.20)). 
Одно из решений уравнения (8.14) (единственное при yx = 0) 

в любом из пространств E* дается формулой 

(= ЛЕ [ ve OF Ode, (8.21) 
0
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в которой резольвентное ядро у(х, t) определяется ра- 
венством 

min(x, f) 

vie. D=V(e—N+%¢—*)+ | ve—r)y,¢—Nar 
0 

(vy), У. @)==0 для t < 0). (8.22) 

Если ядро R(x) четное, то 7 =0, у(х) =y, (х) и 

min (x, Е) 

Уд =УИяЬ—фН1+ |  va@—nye—nadr, 6822) 
0 

_Если ядро эрмитово, т. е. #(—№ = (И, то х=0, ух (х) = 

= (х) и 
па (Хх, f) 

уд =уи-о-т@-9+ | ve—N¥E=Aar. @2) 
0 

Теорема 3.5. Пусть индекс y уравнения (8.14) от- 
рицателен и выполнены условия разрешимости (8.15). 
Гогда единственное решение уравнения (8.14) дается фор- 
мулой 

oM=fO+ fu 9/04 (8.211) 
| 0 

в которой Y(t, х) — резольвента транспонированного 
уравнения. 

Из предыдущих формул видно, что резольвента у(х, 6) 
(или Y, (x, 0)) полностью определяется функциями Y (x) и \. (Х), 
определяемыми по формулам (8.17)—(8.20). 

Замечание. В пространстве [(— со, oo) преобразо- 
вание Фурье решения неоднородного уравнения (8.14) может 
быть представлено формулой 

D(A)=o,p, [6_Р(^)]|, (8.215) 

где F(A) — преобразование Фурье свободного члена, а р. — 

оператор, соотносящий функции вида 

Q(A) = | ей хи (х)ах, @€L, 
-_со
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функцию 

p Q= | exe (x) ах. 
0 

Другими словами: если Q = Q2* — 97, Q* (097) голоморф- 
ная в верхней (нижней) полуплоскости функция, то р.9=0* 

(см. примеры в § 5). 
3.4. Решение однородного уравнения. 
Теорема 3.6. /Густь индекс уравнения (8.14) поло- 

жителен. Гогда полную систему линейно независимых 
решений однородного уравнения (8.14,) в любом из про- 

странств E* образуют функции &,(х), &›(х), ..., By (%), 
преобразования Фурье которых равны соответственно 

04 (А 9 O04 (А) 
в.) = 9+, 0. (7) = Е 9 оооу (3 03) 

G — ;k _9+ (A) | х (A) =i Ga pt 

Базис решений ф,(х), А =0, 1, ..., Х—1, описанный 
в теореме 3.3, получается из функций #,(х) по формулам 

5 

0, = ChE,» s=0, 1, ..., ¥—1. 

Функции 2, и ф, можно определить также из систем урав- 
нений: 

d 
ad 

Te HHO: GEA вы ОЕ Gri 
g,(0)=0, k=2,3,...,% 8, (0) =1; 

ay 
Fr Pe (D5 @, (0) = 0, k=0, 1,..., ¥—2; 

AQ, _ | 

Fe V(X) Qe (0)=1. 

Методы приближенного решения уравнения (8.14) излагаются, 
например, в работах [13], [14], [18], [21]. 

Уравнения (8.1) с ядрами, суммируемыми с весом, рас- 
смотрены в работах [1], [7], [38], [39], [44], [47], [48], [50] 
(см. также §§ 6, 7).



$ 4) ПАРНЫЕ УРАВНЕНИЯ С СУММИРУЕМЫМИ ЯДРАМИ 291 

$ 4. Парные уравнения с суммируемыми ядрами 
и транспонированные к ним [11] 

4.1. Приведение парного уравнения к эквивалентному 
уравнению на полуоси. Парное уравнение 

$ — [&e—NeOd=Sf(x, x <0, 
> (8.24) 

o(x)— |№=—9%04%=/1(5), «>, 
—со 

здесь рассматривается в следующих предположениях: 
A,. А, (х), Ро (х) Е Ё(— со, 00). 
В.. [— К, (4) == 0, j= 1, 2, —co<A< оо. 
C,. Правая часть и решение принадлежат одному из про- 

странств типа Е” (см. п. 1.5). 
В этих условиях уравнение (8.24) сводится к эквивалент- 

ному уравнению на полуоси. 
Если положить 

g(x)=o(x)— [ &(x—DEMdt—f(x), —ю0 <<, 
(8.25) 

TO: 
а) функция ф(х) однозначно определяется функцией 2 (x) 

по формуле 

(= -ас<- [a(e—DlgO+s lat, (8.26) 

где g(x)€L(— со, со) и имеет преобразование Фурье, равное 

_ К, (A) QQ) = Toa: (8.27) 

b) Функция g(x) удовлетворяет уравнению на полуоси 

(x) — | ko (x —  & (f) dt = [02—90 dt, (8.28) 
0 00 

x>0, g(x)=0, x <0, |
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в котором 

k,(x)EL(—0o, 00) и Ky (A) = Ko (A) — Ki (A) © 
1— А, (A) 

(8.29) 

Уравнения (8.24) и (8.28) эквивалентны в том смысле, 
что их решения взаимно однозначно соответствуют друг 
другу по формулам (8.25), (8.26). При этом если g, fEE’, 

то g€E*, и обратно, если 8 ЕЕ*, fEE, то фЕЁ.. 
4.2. Формула для индекса и свойства базиса реше- 

ний однородного уравнения. Теоремы 3.1—3.2 остаются 
справедливыми и для уравнения (8.24), если заменить функ- 

цию А (A) функцией Ko (A) — Ki (A) 
1— А, (A) 

пространством РЁ”. 
Формула для индекса принимает вид 

‚ а пространство Е" — 

_ | 1 — K, (A) | X= 5 arg ШК, |... (8.30) 

Несколько изменяются свойства базиса решений однород- 
ного уравнения: такие нетривиальные решения существуют, 
если Х > 0. 

Однородное уравнение имеет во всех пространствах Е” 

одни и те же решения. Можно выделить базис решений Qo, 
фл, +++» Ф,-, таких, что: 

а) функции g, (А = 0, 1,..., Х— 2) суммируемы, абсо- 
лютно непрерывны и стремятся к нулю при х-> = оо; 

5) функция Ф„-, СсУммируема, стрэмится к нулю при 

х-—> Е со и становится абсолютно непрерывной после вычи- 
6 1, х>0, 

тания из нее функции 0(х) = 0, x<0: 

dg 
с) Pei =e (Е =0, 1,..., ¥—1), 

1p, -1 (4) — 8 (X)1 EL (— со, 09), 

Этот базис получается из аналогичного базиса решений 
однородного уравнения (8.28) с помощью преобразова- 
ния (8.26).
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4.3. Уравнение, транспонированное к парному. Урав- 
нение 

0 со 

$(0— | в(-ое@фи- | &¢—x)pOdt=f(x), (8.31) 
0 = оо 

— со «< х< ©, 

в предположениях A,, B,, С, (см. начало параграфа) эквива- 
лентно уравнению 

p(x) = f (x) + | qg(t—x) f (dt + | ky (¢—-x) p(t) at, (8.32) 
ee) 0 

—-o<c x << Ow, 

в котором g(x) и Aj(x) имеют прежний смысл (CM. выше), 
В правую часть (8.32) входят лишь значения ф(х) для 

x > 0. Решив это уравнение для x >> 0, мы найдем из него же 
значения Фф(х) для x < 0. Таким образом, и решение транс- 
понированного уравнения сводится к решению уравнения на 
полуоси. 

Теорема 4.1. Если выполнены условия A,, B,, то 
уравнение (8.31) нормально разрешимо в любом из про- 
странств Е и имеет конечный индекс 

1 1 —K, (A) |® 
Xx — эл ATS К, (A) о" (8.33) 

Если в каком-нибудь из пространств Е уравнение (8.31) 
нормально разрешимо, имеет конечный индекс и если при 
этом выполнено условие A,, то и условие B, необходимо 
должно быть выполнено. 

Теорема 4.2. Во всех пространствах Е однородное 
уравнение (8.31) имеет одни и те же решения. Число 
линейно независимых решений равно Y,, если > 0, и 
нулю, если < 0. Эти решения суммируемы, абсолютно 
непрерывны и исчезают на бесконечности. Их можно вы- 
брать так, чтобы 

x 

pj (+) = [ Pia (x) 4х (1=1,2,..., %,—1). (8.34) 
— со
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$ 5. Примеры 

В этом параграфе рассмотрены некоторые примеры, иллюстри- 
рующие общие построения предыдущих двух параграфов. 

Пример 5.1. Пусть требуется решить уравнение 

g(x) +4 | e'*-flo(t)dt=e-*, O<x<co. (8.35) 
0 

8 . _ А2-9 
В этом уравнении К (А) = Г! 1+K(A)= FELT’ 

Поскольку символ 1-+K (A) рационален, то естественно BOC- 
пользоваться более простыми формулами (8.17,) и (8.20, ): 

A+i A—i 

o+ (A)= д, 5- W= 437 
и Y(x) =—2e7*, Vr (x) = — 207% (ядро четное). По формуле 
(8.22) 

min (x, 0 

у (x; t) = — 2e73 lx-flig | e738 (4-1) ,—3 (t-1) dr= 

= — eas 1-й, = pos et) _ 4 

По формуле (8.21) 

— 35 
со 

| [2е-3 1х-2] -е-3 (x+0)] ве ЧЁ = е 5 

0 

©
]
 bo 

ф(х) =е-* — 

Индекс уравнения Х равен разности между числом полюсов и чис- 
лом нулей функции 1--К (A) в верхней полуплоскости. В нашем 
случае х=0. Поэтому однородное уравнение не имеет решений, 
а неоднородное разрешимо всегда. 

Данный пример можно решить еще проще, если воспользо- 
ваться формулой (8.211): 

D(A) =0, (A) p, [o_ (A) F(A). 

é i 
B рассматриваемом случае Р (A)= TET o_ (A) г (9) ЕВ 4 

+ 50 — 30‘ Следовательно, р, [6_Р] = TE но Поэтому 

—3r i 
Ф (^.) = 3 и Ф(х) = е 

Пример 5.2. Рассмотрим уравнение вида (8.14), в котором 
символ 

1 

1—К (№ =е №1®, —а>0. (8.36)
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Функции с, (A) найдем по формулам (8.18), (8.181) 

—1 —_1 и — 
nos 0) = ар Sere — Bai (RF ap 

1 

) 2+ = (u—A)  Qai(W—ai) * Ino (A) =— 

(Функции 0, (A) можно проще найти из разложения 

[1 — K (A)]~! =ехр |- Dai at ai) | ene | 2 = ai) iD 
Далее, 

t со . в 
д) = 2а(А+ей 12| _ \ 1 , о. (A) tal A +) та 

Полученный ряд является преобразованием Фурье функции 

= Е-1,-ах —— oy 
ух) = У, x _€ == eT, ( V =), 

=~ (2a)* k!(k — 1)! 2а.х a. 

где J; — функция Бесселя. 

Решение уравнения в любом пространстве E* дается форму- 
лами (8.21) и (8.22,). 

Предположим, что правая часть f (х) СГ (0, со) и что ее пре- 
образование Фурье Е (A) имеет лишь конечное число простых полю- 
сов В1, Bo, ..., Bs с вычетами B,, By,..., B; В этом случае функ- 

ция o_ (A) F (A) — у" Ba. ro голоморфна в нижней полупло- 

скости, так что a , 

р. _ (A) F (A)] = 2 о о 

По формуле (8.21,) 

Фо, У AAP Pod) 
k=l 

^ — Be
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и 

1x A a _ 0 
g(X)=5- YB po (Be) Г. ih + ные ai = 

k=1 
oo 1 

20: —ai 21 (A+ai) Е Ма" С 01) [eu e _ 
on = ^, — Ве 

Вх 
1 

$ — 

_ У Bye 2ai (Вь-9г) х 

° Г -—(a-i 
[Ve "(У Aye ( al (8.37) 

Пример 5.3. Рассмотрим парное уравнение 

$5 [7-4 dt = e*, x <0, 

_ (8.38) 

(9-2 | 4—! lg (t) dt = 2e~*, x>0. 

— OO 

Согласно сказанному в предыдущем параграфе это уравнение 
эквивалентно уравнению Винера — Хопфа — В нашем случае 

К. (A) = KO = т о 
8 , A? +- ] 

Ko) = у’ — Ко (A) = д 

Преобразование Фурье правой части уравнения, эквивалентного 
уравнению (8.28), равно 

8 2i i 

Факторизующие множители для функции [1—K,(A)]~! таковы: 

O+ (A) = SE o_ (A) = x (см. пример 5.1). По формуле 

(8.215) преобразование Фурье решения уравнения (8.28) равно 

С (^) = 0,P, [9_ГР |.
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3 i 4i 5 #[ 2 
Так как O-=— ур вт рф’ 7 

38 i, 4 —5 | 8 
РГ гАг и 90 = 
Далее из (8.26) следует, что преобразование Фурье решения урав- 
нения (8.38) выражается формулой (если ЛСЁ (— со, со) ) 

_ +9) __ 69 1, 1 т: 2 = ка чтят ая ар. 
Следовательно, 

Ф (x) =: 
| Ре, х < 0. 

Индекс уравнения (8.38) равен нулю, так как его ядра четные. 
Найденное решение единственно. 

Пример 5.4. Найти решения однородного уравнения 

со 

g(x) — [2-99 dt =0, 
0 

где 

DB oe Do, х>0 

R(x) =} 1 
| 52”, х<0 

Символ уравнения равен 

— (A+4) (A+ 21)? 
1—-KO) = Ge 9)" 

Следовательно, индекс уравнения равен 2 (разности чисел полю- 
сов и нулей символа в верхней полуплоскости). Факторизующие 
множители (см. 8.17.) равны соответственно 

(A — i)? (A+ 32) в_ (2) = (A — 27) (A — 32 
(A+ 242 (АН то (A — i)? | 

Согласно (8.23) преобразованиями Фурье решений уравнения 
являются функции: 

‚ 0+ (^) _, РОЗ. 
==! (A +- 202 (A+ Zé) ' 

—_. ? 0... (A) —_ A+. 3 

(0 =P GL ИРИ. 

0+ (A) = 
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Сбращая преобразование Фурье, получим 

2, (х) = — 4e7% +507 4 Зхе-^, 
х —2х — 2x £2 (xX) = 2e7* — Qe — xe 

Решениями, образующими Д-цепочку, являются функции: 

Фо (х) = 82 (х), 

Фи (x) = Bo (x) +g (x) = — 2e7* 4 3.72% ++ Dee, 

$ 6. Парные уравнения с ядрами 
экспоненциального роста [8], [48] 

6.1. Сведение к краевой задаче. Относительно ядер 
уравнения 

e(x)— [6—9 =/(®), «<0, 
-_- со 

о (8.39) 

$9) — [№<—0Ф0и=/(), х>0, 
= OO 

в этом пункте предполагается, что: 

Ay. №1 (x) Е (1, By}, Ro (x) E (Og, Bo} *). 
В.. Их преобразования Фурье Ра, РвЁ: ограничены, 

удовлетворяют условию Гёльдера и исчезают на бесконеч- 
ности. 

Решение ф(х) разыскивается в классе {min (Ва, Во), 
тах (0, 02)] —это максимально широкий класс, в котором 
имеют смысл интегралы в (8.39). 

Свободный член при этом необходимо принадлежит классу 

(тах (95, min(B,, В2)), пит (В, шах (о, 92) )}. 

Например, если 0, = В;, то f (x), ф(х)Е (0, 0} = L, (— 00, 00); 
если O,==6,;=0, то f(x), Фф(х)Е |9, a} = еб\Ё.; если 

а, ==, то f(x), p(x) Ее! 
Уравнение Винера — Хопфа (8.14) получается как частный 

случай уравнения (8.39), когда f (х) == 0 для х < Onk, (x)=0. 
В этом случае А, (х)Е [— со, co}. Решение p(x) разыски- 
вается в пространстве [В, -— со}, а свободный член f(X)E 

Е {max (Gy, By), со}. 

*) О пространствах {a, В} и {{o, B}} см. п. 1.5.
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Наиболее разработанный метод решения уравнения (8.39) 
в указанной постановке заключается в сведении его к экви- 
валентной граничной задаче Римана теории аналитических 
функций ([26], [27], [28]). В зависимости от соотношений 
между числами @;, В; возникают различные граничные задачи 
(на одной или нескольких прямых линиях). В некоторых слу- 
чаях эти задачи, а вместе с ними и уравнение (8.39), ре- 
шаются в замкнутой форме. Здесь будут рассмотрены два 
случая с целью демонстрации техники сведения уравнения 
к граничной задаче. Эта техника схематически состоит из 
двух этапов. Первый из них заключается в подготовке урав- 
нения к применению преобразования Фурье. 

С этой целью выгодно преобразовать уравнение (8.39) 
так, чтобы каждое из входящих в него равенств выполнялось 
на всей оси. Положим 

00 

ф. (x)= @ (x) — [ ~—DeOae+ f_(, если x > 0, 

+ _ — со 

| 0, если x < 0; 

vol? -] k(x —t)p (dt — У. (<), если x <0, 

| 0, если x > 0; 

f(x), х>0, — f(x), x <0, 

Is = 0, х<0, j-=| 0, х>0. 

С помощью функций ф, (х) уравнение (8.39) перепишется 

в виде 

$0 — [ &e—NeOdt+f_W=¥,(), 
_ (8.40) 

(x) — | ky(x—D OO at— fF, (x)= H_(*) 

(—co << X¥ << oo).
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Функции tp, (x) неизвестны (для X > Ou х <0 соответ- 

ственно). О них лишь известно, что 

p_ (х) Е [— со, ша (В, max(a,, a) )}, 

py (х)Е {max (, min (В, Во) ), со}. 

(Для уравнения Винера — Хопфа ф. (х)==0, ф_ (х)Е {— со, 

min (By, @5)}.) 
Дальнейшая обработка существенно зависит OT COOTHO- 

шений между числами @;, Bj. 
6.2. Случай 1. тах (6, @5) = min(f,, В) =а. При этом 

предположении все члены уравнения (8.40) принадлежат 
одному и тому же пространству {a, а}. Точнее, ф(х) Е |“, a}; 

f-. $- Е [-— со, а] (а, а]; f,, Е (a, оо] < (а, a}. 
Теперь можно перейти ко второму этапу — применению 

преобразования Фурье к соотношениям (8.40). В результате 
преобразования получим 

[1 —К, (©) Ф9-Р- 9 =Т, ©, 

[1—K, (© PQ—F,@= P-_ (6. 

(Если А, EL, (— со, со), TO & =^ и получается задача Ha Be- 
щественной оси *).) Для уравнения Винера — Хопфа получим 

1 —^ O19, Q—F, 9 =\- ©). (8.41,) 

Исключая Ф\(ё) из (8.41), получаем уравнение для двух 
‚геизвестных функций Ч’. (5) 

¥,O= =e ©+ 
1 — Е — [1 — PL 

Получается следующая задача: найти функции VY, ОС {{a, co}}, 
W_ OE ({— со, а]] так, чтобы выполнялось равенств (8.42) 

5 © = ФОЕ €{{a, a}}. Заметим, что по- 

следнее условие выполняется автоматически, если | — K,(€) + 0, 
C=A-+ ia. 

(8.41) 

и чтобы 

*) Этот случай был изучен в работе [34], в которой впервые 
было показано, что уравнение (8.40) сводится к краевой задаче 
на вещественной оси.
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Полученную задачу более подробно можно сформулиро- 
вать таким образом: требуется найти кусочно голоморфную 
функцию Ч (2) с линией скачков C—=A-+ ia, —co<A< OO, 
так, чтобы удовлетворялось уравнение (8.42) и чтобы: 

1. | 19 (ху) Рах < С == сопз{ для всех у. 

2. Функция | Е () была суммируема вдоль ли- 

нии $ = А-а, —co<mA< om. 
Решение этой задачи удается получить в замкнутом виде. 

Если ЧУ, (х) — ее решение, то решение ф(х) уравнения (8.39) 
определяется формулой 

1 >, Ш — F_ (= | en ite +) к ©) ag. (8.43) 

Для уравнения Винера — Хопфа 

1 ey PL F 
ф (x) = 52 | е- ibx от (a) (©) АС. (8.43,) 

Окончательный результат дает 
Теорема 6.1. Если выполнены условия A, и Bo (см. 

начало этого параграфа) и, кроме того, функции 1— К, (0), 
é=1, 2, не обращаются в нуль на прямой б=А- al, 
— со «А < со, то при условии, что 

11 Ко 
Хак | So (8.44) 

все решения уравнения (8.39) даются формулами ([6], [7]): 

р 

Ч. Е (8.45) 
cot ai 

__ 1 t—(a+1)i\~* dt 

M2) = 37 | шо (=) Gn] т— 2’ (8.46) 
—co+ai 

со-+ 01 

1 & (т) 4. opt 
8 (2) = эт | Х+ (т) (1—2) ’ X* (C) et ©), (8.47) 

—coo+ai
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где T+, Qt — предельные значения функций Е+ (2) и Q* (2) 
при z—>C-+-i0, 6=А-- м; G(t) и #(1) — коэффициент и 
свободный член задачи (8.42); P,_1(C) — произвольный много- 
член степени не выше Хх —1 при Хх > 0 и нуль при д ==0. 
Если ¥ < 0, то для разрешимости уравнения (8.39) необ- 
ходимо и достаточно выполнение условий 

со + {а 

& (т) dt _. __ _ | он-е-ь=о (Е =0, 1,..., [Х|— 1). 

0+ 10 (8.48) 

При выполнении этих условий решение единственно и 
дается приведенными выше формулами с Р,-1==0. 

6.3. Случай 2. а = max(a,, a) < шш (В, В.) =В*). Этот 
случай значительно сложнее предыдущего. Теперь ф Е {f, a}; 

/+, Py E(B, со}; f_, P_E[— co, а}. 
Представив функцию P в виле P= GQ, — @_ (см. стр. 299), 

перепишем уравнение (8.40) в виде 
5 

ф+ (x) — | к (х—0ф. O— fy | — 
ad 

— | (x)— [ ky (ex—Do_Oat—f_ | =0, 
— OO 

xo (8.49) 

| (х) — | k(x — 19. — Л, 0] — 

- (x) — | ae ово. |-в | 
— со 

В каждом из этих соотношений группа членов с <+-» функ- 
циями (с«—» функциями) принадлежит пространству {f, В} 
(пространству (а, а}). 

Обозначим эти группы для первого из уравнений через 
O, (x) и ®_ (<). Тогда o* (x) — o> (х)=0, —co< x << 0O. 

*) Однородные уравнения Винера — Хопфа в пространствах 

e"XE* при близких предположениях относительно ядер подробно 
исследованы в работе [22].
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Из этого соотношения следует (см. 1.5), что wt (x), ®7 (х)6 

Е (а, В}. 
Пусть Fyo, =2,(A+ iy), ах ув, — <<< — 

преобразование Фурье функции ®.. Тогда © (0) Е {{a, В] ] 
(см. $ 1). 

При этом Fo, = 9, (7. -- №), а Pyo_=Q, (4 + Ja). В под- 
робной записи 

[1 —А, (OO, 9 — Ч, 9=9, (0), 6=А- fH; 

[1 —^, ©] B_ © — FL (©) = ©, (©), C=A-+ ia. 

Те же рассуждения, примененные ко второму уравнению, 
дают 

и—^,@©Ф,. O—F, O=2,6, 6C=2+8; 
[1—K,©]®_ O—¥_©=2©, б=А-ю. 
Уравнение (8.40), таким образом, свелось к задаче: найти 

функции Ф,, Ч. Е ЦВ, co}}, 

Ф_, 9-Е [{[— со, а}], 2, ©, Е [0 В}}, 
удовлетворяющие соотношениям (8.50) — (8.50,). Эта задача 
сводится к двум последовательно решаемым задачам Римана 
и может быть решена в замкнутом виде (см. [48]). Оконча- 
тельный результат исследования дает 

Теорема 6.2. Если выполнены условия A>, В. и 
функции 

Г— К, (№ №), 1—K,(4A+i8) (00 <A <0), 
нигде не обрашаются в нуль, то однородное уравнение 
имеет в пространстве [В, a} точно тах (0, %, Х) линейно 
независимых решений, где 

ТК) |, 

(8.50) 

(8.50,) 

а У— число общих нулей функций 1—K;(), i=1, 8, 
в полосе a<ImO<p. Если y—v>0, то неоднородное 
уравнение разрешимо для любой правой части f (x)E (В, a}; 
если же х—\<0, то для разрешимости неоднородного 
уравнения правая часть должна удовлетворять |x —\| 
необходимым и достаточным условиям разрешимости.
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Через функции Ф + (5) решение p(x) выражается фор- 

мулой 

со+ В со-+ ia 

| | ®,@e-®rag— | Фоны] 
—с +8 — со- ia 

Если max(@,, 0) > ша (В,, Bo), то уравнение (8.39) при- 
водится к краевым задачам, решение которых не удалось, 
в общем случае, представить в замкнутой форме (за исклю- 
чением случая @5 < В. < a, <f,) (см. [7], [48]). 

Уравнение 

0 со 

9 — | ва-бФфа- | ьо-990#=10, 
— со 0 

—kO< XK << WD, 

теми же приемами приводится к краевым задачам. Если А, (Хх), 
№. (х) удовлетворяют прежним условиям, то решение @ (x) следует 
искать в классе {В., в}, а свободный член брать из класса 

{max (Bo, @;, 42), min (@2. Ви, В)}. 
Например, пусть a, < В. = a, < В:. Тогда 

Ф(х) С {В», Bo}, Л (х) СВ», ae}. 

Запишем уравнение в виде 

|. (x) — | ky (x—1)9, | 
— со 

— | (x}— | ki (x—1)9_ oa = f (x). 
— со 

Все слагаемые в нем принадлежат классу {В», Bo} (см. $ 1). 
Применяя преобразование Фурье Е ‚ Получим задачу: найти 

функции Ф. (5) € ({В», + со} }, Ф- (5) 6 {{— о, Bo}}, если 

[1 — Ko (5)] Dy 9 —П-—К, (5)] Ф- 9 = F (0, 

C= A + if, —oo <A <0. 

Эта задача рассматривалась выше (cM. случай I для парного 
уравнения). Решение уравнения представляется формулой (8.49) с за- 
меной @ Ha Bo. По поводу остальных возможных случаев см. [7], [46].
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$ 7. Метод Винера — Хопфа [3], [44] *) 

7.1. Описание метода. Указанный метод был исторически 
первым методом решения уравнения (8.14). Изложенные выше 
более новые методы решения этого уравнения обладают не- 
которыми преимуществами по сравнению с методом Винера — 
Хопфа: они позволяют рассматривать уравнение (8.14) в бо- 
лее широких классах функций и приводят к более простым 
задачам теории аналитических функций. Несмотря на это, 
изложение метода Винера — Хопфа целесообразно, потому 
что, во-первых, он может быть примепен к решению ряда 
задач для дифференциальных уравнений в частных производ- 
ных [27], [49] и, во-вторых, этот метод довольно широко 
используется при изучении физических задач (см. [25], [26]). 

Метод Винера — Хопфа состоит в том, что интегральное 
уравнение сводится к следующей задаче: найти функции Ф. (2) 
и Ф_ (2), голоморфные в полуплоскостях [п аи ша < В, 
a < В, соответственно, если в общей полосе голоморфности 
a<Imz< В они связаны соотношением 

А(2)Ф, (2) B(z) @_(z)4+-C(z)=0 (8.51) 
и если известно поведение искомых функций Ha бесконеч- 
ности. A(z), В (2), С (2) — известные функции, голоморфные 
в полосе а< шё < В. Схема решения этой задачи: если 

А (г) 
функция В (2) 

нулей, то при некоторых дополнительных условиях ее можно 

представить в виде 
к 

A(z) _ Х, (2) Il (z —a,,), (8.52) 
j=l 

имеет в указанной полосе конечное число 

В (2) Х. (2) 

где а, — все нули этой функции в полосе а < ш2 < В; 

X , и Х_ — функции, голоморфные в полуплоскостях 2 > а, 
п 2 «Ви не имеющие нулей в этих полуплоскостях. Под- 
становка в (8.51) дает 

Ё 

x, (2) [J @—2)®, (2+ X _(z)D_ (z)+ OS on 
j=l 

*) Изложение метода имеется в [25], [27], [40], [42].
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В определенных условиях (см. [27], [44]) свободный член 
можно представить в виде разности Q, (2) —®_ (2) функций, 
голоморфных в прежних полуплоскостях. Тогда 

|: 

Хх. (2) Ца- 0) P,+2,Q=—X_()P_()+2_(). 

Левая и правая части этого равенства голоморфны соответ- 
ственно при шаха и 2 < В. Если из условий задачи 

вытекает, что обе части имеют степенной рост на бесконеч- 
ности, например, порялков A и т, то по теореме Лиувилля 
они являются многочленами степени не выше у = [ти (п, m)]. 
Решение задачи дается формулами: 

Р (2) — Q, (2) 
В 9 

I] ¢-s 
j=l 

M_(z) = X=" (z)[— P(z) 4+ О (2). 

D,(z) =X) (2) 

Здесь P(z) — произвольный многочлен степени ХУ. 
Отметим теперь условия, при которых имеют место пред- 

ставление (8.52) и представление свободного члена уравне- 
ния (8.53) в виде разности функций, голоморфных в указап- 
ных выше полуплоскостях: 

а) Свободный член 

С (2) Х_ (2) 

В (2) 
Е (2) = 

уравнения (8.53) представим в виде разности двух функций, 
голоморфных в полуплоскостях [ша и ша В coor- 
ветственно, если функция F(z) непрерывна в полосе ах 
< <вВ, голоморфна внутри этой полосы и если при 

Re z—0 ЕР (2) =0(|2|“°), в> 0. 
b) Разложение (8.52) имеет место, если функция 

А (2) 
k 

В (г) ] (e—4,) 
j=l 

F(z)== In 

удовлетворяет условиям MYIIKTa а).
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Другие условия имеются в [3], [22], [42]. Примеры раз- 
ложений приведены в [22], [25], [27], [42]. В [27] имеется 
обширная библиография по методу Винера — Хопфа. 

7.2. Сведение уравнения (8.14) к краевой задаче. 
Пусть ядро A(x) и свободный член f(x) этого уравнения 
таковы, что: 

a) k(x) € e~*!+1L,(—00, со) (или R(x) Е е-* 1%. (— со, со); 
b) f(x) E€eL, (0, со), где wh. 
Если в этих условиях разыскивается решение уравнения 

@ (x) С e#*L, (0, со), то уравнение (8.14) эквивалентно задаче 
рассмотренного в п. 7.1 типа 

[1—K(z)] 9, (2) —Ч_ (2) = F(z), вп<ша<й, (8.54) 

с дополнительным условием |@,(z)|—0O при |z]{—-oo. 
К (2), Ф. (2), Р. (2), — как всегда, преобразования Фурье 
ядра, решения и свободного члена уравнения (8.14). 

7.3. Пример. Найти решение уравнения 

вт | eo at = Ae, 0<a<l. 

0 

Так как e** €e"*L, (0, +00) для любого и>а и так как e!*lE 
Ее 1., (— со, со) при любом A < 1, то в качестве й можно взять 
любое число, удовлетворяющее неравенству a<h <1. Ycao- 
вие (8.54) имеет здесь вид 

2? ‚ Ai 
Tat OF 8 а O<a<Imz<A <1. 

В данном случае 
22 

Х + (2) = Zh Х_ (2) =2—. 

Функция С (2) Х_ (2) = —— = Ail] + |. Отсюда 
, _, 

7+ (z)+ fan) = (z—i)W_(z)+ Ai. Так как Ф. (2) >0 
при |2|->с0, то левая часть растет на бесконечности медленнее, 
чем г. Согласно ранее сказанному отсюда следует, что левая часть 
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постоянна для всех г. Следовательно, 

Ф. (2) = A(a— 1) (2-1) + 2-1 
2 (2 — ai) = ' C= const. 

Обращая преобразование Фурье, получим 

9 =са+-Ае- [6+0 

$ 8. Уравнения с вырождающимся символом [7] 

8.1. Задача Римана. В предыдущих параграфах (55 1, 
3, 4, 6) предполагалось, что выполнены условия типа В, 
обеспечивающие нормальную разрешимость соответствующих 
уравнений и конечность их индекса. Это условие состояло 
в том, что символ уравнения нигде не обращался в нуль. 
Ниже излагаются некоторые факты, имеющие место при 
нарушении условия В. Теория для этого случая в настоящее 
время еще далека от завершения. Изучены лишь простейшие 
случаи нарушения условия В. Основным средством исследо- 
вания здесь служит теория краевой задачи Римана в так 
называемом «исключительном» случае (по терминологии 
Ф. Д. Гахова), т. е. в случае, когда ее коэффициент имеет 
нули и полюсы. 

Ниже излагаются необходимые для дальнейшего положе- 
ния этой теории. Постановка задачи такова: 

Задача Ю. Требуется найти функции Ф* (2), удовле- 
творяющие условиям: 

a) D* QE 0, co] }, ® HEl[{—co, 0] ] (м. $ 1, 
@* (0—0 при &—> со; 

b) их предельные значения на вещественной оси связаны 
соотношением 

D+ (^) = G(A)D (0) 8 (4), —с<<А«ою. (8.55) 

Относительно коэффициента С (А) и свободного члена 
предполагается следующее: 

I] @ — 4)" ps 0) p- 9) 
I, 00%) = —= G,(A), — (8.56) 

II (4 — bj)! qa (A) q- (A) 
am | 
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где а, В, — целые неотрицательные числа; а;, 6, — вещест- 
венные числа; р. (^), 9.(^), p-(A), 9- (A) — многочлены 
степеней m,, П., M_, п_ соответственно, нули которых 
лежат в верхней (--) и нижней (—) полуплоскостях; G,(A) 

удовлетворяет условию Гёльдера, С, (со)=1 и argG,(A) [= =0. 
5 

П. Обозначим: Х=т. —п., A=n_—m_, n= X bp 
j= 

‚ 

т = doa, у=п— хи — т. Пусть 
i=l 

$ 

Пе” 
i=] 

а функция =, (А) такова, что 

81 (^)4_ (A) Чт = 902+). 

где @(/) — многочлен степени не выше n+hA—I1, если 
v>0, и степени не выше т-- х— 1 в противном случае; 
p(A) EL, (— со, со); определение It (A) см. ниже. 

Решение задачи (8.55) дается следующими формулами, 
в которых Р, (2) — произвольный многочлен степени не 
выше Rk, если Е >20, и Р,(2)==0, если А 0. 

Однородная задача: а) Если v >O0 (G(A) имеет на 
бесконечности нуль порядка Vv), то 

Г 

T] @—2)" р да | 
Of (г) = 2 Ру-„-1(2), 

, q_ (2) ТТ (8.57) 

Печ ® 
Они" УКС Pa-n-1 (2), | 

где Г* (2) — предельные значения функции 

со 

] In С, (A) da 
Ге | not) при Imz— x0. 
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Задача имеет точно тах (0, Хх — п) линейно независимых 
решений. 

b) Если v <0 (0 (4) имеет на бесконечности рост по- 

рядка 4'”'), то 

Пе-47р- ©) 
Dy (2) == ег” Py aay (2) 4 (=) ТТ (8.58) 

Пе- bias (2) 
т Р-н, Oe 

Задача имеет точно тах (0, x — п-- У) линейно независи- 
мых решений. 

Неоднородная задача: а) Если у >. 0, то 

D* (z) = Y* (z) + Ф (2), DO (2) = Y (z)4- Do (2), (8.59) 

где Ф (2) определяются формулами (8.58), а 

Tt (2) 
¥* (z) =P @)¢ [0+ (2) + Q(z) —Q (2) 

Печ. ©) 
j=! я (8.60) 
= [0 (2)— 9, (2). 

[] @— 4) /р+ <) | 
jel 

Q* (2) — значения функции 
со 

1 (A) а 
2 (2) = 5; | 1, —2г 

— со 

при т2=0, ©, (2) — интерполяционный многочлен Эрмита 

степени p==m-—-+-n—1, построенный по условиям (при на- 
личии соответствующих производных): 

R 

<< (2* ®+Q@)— ~@I=0. (8.61) 
z=),, 1=1, 2 ..., $, К —0, 1, ..., В, —1, 

Rk 

= 2—9, =0. 
2=а;; 1=1, 2,...,7; k=O 1,..., @,— 1
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(по-другому: многочлен Ч, (2) подбирается так, чтобы функции 

Y* (^) ЕЕ, (—с0, со)). Для существования многочлена Q, (2) 
с требуемыми свойствами (при Х — п >. 0) достаточно, чтобы 
функции &#,(^) и G,(A) имели в точках a, и 6, производ- 

ные порядков @,, В, соответственно (см. [6]). 

Если y—n<0, то функции У*, вообще говоря, не 
ограничены на бесконечности. В этом случае решение 
существует для свободных членов #(А), удовлетворяющих 
дополнительным | у — п| условиям, обеспечивающих исчезание 

У= (2) на бесконечности (см. [6], стр. 121). 
b) Если v < 0, то 

@* (z) = Yi (2) 9% (2), ФТ (2) = Vr (z) 4+ D5 (2), (8.62) 

где Wy (2) — решение соответствующей однородной задачи 
(для Vv < 0); 

Г* (2) 
У! (г) = — [2+ (2) —Q, (z)], 

[] @-—4)'¢_ © 
i=l ‚ (8.63) 

Г” (2) _ 

Vi (2) =— 9+ ae [0 (z) — Q (z)—Q, (z)]. 
[] @-— 4) гр» (2) | 
i=1 

Многочлен (©, определяется аналогично предыдущему. 

Если y—n+v<0, то решение существует лишь и 
только лишь для свободных членов # (А), удовлетворяющих 
дополнительным |х — п \| условиям. 

Вывод: Если назвать число У индексом задачи, то 
по сравнению с нормальным случаем (см. [6]), число ли- 
нейно независимых решений уменьшается на суммарное 
число полюсов коэффициента G(A) (на конечном расстоя- 
нии и в точке z==00). Нули коэффициента не оказы- 
вают влияния на число решений. Число условий раз- 
решимости увеличивается также на суммарное число 
полюсов. 

В дальнейшем предполагается, что коэффициенты и сво- 
бодные члены задач, к которым сводятся рассматриваемые
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интегральные уравнения, удовлетворяют всем условиям, сфор- 
мулированным в постановке задачи. 

Решения всех рассматриваемых ниже уравнений разыски- 
ваются среди функций из Lo, для которых решения соответ- 
ствующих краевых задач исчезают на бесконечности. 

8.2. Уравнение Винера — Хопфа второго рода. Пусть 
в уравнении 

o(x)— [ k(x —NgOat=f(x), х>0. (8.64) 
0 

ядро Rk(x)E€L,(— со, со) и имеет ограниченное и исчезаю- 
mee на бесконечности преобразование Фурье К (A). Пусть, 
далее, символ уравнения | — K (A) обращается в нуль в ко- 
нечном числе точек вещественной оси и пусть, в обозначе- 
ниях И предположениях задачи К, 

ИК" = P+) P_ (A) G, (a). (8.65) 
5 

Па- ав 
j=l 

Методом, описанным в § 6, уравнение (8.64) сводится 
к эквивалентной граничной задаче 

_ _@ (A) F (A) Ф+ (A) = i—K(@ TToK® ; (8.66) 

Если Ф+ (A), Ф (A) — решение этой задачи, TO 

9 =a | Mt (A) е-йх а. (8.67) 

Теорема 8.1. Если коэффициент и свободный член 
задачи (8.66) удовлетворяют всем условиям задачи В, 
то число v=0 и 

a) при х—п>0 однородное уравнение имеет точно 
х— п линейно независимых решений из [5(0, со), преоб- 
разования Фурье которых даются формулами (8.67) 
са, —=0. Если х—п < 0, то однородное уравнение имеет 
лишь тривиальное решенце. 

b) Неоднородное уравнение безусловно разрешимо, если 
y—n>O. Если y—n<0, то неоднородное уравнение 
разрешимо тогда и только тогда, когда правая часть
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удовлетворяет дополнительным |Х—п| условиям. При 
выполнении этих условий рещение единственно. В случае 
разрешимости преобразования Фурье решения даются 
формулами (8.59), (8.60), (8.61). 

8.3. Уравнение Винера — Хопфа первого рода. Урав- 
нение 

со 

[ k(x—No@dt=f(x, 0<х<о, (8.68) 
0 

эквивалентно задаче 

Ф+ (4) = Ф (A) Е (A) 
Kin ГКО. 

Предположим, что функция К (A) такова, что, в 060- 
значениях и предположениях задачи R, 

Кг = = Oe.) gay, 
T] @—40% 92 ae. 
j=1 

(8.69) 

Теорема 8.1,. Пусть К —- при ^-—>со, где 

Е > 0 — целое число. При условии выполнения всех тре- 
бований число = — ^<0и 

а) однородное уравнение имеет точно тах (0, y—n—R) 
линейно независимых решений. Преобразования Фурье 
решений выражаются формулами (8.58). 

b) Неоднородное уравнение при y¥—n—k>O безу- 
словно разрешимо. Если же y—n—k <0, то правая 
часть должна удовлетворять |y—n—k| необходимым 
и достаточным условиям разрешимости. При их выпол- 
нении уравнение имеет единственное решение. Во всех 
случаях разрешимости преобразование Фурье ФТ (A) реше- 
ния дается формулами (8.62) — (8.63) (8 этом случае 
v==—k< 9). 

В данном случае интерполяционный многочлен Q,, P= 
==-n— 1, строится по условиям: 

gd? 

dak [2* @) — &, 2, -ь, =0 
(j=1, 2,..., 8; R=0, 1,..., Bj) — 1). 

Решение уравнения дается той же формулой (8.67).
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8.4. Парное уравнение второго рода 

e(x)— [2—9 =), х<0, 
— OO 

+ (8.70) 

(x)— [ k(x—HOOdt= f(x), => 0. 

приводится к эквивалентной краевой задаче К 

1 К, (4) _ л)— К, (A ot (4) = А т on (A) Seer ) F(R) (8.71) 

с дополнительным условием: 

F (A) bot (А (A) = С ee Е1, (— оо, оо). (8.72) 

Если это условие выполпено, то 

| +(A)EF(A Q(x) = 5— [ ew @ OE ) dh. (8.73) 

Предположим, что функции 1 — K;(A), i=1, 2, имеют 
вещественные нули целого порядка. Пусть 

r р 

Е — А, (^) = Il (A — а;)"1 Il (A — с; Ky, (A); 
j=l jot | (8.74) 

5 р 
1— К. (А) = По — 6, II (A —c,)* Ky (A), | 

a;, Vj В, — целые положительные числа. 

Через с, обозначены общие нули функций | —А; (А), 
1—1, 2; \; — меньшая из кратностей точки с; как нуля 
этих функций. 

Пусть, далее, коэффициент задачи (8.71) представим 
в форме , 

Il (A—aj) Ip. (2) p_ (A) 
С (2) = 0. (^), — (8.75) 

По- и 4. @ 4. (A) 
j=l
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где G,(A) удовлетворяет требованиям, указанным в поста- 
новке задачи R (в рассматриваемом случае С (оо) =1 и 
ЧИСЛО v= 0). 

Кроме условий, наложенных на коэффициенты задачи, 
добавляется теперь еще условие (8.72). Для его выполнения 

р 

достаточно, чтобы выполнялись [= Dy, дополнительных 
j=l 

условий 

d® 
де lO") P (1... =0 (8.76) 

(1=1, 2,..., р; R=1, 2, ..., ¥jy— 1) 

(при условии дифференцируемости входящих в него функций). 
Теорема 8.2. Если все перечисленные условия выпол- 

нены, mo у=0 u 
а) однородное уравнение (8.70) имеет в [5(— со, ©) 

тах (0, х —п—/) линейно независимых решений. Функ- 
ции wt (A), определяющие это решение (см. (8.71)), имеют 

вид 

oy (2) = || (2—а)) Пе — etx 

X p_(zvqz(zyeP OP, (2), 

6 @= Це Te —2)"% 
X49, (2) р;' (2) OP (2). | 

b) Неоднородное уравнение безусловно разрешимо, если 
y—n—l>0, а при y—n—I1 <0 разрешимо тогда и 
только тогда, когда правая часть удовлетворяет допол- 
нительным условиям, обеспечивающим исчезание функ- 
ций Y* на бесконечности. В случае разрешимости реше- 

ние дается формулой (8.73), где 

ot (2) = of (2) НУ“ (2). (8.78) 

, (8.77) 

В работе [7] теми же методами рассмотрены парное урав- 
пение первого рода и уравнение, транспонированное к
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парному. Уравнения с вырождающимися символами и ядрами 
экспоненциального роста исследованы в работах [38], [39]. 
В статьях [19], [35] (см. также [50]) уравнения с вырожда- 
ющимися символами рассмотрены в пространствах обобщен- 
ных функций. 

$ 9. Примеры 

Пример 1. Рассмотрим уравнение Винера — Хопфа вто- 
рого рода 

со 

0—8 | k(x —t)@ (¢t) dt =f (Хх), x>0, (8.79) 

где . 

e~2*, x > 0, 4 

r= (on veo | KOA arEp 
2 Ц 5 gy _ 2i 5i 

faaze*— Ge" 120 FPW= sa Tap’ 
Эквивалентная задача имеет вид 

2 

Ф+ a= ua a о- +o F(A). (8.80) 

В рассматриваемом случае G,(A) =1, следовательно, еГ* @) — 1, 
р. (№) =^—2, р_(^) =А-2, 9G, A)=9a_A=L вВ=Ь 
= — 1, В, = В. = и, = =0, т. = т_=1, y=m,—n,=1, 
п = 2, y—n=—1<0, p=m+n—1=1. Так как y—n < 0, то 
однородное уравнение имеет только тривиальное решение. Для 
построения функции УТ рассмотрим функцию 

EO 4 = if 7 ae ы | 
— № АЕ АИГ ре" ® | | 

tay 2 5 
Следовательно, 22° (A) =i Аа. По формуле (8.60) 

tay АГ 2 5 
== [= Я - 9! (a)]. 

Интерполяционный многочлен Q, (A) = ААВ определяется из 

условий О, (+1) =1ф* (+1). Для определения коэффициентов А 
и В получается система уравнений 

2 5 
es — 

2 5 
1 ST pH TA BHO 

A—B=0, 
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i 
—=——-, H так 
A+ i 

как однородная задача имеет только тривиальное решение, TO 
i Ф* (4) =Y* (A) = —— 

При данной функции f (x) неоднородная задача оказалась раз- 
решимой. В общем случае условие разрешимости имеет вид 
У* (A) € Ly (—оо, оо). р 

ример 2. Найти решение уравнения Винера — Хопфа пер- 
вого рода 

из которой находим А=0, В =. Отсюда У* (A) = — 

. Следовательно, ф (х) = e7*, х > 0. 

[22—94 =), о<х< оо (8.81) 
0 

k(x) = e* + 4хех — 2x7%e* для x <0 nw R(x) =0 для x > 0. 

tol Ai 4 
KW) =i |= Тм 

Х (х) =0 для х < 0. 

|: Х (х) =е-\* для x > 0, 

Эквивалентная задача имеет вид 

(A — i)? 
(A + i)? 

(A—i)> в. __i 
GFF OPO TF 

(8.82) 
В этой задаче р, =(A—i)*, р_=Е gq, =h 4_ = А), 

Ot (^) = —{ M7 (2) —1 

G, (A) = 1, еГ* (№ — 1, ny =3,n_ = 0, т. = 0, т_ =2: т = п = 0; 

х=3—0=3, Киву 1 < 0, y¥—n—k=2., 

Однородное уравнение, следовательно, имеет два решения. Функция 

81 (^)9_ < _ | _, y 419-2. mayer = (Ai F(A) = КА ЕО Вр; 

| —8 -+- 

Согласно сказанному Ha стр. 309 главная часть (на бесконечности) 
этого выражения может иметь порядок т-- х —1==2 (v < 0); это 
условие здесь выполнено. Решение однородной задачи находится 
по формулам (8.58): 

1 1 НИИ -_ ft Фу (A) = Я (AA+ В) Ф и (AA + B) 

Решения неоднородной задачи находятся по формулам (8.62), (8.63) 
(Ор==0, так Kak m-+-n—1 <0) 3 

i 

Ти. 
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Следовательно, 

ф (x) = Cye~* + С.хе-* — 4x2e-*, 

Пример 3. Выяснить условия, при которых резрещимо урав- 
нение 

© | 
9 [ео dre s(x, «<0 

со | 

ф (x) — (1—2 | e~*-0 0 (x — т) p(t) dt =f (x), x > 0; ‚ (8.88) 

1, «> 0, 
= о 

A? —1 A—1 
1—К, 4) ===, I—K2 (=. 

Соответствующая задача 

ot = АТ 6-4 yr. (8.84) 
A—i 

Имеем р. (^) =р_(^) =1, 4, A)=A—i, 4_ (^) =1 G,=—1, 

ГЕ =1. m=m_=n_=0, п. =1, y=—1, A=9, 1[=1 x—- 
—n—l=—2,m=1, n=0, v=0. 

Выражение 

(i+ 1)F (4) 4_ (4) 

p_ (yer 
= (i+ 1) F (^) = 9 (A) +0), 

где согласно предыдущему © (^) — многочлен степени не выше 
n+h—l=—1, т.е. О =0. 

Пусть (12 (^)=®9, (A)—Q_ (A). Так как y—n—l= 
—= —2 <0, то однородная задача имеет только тривиальное реше- 
ние. Решение неоднородной задачи имеет вид (по формулам (8.60) ) 

ot = 0, — 0» o- = FT [A — Qh 

где Яр — многочлен степени m-+-n—1=0. Кроме того, должно 

быть @* (A) СЁ», следовательно, Qp = 0. Поэтому Р (A) должна быть 
такой, что 

1. ot +F (^) | -1 =0 (см. 8.76), 

2. ae 5 CL, (cM. 8.72). 
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Оба эти условия будут удовлетворены, если wt (A)-+F (A) 
делится на Л?— 1. Так как ®+ =Q,, то это условие сводится 
К ТОМУ, ЧТО 

7 5 2,2+4+)—2_ 
2+ ТЕ [2 —Q_] = i+] (8.85) 

делится на A2—1, 
Например, это условие выполнено, если 

1 A+ 1 _ Ati 
PW= FI Foe cal 

В этом случае 

@t+F(A) _ _ 4(A +2) 
1—K, (A i 2? (A— A) * 

Выполняя обращения, получим 

ф (x) = 2 (1—0 2*0 (— x) + (1 — 3%) e-* (cos 2х +i sin 2x) 0 (x) + 
+ 2(1 + i) xe—* (cos 2x +i sin 2x) 0 (x). 

$ 10. Системы уравнений на полуоси [10] 

10.1. Основные предположения. В этом параграфе из- 
лагаются основные положения теории систем интегральных 
уравнений вида 

g(x) — [в=—9Ф0&=/(%), х>0. — (880) 
0 

Здесь ф(х) и /(х) — п-мерные векторы-столбцы 

фи (x) ГЛ (x) 
Фо (х) 2 (х) 

[Фи (X) | Л» (x) 
К: (х) А2(х) ... Ат (Хх) | 

Е (х) — п Х п-матрица Ro (X) о(х) ... Rog (X) 

А (Хх) „2 (KX) ... Rag (X) 

Теория таких систем наиболее полно развита в следующих 
предположениях.
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А. Элементы матрицы А(х) суммируемы на всей оси. 
В. det [Г — К (^)] = 0, — со <A < со, где / — единичная 

матрица, а 

К (= | eit k(x) dx 
—CO 

— преобразование Фурье матрицы k(x). 
С. Компоненты правой части f(x) и решения ф(х) при- 

надлежат одному из пространств Е” (см. п. 1.5). Простран- 

ство N-MepHbIX вектор-функций с компонентами из Е" в даль- 

нейшем обозначается через Е#. 
Если элементы матрицы R(x) принадлежат пространству 

ех[ (— со, со) (т. е. R(x) e7-°* Е [(— со, ©9)), то умно- 
жением на e—%* уравнение сводится к уравнению с сум- 
мируемой матрицей, при этом следует предполагать, что 

f(x), ФО E eM ER. 
Теория систем (8.86) во многом аналогична теории ска- 

лярного уравнения (8.14), особенно в своей экзистенциальной 
части. Техника же решения системы намного сложнее, чем 
в случае одного уравнения. Элементарное решение системы 
возможно лишь в редких случаях. 

10.2. Факторизация матриц-функций. В основе теории 
систем (8.86) лежит факторизация матриц-функций (cp. § 3). 

Левой стандартной факторизацией неособенной непре- 
рывной матрицы функции (А), — со <A < со, называется 
представление ее в виде 

M (A) = MN, (AYR (^) R_ (A), (8.87) 

где 3t(A) — диагональная матрица-функция — 

A—i\4 5 
(Е) jk 

6, — символ Кронекера, YX, > %2 > ++ 2х, — некоторые 

целые числа, а матрицы Rt, (A) и Ж_ (A) допускают продол- 
жения, голоморфные внутри и непрерывные вплоть до гра- 
ницы, соответственно в верхней и нижней полуплоскостях, 
притом определители этих продолжений отличны от нуля 

(каждый в своей полуплоскости). Если поменять местами 

(А) = 



$ 10] СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ НА ПОЛУОСИ 321 

множители My (A), то получится правая стандартная фак- 
торизация. 

Различные левые (правые) факторизации данной матрицы 
отличаются друг от друга лишь множителями Ж, (A), числа 
же Хх; у них одни и те же. Эти числа называются левыми 

(правыми) индексами матрицы-функции. 
Теорема 10.1. Если матрица (A) удовлетворяет 

условиям А иВп. 10.1, то матрица [| — WM (A) допускает 
стандартную факторизацию. При этом 

Re (А) = и- | п. (х)е=Й4 dx, (8.88) 
0 

где п, (х)— матрицы с элементами из L(O, со). 
Из теоремы Винера ( [3], [10] ) следует, что если матрица 

{—M(A) удовлетворяет условиям теоремы 10.1, то им же 

удовлетворяет матрица [/ — MA) 

Факторизация матриц проводится намного сложнсе, чем факто- 
ризация функции ($ 3). Известно лишь немного случаев, когда она 
может быть проведена элементарными средствами. Например, это 
так для треугольных матриц-функций ([10], $ 11) и для матриц 
с рациональными элементами ([2], $ 5-а, [5], [63]). 

Вопросы, связанные с факторизацией, в весьма общем виде 
подробно изучены в работе [12]. Там же имеется обширная библно- 
графия по этим вопросам. 

10.3. Условия разрешимости. 
Теорема 10.2. Пусть выполнены условия А и В 

(см. 10.1). Тогда: 

а) если среди левых индексов матрицы [[ —K (A)! 
нет отрицательных, то система разрешима в любом из 

пространств ЕЁ для любой правой части из этого же 
пространства. Если все левые индексы равны нулю, то 
решение единственно. 

b) Если среди левых индексов матрицы ИК" 
имеются отрицательные, то система (8.86) разрешима 

в любом из пространств E, лишь и только лишь при 
условии, что 

[ Fey дах =0, (8.89)
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где UF (x) — любое решение транспонированной однородной 

системы: 

p(x) О 
0 

Здесь k’ (x) — транспонированная к R(x) матрица. 
с) Если среди левых индексов матрицы [Г—К (Г 

имеются положительные и X,— наименьший из них, то 

однородная система имеет во всех пространствах Eq 
одни и те же решения. Число а линейно независимых 
решений равно сумме положительных левых индексов 

р 

матрицы Г— К (№ ', т.е. a= > Xj; Эти решения можно 
1=1 

выбрать так, чтобы они образовали р О-цепочек (см. 8 3) 
длин Ху, Xor +..› Xp: 

4) Для транспонированного уравнения 

b(x)— [ RE —x) YOat=f (x) (8.90) 
0 

имеют место те же утверждения с тем отличием, что 
для него левыми индексами будут числа —„>—Х„->... 
... YX Число решений транспонированного уравнения 

п 

равно B=— УХ., 20e Хх. — первый из отрицательных 
S=q 

индексов матрицы [| —K (МУ ". 
В терминах функционального анализа эти факты с некото- 

рыми дополнениями формулируются так: 
Теорема 10.3. Оператор, определенный левой частью 

уравнения (8.86), при выполнении условий А и В нормально 
разрешим и имеет конечный индекс в любом из про- 

странств Ел. Во всех этих пространствах он имеет одно 
и то же подпространство нулей, размерность которого 
равна сумме положительных левых индексов матрицы 

1 
[1 — А (^)| . Размерность подпространства нулей co- 
пряженного оператора равна абсолютной величине суммы 
отрицательных левых индексов.
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Индекс оператора (8.86) в любом пространстве Et 
равен 

1 > \ X= — sw arg det [/ — К (A)] | = Уже (8.91) 

i=] 

Если выполнено условие A, то для того, чтобы опе- 
ратор (8.86) был нормально разрешимым и имел конечный 
индекс, необходимо и достаточно выполнение условия В. 

Решение системы выражается формулами (8.21), (8.22) 
из $ 3 с заменой в них функций соответствующими матрицами 

или векторами. Более подробно: 
а) Если все левые индексы равны нулю (при этом система 

однозначно разрешима), то факторизация имеет вид 

И КМ" =, (A) o_ (A), (8.92) 

где матрицы о. (A) выражаются формулами 

9. (A) =I | у, (x)et Or dx, (8.93) 
0 

у, (х) — суммируемые матрицы. Решение системы в любом 

пространстве E, выражается по формулам (8.21), (8.22), 
в которых теперь Y(x, f) — (п X п)-матрица-функция, 
а f(x) — вектор-столбец. 

b) Пусть имеются ненулевые левые индексы и выполнены 
условия разрешимости. Левая стандартная факторизация имеет 
вид (8.87). 

Пусть 

А —& м 
co, (A) = ©, | ри був |, 

б- = |(^= | в. (i), 
где 

| Xj если X; > 0, ‚=| 0, если xX; 2-9, 

ti — 0, если Х; <9, ti — Ky если Хх, < 0.
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Так введенные матрицы снова удовлетворяют соотношению 
(8.92), а матрицы 

д, (2) = 0+ (^) 0; (09), 0- (№ =0- (A) 0- (00) 

представимы в виде (8.93). Одно из решений системы (8.86) 
по-прежнему выражается формулами (8.21), (8.22). 

с) Решение однородной системы (8.87) строится следую- 
щим образом: пусть X,— наименьший положительный левый 

индекс матрицы ИКСА ', uD, (^), D(A), ..., DPA) — 
первые р векторов-столбцов матрицы 

ani 
ЕР) wi 

Тогда общее решение однородной системы имеет своим пре- 
образованием Фурье вектор-столбец 

o, (A) — Хх, (^) 

Xj 

om=> |S ay’ ao] Ф, (A), (8.94) 
jJ=1 LR=1 

гле a) — произвольные числа (напомним, что любое решение 

однородной системы суммируемо). Функции Qj, Фл, ... 

0 Pj, xy-1 j=1, 2, ..., р, имеющие своими преобразова- 

ниями Фурье функции 

1(. —1)'Ф, (4), ..., 70-9 УФ, ©), 

образуют те р Д-цепочек, о которых говорилось в тео- 
реме 2 настоящего параграфа. 

10.4. Парные уравнения. Пусть ^,(х), /=1, 2, — 

(пЖп-матрицы, а Q(x) и /[Х(х) — п-мерные векторы- 
столбцы. Пусть выполнены следующие условия: 

A,. Элементы матрицы №, (х) и #№(х) суммируемы Ha 
всей оси. 

B,. ае Г — К, (^)] #0, —co<A<oo(j=I1, 2), где 

К ; (№) — преобразование Фурье матрицы #; (х). 

C,. Правая часть — f(x) и искомая вектор-функция при- 
надлежат одному и тому же пространству Е„. Тогда система
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парных уравнений 

$0 — [ ky (x—DeOat=f(x), х<0 
7 (8.95) 

со 

$0 — [№2 —09@&=7(), х>0. 
— со ] 

/ 
с помощью однозначно обратимого в любом пространстве Ев 
преобразования 

(= — [в —0%041—7(), —oo< x <00, 
осо 

переводится в систему уравнений на полуоси 

g(x) — | ky(x—De Oat = | ko(x—1) f(x)dt, (8.96) 
0 — со 

О< x < о, 

в которой матричное ядро А, (х) суммируемо и имеет своим 
преобразованием Фурье матрицу 

Ко (A) = К» (%) — К, ФИГ КГ’. = (8.97) 
Если #(х) — решение системы (8.96), то решение си- 

стемы (8.95) дается формулой 

Фо =ло-8 (+ [ч&—ВиФ-ЕС@аь (8.98) 

—с<х< ©, 

где суммируемое матричное ядро g(x) имеет преобразова- 

нием Фурье функцию Q(A)—K, (A) Г —К, (№. 
Таким образом, система (8.95) сводится к системе (8.86). 

Все результаты, установленные для системы (8.86), без су- 
щественных изменений переносятся на системы (8.95) {$ 4). 
При их формулировке следует лишь матрицу К (A) заменить 
матрицей Ку (^,). Отметим здесь только формулу для индекса 
системы (8.95) 

| det [7 — К, (^)] |? 
X= or arg FS ИК, OI ooo’ (8.99) 
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Система, транспонированная к (8.95), 
0 со 

99) — | 1-х) pOat—[ 4-х) фа = f(x), (8-100) 
5 0 

—o< * << OO, 

в сделанных предположениях эквивалентна системе 

emM=f@+ | a¢—xnfOat+ 

+ | ME—x gat, —co<x<oo, (8.101) 
0 

где матрица g(x) имеет прежний смысл, а матрица R°(x) имеет 
1 

преобразование Фурье, равное [/ — К, (^)] [K,(A)—K,()]. 
Система (8.101) фактически является системой уравнений на 
полуоси, так как в правую ее часть входят значения ф(х) 
только для х > 0. Решив эту систему для х > 0, мы получим 
из нее же значения M(x) для x < 0. 

О системах уравнений с ядрами различного экспоненциального 
поведения на бесконечности см. [20]. О решении систем, ядра ко- 
торых имеют рациональное преобразование Фурье, см. [37]. Системы 
уравнений вида (8.1) рассмотрены в [33]. 

10.5. Ядра, экспоненциально убывающие на беско- 
нечности. 

Теорема 10.4 [43]. Если элементы матрицы k(x) 
принадлежат пространству e-"\*|L(— со, со), т. е. если 

ем k(x) [4х < оо 

и если > 

det [Г — К (A = ih)] + 0, —~o “<A < ох, 

то всякое решение системы (8.86) с компонентами из 
h 

проетранства eéE, допускает асимптотическое пред- 
ставление 

$ = Dern | — 
k=l, 

Чо (-""), хо, (8.102)
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где а, j=l, 2,..., т, — все различные нули функции 

det [7 — К (^)] в полое —h<ImA<h; р, —их крат- 

ности; Р‚,(х) — многочлены степени <p;—l1 с произ- 

вольными коэффициентами. 
Аналогично, если матрицы А, (х), А. (x) Ее *! L (— со, со) 

и det[/—K,(A = ih)] #0, то всякое решение ф(х) = {ф, (х), 

фо(х),..., ф„(х)] каждой из однородных систем (8.95) 
или (8.100) допускает асимптотическое представление 

т. (2) he } 

= Seri P(t __ +o ^^), x —--++ оо, 
> Е =1, П 

m, (1) 

p (x) =| ; 4 ef) * pl) | __ о (e"*), x —> — 00, ; 
= R=l,n 

(8.102,) 

где a), г—=1, 2; j=l, 2,..., т, — все различные нули 

функции det[/—K,(A)] в полосе —# < А < #; po) — их 

кратности; Р, (х) — многочлены степени не выше pl) — 1. 

Асимптотическое поведение решений одного уравнения 
исследовано в более ранних, чем [43], работах [3] и [22] 
в первой из них лишь вкратце, а во второй весьма детально. 

$ 11. Уравнения на конечном промежутке 

В этом параграфе рассматриваются уравнения вида 

T 

Фо = ед [#и-—90)4 О<х<Т<оо. (8.103) 
0 

Если ядро k(x) суммируемо в промежутке (— Т', Г), то инте- 
гральный оператор вполне непрерывен в любом из пространств 
[ (0, Г), 1 < р<оо, С (0, Г) и к этому уравнению приложима 
теория Фредгольма (см. гл. У). 

Поскольку в уравнение входят значения ядра R(X) лишь 
для (—Г, Г), то можно продолжить ядро любым образом 
вне этого промежутка. В дальнейшем считается, что ядро 
продолжено на всю ось с сохранением суммируемости.
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11.1. Сведение к краевой задаче. В пространстве L, (0, Г) 
уравнение сводится к краевой задаче Римана для двух пар неиз- 

вестных функций [4]. Найти функции Q* (г), Ф* (2) по условиям: 
1. Функции Qt, OF (9-, o) аналитичны в верхней (нижней) 

полуплоскости, причем функции Q* (A) исчезают на бесконечности. 
2. Для предельных значений этих функций на вещественной 

оси имеют место соотношения 

Qt (A) fe FQ™ (A) + [1 —K (2)] OT (A) = F (A), 
Q* (A) + Q7 (A) + [1 —К (^)] Ot (A) = eT F (A). 

Если эта задача разрешима, то решение уравнения (8.103) 
дается формулой 

(8.104) 

oo 

ф (x)= 5- | Ф- (A) e7 7 а, х > 0. 

— © 

Для задач вида (8.104) при частных предположениях относи- 
тельно коэффициентов иногда удается построить решение в замк- 
нутой форме (см. [5], [2] ). 

11.2. Ядра с рациональными преобразованиями Фурье. 
В случае, когда преобразование Фурье ядра рационально, 
уравнение (8.103) весьма просто решается в замкнутом виде [4]. 
В предположении, что | — К (А) == 0, --с < А < оо, пре- 
образование Фурье решения уравнения (8.103) дается формулой 

Ф (4) = F (4) —Q* (2) -—e7 70° (А), (8.105) 
xm | 

в которой 

yy ot 
ad a ( 

ИН (07) — полюсы функции 1— К (А), лежащие в верхней 

(нижней) полуплоскости; ру — их кратности. Постоянные Му 

могут быть ‚определены из условий: 

Q* (Aye OQ (A) — Е) +=0 
(s=0, 1, qj q; — 1), 

flo ate’ — РО naz =9 
($=0,1,..., q; —1), 

a + |
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где at (a5) — нули функции | — К (^^), лежащие в верхней 

(нижней) полуплоскости; 4; — их кратности, или подстанов- 

кой решения в исходное уравнение. 

Этот прием годится и для решения уравнений первого 
рода. Все формулы остаются в силе, следует лишь всюду 
заменить функцию | — К (A) функцией К (A) (в этом случае 
решения будут обобщенными функциями: в них войдут фуЕк- 

ции O° (x) и d(T — x)). 
11.3. Замена дифференциальным уравнением с посто- 

янными коэффициентами. Другой прием решения, подробно 
изложенный в [17], заключается в замене уравнения (8.103) 
дифференциальным уравнением с постоянными коэффициен- 

ae, где М(^) и N (A) — много- 
члены степеней т и п соответственно, то решение уравне- 
ния (8.103) (если оно существует) удовлетворяет дифферен- 
циальному уравнению 

M(i == М (iE) Л O<x<T. (8.106) 

Tamu: если 1 — К (A) = 

Решение этого уравнения содержит т  Произвольных 

постоянных, которые определяются подстановкой решения 

в уравнение. При этом для определения постоянных полу- 

чается система линейных алгебраических уравнений, эквива- 

лентная исходному уравнению. Этот прием также применим 

к уравнениям первого рода, но в этом случае решение его 

следует искать в виде 

п 1 

ФИ (к, Cy Cad Х [4-Е Bd («-Т)]. 

Здесь У — общее решение уравнения (8.106). Произвольные 
постоянные и коэффициенты A,, В, определяются подста- 
новкой решения в уравнение. При отыскании обобщенных 
решений правую часть f(x) следует представить в виде 

0 х<0, 
f (x) = f (x) 0 (x) — 0 (= — DI. w=, x >0, 

и при дифференцировании ее учесть, что 0“) (x) = 64-9 (x). 
О других методах решения см. [23], [31], [36] и § 1 этой 
главы.



330 УРАВНЕНИЯ С ЯДРАМИ ОТ РАЗНОСТИ АРГУМЕНТОВ [ГЛ УШ 

11.4. Собственные значения. В этом пункте приводится 
ряд результатов о собственных значениях уравнения (8.108). 
В основном эти результаты относятся к случаю, когда 
К (^) > 0, т. е. к случаю, когда интегральный оператор 
в уравнении положителен. Всюду собственные значения нуме- 
руются в порядке убывания. 

Теорема 11.1 ([59]). Пусть: а) К (A) — неотрица- 
тельная, четная и убывающая при > 0 функция; 

Ь) если hk, их и А Ыы, то K(A)~K (p). 
Если же hK=o(p), то и К (A)=o0[K(p)]. Гогда соб- 

ственные значения уравнения 

hp(xy—= [ #(=—уУ9()4у. —хЕ$, (8.107) 
AY 

в котором S — объединение конечного числа интервалов, 
имеют асимптотическое представление 

wh ha ~K (=e). (8.108) 

Это утверждение имеет место и для любого ядра, пре- 
образование Фурье которого при А->со асимптотически 
равно функции, удовлетворяющей условиям теоремы. 

В [59] рассмотрен более общий случай, когда S — любое 
измеримое по Жордану множество. 

Из теоремы 11.1 получается, в частности, следующее утвер- 
ждение: 

Если $ — ограниченное измеримое множество, А|х|=|х|®, 
где а — нецелое число > —1, А„-- собственные числа уравне - 
ния (8.107), то 

а--1 
gita г(" mes $5 ]1+° 

Ул г(->) mn 

Такая же асимптотика имеет место для положительно опреде- 
ленных ядер, преобразования Фурье которых асимптотически (при 
Л, -> со) равны преобразованию Фурье ядра | x |“ ( [52], [54], [59] ). 

Например ( [54] ), если & (х).= cos (5 a] сх je} + 6(x), где с > 0, 

а > 5 — нецелое число, р (х) удовлетворяет условию Гёльдера 

(8.109) An~
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с показателем В >> а, то собственные числа уравнения 

Mg (x)= | k(x oO dt, —T<x<T, (8.110) 

имеют асимптотическое представление 

by ~ OF с (27) , n>. 

Теорема 11.2 [61]. Пусть К (A) — ограниченная, не- 
отрицательная, четная функция и Г())=— ШК (A); 
тогда: 

а) если Г(^) непрерывна и возрастает для больших № 

ua Т (Л) —>0 при со, то собственные числа уравне- 
1 

ния № (x)= | Е (х — y)@(y)dy имеют асимптотическов 

—1 

представление 

N „К |5 +0). 

b) Если T(A)~ad, 0<a< осо, mo 

[st a (8.111) 

20e 

(1 —v?sin?6)~'? a6. 2 ~~
 

= | 
O
M
 

o
l
 

с) Если (A) выпукла для больших \ и АТ (A) > 0 
при h-»>-+-co, mo Ink, ~—I(G,), где о, — единственный 

корень уравнения Г (0) = 91 In =, 0<o<n. 

4) Если InP (A)~alna, a > 1, то Ina, ~—(2—2/a) п Ina. 
nr ) 

In 
e) Ecau —> со mpHA-—>oo,tolna, ~—2n шп ( [59] ).
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Обозначим через А (х, у) ядро, определенное следующим 
образом. Если &@ — четное положительное число, то R(x, у) 
есть функция Грина дифференциального оператора 

Ly=(—1)™ yO; yo (—1) = yO (1) = 0, OS 50/2 —1. 
Если 0< Rea< 2, x, y€(—1, 1), то 

ад 
cos — 9 _ 

ky (x, Y= ey le yl ' max (0, x—y)— 

ast Xx 
_ sin —- (1 __ yaya? | (x —t)?-! 

mt (0) (1 — #2)? (¢ — у) 
—] 

(если ух x, TO интеграл понимается в смысле главного зна- 
чения), при этом А. (x, у) = А, (у, x). Для чисел а = 2 - В, 
Е —=0, 1,..., Ох КВ <2 и х<у ядро R(X, у) полу- 
чается аналитическим продолжением функции А; (х, у) по а. 
Для x > y указанное ядро получается аналитическим про- 
должением функции А,‚ (у, x). 

Для а =1 

1, 1—xy+[(1 + x2) (1 — y2)]!” Ю , = —— | =, Я Па — у 
Для а =9 

в (x, y= all Ем (х, УИ! — тах (х, У) 
Теорема 11.3 ([58]). Пусть преобразование Фурье 

четной вещественной функции Rk (х) ЕЁ, (—с5, 00), 1 < р<2, 
удовлетворяет условиям: 

1. max К (^) < М для любого 6> 0. 
1% 1>65 

9. пт [АМ — КО) =, 0<e<co, 0<a<oo. 
А, >0 

Тогда положительные собственные значения „д уравнения 
1 

p(x) =A [ #1А(=— OO) 4,  —1 << 8.112) 
~1 

допускают представление 

ha д= M——— + о(А““), (8.113) ’ VnA 
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где \„— собственные значения описанного выше положи- 
тельного определенного ядра R(x, у). 

При @&—2 из этой теоремы следует, что 

с2л2п? _2 hn, a= M——a- + 0(A™’). 

Отметим один частный, HO важный для некоторых приложе- 
ний результат [51]: все собственные значения уравнения 

Т 

от | во ay, —T<x<T, (8.114) 
—Т 

простые и при Г->со имеют представление 
т RN 

д wp — 4 ИЛ 8" patie 
п niet 

(В [55] имеются таблицы первых восьми собственных 
чисел для Г =0,5; 1,0; 2,9; 8,0.) 

Собственные функции, соответствующие четным (нечетным) 
значениям 71, являются четными (нечетными) функциями. Соб- 
ственные функции @, (xX) выражаются через собственные функ- 
ции задачи 

(1 — x?) 
4? а 
i — 2x + (4—x*)u=0, 

и непрерывна в [—1, 1], соотношением @,(x)=—4, (x/T) 
(4, нумеруются в порядке возрастания собственных чисел 
задачи) ([55], [61]). 

Преобразование Фурье ядра уравнения (8.114) совпадает 
с характеристической функцией интервала (—T, Г). В [53] 
рассмотрено уравнение вида (8.107) в предположении, что 
преобразование Фурье его ядра совпадает с характери- 
стической функцией некоторого ограниченного открытого 
множества. 

В заключение отметим еше два предложения общего 
характера. 

Теорема 11.4 ([60]). Пусть Е (х) =е®, x >0, где 
V(x) — дважды непрерывно дифференцируемая веществен- 
ная функция, для которой: 

а) у’ (x) > 0. 
b) lim xy’ (x) = 00. 

Xx -> со 

с) v(x) =o(y").
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Гогда уравнение (8.110) с ядром k(|x—y|) имеет 
[2 2Г)]? 
R’ (2T) 

при T —>oo. Эти собственные значения простые и соответ- 

ствующие им собственные функции стремятся к У R(2x) 

и signx У (2х) соответственно. Остальные собственные 
[2 (27)? 
К’ (2Г) 

Теорема 11.5 [15]. Пусть ядро уравнения (8.110) пред- 
ставимо в виде 

собственные значения, асимптотически равные = 

значения имеют порядок Ч при Г->оо. 

k(x) =a | em удал, Л(№ЕЕ (— со, со). 

Пусть М (а, 6) — число собственных значений уравнения, 
лежащих в промежутке (а, 6), ab>0. Если лебеговы 
меры множеств [f (х)=а1, [f(x)= 9] равны нулю, mo 

М (a, 6) 1 
lim oF =>, тез [а < f(x) < 6]. 

Т->со 



ГЛАВА IX 

МНОГОМЕРНЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Теория сингулярных интегральных уравнений, в которых 
интеграл распространен по многообразию т (где m > 1)*) 
измерений, в течение довольно долгого времени развивалась 
сравнительно медленно. Однако в самые последние годы 
интерес к ним резко возрос. В 1962 г. была напечатана 
монография [18], содержащая в основном изложение работ 
ее автора; из работ других авторов более видное место 
в ней занимают работы A. П. Кальдерона и А. Зигмунда. 
Одновременно или несколько позже появился ряд работ раз- 
ных авторов, в которых в одних случаях разрешен, а в дру- 
гих поставлен ряд важных вопросов теории многомерных 
сингулярных уравнений. Так, для уравнений с гладким зам- 

кнутым мпогообразием интегрирования и с невырождающимся 
символом полностью решена проблема индекса; исследован 
в основном случай многообразия интегрирования с краем; 
исследованы и получили интересные приложения сингулярные 
интегро-дифференциальные уравнения; начато исследование 
уравнений с вырождающимся символом; многое сделано для 
изучения многомерных сингулярных уравнений в обобщенных 
функциях. 

В настоящей главе мы не будем касаться приложений 
мпогомерных сингулярных уравнений. Некоторые приложения 
указаны в книге [18]; в статьях [28] и [43] многомерные 
сингулярные уравнения применяются в задаче Коши для урав- 
нений гиперболического типа. В своей книге [15] В. Д. Куп- 
радзе широко применяет многомерные сингулярные инте- 
гральные уравнения к задачам трехмерной теории упругости. 

*) Для краткости мы называем такие уравнения «многомер- 
ными».
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Наконец, следует отметить обзорную статью М. С. ArpanHo- 
вича [1], в которой с помощью многомерных сингулярных 
интегро-дифференциальных уравнений исследуются краевые 
задачи для эллиптических систем весьма общего вида. 

На литературу, приведенную в монографии [18], здесь 
мы, Как правило, ссылок делать не будем. 

$ 1. Простейшие понятия и теоремы 

1.1. Обозначения. Введем следующие обозначения: Ви — 
евклидово пространство т измерений; x, у, Z, ... — точки 
этого пространства. Декартовы координаты точки х обозна- 
чаются через X,, хо, ..., Xm» аналогично для точек у, 2, ... 

_— Ух 
; Далее, r==|x—y|, 0= ; точка 0 пробегает сферу ра- 

диуса единица и с центром в начале координат (единичную 
сферу). Эту сферу мы всегда ниже будем обозначать через 5. 

Иногда нам придется рассматривать единичную сферу 
в (т--1)-мерном евклидовом пространстве E,,,. Эту сферу 
будем обозначать буквой Х и будем называть римановой 
сферой для пространства Е„; последнее переводится в свою 
PHMaHOBy сферу с помошью стереографического преобразо- 

вания (Ё, &,..., Ems Ёт+1 — Декартовы координаты точки 
на сфере »): 

2х 2—1 
НТ, k= 1, 2, eee, т, Smt pT 

m 

2 2 __ 9 x =| xX | = 2 x? (9.1) 

Если & и ]1—TOUKH римановой сферы, соответствующие по 
формулам (9.1) точкам x и у пространства E,, и p— pac- 
стояние между & и 1: 

| О 2 (bs — Ny), 
TO 

=F (P+ 1)(?+ 1) (9.2) 
1.2. Сингулярный интеграл. Пусть Р — область про- 

странства Еж. Эта область может быть конечной или беско-
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нечной; она может совпадать с пространством E,, — этот 
случай особо интересен. Мы будем рассматривать сингуляр- 
ные интегралы вида 

[ «LG 9) ay, (9.3) 
р 

которые будем определять формулой 

‚0 у ‚0 fuZGaystim | ч/б ау 0.4 
р ° D\ Ge) 

где через dy обозначен элемент объема в пространстве E,, 
Разумеется формула (9.4) имеет смысл лишь в том слу- 

чае, когда предел справа существует. Точка х называется 
полюсом сингулярного интеграла (9.3), функция f(x, 9) — 
его характеристикой, функция u(y)—ero плотностью. 
Определение (9.4) находится в согласии с определением 
главного значения интеграла в смысле Коши: особая точка х 
вырезается шаром с центром в точке х и произвольно малым 
радиусом &, и интегрирование совершается по оставшейся 
области; если полученный таким образом интеграл имеет 
предел, когда &—>0, то этот предел и принимается за син- 
гулярный интеграл (9.3). 

Во всем последующем мы всегда будем предполагать, 
что характеристика удовлетворяет условию 

| f(x, 04$ =0. (9.5) 
$ 

Легко убедиться, что сингулярный интеграл (9.4), как пра- 
вило, не существует, если условие (9.5) не выполнено. 

1.3. Условия существования сингулярного интеграла. 
Сформулируем некоторые условия, при которых интеграл (9.3) 
существует и обладает теми или иными аналитическими свой- 

ствами. Ниже D означает открытую область, а D — замкнутую 
область, полученную из D присоединением точек ее границы. 

Теорема 1.1. ГГусть в замкнутой области D naom- 
ность и(у) удовлетворяет условию Липшица с показа- 
телем а, (< а<!1, так что 

[4 (у) — и(х)| < Ста, C=const,
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а на бесконечности (если область D — бесконечной меры) — 

условию a(y) = O(| y{7*), Е = соп${ >> 0. Пусть, далее, 
характеристика ограничена и непрерывна по 0 их. Тогда 
интеграл (9.3) существует при любом xED и npedcma- 
вляет собой функцию от х, непрерывную в О. 

Теорема 1.2. /lycmb плотность удовлетворяет усло- 
виям теоремы 1.1, а характеристика ограничена и не- 
прерывно дифференцируема по декартовым координатам 
точек x и 0. Гогда интеграл (9.3) удовлетворяет усло- 
вию Лшииица с тем же показателем а в любой конеч- 
ной внутренней подобласти D' ED, 

Более сильная теорема будет приведена в 6 3. 
Прежде чем сформулировать следующую теорему, введем 

некоторые определения. Будем говорить, что иЕ Ань, если 
функция и(х) определена всюду BE, и удовлетворяет усло- 

ВИЯМ: и(х) = 0 (| х|’) при достаточно больших хи 

[и (y)—a(x)[<C(eP?+1)7*? 7% rl. 00.6) 
/ 

Далее, скажем, что WE Ag pg, если и(х) удовлетворяет нера- 
венству (9.6), а на бесконечности -— условию 

и(х) = O(} xj" In| х|). 

В обоих определениях С, аи А — положительные постоян- 

ные, причем a < 1. 
Теорема 1.3. Пусть характеристика удовлетворяет 

условиям теоремы 1.2 и Е < т. Гогда сингулярный инте- 
гральный оператор 

= Jo ира (9.7) 

переводит функцию Le An, в функцию VE Aa, в. 
Теорема 1.4 [29]. Пусть при некотором р, 

1 «р< с, характеристика удовлетворяет неравенству 

[лс ОР’ dS <C=const, Ир- Ир’. 9.8) 
$ 

Если иЕГ,(Еш), то сингулярный интеграл (9.7) суще- 
ствует при почти всех x€E,; при этом также 
° (ЕР, (Е т), и в пространстве L,(E,,) сингулярный one-
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ратор (9.7) ограничен: существует такая постоян- 
ная *) А что 

Петь Поборак | < 

<^ [lec Pal Аи, (9.9) 
Em 

Допустим, что плотность и характеристика удовлетворяют 
условиям теоремы 1.1. Вырежем точку x областью ©, про- 

извольной формы. Пусть r==a(e, x, 9) — уравнение гра- 
ницы этой области и пусть существует предел 

ие, 4 9) — B(x, 6) > 0, 

причем стремление к пределу — равномерное относительно O, 
тогда верна формула 

Ie ле, 9) 9) lim u(y)dy= 
=->0 р 

=| £ fs 9) и (у) ау— we) | Fo 9) InB(x, 0) 45; (9.10) 

р 

в этой формуле первый член справа есть сингулярный инте- 
грал, определенный формулой (9.4). 

Пусть Р — конечная область пространства Е„, x — пере- 

менная точка этой области, О — замкнутая область, полу- 
ченная из D присоединением точек ее границы. Рассмотрим 
интеграл 

w (x)= | £29 ибрау (9.11) 
D 

Теорема 1.5. Пусть функция g(x, 0) имеет в р 
непрерывные первые производные по декартовым коорди- 
Hamam точек xu 0, а и Е Г, (%), 1< p<. Тогда инте- 

грал (9.11) имеет обобщенные производные ax; р (22); 

*) Она может зависеть от р.
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эти производные даются формулой (вектор г направлен 
от точки х к точке у) 

ди _ | 9 [9(х, 0) __ 
‘OX, — | OX, So | #0 dy — u(x) Joc 9) cos(r, *s i) 

Если u(y) удовлетворяет в D условию Липшица с пока- 

зателем а, 90 < а< 1, то производные = непрерывны 6 О. 

$ 2. Символ 

2.1. Сингулярный оператор. Сингулярные интегралы 
будем пока рассматривать как операторы, действующие в не- 
котором заданном банаховом пространстве функций, опреде- 
ленных в E,. Ниже понятие сингулярного оператора будет 
расширено. Пусть Е — такое пространство. Сингулярным 
оператором в пространстве Е мы назовем оператор А, 
определяемый формулой вида 

(Аи (к = a(xyu(xy+ | LE и(уау-+ (TH (x (9.19) 
Ет 

здесь Г — оператор, вполне непрерывный в РЁ. 
2.2. Символ сингулярного оператора. Символом син- 

гулярного оператора A назовем функцию Ф„(х, 0) точек 
x€E,, и OES, удовлетворяющую, при тех или иных огра- 
ничениях, наложенных на а(х) и f(x, 0), следующим трем 
требованиям: 

1) символ любого вполне непрерывного оператора равен 
нулю; 

2) символ суммы двух сингулярных операторов равен 
сумме их символов; 

3) символ произведения двух сингулярных операторов 
равен произведению их символов. 

2.3. Формулы, определяющие символ. Символ опера- 
тора А можно определить формулой 

r(x. | . 
@M, (x, 9)=a(x)-+ lim {AQF iw 2) Чу; 9—- . 

0}: | z| ly 
m
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Предел в правой части формулы (9.14) существует при до- 
вольно широких предположениях относительно характери- 
стики. Достаточно, например, чтобы 

[If (x, ® 4$ < оо. (9.15) 
$ 

Можно указать еще две формулы для символа, более 
простые по структуре, чем формула (9.14). Одна из них 
такова: 

M,(x, 0)=a(x)+ [в —> signcos у f(x, 0’) а5’; 
“COS у. > 

(9.16) 

здесь у — угол между векторами, проведенными из начала 
координат в точки 0 и 0’, интегрирование в (9.16) совер- 
шается по переменной точке 0’. 

Обозначим через у т (0) систему ортогональных и нор- 
мированных в метрике 1. ($) т-мерных сферических функ- 
ций. Через п обозначим порядок сферической функции, так 

что п меняется от нуля до бесконечности; номер A меняется 

(n + m — 3)! 
(т— 2)! п! ’ 

есть число линейно независимых т-мерных сферических 
функций порядка т [42]. Разложим характеристику в ряд по 
сферическим функциям 

от единицы до А, , = (20 -т— 2) rhe Ам, п 

f(x, 0) = >» x a (x) Ym (0). (9.17) 

Член с n==0 отсутствует в силу тождества (9.5). Символ 
оператора (9.13) определяется также следующим рядом: 

oo А п, т 

D(x, 0)=a(x)+ x = Vn, may (x) У (8), (9.18) 
П = = 

где 

i? 2p (n/2) 

Уп, т == (а) | (9.19) 
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Для исследования свойств символа важны оценки, верные 
для больших п и вытекающие из формулы Стирлинга: 

у, п = O (п-т), <= == O(n), (9.20) 
m п, 

Из формулы (9.18), очевидно, вытекает следующее: если 
символ задан формулой вида 

D(x, 0) = > > bn? (x) Yin, m (8), 

TO соответствующая характеристика определяется рядом 

со “топ y 

f(x, = У, у зе Vn, m (6). 
n=l R=] 

При m==2 этот ряд удалось просуммировать [10] и полу- 
чить для характеристики следующую формулу: 

Л (x, = [Ф(х, Ол) — D(x, 0)| — 

л 

— qe | tO -— WA Фо, +9 ФС. Hay. O21 
0 

Символ, определенный формулой (9.14), очевидным обра- 
зом удовлетворяет требованиям 1) и 2), сформулированным 
выше. Требование 3), которое мы будем называть правилом 
умножения символов, выполняется при определенных огра- 
ничениях на a(x) и f(x, 0); эти ограничения в свою очередь 
зависят от того банахова пространства, в котором рассма- 
тривается сингулярный оператор А. Правило умножения сим- 
волов будет подробно рассмотрено в § 3. 

2.4. Некоторые новые понятия. Пусть g(x, 0) — про- 
извольная функция точек хи 0, где x пробегает некоторое 
множество М, a 9 — единичную сферу S. Мы будем считать, 
что &(х, 0) как функция точки 0 продолжена на все про- 
странство Е„, кроме начала координат и бесконечно удален- 
ной точки, таким образом, что эта функция сохраняет по- 
стоянное значение на любом луче, проходящем через начало 
координат. Обычно мы будем рассматривать продолженную 
так функцию как функцию, заданную в шаровом слое Q,



$ 2] CHMBOJI 343 

определяемом неравенствами р, < | 0 | < 6», где 0, и р, — про- 
извольно, по раз и навсегда зафиксированные положитель- 
ные числа. 

Будем говорить, что при фиксированном x функция g (x, 0) 
..([ 

принадлежит пространству и (5), если, будучи продолжена 

так, как указано выше, она принадлежит пространству vw? (62). 
l 

При этом под У (Q) мы понимаем пространство С. Л. Собо- 
лева [24], [25], если 7 целое, и пространство Л. H. Слобо- 

| 
децкого [23], если Г нецелое. Норму в wv (5) зададим есте- 
ственным равенством 

Далее, будем говорить, что функция g(x, 0) равномерно 

(на множестве М) принадлежит пространству 170%. (5), и обо- 

значать это символически gew! (5), если gew? (5) при 
любом ХЕМ и если 

где С не зависит от х. 
В последующем будем считать, что в операторе А вне- 

интегральный коэффициент A(X) ограничен. 
Теорема 2.1. Если в операторе (9.13) характеристика 

FEW? ($), [>0, то символ Ф.Ё +" (5). Обратно, 
2 W(X) т 2 1’ -т/2) если ФАЕМЯ (5), х>-—, то fEws he (5). 

В таком виде эта теорема содержится в [1]. Соответст- 
вующая теорема для целых показателей дана в [18]. 

2.5. Изменение символа при замене независимых пере- 
менных. Пусть в пространстве Е„ координаты Xp, заменены 
координатами х, по формулам 

ХЕХ, (Xp Хх, ..., x’). (9.23) 

Обозначим через 3 якобиеву матрицу преобразования (9.23), 
вычисленную в фиксированной точке х. Как и выше, будем 
считать, что 0 — произвольная точка пространства Е, от- 
личная от начала координат и от бесконечно удаленной точки, : 
и что рассматриваемые нами функции от O постоянны на 
лучах, проходящих через начало. Тогда, обозначая через
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M(x, 9) и D(x’, 0) символ некоторого сингулярного опера- 
тора до и после применения преобразования (9.23), имеем 

D(x’, 0) = D(x, (9(*) 16). (9.24) 

Формула упрощается, если в данной точке матрица ортого- 
нальная, — в этом случае, очевидно, 

D(x’, 0) =Ф(х, U6). (9.25) 

2.6. Интегральное представление оператора через его 
символ. Понятие символа позволяет расширить понятие син- 
гулярного оператора следующим образом. Будем рассматри- 
вать оператор вида 

(Au) (x) =a (x) u(x)-+ | Li") LM) ayy dy. (9.26) 

Ет 

При некоторых предположениях относительно символа 
этого оператора можно доказать, что оператор (9.26) допу- 
скает представление 

(Au) (x) = | W(x, 0) dE (8) и. (9.27) 
ll 

Поясним обозначения последней формулы. В ней 

т-1 

dE (0) = Ul dE, (84), 

где 9, 9, ..., O,-; — угловые координаты точки 0. Далее 

dE, (On) = F 'аЁ» (Oe) F . 
у 

где ef — преобразование Фурье, a Е» (Og) есть спектральная 
функция оператора умножения на 9,. Наконец, П — парал- 
лелепипед, определяемый неравенствами: 

О<9, <л, 1<Азхт—2 —л<9_<л. (9.28) 

Под простейшим сингулярным оператором с символом 
Ф(х, 0) будем далее понимать оператор, определяемый фор- 
мулой (9.27). В общем случае под сингулярным оператором 
будем понимать сумму двух операторов: простейшего сингу- 
лярного и вполне непрерывного.
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$ 3. Сингулярные операторы в L, (Em) 

3.1. Условия ограниченности сингулярного оператора. 
Теорема 3.1. Оператор (9.27) ограничен в L,(E,,), 

l< p<, если его символ Ф(х, 9)Е о (5), где 

ИА, 1<р<2; 17", 2<p<co, 
Заметим, что одна теорема об ограниченности сингулярного 
оператора в L,(E,,), но сформулированная в терминах характе- 
ристики, а не символа, дана в § | (теорема 1.4). 

Для р==2 справедливы также следующие две теоремы. 
Теорема 3.2. Если символ D(x, 9) и его производные 

oD 0Ф 02D дт-2 Ф 
09, ’ 09. ’```°’ 09,04. ’‘°`°’ 09,98.... 99т-› 

измеримы по совокупности точек (х, 0), непрерывны при 

фиксированном х и ограничены независимо от х, а про- 

изводная 
д"-1Ф 

09, 09. ... От 1 

существует как обобщенная по С. Л. Соболеву и удовле- 
творяет неравенству 

И 

то сингулярный оператор ограничен в L,(E,,). 
Теорема 3.3. Если символ Ф (60) не зависит от по- 

люса и в существенном ограничен *), то сингулярный 

оператор А = oF 'Ф (0) Я ограничен в 15(Е.) и 

{| A || = supess | Ф (0) |. (9.29) 

Отметим еще одно соотношение, связывающее, в некото- 
ром смысле, норму сингулярного оператора с его символом. 
Пусть А — сингулярный оператор с символом @,(x, 0) и 

д"-1ф 
00, 09. ... OOm—1 

2 
dd, 49... 49, < С = const, 

*) Как известно, это означает, что рассматриваемая функция 
станет ограниченной, если подходящим образом изменить ее зна- 
чение на множестве меры нуль; через supess обозначается нижняя 
грань зиргетит’ов функции при всевозможных таких изменениях.
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Г — произвольный вполне непрерывный в 2.(Е„) оператор. 
Обозначим через & образ точки х при стереографическом 
отображении пространства Е„ на риманову сферу »Х, и пусть 
символ непрерывен как функция обеих точек Ё и 0, когда & 
пробегает сферу У, а 9 — сферу $. Тогда (([8], [14]) 

ше A+ Г], (En) = max |D,(x, 0) |, (9.30) 
т 

OCS 

inf берется по всевозможным операторам Г, вполне непре- 
рывным в L,(E,,). 

О некоторых обобщениях равенства (9.30) см. [1]. 
Приведем еще теорему [41] об ограниченности сингуляр- 

ното оператора в пространствах функций, суммируемых в не- 
которой степени и с некоторым весом. Обозначим через 
2›(0, Еш) пространство функций, суммируемых в степени р 
с весом P(X); как известно, норма в этом пространстве опре- 
деляется формулой 

ei? = [ o(x)[ a(x) Par. 
Em 

Сингулярные операторы в пространствах с весом изучаются 
также в статье [6]. 

Теорема 3.4. Пусть символ сингулярного опера- 
тора А удовлетворяет условиям теоремы 3.1 (или усло- 
виям одной из теорем 3.2 или 3.3 при р = 2) и, кроме того, 
характеристика оператора А ограничена. Если постоян- 
ная В такова, что —m<p<m(p—1), то оператор A 

ограничен в пространстве (хр, Е»). 

Укажем еще, не входя в подробности, что в работах [22] 
и [36] изучается вопрос об ограниченности многомерных 
сингулярных операторов в пространствах Орлича. 

3.2. Разложение простейшего сингулярного оператора 
в ряд. Следующая теорема устанавливает условия, при кото- 
рых простейший сингулярный оператор можно разложить 

в ряд по сингулярным операторам, характеристики которых 
суть сферические функции. 

Теорема 3.5. Пусть А — простейший сингулярный 

оператор, символ которого Da(x, BE Е (5), где 

[> = +2, L<p<2% I>@F*, окр.
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Разложению символа в ро по сферическим функциям 

Da(x, 0) = >» s a (x) У, (0) (9.31) 
п = 

соответствует разложение оператора А в сходящийся 
в норме L,(E,) ряд 

= al) (x) 7+ >» Sap (x) AW), (9.32) 
n=I #=1 

где [— тождественный оператор, а А — простейший 

сингулярный оператор с символом у т 

(An) т JA rn) ums y) dy. 

3.3. Правило умножения символов. 
Теорема 3.6. Пусть А и Вр— сингулярные onepa- 

торы, символы которых D,(x, 0) и Фь(х, 0) удовлетво- 
ряют условиям теоремы 3.4. Пусть еще эти символы 
равномерно относительно 09 непрерывны на римановой 
сфере. Тогда оператор АВ— ВА вполне непрерывен 
в [›(Ет) и символ произведения АВ равен произведению 
@, (x, 0) Фь(х, 9). 

3.4. Оператор, сопряженный с сингулярным. Если 
сингулярный оператор А ограничен в L,(E,,), то существует 
сопряженный оператор А“, действующий B Ly (Em), Ир- 
+1/p’ = 1, и ограниченный в этом пространстве. Предста- 
вляют интерес те условия, при которых А” также есть син- 
гулярный оператор в смысле определения, данного в конце § 2. 
Следующие две теоремы выясняют эти условия. 

Теорема 3.7. Пусть А — простейший сингулярный 
оператор, символ которого Ф(8) не зависит от полюса. 
Тогда сопряженный оператор А* есть простейший сингу‹ 

лярный оператор с символом Ф (6). 
Теорема 3.8. Пусть А — сингулярный оператор, 

символ которого DW, (x, 0) Удовлетворяет следующим 

условия: 1) ФАЕМ? (3), где 1 >= т 2,4 = ша (р, р’), 
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2) символ непрерывен на римановой сфере равномерно 

относительно 0. Тогда сопряженный оператор А* есть 

сингулярный оператор с символом Фд»(х, 0) = Фл(х, 0). 

$ 4. Сингулярные интегралы на многообразии 

4.1. Определение сингулярного оператора и его 
символа. Пусть Г — ляпуновское компактное многообра- 
зие т измерений; Ё и W—TOUKH на многообразии Г; 
р — расстояние между & и NY, определенное, например, в смысле 
внутренней метрики многообразия; 4„Г — элемент меры на Г. 
Будем рассматривать интегралы вида 

[ КЕ, waa! (9.33) 
Г 

в которых ядро К (&, \) удовлетворяет рялу требований, 
формулируемых ниже. 

Зададим число € > 0. Зафиксируем точку & Е Г и рассмотрим 
множество Г, тех точек ТЕГ, для которых р < =. Потребуем, 
прежде всего, чтобы на множестве Г \ Г, ядро К (&, n) было 
суммируемо. 

Если & достаточно мало, то множество Г, можно взаимно 
однозначно отобразить на некоторую область D евклидова 
пространства Е„. Можно при этом потребовать, чтобы яко- 
биева матрица отображения удовлетворяла условию Липшица 
с некоторым положительным показателем. Наконец, потре- 
буем, чтобы в точке & преобразование было конформным. 
Нужное нам преобразование можно осуществить, например, 
так: в Точке & построим касательную плоскость к Г; за у 
примем ортогональную проекцию точки HET, на эту пло- 
скость. Будем ниже считать, что преобразование 1—> у именно 
так и выбрано. 

Обозначим через хи у образы точек & и \ при упомя- 
нутом отображении. Положим еще 

К (5, na, = (х, у)4у, u(n)=v(y). 

Предположим еще, что ядро L(x, у) допускает представление 

L(x, у) = —— Ц == С01${ < mM, 
F (x, 8) M(x, у) 

‚гп + rh"
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где M(x, у) — ограниченная функция, аги @ определяются, 
как в § 1. Заметим, что точки 0 пробегают единичную 
сферу $, расположенную в касательной плоскости к Г. 

По определению положим 

[ке 1) и (п) a, = | К (Е, n)4a(y) 4,0 +- 
Г ГГ, 

М (х, + [LE% обуауч | "Я орау. 9.39 
р р 

Символ интеграла (9.33) в точке & примем по определению 
равным символу, порождаемому характеристикой f(x, 0) 
(формулы (9.16) и (9.18)). Символ оператора умножения на 
функцию примем равным этой функции, символ вполне не- 
прерывного оператора считаем равным нулю. При таком опре- 
делении для многообразия без края верны все теоремы 
$$ 1—3. Входящие в эти теоремы условия непрерывности на 
римановой сфере заменяются аналогичным условием на Г. 

Данное здесь определение символа является локальным: 

чтобы определить символ, надо зафиксировать точку Е ЕГ, 
затем в касательной плоскости, проходящей через эту точку, 
построить единичную сферу с центром в & и на этой сфере 
выбрать систему координат. Генерально, т. е. сразу на всем 
многообразии, символ можно построить лишь тогда, когда 
на Г можно ввести правильную координатную сетку. В этом 
случае можно указать способ выбора системы координат на $, 
не зависящий от положения точки &, и символ можно рас- 
сматривать как функцию двух независимых точек &ЕГи0Е5. 
Кроме рассмотренного выше случая евклидова простран- 
ства, такое положение будет, если, например, Г есть тор. 
В общем же случае правильную координатную сетку на много- 
образии построить нельзя, и нельзя рассматривать & и 0 как 
точки независимые. В этом случае символ на всем многообра- 
зии приходится определять как функцию его линейного эле- 
мента; напомним, что линейным элементом многообразия на- 
зывается совокупность из его точки и произвольного напра- 
вления, лежащего в касательной плоскости, проведенной 
через данную точку. 

4.2. Другое определение сингулярного оператора. 
Данное нами выше определение сингулярного интеграла на
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мпогообразии равносильно следующему определению, дан- 
ному P. Сили ([38], см. также [17] ). 

Будем исходить из некоторого банахова пространства В 
функций, заданных на многообразии Г. Пусть ф (&) и ф(&) — 
произвольные достаточно гладкие функции, подчиненные 
следующему условию: носитель *) каждой из этих функций 

заключен внутри ляпуновской сферы и, следовательно, допу- 
скает описанное выше отображение на некоторую замкнутую 
область евклидова пространства Е„. Пусть А — оператор, 
заданный на некотором множестве функций, каждая из кото- 
рых определена на Г. Оператор А назовем сингулярным, если 
он обладает следующими двумя свойствами: 1) если носители 
функций ф и Wp не пересекаются, то оператор фАф вполне 
непрерывен; 2) если носители функций ф и ф пересекаются, 
причем оба носителя лежат в одной и той же ляпуновской 

сфере, то фАф = А- Т, где Т — вполне непрерывный в В 

оператор, а А переходит после отображения на евклидово 
пространство в сингулярный оператор вида (9.26). 

$ 5. Регуляризация и теоремы Фредгольма 

В этом параграфе будем понимать под Г либо евклидово 
пространство Е„, либо компактное ляпуновское т-мерное 
многообразие без края. Пусть т — произвольный линейный 
элемент многообразия Г; если на этом многообразии можно 
ввести правильную координатную сетку, то т можно рассма- 
тривать как пару независимых точек EET и OES. Пусть 
А — сингулярный оператор, символ которого @, (т) удовле- 
творяет условиям теоремы 3.8. Пусть еще Ф,„ (т) нигде не 
обращается в нуль; в этом случае будем говорить, что символ 

@, (т) не вырождается. Можно доказать, что тогда [Ф (т 
также удовлетворяет условиям теоремы 3.7, если только 
i> m/2-+-1. Построим сингулярный оператор В с символом 

Ф; (t) = [(®, (t)]~': Аи В будем рассматривать как опера- 
торы в L, (I). По теореме 3.1 оператор В (так же как и опе- 

ратор А) ограничен в [,(Г), а по теореме 2.5 ВА =1-- Т’, 

*) То есть замыкание множества точек, на которых данная 
функция отлична от нуля.
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АВ —=1-- Т”, где Т’и Г” — операторы, вполне непрерывные 
в [.„(Г). Это значит, что В является двусторонним регуляри- 
затором для А; но тогда для сингулярного уравнения 

Au=g(§), g€L,(1), (9.35) 
справедлива теорема Нетера (теорема 6.2 ra. VI)... Оказы- 
вается, однако, что индекс оператора А равен нулю и, сле- 
довательно, для уравнения (9.35) справедливы теоремы Фред- 
гольма (см. § | гл. Il), которые в даниом случае сводятся 
к следующему: уравнения Аи =0 и А“’и==0 имеют одно и 
то же конечное число линейно независимых решений; пеодно- 
родное уравнение (9.35) разрешимо тогда и только тогда, 
когда / (&) ортогональна ко всем решениям уравнения А“и == 0. 
Отсюда, в частности, следует, что уравнение (9.35) разрешимо, 
и притом единственным образом, при любой ГЕЁ,(Г), если 
соответствующее однородное уравнение Аи = 0 не имеет не- 
тривиальных решений. 

Для р=2 И. Ц. Гохберг [7], [8] доказал, что невыро- 
ждение символа не только достаточно, но и необходимо для 
того, чтобы сингулярный оператор допускал регуляризацию. 
На случай произвольного р эта теорема распространена в [14]. 

$ 6. Системы сингулярных уравнений 

6.1. Матричный сингулярный оператор. Будем рассма- 
тривать системы сингулярных уравнений вида 

h 

2 A jp, = & 2 (Х), (9.36) 

где 2, ЕЁ,(Г) и Aj, — сингулярные операторы. 

Примем, что либо Г=Е„, либо Г есть т-мерное много- 
образие, удовлетворяющее условиям § 4. Систему (9.36) 
можно записать в виде одного уравнения 

Аи = g, (9.37) 

если ввести матричный сингулярный оператор 

Ay Aj» ‘es Aj, 

A=| 41 42... № (9.38) 
An Ano eee Ann
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и векторы -столбцы ии 8 с компонентами 4, Uy, ..., Иа и 
#1, Lo ..., 8, соответственно. 

6.2. Символическая матрица. Обозначим через Dy, (т) 

символ оператора A,,; здесь т — линейный элемент много- 
образия Г. Будем считать, что Ф‚, (т) удовлетворяет условиям 
теоремы 3.8. Матрица 

Ф. (т) Do (t)... Фи @) 

) c 

Фи: (®) Ф,2(т)... Фи (1) 

называется символической матрицей, или просто символом, 
оператора А. Сумме и произведению матричных сингулярных 
операторов вида (9.39) соответствует сумма и произведение 
(в том же порядке) их символов. 

Будем рассматривать случай, когда символическая ма- 
трица (9.39) не вырождается, так что 

inf| det D, (т) | > 0. (9.40) 

Тогда сингулярный оператор В с символической матрицей 

Фр (т) = [Фа (ФГ ' является двусторонним регуляризатором 
для оператора A; раз этот последний. допускает двусторон- 
нюю регуляризацию, то для уравнения (9.37) (или, что то же, 
для системы (9.36)) справедлива теорема Нетера. 

6.3. Индекс. В отличие от случая одного уравнения, 
индекс сингулярной многомерной системы в общем случае 
не равен нулю. Исследованию индекса многомерной системы 
посвящено ; овольно много работ *). Здесь мы изложим основ- 
ные результаты этих работ, а затем остановимся на случаях; 
когда индекс системы равен нулю. 

Будем рассматривать систему (9.36). Если n> т, т. е. 
порядок системы больше, чем размерность многообразия 
интегрирования, 10 можно построить новую сингулярную 
систему порядка т, индекс которой равен индексу данной 

*) См. [2], [4], [5], [19], [20], [27], [39]. Весьма общие и полные 
результаты, относящиеся к системам более общим, чем системы 
сннгулярных интегральных уравнений, даны в замечательной работе 
М. Г. Атийа и И. М. Зингера [26]. Построения этих двух авторов 
весьма неэлементарны; укажем здесь, например, что разбору 
основной теоремы М. Атийа и И. Зингера посвящены два тома 
семинара Анри Картана [40]. 
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системы. С другой стороны, если пл < т, TO, введя дополни- 
тельные уравнения 

и, = 0, fo==nt1,n+2,..., т, 

мы получим систему порядка т, индекс которой опять сов- 
падает с индексом данной системы. Достаточно поэтому изу» 
чать системы, порядок которых созпадает с размерностью 
многообразия интегрирования. 

Итак, пусть п = т. Символическая матрица системы 
имеет вид 

OD, (t) Ф,<... Фи @) 
Ф, (© = Pa Ne ©) ... ‘а (т) (9.41) 

Фит (т) Риз (т) ee Om (т) 

H для этой матрицы справедливо перавенство (9.40). Рас- 
смотрим, например, первую строку матрицы (9.41). Ее эле- 
менты суть функции, вообще говоря, комплекснозначные; 
отделим в них действительные и мнимые части и положим 

Фи, (т) = Фи, (1) - 1D (©), 
Г. и 

где функции Фу» (1) и Di, (1) уже вещественные. Сумма 

2 а re n2 а 

Dj (т) = 2 (Фи (t) + Dig (t)} = a | Dip () |? 

строго положительна — в противном случае было бы нарушено 
неравенство (9.40). Положим 

Ф', (т) Фу, (т) 
Фа (= с’ 9 = (9-42) 

и рассмотрим вектор-функцию 

P(t) = [1 (®), $2(®), ..., Pam (®)}. (9.43) 
Она реализует непрерывное отображение (2т — 1)-мерного 
пространства линейных элементов многообразия Г в (2т—1)- 
мерную сферу. Если Г есть поверхность, ограничивающая 
область (т-— 1)-мерного евклидова пространства E,, ,,, ТО 
индекс системы (9.36) равен степени отображения (9.43). 
Из этого утверждения, межлу прочим, следует, что индекс 
сингулярной системы равен нулю, если ее порядок ниже раз- 

мерности многообразия интегрирования.
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Укажем теперь несколько случаев, когда индекс сингуляр- 
ной системы (мы будем называть его также индексом соответ- 
ствующей символической матрицы) равен нулю. Мы не пред- 
полагаем ниже, что й = т. 

1. Г=Е„ и символическая матрица не зависит от Xx. 
2. Символическая матрица — эрмитова или кососимметри- 

ческая. 
3. Символическая матрица имеет вид 

Ф(=/— H(t), 
где / — единичная матрица, а собственные числа матрицы tp (т) 
строго меньше единицы при любом т. 

4. Нижние грани модулей миноров 

Ф Ф OD, Dj» .’ P,, 

i 12 MO, ... O 
6, = Фу, (6 = ®,, Ф,, » bee, 6, — Фа | 72 _ 2n 

Dn Фо . Din 

(9.44) 
строго положительны. 

5. В комплексной б-плоскости существует гладкая кривая, 
соединяющая точки 6 —=0 и С=со и не имеющая общих 
точек с множеством собственных чисел символической ма- 
трицы (9.39). 

6. Пусть Г — либо двумерная плоскость, либо двумерный 
тор, так что на Г можно ввести правильную координатную 

сетку. В этом случае пространство Г линейных элементов 
есть прямое произведение поверхности Г и единичной окруж- 
ности; каждый линейный элемент определяется заданием точки 

C= e!® единичной окружности и точки хЕГ; символическую 
матрицу системы (9.36) можно записать в виде D(x, 0). 
Зафиксировав xX, можно к матрице M(x, C) применить левую 
стандартную факторизацию, т. е. представить ее в виде 

D(x, CS) =D, (x, ОФ (х, )Ф_ (x, 0, (9.45) 

где Ф, (x, С) и D_(x, 5) допускают аналитическое продол- 
жение соответственно внутрь и вне единичной окружности 
плоскости б и имеют определители, которые не обращаются 
в нуль в указанных областях, а ©,(x, 5) — диагональная 
матрица: 

Фу (х, 5) = (0°48, ; ae
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числа Xs, называемые левыми частными индексами матрицы 
@ (x, 6), —целые и не зависят от 6. Аналогично вводятся правая 
стандартная факторизация и правые частные индексы. 

Если левые (или правые) частные индексы матрицы не зависят 
от х, то ее индекс равен нулю. В частности, на торе равен 
нулю индекс символической матрицы, не зависящей от полюса. 

7. Факторизацию можно иногда применить и к символиче- 
ской матрице многомерной системы. Пусть на Г можно ввести 
правильную коорлинатную сетку. Символическая матрица 
имеет вид W(x, 0), rae хЕГ, а 0 = (9, Oy ..., On) — 
точка единичной (т — 1)-мерной сферы, причем координата 

9„_, меняется в пределах [0, 2л]. Полагая бе т-1 и 
фиксируя остальные аргументы, можно к матрице D(x, 0) 
применить стандартную факторизацию. Если при этом левые 
(или правые) частные индексы все равны нулю, то та Ф==0. 

8. Пусть т — произвольный линейный элемент много- 
образия Г (его размерность может быть какой угодно) и 
Ф (т) — символическая матрица системы (9.36). Положим 
Ф (т) =Ф, (t)-++ Ф, (tT), где матрицы WD, и MD, самосопряжен- 
ные. Если хотя бы одна из этих матриц определенная, то 
Ind D = 0. 

$ 7. Сингулярные уравнения в пространствах Липшица 

Приведенные в §§ 5 и 6 результаты позволяют, в извест- 
ных условиях, утверждать, что сингулярное уравнение (или 
система) имеет решение, суммируемое со степенью р > 1. 
Между тем представляют интерес те случаи, когда можно 
утверждать, что решение обладает некоторой гладкостью, на- 
пример, удовлетворяет условию Липшица с положительчым 
показателем. В книге [18] приведены такого рода резуль- 
таты; они улучшены в статьях [17], которым мы ниже 
в основном и следуем. 

Будем рассматривать т-мерное замкнутое ляпуновское 
многообразие Г и пространство Lip, (1) функций, задаиных 
на Г и удовлетворяющих условию Липшица с показателем а, 
где O<a< 1. Норма в Lip, (Г) задается формулой 

Пи || = мах | и (х)| = sup | u (x) — 4 Cy) I (9.46) 
xéer xyer |хЬ— У 

Пусть А — сингулярный оператор с характеристикой ff (т), 
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коэффициентом a(X) при внеинтегральном члене. и симво- 
лом Ф, (т); здесь т — линейный элемент многообразия Г. 
Будем считать, что a(x) Е р, (Г). Ниже мы всегда можем 
рассматривать f(t) и Ф, (1) на некоторой части многообра- 
зия Г, которая взаимно однозначно и достаточно гладко 
отображается на область евклидова пространства; в таком 
случае т можно рассматривать как совокупность двух незави- 
симых точек хСГ и OES. В соответствии с этим мы будем 
обозначать характеристику и символ через f(x, 0) Hn D, (x, 0) 
соответственно. 

Теорема 7.1. Если f(x, 0) Е №? ($) и 

ПЛО» 9) — F(x, 0) |1 у<В|х— УГ, B=const, 

то оператор А ограничен в Lip, (Г). 
Для т = 2 теорема 7.1 может быть усилена. 

Теорема 7.2. Если Da(x, 9)Е w$?(S), L>m/2+1, и 

Da (y, 8) — Da, 9-0 5) < В} x—y|", B=const, 

то оператор A ограничен в Lip, (Г). 
Теорема 7.3. /Лусть A, и А.—сингулярные операторы 

m-+-3 
Ha Г. Если Da, (x, 0) € №7 ($), [> 5—; 1=1, 2, uw 

Фа, (У, 0 —Фл (х, Ви 1) ($) `` <Вх— УГ, 1=1, 2, 

то символ произведения АА, равен произведению Da (x, 0) Ж 

ЖА, (х, 8). 
Теорема 7.4. Пусть Е Пр. (Г), ШЕФ, (х, 0)|>0 

и f(x, Е"? ($) ПС ($), => 0. Пусть, далее, 

f(y, )— f(x, 0) |< В|х— УР, p>o, 

f(y, 9) —Л(х, 9) риненя < В, в, В,-—>0, (#—>0). 

Тогда любое суммируемое с квадратом рещение уравне- 
ния (9.35) принадлежит пространству Lip, (Г). 

Все приведенные в этом параграфе результаты естествен- 
ным образом распространяются на системы сингулярных урав- 
нений.
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Отметим еще, что при весьма специальных предположе- 
ниях относительно характеристики сингулярные уравнения 
в классах липшицевых функций изучал Жиро [31]. Метод 
Жиро распространил на некоторые классы сингулярных си- 
стем В. Д. Купралзе [15]. 

$ 8. Сингулярные уравнения на цилиндре [21] 

Рассматривается т-мерный цилиндр, развертка которого 
представляет собой полосу & в т-мерном евклидовом про- 
странстве, определяемую неравенствами 

1х1 <, 1=1,2,..., RB} — со «х, < 00, (9.47) 

J=RA1, Е 2, ..., т 

Обозначим еще x) ==(x,, Xo, ..., Xp, 0, 0,..., 0), 

x?) = (0, 0,..., 0, хи, cons Ат), 

п = (п, п.,..., Пь 0, 0,..., 0), 

где п, — целые числа. Обозначим, далее, через 2, Ё-мерный 

куб 1х | <i x J=1, 2,..., А, и через О, — евклидово про- 

странство т — Ё измерений. Введем пространство ZL, (24) 
вектор-функций v= {v,(x@)} с нормой 

пор= №, | (on(x®) рахо. 
п Q, 

Преобразование Фурье в © определяется формулой 

Я 9— (9, (х®)]; 0, (x?) = 
m-—R 

=(2л) 2. | 9 (У, y) exp [ — 2л (п, у) — 1(х®, y)} dy. 
Q 

Устанавливаются следующие свойства преобразования Фурье: 
1) оно изометрично; 2) имеет место формула обращения 

m—k 

v(x, х@)) = (Qn) 2 У, | о, (У) exp (24 (п, x) + 
п Q, 

i (x), y)) dy;
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8) пусть звездочка означает свертку двух функций по точке x) 
и пусть u(x, х®) и u(x, x@) периодичны по каждой 
из координат х,, х.,..., х, с периодом единица. Тогда 

| Е ~ 

F (u 00) =\ (On) т 1,0) 5, (x). 
Пусть Ф(х)=Ф(х@, x@)) — однородная функция нуле- 

вого порядка, так что M(x) = Ф (6), = тт. Мы следую- 

щим образом определим сингулярный оператор А с симво- 
nom Ф(0), не зависящим от полюса. Обозначим через ‹Я 9 
преобразование Фурье в ®, =Е„-_„. Если uw € Ё. (0), то по- 
лОЖим 

4, (х 0) = | u(x), х@)) е-2л1 (и, xD) 1х. 

6, 
Наконец, положим Ф, (хо) = Ф(2лп, хо). Теперь сингуляр- 
ный оператор A определяется формулой 

Au == p2 e2ni (п, x) Fo DF oltns (9.48) 

Доказывается, что оператор (9.48) ограничен в L, (&) при 
любом р, 1 << р« оо, если символ Ф (0) имеет непрерывные 
производные по декартовым координатам точки 0 до порядка Mm 
включительно. Если р==2, то оператор А ограничен, если 
только символ ограничен, причем || А || = supess | Ф (0) |. 

Определим теперь сингулярный оператор с символом, за- 
висящим от полюса. Пусть D(x, 6), x E 2, OES, — функция, 
периодическая по каждой из переменных х,, х., ..., Ра с пе- 

риодом единица, и пусть Ф(х, 6) € ($), где [> omy 

и /— целое. Через 7 обозначим сингулярный оператор 

с символом УМ (6). функцию Ф разложим в ряд 

Ф(х, 0) = У ¥ a) (x) Ym (8). (9.49) 
v=0 k 

Сингулярным оператором с символом Ф(х, 0) назовем опе- 
ратор A, определяемый соотношением 

© №. 

А= > al? x) AN +7, (9.50)



$ 9 УРАВНЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЯ 359 

где Г — любой оператор, вполне непрерывный в рассматри“ 
ваемом пространстве L,(Q). Доказывается, что при сделан- 

ных относительно символа допущениях ряд (9.50) сходится 
по норме. 

При таком определении сингулярного оператора оказы- 
вается справедливым правило умножения символов. Коль скоро 
это правило установлено, дальнейшая теория строится, как 
обычно (см. § 5). 

$ 9. Сингулярные уравнения в пространствах 
обобщенных функций 

Многомерные сингулярные интегральные уравнения изу» 
чались в работах Н. С. Хорвата [32] —[35], Б. Маль- 
гранжа [37] и Н. Я. Крупника [11] —[14]. Ниже излагаются 
некоторые из результатов названных авторов. 

В [35] рассмотрены интегралы вида 

Г 
Ku = | f(®) и (у) dy, (9.51) 

Е 
т 

где ГЕ”? ($), р>1. 
Доказывается, что при этом условии оператор К пере» 

водит любую функцию u(y), бесконечно дифференцируемую 
и с компактным носителем, в некоторую обобщенную функ- 

цию. Ее свертка с любой обобщенной функцией Dia Опять 
у 

есть обобщенная функция *) из Dig; здесь 4 — любое число 

из промежутка 1 <q < оо. 
В [37] доказывается, что оператор (9.51) при том же 

условии ГЕ? ($) отображает пространство wo? (E,,) в то же 
самое пространство при любом А, O<k<oo. При этом 

*) Напомним, что 
со 

, -k 

где ИС”) есть пространство, дуальное к соболевскому пространству 

Ww), 1/4 + 1/4, = 1. Подробнее см. [37].
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0 
под WS) понимается пространство L,, а под \"^) — пересечение 

ис =n У. 

В статьях [11] —[13] вводится новое пространство М 
основных функций. Это — счетно нормированное пространство 
комплекснозначных бесконечно дифференцируемых в Е» функ- 
ций, для которых каждое из произведений 

1 

ах Г. D(x); |q|<k (R=0, 1, 2,...), (9.52) 

ограничено. Здесь приняты следующие обозначения: 4 — муль- 
тииндекс, т. е. упорядоченный набор из т целых неотрица- 
тельных индексов: 9==(4., 45, ..., 9т); далее, |g |—=417+ 

+91 +++ Ри 
191 

Du = ди 
91 9х2 Im 

OX, OX» eee OX, 

Система норм в М задается формулой 

1 

ив sup НО FFD и (%) | (9.5) 
ХС т’ 

(Е=0, 1, 2,...). 

Через М” обозначим пространство обобщенных фуикций, 
дуальное с M. 

Рассматриваются сингулярные операторы 

Aus aa [ 45, (=, 9) ———— u(y) dy (9.54) 

и 

—=а(хи(х)- Jn ло, 9) 9) и (у) ау. (9.55) 

Следует указать, что в пространствах М и М’ разность 
А— В в обшем случае не вполне непрерывна, даже если 
характеристика / бесконечна дифференцируема.
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Доказывается, что каждый из операторов A и В непре- 
рывен в М, если a(x) и f(x, 0) бесконечно дифференци- 
руемы по х и любая из производных ограничена независимо 
от 0. Далее, символом каждого из операторов А и В назо- 
Bem функцию D(x, 8), определяемую формулой (9.16). Спра- 
ведлива 

Теорема 9.1. Пусть при любой OES символ D(x, 0) 

бесконечно дифференцируем по х, причем DLO E ws (S), 

1>m+|5]+2. 19| >2, а при |9|<2 функции DLO 

имеют непрерывные производные порядка m+|>|-+ I 

no декартовым координатам точки 0. Пусть, наконец, 

каждая из производных О1ТФ непрерывна по совокупности 
переменных 0 и & (Е — образ точки x при стереографиче- 
ском отображении E,, на риманову сферу). Если символ 
нигде не обращается в нуль, то каждый из операторов А 
и В нормально разрешим и имеет равный нулю индекс 
как в М, так ив М’. 

Аналогичная теорема верна и для матричных сингулярных 
операторов с той естественной разницей, что индекс уже не 

обязательно равен нулю. В этом случае доказывается, что 
индекс любого из операторов А и В в кажлом простран- 
стве М и М’ совпадает с индексом оператора А в Ly. 

$ 10. Уравнения с вырождающимся символом 

Многомерные сингулярные интегральные уравнения с вы- 
рождающимся символом почти еще не изучены. Ясно только, 
что общее решение следует искать в классах обобщенных 
функций. В настоящем параграфе мы изложим некоторые из 
результатов статьи [16а], одной из первых в интересующем 
нас направлении. 

Будем рассматривать сингулярное уравнение на евклидовой 
двумерной плоскости Е5. Введем полярные координаты о, 9; 
0<p<co, 0<0< 2n. Пусть / — неотрицательное целое 

число. Через [7 ($) обозначим гильбертово пространство 
функций, заданных на единичной окружности $, 2л-перио- 
дических по 0, абсолютно непрерывных вместе со своими 
производными порядка < — 1 на единичной окружности
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и имеющих суммируемую с квадратом {-ю производную. Норму 

в L§)(S) зададим формулой 

2 

= | У, | 46; (9.56) 
0 k=0 

скалярное произведение в ne будем обозначать квадрат- 
ными скобками: 

oe ofp 

Через [577 ($), как бычно, бовначим пространство, дуаль- 

ное с [0 ($) относительно скалярного произведения [ , Jo 
Функции, определенные на плоскости £,, будем тракто- 

вать как абстрактные функции переменной р со значениями 
в том или ином функциональном пространстве. В частности, 

рассмотрим гильбертово пространство НО, где [— любое 

целое число, функций от р со значениями в LY (5), со ска- 
лярным произведением и нормой 

(и, v= | №, v], 9 46; ие | |e Pode. (9.58) 
0 0 

Нетрудно видеть, что пространства HY и HS? дуальны 
относительно скалярного произведения (и, 9). Пусть Ф (0) 6 

EL! ($), 1>.0. Тогда сингулярный оператор А=« 'OF, 
где ef — преобразование Фурье, определен и ограничен 

в каждом из пространств HY и HS?, 
Пусть символ @(0) имеет точки 0, /=1,2,..., М, 

нулями кратностей /,;; при 9 =0, пусть Ф (0) #0. Положим 
[ == maxl,. 

 РАссмотрим уравнение 

Если f € L,(E,), то, как можно доказать, это уравнение имеет 
—1 

решение a€ HS”. Такое решение — не единственное; общее 
решение однородного уравнения 

Au = 0 (9.60)
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имеет вид 

N 1;-1 

= 2 Dr ae [cn ; (9) (0 —6,)]. (9.61) 

Здесь 6 — функция Дирака, a с,, (0) — произвольные квадра- 

тично суммируемые в промежутке (0, со) функции. 
Раз решение уравнения (9.59) не единственно, то можно 

подчинить это решение некоторым дополнительным условиям. 

Зададим произвольные символы Ф, (8) € LY? ($) и произволь- 
ные функции 1, (0) ЕЁ, (0, со) (Е =1, 2, ..., $), где 

N 
s= >) [,, Обозначим через A, сингулярные операторы с сим- 

j=l -1 
волами ©, (9), так что A,==c¥ OF, и станем искать ре- 
шение уравнения (9.59), удовлетворяющее условиям: 

[Аьи, 1], ==, (0) (Е —=1,2,..., 5). (9.62) 

Обозначим через В квадратную матрицу 

В =(В,, B,, ..., By), (9.63) 

где В, — прямоугольная матрица порядка J; Х $: 

Ф, (8)... 9796) 
1-1 в. — | P28) ... O79 (0,)| (9.64) 

©, (6,) ... 170) 

Уравнение (9.59) при дополнительных условиях (9.62) 
имеет решение, и притом единственное, тогда и только тогда, 
когда det В #0. Если это условие выполнено, то упомянутое 
решение непрерывно зависит от / и 1},. 

В статье [16] рассмотрены еще некоторые коррекгные 
задачи для уравнения (9.59) с вырождающимся символом. 
Рассмотрен также случай, когда символ «слабо» зависит от x. 

$ 11. Сингулярные интегро-дифференциальные уравнения 

Теория многомерных сингулярных интегро-дифференциаль- 
ных (СИД) уравнений стала интенсивно развиваться в самые 
последние годы. Понятие СИД-оператора и его символа впервые 
появилось в статье А. П. Кальдерона и А. Зигмунда [30];
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первой работой, в которой были даны первые более или менее 
общие результаты, была статья А. С. Дынина [9]. Современное 
состояние вопроса изложено в обзорной статье М. С. Агра- 
новича [1] и в статье Р. Т. Сили [39]. Ниже излагаются не- 
которые из результатов статьи [1]. 

Пусть, как и в § 9, 4 означает мультииндекс 4 = (41, 
Jy, ..., 9т), а 01 — оператор дифференцирования 

ря 9191! 
— e 

Ч 42 qm 
Ox, OX eee OX 

Пусть, далее, A, — некоторые сингулярные операторы, вообще 
говоря, матричные. СИД-оператором порядка $ назовем *) 
оператор 

A= » АБТ, (9.65) 
19|=5 

где оператор ТГ — «почти порядка $ — 1» в WS? (Em): По- 
следнее означает следующее: при любом = > 0.существует 

/ и / 
разложение Г = Г, |- Ге, где Те есть ограниченный опера- 

и 

тор из ws? (Em) в Lo(Em) с нормой, меньшей &, а Ге есть 

ограниченный оператор из ws? (Em) B ws” (Em). 
Пусть 6,, 6.,..., 0. — декартовы координаты точки @и 

07 — 011052... 0%". Если Ф,(х, 0) — символ сингулярного 

интегрального оператора A,, то символ СИД-оператора (9.65) 

принимается по определению равным функции 

D(x, 0) = DB OD, (х, 6)6% (9.66) 
lq|=s 

Следует отметить, что по отношению к O,, 6.,..., On 
символ (9.66) есть однородная функция степени $; символ 
сингулярного интегрального оператора, очевидно, есть одно- 
родная функция нулевой степени от 6,, Oy, ..., 9. Нетрудно 
доказать, что оператор (9.65) допускает представление 

A=A,(—A)’-+7, (9.67) 

*) В [1] дано несколько более общее определение.
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roe А — оператор Лапласа в Ем и А’ — сингулярный инте- 

гральный оператор с символом D(x, 6)|6 |`°; наоборот, если 
А,—сингулярный интегральный оператор с символом @, (x, 0), 
то формула (9.67) определяет СИД-оператор с символом 
M(x, 0)|0Р. Так же легко доказывается, что при некото- 
рых условиях гладкости, наложенных на символы D, (x, 0), 

оператор (9.65) ограниченно действует из wy (Em) B wy” (Em), 
где [Г — целое число, определенным образом зависящее от 
степени гладкости символов Ф,(х, 60). СИД-оператор па 

компактном достаточно гладком многообразии без края можно 
определить аналогично тому, как это было сделано в конце 
$ 4 для сингулярного интегрального оператора *); мы не бу- 
дем здесь останавливаться на этом подробнее. 

СИД-оператор называется эллиптическим, если его сим- 
вол не вырождается. 

Пусть А — СИД-оператор порядка $ на компактном до- 
статочно гладком многообразии Г без края и пусть символ 
оператора А удовлетворяет определенным условиям гладко- 
сти. Выбирается целое число /, некоторым образом связанное 
с характером гладкости символа. Основной результат теории 
СИД-операторов состоит в следующем: для того чтобы 

СИД-оператор был нетеровым из WS? (Г) в wy (Г), не- 
обходимо и достаточно, чтобы он был эллиптическим. 

$ 12. Сингулярные уравнения на многообразии с краем 

Эта задача изучается в статьях [1] и [3]. Ниже излага- 
ются некоторые простейшие результаты статьи [3]. 

Пусть Г — конечная область пространства E,,, ограничен- 
ная достаточно гладкой поверхностью ОГ. Очевидно, можно 
Г рассматривать как т-мерное многообразие с краем ОГ. 
Рассмотрим оператор вида 

Au = | A(x, х— уи(у ау, (9.68) 

Г 

где ядро A(x, -0) (оно может быть и обобщенной функцией) 
определено для хХЕГ и O€E,. Доопределим функцию и 

*) См. [1], стр. 51.
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вне Г, положив ее там равной нулю. Тогда можно считать, 
что интеграл (9.68) распространен по всему пространству 
Е„. Будем считать, что преобразование Фурье DM, (x, 0) 
ядра A(x, 9) по переменной 9 есть положительно однород- 
ная функция от 0 некоторого вещественного порядка а: 

OM, (x, 7.0) = AD, (x, 0); A>. (9.69) 

Функцию DM, (x, 0) назовем символом оператора A, а число 
а — порядком этого оператора. 

Мы будем также рассматривать суммы вида A-+-7, где 
А — только что описанный оператор, a Т — оператор, в не- 
котором смысле «подчиненный» A; можно, например, счи- 
тать, что Г — оператор того же типа, что и A, но порядка 
а’ <a. 

Будем придерживаться следующего «правила сложения 
символов». Если складываются два оператора типа (9.68) 
одного и того же порядка, то их символы складываются, 
если же слагаемое 7 подчинено слагаемому A, то принимаем, 
что символ суммы А--Т равен символу «старшего» сла- 
гаемого А. 

Рассмотрим теперь уравнение 

(АТ) и = f(x) (9.70) 

и будем считать, что иЕ №! (Г), FE WS (LP), где $ — не- 
которое фиксированное число. 

Решающую роль при исследовании уравнения (9.70) играет 
факторизация его символа, т. е. разложение символа на мно- 
жители с описываемыми ниже свойствами. 

Пусть точка 0 имеет декартовы координаты 6, 6., ..., 09. 
Обозначим через 8’ точку (т — 1)-мерного евклидова про- 
странства; будем писать 0 == (0’, 0) и f(x, 0) = Х (x, 0’, 0), 
где / — любая функция. Допустим, что при 0-20 и при 

любом хЕГ==Го0Г символ Ф отличен от нуля. Зафикси- 
руем точку хЕОГ и введем местную систему координат, 
в которой касательная плоскость к ОГ в точке х имеет урав- 
нение х„==0. Доказывается, что имеет место разложение 
символа на множители 

D(x, =Ф, (x, 6’, 0„)Ф_ (х, 0, 6,), — (9.71)
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где DM, (x, 6, 0,,) и D_ (x, 9, 0.) суть однородные функции 
от 0, причем D, (x, 0, 0.) допускает аналитическое продол- 
жение в верхнюю полуплоскость [п 9 > 0, а Ф_ (x, 0, 0) — 
в нижнюю полуплоскость 0, < 0. При этом каждая из 
упомянутых функций отлична от нуля в соответствующей 

полуплоскости. 
В общем случае порядок однородности каждой из функ- 

ций Ф, и Ф_ зависит от x. В [3] рассмотрен случай, когда 
порядок х функции Ф_ постоянный, и притом целый. Тогда 

порядок однородности функции Ф_, равный а—х, также 
постоянный (но не обязательно целый). 

Дальнейшее зависит от знака числа х. Предполагается, 
что символ удовлетворяет некоторым условиям гладкости, 
а множители в разложении (9.71) обладают некоторыми ана- 
литическими свойствами, которые мы здесь не станем фор- 
мулировать из-за их громоздкости. Если х > 0, то к урав- 
нению (9.70) можно добавить х краевых условий на границе ОГ 
области Г; входящие в эти условия операторы должны удо- 
влетворять некоторому алгебраическому условию, аналогич- 
ному известному условию Я. Б. Лопатинского. Тогда задача 
оказывается нетеровой в соответствующим образом выбран- 
ной паре пространств. 

Если х ==0, то никаких краевых условий ставить не надо: 
оператор (9.68) нетеров. 

Если х < 0, то нетеровой оказывается задача, в которой 

к левой части уравнения (9.69) добавляется сумма вида 

| % | 

У G 0p: 
k=l 

где 9, — новые неизвестные функции, а G, — операторы 
свертки, подчиненные условию типа условия Я. Б. Лопа- 
тинского.



ГЛАВА Х 

НЕЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

В настоящее время теория нелинейных интегральных 
уравнений является частью общей теории нелинейных опера- 
торных уравнений. По существу, все известные утверждения 
о нелинейных интегральных уравнениях являются простыми 
следствиями общих теорем, а специфика конкретного урав- 
нения выражается лишь в общих свойствах (непрерывность, 
полная непрерывность, потенциальность и др.) интегральных 
операторов, входящих в уравнение. В связи с этим $ | главы 
посвящен общим свойствам интегральных операторов. Отме- 
тим сразу же, что все сказанное выше относится и к системам 
интегральных уравнений. 

Теория нелинейных операторных уравнений в функцио- 
нальных пространствах является большой главой нелинейного 

функционального анализа. Изложить даже основные факты 
этой теории в небольшой главе не представляется воз- 
можным. В связи с этим перед авторами возникла трудная 
задача отбора небольшого по объему материала, который 
давал бы достаточное представление об основных задачах 
теории нелинейных интегральных уравнений и методах их 
решения. В частности, необходимо было обойтись без тех 
разделов, которые требуют громоздких выкладок. 

В § 2 изложены основные теоремы существования реше- 
ний; в § 3 изучается зависимость решений от параметра. 

$ 1. Нелинейные интегральные операторы 

1.1. Основные понятия теории нелинейных операторов. 
В настоящем параграфе изучаются различные классы нели- 
неймых интегральных операторов, действующих в простран- 
ствах измеримых функций, определенных на некотором
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ограниченном замкнутом множестве конечномерного простран- 
ства. 

Простейшим и наиболее важным классом нелинейных ин“ 
тегральных операторов являются операторы Урысона. Опе- 
ратором Урысона называется интегральный оператор вида 

Аи (х) = | Kix, t, и (И dt; (10.1) 
Q 

здесь K(x, ¢t, ий) — ядро оператора (10.1) — определенная 
при x, £€Q, —co<u<co функция, почти при всех x, 
[С непрерывная по и и при всех и@ (— со, со) измеримая 
по совокупности переменных x, Ё на ОХ Q. Оператор Уры- 
сона определен на измеримых функциях и(х), для которых 
функция К [х, Ё, a(f)] суммируема на Q no ¢ почти при всех 
x€Q; значение Аи(х) оператора (10.1) на каждой такой 
функции является измеримой функцией. 

Частным случаем операторов Урысона являются опера- 
торы Гаммерштейна. Эти операторы имеют вид 

Аи (х) = | K(x, БГ и at, (10.2) 
Q 

roe f(t, и) — определенная при t€ 2, —co<u<0o функ- 
ция, почти при всех ЁЕ © непрерывная по и и при всех 
и (— со, со) измеримая по Ё на ®, a K(x, В) — измеримая 
по совокупности переменных функция, определенная Ha 2X Q. 
Оператор Гаммерштейна представим в виде произведения 

A=Kf (10.3) 

нелинейного оператора суперпозиции 

fuQh=f lt, и (0) (10.4) 

и линейного интегрального оператора 

Ku(x) = | K (x, tu(t)at (10.5) 
Q 

с ядром Л (x, #).
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Более сложными интегральными операторами являются 
операторы вида 

ли =F х u(x), [ Ких. t, u(t)| dt, ... 
а 

..., [ Kale, t, u(t)] at}. (10.6) 
Q 

Этот оператор является суперпозицией операторов Урысона 
A,, ..., A, (соответственно с ядрами К, (х, #, и), ... 
.., K,(%, Ь и)) и нелинейного оператора 

F(u, и, ..., И) (Хх) = Р[х, u(x), a, (Хх), ..., и, (%)]. (10.7) 

Из других видов нелинейных интегральных операторов 
отметим операторы Ляпунова — Лихтенштейна. Эти опера- 
торы имеют вид 

Аи(х= У | ... [Kye br trees EDU)... 
Q Ris ..., К Q 

... a(t)"tdt, ... ав; (10.8) 

здесь [R,,..., Ю] — некоторые наборы целых неотрица- 
тельных чисел, Kays oo ty] (x, f;,..., В) — измеримые по 

совокупности переменных функции. 
Исследование уравнений с нелинейными интегральными 

операторами существенно упрощается, если известны пары 
{E,, 65} таких банаховых пространств, что нелинейный опе- 
ратор действует из Е, в E, и обладает «хорошими» свой- 
ствами (непрерывности, компактности и др.). Как и в случае 
линейных операторов, задача описания таких пар является 

чрезвычайно сложной. В настоящем параграфе приводятся 

простейшие условия, при выполнении которых заданный ин- 
тегральный оператор действует из одного пространства Lp, 
вообще говоря, в другое пространство L, и является непре- 
рывным, вполне непрерывным и т. д. 

Напомним основные определения, относящиеся к нелиней- 
ным операторам. Для простоты ограничимся операторами, 
определенными на всем пространстве.
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Действующий из Е, в Е› оператор А называется Henpe- 
рывным в точке щЕЕ., если 

lim  ||Аи— Ащ||, =0. 
Ниш ИЕ * 

Оператор А называется непрерывным, если он непрерывен 
в каждой точке пространства £,. Естественно, из непрерыв- 
ности нелинейного оператора в одной точке пространства 
не вытекает непрерывность этого оператора на всем про- 
странстве. 

Действующий из E, в FE, оператор A называется ограни- 
ченным, если он преобразует ограниченные множества в огра- 
ниченные; компактным, если он преобразует ограниченные 
множества пространства E, в компактные множества про- 
странства E,. Компактные операторы являются ограниченными. 

Для нелинейных операторов свойства непрерывности и 
компактности не связаны: оператор может быть компактным 
и не обладать свойством непрерывности, непрерывным и не 
обладать свойством компактности. Действующий из E, в Ез 
оператор А называется вполне непрерывным, если он одно- 
временно непрерывен и компактен. 

Для операторов co значениями в L,, 4 «осо, удобно 

ввести еще одно определение. Действующий из L, BL, (4 < 59) 

оператор А назовем абсолютно ограниченным, если OH пре- 
образует ограниченные множества пространства L, в множе- 

ства пространства Г, с равностепенно непрерывными нор* 

мами *). Компактные операторы, действующие из Г, в Ly, 
4 < OO, являются абсолютно ограниченными. Обратное, ‘вообще 
говоря, не верно. 

1.2. Операторы Урысона со значениями в простран- 
стве С. Изучение нелинейных интегральных операторов начнем 
с исследования оператора Урысона со значениями в прост- 
ранстве С непрерывных функций. 

*) Говорят, что нормы функций множества 9% из Lg (4 < 0) 
равностепенно абсолютно непрерывны, если 

li Р == 0; 
mes D->0 we ие Pll ol, 

здесь Р‚ — оператор умножения Ha  арактеристическую функцию 
множества О < %.
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Теорема 1.1. Пусть функция K(x, t, u(x, ЕЕ, 
— со <«и< со) почти при всех x, (Е 9 непрерывна по и 
и при всех и измерима на QXQ по совокупности nepe- 
менных х,Ё. Пусть при любом В > 0 выполняется не- 
равенство 

[K(x В и) |< В, (ив, = (0.9) 
где Ю,(х, Р — измеримая по совокупности переменных 
функция, удовлетворяющая условию 

[ Rate. Е < о (0<h<00), (10.10) 
о 

и пусть, кроме того, 

lim sup | тах |K (x, t, и) —К (x, t, и) |ds =0. 
650 «EQ о [4;|<4, [и -м. [<5 

(10.11) 

Пусть, наконец, для любого измеримого множества D 
и любого x,€ 2 справедливо равенство 

lim [ Ke, ри) dt = | K (x t, u)dt. (10.12) 
D D 

XX 

Гогда оператор Урысона А с ядром K(x, t, и) дей- 
ствует из пространства L., в пространство С и непре- 
рывен. 

Теорема 1.2. Пусть функция K(x, t, и) (x, ЕЕ5, 
—oo<u<co) почти при всех x, ЕЕ 9 непрерывна по и 
и при всех и измерима на ОХ @® по совокупности nepe- 
менных x, t. Пусть при любом й 0 выполнено нера- 
венство 

Кв, 0 (<, = 90.3) 
где Ю,(х, ЕЁ) — измеримая по совокупности переменных 
функция, удовлетворяющая условию: 

[ с, ивы < = OSA <0). (10.14) 
Q
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Пусть, наконец, для любого й > 0 и любого x,EQ cnpa- 
ведливо равенство 

lim max |K(x, t, 4) —K (xq Ь u)|dt==0. (10.15) 
LX 6 \ul<h 

Тогда оператор Урысона А с ядром K(x, t, u) дей- 
ствует из пространства L,, в пространство С и вполне 
непрерывен. 

Условия теорем 1.1—1.2, в частности, выполнены, если 
K(x, Ё, и) непрерывна по совокупности переменных. Таким 
образом, оператор Урысона с непрерывным ядром действует 
из [о в С и вполне непрерывен. 

Теорема 1.3. Пусть функция K(x, Ь и) (x, ЕЕ®, 
— со «и< со) почти при всех x, tEQX*Q непрерывна 
по и, а при всех и измерима на @Х © по совокупности 
переменных x, t. Пусть функция K(x, t, и) удовлетво- 
ряет неравенству 

|K(x, 6 и) |< В(х, +e al, (10.16) 

где R(x, #) — измеримая по совокупности переменных 
функция, удовлетворяющая условию 

| R(x, < «о, (10.17) 
о 

и пусть при любом h>0 

lim sup | max |K (x, t, и) —К(х, t, u.)|dt=0. 
6->0 rEQ О |4 <, la,—2,| < 6 

(10.18) 

Пусть, далее, для любого измеримого подмножества DC, 
любого и (— со, со) и каждого x,E€ 2 выполняется pa- 
венство 

lim K(x, t, и) а = | К (Xo, &, и) dt. 

D XK >Xy D 

Пусть, наконец, для любой неотрицательной функции Z 
из L р 

lim sup sup =0. (10.19) 
тез) -»0 |ul<z x€Q 

| Kix, t, u(t)| dt 
D 
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Тогда оператор Урысона А с ядром K(x, t, и) дей- 
ствует из пространства L, в пространство С и.непре- 
рывен. 

Теорема 1.4. Пусть функция K (x, и) (x, tE€Q, 
—comu< cc) почти при всех x, {Е © непрерывна no u 
и при всех и измерима на ХО по совокупности пере- 
менных x, t. Пусть функция K(x, t, и) удовлетворяет 
неравенству 

|K(x, Би|<В(х, БЕ ир, (10.20) 

где R(x, ЕЁ) — измеримая по совокупности переменных 
функция, удовлетворяющая условию 

[ Re. t) dt <k, <, (10.21) 
Q 

“& пусть при любом В >0 

lim | max |K(x, t, 4) —K (x, t, w)|dt==0. (10.29) 
хм G [и < А 

Пусть, наконец, 

lim sup sup 
mes D>0 len, x xEQ 

[Kix 4 «та 0. (10.23) 

Тогда оператор Урысона А с ядром K(x, t, u) дей- 
ствует из пространства L, в пространство С и вполне 
непрерывен. 

Допустим, что функция K(x, Ё и) удовлетворяет нера- 
венству 

п 

[К (хх, Би < <x R, (x, t)| u |r, (10.24) 

где 0=6,<6,< ... <6,=p, а К, (х, В (x, ЕЕ Q) —не- 
отрицательные измеримые по совокупности переменных функ- 
ции. Тогда ясно, что функция К (x, 2, и) удовлетворяет COOT- 
ношениям (10.16)—(10.18), если 

_Р_ 

[Рыб 0’ dt<ey< co  (в=0,... п 1) 
Q 

vrai max | R,(%, | <, <<. (10.25)



$ 1] НЕЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 375 

Далее выполнено условие (10.19), если 

lim sup [ Ro(x. 1) dt=0, (10.26) 
mes D0 x€Q р 

и условие (10.23), если 

р 

lim sup | Ю,(х, Ве 4 =0 (k=0,...,2—1) 
шез р ->0 x€Q D 

(10.27) 
и если R, (x, t)=0. 

1.3. Операторы Гаммерштейна со значениями в про- 
странствах L,. Исследование оператора Гаммерштейна 

Аи(х) = | K(x, Of it, #014 (10.28) 

удобно проводить, исходя из расщепления (10.3) в суперпо» 
зицию нелинейного оператора fu (t) = f [t, a(f)] и линейного 
интегрального оператора К с ядром К (x, В. На этом пути 
различные признаки непрерывности и полной непрерывности 
оператора получаются объединением признаков непрерывности 
нелинейного оператора Л с признаками непрерывности и пол- 
ной непрерывности линейного оператора К. На этом же пути 

можно получить и более тонкие утверждения. 
Приведем основные утверждения, относящиеся к операто- 

рам суперпозиции. 
Говорят, что функция f (&, и) ЕЕ®, — со < и< со) удо- 

влетворяет условиям Каратеодори, если она почти при всех 
t€Q непрерывна по и и при всех иЕ (— со, со) измерима 
по Ё на ©. 

Теорема 1.5. Пусть функция У (Е, и) удовлетворяет 
условиям Каратеодори. 

Тогда оператор суперпозиции 

Ли = ЛИ, oO) (10.29)) 
действует из L, 6 L, в том и только том случае, когда 

функция f(t, и) удовлетворяет неравенству (если р < 00) 

ЛС, и) | <а0-|ир”, (10.30)
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где a(t)EL,, 6 — постоянная, или неравенствам (если 

р = оо) 

ЛЕ, |< а, (и <), (10.31) 

где а, (ЕЁ, OS АХ оо. 

Теорема 1.6. /Густь функция f(t, и) удовлетворяет 
условиям Каратеодори, а оператор суперпозиции Ги == 
—/[6, u(t)] действует из L, 6 L,. 

Тогда оператор f непрерывен в том и только том 
случае, если выполнено одно из условий: 

a) q< оо; 
b) g=0o, p <0, f(t, и)==а (0; 
с) q=p=co, функция fit, и) удовлетворяет Hepa- 

венствам 

| (Е, м) — Л (Е, 5) | < (и—® (lal, |9|< В), (10.32) 

где ф,(2) при любом h > 0 — непрерывная по 2 функция, 

Pp (0) = 0. 
Теорема 1.7. /Густь функция f(t, и) удовлетворяет 

условиям Каратеодори, а оператор суперпозиции Фи == 
=f [t, и(2)] действует из Г, в L,, причем 4 < оо. 

Тогда оператор f является абсолютно ограниченным 
в том и только том случае, когда функция f(t, и) удо- 
влетворяет неравенству 

М (Е, «аи, (10.33) 
где a(t)EL,, 6 — постоянная, М (и) — непрерывная функ- 
ция, удовлетворяющая условию: 

lim MO — оо. (10.34) 
и>о 

Различные признаки непрерывности, регулярности, полной 
непрерывности линейных интегральных операторов приведены 
в гл. V, § 1. 

Приведем теперь общие утверждения об операторах Гам- 
мерштейна. 

Теорема 1.8. Густь функция f(t, и) удовлетворяет 
условиям Каратеодори, а К (x, Ё) — измеримая no совокуп- 
ности переменных функция. Пусть оператор Ги == f |t, u(t]
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действует из L, в Г.,, а интегральный оператор К с ядром 
К (x, t) действует из L, 6 Ly. 

Гогда: 
I. Оператор Гаммерштейна A=—Kf действует из 

L, 8 L;; 

П. Оператор А непрерывен, если выполнено одно из 
условий: 

а) г < со; 
b) г—=со, оператор К регулярен; 
Ш. Оператор А вполне непрерывен, если выполнено 

одно из условий: 
а) г < со, оператор К вполне непрерывен; 
Ь) г < co, оператор абсолютно ограничен, оператор К 

регулярен; 
с) г=со, оператор К регулярен. 
1.4. Непрерывность оператора Урысона со значениями 

в пространствах L,. Для оператора Урысона непрерывность 

не является следствием того факта, что он действует из L, 

BL, (cp. п. 1.4 гл. У). Известны простые и удобные доста- 

точные признаки непрерывности действующих из L, BL, не- 

линейных интегральных операторов. Здесь приводятся два 
простейших. 

Теорема 1.9. ГЛусть функция K(x, t, и) (x, (EQ, 
—co<u<co) почти при всех x, tEQX*%Q непрерывна 
по и, а при всех и измерима на ®Х Q по совокупности 
переменных x, Е. Пусть оператор Урысона А’ с ядром 

Ко(х, t, и) = max |К(х, ¢, v)| (10.35) 
19| <и 

действует из L, в L,, причем д < оо. 

Тогда оператор Урысона А с ядром K(x, Ё, и) дей- 

ствует из L, 6 L, и непрерывен. 

Из этой теоремы, в частности, следует, что действующий 

из L, B L, (< 09) оператор Урысона А с ядром К (x, &, и) 
непрерывен, если K(x, Ё, и) неотрицательна и монотонна 
по и. 

Теорема 1.10. Пусть функция K(x, t, в) (x, EQ, 
-— со «и< co) почти при всех x, (Е ОХ Q непрерывна 
no и, а при всех и измерима по совокупности переменных
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x, # на QXQ. Пусть оператор Урысона А с ядром 
К (x, t, и) действует из L, 6 L, (9 < сэ) и пусть выпол- 
нены условия: 

а) при любом h>0 функция 

Ю, (х, В = max |K(x, t, a)| (10.36) 
|411 < 

суммируема по t почти при всех x EQ; 
b) при любом #>0 

lim sup || Pp)Aa Ile, = 93 (10.37) 
mesD>0 |ul]<h 

с) для любой неотрицательной функции 2(х) из L, 

[кы. t, u(jdt} =0. (10.38) 
D Lg 

lim sup 
mesD>0 |u|<z 

Гогда оператор A непрерывен. 
Ограничения а) и Db) этой теоремы выполнены, если при 

любом # > 0 функция (10.36) удовлетворяет условию: 

[ Rie Nat €L,. (10.39) 
Q 

Отметим в заключение еще одну теорему о непрерывности 
оператора Урысона — принцип мажоранты. 

Теорема 1.11. Лусть функции К (x,t, и) и Ку(х, t, и) 
(x, (Е 0, —со«и< co) почти при всех x, Е ® ХО не- 
прерывны по и, а при всех и измеримы на QX 9 по сово- 
купности переменных x, t, причем 

|К (х, t, и)| < Ку(&, Ь и. (10.40) 

Пусть оператор Урысона В с ядром Ку(Х, Е, и) действует 
из L, 8 L,, где 4 < со, и непрерывен. 

Гогда оператор А с ядром К (х, t, и) также действует 
из [р 8 Г, и непрерывен. 

1.5. Полная непрерывность операторов Урысона со 
значениями в пространстве L,, 

Теорема 1.12. Пусть функция K(x, t, u) (х, EQ, 
—co<u<co) почти при всех x, (Е Х@ непрерывна 
по и, а при всех и измерима на @Ж О по совокупности 
переменных x, Е. Пусть оператор Урысона А с ядром
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K(x, t, и) действует из L, 6 L, (¢<00) и пусть выпол- 
нены условия: 

а) при любом В > 0 функция 

R,(x, 6) = шах |R(x, ¢t, 4)| (10.41) 
jul<h 

суммируема по Ё почти при всех x EQ; 
b) при любом h> 0 

lim Sup | Pp Ae ||, = 9; (10.42) 
mesD+>0 [u|<h 

с) для некоторого а>0 

lim зир [Jkt t, и(1 4 | =0. (10.43) 
mes D->0 Nell, <a D 

р и 

Гогда оператор А вполне непрерывен. 
К сожалению, принцип мажоранты (см. теорему 1.11) для 

свойства полной непрерывности не имеет места. 

1.6. Частные признаки. В пп. 1.4 и 1.5 были приве- 
дены общие признаки непрерывности и полной непрерывности 
операторов Урысона. Эти признаки сводят исследование не- 
прерывности и полной непрерывности к проверке того, что 
заданный оператор Урысона действует из Др в L,. Здесь 

приводится одно частное, более обозримое утверждение. 
Теорема 1.13. Пусть функция K(x, Ь и) (x, ЕЕ, 

—co<u<co) почти при всех x, {Е 08 ЖХ 9 непрерывна 
по и, при всех и измерима на 8ЖО no совокупности 
переменных и удовлетворяет неравенству 

[К (x, t, 41 < Rs (x, БЕ и, (10.44) 

где f,(t, и) (Е =0,..., п) — неотрицательные функции, 
удовлетворяющие условиям Каратеодори, а R,(x, ft) 
(k=0, 1,..., п) — неотрицательные измеримые NO сово- 
купности переменных функции. Пусть оператор супер- 
позиции f,u==f,[t, u(é)] действует из Г, в L,,, 20е 

г, — некоторое число из [1, CO], и линейный интеграль- 
ный оператор R, с ядром К, (x, 1) действует из L,, 6 La, 

Пусть а<оо.
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Гогда: 
I. Оператор Урысона А с ядром K(x, t, и) действует 

из L, 8 [, и непрерывен; 

П. Оператор А вполне непрерывен, если при каждом 
k=0, 1,..., nm выполнено одно из условий: 

а) оператор f, абсолютно ограничен; 
b) г, >1, оператор R, вполне непрерывен. 
1.7. Операторы со значениями в пространстве L... 

Утверждения пп. 1.4 — 1.6 для операторов со значениями в [, 
неверны. Приведем простые признаки непрерывности и пол- 
ной непрерывности таких операторов. 

Теорема 1.14. Пусть функция K(x, Ь u) (x, ЕЕ, 
— < «их сэ) почти при всех x, ЕЕ ®Х 9 непрерывна 
по и, при всех и измерима на 2X2 по совокупности 
переменных и при любом #й>0 

lim | шах |K(x, t, и) —К (x, t, и>)|4х| =0. 
6>0 о | 4;| <A, у 

Ju,-a.| < 6 со 

(10.45) 

Пусть оператор Урысона А с ядром K(x, Ё, и) действует 
из L, 6 Гу u либо p=co, либо р «со и для любой He- 

отрицательной функции 2(х) из L, 

lim sup —0. (10.46) 
mes D->0 |и| <z 

[ Kis, t, u(t) 4 
D L 

со 

Тогда А непрерывен. 
Теорема 1.15. Пусть функция K(x, Ё и) (x, CEQ, 

— со «< и< од) почти при всех x, (Е 9Х Q непрерывна 
по и, при всех и измерима на 2 X&Q по совокупности 
переменных и для любых в, й> 0 можно указать такое 
разбиение D)UD,U ... UD, множества 2, что mes ду = 0 
u 

| пах | К (х”, t, w)—K(x", В и) |4 <= (10.47) 
а 111<й 

(х’, x” EDsz, k=l, oe 08 р.
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Пусть оператор Урысона А с ядром K(x, t, и) действует 
из L,6 Lu либо pCO, либо р «оо и для некото- 
рого а 

lim sup 
mes D->0 llull; <a 

р 

[Kis в w@ldt[ ==0. (10.48) 
D Le, 

Гогда А вполне непрерывен. 
Приведем теперь частный признак. 
Теорема 1.16. /Густь функция К (x, t, и) (x, tEQ2XKQ, 

— © «и< оо) почти при всех x, {Е 0@Ж О непрерывна 
по и, при всех и измерима на ® ЖФ по совокупности 
переменных и удовлетворяет неравенству 

JK (x,t 8) |< Х Вь (а, ЭЛЬ, 9, — 90.49) 

где f,(t, и) (Е =0,1,..., п) — неотрицательные функ- 
ции, удовлетворяющие условиям Kapameodopu, а К,(х, Ё) 
(Е =0, 1,..., п) — неотрицательные измеримые NO сово- 
купности переменных функции. Пусть оператор суперпо- 
зиции f,u= f,[t, u(t)] действует из Ly 6 L,,, где гь—не- 

которое число из [1, Co], и линейный интегральный опе- 
ратор К, с ядром R,(x, Ё) действует из Ly, в L. 

Гогда: 
I. Оператор Урысона А с ядром K(x, t, и) действует 

uz L, 6 [.. 

П. Оператор A непрерывен, если функция K(x, t, a) 
удовлетворяет условию: 

=0 (10.50) in max |K(x, 6 4)—K(x, Ь и.) |4 

Lon 

8308 Juj|<h, 
Ju-ud <b 

(0<h<oco), 

и либо р==оо, либо р < со идля каждого такого Е, что 
rp = со, 

—0. (10.51) 
тез D->0 

lim || R, (x, t) dt 
D L 

ео
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III. Оператор А вполне непрерывен, гсли для каждым 
£,h > 0 можно указать такое разбиение ЦО Ц... 00 
множества ®, что тез Ду =0 ц 

| тах |K(x’, t, и—К(х”, Ь u)|dt<e (10.52) 
о Ш <. 

(x’, x”ED,, k=], eees р, 

и если при каждом Е =0, 1,..., п выполняется одно из 
условий: 

а) оператор №, абсолютно ограничен; 
b) г, > 1, оператор R, вполне непрерывен. 
1.8. Непрерывность и полная непрерывность других 

интегральных операторов. Изучение нелинейных интеграль- 
ных операторов более общих, чем операторы Урысона, часто 
удается свести к изучению суперпозиций операторов Уры- 
сона и нелинейных операторов супернозиции. Различные 
признаки непрерывности и компактности таких операторов 
можно получить объединением соответствующих признаков 
для операторов Урысона и операторов суперпозиции. 

Рассмотрим, например, оператор 

49| & [ Ke. nua (10.53) 
о 

— 

Допустим, что линейный интегральный оператор К с ядром 
K(x, ©) действует из L, в [.,, а нелинейный оператор супер- 

позиции би (х) = Р[х, и(х)] действует из [, в L,. Тогда 
оператор А —= К непрерывен, если К и “ непрерывны, 
и вполне непрерывен, если К вполне непрерывен, а % не- 
прерывен или если К регулярен, а & абсолютно ограничен 
(см. п. 1.1 гл. У ип. 1.1 гл. VI. 

Аналогичные утверждения можно сформулировать для 
более общего, чем (10.53), нелинейного интегрального опе- 
ратора 

Au (x)= 

=F | * [ Kile ь a@ldt, ..., [ Kile, & «4. 
о о 

(10.54)
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Исследование непрерывности и полной непрерывности 
операторов Ляпунова не представляет труда. Оно сводится 
к исследованию непрерывности и полной непрерывности ли- 
нейных интегральных операторов 

Kye... kX) = 

fee [Kei eg fe eee Daly ees ав... dt, 

nS (10.55) 
(эти операторы удобно рассматривать Ha кросс-произведе- 
ниях пространств L,, например на пространстве L, функций 2 
переменных) и к исследованию сходимости рядов 

Au =, > Кир td (т... w(t,)"4} ©. (10.56) 
oes By 

1.9. Производные нелинейных операторов. Пусть 
А — нелинейный оператор, действующий из Е, в E,. Опера- 
тор А называется дифференцируемым (по Ppewe) в точке Up, 
если приращение А (1 -- #) — Au, оператора А представимо 
в виде 

А(щ- h) — Au, = Bh+ (uy, A), (10.57) 

где В — действующий из Е, в E, линейный непрерывный 
оператор, а ®(и,, А) — оператор, удовлетворяющий условию: 

[| (№, й) II 
lim Mo a — 0, 10.58 At eo ИЕ (10.58) 

Оператор В называется производной (Фреше) оператора А 
в точке и, и обозначается обычно через А” (и). 

Если оператор A дифференцируем в каждой точке E,, 
то А’(и) можно рассматривать как оператор, определенный 
на ЕР, со значениями в пространстве линейных непрерывных 
операторов, действующих из E, в E,. Если при этом опера- 
тор A’ (и) непрерывен, то говорят, что А непрерывно диф- 
ференцируем. 

Во всех известных признаках дифференцируемости произ- 
водная нелинейного интегрального оператора 

Аи (х) = | Kx, Ь ч@ 4 (10.59) 
Q
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в точке Uy является интегральным оператором 

А’ (u,) h(x) = | Ко(х, ЭВ dt, (10.60) 
о 

причем *) 

Ко(х, t)=limas О Ш. (10.61) 
#0 

Отметим здесь, кстати, что никакая гладкость по и ядра 
K(x, Е, и) оператора Урысона A, действующего из L, B L,, 

не обеспечивает дифференцируемости оператора А (даже 
в том случае, когда линейный интегральный оператор с ядром 

Ки[х, +, Ш (@)] действует из L, в Д,). Здесь необходимы 

существенные дополнительные ограничения. 
1.10. Производные оператора Гаммерштейна. Исследо- 

вание дифференцируемости оператора Гаммерштейна 

Au (x) = | K(x, ГЕ, и а (10.62) 
Q 

сводится, вообще говоря, к исследованию дифференцируе- 
мости оператора суперпозиции 

fu= fit, и (1). (10.63) 

Допустим, что f действует из L, BL, Г« со. Тогда 

производная f (если она существует) имеет вид 

Рив =а (0, (10.64) 
где 

а (В = Пт аз ГАО 7. (10.65) 
ц->0 

Таким образом, если оператор суперпозиции (10.63) дей- 
ствует из Ср BL, и дифференцируем в точке Uy, то суще- 
ствует предел (10.65), причем либо р «ги a(t)=0, либо 
porua(tyELl >. Более того, если функция / ($, и) за- 

р-г 

висит от ий нелинейно, то р >г. Перечисленные условия le 
являются достаточными для дифференцируемости в точке Mo 

—> 

*) Через lim as обозначается предел по мере.
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Теорема 1.17. Лусть функция f(t, и) (ЕО, —эх < 
«и < со) удовлетворяет условиям Каратеодори. Пусть 
Р>г, uEéL,, ЛЕ, щ(] ЕЕ, и существует предел 

a (Е) = Пт а$ PIE wo) + и] — ЛЬ wo I ‚ (10.66) 
и->0 и 

причем аеЕЁ р. Пусть, наконец, либо р<оо и вы- 
р-г 

полнено неравенство 

| Flt, шо -- 4] — ЛЬ О и -Н и", (10.67) 

где «(ЕЁ , 6 — постоянная, либо р = оо. 
р-г 

Гогда оператор суперпозиции Ги == f [t, u(t)] действует 
из L, 6 L,, непрерывен и дифференцируем в точке цу, 
причем 

р’ (и) =а (0 й (0. (10.68) 

Теорема 1.18. Пусть функция ft, u) (ЕО, —со < 
<u<0o) почти при всех ЕЕ 9 имеет непрерывную по и 
производную 1’ (1, и) и при всех иЕ(— со, со) измерима 

no t. Пусть оператор суперпозиции fu=f |t, и()| дей- 
ствует из L, 6 L,, причем p>r. 

Гогда f дифференцируем в каждой точке простран- 
ства L, в том и только том случае, когда оператор су- 
перпозиции gu== fi [t, и(Р)] действует из Ly 6 L р. При 

p-r 

этом оператор f непрерывно дифференцируем. 
Предыдущие теоремы относились к операторам суперпо- 

зиции со значениями в [.,, где г < со. Для операторов co 
значениями BL исследование дифференцируемости суще- 
ственно упрощается. Приведем простейшие утверждения. 

Теорема 1.19. Лусть функция f(t, и) (ER, —со < 
< и< оо) удовлетворяет условиям Каратеодори и при 
любом h>O функция а,(Р = max| f(t, и)| принадле- 

[и |< 
жит Li. Пусть щЕЁ», причем существует предел 

а (Е) =lim ft, хи] — Л № @)] (10.69) 

u и->0 

равномерно относительно t EQ.
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Тогда оператор суперпозиции fu == f [t, и (#)] действует 
из Li, в Li, и дифференцируем в точке ху, причем 

Л (Uy) h =а (в). (10.70) 

Теорема 1.20. /Тусть функция f(t, и (Е®, -х < 
«и< со) почти при всех ЕЕ ® имеет равномерно отно- 

сительно ЕЕ @® непрерывную по и производную fit, и) и 

при всех и (— 9, со) измерима not. Пусть f(t, OVEL,. 
Тогда оператор суперпозиции fu = f [Ё, u(t)) действует 

из Li, в Li и непрерывно дифференцируем, причем 

Рив = Г ив. (10.71) 

Теоремы 1.19—1.20 применимы, конечно, и для исследо- 
вания операторов суперпозиции, действующих из Св С, так 
как такие операторы всегда можно рассматривать и как опе- 
раторы, действующие из L. в L... 

Объединяя признаки дифференцируемости оператора су- 
перпозиции с условиями непрерывности линейных интеграль- 
ных операторов, можно получать различные признаки диф- 
ференцируемости операторов Гаммерштейна. Приводимые 
ниже утверждения содержат и более тонкие признаки. 

Теорема 1.21. Пусть функция f(t, и) удовлетворяет 
условиям Каратеодори, u,EL,, fit, ЩЕ] ЕЕ, (par), и 
существует предел 

ЛЬ ш и] — ЛЕ, шо (@)] (10.72) a, (ft) == Пт 
5 @) и- и 

Пусть оператор суперпозиции ай =а [6 h(f)], где 

| f [t, ш и] — Е a (] ‚ если и-2 0, аи = и (10.73) 
| ay (t) ‚ если и=0, 

действует из L, 6 L ,, . Пусть линейный интегральный 
р-г 

оператор К с ядром K(x, t) действует из L, в L,, при- 

чем выполнено одно из условий: 

a) p>T; 
b) 1 < p=r<oo, К регулярен и вполне непрерывен; 

с) p=r=oo, К регулярен и вполне непрерывен.
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Гогда оператор Гаммерштейна A=—Kf действует 
из L, в Ё непрерывен и дифференцируем в точке Up, 

причем 

А’ (up) в (х) = | K(x, OF, [t щ@] 2 Oat. (10.14) 
Q 

Теорема 1.22. Пусть функция f(t, и) имеет почти 
при всех t€Q непрерывную по и производную fi (t, и) 

и при всех иб(—со, со) измерима по Ё а функция 
K(x, t) (x, 29) измерима по совокупности переменных. 
Пусть оператор суперпозиции Фи == ГЕ, u(t] действует 
из Lp, в Е, где рог, оператор суперпозиции gu= 

= Л, lt, и (#)] действует из Li, в L py , а линейный инте- 
p-r 

гральный оператор К с ядром K(x, t) действует из L, 
в L,. Пусть, наконец, выполнено одно из условий: 

а) r< p; 
b)l<r=—=p<o, К регулярен и вполне непрерывен; 
с) г= р=со, К регулярен и вполне непрерывен. 
Тогда оператор Гаммерштейна А = КФ} действует из 

L, 8 L,, непрерывен и непрерывно дифференцируем, причем 

А’ (u) h(x) = | K(x, Of) [t, и (в (04. (10.75) 
Q 

1.11. Вспомогательные теоремы O06 операторе cynep- 
позиции. Анализ дифференцируемости и непрерывной диф- 
ференцируемости операторов Урысона сводится обычно 
к исследованию непрерывности некоторых специальным об- 
разом конструируемых операторов суперпозиции, действую- 
щих в специальных пространствах непрерывных функций 
двух переменных. 

Пусть РЕП, co]. Обозначим через №, пространство 
функций u(x, В (x, ЕЕ 9) двух переменных, для которых 
имеет смысл и конечна норма 

|и(х, В lv, =| vrai тах | u(x, О (10.76) 
xEQ Lp 

N р Является банаховым пространством. Функции и(Р) из про- 
странства С, ниже нам удобно рассматривать как не зави- 

сящие OT x функции из N,.
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Пусть р, 9Е11, co]. Обозначим (см. п. 2.3 гл. V) че- 
рез B, , пространство функций R(x, 2) (x, ЕЕ 9) двух пере- 

менных, для которых имеет смысл и конечна норма 

eC Olle, = 
— sup Пес. t) u(t) u(x)|dtdx. (10.77) 

Через Ва обозначим подпространство функций А (х, Ё) про- 
странства В, ,, для которых 

р, 4 

lim sup | | |2 (х, Ви(э(х) | 4Е ах = 
mes D->0 Val Wel Sto D 

= lim sup | [lac t) u(t) u(x)| dtdx =0. 
mes D->0 lull, Tol, SD о 

р 

(10.78) 

Напомним, что функции R(x, #) из Bp, , —это ядра регуляр- 
ных интегральных операторов, действующих из L, в L,. 

Подпространство Bb, аа @сли p==1 или g==©O, содержит 
только нулевую функцию; если ж р>Г и да<о, то 

функции из В», а— это ядра регулярных интегральных опе- 
раторов К, для которых К и |К| — вполне непрерывные 
операторы. 

Призодимые ниже теоремы содержат различные доста- 
точные признаки действующего из №, в В оператора су- 
перпозиции 

р, 4 

Qu(x, В = О[х, В u(x, В. (10.79) 

Теорема 1.23. Пусть функция Q(x, t, и почти при 
всех x, ЕЕ ОХ Q непрерывна по и, а при всех и измерима 
по совокупности переменных x,t. Пусть Q(x, t, NEB, , и 

|Q(x, t, —9(х, 6 9) < >. 5, (x, Е, (Е, w, u—v) (10.80) 
= 

(|, [91 < 9), 
где 5, ЕВ pry функции g(t, w, 2) почти при всех {Е ® 

‚4 
р Г} 

непрерывны по совокупности переменных W, &, при всех
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W, 2 измеримы NOt, удовлетворяют условию = jd, w, 0) =, 
причем оператор суперпозиции =, (, h)= 8; 2, wt), hd] 

определен при Ww, HEL, и его значения принадлежат L, ,. 

Пусть, наконец, при каждом } выполнено одно из условий: 
а) г; < со; 

b) г. = со, 5,68). 

Тогда оператор Qu — О, t, u(x, 1] действует из N, 
6B, , и непрерывен. 

Отметим, что оператор #, (№, #) =, [Ё, w(t), #()] опре- 
делен при w, HEL, и его значения принадлежат L, B TOM 

и только TOM случае, когда функция 8, (Е, м, A) удовлетво- 
ряет неравенству 

15, ®, |<, ф-т РИ Ь РИ, (10.81) 

где 8, HEL,» a, в — постоянные. 

Условия теоремы 1.23 во многих случаях проверяются 
с трудом. Приведем здесь частное, но более обозримое 
утверждение. 

Теорема 1.24. Пусть функция Q(x, Ё и) почти при 
всех x, Е@ЖО имеет непрерывную по и производную 
©, (х, Ё, и) и при всех и измерима по совокупности пере- 

менных x, Ё. Пусть Q(x, Ё, OEB, си Функция Qi (х, Ё и) 

удовлетворяет неравенству 

| ©, (x, &, |< > $,(х, ВЕ, a), (10.82) 

где 5, ЕВ ру} функции g(t, и) удовлетворяют условиям 
—, 7 
Ptr; 

Каратеодори, причем каждый оператор суперпозиции 
#ш == 8 [Ё, и()] действует из Гр 6 L pr,» Г, <p. 

Р-Г; 

Гогда оператор Фи = @[х, t, u(x, #)] действует из N, 
8 В» а и непрерывен. 

Значительно больший интерес представляют признаки не- 
прерывности оператора суперпозиции (10.79), в которых нет 
предположения 0 квалифицированной оценке приращения
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функции Q(x, f, и). Ниже приводятся основные из таких 
признаков. 

Теорема 1.25. Пусть функция Q(x, t, и) почти при 
всех x, ЕЕЯХ Я непрерывна по и, а при всех и измерима 
по совокупности переменных x, t. Пусть оператор супер- 

позиции @и = О [х, t, u(x, 1] действует из Np в Во q 
причем p>1, 9 < oO. 

Тогда оператор © непрерывен. 
Теорема 1.26. Густь функция Q(x, Ё и почти при 

всех x, {Е ОХ @ непрерывна по и, при всех и измерима 
по совокупности переменных x, t и удовлетворяет нера- 
венству 

[Q(x и|< 2 Si t) g(t, и), (10.83) 

где S,(x, AEB pry 9 @ функции g(t, и) (j= 1,..., т) 
4g 

Ptr) 

удовлетворяют условиям Каратеодори, причем оператор 
суперпозиции gu=g,[t, и(1)] действует uz Lp 8 Ly. 

Пусть, наконец, р>1, 4< со unpu каждом j=1,...,™m 
выполнено одно из ‘условий: 

а) г; < сс; 
b) Г; — 05, S,€ B а’ 

Гогда оператор суперпозиции Фи = © [х, t, u(x, hf] дей- 
ствует из N, в Вр, у и непрерывен. 

Теоремы 1.25 —1.26 непримепимы, если р=| или 
4 = со. Оказывается, что действующий из №, в В,,, опе- 

ратор суперпозиции (10.79) непрерывен лишь в том случае, 
когда функция Q(x, Ё, и) не зависит от и. Для операторов 
суперпозиции со значениями в B, „ теоремы, аналогичные 

теоремам 1.25 —1.26, также неверны; общий признак не- 
прерывности таких операторов дает следующие утверждения. 

Теорема 1.27. Пусть функция Q(x, t, и) почти при 
всех x, [СО Х © непрерывна по и, а при всех иЕ (— со, со) 
измерима по совокупности переменных x, t oa QXKQ ц 
при любом В» 0 функция 

[р (х, y= max | Q(x, ри) |
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принадлежит В, „. Пусть, кроме того, при любом # >09 

т чартах | аи, < и) — О (х, Ь up) | dt =0. 

Тогда оператор Q действует из №» в Вох 
рывен. 

Теорема 1.28. Пусть функция Q(x, Ь и) почти при 
всех x, ЕЕ ОХ О непрерывна по и, а при всех и (— со, со) 
измерима по совокупности переменных x, Ёёна QXKQ 4 
удовлетворяет неравенству 

19 (<, 6 и) |< В (>, ЭРЫ и", (10.84) 

i Henpe- 

где R(x, tHE By,» В — постоянная, 1 < p<oo. Пусть, 

кроме того, выполнены условия: 
а) для любого h>0 

lim vrai тах | тах [9 (x, Би) — Q(x, Ь ua) | dt =0; 
6>0 +xE€Q 6 [2% |< 1, [п,-и. | <6 

b) выполняется равенство 

[ [Ro oP ae) = 0, 
D 

Loo 

lim 
тез 2 - со 

Тогда оператор Q действует из N, в В, ., и непре- 
рывен. 

1.12. Дифференцируемость оператора Урысона. 
Теорема 1.29. Пусть функция K(x, t, и) почти пра 

всех x, ЕЕ ОХ Q непрерывна по ша при всех иЕ (— со, со) 
измерима на @ХО по совокупности переменных x, Ё 
Пусть ШЕЕ», 

[ Kix. в ще, ЧЕ 
Q 

и почти при всех x, tEQX*XQ существует предел 

K,(x, t) = lim аз К [x, t, Ug (Е +u] —К[х, Ь uo (8)] . 

u->9 и 
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Пусть оператор суперпозиции Ни=Н[х, t, u(x, 0], где 

К [x, Ь шо (#) + и] — К 0х, t ш I 
Н(х, Ь и) = u 

Ко(х, 6), если и=0, 

если и-=Е0, 

действует из L, 6 Вр, а и непрерывен в точке 0. 

Тогда оператор Урысона А с ядром K(x, t, и) дей- 
ствует из L, в L, и дифференцируем в точке и, причем 

А’ (u,) h(x) = | Ко(х, 6 № (#44. (10.85) 
Q 

Применяя различные признаки непрерывности операторов 
суперпозиции к оператору Н, можно получить различные 
достаточные условия дифференцируемости операторов Уры- 
сона. 

1.13. Непрерывная дифференцируемость операторов 
Урысона. 

Теорема 1.30. Пусть функция K(x, Ё и) почти при 
всех x, (ЕО@ЖО имеет непрерывную по и производную 

Ки (х, t, и) и при всех иб(— оо, со) измерима по сово- 
купности переменных x, Ё на QQ. Пусть оператор А 
с ядром K(x, t, и) действует из L, 6 Ё а оператор су- 

перпозиции Фи = [х, t, u(x, #)] действует из N, в B,, 
и непрерывен. 

Тогда А непрерывно дифференцируем, причем 

А’ (u) h(x) = | К’ [x, t, uO] hat. (10.86) 
Q 

1.14. Производные старших порядков. Пусть А — не- 
линейный оператор, действующий из одного банахова про- 
странства Е в другое E,. Допустим, что приращение 
A(uy+h) —А(и,) оператора А представимо в виде 

А(ш-- #) — Auy = 2 B,h-+ о (и, №), (10.87) 

где 

B,h = Bz (hy, eee, hy), (10.88)
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а В, (#й,..., hp) — линейный по каждому переменному 
й,..., Ag И непрерывный по совокупности переменных опе- 
ратор; © (щ, A) — оператор, удовлетворяющий условию 

[6 (и #) - le (10.89) 
Wei >09 ПАПЕ, 

Тогда говорят, что А п раз дифференцируем в точке Uy; 
операторы А!В, называются производными оператора А 

в точке и, и обозначаются через А“) (u,). 
Приведем две теоремы о старших производных интеграль- 

ных операторов. 
Теорема 1.31. Лусть функция f(t, и) удовлетворяет 

условиям Каратеодори. Пусть щЕЁ,, ЛЕ ш ] ЕЁ, u 

ЛЕ, ши] — Л [ё, tty ([)] = 

= Хе и) и", (10.90) 
>| 

где а. РЕЁ p , a wit, 0) =0 и оператор суперпозиции 
р-тгЁ 

чи = [+, и()] действует из Г, в Ё р . Пусть линей- 
p-rn 

ный интегральный оператор К с ядром К (x, t) действует 
из L, 6 L,. Пусть, наконец, выполнено одно из условий: 

a) рпг; 
b) p==nr, оператор К регулярен и вполне непрерывен. 
Тогда оператор Гаммерштейна А = КФХ действует из 

L, 6 L,, непрерывен и имеет в точке Uy производные OO 
п-го порядка, причем 

A” (1,) h(x) = | К (x, tha, ОЕ (а (Е=1,..., п). (10.91) 
Q 

Теорема 1.32. Пусть функция K(x, Би) (x, fEQ, 
— со «и< оо) измерима no x, t на QX&Q при всех 
иЕ(— со, со) и непрерывна по и почти при всех х, 
tEQ>X<Q. Пусть u,€L,, 

[ KLe t, uO] dt € Ly (10.92) 
Q
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ц 

K[x, & щи —K [x, t, a) = 

= 2 Kale, thut+- W(x, Б ии", (10.93) 

где W(x, Ё 0)=0. Пусть Кь(х, HEB» . (Е =1,..., n) 
р ' 

и оператор суперпозиции Wu=W [х, t, u(t] действует 
uz [р в By, и непрерывен. 

Гогда оператор Урысона А с ядром K(x, Ё в) дей- 
ствует из L, 6 L,, непрерывен и имеет в точке Uy про- 

изводные CO порядка п, причем 

A® (и) h(x) = | Ke (x, РЕ (k=1,..., п). (10.94) 
о 

1.15. Аналитические операторы. Действующий из про- 
странства E, в пространство Е, оператор А называется ана- 
литическим в точке Up, если его приращение А(щ- #) — Аш, 
допускает представление 

A (uy -+- h) — Au, => B,h, (10.95) 

где В, — операторы вида (10.88), а ряд в правой части схо- 
дится по норме равномерно в некотором шаре |#|<о. 
Аналитический в точке № оператор А имеет в точке Uy про- 

изводные А“) (145) всех порядков, причем A”) (Uy) = Rk! By. 
Нетрудно видеть, что аналитический в точке и, оператор A 
аналитичен и в некоторой окрестности точки и. 

Все приведенные в этом параграфе определения и утвер- 
ждения относились как к вещественным, так и к комплекс- 
ным пространствам. Приведем одно важное утверждение, 
которое для вещественных пространств неверно — в KOM- 
плексном пространстве аналитичность оператора А 
в точке Uy вытекает из его дифференцируемости в точке Uy 
и ее окрестности. 

В качестве примера рассмотрим оператор Урысона 

Au (x) = | КЦ х, t, и( dt. (10.96) 
о
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Пусть 

К (x, Ё, = Ke (x, bf) ut, (10.97) 

где K,(x, В) — измеримая по совокупности переменных функ- 
ция и 

Ес 

lim И sp | ЕК (x, В АЕ < Ifa. (10.98) 
ке о 

Тогда оператор А определен на шаре |и|< а простран- 
ства С» и аналитичен. Оператор Урысона аналитичен в про- 
странствах L, лишь в тех случаях, когда его ядро является 
многочленом по и степени не выше р. 

В естественных условиях аналитичен оператор Ляпунова — 
Лихтенштейна 

Au (x) = У, | ... [ Kay. ky] (x, Cis eens t,) u(t,)* ... 

| ЗА ky Q Q 

(и) тан... dt, (10.99) 
1.16. Асимптотически линейные операторы. Действую- 

щий из Е, в Е, нелинейный оператор A называется acumn- 
тотически линейным, если он допускает представление 

Au = Ви о(и), (10.100) 

где В — действующий из Е, в E, линейный непрерывный 
оператор, а оператор (a) удовлетворяет условию: 

lim lo (м) lle, 

Juy>o ИЕ, 
— 0, (10.101) 

Оператор В называется при этом асимптотической произ- 
водной или производной на бесконечности и обозначается 
через A’ (со). 

Приведем условия асимптотической линейпости оператора 

суперпозиции и интегральных операторов. 
Теорема 1.33. Пусть функция f(t, и) удовлетворяет 

условиям Каратеодори и пусть существует предел 

g(t) = lim LE | (10.102) 
&->0o
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Пусть, кроме того, выполнено одно из условий: 
a) p=r, “(ОЕГ, и выполняется неравенство 

If. o—gul<a®H+o@|u|*, (10.103) 

где AMEL, ODOEL ,, O<k<1; 
1— 1-Е 

b) p>r, ZOEL и и выполняется неравенство 
р-г 

17а, и Фи <а Фи, (10.104) 

где а ЕЕ, O@)EL р. 
р-г 

Тогда оператор суперпозиции и = Г [, u(t)] асимпто- 
тически линеен и 

f' (oAH=L HAO. (10.105) 

Теорема 1.34. Пусть функция f(t, и) удовлетворяет 
условиям Каратеодори, причем существует предел 

g(t) = lim £24) | (10.106) 
u->oo 

aK (x, Г) — измеримая по совокупности переменных функ- 
ция. Пусть оператор суперпозиции Ди = НЕ, u(t] дей- 
ствует из L, 6 L,, где r<p, (0 ЕЁ ‚ а интеграль- 

р-г 

ный оператор К действует из L, 6 L,. Пусть выполнено 
одно из условий: 

а) г« ри функция У (Е, и) удовлетворяет неравенству 

|1, и) — ви! зао] и| (10.107) 

где а ЕГ,, BQHEL pr ; 
p-r 

в) r=p=oco и функция f(t, и) удовлетворяет нера- 
венству 

If, и —g(ul<a+o|a|, (10.108) 
где a(f)EL,, РЕГ 
непрерывен; 

а оператор К регулярен и вполне со’
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с) г=р и функция У (Е, и) удовлетворяет неравенству 

lf. —2@и| «О-В, (10.109) 

где aQEL, BHEL »p , О<Е<Х!. 
neem 

1-k 
Тогда оператор Гаммерштейна A=Kf действует 

из L, 8 L, 4 асимптотически линеен, причем 

A’ (со) и (x)= | K(x, t)g(f)u(t)dt. — (10.110) 
о 

Исследование асимптотической линейности операторов Уры- 
сона является более трудной задачей. В приложениях обычно 
стараются установить неравенство вида 

[K(x, 4, 4) —K,, (x, ul < BS; (x. ра, и). (10.111) 

Если операторы Гаммерштейна 

B,u(x)= | $, (х, ВЕДЬ ajdt (10.112) 
Q 

как операторы из L, BL, имеют ненулевую асимптотическую 

производную и если K(x, ВЕВ», а, то оператор Урысона 

с ядром K(x, ¢, и) действует из Грв Lj, асимптотически 
линеен и 

А’ (со) u(x) = | К ›(х, u(t) dt. (10.113) 
о 

1.17. Дополнительные замечания. Подробное изложе- 
ние приведенных в параграфе признаков непрерывности, 
полной непрерывности, дифференцируемости и других свойств 
нелинейных интегральных операторов читатель найдет в моно- 
графии [11]; некоторые признаки изложены также в моно- 
графиях [2], [8], [9], [10], [12]. 

Отметим, что изложенные в параграфе теоремы об опе- 
раторах, действующих в [, (1 <р< 9), применимы лишь 

к операторам с подстепенными нелинейностями — изучение опе- 
раторов с другими нелинейностями (например, экспоненци- 
альными) требует перехода к пространствам функций, отлич- 

ным от пространств Г — пространствам Орлича, Лоренца,
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Маоцинкевича и др. Приведенные в этом параграфе теоремы 
о непрерывности, полной непрерывности, дифференцируемости 
операторов Гаммерштейна и Урысона являются частными слу- 
чаями общих теорем, относящихся к операторам, действующим 
в общих пространствах функций; эти общие теоремы изло- 
жены в [6]. 

В некоторых случаях приходится рассматривать опера- 
торы, определенные не на всем пространстве, а лишь на не- 
которой его части (например, на множестве всех неотрица- 
тельных функций или на множестве функций и(Г), удовле- 
творяющих неравенству и, (1) < u(t) < из (©. Для операторов, 
определенных на таких множествах, справедливы аналоги 
изложенных в параграфе теорем (см., например, [6], [12]). 

$ 2. Существование и единственность решения 

2.1. Постановка задачи. В этом параграфе в основном 
изучаются уравнения вида 

и(х = [ K Lx, к u()dt-+- f(x), (10.114) 
Q 

где © — ограниченное замкнутое множество конечномерного 
пространства ненулевой лебеговой меры, К [х, ¢t, и|, f (x), 
(x, ЕС 9, иЕ (а, 6)) — заданные функции, ц — параметр, 
и (х) — искомая функция. 

Как правило (см § 1), нелинейный интегральный оператор 

Au (x)= [ K Ix, t, u(t)\ dt, (10.115) 
Q 

определенный первым слагаемым правой части уравнения 

(10.114), действует в некоторых банаховых пространствах Е 
измеримых на Q функций и обладает рядом «хороших» свойств 

(непрерывен, вполне непрерывен, дифференцируем и т. д.). 
Если при этом /(х)ЕЕ, то удобно рассматривать уравне- 
ние (10.114) как нелинейное операторное уравнение 

— pAu+ f (10.116) 

в Е. Следует помнить, что при переходе к уравнению (10.116) 
в Е будут «потеряны» решения, не принадлежащие Е (если 
такие решения существуют). Если операторное уравнение
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(10.116) можно рассматривать в разных пространствах, то 
выбор пространства Е определяется тем, решения с какими 
свойствами нас интересуют. 

В этом параграфе нас будут интересовать условия суще- 
ствования хотя бы одного решения и условия однозначной 
разрешимости уравнения (10.116). В тех случаях, когда урав- 
нение (10.116) имеет тривиальное нулевое решение, будет 
рассмотрен вопрос о существовании второго ненулевого ре- 
шения. Будет рассмотрен также вопрос об условиях суще- 
ствования неотрицательных решений. 

Решения уравнения (10.116) — это неподвижные точки 
оператора Аи = иАи- /. Поэтому основным методом дока- 
зательства существования решений у уравнений (10.116) 
и, следовательно, у уравнения (10.114) является применение 
принципов неподвижных точек. Наиболее часто употребляемыми 
в анализе принципами неподвижных точек являются принцип 
Банаха сжатых отображений (см. п. 2.2) и принцип Шаудера 
(см. п. 2.3). В этом параграфе также указываются теоремы 
существования решения у уравнения (10.114), основанные 
на других принципах неподвижной точки. 

2.2. Уравнения с операторами, удовлетворяющими 
условию Липшица. Говорят, что оператор A, действующий 
в банаховом пространстве Е, удовлетворяет на множестве MCE 
условию Липшица с постоянной 4, если 

|| Аи — Av||<q|lu—v| (и, ЗЕМ). (10.117) 

Если при этом g <1, то оператор А называется оператором 
сжатия. Напомним, что линейный ограниченный оператор 
удовлетворяет неравенству (10.117) при g=|| Al). 

Принцип сжатых отображений: если оператор 
сжатия А преобразует в себя замкнутое множество 
МсЕ(АМС М), то он имеет в М единственную неподвиж- 
ную точку и. Эта неподвижная точка может быть 
получена как предел последовательных приближений 

и, = Au,_, (n==1, 2, ...), (10.118) 

где ии— произвольный элемент М. Быстрота сходимости 
метода (10.118) характеризуется неравенством 

Ш (X= 1, 2, ...). (10.119) 
gt 

1—4
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Применяя принцип сжатых отображений, легко получить 
следующие утверждения. 

Теорема 2.1. ШГусть функция K(x, Ё и) непрерывна 
по совокупности переменных x, ЕЕ 0, |и| <p и пусть 

ПС (а, 169, Jul <p). 
Гогда уравнение 

р (= [ KLe, t, u(t) dt (10.120) 
о 

имеет единственное непрерывное решение u*(x)(x EQ), 
удовлетворяющее неравенству | и (х)| <, если 

|ц|.-С. шез О < 1, 

In |max | max |K(x, Ь u)|dt р. (10.121) 
а [и 1 <р 

Если щ(х) — произвольная непрерывная функция, удо- 
влетворяющая неравенству | в (х)| < p(x E®), то последо- 
вательные приближения 

и„(х) = [ K Lx, t, u,-,(t)) dt (n=1, 2, ...) (10.122) 
о 

равномерно на ® сходятся к x*(t). 
Теорема 2.2. Пусть оператор (10.115) действует 

в пространстве [„(®)(р > 1). Пусть, далее, для всех Uy, Uy 
ux, ЕСО выполняется неравенство 

| K(x, Би) —К(х, Ь 1) |< K(X, A] a, — 4), 

где K,(x, № измерима и 

_Р_ р-1 
AP = | || KPO" (x, nat ах < со. 

о \Q 

Тогда при || < и при ЛЕГ, уравнение (10.114) 

имеет в L,(Q) единственное решение. 

2.3. Уравнения с вполне непрерывными операторами. 
Принцип Шаудера: если вполне непрерывный опе- 
ратор А преобразует ограниченное выпуклое замкнутое
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множество MCE в себя, mo А имеет в М по крайней 
мере одну неподвижную точку. 

В приложениях принципа Шаудера важно, во-первых, 
уметь устанавливать полную непрерывность изучаемого опе- 
ратора (см. § 1) и, во-вторых, уметь устанавливать суще- 
ствование инвариантных для данного оператора выпуклых 
множеств. 

Из принципа Шаудера немедленно вытекает, что урав- 
нение (10.114) при малых п имеет по крайней мере одно 
решение в пространстве ЕЁ, если оператор (10.115) вполне 
непрерывен в Е и если f EE. Более точные теоремы содер- 
жат оценки допустимых значений ц. 

Теорема 2.3. Пусть функция K(x, t, a(x, ЕО, 
|#| < со) непрерывна по и и удовлетворяет неравенству 

[К (х, В |< Ки(х, 9(а- иг) (х, 160, |u| < оо), 
20e a, р a>0 u 

{J [K(x 0 (+7 dxdt < оо. 
со 

Тогда уравнение (10.114) имеет при всех достаточно 
малых по абсолютной величине ци и f(x)ELa.1 решение 

ци (x) Е (а. Если а<1, то решения существуют при 
всех |. 

Теорема 2.4. Пусть функция К (x, Ё и) непрерывна 
по совокупности переменных x, ЕЕ 9, |и| <а. 

Тогда при 
а 

HIS вез пах ТА СЯ t, u)| 
x, t 
[и] <а 

интегральное уравнение (10.120) имеет по крайней мере 
* 

одно непрерывное решение u(x), удовлетворяющее нера- 

венству | ии (х)|<а. 
Теорема 2.5. Пусть функция K(x, ЁЬ и) непрерывна 

по совокупности переменных x, tEQ, | и | <эо. Положим 

ф(г) = max |K(x,t, a)], 
х, t€Q ugr 

А = sup 
О<г< о 

r 

ф (г). mes Q ° 
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Тогда при |и|< А интегральное уравнение (10.120) 
umeem по крайней мере одно непрерывное решение и, (х). 

В частности, если 

(10.123) 

то интегральное уравнение (10.120) разрешимо при любом и. 
В этом случае разрешимо при любом п уравнение (10.114) 
при любой непрерывной f (x). 

В заключение отметим, что в ряде случаев для доказа- 
тельства теорем существования удобно пользоваться следую- 
щим принципом неподвижной точки. 

Оператор А (и, 4) (WEE, O<A<1) назовем вполне не- 
прерывным, если он непрерывен по совокупности перемен- 
ных и если каждое множество [9: 9=А(и, A), |и| < г, 
0<^<\!} компактно в E. 

Пусть для всех решений и(^) всех уравнений 

и —= A(u, ^) (O<A<1) 

с вполне непрерывным оператором A(u, A) установлена общая 
априорная оценка 

| (|< Ro (0<^< 1). 

Пусть оператор A(u, 1) удовлетворяет условию 

[А (м, DI<Ro (4 ll=Ro)- 

Тогда уравнение 
и = А(и, 0) 

имеет по крайней мере одно решение. 

2.4. Использование односторонних оценок. Непосред- 
ственным обобщением принципа Шаудера для случая гиль- 
бертова пространства является следующий принцип: 

Пусть вполне непрерывный оператор А удовлетворяет 
условию: 

(Au, «(ии (14|). (10.124) 

Гогда в шаре |и || <Е найдется по крайней мере одно 
решение уравнения и = Аи.
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Проиллюстрируем этот принцип теоремой существования 
для системы нелинейных интегральных уравнений 

и, (х) = | Kite, ПЕ, и, (6, ..., и, (а (10.125) 

° (i=1,..., n) 

с непрерывными симметричными положительно определенными 
ядрами K,(x, Ё) и непрерывными по совокупности переменных 
функциями Л; (1, и, ..., Ш). Пусть функции Л; (и, ..., и,) 
удовлетворяют неравенствам 

п п 

ХЛ, ит, ror Uy) Sa Bub (i=1, 2,..., п), iz = 

где a<i/k), а А — наибольшее из собственных значений 
ядер К; (х, {[). 

Тогда система (10.125) имеет по крайней мере одно непре- 
рывное решение. 

2.5. Уравнения с асимптотически линейными опера- 
торами. Предположим, что нелинейный оператор (10.115) 
вполне непрерывен в некотором функциональном простран- 
стве E и асимптотически линеен (см. стр. 395). Пусть его 
асимптотическая производная A’ (со) — интегральный оператор 

А’ (со) u(x) = | B(x, thu(t)dt. (10.126) 
Q 

Теорема 2.6. Если число [и не является собствен» 
ным значением оператора (10.126), то уравнение (10.114) 
имеет по крайней мере одно решение в Е. 

Например, пусть непрерывная функция K(x, Ё, и) удовле- 
творяет неравенству 

|K(x, t, )— К, (х, Ви| <а- Ви". (10.127) 

Тогда при любой непрерывной f(x) уравнение (10.114) 
имеет по крайней мере одно непрерывное решение при таких Lt, 

что 1/4 не есть собственное значение ядра Ку(х, В. 
2.6. Вариационные методы. Пусть определенный на Ly 

функционал Р(и) дифференцируем в каждой точке uEL, 
в том смысле, что его приращение можно представить в виде 

F (u-+-h) —F (= (о, A)+ 0 (JAI).
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Оператор Г, определенный равенством 

Ги ==, 

называют тогда градиентом функционала Е и пишут Г = 
— ога Р. Оператор, являющийся градиентом некоторого 
функционала, называют потенциальным. 

Для уравнений с потенциальными операторами теоремы 
существования удобно доказывать вариационным методом. 
Этот метод заключается в том, что решения уравнения 

Ги = 0 (10.128) 

истолковываются как точки экстремума функционала F (и). 
Поэтому каждая теорема о существовании экстремума у функ- 
ционала F (и) является одновременно теоремой о существо- 
вании решений уравнения (10.128). 

Приведем один признак существования точки минимума 
у нелинейного функционала Р (и). Пусть 

lim Р(@ий=оо; (10.129) 
}и |-> 00 

далее, пусть 

Е (и) = В (и, uytF, (и), (10.130) 

где В — неотрицательное число, a Р, (и) — слабо непрерывный 
функционал *); тогда функционал Р(и) в некоторой точке 
принимает свое минимальное значение. 

При изучении интегральных уравнений основная трудность 
заключается в приведении интегрального уравнения к урав- 
нению с потенциальным оператором. 

Рассмотрим уравнение Гаммерштейна 

и(х) = [| K(x, ЮЛЕ и (Иа (10.131) 
о 

с непрерывным положительно определенным ядром К (x, Ё) 
и непрерывной по совокупности переменных функцией f (Ё ци). 

Пусть 

“
в
 

K(x о = Yeaweal. 

} ы
ы
 

i 

*) Если uw, слабо сходится к и*, то F; (из) -> F, (и*).
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Определим на /.› оператор Н равенством 

Ни д Yate | aya (Е) dt. 

fail Ai Q 

Можно показать, что функционал 
Ни (x) 

F (uw) (и. a) — | | f(t, nu (10.132) 
Q 40 

представим в виде (10.130). Поэтому grad F в некоторой 
точке обращается в нуль, если выполнено условие (10.129); 
для этого достаточно, чтобы функция f(t, и) удовлетворяла 
неравенству 

[| хе. и) аи < 5-Е (ЕО, [и| < о), (10.133) 
0 

где а<!1/№, ЛА, — наибольшее собственное значение ядра 
K(x, В. 

Таким образом, если неравенство (10.133) выполнено, то 
в /. существует по крайней мере одно решение м” = и* (x) 
уравнения 

grad F (и) == и— Н/У (t, Hu) =0. (10.134) 

Непрерывная функция 

V(x) = Hu (x) 

в этом случае будет решением уравнения Гаммерштейна 
(10.131). 

Таким образом, доказана 
Теорема 2.7. Если выполнено неравенство (10.133), 

то уравнение (10.131) имеет по крайней мере одно непре- 
рывное решение. 

Более сложен анализ уравнения (10.131), если положи- 
тельно определенное симметричное ядро К (x, f) ие ограни- 
чено. 

Теорема 2.8. Пусть ядро K(x, Ё) удовлетворяет 
условию 

| ко: t) |? dx dt < со, 

о



406 НЕЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ (гл xX 

где р>.2, и пусть функция f(t, и) удовлетворяет нера- 
венству (10.133) и условию 

If, и) | За в|иР ¢€2,—o<u<oo). 
Гогда уравнение (10.131) имеет no крайней мере одно 

решение. 
Вариационные методы применимы и в том случае, когда сим- 

метричное ядро К (x, В) имеет конечное число отрицательных 
собственных значений, наименьшее по абсолютной величине 
из которых обозначим через A_ 

Теорема 2.9. Пусть симметричное ядро K(x, ft) 
непрерывно и имеет конечное число отрицательных соб- 
ственных значений. Пусть У (Е, и) удовлетворяет неравен- 
ству 

—| fe u)du>auw—c  (tE€2,—co<u<oo), 
0 

20e al A_| > "Yo. 
Tozda уравнение (10.131) имеет по крайней мере одно 

непрерывное решение. 
2.7. Существование нену левых решений. В большинстве 

приведенных выше теорем утверждалось, что нелинейные 
интегральные уравнения имеют по крайней мере одно реше- 
ние. Следует подчеркнуть, что в существенно нелинейных 
задачах (типа задач о формах потери устойчивости упругих си- 
стем, задач о волнах и т. д.) единственность решения является 
исключительным фактом. Часто бывает, что одно из реше- 
ний известно, а требуется отыскать другое решение. В подоб- 
ных ситуациях приведенные выше теоремы непосредственно 
не применимы. 

Будем считать для простоты, что изучаемое уравнение и == 
== Au имеет нулевое решение. Для отыскания признаков су- 
ществования ненулевых решений могут быть применены топо- 
логические методы, изложение которых выходит за рамки 
настоящего справочника. Мы ограничимся формулировкой 
лишь одного простого общего принципа. 

Теорема 2.10. /Густь А— вполне непрерывный оператор 
и ATCT, где Т= (и,|и|< г}. Пусть 40 —=0 и А Oug- 
ференцируем в нуле 09. Пусть, наконец, 1 не является
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собственным значением оператора А’ (0), а сумма крат- 
ностей больших, чем 1, собственных значений оператора 

А’ (0) нечетна. 
Тогда оператор А имеет в шаре Т по крайней мере 

одну ненулевую неподвижную точку. 
Эта теорема удобна в сочетании с признаками полной 

непрерывности и дифференцируемости нелинейных интеграль- 
ных операторов (см. § 1). Приведем простейшие следствия 
теоремы 2.10. 

Теорема 2.11. Лусть К (x, t, и) непрерывна по сово- 
купности переменных и 

K(x, t wi|<a+blul-* (x, 169, —co<u оо) 
пусть функция K(x, t, и) при малых и непрерывно диф- 
ференцируема по и. Пусть | не является собственным 

значением ядра Ki (x, Ё, 0), а сумма кратностей больших, 
чем |, собственных значений этого ядра нечетна. 

Гогда уравнение 

и(х) = | Kix, t, u(t)| а 
Q 

имеет no крайней мере одно ненулевое непрерывное pe- 

шение. 
2.8. Существование положительного решения. В этом 

пункте мы ограничимся изучением интегрального уравнения 

u(x) = [ Kix, t, u(t) dt, (10.135) 
Q 

ядро которого К (x, ¢, и) непрерывно по совокупности пере- 
менных и удовлетворяет условию: 

K(x, t, ш>0 (x, £€Q2, a >0). (10.136) 

В этом случае интегральный оператор A, определенный пра- 
вой частью уравнения (10.135), преобразует в себя конус К 
неотрицательных функций пространства С (Q) и вполне непре- 
рывен. 

Для исследования уравнения (10.135) могут быть приме- 
нены общие методы теории нелинейных операторов, оста- 
вляющих инвариантным конус в банаховом пространстве,
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Теорема 2.12. Пусть 

K(x, t, u)<a+Gi(x, thu (x, £€2, и>0), (10.137) 

причем наибольшее собственное значение ^, неотрицатель- 
ного ядра G(x, t) удовлетворяет неравенству ^ < 1. 

Гогда уравнение (10.135) имеет по крайней мере одно 
непрерывное неотрицательное решение. 

Предположим теперь, что уравнение (10.135) имеет нуле- 
вое решение. Возникает вопрос о существовании неотрица- 
тельных решений, отличных от тождественного нуля (см. п. 2.7). 
Для доказательства существования ненулевых неотрицатель- 
ных решений удобно применять принципы неподвижной точки 
для Так называемых операторов сжатия и растяжения ко- 
нуса. Мы приведем здесь упрощенные формулировки этих 
принципов. 

Пусть оператор А оставляет инвариантным конус К в ба- 
наховом пространстве E (см. гл. V, $ 4). Будем говорить, 
что А является сжатием конуса К, если и — АцЕК при не- 
нулевых и из К, имеющих малую норму, и если Au—uCK 
при иЕК, имеющих большую норму. Аналогично оператор A 
является растяжением конуса, если Аи— цЕК при нену- 
левых и из К, имеющих малую норму, и и — AUEK при и ЕК, 
имеющих большую норму. 

Теорема 2.13. Если вполне непрерывный положи- 
тельный оператор А является растяжением или сжа- 
muem конуса, то он имеет в К по крайней мере одну 
ненулевую неподвижную точку. 

Приведем пепосредственные следствия этой теоремы для 
уравнения (10.135). 

Теорема 2.14. Пусть К (x,t, и) удовлетворяет усло- 
вию теоремы 2.12. Пусть 

K(x, Би) > (Ц, (х, ди (О < иг), 

причем непрерывное ядро G,(x, #) положительно и его 
наибольшее собственное значение больше 1. 

Гогда уравнение (10.135) имеет по крайней мере одно 

положительное рещение. 
Теорема 2.15. Пусть 

K(x, t, и) <О0.(х, Ви (О Зиг),
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причем все собственные значения ядра Со(х, Г) меньше, 
чем 1. Пусть 

K(x, Ё и) >. Ц. (х, Виа (x, t€Q, w>0), 

причем ядро С.(х, t) положительно и его наибольшее 
собственное значение больше, чем 1. Наконец, пусть 
ядро K(x, Ё, и) удовлетворяет неравенству 

К (x, t, и) 

S , 10.138 
ty, teh uso КО, t, и) < 5 ( ) 

Тогда уравнение (10.135) имеет по крайней мере одно 
положительное решение. 

Отметим, что условие (10.138) всегда выполнено, если 
K(x, t, и=К(х, tft, и), а ядро K(x, В непрерывно и 
положительно. 

2.9. Уравиения с вогнутыми нелинейностями. Важную 
главу нелинейного анализа составляет теория так называемых 
вогнутых операторов. 

В применении к интегральным уравнениям эта теория поз- 
воляет получить простые признаки единственности ненулевого 
неотрицательного решения. Приведем основную теорему тео- 
рии вогнутых операторов в одном из наиболее простых 
вариантов. 

Пусть нелинейный оператор А положителен и моното- 
нен в том смысле, что он оставляет инвариантным конус К 
и что из о —иСК вытекает Ао — АнЕК. 

Пусть и, — некоторый фиксированный ненулевой эле- 
мент из К. Оператор А называется и\-вогнутым, если для 
любого ненулевого иЕК можно указать такие положитель- 
ные @ H В, что 

аи, < Аи < Ви, 

и если для каждого ненулевого wEK и любого yE(0, 1) 
выполняется неравенство 

А (yu) > у, Аи, 
где у, > \. 

Теорема 2.16. Положительный монотонный и Uy-60- 
гнутый оператор не может иметь в конусе К больще, 
чем одну неподвижную точку.
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В следующей теореме будем считать, что конус К 
нормален в том смысле, что из 90 <и«о вытекает не- 
равенство |и|<С]9|, где С — постоянная. Напомним, 
что конусы неотрицательных функций в пространствах L, uC 
нормальны. 

Теорема 2.17. //Тусть уравнение и= Au с положи- 
тельным монотонным ц-вогнутым оператором А имеет 
в К ненулевое решение и“. 

Тогда последовательные приближения 

Un, = Aa, (n==1, 2,...) 

сходятся к и при любом ненулевом начальном прибли- 
жении и! ЕК. 

Применение сформулированных теорем к нелинейным инте- 
гральным уравнениям требует отыскания условий иу-вогнуто- 
сти интегральных операторов. 

Снова ограничимся простейшими утверждениями. 
Теорема 2.18. //Лусть ядро K(x, Ё, и) непрерывно 

по совокупности переменных вместе со своей производ- 

ной К, (х, t, u)(x, 169, 0<u<oo). 
Пусть функции К, К, неотрицательны, причем 

К и (x, t, и) убывает при возрастании и. 

Тогда интегральный оператор (10.115) иу-вогнут на ко- 
нусе неотрицательных функций, где и, (х)=Е1. 

Приведем в заключение пункта одну общую теорему 

об уравнениях с нелинейностями типа и“, где а (—1, 1). 
Теорема 2.19. /ГЛусть К (x, РР —положительная непре- 

рывная по совокупности переменных x, ЕЕ ОХ Q функция. 
Пусть f(t, и) — непрерывная по совокупности перемен- 
ных t€2, и>.0 функция, неотрицательная при и> 0 u 
строго положительная при и >> 0 почти при всех t. Пусть, 
наконец, выполнено одно из двух условий: 

Л (и) 
и“ 

1) f(t, и) не убывает по и, a ‚ гдеа — некото- 

рое число из (0, 1), не возрастает по и; 
2) f(t, и) не возрастает при возрастании и, а ив f (t, и), 

где а — некоторое число из (0, 1), возрастает no и. 
Тогда уравнение (10.135) имеет единственное положи- 

тельное решение и* (x). Это решение является равномерным
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пределом последовательных приближений 

и, (x)= [ K(x, ЮЛЕ, u,-,Oldt (n=1, 2,...), 
Q 

где uy (ft) — произвольная ненулевая неотрицательная 
функция. 

2.10. Уравнения с параметром. Как уже отмечалось 
выше, уравнения вида 

Ли = Au (10.139) 

с вполне непрерывным оператором А при больших значениях A 
имеют решение. В ряде задач интерес представляют лишь 
ненулевые решения. Подобная ситуация возникает, например, 
при изучении нелинейных интегральных уравнений теории 
колебаний. По аналогии с теорией линейных интегральных 

уравнений ненулевые решения нелинейных уравнений (10.139) 
называют собственными функциями нелинейного онера- 
тора А, а соответствующие значения А, — собственными зна- 
чениями. 

Из принципа Шаудера немедленно вытекает 
Теорема 2.20. Пусть AO #0, где А — вполне непре- 

рывный оператор. Тогда А имеет континуум собственных 
функций. 

Эту теорему можно дополнить замечанием O TOM, что 
из AO +O вытекает существование собственных функций, 
соответствующих всем достаточно большим по абсолютной 
величине значениям A. 

Задача существенно осложняется, если 40—06. Некото- 
рые утверждения, относящиеся к этому случаю, указаны 
в пп. 2.7 и 2.8, где шла речь об отличных от нулевого 
решениях уравнений. Мы приведем здесь несколько теорем 
о существовании собственных функций, соответствующих 
некоторым неизвестным нам собственным значениям A. 

Теорема 2.21. Пусть вполне непрерывный оператор А 
дифференцируем в нуле 0 и пусть линейный оператор А’ (0) 
имеет по крайней мере одно нечетнократное веществен- 
ное собственное значение. 

Гогда оператор А имеет континуум собственных 
функций.
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Эта теорема будет несколько расширена в следующем 
параграфе. 

Применение двух последних теорем требует лишь проверки 
полной непрерывности и дифференцируемости в одной точке 
интегральных операторов. Такие условия приведены в § 1. 

Для доказательства существования собственных функций 
у потенциальных операторов могут быть применены вариацион- 
ные соображения, основанные на том, что оператор гради- 
ента дифференцируемого в окрестности нуля гильбер- 
това пространства и слабо непрерывного функционала 
имеет континуум собственных функций. В применении 
к интегральным операторам 

Au (x) = | K(x, t) f ft, и (а (10.140) 
Q 

этот принцип немедленно приводит к следующим утвержде- 
НИЯМ. 

Теорема 2.22. Пусть ядро K(x, № симметрично, 
непрерывно и положительно определено, а функция У (t, и) 
непрерывна по совокупности переменных. 

Тогда оператор (10.140) имеет континуум собствен- 
ных функций. 

Теорема 2.23. Пусть симметричное положительно 
определенное ядро K(x, t) удовлетворяет неравенству 

| | 1K (x, t)|P dx dt < 00, 
оо 

где р>.2. Пусть непрерывная функция f(t, и) удовле- 
творяет неравенству 

1 (Е, и)| за В ир-\, 

Гогда оператор (10.140) имеет континуум собствен- 
ных функций. 

Вариационные соображения применимы и к исследованию 
операторов A с ядрами, имеющими собственные значения 
разных знаков. 

Теорема 2.24. Пусть ядро К (x, В) непрерывно, сим- 
метрично и имеет конечное число отрицательных соб-
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ственных значений. Пусть непрерывная функция f(t, ий 
удовлетворяет неравенству 

uf (t, и) >. au? — В (ЕО, —c<u<oo), 

где a> 0. 
Тогда оператор (10.140) имеет континуум собствен- 

ных функций. 
Разнообразные теоремы могут быть доказаны для поло- 

жительных операторов. Приведем одну из наиболее простых 
для оператора (10.114). 

Теорема 2.25. Пусть непрерывная по совокупности 
переменных функция K(x, t, и) удовлетворяет неравен- 
ству 

K(x, t, “w) > G(x, и (x, £€2, и> 0), 

где G(x, Г — положительное непрерывное ядро. 
Тогда оператор А имеет континуум собственных 

функций. 
Предположение о положительности ядра G(x, Ё) можно за- 

менить различными несколько более сложными, но менее 
ограничительными условиями. Например, для справедливости 
последней теоремы достаточно считать, что для любого мно- 
жества 2c Q, mes 2, > 0 выполняется соотношение 

[ Gt, t) dt <a(Q) | G(x, thdt (x€Q). 
о 9, 

Из теоремы 2.16 вытекает, что у щ-вогнутого положи- 
тельного оператора каждому собственному значению может 
соответствовать не более чем одна положительная собствен- 

ная функция. Отсюда вытекает, что собственные значения, 
которым соответствуют положительные собственные функции 
Uy-BOTHYTHX положительных операторов, образуют интервал. 

2.11. Дополнительные замечания. Простейшие теоремы 
существования для нелинейных интегральных уравнений ука- 
заны в курсе Ф. Трикоми [21]. Ряд общих теорем о нели- 
нейных уравнениях см. у Л. В. Канторовича и Г. П. Акилова [8]. 
Топологические и вариационные методы доказательства теорем 
существования для нелинейных интегральных уравнений из- 

ложены в книге М, А. Красносельского [9]. Вариационным
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методам посвящена книга М. М. Вайнберга [2]. Методы 
исследования положительных решений нелинейных уравнений 

изложены в книге М. А. Красносельского [10] (см. также 
М. Г. Крейн и М. А. Рутман [13]). 

$ 3. Продолжение и ветвление решений нелинейных 
интегральных уравнений 

3.1. Постановка задачи. В этом параграфе изучается за- 
висимость решений нелинейных интегральных уравнений от 
различных параметров, входящих в эти уравнения. Основные 
утверждения мы будем иллюстрировать на примере уравнения 

и(х) = | Kx, t, u(t); Ма (10.141) 
Q 

где {2— ограниченное замкнутое множество конечномерного 
пространства, а А — скалярный или векторный параметр. 

Уравнение (10.141), как и многие другие задачи, можно 
записать в виде 

f(u, №) =0, (10.142) 

где и — элемент банахова пространства Е, параметр A — эле- 
мент банахова пространства A, a f(u, А) — оператор co зна- 
чениями в третьем банаховом пространстве Р. 

Будем считать, что 

(и, №) = 0, (10.143) 
т. е. и является решением уравнения (10.142) при А =^.. 
Нас будут интересовать близкие к Uy решения и (^) уравне- 
ния (10.142) при близких к A, значениях параметра A. Если 
такие решения и(^) существуют, то их называют неявными 
функциями (или абстрактными неявными функциями), 
определяемыми уравнением (10.142). 

В основных невырожденных случаях, как видно из даль. 
нейшего, неявная функция определена в некоторой окрестности 
точки А, однозначна, непрерывна и обладает «хорошими» 
свойствами. Для приложений важны и различные вырожден- 
ные случаи: может оказаться, что неявная функция много- 
значна (даже бесконечнозначна) при всех близких к Ау зна- 
чениях А, неявная функция может оказаться определенной 
не при всех близких к A, значениях А, ит. д.
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Ниже приводятся основные теоремы о существовании и 
свойствах неявной функции; для аналитических случаев об- 
суждается вопрос о построении неявной функции. 

Основные построения параграфа относятся как к уравне- 
ниям в вещественных, так и к уравнениям в комплексных 
банаховых пространствах. 

3.2. Основная теорема о неявной функции. Во всем 
параграфе предполагается, что оператор Ё(и, A) определен при 
пи — ш [в < м, |^ — Ag [< то, где Г; и Го — некоторые поло- 
жительные числа, и непрерывен по совокупности переменных 
вместе со своей производной f’ (и, A). Напомним, что произ- 

водная f’(u, Х)— это линейный непрерывный оператор, 
действующий из Е в F; поэтому непрерывность производной 

Г, (и, ^) нужно понимать в смысле непрерывности по норме 

операторов: 

lim sup | Fa (м, в —Х. (ит, |= = 0. 
A>) u->u, ШЕФ! 

Особую роль при исследовании неявных функций играег 
/ 

производная Ли (1, Ao). Невырожденность задачи о неявной 
у 

функции означает, что оператор Ли (и, №) имеет непрерыв- 
ный обратный 

== [и (шо, do]. (10.144) 

определенный на всем Р, 
Теорема 3.1. /ГЛусть выполнено условие (10.143). 

Пусть существует оператор (10.144). Гогда уравнение 
(10.142) определяет в некоторой окрестности || A — м|<6 
точки № однозначную неявную функцию и(^). Эта неяв- 
ная функция непрерывна. 

В качестве примера рассмотрим уравнение (10.141). Будем 
считать, что ядро К (x, ft, и; ^) непрерывно по совокупности 
переменных вместе со своей производной К’ (х, ¢, и; 4). 

Пусть непрерывная функция иу(х) является решением урав- 
нения (10.141) при A=A,: 

u(x) == [ KL, & uo (0); hol at. (10.145) 
Q
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Уравнение (10.141) можно записать в виде (10.142), гдеи Е 
и F есть пространство С непрерывных на & функций, а 

f(a, == u(x) — | Kix, t, u(t); Ма. (10.146) 
Q 

Очевидно, 

Fao, bo) h = h(x) — | Ki [х, В wo (0); м] В (2) de. 
Q 

Поэтому все условия теоремы 3.1 выполнены, если 1 не является 

собственным значением ядра Ки [х, t, uo (bt); hol. Значит, из 
того факта, что | не является собственным значением указан- 
ного ядра, вытекает, что уравиение (10.141) имеет единствен- 
ное непрерывное решение u(x, A) (x EQ), близкое к u(x) 
при близких к A, значениях А. Функция u(x, A) непрерывна 
по совокупности переменных. 

Из теоремы 3.1 можно получить более общие выводы 
о решениях уравнения (10.141), если воспользоваться более 
тонкими признаками непрерывности и дифференцируемости 
нелинейных интегральных операторов (см. § 1). 

Отметим еще, что неявная функция может быть получена 
как предел последовательных приближений 

Una (A) = и, (А) — ГЛ [и (^); М (п=0, 1,2,...) (10.147) 

при начальном приближении 

Шо (A) == Uy. (10.148) 

Приближения (10.147) в окрестности точки № сходятся равно- 
мерно со скоростью геометрической прогрессии. 

3.3. Дифференциальные свойства неявной функции. 
Уже в предыдущем пункте мы воспользовались понятием 
частной производиой оператора, значения которого определя- 

лись двумя переменными. В этом пункте и ряде дальнейших 
мы будем пользоваться частными производными высших порял- 
ков. Определения этих частных производных мы здесь не 
приводим (см. [8], [14]). Ограничимся лишь замечанием, что 
эти частные производные вводятся естественным образом. Без 
дополнительных оговорок будем ниже считать, что все рас- 
сматриваемые частные производные непрерывно зависят от всех 
вхолящих в них переменных и параметров в окрестности 
точки (1, Ao}.
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Теорема 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. 
Пусть оператор f(u, 2) в некоторой окрестности точки 
и, Ay} имеет все частные производные OO порядка k. 
Гогда существующая в силу теоремы 3.1 неявная функ- 
ция и()) имеет производные до порядка R. 

Вычисление производных можно проводить последователь- 
ным формальным дифференцированием тождества 

flu(d); М==0. (10.149) 

Дифференцируя это тождество один раз, получаем 

Fi laa), Ми’ (A)AF, 0), М==0, 

откуда 
и’ (A) = — Г (АЛ, [и (A), М, (10.150) 

где 

Г (= [11 (a), М}. (10.151) 

Существование при близких к A, значениях A оператора (10.151) 
вытекает из существования оператора (10.144) и из непре- 
рывной зависимости У” [и (^); A] от A. 

Аналогично можно получить формулы 

и" (№) = —Г (0) (1, ш (A), М (2), и’ (A) + 
+ 2, Ш (№), Ми (A) +-F „м (№), М}, (10.152) 

и" (Х) = —Г(9.) [Риз [и (А), Ala’ (A), a" (A), и A) I++ 
+ 3f ил, [и (№), Аи (A), a ТЕ Зи (№), Ми (A) + 

= Л» (4A), Al 8h plea), М 7%), (A) + 
+-3f%, [4 (®), Ми” (A)}. (0.153) 

Для вычисления производных (особенно в случае, когда 

ищутся производные в фиксированной точке) часто приме- 
няется метод неопределенных коэффициентов. В этом ме- 
тоде неявную функцию и (А) ищут в виде 

=, ... нь (Aq) + OK — My), 
(10.154)
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где 

р, (и) =D, (в, ..., И), (10.155) 

а D (uy, ..., Uj) — непрерывный по совокупности перемен- 

ных и линейный по каждой из переменных оператор, и 

в (№ —A3) = (А — м). (10.156) 

Подставляя (10.154) в (10.149) и приравнивая нулю члены 
каждого /-го порядка малости по A — Ay, получим А уравнений, 
из которых определяются операторы 

О; (№ — №) = a) (Ag) (A — №. (10.157) 

Отметим, что при фактических вычислениях функцию 
(10.154) удобно подставлять не в (10.149), а в эквивалентное 
тождество 

и—щ=Г (У (и; №) — /и(щ; 4)(4 — 4,) }. (10.158) 

Тогда уравнения для определения операторов D, превратятся 

в последовательность рекуррентных формул. Кроме этого, 
при вычислении производных до порядка Rk в выражении 
(10.154) можно положить ® (A — №) ==0. 

В качестве примера рассмотрим снова уравнение (10.141). 
Для простоты будем считать А скалярным параметром. Будем 
считать также, что справедливо тождество (10.145) и что | 

не является собственным значением ядра Ки [х, ¢, и (Е); Aol. 
Будем считать, что функция K(x, Ё, и; №)Ё раз непрерывно 
дифференцируема по переменным и, A. Тогда имеет место 
равенство 

К [x, Ё uy(x) +40; МУ —K Ix, t, щ (0; М = 

Г 

= № Kai, Бо tox, tv; У, 
m4-l=1 

где @ содержит члены высшего порядка малости, а ядра 
Km, (*, 9 (х, ЕЕ 9) непрерывны по совокупности переменных.
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Тогда уравнение (10.141) можно заменить эквивалентным 

v(x) = у (4 — м)" | Kn t)[v(t)|'dt+o, = (10.159) 
m+l=1 

где @®, содержит все члены высшего порядка малости. 
Решение уравнения 

v (x) = | Ki [х, &, uy (t); hg] vO dt-+ h(x) 
о 

определяется равенством 

u(x)=h(x)+ | R(x, t) h(t) dt, 
о 

где R(x, 2) — непрерывное ядро. Поэтому уравнение (10.159) 
может быть записано в следующей эквивалентной форме *): 

о (x)= у (1. — м)” J Mn (x, офи а -Ро,, (10.160) 
m+l=1 

где 

Пи, ‚(х, Э= Ки, 1(х, N+ | R(x, t) Km, (а, дат, (10.161) 
о 

а ©. — снова члены высшего порядка малости. Уравнение 
(10.160) находится в таком же отношении к уравнению (10.141), 
как уравнение (10.153) к уравнению (10.142). 

Будем искать решения уравнения (10.141) (или, что то же, 
уравнения (10.160)) в виде u(x; A)—=a4y(x)+ U(x; A), где 

u(x; №) = (9, — № (ХЕ... (A м9, (x) + 
НоА— № 1”). (10.162) 

Подставим правую часть последнего равенства в (10.160) и 
приравняем коэффициенты при одинаковых степенях А — №. 

k 
у *) Символ Х означает, что в сумме нет слагаемого, соответ- 

т--1=1 

ствующего индексам m=On [=1.
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Получим рекуррентные соотношения: 

9 (x) = | По(х, Ва (10.163) 
Q 

v, (x)= | (Ny (x, OVO+M, (x. H,Q+11,,(x, 9] 4 
Q 

(10.164) 

9. (х) = | {2M (x, 09 (6) 95 (© + Пи (х, Hv) + 
Q 

+ По (<, tv} + 0, (x, thy (+1, (х, Во, (0 + 

+ По (х, В} dt, (10.165) 

v,(x)= | (Hy (x. 0 [9 ® + 20,00,0] + My. 9%, + 
Q 

+ ЗИ: (х, Hv; ()v,()+ 21. (х, tu, vt) + 

+ И; (х, ду, Ю- (xe, AvfOt Пь(х, Ovi + 

+ 1,(*%, NviO+U,, (х, Ov, + My (. t)\dt, (10.166) 

Как видно, сложность рекуррентных формул быстро pa- 
стет. 

3.4. Аналитичность решения. Предположим, что опера- 
тор f(u; A) анпалитичен по совокупности переменных, Тогда 
неявная функция “(A) в условиях теоремы 3.1 также анали- 
тична в окрестности точки №. Отыскание коэффициентов 
разложения неявной функции в бесконечный ряд равносильно 
отысканию ее последовательных производных. Поэтому для 
построения разложения аналитической неявной функции в ряд 
может быть применен описанный в предыдущем пункте метод 
неопределенных коэффициентов. 

В ряде задач существенную роль играют оценки радиу- 
сов p тех окрестностей ||A — № || < р, в которых сходятся 
разложения в степенные ряды неявных функций. По поводу 
таких оценок отправляем читателя к работам [19], [20]. По- 
видимому наиболее тонкие оценки получены А. Е. Гельма- 
ном [3].
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3.5. Уравнение разветвления. Продолжим исследование 
неявных функций, определяемых уравнением 

f(a; №) =0. (10.167) 

Как и выше, будем считать, что 

F (uo, №) = 0. (10.168) 

В этом и последующих пунктах рассматривается вырожден- 

ный случай, когда оператор ta (tg, Ло) не имеет непрерывного 
обратного. 

Исследование неявных функций в вырожденных случаях 
является существенно более сложной задачей. Общие методы 
исследовапия вырожденных случаев разработаны А. М. Ля- 
пуновым [15], Э. Шмидтом [22], А. И. Некрасовым [20], 
Н. Н. Назаровым [19] и другими авторами. 

Мы ограничимся уравнениями (10.167) частного вида 

и=А\(и: 2), (10.169) 

где оператор А вполне непрерывен в том смысле, что он 
пепрерывен по совокупности переменных в некоторой окрест- 
ности точки (№, №} и что компактно множество его значе- 
ний на этой окрестности. Здесь предполагается, что зна- 
чения оператора А принадлежат тому же пространству E, 
которое пробегает аргумент и. 

Равенство (10.168) перепишется в виде 

Uy = A (Uy; No). (10.170) 

Из общей теории нелинейных операторов (см. [9]) выте- 

KaeT, что производная А, (чо, Ao) нелинейного вполне непре- 
рывного оператора является линейным вполне непрерывным 
оператором. Поэтому вырожденность задачи о неявной функ- 
ции, определяемой уравнением (10.169), равносильна тому, 

что | является собственным значением оператора A, (uo, №). 
Каждое ненулевое собственное значение линейного вполне 

непрерывного оператора имеет конечный порядок. Обозна- 
чим через п порядок собственного значения | оператора В == 

= Aj, (uo; 10). Пусть е1,..., @, образуют базис в подпро- 
странстве соответствующих собственных векторов. Из общей 
теории линейных вполне непрерывных операторов вытекает,
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что | является собственным значением того же порядка п 
сопряженного оператора B*; через f,,..., f, обозначим ба- 
зис подпространства собственных функционалов. 

Выберем в E* такой набор функционалов g,, ..., Lp, что 

8: (e ;) =, (10.171) 

и в Е такой набор элементов #,, ..., 2,, что 

Введем в рассмотрение линейный оператор 

Ри= У 8: (и) h;. (10.173) 

[=] l 

Как легко видеть, уравнение (10.169) равносильно системе 
из одного векторного уравнения 

и=А(и, ^)|- Б(и—щ)— УЕ, (10.174) 
j=l 

и из nN скалярных уравнений 

6, = 8, (и — uy) (1=1,..., П). (10.175) 

Здесь &,..., и — вспомогательные скалярные переменные. 
Так как нас интересует решение и уравнения (10.169), 

близкое к и, то интерес представляют лишь такие реше- 
ния системы (10.174) — (10.175), которым соответствуют ма- 
able &,..., Е. 

Рассмотрим более подробио уравнение (10.174). При 
А, =, &=...=6,==0 это уравнение имеет решение 
и = ио. Будем рассматривать набор и = {A; &,..., &,} как 
один векторный параметр. Тогда уравнение (10.174) можно 
переписать в виде 

и = Г(и; ип), (10.176) 

rie ТГ — вполне непрерывный оператор. Легко видеть, что 

Ти (шо; to) = Ay (шо; Ao) + D, (10.177) 

где Wy = (№; 0, ..., 0}. Простая проверка показывает, что | 
у 

не является собственным значением оператора Ти (uo: Uo). 
Поэтому к уравнению (10.176) может быть применена OCHOB-
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ная теорема 3.1 о неявной функции. Иначе говоря, из урав- 
нения (10.174) может быть определено решение 

и—и(^; Speer Sa) (А №, [81 <). — (10.178) 

Поэтому система (10.174) — (10.175) может быть заменена 
равенством (10.178) и п скалярными уравнениями 

==, (H(A; $, ..., $2) — №0] (1=1,..., п). (10.179) 

Система уравнений (10.179) называется уравнениями развет- 
вления Ляпунова — Шмидта. Отыскание неявной функции в 
вырожденных случаях равносильно отысканию малых решений 
Е (^), ..., & (A) системы (10.179) и подстановке их в (10.178). 

Сделаем несколько разочаровывающих замечаний. 
Система (10.179) при ^== № имеет очевидное нулевое 

решение &, =& ==... =, =0. Поэтому хотелось бы для ее 
исследования применить основную теорему 3.1 о неявной 
функции. Этого сделать, к сожалению, нельзя, так как ли- 
неаризованная система тождественно равна нулю. Поэтому 
исследование системы (10.179) требует специальных построений. 

Второе замечание связано с тем, что решение (10.178) 
в явном виде можно найти лишь в совершенно исключитель- 
ных случаях. Поэтому и уравнения системы (10.179) в явном 
виде, как правило, не выписываются. 

Эти разочаровывающие замечания не мешают, однако, 
успешно изучать уравнение разветвления. Это связано с тем, 
что общие методы изучения (метод диаграммы Ньютона — см., 
например, СМБ, Математический анализ, II, гл. Ш, § 2; ме- 

TOA исключения — см., например, С. Лефшец, Геометрическая 
теория дифференциальных уравнений, и другие) систем нели- 
нейных уравнений требуют в основных случаях либо прибли- 
женных формул для функций, входящих в уравнения, либо 
знания некоторого числа коэффициентов разложения этих 
функций по формулам Тейлора. Для приближенного построе- 
ния правых частей уравнений (10.179) можно воспользоваться 
приближенными выражениями функций (10.178), отыскивая 
их методом (10.147) последовательных приближений. Для по- 
строения разложений правых частей уравнений (10.179) 
по степеням A—A,, &,..., Е, достаточно найти разложения 
функций (10.178) по этим же переменным. Здесь можно 
применить метод неопределенных коэффициентов, описанный 
вп. 3.3.
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3.6. Метод Некрасова — Назарова. Как было выяснено 
в предыдущем пункте, исследование уравнения разветвления 
(10.179) является трудной и громоздкой задачей. Возникает 
естественный вопрос о возможности непосредственного по- 
строения близких к и, решений уравнения (10.167) или: 
в частности, (10.169). Такой метод был предложен и разра- 
ботан в работах А. И. Некрасова и Н. Н. Назарова [19], 
[20], а затем других авторов. 

Мы продолжим исследование уравнения (10.169). Пара- 
метр A будем считать скалярным. Оператор А (и; A) будем 
считать аналитическим в точке {Uy; Ay} в том смысле, что 

~
 

A(u; 2) — А(и; Ao) = Dy (A— Aq)” Biny (@ — Uy), (10.180) 
m+.=1 

где 

Ви! (и) = Ви, (и, ..., и), (10.181) 

Ви! (и, ..., 1) — непрерывный по совокупности переменных 
и линейный по каждому переменному оператор; ряд (10.180) 
сходится равномерно в некоторой окрестности точки {Xpo, №). 
При этих предположениях правые части уравнения развет- 
вления являются аналитическими по совокупности перемен- 
ных ^— АЛ, Ё&,..., & функциями (как в случае комплек- 
сного, так и в случае вещественного пространства). 

В основных случаях решения §, (A), ..., §, (A) системы 
(10.179) могут быть представлены (см., например, [1]) ря- 
дами по целым или дробным степеням А, — №. Допустим, что 

со 

Bj) = пу (j=1, 2,..., n), (10.182) 

rae 

w= (А — 2, (10.183) 

а р — некоторое натуральное число. Тогда и решение и (A) 
уравнения (10.169) можно представить рядом 

и (^) = uy—+ Ури, (10.184) 
k=1 

который сходится равномерно при достаточно малых и. 
Для определения неизвестных элементов-коэффициентов Up 

Некрасов и Назаров предлагают применять метод неопреде-
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ленных коэффициентов. Для этого ряд (10.184} подставляется 
в уравнение (10.169) и правая часть разлагается в ряд по сте- 
пеням 1. Приравнивание коэффициентов при одинаковых сте- 
пенях и в левой и правой частях дает бесконечную систему 
уравнений, которой должны удовлетворять коэффициенты и». 
Простой подсчет показывает, что получающаяся система 
имеет вид 

uy = Ay (Ho No) и Ao, 

w= As (oi fa) из Ih (a) (10.185) 

te = Al (uo: hg) tty hh (ih ..., И), 

] 
Априори неясно, в ряды по каким дробным > Или по це- 

лым степеням приращения А — \ раскладываются решения 
и (^,) уравнения (10.169). По-видимому, проще всего отыски- 
вать р методом проб. Ясно, что при разных р системы (10.185) 
будут различными. 

Допустим, что удается найти решение {4,, Uy, ... } си- 
стемы (10.185). Отсюда еще не вытекает, что ряд (10.184) 
с найденными коэффициентами будет решением уравнения 
(10.169). Более того, не ясно, будет ли указанный ряд схо- 
диться при каких-либо ненулевых и. В связи с этим ряд 
(10.184) называют формальным решением уравнения (10.169). 

Легко доказывается, что формальное решение превраща- 
ется в настоящее решение, если ряд (10.184) сходится при ма- 
лых и. Для доказательства сходимости и одновременно для 
отыскания области сходимости обычно применяется мегод ма- 
жорантных числовых рядов. Ограничимся ссылкой на работы 
А. И. Некрасова и Н. Н. Назарова [19], [20], в которых 
проведен анализ для интегральных уравнений, и на более 
поздние работы [4, 5]. 

Известны и утверждения другого типа о сходимости Mop- 
мальных решений (см. [18]). Приведем один результат для 
уравнений в комплексных пространствах: если решение Uy 
является изолированным решением уравнения (10.169) 
при K=A, то все формальные решения (10.184) явля- 
ются настоящими. 

Перейдем к анализу системы (10.185).
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Первое уравнение этой системы линейное. Так как 1 
является собственным значением линейного вполне непрерыв- 

ного оператора Аи (uo; Ao), то оно разрешимо не при всех Ay. 
Если уравнение неразрешимо, то число р выбрано неверно. 
Лопустим, что первое уравнение разрешимо. Тогда его pe- 
шение имеет вид 

— 1* 1) 1) и = се... ee, (10.186) 

у 
гдее,,..., е,—базис собственных векторов оператора А, (и; Ao), 

1 
отвечающих собственному значению 1, ac} ee, Ce произ- 
вольные постоянные, которые подлежат определению. 

Перейдем ко второму уравнению системы (10.185). Это 
снова линейное уравнение, свободный член которого зависит 
от параметров с(),..., с@. Условия разрешимости этого 

уравнения дают систему из п скалярных уравнений, из кото- 
рых можно определить, вообще говоря, постоянные cl), ..., cl), 

Таким образом, условия разрешимости второго уравнения си- 
стемы позволяют полностью определить U,. 

Второе уравнение определяет решение и, снова с точ- 
ностью до некоторых произвольных постоянных с), ..., с®. 

Значения этих произвольных постоянных определяются из усло- 
вий разрешимости третьего уравнения. 

Этот процесс можно продолжить; он в абсолютном боль- 
шинстве случаев позволяет последовательно найти все коэх- 
фициенты Uy. При этом, как правило, уравнения для определения 
произвольных постоянных с), ..., cl#) в выражениях для и, 

при всех A, начиная с некоторого, определяются из систем 
линейных алгебраических уравнений. Во всех таких случаях 
формальные решения являются настоящими решениями. 

Применение метода неопределенных коэффициентов тре- 
бует, таким образом, решения линейных интегральных урав- 
нений и последовательпого решения систем скалярных урав- 
нений. 

Отметим еще, что определение произвольных постоянных 
в выражениях для и, может потребовать привлечения усло- 
вий разрешимости нескольких последовательных уравнений 

системы (10.185). 
3.7. Точки бифуркации. Исследование вырожденного слу- 

чая существенно упрощается, если известно одно решение



$ 3] ПРОДОЛЖЕНИЕ И ВЕТВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ 427 

рассматриваемого уравнения не при одном фиксированном 
значении параметра, а при всех его значениях. 

Продолжим изучение уравнения вида 

и = А(и, ^), (10.187) 

где А (для простоты) — скалярный параметр. Будем считать, 
что нам известно решение и(^), а интерес представляют pe- 
шения, отличные OT и (А). Эти решения и будем искать в форме 

u==u(A)+ ч. (10.188) 

Тогда v будет определяться уравнением 

v=T(v, A), (10.189) 
где 

T(v, A) =A[u(A)+ 4; М — и(^). (10.190) 

Уравнение (10.189) имеет нулевое решение при всех зна- 
чениях A. 

Число Ay называется бифуркационным значением пара- 
метра ^ или точкой бифуркации, если каждому >> 0 со- 
ответствует такое AE (Ag — &, Ag+ =), при котором уравнение 
(10.189) имеет ненулевое решение 9(А), удовлетворяющее 
условию |9(^)| <=. Подчеркнем, что в определении точки 
бифуркации ничего не говорится о том, при скольких зна- 
чениях А уравнение (10.189) имеет малые ненулевые решения. 

1 
Например, для уравнения вида v= Ту с линейным опе- 

ратором 7 каждое его собственное значение № будет точ- 
кой бифуркации; если Ау является изолированным собствен- 
ным значением, то при близких к Ау и отличных от Ag зна- 
чениях А уравнение ненулевых решений не имеет. В других 
задачах ненулевые решения существуют лишь при значениях A, 
отличных от №. 

Во всем пункте мы будем считать, что оператор А, 
а вместе с ним и оператор Г — вполне непрерывные и доста- 
точно гладкие. 

Теорема 3.3. Пусть hy — точка бифуркации. Гогда | 
является собственным значением линейного оператора 

То (0, Ag). 
Конечно, эта теорема содержит лишь необходимое усло- 

вие для того, чтобы число № былое точкой бифуркации.
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Теорема 3.3 позволяет отбирать значения Ay, «подозрительные 
на точки бифуркации». В приложениях, как правило, 

1 является собственным значением оператора Ть(0; А) лишь 
при отдельных изолированных значениях параметра А. Если 
эти значения параметра удается найти, то каждое из них 
нужно подвергнуть специальному дополнительному анализу. 

В качестве примера рассмотрим уравнение (10.141) спе- 
цчального вида 

од = | Kix, t, о аЕ (10.191) 
о 

Будем считать, что K (x, В 0)==0; тогда уравиение (10.191) 
при всех значениях А имеет нулевое решение. Будем также 
предполагать, что ядро К (x, Ь и) вместе со своей производ- 

ной Ки (x, Ё и) непрерывно по совокупности переменных 
x, (60; |и|<о. Тогда интегральное уравнение (10.191) 
можно рассматривать как операторное уравнение (10.189) 
в пространстве С непрерывных на {2 функций с вполне He- 
прерывным оператором 

Т (о; NA | К[х, t, v(d)] dt. (10.192) 
Q 

Очевидно, 

T, (0; ЛВ =А [ Ki (x, t, O)A(D at; = (10.193) 
ь 

единица является собственным значением при не более чем 
счетном числе значений параметра А — когда 1/А совпадает 

/ 

с одним из собственных значений ядра Ки (х, Ё 0). 
Дальнейшие рассуждения относятся к вещественным про- 

странствам. 
/ 

Пусть А ==1 — собственное значение оператора Ту (0, 1.) 
и пусть Ag-— изолированное подозрительное на бифуркацион- 
ное значение параметра. Простые рассуждения показывают, 
что при всех близких к № и больших, чем Ag, значениях A 

будет одинаковым число (— if где В (^) — сумма кратно- 
/ 

стей вещественных собственных значений оператора Т, (0, A) 
л, 

больших, чем 1. Это общее значение чисел (— 1} ’ обо-
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значим через (— 1)° For Аналогично определим число 
(— 1)° (A. - 0) 

Теорема 3.4. /lycmo 

c— 1803-97 eC 3 0, (10.194) 

Тогда ho является точкой бифуркации. 
Подчеркнем, что теорема 3.4 использует лишь свойства 

линеаризованного в нуле уравнения. 
Из теоремы 3.4 немедленно вытекает слелующее более 

частное утверждение. 

Теорема 3.5. //Лусть производная Ty (0, A) имеет вид 

T, (0, A)=AB, (10.195) 

где B— линейный вполне непрерывный оператор. Пусть 
п, — ненулевое нечетнократное собственное значение опе- 
ратора В. Гогда число 

№ == 1Лу (10.196) 

является точкой бифуркации. 
Простые примеры показывают, что число (10.196) может 

не быть точкой бифуркации, если собственное значение щ 
оператора В имеет четную кратность. 

Теорема 3.5 непосредственно применима к исследованию 
уравнения (10.191). Из нее вытекает, что число (10.196) 
является точкой бифуркации для задачи о малых ненулевых 
решениях уравнения (10.191), если у» — нечетнократное соб- 

/ 

ственное значение ядра Ки (х, Ё, 0). 
В качестве второго примера рассмотрим интегральное 

уравнение 
1 1 2) 1, 

v(x) = %0(%) | G(x. ом | foe neat ‚ 

0 0 
(10.197) 

где G(x, В — функция Грина дифференциального операто- 
ра — у’ при граничных условиях у (0) = у(1) = 0 (см. стр. 79), 
ар(х) — положительная непрерывная функция. Решения этого 
уравнения определяют формы потери устойчивости сжатого 
стержня переменной жесткости Ex); параметр А пропор- 
ционален нагрузке. Нулевое решение уравнения (10.197)
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описывает прямолинейное состояние стержня. Точки би- 
фуркации — критические пагрузки. Уравнение (10.197) можно 
рассматривать как операторное уравнение в пространстве С 
непрерывных на [0, 1] функций. Из теоремы 3.5 вытекает, 
что точки бифуркации — критические значения параметра А, 
совпадают с теми значениями A, при которых линеаризован- 
ное уравнение 

1 

v(x) = h(x) | G(x, Aue) dt (10.198) 
0 

имеет ненулевое решение, так как все собственные значения 
ядра р(х)С (х, ¢) простые. Сформулированное утверждение 
является обоснованием известного метода Эйлера отыскания 
критических нагрузок в задаче потери устойчивости сжатого 
стержня. 

3.8. Дополнительные замечания о точках бифуркации. 
Как мы выяснили в предыдущем пункте, исследование изоли- 
рованного подозрительного на точку бифуркации значения № 
параметра A является сложной задачей, если не выполнено 
условие (10.194). Здесь приходится прибегать либо к общим 
методам (см. пп. 3.0—3.6) построения неявных функций 
в вырожденных случаях, либо применять специальные приемы. 

Одна из общих теорем о точках бифуркации связана 
с понятием индекса Y нулевой точки вполне непрерывного 
векторного поля © — А (9; A,). Оказывается, что если среди 
трех чисел 

(— 1)° (7-0) у, (— 1)В (Ao +0) (10.199) 

хотя бы два различны, то h,— точка бифуркации. Это 
утверждение содержит, конечно, теорему 3.4. Для вычисления 
индекса Y разработаны эффективные методы (см., напри- 
мер, [7], [9], [16]), описание их выходит за рамки настоящего 
справочника. 

Напомним, что оператор 7 называется потенциальным, 
если он является градиентом некоторого функционала. Мы 
предположим здесь, что вполне непрерывный оператор Г—гра- 
диент равномерно дифференцируемого и слабо непрерывного 
функционала в вещественном гильбертовом пространстве. Как 
показал Л. А. Люстерник, производные оператора Г являются 
самосопряженными операторами.
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Теорема 3.6. Пусть Т (0) =0. Пусть Т’(0) положи- 
тельно определен. Гогда каждое ненулевое собственное 
значение i, оператора Т’ (0) является точкой бифуркации 

для уравнения v= > T(v). 

Подчеркнем, что в этой теореме не играет роли кратность 
собственных значений. Известное доказательство теоремы 3.6 
использует топологические построения. 

В качестве примера рассмотрим интегральное уравнение 

(от [ке t) ЛЕ, v(t)] at (10.200) 
Q 

с непрерывным положительно определенным ядром К (x, ¢) 
и функцией /(2, и), непрерывной вместе со своей производ- 

ной f,(¢, и). Допустим, что f(t, 0)==0. Из теорем 3.3 13.6 
вытекает, что бифуркационные значения задачи о малых ре- 
шениях уравнения (10.200) совпадают с собственными значе- 

ниями ядра K(x, t) fy (Е, 0). 
Более тонкие применения теорем 3.3—3.6 к нелинейным 

интегральным уравнениям можно получить, если применить 
более сложные признаки дифференцируемости, потенциаль- 
ности и т. д. интегральных операторов в различных функцио- 
нальных пространствах. 

За недостатком места мы вынуждены отказаться от более 
полного анализа точек бифуркации и отправить читателя к мо- 
нографиям [9] и [10]. 

Сделаем лишь еще одно замечание, относящееся к случаю, 
когда уравнения (10.181) и (10.183) рассматриваются в ком- 
плексном пространстве, когда А — комплексный параметр 
и, наконец, когда оператор А аналитичен. В этом случае 
каждое изолированное подозрительное на точку бифуркации 
значение Л, является точкой бифуркации (см. [17]).
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-— телесный 147 
Коэффициент влияния 92 
Кратность дефектного значения 126 
— числа Шмидта 145 

:-характеристика линейного 
рального оператора 104 

интег- 

Матрица влияния 92 
— вполне пеотрицательная 89 
— — положительная 89 
— осцилляционная 89 
Матрица-функция 320 
— треугольпая 321 
Матричный сингулярный оператор 351 
Метод блочный 87 
— Винера — Хопфа 305 
— Карлемана 181 
— Некрасова — Назарова 424 
— регуляризации 156 
Минор Фредгольма 54 
Многочлен Эрмита интериоляционный 

10 
Множество резольвеитное 116 

Нормальная разрешимость уравнения 
322 

Носитель функции 350 
Нулн оператора 174 

Оператор абсолютно ограниченный 
371 

— аналитический 394 
— асимптотически линейный 395 
— вогнутый 409 
— Вольтерра 153 
— Гаммерштейна 369 
— Гильберта — Шмидта 67, 149 
-- гомотопный 175 
—, двойствениый данному 124 
—. дифференцируемый по Фреше 383 
— интегральный линейный 96
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Оператор интегральный линейный по» 
ложительно определенный 193 

— — — симметрический 105 
— — — co слабой особенностью 18 
— — — типа потенциала 111 
— — — транспонированный 105 
— линейный вполне непрерывный 99 

— непрерывный 99 
— нормально разрешимый 175 
— ограниченный 99 
— положительный 99, 147 
— — монотонный 147 
— регулярный 99 
— самосопряженный 67, 136 
—, Сопряженный с Данпым 99 
— ИО-коограниченный 106 
— О-ограниченный 105 
— ио-положительный 150 
Ляпунова — Лихтенштейна 370 
Мерсера 140 
нелинейный 
371 
— положительный монотонный 409 
потенциальный 404 
разрешающий 117 
Римана — Лиувилля 113 
сжатия 399 
сингулярный 168 
— интегро-дифференцнальный 
(СИД) 363 
— — нетеров 365 
— — порядка $ 364 
— — эллиптический 365 
— Коши 168 
— матричный 351 
— многомерный 338 
— общий 176 
—, представление через его сим- 
вол 344 
— простейший 177, 344 
— системы уравнений 190 
— сопряженный 347 
— суперпозиции 369 
улучшающий 120 
ио-вогнутый 409 
Урысона 369 
Фредгольма 15, 37 

— Харди 113 
Определитель Фредгольма 54 

P
r
t
d
q
y
g
u
t
r
e
d
t
r
a
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a
s
 

вполне непрерывный 

Py
ar
 

d
d
 

Пермутатор 81, 151 
Плотность интеграла Коши 163, 

Подпространство дефектное 126 
— оператора корневое 126 
— — собственное 125 
— — присоединенное 126 
Полюс сингуляриого интеграла 337 
Порядок дефектного значения 126 
— собственного значения 125 
Потенциал двойного слоя 214 
— проводящего диска 284 
— простого слоя 214 
—, Прямое значение 215 
—, — — нормальной производной 215 
— тепловой двойного слоя 244 
— — простого слоя 246 

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Преобразование Каиторовича — Лебе* 
дева 23 

— Лапласа 22 
— Меллина 23 
— Фурье комплексное 22 
— —, косинус-п. 22 
— — многомерное 357 
— —, синус-п. 22 
— Ханкеля 23 
Принцип Банаха сжатых отображе* 
ний 399 
— мажоранты 378 
— Шаудера 399 
Проектор 127 
— дополнительный 127 
Производная оператора по Фреше 383 
Производные обобщенные сингугляр- 

ного интеграла 340 
— оператора Гаммерштейна 384 
— — Урысона 392 
Пространства Банаха двойственные 123 
— инвариантные оператора 169 
Пространство функций Липшица 355 
— — Лоренца 114 
— — Марцинкевича 114 
— — обобщенных 359 
— — Орлича 114 
— — полуупорядоченное 146 
— — Слободецкого 343 
— — Соболева 343 

— — C(0, co) 280 
— — Сп (0, co) 280 

—- Со (0, со) 280 

— — Ho (Г) 170 

— — L (2) 97 

—— Ly (0, co) 280 

— — Бо 97 

— — М (0, о) 280 
— ядер 118 
Процесс ортогонализации 68 

Радиус спектральный 84 
Ранг вектора корневого 126 
— значения дефектного 127 
— — собственного 126 
— присоединенного функционала 126 
— характернстического числа 38 
Растяжение конуса 408 
Регуляризатор 275 
— левый 174 
— — эквивалентный 156 
— правый 174 
— — эквивалентный 156 
Регуляризация 173 
— левая 173 
— — эквивалентная 174 
— неограниченная 206 
— Правая 173 
— — эквивалентная 174 
— сингулярного многомерного инте“ 

грала 350 
Резольвента оператора вполне непре- 

рывного 133 
= — линейного 116



ПРЕДМЕТНЫЙ 

Резольвента оператора линейного ин- 
тегрального 119 

— — самосопряженного 
го 136 

— — улучшающего 120 
— Фредгольма 52 
— ядра 45 
— — симметричного 69 
Решение уравнения 

425 

интегрально- 

изолированное 

— — сингулярного классическое 21 
— — тривиальное 38 
— — формальное 425 
Ряд билинейный 70 
— Гильберта — Шмидта 69 
— интегро-степенной 25 
— Неймана 43 
Ряды Фредгольма 54 

Сжатие конуса 408 
Символ 191 
— интегрального уравнения с разно- 

стным ядром 274 
— сингулярного оператора 177, 340 
Символическая матрица 191, 352 
Собственные значения оператора в 

банаховом пространстве 125 
— — — нелинейного 411 
— — позитивные 77 

— — — простые 77 
— 3 уравнения с разностным ядром 

0 
— колебания мембраны 260 
— — струны 259 
- функции нелинейного оператора 

41 
— — ядра 38 
Совокупность элементов, правильно 

входящих в конус 151 
Спектр оператора 116 
— — вполне непрерывного 125 
— — самосопряженного 136 
— собственный 125 
Сфера Римана 336 

Теорема Аткинсона 176 
— Гильберта — Шмидта 68, 142 
— Куранта 139 
— Лалеско 42 
— Мерсера 71 
— Нетера 178, 191 
— Племеля — Привалова 169 
— Привалова 165 
— Хаусдорфа 175 
— Шура 42, 59 
Теоремы Фредгольма 41, 132, 350 
Теорня Фредгольма 37 
Точка бифуркации 427 

Уравнение бнгармоническое 235 
— иптегральное Абеля 19 
-- — Винера — Хопфа 21 
— — — — второго рода 312 
— — — — первого рода 313 
— овольтерра второго рода 18, 152, 
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Уравнение интегральное 
первого рода 

— — Гаммерштейна 24, 369 
— — Геллерстедта 202 
— — Дуальное (парное) 21, 273 
— — Лауричелла — Шермана 241 
— — Ляпунова 25 

Вольтерра 

— Мусхелишвили 239 
— нелинейное 24, 368 
— парное (дуальное) 21, 273 
— с почти разностным ядром 20 
— с разностным ядром 20, 272, 273, 
308, 314 

— — симметричное 66 
-- — сингулярное многомерное 23, 335 
— пространстве обобщен- 

ных функций 359 
— — — — на многообразии с краем 

———в 

365 
— — — — Ha цилиндре 357 
— — — — с вырожденным снмволом 

361 
— — — одномерное 23, 159 

— — — в обобщениых функциях 
210 

— — — — общее 207 
— — — с вырожденным CHMBCJIOM 

206 
— Трикоми 202 
— Урысона 24, 369 
— Фредгольма 14 
— — второго рода 14 
— — вырожденное 47 
— — нерднородное 16 
— — однородное 16 
— — первого рода 14, 154 
— — симметричное 66 
— — co слабой особенностью 18 
— — союзное 40, 123 
операторное линейное в банахо- 
вом пространстве 115 

— разветвления Ляпунова — Шмидта 
423 

Уравнения интегральные с итериро- 
ванными ядрами 121 

— — с разностными ядрами, системы 
на полуоси 319, 324 

— — сингулярные в 
Липшица 355 

-- — —, системы 208, 351 
— — теории потенциала 213, 225, 262 
— — — теплопроводности 243 
— — — упругости 235, 241, 254, 261, 

261 

Г
Е
Р
А
!
 

пространствах 

— —, ядра которых зависят OT THs 
пергеометрической функции 33 

Условие Гельдера 162 
— Липшица 162 
Условия Каратеодори 375 
— Ляпунова 213 

Факторизация 286 
— матриц-функций 320 
— — стандартная левая 320 
— — — правая 321 
Формула Пуанкаре — Бертрана 172 
— Стнрлинга 342
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Формулы интегрирования для инте- 
грала Гильберта 167 

— обращения 26 
Функции Гурса 235 
— сферические 341 
Функционал дефектный 126 
— дифференцируемый 403 
— линейный положительный 159 
— присоединенный 126 
Функция амплитудная 9] 
— бигармоннческая 235 
— внхревая 270 
— влияния 91 
— Грина 79, 233, 260 
— — комплексная 233 
— каноническая 200 
— Эри 236 

Характернстика операторов 104 
— сингулярного интеграла 337 
Характеристнческие числа ядра 38 

Частота собственная 91 
Числа Шмидта 145 
Число нулей оператора 174 
Член интегро-степенной 25 

Экстремальные свойства собственных 
функций 72 

— — характеристических чисел 72 
Элемент квазивнутренний 148 

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Ядра нтернрованные 41 
— —, Построенные по ядру 118 
— осцилляционные 89 
— с рациональнымн преобразования- 

ми Фурье 328 
— союзные (транспонированные) 49 
— стохастические 81 
— транспонированные (союзные) 40 
— Фредгольма главные 62 
— — канонические 62 
— — ортогональные 61 
— Шмидта 73 
—, экспоненциально 

бесконечности 326 
Ядро интегрального уравнения 14 
— — — значения правильные 38 
— — —, — характеристические 38 
— Коши 163 
— непрерывное неотрицательное не“ 

разложимое 78 
— ограниченное 79 
—,— сверху, снизу 78 
—, симметризируемое 

71 

убывающие на 

слева, справа 

— симметричное 66 
— — неполное 71 
— — отрицательно определенное 71 
— — отрицательное 71 
— — полное 71 
— — положительно определенное 71 
— — положительное 71 
— со слабой особенностью 59 
„- фредгольмовское 15 
— Шварца 233
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