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АННОТАЦИЯ 

Настоящий выпуск серии «Спразочная математическая 
библиотека» посвящен интегральным преобразованиям и опе- 
рационному исчислению. В первой части изложены основы 
теории ингегральных преобразований Фурье, Лапласа, Mea- 
тина, Бесселя, Ханкеля, Мейера, Конторовича — Лебедева и др, 
Особое виимание уделено преобразованию Лапласа и его 
применению к математическому анализу. 

Операционвое исчислеиие излагается на осиове теория 
Микусинского с некоторым ее видоизменением. Указывается, 
как оно связано с преобразованием Лапласа, и приводятся 
примеры реатизации конкретных операторов. 

Вгорую часть составляют таблицы интегральных пре- 
образований {косинус- и синус-преобразования Фурье, пре- 
образования Лалласа, Меплина, Ханкеля, Конторовича—Лебе- 
дева и Мелера—Фока). При составлении таблиц были использо- 
ваны справочные руководства И работы, опубликованные 
в периодической литерагуре. Некоторые результаты публи- 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

За последние десятилетия в математическом анализе ши- 
рокое распространение получили методы, связанные с исполь- 
зованием интегральных преобразований. Эти методы были 
успешно применены к релению дифференциальных и интег- 
ральных уравнений, изучению специальных функций, вычисле- 
нию интегралов. Существенным преимуществом метода интег- 
ральных преобразований является возможность подготовки 
таблиц прямых и обратных преобразований различных функций, 
часто встречающихся в приложениях. 

В настоящем выпуске серии «Справочная математическая 
библиотека» (СМБ) рассматриваются наиболее распростра- 
ненные интегральные преобразования. Первая часть посвя- 
щена основам теории и состоит из пяти глав. В первой главе 
излагаются элементы теории преобразований Фурье и неко- 
торые их приложения. Центральной и наиболее обширной 
является глава вторая, посвященная преобразованию Лапласа. 
Здесь же рассматривается преобразование Меллина. 

Глава третья посвящена интегральному преобразованию 
Бесселя. К последнему относится ряд интегральных преоб- 
разований, ядром которых являются функции Бесселя. 
В частности, в этой главе рассматриваются преобразования 
Ханкеля, Мейера и Конторовича-—Лебедева. В главе четвертой 
приводятся краткие сведения о некоторых других интеграль- 
ных преобразованиях. В пятой главе излагаются основы 
теории операционного исчисления. 

Как известно, символическое или операционное исчисле- 
ние стало систематически разрабатываться в середине прош- 
лого столетия. В конце ХХ века Хевисайд успешно приме- 
HH его к решению некоторых задач, связанных с теорией 
электромагнитных колебаний. Широкое распространение 
операционного исчисления Хевисайда привело к появлению
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многочисленных работ по его обоснованию. При этом 
первоначальная операторная точка зрения Хевисайда была 
значительно вытеснена работами Карсона, Деча, Ван дер 
Поля и др., которые в своих исследованиях опирались на 
преобразование Лапласа и интеграл Меллина. 

Однако такое положение не могло продолжаться долго, 
так как успешное развитие функционального анализа и, в част- 
ности, теория линейных операторов способствовали развитию 
операторных методов в математическом анализе. В работах 
[15], [60] дается операторное изложение операционного 
исчисления © использованием преобразования Лапласа. 

Полный возврат к первоначальной операториой точке 
зрения был сделан Микусинским [59}. Он дает строгое опе- 
раторное обоснование операционному исчислению Хевисайда 
без всякой связи с теорией преобразования Лапласа. При 
изложении этой теории Микусинскому приходится вводить 
различные обозначения для функции и для ее значения 
в некоторой точке. Микусинский обозначает функцию через 
{f(t)}, а значение этой функции в точке Е — через f(t). 
Например, 2 есть число, а {2} есть функция, принимающая 
постоянное значение 2. 

В главе V свертка определяется, в отличие от Микусин- 
ского, таким образом, что не приходится различать кон- 
станты от функций констант. Так как в ряде случаев при 
применении интеграла Лапласа значительно упрощаются 
различные преобразования и вычисления, связанные © оты- 
сканием операционных формул, то здесь указывается на связь 
построенного исчисления с преобразованием Лапласа. 
В этой же главе рассматривается также обобщенное преоб- 
разование Лапласа и приводятся его основные свойства. 
В конце главы дается краткое изложение операционного 
исчисления для оператора Бесселя и устанавливается его 
связь с преобразованием Мейера. 

Вторую часть книги сославляют таблицы формул интег- 
Ральных преобразований. Различные формулы интегральных 
преобразований возникают при решении конкретных задач, 
однако в дальнейшем они могут быть применены к решению 
других вопросов. Поэтому таблицы формул интегральных 
преобразований имеют обширную область приложений, охва- 
тывающую собой самые разнообразные отрасли знаний: 
математику, физику, механику, электротехнику и т. д,
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Таблицам формул предшествует перечень обозначений специ- 
альных функций и некоторых постоянных, приведенных в гл. VI. 

В остальных главах рассматриваются: косинус- и синус-преоб- 
разования Фурье, преобразования Лапласа—Карсона, Меллина, 
Ханкеля, Мейера, Конторовича—Лебелева, Мелера—Фока, 
Гильберта и др. При составлении таблиц были использованы 
в большинстве случаев существующие работы аналогичного 
характера. Среди них следует особо отметить: Erdelyi 
A., Magnus \., Oberhettinger F., Tricomi Е. С., 
Tables of integral Transforms, 1954; Oberhettinger F., 
Tabellen zur Fourier-Transformation, 1957. 

При обработке такого большого количества формул воз- 
можны недосмотры и ошибки. За всякие указания и поправки 
авторы будут очень обязаны читателям и заранее выражают 
им CBOIO благодарность. 



ОСНОВЫ ТЕОРИИ - 

РЛАВА I 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 

$ 1. Некоторые сведения из теории рядов Фурье 

Функция f(t) при довольно общих предположениях может 
быть представлена бесконечным рядом вида 

= >» (a,, cos nt -+- 6, sin nt), (1.1) 

где 

и
.
 ==} f(i)cosntdt  (п=0, 19, ...), (1.2) 

Е | Hosiantar (и=1, 2, ...). (1.3) 

Этот ряд называется тригонометрическим рядом Фурье. 
Числа a, и 6, называются коэффиицентами Фурье функции 
7(. Так как все члены ряда (1.1) периодичны с периодом 21, 
то при исследовании этого ряда можно ограничиться любым 
интервалом длины 2. В случае интервала произвольной длины 
2f ряд Фурье 

=“ (2, cos 4b, sin in) (1.4) 
a=1 

где 
| 

‚т fit cos 2 at (n==0, 1, 2,...) (1.5)
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l 

[1 

»=7 | О sinF at (n==1, 2, ...), (1 6) 
[4 

представляет функцию с периодом 24. 
Принимая во внимание известное тождество Эйлера, свя- 

зывающее тригонометрические функции с показательной, 

e'° — cos o-f-i sin Ф, (1.7) 

рял (1.1) можно представить в комплексной форме 

[2.4 

fO= DB се", (1.8) 
L=— RQ 

где 

„= Jf Дей  (п=0, +1, -+2, ...). (1.9) 

Иногда удобнее рассматривать не интервал (— п, п) или 
(0, 2m), а интервал длины 1, например (0, 1). Тогда коэф- 
фициевты ряда Фурье принимают вид 

1 

= Л е-=Ч = (n= 0, +1, 42, ...). (1.10) 
0 

Если f(t) — четная функция, т. е. f(—t)—=/f (2), и если 
она интегрируется на интервале (— 1, Г), симметричном отно- 
сительно начала координат, то 

% | 1 

re dt = 2 \ s(t at. 

Аналогично, если f(1)—nevemnan функция, т.е. f(—ft)= 
——/(!), то 

| 

| F(A dt=0. 
1 

Если f(f)— четная функция на интервале (—п, п}, TO 
функция f(t) cos nt — четная, а функция Л (2) sin zt — нечетная 
для каждого значения п. Определяя коэффициенты ряда
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Фурье для четной функции f(t) по формулам (1.2) и (1.3), 
получим 

9 т 

а. | f(é) cos ntdt (1.11) 
0 

и b,==0. Ряд Фурье для f (2) содержит только члены с ко- 
синусами; коэффициенты этого ряда определяются формулой 
(1.11). 

Если Г(Р) — нечетная функция, то функции f(f)cosnt и 
F(t}sm nt будут, соответственно, нечетной и четной функ- 
циями. Ряд Фурье для нечетной функции Ё(Ё) содержит только 
члены с синусами, коэффициенты при которых опреде- 
ляются по формуле 

9 rs 

n=) зв nt dt. (1.12) 

Таким образом, любая функция, интегрируемая в пределах 
от 0 до п, формально может быть представлена на этом ин- 
тервале посредством ряда Фурье по синусам или косинусам, 
без предположения об ее четности, нечетности, периодичности 
или вообще определенности вне этого интервала. 

Одной из основных теорем теории рядов Фурье является 
Теорема 1 (Римана—Лебега) Если функция f(t) 

интегрируема на интервале (а, 5), то при h—> со 

5 b 

{fa cos A tdi — 0, (Fa sin hédt —>0. 

Доказательство см. в [17], [27]. Теорема Pumana—JleG6era 
имеет следующие важные следствия. 
‘’Следсгвие 1. Коэффициенты Фурье любой интегри- 

Руемой функции стремятся к нулю. 
Следствие 2. Поведение ряда Фурье в некоторой 

точке Ё зависит только от поведения функции в непосред- 
ственной окрестности этой точки (npunuun локализации. 

Мы сформулируем наиболее употребительный признаю 
сходимости ряда Фурье Если }— функция с ограничен- 
ным изменением, то ряд Фурье функции f сходится в
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1 
каждой точке Ё к значению aif (#--0) —f(#—0)}. Если Л, 

кроме того, непрерывна во всех точках некоторого интер- 
вала (а, 2), то ряд Фурье на этом интервале равномерно схо- 
дится (см. [27]). 

$ 2. Иятегральная формула Фурье 

Пусть функция /(Ё, имеющая период 2/, представлена 
рядом Фурье (1.4). Подставляя в (1.4) выражения ans a, uD, 
из (1.5) и (16), получим 

i CO 1 

о FOAL т | Fy cose —A ae. (1.18) 
— n=l В 

nt tt 
Если положить ~-==1, —-==A4) и перейти формально к пре- 

делу при 2—+oo, то сумма превратится. в интеграл, и мы 
получим интегральную формулу Фурье 

0 

f)j=— | a (хе с0$ (< —В 4. = (1.14) 
0 

Она представляет функцию, определенную в интервале 
(— <<, со) таким же образом, как ряд Фурье представ- 
ляет функцию © конечным периодом. После преобразований 
можно привести формулу (1.14) к следующему виду: 

1 о 

f= tim ge} ©”) сую (45 
ИЛИ 

© 

ЛИ tim _ | Е ук de. (1.16) 
— 00 

Интеграл в правой части формулы (1.14) называется двойным 
интегралом Фурье. Формула (1.15) называется хомлплексной 
формой интеграла Фурье. Формулу (1 16) называют nped- 
ставлением функиии f(t) посредством простого интеграла 
Фурье. Классические условия справедливости вышеуказанных 
формул устанавливаются следующей теоремой.
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Теорема 2 [113}. Пусть функция f(t) интегрируема 
no Лебегу на интервале (— со,-|- 00)*) и ограниченной вариации 
на всяком конечном интервале. Тогда формулы (1.14), 
(1.15), (1.16) имеют место, если заменить их левые части 

на 5. {f(¢+0)-+ f(t—0)} в точках разрыва f(t). Формулы 

(1.14), (1.15), (1.16) могут быть записаны также в сле- 
дующей форме: 

(= iy [a (x) cos ta + 6 (u) sin tu] da, (1.17) 
0 

20e 
ca ie a 

a (u) =— ХС) cos ut dt, b(u) = | F(t) sin ut dt. 
— — 00 

Если Г(Р — четная функция, то формула (1.17) прини- 
мает вид 

fi== \ cos tu du | (<) cos их ас. (1.18) 
0 0 

Последняя называется косинус-формулой Фурье. 
Аналогично, если (РТ) — нечетная функция, то полу- 

чается синус-формула Фурье 

ел) |3) 

f= | sin tu du f(s)sinutds. = (1.19) 
0 0 

$ 3. Основные свойства преобразований Фурье 

1. Формулы, рассмотренные в предыдущем пункте, приво- 
WAT к взаимиым илн двойственным соотношениям между па- 
рами функций. 

Если положить 

Ри | f(t) 7"! dt, (1.20) 

*) Краткая запись: ХЕ L(— o, +).
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то формула (1.15) дает 
|) 

= \ F (u) e ци, (1.21) 
V or 

— 55 

где интеграл в правой части понимается в смысле главного 
значения, т. е. как предел 

i 

lim \ F(u) edu. 
#- со т 

Функция Р (#) называется преобразованием или трансфор- 
мапией Фурье функции f(f). 

Если функция / (2) интегрируема в интервале (— co, -- oo), 
то функция Р(и) существует для всех #. Функции F (1) 
и f(t), являющиеся преобразованием Фурье одна другой, 
называются Napoli преобрасований Фурье. Полагая 

Fy 2 | f(t) cos ut dt, (1.22) 
О 

получим из формулы (1.18) 

f)=V > \ F. (u) cos tu du. (1.23) 
0 

Функции, связанные указанным образом, называются па- 
рой косинус-преобразований Фурье. Аналогично, из формулы 
(1.19) можно получить лару синус-преобразований Фурье: 

Е, (w= 2 \ f(t) sin ut dt, (1.24) 
0 

fO=YV 2 | Е, (1) sin tu du. (1.25) 
0 

Если f(t) — четная функция, то 

F (и) =F, (и); 
если f (Г) — нечетная функция, то 

F (и) = iF, (и).
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2. Пусть функции Р (и) и С(и) — преобразования Фурье 
соответственно функций Л (1) и g(t), определенных формулами 
(120), (1.21). 

Формально имеем 

о ©0 ao 

1 -it 1 it ; — G Чи yy —— — ite COT fe Vin F (и) G(u)e и —5- J F (u)e au | 56 en de 
— 00 

© @ 

== | в (*) 4 | Е (и) e~ "9-9 ди — 
— бо —OD 

=r | e@se—v) dr, (1.26) 

т. е. функции 

Е (u)G(u) и В = У | g(x) f(t—+) de 

являются парой преобразований Фурье. Функция A(t) назы- 
вается сверткой функций f(t) и g(t). 

Теорема 3. /усть Л(Р) — преобразование Фурье 
функции F(t) EL (—со, -+-00) и функция g(t) € L (—oo, +00) 
(так ито ее р инь Фурье С (1) — ограниченная функ- 

ция). Тогда произведение Уж (1 а( принадлежит 
L{—oo, -+ 00) и его трансформация Фурье определяется 
формулой 

ее 

b= J #9 — 9) 4%. 

Справедливость этой теоремы следует из законности 
обращения порядка интегрирования в выражении (1.26) 
вследствие абсолютной сходимости. 

Теорема 4. Густь f(t) и gt) принадлежат 
Е (— со, +00). Тогда h(t) принадлежит L(— со, +00), 
и ee преобразованием Фурье является функьия У In F (t)G (f). 

При других предположениях вышеупомянутые свойства 
свертки смотри в [73], [103]. По аналогии c выражением
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(1.26) в случае косинус-преобразований будем иметь 

© 

\ Е. (и) G, (и) cos tu ай = 
0 

0 a) < 

= 2 { Р. (и) cos tu du | g(t) cos tu 4х == 

0 0 

\ 8 (<) de | Ро (и) {cos | — +] #-+- cos (#-- <) и] du = 
0 0 

_. 1 

— У 

= V eis -Нле-НЭн (1.27) 
6 

ч в случае синус-преобразований 
O 

) Е, (it) G, (и) sin м du == 

ze С 
— И? | Е, (и) sin tu du \ g(t) sinucdt= 

0 0 
1 оо оо 

=== | g(t) dt \ Р, (и) [cos | [—т|и — с0$ (#-- т) и] 4и = 

& (Е —*|) —Л@- $] 4. (1.28) | 
|
 

8
 

Процесс образования свертки можно повторять п раз. 
Тогда будем иметь 

тя ) P(t) F, (x)... F, (феи = 

Lf pba, Jn. CA ae 
ents 

TAGISH... ade. (1.29)



8 3] ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ 19 

3. Формулы Парсеваля. Пусть f(t)EL(— оо, + 00), 
2 (Г) интегрируема на каждом конечном интервале, и пусть 

{ 

_ i ; itt G(\= Fe lim | ee de 

для всех Ё причем G(t) всюду конечна и принадлежит 
Г (— со, - co). Тогда имеет место равенство 

rey 4 со © he 

Jrmoma=re J ба | ree dt= 

=e | лоу | G (t) ee d¢t= (осу. (1.30) 

В частности, при /—= имеем формулу 

Ро @ = | Lf (2) Pde. (1.31) 

В формулах (1.30) и (1.31), разумеется, содержатся соот- 
ветствующие формулы для косинус- и синус-преобразований 
Фурье. А именно, в случае четных функций, имеем 

\ F. (а. (0 df= | F(t) g(t) dt (1.32) 
0 0 

| [Е.Р ав | АР ats (1.33) 

в случае нечетных 

\ F. (8 G, (2) dt—=\ fit) g(t) dt (1.34) 
0 0 

| [F, (ДР а = \ [АР at. (1.35) 
0 Q
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Эти формулы аналогичны формуле 

г И И. 1.36 = [7 (2)] —= > ot У, (= bn) (1.36) 

0 п =1 

из теории рятов Фурье и называются формулами Парсеваля 
4. Преобразование Фурье аналитических функций. Пусть 

Ff (2) — аналитическая функция, регулярная в полосе 
(—a<y<ib), где а>0, 8>0, и пусть в каждой полосе, 
внутренней к (—@<у- 5), 

[ ОТете -=*]| (х—— oo), 
т =\ 0*в-0-9*] (хо) (1.37) 

где $ >> 0; A, р— некоторые фикспоованные положите..ьнье 
числа. Тогда функция 

F (@) = | f (€) ета (1.38) 

удовлетворяет аналогичным условиям, с заменой а, В, A, и 
на ^, м, 42, 6 соответственно, и 

co 

Ат | F (w) e~ dw (1.39) 
— са 

для всех & в полосе (—a<_y<_J). 

$ 4. Кратные преобразоваиия Фурье 

По определению, имеем 

F(o, d= 9 [/(х, у) |= 

= J | ао f(x, у) dx dy. (1.40) 
—-@O — © 

Функция F(@, Х) называется преобразованием Фурье функ- 
ции двух переменных f(x, у). Для функций f(x, у) и Е(о, \),
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принадлежащих £, имеет место следующая формула обра- 
щения. 

f(%, у) = F 7 [Р(®, \)| = 
фе oD 

=< | | e-fort Plo, \) ао. (1.41) 
— 00 =o 

Если f(x, у) и g(x, у) принадлежат [, то существует 
интеграл 

Fe) B(% Y= 
со 

=x J | se gte—t y—adtdn, (1.42) 
— 5 -— 

причем 

FUP) % % Bl У]=Р (6, 1) 646,1). (1.43) 

Обобщение на большее число переменных очевидно. Доста- 
точно полное изложение теории крагных преобразований 
Фурье имеется в книге Бохнера и Чандрасекара |103]. Кроме 
того, см. [119]. 

$ 5. Некоторые приложения преобразований Фурье 

Преобразование Фурье играет важную роль при решении 
широкого класса задач математической физики, к которым 
относятся, например, краевые задачи для уравнения Лапласа, 
Гельмгольца и Фурье в области, имеющей вид бесконечной 
полосы и полуполосы, бесконечного цилиндра и полуцилинд- 
ра ит. д. 

В частности, применение преобразования Фурье целесо- 
образно в задачах, которые приводятся к интегрированию 
уравнений вида 

и -- Е (и) —=Х(х, У), 

где LZ (и) — линейный дифференциальный оператор, не содер- 
жащий переменной x; f(x, у) — заданная функция. Приведем
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решение ряда задач математической физики, разрешимых 
при помощи интегральных преобоазований Фурье. 

1. Рассмотрим одну задачу гидродинамики [34], [41], 
сводящуюся к решению уравнения «(Лапласа 

O71 
sat opt a0 (y<0) (1.44) 

при следующих граничных и начальных условиях: 

a 1 oF 
ду==— 258 при у=0, (1.45) 

ди 
u=9(x) 570 при у=0 и Ё—0. (1.46) 

Пусть 
(#2) 

U(o, у, В =F [u(x, у, 9] = = | u(x, у, де-№= dy. 

Тогда, в предположении, что и—0 и 5х—*0 при 

}x|—+0o, получим 

9 [= —= — © (7 

Вместо (1.44) будем иметь уравнение 

Его решение, стремящееся к нулю при у—+— со, имеет 
ВИД 

—6(%, 2) el? ly, 

где ¢(, t)==U]|,_,. Учитывая последнее, найдем, после при- 
менения преобразования Фурье к уравнению (1.45), 

с (0, = А (we! ИЕ! 1! + В(ю)е-1 УЕ ТЕ, 

Из условий (1.46) получим 

А (6) = B(o) => ® (0), 

где Ф(%) — преобразование Фурье функции (x). Таким
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образом, 

И ==$Ф (w) cos (V gla] tel oly 

и, следовательно, 

(x, у, = | Ф (в) cos Ио | Е- ele lyt+iox до. 

2. Найдем решение u(x, #й) уравнения теплопроводности 

ди 072 = 5a (1.47) 

с начальным условием 

u(x, 0)=/(х) (—ooce<too) = (1.48) 
Пусть 

U(o, = [u(x, 9] == Е ] (x, t)e™* ах. (1.49) 

При тех же предположениях, что и в предыдущем пункте, 
найдем 

9 
$ [5 ==— w*U (a, 2). 

Тогда (1.47) и (1.48) сводятся к уравнению 

OU (®, t) __ 
5— = — UU (a, 2), 

откуда 
U(o, tf) =A (a) e-t, 

Полагая #0, будем иметь 

ИИ А (@) = Vix j 7 eX dx = F (0). 

Следовательно, 

U (o, д =Р(®)е-“" 
и 

u(x, # = У | F(w) e- 7! dy, 

— OD
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С другой стороны, 

фе.) oD 

Ц (х, i) = = \ е- wt — хо do We еЁ Е dé — 

— © — 02 
со 00 

=; | лож | e-et- 6 -9do= 
— GO — © 

_@- 8? 
at dé. 

8. Найдем решение w(x, #) уравнения (1.47) такое, что 

ц(х, 0)—0 (x>0), #0, В=( (>00). 
Положим 

© 6] 

U,(o, #) = V2 | u(x, t) sin ox dx. 
0 

Тогда (1.47) приводится к виду 

Us | © t) =y2 2 wf (2) — 0° U, (a, В. 

Отсюда 
t 

U,(o, t) = A (9) e- &*t4- И? we ~ ot | e~ Oth (<) 4х. 

0 

Учитывая, что (,(®,  —=0 при #==0, найдем А (9) =0. 
Следовательно, 

оо 
‚. 

u(x, t) === | ce! sin Ex dé у (<) 4 = 
0 

t 
== (/ «| Se" © —9 sin &х dg = 

0 
t 

= . ® — а t= », -— T 5 ve |794 5) *e d ее <). f (<) de
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где 

Для обоснования приведенных выше формальных решений 
достаточно предположить, например, что все рассматривае- 
мые функции принадлежат L(— oo, —- 00). 

4. В некоторых случаях с помошью преобразования 
Фурье может быть решено интегральное уравнение вида 

p(xy=f(x)+ | = — 90) 4у, (1.50) 

где f(x) и #(х) — заданные функции, » (x) — искомая. 
После применения преобразования Фурье получим 

ФИ | {f+ | ви — +04 et by = 
— OH 

=F (t) + 7 indy | вета 

| 
ne
s 

8 
—
 

58
 

=F ух | Pinay | a (ео 8 dy = 

=== F (и) + V 20 ® (u) K(u). 

F (uv) 

1—V 2K (uv) 

Отсюда 

® (2) = 

fe @) 

, F(z) -ixu 

P= Vm ) ужжы“ au.
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Учитывая последнее, имеем 

_ —_ i ri F (a) __ ~ixa 7, — Ф(х) Л) — у | \IVEKo F(u)\e аи == 

re) 
_. К (u) ine — | F (a) [Vin Kw eo" du. 

—00 

Вводя обозначение 

__ К (в) 
RW) = ук’ 

найдем 

(= -- } r(e—O FQ ab. 

Если в уравнении (1.50) функции $(х), f(x) и R(x) 
равны нулю для отрицательных значений аргумента, то при- 
ходим к уравнению 

(= (+ 4—0 (> 0). 
6 

В этом случае решение представляется в виде 

v(x)=S (x) + | fer (w—8) a, 
0 

где г(х) =0 при х< 0 — функция, преобразованием Фурье 
которой является 

_ К (в 
К = к. 

Заметим, что из последнего равенства следует 

r (x)= hk (x) + br (x—8) aE. 
0 

Другим интегральным уравнением, которое может быть 
решено таким же методом, является уравнение 

о 

f (x)= \ Е (х— y) 9 (y) dy. (1.51) 
= >>
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По аналогии с предыдущим, формально будем иметь 

F(t) = | e'** dy | k(x — 9 (&) d= 

1 t р ix _ = Te joa J ten 8e dn = 

1 у a AE 
== J (Е) de J k(n) ef G+ 0 dp = Y In (u) K(u), 

откуда 
1 Le 9) 

9 (4) = 5- ке en txa au. 

— © ` 

Заметим, что для строгого обоснования метода все функ- 
ции, входящие в уравнение, должны удовлетворять специаль- 
ным условиям. ey en известна Teopema. Лусть 
F(x) Е Ё*(-— оо, +00), k(x) EL(—ov, оо). Гогда для того, 
чтобы существовало р Ф(х) уравнения (1.51), принод- 
лежащее L?(— oo, -+-00), необходимо и достаточно, чтобы 
Р 2 КЕ оо, +00). 

Рассмотрим еще одно интегральное уравнение вида 

y(x)=f(x)+ | e(x+y) 9 94. 
Как и ранее, имеем 

ФР = | e*" 4х | R(x+t-y)o(y) dy= 

Р-Н [ ould [пиру 
oO 

=F (toe | о (y) dy | h(n) ef ©) 8dy — 

== F(t) +-Y 2n ® (— x) K(u).
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Меняя знак и, имеем 

Ф (— 2) == F (— 2) + V 20 @ (un) K(— 4). 

Из последних равзнств получаем 

F(a) + Уж F(— К (2) 

120K (wy) Кв 
1) (и) — 

Таким образом, 
oO 

9 (x) 1. | Еи--У2=Р(—ШК(® о-1 ха gy 
V 2x ] — 2nK (it) K (— в) 

— 5 

В ряде задач математической физики встречаются интег- 
ральные уравнения вида 

a 

(= -- | kx—yDel) ay 
0 

с симметричным ядром, зависящим OT абсолютиого значения 
разности двух аргументов. Исследование этого уравнения 
также основывается на теории интегралов Фурье (см. [79]. 

5. Вычисление интегралов. При вычислении интегралов 
применяются формулы Нарсеваля (1.30)—(1.35). Для вычис- 
ления некоторых интегралов, содержащих тригонометрические 
и показательные функции, можно использовать соответствую- 
щие формулы обращения. Пусть 

is a) 

Sa | ex's, (x) ах. 
0 

Согласно (1.24) имеем 

__ ›-ах __ 2 8 
1(х)=е“,  В(и= = ша?’ 

О при О<и<Ь 

#(х)=хУ (х) G (и) = gtr _1 

ed (—1) "при И 

(-> < Rev <5)-
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Применяя формулу Парсеваля (1.34), получим 

оо со vf 
—-ах..\ __ 2 x 2 ° Ay— \. кита -@х=— 

р у) -и’т* 
_1 у | 

Ум г 2 2T (» +5) 

— 1 ти 1° 

Vera )o@upna—mt® уе 

В силу аналитического продолжения’ результат остаегся 
1 

справедливым при Rey > [73]. 



ГЛАВА I 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 

$ 1. Интеграл Лапласа и его основные свойства 

Обозначим через f{7) функцию действительного пере- 
менного # 0=Е<-- с, интегрируемую на любом интер- 
вале (0, А) в смысле Лебега. Пусть р==е-|- it — комплекс- 
ное число. Выражение 

co 

ft (py | ет уда LiF (8] (2.1) 
0 

называют интегралом „Лапласа, а функция f* (р) называется 
преобразованием win трансформацией Лапласа функции f (1). 
Приведем основные свойства интеграла Лапласа. 

1°. Если интеграл (2.1) сходится в точке p,, то OH схо- 
дится во всех точках р, для которых Ве(р — р.) > 0. 

Для интеграла Лапласа возможны три случая: 
1) Интеграл всюду расходится. 
2) Интеграл всюду сходится. 
3) Существует число 0, такое, что при Кер”> в, интег- 

рал сходится, а при Ве p<o, расходится. 
На комплексной плоскости прямая Ве p==o, называется 

осью сходимости, а число 6, — абсциссой ‘сходимости 
интеграла (2.1). 

2°. Если интеграл (2.!) сходится абсолютно в точке 
P,= 6, +, TO он сходится абсолютно и равномерно 
в полуплоскости Rep => 5.. 

Подобно предыдущему, можно определить ось абсолютной 
сходимости Кер==с, и абсциссу абсолютной сходимости 9.. 
Очевидно, 0,20, и нетрудно привести примеры, когда 
«25.
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8°. Если интеграл (2.1) сходится в точке p,—o,-+ ix, 
и если О>0 и k > 1! — какие-то постоянные, то интеграл 

сходится равномерно в области А, определенной неравен- 
CTBOM 

[р— |= (8 —0,) 9 °-%), ara, 

4°, Если 0,« оо, то интеграл (2.1) представляет анали- 
тическую функцию переменного р во всех точках полупло- 
скости Rep > с, и 

& 
af _ 

= J atria rat 

5°. Пусть i. (р), Л р) — трансформации Лапласа функций 
1, (6), f,(f). Если в точке р, оба интеграла Лапласа схо- 
дятся и 

А (р. +. nl) =f, (р. пд, 

где константа >0 и п—=0, 1, 2, ..., то почти всюду 

Л, =, (9. 
Из этого свойства следует, что трансформация Лапласа 

Г*(р) однозначно с точностью до множества меры нуль 
определяет функцию Д(В. 

6°. Если интеграл (2.1) сходится в точке p,=a,-+ it, 
6, >0, то ‚ 

t 

lim =e % Vac и — 0, 
{>00 0 

t 

т.е. | f(u) duo (e%t) при t—+o0. 
0 

7°. Вели: а) f(f) ограничева снизу, т. е. существует 
такое положительное число С, что /(й>—С для всех 
{ 0, 6) существует один из пределов 

$ >00 

lim < Irae, или lim a ( f(e-tdt= lim of* (0), 
6 $8 >90 6 6 >06



32 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА (гл. и 

то существует и другой из этих пределов и 

lim + (лера lim of*(0). 
= >0 6 0 $ > 

8°. Если а) (Г) ограничена снизу, 6) существует один 
из пределов 

& со 

tim = fiat, или Што | f(fhe-* df, 
$ с>о | = >00 

то сущесавует и другой, при этом 

5 

. 1 . lim — \ f(t) dt= lim of* (6). 
& > ы >09 

be 

Последние два свойства интеграла Лапласа вытекают из 
общей теории тауберовских теорем [257 |--[2591. 

Для сходимости интеграла (2.1) необходимо и достаточно, 
чтобы при некотором G, >0 и {со 

t 

f, O=\ fw) du=ole), 

t 

Jim e7 %f о) аи —0. 
t +m 0 

Как уже было отмечено, трансформация Лапласа одно- 
значно (до множества меры нуль) определяет f(t). Перейдем 
теперь к вопросу о нахождении }(Г), ебли известна }* (р). 

Теорема 1 (теорема обращения). Если интег- 
pan (2.1) имеет абециссу сходимости 0, «оо, то суще- 
ствует 

, ть и ° при t<0, 

; —_— Fo а = 2.3 

Jim Dri , jf (P) р P | J(a)duz при Е>9, (2.2) 
0 

где {>с„ Y> 0.
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Таким образом, почти для всех Ё 

' 0 

Л = 5 Oni \ Pp) >” : dp, (2.3) 

1-0 

где интеграл понимается в смысле главного значения. 
Примечание. Из свойства 6° следует, что 

РВ [A inerat, 
t 

где f, (= \ (и) da, 6>o,, а>0 wu p=-o+ic. Сущест- 
0 

вует постоянная Q такая, atol f, (|< Qe (s>>6,) для 
всех #. Поэтому 

ze fF ( = (2.4) C— 

Таким образом, если 

© t 

= Убей, во, в f=) su)da, 
0 0 

то преобразованием Лапласа функции Л, (К) будет ce. при- 

чем интеграл Лапласа при $ ><, сходится абсолютно. Сле- 
довательно, если 

En Ey t 

f, =f ae и, AFG = ты IO (— "1, 
$ 0 

то 

г (2) — |. (f) е-Р1 at 

1% § 

, ue 

Лоб | POF, > (2.5) 
Т— {> 

Из неравенства (2.4) следует, что при и==3 интеграл 
в (2.5) сходится абсолютно и равномерно на любом сегменте 
a@ast<b. Очевидно, этот интеграл тем лучше сходится, 
чем больше п. р 

e 

> wm = —
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Вычисление интеграла в формулах (2.3) и (2.5) в боль- 
шинстве случаев производится с помощью надлежащего де- 
формирования пути интегрирования; при этом часто оказы- 
вается возможным пользоваться следующими леммами. 

Лемма 1 (Жордан). Обозначим через С, дугу окруж- 
ост 

tt Зк . 
|[2|1=Ю„ <= 2= о, Jim Ю, = со. 

Если функция Ф (г) комплексного переменного Zz на дугох 
С, равномерно относительно ато 2 стремится к нулю при 
пс, mo 

lim фо при t>0. 
по 

Лемма 2. ГМусть lim R,=00 u Ct, Co — соответ- 
> 

ственно дуги прост 

12] =, <Rez<y, Imz>0, 
i 

[2[=Ю,„ O<Rez<y, Imz<0. 

Ecau @(z) равномерно ограничена на dyzax Ct, Cr 
(a= 1, 2, 3, ...,) и при п-—+ оо на этих дугах Ф(2) 
стремится к нулю, то 

lim шим о u м фор 
по no 

Лемиа 3. Пусть © (2) — aasumurecvas функция, ре- 
гулярная в полуплоскости Rez>y. Если на дугах 

12| =А)„, —5<а82= 5 (lim А„== 00), 
n>@ 

Ф(2) при п-—+оо равномерно относительно atgz стре- 
жится к нулю, то при <0 

1-1 1-+foo 

lim | Фе“ ( @(z)e*az=0. 
O>O iw Y—100 

Приведем пример вычисления одного контурного интс- 
грала типа (2.3).
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Пусть 

| 
FL р, —— —<Ир + р [7 ( t)| Ур e р ) 

т. е 
a+fa _ d 

= { ent РН у. (2.6) 
а-го 

Согласно теореме Коши интегрирование вдоль прямой 
[ (a— ib, a-}- ib) эквивалентно интегрированию по контуру, 
составленному из дуг Cr u CR |= 
окружности |р|=АЮ, двубе- 
ежного разреза В., ВБ, и ок- р pone, (th) p р р 1 2 Co 

ружности с,: |р|=г,(—п< 
«аер< п) (см. рис. 1, на / 
котором направление интегри- «82 ТР. 
рования показано стрелками}. — 7 5 
Так как t>>0, то на дугах д, 

Ски С, т OG И НКЦИЯ ———+ ки Ср фу Vs 2 
a (a-th) 

при R—-oco. Поэтому, co- 
гласно femme Жорлана, при Рис. 1. 
1>0 и R—oo интеграл от 
oe "И p+pt 

Ур 
Flt, = lim a {1+1} И 

4 и 

вдоль Сю и Ср стремится к нулю. Следовательно, 

Вдоль нижнего разреза В, имеем р==хе”", Ур= —iV x; 
вдоль верхнего разреза В,, р==хе”, Ир={И «x. Поэтому 

{= ету ям OX -—(. ein Ve — xt Se 
iV x р iy x 

*) Для многозначных функций ze = е ш2, Inz, arctegz at. д. 
если He оговаривается противное, всегда рассматривается главная 

ветвь функций, т. & In] =O (аге 1—0), arctg 1 = 4 и Ъ д. 

2*
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На дуге с, при г—+0 имеем 

J 
oy 

2ar 

ie a 
Таким образом, при 7 >0 

f(t = фея cos Vx = 3 ; Ух 

где х=и*. При #<_ 0 интегралы от yee ete no Cp, 
р 

C,(R— oo) стремятся к нулю, т. е. f(t, <) =0 при F< 0. 

Следовательно, 
$2 

эт “ bg V7. (2.8) 

Теорема 2. Если интеграл (2.1) сходится абсолютно, 
mo lim }*(6-- К) =0 и сходимость равномерная для всех 

хъ-=+о 

б (6 >56, >0).). 
Теорема 3. Если интеграл (2.1) сходится абсолютно, 

Н(2) — аналитическая функция в окрестности каждой 
точки 2=}*(р) и Н(0)==0, mo функиия Ф (р) = НУ* (p)| 
в полуплоскости Кер> в, представима абсолютно сходя- 
щимся интегралом Лапласа. 

. „Важное значение имеют критерии, по которым можно было 
бы судить, является ли данная функция (аналитическая в 
полуплоскости Кер`>1) преобразованием Лапласа. В ряде 
случаев теорема 3 позволяет ответить на этот вопрос. На- 

@m 

=> 1 

прнмер, интеграл | pt d= абсолютно сходится при 

| 

Ve+l 
также представима в полуплоскости Rep > 0 абсолютно схо- 
дящимся интегралом Лапласа. Отсюда следует представи- 

Rep >O. Применяя теорему 3, заключаем, что 1
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1 
—1 

Fi 1) eVp+i и так далее. В частно- 

сти, из этих соображений следует 
Теорема 4. Аналитическая Функция, регулярная в 

окрестности бесконечно удаленной точки ий равная в Heit 
нулю, пребставима абсолютно сходящимся интегралом 
„Лапласа. 

Сформулируем ряд теорем аналогичного характера, 
Теорема 5. //усть аналитическая в полуплоскости 

Rep >‘ Функция f*(p) удовлетворяет условиям: 

1°, lim fier") — 9, o> 
T> +O 6 is 

и сходимость в полуплоскости >в, >] равномерная. 
2°. Для всех t, en со, существует" 

MOCTb функции ( Ш 
Ур 

ot iw 

lim Ltt PP) e? in —= Ф (f). 
@—> со 

mde 

8°. Функция Ф (1) абсолютно непрерывна и существует 
интеграл 

F(p)= \ Фей. 
0 

Гогда f* (p)=F(p) и, слебовательно, f*{p) есть преоб- 
разование Лапласа. 

Теорема 6. Если функция f* (р) — вналитическая в 
полуплоскости Rep >71, ограничена 8 каждой полуплоско- 
спи Бер, >], и если для <>] ‘существует интеграл 

Ware l<r<?, 
- & ba) 

mo f*(p) представима в полуплоскости Rep > интегра- 
лом J/lannac2. 

Теорема 7. Если функция f*(p), аналитическоя в 
полуплоскости Rep >y, удовлетворяет условию 

о



38 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА [гл. п 

где 1=г=2, то }*(р} в этой полуплоскости предста- 
вима интегролом Лапласа. 

Теорема 8. Условие 

© 

sup IF (a+ ie) |" de < 00 

является необходимым и достаточным для того, чтобы 
аналитическая в полуплоскости Rep > функция f* (p) 
была трансформацией Лапласа от функции f(t), для ко- 
торой 

@ 

| [F(t Fen?" dt < оо. 
0 

Теорема 9. /7усть: 

1°, f* (р) есть регулярная функция в любой конечной час- 
ти плоскости комплексного переменного р, за исключением 
множества точек ру, Day Р» --- » Par -.. (Р.|=<|р. |= 
=|р,|=...=<|р.! <...) — полюсов функции }* (р), при- 

чем Rep, <0, для всех п. 
а 2°. Существует предел 

Ри P) pts 

у б T—iw 

| 1 ее рр — Г 47 pet =F5G | > e" dp, 

{1 — {0D 

: , 0. 
Ам, Y>s, > 

3°. Существует последо- 
Рис. 2. вательность простых кон- 

туров C,, опирающихся на 
прямую Кер— в точках 1--8,, 1—8, (Эти контуры 
лежат в полуплоскости Кер<_\], они не проходят через 
полюсы р,.) Каждый контур С, заключает начало коорди- 
нат и п первых полюсов р, р, р., ++ Py (рис. 2). 

4°, Для всех t>0 
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Тогда интеграл равен сумме сходящегося ряда 

1 о px ) < FP) opt an — 
2ni ) р г бр— pe 4) 

1— {® n=0 

* ( 
где г„ (1) — вычет функции re ей в точке р=р, (п=1, 

2, ...) и Г, (t)— вычет в нуле. 

Примечание, Если функция = (р) удовлетворяет 

условиям лемм | и 2, то естественно в качестве С, выби- 

рать дуги окружностей с центром в начале координат. 

Если существуют число @`>0 и последовательности 

положительных чисел В» it 

и 8, >0 такие, что ~BylBn г 

1) lim 8, = oo, 
nm —-»> OO 

iim бы =0. и с 
f* (s + iB,) 

с — п <6, 

f* (— 8, +4) 

— Е | <Q “Fr 'Bn — 7- аи. 

— В, == уи|*| = В,, Рис. 3. 

2) 

то в качестве контуров С, можно взять [-образный контур, 
изображенный на рис. 3. 

$ 2. Теоремы о свертках 

Сзерткой функций a(t) и Ь(Р) действительного перемен- 
ного # называется функция c(t), определяемая равенством 

ft 

¢(t)= | a (f—+) b (0) de. 
0 

Символически свертку обозначают следующим образом: 

c{fj=alf xX b(t). - 

Операция получения“ свертки называется свертыванием.
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Приведем некоторые свойства свертки. 
а) Коммутативность 

a(t) *% b(f)= b(t) ха. 

6) Ассоциативность 

(aXe b)¥c=axk(b¥c). 

в} Дистрибутивность относительно сложения 

[a(f) tb) ис = ¥ c(t) +b(f) ¥c (A). 

г) Теорема 10 (Титчмарша). Если свертка функ- 
ций a(t) и b(t), непрерывных при O<t<-—+ oo, тождест- 
венно равна нулю, то хотя бы одна из этих функций 
тождественно равна нулю. 

Последняя была доказана Титчмаршем в 1924 г. [73], 
[248]. После него было предложено несколько доказательств 
этой теоремы [129], [220], [262]. 

Теорема 11 *) (теорема о свертке). Если инте- 
гралы 

OO 

Ki=S feta и f=) seat 
0 0 

сходятся абсолютно при Rep>>oG,, mo f* (р) =f. tp) f5(P) 

является преобрагованием Лапласа om 

t 

f(j= CAA (t) dt 
0 

и сходимость интеграла 
с 

f(py= \ fhe "at 
0 

при Rep >, абсолютная. 
Сформулируем эту теорему также в ое виде: 

Теорема 11”. Если £2) | ЕР) , f (p) g — интегралы 

Лапласа соответственно от функций f (1), g(t) u h(t), mo 

*) Эту теорему иногда называют меоремой умножения или 
пеоремой Бореля.
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почти всюду 
t 

b= (Фа. 
0 

Приведем еще одно замечание, относящееся к вышепри- 
веденной теореме. Пусть 

By 

по = мл (dt, Ва, (2.9) 
a | 

Be 

Пр = ел, (Ndt, Ва, (2.10) 

Тогда получим 

81-8 

File) fe) = \ e~P* F(t) dt, (2.11) 

причем 
min (8,3 #— 45) 

= S$ Лола. (2.12) 
max (а; #— В.) 

Доказательство (2.11) и (2.12) следует из предположения 
абсолютной интегрируемости (2.9) и {2.10). 

Теорема 12. /7усть даны две функция f(t) и g(t) с 
показателями роста $, и $,, т. е. 

70 Ме", fe) |< Ме. 
Тогда преобразованием Лапласа произведения этих функций 
F(t) g(t) является функиля 

ао 

я | Sst (p—2)az, 
а— 100 

20е а > $, и Rep>s,-a, 

f* (p= § cP f (A) dt,g* (py = Деб ва 
6 0
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Очень важное значение имеет доказанная в 1935 г. 
А, М. Эфросом следующая обобщенная теорема умножения. 

Теорема 13*). Пусть f* (р) = ее £(t) dt анали. 
0 

тические функции g*(p) и q(p) такие, что 

g* (р) е- “Ч? — \ e~P! в (Ё, <) dt. 
é 

Тогда 
@ 

Platelet (y= ета | f(y) git, a ae. 
0 

95 

В частности, полагая 9(р)==р, бег git, т) 4 = 
у 0 

=e™P* 8*(р}, т. e glé,t)—=g(f—t), имеем (при t>#, 
& (é —%) = 0) | 

а А 
0 

7
-
3
8
 t 

еее 48 | F(x) а") ae. 
0 

$ 3. Некоторые свойства преобразования Лапласа 

Приведем ряд простых предложений, составляющих аппа- 
рат операционного метода. Далее мы всюду будем обозна- 
чать 

== "д = 9 (2.13) 
0 

Др) =Ер | e-' Ff) dt =Clf ()]. (2.14) 

*) Точные условия этой теоремы см. в гл. У, § 12. 
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1°. Свойстве линейности. Пусть © 

(1 = > съ» (В, 

где ¢,— любые (комплексные) постоянные. Тогда 

ЭХ ohOl= Хы И 
= Хил (2.15) 

На основании (2.15) формально имеем 

GP Frc | — @ etre | — 

IP EK PON 41), (2.16) 
hy Ae he 

эль уе } 21/6 Уд Fe, h) dd. (2.17) 

Аналогичные свойства имеют место и для преобразования 
Лапласа — Карсона (2.14). 

2°. Свойство подобия. Для любого постоянного % имеем 

21()]= ("а 
=a | До) ета ар), (2.18) 

9 

=» фиг) ени 
==@р \ 1 (<) е-*2" 4х == (ар). (2.19) 

6
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3°. Преобразование Лапласа производных. С помощью 
интегрирования по частям легко получить 

F Le (t)]} = p"f* (p)—p"~" f (0)—p" =? f” (0)—p?-? f” (0) —... 

oe р“? (0) — Ff (0), (2.20) 

СЛ” (t)] == р" 1 (р) — р" (0) — р" (0) —p”“* (0)... 

2 pf (0) — pf" (0), (2.21) 

где /— целое положительное число 
Двойственным к свойству 3” является 
4°. Дифференцирование преобразования Лапласа. Для 

целого положительного A имеем 

И 1)" | {" f(t)e"P' dt == (— 1)" P[t" f(A], (2.22) 

“ТИ —_(_ Су пои ‘199. (2.23) 

5°. Преобразование Лапласа интегралов. Для целого по- 
ложительного й имеем 

% TH m2 

o [fafa LS Fl pda] —ЁР®. (2.24) 
р" 

6°. Интегрирование преобразования Лапласа. Если ин- 
00 

теграл \ F*(q)dq сходится, то он служит преобразованием 
р 

Лапласа функции о 

Г геа=з |). (2.25) 
Р 

‚ т. е. имеем формулу 

Очевидно, что для любого целого положительного п имеем 

oO 

{ ag J dr. fd. [18]. 2.26) 
P Зак в
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Приведем еще несколько формул аналогичного вида. Ин- 
тегрируя выражение 

f° (ap) = ee ег! а 
0 

по « от 0 до 1, получим 

1 00 1 1 

— ~ г da __ t da леди fe ма [1 9 и.) =] 

Полагая ap=——g, t=-at, будем иметь 

9] ie а = щи (q) dg. (2.27) 

Таким же образом | 

Е. [je as | = } 2 (9) 44. (2.28) 

Отсюда 

2 {Ba} => ( MOL (2.29) 

= \ Pada. (2.30) 
0 

7°. Для любого положительного <, учитывая, что f (£—t)—0 
при {< х, легко получить 

9—9] = J бе ав 

8 

=F payer dame | sae au, 

©
 

L lf (¢— 2) ] =e Pf (p). (2.31)
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8°. Для любого комплексного 4 имеем 

со 

Pe—N= | fen? Mat= \ 7 е ет"! dt = 
0 0 

= L£ [f(t)e"], (2.32) 
с 

р =@—9) | Ге dt—=p | бе Je? dt — 
0 0 

@ t 

— +P | [Lf (fe? Je?! 44 = CL f (f) e” —q\ f (x) e% de]. (2.33) 
0 0 

Приведем здесь две важные теоремы, позволяющие pe- 
шать весьма большое число практических задач, 

Теорема 14 (первая теорема разложения). 
Если функция Г (р) регулярна в бесконечно удаленной точке 
[41] и имеет в ее окрестности лорановское разложение 

LY Cp 

Л (p)= р 

то 
© co 

Ck __ Ch R=-1 

LAH 2 (Lo a_i? ). (2.34) 

При этом 
CO 

— #1 
Rz==1 

является целой функцией. 
Теорема 15 рая теорема разложения), 

Пусть функция fp) удовлетворяет следующим условиям: 
1°. f* (р)  проморфна и регулярна 8 некоторой полу- 

плоскости Rep >s,. 
2°. Существует. система вложенных друг в друга ок- 

ружностей 

С»: [2] = А, К, < К, <..., К, —+ ©,
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на которой }* (р) стремится к нулю равномерно относи- 
тельно arg р. 

3°. Для любого a>s, абсолютно сходится интеграл 

а © 

1 (р) ар. 
9—1 

Р(р) = (> reSp, /* (р) a, (2.35) 
Тогда 

где сумма вычетов берется по всем особым точкам р, 
функции f*(p) в порядке неубывания их модулей. 

Следствие. Дробно-рациональная функция 

г (р) = М) — бер Рава С eee FAP +A 

МФ bp +b, pee fop +h, › m <n, 

(2.36) 

является преобразованием „Лапласа функции 

$ 

fO=d tim фри", (2.87) 
fot (пы — I)! pp dp 

где р, — полюсы f*(p), а пл,— их кратности, и сумма be- 
рется по всем полюсам. 

В частности, если все полюсы /*(р) простые, то, восполь- 
зовавшись формулой для вычисления вычетов в простых по- 
люсах, будем иметь 

см (Pz) f(t) = 7, erat, Da № (Px) 

Если многочлены М (р} и № (р) имеют действительные коэф- 
фициенты, то 

М(р) 3 ( M (px) M (pp) — i — . eK 2 Re ; еРы 2.38 ГР = мы т Np) )? 7°?) 
где первая сумма pacnpocTpaxsetca на все действительные корни 
N(p), а вторая — на все комплексные корни С положитель- 
ными мнимыми частями 

Заметим, что каждый член формулы (2.37), соответст- 
вующий комплексному корню рь==6,--й,, представляется 
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В виде 

М(р») + а N’ (pay (cos t, -|- sin «,#). 

$ 4. Преобразование Лапласа некоторых простейших 
функций 

По определению гамма-функции Эйлера имеем 

©) 

Ге = | eteat, Rek>—1. 
0 

Полагая f== pt, получим 
GO 

Pe +h) = | ет ® de, pet 

Таким образом 

ГЕО, Вер 1. (2.39) р" 

В частности, при целых неотрицательных & 

= wat (= 0, 1, 2, ...). (2.40) 

С помощью дифференцирования по параметру & равенства 
(2.39) получим 

2 (in) =F e+ Imp}, Re >I, 

где ф обозначает логарифмическую производную гамма-функ- 
ции. Полагая & —= 0, получим 

{in )=— (Стр), 

где 

—=—$(1) = 

= Ша (1-5. Ном п) = 0,577215665... 
12 ->0D 

— постоянная Эйлера.
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Используя разложения 

427 +1 
2) © 

— n 02—\ (—1)" | cost== 2. (—1) a sint = Bu ( 1 oH 

можно с помощью (2. “) получить 

£ (cos t) = L£ (sin f) — ——— р т. (2.41) 

Найдем еще изображение для функции я J, (2V 2), где 
Е — комплексное число, Rek>—1, и J,(¢t) обозначает 
функцию Бесселя k-ro порядка 

Бои (4) 
Полагая #==2 И 2, имеем 

— 1)" rn 
novn=ry т ЕТ 1)? 

n=0 

В ее) 
— — 1)" 7+ 

2 {t? Л, (2 d= LID т ТЕЕЕН = 
1—0 

=, pam =ae ?, Rek>—1. (2.42) 

Введем в рассмотрение многочлены Лагерра 

L 02 5 re" (n==0, 1,2, ...). 

Применяя (2.33) и (2.40), получим 

Lie (= Le рита (0). 
Так как g(0)=g (0) == 2" (0)=...=2"7'(0)=0, то 
с помощью (2.20) найдем 

2) gale) t= oem: 
Наконец, опять используя (2.33), будем иметь 

LL, ®}= (1-5). (п —0, 1,2, ...). (2.43) 
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$ 5. Вычисление интегралов 

Приведем несколько конкретных примеров. Пусть 

С sin tu 
ЛВ = Tat es t> 0, (2.44) 

Применяя (2.41) и (2.33), найдем Y {x sin tu} = Peart 

x | a 

и! — FUP рт= 9 Te '}- 

Следовательно, 7 ({) = 5 e~*, Рассмотрим интеграл 

Q0 

I= (28S, ва. (2.45) 
0 

Полагая u—=2V Ё найдем 
CO 

fa в 

——~ OR-8+1 2k — een 

2 
; t 

o F&F 5 — 

Введем в рассмотрение интеграл /(A) == \ (02) al ev dt. 

| Е 2 
Согласно (2.42), (2.18), имеем 

k 

9 00? J, (2 Им; =(5)
" oF. 

Поэтому 

LF {1%} = 

=a | fF ay (+) © г(5) 
peti , ping (e41- 4) ,
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откуда 

y= cu 
41— 

тн a+ i 2" г(* 

Наконец, вычислим интеграл 

| J, (1) — cost iy, 

0 

t 

где J, — функция Бесселя нулевого порядка. Имеем 

Lf J, — cos t} = Е. 

Поэтому, согласно (2.30), 

ae 

J, (В — cost | ( 1 р == Ш — 
0 

$ 6. Примсление преобразования Лапласа к решению 
дифференциальных и интегральных уравнений 

1. Пусть дано дифференциальное уравнение вида 

аи (а, we (ey) +... аи (А + a,u (В = (8, (2.46) 

гле и(!) — искомая функция независимого переменного &, 
J (f)— заданная «возмущающая» функция, а a; (1=0, 
1,2, ..., п) — постоянные коэффициенты [55]. Умножим 
наше уравнение на e~” wu проинтегрируем no Ё от нуля до 
бесконечности; после этого получим 

а* (p) и* (р) — b* (р) = f* (p), (2.47) 

а* (p)=a,p"+a,_,p” -р...-Кар-Ра» (2.48) 

b* (p) = рН... РР», (2.49) 

где
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причем 

0,_,=@а, и (0), 

6, == ай’ (0) -- а _1й (0), 

b,_,== a," (0) a,_,2' (0) 2, _ uz (0), 

Ce et еее (2.50) 
b, — а." (0) +a, _ a" (0) +... ++ али (0), 
6, = a,#-"(0) + a,_a?-7(0)-+-... 

.-. ta,’ (0) аи (0). 

Разрешая уравнение (2.47) относительно и*(р), получим 
следующую формулу: 

nu (py =F OTe p) | (2.51) 

a* (р) 
Введем обозначения 

О-о» “=. (2.52) 
Тогда . 

и* (р) ==7* (р) г* (р)-- $* (р). (2.53) 
Величины 7*(p) и 5*(р) являются рациональными дробями, 
которые известными приемами могут быть разложены на эле- 
ментарные дроби. С помощью теоремы о свергке получим 

t 

u(t) = J f(t) E—2) des (A). (2.54) 
0 

Мы получили общее решение уравнения (2.46), содержащее п 
произвольных постоянных, роль которых выполняют началь- 
ные значения искомой функции и (1) Hee в — 1 производных. 
Конкретная форма решения будет зависеть от того, каковы 
будут корни характеристического уравнения 

а* (р) =0. (2.55) 

1°. Все корни уравнения (2.55) действительны и различны: 

а* (р) =а„ф— р,) @—Р,) eee (Pp — P,)- (2.56) 

В соответствии с этим получим 

ry Is Гп r* (р) = a + + Ру, 
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где постоянные коэффициенты 7, и $, определяются форму- 

лами 

_i $, — 5* (p _&* (Px) 
4” » Е— 

а" (px) a* (р) ° 
т, — 

5* (p,) = (0) Dy ape -+-u' (0) р apy + 

в 

fa? (0) УХ ape "И и" (0) a,. 
f=n—l 

Таким образом, 

п в 

r= Dre, (д Х ети. = (2.51) 
= k=1 

Подставляя (2.57) в (2.54), получим 

в 

2 ыы [иена ea | (2.58) 

2°. В случае нулевых корней уравнения (2.55) имеем 

a* (p) =a,p" (2.59) 
и, следовательно, 

г" (р) пл 

5* (р) = “uxt to att. 4 A at? S 1. 

Тогда 

Го 
a, (2— 1’ 

b, _ Е тт 
$(И = not | on a Tl ̀ -.. а т a tt (#— tt ° 

В этом случае уравнение (2.54) принимает вид 

r(j= 

= de ны =". (260)
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3°. Все корни (2.55) действительны и равны между собой, 

а* (р) =а,(р—р.)”, (2.61) 
тогда 

1 

a,(p— py)” ’ 
r*(p) = 

a _ b* (р) — бп_1 

° = Tp pop pepe .. "Тр oom 

где с, — линейные однородные функции начальных данных, 
определяемые известными способами разложения рациональ- 
ных дробей на элемевтарные. Найдем 

= = iat aes 8 (i) == ere у Ат gat 

Формула (2.54) представляется в следующем виде: 

— т” 3 еР 1 (t—t) t к tk 
и (2) = | (<) | ai) dt -|-еРи p> ет . (2.62) 

В общем случае структура многочлена a*(p) имеет вид 

а* (р) =a, (р —Р,). . -(p — p;) (p— p;.,)' (p* -+- b.p+e¢,). ° 

os (Р-Н bpp t с) (PPA б.р с.) ... = (2.63) 

Тогда 

‘ Cp+D, 

ы w=> 4 >> (p — yt & р-р, + ami? 

Cp +-D; 
+> WLP ro “ee 

f у 7 R , , 

__ A, Ba C.p+D, 

и v=» р А+ (р ВЕН Fat «= 

Сьр-- В; 
ЕЕ ВЫ 
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где коэффициенты A,, В, Су, C,, D;, Б,, А’, В., Ci, Gs 
e , é 4 р ‘ р 

D,, О, — некоторые постоянные, причем A, Ву С» Сь, р, р, — 

линейные однородные функции начальных данных. Функции 
r(t) и $(1 представляются в следующем виде: 

7 +. 2 Ic, cos ф-та a ++ 

t 8-1 т 
— + | m С. ; 

+e ? >= ) с. 4 008 Geet X 
$=1 0 e418 9 

x sin Pros (t,—,) ... Sin Pras (2 — %_,) dz, ... dy + 

t 5—1 то 
2D, — С.Б . . 

++ р р ыы | | 7’ { sin Prva TSI Opis (Ty —т,)... 
ФА --1 0 0 0 

oo SING, 4, (ft; _,) AT, .., ar, | + sees 

{ , 
_У В 

$= а рее а=1 

k |) , , 
~ 1 , 20, —С.5, . 

+> е ? Ё cos yt 2. I sin ed + 
j= 

Pets ры С ыы 3 
— $ 

bani | 7418 § $ 

XK sin y,., (<, 8) ... Sino, (4—%_,) dt, ... d&_, fe 

4 28% —C,b 
: = Г. snes зто, (T —%)+ +e 

20h 1 $ 

.. Sing ,,, (—%_,) at, eee du, _, + ..., 

3 
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где 

Подставляя приведенные здесь выражения для г(Ё и s(f) 
в формулу (2 54), получим общее решение рассматриваемого 
дифференциального уравнения. 

2. Введем в рассмотрение систему линейных дифференци- 
альных уравнений с постоянными коэффициентами 4, ис 
дополнительными членами /; (2), являющимися заданными функ- 
циями времени 

п ба + 4,,%, +.. + @in*n +/; (2), 

Ра, х, + a,.%, +... Нах, $A (В, 

es es Ф e e e e Ф a e e a e es e > ® о ® 

‚ (2.64) 

Ona, фени. „ах, +S, (1). 

Умножим каждое из уравнений системы на e~* и проинтегри- 
руем по Ё от нуля до бесконечности. Тогда будем иметь 

(a,, — рум (р) Нах (p) +... 12,45 (р) = 

— — [fi (p) + x, (0}], 

ам (D) + (а, — р) x5 (р)... Назихь (р) = 

== — [/, (p) + x, (0)], | (2.65) 

аа: (р) 4 22%, (p) + coe + (4,4, P) x* (р) = 

== — [У (р) --х, (6]] ) 
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Разрешая эту систему, получим 

=p  @=1,2,...,п) (2 66) 

где 

(a,,—P) A, ... in 

а On TP nee Gen 
| any па ... (ат — р) 

есть главный определитель системы уравнений (2 65) 

= "Ар — ХИ" х, (0) Ay (р), 
H 

(а, —Р) yy nee Oy py бу... My 

Q., (&,— р)... a, k—1 a, Rk+1 °°° aon 

A,,(p) = 611,1 @.-1з 00 Gig 2-1 Gag, да > ан 

| 11 Giese 141, kt Qrei, Reise’ чи. 

an, One eee An ger Sn, kat 2+ (ив — P) 

есть минор главного определителя, получаемый вычеркива- 
нием 1-й строки и Е-го столбца. Таким образом, формула 
(2.66) может быть представлена в следующем виде: 

хь (р) = ХЛ. ФО (р) > =, (0) бы), — (2.61) 
где 

Dalp)=(— 1th Ae 
— рациональные дроби относительно р, степень числителя 
A,(p) не менее, чем на единицу, меньше степени знамена- 
tein A(p), равной п. Для разложения Di, (p) на элементар- 
ные дроби требуется знать корни уравнения A (р) —=0. Пос- 
ле определения функции х,(р) из (2.67) и последующего
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нахождения х, (1) будем иметь 

п 1 п 

x, (= х 1.90. (t—9) «-- x; (0) D,, (8. 
f=19 i= 

Приведенный метод может быть применен и к системам ли- 
нейных уравнений высшего порядка 

У {a a4 Gt бы Fit ute =f, (t) (v= 1,2, ..05 1), 

x,(O)==a,,  х,(0)=В, (k==1,2, ..., A). 

После воздействия на обе части написанного уравнения пре- 
образованием Лапласа будем иметь уравнения следующего 
вида: 

2 (2,,P" + Op + ¢,,) хь (р) = 

=f У (р) -- p>, [(QpP D2) & -- кВ]. 

Отсюда х*(р) находим средствами линейной алгебры. He 
приводя общих формул, рассмотрим в качестве примера си- 
стему двух линейных уравнений второго порядка 

ах dx dx 
ae tA Е A,, it — At, +4,,.%, Л, (t), 

ax dx 
a at А, а -Н A,, Gt — 4%, + aX, +f 2 (2), 

где x, и х, — искомые функции от &, f, (4) и J, (1} — задан- 
ные «возмущающие» функции времени, A,,, A А,., Qa 
2, @.,, @,. — постоянные козффициенты. 

Умножая каждое из уравнений системы (2.68) на e7 и 
нитегрируя по # от нуля до бесконечности, получим 

р'х: — px, (0) — x; (0) --рА,, м: — A,,x, (0) -|- А,,рх, — 
А, 2х, (0) = Q,X + 4X5 fi 

p’x, — px, (0) — x; (0) + pA, 41 — Ах, (0) + Арх, — 
— Ах, (0) = ae a +- aX, +/ г. 

(2.68) 

12° Ai»
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После приведения подобных членов найдем 

(p* + РА, ~~ @, 1) x; + (A,,p ~~ а, ,) i= 

= SIE (Р-Н Ay) х, (0) -- А,х, (0) - х (0), 
* 2.69 

(A,,P — @,,) х: + (P* + PA,, —2.,) х, = 

=f. Ах, (0) 4- (PF Aza) х, (0) + ¥; (0). 
Отсюда 

жж"  (k=1, 2), (2.70) 

где А — главный определитель системы уравнений (2.69) 

A= (p’ + A, p—2,, (A,,p — @,,) ; 

(A, yP — a,, (р + A,,p ~~ а,.) 

Величины A,, А, определяются с помощью формул 

= Луи ЛЬ, в = So ee Лт, 
где 

Yh = p* + А,.р — G2) Vie — А,,р —а.„ 

Yor = A, p— 2,,, Yo =P tA PQ, 

81 = х, (0) ‚(р + A,,) т ~~ Any I+ 

= х, (0) [Ais Yn — (p+ Az.) Yre| +, (0) Tis —х, (0) Vie’ 

=, (0) [А 1», — (Р-- А, 1) 1: | + 

+x, (0) [( 2 + Aas) Vex — 42 Yen] В, ¥3, +, (0) 1. 
Введем обозначения: 

® 5 

Pe = (— it №, Dp (k,n=1,2). (2.71) 

Тогда формулы (2.70) могут быть представлены в следующем 
виде: 

xf 7-0" (=1,2). — (2.12) 

Величилы Г’, 0, (А, п=1, 2) являются рациональными
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дробями относительно параметра р, в которых степень числи- 
теля меньше степени знаменателя, равной четырем. После 
разложения последних на элементарные дроби легко найдем 

t 

x, =F), E—2) +A ©) Гы, E— 0) de + Dy (f) (2.73) 
0 

(k=1, 2). 

3. Для некоторого класса дифференциальных уравнений 
можно представить решения в виде интегралов Лапласа, где 
независимое переменное входит под знаком интеграла как 
параметр. Введем в рассмотрение уравнение 

(a, +b, t) x (4) 4-(2,_,16,.,) 2° 2 (O+-... 

Неа 1) x()=0. (2.74) 
Пусть 

x(t) = | ev (р) dp, 
причем относительно интервала интегрирования He делаем 
пока никаких предположений. Тогда 

x (t)== le" pto(p)dp, tx (t) = | te? p*o(p) dp= 
у d 

==[e?" p* o(p)]— | = [p* о (р) dp. 

Подставляя эти выражения в (2.74), получим 

|= (Lar on — Do АТО dp +- 
== 0 k=0 

У. ро (ро. (2.75) 

Это уравнение удовлетворяется, если выражение, стоящее в 
фигурных скобках равенства (2.75), обращается в нуль, что 
дает дифференциальное уравнение первого порядка для опре- 
деления функции 9(р). Второе слагаемое также должно 
быть равно нулю; этому условию можно удовлетворить, 
подобрав надлежащим образом интервал интегрирования. 
Пусть 

1х” (t)-+- (a-+-b-+- 2) x’ (Ра. = 0.
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Преобразование Лапласа х (= ( ety (p)dp-kaet для опре. 

деления ®(р) уравнение 

9’ (p)(p*-+-p)— 0(p)[ p(@4-8 — 2) -+- a — 1] =0. 

Отсюда следует 

9 (р)=(р-- 1)’ * р". 

Из второго условия имеем 

[6 (p-F ту’ р" (p* +p) B= 0, (2.76) 
где « и В— начало и конед интервала интегрирования. 
Для определенности полагаем @>0, b> 0. При stom усло- 
Bue (2.76) удовлетворится, если a==—1, В==0. Следова- 
тельно, первый интеграл уравнения {2.74) имеет вид 

0 

x, (И |e (p1)'" pe" dp. 
—1 

Полагая B==0 и &=——0, получим второй интеграл (по 
крайней мере для f > 0) 

0 

x, (=. [ep 1 tpt dp. 
— Co 

Во многих случаях путь интегрирования приходится выби- 
рать в комплексной плоскости. 

Рассмотрим уравнение 

п-т (t)-L tx (t) == 0. 

Как и ранее, найдем 

9 (р) = (p*+ 1)". 
Из условия 

[er* (p? +-1)"2=0 
найдем a==—i, B=—-+-i. Таким образом, 

+ 

x, (== |e?! (р*-|- 1)" "ар, 
-



62 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА [гл. п 

Полагая р=— ш, будем иметь 
1 

х (=i \ eft (1 — и*)"-? дц. 
—1 

После разделения действительной и мнимой частей, получим 
1 1 

x, (= \ cos ut (1 — и’) "аи — \ sin ut (1 — 27)"~* du. 
ae | —1 

Во втором интеграле стоит нечетная функция, поэтому он ра- 
вен нулю. Следовательно, 

x, (# = \ cos ut (1 — u*)"~" dy. 

Второй интеграл получается, если положить &@==—oo и 
В=--{ или —i(¢>>0). Интегрируя от — оо до 0, затем 
от 0 до i, получим 

0 1 

x, (== \ eft ( р? -|- 1)" dpi \ ей (1 — ut)" dy — 
— < 0 

0 1 
= { e™ (u* 4-1) "-? dit -i | cos ut (1 — и)" du — 

— со 0 

1 

—| sin ut (1 — a*)”~* da. 
0 

| 
Таким образом, мнимая часть равна 5%, (1); = следова- 

тельно, действительная часть также должна быть решением, 
т. е. 

0 1 

x, (f) = \ е" (a? 1)" "du + \ sin ut (1 — a*)"~* du. 
— OO 0 

Ряд вопросов, относящихся к последнему пункту, см. в [233]. 
4, Метод, подобный рассмотренному выше, может быть 

применен и при решении дифференциальных уравнений в 
частных производных, встречающихся в различных областях 
прикладной математики.
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Пусть дано уравнение вида 

2 0:1 Ou 
V и--а(х, у, 2) 5: +6 (x, У, 2) Fran 

+e (x, у, 2)u—=f (x, у, 2,1), (2.77) 

2 au , fu , Wu 
где \/°u = Эа -- aye age оператор Лапласа, (х, у, 2) — 

точка некоторой области и $ обычно обозначающее время, 
положительно. Граничное условие имеет вид 

a(x, у, и В, у, рф, У, 2,8), (2.78) 
ди 

где = означает нормальную производную. Кроме того, зада- 

ются также начальные условия внутри области, например, 

Пти (x, у, 2, t) =u, (x, У, 2), (2.79) 
t—>0 

lim 5 a(x, у, 2, [= и, (x, у, 2). (2.80) 
to 

Умножим исходное уравнение (2.77) на e~? и проинтегри- 
руем по Ё от нуля до бескочечности. Предположим, что 
интегралы 

© cv a) 

\ e~P* u(x, у, 2, t) dt, et F u(x, у, z,t)dt ит. п. 
0 0 

существуют. Кроме того, 

CO со 

ей у ша 7" | eu. 
0 0 

При указанных предположениях о свойствах неизвестной 
функции w(x, у, 2, й получим из (2.77), (2.79), (2.80) урав- 
нение 

\М"и* (р) +-[a (x, у, 2) p? + 8 (x, у, 2)р-- с (x, у, гри (р) = 
—а(х, у, 2) [ри, (x, у, 2) — и, (х, у, 2)J+ 

Но (х, 3, 2) ш (х, у, Л (ху, 2, р). (2.81)



64 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА [гл. и 

Граничное условие (2.78) переходит в следующее: 
д 

a (x, у, 2) и* (p) +B (ху, 2) P= (x, у, 2, р). (2.82) 

Носле нахождения и* (р) из уравнений (2.81), (2.82) задача 
сведется к нахождению и(х, у, 2, 7) из равенства 

[2 

u* (x,y, 2, р) = \ е-Р' u(x, у, 2, t) dt. 
0 

В случае, если и* (x, у, 2, р) найдется в заранее заготовлен- 
ной таблице формул, то искомое решение сразу выписы- 
вается. В противном случае, решение можно получить при 
помощи Теоремы обращения 

¥+- го 

U(x, У, 2, В = 55 \ e'ly® (x, у, 2, A) di. 

1— (mp 

Как это было замечено ранее (см. § 1), последний интеграл 
часто вычисляется при помощи преобразования к соответ- 
ствующему замкнутому контуру и применением теории вы- 
четов. Отметим, что при построении вспомогательного урав- 
нения и его граничных условий и при получении функции 
u(x, у, 2, В из и*(х, у, 2, р) при помощи теоремы обращения 
делается ряд определенных предположений о свойствах функ- 
ции и (Хх, у, 2, tf). Все подобные предположения о возможности 

перемены местами оцерации преобразования Лапласа, с одной 
стороны, и операций дифференцирования и предельного пе- 
рехода, с другой, предположения того, что решение должно 
иметь определенный вид, может быть разложено в ряд и т. п., 

BO многих случаях не являются ограничительными с физнчес- 
кой точки зрения. С другой стороны, указанный метод 
решения можно применять формально, если полученный ре- 
зультат удовлетворяет уравнению, а также начальным и гра- 
ничным условиям. 

Приведем решение некоторых конкретных задач. 
1°. Рассмотрим одномерное уравнение теплопроводности 

af = я 2.83)
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и положим, что для отрезка Oxo х=? поставлена краевая 
задача с предельными условиями 

и 0 =9,(, иИ|„-,==4, (2) (2.84) 

и однородным начальным условием 

и == 0- (2.85) 

Вместо и (x, #) введем в качестве искомой функции ee преоб- 
разование Лапласа 

co 

и* (x, р) = | e~Pn (x, 1) di. (2.86) 
0 

Применяя к обеим частям (2.83) преобразование Лапласа и 
считая, что в формуле (2.86) можно дифференцировать по x 
под знаком интеграла, получим 

и (x, р} 
dx? — ри* (x, р). (2.87) 

Применяя преобразование Лапласа и к уравнениям (2.84), 
будем иметь 

и* | oi (р), Ш*| ==, (р), (2.88) 
где 

Qo 

(рр ley, (dt (= 2). 
0 

Из уравнений (2.87), (2.88) вайдем 

и* (x, р) = $1 (p) wf (x, р} + 9; (р), (x, р), (2.89) 
где 

. __ sht—x) Vp . __ Вх Ур 
0, (x, p)= shlV p ? ©. (x, р) = з1Ур° 

Функции w*(x, p) и %(х,р) являются преобразованиями 
Лапласа функций 

198, fx Е 
~ 4b ox [2’ 2 = 

1
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d
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соответственно, где 

3, (vo, Й = У е2тё ко — n2x3t 

в —- @ 

— функция Якоби. Определяя из (2.89) функцию 2@ (x, 2) 
¢ учетом теоремы о свертке, будем иметь 

| 
1 Го # — 

a(x, 9=—т} ah (5 =) 9, (5) dt ~- 
0 

. 
1 д [—х Ех так, (57, =") 9,94. (2.90) 

0 

Рассмотрим теперь иволнородное уравнение 

а Fe tft (2.91) 
< однородным вачальвым и однородными граничными усло- 

ВИЯМИ 

(x, |1. =0, w(x, |, .=0, u(x, A, .,== 9. (2.92) 

Пусть 
о 

Sf? (x, р) = \ е-РЁУ(х, th dt. 
0 

Применяя к (2.91), (2.92) преобразование Лапласа, получим 

on ри* — f* (x, р), (2.93) 
u* (0, p)=u* (2, р} =0. (2.94) 

Нетрудно проверить, что для уравяения (2.93) с граничными 
условиями (2.94} функция Грина ямеет вид 

sh(i—£)VpshxV p 
. VoshiVe при x =, 

¥* (x, &; р) = _ _ 
sh(i—x)V psht V p при ХЕ 

VpshiVp , 

и решение уравнения (2.93), удовлетворяющее условиям
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(2.94), выражается в виде 

{ 

u* (x, p) == V y* (x, р) (x, р). (2.95) 
0 

Функция y* (x, & р} является преобразованием Лапласа функции 

1} х— ¢ Хх ¢ 

18 Oa |% (Faw) 8, (Ge п) 
Поэтому из формулы (2.95) следует 

{ t 

w(x, В dt | x(x, & ОЛ, 0) de. (2.96) 
0 0 

2°. Пусть требуется найти функцию, удовлетворяющую 
уравнению (2.83) и условиям 

u(x, 0) =0(х> 0), (0, t)—= F(Z). (2.97) 

Как и ранее, после применения преобразования Лапласа к 
исходному уравнению (2.83), ¢ учетом условий (2.97), будем 
иметь 

PO put (x, ps и" (0, P)=S* (р). 
Представим u*(x, р) в внде 

и* (x, р) =Се-=Ут + С.ехУР. 

С учетом ограниченности и* (x, р) при х—+ ос получим 

_ —х Ур. 

a (x, р) ре = pf* (p) 7 

Откуда, с помощью теоремы о свертке, найдем 

x $ 

a(x, )= | 9 ое 9-9 

at
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Легко видеть, что 

4 

a(x, 0)=0, ши (0, ВЕЛ |=. 
"9 

3°. Рассмотрим для уравнения теплопроводности (2.83) 
еще следующую задачу. Пусть 90% х< <, 

u(x, 0) = 1, #’(0, )=(0,й  (k=const). (2.98) 

При использовании преобразования Лапласа исходное уравне- 
ние (2.83) и условия (2.98) приводятся к виду 

Как и ранее, исходя из ограниченности решения и* (x, p) 
при х —* oo, найдем 

u* (x, рее, 
| eV pa \= * (0 |... = — eV P= h (№ +0) = hw" (0, р). 

Откуда 

a (x, =f(1- A =? )= 
р = Ур! 

— 4 ex Vp е-хУР 

p i О Ружуяри“ 
Так как 

2 {u, erf Gn Lae 

ее) 
TO, используя соотношение 

уг узи“ =# (va | eae), 

*) Здесь интегрирование ведется OT х до ©.
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получим 

a(x, = est (5 in) tye) 

4°. Пусть требуется найти решение уравнения 

ен бр и=0 (OS x <Low, #>0) (2.99) 

—h(<— х) — >. 
ы 

v 

такое, что 

и(х, 0) =0, w(x, 0)=0, и(0, =f). (2.100) 

После применения преобразования Лапласа, получим 

и — (ар*--бр-|- 6) ц* — 0, (2.101) 

ut (x, 0) =4* (р). (2.102) 
Решение однородного уравнения (2.101) находится обычным 
способом. Из условия ограниченности решения на беско- 
нечности легко найти, что преобразованием Лапласа функ- 

ции u(x, #) является функция и* (x, р) =9* (р) е- ИР р-+е. 
2 

Вели ас — 5) —0, то функция и*(х, р) принимает вид 

+ и % я [р Ув + БУ] 
и* (х, р) =$ (ре. 

откуда 

b 

u(x, д =е 278 o(t—xVa). 

В 2 

Если аа — (+) ==0, то, принимая во внимание COOTHO- 

шение 

b 
—x* — 

e-xVapitipte—.p 2Va .p~-xVap__ 

(т Ve=ae ) 
—xV+ (er Те 5 dt, 

fe — axe 
xVa у 
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будем иметь 

| 9 при 9=Е2<х Va, ; , 

е Ve o(t—xVa)— 

it (x, ty = J _ 5 J Vay < — ай 
\_sV= ( Ф(Ё— те 19° д Me. 

xVa 
| при #2 хИа. 

5. Введем в рассмотрение широко распространенное в 
разных областях естествознания уравнение Вольтерра вто- 
рого рода с разностным ядром 

t 

p=F)+ и. (2.103) 
0 

Предположим, что все функции, входящие в уравнение, имеют 
нреобразования Лапласа: 

$<* (р) = [40], (i= L О &* (p) = F [1], 

Пользуясь сверткой, будем иметь 

ф* (р) = /* (p) + &* (р) 9* (P). 
Откуда 

% 

ф* (р) = 1 Г an 

и 
8-2 

я | gt (pede. 
¢—{00 

Для уравнения (2.103) все повторные ядра зависят OT pa3- 
ности {—*, а поэтому и резольвента зависит от & < таким 
же образом. 

Уравнение Вольтерра первого рода 

| 

= (1 — =) elds 
0 

может быть решено аналогичным образом. Более того,
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указанный метод применим к системам интегральных урав- 
нений Вольтерра вида 

n t 

e=f (+ > (Е <), dt (é=—1, 2,..., 2). 
—10 

Применяя к обеим частям преобразование Лапласа, получим 

че (р) = Si (р) + Х Кь(р) 9 р} (i= 1, 2,..., П). 

Решая эту систему уравнений первой степени, определим 

Or (р), и решение рассматриваемой системы уравнений при- 
мет вид 

1 в--1 02 

ФВ = 5 \ фе (р) e” dp. 
o—{00 

Приведем несколько примеров. 
1°. Уравнение Абеля. Впервые в истории математики урав- 

нение, в котором неизвестная фучкция y(t) стояла под зна- 
ком интеграла, получил Абель в 1826 г. при решении так 
называемой задачи о таутохроне 

$ 

(es =f) O<a< 1). (2.104) 
0 

Пусть p*¥(p)= Sly], LIS ()|—/* (p). Тогда, ис- 
пользуя обычную методу применения преобразования Лапласа, 
уравнение (2.104) приводится к виду 

Га =) 
Отсюда 

(р) =?) 10 1; pf*(p)—F 0) 
PP) = Ta) Тая! Fa —a)p* 

Теперь легко найги 
{ 

1 ff Cf oa 
О fa] 
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Учитывая, что Г (1 — @) Г (%) = x будем иметь 
sinan’ y 

f (0) fi (as 
ж_ | С ae 

0 ( t) = sin ат 

2°, Рассмотрим интегральное уравнение с логарифмиче- 
ским ядром 

t 

ош — <) de =f (0), (2.105) 
0 

где o(t)—-Henapectuaa функция. Пусть ф* (р) =? [92] 

f* (р) = LL]. Используем равенство 

га) 

the-ak 1 
10 (| ге tt) = РР 1 

Имея в виду соотношение 

(In )\=——(C+in р), С — постоянная Эйлера, 

получим 

—9* (p) = (С-- р). 
Поэтому 

* (р) =— (р) _ _Р®Ф-ГО _ sf’ 0) 
Inp+C_ p(np+C) = p(inp+C)’ 

Принимая Bo внимание (2.106), найдем 

Се чАе- 0 Lat te ое (Se de 0) 
0 0 0 

3°. Рассмотрим уравнение 

sin t= \ J, (t — 2) 9 (2) de. 
0 

Совершая над обеими частями преобразование Лапласа,
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А igs — Тут" (7), 4") = Е 

В соответствии с последней формулой имеем 

(И = J, (9. 

ше Л, (£—*) J, (2) de. 
0 

Заметим, что сказанное в этом пункте непосредственно 
обобщается на интегро-дифференциальное уравнение вида 

a9 (2) age-o@+.. + ++ 

+ DAL: Ve post) 9 70 
и на системы таких  равнений 

$ 7. Преобразование Меллина 

Преобразование Меллина 

Qo 

F()=\f@e dt, sot, (2.107) 
0 

тесно связано с преобразованием Фурье и Лапласа 
Преобразование Меллина может быть успешно примевено 

к решению определенного класса плоских гармонических за- 
дач в секториальной области, задач теории упругости, 
а также при изучении специальных функций, суммировании 
рядов и вычислении интегралов Теоремы, относящиеся к 
преобразованию Меллина, могут быть получены из соответ- 
ствующих теорем для преобразований Фурье и Лапласа пу- 
тем замены переменной. Приведем некоторые теоремы. 

Теорема 16. Пусть 7-1 f(t)EL(0,+ 0c), причем 
функция f(t) имеет ограниченное изменение в окрестно- 
стях тонки =. Тогда 

oi) 

Lepr ie) J tim | F (stds, (2.108) 
1-P-00, — jf} 

где функция © ($) определена no (2.107).



74 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА (гл. п 

Теорема 17. Лусть 9 (9+ Ш) EL (— со, -|- 00) и име- 
ет ограниченное изменение в окрестности точки ut. 
Тогда 

219 (FiO) +F (oF i t—0y]= 
= lim | f(a + -34, (2.109) 

iim 1 

—
 

где 
o--ia 

fi)=55 F (s) #7 ds. (2.110) 
в — £00 

Пусть $ (5) и С(5) — преобразования Меллина функций 
F(t) и g(t). Непосредственно можно получить 

лы &-Lic 

ra) F (5) 0(1— $94 = 57 \ (1 —ayas {sigan 

; со k-+-100 ana 

= say | Seat \ @(1— 5) 8-1 46 = лом (2.111) 
9 В — 99 

Подобным же образом 

bates , 2 ktio 

mm (59965) = gindt {592% = 
k—ia & — ia 

=feins(2) =. (2.112) 
0 

Теорема 18. /7усть 

ИЕР (0, 00) и G(1—k—ix)EL(— со, +00), 
либо 

$ (2) 62 (— сю, <) и t*g(t}EL (0, +00). 

Гогда справедлива формула (2.111). 
Аналогом теоремы O свертке в теории преобразований 

Меллина является следующая
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Теорема 19. Пусть f(t) и t*g(t) принадлежат 
множеству Г (0, -- со) и 

А в = [79 =(5) 5 

Тогда функция Ёп (В Е1 (0, +00) и ге преобразование 
Меллина есть 9 ($) G(s). 

О преобразовании Меллина из других классов функций 
и некоторых его приложениях см. [73], [77]. 



ГЛАВА Ш 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ БЕССЕЛЯ 

Интегральные преобразования вида 

со 

f=) Fs) K Qe) dt, 
8 . 

где K(z)— функция Бесселя, известны под названием лпре- 
образований Бесселя. 

К этому виду принадлежат интегральные преобразования 
Ханкеля, Мейера, Конторовича — Лебедева и ряд других пре- 
образований. 

$ 1. Преобразование Ханкеля 

Формулы типа (1.14), (1.15), (1.16), дающие разложение 
произвольной функции f(x) в интеграл Фурье, представляют 
значительный интерес во многих проблемах математики и фи- 
зики. К числу разложений подобного типа относится разло- 
жение по цилиндрическим функциям, известное под именем 
интеграла Фурье — Бесселя: 

f (x)= J Лк) udu | SJ, (ut) tdt 0х -- о), (8.1) 
0 0 

где J, (x)— функция Бесселя, vy > — 5 . 

Теорема 1. /7Тусть функция f(x) ограниченной sapua- 
ции в0 всяком конечном интервале (0, R), и 

f(2)| x8 de < оо. 
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Гогда при >— имеем 

ZV e+O+S (e—0} = 

= \ J, (хи) и аи Fe J, (ut) Е dt. (3.2) 
G 0 

В тонках непрерывности имеет место формула (3.1). 
Справедливость указанного разложения сформулирована 

и при других предположениях [73], [136], [119]. 
ГГреобразованиеж Ханкеля называется интеграл 

Аш, [7] = \ Дол ид ав (0 ао). (3.3) 

Из интегрального разложения (3.1) следует формула обра- 
щения 

(= 2; [А Ш] = \ AWS) паи 0<t<-f 00). (8.4) 
0 

Заметим, что если функция f(t) такая, что /( = О\(Р) при 

#0, я----2>0 0 f()=0(F) при # + со, B+ 5 <, 
то интеграл (3.3} сходится [119]. 

К разложению (3.1) можно добавить еще одно разложе- 
ние аналогичного типа 

F(x) { Но) (д ви | У, (Wh) Fat, = (85 
0 0 

где Y,—oynxyua Бесселя второго рода, Н, — функция 
Струве. 

Формула (3.5) представляет основу для введения соответ- 
ето интегрального преобразования [69], [73], [247], 
146]. 

Я, оиведем связь, существующую между преобразованием 
Ханкеля и кратными преобразозаниями Фурье.
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Пусть 
a a 

f(x, Woe | | лоу fA, в) di do, 
.- @ —® 

co © 

FP, w=) | e--¥o Z(x, y) de dy. 
~oO — © 

При переходе к полярным координатам по формулам 
x--iy==re'? и ^-- № —реФ функции f(x, У) a /*(, 0) 
связаны между собой следующим соотношением: 

u(r, ф) = | | elTe cos (p — $) u (р, $) pdp db. 

p==0 ф=0 

Полагая 

9(р, $) =i” y (pe 
и принимая во внимание интегральное представление функ- 
ций Бесселя 

== (| 2 Cos п I, (= 5 | elz cos -binl af, 
0 

будем иметь 
ov ej 

u(r, y= er? \ oJ, (rp) x (6) ар. 
0 

Введем обозначение 

u(r, $) =Ф (ге, 

где 

® (r) = \ pd, (r0) x (9) 4. 
0 

Тогда получим 
GO 

v(p, p)== ie | Л, (— rp) ® (7) r dr, 
0 

Хх (р) = \ Л, (гр) Ф (г) гаг. 
6
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Приведем еще несколько свойств преобразования Ханкеля. 

с 1 sft 
1°. Hf (а) =, (=) ‘ 

2°. С помощью интегрирования по частям можно полу- 
ЧИТЬ 

я, [ити =e HO} 
При этом предполагается, что 

vei of 24 
ON ав = boy ia _ «ae —=0, | 

, Я =0, 

3°. Равенство Порсеваля. Пусть 

ЖИ] =1 (я), 9,89] =, и). 
Тогда 

fof 1 go d= fo g(t) dé (>—3) . 

Условия справедливости последней формулы сформулированы 
в [73], [119]. 

4°. Асимптотика [119]. Если (А =0О(Р) при #0, 

atyt2>0, Л(А=0(8} при t—oo, p+ <0, то 

№ (и) (у>—1, и 0) существует, и, кроме того, 

fi (a4) =O (и) и—0), а Smin(v, —В— 2), 

(и) =O (и) (и— со), В’ <max(—3, —a—2) , 

Обобщением интегрального разложения (3.1) является фор- 
мула 

fo= Е г. орет) (+) Фа (t}+ dt (<< -- оо), (3.6)
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rae 

ga (9 =, (au) У, (ut) — ¥, (an) J, (ut) (v>— 5) 
— линейная комбинация функции Бесселя первого и второго 
рода y-ro порядка. Разложение (3.6) имеет место, если f(t) — 
кусочно-непрерывная функция ограниченной вариации во вся- 
ком конечном интервале (а, Ю) и интеграл 

® 1 

Ил(В dt<oo. 

При a—>0 (3.6) переходит в (3.1). 
По аналогии с преобразованием Ханкеля интегральное 

разложение (3.6) приводит к соответствующему интеграль- 
ному преобразованию, которое называется преобразованием 
Вебера. Представляет интерес обобщенное преобразование 
Вебера 

(и = ©, (ut, an) f (2) dt, 

где ° 

С, (2, 2) = J, (2) [PY, (7) — Qw Vas (w)| — 

— У, (2) [РУ, (@) — QwJ,,,, (@)], 

Ри @— некоторые произвольные постоянные [147]. Преоб- 
разования Ханкеля и Вебера могут быть успешно применены 
к решению краевых задач для уравнения Лапласа и Гельм- 
гольца, некоторых задач теории упругости и теплопровод- 
ности. 

§ 2. Преобразование Мейера 

При решении дифференциальных уравнений типа Бесселя 
важное значение имеет интегральное преобразование Мейера. 
Последнее определяется посредством интеграла 

—_® 1 

= У 2 | Kishi rnd, = вл) 
О 

где К,(!) — функция Макдональда. Формула обращения
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имеет вид 

ВЕ 

= lim | 1, (ts) (#5) 
1 
2 f (s) ds. (3.8) 

Равенства (3.7), (3.8) непосредственно вытекают из соответ- 
ствующего разложения произвольной функции в обобщенный 
интеграл Фурье. 

Теорема 2. //усть }(Т) — Функция действительного 
переменного 1, 0<=1<-- сю, интегрируемая на любом ко- 
нечном интервале 0<Т, < {= Т, ий ограниченной зариации 
в окрестности точки 1—х; пусть, кроме того, сходится 
интеграл 

@ 

(eI f(i)|dt, p>aso. 
0 

Тогда имеет место разложение 

{x+)+fe—0) 
2 

о oe 1 © 1 
=, fim | I, (xs) (xs)? ds ( К, (st) (st)? бак — (3.9) 

6 -- А 0 

Функция К, (2), как известно, четная функция у, поэтому 
последняя формула может быть представлена в форме 

ео —9 _ 
2 

ви 1 © 1 
1 . — = 

= lim | } {1 (xs) ЕТ, (xs)} (xs)? а ) К, (st) (st)? f (6) dé. 

(3.10) 

В частности, так как 

1 1 

Г] (y= (2)? shz, Jf , (y= (2)? ch z, 
2 2 

K,1@=(%)" es
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то формула (3.10) при a приводится к виду 

§+-2) © 

Гео 0) и | eds | e-* f(t) de. (3.11) 
0 

Теорема 3. //усть аналитическая в полуплоскости 
Кез > а>0 функция f(s) удовлетворяет условиям: 

1°. Для всех #0 и Ва существует 

8a 
lim \ Г, (12) (2) 

1 

2 f(z) dz, 

где 

— < Вет, 

причем сходимость относительно #(0 = t <b) равномерная. 
2°. Сходится интеграл 

8-Е! 
| FM aay, 

are ПАГ 

8°. Функция f(s) ограничена в полуплоскости Вез >= В, 
m. 6. _ 

IF (5) |< А, 
где А — положительная постоянная, не зависящая от $. 

4°. Существует 

lim f (x + iy) =0, 

где сходимость относительно всех действительных зночений 
у равномерная. 

Гогда при Кез; > В имеет место равенство (3.7), в ко- 
тором функция f(t) определяется посредством (3.8). 

Теорема 4. //усть функция #2($) такова, что 

gE ()=f()+ Х os",
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где f (5) удовлетворяет условиям,  сформулированным 
& предыдущей теореме, Ве (8) < 0 (i==1, 2, ..., п). Тогда 

_® 1 

2 = У 2 (Kn (sty? gat, Res>8, 
0 

где 
, Bi) ‘ 

Е — пу lim \ Г, (ts) (#5) 2 g ($) ds. 
—t 

Для преобразования Мейера определена свертка и по- 
строено операционное исчисление по схеме Микусинского 
(см. гл. V, § 16). 

$ 3. Преобразоваиие Ковторовича — Лебедева 

1. При решении некоторых задач математической физики 
важное значение имеет ряд интегральных преобразований, 
содержащих интегрирование по индексу функций Бесселя. 
Впервые подобная форма интегральных преобразований рас- 
сматривалась М, И. Конторовичем и Н. Н. Лебедевым 
в 1938 г. [37]. Введенное этими авторами интегральное пре- 
образование в настоящее время носиг их имя и называется 
преобразованием Конторовича — Лебедева. Носледнее было 
успешно применено к решению ряда интересных задач [16], 
[43], [76], [77]. Основное значение в теории преобразований 
Конторовича — Лебедева имеет разложение типа интеграла 
Фурье 

xf (x) = | K,, (x) t sh me de | K,_(@) f (8) d@, (3.12) 
0 9 

где А, (х) — функция Макдональда, х`>0, f(x) —mpous- 
вольная непрерывная вместе со своей производной функция, 
удовлетворяющая условиям ХЛ (x), xf (Хх) ЕЕ (0, оо). Раз- 
ложение (3.12) имеет место и для функций более широкого 
класса [43], [46]. Обозначим 

F (2) =) T (x) К» (x) ах. (3.13)
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Интеграл (3.13) называется преобразованием Конторовича — 
Лебедева. Непосредственно из (3.12) вытекает следующая 
формула обращения: 

Под | Kic(#) чате a (> 0). (3.14) 

В более симметричной форме указанные формулы имеют вид 

Ки rom (re nis ах (0—="<- о), (8.15) 

Ho =( Fe eke Ki dv (0<х<- о). (3.16) 
0 

Иногда формулы (3.13), (3.14) встречаются в следующей 
форме: 

Во 2, cshine (а) Е ) ay, (3.17) 
Q 

f (x)= | (у К, (x) ae. (3.18) 
0 

Для вычисления некоторых типов определенных интегра- 
лов большое значение имеют формулы, аналогичные формулам 
Парсеваля в теории рядов и интегралов Фурье. Приведем 
следующие теоремы [44], [45]. 

Теорема 5. Пусть 2(х) — произвольная действитель- 
ная функция такая, что: 

_3 
1) g(x)x 4 €EL(0, -- оо), 2) g(x) EL, (0, +00), 

( У sh xe K;, (x) 
G(t)= | g (x) — p— ax. (3.19) ] у 

Тогда 
QQ 

5 [9 de = \ [g (x)]* ах. (3.20) 
0



6 3] ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КОНТОРОВИЧА — ЛЕВЕДЕВА 85 

Теорема 6. /lycms &,(х) и 8, (%) — произвольные ве- 
щественные функции, удовлетворяющие условиям 1) u 2) 
предыдущей теоремы, Ц, (<) и С, (°) — соответственно ин- 
тегральные преобразования вида (3.19) функций g, u gy. 

Тогда 

а, (<) G, (9 &= \ 2, (x) 2. (x) ах. (3.21) 
0 

Ряд других интегральных преобразований, включающих 
интегрирование по индексу цилиндрических функций, рассма- 
тривается в [168]. 

2. Найдем решение уравнения теплопроводности 

OT an гот, 1a7 
a Vv Г==а (= TF r or Tp =) ’ (3.22) 

удовлетворяющее условиям 

Т — 92“ при ф=0, } 
Г=0 при ф—= а. (3.28) 

Такая задача возникает при исследовании периодического 
температурного поля в клиновидной области [208]. Будем 
искать решение в виде произведения 

Т= Зе“ и (г, 4). 

Для определения и (г, p) имеем уравнение 

2 | ИИ 2 р уи-- и =0, = —1 0. 

Посредством замены переменных 

z=ikr, u(r, $) =У(, 9) 

получим 

ov 1 ov 10°V _ tsetse z oz Г 2? dg® У—0, 

У=1 при ф==0, 
V=O0O при ¢=—=a. 

Применяя преобразование Конторовича — Лебедева (3.17),
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(3.18), найдем 
m 

Viz, $) = е- #9 -- \ А (5) sh (gs) K,, (2) ds. 
о 

Из граничных условий следует 

00 

( A(s) sh (as) К, (2)ds—=— e728", (3.24) 
0 

Для всех действительных В имеем 

| cos (Bs) K;, (2) ds = 5. е- 218, (3.25) 
0 

Непосредственно из асимптотнческого представления для 

больших $ 

= -(+-I71 
[Ки (ре")| VW ze (5 ) 

следует, что интеграл в (3.25) сходится и для мнимых зна- 

чений В=йи, в предооложении, что [в |-- |7] <=. С уче- 

том уравнений (3.24), (3.25) найдем 

2 ch (F —a) $ 

А (5) =— к сн ау у 

Поэтому 

V(z, geez 2 (atten (1—4) sk;, (2) ds 

(1 <<. 



ГЛАВА IV 

ДРУГИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

$ 1. Преобразование Мелера — Фока 

1. Интегральное преобразование Мелера — Фока опреде. 

ляется посредством интеграла 

Е =) ЛР 1,94, 120 (4.1) 

где Р.(х) — сферическая функция  МЛежандра первого 
рода. Пусть Х(х) — действительная функция такая, что 
Дх)Р_ , (х) ЕЁ (1, -- 0). Тогда интеграл (4.1), понимаемый 

2 

в смысле Лебега, представляет действительную функцию т, 
определенную для всех < >00 (можно рассматривать также 
<< 0, при этом Р(— т) =Р (т). Фактическое вычисление 
преобразования Мелера — Фока для функций различного вида 
осуществляется с помощью интегральных представлений функ- 
ций Лежандра, например, 

a 

2 С05 1$ 
Р во) =— \ — ds (2—0 

— de (ch) =) Vea (1 0) 

(интеграл Мелера), 

> ch s -+- cha) 

ге) 

2 COS tS 
P ch a)== — ch re ds я — 0), tye OMS уд (#0) 

и последующего изменения порядка — интегрирования,
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Разложевие произвольной функции в интеграл типа Фурье 

0 со 

и=) cthme Pa 60 ar | ЛОР. 4 (42) 

представляет основу для нахождения соответствующей фор- 
мулы обращения для преобразования (4.1). Приведем две 
теоремы [78]. 

Теорема 1. Если функция (x), заданная в интервале 

(1<х<- о), такова, что 9 (f) = 2 sh-+ b (ch f) имеет 

первую производную, абсолютно интегрируемую в бесконеч- 
ном интервале (0=—1<--с0), и вторую производную, 
абсолютно интегрируемую в любом конечном интервале, 
и если $ (0) =0, $ (-- со) =0, mo $(х) может быть пред- 
ставлена в виде интеграла 

фо =)Р „(лай (<<), (4.3) 
0 2 

20e 
iy a) 

Пит Pa, (G(x) dx, (4.4) 

Теорема 2. Рели функция f(p), абсолютно интегри- 
руемая в бесконечном интервале (0= < -- с), имеет 
произвобную, абсолютно интегрируемую во всяком конеч- 
HOM интервале, и если }(0) =0, то (и) может быть пред- 
ставлена в виде интеграла (4.4), где Ф(х) имеет вид (4.3). 

Приведенные теоремы могут быть доказаны и при других 
предположениях [43]. 

2. Интегральное преобразование Мелера — Фока находит 
применение при решении некоторых задач теории потенциала, 
теории теплопроводности, при решении линейных интегральных 
уравнений определенного типа, а также и в ряде других 
задач математической физики [43], [45]. В качестве примера 
рассмотрим интегральное уравнение 

c 

g (x)= a(x) +2 (29 as, (4.5)
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где 
l<x<cto, —wocin<l. 

Пусть существует преобразование Мелера — Фока функциз 

p(x) и g(x) 
a 

ФО] ФР 1, de, 

= ДР, (ede. 
Так как 

то будем иметь после умножения равенства (4.5) HaP , + (x) 
— it — 

и интегрирования по х от 1 до- со 

Ф()=0(9-- =" O(n), 
откуда при — oo< dn < 1, получим 

С (<) 

_ hac 

ch xt 

© (<) = 

С помощью формулы обращения найдем 

a 

обе | thee Че .Р_ тн (x) dt. 

° ~~ Ch wt * 
< 

Строгое обоснование может быть сделано, например, при 

предположении, что #(х)— непрерывная функция ограни- 
ченной вариации во всяком конечном интервале (1<х< в), 
причем 

1) g{x)P_ 1 (*)EL (1, -- 00), 

2) G(t)tEL (0, +00) [43].
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$ 2. Преобразование Гильберта 

Рассмотрим интегральную формулу Фурье 

= у (2) cos xt +b (1) sin xf] dt. 

Здесь 

a(f)=+ ( F(u)cosutdu, БОТ Г f (и) sin uf du. 

Положы © ~~ 

g (x)= {> cos xf — a (2) sin xf] dt = 

many Г sin (и — x) #- (u) du. 

Интеграл в правой части последнего равенства называегся 
сопряженным интегралом к интегралу Фурье и получается 
формально из приведенной формулы Фурье заменой а на ф 
и 6 на— а. Опять формально имеем 

2 (x)= im + at \ sin (и — %) Ё-Л (п) ай = 

_ ue, | 1 — cos! (u — x) __ 
=tim+ | их А (и) аи = 

1 | 5 

3 
| 
=
 

2
—
6
 

А Lf let — Sle 8] 4 

Отсюда 

g(a и паи dit. (4.6) 
U
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Аналогично 
. am 

f(xy 1 | Е, (4.7) 
0 

Формулы (4.6), (4.7): эквивалентны формулам 

g(x) = У.Р. | ГО 

= lim 
К Еъо 

=— ви \ В (4.9) 

roe символ У. Р. обозначает главное значение интеграла 
в смысле Коши. Последние две формулы представляют собой 
пару преобразований Гильберта. Строгое доказательство ряда 
теорем, относящихся к теории преобразований Гильберта, 
имеется в [73], [255]. 

$ 3. Преобразование Лагерра 

Интегральное преобразование 

co 

т} = бе HS) dt =f (n) (n=0, 1,2, ...), (4.10) 
0 

roe L,(f)-— многочлены „Лагерра п-го порядка, называется 
преобразованием Лагерра. Последнее естественно применяется 
для решения дифференциального уравнения Лагерга 

„Рх--пх—0, (4.31) 

LF x(t) tx" (f) + (1 — 2) x’ (8). 
rae
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Применение преобразования Лагерра сводит дифференциаль- 
ную операцию „Ух к алгебраической по формуле 

7 { 9 [x ()]} = — пх* (п) (2==0, 1, 2, ...). 

В работе [188] вводится в рассмотрение свертка для пре- 
образований Лагерра 

| < Усе — 
еб | ета) le “cos (ИЕ sin y )X 

Ж(1--“— 2V tr cos 9) dy de 

и строится аппарат операционного исчисления для операторов 
Лагерра Y x. 



ГЛАВА У 

ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

$ 1. Основные понятия и предложения 

Пусть М— множество всех абсолютно непрерывных и, 
вообще говоря, комплексно-зназных функций, определенных 
на полупрямой 0=#< -- со, [ — множество всех функций, 
определенных на полупрямой 0={1<«-- < и интегрируемых 
в смысле Лебега на любом конечном интервале (0, A). 

Если функция F(t)€ М, то существует для почти всех 
значений производная Е’ (t) =f (2), принадлежащая множеству 

L,uF(t)=F(0)-+|flw)du. Обратно, если (ВЕД, то 
$ 

t 

функция G (f) = \ 8 (и) 4и принадлежит множеству М и почти 
9 

всюду G' (f)— g(t). Если fS(QEL, 20 ЕТ, то для почти 
всех ¢ существует интеграл 

t 

уаз, 
© 

принадлежащий множеству ZL. Интеграл 

t 

| Ge—7 © ae, 

где СЕМ, Ff W) EL, принадлежит множеству М. Если 

ноев G (8) di, 
0 

де F(t)E M, СЕМ, то существует Н’(ВЕМ.
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М есть линейное множество и в ием операции сложения 
и умножения на число определяются естественным образом. 
Пройзведением функций F (thE М и G(t)€M называется вы- 
ражение 

t 

F x G(iy—4\ FEN aga. (5.1) 

При таком определении произведения нет необходимости раз- 
личать постоянные числа от функций констант. Основные 

свойства операции умножения; 
1°. Если Е(РЕМ и G(HEM, то F(t) ¥ СЕМ. 
2°. Произведение коммутативно, т. е. F(f)* С (= 

== G (t) * F (f). 
3°. Произведение ассоциативно, т. е. 

(РОО) НИ =Р@) х в & (2). 
4°. Произведение дистрибутивио относительно сложе- 

ния, т. е. 

F (t) % (G (f) + H(f)) =F (4) ®& G (4) + Fd) % H (2). 

5°. Если F (1) % G (#} = 0 для всех 0 = 2< оси F(t} KO, 
то G(f)=0 для всех OS 1<-- 0 [59]. 

Множество M относительно сложения и умножения 
в смысле (5.1) образует коммутативное кольцо. Из свойства 
5° следуег, что это кольцо не имеет делителей нуля. Всякое 
коммутативное кольцо без делителей нуля может быть 
расширено до поля отношений. Назовем парой выражение 
(F(f), G4), где FEM, GHEM и СШ =0. Две пары 
(F(t), С (1)) и (Е, (4), С, (1)) вазываются эквивалентными, если 

F (t) & G, ()=F, (t) ® 00. (5.2) 

В этом случае и голько в этом случае будем писать (F, G) ~ 
—(Р,, @,). Множество пар (Р, G) разбивается на классы, 
каждый из которых состоит из эквивалентных между собою 
пар. Так как все элементы, эквивалентные элементу класса, 
лежат в одном и том же классе, то, следовательно, класс 
определяется одним из его элементов. Этот элемент назы- 
вается представителем класса. Обозначим класс, к которому 

F 
принадлежит пара (F, G), символом С: Согласно этому опре-
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Е 
делению г. = б. гогда, и только тогда, когда Р % G, =F, XG. 

F 
Для символов с оПРределим сумму и произведение, полагая 

Е 44 (P* G,+F, *G) а. = а Гб, GxG, ° 
Е.В ЕЖЕ, (5.3) 

(G * G, = 0). 

Правые части последних равенсгв He зависят от выбора пред- 
Е Е Е 

ставителей классов р; и а: Совокупность всех символов а 
1 

образует коммутативное поле. Обозначим его через Pt. Эле- 

менты поля % назовем омераторами. Формулы (5.3) опре- 
деляют сумму и произведение операторов. Часто операторы 

F 
будем обозначать одной буквой, например а=с, b= + 

и т. д. Наконец, в целях упрощения записи, там, где это не 

может вызвать недоразумений, произведение операторов au b 
Е 

будем обозначать аб. Таким образом, если а== ай 

b =F — операторы, то а — произведение операторов. При 

FRR Е 
этом ab=-a KbO=>—— Gua’ Символ — с означает операцию де- 

ления в Wt. Последняя существенно отличается от обычной 
операции деления. 

Основные свойства операции сложения и умножения 
в поле Qt: 

1°. ab=ba. 
2°. (ab) c= a (be). 
3°. a(b-+-c) =а6- ас. 

Совокупность операторов вида “oO 

С множеством М, именно каждому оператору вида 

можно поставить в соответствие функцию F (ВЕ М. Говорят, 

можно отождествить 

Fie 
1 

что Mt есть расширение кольца М. Вместо оператора = 

будем писать 1, такой оператор называется единичной функ. 
0 

цией Хевисайда. Вместо оператора а будем писать 0.
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Константы принадлежат полю St. Деление констант в Qi 
совпадает с обычным отношением постоянных. В кольце М 
уравнение 

F(t) %x()=G(A (5.4) 

не всегда имеет решение. Например, если F(t) tu С (1 =1, 
го уравнение (5.4) примет вид 

t 

4—5 x (4—1, 

ИЛИ 

{ «(@) d@=1, (5.5) 

и среди множества М нет функции x (f), удовлетворяющей 
уравнению (5.5). В none Mt любое уравнение ах = (a ~0) 

_ 6 
всегда имеет решение xa р = =. 

Поле Nt содержит множество L. Пусть f(4)EL, тогда 
t 

F и=\/ (и) Е М и Р(0) =0. Поставим функции f (ft) 

“0 

Л(Р} и g(t) множества Г отвечают различные операторы 

FO 90 
t 
UKE “a)=0, откуда F (1 = G(f). Всякому оператору вида 

A ‚ Н(0) =0 отвечает функция #( = Н’(ВЕР. Таким 

разом между множеством всех операторов вида ae 

в соответствие оператор ——. Двум различным функциям 

‚ так как в противном случае Ех Е =» С или 

Е (0) ==0 и множеством £ устанавливается взаимно однознач- 
ное соответствие. При этом сумме функций f(t) -+- 2 (2) отве- 

чает сумма операторов — “6 4.20 2, Произведению функции 

f(t) на число Х отвечает произведение A на оператор - в. 

Перечисленные свойства позволяют отождествить  ператоры 

вида -й, Р (0) =0 с функциями множества L и не делать
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различия между функцией Л(КЕГ и оператором —— - 9 . По- 

этому будем писать 

“P= F (=F Ц. (5.6) 
Операторы поля ЖЖ, приводящиеся к виду г. Е (0} =0, 

естественно назвать функлиями, а приведение оператора 
A D виду a ) ‚ Е (0) == 0, назовем реализацией оператора. He 

всякий оператор допускает реализацию; например, оператор : 

“6 не может быть приведен к виду ——, Р (0) =0 Сумма функций 

всегда есть функция. Простой пример показывает, что произве- 
дение функций ne всегда будет функцией, т.е что произведение 

операторов f (t)=—> # g (f) ==> (F(0) = 0, G (0) =0) невсегда 
но, Н (9) =0. Действительно, 

1 Бит т. © Е()=УЕ 

можно привести к виду 

1 
р —=-=—=, i= пусть (7) Ут 8 (0 

G(t)==Vi. Тогда 
t 

d ———— 
dt Уд 

Оха 5 
tyt i yt , F(t) * 8 = 

откуда 
ri f()* 8 ИЕЕНЕЕ: 

Следовательно, совокупность всех операторов вида —~ 7, 

F(0)==0, не есть KonbHO Однако имеет место 
Теорема 1. Если одна из функций f(t) или g(t) a6co- 

лютно непрерывна, т е. принадлежит множеству М, то 
произведение этих функций есть снова функция. При этом 
произведение f (t)* g(t) может быть вычислено по формуле 

| 

ЛОЖЕ |790. 6.7) 
4 В Яоюгьь A Полупеоньль
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Е 
Оператор a можно рассматривать как произведение 

оператора - на функцию ‘OF (1). Оператор + играет 

фундаментальную роль в операционном исчислении. Для него 
1 

введено специальное обозначение р=-. При stom фор- 

мула (5.6} примет вид 

РЕ —=Р’ (В. (5.8) 

Здесь F(f)EM и Е(0)=0. Если F(f)— любая функция, 
принадлежащая М, то из (5.8) имеем 

pF (t)=F' () + pF (0). (5.9) 
Следовательно, в случае РЕМ и Р(0)=0 умножение 
функции F(t) на оператор р означает просто ее дифферен- 
цирование. Произведение ра имеет смысл для любого опе- 
ратора а; в общем случае ра будет оператором. Для 
того чтобы ра было функцией, необходимо и достаточно, 

чгобы а—=Р(ЙЕМ и Р(0) =0. Оператор р называется 
оператором дифференцирования. Если F’ (f)€ M, то из (5.9) 
следует 

p (pF (1) =p’ F (t) =F" (t) -L pF’ (0)-++ p*F (0). (5.10) 

В общем случае, когда F (А имеет производную 7-TO по- 
рядка, принадлежащую множеству Г, последовательное при- 
меление формулы (5.9) дает 

p(p"* F (t)) = р" F(t) =P (A) + pF’ (0) -- 
+ pre? (0)+...+p"F(0), (5.11) 

где р” обозначает произведение и операторов PRP %...%p 
в поле Nt. Полагая в (5.9) Е (В =e, найдем ре’ — ае" | р, 
или (р— а) е"' —р, откуда 

р __ ,at poe (5.12) 

Точно так же полагая в (5.10) F(f)==sinwt, Р( = с0$ of, 
найдем 

2 т a — sin wf, от = cos wf. (5 13)
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Из равенства 
p (te™) = а" + се" 

следует 

или (см. (5.12)) 

—€& 

откуда 

(р f a)* = te 

В общем случае имеем 
ff-Ipg-at 

Ga =H (5.14) 

——_ 
==f, 

ho
 
fe
 

Оператор p~', обратный к р, очевидно, равен р”! === 

Функция Р (1) =# принадлежит множеству М. Поэтому из 
(5.1) следует для любой f(f)/ EL 

t 

р = | Fab (5.15) 

Таким образом, произведение р‘ на f(t) обозначает инте- 
грирозание. Оператор р‘ называется оператором интегри- 
рования. Обозначая через р”” произведение и операторов 
р `\р``%...Хр_‘, найдем из (5.15) 

t* 

p= (5.16) “nl 

Тогда из (5.1) следует для f(2)EL 
t 

р-р | 1—6" 1704. = 647) 
0 

§ 2. Рациональные операторы 

Одной из основных задач операционного исчисления 
является изучение операторов вида (р), где Z{A) есть не- 
которая функция переменного Х. Примерами таких операто- 

ра Fre » P's рас ров могут служить операторы 

4%
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смотренные в предыдущем параграфе. В простейшем случае, 
когда Z(A) есть рациональная фувкция, т. е. 

P() 
2% = Tq’ 

где Р()) и О()) — многочлены 

P(h) = У a, ou О (A) = У B.A", 
&—0 k=0 

естественно определить оператор Z(p) посредством равенства 

— Pe) 5.18 

Операторы P(p) и О(р) принадлежат полю Mt, a следова- 

тельно, полю % принадлежит и их отношение ae ant Onepa- 

тор Z(p) называется рациональным оператором. Возникает 
вопрос, для каких рациональных функций 2()} операторы 
2 (р) приводятся к функциям. Для этого необходимо и до- 
статочно, чтобы степень полинома Р(\) была меныше или 
равна степени полинома Q(A). Следовательно, если Йй= т, 
то существует функция y(t) такая, что 

2 (р) = 9 (4); (5.19} 
при этом легко установить, что Ф(Ё) принадлежит М. Если 
значение оператора Z(p) для единичной функции известно, 
то определение значения 2(р) f(t) для произвольной функ- 
ции /(7) ЕС дается формулой 

1 

Zir)fO=F\e—-H/H a gHEM. (5.20) 
0 

Функцию ф (2 из уравнения (5.19) можно определить, разла- 
гая A~*Z(h) на простые дроби. Можно воспользоваться тео- 
ремами разложения Хевисайда (см. гл. Il, § 3). Например, 
если все корни знаменателя, т. е. корни многочлена < (A), 
простые и Q(0)=40, то 

_РО P (dy) 
“(= To +E nO Og Oe (9.21) 
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Здесь №, А,, ..., Ам Корни многочлена О (i). Если О (0) =0, 
то это будет означать, что О (р) =р О, (р), где Q, (0) 520. 

Используя (5.21), можно найти ry {(f), после чего MP) 
Q (p) 

t 

Z(p)=p" * 9, (В = \ 9, (и) аи. 
0 

Более сложен случай кратных корней. Если, например, 
^ ==), — кратный корень, то при разложении A~'Z(h) на 

простые дроби появятся дроби Ар Следовательно, ф ({) 
м 

будет содержать члены А ЁГ7‘'ем. Таким образом, в общем 
случае, решение уравнения (5.19) будет иметь вид 

ф (1) = 2 А, „ем, (5.22) 

Обратно, для всякой функции Ф(Ё вида (5.22) существует 
такой рациональный оператор (р), что Z(p)=— (ft). Рацио- 
нальные операторы не исчерпывают поля Qt. Они образуют 
подполе в Wt, которое получается расширением кольца функ- 
ций типа (5.22). Каждый элемент этого подполя может быть 

Р(р) 
Q (p) 

п< т, то Z(p) есть функция, в противном случае Z(p)— 
оператор. Предыдущий результат можно обоб.цить на более 
широкий класс операторов поля Wt. Проще всего это сде- 
лать посредством преобразования Лапласа. 

представлен рациональным оператором й (р) = Если 

$ 3. Операторы, преобразуемые ло Лапласу 

Пусть $ обозначает множество всех функций (В EL, 
для которых интеграл Лапласа 

(= | дей 
0 

сходится абсолютно, а 5* обозначает множество их транс- 
формаций Лапласа. Если для оператора a€ Wt существует 

представитель (Р (2), G(f)) такой, что F(f)ES и G(AES, 
т0 такой оператор называется преобразуемым по Лепласу.
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Функция 
_ Е* 
а (2) = wo (5.23) 

где ЕВ 

a= ere > 

г" (д = | Ре“, G¥2)= | (дети, 
0 0 

Fi) 
7 ae” 

Нетрудно проверить, что определение a(z) не зависит от 

выбора представителя (F, G) и, следовательно, а(2) одно- 
значно определяется оператором а. Это преобразование обо- 
значают символически 

называется преобразованием „Лапласа оператора a= 

а-==а (2). (5.24) 

Множество всех преобразуемых по Лапласу операторов 
поля обозначим через УС, а множество их преобразований 

Лапласа обозначим через Yt. 
Теорема 2. /7реобразование (5.24) устанавливает 

между множествами У u I взаимно однозначное соот- 
ветствие, при котором сумме операторов а--5 отвечает 

сумма функций a(z)-+b(z), а произведению операторов 
а% отвечает обычное произведение функций а (2) (2). 
Нуль и единица множества St переходят в нуль и единицу 
множества %. _ 

Теорема утверждает изоморфизм полей Yt и Yt. При этом 

оператор днфференцирования р= = соответствует функции 

а(2) = 2, т. е. p=z. Поэтому для любого рационального 
оператора имеем 

__P(p) .Р@) __ 2 (Р) — обр) 20) == Z (2). (5.25) 

Если оператор является функцией Л(ЙЕ5$, то 

Л( 27" (2) =f (2). (5.26) 

Вследствие изоморфизма множеств %t и Yi различие между
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этими множествами в большинстве случаев не является су- 
щественным, что позволяет He делать различия между опе- 
ратором р и комплексным числом 2. Поэтому часто вместо 
буквы 2 пишут букву р. В ряде случаев обозначение опера- 
тора дифференцирования и комплексного числа одной и той 
же буквой упрощает изложение. Таким образом, р в поле % 

обозначает оператор дифференцирования, а в поле JC это же 
р является комплексным числом. Вместо (5.26) будем писать 

= (р). (5.27) 
В принятых обозначениях ]*(р) означает преобразование 

Лапласа функции /(И 6$, Г(р) означает преобразование 
t 

Лапласа оператора Г (j= ‚ rae F(/)=—= \ и) аи. Me- 
0 - 

жду (р) и /*(р) имеет место соотношение Я (р) =p /* (р). 

В общем случае, если аЕХ и =, то 

— F*® 
aD) = Gay (5.28) 

Изоморфизм (5.28) сводит изучение структуры поля опера- 

торов % к изучению поля Yt. Итак, в поле операторов WM 

можно выделить подполе Yt, изоморфное полю 9, элементами 
которого являются функции комплексного переменного р опре- 
деленного вида. Каждый оператор поля Jt можно рассмат- 
ривать как функцию оператора р, т. е. а=а(р). Послед- 
нее свойство может быть перенесено на все поле Я} посредством 
обобщениого преобразования Лапласа [20], [23]. 

$ 4. К вопросу реализации операторов, преобразуемых 
по Лапласу 

Поле операторов %, изоморфное полю Yt, образует 
в Mt обширный и важный для применения класс опера- 
торов. Всякая измеримая функция 7 (1), растущая не быстрее, 
чем е?', т. е. удовлетворяющая, при всех достаточно боль- 
щих #, условию 

IF) |< Кей, (5.29}
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где Ки 9— константы, принадлежит множеству 5. В общем 
случае для того, чтобы функция f(7)EL принадлежала 5$, 
необходимо и достаточно, чтобы при некотором 4 ==const 

+ 

lim eal fu) du=0. 
{>00 

Поэтому поле операторов Jt является расширением кольца 
функций, удовлетворяющих условию (5.29), где постоянные 
Ки 4 могут быть различными для различных функций. Если 

оператор а может быть приведен к виду a — f(t) ифунк- 

ция f/(¢) принадлежит множеству 5, то 

a= 7) =pf*(p), (5.30) 
где 

с 

f* (p)= Ле"! dt. (5.31) 
0 

При решении задач методом операционного исчисления 
одной из важнейших является проблема реализации оператора. 
Нсобходимо иметь критерии, по которым можно было бы 
судить о том, приводится ли данный оператор к функции. 
Теоремы и леммы из 5 | гл. В позволяют в ряде случаев 
ответить на этот вопрос. 

В этом и следующих параграфах будут встречаться мно- 

гозначные функции Ир, пр, arctgputT. д.Во всех случаях, 
если не оговорено противное, всегда рассматривается та ветвь 

=” г 
функции, для которой V1 =1, Inl=0QO, arctg 1 =, при 

этом arg 1—0, т. е. рассматривается главная ветвь функции. 

Например, оператор Ир приводится к функции, так 

к УР 
р 

РО <_<. 1) согласно теореме 6 ra. IL приводятся 

удовлетворяет теореме 5 ra. П. Операторы em YP, 

к функциям. Из теоремы 3 гл. Ш следует приводимость 
_ | 1 \ 1 

,) УР т Ур /*`°\Р 
р(ег — 1) ит. д.
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Если функция а (р) регулярна в окрестности бесконечно 
удаленной точки, то оператор a(p) называется регулярным. 

Теорема 3. Если а{р) — регулярный оператор и 
ЛЕТ, mo 

Qo 

— | 
a(p)f (= У, anor S(t) (5.32) 

k=0 

20e 

а(р) = У, ов [p| >. 
k= 

Ряд (5.32) сходится равномерно на любом отрезке 0= #= 7. 
р Например, оператор узи регулярный, поэтому 

Pe fy a PY) 7 LB 18 — 
узеЕ=(1+р) =I Fp tag pt = 

__ 104? , 1.302 __ Ра, —... = 09. 
d 

Р 
— А 

Аналогично, разлагая е в ряд по степеням 2 найдем 

< 
— 1 }4 —~. 

=>! me RJ, (2 VM). 

В тех случаях, когда оператор приводится к функции, зна- 
чение функции может быть найдено из равенства (5.31). 
Это делается посредством интеграла (см. гл. Il, § 1) 

The 

fO=5 | Лремар. (6.33) 
{— 00 

Для того чтобы получить удобное выражение для вычисления 

функции / (#1), как было указано в гл ПШ, часто приходится 
в формулах (5.33) надлежащим образом деформировать путь 
интегрирования. При этом в большинстве случаев оказывается 
возможным пользоваться леммами Жорлана (см. гл. П). При- 
меры реализации операторов можно Hatin в [10], [24], [34], 
[52], [86].
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$ 5. Обобщенное преобразование Лапласа 

Из известных свойств преобразования Лапласа следует, 
что S* (см. 5 3) относительно обычных операций сложения 
и умножения есть кольцо. Константы не принадлежат множе- 
ству 5*. Однако произведение \/* (р) Е $ при всяком числе kh. 
В дальнейшем кольцо S* будем рассматривать над полем 
комплексных чисел. Обозначим через Л, совокупность всех 
функций из 5%, представимых в виде, e-P 0% (р), где 
2* (р}Е5* и ®=0. Произведение e—?’ g* (р} принадлежит 
$* для всякой функции 2* (р) Е5*. Очевидно, J, есть идеал *) 

3. 

в кольце 5*. Образуем кольцо Sy, => . Как известно, эле- 
« 

ментами 5» являюгся смежные относительно Л, классы. 
Именно, множество S* распадается на множества f/f, такие, 
чго два элемента Г, (p) и Л» (р) принадлежат одному и тому 
же множеству Л, тогда и только тогда, когда /{(р} — (р) 

принадлежит Л„. В этом случае элементы /(р} и Л›(р) на- 
зываются сравнимыми по идеалу Л,. Тогда часто пишут 

1) (P) =F, (P) Vo) 
Пусть /, и &, — элементы множества Si. Как извест- 
но, суммой классов f,,+g., и произведением классов f., 2. 
называются соответственно классы, содержащие элементы 

Л* (p)+-g* (р) и Л*(р) 5* (р), где f*(p) и &*(р) — предста- 
вители классов Г, ug, т.е. J* (ples, ug (p)Eg,,. 

Примечание 1, Hycth ®`>0; тогда, очевидно, 
Jo У. Поэтому, если классы Г, и Л, содержат хотя бы 
один общий элемент f* (p), то Г, с f (f, содержит множе- 
ство /,}. 

Образуем прямую сумму множеств So, когда © пробе- 
гает упорядоченное множество всех действительных положи- 
тельных чисел О<о< сю. Как известно, элементами 
прямой суммы будут системы {7} 0<о<--ою, где 

7, — элемент множества $». Прямая сумма есть также 
кольцо. Если {g,}— другой элемент прямой суммы, то по 

*) Идеалом в кольце 5* называется совокупность элементов, об- 
ладающих свойствами: 1) из a El, и ВЕЛ, следует at+beEe/,, 
2) если а EJ, и В — любой элемент кольца, то а С...
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определению 

{hu} + {gu} — {foo + Luts 

ot {Sa} = {Львы}, 
h {2} — {hg}. 

Среди элементов {f,} прямой суммы множеств $, рассмотрим 
Te, для которых выполнено условие Л, Df, всякий раз, как 
< р. Здесь Л, и Л, рассматриваются, как "множества из 5*. 
Множество всех таких элементов прямой суммы обозначим 
через L*, а элементы будем обозначать {№}. Можно пока- 
зать, что множество L* есть кольцо. Нулем в кольце L* 
будет элемент {J/,}. 

Примечание 2. Пусть в кольце S* задан линейный 
оператор 7, значения которого снова принадлежат кольцу. 
Предположим, что идеал „/, инвариантен относительно опе- 
ратора 7, т. е., если /* (р) Е/„, то и Т/* (р) ЕЛ... В этом 

случае оператор 7 индуцирует в кольце $» линейный опера- 
тор, который мы также будем обозначать через Т. Если 

Г, € Sos TO Т/, обозначает класс, представителем которого 
является элемент Т/* (р), где }* (р) ЕЛ... 

Пусть {/,} принадлежит кольцу [*. Определяем Т {7}, 
полагая T {f,}—= {Tf >. Рассмотрим интеграл 

Ло (р) Sr гиф, ЛЕ! (5.34) 
S* 

Пусть f,,— смежный класс множества So т. содержащий 

функцию fo (р). Так как при p> 

Хор бес | feo) era, 
: ’ (5.35) 

TO f (р) — foo (pP)E/,. Поэтому i, (p)€f,. следовательно 
fi. >f,- Отсюда следует, что {7,}EL*. Элемент {fw} на- 
зывается обобщенным преобразованием Лапласа функции Г (2). 
Соответствие между множествами L и L*, порожденное 
обобщенным преобразованием Лапласа, будем обозначать сим- 
волически так: 

(= У. (5.36)
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Такое обозначение оправдывается тем, что в случае суще- 
ствования обычного преобразования Лапласа обобщенное 

преобразование совпадает с обычным. 
Свойства обобщенного преобразования „Лапласа 

1°. Если Л} и (= {6}, то VOteeO= 
=i Mo } | н{2,}, где h, в — константы. 

. Обобщенное преобразование Лапласа {f,,} © точно- 
лы до множества меры нуль однозначно определяет функ- 
цию f(z). 

3°. Теорема 4 (обобщенная теорема Бореля), 
Пусть f(t)= {fo} и g(t)= {g,}, тогда 

t 

| F(E—&) g (6) de = {F.} {Bu}. 
0 

4°. Пусть f(f)={F,}. Для того чтобы функция f(2) 
принадлежала множеству $5, необходимо и достаточно, чтобы 
пересечение всех множеств Г, ® = <-- с (7, рассмат- 
ривается, как множество из S*), было не пустым. 

На обобщенное преобразование Лапласа переносятся и 
другие известные свойсгва обычного преобразования Лапласа. 

oD. Теорема 5 (теорема запаздывания). Рели 

ЛУ} 4 
= 0, если O<Ct<r, 

ht (n= { f(t—1), если 0<t<é, 

mo ds (ft) {ef} или f, (pe {fy}. 
. Теорема 6 (теорема смещения). Если 

оц. то f (t)e* = У, (р—а)}. 
Здесь через /,(р—@) обозначен смежный относительно 

идеала J, класс, представителем которого является элемент 
w 

р — а) = ( et—rtf (t) dt, где fo(p) есть представитель 
0 

класса /,. 
7. Теорема 7 (теорема подобия). Если 

H= uh то Лейн, (2).
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Здесь через f,, (2) обозначен смежный относительно 

идеала Jy класс, представителем которого является элемент 
@ 

fo (2) ‚ где /ь (р) Е. 

$6. Поле M 

В $5 было построено кольцо L*, образованное элемен- 
tamu `(/,} — обобщенными преобразованиями Лапласа. Кольцо 
L* не имеет делителей нуля. Это следует из обобщенной 
теоремы Бореля и теоремы Титчмарша. Следовательно, коль- 
uo L* может быть расширено до поля отношений. Поступая 
так же, как это было сделано в $ 1, при расширении коль- 

f 
ца М, введем символы А ‚ здесь (g.}54J. Согласно опре- 

{fol Мы ‘вы 
делению —-==-—— только в том случае, если 11} {А} == 

(Zot Мы 
=={g,} 1h, }. Это равенство означает, что для всех предста- 

вителей fa (р) ЕЛ» в. (р) Е Sgr Ko (P) Ей, п fa (р) ЕВ, имеем 
Ль (р) Ru (р) == въ (р) ho (р) Jy), 20, (6.37) 

tf} 
Множество всех элементов вида р образует поле. Обо- 

Bw 

значим его через Mt. Следовательно, с точностью до изомор- 
физма расширение кольца L* до поля отношений совпадает с 

F(t) GG — Nook оператор поля Ne. 

Поставим оператору а в соответствие элемент поля Wt, pas- 

сы ны G1" где {F.,} есть обобщенное преобразование Лап- 

полем Qt. Пусть теперь a= 

ласа функции F(t), a {@,\ есть обобщенное преобразование 
wD 

Лапласа функции С (1. Элемент @ = назовем обобщен- 
® 

ным преобразованием Лапласа оператора a. Это соответ- 
ствие будем обозначать @==—@ или более подробно 

Fi {Fal 

GO a.) 
(5.38)
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Нетрудно проверить, что соответствие (5.38) будет взаимно 
одиозначным. При этом сумме операторов в Mt отвечает 

сумма соответствующих элементов в Wi, произведению опе- 
раторов в Qt отвечает произведение элементов в Vi, нуле- 
вой оператор в Mt переходит в нулевой элемент Yt, любая 
константа из Mt переходит в ту же самую константу в Vt, 

] 
наконец, оператор -; переходит в оператор р. Вели F(Z) 

и С(1) допускают обычное преобразование Лапласа, т. е. 
Qo cw 

интегралы \F (fhe-Pldt и ( G(t)e~Pdt сходятся абсолют- 

0 © 

но, TO Из свойства 4° обобщенного преобразования Лапласа 

(см. § 5) имеем 

Fa) __ FF) __ 

1 
откуда, в частности, и следует, что оператору -; отвечает 

функция @(р)—=р. Изоморфизм полей Mt и Mt раскрывает 
структуру поля операторов Микусииского Оказывается, что 
свойства оператора поля Mt тесно связаны со свойствами 

ok 

комплексных функций вида ae ‚ где feo (р) и Lo (p)— це- 
8 \Р 

лые функции, представимые интегралами 

ЛР = (Лета в вр) = (в феиаь 

$ 7. Операторные функции 

Операторы, зависящие от параметра, встречаются в при- 
ложениях операционного исчисления к задачам математичес- 
кой физики. В этом параграфе будут рассмотрены операторы, 
зависящие от одного действительного параметра Если опера- 
тор а зависит от параметра hk, а=\А== В, то будем писать 
a==a(h) и называть а(\) операторной функцией. Всякая 
операторная функция определяется своим представителем 
(F(t), G(é)). Функции Ри G зависят от параметра i, т. е., 
в общем случае. Р—Р(Ё; А) и G=O(t; i) При этом
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функция С(Ё ^) не обращается тождественно в нуль ни при 
каком значении параметра ih. 

Примеры операторных функций: 

a= Fase (oo <1 +o), 
ла 

ау Уре те Ч (фа <-- 00), 
р weit 0, если t<“i, 

у” =| Л VP —i), если < 
(0<1<-+ 00), 

a(h) =e? = 4 (6; n= { 1 если = 
(0 = < --о)- 

Операторная функция @{hk) называется непрерывной на OT- 
резке @=)=0, если существует представитель (F, G) 

класса a такой, что обе функции F(t; № и Gf 4) непре- 

рывны относительно переменных Хи Ё в области а == в, 
O<t<-+oo. Например, операторная функция е—^Р непре- 
рывна на [0, 1]. Заметим, что непрерывносгь операторной 
функции на fa, 6] не означает, что все ее представители, 
т. е. пары (Е, @), составлены из непрерывных функций. 

$ 8. Предел последовательности операторов. 
Предел операторной функции 

Последовательность операторов а, € Wt называется схо- 

дящейся к операгору a=, если существуют представи- 

тели (F,, G,) такие, что 

Па. =; ="; 
2) последовательности F(t) и G,(é) сходятся соответ- 

ственно К пределам Ё(В и G(t) равномерно в каждом ко- 
нечном отрезке Omt< 7, 

ит F,(t)==F(#), hm G, ()=G(2). 
n->QO 8—0
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F 
Оператор @==— называется пределом последователь- 

G 
P 

ности операторов a, =F} в этом случае пишут 
п 

lim a, =a. (5.39) 
п 

Можно доказать, что определение предела не зависит от 
выбора представителей. 

Приведем два примера*). Последовательность a, == cos nt 
в обычном смысле классического анализа расходится. В опе- 
раторном смысле эта последовательность сходится к нулю. 
Действительно, 

sin mt 

it . sitl 128 
a, ==—— lim 7 = 0 

u—>G 

и сходимость равномерная. Следовательно, lim @,==0. Точно 
u->OO 

так же CXOAHTCA последовательность 

sin zt 
Ё — 

— 7 sin nt — n 
а, == И sin nt == 7 . 

2 
Очевидно, 

li ОТ 
im a, =a Pe = += Р 

R->OO 

__ nt И 
9, — пе 7 #5 

в 2 
откуда 

: п? t _ Ly at =o 
2 

Таким образом, последовательность ле”! в операторном смыс- 
ле сходится к оператору — р. 

“) Следует помнить, что в этих и других примерах умножение 
и деление выполняется в поле Vt,
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Основные свойства предела последовательности. Если 
последовательность а, сходится к некоторому пределу, то и 
любая ее полпоследовательность сходится к тому же пре- 
делу. Если существуют пределы lim а,=а и Пт b, =), 

->00 

то и последовагельности a,-+b,, @,—6,, а b, “обладают 
пределами и имеют место равенства 

lim (2,+6,)=a++8, lim a,b, == abd. 
98—00 a> 

В частности, если lim @,—a и с — любой оператор, то 
ii—>Qo 

lim ca, ==са. 
"OO 

Если lim 6, =8=20, то 
18200 

Пользуясь пределом для последовательности операторов, 
можно ввести понятие предела для операторной функции. 
Именно, операторная функция @(\) имеет в точке \=\, 
предел, если для любой последовательности h,, сходящейся 
к \,, существует lim @(),), и этот предел не зависит от 

п>Ф 

выбора последовательности Х,—»\, и, следовательно, может 
зависеть только от точки A,. В этом случае пишем 

lim а (4) =. 
^-— Хо 

Следствие. Если операторная функция a(h) непре- 
рывна на отрезке а=\=<ф, то для всякого \=\ су- 
ществует Шт а (\) =a (a,). 

^- о 

$ 9. Непрерывная производная операторной функцин. 
Интеграл от операторной функции 

Если для операторной функции @()}, а=\=6, суще- 
ствует представитель (F(t, ^), G(z, 4)) такой, что: 1) функ- 
ции F(f, 4) и С( № дифференцируемы по fepe- 

менному A, а4=^А-=8, и производные = ^)



114 ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ [гл. у 

и a G,(¢, 4) прикадлежат множеству М, 2) функции 

F(t, 4) и Ц, (Ь \) непрерывны по переменным К A в области 
0<:<-- <, а=\ =, то функция а (\) называется непре- 
рывно дифференцируемой на отрезке а=<)=5. Непрерывной 
производной операторной функции называется в Yt класс, пред- 
ставителем которого является пара (F,*G—F * G,, (ХО). 

Производная обозначается а’(\) или fet) Следовательно, 

Е — FG 
a’ (\) =-^ ae (5.40) 

Можно показать, что определение производной не зави- 
сит от выбора представителя класса. 

Свойства происводной: 

1°. [2Q) +o Q)] =e’ А) 00). 
2°. [Ca (d)]' = Ca’ (4), С-— постоянный оператор. 

3°. [a (A) 6 (A)]’ =a’ (A) 6 (A) + (A) B’ (0). 

4°. Ea 2 «РО 
Ь (^) 92 (1) 

5°. Если a’ (hk) =0 приа=\ =, то @(\) =а (в) для всех 
Ab. 

Определение интеграла om операторной функции. Если 
для данной операторной функции а (А) существует оператор- 
ная функция Ad) такая, что А()) на отрезке А = В 
имеет непрерывную производную 4А’()) и А’ (\) =а()), то 
оператор A(A) называется неопределенным интегралом от 

операторной функции a(h) и обозначается \ @() a). Из 

свойства 5° следует, что функция A(A) определена с точ- 
ностью до постоянного оператора. Определенным интегра- 
лом от операторной функции a(h) называется оператор 

8 
(a (A) d= A (8) —A (a). 

Интеграл от операторной функции обладает свойствами,
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аналогичными свойствам обычного интеграла, а именно; 
а 

1°, фа) =0. 

8 « 

2° а(\)@=— (20). ное 
8 т 8 

3°. \ а (^) d= (a(Q) 4 -|- \ а (№ dh. 
и а 1 

B 8 
4°, \ са (^) 9. ==с ( а (\) dh, где с — оператор, независи- 

MHI OT i” ° , Л 

5°, ([2Q)-bQ)}di= (0) @-- (50) a. 

6°. Если а (А) и 6(\) обладают непрерывными произвол- 
в 

ными на отрезке а) =, то а’ (4) b (1) da =а(8)6(В) — 

в 
— a (a) b (а) — \ a (3) 5’ (0) de. 

* а 

Наконец, можно ввести несобственные интегралы, полагая 
© 8 
(ena lim (aQ)a, 

6—>co 
а а 

где предел понимается в операторном смысле, т, е. для лю- 
бой последовательности чисел В,„—+оою существует предел 

Bn 
последовательности операторов \ 20) dh, и этот предел не 

@ 

зависит OT выбора последовательности чисел В,. 

$ 10. Ступенчатые функции 

Определение. Функция / (1), 0 = t< + осо, называется 
ступенчатой, если интервал (0, со) можно разбить на 
конечное или счетное число непересекающихся интервалов, 
в каждом из которых функция /(Т) сохраняет постоянное 
значение.
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Простейшей ступенчатой функцией является 

ге 155% 6.41 
График этой функции изображен на рис. 4. 

Образуем оператор e—?) — е-Р#, 2 >). Очевидно, 

0, если O<M?#<ch, 

ё—Р^ — РР —{ 1, если А Ё< у, 

0, если pct. 

Эта функция (рис. 5) также является ступенчатой. Пусть 
0=<)<\<...<А <... монотонно возрастающая 

| 

| ToT 

. $ д А 0 А 77 , 

Puc. 4. Puc. 5. 

последовательность действительных чисел, lim А„= оо, 
no 

ий, и, ..., Uys... — Любая последовательность действи- 
тельных чисел. Ряд 

ине —=$(8, 

как это легко установить, всегда сходится. Его сумма пред- 
ставляет ступенчатую функцию. Действительно, для любого 
фиксированного # всегда можно указать такое целое число AN, 
что Ау {< Ами. Тогда из (5.41) следует 

N 

9 (f) = >, при Аи <Ам-а, 

в частности, ф(А} =, при 0<2<.),. Обратно, если задана 
ступенчатая функция g(f), и значение (f) в интервалах
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(Ap, №1) (#==0, 1, 2,...) равно y,, то из (5.41) следует 

со 

= Big, (ee — eine), (5.42) 

® 

Таким образом, множество действительных ступенчатых 
функций совпадает с мно- | | | 

жеством всех операто- ---1---4--- 

ров вида ие, где 

—=\№<\<...<№ <... 
\„—00 и и, — действи- 
тельные числа. Особенно } 
часто в приложениях 
встречаются ряды, в ко-  -— ЧА Уч 
торых числа dy, Ay. Рис. 6 
образуют — арифметиче- — 
скую прогрессию ),=Ай (Е ==0, 1, 2,...). В этом случае 

®
o
 

Lo
r)

 
©
 

] | 2 | ( | 

со 

g(t) = Due. 
k—0 

В частности, если и, —1 (R=0, 1, 2,...), то 

8 3] 

g (t)== Же tp = (1 —е-24)-1. (5.43) 
&k=0 

График этой функции изображен на рис. 6. Если ф (1) —ne- 
риодическая функция, и A—ee период, TO операторное 
представление такой функции будет 

й 

Ф(р) —р(1 — e— Phy—1 \ ф (t) e~Ptdt — pup (p) (1 — e~phy— 2. 

0 

Множество всех периодических функций, определенных на 
интервале 0=#<-- oo, и период которых равен числу A, 
совпадает © множеством всех операторов вида 

(1 —e7?*) 1, (р),
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где 

А 

фи (P)= PS ф (Ве-Р4И. 
0 

t 
Вводя новую переменную по формуле # — всегда nh ’ 

можно привести число A к единице. Пусть [Ё обозначает 
наибольшее целое число, не превосходящее #. Каждой не- 

прерывной функции Г(А можно поставить в соответствие 
ступенчатую фувкцию /([#), которую будем, ради простоты, 

[67 

LY 

lo? 2 3 46 5 8 P $ 
Рис. 7 

обозначать f [7]. Если график 7 (1) задан, то легко построить 
график Л (см. рис. 7). Очевидно, 

f (о / (2) (27 — et P) — (1 — ey aS (k) e~*P, (5.44) 

Полагая в (5.44) /[#{==е^, найдем 

со Pi. 
ed ttl—(1—e-? p> e-kp- 8 , 

( =0 еР — г 

Дифференцируя это равенство но параметру A, имеем 

еР — 1 

(еР — ey 
(еР — 1) е^ _ Ав ет. ‚ или [Де @-9— 

Поступая аналогично, найдем 

М1)... Же е-® eri 
Е! a (eP _ ejF+1 ’ 

ЛИ 

МЕ. фе eG eral ‚ (5.45) 
Ri (e? — e)*+1 
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Для оператора 1 —е”Р введем специальное обозначение 

У=1— е-Р. (5.46) 

Всли }(Р =0 при #=0, то 

УЛ =Л-— 1—1. 
В противном случае УД (= [| — 1—1] при fi и 
УЛ[#| =/(0) при 0=<1. Для обратного оператора 

1 
— =\-1 имеем . 

ГУ f 
‘ © t 

У F(a = 2, е-® [= Sr. (5.47) 

Пусть 
co [в] 

(р) =У В)е-*Р o(p)—=V k ~ 4p Пр=У Лет в ЕФЕУ Ее 

следовательно, если 

ИР)=Л и ЕФЕЕГ, 
TO 

FEB” Hee 
откуда 

—_ — t t 

Frye = S/H elt— A= $ Ша, 
Или 7 ; 7 

’ FEO=VS Ев (5.48) 
: Дальше имеем 

ПЕ в) > ле-- те 

= — 2-2) $ деве р) — 
(le) fe? £0) +e DPF (IL... ers (n — 0]. (6-49) 
Наконец, из (5.42) следует 

pr _Р. © Pe 

ПО] -=@р—е *) Ле *. (5.50) 
0
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Формулы (5 46), (5.48), полученные из общей теории 
операционного исчисления, могли бы быть исходными для 
построения операционного исчисления целочисленных функ- 
ций, т. е. функций, определенных только в точках 0, 1, 2, 
3,... Вместо оператора дифференцирования р здесь рас- 
сматривается разностный оператор У. Обратный оператор у-! 
означает суммирование. Вместо степенных функций # здесь 
удобно ввести факториальные функции 

u —1(#-1-1)...Е-РА—1), 2—1. (5.51) 

Легко установить, что 

VAM —п[4"-9,  п1. (5.52) 

Отсюда следует 
У — nl [8 

Но из (5.43) 

[= Г —eP? 
поэтому 

—_ ( e~ 

ее PEE (5.53) 
у" n\ п! 

Из (5.53) следует при [|< 1 

(а евнк 
ИЛИ 

= =(1— №) -Е +0, (5.54) 

Имеем из (5.44) 

v2, (1 —V)* 1 (2) =. (5.55) 

Полагая здесь Г = я найдем 

2) 
це- Vu у (5.56) Tht 

Если воспользоваться таблицами интегральных преобра- 
зований Лапласа, то можно из (5 56) получить новые фор- 
мулы. Действительно, умножая (5.56) на f(A) и интегрируя
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по А в пределах от 0 до --оо, будем иметь 

v e- vk FO) = И е-^ 1 FQ) dd. — (5.57) 
0 0 

Эта формула справедлива, если в правой части интеграл 
существует. Например, полагая f(A)=—e®, |&|< 1, найдем 

У — 1-м! eal 3 . 

Это равенство совпадает с (5.54). Другие примеры можно 
найти в [10], [52]. 

§ 11. Разноствые уравнения 

В теории конечных разностей наряду с оператором 

Vx [¢] == x [t] —x]t — 1] (5.58) 

часто рассматриваются разностные операторы 

Ax [f]=—=x[¢-+ 1] — x А, (5.59) 

8х [t{]==x |+ т —х |5 . (5.60) 

Для каждого из операторов У, А и $ можно написать соот- 
ношение, содержащее независимое переменное [#|, разностный 
оператор и неизвестную функцию. Такое соотношение назы- 
вается разностным уравнением. Например, 

ВА, ХИ, 5%, ..., &"х[Н]} =0, 

где х|#] — искомая функция, называется разностным урав- 
ненцем с одной неизвестной функцией порядка п Если 
в этом уравнении разности выразить через значения неиз- 
вестной функции по формуле 

A*y [#] = > (— 1) -*Сьх [Е-Н У], 

то разностное уравнение порядка п можно записать в виде 

хп] =Ф {| х [8 «[¢+ 1], ..., x<[#+2—I1]}. (5.61)
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Решение этого уравнения зависит от ПМ начальных значений 
х (0), x(1), ..., х(п— 1). Если эти значения известны, TO 
из (5.61) находим последовательно x(n), x(#—+1),... ит.д. 
Операционным методом легко решаются линейные разностные 
уравнения с постоянными коэффициентами 

хаха ПН... а, и ИЕ 
ах =, (5.62) 

при условии задания начальных значений искомой функции 

х (0) —=х,, х(1) =... И — ПХ, _,. 

Для перехода от (5.62) к операторному уравнению положим 

x (p) = (1—e7?) У хе У У x(k) 7M, 

F(py= (ie?) У f(A) PVD лет 
и, заменяя в (5.62) x[¢-+-] согласно формулам (5.49), найдем 

x (p)(e? +ae@-De-t... ta _еР--а,) == 

== (1 — 7?) {(e” 4-ae—-DeP t+. ...4+-a,_,e?) x, + 

(ee DP+ae@-I)et ... ta, e’)x,+.. 

~t(e?-+ ae’) x,_, te? x, +f (p). 

Обозначая 

L,(e?) = е"Р-- а 6-0... а +a, 

L, (e?) == е"-ЮР + a em -&-ПР--... а, 1’, 

L,_,(e?)==e”  (k==0, 1, 2, ..., 2—1), 
имеем 

— Ly 

Ly (еР) f(p) wet TP) а. (5.63) 

Следовательно, 

thy ex, 

=p А-а —e?) > > L(e?) ~ (5.64) 
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Обозначая 

Te =, 
нмеем 

*=pen f+ Увы [4 
Первое слагаемое есть решение уравнения (5.62) при нулевых 
начальных условиях, а [7] есть решение уравнения (5.62), 
удовлетворяющее условию ф, (г) =0, если rs£R и oO, (А) =1. 
Решение х| можно найти, используя (5.63) или (5.64), непо- 
средственно по таблицам с применением теоремы о свертывании 

(cm. (5.48)). Можно также разложить 5 на простые дроби 

или воспользоваться теоремой разложения. В некоторых слу- 
чаях нахождение х[Ё] проще осуществить посредством раз- 

ложения в ряд по степеням е74Р. Такое разложение 
L (e?) 

будет начинаться с члена e~’?, а именно 

1 =n 
Tey ° Р--... 

Зная это разложение, легко из (5.64) найти х|{]. 
В качестве примера найдем решение уравнения 

x[¢+ 2]— 2x [#4 Их [4] =sin off] 

при начальных условиях x/0|]—0, x[1]—0. 
Имеем 

< Pp 
sin © [2] ==(1 — г”) & sin wke7*? — (e 1) sin @ 

=0 е?Р — 2eP cos w-{-1 

L (еР) =e? — Qe? 1-1 = (e? — 1)". 

Следовательно (см. (5.63)), решением будет 

sin @ 

(еР — 1) (e*? — 2еР cos w-{- 1) 

Для нахождения х[Ё представим 

х[# = 

sin w _ А B С 

fe? — 1) (е*Р — 2e? cos w +0 eF— РТР.
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A= sin © __ 1—coswo-+isine 
~ 2(i—cosq)’ 4i(1—cosw) ° 

c=! — cos o — isin 
~~ 42 (1 — cos 0) 

Пользуясь (5.44) и (5.47), найдем 
7 #—1] 

— — [2] — Ae 
eP — oe — e~P cP — =^ ° de 2 

при ¢>1. Поэтому при f2=1 имеем 

[t ~ 1) 
__ Зо (1 — cos ®) sin Rw + sin о cos ko 

х[1] ~~ 2(1 — 6034) [4] — > 2(1 — cos w) ° 

и х(0} =0. 
Аналогичным способом можно решать системы разностных 

линейных уравнений с постоянными коэффициентами [9], 
[15], [52]. 

$ 12. Преобразование Эфроса 

Во многих случаях при реализации оператора удобно 
пользоваться преобразованием Эфроса (см. также гл. П, 8 3). 
Именно, если F(p)=(t) ие” ЧФи(р) а (р) =Ф(&; 2), то 

и (р) Flag (p= Г 9 (E) DE; A dé. 
0 

В работе [86] Эфрос и Данилевский дали ряд интересных 
применений этого преобразования При обосновании преобра- 
зования Эфроса можно пользоваться следующей теоремой. 

Теорема 8. J/lycmp: 

© 

| 1+0 [2-% 14 оо, 6,0, 
0 

2) а(р) — аналитическая функция, регулярная в полу- 
плоскости Кер>6, и удовлетворяющая условию Кеа(р)>0, 
при Rep >в, >6..
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Гогда 

РМ 4 (we. =a \ WE; до (6) dé, (5.65) 

20e 

ф (E; 1) = — 0 90), 
Из (5.65) следует 

Fla (Р)]= 9 (©) \ (Е, 90) ab. (5.66) 
0 

Если оператор Р[4 (р)| приводится к функции, то, пользуясь 
(5.66), можно найти эту функцию. 

Часто к функции приводится оператор е-9@®). Обозначим 
е- Ч) —$(&; #. Тогда вместо (5.66) будем иметь 

со 

Р[9(2]=9(Р) \ $6; Эф ae. (5.67) 
0 

В некоторых случаях оператор g(p) можно внести под знак 
интеграла. 

Примеры на преобразование Эфроса смотри в гл. IX, § 1. 

$ 13. Операторные дифференциальные уравнения 

Соотношение, содержащее независимое переменное i, 
a<i<CB, неизвестную операторную функцию x(k) и ее 
производные х’(\), x" (A), ..., х”(Ё, называется оператор- 
ным дифференциальным уравнением порядка п 

Fs x(k), x’ (A), ..., xO 0} =0. 

Даже простейшие типы таких уравиений, как, например, 
линейные уравнения 

a, (К) хо (На, Ах’ (YE... fa, (A) 0) =F), (5.68) 

где коэффициенты а, (%), @, (dA), ..., а, (4) — операторы, 
зависящие от действительного переменного A, в << В, мало 
изучены Поэтому здесь будут рассмотрены только линей- 
ные дифференциальные уравнения с постоянными коэффици- 
ентами 

a, x™Q)ta,_ xP MAL... ta,xQ)—f(h), (5.69)
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где а, а, ..., @, — произвольные постоянные операторы. 
В частном случае, когда операторы @,, а, ..., @, и fh) 
являются числами, уравнение (5.69) обращается в обыкно- 
венное линейное дифференциальное уравнение порядка п. 
Метод решения уравнения (5.69) совпадает с хорошо извест- 
ными приемами решения обыкновенных линейных дифферен- 
циальных уравнений с постоянными коэффициентами. Сначала 
находится общее решение однородного уравнения 

a, +a,  x?-U Lt... а х=0. (5.70) 

Решение, ищется в виде показательной операторной функции 
х (^) =с“. Оператор w определяется из характеристического 
уравнения 

a,w ta, w+ ...+a,=0. (5.71) 

Пусть корни уравнения (5.71) суть ш,, w,, ..., W,. Образуем 
показательные функции 

et, е№з, ‚,,, ев, (5.72) 

Если эти функции построены, то общим решением (5.70) 
будет оператор 

х() = У Cem, 
k=! 

где С, — произвольные постоянные операторы. При решении 
следует иметь в виду, что: а) не всякое уравнение вида 
(5.71) разрешимо в поле операторов 9%, 6) не для всякого 
оператора w существует показательная функция e'”, 

Оператор называется логарифмом, если существует 

показательная функция е'”. Например, операторы р и Ур — 
логарифмы, оператор ip не является логарифмом. Если опе- 
ратор w, будучи логарифмом, является корнем кратности Fr 
уравнения (5.71), то каждая из функций e”, de’”, ..., Vote? 
удовлетворяет уравнению (5.70). В зависимости от числа 
корней логарифмов различают три типа дифференциальных 
уравнений: 

1} логарифиический, когда все корни характеристиче- 
ского уравнения логарифмы; 

2) чистый, когда среди корней характеристического 
уравнения нет логарифмов; 

3) смешанный, когда некоторые корни характеристиче- 
ского уравнения логарифмы, а другие — не логарифмы.
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В общем случае число произвольных постоянных опера- 
торов в общем решении равно порядку уравнения. Для 
уравнения (5.69) имеет место теорема единственности. 

Теорема 9. Если даны операторы V,, V,, ...,И,_, 
и точка \, лежащая в интервале «< \, "<8, mo сущест- 
вует не больше aie операторной функции x (i), которая 
Удовлетворяет в (a, В) уравнению (5.69) и условиям x (№) = 
—У., x’ (А, и wees ПО (==, _,. 

Всякое решение уравнения (5.70) может быть получено 
из общего решения подходящим подбором постоянных опе- 
раторов C,, C,, ..., С», Решение неоднородного уравнения 
(5.69) сводится к решению (5.70), если известна хотя бы 
одна функция x, (A), удовлетворяющая уравнению (5.69). 
Таким образом, для решения неоднородного уравнения до- 
статочно найги одну функцию, удовлетворяющую (5.68), 
(5.69). Нахождение этой функции, вообще говоря, представ- 
ляет трудности, а в некоторых случаях такая функция вообще 
не существует. В других случаях, когда правая часть имеет 
специальную форму, может оказаться, что найти решение 
легко. В частности, это будет, если f(A) есть полином или 
показательная функция [59]. 

$ 14. Применеиие операционного исчисления к решению 
дифференциальных уравнений 

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение 
й-го порядка с постоянными коэффициентами 

о La (4+... Нах (=, 
0O<t<+o, (5.73) 

при начальных условиях х (0) =х., x’ (0) =x, ..., x" 9(0)=— 
=*,_,- Применяя формулу (см. (5.11)) 

’ 1 —1 2 (1) =p [x (Q)—x (0) — 5 # (0) —... — eux (0), 
можно уравнение (5.73) записать в виде 

yy — а __ Яп-1| __ L(p) |x (8 % р + ar |= 

В, _ 
=f ()—b,—4 — pt 
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Здесь 
n—1 

Е. (р) —=р"- ар” -- cee --а,, р, — 2 *s asks 

(k=O, 1, ..., 2—l]1), 

откуда 

n—1 

*Q=T5f)— THe pete tot НН (5.74) 

Эта фоомула дает решение уравнения (5.73). Непосредственно 
Видно, что правая часть (5.74) есть 7% раз дифференцируемая 
функция, удовлетворяющая начальным условиям. При нуле- 
вых начальных условиях Хх, =, =... == *,_,==0 решение 
становится особенно простым 

—1 

x (t) == —— fF (2). 
L a 

Так же просто решаются дифференциальные уравнения 
с запаздывающим аргументом, когда коэффициенты его по- 
стоянны 

х (2) =F ax” (t(—h+e() (0<t<+o00, hy 0). 

Ради простоты начальные условия будем считать нулевыми, 
T. е. ana #0 полагаем х (=> (==... ==" 71 (8 ==0. 
Учитывая, что x ({—h,)=p ke~hipy (1), найдем решение 

1 

р" — Жане" 
—1 

Можно доказать, что правая часть этого равенства будет 
п раз дифференцируемой функцией, удовлетворяющей ну- 
левым начальным условиям [24]. 

Рассмотрим уравнение в частных производных, коэффи- 
циенты которого @,,(х) — числовые функции переменного x 

д 0, (5.75) 
p—0 »у—0 
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Применяя формулу (см. (5.11)) 

0“+‘п (х, 2) y OF (x, #) „би (x, 0) 

Ожог Р дж Ро 
—__ v1 OFF {x, 0) _ _ oh + Tis (x, 0) 

Р Ox"Ot _ дор ' 
приведем уравнение к виду 

п y— т 
_ \ On (x, В y— port Fy (x, 0) 

а, (х; р) Ох ST (x iE) + у УУр ОхРОЕЕ _ , 
в—0 р. —0 у—=1А—0 

n 

где а, ==а, (x; р) = ха, x) р’. Обозначая правую часть 

этого уравнения через D(x; р) и рассматривая u(x, # как 
операторную функцию, зависящую от параметра x, u(x, #) = 
U(x; р)=и(х), будем иметь 

ай” (x) a, _ wt" (x) +... Рай (х)=Ф(х; р). (5.76) 

Здесь коэффициенты а, являются также операторными функ- 
циями, зависящими от xX. Таким образом, задача интегриро- 
вания уравнения (5.75) сводится к интегрированию линейного 
операторного дифференциального уравнения. Уравнение (5.76) 
называется преобразованным уравнением. При решении 
уравнения (5.76) следует воспользоваться изоморфизмом по- 

лей Nt и Mt. В поле Wt преобразованное уравнение (5.76) 
обращается в обыкновенное линейное дифференциальное 
уравнение 7-го порядка, коэффициенты которого и правая 

часть зависят от параметра р — комплексного числа. Такие 
уравнения хорошо изучены. Пусть w(x; р) — одно из реше- 
ний уравнения. Если окажется, что #и(х; р) при заданных 

значениях х, «< х< В, принадлежит полю Mi, то это будет 
означать, что уравнение (5.75) в поле Yt имеет решение 

u(x; р), где р рассматривается как оператор р=-. 

Применение операционного исчисления к решению урав- 
нений в частных производных сослоит в следующем: 

1) В замене исходного уравнения преобразованным урав- 
нением. Аналогичным путем граничные условия задачи заме- 
няются преобразованными граничными условиями, которые 
будут являться граничными условиями для решения u(x; р) 
преобразованного уравнения (5.76). 

5 R TT tamer тэ A Mavareuvnn
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2) В нахождении решения и (х; р) преобразованного урав- 
нения при заданных преобразованных граничных условиях. 

3) В исследовании полученного решения с целью установ- 

ления принадлежности решения H(x; р) полю Nt. В случае, 
если U(x; р) принадлежит Wt, необходимо провести допол- 
нительные исследования, чтобы выяснить, является ли реше- 
ние u(x, t)==U(x; р) обобщенным решением, или оно может 

быть сведено к функции, имеющей частные производные по 
OF +"y (x, #) 

ox™at” 
Последнее обстоятельство будет обозначать, что U(x, 2) 
удовлетворяет исходному уравнению в частных производных 
в обычном классическом смысле. 

4) В реализации оператора u(x; р), т. е. определении 
функции w(x, И =и(х; р). 

Исследование пункта 3) часто может быть значительно 
облегчено, если пункт 4) выполнен. 

5) В доказательстве того, что решение u(x, #) удовлет- 
воряет начальным и граничным условиям задачи. 

В качестве примера рассмотрим уравнения 

p(X) и: = Py (х) 2. р, (х) и, р, (x), (5.77) 
p (x) п: — Po (x) Их + Pi (x) и “ot Po (x) й (5.78) 

в области О=х< р Ё>0. Здесь p(x), 9, (x), 6, (х), <) — 
заданные непрерывные функции в промежутке O<Cx<c/ и 
р (х) > 0. Решение u(x, #) должно иметь в области (0 < x </, 
> 0) непрерывные частные производные до второго порядка 
включительно и удовлетворять начальным условиям 

lim и(х, =5(х) б<хх=Ь 
0 to 

включительно. переменным x и Г до производной 

для уравнения (5.77) и 

lim u(x, # =9(х), lim и, (х, # —=6(х), O<Mx <i, 
t#>+0 > 0 

для уравнения (5.78), а также граничным условиям 

lim u(x, f)=f(4, au, (7, t) + bu, —си(Ь 2) (5.19) 
> 0 

для 1>0, roe p(x), $(х) — заданные кусочно-непрерывные 
функции; f(7)€S и непрерывна при tf >> 0; а, 6, с — заданные
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постоянные. Будем искать решение уравнений в форме 
u(x, t)==u (x; р). Преобразованные уравнения для (5.77) и 
(5.78) будут 

6% (x) НО, (x) 2 + [p, (x) — pe(x))u= 

= —0(*)py (x), (5.80) 

рь (x) cabo, (x) р, (x) — p*o (х) в = 

== — p’o (x) p (x) — р? (x(x). (5.81) 

Из граничных условий задачи получим граничные условия 
для решения 

(+0; р)=/(р), где Л(р) ==/(6, 
ай, (1; р) + op [4 (1; р) — $ (1)] == си (6 р). 

Теорема 10. /7усть & (х; р) — решение уравнения (5.80) 
или (5.81) при условии (5.82). Пусть, кроме того: 

1) Операторы u(x; р), и. (р) ии,, (х; р) для OK 
приводятся к функциям. 

2) Существует такое число в, что при Р—>со вы- 
полняются условия 

(5.82) 

# (х; p)== Ole), #,(х; р)=0(е%), a, (x; p) = O (e+) 

равномерно относительно х на любом отрезке в < х =. 
3) Существует такое целое число Е —=0, что 

[97% (x; Р)| < Q=const 

для всех О х=<=<Ь Rep>>o,><a,. 
4) Существует предел in ii (30: p)=agit), t>0, при- 

чем g(t) — непрерывная функция при t>O0 и ограниченная 
при #—-0. 

Тогда u{x; =#(х; р) есть решение уравнения (5.77) 
или (5.78), удовлетворяющее заданным граничным и Ha- 
чальным условиям. 

Разберем пример. Найти решение уравнения 

—_ „з 
ин =a hy
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в области (0=<х=<А ЁЕ>0) при начальных условиях 
u(x, 0) —=0, и, (х, 0) =0 и граничных условиях u (0, 1) =0, 
Fu, (i, t}==Asinw?, где E, ® и А — постоянные. 

Преобразованное уравнение будет 

eu pe 
dx? — аа" 

граничные условия для и (х; р) 

ai: — и dd _[ _ РР 
й (0; р) = 0, Си, (; р} — о. 

‚Решение преобразованного уравнения, удовлетворяющее гра: 

ничным условиям, имеет вид 

px 
ale pa! а 5 — вай 

+ р Р-Р’ — Е ’ 

a 

откуда 

—_ Аа sin — 

u(x; = a(x; р) = > = 

a 
GO 

4% (—~ 1)” sin k,,x-sin Rat 

| nen ky 0? — R* a? 

где 
é 

k= (1—5) (n=1, 2, .4.), oak. 
4 

$ 15. Асимптотические ряды 

со 

Следуя Пуанкаре, говорят, что ряд У и, (2) представ- 
n=0 

ляет собой асимптотическое разложение функции s(z) 
в данной области значений агех, если при всяком N 

м 
$ (2) — > ut, (2) 

lim n= = 0. 
12} 00 им (2) 

В частности, асимптотическое представление функции 7 (7)
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C 

a 
степенным рядом › 7a будет означать, что при всяком № 

п 0 

lim mF (0 — S22) —0. 
[> 0 п=0 

Асимптотическим разложением удобно пользоваться при вы- 
числениях значений функции для больших значений аргумента. 
Поэтому в операционном исчислении для операторов, при- 
водящихся к функциям, весьма важным вопросом является 
построение асимптотического разложения функции по ее 
операторному изображению. Для функций, допускающих пре- 
образование Лапласа, асимптотическое представление во MHO- 
гих случаях может быть получено с помощью следующей 
теоремы [10]. 

Теорема 11. Пусть f(p)=f(t) и 

1) f (p) имеет изолированные особые точки — алгебраи- 
ческие особенности (полюсы и точки разветвления), 

— 

2) функция fi 

относительно ср стремится к нулю, когда |p|— o, 
3) число особых точек р == р, с наибольше: действитель- 

¥ f ( 
ной частью конечно ($ == 1,2, ..., ¢), разложение ни 8 ок- 

в полуплоскости Кер< 0 равномерно 

рестности p==p, дается рядом 

< (5) 

Уфо" (AN, <<<... <) 
Тогда асимптотицеское представление f(t) будет 

: © ofS) 
ло-У вых 4 

5= k=0 Г( 49) р po +l 

1 
где ———— 

Г (—i) ) 
=0, если MP =0, 1,2, ... 

Например, если все особые точки функции ГР, кроме 

р==0, имеют отрицательную действительную часть, а начало
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координат есть точка разветвления первого порядка и раз- 

ложение ue в окрестности p= OQ есть 

Ам т! py __ > — 
p> = di a,p? , 

n=! 

TO 
сх 

a 

f()~d : С 
п = _ ft > ( > + | t 

ИЛИ 

8) 

(— 1)*- 1-3-5... (2k — 1) И ув ыы, 

$ 16. Операционное исчисление для оператора 
а, а 

== 

В основе теории операционного исчисления лежит понятие 

свертки |59]. Введение в множестве M (см. 8 1) свертки 
превращает это линейное множество в коммутативное кольцо 
без делителей нуля. На этом факте базируется вся теория 
операционного исчисления Микусинского Исходя из нового 
определения свертки, в этом параграфе будет построено 

операционное исчисление для оператора В—= a: Такое 

построение выполняется совершенно аналогично тому, как 
d 

это было сделано для оператора p= Обозначим через L, 

множество всех функций f(t), определенных на полупрямой 
O<t<(- oo, интегрируемых на каждом конечном интервале 
этой полупрямой и удовлетворяющих условию 

t Е 

< (5.83) 
0 0 

для любого #,>>0. Например, функция f(¢)==In¢t принад- 

лежит L,, а функция f(t) == —_—- не принадл ary ринадлежит L, хотя
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(¢ — 1)? 
t In? ¢ 
вида 

ЕЕ. Через М, обозначим множество всех функций 

Ро (El side 

где /(2) — любая функция из ZL, и С — любая постоянная. 
В множестве Z, определим свертку функций 7, (ВЕЁ, и 
3 (ДЕГ, по формуле 

t 1 

f= al лвл [а —1#— 8]. 6.84) 
0 0 

Можно доказать, что функция f (7) принадлежит множеству 
L,. Множество М, есть линейное множество. Всякая функция, 
принадлежащая множеству М,. имеет почти всюду вторую 
производную Р”(А. Назовем происведением функций F(t) 
и Р, (1), принадлежащих множеству M,, выражение 

Е, (ЖЕ, (= 
t 1 

=4 {1 в) (En) F,[(1 — т) (¢—8)] ay} ‚ (5.85) 

Если 
+ Е f Е 
dé dé Е, (9 = |} 4 (да, Е, = } т). (x) dy 

1 1 

Илл [а — 9) ¢ 8] ay, 
0 0 

то будем иметь 
| | 

F(t) *F, (= г (о) do. (5.86) 
0 0 

Отсюда следует, что произведение двух функций множества 
М, снова принадлежит множеству M,. Сложение в М, опре- 

деляется естественным образом. Произведение в смысле `(5. 85),
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как это нетрудно проверить, коммутативно, ассоциативно и 
обладает дистрибутивностью относительно сложения. Сле- 
довательно, множество M, относительно сложения и произ- 

ведения образует коммутативное кольцо. Это кольцо не имеет 

делителей нуля. 
Таким образом, кольцо М, может быть расширено до поля 

отношений. Это поле отношений обозначим через ЭЖ,. Эле- 
менты поля назовем олераторами. Как ив § 1, будем оле- 

F, Е, 
раторы обозначать символами Е. Таким образом, У 0бо- 

2 2 

значает класс эквивалентных пар. Равенство операторов Е И 
2 

обозначает, что РЖ а, =Р,ЖО,. Если в (5.85) функция G, 
G, 
Е, (t)—a— константа, то 

аЖЕ, oma lid (alr, (En) dy = 
ой 

t E afd (ak ети, (u) du — a, (1). 
$ 

Следовательно, произведение в кольце М, числа на функцию 
совпадает с обычным произведением числа на функцию Если 
в (5 85} оба сомножителя — числа, то произведение в смысле 
(5.85) совпадает с обычным произведением чисел. Отсюда 

FO следует, что операторы вида —— можно отождествить с функ- 

=“ ЦИЯМИ Е (ft); в частности, операторы —— совпадают с функ- 

ЦИЯМИ F (ft) кольца M,. В этом случае будем писать 

Fit OF), РЕМ, 

Наконец, операторы вида 8, F (0) = 0, отождествляются 

с функциями множества Z,. Именно, каждому оператору —— a 

F(tjEe mM, и F(0)=0, ставим в соответствие функцию fi wn, 
причем 

И (р, (5.87)
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где 

= (дв 
0 

Обратно, кажлой функции / (2) ЕЛ, отвечает соответствующий 
РЕ 

оператор a . Это соответствие взаимно однозначно. ЁВсли 

оператор может быть приведен к виду ro, FEM, и 

Е (0) =0, то такой оператор называется функцией. Для 
} 

оператора - введем специальное обозначение 

1 == 8. (5.88) 

Тогда для обратного оператора В = будем иметь 

| 
at. (5.89) 

Из (5.87) имеем для функций F(f)EeM, и Р(0) =0 

ВЕ =“ ( TL) = (tF’ (8) 
ИЛИ 

BF (¢) = tF" (t)-+- F’ (8). (5.90) 

Таким образом, в случае F(t)EM, и Е(0) —=0 произведение 

ВР (t) означает применение к F(t) оператора Ste. Произ- 

ведение обратного оператора x на функцию f(f)EL,, как 

это следует из (5.89) и равенства Р(й = f(z), равно 

+ 

вл ($ ум du. (5.91) 
0 0 

ЕЁ, (5.92)
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Тогда из (5.85) и (5.92) для f(t)EL, следует 

+ ы 1 

pai тр ( #— 6)" at (7) — a)" dy, (6.99) 
Уравнению у " 

a(t i) = (5.94) 

удовлетворяют функции Бесселя J, (2 Vid) и К, (2 V 02). 
Из (5.90) a (5.94) следует 

BUI, (2V 4) —1]J—=N, (2 V9), 
откуда 

29—12 ИМ. (5.95) 
Полагая в (5.95) A==im и учитывая, что 

1 (2 V iwt) = ber (2 У wt) -+ i bei (2Увй, 
найдем 

вере Ъег(2 И), gre y= bei(2Var). (5.96) 

Из (5.95) имеем 

Bim (2 V2). (5.97) 

Из (5.95) и (5.96) имеем 

ВЕ, (2V id) + J, (2 V8), 

7 =sll (2 V4) —J, ИМ]. 

К полю операторов St, применима в большей части теория 
операционного исчисления, изложенная в предыдущих пара- 
графах. В частности, на поле 9%, переносятся без изменений 
определение операторной функции, определение предела после- 
довательности операторов и понятие операторного ряда, 
определение производной от операторной функции, интегри- 
рование операторной функции. Используя эгу теорию, можно 
известными методами пополнять табаицу значений операто- 
ров (5.95) — (5.98). Например, дифференцируя (5.95) no 

(5.98)
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параметру A, найдем 

В 
вн — ат (т у I, (2 Vi2). (5.99) 

Из (5.96) находим 

В ®В «В? Voi 
В: ро: Fe == ber (2 УИ wi), 

B "В В 
8 (ga!) =— ира о рр —obel (2 Vo). 

Отсюда следует 

а а ar — 
i t ат bei (2 V of) \ = ber (2 V o), 

rat © ber (2 V af) |= Бе (2 V wi). 

Таким образом, функции ber (2 Иод, bei (2 У wf) ведут себя 

по отношению к оператору aa точно так же, Kak Cos wi 

(5.100) 

и sin wt относительно оператора т Операционное исчисле- 

а, а 
ние для оператора B=7! qi MOwHO построить, исходя из 

соответствующего интегрального преобразования. Аналогом 
преобразования Лапласа здесь будет интеграл 

< 

f*(By=2 \ F(t) K,(2V BF) de. (5.101) 
0 

Если f(f)E LZ, и удовлетворяет условию 

F< 9е№ УГ, (5.102) 
где Q a 4, >0 постояяные, то интеграл (5.101) в области 

ReVB>gQ, сходится абсолютно и представляет в этой об- 
ласти аналитическую функцию комплексного переменного В. 
При известных ограничениях, накладываемых на функцию 
7 (f), имеет место обратное преобразование 

он ( Л" (В), УВВ ав, = (5.103)
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rie путь интегрирования 2 есть любая  парабола 

Ке VB=q>4- Формула (5.103) будет, например, иметь 
место, если f(t), помимо (5.102), имеет ограниченную вариацию 
в окрестности любой точки == полупрямой 0 << -—- oo. 

В точках разрыва интеграл (5.103) равен 5,0) 

-- f(t, —0)}. Для преобразования (5.101) справедлива 
Теорема 12. Пусть Л, (ДЕР, и Л, (РЕГ, и, кроме 

того, f,(t) и f(t) удовлетворяют условию (5.102) (для 
каждой функции f(t) и f(t) константы © ши q, в (5.102) 
свои). Тогда функция 

° 1 t 

= fF eyALI—) —B]dq (5.104 
0 0 

принадлежит множеству L, и тоже удовлетворяет усло- 
вию типа (5.102). Если 

Л(В=2 | дк, 2 VBE) dt, 
0 

Л(В=2 \ лику at 
0 

f* (В) =2 \ КУ ВА di, 
0 

mo 

f* (В)= Л (B) f2(B). (5.105) 

Определение. Если для оператора а Е Mt, существует 
представитель (Р, G) такой, что функции F(t), С({1) допу- 
скают преобразование (5.101), то такой оператор» назовем 
преобразуемым по Бесселю, а функцию 

| FO KV BH at 
а (В) = (5.106) 

оо 

\ бикюоувВ ae 
0
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F 
преобразованием бесселя оператора a=. Множество 

всех преобразуемых по Бесселю операторов обозначим че- 
рез \:, а множество их преобразований Бесселя обозначим 

через Ji. Эти множества изоморфны. При этом изомор- 

физме оператор В—- переходит в функцию 

aw 

| KV BE at 
0 
= — — В. 

\ tK,(2V Bp) dt 
0 

При вычислении можно воспользоваться формулой 

95 

2 | #к, (2 Ув =. (5.107) 
9 

Если оператор а приводится к функции, т. е, 

a=", FEM, F(0)=0, 
TO 

92 

2 Рик УВ 

а (By = = 

2 \ tK, (2 V ВА dt 
0 

— 2B \ F (t) K,(2V Bt) dt. (5.108) 
0 

~ 

Принимая во внимание, что 
: 6 

FO= | Ход и, 
° оо 

учитывая известные соотношения для функции Бесселя 

= (ХК, (х)) =—хК, (x) и 2 (А, (*)) =— A, (*),
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после двухкратного интегрирования по частям найдем 

о 

a (B)=2B \ f(t) K, У ВА dt. (5.109) 
0 

Получился аналог преобразования Лапласа — Карсона. Посред- 
ством этого преобразования можно получить новые формулы 

для оператора B= at г . Равенство (5.109) означает 

a(B)=f (2). (5.110) 

В частности, если (=, то из (5.107) и (5.108) полу- 
чим обобщение формулы (5.92) на любой показатель у 

I Г’ РЕНО» Rev>—1. (5.111) 

Если взять f(f) =e", то найдем 

В. {> о-в 
В ев | "_ du=e", a tt 

В 
а 

Приведем еще несколько примеров применения формулы 
(5.108). Прямыми вычислениями находим 

2B K, (2 V it) K, (2 V Bi) dt = a у 2. 
0 

Следовательно, 

В ] В Vii 

Исходя из известного интеграла 

оо 

, by Г 
} K, jax) Л, (6х) х’"* ах = ie nt , 

найдем обобщение формулы (5.99) на любую степень у 
У 

В 1 #\ = — 

(B+ i)’t? ~~ Fw+i) (+) J, (2 У»). (5.113) 
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В частности, из (5.113) при у== —= имеем | 

В cos 2V it 
VEL “Va (5.114) 

Дифференцируя no у равенство (5.111), найдем 

ШВ _ Г Ге 

Исходя из интеграла 
#9 

\ К, (a V x? 2") +1 de =. (=) "та + А) Ky 4, (а2), 

CO 

| __})? ВА ЧЕ — га 2B | (£—})" K, (2 V ВА dt = 

BoE L 
= 28 (=) * Kya, (2 ViB)s 

откуда 

} ite 0, если ЕЁ», 

2B (=) Ky +, (2 ву О если ht (5.116) 

(Вей >— 1). 

В частности, при, pos имеем из (5.116) 

. 0, если Ё\, 

УВе-:УВ — 1 (5.117) 
ТУТ если А^<СЁ 

Умножая последнее равенство Ha произвольную (в известном 
смысле) функцию (A) и интегрируя по A в пределах 
от 0 до со, будем иметь 

ыы ] (A) dh В | ео) = | SE. 5.118 УВ | eR op Qya=T (SAS. (5.08 
9 0 
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& 

Если в левом интеграле положить 2V k= 8, то получим 

t 

уз | - е- УВ (па | (5.119} 
0 

Пользуясь таблинами интеграла Лапласа, из (5.119) можно 
получить ряд новых формул. Например, полагая в (5.118) 

J,2V ai 
9 (№) = oo. 

найдем 

8) t 

VB [ “Зву [ева 
0 

Vita 
0 

! 

УВ | B+ ИВ [Leva D 
У B+a Va - УЕ 

Но последний интеграл, являясь сверткой в обычном смысле, 
может быть найден посредством преобразования Лапласа 
(см. [86], стр. 125). Будем иметь 

УВ_ Е, apes, (Vat). (5.120) V B+a Уа 

В частности, при у=0 

у ВЕ (V at). (5.121) 

Умножая (5.121) на’ Vi=——, имеем 

В 

Ув- а Vi 

или, учитывая равенство (5.114) и (5.85), получим 

MOVE 88 [| 20%) ee 

= Jo (V at) + 
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Это равенство можно записать в виде 
2Vat 

и: | st dy («ла ЕЕ. 

Аналогично, умножая равенство (5.121) на себя и учитывая 
(5.97), найдем 

I—J, (2V at) = [al (Иа) л (Vall — 4) ( —&)] dy. a 

Исходя из формул, подобных (5.118), можно получать раз- 
личные новые соотношения между специальными функциями. 

Приведем пример вычисления суммы функционального 

ряда. Пусть в=ИВ-- ] — VB: имеем тождество 

ee [1 — 24-2 — oat. Ja 

Учитывая равенство (5.120), найдем 

ЛИ 2-2 H—-W V+... = @ИЙ. 
Умножая равенство (5.99) на м” и суммируя по мот 0 до 
со, найдем 

В 

откуда Le В — a В’ 

7 ©) ия 

ve (+) „У =, Июл. 
n=-0 

В заключение установим связь между таблицей значений 
операторов Р (В) и таблицей значений операторов F(p), где 

p= . Пусть Р(В) =$( и F(p)=/f(t). Тогда no опре- 

делению операторов Р(В) и Р(р) имеем 
@ 

F (B) = 2B y (t) K, (2 V ВВ dt, 

Fipy=p | Леа. 
6
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Следовательно, 
[2 2] co 

ор gif) K, (2 Vip) dt==p | Дети 
0 0 

Принимая во внимание равенство 
iso) 

|.’ с Е — 2K, (2 V pai, 
0 

где слелует 9 положить ee — найдем 

Гоа” к] f(t) e7P* dt 

или 

bo 2] CO io 2) 

| е-Р* as \ Ф (Ex) еее = | Уфе]? dt, 
0 

откуда у 
ve 2] 

f= @ (#8) en 8 db. (5.122) 
0 

Здесь (7) принадлежит L, и удовлетворяет условию 
(5.102). Отсюда можно указать следующее правило для 
вычисления F (В), исходя из таблиц значений Р(р). Для 
того чтобы найти Р(В), следует вычислить F(p)—/f (2). 

Затем в функции Г(Г) аргумент # заменить на у и найти 

значение оператора f (+) =, тогда Р (B)== (Ff). Разу- 

меется, это правило справедливо в том случае, когда /(Z) 
представима интегралом (5.122). Например, пользуясь этим 

. Имеем —Р at 
p—a 

правилом, найдем значение оператора „„ 

er P= I, (2 V at). Следовательно, — Bog (2 V at), т. е. 

имеет место равенство (5.95). Таким "же путем можно найти 

Ува В: -|- a* — By’ =a J,(2 V at) I, (2 Vat), (5.123) 

Bingtt— У [ле Ий—1 21а], (5-124) 
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Обозначая g=V) B*-+-1— JB, имеем тождества 

B 3 в 

- И —_ V +i B?+-1 

Заменяя в этих тожлествах значение операторов по форму- 
лам (5.96) и (5.124), вайдем 

J(2V a1, 2VH—J,2V H1,(2V H+ 
+/,2V 01, (2V)—J5,(2V H1,(2V 9 № 

— 1 

J,(2V 4) 1,(2V 2) — 2), (2V 8 1, (2V 2) 4+- 
+27,22V A1,(2V — 2/28 2Ид-... = 

= Бег (2V 2). 

Заканчивая краткое изложение теории операционного 
da 

исчисления для оператора =: ‚ отметим, что, по- 

мимо применения этой теории к вычислению определенных 
интегралов и суммированию функциональных рядов, можно 
было бы привести примеры интегрирования дифференциаль- 
ных уравнений. Наиболее просто находятся решения диффе- 
ренциального уравнения 

L ( ot =) x(Q=f(d), (5.125) 

где L(A)==d" +0,0"'-+...-+ а, — многочлен с постоян. 
ными коэффициентами а;. Если начальные условия нулевые, 
а именно: 

x(0)==0, Bx(t)|,-.==[te" (++ ()],-, =0, 

Вах (t) |, == [2х0 () + 4tx’” (4) + 2x’ (0, = 0, 
ооо © © © © © © © © © © & © © © © @© © @ 

BY 'x (7) lr=o — 0,
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то уравнение (5.125) при замене оператора & t 5 на опера- 

тор В примет вид L(B)x(t)=— f(t) и решение будет 
1 | 

разложением LB) Ha простые дроби подобно тому, как это 

делается в операционном исчислении Хевисайда. Если на- 
чальные условия Xp отличны от нуля, то в уравнении замена 

(1). Выражение ——/(7) может быть найдено 

оператора а на оператор В осуществляется по фор- 

муле (см. (5.90)) 

хи х]. 
Последовательное применение этой формулы дает 

(14) = Be В.В... В, 
Например, найдем решение уравнения 

add 3 # 34 (Ft a) x()—3 4S x) 42x ()=0 

при условии х(0) =0, Вх(8|,_,==@. Записывая уравнение 
в операторной форме, получим 

В*х (f) — Ba — 3Bx (t) + 2x (tf) =0 

HH 
(В —3В--2) x (#) == В. 

Отсюда (см. (5.95)) 

aB _ 2B __ eB __ 

B?—3B+2  B-2 В-—1- 

=a {1,(2V 2t)—J,(2V в}. 

Подобным образом можно решать некоторые типы уравне- 
ний в частных производных. 

x(t) = 



ТАБЛИЦЫ ФОРМУЛ 

ГЛАВА VI 

ПЕРЕЧЕНЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
И НЕКОТОРЫХ ПОСТОЯННЫХ 

6.1 arccos x = +In (x + V x? —1) 

6.2 arcsin x= — In (ix + VI — x) 

i, |~—ix 
6.3 arctgx= ПТ 

i, x¥—! 
а ae 6.3 arcctg x => In xt 

6.4 | Archx—In (x-+ Vx? — 1) 
# 

6.5 | Arsh x=in(x-- V x? + 1) 

6.6 Arthe—— ta ri 
2 — xX 

6.6° Arcthx — 1 a2! 
2 х-1 

6.7 | (a), =а(@а-- 1... (а-1—1); a=], 2, ... 

6.8 | (2). —=1 

F 
6.9 (2), = Sa 
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6.10 (5 )= Pi@+1) 
ГОГ а — ВИ 

} 4 Bik cos* фаф 
6.11 | 2) = errors 

- _ Г (x) Г(у) 6.12 | В(ху) = \ #711 — 7-9 = 
(x+y) 

6.13 | bei, (x) =Im М. СУТ »х)], где Im (2) означает мнимую часть 
комплексного числа Z 

6.14 | Ъег, (х)=Ве М, СУ ix), где Ве (2) означает действитель- 
ную часть комплексного числа Zz 

со _ _ _ (— 1)" x an43 
6.15 | bei, (х) = Бе! х = Ца [% Vial= 2 [ (Qn-+ 1): [ (5) 

6.16 ber, (x) = ber x= Re[/,(V 7^|= > ta ()" 

617 | C= —I’ (1) =— $(1)=0,577215665... 

vn (a+ 2) . 1,1—х 

618 | =e ator 6 (#2 1+3; 5) 

619 | Ci) = cos u dit 
= т 

l 
x. x 

620 | С- 5 = | oe duit | Н® (u) da 
| У 21 “ -> 

Oo 

6.21 | се, (=, 9) = У, 46/7 cos 2kz — функции Матье 
k=-0 
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6.22 

6.23 

6.24 

6.25 

6.26 

6.27 

6.28 

6.29 

6.30 

6.31 

6.33 

ва) 

се, и +, (2, 9) =2 4 TD cos (2k + 1) 2 

Ce,,, (2, 9) == ce, (22, 4) 

Се, +1 (2, 9) — сен, (2, 9) 

сви —1, 
du chi (x) == reg fo 

e* -Le-* 

2 

cos x = т: 

chx=— 

аи £08 8 ty =n yx _ рем du 

Ci (x) == — ef (x) 

2 
C(k) =( sin? ф cos® Ф a 

9 (1 — 2? 511? Ф)2 

ow =I ==— 

р. (д =е “Не, (x); n=-0, 1, 2, ... 

> _1 xt 
Djy=24* ТТ , | 5.) 

| е — 2.118281828. et 
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n 

2 

6.36 E(k) = \ V1 — а 
0 

Ф 
6.37 | E(k, 9 =| Vi—f'sin® udu 

0 

19 

6.38 E, (3) =— | sin (vp — xsin 9) dp 

0 

х 

и 

6.39 | Ei «= | = du —Н (е*) 
— 00 

6.40 | —Ei( (eo ay ——C-! -У (—2)" . —Ei(—-2)=\ 7 au=—O—mz nent 
# 

_2 
—2 “7, 2 | (2 —ax<cagz<% 

->. 

6.41 | Ei(x) => [Ei (x ++ 10) РЕЦ» — ®)] = 
со хп 

=C+inx+ У, г, x>0. 
nai 

— 2 Ги ep fl. 3. а \ 

о 1 _# 
—У=* ем 1 1 &) 

ы ary 
_0O 

6.43 | ейс (x)= 1 —erf(xyy = == \ eM du= 
У 

x 

i _# 
==(nx) бе "№ ‚ (%9 
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6.45 

6.46 

6.47 

6.48 

6.49 

6.52 

© 

2 

dy Fiiy= | 
“) УУ1 — А sin*9 ~ 

@ 

dit 
Fie =I- — 

: У}: — sin? x 

F(a, 8; 1; =F (а, В 1; © = 

ro) yy P@tare+ayxt 
= Tere гов ar? '*l<! 

pg (в Чу...’ toy By 8», оо) By; x)= 

ср 

=> (a, R) (ap, №)... (ap, A) x 

(By, 2) (Be, А)... (By, RY #1’ 
k=0 

где @, = FEM, Gm =-Ft 

FB 2) — Fey rece i 

$, (а, т, == F(— пе п; 1; х) = 

_ id _ ye f 2) (+a)... @pate—P =I+ 1) (*) ЧУ... А-П m 

ИО, —1,..., ~#+]) 

re a] 

Г yw P(a+h 2^ 

[+ г 

Рек (2.9) Зи SY (— DRAG Kap ( — 210 9 sha) 
в—0 

Рек. и +1 (2, 9) — 
an 

— ents (0, 9) cth z (— 1)* (2k + 1) ACeey 
nV g APPT) >. вх 

ХКьы (— 27/938 2) 
Gek., +; (Z, 9) = 

, Ob 

_ Зеи-1 ©, 4) kp(2n-+1) — =— ыы ПАВ льна ( — 21/93 2) 
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6.53 

6,54 

6.55 

6.56 

6,57 

6.58 

6,59 

6,60 

6.61 

6.62 

6.63 

6.64 

6.65 

6.66 

Сек. +» (2, 9) = 
é [= 

Sante (0, 4) k 

~—Repoaty ва 2. (— Wb +2) BE x 
k==0 

<Kepe2 (— 2iV 7 sh 2) 

Н® (2) =J, (2)-+ i, (2) 

H®) (zy =J, (2) — iY, (2) 

x2 x3 
а? — 

Не, (x) =(— 1" e2 ant (e. 2) 

2 

He, , (x) = (— 1)? 27" (nl)! (211, Е, ( — 1; > . +] 

Не =(— "2" (W)"! @a-+ MxF, (—m 3 5) 
2 a" xs 

Не, (x) =(— lye" 2 Fn (@ ) 

hei, (x) == На (A т) 

hei, (x) = hei (x) 

| her, (x)= Re (H® (i V7 x) 

her, (х) = her (x) 

“ ( syn 
= — 2 — О ЛЕН 

li, (x) = Л, (ix) 
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6.67 

6.68 

6.69 

6.70 

6.71 

6,72 

6.73 

6.74 

6.75 

6.76 

6.77 

6.78 

6.79 

6.80 

J, (x) = =\ cos (уф — x sin 9) do 
0 

J, (x) = 
у (— 1)* (zy

" 

fl, BIT OF RFD) 

х+* x? 
РТ prep (++ 

Ут (x)= =\ (2 cos ¢)™ cos (up — x sin $) de 

$ 

J, (xi Vi ) a= ber, х + ibei, x 

Je (x, y)= \ J, (xu) cos u du 

>
.
—
>
<
 

SVQ) д, УТ, (j= т. 

*
<
—
—
8
 

y 

Js(x, у) = ( J, (хи) sin и du 

0 

K (hk) = F (A) 

== = РАНО (x) 

C Ke 
Kin = | 
kei, (x) =Im (¢7"K, (V7) 

ker, (x) =Re ({-*К, (V7 x) 

L, (x) =, (éx) 

п) 
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6.8 _ 
L,, (x) = — ote x"e *) 

x 

г? 
6,82 Г, (х)—=—=М , (=F (vu I 

Ух oy +51 0 

ex = dP gn aa 6.83 | £0) (x) — =~ Fa хп (e~*x"+%, Lx) = Lx 

ati x 

Ге _- ра (®) 2 ›2 

MV Геротео бб, 3 
x“ 

6,85 ix | (x <1) 
J Ina 
0 

6.86 | Ing=ie+in|z|, где 2=ге! Pt? , —ncogcn 

ty -F 6.87 | М, (<) =x e °F, (+ ум 2-Е x) 

6.88 | п! —=П (и) =1.2-3...п=Г(и 1) 

6.89 | М, () =, (x) 

6,90 №, AX) =, yD) 

6.91 | Ni, (x)= Fi, (x) 

оо 

6.92 | О. (x) = м (и-НУш EN) (и — У 1” ав 

0 

1 d* 
6.93 | Py (x) =555 qo ‘x? — 1)” 
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6.94 

6.95 

6.96 

6.96 а 

6.97 

6.98 

6,102 

ГР, (в ==,6, (—» учь |; ) |1 | <2 

[ > d™P., (x) | Cindy" — пря] 
Pr 

т 
-5` ДТ 

| (x? — 1)? ae при |х|>1 

ты 
2 

Py Гия (Ts) ft \-» В =) 
|х— 1] <2 

Г — 
PHP x) = Tie F, (— —пп a + 6+ 134 +1; >) 

& 

P (x, y= ет! du—=T (>) —T, x)= (y, x) 
0 

» 

BY @=amq (Fat) и(-еи-н 44) 
2 — точка комплексной плоскости с разрезом вдоль 

действительной оси от — ® до -|-1 

$, (2) = (2) 

P, (x) =P) (3 

Qn (%) = = в ( — 1)” In et) Fine Zt p, (x), l\x|>1 

Vx F¢ 1) e7 vr is t 3. 1 
Q, (*) = ua da ? Ц 7 ИР) 

eT (y +3) 



158 ПЕРЕЧЕНЬ ОБОЗЯАЧЕНИЙ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ [ГЛ. VI 

6.103 

6.104 

6.105 

6.106 

6.107 

6,108 

6.109 

6.110 

6.111 

1 

2 "2-71 

Г z+) 

xP, ra py +2, ‚+3. 2+?) 

£ 
2 ет Г (в ev + 1}27# 71 (22 — |) x 

2 

2 — точка комплексной плоскости с разрезом вдоль 
действительной оси от — ® до +1 

м, (2) — Dy (2) 

©, (<) = 0 (x) 

[Ч уе VE P(v +p +1) (x? — У хех 

гие 
xa (нь И: у), 191 

itu, frp. 

ео о-в ree OM x-4-10)-+ e* nti), <! 

gym ’ 

m т 

ая. age |x| >1 
Q” (x) = 

go 

bia on Ге 2-2) и 
Q” (x) =  2*"! У ater FFD (2x) P~2v— 2 

re 2) 

Q(x, v= | е-® аи ==Г(ь, x) 

я 

1 sin & 
S() = — — du 
) Vind в 

= tii Se el re
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6.112 

6.113 

6.114 

6,115 

6.116 

6,117 

6.118 

6.119 

6.120 

6,121 

6.122 

6.123 

QO 

xu diy 
co 

$ (м, x) = (2 т | ober 
(1 У 

(1-1 : 
0 

= "Нее" 

$. (x)= = (e~* +-ee~** 4. ete *%) 

5; (y= (oF tem 4 ce, eZlu #8 =] 

oa) 

Sy (8) = | en VP Fy-V erie 
0 

х 

Зеи+1 (2, == >) BOVEY зи -- 1) 
k=0 

зе,„ (Z, 4) =У BG”) sin (22 z) 

k=1 

Se,,, (2, 4) —— ise, , (iz, q) 

SCen 41 (2, 9} = — Canes (iz, 9) 

р. 

16 a) 

вц =— | ми 
и 

x 

x 

Sif? = \ Aft ae = = 4 si(x) 
u 2 

0 
e* — е=* 

sit x= — 
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| при х<0, 
6.125 | sign х=‹у при х=0, 

1 при х>0 

6.126 | stei, («)==Im (Н,СУ 7 x) 

6.127 | Ster,(x)=Re (A, (Vix) ) 

6.128 + 128) 8 У Phe yey 

6.129 | боя yarn (Ea SET) p (EASES) х 
1 — 

>.< sin mv & ow =) J_, (x) — cos (a =) У, | 

6.130 | Г, (x) = с0$ (п arceos y=> [(x ++ V2 — ij*+ 

+(e — Vt — 1)" 
L@ (x) 

6.131 (п) (5) — (— Ш 

Le a) 
] — ара — — 

6.132 | Ох = —— 1-2 о ВОЙ 
U. — sin [(2 +-1) агссо$ x] 

6.133 в (9) Vi-x — 3 
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