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ОТ РЕДАКТОРА 

В связи -с необходимостью строго обосновать большое чи
сло накопившихся в анализе фактов, в конце XIX века воз
никла новая дисциплина - теория множеств и функций, ко

торая в последующие годы бурно развивалась. Развитие этой 
теории значительно расширило и углубило понятия, рассма
триваемые в анализе. В начале ХХ века было найдено исклю
чительно важное понятие меры множества (Лебег), на базе 

которого было создано понятие интеграла Лебега. Эти два 
основных понятия составляют фундамент метрической теории 

функций действительного переменного, которая занимается 

изучением свойств функций, производных, интегралов и фун!{

циональных рядов с помощью меры множеств. Методы и 

идеи теории функций действительного переменного способ
ствовали возникновению ряда новых математических дисцип-

лин и, кроме того, проникли в другие области математики 
(топология, теория вероятностей, функциональный анализ, 

теория аналитических функций, вариационное исчисление, 
дифференциальные уравнения и др.). В связи с этим роль и 
значение теории функций в современной математике очень велико. 

Глава 1- настоящего выпуска написана Р. С. Гутером и 
посвящена изложению некоторых основных понятий и теорем 

из теории множеств и метрической теории функций действи

тельного переменного. Она доступна каждому, кто владеет 
курсом анализа в объеме программы втузов. Содержание этой 
главы не отражает современного состояния теории функций 

действительного переменного, а содержит лишь основные све

дения из указанной теории. Доказательства их можно в основ
ном найти в книге: И. П. Н а та н с о н, Теория функций веще
ственной переменной, Физматгиз, 1957. Для более детального 
изучения этой теории следует обращаться к более специаль
ным руководствам. 
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Глава 11 «Интерполирование и приближение функциfl» на
писана Л. Д. Кудрявцевым. Для ее понимания необходимо 
знание теории интеграла Лебега в объеме, изложенtюм в 
главе 1. Кроме чисто теоретического интереса, в настоящее 
время роль теории интерполяции и приблИжения функции все 
больше и больше возрастает в связи с интенсивным развитием 
вычислительной и машинной математики. Отметим, что в главе ll 
материал по теории приближения функций изложен до новеll
ших современных результатов в этой области. Поэтому глава ll 
будет полезна и интересна как для инженеров, так и для ма
тематиков, не являющихся специалистами по теории прибли
жения функций. 

Глава Ш написана Б. М. Левитаном и посвящена изложе
нию основных фактов из теории почти-периодических функ-

. ций, которые являются естественным обобщением периодиче
ских функций. Для чтения первого параграфа главы III до
статочно владеть втузовским курсом анализа. Что касается· 
§§ 2 и 3, то для их понимания необходимо знакомство с ос
новами теории интеграла Лебега (например, в объеме главы 1) 
и теории функциll комплексного переменного в объеме про
грамм спецг лав математики во втузах. 

В конце книги помещен список литературы по главам, в 
котором указаны некоторые из основных монографий, отно
сящихся к рассматриваемым вопросам. Этот список, конечно, 
ни в коей мере не претендует на полноту. 

В целом настоящий выпуск является доступным пособием 

для всякого, кто владеет курсом математики в объеме про
граммы втузов. 

п. л. у льянов 



ГЛАВА 1 

ФУНКЦИИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

(ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ТЕОРЕМЫ) 

§ 1. Линейные точечные множества. 
Мощность и категория 

1. Под словом .множество понимается объединение неко
торого конечного или бесконечного количества объе1tтов. 
В ряде случаев слово «множество» заменяется другими слn

вами. 

Например, в геометрии множество точек, обладающих не
которым общим свойством, называют гео.меmрllч.ески.м .ме
стом. Так, окружность есть геометрическое место (множе
ство) точек плоскости, отстоящих на одинаковом расстоянии 
от данной точки (центра). Множество всех интегральных кри
вых данного дифференциального уравнения называют семей

ством. Кроме этого, употребляется также термин совокуп
ное ть. Все эти слова являются синонимами слова «множе· 
ство» и будут иногда употребляться вместо него. 

Множества обычно обозначают большими латинскими бук· 
вами, например М, Е, •.. , а его элементы - малыми, напри

мер х, у, . . . Для обозначения того, что х является элемен
том множества М, употребляется знак Е· Запись х Е М чи· 
тается так: «Х принадлежит М», или «Х есть элемент М», 

или, наконец, «элемент х входит (содержится) в множестве М». 
Если х не принадлежит М, то пишут х Е: М или х (/: М. 

Первоначальным объектом рассмотрения будут дllнейные 
точ.еч.ныfl .множества, т. е. множества, але.мента.мll которых 

являются точки прямой линии, или, точнее говоря, точки чи

словой оси. Простейшими примерами линейных точечных мно
жеств являются отрезоIС и интервал. 
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Отрезком (иногда сегментом) называют множество то
чек х числовой оси, удовлетворяющих неравенствам а~х~Ь. 
а июпервалом (или промежутком)- множество точек х чи
словой оси, удовлетворяющих неравенствам а< х < Ь. 

Отрезок принято обозначать символом [а, Ь], а интер
вал - символом (а, Ь). Из определения видно, что отрезок 
[а, Ь] отличается от интервала (а, Ь) тем, что точки х =а 
и х = Ь принадлежат отрезку и не принадлежат интервалу. 

Если каждый элемент ·множества В является вместе с тем 
также и элементом множества А, то говорят, что· В есть под
множество А или что В содержится в А. В этом· случае 
пишут В С А или А ~ В. При этом не исключается также, 

что множество В исчерпывает все элементы А. 

Если все элементы В являются также элементами А и, 
наоборот, все элементы А являются элементами В, то гово
рят, что множества А и В совпадают. Этот факт записы
вают равенством А = В. 

Когда хотят подчеркнуть, что В является подмножеством А, 
но не совпадает с А, то пишут В С А и говорят, что 
В - собственное подмножество А (иначе,-прав11льная 
часть А). · 

Множество, не содержащее ни одного элемента, называют 
пустым. Так, множество действительных корней уравнения 
х' + 1 =О пусто, ибо это уравнение имеет лишь мнимые 
корни. Чтобы показать, чт·о множество И является пустым, 
пишут И=~. При этом нуль перечеркивается косой чертой; 
чтобы при письме отличить его от числа нуль. Впрочем, 
в тех случаях, когда нет опасности смешения, можно писать 

просто И= О, без перечеркивания. 
Пустое множество обычно считают подмножеством любого 

множества, т. е. если U=IJ', то для любого множества А 
справедливо соотношение ИС А, и даже ИС А, когда 
само А не пусто. 

Линейное точечное множество называют ограниченным, 
если оно является цодмножеством некоторого отрезка. 

2. Если в ряде натуральных чисел 1, 2, •.• , п, ... заме
нить по какому-либо закону каждое натуральное число п 
некоторым числом ап, то получится числовая последователь
ность, элементы (или члены) которой занумерованы всем11 

натуральными числами и расположены в порядке возрастания 
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номеров. Последовательность обозначают, выписывая ее эле
менты 

а1, а1, а" ... , а", ... 

или, короче, символом { а" }. Например, последовательность 

{ 1} 1 1 1 па состоит из элементов 1, 4. 9. 16 •• ". т. е. а1 = 1, 
l 1 1 

а11= 4 , a3 =g-. а.= 16 и т. д. 

Чаще всего последовательность задается форму пой, опре
деляющей ее общий член а" в зависимости от номера. Так; 

п-1 · 
формула а"= п + 1 определяет последовательность 

{ п-1 } l 2 3 4 
{а"}= п+ 1 = 0• 3• 4• 5• 6' '"' 

формула а"= 2" - последовательность 

{ а" } = { 2" } = 2, 4, 8, 16, ". 
и т. д. 

Другим часто встречающимся способом задания последо· 
вательностей являются реtсуррентные соотношею~я, с по

мощью которых каждый следующий член последовательности 

определяется через предыдущие. Например, а1 = 1, а"= а1 + 
+ а11 + ... + а" __ 1 - рекуррентные соотношения, определЯющие 
последовательность: 

a'.l=a1= 1, 

а3 = а1 + а2 = 2, 

ai=a1 +а11 +а3 =4, 

а1=а1 +a"+as+a,=8, 

Последовательность может быть задана и любым другим 
способом, лишь бы была возможность вычислить любой ее 
член. Например, последовательность { а" } вполне определяется 
указанием, что а" равно п-му члену десятичного разложения 

числа т:=З,1415926536"., откуда видно, что а1 =3, а11 =1, 
а3 =4, а,= 1, а1 =5, а6 ==9, ..• Для нахождения каждого 
члена этой последовательности следует лишь вычислить 

число т: с достаточно большой степенью точности. 
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Следует иметь в виду, что члены последовательности мо
гут быть равными между собой, тогда как элементы мно
жества всегда предполагаются различными. Поэтому необхо
димо отличать последовательность от множества, состоящего 

из элементов этой последовательности. Это отличие является 
существенным _даже и в том случае, когда все элементы по

следовательности раз;11Ичны: множество определяется элемен

тами, из которых оно состоит, а для определения последо

ва1:с;~льности необходимо знать еще, в каком порядке эти 
~лементы располо.жены. Например, последовательности { 1, 2, 
3, 4, 5,· 6, ... } и { 2, 1, 4, 3, 6, 5, •.. }- различные, но 
состоят из одних и тех же элементов. 

3. Пусть А и. В - два множества и каждому элементу 
множества А соответствует один и только один элемент мно
жества В. Если в эт.ом соответствии участвует к а ж д ы й 
элемент множества В, т. е. к а ж дом у элементу множества В 

также ставится в соответствие один и только один эJiемент 

множества А, то говорят, что между множествами А и В 
установлено взаимн.о одн.озн.ач.н.ое соответствr1е. 

Например, каждому элементу последовательности, все эле
менты которой различны, ставится в соответствие одно и 

только одно натуральное число - его номер; с другой сто

роны, каждое натуральное число является номером какого-то 

одного члена последовательности, так что мы имеем взаимно 

однозначное соответствие между множеством элементов после

довательности и множеством натуральных чисел. 

Множества, между которыми можно установить взаимно 
однозначное соответствие, называют эквивален.тн.ыми или 

равн.омощн.ыми (имеющими одинаковую мощн.ость). Экви
валентность множеств М и N записывается в виде М ,...._, N. 

Ясно, что конечные (т. е. состоящие из конечного числа 
элементов) множества равномощны тогда и только тогда, 

когда они содержат одинаковое число элементов. Никакое 
собственное подмножество конечного множества не может 
быть эквивалентно всему множеству. 

Для бесконечных множеств, наоборот, имеет место сле
дующее свойство: у всякого бескон.еч.н.ого мн.ожес тва н.ай
дется собствен.н.ое подмн.ожество, эквивален.тн.ое са.мо.му 
.мн.ожеству. Это свойство может быть принято за опреде
ление бесконечного множества. 
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Наиболее простыми из бесконечных множеств являются 
множества, эквивалентные мноЖеству натуральных чисел. Та
кие множества называют счетным~~. Мощность счетного мно
жества обозначается через No (читается: алеф-нуль). 

В качестве примера счетного множества можно указать 

на последовательность, все элементы которой различны. С дру
гой стороны, возможность установления взаимно однознач

ного соответствия между некоторым множеством и множе

ством натуральных чисел показывает, что элементы любого 
счетного множества могут быть расположены в виде после
довательности. 

Множество всех целых чисел (положительных и отрица
тельных, вместе с нулем) счетно. Чтобы в этом убедиться, 
достаточно расположить их в виде последовательности 

о, 1, -1, 2, -2, 3, -3, 4, -4, ... 

Множество всех рациональных чисел *) отрезка [О, 1) 
счетно. Деl:tствительно, рациональные числа отрезка [О, 1) 
можно расположить в последовательность следующим обра

зом: будем выписывать их в порядке возрастания знамена
теля, а при одинаковых знаменателях - в порядке возраста

ния числителя, опуская сократимые дроби. Получится после
довательность 

Ясно, что каждое рациональное число х, удовлетворяющее 

условию О ~х ~ 1, вс>речается в этой последовательности 
один и только ОДИН раз. 

Легко доказать, что даже множество всех рацllональ
ных чr1сел счетно. Для доказательства воспользуемся следу
ющей геометрическоn иллюстрациеn. Будем изображать рацио
нальное число точкой плоскости, откладывая по оси Ох чис
литель, а по оси Оу - знаменатель, считая, что последний 
всегда положителен (для целых чисел, естественно, знамена
тель следует считать равным единице). Множество рациональ
ных чисел изобразится тогда решеткой, точки которой рас-

*) Число а называется рациональным, если его можно пред 

ставить в виде а= i , где р и q - некоторые целые числа. 
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положены в первоf.f и второй четвертях плоскости Оху (рис. l ). 
Теперь не составит никакого труда перенумеровать их в по· 
следовательность, например, по спирали, показанной на рис. 1 

А 
1 
\' 
1 

г-~~--...... -5-, 
т 
1 

t t 1 

1 ' 

* 1 

t__J 

г_" ___ + - ·-1 
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Рис. 1. 

стрелками, пропуская при этом сократимые дроби, чтобы каж
дое рациональное число встречалось в этой последователь

ности ровно один раз. 

Роль счетных множеств как наиболее простых бесконеч
ных множеств особенно подчеркивается теоремами: 

всякое бесконеч.ное множество содержllт сч.етное под
множество; 

всякое подмножество сч.етного множества либо ко
неч.но, либо сч.етно. 

4. Пусть А и В - два произвольных множества. Возможны 
следующие отношения между ними. . 

1. Множества А и В эквивалентны, т. е. имеют одинако
вую мощн9сть. 

2. Одно из множеств, например множество А, эквива
лентно некоторому подмножеству В, но не эквивалентно са
мому В. В этом случае говорят, что мощность множе
ства В больше мощности А. Наоборот, если множество В 
эквивалентно подмножеству множества А, но не эквивалентно 
А, то мощность В меньше, чем мощность А. 

3. Множество А эквивалентно некоторому подмножеству В, 
а множество В эквивалентно некоторому подмножеству А. 



1.4] § 1. ЛЯНЕПНЫЕ ТОЧЕЧНЫЕ МНОЖЕСТВА 17 

Тогда множества А ll В эквивалентны между собой. 
(теорем а К ан тор а - Берн шт е П на). 

СлучаП, когда в множестве А нет подмножества, эквива
лентного В, а в множестве В нет подмножества, эквивалент
ного А, невозможен. Однако доказательство этого опирается 
на так называемую atcciioмy Цер.мело, применения котороlt 
некоторые математики считают необходимым избегать. 

Бесконечные множества не исчерпываются счетными. Важ
нейшим примером множества большеП мощности является мно
жество всех действительных чисел отрезка. Множество всех 

действr~тельных чисел отрезка [О, 1] несчетно. 
Доказательство этого утверждения проще всего провести 

от противного. Каждое деПствительное число отрезка [О, 1] 
может быть единственным образом записано в виде десятич
ной дроби О, а1 а11 . .. , не являющейся периодическоП дробью 
с периодом 9, где ап (п = 1, 2, ... )- соответствующие де
сятичные знаки *). Допустим, вопреки утверждению, что мно
жество действительных чисел отрезка [О, 1] счетно. В таком 
случае его можно расположить в последовательность 

О, а11а111а1з ... а1п ... , 
О, а21а1111а113 ••• а9п ••• , 

. . . . . . . . . 
так что a1k означает k-й десятичный знак l-го действитель
ного числа. По предположению эта последовательность со
держит все действительные числа х, для которых О.;;;;;; х.;;;;;; 1. 

Однако мы легко придем к противоречию, построив беско
нечную десятичную дробь, не входящую в приведенную по
следовательность. Для этого достаточно выбрать числа Ьп 
вполне произвольно, лишь бы только Ьп =/=- апп (а= 1, 2, ... ) 
и число О, Ь1Ь9Ь3 ••• Ьп ... не являлось периодической Дробью 
с периодом 9. Это число не содержится в нашей последова
тельности. В самом деле, если бы оно имело в ней номер р, то 
для всех k выполнялись бы равенства apk = bk, что при k =р 
заведомо неверно, ибо по построению ЬР =/=- арр· Полученное 

*) Исключение составляет лишь число 1, которое следует пред
ставить в виде 1 = 0,999 .. , 
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противоречие доказывает несчетность множества де~tствитель

ных чисел. 

Между двумя отрезками любо~! длины всегда можно ус
тановить взаимно однозначное соответствие, -например, с помо-

Рис. 2. 

щью проектирования (рис. 2). 
Поэтому множество всех 
точек любого отрезка не
счетно. Множества, имею
щие такую же мощность, как 

множество всех точек отрез

ка, называют множествами 

мощностll континуума. 

Мощность континуума обо
значают через N (алеф) или с. 

Множества все возраста
ющей мощности можно полу

чип" пользуясь теоремой: 

множество всех подмно
жеств непустого множества имеет мощность б6льшую, 
чем мощность первоначального множества. 

Если конечное множество состоит из N элементов, то 

оно имеет 2N различных подмножеств. Поэтому, если мощ
ность множества обозначена через а, то мощность множества 
всех его подмножеств обозначают через 2а. 

Ecлll множество Е с.четно, то множество всех его 

подмножеств имеет мощность континуума: 2N°=N. 

б. Пусть А и В - два произвольных точечных множества 
на прямой. Суммой (или обr,единение:М) множеств А и В 
называют множество S, состоящее из всех элементов, каж
дый из которых входит по крайней мере в одно из мно

жеств А или В. Сумму множеств обозначают символом 

S=AUB. 
Впрочем, в тех случаях, когда не приходится опасаться 

спутать эту операцию с другими операциями, часто пишут 

также S= А+ В. 
Под разностью множеств А и В понимают множество Е, 

состоящее из всех тех элементов множества А, которые не 
входят в В. Такую разность обозначают через А "'- В= Е. 
Гlри этом множество В не обязательно должно быть под-
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множеством А, Если В С А, то часто пишут Е = А - В. 
Множество Е называют тогда дополненllем множества В до 
А, а если А означает отрезок или всю прямую, то просто 
дополненllем. Дополнение множества В обозначается через СВ. 

Пересеченllем (или проllзведенllем) множеств А и В 

Т=А nв или Т=А·В=АВ 

называют множество Т, состоящее из всех тех элементов, 
которые принадлежат как множеству А, так и множеству В. 
Если это множество Т пусто, то говорят, что множества 

А и В не пересекаются. 
Например, если Е1 означает множество натуральных чи

сел, а Е2 - множество, состоящее из отрицательных целых 

чисел и ну ля, то сумма Е = Е1 + Е" совпадает с множеством 
всех целых чисел. Разность между интервалом (О, 1) и от-

резком [ ~ , ; ] состоит из двух интервалов (О, ~ ) и ( ; , 1) , 
так что мы можем написать 

(О, 1) "' [ ~ , ; ] = (О, } ) U ( ; , 1) 

или 

(О, 1) - [ ~ , ; ] = (О, ~ ) + ( ; , 1) . 
Если А ~В, то A·U В=А и А n В=В. 

- [1 2] [1 2] Так, (О, 1) n 3 , 3 = 3 , 3 . Множества Е1 и Е2, 

определенные выше, имеют пустое пересечение. 

Сумма и пересечение системы множеств { Е"} орознача
ются соответственно 

u Е" или ~ Е 
11 ~ 11 

11 

и 

пв. или ПЕ •. 
" " 

Например, множество всех положительных иррациональных 

чисеJ1 может быть лредставлено в виде суммы 

00 00 

E=U Е11 = ~Е,1> 
11=1 11=1 
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где Еп означает множество всех иррационапьных чисеп от· 
резка [п-1, п]. 

Мощность суммы множеств обпадает спедующими свой· 
ствами: 

а) сумма счетного множества попарно не пере
сеtсающихся tсонечных множеств есть счетное множе· 

ство; 

б) сумма tсонечного илrr счетного множества счетных 
множеств счетна; 

в) если Е- бесtсонечное множество rt А - tсонечное 
i1л11 ·счетное множество, то Е эtсвивалентно Е U А. Если 
множество Е несчетно, то оно эtсвrrвалентно таtсже и 

Е"А; 
г) есл11 элементы множества определяются конечным 

'!lrслом индексов, tсаждый 11з ''::.mорых может принимать 
счетное множество значений, то такое множество сче

тно; 

д) сумма конечного uл11 счетного множества мно
жеств мощност11 конт11нуума uмеет мощность tсонти

нуума. 

Указанные свойства позволяют получить ряд полезных 
следствий. Например: 

Множество всех точек плоскости и трехмерного прост· 
ранства, все координаты которых рациональны, счетно. 

Множество всех многочленов любой степени с рацио· 
нальными коэффициентами счетно. 

Множество всех алгебраических чисел, т. е. чисел, явля· 
ющихся корнями алгебраических уравнений с рациональны· 

ми коэффициентами, счетно. 
Множество всех действительных чисел имеет мощность 

континуума. 

Множество всех трансцендентных чисел, т. е. действи
тельных чисеп, не являющихся алгебраическими, имеет мощ
ность континуума. 

Может показаться, что множество точек плоскости имеет 
большую мощность, нежели множество точек прямой. На са
мом деле это не так; множество всех точе1е плоскости *) 
имеет мощность .континуума. 

*) И даже множество всех точек звклидова пространства п из
мерений. 
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При переходе от рассмотрения множеств к рассмотрению 
их дополнений операции суммы и пересечения меняются мес

тами в том смысле, что для системы множеств { Еа. } допол
нение к сумме .множеств равно пересеч,ен.ию дополн.енrtй 
к отдельным слагаемым: 

С(~ Еа.) = 11 СЕа., 
а. а. 

и наоборот, дополн.ежrе к пересечению .множеств равно сум':' 
.ме дополнений к отдельным .множествам: 

6. Окрестностью точки а называют любой интервал <; 
центром в точке а, в· окрестностью - интервал (а - е, 
а+е). 

Точку а Е F называют rrзолирован.н.ой точкой множе
ства Е, если существует в - окрестность а, не содержащая 

точек Е, от личных от точки а. 

Точку а называют предельной точкой множества Е, если 
любая окрестность точки а содержит хотя бы одну точку 
множества Е, от личную от а. Точка а может принадлежать 
или не принадлежать Е. 

Из определения сразу следует, что· любая окрестность 
предельной точкr1 содержит бесконечное .множество mо
чек llЗ Е. 

Если линейное множество Е не является ограниченным, 
то оно имеет точки вне любого отрезка. Возможно, что мно
жество Е имеет точки правее любой точки действительной 
оси или левее любой ее точки. В первом случае говорят, 
что множество Е н.е ограничен.о справа и что оно имеет 

+ оо своей предельной точкой, во втором случае - что оно 
н.е ограничен.о слева и что - оо является предельной точ~ 
кой Е. В тех случаях, когда множество Е имеет точки и пра
вее и левее любой точки оси, говорят, что множество имеет 
предельными точками и + оо, и - оо. 

Точку а называют ·предельной точ,кой последователь
ности {ап}, если любая окрестность а содержит злементЫ 
последовательности со сколь угодно большим номером. Если 
последовательность не ограничена справа· (слева), то говорят, 

что ее предельной точкой является + оо (- оо ). 
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Как уже было указано, члены последовательности могут 
повторяться. Поэтому следует различать предельные точки 
последовательности и предельные точки множества ее эле

ментов. Предельная точка множества элементов последова
тельности непременно является предельной точкой последо

вательности. Обратное заключение не верно. Так, пос.'tедо
вательность О, 1, О, 1,... имеет две предельные точки О и 
1. Однако множество элементов этой последовательности 
конечно и предельных точек иметь не может. 

Если последовательность имеет лишь одну предельную 
точку, то эта точка является пределом последовательное ти, 
т. е. последовательность сходится к этой точ,ке. Для того 
чтобы точка а была предельной для множества Е, необхо
димо и достаточно, чтобы существовала последовательность 

{хп} СЕ такая, что Хп '#- xk при п =f::. k и lim Хп =а. 
n-+oo 

Множество всех предельных точек множества Е назы
вают производным множеством и обозначают через Е'. 
Прибавляя к множеству Е производное множество Е', полу-

чаем замыкание множества Е, которое обозначают через Е: 

Множество Е называется замкнутым, если Е' СЕ. Иначе 
Роворя, замкнутое множество содержит все cвoti пре-

дельные точ,ки и совпадает со сво11м замы1&анием: Е=Е. 
Каждое из этих свойств может быть принято за определе
ние замкнутого множества. 

Точку а мы будем называть точ,ной верхней гранью 
(или просто верхней гранью) множества Е, если для любой 
точки х Е Е справедливо неравенство х ~ а, но для любого 
е >О найдется точка у Е Е, для которой у> а - е. Если 
а - точная верхняя грань Е, то пишут а= sup Е. 

При а ЕЕ можно для всякого е полагать у= а, так 
что верхняя грань может быть изолированной точкой; при 
а~ Е точка а необходимо является предельной. Например, 
точной верхней гранью отрезка [О, 1] и интервала (О, 1) яв-

ляется точка а= 1, а множества {2 - ~} (п = 1, 2, ... )
точка а= 2. Если множество имеет самую правую точку, то 
точная верхняя грань множества совпадает с этой точкой. 
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С другой стороны, если а= sup Е принадлежит множест
ву Е, то множество Е имеет самую правую точку. 

Аналогично точной нижней гранью (нижней гранью) 
множества Е мы назовем такую точку а, что для любого 
х Е Е справедливо неравенство х ~а и для !)Сякого . в> О 
найдется у Е Е, для которого у< а+ в. Точную нижнюю 
грань множества Е обозначают через inf Е =а. 

Ограниченное линейное точечное .множество всегда 
имеет точную верхнюю и нижнюю грани. · · 

Пусть множество. Е замкнуто и ограничено. Тогда inf ЕЕ Е 
и sup ЕЕ Е, т. е. огранr~ченное замкнутое .множество 
содержит сво1~ точные верхнюю ll нr~жнюю гран~~. Иначе 
говоря, ограниченное замкнутое множество всегда имеет са

мую правую и самую левую точки. . . 
Обозначим через Е ограниченное линеПное точечное мно

жество. Верхнл.м пределом .множества Е называют точнуЮ 
верхнюю грань производного множества Е', если оно не 
пусто. Так как производное .множество всегда замкнуто, 
ТО ·верхнип предел Е принадлежит Е'. Таким образом, верх
ний предел огранr1ченного .множества Е есть са.мая пра
вая предельная точка Е. ВерхниП предел Е обозначают 

через lim sup Е или lim Е. 
Аналогично нr1жнr1.м пределом ограниченного множества 

называют самую левую предельную точку, т. е, точную 
нижнюю грань производного множества, если оно не пусто. 

Нижнип предел множества Е обозначают через lim inf Е или 
lim Е. 

Если множество Е не ограничено справа, то говорят, что 
его верхним пределом является + оо , lim sup Е = + оо. 
Нижним пределом множества может быть при этом - оо, 
lim inf Е = - оо, если ·оно не ограничено слева; любая ко
нечная точка, если множество Е ограничено слева и имеет 

предельные точки, отличные от + оо; наконец, + оо, 
lim inf Е = -t- оо , если множество не имеет других предель
ных точек, кроме + оо . Точно так же, если множество не 
ограничено слева, но ограничено справа и не имеет предель

ных точек, кроме --,-- оо , то lim sup Е = lim inf Е = - оо. 

Аналогично определяются верхнип и нижнип пределы по
следовательности. Верхнr1.м (нижним), пределом последова
тельности {а~} называют ее самую правую (левую) предельну10 · 
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точку или + оо (- оо), если она не ограничена справа 
(слева). Последовательность, имеющая верхним пределом+ оо, 
может иметь своим нижним пределом - оо , произвольную 
точку ОСИ или же + 00 • 

Верхний предел последовательности обозначают символом 

lim sцр а11 или lim а11, 
11-+ОО 11-+ОО 

а НИЖНИЙ - СИМВОЛОМ 

lim lnf а11 или lim а11. 
11-+ОО 11-+ОО 

{ l n- l} Например, для последовательности - , -- , т. е. 1, О, . п п 

l. 2 l 3 l 4 
2• 2• 3• 3• 4• 4 1 5• 5•"·• 

lim sup а11 =1; lim inf а11 =О. 
n:oo 11-00 

Если верхний и нижний пределы последовательности со
впадают, то последовательность имеет единственную предель

ную точку и сходится к ней. 

Верхний предел множества следует отличать от его верх
ней грани. В то время как' все элементы множества располо
жены левее его верхней грани, может существовать бесконеч

ное подмножество их, расположенное справа от верхнего 

предела. 

Всякое бесконечное ограниченное .множество имеет 
.хотя бы одну предельную точку (теорем а Больцано-.,. 
Вейерштрасса). 

Точку а называют внутренней точкой множества Е, если 
существует такая окрестность а, все точки которой принад

лежат Е. Множество, все точки которого являются внутрен· 
ними, называется открытым .множеством или областью 

(чтобы подчеркнуть, что речь идет о линейном множестве, 
говорят также «линейная область»). Примером открытого 
множества является произвольный интервал (а, Ь). 

Дополнение к за.мкнуто.му .множеству открыто. На
оборот, дополнение к открытому .множеству замкнуто. 
Действительно, пусть F - замкнутое множество и а Е CF. 
В таком случае существует е-окрестность точки а, свобод
ная от точек F, так как если бы в любой окрестности а 
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имелись точки F, то а была бы предельной точкой для F и 
вследствие замкнутости F принадлежала бы F, но не CF. 
Следовательно, эта е-окрестность должна целиком принадле
жать CF. Итак, любая точка CF является внутренней, а зна
чит, CF - открытое множество. Пусть теперь а открыто и 
а - предельная точка для множества са. Тогда а не может 
принад.'lежать а, потому что в противном случае нашлась 
бы окрестность а, целиком входящая в а и не содержащая 
ПОЭТОМУ точек Са, а значит, а Не была бы предельной ТОЧКОЙ 
для СО. Следовательно, все предельные точки Са Принадле
жат СО, так что это множество замкнуто. 

Благодаря установленной связи между открытыми и 
замкнутыми множествами, достаточно рассматривать ос

новные свойства и структуру лишь одного из этих клас

сов. 

Действия над замкнутыми множествами обладают следую
щими свойствами: 

а) Пересечен11е любого .множества замкнутых .мно
жеств есть .множество замкнутое. 

б) Су.м.ма 1Сонечного .множества замкнутых .мно
жеств - за.м1Снутое .множество. 

Сумма счетного множества замкнутых множеств может 
оказаться уже не замкнутой. В этом легко убедиться, заме
тив, например, что множество, состоящее и·з одной точки, 
замкнуто, тогда как множество элементов последовательности 

{ ~ } , являющееся суммой счетного множества замкнутых мно-
жеств, не содержит предельной точки О, а потому не зам
кнуто. 

Переходя к Дополнениям, получаем: 
в) Су.м.ма любого .множества открытых .множеств -

от1Срытое .множество. 

г) Пересечение конечного .множества открытых .мно
жеств - открытое .множество. 

Отсюда, в частности, следует, что сумма конечного или 
с 11етноrо множества попарно не пересекающихся интервалов 

является открытым множеством. Справедливо также и обрат
ное утверждение, которое исчерпывающим образом выясняет 

структуру открытых множеств на прямой: 

Всякое огран11че11ное открытое л11нейное .множе
ство О представи.мо в виде сум.мы ко11ечного llЛU 
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счетного множества попарно не пересекающихся инт~р

валов 

0= ~(ak, bk)· 
k 

Если перейти к дополнениям, то можно утверждать, что 
всякое ограниченное замкнутое множество F либо есть 
отрезок, либо получается из некоторого отрезка выч11-
танием конечного uл11 счетного множества попарно не 

пересе~ающ11хся интервалов 

F=[a, b]-~(ak, bk). 
k 

Эти интервалы носят название дополнuтельных или смеж
ных 11нтервалов замкнутого множества F. 

7. Множество Е называется совершенным, если оно 
совпадает со своим производным множеством, Е= Е'. 
Очевидно, что совершенное множество замкнуто и не имеет 
изолированных точек. Наоборот, замкнутое .множество, 
лuшенное изолuрованных точек, является совершенным. 

Точку ~ называют точкой конденсацт~ множества Е, 
· если любая окрестность точки а содержит несчетное мно
жество точек Е. Точка конденсации всегда является преде;1ь
ной точкой, но предельная точка может и не быть точкой 

конденсации. Всякое несчетное .множество и.меет хотя 

бы одну точку конденсацт~, принадлежащую это.му .мно
жеству. Полезно обратить внимание на различие между 
этим утверждением и теоремой Больцано - Вейерштрасса. 

Непустое совершенное .множество u.меет .Аtощность 

контuнуу.ма; .мощность непустого замкнутого .множества 

.может быть либо конт1~нуу.м, л11бо счетная, либо конеч
ная*). 

Несчетное замкнутое .множество всегда представля
ется в вuде сум.мы совершенного .множества и не более 

*) Тем самым утверждается, что замкнутое множество не может 
иметь мощности, промежуточной между счетной и мощностью кон
тинуума. В настоящее время математики полагают, что множеств 
промежуточной мощности вообще быть не может, однако зто обстоя
тельство пока не поддается доказательству. Такое утверждение 
в приведенной или в эквивалентной ему форме называют контину
<;м-гиrtотезой. 
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че.м счетного .множества точетс (теорем а .К ан тор а -
Бен дик с он а). 

Смежные интервалы совершенного множества не имеют 
общих концов. 

8. Множество Е называют плотным в себе, если Е СЕ', 
плотным на .множестве R, если Е' ~ R, и всюду плотны.и, 

если R - отрезок, содержащий Е, или вся прямая. Множество 

Е называют нигде не плотным, если оно не плотно ни на 
каком отрезке. Иначе говоря, множество Е называется нигде 

не плотным, если на каждом отрезке [а, bj найдется отрезок 
[а', Ь'] С [а, Ь], не содержащий ни одной точки Е. 

Дополнение к нигде не плотному множеству обязательно 

всюду плотно. Однако дополнение к всюду плотному мно

жеству не только не обязано быть нигде не плотным, но 

даже само может оказаться всюду плотным. Так, множество 
всех рациональных точек отрезка [О, 1] всюду плотно одно
временно со своим дополнением. 

Особый интерес представляет пример нигде не плотного 

совершенного множества, построенного впервые Г. Кантором. 
Это множество строится следующим образом. Разделим отре-

1 2 
зок И= [О, 1] на три равные части точками 3 и 3 и уда-

лим из И средний интервал ( ~ , ~). Каждый из оставшихся 

отрезков [ О, ~ ] и [ ~ , 1] снова разде.тщм на три равные 

части и удалим из них средние интервалы ( ~ , ~ ) и ( ~ , ~). 

о f ··-- ~ 1 
9. 

= ..... = 1 

Рис. 3. 

С каждым из четырех оставшихся отрезков поступим дальше 
точно так же: разделим на три равные части и удалим сред

ний интервал (рис. 3). Продолжая этот процесс неограниченно, 
замечаем, что из отрезка И вычитается счетное множество 

попарно не пересекающихся интервалов., не имеющих общих 

концов ни между собой, ни с основным отрезком (О, 1). 
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Отсюда следует, что оставшееся множество Р= U- ~ (ап, Ьп) 
п 

явлsi~тся совершенным. Это множество Р называют rеанторо
в ым совершенным множеством. 

Описанный процесс является . типичным для построения 
нигде не плотных совершенных ограниченных множеств. Каж
дое совершенное нигде не плотное множество может быть 
построено с помощью аналогичного процесса, так что оно 

подобно канторовому совершенному множеству. Последнее 
означает, что можно установить такое взаимно однозначное 

соответствие между двумя нигде не плотными совершенными 

множествами, которое сохраняет порядок следования точек. 

Если данное множество может быть получено в виде 
суммы конечного или счетного множества нигде не плотных 

множеств, то его называют множеством первой rеатегорrrи. 

Множества, не являющиеся множествами первой категории, 
называют множествами второй reaтeгopurr.. Сумма счетного 
множества множеств первой категории сама является множе

ством первой категории. Так как отрезок не является мно
жеством первой категории, то дополнение к множеству пер

вой категории не может само быть множеством первой кате
гории. Такие множества назьiвают множествами строго второй 
категории или второй категории в узrеом смысле. 

§ 2. Мера Лебега линейных множеств 

1. Понятие мощности, позволяющее до некоторой степени 
различать бесконечные множества «большие» и «меньшие», 
является тем не менее . недостаточным для изучения линейных 

множеств. Действительно, отрезки любой длины эквивалентны 
между собой и имеют мощность континуума. Естественно 
возникает потребность создания характеристики множества, 
отра·жающей его протяженность и обобщающей понятие длины. 
Такой характеристикой является мера (т) линейного множества. 

Для открытых и замкнутых множеств достаточно следую· 

щих определений: 

а) мерой интервала называется его длина т (а, Ь) = Ь - а; 
б) мерой ограниченного открытого множества Q называется 

сумма длин составляющих его интервалов 

т й= ~ (bk-ak), 
11 
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где (ak, bk) (k = 1, 2, ••• )- интервалы, составляющие О, при· 
чем множество их может быть как конечным, так и счетным. 

п 

В первом случае знак ~ должен означать ~· , а во втоr;>ом 

k ·-· 00 

случае ~ • 
k=I 

в) Мерой ограниченного замкнутого множества F называ
ется разность 

тF=Ь-а-тСF, 

где [а, Ь] - какой-либо отрезок, содержащий множество F, 
а CF - дополнение к множеству F относительно этого отрезка. 
Нетрудно заметнть, что величина тF не зависит от выбора 

отрезка [а, Ь] :J F. 
Подсчитаем в качестве примера меру канторова совершен

ного множества, построенного в п. 8 § 1. Сумма длин смеж• 
ных интервалов равна 

так что мера канторова совершенного множества равна 

нулю. 

Эти определения ставят в соответствие каждому открытому 
или замкнутому множеству Е некоторое определенное число -
меру Е, обозначаемое тЕ (иногда используются также обо
значения mes Е или 1 Е J) и обладающее очевидными свойст
вами, аналогичными свойствам длины. Их недостаточно, однако, 
чтобы поставить в соответствие числовое значение меры 
множеству достаточно сложной природы. 

Для весьма обширного класса множеств меру можно полу
чить с помощью конструкции, предложенной А. Лебегом. Эта 
мера называется линейной мерой Лебега. 

2. Пусть Е - произвольное точечное множество, лежащее 
внутри отрезка [а, Ь]. Если О-открытое множество, при
надлежащее тому же отрезку и содержащее Е, й :J Е, то 
говорят, что множество Е покрыто открытым множеством, 
а а называют покрытием Е. 
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Обозначим через mQ меру открытqго множества Q, т. е. 
сумму длин составляющих его интервалов. Внешней .мерой 
.множества Е называется нижняя грань .мер открытых 
.множеств, по1&рывающих Е. Обозначив внешнюю меру Е 
·через тгЕ, имеем, по определению, 

тгЕ= inf тО. 
0-:::JB 

Множество Е назыnают ttз.мери.мы.м в смысле Лебеzа, если 

m_Ji + те СЕ= Ь - а. 

В этом случае за меру Е принимают ее внешнюю меру и 
пишут mE== теЕ. Разность 

Ь-а- ineCE= т1Е 

называют внутренней .мерой*) .множества Е. Поэтому .мно. 
жество Е из.меримо тогда и только тогда, когда теЕ= 
= т1Е. Мера Лебега ·из.меримого .множества есть общее 
значение его внешней и внутренней .мер. 

Свойства измеримых множеств выражаются следующими 
теоремами: · 

а) Ограниченное счетное .множество из.мерtt.мо, и его 

.мера равна нулю. 

б) Огранuченное .множество Е, являющееся сум.мой 
конечного uлtt счетного .множества из.мерz~.мых .множеств 

Е= ~Ek• из.меримо. Если слагаемые попарно не пересе· 
k 

каются, то 

тЕ=~тЕk. 
k 

в) Разность двух llЗ.мерz~.мых .множеств E=E1'-E'i 
из.мерима. Если Е1 ~ Е9, то 

тЕ= тЕ1 - тЕ9• 

г) Пересечею~е конечного z~ли счетного .множества 
из.меримых .множеств из.меримо. 

*) Внутреннюю меру множества Е можно определить также как 
верхнюю грань мер замкнутых множеств, содержащихся в Е, 

т1Е= sup тЕ. 
Ре.а 
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д) Пусть Е1, Е2, Е3, ••• измеримы и Е1 С Е.1. С Еа С ... 
00 

Есл11 сумма ~ Ek = Е ()граничена, то 
k=I 

00 

и Е= ll Еп. Тогда 
n=I 

inE = lim тЕп. 
п-ао 

тЕ= lim тЕп. 
п.- 00 

Все огранич,енные от1Срытые и замюtутые множеtтва 
из.меримы в смысле Лебега. Значение меры Лебега для этих 
множеств совпадает со значением меры, определенной в п. 1. 
Более· того, вся1Сое огран.uч,ен.ное множество, 1Соторое мо

жет быть получ,ен.о, исходя 11з от1Срытых ил11 за.м1Сн.у

тых .множеств путем применения конеч,н.ого или сч,ет

н.ого мн.ожес тва операций сложения и пересеч,ен.11я, из.ме

римо. 

Всякое множество, полученное таким путем, называют 
борелевским множеством (В-множеством) или множеством, 
из.меримым В. Таким образом, всякое множество, измери
мое В, измеримо в смысле Лебега. Обратная теорема не верна. 

3. Измеримое множество Е положительной меры назы· 
вается приведенным, если всякий интервал, содержащий 
хотя бы одну точку Е, содержит также часть Е положитель
ной меры. Всякое измеримое множество положительной меры 
содержит приведенное множество той же меры. Его можно 
построить, образовав разность множества Е и всех таких 
интервалов с рациональными концами, которые содержат 

части множества Е меры нуль. 

Структура измеримого множества положительной меры 
описывается теоремой: 

всякое из.меримое .множество положителжой . меры 
может быть представлен.о в виде сум.мы сч,етного 
.множества попарно не пересе1Сающ11хся пр11веденных со. 

вершенных множестtJ и остаточ,ного множества меры 

нуль. 
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Рассматривая аналогичное представление дополнения, 
можно получить приближение измеримого множества не только 
изнутри, но и снаружи: 

для всякого из.мери.мого .множества Е существуют 
В-.множества Е1 и Е" той же .меры, одно iiз которых 
содержится в .множестве Е, а другое содержит его, т. е. 

Иначе говоря, с точностью до множества меры нуль вся
кое ·измеримое множество можно считать В-множеством. 
Если же ограничиться рассмотрением с точностью до мно-
· жеств сколь угодно малой меры, то измеримое множество 

можно считать совершенным, в том числе просто суммоlt 

конечного числа отрезков. Более точно, 
для всякого из.мери.мого .множества положительной 

.меры и любого числа е >О существует конечное число 
таких отрезков, что точки .множества, не попавшие 

в нitx, и точк~t его дополнен~~я, попавшие в них, образуют 
в.месте .множество меры меньше е. 

При изучении локальной структуры измеримых множеств 

положительной меры существенно используется понятие точек 

плотности. 

Пусть Е - измеримое множество, лежащее на отрезке 
[а, Ь), и х0 Е [а, Ь)- произвольная точка, принадлежащая 
или не принадлежащая Е. Обозначим через д интервал 
длины а, содержащий точку х0, а через т (дЕ) меру части Е, 
принадлежащей этому интервалу. Точку х0 называют точкой 
плотности множества Е, если 

]. т (ДЕ) 1 
im-11-=. 
а-о 

Есл.и рассматриваемый предел равен нулю, то точку х11 назы
вают точкой разрежения. 

Для множества, мера которого равна длине содержащего 

его отрезка (такие множества называются множествами полной 

меры), каждая точка отрезка является точкой плотности. 
Наоборот, если мера множества равна нулю, то каждая точка 

отрезка будет для этого множества точкой разрежения. Для 
измеримого .множества ЕС [а, Ь], мера которого удовле-
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творяет услов11я.м О< тЕ < Ь - а, все его точ1еu, 1еро.ме 
.Аtножества .меры нуль, являются точ1еа.ми плотности Е, 

а все точ1еи дополнения, 1еро.ме .множества .меры нуль, -
точ1еа.ми разрежеж1я Е. 

Если все точки некоторого множества, кроме точек, обра
зующих множество меры нуль, обладают каким-либо своl:t
ством, то говорят, что этим своl:tством обладают почти все 
точки или что это своl:tство имеет место почти всюду. Поль
зуясь этим термином, можно сказать, что почти все точ1еи 

из.меримого .множества суть его точ1еи плотности. Этот 
факт показывает, что множество промежуточно!:\ меры распо
лагается на отрезке не равномерно, а неоднородным образом, 

«сгустками», плотно в одних местах и разреженно в других, 

подобно системе отрезков. . 
Сходство между измеримым множеством и отрезком под

крепляется СJ1едующими утверждениями: 

есл11 из.меримые .множества Е1 и Е2 имеют х0 точ-
1еой плотности, то они пересе1еаются и х0 является 

точ1еой плотности пересечеж~я; 

если .множества Е1 и Е9, лежащие на отрез1ее [а, Ь], 
из.меримы и су.м.ма S их .мер превосходит Ь - а, то ож1 
пересе1еаются, причем .мера пересечения больше, че.м 
S-(b-a). 

4. Пусть Е1 , Е2, ••• , Еп, ... - последовательность линеl:t
ных множеств. Верхж1.м пределом данноl:t последовательности 

множеств называют множество всех таких точек, 1<аждая из 

которых входит в бесконечно многие множества последова
тельности. Множество всех точек, каждая из которых содер
жится во всех множествах последовательности, кроме конеч

ного числа, называют нижним пределом последовательности 

множеств. Верхни!:\ и нижниl:t пределы последовательности 

множеств обозначают соответственно через lim Еп и lim Еп 
n-+oo 

п -+00 

или lim sup Еп и lim inf Еп. Иначе говоря, множество, являю-
п ·-+ 00 п -+00 

щееся нижним пределом последовательности, состоит из точек, 

принадлежащих всем множествам последовательности, начиная 

с некоторого номера, а множество, являющееся верхним пре

делом, - из точек, принадлежащих множествам с как угодно 

большими номерами. 
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Верхний и нижний пределы последовательности множеств 
можно получить с помощью операций сложения и пересечения 

по формулам 

lim Еп=(Е1 ·Е2·Еа· .. . )+(Е11· Еа· .. .)+ 
11-+ 00 

00 00 

+(Еа-. . .)+ ... = ~ П Е11, 
k= 1 n=k 

00 00 

Х (Еа+ ... )= П ~ Е,,, 
k=I n=k 

откуда, в частности, следует, что если все множества после

довательности измеримы, то измеримы также и верхний и 

нижний пределы. 

Верхний и нижний пределы последовательности множеств 

всегда существуют. Если они совпадают, то последователь
ность множеств называется сходящейся, а полученное мно
жество - пределом последовательности множеств: 

lim Еп= lim Еп= ~ Еп· 
n-..oo n-+OO 

В случае, когда верхний и нижний пределы последователь

ности различны, последовательность множеств называют 

расходящейся. 

Если посJ1едовательность измеримых множеств Е1 , Е.., 
Е3, ••• , лежащих на конечном отрезке, сходится к множе

ству Е, то пишут Е = lim Еп. 
n-+OO 

Монотонные последовательности множеств, т. е. последо

вательности множеств, вложенных друг в друга, сходятся. 

Именно, дJiя монотонно возрастающей последовательности. 
определяющейся условием 

Ei С Е11 С ... С Еп С . " , 
пределом последовательности является сумма 

00 

lim Е11 =Е1+Е11+ ... +Еп+ ... = ~ Еп• 
11-+ОО n-1 
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для монотонно убывающеit последовательности, длн которои, 

по определению, 

Ei --:J Eg --:J ••• --:J Еп --:J " . , 

пределом будет пересечение 

При этом может случиться, что пределом монотонно воз

растающей последовательности множеств является вся прямая, 

а пределом монотонно убывающей последовательности мно
жеств - пустое множество. 

При стремленш~ меры Еп н: нулю npzz неогран.r~ч.енно.м 
возрастании п мера нижнего предела расходящейся после
довательности множеств равна нулю, т lim Еп....:... О, 

однако верхний предел lim Еп может оказаться положитель-
п .... 00 

ной меры. Если же предположить дополнительно, что ряд 
00 

из мер множеств последовательности сходится, ~ тЕп < оо, 
n=I 

то и т lim Еп=О. 
п -оо 

5. Пусть ЕС [а, Ь] измеримое множество и Е- неко· 
торая система интервалов или отрезков, причем каждая точка 

из Е принадлежит хотя бы одному интервалу или отрезку 
из Е. Тогда говорят, что множество Е пон:рыто систе
мой Е. Часто используются следующие теоремы о покрытиях. 

а) Теор ем а Боре ля-Лебег а. Если ограниченное 
за.мн:нутое .множество F поtерыто бесtеонеч.ной системой 
интервалов Е, то из сr~сте.мы Е можно выделrtть tеонеч.· 
ное ч.исло интервалов, пон:рывающrtх F. 

б) Из поtерытия огран.rtч.енного замtенутого .множе
ства F системой интервалов Е можно выделшпь н:онеч.
ное ч.исло попарно не пересен:ающихся 11нтервалов, поtеры· 

вающих ч.асть Е множества F с мерой тЕ;:;::::: ~ тF. 
в) Еслu огранuч.енное замн:нутое .множество F поtерытп 

cllcme.мoй отрезtсов ~. то из notepwmuя можно выбрать 



36 r л. 1. ФУНКЦИИ дЕПСТВИТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕННОГО [3.1 

1Сонечную систему не пересе1Сающr1хся попарно отрез1Сов, 

по1Срывающую часть Е .множества F .меры тЕ ~ ~ тF. 
г) Теорем а Вит а ли. Пусть ограниченное из.меримое 

.множество Е по1Срыто с~rсте.мой отрезtсов ~ таtс, что 
1Саждая точtса Е по1Срыта отрезtса.мr~ сtсоль угодно .малой 
длины. Тогда из системы ~ .можно выделить tсонечное 
или счетное .множество попарно не пересе1Сающихся от

резtсов { дk }, по1Срывающих .множество Е с точностью до 
.множества .меры нуль, т. е. 

т[Е"-~ дk] =0 .. 
k 

Часто теорему Витали удобно применять в следующей форме: 
д) При тех же предположениях для всяtсого s >О 

существует 1Сонечное число отрезtсов дk, попарно не пере
се1Сающихся и тalCllX, что 

т[~~дk]<s. 
k 

В обеих формах -теоремы Витали можно опустить пред
положение измеримости множества Е, заменив в утверждении д) 

меру непокрытой части множества на ее внешнюю меру. 

§ 3. Основные классы функций 

1. Рассмотрим произвольное множество ЕС [а, Ь]. Пусть 
каждому значению х Е Е ставится в сооп:етствие определен
ное значение у= f (х) *). В таком слу 1 ;<1е мы говорим, что 
на множестве Е определена фующия, а множество Е назы
ваем ее областью определения. Множество М всех возмож
ных значенип у называют областью значежrй функции или 

образом .множества Е, что записывается равенством М = /(Е). 
Если у Е /(Е), то всякую точку х Е Е, для которой / (х) =у, 
называют прообразо.Аt у. Множество всех таких точек назы
вается полны.м прообразом у и обозначается через 1-1 (У). 

Пусть функция / {х) определена на множестве Е. 
Фующия /(х) называется ограниченной на Е, если мно

жество /(Е) ограничено. Ее называют tсонечной на множе-

*) Значение у может быть как конечным, -оо <у <оо, так и 
бесконечны.11, у=+ оо или у =-оо. 
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стве Е, если она принимает 1! каждой точке х Е Е конечное 
значение у= f(x), - оо <У<+ оо. Если функция f(x) 
принимает конечное значение почти всюду на множестве Е, 

то она называется tеонечн.ой почти всюду. 
Говорят, что / (х) непрерывна в точке х0 ЕЕ относи

тельно .множества Е, если для любой последовательности 

{ Хп } точек, принадлежащих Е и сходящихся к х0, последо
вательность {/(хп)} сходится к /(х0), т. е. из lim Хп=х0, 
Хп ЕЕ, следует п-+ оо 

lim f(хп) = /(х0). 
n-+oo 

Иначе говоря, функция /(х), определенная на множестве Е, 
непрерывна в точке х0 Е Е относительно Е, если для вся
кого е > О найдется такое 8 > О, что для всех точек х Е Е, 
для которых 1 х - х0 1<8, справедливо соотношение 

1/ (х)- f (х0) 1 < е. 
Функция /(х), определенная на множестве Е, равно.мерно 

непрерывна на нем, если для всякого е >О найдется такое 
8 >О, что для любой пары точек х1 , х11 ЕЕ из 1 х11 - х1 1<8 
следует lf(x!il)- f(xi) 1 < е. 

Функции, непрерывные на замкнутых множествах, обладают 
следующими свойствами: 

а) Есл11 функция / (х) непрерывна н.а за.мкнуто.м .мно
жестве F, то для любого числа с .множество точек F, 
для которых f(x) ~с или f(x) ~с, за.мкн.уты. 

б) Функция, непрерывная н.а огражzчен.но.м за.мкн.уто.м 
.множестве, равно.мерно непрерывна на н.е.м. 

в) Есл11 функция f(x) непрерывна на отрезке 11 прижz
.мает н.а не.м как11е-либо значения с 1 и с9, то он.а прин.и.мает 
н.а не.м также любое значение с, затслюченное .между ни.ми. 

г) Теорем а Вей ерш трасс а. Есл11 фуюсция f(x) 
непрерывна н.а огран.ичен.но.м замкнутом .множестве, тq 

она ограничен.а н.а н.е.м и сред11 ее значений существует 
наименьшее и наибольшее. 

д) Непрерывный образ замкнутого .множества является 
замкнутым .мн.ожество.м. В частн.ост11, непрерывный образ 
отрезка есть отрезотс *). 

*) Напомним, что речь идет об отображении 11инейных мно• 
жеств на линейные. 
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Точки множества Е, в коТQрых опр.еделенная на Е функ
ция /(х) не является непрерывной относительно Е, назы
ваются точками разрыва этой функции. 

Пусть функция /(х) определена на множестве Е и 
х0 Е Е. Если для любой последовательности { х11 }, сходя
щейся к х0, для которой х11 ЕЕ и х11 >х0, последователь
ность {/(х11)} сходится, то говорят, что функция /(х} имеет 
в точке х0 правосторонний предел (или предел справа), ко
торым обозначается так: 

Hm f(x) = /(х0 +О). 
х-+хо+о 
хЕЕ 

Аналогично определяется левосторонний предел (предел 
слева). Функцию / (х) называют непрерывной справа (слева); 
если 

Точку х0, в которой пределы слева и справа существуют, 
но /(х0 - О) -=F /(х0 +О), называют точ«ой разрыва первого 
рода или 1&онечным скач«ом. Разность f(x0 + О) - /(х0 - О) 
называют величиной скачка в точке х0• Разности f (х0 +О) -
- /(х0) и /(х0} - /(х0 - О) называются соответственно с1&ач-
1&ами справа и слева. Точки разрыва, отличные от конечного 
скачка, называются точками разрыва второго рода. Точки 
разрыва функции могут образовать весьма обширное множе
ство. Так, известная функция Дирихле, определенная на 
отрезке [О, 1] условием 

f(x)= . { 
О, если х иррационально, 

1, если х рационально, 

или, что то же самое, формуло~t f(x)= lim lim (cos 211:п!х)m, 
m-+oon-+oo 

разрывна в каждой точке отрезка. Функция 

1 
О, если х иррационально, 

1 (х) = .!_, если х = .!!... , где .!!.. - несократимая рацио-
q q q нальная дробь, 

разрывна в каждой рациональной точке отрезка и непрерывна 

в иррациональных точках. 
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2. ФункuиЯ /(х), определенная на множестве Е, называется 
возрастающей (или неубывающей) на этом множестве, если 
для лf~бой пары точек х1 , х2 ЕЕ из х2 > х1 следует 
/(х2) ~f(xi). В том случае, когда последнее неравенство 
имеет вид /(х2) > /(х1 ), функцию называют строго возра· 
стающей (иногда просто возрастающей). 

Аналогично, если для любых х1 , х2 ЕЕ из х11 >х1 еле• 
дует /(х2) ~f(xi), то функцию называют убывающей или 
невозрастающей, а в случае /(х-.) <Лх1) - строго убьt· 
вающей. 

Функции возрастающие и убывающие называются .моно
тонны.ми функция.мll, соответственно строго возрастающие 
и строго убывающие - строго .монотонными. 

Если функция /(х) возрастает, то функция - f(x) будет 
убывающей, и наоборот. 

Монотонные функции могут и.меть лишь разрывы пер
вого рода. Более того, если Е замкнуто, то .множество 
точек разрыва .монотонной функцzlll не более че.м счетно 
и для любого а> О существует лz1шь конечное чz1сло 
точек, в которых возрастающая функция 11.меет скачок 
больше а. 

Пусть f(x) возрастает на отрезке [а, Ь]. Определим 
функцию скачков функции /(х), положив для х Е [а, Ь] 

s(a)=O, 

s(x)=[f(a+O)-/(a)J+ ~ [f(xk+O)-f(xk-0)] + 
xk<x 

+[Лх)-/(х-0)] (а<х~Ь); 

здесь xk - абсциссы скачков /(х). 
Тогда разность между возрастающей функцией и ее 

функцией скачков возрастает ll непрерывна, т. е. всякую 
возрастающую функцllю можно предстаиить в Bllдe сум.мы 
непрерывной иозрастающей функции 11 функц1lll скачкои, 
которая, очевидно, тоже неубывающая. Аналогичная теорема 
имеет место и .в.ля убывающей функции. 

3. Пусть функция /(х) определена и конечна на отрезке 
[а, Ь]. Разобьем отрезок на части точками 

а=х0 <х1 <х11 <." <хп-~ <х"=Ь 
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и составим д.1я данного разбиения сумму 
п-1 

V = ~ Jf(xk+i)-f(xk)I. • 
k=O 

Если точная верхняя грань множества таких сумм по всем 

возможным разбиениям конечна, то ее называют полной ва

риацией функции /(х) на отрезке [а, Ь] и обозначают так: 
Ь п-1 

V (f)= sup ~ Jf(xk+i)- f(xk)I, 
а k=O 

а функцию f (х) называют функцией с ограниченной вариа
цией на это.м отрезке. 

Простейшими примерами функций с ограниченной вариа

цией являются монотонные функции. Полная вариация воз

растающей функцш1 равна ее приращению на данном от

резке. Дейспттельно, так как все слагаемые в сумме, опре-
деляющей вариацию, для воз-

9 растающей функции всегда 

о 

положительны, то при любом 
ь 

разбиении V = f(b)- /(а). 
а 

Ясно, что функции с огра

ниченной вариацией могут 

быть разрывными. С другой 
стороны, непрерывные функ

ции не обязательно име

ют ограниченную вариацию. 

7t 
Так, функция у= х cos 2х , 
доопределенная условием 

f>ис. 4 у (О)= О, непрерывна на 
отрезке [О, 1 ], но не имеет 

ограниченной вариации на этом отрезке. В самом деле, разбив 

при фиксированном п отрезок [О, 1] точками 
1 1 1 1 

О< 2п < 2п - 1 < · · · < 3 < 2 < l, 
вайд~м, что для такого разбиения сумма V равна (рис. 4) 

V=1+}+}+ ... +~, 
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так что при до~таточно больших п она может быть как 
угодно большой. 

Важным классом функций с ограниченной вариацией яв
ляются функции, удовлетворяющие условию Липшица. При 
этом конечная функция /(х) удовлетворяет на отрезке [а, Ь] 
условию Липшица, если существует такая константа К, что 
для любых двух точек х, у Е la, Ь] 

lf(x) - /(у) 1~К1 х - У 1· 
В частности, функция /(х) удовлетворяет условию Липшица, 
если она имеет в каждой точке [а, Ь] производную, которая 
ограничена на отрезке. В этом случае за К можно принять 
верхнюю грань значений I/' (х) /. 

Функция f(x), удовлетворяющая услов11ю Липшица на 
отрезке [а, Ь], имеет огранич,енн.ую вариацию на этом 

ь 

отрезке и V (f)~K(b-a). 
а 

Функции с ограниченной вариацией на отрезке обладают 
следующими свойствами: 

а) Су.м.ма, разность и проrrзведение двух функций с 
ограж1ч,енной вариацией суть функцu~r с огранич,енной ва
риацией. Частное двух функций с огранич,енной вариацией, 

если знаменатель f(x) в каждой точ,ке удовлетворяет 
условию f(x) ~а> О, также есть функция с ограж~ч,ен
ной вариацией. 

б) Функция с огранич,енной вариацией на отрезке ог
ранич,ена на не.м. 

в) Если отрезок [а, Ь] разбит на конеч,ное ч,исло от
режов, то вариация функции на отрезке равна су м.ме 
вариаций на всех его ч,астях. Отсюда следует, что если 
отрезок [а, Ь] .можно разбить на конеч,ное ч,исло ч,астей, 
на каждой из которых f(x) будет .монотонной, то f(x) 
r~.меет огранич,енную вариацию на [а, ь1. 

г) Для того ч,тобы функция и.мела огранич,енную ва
рttацию на отрезке [а; Ь], необход11.мо и достаточ,но, 
ч,тобы она .могла быть представлена в виде разности 
двух функций, возрастающих на [а, Ь]. Используя свой
ства монотонных функций, отсюда заключаем немедленно, что 

д) функция с ограниченной вариацией имеет не более 
че.м сч,етное .множество точек оаЗры'iJа лишь первого рода и 
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е) функцllю с огранllченной вариацrrей можно предста
вить в виде суммы непрерывной функции с ограниченной 
вариацией и функции скачков. 

4. Рассмотрим функцию /(х), определенную на отрезке 
[а, Ь]. Функция /(х) называется абсолютно непрерывной на 
отрезке, если для каждого s >О найдется такое а> О, что 
для любой конечноlt системы попарно не пересекающихся 

интервалов, сумма длин которых меньше а, сумма абсолют
ных величин приращений функции на этих интервалах бу· 

дет меньше s, т. е. для системы {(а", Ь")}. для которой 
11 

~ (Ь" - а")< а, имеет место 
k=I 

11 

~ lf(bk)-f(ak>I<!. 
k=I 

В определении абсолютной непрерывности можно заме
нить сумму абсолютных величин приращениlt функции сум
мой ее приращений, т. е. требовать выполнения неравенства 

1 ± {/(Ь") - /(а")} 1 < s. 
k=I 

Так как, в частности, вместо системы интервалов можно 

взять один, то функция, абсолютно непрерывная на отрезке, 

равномерно непрерывна на нем, а значит, и непрерывна в 

каждой его точке. Как будет показано ниже, обратное за· 
ключение не верно. 

Простейшим примером абсолютно непрерывных функциlt 
являются функции, удовлетворяющие условию Липшица. 

Сумма, разность и проrrзведение абсолютно непрерыв
ных функций суть абсолютно непрерывные функцllи. 
Частное абсолютно непрерывных функций абсолютно 
непрерывно на любом отрезке, на котором знаменатель 
не обращается в нуль. 

Абсолютно непрерывная функция rrмеет огранllченную 
варllацию. Отсюда сразу следует, что непрерывная функция, 
не имеющая ограниченноlt вариации, например рассмотренная 

'· ·''11 'lt " п. 3 функция у=~ cos 2х , не будет абсощотно непре-
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рывной. Однако даже непрерывная функция с ограниченной 
вариацией может не быть абсолютно непрерывной. 

Для того чтобы непрерывная на отрезке [а, Ь] функ
ц11я / (х), имеющая ограниченную tJариацию на этом от
резке, бЬtла на нем абсолютно непрерывна, необходимо и 
достаточно, чтобы образ /(Е) люffого .множества Е 
.меры нуль таtсже был .мtJры н.уль *). 

Суперпозиция**) двух абсолютно непрерывных функций 
может и не быть абсолютно непрерывной. Однако абсо
лютно непрерывная функция F от абсолютно непрерыв
ной и .монотонной функции /, т. е. F [/ (х)], есть абсо
лютно непрерывная функция. Точно так же, если / (х) 
абсолютно непрерывна на отрезке [а, Ь], а F(y) удовлет
воряет ycлotJuю Липшица на отрезке, содержащем все 
значения /(х), то F [f(x)] абсолютно непрерывна на ta, Ь). 

Мы имеем здесь два достаточных условия, при которых 

суперпозиция абсолютно непрерывных функций является аб
солютно непрерывной. Более общее условие дает 

Теорем а Г. М. Ф и х те н г о л ь ц а. Если функция 
/(х) абсолютно непрерывна на отрезке [а, Ь] rr F (у) аб
солютно непрерывна на отрезtсе, содержащем все значе

нr1я /(х), то для того чтобы суперпозиция F [ /(х)] была 
абсолютно непрерывна, необходимо ll достаточно, чтобы 
о-н.а была функцией с ограниченной вариац11ей. 

5. Пусть функция /(х) определена на множестве Е. Мно
жество тех точек х из Е, для которых выполняется нера

венство /(х) >а, будем обозначать через Е U> а}. В не
которых случаях, для того чтобы подчеркнуть, что речь идет 
о множестве точек х, пишут Е { х 1 / (х) >а }. Аналогично 
определяются символы Е {/~а}, Е { f =а} и т. д. 

Функция /(х) называется из.мерrr.мой на множестве Е, 
если Е измеримо и для любого а измеримо также множество 

E{J>a}. 
Ясно, что ф,ункция, заданная на множестве меры нуль, 

всегда измерима, поскольку любая часть множества меры 
нуль также есть множество меры нуль. 

*) Это свойство функции Н. Н. Лузин назвал N-свойст11ом. 
**) Суперпозицией функций и= (f (х) и у= f (и) называется 

функция у =f[(f (x)j. 
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Назовем характер11стической функцией множес1 ва 
Е с [а, Ь] такую функцию ф (х), которая определена на [а, Ь] 
и равна единице в точках множества Е и нулю в точках 
допоJшения. Множество Е и его хар"-1стерист1tческая 

функц1tя 1tз.мери.мы ил11 неиз.мер1tмы одновременно. 
Функция g(x) называется экв11валентной функции /(х), 

если множество Е {! :;t: g} имеет меру ну ль. Пользуясь вве
денным ·в § 2 термином, можно сказать, что функции назы

ваются эквивалентными, если они почти всюду совпадают или, 

иначе, их разность почти всюду равна нулю. Легко пока
зать, что если функция f (х) измерима, то все функции, 
эквивалентные f (х}, также 11змер1t.мы. 

Для измеримой функции /(х) при любом а измеримо не 
только множество Е {!>а}, упомянутое в определении из
меримости, но также и каждое из множеств Е {/:;:::а}, 
E{f<a}, E{f~a}, Е{!=а}. С другой стороны, измери
мость хотя бы одного из множеств Е {/:;:::а}, Е {!<а}, 
Е {f ~а} для любого а уже влечет измеримость функции. 

Нетрудно установить, что функция f (х}, определенная 
11 непрерывная на отрезке, из.мерима на нем. Так же просто 
доказывается, что арифметические действ11я над 11з.мери
мыми функциям11 приводят лишь к 11змери.мым функц11ям. 

Структура измеримых фуню~ий выясняется следующими 
теоремами. 

а) Каковы бы ю1 был1t измеримая и почти всюду ко
нечная на множестве Е функц11я f (х) и число е >О, су
ществует ограниченная из.меримая функц11я ер (х), отли
чающаяся от f (х} л11шь в точках .множества, мера ко-
торого .меньше е, 

б) Теорема Э. Бореля. Пусть на отрезке [а, Ь] 
задана из.меримая и почти всюду конечная функция f (х}. 
Каковы бы ни был11 числа а> О 11 е >О, существует не
прерывная функция ф (х), отл1tчающаяся от /(х) не 
.меньше че.м на а л11шь в точках множества, мера кото-

рого .меньше е, 

тЕ { 1 f - ф J :;::: а} < е. 
Более детально выясняется природа измеримой функции 

с помощью введенного Н. Н. Лузиным понятия С-свойства. 
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Пусть на отрезке [а, Ь] задана измеримая функция / (х). 
Говорят, что /(х) обладает С-свойством, если для всякого 
е >О найдется совершенное множество Р, на котором f (х) 
непрерывна и мера которого отличается от длины отрезка 

меньше чем на данное е, т. е. тР > Ь - а - е. Название 
С-свойства происходит от французского слова coпtinu, что 
означает непрерывность. 

Теорем а Н. Н. Луз и н а. Для того чтобы фунх
цuя / (х) обладала С-свойством, необходимо и доста
точно, чтобы она была из.мерима и 1&онечна почти всюду. 

Таким образом, всякую измеримую и почти всюду ко
нечную функцию можно получить из некоторой непрерывной 

путем деформации ее на множестве сколь угодно малой меры. 

Приведенная теорема Н. Н. Лузина является одной из 
основных теорем теории функций действительного переменного. 

§ 4. Производная и ее обобщения 

1. Пусть функция /(х) определена на отрезке [а, Ь] и 
непрерывна в точке х0 Е [а, Ь]. Отношение 

f (хо+ h)-f (хо) f (x)-f (хо) 
h - Х-Хо 

называют разностным отношением для функции / (х) в дан
ной точ1<е. Производной / (х) в точке х0 называют предел 
этого разностного отношения 

! '( )- 1• f(xo+h)-f(Xo) 
Хо - IШ h , 

h-+ о 

если он существует. Если этот предел конечен, то говорят, 
что f(x) дифференцируема в точке х0• 

Непрерывность функции / (х) в точке х0 необходима, но 
не достаточна для дифференцируемости. Чтобы убедиться в 
последнем, достаточно рассмотреть поведение функций у= 1 х 1 

и 

{ 
х sin ..!_ при х-=/= О, 

у= х 
О при х=О 

в точке х0 =О. Для первой из них разностное отношение 
равно + 1 при h >О и - 1 при h <О (рис. 5 ). Для 
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второй (рис. 6) разностное отношение в любой окрестности 
точки х0 =О принимает все значения между - 1 и + 1. 
Действительно, разностное отношение равно 

hsin -h1 
• 1 f (Хо+ h)- /(хо) f (h)-f (О) 

h = h - h =sшh, 

так что все значения от - 1 до 
дом участке вида 

__ 2_ >-h>- 2 
it (2п - 1) =-- =-- it (2п + 1) 

+ 1 принимаются на каж-

(п= О, 1, 2,. "). 

В приведенных примерах производная отсутствует лишь 
в одной точке. Существуют, однако, примеры непрерывных 

9 

!/ 

Рис. 5. Рис. 6. 

функций, не имеющих производной ни в одной точке от

резка. Один из них будет рассмотрен ниже в§ 6 (см. стр. 71). 
Если функция /(х) дифференцируема в каждой точке 

отрезка, то функцию /' (х) называют точной производной. 
Важное свойство точной производной на отрезке устанавливает 

Те о р ем а Дар б у. Точная производная фующ1ш /(х) 
на отрезке [а, Ь] пр11ж1мает на (а, Ь) все про.межуточ
ные значения между /'(а) и /' (Ь). Отсюда следует, что 
точная производная не может иметь точек разрыва пер
вого рода. 

2. Если множество точек существования производной 
имеет полную меру, то говорят, что производная существует 

почти всюду. Простейшим достато•шым условием существо-
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вания производной почти всюду является монотонность функ

ции. Именно, имеет место следующая теорема: функция f (х), 
.монотонная на отрезtее [а, Ь], llMeeт поч,ти всюду на 
это.и отрезке конеч,ную производную f' (х) (при этом вовсе 
не предполагается непрерывности /(х)). Отсюда и из тео
рем § 3 (см. пп. 3, 4) следует: 

а) функцllя с огранич,енной варrrацr1ей на отрезке [а, Ь] 
имеет производную поч,ти всюду на этом отрезке; 

б) если функцr1я f (х) удовлетворяет условию Лип
шица на отрезке, то она имеет поч,ти всюду конечную 
производную; 

в) фуюсцr1я, абсолютно непрерывная на отрезке 
[а, Ь], имеет почти всюду на нем конеч,ную производ

ную. 

Кроме того, 

г) не существует непрерывной функцrш, производная 
которой равна бесконечности на .множестве положитель
ной .меры. 

Вместе с тем для всякого множества Е меры нуль на 
отрезке [а, Ь] существует непрерывная возрастающая 
функция а (х), проr~зводная которой в каждой точке х ЕЕ 
равна +оо. 

3. Пусть в точке х0 функция f(x), определенная на [а, bl, 
не имеет производной. Если разностное отношение 

f (хо + h~ -! (хо) имеет односторонние пределы слева и 
справа, то их называют соответственно левой и правой про

изводны.ми в точке х0 или проrrзводной слева и про11звод
flОй справа. Производные слева и справа в точке х0 часто 
обозначают через Dsf (х0) .и Dd/(x0). 

Для того чтобы функция /(х) была дифференцируема в 
точке х0, необходимо и достаточно,. чтобы обе односторон
ние производные существовали и совпадали между собо/;1. 
Может, однако, случиться, что производные слева и справа 

существуют, но различны. Например, функция / (х) = 1х1 
(см. рис. 5) не имеет производной при х0 =0, но D 8 /(0)= 
=-1, Dd/(0)=+ 1. Точки, в которых Dsf(x0)-=/= Dd/(xo). 
являются угловыми точка.мrt. 

Множество точек, в которых правая и левая произ
fJодн1>1е существуют и разл11ч.нЬ1, не более че.м счеmжJ, 
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Иначе говоря, .множество угловых точе1& лишь кон.ечн.о 
11лu счетно. 

Во всякоlt точке х0 существуют верхняя про!lзводн.ая 
j+ (х0) и н.ижн.яя производная 1- (х0). При этом верхнеlt 
производноlt называют верхн.llй предел разн.остн.ого отн.о-

шен.llя 

j+ (xo)-:- lim sup f (хо + h)-f (хо) . 
h->0 h 

Аналогично нижняя производная определяется равенством 

/ -( ) 1 .. f /(xo+h)-/(xo) 
Хо = 1m in h 

h--+ о . 

Так, для функции 

/(x)={xsin~ при x-:j::.O, 

О при х=О 

в точке х0 =0 имеем j+(x0)=+ 1 и /-(х0)=-1 (см. 
рис. 6). При этом угловой коэффициент прямоlt, соединяю

щеlt точку (х0, /(х0)) с точкоlt (х0 + h, /(х0 + h)), колеб
лется от биссектрисы второго до биссектрисы первого коор
динатного угла и обратно. 

Более далеким обобщением понятия производноlt являются 
производные числа. Число Л (конечное или бесконечное) на
зывается производным ч11сло.м фун.1&цur1 / (х) в точ1&е х0, 
если существует последовательность {hп}, стремящаяся к ну
лю (hп -:j::. О), для котороlt 

1. f(xo+hп)-f(xo) , 
1m h ="· 

n.-+C:O п. 

Производное число будем обозначать Л = Df (х0). Очевидно, 
что 

а) для 1&аждой фун.кцrш / (х), задан.ной н.а отрез1&е 
[а, Ь], в любой точ1&е существуют производные чuсла; 

б) для существования просrзводн.ой /' (х0) в точке 
х0 Е [а, Ь] необходимо 11 достаточно, чтобы все произ
водные числа фун.1&ц11и в дан.ной точке совпадали. 

В ряде случаев производные числа обладают своltств:~ми, 
присущими производноlt. Например, ecлll фун.1&цuя / (х) воз-
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растает (убывает) н.а отрезке [а, Ь], то все ее произ
водные ч11сла н.еотрицательн.ы (н.еположительн.ы). 

Производные числа Дин.и определяются следующим об
разом. Верхн.и.м (нижним) правым производным числом на
зывают верхний (нижний) предел разностного отношения при 
стремлении h к нулю справа, 

Л+=Jimsup f(xo+h)-f(Xo) 
h-+o h ' 

'+ 1. . f f(xo+h)-f(Xo) 
А = tm tn h 

h-+o 

Аналогично определяются верхнее и нижнее левые произ

водные числа Л - и Л -. Именно, 

Л-=lim sup f(xo+h)-f(xo), л- 1 .. f f(xo+h)-f(xo) 
h = tm tn h . 

h--o h--o 

Ясно, что для каждой конечной функции все четыре про
изподных числа существуют в каждой точке и их можно 

рассматривать как функции того же аргумента. 

Теорем а Дин и. Если какое-нибудь одн.о из произ

водных чисел Д11ж1 н.епрерывн.ой фун.кц1т н.епрерывн.о в 
некоторой точке, то в этой точке н.епрерывн.ы также 

все остальные производные числа и все четыре производ
ных числа в дан.ной точке совпадают, т. е. функция диф
ферен.цируе.ма в этой точке. 

Производные числа Дини на множестве полной меры 
удовлетворяют соотношениям, устанавливаемым следующими 

теоремами. 

Теорем а Н. Н. Луз ин а. Есл11 все четыре произ

водных ч11сла Дин.и фун.кцш1 / (х) конечны в каждой точке 
.множества положительной .меры, то функция диффе
рен.цируе.ма почти всюду н.а этом .множестве. 

Теорем а А. Дан ж у а. Пусть / (х)- конечная функ
ция, определенная на отрезке [а, Ь]. Тогда в каждой точке 
некоторого .множества полн.ой .меры выполняется одно 
11з следующих четырех соотношений: 

а) л+=л-=+оо, Л+=Л-=-оо; 
б) Л+=Л- #- оо, Л+=-оо, л-=+оо; 
в) л+= л- #- оо, л+=+оо, л- =-оо; 
г) л+=л-:_л+=Л-:;i:оо. 
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4. Функцию называют acllмnmomuч.ectcu н.епреры вн.ой в точ
ке х0, не являющейся концом отрезка [а, Ь ], если существует мно
жество Е с [а, Ь ], для которого точка х0 Е Е является точкой 
плотности и функция/ (х) в точке х0 непрерывна по множеству Е. 
Аналогично определяется асимптотическая производная: функ
цию f (х) называют acllмnmomuч.ectcu дllфферен.цируемой в 
точке х0, если существует множество Е, для которого точка х0 
является точкой плотности и такое, что разностное отноше

ние f (х)-f (хо) 
стремится к определенному пределу, когда 

Х-Хо 

точка х стремится к х0 по множеству Е. Получающийся предел 
называют acllмnmomllч.ectcoй (иногда annpotccr1мamllвн.oй) про
llзводн.ой и обозначают f1 11 (х). 

Асимптотическая производная является обобщением обыч
ной, поскольку существуют примеры непрерывных функций, 

не имеющих обычной производной ни в одной точке отрезка, 
но асимптотически дифференцируемых почти всюду. 

Всяtсая измеримая фун.tсЦllЯ асимптотич.есtси н.епре
рывн.а noч.mrt всюду, как и, наоборот, всяtсаf! фун.tсцuя, 
acrrмnmomuч.ectcu н.епреры вн.ая почти всюду, измерима. 
Однако асимптотическая производная может не существо

вать и на множестве положительной меры. 

В точках, где не существует асимптотической производ
ной, можно рассматривать асимптотические производные числа, 

аналогичные производным числам Дини. Для них имеет место 
теорема, аналогичная теореме Ланжуа. 

Асимптотические производные высших порядков опре
деляются обычной индукцией. 

Наряду с асимптотическими производными в теории рядов 

используется по·нятие симметричной производной, которuе 

также обобщает понятие обычно~! производной. Симметрич.
н.ой производн.ой или проllзводн.ой Шварца называют предел 

отношения f (хо+ h) ;;/(хо - h) при h - О. Вторую симметрич-

ную производную можно определить непосредственно как 

предел при h _.О отношения f (хо + h) + / (~:-h)- 21 (хо) , 

причем предел можно рассматривать как в обычном, так и в 
асимптотическом смысле. Симметричная производная обла
дает рядом свойств, аналогичных свойствам обычной произ-
11од11ой, 
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§ 5. Интегрирование функций 

1. Пусть функция / (х) определена и ограничена на от
резке [а, Ь]. Разобьем отрезок [а, Ь) на п частей точками 
а= х0 < х1 < х2 < ... <х11_1 < х11 = Ь и обозначим через 
д; отрезок [х;_1 , Х;]. а его длину Х; -Х;_1 = дх;. Далее, 
обозначим через Mi и тi соответственно верхнюю и ниж

нюю грани функции / (х) на отрезке д;. Разность М; - т1 
называют колебанllем функции на д;. Суммы 

п п 

S11 = ~ М;дх1 
i= 1 

и S11 = ~ т1дхi 
l=\ 

мы будем называть соответственно верхней и НllЖней сум
мам~~ Дарбу для данного разбиения. 

При стремлении к нулю максимума длин участков суммы 
Дарбу стремятся к определенным пределам (не завися
щим от способа разбиения отрезка), которые называются 
верхж~м и ж1жнllм llнтегралам~1 Дарбу фyнKЦllll f(x) по 
отрезку [а, Ь] 

ь 

f= lim S11 =~f(x)dx, 
п~со а 

.i.x1-o 
ь 

!= lim s11 = ~f(x)dx. 
n-+oo а 
.i.x1 .... o ----

Это означает, что для всякого в> О существует такое 
а> О, что для всех разбиений отрезка [а, Ь ), для которых 
длина наибольшего участка не превосходит 8, выполняются 
неравенства 1 S11 - I I <в и 1 s11 - / 1 <в. 

Если верхний и НИЖНИЙ интегралы функции ! (х) по 
отрезку [а, Ь) совпадают, то функцию /(х) называют инте
грllруемой в смысле Рllмана на отрезке [а, Ь), а общее 
значение верхнего и нижнего интегралов - llНтегралом Ри
.чана этоИ функции. 

Интеграл Римана был подробно рассмотрен в выпуске: 
СМБ, Математический анализ· (дифференцирование и инте-
1·рирование). Мы ограничимся поэтому формулировкой двух 
критериев интегрируемости функции по Риману. 
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Теорем а Рим ан а. Ограниченная фующ11я 11нтегри
руе.ма в смысле Римана на отрезке [а, Ь] тогда rr только 
тогда, когда для любых е > О rr 3 > О отрезок [а, Ь] 
можно так разб11ть на 11нтервалы, что сумма длllн тех ин
тервалов, колебан11е на которых больше е, была меньше 3. 

Те о рем а Лебег а. Для того чтобы огранr~ченная 
функция была llнтегрируе.ма в смысле Римана, необхо
дll.мо и достаточно, чтобы .множество ее точек разрыва 
ll.мело .Atepy нуль. 

Из теоремы Лебега, например, следует, что приведенная 
в § 3, п. 1 функция 

1 О для иррационального х, /(х)= _!__ для х=!!... 
q q 

интегрируема по Риману на отрезке [О, 1] (и ее интеграл 
равен нулю), так как множество ее точек разрыва есть мно
жество рациональных точек отрезка, а следовательно, имеет 

меру нуль. Наоборот, определенная там же функция Дирихле 

{ 
О, если х иррационально, 

/(х)= 
1, если х раtщонально, 

не интегрируема в смысле Римана, ибо она разрывна всюду. 
Впрочем, неинтегрируемость функции Дирихле легко выте
кает из определения. В самом деле, верхние суммы Дарбу 
для нее всегда равны единице, потому что при любом раз
биении на каждом участке найдется хотя бы одна рациональ
ная точка. По аналогичной причине нижние суммы Дарбу для 
функции Дирихле всегда равны нулю. Таким образом, верх
няя и нижняя суммы не могут иметь общего предела. 

2. Заменив в суммах Дарбу длину отрезка дх; прираще
нием некоторой интегрllрующей (или весовой) функц~ш qi (х) 
на этом отрезке, приходим к суммам Дарбу - Стилтьеса 

n 

Sn= ~M;[qi(x,)-qi(xн)], 
i=I 

n 

sn= ~т;[qi(x;)-qi(xн)]. 
i=I 
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Общий предел этих сумм, если он сущестнует и не зависит 
от способа разбиени" отрезка, называют интегралом Стил
тьеса фунщии /(х) по интегрирующей функции rp (х) на 

ь 

отрезке [а, Ь] и обозначают: ~ / (х) drp (х). Часто говорят 
а 

также: 11шпеграл Рl1мана-Ст11лтьеса. Легко видеть, что 
интеграл Римана является частным случаем интеграла Рима
на - Стилтьеса при интегрирующей функции rp (х) = х. 

Если функция /(х) непрерывна, а rp (х) имеет ограшz
ь 

ченную вариацию на отрезке [а, Ь], то интеграл ~/(х) drp (х) 
а 

существуеm. 

Если функция / (х) непрерывна, а точная производная 
q/ (х) существует u интегрируема по Риману на отрезке 
[а, Ь], то имеет место равенство 

ь ь 

~/(х) drp (х) = ~/(х) rp' (х) dx, 
а а 

где интеграл слева понимается в смысле Стилтьеса, а ин
теграл справа янляется обычным интегралом Римана. 

При вычислении интеграла Стилтьеса часто используется 
формула интегрирования по частям, которой можно придать 

следующий нид. Если существует один из интегралов 
/J ь 

~/(х) drp (х) ll ~ rp (х) d/(x), то существует и второй и 
/ 

а а -
имеет место равенство 

/J ь 

~ /(х) drp (х) + ~ rp (х) d/(x) = /(Ь) rp (Ь)-/(а) rp (а). 
а а 

В частности, если функция /(х) имеет интегрируемую точную 
производную, а rp (х) непрерывна, то 

/J ь ь 

~/(х) drp (х) = lЛх) rp (х)] - ~ rp (х)/' (х) dx, 
а а а 

причем интеграл справа понимается в смысле Римана. 
Замена переменных в интеграле Стилтьеса возможна при 

обычных условиях монотонности отображения: если х = ф(t)-
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монотонная функция, взаимно однознач.но отображающая 
отрезок с :s:;; t :s:;; d на отрезок а~ х :s:;; Ь, то 

ь d 

~/(х) dep (х) = ~/[ф (t)] dep [ф (t)], 
а с 

причем из существования одного интвграла вытекает 
существование другого. 

Если функция /(х) для а :s:;; х :s:;; Ь удовлетворяет нера
венству lf(x) ! :s:;; М и ер (х)-функция ограниченной вариа

ь 

ции, то для интеграла ~/ (х) dep (х), если он существует, имеет 
а 

место оценка 

ь ь 

\ ~/(х) dep (х) 1 :s:;; М V (ер). 
а 

а 

При тех же условиях для ~ (х) 

ь ь 

\ ~/(х) dep (х)\ :s:;; ~ lf(x) 1 dV (ер). 
а а 

а 

Вычисление интеграла Стилтьеса с интегрирующеП функ
цией ер (х) ограниченной вариации всегда может быть сведено 
к вычислению интеграла с непрерывной интегрирующей функ

циеП ограниченной вариации. В самом деле, в силу своПства 
е) п. 3 § 3 для функции ер (х) с ограниченной вариацией воз
можно представление ер (х) = ф (х) + s (х), где ф (х) непре
рывна и имеет ограниченную вариацию, а s (х) - функция 
скачков. Поэтому интеграл Ст11лтьеса допускает следующее 
канонич.еское представлею~е 

ь ь 

~/(х) dep (х) = ~/(х) dф (х) +/(а) [ер (а+ 0)- ер (а)]+ 
а а 

00 

+ ~f(xk) [ер (xk + 0)- ep{xk-0)] + /(Ь) [ ер(Ь)-ср (Ь - О)], 
k=I 

где ф (х)- непрерывная функция, а { xk} - то11ки скачка 
функции ер (х). Существование интеграла слева гарантирует 
сходимость ряда справа. • 
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3. Рассмотрим ограниченную измеримую функцию /(х), 
определенную на измеримом множестве Е С [а, Ь ]. Выберем 
отрезок [А, В] так, чтобы 

/(Е) С (А, В), 

и разобьем его на п чаете!! точками А = Уо <Yi <У2 < ... 
. . . <У п =В. Определим множества Ek, на которых функция 
/(х) принимает значения, заключенные между Yk-I и Yk• 

Ek = Е {Yk-t ~/(х) <Yk }. 

Ясно, что все множества Ek(k= 1, 2, 
попарно не пересекаются. Кроме того, 

п 

Е= ~Ek, 
k=I 

Теперь можно построить суммы 

п п 

• ••J п) измеримы и 

Sn = ~ Yk-imEk, 
k=I 

Sn= ~ykтEk, 
k=I 

которые мы будем называть соответственно нzzжней и верх
ней суммамll Лебега. Если число п неограниченно возра
стает, причем максимум длины участков [Yk-I• Yk) стремится 
к нулю, то верхнllе ll нuжю1е суммы Лебега стремятся 
к общему пределу, который и называют интегралом Ле· 
бега от функцzщ / (х) по множеству Е. Этот предел Hf' 

зависит ни от выбора отрезка [А, В], ни от способа его 
раэбиениll. 

На рис. 7 заштрихованы прямоугольники, вместе соста
вляющие одно из слагаемых нижнеll суммы Лебега для слу
чая, когда множество Е совпадает с отрезком [а, Ь]. Мно
жество Ek состоит эдесь из нескольких отрезков. 

Интеграл Лебега от функции /(х) по множеству Е обо

значают через ~/ (х) dx, если же множество Е совпадает 
в 

ь 

с отрезком [а, Ь], то через ~ f(x)dx. Иногда для того чтобы 
а 

подчеркнуть, что речь идет об интеграле Лебега, перед 
t1нтеграпом ставят знак (L). 
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Функции, интегрируемые в смы11:ле Лебега, мы будем назы
вать су.м.мируе.мы.ми. Впрочем, как уже было отмечено выше, 
каждая из.меримая огран.ич,ен.н.ая фун.кция су.м.мируе.ма. 

Интеграл Лебега обладает естественными свойствами, об
щими с интегралом Римана. 

8 
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Рис. 7. 

а) Теорем а о среднем. Если из.мер11.мая фун.кция 
f (х) н.а zzз.мери.мо.м .мн.ожестве Е удовлетворяет н.ера
вен.ства.м т ~f(x) ~ М, то 

т· тЕ~~ f(x)dx~M·тE. 
Е 

б) Теорем а о п о л но й ад д и т и в но ст и. Есл11 из.ме
римое .мн.ожество Е раабито н.а су.м.му кон.ечн.ого 11л11 счет
н.ого .мн.ожества попарн.о н.е пересекающихся из.меримых 

.мн.ожеств Ek (k = 1, 2, ... ) zz f (х)- из.мери.мая огран.ичен.н.ая 
функция, задан.н.ая н.а Е, то 

~ f(x) dx = 1: ~ f(x) dx. 
Е k Ek 

Из этих теорем следует, что 

~сdх=стЕ; 
Е 

если f(x) ~О н.а Е, то 

~ f(x)dx~O; 
в 
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если тЕ =О, то для любой огvан.llчен.н.ой фующии 

~ f(x)dx=O; 
Е 

57 

ecлll фуюсцzш f (х) ll ер (х) поч,ти всюду н.а Е совпа
дают (э1Свивален.тн.ы), то 

~ /(х) dx = ~ ер (х) dx; 
Е Е 

если f(x) ~О н.а Е и ~ f(x) dx =О, то f(x) =О почти 
Е 

всюду н.а Е. 
в) Если н.а измеримом .множестве Е заданы измери

мые огран.llчен.н.ые фyн.1CЦllll f(x) ll ер (х), то 

~[/(х)+ер(х)] dx= ~f(x)dx+ ~ep(x)dx; 
Е Е Е 

~ cf(x) dx =с ~f(x) dx (с - постоянная); 
Е Е 

есл1z f(x) ~ ер (х) н.а .множестве Е, то 

~f(x)dx~~ ep(x)dx. 
Е Е 

г) Есл1z фун.1Сция f (х) 11з.мери.ма и ограю1чен.а н.а .мно
жестве Е. то 

\ ~/(х) dx j ~ ~ jf(x)j dx. 
Е Е 

Интеграл Лебега представ.'lяет coбoit обобщение интеграла 
Римана: ecлzz фун.1Сция f (х) 1~н.тегрllруе.ма в смысле Риман.а 
по отрез1Су [а, Ь], то он.а интегрируема та1Сже и в смысле 
Лебега и интегралы совпадают. Это утверждение делает 
излишним в большинстве случаев различение обозначений для 
интегралов Римана и Лебега, т. е. уПотребление специальных 
знаков (R) или (L). С друго~t стороны, существуют сум
мируемые н.а [а, Ь] фуюсции, н.е ин.тегрируе.мые в смысле 
Риман.а. В качестве примера можно указать на приведеюtую 
в § 3, п. 1 функцию Дирихле. Как было показано в п. 1, 
интеграл Римана для этой функции не существует. Тем не 

менее она является суммируемой, ибо она равна нулю почти 
всюду, так что интеграл Лебега от этой функции существует 
и равен нулю. 
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Различие между процессами интегрирования Римана и Ле
бега можно образно пояснить принадлежащим Лебегу сле
дующим примером. Пусть требуется подсчитать стоимость 
лежащей на столе кучи монет различного достоинства. Тогда 

процесс «интегрирования Римана» состоит в том, что из кучи 
монет мы выбираем подряд по одной в том порядке, в каком 
они лежат, и складываем их стоимости. Процесс же «инте
грирования Лебега» состоит в том, что монеты предвари
тельно рассортировЬ1ваются в соответствии с их стоимостью 

и каждая из возможных стоимостей умножается на количе

ство соответствующих монет. 

4. Интеграл Лебега может быть определен также и для 
функций неограниченных. Рассмотрим сначала неотрицатель
ную измеримую функцию /(х), определенную на измеримом 
множестве Е. Пусть N - некоторое натуральное число. Опре
делим функцию f N (х) следующим образом: 

{ 
/(х), если /(х) ~ N, 

fN(X)= 
N, если /(х) > N. 

Функцию f N (х) иногда называют срезкой функции /(х) 
числом N. 

Функция f N (х) измерима и ограничена на Е и потому 
интегрируема в смысле Лебега. Кроме того, последователь-

ность интегралов от срезок{}/N(х)dх} (N= 1, 2, ".) мо-

нотонно возрастает, так что существует конечный или равный 

+оо предел 

lim ~/N(x)dx. 
N-+oo В 

Этот предел называют ·llнтегралом Лебега неотрицатель
н.ой функции f(x) по множеству Е и обозна~tают сr1м-

волом ~ f (х) dx. Если этот интеграл коне~tен, то функцию 
в -

/(х) называют интегрируемой по Лебегу или суммируемой 

на множестве Е. 
Из определения легко следует, что 
функцин, сум.иируемая на множестве Е, по~tти всюду 

кон.е~tна на нем; 
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если тЕ= О, то любая неотрицательная фуюсцrrя сум
.мrrруема на Е rr ее интеграл по множеству Е равен нулю; 

если f (х) и rp (х) - неотрицательные из.меримые функ-

ции на Е и f(x) ~ rp (х), то ~ /(х) dx ~ ~ rp (х) dx, 
Е Е 

если f(x) неотрицательна и измерима на Е и подмно-
жество Е1 СЕ из.меримо, то 

~f(x)dx~~ f(x)dx; 
Е Е1 

если f(x) и rp (х) эквивалентны на Е, то 

~ /(х) dx = ~ер (х) dx; если ~ /(х) dx =О и f(x) 
Е Е Е 

неотрицательна, то f (х) =О поч,ти всюду на Е; 
если f(x) и ер (х) - неотрицательные из.меримые функ

циr~ на Е и с~ О - фиксированное ч.исло, то 

~ [/(х)+ ер (х)] dx= ~ /(х) dx+ ~ep(x)dx; 
Е Е Е 

~cf(x)dx =с ~f(x)dx. 
Е Е 

Важную роль играет в теории интеграла Лебега 
Теорем а о по л но й ад д и т и в н о ст и. Пусть из.ме

рr1.мое .множестtJо Е предстаtJлено в вr1де сум.мы конеч.
ного илrt счетного .множества попарно не пересекающихся 

из.меримых .множеств 

Тогда для всякой неотрrщательной функциrt f(x), су.м.ми
руе.мой на .множестве Е, 

~ /(х) dx = ~ ~ /(х) dx *). 
Е k Е11 

Перейдем теперь к рассмотрению неограниченных функ
ций, принимающих значения любого знака. Чтобы определить 

*) Это равенство надо понимать в следующем смысле: если 
правая часть принимает конечное значение или + оо, то и левая 
часть принимает то же значение или + 001 и наоборот. 
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интеграл от такоf:I функции /(х), определенной и измеримой 
на измеримом множестве Е, введем функции j+ (х) и 1- (х), 
положив 

+ . { /(х), если / (х) ~О, 
/ (х)= 

О, если /(х) <О; 

{ 
О, если /(х) ~О, r-- х)= 

( - /(х), если /(х) <О. 
Обе функции, j+ (х) и /-(х), измеримы и неотрицательны, 
причем 

/(х) = / + (х) - 1- (х). 

Естественно называть интегралом от функции / (х) разность 
~ j+(x) dx- ~ 1- (х) dx. Эта разность, однако, не будет иметь 
Е Е 

смысла в том случае, когда оба входящих в нее интеграла 
бесконечны. Поэтому мы называем эту разность интегралом 
от неограниченной функции /(х) лишь в том случае, когда 

хотя бы один из интегралов ~/+ (х) dx и ~ 1- (х) dx коне-
Е Е 

чен, т. е. хотя бы одна из функций / + (х) и 1- (х) сумми-

руема. При этом ~/ (х) dx может принимать как конечное 
Е 

значение, так и значение + оо или - оо. Если обе функ
ции, / + (х) и 1- (х), суммируемы, то функция /(х) называется 
суммируемой (интегрируемой в смысле Лебега) и интеграл 
от нее полагается равным 

~f(x)dx = ~j+(x)dx- ~f-(x)dx. 
Е Е Е 

Из.меримая функция / (х) суммируема тогда и только 
тогда, когда суммируема функция \/(х) \. При этом 

1 ~/(х) dx 1 ~ ~ \/(х) 1 dx. 
Е Е 

Большинство свойств интеграла, справедливых для огра
·ниченных или неотрицательных неограниченных · ·<рунКЦИй, 
'Переносится и на общий случай. Так, например, 

суммируемая функц11я почт11 всюду конеоtнаi 
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фун.н:ция, суммируемая н.а .множестве Е, су.мм11руе.ча 
и на всян:о.м из.мер11.мо.м его под.множестве; 

на множестве .меры нуль любая фужщz1я суммируема 
11 интеграл ее равен нулю; 

есл11 фун.н:ц11и f (х) и <р (х) 11змерttмы н.а множестве Е 
11 1<р(х)1 ~/(х), то ltЗ суммируе.мостrt f(x) вытен:ает 
сум.мируе.мость <р (х); 

если фунн:цrт f (х) ll <р (х) эн:в11валентны н.а множе
стве Е, то онr1 одновременно суммируемы uли н.ет; в слу

чае су.м.мируе.мости itx интегралы по Е равны между собой. 
Для случая произвольноlt суммируемоlt функции. полная 

аддитивность интеграла Лебега в такоll общеll форме, как это 
было сформулировано для ограниченных или неотрицательных 

функций, не имеет места. Здесь верна только 
Теорема. о конечной аддитивности инте-

r р а л а. Ecлrz .множество Е представляется в виде сум.мы 
н:онечного ч11сла попарно не пересен:ающихся 11з.мери.мых 

п 

.множеств, Е= ~ Ek, ll фун.н:цrzя f(x) суммируема н.а 
k=l 

н:аждо.м 11з .множеств Ek, то он.а суммируема тан:же и 
н.а Е и 

п 

~f(x)d»= ~ ~ f(x)dx. 
В k=I Bk 

Тем не менее возможны также теоремы о полной адди

тивности интеграла Лебега, однако здесь требуются уже не
которые дополнительные ограничения. Полная аддитивность 
имеет место, например, в следующих случаях. 

а) Если фун.н:ция f(x) суммируема н.а множестве Е, 
н:оторое представляется в виде сум.АtЫ счетного мно
жества попарно не пересен:ающихся 11змери.мых множеств, 

00 

00 

~f(x) dx = ~ ~ f (х) dx. 
Е k=I Bk 

б) Пусть мн.ожf:ство Е представлено в виде суммы 
счетного множества попарно не пересеJСающ~~хся измt:~ 
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00 

ри.мых .множеств, !! = ~ Ek, и фующия f(x) су.м.мируе.ма 
k=I 

00 

на tеаждо.м Ek. Тогда ecлri ~ ~ lf(x) 1 dx < + оо, то /(х) 
k=IEk 

су.м.мируе.ма на Е и справедл11во равенство 

00 

~/(х) dx= ~ ~ f(x) dx. 
Е k=I Ek 

Для суммируемых функций справедливы также следующие 
два свойства: 

Если / (х) су.м.мируе.ма на Е ir k - постоянная, то 
фунtеция k/(x) су.м.мируе.ма на Е и 

~ kf(x) dx = k ~ f(x)dx. 
Е Е 

Если f(x) и (f (х) су.м.мируе.мы на Е, то их су.м.ма ri 
разность таtеже су.м.мируе.мы на Е r1 

~ [/(х) + (f (х)] dx = ~ /(х) dx + ~ (f (х) dx. 
Е Е Е 

Особую роль для дальнейшего играет свойство абсолют· 
ной непрерывности интеграла Лебега, которое устанавли
вается следующей теоремой. 

Т е о р е м а о б а б с о л ю т н о й н е п р е р ы в н о с т и и н
т е г р а л а Лебег а. Пусть фун1&цr1я /(х) су.м.мируе.ма на 
из.мери.мо.м .множестве Е. Тогда для всяtеого в> О най
дется таtеое 8 >О, 'lто для всех .множеств е С Е с 
те< 8 буде.м r~.меть 

1 ~/ (х) dx \<в. 
Е 

6. Пусть на отрезке [а, Ь] задана суммируемая функция 
/(х). Неопределею-tы.м интегралом Лебега функции /(х) 
называют всякую функцию 

J& 

F (х) = ~/(t) dt + С, 
а 

где С- любая постоянная, а интеграл берется в смысле Ле
бега. Неопределенный интеграл Лебега есть абсолютно 
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непрерывная функция, что легко следует из теоремы об 
абсолютной непрерывности интеtрала, приведенной в п. 4. 
В силу теорем п. 2 § 4 неопределенный интеграл Лебега имеет 
почти всюду конечную производную, которая суммируема. 

Более того, производная неопределенного интеграла Ле-
х 

бега F(x)=~f(t)dt почти в каждой точке хЕ[а, Ь) 
а 

равна фующ1111 /(х). 
С другой стороны, всякая абсолютно непрерывная функ

ция является неопределенным. интегралом Лебега от 
своей производной, т. е. для абсолютно непрерывной функ
ции справедлива форJtула Ньютона - Лейбница 

х 

~/' (t)dt=f(x)-f(a). 
а 

Заметим, что эта формула может оказаться неверной даже 
для случая точной производной f' (х), так как точная про
изводная не обязательно является суммируемой функцией. Так, 
для функции 

[ x'il sin _!__ 
f(x)= ! О х• 

при 

при 

х>О, 

х=О 

точная производная существует, но не суммируLма ни на 

каком отрезке, содержащем точку х = О. 
Д.ля справедливости формулы Ньютона - Лейбница доста

точно наложить на точную производную некоторые дополни

тельные ограничения. Так, есл11 производная /' (х) сущест
вует в каждой точке zz огран.z~чена на отрезке, то 

х 

~f'(t)dt=f(x)- /(а). 
а 

Эта формула справедлива и тогда, когда f' (х) всюду конечна 
и суммируема. Отсюда, в частности, следует, что она спра
ведлива, когда f (х) есть функция ограниченной вариации и 
производная ее всюду конечна. 

Если же производная существует лишь почти всюду, то, 
вообще 1·оворя, никакие дополнительные условия на произ
водную не позволяют добиться справедливости формулы 
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Ньютона-Лейбница для всех х. ДействитеJiьно, можно по
строить пример неубывающей непрерывноi'\ функции, не рав

ноi'\ нулю, производная которой существует и равна нулю 

почти всюду. Для этого рассмотрим построенное в п. 8 § 1 
канторово совершенное множество. Пусть х - точка канто
рова множества и х = О,а1а2а3 ••• - ее троllчн.ое разло
жение. Как следует из построения, элементы разложения 
а1 , а2, могут принимать лишь значения О и . 2. Поэтому 

11 
1 

1 
2 

n 
_1 1 
1 1 

.-, 1 I 
_1 1 1 1 n: 111 

-1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 

Рис. 8. 

2 
-у 

п 
.1 

п 
_1 

l 
можно положить Ьп = 2 ап и определить значение функции 

с помощью двоllчн.ого представления f (х) = О,Ь 1Ь2Ь3 ••• 

Остается определить функцию f (х) в смежных интер
валах, где мы полагаем ее постоянноi'I. Последнее воз
можно, так как значения функции f (х) в концах некоторого 
смежного интервала представляются двоичными разложени

ями О,Ь1Ь2 ". Ьт 0111 ". и О,Ь1Ь2 ". Ьт 1000 "., 
которые равны одному и тому же числу. График функ
ции /(х) изображен на рис. 8. 
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Легко проверить, что /(х)- неубывающая и непрерыв
ная функция. Ее производная существует всюду, кроме то
чек канторова множества, т. е. почти всюду на [О, 1]. 
Однако 

1 

~ /' (t) dt -:F /(1)-/(О), 
о 

1 

потому что /(1)= 1, /(0)=·0, а ~/'(t)dt=.0, ибо/'(t)=О 
о 

почти всюду. Итак, функция /(/) не равна интегралу от 
своеn производноn. Отсюда, между прочим, следует, что /(х) 
не является абсолютно непрерывной функцией. 

Интеграл Лебега от производной может быть исполь
зонан для нахождения полной вариации абсолютно не

прерывной функции. Именно, если / (х) суммируема на 
[а, Ь] и 

х 

F (х) = ~ f(t) dt, 
а 

ТО 

ь ь 

V (F) = ~ lf{t) 1 dt, 
а а 

т. е. полн.ая вариация абсолютн.о н.епрерывн.ой фующии 
. равн.а 11н.tпегралу от .модуля ее производн.ой. 

Обычные формулы замены переменных и интегрирования 
по частям для интеграла Лебега справедливы при некото
рых дополнительных условиях. 

Если /(х) суммируема на отрезке [а, Ь] и х = qi (/) при
нимает значения лишь из [а, Ь], то 

ь ~ 

~ /(х) dx = ~ /[ qi (t)] qi' (t) dt, 
а ~ 

где а= qi (11), Ь = qi (~). Эта формула имеет место, например, 
для случая, если абсолютн.о н.епрерывн.ая фуn1щ~~я Ч' (t) 
строго .мон.отон.н.а н.а [ 11, ~ ]. 
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Если /(х) абсолютно непрерывна, а ер (х) суммируема 
на [а, Ь] и Ф (х) означает неопределенный интеграл от ер (х), 
то справедлива фор.мула интегрированztя по частя.м 

ь ь 

~f(x) ер (х) dx = [/(х) Ф (x)J:- ~/' (х) Ф (х) dx. 
а а 

6. Если функция qi(x) обращается в нуль вне отрезка [а, Ь] 
вместе со своей первообразной Ф (х) (включая концы отрез
ка), а функция /(х) дифференцируема, то проинтегрирован• 
ный член исчезает и формула интегрирования по частям при
обретает вид 

ь ь 

~f(x) cp(x)dx =- ~/'(х) Ф~х)dх 
а а 

или, иначе, 

ь ь 

~/(х) Ф' (x)dx=-~/' (х) Ф(х)dх. 
а а 

Эта формула была положена С. Л. Соболевым в основу 
определения обобщенной производной, используемой при. ре
шении ряда задач математической физики. Именно, функ
ция w (х) называется обобщенной производной в с.мы еле 
Соболева от / (х), если для любой функции Ф (х), беско
нечно дифференцируемой и обращающейся в ну;1ь вне неко
торого отрезка [а, Ь], имеет место равенство 

ь ь 

~f(x) Ф' (x)dx=- ~ w(х)Ф (x)dx. 
а а 

Подробнее об обобщенном дифференцировании и о дру
гих операциях над обобщенны.ми фунtсция.м11 см. следующий 
выпуск СМБ. . 

7. Приведенные выше определения интегралов Римана, 
Стилтьеса и Лебега являются tсонструtстивны.ми, т. е. они 
указывают действия, которые следует проделать для нахож

дения этих интегралов. 

В противоположность этому десtсриптивное определение 
указывает лишь свойства, которыми должен обладать опре
деляемый объект. Так, опреде;1ение первообразной как функ-
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ции, производная которой равна данной, дескриптивно. Де
скриптивное определение называют также а1&с1ю.матич,ес1&11.м. 

Интеграл Лебега от ограниченной измеримой функции 
можно определить дескриптивно следующим образом. 

Поставим в соответствие 1&аждой огранич,енной из

.меримой фун1&ции / (х), определенной на 1&а1&0.м-либо 1&онеч,
ь 

но.м отрез1&е [а, Ь], не1&оторое 1&онеч,ное ч,исло ~/(x)dx, 
а 

которое .мы будем называть интегралом от / (х) по [а, Ь] 
и 1&оторое обладает следующими свойства.ми: 

1. Ка1&овы бы Нll были ~. Ь и h, 11.мее.м 

ь ь+h 

~f(x)dx= ~ f(x-h)dx. 
а a+h 

2. Ка1&овы бы ни были а, Ь, с, имеем 

Ь с а 

~f(x)dx+ ~f(x)dx+ ~f(x)dx=O. 
а Ь с 

3. 
ь ь ь 

~ [/(х) + q>(x)] dx= ~f(x)dx+ ~ q>(x)dx. 
а а а 

4. Если f(x) ;:з:, О и Ь >а, то 
ь 

~ / (х) dx ;:з:, О. 
а 

5. 
1 

~ 1dx=1. 
о 

6. Если с возрастанием п огранич,енные из.меримые 
фун1&цш1 fп (х) стремятся, возрастая, 1& ограниЧ-енной 
11з.мерll.мой фун1&цzш / (х), то интеграл от fп (х) стре
мится 1& интегралу от / (х). 

Ясно, что определенный в п. 3 конструктивно интеграл 
Лебега обладает указанными шестью *) свойствами. Замеча-

*) Выполнение свойств 1-5 следует из теорем пп. 3, 4. Что 
касается свойства 6, то оно относится к возможности перехода 
к пределу под знаком интеграла и будет подробно рассмотрено в § 6. 
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тельно, однако, что справедливо и обратное. Именно, как 
показал Лебег, если интеграл обладает свойствамrr 1-6, 
mo он. может быть получ.ен. конструкцией, описанной 
в п. 3. Поэтому своnства 1-6 называют дескриптивным 
определением интеграла Лебега *). 

Возможность дескриптивного определения интеграла по
казывает, что интеграл Лебега является, так сказать, наиболее 
естественным и разумным интегралом для функции одноn 
переменноn. Дальнеnшие обобщения понятия интеграла, кото
рые приходится рассматривать в связи с той или иной част

ной задачей, не носят уже такого общего характера. 

8. Понятие интеграла допускает обобщение на случай 
неограниченных множеств. Пусть Е- произвольное множе
ство, лежащее на прямой. Об'означим через Еа пересечение 
множества Е с интервалом (-а, а), Ea=En(-a, а). Пред
положим, что все множества Еа (а> О) измеримы. Функ
ция f (х) называется суммируемой н.а Е, если она сумми
руема на каждом множестве Еа и существует конечный пре

дел lim. ~ \f(x) 1 dx. Для суммируемой функции полагают 
а-оо Еа 

~f(x)dx= lim ~ f(x)dx. 
Е а-оо Еа 

Из этого определения вытекает, что для интеграла по не

ограниченным множествам сохраняют силу основные свойств" 

интеграла Лебега. 

§ 6. Последовательности функциi 

1. Пусть { fп (х)} - функциональная последовательность, 
все члены которой определены на одном и том же множе

стве Е. Будем рассматривать в дальнейшем только ограни

ченные множества Е. Говорят, что последовательность схо
дится в точ.ке х0 Е Е, если сходится числовая последова
тельность {fп (х0) }. Точку х0 называют точ.кой сходимости 
данной последовательности функций. Множество Е1 СЕ всех 

*) Как указал впоследствии Н. Н. Лузин, формулировки 
аксиом Лебега нуждаются в некоторых уточнениях и дополнитель
ных условиях; тем не менее эти аксиомы и в уто 11ненном виде не 

выводят за пределы класса суммируемых функций. 
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точек сходимости назовем множеством сходимост11 после· 
довательности { fп (х) }. Если Е1 = Е, т. е. каждая точка Е 
является точкой сходимости, то говорят, что функциональ

ная последовательность сходится на Е в 1&аждой точ1&е 

(или сходится всюду на Е). 
Положив в каждой точке х0 Е Е1 

/(х0) = lim fп (хо), 
n-+OO 

заметим, что заданная функциональная последовательность 

определяет, таким образом, в каждой точке .Е1 предельную 
функц~iю, к которой сходится последовательность на мно-

_.жестве Е1 (или в каждой точке Е, если Е1 = Е). 
Если разность Е--Е1 есть множество меры нуль, то 

принято говорить, что последовательность { fп (х) } схо
д~~тся к функции /(х) почти всюду на Е. Мы пишем 

Iim fп(х)=/(х) почти всюду на· Е. 
11-'СЮ 

Наряду с последовательностью {fп (х)} часто рассматри
вается фуюсц~юнальный ряд 

и1 (х)+ и11 (х)+ . .• + ип(х)+ . •• 

00 

или, короче, ~ ип (х). Этому ряду ставится в соответствие 
n=I 

последовательность его частичных сумм { Sn (х) }, члены 
которой определяются равенствами 

Sn (х)=и1 (х)+ и11 (х)+ . •. + ип (х) (п= 1, 2, .•. ). 

Ряд называют сходящимся в каждой точке или почти 
всюду, если так ведет себя последовательность его частич
ных сумм. 

Всякую последовательность можно рассматривать как по

следовательность частичных сумм некоторого ряда. Действи
тельно, для последовательности {fп (х)} таким рядом будет 

/1 (х) + (Ji (х) - /i (х)) + ... + Un (х)..,.. f п-1 (х)) + ... = 
. 00 

= /i (х) + ~ (f n+t (х) - fп (х)). 
п-1 
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Если последовательность измеримых фунtсцrtй схо
дится всюду (или почти всюду) на отрезие, то предель
ная фуниция таtсже r1змерr1ма на этом отрезtсе. Ясно, 
что это имеет место также и для ряда. 

2. Сходимость последовательности {/п (х)} к функ
ции /(х) в каждой точке множества Е означает, что для 
всякого е >О и всякого х Е Е найдется такой номер N, 
зависящий от е ll от х, N = N (е, х), что для всех п > N 
выполняется неравенство 

lfn (х) - /(х) 1 < е. 
Говорят, что последовательность сходится равно.мерно,, 

когда удается для всех х Е Е подобрать один и тот же но
мер N. Более подробно: последовательность {/п (х)} равно
мерно сходится 1& фуниции / (х) на множестве Е, если 
для всякого е > О найдется такое N, зависящее только от е, 
N=N(e), что для всех п>N и хЕЕ выполняется нера-
венство 

lfn (х) - /(х) 1 < е. 
Из равномерной сходимости последовательности на мно

жестве Е вытекает ее сходимость в каждой точке этого 
множества, однако обратное заключение не верно. 

Последовательность непрерывных функций, сходящаяся 
в каждой точке, может иметь своим пределом разрывную 

функцию. Так, последовательность {xn} сходится в каждой 
точке отрезка [О, 1] к функции 

{ О при О .:;;;х< 1, 
/(х)= 

1 при x=l, 

разрывной при Х= 1. Однако ecлrt последовательность 
непрерывных функций {fп (х)} равномерно сходится на 
множестве Е, то предельная функция/ (х) непрерывна на Е. 

Большой интерес представляет следующий вопрос. Пусть 
Iim fп(Х)=/(х) на множестве Е. Справедливо ли при этом 

n-+ex> 

равенство 

lim ~ fп (х) dx = ~ /(х) dx? 
11-оов в 
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Если равенство справедливо, то говорят, что допустu.м пре

дельный переход под знаком интеграла. Интеграл можно 

понимать в различных смыслах. 

Для интеграла Римана. при сходимости последователь

ности в каждоll точке отрезка предельный переход допустйм 

не всегда, .ибо предельная функция может· оказаться неинте· 

грируемой. Тем не менее если последовательность { fп (х)} 
функций, Шtтегрируе.мых по Риману на отрезке [а, Ь ], 
равно.мерно сходится, то предельная функция /(х) так
же интегрируема по Риману и возможен предельный пе

реход под знаком интеграла. Аналогичное утверждение 

справедливо и для интеграла Лебега, но для него верна и 

гораздо более общая теорема, о чем речь будет ниже. 
Иначе обстоит дело с дифференцированием последова

тельности. Пусть { fп (х)} - последовательность функций, 
дифференцируемых на отрезке [а, Ь ], сходящаяся хотя бы 
в одной точке отрезка. Тогда если последовательность 

производных { /~ (х)} равно.мерно сходится на [а, Ь l к 
фунтсцzт ср (х),то первонач.альная последовательность равно

.мерно сходится на [а, Ь] к дифференцируемой функции, 

производная которой равна ер (х). 
Равномерной сходимости самой последовательности диф

ференцируемых функций не достаточно для того, чтобы пре

дельная функция была дифференцируемой. На этом обычно 

основываются примеры непрерывных функций, не имеющих 

производной (см. п. 1 § 4), первый из которых был построен 
К Вейерштрассом. Приведем один из таких примеров; 

П р и мер В а н -дер -В а р де н а. Определим для каждого 
п = 1, 2, ... и для любого х Е [О, 1] функцию ип (х) как 

т 
расстояние от точки х до ближайш:й к ней точки вида 41', 

где т - целое число (участок графиков функций и1 (х), 
и2 (х), и3 (х), 114 (х) см. на рис. 9). _Ясно, что каждая из функ-

00 

циll ип (х) непрерывна. Пусть теперь /(х) = ~ ип (х). Этот 
n=I 

ряд сходится равномерно, так как всюду на [О, 1] справед-

ливо неравенство 1 ип (х) 1 < iп. Поэтому функция /(х) так
же непрерывна. Вместе с тем она не имеет производной ни 

в одной внутренней точке интервала (О, 1). 
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00 

Действительно, пусть х = 2: ~ - точка интервала. 
k=I 

Определим последовательность ~ xk }, сходящуюся к х, 

!/ 

о ' 7jJ 

11 

./;z ia /z 
Рис. 9. 

-·······"- u,r.rJ 
------- U;(.:&} 
------- U3(.:C) 
---Uf(.:&) 

- •• ".-• .,.."S1 {:с) 
------s2 (.r) 
-sJ(.rJ 

:·-.." 
1 """ 
1 " ... 

1 "".\ 
1 ·",, 
1 " 

ak 1 
положи:~ х k = х + (- 1) 4k. Если теперь k > п, то точки х 

т 
и xk имеют общую ближайшую точку вида 4/i и находят-

ся по одну сторону от нее. Отсюда следует, что в этом 

случае llп (х11)-- 1111 (х) = + (х" - х). Если же k ~ п, то 
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Un (xk) - ип (х) =О. Поэтому при фиксированном k 

k-1 

f(xk)-/(x)= ~ +(xk-x)=p(xk-x), 
n=I 

73 

где р есть целое число, четное или нечетное вместе с k - 1. 
Таким образом, разностное отношение f (xk)- f (х) при k -ао 

· xk-x 
не может иметь предела, так что функция /(х) не диффе
ренцируема. На рис. 1 О показан участок графика несколь
ких частичных сумм ряда, определяющего функцию /(х). 

3. Из того, что последовательность непрерывных функ
циtl сходится к непрерывной функции, не следует, что схо

димость равномерна. Это заклюЧение возможно лишь при 
некоторых дополнительных предположениях. Например, если 
последовательность непрерывных фуюсций сходzzтся к 
непрерывному пределу, возрастая, то сходимость равно
.мерна. 

·Следующая теорема показывает, что в некотором смысле 
равномерная сходимость имеет место в любом случае. 

Теорем а Д. Ф. Егор о в а. Пусть последователь

ность измер11мых ll почти всюду конечных фуюсций Uп (х)} 
сходится почпщ всюду на отрезке [а, Ь]. Тогда для вся-
1сого е >О существует множество ЕС [а, Ь], мера ко
торого тЕ > Ь - а - е ll на котором последовательность 
Uп (х)} сходится равномерно. 

Теорема Егорова находит широкое применение в теории 
функциtl и вместе с теоремоtl Лузина о С-своtlстве (п. 5 § 3) 
составляет содержание центральных полоЖений теории -функ
циtl: с точностью до множества как угодно .малой .меры 
всякая фуюсция непрерывна и всякая сход11мость равно
.мерна. 

Возможность представления функции с помощью ряда 

полиномов устанавливается следующими теоремами. 
Те о р ем а К. Вей ер шт р а с с а. Всякая непрерывная 

фуюсция /(х) на отрезке [а, Ь] есть сумма ряда поли
номов, сходящегося к /(х) абсолютно и равно.Аtерно на [а, Ь ]. 

Те о ре м а Н. Н. Луз и н а. Для всякой функцzш f(x), 
измеримой на отрезке f a, Ь], существует ряд пол11но,1юв, 
абсолютно сходящийся к /(х) почти всюду на ta, Ь]. 
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4. Пусть { / п (х)} - последовательность функций, опреде
ленных на множестве ЕС [а, Ь]. Говорят, что эта последо
вательность сходится в среднем к функцrт /(х), если 

~ Un (Х)-/(х)]" dx- О 

где интеграл понимается в смысле Лебега. Иногда говорят 
также более точно о сходимости в среднем квадратиче
ском. 

Последовательность /(х) называют сходящейся в сред
нем р·й степени (р >О) к функции /(х), если 

~ 1/п (х)-/(х) JP dx- О (п-оо). 
Е 

Чаще всего используется случай р ~ 1. 
Имеет место следующая 

Теорем а А. Лебег а. Пусть на измеримом мно
жестве Е задана последовательность Uп (х)} измеримых 
и почт~~ всюду конечных функций, которая сходится 
почт~~ всюду на Е к функц11и / (х). Тогда для всякого 
s >О справедлиqо соотношен11е 

lim тЕ{ 1/п(Х)-/(х)J ~s} =0. 
n-+oo 

Эта теорема дает повод ввести следующее определение. 
Пусть задана последовательность функций Uп (х) }, измери
мых и почти всюду конечных на измеримом множестве Е. 

Говорят, что она сходится по мере на .множестве Е 
к функции /(х), е~ли 

lim тЕ { J/п(x)-/(x)J ~s} =0 
n-+oo 

дщ1 любого s >О. Тогда припеденную выше теорему Лебега 
можно формулировать так: последовательность, сходящаяся 

почти всюду, сходится по мере к той же предельной 
фунхции. Очевидно, что любую функцию, совпадающую с/ (х) 
почти всюду, также можно считать предельной функцией 
в смысле сходимости по мере для данной последователь

ности Uп (х) }. 
Теорема Лебега не допускает обращения, т. е. из сходи

мости последовательности по мере не следует ее сходимость 
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почти всюду. Более того, последовательность .может схо
дz~ться по .мере, не имея ни одной точ1'и сходи.мости. 
Чтобы убедиться в существовании такой последовательности, 
достаточно рассмотреть следующий пример. Определим для 
I<аЖДОГ,Р натураЛЬНОГО k группу функций Лk) (Х), jJk) (х), , , ., 
лk) (х), полагая . 

rl-1 l] ЛkJ(x)={ 1, если хЕ -k-, k , 
О вне этого отрезка. 

Занумеровав подряд все построенные функции, получим по
следовательность { 9п (х) }, которая сходится по .мере к функ
ции, тождественно равной нулю на [О, 1 ). 

В самом деле, пусть 9-п (х) = Jlk> (х). Достаточно рассмо
треть случай О:о::;;е:о::;; 1. Тогда 

[ l-1 l] Е { 1 9п (х) 1 ~ е} = -k-, k , 

так что тЕ { 19п (х) 1 ~ е} = ~ - О при п - оо. Вместе 
с тем эта последовательность не сходится ни в одной точке, 

ибо для всякого х0 Е [О, 1] и 11юбого k > 2 найдутся та
кие i1 и i'il, что 

Хо Е [ i1 k 1 ' ~1]' Хо Е [ ls k 1 ' ; ] ' 

вследствие чего J!k> (х0) = 1, / 1<k> (х0) =О. Таким образом, 11 2 
в каждой точке х0 функции последовательности { 9п (х)} бес-
конеЧJ!О много раз принимают как значение 1, так и значе

ние О, поэтому последовательность { 9п (х)} расходится 
в. 1'аждой точ11:е [О, 1 ]. 

Заключение от сходимости по мере к сходимости почти 
всюду все же возможно сделать, однако в следующей узкой 

форме: если последовательность {fп (х)} сходится по .мере 
к фу1шцшz f (х) на .множестве Е, то из нее можно 
выбрать подпоследовательность 

fп 1 (х), fп2 (х), fп 3 (х), ... (п1 <п'il<пs<· . . ), 

сходящуюся " /(х) почти всюду на Е. 
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Последовательность функций, сходящаяся в среднем 

р-й степени (р >О), сходится по .мере к этой же функ
циu. Поэтому у последовательности, сходящейся в сред
нем, также существует подпоследовательность, сходя

щаяся почти всюду. Однако, как и выше, сама пос1едова
тельность, сходящаяся в среднем, .может оказаться рас
ходящейся в каждой точке. Точно тali же uз сходи.мости 
по .мере не вытекает сходимость в среднем, как и схо

димость в каждой точке не влечет за собой сходи.мо
сти в среднем. 

Подтверждением последнего является последовательность 
{fп (х)}, определенная на [О, 1) посредством равенств 

fп(х)=(п при О<х< ~, 
О в остальных точках [О, 1 ]. 

Очевидно, что lim fп (х) =О для любого х Е [О, 1 ], так 

что последовательность Uп (х)} сходится к нулю в каждой 
точке. Однако 

1 п 

~ f~(x)dx= ~ п~dх=п-оо, 
о о 

следовательно, сходимость в среднем не имеет места. 

5. Рассмотрим теперь условия, при которых возможен 
переход к пределу под знаком интеграла в интеграле Лебега. 
Как и в интеграле Римана (см. п. 2), для допустимости пере
хода к пределу под знаком интеграла сходимость в каждой 

точке не является достаточным условием даже в том случае, 

когда предельная функция интегрируема. В этом J1егко убе

диться, рассмотрев предыдущий пример. Действительно, при 

любом х Е (О, 1] имеем lim fп (х) =О. С другой стороны, 

1 

~ fп(x)dx= 1, 
о 

и этот интеграл не стремится к нулю. 

Для ограниченных функций имеет место следу~щая тео
рема. 
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Пусть на из.меримом .множестве Е задана последова
тельность {fп (х)} огранz~ченных 1~з.мери.мых фуюсций, 
сходящаяся на Е по .мере 1е из.меримой ограниченной 
фун1ецш~ f(x). Если последовательность Uп (х)} равно.мерно 
ограничена, т. е. существует та1еая постоянная М, что 
при всех п и при всех х выполняется неравенство 

1 fп(х) l<M, то 
lim ~ fп (х) dx = ~ f(x) dx. 

n-+oo Е Е 

Более сильным является следующее утверждение. 

Пусть последовательность Uп (х)} су.м.мируе.мых фун1е
ций сходится по .мере на .множестве Е 1е су.м.мируе.мой 
фуюсции f(x). Е~ли все фун1еции последовательности .ма
жорируются не1еоторой су.м.мируе.мой фун1ецией, т. е. 
существует та1еая су.м.мируе.мая фун1еция qi (х), что для 
всех п 11 всех х Е Е справедл1~во неравенство 1 fп (x)I ~ qi (х), 
то 

lim ~ fп (х) dx = ~ /(х) dx. 
n-+оов Е 

Как уже отмечалось, последовательность, сходящаяся почти 
всюду, сходится и по мере. Поэтому обе сформулированные 
выше теоремы остаются в си;1е, если в них заменить сходи

мость по мере сходимостью почти всюду. 

§ 7. Ортогональные системы функций 

1. Мы ограничимся рассмотрением лишь измеримых функ
ций f(x), определенных на отрезке [а, Ь], квадрат которых 

ь 

суммируем на этом отрезке, т. е. интеграл Лебега ~ [/(x)]2 dx 
а 

существует и конечен. Множество всех таких функций при
нято обозначать Ца, ь1 , или просто L 11 *}. 

Систему функций {ч~п (х)}, принадл.ежащих U·, называют 
ортогональной на отрезке [а, Ь], если 

ь 

~ Cfm (х} 'fп (х) dx =О (т :j:. .п). 
а 

*) Пuдробнее см. § 9. 
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Обычно рассматриваются н.ор.мирован.ные системы, функции 
ь 

которых обладают свойством~ [ срп (х)]"' dx = 1. Если система 
а 

{срп (х)} ортогональна и нормирована, то ее коротко называют 
ортонор.мирован.н.ой системой. Таким образом, ортонор
мированная система определяется соотношениями 

~ срт (х) cpn (х) dx = ат.п = { 01, если т -:1= п, 
а , если m=п. 

Символ Sm,n носит наименование символа Кронеtсера. 
Ортонор.мирован.н.ая система фуюсций в L"' н.е более 

ч,е.м сч,етн.а. . 
Система функций {срп (х)} называется полн.ой относительно 

L "'• если из соотношени·й f Е L"' и 

ь 

~ срп (х}/(х) dx =О (п= 1, 2, . ") 
а 

следует f (х) =О почти всюду, т. е. если в L 2 не существует 
функции, ортогональной всем функциям данной системы, кроме 

·равных нулю почти всюду. 

Система функций {срп (х)} за.мtсн.ута относительно L"', есщ1 
любую функцию f(x) с суммируемым квадратом можно при
близить в среднем линейной комбинацией функций системы 
с любой степенью точности. Более точно: для каждой функ
ции f(x) Е L 2 и любого е >О найдется п функций ср1 (х), 
ср2 (х), •.. , срп (х) нашей системы и такие действительные 
числа с1, ••• , сп, что 

ь 

Hf(x)-c1cp1(X)- ." -спсрп(х)]2 dх<е"'. 
а 

Понятия полноты и замкнутости в L 11 эквивалентны, т. е. 
всякая замкнутая система полна, а всякая полная система 

замкнута. Полная или замкнутая система всегда бесконечна, 
поэтому полная (замкнутая) ортон.ор.мирован.н.ая система 
всегда бесtсонечна, но сч,етна. · 

Если система полна или замкнута на отрезке [а, Ь ], то 
она сохраняет это свойство и для всякого внутреннего от

резка. Каждую ортон.ор.м11рованную н.а [а, Ь] систему .можно 
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vасшttрить до полной ортонормированной системы присо
единением подходящих фун.тщий. 

Пусть {rp11 (х)} - ортонормированная система функции. Ряд 

со 

где а11 - любые постоянные, называют ортогональным рядо"м. 
Если этот ряд равномерно сходится на отрезке [а, Ь] к функ
ции f (х), то коэффициенты а11 ряда легко определить непо
средственно. Умножив обе часrи равенства 

со 

/(х)= ~ a11 rp11 (x) 
11-1 

на Cfk (х} и проинтегрировав затем по отрезку [а, Ь ], наПдем 
ь со ь 

~ / (х) fk (х) dx = ~· а11 ~ ч>п (х) tf'k (х) dx = ak. 
а n=I а 

Коэффициенты, полученные по этим форму лам, называют 

коэффициентам~~ Фурье функции f (х) по ортонормирован
ноtl системе {rp11 (х)}. Ecлi:i все коэффициенты ортогонального 
ряда являются коэффициентами Фурье функции /(х), то ряд 
называют р011ложением или рядом Фурье функции /(х) по 
системе {rp11 (х)}. Выше показано, что если ортогональный 
ряд равномерно сходится к функции / (х), то он является 
рядом Фурье этой функи,~ш. Нетрудно доказать справедливость 
этого утверждения также и для случая сходимости в среднем. 

Определение ряда Фурье существенно зависит от того, в 
каком смысле производится интегрирование. В связи с этим 
рассматриваются . ряды Фурье - Римана, Фурье - Стилтьеса, 
Фурье - Лебега и т. д. 

Если система {rp11 (х)} не нормирована, то выражение для 
коэффициентов Фурье несколько изменится. Именно, если 
ь 1 
~ [ rp11 (х)]~ dx = Л11 >О, то система {Фп (х)} = { ,/), tf'n (х)} уже 
а r п 

нормирована. Пусть bk означает k-tl коэффициент функции 
f(x) по системе {ф11 (х)}. Тогда 

ь ь 

bk = ~f(x)фk(x)dX=~ /(х) 'i:}~ dx = ,~'!_ , 
ci а r Л11 r Л/f 
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ь 

где мы по-прежнему полагаем ak = ~ f (х) Чlk (х) dx. Разложе
а 

ние функции /(х). по системе Nn (х)} дает 

i: bkфk(x) = f: ak !fk (~ = f: ak~k (х) 1 

k=I k=I улk улk k=I k 

откуда видно, что коэффициенты Фурье по системе {ч~п (х)}, 
1 ь 

которая не является нормированной, равны [" ~ f (х) Чlk (х) dx. 
ka 

Эта формула могла быть получена и непосредственным Инте
грированием. 

2. Коэффициенты Фурье могут быть получены при решении 
задачи наилуч,шей аппроксимации в среднем. Пусть на [а, Ь] 
определена функция /(х) Е L 2 и {ч~п (х)} - ортонормирован-

п 

ная система функции· ИЗ L 2• Положим Sn (х) = ~ ekЧlk (х) и 
k=I 

поставим задачу подобрать при постоянном п коэффициенты 

ek ТЗ!<, ЧТОбЫ интеграл 

ь 

~ [f(x)- Sn (x)]2 dx 
а 

был минимальным. Решенzzе.м этой задачи является частич
ная су.м.ма ряда Фурье, т. е. прибJiижение в среднем будет 
наилучшим, когда коэффициенты ek равны соответствующим 
коэффициентам Фурье. 

Лля любой функции f (х) Е L2 справед11иво неравенство 
Бесселя 

00 ь 

~ ai ~ ~ [f(x)]2 dx, 
k=I а 

где {ak} означает коэффициенты Фурье функции /(х) по си
стеме {ч~п (х)}. Отсюда следует, что для функции с су.м.ми
руе.мы.м квадратом ряд из квадратов коэффzщиентов 
Фурье сходzrтся. В частности, 1&оэфф1щ1zенты Фурье стре
,4tятся к нулю. 
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ro 

Ортогональный ряд ~ ak'Pk (х) сходится в среднем 
k=I 

ro 

тогда и толысо тогда, тсогда ~ al < оо. 
k=·I 

Пусть {'Рп (х)} - ортонормированная система, полная отно
сительно L" и /(х) Е L", Тогда ряд Фурье фуюсци11 /(х) 
по системе {<f>п (х)} сходится в среднем те фунтсцт~ /(х). 
Для полной системы справедливо также равенство Парсеваля 

ro Ь 

~ ak = ~ [f(x)] 2 dx. 
k=I а 

Теорема Ф. Р-исса-Е. Фишера. Если система 
{<f>п (х)} ортонорм11рована, а {а;} - последовательность Ч!lсел 
со сходящейся суммой тсвадратов, то существует фунтс

rо 

ц11я /(х) Е L 9,- для тсоторой ряд ~ ak'Pk (х) является ря-
k = 1 • 

дом Фурье по системе {'Рп (х)}. 
Подобная функция определяется единственным образом с 

точностью до ее значений на множестве меры· нуль тогда и 
только тогда, когда {<f>п (х)} - полная. 

Следующая теорема дает достаточное условие сходимости 
почти всюду ортогонального ряда в общем случае. 

Теорем а Д. Е. Мень ш ова-Г. Радемахер а. 
Пусть {<f>п (х)} - ортонормированная сисрzема из L" на 

ro ro 

(а, Ь] 11 ~ а~\n2п<оо. Тогда ортогональный ряд~ ап<f>п(х) 
n=I n=I 

сходится почти всюду на (а, Ь]. 
Для некоторых ортогональных систем справедливы и более 

сильные утверждения. Например, имеют место следующие 
теоремы. 

Т е о рем а А. Н. К о л мог о р о в а - Г. А. Сел и в е p-
ro 

ст о в а - А. И. Плес сне р а. Если ряд ~ (а~+ Ь~) ln п 
n.=J 

ro 

сходится, то тригонометричестсий ряд i+ ~ апсоsпх+ 
п~I + Ьп sin пх сход11тся почти всюду. · 
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00 

Теорем а Г. Радемахер а. Ecлzi ~ а~< оо, то ряд 
п~\ 

00 

~ апrп (х), где r; (х)-фунtсции Радемахера (см. п. 3), cxo-
n=\ 
дz~тся поч,ти всюду на отрезtсе [О, 1 ]. 

00 

Теорем а А. Н. К о л мог о ров а. Ecлzi ~ а~= оо, то 
n=I 

00 

ряд ~ anr п (х) расходz~тся поч,ти всюду на [О, 1 ]. 
n=I 1 

3. Наиболее часто встречающимся примером ортогональ
ной системы является тригонометрич,есtсая система 

1, cos х, sin х, cos 2х, sin 2х, cos 3х, sin 3х, ... , 

которая является полной (замtснутой) ортогональной систе
мой на отрезке [О, 21t] или [- 'lt, 1t ], а также ·на любом дру· 
гом отрезке вида [а, (1 + 21t ]. Эта система не нормирована, 

21t 21t 21t 

так как ~ 1 9 dx = 21t и ~ cos 9 пх dx = ~ sin 9 пх dx = 'lt, По-
о о о 

этому нормированная тригонометрич,есtсая система имеет 

вид 

l 1 1 . l 2 1 1 2 Jf 2n, Jfn cos х, Jf п sш х, Jf п cos х, Jf п s n х, 

Систему 

пх . пх 2пх . 2пх 
1, COS Т, S\П Т, COS - 1-, S\П - 1-, , ", 

ортогональную на [- l, /) либо на любом отрезке длины 
2/, также называют тригонометрическо1:1 системо1:1, как и си
стемы 

{cos пх} (п=О, l, 2, ".) и {sin пх} (n= l, 2, ".). 

Эти последние являются полным~~ ортогональными системами 
на отрезке [О, 1t]. Легко видеть, что они ортогональны также 
и на [О, 21t ], но здесь они уже перестают быть 
полными. 
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Другим примером ортогональной системы на отрезке 
[ - 1, 1] является полная система многочленов Jlежандра 
{Р п (х)}, где 

Для того чтобы сделать ее нормированной, достаточно мно

гочлен Рп(х) умножить на ~· 
Функции Радемахера, образующие ортонормированную 

систему на отрезке [О, 1 ], строятся. следующим образом. 
Полагаем r0 (x)= 1. Для натурального k>O разбиваем от
резок [О, 1] на 2k равных отрезков, на каждом из которых 
функция rk (х) принимает попеременно значения + 1 и -1, 
а в концах их-значение нуль. Иначе можно сказать, что 
для точки х Е [О, 1] функция rk (х) принимает значение + 1, 
если на k-м месте двоичного разложения х стоит нуль, и 
значение - 1, если на k-м месте двоичного разложения х стоит 
единица; если же х допускает два двоичных разложения с 

различными k-ми цифрами, то r k (х) =О. 
Эта система обладает интересным свойством мультипли

кативности: если j .=:;;; k .=:;;; t .=:;;; ••• .=:;;; q - н.атуральные числа 
ll r;( х) - функц~щ Радемахера, то 

1 

~r1 (x)rk(x) ... rq(x)dx=O, 
о . 

за 11сключением того случая, когда выражен.ие под знаком 
интеграла является произведением пар одzzн.аковых сомн.о
жителей. В атом случае интеграл равен единице. 

Функции Радемахера допускают вероятностное истолко-

вание. Функция r1 (х) равна + 1 для х Е (О, ; ) и -1 для 
х Е (; , 1). Если выбирать наудачу точку х, считая веро
ятность выбора точки, принадлежащей множеству Е, равной 
тЕ, то вероятности значений + 1 и - 1 для функции r1 (х) 
одинаковы и равны половине, что соответствует вероятностям 

выпадания герба и решетки при одном бросании монеты. 

Аналогично задачу об п бросаниях или любую другую задачу 
на повторение испытании с двумя равновероятными исходами 

можно формулировать с помощью функций r п (х). В связи с 
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этим все теоремы, относящиеся к функциям Радемахера, могут 
быть истолкованы в теоретико-вероятностном смысле. 

Система Радемахера является неполной системой. Есте
ственным ее пополнением является система фунхций Уолша 
{wп (х)}, которая может быть построена так: пусть число п 

т 

представляется в виде суммы степеней двойки, п = ~ ak2k, 
k=O 

где ah принимают значения О и 1. Положим w0 (x)=r0(x)= 1 и 
т 

'Wn (х) = П [rk+t (x)] 0
k п;::::: 1, 

1'=0 

где r1 (х)- соответствующие функции Радемахера. В част-
ности, 

w1(x)=r1(x); w2(x)=r2(x); wa(x)=r1(x)r2(x); ... 
. • . ; 'W7 (х) = r1 (х) r9 (х) r 3 (х); 

Система функций Уолша является полной ортонормирован
ной системой на отрезке [О, 1 ]. 

4. Пусть система функций {r.рп (х)} при некоторой фикси-
рованной неотрицательной функции w (х) обладает свойством 

ь 

~ 'W (х) r.pm (х) r.pn (х) dx = Вт,п· 
а 

Такую систему принято называть ортогональной с весом 

w (х). Я:сно, что при этом система {r.рп (х) V w (х)} будет ор·то
гональной в обычном смысле. Функцию w (х) называют весо
вой фуюсцией. При w (х) = 1 мы приходим к ранее рассмот
ренному понятию ортогональности. 

Системы функций, ортогональных с весом, часто возни
кают при рассмотрении краевых задач обыкновенных линей
ных дифференциальных уравнений второго порядка. Рассмот
рим уравнение второго порядка вида 

d2y 
dx• + ЛА (х)у =О, 

где Л - действительный параметр и А (х) >О - непрерывная 
функция. Собственными знач,ешlJl.ми уравнения назыuа1uт 
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такие значения параметра Л, при которых существуют реше
ния, отличные от тождественного нуля и удовлетворяющие 

граничным условиям у(а)=у(Ь)=О. Функции, удовлетво
ряющие уравнению при собственных значениях параметра, 

называются собственны.ми фуюсц11я.ми. Если Yi (х), Yk (х)-
две собственные функции, то · 

ь 

~А (х)у1 (х)у11 (х) dx =О. 
а 

Таким образом, собственные фуюсцrт образуют систему 
фуюсций; ортогональную с весо.м А (х). 

Среди функций, ортогональных с весом, важную роль 
играют системы многочленов. Для каждой весовой функции 
w (х), сум.мируе.мой на отрезке [а, Ь] и положительной 
почти всюду на нем, существует система .многочленов, 
ортогональных с весо.м w (х) на [а, Ь ], определенная одно
значно с точностью до множителе!! -+- 1. Для систем функ
ций, ортогональных с весом w (х), сохраняют силу основные 
факты, установленные в пп. 1 и 2. При этом вместо функ
ций из L<J. следует рассматривать функции /(х), для которых 

ь 

~ /9' (х) w(x) dx < оо, 
а 

а коэффициенты Фурье функции /(х) по системе {С?п (х)}, 
ортогональной с весом 'w (х), определяются равенствами 

ь 

ап = ~ W (x)f(x) Сfп (х) dx. 
а 

Наиболее широко используемые системы многочленов, 
ортогональных с весом, рассмотрены в выпуске СМБ, Мате
матический анализ (функции, пределы, ряды, цепные дроби). 

б. Пусть / 1 (х), f.J. (х), ... , f п (х) - система п функций 
из L<J., определенных на [а, Ь]. Эта система называется ли
нейно независu.Аtой на этом отрезке, если никакая ·линейная 
комбинация этих функний с отличными от нуля ПОСТОЯННЫl\IИ 

коэффициентами не может обращаться в нуль почти всюду 
на [а, Ь). 

Критерий линейной независимости функций / 1 (х), { 2 (х), ... 
. • . , fп (х) дается следующей теоремой. 
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Те о р ем а Гр а м а. Для того ч,тобы. функции / 1 (х), 
f 2 (х), ... , fп (х) бы.ли линейно независимы., необходимо и 
достаточ,но, ч,тобы. был отлич,ен от нуля определитель 
.матрицы. 11aik11· але.мещпы. которой оnределены. фор.мула.ми 

ь 

a1k= ~/1 (x)fk(x)dx (i,k=1,2,.",п) 
а 

(определитель Грама). 

Обозначим определитель Грама системы ft, f9, ••• , fп 
через O(ft, fg, ... , fп)· Две системы функций ft (х), •.. , fп (х) 
и g1 (х), ... , gn (х) называются эквивалентны.ми, если любая 
из функций одной системы может быть представлена в виде 

лине~~ной комбинации функций друго~~ системы. Задача орто
гонализации системы ставится следующим образом: задана 
линейно независимая система ft (х), ... , fп (х); нельзя ли 
найти эквивалентную ей систему qi1 (х), ..• , t.flп (х), состоящую 
из ортогональных функций? Эта задача всегда имеет решение. 

Ортогонализацию системы / 1 (х), ... , fп (х) можно провести 
следующим образом. Положим 

t.f11 (х) = cнft (х), 

r.pg (х) = C21f1 (х) + C29fi (х), 

t.fln (х) = Cntfi (х) + Спi/2 (х) + ... + Сппfп (х), 
так что с ik = О при k > i, и последовательно подберем 
коэффициенты C;k при k ~ i так, чтобы функции qi1 (х), ... 
• • • , t.fln (х) были ортогональны и нормированы. Коэффициенты 
c1k(k ~ i) выражаются формулами 

ak-1, 1 ak·-1, 2 ••• ak-1, k 

/i (х)Л (х) ... Л (х) 

где Ok=0(/1, / 2, "., fk)(k~ 1) и Оо= 1. 
Приведенный процесс носит наименование процесса орто

гонализации Э. Шмидта. 
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В ряде случаев представляет интерес ставить задачу орто
гонализации иначе. Именно, нужно, имея систему линеl!но незави
симых функциl! Uп (х) }, заданных на отрезке [а, Ь ], искать 
такое продолжение этих функциl! на большиl! отрезок, при 
котором продолженная система оказалась бы ортогональной. 

Если Uп(х) }- произвольная система фуюсций из L9, 

определенных на отрезке [а, Ь ], то функции fп (х) можно 
так продолжить на отрезок [Ь, с], чтобы полученная 
система была ортогональна на [а, с]. Если при этом 
первоначальная система была ортогонально!! на [а, Ь ], то 
после продолжения она будет также ортогональна на [Ь, с]. 

Полученная в результате ортогонализации система функ
ций может оказаться ненормированной, а ее нормирование 

умножением на постоянные изменило бы функции fп (х) на 
[а, Ь]. Поэтому естествен вопрос о возможности продолже
ния системы до ортонормированной. Условия возможности 
такого продолжения даются следующей теоремоJ:t. 

Те о р ем а И. Ш у р а. Пусть фунiсции { fп (х)} опре
делены на [а, Ь], О <а< Ь < 1 и fп (х) Е L~. Для того 
чтобы на [О, 1] существовала ортонормированная система 
[срп (х)], для которой Сfп (х):=fп (х) при х Е [а, Ь], необхо
димо и достаточно, чтобы макс1~.Мум интеграла 

/J 00 

~ [ ~ е;/; (х)] 1 dx 
а l=I 

при любых различных последовательностях { е; }, удов-
00 

летворяющих условию ~ е' = 1, не превосходил единицы. 
i=l 

6. В некоторых прикладных вопросах рриходится рас
сматривать системы, ортогональные или ортогональные с ве

сом на бесконечных интервалах (О, оо) или (- оо, оо). Свой
ства этих систем аналогичны своJ:tствам систем, заданных на 

конечном интервале. Ортогональность иногда определяется 
и иначе. Именно, система функций { Сfп (х)} называется орто
гональной на (- оо, оо), если 

т 

lim dт S Cfm (х) Сfп (х) dx =О (Т> О, т =Р п). 
Т-+оо _ :( 
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Легко видеть, что для ортогональности в этом смысле 
достаточно, например, равномерной ограниченности интегра

лов от произведения функций. В частности, этим свойством 
обладают системы, состоящие из синусов и косинусов. Так, 

система { cos а. х } (- оо <а.< оо) ортогональна в Этом 
смысле на (- оо, оо), так что в этом случае ортогональная 
система может оказаться несчетной. 

§ 8. Функции нескольких переменных 

1. Основные понятия § 1 без .труда переносятся на пло
ские точечные множества или точечные множества в про

странстве любого числа измерений. Равным образом сохра
няют силу определения операциtl. над этими множествами и 

обозначен.ия для этих операций. 

Определения изолированной и предельной точек множе
ства, замкнутого, совершенного и открытого множеств также 

остаются в силе, однако термин «окрестность» принимает 

уже иное значение. Если для линейного множества под 
окрестностью точки понимался любой содержащий ее интер
вал, то е-окрестностью точки плоского .множества мы 

будем называть открытый круг радиуса е с центром в дан

ной точке. 

Для удобства переноса этого определения на простран
ство любого числа измерений дадим алгебраическое опреде

ление: е-окрестностью точки М (а, Ь) на плоскостtl назы
вается множество точек { (х, у)}, удовлетворяющих нера
венству (х - а)2 +(У - Ь)2 < е2• Аналогично е-окрестностью 
точки М (а, Ь, с) в пространстве назовем открытый шар 
радиуса е с центром в данной точке, т. е. множество точек 

{ (х,у, z) }, удовлетворяющих неравенству (х- а)2+(у-Ь)2+ 
+<z-c)2< е2• 

Как известно (см. СМБ, Математический анализ (функции, 
пределы, ряды, цепные дроби)), точкой пространства п изме
рений называют упорядоченную систему п действительных 

чисел (х1 , х2, ••• , Хп), называемых ее координq.та.ми. Множе
ство всех возможных п-мерных точек назовем эвклидовы.м 
пространством п измерений, если расстояние между точ

ками х (х1, ••.• , Хп) и у (у1 , ••• , у п). определяется по фор

муле р(х, у)= у(х1 -у1)2 + ... + (хп -Уп)2• Эвклидово 
п-мерное пространство принято обозначать буквами Еп или.Rп. 
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В дальнейшем, если явно не оговорено противное, мы 
будем рассматривать точечные множества в эвклидовом про

странстве Rn. Роль отрезков в пространстве R" играют па
раллелепипеды, т. е. множества точек { М }, М Е Rn, коорди
наты которых удовлетворяют неравенствам ak:::;:;;; xk:::;:;;; bk 
(k=l, 2, .", п). 

За.мкнутыfi. (открытый) п-мерный шар радиуса r с цент
ром в точке а определяется как множество точек х, удов

летворяющих условию р (х, а):::;:;;; r + 2п (р (х, а)< r). Соот11ет
ственно е-окрестностью точки а называют открытый шар 

радиуса е с центром в точке а. 

В отличие от линейных множеств областью в п-мерном 
пространстве (п;:::::: 2) называют не любое открытое множе" 
ство, но открытое и связное множество. При это!'.i открытое 
множество назыв_ается связным, если любые две его точки 
можно соединить ломаной, все точки которой принадлежат 

этому множеству. 

Для пространственного открытого множества нельзя опре
делить составляющих интервалов, как для линейного. Спра· 
ведливо лишь следующее утверждение: всякое непустое от

крытое множество есть сумма счетного множества 

замкнутых параллелепипедов, попарно не имеющих общих 
вн.утреннr1х точек. 

2. Переменная величина у называется функцией точки 
пространства Rn или· функцией п переменных у= f (М) = 
= f (х1 , х2, ••• , хп), определенной на множестве Е с: Rn, 
если каждой т.очке М <= {х1 , х2, ••• , Хп)) ЕЕ ставится 
в соответствие определенное значение у. 

Пусть а - некоторая система множеств пространства Rn. 
Мы говорим, '!ТО на а определена функция .множества, если 
каждому множеству Е Е а ставится в соответствие опреде
J1енное число Ф (Е). 

Функция множеств Ф (Е) аддитивна на а, если для любых 
двух множеств Е1, Е2 Е а, не пересекающихся друг с другом, 
Ф (Е1 + Е2) = Ф (Ei) + Ф {Е2). Очевидно, что если Ф (Е) ад
дитивна, то для любого конечного числа попарно не пере
секающихся множеств Е1, Eg, •.. , Ет имеет место равенство 

т т 

Ф ( ~ Ek) = ~ Ф (Ek)· 
k=I k=I 
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Если это свойство выполняется и для счетного множества 

попарно не пересекающихся множеств { Ek }, т. е. 

оо ао 

Ф ( ~ Ek)= ~ Ф(Еk), 
k=I k=I 

то функция множеств Ф (Е) называется вполне аддитивной. 
ПpocтeJ:lшeJ:I вполне аддитивно/;\ функцией· множеств яв

ляется объе.м (точнее, п-.мерный объе.м; для п = 2 - площадь). 

Для п-мерного параллелепипеда S с Rn, координаты точек 

М Е S которого удовлетворяют неравенствам ak ~ xk ~ bk 

(k = 1, 2, ... , п), где М = (х1, х2, ••• , Хп), объе.м опреде
ляется равенством 

п 

v(S)= П (bk-ak)· 

k=I 

Это определение позволяет приписать объем любому множе· 
ству, которое может быть получено из счетного множества 

параллелепипедов с помощью операциJ:I сложения, пересечения 

и взятия дополнений. 

Более общим примером вполне аддитивно!! функции мно· 

жества является мера. Мера пространственного множества 

для некоторой системы множеств " определяется как неот
рицательная вполне аддитивная и .монотонная функция 

множеств, т. е. такая функция (.1. (Е), для котороJ:I 
1) (.1. (Е);:;::: О для любого ЕЕ а, 
2) (.1. (Е1 ) ~ (.1. (Е2) при Е1 С Е2 (Е1, Е2 Е а), 

00 00 

3) (.1. ( ~ Ek) = ~ (.1. (Ek), если Е1 , Е2 , ••• - попарно не 
k=l k=I 

пересекающиеся множества из а. 

Наиболее употребительно!! мерой для пространственных 

множеств является мера Лебега, которая может быть полу

чена с помощью следующей конструкции. Пусть Е - огра

ниченное точечное множество в Rn, лежащее внутри парал
лелепипеда S, Е С S и а - открытое множество в S, содер
жащее Е, S ~ О~ Е. Значение объема v (О), определенного 
с помощью представления О в виде суммы счетного множе

ства замкнутых параллелепипедов, определяется однозначно 

и не зависит от способа выбора параллелепипедов. Нижнюю 
грань inf v (О) для всех множеств а из S, содержащих Е, 
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мы будем называть внешней п-.мерной .мерой Лебега множе
ства Е и писать 

теЕ = inf v ( Q). 

Множество Е называют из.мери.мы.м, если 

теЕ+теСЕ=v(S), 

где СЕ означает дополнение множества Е до параллелепи
педа S, СЕ= S- Е. Значение внешнеlt меры и называют 
п-.мерной .мерой Лебега из.меримого .множества Е. Вели
чину 

называют внутренней п-.мерной .мерой Лебега множества Е. 
Она может быть определена также как верхняя грань объемов 
замкнутых множеств F, содержащихся в Е, 

т;Е = sup v (F), FCE. 

Пусть Е - плоское множество, состоящее из точек (х, у). 
Сечением множества Е прямоlt х =Хо будем называть ли
неltное множество Е (х0), состоящее из таких чисел у, что 
точка (х0, у) Е Е. Плоская мера Е связана с линеltноlt мepolt 
своих сечениlt. Именно, справедлива следующая теорема: 

Пусть Е - плоское .множество, содержащееся в от

крыто.м пря.моугольнике S(a<x<b, c<y<d). Тогда 
а) почти для всех х Е (а, Ь) .множество Е(х) из.ме

ри.мо; 

б) если д означает .множество тех х Е (а, Ь), для 
которых Е (х) из.мери.мо (тд = Ь - а), то функция тЕ (х) 
иЗ.мери.ма на д; 

в) справедлива фор.мула 

тЕ=~ тЕ(х)dх, 
д 

где интеграл следует пони.мать в смысле Лебега. 
Из этоlt теоремы вытекает, что если плоское .множество Е 

.меры нуль, то почти все его сечения суть .множества 

.меры нуль. Наоборот, если почти все сечения плоского 
из.мери.мого .множества Е и.меют .меру нуль, то и тЕ =О. 

Эта теорема переносится также на случай множества 
в пространстве R". 
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Кроме меры Лебега, для пр0странственных множеств 
используется иногда k-мерная мера Хаусдорфа, которая 
определяется следующей конструкцией. Пусть Е - множе
ство п-мерного пространства Rn, а - конечная система п-мер
ных шаров, покрывающих Е, диаметры которых не превос

ходят данного 8, и .I;3d означает сумму диаметров сфер, 
принадлежащих системе а. Тогда предел 

lim inf .I;3 d = "11 (Е), 
3-о 

где нижняя грань берется по всем возможным. системам а, 
всегда существует, хотя и может оказаться бесконечным. 

Величину "11 (Е) называют лин.ейн.ой мерой Хаусдорфа или 
длин.ой по Хаусдорфу п-мерного множества Е. Для полу
чения плоской (двумерной) меры Хаусдорфа вместо 1;3d 

1td2 
следует брать ,I;3 4 , т. е. сумму площадей двумерных боль-

ших кругов. Аналогично можно определить меру Хаусдорфа 
"lk (Е) любой размерности k для 1 :о:::;; k :о:::;; п. Ясно, что если 
"lk(E) конечно и отлично от нуля, то "1т(Е)=0 при т>k 
и "lm (Е)=оо при т <k. 

3. Пусть М= (х1, х2, ••• , Хп) означает точку простран
ства Rn и у=/ (М)-функция п переменных, определенная 
на множестве Е С Rп. Говорят, что функция f (М) непрерыв
на в точке М0 ЕЕ отн.осительн.о множества Е, если для 
любой последовательности точек { Мт } (Мт = (х~т>, х~т>, ••• 
• • . , х~т>) Е Е), сходящейся к М0, т. е. такой, для которой 

р (Мт, М~) -+ О, имеем 

lim /(Мт) = /(Мо)• 
т-оо 

Если функция /(М) задана и непрерывна на замкнутом 
множестве F, то множества Е {/~а } и Е { f :о:::;; а } замкнуты 
при любом а. 

Функция /(М) называется измеримой на множестве Е, 
если измеримо (по Лебегу) Е и измеримы множества Е {!>а} 
при любом а. В частности, фуюсция, задан.н.ая и н.епрерыв
н.ая н.а замкнутом параллелепипеде, измерима. Для изме
римоtl функции п переменных справедливы теорема Э. Бореля 
и теорема Н. Н. Лузина о С-свойстве (см. § 3, п. 5). 



8.4) § 8. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 93 

Функция двух переменных f(x, у) называется дифферен
Цllруемой в точке (х0, у0), если существуют такие числа 
А и В, что отношение 

f (х, y)-f (х0 , Уо)-А (Х-Хо)-В (у-уо) 

Jf(x -х0)2 + (У-Уо)2 

стремится к нулю при (х,у)--+ (х0,у0). Выражение А (х -х0) + 
+В (у - у0) или пару чисел {А, В} называют точным 
полным дифференциалом функции f в точке (х0, у0). В этом 
случае числа А и В суть частные производные функции 
f(x, у) в точке (х0, у0) соответственно по х и по у . 

. Если это отношение при некоторых А и В стремится 
к пределу асимптотичестщ *), то пару { А, В} называют 
аси.мптот11чес1Си.м дифференциалом функции f (х, у) в точке 
(х0, у0), а числа А и В -1Соаффициентами асимптотиче
ского дифференциала. 

Те о р ем а В. В. Степ а н о в а. Для того чтобы 1Со
нечная фун1Сция двух переменных f(x, у), измеримая на 
множестве Е, была аси.мптотичес1Си дифференцируема 
почти во всех точ1Сах Е, необходимо и достаточно, чтобы 
почти всюду на Е она была асимптотичес1Си дифферен
цируема по 1Саждой из переменных. 

Если f(x, у) асимптотичес1Си дифференцируема почти 
всюду на Е, то 1Соаффициенты асимптот11чес1Сого диффе
ренциала почти в 1Саждой точ1Се Е совпадают с асимпто-

тичес1Сими частными производны.ми Ji.11 (х, у), л11 (х, У). 

4. Пусть функция двух переменных f(x, у) определена 
и непрерьРша на прямоугольнике S (а~ х ~ Ь, с ~у~ d). 
Множеством уровня Е1 функции f(x, у) мы назовем мно
жество тех точек S, в которых f(x, y)=t, 

E1=E{f(x, y)=t}. 

Из непрерыnности f (х, у) следует, что все множества Е1 
замкнуты. Замкнутое множество называют связным, если оно 
не может быть разбито на сумму двух замкнутых, попарно 
не пересекающихся множеств .. Если зам·кнутое множество не 

*) То есть существует плоское множество положительной меры, 
имеющее (х0 , Уо) точкой плотности относительно двумерной меры 
Лебега, по которому существует предел в обычном смысле. 
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связно, то оно представляется в виде суммы конечного или 

бесконечного множества связных замкнутых слагаемых, назы
ваемых компонентами этого множества. 

Обозначим через J(t) число компонент множества уров
ня Et. Тогда J(t) измерима. Интеграл 

00 

V(Л= ~ J(t)dt 
-00 

называют линейной варtrацией функции f(x, у). Если V (f) 
конечна, то фующию f(x, у) называют функцией с оzран.и
ченн.ой линейной вариацией *). 

Далее, v1 (Ед означает длину по Хаусдорфу множества 
уровня Е1• Эта функция также измерима. Поэтому имеет 
смысл интеграл 

00 

W(f)= ~ Vi(Ee)dt, 
-оо 

который называется плоской вариацией функции f (х, у). 
Функция /(х, у), для которой W (f) конечна, называется функ
цией с ограниченной плоской вариацией. 

Роль плоской и линейной вариаций для функции двух 

переменных выясняется следующими те о рем а ми А. С. Кр он
р од а: 

а) если непрерывная н.а S функция f (х, у) имеет оzра
н.иченную плоскую вариацию, то у нее почт~~ всюду н.а S 
существует асимптотическr1й дифференциал; 

б) ecлti непрерывная н.а S функция f (х, у) имеет оzра
н.ичен.ные плоскую u линейную варuациu, то он.а обладает 
точным полным дuфференциалом почти всюду на S. 

б. Для функции п переменных можно определить инте
грал Лебега с помощью точно такого же процесса, как и 
для функции одной переменной. 

*) Если рассматривать непрерывные на [а, Ь] функции одного 
переменного f (х), а через J (t) обозначать число компонент множе-

+оо Ь 

ст в а Et = Е { f (х) = t }, то S s (t) dt = V /. Это равенство и зтот 
-оо а 

подход к изучению непрерывных функций с ограниченным измене
нием были найдены С. Банахом. 
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Пусть на ограниченном множестве Е С Rn задана изме
римая· и ограниченная функция точ1ш у= f (М), все значе
ния которой заключены строго между числами t и Т. Разобьем 
отрезок [t, Т] на l частей точками t = у0 <Yi <У2 < ... 
. . . <Yz = Т и определим множества 

Ek = Е {Yk-1 ~f(M) <Yk }. 

Тогда можно построить интегральные суммы 

l 

s, = ~ Yk-1тEk, 
k=l 

l 

S1= ~ykтEk, 
k=l 

где mEk означает п-мерную меру Лебега множества Ek. Эти 
суммы называют соответственно нztжн.ей ll верхней сумма.мu 

-Лебега. Общий предел, к которому стремятся нижние и верх
ние суммы Лебега, когда ·число l неограниченно возрастает, 
причем длина всех участков fYk-l• Yk] стремится к нулю, на
зывается uн.тегралом Лебега от фующuu f (М) по множе
ству Е. Его обозначают одним из символов 

}ЛМ) dw или ~~ . в' ~ /(х1. Х2, • ", x,i) dx1dX2 ". dхп. 

Легко видеть, что это определение не отличается от опре
деления, приведенного в § 5. В связи с этим мы не будем 
останавливаться на свойствах интеграла Лебега и распро
странении этого определения на неограниченные функции. 

Как и для функций одной переменной, функции f (М), для 
которых существует интеграл Лебега, называют суммzzруе
мымu. 

Связь кратного интеграла Лебега с одномерным устанав
ливается следую!l.1-ей теоремой. 

Теорем а Фу б ин и (для функции двух переменных). 
Пусть в прямоугольнике S(a~x~b, c~y~d) задан.а 
суммируемая фун.кцziя f(x, у). Тогда 

а) почтu для всех х Е [а, Ь] функция f(x, у) как 
фун.кцuя от у суммируема на [с, d); 

б) если д означает множество тех х Е [а, Ь], для 
которых /(х, у) суммируема на (с, d], то интеграл 
d 

~/(х, у) dy как фую~ция от х сум.мир уем на д; 
с 
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в) справедлива фор.мула 

d 

Иt<х, y)dxdy=~dx~f(x, y)dy. 
S А с 

Если допустить, что функция, стоящая под знаком инте

грала, определена почти всюду, то вместо ~ можно писать 
А 

ь 

~, поскольку из а) следует, что тд = Ь - а. Тогда полу· 
а 

чается · равенство 
ь d 

~~/(х, y)dxdy= ~dx ~/(х, y)dy. 
S а с 

Ввиду равноправности аргументов мы получаем та1<0U ре
зультат: 

есл11 /(х, у) су.м.мируе.ма на пря.моугольюше S, то су-
ь d 

ществуют оба повторных интеграла ~dx ~/(х, y)dy u 
а с 

d ь 

~ dy ~/(х, у) dx, прич.ем 
с а 

ь d d ь 

~dx ~/(х, у) dy = ~ dy ~f(x, у) dx. 
а с с а 

Заметим, что из существования одного или даже обоих 
повторных интегралов не следует суммируемость функции 

f(x, у) на прямоугольнике S. 
Аналогично может быть сформулирована 1акже теорема 

Фубини для функции большего числа переменных, 

6. Пусть на множестве Е с R11 определена ограниченная 
функция точки f (М). Рассмотрим .некоторую меру р., т. е. 
вполне аддитивную неотрицательную и монотонную функцию 
множеств, определенную на системе множеств а, содержащей 

множество Е. Функцию / (М) будем назыuать из.меримой по 
мере р., если uce множества Е U> а} при тобом а входит 
в систему а. 
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В таком случае, разбив участок [t, TJ, содержащий все 

значения /(М), точками t=Yo<vi <У2 <. ··<Ут= Т, по
строим интегральные суммы 

т т 

Sm = ~ Yk-1 Р. (Ek) И Sm = ~ Yk Р. (Ek)• 
k= 1 k=I 

Общий предел интегральных сумм sm и Sm (если он су
ществует) называют интегралом Лебега - Стилтьеса от 
функции /(М) по множеству Е. Его обозначают символом 

~/(М) р. (dE). 
Е 

Из определения ясно, что свойства интеграла Лебега -
Стилтьеса совпадают со свойствами обычного интеграла Ле
бега, если только заменить меру Лебега (там, где она содер
жится в формулировках) мерой р.. Очевидно, что, заменив 
какой-либо другой мерой меру Лебега на прямой, мы полу
чим интеграл Лебега - Стилтьеса также для функции одной 
переменной. Перенос понятия интеграла Лебега - Стилтьеса 
на случай неограниченных функций также не вызывает ни
каких затруднений. 

§ 9. Основные функциональные пространства 

1. Метрrrческим пространством называют множество 
объектов любой природы, в котором определено р а с ст о я
н и е между элементами. Это означает, что на данном мно
жестве определена функция, которая каждой паре элементов 

(точек) х и у ставит в соответствие некоторое число р = 
= р (х, у), называемое расстоянием между ними и удовлет
воряющее следующим условиям: 

а) р(х, у)~О; р(х, у)=О тогда и только тогда, когда 
элементы х и у совпадают; 

б) р (х, у)= р (у, х); 
в) р(х, у)~р(х, z)+p(y, z). 
Перечисленные условия называют aкcrtoмaмzr метрики. 

Ес;ш х, у, z - точки эвклидова пространства и расстояние 
между ними определяется обычным способом, то условие в) 

выражает известное свойство треугольника: сумма двух сто

рон треугольника не меньше третьей стороны. Поэтому это 
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услоuие часто назыuают неравенством треугольшша или 

акс110мой треугольника. 

Ка1< и для п-мерных эвклидовых пространстп, для метри

ческого пространства можно легко определить основные 

понятия, рассмотренные в § 1. 
Шаро.Аt радиуса r с центром в точке х метрического 

пространстпа Е называют множество элементоп у ЕЕ, удов
летворяющих условию р (х, у)< r, е-окрестностью точки х -
шар радиуса е с центром в х. После этого легко опреде
J1ятся понятия изолированной и предельной точки, а также 

замкнутого и открытого множества. Говорят, что последова

тельность {хп} сход11тся к точке х0, если Iim р (хп, х0)=0. 
п-+ 00 

Последовательность {хп} называется фундаментальной, 
если она удовлетuоряет критер11ю Кош11, т. е. если для лю

бого е >О найдется такое Целое число N, что р (хп, Хт) < е 
при п ;::::: N, m;::::: N. Всякая сходящаяся последовательность 
является фундаментальной. Если в метрическом пространстве 
всякая фундаментальная последовательность сходится, то это 

пространство называется полным. 

Множество элементов любой природы называют линей
ным пространством, если для его элементов определены 

операции СJюжения и умножения на действитеJ1ьные числа, 

удовлетворяющие обычным естественным. условиям*). Линей
ное пространство называют норм11рованным, если каждому 

элементу хЕЕ ставится в соответствие действительное число 
llx 11, норма х, которая удовлетворяет следующим требова
ниям: 

а) llxll;:::::O; //xll=O тогда и только тогда, когда х-ну-
леuс 1:1 элемент Е; 

б) \\Лxll= 1Л1 ·llxll; 
в) x+Yll~l/x//+llYll· 
Нормированное пространство можно сделать метрическим, 

введя расстояние между элементами х и у как норму их 

разности, р (х, у)= 1/ х - у 11· Пользуясь этим замечанием, 
можно все определения, сформулированные в терминах мет

рики, формулировать та1<же в терминах нормы. Например, 
1юследовательность {хп} сходится к х0, если 11 Хп - Хо 11- О. 

*) То есть ус.1овиям ассоциативности, ко•tмутативности и дист
рибутивности 110 отношению друг к другу. 
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Эту сходимость часто называют также сходимостью по 
норме или сильной сходимостью. 

Здесь мы рассмотрим только некоторые примеры фующио
нальных пространств, элементами которых являются функции 

тех или иных классов с различным образом введенным рас
стоянием между ними. Ограничимся рассмотрением пространств 
действительных функций одной действительно!! переменно!!. 

2. Множество всех непрерывных функций, определенных 
на некотором отрезке, является линейным пространством. 

Расстояние между элементами х и у (функциями х (t) и у (t)) 
этого пространства определяется равенством р (х, у)= 

= max 1 х (t)-у (t) 1· Нулевым зле.ментом служит здесь 
функция, тождественно равная нулю на отрезке, поэтому 

норму можно определить как 11 х llc = max 1 х (t) 1· 
Пространство непрерывных функций с определенной выше 

метрикой и нормоll называют пространством С. Если хотят 
подчеркнуть, что речь идет о функциях, определенных и 

непрерывных на отрезке [а, Ь], то пишут С1 а, ь~· При изуче
нии тригонометрических рядов Фурье приходится иметь дело 
с пространством непрерывных периодических функций, ко
торое обозначают СР10. 2"1 или СР10. 111 в зависимости от от
резка опредеJ1ения и периода. 

Сходимость по норме в пространстве С последоватеJ1ь
ности {хп} к элементу х0 означает стремление к нулю рас
стояния IJ Хп - х 11 = max 1 Хп (t) - х (t) \. Таким образом, сr1ль
ная сходr1.мость в пространстве С означает обычную 
равно.мерную сходимость. 

3. Множество всех непрерывных функцИй, имеющих не
прерывные производные до порядка k (k ~ 1) включительно, 
является линейным нормированным пространством С1(~~ьJ, 
если расстояние между элемент?.~~ х (t) и у (t) определить 
равенством 

k 

р (х, у)= max ~ / x<s> (t) - y<s> (t) /, 
a~t:s;; Ь s=O 

При этом 
k 

\\xl/c<k1 = max ~ 1 x<s> (t)/. 
s-o 

Х(О) (t) = Х (t), 
у<о> (t) =У (t). 
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Сильная сходимость в пространстве С/:~ь/ означает рав
номерную сходимость последовательности функций и после

довательностей, составленных из производных до k-го по
рядка включительно. 

4. Множество суммируемых функций на данном отрезке, 
т. е. таких измеримых функций х (t), для которых интеграл 

ь 

~ 1х(t)1 dt 
а 

существует и конечен, образует пространство L. Расстоя
ние между элементами х, УЕ L определяется равенством 

ь 

р (х, у)=~ 1 х (t)-у (t) 1 dt. Нулевы.м эле.мен.том является 
а 

здесь функция, равная нулю почти всюду, т. е. эквивалентная 
тождественному нулю. Нор.ма элемента хЕ L может быть 
определена так: 

ь 

11хlli=~1 х (t) 1 dt. 
а 

В пространстве L нет возможности различать эквивалент
ные между собой функции, ибо расстояние между ними равно 
нулю. Функции, отличающиеся лишь на множестве меры нуль, 
считаются здесь тождественными. Иначе говоря, элементом 
пространства L является не отдельно взятая суммируемая 
функция, но целый класс функций, совпадающих между со

бой почти всюду. 

Всякая функция, принадлежащая пространству С, сумми
руема, т. е. принадлежит также и пространству L. Однако 

включение Се L, справедливое, если рассматривать С и L 
просто как два множества функций, не верно, если речь идет 
о функциональных пространстнах. Действительно, для одной 
и той же функции х (t), принадлежащей как к С, так и к L, 
ее норма как элемента пространства С отлична от ее же 

нормы как элемента L, 11 х llc '*- 11 х lli· Точно так же расстояние 
между двумя функциями в пространствах С и L будет различно. 

5. К пространству L9·, с которым мы уже сталкивались 
в § 7, относятся фую~ции с су.ммируе.мы.м квадратом, 
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т. е. такие измеримые функции х (t), для которых · интеграл 
ь 

~ х2 (t) dt конечен. Расстоянием между элементами х, УЕ L 9. 
а 

называется 

ь t 

р (х, у)=(~ [x(t)-y(t)]'idt}2; 
а 

нулевым элементом, как и для L, служит функция, равная 

нулю почти всюду. Соответственно этому норма в пространстве 
L 2 определяется так: 

ь 1 

//xllL•= ( ~ 1 x(t) /11dt) 2 . 
а 

Отсюда ясно, что сильная сходимость последовательности 
в пространстве L2 означает сходимость в среднем. 

В пространстве [9. также не различаются эквивалентные 
между собой функции. Если рассматривать пространство L 9 

как линейное, а его элементы как векторы, то для х, yEL9. 
можно определить скалярное произведею~е равенством 

ь 

(х, у)=~ х (t)y (t) dt. 
а . 

Таким образом, элементы L2 называются ортогональными 
(см. § 7), если их скалярное произведение равно нулю. Точно 
так же функция нормирована, если ее норма равна единице, 

причем норма элемента играет роль длины вектора. 
Ряд Фурье фумцш~ xEL2 по полной ортонормирован

ной системе {ч~п (х)} представляет собой аналог разло
жения вектора по декартовому базису в эвклидовом 
пространстве. Коэффициенты Фурье являются ортогональ
ными проекциями вектора х на соответствующие коорди

натные векторы tfп· 

6. Для любого р ~ 1 можно определить пространство 
[Р фующий, интегрируемых с р-й степенью. Расстояние 
между элементами х, yELP определяется равенством 

ь 1 

р (Х, у)= ( ~ 1 Х (t) - у (t) jP dt) Р 1 

а 
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а норма - равенством 

" 1 
\\x\\Lp= ( ~ 1x(t)1 Pdt) Р". 

а 

Сильная сход11мость в [Р означает сход11мость в сред
нем р-й степени. При р < q функции, принадлежащие U, 
принадлежат также и [Р. Поэтому если рассматривать [Р и 
Lq как множества фующиlt, то справедливо включение U с LP. 
Однако это включение не rtмеет Mttma, если иметь в виду 
функциональные пространства, поскольку нормы функциt!, 
как элементов различных пространств, различны. 

Рассмотренные в пп. 3, 4 пространства L и L"' являются 
частными случаями пространств [Р при р = 1 и р = 2. 

Напомним, что в п. 4 § 6 сходимость в среднем р-й сте
пени была определена для любых показателей р >О. Однако 
пространства LP при О <Р < 1 обычно не рассматриваются, 
так как они не являются метрическими пространствами. Дейст
вительно, для расстояния 

ь 1 

р (Х,у) = {~ 1 Х (f) - у (f) JP dt} Р 
а 

при О <Р < 1 нарушается неравенство треугольника. 
Функция х (t), определенная на отрезке [а, Ь ], назыиается 

существенно ограниченной, если найдется та1<ое число N, 
что неравенство 1 х (t) 1 ~ N выполняется для почти всех t. 
Нижнюю грань таких чисел N называют существенной 
верхней гранью функции х (t) на [а, Ь] и пишут 

inf N = sup vrai х (t). 
а:;;;; t:;;;; 11 

Множество существенно ограниченных фун1<ций с метри
кой 

р (х, у)= sup vrai 1 x(t)-y (t) 1 
а,,;;; t:;;;; Ь 

называют пространством М существенно ограниченных 

функций. 
Каждая из функций, входящих в пространство М, при

надлежит также любому из пространстн [Р при любом р ~ 1. 
Однако, как и выше, о вкЛючении Мс LP говорить нельзя, 
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так как дJ1я одной и то!! же функции f ее нормы п прост-
ранствах М и [Р будут различны. . 

Сильная сходимость в М означ:l.еm равно.мерную схо

димость поч,ти всюду. 
Можно рассматривать также пространство V фуюсцr1й 

о_гранич,енной вариации, если расстояние определить равенст~ 

вом 

ь 

р(х, у)= V (х-у). 
а 

Пространства М и V будут нормированными, если для 
элемента х опредеJшть норму равенствами 

11 х llм = sup vrai 1х(t)1. 
а :S;,.t ""'- ь 

ь 

llx llv= V (х). 
а 

Пусть х (t) - измеримая функция, определенная на от
резке [О, 1]. Построим множество Е.х та1<их деllствительных 
чисе.1 е, что множество точек tE [О, 1 ], для которых 
1 х (t) / > е, имеет меру, не превосходящую е. Множество Е.х 
во всяком случае содержит число е = 1, а потому не пусто. 
Введем обозначение е0 (х) = inf Е.х. Множество S всех функ
циll, измеримых на [О, 1 ], будет метрическим пространством, 
если определить расстояние между элементами х, yES ра
венством 

р(х, у)=е0 (х-у). 

Пространство S называют пространством из.меримых 
фуюсцr~й. Его называют также пространством сходи.мости 
по .мере, так как сходимость в пространстве S озна<tает 
сходимость по .мере. 

Пространство S, в отличие от всех рассмотренных выше 
пространств, н е н о р м и р уем о, т. е. в нем нельзя ввести 

норму 11 x/ls так, чтобы сходимость по это!! норме была эк
вивалентна сходимости по мере. В частности, е0 (х) нельзя 
принятh за норму, - поскольку для это!! функции нарушена 

аксиома б). Отметим, что все рассмотренные пространства С, 
c(k>, [Р, v, м, s являются полными пространстшiми. . 
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7. С функциональными пространствами тесно связаны 
простран.ства последовательностей, нормы и расстояния 
в которых определяются аналогично нормам и расстояниям 

в соответствующих функциональных пространствах. Так, для 
элемента х = {хп} имеем в простран.стве сходящихся 
числовых последовательностей 

llxllc= sup lxnl· 
1:::::; n< со 

В пространстве /Р (р ~ 1) последовательн.остей со схо
дящейся суммой р-х степеней для элемента 

х= {хп}ЕZР 

со 1 

llx\~p=(~ lxnlP)P"; 
n=\ 

в простран.стве т ограничен.н.ых последовательн.остей 

llx llm = sup 1Хп1· 
1 E;n<co 

Заметим, что всякая сходящаяся последовательность ог
раничена, так что все последовательности, входящие в с, 

входят также и в т. Более того, нормы в с и т совпадают, 
поэтому имеет место включение с с т. 

Особо важную роль играет пространство / 2 с нормой 

и метрикой 

р(х, У)=1/ ~ (хп-Уп)2 • 
n=I 

Из этих формул видно, что простран.ство ! 2 является 
простейшим естественн.ым ан.алогом п-мерн.ого эвклидова 
простран.ства, рассмотренного в § 8. Пространства с, т, 
/Р (р ~ 1) - полные. 

Теорема Рисса - Фишера (см. § 7) устанавливает взаимно 
однозначное линейное соответствие между пространствами /2 

И L 2: каждой функции из L 2 став и rся в соответствие после-
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довательность ее коэффициентов Фурье по данно~! полно~! 
ортонормированно~~ системе со сходяще~!ся суммо~~ квадратог1 
и наоборот; при этом сумме двух функци~! и произведению 

функции на число соответствует сумма последовательносте~! 

и произведение последовательности на число. В силу равен
ства Парсеваля нормы соответствующих элементов из L2 и l 2 

равны между собо~!, т. е. мы имеем взаr~мно однозначное 
л11нейное отображение с сохранением расстояния. Такое 
отображение называется изометричным. Таким образом, 
пространства L2 rr l 2 изометричны. 



ГЛАВА 11 

ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ И ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

§ 1. Вводные замечания 

При изучении того или иного математического вопроса 
(как чисто теоретического, так и прикладного) часто оказы
вается весьма полезной замена с определенной степенью точ

ности рассматриваемой функции другой, n известном смысле 
более простой, более конкретной функцией. 

Пусть на отрезке [а, Ь] действительной оси заданы не
которая функция f (х) и некоторый класс @) «простых» 
функций. 

В настоящей главе мы будем изучать такие функции 
g(x) Е Ф, ·которые или в каком-то смысле (которыfl всегда 
будет точно указываться) будут иметь что-то общее с функ-
1щей f (х) (интерполирование функций), или будут «достаточно 
мало» отличаться от функции f (х), или будут «наиболее близ
кими» к функции /(х) по сравнению с другими функциями 
класса Ф (приближение функций). В случае, когда достаточ
но хорошо изучены определенные сЕойства фующий класса @) 
и характер приближения ими фующии ! (х), можно исследовать 
некоторые свойства самой фунющи f (х), рассматривая при
ближающие ее функции класса @). В численных методах и 
расчетах данная функция f (х) заменяется обычно определен
ными функциями соответствующего класса (Sj, которые более 
удобны при «вычислениях» в самом широком сrlысле этого 
слова, т. е. для которых имеются уже 1·отовые таблицы, про

граммы вычисления их значений или такие, которые рацио

нально вычислять с помощью машины. 

Задачи указанного вида встречаются уже при первом 
знакомстве с м;~тематическим анализом. Пусть, например, на 
интервале (а, Ь) задана функция f (х), имеющая в точке 
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х0 Е {а, Ь) п вроизuодных (п - фиксированное наiуральное 
число). Требуется на~!ти многочлен Р(х) степени не выше п, 
который uместе со своими производными до порядка п вклю

чительно в точке х0 сов11адал бы с соответствующими значе
ниями функции / (х) и ее производных: 

p<k>(x0)=J<k>(x0), k=O, 1, •• " п*). (1.1) 

Таким образом, в этом конкретном случае класс @ состо
ит из всех многочленов степени не nыше п, а то общее, что 
имеют функции класса @; с данной функцией/ (х), выражается 
формулами (1.1). Ка1( хорошо известно, такой многочлен Р(х) 
всегда существует, единстuен и образует главную часть фор
мулы Тейлора порядка п в точке х0, т. е. 

/' (Хо) рп1 (Хо) п 
Р(х)=/(х0)+-11-(х-х0)+ ... +-п-! -(х-х0). (1.2) 

Отметим также, что многочлен (1.2) дает решение еще 
одной важной задачи. Именно, среди ucex многочленов степе
ни не выше п он наилучшим образом приближает заданную 
функцию /(х) 11ри х, стремящемся к х0• Более подробно и 
точно это означает следующее: с одной стороны, для много

члена Р(х), задаваемого формулой (1.2), имеет место равенство 

/(х) - Р (х) =о ((х - х0)п), (1.3) 

при х-х0, 

а с другоtl стороны, не существует многочлена степени не 

выше п, отличного от многоч~ена (1.2), которыtl обладал 
бы своtlством (1.3). 

§ 2. Интерполирование функций многочленами 

2.1. Простейшая интерполяционная задача. Интерполя
ционные многочлены Лагранжа и Ньютона. Пусть на от
резке [а, Ь] задана деtlствительная функция /(х) и фиксиро
ваны т+ 1 значениtl аргумента х1, i= 1, 2, "., т, т+ 1: 

Xi <х11<· "<хт+~· (2.1) 

*) Символом ч~101 (х) обоэначае1си, как обычно, сам11 рассма1ри
ваемая фующия Ч' (х). 
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Одна из простейших интерполяционных задач состоит в отыска
нии многочлена Р(х) не выше некоторой степени п, который 
при указанных значениях аргумента (узлах интерполяции) при
нимает те же значения, что и заданная функция, т. е. имеют 

место равенства 

k = 1, 2, . "' т + 1. (2.2) 

Такой м~tогочлен Р(х) называется интерполяционным .мно
гочленом, интерполирующим функцию /(х) в данных узлах 
интерполяции. 

В дальнейшем совокупность всех многочленов степени не 
выше п, т. е. совокупность всех функций вида 

Р (х) = а0 + а1х +. . . + anxn, (2.3) 

где а1 - действительные числа, i =О, 1, 2, ... , п, будем 
обозначать через ~n' п =О, 1, 2 , ... 

Для того чтобы исследовать вопрос о существовании 
многочлена · Р(х) Е ~n• удовлетворяющего условиям (2.2), 
возыiем многочлен Р(х) Е ~п вида (2.3) с неопределенными 
коэффициентами а;, i =О, 1, ... , п, и подставим его в систему 
(2.2). Мы получим систему т + 1 линейных уравнений с п + 1 
неизвестными а0, а1, ••• , an: 

ао + а1Х1 + ... + anx~ = /(Х1), } 
(2.4) 

ао+а1Хт+1+ •.. +aпx::i+i =/(Хт+д· 

Отметим, что определитель, составленный из коэффици
ентов этой системы в первых k строках и первых k столб
цах, является определителем Вандермонда *) W(x1, ••• , xk), 
который в данном случае не равен нулю, ибо все узлы 
интерполяции различны. Поэтому ранг матрицы коэффи
циентов системы (2.4) равен наименьшему из двух чисел 

т + 1 и п + 1 (т + 1 - число строк, а п + 1 - число сто11б
цов этой матрицы). Если т > п, то система (2.4), вообще 
говоря, не имеет решения. Если т = п, то решение системы 
(2.4) всегда существует и притом единственное. Если же 
т < п, то существует бесчисленное множество решений си
стемы (2.4). Таким образом, минимальное натуральное чис110 
п, для которого разрешима интерполяционная задача (2.2) 

*) См. СМБ, Высшая алгебра, гл. 1. 
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при условии, что Р(х) Е ~п• должно быть не меньше, чем 
уменьшенное на единицу число узлов интерполяции, т. е. 

должно быть п ~ т. 
Указанный метод позволяет, очевидно, не только доказать 

существование (и единственность в случае т = п) интерпо
ляционного многочлена, но и фактически найти его; для этого 

достаточно решить систему (2.4). 
Обозначим через Р(х) интерполяционный многочлен, 

удовлетворяющий системе уравнений (2.2). Можно показать 
(например, решая систему (2.4)), что при п = т этот мно
гочлен, называемый в этом случае r1нтерполя1{ионны.м .мно

гочленом Лагранжа, может быть записан в виде 

Р(х)= 
п 

- '\'1 ( ) (Х-Х1) (Х-Х2) ... (x-xk-1) (Х-Хk+д ... (Х-Хп+д 
- 6',, f Xk (Xk-X1)(Xk--X2) ... (Xk-Xk_i)(xk-Xk+1) ... (Xk -Хпн) • 

k=O 

(2.5) 

Впрочем, то, что написанное выражение является многочле

ном степени не выше п и удовлетворяет условиям (2.2), лег
ко проверяется непосредственно. 

Пусть теперь у функции /(х) на отрезке [а, Ь] сущест
вуют производные до порядка п + 1 включительно, тогда 
существуеr точка ~ Е (а, Ь) такая, что 

. рnн1 (е) 
j (х) = Р(х) + (п + l)I (x-xi) (х - х11) ••• (х -Хп+1), 

где Р(х)- интерполяционный многочлен (2.5). 

и 

Полагая для краткости 

111 (х) = (х - х1)(х - х11) ••• (х - Хп+~), 
pn+il (е) 

R (х)= (п+ !)! 111(х) 

Мп+1'(а, Ь)= sup l/(n+t) (х) 1, 
а~х:=:ь 

имеем оценку для погрешности при интерполировании функ

ции / по формуле (2.5): 

1R(х)1 ~ M(;~ai)IЬ) max 1111 (x)I. 
а==;х=s;ь 



110 ГЛ. 11. ИНТЕРПОЛИРО8 ... НИР. И ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНЮJ.ИЙ [ 2.1 

Из этой формулы видно, что если мы хотим уменьшить 
поrре)-llНОсть при рассматриваемом интерполировании, то для 

этого достаточно так выбрать узлы интерполяции х1, •• ;, Хп+~ 
на отрезке [а, Ь ], чтобы величина max / w (х) / уменьшилась. 

а~х~Ь 

Отметим, что в случае а= - 1, Ь = 1 многочлены w (х), для 
которых max / w (х) / достигают наименьшего значения, на

а~х~ь 

зываются мн.огочлен.амll Чебышева (см. п. 3.4); они 
могут быть записаны в следующем виде: 

l 
Тп+~ (х)= 2п cos (п + 1) arccos х, n=O, 1, 2, ... *). 

Отметим, что корни многочлена Чебышева Тп (k) простые, 
лежат в инrервале (- 1, 1) и задаются формулой 

(2k- 1) 1' 

xk,n = cos 2п ' k= 1, 2, •.• , п; n=1, 2, ••• 

При этом между двумя соседними корнями xk.n и xk+t,n 
многочлена Тп (х) находится один и только один корень много

члена Тп-~ (х), п = 1, 2, ... 
Этим объясняется тот факт, что при интерполировании 

на отрезке [- 1, 1] в качесп1е узлов интерполяции оказывает
ся выгодным брать точки xkn> т. е. нули многочлена Чебы
шева Тп+~ (х), так как при этом w (х) = Тп (х). В случае 
произвольного отрезка [а, Ь] с той же точки зрения выгодно 
брать в качестве узлов интерполяции точки, которы~ полу
чаются из нулей соответствующего многочлена Чебышева 
при подобном отображении отрезка [- 1, + 1] на отрезок 
[а, Ь] (см. об интерполяции с узлами Чебышева также в п. 2.4). 
Более подробно о многочленах Чебышева см. СkШ, Матема
тический анализ (функции, пределы, ряды, цепные дроби), 
гл. х, § 15. 

Укажем теперь другой вид записи интерполяционного мно
гочлена Лагранжа Р(х) для частного случая равноотстоящих 

Ь-а . + . узJюв, т. е. когда Х;-х1_1 =-п-, t=2, 3, ... , п 1, 

х1 =а, Xn+t = Ь. Для этого предварительно напомним понятие 

*) Следует иметь в виду, что часто многочленами Чебышева 
называют также многочлены Т11 (х) = cos п arccos х, п = 1, 2, ." 
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разностей Д~k) (х, f) функции /(х) с шагом h. Пусть h ~ неко
торое фиксированное число; тогда по определению 

д~> (х, /) = /(х), 
дh(х, Л=д~>(х, Л=f(x+h)-f(x), 

k+I 
Д~k+ 1 > (х, Л = дh (х, Д~k> (х, j)) = ~ (- 1 )k-lн С~+1/(х + jh). 

J=O 

Последняя формула проверяется по индукции. Отметим, что и, 
обратно, значения функции f(x) в точках х + kh (k =О, 1, " . 
• • . , п) выражаются как линейные комбинации последователь
ных конечных разностей в начальной точке х: 

k 

f(x+kh)= ~ СtЛ~(х, Л. k=O, 1, .", п. 
J=O 

Пусть теперь ·на отрезке [а, Ь] выбраны равноотстоящие 
. узлы интерполяции: 

k=l,""п+i, h=b-a 
п . 

Тогда интерполяционный многочлен Р(х), удовлетворяющий 

условиям (2.2) (при т = п), может быть с помощью раз
ностей записан в виде 

п (k) 
р ( ) - "'\' дh (а, /) (х"-а) (x-a-h) ". [x-a-(k-1) h) (2 6) 

х - ~ hli kl • • 
k=I 

Интерполяционный многочлен, записанный в виде (2.6), на

зывается ин.терполяцион.н.ым многочлен.ом Ньютона. 

В случае равноотстоящих узлов интерполяции интерпо
ляционный многочлен Ньютона оказывается обычно более удоб
ным для вычислений, чем интерполяционный многочлен Лагран

жа. Это связано, в частности, с тем, что если добавляется 
один узел интерполяции при сохранении прежних (тем самым 
уnеличивается на h и отрезок, на котором производится 
интерполирование), а степень интерполирующего многочлена 
увеличивается на единицу, то в формуле (2.6) добавляется 
просто одно слагаемое, тогда как интерполяционный много

член Лагранжа в этом слу 11ае надо весь пересчитывать заново. 
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Впрочем, и в общем случае произвольно расположенных узлов 
интерполяционному многочлену Р(х) можно придать такой 
вид, что будет сохраняться указанное свойство (см, например, 
[7], стр. 60- 62). 

Естественным обобщением рассмотренной задачи является 
следующая: пусть на отрезке [а, Ь] задана система п ли
нейно независимых непрерывных функций qi1 (х), qi11 (х), ... 
• . . , Ч>п (х). В качестве функций, с помощью которых мы бу
дем производить интерполяцию, возьмем функции вида 

q> (х) = Л1qi 1 (х)+ ••• + АпЧ>п (х). 
Интерполяционная задача для данной функции / (х), опре

деленной на отрезке [а, Ь] при заданных узлах интерполяции 
х1 , ••• , Хп, состоит в отыскании таких чисел Л1, ••• , Лп, чтобы 

i= 1, 2, ... , п. 

Пля того чтобы эта интерполяционная задача имела, и 
притом единственное, решение для любой функции /(х}, 
необходимо и достаточно, чтобы определитель 

q>1 (xi) q>g (х1) ... Ч>п (xi), 

D ( Ч>1• • • • ' Ч>п) = q>~ (~2>_ q>~ (~g>. • ·: Ч>п (Xg), 

Ч>1 (хп) q>g (хп) • • • Ч>п (хп) 

был отличен от нуля в случае, когда все х1 , ••• , Хп попарно 
различны. Это условие эквивалентно тому, что всякий «Обоб
щенный ПОЛИНОМ» 

qi'(x) = Л 1 q>1 (х) + " . + АпЧ>п (х), 
тождественно не равный нулю, обращается в нуль на отрезке 
[а, Ь] не более чем в п - 1 различных точках. Такие систе
мы функций называются чебышевскими (ер. п. 7.3). 

Так как определитель D (1, х, х2, ••• , xn-1) является 
определителем Вандермонда, то он удовлетворяет указан
ному требованию и, значит, система степеней 1, х, ... , хп-1 

является чебышевской. 
В следующем пункте мы рассмотрим задачу интерполи

рования функций в случае, когда функции Ч>i (х) являются 
тригонометрическими, точнее, синусами и косинусами крат

!ЩХ дуг. 
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2.2 Интерполирование тригонометрическими многочле
нами. Функция вида 

п 

Т(х)=ао+ ~ ak cos kx+ьk sin kx, 
k=I 

а~+ ь~ >о, (2.7) 

называется тр11гонометрическим многочленом степени п. 

С помощью комплексных чисел его можно записать в виде *) 
п 

Т(х)= ~ ckeikx, ck= c_k, k= О, -+-1,-+- 2, ... ,-+- п. 
k=-n 

Совокупность всех тригонометрических многочленов сте
пени выше п обозначим через ~п· 

Пусть теперь задана периодическая периода 21t **) функ
ция /(х), и пусть фиксированы узлы интерполяuии х0, х1 , 

, х2т, причем Xj1 -х12 ;;/=- 2k1t при j 1 ;;/=-jg, k-целое. 
Тригонометрический многочлен Т (х) такой, что 

T(x1)=f(x1), j=O, 1, ... ,2т, (2.8) 

называется llHmepnoляЦllOHHЫ.At многочленом, интерполирую

щим функцию /(х) в узлах х1 (j=O, 1, "., 2т). При п~т 
в классе Хп всегда существует интерполяционный много
член, удовлетворяющиtl условию (2.8), причем в случае 

т = п он единствен и может быть записан в виде 

(2.9) 
Т(х) Е Хп· 

Иногда оказывается полезной интерполяция с помощью 

тригонометрических многочленов, не содержащих синусов или 

*) Напомним, что eit = cos t + l sin t. 
**) В случае периодических функций с периодом 2/ в настоя

щем пункте и в дальнейшем для формулировки соответствующих 
результатов следует лишь сделать динейную замену переменных 

'lt 

х-._ Т t. 
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косинусов кратных дуг, т. е. либо с помощью многочленов 
вида 

Т(х)=а0 +а1 cos х+," +а11 cos пх, (2.10) 

являющихся, очевидно, четными функциями, либо с помощью 
многочленов вида 

Т(х)=Ь1 siп х+ ... +ь11 sin пх, (2.11) 

являющихся, очевидно, нечетными функциями. Для разрешимости 
интерполяционной задачи с помощью многочленов вида (2.1 О) 
следует задавать т + 1 узлов интерполяции х1, j =О, 1, ... 
. . . , т, т ~ п, причем х11 -+- х11 '# 2p7t, j 1 '# j,, р - целое. 
Если т = п, то тригонометрический многочлен вида (2.1 О), 
удовлетворяющий условиям 

j=O, 1, ... , п, 

единствен и его можно записать в виде 

Т(х)= 

п (cosx-cosx0) ." (cosx-cosxk-l)(cosx-cosxk+i> ." (cosx-cosx11) 

= ~ (COSXk-COSXo). "(COSXk-COSXk-l)(cosxk-cosxk+i>" .(cosxk-COSXп) f(xk>· 
k=O 

Аналогично для разрешимости интерполяционной задачи 
с помощью многочленов вида (2.11) следует задавать т уз
лов интерполяции х1, j= 1, 2, ... , т, х11 -+- Xj9 '# 2p7t, 
j 1 -::р j,, р - целое, где снова т ~ п. Если т = п, то триго
нометрический многочлен оида (2.1.1), удовлетворЯющиlt усло
виям 

j= 1, 2, ... ' п, 

единствен и его можно записать в виде 

Т(х)= 

п sln x(cos x-cos х1), •• (cosx- cosxk-l)(cosx-cosxk-1-t! ••• (cosx-cosx11) 
= ~ . ( ) )( . f(x,,). 
k=lsшxk cosxk-cosx1 ."(cos.~k-cosxk-1 cosxk-cosxk+l)".(cosxk-cosx11 J 

Из сказанного видно, что при интерполировании триго
нометрическими многочленами, так же как и при интерполиро

вании алгебраическими многочленами, задача об интерполяции 
функции имеет единственное решение в CJ1y 11ae, когда чиsло 
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узлов интерполяции совпадает с числом коэффициентов у ис

комого интерполирующего многочлена. 

Отметим еще случа/.1 равноотстоящих узлов интерполяции 

2j7t . о 1 2 2 
xk = 2п + 1 ' J = ' ' ' ... ' п. 

В этом случае тригонометрически/.1 многочлен, удовлетворя

ющий условиям (2.8), при т = п может бы rь записан в виде 

1 ~ siп 2ni 1 (x-xj) 

Т(х)=2п + 1 "'-. f(xk) . х-х · 
j=O SIП~ 

Если же его записать в «Канонической форме» (2.7) 

11 

Т (х) = а0 + ~ (ak cos kx + bk siп kx), 
k=I 

то для коэффи1щентов ak и Ь k имеют место формулы 

211 

ао=2п~ 1 ! Лх1), 
l=O 

211 

ak = 2п.~ 1 !/(х1) cos kx1, 
l=O 

211 

bk = 2п ~ 1 !Лх,) siп kx1• 

1=0 

2.3. Общие интерполяционные задачи. Формула Эрмита. 
При интерполировании функции / (х) многочленами с фик
сированными узлами интерполяции можно требовать, чтобы 

в тех или иных узлах совпадали не только значения функции 

со значениями интерполирующего многочлена, но и значения 

некоторых производных / (х) с соответствующими значениями 
производных указанного многочлена. Рассмотрим одну и:~ 
задач подобного типа. 
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Пусть заданы s узлов интерполяции х1, ••• , Xs, натураль
ное число п и s натуральных чисел а1 , ••• , as таких, что 

Требуется найти многочлен Р(х) возможно наименьшей сте
пени такой, что 

(2.12) 

т=О, 1, . .. , ak-1, k= 1, 2, ... ' s. 

При этом если какое-либо а1 > l, то соответствующий 
узел Х; называется кратным узлом интерполяции кратности 

а.; (при а;= 1 узел Х; называется простым). Сформулиро
ванная задача (называемая обычно задачей Эрмzzта), является, 
очевидно, прямым обобщением задачи, рассмотренной нами 

в п. 2.1, которая получается отсюда при а.1 = ... = a.s = 1, 
s=п+ 1. 

Задача Эрмита всегда имеет решение и притом единствен
ное. Чтобы написать формулу для этого решения, введем 
следующее обозначение: 

s 

О (х) = IJ (х- х,)"•· (2.13) 
•= 1 

1 (x-x;)ai 
Разложим, далее, рациональную функцию kТ 12 (х) , регу-

лярную в окрестности точки х1, в ряд Тейлора и обозначим 
через l;k (х) сумму тех членов этого разложения, у которых 
степени множителя х - х i не превышают а; - k - 1. Оче
видно, l;k (х) - многочлен степени не выше чем а.; - k - l. 

Многочлен наименьшей степени, удовлетворяющий усло
виям (2.12), имеет степень, не большую чем п, и называется 
обычно эрмzzтовым интерполяционным многочленом. Он 
может быть записан в виде 

Другие формы записи этого многочлена можно найти, 
например, в [ 4 ]. 
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Отметим частный случай этой формулы при а1 =а~= 
= .. , = as = 2. Полагая 

s 

w(x)= ]J (х-х,), (2.15) 
•=l 

получим 

,f s 

Р(х)= ~ f(xk)Ak(x)+ ~ /'(xk) Bk(x). 
k= 1 k= 1 

Возвращаясь к задаче Эрмита в общем СJ1учае, отметим 
запись интерполяционной формулы с остаточным членом для 

функции / (х), определенной вместе со своими производными 
до порядка п + 1 . включительно на отрезке [а, Ь ]: 

11пн1 (е) 
/(х)= Р(х) + (п +\)!О (х), 

здесь Р(х) определяется формулой (2.14), а О (х) - форму-
лой (2.13). ' 

2.4. Сходимость интерполяционных многочленов. В на
стоящем пункте мы рассмотрим вопрос о сходимости после

доватеJ1ьности интерполя~tионных мноrочJ1енов к интерполи

руемой функции при увеличении числа узлов. НаибоJ1ее про
стой ответ получается для целых функции *). 

Теорем а 1. Пусть фун.tсцuя /(х)- целая. Пусть, 
далее, фиtссuрован. н.еtсоторый tсон.ечн.ы й отрезоtс [а, Ь ], 
н.а tсоторо.11 для tсаждого k = 1, 2, ... заданы узлы uн.тер
поляцшt x 1k, ..• , Xnkk соответствен.но tсратн.ости a1k, ••• , 

*) Напомним, что функция f (х) называется целой, если она 
со 

раскладывается в степенной ряд/ (х) = ~ ап~. сходящиiiся 11ри лю
n=U 

бых значениях х. 
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a.nkk• и пусть Pk (х)- интерполяционный многочлен. такой, 

что 

j= 1, 2, ... , пk, k= 1, 2, ." 

Тогда, если при k - оо число узлов llн.терполяции н.е
ограшсчен.н.о растет, т. е. п1е - оо, то последовательность 
Pk (х) равномерно сходится н.а отреЗ!fе [а, Ь] к фун.к
Цllll f(x). 

Отметим, что для функции, про которую только известно, 
что она непрерывна, вообще говоря, нельзя гарантировать 
сходимость к не~! последовательности ее интерполирующих 

многочJ1енов при увеличении числа узлов. В качестве примера 
подобного утверждения отметим следующую теорему. 

Теорем а 2 (С. Н. Б е р н шт ей н). Пусть Pn (х)
ин.терполяцион.н.ый многочлен., z~н.терполирующий функ
цию \х [ на отрезке [-1, 1] в п равноотстоящих узлах 
(см. п. 2.1). Тогда последовательность многочленов Pn (х) 
не сходится 1е функцш1 1 х 1 н.ri в одной точке отрезка 
[-1, 1), 1ероме точе1е-1, О, 1, в которых сход11тся 
к соответствующzсм значениям 1 х \. 

Другие отрицательные результаты, относящиеся к вопросу 
сходимости интерполяционных процессов, можно найти, на

пример, в [ 7), [ 11 ]. Мы же рассмотрим зn.есь, наоборот, 
некоторые из положительных результатов этого направ

ления. 

Пусть на отрезке [а, Ь] заданы п точек 

Положим 

l ( ) "'(х) 
k Х = ro' (xk) (х - xk) ' 

n 

Лn (х)= ~ .\ lk(x) \, 
k-1 

лn = max лn (х), 
а==:::х::::=ь 

k = 1, 2, . ". п *), 

*) Символ ro (х) 011рсделсн в (2.15). 

(2.16) 
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lk (х) суть многочлены степени п - 1 такие, что 

{ О, если i =F k, 
lk(X;)= . 

1, если t=k. 
(2.17) 

Многочлены lk (х) обычно называются фундаментальны.ми 
относительно системы п узлов. Они однозначно определяются 
системоlf (2.16) и свойством (2.17). 

Очевидно, что интерполяционный многочлен Лагранжа 
Р(х) с узлами интерполяции х1 , ••• , х11 в обозначениях (2.17) 
принимает вид 

п 

Р(х)= ~ f(xk)Zk(x). (2.18) 
k=l 

Отметим, что характер поведения функции Лп (х) играет 
существенную 'роль в вопросах сходимости интерполяционных 

процессов. 

Для формулировки дальнейших результатов дадим еще 

одно определение: пусть функция /(х) определена на отрез
ке [а, Ь ]. Величина 

Е~ (/) = inf sup 1 /(х) - Р (х) J 

п Р(х)Е~пхЕ[а, Ь] 

называется наилуч,ши.м приближением функции f (х) много
членами степени не выше п *). 

Класс функций, определенных и непрерывных на отрезке 

[а, Ь] вместе со своими производными до порядка k вклю
чительно (k=O, 1, 2, ... ), будем обозначать через Ck [а, Ь]. 
При k=O будем вместо Со [а, Ь] писать просто С[а, Ь]. 

Теорем а 3. Пусть f(x) Е С [а, Ь], х0 Е [а, Ь], rr пусть 

Jim Лп {х0) Er.11 (j) =О. 
п-+ оо 't'n-1 

Тогда ecлri интерполяционные .многоч,лены Лагранжа 

Рп (х) Е ~~n-t• п = 1, 2, ... , интерполируют функцию f(x) 
в узлах (2.16), то 

lim P11 (x0)=f(x0). 
n-+~ 

*) Подробнее о наилучших приближениях см. в § 3, 
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Теорем а 4. Пусть f(x) Е С [а, Ь], D-некоторое 
подмножество отрезка [а, Ь], !-Ln = sup Лп (х), ll пусть 

xED 

lim f-LпЕт (f) = О, 
п-+ оо 'Pn-1 

тогда последовательность интерполяt{rtонных многочле

нов Лагранжа Р п (х) Е 1~n-I• интерполирующих функцию 
/(х) в узлах (2.16), равномерно на множестве D сходится 
к функции /(х). 

Следствие. Пусть функцrrя /(х)Е С[а, Ь] и 

lim ЛпЕш (f)=O; 
п -+оо +'n-1 

тогда последовательность интерполяционных многочленов 

Лагранжа Рп (х) Е ~~n-I• интерполирующих функцию f(x) 
в узлах (2.16), равномерно сходшпся на отрезке [а, Ь] к 
фун.кциrr /(х). 

Таким образом, грубо говоря, чем медленнее рост вели
чин Лп (х) (соответственно Лп), тем шире класс функций, для 
которых имеет место сходимость интерполяционного про

цесса. 

Рост величин Лп оценивается следующим образом: при 
любом выборе узлов интерполяции (2.16) имеет место нера
венство (С. Н. Бернштейн - Г. Фабер) 

ln п 
Лп> ,r- • 

8 r 1t 

С другой стороны, если в случае отрезка [-1, 1) за 
узлы интерполяции взять узлы Чебышева (см. п. 2.1) 

2k+ 1 
Xk=COS--т,z-'lt, k=O, 1, ... , п-1, (2.19) 

то (Бернштейн С. Н.) 

п=l, 2, .•. 

Эти два неравенства показывают, что если в качестве 
узлов интерполяции выбрать узлы Чебышева, то мы получим 
наименьший порядок роста величины Лп. 

Используя результаты теории наилучших приближениll 
функций (см. § 3), из сформулированных выше результатов 
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можно получить различные критерии сходимости интерполя

ционных процессов. Предuарительно напомним еще одно важ
ное понятие. 

ilля всякой функции / (х), определенной на некотором 
множестве Е, функция 

w (8; /) = sup [/ (х')- / (х")], х' ЕЕ, х' ЕЕ*), 
р (х', х") """о 

определенная для любого 8;::,: О, называется модулем непре
рывности функции /(х). 

Теорем а 5. Пусть фуюсция /(х) определена на от
резке [- 1, 1] и удовлетворяет условию 

lim (1) (8; /) ln 8 =о 
о ... о 

(это условие обычно называется условием Дини- Липшица); 
тогда последовательность интерполяционных многоч,ленов 

Лагранжа Рп (х) Е ~~п 1, интерполирующих фуюсцию /(х) 
в узлах Чебышева (2.19), равномерно сходится на от
резке [-1, 1] к функции /(х). 

Теоремы, подобные сформулированным, имеют место и 
в случае интерполирования тригонометрическими многочле

Еа \!и; соответствующие результаты можно найти, например, 

в [ 11 ]. 
Отметим еще две близкие по характеру теоремы. 
Теорем а 6 (В. И. Крыл о в). Пусть функция /(х) 

абсолютно непрерывна на отрезке [- 1, 1 ]. Тогда после
довательность 11нтерполяционных многочленов Лагранжа 
Рп (х) Е ~~n-l• интерполирующих функцию /(х) в узлах 
Чебышева (2.19), равномерно сходится на отрез1ее [- 1, 1] 
1С фун1еции /(х). 

Теорем а 7 (В. И. Крыл о в). Пусть фун1ец11я /(х) 
на. отрезке [- 1, 1] определена 11 uмеет огранuченную 
вариацию. Тогда последовательность интерполяцuонных 
многочленов Лагранжа Рп (х) Е $n-l• интерполирующих 
функцию / (х) в узлах Чебышева (2.19), в каждой точке 

*) Символом р (х', х") обозначается расстояние между точками 
х' и х", тем самым данное определение модуля непрерывности 
имеет смысл в случае, когда Е явлнсrся метрическим простран
ством. 
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непрерывности функцтt f(x) сходttтся к значению функ
цzm /(х) в этой точке. 

Пусть теперь на отрезке [а, Ь] задана неотрицательная и 
суммируемая функция q (х), почти всюду не равная нулю. Эту 
функцию мы будем в дальнейшем называть весовой фунн;

ц11ей или, короче, просто весом. _Пусть, далее, { Рп (х) } -
некоторая система многочленов, ортоr·ональная на отрезке [а, Ь] 
с весом q (х): 

fJ 

~ q(х)рп(Х)Рт (x)dx=O при п # т. 
а 

Пусть, наконец, 

(2.20) 

суть нули многочлена Рп (х), п = 1, 2, ... 
Если в качестве узлов интерполяции брать систему (2.20), 

то в известном смысле, подобно тому как это было сделано 
для интерполяции в узлах Чебышева *), и в этом случае 
удается получить ряд критериев сходимости интерполяцион

ных процессов; некоторые из относящихся сюда резуJ1ьтатов 

изложены, например, в [ 11 ]. 
Здесь мы отметим лишь один весьма общий результат, 

относящийся, правда, к сходимости в среднем интерполяцион

ных многочленов. 

Теор ем а 8 (Р. Эр де ш - Р. Тур ан). Пусть 
f(x) Е С [а, Ь], и пусть uнтерполяц11онный многочлен 
Лагранжа Рп (х) Е 1ilп-t 11нтерпол11рует фунн;ц11ю f(x) 
в узлах (2.20); тогда 

ь 

lim ~q(x)[Pп(x)-f(x)]1 dx=0, 
п~ооа 

т. е. последовательность многочленов { Рп (х)} на от
резке [а, Ь] сходttтся в среднем с весом q (х) н; фунн;
цuи f(x). 

Другой метод изучения сходимос;ти интерполяционных 
процессов, пригодны!! для исследования и в случае кратных 

*) Напомним, что много•1лены Чебышева образуют орто1·ональ
I 

ную систему на отрезке [- 1, 1] с весом , 1 · · r 1-х• 
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корней, связан с понятием так называеivюlt но р м а л ь но lt 
м ат р и ц ы узлов интерполяции. 

Пусть задана система узлов интерполяции, которую мы 
запишем в виде треугольной матрицы 

(
Хн 

~111 0 Х~11 

Х1п Х11п 
. )· 
~пп 

(2.21) 

где в п-й строке записаны узлы интерполяции xkn Е [а, Ь], 
k = 1, 2, ... , п, п = 1, 2, ... , для интерполирования функ
ции с помощью многочлена Р(х) Е ~~n-I· Рассмотрим функции 

где 

ro;(xkп) 
Vkn (х) = 1 - -.-(-) (х - Хkп), 

00п Xkn 
k= 1, 2, ... *), 

п 

wn (х) = П (х - Хkп)· 
k=I 

Если для всех х Е [а, Ь] Имеет место 

k=1,2, ... ,n, n=1, 2, ... , 

то матрица (2.21) называется нормальной; если же суще
ствует а> О такое, что для всех х Е [а, Ь] имеет место 

Vkп(X)~a>O, k=l, 2, ... , п, n= 1, 2, ... , 

то матрица (2.21) называется строго нормальной. 
В качестве примера отметим, что если Xkn (k = 1, 2, ... , п, 

п = 1, 2, ... ) являются корнями многочленов Якоби J~a, ~> (х) **), 
то при а.~ О, ~~О матрица (2.21) нормальна, а при а.< О, 
~ <О - строго нормальна. 

*) Функции vkn (х) появляются при решении задачи Эрмита 
с двукратными уз.1ами, см. (2.15). 

**) СМБ, Математический анализ (функции, 11ределы, ряды, 1~еп
ные дроби), гл. IV, § 4. 
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Теорем а 9 (Л. Фей ер). Пусть фун1щ1т f(x) опреде
лена на отрезке [а, Ь] и удовлетворяет условию Гёльдера 

1 
с показателем а> 2 

lf(x')-/(х') 1<М\х'-х"1". 

где М-постоянная, х' Е [а, Ь], х• Е [а, Ь]. 
Пусть, далее, .матрица узлов интерполяции (2.21) нор

мальна 11 Рп (х) - последовательность интерполяционных 
.многочленов Лагранжа, интерпол11рующих функцию /(х) 
в соответствующих узлах .матрицы (2.21). Тогда при 
любом h >О последовательность { Рп (х)} равно.мерно схо
д11тся при п - оо к функцш~ /(х) на отрезке [а+ h, Ь - h ]. 

Если же .матрица (2.21) строго нормальна, то после
довательность { Рп (х)} равно.мерно сходится к функ
ци11 f(x) на всем отрезке [а, Ь]. 

Теорема 10 (Фейер). Пусть/(х)ЕС1 [а,Ь],.матрица 
узлов интерполяции (2.21) нормальна и Qn (х) Е 1~~n-t 
является эр.митовы.лt интерполяционным .многочленом, 

удовлетворяющим условию 

k= 1, 2, .•. , п, n= 1, 2, ... 

Тогда для любого h >О последовательность { Qn (х)} 
равно.мерно сходится к функции /(х) на отрезке [а+ h, 
Ь- h]. Ecлll же .матрица (2.21) строго нормальна, то 
последовательность { Qn (х)} сходится равно.мерно к функ
ции /(х) на всем отрезке [а, Ь]. 

Мы рассмотрели некоторые критерии сходимости интерпо
ляционных многочленов Лагранжа и Эрмита, связанные с теми 
или иными ограничениями на классы интерполируемых функ

ций. В заключение отметим, что существуют методы интерпо
ляции, обеспечивающие сходимость соответствующих интерпо
ляционных многочленов для любой наперед заданной непре
ры11ной функции. Эти методы связаны с 11ведением интерпо
ляционных многочленов достаточ1ю большой степени по 
сравнению с числом узлов иnтерполнции. Отметим в качестве 
примера следующую теорему. 
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Теорема 11 (Л. Фейер). Пусть 

2k+ 1 
Xkn = COS ~ 1t, k=O, 1, ... , п-1, n=l, 2, ... 

(т. е. xk11 -уалы Чебышева) ll функция /(х) Е С[-1, 1]. 
Тогда есл11 Q11 (х) Е ~~211 1 для любого п = 1, 2, ... является 
интерполяционным многоч.zеном таким, что 

k =-=о, 1, 2, ... ' п - 1 *), 

то на отрезке [- 1, 1] последовательность { Q11 (х)} равно
мерно стремится к функцш1 f(x). 

Л. Фейером было также показано, что условие обращения 
в нуль производных интерполяционных многочленов Q11 (х) 
в узлах Чебышева может быть существенно ослаблено; именно, 
достаточно, чтобы производные Q~ (xk 11) росли при п-. оо 
не слишком быстро. Например, утверждение теоремы 11 
остается в силе, если нместо условия Q~ (xk11) =О потребо
вать, чтобы 

n--+ оо. 

Вопрос о возможно наименьшем повышении степени интер

поляционного многочлена для обеспечения сходимости интер
поляционного процесса был поставлен и исследован С. Н. Берн
штейном. Подробнее обо всех этих вопросах см., например, 
[7] и [11]. 

2.5. Операции над интерполяционными многочленами, 
приводящие к сходящимся процессам. Подобно тому как 
из расходящегося ряда можно с помощью той или иной опе

рации получить некоторыИ сходящийся процесс, при изуче

нии интерполяционных методов удается иэ интерполяционных 

многочленов получать определенными способами последова
тельности, сходящиеся к интерполируемоИ функции. Первые 
основные исследования в этом направлении принадлежат 

С. Н. БернштеИну. Наиболее просто его результаты выглядят 
в случае интерполирования периодических функций тригоно

метрическими многочJ1енами (см. п. 2. 2). 

*) Такой многочлен Q11 (х) всегда существует. 
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В дальнейшем через С1" будем обозначать класс непре
рывных периодических периода 21t функций. 

Пусть функция /(х) принадлежит С1". Рассмотрим ее 
интерполирование с простыми равноотстоящими узлами интер-

поляции 

Пусть 

k=O, 1, ... , 2п. 

п 

Тп (х) = а0п + ~ (akncos kx + bkпsin kx) 
k=I 

- интерполяционный многочлен такой, что 

/(Хkп) = Тп (Xkn), 

Положим 

k=O, 1, 2,"" 2п, п=1, 2, ... 

т 

Ттп (х)=а0п + ~ (akncos kx+ьkпsln kx), 
k=I 

1~т~п. 

Пусть, наконец, 

и ( )- Т0п(Х) + Т1п(Х) + ... + Тsп(Х) *) 
sn Х - s+ 1 • (2.22) 

Теорем а 1 (С. Н. Бернштейн). Пусть f(x) Е С1". 
Тогда любая последовательность (2.22) фующий Иsп(х), 
s ~ п, при s -· оо равно.мерно на всей ocii сходится к 
функцш~ f(x). 

Положим теперь 

. тп(х+2п1t+ 1)+ тп(х-2п~ 1) 
Uп(х) = 2 • (2.23) 

тогда имеет место 

Т е о р ем а 2 (С. Н. Б е р н шт е й н). Пусть функция 
f(x) Е С1". Тогда последовательность (2.23) фующий 

*) Очевидно, что метод получения функций lfsn) аналогичен в 
известном смысле методу Чезаро - Фейера в теории расходящихся 
рядов. 
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Un (х) пр11 п - оо равно.мерно на всей ocii сходuтся к 
функц~т f(x). 

Сведения об обобщениях и дальнеlliuем развитии этого 
направJJения можно найти, например, в [3], [ 4 ], l 8], [ 11 ], [ 12]. 

2.6. Обобщенные интерполяционные многочлены. Пусть 
заданы матрица узлов интерполяции (2.21) и некоторая сис

тема функций Cfkп(x), называемых фундаментальны.ми: 

Cf11(X), } 
Cf12(X), Cf22(X), 

Сf;п(~): Сf~п(~):. •: • ~п~(;). 
(2.24) 

При этом все узлы xkn принадлежат некоторому заданному 
отрезку [а, Ь], а все функции Cfkп(x) определены на этом же 
отрезке. 

При фиксированных системах (2.21) и (2.24) каждой 
функции /(х), определенной на отрезке [а, Ь], может быть 
поставлен в соответствие «Многочлен» 

п 

Фп (х; Л= ~/(Хkп) Cfkn (х), 
k=I 

называемый обобщенным интерполяционным .многочленом 

(по данноll системе (2.24) фундаментальных функциll при 
данноll системе (2.21) узлов). 

Очевидно, что интерполяционныll многочлен . Лагранжа, 
как это показывает, например, формула (2.18), является и 
обобщенным интерполяционным многочленом. Вместе с тем 
ряд других 1<0нструкциll, встречающихся в различных разде

лах математики, также приводит к понятию обобщенных ин
терполяционных многочленов. В качестве примера обобщен

ных ·интерполяционных многочленов отметим так называемые 

многочлены Бернштейна Вп (х, Л (см. стр. 132). В предпо
ложении ограниченности функциll Cfkn (х) поставим в соот
ветствие каждоll паре систем (2.21) и (2.24) функции 

п 

Лп (х) = ~ 1 Cfkn (х) J, х Е [а, ь J, п = 1, 2, ... , 
k=I 
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и числа 

Лп = sup {Лп (х)}, 
а~х~Ь 

n= 1; 2,". 

Имеет место следующая теорема (см. [9]). 
Те о р е м а. Для того чтобы для всякой фуюсцrш 

/(х) Е С[а, Ь] последовательность обобщен.н.ых llн.mерпо
ЛЯЦllон.н.ых мн.огочлен.ов Фп (х; Л (npll некоторых фllКСllро
ван.н.ых Сllстемах (2.21) и (2.24)) равн.о.мерн.о сходилась 
н.а отрезке [а, Ь] к фун.кцllи f(x), необходима rr доста
точна совокупность следующих условrrй: 

1) если /(х) является алгебраическим .многочлен.ом, 
то последовательность Фп (х; /) равн.омерн.о сходится н.а 
отрезке [а, Ь] к многочлен.у f(x); 

2) существует N> О такое, что для всех п = 1, 2, ... 

Лп~N. 

Дальнейшие рассмотрения свойств обобщенных интерпо
ляционных многочленов можно найти, например, в [ 3 ], [7 ], [ 11 ]. 

2.7. Замечания. Рассмотренны~ нами задачи интерполи
рования относятся к классу так называемых задач о nрllб
лижен.ии функций. В качестве классов Ф функциll, из кото· 
рых мы выбирали функции g(x), «приближающие» в опре
деленном смысле данную функцию /(х), мы брали многочле
ны (алгебраические или тригонометрические). «Близость» 
функциll f (х) и g(x) определялась просто как совпадение 
значениll самих функциll f (х) и g(x), а иногда и некоторых 
их производных в фиксированном конечном числе точек (уз
лах интерполяции). Это - классическая задача интерполиро
вания функциll. Она естественным образом распространяется 
и на функции многих переменных. Классическоll задаче интер· 
полирования были ·посвящены пп. 2.1, 2.2 и 2.3; в п. 2.6 
было дано одно ее обобщение. 

В связи с тем, что мы рассматривали лишь теорию интер
полирования в деllствительноll области, мы не останавливались 
на классическоll интерполяционной задаче Абеля - Гончарова. 

Эта задача состоит в следующем: дана п раз дифферен
цируемая функция / (х) и п + 1 точек (узлы интерполяции) 
х0, х1 , ••• , Хп из ее области определения. Требуется на"ти 
многочлен Р (х), у довлетворяющиll условиям 

p\k!(xk)=J<k>(xk), k=O, 1, ... , п. 
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Указанный многочлен Р (х) называется интерполяционным 
многочленом Абеля - ГонУ.арова. Как и во всех интерполя
ционных зада•~ах, здесь прежде всего возникает вопрос об 
условиях, при которых интерполяционные многочлены Р(х) 
сходятся к функции / (х) при п - оо. Оказывается, что как 
по методам решения этой задачи, так и по классам функ

ций /(х), для которых эта задача и ее обобщения представ
ляют интерес, ее естественно рассматривать в рамках теории 

функций комплексного переменного. Более того, интерполя
ционный процесс Абеля - Гончарова оказывается тесно связан
ным с рядом других свойств аналитических функций. 

Общую задачу интерполирования функций f(x) (одного 
или нескольких переменных) некоторого класса ~с помощью 
функций класса @j можно сформулировать следующим обра
зом: задано конечное (иногда счетное) число линейных функ

ционалов uk, k = 1, 2, ... ' определенных как для функций 
класса ~. так и для функций класса @;; требуется для дан
ной функции /0(х) Е ij найти такую функцию g0(x) Е @;, 
чтобы 

k=l, 2, ... 

При этом, конечно, представляет большой интерес оценка 
разности /0(х) - g0(x) для произвольных значений аргумента 
х; этому вопросу были посвящены пп. 2.4 и 2.5. 

Иногда определение сблизости~ функций /(х) Е \j и 
g(x) Е @; не может быть выражено как равенство конечного 
или счетного числа функционалов, а в ее определении уча

ствуют все значения аргумента из области определения функ
ций / (х) и g(x). При этом ставится вопрос об отыскании 
функции g(x) Е @, лишь приближающей функцию /(х) Е ff 
с той или иной степенью точности. Здесь мы имеем дело с 
типичной задачей собственно приближения функций, которая 
будет рассмотрена в следующих параграфах. 

§ 3. Равномерные приближения функций одного 
переменного многочленами и их обобщения 

3.1. Общие замечания о приближении функций. Задачу 
приближения функций интересно изучать и для целых клас

сов функций f(x). Это значит, что исследуемая функция 
f (х) описывается какими-либо своими общими свойствами; 
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иначе говоря, рассматривается лишь как представитель неко

торого функционального класса ~. В дальнейшем в· качестве 
такого исходного класса у нас будут встречаться, например, 
класс непрерывных периодических с одним и тем же пери

одом функций, классы суммируемых в той или иной степени 

функций и т. д. В качестве классов @) функций g(x), «при
ближающих~ в определенном смысле функции KJiacca ~. мы 
будем брать большей частью многочлены (алгебраические 
или тригонометрические) или целые функции экспоненци
ального типа. 

При решении вопроса о приближении функции / (х) 
функциями класса @) может случиться, что либо существуют 
функции g(x) класса @), сколь угодно близкие в нашем 
смысле к данной функции / (х), либо эта близость ограни
чена снизу некоторым положительным числом. Оба эти слу
чая встречаются уже при изучении приближений для простей
ших классов функций и, как мы увидим ниже, приводят есте

ственным образом к совершенно разным дальнейшим поста
новкам задач. 

В качестве критерия близости в вопросах приближения 
функции наиболее важную роль играет так называемая р а в
н о м е р н а я б л и з о с т ь и с р ед н я я с т е п е н н а я б л и
з о ст ь. 

Если функции /(х) и g(x) соответственно классов \У и@ 
определены на некотором множестве· Е, то их равномерная 

близость определяется величиной 

sup vrai lf(x)-g(x) 1 *); 
хЕЕ 

в случае, когда / (х) и g(x) непрерывны, а Е- ограничен
ное замкнутое множество, эта величина записывается просто 

как 

max 1/(х)- g(x) 1· 
хЕЕ 

*) Пусть на некотором множестве М задана функция <р (х). Для 
вс~оrо числа у положим Му = {х / <р (х) ;_:::у, х Е М}, и пусть 
М* ={у 1 mes М,,, =О}. Тогда по определению 

sup vrai <р (х) = inf М*. 
хЕМ 
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Средняя степенная близt1сть при фиксированной степени 

р >О задается величиной ~ lf(x)- g(x) IPdE (при этом пред

полагается, что верхняя грань sup vrai 1/(х)- g(x) 1 и по
х ЕВ 

следниif интеграл существуют и, следовательно, конечны). 

3.2. Теоремы Вейерштрасса. Фундаментальные резу ль· 
таты, принципиально разрешающие вопрос о приближении 
непрерывных на отрезке функций многочленами, принадле

жат К. Вейерштрассу. Первая теорема Вейерштрасса состоит 
в следующем: 

Теорем а 1 (Вей ерш трасс). Пусть на некотором 
отрезке [а, Ь] задана непрерывная функция f(x). Для 
любого е >О существует .многочлен Р (х) такой, что 
для всех точек х Е [а, Ь] и.меет .место неравенство 

lf{x)-P(x)l<e. 

Эта теорема может быть перефразирована следующим 
образом. 

Теорем а 1 1• Для любой непрерывной на некотором 
отрезке функции существует равно.мерно сходящаяся к 
ней на это.м отрезке последовательность .многочленов. 

Отметим, что обратное утверждение также имеет место: 
всякая функция, являющаяся на отрезке пределом равномерно 

сходящейся последовательности многочленов, является непре

рывной на этом отрезке. Таким образом, возможность сколь 
угодно точного приближения функции на отрезке с помощью 
многочленов является свойством, ~к в и в а л е н т н ы м непре

рывности функции на этом отрезке *). 
Те орем а 2 (К. Вей ерш трасс). Пусть f(x) - непре

рывная периода 21t функц11я; тогда для любого е >О суще
ствует тригоно.метрическ11й .многочлен Т(х) такой, что 
для любого действительного х имеет .место неравенство 

lf{x)- Т(х) 1 < е. 
Этой теореме можно придать следующую эквивалентную 

форму: 

"') Отметим, что утверждение теоремы 1 Вейерштрасса содер
жится, в частности, в теореме 11 Фейера (п. 2.4), однако теорема 
Вейерштрасса была доказана эна•1ительно ранее теоремы Фейера" 
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Теорем а 2 1• Для любой непрерывной периода 21t 
фуюсции существует равно.мерно сходящаяся к ней на всей 
действительной оси последовательность тригоно.метри
ч,еск~цс .многочленов. 

Подобно рассмотренному выше непериодическому случаю, 
возможность сколь угодно точного приближения функции на 
всей действительной оси с помощью тригонометрических по

линомов является характеристическим свойством не пр еры в

н ы х п е р и о д и ч е с к и х периода 21t функций. 

3.3. Многочлены Бернштейна. Теоремы Вейерштрасса 
устанавливают принципиальную возможность сколь угодно 

точной аппроксимации непрерывных функций многочленами. 

Не менее важен вопрос об эффективном отыскании много
членов, приближающих данную непрерывную функцию с на
перед задащ1ой точностью. Такими многочленами являются, 
например, многочлены Фейера (см. теорему 11 в п. 2.4) и 
многочлены Бернштейна. 

О п р еде л е н и е. Пусть функция / (х) определена на 
отрезке [О, 1], тогда ее .многочленом Бернштейна степени п 
называется многочлен 

п 

Вп(х, f)= !t(:)czxk(1-x)n-k. 
k=O 

Оказывается, что многочлены Бернштейна и осуществляют, 
в частности, равномерное приближение непрерывных функций, 
а в случае достаточно г лаD,ких функций и равномерное при

ближение их производных. Именно, имеет место 
Теорема 1. Пусть f(x)E cm[O, l](т=О, 1, 2, ... ); 

d88 (x;f) * тогда последовательности dxs , (s= О, 1, 2, ... , т ) 

пpii п - со сходятся к функции ddx~x) равно.мерно на 
отрезке [О, 1 ]. 

В случае т =О эта теорема доказана С. Н. Бернштейном, 
а на случай произвольного т (т =О, 1, 2, ... ) обобщена 
И. Н. Хлодовским. 

*) Под нулевой производной функции (m =О) мы понимаем, 
как о~ычно, саму функцию, 
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Из этой теоремы при т =О следует еще раз теорема 1 
Вейерштрасса (п. 3.2), и, кроме того, в ней явно указывается 
многочлен, приближающий данную функцию. 

Т е о р ем а 2 (И. Н а т а н с о н). Пусть фующия f(x) 
ограничена на отрезке [О, 1] ll в точке х0 Е [О, 1] имеет 
производную, тогда 

Iim в~ (хо; л =!'(хо)· 
n-+ao 

Теорема 1 показывает (при т =О), что любая непрерыв
ная функция может быть представлена как предел равно

мерно сходящейся последовательности ее многочленов Берн

штейна; при этом оказывается возможным оценить скорость 

этой сходимости через моду ль непрерывности w (х; Л (см. 
п. 2.4) функции /(х). 

Теорема 3 (Т. Поповичиу). Пустьf(х)ЕС[а, Ь], 
тогда 

Для дважды дифференцируемой в некоторой точке функ
ции имеется следующая оценка: 

Теорема 4 (Е. Вороновская). Пусть функция f(x) 
ограничена на отрезке [О, 1), zz пусть в точке х0 Е [О, 1] 
существует проz~зводная /" (х0); тогда при п - оо 

f" (Хо) О(\) 
Вп (Xoi /)-/(хо) =-т,~- Хо (1 - Хо) +-п-. 

О других свойствах · рассмотренных многочленов Берн
штейна и их обобщений можно прочитать, например, в [3), 
[8], [11) и [12). 

3.4. Наилучшие равномерные приближения функций 
многочленами данноit степени. Первая теорема Вейерштрасса 
(см. п. 3.2) показывает, что всякую непрерывную на отрезке 
функцию с любой наперед заданной степенью точности можно 
приблизить многочленом. При этом мы не рассматривали ни 
вопрос о том, как изменяется эта точность в заuисимости от 

увеличения степени многочлена, ни вопрос о том, какую наи

лучшую точность приближения ·можно обеспечить, ограничи
ваясь многочленами фиксированной степени, ни, наконец, 
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вопрос о том, как наnти среди всех многочленов данноn сте

пени многочлен, которыn наименее уклоняется от данноn 

функции, и даже вопрос об его существовании. 
Проблема о многочленах, наименее уклоняющихся от 

данноn функции, была впервые поставлена и исследована 

более столетия тому назад, в 1853 г., великим русским мате
матиком П. Л. Чебышевым *), которыn с полным правом и 
считается основателем теории приближения функций. 

Теqрема (Э. Борель). Пусть /(х)ЕС[а, Ь]. Тогда 
для любого п =О, 1, 2, ... существует многочлен Р(х)Е~п 
такой, что 

max 1 Р (х) - /(х) 1 = E!JJ U) **). (3.1) 
а~х~Ь п 

Многочлен Р(х), указанный в теореме Бореля, т. е. обла
дающиn свойством (3.41 ), называется .многочленом на11луч
шего приближения функции f(x). Можно показать, что 
в классе Щп многочлен наилучшего приближения функции/ (х) 
единствен. 

Определим наилучшее приближение периодических функ
циn с помощью тригонометрических многочленов данной сте

пени. Если Xn, п =О, 1, ... - совокупность тригонометри
ческих многочленов степени не выше п (см. п. 2.2), то для 
каждоn периодической периода 21t функции f (х) величина 

Ех (j)= iпf sup 1 Т(х)-/(х) 1 
n Т(х) E'Xn -оо<х<оо 

называется наилучшим приближеюtем функцшt f (х) тр11-
гоно.метрическ11м11 многочлена.м11 степени не выше п. Как и 

в непериодическом случае, при любом фиксированном п = 
=О, 1, ... для всякой функции /(х) Е С!" всегда существует, 
и притом единственный, тригонометрический многочлен 

Т(х) Е Xn такой, что 

max 1 Т(х) - /(х) 1 = Ех (/). 
-оо<х<со n 

Этот многочлен назыв-ается тр11гоно.метр11ческ11.м много
членом на11лучшего прибл11жения функции /(х) в классе Хп· 

*) Ч е б ы ш е в П. Л., Теория механизмов, известных под име
нем параллелограммов, 1853 г . .Полное собрание сочицений, т. 11, 
М.-Л., 1947. 

••)Определение E!!Jn (f) см. на стр. 119. 
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Наилучшие приближения, определенные в настоящем пунк
те, назыuаlотся равно.мерны.мrr наилучшими приближениями 
в отличие от других наилучших приближений, которые будут 

рассмотрены ниже (см .. § 5). 
Если /(х) Е С[а, Ь], то согласно первой теореме Вейер· 

штрасса (см. 3.2) имеет место равенство 

lim Е~ (Л=О. 
11-+00 п 

Аналогично n случае f (х) Е cr" из второй теоремы Вейер• 
штрасса (см. 3.2) вытекает, что 

lim Ех (/) = о. 
п-..оо п 

Наилучшие приближения Ет и Бi, (j) ·при возрастании 
... п п 

п =О, 1, 2, ... , очевидно, не возрастаю~_: 

Е !l.Jo (!) ;::::: Е ~ i (!) ;::::: ... ;::::: Е ~ п (f) ;::::: . . . ' 

Ехо (Л;::::: Ех1 (Л;::::: ... ;;:::, Ехп (/);;:::, ..• 

С. Н. Бернштейном было показано, что верно и обратное: 
какова бы ни была последовательность чисел 

СХо ;:?:: '11 ;;:::, • • • ;;:::, '1п ;:?:: • • • ;:?:: О, 

liПI (ln =О, 
В-+00 

(3.2) 

и каков бы ни был отрезок [а, Ь ], существует функция 
/ (х) Е С [а, Ь] такая, что для всех п =О, 1, 2,... имеет 
место равенство 

Кроме того, Бернштейн показал, что для любой после
довательности (3.2) существует функция /(х) Е Cf" такая, что 
для всех п =О, 1, 2, 

3.5. Результаты Чебышева о наилучших приближе
ниях. П. Л. Чебышев указал следующее необходимое и до
статочное условие для того, чтобы данный многочлен являлся 
многочленом наилучшего приближения некоторой непрерыв
ной функции. . 
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Теорема 1 (П. Л. Чебышев). Пусть /(x)ECla,b], 
п - фтссrrрованное неотрицательное целое число, Р(х)
.многочлен: Р(х) Е ~n (см. п. 3.4), rr 

А= max //(х)-Р(х)/. 
а::::::х:::;;ь 

Многочлен Р (х) является .многочленом наr1лучшего 
прr1ближения функциr1 /(х) в классе ~n тогда и толь~о 
тогда, когда на отрезке [а, Ь] существуют такие п+ 2 
точек Х;, i = 1, 2, ... , п + 2, 

что 

/Q(x;)-f(x;)l=A, i=I, 2, ... , п+2, 

и знак разности Q (х;)-/(х;) .меняется при переходе от 
каждой точкrr х1 к следующей х1+1 (i = 1, 2, ... , п + 1). 

В силу сделанных выше определений при выполнении 
условий теоремы, очевидно, имеем 

А=Е~11 (/). 

Аналогичное утверждение имеет место и для случая на
илучших приближений тригонометрическими многочленами: 

Теорем а 2 (П. Л. Чебышев). Пусть /(х) Е с;", п -
фиксированное неотрrщаrпельное целое чдсло 11 Т(х)
тригоно.метрический .многочлен Т(х) Е i 11 (см. п. 3.4). 
Пусть, кро.ме того, 

А= max lf(x)-T(x)/. 
-ОО<-\"<ОО 

Многочлен Т(х) является тригоно.метрr~ческrr.м .много
членом наилучшего приближенrrя функции / (х) в классе Х11 
тогда rr только тогд::z, когда на промежутке (О, 21t) 
существуют такие 2п + 2 точек х1, l = 1, 2, •.• , п + 2, 

0.:::;;; Xt .:::;;; Х9 < ... < X11n+ll < 21t, 
что 

1 Т(х;)-/(х;) 1 =А, t = 1, 2" . " п + 2, 

11 знак разност11 Т(х;)- f(x;) .меняется прr1 переходе от 
каждой точки х1 к следующей х1+1 (i = 1, 2, ••• , п + 1). 
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Очевидно, что при выполнении условий теоремы 

А=Е:х (Л. 
п 

В теоремах 1 и 2 мы, естественно, предполагали, что 
функция / (х) не является многочленом (алгебраическим или 
соответственно тригонометрическим) степени, не превышаю
щей п, так как в этом случае функция/ (х) просто совпадает 
со своим многочленом наилучшего приближения степени не 
выше п. 

В качестве примера укажем задачу об отыскании в клас

се ~~n-I многочлена Р(х) = а0 + а1х + ... + an_1xn-1, наи
менее отклоняющегося от функции / (х) = xn на отрезке 
[- 1, 1]. Иначе говоря, если 

то требуется так подобрать коэффициенты а0, а1 , ••• , an-t• 
чтобы величина max 1r(х)1 имела возможно меньшее зна-

- t~х~t 

чение. Но, очевидно, в виде (3.3) можно записать любой 
многочлен степени п с коэффициентом 1 при старшем члене. 
Таким образом, поставленная задача эквивалентна задаче об 
отыскании в классе всех многочленов степени п с коэффи

циентом 1 при старшем члене многочлена с наименьшей 
абсолютной величиной на отрезке [ - 1, 1] или, что то же, 
многочлена указанного класса, наименее отклоняющегося от 

нуля на отрезке [- 1, 1 ]. 
Такие многочлены были найдены П. Л. Чебышевым и 

называются многочленам11 Чебышева (см. п. 2.1). 

3.6. Приближенное построение многочленов наилучшего 
чебышевского приближения. В настоящем пункте мы рас
смотрим некоторые методы приближенного вычисления че
бышевских многочленов наилучшего приближения для непре
рывных на отрезке функций. Оценку снизу для наилучшего 
приближения данной функции с помощью определенным 
образом выбранного многочлена дает следующая теорема. 

Теорема 1 (Балле-Пуссен). Пусть/(х)Е С[а, Ь], 
и на отрез~е [а, Ь 1 заданы п + 2 точе~ 

х0 <х1 <х11 <···<хп+~; 
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пусть, далее, для некоторого многоч,лена 

Q(x) Е ~~11 

имеет .место одна из двух следующих с11стем неравенств: 

/(х0) - Q (х0) >О, 

или 

/(х1)- Q (xi) <О, 
/(х2) - Q (х2) >О 

/(х0) - Q (х0) <О, 
f(xi) - Q (х1) >О, 
f(xJ-Q(x2)<0 

Тогда для наилуч,шего приближения Е~11 (/) rt.меет .место 

оценка 

Е$11 (/)-;;::: min / /(х;) - Q (х;) /. 
1=0, \, " .• 11 

При этом, как мы уже знаем (см. п. 3.5), равенство здесь 
достигается тогда и только тогда, когда многочлен Q (х) 
является многочленом наилучшего приближения. 

Приближенные методы отыскания многочлена наилучшего 
приближения оснозаны прежде всего на следующеl! теореме. 

Теорем а 2. Пусть /(х) Е С [а, Ь ], Р0 (х) Е ~11 (х), 
Р0 (х) - .многочлен на11луч,шего пр11ближен11я функцт~ 
f(x) в ~11, т. е. 

Е$ (/) = max / /(х) ..._ Ро (х) / = 
п. а::=:х=::ь 

= min max //(х)- Р(х) /. 
Р (х) Е ~11 а ::::= х ::::: Ь 

Тогда для любого е >О существует 8 = 8 (е) такое, что 
как толжо для .многочлена Р (х) Е ~11 выполняется не
равенство 

/ f(x) - Р (х) / < Е$11 (f) + 8, а:;:;;; х:;:;;; Ь, 

rno имеет место и неравенство 

1 Р(х)- Р0 (х) / < е. 
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При этом нетрудно видеть, что при е, стремящемся к нулю, 
коэффициенты указанных многочленов Р(х) стремятся к ко
эффициентам при· соответствующих степенях х многочлена 
Р0 (х). 

Теорема 2 показывает, что для того, чтобы найти много
член наилучшего приближения данной функции /(х) с опре
деленной степенью точности, достаточно найти многочлен, 

отклонение которого от функции / (х) достаточно мало от
личается от ее наилучшего приближения. 

Рассмотрим один из алгоритмов для вычисления прибли
жений чебышевских многочленов наилучшего приближения. 

Пусть /(х) Е С [а, Ь] и Р (х) - некоторый многочлен 
степени не выше п: Р (х) Е ~п· Составим разность 

r (х):::;:: /(х) - Р (х), 

предположим, что существуют по крайней мере п + 2 точек 

Xo<Xi <· ··<"7п+t• (ЗА) 
в которых эта разность имеет последовательно чередующиеся 

знаки: · 

sign r (х0) = - sign r (х1 ) = ... = (- 1 )пн sign r (Хп+1). (3.5) 

Пусть теперь 

L=L(P)= max lr(x)I (3.6) 
а:::х::::ь 

и 

А (х0, х1, ••• , Хп+~; Р) = min 1r(х;)1· 
1=0, 1, .•.• п+1 

Выберем систему точек {xi0'}7iJ таким образом, чтобы 
выполнялись условия (3.5) и чтобы величина 

имела возможно наибольшее значение, т. е. чтобы 

А (Р) = А (х0°', х~0 ', ••• , х::'; Р) = 
- max А (х0, х1, ••• , Хп+1; Р), (3.7) 

Хо <х1< "' <х"+1 

а также чтобы 
max 1 r (xi0') 1 = L. (3.8) 

1-0, 1 •••• ,п+1 
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Для выполнения (3.7) и (3.8) достаточно в качестве то
чек {xi0>}1!": взять соответствующие последовательные экстре
мальные точки функции r (х). 

Из теоремы 1 этого пункта следует, что 

Е~п (/)~А (Р). 

Укажем теперь алгоритм, с помощью которого строится 
такая «добавка» к многочлену Р(х) в виде некоторого мно

гочлена Q1 (х) Е 1.1..~п• что многочлен Р1 (х) = Р(х) + Q1 (х) · 
уже меньше отличается от многочлена наилучшего приближе
ния, чем исходный многочлен Р(х). 

Многочлен Q1 (х) определим как многочлен, наилучшим 
образом приближающий функцию r (х) на множестве п + 2 
узлов хЪ0 ', х~0 ', ••• , x::i+ 1, т. е. как. многочлен, для которого 
имеет место равенство 

р= max lr(xд-Q1(xдl= 
i=O, \, ". ,n+I 

= inf max lr(x;)- Q(x;)I. 
Q (х) Е \J!п 1 = О, 1, ". , п + 1 

Многочлен Q1 (х) (см. п. 7.3) удовлетворяет следующей си

стеме из п + 1 уравнений: 

r (х0)- Q. (х0) = - [r (х1)- Q1 (х1)] = ... = 
= ( - l)п+t [r(Хпн)- Q1 (Хпн)J = р sigп r(x0). (3.9) 

Если Q1 (х)=с0 +с1х+ ... +спхп, то систему (3.9) можно 
переписать как систему п + 2 линейных уравнений относи
тельно с0, с 1 , ••• , сп и р: 

- р sign r(x1)+ с0 + с1х1 + .. . +спх~ =r(x1), (3.10) 

р sign r (х0) + с0 + С1Хо + ... + спх~ = r (х0), } 

(- I)n+I sign r(Хп+д + С1 + С1Хп+1 + ... + спх:+ 1= 
=r(хп+•>· 

Полагая 

1 
d; = (х1-Хо) (х;-Х1) .•. (х;-Х;_1)(Х;+1-Х;)."(Хп+1-Х;)' 

из (3. 1 О) получим 
d0 1r(хо)1+di1r(х1)1 + ... + dп+1 \r(xn+1)I 

р= • 
d0 +d1+ ... +d.п-1 
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Следовательно, нам теперь известны значения многочлена 
Q1 (х) в точках х~0 ': 

Q1 (х~0 ') = r (х?)- р sign r (х~), i =О, 1, ... , п + 1, 

и пото~1у сам многочлен Q1 (х) может быть сразу написан, 
например, по формуле для интерполяционного многочлена 

Лагранжа (см. п. 2.1) с использованием любых п + 1 узлов, 

взятых из системы точек {х~0'};!~. 
Положим 

и (см. 3.7) 
Р1 (х)= Р(х) + Q1 (х) 

А1=А (Pi); 

тогда существует число в, О< в< 1, такое, что 

Е!\!п (Л-А1 <в [Е~п (Л-А]. 

Если, исходя из многочлена Р1 (х), построим многочлен Р2 (х) 
таким же образом, каким был построен многочлен Р1 (х), 
исходя из многочлена Р (х), и т. д., то получим последова
телыюсть многочленов Pk (х) Е ~п• k = 1, 2, ... , для которых, 
есJш положить (см. 3.6, 3.7, и 3.8) 

Ak=A(Pk) и Lk=L(Pk), 

будут ю1еть место неравенства 

Е~п (f)- Ak < бk [Е~п (j)- А], 
Е~ (!)-А 

Lk-E~11 (f)<Lk-Ak< i-o • 
где О< в< 1 и в не зависит от k (б определяется функцt~ей 
/(х) и исходным многочленом Р(х) ). 

Отсюда следует, что 

lim Ak = lim Lk = Е~п (/) 
k-+oo k-+oo 

и, значит (см. теорему 2), последовательность многочленов 
Pk(x) равномерно на отрезке [а, Ь) сходится к чебышев
скому многочлену наилучшего приближения функции / (х). 

Следует отметить, что существуют и другие методы при
ближенного построения многочленов наилучшего приближе

ния; одни из них основаны подобно рассмотренному выше 



142 ГЛ. 11. ИНТЕРПОЛИРОВАНИВ А ПРИSЛИЖЕНИВ ФУНКЦИЙ (3.7 

методу на подборе некоторой поправки, улучшающей вы
бранное а priori приближение, другие - на совсем других 
идеях, связанных, например, с приближениями функций в 
среднем." Все эти gопросы подробно освещены в монографиях 
[15], (18] и (20]. 

3.7. Наилучшие приближения непрерывных и диффе
ренцируемых периодических функций тригонометрически
ми многочленами данной степени. Мы перейдем теперь к 
изучению влияния тех или иных свойств непрерывной функ-· 

ции / (х) на скорость стремления к нулю ее наилучших :при
ближений Ет (/) или, в периодическом случае, Ех (/). Нач-

~п п 

нем с периодического случая. Пусть С~", как и раньше, -
класс непрерывных периодических периода 21t функции. 

Теор ем а 1 (П. Джек с он). Пусть фуюсция /(х) Е С~" 
имеет k непрерывных про11зводных, 11 пусть w (8; t<k1) - .Аtо
дуль непрерывности k-й производной / (k) (х). Тогда 

с 00 ( ~ ; f lkl) 
Ехп (/).::;;; nll ' 

где с - некоторая постоянная, зависящая только от k. 
При доказательствах подобных теорем фундаментальное 

значение имеют интегральные представления вида 

" 
Т(х)= ~ Кп (t-x)f(t)dt 

-1' 

для тригонометрических многочленов Т (х) Е ~п• достаточно 
точно аппроксимирующих данную функцию /(х) (см. так

же п. 4.2). 
Впрочем, подобные конструкции представляют и самостоя

тельны~! интерес. В качестве примера отметим один из резуль
татов этого типа (из него, в частности, непосредственно вы
текает теорема 1 при k =О). 

Пусть /(х) Е С!", и пусть w (8; /) - моду ль непрерывно
сти функции f(x). Тогда функция 

3 " [ Т(х)= 211:п (2п» + l)J" 

sin _п __ (t~--x.->]• 
. t-2x f(t)dt 
sm-2-
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является т~игонgметрическим многочленом класса Х~п-Ъ и 
для него имеет место неравенство 

1 Т (х) - f(x) J .e;;; 6w ( ~ ; t). 
Связь между наилучшими приближениями Ех (/) и модулями 

п 

непрерывности функции f(x) освещена наиболее полно в ра-
ботах С. Б. Стечкина, в которых привлечены к рассмотре. 
нию модули непрерывности высших порядков. Сформулируем 
определение последних: для любой периодической периода 21t 
функции /(х): величина 

называется модулем непрерывности порядка р = 1, 2, 3, •.. 
функции f(x). Очевидно, · 

W1 (S; /) = Ц) (S; /). 

Отметим еще, что если f(x) Е С!" и Jf(x) 1 ~ М для 
всех х, то для наилучших приближений функции f (х) имеет 
место установленное Ж. Фаваром неравенство 

где 

4 ОО (-\) VIГ+ll 
Кг= 7t ~ (2v + \)Г+l' 

v=O 

п=О, 1, 2, ... , 

r= 1, 2, 3, ... 

Теорем а 2. (С. Б. Ст е ч к и н). Пусть f(x) Е С1"' r1 
пусть существует производная t<г> (х) Е С1" (r = 1, 2, 
3, ... ); тогда 

Ехп (/) ~ (п ~г\)г Ехп (/И). 
Теорем а 3. Пусть f(x) Е С1"' тогда 

Ex_n(f)~cPwP(~; t), р=1, 2, 3, ... , п=О, 1, 2,"" 

где постоянная ер зависит от р. 

При р = 1 эта теорема доказана П же к с он ом (см. тео· 
рему 1), а при p>I-C. Б. Стечкиным, 
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Можно и наоборот - оценить модуль непрерывности функ
ции f (х) посредством ее наилучших приближений. 

Теор ем а 4 (С. Б. Сте ч к ин). Пусть f(x) Е С!", тогда 
п 

юр (3; /) ~ ~ ~ vP-1 Er;r,n (/), 
•=1 

р= 1, 2,.", 

1 
где О< 8 ~ 1, п ~~ , а постоянная d зависит от k *). 

Остановимся теперь более детально на частном случае, 
когда порядок убывания величины Er;r. (/) носит степенной 
характер, точнее, когда Er;r," (f) имеет порядок 1 / п', где r > О. 
Для этого нам будет удобно ввести понятие Н-классов. 

Пусть f(x) Е С~". и пусть r >о, r = r +а, где r - неот
рицательное целое число, О< а~ 1. Пусть, далее, функция/(х) 
имеет непрерывную производную порядка r **). Функция f (х) 

(r) 
называется фуюсцz1ей класса Н * (М), если существует по· 
стоянная М >О такая, что при любых действительных х и h 
имеет место неравенство 

l/(r) (x+h)-2/tr> (х)-JЙ (х- h) 1~М1h1'"· (3.11) 

Отметим, что в случае О< а< 1 условие (3.11) эквивалент
но обычному условию Гельдера степени а для r-й производ
ной: 

IJ<r> (х + h)-J<Г> (х) 1~Klh1'"· 
. (r) 

Объединение классов Н * (М) для всевозможных постоянных 
(r) 

М >О при фиксированном r обозначим через Н * : 
н<~> = U нt;> (М). 

М>О 

Наконец, через Lip:tt 1 обозначим совокупность функций 
j(x) Е С~". удовлетворяющих условию Липшица 

lf(x + h) - f(x) 1<М1h1, 

*) Подобный результат в случае пространства Lp, 1 <Р <со, 
был получен ранее А. Ф. Тиманом. 

**) Для наших да.1ьнейших целей достаточно потребовать, чтобы 
функция f (х) имела абсолютно непрерывную производную поряд-

ка r-1. 
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и пусть 

Lip* 1 = U LipXt 1. 
м 

Очевидно, при О< а< 1 имеют место включения 
(1) (11) 

Lip* 1 с Н* с Н•. (3.12) 

(r) -
Теорема 5. Пусть f(x)EH* (М), r>O, r=r+a., 

r - н.еотрицательн.ое целое число, О< а~ 1; тогда 
см 

Er.- (/)~-;: • .vn п 

где постоянная с н.е зависит н.и от М, н.и от п. 
При а< 1 эта теорема (являющаяся следствием теоремы 1) 

доказана Д. Джек с о но м, а при а= 1 - А. 3 и гм у н дом. 
Теорема, обратная теореме 5, в случае О< а< 1 является 

теоремой С. Н. Бернштейна, уточненной Балле-Пуссеном. 
Для ее доказательства фундаментальное значение имеет нера
венство, носящее название неравенства Бернштейн.а, связы

вающее максимум абсолютной величины производной три
гонометрического многочлена с максимумом абсолютной вели
чины самого многочлена: пусть Т (х) - тригонометрический 
многочлен степени п, тогда 

max 1 Т'(х)\~п max 1 Т(х)\. 
-оо<х<оо -оо<х<оо 

Это неравенство находит разнообразное применение и 
в различных других вопросах теории функций. 

Те орем а 6. Пусть /(х) Е С!", r >О 11 r = r +а, 
r - неотрrщательное целое чuсло, О< а~ 1. Тогда если 
для всех н.атуральн.ых п*) r~меет место н.еравен.ство 

А 
Er.- (/) ~ г, (3.13) .vn n 

zде А - некоторая постоянная, то /(х) Е н:'(м), zде 
М ~с [А+ max \/(х) \], пр~~чем постоян.н.ая с н.е за

-оо<х<оо 

висит от А и f. 

*) Утверждение теоремы остается в силе, если потребовать, 
чтобы неравенство (3.13) выполнялось лишь для некоторой после
довательности п, образующей возрастающую геометрическую nо
следовате.чьность. 
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Случай О< а.< 1 был, как уже отмечалось, рассмотрен 
С. Н. Б ер н ш те й н о м, а случай а.= 1 - А. 3 и гм у н дом. 

Мы видим, что теоремы 5 и 6 вместе дают необходимое 
и достаточное условие принадлежности функции / (х) к 
классу нJ:>, выраженное в терминах наилучших прибли
жений. 

Что же касается случая, когда функция /(х) Е Cf" имеет 
производную f<k> (х) Е Lip* 1, то из теоремы 5 и включения 
(3.12) следует, что существует постоянная А > О така.я, что 

А 
Е"' (f)~ kн. (3.14) 
~n n 

Однако из того, что для некоторой функции /(х) Е с~" и 
всех натуральных п выполнено неравенство (3.14), вообще· 
говоря, не следует, что функция / (х) имеет производную 
t<k> (х), принадлежащую классу Lip* 1. Например, для функ-

со 

"\1 sin kx < 1 ции /(х) = ."'- -V имеет место неравенство E~n (/) n, 
k=\ 

однако /(x)ELip* 1. С другой стороны, оценка (3.14) для 
рассматриваемых функций не может быть улучшена в смысле 
увеличения показателя у п, так как это означало бы, со
гласно теореме 6, что рассматриваемая функция на самом 
деле имеет и производную порядка k + 1. 

Отметим еще, что вопрос о том, как охарактеризовать 

в терминах наилучших приближений класс, состоящий из всех 

Функций J(x) Е с~". имеющих ограниченную производную, 
и только из таких функций, а также и вообще вопрос 
о возможности этого, остается в настоящее время открытым. 

Рассмотрим теперь бесконечно дифференцируемые функции. 

Теорема 7 (С. Н. Бернштейн). Для того чтобы фуюс
цrrя f(x) Е С* rrмела производные любого порядtса, необ
ходrrмо tt достаточно, чтобы npu любом r >О rrмело 
место равенство 

Д.ля формулировки результата, характеризующего наилуч

шие приближения аналитических функций, введем следующее 

определение: функция f(x) Е С~" называется фунtсцrtей tслас
са А~". если существует .R >О такое, что функция /(х) 
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при 1 х - х0 1 < R раскладывается в степенной ряд 
00 

f(x) = ! ck (х - x 0)k, 
k='J 

коэффициенты ck которого зависят, вообще говоря, от х0: 

ck = ck (х0). Если при этом R = + оо, то функция / (х) на
зывается целой функцией, а подкласс целых функций класса 

Af" обозначается через ~~". 
теорем а 8 (С. н. Бернштейн). Пусть f(x) Е а". 

Тогда / (х) Е А~" в том и только том случае, если 

Er;r,n (/) ~ kqn, 

где k rr q < 1 - некоторые постоянные. 
Теорем а 9 (С. Н. Б ер н шт ей н). Пусть /(х) Е С~", 

тогда / (х) Е @;~" в том и только том случае, есл11 

lim п{ Ех (/)::;:::;:::О. 
п~оо 11 

В ряде случаев удается получить не только оценку по

рядка наилучших приближений для некоторого класса функ
ций, но и точную величину наилучшего приближения. Отме
тим один из резу лыатов этого типа. 

Пусть r - неотрицательное целое, К> О. Обозначим че

рез w(~) (К) совокупность всех периодических периода 21t 
функций, имеющих непрерывную производную порядка r та-
кую, что 

Jt<r>(x)J~K. -оо<х<оо. 

Т е о р е м а 1 О (Ж. Ф а в а р - Н. И. А х и е з е р -
М. Г. Крейн). 

00 
4К ~ ( _ 1 )kcr+ll 

sup Er;r,n-1 (/) = icn1 ,l. (2k + 1ун 
1Е W1~1 (K) k=O 

До сих пор мы рассматривали в основном прямую и 
обратную связь между свойствами функций данного класса 
и скоростью стремления к нулю наилучших приближений 
функций указанного класса. Следует заметить, что представ
ляет интерес и круг задач другого типа. Именно, пусть 
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задан некоторый класс непрерывных периодических функций; 

возникает вопрос: можно ли что-либо сказать в целом о 

свойствах многочленов наилучших приближений функций дан
и ого класса на основании тех или иных свойств самих функ

ций указанного класса. Не меньший интерес представляет, 
конечно, и обратная задача. Отметим в качестве примера 

один из подобных результатов. Для функции f(x) Е С~" 
обозначим через rп (х; j) тригонометрический многочлен наи
лучшего приближения степени не выше чем п: Т~ (х; /) Е ~п• 
и для любого (1, О< (1<1, для простоты по.'lожим по опре

делению Lip~(l = н<:> (М). 
Те о рем а 11 (С. Б. Ст е ч к ин). Для того чтобы 

фуюсция f(x) прин.адлежала 1елассу Lip~(l, О< (1 ~ 1, н.е
обходимо rr достаточн.о, чтобы н.ашлась постоян.н.ая 
с> О, н.е зависящая от п, та1еая, что 

т: (х; /) Е Lip~м (1 

для всех n= 1, 2, ... 
Сведения о других результатах и дальнеllшем развитии 

теории наилучших приближений функциll класса С~" можно 
найти в [1], [3], [4], [7], [8J, [11], [12]. 

3.8. Наилучшие приближения непрерывных и дифферен
цируемых функций алгебраическими многочленами дан
ной степени. В непериодическом случае вопрос об оценке 
порядка наилучших приближениll функций с помощью алгеб
раических многочленов значительно сложнее аналогично!! 

задачи для периодического случая, рассмотренного в преды

дущем пункте. Первоначально в работах Д. Джексона, 
С .. Н. Бернштеllна, А. Зигмунда, П. Монтеля ряд задач о 
характеристике гладкости функции в терминах наилучших 

приближениll был исследован не для всего отрезка [а, Ь], на 
котором задана рассматриваемая функция, а только для лю

бого внутреннего отрезка [а', Ь'], лежащего в интервале (а, Ь). 
Лишь в самое последнее время благодаря результатам, полу
ченным С. М. Никольским, А. Ф. Тиманом и Б. К. Дзядыком, 
здесь удалось получить в известном смысле законченное 

решение определенного круга вопросов, причем это оказа

лось сделанным не в терминах наилучших приближениll Е~п (/), 
однако в довольно близких к ним по идее. Мы и сформу-
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лируем здесь сначала эти результаты. Начнем с обобщения 
теоремы Д. Джексона, принадлежащего А. Ф. Тим'ану. 

Теорем а l (А. Ф. Тим ан). Пусть задано число k 
(k =О, 1, 2, ... ) ll f(x) Е c<k) [а, ь ]. Тогда для любого 
n=O, 1, 2, ... существует· многочлен Р(х) Е ~п та1&ой, 
что для любого х Е [а, Ь] имеет место неравенство 

[ 
J a+ьl]k 

\/(x)-P(x)\~:k _V(b-x)(x-a)+ х--:т- Х 

Xw r~ (v(b-x)(x-a) + lx-~I ), 1<k>], 

где постоянная с не зависrrт ю~ от п, ни от х. 

Мы видим, что в отличие от теоремы Д. Джексона для 

периодического случая (см. п. 3.7) *) приведенная оценка 
приближения функции многочленом зависит от положения 

точки х на отрезке. 

Только такого рода оценки и позволяют в непериодическом 

случае для некоторых классов функций обратить теорему 1 
(см. ниже теорему 3). Впервые результат, подобный теореме 1 
и являвшийся качественно новым для сноего времени, был 

получен в одном важном случае С. М. Никольским. 
Для формулировки дальнейших результатов по аналогии 

с классами Н(~\ определим для непериодического случая 
классы ни. • 

Пусть r >О, r = r +а, r-неотрицательное целое число, 
О< а~ 1. Функция /(х) называется фун1&цr1ей 1&ласса ни 
на отрезке [а, Ь], если f(x)Ec<n ra. Ь] и существует по
стоянная М >О такая, что в случае О< а< 1 имеет место 

1J<r><x+h)-J<1 >(x)I ~Mlh\", 

а в случае а= 1 справедливо 

IJ<Г> (x+h)-2/(x)+f(x-h)\ ~M[h \, 

где хЕ[а, Ь], х + hE[a, Ь]. 
Теорема 2 (А. Ф. Тиман-8. К. Дзядык). Пусть 

фун1&ция f(x) является фун1&цией 1&ласса н<г> на отреже 

*) А также в отличие от соответствующей теоремы Джексона 
.11.ля не11ериодическоrо случая, которую мы здесь не нриводим. 
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[а, Ь J. Тогда для любого п =О, 1 . . . существует .много
член Рп (х)Е~п такой, что 

lf(x)- Рп (х) 1 о::; ;, {[V<x - а)(Ь-х) ]' + ~r}, 
где постоянная с не зависиiп ни от п, ни от х *). 

Для этой теоремы имеет место и обратная теорема, ана
логичная теореме С. Н. Бернштейна для периодического слу
чая (см. п. 3.8). 

Теорема 3 (В. К. Дзядык). Пусть задано r>O, 
пусть фующия f(x) определена на отрезке [а, Ь], и пусть 
для любого п =О, 1, 2, существует .многочлен 

Рп (х)Е~п такой, что для всех хЕ[а, Ь] имеет место 
неравенство 

lf(x)- Рп (х) 1 о::; :, {[У(х- а)(Ь-х) ( + ~r}, 

где постоянная с не зависит ж~ от п, ж~ от х. 
Тогда 

Теоремы 2 и 3 в совокупности дают необходимое и до
статочное .условие принадлежности функции / (х) на отрезке 
[а, Ь] к классу ни, выраженное через оценку скорости 
приближения фу°нкции / (х) многочленами степени п, однако 
в отличие от периодического случая эти оценки зависят не 

только от степени приближающего МJJогочлена, но и от по
ложения точки на отрезке; тем самым в это условие не вхо

дит понятие наилучшего приближения Е~п (/), хотя по своей 
идее оба условия довольно тесно связаны. 

Обобщения теорем 1 - 3 с помощью оценок отклонений 
функций от аппроксимирующих их многочленов через моду ли 

непрерывности получены А. Ф. Тиманом (19]. 
Отметим неравенства для алгебраических многочленов, 

полученные А. А. Марковым и С. Н. Бернштейном и уста-

"') Пусть r = r + е1о, r- неотрицательное целое число, О< а~ 1, 
Георема 2 при О < а < 1 доказана А. Ф. Тиманом, а 11ри а= 1 
В. К. Дзядыком, 



3.8] § 3. РАВНОМЕРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ МНОГОЧЛЕН!IМИ 151 

навливающие связь между абсолкнной величиной многочлена 
и ero производной: пусть Рп (х)Е~11 и 

1Р(х)1..;;;:; L, а.,;;;;;х.,;;;;;Ь, 

тогда 

2n2L 
1 Р' (х) \ .,;;;;; Ь - а ' 

11 

I P'( ) 1 ~ nL 
Х ...._,, V(b-x)(x-a)' 

Эти неравенства - точные в том смысле, что при любом 
п существуют много 11лены, для которых они хотя бы в од
ной точке обращаются в равенство. 

Отметим, однако, что для доказательства теоремы 3 по
требовалось более точное неравенство, полученное В. К. .llзя
дыком: пусть многочлен Рп (х) порядка не выше п удовле
творяет на интервале (- 1, 1) при произвольном действи
тельном р неравенству 

1 Р п (х) \ .,;;;;; L ( V 1 - х~ + + / , 
где L-постоянная. Тогда при каждом хЕ(-1, 1) произ
водная Р~ (х) удовлетворяет неравенству 

IP~(x)l ..;;;:;cпL(V1 -xg++ у- 1 ; 

здесь с - постоянная, зависящая только от р. 

Свойство быть бесконечно непрерывно дифференцируемой 
функцией можно охарактеризовать в терминах наилучших 
приближений следующим образом: 

Теорема 4 (.ll . .llжексон). Пусть f(x)Ed[a, Ь] для 
всех k=O, 1, ••. ; тогда при любом k=O, 1, ••• 

Iim п"EfJ,J (/)=0. (3.15) 
n-+OO 11 

Теорема, в известном смысле обратная этой, читается так: 
Теорем а 5 (С. Н. Бернштейн). Пусть фующия 

/(х) определена на отрез1'е [а, Ь], и пусть для любого 
k =О, 1, 2, ... справедлrzво равенство 

lim пkЕ~ U)= О; "_QQ п 
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тогда функция f(x)EC[a, bJ бесконечно непрерывно дllф
ференцr1руе.Аtа на интервале (а, Ь). 

В теореме 5 утверждается лишь дифференцируемость 
на интервале (а, Ь), поэтому она не является полным обра
щением теоремы 4. 

Перейдем к характеристике аналитических функций с 
помощью наилучших приближений. ·Функция f(x), опреде
ленная на отрезке [а, Ь], называется аналитической на этом 
отрезке, если для каждой точки х0 этого отрезка сущест

вует окрестность (х0 - 8, х0 + 8), в которой функция f(x) 
представима в виде степенного ряда, т. е. 

со 

f(x) = ~ ап (х0) (х - Хо), хЕ(хо - 8, Хо+ 8) n [а, Ь]. 
n=O 

Совокупность всех функций, аналитических на отрезке 
[а, Ь], будем обозначать через А [а, Ь]. 

Теорема 6 (С. Н. Бернштейн). Для того чтобы 
f(x) принадлежала А [а, Ь], необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось неравенство 

E!Jtn (/).,;;;;; kqn, 

где k r1 q < 1 - некоторые постоянные. 
Условие же 

пv--Jim E!Jt (/)=0 
n-+ оо п 

являепttя необходимым и достаточным для того, чтобы 
функция f(x) была целой функцией. 

В терминах теории функций комплексного переменного 
свойства наилучших приближений аналитических функций 
выражаются следующим образом: 

Теорема 7 (С. Н. Бернштейн). Пусть f(x)EC[a,b] 
и 

lim VE!Jtn(J)= ~ (R> 1); (3.16) 

тогда существует функция F (z), аналитическая внутри 
эллипса с фокусами в точках а и Ь и с суммой полу

Ь - а 
осей - 2 - R. имеющая особую точку на его контуре и 

совпадающая с /(х) на отрезке [а, Ь]. 
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Обратно, есл11 фуюсция F (z) аналит11чна внутри эл
липса с фокуса.ми в точках а 11 Ь и имеет особую точку 
на его кон.туре, то ее наилучшее приближение Е~п (Р) на 

Ь-а 
отрезке [а, Ь] удовлетворяет условию (3.16), где - 2 - R 
есть сумма полуосей указанного эллипса. 

Для некоторых классов непериодических функций /(х), 
а также для некоторых индивидуальных функций удается 

установить не только порядок убывания наилучших прибли
жений Е~п (/), но и их точное или асимптотическое зна

чение. 

Рассмотрим сначала эту задачу для индивидуальной функ
ции f (х) и укажем на примере · одной теоремы С. М. Ни
кольского, как определяется асимптотическое значение Е~п (f) 
по индивидуальным свойствам функции /(х). Кстати, до сих 
пор мы еще не рассматривали задач такого типа. 

С. Н. Бернштейном было показано, что при любом k >О 
существует конечный предел 

т. е. 

п-+оо. 

Теорема 8 (С. М. Никольский). Пусть k-,н.ечет
н.ое число, f(x>E c(k-11 [- 1, 1 J, производная Jlk· 1> (х) абсо
лютно непрерывна на [- 1, 1] *), производная ik> (х) имеет 
на отрезке [- 1, 1] только разрывы первого рода, и су
ществует хотя бы одно Хо Е (- 1, 1) такое, что 
f (k) (х0 +О)# t<k> (х0 - О). Тогда 

где 

.,_,_.. (k) 
Е~п (fJ ~ 2k! пk при п -+ оо • 

" х= max lt<k>(x+O)-t<k>(x-O)l(1-x2)2· 
-l=s;;x::s;;I 

*) Значит, ночти всюду на [- 1, lj существует производ
ная pki (х). 
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Аналогичная теорема получена С. М. Никольским и для 

четного k; следует только вместо \.1. (k) поставить постоянную 

v(k)= lirn пkЕ$ (xlxJk-1). 
n-+oo 11 

nерейдем теперь к асимптотическим оценкам Н~Jилучших 
приближений для классов функций. 

Обозначим через Lipм 1 класс функций /(х), определен
ных на некотором фиксированном [а, Ь) и удовлетворяющих 
на нем условию Липшица с постоянной М: 

jf{x+h)-/(x)l~Mlhl, хЕ[а, Ь], x+hE[a, Ь]. 

Те о р е м а 9 (С. М. Н и к о л ь с к и й). Справедливо ра-
вене тв о 

M1t 
sup Е$ (/)=2-еп, 

/ELipмl п п 

где еп > О, еп = О ( п 1~ п ) . 
Пусть, далее Шк [а, Ь] - класс функций, аналитических в 

эллипсе с фокусами в точках а и Ь и полусуммой осей, рав
ной h, причем в указанном эллипсе 

1Re/(z)1 ~К. 
Через Е~п (/) в этом случае будем обозначать наилучшее 

приближение функции /(z)ЕШк[а, Ь) на отрезке с помощью 
многочленов класса 1~~п· 

Те о р е ц а 1 О (Н. И. А х и е з е р ). 

SK 00 1 е- 111+11 nh 1 
sup Е~п (/) = -:;- ~ (- 1) 1 + е i щ+11 nl• 2/ + 1 • 

·f(z)ЕЩк(а, ЬJ l=O 

О других вопросах теории равномерных наилучших при
ближений алгебраическими многочленами см. в [1), [3], [4], 
[6), [7], [8], [9], [11) и [12). 

3.9. Наилучшие приближения функций целыМll функ
циями. Займемся вопросом приближения функций, опреде
ленных и ограниченных на всей оси. В этом случае алгебраи
ческие многочлены в силу своей неограниченности на всей 

действительной прямой не являiотся аппаратом, пригодным 

для непосредстnенной аппроксимации указанных функций. 
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Поэтому здесь приходится в качестве аппроксимирующих 
функций брать другие, например целые функции экспонен
циального типа *). 

Пусть фиксировано а> О. Функция g(z) комплексного 
аргумента z называется целой фун1ецией э1еспоненциального 
типа степени не· выше а, если 

1°. g(z) раскладывается в степенной ряд, сходящийся на 
всей плоскости. 

2°. Для любого в> О существует постоянная А> О та
кая, что при любом z 

J g(z) J < Ае<н•> 1z1. 

Совокупность всех целых функций экспоненциального 
типа степени не выше а, ограниченных на всей действитель

ной оси, будем обозначать через ®". 
Теория наилучших приближений действительных функций, 

определенных, ограниченных и непрерывных на всей число

вой оси, с rюмощью целых функций экспоненциального типа 
построена С. Н. Бернштейном и в известном смысле анало
гична теории наилучших приближений периодических непре
рывных функций с помощью тригонометрических многочленов. 

Указанная аналогия выражается, в частности, в том, что 
подобно тригонометрическим много11ленам для экспоненциаль
ных функций имеет место следующее утверждение 
(С. Н. Бернштейн): 

Если g(x)E@", то 

sup J g' (х) J.,;:;;;; а sup J g(x) J, 
-оо<х<оо -~<х<оо 

причем это неравенство точное, т. е. в н.е.м зна1е ра

венства достигается для фун1еций вида 

g (z) = aelaz + ь-iaz 
и mоЛЫСО для HllX. 

Для того чтобы установить связь между степенью глад
кости рассматриваемой функции и скоростью убывания ее 
наилучших приближений с помощью функций класса ®", ока
зывается удобным рассматр,ивать введенный в п. 3.8 класс ни 
(в определении класса Н rJ в п. 3.8 следует считат~ теперь 

*) О дру1·ом подходе к зтому вопросу см. в п. 3.10. 
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а= - оо, Ь = оо ); при этом допо;1нительно будем предпо
лагать, что функции класса ни ограничены на всей число
вой оси. 

Величина 

Е@ (f)= inf sup lf(x)~g(x)I 
а сЕ@а-оо<х<оо 

называется наилучш11м приближением функцrщ f (z) с по
мощью целых функций класса ®а· 

Теорем а (С. Н. Б ер н шт ей н). Для того чтобы функ
ц11я f(x) принадлежала классу ни, необход.имо 11 доста
точно, чтобы существовала постоянная с> О такая, 
что для всех целых п имело бы место 

(3.17) 

Условие (3.17) остается достаточным для принадлежности 
функции /(z) · к классу ни, если оно выполняется не для 
всех п, а лишь для последовательности п, пробегающей 
некоторую возрастающую геометрическую последователь

ность. 

3.10. Взвешенные приближения функций на всей чи
словой оси. Рассмотрим теперь некоторые вопросы прибли
жения непрерывных функций, определенных на всей числовой 

оси, относительно некоторого заданного веса. 

Пусть функция Ф (х) определена и положительна для всех 
действительных х, и пусть 

xn 
lim -(-) =0, п= 1, 2, ..• 

lxj-.oo Ф Х 

Рассмотрим совокупность всех непрерывных функциh, 

каждая из которых определена на всей числовой оси и удо11-

летворяет условию 

lim /(х) -О 
1 х 1 - оо Ф (х) - · 

Эта совокупность при помощи нормы 

~/llФ ..:.._ sup 1 f (х) 1 
- ;о < х < оо Ф (х) 

(3.18) 
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превращается в нормированное пространство, которое мы 
обозначим через С~. Если множество всех алгебраических 
многочленов расположено всюду плотно в пространстве С~ 
относительно метрики, порожденной нормой (3.18), то функ
ция Ф (х) называется весовой. Таким образом, функция Ф (х) 
называется весовой, если любая функция класса С&. может 
быть с любой степенью точности в смысле метрики (3.18) 
приближена многочленом. 

Для того чтобы функция Ф (х) была весовой, необходимо 
и достаточно (С. Н. Б е р н ш т е й н - Н. И. А х и е з е р), 

чтобы 

ОС) 

sup r ln 1 р (х; 1 dx <со, 
P(x)EJt J 1 +х 

- ОС) 

где Л - множество всех алгебраических многочленов Р (х), 

для которых 11 Р JIФ .:;;; 1. 
С. Н. Мергелян показал, что если 

M(z)=sup \ P(z)\, 
PEL 

где L - совокупность всех алгебраических многочленов Р (х), 
у которых 

1Р(х)1 
-оо~~ <оо Ф (x)(I + 1Х1) ,,.;;; l, 

то условие М (z) =+со пр И Im z -::/: О необходимо и доста
точно для того, чтобы функция Ф (х) была весовой. 

О вопросе приближения функций с весом можно читать 
[2], [3], [8J, [10]. 

§ 4. Методы равномерного приближ~ния функций 

В настоящем параграфе мы рассмотрим некоторые эффек
тивные методы построения многочленов, аппроксимирующих 

заданную функцию, и оценки погрешностей приближений 
функций, которые получаются при этих методах. Отдельные 

результаты по этим вопросам отмечались нами -выше- (с-м. 
теоремы 3 и 4 в п. 3.3, а также п. 3.6). 
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. 4.1. Приближение периодических функций суммами 
Фурье. Совокупность всех суммируемых*) на отрезке [-1t, 1t] 
функций обозначим через L [-1t, 1t]. Пусть f(x)EL [-1t, 1t], 
тогда ряд 

00 

~0 + ! (akcos kx + bk siп kx), 
k=I 

(4.1) 

у которого коэффициенты ak, bk, называемые 1'оэффициен
тами Фурье, определяются по формулам 

" 
ао=+ S f(x)dx, 

_" 

" 
ak = + ~ /(х) cos kx dx, 

_" 

" 
bk = + S /(х) siп kx dx, 

_" 

называется, как это хорошо известно, рядом Фурье данной 
функции f (х); его частная сумма п-го порядка называется 
суммой Фурье п-го поряд1'а функции /(х) и обозначается 

через Sn (х; /). 
Если функция f (х) имеет период 21t, то ее частные суммы 

Фурье могут быть записаны в виде 

rде 

" 
Sn (х; /) = 2~ ~ Dn (и)/(х +и) du, 

_" 

. 2п+ 1 
SIП --2-u 

Dп(и)=---. и 
SIПT 

•) Определение суммируемости см. в г11, 1 настоящей книги. 
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Функция Dn (и) называется ядром Дирихле п-го порядка. 
Для нее справедливы следующие соотношения: 

Dn (-и)= Dn (и), 

" + S Dn (и)dи= 1. 
о • 

Теорема 1. Если /(x)EC[-1t, 1t], g(x)EC[-1t, 1t] 
и все коэффиц11енты Фурье функций /(х) и g(x) совпа
дают, то функция /(х) тождественна с фуюсцией g(x). 

Теорем а 2. Если ряд Фурье функции /(х)ЕС!" схо
дится в точке х0, то он сходится к /(х0). 

Отметим также результат Дю-Буа-Реймонда о том, что 
для произвольной непрерывной периодической периода 21t 
функции /(х) ее ряд Фурье не обязан сходиться во всех 
точках периода. А. Н. Колмогоров построил пример сумми
руемой функции, ряд Фурье которой расходится во всех 
точках. 

Теорем а 3. Пусть фу~кция /(х) определена на от
резке [-1t, 1t] 11 имеет на нем ограниченную вариацию *), 
тогда ее ряд Фурье сходится в каждой точке xE[-1t, 1t] 
к значению 

/(x-O)+f(x+O) 
2 

а в точках х = -t- 1t - к значению 

f (- it +О)+ f (it-0) 
2 

В частности, в точках непрерывности рассматриваемой 
функции /(х) ее ряд Фурье сходится к /(х). 

Перейдем теперь к вопросу о скорости приближения сумм 
Фурье некоторой функции· f(x) к ЭТОЙ функции. 

Теорема 4 (А. Лебег). Пусть /(х)ЕС!", тогда 

1 Sn (х; /) - /(х) 1 ~ (3 + ln п) Er;s:,n (/). 

*) Отсюда следует, что функция f (х) представима как ра~
ность двух ограниченных монотонных функций и, значит, инте
rрируема. 
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Эта теорема показывает, что, чем глаже функция /(х), 
в частности, чем больше она имеет производных, тем лучше 
к нett сходятся ее частные суммы Фурье, ибо в этом случае, 
согласно результатам п. 3.7, наилучшие приближения Еех,п (/) 
быстрее убывают. 

Теорем а 5. Пусть .модуль непрерывности w (3; Л 
периодической периода 21t функции / (х) удовлетворяет 
условию Дию~ - Липшица 

lim w(3; Лln3=0; 
а-о 

тогда функция /(х) раскладывается в равно.мерно сходя
щийся ряд Фурье. 

Точное асимптотическое выражение для отклонений ча
стных сумм Фурье от функций данного класса впервые было 
получено А. Н. Колмогоровым. 

Теорема 6 (А. Н. Колмогоров). Пусть W~)(К) 
(r - неотр~щательное целое ч11сло)- совокупность всех 
период11ческих пер110да 21t функц11й /(х), 1~.меющих непре
рывн.ую производную порядка r такую, что l/(r) (х) 1 ~К. 
Тогда 

sup sup lf(x)-Sп(x; Лl=-я -г +о г- • 4 Klnn ( 1 ) 
/(х) Е wt> (К)-оо<х<оо 1t п п 

При r =О это·г результат тесно связан с одним результатом 
А. Лебега, именно с неравенством 

4К 
Мп= sup sup ISп(x; Лl=-lnп+O(l), 

11/:::::К-оо<х<оо 1t 

Лх>Е а". 

Можно показать, что уже отсюда, точнее, даже лишь из 

того, что lim Мп = оо, следует, что существует непрерывная 
ti-+ 00 

функция, ряд Фурье которой заведомо расходится хотя бы 
в одной точке периода. 

Для случая функции /(х), r-я производная которой удо
влетворяет условию Г!!льдера, соответствующий результат 
получен С. М. Никольским. 
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Теорем а 7 (С. М. Н и к о л ь с к и И). Справедливо со
отношение 

sup sup lf(x) - Sn (х; /) 1 = 
f{.x)EH~) (М) -оо <.х<оо 

1t/2 

=-· ----- v 11 siп vdv+ О --?•+1 М ln п ~ ( 1 ) 
'/tг /lr nГ t 

где r - неотрицательное целое чz1сло r = r + 11, О< 11 < 1 
(см. п. 3.7). 

Теоремы 6 и 7 показывают, что хотя скорость стремле
ния сумм Фурье к функции рассматриваемого класса (т. е. 
порядок отклонения Sn (х; /) от f (х) в целом для данного 
класса} в известном смысле и хуже, чем скорость стремле
ния наилучших приближений, но для ряда задач (и прежде 

всего прикладного характера) это ухудшение не имеет суще
ственного значения (рассматриваемый порядок отклонения 
сумм Фурье отличается от порядка наилучших приближений 
в соответствующих случаях при п-+ оо не больше чем на 
In п). Это обстоятельство, а также простота вычислений сумм 
Фурье и то, что скорость сходимости их к функции увели

чивается при увеличении гладкости функuии, обусловливают 
широкое применение приближения функций посредством сумм 
Фурье как в теоретических, так и в прикладных вопросах. 
Суммы Фурье безусловно являются одним из самых удо()ных 
и распространенных методов приближения функций. 

4.2. Линейные методы приближения периодических 
функций тригонометрическими многочленами (методы 
Фейера, Балле-Пуссена и Берliштейна-Рогозинского). 
Пусть f(x) Е L [- 'lt, 'lt] и Sn (х; /) - ее суммы Фурье по
рядка п =О, 1, 2, ... Сумма 

( . f)- So (х; /) + S1 (х; /) + ... + Sn-1 (х; /) 
ап Х, - п 

называется суммой Фейера функции f (х) поряд1еа п. 
В случае, когда f(x)- периодическая периода 21t функ

ция, сумму Фейера ап (х; /) можно представить в виде 

1t 

ап(х; /)= 2
1
'/t S Фп(и)/(х+и)dи, 

-11 



162 гл. 11. ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ и ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИП [4.2 

где 

sin 8 1- и 

п sin1 ~ 

Функция Фп (и) называется ядром Фейера и обладает следую
щими своnствами: 

1°. Фп(и);;;::::О, 

" 
2°. 2~ S Фп(и)dи=l, 

_" 
3°. М(8)= max Фп(и)-О при п-оо 

О<:а=::1и1=::11 

и· любом фиксированном 8 >О. 
Для функциn /(х) Е c:r" их суммы Феnера удовлетворяют 

неравенству 

1 ап (х; /)\ ~ max lf{x) 1· 
-оо<:х<:оо 

Теорем а 1 (JJ. Фей ер). Пусть /(х) Е С2'", тогда 
последовательность су.нм Фейера ап (х; f) равномерно 
сходится на всей числовой оси tc фун1еции / (х). 

Скоро~ть приближения сумм Феnера ап (х; f) к функции 
f (х) первоначально была исследована С. Н. Бернштейном, 
затем для ряда важных классов функциn С. М. Никольский 
нашел ее точное асимптотическое выражение. 

Теорема 2 (С. М. Никольский). Пусть 

f(x) Е н!{>(М), о< r < 1, 
тогда 

sup max · /ап(х; f)-f(x)\= 
1ен1f> (М) -оо<:х<:оо 

_ 2МГ(r) 

- it(l-r) 

. rit 
SIП 2 (1) 
п' +0 n'" • 

Т е о р е м а 3 (С. М. Н и к о л ь с к и n). Пусть 

/(х) Е Lip:И 1, 



4.2] § 4. МЕТОДЫ РАВНОМЕРНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦЙЙ 163 

тогда 

2М\п п (lnn) sup max 1 ап (х; Л - f(x) 1 = -----М- + О n . 
/Е Lip~ 1 - Ф< х<Ф 

Любопытно отметить, что при рассмотрении классов более 

гладких функций, например классов н';:> при r > 1, верхняя 
грань отклонений сумм Фейера п-го _порядка от .соответ
ствующих функций не улучшается и не может иметь порядок 

более высокий, чем 1/п. Это видно уже из того, что для целой 

функции f (х) = 1 - cos х = 2 siп 2 ~ имеем 
ff./2 

ап (0)=~ \ sin 9 nt dt= . ..!.. 
птс ~ п 

Суммы вида 

V _ Sn (х; /) + ... + Sn+p-1 (х; f) 
п,р- р 

называются сумма.ми Балле-Пуссен.а (п, р)-го порядка для 
функции /(х). Мы рассмотрим простейший случай р = п и 
будем писать Vn, п(х; Л= Vп(х; f). Если функция /(х) 
является тригонометрическим многочленом степени т, то при 

п;;::.::: т сумма Балле-Пуссена Vn (х; /) совпадает с f(x) (этим 
свойством, очевидно, обладают суммы Фурье, но не обладают 
суммы Фейера). Кроме того, имеет место неравенство 

1 Vn (х; Л 1 ~ 3max 1f(x)1, /(х)Е С/". 
-Ф<Х<Ф 

Теор ем а 4 (Ш. Вал ле-Пус се н). Пусть f(x) Е С/". 
Тогда 

Пусть функция /(х) суммируема на отрезке [- те, · те], 
интеграл 

" 
J. ( • /)- (2n)ll 1 s f(t) gn t-x dt 
п х, -(2п- 1)11 2'1t cos · -2-

-ff. 

называется сингулярным интегралом Балле-Пуссен.а п-го 
порядка для функции /(х). Функция Jn (х; Л является тригоно
метри~;еским многочленом степени не выше п. 
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Теорема 5 (Ш. ВаЛле-Пуссен). Пусть/(х)Е C2'rr, 
тогда последовательность ее интегралов Балле-Пуссена 
{ Jn (х; f)} равномерно на всей числовой оси сходится 
1(; фунl(;ции f(x); при этом имеет место оценl(;а 

1 Jn (х; /)-/(х) 1 ~ 3w ( ;n; f). 
И. П. Натансон исследовал асимптотическое поведение откло
нениlt интеграла Балле-Пуссена в целом от функций, удовлет
воряющих условию Гельдера. Для удобства формулировки 
положим ПО определению Lip~a: = н~а.) (М) при о< (1 < 1. 

Теорема 6 (И. П. Натансон). 

sup max 1 Jп(х; f)-/(x) 1= ,~"М" Г (1 tcx)+ о( ,/-а)· 
/(x)ELipJ.a. х r 7tn r п 

Интеграл Балле-Пуссена хотя и приближает любую не
прерывную функцию, но в целом с довольно плохой точ

ностью (по сравнению с другими методами, например, посред
ством многочленов наилучшего приближения), подобно тому 
как зто имеет место для многочленов Бернштеltна или для 
сумм Фейера. Именно, можно показать, что никакое улучшение 
гладкости функций, например увеличение показателя r для клас
сов Н1{>, не приводит в целом для зтого класса к более высо
кому порядку убывания вышеуказанной величины, чем 1 /п. 

Пусть, как и раньше, Sn (х; Л - суммы Фурье функции 
/(х). Положим 

1 
в:(х; Л=2[Sп(х+а:п; л+sп(Х-а:п; /)], 

где а:п>О (n=1, 2, ".)и lim а:п=О. 
п--+ 00 

Приближение периодических функций тригонометрическими 
многочленами в: (х; /), называемое обычно приближением 
по методу Бернштейна - Рогозинсl(;ого, изучалось в рабо
тах Б. Рогозинского, С. Н. Бернштейна, А. Ф. Тимана, 
С. Б. Стечкина, Ф. И. Харшиладзе и др. 

Отметим, например, следующий результат [11 ]: 

Теорем а 7. Пусть /(х) Е cr" и а:п=2п:~-1 • тогда 

1 в: (х; /)-/(х) 1~.(2~+1) Ехп (/) + w (2п2~ 1; t). 
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Линейные методы приближения периодических функций 
посредством тригонометрических многочленов и всевозможные 

обобщения этих методов (среди них один из наиболее важ
ных.:__ метод приближения посредством сингулярных инте

гралов) представляют в настоящее время одну из самых раз
витых r лав теории приближения функций. Большой интерес, 
в частности, представляет изучение наилучших линейных ме

тодов приближения для данного класса функций. Сведения 
по всем этим вопросам можно найти в [ 1 ], [3], [7], [8], [ 11 ), 
[12) и [13). 

4.3. Линейные методы приближения функций алгебраи
ческими многочленами. Если функция /(х) имеет производ
ные всех порядков и, более того, является аналитической, то 
естественным методом ее приближения является приближение 
с помощью частных сумм ее ряда Тейлора (см. п. 1.2). Однако 
изучать класс аналитических функций проще в комплексной, 

а не действительной области. Поэтому мы будем предпола
гать, что рассматриваемые функции / (z) определены в еди
ничном круге 1 z 1 .::;;;; 1 комплексной плоскости. 

Обозначим через А <г> (К) (r =О, 1, ... ) совокупность всех 
функций f(z), аналитических в круге 1z1<1 и удовлетво-

- . 
ряющих условию 

l/(r) (z) \ .s;; К, 

00 

Пусть f(z) = ~ akzk, f(z) Е А И (k) при некотором фи-
k =О 

ксированном r =О, 1, 2, •.. Положим 

п 

P11 (z; /)= ~ akzk, 
k=O 

00 

r11 (z; Л=f(z)-P11 (z; f)= ~ akz", 
k=n+I 

R11 (j) = max 1 r 11 (z; /) j , 
lzl<I 

Rn [А И(/<))= sup R11 (j). 
/ЕА(Г)~К) 
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Имеют место следующие утверждения: 

Те о рем а 1 (С. Б. Ст е ч к и н). Пусть r - натуральное 

число u f(z) Е А <r> (К), тогда 

r.;;;;;n. 

(Эта формула осуществляется равномерно в круге / z / < 1 
и равномерно относительно всего класса А <r> (К).) 

Теор ем а 2 (С. Б. Ст е ч к и н). 

R [А (r) (К)]= К lп (! + п) +О ( 1 ) 
п 1t (! + nY (п + !)' ' 

n~r-1*). 

Указанная оценка достигается в классе А <r> (К) в том смысле, 
что существует функция / 0 (z) Е А <r> (К) такая, что 

!~со i~~ ~~; ~o~j 1. 
~ (! +пУ 

Для неаналитических функций по аналогии с периоди

ЧfСКими рассматриваются их разложения в обобщенные ряды 

Фурье по той или иной системе ортогональных (с весом) 
многочленов. Подробнее: пусть задана система { Рп (х)} много
членов, п =О, 1, ... , ортогональных с весом q (х) ~О на 
отрезке [а, Ь ], т. е. 

ь {>О при n=т, 
а~ q(х)рп(Х)Рт(х)dх =О при п* т, 

пусть, далее, на отрезке [а, Ь] задана некоторая ( суммируе
мая) функция /(х). Тогда ряд 

00 

~ апРп(х), (4.2) 
n=-0 

*) В случае r =О эта оценка тесно связана со следующим не
равенством Е. Ландау: 

1 
sup max IPп(z, 'f)l=-ln(l+n)+O(l), п~О. 

fE;BIOJ j Z j.::;: 1 1t 
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у которого коэффициенты ап, называемые 1еоэффициента.ми 
Фурье функции /(х) по системе {Рп (х) }, определяются по 
формулам · 

ь 

~ q (x)f (Х)Рп (х) dx 
. а 

ап =--,-ь------

~ q (х) р~ (х) dx 
а 

называется рядом Фурье функции /(х) по системе { Рп (х) }. 
В качестве примера таких разложений (и приближений 

функций частичными суммами рядов (4.2)) рассмотрим разло
жения по многочленам Лежандра и Чебышева. 

Многочлены Рп (х), определенные по формулам 

Ро(Х)= 1, 

называются .многочлена.мrr Лежандра. Они образуют орто
гональную на отрезке [- 1, 1) систему 

1 { О, если т =/= п, 
~ Рп(х)Рт(х)dх • 2 

- 1 2п + 1 , если т = п. 

Коэффициенты Фурье ап, п =О, 1, ... функции / (х) по 
системе мно.гочленов Лежандра определяются по формулам 

2п+ 1 1 
ап =-2 - ~ /(х)Рп(х)dх. 

-1 

Сходимость рядов по многочленам Лежандра характери-
зуется следующим образом: . 

Теорем а 3. Пусть фун1еция f(x) на отрез1ее [- 1, 1] 
удовлетворяет условию Дrrюr - Липитца 

lim w (S; Л In S = О; 
а ... о 

тогда во осех точ1еах интервала (-1, 1) ряд Фурье фун1е
цrtu f (х) по системе полr1номов Лежандра сходzrтся 
" фун1ецшr f(x), прrrче.м равно.мерно на вся1еом отрез1ее 
[-1 +h, 1-h], h>O. 
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Теорем а 4. Пусть функция /(х) определена на от
резке [- 1, 1], и пусть 

lim пgE'i$n (/)=О; (4.3) 

тогда ряд Фурье функцrш / (х) по системе полшю.мов 
Лежандра равномерно сходrtтся к са.мой функцm1 /(х) на 
отрезке [- 1, 1]. 

Отметим, что согласно результатам, изложенным в п. 3.9, 
условие (4.3) заведомо Rыполнено, если функция /(х) дважды 
непрерывно дифференцируема на отрезке [-1, 1]. 

Пусть теперь задана система многочленов Чебышева 

1 
Т0 (х) = 1, Тп (х) = 2n-i cos (п arccos х); 

1 
они образуют ортогональную с весом Jf систему на 

\-х1 

отрезке [О, 1 ]: 

1 { О, если т -::j::. п, 

S Тп (х) Тт ~х) dx= ~ 
_ 1 Jfl-x 2п, если т=п. 

Частичные суммы ряда Фурье функции /(х) по многочленам 
Чебышева 

будем обозначать через Un (х; /): 

п 

Un (х; /) = ~ ап Тп (х), 
k=O 

Теор ем а 5. Пусть функция /(х) определена н.а от
резке [- 1, 1], и пусть 

(4.4) 

тогда ряд Фурье функции /(х) по системе многоч.ленов 



4.4 j § 4. МЕТОДЫ РАВНОМЕРНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИJ:f 169 

Чебышева равно.мерно сходr1тся rc са.мой фунrсции /(х) 
на отрезке [- 1, 1], прич,е.м имеет .место оценrса 

1 Ип (х; /)-/(х) 1 ~(3 + ln п)Е~п (/). 

Отметим еще, что условие (4.4) заведомо выполнено 
(согласно результатам, изложенным в п. 3.9), если функция 
f (х) удовлетворяет условию Дин и - Липшица на отрезке 
(- 1, 1]. Можно показать, что приведенные результаты в опре
деленном смысле точны, откуда следует, что для равномер

ноf:f сходимости рядов Фурье по многочленам Чебышева до
статочно меньшей гладкости, чем дi111 равномерной сходи
мости рядов Фурье по многочленам Лежандра. 

Подобно периодическому случаю при приближении функ
циf:f частичными суммами рядов Фурье относительно некоторых 
ортогональных систем многочленов в ряде случаев также 

удается оценить верхние грани уклонений частичных сумм 

этих рядов от самих· функций. 
Пусть r - фиксированное неотрицательное целое. 

Обозначим через w<r) (Ю совокупность функций /(х), 
определенных и непрерывных на отрезке [- 1, 1] вместе со 
своими производными до порядка r включительно и таких, что 

( ,. 
lfr(x)l~K. 1~х~1. 

Для частичных сумм разложении функций по многочленам 
Чебышева имеет место 

Теорем а 6 (С. Г. Сел и в а но в а). 

4Klnn ~ ( 1 ) · sup \f(х)-Ип(х; Лl=7t1 --пr (l-x2) 2 +0 nr. 
1 (х) Е w<rl (К) 

Мы снова видим, что здесь в отличие от периодического 
случая правая часть зависит от положения точки х на от

резке [- 1, 1 ]. 
Изложение других вопросов, связанных с линейными ме

тодами приближения функций алгебраическими многочленами, 
можно найти в [1], [3], [7], [8], [11], [12]. 

4.4. Наилучшие линейные метоцы приближения функ
ций. Пусть задано некоторое банахово пространство R функ
ций /(х), норма которых, как обычно, обозначается через 
11/11· Пусть, далее, задан некоторый метод приближения функ-
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цип / (х) Е R, иначе говоря, задана последовательность опе

раторов { Ип }~ =1 

f(x)ER. n=l, 2, ." 

Метод приближения { Ип }~ = 1 называется линеlfным, если 
для любых двух функциlf / 1 (х) Е R и / 9 (х) Е R и любых 
чисел Л1 и Л'I. справедливо 

Ип (Л1/1 + Лi/9.) = Л1 Ип (/1) + Л'l.Ип (/"). 

Пусть теперь в пространстве R задана система функциlf 

Ф = { tfo• tf1• tfi• • • • • tfn• • • • }. 

Рассмотрим задачу приближения (в смысле нормы простран
ства R) данной фиксированной функции /(х) Е R с помощью 
всевозможных линейных агрегатов вида c0rp0 + c1rp1 + ... . . . + Cntfn (п фиксировано, п =О, 1, 2, . ") и положим 

п-1 

EФпifJ= inf 11/- ~ C1tf1~· 
-оо<с1 <оо l=O 

i=O, 1,.", п 

Пусть теперь R* - некоторое подмножество простран
ства R. Положим 

Мы скажем, что линейный метод приближения { Ип}:=I является 
наилуч,шим линейным методом приближения функций множе
ства R* относительно системы Ф, если 

ЕФ (R*)= sup \\/- Ип(/)11, 
п / Е R• 

n=O, 1, 2, •.. 

Мы скажем, что линейный метод { Ип}:=о является асимп
тотич,ески наилуч,шим линейным методом приближения 
функций множества R* относительно системы Ф, если 

lim Ефп (R*) -1. 
п-оо sup llf-Uп(/) 11 

/ Е R• 

Наилучшие линейные методы были исследованы для перио
,цич~ского случая в работах Ж. Фавара, Н.. И. Ахиезера, 
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М. Г. Крейна, Б. Надя, С. М. Никольского, В. К. Пзядыка, 
С. Б. Стечкина и др. 

Теоре'ма 1 (Ж. Фавар, Н. И. Ахиезер, М. Г. Крейн). 
Пусть (см. п. 3. 7) 

f(x) Е w~> (К), 

1 " 
а0 =-;- ~ f(x)dx, 

_" 
1 "' 

а11=-;- ~ /(х) cos nxdx, 

1 " Ь11 = -;- ~ /(х) sin пх dx, п= 1, 2, .. " 
_" 

- коэффициенты ряда Фурье функцrrи /(х), тогда суще
ствуют числа А~11>, k=1, 2, .. " п-1; п=1, 2, •.• такие, 
что .метод приближения 

11-\ 

U11 (х; /) = ~0 + ~ А~11> (ak cos kx + bk sln kx) 
k=I 

является наилучшrr.м (очевидно, линейным) .методом при

ближения функций класса w!,r> (К) относительно трrrzо
но.метрuческой. системы ~11_1 тр11гонометрических поли
номов степени не выше чем п- 1. 

При этом значения множителей суммируемости А~11> могут 

быть эффективно вычислены. Особенно простой вид они 
имеют при r = 1: 

'(11) - k1t t k1t 
"'k -2пс g2n' k = 1, 2, ••. ' п - 1, п=1, 2, ..• 

Как уже отмечалось ранее (см. теорему 10 п. 3.7), для 
рассматриваемого класса w!:> (К) Ж. Фавар, а затем 
Н. И. Ахиезер и М. Г. Крейн установили точное значение 

величины Ei (W!:> (К)), а значит, в силу теоремы 1 и точное 
11 

значение величины 

sup max j/(x) - U11 (х; /) 1· 
1 <х> е w<~> <К> х 
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Для непериодического случая отметим теорему С. М. Ни
кольского об одном асимптотически наилучшем линеllном 
методе приближения функциll алгебраическими многочленами. 

Те о рем а 2 (С. М. Н и к о л ь с к и И). Пусть /(х) Е Lip м 1, 
х Е (- 1, 1] (см. п. 3.8), Р0 (х) = 1, Pk (х) = cos k arccos х -
многочлены Чебышева (k = 1, 2, ... ) 

1 " f а=- f (х) dx 
о 11: ) ,rl - ~ ' 

~" r х 
1 

а=_! ( f(t)Pk(t)dt 
k 11: }, ri-t• ' k=l, 2, ...• 

(n) k11: k11: 
лk =2n ctg 2n' k=l, 2, "., п-1, n=l, 2, ... , 

и пусть 

п-1 

U11 (x; /)= i + ~ Л~)akPk(x). 
n=I 

(4.5) 

Тогда 

М11: < М11: 2-е sup max lf(x)-U11 (f; x)l<2-· 
п 1 (х) Е Llp м 1 - 1 ~ х ~ 1 n 

где 

и 

Значит, метод приближения (4.5) является асимптотически 
наилучшим линейным методом приближения функциll f(x) 
класса Lipм 1, х Е [~ 1, 1) многочленами степени не выше 
п-1. 

§ б. Приближение функций одного переменного в среднем 

5.1. Общие замечания. Мы будем рассматривать теперь 
вопросы приближения в среднем для функции, суммируемых 

в некоторой степени. Пусть Е - измеримое множество на 
прямой, р ~ 1, q(x) - суммируемая, почти всюду положи
тельная на Е функция (называемая обычно весом). Рассмотрим 
функции f(x), определенные и измеримые на множестве Е. 
Совокупность всех измерИмых функции f (х), для которых 
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интеграл ~ q (х) lf(x) IP dE конечен, будем обознача:rь через 
Lp,q(x) (Е), а число 

1 

\\/lli <Е>= (f q(x)l/(x)IPdE]i, (5.1) 
p,qcx1 ) . 

называть нормой функции /(х) Е Lp,q(x) (Е). Совокупность 
функций Lp.q(x) (Е) при обычных операциях сложения функ
ции и умножения их на число образуют, в силу определения 
нормы (5.1),.линейное нормированное простран
ств о*), которое мы б;удем обозначать тем же симво

лом Lp,q(x) (Е) или, короче, Lp,q(x\· В случае, когда q(x)= 1 
.на Е, указанное пространство будем обозначать просто сим
волом !;Р (Е) или соответственно LP, а норму элемен
та /(х) С: LP - символом 1111\р· 

Если при р = 2 в пространстве L1• q (х\ (Е) ввести ска
лярное произведение по формуле 

(/, g) = ~ q (х)/ (х) g(x) dE, 

/ (х) Е L2, q (х) (Е), g (х) Е L2, q 1 х\ (Е), 

то пространство L2, q (х) (Е) превратится в г и л ь б ер то в о 
пространство. 

Пусть система ~ = { / 1, / 2, ••• , / п• •.• } элементов fп Е ~ 
является ортогональной системой пространства L 2, q(x) (Е), 
т. е. (/;, / 1) =О при i =!=- j, (/1, /;)>О, и пусть у Е L'I., q (х\ (Е). 
Имеет место 

Т е о р е м а. Величr1на 

достигает своего наименьшего значения при 

а - (у, fk) 
k-(fk, fk)' k= 1, 2, ". 

Коэффициенты ak, вычисленные ·по этой формуле, назы
ваются tсоэффициентами Фурье элемента у по данной 

*) При !lтом gквивалентные функции считаются тождествен
ными элементами gтoro пространства. 
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00 

системе ~. а ряд ~ akfk - рядом Фурье элемента у по 
k=I 

системе~. 
Мы уже встречались с рядами Фурье по тригонометри

ческой системе (см. п. 4.1). по многочленам Лежандра и Че
бышева (см. п. 4.3). В качестве еще одного примера отме
тим многочлены Якоби: 

J~a..~)=1, 

J~a., ~> (х) = Kn (1 - х)-а. (1 + х)-1! :;n [(1 -x)a.+n (1 + x)~+n], 
где Kn (n= 1, 2, ... )-некоторые постоянные, а>-1, 
~ >- 1. Многочлены Якоби образуют ортогональную с весом 
p(x)=(l-x)a.(1 +х>~ систему на отрезке [-1, 1); при 
сх =~=О многочлены Якоби превращаются в многочлены 

1 
ЛеЖ4И!дра, а при а= ~ = - 2 - в многочлены Чебышева 

(при соответствующем выборе постоянных Kn• n=·l, 2, ... ). 
Для случая бесконечного интервала [О, оо) так называе

мые многочлены Лагерра 

Ln (х) = ех :;n (xn е-Ж), n=O, 1, .. " 

образуют ортогональную систему с весом q (х) = е-х, а на 
всей числовой оси многочлены Эрмита 

n=O, 1, 2, ... , 

образуют ортогональную систему с весом q (х) = e-x'il. 

Отметим, что в случае, когда mes Е < оо, имеет место 

lim 11/ llP = sup vrai 1/(х)1· 
р-оо хЕВ 

Поэтому естественно положить по определению 

11/1\оо = sup vrai 1/ (х) \. 
хЕВ 

Линейное нормированное пространство функций с конечной 
нормой 11/ 1\оо будем обозначать LrжJ (Е) или Просто LaJ. 
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5.2. Наилучшие приближения в среднем. На простран
ства функций типа Lp (1 ,,;;;;;;,.р,,;;;;;;,. оо) переносятся многие из 
результатов теории равномерных наилучших приближений, 
в частности, из результатов, устанавливающих связь между 

гладкостью функций и порядком скорости убывания их наи
лучших приближений. 

Пусть Е - промежуток на прямой, конечный или беско
нечный, и пусть на Е определена функция /(х). Есл~ функ
ция / (х) абсолютно непрерывна на Е, то почти всюду функ
ция / (х) имеет производную /' (х). Всякую функцию, опре
деленную на множестве Е и почти всюду совпадающую 

с /' (х), будем. называть обобщенной проuзводной функ
цией /(х) и обозначать тем же символом /' (х). Обобщен
ной проuзводной J<k> (х) порядка k функции /(х) назы
вается обобщенная производная от обычной производ
ной /lk-t) (х) порядка k - 1 функции /(х). Если /' (х) -
обобщенная производная функции / (х), то 

х 

/(х) =/(а)+ ~/' (х) dt, а ЕЕ. 
а 

Пусть теперь 1 ,,;;;;;;,. р ,,;;;;;;,. оо, r = r + ri, r - неотрицательное 
цeлoe,O<ri,,;;;;;;,.t,M>O,E=(-oo, оо). Функция f(х)назы
вается функцией класса нr;> (М), если 

1°. /(х) Е Lp(-oo, оо), 
2°. существует обобщенная производная. 

t<Г> (х) Е LP (- оо, оо) 
такая, что 

11/(;) (x+h)- 2/(х)+ /(;) (x-h)\\p,,;;;;;;,. MI h 1"· 

Аналогично, если Е= [О, 211:), то при сохранении 
остальных предположений периодическую с периодом 211: 

(r) 
функцию f (х) назовем функцией класса Н; (М), если 

1°. /(х) Е LP [О, 211:], 
2°. существует обобщенная производная 

t<Г) (х) Е Lp [О, 211:) 
такая, что 

~/ (r) (х + h) - 2/ (Г) (х) + j<Г> (х - h) llP < М 1h1". (5.2) 
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сов 

В случае О <а < 1 условие (5.2) в определении клас-
() .(r) 

Н; (М) и н; (М) эквивалентно более простому условию 

11/(;) (х + h) - 1<n (х) llP:,,;;;; К 1h1". 

где К> О- некоторая постоянная. Как обычно, положим 

. (r) (r) 
н<rJ = U ни (М) и Н* = U Н* (М). 

р М>Ор р М>Ор 

Через Е~ (/) будем обозначать наилучшее приближение 
п 

в пространстве LP функции / (х) тригонометрическими мно-
гочленами класса ~п на отрезке [О, 21t ], т. е. 

Е~ (f)= sup //!- Т~р· 
п Т(х>ЕХп 

Обозначим, далее, через @;~ (v >О) класс целых функциl;\ 
экспоненциального типа степеней, не превышающих v и сум
мируемых в р-й степени на всей числовой оси. Можно по
казать, что (см. п. 3.8) 

1.:;;;;р<оо. 

Наилучшее приближение функции /, определенной на 

всей оси, с помощью функций класса @;~ в смысле прост
ранства Lp будем обозначать Е~. (/), т. е. 

Е~.(/)= sup 11/-gl~· 
g<x>E&~ 

(r) 
Теорем а 1. Для того чтобы /(х) Е н;, 1 .;;;;;р.;;;;;оо, 

r> О, необходимо и достаточно, чтобы существовала 
постоянная с> О такая, что 

Е~ (/):,,;;;; с,. • п 
(5:3) 

При атом условие (5.3) остается достаточным для при-
<r> 

надлежности функции/ к классу н; rr в том случае, если 
оно выполняется лишь для последовательности целых п, 
пробегающих некоторую возрастающую геометрическую 
прогрессию. 
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Теорем а 2. Для того чтобы f(x) Е H~I, 1 ~р~оо, 
r>O, необход~~.мо и достаточно, чтобы существовала 
постоянная с> О та1еая, что 

Е~ (/)~ cr• 
• v 

(5.4) 

При это.м условllе (5.4) остается достаточным для при
надлежности фyHICЦllll f (Х) 1С IСЛассу HJ:> U В то.м случае, 

если оно выполняется лишь для последовательности 
инде1есов v, пробегающих не1еоторую возрастающую гео
.метрllчес1еую прогресс~~ю. 

Вопрос о связи наилучших приближениll в смысле 
пространства Lp алгебраическими многочленами с .тoll или 
иноll гладкостью функции изучен в настоящее время значи-

тельно менее полно. . 
В смысле метрики пространства Lp изучены также раз

нообразные линеllные методы приближения функциll, в част

ности, наилучшие линейные методы приближения для различ
ных классов функций, а также получены оценки верхних 

гране!! отклонениll приближений от функций того или иного 
класса (в отдельных случаях эти верхние грани отклонений 
даже точно илИ асимптотически вычислены). Следует отметит.ь, 
что некоторые вопросы получают свое более простое и 
даже более полное решение именно в метрике LP, причем 
часто для 1 < р < оо, а значения р = 1 и р = оо Являются 
в этом смысле как бы особыми. . 

Снедения о всех эт~х результатах можно наllти в [1.], 
[7], [8], (11], (12], (13]. 

5.3. Системы функций, приближающие наилучц~им 
образом некоторый класс функций. Во всех предыдущих 
рассмотрениях, когда мы сталкивались с вопросами прибли
жения периодических функций, мы всегда использовали для 

.этой цели линейные комбинации синусов и косинусов крат

ных дуг. Естественно возникает вопрос, нет ли каких-либо 
других систем, существенно отличающихся от указанной, ли

нейные комбинации которых давали бы, вообще говоря, бо
лее хорошие приближения периодических функций. В общем 
виде подобный вопрос был поставлен А. Н. Колмогоро
еым в 1935 г., и им же было предложено его решение 
для ряда важных случаев как пери одических, так и 
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непериодических функциn. Мы ограничимся эдесь лишь фор
мулировкоn результата А. Н. Колмогорова для периодическо
го случая, как наиболее простого. Этот результат оправды
вает с определенной точки зрения приближение периодиче
ских функциn линейными комбинациями синусов и косинусов 
кратных дуг; именно, формулируемая ниже теорема показы

вает, что в этом случае величина приближения оказывается 
наименьшеn. 

Сформулируем общую задачу А. Н. Колмогорова. Пусть 
задано нормированное пространство R элементов /, норму 
которых мы будем, как обычно, обозначать 11/11· Пусть tj -
некоторое подмноже~тво пространства R и п - фиксирован
ное натуральное число. Положим 

D11 (Ю = inf sup inf IJ!- .± С; Ч'1 IJ, 
fl• ••• • '1'11 / Е ~ С1, ••• • сп /=1 

1P1ER, -оо<с;<оо, i=l, 2, "., п. 

Рассматривается задача об определении и достижимости D11 Qj), 
т. е. задача о наилучшем приближении множества tj С R 
посредством любых п-членных «полиномов» c1qi1 + ... + c11qi11 

в пространстве R. · 
В случае, если нижняя грань D11 (Ю достигается для не

которой системы функций qi1, ••• , qi11, то, естественно, ста

вится вопрос об однозначной определенности этим условием 
такой системы qi1, ••• , Ч'п (однозначная определенность эдесь 
п•нимается, конечно, с точностью до линейного преобразо
вания системы). Очевидно, 

D1 (5} ~ D2 (Ю ~ ..• ~ Dn (Ю ~ .. • 
Пусть теперь R = L: и tj = w!;> - совокупность перио-

s 
дических периода 21t, r раз дифференцируемых (r=O, 1, ".) 
функций таких, что 

" 1 
11/(r)\~=( ~ l/<r>(x)J9 dx)2 ~1. 

_" 

Теорема (А. Н. Колмогоров). Имеет .место ра-
венство 

(r) w<r>> ( 1 )' д~т-1 (W: ) = D2m ( f = 2хт ' 
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причем в случае п = 2т + 1 нижняя грань Dn (Wt'> до
стигается на системе функций 1, cos х, slп х, ... , cos тх, 
sin тх (условиямll теоремы эта система опреде
ляется однозначно с точностью до лllнейных преобра
зований). 

§ 6. Приближение функций многих переменных 

6.1. Основные понятия. При изучении вопросов прибли
жения функций многих переменных многочленами и их обоб
щениями, как правило, возникают принципиа.1ьно новые труд

ности, не имеющие аналогов в одномерном случае. В резуль
тате этого многомерныn случай изучен в значительно мень

шей степени, чем одномерный. Исследование же приближений 
функций многих переменных тем или иным методом пред, 

ставляет собой большоn интерес не только в связи с теми 
применениями теории приближения, которые встречаются и 
для функций одного переменного, но и в связи с качествен

но новыми применениями, имеющими многомерную специфи

ку. Именно, теория приближений функций многих перемен
ных находит, например, весьма эффективное применение при 

изучении связи свойств функции со свойствами ее граничных 
значений, а также при изучении методов наилучших или в 

известном смысле наиболее целесообразных продолжений 
функций (теоремы такого типа являются частными случаями 
прямых, соответственно обратных, так называемых теорем 
вложен и я). Эти вопросы в свою очередь играют 
фундаментальную роль в теории уравнений математической 

физики. 

Одним из вопросов, которые удалось изучить достаточно 

полно в многомерном случае, является вопрос о связи поряд

ка убывания наилучших приближений тригонометрическрми 
полиномами или целыми функциями экспоненциального типа 

с гладкостью функн.ии в том или ином смысле. Здесь мы 
приведем несколько прямых и обратных теорем в том виде, 
в каком они 11олучены С. М. Никольским, а также несколько 
неравенств, полученных С. М. Никольским и имеющих фунда
ментальное значение как для самой теории приближения, так 
и для . ее приложений (например, к теоремам вложения). Пе
рейдем к изложению этих результатов. 
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Функции вида 

m1 

Тт 1 ".тп(Х1, ••• , Хп)= ~ 
k1=-m1 

Ck1 ".-k1". kn =С k 1 ". k1". kn 

мы будем называть действительны.ми тригоно.метрическuми 
.многочлена.ми степени не выше чем т1, ••• , тп соответст

венно по переменным х1 , х2, .•• , Хп (ер. п. 2.2). Класс всех 
три~:онометрических многочленов Т т1 ". тп будем обозначать 

через ~m 1 ".mn. 
Функция g.1" •• n (z1, ••• , zп) называется целой функцrrей 

экспоненцrrального типа степенеl! v1, ••• , vn соответственно 

по переменным z1, ••• , Zn, если 

1) функция g.1 ••• •n (z1, ••• , Zп) раскладывается в степен

но!! ряд, сходящиl!ся для любых комплексных z1, ••• , zп; 

2) для любого е > О существует А > О такое, что для 
всех z1, ••• , Zn выполняется неравенство 

п 

L <•k+•)/Zk/ 
k-\ 

1 g.1 ." • (z1, "., Zп) 1 ~ Ае -
п 

Совокупность всех целых функций экспоненциального типа 

вида g.1 ". •п (z1, ••• , Zп), суммируемы_х в р-й степени по 

всему вещественному п-мерному пространству, обозначим 

через ~f1 ".•n· 
w . 

Через L; обозначим пространство функций, измеримых 

в п-мерном пространстве, периодических периода 21t относи
тельно каждой переменной и суммируемых. в р-й степени на 

периоде (т. е. при О~ Х; ~ 21t, i = 1, 2, ... , п). При этом 
• (n) 

для /(х) Е L; положим 

21' 2" 2" 

llJl~n)=O ~" .. ~ lf(x1, 
о о о 

а в случае р=оо 

... , 
1 

Хп) jP dx1 ••• dxn )!i, (6.1) 

11/11~1 = sup . vrai lf(x1, ••• , Xn)I. (6.2) 
O.:::xf'=2" 1=1, 2, "" п 
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Через L~> обозначим пространство измеримых функциl!, 
определенных, измеримых и суммир,емых в р-й степени на 
всем пространстве. При этом для /(х) Е L~> положим 

0000 00 1 

1//11~) = ( ~ ~ ... ~ lf(Xi, •• " Хп) IP dxi ••• dхп)"-Р, (6.3) 
-оо -СХ) -оо 

а в случае р=оо-

11/Щ~>=. supvrai lf(x1, •••• . xn)I. (6.4) 
-ао<х;<оо, i= \, 2, .", п 

При обычных операциях сложения функций и умножения их 
на число с нормами1 определенными соответственно форму

лами (6.1) - (6.4), пространства L<:> и L <п> при 1 ~р -s;;. оо 
р р 

являются л и н е й н ы м и н о р м и р о в а н н ы м и п р о с т р а н

с тв а м и (при этом эквивалентные функции считаются тож

дественными). 
Отметим теперь основные неравенства С. М. Никольского 

для целых функций экспоненциального типа. 

Пусть ер (х1 •.. • 1 Хп) принадлежит чп) и почти для каждоl! 

точки (п- 1)-мерного пространства (х1 , ••• , Х;_1 , X;+i• •.. , хп) 
является целой функцией степени v относительно пере-

менно!! Х;, тогда :~. Е L1n) и имеет место обобtЦенное 
1 

неравенство Бернштейна 

Пусть, далее, g,1, "., 'п (х1 , •• " Хп) Е @;~1 ••• 'п и 1 ~р < 
<Р' ~ оо, тогда g,1 ". 'п (х1, •• " Хп) Е @;~·". 'п и и~еет 
место неравенстоо 

~ g., ...•• ~' .,;; 2• (D; ") J; - :. ~к" ...•• ij,"'. 
причем при фиксированном п и произвольных v1 - оо это 
неравенство точно в смысле порядка. 

Наконец, если снова g. 1 ••• 'п (х1 , •••. хп) Е @;~ ". 'п• 
1 ~р ~ оо и 1 ~ т < п, то при любых фиксированных 
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(О) О (0) ф 
Xm+I =Xm+I • Хт+2=Хт+2• · ••• , Хп=Хп УНКЦИЯ 

К,1 ••• 'п (Х1, ••• , Хт, Х~)+ 1, .•• , х~» интегрируема ПО 
(х1, ••• , Хт) в р-й степени и имеет место неравенство 

llK•1 ••· •"ll~mi·= 
00 00 1 

=(~". ~ 1 g.1 ""n (Х1, •. • ,Xm,x~!+I' •• • , x~I) / Р dx1 ••• dxm)P~ 
-оо -оо 

~ 2п ( iI vk)~ /1 К•1 · •• 'п 1\~), 
k=m+I 

причем при фиксированном п и произвольных v-+ оо оно 

также точно в смысле порядка. Совершенно аналогичные не
равенства были получены С. М. Никольским и для тригоно
метрических полиномов класса Xm 1 ." тп· Как уже отмеча
лось, эти неравенства находят существенные и разнообразные 

применения как в caмoll теории приближения функциll многих 
переменных, так ·и в ее приложениях. 

Как и выше, введем теперь понятия наилучших прибли
жений: 

Е~ (/) = inf 11/ - Т т1 ". m \\~nl, 
m1 ••• mn Т Е :1: . п 

ml ". mn m1 ". mп 

(n) 
f(x) Е L;, 

ЕiМ,1 ". 'п (/) = inf 11/ - К•1 ... •nll~>, /(х)Е L1n>. 
g,I ". •пЕ@Р 

"• • • • vn 

Будем говорить, что функция /(х1, ••• , Хп) имеет обобщен
ную частную производную порядка k по переменноll xi, 

д'iif 
и будем ее. обозначать -k, если функцию f (х1, ••• , Хп) 

дх, 

можно так видоизменить на множестве п-мерноll меры 

нуль, что после этого функция /(х1 , ••• , Хп) будет 
иметь обобщенную производную порядка k по переменноll х1 
(в смысле п. 5.2) на любом конечном отрезке, параллельном 
оси х1 и принадлежащем области определения функции 
f(x1, ••• , xJ для почти всех (в смысле (п - 1)-мерной меры) 
точек (х1, ••• , xi-I• xi+I• ... , хп>· Аналогичным образом опре
деляются и обобщенные смешанные частные производные. 
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Пусть 1,,;;;;р,,;;;;оо, м>о, r>O, r=r+a, r-неотри
цательное целое, О< а~ 1. Функция f (х) называется фун.1е-

ц11ей tсласса н}:11 (М), если f~x) Е L1n> и существует обоб
дrf 

щенная частная производная --=- Е L 1п> такая, что 

11 

it(xi + h, :2, ... , Хп) _ 

дх'j 

дх'j 

_ 2 дrf (х,, Х2: " .• , Хп) + 
дх) 

д f (Х1 - h, :•• ". , Хп) ,,;;;; М 1 h \'", r [п> 
дх\ 

В случае О <а < 1 это условие эквивалентно условию 

дrf(X1 + h, :2, "., Хп) _ дrf(X1, ·~· • Xr) Е;;;; KI h \'" 
11 

- - l[n) 
дх( дх\ 

При некотороfl постоянноfl К> О. 
Подобным же образом определяются классы Hj;11 (М), 

(r.) 
i= 1, 2, . ", п. Пересечение классов Нрх; (М,) для всех 

i = 1, 2, "., п обозначается через Н}:1" ." r п> (М1" ", M,J. 
Наконец, 

Hp(r1, ".' rn) = U н,<r1, ".'' ) (М М \ р п 1." •• nJ• 
М1 >0 

i=I, 2, "., п 

Совершенно аналогично в периодическом случае опреде-
<r ;> (r1, "., rп> (r1"."rn> 

ляются классы н;х/М), н; (М1, • ", M,J и Нр . 

6.2. Теория наилучших приближений функций многих 
переменных. 

Т е о р е м а 1 (С. М. Н и к о л ь с к и fl). Пусть 

Е (r1, ••• , rn> \ 
f(x) н" (М1, , •• , MnJ, тогда 

р 

Р ~ М· 
Ехт1 ••• тп (/)~с ...:::.i mr: • 

1= 1 i 

где постоянная с не зависит ни от/, ни от М1, ни от 
т;, i= 1, 2, .", п, 
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Теорем а 11 (С. М. Н и к о л ь с к и lt). Пусть 

f ( х ) Е н.(ri. • • • ' "п) (М М ) х •• ... ' п р 1• ••• ' п ' 
тогда 

где постоянная d не зависит нr1 от /, нr1 от М;. нrt от 
V;, i= 1, 2, ... , п. 

Те о рем а 2 (С. М. Н и к о п ь с к и й). Пусть 
(n) 

f(x 1, • •• , xJE L; и 

(6.5) 

где К1 >О и r1 >О - постоянные, а v; пробегают неко

торые возрастающllе геометрllческllе прогрессии v; = Ь;а~ 
(а1 > 1; i= 1, 2, "., п; k=O, 1, 2, ... ); пусть, далее, 
Т(х1, ••• , хп) является тригонометрическим многочленом 
не выше первой степени rr таким, что 

(п) п 
11/-Tll; ~~К;. 

1=1· 

Тогда многочлен Т(х1, ••• , Хп) (существующий в силу 
(r1 •••• • 'п) 

условия (6.5)) принадлежит 1С tслассу н; (М), где 

п 

м~c'll!llr> +d' ~к,. 
1=1 

п 

М1 ~с;~К1, 
i=I 

причем постояюше с', d' и с; (i= 1, 2, "., п) не зави
сят от / и К;· 
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Теорем а 21 (С. М. Ни к о ль с кий). Пусть /(х) Е L1n) 
ll 

(6.6) 

где К;> О и r1 >О - постоянные, а v1 пробегают неко

торые возрастающие геометрические прогрессии v1 = Ь;а~ 
(a1>t; i=l, 2, ... , п; k=O, 1, 2, ... ); пусть, далее, 
g(x1, ••• , xJ является целой функцией экспоненциального 
типа не выше первой степени такой, что 

п 

ll/-gll~1 ~ ~к1. 
;,,,,, 1 

Тогда фующ~1я g(x1, ... , Хп) (существующая в силу 

условия (6.6)) принадлежит к классу Hj;I". ·· гпJ (М), где 
п 

м~c'Jl!ll~>+d' ~К1, 
1 ""'1 

а функц11я qi(x1, ••• , Хп)=/(х1, ••• , Xп)-g(xi, •.. , Хп) 
принадлежит к классу Н},г 1• • • • • г п1 (М1, ••• , Мп), где 

п 

М1 ~с1 ~к,, 
;,,,,, 1 

причем постоянные с', d' и с1 (i = 1, 2, ... , п) не зависят 
от/ 11 К1 (i=l, 2, ... , п). 

Из теорем 1 и 2 (соответственно из теорем 11 и 21) 

следует, в частности, что для того, чтобы выполнялось 

Е (r1 •••• , г) 
условие f (Х11 ••• , Хп) Нр п (соответственно 

/(х •• ... 'Хп) Е н~ri . ... 'гп1), необходимо и достаточно, чтобы 
п 

существовала const К>О такая, что Е&т т (f)~KV_I_ 
1 •• • п ,1',,; т~1 

1=1 ' 
п 

(соответственно Е& (/)~К V-1-). При этом указан-
•1 ••• 'п ~ vГ.1 

;,,,,, 1 1 

ное условие остается достаточным и в том случае,. когда т; 
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(соответственно v;) пробегают лишь возрастающие геометри
ческие прогрессии. 

Сформулированные теоремы содержат в себе, очевидно, 
как частный случай соответствующие результаты п.п. 3.7, 3.9 
и 5.2. . 

Аналогичные вопросы для приближения функций многих 
переменных алгебраическими многочленами изучены значи
тельно менее полно. Плохо изучены в настоящее время и 
асимптотические поведения отклонений приближений для того 
или иного линейного метода аппроксимации функций какого

либо класса. Это относится также и к другим вопросам при
ближений, рассмотренным нами для функций одного пере
менного. Отдельные сведения по этим вопросам· можно найти, 
например, в [1], [3], [8] и [12). 

§ 7. Теория Приближений в банаховых пространствах 

7.1. Общие понятия. Наилучшие приближения в гиль
бертовых пространствах. Метод наименьших квадратов 
построения наилучших приближений. Пусть R - метриче
ское пространство, Е - его подмножество, х0 - фиксирован

ный элемент пространства R; как обычно, по определению 

р (х0, Е) = inf р (х0, х) 
хЕЕ 

(р (х0, Е) называется откл.онендем или расстоянием эле
мента х0 от множества Е). 

Если существует элемент у0 Е Е такой, что 

р (хо, Е) = р (хо, Уо), 
то элемент у0 называется эле.ментом, осуществляющим 

наилучшее приближение элемента х0 на множестве Е. 
Если множество Е компактно и замкнуто, то, каков бы 

ни был элемент х0 Е R. всегда существует элемент у0 ЕЕ, 
осуществляющий наилучшее приближение элемента х0 на мно
жестве Е. 

Пусть R - линейное нормированное пространство. Если 
множество Е С R является линейным конечномерным под

пространством пространства R. то, каков бы ни был элемент 



7.1] § 7. ТЕОРИЯ ПРИБЛИЖЕНИЙ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 187 

х0 Е R, всегда существует элемент у0 ЕЕ, осуществляющий 
наилучшее приближение элемента х0 на множестве Е; при 
этом если пространство R строго нормировано, то этот 
элемент единственный. 

· Напомним, что линейное нормированное пространство 

называется строго н.ормирован.н.ым, если из соотношения 

IJa+bll=IJall+llbll 

следует, что Ла = р.Ь, Л ~О, р. ~О, Л + \Jo >О. 
Примером строго нормированных пространств являются 

пространства Lp при 1 <Р < оо, в частности гильбертово 
пространство L~. Это обеспечивает в них для соот
ветствующих случаев единственность наилучших приближе
ний. Пространства L1 и С не являются строго нормирован
ными. Тем не менее, как мы видели выше, и в этих 
пространствах для ряда важных случаев имеет место един

ственность элемента, осуществляющего наилучшее приближе
ние (см. также п. 7.3). 

Пусть теперь Н - гильбертово пространство, Е - неко
торое его подпространство, х0 Е Н. Элемент у0 Е Е является 
элементом наилучшего приближения элемента х0 в подпро
странстве Е тогда и только тогда, когда для любого у ЕЕ 
имеет место равенство 

(хо-Уо• у)=О. 

Отсюда сразу следует, что элемент наилучшего прибпи
жения в гильбертовом пространстве линейно зависит от при
ближаемых элементов, т. е. если у0 Е Е является элементом 
наилучшего приближения в Е элемента х0 Е Н, а у0 Е Е 
является элементом наилучшего приближения в Е элемента 
х0 Е Н, то при любых числах Л и Л' элемент Лу0 + Лу0 
является элеме_нтом наилучшего приближения в Е элемента 

Лх0 +Л'х0• 
Если Е - конечномерное подпространство гильбертова 

пространства и { е1, ••• , еп} - его базис, то из сказанного 
выше следует также, что для любого элемента х0 Е Н су
ществует, и притом единственный, элемент у0 Е Е, осущест
вляющий наилучшее приближение ааданного элемента х0 на 
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п 

множестве Е. Если у0 = ~ Л1е 1, то числа "А.1 (i = 1, 2, ... , п) 
l= 1 

п 

определяются из условия, что при у=~ a.iel величина 
l=I 

п 

J=llxo-Yll~=llxo- ~ a.ie1ll~= 
l=I 
п п 

= (х0 - ·~ a.ie1, х0 - ~ а.iед = 
i=I l=I 

п п 

= (х0, Хо)- 2 ~ а.1 (хо. ед+~ a.111i (е1, е1), 
l=I i=I 

/=1 

рассматриваемая как функция от а. 1 , ••• , а.п, должна дости
гать минимума при а.1 =1..1 , i = 1, ... , п. Относительно этих 
параметров написанное выражение является квадратичной 

функцией, поэтому отыскание наилучшего приближения ука
занным методом часто называется методом наименьших 
квадратов. Для отыскания наилучших приближений в слу
чае, когда рассматриваемое гильбертово пространство является 
пространством функций с интегрируемым квадратом, этот 

метод· применялся еще Гауссом. 
Чтобы найти значения a.i, i = 1, 2, ... , п, при которых 

величина J достигает минимума, достаточно приравнять нулю 
. дJ . 1 2 э 

частные производные д-- , t = , , ... , п. то приводит 
a;j 

к системе линейных уравнений 

п 

~ а.1 (е1 , е1) = (х0, е1), 
i=I 

j= 1, 2, ...• п, 

с определителем Грамма О (е1 , ••• , еп), не равным нулю 
в силу линейной независимости системы { е1 , ••• , еп }. Вели
чина отклонения 8=11 х0 - у0 11 элемента х0 от элемента у0, 
т. е. наилучшее приближение элемента х0 на множестве Е, 

в !ПОМ случае может быть определена по .формуле 

8 _ -. / О (Хо, е1, •.• , еп) - r о (е1, •• " еп) ' 
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где числитель и знаменатель дроби, стояще\:1 под знаком 
корня, являются определителями Грамма от элементов, стоя
щих в скобках. 

7.2. Связь наилучших приближений с знтропиеА мно
жеств. В настоящем пункте мы рассмотрим один из вопро
сов теории приближения, тесно связанный с разрабатываемой 
А. Н. Колмогоровым и его школо\:1 теорие\:1, касающейся воп- · 
росов приближения в банаховых пространствах и их связи 

с энтропие\:1 множеств [ 19 ]. 
Пусть R - сепарабельно~ линейное нормированное про

странство, пусть 

---:- последовательность линейно независимых элементов про

странства R, и пусть 

п 

Ех"(х)= inf ~х- ~ckxk~R• 
с1 ···с" k=O 

где нижняя грань справа берется по возможным веществен

ным значениям с1, ••• , с". 

Система (7.1) называется замкнутой, если для любого 
xER 

lim Ех" (х) =О. 
IJ-+00 

В дальнейшем считаем систему Х фиксированной и замкну
то\:!. Очевидно, что для всякого элемента х Е R имеет место 
цепь неравенств 

Ех0 (х) ~ Ех1 (х) ~ ... ~ Ех" (х) ;;:а= ••• 

Обратно, какова бы ни была последовательность чисел 

ао ~ а1 ~ ... ~ а" ~ ... , lim а"= О, 
п-оо 

существует элемент х Е R тако\:1, что 

Ех"(х)=а", n=O, 1, 2, ... 
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Пусть А С R. Положим 

Ехп (А)= sup Ехп (х). 
хЕА 

(7. 2) 

При этом, если множество А компактно, то lim Ехп (А)= О. 
п-оо 

Пусть А - компактное множество и s >О. Обозначим 
через N А ( s) минимальное число элементов пространства R, 
образующих s-сеть для множества А. Функция 

/A(s)=log11 NA(s) 

' назыв11.ется энтропией (А. Н. К о л м о r о ров) компактного 
множества А. Энтропия является, очевидно, невозрастающей 
функцией от s. 

Положим 

ФА (71)= sup {s}. 
/А(<)>-'1 

Функция ФА('УJ) в известном смысле обратна энтропии /А(е). 
Оказывается, что наилучшие приближения (7.2) компактного 
множества А тесно связаны с его энтропией. 

Теорем а 1 (Ю. А. Б рудный - А. Ф. Тим а н). Пусть 
А - компакт (т. е. компактное .метрич,еское простран

ство), ACR, 

Ах= {х Е R: ~ х 11 :о:::;; Ех0 (А), Exk (х).:::;; Exk (А)}. 

Тогда 
Exn- I (А).:;;; 4 ФАх(п+ 1). 

В любом бесконечномерном линейном нормированном про
странстве существуют компактные множества, энтропия которых 

при s --. О растет сколь угодно быстро. В связи с этим есте
ственно классифицировать указанные множества по скорости 

роста их энтропии при s - О. 
Обозначим через 9Jl~ (R) класс множеств А С R таких, что 

log1 Iog11 ••• Io~ /А (s)::::::: (tog ~ / *), k =О, .1, 2, ... , ~>О. 
k раз 

•) Следуя Н. Бурбаки, мы пишем, что f;:::.g при а-0 (/= 
=! {Е), g =g (Е)), если f =О (g) и g =О (J). 
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Отметим, что множество А конечномерно тогда и только 
тогда, когда при некотором фиксированном п 

inf Ехп (А)= О. 
х 

Справедлива следующая теорема, в известном смысле 

обратная теореме 1 и оценивающая наилучшие приближения 

снизу. 

Те о рем а 2 (Ю. А. Б руд н ы й - А. Ф. Т и м ан). Пусть 
Н- гильбертово птюстранство, 

А Е ~)(~ (ff); 

тогда для всех достаточно больших п и.мее.м: 
если k=O, ~>1, то· 

ecлrr k = 1, О<~ .s:;; 1, то 

i~f Exn(A);;;:::ФA[(nln·n)i]: 
eCЛll k= 1, ~ > 1, то 

1 

inf Ех (А);;;::: p<1n n)"f р < 1; 
х п • 

ecлrr k;;;::: 2, то 
inf Ех (А);;;:::ФА (n9). 
х п 

7 .3. Теория наилучших чебышевских приближениА на 
компактах. Пусть R- компакт. Пространство всех действи
тельных непрерывных на R функций /(х) с естественными 
операциями сложения функций и умножения их на число и 

с нормой 

~/llcR= max // (х)/ (7.3) 
xER 

образует линеАное нормированное пространство, которое мы 

обозначим через CR. Пусть 

О= {w1 (х), ••• , wn (х)} (7.4) 
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- система линейно независимых функций, определенных и 

непрерывных на R, и пусть. е1 , ••• , ~п - действительные числа. 
Всякую функцию вида 

п 

Р(х) = ~ ~;w1 (х) 
1=1 

будем называть обобщенным .многочленом (относительно 
системы О). Совокупность всех таких обобщенных многочле~ 
нов будем обозначать через ~i;i· Для каждой непрерывной 

на R функции f (х) величина 
llf-Pll =max/f(x)-P(x)/ 

CR х . 

называется отклонением (расстоянием) функции / (х) от 
обобщенного многочлена P(x)E~~i;i' а величина 

с 

Е$ R (/)= inf 11/-Pll 
12 Р(х)Е $g 

- наrrлучши.м приближением в с.мысле Чебышева данной 
функции посредством обобщенных многочленов Р(х) Е ~о· 

При сделанных предположениях всегда существует обоб
щенный многочлен Р0 (х) Е ~i;i такой, что 

CR 
Ет (f)=l\f-Po~c , 

+'!2 R 

т. е. в ~i;i всегда существует обобщенный многочлен, осу

ществляющий наилучшее приближение данной непрерывной 

функции / (х). 
Теорема 1 (Ш. Валле-Пуссен-Е. SI. Ремез}. 

Пусть на компакте R фиксr~рованы систе.ма непрерывных 
линейно независr~.мых функций (7.4) rr некоторая непре
рывная функц~~я f(x). Тогда существует конечное под
.множество Е компакта R, состоящее из r точек 
Е= {х1 , ••• , Xr} С R, 1~r~п+1, такое, что на~~лучшее 
прr~ближение функции f(x) при по.мощи обобщенных .много
членов сr~сте.мы ~i;i на компакте R в с.мысле нор.мы (7.3) 
совпадает с таки.м же наилучш11.м пр11бл11жение.м функ
цz~и f (~) на .множестве Е; пpri зто.м по крайней мере 
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один 113 обобщенных .многочленов, на11.менее уклоняющийся 
от функцm1 / (х) на Е, является наи.иенее уклоняющим
ся от атой функцтt 11 на все.м компакте R. 

Вопрос о единственности обобщенного многочлена наилуч
шего приближемия разрешается следующей теоремой. 

Те о рем а 2 (Ха а р ). Для того чтобы для каждой 
непрерывной на 1Со.мпа1Сте R функцmt существовал единст
венный обобщенный .многочлен наилучшего приближения 

Р0 (х) Е ~~r.i• необходимо 11 достаточно, чтобы каждый .мно-

гочлен Р(х) Е ~\. Р(х) ф. О и.мел бы на R не более че.м 

п - 1 разл11чных нулей. 
Компакт R, удовлетворяющий условиям теоремы Хаара, 

называется чебышевс1Си.м .множеством. В случае, ког• 
компакт R лежит в k-мерном эвклидовом. пространстве Е", 
k;::::: 2, то условия теоремы Хаара заведомо не выполняются, 
если R содержит внутренние точки. Более полно структуру 

чебышевских множеств выясняет следующая теорема. 

Теорем а 3 (Мэр х ь ю б ер). Компактное множест
во R, содержащее не .менее двух точек, тогда tt толжо 
тогда является чебышевски.м .множеством, когда R го.мео
.морфно некоторому замкнутому .множеству на окруж
ности. 

При этом оказывается, что если на множестве R, удовлет
воряющем условиям теоремы Мэрхьюбера, существует единст
венны~! обобщенный многочлен наи11учшего приближения сте
пени п, то при четном п компакт R гомеоморфен подмножест
ву отрезка, а при нечетном п компакт R гомеоморфен 
окружности или подмножеству отрезка. 

На чебышевские приближения непрерывных на компакте 
функций обобщается ряд свойств соответствующих прибли
жений непрерывных функций на отрезке (например, теорема 1 
Чебышева из п. 3.5). Сведения об этих результатах, а также 
дальнейшем развитии теории чебышевских приближений .мож
но найти в [1], [3], [7], [8], [12] и [15]. 

7 .4. Некоторые общие замечания о теории приближе
ния функций. Опишем теперь кратко вопросы теории 
приближения, рассмотренные нами выше. В функцио
нальных терминах эти задачи можно описать следующим 

образом. 
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Дано некоторое банахово пространство В. Больше!! 
Чl!Сtью элементами этого пространства являются функции, 

обладающие теми или иными свойствами. В пространстве В 
фиксируется некоторое п-мерное подпространство Rn (напри• 
мер, подмножество многочленов степени не выше чем п - 1) 
и изучается вопрос о приближении в том или ином смысле 
элементов f Е В с помощью элементов подпространства Rn. 
Задачи, которые при этом изучаются, связаны прежде всего 
с кругом идеll великого русского математика П. Л. Чебыше

ва, являющегося основоположником этого направления. Основ
ными вопросами эдесь являются следующие: 

1°. Вопрос о существовании для каждого элемента f Е В 
наилучшего приближения в подпространстве Rn, т. е. такого 

элемента g Е Rn, для которого величина \J /- g~ *) достигает 
наименьшего значения. 

2°. Вопрос о единственности указанного наилучшего при
ближения для каждого элемента f Е В. 

3°. Вопрос о тех или иных характеристических своllствак 
элементов наилучших приближениll. 

4°. Вопрос о построении с любо!! наперед заданно!! сте
пенью точности наилучшего приближения данного элемента 
f Е В в заданном подпространстве Rп. 

В указанно!! постановке задач оказывается, что элемент 
наилучшего приближения всегда существует, но, вообще гово
ря, не является единственным, однако в ряде важных и в ка

кой-то степени основных случаев он единствен. С определен
ной точки зрения задача интерполяции функциll многочленами 

данной степени (как алгебраическими, так и тригонометри
ческими) также может быть отнесена к указанному кругу 
идей, так как в этом случае мы также имеем дело с прибли
жением функциll с помощью элементов конечномерного под

пространства (см. § 2). 
Задачи, подобные вышеуказанным задачам 1° - 4°, возни

кают, конечно, и в том случае, когда изучается вопрос о при

ближении элементов / Е В с помощью элементов некоторого 
заданного линеllного бесконечномерного подпространства 

R00 С В (например, подпространства экспоненциальных. функ
циll даиноll степени). 

*) Символом 11 а~ мы обозначаем, как обычно, норму элемен
та аЕ В. 
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Поскольку во всех этих вопросах речь идет о приближе
нии элементов пространства В с помощью элементов неко· 

торого линейного подпространства, то указанный круt задач 

относится к линейным задачам теории приближения, которым 
посвящены пп. 3.2 - 3.5 и 7.1~7.3. 

При этом следует отметить, что сам элемент наилучшего 
приближения зависит от приближаемых элементов, вообще 
говоря, нелинейно (например, в пространстве непрерывных 
на отрезке [а, Ь] функций при приближении их с помоЩ1tю 
подпространства многочленов степени не выше п). С дру
гой стороны, в гильбертовом пространстве функций с 
суммируемым квадратом *) элемент наилучшего прибли· 
жения уже линейно зависит от при~ижаемых элементов и 
может быть найден с помощью так называемого метода 
наименьших 1шадратов, изучавшегося еще Гауссом (см. п. 7 .1 ). 

Кроме линейных задач, в теории приближений изучаются 
и задачи нелинейные, связанные с приближением элементов f 
пространства В с помощью элементов некоторого подмно

жества S пространства В, не являющегося линейным подпро
странством. Основоположником этого направления также 
является П. Л. Чебышев, рассмотревший впервые задачу подоб
ного тип-а, именно задачу о наилучшем приближении функ
ций с помощью рщиональных функций, у которых фиксиро

ваны наибольшие возможные степени знаменателя и числителя. 
В нелинейных задачах встают те же вопросы, которые были 
указаны выше для линейных задач, однако положение здесь, 

как правило, значительно сложнее. Далеко не всегда в этом 

случае элемент наилучшего приближения единственный, по

этому здесь встает, например, вопрос о размерности множества 

наилучших приближений и возникает ряд других новых задач. 
В последнее время все больше и больше развивается 

теория линейных и нелинейных задач теории приближений 
в указанном круге чебышевских идей в абстрактных банахо
вых пространствах, т. е. теория, для которой безразлична 
природа элементов рассмс1триваемого пространства. К сожа

лению, ввиду ограниченности объема в настоящем справоч
нике мы почти совершенно не касались ни нелинейных задач, 

ни приближений в абстрактных банаховых пространствах. 

*) А значит, и в любом гильбертовом пространстве, независимо 
от природы его злементов. 
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Другие задачи теории приближения функций связаны 
с идеями Вейерштрасса - Джексона - Бернштейна и касают
ся приближений элементов пространства В с помощью под
множества R, представленного как объединение некоторой 
расширяющейся последовательности линейных подпространств 

Rп, п = 1, 2, 3,"., т. е. Ri с:. R2 с:.". с:. Rп с:.." и 
(Х) 

U Rn = R. Например, в случае, когда В есть банахово 
n=I 

щ:тстранство функций, в качестве Rn часто берется множе
ство многочленов (алгебраических или тригонометрических) 
степени не выше чем п, и, значит, множеством R здесь 

является совокуnность всех многочленов (соответственно 
алгебраических или тригонометрических). Первый вопрос, 

который здесь возникает, - это вопрос о принципиальной 

возможности сколь угодно точного приближения любого 
элемента / Е В с помощью элементов g Е R (см. п. 3.2), 
а также вопрос о конструктивном получении этих элементов 

g Е R (см., например, п. 3.3), если они, конечно, существу
ют. В случае положительного решения вопроса о сколь 
угодно точном приближении элемента f Е В с помощью 
элементов множества R возникает, например, вопрос о ско
рости стремления к нулю при п-+- оо отклонения вида 

в зависимости от свойств элемента /, а также вопрос об 
изучении тех или иных конкретных методов приближения 
элементов f Е В с ·помощью элементов gn Е Rn, п = 1, 2, 3, ... 
Оба этих вопроса изучаются как в зависимости от индиви
дуальных свойств элемента /, так и в зависимости от неко
торых общих свойств, характеризующих принадлежность 
элемента к тому или иному классу. Эти вопросы приобре
тают особенный интерес, когда рассматриваемое пространство 
В представляет собой то или иное пространство функций 

(пп. 3.7 - 3.10, § 5, § 6). Здесь интересно также изуче
ние свойств приближающих функций по свойствам прибли
жаемых функций (см., например, теорему 11 в п. 3.7). 

В непосредственной связи с указанными вопросами при
ближения находится одно из самых важных приложений тео
рии приближения функций, представляющее в из11естном 
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смысле задачу, обратную к только что рассмотренноf:! (по
этому результаты в этой области часто называют обратным и 
теорем а м и теории приближениf:!). Во-первых, изучаются 
структурные свойства функции по заданному характеру изме

нения величины ее отклонения при п--+ оо от элементов 

пространств Rn, получаемых тем или иным методом прибли
жения. Здесь встречаются случаи, когда это отклонение рас
сматривается как в целом по всему множеству определения 

функций, так и в точке. Во-вторых, по тем или иным своf:!
ствам самих приближающих функций из подпространств Rn, 
п = 1, 2, 3, ... , изучаются своf:!ства приближаемых функциf:!. 
В ряде важных случаев, рассмотренных нами выше (см. §§ 3, 
5, 6), этот вопрос удается в известном смыс;1е полностью 
изучить и описать структурные своf:!ства фующиf:! в терми

нах приближающих функций или отклонения от них прибли
жаемоf:! функции, т. е. получить необходимые и достаточные 
условия для рассматриваемых своf:!ств функций в указанных 

терминах. Изучение функциf:! по своf:!ствам тех или иных 
приближениf:! или отклонениf:! функциf:! от приближающих 
функциf:! обычно называется конструктивной теорией 
фуюсций. 

В нашем справочнике мы рассмотрели в пространствах 
функции одного переменного как периодические, так и не

периодические функции. При этом оказалось, что периоди
чесl(иf:! случаf:! значительно проще непериодического; напри

мер, в периодическом случае указанные выше задачи удалось 

описать в достаточно полноf:! степени только лишь в терми

нах наилучших приближениf:! Еп (Ю данного класса функциf:! 
В', принадлежащего пространству функциf:! 8. 

Для аналогичного описания своltств непериодических фун
к1tиf:! оказалось уже недостаточно наилучших приближениf:!, 
и приходится вводить понятие так называемых взвешенных 

отклонениf:!, т. е. отклонениf:!, которые зависят не только от 

индекса п, но и от положения точки на отрезке (см. п. 3.8). 
В настоящее время большое внимание уделяется изучению 

различных конкретных методов приближения функциf:!, за
даваемых с помощью некоторого алгоритма. Оказывается, 
что для приближения периодических функциf:! наиболее удоб
ным является приближение их с помощью тригонометриче

ских функций, точнее, с помощью линейных комбинаций си
нусов и косинусов кратных дуг (см. п. 5.3). Поэтому 
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в периодическом случае мы рассмотрели различные методы 

приближения функциt!, связанные прежде всего с методами 
суммирования рядов Фурье (см. п. 4.1). Здесь представляет 
большой интерес, как теоретическиt!, так и практический, 
точная и асимптотическая оценка отклонения функций 

f(x) Е ~ от построенных с помощью аJ1горитма приближаю
щих функций gn (х) Е Rn (например, скорость изменения 
этого отклонения при п - оо, зависимость его от свойств 

функций класса ~ и от метода приближения). 
Это позволяет оценить величину допускаемоt! погрешно

сти при применении указанного метода приближения. 
Особый интерес, конечно, представляют так называемые 

наилучшие линейные методы приближения функций некоторо
го класса ~' т. е. такие методы, которые для данного клас
са функций дают в точности (или хотя бы асимптотически) 
тот же порядок приближения, что и наилучшие приближе
ния. (Более подробно см. об ·этом п п. 4.4.) 

В § 7 настоящей главы мы рассмотрели некоторые вопро
сы приближения в банаховых пространствах; однако, как это уже 
указывалось выше, рассмотренные нами эдесь вопросы не 

·отражают в полной мере существующие сейчас направления 

развития теории в этой области, а носят лишь иллюстратив
ный характер. За недостатком места мы ·не затронули также. 
и геометрическую интерпретацию вопросов теории прибли
жений ни в конечномерном, ни в бесконечномерном случае. 



ГЛАВА JII 

ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

§ 1. Равномерные почти-периодические функции 
на прямой 

1.1. Различные определения почти-периодических функ
ций. 1. О п р е д е л е н и е 1. Число 't называется е-почти-пе
риодо.м (е-с.мещенле.м) функции /(х) (- оо <х< оо), ecJIИ 
для всех х выполняется неравенство 

l/(x+'t)-/(x)J<e. 

Если/ (х)- периодическая функция и р- ее период, т. е. 
/(х+р)=/(х), то, очевидно, р является также и почти-пе
риодом /(х) для любого е >О, точно так же как и любое 
число вида пр (п =-+- 1, -+- 2, ... ). 

Определение 2. Множество Е действительных чисел 
называется относителыю плотным, если существует такое 

число l >О, что в каждом интервале действительной оси длины 
l (а.< х <а.+ l) найдется хотя бы одно число множества Е. 

Например, числа арифметической прогрессии пр (п =О,-+- 1, 
-+- 2, ... ) и числа вида -+-Vn (р =О, 1, 2, ... ) образуют 
относительно плотные множества. Напротив, числа вида -+- п~ 
не образуют относительно плотного множества. 

О п редел е н и е 3. Непрерывная на всей действительной 
прямой функция / (х) на:швается равно.мерной поч,ти-пер11-
одич,еской (в дальнейшем сокращенно п.-п.) функцией, если 
для каждого е >О существует относительно плотное множе
ство в-почти-периодов функции / (х). 

Иначе говоря, для каждого е > О можно указать такое положи
тельное число l = l (Е), что в каждом интервале д1шны l найдется 
хотя бы одно число 't, для которого выполняется неравенство 

11 (х + 't) - / (х) j < е ( - со < х <со). 
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Легко показать, что если f (х)- почти-периодическая, но не 
периодическая функция, то при е - О l (е)-+ оо. 

Равномерные п.-п. функции называются также п.-п. функ
циями Бора. 

2. Оп редел е н и е 4. Множество функций М = {/(х)}, 
каждая из которых определена на всей числовой оси, назы

вается условно компактным, если из каждой бесконечной 
последовательности fi (х), f 9 (х), ... , fп (х), ... , принадлежа
щей множеству М, можно выбрать подпоследовательность, 
сходящуюся равномерно на всей числовой оси. 

Определение 5. Функция f(x) называется п.-п. (в смы
сле Бохнера), если семейство функций {/(x+h)}(-oo< • < h < оо) условно компактно (т. е. если из каждой беско
нечной последовательности f(x + h1), f(x + h9), ". можно 
выбрать подпоследовательность, сходящуюся равномерно на 
всей ЧИСЛОВОЙ оси). 

Теорем а 1 (Б ох не р). В случае непрерывных функ
ций классы п.-п. функцllй Бора и Бохнера совпадают. 

1.2. Простейшие основные свойства п.-п. функций. 
В этом параграфе перечислены простейшие свойства п.-п. 
функций. Некоторые из этих свойств прямо следуют из 
определения, а некоторые нуждаются в доказательствах, 

иногда не простых. 

1) Если f(x)- равномерная п.-п. функция, то a.J(x) и 
f(x +с) (с - действительное число, а.- комплексное)- так
же равномерные п.-п. функции. 

2) Если f (х)- равномерная п.-п. функция, то \/(х) \ -
также равномерная п.-п. функция (зто следует из элементар

ного неравенства llЛx+'t)l-lf(x)\\,,;;;;;;\f(x+t)-/(x)\). 
3) Если f(x) равномерная п.-п. функция и 

inf \/(х)\=т>О, 
-оо<х<оо 

то 1 jf(x)- также равномерная п.-п. функция. 

Имеет место более общее утверждение. Обозначим через Е 
множество значений п.-п. функции f (х). Если функция f' (z) на 
множестве Е равномерно непрерывна, то F [f (х)] - равномерная 
п.-п. функция. 

4) Равномерная п.~п. функция ограничена на всей число

вой прямой. 
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5) Равномерная п.-п. функция равномерно непрерывна на 
всей числовоl! прямой. 

6) Сумма и произведение конечного числа равномерных 
п.-п. функций есть равномерная п.-п. функция. 

7) Предел /(х) равномерно сходящейся последовательности 
/ 1 (х), fg (х), ... , fп (х), ... равномерных п.-п. функций есть 
равномерная п.-п. функция. 

Каждый тригонометрический многочлен 

"' n 11x 
Sп.(х)= ~а11е , 

k=l 

в котором ak- комплексные числа, Аk-действительные числа, 
есть сумма периодических и, следовательно, почти-периодических 

функций. На основании свойства 6) Sn. (х) есть п.-п. функция. На 
основании свойства 7) равномерный предел последовательности 
триго1юметрических многочленов есть равномерная п.-п. функция. 
Имеет место также и обратный результат, т. е. каждая равномер
ная п.-п. функция есть равномерный предел последовательности 
тригонометрических многочленов. В отличие от прямого результата, 
который, как мы видели, получается очень просто, обратный резуль
тат можно получить лишь путем сложного доказательства. Этот 
обратный результат является основным во всей теории равномер
ных п.-п. функций. 

8) Если производная j(x) равномерной п.-п. функции 
равномерно непрерывна, то она также является равномерной 
п.-п. функцией. 

9) Если неопределенный интеграл 

х 

F(x)= с+~ f(x)dx 
u 

равномерно!! п.-п. функции f (х) ограничен на всей числовой 
оси, то он также является равномерной п.-п. функцией 

(теорем а Боля - Бор а). 

1.3. Ряды Фурье. 
1. Т е о р е м а о с р ед н е м з н а ч е н и и. Для каждой 

равно.мерной п.-п. функции / (х) 'существует среднее зна-
чение 

т 

М {/} = lim ~· S /(х) dx. 
т-а:. о 
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У с и л е н н а я т е о р е м а о с р ед н е м з н а ч е н и и. Для 
каждой равномерной п.-п. функции /(х) предел 

а+т т 

lim ~ S f(x)dx=lim i J f(x+a)dx= 
т-оо т-оо -

а 

= М {f(x +а)}= М {/(х)} 
существует равно.мерно по а. 

В частности, полагая а = - Т, получим 

о т 

М {/ (х)} = lim TI \ f (х) dx = lim 21Т \ f (х) dx. 
т-оо J т-оо J 

-Т -Т 

Среднее М {/} обладает следующими очевидными своllст-
вами: 

1) М {с!}= сМ {/} (с -постоянное комплексное число). 
2) М {f+g} =М {/} +м {g}. 
3) М {f(x +а)}= М {j(x)} (а - произвольное деllстви

тельное число). 
4) Если последовательность равномерных п.-п. функциll 

fi (х), /.J (х), ... , / п (х), . . . сходится равномерно на вcell чис
ловоll оси к функции / (х), то 

lim М {/п} = М { limfп} = М {/}. 

Следующее своllство менее очевидно и нуждается в доказа
тельстве. 

5) Пусть /(х)- равномерная п.-п. функция. Если / (х);;:::: О 
и не равна тождественно нулю, то 

м {/(х)} >о. 

2. При любом деllствитель~ом Л функция е-l'Лх - перио
дическая с периодом 21t/[ Л [. Поэтому если / (х) - равномер
ная п.-п. ФУ!:!Кция, то этим же своllством обладает произведе
ние /(х) е-~лх. Следовательно, функция 

а (Л) = М {!(х) е-l'Лх} 

определена для всех деllствительных Л. Фундаментальное зна
чение имеет следующиll факт: 

Функция а (Л) .может отличаться от нуля самое 
большее на счетном множестве значений Л. 
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Это утверждение легко следует из неравенства Бесселя для 
п.-п. функций, которое в свою очередь следует из свойства мини
мальности коэффициентов Фурье. 

Пусть Л 1 , Л2 , ••• , Лп - произвольные различные действительные 
числа и с1 , с2 , ••• , Сп - произвольные комплексные числа. Тогда 
в силу очевидных преобразований 

п п 

М {1/ (х) - ~ ck e0'r 12} = М {11 (x)l 2 } - ~ CkM {f(x)e-l>..kx"}-
k=I k=I 

п п п - l)..k х -1)..k х 
- ~ ck М {f(x) el>..kx} + ~ ~ ck1 ck2 М {е 1 е 2 } = 

k=I k1=l k2=2 
п п п 

=М {1 f(x)l 2}- ~ Ck а (Лk)- ~ cka(Ak)+ ~ ckck= 
k=I k=I k=l 

п п 

= М {1/ (x)l 2} + ~ lck - а (Лk)l 2 - ~ 1 а (Ak)/1 • 

k=I k=I 

Из этого тождества следует, что минимум левой части достигается 
при ck =а (Ak). Полагая ck =а (Ak), получим 

п п 

М {/! (х)- ~а (Лk) е1Лkх1 2 } = М {1/(х)/ 2}- ~ la (Ak)/1 • 

k=I k=I 
Так как левая часть неотрицательна, то 

п 

~ la (Ak)/ 2 ~ М { 1/ (х)12}, (1.1) 
k=I 

что является неравенством Бесселя для п.-п. функций. 
Из неравенства ( 1.1) легко следует приведенное выше утверж

дение о функции а (Л). В самом деле, из неравенства (1.1) сле
.11.ует, что для любого натурального п значений Л, для которых 

1 1 
п + 1,,.:;;; /а (Л) 1 < n, - конечное число. Придавая п значения О, 1, 

2, ... , получим, что всех А, для которых а (Л) :;t: О, не более чем 
счетное множество. 

Обозначим те Л, для которых а (Л) :;t: О (в произвольном 

порядке), через Л1 • Л~, • ", Лп, "., и пусть а (Лп) = Ап. 
Чис;~а Лп называются показателя.ми Фурье функции f (х), 

а числа Ап - ее коэффиццента.м11 Фурье. Таким образом, 
каждой равномерной п.-п. функции можно сопоставить ряд 

Фурье 
~ i>..x 

./ (х),......., ~ Ап е п • 
п 

iЛ xj 
Ап = М {J (х) е п • 
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Из неравенства ( 1.1) в пределе следует 

00 

2: 1Апl 2 ~ М {if(x)l2}. (1.2) 
п=\ 

Неравенство ( 1.2) также называется неравенс тво.м Бесселя. 

На самом деле, для каждоtl равномерной п.-п. функции в нера

венстве ( 1.2) имеет место знак равенства: 
00 

2: 1Апl2 =М {J/(x)i2}. (1.3) 
п=\ 

Уравнение (1.3) называется уравнение.м Парсеваля и является 
одним из основных утверждений теории п.-п. функций. 

1.4. Формальные операции над рядами Фурье. 
1. Пусть 

/ (х) l"-.J 2: Ап еО..пх = 2:а (Л) ei"/..\ 
п л 

g(x) l"-.J 2: Вп eifLпx = z:ь (Л) еiЛх. 
п л 

Тогда 

1) k / (х) ,......, 2: k Ап еппх (k - произвольное комплексное 
п 

число); 

2) еiЛх / (х) l"-.J 2: Ап ei t•п+•> х (Л - произвольное действи
п 

тельное число); 

3) / (х + et) l"-.J 2: Ап еi"/..па. еппх (et - произвольное дейст-
п 

вительное число); 

где 

4) /(x)l"V 2:Апе-iЛпх; 
п 

5) /(х) + g(x),......, 2: [а (Л) + Ь (Л)] ео..х; 
. л 

6) f (х) · g (х)"" 2: Сп еi•пх, 
п 

Сп= 2: АР Bq. 
лp+fLq=•п 

( 1.4) 



1.4] § 1. РАВНОМЕРНЫЕ П.-П. ФУНКЦИИ НА ПРЯМОЙ 205 

Первые пять свойств получаются совершенно элементарно. 
В отличие от них шестое свойство можно получить только 
с использованием равенства Парсеваля (и наоборот, равенство 
Парсеваля можно получить из равенства ( 1.4)). 

2. Пусть дана последовательность равномерных п.-п. функ-
ци!! 

/ т (х) ,...._, ~ А~т) e0·~m>x, 
п 

сходящаяся равномерно для всех действительных х к / (х). 
Тогда равномерно для всех действительных Л 

lim М Um (х) e-i>.x} = М {f(x) e-iAx}, 
m-.oo 

т. е. 

то 

Доказательство очевидно. 

З. Если 

/' (х) ,...._, ~ i Ап Ап еiАпх. 
п 

Если 
х 

F(x)= ~f(x)dx 
о 

есть п.-п. функция, то 

F (х) ,...._, С + ! :л: е1лn х. 
п 

4. Сверткой функции /(х) называется функция 

g(x) = М1 {/(х + t)/(t)}. 

(1.5) 

Если / (х)- равномерная п.-п.· функция, то и g(x) такая 
функция. ЕсJ1и /(х) имеет ряд Фурье ( 1.5 ), то 

g(x) ,...._, ~ 1 An·l~en пх. 
п 
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00 

5. Если тригонометрическиll ряд~ апе IЛ пХ сходится paв
n=I 

номерно на вcell числовоll прямоll к сумме S(x), то он яв
ляется рядом Фурье свое!! суммы. 

Доказательство следует из п. 2 и своllства ортогональ
ности 

М {еi>.к е-1µ.х} = {О при Л '*- flo, 
1 при Л=tJ-· 

Следствие. Существуют равномерные п.-п. функции, 
показатели Фурье которых образуют произвольное счетное 
множество. 

1.5. Основные теоремы. Основными теоремами теории 
равномерных п.-п. функциll называются равенство Парсеваля 
и теорема единственности (а также теорема аппроксимации, 

которую мы рассмотрим в следующем параграфе). 
Равенств о Пар се вал я (теорем а Бор а). Есл11 

00 
·л f (х) ,..__, ~ Апе' пх есть равно.мерная п.-п. функция, то 

n=I 
00 

М { lf(x) lg} = ~ 1 Anlg· (1.6) 
11=1 

Равенство (1.6) называется равенством Парсеваля. 
Те о рем а ед и н ст вен но ст и. Если для равномер

ной п.-п. функции /(х) все коэфф11ц11енты Фурье равны 
нулю, т. е. для всех действительных Л 

то функция f(x) тождественно равна нулю. 

Доказательства этих теорем представляют некоторые трудности. 
Легко доказывается эквивалентность этих теорем в том смысле, 
что из одной из них следует другая. · 

а) Из теоремы единственности следует равенство Парсеваля. 

Пусть f {х),....., ~ Ап еiЛпх. Тогда 

" 00 

~ (х) = М1 {/ (Х + t) /(t)},..., ~ 1 AnJ 2 iЛпх, 
11-I 
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00 

Так как (в силу неравенства Бесселя) ~ J Ап J2 < оо, то три
. n=l 

00 

rонометрич~ский ряд ~ J Ап /2 е0'пх сходится равномерно и, следо-
n=I 

вательно, является рядом Фурье своей суммы, которую мы обозна
чим через S (х). Итак, функции g (х) и S (х) имеют одинаковые ряды 
Фурье. Следовательно, по теореме единственности, справедливость 
которой мы предположили, 

g(x) =S (х). 

Полаrая в этом равенстве х =О, мы получим 

00 

М{ //(t)/I} =~ JАп/1. 
n=i 

б) Из равенства Парсеваля следует теорема единственности. 
Пусть все коэффициенты Фурье функции f (х) равны нулю. Тоrда 
из равенства Парсеваля получим 

М { //(х) J2 } =0. 

Отсюда следует (см. п. 1.3) f (х) =О. 

1.6. Теорема аппроксимации. Дли каждой равномерной 
п.-п. функции /(х) и каждого в> О можно указать триго
нометрический многочлен 

N 

Р1 (х) = ~ ck e1'kx, 
k=i 

удовлетворяющий неравенству 

\/(х)- Р. (х) 1 <в (- оо <х< оо). 

При этом можно предполагать, что показатели vk много
члена Р1 (х) выбираются из показателей Фурье функции / (х). 

Имее:тся нес:<олько различных доказательств теоремы ап
проксимации. Мы рассмотрим один из методов - метод Бох
нера. Предварительно необходимо ввести некоторые новые 
понятия. 

Определение 1. Конечное или счетное множество 
действительных чисел ~ 1, ~2 называется л~~нейно независr~
мым, если не существует соотношения вида 

r1~1+r11~i+ ... +rп~п=О (n=l, 2, ".) 
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с рациональными, не равными одновременно нулю числами 

r 1• r 2• " • ' r n• 
О п р е де л е н и е 2. Конечное или счетное множество 

линейно неэависимых чисел ~ 1 , ~2, • • • наэывается базисо.м 
множества чисел Л1 , Л2, ••• , An, ... , если каждое число An 
представляется в виде конечной линейной комбинации с ра

циональными коэффициентами ив чисел ~. т. е. 

А (n)r;i + (n)r;i + + (n) R 
п= r1 1'1 '• 1'2 • " r т t'm . . п п 

(1.7) 

Нетрудно доказать, что каждое счетное множество действи
тельных чисел имеет базис, содержащийся в этом множестве. 

Очевидно, что для одного и того же множества чисел может 
существовать много базисов, но в определенном базисе представ
ление числа единственно. 

Если баэис содержит конечное число членов, то он на
зывается конечным, в противном случае - бесконечным. 
Если в представлении (1. 7) все r - целые числа, то ба
зис наэывается целым, в противном случае - рациональным. 

Оп редел е н и е 3. Ядром Фейера наэывается функция 

n sin 2 n~t 
Кп (~t) = ~ ( 1 - t:l) е i•~I = - 2-

,"1J п . 2 ~t 
•=-n nstn 2 

(~ - произвольное действительное число, п - произвольное 
натуральное число). 

Пусть f (х) ,.__, ~ Anei~nx - равномерная п.-п. функция. Обо-
п 

значим через ~ 1 , ~2, ••• какой-либо базис показателей Фурье 
функции / (х) и через r, т, п1, ••• , nr некоторые целые по
ложительные числа. Построим составное ядро Фейера: 

(m) (m) (t) -1( (~•t) К (~зt) !( (~rt) Кв (t)=К(п1 , п1 , •••• пr) -. п• ml пз т! ". пr m! • 
~ •• ~ •• • • •' ~r 

где череэ В обозначена совокупность индексов (:•· :•· · · ·' ~r). 
r1t t"lt • • • t t"r 
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О п р еде л е н и е 4. Трllгон.о.метрически.м .многочлен.ом 
Бохн.ера-Фейера называется многочлен 

Р~) (х) =М1 {f(x+t) Квт> (t)} = 

= ! kп1, ns, ••• ' п,; •1, •а, ..• ' •r а ( ~ ~1 + ... + 
l •11:=::п1 
·1;,i::!:~" 

. (•1 •r ) + v" R ) е ' ml ~1 + ... + ml ~ r х 
ml l:'r ' 

где а(.; ~1 + ... + v~ ~") есть коэффициент Фурье функ-m. т. 

V1 V 
ци~:~ /(х), соответствующий показателю 1 ~ 1 + . . . + -Т ~r, 

т. т. 

kп п . • • - неотрицательные числа. 
lt • • •' Гt lt • • •' r 
Теорем а а п пр оксим а ц и и (Б ох не р). Для каж-

дой {!авн.о.мерн.ой п.-п. фун.кциr~ /(х) равно.мерно на всей 
веществен.ной оси 

lim P~m> (х) = /(х), 
n1-+00, n2-1>CO, .•• , nr-+CO, m-+co 

т. е. для любого s >О .можн.:J указать такие r, т, п1 , 
... , п", что для всех вещественных х выполняется не
равенство 

lf(x)-P~m) (х) 1 < s. 
1.7. Сходимость рядов Фурье для некоторых классов 

равномерных почти-периодических функций. 
1. При изучении вопросов сходимости рядов Фурье п.-п. 

функций мы встречаемся с той дополнительной трудностью, 

что показатели Фурье могут лежать всюду плотно, и поэтому 
не ясно, в каком порядке суммировать члены ряда Фурье. 
В случае, если ряд Фурье сходится абсолютно, вопрос о по
рядке его членов отпадает; Вначале мы укажем два случая 
абсолютной сходимости рядов Фурье. Затем рассмотрим также 
и случаи неабсолютной сходимости, однако в предположении, 

что показатели Фурье имеют изолированные предельные 
точки. 
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.Теор ем а 1. Есл11 коэффициенты Фурье равномерной 
п.-п. функции f(x),....., ~ Ane0•n х положительны, Ап >О, то 

п 
00 

ряд ~ Ап сходится. 
n=l 
Те о рем а 2. Если показатели Фурье равномерной п.-п. 

функцш1 f(x) линейно независимы, то ряд Фурье для этой 
функции сходится абсолютно: 

~IAпl<oo. 
n=I 

2. Предположим теперь, что показатели Фурье равномер
ной п.-п. функции имеют единственную предельную точку 

на бесконечности (таковы, в частности, все периодические 
фунющи). 

Теорем а 3. Пусть равномерная п.-п. фующия 

f(x) rv ~ Akeн'k х (Лk+t > Лk, Л_k =- Лk• \ Ak 1 + \ A_k 1 >О, 
k 

lim Лk = оо) удовлетворяет условию Липшица 
k-oo 

sup \f(x+h)-f(x) 1 < Clhl" 
х 

ll пусть 

тогда равномерно на всей действительной оси 

Теорем а 4. Пусть Лk+t - Лk >а> О, где а не зав11-
с11т от k. Тогда в каждой точке х0, в окрестности ко
торой фуюсция /(х) имеет ограюrченную вар11ац11ю, 

п 1 
lim ~ Aket>'k хо = 2 [/ (х0 + О)+ f(x0 - О)]. 

_п-ook=--n 

З. Предположим теперь, что показатели Фурье функции 

/(х) ~ ~ Akei>'k х стремятся к нулю. 
k 
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Теорем а 5. Пусть f(x) г-v ~ Ake;лk х (Лk+t < Лk, Л_k = 
k 

= - Лk, 1 Ak 1+1A_k1 >О, lim Лk =О) - равно.мерная п.-п. 
k-oo 

фуюсция. Пусть существует такая постоянная велrtчина 
с, что 

и 

1 ~f<х+и) dи /<с/ rr /1-" 
о 

(О< (Х .s:;;;; 1), 

ll пусть 

"Тогда равно.мерно для всех действительных х 

п 

f(x)= lim ~ Ak.e iЛkx. 
п-оо k=-n 

1.8. Связь показателей Фурье с почти-периодами. 
Если f (х) - периодическая функция с периодом р, то ее 
показатели Фурье кратны числу 21t/p. 

Для равномерных п.-п. функций также существует тес

ная связь между почти-периодами и показателями Фурье 

функции, но разумеется не столь простая, как для периоди
ческих функций. Эта связь устанавливается в следующих 
двух теоремах Б о р а: 

Теорем а 1. Пусть f(x) ,..._, ~ Апе;лпх - равно.мерная 
п 

п.-п. функцuя. Для проllзвольных натурального числа N 
ll положщпельного чrtсла 3 << 'lt) существует такое поло
жительное ч11сло е = е (3, N), что все в-почти-перr~оды 't 
функцrtll /(х) удовлетворяют системе неравенств*) 

1Ak'tl<3(mod21t), k=l, 2, "., N. (1.8) 

Теорема 2 (обратная теореме 1). Пусть 

!( ) ~А iЛпх 
х rv .L.I пе - равно.мерная п.-п. функцuя. Для произ-

п 

вольного е >О .можно указать натуральное N и положи-

*) Неравенства (1.8.) означают, что найдутся такие целые чис
ла 11k, для которых выполняются обычные неравенства 

\Ak,;-2iшk \<а (k= 1, 2, .", N). 
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тельное 8(<1') такllе, что каждое действительное чиr· 
ло 't, удовлетворяющее сllсте.ме неравенств (1.8), является 
е-почти-пер1;одо.м функции /( х ). 

Интересно отметить, что, в то время как доказательство тео
ремы 1 совершенно элементарно, доказательство теоремы 2 осно
вано на теореме аппроксимации (см. (2), rл. 11, § 1). 

1.9. Теорема Кронекера. Многие факты теории равномер
ных п.-п. функций тесно связаны со следующей классиче

ской теоремой Кроне к ер а (см., в частности, следующий 

пункт, а также цитированную книгу Б. М. Левитана, гл. ll). 
Теорема 1 (Кронекер). ПустьА1,А2, ••• ,Лп;61 ,62, ••• 

. . . ' 6п - произвольные действительные числа. Для того 

чтобы систе.ма неравенств 

/ Ak 't - 6k 1<8 (mod 27'), k= 1, 2, ... , п, (1.9) 

11.Аtела сов.местное действllтельное решение 't при любо.м 

сколь угодно .мало.м положительно.м числе 8, необходи.мо 
и достаточно, чтобы uJ всякого равенства !1 Л1 + !2 Л2 + + ... + ln Ап =О, в которо.м l 1, 12, ••• , ln - целые числа, 
следовало сравнение 

( 1.1 О) 

Отметим два важных частных случая этой теоремы: 

1) если 61 =62 = ... = 6п =О, то система сраuнений 
( 1.1 О) всегда выполняется, поэтому система неравенств 

(1.11) 

разрешима *); 
2) если числа .Л 1, Л2, ••• , Ап линейно независимы, т. е. урав

нение l1Л 1 + l2Л2 + ... + lnAn =О с целыми l1,l2, ••• , ln воз
можно лишь в случае, когда /1 = !2 = ... = ln =О, то усло
вие (1.1 О) выполняется при любых 61, ••• , 6п и, значит, система 
( 1.9) разрешима при любых 61, ••• , 6п и любых 8 >О. 

*) Очевидно, что 't =О удовлетворяет при люnом ~>О системе 
(1.11). Однако речь идет нс об этом решении. Из доказательства 
теоремы Кронекера следует, что при любом а> О система ( 1.9), 
а значит и (1,11), имеет сколь угодно большие решения 't (более 
тоrо, числа 't о6разуюr относительно плотное множество). 
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1.10. Предельно периодические функции. Определе
ние 1. Функция F(x1, х11 , ••• , Хт) называется предельно перzz
одической, если она является равномерным пределом непре

рывных периодических функций Fk(x1, х2, ••• , Хт) (k = 1,2, ... ) 

Если функции Fk(x1, ••• , Хт) по отношению к каждой переменной 
имеют неизменные (независимые от k) периоды, то предельная функ
ция будет, очевидно, периодической с теми же периодами . . 

Определение 2. Функция F(x1, х2, ••• ) от с 11етного числа 
переменных, каждая из которых может принимать всевоз

можные действительные значения, называется предельно t~е

риодической, если для произвольного положительного числа 
е можно указать целое положительное число п= п(е) и 
непрерывную периодическую функцию F1(x1, х2, •.• , Хп) такие, 
что для произвольных значений переменных х1 , х11, ••• , Хп, 

Xn+t• ••• выполняется неравенство 

\ F (Х1, Х2, ••• , Хп, ••• )- F1 (X1, Xg, ••• , Хп) 1 < е. 
Теорем а 1. Для каждой равно.мерной п.-п. функ

цшz f (х) существует такая предельно периодическая 
функция F(x1, х11, ••• ) от конечного z1ли счетного числа пе
ременных, что 

f(x)=F(x,x, ... ). 

Природа предельно периодической функции F (х1 , х2 , ••• ) сущест
венно зависит от того, каков базис показателей Фурье функции 
f (х) (см. 11. 1.6). Так, например, если базис показателей Фурье це
лый, т. е. каждый показатель Фурье функции f (х) есть линейная 
комбинация с целыми коэффициентами из чисел ~ 1 , ~2, ••• , то функ-

21t 21t 
ция F(x1, х2, ••• )- периодическая с периодами fi", ~, ... 

Если базис конечный (не обязательно целый), т. е. чисел 
~ 1 , ~2, ••• - конечное число, то F (х1 , х2 , ••• )- предельно периодиче
ская функция от конечного числа переменных. 

Если базис и целый, и конечный, то F(x1, х2, ••• ) является пери
одической функцией от конечного числа переменных. Соответству
ющий класс равномерных п.-п. функций был рассмотрен П. Болем 
задолго до создания общей теории п.-п. функций. 

1.11. Теорема об аргументе равномерной п.-п. функции. 
Пусть F (t) - произвольная (комплексная) непрерывная, огра
ниченная функция, определенная для всех действительных t. 

1 1 F(t) 
Пусть i~f F(t) = k >О. Рассмотрим функцию rp (t) = \P(t)I . 
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Очевидно, что эта фiнкция также непрерыв11а и 1~(t)1=1. 
Положим ~ (t) = e1"'(t • Если в некоторой точке t0 значение 
w (t) выбрано, то для других значений t функцию w (t) естест
венно продолжить как непрерывную. Очевидно, что таким 
образом функция w (t) определится с точностью до целого, 
кратного 21t. Если дополнительно положить - 'lt ~ (!) (О)< 'lt, 
то функция w (t) определится однозначно. 

Функция (!) (t) называется аргументом функции· F (t) и 
обозначается arg F (t). Различные непрерывные ветuи аргу
мента функции отличаются на целое, кратное числу 21t. 

Теорем а Бор а. Пусть F (t) - равно.мериая п.-п. функ
цz1я, lt пусть inf 1F(t)1 = k >О. Тогда arg F (t) = ct + ф (t), 

t 
где с - постоянная велllчина *) ll ф {t) - равно.мерная п.-п. 
функцuя. Число с и показатели Фурье функц1ш ~ (t) суть 
линейные ко.мбинацzш с целы.ми коэффициента.мzt z1з по
казателей Фурье функцzш F (t). 

1.12. N-почти-периодические функции. 
1. В этом параграфе рассматривается класс обобщенных 

непрерывных п.-п. функций (содержащий в себе класс равно
мерных п.-п. функций), в области которого сохраняется тео
рема единственности дЛS! р·ядов Фурье (см. п. 1.5). В следую
щем параграфе указываеrся нз важность этого класса функций 
для линейных диq.~ференциальных уравнений с п.-п. коэффи

циентами. 

Определение 1. Число 't='t(e, N) называется 
s, N-почти-перzzодо.м функции / (х), если для всех \ х \ < N 
выполняется неравенство 

l/(x+'t)-/(x)\<s. (1.12) 

О пределен и е 2. Непрерывная функция /(х) 
(- оо < х < оо) называется N-почти-периодической ( сокра
щенно N-п.-п.) функцией, если можно указать счетную по
следовательность действительных чисел**) Л1, Л~, ... , Ат ... , 
обладающую тем свойством, что, каковы бы ни были положитель
ные числа s и N, можно указать целое положительное число 
n=n(s, N) и положительное число 8=8(е, N) такие, что 

*)Постоянная с называется средним движением rf.-п. функции F(t)
••) Чticna Л~, Л~, "., Лп ".,разумеется, зависят от функции f (х). 
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каждое действительное число t, удовлетворяющее системе 

неравенств 

(k= 1, 2, ••• , п), 

является е, N-почти-периодом функции / (х), т. е. удовлетво
ряет неравенству ( 1.12). 

Из теоремы 2 п. 1.8 следует, что каждая равномерная п.-п. 
функция есть N-п.-п. функция. Обратное не верно, что видно из 
следующего примера. 

Пусть р (х) = 2 + cos х + cos Jf2 х. Ясно, что для всех х 
р (х) >.0. С другой стороны, в силу теоремы Кронекера (см. п. 1.9) 
для произвольного 8 > О найдется решение системы неравенств 

lx - 7tl < 11 (mod 27t), 
1 Jf2x - 7tl < 11 (mod 27t). 

Поэтому iпf р (х) =О. Следовательно, функция q (х) = р (~) не ог
раничена и, значит, не может быть равномерной п.-п. функцией 
(см. п: 1.2). Покажем, однако, что q (х) есть N-п.-11. функция. Выберем 
N >О и е >О произвольно и положим k = min р (х). За.тем 

-N:!S.x:'!E.N 
выберем произвольное положительное число & < k и обозначим че
рез 't = 't (11) почти-период функции р (х). Для lxl .< N имеем 

lq(x+<t)-q(x)I = [р(х+ <t)-p(.f)/ < _11 __ 
р (х) р (х + <t) k (k - 11) 

. ( k вk2) 8 Поэтому если 8 = mtn 2• Т , то k (k _ !1) < 1, следовательно, 

<t есть Е, N-почти-период для q (х) и, стало быть, q (х) - N-п.-п. 
функция (см. п. 1.8). 

2. Теорем а 1. Сумма, разflость ll произведен.ие N-n.-n. 
фун.кц11й есть N-n.-n. функция. 

Для N-п.-п. функций среднее значение в обычном смысле 
не обязательно существует. Рассмотрим те N-п.-п. функции, 
для которых: 

1) для всех действительных Л существует предел 

т 

а (Л) = litn 21r ~ f(x) e-i'A.~ dx = М {/ (х) e-i>.x}, 
Т-оо -Т 
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Если эти условия выполнены, то функции /{х) можно 
отнести ряд Фурье 

f (х) rv ~ АпеiЛпх, Ап =М {/(х) е·iАпх} . 
11 

Теорем а 2 (теорем а е я инст вен но ст и для N-п.-п. 
функций). Ecлtt две N-п.-п. фуюсцт1 /(х) и g (х) 11ме
ют од11наковые ряды Фурье, то эт11 функ1,ш1 тождест
венно равны. 

Теорем а 3 {теорем а а п пр оксим а ц и и для N-п.-п. 
функций). Пусть /(х) - N-п.-п. функц11я. Для проllз
сольных е >О и N> О .можно указать тр11гонодетричес-

п lv .х ,\ 
1Cttй многоч,,~"!Н PN, 1 (х) -= ~ ake k , по1&азателll Фурье 1&0-

k = I 
торого выбираютс;z из показателей Фурье фуюсцtш /(х), 
а коэффициен.ты получаются из коэффициентов Фурье 
фуюсции f(x) умножением на некоторые числа, удовле
творяющий неравенс.'!"ву 

В частности, PN, 1 (х) можно r:остроить по методу Бохнера 
(см. п. 1.6). 

1.13. Лине!tные дифференциальные уравнения с почти
периодическими коэффициентами. Как известно, каждую 
линейную систему дифференциальных уравнений можно при
вести к системе вида 

(i = 1, 2, ... , п). 

Наряду с системой (Sx) мы будем рассматривать соответ
ствующую однородную систему 

п 

(l:x) 'JJ = ,! f;k (x)yk {t=l,2, ... , п). 
k=I 

Рассмотрим тот случай, когда в системе {Sx) все коэффи
циенты f;k (х) и сuободные члены g1 (х) - равномерные ц.-п. 
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фун1<ции. Пусть {h.} - последовательность действительных 
чисел, для которой существуют пределы 

lim f;k (х + h,) = /;~ (х), lim g; (х + h,) = g; (х) 
v~oo '11-+СХ> 

(i,k=l,2, ... , п) 

(см. определение Бохнера, п. 1.1, определение 5). 
Наряду с системами (Sx) и (Ех) можно также рассмат

ривать системы 

п 

(S;) i: = ,! t;k (x)yk + g; (х) (i= 1, 2, . ", п), 
k=I 

п 

(Е;) i: = ! t;k (x)yk (i= 1, 2, . ", п). 
k=I 

Выбирая различные последовательности {h.}, мы получим 
семейства систем, которые обозначим через H(Sx) и Н (Е х>· 

Теорем а 1. Если однородная система (Ех) н.е имеет 
огражzчен.н.ых решеж1й (за исключением тривиального ре
шения Yk =О), то каждое огран.ичен.н.ое решение систе.мы 
(Sx) состо11т из N-n.-n. функций. 

Теорем а 2. Ecлll жz одна из систе.м Н(Ех) не и.меет 
ограж1чен.н.ых решений (за исключежzе.м тривиального), то 
каждое огран.ичен.н.ое решеж1е системы (Sx) состоит ziз 
равно.мерных п.-п. функций. 

Определение 1. Абсолютн.ы.м зн.ачеж~е.м решения 
{у; (х)} в точке х называется величина 

Теорем а 3. Если н.еодн.ородн.ая систе.ма (Sx) и.меет 
огражzчен.н.ые решен.llя, а однородная систе.ма (Ех) н.е 
имеет огран.ичен.н.ого решеж1я, абсолютное значение ко
торого .может стан.овиться сiеоль угодно .малы.м (за ис

ключен.ие.м тривиального решения Yi =О), то систе.ма .(Sx) 
имеет хотя бы одно решение, состоящее из N-n.-n. фун.tсц11й. 
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Те о рем а 4. Если ни одна из однородных систем се
мейства Н (~х) не r1.меет решенuя, абсолютное знач,ение 
которого .может становиться сколько угодно .малым (за 
исключ,ение.м тривиального решения), и если систе.иа (Sx) 
u.лtеет ограш1ч,енные решения, то хотя бы одно из ш1х 

состоит из равно.мерных п.-п. функций. 
Из последней теоремы легко вывести, что каждое огра

ниченное решение дифференциального уравнения 

. y<n>+a1yln-1\+ ... +апу=/(х) 

с постоянными коэффициентами а1 , а~, ... , ап и равномерной 
п.-п. правой частью / (х) есть равномерная п~-п. функция. 

§ 2. Различные обобщения п.-п. функций 

2.1. Вводные замечания. 
Определение 1. Равно.мерной нор.мой функции / (х) 

называется величина 

\\!\\11 = sup 1/ (х) 1· 
-оо<х<оо 

Очевидно, равномерная норма конечна только для огра
ниченных функций. 

Оп редел е н и е 2. Величина 

(2. 1) 

называется расстощще.м между функциями /(х) и g(x). 
Тем самым совокупность огра.1 1ченных функций стано

вится метр и чес к и м пр о стр а н ст в о м. Сходимость в 
этом пространстве совпадает с равномерной сходимостью 

на всей ЧИСЛОВОЙ оси. 

Основную теорему теории равномерных п.-п. функции 
можно сформулировать следующим образом: 

Множество всех равно.мерных п.-п. фующий совпадает 
с за.мыканuе.Аt множества всех конеч,ных тригоно.иет

рич,еских су.мм по расстояю1ю (2.1 ). 
Различные обобщения понятия п.-п. функций на разрывные 

(интегрируемые по Лебегу) функции основаны на том, что 
в пространстве функций, определенных на в<:еИ числовой пря

мой, можно по-разному определять расстояние. 
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2.2. Определение и простейшие свойства п.-п. функ
ций Степанова. 

Определение 1. Величина 

D -.о [/(х), g(x)] = sup [-}x(t"l I/ (х)- g(x) IP dx]'1P 
S 1 -оо<х<оо ~ 

называется S-расстояние.м порядка р;:::. 1, соответст

ву!Ощи.м длzте l (Sf-расстояю1е.м). Пространство суммируе
мых с p-ft степенью в каждом конечном интервале функций 

с так определенным расстоянием называется пространством 

Степанова (SР-пространство.м). 
3 а м е ч а н и е. Можно доказать, что SР-расстояния, соответ

ствующие различным /, тополоrически эквивалентны. Поэтому можно 
ограничиться случаем l = 1. Вместо S~ мы будем писать SP. 

Теорем а 1. SР·пространства полны, т. е. если 

lim D5p (fп (х), fm (х)] =О, 
n-+00 

m-oo 

то существует функцzzя f(x) Е SP такая, что 

lim D5p [/(х), fп (х)] =О. 
n-+00 

Определение 2. Измеримая и суммируемая с p-lt степе
нью в каждом. конечном интервале функция f (х) называется 
SР-почти-периодической (сокращенно S·а·п.-п.), если для лю
бого s > О существует относите.1Jьно плотное множество чисе11 
't, удовлетворяющих неравенству 

D р[ f(x+'t), /(х)]= 
s 

= sttp [x1I if(x + 't)--/(x) IP dx] l/p <в. 
-оо<х<оо х 

Число " называется SP, s-почти-периодо.м функции f (х). 
Теорема 2. SР-п.-п. функц11я f(x) SР-оzраничена, т. е. 

]
1/р 

\f(x)JP dx < оо. 
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Теорем а 3. SР-п.-п. функция f(x) SР-равно.мерно не
прерывна, т. е. для любого е >О существует такое 
8=8(е), что если lh\<8, то 

Dsf1 [f(x + h), /(х)] < е. 
Теорем а 4. Сумма двух SР-п.-п. функций есть SР-п.-п. 

функция. 
Теор ем а 5. Произведение SP-n.-n. функцш1 на S9-п.-п. 

функцr1ю ( ~ + ~ = 1) есть S-п.-п. функция *). 

Теорем а 6. Если последовательность Uп (х)} SР-п.-п. 
функций сходrrтся (в .метрике SP) к функцrт f(x), то 
·предельная фуюсция также является SР-п.-п. 

Определен и е 3. Суммируемая вместе со своей р-й 
степенью в каждом конечном интервале фунI<ция f (х) назы
вается SР-нор.мальной, если семейство функции {/( х + h)} 
(h-произвольное вещественное число) S"'-I<омпаюно, т. е. 
если из каждой бесконечной последовательности / (х + h1), 

f (х + h2), ••• можно выбрать SР-сходящуюся подпоследова
тельность. 

Теорем а 7. Для того чтобы фуюсц11я f(x) была 
SР-нор.мальной, необходимо и достаточно, чтобы она была 
SР-п.-п. 

2.3. Определение и простейшие свойства п.-п. функций 
Вейля. В теории п.-п. функций Степанова существенно, что 
число /, фигурирующее в определении расстояния, фиI<сиро
вано. Напротив, для п.-п. фунI<ций Вейля существенно, что 
с убыванием е до нуля число l растет до бесконечности. 

Определение 1. Величина**) 

DwP {/, g} = lim DsP {f, g} = 
l-+00 l 

{ xrl }\;р 
= lim sup + \/(х) - g(x) \Р dx 

l -+.q:J - 00 < х < 00 
х 

называется W-расстояжrе.м порядка р. 

*) Вместо S1 мы пишем S. 
**) Можно показать, что зтот предел всегда существует. 
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Определение 2. Функция /(х), интегрируемая с p-lt 
степенью в каждом конечном интервале, называется · поч,ти
периоаич,еской в с.мысле Вейля (сокращенно: WР-п.-п.), если 
для каждого s > О можно указать такие положительные чи
сла l=l(s) и L=/~(s), •по в каждом интервале (сх, cx+L) 
вещественной оси длины L найдется хотя бы одно число 't, 

удовлетворяющее неравенству 

Dsf [/(х + t), /(х)] = 

- sup ~+ хг lf(x+t)-f(x)/Pdx}
11

P <в. 
-ro<x<ro t х 

О•rсвидно, что если lim l (е) <со, то WP-n.-n. функция сеть 
.... о 

SP-n.-n. функция. Точно так же очевидно, что равномерные п.-п. 
функции и SР-п.-п. функции суть WР-п.-п. функции. 

Теорем а 1. WР-п.-п. функция f(x) WР-ограничена, т. е. 

DwP {f(x), О}= DwP {/(х)} < оо. 
Теорем а 2. WР-п.-п. функция W?-равно.мерно непре

рывна, т. е. для любого s >О существуют такие поло
жительные числа l=Z(s) и 8=8(s), что если /h1<8, то 

Dsf {!(х + h)" /(х)} < s. 
Теорем а 3. Су.и.ма двух WР-п.-п. функций есть WР-п.-п. 

функция. 
Теорем а 4. Произведение WР-п.~п. функцzщ и Wq-п.-п. 

( 1 1 ) • 
функцтz Р + q = 1 есть W-п.-п. функцuя *). 

Теорем а 5. Если последовательность WР-п.-п. функ
ций {fп (х)} WР-сходитсл к функцuи / (х), то последняя 
является WP-n.-n. 

В заключение этого пункта отметим, что в отличие от 

пространств s,J пространства WP неполны. 

2.4. Теорема о среднем значении для WP-n.-n. функций. 
Равенство Парсеваля для W2- и S2-r1.-n. функций. Теорема 
аппроксимации. Так как коэффициенты Фурье выражаются 

*) Вместо Wf мы нишем W. 
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через определенные интегралы, то естественно ожидать, что 

и для п.-п. функций Степанова и Вейля существуют ряды 
Фурье. Действительно, справедлива следующая теорема. 

Теорем а 1. Для каждой W-п.-п. фун.кц1~и существует 
среднее зн.ачет1е 

a+r 
1 ~· М {!(х)} = lim т f(x)dx. 

Т-+ОО 
а 

Предел справа существует равно.мерно по а. 
Теорем а 2. Для каждой WP-(SP-) п.-п. функции / (х) 

среднее значение 

а (Л) =М {f (x) е-iдх} (Л - вещественное число) 

отл11чно от нуля не более чем для счетного .множества 
значений Л: Л 1 , Л2, ••• , An,... Так11.м образом, каждой 
WP-(SP-) п.-п. фун.кцш1 / (х) .можно сопоставить ряд Фурье 

f (х) rv ~ Апе;лпх, Ап =а (Ап)· 
n 

Теорем а 3. Для W'l-(S2-) п.-п. функции 11.меет .место 
равенство Парсеваля 

00 

М { lf(x) 12} = ~ 1 An 12• 
n=l 

Теорем а 4. Для каждой WP-(S 1-) п.-п. функц1111 /(х) 
и каждого е >О .можно ук:азать конечный тригономет
рический .многочлен. Р1, удовлетворяющ11й неравенству 

DwP {f(x), Р1 (х)} < е [Dsfl {f(x), Р. (х)} < е]. 
3 а меч а н и е. Многочлен Р. (х) можно строить по ме

тоду Бохнера. 

2.5. П.-п. функции Безиковича. 
Определение 1. Величина 

- 1 т 1/ 
D [J,gl={ lim 21' ~ \f(x)-g(x))Pdx} Р= 

JJP Т-оо -Т 

={/И t 1/- g IP}} l/p 
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называется ВР-расстояние.м. Пространство функций, сумми
руемых с р-й степенью в каждом конечном интервале с так 

определенным расстоянием, называется ВР-пространство.м. 
О п редел е н и е 2. Функция f (х) называется почти-пери

одllчесиой в смысле Безllиовича порядиа р (сокращенно 
В'-п.-п. фуницией), если существует последовательность ко
нечных тригонометрических сумм Р1 (х), Р2 (х), ... , Рп (х), ... , 
для которой 

lim D [f(x), Рп (х)] =О. 
п - оо вР 

Это определение по своему характеру отличается от определе
ний, которые были положены в основу при изучении SP- WР-п.-п. 
функций. Для этих классов п.-п. функций определение основывалось 
на обобщении понятия почти-периода, а то, что мы взяли за опре
деление для ВР-п.~п. функций, там являлось теоремой. 

Однако функции Безиковича можно также определить внутрен
ним образом. Такое определение впервые было дано Безиковичем *), 
но оно оказалось очень громоздким. 

Значительно более простое определение дал Р. Досе**). Приве
дем это определение. 

Лля того чтобы функция f(x), суммируемая с р-й сте
пенью (р ~ 1) в каждом конечном интервале, принадлежала 
классу ВР-п.-п., необходимо и достаточно, чтобы она удов
летворяла следующим трем условиям: 

1. 

2. Лля каждого е > О существует относительно плотное 
множество чисел 't, удовлетворяющих неравенству 

{Мх { IЛх + 't)-f(x)JP }} 11Р < е. 
3. Лля любого а> О существует периодическая периода 

а и класса LP функция j<aJ (х), для которой 

*) В е s i с о v i t с h А. S., Almost periodic functions, Cambridge 
(1932). 

**) D о s s ~.l. Оп genera\ized a\~ost periodic functions, Annals 
of Math., v, 59, .-. З (Г954), стр. 477. 
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Каждой 81-п.-п. функции /(х) можно сопоставить ряд 
Фурье , 

f(x)"" ~АпеiЛпх, Ап = М {f(x) е-iЛпх}. 
п 

Если две функции f(x) и g(x) имеют одинаковые ряды 
Фурье, то их разность rp (х) = f(x)- g(x) есть нулевая функ
ция в пространстве ВР, т. е. 

D р [rp (х), 0]= О. 
в 

Теорем а 1. Пространства В' (р ~ 1) полны. 
Следствие (аналог теоремы Рис с а - Фишер а). 

Для каждого тригонометрического ряда 

(2.2) 

(Ап - комплексные числа, Ап - вещественные числа), у кото

рого ~ / Ап J2 <со, существует 82-п.-п. функция, ряд Фурье 
п 

которой совпадает с рядом (2.51). 

2.6. Понятие о п.-п. функциях на группах. Пусть 
О- абстрактная группа, т. е. множество элементов, удов

летворяющих следующим четьiрем аксиомам: 

1) В а определено умножение (вообще говоря, некомму
тативное), т. е. операция, ставящая в соответствие каждой 

упорядоченной паре элементов а, Ь Е О эJiемент с Е О: 

аЬ=с. 

2) Операция умножения ассоциативна, т. е. для любых 

трех эJ1ементов а, Ь, с Е а имеет место равенство 

а (Ьс) = (аЬ) с= аЬс. 
3) В а имеется правая единица е, т. е. такой эJiемент, 

что для любого а Е а 

ае=а. 

4) для всякого элемента а Е а сущесшует единственный 
правый обратный элемент а-1 такой, что 

а-а- 1 =е. 
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Если сверх указанных четырех аксиом выполнено еще условие 

аЬ=Ьа 

для любых элементов а, Ь Е Q, то группа называется ком
мутативной или абелевой. 

Примером абелевоf.t группы может служить действитель
ное п-мерное векторное пространство Rn, в котором элемен
тами группы являются векторы (или точки, отождествленные 
с концами векторов), а групповое умножение совпадает со 
сложением векторов. 

В качестве примера некоммутативноf.t группы приведем 
пример группы всех uращений единичной сферы в трехмер

ном пространстве. 

Определение. Функция /(х) (х Е Q,/(x) принимает 
комплексные значения) называется почти-пер110дичес1tой на 

группе а, если семейство Функций f(xa), а Е а (или, что 
эквивалентно, семейство f (ах)) условно компактно в смысле 
равномерной СХОДИМОСТИ На Q, Т. е. ИЗ каждой беСКОНеЧНОЙ 

последовательности f (ха1), f (ха2), . . . можно выбрать рав
номерно сходящуюся· подпоследовательность. 

Теория п.-п. функций на группах развивается во многом 
аналогично теории п.-п. функций на прямой (прямая линия, 
очевидно, также является группой, в которой групповая опе

рация совпадает с обычным сложением). При этом основную 
трудность представляет доказательство следующей теоремы. 

Т е о р е м а о с р ед н е м з н а ч е н и и. Для 1tаждой п.-п. 
фужщии f(x) (х Е а, а- группа) существует однозначпо 
определенное чuсло Мх {/(х)} (среднее значею1е функции 
/(х)), 1-соторое обладает следующим11 свойствами: 

1) Mx{ci.f(x)}=ci.Mx{f(x)} (с~.-компле1tсн.ое число); 
2) Мх {f(x)-+- g(x)} =Мх {/(х)}-+- Мх {g(x)}; 
3) Mx{l}=l; 
4) есл11 на всей группе а f(x)~ О, то Мх {/(х)} ~О; 

если /(х) ~О 11 по крайней мере в одной точ1tе х0 Е О 
f(xo)>O, то Мх {/(х)} >О; 

5) \ Мх {/(х)} 1 ~ Мх { \f(x) 1}; 
6) Мх {f(x)} = Мх {/(х)} (черта означает переход 1& 

компле1tсно-сопряженным значениям); 
7) Мх {/(ха)}= Мх {/(ах)}= Мх {/ (х)} для произволь

ного элемента а Е О; 
8) Мх {/(х-1)} = Мх {/(х)}. 
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Существование среднего значения позволяет доказать для 
п.-п. функций на группах равенство Парсеваля, теорему 
единственности для рядов Фурье, теорему аппроксимации и 
др. Подробно с этим можно познакомиться в монографии 
[2], гл. VI. 

§ З. Аналитические п.-п. функции 

3.1. Определение аналитических п.-п. функций и их 
простейшие свойства. 

1. В теории аналитических п.-п. функций основной об
ластью изменения аргумента является полоса. В связи с этим 
условимся в определенной терминологии. 

Через (а, Ь) мы будем обозначать откры'!'ый интер
вал а< х < Ь. Через [а, Ь] - замкнутый интервал а :Е; х :Е; Ь. 
Будут также встречаться интервалы (а, Ь ], [а, Ь). 

Пусть s =а+ it - комплексная переменная. Множество 
всех s, для которых а= а0, мы будем называть прямой 
линuей, вертиtсальной прямой л11н11ей или просто лu

ш~ей а= а0• 

Множество всех s, для которых а принадлежит интер
валу (а, Ь), мы будем называть полосой (а, Ь). Будут также 
встречаться полосы [а, Ь], [а, Ь), (а, bJ. 

2. Определен и е 1. Действительное число t называется 
в-почт11-перuодом аналитической в полосе (rx, ~)функции /(s), 
если во всех точках полосы (iz, ~) выполняется неравенство 

l/(s+ it)-/(s) 1 <в. 

Обозначим 1\\НОжество всех в-п9чти-периодов функции 
/(s) (в рассматриваемой полосе) через Е {в; /(s)}. 

Определение 2. Функция f (s) называется п.-п. в по
лосе (iz, ~), если для каждого в> О множество Е {е; /(s)} 
относительно плотно. 

Аналогично можно определить почти-периодичность в по

лосе riz, ~]*). 
Теорем а 1. П.-п. в полосе [ iz, ~] фунtсцuя f(s) ограни

чена в атой полосе. 

•) При этом мы требуем, чтобы f (s) была регулярна в полосе 
(а, ~) и непрерывна в полосе [а, n 
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Теорем а 2. Пусть f(s) регулярна в полосе (сх, ~) 
ll ограниче1щ в любой полосе [ сх1 , ~ 1 ], (сх < сх 1 < ~ 1 <~).Пред
полож11.м, что на некоторой прямой а= а0 (сх < а0 < ~)/(s) 
есть равно.мерная п.-п. функция. Тогда f(s) - п.-п. функ
цr1я в полосе [ сх1 , ~ 1 ]. 

3 а м е ч а н 11 е. Эта теорема неверна, если условие огра
ниченности в любой полосе [1Х 1 , ~ 1 1 не выполняется. 

Те о р ем а 3. Су.м.ма и проrrзведение п.-п. в любой по

лосе l1i1, ~ 1 1 (сх<сх1 <~1 <~> функций обладают ати.м же 
свойство.м. 

N 

С лед ст в и е. Многочлен ~ апелпs (1"п - действительные 
n=l 

чисJ1а, ап - комплексные числа) есть п.-п. функция в по: 
лосе (- оо, оо ). 

Теорем а 4. Равно.мерный предел последовательности 
аналитических п.-п. в любой полосе [ сх1 , ~ 1 ]( сх < сх1 < ~ 1 < ~) 
фуюсций Uп (s)} есть п.-п. функция в полосе [ а1, ~ 1]. 

С л ед с т в и е. Сумма равномерно сходящегося в любой 
00 

полосе [а1. ~1] (а< IX1 <~1 <Ю ряда ~ апе'Лпs о"п действи-
n=I 

теJ1ы1ы) есть п.-п. функция в этой полосе. 
Теорема 5. Производная п.-п. в полосе [а 1 , ~1 ](сх< 

< сх 1 < ~ 1 < ~) функц1т- также п.-п. функция в этой 
полосе. 

Теорема 
п.-п. в полосе 

полосе, то он 

лосе. 

6. Еслr1 неопределенный иliтеграл F (s) 
[а 1 , ~ 1 ] функции f(s) ограничен в этой 
является п.-п. фуюсцией в той же по-

Теорем а 7. Пусть F (s)- п.-п. функция в полосе 
(а, ~). Обозначим через а .множество всех значений функ
цш1 f(s) на пря.мой а0 (а< а0 <~). Какое бы ни было 8 >О, 
функц11я f (s) пр1iни.мает в полосе (а0 - 8, а0 + 8) все зна
чения из производного .множества О'. 

Следствие 1. Если функция f (s) п.-п. в полосе (1i, ~) 
и не обращается в этой полосе в ну ль, то inf 1 f (s) 1 >О 
в любой полосе 1 а1 , ~ 1 ] (а< а1 < ~1 < ~). 

Следствие 2. Если / (s)-п.-п. функция в любой полосе 
llX1, ~ 1l(a<a1 <~1 <~) и /(s)-::j:.O в полосе (а, ~). то 

1 
g (s) = / (s) есть п.-11. функция в любой полосе [1Х1 , ~ 1]. 



228 ГЛ. 111. ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [3.2 

Теорем а 8. Пусть f (s) и g(s)- две аналитllческие 

п.-п. функции в полосе (ос, ~).Если их отношение h (s) =~~~~ 
в этой полосе ограничено, то h (s) есть п.-п. функция в лю

бой полосе (ос1 , ~i) (ос< ос 1 < ~1 < ~). 

3.2. Ряды Дирихле. 1. Каждой аналитической п.-п. функ
ции соответствует бесконечный ряд, которыll называется 
рядом Дирихле. Этот ряд аналогичен ряду Фурье для равно
мерных п.-п. функций от действительной переменной. 

Теорем а 1. Пусть f(s) =/(а+ tt) - аналитическая 
п.-п. функция в полосе (ос, ~). Рассмотрrrм функцию /(а+ it) 
при фиксированном а. Ряд Фурье этой фун.кцшr r1меет вид 

f(s)=f(a+if),...._, ~АпеЛп~е1Лпt = ~AneAns, (3.1) 
п п 

прllчем числа Ап ll Ап н.е 3авr1сят от s. 
Ряд (3.1) называется рядом Дир~iхле для /(s). Для А11 

справедлива формула 

А11 = М1 {!(а+ it) е-лпае-iАпt} (ос< а<~). 

00 

Теорема 2. Если f(s)= ~ А11еАпs, причем ряд cxo-
n=t 

дится равномерно в некоторой полосе, то он. является 

рядом Дирихле для су.Аtмы f (s). 
Теорем а 3 (теорем а единственности для р я

д о в Дирихле). Ecлri две аналитические п.-п. в одной 
и той же полосе фуюсции и.меют одинаковые ряды Фурье, 
то оюt тождественны в этой полосе. 

Теорем а 4 (равенств о Пар се вал я). Пусть 

/(s),....., ~ А11елпs - п.-п. в полосе (ti, ~) функция. Для каж-
п 

дого а uз полосы (ti, ~) имеет .место равенство 

00 

Mt {\/(а+ it) 12} = ~ 1Ап12е2Апа. 
n=I 

Теорем а 5 (теорем а а п пр оксим а ц и и). Пус,п.ь 
f(s)- п.-п. в полосе (а., ~) функция. Последовательность 
су.им Бохн.ера - Фейера для ряда Дирихле функции /(s) 
сходится равно.мерно к / (s) в любой внутренней полосе. 
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2. В силу теоремы 2 п. 3.1 для почти-периодичности функ
ции /(s) в любой полосе [ri1, ~1 ] (а< а1 < ~1 < ~) достаточно, 
чтобы она была огра1щчена в этой полосе и почти-перио
дична хотя бы на одной прямой внутри полосы. Можно 
указать.другой интересный признак почти-периодичности функ
ции в полосе, в условия которого ограниченность функции 

в полосе не входит. 

Теорем а 6. Пусть F (s)удовлетворяет следующим усло
виям: 1) регулярна в полосе (а, ~), 2) непрерывна в полосе 
[а, ~] и 3) на прямых а= а ll а=~ F (s)-равномерная 
п.-п. фуюсция переменной t с рядом Фурье ~Ап елпо e1лnt ( а=а, 

п 

:J = ~). При выполнениr~ зтих условий F(s) является п.-п. 
функцией в полосе [а,~] с рядом Дирихле 

F (s) "-' ~ Ап елпs. 
п 

Теорема 7. Пусть дан ряд 

~ Апелпs 
п 

(3.2) 

с отрицательными показателям~~ Д~~рихле (Ап <О). Пред
полож~~м, что для некоторого а= а ряд (3.2) является 
рядом Фурье п.-п. функции /" (t). Тогда существует п.-п. 
в полосе (а,+ оо) и непрерывная в полосе [а,+ оо) фуюсция, 
которая на прямой а= а совпадает с функцией /" (t), 
имеет своим рядом Дирихле ряд (3.2) и пpii а - + оо 
стремится к нулю равномерно по t. 

Теорем а 8. Пусть / (s) ,..._, ~Ап е>-пs есть п.-п. фуюс-
п 

ция в полосе (а, ~), причем все Ап <О. Тогда /(s)
п.-п. функц~1я в полосе (а,+ оо) и стремится к нулю 
равномерно по t. 

3 а м е ч а н и е. Аналогичные теоремы имеют место для рядов 
с исключительно положительными показателями Дирихле. 

С ;1 ед ст в и е. Если показатели Дирихле п.-п. функции 
в некоторой по;юсе (а, ~) ограничены, то эта функция - целая 
аналитическая. 

3. В силу теоремы 8 аналитическая п.-п. функция с отри

цательными показателями Дирихле при а - + оо равномерно 
стремится к нулю и, следовательно, ограничена (при а - + оо). 
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Справедливо также и обратное. 
Теорем а 9. Пусть функция /(s) п.-п. в полосе 

(а,+ оо) и равно.мерно ограничен.а в полуплоскости а> а. 
Тогда все показатели Дирихле фун.кциr~ /(s) н.еположи
тельны. 

Теорема 10. Пусть f(s)rv ~Апелпs-п.-п. функция 
п 

в полосе [а, ~]. Если неопределенный интеграл F (s) функции 
/(s) в полосе [а,~] ограничен. (и, следовательно, является 
п.-п. функцией), то ряды 

~ .Ап елпs, ~ Ап елпs 
Ап<О • Ап::;,:О 

являются ряда.ми Дирr1хле двух функций fi (s) и /g (s), 
п.-п. в любой полосе [ а1 , + оо ), а1 >11, соответствен.но 
("'-- оо, ~1]. ~1 < ~-

3.3. Сходимость рядов Дирихле для аналитических 
п.-п. функций. В следующей теореме указано несколько 
признаков абсолютной сходимости рядов Дирихле. 

Теорем а 1. Пусть /(s) ,___, ~ Ап елпs - п.-п. функция 
п 

в любой полосе [ а1 , ~ 1 ] (а< а1 < ~1 < ~). 
Если выполнен.о одно из условий: 

1) Лп линейно независимы, 
2) Ап>О, 

-!А 15 
3) для всех а> о сходится ряд ~ е п , то ряд 

п 

~ Ап елпs сходится абсолютно в полосе (а,~). 
п 

Случай 2) позволяет доказать для аналитических п.-п. 
функций следующую теорему. 

Теор е м а 2. Пусть все коаффицrrен.ты Дrrрихле Ап п.-п. 
функции /(s),....., ~ Ап елпs положительны. Если (а,~) есть 

п 

.максrr.мальн.ая полоса почти-перrrодrrчн.ости фун.кцrт f (s), 
то точки s=a и s=~- особые для /(s). 

3.4. Поведение п.-п. функций при а=+ оо (аналоги 
теорем Вейерштрасса - Сохоцкого и Пикара). 

1.Теорема 1 (аналог теоремы Вейерштрас
с а - С ох о цк ого). Пусть / (s) - п.-п. функция в полосе 
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1 :х, + оо ). Могут представиться только три возмож
ности поведенrtя функцtт / (s) в окрестности точки 

а=+оо: 
(A)/(s) стремится к конечному пределу пprt о - + оо 

r1 притом равно.мерно по t. 
(В) lf (s) 1-+ оо пptt о-+ оо равно.мерно по t. 
(С) в каждой полуплоскост11 о> а.1 >а./ (s) прrtни.мает 

значения, сколь угодно блr~зкие к каждому комплексному 
числу. 

Мы будем говорить, что функция /(s) принадлежит 
к11ассу (А), (В) или (С) в зависимости от того, какой 
случай имеет место. 

Следующая· теорема дает возможность по ряду Дирихле 
функции f (s) судить о том, к какому классу она принад
лежит. 

Теорем а 2. Пусть f (s) r-v ~ Апелпs - п.-п. функция 
п 

в полосе (а., ~) при любом ~>а.. Функция f(s) принад
лежит: 

1) к классу (А), если все показателt~ Дирихле неполо
жr1тельны, 

2) к классу (В), ecлri имеются положительные пока
затели Дr1рихле и среди них наrtбольший, и 

3) к классу (С) если имеются положr~тельные пока
затели Дирихле, но cpeдrt них нет наибольшего. 

2. Рассмотрим теперь теоремы типа теоремы Пикара. 
Теорем а 3: Пусть f(s)- п.-п. функцr~я в полосе 

(а.,+ оо) и принадлежrtт к классу (С). Тогда в каждой 
полуплоскости (а.1,+оо)(а.1 >а.) функция /(s) принимает 
все значения, за исключенr1е.м, быть .может, одного 
(т. е. f (s) 11.меет не более одного исключительного знач.е· 
ния Пикара). 

Теорем а 4. Если положительные показатели Дирих· 
ле функцrrи f (s) и.меют конечную верхнюю грань А, при
ч.ем само число Л не есть показатель Дирихле, то функ
ция f(s) совсем не и.меет исключ11тельных значений Пи
кара. 

З.5. Гармонические п.-п. функции. 
1. Пусть f(s)=и(o,t)+tv(o,t)(s=o+lt)-п.-п. функ

ция в некоторой полосе (а., ~). Известно, что и (о, t) и v (о, t) 



232 ГЛ. 111. ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [3.5 

суть гармонические функции в той же полосе. В этом параг
рафе рассматриваются гармонические в некоторой полосе п.-п. 

функции. 
Определение 1. Гармоническая в полосе [о1 , а2] функ

ция и (о, t) называется п.-п. функцией в этой полосе, если для 
каждого е > О существует относительно плотное множество 
е-почти-периодов, т. е. чисел 't, для которых выполняется не
равенство 

1 и (о, t + 't) - и (о, t) 1 < е 
Теорем а 1. Пусть и (о, t)- гар.монич.еская ll ограни

ч.енная в полосе [ о1 , o'il] функция. Если на прямых о= о1 
и о= d2 и (о, t)- равно.Мерная п.-п. функция, то она явля
ется гармонич.есttой п.-п. функцией в полосе [ о 1 , о2 ]. 

Теорем а 2. Сумма конеч.ного ч.исла гар.монич.ес1Сuх 
п.-п. функций в полосе [ о1 , og) ее ть гармонич.еская п.-п. 
функцr1я в той же полосе. Предел равномерно сходящейся 
последовательности гармонич.еских п.-п. функцrrй в полосе 
[ о1 ,о2] есть также гар.монич.еская п.-п. функция в той 
же полосе. 

Теорем а 3. Частные проr1зводные всех порядков гар
.монич.еской п.-п. в полосе [ о1 , а11 ] функции - также гармо
нич.еские п.-п. функции в атой же полосе. 

2. Каждой гармонической п.-п. функции и (о, t) можно 
отнести ряд Фурье вида 

и (o,t)rv ko + l + ~ (А;iеЛпа +А; е-Лп0) COS Апt+ 
п + ~ (В;tелпа + В;е-лп0) sin Лпt, (3.3) 

п 

где k, l, A;t. А;, Бt· в; от а и t не зависят. 
Теорема 4 (теорема единственности для ря

дов Фурье). Пусть rt1 (a,t) и и9 (а,t)-гар.монич.еские и 
п.-п. функции в полосе la1, a'ill· Еслr1 ряды Фурье для атих 
функций совпадают, то в атой полосе 111 = u'il. 

Теорема 5 (теорема аппроксимации). Сум.мы 
Бохнера - Фейера для гар.мон11ч.еской п.-п. в полосе (о 1 , о2) 
функцm1 и (а, t) сходятся равно.мерно к 11 (а, t) в каждой 
внутренней полосе loi, o2J ( а1 < aj <а:/< о~. 
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3.6. Среднее движение и плотность значений анали
тических почти-периодических функций. 

1. Аналитическая функци·я может обращаться в нуль 
•только в изолированных точках. Поэтому для каждой ана
литической функции (независимо от того, обращается она в 
нуль или нет) можно разумно ввести понятие аргумента 
фуН[(ЦИИ. 

Пусть функция / (s) (s =а+ tt) аналитична .в некоторой 
области О и отлична в этой области от тождественного нуля. 
Во всех точках области Q, за исключением нулей / (s), по 

формуле / (s) = 1/ (s) 1 eiarg/(s) определяется с точностью до 
кратного 21t функция arg/(s). 

Предположим, что L есть прямая (или отрезок прямой) 
из Q. Мы будем в дальнейшем предполагать, что прямая L 
ориентирована, т. е. на L различается положительное и отри
цательное направления. 

Определим функцию arg-/(s)(sE L), взяв произвольную 
ветвь аргумента функции / (s) и продолжая ее далее во всех 
точках, где / (s) =j::. О по непрерывности. Если s проходит в 
положительном направлении нуль кратности р функции / (s), 
то функции arg- /(s) приписывается скачок - p1t. Функция 
arg- / (s) называется левым аргументом. 

Аналогично определяется правый аргумент arg+ / (s) на L 
как произвольная ветвь аргумента /(s), непрерывная всюду, 
за исключением нулей /(s) на L и со скачком +p1t, если 
s проходит в положительном направлении нуль /(s) кратности р. 

В точках разрыва определенных сейчас функций llfы будем 
приписывать функции среднее арифметическое значение. Обе 
функции arg- / (s) и arg+ /(s) таким образом определены во 
всех точках s на L, разумеется, с точностью до кратного 21t. 
Если /(s) на L не имеет нулей, то каждая из функций сов
падает с некоторой непрерывной ветвью arg/(s) на L. Пусть 
s1 и s9 - две точки на L, расположенные в положительном 
направлении прямой L. Тогда разности 

arg-/(sg)- arg- /(si), arg+ /(sg)- arg+ /(si) 

не зависят от выбора ветви аргумента и называются изме
нением (вариацией) arg/(s) в пределах от s1 до s9 в левом 
(соответственно правом) направлении. Очевидно, что 

arg-/(31)- arg-/(s1)~ arg+ /(ss)- arg+ /(s1). 
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2. Пусть /(s)- аналитическая п.-п. функция в полосе 
(а, ~). Пусть а принадлежит интервалу ((J., ~). Рассмотрим 
прямую L: s.= а+ it, ориентированную по росту t. 

Введем в рассмотрение четыре числа: 

+ + 
~(а)= lim arg-f(a+ill)-arg-f(a+i·() 

(В-1)-.00 (ll- 1) 

+ + 
с±(а)= lim arg-f(a+ i8)-arg-/(а+ i1) 

(В-1)-.00 (8-1) 

с- (а) называется нижним левым средним движеж1е.м функ

ции f(s) на прямой s=a+tt<-oo<t<oo), с-(а)-верх
Нll.М левым средж1.м движением и т. д. Эти числа конечны 
(если /(s) п.-п. в полосе). 

Если с-(а)= с-(а)= с-(о), q+(a)= с+(о)= с+(а), то 

числа с-(о) и с+(о) называются левым (соответственно пра
вым) средним движением f(s) на прямой о. ' 

r:~усть а< о1 < 0 11 < ~ и - оо < 1<8 < + оо. Обозначим 
через N ( о1 , 0 11; Т• 8) число нулей функции /(s} в прямоуголь
нике о1 <о< 0 11; 1<t<8. Числа 

Н(о1, о2}= . lim 
(В-1)-.00 

Н(о1 , 0 11)= lim 
(а- 1)-.оо 

N (а 1 , а1 ; 1, 11) 
(8-1) 

N (:11, а1; 1, 8) 
(8-1) 

называются нижней (соответственно верхней) плотностью 
нулей функции f(s) в полосе (о 1 , а2). Для п.-п. функции зти 

числа конечны. 

Если Н= Н Н, то число Н= Н(о1, о9) называется 

плотностью нулей f(s) в полосе (о1 , о9). 
В следующей теореме устанавливается связь между сред

ними движениями и плотностью нулей п.-п. функции. 

Теорем а 1. Пусть f (s)- анал11т11ч,есtеая п.-п. в поло
се (а, ~) фунtеция, отлич,ная от тождественного нуля. 
Средние двt1женt1я 11 плотност11 нулей в произвольной 
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полосе ( а1, а2) (а< а1 < а2 < ~) связаны следующими нера
венства.ми: 

1 - -
21t [_q- (а2)- с+ (а1)] :s:;; !!(а1, а2).;;;;. Н(а1 , ag}.,;;;,. 

.;;;;. 2~ [C-(ag}- ~+(ai)]. 
Следствия 
1) Если с+ ( а1} существует, то для каждого а2 > а1 спра

ведливы равенства 

Н(а1 , aJ= 2~ [f-(a2}-C+(a1)], 

1 -
Н(а1, a2)= 21t [C-(ag}- с+(а1}]. 

2) Если С-(а2} существует, то для каждого а1 < а2 спра
ведливы равенства 

1 -
Н(а1, а2) = 27с [с- (ag}- с+ (ai)], 

Н(а1 , а2) = ic [с- (а2)- __q+ (а1)]. 

3) Если существуют две из трех величин с+ ( ai), с- ( а2}, 
Н(а1, ag), то существует также и третья величина, причем 

Н(а1 , а2)=~ [C-(ag}- с+(а1)]. 

3. Ф у н к ц и я И е н с е н а. 
Теорем а 2. Для каждой п.-п. в полосе (а, ~) функцr~и 

f (s), н.е равной тождественно нулю, существует равно дер но 
по а в r1нтервале [ а1 , ~ 1 ] (а < а1 < ~1 < ~) среднее знач.ение 

qi (а)= Mt {In if{a + lt) 1}, 
т. е. функция 

3 

qi (а; i• 8) = (& 1 т) S ln 1 /(а + lt} ldt 
1 

равно.мерно по а в t а1, ~ 1 ] при (8 - j)-+ оо стре.мr1тся 
к пределу qi(a). 
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Функцию ер (а) можно также определить следующим об
разом: 

Пусть т ;:>О выбрано произвольно. Положим 1/ (s) 1 т = 
=max{Jf(s)J,т} 

fm (а)= М1 {ln Jf(a + it) J т}. 

При т -· О 'Рт (а) сходятся равномерно в [ 111, ~ 1 1 к ер (а). 
Функция ер (а) называется функцс1ей Иенсена для функции 

/( s) = / (а+ it). Так как ер (а; 1• 3) при фиксированных 1• 3 
как функция а непрерывна, то из теоремы следует, что ер (а) 

непрерывна. 

Теорем а 3. Пусть / 1 (s),/2 (s), ... - последовательность 
п.-п. в полосе (11, ~)функций, сходящаяся равно.мерно в этой 
полосе к функции / 0 (s). Если для всех п =О, 1, 2, ... функ
ции fп (s) отлич,ны от тождественного нуля, то фуюсцсщ 
Иенсена Сfп (а) сходятся при п --- оо равно.мерно в интервале 
( 11, ~) к ср0 (а) (функции Иенсена для / 0 (s)). В этом смысле 
функция Иенсена rp (а) зависс1т непрерывно от функ
цсш / (s). 

Теорем а 4. Пусть f(s)- п.-п. функцс1я в полосе ( 11, ~). 
1:te равная тождественно нулю. Соответствующая ей функ
ция Иенсена rp (а) выпукла в (11, ~) и для каждого а Е (11, ~) 
ч,етыре средних движения удовлетворяют неравенствам 

Далее, две плотности нулей удовлетворяют в каждой 

полосе (а1 , а2){11 < а1 < а2 <~) неравенствам 

;1t [rp' (а2 - 0)- rp' (а1 +О)]~ Н(а1, а2) ~ Н (а1 , а2) ~ 

~ 211t [rp' (а2 + 0)- rp' (а1 - О)],_ 

Из теоремы 4 можно получить три следствия. 
Следствие 1. Если функция rp (а) в некоторой точке а 

дифференцируема, то левые и правые средние движения с-(а) 

и с+ (а) функции /(а+ it) существуют и имеют общее зна
чение 

с-(а)= с+ (a)=f' (а). 
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Следствие 2. Если qi (а) дифференцируема в двух точ
ках а1 и ag, то существует плотность нулей f (s) Н(а1, aj) 
в полосе ( а1 , ag), причем 

Н(а1 , ag) =2~ [qi' (а2)- qi' (а1 )]. 

Последнюю формулу, по аналогии с классической фор

мулой теории аналитических функций, естественно назвать 
формулой Иен.сена. 

След ст в и е 3. Справедлива формула 

2
1 [qi'(a+O)-qi'(a-O)]=lim Н(а-в,а+в). 
~ •-о-

Из зтой формулы следует, что qi (а) дифференцируема в 
тех и только тех точках, где 

,lim H(a-s,a+s)=O. 
•-о-· 
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- среднем Б6 
- - - значении 201, 202, 225 
- об абсолютной непрерывности интег-

рала Лебега 62 
- Радемахера 82 
- Римана 52 
- Рисса - Фишера 81 
- Степанова 93 
- Фихтенгольца 43 
- Фубини 95 
- Шура lf1 
Точка внутренняя 24 
- изолированная 21 
- конденсации 26 
- плотности 32 
- предельная 21 
- пространства п измерений 88 
- разрежения 32 
- разрыва функции 38 
- сходимости последовательности функ-

ций 69 
- угловая 47 

Узлы кратные 116 
- простые 116 
- Чебышева 120 
Уравнение Парсеваля 204 
Условие Дики - Липшица 160 
- Липшица 41, 47 

Формула Иенсена'237 
- интегрирования по частям 66 
- Ньютона - Лейбница 63 
Функции Радемахера 83 
Функция 36 
- абсолютно непрерывная 42, 47, 63 
- аналитическая 152 
- асимптотически (аппроксимативно) 

дифференцируемая 50 
- - - непрерывная 50 

Безиковича 222 
ВР-почти-периодическая 223 
Вейля 220 
весовая 84, 122, 157 
возрастающая (неубывающая) и убы
вающая (невозрастающая) 39 

- гармоническая почти-периодическа1 

232 
- Дирихле 38 
- дифференцируемаи 45, 93 
- Иенсена 236 
- измеримая 70, 92 

на множестве 43 
- - по мере р. 96 
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Функция интегрируемая в смысле Лебега 
(суммируемая) 56, б8, 60, 68 

- - - - Римана 51 
- интегрирующая (весовая) 52 
- конечная 36 
- множества 89 
- - аддитивная 89 
- - - вполне 90 
- МОНОТОННа"Я 39 
- непрерывная в точке относительно 

множества 37 
- - относительно множества 92 
- - равномерно 37 
- 1, N-почти-периодическая 214 
- ограниченная 36 
- - существенно !02 
- почти-периодическая в смысле Бох• 

нера 200 
- - в полосе 22d 
- - на группе -225 
- предельная 69 
- предельно периодическая 213 
- равномерная почти-периодическая 199 
- скачков 39 
- собственна я 84 
- с ограниченной вариацией 40, 47, 94 
- Степанова почти-периодическая 218 
- строго монотонная 39 
- - убывающая (и возрастающая) 39 

Функция SР-почти-периоднческая 219 
- SР-равномерно непрерывная 220 
- SР-нормальная 220 
- суммируемая 95, 158 
- точки (переменных) 89 
- почти-периодическая 221 
- характеристическая 44 
- целая 117, 147 
- - sкспоненциального типа 155, 180 

Число рациональное 15 
Член последовательности 12 
- - общий 13 

Шар 98 
- замкнутый (и открытый) 89 

Элемент множества 11 
- нулевой 99, 100, IOl 
- последовательности 12 
Энтропия 190 

Ядро Дирихле 159 
- Фейера. 162 




