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ПРЕДИСЛОВИЕ

Интегральные преобразования обобщенных функций,
в особенности преобразования Фурье и Лапласа, приме-
применяются в самых различных задачах математической физи-
физики и прикладной математики. В настоящей книге изла-

излагаются основы теории интегральных преобразований обоб-

обобщенных функций и приводятся таблицы преобразований
Фурье и Лапласа.

В первой части дается краткий обзор различных мето-

методов введения и свойств интегральных преобразований
обобщенных функций, а также соответствующих прост-
пространств основных и обобщенных функций. Кроме того,
в первой главе приведен небольшой вспомогательный мате-

материал по функциональному анализу. Наиболее исследован-
исследованными в настоящее время являются преобразования Фурье,
Лапласа, Меллина и Ганкеля; им и в этой книге уделяется
наибольшее внимание. Рассмотрены также преобразования
Гильберта, Стилтьеса, К, /, Вейерштрасса, Харди, Вейер-
штрасса—Ганкеля, Варма, Пуассона—Лагерра, дробное
интегрирование. В книге сформулированы свойства глад-
гладкости и аналитичности, единственности преобразований,
приведены различные формулы обращения, формулы пре-
преобразования операций и, для некоторых преобразований,
асимптотические формулы.

Для некоторых преобразований ряд результатов фор-
формулируется также и в многомерном случае. Теория мно-

многомерных интегральных преобразований обобщенных
функций подробно изложена в монографии Владимирова
[13]. Преобразования, связанные с ортогональными раз-
разложениями, изучаются в книге Земаняна [15].

Вторая часть содержит таблицы преобразований Фурье
и Лапласа обобщенных функций из простр анства &"

(обобщенные функции медленного роста). Часть формул,
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вошедших в таблицы преобразований Фурье, публикуется
впервые; некоторые формулы в переработанном виде взяты

из книги Лавуана [3]. Таблицы преобразований Лапласа
содержат Наиболее часто встречающиеся обобщенные функ-
функции; соответствующие формулы наряду со многими дру-
другими содержатся в книге Лавуана [1].

Обобщенные функции, для которых приведены преоб-
преобразования Фурье и Лапласа, имеют конечное или счет-

счетное число особенностей вида t%±\nmt±, \t\%\nm\t\,
\t\% lnm \t | sgn t, где К—любое комплексное число, am —

натуральное число или нуль, а также особенности типа

б-функции. Следует подчеркнуть, что обобщенные функции
t±n\nmt±, \t\~n\nm\t\ , 11 \~" In™ 111 sgnt не являются

значениями указанных выше обобщенных функций при
% = —1, —2 Относительно определений используе-
используемых обобщенных функций см., например, книги Влади-
Владимирова [14], Гельфанда и Шилова [2], Земаняна [1],
Лавуана [1], Л. Шварца [1] (а также справочник «Функ-
«Функциональный анализ», «Наука», М., 1972).

В справочнике содержатся также преобразования
Фурье некоторых обобщенных функций, представимых
в виде пределов функций, аналитических в верхней полу-
полуплоскости:

f(x + iO)= lir

Для некоторых преобразований даются два выражения:
в виде /(х + Ю) и через функции указанного выше типа.

Кроме того, приведены преобразования для рядов с 6-

функциями.
Таблицам формул предшествует перечень обозначений

специальных функций и некоторых постоянных.

Библиография, помещенная в конце книги, содержит

достаточно обширный список монографий и журнальных
статей, посвященных интегральным преобразованиям обоб-

обобщенных функций.



ОСНОВЫ ТЕОРИИ

ГЛАВА I

ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Некоторые понятия функционального анализа

1. Пусть "У3—линейное пространство с топологией,
порожденной счетным семейством полунорм {уА}?=0. Окрест-
Окрестность (шар) Q элемента о|з (Е "У3 в этой топологии опре-
определяется следующим образом: если {yftl-}?=i — любое непу-
непустое подмножество {yft}|Lo и е^ е2, ..., е„

—

произвольные
положительные числа, то ?2 = {ср:7*Дф—ij;)^e,-, i = l,
2 п). В том случае, когда все полунормы обраща-
обращаются в нуль одновременно лишь на нулевом элементе

пространства f7*, семейство {уА}?.о называется счетной

мультинормой, а f3—счетно-мультинормированным про-
пространством.

Пусть {f^m}m-i—последовательность счетно-мульти-

нормированных пространств с топологиями хт, причем

^ с ^2 с= f^3 с= . .. и при любом т топология хт силь-

сильнее топологии, порожденной в сУ3т топологией ти+1 (это,
в частности, означает, что из сходимости последователь-

последовательности в f^m вытекает ее сходимость в f°m+1). Пусть
со

If3 = и 1^т\ сходимость в "У3 определяется как сходи-
m=l

мость в одном из пространств "Рт. Пространство If3 назы-

называется счетным объединением пространств. Если при любом
т топология хт совпадает с топологией, порожденной
в f?m топологией тт + 1,

то "У3 называется строгим счет-

счетным объединением пространств.
2. Множество всех непрерывных линейных функцио-

функционалов на счетно-мультинормированном пространстве "У3
называется пространством, сопряженным (дуальным) :Ф°,
и обозначается через "У3'.
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Если У3— \j f^m—счетное объединение счетно-муль-
т= 1

тинормированных пространств, то функционал называется

непрерывным на °И>, если он непрерывен на каждом

Ч^т, т=\,2, ... Множество всех непрерывных линей-
линейных функционалов на f? называется пространством,
сопряженным "У3, и обозначается через "У3'. Для функцио-
функционалов мы будем использовать обозначение </, ф>, где

/€^', Ф€^-
3. Пусть 11 и "У3—счетно-мультинормированные про-

пространства или счетные объединения счетно-мультинорми-
рованных пространств. Если А—линейный непрерывный
оператор, отображающий 41 в "У3, то сопряженный опера-
оператор А' на сопряженном пространстве "У3' определяется
формулой

<A'f, ф> = </,ЛФ>, A)

где f(ti^' и фё'И. Это равенство определяет A'f как

функционал на %; оператор А' линеен и непрерывен.
Если при указанных "Ц и f оператор А задает изо-

изоморфизм (т. е. линейное взаимно однозначное и взаимно

непрерывное отображение) 41 на "У3, то сопряженный
оператор А' определяет изоморфизм Ф>' на %'.

Более подробное изложение функционального анализа,

приспособленное для изучения различных интегральных

преобразований обобщенных функций, читатель может

найти в книге Земаняна [15].
4. Пусть /—открытое множество в л-мерном вещест-

вещественном (комплексном) евклидовом пространстве R" (С"),
Любое линейное пространство f^{I), состоящее из опре-

определенных на / комплекснозначных функций и снабжен-
снабженное топологией, на котором рассматриваются функцио-
функционалы, мы будем называть пространством основных функций
или основным пространством на /.

Обобщенной функцией (на /) называется любой непре-

непрерывный линейный функционал на любом основном про-
пространстве f^(I); другими словами, /—обобщенная функ-
функция (на /), если f€cP'(I).

5. Некоторые обозначения. Если А = В по

д

определению, то будем писать А = В. Для любой точ-

точки t = (tit t t„) € R" число 111 определяется
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формулой

)t\=Vtl+n+...+n.
Если /, тё/?п, то запись t <т (*^т) означает, что

ti<xi{t{<.xi) при всех i = l, 2, .... п. Если zgC,
д

<€/?", т° zf = z1f1 + z2f2+ ... +zntn. Совокупность k=
=(kh k2, ...,kn) называется целым числом в /?", если

все kt—целые числа (i= 1, 2, ..., п). Если k—неотри-
k—неотрицательное целое число из /?", то |&|«=&1 +&2+ ... -\-kn и

в некоторых случаях будет. употребляться обозначение

Dk, если очевидно, по какому аргументу проводится диф-

дифференцирование. Если t, m(E/?", то tm = txlt2'.. Лпп.
Обычной называется любая функция, определенная

в /?" или С с областью значений в R1 или С1. Пусть
обычная функция / (t) определена и непрерывна на неко-

некотором открытом множестве QcR". Носителем (supp/)
функции / называется замыкание в О, множества точек,

в которых f(t)^O. Говорят, что обобщенная функция
f g <уз' (/) обращается в нуль в открытом множестве Q,
если </, ф> = 0 для всех основных функций ф€^9(/),
носители которых содержатся в п. Пусть Qf—наиболь-
Qf—наибольшее открытое множество, в котором / = 0. Множество

I\Qf называется носителем обобщенной функции / и

обозначается supp/. Если supp/ с А с /, то говорят,
что обобщенная функция сосредоточена на А. Если мно-

множество А ограничено, то обобщенная функция называется

финитной (или обобщенной функцией с компактным носи-

носителем).
Пусть / = /?х. Говорят, что носитель обычной или

обобщенной функции f (t) ограничен слева (справа), если

существует такое число Tf, —оо<Г/<с», что /(?) = ()

При t <Tf (соответственно при t > Tf).
Пусть g(t)—обычная функция на /, такая, что для

всех ф€^(/) интеграл

lg(t)<S>(t)dt
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существует в смысле Лебега и определяет непрерывный
функционал на f^(I). Обобщенная функция g, опреде-
определенная равенством

<8,<P>=lg(fi<p(t)dt, ф @ €*»(/), B)

называется регулярной обобщенной функцией в У3' (/).
Пусть % и "У3—два линейных пространства с топо-

топологиями тх и т2 соответственно, причем UL с "У*. Если из

сходимости любой последовательности {cpv}?,i ell в топо-

топологии Tj вытекает ее сходимость в топологии т2, то гово-

говорят, что справедливо вложение eU—>-'f^.
6. Пространства &)к, @), @)'к, &)'. Пусть К—ком-

К—компактное (т. е. ограниченное и замкнутое) множество в /?".
Пространство основных функций ibK=<3)K{Rn) состоит

из всех комплекснозначных бесконечно дифференцируе-
дифференцируемых функций ф (t), обращающихся в нуль вне К- Топо-
Топология в S>K вводится с помощью счетного семейства полу-

полунорм ЫПя=о. где

ф (*>€•«>*. C)

k—любое неотрицательное целое число из /?".
Пусть {/Cm}m=i—последовательность таких компакт-

компактных множеств в /?«, что

Кг с К2 с К3 с ... и /?" = U Km-

Пространства основных функций &> — &> (/?«) определяется
как строгое счетное объединение пространств Шк. , т. е.

®= U &кт- Оно состоит из всех финитных бесконечно
т= 1

дифференцируемых функций.
Пространства, сопряженные <3}к и Й>, обозначаются

через @)'к и 6Q' соответственно. Обобщенные функции из

этих пространств часто называют распределениями.
Стр уктур а обобщенных функций из &>'к.

Каждая обобщенная функция / g <&'к представляется в виде

D~F(t), D)
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где F (t)— непрерывная функция на К, т—неотрица-
т—неотрицательное целое число из /?".

Структура обобщенных функций из ?D'.

Каждая обобщенная функция / g @)' представляется в виде

бесконечной суммы

-

/@= 2 DP»Fm(t), E)
|m|=l

где т и рт
—

неотрицательные целые числа из /?", Fm(t)—
непрерывные функции с компактными носителями, удаляю-
удаляющимися от начала координат при \т\—->-оо и содержа-
содержащимися в произвольной окрестности носителя /.

Структура финитных обобщенных функ-
функций из Й>'. Каждая финитная обобщенная функция
/ (Е &>' представляется в виде

Hf," D~Fu(t), F)
| 0||

где Fm(t)—непрерывные функции, сосредоточенные в про-
произвольной окрестности носителя f, т.—неотрицательные
целые числа из /?".

Любая обобщенная функция /6®', сосредоточенная
в точке tf,, имеет вид

/@=W2"a«D-e (*-*,), .G)
|m| = 0

где т—неотрицательные целые числа из /?", а ат
— по-

постоянные.

7. Пусть Й>+—подпространство Й)(/?х), состоящее из

функций, сосредоточенных на [0, с»). Обозначим через
Ji5+ сопряженное ему пространство. Оно состоит из обоб-

обобщенных функций /gS)'(/?x), сосредоточенных на [0, оо).
Подпространство к)' (R1), состоящее из обобщенных функ-
функций, носители которых ограничены слева (справа), будет
обозначаться ниже через <3?R {S)'l)\ см. п. 5.

8. Пространства сУ(/?") и 8" (/?«). Пространство
основных функций <5Р = <5Р(/?П) состоит из комплексно-

значных бесконечно дифференцируемых функций ср (t),
определенных в /?" и удовлетворяющих неравенствам

(Ф) = sup {A + \t \Г") | О*Ф @1} < оо (8)

при любом выборе неотрицательных цедвд ЧЧ?ел
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и &(;/?". Топология в «^порождается счетным семейст-

семейством ПОЛунОрМ {ym,k}m, | ft | = о.

Из формулы (8) следует, что функция ф (t) (Е & убы-
убывает быстрее любой степени |^|~х при \t\—*оо; поэтому
пространство <5" часто называют пространством быстро
убывающих бесконечно дифференцируемых функций. Про-
Пространство, сопряженное а?, обозначается через &"'.

Структура обобщенных функций из 3".
Любая обобщенная функция f€<&" представляется в виде,

f(t) = D*F(t), (9)
где k—-неотрицательное целое число из R" и F (t)— непре-
непрерывная функция медленного (не выше степенного) роста.
Пространство <&" часто называют пространством обобщен-
обобщенных функций медленного роста.

Обозначим через <SP+ пространство основных функций,
состоящее из бесконечно дифференцируемых функций ср (t),
t?[0, сю), быстро убывающих при t—*-+оо. Сопряжен-
Сопряженное ему пространство <5% состоит из обобщенных функ-
функций f (t) g 8" (R1), которые обращаются в нуль при t < 0;
таким образом, &>\ = 9" (Z?1) П ®+.

9. Пространства <§(/?") и $' (/?"). Пространство
основных функций & — &(Rn) состоит из всех комплекс-

нозначных бесконечно дифференцируемых функций на /?".
Сопряженное ему пространство S'—S'{Rn) состоит

из всех финитных обобщенных функций.
Обозначим через ?+ пространство основных функций,

бесконечно дифференцируемых на [0, оо). Сопряженное
ему пространство обозначается через $'+; при этом $'+ =

10. Пространства %(/?") и/2*(/?"). Пространстзо
основных функций Ш= Ш(Яп) состоит из всех целых функ-
функций ф (г^), удовлетворяющих неравенствам .'

*.|i|p| '
)< «> (Ю)

t € С" „

при любых неотрицательных целых числах т, k;€/?";
постоянные а{ зависят от ср (г^). Топология в % порож-

порождается счетным семейством полунорм {t,ki m}"k \, \ m i=o- Сопря-
Сопряженное пространство W = Ш' (/?") иногда называют прост-

пространством улыпрараспред<?лений.
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^ 2. Основные способы введения

интегральных преобразований обобщенных функций

Интегральные преобразования обобщенных функций
могут быть определены следующими способами.

1. Строится пространство основных функций %, среди
элементов которого содержится ядро N (х, t) рассматри-
рассматриваемого преобразования А. Интегральное преобразова-
преобразование Af любой обобщенной функции / (t) g 41' определяется
как значение функционала / на основной функции N (х, t):

A[f(t)](x) = <f,N(x,t)>. A1)
2. Строится пространство основных функций "У3, в ко-

котором определено обычное (классическое) интегральное
преобразование А, отображающее "У3 на некоторое про-
пространство основных функций W'¦ На основе равенства

<A'f, ф> = </, ЛФ>, <р€П /€ЯГ, A2)

вводится оператор А', сопряженный оператору Л и ото-

отображающий пространство W" на "У3'. Тем самым равен-
равенство A2) определяет интегральное преобразование A'f
любой обобщенной функции f^W.

3. Рассматриваемое преобразование выражается через
другое интегральное преобразование, которое определено
для пространств обобщенных функций.



ГЛАВА 2

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

§ 1. Введение

Преобразование Фурье обычных функций fu\ tgjR,
обладающих некоторыми дополнительными свойствами (на-
(например, / @ €^i (#"))> определяется формулой

F(x)=

Различным способам введения преобразования Фурье
в разных пространствах обобщенных функций и

исследова-
исследованию его свойств посвящена обширная литература (см.Анто-
сик, Микусинский иСикорский [1], Арсак[1], Бремерман
[1], Бремерман иДюран [1], Владимиров [3, 13, 14], Гель-
фанд и Шилов [1—3], Гюттингер [1], Джоунс [2], Зелезный
[1], Земанян [1, 5, 15], Иино [1], Кармихаэль [П Ко-
реваар [2], Лавуан [3], Лайтхилл [1], Мартино и 'трев
[1], Микусинский [1], Чирну [1,2], Л. Шварц гп Щи-
лов [1], Эрдейи [3], Эренпрайс [2]).

L J>

В работах Антосика, Микусинского и Сикорского [1]
Крачунаса [1], Матушу [1], Микусинского [l]t Темпла
[1] и Уестона [1] дано определение преобразования Фурье
обобщенных функций в рамках секвенциальной теорий
Микусинского.

В статьях Кармихаэля [2] и Уомброда П] дается
определение конечного преобразования Фурье сообщенных
функций.

Преобразования Фурье однородных обобщенных функ-
функций рассматривались Гельфандом и Шиловым [п j^op.
дингом [1], Куррежом [1] и Лемуаном [1].

Связь поведения преобразования Фурье со свойствами
носителя обобщенной функции исследовалась в работах
Вотье [1,2] и Достала [1].
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Кристенсёй, Мейлбо и Паульсен [1] и Фомин [1]
рассмотрели преобразование Фурье обобщенных функций
бесконечного числа переменных.

Работы Брестерса [1], Лавуана [2], Маркова [1J и

Фишера [1] посвящены вычислению преобразований Фурье
некоторых конкретных обобщенных функций.

Ряд работ касается исследования преобразования
Фурье в специальных пространствах обобщенных функций
(см. Альбрихт и Мусиляк [1], Беренстейн и Достал [1],
Владимиров [13], Кармихаэль [1], Кучера [1], Мусиляк
[1], Румье [1J, Хаякава [1]. Ямагата [1] построил про-
пространство обобщенных функций, содержащее if' и ин-

инвариантное относительно преобразования Фурье.
Блейк [1] и Милтон [2] изучали синус- и косинус-

преобразования Фурье обобщенных функций.
Исследованию асимптотических свойств преобразова-

преобразования Фурье обобщенных функций посвящены работы Брыч-
кова [1, 2], Брычкова и Широкова [1, 2], Джоунса [2, 3],
Дрожжинова и Завьялова [1], Завьялова [1], Мангада [1],
Милтона [1, 2], Смирнова [1], Ф. Шварца [1].

§ 2. Преобразование Фурье в if' (/?«)

В пространстве if" (/?") преобразование Фурье было

введено Л. Шварцем [1]. Преобразование Фурье A3) яв-

является автоморфизмом пространства основных функций
сУ = ёГ (/?"). Поэтому можно сформулировать следующее

определение.
Преобразование Фурье F\f] обобщенной функции /€<У

рпределяется равенством

<F[f], Ф> = </, F[cpJ>, Фе^- (Н)

Оно задает автоморфизм пространства обобщенных функ-
функций if". Для функций / @ g Lx (/?") это преобразование
совпадает с A3).

Определим для / (t) g 3" операцию

^0]; A5)

она также является автомофизмом <$f" и задает преобра-
преобразование, обратное F:
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Для функций / (t) €?i(/?") формула A5) принимает вид

F-nn=-^yr^(t)e-^dt, A6)
я»

Отметим также равенство

Если f?$', то преобразование Фурье обобщенной
функции f представимо в виде

F[f](x) = <f(t), т)@е^>, A7)

где t\(t)—любая функция из Й>, равная единице в ок-

окрестности носителя /. При этом F[f](x)— целая функция х,
и существуют такие числа Ck^0, m^O, что

}+\x\T, A8)
где k—любое неотрицательное целое число из /?".

Преобразование операций. Пусть f(t), g(t) g
€<^"t k= (kltk2 kn)?Rn и с—комплексное число.

Тогда
1) F[(itL] = DkF[f]; A9)
2) F[D*f\ = {-ix)*FWi B0)
3) F[f(t-to)] = e-'**.F[f\; B1)
4) F[*4] = F\fUx+x.)l B2)

5) F[Hct)}=j^Fm (|), сФ 0; B3)

6) F[/ @ x*(T)] = F[f] (x) x F[g] (y), B4)
где / @ X g (т)—прямое произведение обобщенных функций;

7) если /6<^" и g??', то свертка f*g принадлежит

,
B5),

Определение преобразования Фурье в рамках секвен-

секвенциального подхода можно найти у Минусинского [1] и

в книге Антосика, Микусинского и Сикорского [1].
Отметим в заключение этого пункта, что существуют

также Другие формы определения преобразования Фурье
(см., например, Земанян [1]):

а) Г_[ф@]= $<р@е-'**Я, Ф€^, -6)
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т[] B7)

б) F-\4(t)]=$4(t)e-b*dt, 9€<S", B8)

<^i Г/J. F- [ф]> = 2Ж/, Ф (- Ф, f € &'\ B9)

в) .- #Тф(О]= §<рЩе**Ш, ф€>,
"

C0)

2Л>>, /€^"'; C1)

г) 17яя[ф(О]=5ф(Ое2|и"Л. Ф€^, C2)

/ /S" C3)

§ 3. Преобразование Фурье в &)' (/?") и %' (/?").

В пространствах ®' = Й)'(/?Л) и %' = !'(/?") преоб-
преобразование Фурье было введено Гельфандом и Шиловым

[1—3]. Преобразование Фурье является изоморфизмом про-
пространства S> на пространство %. При этом функция ф(^) g &D
обращается в нуль вне параллелепипеда {?:]?;] <:<!/,
г = 1, 2, ..., п) тогда и только тогда, когда ее преобра-
преобразование Фурье ^[ф] (z)—целая функция переменной z =

= x + iy, удовлетворяющая неравенствам

| zkF[q>] (z) | <Сле«"л+ад*+" •+V» C4)

для любого неотрицательного целого числа к € R" и не-

некоторых Cft^0.
'

Преобразование Фурье обобщенной функции / g ®
определяется формулой

<f(M)\fl *> = </, /="№>, ^€^. C5)

Преобразование Фурье является изоморфизмом Й>' на Ж'.

Индекс @) указывает, что преобразование определено
на %. ¦

Введем еще одно преобразование:

^ / F^\ ¦€*. C6)
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Преобразование Фурье обобщенной функции g g %' опре-
определяется равенством

<F(8>)\gl Ф>^<?> ^W>. Ф€®. C7)

Индекс (Й>) указывает, что преобразование определено
на <3>.

Введем также преобразование

*^[] €® C8)

Справедливы следующие соотношения:

1) если /€®', то

UW(f)]/; C9)

2) если g€f, то

^ D0)

(см. Бремерман [1]). Индексы (Й>) и {%) обычно опус-
опускают.

Для преобразований Фурье обобщенных функций спра-
справедливы формулы преобразования операций A9)—B4).
Если f?@)' и g??', то

FU*g] = F[f]F[g]. D1)

Если обобщенная функция / € @)' обращается в нуль
вне области {f:|^|^ar, t = l,2, ...,n\, то ее преобра-
преобразование Фурье F[/](z), z = x + iy, есть целая функция
1-го порядка и типа а{ по переменной zt, причем для

некоторого целого положительного числа N и любого
е > 0 имеет место неравенство

iy)КСеA +1х|)*е<*+«» 1л>+-• -+<ал+8)|»яI,;; D2)

где С8—постоянная. Обратное утверждение (теорема
Пэли —Винера—ШварцаДтакже верно.

Страбл [1] предложил следующее определение преоб-
преобразования Фурье f?@)'(Rl):

D3)
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в смысле Ш, fn ., .

*Де оператор ип определен формулой
Wn Iyfh <p(x)ip(t)> = <ne-lxn'f(nt),

ф, У

Темпл и За „
Г11 „

,

быстро рашй^езн™ Ш ввели преобразование Фурье
* обобщенных функции в рамках секвен-
^ Ш рр

циальной теог)
* обобщенных функции в рамках секвен-

§ 4. Другие определения
1. Можно оьп л

,

классов обобц ^еделить пРеобразование Фурье некоторых

сопряженного
ных ФУНКЦИЙ. не обращаясь к понятию

Для такого on °ПеРатоРа в сопряженном пространстве,

щее простран(^еделения необх°Димо» чтобы соответствую-

цию /xt Одн
основных функций содержало функ-

Эодейи [31 0° Из В03М0ЖНЬ1Х определений принадлежит

ных функций11 РассМ0ТРел в качестве пространства основ-

комплекснозна ^РостР8110™0 ЗВ, которое состоит из всех

ций на R" ог
ых бесконечно дифференцируемых функ-

Топология' в
^аниченных вместе со всеми производными,

ной сходимост^ определяется как топология ограничен-

и равномерной1 ФУНКЦ.ИЙ и всех их производных на R"

стве в R" фун Сх°Димости на любом комнактном множе-

этому для люб^ия еШ пРинаДлежит S3 при любом х. По-

ного пространо^ обоб1Денной функции / (t) из сопряжен-
^тВа S3' существует выражение

F(x) = <f(t), еш>, D4)
которое и назк,л
функции f (Л Вается преобразованием Фурье обобщенной

''
Справедливы вложения

о ъ* ^—ЗЗ^ё и S'^Sd'^eD'.
2. Обобщ,, _

Теория обобще:нное преобразование Фурье,
ложена в книг

° преобразования Фурье подробно из-

свойства.
6 Бремермана [1]. Приведем его основные

Пусть s(t)^
выше степенно РеРывная Функция медленного (т. е. не

преобразований Р°ста при 'f|^ °o, fg/?1. Обобщенное
v Фурье Fog функции g(t) определяется
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равенством

^g(t)etztdt при Im z>0,

о D5)
— ^g(t)e*fdt при Im г < 0.

Функция [Fog\(z) аналитична при Im
Пть f(t) &" (R1) Т /

(t)

[og\) р
Пусть f(t) ?&" (R1). Тогда / представляется в виде

f = gW(t), g(t)— непрерывная функция медленного роста.
Обобщенное преобразование Фурье FJ обобщенной

функции / (t) ? &" (R1) определяется равенством

[*У]B) = (-*2)-[ВДB)- D6)
Пусть / € &" (R1) и F[f]—преобразование Фурье обоб-

обобщенной, функции / в смысле A4). Тогда

¦F[f] = lira {[FJ](x + ie)~[Fof]{х-1г)\ D7)

в смысле сходимости в пространстве if (R1).

§ 5. Асимптотические формулы

Пусть / (*) €<#" (/?"), x€R\ s = (su sit'".,., sn)eRn,
st = s1ti—s2ta—...—sntn и при фиксированном s функ-
функции ^(х, s), k— 1,2, 3,... образуют асимптотическую
последовательность при х—>+оо, т.е. %+1(a:, s).=
= o(a]3A(x, s)), л;—*- +oo, где k=\, 2, 3,....

Функция / (t) e?xst имеет при х—»-+оо разложение

%k( )yk(s), D8)

где Ck{t, s)€^"!ftpH всех k=\, 2, 3,..., если

s),x— +cx.D9)

для всех ф^)^^ (см. Брычков [1]).
Асимптотические разложения в одномер-

одномерном случае. Если Rn = R1, sx = 1 и Sj = s3 = ... = sm = О,
то имеют место следующие асимптотические разложения. *)

11 При х—*--f«° во всех формулах следует брать верхний знак

(+ или —), а при х-—*—оо — нижний знак. Соотношение г (x)—Q
(х —>- ± оо) означает, что | х \тг (х) —>-0 при любом т. 5=s О,
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Обобщенная
функция /(/) Асимптотическое разложение / (*) е при х

F Я))*

ЕЮ)*

A

A

в (О

Xjfi-1,-3,

ей <-

n=0

п=о

п=0
«I | jc |»

п=0

п=о

m-l

±i*

+ Г'

E0)

E2)

1 @ E4)

E5)

E6)

E7)

) __ in | jc | e<*> (/)—•

00 \

E9)
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Обобщенная
функция / {t)

Xln* (/ Т iO)

(/ ± iO)XX
Xln(/±iO)

/+ In» /+

| / I*1 In-» | / I

Асимптотическое разложение / @ e при х —

Bm—1I 2-1

m

ft = O

0

m

v-^ d* ( , (X-n+i) \ 1

2j wift 1 Pfl+^+n) e
a /ЯЧ*1

n=0
^

m

QO

^__
AR I , (Л» + /1— 1) \ \

n=0 ^

m

xy i ГA -J-Jt-l-я) sin -g- V—j-j—i^'S'

-*¦ ± »

f F0)

0 F1)

F2)

F3)

F4)
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Обобщенная
функция f (t)

Асимптотическое разложение / (t) е прн х —s- ± со

| / Iх 1пот 1 / j sgn /

К ;?—2,-4,...

—*
*|Х

k-0

л=0

Асимптотические разложения в л-мерном слу-

случае. Пусть f(t)€&"(/?»), t2=t\-t\— ...—1%, sa= sf—si—...
А СЛ C\ Oft A

n n

Имеют место следующие асимптотические разложения (см. Смирнов
[I]) при х—»-)-<»•

Обобщенная
функция f(<)

(ts ± iO)X,

(ts ± iO)X
s*=0

Асимптотическое разложение f (<) e при ж—>-

1 т

;, т

Г(-А.)Г

GO

х?е-
fe=0

хП*{б

ЙК»-1)-
2 ОЛ+ 2Я— 2 ^

у
^аЯ+лА

\ 2 / (s ^р ш)

X(a-2ixsDt)"b(t1,ti /„)

ia(n-1) ^
л л

2 ft" 2 _2 * w

2kk\ xkj Иат
(/i—asi) в (/2 — as2)... в (/„—asn)}

+ 0O

F7)

F8)
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Обобщенная
функция / (<) Асимптотическое разложеняе / (<) е при х —> + со

(-*а ±

) +
ФО

-О*1ГГ^-"

X(D-2i. . F9)

2
a яа ,,-11

Д

Г (*+!)¦

k\

n n

_1 1 i.+ 1

I »* 2 ?

G1)

v

±1 ( X+—+ k ) я/sagns,

n
re

г1мх+т+*~1ТТв(^-8Г!

X

sgn -x

« (—l)*(sa)~x~*"T

G3)
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Обобщенная
функция f(t)

SgS (/i) (**)+
s*=0

sgn (/t) в (*a)

sgn (<t) S (ta)

(**)-!

(t2)-1

Асимптотическое разложение / (<) e при * —»¦ -

X+--l —-l i

JC
2

со i ( Я + —-fe ) —
..^ « Ч у *

...

Bjc) * . ; = 2

0, если n=4+ 2p, p=0, 1, 2, ...

XО—2ixsDf)k 6 (/) в остальных случаях

ft ft Я

T k?o
kl B*)*X

I n Щ

ХП* \ (si\^ io)n'a+*-2 Д fi (/,—siWi)

0, если n= 44-2p, p=0, 1, 2, ...

n

n «
¦ (S*I 2^

Ол-2—S X^ V */ + s

Х(П—2ixsDt)k& (t) в остальных случаях

IS i-i2a я V4 e
*

' s/

X

G4)
G5)

n

G6)

G7)

G8)

G9)

(80)
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Обобщенная
функция / (/) Асимптотическое разложение f (/) е

*
при X—»¦ + «

(*•)»!

E:
cos -55- <р*)-Ъ-т-*+ (-1)* qosяк (sa)"x-f-*

J5

« л -
"

"

1

2~i Ъ\ B
k=o

(81)

-X



ГЛАВА 3

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА И МЕЛЛИНА

§ 1. Введение

Правостороннее, левостороннее и двустороннее преоб-
преобразования Лапласа обычной функции / (t) определяются
формулами

Г

= {f(t)e-P*dt, (83)

F(p)= S f(t)e-P*dt
— со

соответственно; здесь —оо < Т < оо. Существуют раз-
различные способы распространения этих преобразований
на обобщенные функции. Первым ввел преобразование
Лапласа обобщенных функций Л. Шварц [2], который
использовал при этом преобразование Фурье. Другой
способ, основанный на включении функции e~pt в число

основных, принадлежит Земаняну [1—4, 15]. Подходы
Шварца и Земаняна подробно рассмотрены ниже.

Исихара [1] предложил определение преобразования
Лапласа, фактически совпадающее с преобразованием
Фурье и применимое ко всем обобщенным функциям из &)':

= F[e-#f(t)](x), (84)
где f €<?>', 3>'+ или &>'_ и FO/OK

Еще один способ введения преобразования Лапласа
принадлежит Маринеску и Тудору [1]: если f€@>', то
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преобразование Лапласа обобщенной функции f опреде-
определяется равенством

<i[f],iM> = i"<F[/],f[<P(-O]>. ф€?>. (85)
Это определение эквивалентно определению Исихары (см.
Тудор [1, 2]).

Среди книгой журнальных статей, посвященных (пол-
(полностью или частично) преобразованию Лапласа обобщен-

обобщенфй б Б [Г
) рр

ных функций, следует отметить работы Бенедетто
Владимирова [1—13], Гарнира и Мунстера [1], Гхоша
Джоунса [2], Земаняна [14], Коломбо и Лавуана
Исихары [2J, Кореваара [1], Кучеры [2], Купера
Лавуана [1], Леонарда [1], Ливермана [1], Лионса

Миллера [1], Неймарка [1J, Суорца [1, 2], Уестона [_
;Чирну [3], Шельмецкой [1]. Асимптотические свойства

преобразований Лапласа обобщенных функций изучались
в работах Лавуана [1, 4, 5] и Милтона [1].

§ 2. Правостороннее преобразование Лапласа

1. Правостороннее преобразование Лапласа определя-
определяется для подходящих обычных функций / (t} формулой

(86)

где Т— некоторое действительное число.

2. Одно из обобщений правостороннего преобразова-
преобразования Лапласа вытекает из определения двустороннего
преобразования Лапласа обобщенных функций в к)' (/?"),
принадлежащего Л. Шварцу [2].

Пусть f(t)??D'R (т. е. f(t)??D' и носитель f ограни-
д

чен слева) и y^Tf={y: e-v'fit) €<#"}. Преобразование
Лапласа (или Фурье—Лапласа) обобщенной функции
/ (t) € S>'R определяется равенством ,

F[7 (*)](). z = x+iy, y^Tf. (87)

Если f(t)—обычная функция, обладающая правосто-

правосторонним преобразованием Лапласа f(p) в обычном: смыс-

смысле (86), то ;

~ix). (88)



$ 2. ПРАВОСТОРОННЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 31

Относительно дальнейших свойств см. п. 3 § 4 и указан-
указанную там литературу.

3. Другой способ введения правостороннего преобра-
преобразования Лапласа обобщенных функций принадлежит Зема-

няну [3, 15].
Пусть f (t) ? S)'R и существует действительное число

р0, для которого е-р«7@ €<#"•
Правостороннее преобразование Лапласа обобщенной

функции / (t) g «^определяется формулой

L[f(t)]i<e-^f{t),K(t)e-^-p^>:, Rep>p0, (89)

где k(t)?Ca, k(t) = l в окрестности носителя f(t) и

Я(/) = 0 при t < Т— 1. Правая часть имеет смысл, по-

поскольку К (?)е-<р-Ро>* ^&. Формулу (89) можно записать

в виде

L[f(t)]i<f(t), е-РЬ. (90)

Преобразование Лапласа (89) определяется для всех

комплексных значений р, удовлетворяющих условию

Rep>p0. Наибольшая "нижняя грань of значений р0,
для которых е-р»г1A;)€:3", называется абсциссой сходи-
сходимости, а полуплоскость Я Re р > о^—областью или полу-

полуплоскостью сходимости правостороннего преобразования
Лапласа L[f(t)]. Отметим, что определение (89) не зави-

зависит от выбора р0 (р0 > Of) и К (t) с указанными свойствами.

Щ,ц Если f (t)—локально интегрируемая функция, f(t)=O
при t <Т и f^e-^ZL^T, с») для всех Rep>c, то

/ (t) порождает регулярную обобщенную функцию в S)'R,
преобразование ^Лапласа: которой совпадает с (86) при
R>

Единственность. Если обобщенные функции f,
g^.S)'n допускают преобразование Лапласа и L[f] = L[g]
на некоторой вертикальной линии p

—

po + ix, лежащей
в пересечении областей сходимости, то / — g.. ,

Аналитичность." Пусть f?S>'R допускает преоб-
преобразование Лапласа. Тогда L[f(t)] = F(p)—аналитическая

функция в области сходимости Re p > af и ;

= </ @, Dkpe-p*> = <f (t), (- 0* e-r*> (91)

при Rep > Of, 5
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Преобразование операций. Если /@€д
допускает преобразование Лапласа (90) и L [f (t)] = F (p)
при Re p > af, то

Яер>в„ , (92)

Rep>of, (93)

(p), Re p > CT/, (94)

Rep>o/—Rea, (95)

aa/, (96)

где k—положительное целое число, a—комплексное, с—

действительное положительное число.

Представление посредством правосто-
правостороннего преобразования Лапласа. Для того

чтобы функция F (р) была преобразованием Лапласа обоб-

обобщенной функции / (t) € SD' с носителем, сосредоточенным
справа от точки t — T, необходимо и достаточно, чтобы

она была аналитична в полуплоскости Rep^p0 и удов-

удовлетворяла условию

Rep>p0, (97)

где Q(|p|)—полином относительно \р\.
Преобразование Лапласа свертки. Пусть

f, g^S)rR допускают преобразование Лапласа и

L[g] = G(p), Rep>ag.
Тогда свертка /*g€®« также допускает преобразова-
преобразование Лапласа и

I* if *sl= F (р) °(р)> ^е р > тах (°7> °g)- (98)
4. Еще один способ введения правостороннего преоб-

преобразования Лапласа обобщенных функций, также принад-
принадлежащий Земаняну, состоит в следующем [15].

Пространства основных функций За u3{w). Пусть
а—фиксированное действительное число. Пространст-
Пространство J5?'а состоит из всех комплекснозначных бесконечно

дифференцируемых функций ф(?) на —с» < t < с», удов-
удовлетворяющих для любого действительного числа Т
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неравенствам

Ра.г.*(ф)= sup |e«Z)*q>@|<oo (99)
T<t <а>

при всех k = О, 1,2, ... . Топология в 3'а порождается
счетным семейством полунорм {ра_ т t k}k, Р=о> гДе Тр про-

пробегает последовательность точек, стремящихся к —с».

Пространство, сопряженное За, обозначим через З'а.
Пусть w—действительное число или —оо. Выберем

монотонную последовательность действительных чисел

{о*}"-], такую, что av—*w+ 0. Пространство основных

функций 3 {w) определяется как счетное объединение

пространств 3av, т. е. 3(w)= U 3av- Пространство,
v=l

сопряженное 3 (w), обозначим через 3' (w). Справедливы
вложения $D—+3{w)-^<§ и g' —>3' (w) —*¦ 3)'.

Обобщенная функция / € ?D' допускает преобразовач'
ние Лапласа, если существует такое действительное чис-

число а, что f?3'a. Для любой обобщенной функции, допус-
допускающей преобразование Лапласа, существует такое дей-
действительное число о\ (включая значение ах

= — оо), что

3oi) и f^3'(w), если ау<ст,. Введем обозначение

Правостороннее преобразование Лапласа обобщенной
функции / ?3' (стд) определяется равенством

L [/] (Р) = </ @, е-#>, р € Q,. A00)
Отметим, что е-**€4Р(а,) при р€^/- Область Q/назы-
Q/называется областью или полуплоскостью сходимости, а ст,—
абсциссой сходимости.

Относительно дальнейших свойств см. двустороннее
преобразование Лапласа (п. 3 § 4), для которого право-

правостороннее является частным случаем; при этом нужно
положить ст2 = оо.

§ 3. Левостороннее преобразование Лапласа

Левостороннее преобразование Лапласа определяется
для подходящих обычных функций / (t) формулой

= \f(t)e-p'dtt
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где Т—некоторое действительное число. Рассмотрим лишь
одно обобщение этого преобразования на <2>?criZ>' (см.
Земанян [1]).

Пусть / (t) С @>i и существует такое действительное
число р0, что

Левостороннее преобразование Лапласа обобщенной

функции / (t) € ?Di определяется формулой

где \i(t) €C°°, \i(t)=l в окрестности носителя f (t) и носи-

носитель \i(t) ограничен справа; jx(f)e-(p~"»>'€<^' при

Яр<р0
Наименьшая верхняя грань af значений р0, для кото-

которых e~p°*f(t)?,3", называется абсциссой сходимости,
а полуплоскость Rep<af—областью сходимости лево-

Стороннего преобразования Лапласа.
Если f(t)—локально интегрируемая функция, f(t) = O

при t>T и /(Ое-^М— °°t Л Для всех Rep<c,
то / (t) порождает регулярную обобщенную функцию в S)'L,
преобразование Лапласа которой совпадает с A01) при
Rep < ст.

Единственность. Если обобщенные функции /,
g^.S>'i допускают преобразование Лапласа и L[f] = L[g\
на некоторой вертикальной линии р = р0 + it, лежащей
в пересечении областей сходимости, то f = g.

Аналитичность. Пусть / (t) € SD'l допускает преоб-
преобразование Лапласа. Тогда F (р) = L [f (t)]—аналитическая
функция в области сходимости Re p < af и

-t)ke-'t> (ЮЗ)

при Re p < Ст/.
Формулы преобразования операций получаются из фор-

формул (92)—(96) при замене знака > на <.

§ 4. Двустороннее преобразование Лапласа

I. Для обычных функций f(t) двустороннее преобра-
преобразование Лапласа определяется формулой

сю

A04)
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Существует несколько способов распространения этого

преобразования на обобщенные функции. Ниже приве-
приведены некоторые из них.

2. Метод Л. Шварца [2] использует преобразование
Фурье обобщенных функций и поэтому соответствующее

преобразование называется иногда преобразованием
Фурье—Лапласа.

Пусть f{t)e@)' и y?Tf={y: в-*7 @ €<?"}. Преобра-
Преобразование Лапласа (или Фурье—Лапласа) обобщенной функ-
функции /?й>' определяется равенством

L[f(*)](z) = F(e-»7(')](*). г = х + {У> 0€Г,. A05)
Подробнее это определение и его свойства здесь не рас-

рассматриваются, так как все результаты получаются как

частный случай из соответствующей теории в /?", п ^ 1.
Отметим, что если f(t)?<9", то

lim L\f{t)](x + iy) = F[f(t)](x) A06)
0

в смысле сходимости в 3".
3. Теперь мы изложим еще один способ введения

двустороннего преобразования Лапласа обобщенных функ-
функций из SD' (см. Земанян [1]).

Пусть f@€®\ а@€С-, <*(*)= 1 при Г<*<оо,

a(t) = 0 при
—оо<*<Г— 1. Тогда

Если обобщенные функции fR(t)^eD'n и /i@€®?'(см.
п. 7 § 1 гл. 1) допускают преобразование Лапласа, причем

то двустороннее преобразование Лапласа f (t) g ЗУ можно

определить с помощью формулы

L[f]~L[fL]+L[fR]. A07)
Если а, < а2, то L [f] существует в области а, < Rep < а2,
которая называется областью или полосой сходимости.

Величины!а, и а2 называются абсциссами сходимости;
они могутj принимать значения а± —

— с» и ст2= + оо.

Отметим, что определение A07) не зависит от разбиения
f(t) mfL(t) nfR(t).
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Преобразование Лапласа в смысле формулы A07) и

преобзазование Фурье—Лапласа A05) связаны следую-
следующим соотношением: если для всех a, <Rep<cr2 имеем

*f(t)€3", то

A08)

Пусть f(t)—локально интегрируемая функция |и
e~ptf(t)?LJ(—оо, оо) при всех р, удовлетворяющих
условию а, < Rep < ст2. Тогда f(t) порождает в к>' регу-
регулярную обобщенную функцию, преобразование Лапласа
которой совпадает с A04) при a, <Rep<a2.

Единственность. Если f, g € ®' допускают преоб-
преобразование Лапласа и L[f] = L[g] на некоторой верти-
вертикальной линии р = ро + /т, лежащей в пересечении их

полос сходимости, то f = g.. ...

Аналитичность. Пусть f€3)' допускает преоб-
преобразование Лапласа с полосой сходимости ст, <Rep<c2.
Тогда F(p) — L[f]— аналитическая функция при а1 <

<Rep<a2 и

a1<Rep<a2. ... A09)

Преобразование операций. Если f(t)?S)'
допускает преобразование Лапласа и F(p) = L[f], то

имеют место следующие формулы:
i

а„ (ПО)
a, A11)
а„ A12)
a—Rea, A13)

aa2, A14)

где k—положительное целое число, а—комплексное, а —

действительное положительное число.

4. В этом пункте' будет изложен еще один способ

введения двустороннего преобразования Лапласа, при-
принадлежащий Земаняну [3, 15].

Пространства основных функций 3-а% ь и J?(w, г).
Пусть а, Ъ—действительные числа из if- и

ebt, -r«
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Пространство J?a;b состоит из всех комплекснозначных

бесконечно дифференцируемых функций на (—с», оо),
удовлетворяющих неравенствам

Y*(q>)=- sup |х.,
<<<

при всех k = 0, 1, 2, ... . Топология в 2?а,ъ порож-
порождается счетным семейством полунорм \yk}^=9. Простран-
Пространство, сопряженное Sa,b< обозначим через З'а,ь-

Пусть w—действительное число или —оо, z—дейст-
z—действительное число или +оо. Выберем две монотонные

последовательности действительных чисел {tfv}v=i и |^v}v=i»
такие, что av—?-а> + 0 и bv—у г—0. Пространство основ-
основных функций S (w, z) определяется как счетное объеди-

нение пространств J?a b т. е. J?(w, z)= [} jg"av> 6V-

Пространство, сопряженное S{w, z), обозначим через
Jg"(ay, г). Справедливы вложения @)'—¦¦3 (ау, г) —>¦ ? и

?'—>¦?"(!?>, z)—-S>\
Структура обобщенных функций из про-

пространства S'a,b- Если /@€=2"а,ь и Ф@ €@>, то най-

найдется такое конечное множество ограниченных измери-
измеримых функций gk(t), что

N t

</, Ф> = (? Sff*(T)xe,'»(T)A, D^(t)). A16)
fe=0 О

Пусть f (t)—локально интегрируемая функция на

(—с», с»), такая, что /(ОК.ЛО] €L, (— оо,. оо) при
любом выборе а и Ь, таких, что t^ < а и b<z. Тогда
/ (t) порождает в <?' (w, z) регулярную обобщенную функ-
функцию / по формуле

</, Ф>=

Обобщенная функция / ?S>' допускает преобразова-
преобразование Лапласа, если существует по крайней мере одна пара
действительных чисел a, b (a<fo), такая, что /6=^0,ь-
Для любой обобщенной функции, допускающей преобра-
преобразование Лапласа, существует единственный непустой интер-
интервал (Cj, a2), такой, что f g3(<rlf ст2) и \^S{w, z), если
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ш<стх или 2>ст2. Введем обозначение Qf={p: ot
<Rep<crJ.

Преобразование Лапласа обобщенной функции /
2?'(ofi, <т2) определяется формулой

fy A17)
Отаетим, что в-^€-2"(сг,, ст2) при р€^/- Область Qlf
называется областью или полосой сходимости, а ох и

ст2—абсциссами сходимости.
Аналитичность. Если L[f] — F(p) при p<H-Qf,

то функция F (р) аналитична в Qf и при любом & =
= 1 2 3

A18)

Формулы преобразования операций получаются из фор-
формул A10)—A14) при замене указанных там условий на

условие p€Q/t а в случае A13) —на p + a?Qf.
Формулы обращения. 1) Пусть L[f] = F(p) при

o1<Re;o < cr2, г—действительная переменная и ст—лю-

ст—любое фиксированное действительное число из интервала
(<rlf о,). Тогда

A19)
o-fr

в смысле сходимости в S)'.

2) Пусть L[f] = /7(p) при c1<Rep<CT2, а, Ь и

ст—действительные числа из (ст1, ста), причем а < ст < Ь, и

Q(р)—полином, не имеющий нулей при a^Rep^fe и

удовлетворяющий условию \F {p)/Q{p) \ ^/C/|z |a при

a<Rep<b, где fe—постоянная. Тогда
o+t»

^ A20)

в смысле равенства в &>'.

3) Пусть L[f]^/7(p) при cT1<Rep<cra, числа а, Ъ

и ст определены, как в 2). Тогда
o+ir,

f(t)= lira ^I \ f(p)eptdp A21)

в смысле сходимости в
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4) Пусть L[f] = F(p) при a1<Rep<o?2 и supp/c
с[В, оо), где В > — оо. Тогда

в смысле сходимости в ?D'.

Единственность. Пусть L[f] = F (р) при p?Qf
и L[g] = G(p) при р€^г- Если пересечение fyf)^ не

пусто и .F(p) = G(p) при p?Qf(}Qg, то / = g в смысле

равенства в 3' (w, z), где (w, z)~QfnQgnR1.
Представление посредством преобразова-

преобразования Лапласа. Для того чтобы функция F(р) была

преобразованием Лапласа обобщенной функции / и чтобы

соответствующая полоса сходимости совпадала с Qf =
~ {р: ох < Rep <ст2}, необходимо и достаточно, чтобы .F (р)
была аналитична в Й/ и для каждой замкнутой под-

подобласти {р: a^Rep^b} полосы Q,, at<a <b < ст2,
существовал такой полином Р, что \F (р) | ^ Р (| р |) при
й^р^Ь. Полином Р .в общем случае может зависеть

от а и Ъ.

Преобразование Лапласа свертки. Свертка
f*g двух обобщенных функций /, g$.S?'a,b («<&) опре-
определяется равенством

<f*g, <P>

Она также принадлежит З'а ь.

Пусть L[f] = F(p) при'р€Й/ и i[g] = G(p) при
p??ig. Если множество Q^n^ не пусто, то f*g суще-
существует в JZ"(w, г), где {w, z) = Qfr\Qgr\R\ При этом

О,. A22)
Относительно дальнейших свойств свертки см. книгу
Земаняна [15].

5. Еще одно определение двустороннего преобразова-
преобразования Лапласа обобщенных функций, эквивалентное опре-
определению Л. Шварца, было дано Прайсом [1].

В этом случае пространство основных функций SB со-

состоит из всех комплекснозначных бесконечно дифферен-

дифференцируемых функций ф (t) на (— оо? с»), удовлетворяющих
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неравенствам.

Ъ(Ф)= sup |Ф«»@|<оо A23)

при всех k = 0, 1,2, ... . Топология в 53 порождается
счетным семейством полунорм {-yjft-o- Рассмотрим под-

подпространство SocS функций, удовлетворяющих допол-

дополнительному условию

Обозначим пространство, сопряженное $?0, через $'„.
Введем на ёЬ' операторы Ua и Т~р равенствами

<UJ(t), <?(t)> = (f(t), <?(?)), A24)

A25)
где /(*)€«', ф@€Я>.

Пусть f(t)??D' и существует такое р, что T~pf?!B'o.
Преобразование Лапласа обобщенной функции f(t) опре-
определяется соотношением

L if] (р)=ш/™ <uJTPf> ?>' A26>

где ф@€^>. ¦

6. Асимптотика (Лавуан [4]). Пусть обобщенная
функция f{t) имеет вид

= h(t)Q(t) +

Jo lnf)^ft+So(P/ +a/lnOC/. A27)

где /С, J <<x>t v> —1 и h (t)—такая обычная функция,
что произведение fh (t) ограничено в окрестности точки

t — 0 при у > 1.

fБудем называть асимптотикой обобщённой функции
при t—*t0 асимптотику обычной функции, е которой
данная обобщенная функция совпадает в окрестности
точки tu. Тогда:

1) если f(t)~AP при t-*+0, v^=—1, —2, —3,
.... то

[Lflip)~AT(v+l)p-*-\
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2) еслв7(*)~Л/-» при f-^+0, n=l, 2, 3 то

fi^""i++oo; A29)

3) если f(t)~Atv\nt при f-*+0, v?=—1, —2,
3, ..., то

[L/J(p)~-Arj(v+l)p-v-4iip, Rep—+oo; A30)

4) если f{t)~At-n\nt при ^->+0, я=1, 2, 3,
.. то

?^^ +oo. A31)

Пусть Re р > 0 и обобщенная функция f (t) удовлетво-
удовлетворяет тем же условиям; тогда:

5) если f(t)~Aty при г—+ оо, v^=—1, —2, —3,
..., то

[L/](p)~4r(v + I)p-«-i, p —0; A32)

6) если /(^)~ЛГп + 0(^-л-^) при f-*oo, n=l, 2,
3, .... р>0, то

±^, р—0; A33)

7) если /(*)~4*vln* при / —оо, vgfe—1, —2,
—3 то

[L/](p)~,4F(v+l)p-v-4n|p|, p —0; A34)

8) если /(/).~i4/-»in./ + 0(/-»-p') при f — оо, п=1,
2, 3 р>0, то

[Lf](p)~AJ0^p«-i(ln\p\)\ p —0. A35)

§ 5. Многомерное преобразование Лапласа

1. Пусть t = (tlt ta tn), x = (xlt xa *„)€#",
z=(zlt z2, :.., zn)€C", zt = zxU + z2ta-\ \-zjn, z*=.
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Многомерное (п-мерное) преобразование Лапласа обыч-
обычной функции / (t) определяется формулой

-*4»t, A36)

где а равняется 0 или —оо.

Определение преобразования Лапласа (Фурье—Лап-
(Фурье—Лапласа) обобщенных функций из @У (/?") было дано
Л. Шварцем [2]. Свойства этого преобразования в раз-
различных пространствах обобщенных функций, определен-
определенных на Rn или в некоторых областях в R", изучались
в работах Бремермана [1], Владимирова [1 —13], Гар-
Гарнира [1], Гарнира и Мунстера [1], Жаринова [1, 2], Зе-
маняна [3, 15] Исихары [1], Леонарда [1], Лионса [1],
Мунстера [1], Неймарка [1], Петерсена [1], Соловьева [1].

2* Для обобщенных функций &" (/?") теория преобра-
преобразования Лапласа была развита Владимировым [1—13].
Ниже излагаются элементы этой теории.

Пусть Г—замкнутый выпуклый острый конус в R"
с вершиной в начале координат (конусом называется

такое множество Г, что из включения х 6 Г следует
%х?Т при любом Я>0). Конус T* = {t: tx^O, Vx?T}
называется сопряженным к конусу Г. Пусть С—внут-
С—внутренняя часть конуса Г* и

— трубчатая область в С" с основанием С.
Множество А ограничено со стороны конуса Г, если

А <= Т + К, где К—некоторый компакт. Совокупность об-
обобщенных функций из 3" (/?"), носители которых ограни-
ограничены со стороны конуса Г, обозначим через S" (Г+).

Преобразование Лапласа (или Фурье—Лапласа) обоб-
обобщенной функции /€<^'(Г+) определяется формулой

* A37)

где F—оператор преобразования Фурье.
Преобразование операций (k— неотрицатель-

неотрицательное целое число из Rn, f (t) ?<У" (Г+)):

A38)
2) L[(itL(t)] = DkzL[f](z), zdTC; A39)
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4) если ImagC, то

5) если А—матрица линейного преобразования аргу-
аргумента, то

6) если /х @ <Е 3" (Г+) и /, (т) € ST (FJ), то

(преобразование Лапласа прямого произведения);
7) если flt ft€3"(T+), то f1»f,^3" (Г+) и

?[/i */*] = *<№[/*]• A44)
3. Излагаемые ниже результаты принадлежат Зема-

няну [3, 15].
Пространство основных функций За,ъ- Пусть t = (tlt

t*> •••- U. a = (alt a2 aj, b=(ftr, blf .'.., bj-
точки в /?",

exp bv^v, —oo <C t4 <C oo,
где v=I, 2 n и

n

Пространство j?Oi 6 состоит из всех комплекснозначных

бесконечно дифференцируемых функций ф (t) на /?", удов-
удовлетворяющих при любом неотрицательном целом k?R"
неравенствам

Д
>= sup \xa,b(t)Dk4>(t)\<°°. A45)

Топология в ??пу ь порождается счетным семейством полу-
полунорм {Vft}ftL0- Пространство, сопряженное J?atb, обозна-
обозначим через S'a,b- Справедлива структурная формула A16),
где следует положить t, N?Rn.

Обобщенная функция fC®'(/?") допускает преобра-
преобразование Лапласа, если существует по крайней мере одна

пара точек a, b?R" (a < b), такая, что \^3?'а,ъ- Для лю-

любой обобщенной функции, допускающей преобразование
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Лапласа, существует единственное множество Qf, опреде-
определяемое следующим образом: р dC" принадлежит Q^ тогда

и только тогда, когда существуют две точки а, Ь?/?"
(а < Ь), такие, что а < Rep < Ь и / ? j?a,ь.

Множество Q/ называется трубой сходимости для

преобразования Лапласа. (Вообще трубой в С" назы-

называется множество точек {р: Imp (;/?", RepgiJ}, где

В —множество в /?"; в теории преобразования Фурье —

Лапласа труба определяется несколько иначе; см. п. 2.)
Преобразование Лапласа обобщенной функции

f(t) € З'а, ъ определяется формулой

</@, й-*>, p?Qf. A46)

Правая часть имеет смысл, так как e~pt € За, ь ПРИ Р € й/.
Пусть ДО—локально интегрируемая функция, при-

причем f @е~Р* (Е ^i(/?") для всех Rep из некоторого откры-
открытого подмножества йс/?". Тогда / (^) порождает регуляр-
регулярную обобщенную функцию в S?'a, ы преобразование Лапласа

которой совпадает с обычным интегралом при RepgQ.
Формулы преобразования операций имеют тот же вид,

что и в одномерном случае (см. п. 3 § 4), если считать,

что через tk обозначено произведение t\lt\l...t\n, а че-

через pk—произведение pkip\'. ¦ -Рп" ', при этом |Гуказанные
там условия заменяются условиями р ? Q/t а в случае

A13)— условием р+а 6Q/.
Свойства аналитичности, единственности, формулу

обращения и другие свойства можно найти в книге Зе_-
маняна [15].

§ 6. Преобразование Меллина

1. Преобразование Меллина обычной функции f (t)t
удовлетворяющей некоторым дополнительным условиям,
определяется формулой

со

\-4t. A47)

Это преобразование с помощью замены t = e~x можно

связать с двусторонним преобразованием Лапласа.
2. Фын [1] распространил это преобразование на про-

пространство обобщенных функций <?)+ и исследовал его
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свойства, рассмотрев, в частности, преобразование Мел-
лина свертки меллиновского типа. Краткий обзор резуль-
результатов Фына имеется у Перри [1].

Рассмотрим в качестве пространства основных функ-
функций пространство ®+. Преобразование Меллина

задает изоморфизм й>+ на другое пространство основных

функций, которое обозначим через Ш+.
Пространство Ш+ состоит из всех целых функций

т|э (z) = г|з {х + iy), удовлетворяющих .следующим условиям:
а) [ty(x + iy)\t^.AeB '*', где А и В—постоянные, за-

зависящие от г]э (z);
б) т)) (х + iy) € <У по у при любом фиксированном х.

Последовательность {i|>v} в Ш+ называется сходящейся,
если сходится последовательность прообразов функций ijjy
в пространстве ®+. Обозначим пространство, сопряжен-
сопряженное Ш+, через Ш'+.

Преобразование Меллина обобщенной функции / (t) ? S>+
определяется равенством

<Mf, фB)> = </@, Af-Ч», Ф€2+, A48)
где рператор Ж имеет вид

I dz; A49)
a—ioo

a—любое действительное число. Преобразование Мелли-
Меллина осуществляет изоморфизм S>'+ на W+.

Обратное преобразование Меллина M-1g обобщенной

функции g определено в пространстве Ш'+ равенством

Ж ; A50)

Оно изоморфно отображает %\ на ®+.
3. Аналогичное определение преобразования Меллина

в том же пространстве обобщенных функций дали Ноагн
и Матеи [1], исследовавшие также свойства относитель-

относительно некоторых других преобразований и дифференциро-
дифференцирования. А. И. Комеч [1] построил аналогичную теорию,
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исходя из преобразования Меллина вида

A51)2Г$
о

в пространстве основных функций Sf+. При этом преобра-
преобразование Меллина обобщенной функции f €?Р+ определя-
определяется равенством

<Mf, [Afq>](-z-i)> = 3i</@. Ф@>, 9€S+, A52)

В этой же работе исследована структура пространств,
являющихся образами о5% и 3"+.

4. Другой подход к определению, преобразования
Меллина обобщенных функций принадлежит Земаняну
[3, 15], рассмотревшему также многомерный случай.

Пространства основных функций еМауЬ и ad (и, у).
Пусть а и b—фиксированные числа из 7?1' и

Г». К*<оо.

Пространство eSa, ь состоит из всех комплекснозначных

бесконечно дифференцируемых функций q> It) на @, оо),
удовлетворяющих неравенствам

Е*(Ф)= sup |te,*@'*+I^P(OI<oo A53)
О < t < во

при любом k = 0, 1, 2, ... . Топология в <*#„, 6 порожда-
порождается счетным семейством полунорм {|4}Г_0. Пространство,
сопряженное а$а, ь, обозначим через о#о. ь.

Пусть и—действительное число или —оо, v—дейст-
v—действительное число или +°°. Выберем две монотонные по-

последовательности действительных чисел {о,,}"..! и {bv)^u
такие, что Оу—>-ы + 0 и bv—*-v—0. Пространство основ-

основных функций оМ(и, v) определяется как счетное объеди-
ю

нение пространств <М.а ь , т. е. оМ(и, v)= U е$ ь

Пространство, сопряженное еМ(и, v), обозначим через
еЛ' (и, v). Справедливы вложения ®+—»-<*#(«, v) и

Ж (и, v)-+&>'+.
Если /(^)— локально интегрируемая на @, оо) функ-

функция и /(/)В,.П/)Г1€?@, оо), то/(/) порождает в#и
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регулярный элемент / по формуле

6. A54)

Обобщенная функция / g @У+ допускает преобразова-
преобразование Меллина, если существует хотя бы одна такая пара
чисел a, b (а < Ь), что / (Е<*С,ь- Для любой обобщенной

функции /, допускающей преобразование Меллина,^су-
ществует единственный непустой интервал (аХ) а2), такой,
что f g Ж (Oj, a2) и / ^Ж (и, v), если и < а1 или v > a2.
Областью определения обобщенной функции /, допускаю-
допускающей преобразование Меллина, называется область й/сС1,

Qf={z: 01<Rez<aJ,

где ax и a2 определены выше; числа а1 и а2 называются

абсциссами сходимости. Если zgQ^, то t2'1 ?а$(ах, сга)
по ^.

Преобразование Меллина обобщенной функции
/

'

{alt a2) определяется равенством

= <f{t),fi-*>, z&Qf A55)

Область Qf также называется областью сходимости пре-
преобразования Меллина.

Аналитичность. Если |F?(z) = Mf при z^ Q/, то

F (z) — аналитическая функция в ?Ь и

Zty7 (г) = </('), ^г'1> = </@, (lnO***-^, z€^/. A56)
Представление по с°р"е дством преобра-

преобразования Меллина. Для ^того чтобы функция F(z)
была преобразованием Меллина обобщенной функции и

чтобы соответствующая область сходимости имела вид

Q^={z: ax < Rez < aj, необходимо и достаточно, чтобы
F (г) была аналитична в Qf и для любой замкнутой под-
подобласти {z: a ^ Re z <; b\, at < a < b < a2) существовал бы
такой полином Р, что \F (z) |^P(|z|) при a^Rez^Cb.
Полином Р, вообще говоря, зависит от выбора а и Ь.

Формулы обращения. 1) Пусть F (z) = [Mf] (г)
при z^Q/, r—действительная переменная и a—любое

фиксированное действительное число из интервала (ах, стг).
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Тогда
a+ir

f(t)=lim±- С F\z)t-*dz A57)
г->-я

гт 0
.

a-ir

в смысле сходимости в ЗУ.

2) Пусть F{z) = Mf при z?uf, a, a, b—фиксирован-
b—фиксированные действительные числа, удовлетворяющие неравенству
<*! < о. < а < b < <72, Q (г) — полином, не имеющий нулей
в области a^.Rez^Lb и удовлетворяющий неравенству

F(z) <

/С—постоянная. Тогда

/@ = <3(-Ш^ J |f<-&. A58)

в смысле равенства в <^' (а, Ь); интеграл сходится в обыч-
обычном смысле.

Е ди нет вен н ость. Пусть Mf = F(z) при zgQ/и
Mg= G (г) при г (; Q^. Если множество Qf ft Qg не пусто
и /7(г) = О(г) при zgQ/ftQ^, то / = g в смысле равен-
равенства в aft' {и, v), где (ы, у) = Qr П Ц, Л Я1-

Преобразование операций. Пусть F (z)—
= M[f(t)] при 2CQ/f fe = J, 2, 3, ..., г^фиксирован-
ное действительное числб.

'

.
,

1) М [(In t)t>f(t)]~DlF(z), zgQ/, A59)
2) А1[^@] =^-B+ а), z+agQ/, A60)
3) М [Dff (t)] - (-1)* (z^ 1j (z-2)... (z-k) F (z-k),

z—k?Qf, A61)

4) AI[D?/*/@] = (-l)*B-l)(?-2)...(z-ft)/7(z),

z€Q/, A62)
5) AI[(Dt0*/@]=(-l)*(z-l)»/7(z), zgQ/, A63)
6) Ж[/(гО] = г-^ (z), r>0, z€QA A64)
7) MU(t-lJ\^F(-z), -z?Qft; A65)
8) M[f(n] = \r\-lF(r-iz\, r^O, r-H?Qf. A66)
Свертка меллиновского типа и ее пре-

преобразование Мел л и на. Пусть а, Ь {а^.Щ—деист-
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вительные числа. Сверткой меллиновского типа двух

обобщенных функций /, ?(Е»Сь называется выражение
f определенное формулой

<fVg, Ф> =

Выражение /Vg является элементом оМ'а,ь.
Если Mf = F(z) при z?Q.f, Mg = G(z) при zgQ., и

множество О/П ?lg не пусто, то fWg€aS'(u, v), где (ы, w) =
= Qff]Qgf]Rl. При этом

AI[/Vg] = /7(z)G(z), z€Q/nQr A68)
Отметим, что в случае, когда / и g—локально ин-

интегрируемые на @, оо) функции и / (t) [gOi ь (t)]'1,
g{t) [ta. ь (О] €^i@, оо), то /Vg—регулярный элемент

оМ'а>ь И

Связь с двусторонним преобразованием
Лапласа. Отображение f (t)-*¦ f (е~г) является изомор-
изоморфизмом чМ'а,ь на ??а,ь и °^' (и> v) на ^Ч"»0)- Обоб-

Обобщенная функция / допускает преобразование Меллина

тогда и только тогда, когда /(е~1) допускает двусторон-
двустороннее преобразование Лапласа. При этом области опреде-
определения M[f(t)] и L[/(e~*)] совпадают и M[f(t)]=
=L[/(e-')] при всех ?Q

^й Примеры.

а) Ж[8<*>(f—a)] = (— l)ftB— 1) (г—2).. .(z—
Qr-(—<x>, <x>), a>0, fe = 0, 1, 2, ...;

б) M[taQ(t-l)] = -(z + a)-\ Q/=(—oa,-a);
в) ЛфаA-0] = B+а)-1, Q/=(-a, оо).

5. В книге Коломбо и Лавуана [11, а также Лафли-
на [1] можно найти преобразования Меллина некоторых
других обобщенных функций. Некоторые приложения
преобразования Меллина обобщенных функций приводят-
приводятся в книге Земаняна [15] и в работе Сривастава к Па-

рихара [1],



ГЛАВА 4

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ БЕССЕЛЯ

§ 1. Введение

Интегральные преобразования вида
00

F{x)=lK{xt)f{t)dt,
о

где /С (г)—функции Бесселя или связанные с ними функ-
функции, называются преобразованиями Бесселя.

|К. этому виду принадлежат преобразования Ганкеля,
К (преобразование Мейера), /, Харди, Конторовича —
Лебедева и ряд других преобразований.

§ 2. Преобразование Ганкеля

1. Преобразованием Ганкеля называется выражение

A70)

гдеО<л;<оо, ц—действительное число, /ц (г)—функ-
(г)—функция Бесселя первого рода порядка ц.

Известно несколько подходов к определению [этого
преобразования для обобщенных функций.

2. Начнем с теории, принадлежащей Земаняну| [5,
8, 15] и основанной на введении преобразования Ганкеля

для обобщенных функций как операции, сопряженной

соответствующему преобразованию в пространстве основ-

основных функций.
Пространство^рсновных функций Жц. Пусть ц—лю-

ц—любое действительное число. Пространство Жц состоит из

всех комплекснозначных бесконечно дифференцируемых



функций q>(t) на @, оо), удовлетворяющих неравенствам

]/(Г^)*[Г^p ][0]| A71)
0<«оо

при всех m, ft = 0, 1, 2 Топология в Ж», порож-
порождается счетным семейством полунорм {Ут,к)т.к~о- Про-
Пространство, сопряженное Ж^, обозначим через Ж'^. Спра-
Справедливы вложения &)+ -*¦ Жц -»¦ S+ и ?'+ -»¦ Ж'
Если /€Ж, и supp/c[7\ оо), где Т > 0, то

Пусть /(^)—локально интегрируемая на

функция, причем f(t) имеет медленный рост при t-*--{-oo

и ^ 2/(^)gL1@, 1). Тогда / порождает в Ж'^ регуляр-
регулярную обобщенную функцию по формуле

Если ц^——, то обычное преобразование Ганкеля

A70) определяет автоморфизм пространства Ж^..
Преобразование Ганкеля обобщенной функции / ? Ж'ц оп-

определяется формулой

Оно задает автоморфизм пространства ^ц-, при этом

Преобразование операций. Рассмотрим два

оператора:

A73)
A74)

Пусть ц>—1/2. Тогда если !^Ж'[1, то

/](дс), A76)
= ЛГдЛ'д [ЯдП (х), A77)

#ЛМЛ/@1 = -**№](*)• 078)
Если /€.Я^41( то

(*). A79)
x). A80)
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Если /?<?", то преобразование Ганкеля Яц/ допус-
допускает представление вида

[Лд Я (*) = </@, VTtJ^xtb A81)

при ц^е—1/2. Функция Hyf^F^x) может быть продол-
продолжена до функции, аналитической во всей комплексной

плоскости, исключая точки ветвления в начале координат
и в бесконечности. Кроме того, она удовлетворяет нера-

неравенству

где К и р—достаточно большие действительные числа.

Пример. №Vk)(t—a) = (~l)kD%[VaxJll(.ax)], где

а>0, k = 0, 1, 2, ...

3. Земанян [11] определил преобразование Ганкеля и

для значений порядка ц, меньших —1/2. Пусть ц—лю-
ц—любое фиксированное действительное число и k—положи-
k—положительное целое число, такое, что ц + k^—1/2. Преобра-
Преобразование ;

{l)**H[NNN{1)] A83)
является автоморфизмом на Ж^. Если ц^—1/2, то

Яц1А = Яц в Ж?,-
Преобразование Ганкеля H'^f обобщенной функции
Ж' определяется формулой

</Гц/,.ф>^</,Я|1,»ф>, фбЯГд. A84)

При ц^—1/2 это определение совпадает с определением

A72).
4. Другой способ введения преобразования Ганкеля

при всех комплексных значениях'^, ц Ф —1, —2, —3, ...,

принадлежит Лионсу [2].
Преобразование Ганкеля может быть распространено

на классы обобщенных функций, на рост которых при
t-+ + оо не наложено никаких ограничений. Одно из та-

таких обобщений принадлежит Земаняну [6, 9, 15] и осно-

основано на определении вида A72).
Кох [1] обобщил преобразование Ганкеля обобщен-

обобщенных функций произвольного роста при /-*+оо на^все
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действительные значения параметра ц. При этом он ис-

использовал метод Земаняна [6].
Ли [1] ввел пространства типа Ж^ (пространства,

более узкие, чем Жц, и связанные с Ж^ так, как про-

пространства &%, типа & связаны с <if; относительно послед-

последних см. Гельфанд и Шилов [3]) и исследовал в них

преобразование Ганкеля при любых действительных зна-

значениях ц также в рамках вышеизложенной теории
Земаняна.

5. При \i = 0, 1, 2, ... теория преобразования Ган-
Ганкеля обобщенных функций произвольного при ?-*-+°°
роста была развита также Феньо [1]. В качестве про-
пространств основных функций он рассматривал пространства
®+ и Жгп. Последнее состоит из функций, которые яв-

являются преобразованиями Ганкеля функций из ®+, при-
причем оператор преобразования задается равенством

л
°°

HF [Ф @] (х) =
¦

J Um{xt) ф @ dt. A85)
л

о

Функция Нр [ф@]М—целая под;; справедливы формулы
•

Л, РЦЙМ] €«+. ^€Я?. A86)

Преобразование Ганкеля Hp[f] обобщенной функции
^ определяется равенством

(/Яр^]) 2 A87)

Если "-/(О—обычная функция, допускающая преобразо-
преобразование Ганкеля вида A85), то

+. A88)

Преобразование Ганкеля Нр [/] обобщенной функции
fС ЗУ* определяется равенством

= (/, xHF [Ш]), *€ЯГ?. A89)

Формула обращения. Если /gS>+, то

/- A90)
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6. Теперь мы изложим другой подход к определению

преобразования Ганкеля обобщенных функций, принад-
принадлежащий Коху и Земаняну [1]. Иногда такое преобра-
преобразование называют комплексным преобразованием Ганкеля.

Пространство основных функций 3^<а. Пусть ц—про-
ц—произвольное действительное число, а—положительное дей-
действительное число. Пространство 3^ а

состоит из всех

комплекснозначных бесконечно дифференцируемых функ-
функций ф(?) на @, оо), удовлетворяющих при любом k = 0,
1,2, ... неравенству

Tj?"(q>)= sup \ir*t-*-V[S*tpl\<oo, A91)
0<t<

где S?—оператор, определенный формулой

S (f
Топология в 3VL> а порождается счетным семейством полу-

полунорм {%%' а}%-о- Обозначим пространство, сопряженное
Зц а, через Э'ц а. Справедливы вложения &)+-+ Ш,\-+

Структура сужения обобщенной функции.
f^.3'^a на ®+. Пусть {(ЦЗ'ц,а, где а—произвольное

фиксированное действительное число и ".—1
Тогда для любой t)?)

2А[,@^@],Ф>, A92)

щеск—постоянные, Pk(t)—полиномы порядкаm и Fk(t)—
функции, непрерывные на @, оо).

Пусть f(t)—локально интегрируемая на 0 < t <оо
функция, такая, что /(Oe^+^eL^O, оо). Тогда f(t)
порождает регулярный элемент в 3'^ а по формуле

о

Если z?{z'. |Imz|<a, z(?(-roo, 0]}, то при любом

фиксированном г и т = 0, 1, 2, ...

Пусть ц^—1/2. Обобщенная'функция /(Е®+ допус-
допускает комплексное преобразование Ганкеля, если найдется
такое положительное число [а, что / g 3'^ а. Для любой
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обобщенной функции, допускающей комплексное преоб-
преобразование Ганкеля, существует такое единственное дейст-
действительное число of (возможно, равное +°°). что /€^ц, ь

при Ь < ot и /(^Яц, ь при b>Oj. Назовем область

Qt={z: | Imz| <crA z^(—oo,0]}
областью определения комплексного преобразования Ган-

Ганкеля.

Комплексное преобразование Ганкеля обобщенной функ-
функции / g Э'ц: а определяется равенством

F{z) = [hllf]{2) = <f{t),VltJ)i{zt)>t z<?Qf. A93)
Если существует преобразование Ганкеля в смысле

определения A93), то оно существует и в смысле опре-
определения A72).

Аналитичность. Функция F(z) = [Лц/](z) анали-

тична в uf и для всех т— 1, 2, 3, ...

D?F(z)=<f(t), DfVrtJ»&)•>, zdQf. A94)
Формула обращения. Пусть /€^ц,а, F(г)=

— [Лц/]B), zgQ/, и г—действительная переменная. Тогда
г

f it) = lim J [Л,г/] (х) VxtJ^xt) dx A95)

в смысле сходимости в S>'+; здесь 0<х<оо.
Единственность. Пусть F(z) = hl}.f при zgQ, и

G{z) = hv,g при z?Qr Если /7(z) = G(z) при z^^/H^,
то f = g в смысле равенства в ^+.

Оценка. Пусть Z7 (г) = Лц/ при z g Й/. Тогда в лю-

любой полосе {z: |Imz|^a<a/f z^(—оо, 0]} справедливо
неравенство

\Р(г)\^\г\»+-ч*Ра(\г\), A96)
где Ра A21) —многочлен, зависящий от а.

При всех k — 0, 1, 2, ... справедлива формула

Отметим, что преобразование Ганкеля обобщенных

функций можно рассматривать как частный случай пре-
преобразования Ватсона; относительно этого подхода см.

Хсу[1]. -
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§ Э. Многомерное преобразование Ганкеля

Кох [2] предложил следующий вариант распростра-
распространения преобразования Ганкеля на обобщенные функции п

переменных. Пусть t = (t1, t2 tn) ?Rn и f{t)—обыч-
f{t)—обычная функция. Тогда можно определить формально пре-
преобразование Ганкеля функции f(t) равенством

Пространство основных функций $?ц (/?"). Пусть ц —

любое фиксированное действительное число и / = {t: t g Rn,

0<^-<°°, i = l, 2 п}. Пространство Жц{Яп) со-

состоит из всех комплекснозначных бесконечно дифферен-
дифференцируемых функций ф(?) на /, удовлетворяющих нера-
неравенствам

д
= sup

tel

-Ц-1/2
< ooA99)

для любой пары неотрицательных целых чисел т и k

из /?". Топология в Жу. (/?") порождается счетным семей-

семейством полунорм {y&, ft}fm|, | ft |=o- Обозначим пространство,

сопряженное SK^.(/?"), через $?'ц(/?"). Справедливы вло-

вложения ?>(/)—>#?„(/?•) и ^(/Г)—^®'(О-
Пусть /(^)—локально интегрируемая на / функция,

медленно растущая при \t\ —>- оо и такая, что tt... tnf {t) €
^L1@, 1) по каждой переменной. Тогда / порож-

порождает регулярную обобщенную функцию в Ж'^{Яп) по

формуле

Преобразование Ганкеля обобщенной функции /g

ji(/?"), ц^—-r-g-» определяется равенством

/ V Ф€#Г|»(Я"). B00)
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Эта формула имеет смысл, так как при |х^=—1/2
преобразование Яц осуществляет автоморфизм Жу. (/?").
В этой же работе Коха получены формулы преобразова-
преобразования операций, аналогичные формулам A75)—A80) для

одномерного случая.

§ 4. Преобразование Ганкеля—Шварца

1. А. Шварц [1] ввёл преобразование Ганкеля обычных

функций, обладающих некоторыми дополнительными

свойствами, равенством
QD

¦F (#) = tff/ = $7 @ Ту (**)«' @ dt, B01)
о

где

0. '->0, B02)

' 2vr(v+,y «

Это преобразование было перенесено на специальные

классы обобщенных функций двумя различными спосо-

способами.
2. Первый способ принадлежит Ли [2] и основан на

введении преобразования Ганкеля—Шварца обобщенных
функций как сопряженного оператора в сопряженном
пространстве.

Пространства основных функций <JTV и <JTV. Пусть v —

произвольное комплексное число. Пространство $~ч со-

состоит из всех комплексноеначных бесконечно дифферен-
дифференцируемых функций ф@ на @, оо), удовлетворяющих
при любых т, k = 0, 1, 2, ... неравенствам

д

Ут. к (ф) = sup | tmA$, t ф @ j < оо, B04)
о <<< »

где

+ l)^1Z)t. B05)

Пространство <^"v состоит из таких же функций, удов-J
летворяющих неравенствам B04) лишь при /и = 0 и всех

k = 0, 1, 2, ... . Топологии в <JTV и <JTV порождаются
счетными семействами полунорм {уШу ft}~t ft=0 и {yOi a}?-o-
сортветственнр. Отметим, что ф(<) (E«^"v тогда и только
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тогда, когда ^+1/2ф(^€^ц (см. п. 2 § 2). Преобразо-
Преобразование Ганкеля в форме А. Шварца B01) задает при

v^=—1/2 линейное непрерывное отображение $~ч в <?ГЧ.
Преобразование Ганкеля—Шварца (Н^)' f обобщенной

функции /€<^"v определяется равенством

< (Яр)' /, Ф > = < /, Щ8\ >, ¦:
•

Ф € Гу. B06)
При v>—1/2 оператор (//<?>)' отображает <ti на ^
линейно и непрерывно.

Если /€<?+, то преобразование Ганкеля—Шварца до-
допускает представление вида

[(Я*1)'/] (*) = </(*>. ¦<"+I(«T^(*0>. B07)
Оценка. Если /€<?+» то

при некоторой постоянной С и достаточно большом по-

положительном целом числе k,
3. Другой подход был развит Дьюбом и Пэнди [1].
Пространство основных функций Жа, е- Пусть а, б, v—

фиксированные действительные числа, удовлетворяющие
условиям v> —1/2, 0<<x<v+1/2h 6>0. Пусть g@—
бесконечно дифференцируемая на @, °°) функция, причем
I (t) > 0 при всех />0и

Пространство ^fOt в состоит из всех комплексноеначных

бесконечно дифференцируемых функций ф(?) на @, оо),
удовлетворяющих неравенствам

•

.

?* (Ф) =
Q ^up J IV)< t [%%]] < «>• B09)

при всех & = 0, 1, 2, ...; оператор AVit определен фор-
формулой B05), а функция т' {t) — равенством B03). Топо-

-

логия в Жа, е порождается счетным семейством полунорм
{У/}\к*о- Обозначим пространство, сопряженное Жа, е» че-

через Ж'а, б- Справедливы вложения ?5+ —>- f?a% 6 и

•^а, в—>¦&>+¦ При любом фиксированном х > 0 функция
Я*' @ Jv(xt) принадлежит Ж9х §•



$ 5. К-ПРЕОБРАЗОВАНИЁ

Если функция / (t) локально интегрируема на @, оо)
и / (О [I (О] т' @ €Lx @, оо), то / порождает регулярную
обобщенную функцию в S%a< в по формуле

, ф

Преобразование Ганкеля A^S)/ обобщенной функции
^о> в определяется формулой

F (ж) = [*$*>/] (*) = </ @, «' @ ^v (*0 >. * > 0. B10)
Гладкость. Функция F{x) бесконечно дифференци-

дифференцируема при х > 0 для всех ft=l, 2, 3, ... и

Z)*F (х)= ¦</ (f), m' (t) D$4 (xt) >, jc > 0. B11)
Асимптотика. Справедлива оценка

-v|?(je) = O(xmIn<«-e' 0)), x-^+0; B12)

(v~v~ "y +oo, B13)

где p—неотрицательное целое

Формула обращения. Пусть F (х) = h^f иг —

действительная переменная. Тогда
г

f(t)= lim [F(x)m'(x)Jy(xt)dx B14)
f r -»¦ »

о

в смысле сходимости в D+.

§ 5. ^-преобразование

Для обычных функций f(t), удовлетворяющих неко-

некоторым ограничениям, К-преобразование, называемое также

преобразованием Мейера, определяется равенством
00

F(z) = \f(t)VTtKAzt)dt, B15)
о

где /Cp,(z)—функция Макдональда (см., например, Дит-
кин и Прудников [1]).

Земанян [8, 9, 15] распространил /С-преобразование
на специальный класс обобщенных функций, исследовал
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свойства преобразования и получил для него формулы
обращения.

Пространство основных функций Sf?n, a. Пусть а —

действительное число, jx—нуль или комплексное число,

удовлетворяющее неравенству Reji>0, h(t)— непрерыв-
непрерывная функция на @, оо), заданная равенством

Введем дифференциальный оператор

-1'2. B16)

Пространство Жц,а состоит из всех комплекснозначных

бесконечно дифференцируемых функций q>(?) на @, оо),
удовлетворяющих неравенствам

р?*(<р)= sup [^-"«SfatOKoo, Rejx>0,
О < t < о=

д

1= sup
О < t < оо

eat
ckSgcp (/)
VTh(t)

< oo B17)

при всех k = 0, 1, 2 Топология в Ж^ а порождается
счетным семейством полунорм {р?ь}?=0. Пространство,
сопряженное ЭЕ'ц,о, обозначим через 3if^,a. Справедливы
ВЛОЖеНИЯ ®+—^Ж^а И ^, а—»"®+.

Пусть й—произвольное действительное число, f(t) —
такая локально интегрируемая на @, оо) функция, что

/()€М, ) piV()
gL^O, оо) при |х = 0. Тогда f(t) порождает в 3?^, а

гулярный элемент

Обобщенная функция / ? ?5+ допускает /<С-преобразова-
ние, если существует такое действительное число а, что

/€Э?^,а- Для любой обобщенной функции, допускающей
/("-преобразование, существует такое действительное число

^(возможно, равное —оо), что/ (ES^ii,а при всех а > о^ и

?а ПРИ л <°/- При каждом фиксированном z, таком,



$5. К-ПРЕОБРАЗОВАНИВ 61

что 2=^0 и Rez>a, функция ]/~zi K^izt) принадлежит

^
i, a

^-преобразование порядка |х обобщенной функции
/€5^м.,а определяется равенством

f(z) = [Klif]{z) = <f(t), V*K*{*t)>. ziEfl/, B18)
где Qj—область следующего вида:

д

Qf={z: Rez>ff/, гФО, —n<argz<n}.

При Oj < 0 область Qj представляет собой полуплоскость
с разрезом [af, 0]. Число of называется абсциссой схо-

сходимости, a Qf—областью сходимости /(-преобразования
обобщенной функции /(ЕЗ^ц, а.

Если функция f(t) локально интегрируема на @, оо)
и /@е-в<[/(*)]-1€?(°. °°). то / п(фождает в 5^,а ре-
регулярную обобщенную функцию, /("-преобразование кото-

которой имеет вид

Аналитичность. Пусть F (z) = [K^f] (z) при z

Тогда F(z)—функция, аналитическая в Qy, и

D*F (z) = < / @, DzVzl К» (zt) >, z € Q,. B19)

Преобразование операций.
1) Если 'Р(г) = [КцП(г), z^Q,, то для любого

k=l, 2, 3, ...

и [?Я = г2*/7 (z), z € Й,. B20)
2) Если /€<?; и г|(—оо, 0], то

а) [ад@](г) = -p-^Dji-wniKv-Jl(г) =
= __ z^fr-i/tD^+y [Kt-J] (г); B21)

б) Ш-Н(Щ(z) = -±{[К*-Л(z)-[/Wl(z)}; B22)

в) Г^/-1/2 Df/i/« f (t) ] (г) =-1 {[^_1/](г)+

[^!/](г)}; B23)
г) [К^Р-Ч* Dtt-*+4*f Щ (г) = - г[ЛГ^] (г); B24)
д) [К^-и-»/¦?),*и+1/1] (г) = - г [/^Л (г). B25)
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Пр едставление посредством /f-n р е о б р а-

зований. Для того чтобы функция F {z) была /(-пре-
/(-преобразованием порядка |х некоторой обобщенной функции,
определенным формулой B18), необходимо и достаточно,

чтобы существовала полуплоскость {z: Rezj5»6>0},
в которой F (г) аналитична и удовлетворяет неравенству

\F(z)\^Pb(\z\), B26)
где P6(|z|)—полином относительно \г\.

Формулы обращения. 1) Пусть / ? УС'ц, a, F (г) =
= K\),f при zgQf и а—любое фиксированное действитель-
действительное положительное число из Qf. Тогда

a+tr

f (t) = lim Г > (z) VTt I» (zt) dz B27)

в смысле сходимости в ?D'+, Iy.{z)—модифицированная
функция Бесселя первого рода. (Для обобщенных функ-
функций из З'ц,,,, —1/2^|х<0, введенных в п. 6 § 2, эта

формула получена Кохом [1].)
2) Пусть F(z) = Kj при z?ut и supp/c|T, oo), где

Г>0. Тогда

в смысле сходимости в &)'+.
3) Пусть Р{г) = Ку$ при z6^/ и /г—степень полинома

в оценке B26) для полуплоскости Rez^6>0. Пусть
т—целое положительное число, причем

2т—Rejx— 3/2 >/г.

Введем оператор К?с формулой

*?.*-«? (г) = -5"

Если с > Ь, то

"F(z)] B29)

в смысле равенства в &)'+.
Единственность. Пусть F(z) = K,J при г?

G(z) = Tng при г€Йг и FB) = G(z). при gQ
Тогда / = g в смысле равенства в ?5+.
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Оценка (Кох и Земанян [1]). Если 0<Re[*<l/2,
^0 и supp/€[^, оо), tf>0, то

| F (х) К Aie-«*. B30)

где х>а+1, т—любое действительное число, такое, что

0 < т < t/, и М—достаточно большая постоянная.

¦Если./€ЯГД,„ 0 ^jx^ 1/2, то

Р(х) = о{х1~\ Х-++ 0, B31)
где т)>—1.

§ 6. /-преобразование

Для обычных функций I-преобразование формально
определяется равенством

(t)V~ulv(zf)dt, B32)

где /^(z)—модифицированная функция Бесселя первого
рода порядка |х.

'

. ".'
Кох и Земанян [1] распространили это преобразова-

преобразование на обобщенные функции следующим образом.
Пространство основных функций 3^@). Пусть {

монотонно возрастающая последовательность положитель-

положительных чисел, такая, что a?—>-ст—0. Пространство¦ 3^.(а)
определяется как счетное объединение пространств 3^га

(см. п. 6 § 2), т. е. Зц(о)= и 3^а . Пространство, со-
v=l v

пряженное Зц(о), обозначим через З'ц(о).
I-преобразование обобщенной функции / (t) 6 3'„, {af),

1/2, определяется формулой

B33)

где

%f={z: IRezK^, г^(-оо,0]},
а число оj определено в п. 6 § 2.

Правая часть формулы B33) имеет смысл, так как

при любом г g %f, для которого | Re г \ < а < of, имеем
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Аналитичность. Функция F(z) = IJ аналитична

в области %р и

lVT^zt», ze%f. B34)

Пусть функция /(/) локально интегрируема на @, оо)
и /(/)e<rff*l+1/2 ?L@, оо). Тогда / порождает регулярную
обобщенную функцию

00

<f><*>= lf{t)<t(t)dt, q>€3i,..
о

Оценка. Если /€3^(аД *€5С/ и |Дег[<1а< af, то

^(\z\), B35)

где Ра—многочлен, зависящий от а.
*

Преобразование операции. Если / 6 З'ц (в/),
то ¦¦

•

оператор Sj,,* определен в п. 6 § 2,

Формула обращения. Пусть F(z) = /ц/, z€%/г
|х^—1/2, <т—любое действительное неотрицательное
число из %f.

Тогда
o+tr

f{t)=nm~ f F(z)l/7z^(te)dz B37)
Г -*¦ 00

"* «*

в смысле сходимости в пространстве ®+; /C^(z)—функ-
/C^(z)—функция Макдональдса. ¦•-::.-.

ч

Связь с преобразованием Ганкеля.
ЕСЛИ /б^цС^/). ТО .- :¦ ,,

¦

М .+ . ,-г. „- . ._

^^

§ 7. Преобразование Харди

Преобразование Харди обычной функции f (t) опреде-
определяется формулой (Харди [1])

F{x)=\cv{xt)tf{t)dt, B39)
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где

Cv (z) = cos pnJv (z) -j- sin pnYv (z),

Jv(z), Yv(z)—функции Бесселя первого и второго рода
соответственно.

При р = 0 преобразование Харди совпадает с одной

из форм преобразования Ганкеля, а при р=\ — с У-пре-
образованием, Патак и Пэнди [1,2] ввели и изучили пре-

преобразование Харди для специального класса обобщенных
функций. Ниже излагаются некоторые полученные ими

результаты.
Пространство основных функций $а. Пусть а—фикси-

а—фиксированное действительное число, |v|<Ja^l/2. Простран-
Пространство *&а состоит из всех определенных на @, оо) комплекс-

нозначных бесконечно дифференцируемых функций ф (t),
удовлетворяющих неравенствам

%(Ф)-= sup |Б(ОД?ф(*)|<оо, B40)
0 < t < оо

где k = 0, 1, 2

/ ta, .0<^1,

*>*' B41)

Топология в^ Sa порождается счетным семейством полу-
полунорм {yk}t=u- Обозначим пространство, сопряженное Sa,
через %'а.

Пространство основных функций %а. Пространство %а
состоит из всех комплекснозначных функций ф (t) на

(О, оо), удовлетворяющих условию

Топология в %а порождается счетным семейством по

лунорм {Эм}Г=о, где Р*(ф) = т* (^) . Обозначим прост-

пространство, сопряженное Ъа,. через у'а.При любом фиксиро-
фиксированном х функция Ca(xt) принадлежит %а, если
и |v|<^l2
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Преобразование Харди обобщенной функции / (t) 6 $а
определяется формулой «>

F(x) = <tf(t), Cv(xt)>~<f(t), tCv(xt)>, B42)
где х—произвольное действительное число, отличное от

нуля, |v|^a^ 1/2. ;

Гладкость. Функция F (х) бесконечно дифферен-
дифференцируема при хфО и

fxt)> B43)

при всех k=l, 2, 3
Асимптотика. Если хфО, то

F(x) = O{\x\~a) при х-^0, B44)

F (х) = О (| х |2'-а) при х -+ОО, B4.5)
где г—некоторое неотрицательное число и a—фиксиро-
a—фиксированное положительное число, такое, что |v|^a^l/2.

Введем обозначение

Fv (г) = г (р) г (v+fl fr+v-i. ^ (г)> B46)г (р) г (v+fl
где Sp,, v (z) ^функция Ломмеля.

Формула обращения. Пусть f{t)^5'a, где |v|^
^<1/2 и

F(x) = <f(t), tCa(xt)>, хфО. B47)
Тогда

N

Hni * $ F (х) /="г (хО xdx = tf(t) B48)
N -*¦ <г> q

в смысле сходимости в й)+.
Следствие 1. Пусть /€^a, [v|<a< 1/2. При р = 0

преобразование Харди C7) переходит в одну из форм
преобразования Ганкеля обобщенных функций

F(x) = <f(t), Uv(tx)>.
Тогда

N

timt \F(x)Jv(tx)xdx=tf(t) B49)
N -*¦ ее о

В смысле сходимости в &)'+.
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Следствие 2. Пусть f €$'а, |v|<a<l/2 и F (х)
является К-преобразоваИием обобщенной функции /:

F(x) = <f(t), tYv(xt)>.
Тогда

if

Umt[F(x)Hv(xt)xdx = tf(t) B50)
N -> оо 0

в смысле сходимости в 3)'+\ здесь Hv (z)—функция Струве.

§ 8. Преобразование Конторовича— Лебедева

Преобразованием Конторовича—Лебедева (см., напри-
например, Диткин и Прудников [1]) для обычных функций,
удовлетворяющих некоторым дополнительным условиям,
называется выражение

l B51)
о

где КцУ)—функция Макдональда.
Земанян [16] ввел преобразование Конторовича—Ле-

Конторовича—Лебедева для обобщенных функций с компактными носите-

носителями в @, оо) и доказал формулу обращения.
Поскольку функция Kix (t) при любом фиксированном

/—целая по х, то Ktx(t)<E&+-
Преобразование Конторовича—Лебедева обобщенной

функции / (t) 6«?+ определяется равенством

^ (*) = </@, *,*(')>¦ B52)

Формула обращения. Если /(/)€^+. т0

т

f (t) = lim ~ f F ix) K-l3l (t) x sh nx Ax B53)

в смысле сходимости в ЗУ+.



ГЛАВА 5

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СТИЛТЬЕСА И ГИЛЬБЕРТА

§ 1. Преобразование Стилтьеса

1. Преобразование Стилтьеса определяется для обыч-
обычных функций, обладающих некоторыми дополнительными

свойствами, формулой
00

t <254)

(см., например, Диткин и Прудников [1]). Ниже приве-
приведены два варианта распространения преобразования Стил-
Стилтьеса на обобщенные функции.

2. Земанян [15] вводит преобразование Стилтьеса как

частный случай преобразования свертки. Не останавли-

останавливаясь на приводящих к этому определению заменах, мы

сформулируем лишь окончательные результаты.
Пространство основных функций /p-at ь. Пусть а и Ь—

произвольные действительные числа. Пространство ^а,ь
состоит из всех комплекснозначных бесконечно-дифферен-
бесконечно-дифференцируемых функций ф (t), определенных на @, оо) и удо-

удовлетворяющих при k = 0, 1, 2, ... неравенствам

1,(Ф)= sup |6e>t@-(tf>t)*K7<p@l<oo, B55)
О < t < ot> '

где

Топология в ^а> ъ порождается счетным семейством полу-

полунорм {ift}fcL0- Обозначим пространство, сопряженное fay ь,

через f'at ь. Для каждого фиксированного х, 0 < х < оо,
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и действительных чисел a s^ 1/2 и Ь^г —1/2 функция
(x + t)'1 принадлежит fa>b.

Преобразование Стилтьеса обобщенной функции

/ it) € f'a, ь определяется равенством

(t(t)^) 0<a;<oo. B56)

Гладкость. Функция J (х) бесконечно дифферен-
дифференцируема и

( ^) m=l, 2,3, ,,.'. .

Формула обращения. Пусть / (/) 6 f'a< b и ее

преобразование Стилтьеса определено формулой B56).
Тогда

f (х) = lim Ь122 (-J" D» [x*nDnJ (x)] B57)
и -)¦ оо

гп
\
п 1

В смысле сходимости в ®+.
3. Другой способ введения преобразования Стилтьеса

обобщенных функций принадлежит Пэнди [6].
Пространство основных функций Sa. Пространство Sa

состоит из всех комплекснозначных бесконечно дифферен-
дифференцируемых функций ф (t), определенных на @, оо) и удо-
удовлетворяющих условиям

Д
•

.

¦уА(ф)= sup . (l + t)a\(tDt)*(p(t)\ < oo B58)
„,

0 <t < oo

при любом /г = 0, 1, 2, ...
, гдеа^1—фиксированное

действительное число. Топология в Sa порождается счет-

счетным семейством полунорм {yk}k=a. Обозначим простран-
пространство, сопряженное Sa, через ia. Справедливы вложения

Щ)+—>Sa и S'a—<-®'+.
Если / (/)/A + /)a?Z<1 @, оо), то f (t) порождает регу-

регулярную обобщенную функцию в S'a по формуле

Для комплексных значений г, не принадлежащих от-

отрицательной действительной полуоси, и k=l, 2, 3, ...

функция \l{z-\-t)k принадлежит Sa.
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Патак [2, 3] обобщил определение пространства Se на

n-мерный случай и доказал структурную теорему для
соответствующих обобщенных функций. Ниже она приве-
приведена для пространства S'a.

Структура сужения/^; на :©+. Пусть /gS; и

Ф@€®+- Тогда существуют такие ограниченные изме-

измеримые функции gk(t), fc=l, 2, .... г, определенные на

(О, оо), что

</,Ф> = Bо(-1)*A+Оа(^)*^(О,Ф(О>. B59)

Преобразование Стилтьеса обобщенной функции
f(t)€S'a определяется формулой

{^) B60)

для значений г, не принадлежащих (—оо, 0].
Аналитичность. Функция F(г) аналитична во всей

комплексной плоскости г, исключая разрез вдоль (—оо, 0],
и для нее вне разреза справедлива формула

B61)

Асимптотика. При положительных действительных
значениях х и & = 0, 1, 2, ... справедливы следующие
соотношения: :

Fik)(x) = o(x~k) при х—>- + оо, если а< 1;

ры(х) = 0(х~к) при х —+ оо, если а=.1; B62)

Ft-k)(x)=O(x~k-1) при х-+ + 0, если а<1.
Формула обращения. Пусть а^1, х > 0г

f(t)dS'a и F(x) = (f(t), jL-t). Тогда

B63)

в смысле сходимости в 3>\,
Комплексная формула обращения. Пусть

f{t)?S'a и F(z)=(f(t), J^y Тогда

[imF(-X-ly) F(-
г

У-++0

в смысле сходимости в
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§ 2. Обобщенное преобразование Стилтьеса

1. Обобщенное преобразование Стилтьеса вида

Г \X) — \ / If I r ¦

(ZOO)
J (x4-t)p
6

для подходящих классов обычных функций было-рассмот-
было-рассмотрено Уиддером [1]. Его распространение на специальный
класс обобщенных функций предложил Мисра [2], кото-

который получил также оценки для асимптотики и некоторые
абелевы теоремы для этого преобразования. Аналогичные
свойства обобщенного преобразования Стилтьеса изуча-
изучались Мисрой и Лавуаном [1].

2. Пространство основных функций &а. Пусть Ка @ —

непрерывная на @, оо) функция, определенная формулой

Пространство 2/а состоит из комплекснозначных беско-

бесконечно дифференцируемых функций ф(/) на @, оо), удо-
удовлетворяющих неравенствам

yk (ф) = sup | Ка@ ip+kD* ф (/) | B66)
0<<<оо

при всех k = 0, 1, 2, ... Топология в &а порождается
счетным семейством полунорм {y*}|Lo- Обозначим прост-
ранство, сопряженное 2/а, через 2/^. Справедливы вложе-

вложения <2)+—+&а и Уа—+&)'+¦ При любом фиксированном
комплексном г, не принадлежащем (~оо, 0], функция
(г + /)~р~1 является элементом 2/а по t.

Обобщенное преобразование Стилтьеса обобщенной
функции / (t) € &'а определяется равенством

^ ^(-oo.O]. B67)

Аналитичность. Функция F(г) аналитична в об-

области С*\(— оо, 0] и

^ г^(-оо,0]. B68)
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Оценка. Для действительных положительных х

Патак [3] предложил следующую формулу обращения
для обобщенных функций из простравства S'a (см. п. 3 § 1).

Формула обращения. Пусть f{t)?S'a и

^B)=(/(/),^Т1)) г<?(-оо,0].
Тогда

/(/) =

в смысле сходимости в й>+.
Асимптотика (Лавуан и Мисра [1]). Пусть а —

действительное число. Обозначим через ?Ь'+(а) подпрост-
подпространство 3)'+, состоящее из обобщенных функций f(t), для

которых существуют действительное число af, целое число k

и обычная функция gf(t), такие, что на [af, oo)

и функция f(t)t~k~a ограничена.
Сформулируем теперь два определения.
а) Обобщенная функция / (t) 6 3)'+ (а) эквивалентна

Atl в начале координат (/ (t) ~ At%, /—> + 0), если сущест-

существуют число С>0 и обобщенная функция p(t)€@)'+(a),
такие, что

nt) = Atl + p(t) B71),
на [0, у и при к—*-0

для любой основной функции ф€^)+. Если v = 0, то А

называется значением f (t) при /—>|0в смысле Лоясе-
вича [1].

б) Обобщенная функция f(t)??D'+ на оо эквивалентна

АР (f (t) ~АР, /—с + оо), если существуют число ? > 1,
целое число k и непрерывная функция g(t), такие, что

= D>g(t) на [С, оо)
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при /—i- + oo (при этом (v+ 1Уо = 1). Если v = 0, то А
называется значением /(/) при /-гс+оо.

Пусть / @ 6 ?>; (а) и

< м^И B73)

где р > а.

Если

/@~Л«, / — + 0, B74)

то для p>sup(a, v) при z—>-0

v#-l, -2,... B75)

(—1)" Г (р-\-п) 1П2 , о /отсч

A^ , v =-l, -2,.... B76)

Если f??'+ и

то формулы B75) и B76) справедливы при р > v.

Если

/@~0 (т. е. v = 0, Л=0), /-++ 0, B77)
то при р > sup (a, 0)

*

/?(г) = 0(г-р)) г_^о. B78)
Если f(t)?3)'+, v>-l,

f{t)~Ar>i t^+ oo, B79)
то при p > v

f\z)~AB@-?_:+ 1)' *-«>• B80)

Если f(t)?S>+ и

f@~0 (T.e.v = 0, Л = 0), (/ —+ oo) B81)
то при p >

— 1

zVF(z)-+0, z-*-oo. B82)

Если /@ €<?'+, то при р'<р+ 1

zp'F (z)-> 0, z—>op. B83)
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§ 3. ^-преобразование

Для обычных функций S^-преобразование (возникающее
при итерировании преобразования Стилтьеса) формально
определяется равенством

OD у

ln-f
—Zff(t)dt, B84)

+ о

In —

где значение функции ——- при t = x принимается рав-

равным 1/х. Это преобразование было введено Боасом и Уид-
дером [1], которые получили для него формулу обращения.

Дьюб [1] распространил 52-преобразование на прост-
пространство S'a, 0 < а < 1 (см. п. 3 § 1) следующим образом.
Функция

1пТ
K(t,x)t\ х~=1' 1фх<

при каждом фиксированном х принадлежит Sa no t. Это

дает возможность определить ^-преобразование любой
обобщенной функции f^S'a следующим образом.

S2-преобразование обобщенной функции / (t) ? S'a,
О < а < 1, определяется формулой

F (*) = </ @. К (t, *)>, х > 0. B85)

Гладкость. Функция F (х) бесконечно дифференци-
дифференцируема и ¦

f(n> (*) = </(/). D»K(t,x)> B86)

при *>0 и п = 1, 2, 3, ... .

I Формула обращения. Пусть / (t) g Si, 0 < а < 1,
и 52-преобразование определено формулой B85). Тогда

/'(*)- Hm

в смысле сходимости в
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Единственность. Пусть /, g^S'a, 0<а<1,
и пусть F (х) и G(x)—соответствующие .^-преобразования.
Тогда, если F (х) = G (х) для всех х > 0, то / = g в смысле

равенства в 3>\.

§ 4. Преобразование Гильберта

1. Преобразование Гильберта обычных функций фор-
формально определяется формулой

z7*. B88)

Классическая теория изложена, например, в монографии
Титчмарша [1]. Различные методы распространения пре-

преобразования Гильберта на обобщенные функции содер-
содержатся в работах Бельтрами и Волерса [2], Владими-
Владимирова [13], Бремермана [1], Бремермана и Дюрана [1],
Гельфанда и Шилова [3], Джоунса [1, 3, 4], Ловерье [1],
Органа [1], а также в ряде других, которые будут ука-
указаны ниже.

2. Теория, изложенная в работе Бремермана и Дю-
Дюрана [1], использует два пространства основных функ-
функций—? и i^ffCzS. Пространство СУ3Н состоит из функций
0? удовлетворяющих условиям

при любых k = 0, 1, 2, ... Топология вводится, как в прост-
пространстве $. Пространство, сопряженное f®H, обозначим

через Ч/^'н- При любом фиксированном комплексном z,

1тг^=0, функция ——- принадлежит ? по /.

Преобразование Гильберта обобщенной функции
/ (/) € ?' определяется равенством

G(z) = G[f(t)](z) = (f(t), -±п), 1тгфО. B89)

Выражение

отличающееся от правой части B89) числовым множителем,
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часто называют представлением Коши обобщенной функ-
функции -/(/).

Аналитичность. Функция G (г) аналитична
в области DXsuppf; справедливо равенство

? ^ B91)

Асимптотика. Справедлива оценка

G(z) = O(|z|-1) при |z|->oo. B92)

Формула обращения. Если f€?', то

lim 2i [G (x + ie) —G (x—ie)]= f (x) B93)
e->0

в смысле сходимости в &)'.

Формулой B89) преобразование Гильберта можно опре-
определить и в пространстве Ч/^'ц. Для него также имеют место

свойство аналитичности и формула обращения, приведен-
приведенные выше.

Примеры.

,

— i/z", Im2>0,
6) G[t~"] = <

'

T ^
'

n-1,2,3L J •
i/z", Imz<0,-

Im z > 0,

Imz<0.

3. В книге Бремермана [1] введено пространство основ-

основных функций 6a(R")- Оно состоит из всех функций
ф @ €<? (/?"). удовлетворяющих условию

оо,

при всех k~0, 1, 2, ...; а—фиксированное действи-
действительное число. Последовательность {cpv} сходится в ва (/?"),
если она сходится в топологии $ (/?") и для любого k

существует такая постоянная Ck, не зависящая от v, что
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Обозначим пространство, сопряженное 6а, через <э'а. Имеют
место вложения S>~>-6а—>¦? и ?'—>Q'a—>¦&' при лю-

любом а.

Определим преобразование Гильберта обобщенной функ-
функции f^fiaiR1), а^—1, формулой B89). Для него также

.справедливы свойство аналитичности и формула обраще-
обращения, приведенные выше.

В этой же работе приведена таблица преобразований
Гильберта (представлений Коши) для некоторых обобщен-
обобщенных функций.

4. Еще один подход, отличный от изложенного выше,

принадлежит Гельфанду и Шилову [3].
Пусть пространство У* основных функций состоит из

функций "ф(/)> определенных на (—оо, оо) и удовлетво-

удовлетворяющих следующим условиям:

1) функция i|) (t) и ее производная г|/ (t) непрерывны
в (—оо, 0] и [0, оо); при / = 0 они могут иметь разрыв
первого рода;

2) Ж*)|*- $-|/*ф(*)|Л+ $• \W(t)\dt +
¦ ¦

¦¦ .' —00 ¦ —да'

+ max Ц>@|+ max |ф' (t) | < oo;fe = 0, 1, 2
— 0D < 7 < 00 — 00 < f < 00

Топология в СУ3 порождается счетным семейством норм

Обозначим через 11 пространство основных функций,
состоящее из фурье-образов элементов пространства 1^>.

Обычное преобразование Гильберта Н задает автомор-
автоморфизм 11:

если фб'М. B94)

Пусть 11'—пространство, сопряженное 11.
Преобразование Гильберта обобщеннойфункции / (t) € IV

определяется равенством

B95)
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5. Аналогичное определение дано АбдурахмановымТ!]
в другом пространстве основных функций У*>„. Оно со-

состоит из всех функций ty(t), определенных на (—оо, оо)
и удовлетворяющих следующим условиям:

1) функция ty(t) бесконечно дифференцируема на

(—оо, 0] и [0, +оо); ty(t) и ее производные могут иметь

разрыв первого рода при t = 0;
2) при всех k, q = О, 1, 2, ...

Vb,q№)= SUP |**W)|<°°- B96)

Топология в f^a, порождается счетным семейством полу-"
норм \ykt q\k,q=.o- Пусть %ж—основное пространство, со-

состоящее из фурье-образов элементов пространства f71^.
Сходимость в %т определяется через сходимость в f^^.
Обозначим через %'„ пространство, сопряженное %„. Пре-
Преобразование Гильберта обобщенных функций / ? Ч1'ж опре-
определяется равенством B95).

6. Гюттингер [1] предложил формулу для вычисления

преобразования Стилтьеса некоторых классов обобщенных
функций f:

где С—окружность с центром в г = 0. Сначала следует
вычислить интеграл по t при достаточно больших по мо-

модулю отрицательных значениях Re г, затем результат
продолжается в область, содержащую г = 0, и после этого

находится вычет в точке г = 0.

Пример.

, ±1, ±2, ...

Формула B97) допускаетобобщение на /г-мерный случай.
Обобщение преобразования Гильберта было предложе-

предложено Джоунсом [4], который рассмотрел в специальных
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пространствах обобщенных функций преобразования

\x-t\«sgn{x-t)f(t)dt,

\x-t\«f(t)dt,

где а—комплексное число, и исследовал их свойства.

Хсу [1] рассматривал преобразование Гильберта как

частный случай преобразования Ватсона обобщенных

функций.



ГЛАВА 6

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВЕЙЕРШТРАССА

§ 1. Преобразование Вейерштрасса

1. Преобразованием Вейерштрасса обычной функции
f(t), удовлетворяющей некоторым дополнительным усло-
условиям, называется выражение

CD

F(z)t~ j f(t)e-"-*!*dt B98)
—

00

(см., например, книгу Хиршмана и Уиддера [1]).
2. Земанян [12] ввел и исследовал преобразование

Вейерштрасса для специального класса обобщенных функ-
функций, установив, в частности, две формулы обращения.

Пространства основных функций Wa,b u W{u,v).
Пусть а и Ъ—фиксированные числа из R1 и

I е- — 00 </<0,

0</<ОО.

Пространство Wa, ь состоит из всех комплекснозначных

бесконечно дифференцируемых функций ср (t) на(— оо, оо),
удовлетворяющих неравенствам

Х„(Ф)= sup \et'"9a<b(t)D»<?(t)\<oo B99)
—

00 <t < 00

при всех m = 0, 1,2, ... Топология в Wa<b порождается
счетным семейством полунорм {%ж}т=о- Пространство, со-

сопряженное Wa, ь, обозначим через Ж'а, ь-

Пусть и—действительное число или —оо, v—дейст-
v—действительное число или -\- оо. Выберем две монотонные
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последовательности действительных чисел

K}v-l и Ы"-1.
такие, что av —т-\-0 и bv—+v—0. Пространство основ-

основных функций W (и, v) определяется как счетное объеди-

нение пространств Жа^,ь^ т- е« W (и, v)=

Пространство, сопряженное W(u,v), обозначим через
Ж' (и, v). Справедливы вложения Ш)—+Ж {и, v) и

Ж'\и, v)-+3)'.
Пусть f (t)—локально интегрируемая функция на

(—оо, оо), такая, что f(t)e-{1/2 puhi^^^ii— °°> °°) ПРИ
всех а и Ь, удовлетворяющих условиям а > и, b < v.

Тогда f (t) порождает в W' (и, v) регулярную обобщенную
функцию / по формуле

</,ч>>= J f(t)<p(t)dt,

Обобщенная функция /6®' допускает преобразование
Вейерштрасса, если существует по крайней мере одна

пара действительных чисел а, Ь(а < Ь), такая, что f € W'a, ъ-

Для любой обобщенной функции f, допускающей преобра-
преобразование Вейерштрасса, существует единственный непустой
интервал (alt а2), такой, что f g W" {olt a2) и f^W" (и, v),
если и < ог или v > о2.

Областью сходимости преобразования Вейерштрасса
обобщенной функции / называется область

д

Q, = {z: a1<Rez<a2},

где ах и <та определены выше; at и <т2 называются общие-
сами сходимости.

Введем функцию

C0°)

где z^C1 и 0<^<1. Для каждого фиксированного
fiy функция k (z—t, 1) принадлежит W3^, as).
Преобразование Вейерштрасса обобщенной функции
^'(ai> аг) определяется формулой

[WfW nt)Htl) Q C01)



82 ГЛ. 5. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВЕЙЕРШТРАССА

Аналитичность. Функция F(z) = [Wf](z) анали-
тична в Qf и для всех т= 1, 2, 3,... имеем

D'SF (z) = <f (t), D?k {z-t,. 1)>, z € Q,. C02)

Формулы обращения. 1) Пусть F (z) = [Wf](z),
z?Qf, г —действительная переменная и а—любое фик-
фиксированное действительное число из интервала- (ov o2).
Тогда

a+iz

4=- f

= lim ff (a+iy)k(y+ it — ia, \)dy C03)
J

в смысле сходимости в &>'.

2) Пусть /^ (z) = [Wy](z), zgQ/, a—любое число из

интервала (а1г а2). Тогда

='iim
' Г F

т-*1-о» VAm ¦ J
CO-

= lim Г F (a +1#) А: (г/ + tf — га, т) dy C04)
т->1-а J

— ao

в смысле сходимости в ?D'. Дитциан [2] показал, что эта

формула справедлива и в смысле сходимости в W" {olt a2).
Единственность. Пусть Wf = F (z) при z?Qf и

Wg= G(z) при z?Qg. Если множество;, йу П &g не пусто
и F(z) = G{z) при z^Q^n^i то f = g в смысле равенства
в ЗГ(и.»). ГДе (и, ») = Й/ПЙгП/?1.

Представление посредством преобразо-
преобразований Вейерштрасса. Для того чтобы функция
F (г) была преобразованием Вейерштрасса обобщенной
функции и чтобы соответствующая область определения
имела вид Qf = {z: a1<Re2<a2}, необходимо и доста-

достаточно, чтобы F (г) была аналитична в Qf и для каждой

выбранной подобласти {z: a^.Rez^.b\, а± < a < b < a2,
существовал полином 5, такой, что
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для а <! Re z^.b. Полином В, вообще говоря, зависит от

выбора а и Ь.

Преобразование операций.
Если W[f(t)]=F(z), z€Q/, то

C05)

W[Dktf @] = DkzF (z),
¦

z € Qf, k= 1, 2, 3 C06)

Связь с преобразованием Лапласа. Ото-
Отображение f (t)—^e-i2/if(t) является изоморфизмом^" (и, v)
на ?" (—u/2,v/2). Обобщенная функция /@ допускает
преобразование Вейерштрасса с областью определения

{z: a1<Re2<a2} для [Wf]B) тогда и только тогда,

когда е-'2/*/@ допускает преобразование Лапласа с об-

областью определения {z: —a2/2<Rez<—oj2\ для

[L («-<'/« / (<))] B). В этом случае

[Wf] (z) =^[L (e-'V. / @)] (_-L) , ax < Rez<at. C07)

3. Куин [1] рассмотрел преобразование Вейерштрасса
р другом пространстве обобщенных функций и получил
еще одну формулу обращения (см. также § 2).

Пространство основных функций W».- Пусть ц
— фик-

фиксированное положительное число. Пространство Wy. со-

состоит из комплекснозначных бесконечно дифференцируе-
дифференцируемых функций ф (t) на (—оо, оо), удовлетворяющих не-

неравенствам
Д

Т« (Ф) = sup
-» </<оо

< оо C08)

при любом т = 0, 1,2 Топология в W^ порождается
счетным семейством полунорм \ут}%=0. Пространство, со-

сопряженное W^, обозначим через W"^. Справедливы ъпо-

жения @>—*W\i, и W'^—>¦&)'. При любом фиксированном
x^R1, если 0<т^1, функция k (х—/, т), определенная
формулой C00), принадлежит W»..

Преобразование
"

Вейерштрасса обобщенной функции
)W'n определяется формулой

k(x-tfx)>f C09)
где0<т<1.
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Справедлива следующая формула дифференцирования:
Dkx[Wf](x) = <f(t), Dkxk{x-t,x)y. C10)

Формула обращения. Пусть Hk(z)—полиномы

Эрмита степени k, f (t) € W» и

F(x) = <f(t), k(x—t, 1)>.

Тогда для любого действительного числа с

C11)

в смысле сходимости в S)'.

§ 2. Многомерное преобразование Вейерштрасса

Преобразование Вейерштрасса для специального класса

обобщенных функций в n-мерном случае было введено

Куином [1]. Полученная им формула обращения обобщает
соответствующую формулу Руни [1, 2].

Пространство основных функций Ф*^ (/?")• Пусть ц
—

фиксированное -положительное число. Пространство
^n(/?") состоит из всех комплекснозначных бесконечно

дифференцируемых функций ф (t\ в R", удовлетворяющих
неравенствам

Д f
ут (ф) = sup | exp <oo C12)

при любом целом положительном числе m?Rn. Тополо-
Топология в W]i(Rn) порождается счетным семейством полунорм

{Т|я}Гт1 = о-
Обозначим пространство, сопряженное W».(/?")>

через W" (Rn). Справедливы вложения @>(Rn)—*-^p,(/?n)
и W^Rn)^S>' (/?"):

Пусть
k (xi—ti, т) = Dят)-1/2 е-{чу

и

Kix-t, т)=Дй(х/-Г/, т).
"

C13)

Для любого фиксированного x?Rn и числа т, 0 < т^ 1,

К.(х—t,x) как функция * принадлежит Wv,{Rn)-
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Преобразование Вейерштрасса Wf обобщенной функ-
функции / (t) ? Ж"» (/?") определяется равенством

[Wf](x) = <f(t), K(x-t,r)>, C14)
где 0 < т < 1.

Справедлива следующая формула дифференцирования:

-t,T)> C15)

для любого неотрицательного целого числа т € /?".
Формула обращения. Пусть Hk(z)

—полином

Эрмита степени k; х, с, t?Rn; k^R1 и N?Rn— неотри-
неотрицательные целые числа. Введем дифференциальный опе-

оператор бесконечного порядка

Мх,с, т= lim

Пусть

Ni

Тогда при любом фиксированном

f(x)= lim MX,C.XF (x +cVr) C16)
T-> 1-0

в смысле сходимости в S>' (/?").

§ 3. Преобразование Вейерштрасса— Ганкеля

1. Для обычных функций, обладающих некоторыми
дополнительными свойствами, преобразование Вейер-
Вейерштрасса—Ганкеля было введено в работе Холевински и

Хэймо [1] формулой

^(x,t;x)dt, C17)

где
ч

;
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у—фиксированное положительное число,

д

2. Пэнди [4] рассмотрел это преобразование для спе-

специального класса обобщенных функций.
Пространство основных функций Ga. Пространство Ga

состоит из всех комплекснозначных бесконечно дифферен-
дифференцируемых функций ф (t) на @, оо), удовлетворяющих
условиям

YA(q>)= sup «*¦/(«+«» С0*+??оУф @ <оо C18)
о < t <» V г

/.

при любом ft = 0,1,2,...; а—фиксированное положи-

положительное число. Топология в Ga порождается счетным

семейством полунорм {yk}k-<f Пространство, сопряженное
Ga, обозначим через G'a.

Пространство основных функций На ¦ Пространство На
состоит из всех комплекснозначных функций <р (t) на

@, оо), удовлетворяющих условию <р (t)/\i' (t) € Ga. Топо-
Топология в На порождается счетным семейством полунорм

д

Ра(ф) = 7а(Ф@М'@). ft = 0, 1, 2 Пространство, со-

сопряженное На, обозначим через Н'а- При любом ком-

комплексном z я 0<т^1 функция 6 (z, t; x)g Ga по у,
если у > 0.

Преобразование- Вейерштрасса-^Ганкеля обобщенной
функции f(t)%.Ga определяется формулой

и(*,т) = <|1'@/@. G(if't;xh, C19)

где z = x + iy. ,.

Аналитичность. При любом комплексном z

D?u{z,x) = <ii'(t)f{t)> D?G(z,f,x)> C20)

для всех /и = 0, 1, 2, ....



§ 3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВЕЙЕРШТРАССА- ГАНКЕЛЯ 87

Асимптотика. Пусть

F(x)~<W(t)f(t), G(x,t;l)>.
Тогда для любого т = 0, 1,2, ...

Л"> (ix) = О (e*V« pm (х)) при х-*+ оо, C21)

где Рт(х)—полином, зависящий от т.

Формула обращения. Пусть операторе~хАх опре-
определен равенством

e-^xF(x) = <ii'(t)f(t), G(x,t; 1-ф.

Тогда, если / (t) С Н'а, то -

lim in'(x)e-^xF(x) = yi'(x)f(x) C22)
т-> l-o

в смысле сходимости в gD'+.
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ДРУГИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§ 1. Преобразование Варма

1. Одно из обобщений преобразования Лапласа было
предложено Варма [1]. Это преобразование имеет вид

F (х) = S (xtr~ i/« e-"/* WH, m (xt) f (t) dt, C23)
о

где f(t)€HO,oo), m> — l/2,x>0, TFfc,B(x)—функ-
TFfc,B(x)—функция Уиттекера. При k +m = l/2 оно совпадает с преоб-
преобразованием Лапласа; заменой k на As+1/2 и / на t~k~mf
оно сводится к одному из видов преобразования Мейера
(см. Диткин и Прудников [1]).

2. Патак [1] распространил преобразование Варма на

специальный класс обобщенных функций.
Пространство основных функций ^о. Пространство "Уэа

состоит из всех определенных на @, со) комплекснознач-

ных бесконечно дифференцируемых функций <р (t), удов-
удовлетворяющих неравенствам

Т,(Ф)= sup |в"?/,ф@|<оо, C24)
о<*<«>

где <7
= 0, 1, 2, ... и

?/вФ (Л = (_1)« <m-*-«-i/i'(<iD)e [<*-«+!/« Ф (<)]. C25)
Топология в f7>a порождается счетным семейством полу-

полунорм {y3}"=-o- Обозначим пространство, сопряженное f*a,
через ^Р'а. Справедливы вложения ®+—*-^в и

^а —*¦&?+¦ При любом фиксированном значении z, гфО,
Re2>0 и Rem>0



§ 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВАРМА 89

Обобщенная функция /€®+ допускает преобразова-
преобразование Варма, если f ? V'a для некоторого действительного

числа а. Для любой обобщенной функции /, допускающей
преобразование Варма, существует такое действительное
число оу (возможно, равное — оо), что / g V'a при всех
а > of и f^ f^'a при всех а < af.

Преобразование Варма обобщенной функции f g У*>'а оп-

определяется равенством

F() [Vm)
C26)

где
•

¦

-1

д

Qf = {г: Re z>af, гфО —я< arg z < л};

если Of = 0, то Q,—полуплоскость с разрезом \pf, 0].
Аналитичность, функция F (z) = [Vk<mf](z) ана-

литична в Qf и для всех и = I, 2, 3, ...:

т F (z) = </ @. D« [(ztr~!/•¦«-*«/«IT»,. (z0]>,
C27)

Формула обращения. Пусть носитель f(t) со-

содержится в интервале T^t <oo, T > 0. Тогда в смысле

сходимости в ®'

?1 = Jt/*],

^ q —1/2, fe и m—действительные числа и

оператор Uч определен формулой C25).
Единственность. Если

*"(*) = Г У*.-Ж?) ПРИ

GB)^[n,rag](z) при

/7(z) = C(z) при
то

/ = g в SJ+.

Структура сужения /€^а на @+. Пусть
fZf^'a и ф(^)^й)+. Тогда существуют такие ограничен-

ограниченные измеримые при * > 0 функции gr {t) и полиномы
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QrV), ЧТО

17

r = 0

r{t)dt, Ф@). C28)

§ 2. Преобразование Пуассона— Лагерра

1. Преобразование Пуассона—Лагерра обычных функ-
функций / (t), удовлетворяющих некоторым дополнительным

условиям, определяется формулой

*"(*) = $ ёа (х, t; 1) / @ dA @, C29)
о

где

Ia(z)—модифицированная функция Бесселя первого рода,

Функция ga (х,./,;,т) является целой по х при фикси-
фиксированных действительных значениях / и т. Для обычных
функций / (t) это преобразование было введено и иссле-

исследовано Холевински и Хэймо [1]. На специальный класс

обобщенных функций оно было перенесено Пэнди [5].
2. Пространства основных функций "§а, в, 3*а, б, $i-

Пусть а и б—фиксированные действительные числа,

причем 8=?=—1. Пространство $а,б состоит из всех комп-

лекснозначных бесконечно дифференцируемых функций
Ф (t) на @, оо), удовлетворяющих неравенствам

Yft(cp)= sup ехР <оо
0<<<оо

C30)
при всех k = 0, 1,2 Топология в $а>в порождается
счетным семейством полунорм {yk}k-o- Обозначим про-
пространство, сопряженное $а,в, через Ъ'а,б- Справедливы
вложения @)+—*-!§а,б и $„>6—^®+.

Пусть а и б—действительные числа, причем а > 0,
б > 0. Выберем монотонную розрастаювдую последова»
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тельность {6v}"_ll такую, что 8V—>-б—0. Пространство
основных функций $% определяется как счетное объеди-

00

нение пространств 3a,6v, т. е. %%,= U $a,6v- Простран-
v= 1

ство, сопряженное $?, обозначим через ($„)'• Справедливы
вложения &>.—& и ($*)'—>©'+, а также 3+ —>-$а,б и

*а,6—+* •

Пространство основных функций 9"а, &, где аир—

фиксированные действительные числа, 8ф—1, состоит

из всех комплекснозначных бесконечно дифференцируемых
функций ф(^) на @, оо), удовлетворяющих условию

{@/A'@} C31)

при всех k = 0, 1,2 Топология в ^а>б порождается
счетным семейством полунорм {рА}|"=о. Пространство, со-

сопряженное !Ра,ь, обозначим через 5*^, 6. Справедливы
вложения ^+-^^«,6 и Р'а.6—>¦&>'+.

При комплексном z, фиксированном t?@, 1], a> — 1
и п = 0, 1, 2, ... функции Dnzga(z, t; %) и D^ga(z, t; т)
принадлежат пространству 55о>в.

. Преобразование Пуассона—Лагерра обобщенной функ-
функции /б^а, в определяется равенством

„' • u(z,r) = <A'(t)f(t),ga(z,t;x)>, C32)
где 0

Аналитичность по z. Пусть /€^a, 6i ^ > О,
0<т<!1. Тогда функция и (z, x), определенная равен-
равенством C32),— целая по z, и при всех т=\, 2,3, ...

Dfu (z, т) = <Л' @ / @, D?ga (z, t; т)>. C33)

Гладкость по т. При тех же условиях функция
и (z, т) бесконечно дифференцируема по т и при всех

т=\, 2, 3, ...

D?u (z, т) = <Л' @ / @, D»ga (z, t; *». C34)

Асимптотика. При тех же условиях и (е1/6—I) <
4(l)i

и (г, t)^o{p(|3l)exP[i_^^i)]eUl|, z^oo, C35)

где Р(|г|)—полином по z.
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Формулаобращения. Пусть / g 5*а, в, 0 < t < 1.

Тогда

Шпо Л' (х) <Л' @ / (/), ёа(х, t;x)> = Л' (х)f (x) C36)

в смысле сходимости в S)\.
Структура обобщенных функций из Ъа в.

Пусть /€$а,в и фб^а- Тогда существуют такие ограни-
ограниченные измеримые функции gr(t) и полиномы Qr(t),
г = 0, 1, ..., fe, что

<Л ф>=B (—i)r^r+1^r(Oec<Qr(O^, ф(о); C37)
"*

< f О

здесь с=(е1+в—I) и а > 0.

§ 3. Дробные интегралы

1. Дробным интегралом Римана—Лиувилля порядка а

от обычной функции f (t) называется преобразование

l C38)
о

Дробным интегралом Вейля порядка а, от обычной

функции / (t) называется преобразование

\ C39)
X

Выражения C38) и C39) существуют, если на f (t} и а

наложены соответствующие ограничения.
2. Существует несколько способов распространения

дробных интегралов н? обобщенные функции (см. Эр-
дейи [4]).

I) Формулу C38) можно записать в виде

^ C4°)

Это выражение можно использовать для определения

дробных интегралов любого комплексного порядка а

ха-1
обобщенных функций, допускающих свертку с „ . .
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2) Для подходящих обычных функций / (/¦) и ф (/)
справедлива формула

или

<Iaf, ф> = </, /Гер). C41)

С помощью этой формулы можно определить оператор 1а
в пространстве обобщенных функций f как сопряженный
к оператору Ка, действующему в пространстве основных

функций ф (аналогично можно определить для обобщен-
обобщенных функций оператор /f).

3) Если f(t)—подходящая обычная функция, то

Z±^lM[f](z + a), C42)

C43)

где М—оператор преобразования Меллина. На основе

этих соотношений посредством преобразования Меллина

обобщенных функций можно операцию дробного интегри-
интегрирования перенести на обобщенные функции. Брааксма
и Шуитман [1] показали, что дробные интегралы от обоб-

обобщенных функций можно рассматривать как частный слу-
случай преобразования Ватсона. ;

3. Первый способ обобщения преобразования C38) был

предложен Л. Шварцем [1].
Пусть а—произвольное комплексное число и /(Е*Э+:
Дробным интегралом порядка а называется свертка

где

о , *<о.

Справедливы следующие соотношения:

1) /а/Р/ = /а+р/; C45)
2) /-»/ = D»/. C46)
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Равенство 2) позволяет говорить о выражении /~а/как
о производной произвольного порядка а обобщенной функ-
функции /.

4. Второй способ обобщения был использован Лизор-
киным [1J при определении операции дробного лиувил-
левского дифференцирования (интегрирования) обобщен-
обобщенных функций.

Пространства основных функций З3 и 5*. Пространство
3* состоит из всех комплекснозначных бесконечно диф-
дифференцируемых функций ty(k) в /?", удовлетворяющих
неравенствам

— SUP SUP Wk(*-)IDhb(*-)-!} < °°. C47)

где /—целое
'

неотрицательное число из Rn, k = Q, 1,
2, ... и

= min/ min \Xi\, Iin/

Топология в 3* порождается счетным семейством норм

Жк. k = 0, I, 2, ...
. Пусть 5*' — пространство, сопря-

сопряженное 3s. Операция умножения на Кг, где г—любое

комплексное число из С", осуществляет автоморфизм
пространств Р и Э^'\ при этом

Отметим, что функции из 3* стремятся к нулю при \К\—>¦
—>-ор и при приближении к любой из координатных пло-

плоскостей. Справедливы вложения 3*—>-а? и а?'—+!р'.
Пространство основных функций З3 состоит из фуик-

ций, которые являются фурье-образами элементов прост-

пространства 5\ Если ф@€^1 то Для всех т, \^.т^.п,
и всех целых неотрицательных чисел l?Rn имеем

Пространство, сопряженное 3*, обозначим через 3s'. Спра-
Справедливы вложения 3"—+ef и ff'-^-S*'.
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Введем обобщенную функцию

где символ Д обозначает прямое произведение и

Kk>+ I 0 , *<G;

ak—любые комплексные числа.

Преобразование свертки

осуществляет автоморфизм пространства S*.

Дробный лиувиллевский интеграл обобщенной функции
определяется равенством

</*/, cp>i</a*/, ф>.= </,./в»Ф> = </, /аф>,
Ф € 9s- C48)

Дробная лиувиллевская производная Daf порядка а

обобщенной функции /65s' определяется равенством

<Я°7, ф> = </""/, ф>, '

ф€5>- C49)
Если а—целое неотрицательное число из R", то

Daf = Daf,
где

5. Аналогичный способ введения интегралов от обоб-

обобщенных функций использовался в работах Мак-Брайда[1],
Эрдейи [2], Эрдейи и Мак-Брайда [1]. Остановимся сна-

сначала на работе Эрдейи [2J.
Пространство основных функций 3р. Пусть р—про-

р—произвольное действительное число. Пространство основных

функций 3р1 состоит из комплекснозначных бесконечно

дифференцируемых функций ф(^) на @, оо), равных нулю
при t > / и удовлетворяющих неравенствам

Y,,*(q>)= sup {t-P+"<vM(t)}<oo C50)
0 <t < ю

при всех fe = 0, 1, 2 Топология в ^порождается
00

счетным семейством полунорм {ур,к\ь-в- Пусть 3р= и Зр^
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счетное объединение пространств 3р1. Пространство, со-

сопряженное 3
р,

обозначим через Зр. Отметим, что если

а^р+1 и Ь—любое действительное число, то 3 coSa ь

(см. п. 4 § 6 гл. 3).
Преобразование Ка задает непрерывное отображение

пространства Зр в Зр+а, если р + а<0; Зр в 30, если

р +а>0; Эр в 3_г при любом е, если р + а = О.

Дробный интеграл Iaf обобщенной функции f ? 3р
определяется равенством

Ф> = </, Ка<?>, ф€У,. C51)

1) Если f(z'3'p, a^Rea, b=?ReP и р < min@, а), то

'

/&/«/ = p**i C52)
в смысле равенства в пространстве З'р_а_ь.

2) Если f?3'p, а+р+у = 0, c=Rev и Р<
< min @, — с), то

I*№f = xr*l-*xr4f C53)

в смысле равенства в пространстве З'р.
Преобразование /а определено на З'р при р^О и за-

задает непрерывное отображение З'р в З'р_а.
6. В другой работе Эрдейи [4] перенес на специаль-

специальные классы обобщенных функций обобщенные операторы,
дробного интегрирования, введенные для обычных функ-
функций Кобером [1] и Эрдейи [1]:

f (х) = -|||] {xm-tm)a-i /-«e^ne+m-i; {t)dt) C55)

/и > 0—действительное число, Rea>0, |, г|
— комплекс-

комплексные числа.

При этом он использовал основные пространства типа

Эр1 и Зр. Отметим, что при т = 1 формулы F) и G) опре-
определяют дробные интегралы Римана—Лиувилля и Вейля.

7. Аналогичная теория в других пространствах обоб-

обобщенных функций была развита Мак-Брайдом [1].



§ 3. ДРОБНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 97

Пространства основных функций f
p

и fp, ц. Пусть
1 <Ip ^ оо. Пространство Wр состоит из всех комплексно-

значных бесконечно дифференцируемых функций <р (t) на

(О, оо), удовлетворяющих неравенствам

т2(ф)=|/*л*ф@1,<оо C56)

при любом k = 0, 1, 2, ... ; при этом

Топология в W'р порождается счетным семейством полу-

полунорм \yi}k=o- Обозначим пространство, сопряженное Wр,
через W'p. Если 1^р<оо, то справедливы вложения

3)+ —>¦?-—*ё+ и S'+—+?'р-+&>\\ если р
= оо,то Г„-*

—ё+ и ?\^?'р.
Пусть f(t)?Lq, где 1/р + 1/д = \. Тогда /@ порож-

порождает в Wр регулярный элемент по формуле

= $/(Оф(О<«,
о

Пусть jj, — произвольное комплексное число и 1 р

Пространство (Fp, ц состоит из таких функций ф(<)> что

^~|*ф@'€ ^"F- Топология в fp, ц порождается счетным се-

семейством полунорм

Обозначим через WJ,, р, пространство, сопряженное fр, ц.

Структура обобщенных функций из <Fp>|i.
Пусть (j,—любое комплексное число и 1 ^р < оо. Любая
обобщенная функция f (t) С 1"р, ц представляется в виде

f(t) = t^^otkD%(t), C57)

где JV—положительное целое число и hk(t)€.La, l/p +
+ 11

Если 1 ^р^оо и Re(/ит] + Н-) +/и > 1/р, то /^"опре-
/^"определяет автоморфизм WPtV,. Если l^p^oo и Re(mT] —
— И)>—1/р, то К^та определяет автоморфизм WPtV,.
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Обобщенные дробные интегралы от обобщенной функ-
функции / ^ Wp< ц определяются равенствами

)?'( ) ф€Гр,,; C58)

ф€^р,^. C59)

§ 4. Преобразование свертки

Преобразованием свертки обычной функции / (t) с яд-

ядром G (t) называется выражение

F (х) = J f(t)G{x— t)dt, C60)
— ю

где функции f(t) и G (tf) удовлетворяют некоторым до-
дополнительным условиям (см. Хиршман и Уиддер [1]). Для
определенных типов ядер G интеграл C60) после соот-

соответствующих замен переменных переходит в односторон-
одностороннее преобразование Лапласа, Стилтьеса, /С-преобразование.

Земанян [7, 13, 15] расширил определение C60) на

некоторые классы обобщенных функций и получил для
этого преобразования формулу обращения. Еще одна фор-
формула обращения предложена Пэнди и Земаняном [1].
Исследованию свойств преобразований типа свертки по-

посвящены работы Дитциана [1], Земаняна [7, 13], Пэнди
[1,2], Пэнди и Земаняна [1, 2].

Подробное изложение свойств преобразования свертки
обобщенных функций можно найти в книге Земаняна [l5J.



ТАБЛИЦЫ ФОРМУЛ

ПЕРЕЧЕНЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ
И НЕКОТОРЫХ ПОСТОЯННЫХ

а Положительное число

(а)„=а(а+1).. .(а+я—1)
л = 1, 2, 3 ...

(аH = 1

х

С(х)=[ cos-и*du Косинус-интеграл Фре-

Биномиальный коэффи-

Г я „

= I cos -5- и2

т\(п—т)\ «иент

х~ Интегральный гиперболи-
2ft Bft)! ческий косинус

« *

cos и . ,, .
аи Интегральный косинус

Функция параболиче-
параболического цилиндра (функция
Вебера)

— *)* Интегральная показатель-

ft-ft! ная функция

(Jarg«|<n)
00

ft.ftl

Функция Куммера
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(-D*(f)V+2*+1
-¦ Функция Струве

Функция Ганкеля первого
рода

Функция Ганкеля второго
рода

Функция Бесселя мни-

_ ^-л \z j мого аргумента
~

2-л ft! Г (

Функция Бесселя

Фуикция Макдональда

Модифицированная функ-
функция Струве

Синус-интеграл Френеля

v__-^
* Интегральный гиперболи-

' Z-i Bk-\-\)(?k-\-\)\ ческий синус
k=o

х

— С ?!2Л dM= Л. -|_ (л) Интегральный синус

1, АГ> О

—1, х < О

Y (х) Функция Неймана

Г (г) Гамма-функция
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y=s —i|)(l) =—Г'A) Постоянная Эйлера
fi (х) Дельта-функция

где л=1, 2, ...



ГЛАВА 8

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

§ 1. Алгебраические и связанные с ними функции

1
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2

sgat

3

6@
4
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5
tn

6
tn sgn t

tl
8

tl

D

t

6-1,-2, ...

2яб (х)

21X-1

ix~l-\-nb(x)

— ix~l+nb(x)

2(—0"'яйда).(ж)

2n! (— ix)-"-1

t-B+anU-»-i+(_ овяб(в, W= t-B+in! (x+,0)-»-i

(— 0в+1п!л:-в-1+/вя6<в> (jf)e=— /B+1n! (x—fO)-"- 
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27

t», Q<t<a

О прн остальных t

28

tn, — a<t<0
О прн остальных t

29

tn, \t\<a
О при остальных t

30

<B sgn t, \t\<a
0 при остальных t

31

*", * > a

0 при остальных t

32

t», t<—a

0 при остальных t

33

*", ] < | > a

О при остальных t

—(- 0B+a2^ Г*-* <1 — cbea«— < sin ax)]

2(-i ~J sin ax)

от

1

2 (— 0" я6<»> (ж)—»<—0" ?? (*~J sin ax)
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tn sgn t, \t\>a
О при остальных t

35

t-\ 0<t<a
О при остальных t

36

t-1, —a<t<0
О при остальных t

37

f-1. \t\<a
О при остальных /

38

О при остальных <

39

t-»-1, Q<t <a

О при остальных /

dx»y

2tSi(ouc)

3

О
от

22
ш

О
CD

X

(Я

:
•а
tr

n

w Г

?



40

t-n-l,

0 при

41

t—n—l

0 при

42

f-n-lt ь

0 при

43

t~\

0 при

44

t~\

0 при

45
'~x,

0 при

—a<t<0

остальных t

\t\<a
остальных t

gnt, \t\<a
остальных t

t> a

остальных t

t<-a

остальных t

\t\> a

остальных t

Г
— (ix)n\ ci (a|x|) —ln|*-|+tb(fl

L

Г "

n! 1 ^^ \

2 (ix)n\ . .
,

..
,,,,.,,

nl iciia|.*|; in \x \-\-vp(n-f

— ci (a | x |).— i Si (ax) + i
-^ sgn x

cl (a |*|)-f Si («)+/¦?sgn*

—2?SI(a*)+ntsgn*

+ 1)-

-ISI(«)-

як \ (к— 1)! 1
2 У (a*)* J

n

я*\ (*—l)l"|^
2 ; (ax)k J

>

n
от
•a
>

n

Я
(Я



46

\t\
О
47

~\ \t\>a
при остальных

О при остальных t

48

f-"-1, t<— a

О при остальных /

49

t-n-\ \t\>a
О при остальных t

t-n-isgnt> [t\>a
О при остальных /

51

Л-1
0< t <a

О при остальных

к 5*0, —1,-2, ...

-2ci(a|*|)

я
¦в
(Я
О
от
¦в

S
(Я

•о
tr
(Я

1; tax)



52

О при остальных /
А, 5*0, —1,-2, ...

53

0 при остальных t

ХфО, —1, —2, ...

S4

t )*¦-* sgn t, 11 \ < a

О при остальных /

ХфО, -1, -2, ...

55

V+ a)"

56

«(/)(/+a)»

2a >i p Д+l. X+l . 3
.

o«*

>.+ ia ir* \ 2
'

2 ' 1(
2

'
4

2flB+l

k= 0
{n-k)\ ldx

>

w
01

г
s

(Я

(Я

e

x

п

s



110 ГЛ. 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

s

я

ы

+

.1

со

Г

s
So
•а*

+
.я, ел

г
я

_я_
<3

я

"о

2.
•С

а

а

+
+

— +
СО-ъ>



§ 1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 111

K|<n

S"

I «|<N

I X

•2 * i

2. л

'

1 S
.- сю
t/j ю

+ s

5,
'о

X

"о

§ I X ^

CO

+

X

.3,

I*

С

X

X

¦•в

5"

о

.-+

'

— e

Г ?1**
I +¦

-le

I

X

со

X

13

¦l«

^ + X
+ i ^
¦<«

—
s«

I --^ со ¦** ^*
^"^

) -*¦* QD — СОФ

.+

I

+



t

70

71

72

73

74

(t— a)»sgnt

—j < — e-'a* [ci (a | x |)+ f sgn xsl (a | x J)I+In C[ д: |—

—g- sgn x [1 (e~tax— 1)—ax]

U JrJ-[cl(.l,-l) + lSI(B)H-2InC|«|-»«(lnCI«|-l)}

n

; ft = 0

о
01
•a

со
О
CO
>

X

m

•a
tr
m



§ 1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 113

f
e

K|<N

C/5
о

X

t'-w:

и 4

li
3 I
л>, и

II

+

<3

4
и

х

_
?
с/з

I

7 г
^ "о

>•* ад

"о

^ s

К fw >w^ f* ЧНГ t"* Ф 8 i



114 ГЛ. 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

•о

4
я

+

?

I- +

Т
2

+

.5|<n
I

я
31
<u I

(О

с

I -Ih

а

I

а

I

— -Л <n +
00 ^-1- SO ч» S I.



87

88

89

t-*(t-a)-i

90

0<t<a

остальных t

91

t{a-t)~\
О при
92
(a—f)-1. 0<t<a

О при остальных t

a [ci | — tSi

01

1
w

з

[ci(a|x I) —lnC |x I —tSf (ax)] e'«*=
={d[a(x + tO)I —tSi(ax)—у—1п(х+Ю) —



lie ГЛ. 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

s

T
"V

1

С
i—i

7
я

2.

-Iе

V

V
о

i

7

+

•о

Л
ЬНЫХ
м

ь
о

g- ^
^5 03 СР

Sis-

ni
II

•2-

1

"я*

[Об|
к

1

1
я

1

г

8
1

in

our-
vi

(Я

хн

|

-|-

1

1

л v
¦к. Ч«

Q

¦

|

О1
О
N

1

л v

— —

)sgn
а

о» S- о"

ч

я

с

ю

***

|
Я

о

1

I +

g

i
"я1

sgn
К

8

|
я

о

I

я

"о

а а

л v

'а

|



$ 1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 117

I

4

¦+

1
х

4

-и

+

X

а

5<
.X,
«О

s

I
ъ

я

Л V

V *¦

о g

со

а

8i -5
—

>_^ о —

V

V
о

5 I -5-

I я
-в.

с

1з

? s ?
+



f

107

'
' ' s"n

108

109

sgni^+ a2)-1

110

111

|f K^+a*)-1
112

113

f*sgnf (f^+a*)-1
114

115

\t \a(t2+a2)-1
116

nn

4я»(—II»-1/ d \n~l f lr | , i\
(n—i|i \zaoa/ \ a i

a~

-— [chi (a\x\)sh ax—shi (ax) ch (ax)]

—2 [chi (a | x |) ch out—shi (out) sh (ax)]

яае

2at [chi (a | x |) sh ax—shi (ax) ch (ax)]+ 2ix -1 .

— *а2я sgn x е- a i *'+2п«б'.(ж)

; 2a*[chi(a|x|)chax—shi (out) sh ax]—2x~2

la

.*

k
w
О
О)

ш
О
а

3

m

:
•а
О"
(Я



117

118

119

120

121

122

*.(*•+а«)-Л

123

р- [chi (а | х |) ch ax—shi (ax) sh ax\ + In С | х |

<-Jr{cWI-«<*+<O)lch«+1[f-<sb.<«4h"+'-'T+

^- [chi (а | х |) sh ax—shi (ox) ch ax+ax (In С | х |— 1)]

_^|»+,л,[„(,+„)Iй„+[»_,8М(„)]сь„+

— [chi (а | х |) sh ax—shi (ах) ch ах|

m
01

>

©

3

s



120 ГЛ. 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

s
1Ц

«1

1
н

1

ы

«г

?
сч

Ч- w

(N d
»* -**

—

(Л

г*

>@
1

11

?
•S

у"
X.

X
—

1

1

1

1

¦

§>
ю «г

а «.

N

+

гЧ

•*

s- -

~|
а|

•

X

sgn

"Г

1

а

V

ч

со*

л '.

о*

<4

*«_
i
X

N

Ю

^*
гЧ

•4

НЕ
+

"Г"

г-
i

V Л

<<*

1

Я ^ о

f
¦

7
i

-в.

128

I

у

sin
X

с

- Ц

"с

С
с

с
¦S,

в в

V Л

Ve-я

|

f

vo
гЧ

С

+

8
X

с

X
- -¦

"с
г-

+
с

г

V А_

К*

¦к

. 54

v? О*



§ 1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 121

i

¦#•

?
s
о

..I.
3
с

1

1

+

+

1к

Д- s>

3
«

84*,

S." 7

т

+

Fh

s

I Л«

V Л

со

_Л v

л v
~— л v :

со

ZL ZL-H

-Н

Л V

со

-Н

cf
-Н

о J •*й
I

•tt.
eo5J^ » со Ъй *сэ i2»

•к. -tt.



136

{ft—a2)-", n=l

137

sgn t(t*—a8)-",

138

(P—a*)-1

139

sgnfp8—a*)-»

140

«CO <<•-«¦>-*

141

С Щ
142

sgn*(a8—f8)-1,

0,

f

,2,

<a

> a

\t\

\*\

3, ...

l у 2f 3, •. •

<a

>a

я / d \»- isin_a_j_?j_
(я—1)! \2adaJ a

2i f д \n-if I
«.,/„*„..„ -

(n-l)\\2ada) \a№(ax)cosax-t

-f sin a |*|

^ [Si (at) cos (w+ci (a | x |) sin a | * |]

— isi (ax) cosax—ci [a (x+iO)]sin ад; +

-i {Si Bax) sin аж+ [ci Ba \ x ()—y—In |

~ {[Si Bад;) -2 Si (ax)] cos at- [ci Ba \ x

n\ in 1 v l\e.Jri n 1 *• 1 1 L
-ci(a|x|;sin a\x\\ >

, я . I

x |] cos a*}^

|)-2d(o|*|) + v+

+ ln|x|]sinaxf

'•о
я
о
В)
•о
>

в
>
я

я

и



143

(*a-a*)

0,

144

sgn*#*

0,
145

t^— a

146

147

t*(t%—i
148

*2sgn*(

149

t*(t2—a
150

| / J3 (/a —

151

*-»(*»-

152

~\ \t\>a

U\<a

-a*)-1, \t\>a

\t\<a

a8)-1

*2-a2)-*

8)-i

-a*)-1

- д2\т1

— д^ч—1

— {[ci Ba | x |)—7—In | x |] cos ax+ [Si Bax)—я sgn x] sin ax}

»—- {[ci Ba | x |) + v + ln 1x И sin ax~SiBax) cos ax}

(Л sgn x cos ax

—2 [Si (ax) ein ax—sgn x ci (a | x |) cos ax]

^msina\x\+ 2^(x)

2ai [Si (ax) cos ax+ci (a | x |) sin a | x |] +2&-1

ina2 sgn x сов ax—2ni6* (x)

—2a8 [Si (ax) sin ax—sgn x ci (a | x |) cos ax]—2x~8

srsgnx(l—cosax)
a*

2 [Si (ax) sin ax—sgn xci (a |x |) cos ox—lnC |x jj

m
и

2
s

?
m



153

^l(^_a2)_l
154

t-Htf-t*)-1,

о,
155

t (t2—a*)-2
156

\t \(t*-a*)-2
157

158

t2 sgn * (*2 a2)-2
159

0,

160

\t\-1(a2—t2)-1,
0,

-

\t\<a

\t\ > a

\t\<a
\t\>a

\t\<a
\t\>a

j- {ci [a (x-f-JQ)] cos ax+ Si (ax) sin a

—-^ {Si Bax) cos ax—2 Si (ax)—[ci Ba

ni ¦

1 1

у

— [ci (a | x |) sin ax— Si (ax) cos ax]

—y («1*1 cosax+ sina|x|)

"*+ff—Y-Mx+ JO)}

x|) —tne|x|]sinax}

[ci (a | x |) (sin ax-\-ax cos ax) —Si (ax) (cos ax—ax sin ax)]

— i Si Bax) cos ax+t [ci Ba | x |)— In С \ x\] sin ax

— [Si Bax)—2Si (ax)] sin ax—[ci Ba | x|) —2ci (a | x |) +
+ In С | x |] cos ax

3

ro

о
га
•о

to
О
го

s
га

!
•о
сг
га



161

(**-a*)-2, \t\<a

0, \t\>a

162

sgn t(t2—a2)-8, \t\<a

P, \t\>a

163

Ba*-*2)\
0 < t < 2a

0 при остальных t

164
1

D I { — (JI ' mm ¦

t + a

165

,+a-
0<6<^<C

О при остальных t

2^g < [ci Ba | x 1) — In С | x |+1] (cos a*+a*sin ад;)+

-jrSi Bax) (sin ax—ax cos a*)—у cos a* I

r-^-< [ci Ba|x|)—2ci (a| л |)+ 1пС |л:|] (a* cosa^r—sin ax)+

-|-[SiBax)—2 Si (ax)— 1] (cos ax-f-ax sin axj+ysinaxl

f — J УпТ (k+l)eiax(x+ i0)~)i~1^J i[a(x+iO)]

n

-e-^|ci[(a+6)(x+/0)J+tS1[(a+6)x]-«T|=
^

e-^{ci[(a+c)(x+t-O)] + ISi[(a+c)x]

_d[(a+6)(Jf+,0)]_,Si[(a+ 6)x]}

trjl

И
¦а
>.

л

I
tip

?-



126 ГЛ. 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

S
к.

х

,2,

ел

3.

>

т

Ss

4

1 *щ
(Л

1
¦+

I<-N I

^ +

+ 5 ^

к

V +
i +
н

IB

e+ .

s о . e «



169

t-1/*, 0<t<a

О при остальных t

170

171

172

173

/?)+«(/?)]

[<

n
01

>

i

\c( )/"^

x {i-



128 ГЛ. 8. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

+ ?

к

8

—'

a
+

+
н

+

3

СО

+

V
CJ

+

а
+

+

о о

Л V

t$

Vki
I

I

t

о4

IB

+

3*
4:

fH

I

в"
1
1

H

|

T+

.«•

<N

CO

+

fH

1 +

V +
"^

i
i

*j.
tH

-*¦
s

1

Si
•**

l

ф



180 ;:••

(a—f){2at—t*)-1'2, 0<t<2a
0 при остальных t

181 ;

182

183

n=0, i; 2, ...

184

Я,?ь—л—1/2
n=0, 1,2, ...

185

Хф—п—1/2
n=0, 1,2, ...

186

t»,'
•

t<0

[2a(t—2an)—(t—2an)*]1'i,
2an< t <2o( + l)
/1=0, 1,2,...

(x)

<0

уъ \

nai

>

«

2
S!

w

i

а



187

о, t < о

[2a (t—2cm)—(t —2an)*]*-1'*,

\ф ft—1/2
A, n = 0, 1, 2,...

188

Baf — г8)*" /8, 0<*<a

~Ba^ —^а)я~1/а, a</<2a
0 при остальных /

Я#п—1/2
/t = 0, 1,2,...

189

0, t < 0

[2a #—2a«)—(^—2an)i]t*~1/*,
2an < if < B«+l) a

— [2a (*—2an)— (^—2an)*]K-1'2,
Bn+\)a<t < Bя+2)а
n=0, 1,2, ...

X,#ft— 1/2
fes=0, 1,2, ...

¦ /aUrBA)
\2 ^ Г(Я,)(х +

/аигBЯ)
д\,2; Г (Я,) (ж+

пп

]

Ml

1

а
•о
п
о
О)

г

||
s
га



S 1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 131

:0)

_j_

1
§"

!_

i

I

с

»H

|

r—
©a

1
1

*;

Й

1

41

со

i

^—

1

<- CD

p

+
H
С
3

+

»

if

—1

CO

+
Й

* <N

<N

". :

n V _r 7 _:

J

™

1

о -*
o-

01
II * ||

о

Л
и

з
su

о

V

н

rtL +

S

=

(o;

-jl

1*
e

+ «

r—l

+1

IT
l«

1

4* ^

fH

1
e«

2 о

•' Э^
.
"^

g*

+

г
«о

И
1

1

1
1

In»

<N

+
In»

+

192 о

«—1

ш

я"

ei

s

1

J

1M
[

la

1"**

1—'

 "

1

1

©J

I
a

_|_

1

|

f
x
fH

•5

i
* .

tH

1

+

_j_

— CO

-

I4

+

i

+

a

tH

+

V.4

1



§ 2. Ступенчатые и связанные с ними функции, сосредоточенные на @, оо)
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I
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§ 4. Показательные функции

371

372

373

374

375

n=l, 2, ...

376

fc#— 1, —3, ...

377

Я^-2,-4, ... .

'И

#¦

-~2 sin-~-T (k-\-l)\x-?а\~*"~1

2«cos
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§ 5. Логарифмические функции

400

\nt+

401

Int-

402

ln|*|
403

sgtit\n\t\
404

tn\nt+

f Flfl

i [(«f-?) (*+»0)-x-(*+i0)-1 In(x+«J)] =
2

' [ ('li+y) (*-'°)"x+(*-'0) ln (*-«o] =

-п1\х\-г+2у8(х)]
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|

к
s
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426

п

427

0, t < 0

lna, 0<t<a

Int, t >a

428

t

In — 0 < t < a

0 при остальных *

429

— f(*+iO)-4ci[a(*+«))]+tSi(a*) —i%r\ =

= -f*-1 j^ci (a | x |)+ iSi (a«c) - i
у sgn *J

-

—Я [7+In a] 6 (x)

— t(x-^iG)-1 <ci[a (x-\-iO)]-\-iSi (ax)—( -z—lna >=

= — ix-1 ci (a | x \)+iSi, (ax)—

n 1
— i

-^ sgn x—In a —nyb(x)

i (x+x Юу-Цсх [а (х+ Ю)] + (Si (ax)— In e—7—

—In (x+iO)} = ix~i [ci (a | x \) + iSi (ax)—In (aC\ x\)]
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439

VtBa-t)
при 0 < t < 2a

0 при остальных t

440

0@ In 1^— 0*1

441

ln|*s-a*|
442

In | fi—aa|sgn t

443

444

<-4n|<--*|

f

id** ||ro[a(ic+ Ю)]-G - In 2) ./„ fa (ж + ГО)] j-

«{2 In a—2d [a (ж-f Щ] cos ax—2 Si (<w) sin ax+

+ fn cos a*} (x+ iO)-1

—2я | x |-1 cos ax—4jvy6 (ж)

—4^-! [ci (a | ж |) cos <w+ si (a | x \) sin a | ж | — In a]

W«+*»bHU« "'Uel[.x+«bl

— 2nf sgn x [ci (a | дг |) — In a]
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445

446

t+' In | f*-a* |

447

^<4n|**-a*|,

448

t-2sgntln\t*—as\

449

In" t+

459

In2*-

О Гр}2 //у 1 v |\ _1_ ci 2 (iy 1 у |\ Olti/т /Trv'l Y \ ..I lini лтМ«С [С1Г It* |,.A II —r" ol It* 1 Л II
^^

^ III t* I {11 I «v I *"p" ^ 11

tx ici [a (x+fO)] +1 Si (ax)—yi jci [a (х+Ю)]—

-i Si (ox)-?|l-2ixlna^i i+ln (x+iO)-!] +

+ 2i Si (ax) cos ax—я sin ax}

2я | x | {ci (a | x |)_ln a]--^-sin a | x |

~4 \ ~T *[с'8 (a'x l)+si*(a f* |)]~
— 2 In a [In |x 1 +7— l] + ci (a|x|) sin ax—

— Si (ax) cos ax>
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451

452

In2111 sgn t

453

t+~l In" t+

X.#0, -1, -2, ...

454

tb1 In* *-

A. 5*0, -1, -2, ...

455

111*-1 lna 111

X*0, ±1, ±2, ...

f

2*-i|"(ln|*|+ 7)
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-2Г (A.) | x |~**"|[1п | Jс | — <ф (Я,)]2 —т"+^' (Я) cos -у 31 +
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489

m=0, 1, 2, ...

490

0, t <0

sin Pn, n <t < n+l
« = 0, 1, 2, ...

491

sin2 at

492

9 @ sin2 at

493

sgn t sin * at

494 .

*»sin art

Bm)!
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(*+«>)[(*+ЮJ-4а2]
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515

tn sgn t cos at

516

t'1 cos at

517

tl1 cos at

518

tZ1 cos at

519

\t\~1 cos at

520

*-2cosa*

521

t~2sgn t cos at

f

I

-2(-

¦("
T [ln ('

.T [ln <

-ln|*

-*(
2u[l-

FlfJ

djc»jc2—a2

1, jc < —a

0, | jc |< a

1, Jc> a

K_a+/O)+ ln(jc+a+/O)] + «|-Y

*_а_Ю)+1п {x+a-i0)]-i±-y

2—a2\—2y

—JC, JC<—0

a, | jc | < a

Jc, Jc> a

У)—i\{x + a) In Jx+a)+ (x—a) In J jc—a))

m

О
№
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8
Ю
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/

529

cos*at

530

9 @ cos* at

531

sgn t cos3 at

532

tn cos2 at

533

?-1 cos2a?

534

\t ]-1cosaa<

535

t~9 cos2 at

-5[a(*+2a)+2d(*H
-

(i'+ Ю) [(*+ Ю)*—4a2

'"sgn4i2, i*r>

-2Y~i-In(^|*s-'

rt f 2a+/*|, U|
2 \ 2\x\, \x\

¦6(X-

2d<»> (j

tosj)

<2o

2a)]

2a2}
O-

О

s



536

*~2sgn* cos2atf

537

t~2m cos2 at

538

t-2m-lcos2at

539

t~imsgp t cos2 at

540

\t\-zm-i cos* at

541

sin at sin W

a > b

2UA-y)—j[(*+2

'
'

[1 V 1 •>- 12Я1

4Bm-l)!l|JC ' -a|

(-l)"»m .

o-«»..,
4 Bm)!

[{X ' 'a) ^{

С |i« + if

2Bm-l)!»(* ' ^

-[(*+2a)

2Bm)li[(JC ' -a) '*

-[(jc+2aJ»»ln|j

tysgnjc, a—6<|jc
0 при остальных jc

a)ln|jc+2a| + 2jcln|jc| + (jc—2o)ln|jc— a|j

5n (ж+2о)+2ж2я» sgn л;+(ж—2оJя» sgn (x—2a))
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546

cos at cos bt

о > b

547

sin at cos bt

t

a > b

548

sin at cos bt

t*

a > b

549

sin at cos bt

a> b

550

sin" of

, \x\>

a—b < | * | < a -f b

Aa|*|, |*| < a—b

0, |*|>a+ 6
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1, ix\<a-b

2osgn*, |*| >
in I *+ (a—6)sgnx,
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m=0
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556

0,

557

0 при

558

sin2"*

0 при

т=\

559

0,

fsinf,

'<# :
ч, t>*

Ч, 0<<<
2

осталъных <

Ч, 0<<<тя ¦

остальных./

(A3, • • •»

< >—

(—1)» Bп+

X <^

(_1)-Bя+1)![1

+ ЮJ—Bп + 1J]Х
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1
3! ' 5! ' ¦••
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560

tsmt, 0<t<~

О при остальных t

561

cos» at

562

6 (t) cos2" at

563

6(<)coss»+1e/

m=0

(—l)"tBtt)!g2»

2!a2 4!a4

-1)»а»—ж»]
Bn)!a2»

X
a а2—*2) [(За)8—*2]

(a2—x2) [CaJ—x*]...[Bn— lJа2—ж»]\
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564

о. «f
COS2»*, <>-|
565

coss»<( ()<<<•*- ,

0 при остальных t

566

coss»<, -2-<< < (m+—¦ ) л

0 при остальных t

/n=l, 2, 3, ...

567

568

coss»+*<, 0<<<i
0 при остальных t
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ПРАВОСТОРОННЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА НА [0, оо)

§ 1. Дельта-функция, алгебраические и связанные с ними функции
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— —

—, сходимости абсцисса 31, 33
—

,
— область 31, 33

— —

—,
— полуплоскость 31, 33

Изоморфизм 10

/¦преобразование 63
Мейера преобразование

— см. К-пре-
К-преобразование
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Меллина преобразование 45, 47
•—

—, аналитичность 47
—

—, единственность 48
— — обратное 46
—

•—, преобразование операций 48
—

—,
—

свертки 49
—

—, связь с преобразованием Лап-
Лапласа 49

—

—, формулы обращения 47, 48
Мультннорма 9

Носитель обобщенной функции 11
—, ограниченный слева (справа) 11

Обобщенная функция 10
— — медленного роста 14
— —

регулярная 12
— — финитная 11
Обычная функция 11
Основные функции 10

Пуассона — Лагерра преобразование
91

— —

—, аналитичность 91
— —

—, асимптотика 91
— —

—, гладкость 91
—

, формула обращения 92

Распределение 12

Сопряженное пространство 9
Сопряженный оператор 10
Сгилтьеса преобразование 69, 70
—

—, аналитичность 70
—

—, асимптотика 70
—

—, гладкость 69

Стилтьеса преобразование обобщенное

— —

—, аналитичность 71

— —

—, асимптотика 72, 73
— —

—, оценка 72
— —

—, формула обращения 70
—

—, формула обращения 63
—

—,
— — комплексная 70

5,-преобразованне 74
—, гладкость 74

—, единственность 74

—, формула обращения 74

Счетно-мультннормнрованное прост-
пространство 9

Ультрараспределение 14

Фурье
— Лапласа преобразование 35,

38, 42

Фурье преобразование 17
—

—, асимптотические свойства 17,
22—28

—

—,
—

—, связь с носителем 17
— — бесконечного числа переменных

17
— — в секвенциальной теории 17,

18, 21
в & 19

— —
в &¦¦ 17

в %• 19
— — конечное 17
— — обобщенное 21, 22
—

—, преобразование операций 18, 20
—

—, разные формы определения 18,
19

Фурье синус-преобразование 17

Харда преобразование 64, 65
—

—, асимптотика 65

—

—, гладкость 65
—

—, формула обращения 66
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