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ГЛАВА 7

ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. ТЕОРИЯ

7.1. Введение

Функции Бесселя являются, по-видимому, наиболее ча~го употребляе-
употребляемыми высшими трансцендентными функциями. Они чаще в.ею встречаются
в связи с решением дифференциальных уравнений в частных производных
методом разделения переменных, а также в связи с некоторыми определен-
определенными интегралами. Опишем кратко оба типа приложений, причем начнем

с 'последнего.

В 1770 году Лагранж изучил эллиптические движения планет вокруг

Солнца. Пусть а и * — большая и малая главные полуоси эллиптической

орбиты, обозначим эксцентриситет эллипса через е = V а? — Ь21а, и пусть г,
М, Е— соответственно радиус-вектор, главная аномалия и эксцентрическая

аномалия Лагранж получил между этими величинами следующие соотношения:

М=*Е— eslnfi, A)

^ B)

Они приводят к разложениям
со оо

sin Е «¦ 2 А„ sin (пМ), cos ? » Вв 4- 2 вп cos (лЛ*)- 0>
д=1 д=1

В 1819 году Бессель выразил коэффициенты этих разложений в виде

интегралов. Например,
я

=
пп J

cos E cos {пЕ— пг sin E) dE.

С помощью простого преобразования встречающийся здесь интеграл может

быть выражен через коэффициенты Бесселя (ср. 7.3B) и рекуррентные
соотношения 7.2E6)). Первое разложение C) принимает при этом вид

я-1
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а второе разложение C) может быть преобразовано к виду

00

cos ?=.-.?+2 2] i cos (/Ш) У; (пе). E)
л»1

Позже, в 1824 году. Бессель положил интеграл 7.3 B) в основу изучение
функций, которые теперь носят его имя.

Функции Бесселя чаще всего встречаются в связи с дифференциальными
уравнениями. В монументальном трактате Ватсона (Ватсон, 1949), который
является основным трудом по функциям Бесселя, история этих функций
прослежена вплоть до И. Бернулли (около 1700 года). У Эйлера A764)
и Пуассона A823) функции Бесссля обычно связывались с дифференциаль-
дифференциальными уравнениями в частных производных, возникавшими в теории потен-

потенциала, волнового движения и диффузии в цилиндрических или сферических
полярных координатах. Однако иногда функции Бесселя встречаются в связи
с другими дифференциальными уравнениями или системами координат

Пусть х, у, г — декартовы координаты, р, <р, г — цилиндрические коор-
координаты и г, 6, ф — сферические полярные координаты, определяемые соот-

соответственно равенствами

*-¦*, F)

ж =/¦ sin 0 cos <р, у -.г sin Й sin ф, г —rcosO. G)

В этих координатах мы имеем

Если искать решение волнового уравнения Л/1 -{• kaF ™ 0 в виде / (р) g (ф) h (г)
или / (г) g (в) Л (ф), то получим соответственно обыкновенные дифферен-
дифференциальные уравнения относительно f:

A1)rdr*

в которых а в v — константы, возникшие при разделении переменных Общие
решения этих уравнений имеют соответственно вид

A2)

A3)

где Zv обозначает функцию Бесселя или линейную комбинацию с постоян-

постоянными коэффициентами функций Ьесселя порядка V.

Волновое уравнение и его решение в различных системах координат
могут быть использованы для получения эвристических результатов в теории
функций Ьессела (Weyrich, 1937) Сферические волны частоты v с длиной
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волны Л и волновым числом А = -г-, исходящие из источника (g, т|, ?),

могут быть записаны с помощью волновой функции

где R— расстояние между точками (g, i], ?) в (х, у, г). Вели ось г равно-

равномерно покрыта источниками, находящимися в одной и той же фазе, то

результирующее волновое движение может быть представлено в виде супер-
суперпозиции колебаний:

где ps=»jc*+ y*. В силу принципа Гюйгенса эта функция представляет
цилиндрическую волну. Если положить С™*+р8пт, то равенство A4)
можно записать в виде

Это приводит к интегральному представлению Зоммерфельда для функций
Бесселя третьего рода.

'

Обозначения В этой главе мы будем придерживаться обозначений,
использованных в трактате Ватсона (Ватсон, 1949). Отметим некоторые обо-
обозначения, которые встречаются в литературе, но которые не будут здесь

использоваться.

В книге Грей — Метьюз A953, стр. 36 и 32 соответственно) введены
функции Fv{z) и Gv(.?) с помощью равенств

D A6)

Янке, Эмде, Лёш A964, стр. 182) полагают

Av (г) - Г (v +1) (jY /v (г). A8)

В книге Уиттекера — Ватсона A963, стр. 214) модифицированная функция
Ганкеля Кч {г) определяется равенством

К* (*) = J [/-V (*) - /v (*)] ctg (vn). A9)

Это отличается от наших обозначений, см. 72A3).
С функцией Неймана Yv (г) (см. 7.2 D)) тесно связана функция Yv (г)

(Ватсон, 1949, стр. 71), ее обозначают также Yv(z) (Грей — Метьюз, 1953,
стр. 34):

B0)

Относительно других обозначений функций, связанных с функциями Бесселя,
см. п. 7.5.6.
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7.2. Дифференциальное уравнение Бесселя

7.2.1. Функции Бесселя произвольного порядка. Функции Бесселя
являются решениями дифференциального уравнения Бесселя

-^) +(^-/)—а а>

Вообще говоря, v и г могут быть любыми числами, но сейчас мы будем
предполагать, что v не является целым числом (относительно целых значе-

значений v см. п. 7.2.4). Дифференциальное уравнение A) является предельным

случаем гипергеометрического дифференциального уравнения (см. Klein, 1933,
стр. 156). Оно имеет регулярную особую точку при г = 0 и нерегулярную
особую точку при г = оо. Все остальные точки являются для дифферен-
дифференциального уравнения обыкновенными. Обычный метод получения решения
линейного дифференциального уравнения в окрестности регулярной особой
точки (Уиттекер — Ватсои, 1961, 10.3) приводит к решениям

т=0

и У_у (*)• Первое решение /v (г) называют функцией Бесселя первого рода;
г —независимое переменное, v — порядок функции Бесселя. Легко видеть,
что ряд для z~vJv(z) сходится абсолютно и равномерно в любой ограни-
ограниченной области изменения г и v. Равенство B) может быть записано с по-

помощью соотношений Куммера 6.3 G) в виде

тте(+1:2v+1-
Лииейиые комбинации

Уу (г) cos {ш) ~J~v (г)]' <4)

- 7V (г) + i Vv (г) = j^L- [7_v {z) -7V (*) <-<™], E)

также являются решениями дифференциального уравнения A); Y« называют

функцией Бесселя второго рода или функцией Неймана, Н§ и Н® являются

функциями Бесселя третьего рода (нх называют также первой и второй
функциями Ганкеля). Из E) и F) имеем

H^()H4\z)
Гу (*)

V

\
У

. (8)
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Из определения непосредственно вытекает, что

Н% (г) =. еш Н(? {г), ««, (г) = *~/wi Hf (z). (9)

Мы будем обозначать через z (соответственно v) число, комплексно сопря-

сопряженное с z (соответственно v) В этих обозначениях имеем

717) - J- G), |v v

!
v [ A0)

В частности, если порядок v является вещественным числом, а независимое

переменное г положительно, то функции 7V и Kv принимают вещественные

значения Все четыре функции Бесселя однозначны в плоскости г, разрезан-
разрезанной вдоль отрицательной полуоси от 0 до —оо. Если v не является целым

числом, то они имеют точку ветвления при ?=>0. Функция Бесселя первого
рода является, очевидно, целой функцией от v. Ниже будет показано, что

при соответствующем определении для целых значений v = л функции
Бесселя второго и третьего рода также являются целыми функциями от v.

7.2.2. Модифицированные функции Бесселя любого порядка. Если
заменить в дифференциальном уравнении Бесселя A) z на iz, оно примет вид

Бели v не является целым числом (относительно целых значений v си.
п. 7.2.5), то 7V {iz) и /_v {Iz) являются двумя линейно независимыми реше-
решениями уравнения A1). Чаще, однако, используются функции

Ivn I 1к\
2ra+v

A2)

(см. 6.9A1)) и f-y(z). Их называют модифицированными функциями
Бесселя первого рода. Если v — вещественное число и г положительно,
эти функции принимают вещественные значения.

Функция

(cm. 6.9 A4)) также является решением уравнения A1). Ее называют моди-

модифицированной функцией Бесселя третьего рода или функцией Бассе (хота
современное определение дано Макдональдом).

Очевидно, что
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а из A2), E) и F) следует, что

Ку{г)=±пе2 Н<» U 2 ) =-± »~ 2 tf<?U" 2 J, A5)

а потому

U i 2
Я»(*Х A6)

A7)

fЛУ / 1Я

2
A

/Cv (?) принимает вещественные значения, если v вещественно и г положи-
положительно.

7.2.3. Функции Кельвина и связанные с ними функции. Функции
Кельвина ber (х) и bei (x) при вещественных х определяются равенствами

Ьег (х) + i bel (дг)«- /0 \хв
4 ) = /0 U« 4

/• A8)

Обобщая это определение на функции Бесселя любого порядка и комплекс-

комплексные значения г, получаем соотношения

Вместо B0)

1

можно

cer (*)±ikeiv(*

использовать

herv(*)+/he!v

herv (г) — / helv

ч

W-

е*>-

'ПГК

«?[
я<4

lf?L\
»

4 J,

-7V\«
* ), A9)

B0)

B1)

B2)
а потому

2 kerv (г) = — я heiv (г), 2 keiv (г) = я herv (г). B3)

Если v вещественно и г положительно, то функции berv {г), belv (г), kerv (г),
ке!„(г), herv(^), helv(z) принимают вещественные значения (относительно
деталей см. McLachlan, 1934, сгр 119, 168).

7.2.4. Функции Бесселя целого порядка. Функции Бесселя первого
рода целого порядка называют также коэффициентами Бесселя. Если
л — целое положительное чиело, то первые п — 1 членов бесконечного ряда,
определяющего /_„ (г), обращаются в нуль, поскольку гамма-функции,
стоящие в знаменателе этих членов, имеют полюс. Остающиеся гамма-функ-
гамма-функции могут быть заменены факториалами, и мы получаем

/ г\2т~"
{ ' Ы
тЦт — я)!

*

Заменяя здесь т на п-\-1, / = 0, 1, 2,..., получаем
J_„ (г) = (—1)" У„ (г). B4)

Это cooiношение справедливо для всех целых значении п.
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Коэффициенты Весселя возникают ори разложении ехр[?(/—/~')/2]
по степеням t. Чтобы доказать это, заметим, что

.—-it v
'
2 / V v и/

Ясно, что коэффициенты при t" в этом разложении являются не чем иным,

как /„ (г). Это приводит к производящей функции

или если заменить г на cur и t на —, к более общему выражению для

коэффициентов Бесселя

- У0 (а*) + ? Уя (az) [A)" + (_ 1)""]. B5)
л-1

При а««1 и t =*et<f получаем формулу Якоби — Аигера

Л (-г) + i S ¦/!/. (*) cos Bлф) + 2/ 2 /»_i (*) sin fB/i -1) Ф], B6)
O'l Ла»1

а при / »

gtz со, Ф „ ^ /«/¦¦• у„ {а.) -У0(г)+2^Уя (г) cos (яФ). B7)

Если v — целое число, то правые части равенств D), E) и F) принимают
неопределенную форму Однако предел этих правых частей при v-* я (целому)
существует и может быть использован для определения функпии Бесселя

второго и третьего рода целого порядка Ясно что нам достаточно вычислить

У„{г)— №п Уу(.г), л —0, 1, 2,...

Применяй к равенству D) правило Лопиталя, получаем
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Из B) и 1.7 A) вытекает

V+2ra

m=0

«A)+ 2 <-^(T
m=0

и из формул 1.17 A1) и 1.17 A2) при от<л —1

Urn У (~ V I" m ~!" ]} =(—l)n-m

л-1

Поэтому из C0) и B4) имеем

dh s (C -+

(m—

Относительно частных значений v в B9) см. Mitra A925), Airey A935a) и

также Mflller A940). Если ввести новый индекс суммирования / = /и — п, то

бесконечная сумма в этом выражении может быть записана в виде

Мы получаем, таким образом,
я-1

2т~"
(л — т — 1)|

т\

Эта формула может быть переписана в виде

л-1

т=0
т\

C2)

Мы использовали здесь равенство 1.7 (9) и положили

Ч ••• +*~1» «-1,2,3,
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Если v в 0, то из C0) следует, что конечная сумма в равенстве C2) отсут-
отсутствует. Таким образом, мы получаем

я У„ (*) - 2 [у + In (|-)] У, (z) - 2 ^ (-\)™ (^ (т\)-^т1 C3)
т=0

где hm имеет то же значение, что и в C2). Следует отметить, что в силу B8)
имеем

ы L шш J

W. «-I. 2, 3, ... C4)

При таком определении Yn(z) яГ.я(г) и соответствующем определении
функций Бесселя третьего рода все функции Бесселя являются целыми

функциями от v.

7.2.5. Модифицированные функции Бесселя целого порядка. Из B4)
и A2) имеем

/_„ (г) - /л (г), п = 1, 2, 3,... C5)

Поэтому в качестве фундаментальной системы решений уравнения A1) мы

выбираем /„ (г) и Кп (г), где

[^^]v=/i. C6)

Точно так же, как и в п. 7.2.4, получаем

от—0

(-1)" у ^\ф(пНтН1)+ф(тН1)
01 = 0

В случае и = 0 имеем

Если доопределить функцию /(v (г) при целых значениях v указанным обра-
образом, она становится целой функцией от v.

7.2.6. Сферические функции Бесселя. Функции Бесселя и модифициро-
модифицированные функции Бесселя сводятся к линейным комбинациям элементарных
функций тогда и только тогда, когда v является половиной нечетного числа

или, как мы будем кратко говорить, полуцелым числом (Ватсои, 1949,
4.7—4.75). Выразим К л (<?) при л — 0, 1, 2,... через элементарные функ-

Я+2

ции. Соответствующие выражения для других функций Бесселя следуют
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из A6), A7), G) и (8) и приведены в п 7.11. Если п = 0, 1, 2, ... и v =

= п -{¦ tj- , то из 7.3 A6) вытекает

4-) indt C9)

(t
\"

1 + -k~ j состоит из конечного числа членов,

а потому мы получаем выражение для К j (г) в виде конечной суммы;

„+11{г) V 2г
е Zi Ц2) ml Г (я + 1 - я)

'

Используя символ Ганкеля

(V, и) = ^- iDvJ

(cm. 1.20 C)), можно переписать это равенство в виде

л+'2 т-о

В частности, при л ¦¦ 0 имеем

Из D2), см. также 7.11 B2), цолучаем представление

—• D3)

Для других типов функций Бесселя см формулы 7.11 A)—7 11 A3).
Функции Весселя полуцелого порядка часто встречаются в связи с тео-

теорией сферических волн В этом контексте обычно используют обозначения

Зоммерфельда
/ я .

D5)
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Иногда через t|>ffl (г) обозначают несколько отличную функцию (Ватсон, 1949,
3.41). Относительно одного класса многочленов, связанных со сферическими
функциями Бесселя см. Krall — Frink A949) и Burchnall A951).

7.2.7. Произведения функций Бесселя. Для того чтобы получить вы-

выражение произведения Уц (az) /v фг) двух функций Бесселя в виде степен-

степенного ряда по возрастающим степеням г, используем равенство B) и пра-
правило Коши для умножения степенных рядов. Коэффициент при

/1 \**/1 2m

имеет вид

\ +
— л-И)'

п = о

С помощью формул 1.2 C), 1.20 E), 2.1 B) это выражение может быть пред-
представлено в виде конечного гипергеометрического ряда, что приводит к выра-

выражению

Г (v + lO» (И -М

faz\2m

ra=O

При р = a это разложение упрощается, поскольку тогда гипергеометрический
ряд может быть просуммирован,по формуле Гаусса 2.1 A4), так что

2a mir D8)

Используя обозначения для обобщенных гипергеометрических рядов, полу-
получаем

Г (v-И) Г (ц +1) Л, <*) Уц (*)

Из D8) легко вытекает разложение
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7.2.8. Различные результаты. Укажем формулы дифференцирования и

рекуррентные соотношения. Из B) получаем, что

fllsO

Следовательно, путем повторного дифференцирования получаем

- « -1. 2, 3,... E3)

Из равенств E0) и E1) следует, что

«^W+v/.W-a-y^W, E4)

*/;(*)-v7v(*)--*y,+I(*) E5)
и поюму

W-aw-^U). E6)

В силу D), E), F) эти соотношения справедливы н для функций Бесселя

второго и третьего рода. Соотношения A2), A3) и полученные ранее резуль-
результаты дают аналогичные формулы для модифицированной функции Бесселя.
Относительно этих формул см. 7.11.

Из рекуррентных соотношений вытекает следующее неравенство (Szasz,
1950):

1IAW]', v>0, x— вещественное.

Вронскиан. Определитель Вронского W двух решений ю, и wa ура-

уравнения A) равен постоянному числу, умноженному на ехр I — Г г~! йг\:

{ Сг~\ E8)

Для вычисления постоянной С достаточно нспользовать первые члены полу-
полученных выше разложении решений в ряды. Если положить wta>yv^),
wt =- 7_v (•?). получаем из ряда B), что

9v 2
Г—

r(l-v)r(H-v)

Следовательно, имеем

W [Уу, У_у) A sin (vn). E9)

Если v—целое число, то определитель обращается в нуль, что согла-

согласуется с доказанной в 7.2.4 линейной зависимостью Уа и/.,. Относительно
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определителей Вронского от других функций Бесселя и модифицированных
функций Бесселя см. п. 7.11.

Из E9) и E4) вытекает, что

-/-*+! (*>Л (*) +-J-V W Jy-i (*) - jl"sin (vn)' F0)

Относительно других подобных формул см. п. 7.11. J

Аналитическое продолжение. Функции Бесселя первого рода
от переменного zetr"^ где т — любое целое число, могут быть, в силу B),
представлены в виде

yv (ге1тл) = etmnvJy (г), т - ± 1, ± 2, ± 3,... F1)

Относительно соответствующих соотношений для других типов функций
Бесселя см. п. 7.11.

Дифференциальные уравнения. Ломмель нашел широкий
класс дифференциальных уравнений, решения которых могут быть выражены
через функции Бесселя. Одно из преобразований Ломмеля имеет вид

где ?— независимое переменное и v— новое зависимое переменное. Это
преобразование переводит уравнение A) в

Если «>i (г) и w2 (г) являются двумя линейно независимыми решениями урав-
уравнения Бесселя, то общее решение уравнения F2) имеет вид

и о, - ?а ¦>, (P?v). F3)
Относительно других дифференциальных уравнений, решения которых могут
быть выражены через функции Бесселя, см. Камке A965, стр. 452—454).

Общее решение неоднородного уравнения Бесселя

может быть получено с помощью метода вариации произвольных постоян-
постоянных в виде

т ш» А »,(*)+ Вт* {*) + «(*), F5)

где wt (z) и v>i(z)—два линейно независимых решения однородного урав-
уравнения A), и B)— частное решение уравнения F4), определяемое формулой

г г

Си (*) - - ю, <*) JГ '•, (t) / {t) dt + w3 (г) JГ lwt (t) / {t) dt, F6)
*. г,

а С— постоянная в определителе Вронского функций ю, и w2 (см. E8)).
Функции J'v(z) и az/v(z)-{-bJv(z) удовлетворяют соответственно сле-

следующим дифференциальным уравнениям:

g -«О, F7)

[в* (И- V»)+ *¦]*!•._, [в* («•+ v») - *'] -^+
-г- [в2 (г* — v2)-14- 2аАг» + ««(г* — v*)] a - a F8)
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7.3. Интегральные представления

7.3.1. Коэффициенты Бесселя. Применяя теорему о вычетах к фор-
формуле 7.2B5), получаем

2ni Jn (аг) = о" j Гп~1 ехрЦ*
— ^-j ~\ dt, я = О, I, 2, ... A)

Здесь С является любым простым замкнутым контуром в плоскости t, охва-

охватывающим начало координат. Если положить в равенстве A) а = 1 и выбрать
в качестве С единичную окружность с центром в начале координаторе'41,
получаем

2я Л, (*)=*/ е'<г8'п<Р-л<Р'(/ф = 2 Jcos(zsinq> — лФ)<Лр, /г = 0, 1,2,... B)

Это представление было получено Бесселем.
7.3.2. Интегральные представления типа Пуассона. Для любого v

имеем интегральное представление типа Пуассона (относительно обобщения
этой формулы см. 7.8 (И))

п_
2

Г (\-\ ]7V(^) =-==¦ |— I cos (г sin m) (cos (»Jv dm, Rev>— ¦K. C)
I 2) VZ\2l $ 2

Этот результат может быть доказан путем разложения cos (г sin <p) в ряд
по степеням г и почленного интегрирования. При этом возникают интегралы

я

Т

,\2v

о

которые, в силу 1.5 A9), равны

Таким образом,

f (sin qjJm (cos <pJ

Применяя формулу удвоения 1.2 A5) для гамма-функции при B/и)! =»

= ГBт-|-1) и используя также 7.2 B), мы получаем равенство C). Не-

Небольшие модификации этого равенства даны в п. 7.12.
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Интеграл Пуассона в виде 7.12 F) может быть использован для вывода

некоторых неравенств, касающихся функций Бессела Jv {г) Пусть v веще-

вещественно, v>-~-H- и г •* х -\- iy (x, у вещественны), тогда

№) ?
К я J

я

и, в силу 1.5 A9),

(см. также 710 B2)).
7.3.3 Представления с помощью контурных интегралов. Функции

бесселя для любых значений порядка v могут быть представлены с помощью

контурных интегралов. Пусть а — комплексное число, такое, что Ке а > 0;

тогда мы имеем представление

|0+1

2я/ yv (a*) *v j елр [g('-/'~')] Г*-' at -

-JO

@+)

^ J exp[a(/-i-J—)j<-v-'rf/, Rea>0, |arg/!<n. E)

rЗдесь символ J обозначает, как обычно, интегрирование вдоль контура,
—
jo

который начинается в бесконечности на отрицательной вещественной ^-полу-
^-полуоси, обходит начало координат против часовой стрелки и возвращается
в исходную точку. Очевидно, что представление E) является обобщением
представления A), именно: если v — целое число, то подынтегральная функ-
функция в равенстве E) однозначно определена и петля может быть деформи-
деформирована в замкнутый контур, охватывающий начало координат Для того

чтобы доказать раиенство E), используем в правой части этого равенства

разложение

—1)™ 1аггт

(
(л-о

и почленно проинтегрируем. Из 1.6 F) получаем
@+1

Таким образом.

га»0

и, используя 7.2 B), приходим к равенству E).
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Соответствующие контурные интегралы для других типов функций Бес-
Бесселя могут быть получены с помощью формул 7.2 D) — 7.2 (о) и формул
7.2 A2) и 7.2 A3). Относительно этого см. McLachlan и Meyers A937).

Если Rev> — 1 ио— вещественное и положительное, то контур в фор-
формуле E) может быть деформирован в прямую линию, параллельную мнимой
оси, что приводит к равенству

r+toc

Г
С—I со

c,a>0, Rev>—1 F)

Представления Ганке л я. Обобщения интеграла Пуассона C)
были даиы Ганкелем. Первое из них имеет вид

НA)' J G)

где v -\- -я- не является отрицательным целым числом. Путем интегрирования
является восьмерка, изображенная на рис. 1. Мы будем считать началом

пути интегрирования точку пересечения восьмерки с положительной веще-

вещественной полуосью справа от t = 1. В этой точке аргументы комплексных

Рис.«1.

чисел t — 1 и t-\-\ считаются равными нулю. Для того чтобы доказать G),
заменим первоначальный контур контуром, стянутым к отрезку [—1,1].

Если мы предположим, что Re(v-|--K-) > ^ и УстРемим радиусы окружно-

окружностей с центрами в ±1 к нулю то получим

1Г вш (t* — I)* dt-21cos (\я) \ е*г(A — t*)*~Jdt, Re v > — ¦

Если выразить интеграл в правой части по формуле 7.12 G), то получим
равенство G). В силу теории аналитического продолжения ограничение

Rev> —

-к может быть опущено, исключая случай, когда v-|--j яаиютс*

натуральным числом.
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Другое представление имеет вид

J
„«

25

(8)

O, —1, —2, .... —б

(аналогичное выражение см. 7.8 A3)). Путь интегрирования изображен на

рис. 2. В качестве начального и конечного значений arg/ выбраны б и

2я-|-б Для того чтобы доказать (8), деформи-
деформируем контур так, чтобы он лежал вне единичной
окружности. Тогда

f-2v-2m-l
ml

Подставим это выражение в (8) и почленно про-

проинтегрируем; из формулы 1.6 F) при ?вг«*ш
получаем

@+)

I"
—6 < arg г < я— б.

Таким образом,

Применяя формулу удвоения 1.2 A5) для гамма-функции, приходим к ра-
равенству (8).

7.3.4. Интегральные представления Шлефли, Гублера и связан*

ные с ними представления. Из результатов п. 7.33 вытекает целый ряд
представлений, имеющих вид определенных интегралов.

Представления Шлефли. Переставим в E) а и г, положим о = 1
и деформируем контур в путь, состоящий из луча отрицательной полуоси
от —оо до —1 (argtf*=— я), единичной окружности, охватывающей в по-

положительном направлении начало координат (—• n<arg*<n), и луча огри-
цательной полуоси от —1 до —со (argl«a). В результате получим пред-
представление Шлефли

я оо

«AW- Г cos (г sin <р — vq>)rf<p — sin(v*) f «-«"ЬР+^р, Re*>0. (9)
• в
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Оно справедливо и при Re г =»0 при условии, что Re v > О В случае, когда
V —целое число, формула (9) сводился к формуле B) Точно так же 72D)

и (9) приводят к аналогичному вы-

выражению для функции Неймана-

__«. i

V

я Kv (г) = Г sin (г sin/ —vi) dt —

о

Re*>0 A0)
t-плоскость , .

(первый ннгеграл в правой части

Рис 3 равенств (9) и A0) ср. 7.5C2)) Обоб-
Обобщения формул (9) и A0) дают фор-
формулы 7 12A7) и 7 12A8)

Представления Гублера. Из (8) могут быть получены другие
представления для Jv(z) путем специального выбора контура Положим

6 *> ¦? и деформируем контур в линию, изображенную на рис. 3 пунктиром.

Если Re v < -я- и радиусы окружностей с центрами в точках ± 1 стремятся

к нулю, получаем, что

Г/^_v|yv(*)--^[-=-j I |(l-^"V"cos(^-vn)rff-

— sin (vn) A -И1) * Л , Re г > 0, Re v < ~.

t J *

Эта формула соответствует интегралу Пуассона C). Если заменить в (II)
v на —v и использовать равенства C), а также 7.2D), то получим соот-

соответствующее выражение для функций Неймана:

г(.44)г,«-
9 /,\Ч f V~i f „

v-i
~_|-| A—**) 7etn (**)<*/— e-*'{l+t2) Jdt\, A2)
V*w it i J

i
Re2r>0, Rev> — -*.

Вводя в равенство A2) функцию Струве 7.5 G8), получаем
~

2
'
dt, A3)

Re г > 0.

Пусть теперь в равенстве (8) 6—0, а путем интегрирования является



7ЛЛ\ 7Д. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 27

(Я/2

пунктирная линия (рис. 3). Заменим г на г е
, a v на — v, и пусть

Re v > -я-. Тогда можно устремить к нулю радиусы окружностей, охваты-

охватывающих точки *= ± 1. Переходя к пределу, получаем

X

00
j

1

J e-z'(t2— l)V~Jdt + cos (m) J **'(! — JslnBvn) | «""(r—1) "^ + cos(vn) *»(i_f) "Л|, A4)
-l

Rev>--i,

Следовательно, используя формулы 7.2 A3), 72 A2) и 7.2 A4), получаем, что

(v +1) kv (z) - K"S D)V f «-*' «2 -:

A5)

^Полагая / — 1=—, выводим отсюда

r(v + ^)Kv(*)-Kn(-5-| I •-*«*-1) аЛ, Rev>-^-.

=/!"*-* f•-•^(l+i) *.r(v+T)/f,w-Visr.-'j--4 Mi+^1 ^. A6)
о

|arg«|<n, Rev>-y
или, в более общем виде,

о

Rev>—-j, |6|<^-, б — a<asgz

7Д5. Интегралы Зоммерфельда. Вычислим Г eiz cos т
в

^ 2'
а(т

вдоль контуров с, (от — -^-{-/оодо-к- —iooj не, (от-2-—/оодо-^-(-/ оо),
состоящих на лучей и прямолинейных отрежов (рис. 4). Мы получим, в силу

(9), A0O7^E) и 7.2F), что
3

J /«cos xgiy V-~) dx (lg)

  *
^ 8Vt. A9)
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причем оба интеграла справа сходятся при Re г > 0. Контур с{ может быть
заменен контуром Сх от — т) +' °° до т] — / оо, где »]

— соответствующее
число между 0 и я. Положим

Osarg.?, a=Ret, |$ = lm т, t = o-f-'P-

Легко проверить, что при больших значениях Р Re (iz cos P) асимптотически

равно
— | г | ch p sin (Ф =р а). Верхний и нижний знаки соответствуют значе-

значениям pS .Таким образом, подынтегральная функция в выражении A8)

Рис 4.

экспоненциально стремится к нулю, если т->со в заштрихованной части

т-плоскости. При замене С\ иа С, мы выбираем для Ф один из интервалов

или —у<Ф<я—ц в зависимости от того, будет ли

О < Л < ту-
или -я- < Г| < я соответственно. Таким образом, имеем

•v'(*)- I *"">шх*
х "mdx ЦЮ)

и аналогично

я Н® (z) г
v 2Jdt, B1)

с»
-/оов2л— t) -|-' оо. Интегралы сходятся при

B2)

где С3 —контур, идущий из

В силу теории аналитического продолжения эти неравенства определяют
область, в которой справедливы формулы B0) н B1).
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Из этих результатов вытекает в силу 12 G), что

2я 7„ (ж) - I «" •* '/ ^Т'
rft, B3)

— г) < argлг < л— t), 0<tj<«,

где С8 —контур, идущий из — ц + ioo в 2я—т\-\-1со.
Очень часто используются интегралы

ОО+/Я

— / J ^йв-шЛо, B4)
—00

0О-/Я

-/ J #"*•-"*, B5)
—00

ОО+/Я

--i J **she-verfa. B6)J
оо-(Я

справедливые, если | arg г | < -д-. Они легко выводятся из равенств B0),

B1) и B3) соответственно, если положить в них ц ш* — и сделать подста-

подстановку тв^ + /а.

Частные случаи. Положим г\ ¦¦ 0 и выберем в качестве контуров Ct
и С9 контуры, состоящие на отрезков прямых. Мы получим тогда выраже-
выражения Гейне

ГУЯ оо

яЯ<|'(*)—*" 2

/ в11"**»-*dt, 0<arg*<at. B7)
—00

,
I

/V» Г оо Я 1

2iiir\Cet*tktck(yt—im) dt — i je-tteMtco&(yf)dt , B8)

Если положить 1)«Я1 выбрать контуры Сх, Сг состоящими и» отрезков
прямых, получим

/ // /W)
—Ж arg г < 0, B9)

C0)
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Из B7) и C0), используя 7.2 G), получаем соответственно

/¦уя Г я оо 1
— - I * л I

П/ (г\ «—¦ л
* I o"~ COS* плв Й%зФ\ И4 ___ в|п /4)тгЛ I e~"Vf+ MF Ch / j^ I /Q14J ^ I*/

^™ "
I в WWS \1№/ €»* ™— SHI IV31J I e u{ I t \vll

LoJ i J
0 < arg z < rt,

*V« Г Я оо I

^# cos(vf)^-sln(vn)J» rf/j, C2)

—n<arg^<a

Положим в формуле B7) #'=» — . Мы получим тогда

n/#W(a*)«—fe ^'aj «
2 v-*-xdv, 1тг>0, 1т(а=г)>0. C3)

7.3.6. Интегралы Бернса. Представление функции Бесселя первого
рода в виде интеграла Меллина — Бернса (см. 1.19) имеет вид

-. Г
J

C+iao
j,

!, х>0, —Rev<c<l. C4)

С—tea \ 2 /

Оно может быть получено путем вычисления интеграла с помощью вычетов

подынтегральной функции или применения формулы обращения Меллина
к 7.7 A9).

Если снять ограничение
— Re v < e < 1, то интеграл сохранит смысл, но

уже не будет представлять функцию Бесселя. Положим

х>0, ог<1, —2да —Rev<a< —B/и —1) —Rev, m<-I, 2

где интеграл взят вдоль прямой, параллельной мнимой оси. Выражая инте-

интеграл через вычеты подынтегральной функции, получаем

Определим для любых комплексных значений z и v

)
C6)
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и назовем эту функцию остатком функции Ьесселя первого рода. Из C3)
имеем

AU* J4, т (г)] - г" /„_,, m (г) C7)

¦jj U"v Jv. т <*)! - - '-
v
Л+1 m <*)• C8)

7Д.7. Интегралы Эйри. Форыулы Эйрв
00

J
00

J

- j/ J Kxlt B /F), дг > 0,cos (Н + 3*jc) tf - j/ J Kxlt B /F), дг > 0, C9)

eos (/• - Ых) dt - -1 fi \J% B(/Р)+ J
_1/ч B /F)], * > 0. D0)

могут быть доказаны следующим образом. Сделаем в C9) подстановку

-5-. Так как
о

то получим
со оо

Применяя 7.12B5), выводим отсюда C9).
Для того чтобы доказать D0), разложи!

в степенной ряд (см. 72A2) и 7.2A3)). Мы получим
Для того чтобы доказать D0), разложим правую часть равенства C9)

cos (>8 + 3tx) dt —

хптп

— ..

sC "ill

Заменив здесь х на —х и использовав 7.2B), получаем равенство D0).
Относительно обобщения формул C9) и D0) см Ватсон A949, стр. 348—354).

7,4. Асимптотические выражения

Асимптотическое поведение функций Бесселя различно в зависимости

от того что стремится в бесконечности: порядок v, независимое пере-
переменное г или обе эти величины вместе Степенные рячы 7 2B) явля-

являются асимптотическими разложениями, если г фиксировано и v->co.

Сравнительно легко вывести асимптотическое разложение в случае, когда
v фиксировано и z -> х> Если же и v и г велики, то изучение услож-
усложняется.
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7.4.1. Случай большого независимого переменного. Мы изучим здесь
асимптотическое разложение модифицированной функции Бесселя третьего
рода Кч (г). Соответствующие разложения других функций Бесселя могут
быть получены с помощью формул 7.2 A6), 7.2 A7), 7.2 (8); результаты ука-
указаны в п. 7.13.1.

Будем исходить из интегрального представления 7.3A7)

Л
Rev >--?¦. ' 6 —n

Подставив в него биномиальное разложение с остаточным членом

1 Л1-1
v—, F(V+I

да! Г
B7) +гм

а используя 1.1 (в), получим

ю=0

M

Зл

. A)

где остаточный член выражается формулой

и о

B)

Легко видеть, что для любого фиксированного v при Re v > — я-

Более тщательное рассмотрение выражения B) показывает, что если v ве-

вещественно, Re.sr>OfiAf>v—-д-> — 1, то модуль остаточного члена в вы-

выражении A) меньше модуля первого отброшенного члена (т — М) (Мае-
Robert, 1947, стр 272; Ватсон, 1949, стр. 231). Далее, если v и г вещественны

причем 2* —М -\- ^ мало по сравнению с г, то остаток приблизительно ра-

равен половине отброшенного члена (см. Burnett, 1929). Эйри (Alrey, 1937)
модифицировал выражение A), получив лучшее приближение, более пригод-
пригодное для вычислении с высокой точностью.
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Используя символ Ганкеля 1.20C)

C)

можно записать асимптотическое разложение в более удобной форме:
1

Kv <*) - у ?е- J] (v. m) (to)— + О < | * Г*) . D)

Зп Зя
<arg *<

— Гм~1

?е- J] (v.
Lm-0

Поскольку в определение (v, /я) входит лишь v*, то ограничение Re v > —-=¦

может быть опущено
7.4.2. Случай, когда порядок принимает большие значения. Первое

строгое изучение функций Бесселя при больших значениях независимого

переменного и порядка было проведено Дебаем (Debye, 1909) с помощью
метода наискорейшего спуска. Этот метод основан на следующих рассмо-
рассмотрениях (Copson, 1935, стр. 330; Ватсон, 1949. стр. 262).

Пусть функция Р (г) задана в виде

E)

где С— контур на комплексной а-плоскости, на концах которого функция
в-г/<а) обращается в нуль Во многих случаях можно выбрать контур С
так, чтобы он проходил через нуль <х0 функции /' (а), причем мнимая
часть / (а) постоянна вдоль С. Таким образом, мы имеем /' (а0) =¦ 0 и

1ш I/(o)]-court-Iml/(«e)l F)

вдоль С. Поэтому Re [/ (z)] изменяется наискорейшим образом, когда а про-
пробегает С При больших значениях z модуль подынтегральной функции имеет

острый максимум в точке аа, и поэтому существенный вклад в интеграл E)
вносит лишь часть контура С, лежащая в непосредственной окрестности а*

Для простоты предположим, что как порядок, так и независимое пере-
переменное положительны и пусть

G)

Кроме того, предположим, что величина v0, определяемая формулами

(8)

постоянна, когда р, х-*со. Здесь будут изучены лишь Кр(*), соответствую-
соответствующие разложения для других функции Бесселя указаны в п. 7.13.2.

Используя 7.2A5) и выражение Зоммерфельда 7.3B0), непосредственно
получаем интегральное представление для Кр(х), имеющее вид E). Это
представление таково:

J J
г. Мин, А.
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где

/(а) = cos а- 1рХ A0)

В соответствии с результатами п. 7.3.5 контур С начинается в точке — т) -f- /о©,
а оканчивается в точке т)— /оо, где 0-<т|<;я, н целиком лежит внутри
полосы — i)<Rea<i| комплексной a-плоскости. Условие /'(о) — 0 дает

slna = —-^-=—/shw». A1)

Это уравнение имеет бесчисленное множество решений

/я=»0, ±1, ±2,...

Из этих решений лишь а„ лежит внутри полосы — r\ < Re a < ij. Следо-
Следовательно,

а„ =— Лп U-'(/>+ К/>2+ ¦*")]--*»• AЭД
и из A0)

/ (а0) =» ch vt
— »» sh »„. A4)

Условие F) показывает, что путем наискорейшего спуска является мнимая"

ось, и из (9) при a »iv получаем
ОО 00

Кр (•*) = \ J r*ch °+pv dv ш. 1 J «-* *« dtf, A6)
-w —во

где

g(v) — chv— v sh w».

Подстановка

*= S (V)~g(v0) «¦ ch o— ch o0— (»— we) sh we A6)

отображает плоскость v на плоскость т. Отображение является конформным

всюду, за исключением точек vm — vu-\-2nlm, в которых -т— имеет простые

нули. Таким образом,

может быть представлена в окрестности точки т = 0 в виде

л=1

причем радиус сходимости этого разложения равен расстоянию до ближай-
ближайшей особой точки т, которая соответствует значению v = va ± 2nl.

Когда v возрастает от —оо до t>0, то т убывает от со до 0; когда о

продолжает возрастать от va до оо, то переменное t также возрастает от О

до оо. Определим коэффициенты Ьп в A8) так, чтобы arg т = 2я на первой
части и arg т = 0 на второй части пути интегрирования. Тогда мы имеем

,-w (ф (Т) _ф (те'2")] их. A9)J
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Используя A8) и применяя лемму Ватсона (Copson, 1935, стр. 218), получаем
искомое асимптотическое разложение

Щ. B0)
-I

Коэффициенты в формуле A8) выражаются по теореме Коши

А. B1)

где интеграл берется вдоль малого замкнутого контура, охватывающего точку
v = vob положительном направлении.

Так как [g (v) —g (v0)]
2

имеет в точке v ™ v0 полюс порядка 2/t-f-l,
можно разложить

в ряд Тендера. Мы имеем

(*-*в)8я+1 [*w-iwr^ - |о 4«с-чЛ
где

Aa)-^{^^-^2n+1lg^S^)]-n-^ . B2)

С другай стороны, теорема Коши показывает, что

f (v- ».)*»-' [g (v) - gЫ]~*~* dv, B3)

где интеграл взят вдоль замкнутого контура, охватывающего точку « =

Сравнение B1) и B3) дает значение коэффициентов в B0):

4 4ff -ЩЩ{да (•- ^>2Я+Х If W -« <*.)]"""* J^. B4)

Мы получили, таким образом, асимптотическое разложение

КР (х) - 4

l
exp (-VFT^+P arcsta ?-) X

2 2«амГ («+!) У(^+^Гт+ ОС*-*) .

m=0 J
Х| 2л2та»Т[т+2) *&+*'>""+0U-")|. A*>0, B5)

где
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Первые коэффициенты в B5) имеют вид

77 385
-2

B6)

Аналогичное разложение получил с помощью метода стационарной фазы
J. Bljl A937, стр 23) Он вывел следующий результат, справедливый при

/? 1:

Здесь w = p у
— или Vр*-\-хг у — в зависимости от того, будет

4

ли

.
ля коэффициентов в левой части неравенства B7) выполняется рекур-

рекуррентное соотношение*)

7_Г/ ) ^р2 + х% il~\' Ф®

где d0 = 1, dx = d3 — 0. Здесь 1 _,[ 1 интерпретируется как нуль, а сумма

распространена иа все значения /, для которых т — / нечетно иО<;<я-3.

B9)

ррр
Из B8) вытекает, что

5&p" + 35 (ps + *2)- /p2+x3 н

Соответствуищие разложения для Jp {x) и #?" (х) получаются из най-

найденного в 7.3B0) и 7.3B3) выражения Зоммерфельда с помощью метода

наискорейшего спуска (см. Debye, 1909, BaicoH, 1949, стр. 262; Weyrich,
1937, ст». 49). Относительно выбора пути наискорейшего спуска в различ-
различных случаях см Emde (T937, 1939) и Erade, Ruhle A934). Здесь возникают

разные случаи в зависимости от того, будет ли р больше или меньше,

чем х, или же будет лежать в окрестности х Они перечислены в форму-
формулах 713A1) — 7.13A6) Формулы для верхней границы остаточного члена

в разложениях 7.13A1) и 7.13A4) и рекуррентные соотношения для коэф-
коэффициентов были получены соответственно Мейером (Meijer, 1933, стр 108)
и Ван Вином (Veen, 1927, стр 27).

*) В первом томе вместо (™\ используется обозначение С?.
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Недавно (см Schdbe, 1948) из контурного интеграла G.3J5 были по-

получены два различных асимптотических разложения для второй функции
Ганкеля В отличие от рядов Дебая, найденных в 7 13 A1) и 713A3), члены

рядов Шебе не являются элементарными фрикциями, а выражаются через

вторую функцию Ганкеля порядков 1/3 и 2/3 Первые члены даются фор-
формулами Никольсона 713 B7) и Ватсона 7 13 C4) соответственно

7.4.3. Промежуточные области. Асимптотические выражения 713A1),

7.13 A3) и 7 13 A5) для функции tfj,1' {х) справедливы соответственно для

случаев когда х > р, х < р их приблизительно равно р Однако они не

охватывают всех возможностей, поскольку в последнем случае наложено

добавочное ограничение х—p^O\xsj. В переходной области, то есть

в случае, когда — близко к единице, до \х — р\ — большая величина, при-

применяются другие формулы. Они были выведены Никольсоном (Ватсон, 1949,

стр 275; Scihobe, 1948, Tricoml, 1949).

Формула Никольсона для функций Бесселя первого рода целого по-

порядка имеет вид

_1 1_

1^^,®, C0)
т

Г 1
(81)

-- -Г 1
~S T(JK Л (?)+¦/ Lil)

в зависимости от того, х < п или х > п. Здесь

(Относительно Уп(х) см. 7.13B4) и 713B6).) Эти формулы выводятся
с помощью принципа стационарной фазы (Ватсон, 1949, стр. 256). С этой
целью будем исходить из интегрального представления 7.3B):

я

я ]л (х) — Г cos (nq> — х sin <p) dy. C3)Г
о

Фаза стационарна, если
d^Щ~хsin^

=0, то есть если costp = —.

Поскольку мы предположили, что п приблизительно равно х, то <р — малая

величина, н в окрестности стационарной точки можно заменить slnq> на

ф3 -

9—-^-. Таким образом,

— (x —

о

~ J cos|^^ — (ж — «)<p]rfq>~ J
о о

В зависимости от того имеем ли мы х < п или х > п, этот интеграл
является интегралом Эйри вида 7.3C9) или 7.3D0), что приводит к тре-
требуемым результатам C0), C1)

Этот метод вывода формул Никольсона является спорным Кроме того,

область, в которой справедливы пи формулы, и порядок величины ошибки
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не могут быть определены (строгую теорию метода стационарной фазы дал
Ван дер Корпут (Van der Corput, 1934, 1936). Быоил (J. Bijl, 1937) при-
применил этот метод для того, чтобы получить асимптотические разложения

функций Бесселя.

Формулы Вате она. Более точная форма для формул Никольсона
была дана Ватсоном A949, стр. 276):

t«

C4)

Здесь порядок р мвжет не быть целым числом, и мы имеем

-1. C5)-V]
где argw = 0 при x>p и arg w •= -д при x<p. Соответствующие фор-

формулы для Jp(x) и Ур(х) перечислены в 7.13 B8) — 7.13 C1). В случае,
если х приблизительно равно р, w может быть заменено на \2(х—р)/р

(atgVх —р равно 0 или — при х>р или х <р соответственно]. Отсюда

получаются формулы Никольсона C0), C1).
Используя свое асимптотическое разложение, Шёбе (Schobe, 1948) по-

получил следующий результат (см. конец п. 7.13.2):

/я

Т

2

Зл
и arg У (х— р)* равен 0 или -д- в зависимости от того, имеем ли мы

х > р или х < р.

другая формула дана Trlcomi A949). Его результат имеет вид

(87)

C8)
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Здесь At (f) и Аг (t) обозначают функции

C9)

(см. интеграл Эйри 7.3D0)).
7.4.4. Равномерные асимптотические разложения. Методы, связан-

связанные с дифференциальным уравнением. Рассмотренные выше асимптоти-

асимптотические формулы были получены с помощью интегральных представлений
для функция Бесселя, в основном с помощью представлений Зоммерфельда
(см. п. 7.3.5). Другой метод вывода этих разложений основан на дифферен-
дифференциальном уравнении Бесселя.

Мы ограничимся в дальнейшем рассмотрением случая, когда как по-

порядок р, так и аргумент х являются положительными числами. Преобразуем
уравнение Бесселя 7-2 A) с помощью подстановки х=*ре*. В результате

. получим уравнение

a2-l)w(y)^0. D1)

Асимптотическое поведение решений дифференциального уравнения вида

w' (у) + [р*Ф* (у) -* (у)] w (у) - 0, D2)

в котором р является большим параметром, изучалось многими авторами

(Horn, 1899; Schlesinger, 1907; Blrkhoff, 1908; Blumenthal, 1912; Jeffreys, 1925;
Jordan, 1930). Основным принципом этих исследований было то, что мало

отличающиеся друг от друга дифференциальные уравнения должны иметь

мало отличающиеся решения. Первоначально для сравнения брались урав-
уравнения с постоянным значением Ф. Все эти методы теряют силу в области,
где Ф (у) имеет нули. В случае уравнения Бесселя это происходит в окрест-
окрестности точек у «а 0 или х =» р

Лангер (Langer, 1931, 1932, 1934) использовал для сравнения уравнение,
в котором Ф(у) является, по существу, соответствующей степенью у. Это
позволило справиться с трудностями, связанными с нулями Ф*(у). Решение
уравнения, использованного Лангером для сравнения, может быть выражено
через функции Бесселя порядка 1/3. Применение результатов Лангера
к уравнению B8) приводит к следующей асимптотической формуле, которая
справедлива равномерно в 0 < х < оо (Langer, 1931, стр. 60, 61):

1 D3)

При х>р argw и arg(w—arctgw) положены равными нулю: при х<р

argar равен у,
a arg (w

— arctg w) равен -у-. (Результаты для Jp(x)
и УР{х) перечислены в формулах 7.13C2) — 7.13C5).) Относительно срав-
сравнения числовых значении Jp(x) со значениями, получаемыми по формуле
Лангера D3), см. Фок A934), а относительно распространения формулы D3)
на комплексные значения р и х см. Langer A932).
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В случае, когда w достаточно мало (то есть х приблизительно равно р),
W3

w — arctgw можно заменить на —%-; при этом получается формула Ват-
о

сона C4).
Metftta «приблизительно совпадающего» дифференциального уравнения

был также использован Черри (Cherry 1949, стр. 121) для получения равно-
равномерных асимптотических разложений функций Бесселя. Дифференциальное
уравнение, которому удовлетворяет функция

имеет вид

^ [ E| *-^)]-О, D4)

где

«-Arty-y. D5)

В окрестности течки у»0 коэффициенты для w в D4) имеют разложе-
разложения вида

где Р означает степенной ряд. Таким образом, уравнение D) близко к урав-
уравнению

d*W

du»

Но в силу формул 12 F2) и 12 F3) решением уравнения D6) является

W ™ У"ри К i (ри)' (*7)
1

Поэтому, если записать уравнение D4) в виде

где

/ (н) - -^ »-»- (у- -1) (| у-*- j у»+ а*- *>), D9)

то мы можем подставить в правую часть уравнения D8) вместо ч» выра-
выражение D7). Продолжая далее этот процесс последовательных приближений
и применяя метод вариации произвольных постоянных, получаем решекче
уравнения D8). Дальнейшие результаты можно найти у Черри (Cherry,
1949, 1950).

7.5. Функции, связанные с функциями Бесселя

С функциями Бесселя связаны некоторые многочлены и функции, ко-

которые либв подобны им, либо обладают некоторыми похожими свойствами,
либо, наконец, встречаются в исследованиях, относящихся к функциям Бес-
Бесселя. Эти многочлены и функции подробно описаны в книге Ватсоиа A949,
гл. IX и X). Мы дадим здесь лишь краткий очерк основных свойств неко-

некоторых из этих функций. Более детальную информацию читатель найдет
в книге Ватсона A949).
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7.5.1. Многочлены Неймана и связанные с ними многочлены. Много-

Многочлены Неймана Оя(*) определяются равенством

во—I, г„ = 2, если д>1, |8|<1*|. A)
Они играют важную роль в теории разложения произвольной аналитическое

функции / (г) в ряды вида

в=0

Для того чтобы получить явное выражение для Оа(г), будем исходить из

тождества
ОО

(Z_ |)-l -г f e-*e *
dx, Re1 < 1.

i
B)

п„

Положим в равенстве 72B5) о = 1, заменим г на \ н t—t~x на —. Мы

получим:

-М <Подставим это разложение в равенство B) и заметим, что при

можно почленно проинтегрировать. Сравнив результат с A), получаем
интегральное представление Неймаиа

00

' J IU +

C)

где л > 0 и 16 -г- arg г | < -j*
Для того чюбы показать, что Оп (г) является многочленом от г~1, под-

ставнм

a C) и почленно проинтегрируем получившееся разложение Мы получим, что

/ПшО

w«0
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или, после некоюрых алгебраических преобразований,

В частности, имеем

«*-«, О, (*)=-*-» 0s(*) = z-'+4z-». G)

Очевидно, что 0л(г) является многочленом от ж'1 степени л + 1 Из F)
вытекает следующее неравенство:

Юв(*I<2в-1л!|*Г»-1ехр(-Ц?). (8)

Следовательно, используя 7.3 D), получаем, что еслв ряд V а„ (-*-)
абсолютно сходится, то и ряд

абсолютно сходится.
Ив определения вытекают следующие соотношения:

О'ь(г) О, (г), (9)

я+1 (*)+(л+1) Ол.,^)-.^-1 (я2- 1)Оя(г) = 2т-1 (sin^)J, A1)

, A2)

. A3)

Из 9тих соотношений следует, что О„ (г) удовлетворяет дифференциальному
уравнению

Если С является простым замкнутым контуром, охватывающим начало

координат, то из F) и 7.2 B) следует, что

От (г) О„ {г) йг - 0, т-п и тфп, A5)

-О, тфп, Aв)

A7)
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Для некоторых целей удобнее использовать многочлены Шлефли

S,(*)-0. Sn{z)= V (B-/»-l)!-HZ ¦, л>1 A8)
»»*

т—О

(Ватсон, 1949, п. 9.3—9.34). Они связаны с многочленами Неймана соотно-

соотношением

) • A9)

Многочлены йп(г). определяемые разложением

(«¦-еГ^З'иМ^ГОнЮ. I6KI*I. B0)
л=0

также были изучены Нейманом (Ватсон, 1949, п. 9.4 и 9.41).
Оба семейства многочленов Неймана были обобщены Гегенбауэрем (Ват-

(Ватсон, 1949, п. 9.2. 9.5). Эти обобщения определяются разложениями
со

^^г-2 Л* »«'*+«(& ПК 1*1. B1)

00

*«».*<#' n®J *©¦ B2)
'

я=0 "+-2 V+T

7Л2. Многочлены Ломмеля. Повторно применяя рекуррентную фор-
формулу 7.2 E6), получаем, что Jv+m может быть выражено в виде

= /v (*) ^/», »(*) -Л-1 W ^ffl-b v+, (г), B3)

где J?m,_у является многочленом степени т от г~1\ он называется много-

многочленом Ломмеля. Аналогично имеем

(-l)m y_v_m (г). y.v (г) «m, v (z) -r-y_v_, (г) /?„_,, v+, (г). B4)
Из B3), B4) и 7.11 C3) вытекает, что

Rm'vW "
2sMvn)

t7v+m (г) /"v+1 (г) + (~1Г7-»-»(г) /v-« (гI- B5)

Используя степенной ряд 7.2 D8) для произведения двух функция Бесселя,
получаем из B5), после некоторых преобразований, формулу

V (-1I" (т -п)\ Г (у + т - п) ( z \~m+2n
^ л|(и_2лIГ(у+ л) \Tj

=

я=0

1— т т ,

2-•—Тг v> ~m> l-v~m'> -7W )
Из этой формулы видно, что

Rm. v (*) - (-1)" «я. -v-m+i (г). B7)
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Так как функции Бесселя второго рода удовлетворяют тому же самому
рекуррентному соотношению 7.2 E6), что и /v (z), получаем следующее соот-
соотношение, аналогичное соотношению B5):

У*+т (*) = Yv (*) Rm, v (г) - Г„_, (г) /?„,_,, v+1 (*). B8)
Следовательно, из B5) и 7.11 C6) имеем

Rm, v<*)—¦тг PV+.WЛ-i W-Л+« (*) 1%_, (г)]. B9)

Пусть в формуле B5) т = 2л и v =
-g-— л, где я—целое число. Используя

B6) и 7.11 E), получаем

U 1<*)Г+ К 1 <*)]'« Г/ гЩ'
L e+T j L """Г J I "+T J

_

2 у BгJт-2яBя-2дIBя->вI
C0)

nz 4Jl ml (л— /я)I (л — /я)I
v '

Рекуррентные формулы и формулы дифференцирования, которым удо-
удовлетворяет многочлен Rm, v, могут быть получены из его представления B5).
Относительно этих формул и доказательства предельного соотношення Гурвица

«~
' 2' ' '-*

C1)

см. Ватсон A949. п. 9.63, 9.65). Относительно других результатов см. Mcdo-
nald A926).

7.5.3. Функции Ангера — Вебера. Функция Ангера Jv (г) а функция
Вебера Ev (z) определяются интегралами типа Бесселя

Используя формулы 7.3 (9) и 7.3 A0) соответственно, получаем отсюда раз-
разложения со

JvW = /v {г) +1 sin (vn) f •-• *'-* dt -

00

- /v (r) +i sin (vn) J *-"(«+VT+^)"V A +»8)"W rfw. C3)

Rez>a
CO

Ev {z) =-Yv(z)-±j (*v'+ *-v' cos vn) *-• *' dt -

oo

—kv(*)-JL J e-«- [(v+yr+F)v+
0
v1'2

C4)
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Из C3) следует, что

J«(*)-¦/«(*). ч-0,±1,±2.... C5)

Разложение подынтегральной функции C2) по степеням г и почленное

интегрирование с использованием равенства 1.5 B9) приводят к разложениям

2л+1

(87)

Связи между функциями Ангера и Небера а рекур-
рекуррентные соотношения. Из формул C3) и C4) имеем

sin (\л) Jv (г) = cos (vn) Ev (*) — E_v (г), C8)
sin (vn) Ev (z) = J_v (г) — cos (vn) Jv (*). C9)

Дифференцируя формулу C2), получаем
я

2[;;]!! Г {tf'Kv

откуда, вновь используя формулу C2), выводим, что

; D0)

+ D1)

Аналогично из формулы C2) вытекает

, Jv_,(^) + Jv+)W = 2v^-1Jv^)— 2 (яг) sin (vn), D2)

Ev-i (г) + Ev+, (г) = 2v*~ 'Ev (г) —2 (п*Гг A - cos vjt). D3)

Из C3) и 7.2 A) выводим, что

К(^+*"Ч

-i г-*sin (wi) J -^ I(-z ch t+v) «-•*«-*!dt.
о
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Таких образом, очевидно, что

(г) = *-

Из D4) и C§) вытекает соотношение

(г) +z-% (z) +A -Л )Jv (г) = ~ *-» (г- v) 8ln (vrt). D4)

*[*+ v+(zv)coS(vji)]. D5)

Асимптотические разложения. Асимптотические разложения
функций Jv (г) и Ev (г) при больших значениях г и фиксированной v легко

получаются с помощью леммы Ватсона. Подставим выражение

1'

соответственно в C3) и C4) и используем равенства 2.1 B), 1.1 E). Мы
получим

ГД1-1

Ev (*)-- Kv (z) - {nz)~l A +cos w) X

- v (яг) A - сое vn)

Относительно асимптотических разложений для Jv (*) и Kv (г) в D7) н D8)
соответственно см. 7.13 C) и 7.13 D).

Случай больших значений |v| и |*| изучен в книге Ватсона A949,
стр. 345).

7.5.4. Функции Струве. Функции Струве определяются с помощью инте-

интегрального представлении, похожего на интеграл Пуассона 7.3 (8):
1 ,

r/v+iV

 ^(f)VJsln<гcos»)(sInVJv rfq.. Rev>—J-. D9)
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Из этого выражения можно вывести (Ватсон, 1949, стр. 367), что функция

Hv(x) положительна, если х положительно и v>—.

Велн преобразовать равенство D9) в контурный интеграл, то можно

снять ограничения, наложенные на v, и мы получим

A+)з 1у' X

Hv (г) - -/я Г (~ -v) (-J)V Г У* - 1)V"T sin (zt) dt. E0)

13 5
2" Tf f

Еще одно представление вытекает из 7.2 A2):

(v +1] [Hv (?*) - Kv Or)] = 4=- /|У~' *v J ,-* A

E1)

(Относительно других интегральных представлений см. Melier, 1935a, стр. 628,
744; 1939; 1940, стр. 198, 366; Nielsen, 1904, стр. 234.)

Модифицированная функция Струве имеет вид

) A3)
Следовательно, из D9) вытекает

и
Т

Lv {г) Г (v+1) .Л= (|JV Г sh (г cos <f) (sin ФJ^ rf9. Re v > —J-. F3)

мы имеем

Lv(ж) = У_v(дг) у/ . | A + Р?~*sin(jrf)« (И)

Из E1) мы имеем

Re v <
-j.

Представление Hv (jr) в виде степенного ряда по возрастающим степе-
степеням г получается из формулы D9) путем разложения sin (г cos <р) по сте-
степеням г и почленного интегрирования:

( }
\2
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Отсюда видно, что D-1 Н„ (*) является целой функцией от v и *. Далее,

мы имеем

Из E2) получаем
г 4v+2m+l

• E7>

Из E5) легко вывести формулы дифференцирования

l w E8)

*-vH!W E9)

Выполняя дифференцирование в левых частях равенств E8) и E9) и срав-
сравнивая подученные результаты, выводим, что

Hv_, (*) + Hv+1 (г) - -^ Hv (г) + С ТГ, F0)

Из E8) и E9) следует, что функция Струве .удовлетворяют дифферен-
дифференциальному уравнении

; (г) + г н; (*) + (z2 - v2) Hv (г)»—Щ тт- F2)

Асимптотические представления. Если положить в фор-

формуле E1) г>1и разложить A + t*l~2) 2
в ряд по возрастающим степе-

степеням t, после чего проинтегрировать почленно, то получим для больших

значений I и фиксированного v

1 v

|arg?|<n.

 ). F3)
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Относительно асимптотического разложения Kv(?) cu- 7.13 D). Далее, можно

доказать, что если v вещественно и |>0, то при М-\--^—v>0 М-й

остаток имеет тот же знак и меньше по абсолютной величине, чем первый
отброшенный член.

Относительно случая, когда велики | vl и |?|, см. Ватсон A949, стр. 364).

V—Ь
Если V — я+-1(л=0, 1,2, ...). тоО-И2!""8) "вE1)является много-

многочленом и мы имеем

н «» у

2

1 V>/6\ +*~T \ ^2)

¦irSJt) ГС. + 1-»)' F4)

где К ;Х (|) задается формулой 7.11 B). Далее, из E1) и E4) получаем

н
/ 1чИ-(-1)"У ! (*); L 1ч(г)-У ! (г), л=0, 1. 2, ... 165)

-(Я+Т) Я+Т -(»+т) ¦+!

При л— 0 формула F4) принимает вид

н i*\ * ~ С08 *

т /т
Вели л—натуральное число, то из формуя C7) и E5) получаем (Ват-

(Ватсон, 1949, стр. 367)

? V 7 ;
F6)

я+1<т rLm_.
я

..о г(т+4)
Относительно дальнейших результатов, касающихся функций Струве, см.

Baudoux A946).
7.5.5. Функции Ломмеля. Рассмотрим неоднородное дифференциальное

уравнение Бесселя
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где ц и v — любые постоянные. Решением уравнения F8) является

m=0

I1'

3\ /

2

+3 \
"

j

Если одно из чисел |х ± v является нечетным целым числом, решение F9)
теряет смысл.

Интегрируя дифференциальное уравнение F8) с помощью метода вариа-
вариации произвольных постоянных и выбирая решение, которое при малых z

1 +1
приблизительно равно [(ц — v+l)

Z

+ 1)] 1, получаем

u(z) I
Уv (г) J G0)

Если v не является целым числом, два выражения G0) для «ц, v сов-

совпадают. Если же v — целое число, то первое выражение не определено,
а второе имеет смысл.

Другим частным решением уравнения F8) является

X { cos [о» -V) у] У-v (г) - cos [(ц + v) Щ Jv (z) J =

{ sin [oi - v) -|-] 7V (z) - cos [(|i - v) f\ yv W }• G1)X

Если одно из чисел ц ± v является нечетным положительным числом, то S^, v

может быть представлено в виде следующего конечного ряда по убывающим
степеням z (см. Ватсон, 1949, стр. 379):

-1)» - v«] [(|i - З)» - v»] ж-* - ...}. G2)

В случае, когда ц + v или |х
— v является нечетным целым числом, sfl> v

не определено, а 5^, v (z) имеет определенный предел (Ватсон, 1949, стр. 380).
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Рекуррентные соотношения. В силу принятых определений
имеем

*1x+»,v(*)~*|1+1-[(n + l)a-v2]slt,v(*). G3)

«i,vW +7V»W"(i1+v-1)Vb»-iW. G4>

si vW-7VvW =(l1-v-1)Vb»+iW' G5>

jn -1)s(i-bv-iW-(l*-'-1)sn-bv+.W. G6)

2s^ v (г) = (Ц+ v - 1) *ц-|, v-iW +(l»-v- 1) «й_1, v+i (^). G7)

Из G1) следует, что в формулах G3) — G7) можно заменить s^ v (г) на

5ц, v (*)•
Частные случаи функции Ломмеля. Многие функции, свя-

•анные с функциями Бесселя, могут быть выражены через функции Ломмеля

ftuW-'-'SbieW. Om+iW-^ + I)*-1 So. »+!<*). G8)

Sm (*) = 4л S_,, 2Я (г), 52Я+, (г) = 2 6'0,2л+1 (г), G9)

^ая, v (*) = 4г гГ~' Г (v + я) (v + 2п) S, _ v, v+ ln (г), (80)

ov+l

Л (*) =^ ^ ^Г (v + л +1) (v + 2я +1) S_V( V+2B+1 (г), (81)

Jv(*) = — [sln (vrt) So, v (г) — v sin (vn) 5_,, v (г)], (82)

Ev (*)= —— [A + cos vn) se, v(i)+v(l- cos vn) s_,, v (z)], (83)

где использованы обозначения, введенные в п.,7.5.

Функция Юнга A912) имеет знд

* з i
v--a-( -a-

m =0

Асимптотические разложения. Вообще говоря, ряд G2) рас-
расходится. Но можно показать (Ватсон, 1949, стр. 383), что он является асим-

асимптотическим разложением S^ v (г), когда | г \ — большое число и | arg z \ < п.

Интегральные представления. Интегральное представление

л

Т

X J Ja+*-vft <* 8ln 9) <sln *P+V~m (cos 6>v+» M. Re (v + ц +1) > 0, (86)
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легко проверить путем разложения по возрастающим степеням г.

Относительно дальнейших интегральных представлений см. формулы
7.12D8) —7.12E2) в Szymanski A935), Meljer A935a, 1938, 1939а, 1940,
стр 198, 366).

Ломмель изучил также функции от двух переменных, определяемые
равенствами

(-1)Ш(-т) '*+««• (87)
0m=0

Относительно теории этих функций см. Ватсон A949, п. 16.5 —16.59); см.

также Shastri A938).
7.5.6. Некоторые другие обозначения и функции. В книге: Nielsen,

Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen использованы некоторые обо-
обозначения, отличные от введенных в п. 7. 5; перечень их приведен в книге

Нильсена на стр. 406. Этими обозначениями являются

22-Pcos[-?-(v-p)lsp-,,

Далее в этой книге изучены следующие функции:

Д* (z) - -i- [Jv (г) + J_v (г)], Xv(z) -1 [Jv (г) — J_v (л
n

яФУ{г) = С f eucos фcos (vq>) </ф,
о

л

я Av (г) = il~v J в'г cos *
sin (vq>) %

Последние две функции являются обобщением интеграла Хаисена для коэф-
коэффициентов Бесселя (см. 7.12B), а также 7.12 D0) — 7.12 D5)).

7.6. Теорема сложения

Существует два типа разложений функций Бесселя, известных под назва-

названием теорем сложения. Разложения типа Гегенбауэра связаны с теорией
сферических волновых функций (в 2v -+- 2-мериом пространстве), в то время
как разложения типа Графа связаны с теорией цилиндрических волн. Это

различие не является вполне точным, и оба типа совпадают при v = 0. По

сути дела, эти два типа разложения являются двумя различными обобще-
обобщениями теоремы сложения Неймана для Jo (г).

1АЛ. Теорема сложения Гегенбауэра. Мы установнм теорему сложе-
сложения Гегенбауэра для модифицированных функций Бесселя третьего рода Kv (*).
Положим

—2*Zcosq>=« V(Z— ze~lv){Z-zel<*) A)
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и предположим сначала, что г, Z, <р вещественны и 0 < г < Z. Полагая
в 7.12B3) /¦! oa-v, имеем

Ю

oo

«j f exp(-<--
При v Ф О используем разложение Сонина 7.10 E)

rZ совФ)= (^-)VT(v) 2 (v+я)

в подставим его в B), после чего почленно проинтегрируем, используя фор-
формулу 7.7 C7). Таким образом мы получим теорему сложения (относительно
функций CJJ см. п. 3.15)

г (v) ^ (v + я) СУЯ (cos Ф) /v+e (г) ^v+e (Z). C)

v^O, -1, -2, .... z<Z.

Если устремить здесь v к нулю, то получим, используя 3.15 A4),

K,(w)=h{z)Ku{s)-^2^iln(z)Kn{Z)zost^1 z<Z. D)
я=1

Из 7.2 A2) и 72 A3) вытекает, что ряд C) сходится одновременно с рядом
хт bz \"

J^ С? (cos <р) 1-^1 , и поэтому из 3.15A) следует, что формулы C) и D)

сохраняют силу, если \ze± l<f | < | Z\.
Теоремы сложения для других функций Бесселя могут быть получены

из формулы C) с помощью соотношений 7.2 A6), 7.2 A7), 7.2 G) и 7.2 f8).
См. также 7.15 B8)-7.15 C2).

W

7.6.2. Теорема сложения Графа. Формула сложения Графа

(91 Л***Т /E\

* .c. —«. -

.
®

n=—oo

где

| »*'» | < | Z |, w . y*»+Z»-2*Zco«* = У (Z - ге-'») (Z -

может быть доказана следующим образом. Из 7.3 E) мы имеем

ОД) 7v+« BO, (*)«'"*-
* -J

-ооехр(-<Э)
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Из 12, B5) вытекает

<2я/)

J
(

J
-ооехр(-/В)

Положим здесь (Z — ze~l<t)t*= wv, =— в выберем значение

квадратного корня A) так, что w^-\-Z, когда г->0. Тогда можно взять

контур, начинающийся и оканчивающийся в точке —ооехр(—ta), где
а >>» arg w. Таким образом, мы имеем

00

J4+n(Z)J»(.*)«'"*-
я»—оо

@+)(+

(
J exp

-оо ехр(-<а)

Вновь применяя 7.3 E), получаем E).
Формула E) может быть записана в несколько ином виде, если ввести

угол ф с помощью равенств

Z—г cos <р = да cos ф, г sin <р
=* w sin ф.

Ясно, что для вещественного <р и положительных г, Z и w i|> является углом,

противолежащим стороне г в треугольнике со сторонами г, Z, w. Мы имеем

тогда

|*«**4<|Z1, v^O, ±1, ±2, ... (б)

Относительно других функций Бесселя см. формулы 7.15 C3) — 7.15 C6).
Формулы удвоения для функций Бесселя первого рода и для модифици-

модифицированной функции Ганкеля в случае полуцелого порядка вывел Кук (Сооке,
1930). Результат имеет вид

* '

n-0

Относительно других таких формул см. Сооке A930).
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7.7. Интегральные формулы

7.7.1. Неопределенные интегралы. Из формул 72 E2) и 72 E3)
соответственно мы имеем

), A)

J M-*+lJv (г) dz ~ -z-*+Vv-, (*). B)

Из 75 E7) получаем

т — 1

J* 7V (*) dz - 2 ^ Л+м+1 (г) + J /v+ш (*) ^, л -1, 2, 3,... C)
о

Равенства 7J2 D)—7^ F) показывают, что формулы A) — C) сохраняют
силу для Yv (z) и Н1У (*), Н® (г). Относительно других подобных формул
см. 7.14 A) —714 A3).

7.7.2. Определенные интегралы по конечным отрезкам. Многие

определенные интегралы, содержащие функции Бесселя, являются формулами
типа свертки

f F(v)Q(t — v) dv

и могут быть выведены из теоремы о свертке для преобразоза-шя Лапласа
(Doetsch, 1937, стр. 161; Widder, 1941, стр. 84). Эта теорема утверждав i,
что если

в g{s)~L{Q), то

Эта формула справедлива, например, если L [F] и L [Q] абсолютно
сходятся.

В качестве примера получим этим способом второй интеграл Сонина
Полагая

получаем из формулы B4) при Re ц > — 1

Но

/й (a, s) /v (P, s) - 2 /,!+„+, (Уа» + р*. s),
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откуда и вытекает интеграл Сонина

Rev>—I, Ren>—1.

Полагая * -»1 и подставляя т ¦¦ (sin вJ, подучаем
я

2 *.

Г Уц (о sin в) yv (p cos в) (sin ef+l (cos 6)v+l d& —

0

XV^+T2), D)

Rev>—1,

Следует особо отметить предельный случай формулы D). Если разде-
разделить обе части равенства D) на Pv и устремить Р к нулю, получим
первый интеграл Сонина

я

Т

/ц (О Sin в) (Sin в)"
+X

(COS вJ"* J
rf6 —

-.2Pr(p + l)e-p-IVi»+i(e>. Rep>—1, Ren>—1. (Q

Другими формулами типа свертки являются

(см. Hardy, 1921, стр. 169) и

t
_

Jtv (« Vх) cos (р Т^У — т)

Последняя формула может быть записана в виде

Т

I. Rev>—
j. (8)
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Формулы F) и G) вытекают из теоремы о свертке, примененной к соотно-

соотношениям A7) и B3), B5) соответственно.

Интегральная формула для функции Струве, соответствующая первому
интегралу Сонина E), имеет вид

z sin В) (sin ef+
J
(cos 9Jр+ l

dd -

, Rep>-1,

Она может быть установлена следующим образом. Разложим под знаком

интеграла функцию Струве по формуле 7.5 E5) и почленно проинтегрируем
получившееся разложение, используя 1.5 A9).

Во многих случаях для вычисления интегралов, содержащих функции
Бесселя, могут быть использованы формулы 7.2 D7) — 72 D9), выражамщие
произведения двух функций Бесселя в виде степенного ряда. Например, мы
имеем из 7.2B) и 1.5A9)

I Уv B* sin в) (sin d)v (cos 6Jv </9 =

В силу 7.2D9) «то приводит к соотношению

'v Bг sin в) (sin 9)v (cos 9)^9 —1
s. Rev>-i. A0)

Аналогично доказывается формула Неймана

л

/v+ц B* сое в) cos [(|i — v) 9] dQ = ^ yv (г) У№ (г). Re (v +1») > —1. A1)

В этом доказательстве используются формулы 72B), 1.5A9) и 7.2D9).
Обобщение формулы Неймана

ог) Уу (?
я

Т

, A2)
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может быть доказано следующим образом. Разлагая функцию Бесселя под
знаком интеграла по формуле 7.2 B). получим

га=0

л

т

Г -v) (cos e)m+v+|i („2

Интегралы, входящие в эту сумму, можно выразить через гипергеометри-

гипергеометрическую функцию iFi (ср. также 2.4 A1)), н в силу 7.2D7) справедливость
соотношения A2) доказана. Относительно аналогичных представлений
см. 7.14F0).

Другой класс интегральных формул может быть получен из теорем
сложения в п. 7.6 н 7.15. Из 7.15C1) мы имеем

я

я Un (г)]г - f h12* sin ф) cos Bmp) rf<p, л - 0, 1, 2,.... A3)
о

или, более общо, из формул 7.15B8), 7.15B9) и 3.15A7) имеем

л

(да) С^, (cos ф) (sin ф)л Жр

2я Г (т -f 2v) _

-г *'

, Re v > -

j,
m = 0, 1, 2,...

Здесь через Zv обозначена функция Бесселя любого вида, то есть первого,
второго или третьего рода. Относительно других формул того же типа

см. формулы 7.14 A4)—7.14 B3) и Ватсон A049, стр. 412); Copson A932);
Rutgers A941); В. N. Bose A948); MacRobert A947, стр. 383).

7.7.3. Интегралы с бесконечными пределами, содержащие показа-

показательную функцию. Формула
с

Г
о

v +1) Г J» (at) Jv (P*) »-*t~' dt

m=0

Re(X + n-f-v)>0, Re(Y±/a±/E)>0,

может быть доказана путем замены произведения функций Бесселя его

разложением в степенной ряд 7.2 D7), почленного интегрирования и

использования формулы 1.1 E). В некоторых частных случаях правая сто»
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рона равенства A5) сводится к более простым выражениям. Если, например,
положить X+v —p и устремить р" к нулю, то получится интеграл Ганкеля

со

'.&YVroi+i)JV%
о

Второе выражение в формуле A6) выведено из первого путем использова-

использования формулы преобразования 2.10 F) для гипергеометричеекой функции.
Полагая во втором из выражений A6) р —»(х -J-1, получаем

00

2+a2)
2 *. A7)

ReBn+l)>0, Re(v±/o)>0.

Если положить в A6) р«= 1 и использовать формулу 2.8 D), то получим

(erf) dt-
(У у JT^IZJ-. Re|i>-1, Re(Y±te)>a A8)

Далее, полагая во втором из выражений A6) р»1 и используя 2.1 A4),
получаем

V

ДУ |, o>0. A9)Др
Таким же путем можно вывести много интегральных формул, в которых

показательная функция зависит от квадрата переменной интегрирования.
Например, соотношение

00

Г

v+i; 5-)(-#¦)".

может быть выведено путем использования выражения 72 D7) и почленного

интегрирования. Рассмотрим теперь некоторые частные случаи, я которых
формула B0) сводится к более простым выражениям.



60 ГЛ. 7. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ. ТЕОРИЯ [7.7.в

Пусть р'=а, тогда, используя 2.1 A4), получаем

t (erf) 7V {at) e-V'V1-1 dt -

1bii2-v-i*-1y~v~x"

B1)

Пусть в B0) P стремится к нулю. Тогда выражение в правой части ра-
равенства B0) сводится к вырожденной гипергеометрнческой функции, и, по-
полагая v -f- Л. = р. получаем

J

Rev*>0, Reftt+p)>a B2)

Далее, имеем

J *
о

B4)

. B5)

Rev> — 1, Rev*>0.

Формулы B3) и B4) следуют из B2), а B5) — и» B0).
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Для того чтобы доказать аналогичное формуле A6) равенство

"^-^ (а+ pJv+^ Г fti + v) Г (ц - v) X

—JJ-). Re(n±v)>0, Re(a + p)>0, B6)

заменим в нем /Cv Ш) выражением 7.3 A5), изменим порядок интегрирова-

интегрирования и используем 2.12 E). Из формул B6) и 2.8 D7) получаем, полагая

B7)/¦
Re fti ± v) > 0, Re р > 0.

Далее, из формул B3) и 72 A3) имеем

т

Относительно дальнейших формул см Shabde A935); Mohan A942, стр. 171)
Sinha A942).

7.7.4. Разрывный интеграл Вебера—Шафхейтлнна. Перейдем к изу-
00

ченню интеграла J У^ (or) 7V (W) ^~р Л, где ей b— положительные веще-вещеJ
Оственные числа. Оказывается, что хотя этот интеграл сходится для всех

положительных значений а и Ь, аналитическое выражение его различно
в зависимости от того, будет лн а меньше, равно или больше Ь. Именно
мы имеем

00

Rep> —
:^). B9)
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аналогичное эыраженве имеет место при 0 < b < а (при атом в формуле B9)
надо переставить а и Ь). Далее имеем

00

I

Rep>0, e>0.

T' C0)

Эти результаты доказываются следующим образом: подставим в подынте-

подынтегральную функцию B9) выражение A2), сделав в нем подстановку <х = а,

Р = b, z = t; изменим порядок интегрирования и вычислим интеграл по t

с помощью формулы A9). Мы получим

v+'i~

я

Т

Г

Но интеграл в правой части равенства можно выразить через гипергеоме-

гипергеометрическую функцию tFt (см. 2.4 A1)). Соответственно тому, имеем ли мы

Ъ > а или Ь=а, непосредственно получаем выражения B9) или C0). В не-

некоторых частных случаях гипергеометрическая функция сводится к более

простым функциям. Например, формулы 7.14 B8)— 7.14 C1) выводятся из

B9) и C0), если положить p
= v =

-^-.

Через гипергеометрическую функцию может быть выражен и интеграл*
аналогичный интегралу Вебера — Шафхейтлина, в котором одна из функций
Бесселя заменена модифицированной функцией Бесселя третьего рода.
Однако этот интеграл не имеет разрыва при а—b. Мы получаем

оо

2Р+1 av-p+1 г (v +1) Г fCM (€rf) JvWГ* dt-

Re(a±/p)>0, Re(v—р+ 1±ц)>0.

Эта формула доказывается путем разложения /v (pt) в степенно» ряд по

формуле 7.2 B) и почдеиного интегрирования с использованием формулы B7).
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Дальнейшие интегралы такого типа приведены в 7.14 C5) — 7.14 C9). Фор-
Формулы 7.14 C5) и 7.14 C6) вытекают нз формулы C1), остальные были дока-

доказаны в работе: Dlxon, Ferrar A930).
7.7.5. Интегралы Сонина и Гегенбауэра и их обобщения. Разрывные

интегралы более общего типа, чем B9) и C0), были изучены Сониным и

Гегенбауэром. Интеграл
«

д-

при а < Ь,

при а > b,

C2)

где Rev > Rep > —1, может быть вычислен путем замены второй функции
Бесселя под знаком интеграла по формуле 7.3 F), изменения порядка инте-

интегрирования и использования формул B4) н вновь 7.3 F).
Обобщения формулы C2) были даны Batley A935a) и Oupta A943). На-

Например, следуя Бейли, имеем

Refi >-l, C3)

J
m

» Г ft») Д
л=1

C4)

Другое обобщение формулы C2) было даио Сониным. Для того чтобы

получить его, рассмотрим иитетрал

J («•¦!
где 0> — положительное целое число, Rea>0 и С—контур, состоящий из

двух полуокружностей | г \ => R, Ы г > 0 и | г | = г, 1га г > 0 и из соединяю-
соединяющих их отрезков вещественной оси Если а>6, Re(± v) < Rep < Bт-\А)-\-
+ Re|i, то при R-><x>, r->0 вклад полуокружностей в интеграл стремится
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к нулю. Разлагая подынтегральную функцию по возрастающим степеням

(** — а9), получаем, что вычет в полюсе г'г = а* равен

Г qp-4(* У

[
'H1

J*
Из теоремы Коши о вычетах в 7,2 A6) следует, что

a>b, Re(±v)<Rep<2m+ 4+ Reti, Re(ia)<0, m-0, I, 2,...

Аналогичные формулы и частные случаи перечислены в 7.14D6) —7.14E9).
7.7.6. Формулы Макдональда и Никольсона. Представления произве-

произведений функций Бесселя в виде несобственных интегралов были даны Мак-

дональдом и Ннкольсоном. Формула Макдональда

(86)Г jexp(-4-
<Ji, |argZ|<rt,

является кепосредствениым следствием равенства

C7)

где соответственно X > х или X < х. Мы докажем равенство C7) для по-

положительных вещественных х и X. Отсюда, в силу 7.2A3), вытекает фор-
формула C6) для положительных вещественных г, Z; распространение на ком-

комплексные г, Z выполняется с помощью аналитического продолжения. Пола-

Полагая в формуле B5) а— х, р1 — X, Y^-j. получаем

(хХ\
/х* + Хг\ С —5" j /<к>\

|=ГеХр( гт;—"~| I Jy{XV)J^{Xv)t (№ C8)
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Подставляя ато выражение в C7), выводим, что

00 00

I /v (xv) 7V (Xv) v dv I в
2

dt

и

оо

«2

О

В силу формулы 7.14 E7) отсюда вытекает равенство C7).
Формула Ннкольсона

i-=2 I /Cv+nB^ch0clj[((i — v)t]dt =•

оо

¦¦2 СKv-aBzcht)cb[(n + v)t]dt, 1*ег>С C9)

может быть доказана следующим образок. Из 7.12 B1) следует
00 ОО

1 Г Г
Kv(*)Kii(*) = -t

e~'W+filv) eh W}th(w)dtdv.
4 J J

—00 —00

Сделаем в этом интеграле подстановку t-\-v>=2^,t — v = 2t]. После не-

несложных преобразований получим
00

-5- J
—00 —ОО

В силу 7.12B1) отсюда следует C9).
Другая формула, принадлежащая Никольсону, имеет вид (см. Ватсон,

1949, стр. 489)
СО

[Уу(лг)]* + [Г„(*)]я-8я-* J KaBzsbt)cbBvt)dt, Rtz>0. D0)
о

Относительно аналогичных формул, в частности интегралов от произве-

произведений двух функций Бесселя, см. Ватсон A949, стр. 482); Chaundy A931);
Dixon и Ferrar A930, 1933); Meijer A935, стр. 241, 1935b, 1936, 1936а, 1940,
стр. 366). Относительно суммы и разности произведений двух функций Бес-
Бесселя см. Buchholz A939, 1947).

3 Г. Бейтиен. А. ЭрдеЯв
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7.7.7. Интегралы от функций Бесселя по индексу. Рамануджану при-
принадлежит следующая формула (Ватсон, 1949, стр. 494), справедливая при
вещественных у и а, Ь > 0, Re (v + ц) > 1:

00

если |у|<я.

О, если | у | > п.

D1)

Она доказывается путем применения к 7.7A2) формулы обращения преобра-
преобразования Ф^рье.

Цилиндрические и сферические волновые функции могут быть соенвет-

авенно выражены в виде

so

— 2ab cos«p)a=— 11 Kit (a) Klx F) ch [(я — ф) х\ dx, D2)
о

гхр (- ik Yd3 + Ьг — 2д» cos q>)

%= \ xe^Hft (ka) Я}5 (») th {nx) P . (— cos <p) dx, Im ft < 0.
2Уab J --j+ijr2Уab J

j

D3)

Равенство D2) вытекает из формулы Макдональта 7.7C6), а равенство D3) —
из теоремы о вычетах с использованием 7.15D1) Формула D2) является

частным случаем формулы Крама (Crum, 1940)

f К, (!+„, (а)К, с+ч> (ft)e1»-* *dr\~K, e.o (с)в^в-1*. D4)

где А, В, С являются углами треугольника, длины сторон которого равны
а, Ь, с

Другое обобщение формул D2) и D3) имеет вид

-1 Г

FV~F
J

D5)

— 2abcos<t
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/относительно определения Cv . см. п. 3.15\ Для доказательства фор-
I +" )I )
мулы D5) надо использовать 7.6C) и теорему о вычетах.

Другие формулы имеют вид

\ К1х (a) cos (лгу) dx - % е~а ch у, D6)

Klx (a) ch ^ лг) cos (xy) </лг = i cos (a sh у), D7)

J Ku (a) sh (-J л:) sin (лгу) dx = J sin (a sh y). D8)

Они могут быть соответственно выведены из формул 7.12B1), 7.12B5)
н 7.12 B6). Относительно других результатов см. Ramanujan A920, 1927,
стр 200, 224, 229); Fox A929); MacRobert A931, 1937), Crum A940).

7.8. Соотношения между функциями Бесселя и Лежандра

Функции Бесселя и модифицированные функции Бесселя могут быть

выражены как предельные случаи функций Лежандра Заменим в выраже-

ниях 3.2A4) и 3.4F) для функций Лежандра г на ch—, а х — на cos—

соответственно. Мы получим

Вели теперь устремить v к бесконечности и использовать 72 A2) и 72 C),
то получим

Аналогичное соотношение (см. Poole, 1934) может быть выведено
3.2D1). Оно имеет вид

Um тгт—ъ
|L-»co

Г (I*)

3»
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Соотношения, аналогичные A) и B), могут быть получены для функций
Лежанара второго рода либо с помощью A) и 3.3 D), либо 2 и 3.4 A3). Эти
соотношения имеют вид

[.о. (?)]
Перейдем теперь к некоторым интегральным соотношениям между функ-

функциями Бесселя и Лежандра Сравнивая гипергеометрический ряд в правой
части равенства 7.7 B6) с формулой 3.2 A6), получаем

Ц 00

, т/Т (,* _ i)"T Г е-**к
11 

at E)

—1, Re(v—

Аналогично из 7.7 A6) и ЗЛЕ D1) вытекает

О!} (*) /f T
at,

—1, Re*>l.

F)

Применяя формулу Уиппла 3.3A3) и 3 3A4) к E) и F) соответственно,
получаем следующие четыре интегральных представления:

Г (v-

G)

Re(v±n)>-1,

ехр

Re(v+ii)<o.

Г (v

J
OS

-»1 (cos в) - J «-* «•% (f sin в) *v Л.

0

(8)

A0)
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Равенство (9) вытекает из (8) с помощью 3.3 A), а A0) следует из (9) с по-

помощью 3 4 A).
Простым примером представления функции Бесселя первого рода с по-

помощью интеграла, содержащего функции Лежандра, является обобщение
Гегенбауэра интеграла Пуассона

dq>. Re v > —

л

n!TBv)

1

о

Оно может быть выведено из формулы Сонина 7 10 E). Заменим Y на cos <p,

умножим обе части равенства на Cva (cos q>) (sin <ffv, почленно проинтегри-

проинтегрируем по ф и используем 3.15A7).
Аналогичная формула

-I-==¦ i" (sin <р) С\ (cos V) Уу+Л (z)

= Г в'г С08 9cotV . (г sin в sin ф) С1 (cos в) (sin 6)V+ 2
d%, A2)

Rev> —
j, \argz\<a, яч-O, I, 2,....

может быть выведена из теоремы сложения 7.15A7). Относительно даль-
дальнейших формул такого типа см. Meijer A934, 1938); MacRobert A936, 1940);
Bailey A935a)

В заключение упомянем о контурном интеграле Укттекера, который свя-
связан с интегралом Ганкеля 7.3(8). Он имеет вид

Texp[-(v+T)f-] J

Для доказательства »той формулы предположим, что контур целиком лежит

вне окружности 11 \ *= 1; тогда мы можем разложить в формуле 3.2E)
Q [ (г) по убывающим степеням t и действовать далее так же, как в п. 7.3.

Из формулы A3) получаем соответствующее выражение для второй функции
Ганкеля:

(-1+. 1+)

irl I вМр iW* (М>2 J_Jib V-T

<arg*

Здесь при выводе используются 1Ц Щ я, 3^3 (8).
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Разложение ф^нчции Лежандра Pv(cos8) в ряд по функциям .Бесселя

1
т=0

было дано Szego A933) Коэффициенты ат(в) являются элементарными
функциями, регулярными в полосе 0<Re9<n в частности, ао = 1,
a, =2"8(ctg6 —в )и т. д. Ряд A5) равномерно сходится в полосе 0<6<
<е„— е, где е>0 и

вв= 2 (/2-1) я = @.828...) л

Эта формула может быть выведена следующим образом. Полагая в 7.10A5)

s=l, z = 6, t«al--p-Hv = -j, получаем

следовательно,

Если подставить это разложение в интеграл Мелера 3 7 B7), почленно про-

проинтегрировать и использовать равенство 7 3C), получим формулу A5)
В упомянутой работе Szego аналогичные разложения даны для Л, (ch E)

Qv(cose) и <?v(ch0, см. стр. 450 449 и 448 соответственно
г**а»'

7.9. Нули функций Бесселя

Этот вопрос детально изложен в гл. XV книги Ватсона. Некоторые даль-
дальнейшие результаты были получены после опубликования книги Ватсона

в 1922 году, но не помещены во второе издание. Здесь будут кратко изло-

изложены наиболее важные результаты.

Общиерезультаты. Из общих теорем о дифференциальных уравне-
уравнениях (Айне, 1941, гл X) вытекают следующие утверждения:

а) Любой нуль решений уравнений 7.2A) или 7 2A1) является простым.

Единственным исключением может быть точка * = 0

б) Вещественные нули двух вещественных линейно независимых реше-
решений уравнения 7 2A) перемежаются друг с другом. Здесь вещественное
решение определяется как a Jv (х) + Ь Уv (*), где а, Ь и v вещественны,
а х — положительное вещественное число.

Функции Бесселя первого рода. Для функций /v(г) могут
быть доказаны следующие теоремы.

Нули функций /v (г) и J'v (г) при вещественных значениях v располо-

расположены симметрично относительно осей координат.

При вещественном v функция Л, (г) имеет бесконечно много вещест-

вещественных нулей (Ватсон, 1949, стр. 526, Wilson, 1939).
Если Yv. if У\, 2f • • • —положительные нули функции Jv(x), упорядочен-

упорядоченные по возрастанию значений, то

0<Yv, .<Yv+j,i<Yv.

(Ватсон, 1949, стр. 528).
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Если v > — 1 и А, В, С, D — такие вещественные числа, что

AD — ВС Ф 0, то положительные нули функций A Jv (х) +• Вх j'v (х) и

С Jv (х) -}- Dx J'y (x) перемежаются друг с другом, и ни одна из функция
такого вида не имеет кратного нуля, отличного от х = 0 (Вагам 1919

стр. 529).
Если А и В вещественны и v > — 1, то функция

AJv(x)+Bzfv(z)
имеет лишь вещественные нули, за исключением случая -^ -f- v < 0, когда

она имеет два чисто мнимых нуля (Ватсон, 1949, стр. 53). Относительно
асимптотической формулы дня этих положительных нулей см. Мооге A920).

При v > 1 функция J-v(z) имеет бескочечно мною вещественных нулей
и 2 [v] попарно сопряженных комплексных нуле1 Если |v]—нечетное целое

число, го среди комплексных нулей есть два чисто мнимых (теорема Гу
внца) (Относительно различных доказательств см Ватсон, 1949, стр
Obreschkoff 1929; Polya, 1929, Falkenberg, 1932, Hide S/eg6, 1943.)

Обобщение теоремы Гурвица, tanHoe Хилбом (Hilb, 1922), утверждает,
что если [v] четно, главная ветвь функции

AJv(z)-\- BJ_y(z) (А. В — вещественные. В Ф 0, v > 0)
»

имеет [v] комплексных нулей с положительной вещественной частью;
если же [v] нечетно, то существует |v| — 1 либо [v] -f-1 комплексных нулей
с положительной вещественной частью, в зависимости от того, имеем ли мы

-^->0 или -g-<a
Число нулей функций z~v Jv(z), лежащих между мнимой осью и прямой

при достаточно больших значениях т равно т, и псе нули функции Jv(z)
лежат в полосе | Im z | < Av, где Av ограничено, если v ограничено.

Пусть Vy. v'v и Yv являются наименьшими положительными нулями функ-

функций 7V (л), J'y (л) и j"v (x) соответственно. Тогда мы имеем (Ватсон, 1949,
стр. 535)

/2 (v -f 1) (v +3),

где v > 0, и

^v(v-l) < yC < ^^^ПГ.

где v > 1. Относительно лучших оценок и результатов, касающихся следую*
щих нулей см. Мауг A935).

Формула

Yv-v+1855757v3 + 103315v~3 + OCv )

и аналогичные формулы для -тугих нулей функций Бесселя первого я

второю рода были получены Trlcomi A948). Относительно дальнейшей
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информации о нулях функций Jv (х) и Jv(x) см. Bickley A943); Bickley и

Miller A945); Oatteschi A950); Oiver A950).
Siege! A929) доказал что если v — рациональное число и z — алгебраи-

алгебраическое число, не равное нулю, то Jv (z) не является алгебраическим числом.

Из этой теоремы вытекает предположение Бурже, что Jv(z) и Jv+miz)
(от = 1. 2, 3, ...) не имеют общих нулей, за исключением точки 2 = 0 (Ват-
сон 1949, стр. 533).

Coulomb A936) исследовал нули \п для Jv (z), рассматриваемой как

функция от v при фиксированном г. Он показал, что если z — положитель-

положительное вещественное число, то v,, вещественны, просты и асимптотически близки

к отрицательным целым числам (см. также Грей и Метьюз, 1953, стр. 114).
График функции Jv (х) при фиксированном v > — I и переменном х>0

'напоминает график затухающего колебания. Пло цади полуволн, лежащих
выше и ниже оси, образуют убывающую последовательность (Сооке, 1937).

Теорема разложения для целых функций (Маркушевич А. И., 1950,
стр. 520) приводит к представлению z~vJv{z) в виде бесконечного произ-
произведения (Ватсон, 1949, стр. 548). Пусть v — фиксированное число, v Ф —1,
—2, —3, ... Рассмотрим нули функции z~v J v (г), лежащие в полуплоскости
Re z > 0 (они симметричны относительно вещественной оси), упорядочим
их так, чтобы вещественные части образовывали неубывающую последова-
последовательность (если существуют нули, лежащие на мнимой оси то мы берем
только нули с положительной мнимой частью). Обозначим эту последова-
последовательность через Yv, л (л== 1> 2. 3, ...). Тогда мы имеем

,A)

Аналогичное разложение для j'^ (г) имеет вид (Buchholz, 1947)

B)

Здесь Yv п
— последовательность, образованная из нулей функции zx~v Jv(z)

таким же образом, как последовательность Yv,« была образована из нулей

функции z~vJv (z).
Образуя логарифмическую производную выражения A) и используя

7.2E1), получаем

Ун (г) 2 V
(г)

= _2г V (г2- V2 Г1 C)

Отсюда вытекает следующее разложение в степенной ряд, справедливое

-рри \г | < yv:
со

V с ,2в-1 (л\bZ D)

n=l
где

(в)
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В частности,

SSS*'v = 22 (v -f 1)
' Si' v

=

Относительно других аналогичных разложений и соотношений см. п. 7.15;
Forsyth A921); Buchholz A947).

Функции Бесселя второго рода. Самым первым результатом
относительно нулей функции Бесселя второго рода была теорема Шафхейт-
лина (Ватсон, 1949, стр. 531), согласно которой главная ветвь функции Уо (г)
имеет в правой полуплоскости лишь вещественные нули. Этот результат
обобщил Hilb A922). Если [v]

— четное число, то Yv (г) имеет [v] комплекс-

комплексных нулей в полуплоскости |arg2|<-^-. Если [v]
— нечетное число, то Yv(z)

имеет [v] — 1 или [v] -f- 1 комплексных нулей в этой полуплоскости, в зави-

зависимости от того, имеем ли мы cos (vn) < 0 или cos (vn) > 0. Таким образом,
функции Y2n(z) и Y2n+l(z) (п = 0, 1, 2, ...) имеют 2л комплексных нулей

в полуплоскости | arg г |< -г-.

Все ветви функции Yn (z) (п — целое) имеют комплексные нули в левой

полуплоскости, и все ветви, кроме главной, — в правой полуплоскости. Да-
Далее, Yv (г) имеет положительные вещественные нули лишь в случае, когда
v — рациональное, но не целое число. В этом случае Kv (г) имеет положи-

положительные вещественные нули на главной ветви, а другие вещественные нули
могут быть лишь при условии, что v — рациональное, но не целое число.

При этом условии Kv (г) имеет вещественные нули лишь на ветвях, для кото-

которых 2mv в" 7.11 D1) — целое число (Hillmann, 1949).
Относительно нулей линейных комбинаций Jv (г) и Kv (z) см. BaTCOrf

A949, гл. XV); Hiib A.-Й2); Hillmann A949). Относительно теорем, аналогич-
аналогичных гипотезе Бурже, см. Banerjee A936).

Относительно комбинаций произведения функций Бесселя первого и вто-

второго рода имеет место следующая теорема (Грей н Метьюз, 1953, стр. 107);
если v вещественно, а а я b положительны, то

Jv (ах) Kv (bx) - Jv (bx) Yv (ax)
является однозначной четной функцией от х, все нули которой вещественны
и просты (см. также Яике—• Эмде — Лёш, 1964, стр. 242; относительно ана-

аналогичных комбинаций см. Carslaw и Jaeger, 1940; Kline, 1949).
Функции Бесселя третьего рода. Исследование нулей глав-

главной ветви первой и второй функций Ганкеля при вещественных неотрица-
неотрицательных v было проведено в работах Faikenberg, Hilb A916) и Faiken-

berg A932). Результаты таковы: /Д!' (z), v>0, не имеет нулей в полуплос-

полуплоскости 0 < arg z < л. При v > 0 нули функций Н'^ в — я < arg г < 0 и Н®
в 0 < arg г < л симметрично расположены относительно мнимой оси.

Чисто мнимых нулей не существует, за исключением случаев, когда

v=Bk —1)-|~-2" (*=1, 2, 3, ...). В этом случае есть один такой нуль.

Полное число нулей функции //^* ® (г) на главной ветви равно
о

О, если 0 < v < -=-,

2А — 1, если v = BA —l)+i.
2*. если BА — 1)+-j < v <2A + y. *=-1.2,3»...
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Теорема, аналогичная гипотезе Бурже, утверждает, что если v веще-

веществе ш'о, v>—1 и т=1, 2, 3,.... то Н{У' ™(х) и Н^^(х) не имеют

общих нулей (Banerjee, 1935).
Модифицированные функции Бесселя третьего рода.

Если v>0, то Ку(г) н? имеет нулей, для которых larg*|<^-. Число пу-

пулей в области |argz|<n является ближайшим четным числом и-р

за исключением случая, когда v— -д-
— целое число. В последнем случае оно

равно v— -п (Ватсон, 1949, стр. 562).

Если v-j-1 — положительное вещественное число и т—положительное

целое число, то Kv{z) и Kv+m (г) не имеют общих нулей.
Если / (г) и g (г) —заданные аналитические функции, не имеющие общих

нулей и такие, что -у^Ц- — мероморфная функция, причем Re Л~г > О

при Иег>0, то функция

F (*) = / (г) К'у (г) - g (г) Kv (г)

не имеет нулей в правой полуплоскости (Erdelyl и Kermack, 1945).
Все нули функций Kv (г) и Л> (дг) ^v (*г) — ^v (аг) ^v (Ьг), рассматри-

рассматриваемых как функции от v, являются чисто мнимыми. Эти функции имеют

бесконечно много нулей (Грей и Метьюз, 1953, стр 115); см. также Polya
A926) и Bruljn A950) Функцией G {г), соответствующей равенству (III) в ра-
работе Пойа, является 2Kiz(X).

7.10. Представления произвольных функций
в виде рядов и интегралов

7.10.1. Ряды Неймана. Рядом Неймана называют ряд вида

2 aaJv+nB). A)

Из разложения 7 2 B) очевидно, что радиус сходимости этого ряда совпадает
с радиусом сходимости степенного ряда

Легко получить разложение в ряд Неймана для функции / (г), предста-
представленной в виде степенного рята. Для этого найдем сначала ряд Неймана
для степени г:

где v не является целым отрицательным числом. Это разложение может
быть проверено путем подстановки вместо 7v+n(z) соответствующего сте-
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пенного ряда, см. 7.2 B), ц последующей перегруппировки слагаемых в пра-
правой части по степеням г. При этом все коэффициенты, за исключением коэф-
коэффициента при г\ обращаютдя в нуль

Пусть теперь

Заменяя каждую степень г ее рядом Неймана B), получим

+ /m|2m Г (v + / + m)

1=0 т=0

Следовательно,

где

<т

s=0

C)

Обратно, коэффициенты bi можно выразить через а„ (Nielsen 1904, стр. 271)
ь виде

btГ (v + / +1) - 2"'-' ^ (-1Г (V + f) *,.,„,. D)

m = 0

Представляют интерес некоторые случаи, в которых для суммы C) могут
быть получены более простые выражения Например, положим

/=о

Тогда из равенства C) после некоторых преобразований получаем

Ц^: lnvY"
Используя многочлены Гегенбауэра 3.15(8), получаем формулу Соннна

i» е'ч* = 2V Г (v) ? '" (v + я) С* (Y) ^v+« (*). v =^ 0, -I, -2,... E)

Разложение функций Бесселя в ряд Неймана

i; «г)Г(ц+я)(ц т-гя)/,,^^) (б)
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легко может быть установлено аналогичным образом, разложим левую часть

равенства F) в степенной ряд по г и используем формулу C). Таким асе

образом получаем ряд Неймана для функций Ломмеля 7.5 F9)

V v W w 1 2и л 1

л = 0

Используя формулы 7.5 (82) — 7.5 (84), можно получить аналогичные выра-
выражения для функций Ангера, Вебера и Струве. Относительно дальнейших
результатов ср. п. 715, Nielsen A904, гл. XX); Ватсон A949, гл. XVI); Вои-
doux A945, 1946).

Теория разложений функций / (х) вещественного переменного х в ряд
Неймана основана на интегральной формуле (см. 7.14 C2))

Из иее мы получаем формально разложение
00 00

Jv+»n+\ <¦*) / Г1/ (t) 7V+Sn+1 @ at, v > -1. (8)
и=0

Теорию этого разложения построил Wllklns A948, 1950). Частный случай
v = 0 ранее рассматривали Webb, Kapteyn, Bateman (Ватсон, 1949, стр. 586);
Когп A931) и Титчмарш A960, стр. 93). Относительно почленного интегри-
интегрирования рядов Неймана см Харди A926).

Ряды вида

называются рядами Неймана второго рода. Если заменить здесь произведе-
произведение двух функций Бесселя соответствующим степенным рядом по формуле
7.2 D8), то получим соотношение

где

Г

и, следовательно, (Nielsen, 1904, стр. 292)

X
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\

при условии, что ни и, ни v, ни ц -\- v не являются целыми отрицательными
числами. Формула A2) дает преобразование степенного ряда в ряд Неймана,
и можно показать, что полученный таким образом ряд Неймана равномерно
сходится внутри круга сходимости степенного ряда

Простым примером является разложение степени г. Из A2) легко по-

получаем

v + ц + п [ п Jv^ 03)

л=0

(Относительно дальнейших результатов см. Nielsen, 1904, гл. XXI; Ватсон,
1949, стр. 578; Вапефе, 1939.) Относительно рядов, содержащих произведе-
произведение любого числа функций Бесселя, см. Stevenson A928).

Модифицированной формой рядов Неймана является ряд

со

A4)

Из контурного интеграла, см. 7.3 E), непосредственно вытекает следующее

равенство:

*4( V=b ?J?2L A5)

"Полагая здесь s = l и тг«=1—X2, получаем теорему умножения для функ-
функций Бесселя

A6)

Отсюда, устремляя I к нулю, выводим, что

(if.
со

Я=0

Эта формула аналогнчна формуле B).
Равенство A7) полезно для преобразования степенных рядов в ряды

рассмотренного выше вида Мы имеем

*=0 n-0
где

пп ~ *¦ ——¦ 2 s~ bV6p (\Я\

и, следовательно,
п

Г (v-(- /i-f- 1) *« — 2и j—2~v~""'san_, B0)
t=o

(Nielsen, 1904, гл. XXI).
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7.10.2 Ряды Каптейна. Ряды вида

B1)
/1=0

называют рядами Каптейна. Из неравенств^ (Ватсон, 1949, .стр. 295)

\ B2)

очевидно, что ряд B1) сходится в области, в которой абсолютно сходится

ряд

S ««[•(*)]», B3)

где

гвУГЭ
*<*>°1 + Т/,_г,- B4)

Разложение степени г в ряд Каптейна

"¦ D
где v не является целым положительным, может быть проверено путем
замены каждой функции Бесселя в правой части равенства ее степенным

рядом 7.2B). Ряд B5) сходится в области

|w(*)l<l- B6)

С помощью равенства B5) можно преобразовать степенные ряды в ряды
Каптейна Заменив каждую степень г в разложении

соответствующим рядом Каптейиа B5), мы получим, после некоторых пре-
преобразований,

/ (г) = z~y 2 ап А+« l(v + я) *] B8)
я=о

(v не является положительным целым), где

5=0

Ряд в B9) абсолютно сходится, если

| w (г) | < 1 и

где р —радиус сходимости ряда B7).
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Рядом Каптейна второгЬ рода называют ряд типа

±[^J^L 2
п=0 2 \ 2

Можно показать (Nielsen, 1904, стр. \307), что

(l)

(
XJv+nl(v + P + 2n)z]Jp+n\(v + (> + 2nJ], C1)

где v, p, v-|-p не являются целыми отрицательными числами

Далее, пусть

Тогда (Nielsen, 1904, стр. 308) мы имеем

J Р+л| 2 I' ( }
2и=0 2

где

2 J

I 2 j
/у + Р+2д —2s—2\

Относительно дальнейших примеров и результатов см. Nielsen A904,
гл. ХХЛ, ХХШ); Ватсон A949, гл. XVII); Bailey A932); Budden A926)

7.10.3. Ряд i Шлемильха. Ряды вида

/ (х) = 4г + 2 а™ уо (т*) C5)

были изучены Шлемильхом. Имеет место теорема разложения для произ-
произвольной функции вещественного переменного х на отрезке @, л) (Грей и

Метьюз, 1953, стр. 52; Ватсон, 1949, стр. 679).
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Если функция / (а), заданная на отрезке/О< х < я, имеет на этом

отрезке непрерывную производную с ограниченном изменением, то она может
быть разложена в ряд вида C5), где

я

7

? J v J /' (овШфНф А», C6)

Я 2

ат = — J v cos (же) J /' (t/ sin q>) <fq> rfo. C7)
о о

Обобщенный ряд Шлемильха имеет вид

\ат 7V (тх) + Ьт Hv (mjc)] (-^-)~'. C8)

Теория таких разложений изложена в книгах: Ватсон A949, гл. XIX) и

Nielsen A904, стр. 134). В работе Кука (Сооке, 1928) установленные в книге

Ватсона результаты частично упрощены и обобщены. Теория основывается

на формулах
л

Г /v (г sin в) (sin e)v+1 (cos er^rfe =з

о

я

7

Hv (г sin 9) (sin 6)V+I (cosO)-^ 46

— -| < Re v <
-j, D0)

которые легко вывести из равенств 7 7 E) и 7.7 (9). полагая в них ц = v и

0 =
— v —-

-я-. Предположим, что имеет место разложение

/W - 2 КJy (тх) + Ьт Hv (mx)\ {^)\
m=l D1)

<v<

Заменим здесь х на л- sin 0, умножим обе части на

(sUi9Jv+I(cose)-2v,
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проинтегрируем по 0 от нуляХдо -я и применим формулы C9) и D0). Тогда

мы получим формально

/ С* sin 9) (sin 9Jv+1 (cos 9)-2v dQ =*

0

oo

=
—f= Г /- — v^ ^—[am sin (mx) + bm A — cos mx)\.

m = 1

Следовательно, для коэффициентов разложения D1) имеем

я

Г D" ~ v) пт = С̂ t Sin (ffi^ f ^ V Sin 9) (sin 9JV+1 (C0S 9JV d9 d/> D2)

-ж о

л

л J.
mi" Г

—==. t cos (mt) f
Vn J J

. D3)

Ряд D1) с коэффициентами D2), D3) называют рядом Шлемильха функ-
функции f (х).

В упомянутой выше работе Кука доказано, что класс функций, для

которых разложение D1) с коэффициентами D2) и D3) справедливо на всем

отрезке, исключая 0, ± я, совпадает с классом функций, к которым приме-

применима теория рядов Фурье. Далее, установлены теоремы, аналогичные тео-

теоремам Римана — Лебега, Парсеваля и Рисса — Фишера для рядов Фурье.
В этой связи см. также Сооке A927, 1929, 1930b, 1936); Wilton A927); Jes-
manowicz A938); Willdns A950a).

Рассмотрим теперь некоторые простые примеры разложения Шлемиль-

Шлемильха D1). Положим f (х) = (ax)~v Hv (а*) (а произвольно). Это — нечетная

функция от х (см 7 5 E5)); из формулы D1) мы имеем ат = 0. Принимая
во внимание равенств D0), мы получаем из D3)

/ i\m Q—v+1
пЬт = — ^

т2аг
и, таким образом,

п (a*)"* Hv (ах) = -2-v + 1sin (an) ]? (- 1)™ д,^а, [%?f\ (mx).D4)

Разделим обе части равенства D4) на sin(an) и устремим а к нулю. Мы
получим (см. 7.5 E5))

= 0,

D5)

Rev>—j.
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Пусть теперь /(jr)««(ar)~v./v(«ur). Здесу'/С*)— четная функция от л;

и, следовательно, Ьт = 0. Из равенств D2) и/C9) получаем

ЯЯт
а (/я'-a*)

Si"(СИ1)

и, таким образом,

я (ox)-v Jy (ox) — — 2" v+1cT' sin (a*) X

() Rev>-|. D6)
/n=l

Устремляя в равенстве D6) a к нулю, получаем

1
+ S AГ (^J'^C^O D7)

2T(v+l)
n

m el

1
^

1
л

1
—

-я- < v ¦< -н- и 0<x < n или v > ту и

Из равенств D5) и D7) видно, чю существуют сходящиеся обобщенные

ряды Шлемильха с неравными нулю коэффициентами, сумма которых почти

всюду равна нулю. Такие ряды называют нуль-рядамн (Nielsen, 1904, гл. XXV;
Fox, 1926; Cooke, 1930). Существование нуль-рядов указывает, что если

даже существует разложение Шлеыильха некоторой функции, оно не является

единственным.

Относительно других результатов и примеров, касающихся рядов Шле-

Шлемильха и связанных с ним рядов см Penned A932); Bennet A932); Doetsch
A935); Erdelyi A937); Kober A935); Watson A931), Infield A947); Magnus и

Oberhettlnger A948, стр. 58—62). Разложения, в которых функции Бесселя и

Струве в C8) заменены их квадратами, даны в работе: Thielmann A934).
7.10.4. Ряды Фурье — Бесселя и Дини. Пусть v > — 1, а х = утн

х = у„ — два положительных нуля функции Jy (x) (в этом случае все нули

функции 7V (х) вещественны; см. п. 7.9). Используя 1:2 E6), получаем
из 7.14 (9) и 7.14 A0) соответственно, что

0, пФ т.,

(v»)la D8)

•

Аналогично, если Хт и Хп означают два положительных нуля (см п. 7.9)

функции zJy (г) + aJv (г), где v > — -^
и а — данная коне ганта, из формул

7.14 (9), 7.14 A0), 72 E4) и 7.2 E5) следует, что

1



7Л0.41 7.10. ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ФУНКЦИЙ В ВИДЕ РЯДОВ И ИНТЕГРАЛОВ 83

Интегральная формула D8) выражает свойство ортогональности функций
Бесселя и указывает на то, что. произвольную функцию f(x) вещественного
переменного х можно разложить в ряд

/(*)- 2 amjv(ymx), E0)

где
1

-^-= f t/(t)Jv{ymt)dt E1)Г
oJ

и Yt. Y*. Y». • • •
— положительные нули функции 7V (jf), расположенные

в порядке возрастания их величины. Это разложение называется разложе-
разложением Фурье — Бесселя функции / (х).

Аналогично из D9) мы имеем

/W- J2 >>mJv(Xmx),
'

E2)

где
1

№Т№V(^)]2}*•=**«ft'vMfw- E3)

Здесь v > — -я- и А|, Аз, ...
— положительные нули функции zj'v (г) -f- aJv (г),

расположенные в порядке возрастания их величины. Это разложение назы-
называют разложением Дини функции / (х).

Теория разложений Фурье — Бесселя и Динн дана в книге Ватсона

A949, гл XVIII). Имеет место следующая теорема. Пусть функция VTfit)

абсолютно интегрируема на отрезке @,1), и пусть v>—^-. Тогда, если

0 < х < 1, то разложения E0) и E2) имеют место одновременно с соответ-

соответствующими разложениями в обычный ряд Фурье (см. также Moore, 1911;
Stone, 1927; MacRobert, 1931; Титчмарш, 1960, стр. 97) Относительно пове-

поведения около точек *=1 и * = 0 см. Ватсон A949, стр 652, 660, 674) и

Young A941) Относительно явления Гиббса см Сооке A927); Wilton A928);
Moore A930). Относительно рядов, аналогичных E0) и E2), но содержащих
квадраты функций Бесселя, см. Thlelmann A934).

Пусть, например, / (х) = jcv, тогда мы получаем из E0), E3) и 7.7 A)

E4)
m-l

rm"v+1 ltn"

oo

S2A,m Jv (Xnx) 7V+I (Xm)

<1, a + v>0.
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/

Если¦ f (х) = Jvixz), то мы получаем из J.14 (9)

1, E6)

)А, (*) —г A, (*„)yv+1 (г)]

Относительно дальнейших примеров см. п. 7.15.
Разложение в ряды по функциям Бесселя, которые пригодны для поло-

положительных конечных отрезков, дано в работе: Titchmarsh A923a, XIII — XVI)
(см также MacRobert, 1931).

Пусть функция / (х) определена на отрезке в < х < b (а > 0). 1 огда
искомое разложение имеет вид

S *-» V* <V*.*) Kv (Ym») - »V (Y«*) Л (Ym*)l; E8)

здесь 2 = ут является /п-м положительный корней уравнения

v <Ym«)]2 J [^ (Y«01'v (Y«*)~ ''v (YmO ^v (Ym*)] * f W dt. E9)

a

Обобщенные ряды Дирихле. Ряды вида

1 <

изучал Qreenwood A941). При v= -t- они сводятся к рядам Дирихле

Относительно различных теорем, касающихся этих рядов, см Oreenwood

A941).
7.10.5. Интегральные представления произвольных функций. Теория

рядов Шлемильха (см. п. 7.10.3) дает метод для выражения любой произ-
произвольной функции в виде ряда по функциям /v и Hv. Аналогичные методы

могут быть применены для того, чтобы получить соответствующие выра-
выражения произвольной функции в виде интеграла, содержащего функции Бес-
Бесселя и связанные с ними функции. Мы будем в дальнейшем предполагать,
что f(t) является вещественной функцией вещественного переменного t,
имеющей ограниченное изменение в окрестности точки t — х. Бели функ-
функция / {х) имеет разрыв при t == х, то в дальнейших формулах надо заме-
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1 \
нить f(x) на

-у \/{х + 0) -+•/(.* — 0)|. Условия на v в некоторых из сле-

следующих формул разложения были ослаблены Cherry A949a).
Простейшим типом такого разложения является интегральная формула

Ганкеля

f(x) = j J4 (tx) tdt j f (v) Jv (vt) v dv, F0)
о

которая справедлива, если v > =- и интеграл

ее

f
0

t \f(t)\dt
0

сходится, или если v > — 1 и сходятся интегралы
1

VT\nt)\dt,
с о

Теория разложения F0) детально изучена в книгах Ватсона A949, гл. XIV;

Титчмарша A960, стр. 100) и Трикоми. В случае v = ± -к- разложение F0)

сводится соответственно к синус- и косинус-шреобразованию Фурье.
Обобщение интеграла Ганкеля было дано Харди A925), который доказал

формулу
оо оо

= Г Gv(xt)tdt j Fv(vt)vf(v)dv, F1)
о о

где

\V+2a+2m

f
( + + )( +

m =0

Ov (г) = cos (an) Jv (г) + sin (ал) Kv (г), F3)

справедливую при следующих условиях (Cooke, 1925):

| J
II. t°f (t) интегрируема на @, 6), o= min (l -J-v-r-2e, ^-j, 6 > 0.

Ill Yt f (t) интегрируема на F, со).
Теория разложения F1) дана Куком (Сооке, A925).

Частные случаи формулы Харди Если а = 0, то мы получаем

Fv (г) = Jv (г), Gv (z) = Jv(z). Этот случай сводится к формуле Ганкеля F0).
Если а — ¦„, то получаем Fv (г) = Hv (г), Gv(z) = Yv{z). Это приводит к

оо со

/ (х) = J Kv (xt)tdtfliv(vt)v/ (v) dv. F4)
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Если «=» — -й-, то получаем

оо оо

Г<H?Ll F5)- \ Yv(xt)tdt (Г <H?L
0J 0J ^-'VTr(v+|)

Если, v = -ж- • то получаем

Г J

J

= |Л^- Сзд+1 (z), Ov(*) = j/JL sin (z - ал),

где C2e+i(^) — функция Юнга 7.5 (85).
Формула Вебера — Орра

X J Vv (vt) Yy (at) - Yv {vt) J4 (at)) v f (v) dv F6)
a

BO

справедлива, если v вещественно и интеграл Г УГ | / (/) | dt сходится. Она

а

сводится при v = ±
у

к синус-преобразованию Фурье (Tttchmarsh, 1923;

Ватсон, 1949, стр. 516).
Другая формула, принадлежащая Титчмаршу A925), имеет вид

/ (х) = я J Tv (xt) t dt J (-|-j \t Av (vt)] vf (v) dv,J J (|j F7)

где

Tv (z) - sin (ал) [ [Jv (z)]*- [Yv (z)]*\ - 2 cos (on) Jv (z) Kv (z). F8)

Она справедлива при следующих условиях (Cooke, 1925).

— 1, 1>а-И>— I, |

/@ интегрируема на @,6), о = mln(l -\-2v-\-2a, I), </ @ интегрируема
на (Л, оо), б > 0. Теория разложения F7) дана Куком (Сооке, 1925).

Частными случаями формул F8) и F9) являются

а = 0. Гv (z) = -2 /v (г) Kv (г), Av (г) = (/v (z))\
а= —v,

a--2v,
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Обобщение интеграла Лапласа, содержащее функции Бесселя, дал Meijer
A94Q, стр 599, 702):

С+/оо да

/ (л) = -g- J /v <*0 У*#\ Ку WУ&f (v) dv. G0)

C-ioo 0

Так как Kv{z)*=K-v(f) (см- 7.2A4)), имеем также

C+ico

K^ J YW G1)

(см Boas, 1942). В случае v« ±-j формула G1) сводится к формуле'Лапласа.
Другими интегральными представлениями произвольной функции являются

: G2)

OO u

(Конторович и Лебедев, 1938),

оо

v, a>0 GS)

• ОО ОО

— too u

—OO

(Crura, 1940),

-"(eV)l f iv) dv G4)

(Титчмарш, 1946, стр. 83),

J ^« W < 8h («0 * J Kit («) / (») d* G5)
о о

(Лебечев, 1946),
a+ioo

0-7
G6)

O-ioo

(Лебечев 1947) Относительно других примеров см Hardy A927) и Hardy
и Titchmarsh A933)

Дуальные интегральные уравнения, содержащие
функции Ьесселя. В некоторых задачах теории потенциала и теории
электромагнитных и акустических волн искомая функция удовлетворяет одному
интегральному уравнению на части луча @, со) и иному интегральному
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уравнению на другой части этого луча (Nicholson, 1924; King, 1935, 1936; Sora-
merfeld, 1943). Пара уравнений (Титчмарш, 1948, стр. 337; Busbrldge, 1938)

оо

g(*h О <Х<1,[
5

х>\,

G7)

имеет при а > 0 решение

а о а

(ЗД*~ * f / +TJ a(xt)dt\g(vt)v"' A -v*iJ~'dv. G8)

В частном случае о= 1, v=« 1, g{x)=l имеем решение

•?¦/(•*) = Jf staJf—x~l cos л

Пара уравнений (Tranter, 1951)

j* Ф (y) yv x > 1.

G9)

имеет решение

где

H (y) + \r2L(t)J 1{ty)dt,

И (у) = ^ A) 7V+1 (У) + У J

L (t) = (|) Г* J -p== /W - J У »(У) -/v (-«У) dy dx.

(80)

(81)

(82)

Решением уравненнй

0

J
(83)
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является
1

,

где

1= I xg(x)Jv(xy)dx,

M (x) = x4G (x) — x" J К (у) Уv (*У) ^У-

ЧАСТЬ ВТОРАЯ. ФОРМУЛЫ

7.11. Элементарные соотношения и различные формулы

Сферические функции Бесселя. В формулах A)
л = 0, 1 2,...

с—
sin I г—

89

(84)

(85)

(86)

(87)

— A3)

, я-1

т=0

A)

я-1

_сов(ж—^J(-D-(»+-J.
, а

\-2т
. B)

, (г) - |/-^: /"+1*-'22 <^)" (л +Т« m
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J 1 (*) = (
"+ 

J

A0)

A1)

1Кт| 04)
2

A7)

Рекуррентные соотношения и формулы дифферен-
дифференцирования для модифицированных функций В е с с е л я.

B0)
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(¦ИЬТ uv **(гI=(~1>m zV"m **—(z)- Bl)

U"V *v Wl " (~1)Я> *"'"" *V+m (Z)> B2)

) -/v+, (г) -2v*-' /v(г), B3)

W-^W B4)
- ACV +, (г) .—2w-' /Cv W, B5)

, (г) 2< (г). B6)

Вронскианы и соответствующие формулы.

--5|-йп^я),
'

B7)

A, B8)

)=±iir, B9)

Л-, C0)

, C1)

C2)

_v+1 {г) +J_V (z) 7V_, (г) - 2s'^m), C3)

^-. C4)

^ C5)

-/. (*) "^.1W - яу. C6)

' ^ C7)

/vw /_v+, (г) -/_v(г) /v_, (г) 28У . C8)

Xv+1 (*) /v (*) + /fv (*) /y+i (*) - *-'. C9)

Функции переменного «**m (m—целое).

D0)

W, D1)
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_in

Вели v—целое число, равное п, то

sin(fnv) аA+ь

УТ„ sin(«v)
/( Х)

где / соответственно рдвно т
— 1, т или т-\-1.

7.12. Интегральные представления

Коэффициенты Бесселя.

Г

В формулах A) —D) л— 0, 1, 2,...

Интеграл Пуассона.
я

Т

Г /v+ i) /v (*) - Т^" (f)V JJ co«

я

D3)

D4)

л

cos (гsinф — /нр)</ф, A)

я/„(г)=Г« J«'«o«Ф cos(/ир)dip, B)

я

Т

я У!я (г) = 2 Г cos (г sin ф) cos Bлф) </ф, C)
о

я

7

я Ля+1 (г) - 2 Г sin (г sin ф) sin [Bя +1) <р] d<f. D)
в

(в)
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»
1

"Т

Ы j A"П

Фг (9)

Г (v+ I)/v(,)=.^(|) | .-A-Л*^А A0)

В формулах E) —A0) Rev> — -j

Формула Гейне.

«/„(*)=«
2 I/ /V'*cos'cos(v*)Л—

-J* [d,(W-/v«) + *

ch(v/)*J, 0<arg*<«. A1)

Формулы Мелера—Сояияа.
00

j

Г (I -v) Уу W - -S= (—)* f (<2 -1)"V~T sin (xt) dt, A2)
\2 / Уя\х/ f

Г /i._vVv(^) ——-Л=-(—Y J (<* —1)~*~Тсо8(^)Л. A3)

В обеих формулах х>0, —•«¦< Rev<¦»¦•

«0

¦Inyv(jc)»2 j sln^ch/—^y-)ch(vO dt, A4)

CO

--2 J eo« (jccht— -y-)ch(^) Л. (U)

В формулах A4) и A5) ж>0, —1 < Re v< 1.

я
T

я-j<й-|- I cos(xsin/ — \f)dt, A6)
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Обобщения интегралов Шдефди (Larabe, 1931):

я (Л±1.у /„(/I^Tyl)-. Г i»"»'cost*sin*-vf) Л-
5
00

— sin (vn) J rV""-"*' dt. Re (x+ y)> 0, A7)
о

_

f
(^vz+ych/+e-w-ych/ cos VJl)e-x*itdt Re ж > Reу > o. A8)

0

Модифицированные функции Гаикеля.

A9)

f)V J

Rev<l

Г (i + v) KvW=l^(f) J #-**'<* <f» Л, B0)

, Rev>—ij,

. Re*>0, B1)

л> B2)(v +1) /(vW ./fЛ-, J
Re*>0, Rev> —

-•у J «Ф [-(< —t)/2]'"* *' Re*>0>

OO

^f f
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оо

Ку (х) cos (-H-) - f cos (дг sh t) ch (yt) dt, B5)

Kv (лг) sin ^J = J sin (x sh 0 sh (vf) dt. B6)

В формулах B5) и B6) jc> 0, — 1 < Rev < I.

+ i) f (**-Ь^ГУ~со8/Л, B7)

Rev>—|-. J
V я \ 21 J

Функции Ганкеля.

'Г (| -v) "<» W = JL A) |/-в«- 1)V^ «. B8,

B9)

Н""'*>-йгШ /^тпт* (Э0)

Im г > 0, Re v < ^,

1тг>0, Rev<-g-

Rev<i.

е-^~2(\ + J-) ''at. C2)
о

Rev>--?, |u|<?, 6_ *.

0'"
1 1

C3)
U
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Представления Берне*.
-C+im

2п*нУ(г)°° — «~~%1 J r(-v—s) Г (-*)(- ^Y^ds, C4)
-C-ta>

r2я2 J r(-v-S)r(-S)(^-)V+2^S, C5)

С—любое положительное число, большее, чем Rev.

/со

- I Г(-$)[Г(у+ 5 + 1)Г (f) ^, x>0, Rev>0, C6)

е1 (г-уя) cos (vn) Be)v X
foo

X J r(-s)r<-2v-s)r(v-fs+l)(-2/*)*<fe; C7)
-ioo

| arg (— tz) | < -я-1 2v не является нечетным целым числом.

) cos (от) B*)v X
t»

X Jr(-s)r(-2v-s)r(v+ s + I)Bte)*«fc; C8)
-<oo

Зя
I arg (iz) | < -Д-, 2v не является нечетным целым числом.

(z) = j^j
loo

X JrE)r(I-s-v)r(I-j+ v)B2r)'rfS; C9)
-JOO

<~2-, 2v не является нечетным целым числом.

Интегралы, выражаемые через функции, связанные
с функциямн *Бесселя.
л

7

cos {z cos ф) cos (vq>) й?ф= я [4 cos (тр)] [Jv (г) + J-v Ml -

—v sin^) s_,, v (г) = л [4 Sin ^)J IE, (г) - E_v (*)]. D0)

7

J
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я
7

Г Г /уя\Т1
j sin (* cos cp) cos (уф) Лр — я 4 sin l-^-j Uv(*)—J-vC*)l""
и

я

Г cos (z sin ф) cos (Уф) dip -»— у sin (уя) s_It v (z), D2)

)

я

/cos (* sin <p) sin (Уф) dy —— v A — cos vn) $_,, v (г), D3)
0

л

J sin (z sin ф) sin (Уф) dip — sin (vn> s0> v B),

'

D4)

л

J sin (z sin ф) cos (Уф) dtp — A + cos vji) «o, v (*). D5)
и

(X

J ^-"h« rf/ . ^ [Sn {z) -

я —0

ер

я Ея (г) - яК, ОД D6)

—0, 1, 2,.... Re*>0,

(г) + я Е„ (г) + я У„ (г)], D7)

л-»0. 1, 2,...,

6,,v и * J*-* л (^^^L ^=j=^;
Re г > 0,

*о,, (г) - J «
~г 8h'

ch (v/) dt, E0)

JO

v i'e, v (z) - г Г «-zel1' sh (y<) ch t dt, E1)
о

oo

uv(z) — e fe-*utcb(vt)cbtdtt E2)
о

в формулах E0) — E2) Re2>0.

4 Г. Бейшев, А. Эрде!»
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7.13. Асимптотические разложения

7.13.1. Большое значение переменного.

ГЖ-1

/nsO

"I

J

'"'D*~2У"-Я)/4 2(v m)B/г)"'*

Ж-1

2 (v, от) Bfe)-m -f 0( | г \~м) \, B)
Л)вО

—2я

Относительно оценки Af-ro остаточного члеиа для комплексных v

л Зл Зл л

при —-g-
< arg* < — и при g"

< аг2г < 7

см. Ватсон A949, стр 246). Эти результаты были распространены на обла-

области — n<arg^<2rt и —2ji<arg<r<rt Мейером (Mel]er, 1932, стр. 655,
852, 948, 1079) Относительно асимптогического поведения функций, выра-
выражаемых в виде бесконечных рядов функций Ганкеля, см Melxner A949).

m=0

_sin^j L/n=0

—Ж argz<n,

Lm«0

^ 2ал|1
, D)

Относительно формулы для Af-го остаточного члена см. Ватсои A949,
стр. 229, 233) и в случае комплексного v—Meljer A932), ссылка выше.



тлад тлз. асимптотические разложения

Дальнейшие формулы имеются в работе Burnett A929).

[УИ-1го-0

m+0(|яГ-1
2<

га=0

B*) я»!

„

W - y-jj *-г 2(v> m) BгГ'*
L

ГЖ-l

2(
m=O

В этих формулах положено

99

r*) I.

F)

7.13.2. Большое значение порядка.

Р (х) 1
^

ехр (у^гт^?-, Arsh |) X

[Ж-1m=0 J

ш.
3 77/i±J|lrl±je5/lXJI'\'1
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Относительно других разложений 1р{х) см. Lehmer A944); Montroll A946).

*,(*)--, ехр (-
И (»+ •)

Arsh ?) X
ГД1-1 I

X 2 2»em Г (л. +1) VV+^Fr+ OCt"*) ,

Lm=0 J
A0)

p, jc> 0, am определено в (9),

ехр

M-l

тжО

*0-1,

3 77 Л ««Г1, 385 / х*\-2
11) +l1

A2)

ехр (-/7^?+р Arch JJX

[M-l̂(- A3)

р > х> 0, *т определено в A2),

ехр (/F=P -р Arsh -f) X

[[
L/n-o

A4)

р > ж > 0, Ьт определено в A2),

ршх, ,х>0, -1-Z, .-•(,"*).
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В, (еде) =* ъ (гх)* — т*- г*. ВА(гх) = -^ (ьдсL — -^ (гхJ+ тш>

43

A6"»

Относительно Be, В7. в8 см. Alrey A916, стр. 520). ,

Чисто мнимый порядок.

2я Jip (х) = 4

^
ехр (/У/>* +*»-*/> Arsh ?--1 /я) X

V(jf2-^2)

Г/И-1

Pi)- атТ
. m=0

"

+ О(х'м) , A7;

pt jc>0» вте определено в (9),

**W-

4

!
ехр (-VF^p-р arcstn-j) X

IM-1
"

•!

т=0 J

A8)

: > р > О, *Ж определено в A2),

m=0

-M)], A9)

/»>ж>0, йт определено в A2),

га=0

», х>0, »-1- B0)

(еде)
43
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(х) = -т

г/И-1

I

(Р arcsh т) X

m=0

p, x>0, bm определено в A2).
7.13.3. Переходные области,
формулы Никольсона (.к ~ я, и— натуральное).

2 1

/„ (X) - 3 (|)
3
f/х О + /

! (I)"!.f/х О + /
! (I)"!.

L з "з J

У1©~/ , <?)-!.
з Т J

п> х,

± 1
¦ы

B3)

B4)

B5)

B6)

2{х—пу
х

где arg (х— п) = 0 при х> п и arg (х -*- я) = я при х < я

-^Формулы Ватсона
""9Ч

cos б —Г, ), B8)

П - / X2 .

g-,
да = у -^j-

— 1,

^-—Arth wj, w=y 1.-тг4г*
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7.13.4. Равноиерные асииитотические разложения.

Формулы Лангера.

C2)

l-2^ Г',
L "з

C3)
— *• *=•/»(«' — arct?w),

(з4)

Г,(х) |/^-р- -1 Г /±W+ / А(*I + о(/?), C5)
1[1т™+1-ъ™]

7.14. Интегральные формулы

7.14.1. Интегралы по конечный отрезкам.

+1m*)**-*v+1Ah-»<*>, a)

J 2-v+l /v (г) rfz - *-v+1 /v_, (г), B)

jr) dr *V+i lfwl (г), C)

(z) dz z-"+x Kv_, (z), D)

J ^v Jv (г) tfjr =2v-! КяГ (v +1) г [/v (j) Hv.t (D - Hv (*) У?_, («)], E)

J *vК, (г) ^=2V VHT (v +1) г [Кч (z) Lv_, (г) + Lv (z) 1С,., (г)], F)

J ** 7V (г) A- 0»+ v,^ 1) z Jv (z) Vi. v-i W -* /»ri (г) 5ц. v W G)

Формулы E) и G) сохраняют силу, если заменить в них функфга Бесселя
первого рода -функциями Бесселя второго рода или третьего рода.
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Пусть wv (г) и 1Р„ {г) — любые функции Весселя первого, второго или

третьего рода порядка v и и соответственно: тогда

-.

— a*Vu(P^)»v_,

J г wv (<«) Wv ф*

j ;», (a?) Vv(cu

— 4- ** |2 t»v (аг) *
4

2 j

г \a Wu фг)w'v {az) — p wv (a*) W^ (рл

(az) — рг ^_, (Рг) a»v (cw) + (|i — v)

F?-f№ITVM(P«)«,(a,)-oir?(
)dz —

'v(az)-wv+I(ae)Ww.,(az)-W,_,

Р-г)вг,

(az)U

1г) trv (аг), (8)

,+1 (az)], (9)

?v+t(^)b A0)

- ^" «v

Пусть ov (z) и Иц (z) — любые модифицированные функции Бесселя пер-

первого шш второго рода, имеюише соответственно порядок v н ц. Тогда

f Г(р*_a»)z + Ц*~

- z [- а К„ (рг) <<ог) + р t»v (ог) < (Рлг)], A2)

J *[t>v (w)]«rfz т" {[< («)!"-[ev(«M)l«(l+a-W)}. A3)

Относительно других неопределенных интегралов см. Ватсон A949, стр. 146—
151); Thielraann A929); McLachlan A934, стр 115); McLachlan н Meyers A936;
стр. 437); Straubel A941, 1942); Picht A949); Horton A950); Luke A950).

л

T

(sin в)»1 У, \z (cos в)«1 (sin 6 cos в) dQ -

Rev>0, Кец>0,
я

T

J, [ж (fin 6)»J yv [r (cos в)»] ctg В dd - ту . A5)

Rev> —1, Re|i>0,
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Я

Г ^[*(sme)«iyv|«(cose)«] smecosede-i 2 M)"A+n+*»*i(*).U6)
0 тшО

Rev> — I, Reц > — 1.
л

Т

j ,/|iUr(elneJ]./,,U(coseJl<slneJ*-1 (cosOM8-1 dQ A7)

(Bailey. 1930, стр. 419, 1930c. стр. 203; Rutgers. 1951),

J yx^sineWv^sinOHsme^+'^oseJ'44 ^, A8)
0

T

J Jx (* sin 0) yv (z cos 0) (sin 9)a+1 (cos 0J>l+1 <W A9)

Bailey, 1938. стр. 145),

J |У„ (г sin в)J (sin ОJ6+l (cos вJ**l d6 B0)

(Bailey, 1938. стр. 141),

я

X л

J |7V (z sin 0)|s sin в dQ — >
0 m-0

(Bailey 1930c.

«lnUUv + n)l

стр.

0

г

u

m, 205),

^+vB^cos0)cos

-t)Mt)dt,

<—t)Jv(t)dt

Kn—v)eido —

Rev>-l B1)

B2)

B3)

B4)
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7.14.2. Несобственные интегралы.
Интегралы, содержащие показательную функцию.

J e-4-}H^l^p

^-)], |Rev|<l, B5)

B6)

(Hardy, 1927),
сю

'

J /v {at) е'^3dt - -LJ1
exp I ~j /

v
I ™j, Re v > -1, Re V2 > 0 B7)

о Т

(см. также 7.14F0) —7.14G9).
(t Частные случаи интеграла Вебера— Шафхейтлина.

со

I Г1 Ум (at) sin (bt) dt —ц sin L arcsin f—^1 при * < a,

B8)

при

00

I-1Ju (at) cos (M)dt imp'1 co$ Uarcsin I—jl при b<a,

и

B9)

при i > a,

Re (i > 0,

Ч 7И (g/) cos (»0 d/ = , . cos |x arcsin (—) при b<a,
J у a2 — b2 L V^/J

C0)

(b

¦['sin hi arcsin |—a

при b>a.

Re ц > — I,

У

при

при

— 2.
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Относительно соответствующих интегралов длж функции Неймана см. Niel-

Nielsen A904, стр. 159).
00

-|i*) f

00

Г

1

C2)

, C3)

Re

Г (v - ц) Г Уц (<tf) /v («)^"v+1 dt •- ц) Г Уц

-О при ft < в,
Re v > Re (i > — 1.

Интегралы, родственные интегралу Вебера— Шаф-
хейглнна.

00

2"+1Г (v +1) ay+i-f> J /Си (at) /v (W) <"р Л -

Re(v-p
ОО

2Р+2Г A -р) Г #(„ (аО /Cv (Р<) Г» Л -

C6)
>0, Re(p±(i±v + l)>Q

ОО

X J Ь. Re(v-p+ 1 ± ц) >0, C7)
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со

I Yv(bt)Jv.(at)t РЛ»

ОО

—ц)>—1, Rep>— 1, C8)
се

J yv (fit) #Г„ (erf) /»+••+»dt - Bp)v Ba)" Г (v + и +1) (о* + p») ~'"I1-»,

Re(v+1)> |Ren|, Reo>|ImP|. C9)
Относительно других комбинаций см. Dlxon и Ferrat A930).

Интегралы, содержащие произведение трех и более
функций Бесселя.

(Watson, 1934),
CD

о

(Bailey, 1935a, 1936),

J fi-lJvWJv№JxWdt D0)
о

Ю

J fi-% (at) Jv (bt){? gj} dt, D-1)
о

, D2)

J fi-% (at) /Cv {bt) Kp (eO dt D3)

J (ax)? [Jv (bx)f xl-*> dx

?(v+l/2)rBv+l/2) "Ч"  ""~""~Г2": i)'
О < Re v,

+ 1/5

Г /v (ал:) rv (ад:) 7V (Ьх) Kv (йд-) at2v+i йл- •=

о

(относительно других формул см. Nicholson, 1920, 1927: Tltchmarsh,
Mltra, 1933; Mayr, 1933; Slnha, 1943).
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Интегралы типа Сонина—Гегенбауspa.

f Jii(bt)Kv(aYF?f3r)Vt

00

/
Ren>—1,

, D6)

D7)

1 m

где cr>=—¦ и —v/2, соответственно,

Rev<l, Ren>—1, arg/^8 — у» -О. если *>у%
arg (<>—j»*)a • да. если / < у.

f

f

^^) при *>Ь.

^F) при

Rev>ite|*>—i,

Re -1, D9)

- Pa-»- lzl +»-*Г (и + I) /(,.„., («) a > 0, Re ц > -1. E0)

E1)

Re 2v— 4т

„- ly I 0' + *»

— 2 j cos («)*<>'
0O

-- ni \ cos (W) Hf (a Vf—t2) dt. E3)
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(Относительно аналогичных формул си. Ватсон, 1949, стр. 455—460;
1932; Oupta, 1943b.)

/4=*
ji (^-аТ+Ч^+У

, Re(±v)<Rep<2m+4+ Re|t, Re(to)<0, m-0, 1,2,...

, Re(±v)<Rep<2mH-4+ Reji, 0, 1, 2,...,

, Rep>0, —

00

Г

I
/V-Ц+Х

. Rev>—1, Re(v—

e>0, Rep>0, —l

E7)

E8)

-KRev<2Reli+-|.1
Относительно аналогичных интегралов си. Ватсон A949, стр. 476—479).
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Произведения функций Бесселя.

X

ReZ>0, Re*>0, F0)

л

I
w \ Л

¦^™ XS

-2stavw J e-v<( „J* _t)
2

[cosvnyM+v(®)-sinvRK,,.H,^)l<tt, F1)
0

X>x>0, Re(n—v)< —, w — УХ*+x*— 2xXcos6,

Ф=
"

(Dixon и Perrar, 1933, стр. 193, 194),

8 J /<|1+vB?shOU(|i"v)<cosvrt + *-<'1-v)/cos(Mt]«1 F2)

-4я"^ J /<^_,B?eh<) {««1+^/ + «-»i+^'cost(n-v)<]} «, F3)
о

Re*>Ot |Re(v—ц)|<1,
00

ж)-Кц(ж)г'у(лг)-4я-' f Кц+уB*сЬ/)сЬ[0»-у)ОЛ. F4)
о

F5)

JO

- 4я
-
* J Xv+>1 B* 8h () У-Я

*
sin (ця) -•*"*' sin (v«)] <tf, (вв)

0
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оо

- 4я-4 sin [(ц — v) nj j /<„_„ B* sh f) «-«*+¦»>'л, |F7)
о

Rez>0, IRe(v—ji)l<l.
00

К, (х) /ц (x) = f yv+u &x sh 0 »(v~w '
dt. F8)

с

Re(v— ц)< -щ, Re(v + n)>—1, x>0,

|K?(*)l*sin(vn) — я f 70 B* sh /) sh Bv/) dt F9)

и

|Rev|<-j. *>«,

ou

i/CvU)]2cos(vn)-.—я J K0B*sh0chBv<)d/. G0)

jv+pnl G1)
и

.-l, |Re(n—v)| <|-, x>0.

j n(^l G2)
о

—1,1 Re((i —v)|<^, x>0.

i^ (x) Kv (x) — cos [(v—(i) nJ /v (Jr) /(„ (Jt) -'

- sin [я ft» — v)l J K,_w Bjc eh /) #-«+!«' A. G3)
и

|Re(v—n)|< t. !

- 4я-' f Кt Kb sh 0 e- *" dt. G4)

я I Ko Bx sh 0 sh Bvz) di + cos (vn) [K? (jc)]a, G5)
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Относительно большинства из этил формул см. Dixon и ferrai A930) и

Meifcr A936 стр. 519).

G6)

—я

Г **(*^^ )
'

« G7)

Dlxot. и 1-еггаг A983),
* >"

- J /^ B ^sh0«-(?-*)ch' Л, G8)

Rev>-j. Re a—z)>0.

- cos (vn)

и
J /(nB1^ sh /) *-*+*>ch' л. G9)
и

I<Rev<i-, Re(K?
сы также B5) —B7).

Интегралы, содержа пне функции Струве.

())
r(v-f + )

— l<Reu<l. Rev>

J
Re (и + v) >0,

Hv Bzt) it» - 1)'V" /-v rf/ - i^- Г (i- - v) ^v \Jy Bi)P, (82)

0. |Rev|<i.
Относительно дальнейших интегралов, содержащих функции Струве, см.

Mohan (HM2) Morton (I'M)
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7.15. Ряды функций Бесселя

Ряды типа Неймана.

17.18

¦ 2V Г (v) 2 (v + л) Cvn (Y) /v+e (z\ A)
л=0

oo

n=0

Ьсли v —|i
— неотрицательное целое число, sto выражение сводится к конеч-

конечной сумме.
!

1\

X C2a
2

(cos Э)J , {г), C)
V+-J-+2»

oo

100
1

ст / 1 / iy» \

v"'J0 ^ "b zj i v-Uя "^
—it )У" ^ ' ®

oo
в* л» ~л шш ~~ л.*

(i)

(Bailey, 1935).

¦j Уц B cos ф cos Ф) yv (г sin <p sin Ф) =

ш. (cos ф cos ФI1 (sin«p sin Ф)" ^ (— 1)" (Ц + v+Ы +1) y|t+v+2n+, (г) X

l; v+l. (втФ)»], (8)



rjq Мб. ряды функций векселя 115

ц и « не являются отрицательными целыми числами (Ватсон, 1949, стр. 403:

Bailejf, 192»);

я=0

Dj; г;(;д+яя,
V «^ I*. й не является отрицательным целым числом;

\v+2n

7V (* cos в) /v (z sin в) — 2
n=0

V не является отрицательным целым числом;

(±±\
m=0

Jv+itt(<г)>

, A2)

оо

m=0

IAKIH

06)

V 2 /
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I
„_,(г), I B0)

/v Bя cos в). ГУ
v (z)V + 2 ^ ¦/

v (*) J v <*) cos Bлв), B1)
L T J »=i T-ft Т+я

Rev>0, ~5.<6<-?.,
I*» (*))* - 2 2 (-1)"'1 Jv+n (*) A-« ^). Re г > 0, B2)

1

B3)

->гD—)
00

? f(— t)n+t-*]Ja(x)Ialx), B4)

oo

л=1

oo

ber (У~2*) — Уо (*) /0 (¦*) + 2 2 (~* ^" ^n (*) '»»(•*)• СЭД
л=1

_

oo
*¦

bei (К" 2л:) « 2 2 (— !)"•»*/»+! (A hn+i (x). B7)
n=0

Относительно дальнейших примеров см. Bailey A935, 235); Wise A935); Ba-

nerjee A939), Bateman и Rice A935); Pox A927), Rice A944), Rutgers A942);
Nielsen A904, гл. XIX-XXI).

Теоремы сложения н родственные ряды

w = У г2 -\- Z*— 2*Z cos ф н С„(г)— многочлены Гегенбауэра (см. и. 3.15).
00

MV\ B8)

О, -1,-2, .... |»*'»\<|ZL

Уи (г)//</>< *B)+2 2/. (^) "'я fflV)cos («p), B9)

+ J(V)v+B(v+« C0)

v=jfcO, —I, —2, ....

2 2 Jn (*> y«
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•-V_v(») = [Щ^Г Г (v) ? (-1)"

C2)
v^O, -1.-2,..., \ге±1<*\<\1\.

Пусть •** - (Z - гв"^)/« н | *е± '*| < | Z f.

l
C3)

C4)

C5)

". C6)

2V Г (v) 2 (v + и) [*~v/v+„ <^)]2 С2 (cos ф). v * 0, -1, -2, ..., C7)
0

оо

У, B* sin 1-) . [У» (*)]* + 2 ^ [У« (г)]2 cos (яф) C8)
1

я=0

или

\{ 4- 2 ^Уу-.МЛС*). C9)

для \фО, ± 1, ±2

2 л(г)Ул(г), D0)
Я=: —ОО

| / j < 1 для v^=0, ± 1, ±2, ...,

ехр (± iV z1 -f Z* — 2zZ cos ф)
__

- ± -J^ ? (л + I) Уд+± (z> //<«• f' (Z) Pn (cos ф), D1)

I***'•!< izi,
oo

V

Г Bv) = Г (v) Г A + v) 2 (v+ я) Г Bv + л) [У„+я (z)\*/a D2)
я=0
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(sinaslnPJ V/ г

2V-4-
cos a) ^(cos P)>

cos (г совф) -2vr (v) J (-1)" <v+2e)*-Vv+2n (г)С^я(cos<p), D4)
n=o

B=o
D5)

Ряды типа Каптейна.
oo

n=l

n-0

00

я=1

00

D7)

00

1 +2 ^ [У. («I», D8)

l+aJ^CM) E1)
n-l

Ряды Шлемидьха и родственные ни.

Jv(mx)m— -j при

8ev>—i- (Соокё, 192?).
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i-'TJ|l+lsf)- E3)

2

я > у > ж> 0, ji, v > —j (Cooke, 1928),

r. .... '+i

О < л: < t < я, Re v > —1 (Cooke, 1930, стр. 58),

0 </ < *< я. Rev> — 1 (Cooke, 1930, стр 58),

f E5)

0<лг<д, v>0,

я 7V (л:) — 23-v V «i-v Dm>_ ц-i hv BmJr), E6)

я, v>—

-я Г (v + ty (|)
'"V

Hv (ей) + irf Г (v+ -j) (lI"^ (o«) -

Л.1

0<дс<я, v>

Относительно E5) —E7) см Penne! A932).
Разложения типа Фурье— Бесселя. В последующих форму-

формулах v и г произвольны, но v Ф — 1, —2, —3,... Обозначим через ± \Vl „

(я=1, 2, 3, ...) нули функции z~"*Jv(z), расположенные в порядке возра-
возрастания величины Re (yv, n) > 0. Тогда имеют место формулы (Buchholz, 1947)

*) - У» (Xz) Yv (г)\ -

л)[^+1 (Vv. Л)Г2^-<Я)~1.
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¦/у (•**) L<

. К»"'*Vv+l(Y,,«)

?E9)
00

A-H (Vv.

i In A - - V ja (хуа) Ja (Xyn) \ynJ, (у,)Г2, F1)

0<дг<А<1, Ya-Vo.»

1*2 2 [Yo. „(**-<«)"
*

+ YoTU 1Л(Yo. ЛГ1. F2)

и81я) ]к.(Yo.e)r2, F3)

[У, (ж)) -2»- +5Й- S [(•*—vt J^o (Yi. n)fl. <Ь4)
1

Относительно формул F2)— F5) см I'orsylb A921).



ГЛАВА 8

ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА
И ПАРАБОЛОИДА ВРАЩЕНИЯ

8.1. Введение

Пусть *,, хъ х, — декартовы координаты в трехмерном пространстве.
Определим параболические цилиндрические координаты g, rj, ? с помощью

формул

и координаты параболоида вращения ?, i\, q> с помощью формуя
р» «а

л:3 —
—

2
» B)

Пусть

— оператор Лапласа, и пусть / — любая функция, зависящая только от хг.
Преобразуя дифференциальное уравнение в частных производных

Ди + /(*з)и-0 C)

к параболическим цилиндрическим координатам, получаем следующее урав-
уравнение:

Оио имеет частные решения вида U (?) V (tj) W (Q, где U, V, W удовлетво-
удовлетворяют обыкновенным дифференциальным уравнениям

0, E)

^ge (в)

с произвольными постоянными о, Л.
Аналогично, если к* постоянно, то дифференциальное уравнение • част-

¦ых производных
Ди+л*ц—О,
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преобразованное к координатам параболоида вращения, имеет вид

Оно обладает частными решенияии вида U (|) V (т|) W (<р), где U удовлетво-
удовлетворяет обыкновенноиу дифференциальному уравнению

V удовлетворяет уравнению, аналогичному (8), с той лишь разницей, что

знак при Я изменен, a W удовлетворяет уравнению

0. (9)

Для того чтобы эти решения были однозначны и непрерывны на парабо-
параболоидах \ = const и г) = const, 2|i должно быть целым числом.

В случае, когда пространство имеет более трех измерений, возможны

различные обобщения проведенного исследования уравнения C). Относи-
Относительно некоторых из них см Humbert A920a, b, с, а)

Решения уравнений E) и (8) можно выразить через вырожденную гипер-

гипергеометрическую функцию. Уравнение (8) содержит две существенно незави-

независимые постоянные и, следовательно, обладает той же степенью общности,
что и вырожденное гипергеометрическое уравнение 6.1 B), но для боль-

большинства краевых задач важны лишь частные случаи, где 2ц— целое число,
а постоянные к и Л вещественны. Здесь будут изучены эти случаи, а также

решения уравнения E).

ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА

8.2. Определения и элементарные свойства

Путей простой замены переменной уравнение 8.1 E) можно преобразо-
преобразовать в

Решения уравнения A) называют функциями параболического цилиндра
или функциями Вебера — Эрмата. Их можно выразить через вырожден-

вырожденную гипергеометрическую функцию. Если положить

у-1 ?_

/4(Ц^?) B)

D)
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(относительно обозначений см. 6.1 A), 6.9 B) и п. 6.5), то ясно, что функции

Dv(z), Dv(-z), D_v_,(te), D_v_i(-te) E)

удовлетворяют уравнению A). Равенство D) позволяет найти значения функ-
функции Dv (г) и ее производной при г ¦= 0. Уравнение A) имеет два линейно

независимых решения, поэтому его частные решения полностью опреде-
определяются своими значениями и значениями производной при 2 = 0. Отсюда
вытекают следующие соотношения:

уя< 1
"^"J F)

G)

(8)

а также соотношения, которые могут быть получены нз них заменой г

на—г Пользуясь этими соотношениями, можно установить зависимость

между любыми тремя из решений E).
Функции параболического цилиндра являются целыми функциями от г.

Если v = л
— неотрицательное целое число, то из равенства D) следует, что

является многочленом; Нп{х) называют многочленом Эрмита степени п

(см. гл. 10). Если v не является целым числом, то Dv (г) и Dv (— z) линейно
независимы. Для всех значений v функции Ьу(г) и D_v_,(±fe) линейно
независимы. Определитель Вронского для этих решений дается формулами

(~ г) - °v <-*) IS

A1)

Если v и г вещественны, то значения Dv(z) тоже вещественны. Если

р дифференциальном уравнении 8.1 E) а и X вещественны, то оно имеет

вещественные линейно независимые решения, выражаемые через Dv Если

предположить а > 0, то уравнение 8.1 E) можно преобразовать к виду

:
т=-. й мы получаем, что вещественные и мнимые

части функции
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удовлетворяют уравнению A2). Другими решениями уравнения A2), веще-
вещественными на вещественной оси, являются

Re

— lm

Зяр .

О 1 U ")

где у' = arg Г (-я- + /р|; у0 и yt образуют фундаментальную систему в точке

поведение у, и у, в окрестности точки х = оо описывается так:

eta [*(*)] [1 + 0 (*-•)],

•
2

cos 0(x-'

?+ ¦

где

Мы имеем также

J. С. P. Miller использовал yt и у3 для вычисления таблиц значений; у0
были исследованы в работах: Wells, Spence A945) и Darwin A949).

Из B) и 6.6F), 6.6G) получаем

а из 6.6 A0) находим

г'

(-1Г (- v)m *
4

Dv_

4
С, wJ-(-!

г»

"Т
_>?+т(-г), ж-1,2,8,..
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Далее, из A5). A6) и формулы Тейлора вытекает, что

т=0

Зху+У со

Это равенство при v «¦ 0 дает производящую функцию для Dn (г) (то есть
для многочленов Эрмита, см. (9) и гл. 10):

»—ш+21г оо

/7=0

Если v— отрицательное целое число, to Dv(z) можно выразить через

функцию Гаусса

О».

а если ?»•—я, то через модифицированную функцию Бесселя третьего

рода

B0)

8.3. Интегральные представления в интегралы

Интегральные представления функций параболиче-
параболического цилиндра Dv(z).

V м

Н) J
_. *,_i

о

Rev<0,

Re v < 1,

« ^Г' *,Rev<0,
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«.и-уТ-*/ cos \zt — ^-\dt, Rev>-1, D)

(-v) J
oo

. - -i- J (ch 0v (sh 0v'l exp (- 4p eh <j Л,
Re v > 0,

Для'доказательства интегральных представлений A) — E) достаточно

проверить, что их правые части удовлетворяют дифференциальному урав-
уравнению 82A) и принимают нужные начальные значения при г—0. Равен-
Равенства A) и B) можно вывести также из 65B), 65F) и 82A) В равенстве F)
путь интегрирования должен быть выбран таким образом, чтобы он отделял

полюсы функций Г (s) от полюсов двух других гамма-функций в числителе

подынтегрального выражения Эта формула является следствием 6.11 (9).
Интегральные представления G), (8), (9) доказаны Мейером (Meljer,

1935b, 1937а), а A0) доказано Бейли (Bailey, 1937). Здесь /v и Kv означают

функции Бесселя порядка v, см 7 2B), 7 2A3)
Существует большое число гр\гих интегральных представлений для

функций Dv или аля произведении двух функций параболического цилиндра.
Относительно произведений ?v см. Meijer A934, 1935а. 1938а). Интегральны»
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представления Uv, содержащие другие вырожденные гипергеометрические
функции, были даны в работе Meljer A941). Относительно других результа-
результатов, связанных с G), (8), (9), см. также Meijer A937b).

Интегралы, содержащие функции параболического
цилиндра:

D

i-рЧ

4'

ReP>0,

Ft

02)

— p| < 1. Reott Rev>2Re(c— a),

¦i;i-P\, A3)

/>|<1, Rec>l, Rev>2Re(c —a) —1,

—2* <14>

. A5)

О < Re ц < 1,
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J Jv (ху) у" 2в 2
D_w (у) dy - jrV"T#TD_wW, Re v > - -g-, A7)

J D* »>• i?TF
*y" У T

r (v+1) *v~' * D-*~*(JC)> <18)

Re v > — 1,

J #" 4 ^*-' ?>v@ dl - 2~ 2
Г (v) cos Bjpjt Ke v > Q, A9)

B0)

00

/>ц(±О0у(/)Л.

IM-V+1

_*2 | ; ж - I «п

Здесь Re ц > Re v, если выбраны нижние знаки.
I Л _. \

B2)Г id

J \Dn @]« A = K2S л[, л - 0. 1, 2, ... B3)

В этих формулах F, ф, 7, v|; означают гипергеометрические и вырожден-
вырожденные гипергеомсгрические ряды, функции Бесселя первого рода и логариф-
логарифмическую произвоаную Г-функции.

Равенство A1) следует из 6.11 B) и формулы обращения для преобразо-
преобразования Лапласа. В силу 2 1 B6), 2 1 B) в случае, когда р" «¦ v-j-1 или v-»— '2ti,
л«0, 1,2 правая часть равенства A1) сводится к элементарным функ-
функциям Относительно цоказательств формул A2) и A3) cu. Erdelyi A936).
Более общие формулы этого типа, содержащие JF4 (см. п. 4.1) вместо Ф,
были даиы Mltra A943). Доказательство формулы A4) провел Meijer A938).
Для того чтобы докаэать A5) аостаючно подставить вместо Dy выраже-
выражение C) и изменить порядок интегрирования если и стремится к 1, то пра-

правая часть A5) стремится к jcv Формула AЬ). по существу, совпадает с A5);
формулы A7), A8) принадлежат R. S Varma A936, 1937); Watson A910)
доказал A9). а формулы B0), B1) принадлежат Erdelyi A938), при v=n из

B1) вытекают формулы B2) и B3) Из формулы B1) следует также, что

функции Dn(t). п =»0, 1, 2, .... ооразую1 орюгоиальную систему функции
на осп (—оо, ooj.
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8.4. Асимптотические разложения

129

Из 8.3F) находим, что (см. Уиттекер — Ватсон, 1951) для больших
значений \г( и фиксированного значения v справедливы асимптотические

разложения:

1

J

у\ 2Jn\2 2)

__

К ^я дуя<--у-1 ^4 V1 \ * /я

Зя

2,-ЛГ-1

Зя

?+О| ж»Г""'-

п=й я1(т)
—jV—1

. B)

5я

Оч(г

—TV—1
C

л=о я1

где использовано обозначение

(аH=»1, (а)л=*о(а+1) ... ~1). л 1,2.3,... D)

Поведение Dv(*)jnpH |v| ->oo и любых значениях г, удовлетворяющих

неравенству | г | < V\7\, было полностью изучено в работе: Schwid A935).
Его результаты основаны на методе Лангера (Langer, 1932). В качестве

частного случая мы получаем следующий результат, который в приведен-
приведенной здесь форме был получен Cherry A949).

Если | z | ограничен и | arg (— v) |< —, то при | v | -> оэ

==Г • ©

5 Г. Бейтиен. А. Эрдейи
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8.5. Выражение различных функций через Dv(x)

8.5.1. Ряды. В частном случае, когда х принимает положительные ве-

вещественные значения; из 6.12 C) следует, что

]

Эти формулы могут рассматриваться как интерполяционные формулы для

функции Dv (jc) от v; узлами интерполяции являются неотрицательные чет-

четные или нечетные числа. Выражение для ?>v (х) D^ (x) через Dn (УТх)
(я = 0, 1, 2, ...) дал Dhar A935); Shanker A939) доказал теорему сложе-

сложения

Х 2 (л )(tg tY> D"-n (JC) Da (y) (cos <)V
я=0

которая справедлива, если t, х, у вещественны, причем 0К*<?-т
Erdelyl A936) доказал разложение (см. 8.4D))

.C)

где через /?р обозначен остаточный член. Этот ряд обрывается, если 2ц

равно половине нечетного числа. Во всех остальных случаях ряд, вообще
говоря, расходится, ао остаточный член допускает оценку. В частности, если

|argz\<-r яр велико, то разложение имеет асимптотический характер.

Из разложения 6.12 F) можно вывести разложение Dv (г) по функциям
Бесселя, причем функции Бесселя в этом случае сводятся к элементар-
элементарным функциям, поскольку их порядок является полуцелым числом. В часть

ности, мы имеем

X >

где
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и если ? ограничено, то члены, обозначенные многоточиями, имеют поря-

порядок и" .
Задача Штурма — Лиувилля, связанная с уравнением 8.2 A2), приводит

к некоторым ортогональным системам функций на конечном отрезке @, х0).
Это, по сути дела, функции параболического цилиндра, порядок которых

1 ,

,

я Зя
имеет вид /р —г (р вещественно), а переменная имеет аргумент

— или
—j-

(см. п. 8.2). Относительно приложений см. Magnus A941). Относительно
задачи Штурма — Лиувилля в общем виде см. гл. X книги Айнса A941).

8.5.2. Представления в виде интегралов по параметру.
Теорема Черри (Cherry, 1949). Если / (х) имеет ограниченное

изменение на любом конечном отрезке и. если она абсолютно интегри-

интегрируема на оси. (—оо, оо), то

~+'°°

J
e(v+Vi)Jrt/2

slnvit

1 .

---/ОО

_l(-^]f(t)dt D)
где

h = e\ A = « T. E)

Условие абсолютной интегрируемости / можно заменить на

при д:-> ± оо, где а вещественно и больше
-^

и где с,, с2 —постоянные

(которые могут быть различны для х->-|-оо и х~> — оо). Условие F)
нужно в некоторых граничных задачах см. (Magnus, 1940). Равенство D)
аналогично формуле обращения для интеграла Фурье. Оно может быть

упрощено, если / (х) является четной или нечетной функцией от х.

Cherry A949) применил формулу D) к функции / (х) = D^ (hx) при
х > 0, / (jc) as 0 при х < 0. В формальном смысле (хотя в этом случае
условия D) и F) не выполняются) формула Эрдейи для выражения плоской

волны в параболических цилиндрических координатах является частным

случаем теоремы Черри, а именно:

— 2//2пехр Г— -i(!*_n!)cos4>— j

y (_ Atj) | G)
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(см Erdelyi, 1941) Здесь Л определяется формулой E), а равенство G)
справедливо для всех вещественных значений \ и т\ Для задачи о дифракции
плоской волны на полуплоскости Cherry A949) вывел для отраженной волны

формулу

-4+ *«°
m2

tgv 2-
- J

1 ,

(«волна Зоммерфельда»).
Частным случаем равенства 6.15 A5) является выражение цилиндрической

волны через решение уравнения 8.2A), а именно:

е+1ао

yT(][yi l()(i±l) (9)

где —1<с<0, |, г) вещественны, Reik^.0 Другие выражения левой
части равенства (9) через интегралы, взятые по параметру функции пара-
параболическою цилиндра, могут быть получены из теоремы Черри, см также

Magnus A941) Erdelyi A941) доказал также следующие формулы, которые
мо ут рассматриваться как линейные и билинейные континуальные произ-
производящие функции для Dv (см также 6 2 B0) ):

e+lcD (g+4zf+ 2<
~

4
, с<0, |argf|<-J, A0)

8.6. Нули и дескриптивные свойства

При любом фиксированном значении v формулы 8 4A) — 84C) описы-

описывают поведение ?>v (г) при больших значениях | г |; если v и г вещественны,
то Dv (г) также вещественно, хотя это, казалось бы, противоречит форму-
формулам 8 4 B) и 8 4 C) Если v вещественно, то Dv (г) имеет [v -\-1| веще-
вещественных нулей, где fv -f-1] означает наибольшее натуральное число, кото-

которое меньше, чем v+1, и равно нулю, если такого натурального числа не

существует Это выводится обычным способом из дифференциального
уравнения 8 2A) Если v = n=-0, 1, 2, ., то Dn(z) имеет ровно п веще-

вещественных нулей и не имеет других нулей. Относительно других результатов.
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касающихся вещественных нулей таких решений уравнения 8.2A), которые
вещественны на вещественной оси, см Auluck A941); относительно асимпто-

асимптотических формул для вещественных нулей Dy(x) при вещественном v

см Tricoml A947)

ФУНКЦИИ ПАРАБОЛОИДА ВРАЩЕНИЯ

В следующих двух пунктах приведена лишь малая часть формул, полу-
полученных при решении граничной задачи для уравнения Аи -|~ v?u = 0 в коорди-
координатах параболоида вращения Относящиеся сюда вопросы были весьма под-

подробно изучены Бухгольцем; формулы, приведенные в п 8 7 и 8 8 показывают,
какого типа результаты можно найти в работах, на которые сделаны ссылки

8.7. Решения вырожденного гипергеометрического уравнения
в некоторых частных случаях

Если в уравнении 8 1 (8) k, ц. А, являются произвольными комплексными
числами, то мы получаем дифференциальное уравнение, эквивалентное
вырожденному гипергеометрическому уравнению Если же к и А, веще-

вещественны, а 2ц — целое число, то уравнение 81 (8) сводится к уравнению

^Т + Г* Ц-+<4&2-Д-2-4т)и=0, A)
где

/> = 0, 1,2, ... B)

и т, | вещественны. Решениями уравнения A) являются

Г'А1^(±*"> Г'И^Л**2) C)

(относительно обозначений см. п. 6.9). Эти решения связаны соотношениями

4
М „(-%), D)
-"•т

w

+ п -D г '-W, pi®, E)

где \ обозначает вещественное положительное переменное и arg(±ig) = ±^.
При ?->оо я фиксированных значениях т, р мы имеем

W
р (/6) = Б'V-«+««e [1 + 0 (Г1)!, F)

1х
т

'•
2
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Соответствующие выражения для Af-функций в C) могут быть выведены
из D), (б), F) и G).

функции

вещественны при вещественных положительных значениях | (если т и р

вещественны).
Если р ъ\ фиксированы и т велико, то 6.13 (8) приводит к следующим

асимптотическим выражениям:

т — —

кх

W .(±/|) = / *4#*ltT±<ta*)~4«~XX

[V4^)[ {^)], (9)

W
B

где t, | вещественны и положительны.

Erdelyl A937) изучил случай, когда |т| и 1|| принимают большие зна-

значения такие, что
у

является фиксированным отрицательным числом. Его

результат имеет вид

in (ln-4-)/2 /oth ft

)][ ^L)], A1)

где т, Р, ц + -у вещественны и положительны.

Для решения некоторых граничных задач используются следующие

fiyHKUHH. Пусть (о—фиксированное вещественное положительное числа

огда существует такая последовательность вещественных чисел iw
л—1, 2, 3 что

.... и М
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ортогональны на отрезке @, &,). Для того, чтобы вычислить т„ при фикси-
фиксированном Jo, и для того, чтобы найти нормирующий множитель для функ-
функций A2). Buchholz A943) дал формулу

A3)

где т, С вещественны, т > 0, С =? О, а также аналогичные формулы для
частных производных

д д д*

 71~§?' аТдГ
функции A3).

3.8. Интегралы и ряды, содержащие функции
параболоида вращения

Как следствие из 6.15 A5) получаем
/со

=- J A)

Эта формула дает выражение сферической волны с центром в фокусе
параболоида через функции параболоида вращения Формулу A) впервые
доказал Melxner A933), который также вывел формулу

ХМ {х)М (y)rft, B)
la+tx^- ta-lx,p/2

Rex>0, Rey>0. p —0, 1, 2,...
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Интегральные представления для более сложных типов волн, имеющих
особенность в фокусе параболоида вращения, были даны в работе:
Buchholz A947). Один из содержащихся там результатов имеет вид

а+1оо

-Ч^тЙ^йг I '(•+*+*)'(-.+*+*)*
a~ia>

X/jlP p (—2ix)W p{—2iy)ds, C)

где

ж>у>0, 0<—-f.?
и где %Рг определяется как

1 я

1. Р+Ч

(cm. 4.1 A) для определения обобщенного гипергеометрического ряда).
Если п = р, то C) эквивалентно 6.15A5). Надо отметить, что

Н1 . является элементарной функцией; см. 7.2F).

"

Выражение для сферической волны с центром в произвольной точке

через функции параболоида вращения дано в той же работе: Buchholz
A947). Если

Л- {[(*i — У|) — (-«о — Уо)]2 + 4-*оУо + 4дг,у, — 8 /*оУо*,у, cos (ф, — щ)}''\

причем х& уо, ¦%!, yi — вещественные положительные числа и jc0 > Х\,

Уо > Уи т0 при вещественном а < -^

6— О0, р)
р\р\

0Г+/ОО

о—/оо

»Л4 p(—2ty,)W^^{-2ixQ)W ±(-^y9)\ds, D)

где 60, о
— 1 и *о. р

— 0, если р > 0.
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Для плоской волны Buchholz A947) дал смешанное представление,
содержащее как ряды, так и интегралы:

eXp \1(х— у) cos в -\-2 У ху sin 0 cos q>] =»

a+ta>

xw- J г(!+1+|)г(-!+1+|)(»г4)»х
О-to

Х^И p(-2tx)M (-2ly)ds. E)
*'
T *¦ T

Некоторым интегральным представлениям из этого пункта соответ-
соответствуют разложения в ряды. В простейшем случае формула, соответствую-
соответствующая A), имеет вид

Относительно большого числа других рядов и интегралов см. Buchholz
A943, 1947, 1948, 1949).



ГЛАВА 9

НЕПОЛНЫЕ ГАММА-ФУНКЦИИ И РОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ

9.1. Введение

Многие функции, встречающиеся в работах по прикладной математике,
могут быть выражены череэ неполные гамма-функции

X

у (а, х) = J в"'/0 dt, Re а > О, (I)
О

со

Г (а, х) = J е-Ч*-1 dt - Г (о) - Y (а, х), B)

которые в свою очередь тесно связаны с частным случаем а *« 1 вырожден-
вырожденных гипергеометрических функций Ф (а, с; х) и ЧГ (а, с; *). В силу 6.5 A),
6.6 B) и 6.5 F) мы имеем

у (о, *) -а *0*"*Ф A, 1 + а; х)« а~1ха Ф (а, 1 +Ч —х), C)

Г(а, аг) = Л-жЧгA, 1+а; jt)=r^(l-o, 1—ец х). D)

При я = 1 вырожденное гипергеометрическое уравнение 6.1 B) имеет еле»
ментарное решение

Поэтому частные виды вырожденной гипергеометрической функции, кото»

рые будут изучены в этой главе, удовлетворяют простому дифференциаль-
дифференциальному уравнению первого порядка.

Во многих случаях предпочтительнее рассматривать в качестве основной
несколько модифицированную функцию

х)

поскольку она является однозначной целой функцией как от о, так н от *

и вещественна при вещественных значениях а и х.
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Через неполные гамма-функции можно выразить следующие функции:
интегральную показательную функцию и интегральный логарифм, интеграль-
интегральные синус и косинус, интеграл вероятности, а также интегралы Френеля и

обобщения этих функций. Для этих функций существует много различных

определений и обозначений. Обозначения, используемые в этой книге, будут
введены в пунктах, посвященных соответствующим функциям.

НЕПОЛНЫЕ ГАММА-ФУНКЦИИ

9.2. Определения и элементарные свойства

Неполные гамма-функции изучались впервые при вещественных значе-
значениях х Лежандром (Legendre, 1811, том 1, стр. 339—343 и последующие
работы) Значение разложения

Г (a) = Y («,*) +Г (а,*) A)

было выяснено Примой (Prym, 1877), который, по-видимому, был первым,
изучавшим функциональные свойства этих функций (он обозначал их через
Р и Q).

Для этих функций применяются различные обозначения. Помимо обо-
обозначений, используемых в этой книге, чаще всего применяется в настоящее

время используемое в астрофизике и ядерной физике обозначение

00

Е„ (х) = J* «-*»«-» du - *"-»Г A— л, х).

1

Иногда применяется и обозначение Кп(х). Относительно формул в этом
обозначении см. Placzek A946), Le Caine A948) и Busbridge A950).

Результаты теории неполных гамма-функций, полученные в XIX веке,
изложены в книге: Nielsen A906a, особенно гл. XV, и 1906b), где приведены
также ссылки на литературу. Более современное изложение дано Бемером
(ВбЬтег, 1939).

Принято определять неполные гамма-функции с помощью неполных

интегралов Эйлера второго рода 9.1 A) и 9.1 B). Однако для того, чтобы
избежать трудностей, связанных с расходимостью интеграла 9.1 A) при
Rea<0, мы будем определять неполные гамма-функции равенствами 9.1 C)
и 9.1 D), в которых функции ха и Y однозначно определены условиями

из гл. 6. В иных обозначениях определение 9.1 B) было известно Лежандру.
В то время как функция у* (а, х) является целой функцией относительно a

и х, функция у (а, х) не определена при a = 0, —1, —2, ... Функция Г (а, х)
является целой функцией от а, однако, за исключением случая, когда a — целое
число, она является многозначной функцией от х с точкой ветвления х = 0.

Рекуррентные формулы

Y<a+1, л) -a Y(a, x)-xat~', B)

Г (a+ 1,*) = ос Г (a, x) +xae-* C)

являются простыми следствиями определений и могут быть выведены из не-

неполного интеграла Эйлера второго рода путем интегрирования по частям.

Они могут быть использованы для иного определения рассматриваемых
здесь функций.
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Имеют место сходящиеся разложения по возрастающим степеням х

n=0 n=0

-. E)
я=0

которые справедливы при всех х и а Ф 0, —1, —2, ... Здесь положено

п-1, 2, ...

Справедливы также асимптотические разложения по убывающим степеням jk

?=$-+О(\хГМ)\. F)
m=0 J

|jc I ->оо, g-<argjf <-2".
А< = 1, 2,....

J|_^ G)
т=0 J

Либо пользуясь степенными рядами, либо непосредственно из опреде-
определения получаем формулы дифференцирования

tfy (a, x)
_

dT (a, x) о-1д-* ,л
1х Л

* >* ' w

d" i (9)

~ [^y («. x)] = (-1)» A - a)« r»Y (a - n, дг), A0)

^ U"°r (a, жI = (-1)" х-а-*Г (a + n, дг), A1)

dn
dx" \ехГ (a, x)) - (-1)» A -a)e eT (a- л, л:). A2)

Последняя формула справедлива при п = 0, 1, 2, ...

Лежандру принадлежит разложение в иепрерывную дробь

Г (о, ж) *7-а -

' A3)
Х-\ j

которое может быть выведено из равенства C). Другие разложения в не-

непрерывные дроби были получены в работах: Schlomilch A871) и Tannery A882).
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В случае, когда а — натуральное число, вырожденные гипергеометри-
гипергеометрические функции Ф (а, с; х) и V (а, с; х) могут быть выражены через непол-

неполные гамма-функции согласно формулам

л = 0, I, 2, .... A4)

«Р (л + 1, a + 1; x) = / -gr [ЛЛ-"Г (a, x)J. л = 0, 1, 2, ... A5)

Первая формула теряет смысл при отрицательных целых значениях а; однако

если перед тем, как устремить а к такому значению, разделить обе части

формулы на Г(а-)-1), то мы получим формулу, имеющую смысл. Вторая
формула теряет смысл, если a — натуральное число.

9.2,1. Случай целого значения а. В этом пункте

п

хт

¦^у, Я = 0, 1, 2 A6)

является усеченным показательным рядом, а Е„ (х) — интегралом, опре-
определенным в п. 9.2. Мы имеем

Y A + я, х) = л! [1 — е~хе„ (х)], A7)
Г A + я, х) = п\е-хеп (х), A8)
Г A-я, х)=*х*-пЕп(х). A9)

С помощью повторного интегрирования по частям получаем, что

1Л-1
-I

Е{(х) —е~х У](—l)m m+i . B0)

л = 1, 2, 3, ...

Функция у {а, х) не существует при а = —л, но из 9.1 E) следует, что

f{— n, х) = хя. B1)

Следует отметить, что при натуральных значениях а и целых значе-

значениях с вырожденные гипергеометрические функции Ф (а, с; х) и *F (а, с; х)
могут быть выражены через рассматриваемые здесь функции. При а = 1 -\-п
и с = 2, 3, ... это вытекает из равенства A4) Для других целых значений с

надо разделить равенство A4) на Г (с +1) и выразить правую часть через у*.
после чего устремить с к целому значению Для функции W при а = 1 -)- п
и с = 1, 0, —1, —2, ... имеют место формулы A5) и (IP) Случай с = 2, 3, ...

может быть сведен к разобранному здесь случаю с помощью равенства 6 5 F).
Если а близко к целому значению, то можно получить полезные при-

приближения для неполной гамма-функции путем использования значений ее

производных по а при целых значениях а Используя интегральное пред-
представление 9.1 E), получаем, что

^?'^1 = lnx~Et(x). B2)

Значения производных при других целых значениях а получаются путем
использования рекуррентных соотношений.
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9.8. Интегральные представления
и формулы интегрирования

Основными интегральными представлениями являются неполные инте-

интегралы Эйлера второго рода 9.1 A) и 9.1 B). Первый из них расходится при
Rea<0. Его можно заменить контурным интегралом

@+)

у (а, х) — — B1 sin па)-1 Xя Г »~m (— а)а~J du, A)

где вдоль пути интегрирования — я < arg (— и) ¦< я, х произвольное Ф 0 и а

не является целым числом. Если выбрать в качестве пути интегрирования
окружность

— и = cos 0 4- i sin 0, — я ¦< 9 ¦< я, то получаем

я

у (а, х) = ,

*

. Г «*co'ecos(ae-r-jtslne)rfe. B)
sin (па.) J

о

При Rea<0, лс<0 из равенства 6.11A3) может быть получен веще»
ственный интеграл.

Для функции Г (а, х) основными интегральными представлениями яв-

являются 9.1B) и

00

¦dt. C)

Последний интеграл получается, если применить к последней функции Ф
в 9.1 D) формулу 6.5 B). Непрерывная дробь Лежандра 9.2 A3) является

следствием формулы C).
Другими интегральными представлениями являются

со

* [e-<t<>-WjaBVx7)dt, Rea>0, D)
л о

—2.
*"Н ^C2Vx7)dt, Rea<l. (б)

Г B— 2а) Г (а, —1х) Г (а, 1х)

Последнее из них прииадлежит Tricomi A950а).
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Некоторыми из наиболее важных формул интегрирования являются

оо

/
Res>0,

Л(.,.+*п.* f^
Rep>0, Re(a + P)>0, Res>-1,

00

Г

(9)

Rea>—i, a=jfcO, Res>0,

Г (а) *а-р Г в'**?1-*- 1у (Р, х— xt) di — Г (Р) Г (а— Р) y (а, *), (Ю)

о
Re а > Re р > — 1, ар ф 0.

Вели в формуле G) р = 1 или в формуле (8) а = 1, то гипергеометрическая

функция сводится к элементарной функции; в формуле (9) D является функ-
функцией параболического цилиндра. Следует отметить, что интегралы C) —(9)
были выведены Лапласом. Относительно других интегралов см. Nielsen

A906b, с), Le Calne A948) и Busbridge A950).

9.4. Ряды

Степенные ряды и разложения в непрерывные дроби были указаны
в п. 92. Используя в формуле 9.3 C) разложение

л=0

получаем разложение по обратным факториалам

-, Rejr>0, A)
л=0

где

Из 9.1 A) получаем

#-V-» J «-•
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Если | у | < | х |, то можно разложить 11 -|—I в биномиальный ряд, по-

почленно проинтегрировать и использовать формулу 92 A7). Таким путем по-

получаем разложение

Г (а, х) — Г (а, х+ у) = Y (о, х -J- у) — у (а, х) -

-•-V-1 S G-вМ-*Г"И-•"'•¦ (уI. 1уК1*1. B)

полезное для вычисления значений Г (а, х).
Неполная гамма-функция допускает большое число разложений в ряды,

многие из которых могут быть получены путем выбора частных значений

параметра в разложениях гл 6. Мы укажем лишь часть этих разложений.
Следует отметить, что при h = 0, я*=— 1 коэффициенты в 6.12G) могут
быть выражены через усеченный показательный ряд; 6.12 F) дает

у (а, х) = Г (а) е-'х2 ^ еп (-1) х
2

/я+а B /Г). C)
л=0

Если а не является отрицательным целым числом, то полученный ряд быстро
сходится при всех х =f= 0. В разложении 6.12A1) коэффициенты могут быть
выражены через многочлены Лагерра.

Если х, у — положительные числа, причем х > у, то имеем

Г (а, х) у (а, у) - #"*"> (ху)*
я=0

Предельным случаем этого разложения при у->0 является

E)
п=0

Эта формула совпадает с частным случаем в = 1 разложения 6.12C)
V-функции в ряд по многочленам Лагерра.

Относительно других разложений см. Nielsen A906a, 82 и 83).

9.5. Асимптотические представления

При ct->oo, jc = o(|a|) первый ряд 9.2D) является асимптотическим

разложением; при х->со и а = о(\х\) получаем разложение 9 2F). Если
X и а имеют один и тот же порядок, то разложение может быть получено
из 613 A7); однако в этом случае нелегко найти общую форму такого раз-
разложения или установить условия, при которых оно представляет функцию
¦у (a, jc), когда и а и х возрастают. Значительные осложнения возникают

в случае, когда х и а+1 почти равны, более точно, если а->со и

Трикоми (Tricomi, 1950) провел изучение этого вопроса. Он ввел

параметр
_

— -?*- A)
х— а

ч '

и рассмотрел два случая, соответствующие тому, мало или велико г.
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Если *->0 и |arg*|<-7-, то оя'доказал, что ГA+в, X) асимптоти-

асимптотически представляется рядом

е~хх1+а 2 '. (в) п\(х-а)"» , B)

коэффициенты которого

т in (а) = {-5- U-" A +оа] }/=0 - 4П-Л) («) C)

являются некоторыми многочленами степени 1-^-1 по a. Trlcoml A951) изучил

йти многочлены. В частности, имеет место формула

Если г-*со (т. е. х и а почти равны), то следует различать два случая,
в зависимости от того, положительно или отрицательно Re a. В последнем
случае Tricomi использовал функцию

Y, (а, х) =» Г (а) *У (а, —х), х>0. E)

Он показал, что если а-*-}-00 н у ограничено, то

(LJj F)

При а= л имеем, в частности,

-±=\. G)

См. также Furch A939) и Placzek A946) (добавления, которые сделал Blanch).

9.6. Нули и дескриптивные свойства

Результаты, касающиеся нулей при вещественных а и х, могут быть

получены из результатов п. 6.16. Оттуда вытекает, что:
I. Если а > 0, то у (а, х) не имеет нулей (за исключением х = 0).
П. Если 1—2л<а<2— 2п, где п=1, 2, 3,..., то y («, Jt) имеет один

отрицательный нуль х' н не имеет положительных нулей.
III. Если — 2л < а < 1 — 2л, л =з 1, 2,..., то у (а, лс) имеет Один отри-

отрицательный нуль дс' и один положительный нуль х".
Общее поведение этих нулей как функций от а может быть получено

из карты рельефа (рис. 5) для у*.
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Приближенные формулы для нулей, справедливые для больших значе-
значений а, были получены Tricomi A950b); он доказал, что

х> A -a) [l + j/y^ У* (а) + О( | а Г1)]. A)

т

Здесь через у* (а) обозначен единственный положительный корень уравиення

C)

а через т = 0,278463... единственный положительный корень уравнения

1+ж+ 1п.* = 0. D)

Зафиксируем значение a > 0; тогда у (°> х) при х > 0 является моно-
монотонно возрастающей функцией от х. Ее значения пробегают полуотрезок

Ч -3 -2 -/ 0 1 2 3 4

Картарельефа ддяу '(ос,s)
Рис. 5.

от нуля до Г (а), когда х пробегает луч @, со). Можно показать, что при

фиксированном значении х>0 функция —fj-y-
является монотонно убы-

убывающей функцией от а при a > 0. Tricomi A951) изучил поведение неполных
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гамма-функций в других квадрантах вещественной плоскости о, jc Он ввел

новые функции с помощью равенств

Г (а, х) -—о-^-'УО (о, х), а < 0, х> 0, (б)

Y, (о, х) - «r'rVsi (а. х), а > 0, х< 0, (в)

<Г(-а,-х)-Г(а+\)е*к(а,х), а>0, *>0, G)

и доказал, что в области их определения выполняются неравенства

Кроме того, он доказал что |А|<-д- при а> 1, а также что к, рассматри-

рассматриваемое как функция от х, имеет только один максимум или минимум, если

О < а < 1, и два экстремума, если а > 1.

Карта рельефа (рис. 5) заимствована из работы Трикоми. Она дает линии

V* (а, х) =¦ const.

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ НЕПОЛНЫХ ГАММА-ФУНКЦИЙ

9.7. Интегральная показательная функция
и интегральный логарифм

Основными функциями, рассматриваемыми здесь, являются

оо

?, (х) - - Ei (- х) - j е-'Г1 dt - Г @, х) - «-*? A, 1, *), A)
X

00

- j^-'r1***, x>0, B)
-ж

jr

jjjC)- J -jjjj-И (In *)«?,<-1а л».

В форму» B) интеграл понимается как главное значение в смысле Коши,
то есть

UrnШ
В книге Янке— Эмде— Лёш A964) эта функция обозначается через ()
Мы имеем следующие соотношения между функциями, определенными
равенствами A) и B):

(/* D)
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• Следующие формулы, а также некоторые другие могут быть получены
из формул первой части этой главы путей предельного перехода:

«-=1

¦i=l

где Y—постоянная Эйлера, см. п. 1.7.2,

IM-lт=0

Lm=O

x->•«>, jk>0, M=*\, 2,...

-1)! *-"«-*#«-, W, n- 1. 2,.... (9)

, .-1,2 A0)

Rep>0, Res>
—-j.

К этим соотношениям присоединим еще интегралы Раабе

I а>0, дг>0, A2)1
СО

A3)
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которые могут быть непосредственно выведены из A) я B), а также

J {b+t)-1e-tldt = e6cElHa-\-b)c\, titc>0, аA4)

j в~" In tdt^x-%(x), Rex>0, A5)

a

OO

1

oo

J/«-•?, (/) Л = a-l[r (a, *)-*«?,(.*)] Re*>0, афО. A6)
r

Относительно других интегралов см. Nielsen A906, в особенности гл. II

и IV), LeCaine A948), Busbridge A950).
Из 9.4 E) мы получаем

?$ A7)
л=0

а из 9.4 B)

?1<*+у)=^(*)+«~*2я|<-*Гя~Ч1-*-Ч(у)]. )у\<\х\-
л=0

Формулы для 11 (х) могут быть выведены из формул для ?, (д:).
При изучении распространения волн в рассеивающей среде встречаются

некоторые обобщения интегральной показательной функции. Типичным при-
примером является

X

J
X

J e-"u-1 dt,
о
J где и

о

Относительно «той и родственных функций см. Harvard University A949b).

9.8. Интегральные синус и косинус

В современных таблицах используются определения-

J ^T-dt^+ilEiM-EH-ix)). A)

B)

X

Ci x - f -^ dt-l [El (/*) + El (- ix)). C)
oo

D)
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Здесь ± I = ехр (± ~\. Nielsen A906) использовал то же самое определе-

определение для si и писал cl вместо С1. Некоторые авторы употребляют символы Ci,
Si в несколько ином смысле.

Si х, а также si x являются целыми функциями от х:

Sl(— *)=. — Sl(.«), si(— .*) = — я— si*. E)

Cl x является многозначной функцией с логарифмической точкой ветвле-

ветвления при х=*0. Так как

X

- J dt, F)

то Cl*— In* является четной целой функцией от х. В частности, мы имеем

Cl (*•*'*)-С1 л ±ftt, дг>а G)

Следующие формулы, а также многие другие могут быть получены
путем непосредственного использования определений иди результатов, полу-
полученных в «той главе выше:

(—1)" x*tt+l
(8)

„, —со.,

—n<aigx<;n, M, A/—I, 2,...,

JO

J r" — arc^s, Res>0,
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о»
.

J e-H-1 In A + f)dt - [Cl («)]' + [si (s)l8, Re s >0, (U)

¦•' со
•

¦ ¦' !
oo

I efaxAxdx~ cosxCixdx-t—ij, A5)
1:

о о
; : '• •¦

во oo ю '

\dxClxdx*= — In2, Г (sljtrI^— f (Cl*)*<*.*«=?•. A6)
5 5 8

2

Относительно других интегралов см. Nielsen A906b, в особенности гл. IV).
Применяются также обозначения

X

f ..Л

i8"-- A7)

x

I t ^*=С1(/дс) —-^-. A8)

В литературе встречалось обобщение
X

A9)

а также некоторые аналогичные обобщения (Harvard University, 1949a).

9.9. Интеграл вероятности

Основными функциями этой группы являются

X

,^; х*}. A)

J ^Л-дгФ A, |; ^), C)

D)

E)
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Первые три чаще всего встречаются в математических работах; функция B)
была впервые введена Крампом (Kramp, 1799) в иных обозначениях Функ-
Функция D) более удобна для вычислений, а функция E) часто используется
статистиками. Здесь также имеется большое разнообразие в обозначениях.

Все указанные выше функции являются целыми; Erf x и Erfi x являются

нечетными функциями х Многие из следующих формул либо непосред-
непосредственно выводятся из определения, либо получаются как частные случаи ра-
ранее полученных результатов:

со

F)

m=0

д;>0, х->со, Л1 =« 1. 2,...,

f e-^"« dt -a exp (^r) Erfc (?), Re a > 0. A0)

Erf (at) «-*< dt - s-1 exp ?5- Erfc [-^), A1)

|arga|<-J, 1

A2)

m $ *s у a-t-s

Re s > 0, Re (a + s) > 0,

A3)

j, Res>0,

Г Erfi (at) e~
**''' sl

dt = -j— exp (-Д-я-1 Ei f— 4~A, A4)

Res>0, UrgaK-j,
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где //„— многочлен Эрмнта (см. гл 10).
Следующий ниже ряд является рядом типа Нильсена:

A5)

1-е*
Etftdt^xErix —? , A6)

(-1)" е-*Нп (х), я - a 1. 2 A7)

|4:-У-*>. m

Имеют место следующие разложения в ряды по функциям Бесселя:

Erf (*)

n=0

B0)

/—
°°

ГЯ1

/1=0

Первое из этих разложений является частным случаем разложения 9.4 C),
а два других проверяются с помощью преобразования Лапласа

Наиболее современной монографией, посвященной интегралам вероят-
вероятности, является книга: Rosser A948), где изучается двойной интеграл

.-•«*
dx, пщ.1,2,..., B2)

как функция комплексных переменных р и ж, а также некоторые родственные

интегралы. Повторные интегралы от интегралов вероятности были изучены
Hartree A936), который положил

ао

Рeric х =. -—=¦ Erfc x. Iя erfc x - f ln~x erfc / dt. B3)

(Здесь / не является мнимой единицей!)
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9.10. Интегралы Френеля и обобщения

Интегралами Френеля называют

х

COS t „

_ dt,
уш

'~

V2n J t

Вместо них мы будем рассматривать более общие интегралы, которые ввел

Bohmer A939):

1

*1 'яа

2
Г(а,— /д:) —1«" 2

Г (а, /*). B)

С(*,а)- J P-lcostdt-jt~
2 Г(»,/д:)+1в 2

Г(а,-/лг), A)

л3
S(A:,a)= I <а-Ч|п<Л = -|-в Г(а,— /д:)—1

Эти же функции в иных обозначениях изучал Bateman A946). Очевидно, что

tna

r(tt,/Jc) = e
2

[C(x,a)-iS(x,a)). C>

Интегралы Френеля выражаются через эти функции следующим образом:

Etl{e 4 Vn)\' D)

[i?L#" 4 Erf(e4 |^J-*4 Erf U " /^)Г E)

Приведем список формул, относящихся к рассматриваемым интегралам:

„2т+а

F)

I л\т J

(„-\
^S,

0
(+1IB»

т=0

С (д:, а) — —ла [Р (д:) sin jc -f Q (jc) cos x\, (8)
S (дг, а)« jc° [P (х) cosx — Q (x) sin лс], (8)
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где

ш=0

m=l

ОС

1

00

J

A0)

Af—1,2,...,

+ O-"—J-(«-0-e].
Re«>0, — l<Rea,

-*
S{t, a) rf/ - s~lT (a) [sin ^--{ (*+ 0"a+ -J (« - 0"a], A2)

Res>0, — l<Reo,

^P-'C (t, a) rf< - P"Jr (a+ ID cos (a+gP)" , A3)

ReP>0. 0<Re(a+p)<l,

iltliiL, A4)

A5)

A6)

ReP>0, 0<Re(o

5 (ж)
7 T

7 (л)+ /„
7 Т

7

8 С*)-/,
7

Интегральное представление для

[C(x,a))*+[S{x,a)]*
вытекает иа 9.3 (б).

Кривая с параметрическими уравнениями

A7)

при фиксироваииом а, 0 < о < 1, имеет форму спирали; ее изучал Bohmer

AS39) При a — -х- она сводится к спирали Корню. Интересно отметить, что

•та спнраяъ имеет простое «натуральное уравнение»

»>-(«) °,

р—ринус |фяввэвы « «—длина дуги.



ГЛАВА 10

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ

Основной монографией по этому вопросу является книга Сеге A962),
на которую мы будем часто ссылаться. Shohat, Hille и Walsh A940) соста-
составили систематическую библиографию работ до 1938 года. Хотя эта глава
посвящена лишь ортогональным многочленам, во вводном пункте мы рас-
рассматриваем более общие ортогональные системы функций. Дальнейшие све-

сведения по этому вопросу читатель может найти в книгах Качмажа и Штейн-
гауза A958), Tricomi A948) и Vital! и Sansone A946).

10.1. Системы ортогональных функций

Пусть задан отрезок (я, Ь) и на нем неотрицательная весовая функ-
функция w (х). Мы можем сопоставить тогда им скалярное произведение

(ф„ ф2) г J" W (х) ф, (JC) ф, (*) dX, A)

которое определено для функций <р таких, что Vwy имеет интегрируемый
квадрат на (а, Ь). Более общее скалярное произведение можно определить
с помощью интеграла Стилтьеса

<Фь Фг) = / ф! (*) Ф! С*) da (х), B)
а

где а (х) — неубывающая функция. Если функция а (х) абсолютно непре-
непрерывна, то B) сводится к A), где w (x) в а' (х) С другой стороны, если а (дг)
является функцией скачков, то есть если она кусочно постоянна и имеет
скачки величины wi в точках х = xt, то интеграл B) сводится к сумме

(Фь ф8) = S в'Ф> (•*•) V* <¦*«)• C)

которая задает скалярное произведение функций дискретного переменного.
Приведенное выше определение относится к вещественным функциям

вещественного переменного, и на протяжении этой главы мы ограничимся
лишь этим случаем Если рассматриваемые функции принимают комплексные

значения либо если область интегрирования является дугой в комплексной

плоскости, отличной от отрезка вещественной оси, то функцию <р2 (х) во всех

указанных определениях надо заменить комплексно сопряженным выражением.
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За исключением нескольких последних пунктов (где будет использовано

определение C)) мы ограничимся определением A) и будем предполагать,
кроме тою что функш'Я w (х) почти всюду положительна и интегрируема

Следует, однако отметить, что многие из результатов вводных пунктов со-

сохраняют силу и при определении B), а следовательно, и C), для скалярного

произведения

Две функции называются ортогональными, если их скалярное произ-

произведение равно нулю Семейство функций называют ортогональной систе-

системой на отрезке (а, Ь) относительно веса w (х) (или распределения а(х)),
если для любых двух различных элементов этого семейства имеем (ф, ф2) = 0.
Так как пространство функций с интегрируемым квадратом сепарабельно,
то ортогональная система может содержать либо конечное число функций,
либо счетное множество элементов Таким образом, любая ортогональная
система может быть записана в виде (конечной или бесконечной) последо-
последовательности ф0 (х), ф] (х), ... либо более кратко, {ф„ (х)), а свойство орто-
ортогональности может быть выражено следующим образом.

(Фд. Ф*) = 0, кфк. D)

Мы будем предполагать, что ситема {ф„ (х)} не содержит функций, почти

всюду равных нулю, то есть что при всех h скалярное произведение (ср., фЛ
положительно Легко видеть, что функции, принадлежащие любому конечному
подмножеству ортогональной системы, линейно независимы, то есть что
соотношение вида

может выполняться почти всюду на отрезке [а, Ь] лишь в случае, когда
са = ct= ...

= С/г = 0 (Достаточно скалярно умножить обе части равенства
на ф. (х) при Л = 0, 1, ..., /г)

Функции {ф„ (х)} образуют ортонормированную систему, если

0, если
, ,

1, если h— k.
* '

Каждую ортогональную систему можно нормировать, заменив фй (дг) на

1

Конечную или бесконечную последовательность {я|зд (х)} линейно неза-
независимых функций можно ортогонализовать относительно скалярного

произведения B), заменяя каждую из функций соответствующей линейной
комбинацией Например, мы можем положить рекуррентно

. Фо (х) = г|з0 (х),

ф1 (х) = Цю Фо (х) -J-fi (х), „

Фп (х) = |*„о Фо (¦*) + ^я1 Ф1 (X) + ... -г- Цп, п-1 фи-1 С*) + Фя

Если положить

то функции 1ф„(д:)} о&разуют ортогональную последовательность.
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Эту задачу можно решить иначе положив

ПОЛ

ФяЙ>» *яя ?*0, (9)
и определив коэффициенты X так, чтобы {фя(дс)} образовали ортогональную
систему. Одно из таких определений приводит к

(Фо, Ь)

«Ч.
A0)

Очевидно, что функции {Фп(х)} образуют ортогональную систему, поскольку
функция A0) ортогональна функциям $9М, г|з, (jc) fn-iG*). а следова-

следовательно, функциям Фт (х) при всех т<п. Кроме того, любая ортогональная
система вида (9) отличается от {Ф„(х)} лишь постоянными множителями.

Для того чтобы нормировать систему (9), введем определитель Грама Gn,
который является алгебраическим дополнением функции т|>л+1 (х) в выраже-
выражении A0) для 4>л4, (х) Определитель Оп является в то же время дискрими-
дискриминантом положительно определенной квадратичной формы

ь

f W dx

относительно ?о, ..., \п и, следовательно, положителен Мы положим также

С?_, = 1. Ортонормирования система вида (9), для которой Ялл>0, одно-
однозначно определяется формулой

(х\ = ^я \Х) , i\\\

Далее можно установить следующее интегральное представление:

*„(*)-. [(л— I)!] j Тя_,Eо, .... In-i)^^ .... l,,_t, x)X

где интеграл является я-кратным интегралом по параллелепипеду

«<!*<*. 0<*<л-1,

A3)

(см. Cere, 1962, п. 2.1).
В этой главе мы будем рассматривать системы функций, получаемые

ортогонализацией по формулам (9) функций \|>л (х) = Xй Таким образом,
мы получим последовательность ортогональных многочленов {р„{х)},
п = 0, 1,2,..., где рк (х) является многочленом от х, степень которого

в точности равна *, и (ph, рк) = 0 при А, * = 0, 1, 2, ... ткф k.

Задание отрезка и весовой функции (или распределения) определяет
систему ортогональных многочленов с точностью до произвольного постоян-

постоянного множителя для каждого рп {х). Путем выбора этого множителя можно

Примете Систему к «иной и» стандартных форм. Чаще всего встречаете»
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следующие три дополнительных ограничения: 1. Функции {рп(х)\ образуют
ортонормированную систему, причем коэффициент при хп в рп{х) положи-

положителен. П. Коэффициент при х" в р„ (х) принимает предписанное значение,
обычно равное единице. III. Для заданного значения х0 (например, х0 = а)
рп(х0) имеет заданное значение.

10.2. Проблема аппроксимации

Обозначим через l}w класс функций fix), для которых (лебеговский)

интеграл
ь

fw(x)[f(x)]*dx,
а

принимает конечные значения, и пусть {<р„ (х)) — ортонормированная
система в L?w. Мы будем рассматривать приближение функций fix) из L2W
с помощью линейных комбинаций

При этом как меру точности приближения мы используем

-
¦ • • -е&а(х)\*dx. A)

Легко показать, что наилучшим возможным выбором коэффициентов
являются коэффициенты Фурье

В самом деле, разлагая [...]* в выражении A), мы получаем

* а а

1» (с*) - / » (*) I/ WJ1 dx + J] 4 -2
в ft=0

» п

-J»(*)i/ с*)]» *t- S 4
a ft=0 h=0

Отсюда видно, что наилучшим приближением является (я-{-1)-я частичная

сумма (обобщенного) ряда Фурье

«офо (•*) + <MPi (•«)+... C)

функции /(*) и что мерой точности приближения является

h («а) - J vb (х) [/ (дс)]* dj: - 2 4- D)
ft-0
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Так как 1п (ад) > 0, то мы получаем отсюда, что ряд ^ а1 сходится, причем

выполняется неравенство Бесселя

со Ь

2 а\ <fw(jc)U> (x)\*dx. E)
А=0 а

Может случиться, что для любой функции /(*) из L2W справедлива фор-

формула Парсеваля

оо Ь

]? 4 = |Ю(*I/<*)]***• F)

Тогда ортонормированнуго систему {уп(х)\ называют замкнутой в 1^,.
В этом случае имеем, очевидно,

г я 12

L A=l J
когда

то есть частичные суммы ряда Фурье C) сходятся в среднем к

В пространстве L2W каждая замкнутая ортогональная система является пол-

полной: если (/, q>ft) = 0 для всех ft, то функция / (х) почти всюду равна

нулю. Это является следствием теоремы Рисса — Фишера (см., например,
Качмаж и Штейнгауз, 1958 или Tricomi, 1948, п. 3.3)

Для конечного отрезка [о, Ь] каждая функция из пространства Llw
может быть с любой степенью точности приближена в среднем непрерывной
функцией, а в силу теоремы Вейершфасса непрерывную функцию можно

аппроксимировать многочленом. Таким образом, если [а, Ь\ — конечный

отрезок и л|)„ (л-) = х" или <р„ {х) = р„ (х), то мы можем сделать /„ (а^) сколь

угодно малым, выбирая п достаточно большим. Другими словами, любая
система ортогональных многочленов на конечном отрезке замкнута. Это

утверждение, вообще говоря, перестает быть верным для бесконечного

промежутка (а, *) (Сеге, 1962, п. 3.1).

10.3. Общие свойства ортогональных многочленов

Весовая функция w(x) на отрезке [а, Ь\ однозначно определяет систему
ортогональных многочленов {р„(х)\ с точностью до постоянного множителя
для каждого многочлена. Числа

»

с„- fw(x)x*dx A)
а

являются моментами весовой функции, и при ф„ (дс) — .ж" имеем

B)
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В обозначениях п. 10.1 имеем:

*г—-*,)¦ C)

с» С|

с, е,

Св «*+

... сп

... св+1

... с*.

» я

1 *

1 л

1 л

0 * • • *^о

1 * * * 1

Я • • •
я

r> s

Если обозначить (неопределенный) коэффициент при х" в р„ (х) через 4„, то

с0 ct ... с„

к

рЛх)--?р-
1 * ... Xя

К*-

Так как функции 1, x, ..., ж" ортогональны рп(л;), то

D)

E)

F)

Для нормированных многочленов коэффициент kn имеет вид kn= 1/
"~'

,
» "в

но мы не будем на этом этапе стандартизировать наши многочлены.
Любой многочлен степени т <п является линейной комбинацией

многочленов р0(х), рх (х),..., рт(х) и, следовательно, ортогонален к />„(*).
Это приводит к простому доказательству следующей теоремы о нулях
ортогональных многочленов: все нули р„ (х) являются простыми и рас-

расположены внутри отрезка [а, Ь]. В самом деле, если р„ (х) меняет знак
на отрезке [а, Ь\ лишь в т < п точках, то мы можем построить много-
многочлен пт (х) такой, что р„ (х) пт (х) > 0 на отрезке [а, Ь\. Но это противо-
противоречит тому, что (рп, пт) = 0. Можно показать также, что между двумя
последовательными нулями функции рп (х) расположен в точности

¦Один нуль функции рп+\(х) и по крайней мере один нуль рт(х). для
которого т > п (Сеге, 1962, п. 3.3).

Любые три последовательных многочлена связаны линейным соот-

соотношением Мы будем использовать следующие обозначения: к„— коэффи-

коэффициент при Xя, а к'п — коэффициент при хп~1 в ра(х); гп=*-г
Ля = (/>„, р„) Мы докажем, что имеет место рекуррентная формула

Pa+i (¦*) п) Рп{*) — CnPn-i (¦*), я - 1, 2, d, ....

где

=.*n±i_

G)

(8)

6 г. Вввтиеи. А.
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Для того чтобы доказать формулу G), заметим, что при значении (8)
для А„ выражение рп+\(х)— Апхрп(х) является многочленом, степень

которого равна или меньше чем я, и, следовательно, этот многочлен

имеет вид

\оРп{х) + У1Рп-Лх)+ ... +у„ро(.х).

Из ортогональности семейства ра (х) получаем, что Ys =• Уз =»...¦» уп =¦« 0,
и потому

— Ап (р„, xp/_i) = Yi (Pn-u Pn-i)-

Но хрп_,(х) r-^-Pn(x) является многочленом, степень которого не

превосходит п — 1, и, следовательно,

или yt = Cn. Наконец, сравнивая коэффициенты при х" в обеих частях ра-
равенства G), получаем значения для Вп. Рекуррентная формула G) остается

справедливой для п = 0, если положить

P4W=«- (9)

Это условие будет применяться на протяжении всей этой главы.

Отметим, что, и обратно, система многочленов, удовлетворяющая
рекуррентному соотношению G) с положительными Ап и Са, образует
ортогональную систему.

Из G) легко получить формулу Кристоффеля—Ларбу

Pn(x)pn+l{y)

y
. (Щ

V=0

и, переходя к пределу, когда у->х, получим

л

К' [Pv (*)f = -^JTn [Pn W P'n+l W -

Рп W Pn

Пусть {Pn(x)} — система ортогональных многочленов с весовой функ-
функцией w (х), и пусть р (jc)

— многочлен степени I, неотрицательный на

отрезке [а, Ь) и имеющий простые нули в точках хь хъ ..., Х\. Ортого-
Ортогональные многочлены qn (х), соответствующие весовой функции р {х) w (x),
задаются формулой Кристоффеля

w

... Pn+l(x)

... pn+i(xt)

(И)

в которой сп являются произвольными постоянными множителями (Сеге,
1962, п. 2.5). Если некоторые из нулей функции р (х) являются кратными,
то формулу A2) надо заменить вырожденной.
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Ортогональные многочлены обладают некоторыми важными экстремаль-
экстремальными свойствами. Первое из них может быть выведено из результатов,

указанных в начале п. 10.2. Оно гласит: интеграл

l|sw(*)<*jr, A3)
a

в котором через пп(х) обозначен любой многочлен степени п со стар-

старшим членом хпУ принимает минимальное значение тогда и только

тогда, когда nn(x) = efc~lpn(x), где е — постоянная величина, такая,

что | е| = 1

Второе свойство связано с многочленами

в
_

/С {х, у) = 2 h~^pm (jc) pm (у), A4)

которые определены для комплексных х, у {х— комплексно сопряженное х).
Отметим, что для конечных значений х0 и а, таких, что х0 < а, многочлены

Кп (х<>, х) ортогональны относительно веса (х — xo)w(x) (см. A0) и A1)).
Упомянутое экстремальное свойство может быть сформулировано следующим
образом (Сеге, 1962, аеорема 3.1.3):

Пусть пп (х) является любым многочленом степени п с комплекс-

комплексными коэффициентами, таким, что интеграл A3) равен единице Для
любого фиксированного (возможно, комплексного) значения х0 максимум
\лп(х0)B достигается тогда и только тогда, когда

<п (*в. X)

V Кп (ха, х0)

где I е | — 1. Этот максимум равен Кп (ха, х0).

10.4. Механические квадратуры

Ряд интересных свойств ортогональных многочлене» связан с задачами
об интерполяции и о механических квадратурах. В этом пункте мы дадим

краткое описание некоторых основных результатов и отошлем читателя

к книге Сеге A962, п. 3.4, гл. XIV, XV), где имеется дальнейшая информация.
Пусть xv х2, ..., х„ — п различных точек на отрезке [а, Ь], и пусть

A)

= (*— хх){х— х2) ... {х—хп),

1У (лс) = (х-Ху)-1 J^W-, v = 1 п.

я(х)
Здесь lv(x) являются фундаментальными многочленами, связанными с абс-

абсциссами ху, ..., хп в интерполяционной формуле Лагранжа

H.x)^^f(xy)ly(x) B)
v=l

для функции f (х).
Пусть надо вычислить интеграл

I- fwWfitfdx, C)
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причем заданы лишь значения функции /(дг) в точках Ху. Для решения
этой задачи представляется естественным использовать выражение B) и

принять
ь п ь ¦

У= J w (х) L(x)dx^^f (xv) f w {х) lv (x) dx, D)
a v=l a

sa приближенное значение / Разумеется при произвольных xt, .... х.

равенство 1 = J выполняется для всех многочленов / (х) степени < л — 1.
Однако если выбрать в качестве ху л нулей функции рп (х), то есть п

нулей ортогонального многочлена степени п связанного с весовой функцией
w (х), то равенство / = У будет справедливо уже для всех многочленов / (х),
степень которых < 2л — 1 Именно, в этом случае f(x) — L (х) является
многочленом степени <2л—1, который обращается в нуль во всех нулях

функции р„(х) и, следовательно, имеет вид рп(х)я„_1 (jc), где na-i(x) —
многочлен степени < и — 1 Тогда

t-J= J w (x) (/(х)-Цх)} dx = {р„, яя_.)-(X
а

Принято писать

ь

a v=l

где Яу„ называют числами Криетоффеля. Они связаны с моментами функ-
функции w{x) соотношениями

л

2^Яуя= сй, А — О, 1 л— 1, F)
v=l

получаемыми, если положить / (х) — х*. Числа Криетоффеля положительны,
и имеют место следующие формулы:

f Г(х)Рп(х) ^j^f PniA V

1 ^

Если обозначить я нулей функции /?„(.*) через л,да дг^, .... жвп, а через
у, „ yin удя обозначить л чисел на отрезке [а. Ь], определяемых
формулами

Г (9)
a

то имею! место теоремы разделения

¦*v-i, в ** -*v, я+i < xv> л»

(И)
A2)

lB+i<AVl(r A3)
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10.5. Непрерывные дроби

Рекуррентная формула 10.3G) приводит к рассмотрению непрерывной
дроби

1
, A)

Cl

р

где Ап, В„, С„ задаются формулами 10.3(8); п-я подходящая дробь -S2-

определяется как конечная дробь, получающаяся, если мы останавливаемся

в A) на члене -AB-i-* + Bn-i- Таким образом,

Как Rn, так и Sn удовлетворяют рекуррентному соотношению

*/•+! = (Л*+ В„) Хп - СА.,. 0)

Начальные условия:

для Л„:*о = О ДГ.-I: для S.:X,-1 Jfia.2lM.. D)

Принимая во внимание 1(КЗG), видим, что

Для того чтобы выразить так же и Ra, введем ассоциированный
многочлен

а

имеющий степень л— I. Из 10.3G) следует, что

ЯпnW-(

Кроме того, q0 (x) «0, qt (х) = j ft, w (t) dt -¦ A,ce, в, следовательно,

a

n

Мы видим, таким образом, что -^ является рациональной функцией
от х, имеющей простые полюсы при х = xvn. Вычеты в этих полюсах

могут быть вычислены с помощью формулы
ь

я I *\ I

Ига {х— х.
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см. 10.4 G) Мы получаем, таким образом, следующее разложение на эле-

элементарные дроби:
в

R/1
яя

*0 V1 ^УВ /а\

о„ fr|C0 ЛА X— Хуп
v=l

Разложим правую часть этого соотношения в ряд по убывающим степеням х

и используем формулу 10.4 F). Мы получим, что первыми In коэффициен-
коэффициентами являются моменты ch Следовательно, получаем формально

Марков доказал, что если отрезок [а, Ь] конечен ид: — любая точка
комплексной плоскости, разрезанной вдоль отрезка [a, b\ eemeciвенной

оси, то hm -я5- существует и имеет место формула (9). Кроме того, в этом

случае
ь

—-р- f -^Щ-а (Ю)

(Cere, 1962, п. 3.5). Случай бесконечного промежутка представляет весьма:

значительные трудности, которые изучаются в проблеме моментов (Stlel-
tjes и Hamburger). Относительно этой теории см. Shohal и Tamarkln A943),
Н. И. Ахиезер и М. Г. Крейн A938).

10.6. Классические многочлены

Особенно часто встречаются и хорошо изучены ортогональные много-

многочлены, соответствующие интервалам и весам, указанным в следующей
таблице. Они известны как классические ортогональные многочлены.

Классические ортогональные многочлены

a b w (x) Название

—1 1 1
_

Многочлены Лежандра или сферические

—1 1 A — **)
*

Многочлены Гегенбауэра или ультрасферические

—1 1 A—je)a A -4- jc)P Многочлены Якоби илн гипергеометрическне
— оо оо ехр (— х1) Многочлены Эрмнта

О со хае~х Обобщенные многочлены Лагерра

Все эти многочлены обладают целым рядом общих свойств, наиболее
важными из которых являются следующие три'

I. Функции {р'п (jc)] образуют орюгональную систему многочленов.

II. р„(х) удовлетворяет дифференциальному уравнению вида

'

где' Аус) и В(х) не зависят от п, а Я„ не зависит
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III. Имеет место обобщенная формула Родрига

где Кп — постоянная и X — многочлен, коэффициенты которого
не зависят от п.

Обратно, любое из этих трех свойств характеризует классические орто-
ортогональные многочлены в том смысле, что любая система ортогональных
многочленов, обладающая одним из этих трех свойств, может быть приве-

приведена к классической системе Д« I это доказали Hahn A935) и Krall A936),
для II Bochner A939) (в этом случае встречаются некоторые тривиальные

исключения) и для III Trlcoml A948a). Мы укажем кратко рассуждения в этом

последнем случае.
Пусть [рп (х)} —последовательность многочленов, причем рп (х) является

многочленом, степень которого в точности равна п, равенство A) справед-
справедливо для всех п, п = 0, 1, 2 и степень многочлена К равна k Заметим,
что нет необходимости предполагать, что многочлены рп (х) ортогональны
или чю w (х) является весом. При п = 1 из равенства A) получаем

Положим сначала к = 0. Тогда X является постоянным и — является
w •

линейной функцией от х. С помощью линейной замены независимого пере-

переда'
менного можно сделать так, что — = — 2х и, следовательно, да=ехр (—х2).

В этом случае рассматриваемые многочлены являются многочленами Эрмита,
см. 10.13G). Далее, пусть * = 1. Тогда линейная замена х преобразует

w'(x) _Klpx{x)-X'
~wjx) X (<i)

к виду
—=—1+—, так что Х=х< w = xae~x, и мы получаем много-

многочлены Лагерра, см. 10.12E).
Рассмотрим теперь случай fe>2. В этом случае мы можем положить

Предположим сначала, что все корни аг попарно различны. Из формулы C)
имеем

w(x) Zj x — aT'
Т—\

Отсюда, в силу формулы A), получаем
к

Р
*

r=l

Но- этот многочлен при п = 2 может иметь вторую степень лишь в случае,
когда k = 2 Случай совпадающих множителей в D) может быть исключен
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с помощью аналогичных рассмотрений, гак что в D) мы должны иметь

к = 2, а, Ф а2. Путем линейной замены переменного х можно сделать

«I ¦= — 1, а2 — 1 и положить

Л>=1—х\ о»(лг)=.A— х)а(\+х)<>.
Этот случай приводит к многочленам Якоби, см. 10.8A0).

Следует отметить, что Хаи (Halm, 1949) существенно обобщил эти

результаты Он заменил дифференциальный оператор -¦'}• '
более общим

линейным оператором

и показал, что в этом более общем случае каждое из условий I, II, III,
а также каждое из двух других условий определяет одно и то же семейство

ортогональных многочленов Классические многочлены являются предель-
предельным случаем многочленов Хана, к ним же относятся и многочлены

из п. 22—25.

10.7. Общие свойства классических

ортогональных многочленов

Многие важные свойства классических ортогональных многочленов
легко следуют из обобщенной формулы Родрига 10.6 A) Мы предположим,
что в случае многочленов Лагерра а > — 1, а в случае многочленов Якоби
а > - 1, Р > - 1.

Во всех случаях в 10.6A) функция w(x) неотрицательна и интегри-
интегрируема на отрезке fa, b]. Кроме того, так как все производные функции
w(x)Xn, до (я —1)-й включительно обращаются в нуль в точках а и Ь,
мы можем л раз проинтегрировать по частям выражение

ь

(/, ра) = /? J / (*) -gr [w (х) Х"\ их.

ш

Это приводит к
ь

(/• Рп) = (-1)" Ъ1 f^ (*> » М Хп dx.
а

Поэтому, если / является многочленом степени меньшей я, то (/, рп)»0.
Иными словами, многочлены 10.6A) образуют ортогональную систему на"

отрезке [а, Ь] огносительно веса w (x), а потому все результаты предыдущих
пунктов справедливы для этих функций. В частности, мы имеем рекуррент-

рекуррентную формулу 10.3 G) с обозначениями 10.3 (8), которую мы еще используем
в этом пункте.

При выводе из 10.6 A) дифференциального уравнения мы будем писать D

вместо -г-. Из 10.6 A) и формулы Лейбница для дифференцирования про-про-г-

изведения имеем

- Кя [х D* <»/>„) -И* +1) X' D (wPn) + J (я +
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С другой стороны, используя 10.6 C), получаем

- Dn+l {lK,pt + (я— 1) X'] юА») -

D («>/>„) + (л +1) [КхР\ + (я-

так как ^f,р, -f- (я — 1) AT' является многочленом от х не выше чем пер*

вой степени Сравнивая эти ава результата, получаем для У*=рт{х) диф-
дифференциальное уравнение

ёй* A)

где

%„ п

Самосопряженная форма этого дифференциального уравнения имеет вид

(x)y~0. C)

Относительно деталей доказательства см. TricomI A948a, стр. 210—212).
Так как X является многочленом не выше чем второй степени, a pt (x) —
л.пейным многочленом, то дифференциальное уравнение A) может быть

сведено к гипергеометрическому уравнению или к одному из его частных

илн предельных случаев.
Для классических многочленов имеем также формулу дифференциро-

дифференцирования

х dpAxl _ |Яд + я. xj
где

ая - п X' @) -1 Х"гп> /4„ря С„ [*,*, + (л - -1) X' <5)

и >4В, Сч, *„, г„ имеют тот же самый смысл что и в п. 10.3. С помощью

равенства 10.3 G) правая часть формулы D) может быгь выражена через рп
И рп+|.

Доказательство формулы D) у TricomI A948a, стр. 212— 215) основано

на том факте, что

Хр'Л(х)—1х-хра(х)

является многочленом степени не выше чем п и, следовательно, имеет вид

Коэффициенты ада ..., уп определяются из свойства ортогональности. Пра
вычислении Р„ используется также дифференциальное уравнение C).

Наконец, заметим, что путем л-кратного интегрирования по частям, как
описано в начале главы, получаем

ь

' [ F)
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Далее, из 10.4 (8), 10.3 G) и D) следует, что

а из F) что

(-1)"*Л>0. (8)
Каждый из последующих шести пунктов посвящен одному из основных

семейств классических ортогональных многочленов. Каждый из этих шесгн

пунктов строится по следующему плану:
I. Стандартизация многочленов.

II. Вычисление постоянных

йя- *в> гп> Ат вп> С* К* Л* ап< Ря. (9)

заданных формулами 10.7 F), 103 (8), 10.7 B), 10.7 E).
III. Вывод рекуррентных формул, дифференциальных уравнений и дру-

других соотношений. При этом мы исключаем слишком громоздкие

соотношения, а также те, которые читатель легко может полу-
получить, подставляя значения постоянных (9) в общие формулы этого
и предыдущих пунктов.

,,
IV Связь с функциями гипергеометрического типа и полное интегри-

интегрирование дифференциального уравнения
V. Производящая функция или производящие функции.
VI. Интегральные представления.
VII. Теоремы сложения, разложения в ряды и различные результаты.
Асимптотические свойства, кули и задачи разложения будут рассмот-

рассмотрены в дальнейших пунктах.
Мы будем пользоваться обозначением

я положим

(И)

Теория классических ортогональных многочленов изложена в работах,
упомянутых во введении, а также в книге Magnus, Oberhettinger A948, гл. V).

10.8. Многочлены Якоби

Мы будем использовать обозначение Cere Pf'^(x) для соответствую-

соответствующим образом нормированных ортогональных многочленов, отвечающих
значениям

в —1, t-1. w{x) = (l-x)a(\+x)t, X-l-x*. A)

Для того чтобы вес был неотрицателен н интегрируем, потребуем, чтобы
выполнялось условие

а>-1, р>-1. B)

Многие из формальных соотношений остаются справедливыми и беа »тих

ограничений.
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1. Стандартизация.

II. Постоянные.

D)

F)

G)

(8)

Кл-(_2)»л!, Я„=-п(п+а + р+ 1), ая-гд, (9)

III. Формула Ргдрига.

f »
(jc) = (-1)" A - х)~а A + Jt)-3 D" [A -*)a+n A +xf+n]. A0)

Рекуррентная формула:

2 (и +1) (я + « + р + 1) Bn +a + p) /**p (x) а

A1)

Из A0) получаем явное выражение:

(
Л+

) -1)»- (х +1)» A2)1( ) ( л
которое доказывает, что

/*„"•»(- х) = (- 1)" Pf 0) (л). A3)

Дифференциальное уравнение

(l_^)y«+||i-«-(u + ti+2)^/+n(n+ a+ P + l)y-0. A4)

Формула дифференцирования:

ч Ка - Р) - Bп+ а + Р) х\

V. Гипергеометрические фуц р ()
гнпергеометрическоыу дифференциальному уравнению 2.1 A). Мноючлены

IV. Гипергеометрические функции- Уравнение A4) можно свести к

ереом фф 2.1 A) М
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Якоби — это решения уравнения A4), которые регулярны и принимают
значение C) при х = 1. Из формул п. 2.9 следует, что

- —« »+* Йт)- <>•>

Отсюда вытекает формула дифференцирования

которая находится в соответствии с утверждением I п. 10.6.

Из 2.9 A4) вытекает, что функции Q{?-A) (х), определяемые равенством

A8)

дают второе решение уравнения A4). Они известны как функции Якоби
второго рода Эти функции не являются многочленами, однако они удов-

удовлетворяют юй же рекуррентной формуле A1) и формуле дифференцирова-
дифференцирования A5), что и многочлены Якоби, за исключением того, что при я = 0
эти соотношения неприменимы для Q; при Re(a-)-P) >—п — 1 эти функ-
функции обращаются в нуль на бесконечности. Относительно различных преоб-
преобразований гипергеометрических рядов в A8) и их аналитического продол-
продолжения см. п. 2.1.4.

Многочлены Якоби и функции Якоби второго рода связаны многими
соотношениями. Из соотношения между различными решениями гипергео-
гипергеометрического уравнения, см. п. 2.9, мы имеем

Э-1 Г (а) Г (n -f- p + 1)
Х

2 sin (ая)
^«

-1Га(Дг+1Гэ^(я+ 1. -я-а-р; 1-а; -Ц^)- A9)

Имеет место также интегральное соотношение

-1

которое справедливо для всех точек комплексной плоскости, разрезанной
вдоль отрезка [— 1, 1]. При этом функция Q^- P'

(а:) принимает различные

вначения в зависимости от того, стремится ли точка х к точке \ разреза из

верхней полуплоскости (fc-f-'O) или из нижней полуплоскости (| — /0). Зна-
Значения QB' ® (I ± Ю) можно вычислить с помощью формулы A9), положив
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arg(x—1)^я для дс=|+Ю и arg(JC—1) == —я для * = |— Д). В част-

частности, \

о». »> а+*) у Q?1 &>
(I - ю

X^^ + l, -я—а-Р; 1—а, 1=1), -1<?<1. B1)

На самом разрезе можно использовать функцию

QLa-e)(D = Yfc?«a'fta + ''0) + C?"a'ffi(l~/0)l1 ~1<6<1. B2)

принимающую вещественные значения, если аир вещественные. Из A9)
следует, что

1, — я — а— Р; 1— а; -Цр-), — 1 < |< 1. B3)

Функции Якоби второго рода связаны также с многочленами

1

J a-^
ассоциированными с многочленами Якоби в силу 10.5 F); именно, равен-
равенство B0) можно переписать в виде

)- B5>

Другие соотношения, связывающие Р и Q, имеют вид

on+6-l
-2"

Г3 . B7)

Они показывают, что Q^ удовлетворяет той же формуле дифференциро-
дифференцирования A5), что и Pf-m
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Из теории гипергеометрических функций получаем интегрАльные пред-
представления для (?5?>Р). Простейшим из них является представление

; /
<?!?•Р) С*) =2-" (х -1)-° (дг + 1)-В f{x—t)-"-1 (I — t)at¦ A -f 0B+p <«,

-1

B8)

справедливое, если дг лежит в комплексной плоскости, разрезанной вдоль

отрезка Д — 1, 1]
V. производящая функцгя. Имеет место равенство

2, *, \z\<l, B9)

где

— 2xz+z* C0)

и /? = 1 при г = 0. Относительно различных способов доказательства ра-
равенства B9) см. Сеге A962, п. 4.4). При частных значениях a, $ суще-
существуют другие производящие функции.

VI. Интегральные представления Из формулы ^одрига A0) имеем

(ЛГ+)

где х Ф ± 1 а интегрирование ведется по простому замкнутому контуру,
охватывающему в положительном направлении t — х. Точки t =» ± 1

р

лежат внутри контура, и функции I 1—л;1 и 1Т+Г?) выбираются 1ак>

чтобы при < = х их значения равнялись единице.
Дальнейшие интегральные представления могут быть получены из инте-

интегралов, выражающих гипергеометрическую функцию с помощью фор-
формулы A6)

VII Различные результаты. Применим формулу Кристоффеля 10

к случаю w (х) = A — Jt)a A + -*)", р (х) =. 1 —х В силу C) получаем

-х) ^ \)

?P <? C2)

н аналогично

W + (л +1) fftf' W- 08)
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Эти соотношения являются примерами соотношений между смежными гипер-

гипергеометрическими функциями (см. 2.8 C1)— 2.8 D5)); другими соотношениями
той же природы являются

(х), C4)

B„ +о+ Р) Я»0 '»(х) = (л+а+ р) Pf » (*)- («+ Р) PfLf> (*), C5)

Bп + а+$)Р<?-*-Ъ{х) = (п + а+ $)Р<**>{х)+(п+а)Р^_р(х), C6)

/>!?¦ р-1(
С*> -f

' '• р)
W= fif» (л:). C7)

Повторноз применение этих формул позволяет выразить p*&+lt- ^+*'(jc)
для любых целых Лий через Pj,a' ®(x).

Из формулы Родрига A0) имеем

х

2п f A -У)аA + УKЯ»- »(у) dy -
о

- /**_+!. Р+»)
@) -A -xf+1 A + л:)Р+1 Р?# Р+»

(а:). C8)

Тоскано (Toscano, 1949) нашел аналог формулы Родрига в терминах
конечных разностей. Определим разностные операторы формулами

J»(a+1)-*>(<& ду-Д^Д*-!!»). C9)

Результат Тоскано можно записать в виде

(ill'
Наконец, имеет место важное предельное соотношение

Ш^п- Р? » (соа?)] - taj.-if •(!-¦&)] - (|)Л«, D1)

где ¦/„ — функция Бесселя первого рвда. Эта формула справедлива для
любых аир равномерно в любой ограниченной области комплексной пло-

плоскости г.

10.9. Многочлены Гегенбауэра

Мы будем использовать обозначение Гегенбауэра С\{х) для соответ-

соответственно стандартизированных многочленов, связанных с

в —1, ft-1, да(дг)-A—jc»)  ,Х= 1—хК A)

Эти многочлены называют также ультрасферическими многочленами и

часто обозначают через Р%](х) Очевидно, что многочлены Гегенбауэра

отличаются от многочленов Якобн при a — р — Л —
у

лишь достоянным
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множителем Для того чтобы весовая функция была вещественной и инте-

интегрируемой потребуем, чтобы выполнялось условие

j / B)

хотя многие из формальных соотношений остаются справедливыми и без

•того ограничения Относительно этих многочленов см. также п. 3.15.
1. Стандартизация.

^)^. C)

Сравнивая с 10.8 C), получаем

= BХ)вР^ «><*), а = Х-1. D)

Выбранная стандартизация C) утрачивает силу, если 2л есть нуль или отри-

отрицательное целое число. Единственным исключением в области B) является

точка Я —0. При Я = 0 введем стандартизацию условием

gl, <^A) = |. п-1. 2, ... E)

Тогда имеет место соотношение

Во многих формулах этого пункта значение Я = 0 иолжно быть исключено.
Лт случаи будет отдельно рассмотрен в п. 10.10.

II. Постоянные.

(^) G)

(8)

(9)

Ял-п(п-г-2Я), о„ = 0, ря-п+2Я-1. A0)

III. Формула Родрига.

2"п - (А + i)n A - х')К" С\ (х) - (-1)» BЛ)„ D» [A -х*)"+к-Ц, (И)

CS(^)=1, C^(jc) = 2bt. A2)

Рекуррентная формула:

<n + l>C^1<j0-2<n4-X)jcC*(*)-(n + 2X-l)C*_l(Je). A3)

Дифференциальное уравнение
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Формула дифференцирования:

- (л + 2А) ж С* (л) - (я+ 1) Cj+1 (л). A5)
Четность:

С? (-*)-(-Цл^ (*). A6)
Явные выражения:

-"т"| cos [(it-2/я) 6I, A7)

если л—нечетное,

если „-2«-,етНое.

IV. Гипергео метрические функции Дифференциальное уравнение A4)
можно свести к гииергеомегрическому уравнению. Функция С^(х) является

его решением, регулярным в точке х = 1 и принимающим в этой точке
значение C). Кроме того, в случае многочленов Гегенба)эра соответствую-
соответствующие гипергеометрические ряды допускают квадратичное преобразование,
см. п. 2.1.5. Отсюда вытекают следующие представления.

1;

- (-1)» BХ)„ F {-л, л +2V, X +1; -

i-; -2л

1; X + i; |^1), B0)

"" '^{2хг -
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Л" 1 о/ 1\И1 (\\ !~1 п/.!,,, л О«. I 1 \?1)

Используя эти представления и формулы A3) и A9), получаем:

гхОС%п(х)~лСЪ(х\ I B4)

i = х D С), (jc)+(я + 2А,) С* (х), B5)

Л ^J^ ^ ?"* /j^\ ^Л / 4Л\ ^2б\

если я — четное,

,. |/т!, если я = 2/й -f-1 — нечетное.

Второе решение дифференциального уравнения A4) может быть полу-
получено с помощью результатов п 10.8 (IV) путем использования связей D),
F), B1) или B2) между многочленами Гегенбауэра и Якоби. В этом случае
отсутствуют общепринятые обозначения или стандартизация.

V. Производящая функция. Из 10.8 B9) следует, что

B8)

. /? = 1 при г = 0.

Однако в этом случае есть более простая производящая функция, а именно:

2 B9)

Для доказательства этого равенства надо положить jc = cos9, записать

правую часть равенства в виде A — et6z)~ A—e~mz)~ , разложить по
биному Ньютона и использовать равенство A7). Третьей производящей функ-
функцией является

-к"

C0)•?вше)
2"

Она связана с B9) с помощью преобразования Лапласа.
VI. Интегральные представления. Каждая из производящих функций

приводит к представлению многочленов Гегенбауэра в виде контурных
интегралов. Кроме того, мы имеем вещественные интегралы

/

J
справедливые при Я. > 0. Относительно формулы C1) см. 3.15 B2), а также

Seidel и Szasz A950). Равенство C2) является интегралом Мелера 3.15 B3);
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существует Агорой интеграл; получаемый путем замены ф и 0 на я—фи
я —G соответственно. Интеграл Мелера связан с функциональным преобра-
преобразованием, которое преобразует ультрасферические многочлены в степени.

VII. Различные результаты. Из связи с функциями Лежандра

п
„ () ( + ^j ()Я (^) +к_±

получаем теорему сложения

Cj; (cos 6 cos ф -f- sin 9 sin ф cos ф) =•

...nn+1
171=0

m
2
(созФ). C4)

Соотношения между смежными гипергеометрическими функциями имеют
вид

2АA -ACxnt\С») - BХ+ Я- 1)С^, (*)-^Cjj(jc)-

^^1(д:). C5)

C6)

Из равенства A1) и линейных преобразований гипергеометрических
рядов в B1) и B2) вытекает формула дифференцирования

x+4
C7)

принадлежащая Трикоми (Tricomi, 1949). Отметим также интеграл Геген-

бауэра
я

„,
Г U cos в Ск (СО8 е) (s,n

l/S(I)^*) C8)

и разложение в тригонометрический ряд

0 < Л < 1, 0 < tt < я C9)
(Cere, 1962, стр. 106).

10.10. Многочлены Лежандра

андра Р„ (х) являются соответств
ми, связанными с

а- —1, * — I, ш(•*)-.!, А — 1—лА A)

Многочлены Лежандра Р„ (х) являются соответственно стандартизиро-
стандартизированными ыио! очленами, связанными с
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Эти многочлены называют также сферическими многочленами. Очевидно,
Они являются частным случаем многочленов Якоби при а = 8 = 0, а также

частным случаем многочленов Гегенбауэра при X = ¦=•. Мнофчлены Лежан-

дра и более общие функции Лежандра были уже подробно изучены (си.
гл. 3).

Г. Стандартизация.
Я.0)-1. B)

Следовательно,
1

C)

II. Постоянные.

) кЪ-А?^ D)

„«—л. E)

), оИ-0, Ря = л. F)

(И Формула Родрига.

2»л!Р.(г)-!>>К«а-1) . G)

P0(jf)»f, P,(Jt)-Jf. Р8(ж)=|-дг»-^. (8)

Рекуррентная формула:

(л + 1) P*+t (х) - Bл +1) х Рп (х) — nPn_t (х). (9)

Формула Кристоффеля —Дарбу:

Bт +1) Pm WЯт (у) - -jii (Ря+1 (ж) Я„ (у) - Рп (х) Рп+1 (у)]. (Ю)

Дифференциальное уравнение:

(i_^)y»_2A:y' + a(« + l)y-0. A1)

Формулы яифференцирования и интегрирования:

я[Pe_,W-*РВ(*I -(л + l){JfPnW-Pe+1(jc)j. A2)

; (а:), A3)

Bл -т-1) J Р« (Jf) rfJt = Ря+! (л) - />„_, (дг). A5)

В этих формулах Р'а{х) »
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Явные выражения, четность, частные значения:

ш

Я»= 0

Л

Рп (cos в) =¦ У Ы«- m cos [(л - 2m) в], A7)

A8)
A9)

B0)
Здесь

(А)

IV. Гипергеометрические функции. См. также 10.9 (IV).

-^^/'(-J. i^?;|;x-»). B2)

Ря (cos в) - F {- п, п +1; 1; sin» |) =*

- (-1)" F (- л; п+1; 1; cos* |), B3)

, (х) = (-1Г *в У (- т. т+ j; у; х«), B4)

Р*т+\ М - (-1)т B* +1) gmx Р (- я», в +1; |; х*}. B5)

. B6)

Информация относительно второго решения дифференциального уравне-
уравнения Лежандра A1) может быть получена из 10 8 (IV). Этим вторым реше-
решением является функция Лежандра второго рода

Qa(*) = Q{y](x). B7)
В комплексной х-плоскости, разрезанной вдоль отрезка [—1,1], имеем

-<*+ I)"» ( т

1+f, f B8)
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Функция Лежандра второго рода не является многочленом; она удовлетво-

удовлетворяет тому же рекуррентному соотношению (9) и тем же самым формулам
дифференцирования A2) — A5), что и многочлены Лежандра, за исключением

того, что значение л=0в этих формулах недопустимо для Q.

<?„(-*)-(-1)л+1 QA*). B9)

-IIn-?±1„ Qt[x)~±xIn-?t{—1, C0)

i

0„ W-2-"-1 JO-*2)" (jt-O""-1 dt, C1)
-l

Qa (x) - J C*+ Yx*=\ ch if*-1 dt, C2)

C3)

W —j J («- 0'1 ^» (f) dt, C4)

J

:)- C5)

Последняя формула эквивалентна частному случаю а= р=0 формулы 10.8 B5)
относительно доказательства в форме C5) см. Гобсон A952, стр. 56). Бес
конечно удаленная точка является для функции Qn (л) нулем кратности я +1
эта функция не имеет других нулей в разрезанной х-плоскостн.

Отрезок вещественной оси от —1 до 1 является разрезом ветвления

для Qn {x), при этом

-(?„ (i-Ю)--я//>„(!). _1<?<1. C6)

На этом разрезе можно определить второе решение уравнения Лежандра
формулой

Q* О)« j Q* F+Я)+ ^ <?»<!-«>), -Kt<L C7)

Мы имеем тогда
1

f -K:<1, C8)
-1

где интеграл понимается как главное значение в смысле Коши, то есть как

при е>0, е->0.
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V. Производящие функции.
со

я—0

-L />„ (cos в) г" - *»« вУ, (г sin в), D0)
в=о

00

У,-bl^/^cosej^+WUl ф), D1)

я, о<е<*

Первые две формулы являются частными случаями формул 10.9 B9) и 10.9 C0).
Последняя формула может быть выведена из C9). Здесь F (k, <p) означает

неполный эллиптический интеграл Лежандра первого рода с модулем А.
VI. Интегральные представления.

я

Рп (cos в) — я'1 Г (cos в + i sin 6 cos ф)" dp —

о

я

-=я f (cos 9 -f / sin 9 cos ф)"" dy, D2)
о

}
I — COS в

<о+)

y, 0<в<я, D3)

(«»

рп (х) = (—2)~я Bnt)~l Г A —г1)" (z—x)~n~l dz. D5)

Равенство D4) вытекает из C9), а D5)—из формулы Родрига. Интеграл
в D5) называют интегралом Шлефли. Первый н второй интегралы Лапласа
в D2) могут быть выведены из D5), если преобразовать контур интегри-
интегрирования в окружность

г = x-\-}fх* — lel<t, —я<ф<я,

а интеграл Мелера D3) можно вывести из интеграла Лапласа (Уиттекер
и Ватсон, 1963, п. 15.23 и 15.231).

VII. Различные результаты. Функцию
1

(sin 4)mCmntl (cos в) D6)
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называю! присоединенной функцией Лежандра первого рода ten» 3.4A)
и 3 15 D)). Из формулы 10.9 C4) вытекает теорема сложения для много-
многочленов Лежандра

Рп (cos в cos ф + sin " sln ¦ cos ф) =» Р„ (cos в) Рп (cos ф) -+•

(cos в) т <cos ¦>cos ¦»• <47>

Отметин также разложение в тригонометрический ряд

л-2,*..., D8)

формулы интегрирования
1

j-&—**—хН^Г' D9)
—i

J
о

1

и

и билинейное разложение

¦nSmSm + l' ДО)

SL, ЙеЛ> —I, E1)

?-, ReA.>—2, E2)

*21п2 — 1 — ln[(I —x)\
«Vя 1- U

"

я=1

—1<х<у<1. E3)

10.11. Многочлены Чебышева

Часто (особенно в русской и французской литерлтуре) ортогональные
многочлевы вообще называю! многочленами Чебышекн Имееия faioc.e

мною частных систем ортогональных многочленов назынаемых мноючлс-

нами Чебышева В этой 1лаве мы сохраним названия многочленов Чебышеиа

первого и второго рода для соответственно стандаршларовсшных орюю-
нальных многочленов, связанных с

Очевидно, что многочлены Чебышева первого рода Тп {.к) огличаются лишь

иосюянным миожи!елем ох многочленов Икоба xaiuu, что а ¦»{!¦»— -^,
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и многочлены Чебышева второго рода Un(x) — 01 многочленов Якоби, для

которых а = р = -^.
Эти многочлены Якоби являются ультрасферическими

многочленами (Я ж 0 для многочленов первого рода и Я = 1 для много
членов второго рода)

Соотношение оргогональности для многочленов Чебышева первого рода
имеет вид

1

АХ »

тфп.J V \ х

Подставим х= cos 9 и заметим, что cos пО является многочленом степени л

от cos9. Мы видим, что Тп(х) отличается лишь постоянным множителем

от cos (л9) Таким же образом можно показать, что Uп (х) отличается лишь

sin [(л 4-1H] м
постоянным множителем от '» . Мы стандартизируем наши мно-

многочлены, положив

S">I^+1>el B)

Многие соотношения, содержащие многочлены Чебышева, являются пара-

парафразами хорошо известных тршонометрическнх тождеств. Например, мы

имеем соотношение между двумя видами многочленов Чебышева

Т„ (х) = Un(x)-xUn.i (х), C)

A -х*) У„_, (х) **хТп (х) - Тя+1 (х). D)

Многочлены Чебышева являются ультрасферическими многочленами,

для которых Х = 0,\. Из 10.9B3) видно, что С^(х) при натуральном Л можно

выразить как производную соответствующего порядка от многочленов
Чебышева.

I. Стандартизация. Она дается формулой B). Из нее следует, что

( — *)
Г.(*)—JCSW-^J'1^"8' "Т'(*. л-1,2...., E)

(- -)
ип(х)^С\(х) = Bгя+1)-1РУ'2)(х), п=0,1 F)

где С°п определено формулой 10.9 F) и gn
— формулой 10.10 B1).

II. Постоянные. Для Тп (х)

Ао = я, Лп = -тр л« ,2,..., G)

(8)
(9)

= п\ а„-0, рл-л. A0)

2», г„«0. /(я = (-1)Я2я+1/||^я+1, A1)

A2)
A3)
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' Ш. Формулы Родрига.

УТ=Т[Я~Ц A4)

Рекуррентная формула (*„ (х) является либо Т„^х), либо ?/я (*)):
*л+1(-к)= 2* *„(*) — *„_,(*). A6)

Формула Кристоффеля— Дарбу:
п

2' zm (х) zm (у) - (х-y)~lt»«+« <*) *„, (у) — гт (д:) *м+1 (у)], A7)
т=0

где га является либо Т„, либо Uп. В случае Г„ первый член (тп а 0) нашей
суммы нало разделить пополам.

Дифференциальные уравнения:
для у « Тп (х), . A8)

> —О для y**Un(x). A9)

Формулы дифференцирования (штрих означает дифференцирование по х):

A - х2) Т'я (х) = л [ Г._, (х) -х Тп (х)], B0)

Явные выражения:

„HI _n,

17 -/Л- V (-1)"»(я-»иI
"^ '" Zi л»1(л —2л|I

VI. Гипвргеомвтрическив функции.
I -\

B4)

B5)
• * * /

Из этих соотношений л 10.9 (IV) следует

Dmия(х) = Упт\ С"_Ц[х), я> /и, B7)

B8)
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V. Производящие функции.
оо

r.W*--TJgg-n B9)

2л-'ГлИг"—1иA-2жг+ г»), C0)
л=1

2 ^я (•*> «" - A-2**+^J » C1)
п=0

^ C2)

Во всех атих пяти формулах
—

В последних двух формулах

Равенство C1) является частным случаем равенства 10.9B9), а C0) — пре-
предельным случаем этого соотношения. Равенство B9) можно вывести из C0).
При эгом R— 1 и 1п/?2 = 0 при г~0. Формулы C2) и C3) являются част-

частными случаями 10.9B8).
VI. Интегральные представления. Контурные интегралы, выражающие

многочлены Чебышева, могут быть получены с помощью любой из произ-

производящих функций.
VII. Различные результаты

2 Тт (х) 7„ (х) - 7л+т (х) - Тп_т (х\ п>т, C4)
2(x*-l)Um_,(x)Un_,ix)-Tn+m(x)-7n_m(x), п>т, C5)

-i(x), л>«, C6)
->(*). « > «. C7)
l(x)~Ui*-i(*), C8)

2 A - х>) [Un^, (л) |« = I - 2 Т3п (х), C9)
я я-1

27««w - i+-|у»» w- S r*»+i (jr)" i Uv>-1 (JC)> D0)
-m-0 mmO

'2A-*») 2 aSlBW-l-rfn+s (x), D1)
m«0

л-1

2A —x») ^ ^*m + i W - *— Т„,+ ,(х). D2)
m = 0

»ти формулы являются парафразам* тригонометрических тождеств.
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Интеграл Мелера 10.10D3) можно интерпретировать как связь между
многочленами Лежандра и Чебышева. Обращая ато соотношение, Трикоми
(Tricomi, 1935) нашел, что

х

^^ D3)J -^

±)VT=x J ^Ш^Тя{х)-Тя+1(х). D4)
X

Из 10.9B1) и 10.9B2) получаем

i D5)

ХР\ 2 ' »'
B**-1) - gn Tin+1 (*>• D6)

Наконец, отметим интегралы, понимаемые в смысле главного значения:

D8)

которые являются парафразами тригонометрических интегралов н важны

в теории интегральных уравнений, называемых иногда уравнениями профиля
крыла.

10.12. Многочлены Лагерра

Многочлены Lan (х) являются соответственно стандартизированными орто-
ортогональными многочленами, связанными с

, w(x)=e~xxa, Х = х, о> — 1. A)

п(х) часто пишут Ln(Вместо 1>°п(х) часто пишут Ln(x). Эти многочлены были введены Лагер-
ром. Многочлены L° (x) часто называют обобщенными многочленами

Лагерра, но мы будем называть их просто многочленами Лагерра. Экви-
Эквивалентные многочлены были также изучены Сониным A954, стр. 68).

I. Стандартизация. Мы будем употреблять стандартизацию *„ =»'~,
л 1

Иногда используется также стандартизация к„ = (— 1)" и менее часто Ья ¦• L
II. Постоянные.

о + л+ 1), л!Ая-=(—1У,

л!. B)

C)
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III. Соотношения.

п! Laa (х) => e*x-aDn (e~* *я+а), E)

? о+1-дс, F)

(8)

G1=0

do)

02)

FV. Гипергеометричвские функции. Многочлены Лагерра связаны с вы-

вырожденными гипергеометрическими функциями гл. 6. Из явного выраже-
выражения G) вытекает, что

*)~-Щ?«Р(-л-а, 1-а, *). A4)

Отсюда мы имеем равенство

~L°n(x) L%t\ix). A5)

согласующееся с утверждением A) п. 10.6,

и многие другие формулы, вытекающие из соотношений между смежными

вырожденными гипергеометрическими функциями.
Общее решение лифференииального уравнения Лагерра A0) может быть

подучено из теории вырожденных гипергеометрических функций.
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V. Производящие функции.

1*1<1. A7)

в=0

л-о

У L?"* (*)^ — #~хгA + *Т, I *К 1. A9)
я=0

00

у п!_
IJ-0

М<1. B0)

Функция в правой части равенства A7) является наиболее обычной

производящей функцией и может быть выведена с помощью равенства G).
Равенство A8) принадлежит Дечу и получается из A7) с помощью преоб-
преобразования Лапласа. Равенство A9) вытекает из G), оно принадлежи! Эрдейи.
Равенство B0) является билинейной производящей функцией и известно

как формула Хилле— Харди (см также Myller-Lebedeff, 1907)
VI Интегральные представления. Контурные интегралы, выражающие

многочлены Лагерра, могут быть очевидным образом получены из формулы
Нодрига E) и из любой из производящих функций Кроме того, можно

использовать связь A4) с вырожденными гипергеометрическими функциями
(см. п 6.11). Мы отметим только следующие интегралы:

Л|^(-«)=.Л: Г в"'

а

J

"^„(гКййл, B1)

С — / 1 L \*
а~'

J
2 ()

B2)

Первый из них является следствием 6.11 E) второй принадлежит Трикоми.
VII. Различные результаты. Число относящихся сюда результатов

громадно. Многие из них были многократно переоткрыты Мы дадим лишь

небольшую выборку из этих результатов без указания на то, кому они

принадлежат.
Смежные многочлены. Помимо рекуррентной формулы (8) мы

имеем

х Lan+1 (*)=.
*). B3)
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Формулы дифференцирования и неопределенные инте-
интегралы. Кроме E) и A2) имеем

"-«-Ч2 A) ехр(-1), B6)

Dm [*°/?(*)] = (п-т+а+ 1)тл»-т 1«Гт{х), B7)

я t Dm [#-V L% (х)\ = (ж +л) I е-**0 »1*т~+тп (х), B8)

i (У) dy = в~х [Laa {x) - Laa_, (*)J, B9)

о

= Г(а+ п+ 1)Г(Р)^+в?;+0(.*>. Rea>-1, Rep>a C0)
X X

J Lm (y) Ln {x- y) dy = J im+B (y) rfy - Lm+/I (*) - il,+fl+l (*). C1)
*

0

Дальнейшие неопределенные интегралы можно получить из теоремы о пре-

преобразовании Лапласа для произведения s

Интегралы Лапласа. Мы будем применять обозначение

Имеем

^[^@]^Г(а+ ;
+ ,я!Г1)Я. *•>-!. Re,>0, C2,

l. s-1), C3)
Re Р > —1, Re s > 0, >

J? [*T+\B/«)] - «I *Ts-«-» "'/TLS (y) • C4)

Предельные формулы.

**() C5)

C6)

Выражение через конечные разности. Справедлива фор-
формула

л

(-0
( Пт ) / (а + «)- « - 1, 2
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где положено

аB). я-1, 2....

Следовательно, имеет место равенство

Конечные суммы. Помимо указанных выше, имеем

m=U
л

LlW *= S <Л T* (°— Р)я. 4-m <
in =o

m =0

2 Aam (x) z.g_mо - aj*+1 e*+л c*i)
DI =0

_

+1I
-1

(xy)M Llt2m &+ УУ D2)
m =0

Бесконечны: ряды. Производящие функции указаны выше

(A7)— B0)). Разложения бесселевых функций см. в п. 10.15, а другие

примеры бесконечных рядов, содержащих многочлены Лагерра, см, в п. 10.20.

10.13. Многочлены Эрмита

Многочлены Эрмита являются ортогональными многочленами, связан-

связанными с вещественной осью (—со, со) и экспоненциальной весовой функ-
функцией К сожалению, обозначения, применяемые различными авторами,
весьма разнообразны Простейшей формой экспоненциальной весовой функ-
функции является ехр(—х2), но для приложений к Мспематической статистике

(х2
\

2~1. В наиболее важных книгах, посвящен-

посвященных этому вопросу (Курант — Гильберт, Деч, Сансоие, Сеге), использовано

ехр(— х2). Однако Апнель и Кампе де Ферье, Янке — Эмде — Лбш,
Магнус — Оберхетиигер, Полна и Сеге и Трикоми применяют весовую

функцию expl к-). Мы будем пользоваться в этой главе обозначением

Сеге A962) и рассматривать многочлены Эрмита Нп{х) как соответственно

сындаргизированные ортогональные многочлены, связанные с

а = — оо, Ь = оо, w (х) ¦» ехр (— х2), X « 1. A)

(хг\
будут обозначаться Не„ (лг). Эти многочлены можно также выразить через
функции параболическсм о цилиндра (см. 8.2 (9) ).
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I Стандартизация. Мы будем употреблять стандартизацию Кп = (—1У.
Она совпадает с стандартизацией, применяемой, в частности, в книгах:

Курант — Гильберт, Фельдгейм — Хилл и Сеге. Стандартизация К„ = 1

применялась Дечем, Эрдейи, Сансоне и другими.
Так стандартизированные многочлены Эрмита могут быть выражены,

согласно Сеге и Кошмидеру, через многочлены Лагерра

1

Щт <*) - (-Dm &mmIL?(Л B)
1

#2m+l W " <-1>'Я 22m +
1 m] X Ll (A C)

Эти выражения показывают, что Нп(х) является нечетной или четной

функцией от х, в зависимости от того, нечетно или четно я. Эти формулы
аналогичны (точнее, являются предельными случаями) формулам 10.9 B1)
и 10.9B2).

II. Постоянные.

D)

III. Соотношения,

Нп (х) = (—1)" e*Dne~*% G)

//„ {х) = 1, //, (*) — 2х, (8)

ш=0

_ ГяТ я я—1
Здесь I "о" | = у или "—к— > в зависимости от того, является ли я четным

или нечетным.

Ня+1 W-2* «л W+2л //„_, (jt) = 0, A0)
Я

tfm W Ит (У)
=

//я+| (X) Нп (у) —//я (лг) 7/я+1 (у)
2тя! y^Rlt* —у) *

-=0, у = //„(*), A2)

ГЛ4 A3)

(*). (И)

A5)

Va7 Г. Вейтмеа. А. Эрдейв
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IV. Гипергеометрикеские функции Многочлены Эрмига связаны с функ-
функциями параболического цилиндра, которые являются частными случаями
вырожденных гипергеометрических функций

ехр (-?) Dn (VI х) - 2» V (- \, 1; *»). A6)

A7)

Общее решение дифференциального уравнения Эриита A2) или его само-

самосопряженной формы A3) (которая, по-видимому, принадлежит Веберу) может

быть получено из теории функции параболического цилиндра.
V. Производящие функции.

оо

2 н* С*> щ-
- ехР Р»-*Ъ A9)

я-0

Jbn

(/ Д B0)

ехр (г2) sin

Равенство A9) является хорошо известной производящей функцией B0) и B1)
могут быть выведены из A9), а B2) является формулой Мелера.

VI. Интегральные представления Контурные интегралы получаются
обычным образом из равенства G) или из любой производящей функции.
Кроме того, можно использовать связь с функциями параболического
цилиндра (см. п. 8.3). Мы имеем, например,

^^. B3)

B4)

B5)

VII. Различные результаты. См. замечания к 10.12 (VII).

Пределы
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Интегралы:
X

J е-*Нп (у) dy - «„-_, @)- *-*'#„_, (х), B6)
о

*« 00 dy - Р (л +1)]-1 [Нп+1 (х)-Htt+l @)], B7)f Нп

оо

J

J е-^У Нш+1 (ху) dy^yiZ
Bm + l){

х (х* - 1)*, B8)

ео

J е-^у" Нп (лгу) dy - /я л!Ря (*). B9)

Здесь Р„ (х) — многочлены Лежандра.
Преобразования Гаусса- Формула

ео

определяет преобразование Гаусса (с параметром и). Мы имеем

^" ["п (У)] = Kd - 2иГ Нп (у|=). 0<«<1, C0)

^-2 [//„ (у)] — Bх)п, S?'* [уя] = B/)"""НпAх). C1)

Связь с многочленами Лагерра. Помимо формул B) и C)
мы имеем

л

-г*(У) = (-1)вя!М*2 + У2), C2)

'"*" ["п (У)]2 cos (VIлгу)dy = У^Г г""^! LB (Л C3)

г -4
1) J A-f») *Hin(Yxt)dt =

* (-1)" VTT Bл)! Г (а + 1) i° (х), Re а > -1. C4)

Первые две формулы принадлежат Фельдгейму, последние — Успенскому
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Конечные суммы. Помимо указанных выше формул справедливы
следующие соотношения:

в

т=0

mtnfrn, а)

C6)

m!n (m, п)
Iт\/я\

C7)

\

2**'(
*=0

ГШШ ¦ Л #^^Н -ь я МНЯ » Л^Н^в^

C8)

-УI. C9)
га. т.

V ** °Т
Н \ Н

& /п,!
'"

mr! mi t1*1' **"

шг

-|. D0)

Равенство C5) принадлежит Демиру (Demir) и Хсу (Hsu). Последние три
формулы являются теоремами сложения и легко могут быть доказаны

с помощью производящей функции A9). В равенстве D0) сумма распростра-
распространена на все неотрицательные целые значения ml,...,mr, сумма которых

равна л.

Бесконечные ряды. Производящие функции указаны выше

(A9) — B2)). Относительно разложений по сферическим функциям Бесселя

см. п. 10.15, а относительно других бесконечных рядов, содержащих много-
многочлены Эрмита, см. п 10.20.

10.14. Асимптотическое поведение многочленов Якоби,

Гегенбауэра и Лежандра

Поведение многочленов Якоби, когда п~>оо и в то же время опреде-
определенным образом х -> 1, дается формулой 10.8 D1). Соответствующее поведе-

поведение, когда х -> — 1, вытекает из 10.8 A3), а поведение многочленов Геген-

Гегенбауэра и Лежандра может быть получено с помощью 10.9 D) и 10.10 C).
Поведение многочленов Якоби, когда р -> со, ах стремится определенным
образом к единице, дается формулой 10.12C5).

Для изучения вопроса о сходимости бесконечных рядов содержащих
многочлены Якоби, и для многих других целей полезно изучить поведение
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многочленов Якоби, когда a, j$, х фиксированы и л->оо. Пример много-

многочлена Чебышева

Тп (cos 8) = cos я9, х = cos в,

подсказывает, что это асимптотическое поведение будет различным в зави-

зависимости от того, лежит ли х на отрезке [— 1, 1] (9 — вещественное) илн

вне этого отрезка (в — комплексное). Следует также отдельно рассмотреть

концы указанного отрезка. В этом пункте мы полностью опускаем случай,
когда х лежит вне отрезка [— 1, 1], отсылая читателя по этому поводу

к книге Сеге A962, гл. VIII). Мы укажем некоторые результаты для про-

нежутка — 1 < х < I; все оценки, данные в этом пункте, выполняются равно-

равномерно на любом отрезке
— 1+е<д:< 1 —е (е > 0). Мы укажем также

некоторые важные результаты для случая, когда х находится в окрестности
точек ± 1.

Доказательства приводимых здесь результатов основаны либо на явных

выражениях соответствующих многочленов или на их интегральных предста-
представлениях (в случае интегральных представлений часто применяется метод

наискорейшего спуска), либо проводятся с помощью производящих функций
(метод Дарбу) или с помощью дифференциальных уравнений (метод Лиувилля
и его дальнейшие обобщения).

Дарбу доказал (исходя из производящей функции), что

о<е<я, A)

где еп определяется равенством 10.10B1).
Подобная формула была получена Стилтьесом, способ которого позволяет

дать оценку остаточного члена

0<fl<n, B)
где

2

я+1 B sin в)

.Л = 2 sine, если
-•-•»- 1

А = IcosOi ,если

так что во всех случаях 1 < А< 2.

Если 2 sin 9 > 1, то есть если
-g- <

б < -я-, то в равенствах A) и B)
можно перейти к пределу, когда Al-voo, и получить тем самым сходящиеся

тригонометрические разложения многочленов Лежандра.

8 Г, Бейтмев, А. Эрдейж
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В окрестности точки х — 1 имеем формулу Хилба

{ -1\
(8)

которая справедлива равномерно при 0< 9 < я — е (е > 0). Относительно
более точной оценки остаточного члена см. Сеге A962, стр. 203) Относи-
Относительно разложений многочленов Лежандра в ряды по функциям Бесселя
см Szegtt A933) Если взять частный случай формулы 10 14 (И) при а -=()== 0
и выразить вырожденную гипергеометрическую функцию в виде ряда по функ-
функциям Бесселя с помощью 6.12F), то получим следующий результат:

—т<. г t "i

F)

где

Некоторые из этих результатов могут быть распространены на много-

многочлены Гегеибауэра, а часть — даже на многочлены Якоби.

п (Я)д1 A — Я)т cos [{n—t
/11 ^^Т- IЛ -"™

О, -1,-2 0<9<я, G)

М-1
f /01 _1_ -\

.2-

1, 0<в<я, (8)

где А определяется равенством D),

а+

Iе08
а, р —. вещественные, 0 < в < я.
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Формула типа Хилба для многочленов Якоби была дана Szeg5 и Rau;
см. Сеге A962, стр. 205). Tricomi A950a) получил разложение

0.(9,
"-*---""

« A±?\ V r(iV
\ 2 ) U л!Г

X Лт [k, i

U

?i) (JLy1 Ф(-я-р, а+т+ I; z), A1)

где

^tl ^, |*|<2|*|. A2)

Здесь Ф является вырожденным гипергеометрическим рядом и Ат — коэф-
коэффициентами, определенными в п. 6.12. Используя разложение F.12) F), можно

получить разложение многочленов Якоби по функциям Бесселя. В частном

случае а = р" = 0 оно приводит к формуле F).

10.15. Асимптотическое поведение многочленов

Лагерра и Эрмита

Общие замечания, сделанные в начале предыдущего пункта, применимы
и в этом случае, однако ситуация является более запутанной из-за того, что

промежуток бесконечен. Многочлены колеблются на части промежутка и

монотонны вне этой части.

Асимптотическое поведение многочленов Лагерра и Эрмита, когда п -> оо

и в то же время х определенным образом стремится к нулю, дагатся фор-
формулами 10.12C6), 10.13B4) и 10.13B5).

При вещественном а и фиксированном х > 0, или же равномерно
в 0<е<д;^(»<оо, мы имеем формулу

A)

Эта формула была обобщена Перроном (см. Сеге, 1962, стр. 206). Sansone
A950) дал двучленную аппроксимацию с оценкой ошибки. Его формула пере-
перестает быть верной при малых значениях х, однако в этом случае справед-
справедлива формула типа Хилба

(т
ba(irb) +oLh B)

) *т) *

коюрая имеет место при а> — 1 равномерно на отрезке
В формуле B) использовано обозначение

v = 4л + 2а +- 2. C)

Это обозначение будет применяться на протяжении данного пункта.

Поведение многочленов Лагерра, когда /г->со, ах принимает любые

значения, было изучено многими авторами (см п. 613) Мы ограничимся
кратким изложением этих результатов, основанным на мемуаре Tricomi A949).
Трикоми различает четыре случая в зависимости от того, будет ли х близко

8»
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к нулю, лежит в области колебаний, близко к v или лежит в области моно-

монотонности

Разложение

являющееся частным случаем 6.12A1), в котором положено

v ,•
(б)

равномерно сходится в любой ограниченной области комплексной плоскости х.

Рассматривая величины последовательных членов, усматриваем, что если

je=m О (я ), где X < -к, то разложение D) имеет при я-^оо асимптотический

характер. Это описывает поведение функции ?™ (*) около начала.

Аналогичное разложение

я1 {их)
2
#-** LJ (*> - Г (a -f- л +1)

/п=0

с соответствующими коэффициентами было дано Toscano A949), а в случае

»•=« — Trlcoml A941).
В области колебаний 0 < х < v Трикоми положил

| G)

и доказал, что при фиксированном Ь инеем

2 (—1)" B соз в) (nv sin 28)"wX

X Г 2 ^>(9)(|Sin29)"Wsia(e+Lm=0
где

(8)

(9)

Относительно общего выражения для Л<?' см. Trlcomi A949).
Вблизи точки перехода v имеем
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где
1

Ы
A2)

является функцией Эйри и A' (f) означает производную функции A (t).
Наконец, в' области монотонности имеем

—29),

в" 2
L%(jc) — (—l)"e~e Bch в)"" (nvsh 2в)~щ X

где

-I

),
J

.A4)

A5)

. A6)

В нижеследующем изложении соответствующих результатов для много-

многочленов Эрмита мы будем пользоваться сокращенными обозначениями

, m

если л— четное,

, если п—нечетное.

A7)

При фиксированном вещественном х (или равномерно на любом ограни-
ограниченном отрезке) имеем

A8)

Cere A962, стр. 207) дает явное выражение второго слагаемого, а также

общую форму асимптотического разложения.
Для оценки поведения многочленов Эрмита, когда л->оэ, а х прини-

принимает любое значение, мы имеем формулу Планшереля — Роташа (Сеге, 1962,
стр. 208). Из формул 10.13 B) и 10.13 C) видно, что этот случай охватывается

упомянутой выше работой Трикоми. Если а= ± -^, то функции Бесселя,

входящие в формулу D), являются так называемыми сферическими функ-
функциями Бесселя и могут быть выражены в замкнутой форме.
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гл. ю. ортогональные многочлены

Если при некотором X <
-^

величина л~Чк ограничена, когда я-»-со, то

»та формула является асимптотическим разложением.

Областью колебаний является 0< |х|<2У~т. Здесь может быть ис-

использовано разложение (8), где а •» ± -у • в окрестности переходных точек

je = ± 2|^лг имеет место равенство A0), а в области монотонности | х\ >

> 2 }/ яГ — равенство A5).
Основные разложения в ряды по сферическим функциям Бесселя

являются частными случаями более общих разложений, принадлежащих
Tricomi A941):

- (-1Г Z2™* >

(i^*2 ^ BmI-' C^,., BУЖх), A9)

, B0)

где

»„ (г) -г sin ж, ».х (г) -г cos г, B1)

*V+, (г) - Bл +1) ?> (г) - г^,.., (г), г - 0, 1, 2 B2)

и коэффициенты СТ также удовлетворяют некоторым рекуррентным соотно-

соотношениям. Разложения A9) и B0) сходятся. Они могут быть также использо-
использованы как асимптотические представления при /и->оо. Для этой цели удобно
положить А =» •/»•

10.16. Нули многочленов Якоби и связанных
с ними многочленов

Определим многочлены Якоби для всех значений а, р, х формулой
10.8 A2) и обозначим через N{ (а, Р) число нулей Р{,а-в> (х) на отрезке

[—1, 1J. Если а> — 1 и Р> — 1, то многочлены Якоби являются ортого-
ортогональными многочленами с соответствующей весовой функцией 10.8 A).
Поэтому, в силу п. 10.3, все их нули являются простыми и лежат на от-

отрезке [—1, 1]. Для других вещественных значений аир число нулей,
лежащих на отрезке [—1, 1], указано на рис. 6.

Мы видим из 10.8 A2), что при отрицательных целых значениях а функ-
функция Р%-й) (*) имеет нуль порядка | а | в точке х —. 1, а при отрицательном

целом р— нуль порядка |Р| в точке х= — 1. На луче (—со,—1) лежат

*JVi A—a—j$—2л, Р) нулей, а на луче 11, оо) расположены Nt A—ос—Р—2л о)
нулей. Все нули, не указанные в этом перечислении, встречаются в виде

-

комплексно сопряженных пар.
Многочлены Гегенбауэра были определены для всех значений Я, х

формулой 10.9A8). Если к > — -п-> то 9ТН многочлены ортогональны, а по

тому все их нули являются простыми и лежат на отрезке f—1, 1]. Для
¦остальных вещественных значений к число пулей может быть выведено

es результатов о многочленах Якоби с помощью формулы 109D)
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Расположение нулей ортогональных многочленов Якоби и их частных

случаев на отрезке ?-1, 1] было изучено многими авторами. Мы отсылаем

читателя к книге Сеге A962, гл. VI) и к более современным работам,
в частности работам: Oatteschl, Геронимус, Lowan, Davids и Levenson,
Trlcoml, перечисленным в библио- .

ее—я oe*-n+fct=-n*2со=-? ocr-l |

Trlcomi, перечисленн
графии к этой главе.

Положим

—

-я, jc«=cos9,

о < е < я, A)

и расположим нули в порядке
возрастания:

1<62< ... <ея<я, B)

n-l

п-2

п-3 п-2\

-fi-i

- .ей П1 РПС-6'
xm«=cosem. C)

Для ультрасферических многочленов имеем

х 4- х =0

и, следовательно, достаточно изучить положительные нули A < /и <

Для многочленов Якоби

хт« хт (о, р, л)

и для многочленов Гегенбауэра

Если т и л (а в случае многочленов Якоби также один из параметров
а, Р) фиксированы, то имеем следующие свойства монотонности:

*«(<*. Р, п)|— 1 при а->оо,

-*!»(*, «НО при Л->оо,

при

Последнее из этих соотношений означает, например, что m-й положитель-
положительный нуль многочлена Гегенбауэра является строго убывающей функцией \

т = 1 л, E)

! = 1, .... [-jl. F)

(при ^•>~y) и стРемится к нулю, когда А,-*оо. Из E) и F) вытекают

соответствующие утверждения для 6т, Так как формулы 10.11 E) и 10.11 F)

позволяют найти значения 0т1±-к, ±-~,п\, то имеем следующие не-

неравенства:

<a P< 1<от<л G)
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О дальнейших результатах см. Сеге A962, гл. VI). Tricom! A947) за-

заметил, что асимптотическое поведение нулей любой функции может быть
выведено из асимптотического поведения самой функции, и применил этот

принцип ко многим функциям, в частности, к ортогональным многочленам

(см. Tricomi, 1960; Qatteschi, 1949, 1949а). Оказалось, что асимптотическое

распределение нулей около середины отрезка зависит от нулей тригономе-
тригонометрических функций (см. 1.14E)), а нули около конечных точек зависят
от нулей функций Бесселя (см. замечание, следующее за формулой 10.14A2)).

Асимптотические формулы для чисел Кристоффеля могут быть выражены
из асимптотических формул для нулей с помощью формулы 10.7 G).

Относительно числовых значений нулей и чисел Кристоффеля для
многочленов Лежандра см. Lowan, Davids и Levenson A942, 1943).

10.17. Нули многочленов Лагерра и Эрмита

Многочлены, епределяемые для всех значений аил формулой 10.12 G),
имеют при а > — 1 п положительных нулей, при — л < а •<— I [л-f-aj
положительных нулей и не имеют положительных нулей, если о<!— л; они
имеют нуль порядка k в точке х = 0, если a «= — k, k = 1, 2, ..., л, и имеют

один отрицательный нуль, если (а-|-1)п<0. Все нули, не перечисленные
в этом списке, распадаются на комплексно сопряженные пары. Многочлены

Эрмита степени л имеют л вещественных нулей, которые расположены сим-

симметрично относительно начала координат.
Детальная информация о расположении нулей ортогональных много-

многочленов Лагерра (то есть при a > — 1) и многочленов Эрмита имеется в книге

Сеге A962, гл. VI) и в работах: Greenwood и Miller A948); W. Hahn A934);
Salzer и Zucker A949); Spencer A937) и Tricomi.

Положим

e> —1, x>0 A)

и распвложим нули многочлена I* (лг) в порядке возрастания так, что

хт~хт(а, л). B)

При фиксированных m и п мы снова получаем, что хт является возра-

возрастающей функцией от а. Относительно границ для нулей см. Сеге A962,
гл. VI) и W. Hahn A934). Асимптотические представления многочленов

Лагерра и Эрмита могут быть использованы для того, чтобы найти прибли-
приближенные значения нулей (Tricomi, 1949), Из п. 1015 ясно, что надо различать

три случая. «Первые» нули
— это 1акие, для которых т остается ограни-

ограниченным, когда л -+• оо; они изучаются с помощью формулы 10.15 B). «Сред-
п

ние» нули
— это такие, для которых \т—^ остается ограниченным, когда

л-+оо; их можно вывести из 10.15(8). «Последние» нули, для которых п—т

остается ограниченным, когда п->оо, выводятся из формулы 10.15A0).
Получающиеся приближения даюг удовлетворительные численные резуль-

результаты уже при сравнительно небольших значениях л, например л = 10.

Асимптотические формулы для чисел Кристоффеля могут быть выве-

выведены из 10.7G).
Относительно числовых значений нулей и чисел Кристоффеля для много-

многочленов Лагерра Ln (ж) см. Salzer и Zucker A949).
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10.18. Неравенства для классических многочленов

Относительно неравенств для "общих ортогональных многочленов и их

приложений к классическим многочленам см. Сеге A962, гл. VII).
В обозначениях п. 103 справедлив следующий результат для монотон-

монотонной весовой функции (Сеге, 1962, теорема 7.2). Если функция w (x) не убы-
убывает (не возрастает) и b [а] конечно, то функция У w{x) I р„ (х) | достигает
наибольшего значения на отрезке [а, Ь] в TO4i>e b [a]

Применяя это утверждение к классическим ортогональным многочленам,
весовая функция которых монотонна, получаем неравенства

|/>„(*) |< 1, -1<*<1, A)
+

X

е~* \Ln(л) |< 1, х>0. C)

Другой плодотворный путь вывода неравенств связан с теоремой
Сонина—Пойа (Сеге, 1962, теорема 7.31.1 и сноска). Если в дифферен-
дифференциальном уравнении [к (х) у,у + ф {х) у = Q D)

функции к(х) и <р (х) положительны и имеют непрерывные производные
и если к {х) ф (х) моногончо, то последовательные (относительные) макси-

максимумы | у | образуют возрастающую или убывающую последовательность
в зависимости от того, убывает или возрастает функция к (х) <р (х).

Следующие ниже результаты могут быть получены путем конструиро-
конструирования дифференциального уравнения, которому удовлетворяют рассматри-
рассматриваемые функции, и последующего применения теоремы Сонина — Пойа.

Последовательные максимумы для | Рп (х) \, л >• 2, при возрастании х
от 0 до 1 образуют возрастающую последовательность. (Это соответствует
неравенствам A).) Последовательные максимумы У sin 91 Рп (cos 9) |, л>2,

когда 9 возрастает от 0 до
-^, образуют возрастающую последовательность.

В качестве приложения можно доказать, что

созв)|<А., 0<6<я. E)

Для многочленов Гегенбауэра

— я«< Я < 0, Л— не целее,

— т —я-<Я<0, Я. — не целое,

(sinв)^|Cj<cosв)| < (f-)
~

1Г W]-1, 0<*<1. 0<9<я. A0)
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Для многочленов Якоби положим

q =* шах (о, Р) A1)
и получим

max |Я^>р)(ж)| = тахР^|<®(± 1) = (Л"'"*~"М, A2)

1

Если—1<а, Р<—тр то абсцисса точки наибольшего максимума для

1р<о, р) ix\\ является одной из двух ближайших к Хп = . ', о ¦ ,г абсцисс
« л *» ' (о + Р + 1)

точек максимума, и этот максимум имеет порядок -т=г, когда л->оо. Из
Ул

оценок при больших значениях п мы отметим лишь

л»—>г|, л->оо. A3)9 1' \ '

-

'

Для частного случая многочленов Лагерра /.„ мы уже имели оценку C)

Границы для L™ могут быть получены отсюда путем использования соот-

соотношения 10.12C9) при Р = 0. В результате получаем

A4)

A5)

Следующие результаты могут быть доказаны путем применения теоремы
Сонина — Пойа к дифференциальным уравнениям, которым удовлетворяют
соответствующие функции.

При любом вещественном а последовательные максимумы функции

образуют возрастающую последовательность, если 2n-\-a-\-l>i и

Последовательные максимумы функции

образуют возрастающую последовательность при условии, что * > 0 и

*2>max (о,a2— -U.
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Последовательные максимумы функции

*~Т1№!
образуют убывающую последовательность, когда а > — 1 S

j

и возрастающую последовательность, когда о > — 1 и

Последовательные максимумы функции

образуют убывающую последовательность, если

0<л<2я+ а + 1,

и возрастающую последовательность, если

Все эти утверждения содержатся в следующих более общих результатах.
При вещественных аир" последовательные максимумы при х > 0 функции

образуют возрастающую или убывающую последовательность в зависимости:
от того, имеет ли выражение

отрицательные или положительные значения.
Относительно асимптотических оценок см. Сеге A962, теорема 7.6.4);

улучшение этих оценок может быть выведено из разложения Трикоми
10.15D).

Границы для многочленов Эрмита можно вывести из A4) и A5) % по-

помощью соотношений 10.13B) и 10.13D). См. также Sausone A950a).

A6)

ехр (- ?) | Нш+1 (х) | < 2^+* (т +1)! gm+t, A7)

где

Крамер (Н. Cramer) доказал, что
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где к— постоянная, для которой Charlier A931) дал приближенное значе-
значение 1,086435. Sansone A950) дал границы, справедливые при комплексных
значениях переменных.

С помощью теоремы Сонина — Пойа можно доказать, что при х > 0
последовательные максимумы функции \Нп(х)\, равно как и максимумы

(х*\5~] I#л(-*) I. образуют возрастающую последовательность.

Пусть цг, в есть г-й относительный максимум функции f (х) \рп (х) |,
где / (х) — фиксированная неотрицательная функция и {рп(х)\—последо-
{рп(х)\—последовательность ортогональных многочленов. С помощью теоремы Сонина — Пойа
можно доказать свойство монотонности цг, п, когда г возрастает и п фикси-
фиксировано. Изучение числовых таблиц привело Джона Тодда к некоторым
предположениям относительно свойств монотонности цг, „ при фиксирован-
фиксированном г и возрастающем п. Эти результаты были позже доказаны. Пусть

и максимумы нумеруются от точки х = \ (влево). Cooper A950) доказал,
что цг, л является убывающей функцией от л при достаточно больших зна-

значениях л SzegO A950) доказал, что это справедливо для всех л>г-|-1. При

Szasz A950) доказал, что т(пл!йх\ является убывающей функцией
от л. Для

J. Todd A950) доказал, что цг, „ является возрастающей или убывающей
функцией от л, в зависимости от того, нечетно или четно г.

P. Turan заметил, что

удовлетворяет неравенству

B0)

Szegft A948) привел много доказательств этого неравенства и показал,

что оно удовлетворяется также для функций

/.«@) (о+1)„

«л = Нп (х).

Эти результаты были передоказаны, уточнены и обобщены. Рассматривались
определители, элементами которых являются ортогональные многочлены»

а также были проведены относящиеся сюда исследования Их выпол-

выполняли Madhava Rao и Thiruvenkatachar A949), Sonsone A949), Szasz
A950a, 1951), Beckenbach, Seidel и Szasz A951), Forsythe A951). См. также

J. L. Burchnall A951, 1952).
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10.19. Задачи разложения
4

Разложение заданной «произвольной» или аналитической функции в ряд
по ортогональным многочленам весьма детально изучалось многи >и авто-

авторами. Это г вопрос не относится в полном объеме к содержанию настоящего

руководства, и поэтому будет достаточно дать краткие указания на наибо-

наиболее важные результаты Дальнейшую информацию можно найти у Сеге

A962, особенно гл. IX), Качмажа и Штейнгауза A958).
Пусть функции [р„(х)\ образуют систему ортогональных многочленов

относительно весовой функции w (х) и промежутка [а, Ь]. Предположим,
что выполнены предположения п. 10.1 и 10.2, и обозначим через Lpw, />>1,
класс функций, для которых существует и конечен интеграл Лебега

ь

f \/{x)\Pw(x)dx.
а

Положим
»

ь»- f [р„(х)]>*>(х)ах A)
а

и назовем

ь

аа^Кг j f(x)pn{x)dx B)
а

коэффипиентами Фурье,

2 *«/>«« <3>

(обобщенным) рядом Фурье функции f (х) относительно системы [рп(х))
ортогональных многочленов. Мы будем говорить, что ряд C) сходится

в пространстве L2W функций / (х), если имеет место соотношение

ь

при л->оо, D)

где sn(x) — л-я частичная сумма ряда C).

Приближения в l?w были изучены в п. 10.2, и из полученных там резуль-
результатов следует, что в случае конечного промежутка \а Ь] ряд C) сходится

в l?w к / (х) для любой функции / (х) из l}w Сходимость в ??, была изу-
изучена в работах Pollard A946, 1947, 1948, 1949) и Wing A950) Для много-

многочленов Якоби определяемых формулой 10.8 A), Поллард доказал сходимость

в LPW при условиях

Р>^ E)

Для многочленов Гегеибауэра имеем 10.9 A) и сходимость в Lpw при
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Наконец, для многочленов Лежандра w (х) =» 1, и мы имеем сходимость в ??
при

| (8)

В п. 10.2 было отмечено, что случай бесконечного промежутка приводит
к дополнительным затруднениям. Тем не менее при р

= 2 сходимость в L^
была доказана для многочленов Лагерра при а > — 1 и для многочленов

Эрмита.
Будем говорить, что ряд C) сходится к / (х) при фиксированном зна-

значении х или на заданном отрезке, если для данного х или для всех х из

данного отрезка выполняется равенство

Sn (-*) -> / (¦*) при п -> оо,

где через sn (x) снова обозначена п-я частичная сумма ряда C). Этот тип

сходимости (называемый иногда «поточечной сходимостью») налагает гораздо

более строгие ограничения на функцию / (х), чем сходимость в L^.
Rau A950) изучил сходимость разложений функции / (х) в ряд по мно-

многочленам Якоби, таким, что а > — 1, {5 > — 1. Он доказал, что функция / (х)
непрерывна и имеет кусочно непрерывную производную, если разложение
равномерно сходится к f (х) на любом отрезке вида — 1 4"е¦<!¦*-^ 1—Е>
е>0.

Caton и НШе A945) с помощью интеграла Лапласа изучили суммируе-
суммируемость по Абелю рядов по многочленам Лагерра.

Асимптотические формулы, такие, как 10 14A), 10.14G), 10.14A0) и

10.15A), 10.15A8), позволяют установить связь между сходимостью орто-
ортогональных разложений и сходимостью некоторых связанных с ними рядов
Фурье. Это является предметом так называемых теорем равносходимости.

В качестве примера приведем теорему равчосходимости для многочленов

Лежандра (Нааг, 1918). Она формулируется следующим образом:
Пусть функция \/(х)\2 интегрируема на отрезке [— 1, 1], и пусть sn(x)

является я-й частичной суммой разложения / (х) по многочленам Лежандра,
а ап F) — л-й частичной суммой разложения функции / (cos G) в ряд Фурье
по косинусам кратных дуг. Тогда имеет место соотношение

sn (cos G) — ап (8) -> 0 при п -> со, 0 < 9 < п.

Такие теоремы равносходимости в сочетании с условиями сходимости

рядов Фурье позволяют исследовать сходимость ортогональных разложений
Теоремы равносходимости для многочленов Якоби, Лагерра и Эрмита даны

Сеге A962, гл. IX). Сеге принадлежат также некоторые результаты, касаю-
касающиеся поведения таких рядов в конечных точках основных промежутков.

Рассмотрим теперь разложения аналитических функций. Областью схо-

сходимости рядов по многочленам Якоби являются эллипсы с фокусами в точ-

точках ± 1. Любая функция, аналитическая внутри такого эллипса, может быть

разложена в нем в ряд по многочленам Якоби (а, Р > —1). Если функция
аналитична вне такого эллипса и обращается в нуль на бесконечности, то

ее можно разложить в этой области в ряд по функциям Якоби второго рода
Q'-n' Ю(«. Р> —1) («1. Сеге, 1962, п. 9.2).

В случае многочленов Лагерра область сходимости ограничена парабо-
параболой, симметричной относительно вещественной оси, с фокусом в начале

координат и обращенной вершиной влево. В случае многочленов Эрмита
областью сходимости является полоса, симметричная относительно веще-
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ственной оси. В обоих случаях область сходимости не ограничена. Поэтому
для того, чтобы функцию можно было разложить в ряд по многочленам

Лагерра или Эрмита, она, кроме условия аналитичности в соответствующей
области, должна удовлетворять некоторым условиям на рост в бесконеч-

бесконечности. Разложение в ряды по многочленам Лагерра изучал Pollard A947a),
а в ряды по многочленам Эрмита— Oiullotto A939) и ШИе A939, 1939а,
1940).

10.20. Примеры разложений

В этом пункте мы перечислим некоторые ряды по ортогональным мно-

многочленам, суммы которых могут быть даны в замкнутой форме. Число
известных в настоящее время таких рядов невелико, за исключением рядов
по многочленам Лежандра, Эрмита и Лагерра Многие из рядов, приведен-
приведенных здесь, были вычислены Трикоми. Вычисление коэффициентов таких

разложений основывается на формуле 10.19B). При этом для того, чтобы

упростить полученный интеграл, часто используется формула Родрига (или
ее обобщение) с последующим интегрированием по частям (ср. второй
абзац п. 10.7).

В следующих ниже формулах мы будем часто использовать введенные

в гл. 6, 8, 9 обозначения для вырожденной гипергеометрической функции
и некоторых связанных с ней функций.

Ряды по многочленам Якоб и. Обозначения п. 10.8. Мы пред-
предполагаем всюду, что а, Р> — 1, a hn определено равенством 10.8D).

оо

sgn х = с0 + ^ -L-Pjftl. »+«@)/><«• »(х), -\<х<1. A)

«-1
8десь

1 J [A_ж)°A

при *>°,
'

JL

при *<0
1|

Заметим, что в разложение A) на самом деле входят лишь члены, соответ-

соответствующие нечетным значениям п.

1)Г(Я+а+ Р+ 1)(-Р>" р@, п
Г (я+о+ Р + Р+9 " ( '*Г (л + а + 1) Г (я+о+ Р + Р+

-р<ш1п(а+ 1, f+ j). —
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О производящей функции см. 10.8 B9), о билинейной производящей функции
см. watson A934), Erdelyi A937a) и Bailey; о некоторых разложениях в про-
произведения многочленов Якоби см. Bateman A904, 1905).

Ряды многочленов Гегенбауэра. Обозначения п. 10.9. По-
Постоянные Ая определяются формулой 10.9G).

sgn x - 4 (— I)*" Wtn+ I

m=l

-X,

i,

я=0
heft* п

, если

если —

-j<X<0,

X ./я+хМ С^ (cos Ф) С^ (cos в), 0 < Ф> в < я, Я > 0, (8)

—2*Zcosф

с, Jt. (и) + с2 J_x (и)

где

двляется произвольной цилиндрической функцией в смысле Сонина и Ват-

сона (Ватсон, 1949, п. 3 9). В случае с2 = 0 ограничения на г, Z могут быть

впущены.
Некоторые разложения в ряды по многочленам Гегенбауэра были ука-

указаны в п, Ю.9, о билинейной производящей функции см. watson A933b).
Ряды по многочленам Лежандра Обозначения п. 10.10. По-

Постоянные gn определяются формулой 10.10 D). Все разложения справедливы
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при —1 < х < 1 или 0 < 9 < я, за исключением особо отмеченных случаев.

B-+!)(-?)
(~

/р М
м{х)' р>~1>

т=0

\x f sgn x = > (-1I» Bm + -^)-^ -±Ш-Рш+1 (x), p > -1, A1)

m=0 \
¦

z/OT+,

л=0

U-S Bи^+2L+2) f'Aw]. A3)
L m=l

-cos¦

(cosв), 0<Ф<е<я, A4)

1П Г1 + Гёт1 = S <" + I)"' Pn (COS 6). A6)

I sin(ir)| -

Полагая в формулах G), (8) и (9) Я= _, получаемряды,содержащие функ-

функции Бесселя. Производящие функции даны в формулах 10.10 (V) и 10.10 (VIII).
Ряды многочленов Лагерра. Обозначения п. 10.12. Мы пред-

предполагаем повсюду а > — 1, х > 0.

Г(^+\) (,|-|), A6)

оо

л=1

[- max (х, у)] = fj (« +D Ь« <*) i« (У), Jf, У > 0. A8)
л=о

Л"вГ (а, *)-|;(я+1) А? (^), A9)
п=0

(ху)-а Г [а, max {л:, у)] у [a, min (x, у)} =

/1=0
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c, у)] _Г(

. У) [Ln (х) - ?„_, <*)] II, О) -?„_, (y)J, B2)

а
_ _j?+y)_

2 в' 2 «"«""у к «'" mm (л. у)] -

W° o. B3)

п=1

0<л, у.

В формуле B4) *, у > 0; //(г)*0, 1/2, 1, в зависимости от того, имеем

ли мы г < 0, г = 0, г > 0.

«j-B) (с+р) оо

~T~i ЛО^Jт^=|5|1Г1!(«)г8--(Л B5)
л=0

;, a + 1; Jt)= >.(л + а) Ц,М, <*<-д-, B8)
n=0

00

A — У)~аФ («. с; у^т) "* 2 ТГГ^» (jc)l ^ > °> ly I < 1. e > 0. B7)

Другие ряды многочленов Лагерра см. в 10.12 (V) и 10.12 (VII). Разло-
Разложения 10.14A1) в случае, когда C является целым числом >— а, превра-
превращаются в разложения по многочленам Лагерра.

Ряды многочленов Эрмита. Обозначения п. 10.13.

К)
_ .....

<*>

|*|Psgn=-
"

га-0
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2* о+,г" ф (а. f; f

Дру
Ни

171=0

ругие ряды по многочленам Эрмита см. в 10.13 (V).
иже приводится список, указывающий методы вывода этих разложе-

разложений; здесь даны также ссылки на дальнейший материал, касающийся беско-

бесконечных рядов классических многочленов.

Ряды многочленов Якоб и. Коэффициенты были вычислены

с помощью интегрирования по частям. Относительно других примеров см.

Brafman A951). Ниже указано, как получены соответствующие формулы.
E) Из A) с помощью 10.9D).
F) Из C) с помощью 10.9D).
G) Из D) с помощью 10.9 D); Ватсон A949, стр. 401).
(8) Ватсон A949, стр. 403).
ф) Ватсон A949, стр. 398).
Ряды многочленов Лежандра. Многие примеры получаются

из рядов для многочленов Якоби или рядов по многочленам Гегенбауэра
с помощью 10.10C). Много других примеров содержится в книгах о функ-
функциях Лежандра. Некоторые примеры см. у Trlcomi A936, 1939—1940).

A6) TricomI A948, стр. 332).
A7) Toscano A949).
A8) Neumann A912).
A9)9.4E).
B0) 9.4D).
B1) Watson A938).
B2) TricomI A935), Doetsch A935).
B3) Erdelyl A936).
B4) Tricomi A948).
B5) Toscano A949).
B6) 6.12C).
B7) 6.12 E).
Некоторые примеры рядов по многочленам Лагерра см. у Erdelyi

A937, 1938).
B8), B9) Из A6) с помощью 10.13B) и 10.13C).
C0) Из C) с помощью 10.13 B) и 10.13 C).
C1), C2) Trlcomi A950a).
C3), C4) Из B7) с помощью 10.13B) и 10.13C).
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10.21. Некоторые классы ортогональных многочленов

Помимо классических ортогональных многочленов существуют иные
классы специальных ортогональных многочленов, теория которых детально

изучена Мы опишем некоторые из них, ограничившись лишь кратким упо-
упоминанием для многочленов, изученных в кнше Сеге, и приводя детали
для многочленов, изложение теории которых мечее доступно

Многочлены С. Бернштейиа и Г Сеге Эти многочлены

соответствуют отрезку {—1,1] Их весовая функция w (x) имеет одну из

следующих форм

р (х) УТ=

где р(х) — многочлен степени Л положительный на отрезке
— <<.

Формула Кристоффеля 10.3A2) указывает на наличие связи между этими

многочленами, с одной стороны, и некоторыми многочленами Якоба, с дру-
другой стороны.

Эти многочлены были введены Szego A921) и изучены Бернштейном
A930, 1932). См. Сеге A962, п. 26)

Многочлены Гейне и Ахиезера. Многочлены Гейне соответ-

соответствуют отрезку [0, а] и весовой функции

— х)(Ь — х)
A)

Оии связаны с эллиптическими функциями Якоби.
Heine A878—1881, том 1, стр. 294—296) показал, что многочлены сте-

степени п удовлетворяют дифференциальному уравнению вида

2 ф (х) (х- у) -g- + Цх- у) * [х) - 2 * (х)) -U -f

где

и а, р, v — некоторые постоянные. Это дифференциальное уравнение имеет

четыре особые точки регулярного типа и, следовательно, относится к урав-
уравнениям типа Гейне

Ахиезер A934) изучил ортогональные многочлены, связанные с отрез-
кон (—1, 1) и весом

|C~JC|
—1<*<л или Ь<х<\,

V{\-x*){a-x)ib-x)'
0, а < х < Ь.

Здесь —1<а<6<1 и с зависит от а и *. Эти многочлены также свя-

связаны с эллиптическими функциями
Многочлены Полачека Недавно Полачек определил некоторые

семейства ортогональных многочленов, которые являются обобщениями
классических ортогональных многочленов Весовые функции, связанные
с многочленами Полачека, не удовлетворяют некоторым условиям, которые
обычно налагаются в общей теории (Грубо говоря, они слишком быстро

убывают в окрестности концов промежутка) Таким образом, эти многочлены

важны, как легко получающийся пример некоторых «нерегулярных» фено-
феноменов в общей теории ортогональных многочленов.
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Конечный отрезок. Пусть а, Ь, к—вещественные параметры,
Я > — 1. Положим

l, 0<е<л, C)

и введем сокращенные обозначения

. a cos 9+ 6 ахА-Ъ
..^

1—^—тйз- D)

Многочлен-ы Р\(х, а, Ь) определяются с помощью рекуррентных соотно-
соотношений

^!=0. Pj-1. E)

=0, F)

л—1, 2, ...

Эти многочлены были введены в статьях Pollaczek A949a) для к=—

и A949с) для Re X > 0 и изучены Szego A950a). Некоторые связанные с ними

многочлены также были изучены в работах. Pollaczek A949b, 1950a).
Умножая равенства F) на г" и суммируя, получаем простое диффе-

дифференциальное уравнение первого порядка для производящей функции. Отсюда
выводим что

G)
я=0

Сравнение с 10.9B9) и 10.10C9) показывает следующие связи с многочле-

многочленами Лежандра и Гегенбауэра:

Рхп{х;0,0) = Скп{х), Pj(дг, 0,0)**Р„{х) (8)

Эти многочлены ортогональны на отрезке D), весовая функция имеет вид

•<»•>(х, а, Ь) = 1а»-у»-«»/ (slneJ».-i [Г(Х + щ ,1 (9)
i

Сеге изучил асимптотическое поведение многочленов Рп (дт, а, Ь), когда

х—фиксированное число, лежащее между —1 и 1, и п->оо.

Используя производящую функцию G) или рекуррентное соотноше-
соотношение (б), можно доказать что

п1/>? (дг, а, Ь) = BХ)П еш /, (— л, к + й. 2к; 1 — e~2te). A0)

Это выражение через гипергеочетрические многочлены приводит к многим

дальнейшим формулам для многочленов Полачека Следует отметить, что t

зависит от х, а потому Р\ не удовлетворяет никакому дифференциальному

уравнению. Формулы связывающие PLn с различными значениями X, выте-

вытекают из A0), как следствия формул, связывающих смежные гипергеоме-

гипергеометрические ряды.
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В работе: Poilaczek A950c) введена более общая система многочленов,
зависящих от вещественных параметров а, Ь, с, А, где

либо а>\Ь\, 2Я-|-с>0, с>0, 1

либо а>\Ь\, 2А+с>1, с> —1. / (Ц)

Многочлены Р\(х,а, Ь, с) удовлетворяют рекуррентным соотношениям

/*, = <), /#-1, A2)

п —1,2,... A3)

(Здесь использованы для краткости обозначения C) и D).)
Полачек вывел производящую функцию для этих многочленов и дока-

доказал, что они ортогональны на отрезке D) относительно весовой функции
вида

»<»•>(*:«, *.О-

* 2я2ГBА +"с) пГ+1)'Г (Я + С + U) Р> Л A~Я+ U> "'• c+A+tf:*2^l -
(И)

Рекуррентное соотношение A3) является уравнением в конечных раз-
разностях для Р, рассматриваемого как функция от л. Это равенство позволяет

выразить Р\ (х, а, Ь с) через гипергеометрические функции. Это выражение
слишком сложно, и входящие в него гипергеометрические ряды не являются

многочленами Полагая

7i(— с— я, А+й; 2А; 1—в'
1) Г BА)

"л~й)
B sin вI *1в* РН«+я-1)е х

-2А-с-я, 1-Я+ Л; 2-2Я; 1-«-

получаем выражение
х

Ь с) — -^-'Дя~^Д

Это выражение справедливо, если 2Л не является целым числом Существует
другая форма записи, справедливая и при целых значениях 2а Если с -¦ 0,
то Л_, =5 В этом случае равенство A5) сводится к A0).

Бесконечный промежуток. Для бесконечного промежутка —оо < л < оо

Poilaczek A950b) ввел систему многочленов Р\ (х; <р), где

Я. > 0, 0 < ф < я A6)

являются параметрами и

/5^1=0, Я$=Х, A7)

+(п-2+2Л)^_г«01 A8)

1.2....
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Очевидно, что эти многочлены могут быть получены из многочленов, опре-
определенных формулой F), путем замены 6 на ц> и t нъ х. Производящая
функция имеет вид

J Р1„ {х; q.) г» - A -ге'П~Ш'A-л »)"* *.I*К 1» A9)

а весовая функция

«,<*¦> (х-, <р) - -i. B sin фJ*-1 *-««-ЭД * | Г (J.+ tx) |2. B0)

Эти многочлены могут быть выражены через гипергеометрические ряды
в виде

л! Ркп (лг, Ф) - BА)„ в""» jF, (- л, Я+ Ur, 2X; 1 - в '»). B1)

Их ввели Meixner A934) и W. Hahn A949). Для этих многочленов

существуют представления с помощью конечных разностей, аналогичные

формуле Родрига (Toscano, 1949). Полагая

мы имеем

IF (х) = F {х + у) -Р
г) = б [б* /"(jcI. * = 2, 3, ....

где
Г (И-to)

10.22. Ортогональные многочлены дискретного переменного

Конец этой главы мы посвятим краткому рассмотрению некоторых
систем ортогональных многочленов, для которых функция распределения
а(х) в п 10.1 является функцией скачков и соответствующее определение
скалярного произведения имеет вид 101 C) Точками, в которых функция а (х)
разрывна, являются х„ и мы будем использовать функцию скачков ]{х):
скачок а (х) в точке х — хг равен J (xj) Таким образом, соответствующее
определение скалярного произведения имеет вид

(<ръ Щ) - 2 J (*•) Ч" <*•> f» («* 0)

и функция скачков соответствует весовой функции, использованной в пре-

предыдущих пунктах. Мы будем предполагать, что функция скачков положи-

положительна, причем сумма ^?]/(¦*{) конечна. Многие результаты вводных пунк-
i

тов этой главы остаются справедливыми для скалярного произведения

вида 10.1 B), и, следовательно, они справедливы и при определении скаляр-
скалярного произведения A),

Мы будем выбирать точки xt целыми, <*<*;<? Чаще всего встре-
встречаются промежутки и функции скачков, указанные в приводимой ниже
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таблице. Связанные с ними ортогональные многочлены соответствуют клас-

классическим ортогональным многочленам дискретного переменного и, как

правило, детально изучены.

Многочлены дискретного переменного

а Ь j(x) Название Многочлены

0 N—\ 1 Чебышева

0 N pxqN~X 1 I Кравчука

е~аах
0 со ——

. Шарлье

0 со сх х

Мейкснера

0 со -%Й~- В. Гана

Все эти многочлены имеют много общих свойств, среди которых мы

отметим лишь конечно-разностный аналог формулы Родрига

/ ч
_

A" [j (х- п) Х(х)Х(х-\)...Х(х-п+1)}
рЛх)

kJW~
~~' {г)

где Кп—постоянные, X (х) — многочлен от х, коэффициенты которого
не зависят от п, и Д — разностный оператор вида

Обратно, это свойство характеризует перечисленные выше ортогональ-
ортогональные многочлены в том смысле, что любая система ортогональных много-

многочленов, для которых справедлива формула Родрига, может быть сведена
к одной из перечисленных выше систем (Hahn, 1949, Weber и Erdelyi, 1952).
Доказательство аналогично проведенному в п. 10.6 и потому опущено.

Доказательство свойства ортогональности этих многочленов может

быть основано на формуле B) и «суммировании по частям» (то есть на

преобразовании Абеля). С другой стороны, может быть использован метод

производящих функций.

10.23. Многочлены Чебышева дискретного переменного
и их обобщения

Многочлены Чебышева tn (x) применяются для уравновешивания наблю-

наблюдений по способу наименьших квадратов. О свойствах этих многочленов

см. в работах: Сеге A962, п. 2.8), Jordan A921 и 1947, гл. VIII), а также

сделанные там ссылки.

Определение и свойство ортогональности:

N

m,
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Симметрия и «центральные значения»:

C)

Разностное уравнение:

)-а E)

Рекуррентная формула:
(n + l)tn+l{x)-Bn^l)^x-N+ \)tn(x)-\-n(N'-n^)ttt_l(x)^0, F)

я-1, 2,...
Связь с многочленами Лежандра:

lim N-ntn(Nx) = Pn{2x-\). G)

Обобщение многочленов Чебышева может быть получено с помощью

следующего определения:

В частности,

Из этой записи непосредственно видно, что

рп (х-, 1, 1 - N, 1 -N) = tn (х). A0)

Некоторые многочлены, которые ввел Bateman A933), также являются

частным случаем (8). Многочлены (8) ввел Hahn A949). Они связаны

с функцией скачков

Явную формулу
*

* p. v. 6)= ((У"»/%(-«, —V, P+Y-a+я: P. v: 1). A2)

а рекуррентные соотношения дали Weber и Erdelyl A952).
Имеется связь с многочленами Якоби

Hm Y-"J>.<Y*5 «+1. Y. Y-P) = ("tft)/>?lP)B*+D. A3)

10.24. Многочлены Кравчука и аналогичные им многочлены

Многочлены, связанные с биномиальным распределением в теории вероят»
ности, были введены Кравчуком A929). Их изучали Altken н Oonln (I935),
перечень их свойств можно найти в книге Сеге A962, п. 2.8.2).

Положим

р>0, q>0, p-\-q=*l, N— положительное целое. A)
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Определение, функция скачков, свойство ортогональности:

«,я-0, 1 М D)

Явное выражение, производящая функция:

t} E)

2 *п (х) г* - A + ?*)* A - j»)^-* F)
/1=0

Явное выражение указывает на связь с многочленами Якоби, Сеге
A962, стр. 48) показал (предельные) связи с многочленами Эрмита и много-

многочленами Шарлье.

Частный случай p = q=j изучали Огат A882) и Oreenleal A932).

Многочлены

?[gSBfo] G)

изучены а работах: Meixner A934), Gottlieb A938, Р — 1) и других (см.
ссылки в работе: Hahn, 1949, стр. 32) Существуют обобщения многочлена

Кравчука

-N, - ?) - л! kn (дс). (8)

Явное выражение, функция скачков, свойство ортогональности:

та(х\ р, с)«ф+«)«/'(-я. ~дс; 1-р-я-л; I)-
-Ф)„Р(-п,-х;Ь 1-1). (9)

, (Ю)

У ; (х) тя (jt, р, с) т, (х-, р, с) - я1 (р)яс A-е)-р вя|> tf > 0, 0 < с < 1.

х&
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Симметрия, производящая фуикция:

A2)

^() A3)
Я-.0

Явное выражение (9) приводит к следующим связям с многочленами

Якоби, Ласерра и Шарлье: , ,

тя (х: р, с) « п\ If* •*-•*« (| -1), A4)

^-l P, e) - л! ig (jc), A5)Hm mn

Рекуррентные соотношения и уравнения в конечных разностях привел
Meixner A934).

10.25. Многочлены Шарлье

Многочлены, введенные Шарлье, являются ортогональными много
членами, связанными с распределением Пуассона в теории вероятностей
Они были изучены многими авторами, среди которых упомянем Мейкснера
(Meixner, 1934, 1938) и Деча (Doetsch, 1433). Относительно перечисления
их свойств см. Сеге {1962, п. 2.8 1) и Jordan A947, п. 148)

Фуикция скачков, определение, свойство ортогональности:

^ 0, 1, 2,..., A)

B)

jr-0

Явные выражения, производящая функция

г»0
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Билинейная производящая функция была указана в работе: Ме,1хпег
A938).

Симметрия, рекуррентные соотношения, конечные разности:

сп(х\ а) = сх(п\ а), G)

аса+, (х; а) + (дс—п— а) с„ {х-, а) + лся_, {зс, а) <- 0, (8)

вс„(дс+1; а) + (л—х— а)сп(х\ а)+хсп(*—1, а) =0. • (9)

Из явного выражения E) вытекает связь с многочленами Лагерра

ся (х; а) * (-а)"" л! Lxn~n (а). A0)

Связь с многочленами Мейкснера указана выше, в 10.24A6).



ГЛАВА Н

СФЕРИЧЕСКИЕ И ГИПЕРСФЕРИЧЕСКИВ

ГАРМОНИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ •)

11.1. Предварительные замечания

11.1.1. Векторы, Точки в (р-\~ 2)-мериоы евклидовом пространстве

(j> «= 1, 2, 3, ...) мы будем задавать с помощью векторов

S = (хи хъ •••> хр+г) A)
и будем писать и ($) для функции и, зависящей от хи хъ ..., хр+г. Длину
вектора j обозначим через llgjj или г. В явном виде она записывается так:

II ?11 = г = VA+4+ ...+4+2-
В п. 11.7 нам встретятся как векторы с тремя, так и векторы с четырьмя
-компонентами. Мы будем их записывать в виде ||j||3, ||Ц||4, указывая число

компонент векторов г, ц соответственно.

Точки единичной гиперсферы Q, то есть гиперсферы г •¦ 1 в {р + 2)-
мерном пространстве, задаются единичными векторами

6-г-»у-(Б„ |2 lP+i). B)

Мы будем использовать буквы g, t|, J для единичных векторов^, имеющих

р-\-2 компоненты.

Если Ч = (Уь у2, .... Ур+г) является вторым вектором, то определим

скалярное произведение j я ? формулой

E, Ч) = -«1У1 + -«аУа + • • • + -«р+*Ур+». C)

Если единичные векторы |, т) образуют угол в, то имеем (|, т\) = cos в.

В дальнейшем мы будем пользоваться матрицами (то есть линейными

операторами, применяемыми к векторам). С теорией матриц можно по-

познакомиться, например, по книгам: И. М. Гельфанд A951), А. И. Мальцев A966)
и Ф. Р. Гантмахер A954). Мы будем пользоваться лишь квадратными матри-
матрицами. Если М — матрица с общим элементом \ijk (j, 6 = 1, 2,..., р-^-2),
то обозначим определитель матрицы М следующим образом:

det М = det ц _.

*) При родготовке этой главы были использованы неопубликованные
записи курса, прочитанного Герглотцем (О. Herglotz). Идеи и разработка
многих докааатыьств также принадлежат ему.
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Единичная матрица будет обозначаться через /; матрицу О называют
ортогональной, если

О0=1, D)

где через СУ обозначена транспонированная матрица О. Отсюда легко

следует, что ОСУ также является единичной матрицей. Вектор, получаю-
получающийся при применении матрицы О или М к вектору $, будет обозначаться
соответственно Oj, Afj. Матрица О ортогональна тогда и только тогда,

когда для всех j выполняется равенство

@$, Qf)=»(s, i). E)

Матрицу / можно определить тем свойством, что /j = $ для всех $.
Функция, зависящая от хх, хг, .

„ xpi2, будет называться функцией
от j и обозначаться через / ($). (Функции, зависящие от двух или большего

числа векторов, определяются аналогичным образом.)
Функция / (j) называется ортогонально-инвариантной, если для всех |

и всех ортогональных матриц О имеем

/<ОД =»/<!)¦ F)
Аналогично функция, зависящая от двух векторов, называется ортогонально-
инвариантной, если для всех j, t) и всех ортогональных матриц О выпол-
выполняется условие /(Оу, Oi}) = /(s, »))•

В дальнейшем мы будем использовать гиперсферические полярные
координаты

Г, в(, ..., вр, ф,

определяемые равенствами

х,*= г cos 9|,

хг = г sin Qt cos 9S,

дс8 ш г sin 9] sin B2 cos 98,
G)

дс,, = r sin 9, sin 9S... sin 9,,., cos 6p
jfp+i =»r sin9| sin 9,... sin Op cos ф,

Xp+i ¦= r sin 9] sin 92... sin Bp sin ф,
где г>0 и

0<Э,<я (/=» 1, 2 .... р), 0<ф<2я. (8)

(j> + 2)-мерный элемент объема задается в этих координа1ах формулой

dV ш>гр+1 (sinO,)p (sin lJ)p~1 ... (sinHp) dr d<dx ..,d^pd% (9)
а элемент поверхности единичной сферы dQ.— формулой

du - (sin 9,)p (sin в,)* ... (sin 9P) rf9, ... dOp rfq>. A0)
Полная поверхность со единичной сферы t2 может быть вычислена с по-

помощью этой формулы или из того замечания, что

до № / ао \р+2

-(
J

- Г Г Гехр(—r2)dV-<a [
Ч J

5
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В результате вычисления получаем
р

A1)

Здесь, равно как и далее в этой главе, мы использовали знаки тройного,
двойного или простого интеграла, чтобы обозначить интегралы, взятые по
(р +- 2)-мерным, {р-{- 1)-мерным или/7-мерным многообразиям соответственно.

Функции, определенные на единичной сфере й, можно рассматривать
кап функций F (|) от компонент единичного вектора g. Выражение

J ]) A2)
<Ь

означает (р+ 1)-кратный интеграл, который получается, если заменить ком-

компоненты вектора 1 нх выражениями через 9, вр, <р и dQ (|) — соответ-

соответствующим выражением по формуле A0).
Если F, (I), Ft (?) являются определенными да единичной сфере функ-

функциями, такими, что интеграл

//¦
существует и равен нулю, то функции F\ ®, Р% (%) называют ортогональ-
ортогональными на Q {%). Мы будем писать Q вместо Q (|), если переменный вектор
очевиден из контекста

Если явно не будет указано иное, то оператор Лапласа Д берется
относительно компонент $, то есть

Имеет место формула

AHfe, ОТ-["<"-^ Я)
+

/(/ + ;+ 2w)]wfe, ,r A4)

Оператор А инвариантен относительно ортогональных преобразований,
10 есть

р+2 р+г
й* й*

„л

где О—ортогональная матрица.
В полярных координатах C) мы имеем

'"'¦' i (rP+1 H+r'2 (sine'>"p
ж [(SIn e-);!ir"]+

(sin o,)-2 (sin e,I-" ^- [(sin ej"-1 -A «] +

((sin 6,... sin 0p_ ,)-2 (sin ep)-J ^- [ sin %^
+г (sin 8,... sin в,Г2 -^-». A6)
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11.1.2. Многочлены Гегенбауэра. Многочлены С*(х), определяемые
с помощью производящей функции

fj <". v^O, A6)
л=о

называют многочленами Гегенбауэра или ультрасферическими много-

многочленами степени п и поряцка v. Cere A962) обозначает их через Р$(х).
Гегенбауэр A877, 1884, 1890, 1891, 1893) изучил этн многочлены для произ-
произвольных значений v. Очерк их теории дан в п. 3.15. Мы будем рассматри-
рассматривать здесь лишь случай, когда 2v является целым числом, 2v = />«- 1, 2, ...

В этом случае имеем

l+l. nit, Л 9~ЯЛ //Я+я
С »

(х) -—
*

Рп+1 (х) L_?! i___ (** -1)» +', A7)"

BZ)I dV
+'

(n+ 0B01 /**+я

где / = 0, 1,2,...,

A8)

является многочленом Лежандрв степени л, н

B1)

cos (n arccos jc) B2)

— многочлены Чебышева степени п. При v = 0 место ультрасферических
многочленов занимают многочлены Чебышева. Их производящей функцией
является

со

-¦у
In (l-

я=0

Из B0) получаем при л=-0, 1, 2, ...

^S-r,,+,<*). B4)

Для любого значения v Ф 0 имеем также

^ ~^"+V"i B5)

Здесь
(аH=1, (а)я

Членство B5) вытекает из 3.15C) и 2.8B3).
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Между числами а в F), А (в, р) в 11.2B2), квадратом нормирующего
множителя для многочленов Гегенбауара

полной поверхностью единичной сферы в (р -f 1)-мерном пространстве

я значением

существует соотношение

<aCj"(l) 4я1+т

Доказательства формул этого пункта приведены в 'книге Аппель —

Кампе де Ферье A926).
р_

Функции С2 можно изучать, исходя из рассмотрения частных решений
уравнения Дв -|- k*u = 0 (к которому сводится волновое уравнение в (р 4- 2)-
мерном пространстве); относительно этого см. А. Зоммерфельд A956) и

W. Magnus A949).

11.2. Гармонические многочлены

Назовем многочлен Н„ (g) гармоническим многочленом степени п,

если ои является однородным многочленом степени п от хи дс3, ..., хр+3г
'

# 0
р

так что Нп (Л|) ='ХпНп (j), и удовлетворяет уравнению Лапласа Д#я ($) = 0.
Очевидно, что многочлен r~nHn (j) •» па (?) является однозначной непре-
непрерывной функцией на гиперсфере Q (г = 1) и может быть выражен в виде

тригонометрического многочлена от 6,, ..., 6^, q>. Обозначения те же, что

и в п. 11.1.

Дифференциальное уравнение в частных производных вида Да+/(г)«=0,
еде / (г) является заданной аналитической функцией, зависящей только

от г, а и = и ($), имеет решение вида и = Rn (г) Нп (|), где На ({) — произ-
произвольный гармонический многочлен степени и и Rn (r) — решение обыкно-
обыкновенного дифференциального уравнения

Мы покажем еейчае, что существует
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линейно независимых гармонических многочленов степени л, зависящих
от А> + 2 переменных хи х2, .... хр+г.

Чтобы доказать это, вычислим сначала число g[n, p) линейно незави-

независимых однородных многочленов степени я от р-\-2 переменных. Оче-
Очевидно, что

-l), C)
g(n, 0)=л+1, (&

и соотношения C) и D) однозначно определяют выражение g(n, p):

Но уравнение Лапласа налагает некоторые условия на коэффициенты много-

многочлена Нт причем, поскольку Шп является однородным многочленом сте-

степени и—2, мы имеем не более чем g(n—% р) независимых условий,
а потому

А (л. Р) > g (л, Р) — g (л—2, р). F)

С другой стороны, следующие g[n—2, р) линейно независимых много*

членов

Х\Р(хх,.... хр+2),

где Р обозначает^ любой однородный многочлен степени п—2, не удовле-
удовлетворяют уравнению Лапласа, а потому

я(п, p)<g{n, p) — g(n— 2, p). G)

Из неравенств F) и G) вытекает B).
За исключением случая л = 0, не существует гармонических многочле-

многочленов, инвариантных относительно всех ортогональных преобразований *).
Но существует многочлен Н„ ($), инвариантный относительно всех ортого-
ортогональных преобразований, при которых одна из точек единичной сферы
остается неподвижной. Поскольку для ортогональных преобразований,
оставляющих неподвижной точку г\, имеем (Oj, r|) = (j, rj), достаточно дока-

доказать следующую лемму:
Лемма 1. Для каждого единичного вектора х\ существует один

и только один гармонический многочлен Ял((), такой, что
I. Нп (г) зависит лишь от г и (j, n);
Н. я, A0-1.
Этот многочлен определяется формулой

с„2 A)
JL

где 6»=—, вС, определяется формулой 11.1A6).

") О. Polya и В. Meyer A950) изучили ортогональные многочлены
от трех переменных, инвариантные относительно любой данной конечной
подгруппы ортогональной группы.
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Так как Ся2 (х) может быть выражено через четные или нечетные сте-

степени от ж, в зависимости от того, четно или нечетно я, правая часть равен-
равенства (8) является многочленом от х{ хр+г, хотя г" может и не являться

многочленом. Так как С„2 A) Ф 0, то многочлен (8) удовлетворяет усло-
условию II. Следовательно, нам осталось показать, что условие 1 определяет
многочлен Нп ($) с точностью до постоянного множителя. Поскольку много-

многочлен //я($) однороден и имеет степень я, то ои имеет вид

«о(S. П)" + Cxr (s, п)п'г+ ... + спгп,

где Cq, ..., с„—постоянные.
Так как Д#„ = 0, то нз 11.1 A4) получаем соотношения

Q, (9)

где /п*=0, I, 2,.,,, и

с, = 0. A0)

Таким образом, Н„ однозначно определяется значением с0, причем ci= с3*= ...

.. =0. Чтобы построить многочлен //„, заметим, что из 11.1 A4) мы имеем

Д/--р = 0 в, следовательно, для всех значений г справедливо равенство

1-Т ,

При т i=>t~l мы получаем, что коэффициент при f1 в разложении

Р

[l-2(g, T\)rt + r4']
T

A2)

удовлетворяет уравнению Лапласа. Это завершает доказательство леммы i

при р=\, 2,... В случае jt» = O будем исходить из соотношения 11.1 B3)
вместо 11.1 A6). Мы получим вместо (8), что при /> = 0 многочленом, суще-
существование которого утверждается в лемме 1, является

г"Т„ [(?, г,)]. A3)

Теперь можно построить полную систему линейно независимых гармони»
ческих многочленов степени п. Пусть

Нт, ц(хк, хк+1,..., ДС0+4) A4)

обозначает любой однородный гармонический многочлен степени т, который
не зависит от х, xk_{. Можно проверить, что для всех значений пара-
параметра t выполняется соотношение

0. A5)

Это 'позволяет найти все однородные гармонические многочлены, зависящие

от р -}- 2 переменных, если уже известны многочлены от р +1 переменных.
Из А (и, р — 1) линейно независимых многочленов Нт, г мы получаем
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л (ш, р— 1) линейно независимых многочленов Нп (j), степень которых
относительно л—т равна хи а именно:

где от •= 0, 1 п. Поскольку из равенства C) и

* (л. Р) — g («, Р) — S (л—2, />)
следует, что

А (п, />) = А (л, р-1) + ft (ii-1, р-1) + ... + А @, я-1), A7)

то мы получаем из A6) все многочлены

Поскольку
A8)

образуют полную систему линейно независимых многочленов Нтр, получаем
по индукции следующую теорему:

Теорема 1. Пусть /п0,..., тр
— такие целые'числа, что

A9)

и пусть rjt Определяется формулой

ft =» 0, 1,...,/» и г0 = г. Тогда функции

, ±; |)ш|//(и, mi,..., mp-i,± mp\ xit,

образуют полную систему А (л, р) Линейно независимых гармонических
многочленов степени п. Разумеется, Н {mk, -\-\ j) = H (mk, —; j), если

тр
= 0.
Следствие. В гиперсферических полярных координатах 11.1G)

имеем

B2)

11.3. Сферические гармоники

Если гУ„ ($) является однородным гармоническим многочленом степени л,
то будем называть функцию

сферической гармоникой степени я. Здесь мы пишем 0 вместо 0t,..., вр,
а через ? вновь обозначаем-i-. Сферические гармоники являются однознач-

1

V
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ными непрерывными функциями на Q (единичной гиперсфере г =» 1). 3 част-

частности, из 11.2B2) и 11.2B3) вытекает, что сферические гармоники степени
п = т0 имеют вид

г-"И (и, ет, ± тр; *,, ..., хр+2) = r~aH (mk, ±; j) —

H(n,

Y(n,

± mp; |i, ...,

mp; в„ .... 0,
Sp+з) ='

7, ±<P) =
±;

e,

1).

±<p).

<2)

C)

Мы установим сейчас свойства ортогональности для функций B), C)
(определения см. в п. 11.1). Положим для любых целых / и я», таких, что

1>>0

и для любых четных т* щ,..., /Яр, удовлетворяющих 11.2A9),

N (та, ст, тр) — 2я Д ?ft (mft_,, я»4). E)

Имеет место следующее утверждение:
Теорема 2. Любые две различные функции B) или C) ортогональны

на сфере Q, за исключением случая, когда они комплексно сопряжены.
В случае комплексно сопряженных функций (или в случае квадрата
вещественных функций B) или C)) имеем

а а
= N(/в0, ти ...,mp)smN(mk). (S)

В частности, любые две сферические гармоники различных степеней
ортогональны на единичной гиперсфере.

Функции B) или C) образуют полную систему ортогональных функций
на сфере Q. Докажем след>ющее утверждение:

Теорема 3 Если функция f (|) всюду непрерывна на сфере Q и

ортогональна на этой сфере ко всем функциям И (т«, ±; |), то она
тождественно обращается в нуль на Q.

Для доказательства предположим, что /(г|) = 2в>0, где ц
— фиксиро-

фиксированный единичный вектор (то есть точка сферы Q). Так как /(?) непре-
непрерывна, то найдется такое положительное число б, что /(?)><> для всех g,

лежащих в окрестности ||? —1|||<б, то есть /(|)>а, если 1 — (&, т])<•«-.

Применим к функции

2A—jc) t «J

62
'' при 1—

О при 1—

теорему Вейерштрасса о приближении многочленами (см. Натаясон, 1949,

стр. 19). Мы получим, что для любого е > О найдутся натуральное число я

и многочлен Fn (x) степени л такие, что

9 Г. Бейшеи, А. Эрдей»
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Тогда-

где о*—положительное число, зависящее от а и 6, но не зависящее от л

и е, и, следовательно,

f [/A)Fn К5, ЧI dii =.а*. G)
а

Так как функция /(?) ортогональна ко всем функциям B) или C) и,
р

в силу *еоремы 1, С? [(?, х\)\ является линейной комбинацией этих функций,
р_

го /(|) должно быть при всех * ортогонально к СА2 [(?, ij)J. Кроне того.

_р_

поскольку степень СА2 (г) относительно 2 в точности равна к, то Fa(z)
р_

должно быть линейной комбинацией функций СА2 (г), А =¦ 0, 1,..., л. Сле-

Следовательно, функция /(|) ортогональна к Fn [(?, х\)\, что противоречит
равенству G). Полученное противоречие доказывает теорему 3.

Из доказательства теоремы 3 вытекает утверждение, касаю цееся при-
приближения некоторых классов непрерывных функций с помощью сферических
гармоник. Мы имеем следующее утверждение:

Лемма 2, Пусть г (х) — функция вещественного переменного х,

непрерывная на отрезке — 1 < .*< 1. Положим при п = 0, 1 2

п ±

<ря[О,п)] = 2«я,С/2 №101. (8)

где

Ся2 A) А (п, р)оа= С [Cj [(i Ч)] F[(I 4I dQ.(|) (9)
п

А (л, р) Cj A) = / J { Cj [F. n)l } dQ (S). A0)

Тогда функция F [Ц, т))] является непрерывной функцией от I на ? и

может быть приближена функциями <р„ в том смысле, что

. Hm Г Г | F Kg, г,)] - Фл [G, n)l |J di2 - 0. A1)

Отметим, что А (п, р) не зависит от фиксированного единичного век-

вектора т|, значение этой постоянной определяется равенством 11.4A3).
Для того чтобы доказать эту лемму, выберем в (8) коэффициенты аП так,

JL Л

чтобы минимизировать интеграл A1}. Так как С/ |(|, t})J и С,1 1A. ЛI ПРИ
A =jfc m ортогональны на сфере Я (см, замечания после теоремы 2), то мы
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получаем именно значения (9) для ап. С другой стороны, из теоремы Вейер-
штрасса о приближении функций многочленами мы знаем, что при соогвет-

ствуюшем выборе а„ и достаточно большом л подынтегральная функция
в A1) может быть сделана произвольно малой; следовательно, минимум
интеграла в A1) стремится к нулю, когда п-*<х>.

Задача разложения функций, заданных на Q, в ряды по сферическим
гармоникам изучалась многими авторами При р — 1 см Гобсон A952), где
имеется много ссылок Случай р = 2 был изучен в работах Kogbetllanz A924)
и Koschmieder A929), а случай любого р в работе' Koschmieder A931).
Разложения функций в ряды по сферическим гармоникам называют иногда

рядами Лапласа Вообще мало известно относительно сходимости рядов

Лапласа непрерывны! функций. Однако доказана их суммируемость по Чезаро
(достаточно большого порядка).

11.4. Теорема сложения

р_

При фиксированном г\ сферическая гармоника С„2 [(?, г|)| может быть

выражена через Ь(тц, ±; |), где то — п. Имеет место более общее утвер-
утверждение

Теорема 4. Пусть Sln(Q, /=1,2,..., Л,—система, состоящая
из А = А (л, р) линейно независимых вещественных сферических гармоник

степени п, и пусть система S'n ортонормальна на И, то есть при

I, т =• 1, 2,..., h выполняется соотношение

Тогда для любого фиксированного единичного вектора х\ имеет

i
Cj A)

Обозначения те же, что н в 11.1A1), 11.1A2), 11.2B), 11.1A6).
В качестве частного случая разложения B) получаем из теоремы 2

+ Н (и*. -; 6) Н (mk, +, t))], C>

где сумма берется по всем целым значениям тц, таким, что л»то>
>Ш| > ... >я»^>0, и где

e@)=-l, е(«)=2, т>0. D)

¦Из 11^ B1) получаем, что S(тц, ±; I) обращается в нуль, если послед-

последние p+2— l компонент вектора | равны нулю, то есть если
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за исключением случая, когда

Следовательно, если положить в формуле C)

?—(cosp, sinp, 0, .... 0),

r|» (coso, sine, 0, ..., 0),

то получим, что при р > 1

]_ JL р (/» 1) C*P~1VSA)
Cl (cos f, cos о t sin p sin a) - CB2 |cos (p — a))

"

X

гШ()Ш'(т)
ж+.?. m+

8».-» (8|П P)>" C«-»«2 (C0S P) (Sl" °)MC»-
ra-0

-1> г ()> + i, +m)
•

Если положить в C)

\ =» (cos a, sin з cos p, stл a sin p, 0, .... 0),

ti — (cos{5, sin f) cos a, sin p sin a, 0, .... 0),

то получим из E) при p> 1 и p—о —<p

Cj (cos a cos ,1 -f- sin a sin p cos q>) -
'

^~Л X

[ №)][г №)
p p

т <sln «)" СГ*I (cos a) (sin p)" Cilj (sin p) C<jJ-»« (cos Ф), G)
m-0

где В„, т задается формулой F). При р •> I имеем

Рп (cos a cos p -f- sin о sin ,i cos tp) » /»„ (cos a) Pn (cos P) +

?+51(cos a) p«
m-0

где

являются многочленлми Лежандра и

т т+1
+IJ'"(l-^2JC 7(ж) A0)

—присоединенные функции Лежандра*
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Обычно формулу G) или в случае />=1 формулу (8) называют тео-

теоремой сложения для ультрасферических многочленов. Мы можем полу-
получить равенство C) (но не теорему 4 во всей общности) путем последова-
последовательного применения равенств G) и (8). В модифицированной форме соот-

соотношения G) и (8) остаются справедливыми и для общих функций С„, где

2v уже не является обязательно целым числом (отиоснтельно этого см.

3.15A9) и 3.11B)).

Доказательство теоремы 4 основано на том, что С„2 [(%, ц)] является

ортогональным инвариантом от | и т| (определения см. в п. 11.1.1). Мы
JL

докажем сначала, что с точностью до постоянного множителя Сл2 [(?, т|I
является единственным инвариантом среди сферических гармокик степени п.
Для эгого нам понадобится следующее утверждение:

Лемма 3. Пусть F ($, xj)—многочлен от компонент j и \j, и пусть

F(Oi,O\))^F(S,\)) (II)

для всех ортогональных преобразований О (см. п. 11.1.1). Тогда суще*
ствует многочлен Ф(и, v, w) от трех переменных и, v, w такой, что

P(i. Ч) = Ф[E.5). (S. W.CH)] A2)

тождественно относительно компонент j и ц.

Доказательство. Если f и р фиксированы, то можно выбрать
такую ортогональную систему координат, что

1
= <а, 0. 0, .... 0), 9-ф, у. 0, ..., 0),

(S. I) - «2. (J. Ч) = «Р. E. 5) - Р2 + Y*

и, следовательно,

Так как F является ортогональным инвариантом, то его можно записать

как многочлен

и

от а, E, Y- Из существования ортогональных преобразований, при которых

а-> — а, Р->-— р, y-*Y
или

а-хх, Р-*р, у-*—Yi

вытекает, что F* является многочленом от у*» «*. Ра. «Р. и потому можно

записать F* в виде

F* =* и-тФ* {и, v, w), A3)

где т— целое число и Ф*— многочлен от и, v, w.

Меняя ролями j и р. получаем, что

»"* Ч! (и, v, w) "•а"отФ*(», v, w), (И)
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где k — целое число и V — многочлен. Так как a, v, w алгебраически неза-

независимы, из A4) следует, что и~тФ является многочленом Это завершает

доказательство леммы 3.

Лемма 4 Пусть |, tj, ?—любые единичные векторы в (р+ 2)-мер-
ном пространстве Тогда

JL ?. ?.
2

[(fc Л)] Cj [(ri, Q] dQ (г,) = A (л, p) Cl [F, OJ, A5)

J

J J С„2
а )

где

A («, p)« Cj A) -fJ^j- - , 2"x /яХ. A6)

Лемма 4 имеет характер теоремы о свертке для основных сферических гар-
р_

моник С„2 [Й, ч)].
Чтобы доказать эту лемму, возьмем любые два вектора j и j и положим

|== г=ТГ Такка

[ft. л)]. 7
являются гармоническими многочленами, зависящими соответственно от ком-

компонент j и j, то произведение левой части равенства A5) на норму || j f || j |f
является гармоническим многочленом как от j так и от j, имеющим

по каждому множеству переменных степень п Кроме того этот гармони-

гармонический многочлен является ортогональным инвариантом от j и j, поскольку
он остается неизменным при одновременном ортогональном преобразовании
j, i и г] (и, следовательно, |, ? и ц), а интеграл остается неизменным при
любом ортогональном преобразовании переменной т^ Таким образом, в силу
леммы 3 наш гармонический многочлен является многочленом от ||ff,
Il8ll2 и (J. i) — llsll IISlI (!• ?)¦ Таким образом, в силу леммы 1 это выражение
является кратным

IsПвГ С.8 1A. 01-

Отсюда следует лемма 4. Мы можем определить множитель А (я, р), положив

!=;=(!, о о).

Отсюда получаем

Л(п,р)с7а)—' J [cj (x)] (l-x>f-maX, A7)
-1

где через ш' обозначена площадь поверхности гиперсферы в (р -\- 1)-мерном
пространстве. Из 3.15A7), И 1 B6), ИЛ B9) и 11.2B) получаем A6)

Мы можем теперь выяснить, как действуют на сферические гармоники
ортогональные преобразования переменной g.
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Лемма 5. Пусть $'„($). /»1, 2 Л, образуют полную систему
Ортогональных сферических гармоник степени п, для которых выпол-

выполняется условие A), а пусть О —

некоторое ортогональное преобразо-
преобразование в (р-\-2)-мерном пространстве Тогда имеет Aiecmo равенство

где матрица G с п' элемента >и g[n является ортогонально/! матри-
матрицей, содержащей Л =» Л (я р) столбцов, то есть

G'O - 00' -1. A9)

Здесь G'—транспонированная матрица О и /— единичная матрица порядка
Л (п, р).

Доказательство Так как оператор Лапласа инвариантен относи-

относительно ортогональных преобразований (см п И 1) ю 5'п@|) является сфе-
сферической гармоникой степени п и, следовательно, может быть, в силу A5),

выражено через полную систему S* (|)
Так как интеграл в левой части равенства A) остается инвариантным

при замене i, через О|, то функции SJ,(O?) также образуют ортонормиро-
ванную систему, а потому GO' = / Но хорошо известно, что тогда мы
имеем также O'G = /

Для доказательства теоремы 4 достаточно показать, что

h А

S S'n <6) S'n A) - 2 Si» (°E) S*. (On) B0)

является ортогональным инвариантом от I н г). Это вытекает из леммы 5,
в частности из равенства 00' •*! Из доказательства леммы 4 видно, что

выражение B0) отличается от С% |(?, у\)\ лишь постоянным множителем.

Этот множитель можно вычислить, интегрируя квадрат выражения B0) по г\
по всей единичной сфере Q Принимая во внимание равенство A), получаем,
что результат интегрирования равен

B1)
• Г

С другой стороны, полагая в равенстве A2) ? — т|, убеждаемся, что этот
р

интеграл равен С„ A), умноженному на некоторый постоянный множитель.

Ин.егрируя B1) no Q (?) и принимая во внимание A) получаем значение h.
Это в силу B) приводит к теореме 4

Из георемы 4 мы получаем, что для любой сферической 1армоники i>m{Q
степени т имеет место равенство

р ( 0. пфт.
т •

' I
'

.ЧМ^шЮ^Ш { /ш\ -г B2)
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Из леммы 2, в частности аз равенств 11.3(8), 11.3A1), получаем в силу
неравенства Шварца, что

Г f {Р № Ч)] - Ф„ [& Л)!} Sn (|) rfQ (|) - 0,
J J
a fta ft)

где F и ф„ определены в п. 11.3, 11.3(8). Комбинируя это соотношение

с равенством B2), получаем (ср. Punk, Hecke, 1916, 1918):
Теорема Функа— Гекке. Пусть F{х) — функция вещественного

переменного х, непрерывная на отрезке
— 1 < л: <. 1, и пусть 6"„ (|) —

любая сферическая гармоника степени п. Тогда для любого единичного

вектора tj имеет место равенство

q ti)

где интеграл в формуле 03} берется вдоль всей поверхности единичной
гиперсферы О, и

1 р р-\

B4)

Здесь через <о' обозначена полная площадь поверхности единичной гипер-
гиперсферы в (р ¦+• 1)-мерном пространстве:

ш, (АгD)

Erdelyl A938) доказал также, что достаточно предполагать интегрируемость
по Лебегу функций \Р (х) \ н \F(дс) |г на отрезке

— 1 <х< 1, и показал, что

я+—

где

Здесь через У обозначена функция Бесселя. Заметим, что

явше1са однозначно определенной функцией от t.
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11.5. Случай р=\, А(я, p)»=2«-t-l

11.5.1. Производящая функция для сферических гармоник в трех»

мерном случае. Обозначим через

j
= (*„ х» х$ A)

вектор с тремя компонентами. Определим многочлены Я™ (j) формулой

-<" 2 //"(?)'т. B)
га»—л

Подстановка t=m — 1/t показывает, что

где черта обозначает комплексно сопряженный многочлен. 'Левую часть

равенства B) можно записать в виде (и, ?)", где

и = (-2г, 1-*', 1 + 1Р). D)

Так как (и, и) = 0, то получаем нз 11.1 A4), что обе части равенства B)
при всех значениях t удовлетворяют уравнению Лапласа. Поэтому Я™ (j)
является однородным гармоническим многочленом степени п. Линейная

независимость многочленов Н'" вытекает из алгебраической независимости

—2xt,—(x3—

Положим r~|gl |=—. Тогда функции
г

r~nH™ (S) = S™ (|), m = 0. ± 1 ± л, E)

образуют полную систему линейно независимых сферических гармоник сте-

степени п. Из равенства C) имеем

$л
"

(I) — (—l)" ^п F)- СИ

Справедливо соотношение ортогональности

0, тфт\

J 2я -Л^ _—( _-» _ \, т=т\
^

т, т' •шО, ± 1 ± л,

где интеграл берется по всей поверхности единичной сферы Q. Оно может
быть доказано следующим образом. Введем вектор

(8)

и рассмотрим интеграл

// (9)
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Этот интеграл является ортогональным инвариантом от U и t> (си. доказа-

доказательство леммы 4 в п. 11.4). В силу леммы i этот интеграл является много*

членом от (ц, и), (Б, Ч) и (и, "о), и, поскольку (и, и) = E, tt) = 0, ишеграл (9)
отличается лишь постоянным множителем от (u, t>)". Подставляя в интег-

интеграл (9) разложение B) для (и, |)" и соответствующее разложение для (t>, ?)",
получаем, что

Значение постоянной ц можно вычислить, положив s — / = 0 я

I = (cos в, sin в cos ф, sin В sin ф), dii = sin 0 dd «ftp. A1)
Э*о дает

Г* f 2игЦ|в1
2«ц- I ^Ф I d9(sin6Jn+1 - vz^ . A2)

Сравнивая коэффициенты при tlsm в обеих частях равенства A0), получаем G).
Для того чтобы получить явное выражение для 5™ (|), применим к B)

формулу Коши Мы получим

Я? (I) - -^ J <"• 5)л Z-"-1"-1

Если определить присоелиненные функции Лежандра Р" (х) равенством

A7)

Я1=«О, ± 1, .... ± л,
то получаем, что

1г-Ча)" О-5?)"Тр
Для срртеетствуюцих функции в сферических полярных координатах
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(см. п. 11.3) инеем

К™ (в. Ф) - S% (|) = (-I)"-1"» (n^m)i'-tmffK (cosв). A9)

В силу C) и A8) получаем

Теорема сложения для функций Р% (х) дается равенством 11.4(8).
Соотношение ортогональности G) дает

Из B) получаем производящую функцию

[l-s<cosO—1A—f») sine]"
Другие свойства функции Р™ см. в п. 3.6.L

11.5.2. Теория полюсов Максвелла. Пусть xt, xt. x3— независимые

переменные, г = \ х\ -\- х\ \ х\ и пусть дифференциальный оператор Dk
определяется равенством

°*"-3*7' *~1'2'3- B2)
Так как

I(?|2)'=0, B3)

го очевидно, что DfD^D^r удовлетворяет уравнению Лапласа. Кроме
того, ясно, что это выражение имеет вид однородного многочлена степени

п = в-(-6 + с, умноженного на r~w- К Наконец, можно проверить, что для
любого однородного многочлена Н„ степени п утверждения

= 0 и

эквивалентны. Таким образом, мы получили, что

DfajBgr-1-#„(*!. х2, х$г-**-\ п-а+ Ь+е. B4)

Из этого замечания вытекает, что каждому однородному многочлену сте-

степени л от трех переменных D,, Db D3 таких, что

D? + 02 + ?>1-0, B5)

соответствует гармонический многочлен от хи хг, х3 степени п. Если срав-
сравнить это утверждение с замечанием, сделанным после формулы 11.7 A2),
то представляется весьма правдоподобным, что все гармонические много-

многочлены можно представить в виде B4) В самом деле, можно показать,
что (см. Гобсон, 1952, гл. 4)

1 - (~1)Я~"Й~т)' #*шчК (cosв), B6)

т =0, I л,
где

*! — г cos В, x2 — r sin 6 cos ф, Jt» -»r sin В sin ф. B7)
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В силу A9) это показывает, что все сферические гармоники могут быть

представлены в форме B4).
В силу геометрических соображений сферические гармоники в B6)

называют зональными, если т = 0, секториальными, если т = я, и тессе-

ральными, если 1</>г<я—1. Относительно этого и дальнейших замеча-

замечаний о результатах Максвелла см Гобсон A952) и Максвелл A873, 1892).
Пусть

*»*
= (aft- h' Vft). * = 1. 2, .... я, B8)

являются единичными векторами, которые, таким образом, определяют точки

на единичной сфере. Этн точки мы будем называть полюсами. Тогда сфери-
сферическая гармоника степени п с полюсами г\к определяется равенством

-'. B9)

Вводя л параметров tx, ..., tm находим, что это выражение является коэф-
коэффициентом при /|.../лв разложении функции

C0)

где

ft, /=1

причем сумма в C0) берется по k—l, 2, ..., п. Это выражение являетея

функцией от косинусов углов между векторами |, i\v ..., r\k Стандартные
сферические гармоники B6) получаются, если векторы х\к совпадают с коор-

координатными осями.

Van der Pol A936) и Erdelyi A937) распространили выражение B6)
иа решения волнового уравнения Ди -\- №и = 0. Они показали, чю

L
<cos

где Pj"' обозначает от-ю производную многочлена Лежандра Р„, а Р™ опре-
определяется формулой A7), J i обозначает функцию Бесселя первого рода

порядка Я+ -Я-. а г, 9, ф, xlt хъ х3 связаны соотношениями B7).

11.6. Случай р - 2, h (п, р) = (« + О2

В этом пункте мы будем обозначать через ч четырехмерный вектор

Ч=(У1. Уг, Уь, Уа) A)
и положим

Ч-?. Р=Н9|1- B)
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Введем векторы

U— (f— Us, —it —is, —t -f-s, I -fte). C)

B—(i — /то, — it —/o,
— T+o, 1+xo), D)

пля которых выполняются соотношения

(u, u) - (о, о) =» 0, (u, 5) - 2 A + ft) A +- ет) E)

Из соотношений E) находим, тан же как это было сделано в а 11.5.1,
что (л -f-1)- HHOi очленов W*1' (р), определяемых равенством

%A)}, F)

являются гармоническими многочленами степени п.

Ге же рассуждения, что и в п 11.5.2, показывают, что

J (U. П)я (О. Л)" А- (П) - 2Д^ (И. «У- G)

14)

Таким образом, сферические гармоники

S*a 'О|)-Р-ЛЯ*''(Ч) (8)

образуют ортогональное множество, состоящее из А (л, 2) »(л -|-1)* линейно
независимых сферических гармоник, удовлетворяюишх соотношениям

10, к + к' или 1ф1\
.

„
.

„
(9)S*a''

Из соотношения F) вытекает также, что

$"„'' (Г|> =- (—1)*+' SJ**-""' (tj), A0)

Для того чтобы найти явное выражение цля S*'', введем числа а, Ь, с, dr.

« = У«+ *У|. * —У*—«У* с — —У«—iy» d — yi — iyx. (И)

Тогда

р •> || р ||» у ad — be, (и, 4)**a-\-bs-\-(e-\-ds)t, A2)

и мы получаем из F), что

2 Н*а-' (р) sl-{a + 6*)»-* (в + ds)*, A3)

«S1 (VJ-75^7 f V»
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Полагая

ad Л±Л

и выражая а, Ь, с, d через у(, получаем

<-

где а0 определяется равенством A6) В полученном равенстве можно выра-
выразить /-ю производную через гипергеометрическую функцию (в данном случае
являющуюся многочленом Якоби), и окончательный результат принимает
следующий вид (см. 2.8 B7), 2 1 B), A) и B)).

Если л > k -f /. то

) - Р-"К'' <*> - (-D*( *)CU+ All)""* 

ХЛ(-4 В—/+1, я-*

- (-1)* AU + ЛЬ)""* (% + 1Щ)"-1 X

ч!-^ B0)
Если л < ft -f- /, то

- (-!)»-' (г,4 - й|,)*+|-в<П, ~V* X

B1)

j), B2)

где А*^* обозначает многочлен Якоби (см. гл. 10)

В полярных координата* выражения B0) B2) для S*' принимают до-
довольно сложный вид, и в этих координатах лучше использовать функ-
функции 11.2B3) для частного случая /7 = 2 Но яля преобразования сфериче-
сферических гармоник весьма удобны функции 5*'' (при четных значениях л) эти

функции, кроме того, удовлетворяют некоторым соотношениям, не имеющим
аналогов в случаях, когда рф2. Эти соотношения (которые будут дока-

доказаны в п. 117) имею! следующий вид (мы записываем их для функций Н%'а1
выено Sgi'j.
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Пусть д> j—два четырехмерных вектора, и пусть to —вектор с коор-
координатами

Ув*4 + У4*3 ~ УЛ+УА,

Если использовать кватернионы (см. Курош А. Г., 1965, гл. 4), то вектор
можно представить в виде

«4 + toi +)Щ+ *"i - (*4 + to, + ]гг + **i) (У4+ 'Л +УУз + *Л). B4)

где 1, /, j, k — основные единицы. Тогда имеет место теорема сложения

2л

ffisO

Определитель матрицы

[Я*-'ft)], ft,/ = 0, 1....Ж B6)

где А—индекс строки, а I—столбца, равен

Bл+1). B7)

Характеристические числа этой матрицы имеют вид

Х?\\п-т, л» = 0, 1 2л, B8)

где Ки Х2 являются корнями уравнения (см. D))
а— \ Ь I

с d—X\
'

След этой матрицы равен
2л

C0)

где T'jn+i означает производную многочлена Чебышева 11.1 B0).

11.7. Формула преобразования для сферических гармоник

Пусть у
— трехмерный вектор, а 9— четырехмерный вектор. Мы будем

применять обозначения

II«IU-г. ||9!|<«р, 5-i, r, = l. A)

Покажем, что любое ортогональное преобразование О в трехмерном про-
пространстве ректоров j, определитель которого равен -f-1, можно однозначно

описать с помощью единичного вектора г\. Если det О = -{-1, то существует
такой вектор $<>ф0 (ось врашения), что
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Преобразование О однозначно определяется заданием вектора jfo и угла
вращения \\>. Так как —

$„ также является осью вращения, то можно вы-

выбрать jo так, чтобы выполнялось неравенство 0 ¦< ip ¦< я. Если ф равно нулю,
то любой вектор j0 является осью вращения, и в этом случае мы положим

10 = о Поскольку вектор j0 определен только по направлению, мы можем,
не теряя общности, положить, что

II So IU- sin I, 0<ф<я. C)

Тогда компонентами х0>,, х0, t, •**, > вектора j0 будут

xOl j = cosotsln^, /=1,2,3,

где через щ обозначен угол между осью вращения н осью х\.

Определим теперь четырехмерный единичный вектор

q» (cos a, sin-|-, cosajsln-i, cosa3sin-^, cos^-1 D)

и положим Х) = (п\. Тогда ортогональную матрицу О можно записать в виде

О - {ytl - A) (yj+ А)'1« ^- (9Ч - 2у4Л +2Л«). <5)

1
(в)

где

fl ° °\ i Q уз -у2^
G)

0\ / 0 Уз — У*\

О . Л- -у, 0 у, .

1/ \ у2 -у, 0 /

Этн формулы определяют представление Кели ортогональной группы (см.
Г. Вейль, 1947, стр. 84 и след.). Представление в виде F) справедливо во

всех случаях, в том числе к тогда, когда определитель матрицы yj -\- A

обращается в нуль.
Используя обозначения A), B), D), E), 11.5A8), 11.5A9), 11.6(8), мы

получаем следующий результат:
Формула преобразования сферических гармоник.

Эта формула показывает действие ортогонального преобразования О в трех-

трехмерном пространстве на сферические гармоники и задает коэффициенты
линейного преобразования функций 5* через сферические гармоники
в четырехмерном пространстве. При этом переменными являются параметры
Кели преобразования О

Фч>ру\ та, эквивалентная формуле (8), была доказана в работе: A Schmidt
A899) (см. также Hoenl, 1934). 5 неопубликованной заметке Бейтмена по-
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казано, что коэффициенты при SJ, в (8) можно выразить через гипергео-

метрнческий ряд. В форме (8) это равенство дано Герглотцем, доказатель-
доказательство которого приведено выше.

Для того чтобы показать равенство (8), заметим следующее'

1. Гармонические многочлены Я™ (j) можно отобразить на произведение
степеней переменных а>ь и»2, полагая

х2 + ix3 — w

В самом деле, в силу 11.5B) получаем

и следовательде,

я +КЮ - (-I

Несмофя на то, что соотношение (9) налагает условия на координаты rt,
jc2, х3, а именно:

jtf+^ + jcJ-O A2)

(си. 11.5B5)), мы видим из равенства A1), что полное множество Н"' (f)
линейно независимых гармонических многочленов отображается на множе-

множество линейно независимых произведений степеней ш, и w2.

11 Если определить а, Ь, с, d равенствами 11.6A1), то линейное пре-
преобразование

1»!
= оя»1 -\- bw2, в»2 = cw, -\- dw2 A3)

индуцирует линейное преобразование переменных vx, w2, w\, w\, опреде-
определяемое формулами

w\w'2 — (ad-\-be) ю,в»г -J-

wf = 2abwlwi A4)

Если положить w[w'2 = x'x, w[ = jcg -f- /дг^, t»2 ¦=—^2 + ^3 ш предполо-
предположить, что

то A4) является линейным преобразованием

5' ({, jcj, лгз). A5)

где О задается формулой F). Мы получили, таким образом, представление
трехмерной ортогональной группы линейными унитарными преобразованиями
в двумерном комплексном пространстве (см. Гельфанд, Минлос и Шапиро,
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Ш. Подставляя в 11.6A3) выражение 11.6A1) для а, Ь, с, & и полагая

да.
s = —-, получаем

да,

"к

Если ||9|!= 1. т0 из A1), A3), A4), A5), A6) н F) вытекает формула пре-
преобразования (8).

Формулы 11.6B5) —11.6C0) являются следствиями того, что равен-»
ство (8) можно рассматривать как представление трехмерной ортогональной
группы (относительно используемых здесь понятий см. Гельфанд, Минлос
и Шапиро, 1958). В частности, Н.Ь(ЗО) вытекает из того факта, что харак-

характеристические числа ортогональной матрицы О, для которой 0=1, одно-

однозначно определяются углом вращения, то есть числом —. Поскольку

характеристические числа матрицы U, соответствующей О при представлении
ортогональной группы унитарными патрицами, зависят лишь от характери-
характеристических чисел самой матрицы О, то след матрицы U (который равен

сумме характеристических чисел матрицы U) зависит лишь от —. В соот-

соответствии с леммой 1 единственной сферической гармоникой, удовлетворяю-
удовлетворяющей этим условиям, является, с точностью до постоянного множителя,

правая часть равенства 11.6C0).
Y. Sato A950) выразил преобразование О в виде произведения трех

простых преобразований, доказал равенство (8) для этих преобразований
и дал таблицу коэффициентов (8) для я<7.

11.8. Многочлены Эрмита —Кампе де Ферье

Иной подход к изучению сферических гармоник принадлежит Эрмиту,
Дидону и Кампе де Ферье. Далеко развитая и важная теория, построенная

Э1ИМН авторами, весьма полно изложена во второй части книги: Appell и

Kampe de Ferlet A926). Мы не будем давать детальное изложение получен-
полученных ими результатов и ограничимся кратким указанием на то, что содер-
содержится в этой книге, отсылая читателя к самой книге для полного зна-

знакомства с теорией.
Обобщая конструкцию Максвелла сферических гармоник в трехмер-

трехмерном пространстве, определим следующие функции, зависящие от />+ 2 ком-

компонент вектора $:

где г «= || j || и неотрицательные целые числа m( mp удовлетворяют
условию

.. Ц-Мр>=п. B)

Функция в левой части равенства A) удовлетворяет уравнению Лапласа.
Qua являе1ся коэффициентом при
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в разложении функции

в степенной ряд по степеням переменных аи.... пр.
Тогда

, р у, тр(л) (б)

является сферической гармоникой степени в, которая зависит лишь от пер-

первых /> компонент вектора —. Производящей функцией для этих гармоник

является

-S-T1...^,., «p(i,.-...ip. F)

где сумма распространена на все неотрицательные целые значения ти..., тр.
Явное выражение, а также выражение через гипергеометрические функции р
переменных для функции V были получены Аппелем и Кампе де Ферье.
Связь с ультрасферическими многочленами дается формулой

где сумма берется по всем неотрицательным целым числам ти...,тр,
удовлетворяющим условию B). Отсюда могут быть подучены рекуррентные
формулы.

Введем обозначения

mt mr 0...., o(fi|
где s, ? = 1, 2, 3,... Можно показать, что в качестве полной системы

линейно независимых сферических гармоник степени л можно выбрать
функции

где неотрицательные целые числа /, 1\,..., 1Р удовлетворяют условию

A0)

Однако функции системы (9) не образуют ортогональной системы иа

единичной сфере, интеграл
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обращается в нуль лишь в случаях, когда либо

Л+ ... +1рфт1+ ... +т„,
либо все разности lt — mx,.... 1р—тр являются нечетными числами. По-

Поэтому было введено второе множество функций U, определяемых с по-

помощью производящей функции

-[(«,6,+ ...+«я|л-

Эти функции являются сферическими гармониками в (р -\-1 -f- 1)-мерном
пространстве. Функции U а V образуют биортогональную систему, так

что имеет место равенство

jT/о-в?-...-^/
за исключением случая когда т, =/,, т2 = /2, тр**1р. Таким образом,
функции U можно использовать для того, чтобы найти коэффициенты раз-
разложения функции на гиперсфере и, в частности, выразить через функции (9)
все сферические гармоники данной степени.

Многие другие результаты, касающиеся функций U и V, в частности

дифференциальные уравнения в частных производных, выражения через
обобщенные гипергеометрические ряды Лауричелла и разложения в ряды

функций по функциям U и V, см в книге Appell, Karnpe de Ferrfei (Ш26).
Обобщение функций V^ ... m

на значения /, отличные от натуральных

чисел, см. в книге A Angelescu A916).
Обобщение сферических гармоник, связанное с операторами, отличными

от оператора Лапласа, было изучено в работе: М. РгоИег A949).



ГЛАВА 12

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ ОТ МНОГИХ

ПЕРЕМЕННЫХ

12.1. Введение

Пусть R—область в л-мерном евклидовом пространстве и хи ..., хп —

декартовы координаты в этом пространстве. Обозначим через w (х) =
=да (хъ ..., х„) неотрицательною весов} ю функцию, определенную в R. Для
любых двух функций / (х1 а„) и g(x{ хп) положим

(*i xn)S (*i. • •
•• *п) w (*, xn) dxt ... dxn A)

и назовем это выражение скалярным произведением функций fag. Оно
заведомо определено, если функции fag ощелелены в R и интеграл A)
существует. Две функции называют ортогональными (относи1елыю веса w),
если их скалярное произведение равно нулю

Пусть задана весовая функция и любая последовательность линейно
независимых функций i|,, i|2,..., гакнх, чю определены все скалярные произ-
произведения (ijj(, f}) Тогда к этим функциям можно применить описанный в п. 10.1

процесс ортогонализации относительно скалярного произведения A) с)тот

процесс приводят к ортогональной системе функции, каждая из которых

однозначно определена с точностью до постоянного множителя Если

функции занумерованы несколькими индексами, то процесс орюгонализации

должен быть несколько изменен Прежде чем применять его в этом случае,
необходимо преобразовать множество функций в обычную последователь-

последовательность. Каждому возможному упорядочению соответствует орюгональная
система, причем, вообще говоря, различные упорядочения приводят к раз-
различным ортогональным системам Таким образом, если множество функций
занумеровано несколькими индексами, то мы не можем, вообще говоря,
однозначно определить орюгональиую систему Кроме того, во многих слу-
случаях преобразование в обычную последовательность нарушает симметрию

существующую в исходной системе функций По эшм причинам часто пред-
предпочитают для заданной системы линейно независимых функций

хп)\
занумерованных несколькими индексами, построить две системы

{ЧЦ «„№ хп)\ и {Хя,, „я(*1 *„)}.
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биортогочальные друг другу, то есть такие, что интеграл

V«l та'Хт[, .... т'п)

обращается в нуль, за исключением случая /я, ¦» т\ т-2 = т^,..., та = т^.
Биорюгональные системы дают большую свободу выбора, которую можно
использовать для сохранения симметрии

Мы применим эти замечания к ортогональным многочленам от не-
нескольких переменных Для того чтобы ортогонализоаать множество одно-
чинов

х™1х?*... дс"» ш,, «j, тп— О, I B)

необходимо упорядочить этн одночлены. За исключением случая, когда
области и весовые функции имеют весьма частный вид, не существуе! (един-
(единственной) системы ортогональных многочленов, и любая система ортого-
ортогональных многочленов, получаемая с помощью упорядочения одночленов B),
необходимо несимметрична по переменным дг, х„. Однако, используя
биортогональную систему многочленов, можно обойти эти затруднения

По-видимому, не существует развернутой общей теории ортогональных
многочленов от нескольких переменных. Однако хорошо известны и детально

изучены некоторые частные виды биортогональных систем, соответствующие
классическим ортогональным многочленам одного переменного. Изложению

этой теории посвящена книга: Appell, Kampe de Feriel. содержащая обшир-
обширную библиографию по исследованиям, проведенным до 1925 года.

В этой главе мы дадим краткий очерк общих свойств ортогональных
многочленов двух переменных и изучим несколько детальнее все системы

биортогональных многочленов от двух и большего числа переменных, кото-

которые соответствуют классическим системам ортогональных многочленов

одного переменного или являются их обобщениями. Есть много ючек со-

соприкосновения между материалами этой главы и глав 10 и 11.

12.2. Общие свойства ортогональных многочленов

от двух переменных

Общие свойства ортогональных многочленов от двух переменных былн

изучены Джексоном (Jackson, 1937), который рассматривал также ортого-

ортогональные многочлены от трех и oi двух комплексных переменных (Jackson,
1938, 1938а). В этом пункте и в п. 12.3 мы ограничимся случаем двух ве-

вещественных переменных. Соответствующие свойства ортогональных много-
многочленов от п переменных легко могут быть сформулированы по аналогии
читателем.

Пусть задана область R в х, у-плоскости и неотрицательная весовая

функция w(x, у). Если область R ограничена, то будем предполагать, что я»

интегрируема по области R, а в случае, когда область к не ограничена —

что сходятся все интегралы

J jw{x,y)xmyadxdy, л».л = 0, 1,... A)
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Свойства ортогональности, нормированное™ и т. д. будут пониматься отно-
относительно скалярного произведения

(Л g) - / f f <*. у) g (x, у) w (x, у) dx dy. B)
R

Так как / и g являются многочленами, то интеграл B) всегда существует.
Упорядочим одночлены хтуп следующим образом:

хту" выше, чем хку1, если I

либо т 4-« > * + /, | C)
либо т +- я =¦ * + / в I > п.\

Упорядоченная последовательность одночленов имеет вид

1, х, у, х1, ху, у*, jc3, х2у, ... D)

Упорядочение C) индуцирует частичную упорядоченность многочленов

от х и у. Мы будем говорить, что многочлен q (x, у) выше, чем р (х, у),
если старший член (с ненулевым коэффициентом) в q выше, чем любой
член (с некулевым коэффициентом) в р.

Следует отметить, что упорядочение C) выбрано произвольно и несим-

несимметрично относительно .« и у. Мы будем рассматривать ортогональные мно-

многочлены, связанные с упорядочением C), вообще говоря, иное упорядочение
приводит к другим системам ортогональных многочленов.

Применяя процесс ортогонализации. описанный п п 10.1, к последова-

последовательности D) и к скалярному произведению, определяемому равенством B),
получаем систему ортогональных многочленов. Мы будем записывать ее

в виде

?ос ?ю. 011, <7го. Язь Язз> 0зо. Яп E)

так что qnm (x, у) имеет степень п по совокупности переменных х и у и

степень т по переменному у, л = 0, 1, 2,.,., /я = 0, [,..., п. Свойство

ортогональности имеет вид

где brs = 0, если г Ф s, к 6„= 1, если г = 5. При этом qnm выше, чем qkl,
если либо п> к, либо п = k и т>1.

Существует п-\-\ многочленов степени п по совокупности перемен-
ных х л у, а именно:

Япя> Чпь •••» Ят-

Любой многочлен степени л, ортогональный ко всем многочленам меньшей
степени, является линейной комбинацией qm qnn. Заметим, что такой
многочлен не обязательно является ортогональным ко всем многочленам,

которые ниже его (разумеется, «ниже» в смысле, определенном в C)).
Для любой вещественной ортогональной постоянной матрицы (Су), то

есть такой, что
п

2с//с*/-6<*. '. *-0, I л, G)

многочлены
я

Рп1 (х, у) = 2 ctflnj (х, у), / - 0, I,..., я, (8)2 ctflnj (х,
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попарно ортогональны, нормированы и ортогональны ко всем многочленам

меньшей степени (но не обязательно ко всем более низким многочленам).
Обратно, любые п-\-1 попарно ортогональных нормированных многочленов,
которые ортогональны ко всем многочленам меньшей степени, могут быть

представлены в виде (8), где коэффициенты Cij удовлетворяют соотноше-

соотношениям G). Заметим, что в pni (х, у) индекс л указывает на степень по сово-

совокупности переменных х и у, в то время как индекс I уже не указывает на

степень по у.

Предположим, что существует аффинное преобразование
х' = ах+ $у, у' = -у* + 6у, об— р-у = 1. (9)

отображающее область R на себя и оставляющее инвариантной весовую
функцию. Тогда для любого л

Рю (¦*'. У')> Рм С*'. У') Рпп (¦*'. У')

образуют систему, состоящую из я -(- 1 попарно ортогональных и нормиро-
нормированных многочленов, которые ортогональны ко всем многочленам меньшей
степени. Таким образом, многочлен pni(ax -р-Ру, ух-{-by) может быть по-

получен с помощью вещественного ортогонального преобразования, приме-
примененного к многочленам qnt (x, у) и, следовательно, к рт (х, у). Любое

аффинное преобразование (9), оставляющее инвариантным Raw, задает
для лююго п ортогональное преобразование системы многочленов

Pnty ••¦< Рпп- Различные системы pni (для тех же самых R, w, n и а, р, у, 5)
преобразуются подобным образом. Группе аффинных преобразований (9), со-

сохраняющих R и w инвариантными, соответствует для каждого л группа

ортогональных преобразований. Дальнейшие детали и ссылки на работу
A. Sobczyk имеются в книге: Jackson A937).

Если /?—прямоугольник

«<*<*, c^y<d A0)
и w (х, у) — и (х) v (у), то можно положить

Рп! (х, у) = ра_( (х) qt (у), i = 0, 1 я; п = 0.1,...,

где {р„} — система ортогональных многочленов, связанная с весовой функ-
функцией и на отрезке {а, Ь) и, {qn} —система ортогональных многочленов, свя-
связанная с весовой функцией v на отрезке (с, d).

12.3. Дальнейшие свойства ортогональных многочленов

от двух переменных

Пусть {р„1 (лг, у)) является системой многочленов, ортонормальных от"
носительно весовой функции w и области R и имеющих вид 12.2 (8) Для
каждого i pni (х, у) является многочленом степени л относительно со-

совокупности переменных х и у, и любой многочлен степени л может быть

выражен в виде линейной комбинации многочленов рт1 (х, у), 0 < / < /я,
0<ш<л. Многие из общих свойств ортогональных многочленов одного

переменного (см. п. 10.3) имеют аналоги для случая аиух переменных, хотя

соответствующие формулы становятся менее простыми
В первую очередь докажем существование рекуррентного соотноше-

соотношения, позволяющего выразить (ах -f- by) pn, (x, у) в виде линейной комбина-

комбинации многочленов степеней л +1, л и п — 1 Доказательство аналогично

доказательству в 10.3 G). Для фиксированных л, / произведение

(jt, у)
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является многочленом степени п -\-1 и, следовательно, имеет вид

я+1 т

(ах + by) рп1 (х, у) - 2 S Vm/An/ С*. У), A)

Ym; - § f {ax + by) ра1 {х, у) рт, (х, у) w (х, у) dx dy. B)

Так как {ах -{-by) pmi{x, у) является многочленом степени да-J-l, а р^

ортогонально ко всем многочленам, степень которых меньше степени п,
мы получаем, что

Ym/ = 0, m = 0, I я —2. C)

Таким образом, в разложение A) входят лишь члены, соответствующие
значениям т = п — 1, п, п -\- 1.

По-видимому, неизвестно, какими должны быть многочлены р„{, то есть

коэффициенты ctJ в 12.2 (8), чтобы полученный результат приводил к про-

простому рекуррентному соотношению; неизвестно также, при каких условиях
система многочленов, удовлетворяющая рекуррентному соотношению описан-
описанного выше вида, является системой ортогональных многочленов, соответ-

соответствующих неотрицательной весовой функции (см. замечания, следующие
за 10.3 (9)).

Как и в случае одного переменного, рекуррентное соотношение можно
использовать, чтобы вывести соотношение, соответствующее формуле Кри-
Кристоффеля— Дарбу. Если pni имеют вид 12.2 (8), то положим

я ft

&п {х, у, и, v) = 2 2 Рт (•*• У) Ры (ц. »). D)
* = 0 «*0

Ln(х, у, и, v) = К„ (х, у, и, v)—Ka-i {х, у. и, v) =

П

= 2 Рт (•*. У) Рт (и. «). E)
1 = 0

М„ {х, у, a, v, r, s) = ?.„+, (и, v, r, s) Ln (х, у, г, s) —

— Ln («, v, r, s) Ln+l (jc, у, г, s). F)

Хотя многочлены р„1 определены лишь с точностью до ортогонального

преобразования, многочлены D) — F) однозначно определяются весовой
функцией w (х, у) и областью R. «Формула Кристоффеля —Дарбу» имеет вид

[(аи + bv) — {ах -|- by)] К„ {х, у, и, v) =

•= J J {or + bs) Мп {х, у, и, v, r, s) w (r, s) dr ds.
G)

Доказательство см. в книге: Jackson A937).
О|носигельно минимальных свойств ортогональных многочленов двух

переменных см. Grobner A948).
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ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ В ТРЕУГОЛЬНИКЕ

12.4. Многочлены Аппеля

Пусть Т—треугольник

*>Q, у>0, * + у<1 A)

/ С*) - **-» уУ-1 A -х- y)«-v-v B)
— соответствующая весовая функция Эта весовая функция интегрируема,
если имеют место неравенства

Rev>0, Rey'X), Reo> Refr+ v') — 1. C)

Однако многие из формальных результатов сохраняют силу и без этого

ограничения.
Аппвль (Appell, 1881) ввел многочлены

v. у. * я - о -*-

которые являются аналогами многочленов Якоби (см 10.8 A0)). Здесь, как

и далее в этой главе, положено

(а),= 1, (а)„~а(а+1)...(а-г-л-1). л-1. 2,..., E)

Относительно детального изучения этих многочленов и ссылок на литературу
см Appell, Kampe de Feriei A926, гл VI и библиография)

Из равенава D) видно что Ртп является многочленом степени т\п
относительно совокупности переменных л и у Выражение <?тп через гипер-
геометрическии ряд Аппеля f, аано в 513A)

Используя облайь A) и весов) ю функцию B) в определении скаляр-
скалярного произведения 12 1 A), получаем чго

Я
...

V
У

""
A - Х-

Последовательное интегрирование по час1ям показывает, что %тп ортого-
ортогонально ко всем многочленам степень которых меньше т -\-п. а частости,
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С другой стороны, путем последовательного интегрирования по частям

получаем, что

(у)т(у')я дхт дуЯ
*

Х / / *V+<"~V +"~'
О -•*-

Г(у)Г(у/)Г(а+м-|-»+1-У-у')

т -J- п = А -)- /,

я так как это выражение, вообще говоря, отлично от нуля, то много-

многочлены ?тп не образуют ортогональной системы По-видимому, неизвестно

ни одной ортогональной или биортогональной системы многочленов, связан-

связанных с весовой функцией B)
Из 5 13A), 511(8) и 5 9A0) можно вывести систему дифференциальных

уравнений в частных производных одним из решений которой является

функция
(l-*-y)a-v-v'^MB(a, Y. У1, х, у).

Используя обозначения

дг дг д3г д*г . <Рг ._

' * r * ' (>

ату систему можно записать в виде

[y-By+y'—a-n+l)x)p-
— (Y+ «) УЧ — (Y+ т) (Y+ Y' — a— m — л) г =0,

Если a«=Y+ Y'. то выражение весовое функции B) упрощается и при-
принимает вид

*0 (*> = jfV-^V -i. fje Yi Re Y' > 0 A0)

Для этой весовой функции Appell A882) рассмотрел две системы много-

членов-

, У, Y'. X, у)-

* ~УУ ~У ^П+"

(Y)m(Y')e

-Л{— т— п, v+m, /4-4. Y. Y*; х. У), (П)

-«, -я. Y. Yl х, у), A2J
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где Ft— ряды, определенные в 5.7G). Из 5.9A0) можно вывести дифферен-
дифференциальные уравнения в частных производных, которым удовлетворяют функ-
функции Fmn и Етп. Они имеют вид

для Fgut

«ля

A3)

(И)
y{l-y)t-xys+[y'-

Складывая каждую нз этих пар уравнений, видим, что как Fmn, так и Ет„
удовлетворяют дифференциальному уравнению в частных производных

x(l -x)r-2xys+ y A - y)t+ |Y—(У-т-У +1)*] Р +

+n)z=.O. A5)

Это дифференциальное уравнение можно использовать для того, чтобы

доказать, что интеграл

jj (Y, Y, х, У) Вы(V. V', х, У)dxdy A6)

обращается в нуль, за исключением случая, когда т = k и л = /. Это
показывает, что две системы многочленов A1) и A2) образуют биорто-
гональную систему в области A) относительно весовой функции A0).

Формула

J J (Y. У) Е„(у, Y, х, у) dxdy -

l '

доказана в книге: Appell, Kampe de Ferlet A926, стр. 110, 111) Ее можно

использовать, чтобы вычислить коэффициенты в разложении любой функции
в ряд по системе Ртп или в ряд по системе Етп. Двумя примерами таких

разложений являются

хх,
<*+О'(У+»)*(У+»)| A81

A-дс- уI-1 -22 (-1>-+в (Y + Y7 + 2*+ 2л) X

т=0 л-0
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(Appell, Kampe de Ferlet, 192b, стр 112, 113) В формуле A8) суммирование
распространено на все неотрицательные целые Аи/, для которых
k+ / = т 4- п.

Относительно случая \- = у' *= 1, о = 2, когда весовая функция постоянна,
см. ОгбЬпег A948, п. 5).

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ НА КРУГЕ И ШАРЕ

12.5. Многочлены V

В этом и следующих пунктах мы булем использовать обозначения,
аналогичные обозначениям гл. 11. Через

J-<*! хп) A)

булем обозначать вектор с (вещественными) компонентами xt хп в л-мер-
ном (вещественном) пространстве и через

||5И-г=/*?+-•+4 B)

— длину этого вектора. Двум векторам

0е («1 «л). |«=(*1 •*/•) C)

сопоставим скалярное произведение

(в, S) -ел +... +а„х„ D)

и угол В, где

(Скалярное произведение D) двух векторов следует отличать от скалярного
произведения двух функций встречающеюся в 124 A7), 126 D) и аналогич-

аналогичных соотношениях) Через 6" мы будем обозначать с жничный шар || г || < 1
в нашем пространстве, а через dx — элемент объема Таким образом,*

S

является сокращенный обозначением аля

Будем рассматривать ортогональные многочлены в области 5 относи-

относительно весовой функции

{l-rf-1V2-(l~x>-...-xirlVa. E)

При ««2 область является кругом иа плоскости, при л — 3 — шаром
в трехмерном пространстве и при л > 3—гипершаром

Многочлены

*п)
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определяются с помощью производящей функции

[1—2@. *)+Н«1|2Г<Я+*~1>'2~2а"'---ЛГЯ1С,... т {*\ *Л
'"" "

G)

В этой сумме, как и в аналогичных суммах, суммирование ведется по всем

неотрицательным целым значениям /л, т„ Очевидно, что Vsm (j) явля-

является многочленом степени от* от х^, причем этот многочлен четный иди

нечетный по хр в зависимости от того, четно или нечетно от*; при этом

т ^ /Л| -ф- ... -р* гП/i ($)

является степенью многочлена Vsm (x).

При и ¦» 1 сравнение с формулой G) к 10.9 B9) показывает, что

s

При /« = 2 и s = 0, 2 многочлены F) были введены Эрмитом (Hermit, 1865,
1865а), а при любом п — Дидоном (Dldon, 1868). Эти многочлены и связан-

связанные с ними вопросы весьма детально изучены во второй части книги: Appell
Kampe de Feriet A92b), где содержится также подробная библиография.
Дополнительные ссылки даны в библиографии к этой главе, см. Angelescu,
Appell, Brinkman и Zernike Caccioppoli Chen, Dlnghas, Erdelyl. Koschmleder,
Орлов, Schmeldler.

Разлагая производящую функцию G) по степеням ах,..., ат, получаем

явное выражение

V'mt »„(*! Хп)-

Л «I 2
' '*"

2
'

где

^(«t «„• Рг ••¦• Ря. Г. 'v •••• гп)~

i
. ¦. (а„)тд

является одним из гипергеометрических рядов Лауричеллы от л переменных

(Appell, Kampe de Ferlet, 1926, гл. VII). Существуют также представления V*m
через гипергеометрические ряды по возрастающим степеням xk (иногда
по убывающим степеням). Эти представления имеют различный вид в зави-

зависимости от четности /и» (см также 109 B1) и 10.9 B2)).
Если положить в G) в» = tbk и сравнить коэффициенты при tm в обеих

частях, то получим соотношение



115} tt.5 МНОГОЧЛЕНЫ V 263

С помощью явной формулы можно проверить, что многочлен, опре-
определяемый равенством A0), удовлетворяет следующей гипергеометрической
системе дифференциальных уравнений в частных производных:

= 0, /=1 л. A3)

где т. — степень, определяемая формулой (8) Складывая эти п уравнений,
мы видим, что все многочлены степени т удовлетворяют дифференциаль-
дифференциальному уравнению в частных производных

A4)

Существует замечательное символическое представление наших много-
многочленов

2-
2 т р

f—n—

где (ft — обобщенный гипергеометрический ряд (см. 4.1A)) н

— оператор Лапласа. Это представление можно вывести с помощью связи

между многочленами Vsm и гииерсферическими гармониками (см. п. 11.8).
Эту же связь можно использовать для гого, чтобы доказать, что ишеграл

Jd-г2)
S

A7)

обращается в нуль, если т Ф т', а также если /« =» я»' и некоторые из раз-

разностей ml
—

mi являются нечетными числами Так как этот интеграл не

обращается в нуль, если т =• т! и все разности mi
— т\ четные, то функ-

функции Vsm не образую! ортогональной системы многочленов

Формула, соответствующая формуле Родрига (равенство 10.9 A1)),
имеет вид

m+n+s-l
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где в правой частя

являются независимыми переменными и

i. B0)

Эта формула может быть выведена нз производящей функции G) путем
подстановки A9) и замены щ на щ У\ — гг.

Производящая функция лежит также в основе вывода соогиошеиня

B1)J *?'

Относительно других интегралоа см. Dinghas A950).
Рекуррентные соотношения, формулы дифференцирования и аналогичные

соотношения также вытекают из производящей функции; они собраны
в книге: Appell, Kampe de Feriel A926, п. LXXVI).

12.6. Многочлены U

Вторая система многочленов

"?«-"?, %(*i.-.*«) 0)

определяется с помощью производящей функции

При я =» 1 мы имеем

При л=2, s= 1, 2 эти многочлены были введены Эрмитом; для произволь-
произвольного п см. литературу, указанную в п. 12.5.

Наиболее важным свойством этих многочленов является то, что они

образуют систему, биортогональную к системе Vsn. Интеграл

D)

обращается в нуль, за исключением случая, когда я, = 1Ь ..., т„ «¦ /л и

—I Г [(л+«—
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Это свойство биортогональности может быть доказано путем использования

производящей функции (см. соответствующее доказательство для многочле-

многочленов Эрмита в п. 12.9). Обратно, Кампе де Ферье (Kampe de Ferlet, 1915)
постулировал биортогональное свойство и вывел отсюда производящую

функцию.
Теория многочленов U напоминает теорию многочленов V, и мы огра-

ограничимся лишь перечислением относящихся сюда формул.
Явное выражение

VF ( т1 т « «

F)

( т1 тп 1 «1 1 «л S + 1. 1 — Г2 1 — Г*\
[ У ~Т' Т Т'~Г'~ х\

~

xl

с соответствующими рядами по возрастающим степеням хх,

т s

G,

Многочлены U'm удовлетворяют системе дифференциальных уравнений
в частных производных

Все многочлены степени т удовлетворяют дифференциальному уравнению
в частных производных

(9)

которое получается путем сложения п уравнений (8) и идентично соответ-

соответствующему уравнению 12.5 A4) для Vsn.
Символическое представление может быть записано в виде

10 Г. Вейтнен. К. Эрдейя
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где *-я степень A — г2) Л2 понимается как A — г2)* Д2*. Существует также

соотношение, соответствующее равенству 12.5 A7), но оно менее важно.

Аналог формулы Родрига в этом случае проще, чем в случае много-

многочленов V*m.
а-1

- (-1Г (*>* т

*
т О - г»)*"**-1*. (И)

Кошмидер (Koschmleder, 1925) получил выражение для Ь'т через част-

частные производные по х\. »

Интегральное представление, соответствующее 12.5 B1), имеет вид

«-Я-1

... тя1Т U% to)«Wwr(i^i) J (i^

X I*, +^, /l-i4ll2li... Ua + lxn V\-nf\*dx. A2)

Две системы многочленов U'm и V*m связаны яруг с другой. Эта связь

может быть выражена в следующих двух эквивалентных формулах:

j
A3)

j_ m ^ ?zd| (^_ 1}T^(^J—) - (s)ffl vtf-— (S). A4)

Свойство биортогональности было установлено в D) н E). Из соотношения

биортогональности вытекает также следующая связь между рассматривае-

рассматриваемыми функциями. Определим функции Rsm (j) формулой

Эти функции удовлетворяют системе дифференциальных уравнений в част-

частных производных

У-1,2,...,п, (IS)

которая может быть выведена из (8). Легко видеть, что эта система еопря-
жена с системой 12.5 A3) дифференциальных уравнений в частных произ-
производных, которой удовлетворяют функции Vsm (j).
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12.7. Проблема разложения и дальнейшие исследования

Свойство биортогональности систем U и V делает вероятным предпо-
предположение, что произвольную функцию / (j) можно разложить как в ряд вида

2 <№(*>. а)
так и в ряд вида

2ОЪЮ- B)

Из 12.6D) и (б) подучаем выражение для коэффициентов этих разложений:
S-1

Kfi'm - / 0 - г2) 2
fix) V°M (|) dx, >

C)

—

AX = J A - г2) 2
/ E) tfj, (,) rfx. D)

5

Общие исследования этих разложений содержатся в книге: Appell:
Катрё de F6riet A926, ч. II, гл. V) Более точные результаты были полу-
получены позднейшими авторами

При изучении проблемы разложения обычно предполагают, что в фор-
формулах A) н B) s является положительным целым числом. Кошмидер назы-

называет ряды A) и B) рядами Аппеля, если s > 2, рядами Дидона, если s = 1.
Он показал, что ряд Аппеля для п переменных можно свести к ряду Дидона
от n-\-s — 1 переменных. Кроме того, кратные ряды (I) и B) сводят к обыч-

обычным рядам, группируя все члены одинаковой степени. Таким образом, ряд A)
интерпретируют как

2 Г
т=0 |_п»|+ ...

E)

аналогичную интерпретацию допускает ряд B). Ряды е переставленными
членами можно связать с разложением Лапласа функций на единичной
гиперсфере в пространстве n-f-*-J-1 измерений; эта связь часто исполь-

используется.

Сходимость рядов A) и B), расположенных, как указано выше, была

изучена при п — % s=\ в работах: Caccioppolt A932) и Koschmieder A933).
Каччиополи суммировал ряды и изучал их сходимость с помощью сингу-
сингулярного интеграла. Он доказал сходимость для функций, имеющих непре-
непрерывные производные. Кошмидер использовал теорию интегральных уравне-
уравнений и доказал абсолютную сходимость для функций, обладающих непрерыв-
непрерывными вторыми производными.

Случай произвольного п и (натурального) s изучил Koschmieder A934).
Используя интерпретацию E) ряда A) и соответствующую интерпретацию
ряда B), Кошмидер показал, что эти ряды являются равносходящимися

с некоторыми разложениями по многочленам Гегенбауэра. Koschmieder A934a)
также получил теорему равносходимости разложения Лапласа с рядом Фурье
как рядом сравнения.

Суммируемость по Чезаро рядов Лапласа была изучена Ченом (Chen,
1928) и Кошмидером (Koschmieder, 1929). Результаты были применены
к рядям Аппеля в работе: Koschmied?r A931),

10»
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Если выполняется условие

6>n+s—1, F)

а функция / (е) интегрируема в S, то ее ряд Аппеля (С, б)-суммируется
в /(s) почти всюду в 5 и во всяком случае в точка* Лебега функции /
в S. Если выполняется условие

" +*-1
<&<n+s-l, G)

то ряд Аппеля (С, 6)-суммируем во всех точках ф таких, что

e+s-i

f
является интегрируемой функцией от $ в S.

Следующие примеры разложения взяты из книги: Appell, Kampe de
Ferlet A926, п. LXXXVIII и XCI).

(8)

где к— натуральное число и суммирование ведется по всем значениям

/»i т„ таким, что k—m является положительным четным числом;

я+д-1

«РР @.1I-*

exp (a, I) У(,_1)/2 [ || а || A - г»)] *

В последних двух разложениях суммирование производится по всем неотри-
неотрицательным целым тъ ..., тп.

Случай п = 2 был детально изучен (см. Appell, Катрё de Fenel, 1926,
ч. II, гл VII и работы, упомянутые в п. 125—12.7 этой главы). Другой
подход к ортогональным многочленам в шаровых областях был использован
в работах: Brinkman, Zernike A935) и СтбЬпег A948) Многочлены, связан-

связанные с дифференциальным у равнением в частных производных Д?/7 = 0
в шаровой области, были изучены Ciulotto A939), который получил для

этого случая биортогональную систему Devisme A932) ввел многочлены,

определяемые с помощью производящих функций
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и использовал их для изучения дифференциального уравнения в частных

производных
д» & d» ?8

Многочлены У^,, Vj, можно обобщить, использовав фиксированную
квадратичную форму <р ($), взаимную форму тр (j) и билинейную форму <р (g, д)

(см. 12.8 F)—(8)). В этом случае производящая функция имеет вид

2

Л+J-l

- 2 (а. ?)+1|> (а)Г 2
- 2 аГ' — ЛГЯ?>* &>¦

Эти многочлены были введены Эрмитом и изучены в работе: Angelescu A916).
Вели ?d)«(j,j) = <p(s), то многочлены, определяемые равенствами A3)
и A4), совпадают соответственно с U'm и V^

МНОГОЧЛЕНЫ ЭРМИТА ОТ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

12.8. Определение многочленов Эрмита

Как и в предыдущих пунктах,

t — (xi х„) A)

означает (вещественный) вектор.

iun-V*?+ ... +4 со
длину вектора $ и

(а, |) = а,х, -f ... + в„дг„ C)

скалярное произведение двух таких векторов. Через С мы будем обозна-
обозначать фиксированную положительно определенную симметричную квадратную
матрицу с вещественными элементами, то есть

C-f«i/|. /, У-1 п, D)
л

«jy — e/j —вещественные, 2 *«/*!*/ > °> 5^0-

Обратная матрица будет обозначаться через С~х. Ее элементами являются

/, у=1, ..., л, E)

определитель матрицы С и уг»—-алгебраическое дополнение элемента с„
в Д. С матрицей С связана положительно определенная квадратичная
форма

j.Cf)= 2 clfxtxj F)
l.J-1
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и симметричная билинейная форма

Мы имеем также взаимную форму

¦ (I) = ф (c~h) - (с-V г)=Of,
которая также является положительно определенной квадратичной формой,
и взаимную симметричную билинейную форму

-«Г1!, *)-($. С~Ч). (9)

Эти формы связаны друг с другом следующими соотношениями:

A0)

. A1)
* (J + СЧ) - * (j) + 2 (s, 4) + Ф (Ч). A2)

A3)

Наконец, упомянем интегральную формулу
—

1

I ехрГ— -2<f(x) + (u, s)lrfjf=BreJ Л
2
ехр

где интегрирование ведется по всему пространству, dx означает dxt ... dxu
и а — постоянный вектор. Эта формула может быть доказана путем приме-

применения формулы (И) и преобразования квадратичной формы «р (j -)- С~*а)
в сумму квадратов.

Введенные здесь обозначения будут использованы на всем протяжении
этого и последующих пунктов.

Многочлены Эрмита от многих переменных являются биортогональной
системой многочленов, связанной с весовой функцией

1 —2.
w (!) = Д

2 Bя)~ 2
ехр [-1^1], A4)

причем областью определения является все л-мерное пространство. Из ра-
равенства A3) вытекает соотношение

1. A6)

Эти многочлены являются, очевидно, п-мерным обобщением ортогональных
многочленов, определенных равенством 10.13A). Они были введены Эрми-
том (Hermite, 1864) и изучены далее многими авторами. Аппель и Кампе
де Ферье (Appell, Kampe de Feriet, 1926, ч. Ill) дают детальное изложение

этой теории вплоть до 1926 года и библиографию. Дополнительные ссылки

указаны в библиографии, см. работы: Caccioppoli, Erdelyi, Feldheim, Grad,
Koschmieder, Mazza, Picone, Thijsscn и Tortrat. Обобщение иа бесконечно-

меряое пространство дали Cameron и Martin A947) в Friedricte A991, с*.,
I частвостш, яр. 212 и след.).
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Определим две системы многочленов

Om(s)"O (х, *„> 1

"тЮ^Нт, ma(*l x«) J
с помощью производящих функций

exp [(Ca, j)—-j<p(a)j = exp ^фЙ)—2-q»(j —o)j =
™

i amn

exp [(a, j) — -j ф (a)] « exp [1Ф (j) -1 <p (j - C~M] -

A8)

эти производящие функции являются многомерным обобщением произво-
производящей функции 10.13A9). Во всех суммах /к,, ..,, тп пробегают все не-

неотрицательные целые числа, за исключением случая, когда явно указана
другая область суммирования. Многочлены, определяемые равенствами
A7) и A8), имеют степень /п, по переменному xlt и их (полная) степень

равна

+ + A9)

Мы следовали в этих определениях книге: Appell, Катрё de Perlet A926,
п. CXVIII). При п=\ и Сц « 2 мы получаем многочлены Эрмита, опреде-
определенные в п. 10.13.

Если вычислить коэффициенты при а™\ ... атп в производящих функ-

циях A7) и A8) с помощью теоремы Тейлора, то получим формулы

Ит (J) - (-Dm ехр [1Ф (л)] W[

^
jj-exp [-1Ф (s)]f B0)

ОХ\ • ••
п

(C-*S) - (-1)" ехр Ц ф ({)]
^

—ехр Г- i ф EI, B1)

соответствующие 10.13 G). Кошмидер (Koschtnleder, 1925) дал другое выра-
выражение для некоторых многочленов Эрмита от двух переменных в терминах

частных производных. Либо A7) и A8), либо B0) и B1) можно рассматри-

рассматривать как определение многочленов Эрмита от многих переменных

Другие обозначения в случае квадратичных форм частного вида были

использованы Градом (Н. Grad, 1949).

12.9. Основные свойства многочленов Эрмита

Наиболее важным свойством многочленов Эрмита является свойство
биортогональности

J w (j) Q, (х) Нт (j) dx - о,(ЯЧ ... о,л/я,1... ти\ A)
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где w ($) — определенная формулой 12.8 A4) весовая функция, ЬРЯ опреде-

определено в п. 12.2 и

Для того чтобы доказать свойство биортогональности, заметим, что в силу
12.8A4), A7), A8) интеграл в левой части равенства A) является коэффи-
коэффициентом при

B)TT
— 7

в выражении

Bя)~TA~* J ехр [- iФ(s) + (а, 5) —~ * (а) + (СЬ. Е)-i-<p (b)] dx. C)

В силу 12.8 A3) выражение C) равно

11] D)

и в силу 12.8 A2) это выражение имеет вид

Ж ~1 / ft Л
V *

ехр [(о,
(«А)

"

Коэффициент при B) в ряду E) и дает правую часть равенства A).
Билинейная производящая функция, соответствующая формуле Ме-

лера 10.13 B2), может быть получена аналогичным образом. Для этого нужно
вычислить двумя различными способами интеграл

L

) F)

при достаточно малых положительных значениях tu .... /я, а имешю,

в первый раз используя 12.3 A3), а во второй—используя 12.8 A7) и

12.8 A8) и непосредственно интегрируя. Полагая

заметим, что при достаточно малых положительных tx, ..., tn квадратич-
квадратичные формы ф4 ({), k » 1, 2, положительно определены. Обозначим опре-
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делитель формы <pft через Aft и взаимную квадратичную форму через ty. (j).
Мы получим тогда, что

Л tm"

« ft ... torl (Д,Л2Г'/' exp ^ ih (CS + Cn) —i- ife (C5 - C9)J. (8)

В этой форме результат был получен Эрдейи (Erdelyl, 1938a) вместе
с соответствующим результатом относительно производящей функции для

Нт (л) Gm (9). Таким образом, был обобщен результат, содержащийся
в раооте: Koschmieder A938, 1938а), в которой дана явная формула при
п = 2, Билинейная производящая функция изучалась также в работах:
Torti at A948, 1948а).

Система дифференциальных уравнений в частных производных, которой
удовлетворяют функции Нт ($), также может быть выведена из производя-
производящей функции. Функция в левой части равенства 12.8 A7) удовлетворяет
системе дифференциальных уравнений в частных производных

п п п

-—
/ , с,.х, 7i Y- i~b Да! -=;— = 0, ( = 1, 2, ..,, п..

где Д — определитель матрицы с„ и у„— алгебраическое дополнение эле-

элемента Cji в Д. Разлагая по степеням а;, мы получаем следующую систему

дифференциальных уравнений в частных производных для Нт (j):

"¦

Дифференциальное уравнение в частных производных

может быть получено путем сложения п уравнений (9). Оно удовлетво-
удовлетворяется всеми многочленами рассматриваемого вида, имеющими одинаковую
степень т.

Доказательство того, что система дифференциальных уравнений в част-

частных производных

^Щ4^ /=1 л, A1)... \

удовлетворяется многочленами От (j), проводится точно так же.
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Рекуррентные формулы и формулы дифференцирования также могут

быть получены из производящих функций. При п =2 соответствующие

результаты указаны в книге: Appell, Kampe de reriet A926, п. CAAil).

Существует много связей между многочленами Эрмита от одного и

от многих переменных. Заменяя в формулах 12.8 A7) и A») а на ta н раз-
разлагая по степеням t с помощью формулы 10.13A9), получаем, что

т

анп

A3)
л

— ~~
мял 1~ш#ьв л - ъ ш

Относительно других связей между многочленами Эрм«а от одного и

от многих переменных см. книгу: Appell, Kampe de Feriet и работы Фельд-
гейма (Feldhelm), указанные в библиографии. Заметим, что обозначения

Фельдгейма отличаются от наших обозначений.
Теорема сложения для многочленов Эрмита от двух переменных была

получена в работе: Koschmieder A930a).

12.10. Дальнейшие исследования

Путем сравнения производящих функций легко показать, что много-

многочлены Эрмита от многих переменных
являются предельным случаем много-

многочленов, определенных равенствами 12.7 A3) и A4).

иш Г*** [ЛА г1 г Я* W- W

llm

Для дальнейшего изучения многочленов Эрмита можно использовать

многомерное преобразование Гаусса

Г О)
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(см. равенство 10.13C0), C1)). Первая из формуя

E)

может быть доказана с помощью производящей функции 12.8A7) и инте-

интегрального уравнения, которому удовлетворяют многочлены Э,рмита. Вторая
является предельным случаем первой, а третья, которая также является

предельным случаем (Л-*оо) первой формулы, дает интегральное предста-
представление многочленов Эрмита. Соответствующие формулы для От имеют вид

9* \Gm (Я9)] = A - )?a)Gm (yf=L=J) > G)

(8)

Фельдгейм (Peldheim, 1942) использовал более общее определение

и изучил поведение многочленов Эрмита при функциональном преобрази
вании, определяемом равенством A0).

Биортогональное свойство 12.9A) показывает, что любую функцию /($)
можно разложить в ряды по многочленам Эрмита как вида

2(j). A1)
так и вида

2*™^m($). A2)
При этом

/я,1... тп\ ат = J w (j) / (?) Нт (|) dx, A3)

и,! ... т„1 Ьт = J w (j) / E) Om (s) dx (M)

Сходимость таких разложений была изучена в работах: Thljssen A926, 1927)
для случая п ~ 2 при условии, что функция / (j) финитна (то есть тожде-
тождественно обращается в нуль вне некоторой ограниченной области) и удовле-
удовлетворяет некоторым условиям непрерывности в этой областа Задача
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приближения в среднем квадратичном (сы. п. 10.2) была изучена Кач-

чиополи (Caccioppoli, 1932a) для функций класса L2W, то есть для таких

функций, что интеграл

сходится. Приближение произвольных функций в неограниченных областях
было изучено Picone A935). Mazza A940) также изучал многочлены Эрмита
и построил ортогональную систему. Devlsrae A932) определил систему
многочленов, которая в некоторых отношениях аналогична многочленам

Эрмита. Для ннх производящими функциями являются

ехр [ах-а*у + ?). ехр[еж-(а*-Ь)у + Щ. A5)

Многочлены, порождаемые производящими функциями A5), связаны с неко-

некоторыми дифференциальными уравнениями в частных производных, содержа-
содержащими дифференциальный оператор 12.7A2).
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•- —> стандартизация 185

Чебышева многочлены, формула Кристоф-
феля — Дарбу 186

—

—, формулы днффереициронаиия 186
,
— Родрига 186

—
—, явные выражения 186

Черри теорема 131

Шарлье многочлены 220, 223, 224

Шафхейтлина теорема о нулях функций
Бесселя второго рода 73

Шёбе асимптотическая формула 38
Шлемнльха ряд 79, 81

и родственные ему 118. 119

обобщенный 80
, примеры разложения функций 81

¦
. разложение произвольной функция 80

шлефлн интеграл 94, 183
. обобщения 94

— интегральные представления функций
Весселя 25

— многочлены 43

Эйлера иеиолиые интегралы второго рода
138

Эйри интегралы 31
Экспоненциальная весовая функция, аро-
стейшая форма 192

Эрмита многочлены 123. 166, 192. 274

, асимптотическое прведение 199, 201

, бесконечные ряды 196
—

—, выражение через многочлены Лагер-
ра 193, 195

—
—, гипергеометрические функции 194

—

—, дифференциальное уравнение 193
—

—, интегралы 195
. интегральные представления 194

—

—, конечные суммы 196

многих переменных 270—276
, нули 204

—
—, оценки 207

, постоянные 193
, пределы 194
, преобразование Гаусса 195

—
—, производящая функция 125, 194

, разложение в ряд 210
—

—, рекуррентная формула 193
—

—, связь с функциями параболического
цилиндра 194

, стандартизация 193

—
—, сходимость в 210

, теоремы сложения 196
, формула дифференцирования 193
,
— Мелера 194

Юнга функция 51

Якоби многочлены 166, 170—173, 180. 184,
185. 258

, асимптотическое яоведеиие 188

, ассоциированные с инми 173

, гипергеометрическне функции 171
—•

—, дифференциальное уравнение 171

, интегральные представления 174
—

—, нули 202, 203
—

—, оценки 206

, постоянные 171
—

—, производящая функция 174
, разложение и ряд Фурье 209

—
—, рекуррентная формула 171

— —,стандартизация 171

—
—. сходимость в L^g 209

—
—, формула диффереициронаивя 171, 17J

.
— Родрига 171

— функции второго рода 172—174
Якоби—Анкера формула 15
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Латинский алфавит

belfj:), ber (ж)-функции Кельвина 14

beiv(z), berv(z) —обобщение функций Кель-
Кельвина 14

С (х) — интеграл Френеля 154
С (х, а) — обобщение интегралов Френеля 184

cjj (х) — многочлены Гегенбауара (ультрасфе-
(ультрасферические многочлены) 175; 228

Р_
С *

—|E, 4I— сферическая гармоника 235

е„—моменты весовой функции 180

Су (<)—функция Юнга 51

СЫх—интегральный косинус мнимого аргу-
аргумента 151

CI х— интегральный косинус

Dy (г), Dv (-z), ?>_у_, (tz), O_v_t (-W-
функции параболического цилиндра 122

det М«• det ц <ft
— определитель матрицы М

с общим элементом ц.. 225

В, (*)——Ei(— х), Е*(х) — интегральная по-

показательная функция 147

?„ (дт) —неполные гачма-функцни 189

Ev (г) — функция Вебера 44

Erfjr, Erfcji ЕгЯлг—интегралы вероятности
151

Erfc —=—функция Гаусса 115

ехр .*=«¦*— экспоненциальная функция 192
Ру(г) — функции, связанные с функциями Бес-

селя 11

Ол — определитель Грама 158

°m^-Qmv тг mn(*v х* *„)"
многочлены Эрмита от многих яеремея-
ных 271

О (а, х), g,(a, x)—функции, связанные с не-
неполными гамма-функциями 147

О (х)—функции, связанные с функциями Бес-

Бесселя 11

ЯМ—интеграл вероятности 181
"т М-"*,. тг тп (*,. *г •». xj-

многочлены Эрмита многих перемен-
переменных 271

Ня

(*)-мнргоч*ены 188, 1W

У, Я® (г)-функции Бессел» третьего

рода (первая и вторая функции Гав>
¦селя) 12

Н„ (х) — функция Струве 46, 47

heiv(*)( hefy(*) — обобщение функций Кель-
Кельвина 14

/ — единичная матрица 226

/VW, /v(*) —модифицированные функция
Бесселя первого рода 13

tmn '"• у> Y'» *' У) —многочлены Аппеля 258

J-„(*)• /„(«) —Функция Бесселя первого
рода целого порядка 14, 15

/у B) —функция Бесселя первого рода 12

Jv (г) — функция Ангера 44
J m(z) —остаток функции Бесселя 31

к'п{Х) — неполные гамма-фуикцин 139

Kn(z), Кд(г)~модифицированные функция
Бесселя третьего рода целого поряд-
порядка 17

К 1 (z)—функция Бесселя полуцелого по-

"+2-
рядка 18

Kv(t)~ модифицированная функция Вессели

третьего рода (функция Бассе) 13
If (*) — модифицированная функция Ганке-

ля 11

kelv (z), kerv (i) — обобщение функций Кель.
вина 14

А (а, л;) — функции, связанные с неполными

гачма-функцнями 147

i*W, ln(x)= L°n (х)-многочлены Лагерр*
188

1?и — класс функций, для которых существует

интеграл Лебега 159

1^,, />>1 —класс функций, для которых су-
существует и конечен интеграл Лебега 209

Lv (^—модифицированная функция Струве 47

% [т? Щ— интегралы Лапласа 191

11 (*) = Е1 (In*) — интегральный логарифм 147
М р (±iy—функции параболоида вра-

щення 188

i*n(x; р, с) —многочлены Кравчука 229
Н«йма»« 4|, Ц



УКАЗАТЕЛЬ ВАЖНЕЙШИХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 295

Рл (ж) —многочлены Лежанхра (сферические
многочлены) 180

Рд(дО— присоединенные функции Леишира

228

Р
™

(cos в) — присоедииевные функции Ле-

жандра 183, 184

р\а, р'(л-) _ многочлены Якоба 170

х; а, »), х; а, Ь, с),
гочлены Полачека 217, 213
(хI—система ортогональных многочле-

многочленов 158

*: & V. о) —обобщение многочленов Че-

бышева дискретного переменного 221

(x) = <4°- 0)(Jt)-функции Лежандра вто-

второго рода 181

. В)
(Др)_фуИКЦИИ Якоби второго рола 172

(*) — многочлены, ассоциированные с

многочленами Якоби 173
W Ломмеля 43

Т~пНп (г) =-Я„ (I) - Кп (8, ф) - сферическая
гармоника степени л 232

5 (Я1Й, ±; 1), Sln, (J) — сферическая гармоника
235

S (а;) — интеграл Френеля 154
S(x, а) —обобщение интегралов Френеля 184
$п (ж) —многочлены Шлефли 43

*nAj) — сферическая гармоника стеиенн я

с полюсами T)ft 244

»а v(')i sn у(*)~*УНК1ИИ Ломмеля 50
Shi х 151

six, SIx— интегральный синус 149
Г (¦*)—многочлены Чебышев» первого рода

184

Гд(*)—мвогочлеиы Чебышева дискретного
переменного 220

UH (*) — многочлены Чебышева второго рода
185

ортогональные многочлены ва шаре 264

'v(«. г)—функции Ломмеля двух перемен-
переменных 52

^ — обобщенные ортогональные системы

на шаре 269

ортогональные многочлены на шаре 261

\<«>, *)—функции Ломмеля двух перемен-
переменных 52

fsm — обобщенные ортогональные системы
на шаре 269

V
р (*/{•) — функция параболоида вра-

вращения 133
»(х) — весовая функция 156
я(«). Y^n(z)—функции Бесселя второго

рода целого порядка 15—17

'у (*). Уу (*>, Yy (*)—функция Неймана 11,12

Греческий алфавит

а (дг)—интеграл вероятности 151

Via. ¦*>• V*f«. *). Г (a, or) —неполные гамма-

функции 138, Ш

5^ (Л. ?^(*)—Функции, связанные с функ-
функциями Бесселя полуцелого индекса 1»

А (*)
— функция, связанная с функциями Бес-

Бесселя 11
I —числа Кристоффеля 164

lv, m)— символ Гаикеля 18

Ь(а, с; х)—вырожденные Гипергеометрнче-
ские функции 141

W {а, с; х)—вырожденные гипергеометриче-
скне функции 141

ф (*)—функции, связанные с функциями Бео
"

селя полуцелого индекса 18

О (й —многочлены Неймана 41, 43
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