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ГЛАВА 7 

ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. ТЕОРИЯ 

7.1. Введение 

Функции Бесселя являются, по-видимому, наиболее часто употребляе- 
мыми высшими трансцендентниыми функциями. Они чаще всего встречаются 
в связи с решением дифференциальных уравнений в частных производных 
методом разделения переменных, а также в связи с некоторыми определен- 
ными интегралами. Опишем кратко оба типа приложений, причем начнем 
с последнего. 

В 1770 году Лагранж изучил эллиптические движения планет вокруг 
Солнца. Пусть а и $ — большая и малая главные полуоси эллиптической 
орбиты; обозначим эксцентриситет эллипса через & = a? — $2/а, и пусть г, 
М, Е — соответственно радиус-вектор, главная аномалия и эксцентрическая 
аномалия. Лагранж получил между этими величинами следующие соотношения: 

М = Е— зщ Е, (1) 

r= a(1—ecos В) = SON. (2) 

Они приводят к разложениям 

ов со 

sinE= У, A,sin(nM), cos Е = В, >) B, cos (nM). (3) 
n=1 n=1 

В 1819 году Бессель выразил коэффициенты этих разложений в виде 
интегралов. Например, 

aT 

A,= =. | cos E cos (nE — ne sin Е) dE. 

0 

С помощью простого преобразования встречающийся здесь интеграл может 
быть выражен через коэффициенты Бесселя (ср. 7.3 (2) и рекуррентные 
соотношения 7.2 (56) ). Первое разложение (3) принимает при этом вид 

со 

шв=2 У, 
& 

n=1 

sin (2M) Jy, (ne), (4) 

a
|
-
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а второе разложение (3) может быть преобразовано к виду 

8 

сов = — 2-2 У со (пМ) J (ne). (5) 

n=l] 

Позже, в 1824 году, Бессель положил интеграл 7.3 (2) в основу изучения 
функций, которые теперь носят его имя. 

Функции Бесселя чаще всего встречаются в связи с дифференциальными 
уравнениями. В монументальном трактате Ватсона (Ватсон, 1949), который 
является основным трудом по функциям Бесселя, исгория этих функций 
прослежена вплоть до И. Бернулли (около 1700 года). У Эйлера (1764) 
и Пуассона (1823) функции Бесселя обычно связывались с дифференциаль- 
ными уравнениями в частных производных, возникавшими в теории потен- 
циала, волиового движения и диффузии в цилиндрических или сферических 
полярных координатах. Однако иногда функции Бесселя встречаются в связи 
с другими дифференциальными уравнениями или системами координат. 

Пусть x, у, г — декартовы координаты; 0, ф, г — цилиндрические коор- 
динаты и г, 0, ф — сферические полярные координаты, определяемые соот- 
ветственно равенствами 

X=ocosg, y=osing, z2—2, (6) 

x=rsinOcosg, y=rsinUsing, 2=1с03 0. (7) 

В этих координатах мы имеем 

АР = Рух + Pyy + Pez = Fop Нор +07 Роо + Ра (8) 

> с F, Го Fg Fog 

AP = Py pd — aap cig 8 5 + r? sin? @ (9) 

Если искать решение волнового уравнения AF -- k?F = 0B виде Г (0) г (ф) A (2) 
или (Г) 2 (9) 1 ($), то получим соответственно обыкновенные дифферен- 
циальные уравнения относительно fF: 

Uh 4 4F (бт) 
40? о do (é a о? f= 0, (10) 

42 +1 
a | G ae | f= 0 a 

в которых а и V — константы, возникшие при разделении переменных. Общие 
решения этих уравнений имеют соответственно вид 

f (0) = Zy (0 Vk? — a), (12) 

= | (bn), (13) 
Vr vty 

где Z, обозначает функцию Бесселя или линейную комбинацию с постоян- 
ными коэффициентами функций Бесселя порядка v. 

Волновое уравнение и его решение в различных системах координат 
могут быть использованы для получения эвристических результатов в теории 
функций Бесселя (Weyrich, 1937). Сферические волны частоты v с длиной



7.1] ВВЕДЕНИЕ 11 

27 
волны A и волновым числом k=) исходящие из источника (Е, т, 6), 

могут быть записаны с помощью волновой функции 
. и R —i2n vi-—) 

R Ip ( А — R Те ЛУНЕ, 

где А — расстояние между точками (Е, 1, С) и (x, у, 2). Если ось 2 равно- 
мерно покрыта источниками, находящимися в одной и той же фазе, то 
результирующее волновое движение может быть представлено в виде супер- 
позиции колебаний: 

CO 

` exp [ik Vp? + (z— 6)] 

_ V 0? (2—0? 

u=er i2nvt 
ЧС, (14) 

где р? = х? -- y?. В силу принципа Гюйгенса эта функция представляет 
цилиндрическую волну. Если положить б=г2--озПт, то равенство (14) 
можно записать в виде 

со 

и — в 27 [ en chit dt. (15) 

—-co 

Это приводит к интегральному представлению Зоммерфельда для функций 
Бесселя третьего рода. 

бозначения. В этой главе мы будем придерживаться обозначений. 
использованных в трактате Ватсона (Ватсон, 1949). Отметим некоторые обо- 
значения, которые встречаются в литературе, но которые не будут здесь. 
использоваться. 

В книге Грей — Метьюз (1953, стр. 36 и 32 соответственно) введены 
функции Р. (г) и @., (2) с помощью равенств 

Fy (2) = 27° 7, (2 2), (16) 

1. 
С, (2) =5 in (2). (17) 

Янке, Эмде, Лёш (1964, стр. 182) полагают 

Ay @ =P w+) (5) 
В книге Уиттекера — Ватсона (1963, стр. 214) модифицированная функция 
Ганкеля K, (2) определяется равенством 

Ky (2) = 5 Uy (2) — Ly (а) ] 8 (9. (19) 

У 

Jy (2). (18) 

Это отличается от наших обозначений, см. 7.2 (13). 
функцией Неймана Y, (2) (см. 7.2 (4) ) тесно связана функция Y, (2) 

(Ватсон, 1949, стр. 71), ее обозначают также Y, (г) (Грей — Метьюз, 1953, 
стр. 34): 

eivn 

У, (г) =, (г) =лпУ, (2) оз, (20) 

Относительно других обозначений функций, связанных с функциями Бесселя, 
см. п. 7.5.6.
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7.2. Дифференциальное уравнение Бесселя 

7.2.1. Функции Бесселя произвольного порядка. Функции Бесселя 
являются решениями дифференциального уравнепия Бесселя 

d*w dw d dw 
пе ею, [|+ w=. (1) 

Вообще говоря, у и 2 могут быть любыми числами, но сейчас мы будем 
предполагать, что Vv не является целым числом (относительно целых значе- 
ний v см. п. 7.2.4). Дифференциальное уравнение (1) является предельным 
случаем гипергеометрического дифференциального уравнения (см. Klein, 1933, 
стр. 156). Оно имеет регулярную особую точку при г = 0 и нерегулярную 
особую точку при 2 = со. Все остальные точки являются для дифферен- 
циального уравнения обыкновенными. Обычный метод получения решения 
линейного дифференциального уравнения в окрестности регулярной особой 
точки (Уиттекер — Ватсон, 1961, 10.3) приводит к решениям 

= 2? Ум ==2 

,2mM+y 
co (__])m а 

л®=У conta) (2) 
m=0 

и /_. (2). Первое решение J, (2) называют функцией Бесселя первого рода; 
2 — независимое переменное, У — порядок функции Бесселя. Легко видеть, 

что ряд для г ”/,(2) сходится абсолютно и равномерно в любой ограни- 
ченной области изменения 2 и Vv. Равенство (2) можег быть записано с по- 
мощью соотношений Куммера 6.3 (7) в виде 

2)’ 1 тер +в —72)= 
2) iz 1 ее Pi (У: Ov +1; 2i2). (3) 

Линейные комбинации 

Y, (г) = Snow Vv (г) cos (ул) — Л. (2)], (4) 

AD (2) = Л, (2) НЕТ, =a [У (2) — Л, (2) 7", © 

НУ (2) = J, (2) iY, (2) = Te [yee — (2) (6) 

также являются решениями дифференциального уравнения (1); У, называют 

функцией Бесселя второго рода или функцией Неймана, HM) И НО ABAAIOTCA 

функциями Бесселя третьего рода (их называют также первой и второй 
функциями Ганкеля). Из (5) и (6) имеем 

Ho) H@) 
ga OE © (7 

HW (z) — HH) ( 
Yy (2) =——— 57 a (8) 
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Из определения непосредственно вытекает, что 

1 ivi 1 2 —пУл 2 НО, (2) =e" HY (2), H(z) =e И” НО (2). (9) 

Мы будем обозначать через г (соответственно V) число, комплексно сопря- 
женное с г (соответственно У). В этих обозначениях имеем 

J (2) = 1. (2), Y (2) =У. (2), | 
—__—_ ee _ ft (10) 
H\) (2) =H (2), HO (2) = HO (2). | 

В частности, если порядок у является вещественным числом, а независимое 
переменное 2 положительно, то функции Jy и У, принимают вещественные 
значения. Все четыре функции Бесселя однозначны в плоскости г, разрезан- 
ной вдоль отрицательной полуоси от 0 до — со. Если у не является целым 
числом, то они имеют точку ветвления при г = 0. Функция Бесселя первого 
рода является, очевидно, целой функцией от v. Ниже будет показапо, что 
при соответствующем определении для целых значений у=п функции 
Бесселя второго и третьего рода также являются целыми функциями OT Vv. 

7.2.2. Модифицированные функции Бесселя любого порядка. Если 
заменить в дифференциальном уравнении Бесселя (1) 2 на iz, оно примет вид 

2 
ре (24 vw =0. (11) 

Если Vv не является целым числом (относительно целых значений V см. 
п. 7.2.5), то Jy (iz) и J_y (iz) являются двумя линейно независимыми реше- 
ниями уравнения (11). Чаще, однако, используются функции 

гул im © (z)""" 

(=e ? lee) = Yomterey 

(12) 

(см. 6.9 (11)) и /_y (2). Их называют модифицированными функциями 
Бесселя первого рода. Если v— вещественное число и 2 положительно, 
эти функции принимают вещественные значения. 

Функция 

Ky (2) = 5 Sia wa) [14 (2) — Г, (2) ] = Vi Wo, y (22) (13) 

(см. 6.9(14)) также является решением уравнения (11). Ee называют моди- 
фицированной функцией Бесселя третьего рода или функцией Бассе (хотя 
современное определение дано Макдональдом). 

Очевидно, что 

K_y (2) = Ky (2), (14)
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а из (12), (5) и (6) следует, что 

гул Гл рул Гл 

К, (2) => ne? HW (ee?) = —5 ле ? HO) (м?) (15) 

а потому x voy ‘ay 

К, г?) = = 2? AM (ге) = — > е * HO), (16) 
inv Ел 

НФ (2) =— пе к, м?) (17) 

К. (2) принимает вещественные значения, если V вещественно и 2 положи- 

тельно. 
7.2.3. Функции Кельвина и связанные с ними функции. Функции 

Кельвина ег (х) и bei(x*) при вещественных х определяются равенствами 

Бег (x) + i bei(x) = Л (et | = 1, И) (18) 

Обобщая это определение на функции Бесселя любого порядка и комплекс- 
ные значения 2, получаем соотношения 

3in ot 
ber, (2) + [ bei, (г) = Jy (ve 4 } (19) 

лу Гл 
и +> = 

ker, (2) + ikei, (г) =e Ky № | (20) 

Вместо (20) можно использовать 
Чл 

her, (2) + éhei, (2) = HS) [1 ‘ } (21) 
Str 

. __ ур (2) ТА. 
her, (2) — 2 Вей, (2) = Hy (ve ) (22) 

а потому 

2 ker, (2) = — л пе, (2), 2 kei, (2) = л her, (2). (23) 

Если у вещественно и г положительно, то функции ber, (2), Бе, (2), ker, (г), 
kei, (2), her, (2), hei, (г) принимают вещественные значения (относительно 
деталей см. McLachlan, 1934, стр. 119, 168). 

7.2.4. Функции Бесселя целого порядка. Функции Бесселя первого 
рода целого порядка называют также коэффициентами Бесселя. Если 
п — целое положительное число, то первые и — | членов бесконечного ряда, 
определяющего /Л_,„ (2), обращаются в нуль, поскольку гамма-функции, 
стоящие в знаменателе этих членов, имеют полюс. Остающиеся гамма-функ- 
ции могут быть заменены факториалами, и мы получаем 

2m—n 2 (yn (2 
1" (2) = У, т) | 

m=n 

Заменяя здесь т на n-+-1,1=0, 1, 2,..., получаем 

УЛ п (г) = (—1)" У» (2). (24) 

Это соотношение справедливо для всех целых значений п.
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Коэффициенты Бесселя возникают при разложении exp [2 #—1#7`Г)/2] 
по степеням #. Чтобы доказать это, заметим, чго 

zt г co (+) oe) _ т 

Fe Fa Wy e@“e = —— , 
l! т! 

1=0 m=0 

Ясно, что коэффициенты при {” в этом разложении являются не чем иным, 
как J, (2). Это приводит к производящей фупкции 

со 

- 2 % exp [#—#70 5 |= Seal), 
п=-о 

t 
или, если заменить 2 на O2 Uf на я к более общему выражению для 

коэффициентов Бесселя 

со 

exp [@—o% NS] = У (+) sn 2) = 
nh=-co 

= Jo (az) + у Jn (a2) i(£)" +(- 1)" (25) 
n=1 

При а=Т и {= е19 получаем формулу Якоби — Ангера 

co 

sin. Se!" J, (2) = 

=Jy(z) +2 x Jon (2) cos (209) + 21 >) Jon—1 (2) sin[(22—1) $], (26) 
n= n=l 

а при t= {29 

; oO со 

ef oS? У MeO 7 (2) = Л (2) +2 У, Л, (2) cos (ng). (27) 
n=—co n=1 

Если у — целое число, то правые части равенств (4), (5) и (6) принимают 
неопределенную форму. Однако предел этих правых частей при \->п (целому) 
существует и может быть использован для определения функции Бесселя 
второго и третьего рода целого порядка. Ясно, что нам достаточно вычислить 

Y,(2)= lim Г. (2), n=0, 1, 2,... 
von 

Применяя к равенству (4) правило Лопиталя, получаем 

и 9. ¥n(2)= = Se —1) 2]. (28)
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Из (2) и 1.7 (1) вытекает 

Ody = Jy (2) In (5)- У (—1)" Gy" И (29) 
m=0 

av mil (v+m-+l) 

ay 2) Wm (2) _pevem +h) =, @in(S)+ У, о) (5) стир’ © 

и из формул 1.17 (11) и 1.17 (12) при m<n—] 

фу п-т Jit P(ov tm +1) = (—1) (п— m—1)}. 

Поэтому из (30) и (24) имеем 
n-1 

(= ) =e ae in (5 )+ pay (5 И 

m=0 

CO 

+ Voy =)" " h(m+1—n) 
(m—n)!m! 

m=n 

Относительно частных значений % в (29) см. Mitra (1925), Airey (1935a) и 
также Miller (1940). Если ввести новый индекс суммирования 1 = т — п, то 
бесконечная сумма в этом выражении может быть записана в виде 

У (—0 =)" | Е 5 " 
1=0 

Мы получаем, таким образом, 

n—-l 

лу, (г) = 2, (г) In (5) - (z)"" ит — 

m=0 

Dr (27+ patty +e ty У 0! (5 Пати! ‚ п=1,2,3,... (30 

Эта формула может быть переписана в виде 

n-1 

каре] ме ("я 
m=0 

2 n+2m 

— у = [3 | (Итан Ат) ттт) п=1, 9, 3,... (32) 

Мы использовали здесь равенство 1.7 (9) и положили 

Вт = ИТ... т m=1, 2, 3,...,%=0.
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Если v =0, то из (30) следует, что конечная сумма в равенстве (32) отсут- 
ствует. Таким образом, мы получаем 

лу, (2) =2 [У In (5) Jy (2) —2 у (17 (2) (m2 (33) 
m=0 

где hy имеет то же значение, что ив (32). Следует отметить, что в силу (28) 
имеем 

1 Ув, (2) Cos (ил) — Л д (2) 

Von (2) = т COS (ил) sin (ил) 

= (—1/7У, (2), n=1,2,3,... (34) 

При таком определении Y, (2) u Y_,(Z) и соответствующем определении 
функций Бесселя третьего рода все функции Бесселя являются целыми 
функциями от у. 

7.2.5. Модифицированные функции Бесселя целого порядка. Из (24) 
и (12) имеем 

Ги (2г) = Г, (2), n=1, 2, 3,... (35) 

Поэтому в качестве фундаментальной системы решений уравнения (11) мы 
выбираем /„(г) и Ky, (г), где 

_ | _ (—1)" i — I 
Kn (г) = Jim Ky (г) — о ov ov yan (36) 

Точно так же, как и в п. 7.2.4, получаем 

й от 2\2"-2 (п—т— 1)! Ka (2) = (-"* Чика (5) +5 Yn ($F a + 
m=0 

(<1y™ HY 2 \2 42" p(n tim +1) +9 (m +1) +55» (5) SG pm Eh BD 
m=0 

В случае п =0 имеем 

со 2т 

К, (2) =— 1 (2) In (5)+ У (5} т. (38) 
т =0 

Если доопределить функцию K, (2) при целых значениях V указанным обра- 
зом, она становится целой функцией OT v. 

7.2.6. Сферические функции Бесселя. Функции Бесселя и модифициро- 
ванные функции Бесселя сводятся к линейным комбинациям элементарных 
функций тогда и только тогда, когда V является половиной нечетного числа 
или, как мы будем кратко говорить, полуцелым числом (Ватсон, 1949, 
4.7—4.75). Выразим К , (2) при n=O, 1, 2,... через элементарные функ- 

п 2 
ции. Соответствующие выражения для других функций Бесселя следуют
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из (16), (17), (7) и (8) и приведены в п. 7.11. Если n=0,1,2,... иу= 

=, то из 7.3 (16) вытекает 

oe) 

— It г —t t \" fl Kor 5: т | (1+5) t” dt. (39) 
At 

t Rh 

Ho биномиальное разложение ( + op состоит из конечного числа членов, 

а потому мы получаем выражение для К | (2) в виде конечной суммы: 

Ия ne QV oem Гея 
K 1@=V т. de) miT(n+-1l—m)° (49) 

Используя символ Ганкеля 
—2m 

(у, т) = {(4v? — 1) (4v? — 3)... [4v? — (2m — 1)]} = 
т! 

(см. 1.20 (3)), можно переписать это равенство в виде 

—— п 

—1/ ® г-2 \ i -т 41 као-у т е У, (n+ 5+ т) (22) , (41) 
2 m=0 

В частности, при 2 = 0 имеем ___ 

л - 
K,(2@)= 5 @ 2 (42) 

2 

Из (42), см. также 7.11 (22), получаем представление 

р 1 n+1 d \" e-# 
K A @ =D и = a + (=a) 2 . (43) 

2 

Для других типов функций Бесселя см. формулы 7.11 (1)—7.11 (13). 
Функции Бесселя полуцелого порядка часто встречаются в связи с тео- 

ией сферических волн. В этом контексте обычно используют обозначения 
В оммерфельда 

bm (2) = И so J 1@, (44) 
2 

= VW 5: Weed (2), (45) 

C(z)= ff = не ‚ (2). (46)
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Иногда через фи (2) обозначают несколько отличную функцию (Ватсон, 1949, 
3.41). Относительно одного класса многочленов, связанных со сферическими 
функциями Бесселя см. Krall — Frink (1949) и Burchnall (1951). 

7.2.7. Произведения функций Бесселя. Для того чтобы получить вы- 
ражение произведения J, (az) Jy (B2) двух функций Бесселя в виде степен- 

ного ряда по возрастающим степеням 2, используем равекство (2) и пра- 
вило Коши для умножения степенных рядов. Коэффициент при 

го] ($1) be] 
имеет вид 

“ (B/a)2” 
nr (v-+n+l)(m—n)!T (utm—an+))* 

0 

С помощью формул 1.2 (3), 1.20 (5), 2.1 (2) это выражение может быть пред- 
ставлено в виде конечного гипергеометрического ряда, что приводит к выра- 
жению 

T (v-+ 1) Jy (2) Л, (az) = 

ae с (m2) 
- (5) CF) У oy fy (mm, и — ms vr I; pia), 

m=0 

(47) 
При В =a это разложение упрощается, поскольку тогда гипергеометрический 
ряд может быть просуммирован по формуле Гаусса 2.1 (14), так что 

ee 
со (—1)" (5 T (vt p+ 2m +1) 

Jy (2) Jy (г) = тит 1)T wp m+ IP ppm +l) (48) 

Используя обозначения для обобщенных гипергеометрических рядов, полу- 
чаем 

ГОГИ Л, (2) Л, (2) = 

(ЕЕ, 4 EHS альт —=). 

(49) 
Из (48) легко вытекает разложение 

со | , Ап ar ¥ (Уи 5) (+ 22) 
Vu ar (Ув) ° 

n=0 

et # J (г) = 
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7.2.8. Различные результаты, Укажем формулы дифференцирования и 
рекуррентные соотношения. Из (2) получаем, что 

co 0” (5 4 2 50 

ag (ey (2)] = 2" У т! Г (ту) = 2-1 (2), жи 
m=0 

x mn 2\2mtv—l 

_ - a _ 
== [2 Wy (2)] =z у x (m—1)!T (m+v+ 1) = — = Лу: (2). (51) 

Следовательно, путем повторного дифференцирования получаем 

4 \т Шт 

sr LeNJy (2)] = 20° "Sym @), (52) 

d т т „-\У- т € (=) [e-Vy (21 = (127° "Sy gm (2), m= 1, 2, 3,... (53) 

Из равенств (50) и (51) следует, что 

2.1, (г) +vJy (2) =2/,_1(г), (54) 

21, (2) — У, (2) = —2/,.1 (2) (55) 
и потому 

Лу—1 (г) + Jy a1 (2) = 27 Vy (2), (56) 
Jy 1 (2) — Sy 41 (2) = QV, (2). (57) 

В силу (4), (5), (6) эти соотношения справедливы и для функций Бесселя 
второго и третьего рода. Соотношения (12), (13) и полученные ранее резуль- 
таты дают аналогичные формулы для модифицированной функции Бесселя. 
Относительно этих формул см. 7.11. 

Из рекуррентных соотношений вытекает следующее неравенство (52452, 
1950): 

[Vy Е — Лу (OJ ya (4%) > (VE 1)-! У, (x)]?, У>0, х— вещественное, 

Вронскиан. Определитель Вронского W двух решений w, и w, ypa- 

внения (1) равен постоянному числу, умноженному на ехр |- | z7! 4: |: 

__ / / __ —1 

W {@1, Wy) = WW) — WwW, = Cz. (58) 

Для вычисления постоянной С достаточно использовать первые члены полу- 
ченных выше разложений решений в ряды. Если положить Ww, = Jy (2), 
и. = J_y (г), получаем из ряда (2), что 

2% 2 
lim 2 = — - = — — sin(vm) = С. 

2 >0 га—Уга-у) Л 

Следовательно, имеем 
2. 

W М, Jey) = — Te 9 П (ул). (59) 

Если у — целое число, то определитель обращается в нуль, что согла- 
суется с доказанной в 7.2.4 линейной зависимостью Jy, и /_„. Относительно
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определителей Вронского от других функций Бесселя и модифицированных 
функций Бесселя см. п. 7.11. 

Из (59) и (54) вытекает, что 

У у+1 (2) Jy (2) Л (2) Jy (2) = = sin (vst). (60) 

Относительно других подобных формул см. п. 7.11. 
Аналитическое продолжение. Функции Бесселя первого рода 

от переменного ге!тл, где т — любое целое число, могут быть, в силу (2), 
представлены в виде 

Jy (гейт) == oe! ™™ |, (2), m=+1, +2, +3,... (61) 
Относительно соответствующих соотношений для других типов функций 
Бесселя см. п. 7.11. 

Дифференциальные уравнения. Ломмель нашел широкий 
класс дифференциальных уравнений, решения которых могут быть выражены 
через функции Бесселя. Одно из преобразований Ломмеля имеет вид 

z= fc’, w= %v, 
где €—He3aBHCHMOe переменное и о— новое зависимое переменное. Это 
преобразование переводит уравнение (1) в 

6? че ++ (1 — 2a) € fe - [( Bye’)? + (a? — уу = 0. (62) 

Если w, (2) и Wy (2) являются двумя линейно независимыми решениями урав- 
нения Бесселя, то общее решение уравнения (62) имеет вид 

= бб (ВСУ) И 92 = (И, (ВСУ) . (63) 

Относительно других дифференциальных уравнений, решения которых могут 
быть выражены через функции Бесселя, см. Камке (1965, стр. 452—454). 

Общее решение неоднородного уравнения Бесселя 

42% dw 
2? —__ + 2z —— 22 — \2) ш —= Г (г 64 аа + w= f(z) (64) 

может быть получено с помощью метода вариации произвольных постоян- 
ных в виде 

w= Aw, (2) + Въ, (г) {и (2), (65) 
где м; (г) и %. (2) — два линейно независимых решения однородного урав- 
нения (1), и (2) — частное решение уравнения (64), определяемое формулой 

Cu(z)=— и (2) [ (Л dt + w (2) [ t~'w, () f(t) dt, (66) 
0 “0 

а С — постоянная в определителе Вронского функций w, и WwW, (см. (58)). 
Функции Л, (2) и az Jy (2) ++ OJ, (2) удовлетворяют соответственно сле- 

дующим дифференциальным уравнениям: 

2 2 2 aw 2 2 aw z? (2? — v’) 2 (2? — v2) + [(2?— v4)? (2? + v9] w= 0, (67) 
4? dw 22 [a? (2? — У) НИ] So — 2 [a (а) — 0 SE 

+ [a? (2? — v?)? + 2abz?-+ 0? (22 —v?)]}w~=0. (68) 
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7.3. Интегральные представления 

7.31. Коэффициенты Бесселя. Применяя теорему о вычетах к фор- 
муле 7.2 (25), получаем 

. —п- 42 \ 2 
2ni J, (az) = ой | 11-1 ехр | (1 —+} > dt, n=0, 1, 2,... (1) 

С 

Здесь С является любым простым замкнутым контуром в плоскости 2, охва- 
тывающим начало координат. Если положить в равенстве (1) а = [и выбрать 

в качестве С единичную окружность с центром в начале координат, # = e’?, 
получаем 

2х л 

Qn Jy (z)= | ef (sin 0-29) ag = 2 [ cos (z sing —ng) dp, n=0, 1,2,... (2) 
0 0 

Это представление было получено Бесселем. 
7.3.2. Интегральные представления типа Пуассона. Для любого v 

имеем интегральное представление типа Пуассона (относительно обобщения 
этой формулы см. 7.8 (11)) 

a 
2 

Г (» -- >) Лу (2) = Fe (5) J cos (= Sin @) (cos <)” dp, Rev> —5. (3) 

Этот результат может быть доказан путем разложения Cos (2 Sing) в ряд 
по степеням 2 и почленного интегрирования. При этом возникают интегралы 

л 

2 

J (sin 9)?" (cos 9) ag, 
0 

которые, в силу 1.5 (19), равны 

:( 
2Г(т-У-1) 

Таким образом, 

гу) г(" +5) 

Qm)!T (vw-tm+1) — 

2)” © 
Г (+ 5) Л, (2) = 3) У, (—1)™ 22m 

m=0 

Применяя формулу удвоения 1.2 (15) для гамма-функции при (2m)! = 
=T(2m-+1) и используя также 7.2 (2), мы получаем равенство (3). Не- 
большие модификации этого равенства даны в п. 7.12.
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Интеграл Пуассона в виде 7.12 (6) может быть использован для вывода 
некоторых неравеиств, касающихся функций Бесселя J, (2). Пусть v веще- 

ственно, у> — 5 иг= х-- фу (x, у вещественны), тогда 

(tet) р ГОО, (15-е el” \(cos $)” dep 
л 

~ 2 
и, в силу 1.5 (19), , I 

г е 

(см. также 7.10 (22)). 
7.3.3. Представления с помощью контурных интегралов. Функции 

Бесселя для любых зпачений порядка V могут быть представлены с помощью 
контурных интегралов. Пусть @& — комплексное число, такое, что Rea > 0; 
тогда мы имеем представление 

(0+) 1 

t—2°t” -~y- 
2ni Jy (az) 2° | exp | 24 2 ar Vol dt = 

— со 

(0+) 
2\\ 22471 yet 

=|5 ехр | а[# — д t dt, Ке о > 0, largt#]|<a. (5) 

— OO 

(0+) 

Здесь символ | обозпачает, как обычно, интегрирование вдоль контура, 

— 0 

который начинается в бесконечности на отрицательной вещественной {-полу- 
оси, обходит начало координат против часовой стрелки и возвращается 
в исходную точку. Очевидно, что представление (5) является обобщением 
представления (1), именно: если у — целое число, то подынтегральная функ- 
ция в равенстве (5) однозначно определена и петля может быть деформи- 
рована в замкнутый коптур, охвагывающий начало координат. Для того 
чтобы доказать равенство (5), используем в правой части этого равенства 
разложение 

OO 

az?\ QV (—1)™ (az?\" „т 
exp(— =] =, т 4 1 

и почленно проинтегрируем. Из 1.6 (6) получаем 

(0+) 

gat z-m—-V—-1 р — 2nia™ +V 

T(m+v+))' 
со 

Таким образом, 

(0+) , \ ох (—1)” (zy 

_ 82?) ищо: (2). 2 [exp (« =) at = 2: (5 У Ги УП * 

— со m=0 

и, используя 7.2 (2), приходим к равенству (5). 
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Соответствующие контурные интегралы для других типов функций Бес- 
селя могут быть получены с помощью формул 7.2 (4) —7.2 (6) и формул 
7.2 (12) и 7.2 (13). Относительно этого cm. McLachlan и Meyers (1937). 

Если Rev > —Ти о — вещественное и положительное, то контур в фор- 
муле (5) может быть деформирован в прямую линию, параллельную мнимой 
оси, что приводит к равенству 

СЁ сс 
2 

Oni Jy (az) = 2” | ехр |5 (-=)] У c,a>0, Rev>—l. (6) 
c-—ioo 

Представления Ганкеля. Обобщения интеграла Пуассона (3) 
были даны Ганкелем. Первое из них имеет вид 

(lt, —1—) 1 

Г _ ti i, z\" izt (42 1\ 2 dai Jy (2) = = [5 у (=) | ей (2—1) 2 at. (7) 

1 
где v-++ 5 Не является отрицательным целым числом. Путем интегрирования 

является восьмерка, изображенная на рис. 1. Мы будем считать началом 
пути интегрирования точку пересечения восьмерки с положительной веще- 
ственной полуосью справа от # =1. В этой точке аргументы комплексных 

#-Пиослость 

Рис. I. 

чисел #—[1 и #-- |] считаются равными нулю. Для того чтобы доказать (7), 
заменим первоначальный контур контуром, стянутым к отрезку [—1, 1]. 

1 
Если мы предположим, что Ке (+5 > 0, и устремим радиусы окружно- 

стей с центрами в +1 к нулю, то получим 

Otto) у 1 F _— l 
elzt (#2 —1) 2 dt = Qicos (vm) | 21 (1 —#) Pat, Rev>—-. 

—1 

Если выразить интеграл в правой части по формуле 7.12 (7), то получим 
равенство (7). В силу теории аналитического продолжения ограничение 

Rev > — — может быть опущено, исключая случай, когда va является 
2 

натуральным числом.
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Другое представление имеет вид 

(—1+, 1+) 
Oni J (z) __ г (3 +5) etovn (=) | eizt (42 2 dt (8) \ = = — ~~ ’ 

Ул 2 2 oil 

vt 5 #0, —1, —2,..., d<argt<c2n+6, —8<argz<n—S 

(аналогичное выражение см. 7.8 (13)). Путь интегрирования изображен на 
рис. 2. В качестве начального и конечного значений arg? выбраны би 
2л--6. Для того чтобы доказать (8), деформи- 
руем контур так, чтобы он лежал вне единичной 
окружности. Тогда 

й / 

1 У? / 
Г (5 ++) (¢? — 1) = / 

/ 

OO 

| po2v-2m—1 / 

=)! (5 +¥-+ м) т! | ib 
m=0 = + У, 

—/ / 
Подставим это выражение в (8) и почленно про- 

— 11/2 
интегрируем; из формулы 1.6 (6) при & = ze 
получаем 

o-/NOCKOCIN6 

on т ga 
p-2v—-2m—1 pizt yy Quiz V tim eo tem) Puc. 2. 

P(av+2m+1) ’ 
со 2! 

—d<arg2z2<n—6é. 

Таким образом, 

= 2m g?m+2v Г уч т 

w= re" (5) mir re И | 

Применяя формулу удвоения 1.2(15) для гамма-функции, приходим к ра- 
венству (8). 

7.3.4. Интегральные представления Шлефли, Гублера и связан- 
ные с ними представления. Из результатов п. 7.3.3 вытекает целый ряд 
представлений, имеющих вид определенных интегралов. 

Представления Шлефли. Переставим в (5) a и 2, положим а = 1 
и деформируем контур в путь, состоящий из луча отрицательной полуоси 
от —< до —1 (аго {= — л), единичной окружности, охватывающей в по- 
ложительном направлении начало координат (— л < argt< л), и луча отри- 
цательной полуоси от —1 до — со (arg? = л). В результате получим прел- 
ставление Шлефли 

л со 

mJy (г) = [cos (z sin pg — vq) dp — sin (ул) fe @*" ВВ) 48, Rez>0. (9) 

0 0
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Оно справедливо и при Кег =0 при условии, что Rev > 0. В случае, когда 
У — целое число, формула (9) сводигся к формуле (2). Точно так же 7.2 (4) 

и (9) приводят к аналогичному вы- 
м ражению для функции Неймана: 
| л 

| лу. (2) = [ sin (2 sint—vt) dt — 
ВИ 5 

27s yy ren, со 
/ Lae — — Le. _/ . \ 

ee ee y+ — fe" + e—” cos ул) e7? 88! ap 
<.“ `“=—/ 

0 
Rez>0 (10) 

{- плоскость . . 
(первый ингеграл в правой части 

Рис. 3. равенств (9) и (10) ср. 7.5 (32) ). Обоб- 
щения формул (9) и (10} дают фор- 
мулы 7.12 (17) и 7.12 (18). 

Представления Гублера. Из (8) могут быть получены другие 
представления для J/y(2) путем специального выбора контура Положим 

== и деформируем контур в линию, изображенную на рис. 3 пунктиром. 

1 . 
Если Кеу < э И рациусы окружностей с центрами в точках +1 стремятся 

к нулю, получаем, что 

Го 1 
Г (5—5) Jy (2) = 2) (5) | Ш — #2) у “cos (zt—vn) dt— 

2 nm \2 . 

со 1 

— т (д | ( +- 22) 2 goal a ‚ Кг > 0, Rev <5. (11) 

0 

Эта формула соответствует интегралу Пуассона (3). Если заменить в (11) 
у на —V и использовать равенства (3), а также 7.2 (4), то получим соог- 
ветствующее выражение для фупкций Неймана: 

Г (v +5)¥o = 

у _1 - _1 
== (5) | Га—#2` 2 sin (zt) dt — | e142)? a) (12) 

Ул \2 0 0 

bo
] 

— 

Rez>0, Revo>—-—. 

Вводя в равенсиво (12) функцию Струве 7.5 (78), получаем 
OO 

. 1 

~ 1\ 2 [2 “| mat 27-2 [Hy (Ут (5) = ух (5) Je G42) 7 at, (13) 
Ке г > 0. 

Пусть теперь в равенстве (8) 6 =0, а путем интегрирования является
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in/2 

пунктирная линия (рис. 3). Заменим г Ha ге ‚ат на —V, и пусть 

Rev >a: Тогда можно устремить к нулю радиусы окружностей, охваты- 

вающих точки # = + 1. Переходя к пределу, получаем 

1 1 2\” = ——T (—— v) (= 
iV O= уз (5 ») (5) х 

ы yA yh 
x | neon | 2 dt соз ox) | #02) ral (14) 

1 —1 

Rey>—-, Вег > 0. 

Следовательно, используя формулы 7.2 (13), 7.2 (12) и 7.2 (14), получаем, что 

CO 

1 —(2\* —at (42 у-5 1 
г (+5) № @=Уя(5) @ (t* — 1) at, Rev>— —, Re z > 0. 

1 

(15) 

Полагая ¢t — 1 =<, выводим отсюда 

—_ 1 1 
— _П 4-2 —vy 2 vU\ 2 r (v+ x) Ky (2) -/ те | e-?y 1+5 dv, (16) 

0 

largz[<a, Rev>— > 

или, в более общем виде, 
оо eld й 

| = у-5 ‚ \*-2 Г (+5) К, (2) = Vz г-2 | ett 2 +35} dt, (17) 
0 

1 л 
№еу> —5, [0|<—=, b6—n<argz<6+0. 

cos, (8) 7.3.5. Интегралы Зоммерфельда. Вычислим Ге" COS Те at 

uw, 1 1 ou, , 
вдоль контуров с! (or—5 + icon0 5 — ico] И Cy (or 3 #00 MO re co}, 

состоящих из лучей и прямолинейных отрезков (рис. 4). Мы получим, в силу 
(9), (10), 7.2 (5) и 7.2 (6), что 

. д 

a HO) (z) = [ giz cos т a (“-5) е at, (18) 

С: 

| 1% [1- — 
nH) (z) = [ piz COs Тр ( >) (19) 

сз
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причем оба интеграла справа сходятся при Ке г > 0. Контур с! может быть 
заменен контуром С; от —п-- со до | —ico, где \ — соответствующее 
число между 0 и л. Положим 

Ф = аго г, а= Кет, В= ит, т=а-й. 

Легко проверить, что при больших значениях В Re (iz cos p) асимптотически 
равно — | 2 | спВ эт (Ф +a). Верхний и нижний знаки соответствуют значе- 
ниям В=0. Таким образом, подынтегральная функция в выражении (18) 

“=D-7 f C=D w-DPizx C=D+L2 

/ ZY 

YVAN oS 

№ <
 

я 

W
A
N
T
S
 

экспоненциально стремится к нулю, если т->со в заштрихованной части 
т-плоскости. При замене c, на С, мы выбираем для Ф один из интервалов 

Tt л 
—п<Ф< э или —5 < Ф<л—\ в л зависимости от того, будет ли 

I л 
О<т< a Или > < 1 < % соответственно. Таким образом, имеем 

(4) i 
tH (г) = [ giz C0 тр dt (20) 

С, 
и аналогично 

л 
iv (*-->.) 

nH) (2) = [ е!2 COS Ty dt, (21) 
С, 

где С, — контур, идущий из 1 — ico в 21 —п-- 100. Интегралы сходятся при 

—n<O=argz<n—y, Once. (22) 
В силу теории аналитического продолжения эти неравенства определяют 
область, в которой справедливы формулы (20) и (21).



7.3] ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 29 

Из этих результатов вытекает в силу 7.2 (7), что 

л 
iv (*-5) 2 Jy (г) = [ е"? 08 Те т, (23) 

С: 

—1<аг8 2 <л—т, Onn, 

где С. — контур, идущий из — y+ 200 в 2—Hn+ 20. 
Очень часто используются интегралы 

co-+ EIU 

nH (2) =—i [ 238 аа ay, (24) 
— Со 

со-- EN 

л НО (z)=i [ е? Sha—va yg (25) 

— со 

oo + Est 

In Jy (2) = —i [ с? ha-Vva ge, (26) 
co iT 

справедливые, если |argz|< > Они легко выводятся из равенств (20), 

It 
(21) и (23) соответственно, если положить в них Y= 3 И сделать подста- 

HOBKY т = 5 + ia. 

Частные случаи. Положим 7 == 0 и выберем в качестве контуров C, 
и Cy контуры, состоящие из отрезков прямых. Мы получим тогда выраже- 
ния Гейне 

вл © 
nH (2)=—ie ? [ elechlg-Mat 0 чаша <n, (27) 

— со 

iNT oe) л 

дн (г) =2ie ? [ee cht ch (vt — Ал) dt—i fe CoS? cos (vt) dt |, (28) 
6 0 

O<arg2z<n. 

Если положить =H выбрать контуры C,, Cy, состоящими из отрезков 
прямых, получим 

iva [ co л 

nH") (z) — Iie 2 oe 12 СВЕ op (vt + Ал) dt + i fee COSt 05 (vt) dt |, 

0 0 

—n<argz<0, (29) 

ivi со 

nH ©) (z)= ie * fe chig-vl qt en <cargz <0. (30) 
>
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Из (27) и (30), используя 7.2 (7), получаем соответсгвенно 

ул л oO 

nt Jy (2) Ще 2 fee COSt cog (yt) dt — sin (ул) fete ch? a) (31) 

0 0 

O<argz<n, 

ия [ a оо 
п, (г) =е * В 608? cog (vt) dt — sin (ул) fewer ché «| (32) 

6 0 

—л <аег < 0. 

Положим в формуле (27) ef =. Мы получим тогда 

iva Co iz (v+a?/v) 

nH) (az) = — io? av) e 2 14%, Imz>0, Im (az) >0. (33) 
0 

7.3.6. Интегралы Бернса. Представление функции Бесселя первого 
рода в виде интеграла Меллина — Бернса (см. 1.19) имеет вид 

с-+ 10 r(7*) 
_5 

Ani Jy (x) = | (5) г ds, x>0, —Rev<c<l. (34) 

= г [1+ * 
То 1 

Оно может быть получено путем вычисления интеграла с помощью вычетов 
подынтегральной функции или применения формулы обращения Меллина 
к 7.7 (19). 

Если снять ограничение — Rev < с < 1, то интеграл сохранит смысл, HO 
уже не будет представлять функцию Бэсселя. Положим 

О-о Vv 5 

х\ $ г ( 2 Ani Jy, m (<) = | (5 45, (35) 

rit") O—ico 2 

x>0, o<1l, —2m—Rev<o <— (2m —1)—Rev, m=1, 2,..., 

где интеграл взят вдоль прямой, параллельной мнимой оси. Выражая инте- 
грал через вычеты подынтегральной функции, получаем 

m—1 |5 

Jy, т (*) = У» (х)— 1, (—1)” . х nil (Ут 1 

i 

Определим для любых комплексных значений г и \ 

a со 1" (5 

ли = У мго-и-ЕО’ 
п=т 

i 

m=1, 2, 3,..., (36)
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и назовем эту функцию остатком функции Бесселя первого рода. Из (33) 
имеем 

a [2” Jy, т (2)] = 2” Jy—1, т (2); (37) 

ое т 2) = — 27 Л п (9). (38) 

7.3.7. Интегралы Эйри. Формулы Эйри 

CO 

| cos (13 +- 3х) dt = Vz Ki, (QV x3), x>0, (39) 

0 

[ cos (#8 — 31) dt = — 5 Ух [Л QV 8) +I_,, QV 2], «>0, (40) 
о 

могут быть доказаны следующим образом. Сделаем в (39) подстановку 
— vu 

t=2Vxsh~. Так как 
3 

3 © © — 4 sh 3 + 3sh 3 = sh ©, 

то получим 
00 _ (oe) 

| cos (¢3 +- 3tx) dt = 2 Ve | cos (2 У x3 sh v) ch 5 dv. 
0 0 

Применяя 7.12 (25), выводим отсюда (39). 
Для того чтобы доказать (40), разложим правую часть равенства (39) 

в степенной ряд (см. 7.2 (12) и 7.2 (13)). Мы получим 

cos (13 + 3tx) df = 

0 

п — хзт 4 хзт | 

~ 3 x т —* Jy I 
ито mi (— fm +1] итога” +1) 

Заменив здесь х Ha —х и использовав 7.2(2), получаем равенство (40). 
Огносительно обобщения формул (39) и (40) см. Вагсон (1949, стр. 348—354). 

7.4. Асимптотические выражения 

Асимптотическое поведение функций Бесселя различно в зависимости 
от того, что стремится к бесконечности: порядок Vv, независимое пере- 
менное 2 или 0бе эти величины вместе. Степенные ряды 7.2 (2) явля- 
ются асимптотическими разложениями, если 2 фиксировано и \->со. 
Сравнительно легко вывести асимптотическое разложение в случае, когда 
У фиксировано и 2-00. Если же и у и 2 велики, то изучение услож- 
няется.
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7.4.1. Случай большого независимого переменного. Мы изучим здесь 
асимптотическое разложение модифицированной функции Бесселя третьего 
рода К. (г). Соответствующие разложения других функций Бесселя могут 
быть получены с помощью формул 7.2 (16), 7.2 (17), 7.2 (8); результаты ука- 
заны в п. 7.13.1. 

Будем исходить из интегрального представления 7.3 (17) 

со ей 0 1 1 
1 п. _ V-— t У— — 

г [+5] № = И зе | е- 1 (1+5; * ut, 

0 

1 л 
Кеу> —-, 151 < 5, 6 — л <ава < -л. 

Подставив в него биномиальное разложение с остаточным членом 

1 M-1 
5 т (+z) "= + 5] (se) +r y 

oar = 

и используя 1.1 (6), получим 

— |S r(vt5t 
Ky (2) = Vi en" > ( - ] ") (22) + Ray 

mil т 

Smt OT 
© < аго г < oO? 

(1) 

где остаточный член выражается формулой 

(Mit (+; м) Ry= 

y- tam / Ум 
= ег“ | ей 2 at | a—o™"(14 2) 2 dv. (2) 

0 0 

| 
Легко видеть, что для любого фиксированного v при Rev > — 5 

Om 
Ry = O21”), zZ>o, еек Se ё > 0. 

Более тщательное рассмотрение выражения (2) показывает, что если V ве- 

щественно, Rez > 0и M>v —э>-— 1, то модуль остаточного члена в вы- 

ажении (1) меньше модуля первого отброшенного члена (т = М) (Мас- 
Obert, 1947, стр. 272; Ватсон, 1949, стр. 231). Далее, если v и 2 вещественны 

1 
причем 22 — М5 мало по сравнению с 2, то остаток приблизительно ра- 

вен половине отброшенного члена (см. Burnett, 1929). Эйри (Airey, 1937) 
модифицировал выражение (1), получив лучшее приближение, более пригол- 
ное для вычислений с высокой точностью.
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Используя символ Ганкеля 1.20 (3) 

о-2т г (55+ 5+ т} 

(Vv, m) — Г { (4%? — 1?) eee [4v? ~~ (2m = 1)2]} — 3 (3) т! 1 
mT (5 У— т} 

можно записать асимптотическое разложение в более удобной форме: 

—__ M-1 
JU —2 % —im —-M Ky@=V 5=е-*| Mo, п) 2г)-" + Ом) |, (4) 

m=0 . 

_ 91 
< аг ‚< ot 5 8 2 

Поскольку в определение (v, т) входит лишь V2, то ограничение Rev > —= 

может быть опущено. 
7.4.2. Случай, когда порядок принимает большие значения. Первое 

строгое изучение функций Бесселя при больших значениях независимого 
переменного и порядка было проведено Дебаем (Debye, 1909) с помощью 
метода наискорейшего спуска. Этот метод основан на следующих рассмо- 
трениях (Сорзоп, 1935, стр. 330; Ватсон, 1949, стр. 262). 

Пусть функция F(z) задана в виде 

Е (=) = | -*/® 5 (a) da, (5) 
С 

где С —контур на комплексной а-плоскости, на концах которого функция 
e~?/( обращается в нуль. Во многих случаях можно выбрать контур С 
так, чтобы он проходил через нуль в функции f’ (a), причем мнимая 
часть f (4) постоянна вдоль С. Таким образом, мы имеем f/f’ (do) =0 и 

Im [f (a)] = const = Im [f (a) (6) 
вдоль С. Поэтому Re [1 (2)] изменяется наискорейшим образом, когда в про- 
бегает С. При больших значениях 2 модуль подынтегральной функции имеет 
острый максимум в точке 0%, и поэтому существенный вклад в интеграл (5) 
вносит лишь часть контура С, лежащая в непосредственной окрестности Op. 

Для простоты предположим, что как порядок, так и независимое пере- 
менное положительны и пусть 

== х > 0, v=p> 0. (7) 

Кроме того, предположим, что величина Vo, определяемая формулами 

_P _4/, 1.2 
Sl U =, ch Uy = | 1, Up > 0, (8) 

постоянна, когда р, х-> оо. Здесь будут изучены лишь K, (x), соответствую- 
щие разложения для других функций Бесселя указаны в п. 7.13.2. 

Используя 7.2 (15) и выражение Зоммерфельда 7.3 (20), непосредственно 
получаем интегральное представление для K,(x), имеющее вид (5). Это 
представление таково: 

Кр (х) =5 | ge * 608 @ pipe о, — 5 | e-* 1 ga, (9) 
C С
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где 

f (а) = сова — ip =. (10) 

В соответствии с результатами п. 7.3.5 контур С начинается в точке — + i 00, 
а оканчивается в точке \— со, где О<\и<хл, и целиком лежит внутри 
полосы —\< Кеа<\\ комплексной а-плоскости. Условие f’ (а) =0 дает 

i . 
sina = —-2 = —ish vp, (11) 

Это уравнение имеет бесчисленное множество решений 

Om = — ivy + 20m, m=0, £1, £2,... (12) 

Из этих решений лишь о, лежит внутри полосы — yn < Rea < 1. Следо- 
вательно, 

Op = —iin[x-!(p+V p?+ x?)] = — iv, (13) 

и из (10) 

f (Qo) — ch Uo — Uo sh Ос. (14) 

Условие (6) показывает, что путем наискорейшего спуска является мнимая 
ось, и из (9) при а = iv получаем 

(oe) со 

__ ] —х ch v+ pu _1 —хе (v) Кр =o | Ч = 5 e du, (15) 

где 
g (9) =chv—wvsh Up. 

Подстановка 

т = g (9) — g (Up) = ch v — ch Up — (9 — Vp) Sh Vy (16) 

отображает плоскость 9 на плоскость т. Отображение является конформным 
т 

всюду, за исключением точек от = , + 2nim, в которых —— имеет простые 
adv 

нули. Таким образом, 
dv 1 

же (17) 

может быть представлена в окрестности точки т = 0 в виде 

со п. 1 

O(t)= Ут", (18) 
n=l 

причем радиус сходимости этого разложения равен расстоянию до ближай- 
шей особой точки т, которая соответствует значению 9 = Uy + 2л. 

Когда о возрастает от — со до Up, то т убывает от со до 0; когда 9 
продолжает возрастать от Up до со, то переменное т также возрастает от 0 
до со. Определим коэффициенты b, в {18) так, чтобы arg т ==2л на первой 
части и arg т = 0 на второй части пути интегрирования. Тогда мы имеем 

Кр (х) = sel (го) e— ™ [Ф (1) —Ф (1е/”)] ат. (19) 
a
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Используя (18) и применяя лемму Ватсона (Сорзоп, 1935, стр. 218), получаем 
искомое асимптотическое разложение 

M-1 1 

Кр (х) = e—* Fo) » У bea? Г (x —- 5) -- о" (20) 

n=0 

Коэффициенты в формуле (18) выражаются по теореме Коши 

_ п. _ п 
4nib, = 7 т ‘Ф(фат= J [g (v) — & (U)] 2 du, (21) 

где интеграл берется вдоль малого замкнутого контура, охватывающего точку 

о = Uy в ПОЛОЖИТЕЛЬНОМ направлении. 
1 

—fl 7 

Так как [g (v) — g (U)] 2 имеет в точке и = Vp полюс порядка 2n-+1, 
можно разложить 

1 

("1 [диф 2 
в ряд Тейлора. Мы имеем 

((— 9%)" [д (0) -- в (| -5 — Ул A\”) (Y — Up) 

где 

и | dv 

С другой стороны, теорема Коши показывает, что 

| п 1 

ое фе 7 (22) 

aniAy” = [ооо Lev) — goo]? av, (28) 
где интеграл взят влоль замкнутого контура, охватывающего точку 9 = Uo. 
Сравнение (21) и (23) дает значение коэффициентов в (20): 

1 
1 1 qd?" . —-п-5 

Bond 1. > Ayn — 2 (2n)! Fon (© — Uo)" [g (v) — g (U)] 7 } . (24) 

Мы получили, таким образом, асимптотическое разложение 

Кр (х) =- ехр (- Ур? x? + parcsin 2 x 

V4 (p? + х?) 
M-1 

1 x | 2" 4nl (m+) Vee x + ou ‚ px >0, (25) 
m=0 

где 
ет 

2 
ат = VY gi-2m 2m (e=* + x } bom +1. 

x2
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Первые коэффициенты в (25) имеют вид 

1 5 х? \ 1 
= = |1 ’ 8 24 р 

(26) 
3 77 x? -1 

“= в — 575 (1 +2) + 
385 х2 \-? 

3456. ( +7) | 
Аналогичное разложение получил с помощью метода стационарной фазы 

J. ВЛ (1937, стр. 23). Он вывел следующий результат, справедливый при 

р>Ух> 1: 

exp ( —Vp?tx?+p Arsh Е. ~— 2" do nT (м + 5.) cer Si Betta) | 
| Vi (p? + x?) m=0 Cm) ee ey” 

Cexp(— Уяр Arsh а 

< (27) 4 
we УР’ — x2 

ТТ чи 
Здесь w= р V > ИЛИ УР? + x? р B зависимости от того, будет ЛИ 

4 4 
p<Vx8 или p>V x. 

Для коэффициентов в левой части неравенства (27) выполняется рекур- 
рентное соотношение *) 

m= — УЦ" м2} 
где dy =1, dj =а. =0. Здесь aT 

(28) 

1 
распространена на все значения J, для которых т — { нечетно0и O<l<m—=3. 
Из (28) вытекает, что 

dy = 1, d, = 0, 4: = — Ур? 4’, dg = 10р? — У p? + x?, 

dg = 56p? + 35 (р? + х) — Ур x? и 
Чо = — 2100p? (р? + x?) + 246 р? + 210 (р? + x?) — У р? + x?. 

Соответствующие разложения для Ур (х) и H® (x) получаются из най- 

денного в 7.3 (20) и 7.3 (23) выражения Зоммерфельда с помощью метода 
наискорейшего спуска (см. Debye, 1909; Ватсоп, 1949, стр. 262; Weyrich, 
1937, стр. 49). Относительно выбора пути наискорейшего спуска в различ- 
ных случаях cM. Emde (1937, 1939) и Emde, Каше (1934). Здесь возникают 
разные случаи в зависимости от того, будет ли р больше или меньше, 
чем х, или же будет лежать в окрестности х. Они перечислены в форму- 
лах 7.13 (11) — 7.13 (16). Формулы для верхней границы остаточного члена 
в разложениях 7.13 (11) и 7.13 (14) и рекуррентные соотношения для коэф- 
фициентов были получены соответственно Мейером (Meijer, 1933, стр. 108) 
и Ван Вином (Veen, 1927, стр. 27). 

1 
интерпретируется как нуль, а сумма 

(29) 

т 
*) В первом томе вместо (7 используется обозначение С’.
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Недавно (см. Schébe, 1948) из контурного интеграла (7.3) 25 были по- 
лучены два различных асимптотических разложения для второй функции 
Ганкеля. В отличие от рядов Дебая, найденных в 7.13 (11) и 7.13 (13), члены 
рядов Шёбе не являются элементарными функциями, а выражаются через 
вторую функцию Ганкеля порядков 1/3 и 2/3. Первые члены даются фор- 
мулами Никольсона 7.13 (27) и Ватсона 7.13 (34) соответственно. 

7.4.3. Промежуточные области. Асимптотические выражения 7.13 (11), 

7.13 (13) и 7.13 (15) для функции НО (х) справедливы соответственно для 

случаев, когда х>р, х<р и х приблизительно равно р. Однако они не 
охватывают всех возможностей, поскольку в последнем случае наложено 

1 
3 добавочное ограничение х — p= ol. В переходной области, то есть 

в случае, когда £ близко к единице, HO | х— р|--большая величина, при- 

меняются другие формулы. Они были выведены Никольсоном (Ватсон, 1949, 
стр. 275; Schébe, 1948; Tricomi, 1949). 

Формула Никольсона для функций Бесселя первого рода целого по- 
рядка имеет вид 

1 1 

1. (2 л-13 6 (=)° К, ©, (30) 

_2 i 
дз *(2)5)s,@4+7 ,@], (31) 

3 3 

в зависимости от того, х < п или х > п. Здесь 

4 
— . 32 

. ЗУ 2х | х— п (9) 

(Относительно Y,(x) см. 7.13 (24) и 7.13 (26).) Эти формулы выводятся 
с помощью принципа стационарной фазы (Ватсон, 1949, стр. 256). С этой 
целью будем исходить из интегрального представления 7.3 (2): 

Л 

tJ, (х) = [ cos (np — x sing) dg. (33) 

0 

d (ng — x sing) —0 

dp — 
Поскольку мы предположили, что п приблизительно равно x, TO ф — малая 
величина, и в окрестности стационарной точки можно заменить Sing на 

3 

——=. Таким образом, 

n 
Фаза стационарна, если то есть если cos p= —. 

Jt co 

3 3 

tly (х) ~ | cos 7-99 аф — | cos Рае dg. 

0 0 

В зависимости от того, имеем ли мы х<п или xX >A, этот интеграл 
является интегралом Эйри вида 7.3 (39) или 7.3 (40), что приводит к тре- 
буемым результатам (30), (31). 

Этот метод вывода формул Никольсона является спорным. Кроме того, 
область, в которой справедливы эти формулы, и порядок величины ошибки
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не могут быть определены (строгую теорию метода стационарной фазы дал 
Ван дер Корпут (Van der Corput, 1934, 1936). Бьюил (J. Bijl, 1937) при- 
менил этот метод для того, чтобы получить асимптотические разложения 
функций Бесселя. 

Формулы Ватсона. Более точная форма для формул Никольсона 
была дана Ватсоном (1949, стр. 276): 

in 3 3 26 He) (x) = У w exp |- ip (w — > — arctgw) | Wi) + O(p~'). (34) 

Здесь порядок р может He быть целым числом, и мы имеем 

v= —— 1, (35) 

где аго м =0 при х>р и argw =5 при х < р. Соответствующие фор- 

мулы для /,(х) и У,(х) перечислены в 7.13 {28) — 7.13 (31). В случае, 

если x приблизительно равно р, ® может быть заменено на У2(х— p)/p 
л 

(arg Ух — р равно 0 или э Mpa x > р или x < р соответственно. Отсюда 

получаются формулы Никольсона (39), (31). 
Используя свое асимптотическое разложение, Шёбе (Schdbe, 1948) по- 

лучил следующий результат (см. конец п. 7.13.2): 

in 
6 (2) (y) — е A, (x) = 

& = Уря 

— Зл 
и arg V (x — p) paBeH О или 2. в зависимости от того, имеем ли мы 

х> рили x < p. 
Другая формула дана Tricomi (1949). Его результат имеет вид 

soe F)= 
= у > A, (t) — app [8 (t) +-2t A, (t)| + О Le), (37) 

UY p (Е +У 2 7 = 

5 
ЗЕ _— 

= Vat qe Beso 2a o]4 ol, 5) (38)
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Здесь A, (f) и Ag (t) обозначают функции 

но-зИ 5 eV ECVE) 
3 _ 

а И SI) 
(см. интеграл Эйри 7.3 (40) ). 

7.4.4. Равномерные асимптотические разложения. Методы, связан- 
ные с дифференциальным уравнением. Рассмотренные выше асимптоти- 
ческие формулы были получены с помощью интегральных представлений 
для функций Бесселя, в основном с помощью представлений Зоммерфельда 
(см. п. 7.3.5). Другой метод вывода этих разложений основан на дифферен- 
циальном уравнении Бесселя. 

Мы ограничимся в дальнейшем рассмотрением случая, когда как по- 
рядок р, так и аргумент х являются положительными числами. Преобразуем 
уравнение Бесселя 72(1) с помощью подстановки х = pe’. В резульгате 
получим уравнение 

w” (y) + р° (27 — Ош (у) =0. (41) 
Асимптотическое поведение решений дифференциального уравнения вида 

и” (у) + [p?@? (у) — K (y)] w (у) =0, (42) 
в котором р является большим парамегром, изучалось многими авторами 
(Horn, 1899; Schlesinger, 1907; Birkhoff, 1908; Blumenthal, 1912; Jeffreys, 1925; 
Jordan, 1930). Основным принципом этих исследований было то, что мало 
отличающиеся друг от друга дифференциальные уравнения должны имель 
мало отличающиеся решения. Первоначально для сравнения брались урав- 
нения с постоянным значением Ф. Все эти методы теряют силу в области, 
где Ф (у) имеет нули. В случае уравнения Бесселя это происходит в окрест- 
ности точек у = 0 или x = р. 

Лангер (Langer, 1931, 1932, 1934) использовал для сравнения уравнение, 
в котором Ф (у) является, по существу, соответствующей степенью у Это 
позволило справиться с трудностями, связанными с нулями Ф? (у). Решение 
уравнения, использованного Лангером для сравнения, может быть выражено 
через функции Бесселя порядка 1/3. Применение результатов Лангера 
к уравнению (28) приводит к следующей асимптотической формуле, которая 
справедлива равномерно в 0 < x < со (Langer, 1931, стр. 60, 61): 

int 4 
6..0 в — ао ® i. 3 e He) (x) = V > >_ HY (pw — parctg w) + О\р 

3 

(43) 

При х>р argw и arg (ю — аг © w) положены равпыми нулю; при х < р 

arg и равен > a arg (w—arcitgw) равен >. (Результаты для Jy (х) 

и У,(х) перечислены в формулах 7.13 (32) — 7.13 (35).) Относительно срав- 
нения числовых значений J, (x) со значениями, получаемыми по формуле 
Лангера (43), см Фок (1934), а относительно распространения формулы (43) 
на комплексные значения р их см. Langer (1932).
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В случае, когда w достаточно мало (то есть х приблизительно равно р), 
ws 

w—arct2 W можно заменить на ——-; при этом получается формула Ват- 
3 

сона (34). 
Метод «приблизительно совпадающего» дифференциального уравнения 

был также использован Черри (Cherry, 1949, стр. 121) для получения равно- 
мерных асимптотических разложений функций Бесселя. Дифференциальное 
уравнение, которому удовлетворяет функция 

Vy Jp @ У! y?), 

имеет вид 

dw 5 1 Че [РН о- 1 (ду ду =0 (49 
где 

и = Athy—y. (45) 

В окрестности точки у=0 коэффициенты для w в (44) имеют разложе- 
ния вида 

би (e—r—4)ant +e), 
где Р означает степенной ряд. Таким образом, уравнение (4) близко к ypaB- 
нению 

ФИ 2 5-2 Ш aa +W(—p 35а )=0. (46) 

Но в силу формул 7.2 (62) и 7.2 (63) решением уравнения (46) является 

И =УриК, (pu). (47) 
3 

Поэтому, если записать уравнение (44) в виде 

4? 
Че (- "+35 и] =o f (0), (48) 

где 

1 = зи 0-1 (руду), 9) 
то мы можем подставить в правую часть уравнения (48) вместо ® выра- 
жение (47). Продолжая далее этот процесс последовательных приближений 
и применяя метод вариации произвольных постоянных, получаем решение 
уравнения (48). Дальнейшие результаты можно найти у Черри (Cherry, 

‚ 1949, 1950). 

7.6. Функции, связанные с функциями Бесселя 

С функциями Бесселя связаны некоторые многочлены и функции, ко- 
торые либо подобны им, либо обладают некоторыми похожими свойствами, 
либо, наконец, встречаются в исследованиях, относящихся к функциям Бес- 
селя. Эти многочлены и функции подробно описаны в книге Ватсона (1949, 
гл. 1X и Х). Мы дадим здесь лишь краткий очерк основных свойств неко- 
торых из этих функций. Более детальную информацию читатель найдет 
в книге Ватсона (1949).
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7.5.1. Многочлены Неймана и связанные с ними многочлены. Много- 
члены Неймана O, (2) определяются равенством 

(2—8 ' = У =. In © On (2), 
n=0 

0 =1, &,=2, если nol, JE] <l] 2]. (1) 

Они играют важную роль в теории разложения произвольной аналитической 
функции f (2) в ряды вида 

Х (2) = > ап Jn (2). 

Для того чтобы получить явное выражение для O, (г), будем исходить из 
тождества 

- Е 
(g—t) be! | e-*e* dx, Re & <1. (2) 

0 

Положим в равенстве 7.2 (25) а =1, заменим 2 Ha Ё и Ё—#1 на =. Мы 

получим: 

ХЕ 

= Se VF +" EVE ©. 
n=0 

Е Подставим это разложение в равенство (2) и заметим, что при |= <1 

можно почленно проинтегрировать. Сравнив результат с (1), получаем 
интегральное представление Неймана 

Onley = her! | «Ури + Ури et de = 
0 

со ей 

= | le + VIF +6 -—VIF OE)" | eH at, (3) 
0 

rien>Ou [8 ав 2|< >. 

Для того чтобы показать, что О„ (2) является многочленом от 27!, под- 
ставим 

(VIFF +0 =F, ([-5 ad, —1) вел, (—E", lan, 3, —#) 
2°’° 2’ 2" 2 °* Q? 

в (3) и почленно проинтегрируем получившееся разложение. Мы получим, что 

nr ии ee Од yt (5 (4) 
m=0 

-O _ 1 < и = —2т-2 nei (2) = ("+5 a) (5 (5)
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или, после некоторых алгебраических преобразований, 

<> 2 2m—n—| 

Iw (5 
О» (2) = 1 № п(п— т — 1)! = ‚ ПР. (6) 

m=0 

В частности, имеем 

О (г) =2-', 0, (2) =г-?, 0, (2) = 2714 4274. (7) 
Очевидно, что O, (2) является многочленом oT 27! степени п --1. Из (6) 
вытекает следующее неравенство: 

n- 1 —n—- | [= 2 
| On (2) [< 2?7 п!|2[ "7 ехр д it (8) 

~ п 

Следовательно, используя 7.3 (4), получаем, что если ряд У (3) 

абсолютно сходится, TO и ряд 

co 

> an Jn (&) On (г) 

абсолютно сходится. 
Из определения вытекают следующие соотношения: 

Op (2) =— O, (2), (9) 

20, (2) = О„_1 (2) — 94,1 (2), п>1, (10) 

(nN—1) Ор, (2) + (2 + 1) On-1 (z)—2271 (n? — 1) O,(2) = 2nz7} (sin Sy (11) 

nzO,_;(2)— (n? — 1) О, (г) =(n— 12 0’ (г) п (sin > ) , (12) 

0,41 (2) — (n*? — 1) O,(z2)=—(n+1z О, (2) п (sin >). (13) 

Из этих соотношений следует, что O, (г) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 

2 2 
2 TY 432 Aye ибо = 2(cos SY +n(sin SY" (14; 

Если С является простым замкнутым контуром, охватывающим начало 
координат, то из (6) и 7.2 (2) следует, что 

Г Om (2) On (2) dz = 0, m=n и m-~n, (15) 

С 

[ Im (РО, (2) 42=0, mn, (16) 
С 

Гл (2) От (2)dz=ni, m>l. (17) 

С
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Для некоторых целей удобнее использовать многочлены Шлефли 

ee $ (2) =0, (2) = Хит, adi as) 
m=0 

(Ватсон, 1949, п. 9.3—9.34)..Они связаны с многочленами Неймана соотно- 
шениём 

2 
nS, (2) = 22 O, (2) —-2 (cos >| . (19) 

Многочлены 2, (2), определяемые разложением 

(22— 8)! = Ув М, (ар, (2), |1 <121, (20) 
n=0 

также были изучены Нейманом (Ватсон, 1949, п. 9.4 и 9.41). 
Оба семейства многочленов Неймана были обобщены Гегенбауэром (Ват- 

сон, 1949, п. 9.2, 9.5). Эти обобщения определяются разложениями 

Vv © 

= У) ль, < 12h (21) 
n=0 

БУТИ С р 

Е п; и J J 5): 22 — х в 20. (22) 

7.5.2. Многочлены Ломмеля. Повторно применяя рекуррентную фор- 
мулу 7.2 (56), получаем, что Jy, может быть выражено в виде 

Уу-+т (2) = У. (2) Rin, y (2) — SJ y—1 (2) Rm, y41 (2), (23) 

где Rm, у является многочленом степени т от 271; он называется много- 
членом Ломмеля. Аналогично имеем 

(—1)” У ут (2) =У- у (2) Rin, y (2) +I у-и (2) Rei, учи (2). (24) 

Из (23), (24) и 7.11 (33) вытекает, что 

te 

Rm, v (2) = 2 sin (vst) [Му-+т (2) Jey41 (2) + (-1)” У ут (2) Jy (2)]. (25) 

Используя степенной ряд 7.2 (48) для произведения двух функций Бесселя, 
получаем из (25), после некоторых преобразований, формулу 

< 
м (СИ (m—anytl wtm—a) (2\7" 8 

Rm, v (2) = > п! (т — 21)! Г (v +n) (5) — 

Г _т 1 — 

— ee (5 Fs (=. —5; у —т l—v—m; —2). (26) 

Из этой формулы видно, что 

Rm, vy (2) = (-1)” Rin, -у-т ни (2). (27)
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Так как функции Бесселя второго рода удовлетворяют гому же самому 
рекуррентному соотношению 7.2 (56), что и Jy (г), получаем следующее соот- 
ношение, аналогичное соотношению (25): 

Уу+т (2) = У. (2) Rn, vy (2) — Уу-1 (2) Ret, учи (2). (28) 

Следовательно, из (25) и 7.11 (36) имеем 

Юль у (2) = =A [Уучт (2) Лу 1 (2) —Уучт (2) У (2). = (9) 
Пусть в формуле (25) m=2n и v= 5 — п, где п — целое число. Используя 

(26) и 7.11 (5), получаем 

Г 1 Ort i 1 ey = i i Oy " i or = 
ats ans A+ A+ 2 2 

У (22)2т-2п (2n — 2m)! (2n — т)! (30) 
2 т! (п— т)! (п— т)! 

m=0 

Рекуррентные формулы и формулы дифференцирования, которым удо- 
влетворяет многочлен Аж, y, могут быть получены из его представления (25). 
Относительно этих формул и доказательства предельного соотношения Гурвица 

2 m+YV 

(= Rin V+1 (2) 

lim 
т —> со ГО 

см. Ватсон (1949, п. 9.63, 9.65). Относительно других результатов см. Mcdo- 
nald (1926). 

7.5.3. Функции Ангера — Вебера. Функция Ангера Jy(2) и функция 
Вебера E, (2) определяются интегралами типа Бесселя 

— У» (2) (31) 

л 

Jy (2) £ By (2) = + | eet WO 2 SIND) dep (32) 
0 

Используя формулы 7.3 (9) и 7.3 (10) соответственно, получаем отсюда pas- 
ложения со 

Jy (г) =, (2) = sin (ул) | е-? $11 gy — 

0 

=. (г) -- = sin (vst) | oe (о Ут v2) ̂ (1 + о)" du, — (33) 

0 
Кег >> 0. 

E, (г) = — У. (2) — | (е"- oF cos ум) е-2 31 at = 

0 

| г —го А, =-Yy@—= | в" [(о + УТ-Е о?) + 
0 

+ cosva(u LVI) *| (1-92) "dv, Rez>0. = (34)
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Из (33) следует, что 

Зи (2) = У), (2), п=0, £1, +2,... (35) 

Разложение подынтегральной функции (32) по степеням г и почленное 
интегрирование с использованием равенства 1.5 (29) приводят к разложениям 

xo и (=) 

PN 
Jy (2) = cos ea, > Г [n+ 14+5)0(n t1-3] у n=0 

oo n+) 

(Na ео" (5) 
+l) Does aes Pay (36) 

($ ©") Ey (2) = sin (>) > - У) _ 

oo Qn+1 

— cos (2 ну (5) а-я (37) 

Связи между функциями Ангера и Вебера и рекур- 
рентные соотношения. Из формул (33) и (34) имеем 

sin (ул) Л, (2) = cos (ул) Ey (2) —Е_ (2), (38) 

sin (ул) Ey (2) = J_y (2) — cos (ум) Jy (2). (39) 

Дифференцируя формулу (32), получаем 

д 

9 [Jy (z) + iE, (z)] — + | {e! [(v—1) p—zsing] __ 21 [(У+1) ф-г sin $ dq, 

0 

откуда, вновь используя формулу (32), выводим, что 

24, (2) = Jy (2) — Ing (2), (40) 
2Е, (2) =E,_, (2) — Е’ 1 (2). (41) 

Аналогично из формулы (32) вытекает 

Jy (2) + Sy (2) = 227) (2) —2 (nz)? sin (ул), (42) 
Ey _ 1 (2) + Eyii (2) = 2%2-1Е. (2) —2 (az)! (1 — cos ул). (43) 

Из (33) и 7.2 (1) выводим, что 

лат (2) + — 277) J, (2) = 
со 

d 
| i (— zcht-—-v) e778! V4] ay О. | 

== 2 sin (ул) | 

0
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Таким образом, очевидно, что 

Jy, (2) г (2) + -— 27) I, (2) = 
Из (44) и (39) вытекает соотношение 

Е, (2) + 27'E, (2) +d — 27-2) Е, (2) = 27 [2 + v+(z—v) cos (ул)]. (45) 

Асимптотические разложения. Асимптотические разложения 
функций Jy (2) и Е. (2) при больших значениях 2 и фиксированном у легко 
получаются с помощью леммы Ватсона. Подставим выражение 

(y+ Vi-Fe) (1+) = 
— oF; (=. 1, 5; — vt) fw (1+5, 1—5; 5. — 0] (46) 

соответственно в (33) и (34) и используем равенства 2.1 (2), 1.1 (5). Мы 
получим 

- 2—2? (2 — v) sin (ул). (44) 

Jy (2) =Jy (2) + (az)! sin (va) » "2 (2%) (=) 2-и+ 
n=0 

М-1 

Ноа У, 02" (1+5) (1—3) emt 
n=0 

+vO(Jz 28-0] ‚ (47) 
+ 

Ey (2) = —У, (2) — (az)! (1+ cos ул) X 
М-1 

«|S core (HA) et) oer n=0 

V 
—%(л2) 1 (1 — cos ул) У (—1)? 22” ( + 5), ( — 3). go en le 

+0(| ea} (48) 

Относительно асимптотических разложений для Jy (2) и У. (г) в (47) и (48) 
соответственно см. 7.13 (3) и 7.13 (4). 

Случай больших значений |v| и |2| изучен в книге Ватсона (1949, 
стр. 345). | 

7.5.4. Функции Струве. Функции Струве определяются с помощью инте- 
грального представления, похожего на интеграл Пуассона 7.3 (3): 

1 1 
1 2 ы У-> 

Г (v-+ 5 H, (=) = Vu (5) | (1 — #2) 2 зщ (28 аЁ = 

л 
2 

У 
— Va (=) | sin (2 cos ф) (sing)°” dp, Rev>— 7 (49) 

0
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Из этого выражения можно вывести (Ватсон, 1949, стр. 367), что функция 

H, (х) положительна, если х положительно и 25. 

Если преобразовать равенство (49) в контурный интеграл, то можно 
снять ограничения, наложенные на V, и мы получим 

3 y a? 1 
(9 [1 ‚я Hy (2) = — м r(5— (5 | (2—1) ? эт(2В dt, (50) 

0 

13 5 
Ут, a grr 

Еще одно представление вытекает из 7.2 (12): 

со ей 

| | А 21 2. —2 у-5 Г (y+ 5) [Hy (2) —¥y (Е2)] = —— (3) | ем: 2 at, 
2 Ул \2 

0 (51) 
В— 9 <авё< Вэ 5; —э —В ав —В 

(Относительно других интегральных представлений см. Meijer, 1935а, стр. 628, 
744; 1939; 1940, стр. 198, 366; Nielsen, 1904, стр. 234.) 

Модифицированная функция Струве имеет вид 

_ivt | м 
1 (2) = — ? н. (1 2 | (52) 

Следовательно, из (49) вытекает 

a 
2 

Ly (2) Г ( + 5) = т =) | sh (2 Cos ф) (sin )?” dp, Rev> — (53) 

0 
Из (51) мы имеем 

(=) 
L (5) v5 y (х) = 1-х (x) — j ИА) sin (xt) dt, (54) 

1 
х>0, Rev< x: 

Представление H, (2) в виде степенного ряда по возрастающим степе- 
ням 2 получается из формулы (49) путем разложения з1п (г с0$ф) по сте- 
пеням 2 и почленного интегрирования: 

3\ 

m=0 v(m +5)P(v+m+5} 
3 3 =2 

> уни (В at 9? =) === (=) г) 
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-v 
2 . . 

Отсюда видно, что (+ H, (2) является целой функцией oT v и 2. Далее, 

мы имеем 

Hy (гейм) = о” TU H(z), т=1, 2, 3, ... (56) 

Из (52) получаем 

3 3 2? 
v4 Pe (| ary >? =) 

= (2) = —= | — (57) 
Ул \ 2 Г (v +5 

Из (55) легко вывести формулы дифференцирования 

a ; 
ay le" Hy (г)] = 2” Hy_1 (2), (58) 

~£ [г-ну (2 = — 2~ Hy 41 (2) (59) az Vv — У-1\< /- 

мУяг (+5) 

Выполняя дифференцирование в левых частях равенств (58) и (59) и срав- 
нивая полученные результаты, выводим, что 

Vv 

Hy 1 (2)-+ Ну (2) = > Ну, (60) 

Vv 

Ну, (2) — Hy 41 (2) = 2H, (2) - оо. (61) 
Varr(v+5) 

Из (58) и (59) следует, что функции Струве удовлетворяют дифферен- 
циальному уравнению 

„\У-1 

(5) 
Улг (v + 5) 

Асимптотические представления. Если положить в фор- 
1 

(62) 2, (2) 2 Hy (2) + (2? — v4) Н, (2) = 

\ — — 

муле (51) 2 =1 и разложить (1-+ 2-2) *? в ряд по возрастающим степе- 
ням ¢, после чего проинтегрировать почленно, то получим для больших 
значений & и фиксированного у 

M1 | Е —2m+v—i 

LN r(m +5} (5) 
д 1 у 

ОЕ ”-2М-Т), (63) 

larg] < л.
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Относительно асимптотического разложения У’. (Е) см. 7.13 <. Далее, можно 

доказать, что если у вещественно и Ё>0, то при M+5—v>0 M-it 

остаток имеет TOT же знак и меньше по абсолютной величине, чем первый 
отброшенный член. 

Относительно случая, когда велики |\| и ||, см. Ватсон (1949, стр. 364) 
1 

у — — 

Если v=n +5 (n=0, 1,2, ...), то (1 + >?) 2 в (51) является много 

членом и мы имеем 

‚ (64) 

где У , (&) задается формулой 7.11 (2). Далее, из (51) и (54) получаем 
n+= 2 

H (z)=(—l)"/, (2); L 
- (+5) ats -(2+5) 

При п =0 формула (64) принимает вид 

(2) =17 , (2), п=0, 1, 2, ... (65) 
+5 

1 — cos г 
H, (2) = И e 

2 V 2 

Если п — натуральное число, то из формул (37) и (55) получаем (Ват- 
сон, 1949, стр. 367) 

< ^^. | \ /г\7-2т-1 

Н) (2) ту r(m tt —Е, (г), (66) = т») 

на "1 (5) "И 
ayn y 2}\2 _ 

H_,(2) = д 2 r(m +3) E_,(z). (67) 

Относительно дальнейших результатов, касающихся функций Струве, см. 
Baudoux (1946). 

7.5.5. Функции Ломмеля. Рассмотрим неоднородное дифференциальное 
уравнение Бесселя 

eS 4 22 а) matt, (68) 
dz?
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где ий и у — любые постоянные. Решением уравнения (68) является 

CO 
я (—1)™ 2 +2т +1 

Sy, (2) = 

m=0 
(UF? —УИ® 3-м]... @ т 1)? — v7] о 

ионы 
_ p(n ee) (eee rem es) _ 

m=0 

= an _bovt+3 ptt 3 2? 

ооо (hb SS ATE. —4). 6 
Если OHO из чисел и -= у является нечетным целым числом, решение (69) 
теряет смысл. 

Интегрируя дифференциальное уравнение (68) с помощью метода вариа- 
ции произвольных постоянных и выбирая решение, которое при малых 2 

приблизительно равно [(и —- 1) (и 1)] 1211, получаем 

Jt 
$ 2) = —— 
ву (2) 2 sin vit Lt | zh J_y (2) dz—J_, (2) | zh dy (г) | = 

0 0 

Jt 
— > Pe | a Jy (2) dz — Jy (2) | 2 Yy (2) в (70) 

0 0 

Если У не является целым числом, два выражения (70) для Sy, у сов- 

падают. Если же у — целое число, то первое выражение не определено, 
а второе имеет смысл. 

Другим частным решением уравнения (68) является 

Е) г 

sin (vst) Su, у (2) = Sp, vy (2) + x 

Х | cos It =) | Jy (2) — 608 | -У x | (2) } = 

= sy ve) p2t—In (HELEN) p (WEBEL) 
x4 sin] @ =F] Jy @) — < [#—9 5, (2) ha 

Если одно из чисел у - у является нечетным положительным числом, TO Sy, y 
может быть представлено в виде следующего конечного ряда по убывающим 
степеням 2 (см. Ватсон, 1949, стр. 379): 

Su, y (2) = 247! {1— [(и— 1)? — v2] 2-2 + 

Е — 1)? =v] [= 3)? — v8] 2-4 — (72) 
В случае, когда |t+-V или и —V является нечетным целым числом, Sy, y 

не определено, а Sy, y (2) имеет определенный предел (Ватсон, 1949, стр. 380).
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Рекуррентные соотношения. В силу принятых определений 
имеем 

Sy4a, у (2) = 211 —[(U 1)? — 2] sy, у (2), (73) 

ви y (2) Sp, y (2) = (и — VN Sy-1, yt (2), (74) 

Si, y (2) — > би, у (2) = (и —V—1) Spay, уз (2) (75) 

SY sy (2) = (VN) Sua, yn (2) —U—V—V) Suna, уча (2), (76) 
25, у (2) = (ИУ — 1) Spe, уф 1 (2) + (и—У— 1) Зи 1, учи (2). (77) 

Из (71) следует, что в формулах (73) — (77) можно заменить Su, х (2) на 
Su, v (2). 

Частные случаи функции Ломмеля. Многие функции, свя- 
занные с функциями Бесселя, могут быть выражены через функции Ломмеля 

Oon (2) = 271 Sy, on (2), Опа (2) = (224-1) 27! So, ong (2), (78) 

Son (2) = 4 St, on (2) Sones (2) =2 So, an (2) (79) 
Aan y(2) = 2 Р-Н) (V+ 2M) Stay, vern(Zs (80) 

Ане = 27 P (YEA $ DVM So, veoner (2, BD 

J, (2) =~ [sin (va) 50, y (2) —v sin (уп) 5-4, y (2) (82) 

Ey (2) =— [(1 4 с08 ул) 59, y (2) Ну (1 —cos va) 5 y (2), (83) 
21 sy у (2) _ 21°$)., y (2) И тт (84) 

где использованы обозначения, введенные в п. 7.5. 
Функция Юнга (1912) имеет вид 

H, (2) = 

ыы ( 1)” v+2m *y 1 (2) M1 2) 2 5122 
Cy) = То ЕО =" гоп (85) 

Асимптотические разложения. Вообще говоря, ряд (72) рас- 
ходится. Но можно показать (Ватсон, 1949, стр. 383), что он является асим- 
птотическим разложением Sy, y (2), когда | г | — большое число и | arg z| < м. 

Интегральные представления. Интегральное представление 

(l+v+p)/2 _ 

spy (2) = 2" (5-) г (—tE=*) x 

J дур (2 sin 0) (sin @)°F¥-4)” (cos 0)У+ 46, Re(v--u-+ 1) > 0, (86) (14+p- x 

r
e
,
 

2]
 
a
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легко проверить путем разложения по возрастающим степеням 2. 
Относительно дальнейших интегральных представлений см. ормулы 
7.12 (48) — 7.12 (52) и Szymanski (1935), Meijer (1935a, 1938, 1939a, 1940, 
стр. 198, 366). 

Ломмель изучил также функции от двух переменных, определяемые 
равенствами 

= V+2m 

(ша) = У" (S) Лт, (87) 
m=0 

Vy (w, 2) = 008 (Ft Ft) FU ge (в 2) (88) 
Относительно теории этих функций см. Ватсон (1949, п. 16.5 — 16.59); см. 
также Shastri (1938). 

7.5.6. Некоторые другие обозначения и функции. В книге: Nielsen, 
Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen использованы некоторые обо- 
значения, отличные OT введенных в п. 7. 5; перечень их приведен в книге 
Нильсена на стр. 406. Этими обозначениями являются 

ZY (2) = Ну(2), YY (2) =Jy (2), Q (2) =— Ey (2), 
22-Р cog E (У — р) So-1, vy (2) 

1% (г) = 

Далее в этой книге изучены следующие функции: 

IY (2) = 5 [Jy (2) + J-y (Qh ХФ = 5 Uy —-,@. 
Л 

лФ”(г) =Г [ 21? 93 Ф соз (уф) dq, 

0 
Л 

tAY(z) =й-* [ е?? COS ® sin (уф) dp. 

0 

Последние две функции являются обобщением интеграла Хансена для коэф- 
фициентов Бесселя (см. 7.12 (2), а также 7.12 (40) — 7.12 (45) ). 

7.6. Теорема сложения 

Существует два типа разложений функций Бесселя, известных под назва- 
нием теорем сложения. Разложения типа Гегенбауэра связаны с теорией 
сферических волновых функций (в 2%--2-мерном пространстве), в то время 
как разложения типа Графа связаны с теорией цилиндрических волн. Это 
различие не является вполне точным, и оба типа совпадают при \ = 0. По 
сути дела, эти два типа разложения являются двумя различными обобще- 
ниями теоремы сложения Неймана для Jo (2). 

7.6.1. Теорема сложения Гегенбауэра. Мы установим теорему сложе- 
ния Гегенбауэра для модифицированных функций Бесселя третьего рода К. (г). 
Положим 

w= И 2 2 —927 созф = У (2— ге) (2 — ze!) (1)
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и предположим сначала, что г, Z, ф вещественны и О < 2 < 2. Полагая 
в 7.12 (23) z=1 иа= ®, имеем 

co 

2 2 —_ 

w-’ Ky (w) = 5 | ехр ([—#— ar ee ed Lae at. (2) 

0 

При v =2 0 используем разложение Сонина 7.10 (5) 

ТИНА 
n=0 

и подставим его в (2), после чего почленно проинтегрируем, используя фор- 

мулу 7.7 (37). Таким образом мы получим теорему сложения (относительно 

функций CY см. п. 3.15) 

К» (в) = (AF) г У Сс 0/ „Ки, = © 
п=0 

у #0, —1, —2,..., 2< Z. 

Если устремить здесь V к нулю, то получим, используя 3.15 (14), 

Ко (w) = [о (г) Ko (2) +2 У, In (2) Kn (2) cos ng, 2 < Z. (4) 
n=l 

Из 7.2 (12) и 7.2 (13) вытекает, что ряд (3) сходится одновременно с рядом 
— п 

Ус; (cos ф) (=) ‚и поэтому из 3.15 (Г) следует, что формулы (3) и (4) 

сохраняют силу, если | ze*'? | <] Z|. 
Теоремы сложения для других функций Бесселя могут быть получены 

из формулы (3) с помощью соотношений 7.2 (16), 7.2 (17), 7.2 (Т) и 722 (8). 
См. также 7.15 (28) — 7.15 (32). 

7.6.2. Теорема сложения Графа. Формула сложения Графа 

— ze! _ YS Jorn (Z) Jn (2) 2"? (5) 
n=—oo 

Z 

Jy (@) ( Z—ze!®? 

где 

| 2е=1® | < |Z |, < — уг? + 72 — 227 COS — = V(z — 26$) (2 — ze'?), 

может быть доказана следующим образом. Из 7.3 (5) мы имеем 

(2179 Лу (2) Jn (г) eo"? = 
(0+) ip \n 

— | exp | #0 fev) Jn (г) dt. 

—oo exp (— 13)
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Из 7.2 (25) вытекает 

Qnty) У Ли (2) Jn (2) ei? = 
fi=s=—co 

0+ 
` Z _ 2 _ ‚ 

= | exp |5 @—1 mF (te gel) тар 

—oo exp ( — iB) 

7, Z—ze' wy 
Положим здесь (7 — ге?) Е = wy, ; =~ и выберем значение 

квадратного корня (1) так, что w—>-+ 7, когда г ->0. Тогда можно взять 
контур, начинающийся и оканчивающийся в точке — соехр (— ia), где 
о = arg w. Таким образом, мы имеем 

CO 

Qniy Wi Jyan(Z) Jn (2) ei? = . 
nh=—oco 

(0+) 

= wV(Z~ ze)” | exp > (и — v1) v~V—lay, 

—oo exp (— #9) 

Вновь применяя 7.3 (5), получаем (5). 
Формула (5) может быть записана в несколько ином виде, если ввести 

угол р с помощью равенств 

С — 2 с03ф = м с0$ 1, 2зшф = № sin. 

Ясно, что для вещественного ф и положительных 2, Z и W ip является углом, 
противолежащим стороне 2 в треугольнике со сторонами 2, Z, w. Мы имеем 
тогда 

eV, (в) = У Sysn(Z) Jn (ге, 
п=-с 

| ге=® | <172|], v0, £1, +2, ... (6) 

Относительно других функций Бесселя см. формулы 7.15 (33) — 7.15 (36). 
Формулы удвоения для функций Бесселя первого рода и для модифици- 

рованной функции Ганкеля в случае полуцелого порядка вывел Кук (Cooke, 
1930). Результат имеет вид 

1 
_ m+ 

J ‚ 22) =(—-l)"V amie 2x 
4 

т 

Ат (—1)" (2m — 214 1) 
хм п тп ЕПГ many sO (mongt) 

(—1)” 2т — 21-1) в 2 ey 
-п+5 1 m 

_ m! Mx 

‘net (22) = Vx и У п! (2m —n-+1)! ; (8) 
n=0 

Относительно других таких формул cm. Cooke (1930).
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7.7. Интегральные формулы 

7.7.1. Неопределенные интегралы. Из формул 7.2 (52) и 7.2 (53) 
соответственно мы имеем 

Гал даа = А Wir (2), (1) 

fey @ az = 2). (2) 

Из 7.2 (57) получаем 

m—1 
& [лее =2 У ты + f Ут @) аа, `т=12,3,... @® 

n=0 

Равенства 7.2 (4) —7.2 (6) показывают, что формулы (1) — (3) сохраняют 

силу для Y, (2) и НО (2), H®) (2). Относительно других подобных формул 

см. 7.14 (1) —7.14 (13). 
7.1.2. Определенные интегралы по конечным отрезкам. Многие 

определенные интегралы, содержащие функции Бесселя, являются формулами 
типа свертки 

t 

F+G(t)= [ Fw)G¢—v)ae 
0 

и могут быть выведены из теоремы о свертке для преобразования Лапласа 
(Doetsch, 1937, стр. 161; Widder, 1941, стр. 84). Эта теорема утверждает, 
что если 

со 

f(s) = [ e-%F (t) dt = L {Е} 
0 

и g(s)=L{G}, то 

f(s) & (5$) =2{Р*(} 

Эта формула справедлива, например, если [{Р} и L{G} абсолютно 
сходятся. 

В качестве примера получим этим способом второй интеграл Сонина. 
Полагая _ 

Fy (a, t) = qh gv? Ju («У t), 

получаем из формулы (24) при Rep > —1 

Да, 8) =L (Fy (a 0} =271 1-1 exp (— райз-1). 

Ho 

fu (a, $) fy (В, $) =2 Ау: (УР, 5),
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откуда и вытекает интеграл Сонина 

[ve ¢— (Ут) Jy (8 Vie—1) at = 

= 20 В” У (@ + B2)-(v+H an ии (+ V 02 +2), 

Rev>—Il, Rep > —1. 
Полагая # = 1 и подставляя т = (sin 9)2, получаем 

at 

5 

[ Jy (а sin 0) Л, (В cos 0) (sin 0) +1 (cos 0)+" 40 = 
0 

= ов V Р-Н 7 (Ув), 44) 
Кел > —1, Кец > —1. 

Следует особо отметить предельный случай формулы (4). Если разде- 

лить обе части равенства (4) на В” и устремить В к нулю, получим 
первый интеграл Сонина 

Л 
9 
4 

[ J, (а sin 0) (sin 9)" +т (cos 0)22+1 40 = 

0 

= 22Г (р -- 1) ани (а), Rep>—l, Reu>—l. (5) 
Другими формулами типа свертки являются 

1 

| TY y (т) (¢— 1)’ Jy (Е — т) ат = 

° 1 
l 1\ УИ 

, г 5) г(и+ 5)! 1 1 
= J 1 (#), Кер> — a, Кеу> —э (6) 

+5 V 2 P(v+y+)) v+h 

(cm. Hardy, 1921, crp. 169) u 

t 

| Jay («Ут) cos (ВУ) 4 
F Vit (¢—t) 

=n явл ячР-], rev>—t. @ 
Последняя формула может быть записана в виде 

л 

2 

[ Jay (2 VE sin соз [(2 —£) cos 8] 40 = ^ Jy (2) Jy) Rev>—-. (8) 
0 7
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Формулы (6) и (7) вытекают из теоремы о свертке, примененной к COOTHO- 
шениям (17) и (23), (25) соответственно. 

Интегральная формула для функции Струве, соответствующая первому 
интегралу Сонина (5), имеет вид 

л 

2 

Г H,, (z sin 6) (sin 6) +1 (cos 0)2+ 1 40 = 
0 Го 22-2 Нина (2), Rep>—l, Rep>—S. 0 
Она может быть установлена следующим образом. Разложим под знаком 
интеграла функцию Струве по формуле 7.5 (55) и почленно проинтегрируем 
получившееся разложение, используя 1.5 (19). 

Во многих случаях для вычисления интегралов, содержащих функции 
Бесселя, могут быть использованы формулы 7.2 (47) — 7.2 (49), выражающие 
произведения двух функций Бесселя в виде степенного ряда. Например, мы 
имеем из 7.2 (2) и 1.5 (19) 

л 

2 

| Jy (22 sin 0) (sin 0)” (cos 0)?" 40 = 

0 
со т 2т ] ] 

-1y тг (vm г (9+5) 
2 mT (vtm+1)CQv+m-+1) 

В силу 7.2 (49) это приводит к соотношению 

It 

2 
г 5 

| Jy (22 sin 0) (sin 0)” (cos 0) 40 = 

0 

Ул 1 1 
=a! +) [Jy (=)]?, Rev > — 5. (10) 

Аналогично доказывается формула Неймана 

р 
| Jy+p (22 cos 8) cos [(и — v) 9] 40 = 5 Jy (z)/, (г), Re@wtp)>—l. (11) 

0 

В этом доказательстве используются формулы 7.2 (2), 1.5 (19) и 7.2 (49). 
Обобщение формулы Неймана 

л (292) 7" (282) ^^ Jy (az) Jy (Bz) = 

(Az) 40, (12) 

2 ela _ 
= [ 2-9 (cos 6)°+# зу 

at 

z 
Re(v-+y)>—l, A= V2 cos 0 (a7e!? + Be — £8),
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может быть доказано следующим образом. Разлагая функцию Бесселя под 
знаком интеграла по формуле 7.2 (2), получим 

CO 
> (—1)” о-т „2т 

т! Г (т ун-т л (az)~* (Вг) ^^ Jy (az) Jy (Bz) = x 

Интегралы, входящие в эту сумму, можно выразить через гипергеометри- 
ческую функцию of, (ср. также 2.4 (11)), и в силу 7.2 (47) справедливость 
соотношения (12) доказана. Относительно аналогичных представлений 
см. 7.14 (60). 

Другой класс интегральных формул может быть получен из теорем 
сложения в п. 7.6 и 7.15. Из 7.15 (31) мы имеем 

Л 

x Vn (р = f Jo (22 sing) cos (2n9) 4, n=0, 1, 2,..., (13) 
0 

или, более общо, из формул 7.15 (28), 7.15 (29) и 3.15 (17) имеем 

л 

| w-*Z,, (w) CY, (cos ф) (sin 0)’ аф = 

0 
InP (m+ wv) 

= TIP Gaye Let 6) т, 04) 

w=V 22 у? — 22у cosg, Веу> — 5, т = 0, 1, 2,.. 

Здесь через Z, обозначена функция Бесселя любого вида, то есть первого, 
второго или третьего рода. Относительно других формул того же типа 
см. формулы 7.14 (14) — 7.14 (23) и Batcoa (1949, стр. 412); Сорзоп (1932); 
Rutgers (1941); В. М. Bose (1948); MacRobert (1947, стр. 383) 

7.7.3. Интегралы с бесконечными пределами, содержащие показа- 
тельную функцию. Формула 

О-В ИГ (y + 1) | Ли (at) Jy (Ве МЕТ dt = 

0 

ии amt В). a 
Re(A+u+v)>0, Ке (у = ax ip) > 0, 

может быть доказана путем замены произведения функций Бесселя его 
разложением в степенной ряд 7.2 (47), почленного интегрирования и 
использования формулы 1.1 (5). В некоторых частных случаях правая сто-
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рона равенства (15) сводится к более простым выражениям. Если, например, 
положить А у=ф и устремить В к нулю, то получится интеграл Ганкеля 

РАМА —\f —1 (2) vrm@+y | e~ NS, (at) 7 dt = 

0 

АР, в —S)= 
ито 

2\— 1 _ 2 
=ruto(it-G) 7 oA (@5*, ЕР, вт), do 

Re(o+u)>0, Re(y+ia)>0. 

Второе выражение в формуле (16) выведено из первого путем использова- 
ния формулы преобразования 2.10 (6) для гипергеометрической функции. 

Полагая во втором из выражений (16) р=и-- 1, получаем 

© 

| e- VJ, (at) tH dt = У (20)"P (I+ 5) (y2-+a2) 2, (17) 
0 

Re (2-1) >0, Ве (у ia) > 0. 

Если положить в (16) р=| и использовать формулу 2.8 (4), то получим 

> 5 и 
| eV, (at) dt = Vy? + a =) ‚ Rep>—l, Re(ytia)>0. (18) 

5 at Vy? 0? 

Далее, полагая во втором из выражений (16) р = 1 и используя 2.1 (14), 
получаем 

со ор- 1] и + О 

[лбом 2 —, — Вен < Вер<о, a > 0. (19) 

С а? Г (1 + =~} 

Таким же путем можно вывести много интегральных формул, в которых 
показательная функция зависит от квадрата переменной интегрирования. 
Например, соотношение 

OO 

Иру FREAD (yt 1) | Jy (at) Jy (BE) eT VP dt = 
U 

ог (m4 vee В 

=» ara ой. (—m, Щи — 11; У 1; та (— pr] » (20) 
т =0 

Ке (и У А) >0, Rey? >0, 

может быть выведено путем использования выражения 7.2 (47) и почленного 
интегрирования. Рассмотрим теперь некоторые частные случаи, в которых 
формула (20) сводится к более простым выражениям. 
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Пусть В =a, тогда, используя 2.1 (14), получаем 

| Jy (at) Jy (at) eT POET dt = 
0 

A+ Vv 
(a) х 

т о Я 

x fs (AEE, yee? PETA +h vt hty+—S), 

(21) 

— О-У-И-1,-У-^-НохтИ 

Ве (У-ЕА-Ни) > 0, Rey? > 0. 

Пусть в (20) В стремится к нулю. Тогда выражение в правой части ра- 
венства (20) сводится к вырожденной гипергеометрической функции, и, по- 
лагая v-+A=p, получаем 

r(u+1) | Jy (at) е PP 4-1} at = 
0 

2 2% 

_ 1 pn (и-о\ [а \" P44. . 0? 
=v (A5*) (ap) ex (— ae) eh (AGE et ae) 

Rey? > 0, Re(u+p) > 0. (22) 

Далее, имеем 

| =e? yy — Va _ Er) (=) | Jy (at) eV? dt = exp вы) Ги (gor) (23) 
0 2 

Rey? > 0, Кен > —1, 
со 

и 2 
Вити a —_ | Jy, (at) е thr dt= (yah Hi exp ( Ty } (24) 

Кеи > —1, Rey?>0, 

| Jy (at) Jy (Bt) e7 VE dt = ar exp (- “а ly (=r). (25) 
fa) 

CO 

Rev>—l, Rey? >0. 

Формулы (23) и (24) следуют из (22), а (25) — из (20).
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Для того чтобы доказать аналогичное формуле (16) равенство 

co 

1 ег а Wl r(5+n) т | Ky (pt) #14 

l — 
Гага) (У У зв: Fe) = 

= (20) (a + ВТ (uv) T (u— v) X 
2 

Xai (vw wi WHI 1—F), Rewer, Re~@+h)>0, (26) 

заменим в нем К. (Bt) выражением 7.3 (15), изменим порядок интегрирова- 
ния и используем 2.12 (5). Из формул (26) и 2.8 (47) получаем, полагая 
a= 0, 

~1 44. ой u--v u— Vv 
| кво dt = 2 “В т | 5 ), (27) 

Re(utv)>0, Rep>0. 

Далее, из формул (23) и 7.2 (13) имеем 

Ул 
ил 

4% cos (5 

2 2 2 
] Кр (at) eV? ДЕ — exp wo Ku (Rr): (28) 
J ye \ 8 

—1 < Кеи < 1. 

Относительно дальнейших формул cm. Shabde (1935); Mohan (1942, стр. 171) 
Sinha (1942). 

7.7.4. Разрывный интеграл Вебера—Шафхейтлина. Перейдем к изу- 
CO 

чению интеграла Г. (at) Jy (bt) t~© dt, где аи &— положительные веще- 

0 
ственные числа. Оказывается, что хотя этот интеграл сходится для всех 
положительных значений ди В, аналитическое выражение его различно 
в зависимости от того, будет ли а меньше, равно или больше 65. Именно 
мы имеем 

CO 

ИТ (и 1) г ! repeat) | Jy (at) Sy (bt) t7P dt = 
0 

= at (ENTE) х 

— 1 ye 2 
x oF (Et .. rH рии; SS), (29) 

Re(v-+yp—A+1)>0, Reyp>—l, O<a<b;
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аналогичное выражение имеет место при 0 < 6 <а (при этом в формуле (29) 
надо переставить a и 65). Далее имеем 

со 

| J, (at) Jy (at) t-?dt = 

0 
(гг (Ее) 

= op (Evo re) p (Eee bere) p (Eee y Fey (30) 

Re(vtu+tl)>Rep>0, a>QO. 

Эти результаты доказываются следующим образом: подставим в подынте- 
гральную функцию (29) выражение (12), сделав в нем подстановку a = а, 
B= b, 2г= 6 изменим порядок интегрирования и вычислим интеграл по ¢ 
с помощью формулы (19). Мы получим 

г. 
Уи р! 

| J, (at) Jy (bt) t7© dt | yyy о(У+и-р-1)/2 Г 2 х 
м у Л Г (ЕР 

, 
2 

п 

2 

219 (ИУ (соз 0) VER FO- 1 (22270 4 62-18) ©-У-н-1/2 46, Xx
 

а
 

Но интеграл в правой части равенства можно выразить через гипергеоме- 
трическую функцию oF, (см. 2.4 (11)). Соответственно тому, имеем ли мы 
6 >a или b = а, непосредственно получаем выражения (29) или (30). В не- 
которых частных случаях гипергеометрическая функция сводится к более 
простым функциям. Например, формулы 7.14 (28) — 7.14 (31) выводятся из 

(29) и (30), если положить р =v=5. 

Через гипергеометрическую функцию может быть выражен и интеграл, 
аналогичный интегралу Вебера — Шафхейтлина, в котором одна из функций 
Бесселя заменена модифицированной функцией Бесселя третьего рода. 
Однако этот интеграл не имеет разрыва при а = 6. Мы получаем 

ТРЕ Г (yt 1) | Ky (at) Jy (ВЕЕР dt = 

0 

pyr (SSO pir t)p (eet) x 

2 
Re (a + if) >0, Re(v—p+1+uy)>0. 

— 1 офи 
xP; (= РЕ ‚Ури рУы —4), (31) 

Эта формула доказывается путем разложения J, (В) в степенной ряд по 
формуле 7.2 (2) и почленного интегрирования с использованием формулы (27).
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Дальнейшие интегралы такого типа приведены в 7.14 (35) — 7.14 (39). Фор- 
мулы 7.14 (35) и 7.14 (36) вытекают из формулы (31), остальные были дока- 
заны в работе: Dixon, Ferrar (1930). 

7.7.5. Интегралы Сонина и Гегенбауэра и их обобщения. Разрывные 
интегралы более общего типа, чем (29) и (30), были изучены Сониным и 
Гегенбауэром. Интеграл 

OO 

— fii+l 

Л, (bt) Jy (a V 2 + г?) Pay dt = 

| (32) 
| лия _ mpu a <8, 

7 | a’ (а? — 6?) Ч+и-У? Jy-p-1(@Va— 6) mpu a> b, 

где Rev > Кеи > —1, может быть вычислен путем замены второй функции 
Бесселя под знаком интеграла по формуле 7.3 (6), изменения порядка инте- 
грирования и использования формул (24) и вновь 7.3 (6). 

Обобщения формулы (32) были даны Bailey (1935a) и Gupta (1943). На- 
пример, следуя Бейли, имеем 

—№,„/2 
00 m 

foe TT 1, (a VP +22) +2) " at=0, 
0 n=l 

m—1 b> a,+a,+ ... Чаю Re (+... Ни 5 ) > Rew > —1, (33) 
(oe) 

] Jy (ott! ол, („У “и = 
n=l п 0 

т 

— 1, — - -у | 
== 2-1 -ИГ (и) 2, "Jy (2n%n)» (34) 

n=l 

b>ajta+... ат Re (vi eve + ... и") > Кеи > 0. 

Другое обобщение формулы (32) было дано Сониным. Для того чтобы 
получить его, рассмотрим интеграл 

| 17 (6 УР) AM (az) 
(г? + са) (2? — a?) т +1 = 

где т — положительное целое число, Rea > 0 и С — контур, состоящий из 
двух полуокружностей | 2 | = А, ша > 0и|2| =г, г > и из соединяю- 
щих их отрезков вещественной оси. Если а, Re(+ v) < Rep < (2т 4) | 
-- Кен, то при А -> со, г->0 вклад полуокружностей в интеграл стремится
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к нулю. Разлагая подынтегральную функцию по возрастающим степеням 
(г? — a’), получаем, что вычет в полюсе 2? == 0? равен 

oo (A [ ees | 
т! a da (a? + 2)? 

Из теоремы Коши о вычетах и 7.2 (16) следует, что 

[ PIT 6$ УР-О) 
(1) im(o—v) ;г(2) _ 

(t2 + 62) № (В — а?) т +1 [5 (at) е Ну (ай | dt = 

0 

— 
— = о-т 4 } ae" fi (о Voe?+2) Hy (aa) | ‚ (35) 

т! a da (a? + payne 

a>b, Re(+ v) < Rep << 2m+4-+Ren, Ке (0) <0, m=0, |, 2,... 

Аналогичные формулы и частные случаи перечислены в 7.14 (46) — 7.14 (59). 
7.7.6. Формулы Макдональда и Никольсона. Представления произве- 

дений функций Бесселя в виде несобственных интегралов были даны Мак- 
дональдом и Никольсоном. Формула Макдональда 

ехр (- £ +" | Ку (== dt = 2K, (г) Ky (Z), (36) 
t 9 ot 

[ аб 2|<л, ljargZ]/<7q, раге (2 2)1 <=, 

является непосредственным следствием равенства 

i . 21, (x) Ky (X) 
| ze (—5— SE) (4) at =| у v 37 

0 2 Ky (x) Г, (X), 

где соответственно X > x или Х < x. Мы докажем равенство (37) для по- 
ложительных вещественных хи Х. Отсюда, в силу 7.2 (13), вытекает фор- 
мула (36) для положительных вещественных 2, Z; распространение на KOM- 
плексные 2, Z выполняется с помощью аналитического продолжения. Пола- 

гая в формуле (25) а=х, В =, yes, получаем 

© tv? 
/ 2. 2 —— 

ly (=) = ¢ exp ( * TA | Jy (xu) (Хе “ам. (38) 

у 
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Подставляя 310 выражение в (37), выводим, что 

со 

t x?t X?2 xX \ at Е Е 
0 

р > 14) 

= | J, (ev) Jy (Xv) vdeo Je 2 = 

0 0 

du —2 Jy (xv) Jy (Xv) So, 
1 2 

5 re 

В силу формулы 7.14 (57) отсюда вытекает равенство (37). 
Формула Никольсона 

Ky (2) Ky (2)=2 [ Kyap (22 ch £) ch [(u —v) Я dt = 
0 

=2 | Ку-и Qe cht)ch[(u+v)t]dt, Rez>0, (39) 
0 

может быть доказана следующим образом. Из 7.12 (21) следует 

CO 

KOK @=+ | 
OO 

| е-? (ch f+ch 9) oh (ut) ch (vv) dt dv. 

Сделаем в этом интеграле подстановку ¢+-v == 2¢, f—v=2y. После не- 
сложных преобразований получим 

Ky 2) Ky (2) =5 | ое E em Meh [n+ v) 6 ch [4 — v) 1] aC dn 

В силу 7.12 (21) отсюда следует (39). 
Другая формула, принадлежащая Никольсону, имеет вид (см. Ватсон, 

1949, стр. 489) 

[Jy (22-Е [И. (г) = 8я-? [ К, (2238 В ch vt) dt, Rez>0. — (40) 
0 

Относительно аналогичных формул, в частности интегралов от произве- 
дений двух функций Бесселя, см. Ватсон (1949, стр. 482); Chaundy (1931); 
Dixon и Ferrar (1930, 1933); Meijer (1935, стр. 241, 19355, 1986, 1936a, 1940, 
стр. 366). Относительно суммы и разности произведений двух функций Бес- 
селя см. Buchholz (1939, 1947).
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7.7.7. Интегралы от функций Бесселя по индексу. Рамануджану при- 
надлежит следующая формула (Ватсон, 11949. стр. 494), справедливая при 
вещественных у и a, b>0, Ве (Уи) >1 

со 
fe 

| ай Лак (a) b-Vt* Jy_y (6) У dx = 

VEL 
(2 cos 3] ef Y (VW) / _ 4) iy 

ly vip Jytu | 2 cos = ae + b2e * >] ; 

= (20 2 | pre ? | если |y| <1, 

| 0, если | y| > 0. 

(41) 

Она доказывается путем применения к 7.7 (12) формулы обращения преобра- 
зования Фурье. 

Цилиндрические и сферические волновые функции могут быть соответ- 
ственно выражены в виде 

Ky (У a? 6? — 2а6 cos ф) = 2 | Kix (а) Kix (6) ch [(л— Ф) x] dx, (42) 

0 

exp (— ik У a? + 5? — 246 созФ) _ 

V a? + 5? — 2а6 cos 
00 

1 ‚_(- 088) 4х, Imk 0. 
Xx 

то | xen (ka) HS" ) (kb) th (xx) P 
2V ab С 

(43) 

Равенство (42) вытекает из формулы Макдональда 7.7 (36), а равенство (43) — 
из теоремы о вычетах с использованием 7.15 (41). Формула (42) является 
частным случаем форлулы Kpama (Crum, 1940) 

co 

[к (t+y) (2) Ki (ел) (6) elt O 1 dy = К; фо (c) e788 54, (44) 
—0O 

где A, В, С являются углами треугольника, длины сторон которого равны 
а, 6, с. 

Другое обобщение формул (42) и (43) имеет вид 

и К (w) = Г) (ss) x Vv — о 9 7 

со 1 
[ Va ix y 

\ K [ С — { dx, 4 
x vw ch (1.x) v5 re? У a -5+ in COS 1p) dx ®) 

w= Va?+ 62 —2abcos
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относительно определения С” | CM. I. 318). Для доказательства фор- 
1+ 2 

мулы (45) надо использовать 7.6 (3) и теорему о вычетах. 
Другие формулы имеют вид 

| Kj, (а) cos (ху) dx =F ean У, (46) 

0 

| Kix (а) ch (5 x) cos (xy) 4х = 5 cos (a sh У), (47) 

| Kix (а) sh (5 x) sin (xy) dx = 5 sin (a sh У). (48) 

0 

Они могут быть соответственно выведены из формул 7.12 (21), 7.12 (25) 
и 7.12 (26). Относительно других результатов см. Ramanujan (1920, 1927, 
стр. 200, 224, 229); Fox (1929); MacRobert (1931, 1937); Crum (1940). 

7.8. Соотношения между функциями Бесселя и Лежандра 

Функции Бесселя и модифицированные функции Бесселя могут быть 

выражены как предельные случаи функций Лежандра. заменим в выраже- 

ниях 3.2 (14) и 3.4 (6) для функций Лежандра г на ch =, а х— на cos — 

соответственно. Мы получим 

п srarn= an (чи 
pou [cos (= генри" (5- 4 oF, |-> 1+v; 1-+u; sin? (5 =] 

Если теперь устремить у к бесконечности и использовать 7.2 (12) и 7.2 (3), 
то получим 

(5) Jin Pst (5) | течи oh (e+e )= me © 
(5) sin PS" eos (5) |= течи (hts -ч)=л0 © 

Аналогичное соотношение (см. Poole, 1934) может быть выведено из 
3.2 (41). Оно имеет вид 

tim бет 
и-> © Г (и) 

— s ivnt/2 v+l1 9 ; a 
— Ул té (2/2) oF 1 (v +5: —+) — ie! VT? у ae J ' (z). (3) 

‘ р ice 
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Соотношения, аналогичные (1) и (2), могут быть получены для функций 
Лежандра второго рода либо с помощью (1) и 3.3 (4), либо 2 и 3.4 (13). Эти 
соотношения имеют вид 

lim vy He ATOR jen (=)| = K, (2), 
v->0o a) 

lim ОУ" | cos (=) = — о, (x). | 
VvV—> со 

Перейдем теперь к некоторым интегральным соотношениям между функ- 

циями Бесселя и Лежандра. Сравнивая гипергеометрический ряд в правой 
части равенства 7.7 (26) с формулой 3.2 (16), получаем 

Г (—v—p)T(w—pt+ 1) РУ (2) = 
—_ и, 1 

—_— — -=и-— 

-2 (22-1) 2 [гк © dt, 60) 
0 vt 

Кег > —1, Re(w—yp+1)>0, Ве (Уи) <0. 

Аналогично из 7.7 (16) и 3.2 (41) вытекает 

Qh (г) = 5 (22— 1)? ем | ее | (6): 

0 vty 

Re(vtp)>—l1, Rez>1. 

Применяя формулу Уиппла 3.3 (13) и 3.3 (14) к (5) и (6) соответственно, 
получаем следующие четыре интегральных представления: 

Pr (v—p+1) Qh (2) = 

dt, (6) 

со 

— ел (22 — py ern | exp (TS tz ) Ky (t) К dt, (7) 

27— 1] 
0 

Re(v+p) > — 1, 

— {г 

V2—1 
T(—v—n) Pl (2) = (22— 1)? | exp ( Jip фе 4 (8) 

0 

Re(v-+p) < 0, 
CO 

_ —(v+1)/2 — tz 
Г (vp +1) PF (2) = (27-1) | exp : yr ФГ 0) 

( Fe 1] и 

Ке (Уи) > —1, 

T (v-+p+ ИРИ (cos 6) = [ e108 Oy (Е sin 0) #* dt, (10) 
0 

Rewt+pu>—l, 0<09< 

а
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Равенство (9) вытекает из (8) с помощью 3.3 (1), а (10) следует из (9) с по- 
мощью 3.4 (1). 

Простым примером представления функции Бесселя первого рода с по- 
мощью интеграла, содержащего функции Лежандра, является обобщение 
Гегенбауэра интеграла Пуассона 

мяг (+5) Ги 

п! Г (9%) 27 Луча (2) = 

| 
= | a! 595 PCV (cos ф) (шт ф)** dp, Rev>— gr a=O0,12... (0 

0 
Оно может быть выведено из формулы Сонина 7.10 (5). Заменим y Ha COs @, 
умножим обе части равенства на С’ (cos Ф) (sin ф)**, почленно проинтегри- 

руем по ф и используем 3.15 (17). 
Аналогичная формула 

—— 
V-— 

V= (sing) * Су (cos $) Jy 4 (2) = 
л 

| У 

— | еЁ2 cos 8 cos Py (z sin 0 sin ф) CY (cos 0) (sin 8) 2 46, (12) 
1 

0 У-2 
1 

Rev > 5 

может быть выведена из теоремы сложения 7.15 (17). Относительно даль- 
нейших формул такого типа см. Meijer (1934, 1938); MacRobert (1936, 1940); 
Bailey (1935а). 

В заключение упомянем о контурном интеграле Уиттекера, который свя- 
зан с интегралом Ганкеля 7.3 (8). Он имеет вид 

(—1+, 1+) 

|arg2z| <4, n=0, l, 2,..., 

V 3 J, (г) = у 5 ехр | (+5) >| | г!) | (аь (13) 

coe! 7? 

п I п 
— 5 tb <ав2 < 5-5, 181 <>. 

Для доказательства этой формулы предположим, что контур целиком лежит 
вне окружности |#|=1; тогда мы можем разложить в формуле 3.2 (5) 
Я 1 (1) по убывающим степеням # и действовать далее так же, как в п. 7.3. 

Из формулы (13) получаем соответствующее выражение для второй функции 
Ганкеля: 

—_ о) 

Улз Н® (2) cos (ул) = У = ехр [( + 5) al | gizt Pe ‚ (é) dt, (14) 
2 16 2 

Jt It Jt 
5 rb Зав < 5 15 161 < 5. 

Здесь при выводе используются 7.2 (6) и 3.3 (8).
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Разложение фун‹ции Лежандра P, (cos 9) в ряд по функциям Бесселя 

P, (cos 0) = Vas у am (8) (v+5) Im (v-+5)] о] (15) 
m=0 

было дано Szeg6é (1933). Коэффициенты аш (8) являются элементарными 
функциями, регулярными в полосе 0<Кед < л. В частности, ay ==1, 

= 3(с150 —0`1) ит. д. Ряд (15) равномерно сходится в полосе 0% 0 < 
< 0, — =, где => и 

9, =2(V 2—-1) m = (0,828...) x. 

Эта формула может быть выведена следующим образом. Полагая в 7.10 (15) 
[2 

_ — 2— НЫ — s=l,z=0, 12 =1| 0 HV 5, получаем 

п. ь gi-m -m+> 

2cost -У — У, (02 — #2)т 0 J (0); 
2 т! т 

m=0 2 

стедовательно, 

Ех п-т у-т __ — “ 2 42\m 2 (cos ¢t — cos 0) 7 24 (9 12) al 9 at (9). 

т=1 2 

Если подставить это разложение в интеграл Мелера 3.7 (27), почленно про- 
интегрировать и использовать равенство 7.3 (3), получим формулу (15). 

В упомянутой работе Szeg6 аналогичные разложения даны для P, (сп 5), 
Q, (cos 0) и Qy (свод), см. стр. 450, 449 и 448 соответственно. 

7.9. Нули функций Бесселя 

Этот вопрос детально изложен в гл. ХУ книги Ватсона. Некоторые даль- 
нейшие результаты были получены после опубликования книги Ватсона 
в 1922 году, но не помещены во второе издание. Здесь будут кратко изло- 
жены наиболее важные результаты. 

Общие результаты. Из общих теорем о дифференциальных уравне- 
ниях (Айнс, 1941, гл. Х) вытекают следующие утверждения: 

а) Любой нуль решений уравнений 7.2 (1) или 7.2 (11) является простым. 
Единственным исключением может быть точка х = 0. 

6) Вещественные нули двух вещественных линейно независимых реше- 
ний уравнения 7.2 (1) перемежаются друг с другом. Здесь вещественное 
решение определяется как а. (х)  6У, (х), где a, Ви у вещественны, 
а х — положительное вещественное число. 

Функции Бесселя первого рода. Для функций J, (2) могут 
быть доказаны следующие теоремы. 

Нули функций J, (2) и J, (2) при вещественных значениях у располо- 

жены симметрично относительно осей координат. 
При вещественном у функция /,(2) имеет бесконечно много вещест- 

венных нулей (Ватсон, 1949, сгр. 526; Wilson, 1939). 
Если Vy, 1, Vy, 2... — положительные нули функции J, (х), упорядочен- 

ные по возрастанию значений, то 

О < Vy < р <, 2 < у Зз< rey VO 

(Ватсон, 1949, стр. 528).
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Если v>—l и А В, С D — гакие вещественные числа что 

АР — ВС +0, то положительные нули функций АЛ, (х) + Be J, (x) и 
/ 

С, (х) - Вх/.,(х) перемежаются друг с другом, и ни одна из функций 

такого вида не имеет кратного нуля, отличного от х=0 (Ватсон, 1949, 
стр. 529). 

Если Аи В вещественны и V > — 1, то функция 

/ 

AJ, (x) + Bz J, (2) 

A 
имеет лишь вещественные нули, за исключением случая > +v<0, когда 

она имеет два чисто мнимых нуля (Ватсон, 1949, стр. 53). Огносительно 
асимптотической формулы для этих положительных нулей см. Мооге (1920). 

При *>1 функция J_, (г) имеет бесконечно много вещественных нулей 
и 2[v] попарно сопряженных комплексных нулей. Если [У] — нечетное целое 
число, то среди комплексных нулей есть два чисто мчимых (теорема Гур- 
вица). (Относительно различных доказательств см. Ватсог, 1949, стр. 532; 
Obreschkoff, 1929; Polya, 1929; Falkenberg, 1932; Hille Szeg6, 1943.) 

Обобщение теоремы Гурвица, данное Хилбом (Hilb, 1922), утверждает, 
что если [v] четно, главная ветвь функции 

А, (2) + ВЛ. (=) (А, В — вещественные, В == 0, v > 0) 

имеет [v] комплексных нулей с положительной вещественной частью; 
если же [v] нечетно, то существует [v] —1 либо [у] --1 комплексных нулей 
с положительной вещественной частью, в зависимости от того, имеем ли мы 
А А 
Bz? ИЛИ в < 09 

Число нулей функций 27”, (2), лежащих между мнимой осью и прямой 

1 1 \ 
Ке г = mn-+ |5 Re v+q] л, 

при достаточно больших значениях т равно т, и все нули функции Jy (2) 
лежат в полосе | [м z| < Ay, где Ay ограничено, если у ограничено. 

ГД / 

Пусть у.» Vy HY, являются наименьшими положительными нулями функ- 

ций J, (x), Jy (x) u Jy (x) соответственно. Тогда мы имеем (Ватсон, 1949, 

стр. 535) 

Vv (V2) <yw<V2W+) +3), 

Vv(vt2) <у, < И-П, 

где у > 0, и 

ИУ\(— 1) << ИУ— 1, 

где v > 1. Относительно лучших оценок и результатов, касающихся следую- 
щих нулей, см. Мауг (1935). 

Формула 
1 1 

yy = v-+ 1855 757% + 1033155 3 + 0(\-1) 

и аналогичные формулы для других нулей функций Бесселя первого и 
второго рода были получены Tricomi (1948). Относительно дальнейшей
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информации о нулях функций Jy (x) и J (x) см. Bickley (1943); Bickley и 

Miller (1945); Gatteschi (1950); Olver (1950). 
Siegel (1929) доказал, что если у — рациональное число и г — алгебраи- 

ческое число, не равное нулю, то J, (2) не является алгебраическим числом. 
Из этой теоремы вытекает предположение Бурже, что ./, (2) и Jysm (2) 
(т = 1, 2, 3, ...) не имеют общих нулей, за исключением точки г = 0 (Ват- 
сон, 1949, стр. 583). 

Coulomb (1936) исследовал нули vy, для /, (2), рассматриваемой как 
функция от V при фиксированном г. Он показал, что если г — положитель- 
ное вещественное число, TO Vy вещественны, просты и асимптотически близки 
к отрицательным целым числам (см. также Грей и Метьюз, 1953, стр. 114). 

График функции J, (x) при фиксированном v > —1 и переменном x >0 
напоминает график затухающего колебания. Площади полуволн, лежащих 
выше и ниже OCH, образуют убывающую последовательность (Cooke, 1937). 

Теорема разложения для целых функций (Маркушевич A. И., 1950, 

стр. 520) приводит к представлению 2 `”./, (2) в виде бесконечного произ- 
ведения (Ватсон, 1949, стр. 548). Пусть у — фиксированное число, v == —1, 

—2, —3,... Рассмотрим нули функции =” Л, (2), лежащие в полуплоскости 
Кег > 0 (они симметричны относительно вещественной оси), упорядочим 
их так, чтобы вещественные части образовывали неубывающую последова- 
тельность (если существуют нули, лежащие на мнимой оси, то мы берем 
только нули с положительной мнимой частью). Обозначим эту последова- 
тельность через Vy, „ (п=1, 2, 3,...). Тогда мы имеем 

Г (+1) $) w@= II (!- г } (1) 

Аналогичное разложение для Л, (=) имеет вид (Buchholz, 1947) 

OT (v) (z)* Л (=) = И 7). 2 
И ( (у, ¥) © 

3 Jf о 1-% / десь \у „— последовательность, образованная из нулей функции z'—Y J. (2) 

таким же образом, как последовательность Vy, y была образована из нулей 
функции 27 УЛ, (г). 

Образуя логарифмическую производную выражения (1) и используя 
7.2 (51), получаем 

CO 

Луча (2) ® —1 

У (и, @ 
n=1 

Отсюда вытекает следующее разложение в степенной ряд, справедливое 
при |=2| < \.: 

co 

JIT = Dy 52,2, (4) 
n 

rye
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В частности, 
1 1 

тор’ M8 HOEY O PD 6) 
Относительно других аналогичных разложений и соотношений см. п. 7.15; 
Forsyth (1921); Buchholz (1947). 

Функции Бесселя второго рода. Самым первым результатом 
относительно нулей функции Бесселя второго рода была теорема Шафхейт- 
лина (Ватсон, 1949, стр. 531), согласно которой главная ветвь функции У (г) 
имеет в правой полуплоскости лишь вэщественные нули. Этот результат 
обобщил НИЬ (1922). Если [у] — четное число, то У. (2) имеет [v] комплекс- 

7 

2 
имеет [у] —1 или [У] + 1 комплексных нулей в этой полуплоскости, в зави- 
симости от того, имеем ли мы COS (Ул) < 0 или COs (ул) > 0. Таким образом, 
функции У›„(2) и Yous, (2) (п =0, 1,2,...) имеют 2п комплексных нулей 

S2,y 

ных нулей в полуплоскости |агв г | < =. Если [у] — нечетное число, то У’, (г) 

п 
в полуплоскости |arg 2 | < 7" 

Все ветви функции Y,(z) (п — целое) имеют комплексные нули в левой 
полуплоскости, и все ветви, кроме главной, -—в правой полуплоскости. Да- 
лее, У, (г) имеет положительные вещественные нули лишь в случае, когда 
у — рациональноз, но не целое число. В этом случае У’., (2) имеет положи- 
тельные вещественные нули на главной ветви, а другие вещественные нули 
могут быть лишь при условии, что у — рациональное, но не целое число. 
При этом условии У, (2) имеет вещественные нули лишь на ветвях, для кото- 
рых 2mv в 7.11 (41) — целое число (Hillmann, 1949). 

Относительно нулей линейных комбинаций Л, (2) и У., (2) см. Ватсон 
(1949, гл. XV); НИЬ (1922); Hillmann (1949). Относительно теорем, аналогич- 
ных гипотезе Бурже, cm. Banerjee (1936). 

Относительно комбинаций произведения функций Бесселя первого и вто- 
рого рода имеет место следующая теорема (Грей и Метьюз, 1953, стр. 107): 
если у вещественно, а а и $ положительны, TO 

Jy (ах) У» (bx) — Jy (bx) Vy (ах) 

является однозначной четной функцией OT x, все нули которой вещественны 
и просты (см. также Янке — Эмде — Лёш, 1964, стр. 242; огносительно ана- 
логичных комбинаций см. Carslaw и Jaeger, 1940; Kline, 1949). 

Функции Бесселя третьего рода. Исследование нулей глав- 
ной ветви первой и второй функций Ганкеля при вещественных неотрица- 
тельных V было проведено в работах Falkenberg, Hilb (1916) и Falken- 

berg (1932). Результаты таковы: НИ (г), *> 0, не имеет нулей в полуплос- 

кости 0 < аго г < л. При v>O0 нули функций НО) в —л<аб2<0и H®) 

BO < arg = < л симметрично расположены относительно мнимой оси. 
Чисто мнимых нулей не существует, за исключением случаев, когда 

у = (2k — 1) +5 (k =1, 2, 3,...). В этом случае есть один такой нуль. 

Полное число нулей функции H (2) (=) на главной ветви равно 

0, если 0<v<4, 

2—1, если v= Qk +5, 

2k, если А-П <<, k=1, 2, 3,..,
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Теорема, аналогичная гипотезе Бурже, утверждает, что если у веще- 

ственно, у> —Тит=1, 2, 3,..., TO НО, (2) (х) И HO) ©) (х) не имеют 

общих нулей (Banerjee, 1935). . 
Модифицированные функции Бесселя третьего рода. 

, д 
Если v>> 0, то К. (2) не имеет нулей, для которых |агё2г |< 5. Число ну- 

о ea 1 

лей в области |аго 2| <л является ближайшим четным числом к vo 

1 
за исключением случая, когда у — oy — целое число. В последнем случае оно 

равно v5 (Ватсон, 1949, стр. 562). 

Если *-- 1 — положительное вещественное число и т — положительное 
целое число, то Ky (г) и Kyim (2) не имеют общих нулей. 

Если f (2) и g (2) — заданные аналитические функции, не имеющие общих 
(3) От a 2) | 

нулей и такие, что 3 (2) — мероморфная функция, причем Ке ее >0 
f (=) Л (2) 

при Кег >> 0, то функция 

Е (2) = f (2) K, (2) — 8 (2) К, (2) 

не имеет нулей в право1 полуплоскости (Erdélyi и Kermack, 1945). 
Все нули функций К. (2) и Г, (az) Ky (bz) — Ky (az) Г, (62), рассматри- 

ваемых как функции от \, являются чисто мнимыми. Эти функции имеют 
бесконечно много нулей (Грей и Метьюз, 1953, стр. 115); см. также Polya 
(1926) и Bruijn (1950). Функцией G (2), соответствующей равенству (Ш) в ра- 
боте Пойа, является 2K;, (A). 

7.10. Представления произвольных функций 
в виде рядов и интегралов 

7.10.:. Ряды Неймана. Рядом Неймана называют ряд вида 

У, An Jy4n (2). (1) 
n=Q 

Из разложения 7.2 (2) очевидно, что радиус сходимости этого ряда совпадает 
с радиусом сходимости степенного ряда 

(5) = 

yen ГОАО, 

Легко получить разложение в ряд Неймана для функции f(z), предста- 
вленной в виде степенного ряда. Для этого пайдем сначала ряд Неймана 
для степени 2: 

2 \\ у vy +2n (5 =» Ти Г (v1) dys on (=), (2) 
n=0 

где у не являстся целым отрицательным числом. Это разложение может 
быть проверено путем подстановки вместо /,.„(г) соотвегствующего сте-
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пенного ряда, см. 7.2 (2), и последующей перегруппировки слагаемых в пра- 
вой части по степеням г. При этом все коэффициенты, за исключением коэф- 

фициента при 2”, обращаются в нуль. 
Пусть теперь 

f (2) = У, bz". 
120 

Заменяя каждую степень = ее рядом Неймана (2), получим 

_ ~ = v+l4+2m f(z) =27¥ Spotty WEEE рт) Inte (2): 
1=0 m=0 

Следовательно, 
CO 

f (2) = 27" > ап Лучи (г), 
п] 

где 
n 

<> 
ав = 2°*" (уп) \" Г”, 

; 2755! 
$= 

п- 25 (3) 

Обратно, коэффициенты 6; можно выразить через a, (Nielsen 1904, стр. 271) 
в виде 

| 
2 

иго = 27° Saye (OE ay om (4) 
m= 0 

< 

Представляют интерес некоторые случаи, в которых для суммы (3) могут 
быть получены более простые выражения. Например, положим 

CO 

Ву м (i реет У и 
i=0 — 

Тогда из равенства (3) после некоторых преобразований получаем 

ы п |—п. 9 +n 

Al ГО) oF; (—5. —_ l1—n— \; v). 

Используя многочлены Гегенбауэра 3.15 (8), получаем формулу Сонина 

Сп —- ул 

ге = Г (у) УИ (п) С° (Л, (2), VO, —№ —2,... (5) 
=0 п 

Разложение функций Бесселя в ряд Неймана 

(=) — Jy a2) г = 
1 = Va (—n, ии; v+1; 22) Ги п) + 2n) Iya an (2) (6) 

n=0
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легко может быть установлено аналогичным образом: разложим левую часть 
равенства (6) в степенной ряд по г и используем формулу (3). Таким же 
образом получаем ряд Неймана для функций Ломмеля 7.5 (69) 

ait 14+2n)P(u+1 
У EEE ни. = @ 

Используя формулы 7.5 (82) — 7.5 (84), можно получить аналогичные выра- 
жения для функций Ангера, Вебера и Струве. Относительно дальнейших 
результатов ср. п. 7.15; Nielsen (1904, гл. ХХ); Ватсон (1949, гл. XVI); Bou- 
doux (1945, 1946). 

Теория разложений функций /(х) вещественного переменного х в ряд 
Неймана основана на интегральной формуле (см. 7.14 (32)) 

со 

[eset ® Лета O «= | 
0 

тэ п, 
(4n + 2+ 2)71, nm=n > -—1. 

Из нее мы получаем формально разложение 

— _ 

f (x)= У, Ov+2+4n) Лузина 9 | (В Лин, а v>—1. (8) 
n=0 0 

Теорию этого разложения построил Wilkins (1948, 1950). Частный случай 
у = 0 ранее рассматривали Webb, Kapteyn, Bateman (Ватсон, 1949, стр. 586); 
Korn (1931) и Титчмарш (1960, стр. 93). Относительно почленного интегри- 
рования рядов Неймана см. Харди (1926). 

Ряды вида 

Ума) (9) 
0 p+ 5 У+ = 

называются рядами Неймана второго рода. Если заменить здесь произведе- 
ние двух функций Бесселя соответствующим степенным рядом по формуле 
7.2 (48), то получим соотношение 

27-й У, ав , (ad 
n=0 из 5 

(г) = >) by 2", (10) 
2 [=0 

п. 
2 

где 
l 

Sz 
n n ли № [У г (анна гена) soo У, eT") а ао 

т=1 

и, следовательно, (Nielsen, 1904, стр. 292) 

Oy = ТТ (vt un) xX 

<> г п\ n 
25, ии гут 5-51 (u+1—s+3) 

ху: п 15 sil w+t+p-+n—2Qs+ 1) (12)
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при условии, что ни WW, ни V, ни U-+ Vv He являются целыми отрицательными 
числами. Формула (12) дает преобразование степенного ряда в ряд Неймана, 
и можно показать, что полученный таким образом ряд Неймана равномерно 
сходится внутри круга сходимости степенного ряда. 

Простым примером является разложение степени 2. Из (12) легко по- 
лучаем 

z\bty в 

(5) М Уи 28 (Уи 
ГОГИ -х vtptn ( n } Juan (2) Ла (2) (13) 

(Относительно дальнейших результатов см. Nielsen, 1904, ra. ХХГ; Ватсон, 
1949, стр. 578; Banerjee, 1939.) Относительно рядов, содержащих произведе- 
ние любого числа функций Бесселя, cm. Stevenson (1928). 

Модифицированной формой рядов Неймана является ряд 

со 

ав 2" Лу (г). (14) 
n=0 

Из контурного интеграла, см. 7.3 (5), непосредственно вытекает следующее 
равенство: 

OO 

= 1 (22)? (2) le Уяр) = YE они (es (15) 
n=0 

Полагая здесь S=1 и 1? =] — 12, получаем теорему умножения для функ- 
ций Бесселя 

CO 

Jy (a2) = 0 У EO ION (2) (16) 2hn | 
n=0 

Отсюда, устремляя A к нулю, выводим, что 

= \* & gn (S$) =P 0+) Ут ©) (17) 
n=0 

Эта формула аналогична формуле (2). 
Равенство (17) полезно для преобразования степенных рядов в ряды 

рассмотренного выше вида. Мы имеем 

У иг? =z’ >) Anz” Jyan(2)s (18) 
1=0 n=0 

где 

. rw+ts+]) __ 25-N+v in = У ee b, (19) 
s=0 

и, следовательно, 
п 

__ 1\$ 

горы, = У 2S agg (20) 
s=0 

(Nielsen, 1904, гл. XXI).
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7.10.2. Ряды Каптейна. Ряды вида 

> AnJyinlV+n) =] (21) 
n=0 

называют рядами Каптейна. Из неравенства (Ватсон, 1949, стр. 295) 

jet IF 4 yToay "| an 

очевидно, что ряд (21) сходится в области, в которой абсолютно сходится 

ряд 

sin am 

од 
ег) < (1+ 

x ав [w (z)]", (23) 

где 

ге" 1-2? 

1+ УТ— 2 (24) 

Разложение степени г в ряд Каптейна 

| о \\ > 

|5) =©+* (5) YT лены, QD 

Ww (=) = 

n=0 

где у не является целым положительным, может быть проверено путем 
замены каждой функции Бесселя в правой части равенства ее степенным 
рядом 7.2 (2). Ряд (25) сходится в области 

| w (2) |< 1. (26) 

С помощью равенства (25) можно преобразовать степенные ряды в ряды 
Каптейна. Заменив каждую степень = в разложении 

f (2) = § bz! (27) 
1=0 

соответствующим рядом Каптейна (25), мы получим, после некоторых пре- 
образований, 

Л (2) == * >) an Луи (У п) 2] (28) 
n=0 

(v не является положительным целым), где 

<t 
2 2s—n—v—-l 

an= 5 Уи 25° T (v-+n—s)(2F") (29) 

Ряд в (29) абсолютно сходится, если 

|ш (г) |< и [8 (2) | < [% (6) | 

где о — радиус сходимости ряда (27).
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Рядом Каптейна второго рода называют ряд типа 

ВИ (30) 

Можно показать (Nielsen, 1904, стр. 307), что 

2 У-+0 

(5) =о+огачугачьх 
к —1 ХУ" ор х 
n=0 

Ж Луч (V+ + 2n) 2] Jorn (V+ + 2n) 2], (31) 

где V, р, V-+0 не являются целыми отрицательными числами. 
Далее, пусть 

co 

f(z) = > уг. (32) 
1=0 

Тогда (Nielsen, 1904, стр. 308) мы имеем 

f(z) — 2 OP У van [Sree =| J 

n=0 2 

eee (33) 
P+n 

“2” 

где 

2n+2)/2 
(ое) по о—(У+р+п)/2 

2 an = 

< (tock on — 4s), (vbn— 52) p(ptn— 22) 
-> 2 2 > 

— (rere 
2 

(a 
2 x : Ya (34) 

Относительно дальнейших примеров и результатов cM. Nielsen (1904, 
гл. XXII, XXII); Ватсон (1949, ra. XVII); Bailey (1932): Budden (1926). 

7.10.3. Ряды Шлемильха. Ряды вида 

fe) = У am Л (ил) (35) 
т=1 

были изучены Шлемильхом. Имеет место теорема разложения для произ- 
вольной функции вещественного переменного х на отрезке (0, л) (Грей и 
Метьюз, 1953, стр. 52; Ватсон, 1949, стр. 679).



80 ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ [Гл.7 

Если функция f(x), заданная на отрезке О< хол, имеет на этом 
отрезке непрерывную производную с ограниченным изменением, то она может 
быть разложена в ряд вида (35), где 

Л. 
л 2 

и=2 1 0-= фо [л (u sin 9) аа, (36) 
0 0 

a 
л 2 

lm =— | vcos (mv) [; (v sing) аф dv. (37) 

"с 6 
Обобщенный ряд Шлемильха имеет вид 

-Vv 

Y bain Jy (m8) + Bm Hy (my) (SE) (38) 
Теория таких разложений изложена в книгах: Ватсон (1949, гл. XIX) и 
Nielsen (1904, стр. 134). В работе Кука (Cooke, 1928) установленные в книге 
Ватсона результаты частично упрощены и обобщены. Теория основывается 
на формулах 

Л 

2 

| Jy (z sin 0) (sin 0)” * | (cos 0) ^^ 40 = 
0 

1 1 1 
= —Г|— —\) 21 зшг, —1l<Rev<-—, 39 

WV x (5 2 ) 
л 

2 

| Hy (2 sin 9) (sin 0)У+1 (соз0)-2° 40 = 

0 

1 1 _ 3 1 
= T /(— — vy} 2-1 (1 — cos 2), — = <Кеу<-—, 40 мутГ(5- eo , <4 : (40) 

которые легко вывести из равенств 7.7 (5) и 7.7 (9), полагая в них и =\и 

р=—У— 5. Предположим, что имеет место разложение 

^ —У 

лед = Yi lam ty (mx) +m Hy (may) (SE), 
т=1 (41) 

1 <V< < 5 э — лох л. 

Заменим здесь x Ha хзшт0, умножим обе части на 

(sin 0)?” +1 (cos 0) 2%,
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проинтегрируем по 0 от нуля 10 = и применим формулы (39) и (40). Тогда 

мы получим формально 

л 
— 

Я 

| f (x sin 0) (sin 0)” +1 (cos 0)-2° 40 = 

0 

l/l Vi! | 
= Va Г (5 —°) Zi me [ат sin (mx) + by, (1 — cos mx)]. 

т=1 

Следовательно, для коэффициентов разложения (41) имеем 

Jt 

л 2 

Г (5— ап= | Е sin (mt) | f (Е sin 0) (sin 0)2У+1 (cos 0) ~°” dO dt, (42) 
л. 

л 0 

5 Vn 

x 
л 2 

Г (5 +) bn = — ae | t cos (mt) | f (Е зщ 0) (sin 0) 2” (cos 0) ~2" 49 dt. (43) 
—л 

Ряд (41) с коэффициентами (42), (43) называют рядом Шлемильха функ- 
ции f (x). 

В упомянутой выше работе Кука доказано, что класс функций, для 
которых разложение (41) с коэффициенгами (42) и (43) справедливо на всем 
отрезке, исключая 0, + л, совпадает с классом функций, к которым приме- 
нима теория рядов Фурье. Далее, установлены теоремы, аналогичные тео- 
ремам Римана — Лебега, Парсеваля и Рисса — Фишера для рядов Фурье. 
В этой связи см. также Cooke (1927, 1929, 19305, 1936); Wilton (1927); Jes- 
manowicz (1938); Wilkins (1950а). 

Рассмотрим теперь некоторые простые примеры разложения Шлемиль- 

ха (41). Положим f (x) = (ax)~’ Hy, (ох) (@ произволь’о). Это — нечетная 
функция OT x (см. 7.5 (55)); из формулы (41) мы имеем ам =0. Принимая 
во внимание равенство (40), мы получаем из (43) 

__ (— 1)” g-vtl m 

Mom = Me ae sin (ал) 

и, таким образом, 

—У — 9-1 а: _ тут т mx \ —* л (a.x)~¥ Hy (ax) = —2-У+1 sin (ал) У 1" ( 5) Hy (m4). (44) 
т=1 

Разделим обе части равенства (44) на зп (ал) и устремим а к нулю. Мы 
получим (см. 7.5 (55) ) 

со 
1 т (mx —\—1 _ 

О<х<л, Rev > —5.
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Пусть теперь Х (x) = (ах) Jy (ох). Здесь f (х) — четная функция от х, 
и, следовательно, би = 0. Из равенств (42) и (39) получаем 

__ ТЯ 9-\-1 

лат = — = as = 2) Sin (ast) т? 

и, таким образом, 

л (ох) Л, (ax) = — 27 +10 sin (ал) X 

х v (—))™ m? (> 
-Vv 

Ld mene >) Jy(mx), б<х<л, Rev>— 5. (46) 
т =1 

Устремляя в равенстве (46) a к нулю, получаем 

MX 

27 co 1) + x (—)™ (A) (mx) = 0, (47) 

5 << 5 и О<х<л или > и O0O<K*< UK. 

Из равенств (45) и (47) видно, чго существуют сходящиеся обобщенные 
ряды Шлемильха с неравными нулю коэффициентами, сумма которых почти 
всюду равна нулю. Такие ряды называют нуль-рядами (Nielsen, 1904, гл. XXV; 
Fox, 1926; Cooke, 1930). Существование нуль-рядов указывает, что если 
даже существует разложение Шлемильха некоторой функции, оно не является 
единственным. 

Относительно других результатов и примеров, касающихся рядов Шле- 
мильха и связанных с ним рядов см. Pennell (1932); Bennet (1932); Doetsch 
(1935); Erdélyi (1937); Kober (1935); Watson (1931); Infield (1947); Magnus и 
Oberhettinger (1948, стр. 58—62). Разложения, в которых функции Бесселя и 
Струве в (38) заменены их квадратами, даны в работе: Thielmann (1934). 

7.10.4. Ряды Фурье — Бесселя и Дини. Пусть v>—1, a х=уфии 
х = у, — два положительных нуля функции Л» (x) (в этом случае все нули 
функции Л, (x) вещеслвенны; см. п. 7.9). Используя 7.2 (56), получаем 
из 7.14 (9) и 7.14 (10) соответственно, что 

1 | 0, п = т, 

| Е.Л, (Vit) Jy Wnt) dt = | [у т] n=m (48) 

0 2 ye 

Аналогично, если Am и Ay означают два положительных нуля (см. п. 7.9) 

функции zJ, (г) + aJ/,, (2), где 2—5 и а— данная константа, из формул 

7.14 (9), 7.14 (10), 7.2 (54) и 7.2 (55) следует, что 

1 

J t Jy Aint) Jy Ant) dt =0, nem, 

1 
2 272. 

(din РЕ (Ain — [У (Am) |, п=т. (49)
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Интегральная формула (48) выражает свойство ортогональности функций 
Бесселя и указывает на то, что произвольную функцию f (x) вещественного 
переменного х можно разложить в ряд 

 (х) = У ат Jy Wm), (50) 
Ш =1 

где 
1 

а 
[Just (Ут)? =z = | ЕЛ (Е) Jy (Vmt) at (51) 

0 

и Vi, Yo, Ya, ...-— положительные нули функции J. (x), расположенные 
в порядке возрастания их величины. Это разложение называется разложе- 
нием Фурье — Бесселя функции Л (x). 

Аналогично из (49) мы имеем 

Л (х) = У Om Jy (Am*); (52) 
т =1 

где 
1 

(02, [J n+ оны = 202, [лото at. (83) 
0 

Здесь v > -5 и Aj, Ag, ... — Положительные нули функции zJ,, (г) + а, (г), 

расположенные в порядке возрастания их величины. Это разложение назы- 
вают разложением Дини функции fF (+). 

Теория разложений Фурье — Бесселя и Дини дана в книге Ватсона 

(1949, гл. ХУШ). Имеет место следующая теорема. Пусть функция Vt f (2) 

1 
абсолютно интегрируема на отрезке (0, 1), и пусть v> —>. Тогда, если 

0 < х< 1, то разложения (50) и (52) имеют место одновременно с соответ- 
ствующими разложениями в обычный ряд Фурье (см. также Мооге, 1911; 
Stone, 1927; MacRobert, 1931; Титчмарш, 1960, стр. 97). Относительно пове- 
дения около точек x=1 и «=O см. Ватсон (1949, стр. 652, 660, 674) и 
Young (1941). Относительно явления Гиббса см. Cooke (1927); Wilton (1928); 
Мооге (1930). Относительно рядов, аналогичных (50) и (52), но содержащих 
квадраты функций Бесселя, см. Thielmann (1934). 

Пусть, например, f (x)= х”, тогда мы получаем из (50), (53) и 7.7 (1) 

о 2 g 
= ; <x <l, 54 * » Vm Лучи (Ут) <” о 

т =1 

У = У, 2 т Лу (Ат) Лу-а (Ат) (55) 

(a7, — у) (J, (Am) + Min EA (Am) | 

0<x<l, at+v>0. 

т =1
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Если f (x) =. (xz), то мы получаем из 7.14 (9) 

©) 

У, 2 ) ’ 
Jy (2) т=1 (у, —2 )Jy41 (Ут) 

~ MJ, (Am*) [Amt vat (Am) Sy (2) —2J, (Ain) J +1 (2) 

_ ; 

7 Vv Jy (x2) У, (22, — 2") 02, [y. (Am) + (A°, — v’) [Jy (Am)I"} 

О<х< 1. 

Относительно дальнейших примеров см. п. 7.15. 
Разложение в ряды по функциям Бесссля, которые пригодны для поло- 

жигельных конечных отрезков, дано в работе: Titchmarsh (1923a, XIII — ХУ!) 
(см. также MacRobert, 1931). 

Нусть функция f(x) определена на отрезке a<x<b (а> 0). Тогда 
искомое разложение имеет вид 

т =1 

со 

f(xy) = У Am Му (Утх) Гу (тб) — Vy Wm*) Jy (утб)]; (58) 
m=1 

здесь г = Vy является т-м положительным корнем уравнения 

Jy (az) Vy (52) — У. (az) Jy (bz) =0 
И 

{ly та) — Му (Утб)]?} ат = 
b 

= 5 Vm Wy mF | [У Vint) Vy (Vimo) — У, (тб) Sy (Ym) У (В) а. (59) 

Обобщенные ряды Дирихле. Ряды вида 

1 ($) = > ay Vins Ky (An) 
n=1 

изучал Greenwood (1941). При vay они сводятся к рядам Дирихле 

f(s) = y= У, Ane п, 

n=1 

HRW OCHTeAbHO различных теорем, касающихся этих рядов, см. Greenwood 
(1941). 

7.10.5. Интегральные представления произвольных функций. Теория 
рядов Шлемильха (см. п. 7.10.3) дает метод для выражения любой произ- 
вольной функции в виде ряда по функциям J, и Hy. Аналогичные методы 
могут быть применены для того, чтобы получить соответствующие выра- 
жения произвольной функции в виде интеграла, содержащего функции Бес- 
селя и связанные с ними функции. Мы будем в дальнейшем предполагать, 
что / (ГР) является вещественной функцией вещественного переменного &, 
имеющей ограниченное изменение в окрестности точки f= x, Если функ- 
ция /(х) имеет разрыв при { = х, то в дальнейших формулах надо заме-
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нить /(х) на УИ (x + 0)-+ f (x— 0)]. Условия на Vv в некоторых из сле- 

дующих формул разложения были ослаблены Cherry (1949а). 
Простейшим типом такого разложения является интегральная формула 

Ганкеля 

f(x) = | Jy (tx) tat | Л (5) Jy (ut) чач, (60) freras 
l 

которая справедлива, если 2—5 и интеграл 

ГУРУ 
0 

сходится, или если V > — 1 и сходятся интегралы 

со 1 

Гуру | Руфь 
0 0 

Теория разложения (60) детально изучена в книгах Ватсона (1949, гл. XIV), 

Титчмарша (1960, стр. 100) и Трикоми. В случае v= + разложение (60) 

сводится соответственно к синус- и косинус-преобразованию Фурье. 
Обобщение интеграла Ганкеля было дано Харди (1925), который ` доказал 

формулу 

Х (х) = | Gy (xt)t dt | Fy (ut) uf (v) dv, (61) ом] 
где . | 2 ew о р 

\ 7 \2 BTS y 420-1, v 2 
h@= УТ рогатитУ ЕО = гого ' (2) 

| G,, (2) = cos (ам) Л. (г) + sin (ам) Y, (2), (63) 

справедливую при следующих условиях (Cooke, 1925): 

lLa>—l,a+v>—l, vt2a< 2, 1915. 

II. ¢°f (¢) интегрируема на (0, 6), в = min ( + v-+ 2a, 5. 6> 0. 

Ш. УЁ f(t) интегрируема на (6, оо). 
Теория разложения (61) дана Куком (Сооке, (1925). 

Частные случаи формулы Харди. Если а = 0, то мы получаем 
Fy (г) = Jy (2), Gy (2) = Jy (2). Этот случай сводится к формуле Ганкеля (60). 

Если a= то получаем F(z) == Н., (2), Gy (г) = У, (2). Это приводит к 9” 

f(x) = | У, «рае | Hy (vt) vf (v) dv. (64) рим]
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1 
Если а = — 5, TO получаем 

t v-l1 

Х (х) =— | Y,, (xt) [а | (о и — H, (vt) | ол (©) аз. (65) 
; 0 0 Qv- Ул Г (v + 5] 

1 
Если v= 5 ‚ то получаем 

Py (2) = = Coati(2), Gy(z) = V2 sin (2 — an), 

где Cog41 (2) — функция Юнга 7.5 (85). 
Формула Вебера — Орра 

= | Jy (tx) Yy (at) — Jy (at) Yy (tx) 

- [Jy (at)]? + [Vy (вр 
t dt 

CO 

х | [Jy (ut) У. (at) — У. (ut) Jy (at)] v f (v) dv (66) 
a 

co 

справедлива, если У вещественно и интеграл [Viiro | dt сходится. Она 

] а 

сводится при V= У к синус-преобразованию Фурье (Titchmarsh, 1923; 

Ватсон, 1949, стр. 516). 
Другая формула, принадлежащая Титчмаршу (1925), имеет вид 

У (х) = т | Г., (xt) Е dt | a [t A, (wt)] чл (v) dv, (67) 

0 0 
где 

Гу (2) = sin (ax) { [Лу (2)]? — [Vy (2)]?} — 2 cos (ап) Jy (2) У, (г), — (68) 
(Отт (у и -а+ x)? 22+ 2a+2m 

Ay (2) = x Vat (at+m+lTw+a+m+ Пг Qvtatm+)) 
Она справедлива при следующих условиях (Cooke, 1925): 

(69) 

а>—1 a+2v>—l, l>afv>—s, lvjJ<l 

#67 (t) интегрируема на (0, 6), о = ша (1-- 2% --2а, 1), tf (¢) интегрируема 
на (6, со), 6 > 0. Теория разложения (67) дана Куком (Cooke, 1925). 

Частными случаями формул (68) и (69) являются 

а = 0, Гу (2) = — 21, (2) У, (2), Ay (2) = Vy (2), 
а = —\, Ay (2) = Jy (2) J_y (2), 

а = —2v, Ay (2) = [Ух (2)]?.
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Обобщение интеграла Лапласа, содержащее функции Бесселя, дал Meijer 
(1940, стр. 599, 702): 

C+ ico со 

д (® = = | Г, (xt) Ух | Ky (tv) Vio f (0) do. (70) 
C—i oo 0 

Так как K, (2) = K_y (2) (см. 7.2 (14) ), имеем также 

C+i со со 

д (х) = — | [Jy (xt) + 1- у, (xt)] V xt dt | Ку (ut)V ut У (5) dv (1) 
ico 0 

(cm. Boas, 1942). В случае у = Le формула (71) сводится к формуле Лапласа. 

Другими интегральными представлениями произвольной функции являются 

г®=-5 fi Jy (x) dt [ Нло“ (72) 
—ico 0 

(Конторович и Лебедев, 1938), 

Г fi Кено (a) at feng, (ео) (@) 1 (0) dv, а>0 (73) 

(Crum, oto, | 

fas [ vit т a) tat [ иен eM) Fo) dv (74) 
ts 

(Титчмарш, 1946, стр. 83), 

«f= Ae | Kiley t sh (nt at [к (v) f (v) do (75) 

(Лебедев, 1946), | 
gi = 

= | tK, (x) dt | u-'f (v) Г, (v) dv (76) 
O—ico 0 

(Лебедев, 1947). Огносительно других примеров cm. Hardy (1927) и Hardy 
и Titchmarsh (1933). 

Дуальные интегральные уравнения, содержащие 
функции Бесселя. В некоторых задачах теории потенциала и теории 
электромагнитных и акустических волн искомая функция удовлетворяет одному 
интегральному уравнению на части луча (0, со) и иному интегральному
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уравнению на другой части этого луча (Nicholson, 1924; King, 1935, 1936; Som- 
merfeld, 1943). Пара уравнений (Титчмарш, 1948, стр. 337; Busbridge, 1938) 

Гу ло) ey) ау = & 9, 0< «<1, 

a | (77) 
[ FO) Jy) dy =0, aan 
0 

имеет при a > 0 решение 

а | 142 . oy 
Г (5) 79 = е5 р | f a (xt) at | < 0 vt! (| — 92)? dv. (78) 

0 

В частном случае a=1, у=1, g(x) =1 имеем решение 

т = x72 Si —lco afy=* sin x — Xx S Xx. 

Пара уравнений (Tranter, 1951) 
9 

Гуф) Gy dy = 9), О<х<1|, 
0 , | (79) 
foMneyd=F@o,  «>1, | 

имеет решение | о 

DY) =H) + YV => | г, © dy) dt (80) 
5 re . 

НЕ) Л у [Е (2) Jy (У) ах, (81) 
t | со 

в0= (=) me | oe [yo | УН (9) Jy (xy) й ах. (82) 

Решением уравнений 

Гол ея dy=G(x), 0<х<1 

: | (83) 
рубле == х>1, 
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является 

— № 1 

в=ко-+у | "EOS 1 (ty) dt, (84) 
rae 0 -5 

K ()= f xg (a) Л, у) ах, (85) 
1 

+P EO=MO+E [ ит м дах (86) 

M (x) = x°G (x) — x” f К (y) Jy (xy) dy. (87) 
0 

ЧАСТЬ ВТОРАЯ. ФОРМУЛЫ 

7.11. Элементарные соотношения и различные формулы 

сферические функции Бесселя. В формулах (1) — (13) 
n=O, l, 2,... 

_ ы 

ae (г) = 2 An (2—} a —1)” ("+5 = ‚2т) (22)-?т -|- 

< n=! 7 

+ cos (2— >| У (—1)” ("+5 ‚2т-- 1 (22)-2т-1 |, (1) 

7 m=0 р = J 

Yt (г) = = sin (2— >} У (—1)” ("+ 2m-+1] (22)-2т-1 

m=0 

<t | 
_ _ пл. ту i — Эт cos (2 5 PX 1) ("+5 ‚2т) (2г) | ‚ (2) 

но. = И 2 ге" (+ 5, п) Q2)-", (3) 

но е-У ae м1 г“ Ус 0" (#5, т) Q2)-™, (4)
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~ 9 
J 4, @=C ТУ, 2 У 1@=Cys у (2), 

п-— Atay 

~ HW Иа "но 1 @ Н 1 (2)=—i(-1)"H® , (2), 
п- n+ 

‘net = =" vz 2 a (5. dz } = =, 

у 9-е г d ) cos 2 
+ M2 zdz 2 ’ 

[2 ла "ей 
te 

2 

НО , (z)=—i(—" 
nts 

zdz z’ 

mage” т (=) г | 

2 

+5 

Ом we к (z) = —i(—1)" 2" (4). 

а=У x Hey (fo) SE. 

2. 
J, (2) =7 = Zane, 

р} ~ 2 

РИ 
У: (= 1 (2) =— => 6082 

2 2 

h@a=Vs sh z, 
2 

H) (2) =— iH, 1@)= 2 giz 
5 Me 

H(z) =iH™, (2) =i rt ей. 
2 2 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

Рекуррентные соотношения и формулы дифферен- 
цирования для модифицированных функций Бесселя. 

(=). а (а 2" в ©), 

(sae) ед = 27" и @) 

(19) 

(20)
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(saz) К = 6-0" 2" Kym), Ql) 

(sas) Ky = CD" 27 Кул (2) (22) 
Ty, (2) — Ty 41 (2) = 2271 Jy (2), (23) 

Ty (2) bys (г) = 21, (2), (24) 

Ку-1 (2) — Ky +1 (2) = — 2vz7! Ky (2), (25) 

Кул (2) + Куда (2) =— 2K, (2). (26) 

Вронскианы и соответствующие формулы. 
/ / 

W (Jy, Jy) =— sin (va), (27) 

W (Jy Vy) = > (28) 

и (Jy, HOO) = + =. (29) 

9 4i w (HO, He) = — +, (30) 

W (ly, 1y) = — 25800), (31) 
W (ly, Ky) =— 271, (32) 

Jy (2) Jays @) $I (2) Syn (2) = OD, (33) 

HO (2) HO), (2) —H® (2) HO (y= — =, (34) 

Jy 2) ¥y-1 2) Vy @) yaa, (35) 

Jy4 (2) HO (2)—J, (2) HO, (2) = Se, (36) 

J, (2) HO), (2) —Jy_4 (2) HP (2) = =, (37) 

Iy (2) Iyer (2) — Fay (2) Fy 1 (2) = — SOD, (38) 
Kyat (2) Ly (2) + Ky (2) Гу! (2) = 271. (39) 

Функции переменного ze” (т — целое). 
Jy (zei™™) — етлу Jy (2), (40) 

Vy (zei™™) =e MV у (2) 4.93 Se cos (лу) Jy (2), (41) 

(1 тп) _ sin [(m — 1) xv] (1) _iny sin (тлу) 

Hy) (220) = — sin (лу) Ну (2)—e sin (лу) Hy (2), (42)
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Фи итлу — эй (т -Н 1) мм] 2) iny Sin (ТПУ) ,,(1) 
Ну (ге "") = sin (лу) Ну (2) re sin (stv) Ну (2) 

Г, (ге тп) — gimsv ly (2), 

Ky (zeiMT) — отл» Ky (2) — т sin (иглу) 
sin (лу) fy (2). 

Если У — целое число, равное п, TO 

sin (stv) —] (—1)" (1-1) 

v>n Sin (лу) 

где / соответственно равно т —1, т или т--1. 

7.12. Интегральные представления 

Коэффициенты Бесселя. 

д 

пн (2) = [сз (2 sin @ — ng) а, 

6 
д 

п Уи (г) =” J efzcosa cos (nq) dg, 
0 

л 

2 

Jo, (2) =2 f cos (г sin @) cos (2nq) dg, 

0 

п Лота (2) = 2 J sin (г sing) sin [(2n + 1) g] dg. 

0 

В формулах (1) — (4) n=0, 1,2,... 

Интеграл Пуассона. 

x 
2 

Г (» + 5) Jy (2) = 20 (5) J cos (2 sin @) (cos )” dp, 

л 

2 
у 

<_ | 02 sin @ (cos <)” dq, 

I 
2 

1 

[Гл.7 

(43) 

(44) 

(45) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7)
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52
| 

==
 

V—- 

(1 — #2) cos (21) dt, 

ot cos @ (sin )°” dq, 

1 
\— 

Г 6+5) 9-у=0) | г—*! (1 — ??) АЕ. 

bo
l 

-=
 

В формулах (5) — (10) Rev > -5. 

Формула Гейне. 

ил a 
лу, (г) =е * | [ 67! 5! cos (vt) dt — 

6 

— [ея [ch (vt — Ам) -Не7 Я ch (ve)] a} 0 < аге 2 < л. 

0 

Формулы Мелера — Сонина. 

oe) 1 
У —\-—— 

Г (5 — у Jy (х) = 7s (=) | (¢? — 1) 2 sin (xt) dt, 
2 л\х/ ¢ 

2/2 -v-5 
Г (5 — у Г. (х) = — Vu (—} (¢? — 1) “ cos (xt) dt. 

2 u\x} ¢ 

1 1 
В обеих формулах х>0, — 5 < Rev< 5. 

п. Л. (x) =2 | sin (xche— “4 ch (vf) dt, 

0 

> ®) 

пу. (х) =—2 | COs [xche— ch (vt) dt. 

0 

В формулах (14) и (15) х>0, —1<Rev<l. 

Iv 

со 2 

dy (x) = | в sin (« и! — | dt +- | cos (x sint — vt) dt, 

0 
x*>0, Кеу> 0. 

93 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16)
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Обобщения интегралов Шлефли (Lambe, 1931): 

л 

(242)? Jy (V x2—y) = 
у В. 

0 

ey cos f cos (x sin f — vt) dt — 

— sin (vm) | e~Vig-ychi~xshi 4 Бе (х-Ну) > 0, 

52
] 

= 

ЧЕН 
д 

у) * (Vix? — у?) = | e¥ Sl sin (x sin Е — vt) dt — 
0 

> ®) 

__ | (evitych? 4 p-wi—ycht cos ул) е- $6 dt, Вех> Ве у> 0. 

Модифицированные функции Ганкеля. 

со 

1 —(2\" ~2t (22 -v=5 
г(5— к =Уя(;) @ (1 —1) * dt, 

1 

Re z > 0, Reve, 

г (5 + К. (2) =У т x ( zy" | e~* cht (ch №)? at, 

0 

Re г > 0, Веу> — 5, 

К, (2) = [ene ch (vt) dt, Rez>0, 
0 

1 Ро + \*-5 
г) юф-=у 5 м и | г 211 +5) > dt, 

0 

Rez > 0, Rev>—<, 

[Гл.7 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

К., (az) = x | ехр |— ( —=)/2] t-Y-l dt, Rez>0, Re(a2z) > 0, (23) 

0 

—— Vv 9 . Ky(o2) =e 7 © | exp [(e- 4) те 
0 

Imz>0, Шш (922) > 0, 

(24)
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Ky (x) cos [7 = | cos (x sh t) ch (%6) df, (25) 
0 

Ky (x) sin (“F) = | sin (x sh В) sh (vf) dt. (26) 

0 

В формулах (25) и (26) x >0, —1<Rev<l. 

у м _y-4 
Ky (2) = (22) Г +5) | (¢? + г?) М cos { dt, (27) 

| л 
№У>—5, [аге 2 | < 5. 

Функции Ганкеля. 

ра 1 
| 2 (2\\ -у-= iT (5) (2) = 2 (=) | 2121 (#2 —1) За (28) 
2 Ул lez ’ 

иг > 0, Rev< 5, 

им 1 
. 1 о 2 2\% _i -У-5 =") е- = (=) |. 1! (2—1) 2 ge (99) 

2 Ул lez : 

[ша < 0, Revel, 
2 

l Vv izV1i+# 

т (5—5) НО (2) = 7 (=) | {2 В dt, (30) 
л \2/ © 1+¢ 

иг > 0, Reve о, 

uo /[l 9 79\V в-12 У1+й 
ег [- — м] НН (2) = [4 | => dt 31 У и) ЕВ" © 

ша < 0, Rev<z, 

; a ; 42-2ул-л сое! yt eyed 

r(vt5)H) @= =e 4 [ent 7 (1+5 * dt, (32) 
0 

1 J 
Кеу> —5, 161 < 5, во <arge<d4S, 

> - 42—2ул-л 7% y 1 : yi 

о 1/ о. 1 (1)? г(у+5) = (г) = =e | 2 t ( я at, (33) 
0 

Веу>—5, 151 < 5, — а <аве< па
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Представления Бернса. 

—C+ico 
о \ _ гул iz \--25$ 

Qn” H\) (г) = —е 2 | r(-v—s) T(-) (— ds, (34) 

—C-i co 

larg (— iz) <5, 
‚ —C+ico 

2 17(2) _- Po —_ iz\vt’s 
2m Ну (2) =е Г ([—-*—9Г(—$) 5 ds, (30) 

—C-—io 

fang (iz) | < 4: 
С — любое положительное число, большее, чем Re v. 

ico 

V+25s 

2Qni Jy (x) = | r(—s)(Tw+st+ 1))7! (5 ds, x>0, Rev>0, (36) 

— оо 

Уз ни (2) = — e! @-V cos (ул) (22) X 
i co 

x | гг (-v—s)T (v+s +5] (— 212)5 ds; (37) 

~too 
. Ort 

|arg (— iz)| < — 2% не является нечетным целым числом. 

Ул He (г) = e—! @-VN) соз (ул) (22) Ж 

ico 

x | Tos) P(—2v—s)T (y+ s+ =) (21=)° ds; (38) 
—too у 

, On 
larg (iz) | < —, 2% не является нечетным целым числом. 

п _ 
oni Ky (2) = Vz e~* cos (ул) Ж 

ico 

1 | 
x гг (5 —s—v)P (5—$-+5) @2) as (39) 

\ 
— [со 

Ost 
| аго г | < > 2v не является нечетным целым числом. 

Интегралы, выражаемые через функции, связанные 
с функциями Бесселя. 

—1 
Cos (2 Cos ф) Cos (vp) dp = 1 E cos (>) [Jy (2) + J_y (2)] = 

>
=
—
 

ro
] 

a 

=—vsin (=F) 5 ву (2) = п E sin (“| В [Ey (2) —E_,y(z)], (40)
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д 
2 

—1 
| sin (2 Cos ф) cos (vp) dp = 1 E sin (=) [Jy (2) —J_y (г)! = 

0 
Ул, Ул = cos (“) 50,9 (2) = — а |403 Г [Ey (2) +Е-у(2)1 

J cos (2 sing) cos (Уф) dp = — У Sin (Ул) S_1, y (2), 

0 
Л 

Г cos (2 sin ф) sin (vp) dp = — v (1 — cos vm) 5—1, (2) 

0 
д 

[ sin (2 sing) sin (Уф) dp = sin (Ул) So, y (2), 

0 
д 

[ sin (2 sing) cos (vp) dp == (1 + с0$ Ул) So, y (2), 

0 

oO 

| eh 2 ЗЕ == 5 [$(2) — NE, (2) — лУ„(2)} 
0 

п=0,1,2,..., Rez >0, 

ив ар FS, (2) +28 + 
0 

п =0, 1, 2,..., Rez > 0, 
CO 

_ | и — 

Suv az" | ear (1 mad 5 5; — 8) 4 

0 
Кег > 0, 

со 

Su y(e) = | веб yr, (AREY, и, 5; —#) а 
0 

Кег > 0, 
OO 

Soy (2) = fens ch (vt) dé, 
0 

vo 

VSo, y(2)= 2 f e778" sh (vt) ch ¢ dt, 

0 

S,y(2)=2 fer? св (vt) ch ¢ df; 

0 
в формулах (50) — (52) Re z > 0. 

97 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52)
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7.13. Асимптотические разложения 

7.13.1. Большое значение переменного. 

M-1 

HY(2) = Ze i (4z—2vn— an) Yo m) 2" +0021" (1) 

m=0 

— л <агег < 2n, 

м- - 7 

(v, m) aay ное" (2) 
НО (г) — yz ea! (42=— —2ул-— л)/4 У 

m=0 

—2л < авг < л. 

Относительно оценки М-го остаточного члена для комплексных V 

л л 
— —— <argz< = — 2 <ar 2< ЭЙ ипри 3 при 9 8 р 9 5) 2 

см. Ватсон (1949, стр. 246). Эти результаты были распространены на обла- 
сти —a<argz2<2m и —2n<argz<a Мейером (Meijer, 1932, стр. 655, 
852, 948, 1079). Относительно асимптотического поведения функций, выра- 
жаемых в виде бесконечных рядов функций Ганкеля, см. Meixner (1949), 

9 | (42—29 — 
Jy O-V == cos ( c= | | У, (—1)”(v,2m) eat zoqen-™ | 

m=0 

M-1 

— sin (===) У (—1)™ (у, 2m +1) (22)-2"-1+- 00 ara (3) 
m=0 

—t<argze<n, 

У. (г): = = ‘Yio (у, 2m) (22) 7? 4 ог + 

А *) | 
М-1 

+cos (“= У" (2 +1) 22)" ¢ OC z = } (4) 
m=0 

— л <аго г < 1. 

Относительно формулы для М-го остаточного члена см. Ватсон (1949, 
стр. 229, 233) и в случае комплексного у — МеЦег (1932), ссылка выше.
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Дальнейшие формулы имеются в работе Burnett (1929) 

| ко-У* |“ Ус" (v, m) (22)-" + 0121-м) |+ 
m=0 

M-1 

+ ie 2b iva | У (v, т) (22) ТТ + О([2 =“ } (5) 

m=0 

дл Om 
many < аг г < —, 

2 

1 | М-1 
< . 

ly (2) — У5=8 COS (stv) | dle i (—1)” eli 2) Хх 

l ] HINA onl 
It It 

—> < аго г < — о +] 

__ M-1 

Ky @=-V oe | У, (x, п) 22)-" + oer"), 
m=0 

(7) 

о <<. 
В этих формулах положено 

1 
| Г (s+e+ п) 

(у, т) = тт (Av? —1) (4%? — 32)... [4v? — (2m — 1)?] = . 

7.13.2. Большое значение порядка. 

2n 1, (x)= у? ехр (УР p Arsh 2) x 

ГР 
М-1 

x| 2" ant (mE) VEER 06-м | px>0, (8) 
m=0 . 

crab) | 
Е (egy f° 
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Относительно других разложений /, (x) cm. Lehmer (1944); Montroll (1946). 

Ко = секр (— VF + р Arsh 2) Х 
V4(p? -- x?) 

к Учат (m +5 >] У +)" + 07 "| (10) 

р, х > 0, ат определено в (9), 

nH) x = V2 exp(iV# — p?+ + ip arcsin 2) exp |5 (2+5 5х 

4 

Ух? — р 
M-1 1 

x] У, г(#+ 5) 2" Vir py 06" | (11) 
m=0 

x>p>0, 

1 5 2-1 b= hagee(I-S) | 
5—8 _ 77 ж\, 385 (| _ 2" 2) 
вт) вв (Ie) | 

HO (x) =—1- y2 ехр( — У + p Arch Ех 

Vp—x * 
M-1 

«| Yecoramar(a +4 5) Ve A OC "| (13) 
т=0 

р > х>0, bm определено в (12), 

Qn Jp (х) =F у? ехр (И РР a8 — p Arsh 2) x 

ур 
M-1 

x | У ати (mts) У "+ ос (14) 
m=0 

p>x>0, b, определено в (12), 

` Ч . 

m=0 

x(t) (4) "т as) 
2 

Dy xX, р, x >0, e=1—4, (а x)
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1 1 ] 
Ву (2х) =1, В, (ex) =ex, В. (ах) = 5 (ex)? — 50’ | 

1 By (ex) = 5 (= — 5 5 ex, By(ex) = р (вл) — ор (ex? tome | (6) 
1 43 — 5 И В. (Ех) = 150 (ex) 5 (ex)3 + 8400 = | 

Относительно Въ, Вт, Bg cm. Airey (1916, стр. 520). 
Чисто мнимый порядок. 

21 Лр(х) = т у ехр (УР +- х? — {р Arsh Pe 4 in] Хх 

Ур — ° 
M-1 

Хх gpm? | У (2i)™ anT (m+ >И x?) "ном (17) 

т =0 

р, х >0, ат определено в (9), 

Кр(х) = т ехр (- Ух? — р? —р arcsin = | x 

V4 (x? — р?) 

ap у (—1)" 2 „Г (m-+5 5] ИС — р") ioe ое (18) 

х > р>0, фи определено в (12), 

- Pa 

Kp) = 2 | Yon, r(m+5) Ум" x 
т. 

x sin 5 -- p Arch PV pP—#44)+0(e™)], (19) 

p>x>0, фи определено в (12), 

Kip) ~ 3 eT Pal mo Ст (вх) sin [т + 03. Г т + 1 } (= ) (т re 

р=х, рх>0, e=1—4, e=o(x-2), (20) 

Су (&х) =1, С, (ex) =вх, Cy (ex) = 5 (ex +a, 

| | 
Cs (Ех) = & (eX)? + тв eX, С, (65) = зд ext a ext am. r (210 

] ] 43 
Cs (EX) = Foo (ex)? + GH (Ex)? + 1800 & |
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v2 exp (ive? x? — iparcsh 4 x 

УР Я 

Же пом Ук Пт тр, г ("+5 Ус? +x?) +О(х- | 

nH (x) = 

р, х>0, bm определено в (12). 
7.13.3. Переходные области. 
Формулы Никольсона (х— п, п — натуральное). 

2 1 

Jn(x~3 3 (2)° [+ 9+7, ©) 
3 3 

1 1 

79 ° [2] i O—4 1 Op 
3 

1 1 

У. ° [5] i @+t! 1 ©) 
3 ` 3 

Г — ny n> x. :-= у и п) 

int _1 : 1 о 5 у 
билд, 6 [$ \3 +42) — +- (хи) Нез (5) ©, = ZY ==", 

3 
где arg (x —n)=0 при x > п u arg (х— п) =л при x <n. 

Формулы Ватсона. 

ш [ р 3) - _ 
Jy (х) = —— V3 1s Fee" (= sind + O(p Г), 

yp =| I, (AP) sind +y, (2) cos 6| +00 

3 

Xx > DP, 6 = pw — Ру — parctgw +=, 

— 1 ра pwr —1 Ip (2) = px we Ks ( : )+00 ) 

у И a eG” 
| 3 3 

v= =-ь 

[Гл.7 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31)
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7.13.4. Равномерные асимптотические разложения. 
Формулы Лангера. 

Jp) = 1 282 [11 @e(5) "1 (2) sin(F Ино -3). 
3 3 

(32) 
р _4 

У, (х) = И:- Ss | (2) sin (5 у, (2) cos [5 ) Lol, x) 

3 3 

(33) 
x 

x>p, w= V 5-1 1, z=p(w —arctg w), 

Ixy yf 1 6 K,@+olp?), (34) 
3 

ки р) т _^ 
¥,(x) = | eae I (yi 1 +0 р 3), (35) 

3 Е 

х<р w= 1%, = p(Arth w — w). 

7.14. Интегральные формулы 

7.14.1. Интегралы по конечным отрезкам. 

Гоа hal, (1) 

fer! (ед аа = 27 1), (2) 

а Ky @) dz =— #1 Ky), (3) 

few Ky (2) dz =~27%*! Ky_, (2), (4) 

| лов учу] Hy 1 (2) —Н, (г) Jy_1 (г)], (5) 

2” Ky (2) d2 =" VAT (vt 2 Ка Ку- Oh © 

fata (2) dz =(u+-v—1) 2Jy (2) Sut, y-1 (2) —2 Ли (2) Sp (2). ©) 

Формулы (5) и (7) сохраняют силу, если заменить в них функции Бесселя 
первого рода функциями Бесселя второго рода или третьего рода.
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Пусть и, (2) и Wy (2) — любые функции Бесселя первого, второго или 
третьего рода порядка у и р соответственно; тогда 

v2 — и? 

г 
| [@—oy e+ 

= 2 [с Wu (Bz) Ww, (az) —B w,, (az) Wi, (В=)| = 

= az №, (Bz) у 1 (az) — Bz Wy, (Bz) Wy (az) + (и — 5) Wy (Bz) wy (az), (8) 

| 2 м. (az) W,, (Вг) dz = 

Wy (az) Wy (Вг) dz = 

= pac Ih War (2) wy (a2) о Wy 2) 1 2), (9) 

| ZW, (az) №. (az) dz = 

= т 2? [2 wy (az) Wy (az) — ву! (az) И ,_1 (az) — wy_1 (92) Йу+, (а=)], (10) 

| Wy (az) Wy (az) = = x Wy (az) Wy (az) + 

(11) 
W 

от a2 | wy 41 (az) EO) в, (az) Mrs) | 

Пусть vy (2) и Vy (2) — любые модифицированные функции Бесселя пер- 
вого или второго рода, имеющие соответственно порядок v ии. Тогда 

и? — v2 

“a 

[ G — 92) 2 + | Vy (az) Vy (Bz) dz = 

= 2 [-- a V,, (Bz) vy (az) +8 v, (az) У, (Bz)], (12) 

a 
| z[v, (92)]? dz = — = {ley az)? — [v, (az)? вт 27), (13) 

Относительно других неопределенных интегралов см. Ватсон (1949, стр. 146— 
151); Thielmann (1929); McLachlan (1934, стр. 115); McLachlan и Meyers (1936; 
crp. 437); Straubel (1941, 1942); Picht (1949); Horton (1950); Luke (1950). 

(v~' eur!) Jy, u (2) 

д 

р 

| Jy [г (sin 8)?] Л, [2 (cos 8)2] (sin @ cos 8)~* 40 = 
0 

22 ‚ 4) 

Rev>0, Reu>Q0, 

5 
| Jy [2 (sin 9)*] Jy [2 (cos 9)?] clg 0 40 = in @) (15) 

| 
Кеу> —1 Кей > 0,
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73
 

№ 
| 

— 

л 

2 

| Ju [= (sin 9)2] Jy [2 (cos 9)2] $11 0 cos 9 40 = (—1)" Луи om+1 (2), (16) 

0 0 m 

Кеу > —1, Renu >—l, 
Iv 

“2 

[ Ли [2 (sin 9)2] Jy [2 (cos 0)?] (sin 0)2^-1 (cos 6)-! 40 (17) 
0 

(Bailey, 1930, стр. 419, 1930c, стр. 203; Rutgers, 1931), 

Iv 

2 

J Jy, (2 sin 8) Jy (2 sin 0) (sin 0)25+1 (cos 6)*#+! ao, (18) 
0 

л 

2 

[ J, (2 sin 8) Jy (2 cos 9) (sin 0)2°+1 (cos 9)?" +1 (10 (19) 

0 

(Bailey, 1938, стр. 145), 

л 

“2 

J [Jy (г sin 0)]2 (sin 9)20+1 (cos @)7# 4! 40 (20) 

0 

(Bailey, 1938, стр. 141), 

(Jy (z sin 0)]2 эт 0 40 = У Joysoma1(22)271,. Rev>—l, (21) 

А
ж
 

m=0 

J t* sin (z —f) Jy (® dt, (22) 
0 

[ 2. cos (2—8) Jy (t) at (23) 
0 

(Bailey, 1930c, стр. 204, 205), 

л 

2 

sin [м (v + u)] | Ku+y (22 cos 8) cos [(u — У) 9] 48 = 

0 

=5 [у (2) в (2) — 1, (2) (2, 1Веф-+1<1. (4
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7.14.2. Несобственные интегралы. 
Интегралы, содержащие показательную функцию. 

— Vt? _ Ул 8) | Voy (at) eV" dt = — > exp ( ве) Х 

0,2 | | 
х | (Sor r) ст) COS Vi к, (3= |, [Rev] <5, (25) 

e-4—1H (= К, x) HW <<} dt =2K, (2x) HY) (2x) (26) 
у 

(Hardy, 1927), 

ре Ул a? 0.2 
| [., (at) е УР dt = “Oy &x xP (go \1, (=). Rev>—1l, Rey?>0 (27) 

2 

(см. также 7.14 (60) — 7.14 (79). 
Частные случаи интеграла Be6Gepa—IWagdxettauna. 

[©] 

\ 

| {71 J, (at) sin (bt) dt = u~! sin E arcsin (=) при b<a, 

0 
(28) 

= ay” ‘sin (3 | (b+ Vat)" при b> a, 

Кен > —1 

| т, (at) cos (bt) dt = wu! cos Ё arcsin (=) при b<a, 

0 

1m \ —————~\ (29) 
= и 10“ cos () (6+) 62 — а?) при В >а, 

Ке и > 0, 

| Jy, (at) cos (bt) dt = cos | arcsin o при д<а, 
. У a? — 6? а 

30 

sin ( жи 
2 п = — q" Vira (6-+Vb?—a?)” при b>a, 

Rew > —1, 

> sin Е arcsin ny 

Jy, (аё) sin (bt) dt = при b< 
у и V a? — 6? р ° 

(31) 

= qt 

cos (15° 
2 

a Via (У — 42)" при b>a, 

Кен > —2.
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Относительно соответствующих интегралов для функции Неймана см. Niel- 
sen (1904, стр. 159). 

5—7) | Jy, (at) Jy (at) & = sin [9—5 | (32) 

0 

Re (Уи) > 0, 

со — Га\ути 

И” (5) Ta@ty 
| J, (at) Jy (БЕСТ dt = i i г (33) 

0 аг [5 Нун ги) Г[У+ 5) 

Re (v-+ ы) > 0, 

гв | Jy (at) Jy (ву at = 
0 

+ Ighy-v (62 — 02) BO! при b><a, 

= (0 при р < a, 

Rev > Кей > — 1. 

(34) 

Интегралы, родственные интегралу Вебера— Шаф- 
хейтлина. 

2+1 (y 4.1) 4+1 | Кр (at) 1, (bt) t7° dt = 
0 

= orp (=P PE EY) гв +5) х 

1 — 1 — о — р? хр, ( PERT | РВ У, v4; =): (35) 

Re(v—p+lityp)>0, аъ, 

22+2г (1 —) | Ky (at) Ky (Bt) £78 dt = 
U 

2 | az 

(Evga) и (av tap) (Lovano) 

= g°—V—18V LF, (epee l+v—pu—o, 1—0: 1 — =) х 

(36) 
Ке (а НВ) > 0, Re(ptutv+l)>0 

= У, (at) Jy (БЕ ба = sin и, х 
0 

х | Kyat) ty EP ae a>b, Re(v—p+len>0, (37) 
0
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| Vy (ot) Jy (at)t ° dt = 
0 

со 

= — | № (at) Jy, (bt) + (=| cos ( м (р У и) | K, (at) Ky (of)| 1-Р at, 
0 

7 a>b, Re(o+v—u)>—1, Rep>—l1, (38) 

Гл G8) Ky (ae) e484 at = ов Qa)" T (Pn) BWI 
, Re(vtl)>[Rep|, Кеа> | В|. (89) 

Относительно других комбинаций см. Dixon и Ferrat (1930). 
Интегралы, содержащие произведение трех и более 

функций Бесселя. 

[ t°-1 7 (at) Л, (bt) Л, (ct) at (40) 

(Watson, 1934), | 

| 19-17 (at) Jy (0 Pe ct) p (41) 
0 

| t?-17,, (at) Ky, (ct) } к | dt, (42) 
0 

[ Ю-1К, (at) Ky (bt) Ко (ct) at (43) 
0 

(Bailey, 1935a, 1936), 

| ах Wy (bx) 2 1-2 de = 
0 

_ а2*-1 Г (У) 

~ QnbT (v + 1/2) T (2v + 1/2) 
1 | 2? 

of (. 7” 5; $, (44) 

0 < Rev, 
со 

| Jy (ах) Vy (ax) Jy (bx) Vy (5х) 2°94 ах = 

0 
a’ p-?-WT (3y +1) 

иг (5-у)г(^+5) 
Е ТЗ 3, & 45 2 (vty УЕ Vai =) (49) 

1 1 
—3 <Rev<> 

(относительно других формул cm. Nicholson, 1920, 1927; Titchmarsh, 1927; 
Mitra, 1933; Mayr, 1933; Sinha, 1943).
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Интегралы типа Сонина-— Гегенбауэра. 

] Jy, (68) Ky (a Vt? 4 2?) 2 4 2) ТЕ = 
0 

= pg Vgh-vt 1 (а? -- К , (г Ver 52) (46) 

Кен > —1 Кег>0, 

[мод Ky ауте у 4 dt = 

| (-ь- 9 и —in (v— ay (v- 1)/2 o—v,l+p—-v 2 и-—1)/ ; у HV (q? 4 52) Ho (yVepR), а
 

Rev<l, Вей > —1, ав УР — у? =0, если t>y, 

1 arg (t? — у?)° = ло, если ¢ <y, 
5 и — \/2, соответственно, 

] Л, (bt) HO (а УР) (2+ ey" etl gy 
0 

где о = 

—p— 1)/2 и = a Voll +h Vv (2 — 92)” p— 1)/ H (x V2—2) при a> 6, 

(48) 
А Vp? а Ky poi le у b? — a? ) при a< В, 

со Кеу > Кеи > —1 х>0, 

| носу) (Pp ey PO at 
0 

= Bah Nyt (+ HO) 2—1 (2%), Re 2 №, Вей > —1, (49) 
- 

ео 

] Ky(a VP 2?) (2 - 2)" РН 
0 

ТИГР ut 1) Ky_y_1 (az). а>0, Вен > —, (50) 

l+p- Ky—p-1 (02) р! 
| ибо его tat = (8) 2 у го (51) 
0 

Ве (20-5) >Reu>—l, Rez>0, 

г е-@ Уп у? в- {У V a? +b? д 
— 72 yy? me | Jo (bt) © уу tdt = Vote arg УР—у ay если f<y, (52) 

— iyVae+b? р 
— 2 y2 — УР =2 | cos (bt) Ky oye y? )dt= 

= — ni | cos (bt) Н® (а У’—в ) dt. (53) 
0
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(Относительно аналогичных формул см. Ватсон, 1949, стр. 455—460; Мауг, 
1932; Gupta, 19435.) 

; En (e=) Г вл (Ve? + у) 
0 

x [eos (SE) 1, (at) [у ад [= 

_m-1{ а \™ 9 1, 6 a? + у?) | Lone) eX ED = 
a>b, Re(+ v) < Rep < 2т--4--Кец, Re (ia) < 0, m=0, 1, 2,..., 

[ Юл уе у) [оз (== 

0 
ее у 5) Io 0+ 

+ sin ( т ee *\ Yy (at) | dt = 

т m J (b 2. a2 
— (17 +12 ad a в ( у Окна | (55) 

mt \Bap | 

a> b, Ве (+ v)< Reo << 2m +4+Reu, ReB>0, m=O, 1, 2,..., 

f eenwveTy) IOVS) (42 +. В?) (t2 4. у?) №? (у? — p2)h/2 

а>6, ReB>0, —1< Веу<2-- Вец, 

Jy (at) а = В 
Ky (ap), (56) 

0 

со 

-и+1 

| РВ Jy (5t) Jy (at) dt = py-# ty (5B) Ky (ap), (57) : +6 

a>b, Rev>—l, Re(v—u) <2, ВеВ> О, 

- +1 { 

| О at = BY K, (ab) 

а>0, Rep >0, —l<Rev<4, (58) 

г КЛ, (at) айву-и 

dt = 

| ее т FT py ye ” 

—1<Rev<2Rew +5. 

Относительно аналогичных интегралов см. Ватсон (1949, стр. 476—479).
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Произведения функции Бесселя. 

WO 
, _} V+ 

Ky (Z) K,, (z) = ег (5. + ге 2 Хх 

Пе! + ге! 

1 
Кн, 22-2-2722 on 2)? | at Кей >0, Rez>0, (60) 

2 Jy (Х) Jy (х) = 

л 0. Vth 

= [ (=, ° [cos vt Лау (w) — зтул Yi 44 (w)] 40 — 

— 1 

со , У-+И 

— 2 пул | a oe) ? [cos ул Jy 4y (Ф) — пул Y,, + (Ф)] dt, (61) 
‘ X + xe 

X>x>0, Re(u—v< 5, w—=V X?+ x2 —IxX cos 6, 

C=) X?+ 42 +12Xx cht 

(Dixon u Ferrar, 1933, ctp. 193, 194), 

Jy (2) Jy (2) Ун (2) Г. (2) = 

vO 

— 47? J Ky +y (22 sh #) [2-1 cos ул -Не--У 1 соз ил] 4, (62) 

0 
Кег > 0, |Re(v+u)] < 1, 

Jy (2) Sy (2) + Vy (2) Vy (2) = 
oO 

=4n-? | Ky—y (22 sh t) fet +¥) 4 4 e- Ut)? cos [(и —v) ¢]} dt, — (63) 
0 

Rez>0, |Re(v—up)| <1, 
oO 

Jy, (2) Sy (4) —Vy (2) Vy (x) = 4a! | Yury(2xechd)ch[(u—v)¢]dé, (64) 
0 

х>0, 

со 

Ли (4) Vy (4) + Лу (х) Ти (х) = — 407! J Jury ech t) ch [(u — v) ¢] dt, (65) 

0 

х>0, 

Ju (2) Vy (г) — Jy (2) Yu (г) = 

WO 

= 44-2 | Ку+и (22 sh 1) [27 ут (ил) — ей-№ * sin (ум) at, (66) 

0 
Вег> 0, |Re(v+y)| <1,
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Ли (2) Vy (2) — Sy (2) Ув (2) = 
со 

== 4n-* sin [(и — v) м] | Ку в (22 sh #) в р, 

0 
Кег > 0, [Ве (Уу—и)| < 1, 

Ку (Ty (© = J Луи (2% sh бе “at, 
0 

Re (v—wu) < Ве (Уи) > —, х>0, 

oe) 

[Ky (x)]? sin (ул) = x Г J (2% sh £) sh (2vt) dt, 
0 

3 
9? 

IRevl<2 x > 0, 4 ) 

©.) 

[Ky (x)]? cos (ул) = — п J У, (2x sh 2) ch (2v2) dt, 
0 

|Веу| < 3. x > 0, 

Iy (2) Ky (2) + 9 Ky (0) = 2 f Лили Gx sh д ch (и —v) 14, 
0 

Ве (эн) > —1 Ве (#91 <5, х>0 

Ty (x) Ky (4) — Ty (2) Ky (4) =2 [ Луи (2х sh #) sh [(и — v) 1 4& 
0 

| Re (ув) > — 1 Re(u—v [< 5, х>0, 

Ly (4) Ky (х) — cos [(у— и) п] Jy (x) Ky (х) = 

= sin[x(u—v] | Yy—y (2% sh Ве‘: ae 

0 

x > 0, | Ве (у— и) | <1, Re(v+u) > —=. 

Jy (2) SX) _ y, (г) =e) v&) =-4”- | К, (22 sh t) е- 2% at, 
0 

ak Re г > 0, 
ly (x) Sy) _ - Ky (x) Ol, A) = 

=n | Ух (2x sh Е) sh (2%6) df + cos (ул) [Ky (x) ]2, 
Q 

4 
х > 0, Rev] < 3. 

[Гл.7 

(67) 

(68) 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 

(74) 

(75)
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Относительно большинства из этих формул cm. Dixon и Ferrar (1930) и 
Meijer (1936, стр. 519), 

2 2 HS) (x) НИ (y) = 
со + , У-+ И (76) 

9 [ Ши ‚ [Же уе 2 9 | = 2 [corm (жрут) 7 Ну — 

at 

|Re(v—wl <4, 
2n Ky, (x) 1, (у) = 2 

EQ Уи 

= ВЫ орла Ку, V8 y? — Oxy cos ) dp — 
x х— ye '® 

> р Vth 
—2sin (vat) | a (=) ° Ky+p (У x? + y? + 2xy cht )dt, (77) 

‘ x + ye 

Dixon и Ferrar (1933), +> У, 

[4 (2) Ky (5) = [ Jn (2V 2 sht)e7~-7) 8! at, (78) 
0 

Rev>—y, Re (Е — г) > 0, 

К, (2) Ky (© =2 соз (ул) f Koy QV ze sht)e~ St hE ag. (79) 
0 

—5<Rev<g, RVE+VEP DO; 
см. также (25) — (27). 

Интегралы, содержащие функции Струве. 

(genre 8) ен, (t) dt = f (80) 
0 г (5-5 +1] 

—1 < Кец < 1, Rev > Re(n— 5), 

_ и 

Hy (f) Hy ФЕИ = yar wry + (81) 

r(htv+g)(ets)r (y+) 
Ве (и v) > 0, 

00 1 _ 

[ее у ти = Ут `(5-—*)^ [/„(2)р, — (82) 

0 1 
2 > 0, | Кеу| < =. 

Относительно дальнейших интегралов, содержащих функции Струве, см. 
Mohan (1942); Horton (1950).
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7.15. Ряды функций Бесселя 

Ряды типа Неймана. 

2veV? = 9% Г (у) > (Ул) С” (У) уп (2), (1) 
n=0 

21-м Гого) 20) 
(5) ^®- У тети юто-риЕ №. © 

n=0 

Если v — и — неотрицательное целое число, это выражение сводится к конеч- 
ной сумме. 

00 1 ‘(nat 
Jy (z sin 0) = V= (sin ov (+ zen) nt а, Г (v-+ 5) x 

n=0 

vd 
Х Con? (cos8)J 4 (2), (3) 

+—+2n 
2 

Ly 4 Мог») H, @г (v+ >} У х ОИ tite ©), (4) 

(еп sin va № @+ У (5 о) "| 6) 

y-Vv—H 
(5 Jy (az) Jy (Вг) = г С т Г > (V+ 2m) Jy+om (2) Ж 

ap ные Г (у-Е т - п) a?" F, (=n, "в v-+ 1; =) (6) = тт — п ИГ EDP 
\Y-H-V apy г 5) Ли (a2) Jy (В2) = Гого -о * 

2т) Г 
x ye m) Wr) Fy(—m, ут, ИЕ v+-1; a, В?) yy om (2) (7) 

(Bailey, 1935), 

5 Jy, (2 cos ф cos Ф) Jy (2 sing sin Ф) = 

= (cos pcos Ф)" (sing sin ®)Y У, (— 1)" (u + v20-+ 1) лучи (2) X 
п=0 

Ги Уи Гл | _ 
x avu+tatl) (w+ lp Ff, [- п, и tv+n+1; v+]; (sing)] Ж 

Ж 22, [-л, ИУРАЕЬ У-Ь, (sin )?}, (8) 
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и V не являются отрицательными целыми числами (Ватсон, 1949, стр. 
Bailey, 1929); 

пе, в 
_ T (v—p-+ten) 2 \У-И+п 

row h@=ro+y Yr ee 

v Ul, и не является отрицательным целым числом; 

Jutn (2), 

oo 2 29) 

Jy (г cos 8) Jy (2 sin 0) = У (3 Е D Jy +en (2); 

n=0 | 

V не является отрицательным целым числом; 

h m 
oo + — 

Vereen 9! ) gtvome y (У), 
m=0 

[21 < |2|, 

Vert пу, (У 2-Е) = У, (2 2 zt v—me тт (У =), 
m=0 

111 <] 2} 
az\"—V 

HY) (УГ а) = у aes a HY). (2), 

п 

аг \"—* 

HY (zV1—a)=Vi—a у AF) ag HO. у+1 (7); 
m=—-oco 

20 = . (ту 
Vz cos (Vz? — 22t) = У Ги УИ т (г), 

т=-со 2 

oO. — к pm-v 
У — УР = У Ги У” - (= yt) 

m=—oco 

CO 

—У о 9 2г?)т _ У (s2— 7?) HY (г V2—r)= a $5 "НУ т (28), 

m=0 

CO т 

— Я (ги —\— 
У (5 —72)-¥ K, (2 И 5 — 1?) = Ars у "Кут (2s), 

m=0 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19)
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SW) Jy (2) Joy (2) +2 У) ль Inv 2) (20) 
n=l 

Jy (22 cos 0) = Г y ry +2 NJ, (2 J, (2) cos (28), (21) 
= n=1 7 78 oth 

Rev>0, —3<0<5, 

Vy (2)? =2 SA"! Iyan (2) п (2), Rez >0, (22) 
n=l 

— 99 Луи (2) т, (г) 

Joy (22) = aye У (— 1)? 3 ° ; (23) 
fom п! г(5 —n) 

Ло («ИЕШУ ЕЛ), — 04 
n=l 

Jo (x E+E-')] = Yo P+ У (Е), (Ol, (25) 
n=1 

ber (У 2x) = Jo (x) Ip (x) +2 У (— 1)" Jon (0) Lon (2); (26) 
n=!1 

bei (У 2x) = 2 У (— "и (%) Longs (2). (27) 
n=0 

Относительно дальнейших примеров см. Bailey (1935, 235); Wise (1935); Ba- 
nerjee (1939); Bateman и Rice (1935); Fox (1927); Rice (1944); Rutgers (1942); 
Nielsen (1904, гл. XIX — XXI). 

Теоремы сложения и родственные ряды. 

ш =У 2? -{ 2? — 227 cos и С* (г) — многочлены Гегенбауэра (см. п. 3.15). 

w- НИ» ® (ш) = (27) г (v) у (У) СУ (Cos 9) Jy4.n (2.5 9(2), (28) 

20 —1, —2,..., |zet | <|2 |, 

НО) = (2) ® (2)-2 SJ, (2) HO» 8 (2) 039, 29) 

. = | ze* ®\ < | Z|, 

w-Y Jy (w) = (23) г) YEA) С? (608 ®) Syn (2) Ли (2), (30) 
n=0 

v0, —1, —2, es, 

Jo (W) = Л (2) Jn (Z) +2 у Jn (2) In (Z) Cos (пФ), (31) 
ПЕЙ
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a) с 

oF (0) = (FE) то) Ya" $1) Cf (608 0) Fyn (2) Sys n (2). 
n=0 

(32) 
v #0, —1, —2, ..., |ze*??l <1 ZI. 

Пусть ef? =(Z—ze—*®)/w и |269] <| Z|. 

Yy (we = У Vysn(Z) In (2) в", (33) 

HH @ (w) ef? = У HO © (2) J, (2) ef”, (34) 

Ky (we = У Kysn(Z) In (2) ет, (35) 

Ly (we? = У (Dyn (Z) In (2) "9, (36) 

(22 sin $ Jy (22 sin $ = 

== УГ (vy) Mtn) [2 УЛ, (2)? С (соз Ф), v#0, —1, —2,..., (97) 
n=0 

Jo (22 sin т) = [Vo (2)]? + 2 у [Vn (2)? cos (пФ) (38) 

п=1 

ИЛИ 

[га М Syn (2) Jn (2), (39) 
j¢|<1 для ‘yt, +1, =2,..., 

[Е (Е = У (A) "Л, (2) Jn (2), (40) 

| < 1 для v0, £1, £2, os, 
ехр (+ iV 22-- 722—227 созф) — 

Иг2- 2 — 227 cosy 

J HO, 2) (7 4] == FSX (+ +5) на НОР Pa os) (41) 

| ze* ‘P| < |Z], 
2v < 

(=) Г (2) =T(v)T (1 +) У, (Уп Г (2-Е п) [Муви (г) т (42) 
n=0
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=z -V 

(sinasinB)? J  , (zsinasinf) ef? 60$ @ cos В — 
У 

2——` со 

~ 7 — Гор т учи (2) Ca (cosa) Сл (cosB). (4 

cos (2 cos ф) =2¥T (v) У! (—1)” (v4 2n) 27% on (2) С3, (COS ©), (44) 
n=0 

sin (2 cos p) = 2°Г (v) У, (—1)” (VF 21-027” Jy gong (2) СЗ, +1 (COs $). 

п=0 (45) 

Ряды типа Каптейна. 

ул Jy (v2) = sin (vst) | — 2v? У, и) | (46) 

П=1 

ул Ey (vz) = 2 (sin >) — 4%? У iv wu + и ue] Ув (nz), (47) 

n=l 

] ©O 

Fst +? py [Jn (иг) (48) 

~ 1 К 
n=0 

me =l—2z У, (4n? —1)7! М, (nz)]?, (50) 
n=l 

1 oo 

> =1--2 лев (51) 

Ряды Шлемильха и родственные им. 

гор У cos (ид (SE) Jy (mx) = —5 при О< х<Ё<л, 

=] 

т 2\V-> 
=74 1% 1-5] ° при O<t<x<m, (52) 

Rev > -5 (Cooke, 1928),
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к / mx \7" my \—’ | 

YF) Jy (их) (3) Jy (ту) = — sr FwED + 
т=1 

Л 1 1 2 
+ у ] „1 (5 —% 5, и 1; =). rotor (rd) 

t>y>x>0, uwv> -5 (Cooke, 1928), 

co 1 

3) №1 mx\~V7! va 
Г (+5) Усе (mnt) (7 fy (mx) = — ут 

т=1 

О<х<Ё<л, Кеу> — (Cooke, 1930, стр. 58), 

1 
— 2 У+-—- 2 

+Иях- (1) (+5. ~; v4; 1-4). 
x? 2 2 x? 

O<t<x<n, Rev>—I1 (Cooke, 1930, стр. 58), 

va У (ZL) mov, (2 xv = тео 1) (se) m Jy ( 7 |, 
т = 

О<х<а, 20, 

mt Jy (х) = 23% x m'-* (4m? —1)7! Hy (2mx), 
т = 

О<х<л, > — 5, 

xv} Va—ar (v-+ 5.) (5) A, (ax) + i Г (v+5] (S)s, (ax) = 

= 2T (v + 5] у т (т? — 02) 1 [1 — (—1)” ее“ (") “vy (mx), 
т=1 

О <х < л, > 5. 

Относительно (55) — (57) cm. Pennel (1932). 

119 

Разложения типа Фурье — Бесселя. В последующих форму- 
лах у и г произвольны, HO v= —1, —2, —3,... Обозначим через + уу, п 

(п=1, 2, 3,...) нули функции 2_”У. (2), расположенные в порядке возра- 
стания величины Re (yy, „) > 0. Тогда имеют место формулы (Buchholz, 1947): 

My (XZ), 

4Jy(z) ‘ 
/ (2) Vy (Xz) — Jy (X2) Vy (2)] = 

ь _2/.2 9 _1 

— У, J, (Х, Vv, п) Jy (Xyy n) [у (Vy, п) (2. — ¥y, n) ’ 

n=l 

Vex gxX<l, 

(58)
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— _ LE Vv, п Лу (XYv, п) — 

n=l (vy, п —2 “Vy. (Vy, п) 

со 

=x" 22 У, 5 Jy Wu. 0%) 0< x <1, 

n=1 У, в (Vy, n * v4 1 (Vy, n) 

[2 $) 

Лу! (х2) — \ Jy 41 (Vy, 2X) 
9 b 

Jy (2) n=l (vi, na г”) Лу (Vy, n) 

1 % _2 in X= — У ле) Jo (Кул) Л и), 
n=1 

0< xX <l, Vn = Yo, m 

Voz)! =1-2 У [А-В 
n=1 

oP = 1+4 У [4 (Pv 0) HP ) Ds (0, DI 

tae $22 У (2-м, 0), > 

iy Y= 427? +1+4 > Lyi, n (2? — Vi, ») + 

(2-й) Мб” 
Относительно формул (62) — (65) см. Еогзу (1921). 

[Гл.7 

(59) 

(60) 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

(65)



ГЛАВА 8 

ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 
И ПАРАБОЛОИДА ВРАЩЕНИЯ 

8.1. Введение 

Пусть хи, Х., Хз — декартовы координаты в трехмерном пространстве. 
Определим параболические цилиндрические координаты Ё, 1, § с помощью 
формул 

2 n2 

x, == 81, x =2 = » Х = (1) 

и координаты параболоида вращения &, 1, ф с помощью формул 

2 12 

xX, =En cosy, Хо == Ensing, Хз = . (2) 

Пусть 

— оператор Лапласа, и пусть / — любая функция, зависящая только от х.. 
Преобразуя дифференциальное уравнение в частных производных 

Au + (жди =0 (3) 
к параболическим цилиндрическим координатам, получаем следующее урав- 
нение: 

02u 2 

@ +0) (Set sa)+ sats Ou=o, (4 
Оно имеет частные решения вида U (Е) У (1) И (0), где 0, У, И удовлетво- 
ряют обыкновенным дифференциальным уравнениям 

2 

Fa ФРИ =o, ar tow — AV =O, (5) 

ЧИ © 01 =0 (6) 
с произвольными постоянными о, A. 

Аналогично, если А? постоянно, то дифференциальное уравнение в част- 
ных производных 

Ди -- Ё*и = 0,
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преобразованное к координатам параболоида вращения, имеет вид 

-; 9 ди д ди —2 07u 9 9 —2 iv _ 1 2 on —_ у fats. (8 GE) "чот (ne | + те =0. 
Оно обладает частными решениями вида U (&) \ (1) Wy где U удовлетво- 
ряет обыкновенному дифференциальному уравнению 

420 - x _- 
Ge т у ge НЕ —4y’e~? И=0. (8) 

У удовлетворяет уравнению, аналогичному (8), с той лишь разницей, что 
знак при A изменен, а W удовлетворяет уравнению 

т 
ф? 
{4 = 0. (9) 

Для того чтобы эти решения были однозначны и непрерывны на парабо- 
лоидах ЕЁ == const и Ч = const, 2и должно быть целым числом. 

В случае, когда пространство имеет более трех измерений, возможны 
различные обобщения проведенного исследования уравнения (3). Относи- 
тельно некоторых из них см. Humbert (1920а, b, с, а). 

Решения уравнений (5) и (8) можно выразить через вырожденную гипер- 
геометрическую функцию. Уравнение (8) содержиг две существенно незави- 
симые постоянные и, следовательно, обладает той же степенью общности, 
что и вырожденное гипергеометрическое уравнение 6.1 (2), но для боль- 
шинства краевых задач важны лишь частные случаи, где 2и — целое число, 
а постоянные А и A вещественны. Здесь будут изучены эти случаи, а также 
решения уравнения (5). 

ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 

8.2. Определения и элементарные свойства 

Путем простой замены переменной уравнение 8.1 (5) можно преобразо- 
вать в 

ету) =0. (1) 
Решения уравнения (1) называют функциями параболического цилиндра 
или функциями Вебера — Эрмита. Их можно выразить через вырожден- 
чую гипергеометрическую функцию. Если положить 

vat Le , 
Dy(z)=2° е Tew (+54; 5; =), (2) 

У+12 _1 , 
2 2 = ни 1 (5) (3) 
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(относительно обозначений см. 6.1 (1), 6.9 (2) и п. 6.5), то ясно, что функции 

Ру (2), Dy(—2), Р-у-, (iz), Deoy_; (— iz) (5) 

удовлетворяют уравнению (1). Равенство (4) позволяет найти значения функ- 
ции О. (2) и ее производной при г = 0. Уравнение (1) имеет два линейно 
независимых решения, поэтому его частные решения полностью опреде- 
ляются своими значениями и значениями производной при 2 =0. Отсюда 
вытекают следующие соотношения: 

vod уд 

Dy (2) = — о Lp, (iz) +e D_y_1(— | (6) 

Vix _ +0 24 
_ ул л, 2 

=е тру е Р-у—1 (12), (7) 

__ (v+1) mE 

=e" py (те 7 Dy (iz) (8) Vv Г (— v) —У-—1 ’ 

а также соотношения, которые могут быть получены из них заменой 2 
на —г. Пользуясь этими соотношениями, можно установить зависимость 
между любыми тремя из решений (5). 

Функции параболического цилиндра являются целыми функциями от 2. 
Если V = п — неотрицательное целое число, то из равенства (4) следует, что 

‘р, = Tan (5) 9 e* Dale) =, (75 (9) 

является многочленом; HT, (x) называют многочленом Эрмита степени п 
(см. гл. 10). Если v не является целым числом, то D, (2) и Dy (—2) линейчо 
независимы. Для всех значений у функции О. (2) и D_y_,(+ iz) линейно 
независимы. Определитель Вронского для этих решений дается формулами 

ре р-р dy = (10) 

d ; _. a , у 
Ру (2) a> В-у-1 (12) — D_-y-1 (42) ae Ву (2) = —1ехр|— 5-|. (1 

Если v и 2 вещественны, то значения РО. (2) тоже вещественны. Если 

в дифференциальном уравнении 8.1 (5) Oo и A вещественны, то оно имеет 
вещественные линейно независимые решения, выражаемые через D,. Если 
предположить о >> 0, то уравнение 8.1 (5) можно преобразовать к виду 

4? x? aa + (Р-р у=о (12) 
x 

TT —, и мы получаем, что вещественные и мнимые 
ух V 46 

части функции 

где & = 

р (= т *) (13)
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удовлетворяют уравнению (12). Другими решениями уравнения (12), веще- 
ственными на вещественной OCH, являются 

Г [(3 — 20)/4] |, И р | (_ 2) = Yo (X), (2i9+3) 7d . 
1 уе 3 -5 

Г [(1 — 2%)/?] 5 [м 4+. D (_ ия =, (х), (21р+3) ‚1 0—2 
9 а Уха > 0- > 

Зло fy л ГД 
= 7 1 wh gr te 4 вузе ИУ! - 2 —1е (5 Кр, ‚о 

~ 2 

зло у л im 
_ > a ts — 

= уз у 1е (5 Jo la ee 

2 

где у’ =argT (5 -- io); Уси у; образуют фундаментальную систему в точке 

х = 0: 

yo (0) =1, у, (0) =0, у(0)=0, у, (0) =1; 

поведение Yo и у; в окрестности точки х = со описывается Tak: 

— 70 
О О VV ite +1 sine (OI + 00-9) 

— 0 

y-V 2 eV 1-е —1 cos le (x) (1+ O47), 
где 

2 / 

g (x) = —plnx+F4+4. 

Мы имеем также 

Уз (— х) = Yo (х). 

J. С. Р. Miller использовал yo и уз для вычисления таблиц значений; you yy 
были исследованы в работах: Wells, Spence (1945) и Darwin (1949). 

Из (2) и 6.6 (6), 6.6 (7) получаем 

Dy41 (2) —2 Dy (2) + v Dy_; (2) =0, (14) 

а из 6.6 (10) находим 

“oe lp, и = (—1)” (— V) me ; Dy_m (2), (15) 

a tp, И =(0”е *Dysm(2,  m=1,2,3... (6) d2™
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Далее, из (15), (16) и формулы Тейлора вытекает, что 

2ху+у? с 

СУ 
В. (ху) =e Рут (Хх) == 

_ 2ХУ+У © 

= У} "69 (17) 
т 

m=0 

Это равенство при v=O дает производящую функцию для D, (2) (то есть 
для многочленов Эрмита, см. (9) и гл. 10): 

27-42 42/2 со 
oy 

é = — Dn (2). (18) 

Если у — отрицательное целое число, TO D,, (2) можно выразить через 
функцию Гаусса 

2? ‚ 2 \ 

~(—l)™ -ч ат = 2 
D_p»_-;(zZ)=YV 2 е е Erfc — |, 19 m-1(2)=V2-— a У (19) 

а если ves, то через модифицированную функцию Бесселя третьего 

рода 

M2 2? 
D ,@= о к, (4) (20) 

4 

8.3. Интегральные представления и интегралы 

Интегральные представления функций параболиче- 
ского цилиндра Д, (2). 

ар 
Dy (2) = е 4 |. Е ЗАО 7 ad, (1) 

Rev < 0, ав 2| <, 

ао № у 
__ 4 | 2 2 2 = ze е t 1+ ?t)* dt, 2 Td . аа (2) 

л 
Rev < 1, [а82| <, 

22 
—-—_ CO р 

4 — 2 -—— 

и е 217-14 Rev <0, (3)
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— 2 © р 

_ 2 1 ~ 2 yy ( — _ Dy (= 2 e t* cos | 21 9 dt, Rev>—l, (4) 

0 

а -5- 2%0%-1 | 
D_oy (и=)=. 22 om | в-24У-1 ехр [— V 2at] at, (5) 

0 
Rev > 0, 

vii _ 32? 
Dy(2)=2? *Vze * (9.0) Х 

со у 1 у 1 
гг (чз г (5—3) #2 \5 

“SQ ds, (6) 

too г(5+4)г (5-1) 2 
- 2 4 2 4 

Ort 1 1 3 
[аг8 2| < 1, у == 5» 5, an 

Dy (2) D-y-1(2)=2 | J, (2) cos (2t— 4) eat (7) 

6 Vt 
Rez>0, Rev>—l, 

mb me _ & 
( 7) ( 7) Ул | (= —2t Dy, \ze D, \ze ГСУ т 5 | dt, (8) 

0 2 

_ Rev <0, Rez2>0, 

8 x 

=p | (2) cos (иен 0<—Rev<l, (9) 
MC) v+5 2 

1 У v—-l1 2? =—— (ch ¢) (sh 2) exp (- > sh ¢ | dt, (10) 

0 

Rev > 0, larg z1<. 

Для доказательства интегральных представлений (1)— (5) достаточно 
проверить, что их правые части удовлетворяют дифференциальному урав- 
нению 8.2 (1) и принимают нужные начальные значения при г =0. Равен- 
ства (1) и (2) можно вывести также из 6.5 (2), 6.5 (6) и 8.2 (1). В равенстве (6) 
путь интегрирования должен быть выбран таким образом, чтобы он отделял 
полюсы функций Г (5) от полюсов двух других гамма-функций в числителе 
подынтегрального выражения. Эта формула является следствием 6.11 (9). 

Интегральные представления (7), (8), (9) доказаны Мейером (Meijer, 
1935Ъ, 1937a), а (10) доказано Бейли (Bailey, 1937). Здесь Л, и Ky означают 
функции Бесселя порядка v; см. 7.2 (2), 7.2 (13). 

Существует большое число других интегральных представлений для 
функций О. или для произведений двух функций параболического цилиндра. 
Относительно произведений Dy см. Meijer (1934, 1935a, 1938а). Интегральные
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представления D,, содержащие другие вырожденные гипергеометрические 
функции, были даны в работе Meijer (1941). Относительно других результа- 
тов, связанных с (7), (8), (9), см. также Meijer (1937b). 

Интегралы, содержащие функции параболического 
цилиндра: 

CO 1+8 _ 
[ewe D_,(2V kt) dt = 

0 

23 Улг (В) ею Е (1 В. v+tb+1, а (11) 

(ЕВЕ 27 2' >) 

CO рр 
— 2 

Je D_y (Е (a с — #F )at = 
0 

А 
— rey ($ —е+а) 

_ Vn у : ту в (4+5: а4+5+5:1-2), (12) oF тать ® | 
2 ? (5 ото 

11 —р| <1, Rec>0, Rev>2Re(c — а), 
CO 2 

® Гай 2 
| e 4 D_y () #2<-?ф (a с; - dt = 

0 
- | _ Va PQc—l)I а ey № 

=
 

< 

1 
11 —2| < 1, Rec> о, Rev > 2 Re (с — a) —1, 

со 2 

| ve 4 Dey (t) Jy_1 (t2) dt = 
0 

| 2” v—-1 4 (— 1. =) ti гу) y=? е “@O\—Vv, 53 az}, Rev>—az, (14) 

со сц р 

] } — У г 72 24-4) х | е? Ру (у) 4у = (1 — в)? е Dy ( } (15) 
V 27 a | — И 

0 < Кен < 1, 

р , (1+ Л) у? —(1+A) x? | 

[ху — _ ; ] 
| е 4 Dyl(y VI —A) dy = V2mrve % Е ит- 1), (16) 

—0O 

Re A > 0,
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pa Гу 1 x 
— уУ-5 5 у-5 7 

[Ул (xy) y 7e° Diay(y)dy=x 7e4D_oy (x), Rev>—-, (17) 
d 

0 

- _y? ух = x? 
| Бу (уе ‘ wore гоу е'2- у, (х), (18) 
0 

Кеу> — 1, 

© 38 _v 
| е *t-!Di(t)dt=2 *? Fv) cos (9), Rev > 0, (19) 
0 

© р _ (ИУ) 
- В = 2 
4 owed V x2 Г (и) e Ча =- —-^_, Веи > 0, 20 | = Tepe? © (20) 

со 

| ue 9 Dy at = 

0 
utv+i 

+ (21) т eee 
Здесь Re и > Rev, если выбраны нижние знаки. 

со 1 ’ 

Гра ИЕ СЯ (22) 
0 

Г (— Vv) 

J [Da фри = Ули, n=0, 12... (23) 
0 

В этих формулах F, Ф, J, ф означают гипергеометрические и вырожден- 
ные гипергеометрические ряды, функции Бесселя первого рода и логариф- 
мическую производную Г-функции. 

Равенство (11) следует из 6.11 (2) и формулы обращения для преобразо- 
вания Лапласа. В силу 2.1 (26), 2.1 (2) в случае, когда В = v+-1 или у = — 21, 
п = 0, 1, 2,..., правая часть равенства (11) сводится к элементарным функ- 
циям. Относительно доказательств формул (12) и (13) см. Erdélyi (1936). 
Более общие формулы этого типа, содержащие рЁ’а (см. п. 4.1) вместо Q, 

были даны Mitra (1946). Доказательство формулы (14) провел Meijer (1938). 
Для того чтобы доказать (15), достаточно подставить вместо D,, выраже- 
ние (3) и изменить порядок интегрирования; если и стремится к 1, то пра- 

вая часть (15) стремится к x’. Формула (16), по существу, совпадает с (15); 
формулы (17), (18) принадлежат К. S. Varma (1936, 1937); Watson (1910) 
доказал (19), а формулы (20), (21) принадлежат Erdélyi (1938); при v=u из 
(21) вытекают формулы (22) и (23). Из формулы (21) следует также, что 
функции Д/ (Е), п =0, 1, 2,..., образуют ортогональную систему функций 
на оси (— со, со).
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8.4. Асимптотические разложения 

Из 8.3 (6) находим, что (см. Уиттекер — Ватсон, 1951) для больших 
значений |2| и фиксированного значения V справедливы асимптотические 
разложения: 

22 | N (— У (5 — 5) | 
д 2 2 2 —-N-1 Dy (z) = 2%e 4 У /n > | 

asp 17 (1) 

где использовано обозначение 

(4). =1, (@),=а(@а-1... a@+n—1]1), n=l, а, 5, ... (4) 

Поведение ДО. (2) при |\|-> >о и любых значениях г, удовлетворяющих 

черавенству |2|< У\|, было полностью изучено в работе: Schwid (1935). 
Его результаты основаны на методе Лангера (Langer, 1932). В качестве 
частного случая мы получаем следующий результат, который в приведен- 
ной здесь форме был получен Cherry (1949). 

7 
oO? Если | г | ограничен и | arg (— v) | < то при |v|—>oo 

Dy (2)= Frew [Fin (—y —F—-V—=92 | [1+0(5==)|. (5)
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8.5. Выражение различных функций через D, (x) 

8.5.1. Ряды. В частном случае, когда х принимает положительные ве- 
щественные значения, из 6.12 (3) следует, что 

У 

2 = п ро 2 УЕ 
v у 

Г (-5] nao 1!2" "5 

29-1 \л ED" Deng (9 
TYR] aed ии 

Эти формулы могут рассматриваться как интерполяционные формулы для 
функции D,, (x) от %; узлами интерполяции являются неотрицательные чет- 

ные или нечетные числа. Выражение для D(x) В, (x) через Dy (V 2x) 

(n=0, 1, 2,...) дал Dhar (1935); Shanker (1939) доказал теорему сложе- 
ния 

И 2 
Dy (4 608 £-+ y sinf) = exp |=" eet х 

(1) 

со 

(У х»,(7] eo" Dyn) Daly) (cos) © 
n=0 

которая справедлива, если Е, х, у вещественны, причем Ot < a Rev>0. 

Erdélyi (1936) доказал разложение (см. 8.4 (4) ) 

Wis (=) =2-"V2 в 

где через А, обозначен остаточный член. Этот ряд обрывается, если Qu 
равно половине нечетного числа. Во всех остальных случаях ряд, вообще 
говоря, расходится, но остаточный член допускает оценку. В частности, если 

л 
| arg г | < 1 ИР велико, то разложение имеет асимптотический характер. 

(22)! 2n—— _ 
‚ (3 (OTN (3) 

Из разложения 6.12 (6) можно вывести разложение D,(z) по функциям 
Бесселя, причем функции Бесселя в этом случае сводятся к элементар- 
ным функциям, поскольку их порядок является полуцелым числом. В част- 
ности, мы имеем 

Ц sin’ —£ cos 6] + bo 

_ | {sing —27 4"? [a —e) sing —¢(1— =F) cos ¢] 4 Jb,
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и если € ограничено, то члены, обозначенные многоточиями, имеют поря- 
док х-3. 

Задача Штурма — Лиувилля, связанная с уравчением 8.2 (12), приводит 
к некоторым ортогональным системам функций на конечном отрезке (0, ху). 
Это, по сути дела, функции параболического цилиндра, порядок которых 

. qt St 
имеет вид i0 — 5 (о вещественно), а переменная имеет аргумент Ул ИЛИ — < 

(см. п. 8.2). Относительно приложений см. Magnus (1941). Относительно 
задачи Штурма — Лиувилля в общем виде см. гл. Х книги Айнса (1941). 

8.5.2. Представления в виде интегралов по параметру. 
Теорема Черри (Cherry, 1949). Если f(x) имеет ограниченное 

изменение на любом конечном отрезке и если она абсолютно интегри- 
руема на оси (— оо, со), то 

в(У-+1Ь) mi /2 _ 
— 4nif (x) = | sinvan oY | [Dy (Ax) D_y_; (ht) + 

—5-10 — © 

В, (— 1х) Бу, (=) f Oat, (4) 
где 

in _in 
— 6 4 , h= 4 . (5) 

Условие абсолютной интегрируемости } можно заменить на 

ix? 

~4 [С С _ f(x)=e (Se + eer) UOC 1)] (6) 

1 
при х-> + 00, где а вещественно и больше 5 и где Cy, со — постоянные 

(которые могут быть различны для х—> со и х-> — ©9). Условие (6) 
нужно в некоторых граничных задачах см. (Magnus, 1940). Равенство (4) 
аналогично формуле обращения для интеграла Фурье. Оно может быть 
упрощено, если f (x) является четной или нечетной функцией от х. 

Cherry (1949) применил формулу (4) к функции f (x)= Dy (hx) при 

x>0, Г(х)=0 при х<0. В формальном смысле (хотя в этом случае 
условия (4) и (6) не выполняются) формула Эрдейи для выражения плоской 
волны в параболических цилиндрических координатах является частным 
случаем теоремы Черри, а именно: 

— 21 У 2x exp |--т@— 15 cos p— у sin o| = 

— >= +70 

dv tov 9 

— | sin vit = Dy (— ВЕ) D_y.-1 (AN) + 

1 
OS 9 

-5- too 

ctg” р 
- 

4+ ——= D_y.1(t8)Dy(~i]} @) 
sin 

| 
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(см. Erdélyi, 1941). Здесь № определяется формулой (5), а равенство (7) 
справедливо для всех вещественных значений & и 1. Для задачи о дифракции 
плоской волны на полуплоскости Cherry (1949) вывел для отраженной волны 

формулу 

ae in Ф ет] | = —2: |1 (сов 5 -+ ysin 5) | 2-1 [a(n COs 5 С sin >) |= 

tov 

av 2 _ | | Dy (— hg) D-y-1 (Fn) (8) 
cos 

(«волна Зоммерфельда»). 
Частным случаем равенства 6.15 (15) является выражение цилиндрической 

волны через решение уравнения 8.2 (1), а именно: 

52,1 (2 [ А (22 + 1?) ] _ VIeHo|-S oT) | — 
C+ [со 

- | Dy VEA+)IDyiVRA+)Mr(—F)r(-F)a, © 
c—too 

где —l<c<0, & п вещественны, Reik>O. Другие выражения левой 
части равенства (9) через интегралы, взятые по параметру функции пара- 
болического цилиндра, могут быть получены из теоремы Черри; см. также 
Magnus (1941). Erdélyi (1941) доказал также следующие формулы, которые 
могут рассматриваться как линейные и билинейные континуальные произ- 
водящие функции для D, (см. также 6.2 (20) ): 

с-+1с0 _ (22 +42t-+ 20%) 

5 Бу (2) ЁГ (— v) dv=e 4 , c<0, ав <p, (10) 
c— [co 

утв C+ico | 

п/2 ВУ dv 
Oni | [Dy (x) D_y_ (iy) + Dy (— x) D_y-1 (— iy)] sin (— vst) — 

cC—ico 

1 11—22 . txy I 
= exp | — x? 2 i , —l<c<0, jargt|<—. (ll Te |g a 459+ al jargé] <=. (1) 

8.6. Нули и дескриптивные свойства 

При любом фиксированном значении у формулы 8.4 (1) — 8.4 (3) описы- 
вают поведение D, (2) при больших значениях | 2 |; если у и 2 вещественны, 
то D, (2) также вещественно, хотя это, казалось бы, противоречит форму- 
лам 8.4 (2) и 8.4 (3). Если у вещественно, то D, (2) имеет [v-+1] веще- 
ственных нулей, где [\--1] означает наибольшее натуральное число, кото- 
poe меньше, чем v-+1, и равно нулю, если такого натурального числа не 
существует. Это выводится обычным способом из дифференциального 
уравнения 8.2 (1). Если у = п == 0, 1, 2,..., то Ри» (г) имеет ровно п веще- 
ственных нулей и не имеет других нулей. Относительно других результатов,



8.7] РЕШЕНИЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 133 

касающихся вещественных нулей таких решений уравнения 8.2 (1), которые 
вещественны на вещественной оси, см. Auluck (1941); относительно асимпто- 
тических формул для вещественных нулей D(x) при вещественном у 
см. Tricomi (1947). 

ФУНКЦИИ ПАРАБОЛОИДА ВРАЩЕНИЯ 

В следующих двух пунктах приведена лишь малая часть формул, полу- 
ченных при решении граничной задачи для уравнения Au + х?и = 0 в коорди- 
натах параболоида вращения. Относящиеся сюда вопросы были весьма под- 
робно изучены Бухгольцем; формулы, приведенные в п. 8.7 и 8.8, показывают, 
какого типа результаты можно найти в работах, на которые сделаны ссылки. 

8.7. Решения вырожденного гипергеометрического уравнения 
в некоторых частных случаях 

Если в уравнении 8.1 (8) №, и, А являются произвольными комплексными 
числами, то мы получаем дифференциальное уравнение, эквивалентное 
вырожденному гипергеометрическому уравнению. Если же Rk и A веще- 
ственны, а 2 — целое число, то уравнение 8.1 (8) сводится к уравнению 

и _, du _ 
Gate Gt РЕ” 40 и =0, (1) 

где 

р = 0, 1, 2, cee (2) 

и т, Е вещественны. Решениями уравнения (1) являются — 

—_1 oe —1 sed 
M 1“), W А 3 Е cin, a! ig), § in, 2 г) (3) 

(относительно обозначений см. п. 6.9). Эти решения связаны соотношениями 

_ 11 (р+1 im (p+1) 

e ‘М ,(i)=e “ М о , (—é), (4) 
tT, os — т, 5 

р!ехр fa et er ~) 

= WV (— i) + 
r(5+4-a] =", > 

2 2 

р! ехр (т + а !) 

+ i> т »@® ©) 
ген 5 

где & обозначает вещественное положительное переменное и arg (+) = -Е 5 . 

При Ё-> со и фиксированных значениях т, р мы имеем' 

WC, (i) =e ТОР [1-0 (71), (6) 
it, — 

a) 

Wg (— BEE 71-079). (7) 
—it, 9
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Соответствующие выражения для М-функций в (3) могут быть выведены 

из (4), (5), (6) и (7). 
Функции 

im (p+1) im (p+1) 
4 4 

е М (i) =e M (— 2) (8) 
it, & -ir, 2 
‚2 ‚2 

вещественны при вещественных положительных значениях & (если тир 
вещественны). 

Если ри & фиксированы и т велико, то 6.13 (8) приводит к следующим 
асимптотическим выражениям: 

м _1 at 
V р (+8) =V 2e Чет т (gq) Чо 2 x 

> 2 

— in 1 Же (+2 = +=) | (9) 

1 tT 

ol У Зет (Et) 4 ? x 
2 

. = =n | 
Х cos (sx —2Ve—4) [1+ o(-=}], (10) 

4 Vt 

где т, & вещественны и положительны. 

Erdélyi (1937) изучил случай, когда |t| и || принимают большие зна- 

т 
чения такие, что = является фиксированным отрицательным числом. Его 

результат имеет вид 

Мн, y [М (2 sh В)?] = 

= T (2u+ 1) е” (a My / TB x 

x sin [+ (sh 28 +28) — (n— =) «|[1+0(-)| (11) 

1 
где т, В, ИР вещественны и положительны. 

Для решения некоторых граничных задач используются следующие 
функции. Пусть Cy) — фиксированное вещественное положительное число. 
Тогда существует такая последовательность вещественных чисел ти, 
n=l, 2, 3,..., что 

1 <т2<т.... И М р (Ho) =0. 

it 

Ea , 
Vz м р © (12) 

Функции
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ортогональны на отрезке (0, Co). Для того, чтобы вычислить т„ при фикси- 
рованном (,, и для того, чтобы найти нормирующий множитель для функ- 
ций (12), Buchholz (1943) дал формулу 

р 

„72-9 ey 
(©) М 2 (i) = 

r
o
]
 - 

ту щеня (Y" 
г (5+5. — г (1+ 1+5 

1 

| г rps a eg (2) (13) 

где т, С вещественны, t>0, ¢0, а также аналогичные формулы для 
частных производных 

д 0? 90 
ot’ 06’ 010 

функции (13). 

8.8. Интегралы и ряды, содержащие функции 
параболоида вращения 

Как следствие из 6.15 (15) получаем 

ico 

au =! | W _ 5,9 (—2ix) W у) 48 = — — зо (— 2ix но (— 21 . 
ху 2V xy to an sy 0 (~ 21Y) оз (sts) (1) 

Эта формула дает выражение сферической волны с центром в фокусе 
параболоида через функции параболоида вращения. Формулу (1) впервые 
доказал Meixner (1933), который также вывел формулу 

2пр!р! (ху) +102 

РЕП ГР 2ia) Г (p +1 — 2) РЯ M вв 

г, | 
[ег] х 

xr[f+5—1@+o|r[f+5—-1@—-v|x 

x Mavi + ) М ante p/2 (y) at, (2)
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Интегральные представления для более сложных типов волн, имеющих 
особенность в фокусе параболоида вращения, были даны в работе: 
Buchholz (1947). Один из содержащихся там результатов имеет вид 

/ 

ут Л (1) У] 
Vay V ет mh sb Pa SES) = 

0+ [оо 

—(-l?7*  mt+p)! | р, 1\ ( p,l 
~ On р-р)! гг —st£45)x 

0-—iz0 

XW, (—2ix) Ws, (— Dy) ds, 3) 
2 = 

где 

1 
х>у> 0, o<54+5 

и где 3%, определяется как 

1 
Fy = Е: (- 1-Е р. n+ p-+l, —s+54%: p+l, p+ 1 

(см. 4.1 (1) для определения обобщенного гипергеометрического ряда). 
Если n=p, то (3) эквивалентно 6.15 (15). Надо отметить, что 

Н' | является элементарной функцией; см. 7.2 (6). 
ats 

Выражение для сферической волны с центром в произвольной точке 
через функции параболоида вращения дано в той же работе: Buchholz 
(1947). Если 

К = ([( — У!) — (хо — уд)? + 4х у, + 4ж1у, —8 У х.Уох1 1 COS (ф1 — фз) *, 

причем Xo, У, 1, у, — вещественные положительные числа и Xp > X, 

1 
Yo > У1, TO при вещественном O < — 

2 

——— ¢i® . cos [P (Po — $!1)] 
У Xo¥oX1 TR = =>} (2 — do, р) ai pl — Х 

p=0 

0+ foo 

1 | 1, р 1, р 
Хэ: | Г 6+5+5) Г (—s+ 5+5) x 

Ч — Ес 

7S > 5, =) —5, > 5, -5` 

roe 69,9 =1 и do, р = 0, если p> 0.
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Для плоской волны Buchholz (1947) дал смешанное представление, 
содержащее как ряды, так и интегралы: 

exp [i(x — У) соз0-+-2Уху з1п 0 cos $] = 

1 У 2—6, р р 
= i”? cos (рф) Ж 

! p! У xy sin® 20 Р:Р 

0+ [со 

xen? [туч т(-5+7+$) (43). х 
(— 2iy) ds. (5) ХМ | (—2ix) M 

’ ’ 
PB р. 

2 2 

Некоторым интегральным представлениям из этого пункта соответ- 
ствуют разложения в ряды. В простейшем случае формула, соответствую- 
щая (1), имеет вид 

=—— ) (—10" (ix) Wg (— Diy), 0 xty Vay a 1-5, 0 “eg 
Относительно большого числа других рядов и интегралов cm. Buchholz 
(1943, 1947, 1948, 1949). 



ГЛАВА 9 

НЕПОЛНЫЕ ГАММА-ФУНКЦИИ И РОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ 

9.1. Введение 

Многие функции, встречающиеся в работах по прикладной математике, 
могут быть выражены через неполные гамма-функции 

x 

у (a, x)= fee" at, Rea > 0, (1) 
0 

Г (a, x)= fe" dt =T@)—yCa, x), (2) 

которые в свою очередь тесно связаны с частным случаем а = 1 вырожден- 
ных гипергеометрических функций D(a, с; x) и Т (а, с; x). В силу 6.5 (1), 
6.5 (2) и 6.5 (6) мы имеем 

у (а, x) =o! x%e-* (1, 1 +4; x) =a7! x" Ф (a, 1-+-a; — x), (3) 

Г (а, х) = хе “Ч (1, 1-На; x) = e~* ¥ (1 —a, 1—а; «). (4) 

При a=1 вырожденное гипергеометрическое уравнение 6.1 (2) имеет эле- 
ментарное решение 

eX x1—€, 

Поэтому частные виды вырожденной гипергеометрической функции, KOTO- 
рые будут изучены в этой главе, удовлетворяют простому дифференциаль- 
ному уравнению первого порядка. 

Во многих случаях предпочтительнее рассматривать в качестве основной 
несколько модифицированную функцию 

Xx 

y* (a = | ела 
Г (@) 

0 

—X 1 

= Tate Ф (1, 1+o; x)= TTL Ф (а, 1+a;—-x), (5 

поскольку она является однозначной целой функцией как от а, так и от х 
и вещественна при вещественных значениях а и Хх,
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Через неполные гамма-функции можно выразить следующие функции: 
интегральную показательную функцию и интегральный логарифм, интеграль- 
ные синус и косинус, интеграл вероятности, а также интегралы Френеля и 
обобщения этих функций. Для этих функций существует много различных 
определений и обозначений. Обозначения, используемые в этой книге, будут 
введены в пунктах, посвященных соответствующим функциям. 

НЕПОЛНЫЕ ГАММА-ФУНКЦИИ 

9.2. Определения и элементарные свойства 

Неполные гамма-функции изучались впервые при вещественных значе- 
ниях x Лежандром (Legendre, 1811, том 1, стр. 339—343 и последующие 
работы). Значение разложения 

Г (0) = y(a, x) + TG, 4) (1) 

было выяснено Примом (Ргуш, 1877), который, по-видимому, был первым, 
изучавшим функциональные свойства этих функций (он обозначал их через 
Ри 0). 

Для этих функций применяются различные обозначения. Помимо 060- 
значений, используемых в этой книге, чаще всего применяется в настоящее 
время используемое в астрофизике и ядерной физике обозначение 

Ев (х) = ff е-хиш-и и = хй—1Т (1 —n, x). 

1 

Иногда применяется и обозначение К„(х). Относительно формул в этом 
обозначении см. Placzek (1946), Le Caine (1948) и Busbridge (1950). 

Результаты теории неполных гамма-функций, полученные в XIX веке, 
изложены в книге: Nielsen (1906a, особенно гл. XV, и 1906b), где приведены 
также ссылки на литературу. Более современное изложение дано Бемером 
(Bohmer, 1939). 

Принято определять неполные гамма функции с помощью неполных 
интегралов Эйлера второго рода 9.1 (1) и 9.1 (2). Однако для того, чтобы 
избежать трудностей, связанных с расходимостью интеграла 9.1 (1) при 
Вес < 0, мы будем определять неполные гамма-функции равенствами 9.1 (3) 

и 9.1 (4), в которых функции х’ и Ч однозначно определены условиями 
из гл. 6. В иных обозначениях определение 9.1 (2) было известно Лежандру. 
В то время как функция Y* (а, х) является целой функцией относительно а 
ци х, функция у (a, х) не определена при a = 0, —1, —2, ... Функция Г (a, x) 
является целой функцией от а, однако, за исключением случая, когда а — целое 
число, она является многозначной функцией от х с точкой ветвления x = 9. 

Рекуррентные формулы 

у (&-- 1, х) =ау(а, х) — хЧе-^, (2) 

Г (© -- 1, х) =aT (a, x) 4+ x%e7* (3) 

являются простыми следствиями определений и могут быть выведены из He- 
полного интеграла Эйлера второго рода путем интегрирования по частям. 
Они могут быть использованы для иного определения рассматриваемых 
здесь функций.



140 НЕПОЛНЫЕ ГАММА-ФУНКЦИИ [Гл.9 

Имеют место сходящиеся разложения по возрастающим степеням х 

(— 1)" x ан 

_х 

VG =e Ler one -У "е- и), м 
т (—1)" x a+n 

Га) =Г®- Yat (5) 
n=0 

которые справедливы при всех x Ha == 0, —1, —2,... Здесь положено 

T(a+n (ty) = 1, (@)n = TSE” ое... @+2—}), 
Г (а) 

п=1,2,.. 

Справедливы также асимптотические разложения по убывающим степеням х 

M-1 
__ .a-1,-% 1 (1 0) т —M Г (a, x) = бе » = opm + OU 4 I (6) 

m=0 

|x |—>o, — <arg x <3, M=1, 2,..., 

У (oh, д) = T (a) — x9 ap ase + ocr) (7) 
m=0 

Либо пользуясь степенными рядами, либо непосредственно из опреде- 
ления получаем формулы дифференцирования 

dy oD. a. x) _ _ АГ ее = x) _ xo 1е-Х, (8) 

fa lem ty (a, хр = (1) 2" п, 9), (9) 

1)? (1 — a), e*y (a — п, x), (10) 

т [хат (a, х)] = (—1)" x-*""T (a +2, х), (11) 

(1 —a), e*T (а — п, x). (12) 

Последняя формула справедлива при п = 0, 1, 2, 
Лежандру принадлежит разложение в непрерывную дробь 

e *x% 
Г (a, х) = (13) 

котороё может быть выведено из равенства (3). Другие разложения в не- 
прерывные дроби были получены в работах: Зс МбшИсй (1871) и Tannery (1882).
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В случае, когда а — натуральное число, вырожденные гипергеометри- 
ческие функции Ф (а, с; x) и VY (а, с; х) могут быть выражены через непол- 
ные гамма-функции согласно формулам 

O(n+1,a+1; y= [хп бу (a, x)], n=0, l, 2,..., (14) 

“(ие х) = ar — a [e*x"”-°T (а, x)], n=0, 1, 2,... (15) 

Первая формула теряет смысл при отрицательных целых значениях 0; однако 
если перед тем, как устремить а к такому значению, разделить обе части 
формулы на Г (&--1), то мы получим формулу, имеющую смысл. Вторая 
формула теряет смысл, если & — натуральное число. 

9.2.1. Случай целого значения a. В этом пункте 

n 
т 

n= Sarr MOL 2 os (16) 
m=0 

является усеченным показательным рядом, a EL, (х) — интегралом, опре- 
деленным в п. 9.2. Мы имеем 

y(1-n, x) =a! [1 —e-*e, (х)], (17) 
Га - я, x) =n!le-*e, (x), (18) 

lr ( — п, х) = x'!—"E, (x). (19) 

С помощью повторного интегрирования по частям получаем, что 

п п-1 

Г (—п, y= E, (x) —e-* W (1 (20) 
m=0 

n=l, 2, 3,... 

Функция у (4, х) не существует при a= — п, но из 9.1 (5) следует, что 

Vy" (—п, x) = x", (21) 

Следует отметить, что при натуральных значениях а и целых значе- 
ниях с вырожденные гипергеометрические функции Ф (а, с; x) u Т (a, c; x) 
могут быть выражены через рассматриваемые здесь функции. При а =1- п 
и с=2, 3,... это вытекает из равенства (14). Для других целых значений с 
надо разделить равенство (14) на Г (с - 1) и выразить правую часть через \*, 
после чего устремить с к целому значению. Для функции У при а =1 {п 
uc=1, 0, —1, —2, ... имеют место формулы (15) и (19). Случай с =2, 3, ... 
может быть сведен к разобранному здесь случаю с помощью равенства 6.5 (6). . 

Если @ близко к целому значению, то можно получить полезные при- 
ближения для неполной гамма-функции путем использования значений ее 
производных по а при целых значениях a. Используя интегральное пред- 
ставление 9.1 (5), получаем, что 

д%* (а, x) 
do, a=0 

=—Inx—E, (x). (22) 

Значения производных при других целых значениях @а получаются путем 
использования рекуррентных соотношений.
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9.3. Интегральные представления 
и формулы интегрирования 

Основными интегральными представлениями являются неполные инте- 
гралы Эйлера второго рода 9.1 (1) и 9.1 (2). Первый из них расходится при 
Rea < 0. Его можно заменить контурным интегралом 

(0+) 

у (а, х) = — (2i sin ла)! ao | е- ХИ (— и)@-1 ди, (1) 

1 

где вдоль пути интегрирования — л < arg (— и) < л, х произвольное == дид 
не является целым числом. Если выбрать в качестве пути интегрирования 
окружность — и = с0$ 90 |- 510, —л< 9х л, то получаем 

л 

_ x x cos 0 : у (©, x) = Sin (may | е cos (a8 +- x sin 0) 46. (2) 

0 

При Rea<0, «<0 из равенства 6.11(13) может быть получен Belle? 
ственный интеграл. 

Для функции Г (©, х) основными интегральными представлениями яв- 
ляются 9.1 (2) и 

ea * x0 “ е-1 1-4 

Последний интеграл получается, если применить к последней функции VY 
в 9.1 (4) формулу 6.5 (2). Непрерывная дробь Лежандра 9.2 (13) является 
следствием формулы (3). 

Другими интегральными представлениями являются 

у (а, х) = x2? fet 44-2) 7 (QW xt) dt, Rea>O, (4) 
0 

о х@/2 в-х ы -5- 

Г (a, x) = Td a) [ et Ky(2V xt) dt, Rea<1l, (5) 

0 

Г (2 — 2a) Г (a, — ix) Г (а, ix) = 

1.3 — ¢ 
277% ear) + 

1 1. 3 t 
+5 Ft (1, 5 э 6 ==)“, Rea < 1, Rex >> 0. (6) 

Последнее из них принадлежит Tricomi (1950а).
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Некоторыми из наиболее важных формул интегрирования являются 
CO 

—st,p—-1 — Г (a +B) 7 . . 1 |. t?~ “y (a, В dt a(l + sot a ss) (7) 

Ке (&« В) >0, Кез >О0, 

B (1+ 5) В ° l+s 

ReB >0, Re(a+f)>0, Res>——, 

| ofr @ode= ГОР Fi (1, a+ Bi BEL 5 } (8) 

0 

52 

| е— 5 (а, £7) dt= 2-87 те ры (9) 

0 уз) У? /’ 

Ве >—5, a-~0, Кез > 0, 

1 

ГВ [ВТ (в, x — xt) dt =T (B)T (@—f) ¥(@, >), (10) 
0 

Rea>Rep>—l, of #0. 

Если в формуле (7) В =1 или в формуле (8) а =1, то гипергеометрическая 
функция сводится к элементарной функции; в формуле (9) D является функ- 
цией параболического цилиндра. Следует отметить, что интегралы (3) — (9) 
были выведены Лапласом. Относительно других интегралов см. Nielsen 
(1906Ъ, с), Le Саше (1948) и Busbridge (1950). 

9.4. Ряды 

Степенные ряды и разложения в непрерывные дроби были указаны 
в п. 9.2. Используя в формуле 9.3 (3) разложение 

ом, 
x+t a (ati ’ 

t>0, Rex>Q0, 

получаем разложение по обратным факториалам 

со 

_y м с 
Г (a, x) =e7*x® "_, Rex>0, (1) 

(X)n+1 
n=0 

где 

1 —f,— __ n п! | —ft,— t Та | бое ао Г , (1) at 

Из 9.1 (1) получаем 

4 / Ц а—1 

у (а, ху) — у (а, x) =e7* x97! | ее" (1 -|- 4 du, 

Q
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и\9-1 р 
Если | y|<| x], то можно разложить |1 Ty в биномиальный ряд, по- 

членно проиктегрировать и использовать формулу 9.2 (17). Таким путем по- 
лучаем разложение 

Г (a, х) —T (a, ху) =\ (в, ху) — у (а, х) = 

=e x91 У п, (— x)" een (У, 111 © 
n=0 

полезное для вычисления значений Г (a, x). 
Неполная гамма-функция допускает большоз число разложений в ряды, 

многие из которых могут быть получены путем выбора частных значений 
параметра в разложениях гл. 6. Мы укажем лишь часть этих разложений. 
Следует отметить, что при A=O, а= —1 коэффициенты в 6.12 (7) могут 
быть выражены через усеченный показательный ряд; 6.12 (6) дает 

п 

у (a, x) = Г (а) е-х x2 У е.(—0х? Га Ух). (3) 
n=0 

Если @ не является отрицательным целым числом, то полученный ряд бысгро 
сходится при всех x = 0. В разложении 6.12 (11) коэффициенты могут быть 
выражены через многочлены Лагерра. 

Если x, у — положительные числа, причем х > у, то имеем 
(ee) 

© п! 
Г (a, x) y (a, у) =е *-У (xy)® L™ (х) L© (у). (4) (a, x) у (a, у) (xy) mt) Oar (x) Li (5) 

Предельн IM случаем этого разложения при у->0 является 

(и _ yy 2, (x) 
Г (a, x) =e УГ, х > 0. (5) 

n=O 

Эта формула совпадает с частным случаем a=1 разложения 6.12 (3) 
Ч-функции в ряд по многочленам Лагерра. 

Относительно других разложений см. Nielsen (1906a, 82 и 83). 

9.5. Асимптотические представления 

При a->oo, х=о(|9а|) первый ряд 9.2 (4) является асимптолическим 
разложением; при х-> со и а=о(|х|) получаем разложение 9.2 (6). Если 
XxX MQ имеют один и тот же порядок, то разложение может быть получено 
из 6.13 (17); однако в этом случае нелегко найти общую форму такого раз- 
ложения или установить условия, при которых оно представляет функцию 
у (а, x), когда и OG и х возрастают. Значилельные осложчения возникают 
в случае, когда x и а-1 почти равны, более точно, если GOO и 
x=a+l+o(|a!). 

Трикоми (Tricomi, 1950) провел изучение этого вопроса. Он ввел 
параметр 

_ Уа 
= ув (1) 

и рассмотрел два случая, соответствующие TOMY, мало или велико г.
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Ost 
Если 2->0 и largz|[< 7» то он доказал, что Г (1 - о, x) асимптоти- 

чески представляется рядом 

CO 

ети У 1, (a) п! (х— в)" 1, (2) 
n=0 

коэффициенты которого 

ally (@) ={ Sar lee] = Le" (a) 3) 

2 
эти многочлены. В частности, имеет место формула 

n 
являются некоторыми многочленами степени |5. по a. Tricomi (1951) изучил 

в-Х х@ +1 

х—4 
Г(1-Ра, х) = ete t er t OUP heal], (4) 

Если 2 > со (т. е. хи а почти равны), TO следует различать два случая, 
в зависимости от того, положительно или отрицательно Rea. В последнем 
случае Tricomi использовал функцию 

Vi (a, x) =Г (a) xy" (a, —x), x>0. (5) 

Он показал, что если @—>-+-co и у ограничено, TO 

зв а--Уу)=га+9 |5 ОУ (6) 

1 
Г (a) у, 1 —a, a +2) 2a у) = — лев (ал) +2V лЕ!й (у) +O 

При а = п имеем, в частности, 

я Fs 
См. также Furch (1939) и Placzek (1946) (добавления, которые сделал Blanch). 

en [n+ = exp (n+V2ny) [5 — Е (у) + (T= )|. (8) 

9.6. Нули и дескриптивные свойства 

Результаты, касающиеся нулей при вещественных @ и х, могут быть 
получены из результатов п. 6.16. Оттуда вытекает, что: 

I, Если @ >. 0, то у (a, x) не имеет нулей (за исключением x = 0). 
П. Если 17 2и<а< 2—2n, где n=1, 2, 3,..., то у (а, х) имеет один 

отрицательный нуль х’и не имеет положительных нулей. 
Ш. Если —2n<a< 1 — 2h, n==1, 2,..., TO у (а, х) ‚имеет один отри- 

цательный нуль х’и один положительный нуль x” 
Общее поведение этих нулей как функций OT a может быть получено 

из карты рельефа (рис. 5) для \*.
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Приближенные формулы для нулей, справедливые для больших значе- 
ний a, были получены Tricomi (19505); он доказал, что 

v=-0-9f1t-V т ую 04а", (1) 

ee ee 
x” = — та — Пи In Sin (ax) + ОПа|-1 (ш[а|)?]. (2) 

Здесь через у* (a) обозначен единственный положительный корень уравнения 

Л 
Erf (у) = и э cle (ay), (3) 

а через т = 0,278463... единственный положительный корень уравнения 

l+x+Inx«=—0. (4) 

Зафиксируем значение а > 0; тогда y(a, х) при х > 0 является моно- 
тонно возрастающей функцией от х. Ее значения пробегают полуотрезок 

5 т 
4 

SS wed 
IN м ™N 

2 № 

“TaN \ 
/ } — 

м 

Ze + = 7 
п \ 2 — 

ты 4 

-2 SSS ` Ca 

SSP 7 | | [2 
_3 = \ 

SS 3355 9) // [РЕ 
—— 54 (( 
2¢--3 -2 -f 0.1 @ 3 4G 

ПАРИ рельефа tier y “ce, Z) 

Puc. 5. 

от нуля до I'(a), когда х пробегает луч (0, со). Можно показать, что при 
Г (a, x) 

Г (a) 
вающей функцией от a при 4 > 0. Tricomi (1951) изучил поведение неполных 

фиксированном значении x > 0 функция является монотонно убы-
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гамма-функций в других квадрантах вещественной плоскости а, х. Он ввел 
новые функции с помощью равенств 

Г (a, x) = — аа (a,x), a<0, х>0, (5) 

vi (а, 4) =a "e*x"g, (a, x), a0, x <0, (6) 

y* (—a, — x) =P (a+ 1) e*k (в, x), a>, «> 0, (7) 

И доказал, что в области их определения выполняются неравенства 

Oe <9 да 5% Oe 5 да И 
1 

Кроме того, он доказал, что [2155 при а > |, а также что А, рассматри- 

ваемое как функция от х, имеет только один максимум или минимум, если 
0 < а < 1, и два экстремума, если а > 1. 

Карта рельефа (рис. 5) заимствована из работы Трикоми. Она дает линии 
\у* (a, х) = const. 

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ НЕПОЛНЫХ ГАММА-ФУНКЦИЙ 

9.7. Интегральная показательная функция 
и интегральный логарифм 

Основными функциями, рассматриваемыми здесь, являются 

E, (x) = — Е! (— x) = [ e-4-1 = Г 0, x) =e (1х), а) 

E* (х) = — { ен 4 х>0, (2) 

, dt 
li (x) = | Taf TE! (In x) = — E, (— In x). (3) 

0 

В формуле (2) интеграл понимается как главное значение в смысле Коши, 
то есть 

—€é со 

in( f+ f] при #->0, e>0. 

_х Е 

В книге Янке — Эмде — Лёш (1964) эта функция обозначается через Ei (x). 
Мы имеем следующие соотношения между функциями, определенными 
равенствами (1) и (2): 

—E,(xe*™) = В* (x) + м, х>0. (4)
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Следующие формулы, а также некоторые другие могут быть получены 
из формул первой части этой главы путем предельного перехода: 

oO 

— (— x)? _ -х\\ 1 1\ x? 
Fi (— x) ные EA ee y+ In x«—e Miitste+a)5 

n=l n=l 

(9) 

+ — E* (x) tint a (6) 
n=1 

где у — постоянная Эйлера, см. п. 1.7.2, 

-МЬ-—1 | 
_1 — ` 1 т! _ 

Е: (x)= хе “| Ye + Ot "| (7) 
m=0 

| x |-> ©, — 9 ах <=, M=1, 2,..., 

M-1 

~ 
роте У a Ноги (8) 

m=0 

х-—> <, x>0, M=l, 2,..., 

(i 

PEE) и eee (2), п=1,2,.... ©) 

ad” [e* Ei (— x ay —1)™ т! | a M pe Bi (— x) 4 Ty , n=1,2...4 = (10) 
m=0 

| e~ 518-161 (— 2) ДЕ = — Г (В) 3 о р, (в =); (11) 

р B(I+s) es 

Re В > 0, Res > — 5. 

К этим соотношениям присоединим еще интегралы Раабе 

sin (xt) ах 
| ай dt =~ [e™E, (ах) е- “Е (ах)], a>0, х>0, (12) 

со 

| EE dt = = = (eB, (ax) —e~**E" (ax)], a>0, х>0, (13) 
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которые могут быть непосредственно выведены из (1) и (2), а также 

Г (6 t)-! e-% dt = 0B, [(a +8) с] Rec >0, (14) 

J е-^ пра = x E, (x), Rex >0, (15) 
1 

J 1, (Ват! [Г (а, х) — x2, (х)], Rex>0, a0. (16) 
x 

Относительно других интегралов см. Nielsen (1906, в особенности ra. II 
и IV), Le Caine (1948), Busbridge (1950). 

Из 9.4 (5) мы получаем 

E, (х) =e-* У т (17) 
n=0 

а из 9.4 (2) 

Bet у) = Eva) pe* Satay een (У Ly|< [x] (18) 

Формулы для li(x) могут быть выведены из формул для EL, (x). 
При изучении распространения волн в рассеивающей среде встречаются 

некоторые обобщения интегральной показательной функции. Типичным при- 
мером является 

x 

fet" dt, где u=VaeLe. 

0 

Относительно этой и родственных функций см. Harvard University (1949b). 

9.8. Интегральные синус и косинус 

В современных таблицах используются определения: 
Xx 

six = | = и: (Ei (ix) — Ei — ix)], (1) 

в 

ЗЕ х = | ке dt => + six, (2) 

0 

x 

Cix= | core dt= 5 [Ei (ix) + Ei (— ix)], (3) 

Fi (+ ix) = Cix + isi x. (4) ̀
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ist 
Здесь + i= exp (= >}. Nielsen (1906) использовал то же самое определе- 

ние для si и писал ci вместо Ci. Некоторые авторы употребляют символы Ci, 
Si в несколько ином смысле. 

Six, а также six являются целыми функциями от х: 

Si(— х) = — $1 (х), si(—*«) = —n—six. (5) 

С! х является многозначной функцией с логарифмической точкой ветвле- 
ния при х = 0. Так как 

Е 
Cix=y+iInx«— р at, (6) 

то Cix—Inx является четной целой функцией от x. В частности, мы имеем 

Ci(xe*’")=Cixtin, x>0. (7) 

Следующие формулы, а также многие другие могут быть получены 
путем непосредственного использования определений или результатов, полу- 
ченных в этой главе выше: 

7 (—1)” yentl 

Siva six РПП, (8) 
=0 

ыы __])? x20 

Cix=ytine+ У, aay ny (9) 
n=1 

M-1 По 

yi х = — cos x | У, re Ох == + 

mee N-1 | 
+ sin x | о a +01 иг (10) 

т=1 

—n<argx<a, М N=1, 2,.. 
N-1 

_ (—1)” (2m — 1)! _2N 
ах eonx] У, “am Ох] + 

M-1 

sine | ИИ ог (1) 
m=0 

—n<agxe<a, М, N=l1, 2,..,, 

(eure (1) dt =—5~ In(1 +5), Res > 0, (12) 
<) 
0 

| e~S! 31 (t) dt = — ~ arctg s, Res > 0, (13) 

0



9.9] ИНТЕГРАЛ ВЕРОЯТНОСТИ 151 

J e- 544-1 In (1 +22) dt = [СЕР [si ($), Res >0, (14) 
0 

[ захяжах = | cosxCixde=—%, (15) 

0 0 

[ sixctxae=—ing | corde = | (CixPdx= 5. (16) 

0 0 0 
Относительно других интегралов cM. Nielsen (1906b, в особенности ra. IV). 
Применяются также обозначения 

Xx 

Shi х = | 25 (ix), (17) 

7 
Chi x=ytine-+ | AIH dt =Ci (iy — 9. (18) 

0 
В литературе встречалось обобщение 

x 

[ sinu #, и=Уа?- в, (19) 
0 

а также некоторые аналогичные обобщения (Harvard University, 1949а). 

9.9. Интеграл вероятности 

Основными функциями этой группы являются 

_ 1 — 13. | — Erf x = fe Рио (5. =) = х® (5, 2; —) = 

x? 3 = xe Ф( 5; =), (1) 
со — 

— Ри 0 _1 (= = -x? (5 1. | erfex= | ¢ dt = 5 ЕИх=э Г эх =7? y 7 5;* ‚ (2) 

x 

Xx 

Erfi х = — i Erf (x) = | faaxo (5. 5; x"), (3) 

0 
x 

2 2 2 2 Hwa | dt = —~Erfx=1— Erf - (4) OT x Va 
x 

a(y=— |e 2 t= = ВН [7 (5) 
д a № а
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Первые три чаще всего встречаются в математических работах; функция (2) 
была впервые введена Крампом (Kramp, 1799) в иных обозначениях. Функ- 
ция (4) более удобна для вычислений, а функция (5) часто используется 
статистиками. Здесь также имеется большое разнообразие в обозначениях. 

Все указанные выше функции являются целыми; Erf x и Erfi x являются 
нечетными функциями х. Многие из следующих формул либо непосред- 
ственно выводятся из определения, либо получаются как частные случаи ра- 
нее полученных результатов: 

CO CO 

QD Dt a Ал ди 

ви ¥) mQn+l ° » (3) , 
n=O о n n=0 

2n+1 ыы ( 1)# 2 1 ПС «x =" yoo 
вх >, ni(Qn+-l) © 3 , 

n=0 n=0 . (5 р 

\ M-1 (—1)” (=) 

-м| М -2М-1 Erfc x= — e7* » ат п НО([х| i 
m=0 

Rex>0, х>о, M=l1, 2,..., 
1 

М-1 

Ул l » ~ (5 ~2IM~— 
Erfi х = — ти р ТЕМ + 0(| «1 >| 

m=0 

x>0, х>о, M=1, 2,..., 
оо 

, 2 
| e Р-р — д! ехр (a2 Erfc (55 ‚ Кеа>0, 

4a? 2 

©.) 

—st gy — ol SFO Ss | ect (at) ¢ dt=s exp (zor) Erle (5). 
’ , 

larga|<~, Res>0, 
со — 

| Erf V at e~ “dt = Van ; 
: 25 Уа- 5 

Кез >0, Ке(а- $) > 0, 
CO 

| Е гс =| e7 Ц = Va e 4 Уз. 

0 Vt | 
2s 

п [аа] < т, Ве $ > 0, 

CO 

: —a7i?— st _ —1 _5°_ SF | Erfi (at) e dt = Tr exp (a3 Fi (- да 

0 

Res > 0, largal<—, 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14)
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1 

~ arte dt a? tT | |. oH? E (Eri а)?|, Веа>0, (15) 
0 

x 

С 1 —е-* | Erft = ВИ, (16) 
0 

a+! Erf x 
dxtt! = (—1)" eH, (x), n=O, l, 2,... 

rie (7, — многочлен Эрмита (см. гл. LO). 
Следующий ниже ряд является рядом типа Нильсена: 

n=l 

[У1< 1+]. 

Имеют место следующие разложения в ряды по функциям Бесселя: 

ЕЙ (x) = yas > @n(—l)x"l, (2x), (19) 

n=0 п IF 

ЕН (Ух) = Vs У, си, ‚ (4%), (20) 
n=0 t- 7 

_ ах [5 
Ей (Ух) = ИУ э 2)! 1 ©): (21) 

n=0 a 2 

Первое из этих разложений является частным случаем разложения 9.4 (3), 
а два других проверяются с помощью преобразования Лапласа. 

Наиболее современной монографией, посвященной интегралам вероят- 
ности, является книга: Коззег (1948), где изучается двойной интеграл 

2 ! 

J ey ay f ах, n=1,2,..,, (22) 
0 О 

как фупкция комплексных переменных р и 2, а также некоторые родственные 
интегралы. Повторные интегралы от интегралов вероятности были изучены 
Hartree (1936), когорый положил 

Merfc х == 
1 

И2л 
(Здесь { не является мнимой единицей!) 

оо 

Ес х, Пес х = [ М-Тейс 1 at. (23) 

x
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9.10. Интегралы Френеля и обобщения 

Интегралами Френеля называют 
Xx 

] cos # dt 

va} ve” С (x) = 

x 

1 ` sint 
S (x) = —— | —— dt. 

У2л : t 

Вместо них мы будем рассматривать более общие интегралы, которые ввел 
Bohmer (1939): 

со Г а Е isa 
C(x, a) = | i" cost dt = = e 2 Г (a, ix) ++ уе *“T(,—ix), (1) 

x 

© ima ima 
а—1 < 1.2 1,2. 

$ (ха) = | ¢ sint dt = эре Г (a, —1х) —эге Г (a, 2х). (0 

Xx 

Эти же функции в иных обозначениях изучал Bateman (1946). Очевидно, что 

ina 
Г (a, 1х) =е ? [C(x, a) —iS (x, a)]. (3) 

Интегралы Френеля выражаются через эти функции следующим образом: 

> 1 1 1 
— 2 cos (#2 ит C(x 5)= со-у 2 [| < С(5 5 

x 

-— 

ale teal et ya) eet ви( 7 vz) (4) 

Ух 

saz | sin (8) dt = > — s(x >)= 

° i in л 
~;— + et(e? ух) веки (+ * Va) (5) 

Приведем список формул, относящихся к рассматриваемым интегралам: 

°° —_])@ 2т- а 

С (x, a) =Г (a) cos (= _\ aa om Tay’ (6) 

m=0 

_ an) QV (0” та 
$ (в, a) =Г (a) sin (5) - Om FIN Om FT Fay” (7) 

С (x, а) = — x" [Р (x) sinx + О (x) cos x], (8) 

$ (x, a) = x* [P (x) cos x — О (x) sin x], (9)
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где 

P (x)= у em 40 (1х1-2м-1) 
и р (10) 

Q (x) = Sy POT amt 0(| x |-2м-2), 

Co, cu capeca Met Qo 
[ "ce, qat—=sr@ [eos St — (6 s+i)~? —56—9- “|. (11) 
о 
. Res>0, —1< Rea, 

| e~* S(t, a) dt =s7 (а) ee (s — i)” “|, (12) 

Res>0, —1< Вед, 

| #0 ( a) dt = §~'T (a +f) cos ore (13) 

7 ReB>0, 0<Re(a+f) <1, 

| 8-15 (¢, a) dt =p F @-- sin ers | (14) 

" Rep>0, 0<Re(a-+B)> 1, 
Со, DATs ФЛ WH es (15) 

$ (x)= I wh O44 «-... (16) 

Интегральное представление для 

[С (x, a)]? + [$ (x, а) 
вытекает из 9.3 (6). 

Кривая с параметрическими уравнениями 

Е= С (а), ч=5 (9), Ё>0, (17) 

при фиксированном a, O<a<1, имеет форму спирали; ее изучал Bohmer 

(1939). При а = — она сводится к спирали Корню. Интересно отметить, что 
2 

эта спираль имеет простое «натуральное уравнение» 

1 1-— 

р= (05) “, (18) 
где р — радиус кривизны и $ — длина дуги. 



ГЛАВА 10 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 

Основной монографией по этому вопросу является книга Сеге (1962), 
на которую мы будем часто ссылаться. Shohat, Hille и Walsh (1940) соста- 
вили систематическую библиографию работ до 1938 года. Хотя эта глава 
посвящена лишь ортогональным многочленам, во вводном пункте мы рас- 
сматриваем более общие ортогональные системы функций. Дальнейшие све- 
дения по этому вопросу читатель может найти в книгах Качмажа и Штейн- 
гауза (1958), Tricomi (1948) и Vitali и Sansone (1946). 

10.1. Системы ортогональных функций 

Пусть задан отрезок (a, 6) и на нем неотрицательная весовая функ- 
ция w(x). Мы можем сопоставить тогда им скалярное произведение 

b 

(Pi, 2) = | W(X) Pi (х) Po (х) ах, (1) 

которое определено для функций ф таких, что Ушф имеет интегрируемый 
квадрат на (а, 5). Более общее скалярное произведение можно определить 
с помощью интеграла Стилтьеса 

D 

(91 92) = | 1 (4) 2 (2) 4а (2), (2) 

где о (х) — неубывающая функция. Если функция a(x) абсолютно непре- 
рывна, то (2) сводится к (1), где w (x) = а’ (x). С другой стороны, если а (x) 
является функцией скачков, то есть если она кусочно постоянна и имеет 
скачки величины W; в точках х = х;, то интеграл (2) сводится к сумме 

(фи, Ф2) = Ху! (47) Ф2 (49), (3) 

которая задает скалярное произведение функций дискретного переменного. 
Приведенгое выше определение относится к вещественным функциям 

вещественного переменного, и на протяжении этой главы мы ограничимся 
лишь этим случаем. Если рассматриваемые функции принимают комплексные 
значения либо если область интегрирования является дугой в комплексной 
плоскости, отличной от отрезка вещественной оси, то функцию ф. (x) во всех 
указанных определениях надо заменить комплексно сопряженным выражением.
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За исключением нескольких последних пунктов (где будет использовано 
определение (3)), мы ограничимся определением (1) и будем предполагать, 
кроме того, что функция w(x) почти всюду положительна и интегрируема. 
Следует, однако, отметить, что многие из результатов вводных пунктов со- 
храняют силу и при определении (2), а следовательно, и (3), для скалярного 
произведения. 

Две функции называются ортогональными, если их скалярное произ- 
ведение равно нулю. Семейство функций называют ортогональной систе- 
мой на отрезке (а, 65) относительно веса w(x) (или распределения a (x)), 
если для любых двух различных элементов этого семейства имеем (фу, ф2) = 0. 
Так как пространство функций с интегрируемым квадратом сепарабельно, 
то ортогональная система может содержать либо конечное число функций, 
либо счетное множество элементов. Таким образом, любая ортогональная 
система может быть записана в виде (конечной или бесконечной) последо- 
вательности Фо (х), ф, (х), ... либо, более кратко, {фи (х)}, а свойство орто- 
гональности может быть выражено следующим образом: 

(Py Pp) =0, LR. (4) 

Мы будем предполагать, что система {ф„ (х)} не содержит функций, почти 
всюду равных нулю, то есть что при всех й скалярное произведение (ф,, ф,) 

положительно. Легко видеть, что функции, принадлежащие любому конечному 

подмножеству ортогональной системы, линейно независимы, то есть что 
соотношение вида 

Софи (4) + 6,9, (4) + ... 6,9, (4) =0 (5) 

может выполняться почти всюду на отрезке [а,6] лишь в случае, когда 
Com Cy = ... = Ср = 0. (Достаточно скалярно умножить обе части равенства 
на ф, (x) при й = 0, 1,..., А 

Функции {ф„ (х)} образуют ортонормированную систему, если 

0, если h#R, 

(Pp Py) = 1, если h=k. (6) 

Каждую ортогональную систему можно нормировать, заменив ф, (x) Ha 

_1 
(Ф.Ф) “©, (*). 

Конечную или бесконечную последовательность {b,, (x)} линейно неза- 

висимых функций можно ортогонализовать относительно скалярного 
произведения (2), заменяя каждую из функций соответствующей линейной 
комбинацией. Например, мы можем положить рекуррентно 

фо (X) = Wo (х), 

фа (X) = Шо Фо (+) НТ, (*), (7) 

Pn (Х) = Mo Фо (4) - И Фи (H) |... НИ, 2-1 Pn—1 (%) + Чи (4). 

Если положить 

— __ (фи, Фт) 

nm (Фи» Pm) ’ 

то функции {фи (х)} образуют ортогональную последовательность. 

m=0,1,...,2—1, (8)
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Эту задачу МОЖНО решить иначе, положив 

фи (Хх) = Апофь (х) + Ави (4) + ... + Аи (Х), Ann 9, (9) 

и определив коэффициенты A так, чтобы {Py (х)} образовали ортогональную 
систему. Одно из таких определений приводит к 

(о, Po) (Yo, Pi) -.. (фо, Pn) 

(фи, Po) (tb, р!) eee (фу, и) 

bats Yo) (филь)... (филь №) 
№ <... №0) 

Очевидно, что функции {¢, (х)} образуют ортоговальную систему, поскольку 
функция (10) ортогональча функциям po (х), р, (X), ..., фи_1 (Хх), а следова- 
тельно, функциям фи (x) при всех т < п. Кроме того, любая ортогональная 
система вида (9) отличается от {¢,(%)} лишь постоянными множителями. 
Для того чтобы нормировать систему (9), введем определитель Грама Gp, 
который является алгебраическим дополнением функции %py+, (x) в выраже- 
нии (10) для фи; (х). Определитель G, является в то же время дискрими- 
нантом положительно определенной квадратичной формы 

фи (xX) = (10) 

b 

J Goo (2+ ... HE thn СОР w (x) ах 

относительно &, ..., Ем И, следовательно, положителен. Мы положим также 
G_,=1. Ортонормированная система вида (9), для которой Ay, > 0, одно- 
значно определяется формулой 

фи (x) On (x) = SE: (11) 
" V Ga-1Gp 

Далее МОЖНО установить следующее интегральное представление: 

(п) 

в. (9 = (2 — I" | Уи (Е... ил) Wn (Е...) Enea Х)Ж 
Х w (Е)... W (En—1) 4%... 4ь п=19,... (12) 

где интеграл является N-KpaTHbIM интегралом по параллелепипеду 

аз <, OS k<cn—l, 

Wo (Хо) Wi (хо)... Фи (Xo) 

Wo (Хи) Wi (Хи)... Wa (Xn) 

(см. Cere, 1962, п. 2.1). 
В этой главе мы будем рассматривать системы функций, получаемые 

ортогонализацией по формулам (9) функций p, (x) = x”. Таким образом, 
мы получим последовательность ортогональных многочленов {р„(х)}, 
п= 0, 1, 2,..., где р,(х) является многочленом от х, степень которого 

в точности равна №, и (Р» р,)=0 при h, А =0, 1,2,... HAR. 

Задание отрезка и весовой функции (или распределения) определяет 
систему ортогональных многочленов с точностью до произвольного постоян- 
ного множителя для каждого p, (x). Путем выбора этого множителя можно 
привести систему к одной из стандартных форм. Чаще всего встречаются 

Ч, (хо, ..., Хи) = (13)
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следующие три дополнительных ограничения: I. Функции {p, (х)} образуют 
ортонормированную систему, причем коэффициент при x” в p, (xX) положи- 
телен. II, Коэффициент при x” в p, (x) принимает предписанное значение, 
обычно равное единице. Ш. Для заданного значения хо (например, ху = а) 
Рп (Хо) имеет заданное значение. 

10.2. Проблема аппроксимации 

Обозначим через [2 класс функций f (x), для которых (лебеговский) 

интеграл 

b 

[ eu wr ax, 

принимает конечные значения, и пусть {@,(x)} — ортонормированная 
2 > 2 система в Г. Мы будем рассматривать приближение функций f (x) из Li, 

с помощью линейных комбинаций 

CoPo (X) Е... F CnQn (4). 

При этом как меру точности приближения мы используем 

b 

In (en) = | W(X) Lf (2) — C090 (2) — +++ — сми сор x (1) 
a 

Легко показать, что наилучшим возможным выбором коэффициентов cy 
являются коэффициенты Фурье 

а, = (Л, ф,). (2) 

В самом деле, разлагая [...]? в выражении (1), мы получаем 

b n n 

I, (Cp) = fo (x) [f (x)]? dx + У с’ 2) авс» = 

a h=0 h=0 

|, n n 

— few if (<)? dx — Е У — an)”: 
h=0 h=0 

Отсюда видно, что наилучшим приближением является (n+ 1)-я частичная 
сумма (обобщенного) ряда Фурье 

аофо (+) + а1ф! (х)- ... (3) 

функции f(x) и что мерой точности приближения является 

п b 

In(an)= | w(x) (Ff Pde — Уч. (4) 
h=0
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о 
Так как Г, (ал) > 0, то мы получаем отсюда, что ряд У, а, сходится, причем 
выполняется неравенство Бесселя 

со b 

У a, < J и (x) [f (х)]? ах. (5) 

h=0 a 

Может случиться, что для любой функции f (x) из [г справедлива фор- 

мула Парсеваля 

со b 

a= [| эфирах (6) 
h=0 a 

Тогда ортонормированную систему {ф„(х)} называют замкнутой в L.. 

В этом случае имеем, очевидно, 

n 2 b 

J w(x) | f(x) — У а,ф, (х) | ах—>0, когда п> оо, (7) 

а h=1 

то есть частичные суммы ряда Фурье (3) сходятся в среднем к f (Xx). 

В пространстве L?, каждая замкнутая ортогональная система является пол- 

ной: если (f, ф,) =0 для всех й, то функция f(x) почти всюду равна 

нулю. Это является следствием теоремы Рисса — Фишер? (см., например, 
Качмаж и Штейнгауз, 1958 или Tricomi, 1948, п. 3.3). 

Для конечного отрезка [а, 8] каждая функция из пространства Г, 

может быть с любой степенью точности приближена в среднем непрерывной 
функцией, а в силу теоремы Вейерштрасса непрерывную функцию можно 
аппроксимировать многочленом. Таким образом, если [а, 6] — конечный 
отрезок и фи (х) = х” или фи (х) = р» (х), то мы можем сделать /„ (ал) сколь 
угодно малым, выбирая п достаточно большим. Другими словами, любая 
система ортогональных многочленов на конечном отрезке замкнута. Это 
утверждение, вообще говоря, перестает быть верным для бесконечного 
промежутка (а, 6) (Сеге, 1962, п. 3.1). 

10.3. Общие свойства ортогональных многочленов 

Весовая функция w(x) на отрезке [а, 6] однозначно определяет систему 
ортогональных многочленов {ри (х)} с точностью до постоянного множителя 
для каждого многочлена. Числа 

b 

Сп = Год ах (1) 

являются моментами весовой функции, и при py (x) = x” имеем 

(Фи» Фи) = Cm+n (2)
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В обозначениях п. 10.1 имеем: 

Со Ci eee Cy l Xo eee XG 

ee (22 -.- бан yp afl oxy eee м | — 3 
п — , п = — (хх —ху. (3) 

. e e e e e e e e e e й r>Ss 

Cy Си-1 eee Con | Xn owe Xp 

Если обозначить (неопределенный) коэффициент при х” в py, (x) через R,, TO 

Co Cy ... Cy 

kp Cy Co vee Cay 
Ри (Х) = бои |, (4) 

Ml | бит Си v0 Can—1 

| х ... дп 

b (2) n 

pix = то | [fei fp @-weemar 6 
i (le | 

r>s v=1 

Так как функции 1, x, ..., x*~' ортогональны Py (Xx), то 

G 
= (Pq Py) = Kn Go (6) 

n—-1 

Gn-1 Для нормировапных многочленов коэффициент А„ имеет вид Ry= 

HO мы He будем на этом этапе стандартизировать наши многочлены. 
Любой многочлен степени т < п является линейной комбинацией 

многочленов ро (х), р! (х), ..., Dm (Хх) и, следовательно, ортогонален к ри (x). 
Это приводит к простому доказательству следующей теоремы о пулях 
ортогональных многочленов: все нули р,„(х) являются простыми и рас- 
положены внутри отрезка [а, 6]. В самом деле, если р, (х) меняет знак 
на отрезке [а, 0] лишь в т < п точках, то мы можем построить много- 
член ли (х) такой, что ри (х) ли (x) 20 на отрезке [а, 8]. Но это противо- 
речит тому, что (ри, Пт) = 0. Можно показать также, что между двумя 
последовательными нулями функции р,„(х) расположен в точности 
один нуль функции ри: (х) и по крайней мере один нуль рт (х), для 
которого т > п (Сеге, 1962, п. 3.3). 

Любые три последовательных многочлена связаны линейным соот- 
ношением. Мы будем использовать следующие обозначения: ky — коэффи- 

7 

циент при х”, a k,— коэффициент при xr-l в Py (х); = И 
в 

hy=(Pm Pa)» Мы докажем, что имеет место рекуррентная формула 

Pati (х) = (Ane + Ba) Pa (х) — CaPa-1 (х), n=1, 2, 3, ..., (7) 

где 

k 
A,= ео, Ви = An (Ги — Гр), 

С. — Anlhn __ И (8) 
п — — 9 ° 

Ар 1—1 1 
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Для того чтобы доказать формулу (7), заметим, что при значении (8) 
для Ay выражение ри, (xX) — Аих р, (х) является многочленом, степень 
которого равна или меньше чем п, и, следовательно, этот многочлен 
имеег вид 

Vo Ри (X) - У: Ри-1 (X) |... + Yn Po (Х). 

Из ортогональности семейства p,(x) получаем, что у = уз =... == у, == 0, 
и потому 

— Ая (Ри XPn-1) =! (Pa-1; Pn-1): 

Ry 
Но хри-1 (x) — — р"(х) является многочленом, степень которого не 

в 

превосходит п — 1, и, следовательно, 

Ап 
— Айя Г. = У! Йн-1 

п 

или Y; = Cy. Наконец, сравнивая коэффициенты при x”? в обеих частях ра- 
венства (7), получаем значения для By. Рекуррентная формула (7) остается 
справедливой для п = 0, если положить 

Р_1 (x) = 0. (9) 

Это условие будет применяться на протяжении всей этой главы. 
Отметим, что, и обратно, система многочленов, удовлетворяющая 

рекуррентному соотношению (7) с положительными A, и Cy, образует 
ортогональную систему. 

Из (7) легко получить формулу Кристоффеля — Дарбу 

fl 

AY п Pna1 (Х) Pn (У) — Pa (Х) Pasi (У) h х = , 10 x у Py(*) Py (5) Enh, х—у (10) 

и, переходя к пределу, когда у > х, получим 

- | А, 1 о / / Des Ley OP =e [ри 9 Ри = Pn) Png OAD 
v=0 

Пусть {Py(*)}—cucTewa ортогональных многочленов с весовой функ- 
цией w(x), и пусть р(х) — многочлен степени [, неотрицательный на 
отрезке [а, 6] и имеющий простые нули в точках хи, х., ..., ху. Ортого- 
нальные многочлены 4„(х), соответствующие весовой функции р (x) w(x), 
задаются формулой Кристоффеля 

ВР» (х) Ри: (Хх) «++ Past (*) 

Cn (4) Чье) = | Peay Ра ое Paste) |, 2) 
Ра (ХП Pn+i(X1) «++ Рип (хр 

в которой Cy являются произвольными постоянными множителями (Сеге, 
1962, п. 2.5). Если некоторые из нулей функции о (х) являются кратными, 
то формулу (12) надо заменить вырожденной.
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Ортогональные многочлены обладают некоторыми важными экстремаль- 
ными свойствами. Первое из них может быть выведено из результатов, 
указанных в начале п. 10.2. Оно гласит: интеграл 

b 

f | ty (x) |? w (x) ах, (13) 

в котором через Ny (X) обозначен любой многочлен степени п со стар- 
шим членом x", принимает минимальное значение тогда и только 

тогда, когда 1, (x) =ek7'p, (x), где Е — постоянная величина, такая, 

что || =1. 
Второе свойство связано с многочленами 

fl 

Ки (х, Y= У при (4B) Pm (5), (14) 
т=1 

которые определены для комплексных x, у (х — комплексно сопряженное х). 
Отметим, что для конечных значений хуи а, таких, что ху < а, многочлены 
Кн (хо, х) ортогональны относительно веса (x — хо) w (x) (см. (10) и (11)). 
Упомянутое экстремальное свойство может быть сформулировано следующим 
образом (Сеге, 1962, теорема 3.1.3): 

Пусть п„(х) является любым многочленом степени п с комплекс- 
ными коэффициентами, таким, что интеграл (13) равен единице. Для 
любого фиксированного (возможно, комплексного) значения х, максимум 
[ли (Хо) |? достигается тогда и только тогда, когда 

Kn (Xo, x) 

VK, (Xo, Xo) 

где |e |=1. Этот максимум равен Ky (Xo, Хо). 

Ли (X) = € 

10.4. Механические квадратуры 

Ряд интересных свойств ортогональных многочленов связан с задачами 
об интерполяции и о механических квадратурах. В этом пункте мы дадим 
краткое описание некогорых основных результатов и отошлем читателя 
к книге Сеге (1962, п. 3.4, гл. XIV, XV), где имеется дальнейшая информация. 

Пусть хь, Хо, ..., X, — П различных точек на отрезке [а, 6], и пусть 

My (X) = (X — X1) (KX — Xo)... (KH — Xp), 

_p Wy(% 
Ly (х) = (х— ху) р Tn (X) vo l,..., 7. | (1) 

Ty (Fy) 
Здесь 1, (x) являются фундаментальными многочленами, связанными с абс- 
циссами Xj, ..., Хи в интерполяционной формуле Лагранжа 

п п, , 
L (x)= У, Л (ху) by (х) (2) 

vel 

пля функции f (x). 
Пусть надо вычислить интеграл 

b 

= [в f(x) dx (3)
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причем заданы лишь значения функции f (x) в точках х.. Для решения 
этой задачи представляется естественным использовать выражение (2) и 
принять 

D n D 

J= fowl@ac=V rey) | водах (4) 
a v=1 a 

за приближенное значение /. Разумеется, при произвольных x1, ..., Хи 
равенство / = ./ выполняется для всех многочленов f (x) степени <n— 1. 
Однако если выбрать в качестве x, п нулей функции P,(x), то есть п 
нулей ортогонального многочлена степени п, связанного с весовой функцией 
w (x), то равенство / = J будет справедливо уже для всех многочленов / (х), 
степень которых < 27 —1. Именно, в этом случае Х(-х) — Ё (x) является 
многочленом степени < 2п--1, который обращается в нуль во всех нулях 
функции р„(х) и, следовательно, имеет вид Py (х) My) (х), где пи! (х) — 
многочлен степени < и — 1. Тогда 

b 

IJ = [ w(x) [fF @)—L (0) dt = (рь пы) =. 

Принято писать 
b n 

J -] w(x) Ё (х) ах = > hun Л (Ху), (5) 

где Ay, называют числами Кристоффеля. Они связаны с моментами функ- 
ции W(x) соотношениями 

п 

У ут = Ср, h=0, 1, ...,2—1, (6) 
=1 

получаемыми, если положить f (x) = x”. Числа Кристоффеля положительны, 
и имеют место следующие формулы: 

b b 

=== | w (*) Pn (х) ах | ww [— Pn (*) Jas 7) 
Pn (ху) (%¥ — Ху) (Ху) (&— Ху) 

Ryyyh 
Ayn — — ; п +1 п — 1 . (8) 

Ry Ри (Ху) Ри +1 (Ху) К (Xy Ху) 

Если обозначить и нулей функции р» (Хх) через Xin, Хоп, ..., Хи а через 
Yin Yom --., Уля Обозначить п чисел на отрезке [а, 6], определяемых 
формулами 

Von 

[ wats hint «thn = Ave (9) 
a 

то имеют место теоремы разделения 

Ху-ьп< Ху, п+1 < Ху, m (10) 

Ум-1 п < Уз, пт < У\, m (11) 

Ху, п < Ух, п < Xv+t, п» (12) 

Лу—1, п < Ay, nti < Ay, п. (13)



10.5] НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОБИ 165 

10.5. Непрерывные дроби 

j Рекуррентная формула 10.3 (7) приводит к рассмотрению непрерывной 
роби 

а | (1) 
Agx + Bo — С, 

Ах т В, — A.x+B,—... 

где Ay, By, Cy, задаются формулами 10.3 (8); п-я подходящая дробь Re 
в 

определяется как конечная дробь, получающаяся, если мы останавливаемся 
в (1) на члене A,_,x-+ B,_,. Таким образом, 

R=0, S=l R=1l, 5$. = Ах В = 2.9. 2 0 0 1 ох + By Py (x) (2) 

Как R,, так и Sy, удовлетворяют рекуррентному соотношению 

Хи: = (Ах + By) Xn — СиХи- 1. (3) 

Начальные условия: 

для К: Xp =O А =1[; для Sy: Хо =1 x, = 2) | (4) 
Ро (х) 

Принимая во внимание 10.3 (7), видим, что 

__ Ра (Х) _ 4-1 
би == ре = А Py (х). (5) 

Для того чтобы выразить так же и Ay, введем ассоциированный 
многочлен 

b 

an (x)= | PAPO oy) at, (6) 
a 

имеющий степень 2— 1. Из 10.3 (7) следует, что 

Чп+1(х) — (An x + Bn) Ч (х) + Си 91-1 (4) = 
b 

=—An [pnw @d=0, n=1,2... 
a 

b 

Кроме того, go(x) =0, 4,(х) = fa w (t) dt = R,Co, и, следовательно, 

a 

Rn = (A160) * Gn (*). (7) 

R э es 

Мы видим, таким образом, что = является рациональной функцией 
в 

от х, имеющей простые полюсы при х=х.и. Вычеты в этих полюсах 
могут быть вычислены с помощью формулы 

b 

lim (*« — xy) Gn (*) 1 | Ра (@) w (t) dt А 
47 kn Py (*) Pn (*y) a Г — Худ
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см. 10.4 (7). Мы получаем, таким образом, следующее разложение на эле- 
ментарные дроби: 

Ra = Fo У Avn . (8) 

Разложим правую часть этого соотношения в ряд по убывающим степеням х 
и используем формулу 10.4 (6). Мы получим, что первыми 2п коэффициен- 
тами являются моменты Cy. Следовательно, получаем формально 

n С 

(ee) 

lim 2 — —o_ У 
Rilo в =0 

; (9) n> S, ttl 

Марков доказал, что если отрезок [а, 6] конечен и х — любая точка 
комплексной плоскости, разрезанной вдоль отрезка [а, 6] вещественной 

_ А 
оси, TO lim = существует и имеет место формула (9). Кроме того, в этом 

n 

случае 
b 

R |. w (1 
lim 5 = — at (10) 

п->со Эл 1 Со x—t 
a 

(Cere, 1962, п. 3.5). Случай бесконечного промежутка представляет весьма 
значительные трудности, которые изучаются в проблеме моментов (Stiel- 
tjes и Hamburger). Относительно этой теории см Shohat и Tamarkin (1943), 
Н. И. Ахиезер и М. Г. Крейн (1938). 

10.6. Классические многочлены 

Особенно часто встречаются и хорошо изучены ортогональные много- 
члены, соответствующие интервалам и весам, указанным в следующей 
таблице. Они известны как классические ортогональные многочлены. 

Классические ортогональные многочлены 

а в wW (x) Название 

— 1 1 Многочлены Лежандра или сферические 

| _1 
—1 1 (l— х2) 2 Многочлены Гегенбауэра или ультрасферические 

— 1 а-ха хуй Многочлены Якоби или гипергеометрические 

— 00 © exp (— +?) Многочлены Эрмита 

0 < x"e-* Обобщенные многочлены Лагерра 

Все эти мпогочлены облазаюг целым рядом общих свойств, наиболее 
важными из которых являются следующие гри: 

/ 

I, Функции {р (x)| образуют ортогональную систему многочленов. 

Il. py (х) удовлетворяет дифференциальному уравнению вида 

А (x) y” + B(x) y’ + Any =0, 
где A(x) и B(x) не зависят от п, а Ay не зависит OT %.



10.6] КЛАССИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ 167 

Ш. Имеет место обобщенная формула Родрига 

1 
Ри (x) = Ки (x) 

где К, — постоянная и Х — многочлен, коэффициенты которого 
не зависят от п. 

Обратно, любое из этих трех свойств характеризует классические орто- 
гональные многочлелы в том смысле, что любая система ортогональных 
многочленов, обладающая одним из этих трех свойств, может быть приве- 
дена к классической системе. Для | это доказали Hahn (1935) и Krall (1936), 
для If Bochner (1939) (в эгом случае встречаются некоторые тривиальные 
исключения) и для Ш Тисопи (1948а). Мы укажем кратко рассуждения в этом 
последнем случае. 

Пусть { р» (x)} — последовательность многочленов, причем ри (x) является 
многочленом, степень которого в точности равна п, равенство (1) справед- 
ливо для всех п, п =0, 1, 2, ..., и степень многочлена Х равна А. Заметим, 
что нет необходимости предполагать, что многочлены р» (х) ортогональны 
или что w(x) является весом. При п =1 из равенства (1) получаем 

ая lw (x) т (1) 

X w’ (x) 
__ / 

Кур! (x4) =X" + w(x) (2) 

Положим сначала А = 0. Тогда Х является постоянным и является 

линейной функцией от х. С помощью линейной замены независимого пере- 
7 и 

менного можно сделать так, что T= — 2х и, следовательно, и =ехр (—х2?). 

В этом случае рассматриваемые многочлены являются многочленами Эрмита, 
см. 10.13 (7). Далее, пусть А =1. Тогда линейная замена x преобразует 

и’ (х) _ К: р, (х) —Х' 
= (3) W (x) Xx 

/ а, _ 
== —] + так что X=x, w= хе-*, и мы получаем много- к виду — 

члены Лагерра, см. 10.12 (5). 
Рассмотрим теперь случай А 2. В этом случае мы можем положить 

k 

X= I] (x —a,). (4) 

Предположим сначала, Что все корни а; попарно различны. Из формулы (3) 
имеем 

Ё 
w(x) \\ a, 

w(x) — У х—а:° 
r=1 

Отсюда, в силу формулы (1), получаем 

k k 
-a, qd" n+a 

р» (<) = К, [J @— ay) Гут ПНе-о Г |. 

r=1 r=1 

Но этот многочлен при N= 2 может иметь вторую степень лишь в случае, 
когда А =2. Случай совпадающих множителей в (4) может быть исключен



168 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ [Гл. 10 

с помощью аналогичных рассмотрений, так что в (4) мы должны иметь 
Е =2, a; =- а.. Путем линейной замены переменного х можно сделать 
а! = — 1, а. =1 и положить 

X=1—x*, w(x) =(1—х)° (1 + x), 

Этот случай приводит к многочленам Якоби, см. 10.8 (10). 
Следует отметить, что Хан (Hahn, 1949) существенно обобщил эти 

df (x) результаты. Он заменил дифференциальный оператор dx более общим 

линейным оператором 

f (qx + 9) — f (*) 
(q—l1)x+o 

и показал, что в этом более общем случае каждое из условий I, II, Ш, 
а также каждое из двух других условий определяет одно и то же семейство 
ортогональных многочленов. Классические многочлены являются предель- 
НЫМ случаем многочленов Хана, к ним же относятся и многочлены 
из п. 22—25. 

ЕЛ (х) = 

10.7. Общие свойства классических 

ортогональных многочленов 

Многие важные свойства классических ортогопальных многочленов 
легко следуют из обобщенной формулы Родрига 10.6 (1). Мы предположим, 
что в случае многочленов Лагерра a > —1, а в случае многочленов Якоби 
а > —1В> — 1. 

Во всех случаях в 10.6 (1) функция w(x) неотрицательна и интегри- 
руема на отрезке [а, 6]. Кроме того, так как все производные функции 
w(x) Х" до (п—Т)-Й включигельно обращаются в нуль в точках а и 6, 
мы можем п раз проинтегрировать по частям выражение 

b 
r gn 

(fs Pa) = Ka" | fe) дул lw) X"] ах. 
a 

Это приводит к 
b 

(f, Py) = (—1)" Kz! f f'™ (x) w(x) X" dx. 

Поэтому, если / является многочленом степени меньшей п, TO (f, Pp) = 0. 
Иными словами, многочлены 10.6 (1) образуют ортогональную систему на 
отрезке [а, 6] относительно веса w(x), а потому все результаты предыдущих 
пунктов справедливы для этих функций. В частности, мы имеем рекуррент- 
ную формулу 10.3 {7) с обозначениями 10.3 (8), которую мы еще используем 
в этом пункте. 

При выводе из 10.6 (1) дифференциального уравнения мы будем писать D 
а . 

вместо... Из 10.6 (1) и формулы Лейбница для дифференцирования про- 

изведения имеем 

р"+1 [Хр (wX")] = 

= Ky] X 2" (рн) + (n+ 1) ХР (wpa) + 5 (n+) Хорн]
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С другой стороны, используя 10.6 (3), получаем 

D™*1LX Б (вх")] = D™*" {Кр #— ПХ wX"} = 
= К» (Кр + (2 — 1) Хх D (Pn) + [Кр + (2 — 1) X"] wp}, 

так как K,p,;-+-(n—1)X’ является многочленом OT х не выше чем пер- 
вой степени. Сравнивая эти два результата, получаем для у = p, (x) диф- 
ференциальное уравнение 

4?у d 
Aa ЮР (2) + Any = 0, (1) 

где 
| и in =—n] AK, +5 ®—0"|. (2) 

Самосопряженная форма этого дифференциального уравнения имеет вид 

d dy _ [Xe Z| + 18 y= 0. (3) 

Относительно деталей доказательства см. Tricomi (1948a, стр. 210 — 212). 
Так как Х является многочленом не выше чем второй степени, а р, (х) — 
линейным многочленом, то дифференциальное уравнение (1) может быть 
сведено к гипергеометрическому уравнению или к одному из его частных 
или предельных случаев. 

Для классических многочленов имеем также формулу дифференциро- 
вания 

apn (x) Nova 
‘— = Oat gy XOX Pn (X) + Bn Pa-1 (*), (4) 

где 

1 и 1 и а, = nx’ (0—5 Ги, Ав, = — С, | ВК) +("-5)^"| (5) 

и А, Cy, Rn» г, имеют TOT же самый смысл, что и в п. 10.3. С помощью 
равенства 10.3 (7) правая часть формулы (4) может быть выражена через Py 
И Ри-1. 

"Доказательство формулы (4) у Tricomi (1948a, стр. 212 —215) основано 
на том факте, что 

/ п и Хр, (х)—5 Хх ра (4) 

является многочленом степени не выше чем п и, следовательно, имеет вид 

OnPn (х) + Варна (4) + VoPn—2 (Хх)... - УпРь (Х). 

Коэффициенты Gy, ..., Yn определяются из свойства ортогональности. При 
вычислении В» используется также дифференциальное уравнение (3). 

Наконец, заметим, что путем п-кратного интегрирования по частям, как 
описано в начале главы, получаем 

b 

h,= (Pp: Pn) = (— 1)"kn! К [ X"w (x) ах. (6) 

4
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Далее, из 10.4 (8), 10.3 (7) и (4) следует, что 

Х (Ху, п) 
Ay, п = An-ihn-1 В. [Pn—1 (y, “= 

вт -2 — An-1"n-1 xX (xy, „) [Pn (x, в) , (7) 

а из (6), что 

(— 1)"k, Ky > 0. (8) 

Каждый из последующих шести пунктов посвящен одному из основных 
семейств классических ортогональных многочленов. Каждый из этих шести 
пунктов строится по следующему плану: 

1. Стандартизация многочленов. 
П. Вычисление постоянных 

hn, kn tn An Ba Co Kn Am On Ви» (9) 

заданных формулами 10.7 (6), 10.3 (8), 10.7 (2), 10.7 (5). 
Ш. Вывод рекуррентных формул, дифференциальных уравнений и дру- 

гих соотношений. При этом мы исключаем слишком громоздкие 
соотношения, а также те, которые читатель легко может полу- 
чить, подставляя значения постоянных (9) в общие формулы этого 
и предыдущих пунктов. | 

ГУ. Связь с функциями гипергеометрического типа и полное интегри- 
рование дифференциального уравнения. 

V. Производящая функция или производящие функции. 
УГ. Интегральные представления. 
УП. Теоремы сложения, разложения в ряды и различные результаты. 
Асимптотические свойства, нули и задачи разложения будут рассмот- 

рены в дальнейших пунктах. 
Мы будем пользоваться обозначением 

а 
р = Ix (10) 

и положим 

(4), =1, („= и =а (а 1)... ат — 1), пи, 

(11) 

Теория классических ортогональных многочленов изложена в работах, 
упомянутых во введепии, а также в книге Magnus, Oberhettinger (1948, гл. У). 

10.8. Многочлены Якоби 

Мы будем использовать обозначение Сеге ро, В (x) для соответствую- 

щим образом нормированных ортогональных многочленов, отвечающих 
значениям 

а=—1, 6=1 № () =(1—х)б ах), Х=1Ь— 2. (1) 

Для того чтобы вес был неотрицателен и интегрируем, потребуем, чтобы 
выполиялось условие 

а> —1 po—l. (2) 

Многие из формальных соотношений остаются справедливыми и без этих 
ограничений.
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[. Стандартизация. 

Pl в) (1) = ("re — eae , (3) 

П. Постоянные. 

(пав all (ие = 29+ 1 Г (и а-- IF (n+8+ d, 
(4) 

В В ee oa ©) 
2(n+1)(n+a+f+1) А, = (2и- а + 0 @n+a+6+2), (6) 
2(n+1)(n+a+f6+ 1) Qn+a+ В) В, = (0? — 82) Qn+a+f+1), (7) 

(ntl) (п-ов 1) Оби -а- Г) С, = (п- а) (п В) (Qn +a+tp+2), (8) 

Кв = (—2)" т, м=п(и ав 1), и=иь (9) 

(21+ а В) и =2 (и- а) #-+ В). 

Ш. Формула Рсдрига. 

2% nt Р.В (х) = (— 1)" (1 — <)“ (1+ x)? 2" [(1— x) (1-х). (10) 

Рекуррентная формула: 

2(п-- 1) (п-ов О Qn+a+f) POP (x) = 
= Qn+atf+ [Gata tf) Qn+a+p 42) xa? — | PO” (x) — 

—2(n+a) (n+) Qnfatp+2) PH (х). (11) 

Из (10) получаем явное выражение: 

РВ" У" EMEP фито”, (12) 
m=0 п 

которое показывает, что 

Р®,В (— х) = (— 1)” PE ® (x), (13) 

Дифференциальное уравнение 

(1 — x’) y” + [B—a— (а -ЕВ--2) x] у’ пи а ВЕ Пу=о. (14) 

Формула дифференцирования: 

(2n +a) И — x2) 2 POP (x) = 

=n [(a— f) — 2n-+a+-B) x] PP (x) +2 (#8) (n+ В PD (x). (15) 

IV. Гипергеометрические функции. Уравнение (14) можно свести к 
гипергеометрическому дифференциальному уравнению 2.1 (1). Многочлены
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Якоби — это решения уравнения (14), которые регулярны и принимают 
значение (3) при x= 1. Из формул п. 2.9 следует, что 

Ре ("т") в [--ппфаВ+ь a+ 1; —*)= 

=" ("ТР Pn npatp+i: B +1; t*)- 

= ("=") (SR) F(a —n—B; a+]; к} = 

= ("1 (251) = (+ —п— о: В+ 1: т) (16) n 

Отсюда вытекает формула дифференцирования 

2” рт р®,В (x)= (по В-1)„ Porm Br) (x), m=1, 2,...,2, (17) 
п-т 

которая находится в соответствии с утверждением Г п. 10.6. 
Из 2.9 (14) вытекает, что функции Qi В) (х), определяемые равенством 

п-+а-+В 

9) Ol B) (¢) 2 РГ ира оГ(и-ЕВО Г (2 -Ра-- В--2) Qi (x) В x 

ЖЕ п n+a+ 1; 2-е |, (18) 

дают второе решение уравнения (14). Они известны как функции Якоби 
второго рода. Эти функции не являются многочленами, одпако они удов- 
летворяют той же рекуррентной формуле (11) и формуле дифференцирова- 
ния (15), что и многочлены Якоби, за исключением того, что при п = 0 
эти соотношения пеприменимы для (); при Ке (a-+ Bp) > —п— 1 эти функ- 
ции обращаются в нуль на бесконечности. Относительно различных преоб- 
разований гипергеометрических рядов в (18) и их аналитического продол- 
жения см. п. 2.1.4. 

Многочлены Якоби и функции Якоби вгорого рода связаны многими 
соотношениями. Из соотношения между различными решениями гипергео- 
метрического уравнения, см. п. 2.9, мы имеем 

ОИ (о, В a+p—-10 (a) Г (и В-1) 
Qn O=— Fain way Pm OFAN” Тара p +) Х 

1— x Xe De FHP F [#1 —n—-a—f; 1 > ) (19) 

Имеет место также интегральное соотношение 

1 
— 4) B QB) (x) = | а“ ао’ р 

2 (х —1)% (ХЕ ПВ ы x—t 8) (ty dt, (20) 
— 

которое справедливо для всех точек комплексной плоскости, разрезанной 

вдоль отрезка [— 1, 1]. При этом функция ео В) (х) принимает различные 

значения в зависимости от того, стремится ли точка х к точке — разреза из 
верхней полуплоскости (&- 20) или из нижней полуплоскости (E — ©). Зна- 

чения Qo В (Е + ©) можно вычислить с помощью формулы (19), положив
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arg (x — 1) ==л для x= E+ Юи arg (х— 1) =—л для х==8-— Ю. В част- 
ности, 

ОР (E+ 10) — РЕ 10) = 
Г (а) Г a+ p+1) _ м-в. _В 
Fapaippn (9 "a+" x 

1 —Е ЖЕ ("+ —n—a—p; 1—0, >", —1<Е<1. QD 

= — 12° "В sin (ал) 

На самом разрезе можно использовать функцию 

l ге в = [Qe E+ M+ Q"9E—M], —1<Е<Ь (22) 

принимающую вещественные значения, если 9 u В вещественные. Из (19) 
следует, что 

РО = ве РО 
В ГОГИ к енан-в 

+2 COs (ам) Foe tt) (1—€&)~* (1+ &)7PX 

ЖЕ (nt, —n—a—B; 1—a; >=). —1<Е<1. (28) 

Функции Якоби второго рода связаны также с многочленами 

1 
__ ла В _ (P(x = | © ord [PP (4) — POP xy] 4% (24) 

-1 

ассоциированными с многочленами Якоби в силу 10.5 (6); именно, равен- 
ство (20) можно переписать в виде 

1 

к (яв 7 
Другие соотношения, связывающие Р и Q, имеют вид 

@, В (ey + Q'P) (1) POP) (х). (25) QP (x) = 

PAP) (2) QD (0) — PRED (4) 9) = 

PAB) (x) ZPD (x) — QU P(e) РВ) = 
a+ Г ИГ 1 —а— —В- — ant РЕП. (к — 10-11 («4+ 08-1. an 

Они показывают, что Qi в) удовлетворяет той же формуле дифференциро- 

вания (15), что и PO В).
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Из теории гипергеометрических функций получаем интегральные пред- 

ставления для Qi В. Простейшим из них является представление 

1 

"и П-ОВ fH dH ty at, 
J 

_1 

(28) 

справедливое, если х лежит в комплексной плоскости, разрезанной вдоль 
отрезка [ — 1, 1]. 

У. [Гроизводящая функция. Имеет место равенство 

D PSP Oxy 27 = 2048-11 г) “а Ю-В, |21<Ь (29) 
n=0 

где 

R=V1—2xz+ 2? (30) 

и R=1 при г=0. Относительно различных способов доказательства ра- 
венства (29) см. Сеге (1962, п. 4.4). При частных значениях о, В суще- 
ствуют другие производящие функции. 

VI. Интегральные представления. Из формулы Родрига (10) имеем 

Pe Mama f(g pee) (TEs) (ЕЕ ми 
(x+y 

где x == +1, a интегрирование ведется по простому замкнутому контуру, 
охватывающему в положительном направлении Ё=х. Точки t= 1 

онтура, и функции (<= | и 1+t\" выбираются так лежат внутри контура, у 1х Ех р 

чтобы при f= х их значения равнялись единице. 
Дальнейшие интегральные представления могут быть получены из инте- 

гралов, выражающих гипергеометрическую функцию с помощью фор- 
мулы (16). 

УП. Различные результаты. Применим формулу Кристоффеля 10.3 (12) 

к случаю w (x) = (1 — x)" (1 + x)P, р (x) =1— х. В силу (3) получаем 

0, 

(nt Ap +1) а- эр Pay = 
= (n +a 1) Р®В (4) —(n +1) PRP (х) (32) 

и аналогично 

(n+ SEE p14 2) Pe PC) = 

= (n+ B+ 1) PM Oxy (n+) PM Px. (33)
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Эти соотношения являются примерами соотношений между смежными гипер- 
геометрическими функциями (см. 2.8 (31) — 2.8 (45) ); другими соотношениями 
той же природы являются 

(1 — x) PETE P(e) (1-х) Р® PFD (x) = 2 PH P(x, (34) 

(2n-Fa+p) Р@-ЪВ (х) = (n+a-+ В) Р® В (х) — (n+ В) Р@ В (х), (35) 

(2n +a +B) Pye PO") (x) = и-ра-- В Ру В (x) + (na) PEEP (x), (36) 
Ph BY (х) — PON B (xy = PO В (х). (37) 

(a+b, BR) (9 Повторно применение этих формул позволяет выразить Р, 

для любых целых № и А через PX В (x), 
Из формулы Родрига (10) имеем 

Qn J (1— у)“ (1-Е yBP@ В (у) dy = 

— plat, B+1) (0) __ (1 — хе (1 +. x8! pith B+ 1) (x). (38) 

Тоскано (Toscano, 1949) нашел аналог формулы Родрига в терминах 
конечных разностей. Определим разностные операторы формулами 

A,F (a) =F (a+1)—F (a), AGF =A, (МВ. (39) 

Результат Тоскано можно записать в виде 

п! Га ВР и-- 1) Р® В (x) = 

—_ < П’га@-а- аа Ея О [=] (40) 
[(1— x)/2]%*! у Г (a+1) 2 

Наконец, имеет место важное предельное соотношение 

2 —a 

lim [ле р@ В (cos =) = lim Jno" pl (1 ==) | = (5) Ja (2), (Al) 
n->oo n>oo 

где Ja — функция Бесселя первого рода. Эта формула справедлива для 
любых & и В равномерно в любой ограниченной области комплексной пло- 
CKOCTH 2. 

10.9. Многочлены Гегенбауэра 

Мы будем использовать обозначение Гегенбауэра ch (x) для соответ- 

ственно стандартизированных многочленов, связанных с 
1 i 

a=—1l, 6=1 w(x)=(l—x2) 7, X=1— +x? (1) 

Эти многочлены называют также ультрасферическими многочленами и 
часто обозначают через P(x) Очевидно, что многочлены Гегенбауэра 

] 
отличаются от многочленов Якоби при = В = — = лишь постоянным 

2
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мпожителем. Для того чтобы весовая функция была вещественной и инте- 
грируемой, потребуем, чтобы выполнялось условие 

1 

хотя многие из формальных соотношений остаются справедливыми и без 
этого ограничения. Относительно этих многочленов см. также п. 3.15. 

I, Стандартизация. 

Chaya ("+ 1) = Se о 
Сравнивая с 10.8 (3), получаем 

(А+ 5). С» (x) = (22), PO (x), a= az. (4) 
Выбранная стандартизация (3) утрачивает силу, если 2A есть нуль или отри- 
цательное целое число. Единственным исключением в области (2) является 
точка /, = 0. При A =0 введем стандартизацию условием 

С0 (1) =1, Coy, n=1, 2,... (5) 

Тогда имеет место соотношение 
—
 

1 

Ca (x)= lim АС) = 9 a=)! р(-5, -5) (x). (6) 1 п 

2} п 
Во многих формулах этого пункта значение /^ =0 должно быть исключено. 
Этот случай будет отдельно рассмотрен в п. 10.10. 

П. Постоянные. 

(2A) MIP 0) и =Уя ial (*+5), (7) 

Al kg=2"(Mm м0 Qin Kn =(—2)" (R45) (8) 
(2-1) Ap=2(2-+4), В, =0, (n +1) Cy=n+2—1, (9) 

Ag =n (n+ 2h), a,=0, Py=n+2A—1. (10) 

Ш. Формула Родрига. 

Эти | (А+ 5), (1 — wy? Ch (x) =(—1)" (2), D” ‘a — "т ‚ (11) 

Ch (x) =1, Ch (x) = 9х. (12) 

Рекуррентная формула: 

(2-1) Си, (4) = 2 и +A) x Ch (x) —(n +24—1) С^_| (x). (13) 

Дифференциальное уравнение: 

(1 — x2) у" — (24+ 1) xy’ + n(n 2) y =0, (14)
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Формула дифференцирования: 

а 
(1 — x?) — Ch (x) = — nx Ch (х) +(n+2,—1)C*_ (x) = 

= (n+ 2d) х С» (x) — #0 Ch (x). (15) 
Четность: 

Ch (— x) = (—1)" Ch (x). (16) 
Явные выражения: 

n 

V (A)m (A)n— 
ch (cos 0) = У, ЗН cos [(n — 2m) 8)], (17) 

т=0 

п. 

А, _ (— 1)” (A)n_m Qyyt-2m 
Си (4) = » m!(n—2m)! ey (18) 

m=0 

0, если п — нечетное, 
A __ __ тут 

С =| ( ama если п =2т — челное. (19) 

ГУ. Гипергеометрические функции. Дифференциальное уравнение (14) 

можно свести к гипергеометрическому уравнению. Функция Ch (x) является 

его решением, регулярным в точке х=1| и принимающим в этой точке 
значение (3). Кроме того, в случае многочленов Гегенбауэра соответствую- 
щие гипергеометрические ряды допускают квадратичное преобразование, 
см. п. 2.1.5. Отсюда ‘вытекают следующие представления: 

niCh (2) = Е [в ns +5; 1") - 

= (= и", F (=n, n-2hs +5; = 

2"), I)" F(—n, фи; А = 
— (2h) (5+5) F(a ИА: А 5; Г), (20) 

Ст (x) = (— "nF (—m, m+h; = =) = 

(2) m ; 1. 
== Om)! F (—m, m-+i; hz |— xt) = 

1 1 

— (A) т pz 1) 42 py, (21) 

8). 
Com 41 (4) = (— ym Ort oy F (— т m+aA+1; 5; x?) = 

x _ _(2A)om 1. 
= Te F (т, та; 1 — 

1, 3 
= бык „ро 2 2) og) (22) 
(Ze
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Используя эти представления и формулы (13) и (19), получаем: 

рт ch. (x) = 2™(A),, Ch+m (x), m=1, 2, ..., П, (23) 

DCh_4(x) =x DCh (x) — nC} (x), (24) 
Di. 1(%) = * С, (x) + (n + 2A) C7 (2), (25) 

2(n +4) | Ch (ху ах = С® 1 (x) —C*_, (x), (26) 
DCh 0, если п — четное, 

n (0) = 2(— 1)" (A)mai/m!, если п=2т- 1 — нечетное. 
(27) 

Второе решение дифференциального уравнения (14) может быть полу- 
чено с помощью результатов п. 10.8 (ГУ) путем использования связей (4), 
(6), (21) или (22) между многочленами Гегенбауэра и Якоби. В этом случае 
отсутствуют общепринятые обозначения или стандартизация. 

V. Производящая функция. Из 10.8 (29) следует, что 

1 
1 

У (2 5), ch (x) yh oF R-! ye-h (28) 

fad (2M)n И — x2 +R | 

3 

lz|<1, R=V1—2xz+2?, R=1 при z=0. 

Однако в этом случае есть более простая производящая функция, а именно: 

Фо) 

С^ (х) 2" = 1—2 2)-^ 1 9 >, C(x) 2" = (1—2ez+42 121 < 1. (29) 
n=0 

Для доказательства этого равенства надо положить х = COS 0, записать 
; 4 — 9 vA 

правую часть равенства в виде (1— 2/92) “(1—е-.) “ разложить по 
биному Ньютона и использовать равенство (17). Третьей производящей функ- 
цией является 

1 

Sch (x) oa Г (a+ 5) pz cos 0 (5 sin Ps (z sin®). (30) 

Она связана с (29) с помощью преобразования Лапласа. 
УТ. Интегральные представления. Каждая из производящих функций 

приводит к представлению многочленов Гегенбауэра в виде контурных 
интегралов. Кроме того, мы имеем вещественные интегралы 

л 
1-24, 

Ch (x) == aT WF " | (x4+Vx?—1 cose)" (sing)*—-!dg, (31) 
0 

oT [А+ 5 (24) 9 
A __ 2 п , 1-24 COS [(n + A) ф] dp 

С’, (cos 8) = иго (sin 8) ] (cos p — cos 6)! (32) 

справедливые при A > 0. Относительно формулы (31) см. 3.15 (22), а также 
Seidel и $2432 (1950). Равенство (32) является интегралом Мелера 3.15 (23);
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существует второй интеграл, получаемый путем замены фи 0 на л—фи 
л —60 соответственно. Интеграл Мелера связан с функциональным преобра- 
зованием, которое преобразует ультрасферические многочлены в степени. 

УП. Различные результаты. Из связи с функциями Лежандра 
, 1-2) 1 

h 1 д —1\ 4 27 niCh(x)=T (A+ 5)2Ma(=—) * PP) © 
получаем теорему сложения 

ch (cos 9 cos ф + sin 0 sin tp cos ф) = 

_ Yon [т — У? (24 + 2m — Пти — 

yo 
x (sin ИССА т (cos 0) (sin py” САМ (cos p)C,, ? (с0з 9). (34) 

m=0 

Соотношения между смежными гипергеометрическими функциями имеют 
ВИД 

On (1— х2) СА! (x) = (24-4 n—1)Ch_, (x) — их Ch (x) = 

= (n +2) х Ch (x) —(n £1)C*, 1 (x), (35) 

(nA) Си (x) =(A— VY) [Ch — 61 (| (36) 

Из равенства (11) и линейных преобразований гипергеометрических 
рядов в (21) и (22) вытекает формула дифференцирования 

A+ Xx 
(x? — 1) 2 рп [(х2 —1)-^] = (— "nt Ch [ут (37) 

принадлежащая Трикоми (Tricomi, 1949). Отметим также интеграл Геген- 
бауэра 

Iv 

i 0 PA : 24, п! fe С, (cos 0) (sin 6)" 40 = 
0 

=2VRT(A+5) Cnt =" Inne) (88) 
и разложение в тригонометрический ряд 

кт (и On Г (A) CX (cos 6) = 2 Or re or cos [(n ++ 2m +22) 6 — Ал}, 

O<A<1, 0<0<л (39) 
n= 

(Cere, 1962, стр. 106). 

10.10. Многочлены Лежандра 

Многочлены Лежандра Py (x) являются соответственно стандартизиро- 
ванными многочленами, связанными с 

а=—1 6=1 w(x)=1l, X=1—x?, (1)
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Эти многочлены называют также сферическими многочленами. Очевидно, 
они являются частным случаем многочленов Якоби при а = В = 0, а также 

частным случаем многочленов Гегенбауэра при A = 5. Многочлены Лежан- 

дра и более общие функции Лежандра были уже подробно изучены (см. 
гл. 3). 

I. Стандартизация. 

Следовательно, 
1 

P(x) = C2 (x) =Р® 9 (x). (3) 

П. Постоянные. 

| —1 

йв = (n+ 5) ‚Ра, = 2 

К, = (—2)" al, (n+1) Ap=2n+1, Ba=0, (X+1)Cp=—n, (5) 

’ Гп — 0, (4) 

An=n(n+1), 9,=0, Bon. (6) 

Ш. Формула Родрига. 

27 n! Py (х) = 2" [(х2 — 1)", (7) 

РО Роя» Ра. 6) 
Рекуррентная формула: 

(24-1) Рич (4) = (20-4 1) x Py (4) — 2 Py_s (2). (9) 
Формула Кристоффеля — Дарбу: 

~ n+] 2m +1) Pm (2) Pm (9) = EF Pats) Pa) —Pn(*) Рича I (10) 
m=0 

Дифференциальное уравнение: 

(1 — x?) у’ —2xy’ +n(n+ 1) y=0. (11) 

Формулы дифференцирования и интегрирования: 

(1— +?) P, (<) =n[P,_, (4) —хР, (х)] = (#0 [хР, (*)—Р, +1(%)], (12) 

хР, (<) —P,_1 (x) =n P, (x), (13) 

Pia (%) —* Py (x) = (n+) P, (2), (14) 

(2-1) | Pa (x) ах = Рина (2) — Pat (9. (15) 
dP, (x) 

В этих формулах P. (x) = ix
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Явные выражения, четность, частные значения. 

lz 
P,(x) =27" yc yn ( y(n arom, (16) 

m=0 

Py (cos 8) = У; &mn- т 608 [(n — 2m) 8], (17) 
m=0 

Py (—х) = (—1)" Pale), Pale) = (17, (18) 

Pom (0) = (—1)” Em, Pom+1 (0) = 9, (19) 

Pm (0) = 0, Рот (0) = (—1)” (2m + 1) 2. (20) 

Здесь 

(5) 1 от { 2m 
&т = 7 =27 ( n | (21) 

amet (и, 1S"), о 
Ри (соз 0) =F (- n,n+1; 1; sin? 5) — 

—(—1)"F (— п; n-+- 1; 1; cos? 3) (23) 

1.1 Pom (4) = 1" вт Р (—m, m+ 53 53 4), (24) 
. 3. 3 Poms (2) = (10 Om +1) вых F (т m+ 5 5; 24), (25) 

am mn + т Pn (x) =2™ т! g,,C,_m (>), п» т. (26) 

Информация относительно второго решения дифференциального уравне- 
ния Лежандра (11) может быть получена из 10.8 (ГУ). Этим вторым реше- 
нием является функция Лежандра второго рода 

Q, (x) = QP” (x). (27) 
В комплексной х-плоскости, разрезанной вдоль отрезка [—1, 1], имеем 

2-" (2п-- 1)1 (1) Qn (x) = 
= («— 1-71 Е ("+ 11 п 1; 2n+-2; sol = 

Е F(n+1, n+t-1; 2n-+-2; тя) 

ante (So, 1+ 55 <n x"), (28) 



182 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ [Гл. 10 

Функция Лежандра второго рода не является многочленом; она удовлетво- 
ряет тому же рекуррентному соотношению (9) и тем же самым формулам 
дифференцирования (12) — (15), что и многочлены Лежандра, за исключением 
того, что значение п = 0 в этих формулах недопустимо для 0. 

Qn (—х) = (—1)"*" Qn (х), (29) 

Qw=atsmtt, Qwazentti—1, (30) 
! 

Qn (в) = 27" Га-в/ и "ть (31) 
—1 

Qn (х) = J (x +- Ух? — 1 сп р" dt, (32) 

0 

с _ +5) 

Qn (сво) = : 4 Кег > Кеб, пг= шё (33) 
" 4 V2(chz—ch6) 7” Я 

1 

9,9 =7 | («— 0-1 Py () dt, (34) 
—1 

[75 

~ 2п — 4k+-3 
Qn (x) = Qo (х) Pn (x) — (2k —1) (n—k+1) Ри—2ь+1 (х). (35) 

Последняя формула эквивалентна частному случаю о = В = 0 формулы 10.8 (25); 
относительно доказательства в форме (35) см. Гобсон (1952, стр. 56). Бес- 
конечно удаленная точка является для функции Q, (x) нулем кратности n+ 1; 
эта функция не имеет других нулей в разрезанной х-плоскости. 

Отрезок вещественной оси от —1 до | является разрезом ветвления 
для О, (Хх), при этом 

Qn (E + 10) — Qn (§ — 10) =—мР, (5), —1<§ <1. (36) 

На этом разрезе можно определить второе решение уравнения Лежандра 
формулой 

= ЕЮ- 0. (—Ю, —1<Е<, = 67 
Мы имеем тогда 

„= | (E—t) ТР, (04, —1<§<1, (38) 
—1 

где интеграл понимается как главное значение в смысле Коши, то есть как 

Е—Е 1\ 

in( f+ f) при ¢e>0, e>0. 

~1 E+e/
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У. Производящие функции. 

< 1 
P,(x)z24?= » —l<x«<l, [zl] <1, 39 > n ( ) Vi— 2х2 22 | | ( ) 

a 1 n zcos 0 ; У, Р, (c08 8) г — 22 ©8°7 (гп), (40) 
n=0 | 

м 
», ( 7 Ри (cos 0) дир (sing, 0); (41) 

n=0 I> 

x=tgs, 0<9<, 0 < 9 <л. 

Первые две формулы являются частными случаями формул 10.9 (29) и 10.9 (30). 
Последняя формула может быть выведена из (39). Здесь F (Rk, ф) означает 
неполный эллиптический интеграл Лежандра первого рода с модулем 2. 

VI. Интегральные представления. 

л 

Р‚ (соз 0) = 2! | (соз0 -- {зщ 0 cos o)" dp = n ) Pp) ee 

0 

л 

=n! J (cos@+ isin® cosg)~"—! dg, (42) 
0 

0 1 
уз cos (x +5)0| 

Ph (cos 9) — п dq, 0<0< It, (43) 
. У cos p — cos 0 

(+) , 
1 Г z "`` dz P, (x) = —— _ 

“ Qni | У — 2х2 + 22 (9) 

(e+) 
P, (x) = (—2)7” (2ni)7! Г (1 — 22)? (zg —x)~?7! dz. (45) 

Равенство (44) вытекает из (39), a (45) — из формулы Родрига. Интеграл 
в (45) называют интегралом Шлефли. Первый и второй интегралы Лапласа 
в (42) могут быть выведены из (45), если преобразовать контур интегри- 
рования в окружность 

а=х-+ Ух? —1е%, —n<g<n, 

а интеграл Мелера (43) можно вывести из интеграла Лапласа (Уиттекер 
и Ватсон, 1963, п. 15.23 и 15.231). 

УП. Различные результаты. Функцию 
1 

рт т ! _: т т 15 и (Cos 8) = (—2) m! g,, (sin 0) C,_ 7 (cos 0) (46)
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называют присоединенной функцией Лежандра первого рода (см. 3.4 (1) 
и 3.15 (4)). Из формулы 10.9 (34) вытекает теорема сложения для много- 
членов Лежандра 

Ри (cos 0 cos p+ sin 0 sin pcos ф) = Py (cos 9) Py (Cos ф) + 
n 

А (n — м)! 
+2 С + P™ (cos 8) P’ (cos 1p) cosnp. (47) 

т=1 

Отметим также разложение в тригонометрический ряд 

Ри (cos 9) = 2 У, (mn &m sin[(2+-2m) 6], n=2, 3,..., (48) 
MWNE n 1 

m=0 (n + 5). 

формулы интегрирования 

1 

| Pr (x) ax — V8 , 

V1l—x 2n + 1 

л л 

J Pom (cos 8) 49 = 1g", [ Pom+1 (cos 9) cos 0 49 = xg,, т 1» (50) 

0 0 

(49) 

1 

| Pom (х) ах = — Е ый ‚ Вел>—1, (51) 

(5+5), 
т m(i_o4 

| 2 Pon (x) ах = - В 7). ‚ ReA>—2, (52) 

о 2('+5),„,. 
и билинейное разложение 

у ЕТ Ра 9 Pn (y)=21n2—1—In [1 —4) @+5), 
—l<x<y<l. (53) 

10.11. Многочлены Чебышева 

Часто (особенно в русской и французской литературе) ортогональные 
многочлены вообще называют многочленами Чебышева. Имеется также 
много частных систем ортогональных многочленов, называемых многочле- 
нами Чебышева. В этой главе мы сохраним названия многочленов Чебышева 
первого и второго рода для соответственно стандартизированных ортого- 
нальных многочленов, связанных с 

1 
+ 

a=—1l, b=1, w(x)=(1— +?) 2 xX =1— 2. (1) 

Очевидно, что многочлены Чебышева первого рода 7, (x) отличаются лишь 

постоянным множителем ог многочленов Якоби таких, что а = В = — — 2 3
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и многочлены Чебышева второго рода U,, (x) — от многочленов Якоби, для 

которых a= = 5. Эти многочлены Якоби являются ультрасферическими 

многочленами (^= 0 для многочленов первого рода и A=I1 для много- 
членов второго рода). 

Соотношение ортогональности для многочленов Чебышева первого рода 
имеет вид 

1 

| ти (2) Ta (2 

—1 

dx 

| 

Подставим х = с0$ 6 и заметим, что соз 10 является многочленом степени п 
от с0$0. Мы видим, что Г„(х) отличается лишь постоянным множителем 
от cos (79). Таким же образом можно показать, что U, (x) отличается лишь 

sin[(n + 1) 0] 

sin 8 

=0, тп. 

постоянным множителем OT . Мы стандартизируем наши мно- 

гочлены, положив 

Гр (cos 0) = cos (10), U, (cos 0) = sin rd 9] . (2) 

Многие соотношения, содержащие многочлены Чебышева, являются пара- 
фразами хорошо известных тригонометрических тождеств. Например, мы 
имеем соотношение между двумя видами многочленов Чебышева 

Гр (xX) = Ил (x) —xU g-) (*), (3) 

(1 — x?) И и-1 (4) =X Ty (х) — Тани (4). (4) 

Многочлены Чебышева являются ультрасферическими многочленами, 

для которых A == 0, 1. Из 10.9 (23) видно, что Cc’ (x) при натуральном A можно 

выразить как производную соответствующего порядка от многочленов 
Чебышева. 

I, Стандартизация. Она дается формулой (2). Из нее следует, что 

1 1 

Г, (x) = С) (x) = (gt PA? | -2) (x), n=l, 2,..., (5) 

1 1 

Ur, (2) = Ch (x) = ев, р-ты n=0,1, ..., (6) 

где С определено формулой 10.9 (6) и &, — формулой 10.10 (21). 

II. Постоянные. Для 7, (x) 

ho = 1, „=>, n=1, 2,..., (7) 

kp =2"", rp =0, Ки= (1 2" п! gy, (8) 
A,=2, B,=0, С,=1, (9) 
Ап = 12, Gn =0, В, = п. (10) 

Для Uy (x) 

=, = г, =0, Ky = (-—1)" 2+1 | п n= 7 n=, rey, n= (— *En+1 (11) 

А, =9, Ви =0, С,=1, (12) 
An=n(n+2), и=0, Byer. (13)
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Ш. Формулы Родрига. 

ол (5). Ty (х) = (— "УТ 2D" la вуз], (14) 

pe [а "3 n+l 2 — (— 1” a(S), Un) = и (15) 

Рекуррентная формула (2, (x) является либо Г„ (x), либо U, (x)): 

2+1 (X) =2х2ги (x) — 21-1 (*). (16) 

Формула Кристоффеля — Дарбу: 

в 

У ‘ 2т (x) 2m (у) = (* — У) [emai (x) 2m (У) — 2m (х) 2тч 1 (У)], (17) 
m=0 

где 2, является либо 7,, либо U,. В случае 7, первый член (т = 0) нашей 
суммы надо разделить пополам. 

Дифференциальные уравнения: 

(1—х) у’ — ху’ n’y =0 для у = Ги (x), (18) 
(1 —х) у’ — Зху’ + п(п--2)у=0 для у=0, (x). (19) 

Формулы дифференцирования (штрих означает дифференцирование по х): 

(1—7) Г, (x) =n [Г,_1 (4) —хТ, (x)], (20) 

(1— ^^) И, (x) = (n +1)U,_1 (4) — nx U, (2). (21) 

Явные выражения: 

ы 
Tn (=> У, (— 1)” ити (2х)"-2т, п=1, 2, ..., (22) 

% (—1)"(n— т)! _ ооо = YS ©". 23) 
m=0 

VI. Гипергеометрические функции. 

1 ] x 
T(t) =F (=n, Mo 5-5. (24) 

З. 1 х ое оР(-ю atl 5; 5-35). (25) 
Из этих соотношений и 10.9 (ТУ) следует 

р” T(x) =2"-! (m—1)!nC™_ (x), пр т, (26) 

"И, (х) =2”™ т! cmt (x), n> m, (27) 

T(x) =nU,_1 (4). (28)



10.11] МНОГОЧЛЕНЫ ЧЕБЫШЕВА 187 

V. Производящие функции. 
> 1» 

+2 Tr) 2" =o (29) 

L428 я-а 7, (x) 29 =—In(1— 2x2 + 24), (30) 
n=l 

Уи (31) 
n=0 

O° р 1 

Deets (1) 2" = Se VIER, (32) 

У, Ent1 n(x) 27 = (33) RV2(1—xz+R)_ 
n=0 

Во всех этих пяти формулах 

1 <х<Ь |2|<1 

В последних двух формулах 

R=V1—2«z+2?. 

Равенство (31) является частным случаем равенства 10.9 (29), a (30) — пре- 
дельным случаем этого соотношения. Равенство (29) можно вывести из (30). 
При 310M А=Ти [п А? =0 при г=0. Формулы (32) и (33) являются част- 
ными случаями 10.9 (28). 

VI. Интегральные представления. Контурные интегралы, выражающие 
многочлены Чебышева, могут быть получены с помощью любой из произ- 
водящих функций. 

УП. Различные результаты. 

2 Тт (х) Ги (х) = Taam (4) — Тит (х), п> т, (34) 

2 (x? — 1) Ит-1 (4) Gai (4) = Tram (Х) — Tam (*), пт, (35) 

2 Тт (х) Ons (4%) = Ons m—1 (Х) + On-m-1 (*), n> т, (36) 

2 Гр (*)Om-1 (*) = Ons m1 (4) —Ил-т-1(Х), 12> т, (37) 

2 [Ти (х)] = 1-2 Ги (х), 27, (х) Ч ney (4) =U one (Х), (38) 

2 (1—2) (Un-1 (ХР = 1 — 2 To (х), (39) 
n n—l i : 

Vln = 5+ 5 Un, Mims =F Un (0). (40) 
m=0 m=0 

2(1— +x?) У Uom (x) =1— Ги (2), (41) 
m=0 

n-1 

2(1— x?) У Uomes (4) = х— Гиза (%)- (42) 
m=0 

Все эти формулы являются парафразами тригонометрических тождеств.
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Интеграл Мелера 10.10 (43) можно интерпретировать как связь между 
многочлепами Лежандра и Чебышева. Обращая это соотношение, Трикоми 
(Tricomi, 1935) нашел, что 

P., (t) dt (+5) УГ | ee = Ta Тани (43) 
1 

(n+) vI== | Ap OE = т, Taos (44) 
Из 10.9 (21) и 10.9 (22) получаем 

1 1 

pe 2) (2x? — 1) = g,, Up, (x), (45) 

(4.4) xP, 7)? (2x2—1) = g, Toy 41 (4). (46) 
Наконец, отметим интегралы, понимаемые в смысле главного значения; 

1 

Т, (у) а { aly) oy —xUp_1 (0), (47) 
я V¥—x*VI-y 

1 

| Prt 4) Дт (4), n= 1,2 0., (48) 
(Ух У1— у? -1 

которые являются парафразами тригонометрических интегралов и важны 
в теории интегральных уравнений, называемых иногда уравнениями профиля 
крыла. 

10.12. Многочлены Лагерра 

Многочлены Lt (x) являются соответственно стандартизированными орто- 

гональными многочленами, связанными с 

а=0, В = осо, в (х) =е “хх Х=х, a>—l. (1) 

Вместо L° (x) часто пишут L(x). Эти мпогочлены были введены Лагер- 

ром. Многочлены [%.(х) часто называют обобщенными многочленами 

Лагерра, но мы будем называть их просто многочленами Лагерра. Экви- 
валентные многочлены были также изучены Сониным (1954, стр. 68). 

— 1)" 
I. Стандартизация. Мы будем употреблять стандартизацию ky = - Г) . 

Иногда используется также стандартизация А„ = (— 1)" и менее часто ky = 1. 
П. Постоянные. 

п = Г (ат 1), п! А, = (— 1)", 

пги = — (па), K,=nl, (2) 

(n+ 1)A,=—1, (n+1)B,=2n+a4+1, (n4+1)C,=n+a, (3) 

An=N, Og=n, Py=—(n-+2). (4) 
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Ш. Соотношения. 

п! [7 (x) = etx" D" (e7* хп +), (5) 

[0 (х) =1, Li (x) =a+1—x, (6) 

“= Уи) a m 
m=0 

(n+ 1) Lh (4)— (21 Ба 1—^) Lo (х) + аа) [1 (х) =0, (8) 

a т! о 4 

У Г(тоа-- 1) Lin (х) Lin (y= 
m=0 

1 1 a a 0 = У HO OHO} © 

xy +(a-+1—x)y'tay=0, y=L" (x), (10) 

(xe'y + (np SPF) <0, z=e 2 x? L(x), (11) 

x 2 Lt (xy =n (x) — (п-На) [1 (x)= 

=(n $1) 19,1 (4) — в а-1— 4) 19 (х), (12) 
п-а\ a+ 1 L% (0) =| + = Ев Аи. (13) 

ГУ. Гипергеометрические функции. Многочлены Лагерра связаны с вы- 
рожденными гипергеометрическими функциями гл. 6. Из явного выраже- 
ния (7) вытекает, что 

(a= ("т (—n, a+1; х)= (— и Y(—n—a, 1—a; x). (14) 

Отсюда мы имеем равенство 

мы = — L(x), (15) 

согласующееся с утверждением (1) п. 10.6, 

[Li (x) — = 1 6) (16) 

и многие другие формулы, вытекающие из соотношений между смежными 
вырожленными гипергеометрическими функциями. 

Общее решение дифференциального уравнения Лагерра (10) может быть 
получено из теории вырожденных гипергеометрических функций.
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\У. Производящие функции. 

У, L¢ (x) 2" = (1—z)~*Texp =, [2] <1 (17) 
n=0 

к [и (x) 2” -+> , ro 
У Foca = 2) © eat x2), (18) 
n=0 

У LE? (х) г" = ет“ 1-2)“, |2|<1, (19) 
n=0 

< п! а 0: n 

У, Г (п о-+-1) En) bg (у) = 

= |} > 

= (1— z)~! exp (—2 TEE) (yey? La ( pave), [21 < 1. (20) 

Функция в правой части равенства (17) является наиболее обычной 
производящей функцией и может быть выведена с помощью равенства (7). 
Равенство (18) принадлежит Дёчу и получается из (17) с помощью преоб- 
разования Лапласа. Равенство (19) вытекает из (7), оно принадлежит Эрдейи. 
Равенство (20) является билинейной производящей функцией и известно 
как формула Хилле — Харди (см. также Myller-Lebedeff, 1907). 

УГ. Интегральные представления. Контурные интегралы, выражающие 
многочлены Лагерра, могут быть очевидным образом получены из формулы 
Родрига (5) и из любой из производящих функций. Кроме того, можно 
использовать связь (14) с вырожденными гипергеометрическими функциями 
(см. п. 6.11). Мы отметим только следующие интегралы: 

a оо [и 
> n+ — 

п! 1 (х) =e%x 2 f и СУ att. (21) 
0 

(1+) 
xX NZ a-l 
> — 1-2 R a, a 1 

о“ та _ п, 2 2 — »2 2 — г a dni 2” Le (x) =(— Пе | е (1) (1 — 2?) 42, = +. 

(22) 
Первый из них является следствием 6.11 (5), второй принадлежит Трикоми. 

УП. Различные результаты. Число относящихся сюда результатов 
громадно. Многие из них были многократно переоткрыты. Мы дадим лишь 
небольшую выборку из этих результатов, без указания на то, кому они 
принадлежат. 

Смежные многочлены. Помимо рекуррентной формулы (8) мы 
имеем 

cL (х) = ва -—@+0,, = 
=(n+a)L%_ 1 (x) —(n — x) 1% (x), (23) 

19-1 (x) = L(x) — L*_, (х), (24) 

(na) 197 (x) = (n+ 01. (4) —(2 + 1 x) LE (x). (25)
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Формулы дифференцирования и неопределенные инте- 
гралы. Кроме (5) и (12) имеем 

оо кои ов 
D [19] = ат fat Од" 14, 7) 

n! D™ [e7*x® Lo (x)| = (m+ n)!e7*%x"—™ т (x), (28) 

fe Li oy ay =e* [119 — 11-169) (29) 

Patp+a+h | (x — y)P? у 19 (y) dy = 
0 

=T (atn+1)T (8) +8 11+В(х), Веа> —1, ReB>O0, (30) 

[bn (У) Lyn (x — у) dy= J Liman (У) 4У = Ета (Хх) — Lines 4). (31) 

0 0 

Дальнейшие неопределенные интегралы можно получить из теоремы о пре- 
образовании Лапласа для произведения. 

Интегралы Лапласа. Мы будем применять обозначение 
со 

92 [Е = J e- StF (6) df. 
0 

Имеем 

Lf (tL; (| = Pereris—) ‚ Rea>—l, Res>0, (32) 
nis 

nll (a+1) F [#11] = 

= ГВП Г (atn+l1)s-P-'F (—n, В+ a+1; $1), (33) 

ВеВ > —1, Кез > 0, 

а а Rk 
—-+ __ — — — 

gle "У — мау $ Be (=). (34) 

Предельные формулы. 

Li (x) = lim pl В) (—-=). (35) 
В-> со 

x _ а __ 

lim Jno" Lt (=) |= 21 QV x). (36) 
В CO 

Выражение через конечные разности. Справедлива фор- 
мула 

sre@o= Ус" (п) rtm n=1,2,..., 
т =0
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где положено 

Аа (а) = Л(а-+ 0—1 (а), МУ (а) = А (AZZ (a), п=10,... 
Следовательно, имеет место равенство 

a 14 (x) = (—1)" Гея!) А Xx 

п! x rat) 

Конечные суммы. Помимо указанных выше, имеем 

(37) 

yen = LEO [и п мые 1], @ 

Li (x)= Ут) Ви 18 и (<), (39) 
т =0 

под УТ") та" и (40) 
т =0 

У L%, (x) п) = 1+1 (х + yy, (41) 
т =0 

п! 14 (x) Lo (у) = 

=Г@-и-- 1) У [mil (atm +i yy" LEE ety) (42) 
т =0 

Бесконечные ряды. Производящие функции указаны выше 
( (17) — (20)). Разложения бесселевых функций см. в п. 10.15, а другие 
примеры бесконечных рядов, содержащих многочлены Лагерра, см. в п. 10.20. 

10.13. Многочлены Эрмита 

Многочлены Эрмита являются ортогональными многочленами, связан- 
ными с вещественной осью (— 00, со) и экспоненциальной весовой функ- 
цией. К сожалению, обозначения, применяемые различными авторами, 
весьма разнообразны. Простейшей формой экспоненциальной весовой функ- 
ции является ехр (— х?), но для приложений к математической статистике 

x2 

более удобно выбрать exp -5. В наиболее важных кпигах, посвящен- 

ных этому вопросу (Курант — Гильберт, Дёч, Сансоне, Сеге), использовано 
ехр (— х?). Однако Аппель и Kamne де Ферье, Янке — Эмде — Лёш, 
Магнус — Оберхетингер, Полиа и Сеге и Трикоми применяют весовую 

x? . 
функцию exp —=). Мы будем пользоваться в этой главе обозначением 

Сеге (1962) и рассматривать многочлены Эрмита 7, (x) как соответственно 
стандартизированные ортогональные многочлены, связанные с 

а= — ©, b=ao, \(х)==ехр (—х?), Х-==1. (1) 

. . x? 
Ортогональные многочлены, связанные с весовой функцией exp (-> , 

будут обозначаться He, (x). Эти многочлены можно также выразить через 
функции параболического цилиндра (см. 8.2 (9) ).
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I. Стандартизация. Мы будем употреблять стандартизацию Ки = (—1)” 
Она совпадает с стандартизацией, применяемой, в частности, в книгах: 
Курант — Гильберт, Фельдгейм — Хилл и Сеге. Стандартизация K, =1 
применялась Дёчем, Эрдейи, Сансоне и другими. 

Так стандартизированные многочлены Эрмита могут быть выражены, 
согласно Сеге и Кошмидеру, через многочлены Лагерра 

1 

Hom (х) =(—1)" 27ти р? (2), (2) 
1 

Нота (4) =(—1)™ 241 mtx L? (x2, (3) 

Эти выражения показывают, что 7, (x) является нечетной или четной 
функцией от х, в зависимости от того, нечетно или четно п. Эти формулы 
аналогичны (точнее, являются предельными случаями) формулам 10.9 (21) 
и 10.9 (22). 

П. Постоянные. 

1, =Ул 271, =", г, =0, (4) 

Кв = (—10)"; = Anp=2, В,=0, Cy =2a, (5) 

An=2n, @а=0, Ви = 2n. (6) 

Ш. Соотношения. 

Hy, (x) =(—1)" e De, (7) 
Но (x)=1, Н, (x) = 2x, (8) 

n 

2 ( 1) (2x)" 2m 
НМ (0 (2х) — 

Hy (x) =n! У, m!(n—2m)! ° (9) 
m=0 

n n — | 
Здесь |. => ИЛИ 5, в зависимости от того, является ли п четным 

или нечетным. 

На-а (4) — 2х Hy (x) + 2n Ни_1 (x) =0, (10) 
хх Hin (9 Him 0) __ Ни 9 Hn OY) — Hn (8) На) ay 

fod 2m! anti nl (x — у) 
у" —2Qxy’+2ny=0, y=Ap, (x), (12) 

2” + (2n-+1— x?) 2 =0, z = exp (— >) Ha (x), (13) 

Н„ (—х) =(—1)" A, (х), Hi (x) =2n HH, _, (х), (14) 

Hom (0) = 0” С, Ham 44 0) =0. (15)
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ГУ. Гипергеометрические функции. `Многочлены Эрмита связаны с функ- 
циями параболического цилиндра, которые являются частными случаями 
вырожденных гипергеометрических функций 

Hy (х) = V 2" exp (+) р, (У? x)= rw (5, 5: хз), (16} 

т! Нот (х) = (—1)™ (2m)! Ф (— т, 5; x), (17) 

ml Hams (2) = (—1)™ фт + 1)12x@(—m, 5; 22). (18) 

Общее решение дифференциального уравчения Эрмита (12) или ero само- 
сопряженной формы (13) (которая, по-видимому, принадлежит Веберу) может 
быть получено из теории функций параболического цилиндра. 

V. Производящие функции. 

у Ни (Хх) = = exp (2x2 — 22), (19) 

n=0 

= yn _ 
(—1)” Hom (*) Tppyy = &xP (2?) cos (V2 xz), (20) 

m=0 

py т Нэт-л (Х) gemtl = ехр (22) sin (V2 x2), (21) 

со ad п 

У Е) Нь (х)Ни(у) = AS exp et y?) 2 | (22) 

Равенство (19) является хорошо известной производящей функцией. (20) и (21) 
могут быть выведены из (19), а (22) является формулой Мелера. 

VI. Интегральные представления. Контурные интегралы получаются 
обычным образом из равенства (7) или из любой производящей функции. 
Кроме того, можно использовать связь с функциями параболического 
цилиндра (см. п. 8.3). Мы имеем, например, 

со 

n+1 ° 

2 | е- 4 cog (21 — =) dt. (23) 
0 

Ул 
г Hy (x) = 

УП. Различные результаты. См. замечания к 10.12 (УП). 
Пределы: 

lim poe Hom (57=)|= COs * (24) 
т>о 

(—1)” x 2 sin x 
| ——Н >= — > 25 

sit | Sn mii (57 ) Ул (75) 
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Интегралы: 

x 

fe PH 0) dy = Haas) 0-* Ha (26) 

fu (у) dy = [2(n + 1] 7" [ри ()—Any1 0), (27) 

ны (ху)ау=Ут fem)" (x2 — 1), 

fe Hom4s (ху) dy =Ух Cm + О (же 1), (28): 

Г eV y" Hy (ху) dy =Ул п!Рь (2). (29). 

Здесь P, (x) — многочлены Лежандра. 
Преобразования Гаусса. Формула 

1 (х— у)? 9% [F (y)) = —— | Е (у) ex |-- |4 х [Ё (y)] Vana J (y) exp on y 

определяет преобразование Гаусса (с параметром и). Мы имеем 

1 9 1H (yy) =V0 on) H x } о<и<_, 30). од =V0O—2F H, (TA), 0<u< 5 (30) 
i i 

92 [Hy 0)] = (2x)", 97 [у] = (21)7" Hy (ix). (31) 

Связь с многочленами Лагерра. Помимо формул (2) и (3) 
мы имеем 

У (i) Hen (x) Hon op (У) = (—1)" a! Ly (x? + y?), (32) 

=0 k 

J е-У [Hn (У)? cos (V 2xy) dy = Ул 2" nt L, (2°), (33) 
0 

1 1 

Г(и-но- 1) [ав ? Hoy(Vx tat = 

_1 

= (—1)” Ул Qn): (a+ 5] Lt (x), Rea>——. (34): 

Первые две формулы принадлежат Фельдгейму, последние — Успенскому- 
(1927).
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Конечные суммы. Помимо указанных выше формул справедливы 
следующие соотношения: 

ХУ 2m!) [Am (OP = "71 [Ни Ol — An (4) Нил (Ot, (35) 
m=0 

mints п) 

У и ( ) (+) Ни-ь 69 Hae) = Umea (36) 
k=0 

min(m, n) 

У > (%) (+) Нини-ьь 9 = Hin (2) He 69, (37) 
k=0 

Dp) низ Hine V3 9) = VP Hm (У) (38) 
k=0 

У, (Se) На (V2 x) Hom—2n (У 3 у) = 

k=0 

= 27") [Hom (x+y) + Hom (x—y)], (9) 

a,} ant 
У ml‘ ml An (Xj) ... yy (х‚) = 

т +... $m,=0 

— У (i+ = +a)" rn vee о (40) 

Vat ... +a 

Равенство (35) принадлежит Демиру (Demir) и Xcy (Нзй). Последние три 
формулы являются теоремами сложения и легко могуг быть доказаны 
с помощью производящей функции (19). В равенстве (40) сумма распростра- 
нена на все неотрицательные целые значения 11,..., т‚, сумма которых 
равна п. 

Бесконечные ряды. Производящие функции указаны выше 
( (19) — (22)). Относительно разложений по сферическим функциям Бесселя 
см. п. 10.15, а относительно других бесконечных рядов, содержащих много- 
члены Эрмита, см. п. 10.20. 

10.14. Асимптотическое поведение многочленов Якоби, 
Гегенбауэра и Лежандра 

Поведение многочленов Якоби, когда п-—с0 и в то же время опреде- 
ленным образом х->1, дается формулой 10.8 (41). Соответствующее поведе- 
ние, когда х->— 1, вытекает из 10.8 (13), а поведение многочленов Геген- 
бауэра и Лежандра может быть получено с помощью 10.9 (4) и 10.10 (3). 
Поведение многочленов Якоби, когда В->оо, a х стремится определенным 
образом к единице, дается формулой 10.12 (35). 

Для изучения вопроса о сходимости бесконечных рядов, содержащих 
многочлены Якоби, и для многих других целей полезно изучить поведение
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многочленов Якоби, когда a, В, х фиксированы и п-> со. Пример много- 
члена Чебышева 

Ги (cos 8) = соз 16, х-== со$ 6, 

подсказывает, что это асимптотическое поведение будет различным в зави- 
CHMOCTH от того, лежит ли х на отрезке [—1, 1] (0 — вещественное) или 
вне этого отрезка (9 — комплексное). Следует также отдельно рассмотреть 
концы указанного отрезка. В этом пункте мы полностью опускаем случай, 
когда х лежит вне отрезка [—1, 1], отсылая читателя по этому поводу 
к книге Сеге (1962, гл. УШ). Мы укажем некоторые результаты для про- 
межутка — 1 < х < 1; все оценки, данные в этом пункте, выполняются равно- 
мерно на любом отрезке — 1 Тех х<|—е (=> 0). Мы укажем также 
некоторые важные результаты для случая, когда х находится в окрестности 
точек -+ 1. 

Доказательства приводимых здесь результатов основаны либо на явных 
выражениях соответствующих многочленов или на их интегральных предста- 
влениях (в случае интегральных представлений часто применяется метод 
наискорейшего спуска), либо проводятся с помощью производящих функций 
(метод Дарбу) или с помощью дифференциальных уравнений (метод Лиувилля 
и его дальнейшие обобщения). 

Дарбу доказал (исходя из производящей функции), что 

\\ «= (5), [(1-"+3) (2+4) 
1 m= 

m=0 (n— m+) (2 sin 8) 2 

Ри (cos 0) = 2g, 

где 2, определяется равенством 10.10 (21). 
Подобная формула была получена Стилтьесом, способ которого позволяет 

дать оценку остаточного члена 

М-1 | ] m, 1 
9 nN! бт COs [(n+m+5)e—(F+4+5)q] 

Ри (cos 9) = — I 1 + Ry), . [m+ 5 m+ > m=0 О и (2 sin 9) 

0О<9<л, (2) 
где 

2 п! g A 
[Ru @|< = т Г (8) (M+ 5] lity 2] и+1 (2 sin 8) 

A=2sin@, — если 520 >, | 
1 f (4) 

A=|cos 6|7!, если 9 < 5, 

так что во всех случаях |< А<2. 
п Ost 

Если 251160 > 1, то есть если 5 < 9 < -5 ' ТО в равенствах (1) и (2 

можно перейти к пределу, когда М -> со, и получить тем самым сходящиеся 
тригонометрические разложения многочленов Лежандра.



198 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ [Гл. 10 

В окрестности точки х =1 имеем формулу Хилба 

cos 9 
P, (cos 0) = и Ло ("+ 5) в. +0 |). (5) 

которая справедлива равномерно при Ох 9 < л—е (=> 0). Относительно 
более точной оценки остаточного члена см. Сеге (1962, стр. 203). Относи- 
тельно разложений многочленов Лежандра в ряды по функциям Бесселя 
см. Szeg6 (1933). Если взять частный случай формулы 10.14 (11) при a = В = 0 
и выразить вырожденную гипергеометрическую функцию в виде ряда по функ- 
циям Бесселя с помощью 6.12 (6), то получим следующий результат: 

5 n+l як _ — rz) 6 QV + тео], © x+3 Pa (а) = 
где 

2(x +3) = (1—4) (Qn + 1) 

Некоторые из этих результатоз могут быть распространены Ha много- 
члены Гегенбауэра, а часть — даже на многочлены Якоби. 

С^ (cos 0) = 

M-1 m2 20 SO) = Hm 05 (nm 0m +7) 2) (8-2), 
- П! ami (И — mM Е A) in m! (2 sin 0) mm 

1-40, —1, —2,..., 0<0<л, (7) 
С^ (cos 0) = 

ог (2A + п) м (1 —Л)т COS [((a+ m+h)0—(m+A) д/2| 

_ ГОР amy (7 А) чат! (2 эт 0)^+"" 
+Ry (), 

О<л<1 0<9<л, (8) 

Г(и+-2^) (l—A),, А 

Puls TAP (МА, MI (2sin yt” 
(9) 

где A определяется равенством (4), 

3 

ре соб) a SSAA 69-9 Cot Hal 0,2) Ag 
1 

_ at — B+— 

V an (sin 5) у (cos >| 7 

a, В — вещественные, 0O<0< 2.



10.15] АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ ЛАГЕРРА 199 

Формула типа Хилба для многочленов Якоби была дана 52е26 и Rau, 
см. Сеге (1962, стр. 205). Тисопи (1950а) получил разложение 

\" у T(N+ т) Г (atn+l) х 

m=0 

(а, В а (1-Х 
Pi’ () =е 9 niP(N)Ta@+m+l) 

1 т 

Ж Ам (в “\ (= Ф (—-п— Ват -1; 2). (11) 

где 

ва РА, N=n+a+p+1, т 1 2|1<211^|. (12) 

Здесь Ф является вырожденным гипергеометрическим рядом и Ay, — коэф- 
фициентами, определенными в п. 6.12. Используя разложение (6.12) (6), можно 
получить разложение многочленов Якоби по функциям Бесселя. В частном 
случае а = В = 0 оно приводит к формуле (6). 

10.15. Асимптотическое поведение многочленов 

Лагерра и Эрмита 

Общие замечания, сделанные в начале предыдущего пункта, применимы 
и в этом случае, однако ситуация является более запутанной из-за того, что 
промежуток бесконечен. Многочлены колеблются на части промежутка и 
монотонны вне этой части. 

Асимптотическое поведение многочленов Лагерра и Эрмита, когда л -> со 
ив TO же время х определенным образом стремится к нулю, дается фор- 
мулами 10.12 (36), 10.13 (24) и 10.13 (25). 

При вещественном 9% и фиксированном х>0, или же равномерно 
в О<&< х<о< с, мы имеем формулу 

x a 1 ai i a3 

L" (x) =e? x 1’ * воз (2Уя ~# 8) 400 г) (1) 
Ул 2 4 

Эта формула была обобщена Перроном (см. Сеге, 1962, стр. 206). Запзопе 
(1950) дал двучленную аппроксимацию с оценкой ошибки. Его формула пере- 
стает быть верной при малых значениях х, однако в этом случае справел- 
лива формула типа Хилба 

x a 3 

eo 2x? Li (х) = Ia or I) Ja V vx) +0 ( nea) (2) Е. 
которая имеет место при a > —1 равномерно на отрезке 0 < x <a <<. 
В формуле (2) использовано обозначение 

v= 4n+ 2а + 2. (3) 

Это обозначение будет применяться на протяжении данного пункта. 
Поведение многочленов Лагерра, когда пс, а x принимает любые 

значения, было изучено многими авторами (см. п. 6.13) Мы ограничимся 
кратким изложением этих результатов, основанным Ha мемуаре Тисопи (1949). 
Трикоми различает четыре случая в зависимости от того, будет ли х близко 
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к нулю, лежит в области колебаний, близко к V или лежит в области моно- 
TOHHOCTH. 

Разложение 

_* _@ & т. 
2 ух \ 2  ([х\2 — nie де те-и о (№) Уд, (7 sam Ve) @ 

m=0 

являющееся частным случаем 6.12 (11), в котором положено 

+ * * Q 
Ao — l, A, — 0, A, = $) 3 

| (5) 
(m+2) Аша =(т-На-- А, —5 Арль т=Ьо..., | 

равномерно сходится в любой ограниченной области комплексной плоскости X. 
Рассматривая величины последовательных членов, усматриваем, что если 

A 1 , : x= O(n"), где д < 5 › то разложение (4) имеет при и > со асимптотический 

характер. Это описывает поведение функции [5 (x) около начала. 

Аналогичное разложение 

a 

nl (ux) e“™ La(x)=T (a+n+1) У, 4,0 (2)? Jarm УаЭ © 
m=0 

m 

с соответствующими коэффициентами было дано Toscano (1949), а в случае 
и= п — Тисопи (1941). 

В области колебаний 0 < «<< Трикоми положил 

x=vcos2 0, 0<8<5, 

и доказал, что при фиксированном 0 имеем 

49 = v (20 — эт 2) Lx (7) 

x 

e 219 (x) =2(—1)" (2 cos 6)~ (лу sin 26)? x 
-М-1 

x | У, A (6) (= sin 28] sin (e+ | ное“ (8) 
m=0 р 

где 

5 
4 sin? 0 

Относительно общего выражения для A) cm. Tricomi (1949). 

Вблизи точки перехода у имеем р . 

A (0) =1, AM (6) = Z| — (1 — 302) sin? 6 — |. (9) 

x 
2 

1 
— — 2 

е по» ^0+ (5) Ot 
1 и 

+35 , "(3) A(t) о) (10) 
2т (3) 



10.15] АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ ЛАГЕРРА 201 

где , 

_ (=) ° (v — x), (11) 

Pa od 3 r(=| _ 5) 

my, = (—10” 27“ | 63% 3+ 19a Sf =I + ol, 5) (12) 

—
 

>
 

—
 

О
—
 

©
]
 bo
 

“
e
e
e
”
 

| 

A(t) = (5) Ve PV (sy ) te (a) )] (13) 

является функцией Эйри и A’ (¢) означает производную функции A (2). 
Наконец, в сбласти монотонности имеем 

x=vch?0, 0>0, 409 =\ (5120 — 20), (14) 
x 

e 7 L(x) = (—1)"е-® (2ch 0)~* (nw sh 20) -№2 & 
М-1 

к У сот зе + oC] (15) 
m=0 

где 
5 l 

дот AO = 35 Faro —— 302) sh? 6 + ||. (16) 

В нижеследующем изложении соответствующих результатов для много- 
членов Эрмита мы будем пользоваться сокращенными обозначениями 

| > если n— четное, 

N=2n-+1, m=} ] (17) 

| “> ‚ если п — нечетное. 

При фиксированном вещественном х (или равномерно на любом ограни- 
ченном отрезке) имеем 

Г (5+ | exp (— =) Hy (x) = 

— пл 1 =T(n+1) | cos (Ум x—F)+0 v=) |: (18) 
2 Vn 

Cere (1962, стр. 207) дает явное выражение второго слагаемого, а также 
общую форму асимптотического разложения. 

Для оценки поведения многочленов Эрмита, когда п -> оо, a х прини- 
мает любое значение, мы имеем формулу Планшереля — Роташа (Сеге, 1962, 
стр. 208). Из формул 10.13 (2) и 10.13 (3) видно, что этот случай охватывается 

упомянутой выше работой Трикоми. Если a = + Zz TO функции Бесселя, 

зходящие в формулу (4), являются так называемыми сферическими функ- 
циями Бесселя и могут быть выражены в замкнутой форме.
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| —^ Если при некотором А < — величина п 
3 

эта формула является асимптотическим разложением. 

х ограничена, когда п -> со, то 

Областью колебаний является 0<|х| < Ут . Здесь может быть ис- 

1 
пользовано разложение (8), где Oo = + 5. В окрестности переходных точек 

х=-2Ут имеет место равенство (10), а в области монотонности | х| > 

>2Ут — равенство (15). 
Основные разложения в ряды по сферическим функциям Бесселя 

являются частными случаями более общих разложений, принадлежащих 
Tricomi (1941): 

"Нот (x) = (—1)” 22т+1 (5). У (2m)'-" С. 9,1 2Утх, (19) 

r=0 

oa (8) = ("241 (5) Om)" C9, Vm x), (20) 
r=0 

где 

J, (2) = 27! зп 2, Я _1 (2) = 2? cos 2, (21) 

S744 (2) = (27-1) Я, (2) —22%,_, (2), г=0, 1,2, ..., (22) 

и коэффициенты С; также удовлетворяют некоторым рекуррентным соотно- 
шениям. Разложения (19) и (20) сходятся. Они могут быть также использо- 
ваны как асимптотические представления при т -> со. Для этой цели удобно 
положить A = 1... 

10.16. Нули многочленов Якоби и связанных 
с ними многочленов 

Определим многочлены Якоби для всех значений о, В, х формулой 

10.8 (12) и обозначим через М, (а, В) число нулей P&P (х) на отрезке 
[-1, 1]. Если а> —Ги В> — 1, то многочлены Якоби являются ортого- 
нальными многочленами с соответствующей весовой функцией 10.8 (1). 
Поэтому, в силу п. 10.3, все их нули являются простыми и лежат на от- 
резке [—1, 1]. Для других вещественных значений a и В число нулей, 
лежащих на отрезке [—1, 1], указано на рис. 6. 

Мы видим из 10.8 (12), что при отрицательных целых значениях о функ- 

ЦИЯ Р®, В) (x) имеет нуль порядка |@| в точке x = 1, а при отрицательном 

целом В— нуль порядка |В| в точке х= —1. На луче (— со, —1) лежат 
М, (—a—f—2n, В) нулей, а на луче [1, со) расположены N, (l—o—fp—2n, а) 
нулей. Все нули, не указанные в этом перечислении, встречаются в виде 
комплексно сопряженных пар. 

Многочлены Гегенбауэра были определены для всех значений A, x 

формулой 10.9 (18). Если A> — 3 TO эти многочлены ортогональны, а по- 

тому все их нули являются простыми и лежат на отрезке [—1, 1]. Для 
остальных вещественных значений А число нулей может быть выведено 
из результатов о многочленах Якоби с помощью формулы 10.9 (4).
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Расположение нулей ортогональных многочленов Якоби и их частных 
случаев на отрезке [—1, 1] было изучено многими авторами. Мы отсылаем 
читателя к книге Cere (1962, гл. VI) и к более современным работам, 
в частности работам: Gatteschi, Геронимус, Lowan, Davids и Levenson, 
Tricomi, перечисленным в библио- 
графии к этой главе. 7  ПОложим =-f &=-N+l =-1+2 сия o6=-/ A 

a>—1, B>=1 a ne —— en ine aie 
l 0 / 2 п | п! 

M\>— a х = cos 0, =-/ 

0 | / 2 \n-/ 
0<0<n, (1) a’ 4 9-2 

и расположим нули в порядке 2-9 [2-21 __ = 
возрастания: | в 

P\% В (cos 0,,) = 0, и 
| = 

P@ В) (xm) = 0, N, (ce, б) аля Фещественных си | pa 

—1<х<х,_1<... < < Рис. 6. 

Xm = cos 0. (3) 

Для ультрасферических многочленов имеем 

Ат + Хит == 0, (4) 

и, следовательно, достаточно изучить положительные нули (i<m Л к 
= 

Для многочленов Якоби 
Xm = Xm (a, В, п) 

и для многочленов Гегенбауэра 
1 1 

2 2 

Если тип (а в случае многочленов Якоби также один из параметров 
a, В) фиксированы, то имеем следующие свойства монотонности: 

Xm (а, В, п) у —1 при a->oco, 41 при pow, m=1,..., п, (5) 

Xm (A, п) |0 при ^А-> оо, т=1,..., Ee (6) 

Последнее из этих соотношений означает, например, что т-й положитель- 
ный нуль многочлена Гегенбауэра является строго убывающей функцией A 

1 
[при А > —5) и стремится к нулю, когда A->oo. Из (5) и (6) вытекают 

соответствующие утверждения для O,. Так как формулы 10.11 (5) и 10.11 (6) 

позволяют найти значения Om (= 5, = 5, п), то имеем следующие не- 

равенства: 

(2m —Шл< (214+ 10 (a, B, п) < 2mn, —-9<%, B< 

A 

5 
1\ x , _ n m— sz) F< om кр О<АЬ ime — @)
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О дальнейших результатах cm. Сеге (1962, ra. VI). Tricomi (1947) за- 
метил, что асимптотическое поведение нулей любой функции может быть 
выведено из асимптотического поведения самой функции, и применил этот 
принцип ко многим функциям, в частности, к ортогональным многочленам 
(см. Tricomi, 1960; Gatteschi, 1949, 1949а). Оказалось, что асимптотическое 
распределение нулей около середины отрезка зависит от нулей тригономе- 
трических функций (см. 1.14 (5)), а нули около конечных точек зависят 
от нулей функций Бесселя (см. замечание, следующее за формулой 10.14 (12)). 

Асимптотические формулы для чисел Кристоффеля могут быть выражены 
из асимптотических формул для нулей с помощью формулы 10.7 (7). 

Относительно числовых значений нулей и чисел Кристоффеля для 
многочленов Лежандра см. Lowan, Davids и Levenson (1942, 1943). 

10.17. Нули многочленов Лагерра и Эрмита 

Многочлены, определяемые для всех значений a и x формулой 10.12 (7), 
имеют при @> —1 n положительных нулей, при —п<а<—1 [п--0] 
положительных нулей и не имеют положительных нулей, если о < — п; они 
имеют нуль порядка # в точке х = 0, если а = — А А =1,9,..., n, и имеют 
один отрицательный нуль, если (&«--1)„ < 0. Все нули, не перечисленные 
в этом списке, распадаются на комплексно сопряженные пары. Многочлены 
Эрмита степени п имеют п вещественных нулей, которые расположены сим- 
метрично относительно начала координат. 

Детальная информация о расположении нулей ортогональных много- 
членов Лагерра (то есть при ao > — 1) и многочленов Эрмита имеется в книге 
Сеге (1962, гл. УГ) и в работах: Greenwood и Miller (1948); W. Hahn (1934); 
Salzer и Zucker (1949); Spencer (1937) и Tricomi. 

Положим 

а > —1 х>0 (1) 

и расположим нули многочлена Lt (x) в порядке возрастания так, что 

Li(Xm)=0, 0<х<х.< ... <х, Hq = Xp (а, п). (2) 

При фиксированных 2 и п мы снова получаем, что Xm является возра- 
стающей функцией от 9. Относительно границ для нулей см. Сеге (1962, 
гл. VI) и \. Hahn (1934). Асимптотические представления многочленов 
Лагерра и Эрмита могут быть использованы для того, чтобы найти прибли- 
женные значения нулей (Tricomi, 1949). Из п. 10.15 ясно, что надо различать 
три случая. «Первые» нули — это такие, для которых т остается ограни- 
ченным, когда й-> оо; они изучаются с помощью формулы 10.15 (2). «Сред- 

п 
ние» нули — это такие, для которых | т — | остается ограниченным, когда 

2 

п —> со; их можно вывести из 10.15 (8). «Последние» нули, для которых пт 
остается ограниченным, когда n—>oo, выводятся из формулы 10.15 (10). 
Получающиеся приближения дают удовлетворительные численные резуль- 
таты уже при сравнительно небольших значениях п, например п = 10. 

Асимптотические формулы для чисел Кристоффеля могут быть выве- 
цены из 10.7 (7). 

Относительно числовых значений нулей и чисел Кристоффеля для много- 
членов Лагерра Ё„(х) см. Salzer и Zucker (1949). 
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10.18. Неравенства для классических многочленов 

Относительно неравенств для общих ортогональных многочленов и их 
приложений к классическим многочленам см. Сеге (1962, гл. УП). 

В обозначениях п. 10.3 справедлив следующий результат для монотон- 
ной весовой функции (Cere, 1962, теорема 7.2). Если функция w (x) не убы- 

вает (не возрастает) и 6 [a] конечно, то функция У ® (х)| р, (х)| достигает 
наибольшего значения на отрезке [а, 6] в точке 6 [а]. 

Применяя это утверждение к классическим ортогональным многочленам, 
весовая функция которых монотонна, получаем неравенства 

a [Ри (х) 5 —l<x«<l, (1) 

1—х\2 "4 1 
( x)’ * | Pex) <1, —1<х<Ь 9>-—5, (2) 

Xx 

е 211, (х) |< x > 0. (3) 

Другой плодотворный путь вывода неравенств связан с теоремой 
Сонина — Пойа (Сеге, 1962, теорема 7.31.1 и сноска). Если в дифферен- 
циальном уравнении [А (х) yy + ф (x) y= 0 (4) 

функции R(x) и $ф(х) положительны и имеют непрерывные производные 
и если А (х)ф (x) монотонно, то последовательные (относительные) макси- 
мумы |у| образуют возрастающую или убывающую последовательность 
в зависимости от того, убывает или возрастает функция А (x) ф (х). 

Следующие ниже результаты могут быть получены путем конструиро- 
вания дифференциального уравнения, которому удовлетворяют рассматри- 
ваемые функции, и последующего применения теоремы Сонина — Пойа. 

Последовательные максимумы для |P,(x)|, п>2, при возрастании + 
от 0 до 1 образуют возрастающую последовательность. (Это соответствует 

неравенствам (1).) Последовательные максимумы V sin 8|P, (cos 0) |, п > 2, 
п 

когда 9 возрастает от 0 до >? образуют возрастающую последовательность. 

В качестве приложения можно доказать, что 

Vand | P, (cos |<, б<90<л. (5) 

Далее, | |< ЕО, exc, (6) 

Для многочленов Гегенбауэра 

тах, [Ch [= Ch =“, A> 0, (7) 

BE [ta |= [Cha =| De 0 
—m<A<0, A—ne целое, 

2 | (A) mel 
m!V Qm +1) QA + 2m +1) ” 

—m—5<1<0, A — не целое, 

(9) ^ max С (х) |< ах | Эт +1 | 

А, — \A-1 
(sin 0)? | C4 (cos 6) | < (5 ra, o<a<l, 0<60<л. (10)
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Для многочленов Якоби положим 

4 = тах (а, В) (11) 
и получим 

д | PO B(x) | ax Рено = ("19"), 12 mt | max PaO (21) Г 7 

a>—l, р>—Ь 9>2—- 9 e 

1 
Если —1<о, В < ——-, то абсцисса точки наибольшего максимума для 

| Po B) (x) | является одной из двух ближайших к ху = (B — a) абсцисс 
п (a +B + 1) 

точек максимума, и этот максимум имеет порядок Va’ когла n—>oo. Из 
n 

оценок при больших значениях п мы отметим лишь 

a” pi, В) (х) = O(n") = max{2m +a, 2m +f, т 13 т Pn =0(n), а= emp, m—z}, пс (13) 
Для частного случая многочленов Яагерра L° мы уже имели оценку (3) 

Границы для [„ могут быть получены отсюда путем использования соот- 

ношения 10.12 (39) при В =0. В результате получаем 

x 

2 Le (x) |<G@+), (17°, а>0, (14) 

5
]
 

> 

0, _1 [Le (x) | < [2— @-+ 1), (")-е*, —1<а<0. (15) 

Следующие результаты могут быть доказаны путем применения теоремы 
Сонина — Пойа к дифференциальным уравнениям, которым удовлетворяют 
соответствующие функции. 

При любом вещественном а последовательные максимумы функции 

a е “Хх | Le (x) | 

образуют возрастающую последовательность, если 2n-+-a+1>1 un 

зат, х > max . 
0, 2n+-a-+1 

Последовательные максимумы функции 

ха 1 
-= >t 22° 4) га е "x | 29 (x) | 

образуют возрастающую последовательность при условии, что x >0 u 

1 2 20 x > max (0, т].
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Последовательные максимумы функции 

x 

2 L& 

е * [La (s)| 

образуют убывающую последовательность, когда а > —1и 

(2a 1) 2n+a+41) О<х< 1 , 

и возрастающую последовательность, когда a> —1и 

> COHN Cntat) | 
a+ 1 

Последовательные максимумы функции 

_х & 
е 7x? LY (x) 

образуют убывающую последовательность, если 

0< x <2n+a+l, 

и возрастающую последовательность, если 

х > 21 а-+1> 0. 

Все эти утверждения содержатся в следую'цих более общих результатах. 
При вещественных @ и В последовательные максимумы при x > 0 функции 

Хх 

е ? x? | Li (х)| 

образуют возрастающую. или убывающую последовательность в зависимости 
от 10го, имеет ли выражение 

4В (В — a) (a — 2B) + (21 4-4 + 1) (20 — 4B + 1) « — (a — 28 + 1) x? 

отрицательные или положительные значения. 
Относительно асимптотических оценок см. Сеге (1962, теорема 7.6.4); 

улучшение этих оценок может быть выведено из разложения Трикоми 
0.15 (4). 

Границы для многочленов Эрмита можно вывести из (14) и (15) с по- 
мощью соотношений 10.13 (2) и 10.13 (4). См. также Sansone (1950а). 

2 

exp (=) | Ham 91 < 287! (2 — Bm), (16) 
x? xt exp (— =F) | Hams 91 < 242 (m+)! msn (17) 

(5) 2 n 2 = = r= + (77), (18) 
n! 

Крамер (Н. Сгашег) доказал, что 

ехр (-- 5) (x) |< kV 2'n!, (19)
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где А — постоянная, для которой Charlier (1931) дал приближенное значе- 
ние 1,086435. Sansone (1950) дал границы, справедливые при комплексных 
значениях переменных. 

С помощью теоремы Сонина — Пойа можно доказать, что при x 20 
последовательные максимумы функции |Н,„(х)|, равно как и максимумы 

x? 
exp (— >| | 7, (х)|, образуют возрастающую последовательность. 

Пусть и; „ есть /-й относительный максимум функции f (x) | Ри (х) |, 
где /(х) — фиксированная неотрицательная функция и {ри (х)} — последо- 
вательность ортогональных многочленов. С помощью теоремы Сонина — Пойа 
можно доказать свойство монотонности И, „, Когда г возрастает и п фикси- 
ровано. Изучение числовых таблиц привело Джона Тодда к некоторым 
предположениям относительно свойств монотонности Uy, , при фиксирован- 
ном Ги возрастающем п. Эти результаты были позже доказаны. Пусть 

1(х) =1 pn (*) = Pr (*) 

и максимумы нумеруются OT точки x = 1 (влево). Cooper (1959) доказал, 
что иг, п Является убывающей функцией OT п при достаточно больших зна- 
чениях м. Szegd (1950) доказал, что это справедливо для всех п > и--1. При 

f(x)=1, Pye) = Су (<) 
р п! Их, п о 6 Szasz (1950) доказал, что Ги 2A) является убывающей функцией 

x 

Хы =е 7, pals) = (x). 
J. Todd (1950) доказал, что U;,, является возрастающей или убывающей 
функцией от п, в зависимости от того, нечетно или четно г. 

Р. Тигап заметил, что 

и, =P» (), —1 <x <l, 

удовлетворяет неравенству 

и — ии 0. (20) 

от п. Для 

Szeg6é (1948) привел много доказательств этого неравенства и показал, 
что оно удовлетворяется также для функций 

— C* (x) ntC* (x) 
ee = — | <«<l 

Chl) (2A), 
L(x) п! LY (x) 

Ив = == , ’ 

Li(0) (+1), 
Uy, = A, (x). 

Эти результаты были передоказаны, уточнены и обобщены. Рассматривались 
определители, элементами которых являются ортогональные многочлены, 
а также были проведены относящиеся сюда исследования. Их выпол- 
няли Madhava Rao и Thiruvenkatachar (1949), Sonsone (1949), 52457 
(1950a, 1951), Beckenbach, Seidel и Szasz (1951), Forsythe (1951). См. также 
J. L. Burchnall (1951, 1952).
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10.19. Задачи разложения 

Разложение заданной «произвольной» или аналитической функции в ряд 

по ортогональным многочленам весьма детально изучалось многи` и авто- 
рами. Этот вопрос не относится в полном объеме к содержанию настоящего 
руководства, и поэтому будет достаточно дать краткие указания на наибо- 
лее важные результаты. Дальнейшую информацию можно найти у Cere 
(1962, особенно гл. IX), Качмажа и Штейнгауза (1958). 

Пусть функции {р„(х)} образуют систему ортогональных многочленов 
относительно весовой функции w(x) и промежутка [а, 6]. Предположим, 

что выполнены предположения п. 10.1 и 10.2, и обозначим через LE, p> 1, 

класс функций, для которых существует и конечен интеграл Лебега 

Db 

fife Pro ах 
Положим , 

n= J [Pa (9? в (x) ах (1) 
и назовем ° 

b 

a, = he! J Л (x) p, (х) ах (2) 

коэффициентами Фурье, ° 

> AnPn (x) (3) 

(обобщенным) рядом Фурье функции f (x) относительно системы {ри (х)} 
ортогональных многочленов. Мы будем говорить, что ряд (3) сходится 

в пространстве [2 функций f (x), если имеет место соотношение 

b 

] lf (^) — Sp (<) Рш (х) ах>0 при n>o, (4) 

а 

где 5„ (х) — 1-я частичная сумма ряда (3). 

Приближения в lL‘ были изучены в п. 10.2, и из полученных там резуль- 

татов следует, что в случае конечного промежутка [а, 6] ряд (3) сходится 

В [2 к f(x) для любой функции f (x) из [г Сходимость в Lf была изу- 

чена в работах: Pollard (1946, 1947, 1948, 1949) и Wing (1950). Для много- 
членов Якоби, определяемых формулой 10.8 (1), Поллард доказал сходимость 

в Li, при условиях 
| | 

max (2 BI af I ЕТ). (6) бо 3, Е, << 45 т, OBI 

Для многочленов Гегенбауэра имеем 10.9 (1) и сходимость в [4 при 

2-1 2-1 
А > 0, Г <Р <= —. (7)
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Наконец, для многочленов Лежандра w (x) =1, и мы имеем сходимость B LF 

при 

3 <р<4 (8) 

В п. 10.2 было отмечено, что случай бесконечного промежутка приводит 

к дополнительным затруднениям. Тем не менее при р =2 сходимость в LF. 

была доказана для многочленов Лагерра при a > —1 и для многочленов 
Эрмита. 

Будем говорить, что ряд (3) сходится к /(х) при фиксированном зна- 
чении х или на заданном отрезке, если для данного х или для всех х из 
данного отрезка выполняется равенство 

Sy (Хх) > Л (х) при n—->oco, 

где через $„(х) снова обозначена 7-я частичная сумма ряда (3). Этот тип 
сходимости (называемый иногда «поточечной сходимостью») налагает гораздо 

более строгие ограничения на функцию f (x), чем сходимость BL? 
Rau (1950) изучил сходимость разложений функции f (x) в ряд по мчо- 

гочленам Якоби, таким, что а > — 1, В > —1 Он доказал, что функция f (х) 
непрерывна и имеет кусочно непрерывную производную, если разложение 
равномерно сходится к f(x) на любом отрезке вида — 1 < х<|р— в, 
ё > 0. 

Caton и Hille (1945) с помощью интеграла Лапласа изучили суммируе- 
мость по Абелю рядов по многочленам Лагерра. 

Асимптотические формулы, такие, как 109.14 (1), 10.14 (7), 10.14 (190) и 
10.15 (1), 10.15 (18), позволяют установить связь между сходимостью орто- 
гональных разложений и сходимостью некогорых связанных с ними рядов 
Фурье. Это является предметом так называемых теорем равносходимости. 
В качестве примера приведем теорему равносходимости для многочленов 
Лежандра (Нааг, 1918). Она формулируется следующим образом: 

Пусть функция | f (x) |? интегрируема на отрезке [—1, 1], и пусть Sy (Хх) 
является N-H частичной суммой разложения f (х) по многочленам Лежандра, 
а 0, (9) — п-й частичной суммой разложения функции f (с0$ 09) в ряд Фурье 
по косинусам кратных дуг. Тогда имеет место соотношение 

$п (с03 9) —o, (9) >0 при n>oo, 0<09<л. 

Такие теоремы равносходимости в сочетании с условиями сходимости 
рядов Фурье позволяют исследовать сходимость ортогональных разложений. 
Теоремы равносходимости для многочленов Якоби, Лагерра и Эрмита даны 
Сеге (1962, гл. 1Х). Сеге принадлежат также некоторые результаты, касаю- 
щиеся поведения таких рядов в конечных точках основных промежутков. 

Рассмотрим теперь разложения аналитических функций. Областью схо- 
димости рядов по многочленам Якоби являются эллипсы с фокусами в точ- 
ках + 1. Любая фупкция, аналитическая внутри такого эллипса, может быть 
разложена в нем в ряд по многочленам Якоби (a, В > —1). Если функция 
аналитична вне такого эллипса и обращается в нуль на бесконечности, то 
ее можно разложить в этой области в ряд по функциям Якоби второго рода 

0 В (а, В> —1) (см. Cere, 1962, п. 9.2). 
В случае многочленов Лагерра область сходимости ограничена парабо- 

лой, симметричной относительно вещественной оси, с фокусом в начале 
координат и обращенной вершиной влево. В случае многочленов Эрмита 
областью сходимости является полоса, симметричная относительно веще-
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ственной оси. В обоих случаях область сходимости не ограничена. Поэтому 
для того, чтобы функцию можно было разложить в ряд по многочленам 
Лагерра или Эрмита, она, кроме условия аналитичности в соответствующей 
области, должна удовлетворять некоторым условиям на рост в бесконеч- 
ности. Разложение в ряды по многочленам Лагерра изучал РоПага (1947а), 
а в ряды по многочленам Эрмита — Giuliotto (1939) и Hille (1939, 1939а, 
1940). 

10.20. Примеры разложений 

В этом пункте мы перечислим некоторые ряды по ортогональным мно- 
гочленам, суммы которых могут быть даны в замкнутой форме. Число 
известных в настоящее время таких рядов невелико, за исключением рядов 
по многочленам Лежандра, Эрмита и Лагерра. Многие из рядов, приведен- 
ных здесь, были вычислены Трикоми. Вычисление коэффициентов таких 
разложений основывается на формуле 10.19 (2). При этом для того, чтобы 
упростить полученный интеграл, часто используется формула Родрига (или 
ее обобщение) с последующим интегрированием по частям (ср. второй 
абзац п. 10.7). 

В следующих ниже формулах мы будем часто использовать введенные 
в гл. 6, 8, 9 обозначения для вырожденной гипергеометрической функции 
и некоторых связанных с ней функций. 

Ряды по многочленам Якоби. Обозначения п. 10.8. Мы пред- 
полагаем всюду, что а, В > —1, a hy определено равенством 10.8 (4). 

1 sgn x=eot У, и par BHD Gg) р@ В (4), —1<х<Ь (1 
n=1 

Здесь 0 
при x >), 

— 2 
вп { при x <0 ©) 

И 

1 

__ Pr (a+ 6 4-2) —а—В-1 — ха (1 B my В 

= Tethreth - | и» ан» ая" а-я) ах 

Заметим, что в разложение (1) на самом деле входят лишь члены, соответ- 
ствующие нечетным значениям п. 

(1x = 2° Tat p+)x 
ху Га ао pM oy, в 

n=0 
Гира Ги -а-ЕВ-Ер-2) 

р < пи (#1 5+): —1<х<1 

ху — юнл-(@а-+8)/2-1 ~ C(a+a+6--]) . (а, В) 
eiXY — (21у) (a+ тире Мь m (215) Р‚ (x) (4) 

—l<x<l, 

где 
b я — В паи Steet
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О производящей функции см. 10.8 (29); о билинейной производящей функции 
см. Watson (1934), Erdélyi (1937a) и Bailey; о некоторых разложениях в про- 
изведения многочленов Якоби см. Ваетап (1904, 1905). 

Ряды многочленов Гегенбауэра. Обозначения п. 10.9. По- 
стоянные 2, определяются формулой 10.9 (7). 

их У OED OR Сы ©) 

>-—5. —l<x<l, 

ро Pe Пе» on 
(a= Fe ГОТ ++) Memeo py 0. © 

—l<x«<l, —p<4t', если A> O, 

<», если 5 <А< о 

eitY — Г (2) (Урень —l<x<l, A>0, (7) 
n=0 

1 

(y sin sin 0) 2 J 1 (y sin @ sin 9) e 
iycos pcos 0 __ 

2 

— А ~ n ni(n+Ad) 

=V2y го м боге» Х 

Inia (5) Ch (cos $) Ch (cos 0), О<ф0<л, ADO, (8) 

о-^@,, (в) =2^ Г (A) У а 272g (2) Cn gn (Z) Ch (cos), (9) 
n=0 

где 

|zet Pl < |Z), wo = 27+ 7 — 221 cosy 

Cy, (в) = с, Jy, (в) 4+ C2 J_4 (®) 

является произвольной цилиндрической функцией в смысле Сонина и Ват- 
сона (Ватсон, 1949, п. 3.9). В случае с. == 0 ограничения на г, Z могут быть 
опущены. 

Некоторые разложения в ряды по многочленам Гегенбауэра были ука- 
заны в п. 10.9; о билинейной производящей функции см. Watson (1933Ь). 

Ряды по многочленам Лежандра. Обозначения п. 10.10. По- 

стоянные Zp, определяются формулой 10.10 (4). Все разложения справедливы
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при —1 < х< | или 0 < 9 < д, за исключением особо отмеченных случаев. 

с т) [2 
r= Ус" "+5 2). Рот (x), 9 >—1 >—1, (10) 

0 | 

ит 5+). 
о (5-5) 

xPsgn z= У" (2m +3) =F ft Pan (2), 9 >—1, (ID) 
т =0 (+5). 

241 (о), 3 
(= = 2 ED ET UE oy PA #>-1 и 

n=0 

ат 4т 1 ; 
УТ ® => 3-У (Om —1) би 5) Sah 2m(*) |, (13) 

ip 

e = Yelp, (соз 0), O<P<O<xn, (14) 

ай соз? [5 — cos’ (=) n=0 

In 1+— =У (n-+1)7! P, (cos 0). (15) 
sin (>) n=0 

Полагая в формулах (7), (8) и (9) A= > получаем ряды, содержащие функ- 

ции Бесселя. Производящие функции даны в формулах 10.10 (У) и 10.10 (У. 
Ряды многочленов Лагерра. Обозначения п. 10.12. Мы пред- 

полагаем повсюду a > — |, х> 0. 

=Taate+h У, mae Li (x) —e<1+min (с 5 — т). (16) 

n=0 
+n-+ 1) 

. (n— 1)! a p(a+l)—Inx=P(a+l) L(x), (17) 
х Га" 1) 

— e**¥ Ei [— max (x, у)] = У НИТ, (%) 11 (у), хуУ>0, (18) 
n=0 

ex T (a, x)= У (п- 07! [1 (4), (19) 
n=0 

e**Y (ху) “Г fa, max (x, y)] y [a, min (x, у)] = 

. п! 
— 0 L(y), 20 

rar} (2+ 1) @)n+1 bn (2) En (9) )
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Pd (ay) | (учет {т fa, max(x, y)] ——S 

=X Рае) Li (x) Lo (у), x, у> 0, (21) 

епт (х, У) — ] + У [Ln (x) — Ви- 1 (%)] [En (у) — Ln-1 0], (22) 
n=1 

_@ (x+y) 

(ху) 2e@ % eH M@ [а, ef min (x, y)] = 

Li (x) LE (у), Rea > 0, (23) >>) ЕН 

1 a — —1)! а а eka —H (x—y)= у rere 1941 (у) 15 (2), (4 

O< x, у. 

В формуле (24) x, y>0; H(z) =0, 1/2, 1, в зависимости от того, имеем 
ли мы 2 < 0, 2 =0, 2> 0. 

о-в _ (a+8) оо 
ху боль x) = Ут Сяо 219"), (25) 

Г (a) У (ра) = У и а) 111) “<>, (26) 

n=0 

(l—y)“® [a (a, < >) = Ye on "12-1 (x), х> 0, Ly] <1,¢>0. (27) 

Другие ряды многочленов Лагерра cm. в 10.12(V) и 10.12 (УП). Разло- 
жения 10.14 (11) в случае, когда В является целым числом > — п, превра- 
щаются в разложения по многочленам Лагерра. 

Ряды многочленов Эрмита. Обозначения п. 10.13. 

т „СЯ 
m=0 

т) Faye (27) 
m=0 

Vx Erfi [min (x, у] = WY omar (4) Homi (Y) x, y>0, (30) 

fad 9° +1 (2m +41) (2m +1)! | 
m=Q
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x? QV V 2, 

“ХР |=) Day (4) = Г (—v) м (т) 22т тр 61) 

1 = (т _* 
2 от ( 1) Нэтз 1 (75) 30 

“ХР (77) Davi (4) = Г (— v) (т — \) 2°41 (97) me 

—_а 1. х?у __ к (2) т т а)“ Фе 5; у) = № aT Mm < 89 

2 

2+) (4 53 тру) = Yt pr yam) = @9 
0 

Другие ряды по многочленам Эрмита см. в 10.13 (У). 
Ниже приводится список, указывающий методы вывода этих разложе- 

ний; здесь даны также ссылки на дальнейший материал, касающийся беско- 
нечных рядов классических многочленов. 

Ряды многочленов Якоби. Коэффициенты были вычислены 
с помощью интегрирования по частям. Относительно других примеров см. 
Brafman (1951). Ниже указано, как получены соответствующие формулы. 

(5) Из (1) с помощью 10.9 (4). 
(6) Из (3) с помощью 10.9 (4). 
(7) Из (4) с помощью 10.9 (4); Ватсон (1949, стр. 401). 
(8) Ватсон (1949, стр. 403). 
(9) Ватсон (1949, стр. 398). 
Ряды многочленов Лежандра. Многие примеры получаются 

из рядов для многочленов Якоби или рядов по многочленам Гегенбауэра 
с помощью 10.10 (3). Много других примеров содержится в книгах о функ 
циях Лежандра. Некоторые примеры см. у Tricomi (1936, 1939—1940). 

(16) Tricomi (1948, стр. 332). 
(17) Тозсапо (1949). 
(18) Neumann (1912). 
(19) 9.4 (5). 
(20) 9.4 (4). 
(21) Watson (1938). 
(22) Tricomi (1935), Doetsch (1935). 
(23) Erdélyi (1936). 
(24) Tricomi (1948). 
(25) Toscano (1949), 
(26) 6.12 (3). 
(27) 6.12 (5). 
Некоторые примеры рядов по многочленам Jlareppa см. у Erdeélyi 

(1937, 1938). 
(28), (29) Из (16) с помощью 10.13 (2) и 10.13 (3). 
(30) Из (3) с помощью 10.13 (2) и 10.13 (3). 
(31), (32) Тисопи (1950а). 
(33), (34) Из (27) с помощью 10.13 (2) и 10.13 (3).
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10.21. Некоторые классы ортогональных многочленов 

Помимо классических ортогональных многочленов существуют иные 
классы специальных ортогональных многочленов, теория которых детально 
изучена. Мы опишем некоторые из них, ограничившись лишь кратким упо- 
минанием для многочленов, изученных в книге Cere, и приводя детали 
для многочленов, изложение теории которых менее доступно. 

Многочлены С. Бернштейна и Г. Сеге. Эти многочлены 
соответствуют отрезку [—l, 1]. Их весовая функция w(x) имеет одну из 
следующих форм: 

1 V1i—x 1 Е: 

от’ р) ’ р) F 14x! 
где о (х) — многочлен степени J, положительный на отрезке —1<х<1. 
Формула Кристоффеля 10.3 (12) указывает на наличие связи между этими 
многочленами, с одной стороны, и некоторыми многочленами Якоби, с дру- 
гой стороны. 

Эти многочлены были введены Szegé (1921) и изучены Бернштейном 
(1930, 1932). См. Сеге (1962, п. 2.6). 

Многочлены Гейне и Ахиезера. Многочлены Гейне соответ- 
ствуют отрезку [0, а] и весовой функции 

® (x) = ‚ 0<а<6. (1) 
V x (a— x) (6 — x) 

Они связаны с эллиптическими функциями Якоби. 
Heine (1878—1881, том 1, стр. 294—296) показал, что многочлены сте- 

пени п удовлетворяют дифференциальному уравнепию вида 

ое 9—2 + 
+- [a+ Вх — n(2n — 1) х?] у=0, (2) 

p (4) = x (а — x) (6 — x) 
и о, В, Y— некоторые постоянные. ITO дифференциальное уравнение имеет 
четыре особые точки регулярного типа и, следовательно, относится к урав- 
нениям типа Гейне. 

Ахиезер (1934) изучил ортогональные многочлены, связанные с отрез- 
ком (—1, 1) и весом 

где 

[6 —х| »> —l<x<a um b<x <l, 
ш (х) =1 V (1 — x’) (a— x) (b—x) 

0, a<x<b. 

Здесь —l<a<b<1 и с зависит OT au b. Эти многочлены также свя- 
заны с эллиптическими функциями. 

М ногочлены Полачека. Недавно Полачек определил некоторые 
семейства ортогональных многочленов, которые являются обобщениями 
классических ортогональных многочленов. Весовые функции, связанные 
с многочленами Полачека, не удовлетворяют некоторым условиям, которые 
обычно налагаются в общей теории. (Грубо говоря, они слишком быстро 
убывают в окрестности концов промежутка.) Таким образом, эти многочлены 
важны, как легко получающийся пример некоторых «нерегулярных» фено- 
менов в общей теории ортогональных многочленов.
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Конечный отрезок. Пусть a, 6, А — вещественные параметры, a >| b| 
A > —1. Положим 

—1<х=с05$0<1 0<0<хл, (3) 

и введем сокращенные обозначения 

= 260399 _ ax + b (4) 

sin 0 Vi—x? 

Многочлены ph. (x; a, 6) определяются с помощью рекуррентных COOTHO- 
шений 

РА =0, РТ, (5) 

пр — 2 [(п— 1-х Ph_,+(n+24—2)P*_»=0, (6) 

n=1,2,... 

Эти многочлены были введены в статьях Pollaczek (1949a) для = 

и (1949c) для Вей, > 0и изучены Szegé (1950а). Некоторые связанные с ними 
многочлены также были изучены в работах: Pollaczek (19495, 1950а). 

Умножая равенства (6) на 2” и суммируя, получаем простое диффе- 
ренциальное уравнение первого порядка для производящей функции. Отсюда 
выводим, ЧТО 

—^+й 
( У Ph (x; a, 6) г" = (1 — ze”) paze ", |2 [< (2 

n=0 

Сравнение с 10.9 (29) и 10.10 (39) показывает следующие связи с многочле- 
нами Лежандра и Гегенбауэра: 

1 
ли... Ar 2... Ри (х; 0, 0) = Cr (х), Pi (<; 0, 0) = P(x). (8) 

Эти многочлены ортогональны на отрезке (4), весовая функция имеет вид 

w™ (х; a, b) = + 22-101) (sin 0)2*-1 Г (A+ it) |. (9) 

1 

Сеге изучил асимптотическое поведение многочленов ря (x; а, 6), когда 

х — фиксированное число, лежащее между —1 и 1, ип-> 00. 
Используя производящую функцию (7) или рекуррентное соотноше- 

ние (6), можно доказать, что 

п! Ph (x; а, 6) = (2A), ein® oF i (—n, A+ it; 2A; 1—е-210). (10) 

Это выражение через гипергеометрические многочлены приводит к многим 
дальнейшим формулам для многочленов Полачека. Следует отметить, что # 

зависит от X, а потом ph не удовлетворяет никакому ди еренциальном 
п 

уравнению. Формулы, связывающие ph с различными значениями A, выте- 

‘кают из (10), как следствия формул, связывающих смежные гипергеоме- 
трические ряды.
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В работе: Pollaczek (1950c) введена более общая система многочленов, 
зависящих от вещественных параметров а, В, с, A, где 

либо а>|6|, 2A+ec>0, 60, 

либо а>16, АЕ, c>—t1, | (11) 
Многочлены ph (x; а, b, с) удовлетворяют рекуррентным соотношениям 

Ph, = 0, ph = 1, (12) 

(nc) Ph—2[(n—1 + A+ a4 ох Pr_y+(n4+204+¢—2) Ph_, 0, 
n=1, 2,.., (13) 

(Здесь использованы для краткости обозначения (3) и (4).) 
Полачек вывел производящую функцию для этих многочленов и дока- 

зал, что они ортогональны на отрезке (4) относительно весовой функции 
вида 

w (x: a, b,c) = 

_ (2 $110)2^-1 е(209-м)! on) 12 __ 14. 221 |-2 = ро bore геи | oF, —A-+ it, сели: е |”. 

(14) 
Рекуррентное соотношение (13) является уравнением в конечных раз- 

ностях для Р, рассматриваемого как функция от п Это равенство позволяет 

выразить Р^ (x; а, 6, с) через гипергеометрические функции. Это выражение 

слишком сложно, и входящие в него гипергеометрические ряды не являются 
многочленами. Полагая 

д EAE) +т0р (е п, АНИ: 20; 1 —e 2%), 
~ T(e+n+1)P QA) 

B,= eee (2 sin 0)!-24 gi Ch+e+n-1)0 yy 

x oF, И — 2A —ce — п, 1—A-+- it; 2—2); 1— ¢~ 7/8) | 

получаем выражение 

А-В, — A,B_ 
РА (x; a, 6, c) = ==14 п, 

Это выражение справедливо, если 2A не является целым числом. Существует 
другая форма записи, справедливая и при целых значениях 2A. Если с = 0, 
то А_, =0. В этом случае равенство (15) сводится к (10). 

Бесконечный промежуток. Для бесконечного промежутка — со < х < со 

Pollaczek (19505) ввел систему многочленов ph (x; ф), где 

(15) 

А. > 0, О<Ф<л (16) 

являются параметрами и 

Phi =0 РА=1, (17) 

n ph. —2[(n—1-+A)cosg+<x sing] ph, +-(n —2-+-2A) Ph, =0, (18) 

n=l, 2,...
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Очевидно, что эти многочлены могут быть получены из многочленов, опре- 
деленных формулой (6), путем замены 8 на ф и Ё на x. Производящая 
функция имеет вид 

со я ОА И 

У Phx; ф г" = (1— ze!) ze к (19) 
п =0 

а весовая функция 

w (x; 9) = + (2 sin фе 7) ¥ 1 Г (A 4 ix) Р. (20) 

Эти многочлены могут быть выражены через гипергеометрические ряды 
в виде 

п! Р^ (x; ф) = (20), e/?? oF, (—п, A+ ix; 2a; 1—9), (21) 

Их ввели Meixner (1934) и У. Hahn (1949). Для этих многочленов 
существуют представления с помощью конечных разностей, аналогичные 
формуле Родрига (Тозсапо, 1949). Полагая 

SF (x) =F (x +-5)—F(x—5), 

Е (x) = 6 [65° Fo], k=2,3,..., 
мы имеем 

ay 0G (2+5, x) 
п! G(A, x) , PECs; 9) = (22) 

где 

_ TA+ix) _ 2 
G1 Y= та aa 

10.22. Ортогональные многочлены дискретного переменного 

Конец этой главы мы посвятим краткому рассмотрению некоторых 
систем ортогональных многочленов, для которых функция распределения 
a(x) в п. 10.1 является функцией скачков и соответствующее определение 
скалярного произведения имеет вид 10.1 (3). Точками, в которых функция а (х) 
разрывна, являются х; и мы будем использовать функцию скачков | (xX): 
скачок @(х) в точке «= x; равен j (x;). Таким образом, соответствующее 
определение скалярного произведения имеет вид 

(фь G2) = DJ i) G1 (9 Ge (i), (1) 

и функция скачков соответствует весовой функции, использованной в пре- 
дыдущих пунктах. Мы будем предполагать, что функция скачков положи- 

тельна, причем сумма di) конечна. Многие результаты вводных пунк- 
1 

тов этой главы остаются справедливыми для скалярного произведения 
вида 10.1 (2), и, следовательно, они справедливы и при определении скаляр- 
ного произведения (1). 

Мы будем выбирать точки x; целыми, а< х; < 6. Чаще всего встре- 
чаются промежутки и функции скачков, указанные в приводимой ниже
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таблице. Связанные с ними ортогональные многочлены соответствуют клас- 

сическим Оортогональным многочленам дискретного переменного и, как 

правило, детально изучены. 

Многочлены дискретного переменного 

а b J (x) Название: Многочлены 

0 N— 1 1 Чебышева 

0 № pqnh-* ( ^ Кравчука 

е-‘ах 
0 со Tat Шарлье 

0 со сх We Мейкснера 

(В). (\)х 0 со 16) В. Гана 

Все эти многочлены имеют много общих свойств, среди которых мы 
отметим лишь конечно-разностный аналог формулы Родрига 

py (©) = “eS ee (2) 

где K,—mocTosHHple, X (х) — многочлен OT x, коэффициенты которого 
не зависят OT п, и Л — разностный оператор вида 

AfwM=feth—sf(H, НУ) = АМА” S(O] п=ЬОа,... (3) 
Обратно, это свойство характеризует перечисленные выше ортогональ- 
ные многочлены в том смысле, что любая система ортогональных много- 
членов, для которых справедлива формула Родрига, может быть сведена 
к одной из перечисленных выше систем (Hahn, 1949, Weber и Erdélyi, 1952) 
Доказательство аналогично проведенному в п. 10.6 и потому опущено 

Доказательство свойства ортогональности этих многочленов может 
быть основано на формуле (2) и «суммировании по частям» (то есть на 
преобразовании Абеля). С другой стороны, может быть использован метод 
производящих функций. 

10.23. Многочлены Чебышева дискретного переменного 
и их обобщения 

Многочлены Чебышева ty (х) применяются для уравновешивания наблю- 
дений по способу наименьших квадратов. О свойствах этих многочленов 
см. в работах: Cere (1962, п. 2.8), Jordan (1921 и 1947, гл. VIII), а также 
сделанные там ссылки. 

Определение и свойство ортогональности: 

tn (ey = mar] (м) n—0,1,...,N—1, (1) 

2n +1 

N-1 

У (x) ty (x) = М(М№? — 12) (№ — 22)... (№? — п?) bmn 0) 

х=0 

т, п= 0, 1,.,., М— 1.
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Симметрия и «центральные значения»: 

ty (М —1— x) = (-1)"ty (Х), (3) 

tan (AS) = em: (2" 2 

tom 1 | = 0, 

Разностное уравнение: 

(x +2) («— М-+-2) А, (x) + 
+ [2х — М-Е3 — п (n+ 1] А, (x) —n(n+1) tp (x4) =0. (5) 

Рекуррентная формула: 

(n+ 1) Engi (4) — (22+ 1) (24 —N $1) ty (пм — т) =0, (6) 
n=l, 2,... 

(4) 

Связь с многочленами Лежандра: 

lim N~"t, (Nx) = Py (2x —1). (7) 
№- со 

Обобщение многочленов Чебышева может быть получено с помощью 
следующего определения: 

__ i х! (6) хп (Вх (У)х 

roi B= Sra Sem Once | ©) 
В частности, | 

pals Боле щтм [(*) (*1")|. (9) 
Из этой записи непосредственно видно, что 

ри (х; 1, 1— М, 1— М) = ty (х). (10) 

Некоторые многочлены, которые ввел Bateman (1933), также являются 
частным случаем (8). Многочлены (8) ввел Hahn (1949). Они связаны 
с функцией скачков 

(25 вел, 8) = би. (11) 
Явную формулу 

Ри (Хх; В, У, §) В», (—n, —*x, Ву ВЮ, (12) 

и рекуррентные соотношения дали Weber и Erdelyi (1952). 
Имеется связь с многочленами Якоби 

lim у "р, (ух a+], v, Y—B) = re) PP (2х +1), (13) 
yoo 

10.24. Многочлены Кравчука и аналогичные им многочлены 

Многочлены, связанные с биномиальным распределением в теории вероят- 
ности, были введены Кравчуком (1929). Их изучали Aitken и Gonin (1935), 
перечень их свойств можно найти в книге Сеге (1962, п. 2.8.2). 

Положим 

р>0, 9>0, ptgq=1, М — положительное целое. (1)
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Определение, функция скачков, свойство ортогональности: 

п Хх „№М-х+л во =< <b" LW = 9)! “ p*q | И Q) 
ni p-gN-* (x — n)!(N — x)! 

i (x) =| ) pa" *, (3) 

. N ‚ 
У F(X) Е, (х) Ry (Хх) = ( h ) Pa" mn m,n=0,1,..., №. (4) 

x=0 

Явное выражение, производящая функция: 

— fl x __ —__ . — м’ _ В. а") n, х— М: хп: >. (5) 

N 

ХУ! n(x) =" = (1+ gz)* (1 — рг)\ 7%. (6) 
n=0 

Явное выражение указывает на связь с многочленами Якоби; Cere 
(1962, стр. 48) показал (предельные) связи с многочленами Эрмита и много- 
членами Шарлье. 

Частный случай p=q9=5 изучали Gram (1882) и Greenleaf (1932). 

Многочлены 

. _ xt —х-—п "| c* (B) + | ~ 
My (Xx; В, с) = в). < А (x — п)! (7) 

изучены в работах: Meixner (1934), Gottlieb (1938, В = 1) и других (см. 
ссылки в работе: Halin, 1949, стр. 32). Существуют обобщения многочлена 
Кравчука 

Р"тп (= — М, — 4 =n! Ry (X). (8) 
q 

Явное выражение, функция скачков, свойство ортогональности: 

ти (х; В, =>, Р(-», — x, 1—p-—n—x; -)= 

= (On (п, -хв '- т), (9) 
С 

с” (В) 

Xx! 
1(х) = ; (10) 

У, /(%) ти (45 В, ©) my (ху В, © = A! (Вис с), В>0, O<c Kel. 
=) 

(11)
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Симметрия, производящая функция: 

(В) х ти (x; В, с) = (Ви mx (п; В, с), (12) 

У", (x; В, ) = (1-2 aaa [2| < пи (1, |6 |). (13) 

n=0 

Явное выражение (9) приводит к следующим связям с многочленами 
Якоби, Лагерра и Шарлье: 

т, (x; В, с) = п! РФЪ-Ь —Bon— 4) (= — i), (14) 

tim m, (5B, с} = nt 28-1 (9, (15) 

lim I(- Fy’ т, (x В, |= п! L*-" (а) =(—a)"c, (жа. (16) 
B->0o 

Рекуррентные соотношения и уравнения в конечных разностях привел 
Meixner (1934). 

10.25. Многочлены Шарлье 

Многочлены, введенные Шарлье, являются ортогональными много- 
членами, связанными с распределением Пуассона в теории вероятностей. 
Они были изучены многими авторами, среди которых упомянем Мейкснера 
(Meixner, 1934, 1938) и Дёча (Doetsch, 1933). Относительно перечисления 
их свойств см. Сеге (1962, п. 2.8.1) и Jordan (1947, п. 148). 

Функция скачков, определение, свойство ортогональности: 

дне =. a>0, х=0, 1, 2,..., (1) 

oy #! a*—" en (Ki a) = = "| т (2) 

У F(X) Cm (х; а) сп (х; а) =а "т! ди. (3) 
x=0 

Явные выражения, произволящая функция: 

nen a= Yew (7) ($5 (4) 

'(_ —fn 

и O(n, x $I; a», (5) 

Yon < a) = =e? (i — =)’, |z| <a. (6) 

п=0
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Билинейная производящая функция была указана в работе: Meixner 
(1938). 

Симметрия, рекуррентные соотношения, конечные разности: 

Cy (X; а) = сх (п; а), (7) 

ас (X; а) + (х—п— а) Cy (х; а) + псп, (х; а) =0, (8) 

atn (x1; a) + (n—x—a) en (4; ах, Бано © 
Из явного выражения (5) вытекает связь с многочленами Лагерра 

‚ - х- Cy (х; а) = (— а) "п! 177" (а). (10) 

Связь с многочленами Мейкснера указана выше, в 10.24 (16). 



ГЛАВА 11 

СФЕРИЧЕСКИЕ И ГИПЕРСФЕРИЧЕСКИЕ 

ГАРМОНИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ *) 

11.1. Предварительные замечания 

11.1.1. Векторы. Точки в (р--2)-мерном евклидовом пространстве 
(р=1, 2, 3, ...) мы будем задавать с помощью векторов 

b= (Хь Xo, «0+, Хр+2) (1) 

и будем писать u(r) для функции и, зависящей OT Xj, Xo, ..., Хр+о. Длину 

вектора х обозначим через |х| или г. В явном виде она записывается так: 

ии У 8 +... +» 
В п. 11.7 нам встретятся как векторы с тремя, так и векторы с четырьмя 
компонентами. Мы будем их записывать в виде |т|з, |9|, указывая число 
компонент векторов х, 9 соответственно. 

Точки единичной гиперсферы 2, то есть гиперсферы г =1Т в (р-+2)- 
мерном пространстве, задаются единичными векторами 

Б=и = (Er, 6...) бр+2). (2) 

Мы будем использовать буквы Ё, \, 6 для единичных векторов, имеющих 
р-- 2 компоненты. 

Если ) = (Yi, Yo. ..., Ур+2) является вторым вектором, то определим 

скалярное произведение x и у формулой 

(х, 9) = жму, -Е ху. ... + Xnt+2Vp+2 (3) 

Если единичные векторы &Ё, у образуют угол 6, то имеем (&, \) = Cos 6. 
В дальнейшем мы будем пользоваться матрицами (то есть линейными 

операторами, применяемыми к векторам). С теорией матриц можно по- 
знакомиться, например, по книгам: И. М. Гельфанд (1951), А. И. Мальцев (1956) 
и Ф.Р. Гантмахер (1954). Мы будем пользоваться лишь квадратными матри- 
цами. Если М — матрица с общим элементом yj, (А А=1,2,..., P+2), 
то обозначим определитель матрицы М следующим образом: 

det М = det Ир 

*) При подготовке этой главы были использованы неопубликованные 
записи курса, прочитанного Герглотцем (@. Herglotz). Идеи и разработка 
многих доказательств также принадлежат ему.
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Единичная матрица будет обозначаться через /; матрицу О называют 
ортогональной, если 

OO= I, (4) 

где через О’ обозначена транспонированная матрица О. Отсюда легко 
следует, что ОО’ также является единичной матрицей. Вектор, получаю- 
щийся при применении матрицы О или М к вектору г, будет обозначаться 
соответственно Or, Mr. Матрица О ортогональна тогда и только тогда, 
когда для всех х выполняется равенство 

(Oz, Or) = (x, 4) 
Матрицу / можно определить тем свойством, что /х =х для всех г. 

Функция, зависящая OT Xj, Xo, ..., Xp4o, будет называться функцией 

от ги обозначаться через Л (+). (Функции, зависящие от двух или большего 
числа векторов, определяются аналогичным образом.) 

Функция f ($) называется ортогонально-инвариантной, если для всех г 
и всех ортогональных матриц О имеем 

f (Or) = f ($). (6) 
Аналогично функция, зависящая от двух векторов, называется ортогонально- 
инвариантной, если для всех т, \) и всех ортогональных матриц О выпол- 
няется условие f (Or, Oj) = Л (x, \). 

В дальнейшем мы будем использовать гиперсферические полярные 
координаты 

(5) 

г, O1, ..., On Ф, 

определяемые равенствами 

X,=rcos 0;, 

Хо =rsin 0, cos 6., 

Хз =r sin 0, sin 6. cos 93, 
еее , (7) 
X,)=r sin; sin, ... sin 9,_, cos 9, 

Хр+Е =r 31 0, $110, ... sin, cos Ф, 

Хр+2 = Г Уп 01 sinO,... sin, sing, 
rhe r>0 u 

О<9;<л (f= 1,2,..., р), OS P< 2n. (8) 

(p + 2)-мерный элемент объема задается в этих координатах формулой 

dV =r?" (sin 0,)? (sin 95)2-1... (sin 0,) dr 40, ... dd, dg, (9) 

а элемент поверхности единичной сферы 4® — формулой 

dQ = (sin 0,)? (sin 9,)?~* ... (sin @,) dO, ... d0, dg. (10) 

Полная поверхность © единичной сферы 3 может быть вычислена с по- 
мощью этой формулы или из того замечания. что 

со со со р+2 
9 _ —х? —_ 

Г... J exp (#4 — —р,2) dX)... 4х2 = Г. ax = 

-со — > — OO 

oo 

= ГГ {exp (Рау =o [Ра 
и 0
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В результате вычисления получаем 

1+ 
2m 

Г ( 42 
2 

Здесь, равно Kak и далее в этой главе, мы использовали знаки тройного, 
двойного или простого интеграла, чтобы сбозначить интегралы, взятые по 
(p + 2)-мерным, (p + 1)-мерным или р-мерным многообразиям соответственно. 

Функции, определенные на единичной сфере ©, можно рассматривать 
как функции F (5) от компонент единичного вектора &. Выражение 

< — (11) 

[92 ® (12) 
о {9 

означает (p+ 1)-кратный интеграл, который получается, если заменить ком- 
поненты вектора Ё их выражениями через OG), ..., 09», ф и AQ (&) — соответ- 
ствующим выражением по формуле (10). 

Если F, (=), Р. (Е) являются определенными на единичной сфере функ- 
циями, такими, что интеграл 

[ ГЕ, © 2, © 42 (9 
Q 

существует и равен нулю, 10 функции F; (&), Р. (&) называют ортогональ- 
ными на © (Е). Мы будем писать ® вместо © (Е), если переменный вектор 
очевиден из контекста. 

Если явно не будет указано иное, то операгор Лапласа А берется 
относительно компонент г, то есгь 

ле 
— Ox; xs т 

Имеет место формула 

A (ré (r, y)"] — | т (7 — 1) (0, у) +. AU + р 2т) rl (x, 9)”. (14) 

0? (13 

Ox", +2 

(r, 9)? 

Оператор А инвариантен относительно оргогональных преобразований, 
то есть p+2 n+2 

У 02 ~ 02 0 

Md G2 Med oye’? 9 
в=1 А k=1 “А 

где О — ортогональная матрица. 
В полярных координагах (3) мы имеем 

0 [„р+1 9 —2 (31 -p _0 5 p_9 = |r ди] (sin 0,) 50 | (10 9) jor" | + 

49, 9, р O , _ 
+ r~* (sin 0,)~? (sin 0,)! p [sin ,)? ou + 

Au =r 7?! 

20, a yd eg -» 9 _ 
+ r~ (sin 0, sin 0,) -2 (sin 93)? pf | (sin 05)? ди |+ ... + 

г? (91 0,... sin@,_,)7? (sin 0,)7} sp | sind apn |+ 
00, р 00, 

9 0? 
г? (sin0, ... sin 0») re (15)
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11.1.2. Многочлены Гегенбауэра. Многочлены СУ (x), определяемые 

с помощью производящей функции 

(1—2) “= SICK (x)t”, У-0, (16) 
п=0 

называют многочленами Гегенбауэра или ультрасферическими много- 

членами степени п и порядка v. Сеге (1962) обозначает их через р (x). 

Гегенбауэр (1877, 1884, 1890, 1891, 1893) изучил эти многочлены для произ- 
вольных значений Vv. Очерк их теории дан в п. 3.15. Мы будем рассматри- 
вать здесь лишь случай, когда 2% является целым числом, 2у = p= 1, 2, ... 
В этом случае имеем 

1 [+— | | —nyy A+ el 

И () = —4— Sry", 
(21)! ах (n+ 1) (210! ах" 

9—1 giti 
СИЕ (х) — Т x), 18 n ( ) iW (n--t-+1) ах n+l+i ( ) ( ) 

где [ = 0, 1, 2, eee 

gn gq” 1— x 
P(x) = тя (х? — 1)" = Е, (— п, atl; 1. 5 (19) 

является многочленом Лежандра степени п, и 

Tn (x) = [e+ iVI— 9)" + («1 VI— 9)" = (20) 

= of, (- п, п; 5. — =) = (21) 

= cos (п агссоз x) (22) 

— многочлены Чебышева степени п. При у=0 место ультрасферических 
многочленов занимают многочлены Чебышева. Их производящей функцией 
является 

5 In (1— 2tx + А) = У, (n+1)7} To (x) 1, (23) 

n=0 

Из (20) получаем при n=O, 1, 2,... 

\ati ИУ жа 
(ХЕУТЬ— 2) = Ти, (x) +i al Fy Pati). (24) 

Для любого значения v - 0 имеем также 

1 
_ +5 2 п -э СУ) = (2) May) Fn бат. 5) 

+5)" 
Здесь 

()o=1, (а), =а(@ 1... @-п—1), n=1,2,.., 

Равенство (25) вытекает из 3.15 (3) и 2.8 (23).
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Между числами © в (6), h(n, р) в 11.2 (22), квадратом нормирующего 
множителя для многочленов Гегенбауэра 

то oP р—1 р 
N= | [сз И (1—2) 2 dx= ИР (26) 

4 ni (p +2n) | (5) 

полной поверхностью единичной сферы в (p-+ 1)-мерном пространстве 

1+ 
of = Qn ? 57 

Г (te (7) 
7) 

и значением 
р 

2 _ И-РЫ- И! _ (Фа _ "(7.2 
С, (= п! (рт =(-) n (28) 

существует соотношение 
p 1.2 

‚ 2 +5 w’N acy (1) Ant 
, (29) =— h =—- 

Fay ent yr (4) 
nA 

Доказательства формул этого пункта приведены в книге Аппель — 
Кампе де Ферье (1926). 

р 

Функции С? можно изучать, исходя из рассмотрения частных решений 
уравнения Ли -|- А?и = 0 (к которому сводится волновое уравнение в (p-+ 2)- 
мерном пространстве); относительно этого см. А. Зоммерфельд (1956) и 
W. Magnus (1949). 

11.2. Гармонические многочлены 

Назовем многочлен HH, (x) гармоническим многочленом степени п, 
если он является однородным многочленом степени 1 от xX), х», ..., Хр» 
так что Ни (Ar) = A“Al, (x), и удовлетворяет уравнению Лапласа АН (+) = 0. 
Очевидно, что многочлен г7”Н»„ (x) = Hy, (Е) является однозначной непре- 
рывной функцией на гиперсфере © (г = 1) и может быть выражен в виде 
тригонометрического многочлена OT 6), ..., 9», ф. Обозначения те же, что 
иви. 11.1. 

Дифференциальное уравнение в частных производных вида Au-+f (г) и=0, 
где f(r) является заданной аналитической функцией, зависящей только 
от г, аи= и (х), имеет решение вида и = А, (Г) AH, (Е), где A, (&) — произ- 
вольный гармонический многочлен степени Пи А, (г) — решение обыкно- 
венного дифференциального уравнения 

2 

РТ 4) ли pyr R =O. о 
Мы докажем сейчас, что существует 

h(n, р = Фр (2) 
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линейно независимых гармонических многочленов степени п, зависящих 
от p-+2 переменных ху, Хо, ..., Xp+o. 

Чтобы доказать это, вычислим сначала число 2 (п, р) линейно незави- 
симых однородных многочленов степени п от р--2 переменных. Оче- 
видно, что 

д (п, рр = a(n р ПЕ т ЬрЬП-... +8 (0, р—1, (3) 
& (п, 0) =п- 1 (4) 

и соотношения (3) и (4) однозначно определяют выражение д (п, р): 

(ПЕРИ! _ (p+n+l 
т = ( nd: 

Но уравнение Лапласа налагает некоторые условия на коэффициенты много- 
члена Н„, причем, поскольку AH, является однородным многочленом сте- 
пени m—2, мы имеем не более чем 2 (п— 2, р) независимых условий, 
а потому 

(5) 

h(n, p)>g(n, р — в (п— 2, р). (6) 

С другой стороны, следующие 2 (п — 2, р) линейно независимых много- 
членов 

2 ^1Р (xy, ess X 54.2) 

где Р обозначает любой однородный многочлен степени m— 2, He удовле- 
творяют уравнению Лапласа, а потому 

h(n, pP)<g(n, p)—g(n—2, р). (7) 

Из неравенств (6) и (7) вытекает (2). 
За исключением случая п = 0, не существует гармонических многочле- 

нов, инвариантных относительно всех ортогональных преобразований *). 
Но существует многочлен /7, (x), инвариантный относительно всех ортого- 
нальных преобразований, при которых одна из точек единичной сферы 
остается неподвижной. Поскольку для ортогональных преобразований, 
оставляющих неподвижной точку \, имеем (Ох, 1) = (+, 1), достаточно дока- 
зать следующую лемму: 

Лемма 1. Для каждого единичного вектора Ч существует один 
и только один гармонический многочлен Hy, (x), такой, что 

I. Hy, (&) зависит лишь от ги (x, 1}; 
Il. Ни () = 1. 
Этот многочлен определяется формулой 

р 

2 = 

н.в = SANG DN, (8) 
Cr (1) п 

р 

где p= =, a СР определяется формулой 11.1 (16). 

*) G. Polya и В. Meyer (1950) изучили ор'огональные многочлены 
от трех переменных, инвариантные относительно любой данной конечной 
подгруппы ортогональной группы.
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р 

2 
Так как С, (x) может быть выражено через четные или нечетные сте- 

пени OT х, в а ависимости от того, четно или нечетно п, правая часть равен- 
ства (8) является многочленом от Х1,..., Xp42, хотя г" может и не являться 

р 

многочленом. Так как С? (1) 40, то многочлен (8) удовлетворяет усло- 

вию 1. Следовательно, нам осталось показать, что условие Г определяет 
многочлен FZ, (x) с точностью до постоянного множителя. Поскольку много- 
член Hy (&) однороден и имеет степень п, то он имеет вид 

Со (в, WN)” tear (в, п)... сиг", 

re Co, ..., Сп — постоянные. 
Так как AH, =0, то из 11.1 (14) получаем соотношения 

(п— т) (n—m—1)¢m+(m +2) Qn—m—2+ p)emy.=0, 9) 
где m=O, 1, 2,..., и 

cy = 0. (10) 

Таким образом, (7, однозначно определяется значением Co, причем с, = Cg =. 
= 0. Чтобы построить многочлен Ну, заметим, что из 11.1 (14) мы имеем 

Аг-Р = 0 и, следовательно, для всех значений г справедливо равенство 

Гр-2 ~9 

АРА | Ух <0. (11) 
_k=0 

При т=# 1 мы получаем, что коэффициент при # в разложении 

1—2 (5, м) rt + 722] 

удовлетворяет уравнению Лапласа. Это завершает доказательство леммы | 
при р=1, 2,... В случае р==0 будем исходить из соотношения 11.1 (23) 
вместо 11.1 (16). Мы получим вместо (8), что при р = 0 многочленом, суще- 
ствование которого утверждается в лемме 1, является 

rT al Wl (13) 
Теперь можно построить полную систему линейно независимых гармони- 
ческих многочленов степени п. Пусть 

р. 

2 (12) 

Ню, к (Xp, Xh4+ty eee Xp 4-2) (14) 

обозначает любой однородный гармонический многочлен степени т, который 
не зависит OT X;,..., Хь_1. Можно проверить, что для всех значений пара- 
метра { выполняется соотношение 

-т--Р. 
А | — 2x,t + гр) 2 Hm, | — 0. (15) 

Это позволяет найти все однородные гармонические многочлены, зависящие 
от р--2 переменных, если уже известны многочлены от р--1 переменных. 
Из h(m, p—1) линейно независимых многочленов Нт,. мы получаем
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й (т, р 1) линейно независимых многочленов Ни (x), степень которых 
относительно п — т равна ху, а именно: 

п-т r 

р 
— m+-~- Xx ome 2 (=) Hy. » (16) 

где m=O, 1,..., п. Поскольку из равенства (3) и 

h(n, рр= (п, p)—g (n—2, р) 
следует, что 

h(n, р) =й (п, p—1)+A(n—1, p—)D+... +1 (0, р 1) (17) 

то мы получаем из (16) все многочлелы fy (x). 
Поскольку 

(Xp+1 Е 1Ххр+2)" (18) 

образуют полную систему линейно независимых многочленов М, „, получаем 
по индукции следующую теорему: 

Теорема 1. Пусть ть, ..., т, — такие целые числа, что 

п= тт... 2 тр 20, (19) 

ц пусть гь определяется формулой 

2 2 2 
а tet ... +X 5405 (20) 

где R=0,1,..., ри ro=r. Тогда функции 

Н (ть =; =Н (п, Ть,..., Mp1, = Тр; Хь, ---, Xp42) = 

+m р-1 р Е 

Хр-+1 ‚ Xp+2 Р т m,—m Meri too [ Xe+1 
=( 4 5 р? | ae ТТ Ст, om (21) 

Гр Гр Р RO R+1 rp 
k=0 

образуют полную систему h(n, р) линейно независимых гармонических 
многочленов степени п. Разумеется, H (ть, +; г) =H (ть —; x), если 
ти = 

Следствие. В гиперсферических полярных координатах 11.1 (7) 
имеем 

Н (mp, +3 4) =r" Y (ть; On, +9), (22) 
где 

, + йт ф pat , Mp sy Mpayt oe Y(m,;9,,+9)=e ?P I (sin 9,4) Cn Mp (с0з 0+1). (23) 

11.3. Сферические гармоники 

Если Ay (&) является однородным гармоническим многочленом степени п, 
то будем называть функцию 

ГПН и ($) = Hy (&) = Yn (6, $) (1) 

сферической гармоникой степени п. Здесь мы пишем 0 вместо 6,,..., Op, 

а через Е вновь обозначаем =. Сферические гармоники являются однознач-
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ными непрерывными функциями на © (единичной гиперсфере г = 1). В част- 
ности, из 11.2 (22) и 11.2 (23) вытекает, что сферические гармоники степени 
п = то имеют вид 

ГПН (п, my, ..., ть Хь..., Хоа) = Г-ПН (ть +; Е) = 
=Н (п, ту, ...у = Mp Ey, sey Sp+2) =H (mz, =; Е), (2) 

= У (п, ть, ..., Тр; 91,..-, 0, =) = VY (ть; 0, =5). (3) 

Мы установим сейчас свойства ортогональности для функций (2), (3) 
(определения см. в п. 11.1). Положим для любых целых / и т, таких, что 
[> т > 0, 

тр (т 1—^ Вь(Ё т) = as (+ m+ p+ РА ; (4) 

(+ 5 )u— mir [т + : )| 

и для любых четных 7, M,..-, Mp, удовлетворяющих 11.2 (19), 

р 

N (ть, т... тр) = 2л Пл (Mp —1; ть). (5) 

k=1 

Имеет место следующее утверждение: 
Теорема 2. Любые две различные функции (2) или (3) ортогональны 

на сфере 2, за исключением случая, когда они комплексно сопряжены. 
В случае комплексно сопряженных функций (или в случае квадрата 
вещественных функций (2) или (3)) имеем 

2 о 
= М (т, ть... тр) = М (ть). (6) 

В частности, любые две сферические гармоники различных степеней 
ортогональны на единичной гиперсфере. 

Функции (2) или (3) образуют полную систему ортогональных функций 
на сфере 2. Докажем следующее утверждение: 

Теорема 3. Если функция f (E) всюду непрерывна на сфере Q и 
ортогональна на этой сфере ко всем функциям Н (ть, =; 8), то она 
тождественно обращается в нуль на Q 

Для доказательства предположим, что f (1) =2а > 0, где у — фиксиро- 
ванный единичный вектор (то есть точка сферы 2). Так как f (§) непре- 
рывна, то найдется такое положительное число 6, что У (§) Sa для всех Ё, 

2 

лежащих в окрестности || Е — 1 || < 5, то есть f (Е) >a, если | — (Е, 1) <>. 

Применим к функции 

52 

2 
ф (x) =. 52 

2 

теорему Вейерштрасса о приближении многочленами (см. Натансон, 1949, 
стр. 19). Мы получим, что для любого &> 0 найдутся натуральное число п 
и многочлен Г, (x) степени п такие, что 

[Ри (х) —Ф (<) [< —1<х<
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Тогда 

Г [r@oG masa so, 
Q 

rie a*—MNOJOKUTeAbHOe число, зависящее OT au 6, HO не зависящее OT п 
И &, и, следовательно, 

tim J [F@FrlG ао = а“, (7) 

Так как функция f (&) ортогональна ко всем функциям (2) или (3) и, 
р 

в силу теоремы 1, Ce [(&, 4)] является линейной комбинацией этих функций, 
р 

то /(Е) должно быть при всех Ё ортогонально к С; [(=, n)]. Кроме того, 

р. 
поскольку степень С (г) относительно г в точности равна А, то F,, (2) 

р. 
должно быть линейной комбинацией функций С (2), Е =0, 1,..., п. Сле- 

довательно, функция f (§) ортогональна к Fy [(Е, y)], что противоречит 
равенству (7). Полученное противоречие доказывает теорему 3. 

Из доказательства теоремы 3 вытекает утверждение, касающееся при- 
ближения некоторых классов непрерывных функций с помощью сферических 
гармоник. Мы имеем следующее утверждение: 

Лемма 2. Пусть F (х) — функция вещественного переменного Xx, 
непрерывная на отрезке —1<* <1. Положим при п=0, 1, 2,... 

п р. 

фи [(Е, nl = У а, Ст [(&, WI, (8) 
m=O) 

где 

В. _Р. 

СР (Ап, ра, = | [С Е, "ЛР 1149 © (9) 
р о 

2 р 2 
A(n, в Ср y= | | [сз [(Е, ot} dQ (8). (10) 

Q 

Тогда функиия Е [(Е, n)] является непрерывной функцией от Е на 9 и 
может быть приближена функциями фи в том смысле, что 

li Е [С — 240 = 0. Jim J ПЕ К Mole ао (11) 

Отметим, что АД (п, р) не зависит от фиксированного единичного век» 
тора 1]; значение этой постоянпой определяется равенством 11.4 (13). 

Для того чтобы доказать эту лемму, выберем в (8) коэффициенты A, так, 
р р 

чтобы минимизировать интеграл (11). Так как СР [(Е, n)] и Cz [(=, n)] при 

К == т ортогональны на сфере & (см. замечания после теоремы 2), то мы
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получаем именно значения (9) для ay. С другой стороны, из теоремы Вейер- 
штрасса о приближении функций многочленами мы знаем, что при соответ- 
ствующем выборе Ay и досгаточно большом п подынтегральная функция 
в (11) может быть сделана произвольно малой; следовательно, минимум 
интеграла в (11) стремится к нулю, когда п -> оо. 

Задача разложения функций, заданных на ©, в ряды по сферическим 
гармоникам изучалась многими авторами. При p=1 см. Гобсон (1952), где 
имеется много ссылок. Случай р = 2 был изучен в работах: Kogbetlianz (1924) 
и Koschmieder (1929), а случай любого р в работе: Koschmieder (1931). 
Разложения функций в ряды по сферическим гармоникам называют иногда 
рядами Лапласа. Вообще мало известно относительно сходимости рядов 
Лапласа непрерывных функций. Однако доказана их суммируемость по Чезаро 
(достаточно большого порядка). 

11.4. Теорема сложения 

р 

2 
При фиксированном 1 сферическая гармоника С, [(&, 1)] может быть 

выражена через $ (mp, =; &), где т, = п. Имеет место более общее утвер- 
ждение: 

Теорема 4. //усть st (Е), 2=1, 2,..., В, — система, состоящая 

из h= h(n, р) линейно независимых вещественных сферических гармоник 

степени п, и пусть система st ортонормальна на Q, mo есть при 

l, m=1, 2,..., В выполняется соотношение 

0, если п-т 
$1 (Е) $7 (=) 49 = 4’ 

JJ a Sn ©) | если п=т. (1) 

Тогда для любого фиксированного единичного вектора \ имеет 

р 

СР (Е, wl ` т —= (1) Ys, @s4 on. Q) 

Обозначения те же, что и в 11.1 (11), 11.1 (12), 11.2 (2), 11.1 (16). 
В качестве частного случая разложения (2) получаем из теоремы 2 

В 
> 1 

+ {ть ЭН (ть +) 1). (3) 

где сумма берется по всем целым значениям Mp, таким, что N= my > 
>т >... 2 тр20, и где 

8 (0) =1, =&(т)=2, т>0. (4) 

Из 11.2 (21) получаем, что S (ть, +; & обращается в нуль, если послед- 
ние р--2 —/ компонент вектора & равны нулю, то есть если 

Вт = рн ==... = бра == 0,
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за исключением случая, когда 

т =т =... = m= 0. 

Следовательно, если положить в формуле (3) 

Е = (соо, sino, 0, ..., 0), 

1] = (coso, sino, 0, ..., 0), 

то получим, что при p> | 

5 £ Г (p —1) С2-172 (1 
С, (cos 0 cos 0 + sino sino) = С? [cos (© —0)| = (р - n = (1) 

"(5)" (5) 
п Р p 
~ ; т ete ; mnt х У, By т (91 0)" C,_» (cose) (910) С„_т (cos). (5) 

m=0 

где 
р\ 1 

Bn, т = 22" (n— т)! (р 2т — 1) пит] . (6) 

Если положить в (3) 

Е = (с0з а, sina со$ р, sina sing, 0, ..., 0), 

yn = (cos В, sinB coso, зп В sino, 0, ..., 0), 

то получим из (5) при р>Тир—с=ф 

р 
С? (cos a cos В + sina sinB cos g) = ГРП Хх 

г (5)] 
n p m+ m+. 

x У By m (sin a)” Ст (cos a) (sin В)" Chem (sin 8) С-В (cos@), (7) 

m=0 

где Ви, m задается формулой (6). При p=1 имеем 

Ри (cos a с0$ В +- sin uw эт В cos ф) = Py, (cos a) Py (cos В) + 

n 

~~ — т)! 
+2 Gi т Pe P™ (cos a) P7* (cos В) cos mg, (8) 

m=0 | 
где 

Р, (х) = С, (*) (9) 
являются многочленами Лежандра и 

т (—1)7 1 n о = m+5 

Ри (x) = Г G -- 5) 2т (1—х*) °C (х) (10) 
Ух 2 п-т 

—присоединенные функции Лежанодра.
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Обычно формулу (7) или в случае р’=1 формулу (8) называют meo- 
ремой сложения для ультрасферических многочленов. Мы можем полу- 
чить равенство (3) (но не теорему 4 во всей общности) путем последова- 
тельного применения равенств (7) и (8). В модифицированной форме соот- 

ношения (7) и (8) остаются справедливыми и для общих функций СУ, где 

2у уже не является обязательно целым числом (относительно этого см. 
3.15 (19) и 3.11 (2)). 

р 

Доказательство теоремы 4 основано на том, что С? [(Е, )] является 

ортогональным инвариантом от Ё и 1 (определения см. в п. 11.1.1). Мы 
р 

докажем сначала, что с точностью до постоянного множителя C? [(Е, n)J 

является единственным инвариантом среди сферических гармоник степени п. 
Для этого нам понадобится следующее утверждение: 

Лемма 3. //усть F (+, 9) — многочлен от компонент x и у, и пусть 

Е (Or, Oy) = F (g, 5) (11) 

для всех ортогональных преобразований О (см. п. 11.1.1). Гогда суще- 
ствует многочлен Ф(и, ч, W) от трех переменных и, 9, ш такой, что 

Е (у, 9) =Ф [(%, #), (+, 9), (9, 5] (12) 

тождественно относительно компонент г и у. 
Доказательство. Если ¢ и 9 фиксированы, то можно выбрать 

такую ортогональную систему координат, что . 

r= (a, 0, 0, ..., 0), y = (В, Y, 0, ..., 0), 

(5, Е) = 0, (x, 9) = ap, (9, 9) = В? \? 

и, следовательно, 

o=Vu, p=—e, = Уши 
Vu и 

Так как F является ортогональным инвариантом, то его можно записать 
как многочлен 

Е = F* (a, В, у) = F* (Ve, 7 И) 
Vu и 

от а, В, у. Из существования ортогональных преобразований, при которых 

a>—a р>—В, yoy 
ИЛИ 

a>a, pop, у>—\, 

вытекает, что Р* является многочленом от у?, a’, В?, аВ, и потому можно 
записать F* в виде 

# 

5" = и-ТФ" (и, 9, w), (13) 

где т — целое число и Ф* — многочлен от и, 9, BW. 
Меняя ролями хи 9, получаем, что 

ФР (и, о, vw) =u" © (u, о, w), (14)
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где А — целое число и 4 — многочлен. Так как и, 9, и алгебраически неза- 

висимы, из (14) следует, что uD" является многочленом. Это завершает 
доказательство леммы 3. 

Лемма 4. Густь ЕЁ, 1, с— любые единичные векторы в (p-+ 2)-mep- 
ном пространстве. Тогда 

р р р 
f former у 9149 = А р) С GOL 8) 
Q (п) 

где 

р 1+5 

OP тея CRY 
Лемма 4 имеет характер теоремы о свертке для основных сферических rap- 

р 

2 моник C,’ [(& 1]. 
Чтобы доказать эту лемму, возьмем любые два вектора ¢ и $ и положим 

(16) 

—_#_ —_8_. Так как НКЦИИ 
Г’ 181 by 

2 р. 
ИС Е, Wal’ Cy Im 9 

являются гармоническими многочленами, зависящими соответственно от ком- 
понент ги $, то произведение левой части равенства (15) на норму [5 ||" || 3 |” 
является гармоническим многочленом как от г, так и OT 3, имеющим 
по каждому множеству переменных степень п. Кроме того, этот гармони- 
ческий многочлен является ортогональным инвариантом OT ф и 3, поскольку 
он остается неизменным при одновременном ортогональном преобразовании 
i, Зи \ (и, следовательно, ЕЁ, Си 1), а интеграл остается неизменным при 
любом ортогональном преобразовании переменной 1. Таким образом, в силу 
леммы 3 наш гармонический многочлен является многочленом OT |x|, 
lal? wc, 8) =|=| Wall (Е, 6). Таким образом, в силу леммы | это выражение 
является кратным 

_Р. 

ПЕРИС» (6 91. 

Отсюда следует лемма 4. Мы можем определить множитель А (п, р), положив 

&=6= (1, 0, ..., 0). 

р. т р PP 
A(n, РС? (1) =o J [СР on | (1 — 2)? ay (17) 

~1 

Отсюда получаем 

где через ®’ обозначена площадь поверхности гиперсферы в (p+ Т)-мерном 
пространстве. Из 3.15 (17), 11.1 (26), 11.1 (29) и 11.2 (2) получаем (16). 

Мы можем теперь выяснить, как действуют на сферические гермоники 
ортогональные преобразования переменной &.
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Лемма 5. //усть Si (Е), 7=1, 2, ..., А, образуют полную систему 

ортогональных сферических гармоник степени п, для которых выпол- 
няется условие (1), и пусть О — некоторое ортогональное преоб разо- 
вание в (p+2)-mepHom пространстве. Тогда имеет иесто равенство 

р 

Si (08) -2 25% (®, (18) 

где матрица G с 1? элементами $i, Является ортогональной матри- 

цей, содержащей й = й (п, р) столбиов, то есть 

G’G=G@=1. (19) 

Здесь G’ — транспонированная матрица С и / — единичная матрица порядка 
й (п, р). 

Доказательство. Так как оператор Лапласа инвариантен относи- 

тельно ортогональных преобразований (см. п. 11.1), то $1 (ОЕ) является сфе- 

рической гармоникой степени п и, следовательно, может быть, в силу (15), 
выражено через полную систему st (=). 

Так как интеграл в левой части равенства (1) остается инвариантным 

при замене & через ОЕ, то функции st (ОЕ) также образуют ортонормиро- 

ванную систему, а потому СС’=/Г. Но хорошо известно, что тогда мы 
имеем также С’@ = /, 

Для доказательства теоремы 4 достаточно показать, что 

h h 

У $1 (=) Sh (и) = У 5/1 (0% 51 (On) (20) 
=1 1=1 

является ортогональным инвариантом от Ё и 1. Это вытекает из леммы 5, 
в частности из равенства СС’ = /. Из доказательства леммы 4 видно, что 

р 

выражение (20) отличается от Ce [(E, n)] лишь постоянным множителем. 

Этот множитель можно вычислить, интегрируя квадрат выражения (20) по y 
по всей единичной сфере ©. Принимая во внимание равенство (1), получаем, 
что результат интегрирования равен 

h 

x [$1 (РЁ. (21) 

С другой стороны, полагая в равенстве (12) =, убеждаемся, что этот 
р 

интеграл равен Ce (1), умноженному на некоторый постоянный множитель. 

Интегрируя (21) по © (Е) и принимая во внимание (1), получаем значение #. 
Это в силу (2) приводит к теореме 4 

Из теоремы 4 мы получаем, что для любой сферической гармоники 5 (Е) 
степени 7 имеет место равенство 

р 0, n= m, 

| [27 © 95, 9Ф®=| 6) 4 (22) 
26 (2-) cr 05,09, 2 =m.
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Из леммы 2, в частности из равенств 11.3 (8), 11.3 (11), получаем в силу 
неравенства Шварца, что 

slim [| © © WI} Sn) 42@) =O, 
Q (Е) 

где Р и @, определены в п. 11.3, 11.3 (8). Комбинируя это соотношение 
с равенством (22), получаем (ср. Funk, Hecke, 1916, 1918): 

Теорема Функа— Гекке. //усть F (x) — функция вещественного 
переменного х, непрерывная на отрезке —1<х< |, и пусть 5, (& — 
любая сферическая гармоника степени п. Тогда для любого единичного 
вектора YN имеет место равенство 

ГЕК "1 3» © 49 © = 5. (9, (23) 
Q (5) 

где интеграл в формуле: (23) берется вдоль всей поверхности единичной 
гиперсферы Q, и где 

р 2 pal 
hn == > | F (x) Ce (x) —л2) ° ах. (24) 

Cy (1) 7 
Здесь через ®’ обозначена полная площадь поверхности единичной гипер- 
сферы в (p-+ )-мерном пространстве: 

р 

pr 8 р РЕ. 5 и (Ast) air (5) 

r(2e) р (пр 1! 
2) Са) 

Erdélyi (1938) доказал также, что достаточно предполагать интегрируемость 
по Лебегу функций |Р (х)|и |Р (х) |? на отрезке — 1 < х< 1, и показал, что 

n 

144 _ 

= (21)? Г: J Of at, 
+> 

где 

Здесь через / обозначена функция Бесселя. Заметим, что 

р ро в\т 4, meee © 
nat ито т! (n+ m+14 $) 

является однозначно определенной функцией от #.
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11.5. Случай р=1, A(n, p)=2n+1 

11.5.1. Производящая функция для сферических гармоник в трех- 
мерном случае. Обозначим через 

$ = (x1, Xo, Хз) (1) 

вектор с тремя компонентами. Определим многочлены Н»' (x) формулой 

n 

[ко а — 2 — (x.—ixs) |" =t? У То. (2) 
m=-n 

Подстановка # = — 1/т показывает, что 

AM = (—l)" Ну", (3) 
где черта обозначает комплексно сопряженный многочлен. Левую часть 
равенства (2) можно записать в виде (и, г)”, где 

= (—2 1— #2, 2-12). (4) 

Так как (и, и) =0, To получаем из 11.1 (14), что обе части равенства (2) 
при всех значениях ¢ удовлетворяют уравнению Лапласа. Поэтому Н” (т) 
является однородным гармоническим многочленом степени п. Линейная 
независимость многочленов Н” вытекает из алгебраической независимости 

Xo + iX3, — 2х, — (х. — м3. 

Положим r= |r, Ё= =. Тогда функции 

гПНь (&) = 5. (=), т=0, +1... £2, (5) 

образуют полную систему линейно независимых сферических гармоник сте- 
пени п. Из равенства (3) имеем 

$” (&) = (-10” 5, (8. (6) 

Справедливо соотношение ортогональности 

| 0, т =Е т’, 

ры _, 1 . 

| | оз 0 (s)P@+), 9, a) 
о 2х 3 (man) т = т’, 

Г ¢ + 5) 

m, m'’=0, +£1,..., £42, 

где интеграл берется по всей поверхности единичной сферы 2. Оно может 
быть доказано следующим образом. Введем вектор 

v = (—2s, 1—s?, i+ is?) (8) 
и рассмотрим интеграл 

f J (u, 2)" (b, &) d2 (©. (9) 
Q
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Этот интеграл является ортогональным инвариантом от ии DY (см. доказа- 
тельство леммы 4 в п. 11.4). В силу леммы 2 этот интеграл является много- 

членом от (и, 1), (5, 5) и (1, 5), и, поскольку (и, и) = (5, ©) =0, интеграл (9) 

отличается лишь постоянным множигелем OT (\, 0)”. Подставляя в интег- 

рал (9) разложение (2) для (u, ®)” и соответствующее разложение для (v, Е)”, 
получаем, что 

п 

(s)" У Ист Г Г st (Е) 5" (Е) 49 = (и, 5)" = u2" (14-5027. (10) 
lLm=—n Q 

Значение постоянной и можно вычислить, положив s=t =0 ux 

Е = (с0о$ 0, зш 0 созф, sinOsing), а® = sind 40 dg. (11) 
Это дает 

т а 25 Г (5) п! 
21 = | dep [ 40 (sin 0)?" "1 = : а. (12) 

0 о Г (+5) 

Сравнивая коэффициенты при И 5т в обеих частях равенства (10), получаем (7). 

Для того чтобы получить явное выражение для 5, (2), применим к (2) 

формулу Коши. Мы получим 

(c+) 

1 п-т 
HE @) =a | (р-р 

(0+) 
a 9 n 

(x. — ix3)” | = — г? (2 — its) | t—~2—m—l gt (13) 
J А — (Аз 

Если ПОЛОЖИТЬ 

— (—1)" 

Omi 

x x t+ = T, = 0, 
X_— ix, Хо — (Хз 

то получим 
(0+) 

Нт (в) = д" (ix3—x)" | [Ри ео Гао" dt = (14) 
—1 т qurm 20H 

= (x, т le—(~) | = (15) 
(пт)! dt Хх 

рп Хх. — ix m и т x | 

ное)" Seo ata (им)! r ag; r 

Если определить присоединенные функции Лежандра PY’ (x) равенством 

m ттт 

Ри (х) = (—1)" +" 27" (nl! (1—5) сит 1—2)", (7) 
т = 0, =1,..., = ПМ, 

то получаем, что 

—пуут n+m 2°n! = \ mM -> т 
Si (=r A, (Е) = (-—1) | (п Tay (2 — 4) (1—2) ° Pi (51). (18) 

Для соответствующих функций в сферических полярных координатах 
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(см. п. 11.3) имеем 

т т пт 2"n! —imopm 
Уп (9, ф) = Sn (Е) = (—1) ы (п ml е ых (cos 9). (19) 

В силу (3) и (18) получаем 
—m m (n — т)! т 

Po (x) = (—1) "ту P (x). 

Теорема сложения для функций Р’”' (x) дается равенством 11.4 (8). 

Соотношение ортогональности (7) дает 

т 2 | 

Гр (x)[ dx = on oT (20) 

Из (2) получаем производящую функцию 

_1 со 

| — st cos 0 —= (1 — #2) sin о] == У, - peo" (cos 0) s"¢*. (21) 

n=0 k=0 

Другие свойства функции PY см. в п. 3.6.1. 
11.5.2. Теория полюсов Максвелла. Пусть хь, хо, Хз — независимые 

переменные, r=V e434 x3, и пусть дифференциальный оператор О, 

определяется равенством 
[6] 

Ox,’ Е = 1, 2, 3. (22) 

Так как 

Ar~! = (Dj + D+ D3)r7' =0, (23) 
b -1 

то очевидно, что DY D;Dsr удовлетворяет уравнению Лапласа. Кроме 

того, ясно, что это выражение имеет вид однородного многочлена степени 
n=a+6b-+c, умноженного на r~?"~!, Наконец, можно проверить, что для 
любого однородного многочлена Hy, степени п утверждения 

АН, =0 и АН?! =0 

эквивалентны. Таким образом, мы получили, что 

2802 Dsr-' =H, (x1, Xp, Хз) г-21-1 па ес. (24) 

Из этого замечания вытекает, что каждому однородному многочлену сте- 
пени п от трех переменных D,, О., D3 таких, что 

Di + D3 + D3 =0, (25) 
соответствует гармонический многочлен OT х1, х., хз степени п. Если срав- 
нить это утверждение с замечанием, сделанным после формулы 11.7 (12), 
то представляется весьма правдоподобным, что все гармонические много- 
члены можно представить в виде (24). В самом деле, можно показать, 
что (см. Гобсон, 1952, гл. 4) 

СТ им)! р 
рт (Dy + #0)" — Fi * Fm? pm (cos 0), (26) 

где 
x,=rcos0, x2g=rsinOcosg, Хз = Г п 0 sing. (27)
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В силу (19) это показывает, что все сферические гармоники могут быть 
представлены в форме (24). 

В силу геометрических соображений сферические гармоники в (26) 
называют зональными, если т = 0, секториальными, если т = п, и тессе- 
ральными, если | < т<п— 1. Относительно этого и дальнейших замеча- 
ний о результатах Максвелла см. Гобсон (1952) и Максвелл (1873, 1892). 

Пусть 

Ц — (Op, В, у,), Е = 1, 2, wee, П, (28) 

являются единичными векторами, которые, таким образом, определяют точки 
на единичной сфере. Эти точки мы будем называть полюсами. Тогда сфери- 
ческая гармоника степени п с полюсами '\, определяется равенством 

п 

5, (n,) = (—1)7 r?+l ес, +2, +3565 ro}, (29) 

Вводя п параметров #1, ..., и, находим, что это выражение является коэф- 
фициентом при 7, ... ty в разложении функции 

Di te (& Me) __ Tn = Г Ps т (30) 

где 
n 

\ X1 XQ Аз 
f= У, tye (Ny Wy) b= (=, т’ +), (31) 

В, l=1 

причем сумма в (30) берется по kR=—1, 2, ..., п. Это выражение является 
функцией от косинусов углов между векторами &, 1, ..., Np» Стандартные 

сферические гармоники (26) получаются, если векторы \, совпадают с коор- 

динатными осями. 
Van der Pol (1936) и Erdélyi (1937) распространили выражение (26) 

на решения волнового уравнения Ди -|- Аи = 0. Они показали, что 

пот У si ‚ (Rr) Ри (cos 8) ef ™® — 

+ 
_ д д \" — д sin kr _ m (77) 

где pm) обозначает 7-ю производную многочлена Лежандра P,, аР’” onpe- 
деляется формулой (17), J , обозначает функцию Бесселя первого рода 

п 
2 

1 
порядка Nw, ar, 0, ф, X1, Х., хз связаны соотношениями (27). 

11.6. Случай р=2, h(n, p)=(n-+1)? 

В этом пункте мы будем обозначать через 9 четырехмерный вектор 

Y= (Yt, Уз, Уз, Ya) (1) 
И ПОЛОЖИМ 

_ 9 — N= 7» р 19]. (2)



11.6] СЛУЧАЙ p = 2, h(n,p) = (n+ 1)? 245 

Введем векторы 

И = (¢— its, —it —is, —t +s, 1-45), (3) 

p= (¢— ito, -—it—ico, —t+5, [+ 10), (4) 

для которых выполняются соотношения 

(И, u)=(v, 0) =0, (1, 0) = 2(1+ 1) (1 + 50), (5) 

Из соотношений (5) находим, так же как это было сделано в п. 11.5.1 

что (n-+ 1)? многочленов H's 1 (у), определяемых равенством 

nh 

ai п n k,l Rl 
(u, 9) = (a) a (y) e's, (6) 

k, [=0 

являются гармоническими многочленами степени п. 
Те же рассуждения, что и в п. 11.5.2, показывают, что 

"РЁ _ gli-ny?2 _ 
n п dO — п. | | (и) (5) 49) = ть) (7) 

Q (м) 

Таким образом, сферические гармоники 

Sr) = 0" HA (9) (8) 

образуют ортогональное множество, состоящее из A (п, 2) = (п- 1)? линейно 
независимых сферических гармоник, удовлетворяющих соотношениям 

„о 0, Е = К’ или LAL, 

| | Silay 3" у aos Qn? (" /(*} hea hl lal! (9) 
о lati \ АИ)’ 

Из соотношения (6) вытекает также, что 

Sir! (ny = (PP И) (10) 

Для того чтобы найти явное выражение для $, р, введем числа а, 6, с, 4: 

а= у. Ру, b= уз у», с= —у—Цуь 4=у. у. (11) 

Тогда 

о = |9! = Vad— bc, (u, у=а-+ 65 +(e+ds)t, (12) 

и мы получаем из (6), что 

п 

У Ни) 8’ = (а 55)" (с 49%, (13) 
1=0 

(0-) 

Н»Цу) = — | (a +- bs)"~* (c+ 45) sm!" 1 4$. (14)
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Полагая 
_ 5$ (¢ — ad) 

ти bd , (15) 

ad yi ty; 

бо = =—37 2.2 2 (16) 
ad—be уу РУЗ M4 

и выражая а, 6, с, 4 через y,, получаем 

р k+l re Q п - 
Н l (y) == и р” (= (-) | gtk (1 —0)* do ae (17) 

21 Г [9 (6 — y)"* 

(д [У tn PT" a — tye) * den р 
=-—— 0 ( ( —7 99 (1—0), (18) 

L! 0 Г Ady) 

где о, определяется равенством (16). В полученном равенстве можно выра- 
зить /[-ю производную через гипергеометрическую функцию (в данном случае 
являющуюся многочленом Якоби), и окончательный результат принимает 
следующий вид (см. 2.8 (27), 2.1 (2), (1) и (2)). 

Если n>k-+Z, то 

—k К . _ 

Sy (тд = 0" Ay’ “(y) = (—1)" ( " I (4 + #1) * ‘из in,)* ly 

Ж oF (—4 п Б n—k—-1+1; +m). (19) 

== (—1)" (my + in)?" (Ms + ime)?! x 

ХР (вв щ— и). (20) 
Если n< k+l, 10 

_ _ k ; _ [a 5 (gq) = р", 1 (9) = (—1)" (nr) би ое п (па — М, 

X oF (1— 2, +1; 4-2-1 +1; вт), (21) 

= "HP! (y) = (—1)"~! (м, — В" (м, — АХ 

x PUL EB ED (вв м— 1), (2) 

где Р/В обозначает многочлен Якоби (см. гл. 10). 

В полярных координатах выражения (20), (22) для Sh, 1 принимают до- 

вольно сложный вид, и в этих координатах лучше использовать функ- 
ции 11.2 (23) для частного случая р=2. Но для преобразования сфериче- 

ских гармоник весьма удобны функции Ski! (при четных значениях п); эти 

функции, кроме того, удовлетворяют некоторым соотношениям, не имеющим 
аналогов в случаях, когда р==2. Эти соотношения (которые будут дока- 
заны в п. 11.7) имеют следующий вид (мы записываем их для функций НА, 

k, | вместо 55, ).
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Пусть 9, §-—— два четырехмерных векгора, и пусть № — вектор с коор- 
динатами 

W = у, 24 + W421 — У22 + Узг>, 

Wy = уг. -- у42. — уза! + у12з 

Wz = Уз24 + W423 — W120 + Уэг1, 

№4 = 7424 — У121 — Yo%_ — Уз2з. | 

(23) 

Если использовать кватернионы (см. Курош А. Г., 1965, гл. 4), то вектор 
можно представить в виде 

Wy + iW. + НА, = (24 + iz. + jz3 + kz) (у. + ivo Л: + ^у!), (24) 

где 1, i, Л, А — основные единицы. Тогда имеет место теорема сложения 

Qn 

На (0) = XY Han” (3) Haat (9). (25) 
Определитель матрицы -_ 

[Hoy (В, 1=0, 1,.. 20, (26) 

где ^ — индекс строки, а / — столбца, равен 

ну)" "+. (27) 

Характеристические числа этой матрицы имеют вид 

АПТ = sm == 0, |...) 90, (28) 

где A,, Ao являются корнями уравнения (см. (4) ) 

в о (29) 
С d—h 

След этой матрицы равен 

2n 
ри, 5" py y У, Mon (9) = эп ЕТ Pens =), (30) 

[=0 

где Tons) означает производную многочлена Чебышева 11.1 (20). 

11.7. Формула преобразования для сферических гармоник 

Пусть ¢ — трехмерный вектор, а у — четырехмерный вектор. Мы будем 
применять обозначения 

ев и ПУ &=7, a=. (1) 
Покажем, 410 любое ортогональное преобразование О в трехмерном про- 
странстве векторов х, определитель которого равен --1, можно однозначно 
описать с помощью единичного вектора 1. Если det O=-+-1, то существует 
такой вектор гу =2 0 (ось вращения), что 

to = Ого. (2)
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Преобразование О однозначно определяется заданием вектора fp и угла 
вращения 1. Так как — хо также является осью вращения, то можно вы- 
брать х, так, чтобы выполнялось неравенство 0 < ф < л. Если ф равно нулю, 
то любой вектор го является осью вращения, и в этом случае мы положим 
¥o = 0. Поскольку вектор ry определен только по направлению, мы можем, 
не теряя общности, положить, что 

Про № = эп, О<у<л (3) 
Тогда компонентами Xo, 1, Хо, 2, Хо,з вектора fo будут 

Xp, = cos a sin, i= 1, 2, 3, 

где через a, обозначен угол между осью вращения и осью х;. 
Определим теперь четырехмерный единичный вектор 

= (cos on sin, COS 45 sin $. COS G3 Sin $. cos 3) (4) 

и положим у == 01. Тогда ортогональную матрицу О можно записать в виде 

_ 1 
О = (yl — A) (УГ A) = Fe (67 — 2+ А +242) = (5) 

У + yj у— Уз 2712 — 234 2у1Уз + 2254 
1 =a | 21255 у —У— 53 255—275 |, (6) 
[25—25 Зи Ия 

где 

100 0 Уз — У? 
7=101 0), А=|-фу 0 у! |. (7) 

0 0 1 Yo —У! 0 

Эти формулы определяют представление Кели ортогональной группы (см. 
Г. Вейль, 1947, стр. 84 и след.). Представление в виде (6) справедливо во 
всех случаях, в том числе и тогда, когда определитель матрицы у./-- А 
обращается в нуль. 

Используя обозначения (1), (2), (4), (5), 11.5 (18), 11.5 (19), 11.6 (8), мы 
получаем следующий результат: 

Формула преобразования сферических гармоник. 

< Qn \ || 20 \ р 
5 (09) = У с (nae)! (иг) Sh +1 (п) 51 (©. — @) 

Эта формула показывает действие ортогонального преобразования О в трех- 
мерном пространстве на сферические гармоники и задает коэффициенты 

линейного преобразования функций sk через сферические гармоники 

в четырехмерном пространстве. При этом переменными являются параметры 
Кели преобразования О. 

Формула, эквивалентная формуле (8), была доказана в работе: A. Schmidt 
(1899) (см. также Ноеш, 1934). В неопубликованной заметке Бейтмена по-
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казано, что коэффициенты при st в (8) можно выразить через гипергео- 

метрический ряд. В форме (8) это равенство дано Герглотцем, доказатель- 
ство которого приведено выше. 

Для того чтобы доказать равенство (8), заметим следующее: 

I, Гармонические многочлены 77 (vr) можно отобразить на произведение 

степеней переменных W,, Wo, полагая 

2 2 
X= WW, ха = —м-Нах =. (9) 

В самом деле, в силу 11.5 (2) получаем 

2,2\п 4 2 2\п __ 1 т п-т (wi — шеи) = У НР! (10) 
m=-n 

и, следовательно, 

2n m m n—m,,,nat+ He gy =)" (4",, jones. (11) 

Несмотря Ha то, что соотношение (9) налагает условия на координаты ху, 
Хо, Хз, а именно: 

2 2, 42 Xi Xo + хз = (12) 

(см. 11.5(25)), мы видим из равенства (11), что полное множество fT) (x) 

линейно независимых гармонических многочленов отображается на множе- 
ство линейно независимых произведений степеней W, и Wy. 

П. Если определить а, 6, с, 4 равенствами 11.6 (11), то линейное пре- 
образование 

W, = а 60, wW,=cw,+ du, (13) 

индуцирует линейное преобразование переменных Wj, Wo, Wi, Ws, опреде- 

ляемое формулами 

аш = (ad + bc) ww, + acw + bdws, 

и!" = Заршш. + aw 4+ bw, (14) 

ws == Эс ис + c?we + аш. | 

_ ror / 12 / . 12 / (1 
Если положить о =х, № = хо. Wo = — ах. и предполо- 
жить, что 

d—be=y 2 2 2] 
аа — с = У - у5 + Уз у4 = , 

то (14) является линейным преобразованием 

/ / / / / 

где О задается формулой (6). Мы получили, таким образом, представление 
трехмерной ортогональной группы линейными упитарными преобразованиями 
в двумерном комплексном пространстве (см. Гельфанд, Минлос и Шаниро, 
1958, стр. 14).
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ПГ. Подставляя в 11.6 (13) выражение 11.6 (11) для а, 6, с, 4 и полагая 

$ = г. получаем 

2n 

SAB, (уу wy? wi, == (aw, + bw,)*”—* (cw, + dw,)*. (16) 
1=0 

Если |[|9|| = 1, то из (11), (13), (14), (15), (16) и (6) вытекает формула пре- 
образования (8). 

Формулы 11.6 (25) — 11.6 (30) являются следствиями того, что равен- 
ство (8) можно рассматривать как представление трехмерной ортогональной 
группы (относительно используемых здесь понятий см. Гельфанд, Минлос 
и Шапиро, 1958). В частности, 11.6 (30) вытекает из того факта, что харак- 
теристические числа ортогональной матрицы О, для которой О=1, одно- 

значно определяются углом вращения, то есть числом a. Поскольку 

характеристические числа матрицы U, соответствующей О при представлении 
ортогональной группы упитарными матрицами, зависят лишь от характери- 
стических чисел самой матрицы О, то след матрицы U (который равен 

сумме хараклеристических чисел матрицы 0) зависит лишь OT a В соот- 

ветствии с леммой | единственной сферической гармоникой, удовлетворяю- 
щей этим условиям, является, с точностью до постоянного множителя, 
правая часть равенства 11.6 (30). 

У. Sat6 (1950) выразил ‘преобразование О в виде произведения трех 
простых преобразований, доказал равенство (8) для этих преобразований 
и дал таблицу коэффициентов (8) для п < 7. 

11.8. Многочлены Эрмита — Кампе де Ферье 

Иной подход к изучению сферических гармоник принадлежит Эрмиту, 
Дидону и Кампе де Ферье. Далеко развитая и важная теория, построенная 
этими авторами, весьма полно изложена во второй части книги: Appell и 
Kampé de Feriet (1926). Мы не будем давать детальное изложение получен- 
ных ими результатов и ограничимся кратким указанием на то, что содер- 
жится в этой книге, отсылая читателя к самой книге для полного зна- 
комства с теорией. 

Обобщая конструкцию Максвелла сферических гармоник в трехмер- 
ном пространстве, определим следующие функции, зависящие от p-+-2 ком- 
понент вектора х: 

(—1)" ott _ 

w (x) = (r~?), (1) т.,..., M 
1 р my... т ox! 6 OL? 

где r=|lz|| и неотрицательные целые числа Mm,,..., My удовлетворяют 
условию 

т mo+ ... тр =п. (2) 

Функция в левой части равенства (1) удовлетворяет уравнению Лапласа. 
Она является коэффициентом при 

ay ay? ...a р (3)
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в разложении функции 
р 

2 2 2 2 7 2 Kes a) + ... + (*p — ар) +5 +4529 (4) 

в степенной ряд по степеням переменных а1,..., Ap. 
Тогда 

—= и? "Р 
Ут, ..., т, Er ca Е r т... т, (r) (5) 

является сферической гармоникой степени п, которая зависит лишь от пер- 

вых р компонент вектора =. Производящей функцией для этих гармоник 

является 

_ 2, 
2 2) 2 _ (12а — ... —2a,E,+aj4+ ... +a) ? = 

т т 
= р У, а! ось ay Ving ven т (Е. ...) 5), (6) 

где сумма распространена на все неотрицательные целые значения 111, ..., Mp. 
Явное выражение, а также выражение через гипергеометрические функции р 
переменных для функции У были получены Аппелем и Кампе де Ферье. 
Связь с ультрасферическими многочленами дается формулой 

У ... РУ т. по (вр. 8) = 

= + а - ... ар, ` = (2--... +a)? C7 у =). (7) 
it... +4 

где сумма берется по всем неотрицательным целым числам ти,..., Тр, 
удовлетворяющим условию (2). Отсюда могут быть получены рекуррентные 
формулы. 

Введем обозначения 

Ут, ... m (Ep vey Е) — Ут, see, my 0,..., о (Е, ey Eq) ..., +51), (8) 

где $, g=1, 2, 3,... Можно показать, что в качестве полной системы 
линейно независимых сферических гармоник степени п можно выбрать 
функции 

L 

(1—t]— ... —82)? Фут 1, (Ev ++ 6) (9) 

где неотрицательные целые числа J, 1),..., [» удовлетворяют условию 

НА... +l,=n (10) 

| ко Бр Eon tipo ay 
Vi-—g-—... —§ У не 

Однако функции системы (9) не образуют ортогональной системы на 
единичной сфере; интеграл 

ГГа-а-— р У Vin, т, 99 р р р
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обращается в нуль лишь в случаях, когда либо 

и- eee т, -+ Тр 

либо все разности Д — my,..., [(„)— т, являются нечетными числами. По- 
этому было введено второе множество функций (/, определяемых с по- 
мощью производящей функции 

Bat a UT ay my (Bre 099 Bp) = 
i 

= (ав... а — (+... Hap) 8i— Bp)? 12) 
Эти функции являются сферическими гармониками в (p-+J/-+ 1)-мерном 
пространстве. Функции U и У образуют биортогональную систему, так 
что имеет место равенство 

2 2\1-1)/2 (1) И _ 

Г} а-я- eee — §) и, ..., пт, vos п, 48 —0, 

за исключением случая, когда т, = 1), т. =1,..., My =[,. Таким образом, 

функции U можно использовать для того, чтобы найти коэффициенты раз- 
ложения функции на гиперсфере и, в частности, выразить через функции (9) 
все сферические гармоники данной степени. 

Многие другие результаты, касающиеся функций U и V, в частности 
дифференциальные уравнения в частных производных, выражения через 
обобщенные гипергеометрические ряды Лауричелла и разложения в ряды 
функций по функциям U и У, см. в книге: Appell, Kampé de Feérriet (1926). 

Обобщение функций yo) m Ha значения J, отличные от натуральных вене 

чисел, см. в книге: А. Angelescu (1916). 
Обобщение сферических гармоник, связанное с операторами, отличными 

от оператора Лапласа, было изучено в работе: М. Proiter (1949). 



ГЛАВА 12 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ ОТ МНОГИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ 

12.1. Введение 

Пусть А — область в п-мерном евклидовом пространстве и х1,..., хи — 
декартовы координаты в этом пространстве. Обозначим через w(x) = 
—=% (х,,..., Ха) неотрицательную весовую функцию, определенную в А. Для 
любых двух функций f (х1,..., Xn) и & (Хь,..., Xp) ПОЛОЖИМ 

(S, w= |... fF es a) By ees Hn) @ Ky ees Hn) 4х ... алв (1) 

R 

и назовем это выражение скалярным произведением функций f и g. Оно 
заведомо определено, если функции f и g определены в Л и интеграл (1) 
существует. Две функции называют ортогональными (относительно веса Ww), 
если их скалярное произведение равно нулю. 

Пусть задана весовая функция и любая последовательность линейно 
независимых функций pj, Wo,..., таких, что определены все скалярные произ- 
ведения (ф;, ф;). Тогда к этим функциям можно применить описанный в п. 10.1 

процесс ортогонализации относительно скалярного произведения (1). Этот 
процесс приводит к ортогональной системе функций, каждая из которых 
однозначно определена с точностью до Постоянного множителя. Если 
функции занумерованы несколькими индексами, то процесс ортогонализации 
должен быть несколько изменен. Прежде чем применять его в этом случае, 
необходимо преобразовать множество функций в обычную последователь- 
ность. Каждому возможному упорядочению соответствует ортогональная 
система, причем, вообще говоря, различные упорядочения приводят к раз- 
личным ортогональным системам. Таким образом, если множество функций 
занумеровано несколькими индексами, то мы не можем, вообще говоря, 
однозначно определить ортогональную систему. Кроме того, во многих слу- 
чаях преобразование в обычную последовательность нарушает симметрию, 
существующую в исходной системе функций. По этим причинам часто пред- 
почитают для заданной системы линейно независимых функций 

(т, very Ту (1, oe х„)}, 

занумерованных несколькими индексами, построить две системы 

{Pm,, и. т» (Хр ses) *n)} И [т , vay my (+1) see) х„)},
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биортогональные друг другу, то есть такие, что интеграл 

Фф i ‘| 
My, +0, Ту ту, ++... Ти 

/ , 

обращается в нуль, за исключением случая 1; = m,, т) = то,..., Mm, = т». 
Биортогональные системы дают ббльшую свободу выбора, которую можно 
использовать для сохранения симметрии. 

Мы применим эти замечания к ортогональным многочленам от не- 
скольких переменных. Для того чтобы ортогонализовать множество одно- 
членов 

т 
x} №°... ХЛ, т, Mo, ..., m, = 0, 1...) (2) 

необходимо упорядочить эти одночлены. За исключением случая, когда 
области и весовые функции имеют весьма частный вид, не существует (един- 
ственной) системы ортогональных многочленов, и любая система ортого- 
нальных многочленов, получаемая с помощью упорядочения одночленов (2), 
необходимо несимметрична по переменным х;,..., х,. Однако, используя 
биортогональную систему многочленов, можно обойти эти затруднения. 

По-видимому, не существует развернутой общей теории ортогональных 
многочленов от нескольких переменных. Однако хорошо известны и дегально 
изучены некоторые частные виды биортогональных систем, соответствующие 
классическим ортогональным многочленам одного переменного. Изложению 
этой теории посвящена книга: Appell, Kampé de Fériet, содержащая обшир- 
ную библиографию по исследованиям, проведенным до 1925 года. 

В этой главе мы дадим краткий очерк общих свойств ортогональных 
многочленов двух переменных и изучим несколько детальнее все системы 
биортогональных многочленов от двух и большего числа переменных, кото- 
рые соответствуют классическим системам ортогональных многочленов 
одного переменного или являются их обобщениями. Есть много точек со- 
прикосновения между материалами этой главы и глав 10 и 11. 

12.2. Общие свойства ортогональных многочленов 
от двух переменных 

Общие свойства ортогональных многочленов от двух переменных были 
изучены Джексоном (Jackson, 1937), который рассматривал также ортого- 
нальные многочлены от трех и от двух комплексных переменных (Jackson, 
1938, 1938а). В этом пункте и в п. 12.3 мы ограничимся случаем двух ве- 
щественных переменных. Соответствующие свойства ортогональных много- 
членов от п переменных легко могут быть сформулированы по аналогии 
читателем. 

Пусть задана область А вх, у-плоскости и неотрицательная весовая 
функция w(x, у). Если область А ограничена, то будем предполагать, что w 
интегрируема по области А, а в случае, когда область R не ограничена, — 
что сходятся все интегралы 

[fee у) xy" dxdy, m,n=0, 1,... (1) 

R
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Свойства ортогональности, нормированности и т. д. будут пониматься отно- 
сительно скалярного произведения 

да= | [15 ув (а, у) ах, (2) 
R 

Так как Ги g являются многочленами, то интеграл (2) всегда существует. 
Упорядочим одночлены xy” слелующим образом: 

хТуп выше, чем ху! если 

либо m+n>k+l, (3) 

либо m+n=k-+1 и [>n. 

Упорядоченная последовательность одночленов имеет вид 

1, x, у, х?, ху, y?, x3, хЗу,... (4) 

Упорядочение (3) индуцирует частичную упорядоченность многочленов 
от хиу. Мы будем говорить, что многочлен g (x, у) выше, чем p(X, у), 
если старший член (с ненулевым коэффициентом) в g выше, чем любой 
член (с ненулевым коэффициентом). в р. 

Следует отметить, что упорядочение (3) выбрано произвольно и несим- 
метрично относительно x и у. Мы будем рассматривать ортогональные MHO- 
гочлены, связанные с упорядочением (3); вообще говоря, иное упорядочение 
приводит к другим системам ортогональных многочленов. 

Применяя процесс ортогонализации, описанный в п. 10.1, к последова- 
тельности (4) и к скалярному произведению, определяемому равенством (2), 
получаем систему ортогональных многочленов. Мы будем записывать ее 
в виде 

Чоо, @10» @11, Yoo. 921, Yor, Чзо, Чз1, +s (5) 

так что Gym (х, У) имеет степень п по совокупности переменных хиуи 
степень т по переменному у, п=0, 1,2,..., т=0, l,..., п, Свойство 
ортогональности имеет вид 

Gam Ч.) — 6 Om (6) 

где 6,; =0, если r= 5s, и д,; =1, если r=s. При этом Gym выше, чем Ч, 

если либо п > А, либо п=Ёит>[, 
Существует п--1 многочленов степени п по совокупности перемен- 

ных X и у, а именно: 
Чпо› Int» -.., Inn 

Любой многочлен степени п, ортогональный ко всем многочленам меньшей 
степени, является линейной комбинацией 9, ..., Чип. Заметим, что такой 
многочлен не обязательно является ортогональным ко всем многочленам, 
которые ниже его (разумеется, «ниже» в смысле, определенном в (3)). 

Для любой вещественной ортогональной постоянной матрицы (с;;), го 
есть такой, что 

в 

> Суб) = Siz, БА =0, 1,..., 2, (7) 
jo 

многочлены 
п 

Pa (№ У) = Ans, $=0 Lo, (8) 
poo 7



256 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ OT МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ [Гл. 12 

попарно ортогональны, нормированы и ортогональны ко всем многочленам 
меньшей степени (но не обязательно ко всем более низким многочленам). 
Обратно, любые п--1 попарно ортогональных нормированных многочленов, 
которые ортогональны ко всем многочленам меньшей степени, могут быть 
представлены в виде (8), где коэффициенты с;; удовлетворяют соотноше- 

ниям (7). Заметим, что в ри; (х, У) индекс п указывает на степень по сово- 
купности переменных хи у, в то время как индекс { уже не указывает на 
степень по у. 

Предположим, что существует аффинное преобразование 

x’=ax+ By, у’=ух--8у, a5 —Ву=1, (9) 
отображающее область R на себя и оставляющее инвариантной весовую 
функцию. Тогда для любого п 

Pao (Х’, У’), Par (Х', У’), ..., Pan (Х', У’) 

образуют систему, состоящую из п--1 попарно ортогональных и нормиро- 
ванных многочленов, которые ортогональны ко всем многочленам меньшей 
степени. Таким образом, многочлен ри; (ах -- Ву, yx-+ dy) может быть по- 
лучен с помощью вещественного ортогонального преобразования, приме- 
ненного к многочленам Gp; (%X, у) и, следовательно, к ри; (x, у). Любое 
аффинное преоб разование (9), оставляющее инвариантным Ru w, задает 
для любого п ортогональное преобразование системы многочленов 
Pnov+++> Рип. Различные системы ри; (для тех же самых А, w, пи о, В, у, 4) 
преобразуются подобным образом. Группе аффинных преобразований (9), со- 
храняющих Аи W инвариантными, соответствует для каждого п группа 
ортогональных преобразований. Дальнейшие детали и ссылки на работу 
А. Sobczyk имеются в книге: Jackson (1937). 

Если А — прямоугольник 

а<х<ь, с<у<а (10) 
uw (xX, у) =u(x) u(y), то можно положить 

Ри; (Х, У) = Р,_,; (х) 9, (5), 1=0,1,..., п} n=0,1,..., 

где {р„} — система ортогональных многочленов, связанная с весовой функ- 
цией и на отрезке (а, 5) и, {g,} — система ортогональных многочленов, свя- 
занная с весовой функцией v на отрезке (с, 4). 

12.3. Дальнейшие свойства ортогональных многочленов 
от двух переменных 

Пусть {Ри; (x, у)} является системой многочленов, ортонормальных OT- 
носительно весовой функции w и области R и имеющих вид 12.2 (8). Для 
каждого i ри; (х, У) является многочленом степени п относительно со- 
вокупности переменных Хх и у, и любой многочлен степени п может быть 
выражен в виде линейной комбинации многочленов ри; (х, у), 0 <1< т, 
O<m<cn. Многие из общих свойств ортогональных многочленов одного 
переменного (см. п. 10.3) имеют аналоги для случая двух переменных, хотя 
соответствующие формулы становятся менее простыми. 

В первую очередь докажем существование рекуррентного соотноше- 
ния, позволяющего выразить (ax + by) ри; (x, у) в виде линейной комбина- 
ции многочленов степеней n-+1, пи п —1. Доказательство аналогично 
доказательству в 10.3 (7). Для фиксированных n, i произведение 

(ах + by) Ри (х, У)
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является многочленом степени n—+-1 и, следовательно, имеет вид 

п-т 

(ax + by) ри (x, у) = У У VmjPmj (% У), (1) 
m=07=0 

vmj= | [ах 5) ры ls У) рту Yw(e зах. = © 
R 

Так как (ax + by) рт; (х, у) является многочленом степени т--1‚ а ри 

ортогонально ко всем многочленам, степень которых меньше степени п 

мы получаем, что 

Ут; = 0, т=0,1,..., п— 2. (3) 

Таким образом, в разложение (1) входят лишь члены, соответствующие 
значениям т = п — 1, п n+l. 

По-видимому, неизвестно, какими должны быть многочлены ри то есть 
коэффициенты су; в 12.2 (8), чтобы полученный результат приводил к про- 

стому рекуррентному соотношению; неизвестно также, при каких условиях 
система многочленов, удовлетворяющая рекуррентному соотношению описан- 
ного выше вида, является системой ортогональных многочленов, соответ- 
ствующих неотрицательной весовой функции (см. замечания, следующие 
за 10.3 (9)). 

Как и в случае одного переменного, рекуррентное соотношение можно 
использовать, чтобы вывести соотношение, соответствующее формуле Кри- 
стоффеля — Дарбу. Если р»; имеют вид 12.2 (8), то положим 

n | 

Kn (x, у, и, 9) = У, У Pri (x, y) Pri (u, v), (4) 
k=0 £=0 

Ln (x, у, и, 9) = Ки (х, у, и, 9) — Ки_! (x, у, и, 9) = 

—= Ури (х, У) Ри (и, 9), (5) 
i=0 

Mn (x, у, и, о, Г, $) = Lays (и, о, Г, $) Ly (x, у, Г, $) — 

—L,(u, v, г, $) Бина (Хх, у, г, $). (6) 

Хотя многочлены ри; определены лишь с точностью до ортогонального 
преобразования, многочлены (4) — (6) однозначно определяются весовой 
функцией w (x, у) и областью А. «Формула Кристоффеля — Дарбу» имеет вид 

[(au + bv) — (ax + 6у)] Ки (х, у, и, 9) = 

= ff r+.) М; (x, у, и, YU, Г, $) w (г, $) adr ds. (7) 

R 

Доказательство см. в книге: Jackson (1937). 
Относительно минимальных свойств ортогональных многочленов двух 

переменных см. Grébner (1948).
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ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ В ТРЕУГОЛЬНИКЕ 

12.4. Многочлены Аппеля 

Пусть Г — треугольник 

х>0, у>0, xty<l (1) 

И 

t (x)= ху (1 — х— у) (2) 

— соответствующая весовая функция Эта весовая функция интегрируема, 
если имеют место неравенства 

Кеу> 0, Кеу’>0, КВеа> Ве (у у”) — 1. | (3) 

Однако многие из формальных результатов сохраняют силу и без этого 
ограничения. 

Аппель (Appell, 1881) ввел многочлены 

I-—y,1-y’ 
a, Y; ", Xx, =(1—x*-—y yty'-a _* у 

д” тп ytm—1,y'+n-1 Aa+m+n—-y—-y’ 
x Dat gym (* y (l—«—y) ], (4) 

которые являются аналогами многочленов Якоби (см. 10.8 (10) ). Здесь, как 
и далее в этой главе, положено 

(а), =1, (®),=a(a+1)...(a+n—l), n=1, 2,..., (5) 

_ Г-НУ) 
(0), = Г (a) ° 

Относительно детального изучения этих многочленов и ссылок на литературу 
см. Appell, Kampe de Feriet (1926, гл. VI и библиография). 

Из равенства (4) видно, что Я mn является многочленом степени ш-- й 

относительно совокупности переменных x и у. Выражение ти через гипер- 
геометрический ряд Аппеля Fy дано в 5.13 (1). 

Используя область (1) и весовую фупкцию (2) в определении скаляр- 
ного произведения 12.1 (1), получаем, что 

(ут (Yn (Р, ти) = 
д" +n 

=f fru Y) етот "У" жути 4х dy, 
Г 

Последовательное интегрирование по частям показывает, что ши ортого- 
нально ко всем многочленам, степень которых меньше т -- п, В частности, 

(F mm Я) = 0, тп 1. | (6)
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С другой стороны, путем последовательного интегрирования по частям 
получаем, что 

(—1)" +4 gutn Яы 

(У)т (У). 9х" ду" х 

x |" hd хо yen tneyey ах ау = 
T 

(F mn Я ep) = 

POE WIE at m+ntl—y—V) рн OP" Fag 
Г (a. -- 2m + 2n+ 1) axe gyn? (0 

mtn=k-+ 1, 

и Tak как это выражение, вообще говоря, отлично от нуля, то много: 

члены F mn не образуют ортогональной системы. По-видимому, неизвестно 
ни одной ортогональной или биортогональной системы многочленов, связан- 
ных с весовой функцией (2). 

Из 5.13 (1), 5.11 (8) и 5.9 (10) можно вывести систему дифференциальных 
уравнений в частных производных, одним из решений которой является 
функция 

(1 х— у) У ти (a, \, у’, Хх, У). 

Используя обозначения 

=, =, и, а, (==> (8) 

эту систему можно записать в виде 

х (1 — хи — ху5 + [У— @у-у —a—n+1) x] p— 

—(y+m) у9 — (ут) (уу —в—т—п)2=0, 

у (1 — у) — хуз + ["— (2 —a—m-+l)ylq— 

— (У хр (ут ОУ —a—m—n)z=0. 

Если 9 = y+y’, то выражение весовой функции (2) упрощается и при- 
нимает вид 

(9) 

ty (x) = Пу, Rey, Re y’ > 0. (10) 

Для этой весовой функции Appell (1882) рассмотрел две системы много- 
членов: 

Finn (у, у’, x, у) =F mn (уу, \, у’, x, у) = 

—_ xi -Vyl-v! дт+" 

т» 9х” ду 

= А. (— т — п, ут, y +a, у, у’; XxX, y), (11) 

Ед (\, у’, x; у) = Fy, (уу +m-+n, — т, —П, \, у’; x, у), (12) 

[xVrm—lyy! +n—1i (1 —х— у)" +"] — 
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где Р, — ряды, определенные в 5.7 (7). Из 5.9 (10) можно вывести дифферен- 
циальные уравнения в частных производных, которым удовлетворяют функ- 
ции Finn U Emp. Они имеют вид 

для ти: 

х (1— хи — хуи бр x] p—(¥+m) yqt | 

+ (m+n) (y-+ m) z =0, 

У (1 —yyt—xys + [бт y)a—(V +2) xp+ Ce) 

Ч (m+n) (y’ +n) 2z=0, | 
для ти: 

х (1 — х) г — хуз + У — У ЕО мМрР- | 

+ туд + т (уу т- п) г=0, (14) 

y(l—y)t—-xys+ lv’ —(y+tw+m+1)yl¢+ 

хр (уу +m-+n)z=0. 

Складывая каждую из этих пар уравнений, видим, что как Рши, так и Emp 
удовлетворяют дифференциальному уравнению в частных производных 

x(1—x)r—2xys+y(—y)t+l—Ww+y +) <4] e+ 

+Iv—Wwty +) yl¢gtim+avtyt+m+nyz=0. (15) 

Это дифференциальное уравнение можно использовать для того, чтобы 
доказать, что интеграл 

Г Г Тетя (№ |", х, У) Вы (№, х, Уахау (16) 
Г 

обращается в пуль, за исключением случая, когда т=Ёи n=l. Это 
показывает, что две системы многочленов (11) и (12) образуют биорто- 
гональную систему в области (1) относительно весовой функции (10). 

Формула 

| xy ty "Рив (у У", х У) Вы (у, Vs х, у) Ux dy = 
T 

__ Ome Ont т! п! (тт)! Г (Г (у) 

уу + 2m+ 20 (Vm (и Гу т- п) 
доказана в книге: Appell, Kampé de Feériet (1926, стр. 110, 111). Ее можно 
использовать, чтобы вычислить коэффициенты в разложении любой функции 
в ряд по системе Fy, или в ряд по системе Ел. Двумя примерами таких 
разложений являются 

: у CRED! yt me (VY +2) | 
Finan (у, у, x, y= У, Bil by А Deo Eri (, V; x, У), (18) 

(17) 

k+l=m-+n 

их т = YM en" ty 2m +20) x 
m=0 n=0 

(1 — Л) ти (У)т (У) Г (А) Г-НУ тп) Е 

Хх пп! (тп Г уу Ат п) та (\, \, ХУ) (19) 
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(Appell, Kampé de Fériet, 1926, стр. 112, 113). В формуле (18) суммирование 
распространено на все неотрицательные целые Ё и [ для которых 
Е = шп. 

Относительно случая у = у’ = 1, a= 2, когда весовая функция постоянна, 
см. Grébner (1948, п. 5). 

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ НА КРУГЕ И ШАРЕ 

12.5. Многочлены У 

В этом и следующих пунктах мы будем использовать обозначения, 
аналогичные обозначениям гл. 11. Через 

y= (хХь..., Xp) (1) 

будем обозначать вектор с (вещественными) компонентами X),..., хи в П-мер- 
ном (вещественном) пространстве, и через 

== Уж... +22 (2) 
— длину этого вектора. Двум векторам 

а = (41, ..., ap), Е = (Хь..., Хр) (3) 

сопоставим скалярное произведение 

(a, г) = ayxX, +... + anry (4) 

и угол 0, где 

(4) 
cos = Пари, 

(Скалярное произведение (4) двух векторов следует огличагь от скалярного 
произведения двух функций, встречающегося в 12.4 (17), 12.6 (4) и аналогич- 
ных соотношениях.) Через S мы будем обозначать единичный шар || xz || < 1 
в нашем пространстве, а через 4х — элемент объема Таким образом, 

[ fax 
$ 

является сокращенным обозначением для 

Г... | F(X, ..., Xn) AX, ... AXy. 

oS as 

Будем рассматривать ортогональные многочлены в области $ относи- 
тельно весовой функции 

(1 — гео” = (1 — X72 rye (5) 
nA 

При п==2 область является кругом на плоскости, при n= 3— шаром 
в трехмерном пространстве и при п > 3 — гипершаром. 

Многочлены 

5 5 
"У, (=) = Ving Mo, bes m(*) Noy acy Xn) (6)
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определяются с помощью производящей функции 

и _ m m 

[1-2 (a, x) FU ale} OPM? = Sart dy Vin m, (ь os £0): 
(7) 

В этой сумме, как и в аналогичных суммах, суммирование ведется по всем 

неотрицательным целым значениям My, ..., My. Очевидно, что Ve (x) явля- 

ется многочленом степени Mp OT Xp, причем этот многочлен четный или 

нечетный по Xp В зависимости от того, четно или нечетно My; при этом 

т=т-... тя (8) 

является степенью многочлена У’, (x). 

При п =1 сравнение с формулой (7) и 10.9 (29) показывает, что 

Уз (x)= С? (x), п=1. (9) 

При п=2 и 5$ =0, 2 многочлены (6) были введены Эрмитом (Hermit, 1865, 
1865а), а при любом п — Дидоном (Didon, 1868). Эти многочлены и связан- 
ные с ними вопросы весьма детально изучены во второй части книги: Appell 
Kampe de Feriet (1926), где содержится также подробная библиография. 
Дополнительные ссылки даны в библиографии к этой главе, см. Angelescu, 
Appell, Brinkman и Zernike, Caccioppoli, Chen, Dinghas, Erdélyi, Koschmieder, 
Орлов, Schmeidler. 

Разлагая производящую функцию (7) по степеням 41,..., ат, получаем 
явное выражение 

n+s—l1 Иж... x п. 
Vin see, Mm (Xp, ey x)= 9 ) | | n m,!...m,! 

My, |[—т 1—т n+s—3. 1 | 
ЖЕ — —, oy — И, a, ee) a > 9 rae 

a 2 2 2 2 2 x? x? 

(10) 
где 

F (hyp eves Oy Byres В», У 2, ..., 2) = 

У (1 )т1 ++: (Qn), (Bi)iny +++ (Bn) т т т (11) — ... 2 
т, !... Ти! (Ут +... +m, 1 n 

ABAACICA одним из гипергеометрических рядов Лауричеллы от п переменных 
(Appell, Kampe de Feriet, 1926, гл. УП). Существуют также представления У, 
через гипергеометрические ряды по возрастающим степеням х, (иногда 
по убывающим степеням). Эти представления имеют различный вид в зави- 
симости от четности т» (см. также 10.9 (21) и 10.9 (22) ). 

Если положить в (7) а, = {6ь и сравнить коэффициенты при {7 в обеих 
частях, то получим соотношение . 

п+5-—1 
9 [| (5, %) ~~ m ту С, bo J= Vin my (Ep seer Xq) (12)
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С помощью явной формулы можно проверить, что многочлен, опре- 
деляемый равенством (10), удовлетворяет следующей гипергеометрической 
системе дифференциальных уравнений в частных производных: 

| ду | 
aay | Oy а Ox; a 

+ (m; + 1) (ии V+ я on = 0, j=1,..., И, (13) 

k= 

где и — степень, определяемая формулой (8) Складывая эти п уравнений, 
мы видим, что все многочлены степени т удовлетворяют дифференциаль- 
ному уравнению в частных производных 

n | 
~ д | OV ‘ OV (m+n) (m+s—1)V + ae ay | Oy 7) (s—1)V + Yi te |} =0. 

k=1 

(14) 
Существует замечательное символическое представление наших много- 

членов 
п (" + s— . 

2 т . —n—s-+3 , А? т т 

Ут (8) = m,!... My! oF ( 2 +m; р) (т... ха”), (15) 

где of, — обобщенный ae eee pe (см. 4.1 (1)) и 

oe Te Po - (16) 
Xn 

— оператор Лапласа. Это представление можно вывести с помощью связи 
между многочленами У’ и гиперсферическими гармониками (см. п. 11.8). 

Эту же связь можно использовать для того, чтобы доказать, что интеграл 

(s-1) 
2 2 5 5 a=?) * Va@ Viv фа (17) 

5 

обращается в нуль, если т == т’, а также если т =m’ и некоторые из раз- 
ностей т, —т; являются нечетными числами. Так как этот интеграл не 

7 

обращается в нуль, если т = т’ и все разности т; — т; четные, TO функ- 

ции У», не образуют ортогональной системы многочленов. 

Формула, соответствующая формуле Родрига (равенство 10.9 (11) ), 
имеет вид 

т и 5—1 

m,!...m,!(—r’) “ Ут... m, (Хр. Ап) = 

5-1 . п+5—1 
== (—1)™" 9 d—r) 2, (18) т ! 1 n 

Oy, 1... ду”



264 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ OT МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ [Гл. 12 

где в правой части 

ct Но (19) 

являются независимыми переменными и 

1—r? = (1-9). (20) 
Эта формула может быть выведена из производящей функции (7) путем 

подстановки (19) и замены а; Ha a; V 1 — r?. 
Производящая функция лежит также в основе вывода соотношения 

Vx" m,!... тиГ (5) Vi (3) =i” (n+s—1_ P(E") x 

x | xt (Lr)? аи, 9" st! ах. (21) 
5 

Относительно других интегралов см. Dinghas (1950). 
Рекуррентные соотношения, формулы дифференцирования и аналогичные 

соотношения также вытекают из производящей функции; они собраны 
в книге: Appell, Kampé de Fériet (1926, п. LXXVI). 

12.6. Многочлены U 

Вторая система многочленов 

Um (5) = Чт, ‘Ты (Хь oo) Xn) (1) 

определяется с помощью производящей функции 

[0 1+ aPC --1#Р)} 2 = at ap Uy, oo, my Ce soe Xn). ©) 
При 2=1 мы имеем 

5 

+ (Xx) = = С? (x) n=l. (3) 

При n=2, s=1, 2 эти многочлены были введены Эрмитом; для произволь- 
ного и см. литературу, указанную в п. 12.5. 

Наиболее важным свойством этих многочленов является то, что они 
5 образуют систему, биортогональную к системе У’. Интеграл 

fae vs (Ut @ ax (4) 
5 

обращается в нуль, за исключением случая, когда т, =(,..., ТР=Ши 

| (1—2) 75” vs wy 05 @) dx =A, = 
5 

5 

Vat r(5 +1) (т 
— 2n+-n+s—1 P[(nts—1)/2] ти... ти" (5)
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Это свойство биортогональности может быть доказано путем использования 
производящей функции (см. соответствующее доказательство для многочле- 
нов Эрмита в п. 12.9). Обратно, Кампе де Ферье (Kampé de Feériet, 1915) 
постулировал биортогональное свойство и вывел отсюда производящую 
функцию. 

Теория многочленов U напоминает теорию многочленов У, и мы огра- 
ничимся лишь перечислением относящихся сюда формул. 

Явное выражение 

ys (S)m ^1 xen 

My, ey my (AL ть Жи) = ти... My! x 

m m m ти stl l—r? l—r? 
хРь(- “7. , п, 1 1, ’ —- И, > 5) , > 9 ’ 

2 2 2 2 2 Xx} x 

(6) 
с соответствующими рядами по возрастающим степеням хи, ..., Хи. 

+ 7 (6, x) (8, 22 +15P2U—r))2¢ ся ( } = 
У (6, 2)? + [6 |2 (1 — 7?) 

1 m С 5 — У byte. бо "От, ит, eb #4),  @) 
т... =т 

Многочлены (77 удовлетворяют системе дифференциальных уравнений 

в частных производных 
> 

п 

9 ou \ ou — r2) —— | —— 4+ x,;| mU — › ИИ 
(1—/) OX; OX; *j Xk OXp 

k=1 - 

+ m;(1—r?) { му — у. Xp on 
ia 

n 1 

0U ‘ 0U — ($—1) хх; +) mU — У Xe Se ны j=1,..., п. (8) 

k=1 

Все многочлены степени т удовлетворяют дифференциальному уравнению 
в частных производных 

x 
mem onto DU +S) ae Ox; j | — Xj ооо “OXp |1 

(9) 

которое получается путем сложения п уравнений (8) и идентично соответ- 
ствующему уравнению 12.5 (14) для Vo. 

Символическое представление может быть записано в виде 

5 5 Г. 

Чт (8) = a a of 3 + д га— г”) a| (т! vee xn"),
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где А-я степень (1 — г?) А? понимается как (1 — r7)P д**. Существует также 
соотношение, соответствующее равенству 12.5 (17), но оно менее важно. 

Аналог формулы Родрига в этом случае проще, чем в случае много- 
5 членов И,, 

5—1 | Sat 

" (se J males т — 9 2 Чт, ..., m, (Хь se Xn) = 

m 

= (=1)" ба" 99, (11 
Ox, 1... 0x," 

Кошмидер (Koschmieder, 1925) получил выражение для (’ через част- 

ные производные по Xx}. 
Интегральное прэдставление, соответствующее 12.5 (21), имеет вид 

5-п-1 

Уйти... т ИГ и, 9 nt ($F) | И— Хх 
$ 

. TO т 7 1 SD т 
Х le, tix, ИТ 8] °... len tien ИГ “ах. (12) 

Две системы многочленов И» И Ve связаны друг с другом. Эта связь 

может быть выражена В следующих двух эквивалентных формулах: 

n+s—l 

2 
(2—2m —n—s) _ (7? — 1)? Уз (= = | =” ( Yr rm—n—s (yy, 

(13) 

(Fz) = On Vir. 4 

Свойство биортогональности было установлено в (4) и (5). Из соотношения 
биортогональности вытекает также следующая связь между рассматривае- 

мыми функциями. Определим функции А», (xr) формулой 

т 

2" (-"- =| (2—1)? 0%, 
т 

$—1 

RS (г) = (1—2) ? (5 (5. 

Эти функции удовлетворяют системе дифференциальных уравнений в част- 
ных производных 

о | ar | 
Ox; l Ox; Чеки Ox, i || 

monte RS = 0, j=1, 2,..., И, (15) 

k=1 s 

которая может быть выведена из (8). Легко видеть, что эта система сопря- 
жена с системой 12.5 (13) дифференциальных уравнений в частных прсиз- 

водных, которой удовлетворяют функции У’ (+).
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12.7. Проблема разложения и дальнейшие исследования 

Свойство биортогональности систем U и У делает вероятным предпо- 
ложение, что произвольную функцию f (+) можно разложить как в ряд вида 

Уаз 0» (t)s (1) 
так и в ряд вида 

У ух. (2) 

Из 12.6 (4) и (5) получаем выражение для коэффициентов этих разложений: 

5—1 

тат = [ (1—2) 2 FQ) VS, (+) ах, (3) 
5 

5—1 

в, = | 0—1) 2 Fe) 05 @) ах. (4) 
Ss 

Общие исследования этих разложений содержатся в книге: Appell: 
Kampé de Feériet (1926, ч. II, гл. У). Более точные результаты были полу- 
чены позднейшими авторами. 

При изучении проблемы разложения обычно предполагают, что в фор- 
мулах (1) и (2) $ является положительным целым числом. Кошмидер назы- 
вает ряды (1) и (2) рядами Аппеля, если $ 22, рядами Дидона, если $ = 1. 
Он показал, что ряд Аппеля для п переменных можно свести к ряду Дидона 
от п $ —1 переменных. Кроме того, кратные ряды (1) и (2) сводят к обыч- 
ным рядам, группируя все члены одинаковой степени. Таким образом, ряд (1) 
интерпретируют как 

CO 

5 
a , m Um 1’ @ee 1’ eee 

т, (Hy, 06 *) | (5) 
m=0 i ... +m,=m 

аналогичную интерпретацию допускает ряд (2). Ряды с переставленными 
членами можно связать с разложением Лапласа функций на единичной 
гиперсфере в пространстве п $1 измерений; эта связь часто исполь- 
зуется. 

Сходимость рядов (1) и (2), расположенных, как указано выше, была 
изучена при п =2, $ =1 в работах: Caccioppoli (1932) и Koschmieder (1933). 
Каччиополи суммировал ряды и изучал их сходимость с помощью сингу- 
лярного интеграла. Он доказал сходимость для функций, имеющих непре- 
рывные производные. Кошмидер использовал теорию интегральных уравне- 
ний и доказал абсолютную сходимость для функций, обладающих непрерыв- 
ными вторыми производными. 

Случай произвольного п и (натурального) $ изучил Koschmieder (1934). 
Используя интерпретацию (5) ряда (1) и соответствующую интерпретацию 
ряда (2), Кошмидер показал, что эти ряды являются равносходящимися 
с некоторыми разложениями по многочленам Гегенбауэра. Koschmieder (1934a) 
также получил теорему равносходимости разложения Лапласа с рядом Фурье 
как рядом сравнения. 

Суммируемость no Чезаро рядов Лапласа была изучена Ченом (Chen, 
1928) и Кошмидером (Koschmieder, 1929). Результаты были применены 
к рядам Аппеля в работе: Koschmieder (1931).
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Если выполняется условие 

зи $ — 1, (6) 

нкция f(x) интегрируема в S, то ее ряд Аппеля (С, 8)-суммируется а фу 
в f(r) почти всюду в S и во всяком случае в точках Лебега функции fF 
в 9. Если выполняется условие 

а. <6<1-4 5—1, (7) 

то ряд Аппеля (С, 6)-суммируем во всех точках 9 таких, что 

n+s—-1 

Не 7? IF) 

является интегрируемой функцией oT гв 5. 
Следующие примеры разложения взяты из книги: Appell, Kampé de 

Fériet (1926, п. LXXXVIII u XCI). 

1 (1) (— 8m (5) 

. n> ПЕУЕТ amar аира” У 8), 6) 
2 (Е + т)/2 

где А — натуральное число и суммирование ведется по всем значениям 
M1, ..., My таким, что R— т является положительным четным числом; 

n+s-l 

exp [2 (а, y}=2 ° r(445—) x 
n+s-1 

пт ————_—_- 

ml n+s—l1)\ m m 2 5 ху" (и аи... ата J naan (IAI) © 
2 

(9) 
г (s+) exp (a, 2) ye Мана = 

1 (s—1)/2 1 т morrs — ls llajl( —r?)] У, Opt % nU (¢). (10) 

В последних двух разложениях суммирование производится по всем неотри- 
цательным целым т, ..., Mp. 

Случай п=2 был детально изучен (cm. Appell, Kampé de Feériet, 1926, 
ч. П, гл. УП и работы, упомянутые в п. 12.5—12.7 этой главы). Другой 
подход к ортогональным многочленам в шаровых областях был использован 
в работах: Brinkman, Zernike (1935) и Grébner (1948). Многочлены, связан- 

ные с дифференциальным уравнением в частных производных АЕ =0 
в шаровой области, были изучены Ciulotto (1939), который получил для 
этого случая биортогональную систему. Devisme (1932) ввел многочлены, 
определяемые с помощью производящих функций 

(1 — Зах + 3a2y — аз), [1—3Зах--3 (а? — 6) у— а] ^*, (11)
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и использовал их для изучения лифференциального уравнения в частных 
производных 

Ou Ou Ou Ou 
Ast = оз Роду + 0—3 Ox ду дг =0. (12) 

Многочлены US, Ум можно обобщить, использовав фиксированную 
квадратичную форму ф (=), взаимную форму jp (Е) и билинейную форму ф (z, 9) 
(см. 12.8 (6)—(8)). В этом случае производящая функция имеет вид 

5 

(ра, р) — о @®И-ФФП ? = Ут... тим (5), (13) 
n+s—1 

[1—2(a, x)+(a)] ° =Уам... ата (x). (14) 
Эти многочлены были введены Эрмитом и изучены в работе: Angelescu (1916). 
Если ф (5) = (x, t) =@ (g), то многочлены, определяемые равенствами (13) 
и (14), совпадают соответственно с Их и Ve. 

МНОГОЧЛЕНЫ ЭРМИТА ОТ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

12.8. Определение многочленов Эрмита 

Как и в предыдущих пунктах, 

в = (Хь, ..., Xn) (1) 

означает (вещественный) вектор, 

ИЕ = Ут... +47 (2) 
длину вектора хи 

(a, x) = ax, + ... Hanky (3) 

скалярное произведение двух таких векторов. Через С мы будем обозна- 
чать фиксированную положительно определенную симметричную квадратную 
матрицу с вещественными элементами, то есть 

Сел, & fHlegn, (4) 
п 

Cij = сд — вещественные, У Ci jXjixj > 0, r= 0. 

i, j=l 

Об 6 6 CLE ратная матрица осудет обозначаться через . е элементами являются 

Vej 

a ae 
A = det с;,, i; j=l,..., 4, (5) 

определитель матрицы С и \у,, — алгебраическое дополнение элемента с; 
а С матрицей С связана положительно определенная квадратичная 
орма 

Ф (5) = (Св в) = (в Ср = У сих] (6) 
i, j=l
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и симметричная билинейная форма 
в 

ф(х, 9) = (С, = С)= У суму, (7) 
i, j=l 

Мы имеем также взаимную форму 

H(t) = (C 1g) = (СТ, в =, СТ, (8) 
которая также является положительно определенной квадратичной формой, 
и взаимную симметричную билинейную форму 

p(t, у) = (Clr, 9) = (в, C7). (9) 
Эти формы связаны друг с другом следующими соотношениями: 

ф (e+ у) = @ (+) + 29 (&, )-Ф (9), 

h(E + =ф(® (а, y) + $ (5), (10) 
Ge) = (С®), (x) = (C's), 

ФЕ --С *y) =Ф(@) +2(e, 9) +0 (0), (11) 
ф(&-- Су) = P(e) 2 ($ 9) + $0). (12) 

Наконец, упомянем интегральную формулу 
n 1 

| exp[—Se@+@n]ax=e@n7 4 ? хр], aay 
где интегрирование ведется по всему пространству, 4х означает GX, ... dxXy 
и а— постоянный вектор. Эта формула может быть доказана путем приме- 

нения формулы (11) и преобразования квадратичной формы ф (r+ С) 
в сумму квадратов. 

Введенные здесь обозначения будут использованы на всем протяжении 
этого и последующих пунктов. 

Многочлены Эрмита от многих переменных являются биортогональной 
системой многочленов, связанной с весовой функцией 

1 n 

w(e)=A? Qa) * exp]— 9 | (14) 
причем областью определения является все N-MepHOe пространство. Из ра- 
венства (13) вытекает соотношение 

fe (x) dx = 1. (15) 

Эти многочлены являются, очевидно, п-мерным обобщением ортогональных 
многочленов, определенных равенством 10.13 (1). Они были введены Эрми- 
том (Hermite, 1864) и изучены далее многими авторами. Аппель и Кампе 
де Ферье (Appell, Кашрё de Fériet, 1926, ч. III) дают детальное изложение 
этой теории вплоть до 1926 года и библиографию. Дополнительные ссылки 
указаны в библиографии, см. работы: Caccioppoli, Erdélyi, Feldheim, Grad, 
Koschmieder, Mazza, Piccne, Thijssen и Tortrat. Обобщение на бесконечно- 
MepHoe простракстго дали Cameron и Martin (1947) и Friedrichs (1951, cm., 
в частности, стр. 212 и след.).
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Определим две системы многочленов 

С» = О, easy т» (Хр eeey хп), | 

(16) 
A, (ry) = т, (МР ..., Xn) » oe ey 

с помощью производящих функций 

ехр | (Са Е) —59 (a)| = exp so) —5ч ( —a)| = 

п 
ат! ат 

М 1 n = et Get Ни. AD 

exp |< Г) -5 ip (a)| = exp cx (x) —Fo— св) = 

a” n _ an 

= at ... тт ©); (18) 

эти производящие функции являются. многомерным обобщением произво- 
дящей функции 10.13 (19). Во всех суммах m,,..., т» пробегают все не- 
отрицательные целые числа, за исключением случая, когда явно указана 
другая область суммирования. Многочлены, определяемые равенствами 
(17) и (18), имеют степень т, по переменному хь и их (полная) степень 
равна 

т=т +... + ти. (19) 

Мы следовали в этих определепиях книге: Appell, Kampé de Fériet (1926, 
п. СХУШ). При п=Т ис, =2 мы получаем многочлены Эрмита, опреде- 
ленные в п. 10.13. 

Если вычислить коэффициенты при а ... ann в производящих функ- 

циях (17) и (18) с помощью теоремы Тейлора, то получим формулы 

| ддт | 
Am (Е) = (—1)” exp | = ф (х) т m ©xP|— 35 ® (x) |, (20) т жен 

_ т | om | 
Gm (СТ) = (—1)" exp |=  (z) ехр| — = 1 (#)|, (21) 

E | ax! 6. дхтп | 2 | 
соответствующие 10.13 (7). Кошмидер (Koschmieder, 1925) дал другое выра- 
жение для некоторых многочленов Эрмита от двух переме!тых в терминах 
частных производных. Либо (17) и (18), либо (20) и (21) можно рассматри- 
вать как определение многочленов Эрмита от многих переменных. 

Другие обозначения в случае квадратичных форм частного вида были 
использованы Градом (H. Grad, 1949). 

12.9. Основные свойства многочленов Эрмита 

Наиболее важным свойством многочленов Эрмита является свойство 
биортогональности 

fo (8) Gy ®) Hy, аи бити... ть (1) 
п
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где w (rz) — определенная формулой 12.8 (14) весовая функция, 6,7 опреде- 

лено в п. 12.2 и 

=... +1, 

Для того чтобы доказать свойство биортогональности, заметим, что в силу 
12.8 (14), (17), (18) интеграл з левой части равенства (1) является коэффи- 
циентом при 

a! an р yen 1 n ] n 
Tt cee Lt тт ... т (2) 

1: п: ту: Ти: 

в выражении 

п li» 
-> -5 1 1 

(Qn) ЗА ° | exp |-- 59®- © Е) — = ф (а) + (CO, )— 590 [4 (3) 

В силу 12.8 (13) выражение (3) равно 

1 1 1 ехр |5 (a+ С —5 ¥@)— zo O], (4) 

ив силу 12.8 (12) это выражение имеет вид 

ха)" exp [(а, b)] = У р (5) 

Коэффициент при (2) в ряду (5) и дает правую часть равенства (1). 
Билинейная производящая функция, соответствующая формуле Ме- 

лера 10.13 (22), может быть получена аналогичным образом. Для этого нужно 
вычислить двумя различными способами интеграл 

_ ` 
(ме... tn) | Г - Уч +59 — 59 —U— м) + 

j=l 

1 
+ x @ (9) —foo—u+0)| dudv, (6) 

при достаточно малых положительных значениях ti, sey tas а именпо, 
в первый раз используя 12.8 (13), а во второй — используя 12.8 (17) и 
12.8 (18) и непосредственно интегрируя. Полагая 

п 2 

= Ус ©: = a Te 2), 
j=l 

n 9 (7) 
Ал; 

фз (rt) = F-— ¥ @), 
. J 
j=l 

заметим, что при достаточно малых положительных Ё, ..., fy квадратич- 
ные формы @, (x),  =1, 2, положительно определены. Обозчачим опре-
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делитель формы ф, через A, и взаимную квадратичную форму через ф, (5). 

Мы получим тогда, что 

т т 
4 t, | t 

Tal °° gt im ©) 4m) = 

=... te) 7) (Aida) exp | 5 (СЕ Co) — 1 № (СЕ— cy]. ©) 
В этой форме результат был получен Эрдейи (Erdélyi, 1938а) вместе 
с соответствующим результатом относительно производящей функции для 
Him (&) Ст (9). Таким образом, был обобщен результат, содержащийся 
в работе: Koschmieder (1938, 1938а), в которой дана явная формула при 
п =2. Билинейная производящая функция изучалась также в работах: 
Tortrat (1948, 1948а). 

Система дифференциальных уравнений в частных производных, которой 
удовлетворяют функции Н и (x), также может быть выведена из производя- 
щей функции. Функция в левой части равенства 12.8 (17) удовлетворяет 
системе дифференциальных уравнений в частных производных 

п п в 

0°F 1 OF OF . 

a, Ox; OX; — eins Wits — Aa, ба =0, i=1,2,..., 4, 

j=l j=l k=1 

где А — определитель матрицы с,, и VY; ; — алгебраическое дополнение эле- 

мента сх в А. Разлагая по степеням а;, мы получаем следующую систему 

дифференциальных уравнений в частных производных для Ни (x): 

A A 

® OH \" 0H ; 
У, sz - У, CiRXk Dy — т; АН = 0, i=l, ...у п. (9) 

j=l Гр J 

Дифференциальное уравнение в частных производных 

В п В 

am © 0?H ~ OH 

ХУ д ТАН =0 (10) 

i=1j=1 k=1 

может быть получено путем сложения п уравнений (9). Оно удовлетво- 
ряется всеми многочленами рассматриваемого вида, имеющими одинаковую 
степень т. 

Доказательство того, что система дифференциальных уравнений в част- 
ных производных 

n 
да 0G . 

teeny — Mtg tha =0 i=1,..., A, (11) 

j=l 

n n 
vy 2G —0 Sn 4 mAG =0 (12) 

Vij OX; OX; ROX, _ 

1=1]=1 k=1 

удовлетворяется многочленами Си (x), проводится точно так же.
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Рекуррентные формулы и формулы дифференцирования также могут 
быть получены из производящих функций. При n=2 соответствующие 

результаты указаны в книге: Appell, Kampe de Feériet (1926, п. СХХИ). 
Существует много связей между многочленами Эрмита от одного и 

от многих переменных. Заменяя в формулах 12.8 (17) и (18) а на fa и раз- 
лагая по степеням ¢ с помощью формулы 10.13 (19), получаем, что 

т т 

У “| "ОН _ 
о пгт ть ey my Hp oo Hy) = 

Mite tM,=M 

т. 
о 2 

= HOA и, [56-9 ), ag 
т. 2p (а) 

У ay an” . a 

m,! My! т, ym, (Xp vers a= 

m,+...+Mm,=m 

ра LV? yy ов a 
т! 24р (а) 

Относительно других связей между многочленами Эрмита от одного и 
от многих переменных см. книгу: Appell, Kampé de Fériet и работы Фельлд- 
гейма (Feldheim), указанные в библиографии. Заметим, что обозначения 
Фельдгейма отличаются от наших обозначений. 

Теорема сложения для многочленов Эрмита от двух переменных была 
получена в работе: Koschmieder (1930а). 

12.10. Дальнейшие исследования 

Путем сравнения производящих функций легко показать, что много- 
члены Эрмита от многих переменных являются предельным случаем много- 
членов, определенных равенствами 12.7 (13) и (14). 

т 

=> 1 
lim s 2 ur =) — Hin (5), (1) 

$ со 5 m,!... My! 

_ т. ] 
lim $ 275 (=) = Gm ($). (2) 

$—> со 5 m,! ere my! 

Для дальнейшего изучения многочленов Эрмита можно использовать 
многомерное преобразование Гаусса 

9 FoOl=V oop | Fo exp [98—94 (3)
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(см. равенство 10.13 (30), (31)). Первая из формул 

т 

и (1222. Ag 

#1 Myo) = (3 чл (5) 
j=l i=] 

j=l 

может быть доказана с помощью производящей функции 12.8 (17) и инте- 
грального уравнения, которому удовлетворяют многочлены Эрмита. Вторая 
является предельным случаем первой, а третья, которая также является 
предельным случаем (A ->ос0) первой формулы, дает интегральное предста- 
вление многочленов Эрмита. Соответствующие формулы для См имеют вид 

61d. Op) =(1— Ra)? G Ag ) Ги] = Hu)? Gy( (7) 

F (Gn (ol = [] x; (8) 
j=1 

a; HL» й =Г "О (it). (9) 
jJ= 

Фельдгейм (Feldheim, 1942) использовал более общее определение 

т (F(y)] = 
Я \ 

А In х,—у, X;—Yy; 
= Е — — > 1 iJ j 

Уве Un | (9) ex 2 61] Via; Vu; | ау (10) 

i,j =1 
и изучил поведение многочленов Эрмита при функциональном преобразо- 
вании, определяемом равенством (10). 

Биортогональное свойство 12.9 (1) показывает, что любую функцию f(z) 
можно разложить в ряды по многочленам Эрмита как вида 

>) ат @т($), (11) 

так и вида 

>) Om Hm (e)- (12) 
При этом 

т... Mn! dm = | w(t) fe) Ни (9) ах, (13) 
m,!... my! bm = | we) SF) Gin(z) ах. (14) 

Сходимость таких разложений была изучена в работах: Thijssen (1926, 1927) 
для случая п =2 при условии, что функция f(r) финитна (то есть тожде- 
ственно обращается в нуль вне некоторой ограниченной области) и удовле- 
творяет некоторым условиям непрерывности в этой области. Задача
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приближения в среднем квадратичном (см. п. 10.2) была изучена Кач- 

чиополи (Caccioppoli, 1932а) для функций класса [2 то есть для таких 

функций, что интеграл 

Г Х ($) |? exp |--5-+®) dx 

сходится. Приближение произвольных функций в неограниченных областях 
было изучено Picone (1935). Mazza (1940) также изучал многочлены Эрмита 
и построил ортогональную систему. Devisme (1932) определил систему 
многочленов, которая в некоторых отношениях аналогична многочленам 
Эрмита. Для них производящими функциями являются 

3 - 3 

ехр (ax—aty +}, exp fax —(a?— by +4]. (15) 

Многочлены, порождаемые производящими функциями (15), связаны с неко- 
торыми дифференциальными уравнениями в частных производных, содержа- 
щими дифференциальный оператор 12.7 (12). 



ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

К главе 7 

Airey J. В., 1916: Philos. Mag. 31, 520—528; 32, 7—14, 237—238 
Airey J. R., 1935: Philos. Mag. 19, 230—235. 
Airey J. R., 1935a: Philos. Mag. 19, 236—243. 

Airey J. R., 1937: Philos. Mag. 24, 521—552. 

Bailey W.N., 1929: Proc. Cambridge Philos. Soc. 25, 48—49. 

Bailey W.N., 1929a: Proc. Cambridge Philos. Soc. 26, 82—87. 

Bailey W.N., 1930: Proc. London Math. Soc. (2) 30, 415—421. 

Bailey У. М., 1930a: Proc. London Math. Soc. (2) 30, 422—424. 

Bailey W.N., 1930b: J. London Math. Soc. 5, 258—265. 

Bailey W.N., 1930c: Proc. London Math. Soc. (2) 31, 200—208. 

Bailey W.N., 1932: Proc. London Math. Soc. 33, 154—159. 

Bailey W.N., 1935: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 6, 233—238. 

Bailey W.N., 1935a: Proc. London Math. Soc. (2) 40, 37—48. 

Bailey W.N., 1936: J. London Math. Soc. Ш, 16—20. 

Bailey W.N., 1937: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 6, 241—248. 

Bailey W.N., 1938: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 9, 141—147. 

Banerjee О. P., 1935: J. Indian Math. Soc., М. S., 1, 266—268. 

Banerjee ФО. P., 1936: J. Indian Math. Soc., М. S., 2, 211—212. 

Banerjee О. P., 1939: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 10, 261—265. 

Basu K., 1923: Bull. Calcutta Math. Soc. 14, 25—30. 
Bateman Harry and S. O. Rice, 1935: Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 21, 173—179. 

Baudoux Р., 1945. Acad. Roy. Belgique Bull. Cl. Sci. (31), 471—478. 

Ваидоцх Р., 1945a: Acad. Roy. Belgique Bull. Cl. Sci. (31), 669—681. 

Baudoux P., 1946: Acad. Roy. Belgique Bull. Cl. Sci. (32), 127—131. 

Bell Е. T., 1926: Philos. Mag. 1, 304—312. 

Bennet W. R,., 1932: Bull. Amer. Math. Soc. 38, 843—848. 

Bickley У. G., 1943: Philos. Mag. 34, 37—49. 

Bickley W. G. and J. C. P. Miller, 1945: Philos. Mag. 36, 121—133, 200—210. 

Bijl Jan, 1937: Dissertation Groningen. 

Birkhoff G. D., 1908: Trans. Amer. Math. Soc. 9, 219—231. 

Blumenthal Otto, 1912: Arch. der Math. und Phys. 19, 136—152. 

Boas В. P., 1942: Proc. Nat. Acad. Sci. Ц. $. A. 28, 21—27. 

Boas В. P., 1942a: Bull. Amer. Math. Soc. 48, 286—294. 

Bose В. М, 1944: Bull. Calcutta Math. Soc. 36, 126. 

Bose В. М., 1945: Bull. Calcutta Math. Soc. 37, 77. 

Bose В. М., 1948: Bull. Calcutta Math. Soc. 40, 8—14. 

Bose $. К., 1946: Bull. Calcutta Math. Soc. 38, 177—180. 

Bose $. K., 1946a: Bull. Calcutta Math. Soc. 38, 181—184. 

Bradley У. F., 1936: Proc. London Math. Soc. 31, 209—214. 

BruijnN. G., 1948: Philos. Mag. 39, 134—140. 

BruijnN. G., 1950: Duke Math. J. 17, 197—225.



278 ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

Buchholz Herbert, 1939: Philos. Mag. 27, 407—420. 

Buchholz Herbert, 1947: Z. angew. Math. Mech. 25/27, 245—250. 

Budden К. F., 1926: Proc. London Math. Soc. 24, 471—478, 

Burchnall J. L., 1951: Canadian J. Math. 3, 62—68. 

Burnett В. H., 1929: Proc. Cambridge Phil. Soc. 26, 145-151. 

Busbridge I. W., 1938: Proc. London Math. Soc. (2) 44, 115—129. 

Carslaw H. $. and J. С. Jaeger, 1940: Proc. London Math. Soc. 46, 361—388. 

ChaundyT. W., 1931: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 2, 144—154. 

Cherry T. M., 1949: J. London Math. Soc. 24, 121—130. 

Cherry Т. М., 1949a: Proc. London Math. Soc. 51, 14—45. 

Cherry T. М., 1950: Trans. Amer. Math. Soc. 86, 224—257. 

Cooke К. G., 1925: Proc. London Math. Soc. 24, 381—420. 

Cooke К. G., 1927: Proc. London Math. Soc. 27, 171—192. 

Cooke К. G., 1928: Proc. London Math. Soc. 28, 207—241. 

Cooke К. G., 1929: J. London Math. Soc. 4, 18—21. 

Cooke К. G,, 1930: J. London Math. Soc. 5, 54—58. 

Cooke К. G., 1930а: J. London Math. Soc. 5, 58—61. 

CookeR С., 1930b: Proc. London Math. Soc. 30, 144—164. 

Cooke К. G., 1932: J. London Math. Soc. 7, 281—283. 

Cooke К. G., 1936: Proc. London Math. Soc. 41, 176—190. 

Cooke К. G., 1937: J. London Math. Soc. 12, 180—185. 

Copson Е. T., 1932: Proc. London Math. Soc. (2) 33, 145—153. 

Сорзоп Е. T., 1933: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 4, 134—139. 

Copson Е. T., 1935: Functions of a complex variable, Oxford 

Copson Е. Т. and W. Г. Ferrar, 1937: Proc. Edinburgh Math. Soc. 5, 160—168. 

Corput Van der, J. G., 1934: Compositio Math. 1, 15--38. 

Corput Van der, J. G., 1936: Compositio Math. 3, 328—372. 

Costello J. C., 1936: Philos. Mag. 2, 308—318. 

Coulomb М. J., 1936: Bull. Sci. Math. 60, 297—302. 

Crum М. М., 1940: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 11, 49—52. 

DalzellD. P., 1945: J. London Math. Soc. 20, 213—218. 

Davis H. T., 1924: Amer. J. Math. 46, 95—109. 

Debye Peter, 1909: Math. Ann. 67, 535—558. 

Dixon А. Г. and W. Г. Ferrar, 1930: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 1, 129—145. 

Dixon A. Г. and W. Г. Ferrar, 1930a: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 1, 236—238. 

DixonA.L.and W.L.Ferrar, 1933: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 4, 193—208; 297—304. 

Dixon A. L. and W. L. Ferrar, 1935: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 6, 166—174. 

Dixon A. L. and W. L. Ferrar, 1937: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 8, 66—74. 

Doetsch Gustav, 1935: Compositio Math. 1, 85—87. 

Doetsch Gustav, 1937: Theorie und Anwendung der Laplace’ Transformation, 

J. Springer, Berlin. 

Dougall John, 1919: Proc. Edinburgh Math. Soc. 37, 33—47. 

EmdeFritz and Rudolf Rithle, 1934: Jber. Deutsch. Verein 43. 

Emde Fritz, 1937: Z. angew. Math. Mech. 17, 324—346. 

Emde Fritz, 1939: 2. angew. Math. Mech. 19, 101—118. 

ErdélyiArthur, 1937: Compositio Math. 4, 406—423. 

Erdélyi Arthur, 1939: Proc. Edinburgh Math. Soc. 6, 94—104. 

Erdélyi Arthur and \. О. Kermack, 1945: Proc. Cambridge Philos. Soc. 41, 

74—75. 

Falkenberg Hans, 1932: Math. Z. 35, 457-463. 

Falkenberg Hans and Ernst Hilb, 1916: Goettingener Nachrichten, р. 190—196. 

Ferrar У. L., 1937: Compositio Math. 4, 394—405. 

Forsyth А. R., 1921: Messenger of Math. 50, 129—149. 

Fox Cyril. 1926: Proc. London Math. Soc. 24, 479—493. 
Fox Cyril, 1927: Proc. London Math. Soc. 26, 35—87, 201—210. 

Fox Cyril, 1929: Proc. Cambridge Philos. Soc. 25, 130, 131.



ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 279 

Gatteschi L., 1950: Revista di Mathematica della Universita di Parma 1, 347—362. 

Greenwood КВ. E., 1941: Ann. of Math. 42, 778—805. 

Gupta Н. С., 1943: Proc. Nat. Acad. Sci. India, Sect. A, 13, 225—231. 

GuptaH. С., 1943a:° Proc. Benares Math. Soc. 5, 1—16. 

Gupta H. С., 1943b: Bull. Calcutta Math. Soc. 35, 7—11. 
Hardy С. H., 1921: Messenger of Math, 50, 165-171. 

Hardy G. H., 1925: Proc. London Math. Soc. 23, IX. 

Hardy G. H., 1926: Messenger of Math. 55, 140—144. 

Hardy-G. H., 1927: Messenger of Math. 56, 186—192. 

Hardy G. H., 1927a: Messenger of Math. 57, 113—120. 

Hardy С. H. and Е. С. Titchmarsh, 1933: Proc. London Math. Soc. 35, 116—155. 

Hilb Ernst, 1922. Math. Z. 15, 274—279. 

Hille Einar and Gabor $2евб, 1943: Bull. Amer. Math. Soc. 49, 605—610. 

Hillmann Abraham, 1949: Bull. Amer. Math. Soc. 55, 198—200. 

Horn Jakob, 1899: Math. Ann. 52, 271—292. 

Horton С. W,, 1950: J. Math. Physics 29, 31—37. 
Infield L, Smith У. О. and W. 2. Chien, 1947: J. of Math. and Phys. 26, 22—28. 

Jeffreys Harold, 1925: Proc. London Math. Soc 23, 428—436. 

Jesmanowicz L., 1938: С. В. Soc. Sci. Varsovie 31, 43—59. 

Jordan Henri, 1930: J. reine angew. Math. 162, 17—59. 

King Г. V., 1935: Proc. Roy. Soc. А, 153, 1—16. 

King L. V., 1936: Philos. Mag. (7) 21, 118-144. 

Kishore Raj, 1929. Bull. Calcutta Math. Soc. 21, 187—190. 

Klein Felix 1933: Vorlesungen @Бег die hypergeometrische Funktion, J. В. Sprins 
ger, Berlin. 

Kline Morris, 1948: J. Math. Phys. 27, 37—48. 

Kline Morris, 1950: Proc. Amer. Math. Soc. 1, 543—552. 

Kober Hermann, 1935: Math. Z. 39, 609—624. 

Kober Hermann, 1937. Quart. J. Math. Oxford, Ser. 8, 186—199. 

Korn Arthur, 1931: $. В. Preuss. Akad. Wissensch., Phys. Math. Kl., H. 22/23, 

437—449. 

KoshliakovN. S., 1926: Messenger of Math. 55, 152—160. 

Krall Н. Г. and О. Frink, 1949: Trans. Amer. Math. Soc. 65, 100—115. 

Lambe С. G., 1931; J. London Math. Soc. 6, 257—959. 

Langer КВ. E., 1931: Trans. Amer. Math. Soc. 33, 23—64. 

Langer В. E., 1932: Trans. Amer. Math. Soc. 34, 447—480. 

LangerR E., 1934: Bull. Amer. Math. Soc. 40, 545—582. 
Lehmer D. H., 1944: Math. tables and other aids to computation 1, 133—134. 

Lense Josef, 1933: Jber. Deutsch. Math. Verein 43, 146—153. 

Luke у. L., 1950: J. Math. Physics 29, 27—30. 

McLachlanN. W.,, 1934: Bessel functions for engineers, Oxford. 

McLachlan М. У. and A. L. Meyers, 1936: Philos. Mag. 21, 425—436, 437—448. 

McLachlanN. W. and A. L. Meyers, 1937: Philos. Mag. 23, 762—774. 

McLachlanwN. W., 1938: Philos. Mag. 26, 394—408, 457—473. 

MacRobertT.M., 1930: Proc. Edinburgh Math. Soc., Ser. II, 1, 28. 

MacRobertT. M., 1931: Proc. Roy. Soc. Edinburgh 51, 116—126. 

MacRobertT. М., 1936: Philos. Mag. 21, 697—703. 

MacRobertT. M., 1937: Proc. Roy. Soc. Edinburgh 57, 19—25. 

MacRobertT.M., 1940: Quart. J. Math. Oxford, Ser. II, 95—99. 

MacRobert Т. M., 1947: Functions of a complex variable, Macmillan & Co., Ltd., 

London. 

Magnus Wilhelm and Fritz Oberhettinger, 1948: Formeln und заме fiir 
die speziellen Funktionen der mathematischen Physik, second edition, Springer, 

Mayr K., 1932. Akad. Wiss. Wien. $. В. 141, 227—265. 

Mayr K., 1933: Akad. Wiss. Wien. S. B. 142, 1—17. 

Mayr K., 1935: Akad. Wiss. Wien. S. B. 144, 277—292,



280 ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

Mcdonald J. H., 1926: Trans. Amer. Math. Soc. 28, 384—390. 

Meijer С. S., 1932 Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 35, 656—667, 852—866, 948—958, 

1079—1096. 

Meijer С. S., 1933. Math. Ann. 108, 321. 

Meijer С. S., 1933a: Dissertation, Groningen. 

Meijer С. S., 1934: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 37, 805-812. 

Meijer С. S., 1935: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 6, 241—248, 528—535. 

Meijer С. S., 1935а: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 38, 628—634, 744—749 

MeijerC. S., 1935b: Proc. London Math. Soc. 40, 1—22. 

Meijer С. S., 1936: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 39, 394—403, 519—597. 

MeijerC. S., 1936a: Math. Ann. 112, 469—489. 

Ме! ] ег С, S., 1938: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 41, 151—154. 

Meijer С. S., 1939: Compositio Math. 6, 348—367. 

Meijer С. S., 1939a: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 42, 355—369, 872—879, 938—947. 

Meijer С. S., 1940: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 43, 198—210, 366—378, 599—608, 

702—711. 

Meixner Josef, 1949: Math. Nach. 3, 9-13. 

Mitra Subodchandra, 1925: Bull. Calcutta Math. Soc. 15, 83—85. 

Mitra Subodchandra, 1933: Bull. Calcutta Math. Soc. 25, 8{—98. 

Mitra Subodchandra, 1936. Math. Z. 41, 680—685. 

Mohan Brij, 1942: Bull. Calcutta Math Soc. 34, 55—59, 171—175. 

Mohan Brij, 1942a: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 13, 40—47. 

Mohan Brij, 1942b' Proc. Nat. Acad. Sci India 12, 231—235. 

Montroll Е. W., 1946: J. Math. Physics 25, 37—49. 
Мооге С. N., 1920: Trans. Amer. Math. Soc. 21, 107—156. 

Мооге С. N., 1926: Trans. Amer. Math. Soc. 12, 181—206. 

Мооге С. М., 1930: Trans. Amer. Math. Soc. 32, 408—416. 

MordellL. J., 1930: J. London Math. Soc. 5, 203—208. 

Miller R., 1940 Z. angew. Math. Mech. 20, 61—62. 

Мемзоп С У. and A. Frank, 1940: Bull. Mat. 13, 11—14. 

Nicholson J. W., 1920: Quart. J. Math. 48, 321—329. 

Nicholson J. W., 1924: Philos. Trans. Roy. Soc. A, 224, 303--369. 

Nicholson J. W., 1927: Quart. J. Math. 50, 297—314. 

Nielsen Niels, 1904: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen, Leipzig, 

B. G. Teubner. 

Obreschkoff Nikolai, 1929: Jber. Deutsch Math. Verein 38, 156—161. 

Olver F. W. J., 1950: Proc. Cambridge Philos. Soc. 46, 570—580. 

Pennel У. О., 1932: Bull. Amer. Math. Soc. 38, 115—122. 

Picht Johannes, 1949: Z. angew. Math. Mech. 29, 155—157. 

Pol Balthasar van der and K. F. Niessen, 1932: Philos. Mag. 18, 537—572. 

Polya Georg, 1926: J. London Math. Soc. 1, 98—99. 

Pélya Georg, 1929: Лег. Deutsch. Math. Verein 38, 161—168. 

Роо|еЕ C., 1934: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 5, 186—194. 

Rayleigh J. W., 1945: The theory of sound, Dover, New York. 

Ramanujan Srinivasa, 1920: Quart. J. Math. 48, 294—310. 

Ramanujan Srinivasa, 1927: Collected papers, Cambridge. 

Rice S. О, 1935. Quart. J. Math. Oxford, Ser. 6, 52—64. 

Rice $. O., 1944: Philos. Mag. 35, 686—693. 

Rosen Joseph, 1939: Tohoku Math. J. 45, 230—238. 

Rutgers J. G., 1931: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 34, 148—159, 239—256, 427—437. 

Rutgers J. С., 1941: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 44, 464—474, 636—647, 744—753, 

840—851, 978—988, 1092—1098. 

Rutgers J. G., 1942: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 45, 929—936, 987—993. 

Schlesinger Ludwig, 1907: Math. Ann. 68, 277—300. 

ЗероБе Waldemar, 1948: Arch. Math. 1, 230—232. 

Shabde М. С., 1935: Bull. Calcutta Math. Soc. 27, 165—170.



ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

Shabde М. С, 1938 Bull. Calcutta Math. Soc. 30, 29, 30. 

Shabde N. С., 1939: Proc. Benares Math. Soc. 1, 55—59. 

Shastri N. A, 1938: Philos. Mag. 25, 930—950. 

Siegel С. L., 1929: АБВ. Preuss. Akad. Wiss., Nr. 1. 

Sinha S., 1942—43: Bull. Calcutta Math. Soc. 34, 35, 37—42. 67—77. 

Sircar Н., 1945: Bull. Calcutta Math. Soc. 37, 1—4. 

Sommerfeld Arnold, 1943: Ann. Phys. 42, 389—420. 

Stevenson Georg, 1928: Amer. J. Math. 50, 569—590. 

Stone М. Н., 1927: Ann. Math. (2) 28, 271—290. 

Straubel Rudolph, 1941: Ing. Arch. 12, 325—336. 

Straubel Rudolph, 1942: Ing. Arch. 13, 14—20. 

S$zasz Otto, 1950: Proc. Amer. Math. Soc. 1, 256—267. 

Szeg6 Gabor, 1933: Proc. London Math Soc. 36, 427. 

Szymanski Piotr, 1935: Proc. London Math. Soc. 40, 71—82. 

Temple С., 1927: Proc. London Math. Soc. 26, 518—530. 

Thielmann H. P., 1929: Proc. U. $. A. Acad. 15, 731—733. 

Thielmann Н.Р., 1934: Bull. Amer. Math. Soc. 40, 695—698. 

Titchmarsh Е. С., 1923: Proc. London Math. Soc. 22, 15—28. 

Titchmarsh Е. C., 1923a: Proc. London Math. Soc. 22, xiii—xvi. 

Titchmarsh Е. C., 1925: Proc. London Math. Soc. 23, xii. 

Titchmarsh E. C,, 1927: J. London Math. Soc 2, 97—99. 

Titchmarsh E. C, 1948: Introduction to the theory of Fourier 

TranterC. J., 1951: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 2, 60-66. 

Tricomi Francesco, 1935: Rend. Lincei (6) 22, 564—576. 

Tricomi Francesco, 1949: Atti Accad. Sci. Torino, Cl. Sci. 

3—20. 

Truesdell С. А.. 1947: Proc. Nat. Acad. Sci. Ц. $. A. 33, 82—93. 

Truesdell С. А., 1948: A unified theory of special functions, 

Press, Pritceton, М. J. 

Varma D. S., 1936: Proc. London Math. Soc. 42, 9—17. 

Varma О. $., 1936a: Bull. Calcutta Math. Soc. 28, 209—211. 

Veen $5. С., 1927. Math. Ann. 97, 696—710. 

WatsonG.N, 1928: J. London Math. Soc. 3, 22—27. 

WatsonG N., 1931: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 2, 298—309. 

WatsonG.N., 1934: J London Math. Soc. 9, 16—29. 

Watson О. N., 1938: J. London Math. Soc. 13, 41--44. 

Weinstein Alexander, 1948: Trans. Amer. Math. Soc. 63, 342—354. 

Weyrich Rudolf, 1937: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen, 

B. G. Teubner. 

Widder D. V., 1941: The Laplace transform, University Press, 

Wilkins J. E., 1948: Bull. Amer. Math. Soc. 54, 232—234. 

Wilkins J. E, 1948a: Trans. Amer. Math. Soc. 64, 359—385. 

Wilkins J. E., 1950: Trans. Amer. Math. Soc. 69, 55—65. 

Wilkins J. E., 1950a: Amer. J. Math. 75, 187—191. 

WilsonR., 1939. Proc. Edinburgh Math. Soc. 6, 17—18. 

Wilton J. R., 1925: Proc. London Math. Soc. 23, VIII. 

Wilton J. В., 1927: Messenger of Math. 56, 175—181. 

Wilton J. R., 1928: Proc. London Math. Soc. 27, 81—104. 

Wilton J. R., 1928a: J. Math. 159, 144—153. 

Wise W. H., 1935: Bull. Amer. Math. Soc. 41, 700—706. 

Wright E. M., 1934: Proc. London Math. Soc. 28, 257—270. 

Wright E. М., 1940: Philos. Trans. Royal Soc. (А) 238, 423—451. 

Wright E. M., 1940a: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 11, 36—48. 

Young Г. C., 1941: Proc. London Math. Soc. 47, 290—308. 

Young W. Н., 1912: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 43, 161-177. 

Young W. H., 1920: Proc. London Math. Soc. 18, 163—209, 

281 

Oxford. 

83, 

Princeton Universily 

Leipzig, 

Princeton, М. J.



282 ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

Айнс H., Обыкновенные дифференциальные уравнения, Харьков, 1941. 

Ватсон Г., Теория бесселевых функций, т. 1, ИЛ, 1949. 

Грей A. Метьюз Г., Функции Бесселя и их приложения к физике и механике, 
ИЛ, 1953. 

Камке E., Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям, «Наука», 1965. 

Конторович М. И., Лебедев Н. Н., 1938; Журнал экспер. и теор. физ. 8 
1192—1206. 

Лебедев Н. Н., 1946; Доклады АН CCCP, Н, C., 52, 655—658. 

Лебедев Н. Н., 1947: Доклады AH СССР, H. C., 58, 1007—1010. 

Светлов А., 1934: Доклады АН CCCP, Н. C., 2, 445—448. 

Титчмарш Э., Разложения по собственным функциям, связанные с дифференциаль- 

ными уравнениями второго порядка, т. J, 1960; т. 11, ИЛ, 1961. 

Уиттекер 9. Ватсон Г., Курс современиого анализа, т. I, 1962; т. II, Физмат- 

гиз, 1963. 

Фок B., 1934: Доклады АН CCCP, Н. С., 1, 99-102. 

Янке Е., Эмде ®, Лёш Ф., Специальные функции, Физматгиз, 1964. 

К главе 8 

Appell Paul апа М. J. Kampé de Fériet, 1926: Fonctions hypérgeométriques 

et hypersphériques. Polynomes d’Hermite. Gauthier-Villars. 

Auluck F. С., 1941: Proc. Nat. Inst. Sci. India 7, 133—140. 

Bailey W.N., 1937: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 8, 51-53. 

Buchholz Herbert, 1943: Z. angew. Math. Mech. 23, 47—58, 101—118. 

Buchholz Herbert, 1947: Z. Physik 124, 196—218. 

Buchholz Herbert, 1948: Ann. Physik (6) 2, 185—910. 

Buchholz Herbert, 1949: Math. Z. 52, 355—383. 

Cherry T. M., 1949: Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 8, 50—65. 

DarwinC. G., 1949: Quart. J. Mech. Appl. Math. 2, 311—320. 

Dhar $. С., 1935: J. Indian Math. Soc. (N. $.) 1, 105—108. 

Erdélyi Arthur, 1936: Math. Ann. 113, 347—356. 

Erdélyi Arthur, 1937: Akad. Wiss. Wien. S.-B. Па, 146, 589—604. 

Erdélyi Arthur, 1938: J. Indian Math. Soc. (М. $.) 3, 169—181. 

Erdélyi Arthur, 1941: Proc. Royal Soc. Edinburgh 61, 61—70. 

Humbert Pierre, 1920a: C. R. Acad. Sci. Paris 170, 564. 

Humbert Pierre, 1920Ъ: С. В. Acad. Sci. Paris 170, 832. 

Humbert Pierre, 1920c: C. R. Acad. Sci. Paris 170, 1482. 

Humbert Pierre, 19204: С. В. Acad. Sci. Paris 171, 428. 

Langer КВ. E., 1932: Trans. Amer. Math. Soc. 34, 447—480. 
Magnus WilhelIm, 1940: Jber. Deutsch. Math. Verein 50, 140—161. 

Magnus Wilhelm, 1941: 2. Physik 118, 343—356. 

Meijer С. S., 1934: М. Archiv. У. Wiskunde (2) 18, 35—57. 

Meijer С. S., 1935а: Proc. Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam 38, 528—535 

Meijer С. S., 1935b: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 6, 241—248. 

Meijer С. S., 1937a: Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam 40, 259—262. 

Ме! ] ег С. S., 1937b: Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam 40, 871—879. 
Meijer С. S., 1938: Kon. Akad. Nederl. Wetensch. 41, 744—755. 

Meijer С. S., 1938a: Proc. Kon. Nederl. Akad. Wetensch. Amsterdam 41, 42—44. 
Meijer С. S., 1941: Proc. Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam 44, 590—598. 
Meixner Joseph, 1933: Math. Z. 36, 677—707. 

Mitra $. С., 1927: Proc. Benares Math. Soc. 9, 21—23. 

Mitra $. С., 1946: Proc. Edinburgh Math. Soc. 7 (2), 171-173. 

SchwidN., 1935: Trans. Amer. Math. Soc. 37, 339—362. 

Shanker Hari, 1939: J. Indian Math. Soc. (N. $.) 3, 226—228. 

Shanker H ari, 1939: J. Indian Math. Soc. (М. $.) 3, 228—230. 

Taylor W. C., 1939: J, Math. Physics 18, 34—49,



ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 283 

Tricomi Francesco, 1947: Ann. Mat. Pura Appl. (4) 26, 283—300. 
Varma В. $., 1927: Proc. Benares Math. Soc. 9, 31—42. 

VarmaR. S., 1936: Proc. London Math. Soc. (2) 42, 9—17. 

VarmaR. $., 1937: J. Indian Math, Soc. (N. $.) 2, 269—275. 

WatsonG.N., 1910: Proc. London Math. Soc. 8, 393—421. 

Wells С. P. and В. О. Spence, 1945: J. Math. Phys. Mass. Inst. Tech. 24, 51—64. 

Айнс H., Обыкновенные дифференциальные уравнения, Харьков, 1941. 

Уиттекер Э., Ватсон Г., Курс современного анализа т. I, 1962; т. II, Физмат- 

гиз, 1963. 

К главе 9 

Bateman Наггу, 1946: Proc. Nat. Acad. Sci. 32, 70—72. 

Вобтег Eugen, 1939: Differenzengleichungen und bestimmte Integrale, Leipzig. 

Busbridge I. W., 1950: Quart. J. Math. Oxford, Ser. 2, 1, 176—184. 

FurchR,, 1939 Z. Physik 112, 92—95. 

HartreeD. R., 1936: Manchester Memoirs 80, 85—102. 

Harvard University, 1949a: Annals of the Computation Laboratory, Vols. XVIII and 

XIX. Generalized sine- and cosine-integral functions. Parts I and IJ. Harvard 

University Press, Cambridge, Mass. 

Harvard University, 1949b: Annals of the Computation Laboratory, Vol. XXI. Tables of 

the generalized exponential-integral functions, Harvard University Press, Cambridge, 

Mass. 

Kramp Christian, 1799: Analyse des Réfractions, Strasbourg and Leipzig. 

Le Caine J., 1948: National Research Council of Canada, Division of Atomic Energy, 

Document No. МТ-131 (NRC 1553), 45 pp. 

LegendredA. М., 1811: Exercises de calcul intégral, Paris. 

Nielsen Niels, 1906a: Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Leipzig, 326 pp. 

Nielsen Niels, 1906Ъ: Theorie des Integrallogarithmus und verwandter Transcen- 

denten, 106 pp., B. G. Teubner, Leipzig. 

Nielsen Niels, 1906c: Monatsch. Math. Phys. 17, 47—58. 

Placzek George, 1946: National Research Council of Canada, Division of Atomic 

Energy, Document No. МТ-1, 39 pp. 

Prym Е. E., 1877: J. Math. 82, 165—172. 

Rosser J. В., 1948. Theory and application of 

zZ z у 

| e-* dx and | е-РУ' ду | г-Х dx, 

0 0 0 

Mapleton House, Brooklyn, New York. 

Schlémilch Oskar, 1871: Z. Math. Phys. 16, 261—262. 

Tannery Jules, 1882: Comptes Rendus 94, 1698—1701. 

Tricomi РЁ. С(., 1950a: Boll. Un. Mat. Ital. (3) 4, 341—344. 

Tricomi F. G., 19506: Z. Math. 53, 136—148. 

TricomiF. G., 1951: Ann. Mat. Pura Appl. (4) 28, 263—289. 

Tricomi Е. G., 1951: J. d’Analyse Math. 1, 209—231. 

Янке Е., Эмде OD, Лёш ФХ., Специальные функции, Физматгиз, 1964. 

К главе 10 

AchyeserN., 1934: Comm. Inst. Sci. Math. Méc. Univ. Kharkoff (Zapiski Inst. Mat. 
Mech.) (4) 9, 3—8. 

Aitken A. С. and H. T. Gonin, 1935: Proc. Roy. Soc. Edinburgh 55, 114—125, 
Bateman Harry, 1904: Messenger of Math. 33, 182—188. 

Bateman Harry, 1905; Proc. London Math. Soc. (2) 3, 111—123,



284 ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

Bateman Harry, 1933: Tohoku Math. J. 37, 24—38. 

Beckenbach Е. F. Wladimir Seidel and Otto Sz4sz, 1951: Duke J, 18, 
1—10. 

Bernstein S., 1930: Comm. Soc. Math. Kharkoff (4) 4, 79—93. 

Bernstein S., 1932: Comm. Soc. Math. Kharkoff (4) 5, 59—60. 

Bochner Salomon, 1929: Math. Z. 29, 730—736. 

Brafiman Fred, 1951: Proc. Amer. Math. Soc. 2, 942—949. 

Burchnall J. L., 1951: Proc. London Math. Soc. (3) 1, 232—240. 

Burchnall J. L., 1952: Quart. J. Math. Oxford (2) 3, 151—157. 

Caton W. B. and Einar Hille, 1945: Duke Math. J. 12, 217—242. 

Charlier С. У. L., 1931: Application de la théorie des probabilités а l’astronomie, 

Gauthier-Villars. 

Cooper К., 1950: Proc. Cambridge Philos. Soc. 46, 549—554. 

Doetsch Gustav, 1933: Math. Ann. 109, 257—266. 

Doetsch Gustav, 1935: Atti Accad. Naz. Lincei Rend., Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. 

(6) 22, 300—324. 

Erdélyi Arthur, 1936: Atti Accad. Naz. Lincei Rend., Cl. Sci. Fis. Маф Nat. 

(6) 24, 347—350. 

Erdélyi Arthur, 1937: Math. Z. 42, 641—670. 

Erdélyi Arthur, 1937а: J. London Math, Soc. 12, 56—57. 

Erdélyi Arthur, 1938: Akad. Wiss. Wien. S.-B. Па, 147, 513—520. 

ForsytheG. E., 1951: Duke J. 18, 361—371. 

Gatteschi Luigi, 1949: Boll. Un. Mat. Ital. (3), 4, 240—250. 

Gatteschi Luigi, 1949a: Rend. Mat. e applicazioni Roma (5) 8, 399—411. 
Giuliotto Virgilio, 1939: Ist. Lombardo Rend. 72, 37—57. 

Gottlieb М. J., 1938: Amer. J. Math. 60, 453—458. 

Gram J. P., 1882: J. Math. 114, 41—73. 

Greenleaf Н. Е. H., 1932: Ann. Math. Statistics 3, 204—255. 

Greenwood R. E. and J. J. Miller, 1948: Bull. Amer. Math. Soc. 54, 765—769. 

Haar Alfred, 1918: Math. Ann, 78, 121—136. 

Hahn Wolfgang, 1934: Jber. Deutsch. Math. Verein 44, 215—236. 

Hahn Wolfgang, 1935: Math. Z. 39, 634—638. 

Hahn Wolfgang, 1949: Math. Nachr. 2, 4—34. 

Heine Emil, 1878—1881: Handbuch der Kugelfunktionen, second edition, Riemer, 

Berlin. 

Hille Einar, 1939: С. В. Acad. Sci. Paris 209, 714—716. 

Hille Einar, 1939а: Duke Math. J. 5, 875—936. 

Hille Einar, 1940: Trans. Amer. Math. Soc. 47, 80—94. 

Jordan Charles, 1921: Proc. London Math. Soc. 20, 297—325. 

Jordan Charles, 1947: Calculus of finite differences, Chelsea Publishing Co. 

KrawtchoukM., 1929: С. В. Acad. Sci. Paris 189, 620—622. 

Krall H.L., 1936: Bull. Amer. Math. Soc. 42, 423—488. 

Lowan A. N., Norman Davids and Arthur Levenson, 1942: Bull, Amer. 

Math. Soc. 48, 739—743. 

Lowan А. N., Norman Davids and Arthur Levenson, 1943: Bull. Amer. 

Math. Soc. 49, 939. 

Madhava Rao В. S. and У. В. Thiruvenkatachar, 1949: Proc. Indian 

Acad. Sci., Sect. A, 29, 391—393. 

Magnus Wilhelm and Fritz Oberhettinger, 1948: Formeln und Sidtze 
fiir die speziellen Funktionen der mathematischen Physik, Springer, Berlin. 

Meixner Joseph, 1934: J. London Math. Soc. 9, 6—13. 

Meixner Joseph, 1938: Math. Z. 44, 531—535. 

Myller-Lebedeff Wera, 1907: Math. Ann. 64, 388—416. 

Neumann Richard, 1912: Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen noch den 

Hermiteschen und Laguerreschen Orthogonalfunktionen auf Grund der Theorie der 

Integralgleichungen, freslau.



ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 285 

Pollaczek Felix, 1949а: С. В. Acad. Sci. Paris 228, 1363—1365. 
Pollaczek Felix, 1949Ъ: С. К, Acad. Sci., Paris 228, 1553—1556. 

Pollaczek Felix, 1949c: С. В. Acad. Sci. Paris 228, 1998—2000. 

Pollaczek Felix, 1950a: C. R. Acad. Sci. Paris 230, 36—37. 

Pollaczek Felix, 1950b. C. R. Acad. Sci. Paris 230, 1563—1565. 

Pollaczek Felix, 1950c: C. R. Acad. Sci. Paris 230, 2254—2256. 

Pollard Harry, 1946: Proc. Nat. Acad. Sci. U. $. A. 32, 8—10. 

Pollard Harry, 1947: Trans. Amer. Math. Soc. 62, 387—403. 

Pollard Harry, 1947a: Ann. of Math. (2) 48, 358—365. 

Pollard Harry, 1948: Trans. Amer. Math. Soc. 63, 355—367. 

Pollard Harry, 1949: Duke Math. J. 16, 189—191. 

Rau Heinz, 1950: Arch. Math. 2, 251—957. 

Salzer H. E. and Ruth Zucker, 1949: Bull. Amer. Math. Soc. 55, 1004—1012. 

Sansone Giovanni, 1949: Boll. Un. Mat. Ital. (3) 4, 291—293 and 339—341. 

Sansone Giovanni, 1950: Math. Z. 53, 97—105. 

Sansone Giovanni, 1950a: Math. Z. 52, 593—598. 

Seidel Wladimir and Otto $2азд, 1951: J. London Math. Soc. 26, 36—41. 

Shohat J. A, Einar Hille and J. Г. Walsh, 1940: А bibkiography on orthogo- 

nal polynomials, Washington. 

Shohat J. A. ard J. D. Tamarkin, 1943: The problem of moments, Mathematical 

Surveys 1, New York. 

Spencer У. E., 1937: Duke Math. J. 3, 667—675. 

Sz4sz Otto, 1950: Boll. Un. Mat. Ital. (3) 5, 125—127. 

SzAsz Otto, 1950a: Proc. Amer. Math. Soc. 1, 256—267. 

$2432 Otto, 1951: J. d’Analyse Math. 1, 116—134. 

Szegé Gabor, 1921: Math. Z. 12, 61—94. 

Szeg6é Gabor, 1933: Proc. London Math. Soc. (2) 36, 427—450. 

Szeg6é Gabor, 1948: Bull. Amer. Math. Soc. 54, 401—405. 

Szeg6é Gabor, 1950: Boll. Un. Mat. Ital. (3) 5, 120—121. 

Szegdé Gabor, 1950a: Proc. Amer. Math. Soc. 1, 731—737. 

Todd John, 1950: Boll. Un. Mat. Ital. (3) 5, 122—125. 

Toscano Letterio, 1949: Boll. Un. Mat. Ital. (3) 4, 398—409. 

Tricomi Francesco, 1935: Boll. Un. Mat. Ital, 14, 213—218; 277—282. 

Tricomi Francesco, 1935a: Atti Accad. Naz. Lincei Rend., Cl. Sci. Fis. Mat. 

Nat. (6), 21, 332—335. 

Tricomi Francesco, 1936: Boll. Un. Mat. Ital. 15, 102—105. 

Tricomi Francesco, 1939—40: Atti Accad. Sci. Torino, Cl. Sci. Fis. Mat. Nat., 

75, 369—390. 

Tricomi Francesco, 1941: Giorn. Ist. Ital. АЧиаг! 12, 14—33. 

Tricomi Francesco, 1947: Ann. Mat. Pura Appl. (4) 26, 283—300. 

Tricomi Francesco, 1948: Serie Ortogonali di Funzioni, Torino. 

Tricomi Francesco, 1949: Ann. Mat. Pura Appl. (4) 28, 263—289. 

Tricomi Francesco, 1950: Ann. Mat. Pura Appl. (4) 31, 93—97. 

Uspensky J. V., 1927: Ann. of Math, (2) 28, 593—619. 

Vitali Guiseppe and Giovanni Sansone, 1946: Moderna Teoria delle 

Funzioni di Variabile Reale, parte seconda, Bologna. 

WatsonG.N., 1933: J. London Math. Soc. 8, 189—192. 

WatsonG.N., 1933a: J. London Math. Soc. 8, 194—199. 

WatsonG.N., 1933b: J. London Math. Soc. 8, 289—292. 

WatsonG.N., 1934: J. London Math. Soc. 9, 22—28. 

WatsonG.N., 1938: Akad. Wiss. Wien, S.-B. Па, 147, 151—159. 

Weber Maria and Arthur Erdélyi, 1952: Amer. Math. Monthly 59, 163-168. 

Wing G. Milton, 1950: Amer. J. Math. 72, 792—808. 

Ахиезер Н. И., Крейн М. Г., О некоторых вопросах теории моментов, Харьков, 1923. 

Ватсон Г., Теория бесселевых функций, т. I, ИЛ, 1949



286 ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

Геронимус Я., 1944: Доклады АН СССР, НИ. С., 44, 355—359. 

Гобсон E., Теория сферических и эллипсоидальных функций, ИЛ, 1952. 

Качмаж C., Штейнгауз Г., Теория ортогональных рядов. Физматгиз, 1958. 

Сеге Г., Ортогональные многочлены, Физматгиз, 1962. 

Трикоми @., Дифференциальные уравнения, ИЛ, 1962. 

Уиттекер Э., Ватсон Г., Курс современного анализа, т. I, 1962; т. II, 1963. 

К главе 11 

Angelescu Aurel, 1916. Sur les polynomes généralisant les polynomes de Le- 
gendre et d’Hermite et sur le calcul approché des integrales multiples. Thése 

no. 1579, Paris. 

Appell Paul and J. Kampé de Fériet, 1926: Fonctions hypergéométriques 

et hypersphériques, Polynomes d’Hermite, Gauthier-Villars. 

Birkhoff Garett and Saunders MacLane, 1947: A survey of modern al- 

gebra, New York. 

Erdélyi Arthur, 1937: Physica 4, 107—120. 

Erdélyi Arthur, 1938: Math. Ann. 115, 456—465. 

Funk Paul, 1916: Math. Ann. 77, 136—152. 

Gegenbauer Leopold, 1877: Akad. Wiss. Wien., S.-B. Па, 75, 891—905. 
Gegenbauer Leopold, 1884: Denkschriften Akad. Wiss. Wien., Math. Naturw. 

К|., 48, 293—316. 

Gegenbauer Leopold, 1888: Akad. Wiss. Wien., $.-В. Па, 97, 259—270. 

Gegenbauer Leopold, 1890: Denkschriften Akad. Wiss. Wien., Math. Naturw. 

K1., 57, 425—480. 
Gegenbauer Leopold, 1891: Akad. Wiss. Wien., S.-B. Па, 109, 225—244. 

Gegenbauer Leopold, 1893: Akad. Wiss. Wien., S.-B. Па, 102, 942—950. 

Hecke Erich, 1918: Math. Ann. 78, 398—404, 

Hoenl H., 1934: Z. Physik 89, 244—253. 

Kogbetliantz Ervand, 1924: J. Math. Pures Appli., IX, Ser. 3, 107-187. 

Koschmieder Lothar, 1929: Math. Ann. 101, 120—125. 

Koschmieder Lothar, 1931: Math. Ann. 104, 387—402. 

Magnus WilhéIm, 1949: Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 16, 77—94. 

Maxwell J. C., 1873, 1892: A treatise on electricity and magnetism, Vol. 1, Chapter 9, 

Oxford, third edition, 1892. 

Nielsen Nicls, 1911: Théorie des fonctions métasphériques, Gauthier-Villars. 

Polya George and Burnett Meyer, 1950: С. В. Acad. Sci. Paris 228, 28—30, 

1083—1084. 

Рго { {ег М. Н., 1949: Trans. Amer. Math. Soc. 63, 314—341. 

Sat6 Yasuo, 1950: Bull. Earthquake Res. Inst. Tokyo 28, 1—22, 175—217. 

Schmidt Adam, 1899: Z. Math. Phys. 44, 327—338. 

Sommerfeld Arnold, 1943: Math. Ann. 119, 1—20. 

Van der Pol Balthasar, 1936: Physica 3, 385—392. 

Van der Waerden B. L., 1932: Die gruppentheoretische Methode in der Quanten- 

mechanik, Berlin. 

Widder О. V., 1947: Advanced calculus, New York. 

Гельфанд И. М., Минлос P. A. и Шапиро 3. Я., Представления группы вра- 

щений и группы Лоренца, их применения, Физматгиз, 1958. 

Курош А. Г., Лекции по общей алгебре, Физматгиз, 1962. 

К главе 12 

Angelescu Aurel, 1915: С. В. Acad. Sci. Paris 161, 490—492. 
Angelescu Aurel, 191516: Bull. Math. Soc. Roumaine Sci. 4, 30—35.



ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 287 

Angelescu Aurel, 1916: Sur des polynomes généralisant les polynomes de Le- 

gendre et d’Hermite et sur le calcul approché des integrales multiples. Thesis, 

Paris, 140 pp. 

Appell Paul, 1881: Arch. Math. Physik (1) 66, 238—245. 

Appell Paul, 188: J. Math. Pures Appl. (3) 8, 173—216. 

Appell Paul, 1901: Arch. Math. Physik (3) 1, 69—71. 

Appell Paul, 1903: Arch, Math. Physik (3) 4, 20—21. 

Appell Paul and Joseph Kampé de Fériet, 1926: Fonctions hypergéo- 

métriques et hypersphériques, Polynomes d’Hermite, Gauthier-Villars, Paris. 

Brinkman Н. С. and Frits Zernike, 1935: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 38, 

161—170. 

Caccioppoli Renato, 1932: Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 3, 163—182. 

Caccioppoli Renato, 1932a: Giorn. Ist. Ital. Attuari 3, 364—375. 

CameronR. H. and W. T. Martin, 1947; Ann. of Math. 48, 385—389. 

ChenkK. К. 1928: Sci. Rep. Tohoku Imp. Univ., Ser. I, 17, 1073—1086. 

Devisme Jacques, 1932: С. В. Acad. Sci. Paris 195, 437—439, 936—938. 

Didon Francois, 1868. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup, (1) 5, 229—310. 

Dinghas Alexander, 1950: Math. 2. 53, 76—83. 

ErdélyiArthur, 1938 Math. Ann. 11, 456—465. 

Erdélyi Arthur, 1938а: Math. 2, 44, 301—311. 

Feldheim Ervin, 1940: Ann. Scuola Norm. Super. Pisa (2) 9, 225—252. 
Feldheim Ervin, 1941: С. В. (Doklady) Acad. Sci. URSS (N. $5.) 3, 

534—537. | 

Feldheim Ervin, 1942: Pont. Acad. Sci. Comment. 6, 1—25. 

Friedrichs К. O,, 1951: Comm. Pure Appl. Math. 4, 161—224. 

Giulotto Virgilio, 1939: Ist. Lombardo Sci. Lett. Rend,, Cl. Sci. Mat. Маф, 

72, 37—57. 

GradHarold, 1949: Comm. Риге Appl. Math. 2, 325—330. 
GrS6bner Wolfgang, 1948: Monatsh. Math. 52, 38—54. 

Hermite Charles, 1864: C. R. Acad. Sci. Paris 58, 93—100, 266—273. 

Hermite Charles, 1865: J. reine angew. Math. 64, 294—296. 

Hermite Charles, 1865а: С. В. Acad. Sci. Paris. 60, 370—377, 432, 440, 461—466, 

512—518. 

Jackson Dunham, 1937: Duke Math. J. 2, 423—434. 

Jackson Dunham, 1938. Duke Math. J. 4, 441—454. 

Jackson Dunham, 1938a: Ann. of Math. (2) 39, 262—268. 

Kampé de Fériet Joseph, 1915: Sur les fonetions hypersphériques, Thesis, 

Paris, 111 pp. 

Koschmieder Lothar, 1924: Math. Ann. 91, 62—81. 

Koschmieder Lothar, 1925: Лег. Deutsch. Math. Verein 34, 57—64. 

Koschmieder Lothar, 1926: Revista Mat. Hisp.-Amer. (2) 1, 97—107. 

Koschmieder Lothar, 1929: Math. Ann. 101, 120—125. 

Koschmieder Lothar, 1930: Revista Soc. Mat. Espanola(2) 5, 1—14. 

Koschmieder Lothar, 1930a: Revista Soc. Mat. Espanola (2) 5, 274—280. 

Koschmieder Lothar, 1931: Math. Ann. 104, 387—402. 

Koschmieder Lothar, 1933: Monatsh. Math. Phys. 40, 223—232. 

Koschmieder Lothar, 1934: Math. Ann. 110, 734—738. 

Koschmieder Lothar, 1934a: Monatsh. Math. Phys. 41, 58—63. 

Koschmieder Lothar, 1938: Math. Z. 43, 248—254. 

Koschmieder Lothar, 1939а: Math. Z. 43, 783—792. 

Koschmieder Lothar, 1940: Anz. Akad. Wiss. Wien., Math.-Nat. Kl. 41—43. 

Mazza 5. С., 1940 An. Soc. Ci. Argentina 130, 137—148. 

Orloff С. A., 1881: On some polynomials in one ог several variables, Thesis, 

St. Petersburg, 124 pp. 

Orlow С. А., 1881а: Nouv. Ann, (2) 40, 481—489. 

Picone Mauro, 1935: Giorn. Ist. Ital. Attuari 5, 155—195.



288 ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 

Schmeidler Werner, 1941: J. reine angew. Math. 183, 175—182. 

Thijssen W. P., 1926: Verslagen Amsterdam (2) 35 1100—1111. 

Thijssen W. Р., 1927: Nederl. Akad. Wetensch. Proc. (1) 30, 69—80. 

Tortrat Albert, 1948 C. R. Acad. Sci. Paris 226, 298—300. 

Tortrat Albert, 1948а: С. В. Acad. Sci. Paris 226, 543—545, errata 758-759. 

Вейль Г., Классические группы, их инварианты и представления, ИЛ, 1947. 

Гельфанд И. М., Минлос Р. A, Шапиро З. Я., Представления группы вра- 

щений и группы Лоренца, Физматгиз, 1958. 

Гобсон E., Теория сферических и эллипсоидальных функций, ИЛ, 1952. 

Зоммерфельд A., Строение атома и спектры, Гостехиздат, 1956. 

Мальцев A. И., Основы линейной алгебры, Гостехиздат, 1956. 

Натансон И. П., Конструктивная теория функций, Гостехиздат, 1949. 

Сонин Н. Я., Исследования о цилиндрических функциях и специальных полиномах, 

Гостехиздат, 1954, 



Ангелеску 269 
Аппель 258 
Ахиезер 216 

Бейли 63, 126 
Бейтмен 76, 154, 
Бернштейн 216 
Бессель 9, 10, 22 
Бёмер 154. 155 
Бохнер 167 
Бринкман 268 
Бурже 72 
Бухгольц 133, 135, 
Бьюил 38 

Ван Вии 36 
Ван дер Корпут 38 
Ван дер Поль 244 
Варма 128 
Ватсон 38, 128 
Вебб 76 
Вебер 194, 221 

Ганкель, 24 

221, 

136, 

Гегенбауэр 43, 63, 228 
Гейне 216 
Герглотц 225, 249 
Град 271 
Грёбнер 268 
Гринвуд 84 
Гупта 63 
Гурвиц 71 

Дарбу 197 
Дебай 33 
Девизм 268, 276 
Демир 196 
Дёч 190 
Джексон 254 
Джулиотто 211, 268 
Дидон 250, 262 
Диксон 63 
Дхар 130 

Зигель 72 
Зоммерфельд 39 

Кампе де 
Каптейн 76 
Катон 210 

Ферье 250, 

248 

137 

265 

ИМЕННОЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Каччиополли 267, 276 
Когбетлианц 235 
Коломб 72 
Корн 76 
Кошмидер 

Кравчук 221 
Крамер 207 
Крамп 152 
Кролл 167 
Ксу 196 
Кук 54, 80, 81, 85, 86 
Купер 208 

Лагерр 188 
Лагранж 9 
Лангер 39, 129 
Лаплас 143 
Лежапдр 139, 140 
Ломмель 21, 52 

Макдональд 13, 64 
Максвелл 244 
Марков 166 
Масза 276 
Мейер 36, 87, 98, 126, 128, 230 
Мейкснер 135, 219 
Миллер 124 
Митра 128 

Никольсон 37, 64 
Нильсен 150 

Перрон 199 
Пиконе 276 
Пойя 230 
Полачек 216—219 
Поллард 209, 211 
Прим 139 
Пуассон 10 

Рамануджан 66 
Рау 210 

Сансоне 199, 208 
Сасс 208 
Сато 250 

193, 235, 266, 267, 

Сеге 70, 192, 
216, 217, 222, 228 

Сонин 63, 188 
Стильтьес 197 

Таннери 140 
Тиссен 275 
Титчмарш 76, 86 
Тодд 208 
Тортра 273 
Тоскано 175, 200 

193, 208, 210, 

Трикоми 38, 71, 142, 144, 146, 
167. 179, 188, 
204 

Туран 208 

Уилкинс 76 
Успенский 195 

Фалькенберг 73 

190, 

Фельдгейм 195, 274, 275 
Феррари 63 

Хан 167, 168, 219, 220. 
Харди 85 
Хартри 153 
Хилб 71. 73 
Хилле 210, 211 

Чен 267 
Чернике 268 
Черри 40, 85, 

Шарлье 208 
Швид 129 
Шенкер 130 
Шёбе 38 

129, 

Шлемильх 79, 140 
Шмидт 248 

Эйлер 10 
Эйри 32 

131, 

199, 200, 

132 

Эрдейи 128, 130, 132, 134, 190, 
221, 240, 244, 273 

2 Эрмит 250, 264, 269



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Ангера функция 44 
— —, асимптотические разложения 46 
— —, рекуррентные соотношения 45, 46 
— —,‚ связь © функцией Вебера 45 
Аппеля многочлены 258 
— ряд 267 
Ахиезера многочлены 216 

Бассе функция 13 
Бернса интегралы 30 
— интегральные представления ФФ, 

Бесселя 96 
Бернштейна и Сеге многочлены 216 
Бесселя дифференциальное уравнение 12 

коэффициенты 14, 15, 22 
—, интегральные представления 92 
неравенство 160 
функции 10, 12 
—, аналитическое продолжение 21 
—, асимптотические разложения 98-103 
—, — формулы 37—39 
—, вронскианы 20, 91 
— второго рода 12 
— — —, нули 73 
—, выражение через функции Лежандра 

67, 68 
— —, выражения Гейне 29 
— —, дифференциальные уравнения 21 
— —, дуальные интегральные уравнения 

uA 

— —, интеграл Ганкеля 69 
— —, — Пуассона 92, 93 
— —, — разрывный Вебера—Шафхейтлина 

61, 62 
— —, интегралы Бернса 30 
— —, — Гегенбауэра 63 
— —,— Зоммерфельда 27 
— —,— из произведений функций Бесселя 

108 
— —, — неопределенные 55 
— —, — определенные по конечным отрез- 

кам 55, 57, 103—105 
— —, — несобственные 106—112 
— —,— no индексу 66 
— —, — родственные 
Шафхейтлина 107, 10 

— —,— с бесконечными пределами, содер- 
жащие показательную функцию 58 

— —, —, содержащие функции Струве 
13 

— --,— Сонина 56, 63 
— —, — типа Сопина—Гегенбауэра 109, 110 

интегралу Вебера-- 

— —, — Эйри 31 
— —, интегральная формула Ганкеля 85 
— —,— — Гейне 93 
— —,— — Харди 85, 86 
— —, интегральные представления Бернса 

96 
-- — — — Ганкеля 24, 25 

— —,— — Гублера 26 
— —, — — типа Пуассона 22 
— —,-— — функций 84—87 
— —,— — через функции Лежандра 69 
— —, — -- Шлефли 25 
— —, — формулы 57, 58 
— —, — — Мелера—Сонина 93 
— — модифицированные, асимптотические 
разложения 32—36 

— — —, выражение через функции Лежан- 
дра 67, 68 

— — — Первого рода 13 
— — —, рекуррентные соотношения и фор- 
мулы дифференцирования 90, 

— — — третьего рода 13, 74 
— — — целого порядка 17 
— —, обобщение формулы Неймана 57 
— —, обобщения интегралов Шлефли 94 
— —, обозначения 11 
— — первого рода 12 
— — — —, нули 70, 71 

— — переменного ге” 9], 92 
— — полуцелого порядка 18 
— — — —, обозначения Зоммерфельда 18 
— —, Представления с помощью контурных 

интегралов 23 
— —, произведения 19 
— —, равномерные асимптотические разло- 

жения 39, 103 
— —, разложение в ряд Неймана 75 
— —, разложения типа Фурье — Бесселя 

119, 120 
— —, рекуррентные соотношения 20 
— —, ряды 114—120 
— —, свойство ортогональности 82 
— — сферические 17, 89, 90 
— —, теорема умножения 77 
— —, теоремы сложепия 53, 54, 116 
— — третьего рода 12 
— — — —, нули 73 
— —, формула Be6epa—Oppa 86 
— —, — Макдональда 64 
— — ,-— Неймана 57 
— —, — Рамапуджана 66 
— —, — Титчмарша 86 
— —, — удвоения 54 
— —, формулы Ватсона 102 
— —, — Дифференцирования 20 
— —, — Лангера 103 
— --, = Никольсона 65, 102 
— — целого порядка 14, 15 
— —, частные случаи интеграла Be6epa— 
Шафхейтлина 106, 107 

Биортогональная система 252, 254 
Биортогональные системы многочленов от 

двух переменных 254 
Бурже гипотеза 72 

Ватсона формулы 38, 102 
Вебера—Орра формула 86



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Вебера функция 44 
— —, асимптотические разложения 46 
— —, рекуррентные соотношения 45, 46 
— —, связь с функцией Ангера 45 
Вебера—Шафхейтлина  разрывный 

грал 61, 62, 106, 107 
Вебера—Эрмита функция 122 
Вронскианы функций Бесселя 91 

HHTe- 

Гамма-функция неполная 138 
— —, асимптотическое представление 145 
— —, дескриптивные свойства 146, 147 
-- —, интегральные представления 142 
— —, карта рельефа 146 
— —, нули 145, 146 
— —, обозначения 138, 139 
— —, определение 138, 139 
— —, разложение в непрерывную дробь 140 
— —,— по обратным факториалам 143 
— —, рекуррентные формулы 139 
— —, связь с вырожденными гипергеоме- 

трическими функциями 138 
— —, сходящиеся и асимптотические раз- 
ложения 140, 144 

— —, формулы дифференцирования 140 
— —, — интегрирования 143 
— —, частные случаи 147—155 
Гана многочлены 220 
Ганкеля интеграл 59 
— интегральная формула 85 
— интегральные представления функций 

Бесселя 24, 25 
— символ 33 
— функции 69 
— —, интегральные представления 95 
— — модифицированные 11 
— — —, интегральные представления 94, 95 
— —, нули 73 
— — (первая и вторая) 12 
Гармонические многочлены степени п 229— 

Гаусса многомерное преобразование 274 
Гегенбауэра интегралы 63 
— многочлены 116, 166, 175, 180, 228 
— —, асимптотическое поведение 196 
— —, гипергеометрические функции 177 
— —, дифференциальное уравнение 176 
— —, интеграл Гегенбауэра 179 
— —, интегральные представления 178 
— —, нули 202, 203 
— —, оценки 205 
— —, постоянные 176 
— —, производящая фупкция 178 
— —, разложение в ряд 179, 209 
— —, рекуррентная формула 176 
— —, стандартизация 176 

— —, СХОДИМОСТЬ В Li 209 

— —,TeopeMa сложения 179, 236, 237 
—, формула дифференцирования 177, 179 
—, — Родрига 176 
—, четность 177 
—, явные выражения 177 
обобщение интеграла Пуассона 69 
„теорема сложения для функций Бесселя 

Гейне выражения фупкций Бесселя 29 
— интегральная формула 93 
— многочлены 216 
Гипергеометрические многочлены 166 
Гипергеометрические функции вырожден- 

ные, выражение через неполные гамма- 
функции 141 

Гиперсферические полярные координаты 226 
Грама определитель 158 

В
Е
Р
Е
 |

 
291 

Графа теорема 
Бесселя 53, 54 

Гублера интегральные представления функ- 
ций Бесселя 26 

Гурвица теорема о нулях функции Бес- 
селя первого рода 71 

сложения для функций 

Дидона ряд 267 
Дини ряд 83 
— —, Разложение степени г 83 
Дирихле ряд 84 
— — обобщенный 84 

Зоммерфельда интегралы 27 
— обозначения функций Бесселя полуце- 

лого порядка 18 

Интеграл вероятности 151—153 
— —, разложения по функциям Бесселя 153 
— —, ряд типа Нильсена 153 
— Лапласа; обобщение, содержащее функ- 

ции Бесселя 87 
— Мелера 183, 188 
— Пуассона 92, 93 
Интегралы, выражаемые через функции, 
связанные с функциями Бесселя 96, 97 

— Гегенбауэра 63 
— Зоммерфельда 27 
— по конечным отрезкам 103 
—, содержащие функции Бесселя, 

ление 57 
—, — — Параболического цилиндра 127 
—, — — Параболоида вращения 135 
— Сонина 56, 63 
— Френеля 154—155 
— Эйлера неполные второго рода 138 
— Эйри 31 
Интегральная показательная функция 147, 

148, 149 
— формула Гейне 93 
Интегральный косинус 149—151 
— логарифм 147 
— синус 149—151 

ВЫЧИС- 

Каптейна ряд 78 
— — второго рода 79 
— —, разложение степени г 78 
Кели представление ортогональной 

пы 248 
Кельвина функции и их обобщения 14 
Координаты гиперсферические полярные 226 
— параболические цилиндрические 121 
— параболоида вращения 121 
Кравчука многочлены 220, 221—223 
Крама формула, частный случай 66 
Кристоффеля числа 164 
Кристоффеля—Дарбу формула 162 

Лагерра многочлены 188 
— —, асимптотическое поведение 199 
— —, бесконечные ряды 192 
— —, выражение через конечные разности 

191 

груп- 

— —, гипергеометрические функции 189 
— —, дифференциальное уравнение 189 
— —, интегралы Лапласа 191 
— —, — неопределенные 191 
— —, интегральные представления 190 
— —, конечные суммы 192 
— —, нули 204 
— — обобщенные 166, 188 
— —, оценки 206 
— —, Постоянные 188 
— —, предельные формулы 191 
— —, производящие функции 190



292 

Лагерра многочлены разложение в ряд 210 
— —, рекуррентная формула 189, 190 
— — смежные 190 
— —, стандартизация 188 

— —, сходимость в Li 210 

— —, формула Хилле—Харди 190 
— —, формулы дифференцирования 189 
Лангера формулы 39, 103 
Лапласа интеграл; обобщение, содержащее 
функции Бесселя 87 

— ряды 235 
Лежандра многочлены 166, 179 
— —, асимптотическая формула Хилба 198 
— —, асимптотическое поведение 197 
— —, гипергеометрические функции 181 
— —, дифференциальное уравнение 180 
— —, интегральные представления 183 
— —, постоянные 180 
— —, Производящие функции 183 
— —, разложение в  тригонометрический 

ряд 184, 198, 210 
— —, рекуррентная формула 180 
— —, стандартизация 180 

— —, CXOZHMOCTb В Lf, 210 

— —, теорема сложения 184 
— —, формула равносходимости Кристоф- 
феля—Дарбу 180 

— —, — Родрига 180 
— —, формулы дифференцирования и ин- 
тегрирования 180, 184 

— —, частные значения 181 
— —, четность 181 
— —, явные выражения 181 
— функции второго рода 181, 182 
— —, интегральные представления 

функции Бесселя 68 
— — присоединенные 242, 243 
— — — первого рода 183—184 
— —, разложение по функциям Бесселя 70 
Ломмеля многочлены 43, 44 
— преобразование 21 
— функции 50 
— —, асимптотические разложения 5! 
— — двух переменных 52 
— —, интегральные представления 51 
— —, разложение в ряд Неймана 76 
— —, рекуррентные соотношения 51 
— —, частные случаи 51 

через 

Макдональда формула 64 
Максвелла теория полюсов 243 
Матрица единичная 226 
— ортогональная 226 
Мейкснера многочлены 220 
Мелера интеграл 183, 188 
Мелера-—Сонина интегральные формулы 93 
Многочлен, см. соответствующее название 
Момент весовой функции 160 

Наискорейшего спуска метод 33 
Неймана многочлены 41, 42, 43 
— ряд 74 
— — второго ряда 76 
— —, модифицированная форма 77 
— —, разложение произвольной функции 76 
— —, — степени 2 77 
— формула 57 
— —, обобщение 57 
— функция 12 
Никольсона формулы 37, 65, 102 
Нули комбипаций произведепий функций 
Бесселя первого и второго рода 73 

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Нули модифицированных функций Бесселя 
третьего рода 74 

— неполной гамма-функции 145, 146 
— функций Бесселя второго рода 73 
— — — Первого рода 70, 71 
— — — третьего рода 73 
— — Ганкеля 73 
— — параболического цилиндра 132 
Нуль-ряд 82 

Ортогонализация относительно скалярного 
произведения 253 

Ортогональная функция на © (&) 227 
Ортогонально-инвариантная функция 226 
Ортогональные многочлены в треугольнике 

— — двух переменных 254, 256 
— — дискретного переменного 219 
— — классические 166 
— — —, формула дифференцирования 169 
— — на круге 261—264, 267—269 
— — на шаре 264—269 
— —, рекуррентная формула 161 
— —, упорядоченная система 255 
— —, экстремальные свойства 163 

5 — — Ор 264—269 
5 — — Им 261—264, 267—269 

— функции 157, 253 
Остаток функции Бесселя 31 

Параболического цилиндра функции 122 
— — —, асимптотические разложения 129 
— — —, выражение через модифицирован- 

ную функцию Бесселя третьего рода 125 
— — —, — — функцию Гаусса 125 
— — —, интегральные представления 125 
— — —, интерполяционная формула 130 
— — —, нули и дескриптивные свойства 132 
— — —, Производящие функции 125, 132 
— — —, разложение по функциям Бесселя 

130 
— — —, ряды 130 
— — —, теорема сложения 130 
— — —,— Черри 131 
Параболоида вращения функции 133—137 
Парсеваля формула 160 
Полачека многочлены 216—219 
Полюс 244 
Порядок функции Бесселя 12 
Преобразование Гаусса многомерное 274 
Произведение функций Бесселя 19, 111 
— — —, Представления несобственными ин- 
тегралами 64 

Пуассона интеграл 92, 93 
— —, обобщение Гегенбауэра 69 

Равносходимости теорема 210 
Рамануджана формула 66 
Родрига формула, конечноразностный ан- 

лог 220 
Ряд, см. соответствующее название 
Ряды mo многочленам Гегенбауэра 212 
— — — Лагерра 213 
— — — Лежандра 212, 215 
— — — Эрмита 214 
— — — Якоби 21, 215 
— типа Каптейна 118 
— — Неймана 114 
— функций Бесселя 114—120 

Система ортогонализованных 
замкпутая 160 

— ортогональных многочленов 158 
— — —, рекуррентная формула 16% 

функций



ПРЕДМЕТНЫЙ 

Система ортогональных многочленов, фор- 
мула Кристоффеля — Дарбу 162 

— — функций 157 
— — — Полная 160 
— оргонормированных функций 157 
Скалярное произведение функций 253 
Скачков функция 219 
Сонина интегралы 56, 63 
— формула 75 
Степенной ряд, преобразование в 

Неймана, Каптейна 77, 78 
Струве функции 46, 47, 113 
— —, асимптотические представления 48 
— —, дифференциальное уравнение 48 
— —, интегральная формула 57 
— — модифицированные 47 
— —, представление в виде степенного ря- 

да 47 
— —, формулы дифференцирования 48 
Сферическая волна, выражение через 
функции параболоида вращения 135—137 

Сферические гармоники 244 
— — зональные 244 
— —, производящая функция 241 
— — секториальные 244 
— — степени п 232—235 
— — Тессеральные 244 
— —, формула преобразования 248 
— многочлены 166, 180 
— функции 66 
— — Бесселя 17, 89, 90 
Сходимость в среднем 160 
— поточечная 210 

ряды 

Теорема о нулях ортогональных много- 
членов 161 

— о разложении произвольной функции в 
ряд Шлемильха 80 

—, см. также соответствующее название 
Титчмарша формула 86 
Трикоми асимптотическая формула 38 
— формулы для нулей функций *Бесселя 7! 

Уиттекера контурный интеграл, связь с 
интегралом Ганкеля 69 

Ультрасферические многочлены 166, 175, 

— —, теорема сложения 236, 237 
Упорядоченная последовательность одно- 

членов 255 

Формула, см. соответствующее название 
Френеля иптегралы 154, 155 
Функа—Гекке теорема 240 
Функция, см. соответствующее название 
Фурье—Бесселя ряд 83 
— — —, разложение степени г 83 

Харди интегральная формула 85 
— — —, Частные случаи 86 
Хилба асимптотическая формула для мно- 

гочленов Лежандра 198 

Цилиндрические волновые функции 66 

Чебышева многочлены 978 
— —, гипергеометрические функции 186 
— — дискретного переменного 220, 221 
— —, дифференциальные уравнения 186 
— —, интегральные представления 187 
— — первого и второго рода 184, 185 
— —, Постоянные 185 
— —, производящие функции 187 
— —, Рекуррентная формула 186 
— —, соотношение ортогональности 185 
wm —, стандартизация 185 

УКАЗАТЕЛЬ 293 

Чебышева многочлены, формула Кристоф- 
феля — Дарбу 186 

— —, формулы дифференцирования 186 
— —,— Родрига 186 
— --, явные выражения 186 
Черри теорема 13] 

Шарлье многочлены 220, 293, 994 
Шафхейтлина теорема о нулях функций 

Бесселя второго рода 73 
Шёбе асимптотическая формула 38 
Шлемильха ряд 79, 81 
— — и подственные ему 118, 119 
— — обобщенный 80 
— —, примеры разложения функций 81 
— —, разложение произвольной функции 80 
Шлефли интеграл 94, 183 
— —, обобщения 94 
— интегральные представления 

Бесселя 25 
— многочлены 43 

функций 

Эйлера неполные интегралы второго рода 
138 

Эйри интегралы 31 
Экспоненциальная весовая функция, 

стейшая форма 192 
123, 166, 192, 274 Эрмита многочлены 

— —, асимптотическое поведение 199, 201 
— —, бесконечные ряды 196 
— —, выражение через многочлены Лагер- 

ра 193, 195 
— —, гипергеометрические функции 194 
— —, дифференциальное уравнение 193 
— —, интегралы 195 
— —, интегральные представления 194 
— —, конечные суммы 196 
— — многих переменных 270—276 
— —, нули 204 
— --, оценки 207 
— —, постоянные 193 
— —, пределы 194 
— —, преобразование Гаусса 195 
—- —, производящая функция 125, 194 
— —, разложение в ряд 210 
— - ‚ рекуррентная формула 193 
— —, связь с функциями параболического 

цилиндра 194 
— —, стандартизация 193 

— —, СХОДИМОСТЬ В Li 210 

— —, теоремы сложения 196 
— —, формула дифференцирования 193 
— —, — Мелера 194 

Юнга функция 51 

Якоби многочлены 166, 
185, 258 

— —, асимптотическое поведение 196 
— —, ассоциированные с ними 173 
— —, гипергеометрические функции 171 
— —, дифференциальное уравнение 171 
— —, интегральные представления 174 
— —, нули 202, 203 
— —, оценки 206 
— —, постоянные 171 
— —, производящая функция 174 
— —, разложение в ряд Фурье 209 
— —, рекуррентная формула 171 
— —, стандартизация 171 

— —, СХОДИМОСТЬ В Lh 209 

— —, формула дифференцирования 171, 172 
— —, — Родрига 171 
— функции второго рода 172—174 
Якоби—Анкера формула 15 

про- 

170—173, 180, 184,



УКАЗАТЕЛЬ ВАЖНЕЙШИХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

Латинский алфавит 

bei (x), ber (х) — функции Кельвина 14 
bei, (2), Бег, (2) — обобщение функций Кель- 

вина 14 
С (х) — интеграл Френеля 154 
С (х, а) — обобщение интегралов Френеля 154 

Сп (x) — многочлены Гегенбауэра (ультрасфе- 

рические многочлены) 175; 228 
р 

с 2 — [(&, n)] — сферическая гармоника 235 

с„— моменты весовой функции 160 

Cy (1) — функция Юнга 51 

Chl х — интегральный косинус мнимого аргу- 
мента 151 

С1х — интегральный косинус 
D,, (2), Dy, (—2); D_v_, (42), D_v_4 (—#z)- 

функции параболического цилиндра 122 
det М = ае H jp — определитель матрицы М 

с общим элементом ip 225 

Е, (х)=—Е1(—х), Е*(х) — интегральная по- 
казательная функция 147 

Ея (х) — неполные гамма-функции 139 

Е, (г) — фун‹ция Вебера 44 

Erf ХС x, Е! х— интегралы вероятности 

z 

V2 x 
exp х=е — экспоненциальная функция 192 
Fy (2) — функции, связанные с функциями Бес- 

селя 11 
С„— определитель Грама 158 
G_ (v=G ~- т () Ms, то, wer, m, (1 Ho, sees Xp) 

многочлены Эрмита OT многих перемен- 
ных 271 

С (а, х), gi (а, х) —функции, связанные с не- 
полными гамма-функциями 147 

G,, (2) — функции, связанные с функциями Бес- 

Е {с — функция Гаусса 125 

селя 11 

Hf (x) — интеграл вероятности 151 
т) = —_ т =H т, ove, ть (Fy + Хр) 
многочлены Эрмита многих перемен- 
ных 271 

i (т) —гармонический многочлен степени 7 

229 

Mn (*), Не, (х) — многочлены Эрмита 123, 192 

HW) (2), H) (2) — функции Бесселя третьего 

рода (первая и вторая функции Ган- 
келя) 12 

Hi, (2) — функция Струве 46, 47 

Не! (2), her, (г) — обобщение функций Кель- 

вина 14 
[— единичная матрица 226 
Г (2), I, (2) — модифицированные 

Бесселя первого рода 13 
Emn (@, VY У’, х, У) — многочлены Аппеля 258 

J_n (=), Jn (2) —функция Бесселя первого 

рода целого порядка 14, 15 
Jy) (г) — функция Бесселя первого рода 12 

J.) (г) — функция Ангера 44 

Jy, m (2) — остаток функции Бесселя 31 

Кл (х) — неполные гамма-функции 139 

Ки (2), Ky (2) — модифицированные функции 

Бесселя третьего рода целого поряд- 

функции 

ка 17 
К 1 (2) — функция Бесселя полуцелого по- 

+9 
рядка 18 

Ку (2) — модифицированная функция Бесселя 

третьего рода (функция Бассе) 13 
Ку (2) — модифицированная функция Ганке- 

kel, (2), Ker, (г) — обобщение функций Кель. 

вина 14 
К (а, х) — функции, связанные с неполными 

гамма-функциями 147 

Le (x), Ln (x)= 1° (х) — многочлены Лагерра 

188 

Ly — класс функций, для которых существует 

интеграл Лебега 159 

Ly р>1— класс функций, для которых су- 

ществует и конечен интеграл Лебега 209 

L,, (г)—модифицированная функция Струве 47 

$ [Е (0] — интегралы Лапласа 191 
11 (x) = Ei (In Хх) — интегральный логарифм 147 

р (+ 22) — функции параболоида вра- 
+iv, —` 

щения 133 

т» (я; В, с) — многочлены Кравчука 222 

On (2) — многочлены Неймана 41, 43



УКАЗАТЕЛЬ ВАЖНЕЙШИХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

P, (x) — многочлены Лежандра (сферические 

многочлены) 180 

Р/ (*) —присоединенные функции Лежандра 

228 

рт (cos 0) —присоединенные 

жандра 183, 184 

pi В) (х) — многочлены Якоби 170 

функции Ле- 

ph (x; a, 5), ph (x; a, 5, ©, ph (x; @) — MHO- 

гочлены Полачека 217, 218 
{P, (*)} — система ортогональных многочле- 

нов 158 
Ри (%; В, \, 6) — обобщение многочленов Че- 

бышева дискретного переменного 221 

Qn (x)= QO 0) (х) — функции Лежандра вто- 

рого рода 181 

©, ) (x) — функции Якоби второго рода 172 

a 
а В) (х) — многочлены, ассоциированные с 

многочленами Якоби 173 
Rm, у (2) —многочлены Ломмеля 43 

r—"H (=A, (B=, (0, $) —сферическая 
гармоника степени п 232 

5 Е), 57 (™p =; 5), п (Е) — сферическая гармоника 

235 

© (х) — интеграл Френеля 154 
$ (x, а) —обобщение интегралов Френеля 151 
$ (2) — многочлены Шлефли 43 
Ss. (Np) — сферическая гармоника степени п 

с полюсами М» 244 

Su, v (2), Su, у (2) —функции Ломмеля 50 

ЗЫ х 151 
31 x, Si х— интегральный синус 149 
Т„ (х) — многочлены Чебышева первого рода 

184 

Ё, (2) — многочлены Чебышева дискретного 
переменного 220 

О} (<) — мпогочлены Чебышева второго рода 
185 

295 

Ue (6) =0° _ т (1) т, ть...) т (91% ve) р) 
ортогональные многочлены на шаре 264 

U,, (w, г) — функции Ломмеля двух перемен- 
ных 52 

5 р 
М п — обобщенные ортогональные системы 

на шаре 269 
ys _ys 

m (t) Ym т, ..., my (=, Vor tees «n)- 
ортогональные многочлены на шаре 261 

Vy (и, г) функции Ломмеля двух перемен- 
ных 52 

5 
7 — обобщенные ортогональные системы 

на шаре 269 
eit р (+25) — функции параболоида вра- 
+ (т, 5 

щения 133 
w (х) — весовая функция 156 
Y (2), Y_, (2) — функции Бесселя второго 

рода целого порядка 15—17 
У. (2), 7, (2), Y,, (г) функция Неймана 11, 12 

Греческий алфавит 

о (х) — интеграл вероятности 151 
у (а, x), y*(a, x), Г (а, х) — неполные гамма- 

функции 138, 139 

Зы (2), 50 (2) — фупкции, связанные с функ- 
циями Бесселя полуцелого индекса 18 

A, (2) — функция, связанная с функциями Бес- 

селя 11 
А qa числа Кристоффеля 164 
(у, т) — символ Ганкеля 18 
Ф (а, с; х) —вырожденные гипергеометриче- 

ские функции 141 
W (a, с; х) —вырожденные гипергеометриче- 

ские функции 141 
Din (г)—функции, связанные с функциями Бес- 

селя полуцелого индекса 18 
2, (2) — многочлены Неймана 41, 43 
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