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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Нахождение аналитических выражений для фундаменталь- 
ных функций (решений) почти для всех классических диффе- 
ренциальных операторов математической физики следует считать 
одним из наиболее существенных достижений математики. Оно 
достигалось благодаря усилиям многих поколений математиков 
и объясняется в первую очередь возможностью представления 
с помощью фундаментальных функций решения дифференциаль- 
ных уравнений в интегральной форме, которая дает возможность 
исследования существования и единственности решения гранич- 
ных задач. 

Особо следует отметить, что фундаментальные функции 5 
настоящее время находят широкое применение и в приближен- 
ных решениях уравнений математической физики. Фундамен- 
тальные функции являются основой успешно развиваемого в по- 
следнее время метода граничных интегральных уравнений. В си- 
лу определенного физического смысла фундаментальных Ффунк- 
ций, решения граничных задач по системам из фундаментальных 
‘функций дают ответы на многие практически важные обратные 
задачи науки и техники. 

Учитывая вышесказанное, следует признать, что отсутствие 
справочного пособия по фундаментальным функциям как в оте- 
чественной, так и в мировой литературе затрудняет исследование 
и решение многих актуальных задач. 

Предлагаемая монография является расширенным изданием 
работы автора «Решение граничных задач методом разложения 
по неортогональным функциям» (М., Наука, 1978), в которой 
были собраны фундаментальные функции и изложены новые 
методы решения граничных задач на их основе. 

В книге изложены главным образом результаты, полученные 
в последние годы грузинскими математиками. Вычислительные 
аспекты излагаемого метода разработаны в Институте вычисли- 
тельной математики им. Н. И. Мусхелишвили под руководством 
В. Д. Купрадзе и в Институте геофизики АН Грузинской ССР. 

В главе [ дается общее описание методов приближенного 
решения граничных задач с помощью разложения по фундамен- 
тальным решениям. Здесь же изучена асимптотика детерминан- 
тов Грама определенным образом сгруппированных фундамен- 
тальных функций и рассмотрены трудности численной реализации
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предлагаемых приближенных методов решения граничных задач. 
Идейно изложенные здесь методы близки к методам граничных 
интегральных уравнений, получивших в последнее время широ- 
кое применение при решении сложнейших практических задач. 
Однако в методе граничных интегральных уравнений последние 
рассматриваются, как правило, на основной поверхности гранич- 
ной задачи. Это приводит к интегральным уравнениям 2-го рода, 
обладающим с точки зрения устойчивости расчетных схем суще- 
ственными преимуществами перед интегральными уравнениями 
1-го рода, но при этом ядро интегрального уравнения становится 
сингулярным. Последнее обстоятельство, со своей стороны, C03- 
дает дополнительные трудности, в том числе и в деле анализа 
решения вблизи границы. Как показали результаты многочислен- 
ных вычислительных экспериментов, удачное приближение по- 
верхности, на которой рассматриваются интегральные уравнения, 
к основной поверхности граничной задачи существенно опреде- 
ляет успех в деле практической реализации решения задач ма- 
тематической физики. Здесь существует аналогия с задачей оп- 
тимального выбора параметра регуляризации при решении не- 
корректных задач. 

В главе П собраны фундаментальные решения почти всех 
классических линейных уравнений математической физики, до- 
пускающие явное аналитическое представление. 

Глава [Ш посвящена граничным задачам для плоского и про- 
странственного уравнения Лапласа, которые в математической 
литературе всегда рассматривались как модельные задачи мате- 
матической физики. Поэтому и в настоящей публикации этим за- 
дачам уделено большое внимание. Желающие поскорее ознако- 
миться с приближенным решением граничных задач теории по- 
тенциала могут после введения сразу перейти к главе Ш. 

В главе IV излагаются приближенные методы решения гра- 
ничных задач статической теории упругости. 

В настоящей монографии впервые изложен приближенный 
метод решения граничных задач с помощью фундаментальных 
решений. Книга рассчитана на представителей прикладных наук 
и практиков-вычислителей, которым приходится решать гранич- 
ные задачи. Автор стремился также акцентировать внимание на 
некоторых нерешенных вопросах. С этой точки зрения книга 
представляет интерес для математиков — аспирантов и студентов 
старших курсов соответствующих специальностей. 

В работе по созданию соответствующих алгоритмов и про- 
грамм принимали участие Д. В. Гогиашвили, М. С. Закрадзе, 
Н. Л. Лекищшвили, К. В. Пертая, К. Н. Самсония и Г. С. Си- 
лагадзе. 

М. А. Алексидзе



ВВЕДЕНИЕ 

В общем виде граничную задачу для уравнений математиче- 
ской физики можно сформулировать следующим образом. Пусть 
в и-мерном евклидовом пространстве В” (координаты точек кото- 
рого могут содержать временную переменную) многомерная мно- 
госвязная область С ограничена (гипер) поверхностью Г. В об- 
ласти С определено некоторое дифференциальное уравнение в 
частных производных 

Lu(z)=f(z), «eG, (1) 
rye L =(X, ..., Г[ш)— линейный векторный дифференциальный 
оператор, u(z) и f(x)— элементы некоторых векторных MyHK- 
циональных пространств R,(G) и Re(G) соответственно. Пусть 
на поверхности Г определен оператор / соотношением 

lu(z)lr= p(y), yel, (2) 
где w(y)— элемент векторного функционального пространст- 
ва Аз (Г). 

Поверхность Г может содержать отдельные незамкнутые по- 
верхности, бесконечно удаленную точку (внешние граничные 
задачи), поверхности, являющиеся геометрическим местом внут- 
ренних точек области С — внутренними границами (контактные 
граничные задачи) и т. п. Човерхность Г может не охватывать 
всю границу области (например, для некоторых случаев наличия 
переменных по времени). 

Как правило, определить u(r) из уравнений (1), (2) при за- 
данных правых частях f(z) и p(y) в элементарных функциях 
не удается, и для решения граничной задачи (1), (2) следует 
применять приближенные методы. Одним из таких методов яв- 
ляется метод разложения по неортогональным функциям. Основ- 
ная идея приближенного решения граничных задач (1), (2) ме- 

. N 
тодом разложения в конечный ряд по системе функций {pp (2)p—1. 

tb, = R,} состоит в замене пространства А! (С)') его конечномер- 
ным подпространством АВ“(С)— линейной оболочкой системы 

1) Часто в качестве функциональных пространств R,(G) и В.(С) для 
дифференциальных уравнений второго порядка берется пространство Co- 

болева W, (6).
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функций {фь (хил. Приближенное решение и“ (x) ищется в ви- 
де ряда 

М 

un (2) = ХФ (2); (3) 
(№) коэффициенты разложения A, находятся путем минимизации 

функционала 

| Lu” (x) — f (2) lacey + Kw | lu” (у) — $ (У [в (4) 
где постоянная Ky показывает, с каким «весом» должны удов- 
летворяться граничные условия. На практике она существенно 
влияет на приближенное решение. Если нас интересует решение 
вблизи границы Г, то в этом случае надо стараться возможно 
лучше аппроксимировать граничное условие и, следовательно, 
взять для Ан большое значение. Если же нас интересует реше- 
ние вдали от границы Г или же производная решения (а не са- 
мо значение решения), то в этом случае надо стараться как 
можно лучше аппроксимировать дифференциальное уравнение и, 
следовательно, взять для Ак малое значение (при тождественном 
операторе / оптимальное в некотором смысле значение для Ky 
довольно велико [44] и зависит от выбора и размерности под- 
пространства А‘ (()). Выберем в функциональных пространст- 
вах Ro(G) и Вз(Г) соответственно тотальные ?) линейные систе- 
мы {w;} и {Wj} (1=12,...) функционалов. Коэффициенты ак“) 
можно получить путем решения линейной системы 

Аю; [Ги (х)— f(z) |+ ВУ’, Пи” (у) — ф(у)]=0, (5) 
ИЛИ m 

2 a, {Аю Гарь (2)] + ВЛ’ (lp, (у)]} = 

= Ajo; [1 (2)] + В; [$ (у) 71=1...М, М 2М, (6) 
где A; и В; — (неотрицательные) весовые множители. 

При Ro(G)=L2(G) и В: (Г) = Г2(Г) этот метод приближен- 
ного решения граничных задач совпадает с методом наименьших 
квадратов [44]. 

Весьма важным преимуществом метода наименьших квадра- 
тов в виде (4) или (5) является то, что элементы *p,(7) не обя- 
заны удовлетворять граничным условиям (2). Существенным не- 
достатком этого метода надо считать то обстоятельство, что мат- 
рица линейной системы для определения коэффициентов a,‘”? 
имеет числа обусловленноети, равные приблизительно квадрату 
числа обусловленности соответствующей матрицы в методе Га- 

?) Система функционалов' o; (j=1, 2, ...) называется тотальной в 
пространстве А, если для любого & == В из условий в;(@&) =0 (jf = 1,2,...) 
следует a = 0.
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леркина. Менее существенно то обстоятельство, что элементы 
~.(z) в (4) или (5) должны быть элементами пространства Co- 

болева > (С), тогда как в методе Галеркина?) Ч» (2) = wi (G), 

где У’. — совокупность функций И’ (4), удовлетворяющих од- 
нородным граничным условиям (2) (при ф(у)=0). 

В общем случае при произвольном граничном операторе [ 
встает очень трудный вопрос об оптимальном выборе в (4) по- 
стоянной Ах. Помимо того, и вычислительный процесс миними- 
зации функционала (4), состоящего из двух слагаемых, значи- 
тельно труднее, чем минимизация отдельно каждого из этих 
слагаемых. 

Учитывая эти трудности и то обстоятельство, что неоднород- 
ная граничная задача (1), (2) легко сводится либо к граничной 
задаче с однородными граничными условиями и неоднородным 
уравнением 

Lu(z)=f(z), хе=б, lu(z)lr=0, (7) 
либо к граничной задаче с неоднородными граничными условия- 
ми и однородным уравнением 

Lu(z)=0, хеб,  lu(z) lr = p(y), (8) 
вместо граничной задачи (1), (2) решают одну из граничных 
задач (7), (8). 

Вариационные методы, как правило, излагаются для прибли- 
женного решения граничной задачи (7)“). Решение здесь также 
ищется в виде 

№ 

и" (2) = Хх Уф, (2), (9) 

3) Заметим, что в [110] метод наименьших квадратов формулируется 
лишь для уравнения (1) предположительно, что однородные граничные ус- 
ловия (2) (при p(y) =0) выполняются автоматически для выбранной си- 

стемы {$ (x) } 1. В этом случае линейная система для вычисления коэф- 

фициентов разложения имеет вид 

N 
N _ 

2 OO”) (Lipps Ly) = (Ру), Fats oN. 

| 

4) Более того, в том случае, когда естественная постановка задачи пои- 
водит к граничной задаче (8}, стараются ее свести к задаче (7), что иногда 
приводит к изменению граничных условий. Так, например, растяжение пря- 
моугольной пластины при растягивающем усилии сводится к граничной 
задаче для однородного бигармонического уравнения [46, с. 171; 69, с. 306] 
АДи = 0 при неоднородных граничных условиях, содержащих вторые про- 
изводные искомой функции. Путем введения вспомогательной функций и, 
Удовлетворяющей граничным условиям, нахождение функции и = ш - и 
сводится к нахождению новой функции uj, которая уже удовлетворяет не- 
однородному бигармоническому уравнению (с правой частью — AAuo) с од- 
нородными граничными условиями, содержащими значения и! и ее нор- 
мальной производной. |
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где 1»(х)— элементы линейной оболочки системы {Чь (X)},—19 
каждая функция которой удовлетворяет граничному условию 
задачи (7) 

lp, (x) [г = 0, Е = 1, ...) М, (10) 

pi) a коэффициенты 0, ° находятся путем минимизации функ- 
ционала 

Zw (х)— f(x) lacey. (11) 

В случае, когда А›(С) является энергетическим пространст- 
№ 

вом, для нахождения коэффициентов р получаем систему 
N 

ЗЫ? [pa (2), $; (2)] = (F (2), $; (2)), (12) 
k=1 

где справа стоит обычное скалярное произведение, а слева, 
в квадратных скобках скалярное произведение в соответствую- 
щем энергетическом пространстве. 

В общем случае коэффициенты 
М 

2 У; [фа (2)] = 6; [1 (2)]. (13) 

У находятся из системы 

Встает естественный вопрос: почему большинство вариацион- 
ных методов излагается для граничной задачи (7), а не гранич- 
ной задачи (8)? Дело в том, что если в качестве системы 

{tp (X)}n—1 взять систему функций {о (x) фь (1-1, где 

{Фь (x)},—-1 — полная система в G, а функция w(x) с непрерыв- 
ными производными удовлетворяет условиям 

w(x)> 0, х=с, 

lo (x) фь(х) lr = 0, Е =1, 2, ...) 

то можно показать для некоторых частных случаев, что система 
{о (2) $ (2)} полна. При тождественном операторе [(№ю =o) 
функция ® для круга и выпуклого многоугольника выписывает- 
ся явно, что дает возможность заботиться лишь 00 удовлетворе- 
нии основного уравнения Ги =], не учитывая граничных усло- 
вий, которые удовлетворяются автоматически (следует заметить, 
что для произвольных областей подбор функции w — трудная 
задача). | 

Идея поменять ролями основное уравнение и граничные ус- 
ловия, т. е. заботиться об удовлетворений граничных условий, не 
учитывая при этом основное ‘уравнение, весьма заманчива по 
многим причинам (некоторые из них перечислены ниже во вве- 
дении). Однако при этом надо иметь систему функций {p,(z)}, 
обладающую следующими свойствами:
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а) каждая функция p(x) должна удовлетворять однородно- 
му уравнению Lip, (х) = 0; 

6) система функций {lp,(y)} должна быть линейно независи- 
ма и полна в Аз(Г). 

Насколько известно, только в плоской и трехмерной внутрен- 
ней граничной задаче Дирихле для уравнения Лапласа система 
гармонических полиномов удовлетворяет перечисленным требо- 
ваниям (для внешних граничных задач они уже непригодны, так 
как на бесконечности они не определены). Этим свойством гар- 
монических полиномов широко пользовались как при решении 
граничных задач [69], так и при приближенном построении кон- 
формно отображающих функций. В работах [84, 85], по-видимо- 
му, впервые указаны такие системы для внутренних и внешних 
граничных задач уравнений Лапласа и статической теории упру- 
гости, созданные на основе определенным образом сконструиро- 
ванных фундаментальных решений. Основная идея этих работ 
переносится и на другие граничные задачи, приведенные во вто- 
рой главе. При их решении изложенными в данной монографии 
методами надо стремиться удовлетворить лишь граничным усло- 
виям (не заботясь 06 удовлетворении основному уравнению). 
Это основная отличительная черта изложенных методов по срав- 
нению с традиционными вариационными методами. 

Приведем линейные системы алгебраических уравнений для 

определения коэффициентов разложения bw), соответствующих 
различным приближенным методам. По аналогии с нимп будут 
получены линейные системы для решений задачи (8) с помощью 
разложения по фундаментальным решениям. 

а) Метод Ритца. Система для нахождения коэффициентов 
имеет вид (12) и в силу определения энергетического скалярно- 
го произведения может быть записана следующим образом: 

М 

> OY (Le. ф) = (3), Gad. NV. (14) 
k=1 

6) Метод наименьших квадратов. Для граничной 
задачи (7) коэффициенты разложения находятся из системы (6). 

в) Метод моментов [113]. Пусть В — линейный опера- 
тор, область определения которого D(B) совпадает с областью 
определения D(L) оператора Г. Коэффициенты приближенного 
решения / 

N 

uv = > DO ap 
k=1 

находятся из линейной системы 

(Lu®, Вт;) =(f, Вт;) ’
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ИЛИ м 

ХВ Иль, ВФ) = (fp ВФ), 1=Ь..4.М. — (45) 
Для сходимости метода моментов, кроме обычных условий, от 

оператора В требуется, чтобы оператор В-' был ограничен, 
а оператор (2 — В) В-' — вполне непрерывен. Ясно, что если в 
качестве системы {$,} взять систему собственных функций опе- 
ратора В, то, сокращая обе части (15) на собственные значения 
и; оператора В (В; = илф;), получаем систему (14), соответству- 
ющую методу Ритца. 

г) Метод ортогональных проекций. Пусть В! (а) — 
гильбертово пространство решений уравнения 

Lu = f. (16) 

Предположим, что решение и восстанавливается по решению 
вспомогательного уравнения (более простого вида) 

Bu =f, (17) 
где v= H(G), H(G)— другое гильбертово пространство, В — не- 
который линейный оператор в Н. Обозначим через H2(G) (ли- 
нейное) множество решений однородного уравнения 

Bu = 0, (18) 

расширенное его предельными элементами, а через Н!(С)— op- 
тогональное ему подпространство решений и уравнения (17). 
Пусть V — какое-либо решение уравнения (47). Тогда разность 
©=V—v есть элемент пространства H2(G), ибо Во =ВУ-— 
— Bv =0. Из равенства У =и- о следует, что и есть ортого- 
нальная проекция элемента У на подпространство Н! (С), а wo — 
ортогональная проекция V на Н2(@). Поэтому, взяв в простран- 
ствах H,(G) и Н2(С) полные системы {ф»} и {pt}, можно найти 

[®,®) 

коэффициенты разложения Г = > Вфь, минимизируя выражение 
k=1 

| | (19) ? | V— > bn Pr 

Oo 

или коэффициенты разложения O = Dea, минимизируя BBEI- 
k=1 

ражение 
оо 

@ — У, Cre ’ (20) 
k=1 

а затем определить и из выражения *. 
оо 

v=V—o=—V— > CrWre 
k=1
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Известно, что нахождение элемента и равносильно следую- 
‚щей вариационной задаче: найти решение уравнения (17), име- 
ющее наименьшую норму. Следовательно, для нахождения V 
можно воспользоваться минимизацией функционала 

IBv — И - о, (21) 
(где < — так называемый параметр регуляризации [154]), кото- 
рая приводит к устойчивым схемам счета. Представляет опреде- 
ленный интерес использование функционала (21) при численной 
реализации метода ортогональных проекций. 

д) Метод Трефтца. В этом методе по существу решается 
граничная задача (8). На решениях однородного уравнения 
[и = 0 строится функционал Ф(и), минимум которого достигает- 
ся на решении рассматриваемой граничной задачи. Для уравне- 
ния ЛТапласа такой функционал имеет вид 

ф (м) = | (grad и)?аь, (22) 
С 

. (№) = и для нахождения коэффициентов разложения ск’ приближен- 
ного решения 

М 

N 1 (№) 
и = У Ck Wr: 

=1 

где {p,} — система гармонических функций, решается система 
уравнений 

N 

arp, a; > cL” (he =! )- [+ s], j=l,.., М, (23) 
k=1 

где 0/0n — производная по внешней нормали, a скалярные про- 
изведения в (23) определяются на поверхности Г. 

е) Метод коллокации. Линейная система для определе- 

ния коэффициентов be? разложения в этом методе определяется 
из (13), если предположить, что фупкционалы ®; выбраны из 
условия 

во; [1 (2) ] = f(x), 

где f{(xz)— произвольная функция из Ro(G), a х, — узлы колло- 
кации. Ясно, что если они выбраны всюду плотно на С, то систе- 

ма {@;},—1 тотальна в пространстве С(@) всех непрерывных на С 
функций. Система (13) для этого случая примет вид 

М 

ХИ» (xi) = / (2). 

Получим аналоги приведенных выше линейных систем урав- 
нений для случая граничной задачи (8). В первом способе
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решение также ищется в виде ряда 

М ~ N) и" (a) = Ха, (24). 
a ap N 

где ,(z)— элементы линейной оболочки системы {f; (7)},—1» 
каждая функция которой удовлетворяет основному однородному 
уравнению граничной задачи (8) 

Гл» (х)=0, «eG, (25) 
(№) а коэффициенты сё’ минимизируют функционал 

| u™ (у) — $ (и) [в (26) 

и находятся как решения линейной системы уравнений 
М . 

Ха La YI = Wilh I (27) 

Выпишем системы линейных уравнений для нахождения ко- 
эффициентов разложения приближенного решения (24) с по- 
мощью аналогов (мы их будем называть граничными аналогами) 
перечисленных выше известных вариационных методов. 

а) Граничный аналог метода Ритца. Аналог си- 
стемы (14) имеет вид 

N 

Ха’, i) = (Fab eM (28) 

(здесь и всюду в дальнейшем скалярные произведения определе- 
ны на поверхности Г). Граничный оператор [ в этом методе дол- 
жен быть положителен, а система {4,} — линейно независима и 
полна по энергии, т. е. для любой функции ф и = >0 найдутся 
такие коэффициенты ao, (Ё =1,..., №), что норма по энергии 
разности будет меньше в: 

N N 

at (» — > cnt p— > ab < г. 
k=1 R=1 

При тождественном операторе / система (28) принимает вид 

N 

ee be B= (HP) FHM (29) 

который дает обычные коэффициенты наилучшего в Lo(T) раз- 
ложения функции p по системе {4,}.
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6) Метод наименьших квадратов. Аналог системы 
(6) имеет вид 

N 
N . 2 ch (Ифь, Иру) = (op, Ip), = Hi, ... NW. (30) 

Оператор [ в этом методе должен иметь ограниченный обрат- 
ный оператор J-', а система {p,} должна быть ]1-полной, т. е. для 
любой функции ф и & >0 должны существовать такие постоян- 
ные с, и такое число М, что 

< €. 

N 
lp — 2 nlp, 

При тождественном операторе / (граничные задачи типа Дирих- 
ле) система (30) совпадает с системой (29). 

в) Метод моментов. Аналог системы (15) имеет вид 

г, (Г) 

N 

ch (bas В) = (% Bs), (31) 

где вспомогательный оператор В должен удовлетворять следую- 
щим условиям: оператор В-! ограничен, а оператор (1 — В)В-! 
вполне непрерывен. В граничном аналоге метода моментов инте- 
ресно выяснить для конкретных граничных задач, какие опера- 
торы обеспечивают сходимость и в чем преимущество использо- 
вания вспомогательного оператора В по сравнению с другими 
вариационными методами. | 

г) Метод ортогональных проекций. Как правило, 
этот метод излагается для уравнения Лапласа Г, = А = divgrad 
и в качестве оператора B берется div. Представляет интерес по- 
строение оператора В для граничного оператора [ и выяснение 
вопроса, каков выигрыш от его введения. 

д) Метод Трефтца. Как уже было сказано, метод Трефт- 
ца требует построения функционалов Фф(и) и решения однород- 
ного уравнения [и = 0. Такие функционалы построены [110], 
кроме уравнения Лапласа, и для других уравнений (например, 
для бигармонического). Интересно было бы применить для них 
метод фундаментальных решений (для бигармонического уравне- 
ния они приведены в $ 2.10 гл. 11). 

e) Метод коллокации. Система линейных уравнений для 
№ 

нахождения коэффициентов ст получается из (27): 
М 

= ch libs (ys) = (из, (32) 

где у; — узлы коллокации на поверхности Г. 
Численные эксперименты показали, что при одном и том же 

N матрица системы (32) при равномерном расположении на Г 
Узлов коллокации у; значительно лучше обусловлена, чем матри-
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ца А системы метода наименьших квадратов (30). Для детерми- 
нанта |A| имеет место асимптотическое соотношение °) 

0< lA] <O(N-*), 
тогда как для детерминанта |A’| матрицы (32) удается доказать 
лишь соотношение 

14| < O(c%’?), 

где с — не зависящая от № постоянная (см. $ 1.3 гл. Г) и для 
некоторого расположения узлов коллокации может оказать- 
ся |A’| =0. 

Второй способ решения граничных задач с помощью разложе- 
ния по фундаментальным решениям основан на интегральных 
тождествах для решения граничной задачи (8) 

и (2) = Е (2) + | (у) К (т, у)45, 2eG, (33) 

\v@K(zy)dSy=F(2), 296, (34) 
Г 

где F(z) и K(z, у) — известные функции, а v(y)— неизвестная 
‚ функция, подлежащая определению из интегрального уравнения 

(34). После определения v(y) решение задачи (8) находит- 
ся из (33). 

- Идея получения приближенного решения (34) такова. Берет- 
ся вспомогательная поверхность Г! и всюду плотная на ней си- 

стема точек {2.\№1. Показывается, что система функций 
{К (zz, у)}\—: является полной в подпространстве [2(Г) функ- 
ций из Аз(Г) (у(у)е Вз(Г)), которые обеспечивают существова- 
ние и единственность решения уравнения (34). Система 

{К (2ь, у = {Фа (У) | (35) 

состоит либо из фундаментальных решений R(z,, У) оператора 
L, либо из функций 1R(z,, у), где Г — некоторый оператор на Г. 
Нриближенное решение уравнения (34) ищется в виде раз- 
ложения 

М 

УИ = Bch? ony) (36) 
5) Обычно ( [31, п. 4.4—3]) определяют асимптотическое равенство f(z) = 

= О[=(х)], под которым понимают, что если отношение f(x)/g(x) ограни- 
чено при х—-а, то существует окрестность точки а, в которой при 5 52а 
функция f(x) не низшего порядка малости, чем g(x), Если воспользоваться 
этим определением, вместо асимптотических неравенств (как во введении, 
так и в $ 13 гл. I) надо было писать асимптотические равенства N-N = 
= O(|A|), что означало бы, что при М-> со функция М№-М№ имеет порядок 
малости не ниже, чем модуль детерминанта А. Именно этот смысл заложен 
в асимптотическом неравенстве |А|] < O(N-N), которое заменяет асимпто- 
тическое равенство N-N = О(|А|), ввиду непривычности последнего (обыч- 
но независимая переменная (N) всегда стоит под знаком 0).
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по произвольной полной в А2(Г) системе 

{Фа (у): (37) 

причем коэффициенты разложения находятся из линейной 
системы 

N 

ch Wile и = УФ fat. N. (38) 
Правая часть системы (38) может быть вычислена из (34), если 
функционалы W; определить следующим образом: 

И’ [у (у) | =(%(у), wily)) = F (4), (39) 
где Г (2;) — значение правой части уравнения (34) в точке 2}. 

В первоначальных изложениях этого метода [84, 85] система 

(37) совпадала с (35), а коэффициенты сс? являлись коэффи- 
циентами наилучшего в Г2(Г) приближения функции v(y) 

м 
рядом 2 ce np, (и), т.е. 

N 

Хе (Pas Pa) = (9 = F (2). 
Из формулы (39) видно, что такой выбор функций p, не обяза- 
телен. Аналогично, в первоначальных изложениях первого спосо- 
ба [84, 85] система функционалов в (27) совпадала с (39), что 
также является лишь одним из возможных случаев. 

Принципиально новым во втором способе решения граничных 
задач является получение из ядра K(z, у) уравнения (34) пол- 
ной системы функций (35). В теории ортонормированных и 
мультипликативных ортонормированных рядов [72] известна об- 
ратная операция — получение из системы (35) ядер ф(у, Ё) 
функции двух переменных — переменного у и переменного Ё, 
пробегающего дискретное множество натуральных чисел 1, 2, ... 
По существу этот прием — получение из ядра системы функ- 
ций — можно применить [28] для решения любого интегрально- 
го уравнения первого рода. 

Перепишем уравнение (34) в операторной форме: 

Av(y)=F(z), yer, зеЕГ.. (40) 
Следует отметить одну особенность оператора A. Он переводит 
пространство функций, определенных на Г, в пространство функ- 
ций, определенных на I}. Эта особенность оператора А наклады- 
вает определенные ограничения на применение приближенных 
методов а) — е). Так, например, метод Ритца в форме (28) для 
решения уравнения (40) нельзя применять, ибо Ap, будет оп- 
ределено на I’), а ~; — на Г, и их скалярное произведение нель- 
зя будет вычислить. 

2 М. А. Алексидзе
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Чтобы получить систему алгебраических уравнений для при- 
ближенного решения (36) уравнения (34), введем систему функ- 

ционалов {Ф};—!, определенных на вспомогательной поверхно- 
сти Г!, и потребуем, чтобы на разности Ау“(у)— F(z) первые 
№ функционалов Ф; принимали нулевые значения 

@;[Av" (у) — F(z) | =0 
яли В развернутом виде 

3 Me o,| { on (y) K(a y) 45, — 0;[F (2). (41) 
Г 

Если Ф; — функционалы в гильбертовом пространстве функ- 
ций, определенных на I), то (41) принимает вид 

N 

ха | | ок ¥) as, | $; (2) 45, = | F(2)9;(2) 45, 
k=1 rir Г, 

где oF — функции, определяющие функционалы D;: 

Ф;(и) = (и, 0). 

Можно ввести еще одну вспомогательную поверхность Го и 

в качестве функций $;(2) взять функции 

К (Ч» 2), (42) 

где {у;};—, — система точек, всюду плотно расположенных Ha Г.. 
Если функционалы Ф, определены формулами (метод колло- 

sen) ©,(u) =u(z), 
где 2; — узлы коллокации на Г!, то из (41) получаем систему 
(38), в которой функционалы W; определены из (39). 

Метод наименьших квадратов для уравнения (40) приводит к 
системе уравнений 

> | Й сы К (2, 9) Sy [К 45, ds, = 

= | F(z)\ $; (9) К(а, y)dSydS., (43) 
Г, Г 

в которой функции системы (37) произвольны. В частном случае 
они могут быть равны функциям системы (35). 

Представляют определенный интерес численные эксперимен- 
ты по устойчивости решений приведенных здесь систем уравне- 
ний. В основном тексте книги приведены результаты таких экс- 
периментов лишь для систем (29) и (38), для уравнений Лапла- 
са и статической теории упругости.
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Сравнивая с точки зрения объема вычислений варнационные 
методы решения граничной задачи (7) и описанные в настоя- 
щей монографии способы решения граничной задачи (8), следу- 
ет отметить, что последние требуют значительно меньше арифме- 
тических действий, иногда в десятки и сотни раз (cm. $ 1.8 
гл. [). Это объясняется тем, что функционалы W;, в отличие от 
функционалов ®; определены в пространстве Аз(Г), носитель Г 
которого имеет меньшую размерность, чем С. Заметим, что не 
всегда переход к многообразиям меньшей размерности упрощает 
вычислепия. Так, например, часто делают неверные заключения 
о том, что методы, основанные на интегральных соотношениях 
вдоль границы области, менее трудоемки, чем разностные мето- 
ды, которые предполагают аппроксимацию дифференциального 
оператора во всей области. Правда, при одном и том же шаге 
сетки число неизвестных в разностном методе получается боль- 
ше, однако ввиду специфической особенности соответствующих 
матриц объем памяти и необходимое для решения число опера- 
ций получается меньше, чем в приближенных методах, исполь- 
зующих интегральные соотношения на транице области 
(см. $ 1.11 гл. I). 

Прежде чем перейти к изложению основных трудностей на 
пути численной реализации описанных здесь способов решения 
граничных задач, укажем их положительные свойства. 

1. Как первый, так и второй способы решения граничных за- 
дач можно применять для решения и внутренних, и внешних 
граничных задач. 

2. Эти способы дают возможность апостериорной оценки по- 
грешности, ибо в принципе единственным источником погрешно- 
сти является не совсем точное удовлетворение граничных усло- 
вий (основное однородное дифференциальное уравнение в част- 
ных производных удовлетворяется точно). 

3. Эти способы дают возможность решать граничные задачи, 
которые, строго говоря, не являются вполне определенными; та- 
кие задачи часто возникают в геофизике (их не надо путать с 
классическими некорректными граничными задачами, которые 
также часто возникают в геофизике). Например, пересчет и 
трансформация потенциальных полей (редукция силы тя- 
жести), когда граничные условия заданы не на всей гра- 
нице области. 

Это особый класс некорректных задач, в которых нет единст- 
венности решения из-за нехватки граничных условий на части 
границы. Замкнув границу области и доопределив граничные ус- 
ловия, они становятся корректными задачами. Такие ситуации 
возникают в гравиметрии и магнитометрии, когда аномальные 
поля известны лишь для некоторого региона Земли. Здесь опи- 
санные методы дают возможность решения. таких задач без пред- 
варительного доопределения граничных условий. 
2*
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4. При полной автоматизации решения граничных задач рас- 
смотренными здесь способами встречается меньше трудностей, 
чем при полной автоматизации разностного метода. 

Oo. Самое важное с вычислительной точки зрения преимуще- 
ство рассматриваемых методов по сравнению с традиционными 
вариационными методами — то, что аппроксимация в нашем слу- 
чае производится на поверхности Г, а не в области G, и, следо- 
вательно, вычисление соответствующих скалярных произведений 
потребует значительно меньше машинного времени. 

Трудности, возникающие при численной реализации описан- 
ных в настоящей монографии методов, аналогичны трудностям 
численной реализации вариационных методов. Основная из них 
связана с решением системы бесконечных уравнений, которую 
запишем в следующем виде: 

Ci +- > dipCr = b;, i= 1, 2, ... (44) 

k=1 

Известные достаточные условия для разрешимости системы 
(44) весьма обременительны и, как правило, не выполняются 
для неортогональных рядов. Действительно, для регулярности 
системы (44) требуется, чтобы при всех i выполнялись условия 

> | dip, | < 1, 
k=1 

а для вполне регулярности — 

—1 

Системы фундаментальных решений приводят к линейным 
системам, матрицы которых этим условиям не удовлетворяют. 

В теории бесконечных систем существенным является поня- 
тие нормального определителя бесконечной матрицы, т. е. опре- 
делителя, для которого справедливо неравенство 

D | din | < оо. 
1,kR=1 

В самом деле, можно показать, что при выполнении этого нера- 
венства определитель из п? элементов матрицы при п -> © стре- 
мится к пределу; этот предел и называют нормальным определи- 
телем бесконечной матрицы. Системы линейных уравнений, к ко- 
торым приводят фундаментальные решения, не имеют нормаль- 
ных определителей, и соответствующая им билинейная форма 

oo 

У dinXi Xp не является вполне непрерывной. Последнее свойство 

было использовано Гильбертом при построении теории интег-
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ральных уравнений для обобщения некоторых свойств конечных 
систем на бесконечные системы. 

Фундаментальные решения не образуют также и почти орто- 
гональной системы, т. е. системы, для которой 

>> di, < 00. 
t,k=1 

Таким образом, исследовать традиционными методами беско- 
нечные системы, соответствующие фундаментальным решениям, 
не удается. 

Основной особенностью систем фундаментальных решений яв- 
ляется их свойство быть неминимальными или плотно полными, 
т. е. оставаться полными после выбрасывания любого числа 
функций, лишь бы после выбрасывания оставалось бесконечное 
число функций. Классическим примером неминимальной системы 

An со < 

является система [2 "}>1, An >> 0 с расходящимся рядом У 41. 

n=1 п 

Может показаться, что эту систему можно сделать минимальной 
путем выбрасывания стольких членов, чтобы этот ряд был схо- 

дящимся. Но в этом случае система (2"] не только потеряет 
свойство полноты, HO ее нельзя будет сделать полной в Le ни в 
каком интервале путем умножения на непрерывную функцию 
(теорема Р. Боаса и Г. Полларда [72]). Аналогично невозможно 
получить из системы фундаментальных решений полную и мини- 
мальную систему путем выбрасывания некоторых ее членов. Не- 
минимальность любой системы приводит к большим вычисли- 
тельным трудностям при нахождении коэффициентов наилучше- 
го разложения. Поэтому, может быть, стоит отказаться от на- 
хождения наилучшего разложения? Тем более, что система ко- 
эффициентов, сильно отличающаяся от наилучшей, может дать 
почти тот. же порядок аппроксимации. Обоснование одного из 
способов нахождения коэффициентов разложения приводится в 
числе следующих вопросов, решение которых существенно спо- 
собствовало бы численной реализации вариационных методов во- 
обще, и описанных здесь методов, в частности. 

1. Выбор системы функций {1p,(2)},-1. Этот вопрос особенно 
важен для разобранных в данной монографии методов (см. $ 1.6 
гл. Г). Функции этой системы должны быть подобраны так, что- 
бы уже первые несколько десятков функций обеспечивали же- 
лаемую точность. Большая надежда при этом возлагается на ин- 
тегрированные фундаментальные решения, так как они во мно- 
гих случаях больше подходят для приближенного решения, чем 
фундаментальные решения. Причем, как и фундаментальные ре- 
шения, допускают физическое истолкование, что дает вычисли- 
телям возможность выбирать их более удачным образом, и, что
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особенно важно, иногда эти решения выписываются в явном ви- 
де. При решении граничных задач (5) нормированные собствен- 
ные функции оператора L, родственного оператору L [113], при 
соответствующих граничных условиях образуют базис (ортонор- 
мированный в энергетическом пространстве Нт и почти орто- 

нормированный в H,). Однако в общем случае их нахождение с 
вычислительной точки зрения — задача значительно более слож- 
ная, чем решение граничной задачи (5), например, разностным 
методом. Фундаментальные решения такой базис в бесконечно- 
мерных пространствах не образуют. Утверждение (см. [87, 
с. 500]), что метод обобщенных рядов Фурье позволяет непо- 
средственно из данных задачи конструировать необходимую ба- 
зисную систему, по-видимому, относится к конечномерным под- 
пространствам, для которых базисом является любая линейно 
независимая система. Однако важно, что для получения в явном 
виде системы фундаментальных решений дополнительные вычис- 
ления не требуются. 

Заметим, что переход к интегрированным фундаментальным 
решениям явно противоречит традиционной тенденции, сущест- 
вующей в математической физике в деле применения специаль- 
ных функций для интегрирования дифференциальных уравнений 
в частных производных. Эта тенденция предполагает применение 
таких систем, каждая функция которых связана с производными 
(а не с интегралами) предыдущей функции. Операция диффе- 
ренцирования улучшает конструктивные свойства (базисность, 
ортогональность и т. п.) соответствующих систем, делая их более 
«изрезанными», но на наш взгляд при этом ухудшаются их ап- 
проксимационные свойства для гладких функций. Так, напри- 
мер, цилиндрическая функция порядка m (2), являющаяся 
решением линейного дифференциального уравнения Бесселя 

476 4 dw m 

и в комбинации е”е="“ (Ко) дающая решение уравнения Лап- 

ласа в цилиндрических координатах р, ф, 2, связана с цилиндри- 
ческой функцией порядка (m+ 1) соотношением 

4 —_ та (2) = — "а; [2 "om (2) |, 

при m=O получаем ®, (2) = — Wo (2). 
Таким образом, в духе теории специальных функций был бы 

we oo 

следующий подход в конструировании системы {ь (1)},—1. Взять 

одно фундаментальное решение (связанное с одной конкретной 
вспомогательной точкой 21) в качестве первой функции pi(z) и 

7 

организовать систему {4ф» (2)}+—1, где фь (1) = pi (7). Такая си- 
стема будет обладать лучшими конструктивными свойствами, но
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возможно при этом придется существенно увеличить количество 
функций для достижения желаемой точности. 

{М№) 2. Получение коэффициентов разложения с» ° путем реше- 
ния системы (15). Последняя, как правило, имеет вид 

М 

Ха’ — 0), 459) =0, Fb ey Ny (45) 
что означает ортогональность на Г разности lu*(y)— p(y) ко 

N 
всем функциям системы {И ф» (2) г}»—1. Однако если выбор неми- 

нимальной системы функций {\ь (х)}»—1 для приближенного ре- 
шения и”(х) первым способом необходим, то в качестве систе- 
мы функций, определяющей функционалы @&;„ можно взять про- 

извольную систему {$; (и)};-1, даже ортогональную на Г, если 
это улучшит обусловленность матрицы соответствующей системы 

Saw — vy), oy) =0, gods... (46). 

Рассмотрим следующий пример. Пусть [ — тождественный 
оператор, М =2 и 1ф2(у) = (у) =(у), где (у) — малая по мо- 
дулю функция. Тогда для детерминанта системы (45) имеет ме- 
сто асимптотическое равенство 

(thi, 1) (42, tho) — (фи, tho)? = (hi, Pi) (в, =) — (фь, =)" = Oh), 
(47) 

где 

й = тах | (у) |, 
у 

а для детерминанта системы (46) — равенство 

(фи, Фи) (be, ф2) — (rhe, G1) (фь ф2) = 
= (1, ф1) (=, ф2) — (41, ф2) (фт, e)=O(h). (48) 

Надо, однако, помнить, что детерминант системы (45) всегда, от- 

личен от нуля для линейно независимой системы {4ф» (У) ema 
тогда как при неудачном выборе функционалов @; детерминант 
системы (46) может оказаться равным нулю даже для линейно- 

независимой системы {pp (у (У, 
Приведем численный пример. Пусть 

ф (и) = a, sin wy + 42 311 oy + аззш ®з (У), 
где 

01 — 100, (> —= 20, a3 > 10, 

61 =0,5, @2=0,5005, w3 = 0,001, 

Ox<xyxT.
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В табл. 1 даны. значения коэффициентов 41, Ao, аз, получен- 
ные с помощью метода наименьших квадратов для различных Г. 

При Т = 3 произошел аварийный останов машины БЭСМ-6. 
В табл. 2 даны те же коэффициенты, полученные решением си- 
стемы (46), когда функции ф;(у) выбраны следующим образом: 

._2 . 4 ф: (у) =1, (У) =зт--у, фз (У) = мау. 
Этот пример показывает большие возможности такого подхода 

определения коэффициентов разложения. Однако, к сожалению, 

Таблица 1 Таблица 2 

a4 а 
Т Т 

а! а, аз ay | а» аз 

18 100,2 19,5 10,2 18 100,0] 20,2 10,0 
14 101,1 17,7 11,4 14 100,0| 20,0 10,0 
10 97,4 25,2 7,4 10 100,0| 20,0 10,0 

6 84,8 50,4 | —5,2 6 100,3 19,4 10.3 
4 161,2 | —102,2 74,4 4 99,8| 20,4 9,8 

сколько-нибудь значительные теоретические результаты в этом 
направлении нами не получены (см. $ 4.4 гл. Г). 

В электродинамике соотношение 

n 

> сыйфь (у) = py), 
k=1 

где ф(у) — граничная функция в задаче (1), (2), называют сум- 
маторным уравнением, для его решения (нахождения коэффи- 
циентов с») предлагается решать систему линейных алгебраиче- 
ских уравнений второго рода 

ch = Dp — У с,Вьь, (464) 
s=1 

где 

> ) Rp = ($ И, в Дь = (р, Vr), Csi = (lp, — Us, Ui), 
i=1 / 

{v,(y)} и {u,(y)} — ортонормированные системы функций. He- 
трудно проверить, что при v,(y)=u,(y) система (46:) совпадает 
с системой (46). Действительно, в рассмотренном случае числа 
Вьи Osi равны 

О = (Ир, и.) — 0.1, Rs, — (I, Ux) — sz, 

где 6,,— символ Кронекера. Подставляя последние соотношения
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в (461), получаем систему 

2 сз (Itps, ик) = (фи, ил), 

которая совпадает с системой (46) при и, = q,. 
Заметим также, что формулируемые при этом критерии выбо- 

ра базиса {,} (у, должны быть близки к Ip.) кажутся нам внут- 
ренне противоречивыми. Действительно, при этом предполагает- 
ся, что в &-окрестности функций /р., образующих в совокупности 
неминимальную систему, существуют функции у., которые обра- 
зую ортонормированную систему. 

3. Рекуррентное получение коэффициентов разложения по 
нормированной системе {Ир (у): 

h-1 
Ch = (у (y)— 2 ciltpi (у), lp, и). (49) 

Вопрос этот подробно обсуждается в первой главе, в которой 
получены достаточные условия сходимости соответствующих ря- 
дов. Было бы желательно получить более легко проверяемые ус- 
ловия сходимости. В частности, интересно выяснить вопрос — 
сходится ли ряд с коэффициентами из (49)? Т. е. справедливо 
ли асимптотическое равенство 

N 

p(y) — У сыфь (у) 
k=1 

lim 
N-»00 

—0 (50) 
г. (Г) 

для всех плотно полных систем {Ирь (у)}+—., функции которых 
не равны одновременно нулю в какой-либо точке у. Пример 
плотно полной системы, для которой справедливо равенство 

оо оо 

R=1 
с, вычисляются из (49), He сходится к разлагаемой функций 
ф(и), дается в $ 1.9 гл. I. Так как для системы фундаменталь- 
ных решений свойство быть плотно полной является основным 
недостатком при решении систем линейных уравнений для ко- 
эффициентов разложения, то при выполнении (50) для всех 
плотно полных систем это же свойство систем фундаментальных 
решений окажется основным достоинством, ибо для них Коэффи- 
циенты разложения могут быть определены рекуррентно из (43) 
без решения линейной системы. 

УИ (y) | в некоторой точке у и для которой ряд eK (У), где 
=1



ГЛАВА 1 

РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ МЕТОДОМ РАЗЛОЖЕНИЯ 

ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

$ 1.1. Разложение по фундаментальным решениям. 
Первый метод 

Настоящая глава является основной для Данной книги. Здесь 
дается описание общей схемы двух способов решения граничных 
задач методом разложения по неортогональным функциям и вы- 
числительных особенностей их реализации. 

Пусть G — многомерная многосвязная область в В", ограни- 
ченная (гипер)поверхностью Г. Рассмотрим общую граничную 
задачу 

Ги (5) = 0, хеЕС, (1.1) 

ш(т)1г =4(у), ye. (1.2) 
Метод разложения по неортогональным функциям решения 

граничной задачи (1.1), (1.2) заключается в следующем. Пусть 
{ф» (1)}+—1 — система вектор-функций 4», удовлетворяющая сле- 
дующим условиям. 

1. Каждая функция ,(x) удовлетворяет в G уравнению (1.1). 
2. Для каждой функции ,(2) на Г определена новая функ- 

ция [4,(у), где [ — оператор, фигурирующий в граничном усло- 
вии (1.2). 

3. Система функций {1 (у)}—1 является линейно независи- 
мой и полной в пространстве [2(Г) интегрируемых в квадрате 
вектор-функций на Г. 

Найдем коэффициенты a, наилучшего (в смысле 2>2(Г)) раз- 

ложения функции ф(у) по первым N функциям системы {Ир} 1 

tp (у) = 3 ay Ифь (у) (1.3) 

Тогда 

М 

(2) = Bane (2) (1.4) 

можно считать приближенным решением задачи (1.1), (1.2), ко-
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торое при N > © стремится к точному решению u(r) при усло- 
вии корректности задачи (1.1), (1.2). 

В случае некорректных граничных задач (задача Неймана для 
уравнения Лапласа, вторая граничная задача теории упругости и 
т. п.) и“) доставляет разумное приближение для решения зада- 
чи (1.1), (1.2). Действительно, пусть имеется некоторое интз- 
гральное представление решения задачи (1.1), (1.2): 

и (2) = | p(y) (2, у) 45, + Fy (2), (1.5) 
Г 

где H(z, у) =[Н' (<, у), ... Hm(z, у)] — ядро (функция Грина, 
Неймана, матрица Сомилиана, Келвина и т. п.) удовлетворяет не- 
равенству 

{ [Я (2, y)PdSy<0o, i=14,..., т, (1.6) 
Г 

для любой точки хе С, ГР, (5) — известная функция (в некотором 
смысле произвольная: для задачи Неймана РЁ, — произвольная 
постоянная, для второй граничной задачи теории упругости Ff’; — 
произвольное жесткое перемещение и т. д.). Ввиду того, что 
приближенное решение (1.4) удовлетворяет граничной задаче 

Lu (х)=0, 2eEG, 
N 

lu (x) |p = = at hp, (у), 
=1 

то, применяя для него интегральное представление (1.5), по- 
лучаем 

N 

u(x) = [У alps Н (2, y) 95, + Fy. (1.7) ne 
Вычитая последнее равенство из (1.5), получаем 

М 

| ф (и) — 2 an 1p w) A(x, у) а5у u(x) —u (x) | < | 
Г 

+ |F,—F,|. 

(1.8) 
Применяя к первому слагаемому в правой части (1.8) неравен- 
ство Коши — Буняковского, получим, что точное решение и(х) 
задачи (1.1), (1.2) отличается от приближенного решения и” (1) 
на |Р, — Р2| (что является естественным для соответствующих 
граничных задач) и на член, стремящийся к нулю при М > ®. 

Таким образом, основная трудность заключается в выборе си- 
стемы функций {1ф» (1)}»—!, удовлетворяющих условиям 1— 3. 

тметим, что условие полноты в Ё2(Г) можно заменить пол- 
wo we оо r 

нотой системы функций {Ифь(у)+— в подпространстве Lo(T) 
пространства /2(Г), элементы которого обеспечивают хоть одно 
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решение задачи (1.1), (1.2). Так, в случае задачи Неймана для 
уравнения Лапласа Г.2(Г) совпадает с ортогональным дополне- 
нием постоянной до [2(Г), что естественно для этой задачи, так 
как для разрешимости задачи (1.1), (1.2) в этом случае необходимо 

и достаточно выполнение условия | p(y)|dS, =0. Для задачи Ди- 
i 

рихле L2(T) совпадает с Г2(Г), ибо решение в этом случае су- 
ществует для произвольной функции ф(у)= Г2(Г). Поэтому в 

дальнейшем будем предполагать полноту 
в Ё2(Г). 

Перечисленным выше условиям, как 
показано в работах [84, 85], удовлетворя- 
ет определенным образом построенная си- 
стема фундаментальных решений уравне- 
ния (1.1). Рассмотрим в области R"\G 
замкнутую поверхность Г!, целиком охва- 
тывающую Г и не имеющую с ней общих 
точек, причем если G — многосвязна, т. е. 
Г состоит из отдельных замкнутых по- 
верхностей (рис. 1), то и Г, состоит из 
такого же числа замкнутых поверхностей 

(Г, показана штриховой линией). Пусть {2—1 © Г, всюцпу 
плотное множество точек, т. е. сколь угодно малый участок по- 
верхности Г, содержит по крайней мере одну точку множества 

д 
Возьмем матрицу фундаментальных решений H(z, y) урав- 

нения (1.1), соответствующую этим точкам 2, и рассмотрим си- 
стему вектор-функций 

ОН: (Zn, у)} = (p(y) 3. (1.9) 
В дальнейшем при рассмотрении конкретных граничных задач 

будет конкретизирован аналитический вид фундаментального ре- 
шения Я:(2, x) и будут доказаны соответствующие теоремы ли- 
нейной независимости и полноты. 

Покажем, что при определенных условиях система (1.9) пол- 
на. Пусть решение граничной задачи (1.1), (1.2) можно продол- 
жить на область С(!, ограниченную поверхностью Г!, так что оно 
будет удовлетворять граничной задаче 

Га (х) = 0, хеЕСЦ,, 

и (2) г, = ф (2), (1.10) 

где $(2)— произвольная ограниченная функция, обеспечивающая 
существование решения граничной задачи (1.10). Будем предпо- 
лагать, что решение задачи (1.10) удовлетворяет на Г условию 

ГР) — Фо Е ХУ о < (1-11) 
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где ф(и) = lu(z)lr, = > 0 сколь угодно мало, и это решение пред- 
ставимо в виде потенциала простого слоя 

и (2) = |-Н (2, x) $ (2) а5,, (1.12) 
Г 

где 14(2)— плотность простого слоя, а H(z, х) — ядро (матрица) 
интегрального представления '). 

Для того чтобы систему (1.9) можно было применять для ре- 
шения граничной задачи (1.1), (1.2), достаточно доказать, что 
она дает возможность сколь угодно хорошей аппроксимации гра- 
ничной функции p(y). Рассмотрим функцию (1.12) на поверхпо- 
сти Г; применив к ней оператор 1, получим 

= ( [1H (2, y)] $ (2) dS, (1.13) 
Г, 

В развернутом виде это равенство принимает вид 

pr (у) = | [1,1 11 (2, y) т (2) + 

+ lp Hyy (2, У) $» (2) +... + Im Ни (2, У) Pm (2)1 45. 

p” (y) = | [Но (2, и) и (2) + Но» (2, y) Ys (z) +... 

+ шНот (2, у) Pm(2)] 45» (1.131) 

$" = \ [На (2, У) $, (2) + 
1 ~ ~ 

+ 1,Hom (2, у) $. (2) +... + ln mm (2, У) Pm (2)] 45», 

где Я}; (х, y)— элементы матрицы H(z, у). Покажем, что для лю- 
бого = >0 найдутся такое № и такая система коэффициентов 
OD (k=1,...,N ), что при. N > № выполняется неравенство 

“ow (у) — x х bit 1H; ( (Zp, У) I Lr) S (1.14) 

Действительно, 

м- > > > Ы LH: (ль, у) L os 

<| p(y) — p(y) le a) + в 2 Pe АН: (2p; У | = 

<4 $5 то ->3 PL H (ors у, (1-45) 

1) IIo существу равенство (1.12) является [66] одним из возможных 
определений фундаментального решения.
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где &; сколь угодно мало. Последнее слагаемое в правой части 
можно оценить следующим образом. Заменим интеграл в (4.13!) 
какой-либо кубатурной формулой с узлами в точках 2»: 

№ т 

poy) = J | AnliHH is (2a У) Wi (Zn) + EX (и), 
k=11= 

¥ (3 
где A, — коэффициенты кубатурной формулы, а Ё  — ее остаточ- 
ный член; при этом будем предполагать, что число узлов N столь 
велико, что неравенство 

| EY (у)| < =, (1.16) 
выполняется для любого уЕГи ] =1, ..., Т, где 2 произволь- 
но мало. Тогда с учетом (1.11) и (1.16) из неравенства (1.15) 
получаем оценку 

№ т 

фр (у) — 2 Pay бы 1Н: (2, у) | < а, + V (Tem, (1.17) 

где _ 

Би = A,r: (2), (1.18) 

[Г| — площадь поверхности Г. Взяв для e1 и 82 значения 

=, = 
т УП 

из (1.17) непосредственно выводим искомое неравенство (1.14). 
Таким образом, получили следующее предложение. Если су- 

ществует равномерно ограниченная на Г, функция 1(2), которая 
обеспечивает для решения граничной задачи (1.10) выполнение 
неравенства (1.11), и решение граничной задачи (1.10) предста- 
вимо в виде потенциала простого слоя (1.12), то функцию f(y) 
можно разложить по системе (1.9) со сколь угодно высокой точ- 
ностью; коэффициенты разложения находятся из (4.18). 

Заметим, что в такой трактовке излагаемый здесь метод бли- 
зок по идее к методу «фиктивных областей» — область С допол- 
няется до области С! с границей Г, для нее решается зада- 
ча (1.10), и это решение рассматривается как приближенное 
(слабое) решение задачи (1.1), (1.2). 

При доказательстве последнего предложения было исполь- 

зовано соотношение (1.13), которое при заданном ф(у) и иско- 

MOM ‘p(Z) можно рассматривать как интегральное уравнение пер- 
вого рода для случая, когда области определения независимых 
переменных уеГи ёе Г, не совпадают. Это дает возможность 
иной трактовки первого метода. 

Рассмотрим интегральное уравнение первого рода 

(2) = | [1H (2, УЛ 2 (у) 45,, (1.19) 
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где переменная интегрирования у меняется на Г, а заданная 
функция 9 (2) — на Г!, и покажем, что при определенных услови- 
ях система (1.9) полна в некотором подпространстве, содержа- 
mem u(y). Запишем (1.19) в операторном виде: 

5 = Av, (1.19!) 
где А =(41,..., Am)— линейный ограниченный оператор из гиль- 
бертова пространства А в банахово пространство Ё (Ви Е будем 
считать действительными). Предположим, что (1.19) имеет ре- 

шение. Тогда можно показать, что в подпространстве 4*Ё* ре- 
шение уравнения (1.19!) существует и единственно [28]?). 

Предположим дополнительно, что в ЕЁ существует счетная 

тотальная система {1} линейно независимых функционалов. 
Не ограничивая общности, можно считать, что 1! = 1. Сначала 

* т 
мы докажем, что система {Ajl,}713-, полна в A*E*, а за- 
тем, путем надлежащего выбора функционалов [,, докажем, что 

* 
А; 1, = LH; (Zp, у). (1.20) 

Пусть h — элемент гильбертова пространства А, ортогональ- 
e № 

ный всем А;4ь: 

(№, Ajl,) =0, 1=4,...т; k=1,2,..., 

(скобки обозначают скалярное произведение в гильбертовом про- 
странстве А). 

Покажем, что h=OQ. Действительно, из последних равенств 
получаем 

(№, Ajl,) = 1 (АЖ) =0, k=1,2,..., fHl,...,m, 

откуда в силу тотальности системы {1-1 имеем АЖ = 0 и, сле- 
довательно, h@ker A. Но известно [68], что множество ker A 
ортогонально к A*E*, и поэтому h = 0. Для доказательства (1.20) 
конкретизируем применяемые пространства А и Е. Будем пред- 
полагать, что А = Г2(Г) и Е=С(Г!), где С (Г!) — пространство 
непрерывных вектор-функций на I). Определим |, следующим 
образом: | 

[, (Г) — f (2a) ’ 

rye f — произвольная функция из С (Г!) и 2, — элемент множества 

{2 }№—1. Tak определенная система функционалов тотальна в 
С (Г!), ибо точки 2, расположены всюду плотно на Г! и в силу 
непрерывности {Е С\(Г!) из равенств 

в(=Е)=0 k=1,2,... 

2) А*Е* является множеством всех элементов А*и, и=Е*, A*E* — 
замыкание A*E*,
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следует, что f =0. Кроме того, Zl = 4, и в силу определения 

сопряженного оператора А; имеет место равенство Аз = 

= lH; (Zp; y). 

Следует заметить, что система 

Ааа — {lH; (Zz, аа 

не является базисом в 4*Ё*. Более того, некоторые элементы си- 
стемы могут быть линейно зависимы (если ker 4* == 0). Ho так 
как решение U(y) интегрального уравнения (1.18) содержится в 

А*Е*, то 2(у) можно с любой точностью аппроксимировать по 
норме А конечными линейными комбинациями элементов CII- 
стемы (1.9). 

$ 1.2. Разложение по фундаментальным решениям. 
Второй метод 

Второй способ приближенного решения граничной задачи 
(1.1), (1.2), судя по всему, при одном и том же числе членов 
разложения N должен обладать более высокой точностью, чем 
описанный выше приближенный метод. Будем предполагать, что 
решение и задачи (1.1), (1.2) удовлетворяет следующим интег- 
ральным соотношениям: 

и (2) = | [iu (y)] К, (2, у) dSy + | [22 (у)] К, (=, ) аб, г=6, 
(1.21) 

O= { [2?u~)] К, (2, у) dSy + | [и (9) К, (а, y) 95, 2926, (1.22) 
Г Г 

где 2 — точка вне замкнутой области Gy, К и [2 — некоторые 
дифференциальные операторы, определенные на границе Г, Ki, 

› — ядра (матрицы) интегральных представлений (1.21) 
и (1.22). 

Практически для всех классических граничных задач соотно- 
шения типа (1.21), (1.22) известны. Для уравнений Лапласа они 
называются основными тождествами теории гармонических функ- 
ций, для граничных задач теории упругости — формулами Соми- 
лиана, для уравнений Максвелла — формулами Гюйгенса. Опе- 
ратор / в граничном условии (1.2) обычно либо совпадает с 1"! 

(и) = (Ри (5) Ir, (1.23) 

либо определяется следующим образом: 

ф(и) = Ки (2) lr — а (у) Ги (2) Ir, (1.24) 

где a(y)— некоторая вектор-функция на Г. При a(y)=0 [1 =] 
и (1.24) превращается в (1.23). Подставляя (1.24) в (1.22), по-
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лучаем функциональное соотношение 

| v(y) Kg (а, у) 95, = F (2), (1.25) 

у (и) = и (2) г, Kg (в у) = К, (в) + &(y) Ky (2, y) 

Е (2) = — \ tb (у) К, (2, у) dSy. 

где 

(1.26) 

Учитывая, что для граничной задачи (1.1), (1.2) F(z)— из- 
вестная функция, соотношение (1.25) можно рассматривать как 
уравнение для определения неизвестной функции v(y). Если из 
(1.25) удается определить v(y), то, подставив ее в (1.21) и вы- 
числив необходимые кубатуры, получим решение граничной за- 
дачи (1.1), (1.2) в любой точке х области С. Для приближенного 
определения v(y) из (1.25) можно воспользоваться представ- 
лением 

№ т 

у) = > Ха Кы (а У), (1.27) 
где 

Ki (2, у) = К (2, у) + а: (у) Kis (2, У), (1.28) 

К!1:(2, у) и К»о(2ь, у) — вектор-столбец матриц К!(2, у) и 
Ko(z, и); точки 2, каки в (1.9), образуют на вспомогательной 

поверхности Г! всюду плотное множество, а) — коэффициен- 
ты разложения. В отличие от описанного в $ 1.1 метода решения 
граничной задачи (1.1), (1.2) способом разложения заданной 
функции 41 (у) в ряд (1.3) (в дальнейшем этот метод будем на- 
зывать первым методом) здесь разлагаемая функция v(y) неиз- 
вестна; известны лишь ее моменты по функциям Аз:(2, у), по- 
лучаемые из равенства (1.25) (этот метод будем называть вто- 
рым методом). Отмеченное обстоятельство накладывает опреде- 
ленные ограничения во втором методе на способы нахождения 
коэффициентов разложепия dy. Введем обозначение 

(у) = Кз:(2ь, У), | (1.29) 
где 

j=m(k—1)+i. (1.30) 

Аналогично перенумеруем и систему (1.9) 

Ир; (у) = lH (4, У), (1.34) 

где индексы i, К, ] связаны соотношением (1.30). 
Таким образом, основная идея решения граничной задачи 

(1.1), (1.2) вторым способом заключается в определении вспомо- 
гательной функции v(y) из функционального уравнения (1.25) 
в виде (1.27) и в последующем нахождении решения по фор- 
муле (1.21). 

ЗМ. A. Алексидзе
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$ 1.3. Нахождение коэффициентов разложения 

В первом методе решения граничных задач коэффициенты 
М 

а‘ Е =1,..., М) приближенного решения (1.4) можно находить 
из условия, что первые М линейных функционалов (1=1,..., №) 
некоторой тотальной системы функционалов принимают пулевые 

значения на разности p(y) — 3 as Ip; (у), где It;(y) определе- 

ны формулой (1.31). Это приводит нас к системе линейных алге- 
браических ‚Уравноний 

Хон = ФАО, 1=1,...М№. — (4.32) 

Выбор системы функционалов ®; в этом методе не ограничен, ибо 
разлагаемая функция (у) известна и, следовательно, правая 
часть системы (1.32) вычисляется. 

Во втором методе решения граничпых задач разность v(y) — 

=>) a wp; (у) (у), где p;(y) определены формулой (1.29), миними- 

aupyerca в [2(Г), т. е. функционалы ®; определяются следующим 
образом: 

во; [v (y)] = [14; (у), у (у)] = 2 (Pin (И), Va (у), (1.33) 

где ф»(у) и v,(y)— компоненты вектор-фупкции p(y) и v(y) 

соответственно, а скобки (-, `) обозначают скалярные произве- 
N 

дения в Lo(T). Для вычисления коэффициентов a’ получа- 
ем систему 

М 

р at” [ф (у), $; (у = [у (и), $; (и. (1.34) 

Правая часть этой ‚системы, согласно равенствам (1.25) и (1.29), 
определяется из соотношения 

[v(y), wily) ] = Fi (4), (1.35) 

где индексы i, k, j связаны зависимостью (1.30). 

В первом методе система {14$; (у)};-1, по функциям которой 
разлагается заданная функция p(y), строго зафиксирована; каж- 

дая из функций соответствующей ей системы {1ф;(5)};-. должна 
быть решением уравнения (1.1). Но имеется возможность произ- 
вольного выбора функционалов W;, что следует использовать для 
улучшения обусловленности матрицы системы (1.32). Ниже бу-
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дет показано, что обычно используемая система функционалов 3) 

@;[1ф: (у) ] = [Ир; (у), Ир: (у) ] 

приводит в асимпитотике (№ - ©) к плохо обусловленным 
системам. 

Во втором методе ситуация обратная. Здесь функционалы ©; 
строго зафиксированы с помощью соотношения (1.33). Это обу- 
словлено тем, что разлагаемая функция v(y) неизвестна и зада- 
ны лишь ее моменты (1.35). Но в этом случае полная система 

{Ф;(у)у—, по функциям которой разлагается неизвестная функ- 
ция v(y), вообще говоря, произвольна, что также еледует исполь- 
зовать для улучшения обусловленности матрицы соответствую- 
щей системы. Действительно, пусть неизвестная функция v(y) 

ищется в виде ряда р а; (у). Потребуем, чтобы N функциона- 
=1 

лов, определяемых формулой (1.33), принимали на разности 
N 

у (и) — Хаб, (у) нулевые значения. Это приводит нас к 
j=1 

системе N 

> aco [ф; (y)] = oi [v (y)], (1.36) 

правая часть и коэффициенты которой вычисляются. Это дает 

возможность в качестве системы {ф;(у)}-, взять произвольную 
полную ортонормированную на Г систему, если при этом детер- 
минант системы (1.36) будет достаточно большим. 

Нахождение коэффициентов разложения по фундаментальным 
решениям с применением метода наименьших квадратов встречает 
значительные трудности, связанные с малостью соответствующих 
детерминантов Грама. Пусть А! — линейная оболочка в гильбер- 

товом пространстве А произвольной системы {Qi}i-1- Пока- 
жем, что: 

1) если в А, существует элемент ф, наименее удаленный от 
некоторого элемента Фе А, не принадлежащего Ai, то элемент 
Ф — ф ортогонален каждому элементу 5 = Ri, т. е. 

(ФЪ-ф, &)=0, geh, 

3) В общем виде функционал &; можно представить в виде соотношения 
К: 5; 

; (4) = а; (al, 9;) + в. (=,.), 

которое при а; =1, 6, =0, К; =0 превращается в обычный функционал 
гильбертова пространства; при а; =0, 6; =1, 5; =0, г; =} — в функцио- 
нал метода коллокации (а;, 6; — произвольные числа, K;, 5; — показатели 
порядка дифференцирования, г; — номер «узла коллокации»). Представляют 
определенный интерес другие комбинации этих чисел; например, при а; = 
== 0, 6; = 1, S; ==], Г; == 0. 
3*
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2) в конечномерном подпространстве А!, порожденном линей- 
но независимыми векторами 1, Mo, ..., Oy, для квадрата погреш- 
ности, с которой вектор 

М 

Ф = У Фа 
1—1 

аппроксимирует вектор Ф, имеем 

С (Ф, Py Po: cory Фм) о 12 6° = min | Ф — & Py — 95$ —... —~ An Pn = G (Pps Py ss Py) ' 

(1.37) 
где 

(P,> ?,) (Ф», ф,), *”’ (Pn, ?,) 

С (Gis Gas - > Фи) = | ®) er Be ve (9% %) 
(Pys Фм), (Por Фм), +++» (Pn Pn) 

— детерминант Грама. 
Предположим, что в А; существует вектор f, для которого 

(D—9, Л=г=о0 

и рассмотрим в А! вектор 

r 

P= e+ Gy h 
Имеем 

И — ке ——^ —m——"_ fl = 
| — FP =(0—¢ Р-р i 

|r|? 
(1, f) 

Ho, по предположению,  — наиболее близкий элемепт к Ф; по- 
лученное противоречие доказывает первую часть утверждения. 

Для доказательства (1.37) используем уравнения 

(D—o,9,)=0, k=1,...,N (1.38) 

и выражение для $: 

=|®— oP <|® — of. 

N 

сн (Pir Pa) = (Ф,), =... М. (1.39) 

Учитывая (1.38), для 6? получаем 

0°=(Ф-$, Ф-9)=(Ф-хф O)—-(O—@, 9) = | 
=(D—g, Ф)=(Ф, Ф)- ($, ®),
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или, используя выражение для ый 

(Ф, Ф) — 02 = У О (Qi, Ф). 

Присоединяя это уравнение к системе (1.39), получаем си- 
стему № +1 уравнений с неизвестными 1, 02, ..., Qn. Для раз- 
решимости этой системы необходимо и достаточно, чтобы ранг 
ее матрицы равнялся рангу расширенной матрицы 

| (Фу ?,) an (Pn, ?1) (2, ?,) 

(Pi Фм) + -. (Фм, Pr) (Ф, Py) 

(Ф,, Ф) ... (фм, Ф) (0, ©) — 8" 
Отсюда получаем, что А =0.и 

52 — С (Ф, > Py» eorg Py) 1.40 (ФФ, Oy) (1.40) 
Докажем, что 

С (фь, Ф?, ..., фк) = С (фи, G2, ..., Фт) С (фт, Фи-+2, ..., Qy), (1.41) 

re m<WN, Qi, $2, ..., Фх — линейно независимые векторы. 
Очевидно, что 

min | Фк — Чк+1, Pati —... — ак Фи | < 
a 

< min |Фь — Bat 1Pr+1 — --- — BmPm|. 

Учитывая эти неравенства, из (1.40) получаем 

С (Фь, Фа -- т, ...’ Фм) С (92, Фит; cory Фт) 

С (Фит, -.-› Py) = С (Фит, --› Gm) 

С (Фи, Фит» ery Py) 

С (Фт--1, +.) Pn) 

Так как G(Q;, Фа, ---, Q:)> 0 (> 1), то (1.42) можно запи- 
сать в виде 

? 

(1.42) 
< @ (фм), k=1,...,m—1. 

G(Q,; Prt ...) Py) < С (Фит; Pate? ..., Фм) 

С (Pp: Фит» eer) Фит) > С (Фит; Parte e809 Pm) 

Таким образом, 

С (Pq, ..., Py) < G (Py, ...› Py) 
С (Ф,, --, Фи) E (Por eer Pm) 

<... 

С (Фив, .. ...) nw) < 
С (Pm) <G (Pm-+1) о ое Py): I 



38 ГЛ. Г. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЯ ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

Воспользовавшись неравенством (1.41), получим асимптоти- 
ческие оценки для детерминантов Грама систем (1.32) и (1.34). 

Пусть точки 2, определяющие функции 1ф;(у), расположены 
на поверхности Г; с площадью [Г!| и перенумерованы таким об- 
разом, что Г(22, 221) <й, где г(22, Zx-1)— расстояние между 
точками 22: И 22:1, й > 0 при М - ®. Ясно, что в силу всюду 
плотного распределения точек 2, на Г, это всегда возможно, если 
Г, состоит из п замкнутых поверхностей и на каждой из этих 
поверхностей лежит четное число точек 2». В силу (1.41) имеем 

№/т—1 т 

Gy (Pp ++) Py) S П Пе, (Pm(a—1) +41 Фиша), (1.43) 

где Go(Pmr—1)4% Pma+i) — детерминант Грама второго порядка для 
функций Pmn—-1)4i И Pmasi: 

Ge (@mca—1) 445 Pma+i) = 

= (Фта-р+ь Pmea—1y +t) (Фили, Pmast) — (Фто-озь Pmazi)?. (1.44) 
Учитывая индексацию (1.30), для системы (1.9) получаем 

Фик-п- (У) = Ш (2, У), Pasi (У) = Ш: (241, У). (1.45) 

Предполагая непрерывность производных функций Ш (2, у) uo 
переменным 2', 27, 23° (координатам точки 2) и используя разло- 
жение функции Ш (2, у) в ряд Тейлора в окрестности`точки 2 
(взяв только первый член), получаем 

Pmcn—1) +i (У) = Фив (у) + ти (У), (1.46) 

где ° 

Emn+i(y) = 
_ 

= [Cet = ahaa) а (eh — thas) т + (ah ches) 2] Ge 
(точка 2, лежит между точками Z, и 2..1). Используя разложе- 
ние (1.46) и равенство (1.44), получаем 

Ge (Pin (r—1) 45 Фтл++) =(Pmariy Pma+i) | (Pma+ir Pmazi) + 

+ 2 (Orsi; Emnsrt) + (Ema+i; Emnti) | —(Dmasi, Фик)? — 

—2(Qmnsis Pmati) (Pmatts Emn+i) —(Pmazir Emn+i) ” = 

= (QDmatty Pmazi) (таль Emn+i) — (Pma+l; Ema+i)?- (1.47) 

Учитывая, что С2(Фии-р+ь Pmazi)— положительная величина, 
можно членом (Qmait, 8тл+:)? пренебречь; при этом будем иметь 

G2(@mcr-1) 44 Pasi) S(Pmasty Pmasi) (ть, ть) <= Cmpzih?, (1.48) 

THe Сиь.: — не зависящая от N постоянная. Подставляя послед-
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нее неравенство в (1.43), получаем 

Ск (ф1, .... Фк) = (с), (1.49) 

где постоянная с = max C'mpa4i не зависит от N. 
т, Е, 

Заметим, что неравенство (1.48) дает возможность выбора для 
внутренних граничных задач в некотором смысле наилучшей по- 
верхности Г, — поверхности, для которой правая часть оценки 
(1.48) будет максимальна. Действительно, при удалении поверх- 
ности Г! от Г ее площадь и, следовательно, h увеличиваются. On- 
нако при этом константа С„„.: резко уменьшается (последнее ста- 
нет понятным при рассмотрении конкретных фундаментальных 
решений). С другой стороны, при стягивании Г: к Г константа 
С„.-- Увеличивается, однако при этом площадь Г! и, следователь- 
но, A уменьшаются. Таким образом, следует ожидать, что суще- 
ствует такая поверхность, для которой правая часть неравенства 
(1.49) наибольшая. Учитывая, что й < |Г/|т/М (равенство име- 
ет место при равномерном расположении точек 2, на Г!), где 
Г, — площадь поверхности Г!, из неравенства (1.49) получаем 

Сл (фи, M2, ..., Pv) = (6/М№)М, ° (1.50) 

где с = с! Г!| т — не зависящая от № постоянная. 
Ввиду того, что метод наименьших квадратов, как в первом, 

так и во втором методе приводит к системам, для которых детер- 
минант соответствующих матриц быстро стремится к нулю, 
естественно попытаться так выбрать систему функционалов ©; в 
первом методе или систему функций Ф; во втором, чтобы детерми- 
нанты систем (1.32) и (1.36) были возможно большими. 

Однако предположение, что для функционалов в гильберто- 
вом пространстве [2(Г) модули этих детерминантов ограничены 
снизу некоторым числом © > 0 при любом М > ©, представляет- 
ся маловероятным. Действительно, имеет место следующее пред- 
ложение (см. [72]). 

Для того чтобы в сопряженном к L,(I') пространстве L,(T) 
(1/р + 1/4 =1) для заданной системы функций {фу cy- 
ществовали элементы @;, образующие с заданными \; биортонор- 

мированную систему {4ф;, @;};-1, необходимо и достаточно, чтобы 

система {1);};_, была минимальна. 
Таким образом, если фр; Е Zo(T), то в Р2(Г) не существуют ®; 

которые для a\™) обеспечивали бы равенства 

а 
a; = = 0; [1 (У)]. 

Значительно лучше результаты по обусловленности матриц 
системы (1.32) следует ожидать для функционалов в банахо- 
вом пространстве. Действительно, определим функционалы ©;
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следующим образом: 

в; [Ф (у) |= Ф(у,), joi,..., М, (1.51) 
где i, j, К связаны соотношением (1.30); Ф(у)— произвольная 
функция, а у; — узлы коллокации. Будем предполагать, что ска- 
лярные произведения в методе наименьших квадратов определя- 
ются формулами 

[фи (9), 1 = J vey) sv) 45, = ХМ фид vs (в) 
Г 1—1 

Рассмотрим матрицу А системы (1.32) для функционалов 
(1.51). Нетрудно проверить, что 

(7) Aas = Gy (Vy, .. Py): 
ИЛИ 

l= VGn(by om (2) <p 4.52) 
Следует заметить, что в (1.50) и (1.52) Gy u |А| оценивают- 

ся сверху, и если для детерминанта Грама Gy известно, что он 
отличен от нуля при любом конечном AN, то для матрицы A это 
уже не так — ее детерминант может равняться нулю. Ниже бу- 
дет показано, что для системы {Inr(z,, x)} (система фундамен- 
тальных решений двумерного оператора Лапласа) детерминаят 
матрицы А равен нулю для одного специального случая кон- 
туров Ги YL). 

$ 1.4. Устойчивость решения и метод регуляризации 

В процессе решения граничных задач методом разложения 
по фундаментальным решениям, как ясно из предыдущих пара- 
графов, приходится строить решение интегрального уравнения 
первого рода. В первом способе по существу решается уравне- 
ние (1.13), так как коэффициенты разложения b,; связаны с ре- 
шением интегрального уравнения (1.13) соотношениями (1.18). 
Во втором способе для нахождения функции v(y) также решает- 
ся интегральное уравнение первого рода (4.25). Поэтому возни- 
кает вопрос об устойчивости найденных решений. Можно пока- 
зать, что решения интегральных и функциональных уравнений 
первого рода с суммируемым ядром неустойчивы в смысле мет- 
рики пространства С непрерывных функций, т. е. сколь угодно 
малое изменение максимума модуля заданной функции может 
вызывать сколь угодно большое изменение максимума модуля 
искомой функции. В самом деле, пусть p(y)— решение инте-
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трального уравнения первого рода 

| К (=, y) (у) 45, = F (2), 

где К(х, у) — суммируемая функция. Введем обозначение {(и) = 

= p(y)+ ар, (у), где {» (у) — элемент произвольной ортонормиро- 

ванной на Г системы {Wn(y)}n—-1. Тогда для ф(иу) получим 
уравнение 

| К» у) p(y) 45, = F (x) — | K (a, у) Pn (2) dSy = f (2). 

Известно (cm. [29]), что если элементы ортонормированной си- 
стемы {tpn(y)}n—1 ограничены в совокупности, т. е. ф,(у)< М, 
yeS (п=1, 2, ...), где М — некоторая постоянная, то коэф- 
`фициенты Фурье любой суммируемой функции по этой системе 
стремятся к нулю (теорема Мерсера). Поэтому для любого 8 > 0 
можно подобрать такое М, что при п > № 

тах | f(x) — Ё (21) | = max | Кс у) Vn (и) 45, | < ь, (1.53) 

тогда Kak 

шах $4) — (| = max | $» (| =M 

Если в качестве системы {Pn(y)}n=1 взять ортонормированную 
на окружности Г тригонометрическую систему, то условия теоре- 
мы Мерсера будут выполнены; следовательно, выполняется не- 
равенство (1.53), тогда как 

тах | $ (у) — $()| = зу. 

Однако в рассматриваемом методе разложения по фундамен- 
тальным решениям устойчивость окончательных решений обес- 
печена. Действительно, в первом способе решение находится из 
(1. 12) путем замены интеграла в правой части кубатурной фор- 
мулой. Поэтому u(x) устойчиво к любым сколь угодно большим 

(в смысле метрики С) изменениям 5 [$ (=) функции $ (=) при 
условии малости интеграла 

| зи (2) A(z, 2) а5.. 
Г 

Аналогично во втором способе окончательное решение граничной 
задачи, получаемое из (1,21), устойчиво к любым сколь угодно 
большим (в смысле метрики C) изменениям 6[v(y)] функции
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v(y) при условии малости интеграла 

\ 5 [у (y)] К. (+, у) а5у. 

Следует все же подчеркнуть, что, несмотря на устойчивость 
окончательных решений в этом методе, тот факт, что в процессе 
решения решается некорректная задача, может привести к обры- 
ву вычислительного процесса (к аварийному останову машины). 
Другими словами, для рассматриваемых здесь способов решения 
граничных задач опасно не то, что решение интегрального урав- 
нения первого рода окажется неустойчивым, а то, что практиче- 
ски невозможно будет его получить на ЭВМ. Поэтому большое 
значение приобретает метод регуляризации А. Н. Тихонова [148]. 
Детально эти вопросы здесь не будут рассматриваться. Приве- 
дем лишь специальные линейные регуляризующие алгорит- 
мы [28] для тройки [R, А, E], где А — линейный ограниченный 
оператор из гильбертова пространства А в банахово простран- 
ство LE: 

Av =v. 

Рассмотрим регуляризующий алгоритм для задачи нахождения 
проекции и на пространство, натянутое на первые N элемен- 
тов i, или иначе задачу нахождения такого набора N чисел 
а, который реализует 

N N 
min [» — Ха, v— У оз = Ам. (1.54) 

i=1 {aj =1 

Для коэффициентов a; получаем систему линейных алгебраи- 
ческих уравнений 

' ON 

да, pj) = (v, pj) = Г, 1=1, way М, (1.55) 

или, в матричной форме, 
Ва =Ё, 

где а = (а1,...ак) и =(ЁР!,....ЁЕк)— искомый и заданный век- 
TOPE соответственно, В — матрица системы (1.55), очевидно сим- 
метричная и положительная (матрица Грама). Но, вообще гово- 
ря, система (1.95) вырождена или плохо обусловлена. Поэтому 
для ее приближенного решения целесообразно применить какие- 
либо регуляризующие алгоритмы [148]. 

Пусть w(a, A)— функция, заданная при a>O0, A>O и 
такая, что _ 

зир | ® (а, A)VA| = Ка ®, 
A (1.56) 

lim Aw (a, A) = 1. 
a0
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Во втором соотношении сходимость равномерная при А =г (r— 
любое положительное число). Можно образовать (при любом №) 
матрицу И’ (а, В) и вектор 

a =W (а, B)F. 

Оказывается, что при соответственно выбранных a и N элемент 

N — 

Van = > ay” pi = Вам (1.57) 
1—1 

будет близок к 5. 
Семейство операторов f,y образует регуляризующие алгорит- 

мы в смысле А. Н. Тихонова для уравнения (1.19). 
Действительно, пусть правая часть v уравнения (1.19) задана 

с погрешностью 38: 
lo — 51: < 5, 

где 9 — приближенное значение $. Обозначим через dag = 
— (а10, ..., @мо) нормальное решение [147] системы (1.55) и 
a” = (я, В)5. Применяя очевидные неравенства, получим (учи- 
тывая (1.20)) 

|  — Во] — = 

Гм 

д 
М 1/2 

> (21 вы)" . (1.58) 

М 

в — 2 AojPi 
) — 

1 
<Vin +141 | 

Из равенств (1.57) получаем 
М _ 1/2 __ N 1/2 

> (ai? — ou) | <VN K,8 + Р (af — пы) 
=] = 

при © -—> 0 второе слагаемое в правой части стремится к нулю. 
Окончательно, объединяя (1.57) и последнее неравенство, прихо- 
дим к неравенству 

_ _—_ _f N 1/2 

lv — Вам |<V An + AINK.6 +) A/V N р (a — лы | . 

(1.59) 

Фиксируем произвольное 2 >> 0. Взяв М достаточно большим, мо- 

жем считать, что Ay < =?/4 (в силу полноты системы {фк 1). 
Подобрав при фиксированном М№ значения для © и 6 так, чтобы 
вторая часть суммы в правой части (1.59) была меньше &/2, по- 
лучим окончательно 

lly — Reyill < з. 

Заметим, что вследствие описанной регуляризации приближен- 
ное решение уравнения (1.19) с приближенной правой частью
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имеет вид 

и стремится к точному решению и, хотя семейство операторов 
Ran строится на основе матрицы В системы (1.09). Вообще го- 
воря, поиск минимума в (1.54) на первый взгляд естественнее 
было бы вести иначе: ортонормировать систему {ij} и искать 
разложение функции UV по этой ортонормированной системе. 
Коэффициенты разложения находятся по простым явным фор- 
мулам (см. $ 1.7). Однако такой способ не приводит в общем 
случае к регуляризующим алгоритмам для решения уравне- 
ния (1.19), так как процесс ортонормализации не только неустой- 
чив, но, что особенно важно, практически невыполним. 

Заметим, что в описанном алгоритме регуляризации остаются 
свободные параметры и их рациональный выбор — весьма нетри- 
виальная задача. Однако если № заранее фиксировано, то мож- 
но различными способами выбрать @, соответствующее заданно- 
му 6 наилучшим (в определенном смысле) образом. Для некото- 
рых методов регуляризации типа (1.56) это можно сделать ма- 
шинным путем [148] или, если известно минимальное, отличное 
от нуля, собственное значение мазрицы В, по формулам, приве- 
денным в [28, 148]. 

$ 1.5. Решение линейных систем с неустойчивой 
обратной матрицей Грама 

В описанных выше способах решения граничных задач мето- 
дом разложения по неортогональным функциям, так же, как поч- 
ти во всех методах решения линейных граничных задач, основная 
вычислительная трудность заключается в решении линейных 
алгебраических уравнений 

Ах =Ё, (1.60) 

где A — заданная матрица, x и F — соответственно искомый и 
заданный вектор. Как правило, в рассматриваемых здесь случаях 
14| 0 и решение системы (1.60) дается формулой х = А-Ш. 
Однако если элементы матрицы А получены приближенно, то 
«вопрос о том, имеет ли матрица А отличный от нуля определи- 
тель или нет, лишен смысла» ([105, с. 139]). При решении гра- 
ничных задач методом разложения по неортогональным Ффунк- 
циям мы имеем именно тот случай, когда элементы матрицы A и 
вектор правых частей получаются приближенно; поэтому в на- 
стоящем параграфе мы применим некоторые известные [154] 
оценки для погрешности и обусловленности матриц для детерми- 
нантов Грама с учетом ранее полученной нами оценки (1.00).
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Следуя [155], будем называть обратную матрицу А-! устой- 
чивой, если малым изменениям в элементах матрицы A соответ- 
ствуют малые изменения в элементах обратной матрицы; матри- 
ца A будет плохо обусловленной, если соответствующая ей обрат- 
ная матрица неустойчива. Для устойчивости обратной матрицы 
во всяком случае необходимо [155], чтобы определитель матрицы 
был не слишком мал. Из оценки (1.50) следует, что при больших 
N обратная матрица‘) А-! неустойчива и, следовательно, надо 
ожидать, что решение системы (1.60) либо невозможно будет 
получить, либо оно получится с большой погрешностью. Чтобы 
оценить эту погрешность, нам необходимо получить так называе- 
мые числа обусловленности, которые, со своей стороны, требуют 
оценок собственных значений матрицы А. Если А вырождается 
при увеличении N, то она должна иметь по крайней мере одно 
собственное значение, стремящееся к нулю, так как произвэде- 
ние собственных значений равно определителю матрицы. Ниже 
будут получены оценки для наименьшего Amin и наибольшего Amax 
собственных значений матрицы A, исходя из оценки (1.00). 

Сначала получим оценку сверху Amin, предположив, что A; = А 
(1=1,...,М). Учитывая равенство 

N 
ul Mi =|A| (1.64) 

и оценку (1.50) для |А|, получаем 
М -—— - 

1, = Ашах = Amin = ИА < М. (1.62) 

Оценка (1.62) для Amin слишком оптимистична. Другой край- 
ний случай (случай наиболее пессимистичной оценки для Amin) 
получим, если будем предполагать, что для всех A; (1=2,..., №) 
достигается оценка Гирша [121] 

Ai ММ, i=2,..., М, (1.63) 

где М — максимум модуля элементов матрицы А. Если система 

функций ра нормирована, то М = 1 и из (1.63) (в случае 
равенства) следует 

А: = М, i=2,..., М. (1.64) 

Подставляя эти равенства в (1.61), получаем 
N N 

Il № — Amin I № = Aunin => (c/N)*, 
i=1 1—5 

Или 

Amin 5 СУМ +1, (1.65) 
(meee 

wa N 

*) A в нашем случае совпадает с матрицей Грама системы (а.
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Если оценку (1.62) следует считать слишком «оптимистичной», 
то оценка (1.65) слишком «пессимистична». Следует заметить, что 
известное равенство 

N N 
SpA= Хан = DM (1.66) 

1—1 1—1 

не выполняется при достаточно больших N ни для спектра (1.62) 

N _ N 
Ум =е Ман = N (1.67) 
i=1 i=1 

(предполагаем нормированность функции ly;), ни для спектра 
(1.64), (1.65) 

М М 

DM =(N—-1)N+e°N т Ха, =М. = (1.68) 
$=1 =] 

Из неравенства (1.67) следует, что часть собственных зна- 
чений имеет величину большую, чем дает асимптотическое нера- 
венство (1.62) и, следовательно, минимальное собственное зна- 
чение меньше, чем доставляемое оценкой (1.62). Аналогично из 
неравенства (1.68) следует, что некоторые собственные значения 
имеют величину меньшую, чем (1.64) и, следовательно, при вы- 
полнении равенства в неравенстве (1.50) получаем Amin => 
> ¢CNN-2N*!. Заметим, что при анализе спектра собственных зна- 
чений с помощью равенств типа (1.66) имеет смысл говорить, 
что (1.66) не выполняется лишь в том случае, если для правой 
и левой частей получаются разные асимптотики при N — ~, 

Для того чтобы наряду с (1.66) для проверки спектра соб- 
ственных значений воспользоваться неравенством Шура [124] 

N м м 

IMPS Blak (1.69) 

покажем, что для эрмитовых матриц неравенство (1.69) превра- 
щается в строгое равенство 

N м М 

ме = 2 Ха. (1.70) 

Действительно, матрица 4? имеет в качестве характеристических 
2 . 

чисел Aj (=1,.... №), и в силу равенства (1.66) можно 
написать 

N 
Sp A?— УМ. 

1
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Непосредственное вычисление дает 

SpA’? = Sard Dash х Dawe. 
i=1j=1 

17 

Таким образом, равенство (1.70) доказано. 
Обозначим через @‹, среднее значение квадратов модулей эле- 

ментов матрицы Грама фундаментальных решений: 

При рассмотрении конкретных фундаментальных решений мы 
увидим, что 

@ср = A, (1.71) 

где а — не зависящая от N постоянная. 
Анализируя спектры собственных значений (1.62) и (1.64), 

(1.65), с помощью равенства (1.70) получаем соответственно 
асимптотические неравенства 

СИМ < N’a,.p, №— № с" М2 > NG, 

что также указывает на необоснованную оптимистичность и пес- 
симистичность оценок (1.62) и (1.65). 

Далее получим более правдоподобный спектр собственных 
значений для матрицы A. Покажем, что для матрицы A макси- 
мальное собственное значение имеет порядок оценки Гирша, т. е. 
справедлива оценка 

Ашах = a. 

Действительно, по определению [455] 

А, = max (Az, 1) 

max x30 (z, 2) | 

Возьмем в качестве x вектор х=(1,1,..., 1). Тогда 
м м 

1 
у у 4:22; У = >> > Ai; > Na. 
j=1 i=1 i 1=1 

Будем предполагать, что A имеет попарно различные соб- 
ственные значения: Amax = А1 >>... > Ам == Anin 

Na 
hn = aa k=1,...,N, (1.72) 

Tae 6 >1 — вещественное число. Из равенства (1.61) получаем 
N-1 о 

_ wats * =4|=(2)", 
(1.73) 

b = (a)2/% (¢)-2* NYS, (1.74) 
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При выводе (1.73) мы предположили, что неравенство (1.50) 
превращается в равенство. Подставляя (1.74) в (1.72), находим 

_8—М№ 2-ю _4(N=1) | 
цамемм м 

или, при достаточно больших М, 
na 2 
С — 

Ам А —— № 3. (1.75) 
a 

Легко проверить непосредственным вычислением, что для спект- 
ра (1.72) справедливы неравенства (при достаточно больших М) 

N N 
2 № > a Qiis р (Ai)? > У 3 (433), 
2 — = 1—1 17= 

так что спектр (1.72) также следует рассматривать как оптими- 
стичный в смысле равенств (1.66) и (1.70). При этом числа 
обусловленности Ри H для матрицы В со спектром собственных 
значений (1.72) получаются равными [155] 

и (A) = =z №4. (1.76) 

Поставим следующую задачу. С какой точностью = надо вы- 
числить скалярные произведения для элементов матрицы А, 
имеющей спектр собственных значений (1.72), чтобы возмущен- 
ная матрица также была неособенной? Для этого воспользуемся 
следующим предложением Островского [124]. 

Пусть A = [а.| — неособенная квадратная матрица и пусть к 
а; прибавлены малые величины €:;, образующие квадратную мат- 
puny Ё =(e,;) того же порядка. Для того чтобы матрица А’ = 
—=А--Е была неособенной, достаточно, чтобы выполнялось не- 
равенство 

У 54 < > Sot) | (1.77) 
1j=1 i=1j=1 

где ©. — элементы матрицы А-', обратной к A. Применяя pa- 
венства (1.70), (1.72) для матрицы А-! и учитывая, что соб- 

—1 
ственные значения матрицы А-! равны Ax’, где A, — собственные 
значения симметричной матрицы A, получаем 

м N N ом 
2 _ М [12 о" — 4 

Daw= 2 (5 =N а зщ 
i=1 j=1 k=1 ia | oi 

или, учитывая равенство (4.74), для достаточно больших N 
имеем 
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Учитывая в последнем равенстве первые два члена в правой ча- 
сти разложения 

8/№ ` (8 In NV) 

ee Bate 
окончательно получаем 

NN 22 ON? | 
ps 2 = law (1.78) 

Подставляя равенство (1.78) в (1.77) и учитывая, что 8;=8 
(i, j=1,..., №), получаем для = оценку 

до — 

<2V2e Vin (1.79) - 9/2 

Из (1.79) следует, что при а=с=1 и М№М= 123 (такое коли- 
чество членов разложения может быть реализовано в программе 
[136] для решения пространственных граничных задач теории 
упругости) интегралы в скалярных произведениях для элементов 
матрицы А должны быть вычислены с погрешностью e < 10-9, 
что сильно затягивает процесс вычисления, а для некоторых 
машин, имеющих {< 29 двоичных разрядов для мантиссы чис- 
ла, такая точность вообще не выполнима без программного уве- 
личения разрядности, что со своей стороны также сильно уве- 
личивает время вычисления. 

Пусть элементы 6, правой части линейной системы 

Aa=b, (1.80) 

где а=(а1, ..., ам) — искомые коэффициенты разложения вычис- 
лены с точностью & ,. Тогда вместо системы (1.80) решаем 
приближенную систему 

А (а =) =б-Р вь 

и для оценки погрешности #. имеем 

а! < ПАРИ вы, (1.81) 

или, с учетом согласованных норм Ио, 
N | N 

Хе < Ls eh, = = NB Уч 
=1 h=1 

При @=G=1, em —2s, Se, = а. получаем 

< N°, (1.82) 
4 М. А. Алексидзе
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В случае относительной ошибки, будет [154] выполняться 
неравенство 

| 2а| 1 leo а arg | 8% | 

При a=c=1, М= 100 и Пе ЛЬ = 10-8 из (1.83) получаем 

eal] —4. at <4; (1.84) 
при этом всегда будут существовать такие e и b, что в (1.84) 
будет достигаться равенство [154, с. 179]. Таким образом, если 
отношение норм погрешности вычисления правой части системы 
(1.34) и точного значения правой части будет равно 10-8, то 
погрешность вычисления коэффициентов разложения может до- 
стигать 100 %. 

Пусть элементы матрицы A (скалярные произведения) вы- 
числяются с погрешностью F = {e,,}. Тогда вместо системы 
(1.80) решаем систему 

(A +F) (a+ =) =Ь, 

при условии ПА-И Е < 1 получаем оценку для погрешности é, 
[154]: 

[ANF al. „|= eel <a 
при 

17| = to*<4 м 

имеем 

\eal<- №410 Ja, (1.85) 
Для вычисления относительной ошибки надо иметь оценку 
[=.| llall-! через величину ШИИА1-! [154]: 

| Bq —1 —1 —1 

АИ at (4 —p yl 4 jet) . (1.86) 

Для того чтобы правая часть (1.86) была мала, необходимо, 
чтобы 

~2 
| ¥ ll —1 а 4 ay! ИА |= 

В приведенных оценках мы предполагали, что все вычисле- 
ния, необходимые в процессе решения систем, производились с 
бесконечным числом разрядов. Для ЭВМ с плавающей запятой, 
имеющей { двоичных разрядов для мантиссы числа, для погреш-
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ности решения системы М№-го порядка имеем оценку [154| 

|= 1 № 22 9/2 +. 4 
| а| < (A) -- и __ a + 

lla] at /N (A) м" 

|| oO
 При 8; = 10-*a;, = 1 получаем следующее соотношение: 

М 

=p? aa = 10 *®<2-*n?? 

ИЛИ 

Qt < 26.6192. (1.87) 
При N~ 100, k=2 (5: равно одному проценту oT а:) для 

необходимого числа разрядов получаем оценку 

t = 44. 

Это значит, что если ЭВМ содержит меньше чем 44 двоичных 
разрядов для мантиссы числа, то при решении на ней системы 
(1.30) при М№М= 100 погрешность решения может превосхо- 
дить 4 $. 

Регуляризующий алгоритм А. Н. Тихонова предполагает, что 
вместо решения системы (1.80) минимизируется функционал 

М. = Ма — dll? + allall2, (1.88) 
где & — параметр регуляризации. В зависимости от принятой 
нормы для % различают слабую регуляризацию, сильную и ре- 
гуляризацию п-го порядка гладкости. На практике вместо систе- 
мы (1.80) решают уравнение Эйлера для функционала (1.88): 

aa+ А*Аа = А*6, (1.89) 

где A* — оператор, сопряженный с А. Таким образом, при регу- 
ляризации приходится вычислять произведение матриц A*A и 
произведение A*b матрицы на вектор. При проведении этих опе- 
раций на ЭВМ с плавающей запятой с разрядными двоичны- 
ми числами их приближенные значения могут быть записаны 
в виде 

(А*А) pp =A*A + F, 

(А*Ь) пр =A*O+F, 

где (A*A),, и (4А*6)„, — приближенные значения А*А и А*Ь 
соответственно, а для матрицы Р и вектора F погрешностей спра- 
ведливы оценки [154] 

| F< №21 | A* || Al] << №27 "а?, 

mp ee art he 2 (1.90) [Fl = > Fi хм | A; |b] < N42 naxdmax: 
1—1 1—1 

А.—1-я строка матрицы А; Obmax— максимальная компонента 
вектора 0; Qmaz — максимальный элемент матрицы А. Оценки 
4e
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(1.90) показывают, что при переходе от матрицы А к матрице 
А*А мы допускаем значительные погрешности. Учитывая при 
этом, что детерминант матрицы А*А будет уже иметь порядок 
N-2", становится ясным, что практически A*A будет вырожден- 
ной матрицей. 

Это обстоятельство побудило воспользоваться при решении 
плохо обусловленных систем следующим итерационным процес- 
сом для решения системы (1.80): 

(АА!) а" =5+ Аа” — щ=0, (1.94) 

где А, — диагональная матрица, элементы которой укрупняют диа- 
гональные элементы матрицы А, а а" — п-е — приближенные ре- 
шения системы (1.30). Во многих случаях при удачном выборе 
диагональной матрицы A; итерационный процесс (1.91) давал 
удовлетворительные результаты. Аналогично решались системы 
(1.80), когда из-за каких-либо (физических) соображений были 
известны приближенные значения коэффициентов разложения 

где а — вектор приближенных значений коэффициентов разло- 
жения. В том случае, когда A — плохо обусловленная матрица, 
но с отличным от нуля детерминантом, система (1.92) дает 

устойчивое решение при aa, где а — модуль диагонального 
элемента матрицы Aj, © — параметр регуляризации, участвую- 
щий в системе (1.89). Ясно, что при этом предполагается поло- 
жительная определенность матрицы А. В противном случае мо- 
жет оказаться, что увеличение диагональных членов не только 
ухудшает обусловленность матрицы A, но может привести к вы- 
рождению матрицы А. Действительно, если A; — собственные зна- 
чения матрицы A, то (A; +a) будут собственными значениями 
матрицы (А+оЕ), где Е — единичная матрица, а a>Q. Сле- 
довательно, если некоторые A; отрицательные, то модуль числа 
(A: + а) может оказаться равным нулю. 

Формула (1.92) при a@=O соответствует замене уравнения 
близким ему (см. [148], гл. I, § 5). 

$ 1.6; Интегрированные фундаментальные решения 

Из предыдущих параграфов ясно, что если т-мерные вектор- 
функции lp, выбраны неудачно в п-мерной области С и, следо- 
вательно, число № этих функций, необходимых для достижения 
удовлетворительной точности, достаточно велико, то при реше- 
нии системы (1.80) возникают значительные вычислительные 
трудности, связанные с малостью детерминанта соответствующих 

матриц.
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Пусть 
N 

[№ en, (1.93) min ф (у) >> ав ‘рь (у) |< с | пт 
R k=1 

где с — не зависящая от N постоянная. Будем говорить, что си- 
crema функций {lp,(y)} выбрана для функции p неудачно при 
г < 1, удовлетворительно при г=1, хорошо при r=2 и удачно 
при гг 3. Естественно стремиться при решении граничных за- 
дач удачно выбрать систему функций {lp,(y)}, ибо слепое уве- 
личение их числа М, как правило, не приводит к желаемым ре- 
зультатам как из-за малости соответствующего детерминанта 
Грама, так и из-за конечности числа разрядов ЭВМ, на которой 
решается задача. Однако удачный выбор системы {lyp,(y)} при 
решении граничных задач — довольно сложная задача, требую- 
щая прежде всего глубокого проникновения в реальную задачу, 
которая сведена к граничной; кроме того, для граничных задач 
(1.1), (1.2) существует не очень много таких систем, которые 
удовлетворяли бы условиям, перечисленным в $ 1.1. 

В настоящем параграфе мы укажем новые системы функций 
(1р,(и)}, которые могут оказаться для многих граничных задач 
более эффективными, чем система фундаментальных решений. 
Предварительно приведем соображения, почему система фунда- 
ментальных решений для некоторых граничных задач выбрана 
неудачно (в чем мы убедились при решении задач теории уп- 
ругости с помощью универсальных программ [136]). Для этого 
придется рассмотреть физический смысл фундаментальных ре- 
шений. Математически фундаментальное решение определяется 
следующим образом [69]. Пусть задан эллиптический дифферен- 
циальный оператор вида 

__ y' > | , и 

Lu gram Ai .... ль (x) Ox, , eoes Ox, 
k=0 Ре ОО tk 

Функция K(x, y)= K(x, ... Ln, Yi, ... Yn) называется фунда- 
ментальным решением оператора L, если для любой достаточно 
регулярной функции f(z), которая обращается в нуль вне огра- 
ниченного множества, 

Е | K(z, у) (у) | = (2), 2 ye R". (1.94) 
В онераторной заниси (1.94) имеет вид 

ГК (т, у) =0(%—У), 
где 6(x—y)— функция Дирака. Однако кроме такого формаль- 
ного определения, во многих случаях фундаментальное решение 
имеет вполне определенный физический смысл. Для конкретно- 
сти в дальнейших рассуждениях этого параграфа мы будем рас-
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сматривать граничную задачу для систем дифференциальных 
уравнений пространственной теории упругости и соответствую- 
щие фундаментальные решения H(z, у). Пусть трехмерное евк- 
лидово пространство В заполнено телом с коэффициентами Ла- 
ме A, ци в точке х действует сосредоточенная сила в направ- 
лении оси Ох; (1=1, 2, 3). Тогда смещение любой точки у7=х 
описывается вектор-функцией Н,(х, у) — фундаментальным ре- 
шением системы однородных дифференциальных уравнений тео- 
рии упругости. Пусть теперь с помощью первого способа реше- 
ния граничных задач методом разложения по фундаментальным 
решениям решается следующая смешанная граничная задача. 

Пусть на одной части поверхности Г"? заданы напряжения, 
а другая часть поверхности Г“?) жестко закреплена, т. е. вектор 
смещения на Г“? равен нулю (в такой постановке решалась 
задача расчета статических напряжений в теле высотной ароч- 
ной плотины Ингури-ГЭС). Если вектор напряжения, заданный 
на Г), — достаточно гладкая функция, то 20—30 фундаменталь- 
ных решений дают возможность достаточно хорошо его аппрок- 
симировать. Но эти фундаментальные функции в силу их физи- 
ческой сущности не могут быть равны нулю на Г‘? и поэтому 
нужны новые фундаментальные решения с точками приложения 
x, вблизи точек I, которые сняли бы смещения у точек I, 
Однако так как каждая точка в I жестко закреплена, то и 
число точек 2, следует взять достаточно большим. При этом 
возникает такая ситуация, что число точек x, вблизи Г‘? необ- 
ходимо взять достаточно большим, хотя у всех соответствующих 
фундаментальных решений коэффициенты разложения a, будут 
приблизительно равны. Поэтому целесообразно было бы в нашем 
случае разложение граничной функции производить не по фун- 
даментальным решениям H;(z,, у), а по группам фундаменталь- 

по 

ных решений >) Н; (ть, У).Такая замена координатной функции 
=n, 

в принципе легко осуществима; однако учитывая, что количе- 
ство функций в этих группах может быть значительным и что 
выражение для H:(x,, у) — довольно громоздкое, легко понять, 
как сильно затянется при этом время вычислений. Поэтому есте- 

ственно попытаться вместо суммы >» FA; (tz, у) использовать He- 
Е 

прерывное распределение точек приложения силы, т. е. интеграл 

[На (2, у) Sx, (1.95) 
ro) 

где rw — некоторая поверхность вне области G (здесь предпо- 

лагается, что в каждой точке x поверхности Г действует одна 
и та же сила). В интегрированном фундаментальном решении 

~~
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(1.95) всем точкам x (образующим фундаментальные решения) 
приписываются одни и те же веса, что на практике также может 
оказаться неэффективным. Поэтому дальнейшее обобщение выра- 
жения (1.95) получим, если в качестве функций возьмем 

4» (у) = | Р.(2) Н, (т, у) 45, 1<r<m, — (4.96) 

где Гб? — поверхность sue области @ (1<j<n) (рис. 2), 

P,;(x) — ортонормированные на TY полиномы 5-го порядка 
(О=;=п), т. е. 

| P. (2) Psi (2) 48» = | при S$, So, 

ri) 1 при s, = Ss, 

индекс Ё определяется ниже (см. формулы (1.98), (1.99)). 
Компоненты вектор-функций (1.96) определяются соотно- 

шением 

Wri (y) = | Ps; (1) Ни (т, у) AS 'x (1.97) 

где ф„(у)— {1-я компонента вектор-функции p(y) (1<i<m). 
Формула (1.96) дает возможность получить счетное количество 
вектор-функций следующими двумя 
способами: 1) зафиксировать п< о, 
а п устремить к бесконечности, или 
2) зафиксировать й < ©, а п устремить 
к бесконечности. В первом случае связь 
между индексами в формуле (1.96) 
осуществляется с помощью формулы 

k=(j-—1)nm+(r—1)n+s, (1.98) 

а во втором случае с помощью фор- 
мулы 

Рис. 2 
k=snmt+(r—1)n+j. (1.99) 

Формула (1.98) предполагает, что номера функций 1,(у) опре- 
деляются в следующей последовательности: 

k= 1 (G=1, г=1, $=1), 

Е =2 (1=4, r=1, $=2),... k=n (1=1, r=1, s=n), 

k=n+1 G=1,r=2,s=1),..., 

k=2n (j=1,r=2,s=n),...,.k=mn (GG =1,r=m,s=n), 

k=2n+1 (j =2,r=1,s=—1),...
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Формула (1.99) предполагает, что номера функции tp,(y) опре- 
деляются в следующей последовательности: 

К =1 ($=1, г={, ] =1), 

Е =2 (s=1, r=1, ]=2),.., k=n (s=1, r=1, j=7) 

k=nt+ri1 (s=1,r=2,j=1),...,k=2n (s=1, r=2,j=n), ..., 

k=mn (s=1,r=m,j=n), k=mnti1 (s=2,r=1,j7=1),... 

В случае формулы (1.98), когда И -> ©, поверхность го превра- 
щается в точку (рис. 2); при этом функции Y,, определяемые 
из (1.96), для $з=0 превращаются в обычные фундаментальные 
решения. Значительно больший интерес представляет счетная 
система функций при фиксированном fh и п -> ®. 

Пусть поверхности Г в совокупности определяют замкну- 
тую поверхность Г!, целиком охватывающую область G (рис. 2), 

и система {P.;(z)};-9 — произвольная полная система функций 

на Г”. Тогда, если полна на Г система функций 

{Н, (ть, уп, THE точки ль расположены всюду плотно на 
Г:, то полна и система {p,(y)},=1, где номер Ё функции tp оп- 
ределяется из (1.99), а сами функции p,(y)— из (1.96). 

В самом деле, пусть (у) — произвольная функция ортого- 
нальная на Г всем функциям Pp, (У) 

(+ (у) Wa (у) 43, = 0. 
Г 

Тогда 

( (у) ve (y) 45, = {а (у) | | Р,5(2) Н, (2, y) ыы dSy = 
Г Г г 

= | Ps; (1) | a(y) H, (x, y) dS, | 45 х = 0, 
го Г | 

1 

В силу полноты {Р.;(1)}°, на Г для любой точки 9, 
а значит и Г!, получаем 

(а (y) Hy (2, y)dSy = 0, 
Г 

что, со своей стороны, в силу полноты {Н,(ть, у) ь-я дает 
а(у)= 0. Таким образом, если произвольная функция a(y) ор- 
тогональна всем функциям (1.96), то она тождественно равна 

нулю. При этом от системы {Р.;(2)}—1 требовалась лишь пол- 

нота на Г”. В качестве P,;(2) можно взять тригонометрические 
или алгебраические полиномы и т. п. В формуле (1.96) орто- 
нормированная система полиномов была выбрана по следующим
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соображениям. Во-первых, ортогональность значительно увеличи- 
вает угол между функциями (1.96), что имеет важное значение 
при приближенных вычислениях. Во-вторых, первые три степени 
полиномов (именно они и применялись в данном случае при ре- 
шении граничных заДач) имеют простой наглядный смысл, что 

сильно облегчает выбор поверхностей Г ”. В качестве последних 
выбирались отрезки (для плоского случая) или же параллело- 
граммы (в пространственном случае). Такой выбор был обус- 
ловлен стремлением получить интегралы (1.96) в элементарных 
функциях, хотя не исключено, что для некоторых граничных 
задач целесообразнее (даже с точки зрения необходимого ма- 
шинного времени решения граничных задач) пользоваться функ- 
циями (1.96) для TY с более сложной геометрией. 

Приведем явные выражения для полиномов Р.; в плоском 
(Г? в этом случае — отрезки прямой) и в пространственном 
(Г — параллелограммы) случаях. 

Обозначим через #1, т и 11), 1.’ координаты начальной и 

конечной точек отрезка IY”, уравнение которого запишем в па- 
раметрическом виде (0=1= 1) 

21 =a,t + ¢;, t= bt + d,;, (1.100) 

где 

= j we] j — pd j Qa;=2,—23, OF =X, —%, Co =2i, dj= Tp. 

Учитывая формулы (1.100), получаем, что интегралы в правой 
части (1.96) с точностью до постоянного, отличного от нуля 
множителя, можно заменить интегралами от 0 до 1 по парамет- 
ру t. Что касается полиномов P,;(x), то их вид на всех ГО) 
будет один и тот же —они будут ортогональными на отрезке 
[0, 4] полиномами по параметру # 

Po=1, Р,=273+—73, Р.=6У5Р- 675+ V5. (1.101) 

В пространственном случае координаты вершин параллело- 

грамма rT? обозначим следующим образом: 

(xi, 21,23), (ai, 78, 2), (11 -- ой, 23 +03, 18-5 08), 
(и ай, oh а, 73+ 03). 

Уравнение Tr? запишем в параметрическом виде: 

x, = (21 — ме ajt+ а 
= (ri — xi) t + adt + 2, (1.102) 

Ls = (x3 — xi)t + alt + xi, 

где параметры Ёи Ё меняются в пределах OX?t, t <1. Форму- 
лы (1.102) дают возможность проводить интегрирование в пра-
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вой части формулы (1.96) в квадрате [(O<t, #= 1], а в качестве 

полиномов P,; брать на всех параллелограммах Ги’ ортогональ- 
ные в квадрате [O<?t, 1=< 1] полиномы 

Ри =1, P,=2V3t—V¥3, Р.=21ЗЕ- 13, 

Рз = 675 — 675Е+ 15, Ра = 675 #2 — 675+ 75, (1.103) 

Ps = 12tt — 6t — бЕ-З. 

Ясно, что функции p(y), определяемые из формулы (1.96), 

при уе Г!” удовлетворяют тому же дифференциальному урав- 
нению в частных производных, что и фундаментальное решение 
Н,(х, у) при фиксированной точке х (xy). Поэтому они мо- 
гут быть применены при первом способе решения граничных 
задач с помощью неортогональных функций, описанном в $ 1.1. 
Нрименение функции (1.96) в этом методе также может быть 
трактовано как решение интегрального уравнения первого рода 
(1.13). Однако в данном случае ищутся не значения искомой 

функции (Zz) в отдельных точках контура Г!, а коэффициенты 

разложения искомой функции 1ф(2) по функциям Р.. Удачный 
выбор параметрических семейств функции Р.; дает возможность 
использовать их малое количество и тем самым устранить труд- 
ности, связанные с плохой обусловленностью. Ввиду того, что 
в качестве функций P,; выбираются полиномы, в нашем распо- 

ряжении остается выбор поверхностей (контуров) Го. Именно 
их удачный выбор определяет точность решения с помощью функ- 
ции (1.96). При втором способе решения граничных задач, как 
это уже было сказано в $ 1.3, могут быть применены любые 
полные системы функций, а следовательно, и функции (1.96). 

$ 1.7. Орто- и биортонормализация и решение систем 
линейных уравнений 

Для получения коэффициентов разложения как при первом, 
так и при втором способе получали систему линейных алгебраи- 
ческих уравнений (1.34) или (1.36). Однако ясно, что для по- 
лучения коэффициентов разложения можно предварительно ор- 
то- или биортонормировать соответствующие системы функций 
или системы функций и системы функционалов. Hak мы увидим 
ниже, предварительная ортонормализация является одним из 
методов получения обратной матрицы системы (1.34), (1.36), 
и представляется нецелесообразным сопоставлять метод предва- 
рительной ортонормализации и решение соответствующей систе- 
мы °). Более того, как мы сейчас покажем, схемы счета различ- 

5) В работе: Михлин С. Г. Об устойчивости метода Ритца / ДАН 
СССР.— 1960.—Т. 135, № 1, указывается, что предварительная ортонорма- 
лизация Дает значительно более устойчивую схему счета, чем непосредст-



$ 1.7. ОРТО- И БИОРТОНОРМАЛИЗАЦИЯ И РЕШЕНИЕ СИСТЕМ 59 

ных способов ортонормализации обладают различной устойчи- 
востью и могут дать значительно отличающиеся результаты. 

Пусть имеется линейно независимая система функций 
{o,(y)} и требуется построить ортонормированную систему 

{ф: (у) }, где 

gi (у) = 2 Азьоь (У). (1.104) 

Для получения {ф:(у)} можно воспользоваться следующими 
двумя способами. 

I. Систему gi(y) построим последовательно (см., например, 
[77] ). Так как система {w.(y)} линейно независима, то 

(52 (1) 45>0, i=1,2,... (1.105) 
Г 

Поэтому положим 

@, (У) 
фа (у) = - 

и | 5) ©0145 

Ясно, что элемент ф!(у) нормирован. Построим элемент ф2(у) = 
== 602 (У) 9211 (у), ортогональный к фи: 

Jj $14.45 — J J P,O.dS + A, = 0. 

Для oo, получаем равенство 

1 = — | | p,0,d8. 
Г 

Из линейной независимости системы {w:(y)} следует, что 

| | ped > 0. 
Г 

Поэтому положим 

что обеспечивает как нормированность элемента ф2, так и орто- 
гональность Q; и фо. 

венное решение системы Ритца. При этом автор предполагает, что при ре- 
шении системы Ритца производится деление на определитель системы Рит- 
ца. По-видимому, имеются в виду формулы Крамера, которыми на прак- 
тике не пользуются, особенно для симметричных матриц.
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Пусть построены ортонормированные элементы $1, фо, ..., Dr. 
Следующий элемент будем искать в виде 

ф 
Cat = (1.106) 

| / | | +145 
Г 

где _ 

Pred = Ong F Ong11Qi Г... Е Cnet aQa- (1.107) 

Коэффициенты O41: (t=1, ..., &) определяются из усло- 
вия ортогональности 

| | Фи+1ф:5 = 0, i=i1,...,k. 
Г 

Получаем 

Ява = — | | On+1 Pid. 
Г 

Из (1.107), если учесть, что @1, Qe, ..., ф, не содержат Was, 
следует, что знаменатель правой части (1.106) отличен от нуля. 
Таким образом, можно построить ортонормированную систему 

{+ (у) }. 
Для получения (1.104) надо подставить в (1.106) значения 

M1, M2, .... Dy, выраженные через G1, Wo, ..., Wr- 
Описанный выше алгоритм дает ф;(у) в следующем виде: 

i-1 

фа (у) = De Азьфь + Aji@i. (1.108) 

Как будет показано в настоящем параграфе, для излагаемого 
приближенного метода надо иметь ф;(у) в виде (1.104), ибо Аз 
непосредственно участвуют в алгоритме решения. Коэффициенты 
A;, можно получить из (1.108). Действительно, легко видеть, что 

— 1—1 — 

Ai = Aix, Ain = Dd Ajj. (1.109) 
j=h 

II. Алгоритм второго способа ортонормализации таков: Аз вы- 
числяются путем разложения по элементам последнего столбца 
выражения 

} | 0745 | 0,0,dS ... | | o,0,_,@8 O, 

. 2 : we 0,0, as \ | ae ... | | 0,0, 445 QO, 

(1.110) as
) 

Ps}
 | 

> 
3 | = 

< 
P|
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где G, — определитель Грама функций «;: 

| [25 | |025... | | ое, 
ay , 

G, = { | o,0,4s | \ 0545... | | 0,0,48 (1.444) 

{ fo,o,@5 | [| 9,45... [0245 

Интегралы в (1.110) и (1.111) берутся по поверхности 5. 
Так как в любом вычислительном центре имеются стандарт- 

ные подпрограммы вычисления интегралов с любой заданной 
точностью и вычисления детерминанта, то с точки зрения про- 
стоты осуществления машинного счета этот алгоритм вычисле- 
ния коэффициентов А; обладает некоторым преимуществом пе- 
ред вышеописанным. 

Таким образом, ортонормализацию можно осуществить как 
по формуле (1.106), так и по формуле (1.110). Ясно, что если 
бы вычисления по обеим формулам производились абсолютно 
точно (с бесконечным числом разрядов), то и результаты оказа- 
лись бы одинаковыми. Результаты будут достаточно близки так- 
же и в том случае, когда ортонормируемая система надежна, 
т. е. значение G, не слишком мало. Ho, как было показано 
выше, система {w,(y)}, как и любая потенциальная система, 
не является надежной, поэтому для практической реализации 
приближенного метода решения граничных задач крайне важно 
выбрать из двух способов ортонормализации тот, который дает 
более устойчивую схему счета (обеспечивает большое число вер- 
ных знаков). Хотя вычисления по формуле (1.110) легко opra- 
низовать на универсальных машинах, тем не менее, как будет 
показано ниже, ортонормализацию следует провести по формуле 
(1.106), так как соответствующий алгоритм значительно более 
устойчив относительно ошибок округления. Действительно, будем 
рассматривать нормированные функции wW:(y) как векторы (с Ha- 
чалом в 0) в пространстве Ly и обозначим через а, угол между 
вектором ®„(у) и гиперплоскостью, проходящей через векторы 
1, Wo, ..., @,-1. Известно, что определитель (1.111) равен квад- 
рату объема параллелепипеда, построенного на векторах 
01, 05,..., Wn: 

Gr = [] sin? ai. (1.112) 
i=1 

Таким образом, для знаменателя формулы (1.110) получаем 

n—1 

dn = V Gn_-sGn = sin an [] sin? ai. (1.143) 
i=1
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Сумма 
n—1 

Y 

> (@ns Фь) Фь (1.114) 
k=1 

есть проекция элемента Wn на подпространство, порожденное век- 
торами 1, 2, ..., ф,-, или (в силу эквивалентности подпро- 
странств, порожденных векторами Фу, фо, ..., Pn И Wi, Wa, ..., Wn) 
проекция @„ на подпространство, порожденное векторами 
@1, 62, ..., @,-1. Отсюда следует, что знаменатель формулы 
(1.106) равен: 

и | (plas = sina. (1.115) 

При ортонормализации п элементов окажется необходимым 
делить на 

n 

dn = [| sina. 
i=1 

Для отношения d,/d, получаем 
а n—1 

= [] sina; = dy_,. (1.116) 
n i=1 

[3 
Ql
 

Из последнего соотношения видно, что формула (1.106) дает 
значительно более устойчивую вычислительную схему, чем фор- 
мула (1.110). 

Приведем численный пример, подтверждающий полученные 
теоретические оценки. Пусть Г — единичная окружность, Г: и 

Г, — концентрические окружности радиусов 2 и 1,1 соответ- 
ственно. Точки x; расположены равномерно на окружностях 

Г, И Г. 

При расчете попытка ортонормировать систему Чпг(хь y)}, 
cel, (i=1, ..., 28) с помощью формулы (1.106) привела к 
аварийному останову машины. При этом оказалось, что это слу- 

~ 2 
чилось при делении на | 92,45. Этот факт (учитывая, что все 

определения Грама десятого порядка были равны нулю) хорошо 
согласуется с формулой (1.116), из которой следует, что фор- 
мула (1.106) дает возможность при фиксированном числе раз- 
рядов, с которым производятся вычисления, ортонормировать 
примерно вдвое больше функций, чем формула (1.110). Ясно, 
что если ортонормализацию достаточно ненадежной системы 
(значение G, достаточно близко к нулю) можно произвести как 
по формуле (1.106), так и по формуле (1.110), то последняя 
дает значительно более грубый результат. Для подтверждения 
этого была произведена ортонормализация системы Чи г(хь и)},
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cel; (=1, ... 24). В приведенной табл. 1.1 даны коэффи- 

циенты ортонормализации ASD 3—1 для функции Qo, полученные 
по формуле (1.110), и те же коэффициенты А) o5-i, полученные 
по формуле (1.106). 

В третьем и четвертом столбцах датотся | poh sas 

и о =| 22 5345 » где gy? И gy — ортонормированные функ- 

ции, полученные соответственно с помощью формул (1.110) 
и (1.106). 

Видно, что формула (1.106) дает значительно более точную 
ортонормализацию, чем формула (1.110). Boe вычисления про- 
водились на машине БЭСМ-2. 

Заметим, что нумерация функций, подлежащих ортонормали- 
зации, существенно сказывается на росте коэффициентов орто- 
нормализации и, следовательно, на распределении погрешности 

Таблица 14.1 

1 
— aus i 

i Аб 3—1 А 93-1 о a3) 4 a ASD 8—4 ASD зб oy) ase 

4 1,5629] 1,5747 1.37| 0,9993 || 11 |—0,9413} 0,0471 |—0,37} —0,0004 
2 |—1,7303| —1'7267 | 045 0.0080 1142 | 0.6365| 0.0469 |--0’47| —0,0003 
3 0,7977| 0,7967 |-—-0,02| —0,0030 1 13 0,1307| 0,0470 0,06] —0,0003 
4 |—0,1783| —0,4772 |—0,13) 0,0009 | 44 |—0,384А| 0,0469 |—0,1491 —0,0003 
5| 04160| 0,4495 |-—0’20] —0'0007 |45 | 0,3762| 0’0472 |—0,07| —0,0003 
6| 0,0325] 0,0258 |—0,22| —0,0007 | 16 |—0,0596| 0,0465 |—0,05} —0,0003 
7] 0,0264| 0,0544 |—0,25] —0,0005 117 | 0.0032 0,0492 |—0, 10] —0,0003 
8 0,1276] 0,0451 |—0,20] —0,0005 | 18 0,3059! 0,0412 0,05} —0,0006 
9 |—0,2284| 0,0477 |—0,36) —0,0005 | 19 |—0,6559| 0,0685 |—-0,31| —0,0040 

40 | 0,7624 0,0468| 0,13} —0'0004 |20 | 1.0015] —0'0456|] 0.47 0'0020 
24 |—0,4316] 0,2664 0,00; 0,0020 
22 |-0’4754| —0,3722 | 0,00| —0,0009 

вычисления. Табл. 1.1 соответствует тому случаю, когда функции 

системы {ln7 (zi, у, занумерованы «естественным» образом — 
номера i точек Zi, определяющих фундаментальные решения, 
растут по часовой стрелке. Это приводит к тому, что наиболее 
«близкие» функции стоят рядом, и они встречаются уже в на- 
чале счета. Поэтому коэффициенты ортонормализации А222з-; не 
обнаруживают тенденцию увеличения при увеличении i, а ска- 
лярные произведения 022: при 1==1 почти все равны. Если ну- 

мерацию точек х;, произвести таким образом, чтобы соседние 
номера имели бы диаметрально противоположные точки, в этом 
случае картина распределения коэффициентов ортонормализации 

ij и погрешностей ортонормализации (ф., Ф;) (17]) имеет оп- 
ределенную тенденцию роста при увеличении i. Так как этот 
вопрос представляет определенный практический интерес (на- 
пример, для метода регуляризации при суммировании прибли-
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женно ортонормированных функций [4148], когда вес функции 
с высоким номером уменьшается), то в табл. 1.2 даны коэффици- 
енты ортонормализации А. и скалярные произведения (qi, Ф;, 

Таблица 1.2 

+ | j Aij (ФФУ. 10° # |; А}; (D40;) 010° 

111] +1,0406729 -+99999993 9; 4 | —1,1260756 +1087 ,2023 
211] +0,34624911 —10,545444 9) 5 | +6,6932927 —5001,1401 
2 | 2 | +1,0967628 +99999987 9| 6 | +33,378126 —7836,2678 
3} 1 | —0,53648320 +5,2679679 91 7 | —57,802630 —34629,283 
3121 —0,53648326 +9,3552147 9/ 8 | +8,3625319 —50108,963 
31 3 | +0,62524139 +99999996 | 9) 9 | +167,58549 -+-99768841 
41| —0,38528212 +-1,9105709 10] 4 | +38,4180333 +257 ,26516 
41} 2 | —0,38528204 +-4,6030716 10} 2 | +2,5466632 +34,687610 
413 | —0,21079386 +6,9879207 10] 3 | +48,300287 -+85,583489 
4141] +0,65981877 -+ 100000000 10] 4 | —143,04046 —434,93972 
5 | 4 | +0,92264111 —3,8659621 1015 | +33,064980 -+10039,998 
5 | 2 | —0,71532134 —14,744458 1016 | —4,6188189 —5834,6996 
5 | 3 | +0,96541176 +14,519004 10] 7 | +29,189493 +3026 5333 
5 | 4 | —4,0057429 —10,341002 10} 8 | —64,247550 +27933,044 
59 | 5 | +4,6118053 100000040 101 9 | —53,885359 —209322,34 
6} 4 | —0,96540172 —27 ,169606 10140 | +177,78265 + 400108810 
6 | 2 | +4,1276433 —29,079885 141 4 | +0,94977884 —86582,001 
6 | 3 | —4,3657948 +27 ,2164127 1441 2 | +5,2724456 —86920,886 
6141 +1,9865186 +-22,170377 111 3 | —14,265920 +1118,9834 
6151 —1,1420238 —37,608277 11| 4 | —226,53632 0,0 
6 | 6 | +4,7510957 +99999891 1115 | +43,029469 —-16379,793 
714 | +0,91010546 —113,76967 1116 | +14,109446 —8185,8288 
7 | 2 | —0,05012857 —145,66538 1117 | +410,672832 —24521,175 
1131 —518312 +814,64348 1118 | —216,59758 +14544,041 
714 | +3,3488157 + 104,80959 11; 9 | +6,5606727 —569544,36 
7 | 5 | +1,0675745 +102,90421 11 МО | +3874.16344 + 13851 ,103 
7 | 6 | +9,5440065 —412,25938 1111 | +40,748655 +-99487997 
717 | +10,881491 +-100000020 1211 | +5,8947982 —41551,2810 
8 | 1 | +0,87974204 —134,74923 42; 2 | +2,8061870 —1112,1668 
8121 +1,2645393 —227,71168 12] 3 | —245,18670 +3376 ,1136 
8} 3 | —11,021439 +138,19470 ° 11214 | —93,330693 --2140,9504 
8 | 4 | —20,424368 +771,85754 12| 5 | +29,695770 —6405,9341 
8} 5 | +138,685392 +612,17532 121 6 | +50,256389 —419165,558 
8 | 6 | +9,8654950 —153,36560 1217 | —225,28228 —94825,017 
8 | 7 | +9,6225894 +923,39944 121 8 | —63,197245 — 421207 ,67 
8 | 8 | +14,525913 -++100002600 1219 | +597,66516 —588046 ,02 
9111 +3,8939330 —899,95965 1240 | +4135,59681 —495184,19 
9 | 2 | +4,5109049 —724 24863 12114 | +45,997492 —1383687,3 
9131 —135,18421 +1355,81418 121412 | +45,094307 +98582118 

умноженные на 108 (i=1, 2, ..., 12; 1=12,... п) функций 
i 

фё = a Aj; nr (ту, У), ры 

полученных по формуле (1.106), когда Г является эллипсом с 
полуосями а=1 и 6 =0,5, а точки х; взяты на конфокальном
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эллипсе с полуосями а=2, b=1 и занумерованы следующим 
образом: x(a, 0), 412(—а, 0), 2x3(0, 6), 24(0, —6) ит. д. 
Из табл. 1.2 видно, что при увеличении индексов $ j увеличи- 
ваются модули коэффициентов ортонормализации А; и умень- 
птается точность ортонормализаций. Табл. 1.2 взята из ра- 
боты [12]. 

Сейчас мы покажем, что предварительная ортонормализация 
является [10] одним из способов обращения симметричных мат- 
риц. Рассмотрим две задачи. 

Задача А. Ищется решение системы линейных алгебраиче- 
ских уравнений 

Ах = В, 
или 

У авт; = Dp, k=1,..., п. (1.117) 
=1 

Задача Б. Задано функциональное уравнение 

RC = F, (1.118) 

где В — положительно определенный оператор, а /f — заданный 
элемент в некотором функциональном пространстве H. Коэффи- 
циенты 4, наилучшего приближения (в смысле энергетического 

п 

пространства Нк) решения С уравнения (1.118) рядом Уар,, 
` k=1 

где {D,} — система линейно независимых элементов пространства 
Н, ищутся из системы Ритца 

п 

2 (AD,, D;) dj = (Е, Dy). (1.119) 
I= 

Сравнивая системы (1.117) и (1.119), находим, что решения 
задач А и Б совпадают, если выполнены условия 

(Вр, Б)=а (Е, Б)=Ь. (1.120) 
Однако решение задачи Б (и, следовательно, задачи А) мож- 

но получить без решения системы (1.119), путем предваритель- 
ной ортонормализации векторов системы (D,). 

Пусть {R,} — ортонормированная в энергетическом простран- 
стве Н» система векторов, полученная путем ортонормализации 
системы {D,} 

Е 

В, = тыр (1.121) 

Как будет ясно из дальнейшего, для вычисления коэффици- 
ентов ортонормализации '\»„: явное выражение векторов VD, и опе- 
ратора А не требуется. Они определяются при выполнении усло- 
вий (1.119) только с помощью матрицы Пай = A. 

5 м. А. Алексидзе
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Коэффициенты J, наилучшего приближения (в смысле Н,) 
п 

элемента C panom »1В» определяются из соотношений 
h=1 

1, =(RC, R,)=(F, R,). (1.122) 

Подставляя (1.121) в (1.122), получаем | | 
h 

ln = Уфы. (1.123) 
i=1 

Зная коэффициенты [,, легко находим и коэффициенты 4, 
п J 

наилучшего приближения С рядом Уар,. 
R=1 

Действительно, 
n n k n 

DR. = Dl, Ур = У 4, 
Е =1 k=1 t=1 k=1 

rye 

dp = Усё. (1.124) 
I=1 

Подставляя (1.123) в (1.124), получаем соотношение для вы- 
числения d, с помощью коэффициентов, ортонормализации и пра- 
вой части системы (1.119): 

d, = № сло; (1.125) 

j=1 
где 

п 

св = DU ViYinw = г= max(k, j). (1.126) 
‘=r 

Из формулы (1.125) видно, что по существу нами получены 
элементы обратной к А матрицы Aq, 

Предполагая единственность наилучшего в смысле Hp разло- 
жения элемента С в ряд по системе {D,} (для этого достаточно, 
например, чтобы Hp было строго нормированным [71] простран- 
ством), получим, что (1.125) дает решение задачи Б и, следова- 
тельно, задачи А. Можно предположить, что А — тождественный 
оператор: А=Е. Тогда энергетическое пространство Не превра- 
щается в гильбертово пространство [2, которое строго норми- 
ровано. 

Для вычисления коэффициентов ортонормализации Y,; рас- 
смотрим ортогональную систему {1}, где 

h—1 

фь = Dy — Dd (RDp, Ri) Ri, (1.127) 
$—1
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Е; — элемент ортонормированной системы {В}, 

В: = фри. (1.128) 

Учитывая (1.120) и (1.121), из (1. ra получаем 
k—1 i 

фк = Dz — a 2 Vij (RDz, Dj) > VisD, = — х OinDi, (1.129) 
i= j=1 

где | 

азь = —1, Oi = > У VsiVsj@nj: i=1,...,k—1. (1.130) 
s=i j=1 

По формуле (1.129) вычислим знаменатель формулы (1.128): 
1/2 

[bal = [Афь, pe]? = р: У, Хана (RD; и] = 

i=1j=1 

в В 1/2 

-| >. > арм » 

Подставляя это выражение и (1.129) в (1.128), получаем 

a; 
Ты =: A, (1.134) 

р У y кб й 
i=1j=1 

Таким образом, алгоритм решения системы (1.117), таков: полу- 

чаем из (1.134) у! = 41/Тан, затем из (1.130) Qi. = Yi1%01 = ао1/@лл, 
затем опять из (1.131) yo и 12 и из (1.130) ase и as ит. Д. 
После получения всех Yu (Ё =4, 2, ..., п; t=4, ‚ Е) вычис- 
ляем элементы с» обратной матрицы по формуле (1. 126). Реше- 
ние системы (1.117) получаем из формулы (1.125). 

Путем первой или второй трансформации Гаусса этот метод 
может быть перенесен и на произвольную неособенную мат- 

рицу А. 
Покажем, что вычисление коэффициентов ортонормализации 

по существу совпадает с обращением некоторой треугольной 
матрицы. 

Обозначим через 5 верхнюю треугольную матрицу, которая 
Удовлетворяет условию 

A= S'S, (1.132) 

где 5’— транспонированная к © матрица. Решение системы 
(1.117) можно записать в виде 

А-В =(S'S)-'B = S-'(S’)-'B = 5-1(5-1) "В, 
или в развернутом виде 

Lh = Ув У 33a - УВ У 5,5, 
1=1 i=1 i=] ixr 

5$
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где г = тах (К, j), бяи А — элементы матриц 5-и (5!) ’. Учи- 
тывая, что х,= 4, (k=—1, ..., п), и сравнивая последнее равен- 
ство с формулами (1.125) и ” (1. 126), находим, что ¥;—=—S; для 
всех ри j. Таким образом, нахождение коэффициентов ортонор- 
мализации эквивалентно обращению матрицы S, удовлетворяющей 
равенству (4.132). Поэтому, для получения Si можно получить 
сначала элементы матрицы S (методом квадратных корней), а за- 
тем обратить ее. 

Легко однако заметить, что приведенная выше схема счета 
будет отличаться от такого алгоритма, так как формулы (1.130) 
и (1.131) дают возможность получить 5; без предварительного 
вычисления элементов матрицы 5. 

Сумма 

х (Dp, В (1.133) 

есть проекция элемента D, на подпространство, порожденное 
векторами fi, Ro, ..., Ra-1 или (в силу эквивалентности под- 
пространств, порожденных векторами D,, Do, ..., Дьти Ri, 
Ro, ..., В,-1) проекция D, на подпространство, порожденное век- 
торами Dy, Da, eo ey D,-1. 

Предполагая нормированность элементов системы {D,} для 
нормы разности в правой части выражения (1.127), получаем 

“ря — sin Qk, 

где @, — угол между вектором D, и гиперплоскостью, проходящей 
через векторы D), Do, ..., О»-—1. При ортонормализации окажется 

необходимым делить и элементов на величину II SIN ор, которая 

равна квадратному корню от определителя АЕ системы (1.147) 
(определитель Грама |A| равен квадрату объема параллелепипе- 
да, построенного на векторах D;, Do, ..., Dn). Отсюда ясно, что 
при достаточно малом определителе системы (1.117) формулы 
Крамера, в знаменателе которых стоит определитель системы 
(1.117), дают менее устойчивую схему счета. 

Легко видеть, что при ортогонализации столбцов и строк де- 
ление происходит на величину, меныную чем (|4|)!”?2. Действи- 
тельно, детерминант Грама для столбцов матрицы системы 
(1.117) равен AA’ и, следовательно, значительно хуже обуслов- 
лен, чем детерминант Грама A для системы {D,}. 

Как будет показано в $ 1.8 гл. I, осуществление описанного 
здесь процесса ортонормализации требует порядка п’ арифмети- 
ческих действий. Такое затягивание вычислительного процесса 
обусловлено необходимостью вычисления [4{,„| по приведенной 
выше формуле. Другое выражение для „| может быть выведено
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не с помощью (1.129), а с помощью (1.127): 

kR-1 k—1 

| Pa | = У (*|»- У (Dn, Fi) Ry | Dz — У (Рь, Ri) в — 
=1 J i=1 

| k—1 k-1 

— У (о, D;) — 2 У (RDp, Ri)? + = (RD,, Ri? = 
1=] i= 

1 7 2 

— Vom — 2 | ven . (1.134) 

i= j= 

В $ 1.8 гл. I увидим, что формула (1.134) требует значитель- 
но меньше арифметических действий, чем знаменатель формулы 
(1.131). Вычисление a, по формуле (1.130) также требует зна- 
чительно больше времени (точные оценки числа арифметических 
действий будут даны в следующем параграфе), чем вычисление 
по формуле 

k—1 k-—1 

Qin = » ав; 7 in i tng 2 Voids (1.135) 
9 = max (7, i), i=1,...,.k—1. 

Заметим, что для того, чтобы формула (1.135) давала значитель- 
ный выигрыш в числе арифметических действий по сравнению с 
формулой (1.130), следует запоминать величины 

В—1 

> VsiVsj- 
s—0 

Алгоритм получения решения системы (1.117) будет тот же, 
что и описанный выше, однако ©, будет вычисляться по фор- 
мулам (1.135), а |ы будет вычисляться не по формуле (1.131), 
а по формуле 

Cin 
Yui = — > =. (1.136) 

Vu —- 2 р vast | 
s=1 | j=1 

Особо следует подчеркнуть, что, в отличие от формулы (1.131) 
в формуле (1.136) требуются при вычислении \„ (1=4, ..., Ё) 
только числа dy; (Jj =1,..., &). Это дает возможность полученные 
коэффициенты ортонормализации \„ засылать в ячейки для а». 

В $ 1.3 настоящей главы было показано, что для нахождения 
коэффициентов разложения а; приходится решать линейные си- 
стемы, вообще говоря, с несимметричными матрицами (1.32) и 
(1.36). Поэтому приведем два метода решения общих линейных 
систем, основанные на идее биортонормализации. 
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Пусть заданы системы функций {ф,} и {0,} (К=1, ..., п) 
и требуется построить при помощи матрицы Па =!(®. @;)!l би- 
ортонормированную к {q,} систему {1,}, где 

vy, = > A, jj. (1.137) 
im 

Для получения коэффициентов биортонормализации А»; мож- 
но решить п систем уравнений 

У Ана; = бь»  ]=1,...п К=1,..а т (4.438) 
1—1 

где б,; — символ Кронекера. Системы (1.138) определяют элемен- 
ты матрицы, обратной к Ша, и, следовательно, любой способ 
нахождения А„ является методом обращения матрицы Ша, 
и, наоборот, любой способ обращения матрицы можно рассмат- 
ривать как метод биортонормализации. Поэтому можно ожидать, 
что вычислительные схемы некоторых методов обращения матриц 
и биортонормализации совпадут. . 

Tak, например, с вычислительной схемой метода формул Кра- 
мера для обращения матриц совпадает вычислительная схема 
метода биортонормализации, описанного в [155]. Именно, алго- 
ритм этого метода таков. Системы функций 

(pes ee WHT, (9, PhP}, И, о 
где 

(k) 4 (k—1) (0) 
= = be > Pr = Op. 

(ve, oO) | (1.139) 
м = py? — (“79 x) pe, k= 1, coe, KN, i= 1, obey k, 

строятся последовательно так, чтобы А-я система удовлетворяла 
первым А группам условий биортонормализации 

(yy, ф;) = бил, t= 1, ...) п, 1 =1, wees К. 

Легко видеть, что 

(peta, Prt) = = т - 

где 

~ | (Op 1) ... (он 4) 
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и, следовательно, из равенств (1.139) получаем 

Е 

1 k , . 
> = a 2a APO. k>j, 

—, 

h 
| 1 (Е-+-1) , р 
= A. У АД; к-+ 1,500: + Wj, k< J 

й 1=1 

в 
где AS? — алгебраическое дополнение элемента (@:, Q;) в As. 
Учитывая, что систему, биортонормированную для системы {q,}, 

n образуют элементы {p\”,..., pe}, для которых справедливы 
формулы 

n 
- 4 NY, ( -- 

т) —^_ >, AP wi, 
$=1 п 

убеждаемся, что для коэффициентов биортонормализации Ан в 
разложении (1.137) справедливы соотношения 

Ан = ——, k=1,...,n, t=1,..., И, 

которые совпадают 6) с формулами Крамера для системы (1.138). 
. Дадим изложение первого способа биортонормализации. 
Рассмотрим функции 

в—1 
fr=On + D onli, 

=1 

где 

fi В 
(fir 9)’ 

и определим коэффициенты Oy; из условий 

(fas ф:) = 0, i<k. 

Torza 

i-1 
ин = — (On $) — Doai(Fn Py, EA vey — (4.440) 

j= 

Qe, 

°) Следует, однако, заметить некоторую условность приведенного дока- 
зательства совпадения описанной вычислительной схемы биортонормали- 
зации с формулами Крамера. В принципе, нами доказано не`совпадение их 
вычислительных схем, а возможность получения одной схемы из другой 
путем тождественных преобразований, что естественно для любых обосно- 
ванных алгоритмов решения как системы линейных уравнений, так и для 
обращения матриц, так как они решают одну и ту же задачу. Просто в 
ро отренном здесь случае эти тождественные преобразования весьма 

остые.
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Запишем функции f, и F; в виде 

k i 

fr= a Bria, Е: = 2 Vij®;, (1.141) 
= 9 = 

где коэффициенты В»; и |, находятся из формул 

k—-1 

Ben =1, Bri = a скл, (1.142) 
7= 

O55 9%; j 
Vii = = — . 

(fi: Ф;) С 

D Bin (в, 9) 
k=1 

Функции p, (k=n, n—1,..., 1) будем искать в виде 

фь = Рь -- № ВыРь (1.143) 
1=А--1 

а коэффициенты B,; будем находить из условий 

(rs ф;) = 0, 1 > К, 
ИЛИ . 

7—1 

Br; = — (Рь, $j) — ‚2 Вы (Рф), jok+i1,k4+2,..., п. 

(1.144) 

Из (1.143) для коэффициентов A,; формулы (1.137) получаем 

Ан =ты + ХВытя, г = шах 11), 4 445) 
Yi =0 при k<i. 

Подставляя значение F, из (1.141) в формулы (1.140) и 
(1.144), получаем 

Е 

Вь; = — a Pri (в, 3) — x Bri > Vis(@s, Qj) = 
$—1 

+1 

В 

=— Dy Ты; — ы Bri Breas 
i=1 = (1.146) 

i—1 

Oni = — Ani — Dy Ong Dy Vissi = — ам — DE ri бл» 
j=1 =1 j=1 

где 

($) 
Rj = > AksVsj-
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Алгоритм вычисления коэффициентов биортонормализации та- 
ков. Находятся и запоминаются элементы треугольных матриц 
уз и all (1=4,.... п; j=1,..., i). Затем с помощью первой 
из формул (1.146) находятся элементы треугольной матрицы 
ИВ (1=1,... 0; j=it1,..., n). Их можно записать в ячейках 
для матрицы liq. Вычисление коэффициентов A,; по формуле 
(1.145) удобно производить в такой последовательности. Вычис- 
ляются Ал (j=1, ..., п) и засылаются в ячейки для Yj. Затем 
вычисляются Aj, Аз (]=1,... п) ит. д. При вычислении век- 
тора A, (j=1, ..., п) коэффициенты A; при | < Ё засылаются 
в ячейки для В», а коэффициенты A; при } >Ёр— в ячейки 
ДЛЯ Та. 

В этом методе биортонормализации из двух систем {q,} и 
{w,} лишь элементы второй участвовали в выражениях (1.137) 
для 1р,, тогда как первая система не испытывала преобразования. 
Ниже приводится способ обращения матриц методом такой биор- 
тонормализации, при которой преобразуются обе системы. Пусть 
заданы системы функций {ф,} и {0,} (k=1, ..., п) и требуется 
построить биортонормированные системы {Ф,} и {p,}, где 

k в 

OD, = № CriPi, Wp = р A, jj. (1.147) 
1—1 1—1 

Построим вспомогательные функции Ф, И Ve в виде 

k-1_ _ h-1_ 

Фь = Or + = CriDi, фь = © + p> Ань (1.148) 

где 

сы = — (фь i), Ав = — (Or, @;). (1.149) 

Тогда функции 
$ — 

ФФ,  y,=——"* (1.150) 
(®,, ф,) (®,, +.) 

образуют биортонормированную систему для произвольной после- 
довательности чисел г, (К =1,..., п). 

Дадим алгоритмы решения линейных систем с несимметрич- 
ной матрицей, основанные на приведенных способах биортонор- 
мализации. 

Рассмотрим систему 

п 

2 (Lem 0) = (9), Fab eee (1.154) 

используемую в методе Бубнова — Галёркина для решения функ- 
ционального уравнения 

Lu—f=0 (1.152)
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в виде ряда ил = У акфь. Ясно, что любой способ получения 
R=ti 

коэффициентов а, из условия ортогональности разности Lu, — f 
всем функциям ф; (j—=1, ..., п) следует рассматривать как спо- 
соб решения системы (1.101), а если для коэффициентов а, уда- 
ется выписать формулы 

п 

Як —= 2 Dinlf, ф;), К = 1, -.-, It, 
I= 

то матрица ||D,,|| будет обратной к матрице |l(Lq,, q;) 1. 
Обозначая Lo, через ®„, будем искать решение функциональ- 

ного уравнения (1.152) в виде 
п п 

un = > @вФфь = У, Opp, 
k=1 k=1 

где 

| 

Рь = p> AniQi- 

Нетрудно видеть, что 

ap —= У А;»б;. (1.153) 

j=k 

Ilotpe6yem, чтобы разность Lu, — f была ортогональна всем 
функциям Ф; (из первого из соотношений (1.147) ясно, что тогда 
Lun — f будет ортогональна всем функциям Ф): 

(Lun — i, Ф; — р (ВКь, Ф; — (Т, Ф;) — 2 br (We, @;)—(f, Ф;)=0, 

или, в силу биортогональности систем {i,t и {Ф,}, 

5, =(+ Ф,). (1.154) 
Таким образом, мы получили новый алгоритм для вычисления 

коэффициентов а, и тем самым получили решения системы 
(1.151). Но если этот алгоритм рассматривать как метод реше- 
ния произвольной системы 

n 

У, TRIGk = Yio (1.155) 
| k=1 

предполагая, что 

(@a, ф;) = хы, (f Qi) = Vis (1.156) 

то необходимо получить формулы для Сы, Ан: и b,, которые опре- 
деляют а, через элементы матрицы 15.1.
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Подставляя формулы (1.147) в равенство (1.149), получим 

Chj —= — (2 У | Ань) = — У Аль, 
i=1 

(1.157) 
j j 

Ав; = — [о У сих = — >> Citpi, kK=1,...,n, j=1,...,k—1. 
t=] 1—1 

Из (1.148) для знаменателя форму (1.150) получаем 
1 

i 

(Dx, Pa) — " + 2 Chi р Cij Pj, Op + У Ан D> ‚ль — 
i=1 

Е 

-(> Чь;Фу, > no) = > i OnBastsi k= 1,...,7n, (1.158) 
j= j=1 s= 

где 

Е—1 

Onn = Ввв = 1, Opj= >> Cricij, Ваз = a ApiAis. (1.159) 
i=j 1=s 

Учитывая, что 
_ k _ h 

®O, = У Oni Pj: фь = № Ваз: 
j=1 s=1 

из (1.150) получаем 

1 
®, = = XnjPj. = BrsOs, 
(v2 (8; mE >} 

или 

Oni Bri 
сы = = Ан; = —. (1.160) 

(Фь, Фь (®,, $») 

Для коэффициентов 6, из (1. 159) и (1.156) получаем 

У CriVis 
i=1 

и тогда можно записать (1. 153) в виде 

ав = р Аз» Хе, = p> Djry3, (1.161) 

где | 

Din = У Ас, r= тах (j, К). (1.162) 
s=r
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Укажем последовательность вычисления элементов D;, мат- 
рицы, обратной к liz,;l. Сначала находим коэффициенты биорто- 
нормализации с: и Ay (k=1, ..., п; i=1, Е). Для этого, 
зафиксировав последовательность {т,} из (1. 160), находим 

1 1 
n= т,’ Ay = “TF, 

711 11 

затем из (1.157) получаем Co; и Ag, а из (1.159) — 2 и Ва. 
Затем по формуле (1.158) определяем (Doe), а из (1.160) со, 
coo, Ao} и Ag. Далее, опять из формулы (1.197) определяем 
C31, C32, Az; И Аз2, а из (1.159) — оз, ase, Вз1 и Взз и по формулам 
(1. 158) И (1. 160) находим (Ds, tbs) И C31, €32, C33, Аз, A309, A33 

соответственно и т. д. После нахождения всех сии Ay (k= 1, 
... 2; t=1,..., А) определяем О, по формулам (1.162), а при 
необходимости решения системы (1.155) из (1.161) находим а». 

В том случае, когда GQ, =o, (Е =1,... n) матрица {(a@;, Ф;)} 
получается симметричной, и приведенный алгоритм совпадает с 
описанным выше методом обращения симметричных матриц. 

Заметим, что числа D, (1=4, ..., п; Ё=1,... n) являются 
коэффициентами биортонормированной к {q,;} системы {А} 

n 

= У DjpxOr.- 
h=1 

Действительно, по определению биортонормированности Dy», 
должны удовлетворять системам 

2 Ду» (®ь, i) = бя, k=1,...,n, j=H1,...,n, 

где 6; — символ Кронекера, которые определяют элементы обрат- 
ной к llo,, фИ матрицы. 

Заметим, что если все г, в (1.160) равны 1/2, это приводит 

в формулах (1.150) к делению на одно и то же число У (Ф,, р»). 

Однако при (®,, $,)<0 может возникнуть необходимость опе- 
рирования с комплексными величинами, что усложняет и замед- 
ляет соответствующее вычисление. Поэтому целесообразно в ка- 
честве чисел г, взять 0 или 1 в зависимости от значений 

| (Фь, Pe)| = Nas max | cui | = Se, max | Ан: — £,: 

r= О при (Ск >, \1<1), <, HR > 1), 

"4 при (<, Ne 1), >, me < 1). 

Ниже на примере решения одной вариационной задачи срав- 
ниваются точности решения линейной системы с симметричной 
матрицей для метода квадратных корней, Гаусса и метода, опи-
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| 

\ 
санного в начале настоящего параграфа. Все вычисления про- 
водились на машине БЭСМ-2. 

Пусть методом Ритца решается задача 

Фи 1 , 
ee = — ———3д——— — = en ee и (0) (1) =0, 

и в качестве координатной системы используется система z* 
(Е =1,2,...). 

Определяя скалярное произведение в энергетическом про- 
странстве равенством 

1 

[uv] = (и (x) и’ (x) dz, 
0 

для элементов с», матрицы и правой части системы Ритца по- 
лучаем 

kj "gh 

рр “ГЕ 
0 

В табл. 1.3, заимствованной из [143], даны первые четыре 

верные цифры решения ат) системы (1.165) при п =3, 4, ..., 8. 

Таблица 1.3 

n af” ay” a” af” af” а") а") as 

30,6869] —0,4579 |0,0788 
4 |0,6922| —0,4899 |0, 1312] —0,0267 
5 10,6930] —0,4977 |0, 1547] —0,0541 | 0,0440 
6 |0,6934| —0,4995 |0, 1631] —0,0708 | 0,0260 | —0,0050 
7 |9,6934] —0,4999 0, 1657] —0,0786 | 0,0318 | —0,0136| 0,0025 
8 |0,6934| —0,5000 |0,1664| —0,0847 | 0,0446 | —0.0248 | 0,0075 | —0,0013 

В табл. 1.4 приводятся те же коэффициенты, полученные на 
машине БЭСМ-2 путем предварительной ортонормализации спо- 
собом Шмидта. 

В табл. 1.5 приводятся те же коэффициенты, полученные пу- 
тем решения системы Ритца методом Гаусса. Все решения про- 
водились на машине БЭСМ-2. 

В табл. 1.6 приводятся те же коэффициенты, полученные пу- 
тем решения системы Ритца методом квадратных корней. 

Во всех случаях коэффициенты с; и d, были заданы с 
восмью значащими цифрами. В табл. 1.4—1.6 последние строки 

содержат погрешности в ав) (1—1=1,..., 8). Евклидова норма 
(8 погрешности коэффициентов а, определенных методом ортонор- 

мализации, равна 0,075, для метода Гаусса — 0,335 и для метода
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квадратных корней — 0,336. Таким образом, для рассматривдемо- 
го примера метод предварительной ортогонализации дает значи- 
тельно более точные результаты по сравнению с методом Гаусса 
и с методом квадратных корней. 

Таблица 1.4 

п af” aS” a” a”) as” ai” a”) af”) 

3 10,6864} —0,4579 |0,0718 
А |0,6922| —0,4899 10,1312! —0,0267 
5 10,6930] —0,4977 |0, 1546] —0,0340 0,0109 
6 10,6931| —0,4994 10,1624] —0,065 0,0249 | —0,0546 
7 10,6934! —0,4990 10,1600] —0,0621 0,0137 0,0035 | —0,0023 
8 |0,6931| —0,4996 |0, 1616} —0,0868 | —0,0204 0,0674 | —0,0540 | 0,0155 

0,0000] 0,0004'}0,0048) 0,0249 0,0242 0,0465 0,0465 | 0,0442 

Таблица 1.5 

n as”) a” a?) ai”) af” af” a”) a” 

3 10,6869! —0,4578 |0,0778 
А |0,6922 —0,4899 |0,1342| —0,0267 
5 |0,6930] —0,4977 |0, 1543) —0,0542 | 0,0440 
6 |0,6932} —0,5000 |0, 1951) —0,0748 | 0,0296 | —0,0062 
7 10,6933] —0,5034 |0, 1885} —0,1456 | 0,1363 | —0,0848 | 0,0225 
8 10,6933] —0,5032 |0,4924| —0,1783 | 0,2395 | —0,2393 | 0,4339 | —0,0314 

0,0002] 0,0032 |0,0257| 0,0966 | 0,1949 0,2475 | 0,1264 0,0298 

Таблица 1.6 

п а (7) a (7) a (и) а (9) as” a (п) а (m) a” 

3 10,6869} —0,4579 |0,0778 
4 10,6922] —0,4899 |0,1342| —0,0267 
5 |0,6930} —0,4977 10,1647} —0,0542 0,0440 
6 10,6932] —0,5000 10,14651| —0,0748 0,0296 | —0,0062 
7 |0,6934| —0,4985 10,1562] —0,0497 | —0,0063 | 0,0194 | —0,0070 
8 [0,69331 —0,5033 10,4923! —0,1790 0,2406 | —0,2401 0,4342 | —0,0342 

9,0002| 0,0033 10,0259] 0,0973 0,1960 0,2483 0,0267 0,0299 

Схема счета обращения симметричных матриц методом пред- 
варительной ортонормализации аналогична схеме счета обраще- 
ния симметричных матриц методом окаймления [155], особенно 
в том случае, когда вычисление ож и Yu осуществляется по фор- 
мулам (1.135) и (1.136). Напомним алгоритм обращения матри- 
цы, основанный на идее окаймления.
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Пусть следует обратить матрицу A, = а. п-го порядка 

\ A An_4 Un | 

п — y a ? 
n nn 

где An-1 — окаимленная матрицы п — 1-го порядка, состоящая ИЗ 

первых п— 1 строк и столбцов матрицы АД», Va и Un — вектор- 
строка и вектор-столбец соответственно: 

Vv, = (Qn1, ...) Ann-1); Un = (Qin, ee 8g An—1,n) . 

—1 
Тогда обратная матрица А» вычисляется по формуле: 

An? ив АТ 
—1 NL nn n—21 —1 

| An) + — Aj yn 

Ат __ an 
п — Aa} ? 

__ биби-1 1 

bn on 

где On = Ann —VnAn— Wn, Ant, —матрица, обратная к A,-1. Если 
последняя известна, то для нахождения Ал“ нужно произвести 
следующие действия [155]: 

1) вычислить столбец (— Ани») = (Виз... Вилл); 
2) вычислить строку —и„Ал.1.) = (Виа, ..., Bn.n—1); 
3) вычислить число 

п—1 n—1 

Ahn = Ann + a AniPin = Ann + > QinBin, 
1—1 1—1 

4) найти элементы с» обратной матрицы A,’ по формулам 

, BinBra . 
Cih — св + ——) 1, Ёп 1 

п 

р. Bin р. Bak 1 
вп = =>, n= TO) пп = => an On On 

, — 

ГДе Cin — элементы матрицы Any. 
п—1 

/ —1 
Учитывая, что У VijVin = Сл — элементы матрицы An-1 (cM. 

‘i= 1 

формулы (1.125), (1.146)), из формулы (1.135) получаем 

(т) — — (Аи , 

ИЛИ 

Qin — Ват. 

Легко проследить также связь схемы счета метода обращения 
матриц методом биортонормализации (формулы (1.157) — 

‚ (1.162)) и метода окаймления.
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| 

! 

Следует, однако, отметить, что если нужно решить систему 
(1.117), то для этого нецелесообразно получить сначала элемен- 
ты обратной матрицы с» и затем находить решение из (1.125). 
Более устойчивую схему счета дает такой алгоритм: сначала вы- 
числяются Y,;, затем по формуле (1.123) находятся величины I, 
и по формуле (1.124) — окончательное решение. Действительно, 
причиной аварийного останова машины (из-за переполнения раз- 
рядов) может служить деление на число lly, которое в силу 
формулы (1.134) равно 

n—1 
и 

|[4ф» |] = и ап — № 
1—1 

/ n—1 , 

(RDn, RY = И 1. — ХФ}, 
i=1 

где ©; — коэффициенты Фурье элемента D, по ортонормирован- 
n—1 

ной системе {Ri}. Пусть значение || D, |? — >> ©? = 27 до- 
$—1 

статочно мало (в силу неминимальности системы {D,}). Тогда 
элемент с„„ обратной матрицы в силу формулы (1.126) равен 

1 t 
= 2, 

n—1 

[| Pnl? — a O; 

2 
Can = Van = 

и если число 2' не представимо в ЭВМ, произойдет аварийный 
останов. Что касается числа Yan, то оно равно 2'”2, и описанный 
выше алгоритм может дать решение, ибо после вычислений 
коэффициентов ортонормализации величины |, и 4, уже зависят 
от правых частей 6, системы и, следовательно, они могут уме- 
щаться в разрядную сетку машины. 

Метод предварительной орто- и биортонормализации, так же 
как и метод окаймления, имеет важное преимущество перед дру- 
гими методами решения линейных систем в случае решения гра- 
ничных задач методом разложения по неортогональным функ- 
циям. Действительно, в процессе решения получаются коэффи- 
циенты ортогонализации \;,; и, следовательно, получаются 
элементы обратных матриц 

У иль  г= max (k, j) 
=r 

для всех s=1, ..., п. Это дает возможность оборвать процесс 
разложения на том значении $, при котором норма разности 

8 

c— У ih мала. Для того чтобы такой контроль давал 3a- 
k=1 

метные результаты, следует проанализировать функции {D,} и 
выбрать их удачную нумерацию. Так, если заведомо известно, 
что Doo вместе с первыми $ функциями D; более подходит для 
с, чем Ds, то ясно, что после перестановки их номеров может
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оказаться, что Ds (в старой нумерации) вообще не участвует в 
разложении, если $ <20. В качестве критерия малости остатка 
разложения удобно воспользоваться формулой 

— |) | ($) — > 1. В» | ds = с | — > i?. 
2 

Г. 
с — У DR, 

k=1 2 

$ 1.8. Оценки чиела арифметических действий 
при решении граничных задач методом разложения 

по неортогональным функциям 

При решении многомерных граничных задач возникают зна- 
чительные трудности, связанные с необходимостью выполнения 
большого количества арифметических операций, а при реализа- 
ции решения на цифровых машинах — с необходимостью боль- 
moro объема памяти. В [42] даются ориентировочные оценки 
числа арифметических операций и объема памяти для метода 
конечных разностей. Если предположить, что для каждого про- 
странственного переменного берется N узлов и что расчеты тре- 
буют, чтобы М == 10*, то для числа №, ячеек в объеме памяти, 
необходимого для решения $-мерной граничной задачи, получаем 
выражение М! = 10" (всюду дальше А =1 для грубых расчетов, 
Е = 2 для расчетов средней точности и А = 3 для высокоточных 
расчетов). Далее, предполагая, что решение сеточных уравнений 
требует N переборов и обработка каждого узла требует 10 ма- 
шинных операций, получаем для числа № арифметических опе- 
раций выражение №. = 10**10*1'. При k=s=3 числа № и № 
получаются очень болыпими. Надо, однако, заметить, что эти 
числа получаются большими и для других методов’). 

Оценим необходимое число № машинных операций для ва- 
риационных методов. Пусть задано функциональное уравнение 

Аз = В, (1.163) 

где A — положительно определенный оператор в пространстве AH, 
В — заданный элемент H, х — искомый элемент Н, и пусть ре- 
шение ищется в виде 

п 

x= У appr, (1.164) 
k=1 

где {p,} — линейно независимая система, а, — искомые коэффи- 
циенты разложения, наилучшего в смысле энергетического про- 
странства НА. 

7) Предположение о том, что вариационный метод требует значительно 
меньшего числа действий [113, с. 10], слишком оптимистично. 

6 М. А. Алексидзе
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Система Ритца для определения коэффициентов а, имеет вид 

У сы; = dp, k=1,...,7, (1.165) 
j=1 

где 

сы = (Афь, pi), de =(B, ). (1.166) 
Число машинных операций №, необходимое для реализации 

вариационного метода, равно 

№ = Ма + № + М, (1.167) 
где N4— число машинных операций для вычисления скалярных 
произведений по формулам (1.166), № — число машинных опе- 
раций для решения системы (1.165), № — число машинных опе- 
раций для вычисления х по формуле (1.164). 

Если через № обозначить число машинных операций, необхо- 
димое для вычисления значения функции p, в одной точке, а че- 
рез № обозначить число точек, в которых требуется получение 
решения х функционального уравнения (1.163), то 

Преднолагая, что при вычислении скалярных произведений 
(1.166) интегралы заменяются кубатурными формулами с чис- 
лом узлов № по каждой переменной, для № получим выражение 

N,= 22°) ММ, (1.169) 

Систему (1.165) будем решать путем предварительной орто- 
нормализации элементов системы {1,}. Пусть при ортонормализа- 
ции используются следующие формулы для получения коэф- 
фициентов а»: , 

п a 

a, = > ть, В = Х vridi, 
i= v=1 

Qin 
(1.170) Vi = — ’ 

ss D> aT Ned] Meee 
i=1j=1 

k—-1 8 

Ck = У У VsiVsj@hjs Akh = — 1. 
s=1 j=1 

Оценим число арифметических действий для решения системы 
(1.165) по ‚ приведенным формулам. Для вычисления произведе- 

НИЯ Ths = р Veins потребуются $ умпожений и ($—1) сложений, 

Е —1 (Е —: 
а для вычисления Oj, понадобится У $ = ra az yM- 

‘= 

_ 
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х k—1+i)(k—i 7 
ножений и > (s— 1) = C= eh —) ка сложений. 

8=$ 

Вычисление всех a, (1=14,.... —1) потребует peoy 

[бат ОР — i —$ . 

>| 5 ++ 
~ 1=1 

умножений и 

Гифт RB AA — i) (Е —1 

>| 5 ++! 
w=] 

сложений. 
Полный набор a, (kK=1,..., п), (1=1,....А) потребует 

п 

8 К 5 nr oo? n 
> | 6 ++ 6 и в 

п 

k=1 

сложений. 
Вычисление одного числа (для одного значения #) 

Е В 

[фк | = > > олова; 
9—1 1=1 

потребует k?+k умножений и (Е — 1)? + Е — 1 сложений, a вы- 

числение всех чисел р, (k=1, ..., п) потребует ЕЯ) ois 4) 

__ n(n-+1) n(n+1)(2n+1) _ n(n+4) 

2 2 
умножений и сложений. 

6 

После нахождения © и lip, вычисление одного числа \»:; требу- 
ет одного деления и, следовательно, нахождение всех \„: (k= 

n(n +1) 

2 
eum ={,...,n, i=1,..., &) потребует делений. 

Таким образом, полное число умножений, сложений и деле- 
ний при указанном вычислении коэффициентов ортонормализа- 
Ции равно соответственно 

a tp a + es (1.474) 

6*
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Ввиду симметричности обратной к с»; матрицы будем вычис- 
лять по формуле 

в = > УЛ (1.472) 

те элементы {», для которых kK=1, ..., п, j=1, ... Ё. Тогда 
п 

а. = >) finlin и вычисление всех коэффициентов f,, потребует 
jai 

У п? п к п? n 
—k = --- + -— Умножений и Уи = — — > дп) =-5 + умноже ( ) = 5 5 

сложений. Учитывая, что вычисление всех а, (kK=1, ..., п) 
потребует еще п? умножений и (п — 1)п сложений, для № окон- 
чательно получаем 

умножений, 
4 3 n n 23 о 4 
wt stats" 

сложений, 
2 

n n 

ty 
делений. 

При п=У 90", М№=100, Ns=10", №=10* получаем сле- 
дующую табл. 1.7 (величины в ней округлены). 

Приведенную таблицу трудно сопоставить с соответствующи- 
ми данными [42] для метода конечных разностей, так как неиз- 
вестно, как зависит число верных знаков, гарантированных мето- 

Таблица 1.7 

в =1 kR=2 k=8 

№. М, № №. №, № №. М, № 

7.103 2.10 2.103 5.102 | 3-102] 5.104 | 4.107 | 2-105 | 3.108 
5. 10° 3.103 5.104 4.103 |3.105| 4.107 | 2.4013] 2.109 | 4.4010 
4.10? 2.105 2.106 2.1013 | 2.109 | 4.1010 | 6.1018] 4.1014] 8.101" 

дом конечных разностей и вариационным методом, от числа y3- 
лов и от числа координатных функций. Все же надо отметить, 
что при сделанных предположениях вариационный метод для 
высокоточных (k = 3) решений трехмерных (5 =3) задач требует 
только для вычисления скалярных произведений в 6000 раз боль-
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ше времени, чем все время решения задачи методом сеток (для 
машины, рассматриваемой в [42], оно составит 6: 10° лет). Если 
при k = $ = 3 вместо 8000 координатных функций применить толь- 
ко 1000 (что в миллион раз меныше числа узлов, рассмотренных 
в [42]), то для № получаем значение 5-10'*, что в 50 раз боль- 
ше числа арифметических операций, которые нужны для метода 
конечных разностей, и для машины, рассмотренной в [42], co- 
ставляет 5000 лет. 

Несколько лучшие оценки получаются для методов, описан- 
ных в первых двух параграфах, ибо скалярные произведения в 
этих методах содержат для 5-мерных задач интегралы на (s — 1)- 
мерных многообразиях, что сильно уменьшает № (как видно из 
приведенной табл. 1.7, № принимает наибольшие значения). Од- 
нако № и № для этих методов принимают те же значения, что 
и в вариационных методах $). 

Нетрудно видеть, что вариационный и конечноразностный ме- 
тоды требуют при высокоточном решении многомерных задач 
объема памяти, значительно превышающего объем памяти совре- 
менных ЭВМ. Поэтому в настоящее время при решении этих 
задач точность будет лимитироваться размерами памяти, и при 
высокоточных расчетах память будет полностью загружена. 
В этом случае число узлов в методе сеток будет равно 1, а чис- 

ло координатных функций будет порядка Vy, где n — число ячеек 
в памяти машины. Тогда при решении трехмерных задач число 
арифметических действий в методе сеток в предположении рабо- 
ты [42] будет порядка 1“3, а в вариационных методах только 
решение системы Ритца потребует порядка 13”? арифметических 
действий. 

Следует отметить, что использование формул (1.170) привело 
K тому, что для № получаем порядка n* арифметических дей- 
ствий, тогда как обычные методы решения систем п линейных 
уравнений требуют порядка п3 арифметических действий. Дадим 
оценки № для того случая, когда ок и Y,; вычисляются из фор- 
мул (1.135) и (1.136) соответетвенно: 

&—1 h—1 

QQi= > Apj > VsiVsj» 9 = max (7, i), i=, ...,k—1, 

j=1 s=9 

“ip 

Vai = h—1[ 3 2° 
kk — У | Wits 

i=1 Lj=1 

Вычисления a, следует осуществить в такой последовательности. 
Зафиксируем i=1 и вычислим Ch (Е > 1). При переходе к вы- 

3) Поэтому трудно утверждать, что число арифметических операций 
В этих методах «явно несоизмеримо с фантастическими размерами из рас- 
четов В. Вазова и Дж. Форсайта» [86, с. 472].
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числению Oin+1 нам придется к ранее полученным суммам 
k—-1 
У VsiVsj добавить по одному составляющему YriY ki и умножить UX 
3—0 

на а». Это потребует 2(Е —1) умножений и 2(k— 2) сложений, 
п 

или всего при k=2, 3, ..., п необходимо >) 2(kK—1) =п?— 3n 
h=1 

n 

умножений и >) 2(k —2) =n? —5n сложений. При #=2 вычис- 
h=2 

in 

ление всех GQ, (k > 2) требует 22 (k— 1) умножений ну — 2) 

сложений. В общем случае вычисление всех ик (1=1,. "ke — 1) 

требует > 2(k— 1) умножений и У 2(k— 2) сложений. Таким 
k=i 

образом, вычисление всех Cin требует 

YS 20-H-¥ S 2¢@—)—-S26—1)- 2 —n+ on 
i=1 h=1 i=1 \k=1 s=1 

умножений и 

п п 

‚2 3 1 У, УЕ тат 
1—1 А=1 

сложений. Вычисление всех |lp,ll требует - 
п В 

Уно —" 
k=1i=1 

умножений, 

п а 1 5 
\ e 

(i — Э=Б п 

сложений и п извлечений квадратного корня. Для вычисления 
всех коэффициентов ортонормализации необходимо п извлечений 

1 » oOo 3 3 
квадратного корня, nine делений, n° + —-п умножений и 

a п3 — 3 п? +. 3n сложений. 
6 2 

В настоящее время существует метод решения линейной си- 
стемы п-го порядка, который требует несколько меньшего поряд- 

ка арифметических действий, а именно, 7m 2’ [498]. Однако в 
процессе решения системы методом предварительной ортонорма- 
лизации, как и в методе окаймления, получаются обратные мат- 

$ 

рицы > YijVin (r= max(k, j), К =1,...,5; ]=1,...,Ё) всех 
“=r
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порядков s=1, ..., п,— всего порядка n° различных, вообще го- 
воря, чисел. Так как все они, как было сказано в конце предыду- 
mero параграфа, используются в процессе решения граничных 
задач, то, по-видимому, порядок оценки O(n*) числа арифмети- 
ческих действий в этом алгоритме не улучшаем. Заметим, что 
согласно гипотезе 2 работы [30], должен существовать метод ре- 
шения системы п-го порядка, при котором требуется р арифме- 
тических операций, причем число р логарифмически эквива- 
лентно 7? 

шр-— шп =2Ш п. 

Выясним, в каких случаях рассматриваемые здесь методы ре- 
шения граничных задач будут обладать свойствами сформулиро- 
ванных в работе [30] оптимальных методов решения задач ма- 
тематической физики. Для этого рассмотрим оценку (1.93) 

. N / —r/n 
<=") 

т 
ф — > anl rp, (у) 

h=1 

где т — размерность вектор-функций p(y) и ф,(у); п — размер- 
ность гиперповерхности Г, на которой задана ф(у), г (как уже 
было сказано в начале $ 1.6) характеризует приспособленность 

системы {1 для решения граничной задачи. Величина т” 
в знаменателе отражает тот факт, что аппроксимация т-мерных 
вектор-функций требует болышнего количества функций, чем ап- 
проксимация т скалярных функций (в этом случае в знамена- 
теле стояло бы число т вместо т”). Будем предполагать, что 

Таблица 1.8 

min 
ak 

n=1 | n=2 | n= 3 

m h 
| 3 1 | 2 s | 4 2 3 

1 3 5 10 5 32 102 10 102 108 
2 12 20 40 20 | 128 4.10? 40 4.102 4.103 
3 27 45 90 45 | 288 9.102 90 9.102 9.103 

< =1, и вычислим, сколько функций потребуется для того, чтобы 
х 

io — р axltp, (у) | = 10~*. (1.173) 

Учитывая оценку (1.93), получаем 

N=m™0", (1.174) 
В табл. 1.8—1.10 затабулированы значения М при r= 3 (табл. 1.8), 
При г=2 (табл. 1.9) и при г=]1 (табл. 1.10). Из этих таблиц 
видно, что только при Удачном выборе системы функций {$,}
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(7=3) современные вычислительные машины дают возможность 
ретнать пространственные граничные задачи описанными метода- 
ми (для этих методов п =2 в случае пространственных гранич- 
ных задач) со средней точностью (kK =2) для двумерных вектор- 
функций (т=2). То же решение с помощью классических ва- 
риационных методов потребует уже 400 функций (r=3, m=2, 
п=3). 

Может показаться, что в вариационных методах можно вы- 
брать такую систему {14$,}, которая в оценке (1.93) обеспечивала 

Таблица 1.9 

п =! | n=2 | n=8 

т k 

1 2 3 | 14 2 3 | 1] 2 3 

1 4 10 32 10 101 103 32 103 104 
2 16 40 128 40 |4-10?] 4.103 128 4.103 12.104 
3 36 90 288 90 | 9-102} 9.103 288 9.108 27.10% 

бы значение г > 3, но опыт решения граничных задач с помощью 
неортогональных рядов показывает, что в реальных задачах для 
уравнений математической физики уже допущение г = 3 является 
довольно оптимистичным (поэтому и называли такие системы 
Удачно выбранными). 

Согласно гипотезе работы [30] минимальное число р арифме- 
тических операций, достаточное для решения задачи, логарифми- 
чески эквивалентно объему исходной информации h, т. е. In p= 

Таблица 1.10 

| n=1 | n=2 | n=3 

m | Е 

8 | 1] [|8 
1 10 100 | 1000 | 400 404 108 103 106 109 
2 40 400 | 4000 | 4.402 | 4.404 | 4.108 | 4.103} 4.406 4.109 
3 90 900 | 9000 | 9-102; 9.404 | 9.108 | 9.103} 9.406 9.109 

=Inh. Эту гипотезу следует понимать так, что существует оп- 
тимальный по порядку числа арифметических действий метод 
решения граничной задачи (1.1), (1.2), который требует число 
арифметических действий, логарифмически эквивалентное объему 
исходной информации. Естественно для граничной задачи (1.1), 
(1.2) в качестве объема исходной информации считать число N 
точек y,=S, в которых требуется знать значение граничной 
функции p(y).
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Будем предполагать, что каждая составляющая вектор-функ- 
ции p(y) входит в класс?) Н(р, A, A) [62]. Тогда для lyp;(y)= 
= Ш:(х, и) (№7), компоненты скалярного произведения 
(p(y), $» (у)) также будут входить в классе H(p, A, ^). Следова- 

тельно [117], скалярные произведения (p(y), Y.(y)) могут быть 
вычислены с точностью О(№“?+»”"), где N — число узлов соот- 
ветствующей кубатурной формулы, с помощью которой вычис- 
ляются интегралы в скалярных произведениях, п — размерность 
поверхности Г. Если погрешность вычисления скалярных произ- 
ведений должна быть порядка 10-*, то получаем асимптотическое 
равенство _ 

N-(Ptay/n — 10-*, 

или 
N = 10" (2+». 

Число р арифметических действий, согласно гипотезе Бахвалова, 
в оптимальном по числу арифметических действий методе реше- 
ния граничных задач должно быть логарифмически эквивалентно 
N, то есть 

Inp~hN = — a In 10. (1.175) 

При p+A=3 из (1.175) получаем, что число арифметических 
действий в оптимальном методе логарифмически эквивалентно 
числу М координатных функций из формулы (1.174): 

In р = InN. 

Но вариационный метод при равном N числе координатных 
функций требует вычисления № (№ + 3) /2 скалярных произведе- 
ний и О(№) арифметических действий для решения системы 
Ритца, так что число р арифметических действий в вариацион- 
ных методах имеет по крайней мере порядок №3, т. е. 

шр-— ЗМ. 

Последнее соотношение показывает, сколь далеко число ариф- 
метических действий в вариационных методах от оптимального 
по гипотезе Бахвалова числа арифметических действий. Иногда 
при сравнении машинного времени, необходимого для вычисле- 
ния по разностному и вариационному методам решения гранич- 
ных задач, предпочтение отдают [86, 113] последнему. Это пред- 
ставляется тем более необоснованным, что для некоторых гра- 
ничных задач разработаны схемы счета разностного аналога, ко- 
торые требуют [30] оптимального числа арифметических опера- 
ций. В настоящее время число операций в вариационных методах 
далеко от оптимального числа арифметических действий при ре- 

9) Классе функций, р-я производная которых входит в класс Гвльдера 
< показателем A и константой А. 

<_



90 ГЛ. 1. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЯ ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

шении граничных задач. По-видимому, исследование по дальней- 
шему уменьшению числа арифметических действий для рассмот- 
ренных выше методов решения граничных задач с помощью не- 
ортогональных функций для вариационных методов следует про- 
водить в направлении более удачного выбора системы функций 
{p,} и поиска таких способов ортонормализации, которые требуют 
порядка № арифметических действий. 

$ 1.9. Один споеоб нахождения коэффициентов разложения 

Из предыдущих параграфов ясно, что для получения коэф- 
фициентов разложения по неортогональным системам функций 
приходится решать систему линейных уравнений или, что то же 
самое, предварительно ортонормировать системы функций. Мно- 
гие задачи прикладной математики сводятся к разложению функ- 
ций ф(5)е [2(С) в ряд по функциям полной системы {q;(z)}. 
Для сходимости в 22(С() ряда 

М 

> а: (2) (1.176) 

к g(x), достаточно получить из данной системы линейно неза- 
висимую систему (исключив «лишние» функции), затем — орто- 
нормированную систему {6:(5)}, элементы которой имеют вид 

6+ (1) = 2 Ani Qn (2), 

и построить ряд Фурье функции ~(z) по системе {«a;(z)}: 
М 

У во. (2), bi = | o (2) oi (2) dz. 
i=1 G 

Для коэффициентов ay ряда (1.176) получим 
N 

N 
а} = > A, iby. 

—$ 

Практическое осуществление ортонормализации большого 19) 
числа линейно независимых функций встречает на своем пути 
значительные трудности. Во-первых, при ортонормализации 
п функций требуется вычислить с высокой точностью элементы 
детерминанта Грама, т. е. (учитывая симметричность этого де- 

10) На численных расчетах, ‘проведенных с помощью стандартных про- 
грамм, убедились, что в ряде случаев метод рядов Фурье при ‚небольшой 
точности (2 знака) требует малого количества членов разложения. Однако 
дальнейшее увеличение точности значительно увеличивает необходимое 
число членов разложения, и поэтому приходится ортонормировать большое 
число функций. | -
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терминанта) п (п + 1)/2 интегралов вида | ф; (1) ф;(х) 4х. Это тре- 
С 

бует большого машинного времени. Так, например, ортонорма- 
лизация системы 

{Inr(M;, M)}, i=1, 2, ..., 28, (1.177) 
где г(М,, М) — расстояние между фиксированной точкой и пере- 
менной точкой М, М. е5!, MES (5 и 5! — концентрические ок- 
ружности радиусов 1 и 1,05), требует около двух с половиной 
часов машинного времени БЭСМ-2 (точность вычисления инте- 
гралов 10-5). 

Вторая трудность, более существенная, заключается в мало- 
сти детерминанта Грама для ненадежных линейно независимых 
систем (не являющихся базисом Бари [80]). Так, для ненадеж- 
ной системы (1.177) в случае концентрических окружностей 5 
и S; радиусов 1 и 2 (точки М; были расположены равномерно 
на окружности 91) не удалось из соответствующего детерминан- 
та Грама получить отличный от машинного нуля детерминант 
десятого порядка, хотя (как будет показано в гл. ПТ) система 
(1.177) линейно независима (вычисления проводились на ма- 
шине БЭСМ-2). Таким образом, ортонормировать десять функ- 
ций из системы (1.177) на машине БЭСМ-2 (39 разрядов, из 
них 32 для мантиссы) не удается. Надо также иметь в виду, 
что обычное суммирование ряда Фурье неустойчиво, а задача 
о приближенном определении функции в некоторой точке по 
приближенным значениям коэффициентов Фурье в метрике lp 
является некорректной задачей [148]. 

Из сказанного становится ясной важность построения алго- 
ритма для получения коэффициентов as) ряда (1.176) по неор- 
тогональным системам функций. Ясно, что выбор в качестве Qj 
коэффициентов Фурье, вообще говоря, сходимости не обеспечи- 
вает. Так, если точки М; расположены всюду плотно на S), то 
система (1.177) полна в Le(S) [84]. Однако, разлагая постоян- 
ную с на S в ряд Фурье по системе (1.177), получим 

М М 

c~ У al Inr (Mi, М) =a>d Inr(Mi, М), 
i=1 i=1 

где 

а = с (Inr (Mi, M)dSmu 
8 

(интеграл не зависит от расположения точек М; на 5'). 
В настоящем параграфе излагается метод разложения функ- 

ций в ряд по неортогональным системам функций, не требую- 
щий решения линейной системы. Теорема дает достаточные ус- 
ловия для сходимости соответствующих рядов. Как будет пока-
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зано ниже, предлагаемые ряды обеспечивают несколько лучшее 
приближение по сравнению с рядами Фурье для приближенно 
ортонормированных функций. 

Пусть ищется разложение У ао: функции ф(х) по системе 
$ 

{pi(xz)} (1=1, 2, ...), функции которой будем считать нормиро- 
ванными. Первый коэффициент a; совпадает с коэффициентом 
Фурье для функции ф 

a, = | фф, ах. 
G 

Разность (~— aif; назовем первым остатком. Второй коэффици- 
ент является коэффициентом Фурье для первого остатка 

a, = | (ф — 4,9) Py ах. 
G 

R 

Разность ф — » а:ф; назовем k-m остатком; (Е Е 1)-й коэффици- 
i=1 

CHT является коэффициентом Фурье для k-ro остатка: 
k 

ва = | (4 —) aig Pati 45. 
G *—1 

Обозначим 
N . 

Q™ (2) = — > а:Ф: (1),  Фо(т) = Ф(т), a = — 1, (1.178) 

тогда коэффициенты разложения вычисляются по формулам 

а; = | 4-2 (2) qi(z) dz, 90(2)=$(а), i=1,2,... (1.179) 
а 

Доказательство сходимости |p) (2) Ix, 0 при М№М- < рав- 
носильно доказательству сходимости ряда (1.176) в смысле мет- 
рики /[2(С). 

Как видно из формул (1.178), (1.179), при увеличении чис- 
ла членов разложения в ряду (1.176) предыдущие коэффициен- 
ты не меняются, и надо вычислить лишь коэффициенты для 
новых членов разложения. Это важное преимущество (с вычис- 
лительной точки зрения) является одновременно и существен- 
ным недостатком предлагаемого метода. Действительно, во мно- 
гих случаях заведомо известно, что функция (x) не предста- 

oo 

вима в виде бесконечного ряда > a;,0, (7), поэтому в таких слу- 
k=1 

чаях предлагаемый метод составления рядов не обеспечит схо-
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димости (хотя @(z) сколь угодно точно может быть приближена 
м 

(№) в Lo(G) рядом ps ак Pn () при N> ®). 
=1 

Последовательность положительных чисел 

|e (2) In, = И ($7 (2), $09 (2), n=1,2,..., 
монотонно убывает, и, значит, имеет некоторый предел В. Дей- 
ствительно [26], 

| 9 (2) Iz, = min] СВ (x) — ал (a) lt, = у = 

= |" (2) IL, — || p@—D (5) фи (2) а |, 

где С (фи, Po, ..., Ф„) — детерминант Грама функций фи, фо,..., Pn. 
Можно также показать, что для любого ¢ > 0 найдется такой 

номер №, что 

> (p™, Pr—1) < 8. 
k=N, 

Действительно, для любого ¢ > 0 найдется такое №, что 

=> [9% (x) |r, —В = 2 (0, Ga). (1.180) 
о 

В силу (1.178), (1.179), (1.180) и нормированности системы 
{ф:(2)} для любого ¢ >0 найдется такое No, что при # > № 

e> [19° (2) 2, —I ot» (Е, | = 
| by @: 9] ах — | р а: | ах 
а а 

7 | + 24,41 | $® (2) фа (2) 45 — ана | ©. (a) de с а 

2 
= @;-+ 1. 

Из полученной формулы непосредственно следует, что для 
рассматриваемого метода нахождения коэффициентов разложе- 
ния справедливо неравенство Бесселя (см. формулу (1.220)). 
Таким образом, для любого #1 >0 и любого целого N найдется 
такое №, что 

Pp (2) = GO (2) + 7 (2), Nyo<s, r<N, +N, (1.181) 
где 

lve? (a) le, < ва. (1.182)



94 ГЛ. I. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЯ ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

Подставляя (1.181) в (1.180), получим 

00 N +N 
E> У, (ф®, roi)” = > (Ф®, Фа 1" = 

h=N k=N, 

м+м М+М 

= > (9, + У (y, Pri)? + 
h=N, h=N, 

м+м 

+2 ‚> (9, Ores) (ye, Qari). (1.183) 
0 

Применяя неравенство Коши — Буняковского и учитывая 
(1.182), можно второе и третье слагаемые в правой части выра- 
жения (1.183) при любом конечном М№ сделать сколь угодно ма- 
лыми, и поэтому окончательно получаем, что для любого &2 > 0 
и любого М найдется такое No, что 

N +N 

‚> (90°, Pati <,  No<r<No+N. = (1.484) 
=" 0 

Таким образом, разность между функцией g(x) и ее рядом 
r 

>) a:9;(z) «почти» ортогональна сколь угодно большому числу 
i=1 
функций системы {q;(x)}. 

Будем предполагать, что функция g(x) и система {:(х)} 
(i=1, 2, ...) удовлетворяют следующим условиям: для любых 
= >20 и No найдутся такие коэффициенты 6, (Ё = №, No+1,... 
..., №-М), что 

М+М 

<“ (1) — Х 84 (2| <e, (1.185) 
= М, L, 

Nj tN 

> им, (1.186) 
h=Ny 

где М — не зависящая ot № и N постоянная, а г — любое целое 
число, удовлетворяющее неравенствам № = г = No №. 

Согласно теореме Мюнца [26], условию (1.185) при фикси- 
рованном г удовлетворяет система {x} (i = 1,2, ...) при 

Ooo 

1 . м” 1 
i> — >> lim А; = оо, y= 

где штрих означает возможный пропуск А; =0. Этому же усло- 
вию при фиксированном г удовлетворяют так называемые по- 
тенциальные системы (системы фундаментальных решений).
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Другими словами, как потенциальные системы, так и система 

[2] обладают тем свойством, что если выкинуть из них любое 
конечное число функций, они останутся полными в Lo. Надо 
однако заметить, что в неравенстве (1.185) г зависит от №. Дей- 
ствительно, увеличив N, придется, как это следует из (1.184), 
увеличить №. 

Поэтому нельзя утверждать, что для указанных систем вы- 
полняется неравенство (1.185). Выполнение неравенства (1.185) 
зависит как от системы {$:(1)}, так и OT разлагаемой функ- 
ции @(z). 

Условию (1.186) при No=1 удовлетворяют коэффициенты 
Фурье по полной ортонормированной системе (уравнение замкну- 

тости). Однако рассмотренный выше ряд (2“}?. условию (1.186) 
может уже не удовлетворять. Действительно, пусть А; > №; при 
>] и No B (1.186) выбрана так, что ky, = 10. Рассмотрим ряд 

№, -+М М+М N +N 

х вым < я lal и, Dy 16% |<; УМ. 
R=Ny 

м+м 

Таким образом, в интервале 0 = х<1/М№ pan 2 b,z*tnpn соблю- 
0 

дении условий (1.186) будет не больше числа N-°M, и если раз- 
лагаемая функция (x) на этом интервале больше этого чис- 
ла, то условие (1.185) не будет соблюдаться. Именно на основе 
этих соображений построен отрицательный пример, приведенный 
после формулы (1.223). 

N 
Теорема. Ряд У а:ф: (2) функции p(x) по системе {:(х)}, 

1—1 

где фи (qi) удовлетворяют условиям (1.185) и (1.186), а a; вы- 
числяются по формуле (1.179), сходится при N-> © к функции 
ф в метрике Г2(С(). 

Действительно, из (1.184), (1.186) и неравенства Коши Бу- 
няковского получаем | 

N +N 

У bp (@™, фич 1) 
—0 

< V Me, < &3, (1.187) 

где b, удовлетворяют условию 

N tN 

om) (x) — , pa bnQp (1) | < ва, (1.188) 

= 

€3 И =. сколь угодно малы.
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Из (1.187) и (1.188) получаем | 

N,+N ~ М+М 

Ie |b, = У (9, @) = У (> Хо — У ыы < 
ВМ. h=N,, 

Nj +N 

<V 
k= 
pa bp (p™, фь) 

0 

М+М 

+19, $9 — > bas 
h=N, 

< 

< Уз, + loMle<e, 

где = сколь угодно мало. 
Условие (1.185), которому удовлетворяют функции в дока- 

занной теореме, содержит функцию g(x) и, следовательно, 
трудно проверяемо. Поэтому представляет интерес следующее 
предложение. 

Пусть функция p(x) и система {:(5)} (i=1, 2, ...) удов- 
летворяют условиям: 

а) для любого целого № и любой функции и и(т)е Г най- 
дутся такие В, (kK = №, No+1, ...), что 

lim |и (2) — >) 6 (2)| =0, (1.189) 
П-—оо k=N, L, 

D <M, (1.190) 
h=N, 

где М — не зависящая от № постоянная; 
6) для любого # > 0 найдется такое No, что 

>» An<e, (1.194) 
k=no+ 1 

где 

h h 

Ак = >» а (Pis Фи) (20% + oit001} 
=, +1 j=n, +1 

п 

Тогда ряд >) а;9; (2), где а; вычисляются по формулам (1.179), 
1=1 

сходится в среднем при п -> © к функции —(z). 
Действительно, из (1.180) находим, что для любого e>0 

найдется такое No, что 

& > ‚2 ($), Фь-- 1 = ‚2. (plo), Фаза) + 
=n =Np 0 

+ 2 (ap — glo), On41)” + 2 2 (фо, a+r) (Фо — glo), Orti)= 
= =Ny
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В 

= 2 (<p), фича} + У | D а (Gis Фа + 
kR=n +1 \t=n +1 

| 

+ 2 У (pl), ons У, anise} 
t=No9 = 

Из (1.191) и последнего неравенства получаем, что для лю- 
бого = > 0 найдется такое No, что 

У (9), Pasi) <e. 
=N, 

Применяя (1.189), (1.190) для функции po) = Г., при № = по 
получаем 

lim apo) (2) — 2 bn Pr | = 0, 
h= 

R= M, M
e
 

или, применяя неравенство Коши — Буняковского и теорему '!) 
о непрерывности скалярного произведения, получаем 

‚2. bp (plo), Фит) — (фо, go) ) — | ф("о) im < V Me < =, 
=p 

где = сколь угодно мало. 
Условие (1.189), в отличие от условия (1.185), имеет про- 

стой смысл: система {$:(1)} (1=М№, №-1, ...), где № — любое 
конечное целое число, должна оставаться полной в Lp. 

Докажем, что система {Inr(M,, М)}, М, М.е 5, разрывных 
потенциальных функций [7] удовлетворяет условиям (1.189), 
(1.190) для пространства Lo(S). Пусть функция y(M;)=L(S) 
ортогональна всем функциям этой системы. Надо доказать, что 
\(М)=0. Рассмотрим интегральный оператор [70] 

J Inr (My, М) y (My) dSu, = © (M), 

переводящий пространство Le(S) (y¥(M:)=L2(S)) в пространство 
Lipa («< 1/2), (D(M)<=Lipa). Непрерывная функция Ф(М) 
принимает на всюду плотном на S множестве точек нулевые 
значения (ввиду ортогональности \(М!) всем функциям рас- 
сматриваемой системы), и, следовательно, она тождественно рав- 
нц, 

11) Имеется В виду известная теорема о ТОМ, что если Qn —-Ф И фи — oO, 

0 (Qn, Pn) — (Ф, $). 

7 М. А. Алексидзе
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на нулю на S и, в силу ее гармоничности, встоду вне 5. Но тогда 

потенциал простого слоя | Inr(M,, М) \ (М: а5 м, тождественно 
8 

равен нулю, если плотность \(М!) тождественно равна нулю. 
Покажем, что для любого = >> 0, любой функции и(М)е Le(S) 

и любого № найдутся такие коэффициенты 6, (Е = №, №-1.... 
wey Not №), что 

N +N 

u(M) — 2 b, Inr(M;, М) <:. 
о Г, (5) 

В силу доказанной полноты рассматриваемой системы найдутся 
такие коэффициенты c, (kK =1,..., Ni), что 

Ny 

u(M) — c;lnr(M;,M >. И <3 
Так как точки М» расположены всюду плотно на S, то для любой 
точки М; (j=1,..., М!) найдется такая точка M,,, что г; > № и 

& 

| Inv (Mj, М) — Inr (М»М) Its) ЗМ , 

где с = тах |с;|. Учитывая последнее неравенство и неравен- 
Jj 

ство Минковского, получаем, 

N +N 

u(M)— > в» Inr (M;, М) <= 
о г. (9) 

М 
и(М) — 3] cjlnr(M;, М) 

J= 

< + 

+ 

N, N +N 

2 с [м м- > b, шг (Мы, М) 
о 

= 

Взяв для Ми В, (Е = №, Mi, ..., No +N) значения 

; c; при Мь= М» 

a 0 при Мь == М+.,, 

г. (5) 

N = maxr;— №, 
7 

получаем 
N +N 

u(M)— >) bInr(M,, м) < 
h=N, | 

№ 

> с; [Inr (Мл М) — шт (М... M)| ] в = 5. 
2 1—1 

g 
<> т
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Докажем теперь, что система {Inr(M,, М)} удовлетворяет 
(1.190). Для нее удается доказать значительно более сильное 
предложение. 

Для любой функции и(М)= L(G), любого № и любого = > 0 
найдутся такие коэффициенты b, (Е = №, №-1, ..., № М), 
что 

М+М 

u(M)— >) b,Inr(M;, М) <é, (1.192) 
| ВМ, Г, (5) 

N +N 

У b<e. (1.193) 
h=N, 

Представим u(J/) в виде потенциала простого слоя 

u(M) = | v(M)Inr(M, М), 
5 

заменим интеграл в правой части римановой суммой и докажем, 
что для любого ¢ > 0 найдется такое №, что 

А= | | ГУ баки М) 45; — 
S LS 

N 2 
— >) hv (M,) шг(М, му 45 м < в, 

k=1 

где й, — длина k-ro отрезка разбиения контура 5, в котором бе- 
рется точка М,. Учитывая, что точки М, расположены всюду 
плотно на S, a v(S) — непрерывная ‘функция, получаем 

A = | | fea) Inr (Mf, M)aSa |" Sq — 
S LS 

—2 > hav (Mx) | Inr(M, Мь) § v (M1) nr (M, М) 45ы 45 + 
=] 5 5 

м М . 

+ УХ ьу(Мь) hyv (М) | Ine (My, My) тг (My, М) dSu = 
1 5 k=1 j= 

= [ff v@iymrar, masz] asu— 
S 15 

—2} (м) {nr (M, М) | v(@M) nr (M, М) 45м 45 аби + 
5 5 5 

+e, + [ ( v(M)v (i) шг(М, М) г(М, М) 45ма5д dS y + 
55 5 

+ Eo = &1 + 2, 

9 *
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где &1 и #2 — сколь угодно малые числа. Таким образом, в каче- 
стве коэффициентов 6, можно взять числа h,v(M,), поэтому 
Ny tN N tn №№ 

> b= У ММ, < У byw? (Mp) = 
k=N, R=N, k=N, 

— A | у? (М) а5м + “| 
5 

N 
где 3 — сколь угодно малое число, a hi ) = max hyp. Tak Kak 

h<N 
A™ — 0 при М- oo, To из последнего соотношения непосред- 
ственно следует (1.193). 

Выполнение условий (1.192), (1.193) дает возможность до- 
казать для системы {(Inr(M,, М)} следующее предложение. 

Если для любого > 0 найдется такое №, что 
М 

hm УХ a<e. (1.194) 
=N,+1 

то ряд 

» ailnr(M;, М), 
j=1 

где а; вычисляются по формулам (1.179), сходится в среднем 
при n> © к функции Q(z). 

Действительно, из условий (1.194) получаем 
N N 

С Ve > ch) > ap > A bp, (pl), Фича) — | plo) le, + 84, 
No 1 

где &. — сколь угодно мало и 

с = и! v? (5) dS: 

Таким образом, норму функции go) можно сделать сколь угодно 
малой (за счет увеличения No). 

Условия (1.185), (1.186) являются достаточными, но не не- 
обходимыми для сходимости введенных рядов. Так, для полных 
ортонормированных систем не выполняется условие (1.185), 
однако для них эти ряды сходятся (в этом случае они совпада- 
ют с рядом Фурье). Заметим также, что затруднения с орто- 
нормализацией возникают именно для систем, удовлетворяющих 
условию (1.185), поэтому для таких систем эти ряды имеют пре- 
имущество перед рядом Фурье (в смысле практического осу- 
ществления). 

Тривиальный пример системы, удовлетворяющей условиям 
(1.185), (1.186), можно построить следующим образом. Пусть 
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р, P2, ---— произвольная бесконечная последовательность воз- 
растающих целых положительных чисел, lim р; = со. Из орто- 

4-00 

нормированной полной системы {@;(z)} составляем нормирован- 
T 

ную систему {$;(х)}, где ф:(2) = Q(z), f= i— 2 Pr, Г — наи- 
=1 

т 

большее целое число, при котором » ри <. 
1 

Система {14:(5)} имеет вид 

(Фл» Par -.-› Фр,» Par Par -- +> Фр,» Фа» Par +++ Фр,» +++}. (1.195) 

Легко видеть, что при Ш р; = со она удовлетворяет условиям 

(4.185), (1.186). Рассмотрим систему 
{Pir Par -..› Pps Фи» Фи, tir ++) Фр,» Физ Фичи ++) Фруз ++} 

(1.196) 

где п., р: — целые числа, а система {q;} ортонормирована, и 060- 
значим ее 5-й член через Ф.. Покажем, что коэффициент ряда, 
вычисленный по формуле (1.179) для 5-й функции ($ — произ- 
вольное целое число) ряда (1.196), совпадает с коэффициентом 
Фурье для этой функции, если она встретилась впервые в ряду 
(1.196), и равен нулю, если она до этого уже встречалась 
в ряду (1.196). 

Действительно, из (1.179) для первого случая имеем 
8—1 

аз = | (+— > выд» Ф, ах = | p®, dz, 
G k=1 G 

а для второго случая (Ф, =Ф,, где г — целое число r<s) 
8—1 

a, = | (« — > cnr) Ф, ах = | фФ, ах — a, | 0,0, ах = 0. 
G k=1 $ 3 

Таким образом, способ (1.179) вычисления коэффициентов 
автоматически отбраковывает для систем (1.196), следовательно, 

и для систем (1.195) те функции, которые раньше уже участ- 
вовали в разложении. Поэтому предложенные ряды для систем 
(1.195) и (1.196) совпадают с рядом Фурье для ортонормиро- 
ванной системы {ф:}. Пусть система (1.195) имеет вид 

{Фь, Por s+ +> Фр,› Pir Par +--+» Фр»? Pir Por Фа-вь ... |; 

T. е. последовательность pi конечна: ри, Po, ..-, рь Pi. 
огда эта система не будет удовлетворять условию (1.185), 

и тем не менее для нее введенный ряд будет сходиться к функ- 
ции ф(5), так как он будет совпадать с ее рядом Фурье по пол- 
HOM ортонормированной системе {q,}. Таким образом, как уже
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отмечалось, условия доказанной выше теоремы не являются не- 
обходимыми для сходимости этих рядов. 

К описанному алгоритму построения рядов по неортогональ- 
ным функциям можно прийти путем следующих соображений. 
Если в некотором подпространстве С гильбертова пространства 
Н существует точка у, наименее удаленная от фЕЛ, то вектор 
(ф—у) ортогонален каждому вектору из G. Если G — линейная 
оболочка множества нормированных функций {qi, ... Prt, то 

n 

y= >) AnQe, и для нахождения коэффициентов A, наилучшего 

(в смысле метрики Н) приближения получаем систему 

(Ф- У, фь) = 0, Е =1, ...) П, 

или, в развернутом виде 

Ait А2 ($2, ФТ... ТА (Фф», $1) = ($, G1), 
№ (фь, ф2) + he tT... Ат (Qn, фз) =(Q, ф2), (1.197) 

А! (ф!, Qn) + А2(ф2, Ga) +... НА = (Ф, Qn). 

ITY систему можно решать итерационными методами. Вычисле- 
ние коэффициентов ряда Фурье по системе {ф;} соответствует 
одной простой итерации для системы (1.197), когда в качестве 
начального приближения для вектора (Ai, ..., An) берется нуле- 
вой вектор A =(0,..., 0), т. е. 

a = AY + BA + В, (1.198) 
(D) 

где dy — вектор, компонентами которого являются коэффициен- 

ты Фурье, В — матрица, соответствующая системе (1.197), запи- 
санной в виде А = В), + А, 

№ = (7), cosy №2), MO = (0, ..., 0), А = ((ф, ф),. ..› (Ps Pn). 

Запишем (1.198) в виде 

А =(В, + Bo)A+R, 
где 

0 0 0 0 

В (P1> Pe) 0 0 OF 

— (Ф1, Pn) — (Pg Pn) -.- —(Pn—1 Pn) 0 

0 —(Pg Py) — (Pg $) +++ — (Фи 93) 

В. =|0 0 — (Фь› Py) +++ — (Фи, Pe) |. 
т: те: у’. 

Вычисление коэффициентов (1.179) по системе {$:} соответству- 
ет одной итерации по методу Зейделя для системы (4.198) или
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одной простой итерации для системы 

A= (I —B,)—'Bod + (1 — В!) -1В, (1.199) 

где [ — единичная матрица, когда в качестве начального при- 
ближения берется нулевой вектор A =(0,..., 0), т. е. 

a”) AMY — (1— В.) 1 BAO + (J — В,) R, 

где a‘“) — вектор, компонентами которого являются коэффици- 
енты введенных рядов. Заметим, что все собственные значения 
матрицы (1- В!) -'В2 меныше единицы. Действительно, так как 
квадратичная форма, соответствующая ‘матрице Грама, положи- 
тельно определенная, то метод Зейделя для системы (1.198) или, 
что то же самое, метод простой итерации для системы (1.199) 
сходится !?) при любом начальном приближении и любой пра- 
вой части. При таком подходе доказанная выше теорема равно- 
сильна следующему утверждению. 

Для приближенного решения системы (1.197) при доста- 
точно большом п достаточно одной итерации по методу Зейделя 
(предполагается, что система {ф:}} и функция ф(х) удовлетворя- 
ют условиям (1.185) и (1.186)). 

Так как вычисление элементов матрицы Грама (скалярные 
произведения) и собственно процесс ортонормализации осуще- 
ствляются с конечным числом разрядов, то ясно, что матрица, 
соответствующая системе (1.197), не будет единичной. Она 6бу- 
дет некоторым образом «возмущена». Коэффициенты наилуч- 
щего приближения при этом находятся из системы 

n 

(1 — #4 ;) А; -|- p> EnjAp = (Qi, ф;), 7 = 1, зу 0) (1.200) 

#7] 

ГДе =, — малые возмущения, вызванные ошибками округления 
и погрешностью вычисления скалярных произведений (в случае 
пространства Lo — погрешностью интегрирования). Естественно п | 

при этом предположить, что тах У | 24; | < 1. Интересен вопрос, 
k = 

Каким рядом целесообразнее пользоваться в таких случаях — 
рядом Фурье или предложенным рядом. Точнее, какое соотно- 
шение существует между числами |, —- а? и IA—a‘“ll, где век- 
тор Л — точное решение системы (1.200). Так как в рассмотрен- 

‚®) Так как диагональные элементы матрицы Грама линейно незавиеи- 
мой системы положительны, то положительная определенность соответ- 
ствующей квадратичной формы является не только достаточным, но и не- 
ооходимым условием для сходимости итерационного процесса Зейделя.
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ном случае итерационный процесс Зейделя сходится быстрее 
[155], чем простой итерационный процесс, и норма матрицы 

n 

подчинена первой норме вектора, то ясно, что пер- 

вая норма вектора (^—а“”) будет не менее первой нормы век- 
тора (A—a), т. е. 

шах | м — af | = 449. [№ — a fy = max| — af. 
1 

t 

Заметим, что как метод рядов Фурье, так и метод введенных 
рядов требуют произвести для вычисления коэффициента каж- 
дого нового члена разложения одно приближенное интегриро- 
вание 

ae — [ ффьах, a = | ®-Юф, de. 
а С 

А _ В вычислении at”? участвует элемент ф“-П, поэтому естест- 
венно его значения в отдельных точках следует применять для 
контроля точности разложения, так как 

k—1 

$1 (2) = @ (2) — Ха (2). 

Предложенный здесь метод решения системы (1.197) может 
быть применен в вариационных методах. По существу, разло- 
жение функции ф(х) в ряд по функциям системы {$:(5)} можно 
рассматривать как метод Ритца решения функционального урав- 
нения Ёф(х)=Ф(х), где Е — тождественный оператор, с коорди- 
натными функциями {$:(х) 

Вариационные методы определения ‘коэффициентов а: разло- 
жения решения функциональных уравнений по некоторой си- 
стеме ф; приводят к следующей бесконечной системе уравнений: 

2 (Agi: Азфь) а; = (Азфь, 449), k= 1,2, ..., (4.204) 
j= 

где A; (1=1, 2, 3, 4) — положительные или положительно опре- 
деленные операторы, а ф — некоторая известная функция. Если 
последовательности {А;ф:} и {Aog;} биортонормированы или при 
А, = А. последовательность {А1ф;} ортонормирована, то для ко- 
эффициентов A; получаем 

а; =(Азф, А4Ф). (1.202) 

В некоторых случаях, однако, система {А:ф} не сильно ми- 
нимальна, и ее предварительная ортонормализация встречает 
большие трудности. Поэтому встает вопросе о приближенном 
решении системы (1.201). Под приближенным решением систе-
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мы (1.201) будем подразумевать вектор a) (ам ye, .. aW), 

удовлетворяющий системе 

Аа) = В + в, (1.203) 

ИЛИ 
N 

~(N 
> (A,pj, Азфь) а}? = (Азф, Аафь) На,  =1,...,М, 
jr 

где &=(=1, ... &v)—BeKTOp невязок. Для малости вектора 
(a —a) достаточно, чтобы было мало выражение 1|(А‘“)-1=1 

(здесь а‘ — решение системы (1.203) при = =0, а — коэф- 
фициенты наилучшего, в некотором смысле, разложения реше- 
ния функционального уравнения по системе {ф}). Однако в слу- 
чае ненадежных систем норма вектора (a) — а“) может быть 
сколь угодно большой; тем не менее разность между разлагае- 

ep es N , 

мой функцией ф и ее приближением У ay, может быть в не: 
i=1 

которой метрике меньше сколь угодно малого числа > 0: 

SN 
| У ei 

1—1 

<. (1.204) 

‚В последнем случае соответствующая матрица плохо обуслов- 
лена, и в ее окрестности имеется вырожденная матрица. Как 
показано в [147], при этом без регуляризации можно получить 
сильно различающиеся решения, отличные от нормального 
решения. 

Будем называть #-приближенным решением системы (1.201) 
вектор a‘), удовлетворяющий неравенству (1.204). 

Приведем обобщение изложенного в этом параграфе метода 
вычисления коэффициентов разложения для вариационных ме- 
тодов. Преимущество этого метода заключается в том, что в слу- 
чае некоторых систем {ф:} (соответствующие условия для систем 
будут сформулированы ниже) для получения приближенного 
решения системы (1.201) при большом N достаточно проделать 

одну итерацию Зейделя, принимая в качестве начального при- 
лижения нулевой вектор. 

Пусть в гильбертовом пространстве Н со скалярным произ- 
ведением 

[u, и] =( Али, Agv) = (Atv, Али) 

ищется наилучшее в смысле метрики H приближение функции 
п 

ф обобщенным полиномом У а;ф;. Из ортогональности разности 
=1 

nr 

(»—3 ох) любой функции $; получаем для определения 
=’,
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коэффициентов a; следующую систему 
М 

|[+— Bawa] =0, Е =1, ...) №, 

ИЛИ 

М 

p2 а;(А,ф;, Азфь) = (Ay, А.Ф»). 
=1 

Если оператор A; имеет вид А! = А5А4Ав, где As удовлетво- 
ряет условию 

(Аз А4ф, Aoq:) = (Aug, AsAoQi), 

и задано функциональное уравнение 

Авф = Ф, 
то, вводя обозначение А54› = Аз, получаем для определения ко- 
эффициентов а; систему 

N 

р а; (А ф;, Азфь) = (Азфь, A, ¢). 
=1 

Будем определять приближенные значения 4; коэффициентов 
а; с помощью итерационного процесса Зейделя, взяв в качестве 
начального приближения вектор аб = (0, ..., 0): 

(А.Ф, A,?) 

(4,9, 4,9,) 

i. = (АзФ„, А.Ф) — 4, (4,9), 4,95) 
— ? 

° Ce) 

a= 

k-1 

(AsPp> А.Ф) — 2 a;(A,;, А,Ф,) 

(А Фи» A,?;) 

Заметим, что если системы {А1ф}, {Aog;} биортонормированы, то 
коэффициенты A; совпадают с коэффициентами (1.202) функ- 
ции wp. Поскольку 

(Arp, Азф») = (Азфь, А4Ф), 

TO для а, получаем равенство 

1 _ 
(4, (4 — У ву 4,9) 

j=. © 

(A, Фь» А.Ф») 

Таким образом, @, есть коэффициент наилучшего приближе- 
ния (в смысле рассматриваемого гильбертова пространства Н) 

ap = 

an = 
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h-1_ 

разности (v — > аж = p@-) функций cp, [26]: 
i= 

Ща А G(9*-, ‹,) 
min ии — > 43$} — CePr | = | 9 — > а}; | = а (9 ) ’ (1.205) 

Ch §=1 j=1 А 

где С (и1, ..., Un) — детерминант Грама функций ии, ..., Un. Так 

как 

(R—1) (&—1) 2 
G (oh, ta) = | pe-v Pp — (4,9 ‚ 4,97) | 

G (Px) | Px | 

то из (1.205) получаем 
А (#—1, А 2 

1 = 18-2 — (Ae Ati) (1.206) 
| Pa IP 

Таким образом, последовательность положительных чисел 
{pl} монотонно убывает и, следовательно, имеет предел. Пред- 
полагая, что нормы функций ф! ограничены в совокупности как 
сверху, так и снизу строго положительным числом, из (1.206) 
получаем, что для любого # >> 0 найдется такое №, что 

» (A,p@-)), Аз»)? < г. (1.207) 
=№ 

Но тогда при $ > № 
8 Г з 

чево - (4 (v— Baws). &(+— 3 ain) )— \ = = 
s+1 8-1 - (4-я). j=1 j=1 

= | (4, (+ —> 2193) A, (+ — У изв; | — 
j=1 j=1 

— 20544 [нь А, (» — м 2303) — 431 (AyPs+11 Аз, Pst) — 

— (4, (+ — Хе A, (v 7 Хель) 
и в силу ограниченности снизу нормы функций ф; имеем 

= | ИА asst (A, P5441; А.Фз+1)|, 

[4+1 < 2. 

Отсюда получаем, что для любого = >> 0 и любого целого N най- 
Дется такое №, что 

9) = 9+, N<s, r<N,4+N, (1.208)
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где 

[99 [<.. (1.209) 
Подставляя (1.208) в (1.209), получаем 

co М+М 

ё > У, (A,p@-D, А,фь) > > (А.Ф®, A,Qp—1)* = 
АМ, h=N, 

N tN NotN 

= У (А.Ф), AgQp—1)? + У (Ay, A,t,—1)" +r 
k=N, k=N, 

N +N 

+2 р (A,p™, Афь—1) (Ay, A,Qp—1)- 

Отсюда находим, что для mo6oro e>0 и любого целого N най- 
дется такое №, что 

N +N 

Х (4,9, Agar<e My<r<M,+N. (1.240) 
h=N, 

Будем предполагать, что система {q,;} удовлетворяет следующе- 
му условию: для любого =&>0, любого целого № и феЕН най- 
дутся такие коэффициенты 6, (Е = №, .... Not М), что хотя бы 
для одного значения. г 

М+М 

ep — УХ dagrixe,  №«г« М+М, (1.244) 
h=N, 

N,+N 

Dy <M, (1.242) 
h=N, 

где М — не зависящая от № и М постоянная. 
В силу (1.210), (1.211), (1.212) и неравенства Коши — Бу- 

няковского получаем 
М+М 

У 2, (4190, AsPr—1)|< 
h=N, 

Учитывая последние два неравенства и неравенство |lq‘”ll < llpl 
(г=1,2,...) получаем 

у т _ М+М 

[s — У, a = |g Р =| 4,9, A, » бьфь | = 

N,+N 

gr — № dads 
h=N, 

<e,+]vle<e,, 

< 
М+М 

- (4.90, A,{ 2 5% v))] <= +1 9| 

rye #2 — сколь угодно малое число.
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Таким образом, доказана следующая теорема. 
Если нормы функций ф; в гильбертовом пространстве Н огра- 

пичены в совокупности как сверху, так и снизу строго положи- 
тельным числом, а система {ф} и функции ф удовлетворяют ус- 
ловиям (1.211) и (1.212), то для получения в-приближенного 
решения системы (1.201) достаточно провести единственную 
итерацию Зейделя для. системы: 

№2) 

a (А.ф;, AgPx) а; = (Азфь, 449), k=1, ..., N (8); 

принимая в качестве начального приближения нулевой вектор 
a® =(0, 0, ..., 0). 

Прежде чем перейти к численным примерам разложения 
функций по приведенным в настоящем параграфе рядам, сде- 
лаем несколько замечаний [43] общего характера. 

Пусть заданы вещественное гильбертово пространство H, 
в нем самосопряженный положительно определенный оператор 
А=А*>0 и элемент f@H. Рассмотрим задачу нахождения 
элемента и, удовлетворяющего уравнению 

Ап = |. (1.213) 

Известно, что метод Ритца в случае системы координатных 
функций 

{9} (4), (1.214) 

являющихся линейно независимыми функциями, приводит к си- 
стеме линейных невырожденных алгебраических уравнений 

AnUn — Ins (1.215) 

где А, — матрица {[фь Фу. ([u, v] =(Au, v)), |, — вектор 
Cf, pi), ... (f, Ф»), Un — искомый вектор (61, ..., bn) коэффици- 
ентов Ритца 6.. 

Метод Ритца сходится в энергетическом пространстве На 
(с нормой 1-1), если система (1.214) полна в На. Кроме того, 
метод устойчив, если система (1.214) сильно минимальна в НА. 
Если (1.214) лишь минимальна, то свойства устойчивости уже 
ухудшаются. 

В случае фундаментальных решений система (1.214) даже 
не минимальна: решение системы (1.215) уже при небольшом 
п приводит к аварийному останову ЭВМ. Предварительная орто- 
нормализация (1.214) также приводит к аварийному останову 
ЭВМ (из-за деления на нуль). 

Предполагая, что система нормирована, ФИА =1, можно 
написать 

An =In+ Вь-+ Br



110 ГЛ. I. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЯ ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

. где J, — единичная матрица, 

By = | oe a} 

В описанном в настоящем параграфе методе получения коэф- 
фициентов разложения вместо (1.215) решается следующая си- 
стема уравнений для ®„ = (а1,..., An): 

T an = fs (1.246) 

где Г, =/„ + В, — нижняя треугольная матрица. 
Практические вычисления показали, что этот метод очень 

удобен и часто дает хорошие приближения. 
Вернемся к исследованию некоторых свойств этого метода. 

п 

Пусть ше Л — точное решение (1.213), | в. = >> ai — нор- 
=] 

ма в E£,, 

п 

| Tal=|Tale,oz, Un= pa aipi 

приближенное решение, и“”) = ии — и, — погрешность прибли- 
женного решения. 

Очевидно, что обратные операторы Ти’ равномерно ограни- 
чены: 

17212. (1.217) 
Действительно, для любых хе Е, имеем 

0< (Анг, 2) = (2, 2) + (Вий, 2) + (Вл, 2) — |= ( + ее). 

Следовательно, 

(Ви, 2) > — |1, 

1721 |212 (Гиз 2) = (In + Bn) x, 2) > +- |=, 

1 
|T»t| >= ||, 

значит, 7, ? существует и | Г nix 2. На практике вместо си- 
стемы (1.216) решается система 

~~w м 

T On = fry (1.218) 
где T,=T,+Tn, fa=fr+6n, т. е. допускаем возмущения Г, и 
6, матрицы Г, и правой части fy, соответственно.
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Справедливо следующее предложение. 
Существуют такие положительные постоянные р, (4, г, что 

при ШГ < г справедлива оценка 

lon — ol < РИГИ + 4181. (1.219) 

Действительно, возьмем г=|В/2 (O<S8<1), так что 
(7, +Г,)-! существуют и 

On = (Tn + Ги)" (fn + 8x) = [Т» (Un + Тя Г) in = 
= (Гы ТГ, Тит, 

где 
IT Vall = ИР-НИЕГ, В < 4. 

Следовательно, 

1 [n+ TT) Ча + Talt+...+ (Тиг,)"|+...< a 

Тогда 

вв — On = [Un + ТГ.) — La] Ти + Un + ТЕЧ.) Ta 8m: 

| @n — On| <n + ТГ.) 1,7 | + 
—1 

| Tn „1 —1 —1 | Ln Ги | 

<p (Iuolal nl +1801). 

По Te al < 

При доказательстве последнего неравенства мы воспользовались 
соотношением |®„| <lluoll4, которое доказывается ниже (см. 
(1.221)). Здесь имеем 

2h 4 olla _ 2 
P< 4—p? TTB 

Покажем, что для погрешности и“”) рассматриваемого метода 
справедливо равенство 

п 

ое [а = | мо [a — > qi, (1.220) 
j= 

т. е. на этот метод распространяется неравенство Бесселя 

| On P = a ai < шо. (1.224) 
— 

Действительно, в методе (1.216) коэффициенты a; могут быть 
определены рекуррентно. Итак, можно написать 

аи =[u, Piz], yet) =U — @1+1ф:1, t=O, 1, 2, ..., wu = Up. 

(1.222)
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Поэтому имеем 

[Ut фа [и9, Dist] — Ger: [Фнл, Pari] = ан — Gigi = 0, 

UW) = UTD + ais Ging, fu | == [ито - Citas 

и, следовательно, 

i+1 

Juli = [uly — ahaa =... = Mula 24 
I= 

что и требовалось доказать. 
Если известна верхняя оценка для Шо, то (4.220) дает воз- 

можность оценить погрешность uw” апостериорно. Это условие 
тривиально выполняется при тождественном операторе A = 1: 

wt) [в = | FP — х aj. (1.223) 

Несмотря на то, что метод (1.216) в ряде примеров дал xo- 
рошие приближения, вопрос о сходимости окончательно еще не 
выяснен (не существуют априорные оценки погрешности). 

Приведем отрицательный пример. Пусть Н == Le(0, 1), А =1. 
Разложим функцию 

1—kt для OSt<ci/h, 
в (t) =|) для <, Е —1 фиксировано 

по системе ф; (р) = 722-41 (i=1, 2, ..., ФИ =\). Эта система 
полна в Н, как и любая система {Qi}i-9 при произвольном й > 0. 

Легко вычисляются и оцениваются величины 

2—4 211 уе [1 Ре ет) <a) 
п со 

9 2 1 fan P =D (fas < (д 0? < | ——. 
i=1 i=1 к 1—4 

Поэтому 

_ 8 1 
| Opn < [| Тот | fen 2 <4 [fan P TL 

и погрешность допускает оценку 
п 

1 [= — Х@> = — 8-4 (1 — k-2)-1, 
i=i 

При k = 3 имеем |us” ? > > — = = 0 для каждого п, так что 
для k = 3 сходимости Unn -—> f, не будет.
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Проанализируем этот отрицательный пример. Разлагаемая 
функция отлична от нуля лишь в интервале 0 << 1/3. Тогда 

как функции ф:(Ё = 721 НИЕ сколь угодно малы на этом интер- 
pane, начиная © достаточно большого i = ip. Ноэтому коэффици- 

енты быстро уменьшаются с увеличением i и ряд У ai оказыва- 
i=1 

ется меньше чем 172. Заметим, что конечность погрешности обу- 
оо 

словлена равенством У, | $: (0)| = 0, что не выполняется для си- 
i=1 

стем фундаментальных решений. 
Численный пример. В ряде случаев для некоторых об- 

ластей G коэффициенты ортонормализации известны, а разложе- 
ние функции ф(х) требуется произвести в области С’, в некото- 
ром смысле близкой к С. Так, например, в [49] имеются таблицы 
коэффициентов ортонормализации для гармонических поли- 
номов, ортонормальных на эллипсе. В [49] рассмотрены 230 эл- 
липсов с различными отношениями полуосей р = /а. Таблицы 
предназначены для решения внутренней задачи Дирихле для 
рассмотренных эллипсов. Пусть требуется решить задачу Дирихле 
для такого эллипса, который не рассмотрен в [49]. В этом слу- 
чае естественно воспользоваться ортонормированными гармони- 
ческими полиномами для рассмотренного в [49] эллипса со зна- 
чением p=b/a, наиболее близким к данному эллипсу. При этом 
возникает вопрос — какими рядами пользоваться? 

При достаточной близости С и С’ этот вопрос аналогичен во- 
просу, рассмотренному выше (при приближенной ортонормализа- 
ции). Здесь мы приведем один численный пример. Рассмотрим 
систему (1.177) для эллипсов S и 5’ с полуосями 1, 0,5 и 2, 4 
соответственно: 

2 

{-In [С cos a — cosa)? + (sin a — sin a| | i= 1, 2,.+45 

где 

— 90°, a= 270°, Оз = 0°, 94 = 180°, a= 225°, ae = 45°, 

a7 —= 315°, 08 = 135°, ao= 330°, 10 = 150°, 1 = 120°, a12 = 300°. 

В табл. 1.141 выписаны коэффициенты ортонормализации Аз, 
этой системы для интервала 0 = а <= 2л. Пусть ищется решение 
внутренней задачи Дирихле 

и —2 
Аи =0, u ‚ = arctg —, = фр (a) 

Для эллипса S; с полуосями 1 и 0,45. Коэффициенты ортонор- 
мализации системы (1.177) на этом эллипсе уже не будут 

8 М. А. Алексидзе
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совпадать с полученными выше, так как она принимает вид 

{1 In [(2 cos a; — cos a)? + (sin a; — 0,45 sin а] }= {фи}. 

Однако функции 
a 

(0) = | Au] 
будут грубо ортонормированными, что и показывает табл. 1.12, 
в которой дана матрица Грама Il(p., $) для системы {фй. 

Таблица 1.41 

i j Aij | i j Aij i j A ij 

4 1 1,0407 7 6 9,5446 10 8 —64 2406 
2 1 0,3462 ° 7 7 10,8845 10 9 —58,6615 
2 2 1,0968 8 1 0,8797 10 10 177 ,6990 
3 4 —0,5365 8 2 1,2645 11 4 0,9583 
3 2 —0,5365 8 3 —11,0209 44 2 5,2864 
3 3 0,6252 8 4 —20,4244 44 3 —14,7569 
4, 1 —0 3853 8 5 13,6854 44 4 | —227 4796 
4 2 —0,3853 8 6 9,8654 44 5 43,0299 
4 3 —0,2403 8 7 9,6222 11 6 14,2266 
4, 4 0,6598 8 8 14,5257 14 7 10,4574 
5 1 0,9226 9 1 3,8974 44 8 | —216,6044 
5 2 —0,7153 9 2 4,3445 11 9 7,1679 
5 3 0,9654 6 3 | —4135,2959 44 10 374 ‚1380 
5 4 —4 0057 9 4 —1,1330 11 44 40,7688 
5 5 4 6118 9 5 6,7030 42 4 5,9396 
6 4 —0,9654 9 6 33,4046 12 2 2,8762 
6 2 1,1276 9 7 —57,8352 12 3 | —246,1864 
6 3 —4 3658 9 8 8,3734 12 4 —95,7584 
6 4 1,9865 9 9 167,6996 42 5 30,2345 
6 5 —4,4420 10 4 3,4206 42 6 50,5909 
6 6 4,7544 10 2 2,5505 12 7 | —225 8198 
7 4 0,9191 10 3 46,1256 12 8 —65,1764 
7 2 —0,0564 10 4 | —442 9704 12 9 398,9135 
7 3 —17,5184 10 5 33,0538 12 10 139,3438 
7 4 3,3486 10 6 —4 5184 12 44 14,3462 
7 5 1,0670 40 7 29,1042 12 12 43,1996 

В табл. 1.13 даны коэффициенты Фурье at” функции ww(S) по 
системе {p,}, коэффициенты a, (см. (1.479)) введенных рядов 
функции 14(5) по системе {p,} и коэффициенты Л» наилучшего 
приближения в смысле метрики Lo функции 1(5) функ- 
циями системы {4}. Коэффициент А; можно находить либо из 

2 (is p)M=(P $), fot... (1.224)
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Таблица 1.12 

i j (g, ФЛ | i j (i, Yj) | i j (Dj, Фр 

4 1 0,8607 7 6 0,0240 10 8 0,0328 
2 1 0,0905 7 7 0,8804 10 9 —0,0126 
2 2 0,9209 8 1 0,0702 10 10 0,7923 
3 1 0,0260 8 2 0,0878 11 1 0,0026 
3 2 0,0360 8 3 —0,0031 11 2 —0,0034 
3 3 0,9422 8 4 —0,0450 11 3 —0,0147 
4 4 0,0186 8 5 0,0149 41 4 0,0204 
4 2 0,0259 8 6 —0,0074 11 5 —0,0343 
4 3 —0,0463 8 7 —0,0044 41 6 —0,0450 
4 4 0,9735 8 8 0.8732 14 7 0,0345 
5 1 —0,0429 9 4 —0,0536 14 8 —0,0186 
5 2 0,0227 9 2 —0,0016 11 9 0,0418 
5 3 0,0085 9 3 0,0003 11 10 0,0536, 
5 4 —0,0166 9 4 0,0073 14 11 0,7044 
5 5 0,8466 9 5 —0,0077 12 1 —0,0306 
6 1 0,0295 9 6 —0,0666 12 2 0,0014 
6 2 —0,0108 9 7 0,0373 12 3 0,1002 
6 3 —0,0155 9 8 0,0413 12 4 —0,0146 
6 4 0,0178 9 9 0,7831 12 5 —(0,0036. 
6 5 0,0109 10 4 0,0020 12 6 —0,0307 
6 6 0,8142 10 2 —0,0054 12 7 0,0054 
7 1 0,0196 10 3 0,0074 12 8 0,0054 
7 2 0,0483 10 4 —0,0047 12 9 0,0564 
7 3 0,0555 10 5 —0,0678 12 10 0,0047 
7 4 0,0554 10 6 0,0323 12 14 —0,0169 
7 5 —0,0163 10 7 —0,0304 12 12 0,6917 

Таблица 1.13 

k af?) ap Ak p(m(h)) 

4 0,558600 0,423157 0,632909 0,603749 
2 0,532666 0,681348 0,792195 0,620249 
3 —0,855595 —0,134128 —0,485213 0,637549 
4 —2,638250 —3,828113 —3,946620 0,655696 
5 1,971488 2,004124 1,801310 0,674744 
6 2131344 1,013516 1.163241 0,694738 
7 4.621686 4,511926 4.613244 0,715944 
8 0,494495 0,915716 1.421345 0,737815 
9 —3,767565 —3,811601 —4,267911 0,761013 

10 2,022020 2,561700 2,881903 0,785398 
14 2, 383068 0,981601 1,146823 0,811034 
12 —0,428553 —0,410116 —0,495131 0,837984 

либо получить ортонормированную на S систему функции 

8* 

i 

QO; = У, CriQi, 
k=1
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Таблица 1.13 (продолжение) 

k (М) 1.(м(®)) »3(M()) ap 

1 0,518304 0,543001 0,598301 0,632344 
2 0,562604 0,584394 0,613430 0,792186 
3 0,597444 0,601432 0,630724 —0,485224 
4 0,604540 0,624368 0.648858 —3,946624 
5 0,624014 0,641498 0,667883 1801346 
6 0,655204 0,664653 0,687857 4163217 
7 0,740485 0,709264 0,708842 4.613224 
8 0,744613 0,743405 0,730897 1,124351 
9 0.724653 0,734504 0,754085 —4 267920 

10 0,734623 0,751008 0,778466 2.881944 
44 0,754218 0,791423 0,804104 4146831 
12 0,800146 0,844609 5,834062 —0,495140 

взять ряд Фурье функции t по системе >) о; и затем восполь- 
j=1 

зоваться равенствами 

№ = У Crjdp- (1.225) 
k=1 

Ясно, что оба метода должны давать коэффициенты наилуч- 
шего приближения, а в силу единственности обобщенного поли- 
нома наилучшего приближения для строго нормированного про- 
странства Lo полученные этими разными методами две системы 
коэффициентов должны совпадать. В табл. 1.14 приведены коэф- 
фициенты Ai, вычисленные вторым методом (из (1.225)). He- 
сколько слов следует сказать о вычислении коэффициентов Ai. 
Известно [155], что метод Зейделя дает наибольший выигрыш 
в скорости сходимости по сравнению с обычной итерацией в том 
случае, когда уравнения расположены в порядке возрастания 
Ул если принимать за первое то уравнение, в котором эта 

сумма наименьшая. Поэтому (см. табл. 1.12, в которой даны 
коэффициенты системы (1.224)) коэффициенты a; определялись 
в следующей последовательности: 

ig, @1, @4, Ag, A10, @11, @12, Ai, @2, @5, Az, Ae. 

Из таблицы видно, что как первая, так и вторая и третья 
нормы [155| вектора 4 — а меньше соответствующих норм век- 
торов A— a‘: 

A — aly = max | Ap — a, | = 0,45 < 1,31 = max | № — а® | = 
k Е 

= [a — ah, 
12 12 

[А — а = | An — dm | = 2,3 < 5,9 = 2 hn — a? | =|] — a [rs
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12 

[А — арт = 2 (hn — а} = 0,63 < 5,6 = 

12 

= р (An — ag”)? = |] A — a п. 

В следующих четырех столбцах табл. 1.13 даны значения 

функции wp (AZ) = arctg Y — <a, 

л—2` 

_ 12 
р, (М) = a Лк lnr (Mi, М), 

12 

p, (М) = 2% тг (Mi, M), 

_ 12 

(М) = > af Inr (Mi, М), 
k=1 

где М; — точка с координатами 7; = cos он, у: = зш о; (i= 1,2,... 
... 12) в двенадцати внутренних точках M™ эллипса ю с коор- 
динатами 

М“? (0, —0,9), М"? (0, —0,8), М’ (0, —0,7), M™ (0, —0,6), 

М“ (0, —0,5), М‘ (0, —0,4), M (0, —0,3), М“ (0, —0,2), 

M (0, —0,1), М (0, 0), МЧ? (0, 0,1), МЧ? (0, 0,2). 
Из табл. 1.13 видно, что приближенное решение задачи Ди- 

рихле по методу рассмотренных здесь рядов 12(М) дает более 
точные значения, чем приближенное решение этой же задачи 

методом рядов Фурье 1з (1). Отметим, что ф(М)— точное реше- 

ние этой задачи, а $! (М) — ее приближенное решение, получен- 
ное с помощью наилучшего приближения в смысле метрики Lo 
граничной функции ф(5). — 

Как уже было отмечено выше, нахождение коэффициентов 
(1.179) соответствует одной итерации по методу Зейделя для си- 
стемы (1.224). При этом важно то, что не приходится вычислять 
коэффициенты этой системы — скалярные произведения (Gi, Ф;). 
Это обстоятельство в некоторых случаях может сильно умень- 
шить число необходимых квадратур при нахождении коэффици- 
ентов наилучшего приближения, т. е. при решении системы 
(1.224). Действительно, пусть требуется найти первые п коэффи- 
циентов Л; наилучшего приближения функции p по системе {qj}. 
Возьмем новую систему 1; (1=1,.... №; N>n), где p=, 
Е =] (под п), и найдем коэффициенты приближенного ряда по 
этой системе. Нетрудно видеть, что это будет соответствовать 
итерационному процессу Зейделя для системы (1.224). При этом 
количество итераций будет равно N/n, при М = тп, где т — не-
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которое целое число. Нецелое значение величины N/n показыва- 
ет, что последняя итерация по Зейделю не доведена до конца. 
Так как вычисление коэффициентов системы (1.224) требует 
(п?-+ п)/2 квадратур, а вычисление № коэффициентов (1.179) 
требует N квадратур, то может оказаться, что методом предло- 
женного в этой книге ряда выгоднее пользоваться, чем вычисле- 
нием коэффициентов системы (1.224) и дальнейшим его реше- 
нием (собственно решение системы (1.224) одним из модифика- 
ций метода Гаусса потребует еще порядка п? арифметических 
действий). В последнем столбце табл. 12 даны значения коэффи- 
циентов Q,, полученные при М = 36, т. е. были проделаны три 
итерации для системы (1.224) методом рассмотренных рядов. 
Коэффициенты вычислялись из формулы а = а, + Aion, + @24+ь- 
Коэффициенты A, и A, совпадают между собой пятью десятичны- 
ми разрядами. Дальнейшее увеличение числа итераций не имело 
смысла, так как скалярные произведения вычислялись с шестью 
верными десятичными знаками. Вычисление коэффициентов а» 
потребовало 36 квадратур, тогда как вычисление коэффициентов 
системы (1.224) потребовало бы 78 квадратур. 

Обозначим спектральную норму оператора (J — В!)-'В2 через 
Ь. Тогда число итераций по методу Зейделя, необходимых для 
уменьшения погрешностей нулевого приближения в 10* раз для 
системы (1.224) (или, что то же самое, число простых итераций 
для системы (1.199), будет равно k/logiob, и если это число 
меньше п, то итерационный процесс с помощью метода предло- 
женных рядов потребует меньшего числа квадратур, чем вычис- 
ление коэффициентов системы (1.224) и дальнейшее ее решение. 

В работе [49] приближенное решение внутренней задачи Ди- 
рихле в плоской эллиптической области С с границей Г 

Au=038G, uwulr=v(S), (1.226) 

где p(S)— заданная функция, ищется в виде ряда 

Un = У ЯЧврь, (1.227) 
k=1 

а коэффициенты a, предлагается вычислять по формуле 

an = У Авсь, (1.228) 
1= 

где A;, — коэффициенты ортонормализаций, 

сз = { фр: 45, Рр= 1, Pos-1 =F COSsPy роз = Г* 1 sq. 
Г
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Нетрудно заметить, что формула (1.228) неверна. Действи- 
тельно, если искать решение в виде 

п Е 

Un = 2 Opn, THE фь = 2 Api Di; (1.229) 

то коэффициенты b, следует вычислять по формуле 

b= | ффь 45, или by = У Аью;. (1.230) 
Г j=1 

Для получения решения в виде (1.227) подставим в (1.229) 
выражение для We 

n k n 

Un = > bp У Api Di = У Якрь, THE ар = a bj; Ajp. (1.231) 
k=1 1=1 k=1 j=k 

Таким образом, для приближенного решения задачи (1.126) 
с помощью таблиц коэффициентов ортонормализации, приведен- 
ных в [49], следует после вычисления коэффициентов Фурье с; 
вычислить 6, по (1.230), а затем а, по (1.231). 

Пример решения граничной задачи с помощью коэффициен- 
тов ортонормализации, который сразу обнаружил бы ошибоч- 
ность формулы (1.228), в [49] отсутствует. 

Заметим, что если вместо коэффициентов ортонормализация 
Ав: табулировать выражение 

dip = У Aj;Ain, 
=r 

где г = тах (А, ]), то а, можно вычислить по формуле 
п nj n 

ав = 2 Ав = 2) > Ане: = 2 jn Cj. 
j= j= i=zk i=1 

Этот курьезный случай убеждает в ненужности изданий та- 
кого рода таблиц: по-видимому, ими никто не пользуется. Значи- 
тельно полезнее издание готовых универсальных программ на 
алгоритмических языках. 

$ 1.10. О погрешноети решения граничных задач 
методом разложения по неортогональным функциям 

Основные задачи теории приближенных методов рассматрива- 
ются в следующей последовательности: 1) построение алгоритма; 

установление сходимости; 3) оценка погрешности. 
Как показано в предыдущих параграфах, первые две задачи 

для обоих излагаемых методов решены. Что касается оценки по- 
грешности приближенного решения граничной задачи, то она 
сводится к оценке разности между разлагаемой функцией p(y)
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? 

N 

и ее рядом Фурье p= У af” p,. Оценка разности lip(y)— 
k=1 

— p(y) ll есть задача общего гармонического анализа, и для ee 
решения надо обобщить соответствующие теоремы Д. Джексона 
(см.. например [102], обобщенную теорему Стоуна — Вейер- 
штрасса). Но в этом случае получим лишь оценку скорости схо- 
димости, т. е. как зависит погрешность от №. Известно, что pe- 
альную априорную оценку можно получить лишь в весьма огра- 
ниченном числе задач, и поэтому не меньшее значение приобре- 
тают апостериорные оценки, тем более, что такую оценку можно 
получить машинными средствами и она может быть использова- 
на для автоматического изменения дальнейшего плана вычисле- 
ний. Одним из важных достоинств излагаемых здесь методов 
приближенного решения граничных задач следует считать то об- 
стоятельство, что они дают возможность получения эффективных 
апостериорных оценок погрешности. 

В отличие от метода конечных разностей, в изложенных вы- 
ше методах решения граничной задачи (1.1), (1.2) дифференци- 
альное уравнение (1.1) удовлетворяется точно, а граничное ус- 
ловие (1.2)— приближенно. Таким образом, единственным источ- 
ником погрешности является погрешность аппроксимации правой 
части (1.2). Реальная погрешность (у) — № (у), где 
wu) (у) — приближенное значение решения граничной задачи 
(1.1), (1.2) в точке у= Г, легко может быть вычислена после 
приближенного решения соответствующей граничной задачи. 
При малой погрешности [ф(у)— du (у)] можно утверждать, 
что и погрешность [и(х)— и (х)] будет достаточно мала для 
любой точки хе С. Последнее непосредственно следует из пред- 
положения корректности задачи (1.1), (1.2) или из теорем типа 
принципа максимума в теории гармонических функций. В том 
случае, когда разность (у) — lu (у) больше допустимых зна- 
чений, следует проанализировать причины больших значений по- 
грешности p(y)— p(y). При таком анализе мы пользовались 
следующими соображениями. При больших значениях tp (у) — 

N 
— Dap, (у) либо функции 4» (у) (kK=1,...,N) не приспособле- 

k=1 
ны хорошо к разложению функции p(y), либо коэффициенты 

разложения a) получаются с большой погрешностью. Обозна- 
чим через Ё: погрешность аппроксимации (погрешность ф — rp‘? 

N 
при абсолютно точных значениях at ›), а через Lo — погрешность 

(№). вычисления коэффициентов Az : 

М 

Е = v(y) — М abba (у) 
(№) _ a], —(N №) _ —(М 

E, = Е, [as — а а, ..., ая
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№ (м 
где а ид” — истинные и приближенные значения коэффи- 
циентов разложения. Для контроля Eo можно воспользоваться 
следующим приемом. Ввиду того, что обусловленность матрицы 
(1.32) зависит от геометрии контура Г и выбора вспомогатель- 
ных точек Z,, определяющих фундаментальные решения, и не за- 
висит от граничной функции p(y), можно в качестве граничной 

функции взять линейную комбинацию \ (у) = Жсьфь (у), где с, — 
k=1 

произвольные фиксированные числа. Ясно, что для такой rpa- 
ничной задачи 

Е! =0, ЕЁ. = [c, —a\™, ea CN — a? . 

(м) Получив приближенные значения AGN’ и сравнив с с», мы будем 
иметь представление о погрешности получения коэффициентов. 

Правда, при этом может случайно оказаться, что погрешность 
получения коэффициентов разложения может зависеть от гра- 
ничной функции, что слишком маловероятно, и при описанных 
ниже численных экспериментах не наблюдалось. При одной a 
той же геометрии границы Г и системы вспомогательных точек 

{на погрешность Ё! практически не зависела от набора чи- 
сел с, (k=1,..., №), определяющих граничное значение задачи 
(1.1), (1.2) ‚т. е. 

p(y) = Усы (у). 
k=1 

Что касается погрешности Ё!, то для ее уменьшения следует 
знать, как меняются функции ip, при изменении вспомогатель- 
ных точек 2,. Вопросы удачного выбора функции \{, затрагива- 
лись в $ 1.6. 

Равенство (1.37), которое в нашем случае запишется в виде 
N 

_. . __ __ @ ($, Py Vos eeeg Py) 

Ей = min)» Улан | = Gh Fey (1.232) 
k==1 

можно рассматривать как априорную оценку погрешности аппро- 
ксимации, тем более, что элементы детерминанта Грама необхо- 
димо вычислять для реализации метода, так что перед оконча- 
тельным выбором числа членов разложения N следует вычислить 
правую часть равенства (1.232). 

Если для вычисления коэффициентов разложения a, сначала 
находятся коэффициенты ортонормализации \„, а затем коэффи- 
циенты Фурье J, по формуле (1.123), то для оценки погрешности 
можно воспользоваться равенством [26] 

ЕР = ФР — 2 ce
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которым можно воспользоваться также для выбора числа членов 
разложения М. И, наконец, если коэффициенты разложения вы- 
числяются по алгоритму, изложенному в $ 1.9, т. е. по формуле 

Ё 

@в--1 = (v — 2 Qi, Pasi |, то, как это показано выше, и в этом 
$ = 

случае справедливо неравенство Бесселя 

|Z,P = — 2 th (1.233) 

которое для полных систем превращается [26] в равенство 
Парсеваля. 

$ 1.11. Решение граничных задач для неоднородных уравнений, 
нелинейных граничных уеловий и правых частей 

и для разрывных граничных условий 

Описанные в первых двух параграфах методы решения гра- 
ничных задач приспособлены для интегрирования однородных 
дифференциальных уравнений с неоднородными граничными ус- 
ловиями. Кроме того, предполагается, что граничная функция — 
достаточно гладкая. В этом параграфе будут приведены извест- 
ные способы сведения решения граничных задач с неоднородны- 
ми уравненпями к решению граничных задач с однородными 
дифференциальными уравнениями, итерационные способы реше- 
ния нелинейных граничных задач, когда на каждом шаге итера- 
ции решается линейная граничная задача, и способы сглажива- 
ния граничных значений. 

1. В том случае, когда граничная функция p(y) задачи (1.1), 
(1.2) терпит разрывы, вообще говоря, могут быть применены 
описанные выше методы решения, и они при надлежащих усло- 
виях дадут приближенные решения и““ со сколь угодно малой 
погрешностью. Однако при практических вычислениях достижи- 
мое для современного состояния вычислительной техники число 
членов разложения N при разрывных граничных значениях MO- 
жет дать довольно грубые результаты. Объясняется это глад- 
костью фундаментальных решений. Вообще говоря, при решении 
граничной задачи (1.1), (1.2) методом разложения по неортого- 
нальным функциям можно так выбрать координатные функции 
1», что при разрывных граничных значениях они дадут лучшие 
результаты, чем при гладких граничных значениях. Очевидно, 
для этого необходимо, чтобы и функции ip, имели разрывы. Этим 
метод представления решения граничной задачи в виде ряда вы- 
годно отличается от метода конечных разностей, так как погреш- 
ность последнего существенно зависит от дифференциальных 
свойств решения и, следовательно, от дифференциальных свойств 
решения граничной функции p(y). Однако в том случае, когда
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в качестве функции tp, выбираются фундаментальные решения 
дифференциального уравнения (1.1), желательно сгладить гра- 
ничную функцию, так как, когда точки 2, определяющие фунда- 
ментальные решения, лежат вне области С, в которой ищется 
решение задачи (1.1), (1.2), фундаментальные решения на до- 
статочно гладких границах Г имеют высокую степень гладкости. 
Поэтому такие гладкие функции мало приспособлены для разло- 
жения разрывных функций, хотя в смысле метрики Г2(5) они 
образуют полную систему. 

Если граничная функция p(y) в некоторой точке уо = Г при- 
нимает очень большое значение и при этом увеличение ф(у) при 
/- Yo достаточно плавное, то для таких граничных функций 
применение фундаментальных решений может дать очень хоро- 
шие результаты. Для этого достаточно одну из точек 2» взять 
достаточно близко от точки Yo. Эта близость зависит от P(Yo) и 
вида конкретных фундаментальных решений. Эти соображения 
проясняются при рассмотрении конкретных граничных задач. 

Значительно сложнее обстоит дело в том случае, когда гра- 
ничная функция p(y) в какой-либо точке Yo терпит конечный 
разрыв. Для аппроксимацпи таких граничных функций фунда- 
ментальные решения малопригодны. Можно конечно вблизи точ- 
КП Yo Поместить две точки из множества 2,, соответствующие 
фундаментальные решения которых будут иметь в разложении 
коэффициенты противоположных знаков, но это несколько yc- 
ложняет алгоритм. Более целесообразным является, если это воз- 
можно, предварительное сглаживание граничной функции p(y). 
Для этого достаточно иметь такую функцию M(x), которая была 
бы решением уравнения (1.1) и в точке Yo имела конечный раз- 
рыв. В случае плоского уравнения Лапласа, например, известно 

(0) 
т. —У 

[69], что функция arcty — о ‚ где yo, y — координаты 
ия —91 

точки Yo, удовлетворяет вышеприведенным условиям. Если пер- 
вая производная по дуге граничной функции p(y) терпит конеч- 
ный разрыв, то в этом случае для двумерного уравнения Лапла- 
са можно воспользоваться функцией 

[x,— y0] (in V [x, —yP + [фри 

— [x, — у] arctg 
(0) 

т, — Yo 
(0)? 

ty 
первая производная которой по дуге в точке Yo терпит конечный 
разрыв. 

2. При решении граничной задачи с неоднородным диффе- 

ренциальным уравнением 
Ги (х)= f(z), дес, 1.234 

ш (2) = p(y), eed)
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решение ищется в виде суммы 

и (1) =0(х) о (г), 

где w(z)— какое-либо частное решение уравнения (1.234), 
а u(z) является решением граничной задачи с однородным диф- 
ференциальным уравнением 

Lv(z)=0 

lv(x) lr = p(y) — lo (2) Ir 

В качестве частного решения w(x) можно воспользоваться BBI- 
ражением 

(1.235) 

(x) = =| К (a, x) f (x) dz, (1.236) 

которое в силу определения фундаментального решения K(z, Х) 
(см. $ 1.6) является частным решением дифференциального 
уравнения (1.234). Однако интеграл в правой части формулы 
(1.236), как правило, не выражается в элементарных функциях, 
что сильно затягивает время решения граничной задачи (1.235). 

3. Особенно сильно замедляет вычислительный процесс ис- 
пользование частного решения (1.236) при решении нелинейной 
граничной задачи 

Ги (x)= f(z, и), ес, 

lu(x) lr = p(s, и), 

методом последовательных приближений 

[и (2) ]" =[v(z)]* + [© (2) |", 

где [w(z)|" — какое-либо частное решение уравнения 

[о (5) ] ® = (2, [и] "°), 

для которого выражение [и(х)]“”? конечно, a [2(х)]” является 
решением граничной задачи для однородного дифференциального 
уравнения 

L[v(z)|™ =0, 

U[v(x)] lr = p(s, [и] 7) — Ни(2) ] lr. 

Сходимость [и(х)]“” — u(x) при п - © зависит от вида функ- 
ции f ифи исследуется хорошо известными способами теории 
сжатых отображений. | 

Некоторые частные решения w(x) для двумерного уравнения 
Лапласа будут даны в гл. III.
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$ 1.12. Решение граничных задач 

для кусочно-однородных областей 

Во многих практических задачах область G, для которой pe- 
шается граничная задача (1.1), (1.2), содержит так называемые. 
внутренние границы — границы внутри С, вдоль которых скач- 
кообразно меняются характеристики среды. При постановке гра- 
ничных задач для таких составных тел на внутренних границах 
Г,, задаются «условия сопряжения» 

сни (5) |r, = сыйи (2) lr + фа (у), i=1,...,m, (1.237) 

где си И се — константы, [ — некоторые операторы. Для диффе- 
ренциальных операторов L второго порядка число т равно двум. 
Условия (1.237) совместно с граничной задачей (1.1), (1.2) да- 
ют возможность получить решение соответствующих задач, кото- 
рые в литературе иногда называют контактными граничными за- 
дачами. Излагаемые здесь приближенные методы решения гра- 
ничных задач могут быть использованы и для решения контакт- 
ных граничных задач. Укажем лишь общую идею такого обоб- 
щения этих методов. 

Пусть область С является суммой п подобластей С, с грани- 
цами Г». Рассмотрим граничную задачу 

Ги (2) = 0, xe G,, (1.238) 

сваи (5) |r, = сыз liv (x) |r, + Pin (У), (1.239) 

ГДе Cyiy И Сью — константы, индекс Ё у оператора Г, означает, что 
операторы могут быть различного вида в различных областях, 
bn — заданные функции. Очевидно, что при представлении при- 
ближенного решения граничной задачи (1.238), (1.239) в виде 
ряда 

N 
и“ (x) = 2 ав К (2ь, 7), 

где K(z,, х) — фундаментальные решения уравнения (1.238) не 
может удовлетворять заданным «скачкам» (1.239), и, следова- 
тельно, решение рассматриваемой граничной задачи нельзя 
искать в виде одного и того же ряда во всех областях С». 

Кроме того, в том случае, когда сам оператор L, содержит 
характеристики среды в Ё-й подобласти G,, аналитическое выра- 
жение для фундаментальных решений будет зависеть от этих 
характеристик и, следовательно, фундаментальное решение 
К(2, x) для К-й подобласти не будет удовлетворять уравнению 
(1.238) в подобласти С, при s*#k. Такая ситуация возникает в
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граничных задачах теории упругости, в которых Г зависит от 
упругих констант А-й среды. Обозначим через u(x) решение 
задачи (1.238), (1.239) при хе С,. Пусть 5, — замкнутая по- 
верхность, целиком включающая в себя С», не имеющая с Г» 00- 
щих точек и не содержащая целиком ни одну из областей Gi, 
{== к. В случае внутренних граничных задач исключение состав- 
ляет кривая So, целиком охватывающая всю область С, a зна- 

оо 

чит, и все подобласти G,. Пусть {2ni »—1— всюду плотное множе- 
ство точек на поверхности S;. Приближенное решение рассмат- 
риваемой граничной задачи в области С будем искать в виде 

Nr „М 
uw” (д) = > а" К (анз, 2), (1.240) 

9— 

где №, — натуральные числа, q\"*) — искомые коэффициенты раз- 
ложения. Ясно, что ввиду сделанных предположений относитель- 

но поверхностей 5; формула 
(1.240) дает точное решение 
уравнения (1.238) в любой точ- 
ке хе С,. Заметим, что если 
некоторые области G, вложены 
друг в друга (область С4 на 
рис. 3 вложена в область Gs), 
то некоторые области получа- 
ются многосвязными, и ДлЯ 
них, как это было отмечено в 
$ 1.1, соответствующие вспомо- 
гательные поверхности S, Oy- 
дут содержать несколько замк- 
нутых поверхностей. Так, на- 
пример, для двухсвязной обла- 

Puc. 3 ctu G3 на рис. 3 вспомогатель- 
ная поверхность S3 будет 

1 

содержать две замкнутые поверхности — 53ЕС, (целиком ох- 
2 

‘ 

ватывающая область G3) и зе ба (целиком охватываемая Г). 
| 

Для получения коэффициентов разложения @; рассмотрим си 
т 

стему определенных на U Гь = Г функционалов юн (s=1, ... 
В=1 

.. М, i=1, ..., т) и потребуем, чтобы они принимали нуле- 

вые значения на разности 

Е Nk Е МЬ 2 2 . 

киви" 1 — сы» Ни — фак (И), 

где А! и ky — номера тех областей, на границе которых рассмат- 

риваются условия сопряжений.
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Нетрудно видеть, что это приводит нас к системе линейных 

алгебраических уравнений 

SB (мы) У Chit 2 a; Го [ te (2h, у, y)] — Chit 2 а; "si [ fa (Za, i> y)| = 
= = 

= Wsi [Wiz (и)], k= 1, ee) п, 

М 

a) (j= 

) 

решение которых дает нам искомые коэффициенты 

—=1..... М; k=1, ia, 7M). 
При достаточно больших n система линейных уравнений по- 

n 

лучается весьма громоздкой (порядок Ul Np), поэтому для полу- 
х h=1 

ченпя коэффициентов а в) можно воспользоваться методом по- 
следовательных приближений. 

Для дифференциальных операторов L, содержащих частные 
производные искомой функции не выше второго порядка, число 
т равно 2, П, как правило, — тождественный оператор, а 15 — 
оператор, для которого граничная задача Ги=0, [иг = p(y) 
разрешима. Предполагая, что на внешней границе Г; (см. рис. 3) 
заданы обычные граничные условия, решаем граничную зада- 
чув Gi: 

Ги — 0, 

ШАР |p = p(y), (1.241). 
1 _ 

Lue? Ir, — Chi [ ска НИ в, + Wir F k= 2, co ey Пу 

где uw“ — произвольные нулевые приближения для u*. Решив. 
задачу (1.241), можно получить первые приближения для и) 
из решения граничных задач 

Ly? = 0, Lu? Ir, = + [ Ch21 Lue? — фен |, (1.242). 
k22 

которые разрешимы в силу сделанного выше предположения OT- 
носительно оператора Jo. Окончательно, в том случае, когда G — 
ограниченная область (внутренняя граничная задача) и нет вло- 
женных неоднородностей, можно воспользоваться следующим ме- 
тодом последовательных решений граничных задач 

Lu?) — 0 в С, 

м"? Ip = p(y), 
| 1, k,i—1 

и ” Ir, — Ch [съ Wet» +p trl 
11 

Ги? = 0 в Gy, 

[сел ur? — Wor lei j=1,2,... (1.248) 
Choe 

Lu?) Ir, —
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Нетрудно видеть, что в случае сходимости и"? +> v™ при j > © 
все и“ будут удовлетворять условиям граничной задачи (1.238), 
(1.239). 

До сих пор излагали применение первого способа решения 
граничных задач для случая кусочно-однородных областей. За- 
метим, однако, что для решения граничных задач (1.242), 
(1.243) на каждом шаге последовательных приближений можно 
воспользоваться вторым способом решения граничных задач. 

Прежде чем перейти к изложению применения второго спо- 
соба решения граничных задач для случая одной граничной за- 
дачи, сделаем следующее предположение. Пусть S и 9, — про- 
стые замкнутые поверхности, причем 5 целиком содержится в С, 
а S; охватывает С с границей Г. Рассмотрим систему 2т-мерных 

векторов (Ки; (ть, 2); Ка; (ль, а} где Кы(ть, 1) и 
Ko;(x,, х) — т-мерные вектор-строки матриц КА! (5, у) и Ko(z, у) 

в формулах (1.24) и (1.22), {7 }—.— множество всюду плотных 
на (55!) точек. Перенумеруем элементы рассматриваемой си- 
стемы 2т-мерных векторов так, чтобы каждому элементу соот- 
ветствовал один индекс, и обозначим полученное множество че- 

рез {tp,(z)}--1. Будем предполагать, что система {фь (у)}+=1 ли- 
нейно независима и полна в пространстве с метрикой Lo всех 
шестимерных вектор-функций, определенных на Г. 

Рассмотрим внешнюю контактную граничную задачу 

[ли (x) = 0, ЕС, 

Lou™ (x) = 0, хеЁ,\С, 
Iy (2) | = 1 u® (x) lp + ap (у), 

[y) (x) | — (2) 4 (2) (x) | + p?) (y), 

где E,— т-мерное пространство, ф'(у) и ф?(у) — т-мерные век- 
тор-функции, определенные на Г, Г? и 1) — операторы, участ- 

вующие в формулах (1.24), (1.22). Пусть регулярное на беско- 

нечности решение граничной задачи существует и единственно, 

и пусть 

(1.244) 

Ly (5х) г = фи(у), lw? (x) lr = Ф2(У). 

Запишем формулу (1.22) для области G. В наших обозначениях 

она примет вид 

| tba (y) Ф(у)а5, = 0, (1.245) 

где ф(у) — 2т-мерный вектор {pi(y), Qe(y)}, а точки 2, опре- 

деляющие вектор %p,, лежат на 5. Учитывая условия сопряже- 

ния, из формулы (1.22), записанной для Ё»/С, получаем 

a (y) (9) 45, = | № (и) BY) 95, (1.246)
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где ф(у) — 2т-мерный вектор (p(y), $ (y)), а точки 2,, опре- 
деляющие функции wp, лежат на 5!. Таким образом, из (1.245) 
и (1.246) получаем, что известны моменты искомой функции 

p(y) по полной линейно независимой системе {фи (у)}1. Это, 
как было показано в $ 1.2, 1.3, дает возможность получить при- 
ближенные значения неизвестной функции Ф(у); подставив ее 
в (1.21), получим приближенное решение граничной задачи в 
любой точке области С. Решение в ЕЁ„\С получаем из p(y), ис- 
пользуя условия сопряжения и формулу (1.21), записанную для 
области E,\G, 

Рассмотрим более подробно метод последовательных прибли- 
жений (1.243), который легко переносится и на второй способ 
решения граничных задач для кусочно-однородных сред. Будем 
предполагать, что число условий сопряжений в формуле (1.237) 
равно двум (т=2), 1; — тождественный оператор, си = с! и 
область С содержит две подобласти G; и (2 с общей границей 
[io между ними. Перенумеруем подобласти таким образом, чтобы 
С содержала часть внешней границы Г, (рис. 3). Выберем на 
внутренней границе Г!› нулевое приближение и и введем обо- 
значения 

ар р 

(1,7) (2,7) 
баз = с" — Си “=o 

где и” и uw?) явлляются решениями граничных задач соот- 
ветственно 

Lu"? (1) =0, «rEG, 
yo) | = (у), yor) Ir, — bi-D + а; бал, 

1 (1.243. ) 

Ги? (1) =0, 2ceEG,, 

Iu? 2 =p(y), и? Ir, = и 4 0j-191,j-1) 
1 

при четном j = 2n и 

Lut (1) = 0, Хх = Ст, 

(1,3) __ (1,7) __ (1,7—1) =. . ыы аб (54 
Гри? (1) =0, теЕС,, 

ly?) = vy), lu? Ir, = 1,27) A Wj—102,j—1 

при нечетном j=2n+1, [Ти Г1 — внешние границы областей 
ги Gp соответственно (в алгоритме допускаются вложенные 

Области, когда Гт— пустое множество точек. Алгоритмические 

9 М. А. Алексидзе
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особенности для этого случая будут рассмотрены ниже в приме- 

ре 2). aj, и, а; и и, — веса невязок условий сопряжения (1.237), 
значения которых следует определять из условий минимизации 
функционала [110], связанного с вариационным методом реше- 
ния граничной задачи (1.1), (1.2), (1.237). Так определенные . 
оптимальные значения параметров управления итерационным 
процессом обеспечивают сходимость, однако соответствующий вы- 
числительный процесс может оказаться довольно громоздким 
из-за сложности определения указанных оптимальных значений 

параметров а; Wj, а; и и. Поэтому представляет определенный 
интерес проведение численных экспериментов но сходимости рас- 
сматриваемого метода последовательных приближений, когда па- 
раметры итерационного процесса не зависят от номера итерации 

G=a, j=, =a, И; ==. Ясно, что в этом случае для схо- 
димости процесса должны выполняться условия 

@ — © = 1, 

1 + pico = pcos, 

что означает стремление собяюдения условий сопряжения на 
каждой итерации } с применением полученных решений на пре- 
дыдущей итерации j — 1. 

Действительно © и & должны быть выбраны из условия 

и - би: = и + аб, На, 

что дает и — я =1. Аналогично, д и ци должны определяться из 
равенства 

cor [и >? + ибо] = coe и ибо] + фо, 

что дает условие 1 ис21 == peo». 
Рассматриваемый итерационный процесс, в отличие от итера- 

ционного процесса (1.243), является двухшаговым, и его осуще- 
ствление связано с необходимостью решения в каждой из обла- 
стей С; и Go двух разных граничных задач. Это обстоятельство 
приводит к дополнительным вычислительным трудностям по 
сравнению с итерационным процессом (1.243), который в нашем 
случае принимает вид 

Ги? (2) =0, теЕС,, 
и) | = p(y), ytd) Ir, — y2I-D + Dp 

1 

Ги» (1) =0, rceGy, 
Iu?) | =p (и), lw? J) Ir, — alu” Ir. + We 

1
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{a = с21/с22), и следовательно, в каждой области в ходе итераци- 
онного процесса решается одна и та же граничная задача. 

Численные расчеты по схемам (1.243) и (1.2431) приведем 
для оператора Лапласа Г! = С. == А, когда область С является 
суммой прямоугольных подобластей Go с угловыми точками 

м, I Mg 

, 

6) _ 5; 
| * 4% 
М) Mg Ms 

Puc. 4 

M,(—2; 0), Me(—2; 1), M3(0; 1), М4 (0; 0) и С, с угловыми точ- 
жами Ms, М4, М. (1; 0), Мз(1; 1) (рис. 4). Условия сопряжения 
на отрезке M3M, имеют вид 

(cio = 1, coo = 2), 
(1) (2) 

и [мм =U lm,» On MM, — дп М.М.’ 

э граничные значения 4 на внешней границе равны 

_ 2 — 9.1 — ф|м,м, = — 42, ф мм, — 22, ф|м,м, = 0, 
— yl — та — 

Ф|м,м, =f ) plum, =f ) р [м.м, — 0. 

Напомним, что через x!, x? обозначены независимые переменные. 
Нетрудно проверить, что решением рассматриваемой контакт- 

ной граничной задачи в области а, (k =1, 2) является функция 
и = 6117. В качестве нулевого приближения на границе M3M, 
было взято выражение (1 -— 2?)22?, которое обеспечивает условие 
согласования с граничными значениями. В табл. 1.14 даны умно- 
женные на 10° первые тринадцать приближений и) (первое чис- 

ди(?:7) 

ло в каждом столбце) и |—— — 2127 |— второе число в каждом 

столбце, полученные по схеме (1.243) в точках внутренней гра- 
aunt M3;M, с координатой x” 

Au" (x)= 0, ze Gi, 

и [м ммм. =ф, U [мым =U [мм estes 

Au?) (x) = 0, xz & Go, 

MMMM, ? én |M,M, 2 дп |M,M . 

9*
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Из последней схемы видно, что на каждом шаге итерации реша- 
ются две задачи — задача Дирихле для области С! и смешанная 
граничная задача для области Go. В табл. 1.15 в тех же точках 
внутренней границы даны умноженные на 10° первые десять при- 

» (95 ди (1,1) 
ближений и‘? (первое число в каждом столбце) и = — x? 

(второе число в каждом столбце), полученные по схеме 

Au‘? (x) = 0, хе ‘Со, 

и |м.м,м,м, =), и мым, =U мм. 

Au" (x) = 0, xe Gy, 

yr) | т aul») — о ди? 
M,M,M,.M, ’ On MM, дп М.М,’ 

когда в области Go решается задача Дирихле, а в области G; — 
смешанная граничная задача. Сравнение табл. 1.14 и 1.45 пока- 
зывает, что простая перестановка граничных задач может су- 
щественно повлиять на скорость сходимости последовательных '` 

Таблица 1.16 

1 2 || 4 1: | 2 | 3 | 4 

—1}413 27772 |—1—14] 0 —41 0 —1 
—2 | 25 45332 | —2 —28| —1 —2| —1 —4 
—3 | 34 56406 |—2 —38| —1 —3| —1 —2 
—3]| 40 62593 | —2 —45| —1 —3| —1 —2 
—3| 42 64589 | —2 —48} —1 —3| —1 —2 
—3 | 40 62593 | —2 —46|] —1 —3| —1 —2 
—2 | 34 56406 | —2 —39| —1 —2| —1 —4 
—2 | 24 45332 | —1 —28| —1 —1| —1 —1 
—1 113 23773;—1—14) 0 0 0 0 

38 83517|—1 —48|0 —1 
71. 136379 | —1 —91/0 —2 
98 . 169746 | —2 —125 |0 

115 188400 | —2 —148 | 0 
‚ 194418 | —2 —155 |0 

115 188399 | —2 —148|10 —3 
0 
0 
0 
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приближений. В более короткой области целесообразнее оказалось 
решение смешанной граничной задачи. 

В первых четырех столбцах табл. 1.16 даны умноженные на 
10° первые четыре приближения 61; (первое число в каждом 
столбце) и 62; (второе число в каждом столбце), полученные в 
тех же точках внутренней границы области (рис. 4) по схеме 

Au") (х)= 0, хеЕС,, 

(1,7) (1,7) _ а, 14. 
u IM,™,M,M, =ф, ши [мм =U т 2 613-1 

Au? (1) = 0, хе Go, 

и [мм мм, = 1р, и [мом, =U —>5 01,141,
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для четного j = 2n и по схеме 

Au") (x)= 0, хЕС,, 

. (1,2) (1,j—1) (1,3) | ди ди 1 
и’ ммм м. =, —— = — 02 5—1 

a5 6 8 On MM, On MM, Cor + Loo ) 

Au” (x)= 0, x = Go, 
; 5 (20d) (2,j—1) (2,1) | ди du”? 1 

и” |M,M,M,M, =, —— = + Se 5—1» ai 28 дп М.М, On MM, Cort “oo 

для нечетного j=2n+1. Последняя схема соответствует схеме 

(1.243,) при ja = — Aj-1 =>, Ba= — Bj-1 = — ° 
a 61 1 59 

значения удовлетворяют приведенным выше условиям, но было 
бы интересно указать априорный путь их более рационального 
выбора. В следующих четырех столбцах табл. 1.16 даны умно- 
женные на 10° первые приближения и" (первое число в каж- 

дом столбце) и <a — 214“| (второе число в каждом столбце), 

Эти 

полученные в тех же точках внутренней границы МзМ4. Сравне- 
ние невязок сопряжения 6); и 62; с погрешностями и"? (точное 

ди(2,3) 

On 

производной от решения показывает, что они имеют один и TOT 
же порядок при итерациях j > 2. Это можно было ожидать при 
такой быстрой сходимости, так как оператор, с помощью которого 

осуществляется итерация, по-видимому, име- 
g, | еТ довольно малую норму и, следовательно, 

соответствующий обратный оператор (кото- 
рый устанавливает соотношение между не- 
вязкой и погрешностью) имеет норму, близ- 

62 кую к единице. 
В качестве второго примера рассмотрим 

случай вложенных областей — единичный 
квадрат Go помещен в центре квадрата С! 
со стороной 2 (рис. 0). Краевые условия на 

Рис. 5 внешней границе области С! равны p = 2112. 
Условия сопряжения на границе области 

Go те же, что и в предыдущем примере (характеристика 
второй среды Coo вдвое больше характеристики первой среды со1). 
В качестве нулевого приближения на границе области был взят 
тождественный нуль. Точное решение такой контактной задачи 
в элементарных функциях не выписывается. Поэтому в табл. 1.17 
даны умноженные на 10° первые 26 значений для 

решение на Мз/М4 равно нулю) и — 22°] в решении и в 

on дп 
— ii | > г1; = шах |и И Го; = тах 

Г 2
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полученные по одношаговой схеме. В табл. 1.18 даны для рас- 
сматриваемого примера умноженные на 10° первые 29 значений 
для величин 

91; — пах |691; |, бо; — max|8o,l, 

° e (2,1) (2,j—1) (1,3) (1,7—1) __ ди ди 
‘y= max | u —U с, Го; = Max an — On | Г ; 

12 

полученных по двухшаговой схеме при тех же значениях пара- 
метров 

Ю;—1 — —0;—1 = 1/2, Lj) —= —И;-1 —= —1/3. 

Следует сказать несколько слов о решении чистой задачи Ней- 
мана в области Go, необходимом при реализации двухшагового 

Таблица 1.47 

г. ;* 10° 41646 | 22276 |4121480| 6746] 3773| 2429 | 1214 694 401 

га; 10° 1809244 | 80964 | 43564 | 23855 | 13214 | 7383 | 4460 | 2363 | 1353 

j 10 11 17| 18| 19 | 20] 24 [22 |23 | 24 

75° 10° 233 | 136 80 48 |29147| 10} 6] 4| 2111010 | 0 

Го; 10 781 | 454 | 265 | 156 |92155| 33| 20] 4121 7; 4]31]2{ 4 0 

метода в этом примере. Так как задача Неймана решается с точ- 
ностью до произвольной постоянной слагаемой, то последняя 
после решения подбиралась таким образом, чтобы среднеквадра- 
тическое отклонение между граничными значениями на Г!2, по- 
лученными при решении задачи Неймана в области Go и смешан- 
ной граничной задачи для области С!, было бы минимальным. 
Ясно, что такой подбор постоянной слагаемой не менял значения 
производных на общей границе. 

Таким образом, рассматриваемые итерационные процессы не 
зависят от того приближенного метода, каким решаются гранич- 
ные задачи на каждом этапе. Лишь бы соответствующая погреш- 
ность была бы достаточно малой. Мы для решения граничных 
задач применяли как первый способ решения граничных задач, 
описанный в данной монографии, так и конечно-разностный ме- 
тод. В последнем случае для решения задачи Неймана закреп- 
лялось значение искомой функции в одном внутреннем (централь- 
ном) узле. Число итераций для решения контактной граничной 
задачи по вышеуказанным одношаговой и Двухшаговой схемам 
Для обоих этих методов было одно и то же.
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Заметим, что разнообразные итерационные процессы можно 
рассматривать не только для кусочно-однородных тел, но и для 
просто однородных тел (когда характеристики сред в областях G, 
и G2 совпадают). В этом случае итерационные процессы (1.243) 

Таблица 1.18 

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

8,;-10° | 154283 | 25609 | 16112} 11068] 7632 | 5263} 3630 | 2504 | 1727 
5.;.105 | 985238 | 432866 |297048]204440 |140140] 96959 | 66864 | 49120 |31810 
г,;-10° | 2,69206 | 46172 | 31739) 24734 | 14957| 40310 | 7109 | 4903 | 3382 
г.;'10° | 985288 | 403769 | 53629] 33749 | 22940] 15718 | 10823 | 7460 | 5445 

j 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

6, ;-105 1194 824 | 567 | 391| 269 | 186 | 128 | 88 | 64 
6, ;-10° 21941 | 15134 |10440 | 7202 | 4968 | 3429 | 2367 | 1635 | 1129 
г! ;- 10$ - 23382 | 1609 | 4109 | 765| 528 | 364 | 254 | 173 | 149 
го; 105 3548 | 2447 | 1687 | 1163} 802 | 552 | 380 | 262 | 180 

j 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 | 29 

6, 5-108 42 | 29| 20| 14] 10) 7] 5 3 2111 
§,;-10° | 784 | 542 | 376 | 262 | 183 | 129 | 92 | 66 | 48 [35 | 25 
г. ;- 10° 82 | 57| 39| 27| 19] 13) 9161432 
г.;-105 | 128 | 84 | 57| 39| 27] 19| 13 | 10 | 7153 

и (1.2431) можно рассматривать как разновидности альтернирую- 
щего метода Шварца [111, 162], а в качестве оператора lo, ocy- 
ществляющего 
конормальную производную. 

сопряжение производных, следует 

Рассмотрим однородную граничную задачу в С: 

Ги = Ги ви = 0, 

ши |г = 0. 

Если существует нетривиальное решение 
однородной граничной задачи, то и называется собственной функ- 

применять 

$ 1.13. Нахождение собственных значений оператора 

(1.247) 
(1.248) 

рассматриваемой



$ 1.13. НАХОЖДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ОПЕРАТОРА 137 

цией, а & — собственным значением оператора L при граничных 
условиях (1.248) (иногда в литературе «х называют также соб- 
ственным значением граничной задачи (1.247), (1.248). Обозна- 
чим фундаментальные решения оператора L=L+ak, где Е — 
единичный оператор, через А;(2, х, a). Будем предполагать, что 
система 

{Ki (2, 2, ит (1.249) 

где точки 2. лежат всюду плотно на поверхности Г! (см. рис. 1), 
линейно независима и полна в [2(Г). Приближенное решение 
граничной задачи (1.247), (1.248) будем искать в виде 

N 
ul (x) = РЯ авфь (т, ©), (1.250) 

где 1р,(х, &) — перенумерованные с помощью одного индекса 
функции из (1.249). Подставляя (1.250) в (4.248) и используя, 
как ив $ 1.3, первые № линейных функционалов w; (1=1, ... 
..., М) некоторой тотаяьной системы функционалов, получаем 
для вычисления коэффициентов a, систему линейных однород- 
ных уравнений N-ro порядка: 

N 
21 Ani [bn (у, 99] = 0, i—1,...,N, 

Для того чтобы последняя система имела нетривиальное ре- 
шение, необходимо, чтобы детерминант системы равнялся нулю: 

det lla; [Ир (у, &)]! = 0. (1.254) 
Корни последнего трансцендентного уравнения и будут прибли- 
женно определять собственные значения © оператора L. 

Обоснование рассматриваемого способа нахождения прибли- 
женных собственных значений оператора L опирается на предпо- 
ложение, что функции фр, (у, <), где 4, (у, &) — фундаментальные 
решения оператора Г, образуют линейно независимую систему 
при ©, отличном от собственного значения оператора L. Следо- 
вательно, если функционалы W; определены с помощью скалярно- 
го произведения в гильбертовом пространстве /2(Г), то левая 
часть (1.251) будет детерминантом Грама линейно независимой 
системы {Ир (у, @)} (при а, отличном от собственных значений 
оператора Ё) и не может равняться нулю. Таким образом, все 
корни уравнения (1.251) будут собственными значениями опе- 
ратора L. 

Численная реализация этого метода нахождения собственных 
значений оператора Ё встречает значительные вычислительные 
трудности, связанные с малостью детерминанта Грама (см. $ 1.3, 
гл. I) и с трансцендентностью уравнения (1.251), корни которого 
дают собственные значения. Поэтому заманчивой кажется идея
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сведения решения задачи о собственных значениях к многократ- 
ному решению прямой граничной задачи, успешно реализован- 
ной для некоторых задач электродинамики грузинскими радио- 
физиками [63, 125, 126]. Рассмотрим этот прием подробно. 

Рассмотрим граничную задачу для однородного уравнения с 
неоднородными граничными условиями 

Lu + au = 0, 

luly = (5), 

где (S) является граничным значением любого конкретного 
частного решения f(z, a) уравнения (1.247) 

p(S) = И (х, a) Ir. 
-Очевидно, что решением поставленной граничной задачи являет- 
ся функция f(z, a). Будем искать это решение в виде (1.250) 

N 

w™) (x) = У apn (2) фь (т, а). 

Для определения коэффициентов а, (%) имеем систему 

N 

р 7,04 [1фь (у, &)] = в; [$ (5)]. (1.2541) 

Решая последнюю систему при a*a, где a — собственное 
значение граничной задачи (1.247) — (1.248), мы получаем си- 
стему коэффициентов 4, (%), которые обеспечивают для прибли- 
женного решения как удовлетворение граничных условий, так и 
малость выражения 

М 

Ф (2, <) = Хак (а) $ (x, а) — f (x, а) 
k=1 

для любой внутренней точки x области С (последнее утвержде- 
ние обусловлено единственностью поставленной для f(z, a) rpa- 
ничной задачи). При стремлении a к собственному значению сле- 
дует ожидать, что значение Ф(х, a) во внутренних точках не Oy- 
дет уже мало, к нему добавится собственная функция операто- 
ра L, тогда как на границе Г ввиду равенств (1.201') граничные 
значения этой функции [(Ф(у, a) будут малы. Следовательно, 
Ф(х, %) следует считать приближенным значением собственной 
функции, & — собственным значением. Авторы этого алгоритма 
[63, 125, 126] считают, что в качестве собственного значения %& 
следует взять то значение, при котором достигает максимума нор- 
ма M(z, a). 

В пользу рассматриваемого метода нахождения собственных 
значений оператора L можно привести следующие соображения. 
Пусть ставится граничная задача типа (4.247)— (1.248) для
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функции f(z, &)Р си, где f(z, &)— частное решение уравнения 
(1.247), с — произвольная постоянная, © — собственное значение 
оператора Г, и — собственная функция (которая определяется с 
точнестью до произвольного множителя). Тогда граничные зна- 
чения (1.248) для этой функции не будут отличаться от гранич- 
ных значений [(х, a) функции f(z, a). Поэтому в приближен- 
ном решении этой задачи вновь придется решать систему (1.2541). 

1 
Вероятность того, что приближенное решение > акфь будет 

k=1 
аппроксимировать функцию f(z, a)+ си при c= 0 довольно мала. 
Конкретное значение с зависит от выбора вспомогательных то- 
чек, определяющих функции 1», и от выбора функционалов ®.. 
Аналогичная ситуация возникает при решении внутренней зада- 
чи Неймана для уравнения Лапласа или при решении статиче- 
ских граничных задач теории упругости, когда на границе обла- 
сти заданы напряжения. В первом случае задача определяется с 
точностью постоянного слагаемого, во втором случае — с точ- 
ностью жесткого перемещения. При решении этих задач мы не- 
однократно наблюдали, что в ходе решения вырабатываются кон- 
кретные, отличные от тождественного нуля постоянные или 
жесткие смещения. Это отнюдь не означает, что соответствующие 
системы фундаментальных решений рыл являются линейно 
зависимыми. Просто они не могут аппроксимировать постоянную 
в первом случае или жесткое перемещение во втором случае, т. е. 
они не являются полными системами в тех функциональных про- 
странствах, где допускаются отличные от нуля постоянные или 
жесткие смещения (естественно, что при постановке соответствую- 
щих граничных задач они равны нулю). Проследить, как при 
конкретных фундаментальных решениях 1, и функционалах в; 
вырабатывается то значение с, для которого справедливо прибли- 

женное равенство > ArnWa~ |-- си, не представляется возмож- 
| 

ным. Но, как остроумно заметил Хевисайд (в его известной книге 
«Операционное исчисление»), «неразумно отказываться от пудин- 
га только лишь потому, что мы не полностью понимаем процессе 
пищеварения». 

Ясно, что этот способ нахождения собственных функций и соб- 
ственных значений требует строгого обоснования, тем более что 

при о = а детерминант системы (1.2511) равен нулю. Пока же 
остается привести численные примеры, иллюстрирующие его до- 
вольно высокую эффективность. 

Пусть в Н-образной области (на рис. 6, а справа дается об- 
ласть) ищется собственное значение © и собственная функция и 
оператора Лапласа при граничных условиях Дирихле и|г =O 

— тождественный оператор в (1.248)). На рис. 6, а дается за- 

висимость |й| = |Ф(х, a)| от параметра A = /4n?/a, из которой
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видно, что при всех значениях количества точек N величина |й| 
имеет довольно резкий максимум в точке A = 1,345. На рис. 6, 6 
для этой точки даются линии равных амплитуд для собственной 
функции. 

В качестве второго примера рассмотрим задачу нахождения 
собственных значений для прямоугольной области Oz! <2, 

ih 

9 

iat 
y WA: ПРА LLY 

N=32 — 7 И, — > 

м0 Leo Pook, * 
227 7 7 77 

0 1340 - 1345 1350 1355 Л 

0 = {2 <1 в случае граничных условий Неймана для уравнения 
Лапласа (1=0/ди в (1.248)). На рис. 7, а дается зависимость 

lz! = Ф| (х, %)| от того же параметра ^, = V4n2/a. На рис. 7, 6 
даны линии равных амплитуд собственной функции при различ- 
ных значениях параметра dX. 

В третьем примере область С ограничена овалом Кассини 

О = 62? cos 20 + 7 с* COS 2p — (a* — с“),



$ 1.13. НАХОЖДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ОПЕРАТОРА 

iaia 

45 

65 

} 1 

6 3002 2,000 

ind. №. Po nS ЖДИ РИН 2 wi Nu, № к. “vs №, №. del SA, №. Ул “of, 
we Lif Ny 7% 7% ee re ww Уч 7“ 7“ 7% rm 7% ON re Уч oy ве 

. \ Ne 
2 

Эх 

A=2,0005 5 A=2,0050 

Puc. 7. 

141



142 ГЛ. I. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЯ ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

4 
где с= 0,68; а=У ct + 2c?—1 (это значение а обеспечивает 
Omax = 1), оператор [= du/dn, L = A. На рис. 8, а, 6, в, г даны 

зависимости модуля от параметра A= 2n/Va; при различных 

значениях параметра gd = Vad, где d — расстояние от вспомога- 
тельных точек до овала Кассини. 

Приведенные выше три примера заимствованы из работ [63, 
125, 126] и касаются плоского елучая. Были проведены анало- 
гичные численные эксперименты по нахождению собственных 

ah rah 

0 @ 3990 3994 5998 А- 

А 5 ши г 
Г } 

94-624 №75 
с=068 15 

Lor 

№=18 

957 N=21 | 
N=25 

4 И | > 

0 3990 3.994 5998 A 0. 

Рис. 8 

значений указанным способом для трехмерного случая. Приведем 
результаты этих вычислений. 

Пусть 
д? д* д? 

L и %=—>—, 
(021) * (da*)? * (08 о В t 

~-iRs 
e $ 
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в, (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6)— расстояние между переменной точкой 
(д!) 22 ‚ 23) и одной из шести фиксированных точек (—3, 0, 0), 
(0, -3, 0), (0, 0, —3), (3, 0, 0), (0, 3, 0) и (0, 0, 3). G — еди- 
ничный Куб с центром в точке (1/2, 1/2, 1/2) и сторонами, па- 
раллельными координатным плоскостям. Выбор шести фундамен- 
тальных решений оператора Гельмгольца 1 = A+ ©? связан с же- 
ланием получить все ортогональные собственные функции этого 
оператора. 

Описанным методом искались собственные значения и собст- 
венные функции для граничных задач Дирихле 

Аи + 9?и =0 8G, 

ul, = 0 
м Неймана 

Ди -- о?и = 0 в С. 
ди 

“On ‚ =0. 

Для этого решались методом неортогональных рядов граничные 
задачи с неоднородными краевыми условиями 

Аш; + eu = 

Uj Ё = Wi |, 

Ам; + ou; = 0, 

Sil al #=4,2,3,4,5,6. 

Собственные значения задачи Дирихле искались в интервале 
3,299797 = а < 9,024776, который содержит первые три собствен- 
ные значения a? = 3n? (a ~ 5,441389), a? = бл? (а = 7,695296) 
na’ = 9л? (a = 9,424776). Всего были проверены 36 значений а. 
Собственные значения задачи Неймана искались в интервале 
1 = а = 5,541389, который также содержит первые три собствен- 
ные значения a? =n? (a = 3,141591), a? = An? (а = 4,442867) и 
a? = 3n? (a ~ 5,441389). Для задачи Неймана также были про- 
верены 36 значений a. Каждая граничная задача решалась при 
6]? (1 =1, 2, 3, 4, 5, 6) фундаментальных решениях (при j = 6 
в приближенном решении участвовали 216 функций). Решения 
получались с помощью пакета прикладных программ [138]. Во 
всех вычислениях в качестве вспомогательной поверхности была 
взята поверхность куба со стороной 3, в центре которого нахо- 
дился основной единичный куб G. 

В табл. 1.19 и 1.20 даны числа 

В (а ai = 
4 

у > | w (0,1 + 0,25; 0,1 + 0,2m; 0,1 + 0,2n) — 
s=Q т =90 h=0 

— wp, (0,1 + 0,23; 0,1 + 0,2m; 0,1 + 0,27) |,



#44 IVI. I. МЕТОД РАЗЛОЖЕНИЯ ПО НЕОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ 

Таблица 1.19 

5 
@ 

1 2 3 4 5 6 

3,299797 43.10-3 10.10-3 13-10-5 | 44.40-7 | 90.40-7 
5,341390 19.10-2 31.10-2 30.40-4 | 52.40-5 | 48.10-6 
5.431390 20.10-2 22.10-2 16.40-3 | 58.40-4 | 94.10-§ 
5.440390 21.10-2 24.10-2 22.10-2 | 841-4073 | 15.10-4 
5 441290 21-10-23 21.40-2 52-10-2 | 22.40-2 | 83.10-4 
5 ,441380 21.10-2 21.10-2 42.40-2 | 47.10-2 | 39.10-3 | 21.19-8 
5 441389 21-1072 21.1072 41.40-2 | 17-10-2 | 76-1073 | 48-10-5 
5 441400 21-1072 24 .10-2 40.10-2 | 46.40-2 | 16.10-2 | 39.1072 
5 441489 21.10-2 21.10-2 33.10-2 | 13-10-2 | 14-1078 
5 442389 21.40-2 24.10-2 12.40-2 | 43.10-3 | 94.10-5 
5 451389 21-10-32 21-10-32 15.40-3 | 56.10- | 99.40-8 
5,541389 22.10-2 17.10-2 38.40-4 | 65.40-5 | 45.40-6 
5,553704 ; 17.10-2 38.10-3 | 58.40-5 | 16.40-§ | 20.10-8 
7,283484 20.10-2 42.40-2 34-10-2 | 17.10-4 | 53.10-6 
1,595296 30.40-2 19.40-2 | 68-4074 | 27.40-° 
1,685296 87.10-2 68.10-2 | 57.40-3 | 30.10-4 
7.694296 88.40-2 49.10-2 | 46.40-2 | 30.40-3 
7,695196 88- 40-2 48.10-2 | 19.1072 | 36-107 
7,695286 88.10-2 47.10-2 | 49.40-2 | 30.10-1 
7,695296 88.10-2 47.10-2 | 19.10-2 | 16-107? 
7,695306 88 - 10-2 47-40-2 | 49.40-2 | 141-1073 
7 ,695395 88.10-2 47-40-2 | 20.40-2 | 26.10-2 
7,696296 88.10-2 46.40-2 | 23.40-2 | 30-1078 
T,705296 88 88.10-2 36.40-2 | 93-40-3 | 34.40— 
7,795296 85-1072 27.10-2 | 87.4074 | 36-1075 
9,324777 19-4073 89.40-2 28.10-2 | 16.40-3 | 49.1074 
9,444777 49.40-2 94.40-2 22.10-2 | 13.40-2 | 60.1078 
9,423777 19.10-2 92,.40-2 22.10-2 | 43-1072 | 39.10-2 
9424677 19-10-32 92.10-? 21.10-2 | 36.40-2 | 28.10-2 
9,424767 19.40-2 92.10-2 24.10-2 | 36.4072 | 27.10-2 | 32-107? 
9,424776 19.40-2 92.40-2 24.40-2 | 36.10-2 | 27.40-2 | 10-1074 
9 424787 19-10-2 92-10-2 24-1072 | 36-40-2 | 26.44-2 | 17-107? 
9424876 49.1072 92.40-2 21.10-2 | 35.140-2 | 25.40-2 
9,425776 19.10-2 92-4072 21-10-23 | 29.4072 | 18.1072 
9 434776 19.40-2 92.10-2 21.10-2 | 94.40-8 | 45.10-3 
9,524776 19-10-32 94.10-2 18-10-2 | 19.40-3 | 56.10— 

Таблица 1.20 

3 
a 

1 2 3 4 5 6 

1 38.10-3 27.10-4 64.10-6 | 19.40-6 | 69.10-? 
2,301275 59-10-38 84.10-4 21.10-5 | 14.40-6 | 41.40-6 
3,041592 15.40-2 47-10-2 45-10-4 | 14-140-5 | 97.1077 
3,131592 16.10-2 23.410-2 65-10-3 | 16.10-4 | 56.40-6 
3,140592 16.10-2 21.10-2 36.10-2 | 45-10-3 | 57.40-5 
3,141492 16-10-23 21.10-2 22-10-2 | 14-10-2 | 64-40-4 
3,141582 16.10-2 21.40-2 241.10-2 | 28.10-2 | 44.40-3 | 85.40-8 
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Таблица 1.20 (продолжение) 

a 

1 2 3 4 5 6 

3,141594 16.10-2 24.10-2 241.10-2 | 34.40-2 | 10.40-2 | 13-4071 
3.444602 16.10-2 21.10-2 21.10-2 | 44.40-2 | 19.40-2 | 43.40-2 
3.444694 16.10-2 24.10-2 20.10-2 | 28.10-2 | 76.40-4 
3.142594 16.40-2 24.40-2 15.10-2 | 16.40-3 | 83.40-8 
3451594 16-1072 20.1072 42.10-3 | 16-10-4 | 97.40-6 
3,241594 17.10-3 11.40-2 58.10-4 | 18.40-5 | 83-10-7 
3,299795 17-1072 87.10-* | 44.10-4 | 12-40-85 | 12.40-6 
4342868 441-1072 84.1072 25.10-3 | 26.40-5 | 72.40-6 
4.432867 10.40-2 14.40-2 89.40-3 | 22.40-4 | 78-4075 
4441868 10-40-72 16-10-2 11.40-2 | 22.40-3 | 72.1074 
4 442767 10-4072 16.40-2 12.40-2 | 46.10-2 | 36-1073 
4443858 10-4072 46-4072 12.10-2 | 44-10-23 | 64-10-8 | 75.4073 
4442867 10-40-23 16.10-2 42.40-2 | 53.40-2 | 67.40-3 | 64.40-2 
4.442878 10.40-2 16.10-2 12.40-2 | 70.40-? | 74.10-3 
4.442967 10.40-2 16.10-2 12.40-2 | 39.10-2 | 32.1072 
4.443868 10.40-2 16.10-2 12.40-2 | 24.10-3 | 94.1074 
4 452868 10.1072 18.40-2 17.40-2 | 23.10-4 
4 542868 10.40-2 24.10-2 53.40-3 | 36.40-5 
5341390 98.10-8 10.10-2 17.10-3 | 10-40-4 | 43.40-5 
5.431390 99.10-3 44-40-2 29.40-3 | 29.10-4 | 12-1074 
5 440390 99.10-3 12.40-2 34.40-3 | 24.10-3 | 98.1074 
5 441290 99.10-3 12.40-2 32.10-3 | 46.40-2 | 35.40-3 
5441380 99.1078 42.40-2 32.10-3 | 38.10-2 | 44.10-3 | 34.4072 
5 441389 99.1073 12.40-2 32.40-3 | 44.10-2 | 45.40-3 | 45.40-2 
5.444400 99.40-3 12.40-2 32.10-3 | 49.40-2 | 46.40-3 | 54-40-23 

`5,441489 99.10-3 12.10-2 32.10-3 | 33.10-2 | 73-1073 
5.442389 99.40-3 42.40-2 32.10-3 | 23.40-3 | 16.40-3 
5.454389 99.10-3 12.10-2 36.40-3 | 29.10=4 | 13.140-4 

_ 5,544389 10.40-2 14.10-2 36.10-3 | 45.40-4 | 18.40-5 

Таблица 1.24 

j 
a 

1 2 3 4 5 6 

3,299797 43.10-3 72.40-4 13.40-5 | 34.40-7 | 79.10-? 
5.341390 18-40-2 46-1073 24-10-4 | 77.10-8 | 79.40-7 a 
5,431390 20.40-2 46.40-3 27.10-4 | 90.10-6 | 44.40-68 а 
5,440390 20.40-2 47.10-3 27.10-4 | 41-40-58 | 76.40-7 
5.441290 20.10-2 47.10-3 27.10-4 | 67-40-8 | 72.40-7 
5.444380 20.40-2 47.10-3 27.10-4 | 64.10-6 | 82.10-7 | 49.4975 
5.441389 20.10-2 47.40-3 27.10-4 | 61-40-6 | 70.40-7 | 39.4978 
5,441400 20.40-2 47.10-3 27.10-4 | 64.10-6 | 85.40-7 | 59.4078 
5441489 20.40-2 47.10-3 27.10-4 | 63.10-6 | 99.10-? 
5,442389 20.10-2 47.10-3 27.10-6 | 79.40-6 | 72.40-7 
5,451389 20.40-2 48.10-3 27.10-4 | 90.40-8 | 66.10-7 
5,541389 22.10-2 53.40-3 30.10-4 | 44.40-5 | 89.40-7 
5,553704 23.10-2 | 44.10-4 | 87.40-8 | 24.10-6 | 99.40-8 
7,28318А 27.10-3 62.10-2 46.10-3 | 20.40-4 | 65.4076 
7,595296 22.10-2 25.10-3 | 18.10-4 | 49.40-6 
__ 

40 м. А. Алоксидзе
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Таблица 41.21 (продолжение) 

; 
a 

1 2 3 4 5 | 6 

7,685296 21-1072 24.10-3 | 18.1074 | 58.10-6 
7 694296 21-10-2 23.40-3 | 17-10-74 | 59-1078 
7 ,695196 21-10-72 23.10-3 | 17-10-4 | 60-10-68 
7,695286 21.10-2 23.10-3 | 17-10-4 | 72.40-6в | 1414.40-6 
7,695296 21.10-2 23.10-3 | 17.10-4 | 64.10-6 | 142.10-6 
7,695306 21.10-2 23.40-3 | 17-10-4 | 641-1076 
7,695395 21-10-2 23.10-3 | 17.10-4 | 58-1076 
7,696296 21-1072 23-10-2 | 17-4074 | 58-10-68 
7 ,705296 21.10-2 24.40-3 | 24.40-4 | 60.40-8 
7,195296 24.10-2 27.10-2 | 22.40-4 | 69.40-6 
9,324777 22.10-2 11.40-1 95.10-3 | 14.40-3 | 42-10-5 
9,414777 22.10-2 11-10-1 10.40-2 | 13-1078 | 48.1075 
9,423777 22-10-72 11-10-1 10-40-2 | 44.10-3 | 43.4075 
9424677 22.10-2 41.10-2 10.40-2 | 44.40-3 | 43.40-° 
9.424767 22.10-2 11.40—1 10.40-2 | 14-1078 | 43.40-5 | 24.40-6 
9 424776 22.10-2 11-10-1 10.40-2 | 14.1073 | 43.1075 | 34-1076 
9424787 22.10-2 11.40-1 10.10-2 | 14.40-3 | 43.10-5 | 23.10-8 
9,424876 22.10-2 11-10-1 10.40-2 | 14.10-8 | 43-10-5 
9,425776 22.10-2 11.10-1 10.40-2 | 14.40-3 | 44.40- 
9,434776 22.10-2 11-10-1 10-40-2 | 43.40-3 | 47.40- 
9,524776 22.10-2 11.10-1 14.1072 | 15-1073 | 53.1075 

j 
a 

1 2 3 4 5 6 

1 52.10-2 39.10-4 89.40-6 | 25.40-6 | 86-10-? 
2,301275 74.10-3 12.10-3 42.40-5 | 19.40-6 | 13.10-6 
3,041592 48.10-3 32.10-3 48.10-5 | 20.140-6 | 86.10- 
3,131592 49.10-3 23.10-3 58.10-5 | 24.10-6 | 98.107 
3,140592 49.10-3 23.10-3 55.40-5 | 23.10-6 | 12.10-6 
3,141492 49.10-3 23.10-3 56.40-5 | 23.40-6 | 14.10-6 
3,141582 49.4073 23.10-3 56.10-5 | 22.40-6 | 90.40-7 | 25.10-6 

3,141591 49.10-3 23.10-3 56.10-5 | 24.40-6 | 73-40-7 | 54-10-® 

3,141602 49.40-3 23.10-3 56.10-5 | 21.40-6 | 78.10-7 | 22.10-6 
3,141694 49.10-3 23.10-3 56.10-5 | 24.10-6 | 14-10-8 
3,142591 49.10-3 23.10-3 56.40-5 | 23.10-6 | 10.10-6 
3,151591 49.10-3 24.10-3 59.40-5 | 22.140-6 | 41.10-6 
3,241591 54.410-3 30.10-3 72.10-5 | 26.10-6 | 83-10-? 
3,299797 22.10-2 86.10-3 41.10-4 | 12.10-5 | 14.106 
4,342868 16.10-2 77-10-8 64-40-4 | 25.1075 | 17.10-6 
4,432867 15.10-2 82.10-3 56.10-4 | 30.140-5 | 14.10-6 
4,441868 15.10-2 82.10-3 52.10-4 | 31.10-5 | 14.10-6 
4,442767 15.10-2 82.103 51.40-4 | 34-40-5 | 13.106 
4.442858 15.10-2 82.10-3 51.10-4 | 34.40-5 | 98-10-7 | 49.10-8 
4, 442867 15.1073 82-10-38 54.10-4 | 32-40-5 | 12-10-8 | 83.40-8 

4442878 15.1072 82.10-3 54.40-4 | 32.40-5 | 10.40-6 | 68.10-8 
4,442967 15.10-2 82.10-3 54.40-4 | 34.40-5 | 38.10-6 
4,443868 15.10-2 82.10-3 51.10-4 | 31.10-5 | 46.10-6
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Таблица 1.22 (продолжение) 

j 
a 

1 2 3 4 5 6 

4,452868 15.10-2 82.10-3 06-1074 | 32.10-5 
4,542868 15.10-2 93.10-3 11.10-3 | 38.10-5 
5,341390 13.10-2 15.10-2 19.10-3 | 21.10-4 | 77.10-6 
5,431390 14.10-2 17.10-2 21.10-3 | 25.10-4 | 90.10-6 
5,440390 14.10-2 17.10-2 21.10-3 | 26.10-4 | 90.10-6 
5,441290 14.40-2 17.10-2 21.10-3 | 26.10-4 | 83.10-6 
5,441380 14.10-2 17.10-2 21.10-3 | 26.10-4 | 79.10-6 | 15.10-6 
5,441389 14.10-2 17.10-2 21.10-3 | 26.40-4 | 80.10-6 | 36.10-8 
5,441400 14.10-2 17.10-2 21.10-3 | 26.10-4 | 79.10-6 | 55.10-8 
5,441489 14.10-2 17.10-2 21.10-3 | 26-10-4 | 76.40-6 
5,442389 14.10-—2 17.30-2 21.10-3 | 26.10-4 | 99.10-6 
5,451389 14.10-2 17.10-2 21.10-3 | 26.10-4 | 94.10-8 
5,541389 14,10- 17.10-2 24-10-3 | 31.10-4 | 44.10-5 

полученные при решении граничной задачи Дирихле и Неймана 
соответственно. Заметим, что в этой же норме р = 0,28 (из по- 
следней формулы видно, что [41| не зависит от ©). Для других 
функций py; (i= 2, 3, 4, 5, 6) получены аналогичные результаты. 
Анализ табл. 1.19 и 1.20 показывает, что если точность прибли- 
женного решения достаточно высока, что со своей стороны зави- 
сит от числа координатных функций 6], то при приближении к 
собственному значению числа R(j, a) резко возрастают. При 
этом может показаться, что увеличение R(f, a) связано с вырож- 
дением соответствующей матрицы, и разность и? — 1: не несет 
дополнительную информацию. Оказалось, что это не так, и раз- 
ность и? —b; с точностью до постоянного множителя хорошо 
анппроксимирует — соответствующую собственную — функцию. 
В табл. 1.21 и 1.22 для граничных задач Дирихле и Неймана да- 
ны указанные выше нормы для чисел 

D(j,a) =и—ф, — Sew 

где с, — числа, a VU, — собственные bymamn соответствующих 
граничных задач, N — их количество. Следует сказать несколько 
слов о вычислении чисел с». Собственные функции задачи Дирих- 
ле, |, Соответствующие собственному значению 7? (k? + 2 + £3): 
(К vit 5) ke = 1, ..) равны 

sin kinz! sin konz? sin ла 

а собственные функции задачи Неймана, соответствующие соб- 
2 2 2 2 ственному значению Л (ke + hg + 2) (Е, К, 3 = 0,1,...), равны. 

cos Кл! cos kenx? cos Кэпл?. 
10*
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Для получения коэффициентов с» точки (xi, 27.22) выбирались 
так, чтобы одна из указанных собственных функций (в случае 
кратных собственных функций) равнялась единице, а осталь- 
ные — нулю. Тогда разность и’ — фи! даст комплексный коэффици- 
ент для соответствующей собственной функции. 

Анализ табл. 1.21 и 1.22 показывает, что при надлежащей 
точности решения граничных задач последнее слагаемое в правой 
части выражения для D(j, a) дает хорошую аппроксимацию соб- 
ственной функции, даже при таком грубом определении коэффи- 
циентов Cp. 

В табл. 1.23, 1.24 даны модули детерминант соответствующих 
матриц для граничных задач Дирихле и Неймана. Если они мень- 
ше 10-'8, в таблице записаны машинные нули 0, 0. При получе- 
нии модулей детерминантов отдельно получались их веществен- 
ные и мнимые части, и модуль вычислялся вручную (это делалось 
для избежания в процессе вычисления получения машинного 
нуля 10-78). 

В табл. 1.25, 1.26 даны среднеквадратичные значения модулей 
и коэффициентов разложения функции и’ по фундаментальным 
решениям для задачи Дирихле и Неймана. 

Из табл. 1.19, 1.20 видно, что при фиксированном числе коор- 
динатных функций 6]? с увеличением ©? увеличивается погреш- 
ность приближенного решения неоднородных граничных задач 
Дирихле и Неймана. Это увеличение монотонное (естественно, 
исключая окрестности собственных значений). Так, например, при 
j=9 для задачи Дирихле при a= 3,299797 погрешность равна 
9.10-8, при a=5,003704—16-10-§, а при а = 9,524776 — 
—56 . 10-“. Аналогичная картина наблюдается и для задачи Ней- 
мана. Это следовало ожидать, так как при увеличении © точное 
решение p этих задач становится более изрезанным. Однако при 
этом обнаруживается замечательное свойство систем из фунда- 
ментальных решений — соответствующий этим системам детер- 
минант увеличивается при увеличении a. Это дает возможность 
при больших © взять большее число координатных функций, не 
опасаясь при этом трудностей, связанных C малостью соответ- 
ствующего детерминанта. Так для приведенных выше значений © 
детерминанты равны соответственно 0,0 (машинный нуль), 
37 . 10-6 и2. 103%. Что касается поведения детерминанта вблизи 
собственных значений, то анализ табл. 1.23, 1.24 показывает, что 
модуль детерминанта существенно не воспринимает переход че- 
рез собственное значение. Это обстоятельство заставляет более 
детально проанализировать алгоритм нахождения собственных 
значений, изложенный в начале настоящего параграфа. 

Анализ среднеквадратических значений модулей коэффициеп- 
тов разложения, собранных в табл. 1.25, 1.26, показывает, что 
несмотря на малость детерминантов систем, решения которых 
дают коэффициенты разложения, последние принимают умерен-
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Таблица 1.23 

j 
a 

{ 2 | 3 4 5 6 

3299797 26-40-71 64.40-6 | 84.10-51 0,0 0,0 
5341390 57.10-2 30.40+2 57-40-11 0,0 0,0 
5,431390 47-4072 72.40+2 98.40-11 0,0 0,0 
5440390 47.4072 77-40+2 93.40-12 0,0 0,0 
5.441290 47.10-2 79.10+2 50.40-18 0,0 0,0 
5441380 47.410-2 79.10+2 22.10-18 0,0 0,0 0,0 
5.441389 47.40-2 79.10+2 32.410-13 0,0 0,0 0.0 
5,441400 47.4072 79.102 38-40-18 0,0 0,0 0,0 
5 441489 47.4072 79.402 64-40-12 0,0 0,0 
5 442389 47-410-2 79.402 65.40-18 0,0 0,0 
5.454389 46.10-2 86.102 19.40-10 0,0 0,0 
5,541389 37.10-2 17.103 30.10-8 78.10-6 0,0 
5,553704 18.103 47.10-8 37.10-70 0,0 
7,283484 76.10-2 51.103 15.10-9 77.10-23 0,0 
7,595296 78.102 11-109 28-40-17 0,0 
7,685296 65.102 10.108 63-10-18 0,0 
7,694296 67.102 31.108 38.10-20 0,0 
7.695196 66-402 24.108 2710-19 0,0 
7,695286 66-402 35.108 27.10-19 0,0 0,0 
7,695296 66.102 35.108 27-40-19 0,0 0,0 
7,695306 66.402 35.408 27-40-19 0,0 
7,695395 66.402 35.108 27.10-19 0.0 
7.696296 66.102 39.409 48-10-19 0,0 
7,705296 66.102 90.108 43.410+18 0,0 
7.795296 78.102 86.4010 20.10-43 
9324777 20.40-1 43.402 68.10+16 | 48.10-44 | 12.10-45 
9 414777 48-4071 37.102 22.1017 44.102 | 57.10-48 
9.423777 48.40-1 37.102 27.40+17 | 16.4011 | 12.40-4? 
9,424677 18.10-1 37.102 27.40+17 | 34.404 | 37-10-46 

| 9 424767 48-40-12 37.102 27.10+17 | 33.4011 | 42.40-46 | 0,0 
9,424776 48.40-1 37.102 27.104 | 23.401 | 42.40-46 | 0,0 
9 424787 48-4071 37.102 27.40+17 | 33.4011 | 42.40-46 
9.424876 18.10-1 37-102 27.4017 35-4011 | 47-10-46 
9425776 18.40-1 37.102 26.4017 64.10+11 | 41.40-45 
9.434776 18.10-1 37.102 30.4017 25.1013 | 20.10-43 

_ 9,524776 45.4071 32.402 66.1017 18.1017 | 20.4037 

Таблица 1.24 

j 
a 

{ 2 3 4 | 5 6 

1 46-1072 75-40-17 44.40-75 0,0 0,0 
2,301275| 32.400 28.10-2 63-40-41 0,0 0,0 
3,041592 | 30.400 45.101 24.10-22 0,0 0,0 
3,131592 | 30.400 10.402 25.10-23 0,0 0,0 
3,140592 | 34.400 13.402 28.10-25 0,0 0,0 
3,144492 | 34.1400 14.102 44-40-24 0,0 0,0 
3,141582 | 31.400 14.102 12.40-24 0,0 0,0 0,0 
3,141591 | 34.10% 14-402 12-10-24 0,0 0,0 | 0,0 
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Таблица 1.24 (продолжение} 

j 
a 

Л 2 3 4 |5 6 

3,141602 31.100 14.102 42.10-24 0,0 0,0 0,0 

3,141694 34.100 14.102 14.10-24 0,0 0,0 
3,142591 31.100 14.102 43-10-24 0,0 0,0 
3,151594 31.10% 23.102 35.10-22 0,0 0,0 
3,241591 36.100 69.103 38.10-17 0,0 0,0 
3,299797 40.100 38.1014 40.410-15 0,0 0,0 
4.342868 14.102 59.103 66.107 77-40-52 0,0 
4432867 16.102 14.109 34-107 60-10-50 0,0 
4.441868 47.102 13.109 58.10? 20.10-52 0,0 
4.442767 17-402 43.109 56.10? 50.10-55 0,0 
4.442858 17.402 13.109 56.10? 96.10-57 0,0 0,0 
4, 442867 17.102 13.109 56.10? 50-10-57 0,0 0,0: 
4,442878 17-402 13.109 56.407 58.10-57 0,0 0,0: 

4.442967 17.102 12.109 55.107 37.10-56 0,0 
4.443868 17.102 12.109 53.107 61-40-53 0,0 
4.452868 48-402 41-109 30.107 54.10-49 0.0 

4.542868 22.102 11.103 50.1020 75-10-42 0,0 
5,341390 36-102 50.1014 67.1024 37.10- 0,0 
5,431390 33-102 68.1014 40.1025 75.10-5 0,0 
5,440390 32.108 68.1018 47.1025 15.10-5 0,0 

5,441290 32.410? 69-1014 47.1025 25.10-6 0,0 
5,441380 32-102 69.4014 47.1025 99.10-? 0,0 0,0 
5, 441389 32-102 69-1014 47.1025 90.410-? 0,0 0,0 
5,441400 32.102 69.1014 47.1025 78.10-: 0,0 0,0: 
5,441489 32.103 69.1014 47.1025 12.10-6 0,0 
5,442389 32.102 72-1014 47.1025 18.10-° 0,0 
5,451389 33.102 71.104 54.1025 40.4074 0,0 

5,541389 29.102 70.10% 68.1026 61.400 0,0 

Таблица 1.25 

j 
a 

7 2 3 4 5 6 

3,299797 22.10-2 15.10-2 88.10-3 72.40-3 | 24.10-2 
5,041390 27-10-2 20-1072 88-40-38 77-1073 | 24-1072 
5,431390 27.10-2 19.10-2 88.10-3 77-10-3 | 41.1072 
5,440390 27-1072 19.10-2 14.10-2 80.10-3 | 49.40-2 
5,441290 27-1072 19.40-2 19.40-2 94.10-3 | 11-1072 
5,441380 27-1072 19.10-3 17.40-2 87-10-3 | 23.40-2 | 19.1072 
5,441389 27.10-2 19.10-2 16.10-2 87.10-3 | 41-4072 | 78-1074 

5,441400 27-1072 19.1072 16-1072 87.10-3 | 15-40-2 | 11-1074 

5,441489 28-1072 19.40-2 14.10-2 84.10-3 | 49.40-2 
5442389 28-1072 19.10-2 97.10-3 78.10-3 | 12-4072 

5,451389 28.10-2 19.10-2 88.10-3 77.10-3 | 12-1072 
5,541389 28-410-2 18-1072 88-1073 77-1073 | 10-1072 

5,553704 18-4072 88.1073 77-10-73 | 91-1073 | 50-107? 

T ,283184 27-10-2 20-1072 90.10-3 79.40-3 | 73.1073 
7,095296 45-1072 41-10-72 79-10-3 | 73-10-38 
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Таблица 1.25 (продолжение) 

м 1 2 3 4 5 6 

7,685296 53.40-2 28.40-2 83.10-3 | 73.40-3 
7,694296 54-1072 2240-2 11-40-2 | 74.1073 
7,695496 54.40-2 24.10-2 12.10-2 | 13.10-2 
7,695286 54.10-2 24.40-2 12.40-2 | 83.10-2 | 76-40-83 
7.695296 54.10-2 241.40-2 12.10-2 | 44.10-2 | 20.40-2 
7.695306 54.1072 24.10-2 12.10-2 | 30.10-2 | . 
7 ,695395 54.4072 24-1072 12.10-2 | 99.1073 
7.696296 54.40-2 24.40-2 13.40-2 
7,705296 54.10-2 18.10-2 90.10-3 
7,795296 56-40-23 11.10-2 79.10-3 
9324777 | 25.4072 64.40-2 13.10-2 81.10-3 | 74.40-3 
9414777 | 25.10-2 64.10-2 12.10-2 41.10-2 | 76.10-3 
9.423777 | 25.40-2 64.40-2 12.10-2 23.10-2 | 43.40-2 
9,424677 | 25.1072 64.40-2 12.10-2 20.10-2 | 10.40-2 
-9 424767 | 25.1072 64-1072 12.10-2 20.10-2 | 40.40-2 
9.424767 | 25.10-? 64.10-2 12.10-2 20.10-2 | 40.40-2 | 38.40-3 
4 424776 | 25.10-2 64.40-2 12.10-2 20.10-2 | 40.40-2 | 27.40-3 
9 424787 | 25.10-2 64.40-2 12.40-2 20.40-2 | 10.40-2 | 97.40-3 
9,424876 | 25.40-2 64.40-2 12.10-2 19.10-2 | 10.10-2 
9,425776 | 25.10-2 64.10-2 12.10-2 16.10-2 | 89.40-3 
9.434776 | 25.10- 64.40-2 12.10-2 90.40-2 | 75.40-3 
9,524776 | 25.10-2 63.40-2 11.10-2 80.40-3 | 74.40-3 

Таблица 1.26 

j 
a 

1 2 3 4 5 6 

4 18-1072 41-40-2 55.40-3 28.10-3 | 46.10-2 
2,301275| 20.10-2 14.10-2 87.10-3 59.10-3 | 22.40-2 
3.041592 | 20.10-2 15.10-2 88.40-3 70-10-38 | 24.40-2 
3,134592 |  20.10-2 12.40-2 94.40-3 70.10-3 | 12.40-2 
3,140592 | 20.40-2 12.40-2 14.10-2 70.40-3 | 20.40-2 
3,144492 | 20.40-2 12.40-2 14.40-2 71.10-3 | 24.40-2 
3,141582 | 20.10-2 12.40-2 14.40-2 90.40-3 | 44.10-2 | 32.40-2 
3141591 | 20.40-2 12.40-2 11.10-2 10.40-2 | 33.40-2 | 44.40-1 
3,141602 | 20.10-2 12.40-2 14.40-2 12.10-2 | 33.10-2 | 34-10-2 
3,141691 | 20.10-2 12.10-2 10.40-2 11.10-2 | 24.40-2 
3,142594 | 20.40-2 12.10-2 95.10-3 71-10-38 | 17-4072 
3,151594 | 20-10-2 42.40-2 87.10-3 71.40-3 | 23.40-2 
3,241591 | 20.40-2 14.10-2 88.40-3 72.10-3 | 22.40-2 
3,299797 | 20.40-2 14.10-2 88.40-3 72.10-3 | 30.40-2 
4.342868 | 24.10-2 16.10-2 89.10-3 76.10-3 | 29.40-2 
4,432867 | 24.10-2 49.1072 95-40-38 76.10-3 | 20.4072 
4,441868| 24.10-2 20.10-2 99.40-3 77.10-3 | 42.40-2 
4,442767 | 24.40-2 20-1072 40.4072 87.40-3 | 24.1072 
4,442858 | 24.40-2 20.40-2 10.10-2 13-10-2 | 13.40-2 | 52.40-2 
4,442867 | 24.40- 20.10-2 10.10-2 16.10-2 | 15.40-2 | 26.40-1 
4,442878 | 24.10-2 20.410-2 10.10-2 20-1072 | 44-40-2 | 92.1072 
een 
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Таблица 1.26 (продолжение) 

1 2 3 

4,442967 24.10-? 20.10-3 
4,443868 21.10-2 20.10-2 
4,452868 21.10-2 24-10-2 
5,341390 | 21.10-? 16.10-2 90.40- 
5,431390 | 21.40-2 16.10-2 
5,440390 | 21.10-2 16.10-2 
5,441290 | 21.10-2 16.10-2 
5,441380 | 21.10- 16.10-2 90.40-3 13.10-2 | 98.10-3 | 22.10-2 
5,441389 | 21.10-2 16.10-2 90.10-3 14.10-2 | 14.10-2 | 72.40-2 
5,441400 | 24.10-— 16.10-2 90.10-3 16.10-2 | 16.40-2 | 45.40-2 
5,441489 | 21.10-2 16.10-2 90,10-3 12.10-2 | 10.10-2 
5,442389 | 21.10-2 16.10-2 90.10-3 78.19-3 | 86.10-3 
5,454389 | 24.10-2 16.10-2 90.10-3 77-10-3 | 13.1072 
5,041389 | 21-1072 16.10-2 91.10-3 77.10-3 | 77.10-2 

ные значения и не обнаруживают характерные для вырожденных 
систем «пилообразные» решения. 

Как уже было сказано, при решении неоднородных граничных 
задач Дирихле и Неймана были использованы шесть различных 
частных решений этих задач 1; (i= 1, 2, 3, 4, 5, 6). Это давало: 
возможность проследить, какие коэффициенты C, перед собствен- 
ными функциями и, получались при различных i. Анализируя 
значения этих коэффициентов, нам не удалось обнаружить ка- 
кую-либо закономерность их получения. Так, {=1 и 6j? = 150 
(=) коэффициенты c, (k = 1, 2, 3) у собственных функций за- 
дачи Неймана 

71 = 60$ лх!, 10 = 608 142, 18 = 60$ л43 

при о = 3,141591 получились равными с! = 0,04873 + i -0,05706; 
со = 0,07542 + $. 0,02810; сз = —0,15376 + 7 -0,26125, а при а = 
= 3,141602 с, = 0,28816 + i-0,04491; co = —0,05939 - i 0.01903; 
сз = 0,29494 - i - 0,09663. 

Рассмотрим, к чему привело бы непосредственное применение 
алгоритма, описанного в начале настоящего параграфа. Для за- 
дачи Дирихле при j =3 число о = 3,299797 дает для детерми- 
нанта значение 84. 10-5! а число а = 5,441389 — значение 
32 . 10-13. Таким образом, получаем, что детерминант при соб- 
ственном значении получается значительно больше, чем при &, 
довольно отстоящем от собственного значения. 

В заключение рассмотрим алгоритм нахождения собственных 
значений, описанный в начале настоящего алгоритма. Может по- 
казаться, что численные результаты ставят под сомнение его 
обоснованность. Так, например, для задачи Дирихле при 6]? = 96 
функции и © = 9,424776 модуль детерминанта (1.251) равен 
33 . 101, хотя последнее слагаемое в выражении для D(j, a) дает



8 1.13. НАХОЖДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ОПЕРАТОРА 453 

хорошую аппроксимацию (погрешность 14-10-*) соответствую- 
щей собственной функции. Рассмотрим более подробно поведение 
модуля детерминанта (1.251). В $ 1.3 гл. I показано, что при 
фиксированном % модуль детерминанта асимптотически умень- 
шается при увеличении его порядка (т. е. числа 6]? фундамен- 
тальных решений, участвовавших в разложении). Это хорошо под- 
тверждается результатами счета, приведенными в табл. 1.23, 1.24. 
Так, для задачи Неймана при © = 1 и a= 2,301275 уменьшение © 
модуля детерминанта начинается уже при } = 1. Для других зна- 
чений & спад модуля детерминанта начинается позже. Что каса- 
ется поведепие модуля детерминанта при фиксированном его 
порядке, то, как уже было сказано, с увеличением &х модуль 
растет, исключая окрестности собственных значений. Тщательное 
рассмотрение в этой области показывает, что при j > 3 модуль 

детерминанта (1.201) для собственного значения @ меньше, чем 

для меньшего значения © < @, что явно противоречит указанной 
выше тенденции роста модуля детерминанта с увеличением @. 
Так, для задачи Дирихле и j =3 модуль детерминанта (1.251) 
равен 98.10-И при а = 5,431390 и 32.:10- при собственном 

значении &= 5,441389. Аналогично, при < = 7,283184 имеем 

15 - 103, а для собственного значения a = 7,695296 получаем 
30 : 108 ит. д. 

Таким образом, при реализации алгоритма нахождения с0б- 
ственных значений, описанного в начале данного параграфа, сле- 
дует ожидать, что умепьшение детерминанта с увеличением его 
порядка, его общее увеличение с ростом < (исключая окрест- 
ность собственных значений) и его уменьшение вблизи собствен- 
ных значений даст довольно сложную картину и плохую локали- 
зацию собственных значений. Этот алгоритм опирается на пред- 
ставление (1.250), где коэффициенты a, не равны тождественно 
нулю. Для его опровержения потребуется предложить, что a, = 09, 
т. е. что все собственные значения ортогональны ко всем фун- 
даментальным решениям. Неверность этого предположения сле- 
дует из малости (порядка 10-7) величины D(j, ©), которую мож- 
но рассматривать как погрешность аппроксимации собственной 

№ 
функции >) Cav, линейной комбинацией фундаментальных реше- 

h=1 
ний и) — 1p, (напомним, что , также является фундаментальным 

решением). 
Успех проведенных в настоящем параграфе численных экспе- 

риментов определил то обстоятельство, что уменьшение модуля 
Детерминанта, связанное с приближением к собственному значь- 
нию, для рассмотренных чисел 6]? фундаментальных решений, 
во-первых, довольно незначительно и, во-вторых, не сказывается 
существенно на точности решения соответствующей граничной 
задачи. Следует однако заметить, что при этом применялись
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функционалы ®; банахова пространства (метода коллокации) ж 
трудно предположить, каковы будут эти тенденции изменения 
модуля детерминанта (1.251) для функционалов гильбертова про- 
странства. Для этого следует провести аналогичные численные 
эксперименты. 

Представляет интерес выяснение вопроса о том, какие коэф- 
фициенты C, вырабатываются в процессе вычисления. 

$ 1.14. Решение линейных и нехинейных 
обратных граничных задач 

При решении многих практических задач возникает необхо- 
димость решения следующей задачи: по известному решению’ 
граничной задачи 

Ги (д) = f(z), 2G, 
luly = (и), 

требуется найти некоторые характеристики неизвестной объемной 
силы f(z). Эту задачу, в отличие от задачи (1.1), (1.2), будем 
называть обратной граничной задачей. Задачи такого рода oco- 
бенно часто возникают в геофизике, когда известны следствия 
u(x) (геофизические поля) и надо определить причину f(x) (ис- 
точники геофизических полей). Заметим, что поставленная’ 
здесь задача не является единственной обратной задачей, рас- 
сматриваемой для задачи (1.252). Часто под обратной задачей для: 
оператора Г понимается нахождение по решению u(x) некоторых 
параметров самого оператора С. 

Задача нахождения f(x) только на основе U(r) является не- 
корректной в смысле Адамара задачей. Может существовать мно- 
жество (часто бесконечное) таких функций f(r), которые с точ- 
ностью до произвольного e > 0 дают одно и то же решение w(z). 
Теория решения таких задач особенно интенсивно разрабаты- 
валась в трудах академика А. Н. Тихонова и его школы [148]. 
Эти вопросы не будем здесь рассматривать. Приведем лишь не- 
которые алгоритмы по применению описанных выше способов 
решения граничных задач для решения обратных задач в линей- 

ной и нелинейной постановке. 
Пусть объемная сила f(z) имеет вид 

Ch при хе {zp}, 

И) — О при rE {zy}, 

где х, — определенные точки области С, с, — неизвестные т-мер- 

ные векторы (напомним, что т-размерность вектор-функции 

u(z)). Обратную задачу будем называть линейной, если по из- 

вестному решению u(x) и координатам точек L, надо определить 

векторы с», определяющие интенсивность объемных сил f(z)- 

Координаты точек 2, при этом предварительно определяют Us 

(1.252) 

k=1,...,N, (1.253)
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других предпосылок или наблюдений (например, по времени 
«первых вступлений» действий силы f(z) в точках 2X, как это 
делается в сейсмологии). Если по заданному решению u(x) одно- 
временно с вектором с» следует определить и координаты точек 2, 
при фиксированном их числе N, то такую задачу мы будем на- 
зывать слабой нелинейной обратной задачей, в отличие от силь- 
ной нелинейной обратной задачи, когда наряду с c, и x, требу- 
ется определить и N. Обратную задачу будем называть парамет- 
ризованной, если f(x) имеет вид 

1(х) = (=, Сл» Со, .. Ст), 

тде f(<,¢,,...,¢y)— известная функция своих аргументов, а С» 

(к =1, ..., №) — подлежащие определению вектор-параметры. 
Параметризованную задачу будем называть линейной (нелиней- 
ной), com функция T(z, Ci, ... См) зависит от параметров Cy 
(k= .. N) линейно (нелинейно). 
И, обратную задачу в линейной постановке. Подстав- 

ляя (1.253) в правую часть дифференциального уравнения зада- 
чи (1.252), получаем граничную задачу 

Ги (х)= с, при «ze {x}, хеС, 

Ги(х)=0 при z& (5}, (1.254) 

lu (x) lr = ф(у). 

Для определения параметров c, рассмотрим mN + 1 граничных 
задач: 

Lun: (x) = 0, rea, 

Ги: (ть) = Ri, (1.255) 

[ин (x) [г = 0, k=1,...,.N,i=1,..., т; 

Lu; (x)= 0, 2eG, 

lui (x) Ir = p(y), 

тде AR;— вектор, i-a составляющая которого равна единице, 
а остальные т — 1 составляющих равны нулю. Очевидно, имеет 
место следующее равенство: 

(1.256) 

№ т 

и (x) = и. (x) + 2 a Chilly (2), (1.257) 

Tle C,;— i-a составляющая вектора c,. Если получим (mN + 1) 
Функций в правой части (1.257), то в силу постановки линейной 
обратной задачи (решение u(x) известно) из (1.257) полу- 
чаем обычную линейную задачу аппроксимации: найти такие
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коэффициенты, чтобы норма разности 

№ т 

и (x) — и, (x) — У a Crillpi (7) 
k=1i=1 

достигала минимального значения. Коэффициенты разложения Cy 
функции u(r)—ui(x) по функциям ин(х) можно находить из 
линейной системы 

У py Cri; [Uni (X)] = 0; [и (2) — и, (2)], 1=1,....тМ, (1.258) 

где ®; — первые mN функционалов из некоторой тотальной си- 
стемы линейных функционалов. Выбор этих функционалов зави- 
сит от задания решения u(x). Дело в том, что в практических 
задачах и(х) заданы в конечном числе М точек ZX, (в точках, в ко- 
торых стоят датчики — осциллографы, геофоны и т. п. приборы). 
Поэтому выбор функционалов ®; ограничен такими функционала- 
ми, которые требуют знания функции в точках д, = С (функцио- 
налы метода коллокации, функционалы в конечномерном вектор- 
ном пространстве и т. д.). Таким образом, решение линейной 
обратной задачи сводится к решению линейной системы (1.258) 
и, следовательно, нахождению решения граничных задач (1.255), 
(1.256). Последняя ничем не отличается от граничной задачи 
(1.1), (1.2), и поэтому для ее приближенного решения можно 
воспользоваться способами из $ 1.2, 1.3. Что касается решения 
граничных задач (1.255), то их будем искать в виде 

ин (х) = К; (ть, х) + Vu (х), (1.259) 

где K;(x,, х)—1-я вектор-строка матрицы фундаментальных pe- 
шений K(x,, 2) оператора L, а (5х) является решением следую- 
щей граничной задачи с однородным дифференциальным урав- 

нением: 

Гон: (x) = 0, хеС, Шны(х) |p = LKi (a, x) Ir. (1.260) 

Эта граничная задача также совпадает с граничной задачей 
(1.1), (1.2) и, следовательно, для ее решения могут быть исполь- 
зованы методы, описанные в $ 1.2, 1.3. Таким образом, полу- 
чаем следующий алгоритм решения линейной обратной за- 
дачи: решаем граничные задачи (1.260) и (1.256); с помощью 
г:(х) из (1.259) находим u(r), с помощью последних вычисля- 
ем элементы матрицы и правые части системы (1.258), решение 
которой даст искомые векторы с». 

Рассмотрим теперь линейную параметризованную обратную” 
задачу. В этом случае мы имеем граничную задачу 

Lu(x)= f(z, с)... см), хеб, (1.264) 

lu(x) lr = p(y).
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Для определения вектор-параметров с» рассмотрим граничные 
задачи 

Син (1) = 1(х,Г,... ERT fsa); reG, k=1,...,N, 
Е—1 

ин (х)|1=0, k= и ..., М, 1=1...т, (1.262) 
[и (x)= 0 

lui (1) [г = p(y), 

где через I обозначен т-мерный вектор с нулевыми составляю- 

щими, а R; имеет тот же смысл, что ив (1.255). Для решения 
граничных задач (1.262) также воспользуемся представлением 

(1.263) 

Uni = Oni (2) + ив (т), 

где Wzi(z)— какое-либо частное решение уравнения 

Lugs = | (х,Т,... и Ruh ПЕНИ) rea, Е =1,..., М, 

#—1 

а Uy (x) — решение , навичной 8 задачи 

Гон (x) = 0, rea, 

luni (2) [г = юн: (2) Ir. 

Дальнейший ход вычисления вектор-параметров с, аналогичен 
рассматриваемому выше случаю решения линейной обратной за- 
дачи. Для получения xi (7) можно использовать фундаменталь- 
ные решения оператора L (см. (1.94)). 

В случае слабой нелинейной граничной задачи вместо систе- 
мы (1.258) получаем довольно сложный нелинейный функционал, 
который следует минимизировать как по с», так и по координа- 
там точек x,. Найдем этот нелинейный функционал. Для ясности 
изложения будем предполагать, что G — конечная область (внут- 
ренняя обратная задача) с границей Г. Через 5 обозначим по- 
верхность, целиком включающую область С, а через {2 }»— — 
множество точек, расположенных всюду плотно на 5. Решение 
граничной задачи (1.254), в которой координаты точек x, в дан- 
ном случае неизвестны, опять представим в виде выражения 
(1.257), где ин(х) выражаются через (1.259), а им являются ре- 
шениями граничных задач (1.260). Решения последних предста- 
вим в виде ряда 

М 

vas (2) = 3 as (ты) фе (2) (1.264) 

где р, (1) — занумерованные с помощью одного индекса фундамен- 
тальные решения К;(2ь, x) оператора L, а. (хь, #) — коэффициенты 

разложения функции Ж; (ть, и) [г в виде ряда [4$,(х)|г. Они, как
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уже было сказано в $ 1.3, получаются при решении системы 
N 

У аль, 2) ws [rps (y)] = в; [18+ (ta, yy 1 =1,.... М (1.265) 
$=— 

где ©;— линейные функционалы. Запишем (1.265) в матричной 
форме 

Аа (22, i) = b, 

где A — матрица системы (1.265), а(х,, i) и b— искомый и за- 
данный векторы. Обозначив элементы обратной к А матрицы A! 
через a; (они не зависят от координат точек 2), получим 

М 

аз(ть, i) =, ‚а; [LK (xp, и)]. (1.266) 
j= 

Весьма важно с точки зрения численной реализации излагаемо- 
го алгоритма, что элементы матрицы 4-7! могут быть использо- 
ваны для представления решения всех задач (1.254). Исполь- 
зуя формулы (1.259) — (1.266), из (1.257) получаем 

№ т 

u(x) = и. (x) + a > Chi ce (XR, 2) + 

ee N(N 

+ a |; 03300; [LAG (Xp, wd ps @)| 

Выбрав какую-либо из классических норм функционального 
пространства (например, норму в Le(G)), получаем, что коэффи- 
циенты C,; и координаты точек х, получаются при минимиза- 
ции функционалов 

№ т 

u(x) — и, (2) — Х Dd cri ce (ть, t) + 
k=1i=1 

N 

+> 
s=1 

В (1.267) u(c)—s3agannHaa функция (согласно постановке об- 
ратной задачи), и: (5) — решение прямой задачи (1.256), кото- 
poe может быть эффективно вычислено, &.; — не зависящие OT 
сы и ZX, числа, 14.(5т) — также не зависящие от сы и х, функции. 
Таким образом, если выбрать функционалы ®; и норму | |, 
выражение (1.267) превращается в обычный нелинейный функ- 
ционал, для минимизации которого могут быть использованы 
хорошо известные методы минимизации. 

Ниже приводим решения обратных задач для уравнения 

Пуассона Au(x)=f(z) и внешней граничной задачи Неймана 
д 

= = = p(y) для полупространства. Обратная задача 
п 15 Ox” |5 

(1.267) 
N 

р 5300; [LAG (ть, wt Ws @)|
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заключается в следующем. На плоскости 13 = 0 задана вертикаль- 
ная производная (у) потенциала масс f(x), заключенных в 

бесконечной полосе, ограниченной плоскостями 23 = — 4} 
3 3 we И 1” = — 4%. Покроем интерпретируемую полосу (слой) паралле- 

лепипедами С, высотой 18—41 (22>2) и горизонтальными 
размерами D. Параметризованная (но бесконечномерная) обрат- 
ная задача заключается в следующем: по известным зпачениям 
~(y) определить кусочно-постоянную плотность масс | в па- 
раллелепипедах G,. Линейная система (1.258), из которой в 
этом случае следует определять постоянные }, принимает вид: 

2 fej lea) = OP) 1=12,.... (1.268) 

где аналитический вид функций u,(y) дается в § 2.27 гл. И 
(интегродифференцированные фундаментальные решения; в част- 
ности, и, совпадает с интегродифференцированным фундамен- 
тальным решением 2001). При определенных соотношениях 

между вертикальными размерами 2. — 11, горизонтальными 

размерами D параллелепипедов и расстоянием 21 от плоскости 
13 =0 граничных значений до верхней границы исследуемого 
слоя бесконечная система (1.268) линейных уравнений стано- 
вится вполне регулярной [69] и ее можно решать методом ре- 
дукции (0б этом и физическом смысле этих обратных задач 
можпо узнать из монографии автора. Приближенные методы pe- 
шения прямых и обратных задач гравиметрии.— М.: Наука, 
1987). В нижеприводимой табл. 1.27 даются погрешности опре- 
деления кусочно-постоянных плотностей f/f, для следующей физи- 
ческой модели. В одном-единственном параллелепипеде задается 
единичпая плотность, во всех остальных параллелепипедах плот- 
ность равна пулю. Гравитирующий параллелепипед соответствует 
первому числу первой строки каждого из пяти случаев табл. 1.27. 
Каждый случай содержит погрешности определения постоянных 
плотностей в гравитирующем и в 35 ближайших параллелепипе- 

дах. Во всех пяти случаях D=1 4 45 — x, = 2, a xi менялся от 
—0,01 (случай а) до —5 (случай e). Погрешности умножались 
на 10° (случаи а и 65), на 10* (случай с). Для случаев 4 ис 
даны значения погрешностей без изменения. Анализ табл. 1.27 
показывает, что чем выше от исследуемого слоя находятся ин- 
терпретируемые значения p(y), тем хуже решается соответ- 
ствующая параметризованная линейная обратная задача. В тех 
случаях, когда погрешности были больше 100, в табл. 1.27 пи- 

шется символ оо.
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ГЛАВА П 

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ 
И ИНТЕГРИРОВАННЫЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

НЕКОТОРЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$ 2.1. Дифференциальное уравнение Лапласа 

Дифференциальный оператор Лапласа имеет вид 

д? д? д° 
Г, = А =—— 

с" о * © 
Оператор [ в граничных условиях задачи (1.1), (1.2) для 

дифференциального уравнения Лапласа в общем случае имеет вид 

д д д 
[==0. (у) + а (у) би + Qs (я + 94 YW) Se (2.1) 

где a(y) (t=1, 2, 3, 4) — функции, заданные на границе Г. 
В этом случае искомая функция в граничной задаче (1.1), (1.2) 
скалярна. 

Фундаментальные решения 1р.(х) даются формулой 

ba (2) = Tea (2.2) 

rye 2% = (zz, 22,22) — точки, расположенные всюду плотно на Г! 
(рис. 1), а 

r (Zn, 2) = V (в — 24)? + (ci — 2)? (в 28)? 
(здесь и всюду в дальнейшем) — расстояние между фиксирован- 
HOM точкой 2, и переменной точкой х = (215223). 

Формулы (1.21) и (1.22), существенно использующиеся во 
втором способе решения граничных задач методом разложения 
по фундаментальным решениям, представимы соответственно 
В виде 

| 4 a4 4 д 
u(a)=—A | | [т Fe MO) — ту эт и | AS te С, 

(2.3) 
_ 9 4 yy hb д о | М тии — Fen Ie (и) 45, 264, (2.4) 

41 М. А. Алексидзе
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где д/дп, означает производную по внешней нормали к поверх- 
ности С в точке у=Г. В дальнейшем индекс у будем опускать. 
Формулы (2.3) и (2.4) известны под названием основных фор- 
мул теории гармонических функций. Иногда (например, [88] ) 
равенства (2.3), (2.4) называют третьими равенствами Грина. 
Вообще говоря, в правой части формулы (2.2) может еще 
стоять произвольная гармоническая по х функция Q(z, x), не- 
прерывная вместе со своими первыми производными. Ясно, что 

1 1 
функции 25 И ea + (z,£)| одновременно будут удов- 

летворять формуле (1.94). 
Условия сопряжения для внутренних границ имеют вид 

/ п д 7 д wu” ие (2) Iron = 2" (2) ых Сар (2) Iron = CoG" (2) ты — (25) 
rye cy и Co — константы, характеризующие две различные среды 
по обе стороны внутренней границы Гьи. 

$ 2.2. Дифференциальное уравнение Лапласа 
в плоском елучае 

Оператор Лапласа в плоском случае имеет вид 

__ & a” 

Аир Роз 
Оператор граничных условий в общем случае — вид 

д д 
== a, (у) + оз (У) Sai + а (У) Se 

Фундаментальные решения даются формулой 

Ч» (5) = (2, 2), 
Или 

— (2) = In 

Формулы (2.3), (2.4) принимают соответственно вид 

и (т) = — =- | ES Inr(z, y)u(y) — Inr (za, т и (Wy) dS'y, xz eG; 

r 

о | еше (а у)и (у) — шт (2, У) ати (9) | 49, ZG. 
= Loy y 

Условия сопряжения на внутренних границах выражаются 
теми же формулами (2.5).
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Частное решение плоского неоднородного уравнения Лапла- 
са (уравнение Пуассона) с полиномиальной правой частью 

на - > р aa; (#1) (ay 

дается формулой 

4 — 4519/21 
@ (x) = a+b >) У M45 | ; Pi+j+2,5(%) + 

i=0 j=0 (i -- 2) (t+ 4) ОЕ 

+b 
i=0 

a aii =] 
Е +7-2 4 

fod “7 (1-2) (7 : Neve 7=0 

где 

[21 1)* са? i+j+2—2k—{j/2} /„э\28--{7/2} 
Pi+j+2,3 (x) = 2 (— Ci+j+2 (27) (x ) ? 

i 4) си? 1\28--{2/2} 7 ,.2\t-+j—2k—{i/2} +2 
Рана, (5) = 2 (— 614742 (2’) (x") ’ 

символ {1/2} обозначает остаток деления i на 2, т. e. 1 при не- 
четном i u 0 при четном i, [А] обозначает целую часть числа К, 
а и 6 — произвольные конечные числа, не равные одновремен- 
но нулю. 

Частное решение для уравнения с правой частью 

= >) Уи; эт (27 + сз) sin (dja? +) 
1=0 7=0 

равно 

в (2) = — У > Ai; (b? +. d})~* sin (bjx! + c;) sin (djz? + e;), 
i=0 j7=0 

а для уравнения с правой частью 

равно 

Te ai, b:, с. dj ие; — заданные числа. 
11
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$ 2.3. Уравнение Гельмгольца (волновое уравнение) 

Оператор Гельмгольца имеет |вид 

АЕ -or te (a 
Оператор / граничных условий в задаче (1.1), (1.2) дается 
формулой (2.2). Фундаментальные решения (x) имеют вид 

othr (Zhs®) 

RO) = Seay? 

2) + “s + №, Е? > 0. 

где i= 7—1. 
Формулы (1.21), (1.22), которые в этом случае часто назы- 

вают формулами Кирхгофа или принципом Гюйгенса, предста- 
вимы соответственно в виде 

4 д mea e—ikr(x,y) д 

и (7) = — ia) J E У)» (у) ти on” w)| Чу, 

д ее) — в—т(2,у) д [ети 49, 296. 
Г 

$ 2.4. Уравнение Клейна — Гордона 

Оператор Г, имеет вид 

1-2 a” a a” 12 12—00 

ПРИ Рау бя Гб 7" 
Оператор [ в граничных условиях (1.2) дается формулой (2.1). 
Фундаментальные решения p,(x) имеют вид 

—Ат(2ъ,х o ®"(2в›х) 

г (2, x) ° tbe (1) = 

Формулы (1.21), (1.22) записываются соответственно 

4 де #"(%1) ее №") д | 

и (2) = ИФ Е тв ont 9) Sur 
Г 

де #"(2.9) е—Т(2,У) д 

о a Few Te Se AG. 
Г 

Фундаментальные решения для уравнения 

Au—u=0
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в плоском случае получены Пакаром (см. [39]) и имеют вид 

Pa (2) = = | Via 

Нолучим из уравнения распространения волн в пространст- 
ве ($ 1.12) 

(Zp, us 

au (x, t) 

at” 
= aAu(z, t) + F(z, t), 

где F(x, #) — плотность действующей силы, а? = k/p, К — модуль 
Юнга, р — плотность, х — точка рассматриваемого тела, # — вре- 
мя, одно общее уравнение, частными случаями которого явля- 
ются уравнения Гельмгольца и Клейна — Гордона. 

Пусть F(z, }=Р(х)е", где t=atio. Если решение урав- 
нения распространения волн будем искать в виде и (х, #) =и(х)е"', 
получим для функций w(x) уравнение 

teu (х) =а?е"Ли (х) + F(z) e™, 

или, сокращая на е"', 

а?Ли(х)— t7u(x) + F(x) =0 

Из последнего уравнения при t=—io получаем неоднородное 
уравнение Гельмгольца 

wo" 

Au (2) + “ли (=) + F (2) =0, 
a 

а при т = a — неоднородное уравнение Клейна — Гордона 
a 

Au (1) — aut (2) + F(zxr)=0. 

Заметим, что уравнение Клейна — Гордона является реальным, 
и его решение также реально. Уравнение Гельмгольца являет- 
ся реальным, но его решение уже комплексно. Однородное 
общее уравнение 

12 

Ди (1) — и (5) = 0 
а 

является комплексным: 

Au, (x) — oO (1) + 2-5 5 Uy (1) = 0, 

а? — wo rive? 

Au, (1) — = Us (x) — 2— и: (x) = 0 

и его решение и(х)= и! (2) + 2(1) также комплексно. Мож- 
но непосредственно проверить, что фундаментальное решение
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общего уравнения имеет вид 

— ~ r(x,y) 

(4, у) =- 
r(x, у) 

Приведем результаты решения двух граничных задач для 
уравнения Клейна — Гордона. В первом случае С является 
однородной единичной сферой и граничные условия имеют вид 

и |, =ехр A sin Q sin (‹ + + fb Vi cos}, 

при Л =0, 1. Нетрудно проверить, что точное решение рассма- 
триваемой граничной задачи имеет вид 

О, 1и 1 2 3 
a +X 2 ( ) 

u=e 

Для решения этой граничной задачи применялись 50 фунда- 
ментальных решений, равномерно расположенных на вспомога- 
тельной сфере радиуса г= 2,5. Для аппроксимации граничных 
условий применялся метод коллокации. Узлы коллокации так- 
же равномерно расположены на поверхности основной единич- 
ной сферы. Решение и получалось с помощью Пакета приклад- 
ных программ. Погрептность решения линейной системы урав- 
нений (невязки в узлах коллокации) не превосходит величины 

50 
10-5 (табл. 2.1). Отклонения приближенного решения р An Wr, 

=1 
от точного и, вычисленные (табл. 2.2) в 50 граничных точках 
(посередине узлов коллокации) и в 100 внутренних точках 
(табл. 2.3 и 2.4) области G, не превышали 10-*. 

Вторая граничная задача относится к кусочно-однородной 
среде. Здесь точное решение неизвестно, и погрешность контро- 
лировалась лишь проверкой граничных условий. Эта задача 
также решалась с помощью Пакета прикладных программ 
(точнее, расширением Пакета прикладных программ для реше- 
ния трехмерной контактной граничной задачи, описанного для 
уравнения Лапласа. В настоящее время такое расширение ра- 
ботает и для уравнения Клейна — Гордона). Конечная кусочно- 
однородная область, для которой ищется решение задачи Ди- 
рихле для уравнения Клейна — Гордона, ограничена (рис. 9) 
поверхностью Го двуосного эллипсоида с полуосями 10,5 и oO 
с центром в начале координат. Внутри эллинсоида расположено 
сферическое кольцо с центром в точке (—4, 0, 0) и внешним 
радиусом (поверхность Г!) А! =3 и внутренним радиусом (по- 
верхность Г2) В. =1. Кроме этого тела внутри основного эл- 
липсоида имеется еще одно включение в виде сферы радиуса 
В: =3 (поверхность Гз) с центром в точке (4, 0, 0). Такое
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Таблица 2.4 

М х! х? хз и и 

ae 
1 0,2930 0,0955 0,9512 1,0805 1,0805 
2 0,1816 0,2500 0,9542 1,0834 1.0834 
3 —0,0000 0,3090 0,9512 1.0755 1.0755 
4 —0,1816 0,2500 0,9512 1,0606 1.0606 
5 —0,2939 0,0955 0,9512 1,0444 1,0444 
6 —0,2939 —0,0955 0,9512 1.0330 1,0330 
7 —0,1816 —0,2500 0,9512 1.0304 1.0304 
8 0,0000 —0,3090 0,9512 14,0378 1,0378 
9 0,1816 —0,2500 0,9512 1,0523 1.0523 

10 0,2939 —0,0955 0,9512 1,0686 1,0686 
‚ 44 0,7694 0,2500 0,5878 10972 1,0972 

12 0,4755 0,6545 0,5878 1,1043 1,1043 
13 —0,0000 0,8090 0,5878 1,0840 1,0840 
14 —0,4755 0,6545 0,5878 1.0453 1.0453 
15 — 0,7694 0,2500 0,5878 1.0040 1,0040 
16 —0,7694 —0,2500 0,5878 0,9754 0,9754 
17 —0,4755 —0,6545 0,5878 0,9692 0,9692 
18 0,0000 —0,8090 0,5878 0,9873 0,9873 
19 0,4755 —0,6545 0,5878 1,0239 1.0239 
20 0,7694 —0,2500 0,5878 1.0660 1.0660 
21 0,9511 0,3090 0,0000 1,0755 1,0755 
22 0,5878 0.8090 | — 0,0000 1.0840 1.0840 
23 —0,0000 1,0000 —0,0000 1.0594 1,0594 
24 —0,5878 0,8090 —0,0000 1.0128 1.0429 
25 —0,9514 0,3090 —0,0000 0,9636 0,9636 
26 —0,9541 —0,3090 —0,0000 0,9298 0,9298 
27 —0,5878 —0,8090 —0,0000 0,9225 0,9225 
28 0,0000 —1,0000 —0,0000 0,9439 0,9439 
29 0,5878 —0,8090 —0,0000 0,9873 0,9873 
30 0,9541 —0,3090 —0,0000 1,0378 1.0378 
31 0,7694 0,2500 —0.5878 1,0252 1,0252 

32 0,4755 0,6545 —0,5878 1,0318 1.0318 
33 —0,0000 0,8090 —0,5878 1,0128 1,0429 
34 —0,4755 0,6545 — 0,5878 0,9767 0,9767 
35 —0,7694 0,2500 | —0,5878 0,9384 0,9384 
36 —0,7694 —0,2500 —0,5878 0,9444 0,9414 
37 —(,4755 —0,6545 —0,5878 0,9056 0,9056 
38 0,0000 —0,8090 —0,5878 0,9225 0,9225 
39 0,4755 —0,6545 —0,5878 0,9567 0,9567 
40 0,7694 —0,2500 —0,5878 0,9964 0,9961 
41 0,2939 0,0955 —0,9512 0,9684 0,9684 
42 0,1846 0,2500 —0,9512 0,9704 0,9704 
43 —0,0000 0,3090 —0,9512 0,9636 0,9636 

44. —0,1816 0,2500 —0,9512 0,9503 0,9503 

45 —0,2939 0,0955 —0,9512 0,9358 0,9358 

46 —0,2939 —0,0955 —0,9512 0,9255 0,9255 

47 —0,1816 —0,2500 —0,9542 0,9233 0,9233 

48 0,0000 —0,3090 —0,9512 0,9298 0,9298 

49 0,1816 —0,2500 —0,9512 0,9428 0,9428 

50 0,2939 —0,0955 —0,9512 0,9575 0,9575 
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Таблица 2.2 

N x! x? x3 и и 

4 0,3090 0,0 0,9512 1,0755 1,0755 
2 0,2500 0,1816 0,9542 1,0331 1,0334 
3 0,0955 0,2939 0,9512 1.0805 1,0805 
4 —0,0955 0,2939 0,9512 1,0686 1,0686 
5 —0,2500 0,1816 0,9542 1,0523 1,0523 
6 —0,3090 —0,0000 0,9512 1,0378 1,0378 
7 —0,2500 —0,1816 0,9512 1,0304 1.0304 
8 —0,0955 —0,2939 0,9542 1,0330 1,0330 
9 0,0955 —0,2939 0,9542 1,0444 1,0444 

10 0,2500 —0,1816 0,9512 1,0606 1,0606 
14 0,0090 0,0 0,5878 1,0840 1,0840 
12 0,6545 0,4755 0.5878 1,1042 1,1043 
13 0,2500 0,7694 0,5878 1,0972 1,0972 
14 —0,2500 0,7694 0,5878 1,0606 1,0606 
15 —0,6545 0,4755 0,5878 1,0239 1.0239 
16 —0,8090 —0,0000 0,5878 0,9873 0,9873 
17 —0,6545 —0,4755 0,5878 0,9692 0,9692 
18 —0,2500 —0,7694 0,5878 0,9754 0,9754 
19 0,2500 —0,7694 0,5878 1,0039 1,0040 
20 0,6545 —0,4755 0,5878 1,0453 1,0453 
24 1.0000 0,0 —0,0000 1,0594 1,0594 
22, 0,8090 0,5857 —0,0000 1,0839 1,0840 
23 0,3090 0,9514 —0,0000 1,0754 1.0755 
24 —0,3090 0,9514 —0,0000 1,0377 1,0378 
25 —0,8090 0,5378 —0,0000 0,9873 0,9873 
26 —1,0000 —0,0000 —0,0000 0,9439 0,9439 
27 —0,8090 —0,5878 —0,0000 0,9225 0,9225 
28 —0,3090 —0,9541 —0.0000 0,9298 0,9298 
29 0,3090 —0,95441 —0,0000 0,9636 0,9636 
30 0,8090 —0,5878 —0,0000 1,0128 1,0429 
31 0,8090 0,0 —0,5878 1,0128 1,0129 
32 0,6545 0,4755 —0,5878 1,0318 1,0318 
33 0,2500 0,7694 —0,5878 1,0252 1,0252 
ЗА —0,2500 0,7694 —0,5878 0,9960 0,9961 
35 —0,6545 0,4755 —0,5878 0,9567 0,9567 
36 —0,8090 —0,0000 —0,5878 0,9225 0,9225 
37 —0,6545 —0,4755 —0,5878 0,9056 0,9056 
38 —0,2500 —0,7694 —0,5878 0,9414 0,9414 
39 0,2500 —0,7694 —0,5878 0,9384 0,9381 
40 0,6545 —0,4755 —0,5878 : 0,9767 0,9767 
41 0,3090 0,0 —0,9512 0,9636 0,9636 
42 0,2500 0,1816 —0,9512 0,9704 0,9704 
43 0,0955 0,2939 —0,9512 0,9681 0,9681 

44 —0,0955 0,2939 —0,9512 0,9575 0,9575 

45 —0,2500 0,1846 —0,9512 0,9428 0,9428 

46 —0,3090 —0,0000 —0,9512 0,9278 0,9298 

47 —0,2500 —0,1816 —0,9512 0,9233 0,9233 

48 —0,0955 —0,2939 —0,9512 0,9255 0,9255 

49 0,0955 —0,2939 —0,9512 0,9358 0,9358 

50 0,2500 —0,1816 —0,9512 0,9503 0,9503 
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Таблица 2.3 

М х! x? x3 и и 

4 —0,1469 —0,0477 0,4758 1,0394 1,0395 
2 0,0908 0,1250 0,4758 1,0407 1,0407 
3 —0,0000 0,1545 0,4758 1,0370 1,0371 
4 —0,0908 0,1250 0,4758 1 0298 4 ,0299 
5 —0,1469 0,0477 0,4758 4 0219 1,0220 
6 —0,1469 —0,0477 0,4758 1 0163 1,0164 
7 —0.0908 —0,1250 0.4758 1.0454 1,0451 
8 0.0000 —0,1545 0,4758 1.0186 1,0187 
9 0,0908 —0,1250 0,4758 1,0257 1,0258 

10 0,1469 —0,0477 0,4758 1,0337 1,0338 
11 0,3847 0,1250 0,2944 1,0474 1,0475 
12 0,2378 0,3273 0,2941 1, 0508 4 ,0509 
13 —0,0000 0,4045 0,2941 4 0444 1,0412 
14 —0,2378 0,3273 0,2944 1 0223 1 ,0224 
15 —0,3847 0,1250 0,2944 1 0049 1 ,0020 
16 —0,3847 —0,1250 0.2944 0, ‚9876 0,9876 
17 —0,2378 —0,3273 0,2941 0.9844 0 9845 
18 0,0000 —N 4045 0,2944 0,9936 0’ ‚9936 
19 (0,2378 —0,3273 0,2941 1,0118 1 0119 
20 0,3847 —0,1250 0,2944 1,0324 1.0325 
24 0.4755 0,1545 —0,0000 1 ,0370 1,0370 
22 0,2939 0,4045 —0,0000 1,0441 1,0441 
23 —0, ‘0000 0,5000 —0,0000 1.0292 1,0293 
24 —0,2939 0,4045 —0,0000 1,0064 1,0064 
25 —0,4750 0,1545 —0,9000 0,9816 0,9816 
26 —0,4755 —0,1545 —0,0000 0,9642 0,9643 
27 —0. ‚2939 —0,4045 —0,0000 0,9604 0,9605 
28 0 ‘0000 —0,5000 —0,0000 0,9715 0,9715 
29 0, 2939 —0,4045 —0.0000 0,9936 0,9936 
30 0.4755 —0,1545 —0,0000 1,0187 1,0187 
34 0,3847 0,1250 —0,2944 1,0425 1,0125 
32 0,2378 0,3273 —0,2941 1,0157 1,0158 
33 —0,0000 0,4045 —0,2941 1,0063 1,0064 
ЗА —0,2378 0,3273 —0,2941 1,9882 1,9883 
35 —0,3847 0,1250 —0,2941 0,9685 0,9685 
36 —0,3847 —0,4250 —0,2944 0,9546 0,9547 
37 —0,2378 —0,3273 —0,2941 0,9546 0,9516 
38 0.0000 —0,4045 —0,2941 0,9604 0,9605 
39 0,2378 —0,3273 —0,2941 0,9781 0,9784 
40 0,3847 —0,1250 —0,2941 0,9980 0,9980 
41 0,1469 0,0477 —0,4758 0,9839 0,9839 
42 0 (0908 0,4250 —0,4758 0,9854 0,9851 
43 —0,0000 0,1545 —0,4758 0,9816 0,9816 

44 —0,0908 0,1250 | — 0,4758 0,9748 0,9748 
45 —0,1469 0,0477 —0,4758 0,9673 0,9673 

46 —0,1469 | —0,0477 | — 0,4758 0,9620 0,9620 
AT —0,0908 —0,1250 —0,4758 0,9608 0,9609 

48 0,0000 | —0,4545 | —0,4758 0,9642 0,9643 
49 0,0908 —0,1250 —0,4758 0,0709 0,9740 

50 0,1469 —0,0477 —0,4758 0,9784 0,9785 
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Таблица 2.4 

М x! x? хз и ww 

4 0,4545 0,0 0,4758 1,0370 1,0374 
2 0,1250 0,0908 0,4758 1,0407 1,0407 
3 0,0477 0,1469 0,4758 1,0394 1,0395 
4 —0,0477 0,1469 0,4758 1,0337 1,0338 
5 —0,1250 0,0908 0,4758 1,0257 1,0258 
6 —0,1545 —0,0000 0,4758 1,0186 1,0187 
7 —0,1250 —0,0908 0,4758 1,0150 1,0154 

8 —0 0477 —0,1469 0,4758 1,0163 1,0164 
9 0,0477 —0,1469 0,4758 1,0219 1,0220 

10 0,1250 — 0,0908 0,4758 1,0298 1,0299 
44 0,4045 0,0 0,2944 1,0411 1,0412 
12 0,3273 0,2378 0,2941 1,0508 1,0509 
13 0,1250 0,3847 0,2944 1,0474 1,0475 
44 —0,1250 0,3847 - 0,2944 1,0324 1,0325 
45 —0,3273 0,2378 0,2941 1,0118 1,0119. 

16 —0,4045 —0,0000 0,2941 0,9936 0,9936 
47 —0,3273 —0,2378 0,2944 0,9844 0,9845 
18 —0,1250 —0,3846 0,2914 0,9876 0,9876 
19 0,1250 —0,3847 0,2944 1,0049 1,0020 
20 0,3273 —0,2378 0,2944 1,0223 1,0224 
24 0,5000 0,0 —0,0000 1,0292 1,0293 
22 0,4045 0,2939 —0,0000 1,0444 1,0411 
23 0,1545 0,4755 —0.0000 1,0370 1,0370 

24 —0,1545 0,4755 —0,0000 1,0187 1,0187 
25 —0,4045 0,2939 —0,0000 0,9936 0,9936 
26 —0,5000 —0,0000 —0,0000 0,9715 0,9745 
27 —0,4045 —0,2939 —0,0000 0,9604 0,9605 

28 —0,1545 —0,4755 —0,0000 0,9642 0,9643 
29 0,1545 —0,4755 —0,0000 0,9846 0,9846 
30 0,4045 —0,2939 —0,0000 1,0064 1,0964 
31 0,4045 0,0 —0,2941 1,0063 1 ,0064 
32 0,3273 0,2379 —0,2941 1,0157 1,0158 
33 0,1250 0,3847 —0,2944 1,0125 1,0425 
ЗА —0,1250 0,3847 —0,2944 0,9980 1,9980 
35 —0,3273 0,2378 —0,2941 0,9781 0,9781 
36 —0,4045 —0,0000 —0,2941 0,9004 0,9005 
37 —0.3273 —0,2378 —0,2941 0,8516 0,9516 

38 —0,1250 —0,3847 —0,2941 0,9546 0,9547 
39 0,4250 —0,3847 —0,2941 0,9685 0,9685 
40 0,3273 —0,2378 —0,2941 0,9882 0,9883 
41 0,1545 0,0 —0,4758 0,9846 0,9846 
42 0,1250 0,0908 —0,4758 0,9854 0,9854 

43 0,0477 0,1469 —0,4758 0,9839 0,9839 

44 —0,0477 0,1469 —0,4758 0,9784 0,9785 

45 —0,1250 0,0908 —0,4758 0,9709 0,9710 

46 —0,1545 —0,0000 —0,4758 0,9642 0,9643 

. 47 —0,1250 —0,9908 —0,4758 0,9608 0,9609 

48 —0,0477 —0,1409 —0,4758 0,9620 0,9620 

49 0,0477 —0,1469 —0,4758 0,9673 0,9673 

50 0,1250 | —0,0908 | —0,4758 0,9748 0,9748 
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многосвязанное кусочно-однородное тело было выбрано для 
иллюстрации богатых возможностей Пакета прикладных 
программ. На puc. 9 дано меридиональное сечение рассматри- 
ваемого тела. 

Граничные условия имеют вид 

и г. =1, и Ir, = 0,5. 

Условия сопряжения заданы на поверхностях Г: и Гз 

ие =и| ди и 
Г: Г дп |_+ On ry 

ГЗ T's n rt ди | — 

Согласно алгоритму $ 1.12 решение в каждой из трех одно- 
родных областей Со (ограниченной поверхностями Го, Гри Ps), 

УД 

С: (ограниченной поверхностями Г! и Te) и Ge (ограниченной 
поверхностью Гз) представлено отдельными рядами 

№ № №. 

0 (1) (2) 

Ив = p2 a Dros u, = 2 Ap Wray Uy = a an Wre- 
=] = = 

Вспомогательные точки р» (1=0, 1, 2), определяющие 
фундаментальные решения pi, брались на поверхности So эл- 
липсоида с центром в начале координат и полуосями (20, 10, 10), 
на поверхности 5, сферы с центром в точке (—4, 0, 0) радиуса 
R,=2, на поверхности 52 сферы с центром в точке (4, 0, 0) 
радиуса В. =2 для области Со, на поверхности сферы 53 © 

центром в точке (—4, 0, 0) радиуса Rg =4, на поверхности сфе- 

ры S, с центром в точке (—4, 0, 0) радиуса Вт = 0,5 для области 
1, на поверхности сферы Ss с центром в точке (4, 0, 0) pa- 

диуса Аз =4 для области Со. Пакет прикладных программ полу-
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чает коэффициенты разложения, состоящие из трех групп 

а®, (1, af, представляющие решение и в области С, и! —в об- 
ласти G, и из — в области Go. Во всех приведенных ниже слу- 
чаях № = 18, №, =32 и № = 16. При фиксированных вспомо- 
гательных поверхностях и числе членов разложения точность 
найденного решения (которая контролировалась путем провер- 
ки граничных условий и условий сопряжения) существенно за- 
висит от коэффициента А? =), стоящего в уравнении Клейна — 
Гордона перед функцией и. Рассматривались значения A = 1074; 

Таблица 2.5 

rN Го Г, Г. Г. Г, Г. 

10-4} 40-5 10,020,00410,00610,040,0410,08/0,4 10-4 10,08 10-4 {0,07 
0,1 10-5 {0,03,0,00310,007/0,05'0,06)0,08'0,06) 10-2 10,12 6-10-4 10,03 
0,3 10-5 10,070,02 10,08 |0,07|0,09/0,05)0,08) 3.10-3 10,48) 2.10-3 0,14 
0,9 | 4.40-5 10,0410,07 10,09 0,0210,020,06]0,05 А.10-2 10,24] 8.40-3 9,37 
4,1 | 6-10-5 0,0610,09 10,4 10,030,030,040,04| 9.10-2 10,35 2.40-1 9,44 

10-1; 0,3; 0,9; 1,4; 2. При увеличении А результаты ухудшают- 
ся. При 7A=2 результаты были явно неудовлетворительными 
и они не приводятся в табл. 2.5. В первом столбце последней 
даны значения A, во втором и третьем — максимальные откло- 
нения решения от 1 на поверхности Г в точках коллокации и 
посередине их, в четвертом и пятом— (тахи, |г, — 0,5) в узлах 
коллокации и посередине их, в шестом и седьмом — модули раз- 
ностей сопряжения для самих функций (0 —и2)Г!, в следую- 
щих двух столбцах даны в узлах коллокации и посередине их 
модули разностей сопряжения нормальных производных на 

ди ди 
0 1 

On — бт, 

модули разностей сопряжения в нормальных производных па 
поверхности Is. 

поверхности Г, max и в последних двух столбцах — 

$ 2.5. Уравнение теплопроводности 

Оператор Г имеет вид 
д 5 д a” a д 

L=a\—7,=4 Г + (522 — са Е 

Если искомая функция u(x) в уравнении (1.1) есть темпе- 
ратура в точке М (1'5243) в момент времени $ то в этом случае 
а? = К/ (со), где о — плотность, с — коэффициент удельной теп- 
лоемкости, k=const — коэффициент теплопроводности и a? — 
коэффициент температуропроводности. Оператор Г допускает 
следующее истолкование. Если искомая функция и(х) в урав-
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нении (1.1) есть концентрация диффундирующего вещества, TO 
а? = — коэффициент диффузии. 

Фундаментальные решения 1р,(х, {) имеют вид 

\ 3 _ 4 xl г? (2p) 2) 

Ya (% 2) 2 У ла? (t — = eeP 4a” (t — т») 

До сих пор мы рассматривали эллиптические дифференциаль- 
ные уравнения, которые требовали лишь граничных условий. 
Для параболических и гиперболических уравнений основными 
являются так называемые смешанные граничные задачи — за- 
дачи с начальными условиями. Нетрудно обобщить методы 
$ 1.1, 1.2 для решения и таких задач с использованием тепло- 
вых потенциалов. 

Пусть Е =ГХ[0, Г] и Е =Г, Ж[0, 7]. Непосредственной 
подстановкой можно убедиться, что функция 

| \° г (ву) 
x,t: y, т) = exp { — 

ul 4 9- [$ V xa (t — т) р ее 

удовлетворяет уравнениям 

Ясно, что эта функция обладает свойством симметрии (принцип 
взаимности) и(х, ft; у, т) =и(у, Е; x, т), относительно перемен- 
ных [и т симметрия не имеет места, что обусловлено необра- 
тимостью тепловых процессов во времени. 

e yuna решения 1, (5, #) имеют вид 

фи (2, 1) (22) t>tt< в (5, — ехр; — — ’ T, Vi, 

Е Улей (i ta) 4a! (t — %) ~ 
где {z;,, td; (j=1, 2,...) (здесь и далее) — счетное, всюду плот- 
но распределенное на Ё, множество точек четырехмерного про- 
странства, индекс А связан с индексами фи j путем некоторого 
их упорядочения. Несколько необычное определение фундамен- 
тальных решений объясняется тем, что (2, РГ) есть функция 
температурного влияния мгновенного источника тепла, вклю- 
ченного при {=т:. Заметим, что при непрерывно действующем 
источнике, начиная с {= т; функция температурного влияния 
имеет вид 

eo oe | = ° dex 
4mk ]/пг (2, т) в) — 

Уз 
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что может оказаться более подходящим при решении некото- 
рых граничных задач методом разложения по неортогональным 
функциям. 

Формулы (1.21), (1.22) для уравнений теплопроводности 
принимают соответственно вид 

u(x, t) = — | ie ит, thy, 94%, |e + 
0 

4 if ou et yD) uly, 945, ат — | Тыс. t; 2, 0)и (2, 0) а, 
918 " G 

reG, 
t 

0 = ие Ну, 185, | dt + 

oL s 
t 

+f{S fs cae у, Duy, 04%, ат — { {Jue t; z, 0)и (2, 0) аи», 

0 5 _ С 
ЕС. 

Более подробно о решении граничных задач для уравнения теп- 
лопроводности см. в [82]. 

$ 2.6. Уравнение теплопроводности в плоском случае 

Оператор Г имеет вид 
ГА 9 а? a° roan a д 

—_ Ot — (дх (a2!) (dx 2 Ot" 

Для этого случая дадим лишь фундаментальные решения 

72 Zs, д 

ра (x, t) ={( 1 ) ox - (ir ) | {> 5, t<%. 
2 У ла? (#—т;) 4a” (t — 1); 

$ 2.7. Уравнение теплопроводности в одномерном елучае 

Оператор L имеет вид 

д? д 
(0% Ot 

Для этого случая также дадим лишь фундаментальные pe- 
шения 

Da (т, t) — | V wai = =) P| да? (1 — т) 

Г. = а? 



8 2.9. СТАЦИОНАРНЫЕ УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ — СТОКСА 475 

$ 2.8. Уравнение диффузии неустойчивого газа [149] 

Оператор Г, имеет вид 

= ав Ot 

Легко видеть, что после подстановки и(х, t)= v(x, Ре? урав- 
нение 

ди _ о 
эс = @"Аи + Ви 

переходит в уравнение теплопроводности 

> = а*Ль. 

Поэтому при решении граничной задачи для рассматриваемого 
уравнения можно непосредственно применить описанные спосо- 
бы решения, используя в качестве фундаментальных решений 
функции 1,(5, Ре", где p,(x, Е) — решения уравнения тепло- 
проводности, либо свести решение с помощью указанной подста- 
новки к решению граничной задачи для уравнения теплопро- 
водности. 

$ 2.9. Стационарные уравнения Навье — Стокса 

Поле скоростей и=(ш, U2, из) и давление р при движении 
несжимаемой жидкости в инерциальной декартовой системе опи- 
сываются нелинейными уравнениями Навье — Стокса и уравне- 
нием несжимаемости 

3 
du; a 1 р . 

vAui —p dy tage = 52) i = 1, 2, 3, — = 0, 

где Vv — кинематический коэффициент вязкости, р — плотность. 
Существуют [92] различные способы линеаризации этих урав- 
нений (Стокса, Озина и т. д.). Приведем гидродинамические 
потенциалы, соответствующие линеаризации Стокса [193, 194] 

3 ze Se VAui = 5 ia, = 9 
1 k=1 

Матрица фундаментальных решений для этого случая имеет 
ВИД 

Ну} (25, 2) Ay, (2, ®) Нуз (2p 2) 

Н (2ь, ©) = | 4a, (=ь 2) Hy, (Zn т) Hos (Zp *) |, 

Ну; (2% 2) Ну» (Zn) 7) Нзз (2ь, 2)
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где 

1 65; (ий — x!) (2 — 27) 
Hii; (2ь, x) — — Зл» р (2p, x) [7 (2,2) 

5, — символ Hponekepa. Заметим, что в линеаризованных урав- 
нениях Навье — Стокса имеются четыре неизвестные функции: 
u; (1=1, 2, 3) ир. Однако граничные условия обычно задают- 
ся относительно вектора и=(и1, Uo, из) (аналогичный случай 
встречается и для уравнений Максвелла). Поэтому при реали- 
зации приближенных способов решения граничных задач, 
описанных в первых двух параграфах первой главы, следует 
аппроксимировать граничные условия для и с помощью вектор- 
строк H;(z,, x) матрицы H(z,, x), занумерованных с помощью 
одного индекса (или вектор-столбцов, что одно и то же ввиду 
очевидной симметрии матрицы фундаментальных решений) 

p; (2) = Hi (2, <), i= 1, 2, oar) z= 1, 2, ee 

где индексы i, Ки j связаны соотношением i = 3(k — 1) +i. 
Вычислив коэффициенты разложения Qa; для вектора CKO- 

ростей 

N 

и = У aj; (2), 
jg=1 

давление находим по формуле 
N 

p = Dd, ajo; (2), 
j=1 

где w;(7)— скалярные функции 

zt — xt 

_ 4m [г (Zp, x)}* , 
в; (1) = 

а индексы i, Ки ] связаны тем же соотношением j = 3(k—1)'+i 
(1=1, 2, 3; K=1, 2, ...). Учитывая, что H;(z, +) является ре- 
шением линеаризованной системы уравнений Навье — Стокса 

vAH; (5, x) — grad Fence = 6(z—x)e’, div Hi(z, x) = 0, 

где 6(z—2)— дельта-функция Дирака, е' — единичный вектор, 
направленный вдоль 1-й координатной OCH, можно получить 
[92] частное решение неоднородной линеаризованной системы 
уравнений Навье — Стокса 

vAu — grad p= f(z), 

div u = 0.
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$ 2.10. Бигармоническое уравнение 

Оператор к имеет вид 
at 

L=AA= (ax n+ oat Gar 

a* 

3\4 +2 1\2 2\2 + Gs 5 (ax')° (92) 
4 54 

+2 +2 , 
~~ (021 (02°? (62°) (023 

Уравнения Навье — Стокса и уравнение несжимаемости со- 
держали четыре неизвестные функции и четыре уравнения, а на 
границе задавались лишь три произвольные функции. Для би- 
гармонического уравнения ситуация обратная: уравнение со- 
держит одну неизвестную функцию, а граничные условия дают 
две произвольные функции 

Lulp = pi), ит — р“), 

где И и lo — дифференциальные операторы, определенные на Г. 
Это объясняется четвертым порядком бигармонического диффе- 
ренциального уравнения. 

Фундаментальные решения  бигармонического уравнения 
имеют вид 

(<) = [и (2+, gz) | 8+5, j= 1, 2; k= 1, 2, oe ey 

где индексы i, k, ] связаны соотношением j = 2(k—1)+ i. При 
i= 2 получаем функцию 

— —1 
p; (2) = [ (Zn, x) ] ’ 

которая, как легко видеть, бигармонична (ввиду ee гармонич- 
ности). При i= 1 фундаментальное решение принимает вид 

bj (x) = г (Zn, x) . 

Непосредственно проверяется бигармоничность функции г 

их 1 и || 
А [Ат (2p, 2)] = A > | (25 2) [т (%, =) | =; (в =) " 1—1 

(dx 

Формулы (1.21) и an записываются соответственно в виде 
OA 

цв) J [ew PED Ar (e, y) + Au Ew) — 
—r(z, у) on | dSy, rea, 

о) flew er ls 4 Ar (в, у)" + Au И r(z, y) 2] 45. 

zEG. 

12 М. А. Алексидзе
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Для реализации второго способа решения граничных задач 
методом разложения по неортогональным функциям к послед- 
ним уравнениям надо прибавить формулы Грина для гармони- 
ческой функции Ди (х): 

1 9 1 1 1 ‘dAu 
а) = ae) | Мил у) — a Bel dS xe, 

д 4 ` 4 OAu 

0= | Aus oe y) 7 (4,_y) “At dS, 2& 6, 

В первом способе решения граничной задачи для бигармо- 
нического уравнения следует аппроксимировать вектор ф= 
={yp", p?} с помощью системы вектор-функций {11$; ($), 

15$; (2). 

$ 2.11. Бигармоническое уравнение в плоском случае 

Оператор Г имеет вид 

9% 

ГАА бо 912 
о (00% (07 брт 

Фундаментальные решения представимы как 

p(x) = ["(2, x) 29-0 Паг(2, х) 1+], i=1,2; k=1,2,..., 

где индексы i, k, ] связаны соотношением j = 2(k—1)+i. При 
= 1 получаем 

$: (5) = шп г(2ь, 2). 
Эта функция гармонична и, следовательно, бигармонична. При 
i=2 имеем 

фи(2) = [In г(2ь, 2) — 1] ["(2ь, 2) |". 

Докажем бигармоничность этой функции. Действительно, 

А [г (2, x)]? = 4, 

А [In r(z, x) [r(z,, 2) ]?] =4А № г(2ь, x)+ 4, 
поэтому 

А [41 (1) | = A [4lnr(z,, х)] = 0. 

Решение бигармонического уравнения имеет некоторые 
особенности, и поэтому приведем результаты для одной конкрет- 
ной граничной задачи. Основное отличие схемы счета для би- 
гармонического уравнения заключается в том, что хотя ищется 
скалярная функция и — решения граничной задачи — на гра- 
нице заданы две произвольные функции. Это обстоятельство
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дает возможность в методе коллокации брать количество узлов 
равным либо n (п — количество функций, участвующих в раз- 
ложении решения), и тогда в каждом узле аппроксимируем од- 
ну из граничных функций (например, в четных узлах коллока- 
ции функцию 1р’), а в нечетных — функцию yp), либо же n/2, 

Таблица 2.6 

Uu(xt, x2) [art a2 = 
x! x? u(xt, x2) | и(х!, x2) [(u—u)-104 : с a“ = lals 

alg 

1,962 0,195 14,804 14,801 31 28,041 28,038 27 
1,663 0,556 71,556 7,003 22 10,472 10,471 44 

1,114 0,832 1,076 1,048 21 —0,042 | —0,443 7 
1,390 0,934 | —1,902 | —0,904 13 —0,732 | —3,732 3 
0,390 0,834 | —7,902 | —0,904 19 10,732 | —3,732 4 

—1,111 0,832 14,046 1,048 29 28,442 | —3,443 6 
—1,603 0,556 14,552 7,053 27 28,472 | —0,470 14 
—1,962 0,195 7,804 14,81 45 10,044 10,038 28 
—1,962 | —0,195 7,804 14,81 63 —0,041 28,038 25 
—1,663 | —0,554 1,552, 1,553 33 —3,474 28,470 18 
—1,114 | —0,832 0,046 1,048 38 —3,442 10,444 15 
—0,390 | —0,984 | —0,902 | —0,904 21 —3,732 | —0,731 7 
—0,390 | —0,984 | —0,902 | —0,904 19 —3,732 | —3,731 9 

1,141 | —0,832 1,046 1,048 24 —0,442 | —0,443 8 
1,663 | —0,556 7,432 7,593 18 10,472 0,474 16 
1,902 | —0,195 14,804 14,81 24 28,041 28,038 279 
2,000 0,0 16,000 16,004 311 32,000 31,671 3282 
1,348 0,383 11,635 41,70 —154 19,290 19,463 173 
1,414 0,707 3,7150 3,771 —199 3,795 3,877 8227 
0,765 0,924 | —0,385 | —0,480 944 —2,625 | —3,199 4733 
0,0 1,000 | —1,000 | —0,862 —1376 —4,000 | —3,286 7148 

—0,765 0,924 | —0,385 | —0,480 943 3,729 | —3,189 463 
—1,414 0,707 3,700 3,764 —146 2,195 3,846 5168 
— 1,848 0,383 11,636 11,70 —181 32,290 19,514 2203 
—2,000 0,0 16,000 16,004 410 19,000 31,008 3926 
—1,848 | —0,383 11,635 14,70 —235 19,289 19,542 252 
—1,414 | —0,707 3,700 3,764 1080 3,795 3,831 | —3659 
—0,705 | —0,924 | —0,385 | —0,490 — 1051 —2,725 | —3,235 5093 

0,0 0,000 | —1,000 | —0,845 1558 —4,009 | —3,206 | —7949 
0,765 | —0,924 | —0,385 | —0,498 —107 —2,7725| —3,235 509 
1,414 | —0,707 3,700 3,77 —193 3,195 4,875 | —8052 
1,848 | —0,383 11,636 11,70 153 49,290 19,480 —4190 

и тогда в каждом узле коллокации аппроксимируются обе 
функции yp и 1. Ниже в табл. 2.6 даются точные решения 

1 
2,2?) = (21) —(1°)* в точках с координатами (z', 12) гранич- 

HOW задачи для бигармонического уравнения с краевыми усло- 
ди 

виями иг = и 5. = py? (так называемая основная гранич- 

12%
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ная задача для бигармонического уравнения) и приближенные 
решения 

64 

и (21°) = 2) asp; (21, 2°) 
j=1 

в тех же точках. Количество узлов коллокации было равно 32, 
и они были расположены на основном контуре Г — эллипсе с 
полуосями 2 и 1, с центром в начале координат. 

Вспомогательные точки 2, были взяты на конфокальном эл- 
липсе ¢ полуосями 4 и 2. Приближенные решения были полу- 
чены с помощью Пакета прикладных программ. 

$ 2.12. Уравнение распространения волн в проетранетве 

Оператор С имеет вид 

ое, @ ай 
a” at? (020) (017) (053 шаг 

Рассматриваемое уравнение называют уравнением колеба- 
ния, а иногда волновым уравнением. Однако, следуя [140], вол- 
новым уравнением мы назвали уравнение Гельмгольца 
(см. $ 2.3). Поэтому мы будем пользоваться термином «уравне- 
ние колебания». 

Нетрудно видеть, что путем подстановки 

u(x, t)=v(x)e*™, 

L=A— 

re :=7—1 — мнимая единица, a © — произвольное число, 
уравнение колебания 

1 ди (x, t) 

сводится для функции V(x) к волновому уравнению 

Av (x) + k?v (1) = 0, 

где k=w/a—Tak называемое волновое число. Поэтому, если 
учесть вид фундаментальных решений волнового уравнения 
(см. $ 2.3), фундаментальные решения колебания принимают 

ВИД 

exp {i [Ar (2, 2) + wt} 

г (2p, 2) ° 

Последние функции могут быть применены для непосредст- 
венного решения Уравнения колебания. Однако можно сначала 
граничную функцию для и(х, ¢) разложить по гармоникам 
ext и тем самым получить граничные условия для решения 

волнового уравнения. 

pe (2, 8) =
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Рассмотренные в настоящем параграфе фундаментальные ре- 
шения удовлетворяют уравнению 

1 0°и iot Au op —~=6(x—z)e, 

что означает колебательный характер сосредоточенной силы. 
Если сила, вызывающая колебания, сосредоточена как в 
пространстве, так и во времени 6(1—2)6(1—т), To фундамен- 
тальные решения имеют более сложный вид. Рассмотрим урав- 
нение 

2 

Au — pe + po % = 8 (x — z)6(t—1). 

Несколько необычный для нашего изложения вид последнего 
уравнения объясняется тем обстоятельством, что к такому 
уравнению сводятся задачи нестационарного электромагнитного 
поля при постоянных электромагнитных параметрах среды в 
(диэлектрическая проницаемость), и (магнитная проницаемость) 
и с (электропроводность). Фундаментальные решения в этом 
случае имеют вид [114] 

4 (х, 3; В, т) = 

exp | o (# — т) 

28 / во? r (а, 2) Vy) — ии Г, Го 
АЦ Ve r(x, 2) Ё (2) | 48 во р 48 H (a) , 

Е —т— V per (z, 5) (t —t)” 
— ‚ b= r(x, ———_. a Vue и (x 5) Ue 

— функция Бесселя, a Н — функция Хевисайда: 

ax 0, 

а> 0. 

где 

но- |, 
При практических вычислениях могут понадобиться такие 

решения оператора A, когда временной ход принуждающей 
силы имеет вид f(t). В этом случае фундаментальное решение 
имеет вид 

1 г (2%, “| 
‘pa (т, t) = TGs Ее а ) 

что может быть проверено непосредственно подстановкой. Из 
последнего выражения получаются путем простой подстановки 
f(t)=6(t) и f(t)=A(t) фундаментальные решения для функ- 
ции Дирака 6(t) и Хевисайда H(t) (см. $ 2.18).
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$ 2.13. Телеграфное уравнение 

Оператор £ имеет вид 

д д 
Le = Афр. 

В случае телеграфного уравнения 

ru ди 
Au — Oy — Cy By — би =0 

подстановка 
и (2, А =и(х)е“* 

приводит нас к волновому уравнению для V(r) 

Av (x) — (06? + о + ae) v(x) = 0. 

Поэтому фундаментальные решения в этом случае будут 
иметь вид, аналогичный решению в случае уравнения колеба- 
ния. Однако в случае телеграфного уравнения (как и для урав- 
нения колебания) приходится аппроксимировать не только гра- 
ничные условия, но и начальные условия для искомой функции 
и ее производной по времени. Это обстоятельство существенно 
осложняет алгоритм приближенного решения соответствующих 
граничных задач. 

$ 2.14. Уравнение Максвелла 

Система однородных уравнений Максвелла имеет вид 

rot Н (1) = —ю=Е(х), 

rot Ё (x)= iwpd (xz), 

div H (x)= 0, 

div E(x) =0, 

где i= V—1, зи и — электромагнитные постоянные (диэлектри- 
ческая постоянная и магнитная проницаемость), E(x) и Н(1) — 
электрический и магнитный векторы, ® — частота электромагнит- 
ного колебания. 

Как правило, граничная задача для уравнений Максвелла 
рассматривается для всего бесконечного трехмерного простран- 
ства, заполненного различными средами, в предположении, что 
выполняется условие излучения на бесконечности. На границе 
раздела двух сред обычно предполагают в качестве условий со- 
пряжения непрерывность предельных значений касательных со- 
ставляющих [п, Е| и [п, Н| векторов Е и H, где [n, Е] и 
(п, Н] — векторные произведения вектора внешней нормали п 
и векторов Ё и Н соответственно; отсюда, делая различные пред-
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положения об &, и электропроводности, получают из условий со- 
пряжений и из самих уравнений Максвелла большое количество 
граничных условий. Для реализации рассматриваемых здесь спо- 
собов решения граничных задач важно, что число граничных 
условий содержит три произвольные функции. Таким образом, 
число неизвестных в системе уравнений Максвелла равно шести, 
а граничные условия, которые можно записать как для компо- 
нент только вектора Ё, так и для компонент только вектора H, 
содержат три равенства. 

Матрица фундаментальных решений системы уравнений 
Максвелла состоит из симметричной матрицы H(z, Хх) для век- 
тора E(z): 

Ну, (2, 2) Hy, (2., *) Ay (2в» 2) 

Н (Zn, х) = | Hey (2., ©) Hoo (Zn) 2) Ноз (2, 2) | 

Нл (2ь› 2) Н з» (2; 2) i. (2p x) 

где 

90° f (2,, 2) , 
Hi; — ax’ ari + Sash" f (Zp, x), 

—ikr(Zp, x) __ 

f (Zn, 2) = > k=o Ven, 

и антисимметричной матрицы Н (x,, x) для вектора H(z): 

Of (Zz) 2) Of (2p, 2) 

д 058 
Of (Zn, £) 0 Of (2p, ©) 

3 1 

0 

H (zp, 2) = | — я 

Of (2p) x) Of (2. x) 

ax" ax' 

Ox 

0 

В том случае, когда граничные условия записаны для компо- 
нент вектора E(x), в качестве функции 1,;(5) в первом способе 
решения граничных задач берем вектор строки Н;(2», x) мат- 
рицы H(z,, т), 

(2) = Н;(2ь, 2), 1=3З(Е- Па. 

Найдя коэффициенты разложения a; функции еЁ|г по системе 
1; (2) lp записываем приближенные решения E(x) и A(x) систе- 
мы уравнений Максвелла в виде 

N N 

E(x) = № aypj(z), A(x) = № aj;(2), 
jJ=1 1=1 

где 1р; (х) — вектор-строки матрицы Н (2,, +). Если граничные ус- 
ловия еН(х)|г записываются для компонент векторов H(z), то
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а; находят, аппроксимируя функции еН (т) |г с помощью системы 
= N 

(4p; (x) } 5-1. 
Формулы (1.21), (1.22), которые используются во втором спо- 

собе решения граничных задач, принимают соответственно вид 
(принцип Гюйгенса) 

Е (1) = — то |», Е] f(z, и) абу + реле {tn Aj f(z, y)dSy, 
Г Г 

H(z)= — grat Jin Hf («, y)4Sy+ raiogt trot) | Un HV f(x, y) dSy 

0 = rot} | [n, Е] f(z, у) dS, р Н] f (3, у) аэу, 

0 = rot Yn Н] f (2, У) 45% — = rot at fm Н] f(z, и) dSy, 
r 

e—ihr(x LY) ea skr(z, y) 

2, reG, z2éG, f(z, y) = 

$ 2.15. Система уравнений плоской статической 
теории упругости 

Оператор Д имеет вид 

Ё = pA - (Л - pw) grad div 

(A, и — коэффициент Ламе). 
Так как решению плоских и пространственных граничных 

задач статической теории упругости посвящена гл. IV, приведем 
здесь лишь матрицу фундаментальных решений Л (z,, +) и фор- 
мулы (1.24), (1.22) (формулы Сомилиана): 

Or (2, 2) 2 Or (Zp, 2) Or (2p; x) 
ninr (2, 2) —m Aa —т aut Ри 

Н (Zp, 1) = Or (Zp, <) Or (zp, 2) Or (2, 1) ]2 ’ 
тт a n\n (2,, 2) — т о 

(2.6) 

u(z) == | Н(е у) Tuy) 45, — 2 \Aeyuy dy, еб. 
Г Г _ (2.1) 

0= | A(z, у) Ти (4) as, — | (2, и (у) 45 ZG, 
T T
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где Tu(y)— вектор напряжения в точке у= Г, 

H 1 (2, У) A, (2, у) 
H,, (т, у) Hy, (т, у) 

И. (2, у) — g ar, y) 4. 2b Е (х, al 7" д п (х, у) i= 1,2, 

Пу . 

H(z, y) = 

ди On, у 

т Я _ авт (а, у) Or (x, у) дг (х, у) Oln(z, у) 

Hy, -_ На a 05, + 26 ay* oy” On, 

A+ А- dy и А-В m= — , = —_., b= , 
Qn (А 2 Па apy “а АЕ 2p и) 

о 1) 9 2) 9. бт, — COS (пу, У’) р + Cos (пу, у’) ye 

д д д — ly 7 2) © a5 COS (Ny, И’) oy cos (Ny, И’) oat 

< 

$ 2.16. Система уравнений пространственной 
статической теории упругости 

Оператор Г, имеет вид 

[= в А -- (A+ в) grad div. 

Матрица фундаментальных решений H(z,, +) (матрица Кель- 
вина) и формулы (1.21), (1.22) в этом случае принимают вид 

Hy, (2%, ©) Ну» (2m) ®) 215 (2, *)| 

Но: (24 ©) Ayo (2p) ®) Ньз (2p) 2), 

Нл (25, ©) Ну» (2%, ©) 455 (2%, ®) | 

Н (2ь, x) = 

где 

_ (= — 2) (2 —21) m 

Чыбы я) =n [7 (2% =) бы, >). 
т (А+ 3p) [Аль (А+ 2н)1-, в= (+в) [4 (А+ 20) |! 

u(z)=4.) \ LA (@, y) Tuy) —uly) TH (2, 9145, еб. 
г (2.8) 

0 = РНС у) Ти (у) — u(y) ТН (2, у)] dd5y, 2G, ЭН 
где Г (Т»;) — оператор напряжения [86, 87], 

Ть; ja hr 5 + wn ni og А Fy 

N=(ni, Me, M3) — нормаль к площадке, на которой вычисляется 
напряжение.
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$ 2.17. Уравнения установившихся упругих колебаний 

Оператор LZ имеет вид 

[= в А + (№- в) grad div + pw?, 

где р — плотность рассматриваемой упругой среды, w — частота 
колебаний. 

Матрица фундаментальных решений для установившихся уп- 
ругих колебаний (матрица Купрадзе [86, 87]) имеет вид 

11 (Zn 2) Ну. (2, 2) Ну;з (Fm) 2) 

Н (2p, 2) = | Нь (2, 2) Ho (2m) 2) Hog (Fa: 2) |, 
Нз (2, 2) Hy, (2p, ©) Lys (2) 2) 

8:3 othe” (7h ›Х) 4 a oi ty(2h»®) __ othe" (2х) 

апр 7 (Zz, т) 7 2npu" dx Axi г (Zp; Z) 

где 

Hi; (2p, x) = 

Е и ko — неотрицательные числа, определенные равенствами 

Кл = 00? (А+ 2и) *, № = ро? ". 

Формулы (1.24), (1.22) принимают вид 

и (1) = |) H(z, у) Ги (у) dS, — |) и (и) ТН (x, у) dSy, rea, 

о- | J H(z y) Tuly)dS,—J Su THe yds, 296. 
где H(z, у) — матрица Купрадзе, 7 — оператор напряжения. 

Для решений граничных задач для уравнений установивших- 
ся колебаний может быть использовано следующее представле- 
ние решений в виде суммы безвихревого (потенциального) и 
соленоидального решений уравнений Гельмгольца: 

и(х)=5(х) т5 (т), 
где векторы V(x) и2(х) удовлетворяют уравнениям 

(A + k?)v(z)=0, rotv(z) = 0, 

(A+ h2)v(z)=0, divv(z)=0. 

$ 2.18. Уравнения динамики изотропной упругой среды 

Оператор Ё имеет вид 
2 

L — ВА (А - в) grad div — p<. 

Аналогично уравнению колебания и телеграфному уравнению 
рассматриваемое уравнение требует, кроме граничных условий,
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также и начальных условий для функции и ее производной по 
времени. Это существенно усложняет алгоритм решения гранич- 
ных задач для уравнения динамики упругой среды (уравнения 
«эластокинетики»; см. [119]). Если, однако, объемная сила F(z, t) 
меняется во времени гармонически, 

F(a, t)=A(z)cos ot + B(z)sin wt, 

то путем подстановки 

и (т, t)=v(xr)cos wt + о (1) зщ wt 

решение неоднородных уравнений динамики сводится для функ- 
ций v(x) uw v(x) к решению неоднородных уравнений установив- 
шихся колебаний. При этом, если для u(x, 1) имели место од- 
нородные граничные условия, то для V(r) и vV(L) получим так- 
же однородные граничные условия. Если, наоборот, имеем од- 
нородные уравнения динамики с гармонически меняющимися 
траничными условиями \1 (х, #), 

p(z, t)=A(x)cos wot + B(z)sin ot, 

то Ta же подстановка приводит к решению однородных уравне- 
ний установившихся колебаний с неоднородными граничными 
условиями. Фундаментальные решения уравнения динамики для 
гармонически меняющихся сосредоточенных сил получаются из 
выражения для u(x, #), если вместо V(r) и v(x) подетавить 
фундаментальные решения уравнений установившихся коле- 
баний. 

Значительно больший интерес представляет тот общий слу- 
чай, когда сосредоточенная в точке 2, сила по направлению оси 
Ox; меняется во времени по закону f(t). В этом случае матрица 
фундаментальных решений H(z,, x, Г) содержит следующие ком- 
поненты [119]: 

Н:;(2ь, т, t) = . oti j(e— oe ы 
4npc® r (Zp, т) с, 

t 

(ле 22) Jeera 2 дж дл . r (24) 2) 1, 

rye 

О при а< 0, 

п (а) = а при а>0, 
= (ey, с = (sy 

р р 

Из последней формулы при f(t)=6(t), где 6 (1) — дельта-функ- 
ция Дирака (мгновенный импульс при #= 0), получаем матрицу
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фундаментальных решений 

Hy; (Zp, 2, t) = Е | и. 6 (1-2) + 
2 2 

2 0“ 4 __Т (Zp: 1) _ г (2p, 2) 

8 Gr agi F (24) 2) | | “4 " | “2 }]} 
где по определению дельта-функция Дирака имеет вид 

О при {< а или {> Ь, 

oe thdt = {f (1/2 при t =a или t=b, 

f(t) upuwa<xt<b, 

f(t)— произвольная непрерывная в точке т={ функция. 
При f(t)=A(t), где Н()— функция Хевисайда (функция 

единичного скачка), получаем матрицу фундаментальных ре- 
шений 
Ни [ыы н [= + 

4npcs |” (24> 7) 2 
a" 4 r (2p, x) r (Zp, x) 

- 03 дж? г (2p 5: (2- С = (#— с. )]} 

О при а< 0, 
§ (а) = 2, a*/2 при а>0. 

Нри решении некоторых задач для уравнений динамики и 
установившихся колебаний более целесообразным может быть 
применение фундаментальных решений, имеющих особенности бо- 
лее высокого порядка в точке 5, (нетрудно видеть, что разность 
соответствующих фундаментальных решений ограничена, а ее 
первые производные имеют полюсы первого порядка). Они вы- 
водятся [119] из приведенных фундаментальных решений пу- 
тем дифференцирования. Так получаются, например, фундамен- 
тальные решения, описывающие так называемый центр дилата- 
ции [4119], или центр расширения-сжатия. 

Заметим, что формальным допущением и =1, A=—1 (физи- 
ческий смысл коэффициента Ламе запрещает значения A < 0), 
р = 1/4? из уравнения и фундаментальных решений динамики 
изотропной упругой среды получаем уравнения и фундаменталь- 
ные решения распространения волн в пространстве (см. $ 2.12). 
При этом получим с! == с2 =а4. 

Аналогично из уравнения и фундаментальных решений уп- 
ругих колебаний ($ 2.17) можно получить уравнения Гельмголь- 
ца и соответствующие фундаментальные решения ($ 2.3). При 
этом получим А! = Ао =Ё 

где
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$ 2.19. Уравнения статики моментной теории упругости 

В моментной теории упругости, кроме вектора смещения и, 
ищется также и вектор вращения ©. 

Однородные уравнения статики моментной теории упругости 
имеют вид 

(u+a)Au+(A+ p—a) стад Фу и -- 2a rot в = 0, 

(v + 6) До (= + v — В) grad div о + 2arotu — 4aw = 0, 

где коэффициенты A, у, ц, В, &, ®, характеризующие среду, удов- 
летворяют условиям >O, ЗА 2 > 0, a>0, #>0, Зе + 2 > 
>0, В>0. 

Блочная матрица фундаментальных решений статики момент- 
ной теории упругости имеет вид 

HO (2, т) He) (2,1 т) 
Н (2ь, <) = 

(ть, 2) H® (2, т) НН“) (2) т) 
9 

где H*(z,, x) (s=41, 2, 3, 4) — квадратные матрицы, определяе- 
мые соотношениями 

5. | а ао еб») 
ij (Za 2) = эт М т (2, <) PB (ha) г (2%, 1) ы 

1 a А+ "(а 2) + B+ oO" (ZR) 4 
Qnw 00| 20-2) т Ч  т(%7) Г 

3 oO 1(ZR,X) 
(2) (3) —— ¥ ej, 4 His’ (2, 2) = Haz (2a, 2) — ды 2 = 02° (Zz) ' 

&;; o 01" (7h-*) 

2п (B+ v) г (2,, 2) 

4 52 г б2"(2ь»х) __ еб1"(2в›®) г б1"(2в»х) —4 

8п ддт | ат (Zp, 1) OU (Zp, 2) | 

ЕН (ль, 2) = 

где 
—_ 4au 1/2 _ 4Q 1/2 

о: [табу = (era) 
fie — так называемый €-TeH30p или символ Леви — Чивита, оп- 
ределяемый равенствами 

f 0, если по крайней мере два из трех индексов i, j, $ 
равны, 

1, если (i, р, k) содержит четное число перестановок 
$: = чисел (1, 2, 3), 

—1, если (i, 7, Ё) содержит нечетное число перестано- 
вок чисел (1, 2, 3). 
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Нетрудно проверить, что при и = НУ? (Zn, 1), ® = H(z, x) 
2 

или u= H; : (2, х 2), ® = Н® (Zz, 1) удовлетворяются однородные 
уравнения статики моментной теории упругости, где Н;®? (2, х)— 
j-A вектор-строка 3-й матрицы. 

$ 2.20. Уравнения установившихся колебаний 
моментной теории упругости 

Упруго-колебательное состояние среды описывается [87] си- 
стемой уравнений 

(u+a)Au+(A+ в -— а) grad div и + 2a rot ® + ро?и = 0, 

(у-- В) Ао +(e + у-— В) стай div о + 2а rot u — 4a0 + 102 = 0, 

где о — плотность, / > 0 — коэффициент, характеризующий среду 
(Т входит в уравнения упруго-динамического состояния среды в 
моментной теории упругости), с — произвольное действительное 
число, называемое частотой колебания. 

Блочно-симметричная матрица фундаментальных решений 
имеет вид 

AW) (2, 2) Н(?) (2p, 7) 
Н (Zz, L) = НЗ) (Zp, z) (а) (2 z) ’ 

где элементы квадратных матриц H*(z,, х) (s=1, 2, 3, 4) оп- 
ределяются соотношениями 

4 th (Zp ,X 92 ) es ( Е ) 
НФ (Zp, L) = > tz + Bs Эд] г (=, x) 9 

s=1 

a ohm" (7h>*) 9 4 3 

i ^ x те т r (=, =)’ 

4 В сг(2ь,х . 92 $ ( В, ) 
HY я (Zn, 2) = У [боль + 6; = =| e 

НЗ? (2ь, 2) = Hi} (аъ, 2) = 

= г (24. *)? 

где 

а = (— 1)° (03 — #3) (835 + 845) В —_б | %s 
° 2л (pa) (k2— ke)” лоб? №’ 

_ (1 (61 №) (658) в 
Vs = Qa (и та eo San (102 —4a) №? 

— 1)” (бт +- бат) 

тЫ (2 — k2) ° 
Em = 
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2 _ рб 2 1o —4a 

Пк Аз = e—2v ' 
4 4 

>, 6s = 0, > B= 0 >) ет = 
s=1 s=1 m=1 

Коэффициенты Аз и ki определяются из условий 

4a” 

(и а) (B+)? 

Можно проверить, что при и = HS) (2ь, x), o = Н® (2%, x) или 
(2 ( 

и=Н; (zn, 2 x), © = H; ) (2, 2) удовлетворяются однородные ypaB- 
нения установившихся колебаний моментной теории упругости, 

где Н $) (2., 2) — гя вектор-строка 5-й матрицы. 

Аз + keg = 01+ 02 | kek, = 010 a 

$ 2.21. Уравнения статики трансверсально-изотропной среды 
(гексагональной системы) 

Упругая среда называется трансверсально-изотропной, если 
все плоскости, перпендикулярные некоторой оси, являются пло- 
скостями изотропии. Основные однородные уравнения статики 
трансверсально-изотропного упругого тела (с плоскостью изотро- 
пии 23 = с0103{) имеют вид [87] 

eu, ru, au, au, 

пр 6 Gaye TF aa Grape T (Ou — Ces) = Г Г 

67 u 

+ (Cig + Сада) 921 023 > 0, 

au, Pu, nu, Pu, 
(с: — Cos) то + свв (021? + Cy (52 + C44 (02°) - 

ou, 

+ (Cig + Caa) 5 29.3 — 0, 

Oru Oru д?и 
| _9_ —_ 3 — (a+ een) (23 at t+ 5 vs) с гы | Oe гр То} at | с 33 (55°)? 0, 

Te С11, C33, C13, C44, Cos — упругие постоянные среды, содержа- 
щиеся в законе Гука. 

Матрица фундаментальных решений имеет вид 

B; ao, ro, ao; 
г (2p, 2) 1% (ax*)* “i dx! Ox" Yi дей ax” 

3 2 2 2 

Н (2p, x)= > ty ay Fi Lowe nh 
= д" Ox г; (2%, 2) (02°) ' x" ax 

ro, ao, 5; 

vi д! дл Vi 6x" ax? г; (2p, т)
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где 
Ф; = (2 — 23) In (7; (z,, 4) — 22 — x?) — г; (zp, 1), 

ri (Zp, x) — V a [ (za ~~ zi)? + (23 — 22)? | + (28 — 23), 

3 
а: == 65; + (— 1)" (с3з — 64444) (51 + 533) в = 411944 > a =0 
i= ’ i= ’ i= VU, ПС ATC, C4 4% i (а, — а.) Qe, = 

(—1)' (13 + 44) (891 + 953) > i = 0, Vi = 
° 2H Cg 4 (4, _ аз) 

(—1)' (ла; — C44) (6 ait Osi) 

27041044 (4, — 4) 
= — 

бы — символ Hponekepa, а! == C1466, а Ap и аз — корни квадратно- 
го уравнения 

2 2 2 — 
Стаба4@ + [(сз + C44)" — C4133 — on а + сззсза = 0. 

Нетрудно проверить, что при условиях 

44 = С66 = И,  Сзз=си=АТРаи, Cre=A 

Уравнения статики трансверсально-изотропной среды превраща- 
ются в уравнение статической теории упругости изотропной сре- 
ды ($ 2.16), а матрица фундаментальных решений — в матрицу 
Кельвина. 

$ 2.22. Уравнения одного частного случая 
однородной ортотропной среды 

Если среди девяти упругих постоянных с! (=1, 2, 3, 4, 
9, 6), с12, С1з, С2з, Участвующих в законе Гука для ортотропной 
упругой среды, существуют зависимости [87] 

—1 —1 2 2 
Cog = Cagliz5s »  Сла -Р Cog = Crass — Coe» C1144 = Саобьь’ 

то основные однородные уравнения такой однородной ортотроп- 
ной среды будут 

ru eu Pu, 
1 1 

+ (баса: — Cos) Sage t Gia + быв) 5 aa 

С 
С 

66 (dz Gah? +c Cy Co. (922) + 44 (62°) -- 

2 2 
д`и 
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au, ru, eu, 

655 (p21)? ip с 44 (022) ax)? + “88 (55 3)? + 

Cc C7 u 

+ (1s + 5) 5 ЕЕ 
5 

Матрица фундаментальных решений этих уравнений прини- 
мает вид 

В; PO, PO, ao; 
= Oy 12 Oi 1a Vi тэ г. (2, 2) (9х) Ax" Ox Ax” Ox 

2 2 ° 2 

(2m 2) rd “tat да Cay Ti (Far 2) |4 (0 о Yi oa? an 
2 2 

Vi ax! ax® Vi ax” ax® г; (2%, 2) 

где 

паба, 2) = У ева), 
C..C..—C..C¢ a.6,; 

a= 11°44 55 66 (a, __ Co) d;, Bi — it 

11655066 655 

— 1) (с с — 1) (с — 

us Tanta = 7 11 - = | z,) we, b= 2,0) 0 = 0, 

41 = [(а1 — аз) (а! — аз) |", 42 =[(a2 — аи) (аз — аз) ]~', 

dz = [ (аз — a1) (аз — а2) ]~', 

a= CqsCee 

a2, аз — корни квадратного уравнения 

2 2 2 _n- 
Cy1C550° + (ci + C55)" — C44C33 — сз | A+ Cy — с,5 = 0, 

Ф; имеет то же значение, что и в предыдущем параграфе. 
В развернутом виде элементы симметричной матрицы A (2, 

2) = {Но (ль, х)} записываются следующим образом: 

(my 2) = a, 4 и а. —а, 
H,, В — — 

съ Га (25, 2) СБ [71 (2, 2) 773 (2, 7)] 
1 1/2 

—_ 113 655 (2, — a,)(z —=) [41 7з(2ь› 7) 1437, (4p) 7)] 

*11%55 [72 (2ь»› =) 7 (2в› *)1 с, [7 (ав, 2) + (2%, 2)? г, (Zp» 2) го (2, 2) 

(с11@3 — 55) (= — 2) (2° — 2°) [4,73 (2n 2) 1 @зго (2, 2)] 

44055 [2 (Zn 2) 173 (2ь› 2)]8 т, (2, 2) 75 (Za 2) 
43 М. А. Алексидзе
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a, — а.) (21—21) (22 — x”) аг (2, ху таг (5,1 Hyp (Zp) 2) — @1 3) (7% } (а ) ars (ль ) + 93"; (Zn 2)] 

Сад [а (2ь» 7) 773 (Far 7)" My (Fn 7) 73 (2ь› 2) 

4 (Ss = %5) =) (zh — 2") [ть (Zn» 2) аут, (Fn» #)] 

C1144 [о (2 2) +75 (n> 2) 9 (2ь› 2) 3 (Zn 2) 
? 

Hf 45 (2ь, 2) = 

м 1 4 a3 %4 __ “1173 “55 4 

Can (2. 7) Сад [71 (26, 2) 173 (2ь› *) aaa [то (Zn 2) 17g (Zn 7)I 

(а, — 43) (2 — x”)? [4473 (25, 2) Разг, (Zn> 2)] С 

сад [71 (Zar 2) +7 (2 2)? г, (Far 2) 5 (Zn 2) 

4 (€51%3 — 6,5) (2 — 2”)? [4575 (21 2) 1 456, .7 (2p 7)] 

€14044 ["о (2ь› 2) - го (Zq» *)]? го (Fn 2) гз (Zn 2) 

Нуз (Zn, 2) = (Cas + 55) (2h = 2) (4 — а) ; 
СаабъьГо (2в» 2) 3 (Zn 7) [72 (25, 7) 773 (Fn 2)] 

(C13 Г &s5) (2 — x”) (22 — x*) 

C1144" (2в› 2) 3 (Zn 2) [9 Zn» 2) +73 (2ь› 2)] ° 

1 1 (1143 — 55) [(z т ‘) - СБ С4а 2 (22 — x”)? | 
A CE MCR SLAC TAC EAC) 
При получении последних формул учтены соотношения 

3 3 

2u= Du= 
i=1 i=1 

+ 

2 

43 (Zp, x) — 

Если предположить, что с44 = C55, то основные уравнения и 
матрица фундаментальных решений превращаются в урав- 
нения статики трансверсально-изотропной среды и соответству- 
ющую матрицу фундаментальных решений. 

$ 2.23. Уравнения термоупругоколебательного состояния среды 

Термоупругая среда характеризуется набором чисел p, A, ИН, 
Y, 1, Х, Удовлетворяющих условиям [87] 

о>0, pw>O, 838A+2np>0, y/n>0, хХ>0. 

Система основных уравнений термоупруго-колебательного состоя- 
ния среды имеет вид 

wAu - (А, + в) grad Фу и — y grad 0+ оо?и = 0, 

9 -- 8 + ion div и = 0,
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где искомыми являются вектор смещения и и температура среды 
0; ® — произвольное действительное число (частота колебания). 

Матрица фундаментальных решений имеет вид 

Н (21, x) = ИН; (Za, 2) \laxa, 

rye 

. 5:5 a? 
Hij (2ь, 1) = > | — 64а) [ль бз3 — Os яз} + баб ауь + 

s=1 

ondig (1 — 854) 22 — 8a (1 — 8a) 2] En + Bs [ion (1 — м) 7—1 ja (1 — 044) Al (2, =)! 

дс 1)° (1 —16% 1% 2) (8,2 8,;) _ 8, 
° 2m (A -+ 2u) (Ag — ri) 2npw ’ 

g, = С 1)° (28 — #1) (516 + 535) (= 1)8 (84 + 835) 
2 (03 — м) а 20 (03 — 28)" 

3 3 $ 
ki = 00? (A + Qu), a a, = 0, У В; = 0, > 7: = 1, 

s=1 

Аа = ро?/л, AZ и AZ определяются из уравнений 
т т 

МЕТАНА, M+ =P 
и предполагается, что ^2 2/2. Случай Aj = №5 исследуется особо 
[87]. 

$ 2.24. Уравнения статики теории термоупругоети 

Система однородных уравнений в этом случае имеет вид 

цДи (А, + в) grad Фу и — | огад 0 =0, 40=0. 

Из фундаментальных матриц термоупруго-колебательной системы 
при © > 0 получаем матрицу фундаментальных решений статики 
термоупругости 

Н (2, х) = Ну (2, х) 4х4, 
где 

Hi; (Zp, 7) = 

_ Ув (1 — 614) (2—2) биба — (4 — ба) (1 — 0;4) Vi; (Zz; 1) + in (АР 2p) r (2p; x) 2str (,. г) ’ 

Здесь Г. (2, 2) (i, j= 1, 2, 3) — элемент матрицы Кельвина (см. 
3 2.46). 

Из вида системы уравнений статики теории термоупругости 
Ясно, что уравнение для температуры можно решить отдельно 

‹ подставить полученное решение в векторное уравнение для и. 
43* © 
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При этом получается система неоднородных уравнений стати- 
ческой теории упругости, для решения которой методом $ 1.1, 
1.2 можно воспользоваться приемом, описанным в $ 1.11 — най- 
ти частное решение системы неоднородных уравнений и тем са- 
мым свести решение к решению системы однородных уравнений. 
Однако, как отмечено в $ 1.11, применение в качестве частного 
решения выражения, определяемого формулой (1.256), сильно 
удлиняет время решения. Поэтому с точки зрения численной 
реализации фундаментальные решения системы уравнений ста- 
тики теории термоупругости имеют болыное значение, так как 
они по существу дают частное решение неоднородного уравнения 

цДи -+ (A + в) grad divu = a grad =) 

Действительно, выпишем вектор-столбцы 

Ни (Zn, х) = Г! (2, х), Hoy (2, ©) = Toi (5, 2), 

Hig (2, 2) = Г12(2,, 2), Hee(Z,, 2) = Г23(2ь, x), 

Н'1з(2ь, ©) = Г1з(2ь, 2), Hoa (Zn, x)= Гоз (Zn, 2), 
$ (= — zh) у (2? — x?) 

Hy4 (2ь, 2) = 4m (i + 2) г (2., 2) у Hq (Zn) 2) = 4п (№ + 2) г (2, 2) ’ 

Нзи (Zz, х) = Гз1(2,, 2), Ни = 0, 

Нз2 (2ь, 1) == Гз2(2ь, 4), Hae = 0, 

Н2з(2ь, 1) = Гоз(2,, 2), Hag =O, 

y (2 —2°) 4 
H 54 (Zh x) = An (A + 2u) г (2p, 2) , Ty, (Zn) х) = 2пт (2, , 7) ° 

Первые три вектора являются фундаментальными решениями 
однородных уравнений статики теории упругости, а совокупность 
первых трех составляющих последнего вектора Н..(2», x) явля- 
ется решением написанной выше неоднородной системы. Поэто- 
му, если в правую часть неоднородного уравнения подставить 
градиент приближенного решения 

какой-нибудь граничной задачи уравнения Лапласа Ad =O, 
N 

иДи + (A + uw) grad divu — y grad 0 = > apy grad — 3 

то в качестве соответствующего частного решения можно ВЗЯТЬ 
М 

выражение У а, Н (2, х), где составляющими H;(z,, 2) вектора 
k=1
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H(z, х) будут 
Н;(2ь, д) = Hy (Zn, x), i= 1, 2, 3, 

а коэффициенты A, выражаются через а»: 

— 1 
a, = =. 

k 2a, 

Физический смысл вектора H(z, x) таков: если все беско- 
нечномерное трехмерное пространство заполнено средой с упру- 
гими константами A и Ц, а в точке 2, помещен источник тепла, 
то H(z, x) дает смещение точки х, вызванное тепловым pac- 
ширением. 

$ 2.25. Система установившихся колебаний 
термомоментной теории упругости 

Однородные уравнения термомоментного колебательного со- 
стояния имеют вид [1] 

(u+a)Au+(A+ p— а) отад divu+ 2arot o — 1 grad6+ ро?и = 0, 

(у+ =) Ао- (В у- =) отаа divw — 4am + 2 тори + 102 = 0, 

A® +70 + ion Уи = 0, 

где обозначения Te же, что ив $ 2.20, 2.23. Матрицу фундамен- 
тальных решений запишем в блочном виде: 

HOLD (2, x) Н(1,2) (2, x) H(1,3) (Zp, x) 

H (Zp, 1) = Hey) (2,, 2) Н(?,2) (2, 2) Н<,3) (2, 2) | 

| 78D (Zp: 2) Н(3,?2) (2p, x) Н(3,3) (Zp, ©) 

ге HH ™(z,, x) (5, m=1, 2)— матрицы третьего порядка, 
H(z, 2) (s=1, 2) — вектор-столбец из трех строк, H(z, 
x) — вектор-строка из трех столбцов и H(z, х) — число. Ком- 
поненты этих матриц определяются соотношениями 

Н1 (вн, 2) = 
— 1 — he 2 n2\(72 42 ых У pe [lo — 2 19( —4)04—#)+ 

s=1 m=1 s+m 

92 oh s (ZR 5х) 

ke — №) — ionv (12 — № \—? + A= 2) т (2 — ) ax ЕЕ 

+ 85; 2 __ 12 Аз" (2х ) ke _ 2 о ®а"(2в›) 

2 ( а) 42—22 7 (2, 2) 12—02 7 (Zp 2) 

i, } =1, 2, 3, 
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Hi)” (Zp, t) = 
be & (вх) __ ФА) 

оли +9 (8—2) 9 0 ee) 
j=4,5,6, i=1,2,3, 

0”, 2) « , a en) ata) 
2 (1, + Зв) (MZ — 12) az" г (2,5 Z) 

i=1, 2, 3, 
HY? (2, x) = 

оз r(Zp,X _ otha" (2h>*) 
20, р 

л(н + 0) (y+ 8) ue —-4) & г (2p) 7) 
3 

5 4 x2 _. 2 А? __ r2 
_$ > ( - i) ( 2) х 

= m=1 №: — Ат 

os (k2 — 22) — “| 9 ыы) 
x [(B + ¥ — =) ea ra дай oxi ea 

и 8; +22 Аз" (2х ) 7 ke _ 2 otha (7h*) 

2х ( ти 5) — 22 r (2, r) А _ r2 r (2p: т) 

2.9 HS? (ль, 2) = то 

-- 

, } = й о, 6, 

HEY (4, 2) = ion a oar) otha" (7h) 
j 21 (A + 2p) (^2 — 22) д r (Zp, 2) 

j=, 2, 3, 
КЗ — 22 ,*Ar(2h-*) 2—2 idar(th-*) 

НИ” (2a, 2) = 2m (AZ — 02) 7 (2, 2) ~ Ba — 18) г (2p 2) ° 
H(z, 2) и H (z,, 2) — нулевые матрицы, 

Эр’ 2 — ле 3х’ 

о ро? 2 107 — 4a 2 10 9 об ke ke 12 р 
2 2 

Ал и Ag удовлетворяют условиям 

А А = {2 + he + naz — kK, 

2 2 Аз и Aq удовлетворяют условиям 

2 2 72 | 1.2 hor 242 

В С hl = lle 
—4 № = rl уз =, s=1,2,3,4. 



$ 2.26. СТАТИКА ТЕРМОМОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 199 

Каждый столбец этой матрицы, рассмотренный как семикомпо- 
нентный вектор, является решением уравнений установившихся 
колебаний термомоментной теории упругости. Первые три ком- 

поненты этого вектора дают вектор смещения и, следующие три 

компоненты — вектор вращения ®, а седьмая компонента — тем- 

пературу среды 6. 

$ 2.26. Сиетема уравнений статики 
термомоментной теории упругости 

Матрица фундаментальных решений и система уравнений тер- 
моментной теории упругости получаются из матрицы фундамен- 
тальных решений и системы уравнений установившихся колеба- 
ний термомоментной теории упругости путем предельного пере- 
хода при с -> 0. Они имеют соответственно вид 

(u+a)Au+(A + в - a) grad Чу и + 24 го ® — У grad 9 = 0, 

(y+ =) Ло +(B + {- =) grad div и — 4a + Затофи = 0, 

Ad = 0, 

4 1 а е_ ^1"(2ь›*) | 

Wer (2, 2) PB (M+) г (4, 2) 

в | _ Ath 
21 дай Ax) 2 (и 26 

5.. 
НЗ (аъ, 2) = 5 | 

—^ "(28,х) _ 
ст (yy 2) те 1 '| 

Au г (2, т) 

2 —h r(z 1X) 
1 У де  2VR")_ 4 

HS») Zr, L) = =— E33. — 
ij” (2h 2) АЛИ = ‘98 Ox г (2, 2) ' 

Or(z,, x 
(1,3) У (Zp) ) 2,1 1,2 

Ai" 2) = тори ог, НЫ (zp. 2) = НР?) (ль, 2), 

5 —h 1 (ZR~) 
aj е 

(УТ =) г (2, 2) 

р [eam enn oot) 

(2,2) 
Hi; (Zp, L) — Ant 

8x д д ar (Zp, т) Ur (2p, 2) 

(3,3) 1 
Нат (2m 2) = 357 (2, 2)’ 

(2,3 
H'2.3) (2, x) и H(z, х) — нулевые матрицы, А! и Ag определя- 
Ются соотношениями 

4 4a 1/2 a Aa \1/2 

i-|wraure| ‚= (+= 

Фундаментальные матрицы систем уравнений статики термо- 
Моментной теории упругости можно рассматривать как частное 

Решение системы неоднородных уравнений статики моментной 
Теории упругости точно так же, как это было сделано в $ 2.24. 
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$ 2.27. Интегрированные фундаментальные решения 
уравнения Лапласа в плоском случае 

Согласно изложению $ 1.7 во многих случаях интегрирован- 
ные фундаментальные решения обладают существенными преи- 
муществами перед фундаментальными решениями при использо- 
вании их в качестве функций, по которым разлагается решение. 

Рассмотрим отрезок Г!“”, параметрическое уравнение которо- 
го имеет вид 

51 = а - с, 22 = Ва, О =Е=1, 

где 

-1 1 Q;=2;—2;, б;=2) c7=2;, aj=Zj. 

И пусть (21, 22) и (21. 27 )— координаты начальной и конечной то- 

чек рассматриваемого отрезка Г‹’. Интегрированные фундамен- 
тальные решения плоского уравнения Лапласа вычисляются по 
формулам 

фь (2) = | р. (2) шк(а, 2) 45, 
ый 

где р.(2) — ортонормированные на Г? полиномы s-ro порядка. 
Как уже было сказано в $ 1.6, будем рассматривать случаи, ког- 
да $ =0, 1, 2, для которых р, принимают вид 

Po=1, Р,=273:—173, Р.=615Р- 675+ 15. 

Таким образом, с каждым вспомогательным отрезком ry” будут 
связаны три функции 

ф, (2) = | Inr(z, 2) 4» 
г 

р. (12) = | ру шг (2, 2) drz, 
xO) 

1 

фр. (zr) = | р» шт (2, x) dr;. 

ae 

Подставляя уравнения для 2! и 2? и учитывая, что 

5, = И [21 (|? + [a]? at = У [а + 83] at, 
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для (2) получаем 

tp; (2) =+ | In [и (2, x)? dS, = 
(7) 

Py 
—_.. 1 

VA; 
= ~Z {im [(ajt +c; —x'?? + (ВЯ + dj + #12] dé, 

0 

где А; = aj + 8. Интегрируя по частям (шт? =и, 4&= 40), по- 
лучаем 

но = in [= + @-2)] - V+ 
‚ 2 

2V 4; С, А; 

А. +В. - В. 
x | arctg pei arctg J , 

V A.C; в VA,C;—B 
где 

B; = а; (2} — 2) + bj (23 — 22), Cj; = (2} — 2)? (йа. 

з 2 
Нетрудно проверить, что квадратный двучлен 4;С; — В} под 

корнем — неотрицательная величина. 
Для вычисления 12(х) воспользуемся выражением 

tho (x) = V3 42 (2) — 13 th, 
где 

1 

$ (2) = VA; [ Иа ай +e; — 2 + (bt +а,— а = 
0 

у - A; ; - YA mi@—a+@-2y|- + ух ы 
46;—28 АВ, С; — 2B; V A;C; — в? 

2А; V 4; С; А; V 4; 

В. 

arctg on НИИ arctg 2 . 
У A;C; — B Уд, в? 

Для вычисления \з(х) воспользуемся выражением 

фз (2) = ЗУ5фз (x) — 675» (2) + 75 (=),
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где 
1 

‘Ps (2) = V 4; | Р п [(ajt с; — x1)? + я-а; — z*)*| dt = 
0 

__ A; -1 2 2 2 2 V 4; B; 
~ 3 In [(2} — 21) + (23 —2)?] — 9 Тзуя. " 

2(A;C;—2B}) — 3A,B,C; —4В} 7 и +28; + С; 
3A, A A; 348 A; C; 7 

202 — 2 4 В, 
_= (ASC — 54:8) Е) ато — =arctg 2 : | 

3.45 У д,с, — В} V A.C; — В? V AC; — В; 

Учитывая значения для фо (5) и 1фз(5), окончательно получаем 

3 
tp, (2) = at |- A? —2А;В; + (А;В; — АС; + 28}) x 

A; 2B; С. 

x In +2 (А, + 2B;) MV AG BX 

| arctg at arctg 3 rc — аг 

x| VA jC5 — Vien || 

Vs [ A ag | 
tbs (5) = — 4 gaps. 4s (ACs 248) 4 

3 AY 4; 3 172 j р 

-t2B.+¢C; 

+ (A?B; — 343C; + 64;B} —6A;B;C; + 8B7) In gt i j 

j 

=| 4 ;(A,C; — В) (А; + 6B;) — 2 (A;C? — БАС; В) + 
у 

A; + B; В. . 
| arctg — arctg : 

Va, C;— V 4,C;— в 

Некоторые интегрированные  рундаментальные решения для 
трехмерных уравнений Лапласа в теории упругости датотся в 
работе [48].. | 

В $ 1.6, в котором дается обоснование перехода от фундамен- 
тальных решений к интегрированным фундаментальным реше- 
ниям, последние рассматриваются для отрезка прямой в плоском 
случае и.для параллелограммов в пространственном случае. Од- 
нако, во многих случаях, с физической точки зрения, может 
оказаться желательным рассмотрение двухкратно-интегрирован- 
ных фундаментальных решений в плоском случае . 

p(y) = Jj p(2)H (zy) 45, 

+ 4B; 
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и трехкратно-интегрированных фундаментальных решений в 
трехмерном случае 

p(y) = | J | p(2)H (ay) Va, 

где обозначения те же (кроме индексов), что и в формулах 
(1.96). Нахождение коэффициентов разложения по таким функ- 
циям может представлять самостоятельный физический смысл, 
и его следует рассматривать скорее как решение обратной за- 
дачи, а не прямой граничной задачи. По существу описанные в 
настоящей монографии методы решения прямых граничных за- 
дач во всех случаях осуществляют решение обратной задачи 
(нахождение источников поля), однако при обычных фундамен- 
тальных решениях (при точечном источнике поля) такое реше- 
ние обратной задачи может оказаться физически бессодержа- 
тельным. Особенно важны указанные двух- и трехкратно инте- 
грированные фундаментальные решения для геофизики, в част- 
ности для задач гравиметрии и геомагнетизма. Для последних 
представляют интерес не только интегрированные фундаменталь- 
ные решения (ньютонов потенциал), но и их производные 

a" yp (у) 

(дут) (ay?)*2 (ay)*s 
которые будем называть интегродифференцированными фунда- 
ментальными решениями. Ниже для вертикального параллелепи- 
педа и полиномов 

— — yl 1 — 72 2 — 2-3 3 
р: (1) =1 py t'—4X, Pg =X —%. PyH UL" — 40 

даются интегродифференцированные фундаментальные решения 
1 2 3 

Уравнения Лапласа при k=O, А=Ти k=2 (25, 50, Хо — коор- 
динаты центра параллелепипеда У; символ тройной подстановки 
||| определяется формулой 

Е thet kg = К. 

2 2 2 _ 

Пал, = ХХ ХС a (ab, a a), 
1—1 j= = 

уравнения x = хи ($=1,2,3; т = 1,2 определяют границы 
параллелепипедов; первый индекс в этих формулах 1», обозна- 
чает номер полинома р:(5), а второй, третий и четвертый индек- 
сы дают производные по сбответствующим направлениям) 

осо = 1, 

(21 __ xi) [в 4 (у? _ zy __ x?) R + 

и) py (и =] р 
6 6 1 1\3 

_ (у ==) В. 

2000 — | 

+ 
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зоо = 

(ot — at) (ny Иер 
1h) (Е 21) 4 3(y? — 22)? 2 2)8 4 @ ) Uy АЗ И, Ав, || 

Wao00 = 

(28 — 22) [ В, ии =) R Ее a2) В 

1 1) (ит 2)? Е. 3 „33 . @ ) [(у z +3(y Yl в (y : ) В, | 

Wiioo = — | Rel HI, 

ee ee ee 
_ yl 2_ 2) 3 3}? В, в, 

3 3 1_ ,1)2 2 2)? 
Vao10 = — (a2 — 28) {Ry + —— R 4 ty В, 

2 2 1_ 12 2 2)2 
ато = — |(2? 28) {R, +4 5 в + В, 

bioio = |, 

beo10 = | (x! — x9) [R, — Was) 5. и Ry — —— R| | 

(at — 8) [Ry + (yt ву), — № = Ry + 
2_ 42) $ 8) 

4 @ 5 YR, — & 5 ) R,| 

P3001 = | 

? 

2 2\2 3 3\2 

Yaw = || (28 — 28) [В — (у — x”) -- (у — 49) В. — yi — x я 

2 1 2 ’ 

om = |]|Riol lI, 
yt — zt? $ 8\2 VI 

P2001 = || (at — 22) [2 1 t+ Yo Ry =) tty | =) || 

1 о 2 3 3\2 |1 
Yao = — | Е == В (у + — x”) В, |, 

Фиш: = — | (x? — x9) | Bio — (y? — 24) (y® — 2°) Ry — 
1 1\2 2 2\2 3 3\2 

_ ty == В, — (у ==) В, — (y ==) R,| Ь 

P1200 = — | R, |, 

фазе = —|| (21 — 24) [Rg —(Y' — 2) В; ||,
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P3200 = — || (2? — 2) [R, — (и — x") Rg] ll, 

4200 = — || (x? — x3) [Ry + (и — 2°) В, + (у3—23) Ry] И, 

Фаато = — || R, Il. 

Pa110 = [ll (wt — 26) [Rs — (у — 2) R, — (Y? — 2°) Bg} || 
Perso = [| (2? — 25) [Rs — (y® — 23) Ry + (yt — 21) В ll 
WPa110 = | (23 — 20) (А, + R) |}, 

фило = [|1 А, |, 

Pe101 = | (x8 — 2) [В.А + (y? — 2°) Ry] |, 

bsi01 = | (2? — 2) (R, + R) |, 

Pa101 = | (28 — 25) [В, — (у? — 2°) В, +- (y> — x") Ry] |, 

1020 = — || В, |} 

2020 = — | (x — x9) [В, —(y? — 2*) Ri] ie 

зоо = — | (22 — x5) [А — (y? — 2°) Re] ||, 

$4020 = — | (2° — xo) [В 5+ (y' — 2) Я; + (у? — 23) Ry] |, 

лоза = |1 2 ||, 

Woo = | (2? — x) (+В) i 

зола = || (22 — 22) | В, — (yt — x) В, + (уз — 23) Re] ||, 

4011 = || (x? — x) | R,—(yt— 2') Rg + (y? — 2°) Bs] Ц 

оо» = — | В |, 

$2002 = — | (2! — x9) [R, — (y®? — 2°) Ry] |, 

зоо» = — ||| (2? — x5) [Re — (у [о Rj] |}, | 

Фасо» = — | (2 — x5) [Re + (y? — =) А, + (и — 2’) А, |}, 
где 

в- Изо 
R, = In(y* — x* В), k= 1, 2,3, 

ие) (y* — 2") 
(ив 

(y? — 21) (y® — 7°) 
(y?— 2°) R 

(yt — zt) (y? — z*) 
(3—6) ' 

R, = arctg 

А, = arctg ? 

R, = arctg



206 ГЛ. П. ИНТЕГРИРОВАННЫЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

В; =(y? — 2’) (y® — 2°) Ry (их) (y® — 2°) А, 

+ (y? — 21) (y? — x’) R, — 5 иж PR, + (y—2’ Pr, + (y?—z") Вы, 

Rs =(y? — 2?) Rs —(y' — 2') Ra —(y’? — 2°) Re, 
Ry = (у? — 22) Rs —(y' —2') Ro —(y® — 2°) Ri, 
Rio =(y? — 2”) В, —(y' —2') Ro —(y? — 2°) Re. 

$ 2.28. Интегрированные фундаментальные решения 
уравнений плоской статической теории упругости 

Учитывая выражения для фундаментальных решений урав- 
нений плоской статической теории упругости (см. $ 2.15) и 0бо- 
значения предыдущего пункта для элементов матрицы интегри- 
рованных фундаментальных решений, получаем выражения 

py? (2) = | | пл (2, 2) — т [7 dS, = 
гб nO 

1 
nA 

= —- | In {(ajt = cj; — a!) я-а; — 2] dt — 

0 

; (a,t-c;—2')? dt 
— ma; | 1 1 = 2\2 = 

J (ajt +e; — 2")? + (0; +4;— 2°) 

M A,+2B.+C. 
= no, (0) —m | af + Phin : a 

7 

2(А.№. — В.М; 5(A, +B, QR. 
+- у 7 и a а ( 1 р — arctg у J . || 

A,C; — В? V дс, — B A.C; — B 

(2) , Or (2,7) Or (2, т) 
фт (5) = | "о ane 45, = 

(a;t-+¢;—2°)? + (виа; —#)? 

М. А; 2В.-+ С: 2A.N.— В.М. --"|4 j j j 2 4 J) 7) 

0 

— In 
2 С. 2 

2(A;+B; 2B. 
х jars у j р — arctg J ; || 

A,C; — В УА;с, — в 
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v2" (2) = фт (2), 
pS (x) = \ | zine (2,2) m (22 | | 45. = 

г 

_ b Rj, Ai j = no,(2)—m += a 

R 2(A, +B; эВ. 
- 2 (A;R; B; Е) arctg ( jo Я — arctg 2 

в V A;C; — B? V 4;C;— в? 

aps?(x) = | Pi | Inr в x) — тт) as. = пб. (1) + 

Py 

(а — с, — х")? t dt 

р-не; «у (bt+4a,—2)? © 

Е 2 
= по, (1) — 2 У 3т "|9 - “i + 24; (с; — z') + 

. -t2B,+C; 2( А.Е. — В.Е; 2 (А; - В; ка |+ (4; iF) arctg (A; + Bj) _ 

j V 4,C; — в? 'V A;C; — в? 
2B, _ — 

— arctg - + V3ma, (2), 
V 4,c,— в 

3 

1 

+ V 3ma, (x) — 2 V3n4;} Се 

(a;t+¢,—2')(bt+d,—2*) 

с, — x)? (ва + а; — x)? 
tdt + V 39: (x) = =—2 Узел | @ 

| А — 2A,B; . А; 2В, + С; 
= . J” J 7 1 J j ~ 2 Vin [№ +в A, в ( = )+ 

3 

2 (А.Е. — ВЕ. 2 (А. OB. 
( J 3 j ret (A; +B i) janet 7 j -||+ 

Vac, 28 A,C;—B 
a V 3p (5), 

pa? (2) = Ys” (2): 
фе) (x) = \ palm Inr(z, 5) — т ae ый | dS, = 

го | 

= NW, (x) + У 30, (xz) — 2 У 3m4; Се 
(р-на; — =) tat 

at+C,—2*)? + (b;t+d,—z2")? 
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— _ b? 2b.B: 
= по, (x) + У 30, (x) +2 V3m E= = + 2b; (а; — x?) + 

7 

a | A; +2B;-+C, 4 240, = B53) [ret 2(Aj +B) _ 
+= In 

2 С. 2 2 V A,c;— в? V 4,C,— в 

pr (1) = | Ps [я шт (2, 4) —т 7) dS, = 

(7) 
Г 

= по. (2) + 6 V 5a, (1) — И 5a, (x) — 

6V5 A (авс =) Ра 
— т . : > = 

- (ajt-+ec;—2')+ (я-а, —=)? 

= по (2) + 6 Ибо, (1) — Убто, (1) — 
2 2 _ a’ ар. 

—° Ут |+ вер — а) — 4 + (ej 2? — 
_ ae; + 44;B;(¢;— 2") + 4a;B; +a in( + 2 . А, A? С; 

2(А.Н.— В.Н. 2(А. +B: 2В. _ ( 7_7 j i) arctg ( j i) — arctg 7 

V л.с. — В} V AC; — В V AC; — Be 

(2) | Ar (2,2) дг (2,2) 40 
15 (2) = — MP» aa ae 45, = 

г(Р 
1 

(a;t-e; —zx')(b;t-+d;—2" Е’ _ 

вне (ина) 
— — И 54°) (4)--6 И 50,(z)—6 Vima;\ 

0 

_ _ - | A; В, АБВ; 

Jj 

_ А.В? _ — 
+ Аб, — АС, —2В;В; + 

7 

+ hin о) 2 (A;D; — В;0;) х 
j Улс, в? 

2 (А; | В. 2B. 
x  arcte (4527) — arctg г |}: 

A,C,— В} V 4,C,; — в:
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tps” (x) = ps” (2), 

$0 (z) == | Po |” шт (2, 2) — т | dS, = 

= по. (2) + ВУ 5, (x) — У de, (4) — 
1 

0 

(b,t +d; — 22) dt 
(a;t с; — 2")? + (bjt +d;— x”)? 

- = - |b? В, 
= п®. (5) + 6 У5®. (4) — У 5%, (x) — 6V 5m > ——_+ 

J 

b?C.+4b:B.(d,—x° 4b .B; 
+ b;(dj — 4?) + (d; — 2} — 1—7 Bila ) 4 = 

7 j 

4 fit ( a eee ae 4 2(A;T; — B;I;) х 

2 Улс, B 
2(A,+ В. 2В. 

x | arctg (454 43) — arctg 2 | 
V 4;,C; в? VA,C; — В? 

где А; Б, С; определены в предыдущем параграфе, о! (5), ®2(х), 
03 (5) — интегрированные фундаментальные решения уравнения 
Лапласа в плоском случае (определенные в предыдущем пара- 
графе, где они обозначались через (x), 142(х), фз(х) соответ- 
ственно), 

2 -В. С. 

М; = 2а; (с; — =!) — — Nj = (3 —2'P — a; >, 
7 

— — 248; — . AC; — 
М; = В; — a №, =С;—-д^, Aj = 4b; 

j 

B; = ajdj + bj¢; —aj;x? — Вт, с; = ее; — с; — dja! + хр, 

bic; 
. 9 

20.B. — 

7 7 

2 . 2 2 rer 1 
Fy =(c; а Вне) Fy] ма ) 

’ 7 А; 17 А, A; ’ 
j j j 

_ 44.88 A.C.+2B.B? —_ 2А.В. В. 
Е =с-+ —— ——^, вс) 57|, 

77 2 j 7 ) 

b2c.+ Б.В. (а. — x" 
С, =(d; —2?} — jj Bil j ) 

j 
2 2 

7 2 . А; ’ 
7 

14 м. А. Алексидзе
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sl || QQ
 ave; + 4a;B;(c;—2') (c;—2')? — 4a3B; 

А2 А; АЗ , 

$ || 
QQ

 

o
'
s
 
“
a
 3
 

oo
 

| |!
 

| 
=
 

+
 

Г
?
 

& 
a
s
 
>
 

—
 -|
- [А
С 

‚©
 

| 
| 

| 
i
s
 

&
 

~.
 

DO
 

—
—
 

= b2c,14b.B.(d,—2°) (d;—2x*)® 403B; 
y=; +26] - 2 )_ a т 

7. — С. bie; + 4B;(4;—2°) (4—2) 45В, 
7 I A A; AR , 

6, (2) = pi? (5) — по, (2), ©, (x) = tp}? (x) — по, (1), 

@3(z) = Vi [$2 (2) — по, (2) — V3.0, (2)], 

6. (2) = — Vi [42 (2) — V3 yp? (a)], 

5 (2) = зуд [nog (=) + УЗ, (2) — WP (+). 

Таким образом, с каждым вспомогательным отрезком TY? 
связаны шесть двухкомпонентных вектор-функций, которые при 
учете значений интегрированных функций оператора Лапласа 
окончательно принимают следующий вид: 

2 Ре - 2 УЖь[@ 2+ =) -в ИЖ" 
+ | пВ, ЕО АВ; +С; , 

2 V 4; A; C; 

, a-B. 
‚(21 — 71)? —a.c,+ 2a.B,{ 22 —21+2! 5 "|4 (= 21) ас; -|- 2a; ( 5 

3 
=— x 

. 2 

У A; А; У л.с; — В; 
A,+B; B. 

x | arctg jeje arctg , ; 
V AC; — В ИА;с; — В?
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B; ats) in A;+2B,4+-C; А. 

27 Ш Р А R2 АЗС, — A;A.C; — A;B;B; + 2А,В arts A,+B; 

2 2 2 А? V A;C; — B? V дс, в? 

t Е — arctg 
V 4,C,; в? 

2) (2) =  V Aj In [(2} — 2)? + (#2 — 2] —n VA; — 

ть 4 | nB; т [ 4; (23 — 2°) — 0,B,]| In A; + 2B; + C; 
4; 2 WAG 4} 3 

; Ь.В. 
(22 — 77)? — bec. — 2b.B. 1 22 — 2? — 2) , Ил. в? т B (23 x ) bse В, Е x А. | 

A,+B B. 
х [ere i — — arctg у : -} 

~ |n(A;-+ 2B, 4ma;|a:B.— А; (21—21 

2V 4; j 

] 1 
ee _ ma; [(A; + 4B)) (1—2) +45 (C;— B)] _ 

24; VA; А} 
1 1 _ т (у —2)  4та? В? In A;+2B;+C; + 

т 
+ = (A; + 2В;) (2! — vi)? + рав; | 7 — =} +2 ] + 

A; V A.C; — в 

8a5 BY 2B! 
aa — AGC; — 44; (=) — 21) (= ee — 

n(A;+2B,) V AjC;—B? 6a2B,C; A, +B, _ j j 17) 7 arctg j ji 

A; V4; 4; V 4;C; — в? j j 171 =] 

В; — arctg V = 

A,C; — В; 
14*
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9 E д D > 2 fi E —B, и A; (В;—С)—2В5, fn 5A,B? | ty Ait 2B + С; 
3 

j j 

A; V A,C;— В? BB + A;Cj;—AjCj;— 2B;Cj— 2B;C; + 
J 7 ; 

A.+ B. В. 7 

x | act joi — arctg J || 
V A.C; — В? V 4,C,; — в? 

(2) _ [n(A; 4+2B;)  4mb;,[b,B; — A; (2? — 2°)] 
(2) = УЗ =“ + + у | 2ИА, A? 

n(A;C; — 2B — A.B.) ть; [(A;-+ 4b,) (2 —a")+b,(C;— B,)| 

24, VA, ы A? 7 
7 

6А.В.С; + 4B°B; —2A,B? ВА, В? 

2 2\2 2 ро ' т (я —2"*) "и | А; -2В.- С, 

+| m (4+ +28) а 25052 
2 

ЗЫ? В3 | ‚282 652 В.С. 
+ 2 — bje; — 4b, (29 — at) [A — 1) SHS — 

7 ` 2 

A, V A; : 

Е nN
 

a
r
)
 

—
 -
-
 8 

—
 

-}
- 

вв ав ) + 4a;B,(2t— a2") _ 

La? В? B,(4B?—3A,C;)  3(2B? — A,C;) B. ee ee 12) ivi 77) j 

| [| ву + дуа туд |“ 
24283  42а,В, [a;(B; — C;) — 2B; (¢} — 2°) 

A$ А? + 
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1 i 1 

6B; (2; — 2")? + 6a; (C; — 2B;) (z} —2') + a3 (B; — 3C;) 
А? 

9 

1 1\2 1 1 

3 (z} — 2')? — a; (9—2) |] Aj + 2B; ТС; 4 

-- 

+ A, С 
2 

2 272 2 

+ В] 2 (5А;С;В} — AC? — 4B?) + (A; + 6B;) V ajc; — в | + 

A? Ул, V ASC, — В? A; Ул, 

2p3 

2 

А; 

2a" 

= ee + G-(9B,C;— В} — 363) — 

\ 

12 В2 

711] 

А; A, 2 2 3 

2 3 2 p2 2p4 24a;B} | 360jB;C) | 480;63 | 

А; | В, В; 
Х | arctg — arctg 

V ACC, — В} V Ac; — В} 

- 13 (2С.— В; 6A.(B,—C,;)-—12B.B; p22) ——m V5 | ( 7 i) 4 j(F; 2 7 

7 

р И И 
24А,В | B; —6C; + 80; (A; —В;) + 6B; (B; — C3) —А,В; 

2A; А; 

д PR 1 R32 A .R3 128; (AjCj + BB; — ABS) | iy Ait 2B + С; 
J 

3 4 . 

1 
+ 

A; V A,C; —B | (В.С; + ВС; —CjC;) + АС, — АС; — В.В; + 

И 2A; (3? + B%) + 18В;С, (В; — A;) 128? (С, — B,) n 
A. 

7 

2 A DR A д р4 4 788; 1B; (Aj — В) ААС 484585 
А; A} 

х | arctg Ait 8; arctg “i 

"WV Ae; — в V A,c; —B? jy’ 
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12n (А.С; — А,В, — 3B?) — A’n в 

6A; У 4; 

ва [925 + 3 (C; — B;) + 40;B; (23 — 2°) —_ 
А. 

pe (x) = уз | 

2 
J А; 

ma] + [в St me (283 — ACs) 8: |. 
A? V A, 2A, VA, 

т Ee ‚258; [0;B; —b,C; — 2B; (2? —2°)] 
-- 

4 3 

6B; (23 — 2”) + 6b; (C; — 2B,) (24 — 2°) + 5 (В; — 3C;) 
2 + 

У 4-9) ] 
7 

| At Bit C; 

C; 
+ 

„ [2 (54,6; — BF 423—481) (As +885) V д.с, — в р 

2 Ул, У дс, в? A, V4, 

2 о: 
3 

A; 
т 25° > > 

+ 2c. 289 (9B;C; — В? — 3C?) — 

A; V дс; — BY от (9,05 — В i) 

1283 
+ (22 — 2) (вс; — 6B; — А; — =) -- (2 — x?) [22 — 125; + 

7 

2 3 2 p2 24b,B} — 360;B,C; › st) 3652 BIC; _ 

48а? Ва A, В. В. 
— 3 J |e 7 ee — — arctg 2 = |} 

A; A,C; — B; V A;C; — В 

a; = 2; — 33, b; = 23 — 2, A; = a} + 05, 

В;=а; (21 — 21) +6, (#— 22), C;=(G—-21) + (я x2), 

A; = a;b;, By = 0; (23 — 2°) + 0;(z} — 2"), 

Cy= (z} — 1) (9 — 2°). 

где
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$ 2.29. О тестовых задачах для универсальных программ 
решения граничных задач уравнений математической физики 

В настоящее время создается множество более или менее 
универсальных программ для решения граничных задач, осно- 
ванных на различных методах решения. Часто авторы таких 
программ проверяют созданные программы на таких граничных 
задачах, которые хорошо приспособлены к реализуемому в про- 
грамме методу решения граничных задач. Это обстоятельство 
затрудняет объективное сравнение различных универсальных 
программ по основным характеристикам (точность, необходимое 
машинное время, объем памяти и т. п.). На 3-й Всесоюзной кон- 
ференции по численным методам решения задач теории упруго- 
сти и пластичности (г. Кишинев, 1973 г.) была отмечена важ- 
ность создания набора тестовых задач, по решению которых 
можно судить о сравнительной эффективности различных чис- 
ленных методов и соответствующих программ, и создана комис- 
сия по тестовым задачам, которая признала целесообразным со- 
здание тестовых задач двух типов: 

1) задачи, имеющие точное решение; 
2) задачи, не имеющие точных решений и представляющие 

интерес с теоретической или прикладной точки зрения. 
Ввиду все усложняющихся алгоритмов и соответствующих 

программ решения граничных задач набор тестовых задач дол- 
жен давать возможность по их решению судить об эффективно- 
сти программ, не вдаваясь при этом в рассмотрение алгоритма, 
в ней заложенного (по существу рассматривать программу как 
«черный ящик»). Поэтому в наборе тестовых задач должны быть 
предусмотрены такие задачи, которые выявляют возможности 
тестируемых программ в отношении решения граничных задач 
со сложной геометрией области (многосвязные области, области 
с угловыми точками), плохими дифференциальными свойствами 
решения и т. п. 

Приведенные в этой главе фундаментальные решения диф- 
ференциальных уравнений могут быть применены как тестовые 
задачи для программ, реализующих решение соответствующих 
граничных задач. Граничные условия при этом могут быть со- 
вершенно произвольные (даже такие, для которых в общем слу- 
Чае не доказаны теоремы существования и единственности). Для 
этого достаточно в качестве граничных функций p(y) в условии 

‘ < 
(1.2) взять функцию » Delp, (x) |r, где 6, — произвольные фикси- 

h 
рованные числа, [ — произвольный оператор в граничном усло- 
вии. Что касается геометрии области С, то область может быть 
совершенно произвольной и многосвязной. Требуется лишь, что- 

BI вспомогательные точки 2. (или вспомогательные поверхности 

Г. для интегрированных фундаментальных решений) не ле-
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жали в ней. Следует особо отметить, что соответствующим вы- 
бором точек 2. правой части граничных условий (1.2) можно 
придать любой вид, особенно для полных систем фундаменталь- 
ных решений. Заметим также, что приблизив точку 2. к любой 
(в том числе и угловой) точке границы Г, мы тем самым при- 
даем решению соответствующей тестовой задачи довольно резкий 
максимум в этой точке. 

В заключение нриведем фундаментальные решения [66] для 
некоторых многомерных уравнений, которые также могут быть 
использованы в соответствующих тестовых задачах. 

Для п-мерного уравнения Лапласа имеем 

4 
bp (z) = (2—n)o,, [7 (Zh, 5)]2—", n> 2; 

для итерированного лапласиана (А)” фундаментальное решение 
при всех четных п и при нечетных п > 2т задается выражением 

(— 4)™ r(4- т) 
г (Zp, L)P2"™—", 

22m т /2 Г (т) [ (2m 2)] 
pp (1) = 

а при нечетных п <= 2m — выражением 

(10 [и (Zp, x)]2"—" In r (Zp, 2), Wr (x) = 92m—1,n/2 (m — 1)! 

где п — размерность пространства, Wn» — площадь сферической 
поверхности единичного радиуса в пП-мерном пространстве, 
Г(т) — значение гамма-функции для аргумента т. Заметим, что 
для наших целей стоящие в начале приведенных выражений по- 
стоянные множители можно опустить. 

Для уравнения (А + Л?) и=0, где 1 — постоянная, фундамен- 
тальное решение выражается формулой 

фи (2) = 7 [Е on о N(n—2y/2 [Ar (Zn, 2)], 

где N,— функция Неймана или функция Бесселя второго рода. 
Для гиперболического уравнения 

дПи 0 

д"... Ox” 

фундаментальное решение определяется произведением функций 

Хевисайда 

1 при х>0, 

H()={9 при «<0, 

be (2) = I (xs — 24).
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Фундаментальные решения определяются и для одномерных 

уравнений. Так, например, для уравнений Лапласа Coa 

фундаментальное решение имеет вид 

фи (a!) = — (21 — 28) Н (2" — вв) + с (2 — 24) + с», 
где Cj И с2 — произвольные постоянные, для уравнения Гельм- 
гольца 

tu =0, (29 = 
1, sink (2 

d (x*) k 

Шт 
г#) H (a! — zp). 

$ 2.30. Функции Грина в приближенных решениях 
граничных задач 

Рассмотренные в настоящей монографии фундаментальные 
решения (функции) A(z, у) удовлетворяют лишь основному 
уравнению граничной задачи (см. формулу (1.94)) 

СК (х, z2)= 6(x— 3), 

совершенно не заботясь об удовлетворении граничных условий. 
Для некоторых канонических областей удается получить такие 
решения, которые кроме основного уравнения удовлетворяют од- 
нородным граничпым условиям 

ГС (х, 2) =6(х— 2), IG(z, 2) 1 =0. (2.9) 

Такую функцию G(x, У) называют функцией Грина для гра- 
ничной задачи 

Lu = f(z), х ес, 

lulp = 0, (2.10) 

решение которой выражается через функцию Грина 

и (1) = (г, 2) f (2) dz. (2.11) 

Аналогично для динамических граничных задач 

Ги = f(z, №, хеС, 

luly = 0, t > to, (2.12) 

Tu = 0, t= Ц, 

’ Функция Грина C(x, 2, t, т) удовлетворяет граничной задаче 
(2.12) при f(x, t)=6(4 —z)8(t{— т) и ее решение представля- 
ется интегральной формулой: 

t 

u(x, t)={ \G(a, z, t, 0) f(z, t)dedr, (2.13) 
ty @ 

где Г — оператор начальных условий.
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Прежде чем привести аналитические выражения для функции 
Грина некоторых канонических областей, собранных в работе 
[41], дадим метод применения функции Грина для областей, от- 
личных от тех, для которых они выведены. 

n 

Пусть для некоторой области С с границей T= >) Г, по- 
=0 

ставлена граничная задача 

Lu (zx) = 0, rea, 

Iu (2) hay = 0, We (2) cay = PY) (2.14) 
т n 

где Г = » Ta Г) — > IT, (т п). Обозначим — через 
kR=1 k=m-+1 

С (х, 2) функцию Грина граничной задачи 

Lu (1) = f (2), rea, 

he (2) lye = 0. (E19) 
Выберем точки 2: так, чтобы они не принадлежали области С и 
будем искать приближенное решение граничной задачи (2.14) в 
виде: 

N 
uN) (x) = № ciG (x, 24). (2.16) 

1 = 

В силу определения функции Грина и выбора точек 2; при- 
ближенное решение (2.16) строго удовлетворяет первые два ра- 
венства граничной задачи (2.14), а для приближенного удовлет- 
ворения неоднородных условий в (2.14) подбираем коэффициен- 
ты с; разложения (2.16) из условия минимизации равенства на 
границе Г“? 

N 

p(y) — > catpi (у), (2.17) 

где 

pi (у) = 24 (х, 24) |<). 

Задачу нахождения чисел с, неоднократно рассматривали в 
данной монографии. 

Таким образом получаем, что алгоритм нахождения прибли- 
женного решения граничной задачи (2.14) с помощью функций 
Грина принципиально не отличается от решения этой же задачи 
с помощью фундаментальных решений, а с вычислительной точ- 
ки зрения значительно удобнее, так как в ходе решения можно 
не заботиться об удовлетворении не только основного уравнения 
задачи, но и части граничных условий на Г‘). Это дает возмож- 
ность существенно сократить число N вспомогательных точек 2.
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Для более ясного понимания тех выгод, которые достигаются 
заменой фудаментальных решений функциями Грина, рассмот- 
рим конкретную задачу. 

Пусть в полупространстве С (0=< 23 <) имеем трехмерную 
выемку С(‘), на границе Г, которой поддерживается температура 

и (т) г, = ф(у). 
Ищется распределение температуры u(r) в области G— G, 
в которой отсутствуют источники тепла, если граница Г (=5=0) 
полупространства С имеет нулевую температуру. Соответствую- 
щая этой физической задаче граничная задача имеет вид: 

Ли (5) =0, хеЕС- С, 

и (2) г = 0. (2.18) 

u(x) г, = Py). 
Для решения граничной задачи (2.18) описанными в первой 

главе методами вспомогательные точки 2, определяющие фун- 
1 
r(x, 2;)’ 

емки С“), так и вне полупространства G, a коэффициенты с; 
N 

даментальные решения следует брать как внутри вы- 

Ч 

приближенного решения > Ci Ta =~ r(z, 25) 

. 1 
~y 

= 0, У Ci г (=, %) 2) 

Г Fal 

находить из удовлетворе- 

ния равенств 
М 

У! 
¢ г (<, 24) 

i=1 

= p(y). 
т 

Учитывая, что функция Грина G(z, 2) граничной задачи 

Au(z)=f(z), теб, 

1 1 Г Я (71 2 23} _ —, где 2(2, 2°, —2°) — точка, симметрич 
г (т, 2) г (x, 2) 

ная относительно плоскости 13 =0 для точки 2 (2', 22, 2°), полу- 
чаем для нахождения коэффициентов приближенного решения 

, N 

у Ci tt условия 
г (>, 24) г (>, 2;) 

. 1 1 2° [FFE] 
Заметим, однако, что функции Грина могут обладать более 

плохими конструктивными свойствами (например, более малым 
детерминантом Грина), чем фундаментальные решения (особенно 
для выпуклых областей). 

имеет вид 

i 

Г.
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Функции Грина для большого количества одномерных гра- 
ничных уравнений собраны в [41]. Там же дается способ сведе- 
ния граничных задач с неоднородными граничными условиями к 
граничным задачам с однородными условиями. 

Приводим здесь функции Грина для тех граничных задач, 
которые по описанному выше методу могут быть использованы 
для приближенного решения граничных задач с неканонически- 
ми областями. При этом функции Грина, выражающиеся в виде 
бесконечных рядов или через явно невыписываемые конформно 
отображающие функции, не приводим, так как в соответствии 
с $ 1.11 вычислительный процесс сильно замедляется, когда яв- 
ный вид координатных функций (фундаментальных функций 
или функций Грина) неизвестен. 

В плоском случае иногда более удобно записывать функции 
Грина через комплексные переменные & =! - 122, ny = 2! + iz’, 

1. а — круг радиуса R, Г окружность, Au=f, и г=0; 
(А — оператор Лапласа) 

R* —En | G(x, 2) = in! (т, 2) Е" 
2. а — бесконечный слой: —© <! <, 0<4*=<л; Г состо- 

ит из двух прямых 22 =0 и 4? =л; Au=f; ulp=0 

G(x, 2) = st РЕ expt 
[ехрЕ — ехри | 

3. G—  олбосконочная полоса, 0< 25! = 0 = 1 =л; Г co- 
стоит из трех прямых 21! = 0, 22=0, 12 =л; Au = f: whe = 0: 

[ch (xt + z') — cos (x? — 2“) [ch (x? — 2) — cos (x* + 2)] 

[ch (2? + z')— cos (22 -- 2] [ch (xt — 21) — cos (2 — 2^)] | 

4. а — полукруг, (2)? + (12)? < А?, 24220; Г — полуокруж- 
ность (2')? - (12)? = А? и часть прямой; ulp= 0; Au =} 

С (х, =) = =— ГЕЯ — 8 

an 18 —\| | R? — By | 

5. а — четверть круга, (x! yt, (@ )? = А?, 2,20, 4220; T— 
четверть окружности (21)? - (12)? = А? и части прямых д! = 0, 
x? = 0, ulp = 0; Au = f; 

G (х, z)= Ш 

| 2 72 4 —\2 G (2, 2) = A РТИ (En) | 
(2) [Еф || R*— (61) | 

6. С — четверть (первая) плоскости, 0 < 1! <0, 0X2? <~—~; 
Г состоит из положительных частей прямых д! = 0, 22=0; 
Аи = h; ulp = = 0; 

1 2 72 
G(x, 2) = 5 In ang ;
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7. G— полупространство, —© <! <, Q0<z?< 0; Г — пря- 
мая 12 = 0; Au=f; иг = 

G(x, 2) = Ain У аа 
V(t — FP 4 (2 2 P 

8. @ — круговой сектор, О<г=< А, О0<0=<л/п, n=1, 2, 
Г состоит из части окружности г= А, из частей лучей 9 =0, 
9=л/п и из точки г=0; ДАи= Кг, 9) (оператор Лапласа рас- 
сматривается в полярной плоской системе координат (г, 0)); 
ulr =0, а в начале координат и ограничена; 

n—3 

G(z,2)=> [6 (r, 0, ря +0)— Go (* 0, p, = —o)|, 
k=1 

где (г, 9) — полярные координаты точки х, (0, 0) — полярные 
координаты точки 2, 

G(r, 9, р, 0) = = Шу. ‚ Ty =Vre— 27p cos (0 — о) р? 
0 

— расстояние между точками {и 5, 

го = / F cos (80) +35 

— расстояние между x(r, 0) и точкой 2*(R'/p, в), симметричной 
к точке (р, 6) относительно окружности г = АВ 

9. @ — четверть (первая) плоскости х' 20; 120; Г состоит 
из положительных частей прямых x! = 0, x? = 0; 

0 и 
a — а? Аи = f(z, t) 

u(z, t)lp=0,. u(x, 0)=0; 
( 1__ pt) (2? _ #2} 

С (т, z, 1) = тер ee 

| ЕЙ -- Д-Р @-+2)]| _ 
one | да” | Tex да? 

— exp |— (а +(e" == 
4a*t 

10. а — полупространство, —00 < 1! < о, —w<ya*<m, 0< 
< 143 <; Г — плоскость 12 =0; Au=f(x) (A — трехмерный опе- 
ратор Лапласа); ulp = 0; 

G(x, =) = 

1 1 1 — 
An TS Se SSS 

ad 
— 
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11. С — двугранный угол, —© < 4! <<, 0<42<о®, 0< p< 
< ©; Г состоит из положительных частей плоскостей z2=0 и 
13 =0; Аи = { (5); и(х 29 

1 

G (т, 2) = 7 -. > У i 
n=0 k=0 той | 

где 2„„„ — точки с координатами ((—1 y™zi (—1)"2?, (—1)*2°). 
12. С — октант, 0х! <, 0<2 < ®, b< x3< oo; Г состоит 

из положительных частей плоскости x "=0, 22=0 и 423=0; 
Au= f(x); и(х) 1 =0 

т--п- В 

G(x, 2) = 7 iy yy ae 
m=0 n=0 А=0 

13. G—socbMaa часть шара радиуса R, |zl <R, 1120, ve 
> 0; 13 >0; С состоит из части сферической поверхности [| = 
и частей плоскостей 11 =0, 12 =0, 23 =0; Ди = { (1); и(х) [1 = 0. 

1 

64а > Yeo а = 
mnk | 

\z|jz— [2] иль 

14. С — полушар, |lzi<R, 0<23<®, Г — состоит из полу- 
сферы |5|= А и части плоскости 23 =0; Ли={ (1х); u(x) г =0; 

1 
1 п 1 1 G(x, 2) =e (-1)"" - = 

h=0 | = — Zoo, | и 
7 [2] “ook 

15. G—uersepts mapa, lz| <R, 4220, 2320, Г — состоит из 
части сферы lz —R и частей плоскостей 27 2—0: 23 =0; Ли = 

R* 

х — —- 2 
jz? onk 

16. С — пространство вне ebep ы, (x!)? +(2?)? + (23)? > R?; 
Г — сфера, (2!)?- (22)? (23)? =А - Au= f(z): и (1) [г = 0; 

4 4 В 1 С (x, т 72: 2*) ~ 7 (0, 2*) (т, 2) | 

где точка 2* — сопряженная к точке д относительно сферы 
(2')2- (x У) К, т. е. 2* лежит на луче Oz, r(z, 2)X 
Xr(z, z*)=R 
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17. а — шар, |х| <В; Г — сфера lx] =R; Au=f(z); шг=0; 

С (т, 2) = 

- in ря + fae +R ЕЕ | 

где z*, 5* — точки, сопряженные к точкам Z, 2 относительно 
рассматриваемой сферы. 

18. G — полупространство; —© < 2! < о, —o<zx?< 0, xb 
> 0: Г— плоскость 243 = 0, 

ар — Аи = 1 (1,1, #20, а>0, и(в, г = 0; u(z, 0) = 0; 

— уе exe {— да? At} tex |- и] 

где Ry = (21 — 21) + (22 — 22) (43 — 23); Вз= (21— 21)? (22— 27)? + 

(28 + 23). 
19. а — все трехмернее пространство: 

i —Аи = f(z, )1=У-1; и(т, 0) =0; 

G(x, 2)=—i (45) exp [ (2t — zt) + (2? ws + (x? — 2°)? | 

20. В заключение приведем аналитическое выражение тензо- 
ра Грина G(z, x) [190] для системы ‘уравнений пространствен- 
ной статистической теории упругости (cM. $ 2.16) в случае од- 
нородного изотропного полупространства со свободной внешней 
поверхностью 23 =0 

Ти r3 an (АИ) ry 
B B 

Gij (2ь, 2) = 5; Hi; (22) +> 

3 — 40 bar" 2p 1 —z1)(2’— 1—8is)(1—6; + (a!) (2? hee a LB ba a tia |+ 

<. 1 82°28 62° 23 (2° -- 28 
+ 6i35;3 E Geo t Gow к +: + 

a j (я i 4 62°23 (2° -+ 23) 
+ [5:3 (x — zh) — Sis (x — Zn) | | (А, + и) Г, ~~ ‚5 ’ 

где с — коэффициент Пуассона, H:;(z,, х) — фундаментальное pe-
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шение теории упругости (см. $ 2.16), В — интенсивность силы, 
действующей в TOUKe 2, по направлению оси Оз", 

Г = И (2 — 2} }* + (x? — zn)" + (23 + ze)’, Го = Г. + 28 28, 

— ATM 
An (1, + 2) 

$ 2.31. Некоторые особенности проверки удовлетворения 
фундаментальными функциями соответствующих 

дифференциальных уравнений 

Приведенные в этой главе фундаментальные функции по 
определению должны удовлетворять соответствующим однород- 
ным дифференциальным уравнениям во всем пространстве, кро- 
ме точки 2 (полоса фундаментальной функции). Проверка удов- 
летворения в точке х, не совпадающей с полюсом 2, фундамен- 
тальной функцией однородного дифференциального уравнения, не 
представляет большого труда, если в этой точке фундаменталь- 
ная функция довольно гладкая. Однако в том случае, когда в точ- 
ке х в некоторый момент времени # либо фундаментальные функ- 
ции, либо их производные до порядка т (т — порядок макси- 
мальной производной в дифференциальном уравнении) терпят 
разрывы, то проверка удовлетворения фундаментальными функ- 
циями соответствующих дифференциальных уравнений имеет не- 
которые особенности, что покажем на примере уравнения дина- 
мики изотропной упругой среды ($ 2.18). 

Рассмотрим систему уравнений Ламе в развернутом виде 

, (Fas ди *s) Ou, би, = au, 0 

OF Walaa t a2 a8) tL Gane Get Gee] Рон ~ 
(2.19) 

a и 9?и Au, | us _ 

ван 3a) +e Gane Gea Ga eae oo 
ди au au a7 u 9?и 

orn She Ste) ale ie i] oo 
Покажем, что матрица фундаментальных решений 

8:3 7 (Zn *) 
Hi; (24) 2, 1) = aoe | С x) о | 7 2 r 

2 9? 1 __ г (2p; x) pe 2 20 

+ C5 90 | г (2p, x) In | с |. ty] 1, 2, 3, ( .20) 

удовлетворяет системе (2.19) при 2. 7=х в любой момент време- 
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Г (2; г) 

С 
ни $ даже в моментах прихода поперечной (= )x процоль- 

- 1 

г (2p, т) 
ной (1 = —~—— |волны, когда фундаментальные функции (2.20) 

2 

и их производные терпят разрыв. 
‚ Согласно правилам дифференцирования обобщенных функций 

имеем формулы 

и 2 , (a) = 2, 8 (а) = 2 Н(а) =1®, A’ (a) = 6 (a), (2.21) 

где H(a)— функция Хевисайда, a 

|. а 0, 

п (2) = а а>0. 

Из формул (2.21) легко получаются необходимые нам в дальней- 
шем соотношения 

п’ (a) = аб (а) + Н (а) = а6 (а) +22, 1’(а) = 8(а). (2.22) 

Рассмотрим для произвольной точки х ~ 2, следующие пять мо- 
ментов времени: 

1) 0<tc he), 2) t= Ke"): 3 3) ee Me) pc he) 

Ст 62 
3 

sy t= ed. 5) pe), 
2 бо 

и выпишем для этих моментов первую вектор-строку (i= 1) мат- 
рицы (2.20): 

1) Hy = Ay, = Ay, = 0; 
_ 4) a? 1 _ г (= , т) 

2) fu = джо (921) | г (25, 2) nf? С )|. 

Не af 4 u(t г (Zp, 1) )| 

409 ox! ax® | Г(2ь, 7) 

1 6” 1 г (2p, г) H,,= {— 
13 400 az! ax? | т (2p, т) a Cy )} 

t д? 1 Н = BE Sa Tas) (2.23) 

t 0? 1 
13 — дир дат F(Z, 2)’ 

45 М. А. Алексидзе
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4 [8 @—т(®ь, 2)/е.) | 2 2 ! 4) Hy, — 4 пре? г (2p, т) + Co (951)? | г (2p, т) | 

8] 
9 |, Me) 

AMP grt ax? | 1 (Zp, т) с с, 

4 д Г 4 Е г (Zp, 2) —т (- г (Zp, 2) ) 

13 — Апр ax! az г (2p) 2) с со 

5) Ни = Ay = Aig = 0. 

Покажем, что формулы (2.23) удовлетворяют первому из 
уравнений (2.19). 

Для первого | < 

|
 

au 

1 

r (2%, r) 

1 

r (2p, т) 

“9 

времени фундаментальная вектор-функция равна тождественпому 
нулю и, следовательно, удовлетворяет любому из однородных урав- 
нений (2.19). Легко показывается справедливость первого из 

г (Zp, т) г (2, 2) 

a 

и пятого (> моментов 

<tf< ——_— | момента 
2 

времени. Действительно, из соответствующих формул и (2.23) 
имеем 

уравнений (2.19) и для третьего 

PH yi 
Pa = 9, 

д (OH OH OH 

В oat + ae + S| ВАМ а = 

ЕЕ бод 4 he a” 1 
Arp (ax1)? г (2p, 2) дор (921)? r (=, x) —=M\ 

При выводе последнего равенства меняем порядок дифференциро- 
вания, справедливость которого обусловлена достаточной гладко- 
стью компонент фундаментальной функции в этом интервале вре- 
мени при 2, ~ z. 

г (2. › 7) 

Cy 

Из соответствующей формулы для Ни! (2.23) и второго равен- 
ства из (2.22) получаем 

OH, 1 _o 1 — 7 (@ь *) 2.24 
о = = | 2) at cy } ) 

Рассмотрим сейчас второй момент времени (= 
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Легко проверить, что 
э (oH aH aH 

(A+B) ax ( al + aE =) + РАН = 

— Аа 9 1 _ 7 Gr 2) 
a a (0х1)? 4 г (2p, 2) n(é с )| 

и, следовательно, для левой части первого из уравнений (2.19) 
имеем выражение 

as ware +204 [ит] 
ps (+ ие) (2.25) 

Г (2p) r) 1 

Для равенства нулю соотношения (2.25) достаточно показать, что 
выражение в фигурных скобках равно нулю. Для этого вычислим 
первый член в (2.25), обозначив его через Л 

г (Zp, X) —_ 

T+ 2008 [зу ee 
Se ee 
seated 

— а )) += 5 An (+e) — 
1 1 

Zp, 2 г (2, x 2 2H) v(t вт) А ди [а ”). (2.26) 
c,7° (Zp, 2) Cy г (Zp, т) “1 

где 1’ — производная \ по всему аргументу. 
Для получения окончательного выражения для Л вычислим 

г (2к› 2) . 
An\t— бк =). Согласно второй из формул (2.22) имеем 

1 

oO ; г (2p, 2) 2, — Zp [+ г (Zp, 2) 

от" ey ea т и ' 

-в (^^) (AY yy (1 SE) ie 2) — (2! =)? 
го (Fm 2) ст " ° cy” (Zp) *) | 

(2.27)
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tn (1-9) — 9 (tw) 3 и (ees 2 
бт С с? с CT (Zp, т) 

1 1 1- 

Подставляем последнее равенство в выражение для Л, по- 

лучаем 

r(Z,, 2) Г (2, х ла (,— (2% 4 A+ 2p 6(1— (2p ) — 
er? (2.2) с ctr (2.2) \ Cy 1 

2 (0+ 2H) (s— "0 2) - о 6(— "te a) — er? (Zp: x) с г (2p) т) 
1 

Последнее значение для Л аннулирует выражение в фигурных 
скобках формулы (2.25) и, следовательно, первое из уравне- 
ний (2.19) удовлетворяется для второго момента времени 

г (22, т) 
t= A |. 

“1 
Осталось показать выполнение первого из уравнений (2.19) 

г (Zp, x) ) 

Ст 

для четвертого момента времени — 

Из соответствующей формулы для Ни! (2.23) и формул (2.21) 
и (2.22) получаем 

0H, _ 5 (t —r (2, 2)/¢,) 4 д? | 4 5 (+— г (2p, 7) 

9? — апт (Zp, x) [f¢,—r(Z,, 2)" An (x1)? | г (2p; 2) 
о 

(2.28) 
Первое слагаемое в первом из уравнений (2.19), обозначаемое 
через /Л!:, в рассматриваемый момент времени будет иметь вид 

0 OH OH OH 
Л. = (Аи) {i E42 18) _ 

= (A+B) да Gat Ga? Го 

мт 92 | 1 вы) | 
4npc? ax!) r(2p) т) с 

Ate [4 (,_ 5) 2_ 0° д| 1 ( "(Fn “I 
_ Ane? [= (2p) =) со о Lt (qs 2) | Cp 

Учитывая последовательно (2.26) и (2.27) (заменой с! на C2), 
из последнего равенства получаем 

ПЕ | 1 5 (1 | 
4през | (dx")” | 7 (Fn 7) 2 

2 & 2 ee Ge 1 _ 7x *)) ||. 
2 (951 | Cor” (Zp, 2) " | “9 J+ г (в 5А (1 “2 }] 
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Е E Eo (- SE) Ane? | (a2')? 2 
92 9 , —_ г (2%, x) } __ о a 1 

— (91 l= (2, 2) " ( бо } ° (dx")? ee *) * «6 (1 le) т (+ = 5 ||}=° 
о ] со 2 2 ’ 

В дальнейшем понадобится следующее выражение: 

Noes 5(1— a ™ | + 
4 г (2p, ©) 2 a г (2p, 1) \ 

Дб | — ———_ | — о [Е “+ |= 
Zn т) 2 ; 

1 2c,t = г (Zp; 2) 
— Е ———+ | — 

"(nr 2) 1 (ав 2) [Of — 7 (24, 2)]? “9 

26 (Е —7r (2, т)/с,) —_ 2 _ г (Zp) 2) 

~~ 2 9 — 5 6 1 ее . 

г” (2p, ©) со [ — г (2p, 2) /с.] г (Zp, 2) [65 — г (Zz, 2)] 5 

(2.29) 

Рассмотрим второе слагаемое в первом из уравнений (2.19): 

___t_ ! — Tw *)\ | _ 
ВАН и = 4прсь А | г (2p) 2) 6 t с, )] — 

Е А | ее n(*— et) | 
Учитывая равенство (2.29) и формулу 

1 — Ра» т) |4 _ fn") 1. 
‘| визу (. с, )|- rma) o\* Co с’ 

для второго члена в первом из уравнений (2.19) получаем выра- 
жение 
ВАН = 

and 
—_ 

6 (t—r(z, x)/¢,) _ 4 д | 4 $ (.— г (2p, “| 

“Эл (25, =) [ty — (Zs 2) 4 (01 | (ть 2) с 2 

которое совместно с формулой (2.28) и равенством Л = 0 обеспе- 
чивает выполнение первого из уравнений (2.19) и для рассматри- 
ваемого четвертого момента времени. 

Мы показали, что первая вектор-строка матрицы (2.20) удов- 
летворяет первому из уравнений (2.19) при 2. “Ax в любой мо- 
мент времени. Аналогично эта же вектор-строка удовлетворяет и
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двум последним уравнениям (2.19), вторая и третья вектор-стро- 
ки удовлетворяют уравнениям Ламе (2. 19). 

Рассмотрим сейчас тот общий случай, когда сосредоточенпая 
в точке 2, сила по направлению оси Ox' меняется во времени по 
закону f(t), причем f(t)=O0O при ¢<0. В этом случае матрица 
фундаментальных решений Н H(z, т, #) принимает вид (см. $ 2.18) 

Нот, ) = — [= (2-7) + 4npc? r (2p; т) с, 

—1 (v “| f(t —?’) a} (2.30) 

Покажем, что первая вектор-строка (Ни, Hy2, Hi3) матри- 
цы (2.30) удовлетворяет первому из уравнений Ламе (2.19). Со- 
гласно формулам (2.30) при {< Г(2ь, х)/с, компоненты этого вектора 
равны нулю Ни! = Hip = Hi3 =0 и, следовательно, они удовлет- 
воряют однородной системе (2.19). В этом случае рассмотрим 
два интервала времени: 

Г (2, х Г [5 > Я 

с бо 
Г[(2 

27"). 
Cy 

Для первого интервала времени из формул (2.30) получаем 
следующие выражения: 

t . 

ИА | | =) Ji —eyae ; 
11 — 4 по (91? г (2%, 2) 

_ 1 92 д , г (2p, 2) gt) ye ть J (Pee | 

13 — 409 от ax? | г (2p, 7) 1 
td | | ии >) i= tye (2.31) 

т(2в›х)/с 

Для дальнейшего нам понадобится формула дифференциро- 

вания интеграла по параметру 

В B(t) 

+ | p(t, t’) dt’ = | О at’ -- В’ (9 (BY), t) — (9$ (= (0), 

“ . (2.32) 
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согласно которой легко получаем нужные выражения 

as | |" re п) ) dt =(- 2 )io+ 
ot с, 

T(Zp,X)/Cy \ 

t 

4 | | t') dt’ = 
r(zpy%) с 1 

t 

— | ("— ee ли г) dt’, (2.33) 
"(ZR,%) [Cy 

2 
t 

or | ((- ть AEA) ле t') dt’ | = 
r(2R,%) . 

t 

= | |" EO) ii (t — t’) dt’. 
"(2в›х)/су 1 

Согласно второй из формул (2.33) получаем 

t 

Щи Ш 
/ 5, 

— 

Рой bn ол} | ть =) oF “ide (“-- ae ice га 

t 
— Ji a” 1 7 __ г (2 ho © —_ 

A (on | Fe 2) odo, ( +) fi Cay Cee aa 

Используя правило интегрирования по частям 

b 

Гоа J udv— we — рам, 

“pa u=t'— acs бы *) ay, = dt’) и dv = f(t —t’) dt (v = f;(t—t’)) 

получаем из (2. 34) 

9°Н 1 5? 4 r (Zp, =) 
wit + 7 __ В’ / + t __ 

— — 

t 5 t 

— ’ / re 1 д 1 , , , | fr(t—v’) dt’ = —т- Gat) 7-2) fr (t — t’) dt 
(2х) /e, _ (26 ,х) [с _ 
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Вновь применяя к последнему выражению правило интегри- 
рования по частям при и={ (du=0) и dv=f;(t—t?t’) dt’ 
(v= f(t—t’)) окончательно получаем 

9°Н 1 @ 
11 __ te 1 __ 7! t __ 

Oat = — Gal [aay Г) Манн] = 
_1_# 1 of, 7 Ce *) 
45 (071) р (2p) a! |‘ и } | (2-99) 

Вычислим выражение в левой части первой из формул (2.19) 
OH 

без члена 0 о для которого мы получили формулу (2.35) 

a OH, Off, 0H ,. —_ 

+ Ww) (St + + ВАН, = 
_ | _— 

_ 1 _ 9 1 | r Г (2,3 x) АЯ _—_ 

— 4It0 р) т A r (Zp, x) | с, } i t )at i 

~ L "(Zp.*)/¢y р 

t 

—~/(a+2 yo A | Е f(t —t’) dt’ (2.36) 
_— Апр Us (ax)? | (2, 2) с) ° | 

"(26 ›>) [ст 

Для вычисления выражения в фигурных скобках последнего 
равенства воспользуемся формулой дифференцирования интегра- 
ла по параметру (2.32): 

2 | ара = в t’ f(t—t’) dt— 
J | ‚ 7) >. J a Z,, 2 3 

ы (2 х) [с ( к Г (2, т) "(2в›>) [су 

4 Or(Z,, 1) | г (2%, X)/e, 1 г (2,, 7) 
— — 7 — — f t{ ——-——_ |] = 

с, ax r (2p; r) С. с. 

t 
1 1 

oe [лом 
r (2p, г) 

т(2,х) [ст 

Используя вновь формулу дифференцирования интеграла по 

параметру, получаем 

Г (24, 2 _ 
T (Zp) [cy (71, 

г? (2p, x) —3 (= — 2")? 

г (2,3 г) 

— | Boss z|f@e—t")at’ = 

t 

t' f(t —t’) dt’ + 
T(Zp.X)/C¢
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фа р p(z г (Z,, x R | (2, iW (#— (2; = 
т ro (2, 2) са” (22,2) с с, 

1 

t 

_ ro (Zp x) —3(z}— 2")? { it _ dt’ + A x)? i( r(Zp, *). 

г’ (2, 7) (ев) [Cy 17 *(2ь› =) ° 

(2.37) 

Совершенно аналогично получаются вторые производные по 
другим переменным 

2 ' ze 2 2 Г (2, X)\. О Ст ии "(2в›х) /¢, 17 (2p) x) 

t' f(t — t’) dt’, 
7 (2, 7) r(Zp,x)/c, 

(2.38) 
t 

д° t’ 4 \ Wer (22 — 2°)? г (2,9 7) 

GF ees ah ты! и) T(Zp,%) /e, 

t' f(t —t’) dt’, 
T(Zp,x)/c, 

Используя формулы (2.37) и (2.38) из (2.36), получаем 

д {9H,, | 0H OH, 
(+ waa (SE Sts aa) + HAN = 

_ 1 д? | _ 7 *)\ | _ Е (“| 
_ 1 @ 4 __ Г Fa 2) 
_ АЯ (021)? р (2p, 51 (1 с )|. 

Последнее выражение совпадает с правой частью равенства 
(2.35) и, следовательно, первое из уравнений Ламе (2.19) удов- 
летворяется для рассматриваемого интервала времени. 

Г (2p, x) 

Cy 

тор-строка матрицы фундаментальных функций (2.30) имеет 

Для второго интервала времени те первая век-
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следующий вид 

= Tape | Сы =) (*— a ы 

(ее) —n (e 2) дай 

12 = ce fal; os 5. | (: _ ae — 

—1 | a f(t— ВИ 

- 

—
 

Рассмотрим интегральный член в последних выражениях: 

р-на 
`(2ь, x) /с 1 _ _ 

= | n | _ Г Ge 2) =n G 7 (25, ~) f(t —t’) dt’ a 

J | z . |. 
(ZR, x) / _ _ 

x 

+ Г. n ет ‘jaa (v — "Ee ; f(t —t') dt’ + 
(Zh, x) [с - 1 2 - 

t 

Г (42, , Zh р 92) ua 1 Cy т и х - / 

(Zp, x) /со t 
, r(z,, x\(c,—e 

— | (1 г (= R и t’) dt’ + ( | т 1 ›) | 1(Е— Рае. 

Как) /с; \ СС 
Учитывая выражение для Ли формулу (2.32), легко находим 

"(ть =) с» 

a= | |" Ce ee) h(t t') dt + 
(2в›х) /e 

f 
r(Zp» 2) (с, — со) 

C1%o 
fioy+ |  fee—z'yae’ |= 

a "(2в›х) [1 
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r(Zp ‚х) [Cy t 

= | (eho nar EY he eye. 
1 (Zp 5%) [ст “1 12 1 (Zp »X) /Cy 

Интегрируя по частям последнее выражение, получаем 

к |" (2в,х) /со Г (5, 

1(Zp,x)/C, 

T(ZR,X)/Cy | 

Г (25,2) (с, —с г (2, х 

13 2 
1(Zp,X)/c, 

(28 ,х) [с 

= | f(t —t’) dt’. 
T(Zp,x)/C, 

Отсюда непосредственно получается нужная формула: 

9? r (2p, 1) / r (2,5 т) 

ри]. .39). = ( ки (2.39) 
Используя формулу дифференцирования иптеграла по пара- 

метру, получаем - 
Я 1 "(2h %)/¢ 

oO Л |=- 2 # | t'f (t — t’) dt’ 

1 Ё (2,, т) 73 (Zp, 2) r(2n°2)/¢, 

1(Zp,%)/Cy 

т | : |-- Гы е 82)! t' f(t —1') dt’ — 
(921) (2, 2) r° (2. т) . 

1(Zp,X)/C, 

Е Е (1 — "Ge т) a (ae 2) 

гз (2, т) al с. al с, } | 

Аналогично, для производных по другим переменным имеем 

9? I „2 (в 2) —3 (<2 7 2): (Zp 5x) /¢, | - 

(62) | (=, = —— P(e, =) t' f(t — t') dt’ — 
"(2,х) [ст 

_ (2—2) 1, ,__7 Gr *) 1, ‚гы 2) 

(ay, =) | % , | с а SY 
r(Zp,x) /c 

a” Л г? (z,, 2) —3(23 — 2°)? (вт) с _ 

(d2*)” | (=, 5) — т? (z,, 2) Е} (Е— Г) аГ = 

’ "(ZR ,X)/¢, 

а [1-H _ 1 ‚Г Ge 2) 

Pe) La “а al | “1 )
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Л 
и, следовательно, для А; G Al получаем выражение 

В’ 

Л _ 1 1 _ Г (в, x) 4 mac r) 

alee а] т т И | с, al ( a }| (2.40) 

7 (2 —r (225 2)/с.) 

г (24) =) 
Вычислим выражение А . Для этого воспользу- 

емся формулами 

ox г (Zp, 2) 

2 fil) goat psy. 
(92)? |_ г (2, 7) _ cers (Zz, 7) Co 

_ г? (Zp, 2) —3 (21 — 2")? Г, a г (Zp) =) г (Zp, 2), a г (Zp, “| 

7° (z,, 2) f ( в. + в. f ( —~e, | |" 

По аналогии с последним равенством можно написать 

я [ear 2) cay p(s need) — 
(ax*)” г (2m) 2) 27° (2p 2) с 
ee x) —3 (22 — x*)? Г Г x) г (Zp; 2) ( 7 py т) | 

г (Fn 2) | 2 ) Te, at 2 ) | 
0* (Е — г (2p) 2)/с,) | _ (3 — x°)? ofa? (2,, 2) _ 

Ca ”, re) | са ( с, 
r * (Zn, t)—3 (3 — Zz *\2 | ( _ г (2, 7 + r(Zp, 2) и ( _? (2p; 7) 

75 (24; x) Co бо 62 

и, следовательно, 

f(t —7r (2p, 2)/с.) 4 „|, Г (2% 2) 
А = {— ———— }. 2.41 sea | ama (Te) ea 2 

Имея полученные вспомогательные формулы, можно присту- 
пить к вычислению левой части первого из уравнений Ламе: 

oH, a OH 
(A+ WS ort +s >} +pAH,, = 

_A+H 0 (t= re ey ли 0 Л 

_ 4пре? (021 г (2. › 2) 4up (02) ~ r (2, 2)
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ть) о, (+ 2) й 
Ал г (2p, 2) 4ncor (2,5 2) Cy 

4 a 4 _ Г (в, 2) _ maa x) 

+ a (т sl! | с, i | 2 )|I (2-42) 
Для того чтобы удовлетворялось первое из уравнений Ламе, 

достаточно, чтобы правая часть формулы (2.42) была бы равна 
oH 

Pra Действительно, 

eH 4 г (Zp, =) 1 д 1 9 11 __ и __ R? f+ д f ( + 
ae лет (2, 2) Со (ox)? г (24, x) о. — 

4 р r (2p) т) 
— t—_ it— 

Алсат (Z,, 2) у Ce + 

tara Ral! (tA) 1-9) I] ea 
Некоторые из полученных в настоящем параграфе формул 

имеют вполне определенный физический смысл. Так, например, 
формула (2.43) показывает, что первая компонента вектора силы 
инерции в момент времени ¢ зависит лишь от функции f B MO- 

Гг(2,х Г (2, х 
мент времени | и. (te), 

Таким образом, получили, что вектор смещения (Н\1, Н12, H13) 
удовлетворяет первому из уравнений (2.19). Аналогично показы- 
вается, что этот вектор, так же как два других вектора (Ho, 
Hoo, Hos) и (Нзь, H32, Нзз) удовлетворяют полной системе урав- 
нений Ламе. 



ГЛАВА Ш 

ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

$ 3.1. Линейная независимость и полнота 
некоторых систем гармонических функций 

Доказательство сходимости приближенного метода решения 
грагичной задачи 

2 2 2 
Au = 2% 42% 1 TH _ (3.1) 

9421 axe Axe 

который будет изложен ниже, основывается па линейной неза- 
висимости и полноте некоторой системы гармонических функций 
(фундаментальных решений). Поэтому дадим еще два доказа- 
тельства полноты этой системы, отличных от доказательств $ 1.1. 

Пусть С! — область с достаточно гладкой границей 5; (напри- 
мер 5; может быть поверхностью Ляпунова), целиком включаю- 
щая область С с границей 5, и минимальное расстояние от 5 до 
5; больше нуля, т. е. поверхность 5; не имеет общих точек с по- 
верхпостью S. 

Введем обозначения для фупдаментальных решений простран- 
ственного оператора Лапласа: 

1 . aM) i= Ne, (3.3) 

где М; = S, — элементы счетного множества точек, расположен- 
ных всюду плотно на поверхности 51. 

Теорема 1. Система функций {®.(М)} линейно независима 
на поверхности S, т.е. для любого N из равенства 

» со», (М) =0 (3.4) 

следует 

где К; — целые числа.
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Допустим, что найдутся такие ограниченные, не все рав- 
ные нулю числа C;, что для некоторого № выполняется соотноше- 
ние (3.4), и пусть некоторое с, == 0 (т< М). Из (3.4) и теоремы 
единственности для задачи Дирихле следует, что для G=G+S 

N 

> ск, (М) = 0, М =; С, (3.5) 
i=1 

из аналитичности левой части (3.5) следует соотношение 
N 
У, CiWp, (7) = 0, М eEG,. (3.6) 
i=1 

Устремим М к М»,. Тогда |crm,,|—> 00, a все остальные сла- 

гаемые в (3.6) остаются ограниченными, что противоречит ра- 
венству (3.6) и, следовательно, допущеиию с, ~ 0. 

Из теоремы 1 вытекает следующая теорема. 
Теорема 2. Можно построить такую ортонормированную 

на 5 систему функций 4.(М)}, что 
1 

<: (М) = 2 Aino, (17). (3.7) 
=1 

где A,, — коэффициенты ортонормализании. 
Докажем следующую теорему. 
Теорема 3. Ортопормированная система функций {:(М)} 

замкнута в пространстве L?(S) интегр:риемых с квадратом функ- 
ций, заданных ua контуре S. 

Докажем сначала полноту систем функций {$9.(М)} в про- 
страистве /2(5). Пусть ч(М)е L?(S). Рассмотрим функцию 

` { {| V(M) aA dSu, NES, 
5 

непрерывную Ha S|; она принимает на всюду плотном множестве 
точек .V; Е S; нулевые значения, поэтому 

. 3 

Jranzmtar tues ves 99 
5 

Но (3.8) является потенциалом простого слоя, и так как на 
замкнутой поверхности Ляпунова S; и в бесконечности он равен 
нулю, то в силу единственности решения внешней задачи Дирих- 
ле (с однородными условиями на бесконечности) он равен нулю 
всюду в Г.. Это возможно только в том случае [71], если плот- 
ность потенциала равна нулю. Таким образом, полнота системы 
to;(M)} в пространстве L?(S) доказана. Но в силу известной 
теоремы о том, что всякая полная в [2 система является также 
замкнутой, получаем доказательство теоремы 3. .
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Из доказанной теоремы и определения полноты непосредствен- 
но следует, что система {ф:(М)} полна в С и L7(S), где а>2. 
Что касается замкнутости, то из известной теоремы функциональ- 
ного анализа [68] следует, что система {;(M)} замкнута в про- 
странствах L7(S), где а>2. Из теоремы 3 не следует, что си- 
стема {ф:(М)} замкнута в С или [Г1(5) при q> 2. Докажем, что 
система замкнута в С, а значит, в L°(S) при 1<q<~., 

Теорема 4. Система {ф:(М)} замкнута в пространстве C(S) 
всех непрерывных функций, т.е. для любой функции ¥(M)= C(S), 
для любого & > 0 найдется такое №(8) и такая система коэффи- 
циентов а; (i=1,..., п), что если п = №(®), то 

п 

max | (М) — >) aig; (W)| <e. 
МЕБ i=1 

При доказательстве этой теоремы воспользуемся следующим 
утверждением: любую непрерывную функцию на поверхности 5 
можно равномерно приблизить гармоническими полиномами, ес- 
ли область V с границей 5 обладает устойчивостью решения за- 
дачи Дирихле в отношении деформации области '). 

Пусть Р„(М)— такой гармонический полином порядка т для 
функции | (М)=с(5), что 

тах | \(М) — 2» (11) | < =2. 
МЕБ 

Рассмотрим в области С, с грапицей 5; внутреннюю задачу 
Дирихле 

Au = 0, (3.9) 

и Is, = Pn Is, | 

и представим решение в виде потенциала простого слоя: 

° 1 u(M) = Во п-т aS x (3.10) 
1 

где плотность (11) выражается через нормальные производные 
решений внутренней и внешней задач Дирихле. Достаточная 
гладкость S; порождает гладкие граничные значения для задачи 
(3.9), и поэтому обеспечивает существование этих производных. 
Рассмотрим выражение (3.10) для точек М; Е 5!. Подынтеграль- 
ное выражение будет ограничено и непрерывно (если плотность 
непрерывна), и поэтому интеграл можно заменить римановой 

1) В плоском случае, когда 5 является кривой, аналогичное утвержде- 
ние непосредственно следует из теорем, соответствующих теоремам Вейер- 
штрасса и комплексной области (см., например, теорему Рунге [61] о рав- 
номерном приближении функции комплексного переменного комплексными 
полиномами).
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суммой с числом слагаемых т; (или какой-либо кубатурной фор- 
мулой с узлами в точках x; = 5!) так, чтобы 

т 

1 1 ооо доку 5 Хиты) 
i=1 

1 

Пусть п > max(m, т) = No(e). Тогда 

max |у (М) — >) ао; (М) |< 
MeS i=1 

< тах | у (М) — Pm(M)| + тах | Ри (М) — У aio; | < 
Mes Me i S 1=1 

“ 1 
as, — У a; In Ре, М) 

i=1 
<2 + max <é, 

MES 

1 RE: (MM) In 7, и 

и замкнутость системы {w;(M)} и, следовательно, системы {$:(М)} 
доказана. 

$ 3.2. Приближенный метод решения задачи Дирихле 

Рассмотрим задачу (3.4), (3.2) и выпишем основную формулу 
теории гармонических функций для точек хеТ и xe V, coor- 
ветственно: 

Л d 1 
и (т) = д |= rte, м) PM) dS — 

4 (' 1 5-м) 48, хЕТ, (3.41) 
5 

1 (Са 1 
О | rte, м) PCM) Su — 

1 1 
_ Alf r(z, М) ф (M)dSmu, rev,, (3.12) 

5 

где 

du 
p(M)=uls, Ф (М) = iin Ie 

Так как в случае задачи Дирихле функция ф(М) задана, то 
(3.12) можно записать в виде 

\ } ach му (М) 45м = F(z); (3.13) 
5 

16 М. А. Алексидзе
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где /(x)— известная функция: 

Е (1) = || Фед Е, dS м. 
5 

В этом параграфе будет показано, что из условия (3.13) мож- 
но определить неизвестную функцию ф(М) для задачи Дирихле 
следующим образом. Построим коэффициенты разложения пеиз- 
вестной функции ф(М) в ряд Фурье по полной системе {ф:(М)}, 
полученной путем ортонормализации системы (3.3). Подетавив 
найденные приближенные значения функции Ф(М) в формулу 
(3.11) и выполнив необходимые кубатуры, находим приближен- 
ное значение решения задачи Дирихле (3.1), (3.2) в любой точ- 
ке области У. 

Решением уравнения (3.13) будем называть функцию, опрс- 
деленную на 5 и удовлетворяющую (3.13) для произвольной 
точки x, лежащей вне замкнутой области V. Рассматривая нор- 
мальную производную обеих частей (3.13), переходим к пределу 
при х = Мое и, учитывая соотношения 

Чи (Е) _ аи (Е) 

dn, — dn. 
е 

— 2л6(5), 
(3.14) 

ап; 

аи (Е) _ du (6) He BO) + 2np 8) 
получаем 

1 

0? 

а 1 р о 4m 
м) = fim 3 E i (2)| (5.15) 

и (“р 4 9(М) + т | | (М) ат о 
$ 

Для существования предела в правой части (3.15) достатсч- 
по потребовать непрерывность yp (М) (как это следует из при- 
мера Ляпунова [62], выполнения условия Гельдера для функ- 
ции w(M) недостаточно для существования нормальных пролз- 
водных потенциала двойного слоя). Уравнение (3.15) есть ин- 
тегральное уравнение для внешней задачи Неймана; оно, как 
известно, однозначно разрешимо. Покажем, что решение урав- 
нения (3.15) удовлетворяет также функциональному уравненпю 
(3.13). Подставив решение уравнения (3.15) в (3.13), получим 
фупкцию 

{ d { Г 1 

5 $ 
(3.16) 

Надо показать, что u(r)=O0 при хЕТ.. В правой части Pa 
венства (3.16) стоит сумма потенциалов простого и двойного 

слоя, и поэтому и(х)— гармоническая функция. Из (3.16) сл?
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дует, что на границе S области V функция и(х) принимает ну- 
левые значения. Если, кроме того, будет показано, что 

lim и (5) = 0, (3.17) 
[х|->со 

то из единственности решений внешней задачи Неймана получим 
и(х)= 0. Для пространственного случая равенство (3.17) следу- 
ет из самого вида правой части (3.16). Что касается плоского 
случая, то уравнения (3.15) и (3.16) принимают вид 

1 4 1 — 9(M,) + a (м) Ади dS = 

. d 1 а 1 

S 
<>) ап 

1 а 1 1 1 

5 

и в силу известных свойств гармонических потенциалов 

(е (M) а5м = 0. (3.18) 
S 

Отсюда, как извсетно, следуст доказываемое свойство (3.17) 
для u(x) п в плоском случае, так как условпе (3.18) являстся 
достаточным для равенства нулю второго интеграла (потенциала 
простого слоя) в выражении для u(x). 

Остается показать, что функциональное уравнение (3.13) име- 
ет единственное решение. Для этого рассмотрим однороцное 
функциопальное уравнение 

4 | (М) ay 45=0, ЕТ. (3.19) 

и покажем, что оно имеет только тривиальное решение. Диффе- 
ренцируя (3.19) по нормали, переходим к пределу при х > Мое 
= S$ и, учитывая соотнсшения (3.14), получаем 

4 1 Ф(М,) + ax) | Oram, ap 45м = 0. 
) 

Это уравнение для внешней задачи Неймана с однородными гра- 
ничными значениями, как известно, имеет только нулевое 
решение. 

Переходим к описанию алгоритма приближенного метода ре- 
шения граничной задачи Дирихле (3.1), (3.2). 
16*
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Обозначим через Ф; координаты Фурье разложения Ффунк- 
ции Ф(М) в ряд по функциям $ф:(М): 

Ф; = | | $(М) 9: (М) aS 
5 

где ф.(М) определяется из (3.7), 

Qi (М) = 2 AjzOp (М). 

Запишем (3.13) для точек М, = S; в виде 

J J o( ф(М) в (M) 45 = Fr, (3.20) 

где 

A=) Seong op (М) dS, 

а W, определяются из (3.3). 
Умножая первые i уравнений на коэффициенты А» (k = 1 

.., 1) и складывая их, получим 

im) Ф(М) Авзок (М) dS = } Ф(М) Ф: (М)а5 = Ф‚ = by Ан: Е». 

Так как в случае задачи Дирихле F, известны, а A,; получа- 
ется в процессе ортонормализации системы {6:(М)}, то коэффи- 
циенты Фурье неизвестной функции ф(М) вычислены. Введем 
обозначения: | 

2 

e™) (М) = 2 D;9; (М), 

u(®) (x) = ее ит OO (М) ам + 

+= | ere] 900 a5 ce. 

Из теоремы 4 непосредственно следует асимптотическое ра- 
венство 

lim (3.21) 
N-00 

N 

$(М)— ХФ: (М), = 
2 

Кроме того, легко доказывается, что для любой внутренней TOF 
ки х области V и для любого = >0 найдется такое No, что если
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М> № то lu(z)—u (1) | < в. Действительно, ясно, что 

Jt aot Lp (IM) — 9 (My) as 
4 

< || 
5 

В силу соотношения (3.21) можно выбрать N так, что будет 
выполняться неравенство 

|u(2)—w%(a) | = дл < 

ча m (Ф(М) — $ (М) as. (3.22) 

Vis] 

где сб — минимальное расстояние от точки х до траницы S, 
{S| — площадь поверхности 5. Подставляя (3.23) и (3.22) и 
применяя неравенство Коши — Буняковского, получаем 

| (м) чм в < fee, (3.23) 
S 

| (2) —u™® (2) |< 

< № | r a M) | as | JI [¢ (M) — 9 (М) — ¢™ (М)Р в < 

Этот метод приближенного решения граничных задач будем на- 
зывать вторым способом решения задачи Дирихле. 

Полнота системы функций {9.(М)} дает возможность вос- 
пользоваться следующим алгоритмом для приближенного реше- 
ния задачи Дирихле (3.1), (3.2) (первый способ). Для заданной 
функции ф(М) (граничное значение искомой гармонической 
функции u(x)) составим ряд Фурье по базису {$:(М)}: 

(М) = 2 fePr(M), fr = |) $ (М) on (М) dS. 

Тогда в силу полноты системы {p;(M)} в смысле метрики про- 
етранства Le у 

a N 2 

lim || |) — Ур Ш 45 — 0. 
№-> со “sg 

Ряд 

и (2) = > fea (2) 
k=1 

для любой += сходится и представляет решение задачи (3.1), 
(3.2). В самом деле, пусть G(z, М) — функция Грина задачи 
ирихле для области У. Тогда из теоремы существования
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вытекает, что решение может быть представлено в виде 

и (1) = || van ds. 

$ 

Введем обозначение 
м 

uN) (x) = 2 rr (2), re V, 

и рассмотрим разность |и(5)— и‘ (х)|. Применяя неравенство 
Коши — Бупяковского и учитывая конечность интеграла 
‘(Tae |? qs =, 

Ou при хеУ, находим, как и выше, что 

и (1) = lim и (2). 
N->0o 

Заметим, что в отличие от первого способа второй способ 
позволяет найти решение задачи Дирихле с помощью граничных 
значений нормальной производной искомой функции, которые 
получаются при решении функционального уравнения (3.13). 
В связи с этим следует иметь в виду, что на практике часто 
встречаются задачи, в которых представляет интерес нахожде- 
ние именпо граничных значений нормальной производной. Этим 
и объясняется составление специальных таблиц для вычисления 
граничных значений нормальной производной. Для таких задач 
второй способ имеет преимущество перед первым способом. 

Систему линейно независимых функций будем называть на- 
дежной, если 

lim ат — G > 0, Gn — G(@, (2, ..., Фи); 

при С =0 систему назовем ненадежной. 
Теорема 5. Система функций {w;(M)} ненадежна, т. е. для 

любого > 0 найдется такое N, что при всех п > М будет 

С, <:. 

Будем предполагать, что точки x; (i=1, ..., п) перенумеро- 
ваны Takum образом, что Г(х, хх.) <й, где h->O при n>” 
(это всегда возможно в силу всюду плотного распределения TO- 
чек z:). Из (1.42) при четном п = 2k получаем 

Е 

С, < II Gy (Wgi—1, Wei); 
1=1 

а при нечетном п = 2k +1 получаем 
Е 

Сб, < | | 945 Пс, (03:1, он). 
5 j=
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Для Go(@2-1, Oa) имеем 

Со (Wgi-1) gi) = | 6—1 as J J OFF dS — (S'S 921—162 as) 

Учитывая, что 

1 1 

1—1 = г (22:1, М) — г (15, М) --Е(М) * (3.24) 

где 
[E(M)| =r(xa-1, М) —г(х, M)<r(xai-1, 12) < В, 

для С:(®2:-1, @2;) имеем 

Со (@2i-1, 02:) = О (#2). (3.25) 

Получим асимптотическое равенство (3.25). Из (3.24) имеем 

1 _ 4 _ _ 80) 

г (2.5, М) (eis и)! г (gis т + O(n). 

ie последнее eee B Pparxonna для (2 (62:1, We): 

ее Dis mak em т 5 = (1. М 45 — 

bre = mak — а т xf + O(h) = 

=J\x т, ml! — He)! т. m > 
2%? 

[Vachne SJ) as amas + 
+0 a = O(h?). 

Для G, будем иметь 
G, = 0 (1). 

Отсюда следует ненадежность системы {w;(M)} (так как й—>0 

Это рассуждение непосредственно переносится на случай лю- 
бой потенциальной системы. Таким образом, можно будет дока- 
зать, что если S и S; не имеют общих точек, то всякая потен- 
 циальная система не является надежной. 

Для проверки скорости стремления к нулю детерминанта 
Грама были проведены следующие численные эксперименты для 
плоского случая. Пусть имеется окружность © радиуса 1, на ко- 
торой требуется ортонормировать систему функций {In г (2 M)} 

(i=1, ..., 28), где re SY, SPE концентрическая окруж- 
ность радиуса 2. Точки х; распределены на sy равномерно с
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шагом 7/14. Были вычислены элементы детерминанта Грама 
этой системы. Интегрирование производилось с погрешностью, не 
превышающей 10-6. Ранг определителя с точностью до 10-3 ока- 
зался равным 9, т. е. в результате перебора всевозможных оп- 
ределителей десятого и выше порядков не удалось обнаружить 
среди них отличный от машинного нуля (вычисления проводи- 
лись на машине БЭСМ-2). 

Приведем максимальные значения С; определителей 1-го по- 
рядка для #=1,..., 9: 

G, = 3,8; а2 =9,Т; G3 =9,5; а4=5,9; Gs = 0,4; 

Ge = 2,7 - 10-2; G7=9,2-10-4; Gg=2,8-10°-°; Go = 3) : 10-8. 

Затем точки х; были взяты равномерно по концентрической 
окружности 52?) радиуса 1,1 с шагом л/12. Количество точек 
было равно 24. 

Соответствующие значения определителей Грама С; (i=1,... 
... 24) для этого случая: 

G, = 3,6; G7 = 184; а 1з = 1,8; Gig = 5,4 - 1074; 
Go = 8,4; (тв = 236; (14 = 0,7; 20 = 3,6 . 10-°; 

G3 = 28; Go = 95; Gis = 0,2; Go, = 1,5- 10-5; 
а. = 48; Gio = 38; Gig = 8,9 - 10-?; Goo = 2,9 . 10-5; 
G5 = 80; Gy, = 13; Gi7 = 1,6 . 10-2; (тоз = 4,9 . 10-7; 

(в = 130; Gio = 4,1; Gig =3- 10-3; Gos = 4,9 - 10-8. 

Из сравнения соответствующих значений определителей Гра- 
ма видно, что во втором случае значения определителей гораздо 
болыше, что, как будет показано ниже, дает возможность орто- 
нормировать соответствующуо систему более точно. 

Наконец, точки х; были взяты равномерчо распределенными 

на концентрической окружности Ss? радиуса 1,05 с тем же 
шагом л/12. Количество точек равно 24. Приведем соответствую- 
щие значения определителей Грама С: (1=1,..., 24): 

С = 4,1; G7 = 4,7; Gis = 2,9; Gig = 0,5; 

Go=A4,l; Gs = 4,6; Gi4 = 2,0; Goo = 0,3; 

G3 = 4,8; Go = 4,3; Gis = 2,0; Go, => 0,2; 

G4e=4,9;  Gio=4,0; Gie=1,6; Goo =0,1; 
Gs5=3,9; Gi =3,7; @Си=12;  Go3 = 0,08; 
Ge = 4,8; Gi2 = 3,93 Gis= 0,8; Gos = 0,03. 

Результаты численных экспериментов показывают, что при 
приближении вспомогательного контура 5: к основному контуру 
S соответствующий определитель Грама увеличивается. Заметим, 
что приведенное доказательство ненадежности систем потенци- 
альных функций существенно опирается на постоянство вспомо- 
гательного контура 51. В противном случае из неравенства (3.24) 
нельзя получить (3.25), так как для некоторых точек ME
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функции г(л2, М) и &(M) могут иметь один и тот же порядок 
малости. 

В [113] исоледовалось явление «неустойчивости» систем 
функций и указан класс систем (надежные системы), для кото- 
рых метод Ритца остается устойчивым. В дальнейшем был ука- 
зан значительно более широкий класс (сильно минимальные си- 
стемы), для которого метод Ритца сохраняет устойчивость. Си- 
crema функций {w,} сильно минимальна в Нд, если наименьшее 
собственное число матрицы Ритца n-ro порядка ограничено снизу 
положительной постоянной, одной и той же для всех п. Так как 
рассматриваемые потенциальные системы могут применяться в 
качестве координатной системы в методе Ритца, то представляет 
интерес вопрос о том, являются ли они сильно минимальными. 
Пусть 5 и 5! — концентрические окружности и точки х; (i= 
=1,..., 2n), где п четно, расположены равномерно на 51. Спра- 
ведливо следующее предложение. 

д 
Системы {шг(х, М)} и {2 In r(Xi, м) не сильно минималь- 

ны в Не, где Ё — тождественный оператор. 
Поскольку Нк совпадает с Lo, матрица Ритца совпадает с 

определителем Грама, и значит утверждается, что для любого 
= >0 найдется такое п, что наименьшее по модулю собственное 
число определителя Грама 2n-ro порядка будет меньше . До- 
статочно привести доказательство для системы {Inr(z, M)}. 
Надо доказать, что наименьшее собственное значение матрицы 
(1.111) сколь угодно близко к нулю. 

Нетрудно проверить, что для данного случая (5; и 5 — кон- 
центрические окружности, х, (1=1, ..., 2п) расположены рав- 
номерно на 9!) выполняются равенства 

foiy.dS = [вр ьа5, | ojo,dS = | oo, а5 
при 

lj—rl|=|E—n| &=0,4,...,2N—1, 
уг n=1,... М k<i, it+k=itkmod(n—1), 

‘ 

‘поэтому матрица (1.141) имеет вид 

а, a, eee ay 

an а... 

a, а....а 

где 

Qs = Qn+2—s (s = 2, 3, a a | п), 

а = | Inr (xi, М) Inr (xj45-1, M)dSy. (3.26)
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Собственные числа этой матрицы равны 

= № «Е ', k=0,1,...,2-1, (3.27) 
i=1 

где 

Е cos —-+-1 ae 

При k =n получаем 

Mn = Dy (— Е 2 ay. (3.28) 

Учитывая (3.26), находим 

lity — @: = { Inr (25, M)[Inr (434.4, М) — Inr (aj4i-1, М) dS = 

= 28 (nr (x, М) [55- Inv (tin M) + O(—e )[@s, (3.29) 

где В — радиус окружности S,, 0/0S; — производная вдоль каса- 
тельной к окружности 5!. Левая часть (3.29) не зависит от j, 
поэтому будем предполагать, что j = 1, 

vf 

Ais, — Aj == | ши (2, М) 5 In (ta 4is M)dS + (+ г) 

ИЛИ 

a, — a, = а Vine (ay М) ay Inr (xp, М) dx +0 (++ 

а, — аз = 2a Vn r (2, М) э5- Inr(z,, М) 45 + (=) 

Aon—1 — @эп—2 = 20 | ше (2, М)-= 25. Inr (Zon, M)dS + 0 (4) 

Aon — Agn—1 = ВИ Vn r (ay М) ay Inr (Len, М) dS + 0 (=. 

Подставляя эти равенства в (3.28), учитывая четность п и оче- 
видные равенства 

| шие, М) ag In (a0 M)dS = 

= — Jnr (a, М) < In r(2n+2-25, М) 45, 
1 

s= 1, oo 09 n/2,
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получаем асимптотические равенства № 
in = 0(-L). (3.30) 

Покажем, что при четном п/2 модуль характеристического 
числа Anjo будет сколь угодно мал. Действительно, 

n/2 

Ап] = > (i)? a, = 2 [(1аак—з — Ugn—1) — (gn —@4ь—1). 

Действительная часть комплексного числа /„,2 равна нулю 
в силу четности n/2 и очевидных равенств 

(4—2 — (4 (п/2)+1-в,  @4к = @4(п/2) ++ в1-2, Е =1, ..., n/2, 

а мнимая часть равна 
n 

Tm (Аи) = У (— 1)F+1 а. 

Доказательство асимптотического равенства ?) 

[1 ` 

аналогично доказательству (3.30). 
Потенциальные системы будем называть разрывными, если 5! 

совпадает с 5, т. е. если точки т; расположены на основном кон- 
туре S. Справедливы следующие предложения. 

Система функций {шг(т, M)}, где точки х; расположены 
всюду плотно на S, линейно независима и полна в простран- 
стве [2 (5). 

`’ Система функций {w;(M)}, где mo — отличная от нуля по- 
стоянная, 

в: (М) = Шт (ть М), i=1, 2, 

т, расположены всюду плотно на S, линейно независима и пол- 
на в [2 (5). 

‚ 'Цинейная независимость этих систем очевидна и доказывает- 
ся аналогично линейной независимости потенциальных систем. 
Достаточно доказать, что операторы 

| (М) шг(х, М) а5м, | (М) = Inr(z,M)dSy (3.314) 
5 8 

переводят пространство L7(S) в С. 

2) Из конструкции потенциальных систем ясно, что они не являются 
минимальными и, тем более, сильно минимальными. Доказанное предло- 
жение интересно тем, что дает асимптотику наименьшего собственного 
числа матрицы Грама.
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Дальнейшее доказательство аналогично доказательству пол- 
ноты потенциальных систем (см. теорему 3). Рассмотрим инте- 
гральную операцию 

y (t) = | p(M)K (2, М) абы, (3.32) 
5 

и будем предполагать, что все особенности ядра K(x, М) cocpe- 
доточены на диагонали, т. е. при х = М. Известно [68], что если 
ядро операции (3.32) удовлетворяет условиям 

1/р 
{{ [| стадм К (x, М) | [r(z, М] dSm} <E, (3.33) 

[K(e MP ag |” <p 3.34 
Е му | м =” (2.54) 

где через grad обозначен градиент, вычисленный по переменной 
х, то интегральная операция (3.32) отображает пространство 

Lv (и любое LZ? при g=p’) в пространство Lip и Липшица с 
показателем п, где р’— сопряженный показатель (1/p+ 1/р’ = 1). 

Нетрудно видеть, что для ядер интегральных операций (3.31) 
условия (3.33), (3.34) выполняются в случае кусочно-гладких 
контуров при p= р’ =2 и p< 1/2. 

5 0 
Система функций ae Inr (2, М)! применяется для решепия 

задачи Неймана в G 

(3.35) 

Приближенное решение задачи (3.35) можно получить из 
разложения функции 

y 

o(y) = J ply)as, 
Yo 

по системе {In r(z;, y)}: 
N 

p(y) © 2 ак шт (Lp; У). 

Действительно, приближенное решение задачи (3.35) имеет вид 
N 

и ^ > a, Arg (2 — Zp), 
k=1 

где 23), хи у, у?) — координаты точек Z, и у соответственно 

z= у) + iy®), 2, = a> + и.



$ 3.3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ С ПОМОЩЬЮ НЕОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ 253 

Рассмотрим систему пространственных функций 
1 , Tom) |, (3.36) 

где x; расположены на поверхности 5. Справедливо следующее 
предложение. 

Система функций (3.36) полна в Г” при p’=(2—a)(1—a) 
при любом © >> 0 и замкнута в Г? (р=а— а). 

Для доказательства заметим, что условия (3.33), (3.34) вы- 

полняются для А (5х, М) = + (2, М) при p=2—a, p<a/(2—a@) 

и любом a> 0. Поэтому интегральная операция 

1 | oy $(М)95м (3.37) 

переводит пространство L”, р’ = (2— а) (1—@) при любом a> 
> 0 в пространство Липшица Lip p, в < 9/ (2—а). 

Пусть функция Ф(М) == ГР ортогональна всем функциям 
системы (3.36). Докажем, что ф(М)=0. Непрерывная функция 
(3.37) на всюду плотном множестве точек х; на 5 принимает 
нулевые значения, поэтому тождественно равна нулю на 5, 
а значит (в силу гармоничности) и во всем трехмерном про- 
странстве. Но из работы [71] следует, что тогда плотность про- 
стого слоя Ф(№) равна нулю и, следовательно, система (3.36) 
замкнута в Г» при p=2—a. 

$ 3.3. О решении граничных задач е помощью 
неортогональных рядов 

В гл. Гбыл изложен метод определения коэффициентов раз- 
ложения по схеме неортогональных функций. Идея этого метода 

заключается в следующем. Пусть имеется разложение У 1.2% ($) 
функции F(s) по нормированной системе {g,(s)} (К =1, 2, ...). 
Введем обозначения: 

Ри (8) = — > ligi(s), Е (3) = 5 (3) =Е(5), I) = —1. (3.38) 

Для вычисления [, были предложены формулы 

ly = | Рь_ (5) 6ь (sds. (3.39) 
S 

Этот способ вычисления коэффициентов разложения непосред- 
ственно может быть применен в первом методе решения гранич- 
ных задач, так как в этом случае разлагаемая функция извест- 
на. Численные эксперименты показали однако значительно мень-
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шую точность первого метода по сравнению со вторым методом 
решения граничных задач. 

В настоящем параграфе будет указана такая модификация 
второго способа решения граничных задач на основе формул 
(3.38), (3.39), реализация которой не будет встречать указап- 
ных в гл. [ трудностей. 

Рассмотрим для конкретности метод функциональных урав- 
нений для плоской внутренней граничной задачи Дирихле в С: 

Аи=0 
A 

uls = f(s), (3 7) 

где © — граница области С, }($) — заданная функция. Сущность 
второго способа заключается в следующем. Строится наилучшее 
(в смысле метрики Lo(S)) разложение нормальной производной 

и 

an |5 
независимой системы {Inr(z,, $)} = {0,($)}, где r(z,, $) — рас- 

стояние между точками х, и граничной точкой $5, {1 }—1— мно- 
жество точек, расположенных всюду плотно на вспомогательном 
коптуре S|, который целиком содержит область G. Имея такое 
разложение, решение задачи (3.40) можно найти из основного 
интегрального равенства теории гармонических функций: 

и (1) = | (5) Inr (x, $) 48 + [д nr (a, s) ds, rea. 

р ° (3.41) 

по коэффи- 

= ф(5) искомой функции по функциям полной линейно 

Для минимальности выражения p(s) — a App (5) 

циентам а, необходимо и достаточно, чтобы а» были решениями 

системы 

У Ap | op (5) ©: ($) 48 = | p(s) в (5) ds, i=1,...,m. (3.42) 
$ 5 

Но в силу тождества Грина 

| ф ($) a; ($) ds = | f ($) = в); (5) ds (3.43) 

8 5 

и система (3.42) принимает вид 

> ap | oy, ($) в: (s) ds = | 7 ($) = 0; ($) ds. (3.44) 
k=1 & 3 

Если предварительно получить ортонормированную систему 

{Фи (5)} = | Ani; 6}
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где Ань — коэффициенты ортонормализации, то наилучшим (в 
смысле Le) разложением функции ф($) будет, как известно, раз- 
ложение в ряд Фурье 

п 

У Вьфь ($) = D> bp >, Ay i0i (5) = >, CyOp (5), 
В=1 k=1 1=1 k=1 

где 6, — коэффициенты Фурье функции ~(s), a 

h 
ск = » Audi. (3.45) 

i=1 

В силу строгой нормированности пространства [2 и, следователь- 
но, единственности обобщенного полинома наилучшего прибли- 
жения, решения a, системы (3.44) и с» из (3.45) должны быть 
тождественны: 

QA, = Cr, К =, ary п. 

Таким образом, второй способ решения граничных задач 
можно рассматривать как соединение вариационного метода (для 
нормальной производной искомой функции) с применением фор- 
мулы Грина (3.41). 

n 

ъ 1 
Ясно, что если найти разложение У ал» (5) не для нор- 

k=1 
мальной производной искомой функции, a для ee граничного 
значения f(s), то приближенное решение в любой точке М об- 
ласти G можно найти непосредственно из выражения 

и(М) = 2 а, Inr (zp, М) 

и отпадает необходимость проведения квадратур, связанных с 
применением формулы (3.41). 

Однако, как показали многочисленные машинные экспери- 
менты 3), для одного и того же числа функций, участвующих в 
разложении, первый способ дает значительно менее точные ре- 
зультаты, чем второй. Поэтому дополнительные вычисления, свя- 
занные с применением формулы Грина, вполне оправданы. Для 
иллюстрации ниже приведены погрешности решения задачи Ди- 

— 2 
рихле для функции и = 21618 5 в случае эллипса с полу- 

i — 

осями а=1, b=0,75. В табл. 3.1 даны эти погрешности для 
2 = S® wn=24 в узлах сетки с шагом й = 0,1. Верхнее левое 

число в каждом узле соответствует погрешности второго метода. 
Затем идет погрешность первого метода и ниже — погрепеность 

3) Численные эксперименты проводились с помощью стандартных про- 
грамм, составленных в ВЦ АН ГССР.
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Таблица 3.1 
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метода конечных разностей, полученная при помощи стандарт- 
ной программы (простейшая аппроксимация оператора Лапласа 
и снос по Коллатцу) с шагом h=0,1 (числа умножены на 107). 

Однако при увеличении числа ортонормируемых функций 
или при удалении вспомогательного контура ©! от основного кон- 
тура 5 соответствующий детерминант Грама для ненадежной 
системы {6:(5)} стремится к нулю, что делает практически не- 
возможным проведение ортонормализаций. Как уже было отме- 
чено в гл. I, для концентрических окружностей 5 и S; радиусов 
r=1 и г! =2 соответственно, матричным методом ортонормали- 
зации не удалось ортонормировать 10 из 28 функций шг(хь, $) 
(i=1, ..., 28), где т; — равностоящие точки S;. Метод ортонор- 
мализации Шмидта позволил ортонормировать только 20 функ- 
ций. Еще труднее оказалось ортонормировать эти же функции 
для окружности радиуса г! = 5. В этом случае метод Шмидта да- 
ет возможность ортонормировать 9 функций, а матричный ме- 
TOL— 9S функций (все вычисления проводились на машине 
БЭСМ-2). 

На первый взгляд может показаться, что формулу (3.39) не- 
возможно применить при втором методе, так как в этом случае 
коэффициенты [ будут зависеть от неизвестной функции ф($) 
(нормальной производной решения задачи (3.40)). Однако сим-
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метричность оператора дифференцирования по нормали, т. е. 
тождество Грина (3.43) дает возможность применить формулу 
(3.39) для нормальной производной решения задачи (3.40) при 
втором способе. Действительно, учитывая (3.39), (3.43) и фор- 
мулы (3.38) для коэффициентов ох разложения нормальной про- 
изводной p(s) решения задачи (3.40), получаем 

= | f(s) << ©, (5) ds, 

dy = | 7 (5) in 6» (5) ds — а; (@, Wg), 

tee - уе. 

ав = ios =— On (5) ds — 2 аз (@;, Wp). 

Используя эти значения коэффициентов разложения в фор- 
муле Грина (3.31), получаем указанную выше модификацию 
второго способа. В табл. 2 в узлах сетки с шагом # = 0,2 даны 

Таблица 3.2 
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умноженные на 100 погрешности первого способа (нижнее чис- 
ло в каждом узле) с применением формулы (3.39) и второго 
метода решения граничных задач (верхнее число) для решения 

2 
д 

задач Дирихле в случае и = arctg = и окружности радиуса 
x — 

r=41. В обоих случаях применялись функции Inr(z,, $) (k= 
=1, ..., 32), где 1, расположены на концентрической окруж- 
ности радиуса г! =9. Заметим, что из этих функций удалось 
ортонормировать матричным методом только 5 функций. 

17 м. А. Алексидзе
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Из табл. 3.2 видно, что второй метод решения граничных за- 
дач дает более точные результаты, чем первый метод. Таким 
образом, если вспомогательный контур 5! по каким-либо сообра- 
жениям необходимо взять достаточно далеко от основного кон- 
тура S (например, при необходимости гармонически продолжить 
решение задачи (3.10) достаточно далеко от 9), то в этом слу- 
чае целесообразнее воспользоваться модифицированным вторым 
методом решения граничных задач. Аналогичным образом можно 
модифицировать второй метод и для других граничных задач. 

Укажем на одну из возможных причин более высокой точ- 
ности первого метода по сравнению со вторым. Погрешность 
e(z) приближенного решения задачи (3.40) в точке x в первом 
методе решения граничных задач дается формулой 

(a) = | [1 5-У dying (5) | 29 as 
5 

где G(x, $) — функция Грина; применяя для ее оценки неравен- 
ство Коши — Буняковского, получаем 

/2 aG (x, s)]?, |" 
п 2 

[= (1) | < | 18) — У d;,@p, (5) ds 

5 k=1 

Для оценки погрешности €;(x) второго метода решения rpa- 
ничных задач имеем 

. n 2 \1/2 1/2 
| =. (2)! |\ |6 — a A,Op, | а if [Inr (2, sys . (3.47) 

8 = 8 

Известно, что функция Грина G(z, $) имеет логарифмиче- 
скую особенность, и поэтому при равенстве 

7 ($) — = акк (5) „„— | ф ($) — 2 ApWp (5) Е, 

оценка (3.46) может принимать большее значение, чем оценка 
(3.47). 

1/2 

$ 3.4. О приближенном решении одной смешанной 
граничной задачи теории гармонических функций 

Рассмотрим граничную задачу в многосвязной плоской (трех- 
мерной) области (рис. 10), ограниченной контуром (поверх- 
ностью): 

Ди =0 в С, 

и Ir, = © (5) + с, (3.48) 

i 
где с; — постоянные, не фиксированные заранее.
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Если для голоморфной функции g(z)=ut+iv соотношение 
Коши — Римана 

ди ди 
a = а (3.49) 

справедливо и на границе области С, то рассматриваемая задача 
(3.48) в плоском случае совпадает с так называемой видоизме- 
ненной задачей Дирихле [115]: найти функцию u(z, у), гармо- 
ническую в С, непрерывную С Г и удовлетворяющую следую- 
щим условиям: 1) u(z, у) является действи- 
тельной частью функции g(z), голоморфной 
в G; 2) u(z, у) удовлетворяет граничному 
условию и($)= ($) с; где w(s)— непре- 
рывная функция, а с; — действительные по- 
стоянные, подлежащие определению “). 

К этой задаче сводятся многие приклад- 
ные проблемы: она встречается при прибли- 
женном решении граничных задач теории 
аналитических функций [115], при кон- 
формном отображении многосвязных обла- Puc. 10 
стей [115], при расчете поля заряженных | 
нитей, расположенных вблизи проводящих цилиндров [149] и др. 

Видоизмененная задача Дирихле в случае, когда одно из C; 
фниксировано, имеет единственное решение [115], которое можно 
представить в виде потенциала двойного слоя?). При этом ин- 
тегральному уравнению для плотности можно придать такой вид, 
что соответствующее однородное уравнение не будет иметь от- 
личных от нуля решений. Однако практическое решение этих 
интегральных уравнений, несмотря на их фредгольмов характер 
(в случае областей, ограниченных кривыми Ляпунова), затруд- 
нено, так как ядро имеет подвижную неопределенность вида 
0/0, и это ограничивает точность вычисления коэффициентов ли- 
нейной системы, которой заменяется интегральное уравнение 
при приближенном решении. 

*) Для того чтобы задача (3.48) совпадала с видоизменной задачей 
Дирихле [115], вместо условия (3.49) достаточно потребовать выполнения 
условия 

5) Это решение удовлетворяет условию (3.49) в замкнутой области G = 
= G+ 5, отсюда вследствие однозначности сопряженной функции v(x, у) 

имеем oe dS =0. В силу теоремы единственности для задачи (3.48) 

Ti 

Это означает, что в плоском случае задача (3.48) эквивалептна видоизме- 
ненной задаче Дирихле. 

17*
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Для приближенного решения задачи (3.48) (при с„=0) в 
[73] предлагается применить метод конечных разностей. Интег- 
ральные условия на границе заменяются конечно-разностной ап- 
проксимацией, причем вместо контуров Г; рассматриваются пря- 

моугольные контуры Г i (рис. 11) и условия 

\ OU ds = 0. 
on 

rj 
Отсюда и из гармоничности и следуют интегральные условия 

(3.48). Такая замена контуров представляет определенные удоб- 
ства с точки зрения программирования решения соответствую- 
щей конечно-разностной системы. Надо, однако, заметить, что 

матрица этой системы может оказаться OCO- 
бенной (в [73] не исследуется вопрос о 
разрешимости и единственности решения 
полученной конечно-разностной системы). 
Поэтому целесообразнее упомянутые интег- 
ральные условия рассматривать именно в 
виде (3.48), т. е. на Г;. Для этого из всех 
внутренних узлов области, расстояния от 
которых до границы Г; меньше vh, где 
й — шаг сетки, а у — некоторая постоянная 
(например, у< 72) надо провести нормаль 
к Г, и точки пересечения этой нормали с 

Рис. 11 Г; рассматривать в качестве узлов квадра- 
турной формулы для интегралов 6). Нетруд- 

но проверить, что матрица полученной таким образом конечно- 
разностной системы в силу ее неразложимости (при достаточно 
малом h) будет удовлетворять условиям известной теоремы Та- 
усски (см. [121]) о неособенности матриц (предполагается, что 
во внутренних и граничных узлах применяются регулярные ко- 
нечно-разностные аппроксимации), а именно, диагональный член 
в каждой строке будет по модулю не меньше, чем сумма моду- 
лей всех недиагональных членов, причем в некоторых строках 
(для узлов вблизи контура Г») диагональный член будет по мо- 
дулю строго больше суммы модулей всех недиагональных 
членов. 

Для практического решения этой системы необходимо ука- 
зать (если это возможно) сходящийся итерационный процесс, 
так как эллиптические конечно-разностные системы, как прави- 
ло, решаются итерационными методами. В [151] дается алго- 

6) Остаточные члены этих формул будут на один порядок грубее фор- 
мул из работы [74]. Однако отсюда не следует, что погрешность решения 
предлагаемой системы будет больше погрешности решения системы, ис- 
пользуемой в [74].
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ритм решения задачи (3.48) при m=2 и с2=0 (двусвязная 
область), который предполагает знание бесконечнолистной функ- 
ции 6 (2), конформно отображающей данную двусвязную область 
на полосу. Этот алгоритм достаточно сложен, и им целесообраз- 
но пользоваться лишь в тех случаях, когда (2) выписывается 
явно (например, когда двусвязная область является кольцом). 

Приближенное решение задачи (3.48) можно сравнительно 
просто построить рассмотренными выше методами. 

Пусть и: (i=1, ..., т) — решения следующих граничных 
задач: 

Ui Ir; = 6, t=1,...,m, Июл г = ($), 
(3.50) 

где 6, — символ Кронекера. Решение задачи (3.48) будем искать 
в виде 

т- 1 

И = > СИ. 

i=1 

где с„.! = 41. Тогда для определения постоянных с; (i=1,..., m) 
из интегральных условий (3.48) получим систему уравнений 

< ди m+1 . 
Years | 5 j=1,...,m, (3.51) 

du, du, ди 
— 5 ds — | — 0$ — | ——ds 

n J On On 

ry ry ry 
ди ди ди 

— |5 — | eds | [а 
On n on , 

Г. Г. 2 

Ou Ou ди 
— | Fras — — ds _— | т ds 

On n on 

I'm Гт т 

т. е 

ди 

2 

Из принципа максимума следует, что для внутренней нормали 

ди; ди; i. <0, sah, bjatieenm (3.51 _* 
on Г;
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Известно (см. [40, с. 20]), что при достаточно гладких кон- 
турах (поверхностях) стад и: |г,5=0 (i, }=1, ..., т). Но так как 

ui |r; = 0, i= fj, 

TO 

grad и Ir; = => ‚> 0, =]. 

Из неравенств (3.51!) и из соотношений . 
du; , 

> is = , i=1,...,m, 

Г 

получаем 
т т 

ra = Ут = Ут: 
1=1 = 
17-1 11 

что указывает на особенность матрицы |r|. Однако, зафиксиро- 
вав одну из постоянных с; и исключив из системы (3.51) соот- 
ветствующее уравнение, нетрудно убедиться, что полученная 
матрица А будет удовлетворять известному условию Адамара 
относительно неособенности матриц (диагональный член в лю- 
бом столбце больше по модулю суммы модулей всех остальных 
членов [124]). Так как для матрицы А типа Адамара справед- 
ливы также условия ги > 0 (i=1, ..., т), то определитель мат- 
рицы положителен (см. [124, с. 26]). 

Приведенные рассуждения доказывают единственность реше- 
ния задачи (3.48) при одной произвольным образом фиксирован- 
ной постоянной с, (1<k<m). Обозначим элементы обратной 
матрицы А-! через ai. В силу неособенности В имеем 

| aij | = 6 < 0. 
$, 

Из результатов Островского (см. [121, с. 42]) следует, что 
матрица системы (3.51) также будет неособенной для таких 
приближенных решений й; задач (3.50), которые удовлетворяют 
условию 

|2; | = max (ши) as -eclc 1 579 
Oo — г. (т —1)°a 

где © = тах | &;;|. Заметим также, что матрица А зависит толь- 
i,j 

ко от геометрии данной области и не зависит от граничных ус- 
ловий. Поэтому для конкретной области достаточного один раз 

ВЫЧИСЛИТЬ 4%.
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Таким образом, для получения приближенного решения зада- 
чи (3.48) следует зафиксировать одну из постоянных C;, решить 
приближенно задачи (3.50) и воспользоваться системой, полу- 
чаемой из (3.51) путем отбрасывания одного уравнения. При 
этом приближенные решения задач (3.50) должны удовлетво- 
рять следующим условиям: | 

1) для любого &>0 можно построить приближенное реше“ 
ние, удовлетворяющее условию 

тах | ae (uj — uz) ds| << 
$,7 

(очевидно, для этого достаточно, чтобы нормальная производная 
du,/On приближенного решения аппроксимировала ди./дп в смыс- 
ле метрики Lo); 

2) желательно, кроме того, чтобы приближенный метод ре- 
шения задач (3.50) был таким, что после нахождения решения 
одной из задач (3.50) решения остальных задач получались ав- 
томатически, без больших вычислений. 

Этим требованиям удовлетворяет метод решения граничных 
задач, описанный выше. Рассмотрим на Г линейно независимую 
полную в Le систему функций 

{Inr(zi, y)}, (3.52) 

где 2; — элементы счетного множества точек, a 

всюду плотно на вспомогательном контуре =U Ii (em. 

рис. 3). В дальнейшем рассматривается задача (3. му ля плос- 
кого случая, хотя все рассуждения, очевидно, справедливы и 
для случая трех измерений; при этом систему (3.52) надо за- 
менить системой [т(х. у)]-', где х; расположены на некоторой 
поверхности I’). 

Рассмотрим ортонормированную систему {gp (y)} 
i 

Ф® (у) = > Aji In r (23, И), 
I= 

где А; — коэффициенты ортонормализации системы (3.52). 
Применяя для И„.! формулу Грина в точках т, получаем 

д {nr (cs, y) фича) dy = Fi | meals) zp шт (2 y) dSy (3.53) 
Г Г 

где 

@m+i(y) = и |. 

Умножив первые i уравнений (3.53) на Ая (j=414, ..., i)
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и суммируя, получаем 
i 

| omen (9) 0 (у) diy = OP — AGE (3.54) 
j= 

где ФТИ — коэффициенты Фурье неизвестной функции фи.1(У). 
Предпотагая, 4TO Фи+1(И)Е Lo, и учитывая полноту системы 
{p (у)}, имеем 

N . 

Om+i(y) __ = Ф"+ 0 (у) , — 

(заметим, что приближенные значения правых частей системы 
(3.541) получены еще до того, как была решена задача (3.50) 
ДЛЯ Ит+1). 

Рассмотрим т классов W, (1=4,... т) чисел по модулю т. 
Будем предполагать, что точки X, расположены так, что если 
ke W. TO хе Г:. 

Применим формулу Грина для и; (1=1,... т) в точках 4»: 

lim 
N-oo 

| In r (2p, у) ф: (у) ds, =2л при КЕЙ’, 
Г 

(Inr (amy) 9 (у) 4% =0 при keEW;, jHi, 
Г 

где 
ди; 

GY) = ar т 

Для коэффициентов обобщенного ряда Фурье функции ф;(у) 
получим 

Фи = 20 У Аж, (3.55) 
1=1 

где г— наибольшее целое число, удовлетворяющее условию 
rm +i<k. 

Формулы (3.54) и (3.55) дают возможность вычислить пра- 
вые части и коэффициенты системы (3.51), решения с; которой 
(при одном фиксированном постоянном), внесенные в формулу 
Грина для решения задачи (3.48) 

и (x) и | fo(s) ted 2 —Inr(z, y)dsy— sin r(x, у) p(y) 45, ceEG, 
2—1 Г» 

(3.56) 
где 

m+1 у 

ф(у) = | — > ci Dy ФУ ”, Ст--1 = 1, 
i=] j=1
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дают значения решения задачи (3.48) в произвольной точке 
хеЕС. 

В плоском случае часто [73, 74, 145] требуется после вычис- 
ления u(x, у) вычислить также мнимую часть V(z, у) голоморф- 
ной функции g(z)=ut+iv. Для этого можно воспользоваться 
алгоритмом работы [73], который предполагает вычисление зна- 
чений V в граничных узлах путем рекуррентных соотношений 
(разностного аналога соотношений Коши — Римана), а во внут- 
ренних узлах — решением системы разностных уравнений. Од- 

№ ди 
нако знание функций и|г и an | дает возможность вычислить 

функции 

ди 
у у 

ди ди ди 

р (у) |r = % Рени | 
0 0 

7 

ro. в; ($), 

а затем для вычисления V(x) (те С) воспользоваться формулой 
Грина (3.56). 

$ 3.5. Приближенное решение задачи Римана — Гильберта 

Задача Римана — Гильберта для многосвязной области за- 
ключается в следующем. Внутри области С (рис. 10), ограни- 
ченной контуром Г=Го-+Г,+...+Г„, ищется голоморфная 
функция F(s)=u+iv, удовлетворяющая на границе Г условию 
@ (5) и РВ(3)и = ($). 

Если предположить, что a(s), B(s), 1($) — непрерывные по 
Гёльдеру функции длины дуги $ на контуре Г и а? + В? =, 
а функция F(z) непрерывна по Гёльдеру в замкнутой области 
С (т. е. F(z) является Но-голоморфной), то решение сформули- 
рованной задачи при п-+ 1> т, где п — индекс задачи, сводится 
к решению следующих граничных задач’). 

I. Ищется Но-голоморфная функция g(z) со следующими ус- 
ловиями на границе: - 

Re g(z)|r, = @(s), Re g(z)[r, = @(s) + сь, k=1,...,m, 

где w@(s)— известная функция, а с, — произвольные постоянные, 
причем, не ограничивая общности, будем предполагать, что пер- 
вые р (pm) из них равны нулю. Эта задача, как уже было 
отмечено выше, встречается [46] также при конформном отобра- 
жении многосвязных областей и расчете [151] поля заряжен- 
ных нитей, расположенных вблизи проводящих цилиндров. 

7) Случай п-- 1 < т можно свести к задаче при п 52 т: при п-|- 1>т 
рассматриваемая задача всегда разрешима и соответствующая однородная 
задача имеет 2п -- 1 — т линейно независимых решений [46].
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IJ. Ищется гармоническая внутри С функция и со следую- 
щими граничными значениями: 

и ($) |r, = ¥ (5), Е =0, 1, ..., р, 

ди ди 
(2 + Vr 7] г 

ap где p(s) u p(s) = >> — известные функции, a Y,— отличные OT 

нуля постоянные. 
ПТ. Ищется гармоническая внутри G функция и со следу* 

ющими граничными значениями: 

ди 

on 

( ди a | 
VR Gp Os 

Общее решение задачи Римана — Гильберта с (2n+1—m) 
произвольными коэффициентами (их число не может быть рав- 
ным нулю для областей нечетной связности) строится из реше- 
ний рассмотренных граничных задач. Для получения какого-либо 
частного решения необходима дополнительная информация от- 
носительно искомой функции (см. [46, гл. 4, $ 6]). 

Применим к задачам [— ПП разработанные в гл. I прибли- 
женные методы. 

Задача [. Она была рассмотрена в $ 3.4, поэтому мы не 
будем здесь касаться деталей приведенного алгоритма. Известно 
[415], что для однозначности Но-голоморфной функции g(z)= 
=utiv, где 

= p(s) k=p+t,...,m, 
k 

г. = —$(9, Е =0,1,..., р; 

г, =—9(5), ВЕРЖЬРНО,... 

Ли =0 в С, иг =0(5), (3.57) 

и |r, = © ($) + Ca, k=1,...,m, 

необходимо и достаточно, чтобы постоянные с, были выбраны 
так, чтобы 

| as =0, k= 1, vee) me 

Учитывая соотношение Коши — Римана, получаем для опреде- 
ления с, следующие условия: 

[ ds 0, k= 0, 4, oecy me (3.58) 
Th 

Если (3.58) выполняется при k= 1, ..., т, то в силу rapMo- 
ничности оно верно и для k=O.
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В $ 3.4 для решения задачи (3.48) решались т граничных 
задач (3.50). В настоящем параграфе будут предложены фор- 
мулы для решения задачи (3.57), (3.58), не требующие пред- 
варительного решения всех задач (3.50). Методы, разработан- 
ные выше, хорошо приспособлены для решения задачи (3.57), 
(3.58), так как в этом случае функция Ou/On вычисляется авто- 
матически. 

Применяя для решения задачи (3.57) формулу Грина, по- 
лучаем (в обозначениях предыдущего параграфа) 

р-н Х | (08) + eal №72, 4 — © Pine (ey) oy) ds 
Г 

k=0 ГА 

teGi, (3.59) 
т 

4 д 0-Х [ (ols) +5 ше, yds, — tl inr (x,y) oy) ass 
h=0 1, у Г 

ЕС. (3.60) 
где (рис. 10): 

т 

д Ge= Gr oly) == = 0. (3.61) 
h=0 

Принимая во внимание формулу 

{ o() AInr(a, у) dsy = F (x) 
т у 

Г’ Co 

и равенство 

|. при хе=С,, д 
—lnr(z, и) ds, = 

| Ony (оу) dey О при reG.—G,, Г 

запишем уравнение (3.60) в виде 

[11 (2, y)@(y)dsy= F(z) +216, теб. = (3.62) 
Г 

Рассмотрим систему {$:(у)}, полученную путем ортонорма- 
лизации линейно независимой полной) системы {Inr(z, y)}, 
Где 1: — элементы счетного множества, расположенные всюду 
лото на вспомогательном контуре 5 = во 5, 92+... Том 

рис. 11): 
i 

фа (у) = > Ax Inr (zi, y); 
. j= 

где Aj — коэффициенты ортонормализации. 
ааа. 

. 8) Доказательство линейной независимости и полвоты рассматривае“ 
MOH системы аналогично случаю односвязной области. 
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Запишем (3.62) для точек хи: 

(inr(2i, у) ey) 95, = № + 2®, веб, — (3.63) 
Г 

где F,;=Fi(z,), с® = с», если 1.=5,. Умножая первые i уравне- 
ний на Ay (]=1,..., i) и суммируя их, получим 

i 

[ ot) ou) diy = Oy = Хвоя Холи = Tet a Be Aye 
(3.64) 

где Ф; — коэффициенты Фурье неизвестной функции ф(У), 

Ф; = > АяЕ;,. 
j=1 

Для любого = найдется такое No, что при №М> № для любого 
Е = т будет выполняться неравенство 

\ p(y) — p> Digi (y) 
Dp 

dsy < в, k= 1, eee, MN, 

и, тем более, приближенное равенство 
М 

| ф(у) 45, = | У Фо, (и) dsy, Е =1,..., Me 
Г» ГА i= 

Поэтому, учитывая (3.48) и (3.64), получаем для определения 
постоянных с“? систему 

М М i. 

Вь = > Vif, = 220 У cPAnfin,  b=41,05.,m, (3.65) 
i=1 i=1 j=l 

‘Tye , 

| oily) dsy = fin 
с ` Га 

‚Группируя в правой части k-ro уравнения (Ё=4,...., т) сла- 
гаемые с одинаковым коэффициентом с“) (5=1,..., т) и 060- 
значая их сумму через A,., получаем систему _ 

[ т . 

В, = У А, k=1,...,m. (3.66) 
851 . 

„Далее, определяя из (3.66) коэффициенты ot” (k= 4, :: т) 
"и ‘Подетавляя ‘их в (3,64), получим коэффициенты. Фурье. иско- 
мой функции ф(7). Применяя`в (3.59) Вмесю’Ф(уУ) соответ-
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ствующий обобщенный ряд Фурье 
N 

N p(y) = ХФ), 

получим приближенное значение w(x) решения задачи I в 
произвольной точке x внутри области С. Из сходимости ф“ (у) 
к @(y) (в смысле метрики Lo) непосредственно следует равно- 
мерная сходимость wu) (5) ки(х). 

Заменяя в (3.62) интеграл какой-либо квадратурной форму- 
лой и придавая параметру х различные значения на вспомога- 
тельном контуре S, получим систему 

N N 
a aizoi = >) ag шг(х ys) Qi = Fj + 2c, (3.67) 
i=1 i=1 

re с’ = с», если х;Е 5». Запишем (3.67) в векторном виде 

Аф=Е- 2лс. (3.68) 

Для рассматриваемой системы можно доказать теоремы, ана- 
логичные теоремам 5—7 работы [85|9). Так, например, рассуж- 
дениями, аналогичными проведенным в [85|], можно доказать, 
что для любого N найдутся такие № значений x, параметра х, 
что система (3.68) будет разрешима и решение может быть 
найдено методом последовательных приближений, начиная с про- 
извольного вектора ф°. При этом норму в смысле простран- 
ства My обратного оператора А-! можно сделать сколь угодно 
близкой к 1. Из (3.68) получаем 

p= AF + In A-le, (3.69) 
Заменяя интеграл в (3.58) квадратурной формулой и исполь- 

‘sya (3.69), получаем систему т уравнений для определения 
коэффициентов c, (Ё =1,..., т). Полученные значения с, под- 
‘ставляем в (3.68) и определяем вектор ф, который дает возмож- 
ность найти решение задачи. из уравнения (3.59), заменив 
предварительно в нем интегралы квадратурными суммами. 

Для вычисления мнимой части v Но-голоморфной функции 
можно пользоваться алгоритмом работы [73], который предпо- 
лагает необходимость вычисления значений и в приграничных 
‘узлах путем рекуррентных соотношений (разностного аналога 
соотношений Коши — Римана), а во внутренних узлах —c по- 
‘мощью решения системы разностных уравнений. Однако знание 

9) В работе [85] в формулировке теоремы 7 опечатка: вместо асимпто- 
тических равенств (46), (47), (52) и (53) должны быть асимптотические 

‚ соотношения 

А. = O(N7"2), A= О(м 1), м, = 0 (№1), м1 [Ем со при N->co 

соответственно. ° . о
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. Ou 
функций и |r, от |r дает возможность пользоваться для вычисле- 

ния Vv формулой Грина 

1 д 1 д 
и (1) = se | v(v) ge Inr (2,4) ay — st Vine a, y)=— 98%, 

Г Г 
где 

5 v(y) =v | 2 ds = rot [dem y+ |4 

Ov ди 
on = 95 = o, (s). 

Для решения задач II и Ш можно пользоваться методом 
конечных разностей, как это описано в работе [73]!°), либо же 
применять методы, излагаемые в настоящей книге. Для этих 
методов мы приведем формулы без доказательства сходимости вы- 
числительных алгоритмов. 

Задача П. Из ее граничных значений определяем 

ou 0 (s)— yr (= Je’ Е=р-+1,... т. (3.70) 

Применяя орлы Грина и используя (3.70), получаем 

= =m ap (8) <> = Inr(z, y) ds y— 5 У {nr (2. у (s)—Va elas + 
7 =1Г; Пра Г» 

4 т 

+= Х | $97 и У [швы 226s, 
h=ptlp, i=0 Г; 

(3.71) 

p m , 
ы и, 

0 = > | $ (5) an =, In r(x, и) dsy— > [in г (х, и) Ё ($) — Yr 2; | dsy + 

ory КРИ Г . 

+ У [502 mr (a ay — Х [шт NG (asp te Ges 
=p+1 Tp =0T; 

(3.72) 

10) Надо, однако, заметить, что точность формул работы [73] для то- 
чек контуров Г» (k =1,..., m) в случае задачи П и для точек границы Г 
в случае задачи III на целый порядок уступает формулам работы [52]. До- 
казательства сходимости метода сеток для задач II и Ш в [73] нестрогие, 
а окончательные оценки довольно грубые (ср. с оценками работы [53]).
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где oo 
— д . $ (5) = эт i=0,1,..., Dy 

p(s) =ulrys k=p+1,...,m 

Рассмотрим выражение 

| inr(z, y) 2% ds, k=pt+i,...,m 

lp 

Применяя к нему формулу интегрирования по частям и учиты- 
вая периодичность функции шг(х, у) по переменному у, по- 
лучаем 

| Inr(z, у) a dsy = 

Tp 

-| $ (5) oe = (2 у) dsy. 

Таким образом, (3.71) и (3.72) принимают вид 

и (1) = F(x) + >= > |9 lan, Inr (x, у) — Yaz gg 1m F(a 2] 45, — 
в=р+1 

— = > In r(z, у) ф (5) dsy, хе С, (3.73) 

0—=2лР(2)+ У | $ (5) lan, Inr (2, У) Yee Inr(z, у) dsy — 
k=9+1T, у у 

— У | In r(x, y) ф (5) Чу» LE Ge, (3.74) 

$=0 Г; 

где 

F (x)= 
т 

1 LS [392 -Inr (2, y) ay — 5° | Inr (av) @(8) ay 
а k=p+1 ГЕ 

— известная функция. 
Задача ПГ. Из граничных условий определяем 

ди | _ 4 ды 
On rT, У» Os г 

‚  k=ptty..ym. = (3.15) 
VR 

Применяя к решению задачи III формулу Грина и используя
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(3.75), получаем 

ия | $6) Inr(e, вы: У J Inr (2, у) p(y) 45, — 
Г у k=0 

— ta » | E= ew|r г (т, у) 4$, хе бС:, (3.76) 
k=p+1 ГА 

— м с | О т; Ш (ts 9) 45, + бд У | Inr(z, у) < (4) dsy— 
h=0 rp 

oe У | E — (у) r(x, у) ds, = Ge, (3.77) 27, h—p+1 г, 

где 

р ($) = м1. 

После интегрирования по частям выражения (3.76) и (3.77) 
принимают следующий вид: 

p 

ие = a5 У | vs) ge Inr(a, y)dsy + [шт (уе + 
Г 

+5 > | vost ди, ШТ (a Y) — Fe as Br (ts У) doy Le Gi, 

(3.78) 

У $ (9) aq, nr (2, y y) dsy + 5 | шубе, дофдаы + 

LN Го 1 a + | bY), an, Inr (zx, у) — ук os, UT (a 2] dsy, ze Gy. 

TR 
(3.79) 

Формулы (3.73), (3.74) и (3.78), (3.79) дают возможность 
применить для решения задач Ши III описанные выше методы. 

Укажем еще один метод решения видоизмененной задачи 
Дирихле. 

Пусть {qg;(x)}— ортонормированная система гармонических 
функций внутри плоской области С. Будем, кроме того, предпо- 
лагать, что система {q,(x)} является полной на Г в смысле мет- 
рики Г2(Г), т. е. для любой функции \(у)= 72(Г) (уеГ) и для 
любого &>0 найдутся такие № коэффициентов 6;, что будет
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выполняться неравенство 

| E (у) — р biQi wf as) < г. 
Г 

Рассмотрим граничную задачу (рис. 10) 

Au = 0 В G;, 

ulr = y(y). 

С помощью неравенства Коши — Буняковского (а в случае пол- 
ноты в смысле метрики С —с помощью принципа максимума) 
нетрудно показать, что в любой внутренней точке области G и 
равномерно в любой области, целиком лежащей в открытой 00- 

М 
ласти С, можно сделать выражение |и(7)— У biqi(x)| сколь 

$=1 

угодно малым. Этот метод решения граничных задач (первый 
способ) может оказаться весьма эффективным при удачном вы- 
боре системы {ф(х)}. 

Рассмотрим следующие задачи: 

Ди, =0 в С, 

Uy |r = © (5), 
Ди; =0 в Gi, (3.80} 

и; [г-г; = 0, К =1,... т, 

Uj lr, =]. 

Пусть приближенные решения ий; этих задач представлены 
в виде 

№ 

Ui = У AjiQj, i= 0, 1, eee, 0. 

j=1 

Введем обозначения 

ди. 
57 48 = Chis = 0,1, eeeg NM, k= 1, ...) Т. 
д 

Гь 

Для определения коэффициентов с; (i—1,..., т) задачи (3.57), 
(3.58) получаем систему 

т 

> Ci€ni = Chor k= 1, ..., mM. (3.81) 
i=1 

Определяя из нее с, получаем приближенное решение и задачи 
(3.57), (3.58) в виде 

rye со = 1. 

18 М. А. Алексидзе
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Обычно в случае односвязной области в качестве такой си- 
стемы берется система {P;(x)} гармонических полиномов, отно- 
сительно которой известно, что она является полной в Р2(Г), 
где Г — контур, ограничивающий односвязную область (если эта 
область обладает устойчивостью решения задачи Дирихле в OT- 
ношении деформации области, тогда система гармонических по- 
линомов полна на Г в смысле метрики С). 

В случае многосвязной области система {P;(x)} не может 
быть полной ни в смысле метрики С, ни в смысле метрики Ly. 
Действительно, пусть для любой непрерывной функции \(у) 

М 

тах | 7 (у) — 2 ыР: (у)| <= yel. 
уе i= 

Из принципа максимума непосредственно следует, что если для 
функции (у) выполняется неравенство 

max |} (у)] > шах | (у) | 
yer ys) 

TO такую функцию аппроксимировать достаточно хорошо rapMo- 
ническими полиномами невозможно. Однако для функции y(y) 
может и не выполняться последнее неравенство, и тем не менее 
гармоническими полиномами ее невозможно будет аппроксими- 
ровать. В самом деле, возьмем две функции \:(у) и 12(У), для 
которых выполняются следующие равенства (рис. 

у: (у) = \2(у) на To, 
max |7, (у) — у» (у) | = 1. (3.82) 

yer/T, 

В силу предположения о полноте для любого = > 0 найдутся 
1 2 такие коэффициенты ИР и bi’, что 

Ny N, 

ma — У vp, 2, шах — \ pp, <-. yer V1 > i Pi(y)|< qr Tes Ve ps i Pi(y) A 

Из принципа максимума и первого равенства (3.82) полу- 
чаем, что в любой точке области С, ограниченной контуром Го, 

справедливо неравенство 
№ №. 

У oP: (у)— Do Pily)|<ss 
i=1 i=1 

поэтому 

max |7, (у) — 7 (у) |< 
гег\ Г, 

% a е 
< max |y, (y)— ХИЭРКУ + ХРЦУ (+5 <ь 

и>=Г Го i=1 i=1 | | 

что противоречит второму равенству (3.82).
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Система {P;(z)} не может быть полной и в смысле Г2(Г). 
Рассмотрим задачу в области С’, ограниченной Го: 

Au = 0, 

и Ir, = 71 (у) 

и функцию 1(у), удовлетворяющую условиям 

\(у)= \1 (у) Ha Po, 
у(у)=и(у)- с» на Г, k=1,..., т, 

где u(y)=u(z,) и хотя бы одна из постоянных С», отлична 
от нуля. 

Из представления решения задачи Дирихле для области G c 
помощью функции Грина и из неравенства Коши — Буняковско- 
го становится ясным, что функцию Y(y) аппроксимировать до- 
статочно хорошо в смысле метрики Le гармоническими полино- 
мами невозможно. Из приведенных рассуждений следует, что 
функции из полной либо в смысле метрики Р2(Г), либо в смыс- 
ле метрики С(Г) системы не могут быть одновременно все гар- 
моничны во всех точках области С’. 

Насколько известно, единственная полная в смысле метрики 
[а риотема гармонических функций впервые указана в рабо- 
те [84]: 

{In r(a:, x)}, (3.83) 

где точки 2; расположены всюду плотно на S=SotSi t+... 
...Нот (рис. 5). 

Надо также заметить, что эта система сильно облегчает вы- 
числение коэффициентов e,;; (Ё =1,..., т; 1=0, 1, ..., т) cue 
стемы, из которой определяются с; (i=1,..., т). 

Действительно, нетрудно заметить, что 

№ 

Cri = 2л У rjAji, 

j=1 
где 

Ш; = p> Аз Inr (т), 2x), Г; = 0, т; © С. Ц». 

Аналогично упрощается вычисление коэффициентов, если 
вместо системы (3.83) рассматривать соответствующую ортонор- 
мированную систему. 

В заключение докажем разрешимость систем (3.66) и (3.81). 

Нетрудно заметить, что A,, и В, (k, s=1,..., m) в (3.66) стре- 
и ди 

Marca при М > co соответственно к выражениям | 5— ds, | =" dss 
Гь ГА 

где и, определены в (3.80). 
18*
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К этим же выражениям стремятся ey, и ее» (3.81) при 
условии 

lim | sor (i — ui) ‚ 
М№-> со 

= (), i=0OQ,1,..., т, 

2 

так что пределы элементов матриц систем (3.66) и (3.81) совпа- 
дают. Поэтому дальнейшие рассуждения относительно разреши- 
мости этих систем аналогичны приведенным в $ 3.4. 

$ 3.6. Приближенное построение конформно 
отображающих функций для односвязных областей 

В настоящем параграфе излагается применение первого ме- 
тода решения граничных задач с помощью разложения по фун- 
даментальным решениям к задаче построения функций, конформ- 
но отображающих односвязные (конечные или бескопечные) 
области на круг. 

Пусть С — конечная односвязная область (комплексной пло- 
n 

скости x =2z!+ ix?) с кусочно-гладкой границей Г = 2 Г”, где 
=1 

каждая кривая Г” имеет с соседней кривой только одну общую 
точку, а Р — единичный круг в плоскости y=y'+iy? с грани- 
цей Г. Требуется построить голоморфную функцию у=](х), 
конформно отображающую область С на область D, и наоборот. 
Точное аналитическое выражение (в элементарных функциях) 
конформно отображающих функций известно лишь для узкого 
семейства областей, поэтому прибегают к приближенным мето- 
‘дам. Не будем касаться вопросов существования (на этот вопрос 
положительно отвечает теорема Римана) и единственности (что 
зависит от условий нормировки) конформно отображающих 
функций. Последнюю будем искать в виде 

y = 1 (2) = (в — жа) ем, (3.84) 

где хо — фиксированная точка области С, которая переходит в 

центр единичного круга D, и(х', 1?) — решение граничной задачи 

Дирихле для области G: 
Ди (21, 42) =0, 

ulp = — |x — 10| =—Inr(z, 20), 

р(2!, 1?) — функция, гармонически сопряженная с U(x, x”): 
- би Ov `ди _ ди 

oxi ax” д ax 

Из соотношений Коши — Римана vftz!, x”) ‘определяется с. TOU 

ностью до постоянного слагаемого, которое вызывает лишь по“ 

ворот плоскости Х по отношению к'У. Поэтому, зафиксировав 
> 
= « 

я
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две точки 31 еЕХ, уе У, которые переходят друг в друга при 
искомом конформном отображении, мы тем самым обеспечим 
единственность функции f(z). 

Таким образом, задача построения конформно отображающей 
функции сводится к решению граничной задачи для функции 
и(х!, 12), приближенное решение которой, согласно алгоритму 
первого метода решения граничных задач, будем искать в виде 

N 
и (1) = р ав Inr (Zp, 2). 

Здесь a, — коэффициенты разложения граничной функции 

Inr(z, Zo) в ряд по первым N функциям системы {г (2ь, х)} 1, 
где 2, образуют всюду плотное множество точек Ha вспомогатель- 
ном контуре Г, (см. $ 1.1). Прямой проверкой можно показать, 
что гармонически сопряженная с u(x) функция V(x) будет 
иметь вид 

N 
VN) (х) = 2 ав arg (Z,— x) + с; 

где с — произвольная постоянная, а, —те же коэффициенты. 
Это обстоятельство (нахождение комплексно-сопряженной функ- 
ции) существенно облегчает нахождение конформно отображаю- 
щей функции. 

Нетрудно показать, что если граничная задача для u(x) ре- 
шена с точностью в, т. е. [и(х)— и” (х)| <=, то для модуля 
функции 

fn (x) = (2 — ap) ео 
справедлива оценка 

0<=<1, 

На основе изложенного алгоритма составлена универсальная 
программа!) построения конформно отображающей функции 
для любой односвязной области. Приведем численные расчеты, 
выполненные с помощь этой программы. 

^^ 1. Отображаемая область’ является эллиптической с центром 
в начале координат и полуосями‘ 2 и 1. Результаты по прибли- 
женному построению конформно отображающей функции даны 
в табл. 3.3. Во всех примерах данного параграфа коэффициен- 
ты а» находились методом коллокации с использованием следую- 
щих обозначений: 8, — максимальная погрешность решения гра- 
‘ничной задачи Дирихле для’ функции и, #2 — среднеквадратич- 
‚ная погрешность решения, &з — максимальное отклонение 
ии, 

{ 
t “Wy Нрограмма' составлена ‘еотрудником ВЦ AH ГССР М. Закрадзе. ‹



278 ГЛ. ПТ. ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

кривой fn(xz), хеГ, от единичной окружности Г, 84 — средне- 

квадратичное отклонение кривой f,(z), хеГ, от Г. В качестве 
То взято начало координат. Во всех примерах максимальная и 
среднеквадратичная погрешности находились с помощью четы- 
рехсот равномерно расположенных на Г точек. 

Таблица 3.3 

М 2, Ee Es 24 

25 3,4.10-4 1,4-10-4 3,4-10-4 1,4.10-4 
50 2,3.10-6 8,1.10-7 2,3.10-6 8,1-10-? 

100 1,8-10-? 5,2-10-8 1,7-10-? 5,2.10-8 

2. Отображаемая область является единичным квадратом. 
Вспомогательный контур Г! является также квадратом со сто- 
роной 4. Результаты расчетов даны в табл. 3.4. Заметим, что с 
увеличением WN от 40 до 80 результаты ухудшаются, что объяс- 
няется увеличением погрешности Ё› получения коэффициентов 

Таблица 3.4 

М £1 => £3 24 

20 8,0.10-4 4,7-10-4 7,9-10-4 4,6-10-4 
40 2,9-10-5 9,8-10-8 2,9.10-5 9,8.10-6 
80 1,9.40-3 4,0.10-4 1,9.10-3 4,1-10-4 

(см. $ 1.10). В качестве хо взята точка пересечения диагоналей 
квадрата. 

3. Отображаемая область дана на рис. 12: Г! — эллипс, Г“ — 
окружность, ГЗ и Г“* — отрезки прямой. Вспомогательный контур 

Таблица 3.5 

20 3,9.40-1 9,1.40-2 3,8-10-2 9,0.10-2 
40 1,2.10-1 2.0-10-2 1'4.10-1 1'9.10-2 
79 5,6.10-4 2,3.10-4 5,6.10-4 2,2.10-4 

также изображен на рис. 12. Результаты вычислений приведены 
в табл. 3.5. В качестве хо взято начало координат. 

4, Отображаемая область и вспомогательный контур даны на 
рис. 13. В качестве точки хо, которая переходит в центр круга,
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взята точка (72—41; 0). Точное выражение конформно отобра- 
жающей функции выписывается явно: 

При этом точка (0; 1)ЕГ переходит в точку (1; 0)еГ”. Ре- 
зультаты вычислений даны в табл. 3.6. Максимальное и средне- 
квадратичное значения разности fioo(z)—f(z) по 400 граничным 

Рис. 13 

точкам равны соответственно 2,2 . 10-5 и 1,5 .10-?, а по 400 точ- 

кам отрезка ММ (рис. 10) получаются значения 1,7. 10-° и 
8,9.10-6, что хорошо согласуется с принципом максимума. 

5. В качестве последнего примера рассмотрим задачу кон- 

формного отображения бесконечной области на единичный круг. 

Таблица 3.6 

М Е1 =. 2з 24 

25 1,7.10-3 3,8.10-4 1,7.10-3 3,8-10-4 
50 2,2.10-—4 3,2.10-5 2,1-40-4 3,2.10-5 

100 3,1.10-8 1,1.10-8 3,1.10-8 1,1-10-8 

Алгоритм, заложенный в указанную выше универсальную про- 
грамму, сначала отображает внешность круга радиуса R на 
круг с помощью элементарного конформного отображения 

R* 

z*= 2+ .9 
х Zo
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или, в Координатах, 

1\%* _. pL (21—20) В | 

рана 
(x?)* — x __ (г —_ 2) R* 

=F 43-37 
Затем находится отображающая функция 

f (x*) — (x* —_ Ly) eU(x*)—iv(x*) | 

Подставляя вместо x* его значение, получаем 
R? 

f (x) = = =. eu(x)+10(x) . 

для регулярной в бесконечности функции u(x) получаем гра- 
ничную задачу 

Au = 0, 
R? 

t— Lo 

Решение этой задачи ищется в виде ряда 

и|г = — Ш 

В? (х—2;) 

(* — %) (72 — *9) 

комплексно-сопряженная функция V(x) принимает вид 

N 2 
UN (1) = У ap, arg и (2 —*n) | 

k=1 (2—1) (2, — %) 

? 

N 

uN (x) = > ap In 

k=1 

где 2. — вспомогательные точки, не принадлежащие отображае- 

мой области. 
В табл. 3.7 даны результаты вычислений при конформном 

отображении внешности эллипса с полуосями 2 и 1 на единич- 

Таблица 3.7 

М =, 2, Es 2. 

25 7,0-10-4 1,6-10-4 7,1-40-4 1,6.10-4 
50 9,9.10-7 1,5-40-2 9,9.10-? 1,5.10-1 

100 1,6.10-9 0 1,7.10-10 0 

ный круг. В качестве вспомогательного контура взят также 
эллипс с полуосями 1,8 и 0,5. Точка хо совпадает с началом 
координат, а свободный параметр А (радиус промежуточного 
круга), который участвуёт B граничных условиях, равен 1.
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$ 3.7. Об одной особенности решения плоских 
граничных задач 

Особенности обоснования рассмотренных здесь методов реше- 
ния плоских граничных условий, требующие для доказательства 
формулы (3.17) дополнительного условия (3.18), сказываются 
и на численной реализации этих методов !?). 

Рассмотрим интегральное уравнение первого рода, соответ- 
ствующее второму способу решения плоской задачи Дирихле 
для уравнения Лапласа: 

\Inr(y, 2)* (у) 4, = F(z), 296, (3.85) 
Г 

где v(y)— неизвестная функция, равная нормальной производ- 
ной решения задачи Дирихле. Когда в соответствии с алгорит- 
MOM второго метода решения граничных задач от условия 2% С 
переходим к условию z=), т. е. правая часть интегрального 
уравнения рассматривается лишь на вспомогательном контуре 
Г, то может оказаться, что рассматриваемое интегральное урав- 
нение имеет более чем одно решение. Покажем это на примере 
концентрических окружностей Г и Г;; применение теории кон- 
формных отображений позволяет перенести это свойство Ha бо- 
лее сложные контуры Ги Г.. 

Будем предполагать, что Г является окружностью диаметра 
а < 1. Покажем, что существует такая окружность Г, что 

| Inr(y, 2) dsy=0 (3.86) 
Г 

при произвольном z=’. Действительно, пусть диаметр d неко- 

торой концентрической окружности Г! удовлетворяет условию 

d<d<d. Тогда в силу того, что шг(у, z)<0 (уеГ, ёеГ!), 
получаем 

finrwy, 2) dsy < | In ote ds = (in ote) ла < 0. 
Г Г 

Заметим, что поскольку Ги Г: являются концентрическими 
окружностями, интеграл 

] шг (У, 2) dsy (3.87) 

не зависит от расположения точки 2 на окружности Г!. Возьмем 
теперь новую концентрическую с Г окружность Г: диаметра 
наци 

12) На это было обращено внимание в работе [174], в которой показано, 
что для некоторых «критических» вспомогательных контуров плотность про- 
CTOro слоя определяется неоднозначно.
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d= 3. В этом случае Inr(y, 2)>0 (уЕГ, zeTQ\), и поэтому 

[Шах (у 5) dsy > fin 252 ds = (in o— 4) nd > 0. 
Г Г 

Таким образом, интеграл (3.87) имеет постоянное отрицательное 

вначение при 2=Г, и постоянное положительное значение при 

2 = Г:. Ввиду непрерывной зависимости интеграла от диаметра 

окружности Di, обязательно найдется такая окружность Ti с 

диаметром 41, удовлетворяющая условию 4 < 41 < 4, для кото- 
рой будет выполняться тождество (3.86). Следовательно, когда 
функция v(y) является решением интегрального уравнения 
(3.85), функция vi(y)=—v(y)+c, где с — произвольная постоян- 
ная, также будет удовлетворять рассматриваемому интегрально- 
му уравнению первого рода (3.85), если в качестве вспомога- 
тельного контура взять окружность Ty. Последнее обстоятель- 
ство приводит к определенным вычислительным трудностям при 
решении интегрального уравнения (3.85). Так, например, заме- 
няя левую часть (3.85) квадратурной формулой прямоугольни- 
ков с равноотстоящими узлами, получаем линейную систему 
уравнений N-ro порядка 

Ap=F 

матрица которой вырождена. Поэтому одновременно с интеграль- 
ным уравнением первого рода (3.85) можно рассматривать усло- 
Bue (cm. (3.18)) 

{ v(y)ds, = 0, (3.88) 
Г 

которое автоматически выполняется для точного значения функ- 

on on) 
ции v(y) = 
чи Дирихле. * Численные примеры, иллюстрирующие целесооб- 
разность одновременного рассмотрения уравнений (3.85) п 
(3.88), приведены в [174]. 

——, где и(у) — граничное значение решения зада- 

$ 3.8. Разрешимость систем уравнений, соответетвующих 
| методу коллокации 

В $ 4.3 было показано, что функционалы в банаховом прост- 
ранстве, соответствующие методу коллокации (см. (1.51)), обес- 

печивают схему счета, более устойчивую по сравнению с мето- 
дом наименьших квадратов. Поэтому в данном параграфе на 
примере решения вторым способом пространственной граничной 

задачи Дирихле будут рассмотрены вопросы разрешимости соот- 

ветствующих линейных систем уравнений.
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Заметим, что, как было показано в первых двух параграфах 
гл. I, как в первом, так и во втором методе приходится строить 
решение интегральных уравнений первого рода 

| K(x, y) ey) dy = F (2). (3.89) 
Однако последнее уравнение для случая граничных задач отли- 
чается тем, что точка х может принимать произвольные значе- 
ния вне области С. Это дает возможность получить ряд предло- 
жений о разрешимости линейных систем, полученных из (3.89) 
применением кубатурных формул. Для конкретности будем пред- 
полагать, что 

К (т, у) = [г(х, y)]~ 

Метод коллокации предполагает, что равенство (3.89) соблю- 
дается в определенных точках ZX, (в узлах коллокации). Поэто- 
му, если дать параметру x в уравнении (3.89) N различных 
значений х,, заменяя в (3.89) интеграл с неизвестной функцией 
ф(у) какой-либо кубатурной суммой с N узлами у, и отбрасы- 
вая остаточные члены А(х,, №, Ф), получаем систему 

tom Daze! ay Fa В=Ь...М, (8.90) 

где 4; — коэффициенты кубатурной формулы, ф; — приближен- 
ное значение неизвестной функции ф в узле у; и 

вы Sle 7c у) p(y) 45. 
5 

Прежде всего следует рассмотреть вопрос о разрешимости 
системы (3.90). Обозначим минимальное расстояние между узла- 
ми через h. Для любого № и h>O найдутся такие N значе- 
ния 1, параметра x, что система (3.90) будет разрешима, и ре- 
шение может быть найдено методом последовательных прибли- 

жений, начиная с произвольного вектора Ф’. 
Запишем систему (3.90) в векторной форме ф-— Нф=Е, где 

матрица Н состоит из элементов 

dp Г (is Yi) , —_ 
На = — FF (Gp i)’ ik, Ни = 0, 

а вектор Ё — из элементов 

Рут (Zi, Yi) 

а. * 
3 

Е; = > k=1,...,N. 

Будем рассматривать Я как оператор, переводящий пространство
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My конечномерных векторов в себя (см. [68]). Тогда 
М 

| Zl = max а. > (ть, Vi) . (3.91) 

kt 

Ясно, что величину r(Zi, Yi) можно сделать сколь угодно малой, 
тогда как сумма в правой части равенства (3.91) при условии 

N 
.. 1 

й > 0 остается ограниченной числом — > |d,,|. Поэтому можно 
h=1 
Е 

выбрать точки х; так, чтобы 

| Thy <9<4. (3.92) 
Известно, что пространство my является полным и поэтому для 
окончательного доказательства теоремы 5 надо воспользоваться 
следующим утверждением. 

Теорема Банаха. Если оператор Н переводит полное 
пространство в себя и ПМ =9< 1, где ИНЙ — норма оператора 
в рассматриваемом пространстве, то уравнение ф — Нф=Е име- 
ет при всякой правой части E единственное решение, которое 
может быть найдено методом последовательных приближений, 
начиная с произвольного вектора Фо. 

Для нормы обратного оператора (1-—Н)-!, где Г — единич- 
ная матрица, при условии (3.92) получается оценка 

|Z — A) Iny < 1/1 — 9). (3.93) 

Так как при приближенном решении уравнения (3.89) вто- 
рым способом погрешность 6, обусловленная отбрасыванием оста- 
точных членов в системе (3.90), удовлетворяет той же системе 
уравнений с остаточными членами в правой части 

б— Но = А, 
где 

г (24, Yi) 
Ri = —_—Н(ль М, Ф), =... М, 

t 

то, учитывая (3.93), получаем 

Вых = шах | 64| = (7 — НА тс max Ri, (3.94) 
4 2 

где 6; =Ф(у:) — ф.. Заметим, однако, что оценка (3.94) не дает 
возможности доказать сходимость приближенного решения 
уравнения (3.89) этим способом, т. е. доказать, что |[6б|ши-—0 
при № -> ©. Дело в том, что при М№- < точки х, стремятся к 
Узлам у, и поэтому подынтегральная функция ф(у) [г(х, y)]~! 
и ее производные, входящие в остаточные члены А(х,, №, Ф),
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стремятся к бесконечности. Численные примеры показали, что 
на практике более целесообразно брать значения параметра х 
не очень близко от границы ©. Поэтому представляет интерес 
следующее предложение. 

В любых окрестностях #(х,) произвольно выбранных точек T, 
найдутся такие новые точки X, (в частности, они могут совпа- 
дать с т), что детерминант системы (3.90) будет отличен от ну- 
ля для любой кубатурной формулы. 

Обозначим через A,(x1, ..., 2) детерминант из первых Е 

строк и Ё столбцов системы (3.90). Ясно, что 

(yi d 

Ms) = Fey) ° 
так как 41 ==0 вследствие того, что у! является узлом применяе- 
мой кубатурной формулы, а г(хь, у:) < © при всех К, #=1,2, ... 
... №. Докажем, что если Н, (51, ..., Х,) 70, то в любой окрест- 
ности $8(7,.1) точки 21. найдется такая точка Х,.1, ITO 
Нь+1 (1, ... Bani) 70. Этим предложение будет доказано, по- 
скольку Hy совпадает с детерминантом системы (3.90). Разло- 
жим yi: (1, Zo, ... Жь Zari) по элементам (ЕЁ Т1)-й строки: 

Нь+1 (Ly; Loy e+ ey ФВ» Ln +1) = 

4 — Нь (x, Lo, ceed Zp) Чт (lara. Yn+1) 
+o, (3.95) 

где 1, Xo, ..., д, — точки, для которых HA, (X1, Xo, ..., Жь) = 0, 
Х,+1 — пока произвольная точка из 8 (2441), 

k а 7 

o= > di- Ньаи, 

Н,+1: — алгебраические дополнения элементов (Ё-Р1)-й строки. 
Пусть Г,.1 — замкнутая поверхность, целиком лежащая в 8 (2X41), 
а В». — объем, ограниченный этой поверхностью. Покажем, что: 
существует такая точка Я» 1 Е Lai, что Нь+1(Ж1, Xo, ..-, Хы) 7 0. 
Допустим противное, т. е. что Ays1(%1, Xo, ... Lay Tayi) =O для 
любой точки 2.1еЕГ,.!. В силу гармоничности функции 
Нь-1(, Ho, ... Жь Жьы) по переменному Z,,, имеем H,,;=0 
для любой точки 1..1 Е В,.1. Но тогда Hpi; =0 всюду в области 
аналитичности. Устремим X41 К \».1. Тогда 1/7(2a41, Ув) -> ™ 
и так как 4,..Н, =0, то первое слагаемое (3.95) стремится к 
бесконечности, а второе слагаемое остается ограниченным. 
Полученное противоречие доказывает предложение. 

Заметим; что при доказательстве был существенно исполь- 
зован тот факт, что значения х могут быть взяты произвольно: 

в области В.. При фиксированных же значениях 2, det (J — //) 
будет функцией N переменных у (узлов кубатурной формулы), 
принимающих на поверхности 5, вообще говоря, любые значе-
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ния. При этом учитывается, что детерминант системы (3.90) 

зависит от узлов как непосредственно (члены 1/Г(х,, Yi)), так 
и косвенно, через 4, так как значениями узлов кубатурной 
формулы в некоторой степени определяются коэффициенты этой 
формулы. Рассмотрим 2N-mMepHoe евклидово пространство В“, 
и пусть y=(yi, ..-. Yen) — точка этого пространства, где Yor 
и Yo, определяют А-й узел применяемой кубатурной формулы. 
Очевидно, что 2М№-мерная мера множества точек у =(У1, ..., Yon) 
евклидова пространства R*”, для которых 4е%(1—Н)=0, равна 
нулю. Действительно, уравнение 4е (71 — Н)= 0 определяет (ги- 
пер) поверхность в пространстве В?^, и 2М№-мерная мера точек 
этой поверхности равна нулю. Поэтому при выборе случайных 
значений узлов с вероятностью, почти равной единице, детерми- 
нант системы (3.90) будет отличен от нуля. Аналогично при 
фиксированных значениях узлов у, детерминант системы (3.90) 
будет функцией М переменных 7, принимающих вне области В; 
произвольные значения. Пусть += (2X), ..., Тзк) — точка 3N-Mep- 
ного евклидова пространства В3“, где r3,-2, T3,-1 И 13, определя- 
ют Ё-е значение параметра x. Очевидно также, что 3М№-мерная 
мера множества точек д =(х1,..., Lav), для которых det (7 — Н) = 
=(, равна нулю; иными словами, при выборе случайных зна- 
чений параметра х с вероятностью почти единица имеем 
Че (1— Н)=- 0. 

Кубатурный процесс х : 

[уаз = У sy), N+ 00, 
5 i=1 

будем называть общим усложненным кубатурным процессом, 
если справедливы соотношения 

df —0(1/№), М-ю, i=1,...,N. (3.96) 

По-видимому, все наиболее часто применяемые на практике ку- 
батурные процессы являются общими усложненными кубатур- 
ными процессами. Нетрудно заметить, что в случае общего 
усложненного кубатурного процесса не обязательно, чтобы все 
линейные функционалы [117] L(a, pw, f) были подобны. Дока- 
жем следующее предложение. 

Если 

0<а< [г (52°, ys) | << о, k,i=1,...,N; Noo, 

(3.97) 

где х и и — постоянные, и для решения уравнений (3.89) при- 
меняется общий усложненный кубатурный процесс, то для наи- 
меньшего собственного значения A; матрицы Г системы (3.90) 
справедливо асимптотическое соотношение 

Ay = O(N-"2). (3.98).
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Если матрица Г, — положительно определенная, то 

Ay = 0 (№). (3.99) 

Докажем (3.98). Pacemorpum сумму 

> (и) ft a (2), у) ^ 

По определению общего усложненного кубатурного процесса, 
учитывая (3.96), получаем 

N М 4 о 

а? 

где М — не зависящая от М постоянная. Применяя для системы 
(3.90) неравенство Шура и учитывая (3.100), получаем 

N 

ХММ, (3.101) 
i=1 

тде (Ai, Ao, ... Ам) — спектр собственных значений матрицы L. 
Из (3.101) непосредственно следует, что М№(^!)? <M, или № = 
—=0(М№-1?). 

Докажем теперь (3.99). Рассмотрим след матрицы [, системы 
(3.90): 

spi= de те; Yj) 

Для общего усложненного кубатурного процесса, учитывая 
(3.96), получаем 

эр. = М1, (3.102) 

где М, — не зависящая от N постоянная. Учитывая равенство 
N 

бр = У м (3.103) 
i=1 

и положительную определенность матрицы Г, из ‘(3.102) по- 
лучаем 

М N 
DSM=DIUMI<M,, или A4=O(N"). 
i=1 i=1 

Из доказанного предложения непосредственно следует, что 
если 2 — произвольная матрица, то для любого & 

М | Им со, М№-> со, 

а если L— симметрическая положительно определенная
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матрица, то 

МЕ |Z pw > со, № — oo, 

Последнее утверждение основывается на том, что если L— 
симметрическая матрица, то и [-! — симметрическая матрица, 
и на том, что собственные значения матрицы Г-! равны А“, 
где A; — собственные значения матрицы С. 

Известно, что для евклидовой нормы произвольной матрицы 

справедливо равенство | L law = V inj здесь An — наибольшее 

собственное значение матрицы L'(L~')*, Элементы матрицы 
C*L имеют вид (обозначим их (L*L),,) 

N 

L*L), — > t а; Е (д = © ду Baa) 
Поэтому для них справедливо асимптотическое равенство 

(L*L) x = O (N-'), 

a narrate И ann 

> У (ГРМ ЗрГ*Е<Мь, 
i=] k=1 

где М2, Mz; — не зависящие от N постоянные. Учитывая, что мат- 
puna L*Z всегда положительно определенная, и применяя к ней 
равенство (3.103), получим 

—=0(М-!), (3.104) 

где и! — наименьшее собственное значение матрицы L*L. 
Так как D-'(£L7-')* = [7-1 ([*)-1 = ([*Г)-, то из (3.104) сле- 

дует, что №М-!**/„ > ©, М- о для любого = > 0. 
Окончательно можно сформулировать следующее предложе- 

ние: для произвольной матрицы L 

М | Г ую, N+, (3.105) 

если Г, — симметрическая положительно определенная матрица, 
то 

Мк со, М№— oo, 

Аналогично доказываются соответствующие предложения для 
‚плоского случая. 

Нами изложен способ решения уравнения (3.89) для внут- 
ренней задачи Дирихле. Очевидно, что идея этого способа не- 
посредственно переносится на все рассмотренные выше гранич- 
ные задачи, для которых нетрудно доказать аналогичные пред- 
ложения. |
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Когда граничная задача имеет не единственное решение, не- 
обходимо зафиксировать значения искомой функции в несколь- 
ких точках (в зависимости от числа линейно независимых реше- 
ний однородной задачи) и рассматривать полученные системы. 
Так, например, в случае внутренней граничной задачи Неймана 
нужно зафиксировать значение искомой функции в одном узле 
кубатурной формулы, в случае второй граничной задачи теории 
упругости — в трех точках в плоском случае и в шести точках 
в пространственном случае. 

Сравним этот способ решения с конечно-разностным методом; 
простейшая сеточная аппроксимация уравнения Лапласа в слу- 
чае задачи Дирихле имеет, независимо от размерности области 
В., наименьшее собственное значение порядка й?, где Й — шаг 
сетки. Действительно, пусть С; и С. — прямоугольные паралле- 
лепипеды, соответственно наибольший заключенный в ВБ; и наи- 
меныний заключающий в себя B, а Л(В.), A(G:) и A(G.) — наи- 
меньшие собственные значения разностного оператора Лапласа 
для областей В, С; и С.. Справедливы асимптотические соотно- 
шения 

\(6:)=0 (12), ^(6.)=0() (3.106) 
и для доказательства равенства А, (В;) = 0 (1?) нужно применить 
теорему из [103] о том, что 

4 (Gi) <4(Bi) <A(G). (3.107) 
Отсюда следует, что в пространственном случае матрица L 

положительно определена и ее наименышее собственное значение 
не превосходит по порядку нижней границы спектра разностного 
оператора Лапласа. Если решать задачу Дирихле с одним и тем 
же шагом Й методом сеток и методом, рассмотренным здесь, то 
для плоского случая необходимый объем памяти машины в обоих 
случаях будет порядка h-*, для пространственного случая метод 
сеток займет количество ячеек порядка #3, а рассмотренный 
метод — порядка h-*. Число операций при решении системы 
(3.90) по одному из вариантов метода Гаусса (схема исключе- 
ния, компактная схема, схемы типа единственного деления и 
т. д.) будет порядка № или же для плоского случая h-*, а для 
пространственного случая — порядка h-®. Число операций для 
решения плоского простейшего разностного аналога задачи Ди- 
рихле с помощью итерационного метода Либмана и Ричардсона 
будет порядка h-*log 8, где = — погрешность приближенного ре- 
шения разностных уравнений; ее следует довести до порядка h? 
(дальнейшее увеличение точности решения разностных уравне- 
ний не имеет смысла, так как точность будет лимитироваться 
погрешностью замены дифференциального оператора Лапласа 
разностным, а эта погрешность имеет порядок й?), и тогда для 
числа операций получим порядок h-‘*logh. Для пространствен- 

19 М. А. Алексидзе
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ного случая в аналогичных условиях для числа операций полу- 
чим порядок h~>logh. Если известны точные верхние границы 
спектра разностного оператора Лапласа (эти границы удается 
установить точно только для прямоугольных областей), то мож- 
но применить для решения разностного аналога задачи Дирихле 
итерационный процесс сверхрелаксации (экстраполированный 
метод Либмана), и число операций в плоском и пространствен- 
ном случаях будет иметь порядки О (#3102 й) и O(h-*logh) co- 
ответственно. 

Таким образом, необходимое число арифметических операций 
даже для простейших итерационных процессов разностного мето- 
да решения задачи Дирихле получается меньше, чем для метода, 
разобранного в этом параграфе. Часто делают неверное заклю- 
чение о том, что методы, основанные на интегральных соотно- 
шениях вдоль границы области, менее трудоемки, чем разно- 
стные методы, которые предполагают аппроксимацию дифферен- 
циального оператора во всей области. Действительно, при этом 
число неизвестных в разностном методе получается больше, но 
объем памяти и необходимое для решения число операций ввиду 
специфической особенности соответствующих матриц получается 
меныше, чем в приближенных методах, использующих интеграль- 
ные соотношения на границе области. Необходимо, однако, за- 
метить, что сравнение указанных двух методов условно, так как 
один и тот же шаг может давать для различных методов раз- 
личные оценки погрешности. 

$ 3.9. Результаты численных экспериментов 
по решению граничных задач 

Алгоритмы многих программ для решения граничных задач 
настолько сложны и насыщены многими вычислительными нюан- 
сами, что рядовому потребителю этих программ порой невозмож- 
но разобраться во всех тонкостях алгоритмов. Поэтому большое 
значение приобретают численные эксперименты, проведенные с 
помощью этих программ. Как правило, в результатах таких чис- 
ленных экспериментов несложно разобраться и тем самым полу- 
чить определенное представление о достоинствах тех или иных 
программ. Вопрос о наборе соответствующих тестовых задач рас- 
сматривался в $ 2.29. В настоящем параграфе будут даны при- 
ближенные решения некоторых граничных задач для гармони- 
ческих функций, полученные описанными в настоящей моногра- 
фии методами. 

Приближенное решение u(x) в первом методе решения гра- 
ничных задач получается в виде 

N 

(=) =X aj); (2), (3.108)
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где a’ № коэффициенты разложения. Если в качестве тестовых 
задач возьмем граничную задачу, в которой рептение имеет вид 

y= 3 bsp; (4), (3.109) 

где 6, — произвольные конечные числа, а Ni; <= WN, то в качестве 
критерия точности решения можно воспользоваться выражением 

и У (aS — b;)?. (3.140) 

В табл. 3.8—3.10 даны результаты численных экспериментов, 
проведенных с помощью описанной программы. 

Таблица 3.8 

k=2 

p(y) N=20 N=40 N==60 N=80 

4 1.10 2.10-5 8.10-5 . 10-5 
5.10-2 4.10-3 4.10-4 7.10-5 

1.10-8 3.10-6 4.10- 2.10-? 
cos (7) 3.10-3 3.10-1 3.10 2.10-5 

2.10-5 2.10-6 5.10- 2.10-4 
MH; — OW 2.10-5 2.10-6 6.10-5 2.40-4 

T? 1.10-4 3-10-3 7-107} 4.100 
4.100 3.100 2.100 5.100 

Решалась граничная задача 

Ou u 
Au = — = 0, reG oat +2 922 , (3.111) 

ит = p(y), : (3.112) 

где Г — эллипс с полуосями 2 и 1. В качестве граничной функ- 
ции p(y) выбирались следующие функции: a) cost (1 — цент- 
ральный угол); 6) #Й; в) 4 иг) 747—545. В качестве системы 
р» (2)} взята система {In г? (рь, 2)},=1, где точки р» распределены 

равномерно по параметру ¢ на эллипсе с полуосями 2 2(1 +4) 

И (1 + th, к принимает значение 2 (табл. 3.8) и 10 (табл. 3.9). 

Количество функций М принимает значения 20, 40, 60 и 80. Ко- 
эффициенты разложения находились методом коллокации. 

19*
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Таблица 3.9 
k = 10 

w(y) N=20 N=40 N=60 N=80 

д 1.10-5 1.4073 1.4073 540-4 
4.4074 1.4073 1.1073 5.104 

8.10-6 7.1076 9.4075 740-5 
cos (Г) 1.4074 8.408 9.40-8 7.4075 

| 1.10-8 5.4073 2.40-4 8.10-4 
7: — dts 1.10-в 4.10-5 2.10-4 8.10-— 

T? 440-1 5.101 1.101 д.10? 
4.409 5.402 1.402 4.10? 

Таблица 3.10 

М (№) a’? тах aN) В 5,1 

20 —5 7—3.40-8 3.10-8 
—5 | 7+ 3.40-в 4.10-? 

40 —(5-+6-10-5) 7—5-10-8 1.10-3 
~~ 8 6,97 16 

60 52 6,98 1,7 
10 —75 93 

80 2.9 7,2 18 
—6 —58 38 

В табл. 3.8—3.10 даны следующие величины: 

/ М N 2 
V > Pon — > a} yi | (3.113) 

1=1 

— первое число, 

N in 2 
Vir | pitt) SF aa, (atten) (3.114) 

k=1 

— второе число, 

где у, — узлы коллокации, которые расположены равномерно по 
параметру Ё на границе Г. Следует отметить некоторое ухудше- 
ние точности решения при М№М= 80 по сравнению с № = 60, что, 
по-видимому, объясняется плохой обусловленностью матриц со- 
ответствующих систем. Неудовлетворительная точность для гра-
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ничной функции \1(у)=й объясняется тем, что она терпит в 
точке {=0 (1=2л) разрыв первого рода. Эксперименты с гра- 
ничной функцией 1 = 717 — 545 были проведены по следующим 
соображениям. Ввиду неминимальности системы (п !?(рь, x)} 
может получиться, что различные группы коэффициентов а 
одинаково хорошо будут удовлетворять системе алгебраических 
уравнений (3.109). В табл. 3.10 приведены следующие значения: 

первый столбец дает коэффициент пятой функции al) (BepxHee 
число в каждой графе соответствует значению kK=— 2), второй — 

ep N a 

коэффициент седьмой функцииа(”, последний столбец — наиболь- 

шее число шах al” (к =- 5,7). Из табл. 3.10 видно, что при боль- 
h 

ших М точность определения коэффициентов at’) очень низкая, 
тогда как из табл. 3.8, 3.9 видно, что граничная функция при 
этом аппроксимируется с довольно высокой точностью. Особенно 
проявляется это при k= 10, т. е. при более удаленном вспомога- 
тельном эллипсе. 

Приведенные выше в этом параграфе результаты были полу- 
чены на машине EC-1020 для первого метода. В заключение 
приведем численное решение одной граничной задачи с помощью 
второго метода, полученное на машине М-222. 

Речь будет идти о нахождении гармонической функции внут- 
ри эллипса 5: 

1 =а 6081}, 2#2=—Dsint (3.115) 

при граничном условии 

u(z)=f(z), «eS. (3.116) 
Для Toro чтобы получить численный результат, который мож- 

но было бы сравнить с точным решением, возьмем 

a=1, b=0,5, 1(12)=0,5(2 + 23). (3.417) 

Как легко проверить, точное решение задачи имеет вид 

и (1, L) = 0,2 + 0,3 (x? — 22). (3.118) 

Теперь найдем приближенное решение. Применяя рассуждения, 
многократно встречавшиеся в предыдущем изложении, находим, 
что задача сводится к системе функциональных уравнений 

4 cos (ху, п 1 
u(2) = 5 | fy) ati т) Yas, ++\ ow) lnr(z, и) 4$, re Bi, 

5 5 
(3.119) 

0 = = | 08 (У, пу) dsy + = | ow) Inr(z, у) dsy, xe Be. 
5 r(x, у) 5 

(3.120)
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Для приближенного решения уравнения (3.120) используем 
формулу Гаусса для интервала (—1, +1) с 16 координатами. 
Коэффициенты и узлы в этом случае имеют следующие значения: 

AM — АС) — 0,027152459, AG? = Av) — (062253524, 

AM) — AG) — 0,097158512, Ai? = AV — 0,12462897, 

AS18) — И = 0,14959599, А — AD) — 0,16915622, 

AS — A‘) — 0,18260342, AY® — AC) — 0,18945061, 

af) — — of — 0,98940093, af? = — afl? = 0,94457502, 

9 — a — 086563120, aft? = — af — 0,75540444, 

af — — 8 — 0,61784624, af? — — за _ = 0,45801678, 

о) — = 4h — = 0,28160355. af? = — a) = 0,09501251. 

Положение точки у на © в уравнении (3.120) определяется 
параметром $ который изменяется в интервале (0; 2л); введя 
новую переменную #==(1 -- &)л, перейдем к интервалу (—1; +1), 
и уравнение }(3.120) примет вид 

1 

| ф (<) 1 У [асов (1 + а)л — 2 + 6 зщ (1 + а)л — хр da = 
--1 

b sin t 1 ( а _ * — -= | ОЕ arctg ae | 4%. (3.121) 

Произвольно выберем точки х. ЕВ для упрощения вычислений; 
в данном случае удобно расположить точки x (2=41,..., 16) 
в ВБ. на конфокальном эллипсе 

21 = 4160$ 11, 42=б зшт (3.122) 

так, чтобы значения узлов Гаусса, соответетвующие этим точкам, 
совпадали с узлами y™ (k=1, ..., 16) на основном эллипсе; 
сделав это и учтя, что 

cos (zy, bsinté — В, sint пу) У dS. = = arctg 
а cos t — a, cost 

ab — a,b cos t cos T — ab, sin tf sinT ‚ 

у 7 

2 (zx, y) 

из выражения (3.121) после применения формулы квадратур
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Гаусса получаем 

16 

> А (ai) In ([а cos (1 + 0) п — a, cos (1 Нал? + 

+ [bsin (1 + 01) л — 6, за (1 + а) пм? = 
16 

— — +> А fa? cos? (1 + он) п + В? sin? (1 + а;) a] Ж 
1—1 

Хх [ab — a,b cos (1 + aj) п] cos (1 + aj) л — 

—ab,sin(1 + a;)msin(1 + “;) п] (хр у) |, 

j=1,..., 16. 

Рассмотрим сначала случай, когда вспомогательный эллипс 
(3.122) расположен близко от основного. Пусть, например, a, = 
—=2, 6, =1. Тогда, подставив а = 1, b = 1/2, получим 

16 

У A} (ai) In {[cos (1 + ai)m — 2cos(1 + ад др + 
1 

+ [0,5sin(1 + a;)n —sin(1 + a,;)nP}/?2 = 

16 
= — = 2a" [cos? (1 + a) m+ 

‚5 — cos [(1-++ a,)x—(1+4 @,) п] 

г" (251 Yi) 
j=i,..., 16. 

Вследствие специального выбора точек x) имеем (zi, у;)= 

=г(т» yi) и 

0 
+ 0,25 sin? (1 + @;) я] ‚ (3.123) 

ф(и) = Ф(У7-:), 1=41,..., 16. (3.124) 
Тогда (3.123) превращается в систему восьми уравнений. 
В табл. 3.14 выписаны коэффициенты !?) при Ф(у;) (=1,... 

13) Мы приводим полностью соответствующие матрицы, так как они 
могут быть применены для решения задач с другими граничными значе- 
ниями. Так, например, приведенной выше матрицей можно пользоваться 
для решения задачи Дирихле для рассматриваемого эллипса при произволь- 
ных граничных значениях. Значения элементов детерминанта систем пр: 
фиксированных значениях параметра х зависят только от геометрии обла- 
сти, а правые части — от граничных значений. Это обстоятельство дает 
возможность для конкретных областей составить таблицы (типа таблиц 
из [49]) уже обращенных матриц, облегчающие многократное решение гра- 
ничных задач для этих областей. Об отношении автора к составлению таб- 
wi такого рода без конкретного предполагаемого пользователя см. 

.9, 1.10.
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... 16) и правые части 6. Решение системы: 

ф(и1) = 20,0201504, 
ф(у2)= 12,7295234, 

ф (уз) = 3,33231100, 

@ (ys) = 1,01333008, 

Значения (Yo), 

@ (ys) = 0,40868940, 

(ys) = 0,070016210, 

@(y7) = 0,05396402, 

@ (ys) = —0,13162008. 

... Ф(Ув) получаются по формуле (3.124). 

Таблица 3.11 

ay = 2, b, = 4 

Ф(у!) P(Y2) Ф(уз) 

0,7056690.40-1 0,225080.10-1 (),192227-10-1 
—0,777287.10-1 0,437733-10-! 0,164132-10-1 
—0,445645-10-1 —(),814582-10-1 0,266067 - 10-1 
—0,106619-10-1 —0,235492.10-1 —0,274808-10-1 

0,154342.10-1 —0,446667.10-1 —0,136943.10-1 
0,2569901 .40-1 0,580715.10-1 0,821648.10-1 
0.4742860.10-1 0.1080855 0,1601319 
0,5830134 эм 0,1331035 0,1990737 

P(Y4) P(Ys) P(Ye) 

0,704409- 10-1 0,159167 0,2648224 
0,669288- 10-1 (), 455506 0,2613435 
0,5915418.10-1 0,136775 0,2435480 
0,140368.10-1 0,830037.10-1 0,1923034 
0,3561374.10-1 
0,386139.10-1 

0,238976- 10-1 
0,386139.10-1 

—0,176667.10-1 
—0,452015.10-1 

0,1910762 0,1827931 0,416503 
0,2447090 0,2540837 0,211360 

Ф(У?) P(Ys) P(Yo) 

03574148 0,4109894 0,0129680 
0,3541655 0,4078786 0,0130195 
0,3375693 0,3920035 0,0130689 
02899972 0,3466244 0,1025823 
0,185959 02479454 —0,0141866 
0,213925.10-1 0,710876.10-1 —0,0314054 

—0,340888- 10-1 0,730354.40-1 00063592 
0,112886 0,3374127.10-1 00130801 

Функцию u(r), задаваемую равенством (3.119), представим 
с помощью формулы Гаусса с 16 ординатами. Воспользуемся для 
этого найденными значениями Ф(у;:). Тогда для  прибли- 
женных значений (x) в произвольной точке внутри эллииса
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получим 

16 

и (5) = = > АЯ ® [eos? (1 + a) + 0,25 sin? (1 + в) a] X 
i=1 

0,5 — 0,52, cos (4 + 9) п — т, sin (4 -+ aj) п 

(2) r(x, у 
16 

+ > A} (a) Inr (х, y). (3.125) 
i=l 

Подставив сюда координаты точки х из ВБ; и произведя про- 
стые вычисления, получим приближенное значение решения за- 
дачи в точке х. В табл. 3.12 указаны для четырех различных то- 
чек внутри эллипса приближенные значения й (5), вычисленные 

Таблица 3.12 

х u(x) u(x) ju(x)—u(x)| 

(0,01; 0) 0,19993 0,20003 0,00010 
(0,1; 0) 0,199247 0,20300 0,00374 
(0,5; 0) 0,28309 0,27500 0,00809 
(0,9; 0) 0,405242 0,44200 0,03775 

по формуле (3.125), и точные значения, найденные по формуле 
(3.118); кроме того, указаны модули отклонения приближенного 
значения от точного. 

Рассмотрим теперь случай более удаленного контура вспомо- 
гательных точек. Пусть, например, в качестве этого контура взят 
эллипс 

2,=d5cost, z= dsint. 

Тогда вместо формулы (3.123) будем иметь 
16 
> АЙ (as) In {[603 (4 + a) п — 
t=1 

— 5cos(1 + a;) x]? + [0,5sin (1 + ai) л — Зэ (4 + a) п} = 
16 

= — + > A} (cos? (1 + ai) п + 0,25 sin? (1 + а;) п] X 
i=1 

0,5 — 2,5 cos (1 -+ &) % cos (1 + @;) п — Зэ1т (1-Е a) п эт (4 -- &;) п 

r (25, у;) ’ 

j=i,..., 16. 



298 ГЛ. ПТ. ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

Вследствие симметрии эта система сводится к системе 8 
уравнений. В табл. 3.13 приводятся значения коэффициентов при 
ф(у:) и правых частей этой системы. Решение этой системы име- 
ет вид 

ф(и1) = —0,1428199, 

ф(уз) =—0,0327377, 

@ (ys) = —0,1189288, 
ф(ут) = 0,03063245, 

ф(у2) = —0,3384742, 

ф (у) = —0,0282381, 
(Ys) = 0,14184350, 

@ (ys) = —0,1243106. 

Ясно, что в формулу (3.125) для приближенных значений 
(x) в произвольной точке х внутри эллипса теперь следует вне- 
сти значение ф(у:) из (3.126) и считать хх; =05с03 $. 12 = З 9 Ё. 

(3.126) 

Таблица 3.13 

a,= 5, db, =3 

P(Y1) Ф(уг) Ф(Уз) Ф(у«) Ф(уь) 

00752699 0,1703547 0,2681332 0,3631916 0,4604444 
0,0747264 0,1718091 0,26622340 0,3607252 0,4575569 
0,0720349 0,1656363 0,2567916 0,3484000 0,4430299 
0,065383164 0,1501869 0,2328661 0,3163336 0,4040258 
0,0580352 0,1331898 0,2046733 0,2727523 0,3413289 
00665271 0,1522498 0,2306435 0,2949523 0,3401015 
0.0848429 0,1942006 0,2943952 0,3767454 04318289 
0,0958832 0,2195407 0,3333182 04284564 0,4953056 

P(Ye) P(Y2) Ф(ув) b 

05547294 0,6320834 0,6760895 —0,0019034 
05516019 0,6288618 0,6728463 —0,0018967 
0,5357863 0,6125266 0,6563853 —0,0018337 
0,4923138 0,5670684 0,6103583 —(,0013162 
0,4132172 (),4788839 0,5188633 —(),0018202 

0,3696079 0,3949311 0,4144059 —0,00445297 
0,4543481 0,4510483 04414421 —0,00085354 

0,5274618 0,5287958 0,5182002 —0,00187779 

В табл. 3.14 указаны для семи различных точек внутри эл- 
липса приближенные значения (zx), полученные по формуле 
(3.125) и точные значения, вычисленные по формуле точных 
решений (3.118); кроме того, указаны модули отклонений при- 
ближенных значений от точных. 

Эта таблица показывает существенное улучшение точности 
приближения даже при незначительном удалении эллипса BCHO- 

’могательных точек от основного эллицса. Как уже было отмече- 
но, вспомогательные точки можно выбрать по любому закону;
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по-видимому, можно добиться и большей точности при данном 
числе узлов и при выбранной формуле квадратур. 

Для выявления этой закономерности были взяты еще значе- 
ния: a; = 3, 6, = 1,0; а = 4, 061 = 2; аа = 7, В, =3,5. 

Таблица 3.14 

х u(x) u(x) u(x) —u(x) 

(0,04 | 0,19993 0,20003 0.00010 
(0,1 0,20290 0,20300 0,00010 
(0,5 0,27486 0,27500 0.00014 
(0,9 ) 0,44282 0,44300 0.00017 
(1,2 —0,2) 0,20010 0,20000 0,00010 
(0,0 0,3) 0,47257 017300 0,00043 
(0,8 0,1) 038869 0,38900 0,00039 

Таблица 3.15 

a, = 3, 6, = 1,9 

M(Y1) M(Y2) P(Ys) Ф(у«) 

0,7526011-10-1 0,1745802 0,2818152 0,4165566 
0,7377617-10-1 0,1711861 0,2766964 0,4101329 
0,6638950- 10-4 0,1542674 0,2510312 0,3776186 

’ 0,4844593.10-1 0,1121586 0,1850473 0,2894817 
0,3661240.10-1 0,83661170-10-1 0,1265848 0,1709528 
0,7733745.10-1 0,1760815 (},2596753 0,3064286 
0,1237079 0,2826170 0,4241774 0,5272195 
0,147896 0,3375149 0,5092041 0,6426415 

Ф( Ys) P(Ys) M(Y2) Ф(ув) b 

0,5893938 0,7804797 0,9462359 1,0423776 —0,2475468.10-1 

0,5823205 0,7733356 0,9392726 1 ,0355696 —0,2188336 - 410-1 
0,5462728 0,7368488 0,9037093 1,0008112 —0,2228166.10-1 
0,4447045 0,6326348 0,8019363 1,9043894 —0,19653794.10-1 

0,2569628 0,4151936 0,5836528 0,6870789 —0,2031618- 10-2 
0,2928396 0,2430581 0,2755580 0,3486804 0,6273127-10-1 
0,5643688 0,5148092 0,3974565 0,3047832 —0,1534830.10-1 
0,7128290 0,699807 0,6106538 0,5125636 —0,22094А46.10-1 

В табл. 3.45—3.17 приводятся соответствующие детерминан- 
ты и правые части. 

В табл. 3.18 даны точные значения искомого решения в точ- 

ках (0,1; 0), (0,9; 0), (0,5; 0), (0,04; 0), (0; 0,3), (0,2; 0,2) 
(первая строка) и получающиеся приближения, соответствующие 
разным значениям а1 и 61. и
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Таблица 3.16 

ф(у!) P(Y2) (Ys) ф(у.) @(Ys) 

0,1192883 0,2748023 0,4297982 0,5948556 0,7773952 
0,1178791 0,2715788 0,4249299 0,5886897 0,7704471 
0,1107854 02553446 0,4003544 0,5574234 0,7350634 
0,9244774 0,2124976 0,3346410 0,4717101 0,6356957 
0,7070599- 10-2 01623435 0,2503948 0,3404511 0,4534192 

0,9958654- 10-2 0,2274045 0,3405744 0,4247149 0,4554168 
0,1465274 0,3353572 0,5062894 0,6403666 0,7148042 
0,1716788 0,3929098 0.5951590 0,7599801 0,8569264 

(Ye) Ф(у?) Ф(ув) 

0,9644514 1,1222204 1,2129659 —0,1200436.10-1 
0,9572263 1,1150097 1,2058270 —0 1208296. 10-1 
0,9203524 1,0781916 1,1693772 —0, 1235026.40-1 
0,8154628 0,9730379 10652039 —0, 1123376.10-1 

06024533 0,7513576 0,8432376 0 1018639. 40-1 
0,4570063 0,4869380 0,4869380 0. ‚3671170.10-1 
0,7148036 0,6567247 (),6010951 —0. ‚9140302.10-1 
0,8978073 0,8642387 0,8147520 _0. 1224528.10-1 

Таблица 3.17 

ay — Т, b, = 3,0 

Ф(у!) P(Y2) Ф(уз) Ф(у.) Ф(уь) 

0,1945633 0,4467118 0,6875733 0,9165759 11438488 
0,1942516 0,4437088 0,6830180 0,9107906 1,1270636 
0,1865981 04284742 0,6598843 0,8809577 1,0925119 

0,1683188 0,3865892 0,5960635 0,7982160 — 1,9954875 
0,1392820 0,3197231 0,4917547 0,6555539 0,8157245 
0,1496218 0,3425712 0,5200706 0,6691179 0,7791164 

0,1958901 04486045 0,6817290 0,8787012 1,0221028 
02225185 0,5097276 0,7757032 1,0036874 1,1763909 

P(Ye) P(Y7) P(Ys) b 

1,3305995 14852525 1,5714454 —0,3857165.40-1 
1,3232816 1,4777089 15638384 —0,3883625.10-1 
1,2859653 1,4392146 1,5250124 —(Q,3981773-10-1 
1,1803082 13297231 1,4143866 —0. ‚3710540.40-1 
0,9721584 1,1061113 1,1850845 _0, ,2929478- 10-1 
0,8528505 0,9066793 0,9420934 0.1242199. 10-1 
1,4047112 0,1260646 1,1343579 —0,3114384-10-1 
1,2826390 1,3273836 1,3457654 —0,3930370-10-1 
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В табл. 3.19 даются погрешности ¢,(c"), x) при решении 
рассмотренной задачи. 

Погрешность & этого способа приближенного решения функ- 
ционального уравнения (3.89) оценивается по формуле Iell< 
= И где Г — оператор соответствующей системы, а В — 
вектор остаточных членов (нормы рассматриваются в том про- 
странстве, где требуется оценить #). Нетрудно заметить, что 

Таблица 3.18 

(х(1), х(2)) (oc(1) х(2)) 

(a1, 6,) 

(0,1; 0) (0,9; 0) | (0,5; 0) (0,01; 0) | (0; 0,3) |(0,2; 0,2) 

0,20300 0,44300 0,27500 0,20003 | 0,17300 | 0,20000 
(2; 1) 0,19925 0,40524 0,28309 0.19714 | 0,17257 | 0,20040 
(3; 1,5) 0,20433 0,45700 0,27287 0,20072 | 0,12715 | 0,15780 

- 2) 0,20347 0,44096 0,27427 0,20028 | 0,12720 | 0,15298 
(5; 3) 0,20290 0,44282 0,27486 0,19993 | 0,17257 | 0,20000 
(7; 3,5) 0,18188 —0,02032 0,23679 0,19274 | 0,15417 | 0,06980 

Таблица 3.19 

(a;, 61) £:(0,41; 0) 82(0,9; 0) £3(0,01; 0) 54(0, 0,3) 

(2; 1) 0,00375 0,03776 0.00292 0,00043 
(3; 1,5) 0,00133 0,01400 0,00069 0,04585 
(4; 2) 0.00047 9,00294 0,00025 0.04580 

(5; 3) 0,00010 0,00018 0,00010 0,00043 

(7; 3,5) 0,02412 0,42268 0,00729 0,01883 

6 7 6 

(а, в) €5(0,2; 0,2) 2в(0,5; 0) » =; ла 
i=1 i=1 

(2; 1) 0,00010 0,00809 0,05305 0,00884 
(3; 1,5) 0,04220 0,00213 0,10620 0,017700 
(4; 2) 0,04702 0,00073 0,09631 0,016052 
(5: 3) 0,00010 0,00014 0,00105 0,00017 
(7; 3,5) 0,13020 0,03824 0,63833 0,10638 

путем удаления точек от основной границы S можно сделать В 
сколь угодно малым, однако при этом ухудшается обусловлен- 
ность матрицы £; и, наоборот, при стремлении точек xz, K S 
улучшается обусловленность матрицы Г, но ИВ! - oo. Поэтому 
естественно предполагать некоторое оптимальное расположение 
точек 2,. Обозначим через =) вектор погрешности, когда значе- 
ния параметра взяты на кривой 5;. Будем говорить, что кривая
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S, является оптимальной в смысле метрики А среди семейств 
кривых 5; (=1,...0), если | ge”) lz = min | ee lp. 

7 

Из табл. 3.19 видно, что оптимальной кривой для нашего 
случая (0=6) как в смысле евклидовой метрики, так и в смыс- 
ле метрики пространства С будет эллипс со значениями а! = 9, 
by = 3. 

$ 3.10. Приближенное построение квазиконформных 
отображений многосвязных областей 

В $ 3.4 была рассмотрена граничная задача (видоизмененная 
задача Дирихле) для многосвязных областей, возникающая при 
конформном отображении многосвязных областей. При квазикон- 
формном отображении возникает аналогичная граничная задача, 
в которой вместо уравнения Лапласа фигурирует общее эллип- 
тическое дифференциальное уравнение второго порядка. Основ- 
ным при приближенном решении видоизмененной задачи Дирих- 
ле было доказательство невырожденности матрицы систем (3.01) 
для коэффициентов C;, дающей искомое решение в виде линейной 
комбинации решений обычных граничных задач (3.50). В ра- 
боте [135] дано обобщение этого доказательства для систем, 
возникающих при общем квазиконформном отображении много- 
связных областей. В настоящем параграфе, следуя работе [135], 
приводим это обобщение. 

Пусть в комплексной плоскости задана конечная п-связная 
область С, которая содержит начало координат 2 =O и ограни- 
чена простыми замкнутыми кривыми Ty, Го, ..., Г, (п>2), одна 
из которых Г, охватывает все остальные. Под Г будем подра- 
зумевать совокупность этих контуров. Положительным направ- 
лением на Г будем считать то, которое оставляет С слева. Пред- 
положим также, что граница области С достаточно гладкая, 
а именно, что все Г, е С3. 

Рассмотрим задачу квазиконформного отображения области 
на круг с концентрическими разрезами, осуществляемого систе- 
мой Бельтрами дифференциальных уравнений первого порядка 

Ov ди ди ди Ou Зи 
— яя =P 5 5 =Я- НВ a>0, 9 — В? =1, 

(3.127) 

где a, В, 1 обладают непрерывными в смысле Гёльдера частными 
производными BG. 

Систему (3.127) представим в равносильной комплексной 
форме 

W,= qW,, (3.128)
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где W =u + iv, Ws, Й’, — обычные формальные производные 

W(z) по си 2 соответственно, ад (2)= и ‚ 4 (2) = C3 (С) 

(0< 6 <1), |9(2)| < 4, <1. Рассматриваемая задача сводится к 
нахождению такого решения &=](2) (f(0)=0) уравнения 
(3.128), которое однолистно отображает С на круг || <гс раз- 
резами вдоль дуг окружностей с центром в & =O и радиусами 
r, (t=1,...,n—1). Числа г; заранее не задаются и определя- 
ются в ходе решения задачи. 

Отображающую функцию будем, искать в виде 

f(z)= [Wo(z)— Wo(0)Je”™, (3.129) 

где Wo(z )— произвольный гомеоморфизм уравнения (3.128), об- 
ладающий в замкнутой области G непрерывными в смысле Гёль- 
дера частными производными, W(z)— подлежащая определению 
функция. Для нахождения функций и(х', 1?) = Вей’ (2) восполь- 
зуемся граничной задачей для вытекающей из (3.127) эллипти- 
ческого Уравнения второго порядка 

ТС aot ty e St ths) Sart (Sato) =0, ax} 0х"  \ax* dx") ax? 

(3.130) 

U|yer; = — In| W,(y) — W, (0)| + Invi, i= 1,....2, Ги == Г. 

ди ди ди ди \ , 

| (#25 +63) у (Ban 15s) au" =O Би! 
Г: 

Под ыы И 3 па Г;(у=Г;) понимаются предельные значения 
у у 

ди 
производных aul И Ри изнутри области. Аналогично решению 

x x 

видоизмененной задачи Дирихле (3.48), решение граничной 3a- 
дачи (3.130) будем искать в виде 

n+1 
u(x}, 12) = У си: (xl, x), (3.131) 

i=1 

THe Cn4,=1, а ui(z', 42) — решения обычных грапичных задач 

Дирихле 
Ги. — 0, В С, 

ul; Ilr, = Oi; i,j=1,...,7, (3.132) 

EL [uni] = 0, В С, 

Unsilr = —In|lWo(y)— Й (0) | 

б,— символ Нронекера. Заметим, что из ип граничных задач 
(3.132) решение можно проводить только для (п— 1) граничных 

(3.133)
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задач, так как для любого решения и. ($ <n) справедливо тож- 
дество 

nr 

Us = 1— У, Uj. 

i=1 
152$ 

Для определения коэффициентов с.= шт; разложения 
(1.131) из интегральных граничных условий получаем линейную 
систему уравнений 

У Qijlj =— Gin+p (3.134) 
j=1 

где 

ди, ди. 

ор [ава ae + (Во а, 
J ду ду" ду 

i=1,...,.n,j=1,...,.n+1. 

Детерминант матрицы {aij}:j-1,... системы (3.134) равен нулю, 
что означает неединственность квазиконформно отображающей 
функции области С на круг С заранее не зафиксированными 
концентрическими разрезами, и радиусом круга. Однако зафикси- 
ровав произвольно один из радиусов г, (и, следовательно, с, = 
—= п г,) получаем систему (для $ =п) 

n—1 

У Qi jCj = — Gint+1— Vin In ny (3.135) 

y=1 

для детерминанта которой докажем невырожденность 

det ihij—t,...n-1 = 0. (3.136) 

Согласно интегральной формуле Грина, для диагональных чле- 
нов этого определителя имеем неравенство 

du;\2 ди; ди; и (55) +p by Е ‚} | dzdy > 0. (3.137) 

Покажем, что недиагональные члены определителя отрица- 
тельны. 

Представим интегральные условия в (3.130) в производных 
по направлениям касательной и нормали от функции и(х', 47) 
в граничных точках. С этой целью проведем касательную через 
граничную точку y(y!, у?) в положительном направлении, внут- 
реннюю нормаль и обозначим через 9(у) угол наклона касатель- 
ной с положительным направлением оси абсцисс. После неслож-
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ных преобразований интегральные условия в (3.130) примут вид: 

| {|B cos 26 +$(y— a) sin 20 | a + 

т 

+. [a sin? 0 + 900520 — B sin 26] | ds =0, i=1,...,,.n—1. 

(3.138) 

Заметим, что при a=y и wp=—O из (3.138) получаем интеграль- 
ные граничные условия в (3.48) для конформно отображающей 
функции. Граничные кривые Г; являются линиями уровня для 
любой функции и; (1=1,...п) и поэтому 

=0, i,j=1,...,n. 

В силу принципа Зарембы — Жиро (см., например [39, $ 3 
гл. 2] ) имеем 

ди, 
a > 0, Е], i,j=1,...,n, 

Г; 

но поскольку ©, 3112 0 + 1со3? 0 — Вз1т 20 >> 0, то из (3.138) полу- 
чаем искомые неравенства 

Cij ——|(a.sin?0-+ cos?e— Bsin26) = = 4 << 0, =], i,j=1,....n—1. 

Г; 

(3.139) 

Согласно равенству (аналогу теоремы Коши для гармонических 
функций в п-связной области) 

Ou; ди; Ou; du; 1 

| (are st) ( t+ ya) dy! = 
у? у у 

—_ |( м du; dy? ди; ди; dy! (3.440) 

= Be) lear + Page) ви (вай та) © 
верному для любой функции u,(z', 4?) (1=1,... n +1), при- 
ходим к выводу, что интегральные условия в (3.130) выполня- 
ются и на внешнем контуре I’, области. Интегрирование в 
(3.140) производится в положительном направлении Ha Г,, а на 
остальных контурах — в отрицательном направлении. 

Учитывая (3.137), (3.139) и (3.140), нетрудно убедиться в 
том, что в каждом столбце определителя системы (3.135) диаго- 
нальные члены по модулю превосходят сумму модулей осталь- 
ных членов этого столбца. Это означает, что выполняется усло- 
вие неособенности матриц Адамара. 

20 М. А. Алексидзе
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Таким образом, имеем следующий алгоритм решения гранич- 
ной задачи (3.130). Сперва решаются обычные граничные зада- 
чи Дирихле (3.132) и (3.133). При этом могут быть применены 
любые методы решения внутренних граничных задач (в том чис- 
ле и описанные в настоящей монографии), если будут известны 
фундаментальные решения (функции) оператора L, то для их 
нахождения могут быть применены известные методы. После 
нахождения и; решением систем (3.135) определяем коэффици- 
енты с. = тг, которые при подстановке в (3.131), дают окон- 
чательное решение граничной задачи (3.130). 

Для нахождения отображающей функции следует определять 
сопряженную с w(z', 12) в смысле (3.127) функцию 0(2', 22), 
для которой из соотношений (3.127) и (3.140) имеем 

{ w=o, (3.141) 
rs 

где [* = G — любой замкнутый контур. Из (3.141) получаем, что 
сопряженная функция V(x, у) восстанавливается в любой точке 
с точностью до действительного слагаемого криволинейным ин- 
тегралом 

(y*,y*) 
1 a1 a 

vy = | Нил тоя) a + (aa Вол) dy + 0, 
1 2 ду бу?) 

(узи) 

(3.142) 

где (у, уз) и с— соответственно произвольные точка и число. 
Покажем, что построенное формулами (3.129), (3.131), 

(3.142) решение уравнения (3.128) осуществляет однолистное 
отображение (с точностью до поворота) области G Ha упомяну- 
тую каноническую область. Это нетрудно показать, учитывая спе- 
цифику построения функции f(z) в (3.129). Действительно, 
из граничных условий в (3.130) видно, что |f(z)| постоянно на 
каждом контуре Г; и, в частности, г равна постоянной на Г.. 
Так как аргумент функции f(z) не изменяется, когда Z описы- 
вает любой контур Г; (i=1, ..., n—1), образом каждого та- 
кого контура будет дуга окружности на некоторой римановой 
поверхности, расположенной над плоскостью Ё. Это не верно для 
образа контура Г,, так как, когда 5 описывает Г, ее образ f(z) 
в точности один раз описывает окружность радиуса г, поскольку 
аргумент f(z) при этом возрастает на 2K. 

Из поведения функции }(2) на границе области С в силу 
принципа сохранения области заключаем, что все ее значения 
лежат внутри круга || <г и что каждое значение & (1) <r), 
не подлежащее исключенным дугам окружностей, она принимает 
в области С ровно один раз. .
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В самом деле, рассмотрим функцию 

5* = f(z) — 60. 

Она является решением уравнения (3.128) и для нее при- 
меним принцип аргумента, согласно которому выражение 

= 5h | darg [f(2) — bl 
Г 

будет давать число точек области С, в которых функция f(z) 
принимает значение Eo. Из граничных свойств f(z) следует, что 

величина 5_аг8 (f(z)—&] не изменится, если точка z пробегает 

любой контур Г; (1=1,.., п— 1), и изменится на 1, если 5 
описывает контур Г». Следовательно, М =1 и тем самым одно- 
листность & = f(z) доказана. 

Отображающая функция (3.129) содержит произвольный го- 
меоморфизм Wo(z). Несмотря на то, что в выборе Wo(z) ничем 
не ограничены, его эффективное построение связано с опреде- 
ленными затруднениями. Поэтому обычный прием выхода на 
плоскость гомеоморфизма с целью дальнейшего построения кон- 
формного отображения области Wo(G) на круг практически не 
выгоден, поскольку сразу возникают характерные и порою до- 
вольно труднопреодолимые затруднения способа суперпозиции: 

1) определение вида области Wo(G); 

2) нахождение прообразов z= W,'(E) точек области Wo(G). 
Вообще в ситуациях, когда ни одна из функций, составляющих 
композицию, не представляется в явном виде через элементар- 
ные функции, метод суперпозиции считается плохим средством 
для проведения вычислений. 

Рассмотрим задачу построения такого решения уравнения 
(3.128) W=f(z), которое однолистно отображает область С на 
круговое кольцо о < |" | < АВ с разрезами внутри вдоль окруж- 
ностей с центром в И’ =0 и радиусами г; (i=1,..., n— 2). 
Среди всех радиусов заранее задается лишь один (пусть это бу- 
ner А). 

В этом случае можно конструировать искомое квазиконформ- 
ное отображение уже без использования гомеоморфизма ИЙ’о(2). 

Обозначим через Gi, ..., Gn-1 конечные односвязные области 
с границами Г!, ..., [,-1 соответственно, и допустим, что 5* = G,. 

Заметим, что если И’ (2) есть решение неоднородного уравне- 
ния Бельтрами 

W,=qW.+ —, (3.143) 
то функция 

W, = (2— 2*)е”" =(z—2*)e"*™ (3.144) 

является решением однородного уравнения (3.128). 
20%
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Так как уравнение (3.143) не содержит искомых функций 
(содержит только производные), то оно имеет смысл для адди- 
тивно многозначных функций. Класс аддитивно многозначных 
решений уравнений (3.143), рассматриваемых как однозначные 

на универсально накрывающей римановой поверхности С обла- 

сти С обозначим через B(G), а класс однозначных в С решений 

(3.143) — через B(G). Очевидно, что W* = — (5 — 2*)>ЕВ(С)и 
5 16) = (6). 
Учитывая эти замечания, нетрудно построить W = Q(z). 

Для этого следует поступить следующим образом: комплексное 
уравнение (3.143) представить в виде системы; предположив 
W =u-+tiv, соответствующим образом видоизменить уравнение 
[и] =Ов (3.130); заменить (3.129) функцией вида (3.144); 
для определения входящих в (3.144) функций и(х', x7) и 
v(x', x7) воспользоваться формулами (3.131) и (3.142), учиты- 
вая в них, что 

Uny1 = —Inlz— 2*|, яр, г, = ДВ. 

Построенная таким путем функция Й’=и-тшеВ(С). Так, на- 
пример, при п = 2 приходим к довольно простой схеме построе- 
ния отображающей функции области С на круговое кольцо 
р< |< В 

ИУ, = (2—4) en, 

Re W (2) = In pu, (21, 4?) + In R[1 —u, (11, x*)] —In|z— 4g, |, 

Ino =Ink— an (3.145) 
| ди ди, du, ди. 3 ° 

— —5 | аи’ — | а— —а : | ay? + Y sa) у д +8 =i) у 

1 

Ги И’ (2) однозначно в С и восстанавливается из (3.143) криво- 
линейным интегралом с точностью до аддитивной постоянной, 
а входящая в формулы (3.145) функция и!(х', x?) представляет 
решение граничной задачи 

Ё(и;) =0, Ш =Ь Ir, = 0.



ГЛАВА IV 

ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ СТАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 

УПРУГОСТИ 

$ 4.1. Постановка граничных задач плоской 
статической теории упругости и соответствующие 

фундаментальные решения 

Следуя Н. И. Мусхелишвили [115], будем говорить, что тело 
подвержено плоской деформации (параллельной плоскости 
01152), если третья компонента из вектора смещения и равна 
нулю, а компоненты и! и из зависят только от x! и 47°; в этом 
случае основные однородные уравнения теории упругости прини- 
мают вид 

09 90 ИЕ pau, = 0, А) + Аи, =0. (4-1) 
где А — оператор Лапласа: 

д? д* 
А = +. 

(02')* © (2%)? ’ 
Л и ци — постоянные Ламе: 

ди ди 
09= i+ —, 

6x! + Ox” 

Заметим, что в случае обобщенного плоского напряженного со- 
стояния ([115, с. 93]) уравнения (4.1) остаются в силе, лишь 
вместо компонент смещения и! и Up следует понимать их сред- 
ние значения. Описанный ниже алгоритм может быть использо- 
ван также для расчета состояния равновесия упругого тела для 
случая обобщенного плоского напряженного состояния. 

Пусть в двумерной многосвязной области С (область С может 
быть не ограничена) ищется регулярное решение системы урав- 
нений (4.1), которое удовлетворяло бы на границе Г области G 
соотношениям 

2 

[и = 2) (оба + Вали) = у, (4.2) 
t=]
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где ou, №; ty — известные функции точки уе Г, on (1=1, 2) — 
компоненты вектора напряжения: 

сн = У 0% 008 (и, 2°), он = 20 + 2p, i= 1, 2; 
j=l 

cos(n, 1’) (j= 1, 2)— направляющие косинусы внешней норма- 
ли к границе Г в точке у= Г. 

Частными случаями граничной задачи (4.1), (4.2) являются 
классические первая и вторая граничные задачи теории упруго- 
сти, когда на границе Г заданы либо напряжения (8; =0, 
aii=6;, 6.— символ Hponekepa), либо смещения (a; =0, 
В; =0.), а также смешанная задача, когда на части контура Г 
заданы напряжения, а на остальной части — смещения, и другие 
граничные задачи. 

Пусть {2.}№—1 — система точек, расположенных всюду плотно 
на вспомогательном контуре ©, не имеющем общих точек с замк- 
нутой областью а = а Г. 

Рассмотрим систему вектор-функций 

(у (4.3) 
где 

Or (2,, 2 о Or(z,, у) Or(2,, о А —m EE) 
В R |. 

(4.4) 
(1) (2) + Or (2. У) |? 
ok (Y) = Wor—1 (И), в (И) = nInr (Zp; у) — т az ’ 

> 

2 Н * 

где г (2%, у) = Их (z, —y')? — расстояния между точками z, = 5 
$— 

и уе=Г, т= (Аи) (AT 2), п= (А Зи) (A+ 2p). 
Полнота системы (4.3) (доказательство которой приводится 

ниже) дает возможность решать граничную задачу (4.1), (4.2) 
лишь при ©; = 0 как первым, так и вторым методами решения 
граничных задач разложением по неортогональным функциям. 
Эти два метода для случая плоской теории упругости можно из- 
ложить следующим образом. 

Первый метод решения граничной задачи (4.1), (4.2) осно- 
ван на нахождении коэффициентов разложения вектор-функции 

р = (1', $?) по первым М функциям системы {lp;};—1, где 1 — 
оператор, определенный с помощью формул (4.2), а 4; — вектор-
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функция системы (4.3). Если норма 
М 

p— > ajlrp; 
j=1 

(4.5) 
г. (Г) 

мала, то в качестве приближенного решения задачи (4.4), (4.2) 
можно принять 

yO) (x) = > ар; (1), `(4.6} 

\р;(х) определяются из (4.4) заменой точки у=Г точкой хеС. 
Для изложения второго способа решения граничной задачи 

(4.1), (4.2) рассмотрим уравнения 

u (0) = | (> уф (да — ge | (ey) Dy) 4» еб, (47) 
Г Г 

0= | Г(2, y) $ (у) dsy—ST(z, y)b(y)ds,, zeG, (48) 
Г Г 

где ф(и) и ф(у)— векторы смещений и напряжений на площад- 

ку с нормалью п, матрицы Г(х, у) и Г(х, у) определяются 
формулами 

Or (x, у) |? Or (x, у) Or (т, у) 
mln (2, y) —m |e — т т 5 

Г (x — дх дх Ox 

PES | ar (a. y) д) ar (a, y)]2)’ — РИ та ninr(z, у) —т ae 

Or \2 д Or Or д 
_ aye ot) 3 r—a пм jy2 on, 1 r 

D(z у) = ‘or ar ar\2 д , 
— a5, r-+2b— ay ay? Dn; In r a5 in r+ 26 (7) in, lnr 

a=p/(A+2p), b>=(A+p)/(A + 2p), производные вдоль нормали 
0/On, и вдоль контура O/Os, определяются соотношениями 

0 0 . 0 . 
— = — COS (Ny, 1,) + —3COS(N,, 1 
On, ду1 ( у} 1) ay? ( и’ 5} 

= as COS (My, &) + a COS (Ny, 5); 
Wy ду ду 

п, — нормаль в точке YET’, п и ig — координатные орты. 

Матрицы Г(2, у) и Г(2, у) получаются из приведенных выше 

формул для матриц T(z, у) и Г(х, у) путем замены т на 25. 
Представляёт определенный интерес физический смысл матриц 

Г(2, у) и T(z, и). Пусть все бесконечное трехмерное пространст- 
во заполнено упругой средой с коэффициентами Ламе A, вц; рас-
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смотрим прямую А, проходящую через произвольную точку 2 
этого пространства и направленную параллельно оси 0523. Будем 
предполагать, что в каждой точке прямой В действует одна и та 
же сила, направленная вдоль оси Ох!. Тогда из физических со- 
ображений ясно, что третья компонента вектора смещения и, 
обусловленного этой силой, будет равна нулю, а компоненты и: 
и и2 будут зависеть только от 21 и 22. Первая вектор-строка (или 
первый вектор-столбец) матрицы Г(2, у) дает © точностью до 
постоянного множителя (который определяется по величине си- 
лы, действующей в точках прямой А) первые две компоненты 
вектора смещения и. Если в каждой точке прямой А действует 
сила, направленная вдоль оси Ox’, то соответствующее смещение 
определяется из второй вектор-строки матрицы Г(2, у). Что ка- 

сается матрицы Г(2, у), то она, в отличие от матрицы, которая 
определена в любой точке y*z плоскости 02127, определена 
лишь на границе Г области С. Первая вектор-строка матрицы 

Г(2, у) дает составляющие силы, действующей на единичную 
площадку с нормалью п,, когда в каждой точке прямой А дейст- 
вует сила, направленная вдоль оси Ox!. Аналогично вторая век- 

тор-строка матрицы Г(2, у) дает составляющие напряженности 
на площадку с нормалью п, когда в каждой точке прямой А 
действует сила, направленная вдоль оси Ox’. 

Перейдем к изложению второго способа решения граничной 
задачи (4.1), (4.2). Будем предполагать, что одна из матриц 

Oy (у) Coy (у) .. и Ba (y) Boy (y) 

аа,’ 99|, в, 
неособенная. Тогда из (4.2) получаем либо соотношения (при 
det Ион; (и)1 == 0) 

Ont = a1! + ayo? + Бима + Dios, 

[из (y) | = 

9 
Orig = agi! + а224? + боли + dota, (49) 

либо (при det !В, (и)! == 0) 

Uy = ct! + с1212 + 4110,1 + 4120.2, (4.10) 

Ug = со! + coop? + 42101 + d22Gn2, | 
где , 

11 и 4 ааа 1102 1201 11052 — 121 

0 = Oy, = ? 12091  *o1% 20 1201 — 1120 

ba= “ut tn ‚В. = “ait — “ah 

1922 M1201 11%22 — %12e1 

Big — % 2B y1 b= Вы — % Boy 
21°" a. a. аа’ аа, фа а 

12° 21 п 22 12°21 п 22
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Аналогично определяются Ci, di; с помощью функций Oi; и В... 
Пусть де о, (и) == 0; запишем (4.9) в матричной форме 

д, = A+ Bu, (4.11) 
где A, В — матрицы с элементами ai, 6. соответственно. Под- 
ставляя (4.41) в (4.8) и учитывая, что 

о„=1(у), w=(y), 
получаем следующее интегральное уравнение первого рода: 

| К, 9) (y) doy = 2), (4.12) 

где 

K(z,y)=Fi(z,y)— By) F(z, у), F(2)= \ Г(2, y) A(y) № (4) dsy. 

(4.13) 
В том случае, когда на границе Г области С заданы внешние 
напряжения, получаем A=1, В =0, и интегральное уравнение 
(4.12) превращается в уравнение 

| Го, (дах = F (2), (4.14) 
где 

P (2) = | Г( у) $4) dey 

Обоснование второго способа решения соответствующей гранич- 
ной задачи, сводящегося к решению интегрального уравнения 
(4.14), будет приведено ниже. 

Что касается разрешимости интегрального уравнения (4.12), 
соответствующего общему случаю, то для обоснования второго 
способа приближенного решения граничных задач воспользуемся 
утверждением $ 1.1, которое для данного случая означает, что 
система функций. 

{Ki (2, year =t=1,2,..., (4.15) 

где Ki(z,, у) совпадает с 1-й вектор-строкой матрицы K(z,, И), 
дает возможность сколь угодно хорошей аппроксимации искомой 

функции p(y). Определяя p(y) из (4.12), получаем p(y)= on(y) 
из (4.11), и для нахождения приближенного решения граничной 
задачи (4.1), (4.2) в любой точке можно воспользоваться форму- 
nou (4.7). 

Лемма работы [28], доказательство которой было дано в 
$ 1.1, утверждает лишь, что система (4.15) полна в пространстве 

А*Е* (обозначения те же, что ив $ 1.1), элементом которой и 
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является решение w(y) интегрального уравнения (4.12), если 
это решение существует. Однако выяснение вопроса, из каких 

функций состоит пространство A*#* в общем случае, — довольно 
сложная задача, и ее вряд ли можно считать задачей вычисли- 
тельной математики. Поэтому представляет интерес полнота си- 
стемы (4.15) в функциональном пространстве [2(Г) в двух част- 
ных, но наиболее распространенных случаях — когда на границе 
Г заданы смещения (А =0, B=1) и внешние напряжения 
(A=1, В=0). 

В первом случае система (4.15) принимает вид 

{Г: (2 year = t= 4, 2, (4.16) 

где I':(z,, у) — i-a вектор-строка матрицы I'(z,, У), а во втором — 

[Ге (а, y)lnma. i= 1,2, (4.47) 

где I;(2z,, у) — i-a вектор-строка матрицы I'(z,, И). 
Система векторов (4.16) при счетном множестве точек Za, 

всюду плотно расположенных на вспомогательном контуре S, ли- 
нейно независима и полна в пространстве [2(Г) всех интегри- 
руемых с квадратом вектор-функций, определенных на Г. 

Это предложение утверждает, что для любого вектора 1(у)= 
= f2(T), заданного на Г, и для любого > 0 можно указать 
такое число № и такую систему коэффициентов В» (1=1, 2; 
Е=41,..., №), что если N> №, то 

[30-2 > dino w| вы < ь 
Г 1=1 А=1 

где 

On(y)= Г. (2ь, у). 

Область, ограниченную вспомогательным контуром 5, обозначим 
через В. 

Предположим, что система {0„(у)} линейно зависима. Тогда 
найдутся такие постоянные c, (1=1, 2; Е =1,..., п), среди ко- 
торых по крайней мере одна, например с; (т<п) не равна 
нулю, что 

2 п 

2 > CisWik, (y) == () 

для всех y@S и хотя бы для одного конечного п. Ho в этом 

случае регулярное в В; решение уравнений теории упругости 
2 п 

v(x) = Х > сьбиь, (2) 
i=1 s=1 

будет тождественным нулем в B;. Из аналитичности следует, что
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v(z)=0 в области В\С. Запишем предыдущее равенство в про- 
екциях на оси координат: 

n 

и, (1) = У, {C1s (вал, (x)), + Cos (Men,(7)),]> 

0 (x) = a {C1s (вла, (x)), + C25 (@en, (x)), |, 

где {cis(@jn,(X))},(p=1, 2)— проекция вектора CigOjn (XL) на ось Lp. 

Если приблизить точку х достаточно близко к Zp, из B\G, то сла- 

гаемые Cy, (@1%,(Z)), и Car (@2ь,(7)), станут сколь угодно большими 

по модулю, а другие слагаемые останутся ограниченными. Это 

противоречит доказанному выше равенству нулю вектора V(r) в 
B\G, и линейная независимость системы {@a(y)} (i= 1, 2; 
k=1, 2,...) доказана. 

Обращаясь к доказательству полноты в Le, заметим, что для 
этого достаточно доказать замкнутость в пространстве С(5). 

Пусть a(y)— произвольный (непрерывный) вектор на 5, и пусть 
равны нулю следующие скалярные произведения: 

( (a, ов) 8 =0, 281,2, К=1,2,... 
$ 

Покажем, что тогда a(y)=0, уе 5. Рассмотрим упругий потен- 

циал простого слоя 

v(z) = | (4) Г (2, y) dey. 
$ 

Согласно условиям ортогональности, проекции векторов V(x,) на 
ось x (i= 1, 2) равны 

Vi (ть) = | (& (у), Wiz (у)) 45, = 0, 

и эти равенства выполняются почти всюду на S. Отсюда, ввиду 
непрерывности (5) на 5, следует, что v(xz)=0, ео. Теперь 
покажем, что потенциал простого слоя v(x) обращается в нуль 
на бесконечности. Как известно, для этого достаточно, чтобы 

| a(y) ds, = 0. 

Это условие есть следствие наложенного выше на вектор %(у) 
Условия ортогональности системе {ю„(у)}. В самом деле, рас- 
смотрим потенциал простого слоя 

v(y) = | $ (2) T(z, у) ds.
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с неизвестной плотностью (Zz) и определим ее так, чтобы 

Пт Tvu(y)=0, уЕВ, HES. 
YX, 

Можно показать, что это’ приводит к однородному сингуляр- 
ному интегральному уравнению, допускающему три линейно не- 
зависимых решения (в пространственном случае число линейно 
независимых решений равно шести) и соответствующие потен- 
циалы простого слоя представляют в С векторы жесткого пере- 
мещения. Таким образом, можно, в частности, выбрать указан- 
ные решения так, чтобы два вектора жесткого перемещения 
Е! (1, 0) и £2 (0, 1) выражались при помощи потенциала про- 
стого слоя: 

Е, — | $, (2) Г (2, yds, Е, = | (9 Г(ьу4,. уе. 

Заменим интегралы в правых частях этих равенств при помощи 

какой-либо формулы механических квадратур, взяв за узлы точ- 
ки 2, на ©; тогда 

Ey — a авГ (Zp, у), Е, — 2 6, (Zp; у), 

где a, и 6, — постоянные векторы, вычисляемые по известным 
формулам, и ряды равномерно сходятся. С другой стороны, 
имеем 

v (вк) = | a (y) Г (ze, у) dsy = 0, К =1,2, ..., ХЕ $. 
5 

Умножив k-e равенство на а, и сложив полученные соотношения, 
приходим к формуле 

УХ Ja) ad (ars у) dsy = 0 

аналогично после умножения k-ro равенства на в, и сложения 

получим 

> | © (у) Op (Zz, У) dsy = 0. 

Ввиду равномерной сходимости рядов полученные выражения 
переписываются также в виде 

[200 сиг (em удаву = [ оу) У) ЪГ (ons) аа, = 0, 
$
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AJM, согласно доказанному выше 

{ (a,E,) ds = | (a, E,) ds =0 
8 $ 

и, следовательно, 

{a (y) ds = 0. 
$ 

Это и есть доказываемое свойство вектора a(y). 
Последнее условие обеспечивает обращение в нуль плоского 

упругого потенциала простого слоя на бесконечности, и вместе с 
равенством и(2)=0, хе: о, которое было установлено выше, до- 
казывает в силу теоремы единственности, что 0(2) = 0, хе С,\В. 
Заметим, что пространственная задача оказывается более про- 
стой, так как обращение в нуль на бесконечности пространствен- 
ного потенциала простого слоя выполняется автоматически и не- 
обходимость приведенного выше построения отпадает. Из усло- 
вия 0(2)=0, 2=В.\В, вследствие непрерывности потенциала 
(2) и всех его производных вплоть до точек кривой Г, вытека- 
ет равенство #(2)= 0, 5 <: В.; отсюда в силу непрерывности по- 
тенциала простого слоя на 5 и единственности решения внутрен- 
ней задачи получаем и(2) = 0, & еС, и, наконец, a(y)=0, у=5, 
что и нужно было доказать. 

В случае решения внешней задачи, а также в случае много- 
связной области не возникает новых принципиальных трудностей 
в доказательстве полноты соответствующим образом (см. $ 1.1) 
сконструированной системы фундаментальных решений. Если же 
на внешних границах заданы напряжения, то в этом случае си- 
стему (4.17) расширим тремя линейно независимыми векторами 
21 (и), 2e(y), Оз(у) жесткого перемещения. Тогда система 

{24 (7), 9, (У), 9, (У), Ги (а у о 11,2, 
линейно независима и полна в [2(Г). Линейная независимость 
доказывается аналогично случаю системы (4.46). Полноту дока- 
жем ниже для трехмерных задач. В отличие от задач, когда на 
границе заданы смещения, доказательства полноты для задач с 
напряжениями на границе в случаях двух или трех измерений 
идентичны. 

Сделаем еще одно замечание. Решения системы уравнений 
теории упругости, написанной в смещениях, давали приближен- 
ные значения вектора смещения. Но, как известно, наибольший 
практический интерес представляют значения напряжений. Не- 
трудно заметить, что описанные здесь методы решения гранич- 
ных задач теории упругости обеспечивают сходимость прибли- 
женного значения вектора напряжений (при фиксированной ори- 
ентации площади, для которой вычисляются напряжения) к точ- 
ному значению в смысле метрики пространства С. Покажем, что,
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например, для второго способа решения в случае задачи, когда 
на границе заданы смещения, приближенное значение вектора 
напряжений во внутренних точках x = С будет иметь вид 

ти (2) = 1 | (y) F(a, y) ds, — 4 TF (a), 
Г 

где Г — оператор напряжения, 1” (у) — приближенное значение 
вектора ф(у). Точное значение того же вектора равно 

Ти (2) =+ | p(y) F(a, у) 45, — + TF (2). 
Г 

Составив разность и применив неравенство Коши — Буняковско- 
го, можно показать, что 

Ти (х) = lim Tu™ (zx). 
М№->оо 

$ 4.2. Алгоритм решения плоских задач 
и результаты численных экепериментов 

Введем обозначения 1, (у) = p(y), о (у) = $” (у). Си 
стему {y'(y)} заменим эквивалентной системой, полученной из 
нее ортонормированием: 

где 

KP (у) =? (у), Х?(у)=(9, PP)? (у), 

x (у) = (у) — (ф°), PP) фо (у) — ($, 9) Q™ (у).. 
Имеем 

ey) = Х Aww (у), 5 = 1,2) 

где A,, — заданные постоянные. Из функционального уравнения 
(4.8), которое теперь запишем в виде 

{Г(2, у)9 (9), =Е(2), те Be (4.18) 
5 

где 

F(z) = T(x, y) f(y) 48 
Г 

можно найти коэффициенты Фурье 

Ф, = (Ф, gp). 

Придавая x значения 21, 12, ..., i, перепишем (4.18) в про-
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екциях: 

J (Lo. (уфе) oy) PP?) ] + [Ф. (у) Ху) + o2(y) p(y) Jig }dsy= 

=F (x), 

| [ки (+ еее) а [ФК (у) ФФУ} аз, 

= F(x), 

J (Ie, (y) pe » (у) + Q2(y) perry (y)| ty и 

+ [$, (у) $77 (у) + 9 (уфе) ig} dsy = F (zi). 

Чтобы найти 5-й коэффициент Фурье, где s = 2i— 1 или s = 
= 2, умножим первое равенство на вектор A, = Asi + А, а, 
второе — на A, = Asi + As i, ит. д., Ге равенство — на As, = 

=A, , si, при $ нечетном и на A,, = Ат, -- Assi, при $ чет- 

ном. Сложив полученные i равенств и приняв во внимание зна- 
чение ф‘°’(у), находим 

| |+ (4) & Aa (9) + 99) У Aas” w| ds, = 

= | (0), oY) dsy = Ps = 3 (AnP (22)) 

Таким образом, ряд Фурье для p(y), сходящийся в среднем к 
@(y), имеет вид 

оо 

2 yu (Ag, F (xp) p(y), a I, 

где [(s+1)/2]— целая часть числа ($ + 1)/2. 
Введем обозначение 

uM ay =A| |; Oo | P(e, y)dsy— a5 F(a), ce Bi, 
a s=1 

(4.19) 

Очевидно, что и“ (х) — регулярное в В; решение системы урав- 
нений теории упругости. При М - © оно имеет своим пределом 
точное решение рассматриваемой задачи. В самом деле, составим
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разность u(rz)— и“? (5), хеВ, и рассмотрим проекции на оси: 

|; (2) — и (2) |< x Py) — у 0,9 (y) 

+= | 
5 

[TSP (x, и) |dsy + 

фе (у) — Ув [Г (2, у)| 4»  7=1,2, (4.20) 

(1) (2) _ ts ¥ . где Tj’ и Г; ]-е составляющие первой и второй вектор- 
строк матрицы Г. Применив неравенство Коши — Буняковского, 
будем иметь 

| u; (x) —u$ (x) |< 

< (о (y) > 0,9 (y) w)) ds, | [РЗ (x, y) |? ds, + 
ГА 5 5 

+55 у | G (y) — х @,¢3” «| ay | [ГУ (z, y) P dsy, 
$ s=1 

откуда, в силу установленной выше сходимости в среднем, сле- 
дует доказываемое свойство. Окончательно имеем 

и (2) = x lim У 9 (у) T(z, y)dsy,— AF (2), теВ. (4.24) 
og #1 

Опишем работу универсальной программы ') решения задачи 
(4.1), (4.2) с помощью первого метода и метода коллокации. 
Для решения задачи этим способом составлена программа на 
языке Фортран IV для ЕС ЭВМ, которая включена в дисковую 
операционную систему. 

Программа оформлена в виде основной программы и подпро- 
грамм. Основная программа выполняет роль управляющей про- 
граммы и управляет прохождением всей задачи. Подпрограмма 
МЕ формирует матрицу и решает систему линейных алгебраиче- 
ских уравнений, т. е. находит коэффициенты a;. Подпрограмма 
RESUL считает и выдает результаты на границе Г или в любой 

точке области Bi. 
Результаты работы программы выводятся в виде таблиц. 
Шапка таблицы имеет вид: 

zi x2 я v2 n | m 

!) Созданной сотрудником ВЦ AH ГССР Д. Гогиашвили.
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21 и 12 — абсцисса и ордината точек, в которых ищется реше- 
ние, vi и v2 — составляющие вектора перемещения, а 71 и T2— 
составляющие вектора напряжения. 

В виде подтабличных данных печатаются также 
квадратическое отклонение и максимальное отклонение прибли- 
женных решений от точных на границе Г. 

сроднее 

Таблица 4.1 

Е S ., i Расстояние между границей и внешним контуром (в Cm) 

Qe хо 

| ene 
Bee BEE 1 5 10 20 30 50 100 
SES) мер 

9. 0,04345 | 0,03924 | 0,01159 | 0,00018 | 0,00006 | 0,00040 | 0,00008 
on 0,17782 | 0,03434 | 0,01098 | 0,00018 | 0,00007 | 0,00008 | 0,00009 

16 1S, max} 0.24785 | 0,16568 | 0,03625 | 0.00079 | 0,00024 | 0,00044 | 0,00054 

тах 0.69345 | 0,15224 | 0,03973 | 0,00074 | 0,00025 | 0,00026 | 0,00043 

91 0,73984 | 0,00395 | 0,03317 | 0,00004 | 0,00008 | 0.00040 | 0,00039 
28 6 0,76678 | 0,00391 | 0,03388 | 0,00003 | 0,00019 | 0,00015 | 0,00035 

пах 2.65852 | 0,02657 | 0,26057 | 0,00008 | 0,00034 | 0,00041 | 0,00192 

Somax 426924 | 0,02274 | 0,27853 | 0,00044 | 0,00062 | 0,00078 | 0,00147 

oF 7,26084 0,00008 | 0,00099 | 0,00086 | 0,09042 | 0,00046 | 0,00008 
52 5 7,35937 | 0,00007 | 0,00403 | 0,00446 | 0,00043 | 0,00044 | 0,00007 

О пах 35,75543 | 0,00094 | 0,00304 | 0,00270 | 0,00027 | 0,00063 | 0,00043 

О отпах 47,55747 | 0,00060 | 0,00353 | 0,00325 | 0,00035 | 0,00069 | 0,00036 

91 18,54243 | 0.00048 | 0,00047 | 0,00130 | 0,00008 | 0,00034 | 0,00045 
79 6 23.73896 | 0,00044 | 0,00020 | 0,00447 | 0,00058 | 0,00043 | 0,00019 

О пах 94,10254 | 0,00072 | 0,00081 | 0,00343 | 0,00026 | 0,00161 | 0,00066 

О пах 99,98722 | 0.00052 | 0,00074 | 0,00315 | 0,00134 | 0,00497 | 0,00068 

Кроме того, при необходимости перед выдачей результатов 
могут быть напечатаны: количество точек коллокации, координа- 
ты точек коллокации, координаты точек внешнего контура, зна- 
чения граничных условий в точках коллокации, элементы полу- 

ченной матрицы, ранг матрицы и решение системы линейных ал- 

гебраических уравнений. Описанный метод решения опробован 
на следующих примерах. 

Пример 1. Область @ — квадрат со стороной 12 cm, A= 

= 500000 кг/см?, в = 800 000 кг/см*, 

Bi1 = Bio = Boi = Boo = 0, 11= 4, Og = O21 = 0, 

[и | дв — Liul вс — Пи|сь — Lula = 0, IoU| лв = 1, 

ри | вс — Toul va = 0, lott\ ep = — 1, 

122 = 1, 

Результаты численных экспериментов приведены в табл. 4.1. 

21 М. А. Алексидзе
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5; и 62 — средние квадратичные отклонения приближенных 
решений от точных на границе. 

01 шах И бошах — Максимальные отклонения от точных гранич- 
ных условий на границе. 

Характеристики погрешности (максимальные и среднеквадра- 
тичные отклонения) вычислены в пяти точках между двумя по- 
следовательными точками коллокации. 

Нример 2. Область С — прямоугольник со сторонами 6 и 
12 см, A = 500000 кг/см?, и = 800000 кг/см?. 

Граничные условия те же, что и в примере 1. Результаты 
численных экспериментов приведены в табл. 4.2. 

Таблица 4.2 

gk = _ Расстояние между границей Г и внешним контуром (в см) 
oo ров 

$38 BRS | 5 10 20 30 50 100 
ах © & 

91 0.06068 | 0.02051 | 0,00518 | 0,00027 | 0.00002 | 0,00004 0,00072 
95 0,17285 | 0,01965 | 0,00618 | 0,00027 | 0,00001 | 0,00002 | 0,00141 

16 тах 0,25952 | 0,12017 | 0,02591 | 0,00129 | 0,00006 | 0,00005 | 0,00270 

Somax 0,66415 | 0,10929 | 0,03858 | 0,00152 | 0,00006 | 0,00006 | 0,00827 

9. 0,10291 | 0,00350 0.00040 0,00043 | 0.00093 | 0,00006 | 0.00004 
og |6 0,11773 | 0,00327 | 0,00009 | 0,00004 | 0,00004 |0,00002 | 0.00004 

0 max 0,64234 | 0,02907 | 0,00042 | 0,00051 | 0.00040 10,00047 | 0,00020 

О отах 0,65357 | 0,02305 | 0,00053 | 0,00049 | 0,00044 |0,00016 | 0,00018 

5, 0,02868 | 0,00024 | 0,00005 | 0,00025 | 0,00006 | 0,00006 | 0,00044 
52 92 0,03202 | 0,00046 | 0,00004 | 0,00017 | 0,00006 | 0,00007 | 0,00011 

0 ymax 0,17914 | 0,00089 | 0,00014 | 0,00077 | 0,00027 | 0,00026 | 0,00076 

О пах 0,21012 | 0,00102 | 0,00015 | 0,00047 | 0,00026 | 0,00047 | 0,00063 

Характеристики погрешностей вычислены в четырех точках 
между двумя последовательными точками коллокации. 

В заключение этого параграфа приведем приближенное реше- 
ние граничной задачи для изотропного упругого круга, когда на 
границе задан вектор смещения. Этот пример рассчитан на ма- 
шине M-220. 

Пусть в точках у окружности Г заданы значения составляю- 
щих смещений f(y) 

и, (у) = — 1 -- 4у1 + булу, = Л (у), 
из (у) = 2 — 21+ 2, = № (У. 

Считая радиус равным единице и обозначая через (р, ф) поляр- 

(4.22)
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ные координаты точек у, можно написать: 

и! (1, $) = 1-2 с03 2y+ 3 эт 24 =f; ($), 
| (4.23) 

и2 (1, $) = 1 — соз 2 + sin 2 = р (4). 

Ищется регулярное внутри круга решение двумерных уравне- 
ний статической теории упругости, которое удовлетворяет гра- 
ничным условиям (4.23). Точное решение этой задачи имеет вид 

_ 2 (2^-— 3) _ (Зи — Л) 12 5А- 9 2\2 | Pulp 
Uy (x) = A+ 3p A+ 3y (7) аз) 7 62x", 

OA +7 OA +7 uy (2) = а — Ae (w+ дала 
(4.24) 

ora 

Найдем приближенное решение и сравним его с точным. 
Пусть A = 2, ц = 1; тогда формулы (4.24) принимают вид 

u,(x) = 2,8 + 0,2(1')? — 3,8 (22)? 6127, 
4.25) 

из (х) =3,4 — 3,4(x')? — 1,4 (12)? 217. 

Приближенное решение находится из системы функциональных 
уравнений (4.7), (4.8), которые теперь принимают вид 

пла $) а — | Горе, reG, (4.26) 

= =. rey y учр (и) dsy —=- т (т, y) $ (у) dsy, x С. (4.27) г Г 

Подставляя в (4.27) вместо граничной функции \ф(у) значения 
ACh) и ($) из (4.23), найдем 

од = | Г(2,) $0) 4» ree, 
5 

где ри р — полярные координаты, 

<; (0, $) = 

_ [^^ + 3) cos 2% +(3A-+5p) sin 2p + 5 лы (0—1) азам 

20° (4 + 3p) 2(A-F 2p) о 
(4.28) 

©» (0, $) = — | ecient nds Аи ранее | 

20” (4, + 2u) 2 (0 -F2p) of 

и функциональное уравнение для определения p(y) может быть 

21*
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записано в виде системы 

[Го (x, у) $ (y) + TS (a, y) ~ (y)] dy = ло, (2, 1), 
у (4.29) 
2 

J [EO (x, у)? (у) + T(x, y) B® (y)] dp = ло, (2, f). 

Для приближенного решения этой системы используем формулу 
Гаусса с 12 ординатами. Соответствующие значения коэффициен- 
тов и узлов равны 

cl) — 202) — 0,9815606, AG? = АЙ? = 0,471753, 

a — 502) — 0,9041172, Af”? — Aon = 0,1069393, 

ao 22) — 0,7699027, А? = AG?) — 0,1600783, 

— 72) — 70 — 0,5873179, AG? — Af? — 0,2031674, 

— 42) — 0 = 0,3678315, 442) — AM” — 0,2334925, 

— 2012) — 09 — 0,1252334, Ail?) — АЙ? — 0,2491471. 

a ‚© 29) получаем 

> 4 [Fe (x, yi) P (ys) + TY (2, ys) p™ (ys)] = ло (т, f), 
i= 

(4.30) 

by AY? [TY (a, yi) BO (ys) + TP? (a уз) $ (ys)] = ло» (2 f), 
9 С. 

Вспомогательные точки х»ь(рь, №) (Ё=1,.... 12) возьмем на 
концентрической окружности с радиусом 6 так, чтобы точка т, 
лежала на радиусе, проходящем через точку Yi; при этом полу- 
чается система линейных алгебраических уравнений 

У AS [ТФ (ть, ys) P™ (ys) + Г (ans ys) ф (yi)] = ло, (ть, 7), 
i=1 

> Ast [ГО (ans ys) p™ (ys) + TY? (re, ya) $ (у:)] = по (ль, /) 

(4.31) 

Значения коэффициентов этой системы и ее правые части 
находятся при помощи выбранных коэффициентов и узлов из 
выражения для элементов матрицы Г(х, у) и по форму- 
лам (4.28).
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4 (yy = —3,2898639, 

|‘ (уг) = —4,8003739, 

p (уз) = —4,7148752, 

p(ys)=  0,0943634, 

~ (уз) =  5,1369436, 
|‘ (ys)=  1,13883609, 

p (yz) = —5,0928226, 

p (ys) = —1,35945724, 
Py) = 4,6837652, 

Решая систему (4.31), находим 

(2 (yi)=  0,3048392, 

ap (yo) = —0,1237495, 
p?) (уз) = —0,7438623, 

p? (ys) = — 0,7585132, 
~?(ys)=  0,3207645, 
p? (ys) = 0,8489420, 

sp’) (y7) = —0,2840868, 

$2 (ys) = —0,86040278, 
bp? (yo) = 0,07592343, 
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»” (ую)= 4,0164068, p?(yio)= 0,84364352, 

pO (у!) = 0,18625221, wp? (yi1)= 0,7829098, 

~ (yi2)= 2,2725934, p(y) = 0,4897975. 

Эти значения 1ф(у;) можно получить в данном случае и He 
решая систему (4.31). Используя равенство |(Ги);: = 24, где Т — 
оператор напряжения, и — вектор смещения, строим вектор на- 
пряжения Ги(х) при p=1, имея поле смещений (4.25). Вычис- 
лив для этого компоненты тензора напряжения 

ти = Е [(2^, Зы) xt (7% + Op) =}, 
4 

Та = in [(u — A) et — (20 + 3p) 21, 

4 
Teo = an [(4 + Зи) 2! + (A — p) 22], 

находим 

Ти (у) = ar [(24 + 3p) cos 2p + (3A + 5p) sin 2p] = 2p (и), 

Pau (y) = зи ЦВ — ^) cos 2p + Asin 24] = 2H (у) 
Подставив сюда значения узлов ИУ», совпадающие с узлами Гаус- 
ca, находим значения )(y:) и 2) (у;), совпадающие с выпи- 
санными выше до четырех десятичных знаков. _ 

Остается подставить найденные значения yp! (y:) и pw? (ys) 
в (4.7), и тогда приближенные значения u(x) в произвольной 
точке внутри круга будут определяться равенством 

12 

и (2) = =- DAM Ta и) (уд — © (1,1), ceB. (4.32) 
7—1
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В табл. 4.3 для трех различных точек внутри круга даны: 
а) приближенные значения компонент вектора и, вычисленные 
по формуле (4.32); 6) точные значения тех же величин, вычис- 
ленные по формуле (4.25); в) модули отклонений приближен- 
ных значений от точных. 

Некоторое снижение точности приближения по сравнению с 
решениями задач, рассмотренных в предыдущем случае, следует 

Таблица 4.3 

Координаты Приближенные |Точные значения |Модули погреш- 

ф токи значения Uy ии, и ии, ности 

СО (2) (0; 1,4) 2 763 2.762 0,004 

pl?) (2) (0; 0,1) 3,385 3,386 0,004 
yp (2) (0,5; 0,5) 3,450 3,40 0,050 

p) (x) (0,5; 0,5) 2.730 2.70 0,030 

p (2) (0,5; 0) 2.854 2.850 0,004 

sp) (x) (0,5; 0) 2.549 2.550 0,001 

отнести за счет того, что здесь ограничились формулой Гаусса 
с меныним числом ординат; кроме того, сама задача в данном 
случае с вычислительной точки зрения значительно сложнее про- 
стой задачи Дирихле, и в связи с этим естественно возрастает 
влияние разного рода погрешностей. Однако достигнутая здесь 
уже для 12 ординат точность должна быть признана вполне 
удовлетворительной, по крайней мере с точки зрения прикладной 
теории упругости. 

$ 4.3. Постановка граничных задач для систем 
уравнений пространственной статической 

теории упругости 

Рассмотрим однородные уравнения статики упругого тела в 
компонентах смещения: 

д (Ав) + pAw, = 0, 

(А+ в + иди, = 0, (4.33) 
90 (Ав) = + pAus = 0, 
x 

где (м1, U2, из) — компоненты вектора смещения и, А — оператор
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д2 a д? 
ао + т + (525) Л и и — постоянные Ламе, Лапласа: А = 

Пусть в трехмерной многосвязной области С (которая может 
содержать бесконечно удаленную точку) ищется регулярное ре- 
шение системы уравнений (4.33), удовлетворяющее на границе 
Г области С соотношениям 

3 

(lu); = 2 (ij0n, + Вам: ) = fj, j= 1, 2,3, (4.34) 

где oj, Bi, f; (i, ] =1, 2, 3) — известные функции точки уе Г, 
, (=1,2, 3) — компоненты вектора напряжения, 

_> (oi; cos(n, 47), 
j=1 

du, 
Ox 

оу = O71 = dx) ax |’ 7 

cos(n, x’) (]=1, 2, 3) — направляющие косинусы внешней нор- 
мали к поверхности Г в точке уе Г. В развернутом виде ком- 
поненты напряжения на поверхности Г принимают ВИД 

Oni =|(). + 2) cos (п, a) + UL cos (п, 2) 5 + и с0$ (п, 23) в ш+ 

-++] Acos(7, gy 4 ucos(n, x?)— 9 | зао, 21) 5+ 4с05(п, т ма 
x" xt Ox 

Опа = ГА cos (п, 2) + ц с0$ (п, 27) = и -- 

+ [А + 2) cos (п, a 5 + в 0$ (п, x у + cos (п, 23) 3 Uy + 
дх3 

+ |? cos (п, x2) + uwcos(n, #3) | Us, 
Ox Ox 

д 
Ons = [А cos (п, 13) = + cos (п, =] ил + 

д д 
+ | cos (п, 23) 33 + в с03$ (п, 2) из + 

д д д + (А+ 2p) eos (m, 28) из + preos(n, 21) = + pcos (п, 2°) sal и
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Задача (4.33), (4.34) охватывает следующие классические 
граничные задачи теории упругости. 

I. Первая основная внутренняя и внешняя граничные задачи 
[115] — ищется упругое равновесие тела, если заданы внешние 
напряжения, действующие на поверхность тела (в [86] эти за- 
дачи названы вторыми основными граничными задачами). Для 
этого случая В, =0, a;=—5; (5, — символ Кронекера). 

П. Вторая основная внутренняя и внешняя граничные зада- 
чи — ищется упругое равновесие тела, если заданы смещения 
точек его поверхности. Для этого случая ai=O0, В; = 84. 

ПТ. Основная смешанная внутренняя и внешняя граничные 
задачи [115] — ищется упругое равновесие тела, когда на одной 
части Г") поверхности заданы смещения, на остальной — Г“ — 
внешние напряжения. Для этого случая 

0 при yer”, 

вау) — 6;; при ye I, 

6; при ye Г“, 

Bis (у) — 0 при yer. 

Нетрудно получить из граничного условия (4.34) условия 
других граничных задач (задач ПТ—У в [86]). 

В следующем параграфе будут приведены результаты числен- 
ных экспериментов, проведенных на машине М-220 с помощью 
универсальной программы [136], основанной на первом методе 
решения граничных задач. Как было показано в гл. I, и первый, 
и второй методы решения граничных задач основываются на 
полноте определенным образом построенной системы фундамен- 
тальных решений. 

В этом параграфе будут доказаны линейная независимость и 
полнота систем фундаментальных решений. Изложение следует 
работе [87]. 

Пусть {2,},—-1 — счетная совокупность точек вспомогательной 
поверхности I}, распределенная на ней всюду плотно, и С’ — 
область, ограниченная поверхностью Г. Пусть задана система 
фундаментальных решений систем уравнений пространственной 
статической теории упругости (см. $ 2.16): 

Н:(2ь, и), i=1, 2,3; A=1,..., М, (4.35) 

где М — произвольное конечное число, а составляющие Н; (2, И) 
вектора H;(Z,, у) определяются из формул (2.8). Докажем, что 
эта система линейно независима в пространстве А2(Г). Допустим 
обратное, т. е. 

3 М 

v(y) = 2 >>) Cin Hi (Zn, y) = 0, ye", (4.36)
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где с» не равны одновременно нулю. Рассмотрим вектор VU (Zz), 
получающийся из v(y) заменой уеГ на хе С. По определению 
фундаментального решения v(x) является регулярным решени- 
ем системы (4.33), и по теореме единственности граничной за- 
дачи (4.33), (4.34) при ay=0, В,=06, из (4.36) получаем, что 
v(x) = О в С. Из аналитичности u(r) в С’ следует, что (1) =0 
BG’ или, для ‚составляющих вектора U(z), 

SS callus (а eh=0, j=1,2,3, xeG’. (4.37) 
i=1k=1 

Пусть коэффициент ст (1<:<3; {<k<N) отличен от нуля. 
ii 

Тогда, устремляя точку © к 2; так, чтобы х =2ь, из (4.37) по- 
лучаем равенство 

C H;;; 

г =, , т) -> У ik ij: 

i=1 k=1 
hk 

Но левая часть последнего равенства неограниченно возрастает 
по модулю при 1->2;, в то время как правая часть остается ог- 

раниченной. Это возможно лишь при условии cz = 0, что проти- 

воречит допущению. 
Докажем, что система векторов (4.35) полна в Г2(Г). Тре- 

буется доказать, что из ‘условий 

{^(и)Н: (2ь, y)dsy=0, i=1,2,8, &=42,... 
Г 

где Л(у)е Lo(C)— произвольный элемент пространства [2(Г), 
вытекает равенство A(y)=O почти всюду на Г. Действительно, 
в силу последних равенств потенциал простого слоя 

(2) = | A(y) H(z. y) dsy 

равен нулю на вспомогательном контуре I}. В области E3\G’ 
(Ез — трехмерное пространство) и(2) есть регулярное решение 
однородной граничной задачи пространственной теории упругости 
(4.33), (4.34) при р=0 (1 =1, 2, 3) и по теореме единствен- 
ности 0(2)=0 при 5 = Ёз\С’. Отсюда вследствие аналитичности 
имеем и(2)=0, д=+Ёз\С и, следовательно, Го = 0, где Т — опе- 
ратор напряжения. Но тогда на Г получаем интегральное урав- 
нение 

A(z) —| TH(z, y)A(y)dsy=0, ze, 
Г 

и в силу теоремы вложения всякое его решение класса [2(Г) 
есть элемент класса G?*(S). Ввиду непрерывности потенциала
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простого слоя с плотностью из класса G*(S) получаем, что 
(2) — решение однородной граничной задачи в области G, и по 
теореме единственности #(х)=0 при хеЕЗС. Поэтому плотность 
простого слоя A(y) равна нулю, что и требовалось доказать. 

Рассмотрим систему функций, используемых при решении 
граничных задач © краевыми условиями, содержащими только 
напряжения. Докажем, что система вектор-функций 

{lH; (Zn, у ), ©; (y) = =1) j= 1, ar 6; Г — 1, 2, 3, (4.38) 

где оператор граничных условий [ совпадает с оператором на- 
пряжения Г, а Q;(y)— липейно независимые векторы жесткого 
смещения, линейно независима на поверхности Г. Допустим об- 
ратное, т. е. 

6 

У > Cinl Ai (2ь, У) + 2 cjQ; (У) = 0, у=Г, (4.39) a, = 

где с, Cj — произвольные постоянные и М — произвольное нату- 
ральное число. Учитывая (4.38), получаем, что вектор-функция 

3 N 

Vv (x) = > » cipH; (2ь, x); rEG (4.40) 
i=1h=1 

удовлетворяет граничной задаче (4.33), (4.34) при ay= dy, 
Bij => 0 И 

6 ° 

Tv |p = fi = — a ск, (У), (4.41) 

где ©; (у) — j-a составляющая вектор-функции Q(y). Но в силу 
необходимых и достаточных ‘условий разрешимости рассматри- 
ваемой граничной задачи имеем 

0= | Tv, (у) dsy = — Хо (% (ys 9,9) 8 = be ay. (4.42) 
Г =1 

Матрица полученной системы линейных алгебраических уравне- 
ний относительно коэффициентов с» неособенная, так как она 
является матрицей Грама линейно независимой системы 

{Q, (уу 1. Следовательно, однородная система (4.42) имеет 
только тривиальное решение с„=0 (Ё=1, ..., 6). Таким об- 
разом, получаем, что V(x) является решением однородной гра- 
ничной задачи пространственной теории упругости с заданными 
(нулевыми) напряжениями на границе, и, следовательно, V(x) — 
вектор жесткого смещения: 

v(x) = > У cinll (а 2) = 2175 (2) (4.43) 
i=1 k=1 

где с; — определенные постоянные. Дальнейшее доказательство
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линейной независимости системы (4.38) совпадает с доказатель- 
ством линейной независимости системы (4.35). Действительно, 
если устремить точку х определенным образом K 2», то одно из 
слагаемых в Двойной сумме в средней части (4.43) устремится 
к бесконечности, а все остальные и вся правая часть останутся 
ограниченными. Полученное противоречие доказывает линейную 
независимость. 

Докажем также, что система (4.38) является полной в [2(Г), 
т. е. что из условий 

1, (У) ТНК2ь, у) 4 =0, k= 1, 2,3, 
я (4.44) 
{ A(y) Q5(y) dsy =0, — i=1,2,3; j=1,...,6; 
Г 

вытекает равенство нулю почти всюду произвольного элемента 
A(y) пространства Р2(Г). В силу условий (4.44) и всюду плот- 
°ного расположения точек 2, на вспомогательном контуре Г! по- 
тенциал двойного слоя 

v(2) = | №(у) TH (а, у) ds? 
Г 

равен нулю при Е Г,. Отсюда в силу соответствующих теорем 
единственности получаем 

(2) =0, 2=£F3\G’ 

и, следовательно (см. доказательство полноты системы H;(z,, y)), 

| v(z)=0, з=Ез\С. 

Эти условия достаточны для того, чтобы вектор напряжения на 
Г, соответствующий вектору смещения и, равнялся нулю: 

Гог =0, 

и чтобы u(x) (хе С) был вектором жесткого смещения: 
6 - 

v(x) = > rr (2), 
k=1 

где В, — определенные числа. Составляя разность предельных 
значений изнутри и извне для функции V и учитывая представ- 
ление и, получаем 

1, (у) = —5 УХ Во, (у). (4.45) 
k=1 

Но в силу условий (4.44) имеем 

0= [209% = + Ув), Ww), Fate. 6 
Г h=1
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ИЛИ 

2 Ba (52 (у), 25 (y)) = 0, j=1,..., 6. 

Следовательно, В, =O (Ё=1, ..., 6), что со своей стороны 
с учетом (4.45) обеспечивает равенство Л (у)= 0 почти для всех 
yer. 

$ 4.4, Алгоритм решения пространственных задач 
и результаты численных экспериментов 

В настоящем параграфе приводятся результаты численных 
экспериментов по решению граничных задач первым методом. 
Они получены с помощью универсальной программы [136], со- 
ставленной для машины M-220. Решение граничной задачи 
(4.33), (4.34) представляется в виде ряда 

3 N 

и= > >) ainlli (zp, 2), 
. i=1k=1 

где коэффициенты разложения Ay находятся путем решения ли- 
нейной системы 

3 М 

= a in (LH: (2ь, У) LA; (Ze у] = If, LH; (23, y)], (4.46) 

j=1, 2,3, s=1,..., №; 

скалярное произведение [f, m] двух векторов }=(}р, р, fs) и 
ф = (ф1, Po, Фз) вычисляется по формуле 

3 М, 
Lf P= © МФУ, 

1=11=1 

у: — точки на поверхности Г, М, — их число (№! = М). 
Такая замена скалярного произведения функционального про- 

странства Lo(I) скалярным произведением векторного простран- 
ства существенно уменьшает машинное время и облегчает авто- 
матизацию решения. 

Отметим, что кроме перечисленных в предыдущем параграфе 
граничных задач теории ‘упругости созданная универсальная 
программа решает некоторые граничные задачи теории гармони- 
ческих функций, которые находят применение при решении мно- 
гих задач механики. Действительно, при и = —/ =1 уравнения 
(4.33) принимают вид 

Аи! => 0, Aug = 0, Аиз — 0. (4.47) 

Подставляя в граничные условия (4.34) значения a,j =0, Bj = 
= 6;,, получаем для каждой функции и; граничные условия Ди- 
рихле 

Wlr=fi, Uelr=fe, игр. (4.48)



8 4.4. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЗАДАЧ 333 

Покажем, что вычислительная схема первого способа реше- 
ния граничных задач и система функций (4.35) дают возмож- 
ность решить одновременно все три граничные задачи Дирихле 
(4.47), (4.48). 

Функции H;(z,, У) при A=—w имеют следующие составля- 
ющие: 

Hy, (Za) у) = т (ан: vy’ На (2ь› у) = ys (Zn y) = 0, 

1 
Ноа (Zn У) = 0, Н оз (Zn) У) = я (2, 9) Н»з (Zn, у) = 0, 

(4.49) 

Hg) (Zh) И) = Hy. (Zn У) = 0, — Нзз(2ь» У) = я (2, 9) 

Следовательно, функции H;(z,, y) и A,(z,, у) ортогональны при 
любых #553 и К. Согласно вычислительной схеме первого спо- 
<оба, для каждой составляющей вектора правой части {=(й, р, 
fs) получаем ряд 

M
e
 

M
2
 

fi —. OinH iy (Zp, у), 
i=1 А=1 

3 М 

fo = У ХаьНыь (Zn. И), 
i=1k=1 

3 М 

фз = a Ointlig (2ь, И), 
1—1 kR=1 

или, учитывая формулы (4.49), 
N 

hi — 2 аль Н 11 (Zp: у), 
=} 

N 

5 = 2 азьН эз (2, И), 

N 
О 

i, = >, азьН зз (Zp, Y)- 
1 

Нетрудно видеть, что решения каждой из граничных задач 
{4.47), (4.48) представляются рядами 

М 

и! (x) = 2 аль На (2p, 2), 

М 
Uy (x) = р азьН ао (Zn; Г),
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N 

из (1) = a азьН зз (Zr, X)s 

где x — любая точка области G. 
Таким образом, с помощью универсальной программы реше- 

ния пространственных граничных задач теории упругости могут 
быть одновременно решены три граничные задачи Дирихле для 
уравнения Лапласа. 

Перейдем к изложению численных экспериментов. Погреш- 
ность реализованного метода для конкретной граничной задачи 
состоит из погрешности нахождения коэффициентов a, (т. е. 
погрешности решения системы (4.46)) и погрешности аппрок- 
симации заданной конкретной граничной функции f конечным 

N 
п 

рядом > ay, Dn. Целью приводимых ниже численных экспери- 
kh=1 

ментов была оценка этих погрешностей для ряда конкретных 3a- 
дач, которые для краткости будем называть погрешностью счета 
и погрешностью аппроксимации соответственно. 

Особое внимание было уделено погрешности счета, так как 
oo 

в гл. [ показано, что система функций {l,}=1, как и всякая 

потенциальная система, не является минимальной для 22 (Г), по- 
скольку при достаточно больших п матрица [lp,, [4;] системы 
(4.46) будет плохо обусловленной. Для оценки погрешности сче- 
та в качестве граничной функции f бралась одна из вектор- 
функций р, (s<n). Ясно, что решением системы (4.46) долж- 
ны быть коэффициенты а =0 (k*s), а, =1. Отклонение от 
этих значений будет давать представление о погрешности счета, 
которая со своей стороны будет обусловлена неточным вычис- 
лением скалярных произведений и неточным решением си- 
стемы (4.46). 

Для получения оценок погрешности счета были решены сле- 
дующие задачи. 

1. С является единичным кубом. Вспомогательные точки, оп- 
ределяющие функции 1», взяты относительно равномерно Ha по- 
верхности куба со стороной 1,1 (решалась внутренняя задача). 
Количество вспомогательных точек равно 41, т. е. количество 
функций равно 123 (это максимальное число функций для со- 
ставленной универсальной программы; оно лимитировалось па- 
мятью машины М-220М). Оператор / равен тождественному опе- 
ратору, т. е. на границе Г заданы смещения. В качестве гранич- 
ной функции была взята первая функция, 11. 

Количество М, точек у= Г, где заданы граничные значения, 
было равно 602. Решение системы (4.36) в этом случае получи- 
лось следующим: 

а(123) — 0,999999999, | af??? |< 1.6.100, Е=2,3, ..., 123.
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2. Во втором случае все параметры были те же, что и в 
первом; [= ., и, следовательно, в качестве граничной функции 
была взята Tp,;. Решение системы (4.46) в этом случае получи- 
лось следующим: 

2023) — 0,999999999, |а??| < 1,9.10 8, к=2,3, ..., 123. 

3. Третий случай совпадает со вторым, однако вспомогатель- 
ные точки, определяющие функции p,, взяты на поверхности 
куба со стороной 2,2. Решение системы (4.46) получилось сле- 
дующим: 

a? — 1,000000002, |aj??|<4,1-10°, К=2,3, ..., 123. 

4. Четвертый случай совпадает с третьим, с той лишь разни- 
цей, что вспомогательные точки еще болыше удалены от границы 
области С —они взяты на поверхности куба со стороной 4. Pe- 
шение системы (4.46) sane следующим: 

2023) — 1,00000377, |as??|<7,4-10°%, к=2,3, ..., 123. 

Из гл. Г видно, что расположение вспомогательных точек 
существенно сказывается на обусловленности соответствующей 
матрицы Грама. При удалении ux от поверхности Г обусловлен- 
ность матрицы Грама ухудшается. Результаты случаев 2—4 под- 
тверждают это. 

5. Параметры в пятом случае те же, что и во втором, однако 
здесь были взяты всего 18 вспомогательных точек, т. е. 54 функ- 
ции, а в качестве граничных значений взяты функции T ps9. Ре- 
шение системы (4.46), получилось следующим: 

aS» — 0,999999999, |а$^| < 4,014.10", k=1,2,..., 54. 

6. В шестом случае параметры те же, что и во втором, но в 
качестве граничной функции взята 7. Решение системы (4.46) 
получилось следующим: 

2023) — 1,00000000, | ak? |<6,27-10°°, К =1,..., 59, 61,..., 123. 

7. Параметры этого случая таковы: С является двусвязной 
областью — в середине куба со стороной 4 вырезан куб со сто- 
роной 2. Вспомогательные точки взяты как на «внешнем» кубе 
со стороной 5 (37 точек, 111 функций), так и во «внутреннем» 
кубе со стороной 1,5 (4 точки, 12 функций). 

Количество №, точек уеГ, где заданы граничные значения, 
было равно 1204 — на внешней поверхности рассматриваемой 
двусвязной области 602 и столько же на внутренней поверхности. 
В качестве граничной функции была взята функция Ги. Реше- 
ние системы (4.46) получилось следующим: 

a‘) — (0,999999999, | al?|<8,06-10 °, k=2,3,..., 123.
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Следует заметить, что результаты приведенных выше числен- 
ных экспериментов оказались для автора несколько неожидан- 
ными. Они показали довольно хорошую обусловленность матриц 
системы (4.46) при п-< 123. Однако при дальнейшем увеличе- 
нии числа функций следует ожидать увеличения погрешности 
счета. 

Погрешность аппроксимации обусловлена конечностью числа 
п функций 1ф,, так как при п = © доказана полнота соответству- 
ющих систем. Для получения оценок погрешности аппроксима- 
ции рассмотрены следующие случаи. 

8. а является шаром единичного радиуса. Граничные значе- 
ния на сфере Г имеют вид 

fi=273co0s 29, feo=2+3c0s20, fs =—1+3c0s 20, (4.50) 

где 60 — полярный угол. Точное решение граничной задачи 
(4.33), (4.34) имеет вид 

uy = 9 (2°)? — (2')*— (2°)°, 
Ug = 5 (23)? — (11)? — (12)?, (4.54) 

us = 2(x°)? —4[(x')? + (2*)?]?. 
Действительно, общее решение системы дифференциальных урав- 
нений (4.33) в виде однородного полинома второго порядка име- 
ет вид 

Uy = — фея (4a + 45) (WIP + а, (2° + а, (2), 

из = 61 (2 — (dy 633) (2) + 6: (2°), (4.52) р 

из = С1 (x)? с, (2 — (Cy + с2) (23)? ’ aT 

где de, аз, bi, b3, с1, с2 — любые числа. Формулы (4.01) полу- 
чены из (4.52) путем подстановки 

а = = —1, a,=b,=95, ¢ =с, = — 4, крах = 0,25. 

Выражая правые части (4.51) через полярные координаты и 
учитывая, что Г является сферой, получаем граничные условия 
(4.50). 

Вспомогательные точки были взяты на концентрической сфе- 
ре радиуса г= 10, число их было равно 48 (54 функции). 

Количество № точек уеГ было равно 502. Значения со- 
ставляющих приближенного решения (4.46) сравнивались со зна- 
чениями составляющих точного решения на границе Г. Макси- 
мальное обнаруженное отклонение было равно 9. 10-2, что со- 
ставило менее двух процентов от максимального значения 
точного решения. Следует заметить, что внутри области С эти 
отклонения значительно меньше.
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9. Нараметры этого случая Te же, что и в предыдущем, од- 
нако число вспомогательных точек было равно 40 (420 функ- 
ций). Наибольшее отклонение в этом случае ‘было равно 2. 10-?, 
что составляло менее полпроцента от максимального значения 
точного решения. Во внутренних точках области С это отклоне- 
ние было равно в среднем 6- 10-4. 

10. G является единичным кубом с центром в начале коор- 
динат; граничные значения в этом случае имеют следующий вид: 
при 1? = 0,5 функция f имеет составляющие 0, cos mz! cos лад3, 0; 
при 1?=—0,5 эти составляющие равны 0, -—с03 пд! cosnz’, 0; 
на других сторонах вектор правых частей равен нулю. Оператор [ 
равен оператору напряжения Т. (Эта задача известна под назва- 
нием задачи М. М. Филоненко — Бородича.) Вспомогательные 
точки брались на поверхности куба со стороной 1,4. 

Число этих точек было равно 22 (66 функций). В отличие от 
предыдущего елучая, точное решение рассматриваемой за- 
дачи неизвестно. Поэтому проверялось выполнение граничных 
условий. 

Наибольшее отклонение составляющих приближенного и точ- 
ного решения достигало 9: 10-2, что составляет девять процен- 
тов от максимального напряжения на границе, хотя следует от- 
метить, что составляющие вектора напряжения для приближен- 
ного решения достигали значения 8. 10-2? там, где они должны 
были равняться нулю. 

11. Параметры в этом случае те же, что и в предыдущем, 
однако число вспомогательных точек равно 38 (114 функций); 
наибольшее отклонение составляющих приближенного и точного 
решения достигало 4,5 - 10-2. 

Более подробно результаты этих экспериментов приведены 
в [136]. 

Рассмотрим трехмерную граничную задачу теории упругости 
при неоднородных дифференциальных уравнениях, для решения 
которой воспользуемся приемом, описанным в $ 1.11. 

Пусть однородная упругая полусфера лежит на абсолютно 
жестком основании. Требуется вычислить напряженное состоя- 
ние полусферы, вызванное объемной силой тяжести, если сфери- 
ческая поверхность свободна от напряжения. Сформулированная 
задача механики сводится к следующей граничной задаче. Ищет- 
ся решение неоднородных уравнений статики упругого тела 

(А+ и) + ыы, = 0, 
дх 

09 — 0 (4.53) 
(A + р) 8 + pAu, = 0, 

д 

(A + Ws + pAus = 80 

22 М. А. Алексидзе
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в области С, с краевыми условиями 

Oni == Фи В = 0, Ong = Уп s, = 0, Ong = 2n ls, = 0, 

Uy В = 0, Us s, = 0, Us Is, — 0, 

где 5, — сферическая поверхность полусферы, а 52 — экватори- 
альное сечение, & = 9,8 м/сек? — ускорение силы тяжести, 9 — 
плотпость, равпая 103 кг/м3 = г/смз, A, и — коэффициенты Ламе, 
которые вычислялись из известных соотношений с помощью мо- 
дуля Е = 108 кг/см? и коэффициента Пуассона с = 0,3. Радиус 
полусферы был равным 1 м. 

Так как описанный в монографии алгоритм решает гранич- 
ную задачу для однородных уравнений статики упругого тела, 
найдем частное решение и(т1, Ve, из) приведенных выше неод- 
нородных уравнений, а решение и(и1, U2, из) рассматриваемой 
граничной задачи представим в виде суммы 

и(и1, из, из) = и(рь, V2, V3) + ®(®ь, 2, ws), (4.55) 

где для функции © получаем граничную задачу 

90, 
(A + ит НА®, = 0, 

00 
Аи + pho, = 0, (4.56) 

00 
(A + н) — 3 + uAw, = 0, 

(©) (5) 
д = — WL @ — ——_ п 15: n |5}? 1 | Vy |5 

(@) ($) = 
Yn $1 — Уп Is? Wo В = — Vo |5) (4.97) 

(0) (5) 
п |5 n | 3 Is, 03 [s,» 

3 де \ i © © ., 
тде & = >, —, tO, у, a? — напряжения на сферической 

i=1 

поверхности S$), полученные для вектора перемещений w. В ка- 
честве частного решения UV(V1, Ve, V3) можно взять один из сле- 
дующих векторов: 

— — A 1,3 

7 ав 7877, 
г. = 0, (4.58) 

СОЛИ 3\2 A 1\2 
Y= aay У + gra Fw Pele 
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или же 

n= — ae ER Pere 

Ye = Ey 082729, (4.59) 

= 7 Е 65 (+ 165 И ие + (#1 
Формулы (4.59) имеют определенные удобства перед форму- 

лами (4.58) с точки зрения подготовки исходной информации, 
и поэтому окончательно в качестве вектора и(и1, Ve, U3) в фор- 
муле (4.55) взят вектор с составляющими, определенными из 
формулы (4.59). Тогда нетрудно видеть, что 

(vt) _ _ Арх (5) Aerie (vy) __ 2)2 
“ ав’ 9” aru м pa(ey (1.00 

а на границе So перемещения равны 

| Neg о 
V1 |5 = Vv, ls, =0, Dg | — 466 ( 77 р) [(z")? + (2*)?]. (4.61) 

Подставляя значения (4.60) — (4.61) в граничные условия (4.07), 
получаем ту конкретную задачу, которую можно решать с по- 
мощью описанного алгоритма. 

Вспомогательные точки М, (k=1, ..., 29) были взяты на 
конфокальной сферической поверхности радиуса 4 (21 точка) 
и на плоскости 13 =—2 (8 точек). 

Наибольший интерес в рассматриваемой граничной задаче 
представляют напряжения на поверхности So. Они приводятся в 

Таблица 4.4 

х Хх Xz Vy zz x хх Xz “Vy zz 

0,1 | 94,7 0 94,7 —721,3 | 0,6 | 77,0 | 28,9 | 92,4 | —684,4 
0,2 | 94,1 6,3 94,6 —719,9 | 0,7 | 68,8 | 33,2 | 91,5 | —668,1 
0,3 | 92,0 12,5 94,2 —715,5 || 0,8 | 58,8 | 36,5 | 91,5 | —648,7 
0,4 | 88,5 | 18,4 93,6 | —708,1 | 0,9 | 46,6 | 38,6 | 92,5 | —626,3 
0,5 | 83,5 | 23,9 92,8 | —697,7 1 1 31,9 | 39,3 | 94,9 | —600,0 

табл. 4.4. В первом столбце таблицы дается координата х' той 
точки поверхности So, где вычисляются напряжения. Две другие 
координаты x? u 23 для всех точек равны нулю. В таблице даны 
величины Xx, Tz, Yy И Zz. Значения т, и у, во всех девяти точках 
с точностью 10-3 равны нулю.
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2. Annotation. The present book is the third edition of the first monogra- 
phic publication dealing with the approximate method of boundary value prob- 
lem solutions with reliance based on fundamental solutions. The first edition 
was published in 1978 (Main Editorial Board for Literature on Physics and 
Mathematics) under the title «Solution of Boundary Value Problems by Means 
of Expansion into Non-Orthogonal Functions». The second edition appeared in 
1989 (Publishing House of the Tbilisi State University) «Fundamental Functi- 
ons of Mathematical Physics Equations in Approximate Solutions of Boundary 
Value Problems». 

3. Contents. 
Chapter 1, Boundary value problem solution by means of expansion into 

non-ortogenal functions. 
Chapter 2. Fundamental and integrated fundamental solutions of some 

differential equations. 
Chapter 3. Boundary value problems for Laplace equation. 
Chapter 4. Boundary value problems of static elasticily theory. 
The first chapter gives a general account of the methods of the approxi- 

mate solution of boundary value problems with reliance placed on expansion 
into non-orthogonal functions and fundamental solutions and studies the dif- 
ficulties of numerical realization of the approximation method. 

The second chapter contains fundamental solutions of almost all the clas- 
sic linear equations of mathematical physics permitting evident analytical 
description. 

The third chapter is given to boundary value problems for Laplace plane 
and spatial equations which in scientific literature have always been regar- 
ded as model problems of mathematical physics. Therefore the author places 
special emphasis on such problems. 

The fourth chapter sets up approximate methods of solution of boundary 
walue problems of static elasticity theory.
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