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УДК 511,0

Эта книrа посвящена одному из основ-

ных понятий математики........ ПОнятию дей"
ствительноrо числа. Ученики старших клас..
сов (именно на них она в первую очередь
и рассчитана) узнают из нее некоторые
свойства чисел, о которых они раньше и
не подозревали, и познакомятся с доказа-
тельствами теорем, принимаемых в школь..
ном курсе алrебры на веру. ,

Изложение очень' простое" и живое.

Оно сопровождается рядом ВОПрОС08 и

задач, облеrчающих активное усвоение

материала.

Автор книrи ........ известный американ-.
ский специалист по теории чисел.

Редакция литературы

по MaтeMaтuttecKUM наук а.м.
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От редактора

Эта. книrа рассчитана в первую очер дЬна уча-

щихся старших классов средней школы; ее можно

также рекомендовать всем любителям математики,

заинтересованным в уточнении понятия «число», И

. особенно тем читателям, которые' призваны
......... в на-

стоящем или будущем уд<?влет:ворять математиче-

скую любознательность школьников старшеклассни-

ков: учителям средних школ и студентам педаrоrи-
I

ческих институтов.

Больши ствоначинающих математиков стремятся
\

rлзвным образом к  KOHKpeTHЫMзнаниям; их интере-
,

сую'т новые теоремы, неизвестные им ранее задачи,

неожиданные математические факты.' Но есть с'реди

наших школьников и люди друrоrо склада, интерес

которых к математике направлен, так сказать, не

вширь, а вrлубь: их не удовлетворяют те знания, ко-

торыми они как будто уже владеют, им хочется полу-

чить точные ответы на принципиальные вопросы, ко"

торые курс средней ш}(олы тщательно обходит. Что

такое число, линия, функция? Какие бывают числа,

линии, функции? Какие свойства числа, линии, функ-

ции ДО.Т1жны доказываться, а какие входят в опреде-

ления этих объектов? Для этой песледней каrеrории

учащихся и написана jjаСТQя!Цая книrа,
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Основным предметом изуче ия здесь является

ч и с л о. Понятие числа является не только одним из

самых важных в математике, но и одним из самых

сложных; можно без всякоrо преувеличения сказать,

что вся математика и арифметика} и алrебра, и

rеометрия, и анализ уже содержится, как в зарu 

дыше, в связанном с понятиеl\1 числа Kpyre проблем.
Разумеется, это маленькая книrа и не претендует на

то, чтобы дать ответ на все возникающие здесь во-

просы ее цель скорее состоит в том, чтобы заста 

БИТЬ читателя задуматься над некоторыми из возни 

кающих в этой связи задач. После смерти замеча 

тельноrо французскоrо l\-Iатематика Анри Пуанкаре
о нем было сказано, что плодом ero деятельности

явилось увеличение а не уменьшение числа He .

решенных вопросов: Пуанкаре больше поставил но-

·

вых, В ero время неразрешимых задач, чем реШИ..:l

тех, которые были постаt3лены до Hero. Точно так же

и прочитавший эту книrу школьник может быть ре-

шит, что теперь он знает математику х у ж е, чем до

чтения этой книrи. Но ведь не задумываться над BO 

просом ЭТО вовсе не то же самое, что знать на

Hero ответ, и нам кажется, что польза от вдумчи-

Boro чтения этой книrи будет очень большой.

В конце, книrи имеется составленный редактором

небольшой список литературы, дополняющей содер-

жание настоящей книrи; надо только иметь в виду,

 TOбольшая ч.?сть указанных в этом списке книr и

статей ыесколько труднее книrи А. Нивена.
.

МIIоrие из ДQКазанных в к'ниrе теорем покажутся
читателю совсем ПРОСТЫМИ, но простота ЭТа часто

является обманчивой. Мы очень рекомендуем читате-

лю не пренебрfrать таКИl'vI хорошим способом caMO 

контроля, Ka решение имеЮIЦИХСЯ в книrе задаТI 
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,Вообще каждую книrу по математике.......... в частности,

и настоящую......... следует читать с карандашом в руке:

на быстрое чтение математичеСl\ая литература не рас-

считана. Последние rлавы этой книrи являются не..

сколько более сложными, чем первые, но за эту слож..
'

ность читатель будет компенсирован теми rлубокими,
иноrда неожиданными результатами, которые содер-

жатся в последних rлавах. Желание увеличить число

полученных в книrе конкретных результатов побудило,

редактора к написанию приJ10жения r, содеряtащеrо

доказательство некоторых результатов, упомянутых

в rл. V; это приложение, пожалуй, несколько труднее
u

первых трех приложении, соСтавленных автором книrи.,

Ссылка в тексте книrи на 3 или на теорему 4

означает, что речь идет о параrрафе или о TeOpel\tC
u

т о и ж е r л а в ьt; в том случае, коrда ссылка отно'"

u u

сится К маrериалу друrои rлавы, это каждыи раз спе..

циально оrоваривается.

Автор этой книrи Айвен Нивеl:l является иgSестным

американс им математиком, специализирующимся в

области теории чисел. Он проявляет большой интерес

к проблемам преподавания математики и является

автором ряда научно-популярных книr и статей.

А. Нивен профессор Университета штата Ореrои;
одновременно он является редактором замечатель..

Horo журнала «Американский математический еже..

месячник» (American Mathematical Monthly), рассчи..
TaHHoro на учителей американских школ и на широ..

кие круrи любителей математики, а также председа-
телем Издательскоrо комитета высокоавторитетной
«Исследовательской rруппы по школьной математи-

ке» (School Mathematics Study Group) Американско-
ro математическоrо общества, издаЮIl ей,в частности.

серию книr для школьников «Новая математическая
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библиотека» (New Mathematical Library), первым

выпуском которой явилась нас.:rоящая книrа. Вышед-

шие ранее книrи популярной серии «Современная
'математика»: о. О р е «rрафы' И их применение»;

Э. Бекенбах и Р. Беллман «Введение в нера-

венства» ........... также первоначально были изданы в се-

рии «Новая математическая библиотека».

И. М. Яелом

....

'"

/



Введение

Простейшими числами являются целые положи-

тельные ЧИСJ1,а 1, 2, 3 и т. Д., используемые при счете.

Они называются натуральными числами, и люди их

знали так MHoro тысячилети йназад, что знамеНIiТЫЙ

математик Леопо'лЬД Кронекер Mor позволить себе

сказать: «Боr создал натуральные числа; все ос,!аль-

ное.......... дело рук человека».

Насущные nQтребноС'ти повседневной жизни при-

вели к появлению простых дробей......... чисел вида 1/2,

 /з, 5/4 и т. д.l) Такие числа называются рациональ.:

ными числами. Им дано это название не потому, что

они «разумНЫ», а потому, что они являются отноше-

ниями целых чисел 2).

1 2 J 4j

Рис. 1.

Натуральные числа можно представить себе в виде

точек на прямой линии (рис. 1), причем каждая точка
v

U

отстоит от .предыдущеи на отрезок единичнои длины

. 1 2 5 /

1) Для эКОНОМИИ при печати дроби 2' 3' 4' равно как и

друrне.
часто печатаются в этой KHHre С наклонной черточкой.

т. е. как 1/2, 2/з, 5/4.
'

2) По..анrлийски отношение....... ratio. рациональный....... ratio-

nal; слово rational, подобно тому как в русском языке слово «ра-

циональный», употребляется также в смысле «разумнЫЙ», «целе-
.

сообразный».. ....... ПpиM перев!
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подобно тому, как, например, располаrаются санти-
меТ1ровые деления на рулетке. Рациональные числа

u u uпредставляются точками на тои же самои прямои
(рис. 2), и можно считать, что они измеряют доли
ДЛИНQI.

И${з %
I I I I . I

1 2

Рис. 2:

Значительно позднее индусами было изобретеноочень ваЖное число О, а в начале HOBoro времениитальянские алrебраисты открыли отрицательные ЧИ'с-
Ла. Нуль и отрицатеЛьные числа тоже MorYT представ-uляться точками прямои линии, как показано на
рис. 3.

--и
I

 2
I

--1
I

О

Рис. з.

I

1
I

2

Коrда математики rоворят о рациональных числах,они имеют в виду положитеЛьные и отрицательные
целые числа (эти числа также MorYT быть предста-
влены как отношения, например, 2==2/1===6/3 и т. д.),
нуль И простые дроби. Положительные и отрицатель-
ные целые числа и нуль называются также целыми
числами. Ясно, что класс рациональных чисел содер-жит класс целых чисел.

Еще 2500 лет назад f'реческими математиками было
обнаружено, что нужды rеометрии не обеспечиваются
простыми дробями. Они были удивлены и обескура-
жены, заметив, что длина диаrонали квадрата, сто-
роны KOToporo имеют длину единица (рис. 4), не мо-
жет быть выражена никаким рациональны'м числом.
(Мы докажем это в rл. II .) На современном ЯЗыке
это означает, что корень квадратный из 2 (которыйБ соответствии с теоремой Пифаrора является длиной
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диаrонали TaKoro квадрата) есть число иррациональ-

ное. Это утверждение имеет такой rеометри ес.кий
смысл: у стороны и диаrонали квадрата не сущест-

вует о б щей м еры, т. е. никакой отрезок, как бы

мал он ни был, не укладывается на стороне и на диаrо-

нали по цеЛО1\1У числу раз.  НЬПvlИсловами, ни для

1

1 1

1

Рис. 4.

какой едиНИЦЫ длины, как бы мала она ни была, сто-

рона и диаrQналь квадрата не являются целыми крат-

ными. Для rpeKoB это OTKpЫT eповлекло за собой

значительные трудности, поскольку во мноrих своих

rеометриче.ских доказательствах они предполаrали,

что любые два прямолинейных отрезка имеют общую

,
единицу длины. Таким образом, в лоrической струк-

туре евклидовой rеометрии был обнаружен пробел

неполнота в рассуждениях об отношениях и пропор-

циях длин. В Э 7 rл. 111 мы покажем, как может быть

устранен этот пробел.
Точно так же длина окружности есть иррацио-

нальное кратное число (именно п KpaTHoe) длиныI

ее диаметра. Ряд Дlруrих иррациональных чисел появ-

ляется при попытке вычислить значения некоторых из

основных для математики функций, например при вы-

числении, скажем, sin х, коrда х равно 60°, мы при 

деl\1 к иррациональному числу V 3/2. Аналоrично при

отыскании значений функции 10g х даже для рацио 

нальных х обычно приходят к иррациональным числам.

Хотя числа, приводимые в таблицах лоrарифмических

и триrонометричееких функций, рациональны, в дей-

ствительности они явл5tют я лишь рациональными

приближениями к истинным значениям, которые, за

небольЦlИМ ЧИСЛОМ ИСJ{ ючеНИЙJ все иррациональны!
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Ясно, таким образом, что в элементарной математике

целый ряд естественных путей ведет к появлению

иррациональных чисел.

Действительные числа образуются всеми рацио-
нальными и иррациональными числами и являются
основной числовой системой в математике. Любое

rеометрическое рассуждение, касающееся длин, пло-

щадей или объемов, сразу приводит к действительным
числам. rеом<етрия дает простой интуитивный способ
описания действительных чисел как чисел, требуемых
для измерения всевозможных длин при помощи дан-
ной единицы длины. Е-сли мы опять рассмотрим пред-
ставление чисел точками прямой линии, то обнару-
жим, что хотя любой 01.'резок (как бы мал он ни был)
содержит бесконечно MHoro рациональных точек, он

всеrда содержит и MHoro друrих точек (таких, как

У-2, 3t и Т. д.), ра.сстояния которых от ну,пя не MorYT
быть выражены рациональными числам . Но коrда
рассматриваются все дейст'вительные числа, каждая
точка на прямой соответствует в точности одному
действительному числу, и каждому действиrеЛЬНО IУ
числу соответствует в точности одна точка на прямой.Тот факт, что в с е длины MorYT быть выражены дей-

...

ствительными. ч,ислами, называется С80иСТ80М полноты
множества действительных чисел. От этоrо свойства
зависит все развитие математическоrо анализа.

Имеется, таким образом, два типа действительных
чисел рациональные и иррациональные. Есть еще
друrое, появившееся значительно позднее, разделениеu

деиствительных чисел на две катеrории на ал2е...
браическuе и трансцендентные числа. Действительное
число называется аЛ2ебраическuм если оно удовле-
творяет некоторому алrебраическому уравнению с це-

лыми коэффициентами. Например, число У2 являет-
ся алrебраическим, поскольку оно удовлетворяет
уравнению x2 2==O.Действительные не алrебраиче-
ские числа называются трансцендентными. Из этоrо

определения неясно, существуют ли вообще трансцен-
дентные, т. е. не алrебраические, числа. В 1851 r.

французский матеl\1атик Лиувилль установил) что
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трансцендентные числа существуют. Доказательство

Лиувилля состояло В у.казании некоторых чисел, ко..

торые, как он показал, не являю!сп алrебраическими.

В rл. VII мы установим существование трансцен-

дентных чисел, следуя методу Лиувилля.
Позднее, в XIX В., было доказано, что n есть число

трансцендентное, и тем самым доказана неразреши..

мость древней rеометрической задачи на построение,

известноЙ. под названием «квадр.атуры Kpyra». Этому

Kpyry ВОПР9СОВ посвящеl!а "rл. У. Друrим достиже"

нием ){IX в. было доказательство немецким матема-

тиком I(aHTopoM существования трансцендентных
чи..

сел посредством совершенно иноrо подхода. Хотя

метод Кантора в противоположность :м:етоду Лиувилля

и не позволяет ука.зать ни одноrо трансцендентноrо
Чl-fс.па в явном виде, он имеет друrое преимущество

позволяет утверждать, что в известном смысле транс..

цендентных чисел значительно БоJ1ыlе,.  че'l\1 алrе..

браических. Утверждение подобноrо рода предпола-

r2eT сравнение бе-сконечных множеств, так как имеется

бесконечно MHoro как алrебраических, так и транс"

цендентных чисел. Эти идеи, довольно далеки от

основной линии этой книrи, и поэтому доказательство

Кантора существования трансцендентных чисел про..

водится в приложении В.

Настоящая книrа построена по следующему плану.

В первых трех rлавах рассматриваются натуральные,
\

целые, рациональные и дей твительныечисла. Затем

в rл. IV дается стандартный способ узнавать, яв"

ляет,ся ли данное число иррационаЛЬН IМ. rлава v

посвящена так называемым триrонометрическим и

лоrарифмическим числаМ, т. е. тем числам, приБЛИ3if..
тельные значения которых П'Риводятся в таблицах

лоrарифмических и триrонометрических функций.

В rл. VI обсуждается вопрос о том, сколь точно МОЖНО

приблизить иррациональные числа посредством ра..

циональных. Эта rлава труднее друrих и имеет не..

сколько более ,специальный характер. Она включена

для 10ro, чтобы дать возможность некоторым читате..

лям познакомиться с математическими рассуждения..

ми HOBoro типа.
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rлава VII и приложение В содержат два совер-
шенно различных доказательства существования
трансцендентных чисел. В rл. VII применяется метод
Лиувилля, в приложении В метод Кантора. Исполь-
зуемые в этих доказательствах методы совсем раз-
личны, и читатель будет хорошо вознаrражден, если

он разберет ка)кдое из них. Доказательство rл. VII

переrружено неизбежными техническими деталями.
Чтобы разобраться в нем, карандаш и бумаrа по-

требуются еще больше, чем в предыдущих rлавах. Не
исключено, что читатель может найти rл. I Vне очень

сложными, rл. УI довольно трудной и rл. VII факти-
чески недоступной для понимания. В таком случае

ему предлаrается отложить изучение rл. VII дО Toro

времени, коrда он получше познакомится с математи-

кой. С друrой стороны, читатель, для KOToporo rлавы

I Vне представят большоrо труда, может предпо-
честь изучить rл. VII дО rл. VI. Это возможно, так

как rл. VII не зависит от остальноr'о содержания
книrи, за исключением одноrо хорошо известноrо ре-
зультата о неравенствах, приведенноrо в Э 1 rл. VI.

ДЛЯ понимания приложения В из rл. VII нужно
знать теорему о делимости мноrочлена на линейный
двучлен (теорему 2, стр./ 141), в остальном же это

приложение можно читать независимо от rл. VII.
Если читатель незнаком с теорией множеств, то идеи
приложения В окажутся для Hero совсем новыми.

На приложение А, в котором доказывается беско-
нечность числа простых чисел, не опирается никакое

из рассуждений, приводимых в этой Книrе. Оно вклю-

чено потому, что тесно связано с основной темой, а

также потому, что это изящное предложение восходит
еще к Евклиду. Приложение Б, содержащее доказа-
тельство так на3 IваемоЙ «основной теоремы ариф-
метики» напротив, является существенным для на-
ших рассуждений, особенно в rл. IV и У. Доказа-
тельство этой теоремы отнесено в прило)кение, по-

скольку оно довольно длинно и трудно в сравнении
с доказательствами первых пяти rлав. Математиче-
ски мало подrотовленный читатель может принятrr.
основную TeOpe1\fY арифметики на веру.
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в конце отдельных параrрафов И 1еетсЯ MHoro

упражнений; значительную часть их читателю следует

попытаться решить, чтобы проверить свое понимание

прочитанноrо. (Математику нельзя изучать, наблюдая,

как это делает сосед!) Более трудные задачи отмече-

ны звездочкой. Читатель не должен отчаиваться, если

он не в состоянии' решить все) задачи. Успех часто

зависиТ от ero матемаТ,ической образованности, т. е.

от знакомства с достаточно обширным набором мате-

матических приемов, полученноrо в результате прош-

лых занятий математикой. Ответы к задачам поме-

щены в конце книrи; там же даются указания к ре-

шению наиболее трудных задач.

К системе действительных чисел, рациональных и

иррациональных, -можно подойти на любом из не-

скольких У Р о в н е й с т р о r о с т и.

В математике рассуждение
называют СТрО2ИМ, если

ero заключение получается из исходноrо утверждения
u

при помощи ряда предложении,
лоrически следующих

непосредственно друr из друrа, а не опирается на

основанную на интуиции YBepeHHqcTb
в справедливо-

сти каких-либо из этих предложений. Уровень стро-

rости тем выше, чем меньше мы полаrаемся на интуи"

цию. Наша цель состоит в том, чтобы дать первое

знакомство с предметом, и мы выбираем для этоrо

довольно интуитивный путь. Таким образом, мы не

принимаем никаких аксиоМ или постулатов за основу

изучения. Будущий математик, в руки KOToporo, воз-

можно, попадет эта книrа, в дальнейшем захочет изу-

чить тщательное ак иоматическоепостроение
системы

действительных чисел. Почему? Причина состоит в

следующем: наша трактовка носит настолЫЮ описа-

тельный характер, что некоторые из основных вопро-

сов остаютсЯ без ответа. Например, в rл. 111 rOBO-

рится, что действительные 'числа MorYT быть описаны

тремя различными способами. Но как можем мы быть

уверенными,
что эти различные способы описывают

одну и ту же систему? Вот пример более KOHKpeTHoro

вопроса, на который не даеТСfl ответа в .настоящей

книrе: из чеrо мЫ $аключаем, что У2 · vз == У6 или
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что V'5. V'7 === V'35? Для ответа на такие вопросынеобходимо дать точное определение операций над
иррациональны'ми числами, чеrо не будет здесь сде-
лано, поскольку это не так леrко, как может пока-
заться. Лучше отложить cTporoe изложение до Toro
момента, коrда, изучающий станет обладать не только
большим математическим умением, но и б6льшим по-
ниманиеrvI природы и смысла математическоrо дока-
зательства. Как сказал американский математик
Е. r. Мур: «Строrости этоrо на сеrодня достаточно».

«Природа И смысл математическоrо доказатель-
ства!» Невозможно дать. здесь точное описание Toro,что составляет доказательство, и это являет яоднимиз наиболее заrадочных и отпуrивающих факторовдли новичка в математике. Если природу доказатель-
ства нельзя детально описать или сфОРl\fулировать, то
как можНо коrо-нибудь ей научить? Пользуясь упро..щенной аналоrией, можно сказать, что ее изучаюттаким же образом, каким ребенок учится опознавать
цвета. Он наблюдает, как друrие опознают зеленые
предметы, синие предметы и т. д., И затем подражает
тому, что он видел. Сначала MorYT быть неудачи,
обусловленные недостаточной ориентировкой в кате-
rориях и образцах, но в конце концов обучающийся
овладевает ИСКУОСТIВОМ. Также обстоит дело и с за -
rадкой математическоrо доказательства. Некоторыеиз наших раосуждений предназначены дать образцытехники доказатеЛьства и тем самым познакомить чи-
тателя с ПОНЯтиями и методами доказательства. Та-
ким образом, хотя 'мы и не в состоянии дать никакоrо
надежноrо спо'соба определять, что является, а что не
ЯВЛяет'ся правильным доказательством, МЫ нсе же
приводим несколько соображений на этот счет и на-
деемся, что читатель, еще не дойдя до конца этой
книrи, не только сможет отличать правильные дока-
зательства, но и будет иметь удовольствие построить
некоторые из них самостоятельно.



'rЛАВА 1

Натуральные и целые числа

Исходную числовую систему в математике обра-

зуют обычные числа, используемые для счета:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ....

Это положительные целые числа, называемые также

натуральными числами. Наименьшим натуральным
числом является 1, но наибольшеrо натуральноrо

числа не существует, поскольку, какое бы большое

число мы ни взяли, суще.ствуют еще большие нату- .

ральные числа. Мы rоворим поэтому, что имеется

б е с к о н е ч н о м н о r о натуральных чисел.

При сложении любых двух натуральных чисел в

результате получается также натуральное чис о,на-

пример 4+4==8 или 4+7== 11. Подобным же образом
и при умножении любых двух натуральных чисел в

результате получается нату'ральное число, так, напри-

мер,- 4 Х 7 == 28. Эти два свойства можно кратко сфор-

мулировать, сказав, что совокупность натуральных

чисел замкнута относительно сложения и замкнута

относительно умножения. Вообще, если имеются сово-

купность объектов ('скажем, множество всех нату-

ральных чисел) и операция (скажем, сложение), та-

кие, что к каким бы элементам этой совоКУПНОС1И ни

прим.енить рассматриваемую операцию (скажем, к 4

и 7), в результате получается элемент исходной сово-

купности, то мы rоворим, что наша совокупность

з а м к н у T . относительно рассматриваемой опера-

ции. Возьмем теперь  .; o eCTBO,образованное
только

2 3ак. 107
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числами 1, 2, 3. Это множеСТ!30 не замкнуто относи-

тельно сложения, поскольку 1 + 3 == 4, а 4 не является
элементом рассматриваемоrо множества. rоворя о

множестве натуральных чисел, мы будем иметь в

виду мнох{ество в с е х натуральных чисел. Желая
рассмотреть лишь некоторые из них, мы будем точно

,

указывать, какие числа включаются в наше множе-

ство. Таким образом, мы видели, что l'vlножество на-

TypaльHыx чисел заl\1КНУТО относительно сложения,
в то время как множество, состоящее лишь из трех
натуральных чисел 1, 2, 3, относительно сложения не

замкнуто.

Совокупность натуральных чисел н е 3 а м к н 'у т а

относительно вычитания. l.Iтобы убедиться в этом,

нужно лишь показать, что не всякое вычитание одноrо

натуральноrо числа из друrоrо приводит к натураль-
ному числу. Например, если 7 вычесть из 4, то в ре-
зультате мы получим  3,т. е. не натуральное число.

Конечно, при вычитании 4 из 7 в результате полу-
чает'ся натуральное число 3. Однако в соответствии

с данным определением мы должны сказать, что мно-

жесТ'вq чисел не замкнуто относительно вычитания,
если результат х о т я б ы о д н о r о возможноrо вы-

читания не содержится в этом множестве. Аналоrично
множество натуральных чисел н е з а м к н у т о отно-

сительно деления, так как, например, при делении 4

на 7 получается дробь 4/7, не являющаяся натураль-
ным числом.

Во мноrих случаях при делеНИИ,одноrо натураль-
IIoro числа на друrое в результате получается нату-
ральное число; так, например,

r

35, деленное на 5,
есть 7. Мы rоворим при этом, что 5 есть точный де-
литель 35-ти или, короче, что 5 есть делитель (или
Jtlножитель) 35-ти. Обращая это утверждение, мы ro-

ворим, что 35 есть кратное 5-ти. Вообще, пусть Ь и d
обозначают какие-нибудь два натуральных числа.
Если существует третье натуральное число qJ такое,
что Ь == dq, то d называется делителем Ь, а Ь крат..
ным d. В приведенном выше примере Ь == 35 и d == 5, а

q, конечно, равно 7.
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9 1. Простые числа

Сколько делителей имеет число 35? Bcero четыре,

в чем можно убедиться, выписав их все: 1, 5, 7, 35.

Поставленный nvпрос оказался нетрудным, так как 35

является относительно малым натуральным числом.

А сколько делителей имеет число 187? На этот во"

прос не так леrко. ответить, однако, пробуя числа

i, 2, 3 и т. д., мы обнаруживаем, что число делителей

опять равно четырем. Именно делителями 187 яв-

ляются числа 1, 11, 17 и 187. Для нахождения делИ'"

теJIей 11 и 17 от читателя потребовалось бы, возможно,

неБОЛЫlIое усилие, делители же 1 и 187 очеВИДНbI.

Подобным образом ясно, что числа 1 и 179 являются

делителями 179; однако оказывается, что Д Р у r и х

Д е л и т е л е й у ч и с л а 179 н е т. Натуральные чис..

ла, имеЮlцие) как 179, в точности два делителя, назЫ"

sаютсЯ nростыма. Иными словами, про с т о е ч и с л о

е с т ь н а т у р а л ь н о е ч и с л о, е Д и н с т в е н н ы..

ми делителями KOToporo являются оно

с а м о и 1. П.ервыми простыми числами в порядке

возрастания являются

2 , 3, 5, 7, 11, 13, 1 7, 1 9, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, · · . ·

Отметим, что 1 не включено в эту последовательность.

То обстоятельство, что 1 н е я в л я е т с я простым

числом, разумеется, не теорема, оно представляет

собой математический доrовор или соrлашение, дру"

rи'ми словами, это определение. Математики доrово"

рились не считать 1 простым числом. Можно было бы

принять обратное решение включить 1 в множе..

СТВО простых чисел. Но, как будет показано ниже,

исключение 1 позволяет. сформулировать ряд предло..

жений о простых числах, не делая в их условиях ни..

каких oroBopoK.
'

Упражнения

(Звездочкой отмечены более трудные упражнения.)
1. Установить, какие из следующих утверждений верны и какие

ложны:

а) множество 1} О} .......1 замкнуто относительно сложения;

2.
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б)' множество 1, О, 1 замкнуто относительно умножения;
в) множ'ество 1, о, 1 замкнуто относительно вычитания;
r) множество положительных степеней числа 2, т. е. множе 

ство чисел 21 == 2, 22, 28, 24, 25, 26, 27, ...
, замкнуто OTHO 

сительна умножения;
Ifcд) множество положительных степеней числа 2 замкнуто OT 

носительна сложения.
2. Сколько делителей имеет число зо?
3. Сколько делителей имеет число 16?
4. Каково наименьшее натуральное число, имеющее в точности

три 'делителя?
5. Найти все простые числа, заключенные между 50 и 100.
1'6. Доказать, что если число 3 является делителем некоторых

двух чисел, то оно является также делителем их суммы и раз 
ности. Обобщая этот результат, показать, что' если d является
делителем двух чисел Ь 1 и Ь2, то d является также делителем
чисел Ь 1 +Ь2 и Ь 1 Ь2 .

,.

2. Единственность разложения на простые
множители

При рассмотр ниивсе больших и больших HaTY 
ральных чисел простые числа встречаются все реже.
Для иллюстрации смы.сла этоrо утверждения OTMe 

ТИМ, что Bcero имеется
I

168 простых чисел между 1 и 1000.
135 простых чисел между 1000 и 2000,
127 простых чисел между 2000 и 3000,
120 простых чисел между 3000 и 4000,
119 простых ЧИ1сел между 4000 и 5000.

Тем не менее п о с л е Д о в а т е л ь н о с т ь про с 1 Ы Х
Ч и с е л б е с к о н е ч н а, т. е. имеется бесконечно
MHoro простых чисел. Этот факт доказан в приложе 
нии А в конце книrи. Приведенное доказательство не
требует никаких .специальных знаний, и читатель мо-

жет, если пожелает, прочитать ero сейчас. Мы поме 
стили ero в приложении, потому что этот результат
нам ни разу не понадобится для доказательств дру_
rих предложений. Однако совсем исключить из книrи
это доказательство было бы обидно, ибо сам по себе
указанный результат  eCЬMaинтересен.

Каждое натуральное число, кроме числа 1, либо
простое, либо может быть разложено на простые мно-
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жители. Рассматрим, например, натуральнае число

94 860. Она, ачевидно, не простае, поскальку

94 860 === 1 О Х 9486.

Kpo eToro, 9486 делится на 2, а также на 3 и, более

Taro, на 9. Следавательно, мажна написать

94860== 10Х2Х9х527 == 2Х2х3Х3х5х527.

Е.сли бы числа 527 было простым, то это выражение

была бы 'разлажением 94 860 на простые множители.

На 527 не является' простым, поскальку 527 == 17 Х 31.

Разлажение 'числа 94 860 на простые множители имеет,

таким абразом, вид

94860 == 2х2Х 3х3х5Х 17х31.

МЫ раССl'fl0трели апределенное числа 94 860; но тат же

самый працесс примени.)1 к л ю б о м у натуральному

числу n. Действительно, либо n простое число, либо

не простое., Если ана не простое, та era мажна раз-

ложить в произведение двух меньших чисел, скажем,

а и Ь, n==аЬ. Каждое из чисел а, Ь в сваю ачередь

либо простое, либо. мажет быть' разлажено в произ-

ведение еще меньших чисел. Продалжая этат процесс,

мы в канце канцав палучим разлажение n на прастые

множители.
.

В первай фразе предыдущ€rа абзаца простые числа

выделяютсЯ из множества всех друrих натуральных

чисел. В математике часта желательна делат.ь апре-

деления настолькО общими, чтобы становилось ненуж-
ным: выделение отдельных случаев. Под \.«разлаже.

нием Ha простые мнажители», например, понимается

разлажение числа, скажем 12, в произведение н е-

с к а л ь к и х прастых чисел, в нашем случае 2 Х 2 Х 3.

Обабщим теперь панятие «разлажение на' простые

мнажители» таким абразом, чтобы ано включала слу-

чай единственнаrа мнажителя. При этам, например,

простае чи,сла 23 будет име,ТЬ разлажение на простые

мнажители, состаящее из единственнаrо мнажителя 23.

Испальзуя это абобщенное понимание «разложения

на прастые множители», наше перваначальное утвер-

ждение можно заменить на следующее: «Каждое
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натуральное число, отличное от числа 1, может быть
разлож,ено на простые множители». Таким образом,
мы укоротили определение и исключили необходи..
1\10CTb различения Toro, является ли рассматриваемое
натуральное число простым или нет; по крайней мере
это различие становится ненужным в формулировке
утверждения о разло)кении натураль.ных чисел на

простые множители.
Одним из фундаментальных результатов матема..

тики является тот факт, что разложение натуральноса
числа на простые ;иножители единственно. Например,
для числа 94 860 не существует иноrо разложения,
кроме приведенноrо вЫше. Порядок множителей, ко..

нечно, может быть различным, так, например, можно
также написать

94860 == 3х 17Х2Х5Х31 Х3Х2.

Однако, за исключением подобных изменений поряд..
ка, для 94 860 нельзя указать никакоrо друrоrо раз..
ложения. Этот результат известен как т е о р е м а о
е Д и н с т в е н н о с т и раз л о ж е н и я н а м н о ж И..
т е л и или о с н о в н а я т е о р е м а а риф м е т и к И.

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АРИФМЕТИКИ. Каждое натураль 
ное число} отличное от 1, может быть разложено в

произведение простых множителей, и притом ЛИUlЬ
единственным . способом, если отвлечься от порядка
следования множителей.

Доказательство этой теоремы содержится в прило..
жении Б. В дальнейших рассуждениях нам придется
ее использовать. Мы поместили доказатель,ство в при..
ложен'ие, потому что оно Довольно сложно. Однако
};икакие из встречающихся в дальнейшем в книrе

IIдей не используются в этом доказательстве, так что
читатель может, если желает, прочитать прило)ке..
ние Б сейчас. Можно также отложить изучение при..
ложения Б, с тем чтобы сначала познакомиться с ба..
лее простыми вещами и лишь затем перейти к более
сложным.

Приведенная выше формулировка основной тео..

ремы арифметики объясняет одну из причин} почеlVlУ
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число 1 не включено в совокупность простых чисел.

Именно если число 1 считать простым, то можно бы-

ло .бы написать, например,

35 === 5Х 7 == 1 Х 5Х 7,

т. е. число 35 (равн() как и любое друrое натуральное

число) разлаrал сьбы в произведение простых мно-

жителей более чем одним способом. Конечно, основ-

ная теорема арифметики по прежнемубыла бы верна,

однако ее формулировка потребовала бы больше oro-

ворок типа «за исключением...» или «если не...». Та-

ким образом, исключение числа 1 из совокупности

простых чисел позволяет формулировать резу.льтаты
короче. и изящне .

3. Целые числа

Множество натуральных чисел 1 2, 3, 4, . . . зам нуто
относительно сложения и умножения, но не замкнуто

относительно вычитания. Замкнутости относительно

вычитания можно до стиrнутьпосредством расширения

множества натуральных чисел добавлением к нему

отрицательных чисел и нуля:
\

О, 1,  2, 3, 4,· .. ·

Вместе с натуральными числами эти числа образуют
множество целых чисел.'

. .
.,  5, 4, 3, 2, 1, О, 1, 2, 3, 4, 5, · .. ·

Читатель, по видимому, знаком с основными свой-

ствами целых чисел: для любых целых а, Ь и с

а+ Ь == Ь + а, аЬ === Ьа, а · О === О · а == О,

(а+Ь)+ с === а+ (Ь+ с), (аЬ) с == а(Ьс), ( a)( b)== аЬ,

а+О==О+а==а, а. 1 == 1 · а===а,

а (Ь+ с) == аЬ+ ас.

ЭТИ1\1И свойствами обладают все числовые системы,

рассматриваемые 5 настоящей KHl1re. Мы не будем
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обсуждать происхождение перечисленных свойств.

Такое,обсуждение увело бы нас к изу ениютеорети-
ческих основ арифметики в сторону от р gбираемой
здесь Te 1Ы.Нашей целью является изучение различ-

>

ных свойств чисел, особенно иррациональных, причем
основные положения мы просим принять на  Bepy.

Множество целых чисел уже замкнуто относи-
тельно сложения, вычитания и умножения. Оно не

замкнуто относительно деления, поскольку, на.пример,
результат деления 2 на 3 не есть целое число и, стало

быть, деление выводит за пределы класса целых чисел.

Пр ждечем заняться делением целых чисел, мы

изучим остальные операции и результаты, к которым
они приводят. Рассматривая сложение целы чисел,
мы видим не только что сумма двух целых чисел есть

целое число, но также что существует т о л ь к о о Д н о

целое число, являющееся суммой заданных чисел. На-
пример, сумма 3 и  lесть 2, но не 5 и не какое-либо

друrое число. Этот факт может быть выражен сле-

дующим обраЗО 1.: для каждых двух ,данных целых
чисел существует е Д и н с т в е н н о е третье целое чис..

ло, являющееся их суммой. Аналоrично обстоит дело
и с умножением: для каждых двух данных целых
чисел существует единственное третье целое число,
являющееся их произведением.

При обсуждении деления н а т у р а л ь н ы х чисел

мы видели, что н е в с е r Д а для двух данных нату-

ральных чисел, скажем Ь и d, существует третье нату-
ральное число q, их чаСТflое для KOToporo Ь ==dq.
Однако ясно, что всякий раз, коrда такое третье число

существует, оно единственно, и ПОЭТО 1Умы не oroBa-

ривали выше специально единственность натураль-
Horo числа q, удовлетворяющеrо условию Ь t:=dq.
Однако, определяя деление в множестве Ц е л ы х чи-

сел, мы уже должны специально оrоворить требование
единственности частноrо. Проанализируем причину
этоrо различия.

.

Прежде Bcero мы должны соrласиться, что жела-

тельно иметь т о л ь к о о Д и н ответ на к-зждый из

следующих вопросов: сколько будет 3 . 7?Сколько
будет ( 2)Х ( 3)?Сколько будет 8/4? Иными ело-
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вами, мы претендуем на то, чтобы результат каждой

из наших операций был однозначен. Рассмотрим те-

перь, однозначна ли операция деления в множестве

целых чисел. Пусть .по-прежнему Ь и d........ два данных

целых числа; их частное q мы определим как такое

целое число, что b==dq. Возьмем, к примеру, b== 12

и d==3. Ясно, что q== 4,поскольку .........12==3. (........4).
Соответствующее число q существует, и оно един-

ственно. Пусть, далее, Ь........ произвольное целое числ,?,

а d равно нулю. Мы должны найти такое q, что

Ь == О · q. Если Ь =1=0 1), то это уравнение неразрешимо,
т. е. не существует TaKoro q, которое бы ему удовле-

творяло. Если же Ь ==0, то наше уравнение принимает

вид 0==0. q, и ему удовлетворяет л ю б о е целое чис-

ло q. Иначе rОБорЯ';"если решение q уравнения ь==о · q

и -сущестаует, то оно не единственно. В силу важносТИ

единственности результатов арифметических операций
нам хочется сконструировать числовую систему таким

образом,' чтобы частное от деления одноrо целоrо

числа на друrое не только существовал'о, но и было

единственным. Этоrо можно достиrнуть просто запре-

щением деления на нуль. Теперь мы можем сказать,

что ц?лое число d называется делителем целоео чис-

ла Ь, если существует единственное целое число q, для

котороео Ь ==dq. (При этом, соrласно проведенному

8ыше анализу, d=l=O.) Или можно сказать, что отлич-

ное от нуля целое число d называется делителем Ь,

если существует целое число q, для KOToporo b==dq.

(Так как число О исключено из совокупности возмож",

ных делителей, то частное автоматически будет един-

ственным. )
в проведенном вьыЬе (стр. 19) рассуждении мы

эадавались вопросом о том, сколько делителей имеет

число 35. Тоrда мы оrраничивались натуральными

числами; соответственно этому имели ч е ты р е дели-

теля: 1, 5, 7 и 35. Если мы теперь будем считать, что

имею'тся в виду Ц е л ы е (но не обязательно натураль-

ные) делители, то число делителей будет восеМЬ (а
именно: + 1, + 5, + 7 и + 35).

1) .Символ =1= означает «не paBHO» 
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Упражнен>ия
1. Является ли  5делителем 35?
2. Является JIИ 5 делителем  35?
3. Является ли  5делиТелем  35?
4. Является ли 3 делителем  35?
5. Является ли 1 делителем  35?
6. Является ли 1 делителем О?
7. Является ли О делителем l?
8. Является ли 1 делителем l?
9. Является ли О делителем О?

10. Является ли 1 делителем всякоrо целоrо числа?
11. Является ли О делителем 35?

12. Проверить, что имеется двадцать пять простых чисел между
1 и 100 и двадцать одно простое число между 100 и 200.

4. Четные и нечетные целые числа
..

Целое число называется четным, если оно делится
На 2; в противном случае оно называется нечетныМ,.

Таким образом, четными числами являются

· ·
.,  8, 6, 4, 2,О, 2, 4, 6, 8, ...

и нечетными числаrvlИ

· .
., 7, 5,  3, 1, 1, 3, 5, 7, . .. .

Из
.

делимости четных чисел на Два вытекает, что

каждое четное число можно записать в виде 2n, rДе
символ п обозначает произвольное целое число. Коrда
некоторый символ (подобно букве n в рассматривае-
мом нами случае) может представлять любой элемент

HeKoToporo определенноrо множества объектов (мно-
жества целых чисел в нашем случае), мы rоворим,
что областью значений этоrо символа является y a-
занное множество объектов. В соответствии с этим в

рассматриваемом случае мы rоворим, что каждое
четное число может быть записано в виде 2п, rде
область значений символа п совпадает с множеством
целых чисел. Например, четные числа 18, 34, 12 и  62
имеют вид 2n, rде п соответственно равно 9, 17, 6 и
 31.Нет особой причины использовать здесь именно

букву п. Вместо Toro чтобы rоворить, что четными чис-

лами являются целые числа вида 2п, paBHbIIvI образом
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!\IОЖНО было бы сказать, что четные числа имеIОТ вид

2т, или 2j или 2k.
.

При сложении двух четных чисел в результате по...

лучается тоже четное число. Это обстоятельство иллю-

.
стрируется следующими примерами:

12+ 14==26, 30+22==52, 46+( 14)==32,
( 10)+( 46)==  56.

Однако для Д о к а 3 а т е л ь с т в а обrцеrо утвержде-
ния о том, что множество четных чисел замкнуто от-

носительно слож ния,неДQстаточно набора примеров.
Чтобы дать такое доказательство, обозначим одно

четное число через ..2п, а друrое- через 2т. Склады-
вая эти числа, можно написать

2т +2п === 2 (т+п).

Сумма 2т+2п записана в виде 2(т+п). Из этоrо

видна ее делимость на 2. Было бы недостаточно Ha 

писать

2п + 2п ;::: 4п,

поскольку последнее выраЖ1ение представляет собой

сумму четноrо числа и т о r о ж е с а м о r о числа.

Иными словами, l'vlbI доказали бы, .что удвоенное чет..

ное число есть опять четное число (в действительно-
сти делящееся даже на 4), в то время как нужно
доказать, что сумма л ю б ы х двух четных чисел есть

число четное. Поэтому мы использовали обозначение

2п для одноrо четноrо числа и 2т для друrоrо чет..

Horo числа с тем, чтобы указать, что эти числа Moryr
быть и разными.

Какое обозначение можно использовать для записи

любоrо нечетноrо числа? Отметим, что 'при вычитании

1 из нечетноrо числа получает,ся четное число. По-

этому можно утверждать, что любое нечетное число

записывается виде 2п + 1. Запись TaKoro рода не

еДИНС'f1веННll. Пdдобным же образом мы l\10rЛИ бы

заметить, что при прибавлении 1 к нечетному числу

получается четное число, и l\10rли бы заключить

отсюда, что любое нечетное. число з.аписывается
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в виде 2п 1. Аналоrично можно сказать, что любое

нечетное число заПИС Iваетсяв виде 2п+З, или 2п З,
или 2k 5и т. д.

Можно ли утверждать, что каждое нечетное число

записывается в виде 2п2 + l? Подставляя в эту фор-
мулу вместо n целые числа

· ·
.,  5, 4, 3, 2, 1, О, 1, 2, 3, 4, 5, . . .

,

получаем следующее множество чисел:

..., 51, 33, 19, 9, 3, 1, 3, 9, 19, 33, 51, . .. .

Каждое из этих чисел нечетно, однако ими не исчер-
пываются в с е нечетные числа. Например, нечетное

число 5 не может быть так записано. Таким образом,
неверно} ч.то каждое нечетное число имеет вид 2п2 + 1,
хотя каждое целое число вида 2п2 + 1 нечетно. Ана-
лоrично неверно, что каждое четное число записы-
вается в виде 2k2

, rде область значеJJИЙ символа k
есть множество всех целых чисел. Например, 6 не

равно 2k2
, какое бы целое число ни взять в качестве k.

Однако каждое целое число вида 2k2
четно.

Соотношение между этими утверждениями то

же самое, что и между утверждениями «все кошки.........

животные» и «все животные кошки». Ясно, что пер-
вое из них верно, а второе нет. Это соотношение

будет обсуждаться дальше при разборе утверждений,
включающих фразы «тоrда», «только тоrда» и «тоrда
и только тоrда» (см. 3 rл. 11).

.J

Упражнения
Какие из следующих утверждений верны и какие лощны? (Пред-
полаrается, что областью значений символов n, ,п, j, ... является

совокупность всех целых ЧIIсел.)
1. Каждое нечетное число может быть представлено в виде

а) 2j 1;

б) 2.'1 + 7;

B)4il I 1;

r) 2п2 +3;
д) 2п2 + 2п + 1;

е) 2т 9.

2. Каждое целое число вида а) (см. упр. 1) нечетно; это i-Ke
имеет место для ЧJIсе.ТI вида б) J в) r r) r д) И е).
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З. Каждое чет оечисло .может быть представлено\ в виде

а) 2п+4;

б) 4п + 2;

в) 2т 2;

r) 2 2т;

д) п2 +2.

4. Каждое целое число вида а) (см. упр. З) четно; то же самое

имеет место для чисел вида б), в), r) и д).

5. Свойства замкнутости
\,

Следующие два предположения будут использо-

ваны в одной из последующих rлав.

1) Множество четных чисел замкнуто отноСительно

умножения.
2) Множество нечеТНblХ чисел замкнуто относи-

тельно умножения.
Для доказательства утверждения 1) нужно уста-

новить, что произведение любых двух чеТНblХ чисел

четно. Любые два четных числа можно записать как

2т и 2n. Перемножая эти числа, получаем

(2т) (2п) == 4тп == 2 (2тп).

rIроизведение делится на' 2 и таким образом чеТНО 4

Для доказательства утверждения. 2) нужно уста-

новить, что произведение любых двух нечеТНblХ чисел

нечетно. Представляя два нечетных числа как 2т+ 1

и 2n+ 1 и перемножая их, получаем

(2т+ 1) (2п+ 1) == 4тп+2т+ 2п+ 1 ==

== 2(2тп+т+ п)+ 1.

Число 2(2тn+т+n) четно, какие бы целые числа

ни подставить в ero выражение вместо m и n. Следо:'

вательно, число 2(2тn+т+n.) + 1 нечетно.

Утверждения' 1) и 2) можно было бы доказать,

примеНЯ5I теорему.. о единственности разложения на

простые множители. Мы, однако, не 'будем входить в.

детали по поводу этоrо метода. (Читатель, возможно,

.

пожелает самостоятельно провести доказательство

такию методом: При этом следует помнить, что целое
.

,
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число четно тоrда и только тоrда, коrда в ero разло-
жение на простые множители входит число 2.)
Мы рассмотрели четные и нечетные ЧИС ТIа,т. е. це-

лые числа вида соответственно 2т и 2т + 1. Четность

и нечетность целых чисел связаны с делимостью их

на 2. Подобным образом можно paCCl\10TpeTh класс

целых чисел, Д е л я Щ и х с я н а 3, а именно:

. .
., 12,  9, 6, 3,О, 3, 6, 9, 12, ... ·

Эти числа кратны Tpe.At. Их можно также описать, как

класс чисел вида 3п. Целыми числами вида 3п+ 1 яв-

ляются числа

"

...,  11, 8, 5, 2,1, 4, 7, 10, 13, ...,

а целыми числами вида 3п+2 числа

...,  10, 7, 4, 1,2,5,8, 11, 14, ... .

Три выписанные совокупности целых чисел исчерпы 
вают все целые числа. Можно сказать, таким обра-
зом, что любое целое число имеет в точности один из

видов 3п, 3п+ 1, 3п+2.

6. Замечания о природе доказательства

Раныпе уже отмечалось, что для доказательства

замкнутости множества четных чисел относительно

сложения, т. е. четности CYM1\1bI любых двух четных

чисел, было бы недостаточно исследовать лишь

несколько конкретных примеров типа 12+ 14==26. IaK
как имеется бесконечно MHoro четных чисел, то мы не

в состоянии проверить в с е суммы конкретных пар
четных чисел. ПОЭТОl\fУ здесь нам необходимо BOC 

пользоваться алrебраической символикой. Так, Ha 

пример, использование символа 2п, который употреб-
ляется для обозначения л ю б о r о четноrо числа, по 

зволило нам доказать замкнутость множества всех

четных чисел относительно умножения.
Однако для доказательства о т р и Ц а т е л ь н о r о

утверждения, TaKoro, как «мно)кество нечетных чисел

н е з а м к н у т о относительно сложения», нет необхо-

..
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димости использовать какие либообщие алrебраиче-
ские символы типа 2т + 1: подобное отрицательное

утверждение может быть установлено с помощью

единственноrо примера. Для доказательства любоrо

предложения, утверждающеrо, что не все элементы

HeKoToporo множества обладают определенным свой-
I u

бством, достаточно, очевидно, наити х о т я ы о Д и н

элемент, этим свойством не обладающий. Чтобы дo 

казать, что не все мальчики имеют карие rлаза, нам

достаточно указать мальчика с rQлубыми или черными
rлазами. Чтобы доказать, что не все суммы двух не-

четных чисел нечетны, заметим, что 3+5J==8; указа-
ния этоrо одноrо примера двух нечетных чисел, имею-

щих четную CYMl\1Y, вполне достаточно для доказа-

те,,1ьства нашеrо общеrо утверждения. Однако если

мы хотим доказать, что сумма любых двух нечетных

чисел есть число четное, то мы не можем уже orpa 
ничиться примером 3 + 5 == 8. Д ажеуказание большеrо

количества примеров 7+ 11 == 18, 5+53==58 и т. д. не

может служить корректным математическим доказа 

тельством нашеrо утверждения, хоть оно и делает это

утверждение весьма правдоподобным.
ВОТ еще один пример отрицательноrо утверждения:

«не каждое простое число нечетно». Для доказатель 

ства ero достаточно отметить, что четное число 2 яв-

ляется простым.

Упражнения

(fIepBbIe три упражнения содержат отрицательные утверждения,
и для их решения достаточно указать один числовой пример.)
1. Доказать, что множество нечетных чисел не замкнуто относи.

тельно вычитания.

2. Доказать, что множество целых чисел вида 3n+ 1 не замк 

нуто относительно сложения.

3. Доказать, что множествО целых чисел вида 3n + 2 не замкнуто
относительно умножения.

4. Доказать, что сумм а любых двух нечетных чисел есть число

четное.

5. Доказать, что следующие множества замкнуты относительно

указанных опер аций:

а) целые числа вида 3n+ 1 относительно умножения;

б) целые числа вида 3n относительно сложения;

в) целые числа вида 312 относительно умножения.
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6. Определить, какие из следующих множеств замкнуты ОТН'оси..
тельно указанных операций (в каждом случае дать' соответ"

ствующее доказательство):

а) целые числа вида 6п+3 относительно сложения;
б) целые числа вида 6п + 3 относительно умножения; .

в) целые числа вида 6п относительно сложения;
r) целые числа вида 6п+ 1 относительно вычитания;
д) целые числа вида 6п + 1 относительно умножения;
е) целые числа вида 3п относительно умножения;
ж) целые числа, не представимые в виде 3п,....... относительно

умножения.

/



rЛАВА II

Рациональные числа

1. Определение рациональных чисел

Как мы уже видели, множество натуральных чисел

1, 2, 3, 4, 5, .. .

замкнуто относительно сложения и умножения, а мно-

жество целых чисел

. .
.,  5, 4, 3, 2, 1, О, 1, 2, 3, 4, 5, о..

замкнуто относительно сложения, умножения и вычи-

тания. Однако ни одно ИЗ этих множеств не замкнуто
относительно деления, поскольку деление целых чисел

может привести к дробям, как, например, в случаях

4/3, 7/6,  2/5и т. д. Совокупность всех таких дробей
образует множество рацион'альных чисел.

Таким образом, рациональное число (рациональная
дробь) есть такое число, которое можно представить
в виде a/d, еде а и d целые числа, причем d не

равно нулю. Сделаем по поводу этоrо определения
несколько замечаний.

1) Мы потребовали, чтобы d было отлично ОТ

нуля. Это требование (математически записываемое

нер авенством d =1=0) неоБХОДИlVIО, поскольку здесь d яв-

ляется делителем. РаССIVIОТрИ!\1 следующие примеры:
а 21 3

Случай 1. а===21, d===7'd==T==T==3'
,

u

а 25 4
С л у ч а и 2. а == 25, d == 7, d

==

Т
== 37"'

в случае 1 d является делителем в Сl\1ысле предыду-

щеЙ rлцвЫ, т. е. 7 есть точный делитель 21! В случае 2

3 3ак. 107
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d по прежнемуявляется делителеl\f, но уже в д уrом
смысле, поскольку 7 не есть т о ч н ы й делитель 25.

Если 25 назвать делимым, а 7... делителем, то мы по..

лучиl\tI частное 3 и остаток 4. Итак, слово делитель

используется здесь в более общем смысле и применимо
к большему числу случаев, чем в rЛ.I. Однако в слу-
чаях, подобных случаю 1, должно оставаться приме-
нимым понятие делителя, введенное в rл. 1; поэтому
необходимо-, как и в rл. 1, исключить возможность

d == О. /

2) Отметим, что, в то вреМЯ как выражения ра-

циональное число и рациональная дробь являются си 

нонимами, само по себе слово дробь используется для

обозначения любоrо алrебраическоrо выражения, со-

стоящеrо из числителя и знаменателя, как, например,

уз 17 х
2 у2

2 ' ИЛИ 2 2
·

Х Х  y

3) В определение рациональноrо числа входит вы-

ражение «число, которое м о ж н о п р е Д с т а в и т ь

Б виде a/d, rде а и d целые числа и d=l=O». Почему
ero нельзя заменить выражениеl\tl «число вида a/d,
rде а и d целые числа и d=l=D»? Причиной этому яв-

ляется то обстоятельство, что существует бесконечно

 1Horoспособов выражения одной и той же дроби (Ha 
пример, 2/3 можно также записать, как 4/6, 6/9, ...,

или 2л/3л, или 2 уз/з уз, или  lO/ 1'5и т. п.), И

нам желательно, чтобы наше определение рациональ 
Horo числа не зависело от частноrо способа ero вы-

ражения.
Дробь определяется таким образом, что ее значе-

ние не меняется при умножении числителя и знамена 

теля на одно и то же число. Однако не всеrда можно

сказать, просто посмотрев на данную дробь, является

она рациональной или нет. Рассмотрим, наПрИ lер,
числа

yi2
уз

и
уШ
уз

·

Ни одно из них в выбранной нами записи не имеет

вида a/d, rде а и d целые числа. Мы можеМ
1 OДHa 
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ко, произве,сти над первой дробью ряд 'арифметиче-
ских преобразований и получить

yf2 уП 2УЗ 2

УЗ
==

VЗ уз
==

Т"

Таким обраЗОl\I, мы приходим к дроби, равной исход-

ной дроби, для которой а==2, d:: 1. Число V12/vз'
следовательно, рационально, но оно не было бы ра-

циональным, если бы определение рациональноrо чис-

ла требовало бы, чтобы число и м е л о в и Д а/Ь, rде

а и Ь целые числа. В случае дроби У 15/УЗ преоб-

разования
,

--

== V5.уз ==У5
. J/3 уз

приводят к ,числу У5. В последующих Fлавах МЫ

узнаем, что число V5 не может -быть представлено

как отношение двух целых чисел и, следовательно,

оно н е р а Ц и о н а л ь н о 'или, как rоворят, иррацио-

нально.

4) Отметим, что ВСЯК9е целое число рационально.

Как мы только что видели это верно в случае чис-

ла 2. В общем случае произвольных целых чисел мо-

жно, аналоrично, приписать каждому из них знамена-

тель, равный 1, и получить их представление в виде

рациональных дробей:
 5 4 З ........2 ........1 О

".'1'1'1'1'1' l'

1 2 З 4 5
Т, l' Т' Т' l'

... ·

Упражнения

1. Доказать, что число 2 может быть записано в виде, рацио-

нальной дроби a/d (с целыми а и d) бесконечным числом спо-

собов.
2. Доказать, что рациональное число 1fз может быть записано

в виде рациональной дроби a/d бесконечным числом способов.

3. Доказать, что число О может быть записано в виде рацио-

нальной дроби a/d бесконечным числом способов.

4. Доказать, что каждое рациональное число имеет бесконечно

MHoro различных представлений в виде рациональной дроби.

3*
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5. О п р е Д е л е н и е. Пусть k ПРОИ3ВQ.тJьное число. ОбраТНblМ I{
k называется такое число 1, что k. 1 == 1. Из этоrо определения
вытекает, что все числа, исключая О, имеют обратные. Если
дано число k =1= о, то, по определению, обратное к нему число
удовлетворяет уравнению k · l == 1. Отсюда

1
1== .

k

(Это выражение имеет смысл лишь при k =F О.) Доказать, что
обратное к любому рациональному числу (отличному от нуля)
есть число рt'lцtlональное.

i 2. Конечные и бесконечные десятичные дроби

Имеется иное представление рациональноrо числа

1/2, отличное от представлений вида 2/4, 3/6, 4/8
и т. д. Мы подразумеваем представление в виде деся 

тичной дроби 0,5. Одни дроби имеют конечные деся 

тичные представления, например,.
121
2"

=== 0,5, "5
=:: 0,4,

80
== 0,0125,

в то время как десятичные представления ДРУI'ИХ дpo 
бей бесконечны:

== 0,33333 . ·
.,

== 0,16666

5

1т
== 0,454545 . .. ·

. .
.,

Эти бесконечные десятичные дроби можно получить
из соответствующих рац-иональных дробей, деля Чис 

лвтель на знаменатель. Например, в случае дроби
5/11, деля 5,000... на 11, получаем 0,454545... .

Какие рациональные дроби ajb имеют конечные

десятичные представления? Прежде чеl\I ответить на
этот вопрос в общем случае, рассмотрим конкретный
пример. Возьмеl\l, скажем, конечную десятичную дробь
0,8625. J\tlbI знаем, что

8625
0,8625 ==

10000 '

и что любая конечная десятичная дробь может быть
записана в виде рациональной десятичной дроби со

знаменателеl\f, равным 10, 100, 1000 или какой либо
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друrой степени 10. Приводя дробь справа к несокра.
ТИМОЙ дроби, получаем

, 8625 69
0,8625 ===

10000
;:::=

80
·

Знаl\Iенатель 80 получен делением 10000 на 125 ...

наибольший общий делитель 1 О 000 и 8625. Поэтому
в разложение на простые множители числа 80, как и

числа 10000, входят только два простых множите 

ля: 2 !f Ь. Если бы мы начинали не с 0,8625, а с лю 

бой друrоЙ конечной.. десятичной дроби, то получив 
шаяся несuкратимая 1) рациональная дробь ajb тоже

обладала бы этим свойством. Иначе rоворя, в разло...

жение зна lенателЯ Ь на простые множители моrли

бы входить лишь простые числа 2 и 5, поскольку Ь

есть делитель неКQТОРОЙ степени 1 О, а 1 О == 2 · 5. Это

обстоятельство оказывается определяющим, а именно

имеет место следующее общее утверждение:
НесократиАtая рациональная дробь а/Ь имеет KO 

нечное десятичное nредста8ле uеТО2да u только то-

\

еда, КО2да число Ь не имеет простых делителей, OT 

личных от 2 и 5.

Отметим, что при этом Ь не обязано иметь среди

своих простых делителей о б а числа 2 и 5: оно может

делиться лишь на о Д н о из них или не делиться на

них вовсе. Например,
117
25

== 0,04, 16
== 0,0625, Т

== 7,Q 

здеСq Ь соответственно равно 25, 16 и 1. Существен...
ным является отсутствие У Ь друrих делителей, от'"

л ичных от 2 и 5.

Сформулированное выше предло)кение содержит

выражение ТО2да u только ТО2да. До сих пор !\IЫ дО..

казали лишь ту часть, которая относится к обороту
только тоrда. vIMeHHo мы показали, что разложение

рациональноrо числа в десятичную дробь будет ко.

нечным л ишь в т о м с л у ч а е, коrда Ь не имеет

1) Рациональная дробь а/Ь называется н е с о к р а т и м о Й,
если целые числа а и Ь не имеют общеrо делитеЛЯJ б6льшеrо.
чем 1,
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I

простых делителей, отличных от 2 и 5. (Иными сло-

вами, если Ь де итсяна простое число, от.пичное от 2

и 5, то несократимая дробь ajb не имеет конечноrо

десятичноrо выра)I{ения.)
Та часть предложения, которая относится к слову

ТО2да, утверждает, что если целое число Ь не имеет

друrих простых делителей, KpOl\le 2 и 5, то несократи-
мая рациональная дробь ajb мо)кет быть представ-
лена конечной десятичной дробью. Чтобы это дока-

зать, мы должны взять произвqльную несокраТИ IУЮ

рациональную дробь ajb, у которой Ь не имеет друrих

простых делителей, кроме 2 и 5, и убедиться в том,

что 'соответствующая ей де.сятичная дробь конечна.

Рассмотрим сначала пример. Пусть
а 9741 9741

7i
==

3200
==

27.52
·

Для получения деСЯIDчноrо разло)кения преобразуем
эту дробь в дробь, знаменатель которой\представляет
собой целую степень десяти. Этоrо мо)кно достиrнуть,

умножив числитель и знаменатель на 55:

9741 9741 о 55 30440 625
3 0440625

21 . 52 27. 57 107
.........., ·

Приведенное рассуждение можно распространить HIJ.

общий случай следующим образом. Предположим,
что Ь имеет вид 2т. 5n , rде n'! и n неотрицательные

целые числа (то е. положительные числа или нуль).
Возможны два случая: либо n меньше или равно т

(это условие записывается n-<.n'l), либо n больше т

(что записывается n>n'l). При n-<.т умножим числи-

тель и знаменатель дроби на 5т n:

а а 5
т п

а.

2т . 5
п

. 5
т п

а . 5т п

2т .5
т

5
т п

а.

10ть 2т 05п

Поскольку целое число т nне отрицат льно (т. е.

положительно или равно нулю), то 5т n, а следова-

тельно, и а. 5т n. целое положительное число. По-

ложим а. 5т n== с. Тоrда
а с

Ь 10т
·
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Но деление целоrо числа/на 10т сводится просто к

постановке запятой на соответствующем месте в .де-
сятичном представлении этоrо числа. Поэтому мы по-

,лучим конечную десятичную дробь.
Во В.тором случае, коrда п>т, умножим числи..

тель и знаменате ьдроби а/Ь на 2n т:

а а
........

==

ь 2т . 5п
а . 2n m

2т . Бn . 2n т
а . 2п

.... т

........

2n . Бп

а . 2n
'" m

.......

10n

Отсюда, {)бозначив целое число а. 2n тчерез d, по..

лучаем

а d

Ь
==

10п
·

\

Таким образом, здесь, как и в первом случае, мы при..
ходим к конечной десятичной дроби.

у п р а ж н е.н и е

Следующие рациональные дроби представить в виде конеч 

ных десятичных дробей:

l' 3 321 7 352 3149
а)  4;б) 200

; В) 400 ; r) 625
; д)

125
; е) 2500

'

3. Различные сп собыформулировки
u

и доказательства предложении

Мы уже пользовались фразой «тоrда И только то..

rда», не определяя точно, 2ТО она означает. Теперь мы

прервем наше изложение для Toro, чтобы кратко объ-

яснить некоторые из выражений, используемых при

формулировке математических утверждений, а также

связь М'ежду этими выражениями и соответствуюrцими
лоrическими отношениями. В математике имеются

,.g.Ba основных типа утверждений или предложений:

Если А, то В

и

Если А, то В, и обратно.
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.Рассмотрим их поочередно.

Утверждение, «если т и п четные числа, то чи-

сло тп четно», о котором шла речь в 5 rл. 1, яв-

ляется утверждением типа «если А, то В». Утвержде-
ние TaKoro рода }\110жет быть выражено мноrИl\IИ раз-
личными способами. Вот некоторые из них:

. рА3ЛИЧНЫЕ ФОРМУЛИРОВКИ ОТНОШЕНИЯ «если А, то В»:

1. Если верно А, то верн,9 В.
2. Если выполняется А, то выполняется В.

3. А влечет В.

4. В вытекает из А.
5. В следует из А.
б. А является достаТОЧНЫl\1 условием дЛЯ В.

7. В является необходимым условием дЛЯ A 

8. В верно всякий раз, коrда верно А.

9. В верно, если верно А.

10. А верно только тоrда, коrда верно В.

11. НеВОЗl\10ЖНО, чтобы одновреl\1енно А было

верно, а В ложно.

12. Если В ложно, то А тоже ЛО)I{НО.

в этом списке содержатся лишь наиболее употре-
бительные формы. Он, ко'нечно, неполон" поскольку в

действительности l\10)I(HO привести сколько уrодно
l\IHOrO различных форм: рассматриваемоrо утвержде-
ния. Некоторые из выражений, как, например, б и 7,
не используются в этой книrе и приведены здесь лишь

ради полноты. Кроме 12, все перечисленные выраже-
ния MorYT раСС}\1lатриваться как определения терми-
нов типа «влечет», «необ.хдДИlVl0е условие», «доста -

точное условие», и «только тоrда».

Напри:мер, 10 определяет использование в MaTelVla-

тике выражения «только тоrда». Заl\lенив символы А

и В на утверждения относительно {п и п, о которых

rоворилось выше, мы заключаем, что следующие пред-
ложения обозначают одно и то же:

«Если целые числа m и n четны, то целое число тn

тоже четно».

«Целые числа т и п четны только тоrда, Kor aце-
лое число тn четно» 

"

i..
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Если читатель чувствует, что эти предложения не

есть одно и то же, то причина этому в ero привычке

к иному повседневному использованию слова «толь-

ко»; читатель ощущает разницу между техническим

языком математики и языком, используемым обыден-

но. Имея MHoro общеrо, эти языки обладают и опре-

деленным различием, как видно из рассматриваемоrо

ПрИl\iера. Если кто либоосвоился с математичеСКИI\l

языком, он может, если пожелает, ИСПQльзовать ero

в повседневной речи. При этом, однако, люди, которые

не имеют отношения к математике, будут смотреть на

Hero, как на педанта, а быть может, даже как на не-

совсем нормальноrо в лучшем случае, как на весЬ-

ма скучноrо человека.

То, что до сих пор нами было сказано относительно

списка разных форм выражения «есЛИ А, то В», сво-

дится к тому, что формулировки 1 11представляют

собой попросту соrлашения, относящиеся к языку ма-

тематики. Форма 12 связана не только с чис'ТО терми-

нолоrическими соrлашениями, но также с фундамен-

тальной аксиомОЙ лоrикИ. То, что предложения 12 и

«есЛИ А, то В» представляют собой одно и то же,

основывается на лоrике, но одно предложение вовсе

не является просто перефразировкой друrоrо. Аксиома

лоrики, о которой идет речь (известная под назва-

нием закона uсключенноео третьеео), может быть

сформулирована следующим образом: либо А верно,

либо А ложно, [де под А мы понимаем любое утвер-

ждение справедливость или лоrичность KOToporo мо-

жет быть выяснена некоторым анализом. По суще-

ству, эта аксиома исключает все промежуточные ме-

жду истинностью и ложностью А варианты. Примем

ее на веру и докажем, что предложения 1 и 12 рав-

носильны.

Для этоrо нам нужно доказать, что 1 влечет 12 и,

обратно, 12 влечет 1. Допустиl\tl сначала справедли-

ВОСТЬ 1 и рассмотрим утверждение 12:

«Ес'ли В ложно, то А ложно».

Возможно ли, что это заключение ложно и что на са-

МОМ деле должно быть «А верно»? В таком случае мь!
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из 1 вывели бы, что В верно, но это противоречит
предпосылке в 12. Следовательно, заключение «А ло-
жно» правильно.

Обратно, пусть справедливо 12. Докажеl\f, что ТО-
rда имеет место 1:

«Если А верно, то В верно».

Правильно ли такое заключение, не должно ли стоять
в нем «В ложно»? Если бы это было так, то из 12 мы
бы вывели, что А ложно в противоречие с предпосыл-кой 1. Следовательно, заключение «В верно» является
пр авильНыl\f .

ФОрl\1Ы 11 и 12 позволяют подойти к пониманию
природы косвенното доказательства. Предпqложим,
что мы желаем установить справедливость утвержде-
ния «если А, '(о В». Прямое доказательство заклю-
чается в следующем: утверждение А предполаrается
верным, и из Hero выводится утверждение В. Рассма-
тривая 11, l\1bI видим, что можно также дать доказа-
тельство, допуская одновременную верность А и лож-
ность В и выводя из этих предпосылок противоречие.Этот метод называется методом доказательства от

nРОТИВНО20; он является одним из способов косвен-
Horo доказательства. До азательство от противноrоможно отличить по допущениям, с которых начинает-
ся рассуждение: они содержат предположения о л о ж-
н о с т и доказываемоrо утверждения. Косвенные до-казательства мо)кно Отличить также по фразе, завер-шающей доказательство, которая обычно звучит при-l\IepHO так: «...таким образом, мы пришли к противо-
речию, что и доказывает теорему».

Еще одна общая схема косвенното доказательства
подсказывается формой 12. Именно  !L ц......         
\тва справедливости утверждения «если А, ТО В» МЫ
можем предположить ложность В и вывести отсюдаложность А.

-

Вот три типа доказательства, о которых мы здесь
rоворили:

предполаrается А, выводится В
_
(прямое доказа..

тельство) ;
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предполаrается А и «не В» (Т. е. истИННОСТЬ А и

ложность В) , откуда выводится противоречие (вари-

ант . KocBeHHoro доказательства........ доказательство
от

противноrо) ;

предполаrается ЛОЖНОСТЬ В (истинность «не В»),

откуда и выводится ложность А (друrой вариант кос-

BeHHoro доказательства).
Любопытно, что в математических книrах (вклю-

чая и эту) отмеченные три типа доказательства обыч 

но используются без какоrо либоявноrо указания на

то, какой тип рассуждения применяется в тот или

иной момент. Предполаrается, ито читатель самостоя 

тельно определяет тип рассмат,риваеrvl0rо доказатель-

ства. Это, однако, HeT PYДHO,и
читатель 'может обычно

уяснить, какие допущения сделал автор "уже в начале

доказательства.
Рассмотрим, далее, второЙ вид математических

предложений, отмеченный в начале этоrо параrрафа:

«ЕСЛJ1 А, то В, .и обратно».

Слова u обратно означают «если В, то А»; это есть

утверждение, обратное к утверждению «если А, то В».

Читатель, по видимому,сознает, что прямое и обрат...

ное утверждение это две разные вещи. Одно из них

может быть верным, а друrое ложным, оба MorYT

быть верными, или оба MorYT быть ложными в за-

висимости от обстоятельств. Например, утверждение

«еслИ т и ,n чеТНbI, то тn четно» верно, в то время

как обратное утверждение «если тn четно, то т и n

четны» ложно.

Подобно тому, как это было сделано выше, здесь

можно указать различные' эквивалентные.... формы BЫ 

ражения «если А, то В, и обратно»:

если В, то А, и обратно;
А верно тоrда и только тоrда, коrда В верно;

В верно тоrда и только тоrда, коrда А  epHO;

А ложно тоrда и только тоrда, коrда В ложно;

.В ложно тоrда и только тоrда, коrда А ложно;

А влечет В, и обратно; "
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в влечет А, и обратно;
А есть необходимое и достаточное условие
ДЛЯ В;

В есть необходимое и достаточное условие
дЛЯ А;

утверждения А и В эквивалентны.

Все эти утверждения выражают в точности одно и
то )ке.

Отметим теперь значительное разнообразие суще 
ствующих методов доказательства утверждения «если
А, то В, и обратно». "Как мы видели выше, есть три
основных подхода к доказательству, утверждения
«если А, то В». Подобным образом есть три основных
метода доказательства утверждения «если В, то А».
Поскольку любой из первых трех l\1етодон можно KOl\1 

бинировать с любым из вторых трех, то Bcero есть
девять возможных схем для доказательства YTBep 
ждения «если А, то В, и обратно». Пожалуй, иаибо .
лее распространенная схема поро)кдается прямыми
доказательствами:

1) предполаrается Ar- выводится. В;
2) предполаrается В, выводится А.

Распространена также следующая CXel\'Ia:
1) предполаrается А, выводится В;
2) А предполаrается ложным, выводится, что В

.I10Ж.flО.

В с.тrожных доказательствах эти схемы часто KOM 

бинируются. Доказательство утверждения «если А,
ТО Р» может быть проведено посредс1'вом доказатель-
ства цепочки утверждений: «если А, то В», «если В,
то С», «если С, то D», «если D, то Е», «если Е, то Р».
Здесь каждое утверждение влечет следующее. Далее,
если одним из указанных выше м"етодов может быть

установлено не только любое из этих утверждений, но
также и обратное к нему, то будет справедлива TaK 
же следующая цепочка умозаключений: «если Р, то
то Е», «если Е, то D'», «если D, то С», «если С, то В»,
«если В, то А». Таким образом, обратное к исходному
утверждение «если Р, то А» тоже справедливо. Имен 
но это имеется в виду, коrда rоворится, что «обратное
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утвер)кдение мо)кет быть доказано с помощью обра-

щения ка)кдоrо из сделанных шаrов».

Все перечисленные схемы встречаются в математи-

ческих книrах, и, как уже отмечалось выше, автор не-

редко приступает к доказательству теоремы, не ука-

зыBaя явным образом, какой схеме\ он следует. При

этом предполаrается, что читатель самостоятельно

разберется в структуре доказательства.

Упра)кнения

1. Доказать, что утверждение «если тn четно, то т и n четны»

ложно.

2. Какие из следующих утверждений верны и какие ложны?

Несократимая дробь ajb может быть представлена в виде ко-
.

нечной десятичной дроби:

а) тоrда и только тоrда, коrда Ь не делится ни на какое про-

стое число, отличное от 2;

б) если Ь не делится ни на какое ПрОС'Fое число, отличное от 2;

в) только тоrда, коrда Ь не делится ни на какое простое чис-

ло, отличное от 2;
·

r) тоrда и только тоrда, коrда Ь не делится на 3;

д) если Ь не делится на 3;
е) только тоrда. коrда Ь не делится на 3.

3. Какие из следующих утверждений верны и какие ложны? Ра-

циональное число а/Ь может быть представлено в виде конеч..

ной десптичной дроби:
а) тоrда и только тоrда, коrда Ь не имеет друrих простых де-

лителей, кроме 2 и 5;
б) если Ь не имеет друrих простых делителей, кроме 2 и 5;

в) только тоrда, коrда Ь не имеет друrих простых делителей,

кроме 2 и 5. ,
I

У к а з а н и е. Принять во внимание, что несократимость дроби

ajb в условии этой задачи не оrоваривается.
4. В одной недавно вышедшей книrе по алrебре фиrурирует в

качестве аксиомы следующее утверждение: «аЬ == О только Tor-

да, коrда а==О или Ь==О». Пер€формулировать это утвержде-

ние в виде «если А, то В».

5. а) Доказать. что если (бета) рациональное  исло,то чис-

ЛО  2тоже рационально;

,

б) доказывает ли это, что если  2иррационально, то ирра-

ционально?

4. Периодические десятичные дроби

Вернемся теперь к рассмотрению рациональных
чисел. Рациональные дроби были нами разделены на

два типа на представимые конечными деСЯТИЧНhIМИ
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дробями и на не представимые таким образом. Пока-
жем, что десятичное разложение любой дроби BToporo
типа содер)кит периодически повторяющиеся части;
например,

I == 0,454545 · · · и :g == 0,31282828 . " .

Для удобства мы воспользуемся стандарТНЫl\1 обозна-
чением периодических десятичных дробей, а именно

повторяющуюся часть мы будем заключать в круrлые
скобки:

l == О, (45);  :== 0,31 (28); == О, (3); == 0,1 (6)

и Т. Д.

Причину появления периодичност можно понять из

процедуры перевада рациональной дроби, например
2/7, в десятичную:

2 7

20 0,285714
14

60
56

40
35

50
49
...............

10
7

30
28

2

2
'

'[
== 0,(285714)

"

в процессе деления последовательными остатками яв 
ляются числа 6, 4, 5 1, 3. 2. По Достиж нииостатка 2.
цикл завершается, и мы возвращаемся к делению 20
на 7. Все остатки меньше, {!ем делитель: равный 7,
так ч'(о цмеется Bcero шесть различных воз ожных
остатков, и поэтому необходимо возникнет повторение
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остатков. (Остаток О неВОЗМQжен, так как конечные

десятичные разложения исключены из рассмотрения.)
В разобранном выше примере повторение обнару-

жилось, коrда деление 20 на 7 встретилось во второй

раз. При этом деление 20 на 7 было также пер в ы м

IП а r о м Bcero процесса деления. Повторение вовсе

не обязательно' воз'вращает нас именно к первому

шаrу. Рассмотрим, надример, разложение в десятич-

ную дробь числа 209/700:

209 700

209 О 0,29857142
1400
6900
6300
6000
5600
4000
8500
5000
4900
1000
700
3000
2800
2000
1400
600

209

700
== 0,29 (857142)

Повторение здесь возникает при появлении остатка

600, который уже встречался несколькими шаtами

раньше. Как мы знаем, если делитель равен 700, то

возможными остатками являются числа 1, 2, 3, ...,

699. У нас имеется, та}{иМ образом, уверенность в 'по-

вторении остатка, хотя для достижения повторения,

возможно, пришлось бы проделать весьма значитель-

ное число шаrов.

Общий случай произвольной дрuби а/Ь может быть

разобран аналоrичным способом. Именно при делении

целоrо числа а на целое число Ь в остатке Moryr
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появиться лишь следующие числа: 1, 2, 3, ..., Ь 2,
Ь 1; поэтому в процессе деления неизбежно возни-
кает повторение остатка. С этоrо места начинается
новый цикл; результатом деления является периоди-
ческая десятичная дробь.

Таким образом, нами доказана половина следую.
щеrо предложения:

Всякое рациональное число а/Ь представимо как
конечная или бесконечная периодическая десятичная
дробь; обратно, любая конечная, а также любая бес-
конечная периодическая десятичная дробь представ-
ляют собой некоторое рациональное число.

Вторая половина этоrо предложения, которую нам
еще только предстоит доказать, касается двух типов
десятичных дробей конечных и бесконечных перио.
дических. Конечные десятичные дроби. рассмотреныбыли ВЫше, и l\1bl видели, что они представляют собой
рациональные числа. Обратимся теперь к бесконеч-
ным периодическим десятичным дробям. Покажем
сначала, что некоторая конкретная бесконечная пе-
риодическая десятичная дробь представляет собйй
рациональное число. После разбора частноrо случая
тот же метод будет ПРИ1Iенен к произвольной перио-
дической десятичной дроби.

Рассмотрим бесконечную периодическую десятич",
ную дробь:

х == 28,123 (456),
u

или, в ином записи,

х == 28,123456456 . "
.

Умножим ее сначала на ОДно число, затем на дру_roe; числа, на которые мы УМножаем дробь, выбира.ются таким образом, чтобы при вычитании одноrо
произведения из друrоrо бесконечная периодическая
часть сократилась бы. В нашем примере в качестве
таких множителей можно взять числа 106 и 103, по-
скольку

и

1 06 · Х == 28123456, (456)

103 · х == 28123, (456),
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так что разность 106.x 103.xравна

999000х == 28095333.

Следовательно,
28095333

х ===

'999000 '

и, стало быть, х число рациональное.
Обобщая использованный метод, мы покажем, что

:множители 103 И 106 не были «взяты с потолка», а

были выбраны соrласно определенному правилу.

Ниже целая часть десятичной дроби (в рассмотрен-
ном 'выше примере равная 28) опускается, поскольку

в доказательстве она не иrрает существенной роли.

Любую бесконечную периодическую десятичную дробь

(без целой части) можно записать в виде

х == О, а 1а2 · . · аs (Ь 1Ь2 · . , ьt ) ,

,
rде аl, а2,"', аз обозначают s последовательных

цифр неповторяющейся части, а b 1 ,
Ь 2 , ...,

b t суть t

цифр периода 1). в раосмотренном примере s == 3,

t == 3, аl == 1, а2 == 2, аз == 3; Ь 1
== 4, Ь2

== 5 и Ьз
== 6. Если х

умножить сна ала на 10s+t
, затем на 10s

и второе

произведение вычесть из первоrо, то мы получим

10
s+ t

. Х == а1а2 . . . asb 1b2 · · · bi + O,(Ь 1Ь2 · · · Ье ),

10
s

· Х == а 1а2 · · · аs + О, ( 1Ь2 · · · Ьt )
и

(10
s+ t

10
S

) · Х == а 1а2 . . . asb 1b2 · · · bt аlа2 · · · as '

1) Поскольку запись ala2 ... а8 в алrебре означает про и з-

ведение al.a2..... as (а запись Ь 1 Ь2 ... Ьt произведение
b 1

· Ь2
·

. . .
· b t ), мы ставим над числом черту, означающую, что,

например, выражение ala2 ... ав надо понимать не как произве-

дение чисел QI, й2, ..., Qs, а иначе как последовательность

цифр at, а2, ... ,
а э десятичной записи числа. Символы 1, 2, ...

'. ..
,

s в обозначении Ql, а2, ...
,
аэ называются (нижними) ин-

дексами и имеют лишь смысл меток или ярлыков; отказавшись

от использования индексов, мы очень скоро обнару,кили бы, что

нам не хватает букв.

4 3ак. 107
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так что ·

аl а2 ... а$Ь}Ь2 ... bt a}a2... а$x 
.

10$+t 10$
·

Следовательно, число х равно отношению двух целых
чисел и, стало быть, рационально, что нам и требо-
валось доказать.

.

Упражнение
Найти рациональные дроби, равные следующим десятичным

дробям:

а) 0,111 ...; б) 5,6666 о..; В) 0,37 (43);

r) 0,9 (987); д) 0,00 (01); е) 0,(9).

5. Всякую конечную десятичную дробь
можно представить в виде периодической

десятично ДРО9И

Выше в этой rлаве было установлено, что некото-
рые рациональные числа MorYT быть записаны в виде
конечных десятичных дробей, в то время как друrие
представляются бесконечными десятичными дробями.
Любопытно, что любую конечную десятичную дробь
(исключая нуль) можно выразить в виде бесконеч-
ной дроби. Это можно, конечно, сделать совсем оче-

видным способом, представив, например, 6,8 как

6,8000..., т. е. с помощью бесконечной посл,едователь-
ности нулей. Кроме TaKoro очевидноrо способа пере-
вода конеЧНQЙ дроби в бескрнечную посредством до-
бавления последовательности нулей, имеется друrой,
пожалуй, в некоторой степени удивительный прием.
Начнем с хорошо известноrо разложения дроби )/3:

1

3
== 0,33333 · .. ·

/'

Ес.JIИ обе части этоrо равенства ДОl\1НОЖИТЬ на 3, то
в результате получится следующее равенство, выrля-

Дящее довольно странно:

1 === 0,99999 . " . (1)
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Таким образом, имеется равенство между конечной

десятичной дробью 1, или 1,0, и бесконечной десятич-

ной дробью 0,99999...
ПОСМОТРИ!\l на соотношение (1) с друrой точки

зрения. Обозначим бескоtlечную десятичную дробь

0,99999.." через х:

х == 0,99999 . .. . (2)
.

Домножая обе части равенства (2) на 10, получаем

10х == 9,99999 . . ·
== 9 + 0,99999 · .. ·

Вычитая отсюда (2), найдем

9х === 9 или х == 1.

Таким образом, равенство. (1) доказано теперь нами

друrим методом, отличным от первона альноrо.

Поделим теперь равенство (1) на 10, затем на 100,

на 1000, на 10000 и т. д. В результате получится це-

лая последовательность соотношений:

0,1 == 0,099999 · · ·
,

0,01 == 0,0099999· . ·
,

0,001 == 0,00099999 · · ·
,

0,0001 == 0,000099999 и т. д.

(3)

Эти соотношения MorYT быть использованы для пе-

ревода любой конечноЙ десятиЧной дроби в беско-

неЧНУIО. Например, можно написать

6,8==6,7+0,1 ==6,7+0,099999 ... ==6,799999 ... ·

Приведем еще несколькО примеров:

0,43 == 0,42 + 0,01 === 0,42 + 0,0099999 · · ·
===

0,4299999 · · · ;

0,758 == 0,757 + 0,001 == 0,757 +0,00099999 ...
==

== 0,75799999 · · .

0,102 == 0,101 + 0,001 == 0,101 + 0,00099999. · · ·
===

== 0,10199999 · · .

6,81 :::; 6,8.+ 0,01 :;;; 6,8 + 0,0099999 .,.
==

=== 6,8099999 ....

4.
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Описанный прием позволяет любую конечную
десятичную дробь записать как бесконечную. Об..
ратно, равенства (1) и (3) MorYT быть использованы
для преобразования любой десятичной дроби, содер..
жащей бесконечную последовательность девяток,
в конечную десятичную дробь:

0,4699999 · · . ==:: 0,46 + 0,0099999 . . . ==

== 0,46 + 0,01 === 0,47,
18,099999 · · · == 18 + 0,099999 . . . == 18 + 0,1 == 18,1.

Ответ на вопрос, сколько представлений в виде
десятичных дробей имеет определенное число, зави..
сит от Toro, как этот вопрос понимать. В самом
деле, для числа 0,43, кроме записи 0,42999, можно
привести еще целый ряд представлений:

0,430, 0,4300, 0,43000, 0,430000, ... .

Эти представления, однако, Являются столь очевид-
ными вариациями представления 0,43, что мы не счи-
таем их действительно от Hero отличающимися. Коrда
 IЫrоворим о записи в виде бесконечной десятичной
дроби HeKOToporo числа, например 0,43, то имеется
в виду 0,42999..., а не 0,43000....

Упражнения

]. Каждую из следующих дробей записать в виде конечной де-
сятичной дроби:

а) 0,11999 ...; б) 0,299999 ...; в) 4,79999 ...; r) 9,999 '., .

2. Каждую из слеДУЮULИХ дробей записать в виде бесконечнойдесятичной дроби:

а) 0,73; б) 0,0099; в) 13.

3. Какие рациональные числа а/Ь имеют два существенно раз-личных представления в виде десятичной дроби?4. Какие рациональные числа а/Ь имеют три 'существенно раз-личных представления в виде десятичной дроби,
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6. Кра киеВЫВОДЫ

Раииональные числа ajb мы разделили на два типа:

к первому типу принадлежат те числа, у которых Ь

не имеет друrих простых делителей, кроме 2 и 5, ко

второму нсе остальные. (Здесь предполаrает я,что

дробь а/Ь несократима.) Числа первоrо типа' MprYT

быть записаны как в виде конечной, так и в виде бес-

конечной десятичной дроби. Например,
1

2
== 0,5 == 0,499999 · .. ·

'Числа BToporo типа MorYT быть записаны лишь в виде

бесконечной десятичной дроби. Например,

1
-'

"3
== 0,33333 '.' ·

Эти представления являются единственными в том

смысле, что 1/2 и 1/3 не MorYT быть выражены в виде

никакой друrой десятичной дроби, исключая, конечно,

такие тривиальные формы, как 0,500. В следующей
rлаве будет объяснено, почему это так.

Основное внимание нами было уделено рациональ-

ным числаl\l и их десятичным представлениям. Под-

ходя к вопросу с друrой CT 9pOHЫ,поставим во rлаву

уrла именно десятичные представления чисеЛ. Все

бесконечные десятичные дроби, встречавшиеся в этой

rлаве, были периодическими. А что можно сказать о

бесконечных н е пер и о Д и ч е с к и х десятичных дро-

бях, т'аких, как

q === 0,101 001 000 100001 000001 000000'1 ...
,

rде последовательность цифр (Iосле запятой образа..
вана сериями нулей, .разделеННЫlVlИ единицами, при..

чем первая серия содержит один нуль, вторая серия 

два нуля, третья серия три нуля и т. д.? Что за

число, если это вообще число, определяет собой

дробь q? Из настоящей rлавы мы знаем, что «число»

q не может быть рациональным. В следующей rлаве

мы расширим rраницы нашеrо исследования с тем,

чтобы включить в них числа, подобные q.
'
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Действительные числа
,:

1. rеометрическая точка зрения

Коrда в rеометрии ВВ()i'(ЯТСЯ координаты, HeKOTO 

рая прямая линия принимается за ось х, и каждой
точке этой оси сопоставляется некоторое число. Дe 
лается это посреДСТВОl\i выбора двух ПDОИЗВОЛЬНЫХ

 2  1
I

о

t
1
I

.']

Рис. 5.

r
./

(но различных) точек на оси, которым сопоставляют-
ся О и 1, причем расстояние между этими двумя точ 
ками иrрает роль единицы длины, или единичной
длины. Обычно (рис. 5) точка, отвечающая 1, выби 
рается с п р а в а от нулевой точки, т.ак что слева от
нулевой точки находятся точки, сопоставляемые отри-
цательным числам. Нулевая точка называется нача 

ЛQМ. Точка, отвечающая, например, числу 7, лежит

справа от начала на расстоянии, в семь раз большем
единицы длины, а точка, отвечающая числу ..........7' ле 
жит слева от начала на том же расстоянии. ,Таким
способом каждая точка связывается с некоторым' чис-

ло :отвечающее точке число есть р а с с т о я н и е от
не-е до начала, взятое со знаком плюс, если точка ле-
жит справа от начала, и со знаком минус в прЬтив-
ном случае. Как показано на рис. 6, местоположение
таких рациональных чисел, как  4/3,1/2 и 2,3, леrко

определяется по их отношению к точкам О и l 
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СИМВОЛ У2 обозначает число, которое, будучи по-

множенным само на себя, дает 2, т. е. У2. У2 == 2.

Чтобы пояснить rеометрический смысл числа У2:
рассмотрим единичныj1 квадрат (рис. 7). Из теоремы

..2 ...4 --7 О v2 7 Л '1 2,3

I 1.... "1 I \ I

р и с. 6.

Пифаrора следует, что квадрат длины диаrонали это-

ro квадрата равен 2. Длина диаrонали обозначается

поэтому через У2, и число у2 сопоставляется Т9Й

точке оси, расстояние которой от начала равно длине

диаrонали нашеrо единичноrо квадрата.
Так как каждая точка оси лежит на некотором

расстояния от начала, то интуитивно ясно, что для

,

1

1

Рис. 7. Квадрат со сторонами длины 1.

каждой точки им:еется отвечающее еЙ. число. Под

действuтеЛЬflblми числами 1) мы понимаем совокуп-
ность всех чисел, связываемых с точками оси. Каждое

рациональное число принадлежит этой совокупности,

поскольку каждому рациональному ч'ислу Ь/а отве-

чает точка, раостояние которой от начала равно Ь/а
единиц длины. Можно, таким образом, сказать, что

рациональные числа образу тподмножество множе-

ства всех действительных чисел.

. Имеются, однако, действительные числа, не являю-

щие ярациональными. В этой rлаве будет показано,

1)- Употребляется также термин вещественные числа.........

Прим.. ред!
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что число У2 не рационально. Всякое действительное

число, которое, подобно У2, нерационально, называет-

ся иррациональным числом. Соrласно ЭТО!\1У опреде-
лению, каждое действительное число либо рациональ-
но, лиuо иррационально. Прямая линия, или ocь, с

каждой точкой которой описанным выше способом
связано некоторое число, называется действительной

прямой. Точки этой прямой называются рациональ-
ными или иррациональными, смотря по тому, рацио-
нально или ирра,дионально соответствующее им число.

Отметим, что данное выше определение иррацио-
нальноrо числа сводится к следующему: действитель-
ное число называется иррациональным, если ero нель-

зя представи:-ь в виде отношения а/Ь двух целых
чисел.

2. Десятичные представления

Ясно, что число 1/3 сопоставляется одной из то-

чек, которые делят на три равные части отрезок, сое-

диняющий начало с единичной точкой, а именно с ле-

вой из двух таких точек (рис. 8),

О 7

I I I

Рис. 8.

РаССl\10ТРИМ теперь десятичное представление чис-

ла 1/3:

1
.

3 3 3

'3
== 0,33333 ... ==

10 + 100 + 10000 +
... ·

Это соотнош€ние выражает 1/3 в 'виде CYM 1Ыс беско-
нечным числом членов. Несмотря на то что число чле-

нов бесконечно, сумма имеет, определенное значение,
а именно 1/3. Точки на действительной прямой, отве-

чающие числам

Ot3 , 0,33, 0,333, 0,3333? . .
.,
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образуют последовательность, сходящуюся к точке

1/3. Это видно на рис. 9. (Единица длиtIЫ на нем взята'

достаточно большой.) Аналоrично, любая бесконечн Я

десятичная дробь отвечает некоторОЙ точке на дей-

Vз

о

1 ,
I

0,30 0,33

,
t4S

\

Рис. 9.

ствительной прямой. Дроби 0,9999... отвечает предел

последовательности точек, связанных с числами

0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, 0,99999 и Т. Д.

Как показано на рис. 10, ЭТИ точки СХОДЯТСЯ к еди 

u

ничнои точке в соответствии с соотношением

1 ==0,99999..., выведенным в предыдущей rлаве.

о.р (l,99
'1' 11

1I
О

Рис. 10.

Обращаясь, далее, к числу

q:=: 0,101 001 000 100001 000001 000 000 1 . . .
,

рассмотренному выше в качестве примера, мы видим,
u

u

что оно тоже отвечает определеннои точке деистви-

тельнОЙ прямой. Точку эту можно представить себе

как предел следующей последовательности точек:

0,1,

О, 1 01,

0,101 001,

0,101 001 000 1,

0,101001000 100001 и т. д.

Так как дробь q не периодична, то она представляет

собой иррациональное число, и отвечающая ему точка

иррациональна.
Вышеизло)кенное подсказывает иной способ, по-

зволяющий прер.ставить себе совокупность .п.ействи-
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тельных чисел. Действительные числа образуются со-

вокупностью всех десятичных дробей, конечных или

бе,сконечных, как, например

17,34, 2, 176,  6,037222 22 ..., q == 0,101 001 000 1 ... .

в СООТlветствии с предыдущей rла,вой совокупность
этих десятичных дробей можно разделить на два
класса: класс рациональных чисел и класс иррацио-
нальных чисел. Рациональные числа это те деся-
Тичные дроби, которые либо конечны, либо перИОДИЧi

ны; иррациональные числа это бесконечные (непе-
Риодические ) десятичные дроби, как, наПрИl\Iер,
дробь q, 1) которой rоворилось вЫше. Кроме Toro, по-
скольку ка)I{дая конечная десятичная дробь (или ках{-
дая дробь вида 0,43000... с бесконечной последова-
тельностью нулей) может так х{е быть записана, как
истинно бесконечная периодическая десятичная дробь,
то мы можем принять соrлашение (действующее до
конца этоrо параrрафа) записывать все рациональные
числа в виде бесконечных периодических десятичных
дробей. (8 соответствии со сделаННЫ1\1 соrлашением
0,43, например, будет записываться как 0,42999...; это
мох{ет показаться нелепым, однако упрощает прово..
димое ни!Ке рассуждение.)

Пока)I{ем теперь, что представление действuтель-
НОсО числа в виде бесконечной десятичной дробиединственно. Иными словами, две бесконечные деся..
ти ныедроби равны только тоrда, коrда их цифры,
стоящие на одинаковых местах, равны, т. е. коrда
з а п и с и этих дробей одинаковы.

;/

Почему бесконечное десятичное представление чи-
сла единственно? Для от'вета на этот вопрос рассмот-
рим два числа с раЗЛИЧНЫl\fИ бесконечными десятич"
ными представ.пениями. Поскольку представления
различны, то имеется по краЙней мере одна цифра,... в которой они ОТJIичаются. Например,

а == 1 7,923416 . . .
,

ь == 1 7,923415 . . "

Бесконечная последовательность чисел, следующая за6 в числе а, мох{ет быть любой, какую только захочет
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себе представить читатель, исключая бесконечную по 

следовательность нулей. То же самое относится к чис 

лу Ь. Далее, поскольку бесконечная последователь-

ность нулей исключается, то а cTporo больше, чем

17,923416; символически это записывается в виде

а> 17,923416.

с- друrой  TOpOHЫ,Ь может быть равным самое боль-

шее 17,923416'i так как рав'енство Ь==17,923416 имеет

место лишь тоrда, коrда все цифры в Ь, следующие
за «5», суть девятки, т. е. коrда Ь==17,923415(9).

Утверждение «Ь самое большее равно 17,923416» СИl\f-

волически записывается

Ь <- 17,923416, или 17,923416 >Ь.

Объединяя вместе полученные неравенства для а и Ь,

получаем
, а > 17,923416> Ь,

откуда следует, что а>Ь. Таким образом, а больше

чем Ь, и это исключает, конечно, возможность их pa 

венства. Мы провели рассуждение в частном случае

двух конк,ретных чисел а и Ь, но оно без труда обоб-

щается на любую пару чисел, имеющих разные беrС 

конечные десятичные представления.
.

3. Иррациональность числа У2

 ЫдадиМ эдесь традиционное косвенное доказа-

тельство ирраuиональности числа У2. в следующей
rлаве будет приведено еще одно доказательство

этоrо факта, использующее значительно Qолее общий

подход.

В rл. 1 было показано, что множество четных чи-

сел, равно как и множество нечетных чисел, замкнуто

относительно умножения. В частности, квадрат чет 

Horo числа четен, а квадрат нечетноrо числа нечетен.

'Допусти лтеперь, что число У2 рационально, CKa 

жем

..r а

у 2 ;;::;

7i '
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rде а и Ь целые числа. Мы предположим, и в дока-
зательстве это будет иопользовано, что рациональная
дрuбь а/Ь несократима. Точнее, мы воспользуемся тем,
что ч исл а а и Ь н е я в л я ю т с я о б а ч е т н ы  IИ ..........

В противном случае дробь а/Ь была бы сократимой.
Возводя в квадрат выписанное выше равенство и про-
изводя упрощения, получаем

, а2

2 ===

7J2'
а2 == 2Ь2

.

Число 2Ь 2
четно. ПОЭТОl\1У а2

и, следовательно, а чет-

но, скажем, а==2с, rде с.......... целое. Заменяя а на 2с в

равенстве а2 ==2Ь2
, получаем

(2с)2 == 2Ь2
, 4с2 == 2Ь2

, 2с2 == Ь2
.

Число 2с2
четно. Поэтому четно 62, а вместе с ним

и Ь. l\lbI пришли к заключению, что как а, так и Ь
четно, в то время как дробь а/Ь была предположена
несократимой. Полученное противоречие имеет своим

следствием невозможность преД1ставить V2 в виде ра-
циональной дроби а/Ь. Таким образом, число V2
иррационально.

4. Иррациональность числа V 3

Одно ИЗ возможных доказательств иррациональ-
ности числа Vз схоже с только что приведенным до-

казательством иррациональности числа V2. В отличие
от случая V2, однако, реUlающим фактором здесь яв-
ляется деЛИ 10СТЬна 3, а не на 2. Пре}i{де чем пере-
ходить к доказательству, мы покажем, что квадрат
цеЛ020 числа делится на 3 Т02да u только Т02да, ко-
2да само это целое число делится на 3. Отметим, что

делящееся на 3 целое число имеет вид 3п, то время
как не делящееся на 3 целое число имеет вид 3п+ 1
или 3п + 2. Это обстоятельство вместе с равенствами

(3п)2 == 9п2
=== 3 (3п2),

(3п+ 1)2===9п2 +6п+ 1 ==3(3п2 +2п)+ 1,
(3п+2)2 === 9п2

+ 12п +4 == 3 (3п2+ 4п + 1)+ 1
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убеждает нас в справедливости высказанноrо утвер-

ждения.

Предположим теперь, что число 11з рационально,

скажем

...{ а

у3==ь,
rде а и Ь целые числа. И здесь, как в случае 112 ,

мы предположим, что дробь ajb несократима, в част-

ности, что числа а и Ь одновременно не делятся на 3.

Возводя в квадрат Iвыписанное выIеe равенство и про-

изводя упрощения, получаем

а
2

3 ==

7J2'
а2 == 3Ь2

.

Целое число 3Ь2
делится на 3. Поэтому делится на 3

ЧI-I'СЛО а2
,
а вместе с ним и а. Пусть а == 3с, rде с це-

лое. Заменяя а на 3с в равенстве а
2 ==3Ь 2

, получаем

(3с)2 == 3Ь2
, ,9с

2 === 3Ь2
, 3с2

== Ь2
.

...

Это показывает', что Ь2
и, следовательно, Ь делится

на 3. Таким образом, как а, так и Ь делится на 3, что

противоречит допущению о несократимости дроби ajb.
Тем caMЫ доказано, что чи,сло 11 з иррационально.

5. Иррациональность чисел 116 и 112+ 11з

Доказательства иррациональности чисел 112 и 11з
основывались на свойствах делимости целых чисел

, соответственно на 2 и 3. В основу соответствующеrо

доказательства иррациональности числа 11 6 можно

положить как деЛИl\10СТЬ на 2, так и на 3. ПРОБОДЯ,

например, доказательство параллельна случаю 112,
предположим, что

...{ а

у6==ь,

rде целые числа а и Ь не являются одновременно чет-

ными. Возводя в квадрат, получаем

а2

6 ===

712'
а2

== 6Ь2
.
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Число 6Ь2
четно, поэтому четно а2

, а вместе с ним

и а. Пусть а==2с. Имеем

а
2
== 6Ь2

, (2с)2 == 6Ь2
, 4с2 == 6Ь2

, 2с2 == 3Ь2
.

Соrласно последнему соотношению, 3Ь2
четно. Но то-

rда четно Ь 2
, а следовательно, и Ь. Поскольку, соrла -

но предположению, числа а и Ь не являются одно-

временно четными, то число У6должно быть иррацио-
нальным. В качестве упражнения читатель l\fo)J{er

вывести то же заключение с помощью рассуждения,

параллельноrо тому, которое было использовано для

доказательства иррациональности уз.
Мы заключим' рассмотр.ение примеров иррацио-

нальных чисел выражением У2 + уз. Иррациональ-
ность этоrо числа будет выведена из иррационально-

сти У6. Предположим, что число У2 +VЗ рацио-
нально, и обозначим ero через r:

У2+УЗ ===r.

После возведения в квадрат и упрощений, получаем
.

2 + 2 у6+ :3 === ,2, 2У6 == ,2 5, У6 ===
r
2

-;
5

.

Вспоминая теперь, что множество рациональных чи-

сел замкнуто относительно всех четырех операций:
сложения, вычитания, умножения и деления (исклю-
чая деление на нуль), убеждаемся в рациональности

1
числа 2" (r2 ........ 5). Но это противоречит ирр циональ-

ности числа У6. Следовательно, число У2 + уз
должно быrь иррациональным.

Каково бы ни было целое число п==а. Ь, относи-

тельно KOToporo известно, что уп === уа · Ь иррацио-
нально, аналоrичным использованному выше методом

можно доказать, что число уа+У иррациональноI).

1) Здесь существенно лишь, что а и Ь рационаЛЬНЫ1
а VаЬ ..........

иррационально. При.М. перев.

.
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Упражнения

1. Док затьдвумя способами, что квадрат целоrо числа делится

на 5 тоrда и только тоrда, коrда само это целое число де-

лится на 5:

а) дать сначала доказательство, аналоrичное приведенному в

TeK Teдля елучая делимости на 3. Нач'ать с Toro, что каж-

дое целое число имеет одну из следующих форм: 5п, 5n + 1,

5n+2, 5n+3, 5n+4;

б) дать затем доказательство, основывающееся
/

на r основной

теореме арифметики. Теорему эту можно найти в rл. J

или в приложении Б.

2. Доказать, что число У5 иррационально.

3. Доказать, что число У15 иррационально.

4. Доказать, что число У5+уз иррационально.
. з

5. Доказать, что число 1/2' иррационально.

6. Известно, что с{ (альфа) иррациональное число. Доказать,

что число a l== l/а тоже иррационально,
7. Рационально или иррационально число О?

6. Слова, ко.торыми мы пользуемся

Я ык,!(Q.торый мы используем для описания раз-

личных классов чисел, является частью нашеrо исто-

рическоrо наследства, и поэтому он вряд ли изменит-

ся, хотя мы чувствуем, что использование некоторых

слов в нем несколько необычно. Например, в повсе-

дневной речи при описании чеrо-либо как «иррацио-

нальноrо» мы обычно имеем в виду нечто не воспри-

нимаемое нашим разумом, нечто непознаваемое. Но,

конечно, мы не рас.сматриваем иррациональные чис-

ла например, длину диаrонали единичноrо квадра-

та как нечто непознаваемое. По-видимому, древние

rреки были удивлены, коrда обнаружили иррацио-
нальные числа, поскольку до этоrо они предполаrали,

что каковы бы ни были два прямолинейных от езка

(например, сторона и диаrональ квадрата) сущест-

вуют целые числа а и Ь, отношение которых равно

отношению длин рассматриваемых отрезков. Таким

образом, слово «рациональный» В М,атематическом

смысле связано с отношением целых чисел, а «ирра-

циональный» с отсутствиеlVl TaKoro отношения.
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Слово. «соизмеримые» также использовалось для
описания двух длин, отношение которых есть рацио..
нальное число. Две .соизмеримые длины связаны та-

ким образом, что одна из них может быть «измерена»
с помощью друrой в следующем смысле: существует
некоторое целое число k, такое, что коrда первый от-

резок делится ,на k равных, частей, каждая длины 1,
то второй отрезок тоже делится на целое число, ска-

жем т, равных частей длины .1. При этом отношение

рассматриваемых длин равно
kl k
ml

==

т '

и, таКИlVl обра,ЗОМ, рационально (рис. 11).

1 з ...

j{ 1 J(

. . .

т"'/ т

Рис. 11.

Коrда отношение длин отрезков (например, сторо-
ны и диаrонали квадрата) иррационально, вышеизло-
женная конструкция не может быть осуще'ствлена,
как бы велико ни было число k (и как бы мал соот-

ветственно ни был отрезок I)! В этом случае рассмат-
риваемые отрезки называются несоизмериМblми.

Числа типа 1/2, У24 , общий вид которых есть
rz

Vа, [де а рационально и n целое число, назы-

ваются радикала.ми.
Термин «действительные числа» является еще од-

ним примером историческоrо наследия. Если бы Ha:.vl

пришлось давать им название теперь, то мы бы их,

возможно, назвали «одномерные числа». Во всяком

случае, мы не рассматриваем числа, не входящие в

класс действительных чисел, как «недействительные».
Читатель, ВОЗl\10ЖНО, знаком с комплексными числами,

частным случаем которых являются действительные
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числа. Комплексным числом называется число вида

а + bi, rде а и Ь действительны, а i удовлетворяеr со-

отношению i2 == 1. Это определение приведено здесь

лишь для завершения обсуждения названий классов

чисел. Содержание настоящей книrи оrраничивается
действительными числами, и более широкоrо класса

комплексных чисел мы здесь не коснемся.

g 7. Приложение к rеометрии

Большинство учебников по rеометрии оставляют

пробелы в тех доказательствах, rде возникает нужда
в иррациональных числах. Этот пробел связан с тем,

, Рис. 12.

что в доказательстве рассматривает/ся лишь «рацио-
нальный случай», в то время как «иррациональный
случай» замалчивается. Часто так обстоит дело со

следующим предложением.

ТЕОРЕМА 1. Если три параллельные nрЯМblе nересе-

чеНbl двумя прямыми в точках А} В} С} А', В', С', как

nоказано на рис. 12, то

АВ А'В'

ве в'е'
,

5 3ак. J07
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еде, например, АВ обозначает длину прямолинейноео
отрезка с концами А и В.

Эта теорема может быть использована для дока-
зательства о с н о в но й т е о р е м ы о по Д о б H ЫХ

Т Р е у r о л ь н и к а х: если три У2ла одНО20 треУ20ЛЬ 
ника соответственно равны трем услам дРУ2020 тре-

У20льнuка, то соответствующие стороны треУ20льни 
ков пропорциональны (рис. 13). Этот результат в

СБОЮ очередь часто используется для доказательства

Рис. 13.

теоремы Пифаrора, так что вся триrОНОl\1етрия и ана-

литическая rеОl'vIетрия практически строятся на основе

указанных теорем.
Докажем теперь TeOpel\tIY 1 для случая, коrда о т-

нош ениеАв/ве иррационально. Мы прини-
маем без доказательства справедливость ее для слу-
чая рациональноrо АВ/ВС, поскольку эта часть тео-

ремы вполне корректно доказываетс во всех книrах

по элементарной rеометрии. Прежде, чем переходить
к доказательству теоремы 1 в случае иррациональ-
HOr-О о ношенияАВ/ВС, полезно установить следую..
щий предварительный результат, относящийся к тому
же рис. 12.

ТЕОРЕМА 2. Если m и п такие положительные це-

лые числа, что

т АВ

11 < вс '

то

т А'В'

п < В'С' ·

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Н.ачнем с HeKoToporo дополни-
тельноrо построения! Разделим отрезок ве на п рав-
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ных частей. Пусть каждая часть имеет длину а, так

что BC==nr:x. Отложим, далее, последовательно т от-

резков длины а вдоль отрезка ВА и обозначим че-

Рис. 14.

рез D более удаленный от В 'конец последнеrо из

этих отрезков. Покажем сначала, что D лежит ме-

жду В и А.. !{ак показано на рис. 14.

Так Ka? ВС"==па и DB==mfX) то

DВ та т
.

ве
==

--па
==

n'

но, соrласно сделанному предположению,
т АВ

n
< ве

;
"

и поэrОl\IУ
DB АВ

ве < ве
·

Из последнеrо неравенства вытекает, что D8<AB, по..

скольку обе дроби имеют один и тот же знаменатель

ВС. Таким образом, DB короче АВ и, следовательно,

точка D лежит внутри отрезка АВ.

Проведем, далее, из всех этих To eKделения пря-

мые па'раллельно АА', и пусть точке D прямой АВ со-

ответствует точка D' прямой А'8', как это показано

на рис. 14" Соrласно теореме 1 для рациональноrо

5*
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случая (справедливость которой мы приняли без до-
казательства), В'С' разделится при этом на п равных
частей, а D'В' на т равных частей одной и той же
длины. Следовательно,

D'В' т

В'С'
===

n.

Но, как видно из рис. 14, D'В'<А'В', так что

D'B' А'В' т А'В'

В'С'
< В/С' t п < В'С' ·

ОтмеТИ 1также, что имеет место

-, т АВ т А'В'ТЕОРЕМА 2 · Если
n > Ве ' то

11 > В'С/ .

Теорема 2' вролне аналоrична теореме 2 и дока-
зывается так же.

И'спользуе 1теперь доказанные нами теоремы 2 и
2' для Toro, чтобы установить справедливость Teope 
мы 1 в том случае, коrда отношение Ав/ве равно
и р р а Ц и о н а л ь н о м у числу В. При ЭТОМ мы вос-

пользуемся десятичным пред'ставлением  ,о котором
rоворилось в Э 2.

.

Для иллюстрации Toro, что мы собирае IСЯделать,
допустим, например, что == л == 3, 14159... . Torда

з 4
T< <T'
31 32

lO< <ТO;
314

< А <
315

,

100 р 100
'

3141 3142

1000 < <
1000 ' ... и т · д.

(1)

РаЦ1иональные дроби слева равны соответственно де..
СЯТИЧНЫl\f дробям 3; 3,1; 3,14; 3,141 и Т. д., взятым из

десятичноrо разложения  .Дроби справа получаются
увеличением этих дробей H 1; 0,1; 0,01; 0,001. и Т. Д.

I епочканеравенств (1) бесконечна. Мы выписали
только первые четыре из них. Все эти неравенства
(в бесконечном числе!) п о л н о с т ь ю характеризуют
то значение  ,которое мы рассматриваем, а именно
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== л. Иными словами, если число удовлетворяет
в с е м неравенствам (1), то оно равно л.

Разумеется, неравенства (1) относятся только к

ИЛЛЮСТРИРУЮlцему общий случай примеру, коrда

имеет значение л. Покончив теперь с этим примером,

отметим, что десятичное разложение произвольноrо

иррациональноrо числа дает цепочку неравенств:

 l< < 1"t а(
;

< р. <
1 + а2 -

10 .

р 10'

< р. <
1 + аз .

100 IJ 100'

а4 1 + а4

1000
< < 1000 ' ... и т. д.,

(2)

однозначно опредеЛЯJОЩИХ [3, причем каждое из этих

неравенств утверждает, что число Р заключено

между определенными рациональными числами.

Символы а1 , а2 , аз, . .. в наших неравенствах озна-

чают некоторые ц е л ы е числа.

Наш план состоит в следующем: положив

A'B'/B/C'== ', показать, что  ', так же как и р,

удовлетворяет всем неравенствам (2). Поскольку

неравенства (2) однозначно определяют  ,это будет
означать полное совпадение чисел  'и р, так что

АВ А'В' ,

 ===Ве
==

В'С' == .

Теперь нам осталось только доказать, что р' удо-

влетворяет всем неравенствам (2). Воспользуемся

для этоrо теоремой 2. Возьмем сначала какую-либо
из дробей а1/1, а2/10, азll00 и т. д., например азll00,

и примем ее за фиrурирующее в теореме 2 рацио-

нальное число т/по Условие теоремы 2

.!!!... <
АВ

п ве

сводится тоrда к HepaBe CTBY

аз

100
<  ,
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имеющему место в силу соотношений (2). Таким
образом, соrласно TeOpel\fe 2,

т А'В'

п <
В'С'

,

т е.

..!!L < Р/
100 1.1 ·

Мы видим, стало быть, что  'удовлетворяет нера-
венствам

 l<  ',
а2
< Р..'

10 t-' ,
..!!L < Р/
100 t-' , < Р/

1000 р и т. д.

Используя аналоrичным образом теорему 2', при-
ходим к неравенствам

 '<
1 аl

I
Р..' <

1 + а2
р

10'
А'
<

1 + аз
р

100'
А'
<

1 + а4
t-'

1000

и т. д. Следовательно,  ',так же как и  ,удовле-
творяет всем неравенствам (2). Поэтому ==  ', что и

завеРlпает доказательство теоремы 1.

9 8. Краткие ВЫВОДЫ

В настоящей rлаве было отмечено, что каждое
действительное число может быть связано в точности
с одной точкой на «действительной прямой». Мы ви-

.

u

дели также, что каждое деиствительное число имеет
в точности одно представление в виде бесконечной
десятичной дроби -(при этом nредполаrается, что
исключены представления, оканчивающиеся бесконеч-
ной последовательностью нулей, т. е. конечные деся-
тичные дроби). Это представление иррациональноrо
числа в виде бесконечной десятичной дроби было цс-
пользовано в Э 7 при доказательстве весьма важной
теоремы элементарной rеометрии. Кроме Toro, была
установлена иррациональность HeI{OTOpbIX чисел, та-

КИХ, как У2 , VЗ , У2 + VЗ и Т. д. Примененные
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нами методы, однако, имеют довольно частный харак-

тер, и мы не дали никакоrо общеrо способа определе-
ния Toro, является ли данное Ч1ИСЛО рационаЛЬНЫl\'l или

иррациональным.
В следующей rлаве иррациональные числа будут

изучены несколько более систематично. МЫ разовьем

метод, с помощью KOToporo может быть установлена

нррационаJlЬНОСТЬ широкоrо клас,са чисел.
I

i
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Иррациональные числа

в настоящеЙ и следующеЙ rлавах мы УВИДИМ, что

действительные числа, помимо деления на рациональ-
ные и иррациональные, Moryr быть разделены еще на

два друrих класса. В первыЙ класс входят так назы-

ваемые алzебраuческие числа такие числа, которые
являются корнями алrебраических уравнений с це-

ЛЫl\IИ ко ффициентами. Второй класс образуют числа,
не принадлежащие к первому классу; они называются

трансцендентными числа.Аtи. Смысл разrраничения чи-

сел первоrо и BToporo классов будет более понятен

нз дальнейшеrо. ОТl\'Iети .1, однако, здесь )ке, что неко-

торые алrебраические числа рациональны, некоторые

иррациональны, но все трансцендентные числа ирра-
циональны.

Основная цель настоящей rлавы дать систе1\1ати-

ческий 1Vlетод для определения Toro, является ли за-

данное алrебраическое число рациональным или ирра-
циональным. (В действительности мы не будем рас-

сматривать класс алrебраических чисел в ero полной

общности, а применим наш l\1етод к БОЛЬШОl\lУ числу
примеров.) Но прежде чем переходить к этому мето-

ду, мы изучим некоторые простые свойства множе-

ства иррациональных чисел.

1. Свойства замкнутости

В противоположность рациональным числам, мно-

жество которых, как было показано, замкнуто отно-

сительно ел о)кеНJ:IЯ , вычитания, умножения и деления

(исключая деление на нуль), множество иррациональ..
I
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"

}
ных чисел не абладает н и а Д н и м из перечисленных

сваЙств. Прежде чем паказать эта, мы дакажем тео-

рему, позваляющую построить бесконечно MHoro ирра-

циональных чисел, исходя из одноrо даНllоrа ирра-

циональноrо числа.

.

1'ЕОРЕМА 1. Пусть а произвольное иррациональ-

ное число и , любое рационалыtеe
число, отличное

от нуля. Т02да сложение, вычитание, у liOжен иеи де-

ление, nримененные к числам а u " nрuводят к ирра-

циональным чцсла.м. Кроме та20, числа  au a 1

иррациональны.

ДаКАЗАТЕльства. Перечисленные результаты леrко

получить, применяя косвенныЙ метод доказательства.

Предположим, например, что число  aрационально,

и пусть  a==r',rде ,' рациональное
число. Тоrда

a== r', причем числО r' тоже рационально.
Мы

пришли, таким образом, к противоречию, поскольку

число а иррационально.
Теорема утверждает, что  a,a 1== l/а, a+ r,

a r,r a,ra, a/r и r/a иррациональные
числа.

Случай числа  aуже нами разобран. Для доказа-

тельства иррациональности a 1 отметим, что этот

факт есть частнЫЙ случай иррациональности r/a (»у-

жно лишь положить здесь r == 1 ), и поэтому нет необ-

ходимости рассматривать ero отдельнО 1).

Докажем оставшиеся шесть утверждений одновре-

менно одним рассуждением. Если бы одна или более

из интересующих нас выражений были рациональ-

ными, то выполнялось бы одно или более из нижесле-

дующих равенств:

a+r=='l' a '=='2'r а==rз,,а=='4'

а. r

== '5'
=== '6'

r а.

rде 1"1, r2, '3, 1"4, r5, r6 некоторые рациональные чис-

ла. Разрешая выписанные уравнения относительно

') Заметим, впрочем, что случай числа  (I.также можно

отдельно не рассматривать, поскольку  (J.='r-:-- (1., rAe r='O.

Прим. ред"
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«неизвестноrо» а, ПОЛУЧИМ

a===r1 .........r, a==r2 +r, а==r rз,
r

а == ......i.

r
'

r

а==="5' а==.............

r6
·

Правые части этих равенств являются рациональны-
ми ЧИС.пами в силу свойств замкнутости множества
рациональных чисел. Так как а иррационально, то ни
одно из этих равенств не может иметь места. Поэтомуни одно из Чисел а + " a 'и т. Д. не l\fожет быть
рациональным. Доказательство теоремы, таким обра-
зом, закончено.

С помощью теоремы 1 можно построить широкийкласс иррациональных чисел, исходя из одноrо ирра-
циональноrо числа, например из У2. Применяя ка-
ждое из утверждений теоремы, можно заключить,
например, что все числа

1 / 1 1{ 1 {..... 1 j" Jl2 4V 2, ..i ; V 2 + 5, 3 v 2, 2 v 2,  ,
у

.....у2 7 2

иррациональны. Так как имеется бесконечно MHoro
рациональных чисел, которые можно ИСПользовать в
каждом из первых четырех утверждений теоремы, то
ясно, что таким способом мо)кно построить бесконеч-
ное множество иррациональных чисел.

Более T'Oro, каждое из построенных таким спосо..
бом чисел, например У2 + 5, может далее быть ис-
пользовано как исходное иррациональное число а в
теореме 1. В результате получает\ся новое бесконеч-
ное множество иррациональных чисел, порождаемое
этим числом. В случае У2+ 5 такими числам'и, на-
Пример, будут

1f2 5
1 1f2 + 8 51/2 + 25 Jl2+5v ,

У2+ 5
' v , v ,

7
и т. д.

Замкнуто ли  1ножествоиррациональных чисел от-
носительно сложения? Нет? не замкнуто. Чтобы убе'.
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ДИТЬСЯ В этом, достаточно указать' лишь одну пару

иррациональных чисел, сумма которых рациональна.

В предыдущей rлаве было YCTaHoBJ' HO.что число У 2

ир,рационально. Соrласно теореме 1, число У 2

тоже иррационально. Но сумма чисел У2 и У2 .

равная нулю, рациональна. Точно Т::1.К же рациональ-

на сумма иррациональных чисел 3 У2 и 5 У2:
Вообще, CYMM чисел '1 + а и '2 a(rде числа ,} и r2

рациональны, а а иррационально) рациональна.

Незамкнутость  ножестваиррациональных чисел

относительно сложения не означает, что в результате

сложения л ю б ы х д в у х иррациональных чисел по-

лучается рациональное число. Она означает лишь, что

имеется п о к рай н е й м е IP е о Д и н случай, коrда

сумма иррациональных чисел рациональна. Результат

сложения иррациональных чисел может быть как ра-

uиональным, так и иррациональным в зависимости

от чисел, фиrурирующих в качестве слаrаемых. В то

время как сумма чисел У2 и V2рациональна.
. сумма чисел У2 и VЗ, соrласно результатам преды-

дущей rлавы, иррац»ональна.

Замкнуто ли множество иррациональных чисел от-
'

носительно вычитания? Разумеется, нет, поскольку,

например, при выитаниии иррациональноrо числа V 2

из Toro же caMoro числа получается рациональное

число о.

Аналоrично множество иррациональны'х чисел не

замкнуто относительно умно енияи деления. Дока-

зательство этоrо наетолькО сходно с предыдущим рас-

суждением, что мы оставляем ero читателю в каче-

стве упражнения (см. ниже). I

Упражнения

(При решении некоторых из этих упражнений, возможно, ока-
·

жутся полезными результаты, полученные в предыдущей rла-

ве, а именно иррациональность чисел у2. у3. УВ и v2+уз.)
\. Указать два иррациональных числа, разность которых ирра-

циональна 



76 rл. IV. ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА

2. Указать два иррациональных числа, произведение которых ра..
ционально, и тем самым доказать, что множество иррацио..нальных чисел не замкнуто относительно умножения.З. Указать два иррациональных числа, произведение кот-орых
иррационально.

4. Указать два иррациональных числа, частное которых рацио.
нально, и тем самым доказать, что множество иррациональ.
ных чисел не замкнуто относительно деления.

5. Указать два иррациональных числа, частное которых ирра.
ционально.

 6.Доказать, что число уз(Vб- 3) иррационально.
7. Пусть а положительное иррациональное число. Доказать,

что число Vа также иррационально.
В Пусть а и иррациональны, а а+ рационально. Показать,

что числа а и a+2 иррациональны.

2. Алrебраические уравнения

В предыдущей r.лаве было показано, что числа У2,
уз и У6 иррациональны. Как мо)кно было бы ожи-

дать (или, возможно, как читатель уже знает), такие
3 5

числа, как У7 , У5 и У91" , тоже иррациональны. На-
шей ближайшей целью является доказательство ирра 
циональности всех чисел этоrо типа с помощью неко-

торой общей схемы. Для этоrо мы перейдем от самих
чисел к простым ал ебраическимуравнениям, корня-
11И которых наши числа являются. НаПРИ Iер,У2
есть корень уравнения x2 2==O,иначе rоворя, число

У2 удовлетворяет уравнению x2 2==O.АналоrИЧНQ,
друrие указанные выше числа удовлетворяют следую-
щим уравнениям:

уз,

У6,

У7,

115 ,

5

-v 91 ,

х2 3 == О,

х2 6 == О,

х2 7 == О,

х3 5 == о,

x5 91==0.

Мы установим, что все эти уравнения и вообще
все уравнения, удов ет оряющиенекоторым допол..



 2.АлrЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 77

нительным условиям, не имеют рациональных корней.

Предварительно нам придется определить несколько

понятий, используемых для описания рассматривае-

мых уравнений.
Под квадратным м,НО20членом относительно х мы

понимаем выражение вида ах2 +Ьх+с, rде а, Ь, c 

некоторые числа, называемые коэффициентcrЛ1,и MHO 

20члена. Кубический МНО20член, или JilНО20член CTe 

nени 3, это выражение вида ахЗ
+ bx2 +cx+d. Чтобы

избежать появления все новыХ и НОВЫХ букв при воз-

растании степени мноrочлена, удобно пользоваться

следующей записью:

СзХ3+ С2х2 + СIХ+ СО'

Далее, мноrочлен ПРОИЗ1ВОЛЬНОЙ степени n (rде n

целое положительное число) определяется как выра-

жение вида

CпXn+Cп lxп l+... +СIХ+ СО'

rде Сп не равно О. АЛ2ебраическим уравнением степе-

ни n мы будем называть равенст'во вида

CnXn+Cn lXn l+... +СIХ+СО==О, (1)

Числа Со, Сl, С2, ..., Сп (rде Сп 400) называют'сЯ коэф-

фициентами ур авнения (1).
ПРИМЕР. Определить значения степени n, коэффи-

циента Сп И друrих коэффициентов в уравнении

3х6+ 2х5  x4+10x3+4x .7
== о.

ОТВЕТ. Из непосредств.енн оrосравнения
нашей за-

писи с ф рмулой(1) ВИДНО, что

n == 6; С6 == 3, СБ
== 2, С4

== 1, СЗ == 10,

С2 == О, С 1
== 4, Со == 7

ОТl\1еТИ I,что требование, чтобы все коэффициенты

уравнения (1) были ц е л ы м и числами, не сильнее

требования Р а ц и о н а л ь н о с т и коэффициентов.

В самом деле, если коэффициенты рациональны, т'О

ао
Со == Ь О

'

al

Сl == -т;
,

а2
С2

==

b 
· · ·

,
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rде все числа а и Ь целые. Все эти дроби
ао al

Ьо
'

7i;
,

а
2

b
,...

2

l\10ЖНО переписать так, чтобы они имели одинаковый
знаменатель, например произведение ЬоЬ}Ь2 .. .Ь п . До-
l\lножая затем обе части уравнения на этот общий
знаменатель, мы получим новое уравнение, все коэф-фициенты KOToporo целые и корни KOToporo совпа-
дают с корнями ИСХОдноrо уравнения.

Напомним, что корнем уравнения относительно х
называет'ся число, которое, будучи подставленным в
уравнение вместо X удовлетворяет ему. Например,
117 есть, как уже отмечалось раньше, корень уравне-ния x2 7==O.

ПРИМЕР. Является ли 2/5 корнем. уравнения1 Ох3 + 6х2 +x 2== О?
ОТВЕТ. Подставив 2/5 вместо х в наше уравнение,

получаеl 1

10 ( )3+ 6 ( у+i 2== О.

Справедливость этоrо равенства проверяется простым
подсчетом; следовательно, 2/5 есть корень рассматри-BaeMoro уравнения.

,

Теперь мы rOTOBbI перейти к нашей основной за..
даче. Подчеркнем еще раз, что метод, который мы
собираемся использовать для решения вопроса о том,
иррационально ли данное число, ПрИl\'lеним тоrда и
только тоrда, коrда можно выписать алrебраичеокоеуравнение, для KOToporo рассматриваемое число яв"
ляется корнем. Этот метод может быть использован
не только для чисел, иррациональность которых была
установлена а предыдущей rлаве, но также для лю-
боrо числа, допускающеrо запись в виде конечной

п ....

комбинации символов +,  ,Х, : и V , применен..ных к рационаЛЬНЫl\I Числам и их комбинациям. Число

1/У2+уз+УVf V7
156

.

1/25
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явл ется примером довольно сложноrо числа Toro

типа, о KOTOpOl\1 здесь идет речь.

В этой книrе мы не докажеl\i, что в с е такие числа

представляют собой корни алrебраических уравнений
с целыми коэффициентами 1), однако будут выписаны

алrебраические уравнения, корнями которых являют-

СЯ мноrие конкретные числа этоrо 'типа.

Упражнения

1. Оп'ределить значения n, Сп И Т. д., если роль уравнения (1)

иrрает следующее уравнение:
а) 15х3 23х2 +9х 1 ==0;

б) 3хЗ +2х2 3х 2==0;

В) 2х3 + 7х2 3х 18==0;

r) 2х4
....... х2 ....... 3х + 5 == о;

д) 3х5......... 5х3 +6Х,2 12х+8==0;
е) х4 ......... 3х2 ......... 5х+9==0.

2. а) Является ли 1/3 корнем уравнения а) упр. 1?

б) Является ли .......2/3 корнем уравнения б) упр. 1?

в) Является ли 3/2 корнем уравнения в) упр. 1?

r) Является ли 2 корнем уравнения r) упр. 1?

д) Является ли  2корнем уравнения д) упр. l?

е) Является ли 1/2 корнем уравнения а) упр. 1?

,r 
1 7

3. Доказать, что r 7 есть корень уравнения '3
х2 ........

3'
==0.

4. Доказать, что если некоторое число есть корень алrебраиче-

cKoro уравнения вида

х3 + х
2 + х+ == о

Ь з
Ь 2

Ь 1
Ь О

с рациональными коэффициентами аз/Ьз и т. д., то это число

является также корнем HeKoToporo алrебраическоrо уравне-

ния с целыми коэффициентами.
5. Обобщить результат предыдущеrо упражнения

на уравнения

степени n. ·

3. Рациональные корни алrебраических
u

уравнении

Наша цель теперь состоит в выведении простоrо

правила, сформулированноrо ниже как теорема 3,

дающеrо возможность находить все рациональные

корни любоrо алrебраическоrо уравнения с целыми

1) Это обстоятельство действительно имеет место. Прuм.

ред.



80 rл. IV. ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА

коэффициентами. Мы будем, следовательно, в состоя-
нии отделить рациональные корни уравнения от ирра-
uиональных и тем Cal\IbIM установить иррациональ-
ность широкоrо класса чисел.

Установим сначала следующий вспомоrательный
результат:

ТЕОРЕМА 2. Пусть и, V, w такие целые числа, что
и есть делитель vw nриче.Jt и и v 8заи.л1,НО просты
(Т. е. не U},tеют общих простых делителей). ТО2да u
есть делитель w. Более обще если и есть делитель
vnw, еде n.......... Лlобое целое положительное число, а и
u v......... взаимно просты, то и есть делител ь w.

Пре}кде, чем переходить к доказательству теоремы,
Проиллюстрируеl\f ее несколькими примерами.

1) Пусть и==2, v==3 и vw== 12. Числа 2 и 3 взаимно
просты. Кроме Toro, 12 делится на 2, так что условия
теоремы 2 выполнены. Заключение, состоящее в том,
что 2 есть делитель и'== 12jV==4, также, очевидно,
справедливо.

2) Пусть и==4, v==5, v3w==500. Числа 4 и 5 вза-
имно просты, а 500 делится на 4. Более общее утвер-
ждение, состоящее здесь в том, что 4 есть делитель
числа w==500jI25==4, также справедливо.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Основным результатом, на кото-
рый мы будем здесь опираться, является основная
теорема арифметики, доказанная в приложении Б в
конце книrи. Соrласно этой теореме, числа и, v и w
можно разложить на простые множители лишь одним
способом. Поскольку vw делится на и, то все простые
множители числа и являются также ПрОСТhIМИ мно-
жителями числа vw; более Toro, если какое-нибудь
простое число р ВХОДИТ В разложение и в степени а,
то оно входит в разложение vw в степени  ,по мень-
шей мере равной а (Т. е. такой, что  :>a).Далее, так
как u и v не имеют общих простых множителей, то
все простые множители числа u входят (и притом по
меньшей мере в той же степени) и в разложение
числа w. Следовательно, и есть делитель w.

Последнее утвеР.II{дение теоремы можно обосно-
6ать аналоrичным способом. Из пре llоло,кения, что
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u и v взаимно просты, вытекает, что и и vn тоже вза-

Иl\IНО просты (не имеют общих простых множителей).

Отсюда, как и выше, выводим, что число vn нисколь-

ко не способствует делимости числа Vnw на и, и по-

этому и есть делитель w.

Теперь мы накопили достаточно предварите ьноrо
материала, чтобы. сформулировать и доказать сле-

дующее предложение:

ТЕОРЕМА 3. Рассмотрим nроuзвольное алzебраиче-
ское уравнение с целыми коэффициентами:

Cпxп+Cп lxп 1+Cп 2xп 2+...+ С2х2+СIХ+СО==О.
(1)

Если это уравнение имеет рациональный корень а/Ь

(дробь а/Ь nредnолаzается несократuмой), то а Я8-'

ляется делителем со, а Ь делителем сп'

Опять, прежде чем цереходить к доказательству

теоремы, проиллюстрируем ее примером. Рассмотрим

уравнение
2х3 9х2 + 1Ох 3 .......... о.

Теорема утверждает, что если а/Ь есть рациональный
корень нашеrо уравнения, причем дробь а/Ь несокра-

тима, то а есть делитель......... 3, а Ь......... делитель 2. Сле-

довательно, возможными значениями для а являются

+ }, .........}, + 3, ........3, а возможными значениями ДЛЯ Ь

являются + 1, .........}, + 2, .........2. ОбъединяЯ эти воз ож-

ности, мы видим, что все раЦИQнальные корни при-

надлежат следующему множеству дробей:

+1 +1 +1 +1  1 1 1 1

+1
'  1

'

+2
'

 2
'

+1
'  1

'

+2
' 2'

+3 +3 +3 +3  3 3 3------3

+1
'

 1
'

+ 
' ........2

'

+1
'

------1
'

+2
' ........ 2.

Выписанное множество содержит только восемь раз-

личных чисел, а именно 1, .........1, 1/2, .........1/2, 3,  3,3/2,

.........3/2. С помощью подстановки читатель леrко сможет

убедиться, что в действительности корнями являются

лишь числа 1, 1/2 и 3.

6 3al\. lQ7
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть а/Ь есть корень уравнения
(1). Э'f<О означает, что если вместо х подставить в урав-
нение (1) число а/Ь, то получается равенство

(
а

)
n

(
a

)
п l

(
а

)
2

(
а

)СП
Ь +Cп lь +... -+ C2ь +С1 Ь +со-==О.

(2)

Чтобы читателю было леrче следить за деталями дo 

каз'ательства, начнем с разбора 'частноrо случая,
.коrда п==3. Несколько ниже аналоrичное рассуждение
будет проведено и в общем случае.

При п==3 равенство (2) сводится к

С2 ( : )3+С2 ( : )2+ с! ( : ) +со ===0.

Умножая это равенство на Ь3
, получаем

сза3+ с2а
2Ь + с1аЬ

2 + соЬ
З == О. (3)

Равенство (3) перепишем в виде

сзаЗ === с2а
2Ь c1ab

2
соЬ

3
.

Вынесем в правой части Ь за скобку:
сза

З == Ь (......... с2а
2

с 1аЬ Fob
2).

Из последнеrо равенства следует, что Ь.......... делитель
числа сзаЗ . Применим теперь' теорему 2, заменив и, v
и w соответственно На Ь, а и сз. Предположение Teo 

ремы 2 об отсутствии У u и v общих простых множи 
телей выполнено, так как дробь а/Ь несократима и,
стало быть, числа а и Ь взаимно просты. Поэтому из

теоремы 2 следует, что Ь делитель числа сз. Этот
факт является частью заключения теоремы 3 для
п === 3, поскольку в этом случае Сп совпадает с сз.

Перепишем далее равенство (3) в виде

соЬЗ == СlаЬ2 с2а
2Ь сза

3
.

Вынесем в правой части а за скобку:
соьз === а ( ......... с 1Ь

2
......... С2аЬ сза2).

Из последнеrо равенства следует, что а есть делитель
соЬ

3
. С помощью рассуждения, по существу не отли" ..
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чаIощеrося от приведенноrо выше, снова применяя

теорему 2, заключаем, что а есть делитель Со. Таким

образом, в случае п==3 теорема доказана.

Для доказатель тватеоремы в общем случае (для

произвольноrо п) вернемся к уравнению (2). Y IHO-

жив обе ero части на Ьп , получим
/

спа
n --+. Cп 1an 1b+ . . . + C2a2bn 2t clabn l+cobn== о.

(4)

Равенство (4) можно переписать в виде

спа
n
== Cn lar!---lb ... c2a2bn 2..........clabп l..........соь

n
.

Вынесем справа Ь за скобку:

сnа
n
== Ь ( Cn 1an 1. . . + C2a2bn 3 Clabn 2 cobn 1).

Из последнеrо равенства следует, что Ь есть делитель

спаn. ПримеНИ1\1 теорему 2, заменив и, v и W соответ-

ствен,НО на Ь, а и Сп, и получим, что Ь есть дели-

тель Сп.

Перепишем, наконец, равенство (4) в виде

соь
п
== а( Cпan 1 ,. ..

.......... C2abп 2 Clbп l).

Из получеНl;Iоrо соотношения видно, что а есть дели-

тель соЬп . Применяя опять теорему 2, в которой и, V

и w' заменены соответственно на а, Ь и СО, получим,

что а есть делитель со. Тем самым теорема 3 дока-

зана.

Можно было бы избежать рассуждения, занимаю-

щеrо предыдущий абзац, заметив, что равенство (4)

с и м м е т р и ч н о и в нем Ь занимает точно такое же

место по отношению к Сп, как а по отношению к Со.

Посмотрим теперь, к какому результату мы при-

дем, положив, что Сп
== 1.

СЛЕДСТВИЕ 1. Рассмотрим уравнение вида

xп+Cп lxп 1+Cn 2xп 2+... +с2х
2 +СIХ+ СО==О

С целыми коэффициентами. Если это уравнение имеет

рациональный корень, то корень этот целый u яв-

ляется делителем числа со.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим произвольный ра-

циональный корень а/Ь!. Можно предположить, что

6*
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число Ь положительно, ПОСКОЛЬКУ противоположный
случаЙ lYIОЖНО свести к этому, отнеся знак минус' к а.
В соответствии с теоремой 3 число Ь должно быть
делителем Сп, т. е. делителем 1. Но единственным
делителеl\l 1 являются +] и   1,и поэтому b==+l,
так как мы исключили отрицательные Ь. Следова 
тельно, всякий рациональный корень имеет вид ajl,
т. е. представляет собой целое число а. В силу той же
теоремы 3 а есть делитель числа Со, что и завершает
доказательство следствия.

r ПРИМЕР. Доказать, что число 11 7 иррационально.
РЕIIlЕНИЕ. 117 есть KOpcjHb уравнения x2 7 == о.

Здесь, в соответствии с нашими обозначения,и, п==2,
С? == 1 со

== 7.." .

Имеется два пути, которыми мы можем восполь-
зоваться. Следуя первому из них, ПримеНИl\l след 
ствие 1, рассуждая таким образом: если бы уравне-
ние x2 7==Oимело рациональный корень ajb, то этот

рациональный корень должен был бы быть целым
числом. Мы можем показать, что 117 не есть целое
число и, следовательно, не является рациональным
корнем уравнения x2 7 == о. Но оно корень этоrо

уравнения и поэтому должно быть иррациональным.
Ясно, что число 117 не целое, так как оно лежит ме-

жду последовательными целыми числами 2 и 3. Это
в свою очередь вытекает из неравенств

4 < 7 < 9,

114 < 117 < 119,

2 < 117 < 3.

Второй путь использует следствие 1 в полном объ 
.

еме. Соrласно этому следствию, любой рациональный
корень уравнения x2 7 == О является целым числом и

притом делителем числа  7.Совокупность делите-
лей числа  7состоит Bcero из четырех чисел: 1,  1,
7 и  7.Простой подстановкой леrко убедиться, что
ни одно из этих чисел не является корнем paCCMa 
триваемоrо уравнения: все равенства

12... 7 == О, ( 1)2.......7 == О, 72 7=== О, ( 7)2 7== О
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лОЖНЫ. Поэтому уравнение x2 7==Oне имеет целых,

а следовательно, и рациональных корней, так что

число У7 иррационально.
ПРИМЕР. Даказать, чта числа f's иррацианальна.

РЕШЕНИЕ. 11 5 есть корень уравнения хЗ 5==0.

Соrласно следствию 1, если это уравнение имеет pa 

циональный корень, то он является uелым числом и

притам делителем числа 5. Савакупнасть делителей

числа 5 састоит из четырех чисел + 1,  1,+5 и  5.

Но ни одно из этих чисел не есть корень нашеrо урав.

нения, поскольку все равенства

13 5 == О, ( l)3 5 == О, 53  .5== о, ( 5)3 5 == О

ложны. Следовательно, уравнение хЗ 5==Оне имеет

3- 

рацианальных карней и числа 11 5 иррацианально.

Приведенные два примера являютСЯ частнымИ

случаями следующеrо более общеrо результата:

СЛЕДСТВИЕ 2. Число вида Vа, еде а и n положи-

тельные целые числа, либо иррационалыюе,
либо це-

лое. В nоследнеJvt случае а есть n ястепень целоео

числа.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Это утверждение
вытекает из

п

следствия 1, поскольку )!а есть корень уравнения

xn a==O,И если такое уравнение имеет рациональный
п ......

корень, та ан целый. Краме Tara, если число Уа це-

лое и равно, скажем, k, то a==kn .

Упражнения
5

1. Доказать, что числа У2: уз, У13 и У91 иррациональны.

2. Доказать, что число (4 УIЗ З)/6 иррационально.

3. Доказать, что число yI5 иррационально.

4. Доказать, что число 4/(16........ З yI5) иррационально.
13;........

5. Доказать, что число у 6 иррационально.

6. Доказать, что число (l/З) (2 V'б+ 7) иррационально.

7. Доказать, что теорема 3 теряет силу! если в ней опустить

требование несократимости дроби ajb.
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4. Дальнейшие Примеры

В rл. 111 с ПОlVIОЩЬЮ метода, применимоrо к до-
вольно IПИрОКОl\1У классу чисел, было доказано, что
число У2+ уз иррационально. Еще более широкий,
класс чисел можно охватить, иопользуя следствие 1.

Рассмотрим еще раз число У2 + уз. Положим
х == У2 + уз. Тоrда

х У2 ===уз.

Возводя обе стороны в квадрат, имеем

х2
........ 2х V2+ 2 == 3,

откуда после несложных преобразований следует

х2 1 == 2х У2 .

Возведем теперь в квадрат и это равенство:
х4

.......... 2х2+ 1 == 8х2
.

Окончательно получим
х4 1 Ох2+ 1 === О. (5)

Из способа пострqения уравнения (5) ясно, что
. число у2+у3 является ero корнем. Применяя те-
перь следствие 1, мы покажем, что уравнение (5) не
имеет рациональных корней, откуда и будет  ЫTeKaTb
иррациональность V2+ уз.

В силу следствия 1 рациональные корни уравне-
ния (5), если только они существуют, должны быть
целыми делителями 1. Число 1 имеет Bcero два дели-
теля: + 1 и  l,ни один из которых не является кор-нем уравнения: x4 10x2+1 ==0. Следовательно, урав-нение (5) рациональных корней не имеет, так что
число У2 + у3 иррационально.

Имеет,ся друrой путь, который приводит К тому же
самому вы'воду: вместо проверки Toro, являются ли
числа + 1 и ........1 корнями уравнения (5), можно рас-
суждать слеДУЮIЦИl\f образом: Число У2 +уз от-
ЛИЧНО от чисел + 1 и ......... I! В ЭТОМ можно убедиться,
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например, заметив, что как У2 , так и V З больше 1,

так что сумма у2 + VЗ и подавно больше  1и + 1.

Следовательно, число у2 + v3 не входит во MHO 
u

жество возможных рациональных корнеи уравнения

(5) независимо от T.oro, являюtся числа + 1 и 1

корнями этоrо уравнения или нет. Таким образом,

число у2 + v 3 иррационально.

ПРИМЕР. Доказать, что число 12 VЗ иррацио-

нально.

РЕШЕНИЕ.. Положим Х == r2 VЗ . Тоrда

x  VЗ == r2 .

/

ВозВ'одя обе стороны в куб, получим

х
3+ 3 V3х2 + 9х+ 3 V3 == 2,

откуда после несложных преобразований имеем
i

х3+ 9х 2 == 3 V З (x2 t--1).

Возводя теперь обе стороны в квадрат, получим

х
6 + 18х4 4х3+ 81 х2 ........ 36х+ 4 == 27 (х4 + 2х2'+ 1)

или

х6 9х4 ........ 4х3 + 27х2 36х 23 == о.

Из способа
g
ПОСТРQ НИЯ этоrо уравнения следует,

что число f'2' VЗ ero корень. Но еди
1

нственно

возможными рациональными корнями
этоrо уравне-

ния являются целые числа делители числа 23,

т. е. + 1, 1, +23 и  23.Эти числа, однако,

не являются корнями, как показывает непосредст-

венная подстановка:

+1: 1б 9(1)4 4(1)3+
+27(1)2 36(1) 23==O(Неверно1)

1: ( 1)6 9( 1)4 4( 1)3+

+ 27( 1)2 36( 1) ....... 23 == О (Неверно!)

23: (23)6 9 (23)4 4 (23)3 +
+ 27 (23)2 --:-- 36 (23) ........ 23 === О,
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(Неверно, поскольку, например, (23)
6
слишком ве-

Лико, чтобы поrлотиться друrими членами!)
 23:( 23)б 9(........23)4 4( 23)3+

-+.. 27 ( 23)2 36 ( 23) 23 == О (Неверно!).
ТаКИl\1 обраЗОl\1, рациональных корней наше уравне-
ние не имеет, так что число 112 У 3 заведомо ирра.:.
ционально.

Как и в предыдущем примере, здесь нет необхо-
димости проверять, являются ли числа + 1, - 1, + 23
и  23корнями рассматриваемоrо уравнения. Вместо

этоrо мо)кно доказать, что 112 у з отлично от лю..
боrо из выписанных четырех возможных рациональ-

ных корней. Заметим, что 112 приблизительно равно

],2, а у з приблизительно есть 1,7. Поэтому 112
........... уз приблизительно равно  O,5и, стало быть, не

равно ни одному из чисел +}, ..........}, + 23, ..........23. Отсюда

вытекает, что корень 1/2 уз иррационален, по-

скольку он отличен от всех возможных рациональных
корней.

Упражнения
1. Доказа ть, что ЧИСЛО V3 У2 иррационально.

2. Доказать, что число vr3 + у2 иррационально.

3. Доказать, что чиr.ло vrs JI3 иррационально.

5. Краткие ВЫВОДЫ

В этой rлаве рассматривались так называемые
«алrебраические иррациональности». Мы видели, что

имеется бесконечно MHoro иррациональных чисел, а

также познакомились со способами построения неко-

торых из них, исходя из данноrо иррациональноrо
ЧИсла.

Kpol\1e Toro, был разработан следующий метод
определения, является или цет данное число k иррs..
циональным'I.



5. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
89

Сначала ищется алrебраическое уравнение ,С це-

лыми коэффициентами:

СпХ
n

+ Cп 1xn 1+ .., + С1Х + СО == О,

которому удовлетворяет значение x k(если мы не

смо)кем найти такое уравнение, то наш метод не при..

меним) . Затем применяется теорема 3 или, если Сп 1,

ее следствие 1. Нередко бывает ясно, что уравнение

вообще не имеет рациональных корней. Тоrда k, оче-

видно, должно быть иррациональным корнем. Иноrда

на rлаз видно, что k отличается от всех возможных

рациональных корней уравнения, и тоrда мы снова

заключаем, что k иррационально. Наконец, можно

непосредственной подстановкой отбирать из всех воз-

u

U

можных рациональных корнеи те, которые деистви"

тельно являются корнями уравнения. Тоrда, чтобы

доказать иррациональность числа kJ нужно лишь по..

казать, что k отличается от всех этих рациональных

корней.
В следующей rлаве МЫ используе!vl метоДЫ на..

стоящей rлавы для доказательства иррациональности

мноrих чисел, фиrурирующих в таблицах триrономе-

трических функций 1), а также чисел, фиrурирующих

в таблицах лоrаРИфl\10В (здесь нам понадобится основ-

ная теорема арифметики). Наконец, прочтя следую"

щую rлаву книrи, мы узнаем, что существуют ирра-

циональные числа, не являющиеся корнями н и к а к и х

алrебраических уравнений с целыми коэффициентами.

1) Разумеется, в любой таблице выписаны р а Ц и о н а л ь.

Н ы е числа, приближенно равные требуемым числам, часто яз.-

ляющимся иррациональными. Лишь об этих числах, которые

ДОЛЖНЫ бы были стоять в таблицах, если бы их МОЖНО было

записаТЬ1
мы здесь и rОБОрИМ! ........ ПЕUЛ't. peд 
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Значения триrонометричесних
и лоrарифмичесной ФУННЦИЙ

Читатель, несомненно, знаком с такими ,триrоно-
метрическими функциями, как sin 8 или cos 8, и знает,что каждая из этих функций ставит в соотве-rствие
ВСЯКОl\;IУ yrлу 8 некоторое действительное число. Воз-
можно, читателю ПРИХОдилось также сталкиваться с
лоrарифмической' функцией Iog х, которая ставит в
соответствие некоторое действительное число каждому
положительному действительному числу х.

За исключением некоторых специальных значений
уrла 8, триrонометрические функции принимают ирра-циональные значения 1). Подобным образом значения
функции log х иррациональны для почти всех дей-
ствительных ПОЛО)I(ительных чисел Х.
МЫ не можем доказать здесь эти утверждения в

их полной общности и оrраничимся лишь paCCl\10Tpe-нием нескольких прость(х примеров.

1. Иррациональные значения

триrонометрических функций

Используя методы предыдущей fлавы и некоторыеоснОвные триrонометрические тождества, мы пока-
жем, что для мноrих уrлов 8 соответствующие значе-
ния триrонометрических функций иррациональны.

1) Приводимые в таблицах десятичные представления зна-чений триrонометрических функций ЯВ.пяются оборванными нанекотором месте б е с к о н е ч н ы м и десятичными дробями.Иными словами, в таблицах указаны лишь при б л и ж е н и ярассматриваемых чисеЛ1
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Напомним сначала следующие основные триrоно-

метрические формулы:

cos (А'+ В) == cos А cos В...... sin А sin В, (1)

sin (А + В) == sin А cos В+ cos А sin В. (2)

Заменяя А и В одним значением, например 8, полу-

чаем

cos 28 ==: cos
2 8 ......... s in

2 8, (3)

sin 28 == 2 sin 8 cos 8. (4)

Далее, заменяя в (1) А на 28 и В на 8, находим

cos 30 == cos 28  os6 sin 28 sin 8.

Отсюда, используя (3) и (4), а также хорошо И3-

вестную фОРМУJIУ cos
2 8 + sin2 8 == 1, получаем

cos 38 == (COS,2 8 ...... sin2 8) cos 8 ......... (2 sin 8 cos 8) sin 8 ==:

== cos
3 8 ......... 3 s i'n2 8 cos 8 ==

== соs З 8 ......... 3 (1 cos
2 8) COS 8,

и и,наконец,

cos 38 == 4 cos 3 е 3 cos 8. (5)

Рассмотрим теперь число cos 200. Положив 8==200

в (5), будем иметь

cos 600 == 4 cos3 200 3 cos 200.

Обозначим х== cos 200. Поскольку, как известно,

1
cos 600 == 2' полученное равенство сводится к

1

2"
== 4х3 3х,

или

8хЗ ....... 6х ......... 1 == о. (6)

Таким образом, число cos 200........ корень уравнения (6).

flрименяя к этому уравнению Teope fY3 rл. IV, ви-

дим, что единственно возможными ero раllИОН ЛЬНЫМИ
1 . 1 1

корнями являются числа + 1, +
2'

+
4'

+
8'

Одна-

ко ни одно из этих восьми чисел в действительности
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.

корнем не является в этом можно убедиться с по-

l\10ЩЬЮ непосредственной подстановки. Следовательно,
уравнение (6) не имеет рациональных корней, так что

число cos 200 иррационально.
-!\ этому' же заключению м:ожно было прийти и не

проверяя, являются ли корнями уравнения (6) рацио-
1 1 1

нальные числа + 1, +
2'

+
4'

+
8". Достаточно

показать, что cos 200 отличается от всех этих восьми

чисел. Это можно сделать, сравнивая их со значением

cos 200, данным в таблицах триrонометрических функ-
ций. (В таблицах указывается, раЗУl\trеется, лишь при-
ближенное значение триrонометрических функций.)
Не прибеrая к таблицам, можно заметить, что cos 200
заключен между cos 00 и cos 300, поскольку в преде-
л ах от 0° до 30° косинус есть функция убывающая.
Следовательно, cos 20° лежит между 1 и 11 3/2, а зна-

чит, и между 1 и 0,8. Тем самым показано, что cos 20°
не равен ни одному из единственно возможных ра-
циональных ко.рней уравнения (6) и поэтому ирра-
ционален.

ПРИМЕР. Доказать, что число sin 10° иррацио-
ня.льно.

ПЕРВОЕ РЕШЕНИЕ. Один из способов решения на-

чать с триrонометрическоrо тождества для sin 38:

sin 38 === 3 sin 8 4 sin 3 8, (7)

которое l\ЛОЖНО получить из (2) подобно TOl\IY, как (5)
было получено из (1). Заменяя в (7) 8 на 10° и

используя равенство sin 300== 1/2, получаем

; == 3 sin 10° 4 sin3 10°.

Отсюда, обозначив x==sin 10°, приходим к уравнению
1

2"
=== 3х 4х3

,

или

8x3 6x+1 ==0.

Как и в случае уравнения (6), нетрудно показать
(с помощыо теоремы 3 rл. IV), что полученное урав"
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нение 8x3 6x+1 ==0 не имеет рациональных корнеЙ.

Следовательно, число sin 100 иррационально.
ВТОРОЕ РЕШЕНИЕ. ИЗ соотношения (3) и OCHoBHoro

тождества

sin2 8 + cos2 8 === 1

вытекают следующие два соотношения:

cos 28 === 2 cos2 8 1, cos 28 == 1 2 sin2 8. (8)

За1\1еняя во втором из соотношений (8) е на 100, по..

лучае1\1
cos 200 == 1 2 sin2 10°. (9)

Предположим теперь, что sin 100 рационален. Тоrда

sin2 100 и 1 2sin2 1 OO тоже рационально. Однако, как

показано выше, cos 200 иррационален. МЫ пришли

к противоречию; следовательно, число sin 100 ирра.

ционально.

Упражнения

При выполнении нижеследующих упражнений применяйте (в тех

случаях, коrда это полезно) полученные ранее результаты, как

содержащиеся основном тексте I{НИПI, так и составляющие со-

держание предшествующих упра}кнений.
1. Доказать, что следующие числа иррациональны:

а) cos 400; б) sin 200; В) cos 100; r) sin 500.

2. Доказать, тождество (7).
3. а) Доказать тождество cos 50== 16cos5 8 20cos3 8+5cos О;

б) доказать, что число cos 120 иррационально.

4. Какие из следующих чисел рациональны:

а) sin 00; r) sin 300; ж) sin 450;

б) cos 00; д) cos 300; 3) cos 450;

в) tg 00; е) tg 300; и) tg 450;

к) si n 600;

л) cos 600;

м) tg 600.

2. ОДНО общее правило

Обобщая методы Э 1, можно доказать, что, за

исключением нескольких очевидных случаев, все 3lна.

чения триrонометрических функций от yrлов, пред.;

ставляющих собой целое число rрадусов, минут 'и ce 

кунд (т. е. уrлов типа 14041'13"), иррациональны. Ис.

КЛI{)чения составляют уrлы 00, 30°, 45°, 60°, а также

все уrЛI)I, получаемые из этих четырех прибавлением
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или вычитанием любоrо це оrо,KpaTHoro 900. При
этом слово «исключение» означает, что значение п о
к рай IH е й м е р е о Д н о й триrонометрической функ 
ции от указанноrо уrла, например от уrла 300, рацио-
нально, а вовсе не то, что в с е триrонометрические
функции этоrо уrла имеют рациональные значения.

,Эти утверждения не будут здесь доказаны в пол...
ной общности поскольку уравнения, возникающие при
рассмотрении таких уrлов, как 14041'13", слишком
сложны, чтобы их рассматривать в настоящей кни 
re 1). Тем не менее имеет место следующий простоЙ
принцип, значительно продвиrающий нас вперед в во-

просе, которым l'YlbI интересуемся:
Если УсОЛ 8 таков, что число cos 28 иррациОflаль 

но, то и tlисла COS 8, sin 8 и tg 8 также иррациональны.
Для доказательС'тва этоrо утверждения восполь-

зуемся соотношениями (8). Предполджим, что число
cos 8 рационально. Тоrда числа cos2 8 и 2cos2 8 1
также рациональны. Но это противоречит предполо 
женной иррациональности cos 28, поскольку 2cos 28 
 1==cos 28.

Аналоrично предположим, что число sin 8 рацио 
Нально. Тоrда число sin2 8, и, следовательно, 1  2sin2e,
тоже рационально. Но это снова противоречит ирра 
циональности cos 28, поскольку 1  2sln28 == cos 28.

Предположим, наконец, что число tg 8 рациональ-
но. Тоrда и число tg2 8 рационально, а следовательно,
рационально и число cos

2 8, поскольку tg
2 8 и cos2 8

связаны следующим хорошо известным ТО)l{деством:

11 + tg2 е == sec2 е ==
2 в

.

cos

Таким образом, мы опять приходим К противоречию,
так как в силу (8) рiциональность cos2 8 влечет за
собой и рациональность cos 28. Таким образом, tg е
иррационален.

Повторным! применением только что доказанноrо

принципа можно установить иррациональность беско-
нечно мноrиХ, значений триrонометрических функций.

J). СМ., впрочем, ПРlIлож ниеr в конце Книrи........ Прuм. ред,

\.
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Например, и.э иррационалЬtНОСТИ числа cos 200 вы."

текает иррациональность следующих чисел:

cos 100,

cos 50,

cos 20 30',

cos 1
о

15',

cos 37' 30",

sin 100,

s in 50,

sin 20 30',

s i n 1
о

15',

sin 37' 30",

tg 100,

tg 50,

t,g 20 30' ,

tg 1
о

15',

tg 37' 30",

Упражнения

1. Доказать, что слеДУIO;щие числа иррациональны:

а) cos 150,

б) cos 7°30',

в) cos 22°30',

*r) cos 350.,

*д) cos 25°,

sin 15°,

si n 7°30',

sin 22°30',
sin 35°,

sin 25°,

tg 150;

tg 7°30';

tg 22°30';

tg 35°;

tg 25°.

2. Доказать, что 14041'13" raBHo некоторому рациональному чис....,

лу, умноженному на 90, 'Т. е. что 14041/13" есть рациональ:'
ное кратное чис.па 900.

'

3. а) Пусть число cos в рационально. Д казать,что число cos зв

тоже рационально;
б) равносильно ли это доказательству Toro, что если число

cos зв иррационально, то число cos в тоже иррационально?
4. Пусть число sin З8 иррационально. Доказать, что число sin в

тоже иррационально.

3. Иррациональные значения десятичных

лоrарИфМQВ

В этой книrе будут рассматриваться только деся 

тичные лоrарифмы, и поэтому н-е будет необходимости
каждый раз указывать, по какому qснованию берется
лоrарифм. Напомним, что лоrарифмом по основанию 10

положительноrо действиrельноrо числа у называется
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и

число k, для KOTOpOrO 10k ==y. Таким ооразом, для лю..
боrо у>О соотношения

log у === k

1 Ok == У

эквивалентны. Все ПРИВОДИl\Iые ниже доказательства
основываIОТСЯ lIa основной теореме а рифметики, дока..
занной в приложении Б. Эта теорема утверждает, что
всякое целое число единст,венным образом разлаrает"L
ся в произведение простых множителей.

ПРИМЕР 1. Доказать, что число log 2 иррацио-
нально.

РЕШЕНИЕ. Предполо)ким, что, напротив, log 2==ajb,
rде а и Ь поло)кительные целые числа. Числа а и Ь
можно считать положительныIи,, поскольку число

log 2 положительно. Имееl\1

2 == 10
а/Ь

.

Возводя обе стороны этоrо равенства в степень Ь, по...

лучаем
2
Ь
== 10а === 2а5

а
.

Последнее равенство связывает два целых положи..
тельных числа; поэтому здесь можно применить ос-

новную теорему арифметики. Соrласно этой теореме,
равенство 2Ь

== 2а5а невозможно, так как 2Ь
есть целое

число, ни при каком Ь не делящееся на 5, в то время
как 2а5Ь

делится на 5, поскольку Ь есть целое п о л о..
ж и т е л ь /н О е число. Следовательно, число log 2 ирра..
ционально.

ПРИМЕР 2. Доказать, что число log 21 иррацио-
нально.

РЕШЕНИЕ. Пред,ПОЛОЖИМ, что, напротив, имеются
такие положительные целые числа а и Ь, дЛЯ которых

а

Iog21==7i' или 21 == 1 оа/ь .

.

Возводя опять обе стороны в степень Ь, получим
21 ь

=== 1 оа .

Но последнее равенство не может быть верным, по 

скольку 21 ь
ИlVlеет простые множители 3 и 7, в то вре..
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мя как простыми множителями числа lOa являются

2 и 5.
ПРИМЕР 3. Пусть с и d два раз л и ч н ы х HeOT 

рицательных целых числа. Доказать, что число

log (2c5d ) иррационалыно.
РЕШЕНИЕ. В'оспользу.емся опять косвенным paccy 

ждением. В силу условий, 'наложенных на с и d, 2c5d

больше 1, поэтому Iog (2c5d ) больше О. Предположим,
что

(

log (2
C5d) ==  ,

rде а и Ь положительные целые числа. Тоrда

2
c
5
d
== 1 oa1b.

Возводя обе стороны этоrо равенства в степень Ь, по 

лучим
2bC

5
bd

=== 10а == 2а5а .

Соrласно основной теореме арифметики, это paBeH 
стао возможно лишь тоrда, коrда Ьс==а и bd==a, т. е.

коrда Ьс == bd. Но пос.кольку числа с и d различны, то

различны и числа Ьс и bd. Следовательно, число

log (2c5d ) иррационально.

Упражнения
1. Доказать, что число log 3/2 иррационально.
2. Доказать, что число 10g 15 иррационально.
3. Доказать, что число log 5+10g 3 иррационально.

*4. Доказать, что целые числа 1, 2, 3, ..., 1000 MorYT быть

разбиты на следующие три различных непересекающихся
класса:

класс А целые числа 1, 10, 100, 1000,

класс В целые числа вида 2c5d , rде с и d различны,
класс С целые числа, делящиеся на по крайней мере
одно нечетное простое числ ,отличное от 5,

и что число log n рационально тоrда и только тоrД8J коrда

число n относится к классу А.

4. Трансцендентные числа

Кроме деления действительных чисел на рацио 

иальные и иррациональные, имеется друrое их деле"!

ине на алrебраические и трансцендентные. Если

7 3ак. 107
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действительное число удовлетворяет некоторому ypaB 
нению вида

Cпxп+Cп lxп 1+Cп 2xп 2+... +C2X
2 +C1X+CO ==O

с целыми коэффициентами, то мы rоворим, что это

число аЛ2ебраическое. Действительное число, не удов-
летворяющее никакому уравнению 1'aKOrO вида, назы-
вается трансцендентным. (Комплексные числа делятся
на алrебраические и трасцендентные точно таким же

образом, однако в дальнейшем нас будут интересо..
вать только дейст,вительные числа.)

Леrко .видеть, что каждое рациональное число ЯВ.

ляется алrебраическим. Например, 5/7 удовлетворяет
урав, ениютребуемоrо типа 7х 5 == О. Вообще, любое
рациональное число а/Ь удовлетворяет уравнению
bx a==Oи потому является. алrебраическим.

Так как каждое рациональное число является ал 

rебраическим, то каждое неалrебраическое число не-

рационально (см. способ 12 из указанной-на стр. 40
таблицы «Способов выражения: если А, то В»), или,
в более удобной для нас форме: каждое траНСЦен-
дентное число иррационально. Это деление схемати-
чески IJ.роиллюстрировано на рис. 15.

Рациональные (все они являются

алrебраическими)
Действительные'
числа '" Алrебраические, напри-

'Иррациональные/ мер J!'2 и V'f
'"

TpaHcцe дeHTHыe,напри-

мер 2У2
, log 2 и n

Рациональные

Алrебраические<:
/ Иррациональные

Действительные
"-

числа "'
Трансцендентные (все они являются

иррациональными)

Рис. 15
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На этом рисунке числа У2 и V'f фиrурируют в

качестве примеров алrебраических чисел. Они дей 

СТlвительно являются
\

алrебр аическими, поскольку

удовлетворяют соответственно следующим алrебраи 
ческим уравнениям:

х2 2 == О и х
3 7 == О.

Числа log 2 и л:, с друrой стороны, указаны как при 

меры трансцендентных чисел. (Число л, равное

3,14159. . .
, представляет собой отношение д{!ины

окружности к длине ее диаметра.) Мы не можем при-

вести здесь доказательства трансцендентности этих

чисел, поскольку они основываются на применении

методов значительно более rлубоких чем те, которь ми

мы пользуемся. Трансцендентность числа л была
y 

установлена в 1882 r., а трансцендентность чисел 2
2

И log 2 является значительно более поздним резуль-
y 

татом она была доказана лишь в 1934 r. Число 2
2

было использовано в качестве примера великим  a-

тематиком Давидом rильбертом, коrда он в 1900 r.

оrласил знАменитый список двадцати трех проблем,

рассматриваемых им как важнейшие нерешенные ма..

тематические проблемы. В частности, седьмая про 

блема rильберrа. состояла в следующем: выяснить,

является ли число а(3 алrебраическим или трансцен-

дентным, если известно, что числа CG и [ алrебраиче..
ские. (Случаи сх==о, а== 1 и рациональноrо были

исключены, так как в этих случаях довольно леrко

доказать, что число а(3 алrебраическое.) В 1934 r.

А. О. rельфснд и независиМО от Hero Т. Шнейдер

установили, что число а(3 трансцендентно. Трансцен-
у......

дентность числа 2
2
является, конечно, частным слу-

чаем этоrо общеrо результата.

Трансцендентность числа log 2 также вытекает из

этоrо результата. В самом деле, обозначим log 2 че-

рез  ,а 1 О через (х. В силу определения десятич-

Horo лоrарифма

1010g2 B 2........ а. .

7*
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Если бы число было алrебраическим и иррацио..
нальным, то по теореме rельфонда lli»ейде:ра чис..
ло 2 должно было бы быть трансцендентным. По..
скольку это не так, то == log 2 либо рационально,
либо трансцендентно. Но выше мы показали, что чис..
ло log 2 иррационально. Следовательно, оно транс..
цендентно.

Вообще, из теоремы rельфонда Шнейдера выте..
ка ет

,
ч т о в с е ч и 'с л а 1оg r, r Д е r р а Ц и о н а л ь..

н о, являются либо трансцендентными, либо рацио-
нальными. В силу сказанноrо в 3 (см. также упр.4
на стр. 97) эт'О означает, что число log r трансцен'..
дентно при всех положительных рациональных r,
исключая следующие:

. .
., 10 5,10 \10 3, 10 2, 10 1,

100, 101, 102, 103, 10\ 105, . . . .

Не следует забывать, что все раесматриваемые в на-

стоящей книrе лоrарифмы являются десятичными,
т. е. берут'ся по основаНИIО 10.

Таким образом, все числа log п, 2де п любое
целое число между 1 и 1000, исключая n == 1, п == 1 О,
п == 100 u п == 1000, TpaflclteflaeflTflbt. С друrой стороны,
ЗflачеflUЯ ТРUZОflометрuческuх фУflкций, например чис-
ло cos 200, иррациональность которых была доказана
в начале этой rлавы, являются алzебраuческuмu. 01'-
носящийся сюда общий результат формулируется TaK' 

для любоrо рациональноrо числа r числа

sin (90r)0, cos (90r)0 и tg (90r)0
являются алrебраическими. Здесь (90 r) о

обозначает
уrол, получаемый при умножении 90° на r. Единствен-
ная oroBopKa, которую нужно при этом сделать, со-
стоит в слеДУЮIЦ?М: в случае tg (90r)

О
число r должно

быть таким, чтобы число tg (90r)
о

сущест,вовало. На-
пример, значение r== 1 исключается, поскольку дей-
ствительноrо числа tg 900 не существует.

Выше ул{е rоворилось, что число 'п тран'сцен-
дентно. Будучи трансцендентным, 1t также иррацио-
нально. Иррациональность числа л доказать проще,
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чем трансцендентность, однако даже и это доказа..

тельство выходит за рамки настоящей книrи 1).

Упражнения

1. Доказать, что следующие числа являются алrебраическими:,

а) уз; б) vrS; в) У2 +уз; r) cos 200; д) sln 100.

*2. Исходя из трансцендентности :rt, доказать, что числО 2л

трансцендентно.

5. Три знаменитые задачи на построение

Теория алrебраических и трансцендентных чисел

позволила математикам решить три знаменитые reo..

метрические задачи, оС'тававшиеся нерешенными со

времен античности. Мы имеем в виду задачу об

«удвоении куба», задачу о «трисекции уrла» и задачу

о «квадратуре Kpyra». Эти задачи относятся к по..

строениям с помощью циркуля и линейки и состоят в

следующем:
.

1) «Удвоение куба». Требуется построить куб,
имеющий вдвое больший объем по сравнению с дан..

ныМ кубом. Хотя куб и пространственная фиrура, за..

дача, по существу, является планиметрической. В са..

мом деле, е'сли в качестве единицы длины взять ребро

данноrо куба (рис. 16), 'то задача будет состоять в

построении отрезка длины vr2, поскольку именно

такой будет длина ребра куба, имеющеrо вдвое боль..

ший объем по сравнению 'с данным.

2) «Трисекция уrла». Найти способ, посредством

KOToporo, используя л'ишь циркуль и линейку, можно

л ю б о й уrол разделить на три равные части. Имеют..  .

ся HeKoropbIe уrлы, например 900 или 450, коTOP.Ъfе

можно с помощью циркуля и линейки разделить на

три равные части, однако так называемый' «общйCl»

уrол с помощью этих инструментов разделить на три

равные части нельзя.

1) См., например, 17 стnтьи {6], указанной в списке литера..

туры на стр. 195, Прuм. peat
"
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3) «Квадратура Kpyra». Построить квадрат, по

площади равный данному Kpyry, или, что равносиль-
но, построить Kpyr, равный по площади данному ква-

драту.
Известно, что эти три построения неОСУlltествимы,

Т. е. они не MorYT быть выполнены с помощью лишь

циркуля и линейки. Мноrие любители продолжают
решать эти задачи не зная, что их усилия ПрОП::iдают
впустую. Хотя такие любители и отдают себе отчет

и
1

I J'f

Рис. 16.

в том, что ни один математик не cMor еще осуще-
ствить этих построений, они, по видимому,неосведом-
лены о cTporo доказанной н е в о з м о ж н о с т и таких
построений. Время от времени математики-любители
находят при б л и 3 И Т е л ь н о е решение какой ни-
будь из этих задач, но никоrда, конечно, не  находят
их точных решений. Ясно, в чем заключается здесь

различие: задача об удвоении куба, например, состоит
в построении с помощью теоретически совершенных
чертежных инструментов отрезка, который имел бы

длину не приблизительно -r2, а в Точности равную
этому числу. Задача не решается построением, к при-

меру, отрезка' длиной 10 (8 У62), несмотря на то,

чro числа 10(8   Y62) и -r 2 совпадают с точностью

до ше.сти десятичных знаков.

В случае задачи отрисекции уrла имеется особый
источник неПОНИl'лания. Любой уrол МОЖНО разделить
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на три равные части, если воспользоваться линейкой

с делениями. Таким образом, утверждение о невоз-

можности разделения общеrо уrла на три равные ча-

сти может быть сделано лишь тоrда, коrда предпола-

rается, что. ДОПУСТИМЫl'ли инструментами при построе-
нии являются циркуль и линейка б е з Д е л е н и Й.

Так как в отношении этих трех классических за-

дач имеет место большая путаница, мы сейчас беrло

объясним, как можно доказать н е в о з м о ж н о с т ь

всех трех построений. Мы не можем дать здесь пол-

ных доказательств, поскольку в деталях они довольно

специальны. Если читатель желает подробно с ними

познакомиться, то он может обратиться к книrе Р. Ку-
ранта и r. Роббинса [2] 1), В которой имеется полный

разбор задач отрисекции уrла и об удвоении куба
(стр. 197 205).Доказательство невозможности ква-

дратуры Kpyra значительно сложнее доказательств

невозможности двух друrих построений.
Как можно доказать невозможность интересующих

нас построений? Первым делом нужно в какой тосте-

пени понять, отрезки какой длины м о r у т быть по-

строены с помощью циркуля и линейки, если' задан

отрезок единичной длины. Не приводя доказательств,

мы утверждаем (и каждый знакомый с rеометриче-
скими построеНИЯМJi соrласится с нами), что среди

длин, которые можно пос роить,находятся все длины,

получаемые последовательными извлечениями ква-

дратных корней, примененными к рациональным чис-

лам, например.

12. t
f

l +-у2 . V5 3Vl+V2.

 1+V5 3Vl+ У2. (10)

Все получаемые таким образом числа......... алrебраи-
ческие. Четыре числа (10), выписанные в качестве

ПрИl\Iера, являются соответственно корнями следую-

1) Цифры В квадратных скобках отсылают читателя к спис-

ку литературы на стр. 194 195. Прим. ред,"

..;;
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щих уравнений:
х2 2 == о, (11)

x4 2x2 1 ==0, (12)
x8 20x6+132x4 320x2+94==0, (13)

х16 8х14+ 8х12 + 64х1О 98х8
 .

184х6 + 200х4 + 224х2 113 == о. (14)
Возьмем одно из уравнений, скажем (13), и прове..
рим, что число

х==V5 ЗVl+V2
действительно является ero корнем. Возводя обе
части последнеrо равенства в квадрат, получим

х2
== 5r--- 3 V 1 + V2.

Перенося член 5 налево и опять возводя в квадрат,
находим

х2 5
'

3 V 1 + V2 ,

х4 10х2 + 25 == 9+9 V2, o

х4 10х2+ 16 == 9 V2.

Теперь erцe одно возведение обеих частей в квадрат
приводит к уравнению (13).

Далее, помимо Tor о, что числа (1 О) являются со-

ответственно корнями уравнений (11) (14), ни одно

из этих чисел не является корнем уравнения с целыми

коэффициентами меньшей степени. Возьмем, напри 

мер, число V 1 + V2 . Оно удовлетворяет уравнению
,( 12) степени 4, но не удовлетворяет никакому ypaBHe 
нию степени 3, 2 или 1 с целыми коэффициентами.
(Мы не доказываем этоrо утверждения.) Если а лrе-
браическое число есть корень уравнения степени п

с целыми коэффициентами, но не является корнем
никакоrо уравнения меньшей степени с целыми коэф-
фициентами, то оно называется алzебраическим чис-

лом степени n. Таким образом, числа (1 О) алrе-

браиче,ские ч  ластепеней 2, 4, 8 и 16 соответственно.

::.
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Вышеизлаженнае падсказывает следующий аснавнай

результат о длинах атрезкав, катарые MorYT быть па-
u

строены при помощи циркуля и линеики:

ТЕОРЕМА О rЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПОСТРОЕНИЯХ. Длина лю-

боео отрезка, который может быть построен, исходя

из данноео отрезка единичной длиныl' при помощи

циркуля и линейки, есть алzебраическое число степени

либо 1, либо 2, либо 4, либо 8, .... т. е., вообще ео-
I

воря, степени 2n ,
еде n........ целое неотрицательное

число 1) .

Мы предлаrаем читателю принять этот результат

на веру и, базируясь на нем, покажем, что все три

знаменитые построения невозможны 2) ·

Начнем с задачи об У д в о е н и и к у б а. Как мы

видели выше при ее формулировке, она равносильна
u

u

следующеи: исходя из отрезка единичнои длины по-

страить аТ'Резак длины V2. Но удавлетваряет
ли

число У2 необходимым для этоrо условиям? Оно

удовлетворяет уравнению

хЗ 2 == О, (15)

и эта навадит на мысль, чтО' У2. есть алrебраическае

число степени 3. В действительности именно так дело

и обстоит, и, чтобы убедиться в этом, нужно лишь

паказать, чтО' числа У2 не удавлетворяет никакаму

уравнению с целыми каэффициентами степени 1 или 2.

Даказательства 9Tara хатя и неслажна, требует нека-

тарай хитрасти, и мы атлажим eI'a да следующеrа

параrрафа.

1) Заметим, что из сформулированной теоремы вовсе не сле-

дует обратный результат: из Toro, что х есть алrебраическое

число степени 2 n , н е с л е Д у е т, чТО отрезок длины х может

быть построен циркулем и линейкой. ........ Прим. ред.

2) Обратим внимание читатеJIЯ на то, что сформулированная

теорема влечет (см. стр. 40, 12) следующее утверждение: длины,

представляющйе собой алrебраические числа степени т, rде т

не есть степень 2, н е м о r у т быть построены с помощью цир-
,..-.

куля и линейки; не MorYT быть так построены и длины) пред-

ставляющие собой трансцеНJ!.ентные
числа,
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Поскольку -,7"2 есть алrебраическое число степе-ни 3, то в силу сформулированной выше теоремы о
rеометрических построениях невозможно построить
отрезок длины -,7"2, и{:ходя из отрезка единичной дли-ны. Таким образом, удвоить куб невозможно.

Рассмотрим теперь задачу о т р и (: е к Ц и и у r л а.Чтобы установить невозможность Трисекции в общем
а

случае, достаточно показать, что
некоторый ФИКСированный
у r о л не Может быть разделен на
три одинаковые части циркулем и
линейкой. Возьмем уrол, равный 60().
Трисекция уrла в 600 0-значает ПО-
строение уrла в 200. Это СВОДИТСЯ
к построению, исходя из данноrо
отрезка единичной длины, отрезка,
имеющеrо длину cos 200. Чтобы в
этом убедиться, рассмотрим тре-уrольник с основанием длины 1 и
с уrлами при основании 600 и 900,
т. е. треуrольник АВС с основа-
нием АВ== 1 и уrлами ВАС==600

и

АВС-=900

(рис. 17). На стороне ВеВозьмем точку D так, чтобы уrол BAD был ра-вен 200. Из элементарной триrонометрии мы знаем,что

,А

Рис. 17.

AD AD
оAD== ==АВ ==sec20.

Таким образом, трисекция уrла 600 сводится к по-
строению отрезка длины sec 200. Но ЭТО в свою оче-
редь сводится к построению отрезка длин/ы cos 200,поскольку cos 200 и sec 200 суть обратные друr друrучисла, а хорошо' известно, что если можно построитьu

U

отрезок некоторои даннои длины, то можно построитьи отрезок обратной длины 1).

1) Если Ь 1/а и е отрезок длины 1, то построение отрезкаЬ по отрезку а сводится к хорошо известной задаче о
построе-нии «TpeTbero пропорциональноrо» к двум известным отрезкам;Ь==е2/а (или а: е==е: Ь). Прu.м.ред,

"



s 5. ТРИ ЗНАМЕНИТЫЕ ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ 107

Таким образом, интересующий нас вопрос СВО"

дится К следующему: можно ли, исходя из данноrо

отрезка единичной длины, построить отрезок длины

cos 20
0
? Нам известно, что cos 200 есть корень куби..

ческоrо (т. е. степени 3) уравнения (6). Бол еToro,
.

cos 200 не удовлетворяет никакому уравнению степени

1 или 2 с целыми коэффициентами (доказательство
этоrо МЫ опускаем, поскольку оно несколЬКО rpo"

моздко). Следовательно, cos 200, как и V'2 , есть ал-

rебраическое число степени 3, так что, соrласно теоре-

ме о rеометрических построениях, отрезок длины'

cos 200 построить невозможно. Таким образом, три..

секция У2ла в 600 посредством циркуля и Л1J.нейки

неосуществuма.
\

Рассмотрим, наконец, задачу о к в а Д р а т у р е

к р у r а. Пусть имеется некоторый Kpyr. Мы можем

принять ero радиус за единицу длины. Тоrда площадь

ero будет равна n квадратных единиц. Квадрат той

же площади имеет сторону длины  )!п. Стало быть,

задача о квадратуре Kpyra сводится. к задаче о по..

I - 

строении отрезка длины  Iте, исходя из данноrо от-

резка единичной длины. Далее, из теории rеометри-

ческих построений хорошо известно, что если имеются

отрезки длины 1 и а, то можно построить отрезок

длины а2 1). СлеДОJ) тельно,если бы можно было по-

строить отрезок длины Vп, то можнр было бы по-

строить и отрезок длины п.
.

В предыдущем параrрафе было отмечено, однако,

что n есть число трансцендентное, т. е. неалrебраиче-
ское. ПОЭТОl\iУ, соrласно теореме о rеометрических

построениях, отрезок длины л: построить невозможно.

Таким образом, «квадратура Kpyza» неосуществиА-tа

циркулем u линейкоЙ.

1) Если отрезок е имеет длину 1, отрезок а длину а и от-

резок Ь........ длину а
2

, то Ь ==а2/е, т. е. мы снова приходим к за..

даче о построении «TpeTbero пропорциональноrо» к двум извест-

ным отрезкам!......... Прим. ред.
.........
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Упражнения
. (Упражнения 2 и 3 предназначаются для читателей, знакомых
с rеометрическими построениями.)
1. ДокаЗjlТЬ, что первое, второе и четвертое из чисел (1 О) яв-

ляются соответственно корнями уравнений (11), (12) и (14).2. Докз?ать, что если заданы отрезки длины 1 и sin 200, то с по-

мощью циркуля и линейки можно построить отрезок длины
cos 200.

3. Доказать, что если заданы отрезки длины 1 и tg 200, то с по-

мощью циркуля и линейки можно построить отрезок длины
cos 20

0

!

.6. Дальнейший анализ числа V'"2
в предыдущем параrрафе было сделано утвержде-

ние о том, что V'"2 есть алrебраическое число сте-

пени 3, т. е. что число fY2 корень уравнения x3 2==O,
не является корнем н и к а к о r о уравнения степени 1
или 2 с целыми коэффициентами. Докажем теперь это

утверждение.

Для доказательства Toro, что V'"2 не является

корнем никакоrо уравнения степени 1 с целыми коэф-
фициентами, l\lbI должны показать, что не существует
отличноrо от нуля целоrо числа а и це.поrо числа Ь,'
дЛЯ которых

з r---

а V 2 + Ь == О.

Если бы такие числа существовали, то мы имели бы

v'"2 ===  ,bja и, сле,довательно, число v'" 2 было бы
рациональным. Однако, как установлено в следст-

вии 2 из Э 3 rл. IV число v'" 2 иррационально.
3,. 

Труднее доказать, что V 2 не есть корень ника..

Koro квадратноrо уравнения с целыми коэффициен,
тами, т. е. уравнения вида

ах2 + Ьх .+ с == О,
{.1

rде а, Ь, с целые и а не равно нулю. ПреДПОЛОЖИ1\2,
что lr 2 является корнем raKoro, уравнения, и пока-
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жем, что ЭТО ПРИВОДИТ К противоречию. Соrласно

предположению,
а(  2)2 + ь Р"2 + с == О,

или
..Sj...... 13; 

а v 4+Ь v 2== c.

Возводя обе стороны в квадрат и упрощая, получаем

Ь2 v'"4 + 2а2 v'"2 == c2 4аЬ.

Два последних равенства можно рассматривать как

систему двух уравнений первой степени с «неизвест-

НЫ11И» v'" 4 и V'"2 . Эта система уравнений либо разре-

шима, либо нет в зависимостИ от Toro, не пропорцио-

налЬ'ны или пропорциональны пары коэффициентов

а, Ь и Ь 2
, 2а2

.

В случае разрешимости системы, исключая, на-

пример, V'"4, находим

..зj...... 4а2Ь ас 2 .......... Ь 2
с

V 2 ==

Ь3 .......... 2а3
·

Тем самым получено противоречие, поскольку число

з
I 

......

11 2 иррационально.
В случае нера решиМостисистемы коэффициенты

обоих уравнений пропорциональны. Это означает, что

а

ь
==

2Ь22 , 2 == ь: == ( !!... )
' 3

, v'"2 == ,

а а а ,а

И мы опять приходим К противоречию. Таким обра-

зом доказано, что V'"2 есть алrебраическое число

степени 3.

Упражнения

1. Доказать, что У2 есть алrебраическое число степрни 2.

13!" ....

2. Доказать, что V 3 есть алrебраическое число степени 3.

7. Краткие ВЫВОДЫ

В этой rлаве с помощью ранее развитых l\Iетодов

было показано, что большинство значений триrоно-

метрических функций и десятичных лоrарифмов,
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приближения которых имеются во всех таблицах, ир-
рациональны. Затем l\fbI разделили множество дейст-
вительных чисел на два новых класса на класс

алrебраических и клаос трансцендентных чисел и

выя'снили, В каком отношении эти новые классы на-

ходятся к введенному ранее де.пению действительных
чисел на рациональны и иррациональные числа.

Далее мы познакомились со следующим результатом,
не затраrивая, впрочем вопрос об ero доказательстве:
если отрезок MO)I{HO построить с помощью циркуля и

линейки, исходя из данноrо отрезка единичной дли-
ны, то длина этоrо отрезка есть алrебраическое число
степени 2k , rде k. некоторое неотрицательное целое
число. (Читатель, знакомый с аналитической reoMe-
трией, может понять смысл этой теоремы о rеометри-
'Ческих построениях, анализируя  лrебраическийсмысл
тех шаrов.. которые можно осуществить с помощью

циркуля и линейки. Тремя основными шаrами, кото-

рые, быть может, используются MHoroKpaTHo, здесь
являются следующие: нахождение точки пересечения
двух уже известных прям:ых, прямой и окружности,
двух окружностей.) Исключив, таКИlVI образом, воз-
Можность построения отрезка, длина KOToporo есть

алrебраическое число степени 3, мы убедились, что

посредством циркуля и линейки нельзя удвоить куб
или осуществить трисекцию произвольноrо уrла. Мы
видели также, что невозможность построения отрез-

. ка, длина KOToporo есть трансцендентное число, вЛе-
чет З8 собой отрицательный ответ на вопрос о вqз-
l.10ЖНОСТИ решения задачи о квадратуре Kpyra.

",/
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Приближени ирр циональных
чисел рациональн  и .

Настоящая rлава посвящена вопросу о точности

приближения иррациональноrо числа рациональными.

Как мы увидим, можно найти рациональные числа,

СКОЛЬ уrодно мало отличающиеся, например, от 12.

СущеСТВУ19Т рациональные числа ajb, отличающиеся

от 12 не более, чем на lO 10,не более, чем на lO 20н,

вообще, lie более, чем на произвольное заранее нами

выбранное число.
с
То же самое верно для любоro

иррациональноrоJчисла, а не ТОЛЬКО дЛЯ 12 .

Но чтобы найти рациональное число ajb, отличаю-

щееся от данноrо иррациональноrо числа не более,

чем на 10 20,нужно искать дробь а{Ь с очень большиМ

знаменателем Ь. Если допустить такое большое зна-

чение Ь, как 1020, то дробь ajb, удовлетворяющую

нашему условию, найти нет:рудно. А что будет про-

исходить, если потребовать, чтобы Ь было не БОЛЫllе

1015, или 1010? Оrраничение TaKoro рода делает за-

дачу более rлубокой и более трудной. Рассматривая

вопросы подобноrо типа, мы будем интересоваться

тем, ЧТО можно сказать относительно л ю б о r о ирра-

циональноrо числа, а не только' относительно не/кото-

рых конкретных чисел, например 12 или 1з.

При изучении приближений одноrо числа друrими

нам будут удобны терминолоrия и обозначения, за-

имствованные из теории неравенств. С них МЫ и нач-

нем наше изложение.
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* 1. Неравенства 1)
То обстоятельство! что u б о л ь ш е v, т. е. что u.........v

положительно, СИl\1волически записывают слеДУЮIЦИМобразом: u>v. Конечно, если u больше v, то v меньше
и; последнее обстоятельство символически записы-
вается так: v<u. Следовательно, четыре неравенства:

u > V, U V > О, v < и, v ......... u < О,

представляют собоЙ просто четыре способа выраже-
ния одноrо и Toro же OCHoBHoro отношения между u
и v. Аналоrично u>v означает, что u б о л ь ш е и л и
р а в н о v, и это равносильно тому, что u -vположи-
тельно или равно нулю, но не отрицательно.

ТЕОРЕМА 1.

а) Еслu u>v u ш......... любое чuсло, то u+w>v+w.
б) Еслu и> v u ш......... любое чuсло, то и ш> v.........w.
в) Еслu и> v и ш......... любое положuтельное чuсло,

ТО uw>vw.

r) Если u>v u ш........... любое положuтельное число,
то u/w>v/w.

д) Еслu u>v u еслu u u v положuтельны, то
ll2>V2

, но l/u<l/v.
е) Еслu u>v II v>w, то а>ш.
Я{) Все утверждения (а) (е) оста/отся справед-

ливымu, если знакu > и < всюду заменены соответ-
ственно на > tl <.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Примем на веру следующие два
правила: сумма д,рух положuтельных чuсел положи-
тельна, проuзведенuе двух' положuтельных чuсел по..
ложuтельно.

а) Нам известно, что u.........v положительно, и НУ}КНО
доказать, что (u+w) (v+w)тоже положительно.
Но это очевидно, поскольку

u  V==(u+w) (v+w).

1) Более полное изложение теории неравенств содержитсяв книrе: Э. Б е к к е н б а х и Р. Б е л л м а н, Введение в неравен-CTBa J ИЗД во «Мир» (М. 1965), входящей в эту ж(\ серию,
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б) Нам опять известно, что u vположительно, и

, нужно, доказать положительностЬ (u w) (v w).
Это тоже очевиднО, поскольку

и v == (и w) (v......... w).

в) НаМ известно, что u........w положительно, и нужно

доказать, что uw vwтоже положительно. Это сле 

дует из р авенства uw vw== w (u.........v) и положитель 

ности произведения двух положительных чисе.л.

r) Это утверждение, по существу, содержится в

в}, поскольку если w положительно, то l/W тоже по-

ложительно, и поэтому l/w можно использовать как

множитель в в} вместо w: есЛи u>v, то u(1/w} >

> v ( 1 /w) .

д) Так как u и v положительны, то и и+ v поло 

жительно. Разность u.........;.v тоже положительна, посколь 

КУ u>v. Следовательно, (u+v) (u.........v) положительно.

Имеем, таким образом,

(u+v) (и v) > О, u
2 v

2
> О, u

2 > v2
,

С друrой стороны, поскольку в силу в} обе части не-

равенства u>v можно домножить на l/uv, то получим

1 -1

u.LiV>v' иv '

и, следовательно,

1 1

v>и, или l<..!..
и V

е) Известно, что u vи v.........w положительны, и

нужно доказать, что u wтоже положительно. Но

и w == (и v)+(v  'l'v),

так что остается лишь еще раз использовать положи-

тельность суммы положительных чисел.

ж} Один путь доказательства утверждения ж}

доказать заново соответствующий вариант каждоrо

из утверждений а) е}. Имеется, однако, более леr-

кий путь. Доказательства утверждений а} е} осно-

вывались на следующих двух правилах: сумма двух

положительных чисел положительна, произведение

8 3ак.' 1О7
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двух положительных чисел положительно. С друrой
стороны, в то время как u>v означает, что u vпо-

ложительно, u>v означает, что u vположительно
или. равно нулю, или, иными словами, что u vнеот-

рицательно. Но сумма и произведение Д BYX неотри-
цательных чисел неотрицательны. Из сказанноrо сле-

дует, что все доказательства п. а) е) автоматически
переносятся со случая> на случай  .

и u

II I I I I I
...2 ...1 О 1 2 

Рис. 18. Иллюстрация неравенства v < а.

Если числа u и v связываются с точками Действи-
тельной прямой так, как это объяснялось в rл. 111, то
неравенство v<u uозначает, что v находится левее u
или что u расположено справа от v (рис. 18). Запись
w<v<u понимается как совокупность двух нера-

w

I
и

I
и

I

Рис. 19. Иллюстрация неравенств W < v < а.

венств: w<v и v<u, так что v лежит между w и u

(рис. 19). Однако нам еще следует поЯ'снить исполь-
зование термина «между».

Если пишут w<v<u, то имеют в виду, что v на-
ходится «cTporo l\Iе)l{ДУ» u и W, т. е. что v не совпа-
дает ни с w ни с и. Но если rоворят просто «между»
или пишут w<.v<.u, то при этом допускаются случаи
равенства v как w, так и и. В некоторых случаях нам
также оказывается удобным допустить лишь ОДfIУ из
этих возможностей, при этом мы пишем w<v<.u или
w<.v<u. Во всех случаях символическая запись точ-
но выражает, что имеется в виду.

Упражнения
1. Доказать, что если и2

> v2
и U и v- положительны, то и> v,

2. Доказать, что еслц r>s, то .........r< sJ
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3. Доказать, что член из одной части неравенства можно пере-

носить в друrую часть, изменив ero знак на противополож-

ный. В частностИ, показать, что если

а + ь с > d + е ----- f, то а........ е + f > d ........ Ь + с.

4. Для положительных целых чисел n и k выполняется неравен-

ство n k. Доказать, что

1 1 1 1

n > k
и

n2 > nk
'

5. Определить верны или ложны следующие утверждения:

а) если r>s, то r2 >s2;

б) если r>s и с любое число, то cr>cs;

в) если  1/2<'Л<1/2, то  l<'Л< 11);

r) если ........li2<'Л< 1/2, то ........3/2<л<3/2;

д) еCJlИ о<л< 1/2, то ........1/2<л< 1/2;

е) если ........1/2 <'Л<1/2 , то ........1/з <л<1fз;

ж) если 1/(2n) <л<I!(2n), то l/n<л<l/n.

6. Некоторое иррациональное
число л лежит CTporo между 10

и 10. Записать это с помощью математических символов.

7. Доказать, что если w отрицательно и u>v, то uw<vw.

8. а) Пусть u и и........ любые два различных числа, взятые из со-

вокупности чисел 1, 2, 3, ... ,
10. Доказать, что ........9 u ........

........ v -< 9.

б) Если в а) не требовать, чтобы целые числа" и и v были

различными,
то будут ли по-прежнему спр ведливы не-

равенства ........9 < u ........ t1 9?

2. Приближение целыми числами

П'ри ок'руrлении рациональноrо числа посреДС ВОl'v1

замены ero на ближайшее целое число совершаемая

ошибка н е пр е в о с х о Д и т 1/2. Например, Kor;l.a

6,3 заменяется на 6, или 9,7 заменяется на 10, или 7,5

заменяется на 7 либо на 8, ошибка каЖДЫЙ раз

не превосходит 1/2. Если же иррациональное число

заменяется ближайшим целым числом, то сделанная

ошибка м е н ь ш е 1/2. С этоrо простейшеrо обстоя-

тельства мы и начнем изложение  орииприбли-

жениЙ.
'ТЕОРЕМА 2. Каждому иррациональному числу а со-

ответствует единственное целое число т, такое, что

1 1

.......2<a. m<2.
1) л........ это rреческая буква она называется «ламбда».

8*
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем в качестве т ближайшее
к а целое число; наПрИ1\1ер, если а == 113 === 1,73 . .

.,

то мы принимаем т==2, а если а==211з ==3,46 ...,
то берем т==3. Как видно из этих примеров, т может
быть как первым из целых чисел, больших а, так и
последним из целых чисел, меньших а, в зависимости
от Toro, к какому из этих двух чисел а ближе. (Я,сно,
что к одному из них а ближе, чем к друrому, посколь-
ку в противном случае CG лежало бы т о ч н о п о с е р е-
Д и н е между двумя последовательными целыми чис-
лами, между n и n + 1, и было бы, следовательно, рав-
Но рацион льному числу n+ 1/2 в противоречие с

 3  2  1 О 1 2 3I I
I Ч

I I I I

А 8
IJ

Рис. 20.

нашим предположением.) То )ке самое можно иначе
выразить следующим образом. Каждый отрезок АВ
длины единица, выбранный на действительной прямой(см. рис. 20), содержит в точности одно целое число,за исключением Toro случая, коrда Точки А и В це-Лые. Возьмем в качестве А точку, отвечающую числуa I/2, а в качестве В точку, отвечающую числуа+ 1/2. Но числа a 1 /2 и а + 1/2 не целые (они дажене рзциuнаЛIШSI!; см; тешРRy' 1 rл.м IV, поэтому мы
можем быть уверены, что точки А и В не целые.Обозначая через т единственное целое число, принаkлежащее отрезку АВ, мы видим, что т лежит cTporo
l\Iежду a I/2и а+ 1/2. Таким образом,

1 .

+
1

a 2<m<a 2'

откуда, вычитая а, получаем

1 1
  .

"2 < т
. а < "2

·

Но если число т aлежит между 1/2 и 1/2, то то
же самое верно и для числа, получаемоrо из Hero за-меной знака на противоположный, так что a, ттоже

.,
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лежит между ........1/2 и 1/2. Тем самым неравенства тео-

ремы 2 доказаныI.
Целое число m единственно. В самоМ деле, пред-

положим, что существует друrое целое число n, для

KOToporo
1 1

 2<a п<2'
Тоrда также

1 1

........2 <п a<2.

Добавляя к каЖДОМУ из составляющИХ это неравен-

ство чисеЛ по а, видим, что n должно удовлетворять

неравенствам
1

+
1 ·

a 2<п<a 2'

Но отрезок АВ содержит лишь о Д н о целое число,

и поэтому число n обязано совпадать с т.

Упражнения

(При выполнении этих и последующих упражнений полезно

знать, что У2== 1,41421 ...; уз 1,73205 ...; == 3,14159 .. .).

1. Для следу1СЩИХ чисел найти ближайшие к ним целые числа)
(

а) У2;

е) 4 уз;

б) 2У2; в) зу2;

ж) 1(; 3) 10 1(;

r) 4 У2;

и) ........ уз;

д) З уз;

к) ........ 7n.

2. Доказать, что для любоrо иррациональноrо
числа (Х, суще-

ствует единственное целое число q, такое, что О<а q< 1.

3. Приближение рациональными числами

Один из способов приближения иррациональноrо

числа, скажем числа У2, состоит в том, чтобы исполь-

зовать ero десятичное представление:

У2 == 1,41421 · · · ·

Чиел а 1; 1,4; 1 ,4 1; 1,4 14; 1,4142; 1,41421;... обр а3уюТ

последовательность, члены которой все теснее J1 теС,нее
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приближаются к У2. Все эти приближения являют-ся рациональными числаl\fИ, так что мы имеем бес..
конечн,УЮ последовательность рациональных прибли-
жений к У2:

1 14 141 1414 14 142 141 421
Т ' 10' 100 '

1000 '
1О 000 '

100 000 ' · · .. (1 )

Числа последовательности (1) по мере ПРОДвижения
по ней вправо становятся Все ближе и ближе к У2.Более Toro, имеют место неравенства

1

Y
2

Т <
2 < Т,

Q ..!i < У2 <10 10 '

141
< У2 <

142
100 100 '

1414
< У2 <

1415
1000 1000 '

14 142
< У2<

14 143
10000 10000'

141 421
< У2 <

141 422
100 000 100 000

и Т. д.

Из этих неравенств видно, что бесконечно MHoro чле-
нов последовательности (1) лежит так близко к У2,как мы потребуем. Пусть, наПРИl\1ер, мы желаем убе-диться, что имеется бесконечно MHoro рациональных
чисел, отличающихся от У2 меньше, чем на 0,0001.Для этоrо достаточно заметить, что требуемому усло-вию удовлетворяют все числа последовательности (1),начиная с ПНтоrо.

Однако все рациональные числа (1) обладают той
особенностыо, что их знаменатели суть степени 10.В общем случае, коrда на знаменатели не наклады-u

uвается никаких оrраничении, MO'rYT наитись Лучшие
приближения У2 рациональными числами.

То, что мы хотим сказать, хорошо видно на при-мере иррациональноrо числа л. Так как л имеет зна-
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чение 3,14159..., Т(} аналоrичная (1) последователь-

ность для 11: имеет вид

3 31 '314 3141

Т
' 10

' 100' 1000 '

31 415

10 000 '

314 159

100 000'
· · · · (2)

Изв стно,однако, что число 22/7 лучше приближает
л, чем 31/10. Bдействительности 22/7 ближе к л, даже

чем 314/100, хотя и не ближе, чем последующие чле-

ны последовательности (2).
Для Toro чтобы избавиться от зависимости от зна-

менателей 10, 102, 103 И Т. д., покажем сначала, что

каждое иррациональное число можно приблизить
рациональным числом, имеющим любой заданный
знаменатель.

ТЕОРЕМА 3. Пусть л любое иррациональное число

-

и n любое положительное целое число. ТОсда суще-

ствует такое рациональное число m/п с знаменате-

лем n, что

1 т 1

< л, < .........

·

2п п 2п

Доказательство" этой теоремы мы сначала проил-

люстрируем на примере. Предположим, 'что л равно

112 и n paBRO 23. Рассмотрим иррациональное число

23 112. Поль.зуясь тем, что 112 == 1,41421 · ·
., находим

следующее приближенное значение числа 23 112:

2З 112=== З2, 52. · · ·

Следовательно, ближайшее целое к 2З 112 есть З3.

31'0 и есть т теоремы 2, которая для а. == 23 112 ут-

верждает, что

1 "1r 
1

2 <
23 у 2 З3 < 2"

·

Но 33 представляет собой также т теореМЫ 3, по-

скольку, поделив полученные неравенства на -23 (что
возможно 'в силу теоремы 1), мы получаем

1 "1r 33 1

46 <y2 23 < 4Q
.

.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим сначала, что число nл,соrласно теореме 1 rл. IV, иррационально. Определимтеперь 'n как бли)кайшее к nл целое число. По тео-
реме 2

1 1
.......2 <

ПА m< "2.
Поделив эти неравенства на ПОЛожительное целое
число n (что возможно в силу теоремы 1), находим

1 1
.........

2п <
А
п <

2п
·

Таким образом, Teope Ma3 доказана,.
ПРИМЕР. Найти рациональные Числа т/п, о кото-

рых rоворится в теореме 3, ДЛЯ А === V2 и п == 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9,- 10.
РЕШЕНИЕ. Простое вычисление показывает, что бли-

жайшими к числам

V2, 2 V2, 3 V2, 4 V2, 5 V2, 6 V2, 7 V2,

8V2, 9V2, 10V2
целыми числами Являются 1, 3, 4, 6, 7., 8, 1 О, 11, 13, 14.
Следовательно, ИСКОl\1ые рациональные числа......... это

1 3 4 6 7 8 10 11 13 14
Т' 2' 3" "'4' 5' 6" Т' 8' 9 '

10
'

Ошибка каждоrо из этих приближений меньше чем1/2nJ rде п целое число, СТОЯЩее в знаменателе.
Из приведенноrо примера видно, что дробь т/пв теореме 3 не обязательно несократима.

Упражнения
1. Найти рациональные числа т/п, о которых rоворится в тео..

реме 3, для случаев, Korда л == уз и п == 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9, 10.
2. Найти рациональные числа т/п, о которых rоворится в тео-

реме 3, для случаев, коrда л==п==3,14159 ... и п== 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10.
3. Доказать, что для любых заданных иррациональноrо числа л,и поло)кительноrо целоrо числа п существует такое целоечисло т, что

1 r.п 1
< л <  .

п п f1,



" O 4. ЛУЧЩИЕ ПРИБЛИЖЕfIИ 121
.....----...... . 

 4.Доказать, что для любых фиксированных иррациональноrо
числа л и положительноrо целоrо Чllсла n имеется ТОЛЬКО,

одно целое. число т, удовлетворяюптее неравенствам тео..

ремы 3.

*5. Доказать, что теорема 3 была бы неверной, если в ней дробь

mjn считалась бы несократимой, т. е. если в ее формулиров-

ке вместо «Тоrда существует такое рациональное число m/n

с знаменателем n» стояло бы «Тоrда существует такая песо-

кратимая рациональная дробь т/n с знаменателем n .. .»,

4. Лучшие приближения

Теорема   .утверждает,что любое иррациональное

число 'А можно приблизить рациональным числом m/n

«с точностью до 1/2n», т. е. с ошибкой меньшей, чем

1/2n. Можно "ли найти аналоrичное приближение с

точностью до 1/3n, или с точностью до 1/4n или, воз..

можно, еще лучшее? Ответ на этот вопрос положи..

телен. В следующей теореме будет показано, что 'А мо"

)кно приблизить посредством рациональноrо числа

m/n с точностью до l/nk, каково бы ни былоk: k==3,

k == 4, k == 1000 и т. д. Однако в то вреl\lЯ как в теоре..

ме 3 приближение с точностью до 1/2n можно было

получить для л ю б о r о целоrо положителъноrо n,

приближение с точностью до l/kn с заданнЫм k в тео-

реме 4 возможно н е Д л я в с е х n. -

Можно ЛИ приблизить любое иррациональное чис..

JIO 'л рациональным числом [m/n с точностью до 1/n2,

Jiли с точностью до 1/n3 или, возможно, еще лучше?

С точностью до 1 /n
2

можно, с точностью до 1/n3........

нельзя. Но этим вопросам посвящены дальнейшие

параrрафы. А сейч.ас мы займемся приближениями
числа 'л посредством дроби m/n с точностью до l/kn.

ТЕОРЕМА 4. Каковы бы ни были иррациональное
число 'А u положительное целое число k, существует

рациональное число m/n с знаменателем n, не nревос-

ходящи'м k, такое, что

1 т' 1
.......... < л ------- < ·

nk n nk

Прежде чем доказывать эту теорему в общем слу-

чае, про?' ллюстрируе!\l ее на одном частном ПрИ!\lере,
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а именно коrда л==vз , и k==8. Вычислим сначала
все кратные 'А от 1. 'А до k. 'А включительно. Мы вы-
пишем эти кратные VЗ, представляя каждое из нихв виде суммы двух положительных чисел.......... целоrо
числа и числа, меньшеrо, чем 1 1):,

у3 === 1 + О, 732. · ·
, уз 1 === О, 732. .

.,

2 уз == 3+0,464. .
., 2 уз 3 == 0,464. , "

3 VЗ == 5+ 0,196. ,
., 3 уз 5 === 0,196. ,

.,

4 уз == 6+ 0,928. , " 4 уз 6 === 0,928. , "

5 УЗ ==:8+0,660.,., 5VЗ 8==0,660.."
6 У3 == 10+0,392..., 6 Y3' 10==0,392".,
7 уз === 12 +0,124. ·

., 7 уз 12 == 0,124. . "

8 уз == 13 + 0,856. .
., 8 уз 13 ==: 0,856. , "

в приведенной таблице равенства, стоящие в пра-вом столбце, получены из соответствующих равенствв левом столбце вычитанием целой части.

1, '2 13 1(, 15 16 /1 18

О Уа 2/"  8 v8 И f/8 И %=1

Рис. 21.

Далее раздели'м единичный интервал на восемьчастей:' I{. 12. .", 18. как показано на рис. 21. Прlfэтом интервал /1 состоит из чисел, лежащих между О
и 1/8, /2 из чисел rvlежду 1/8 и 2/8, /3 из чисел ме.

1) Наибольшее целое число, Не превышающее данное ЧИСЛ6а (<<ц е л а я ч а с т ь» а), иноrда обозначают через [а], а раз-ность a [a](<<дробная доля» а) через {а}. Таким образом, в
правой части для каждоrо числа х от 1. уз== уз до k. уз==
== 8 Vз записано разложение

а == [а] + {а};
в правом столбце выписано число {а}. ....... Прим. ред!
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жду 2/8 и 3/8 и т. д. 1). Ра'спределим теперь дробные

доли восьми .рассматриваемых кратных VЗ по интер-

валам 11, 12, . . .
,
Iв . При этом

0,732. .. принадлежит 16 (поскольку 0,732 · · ·

находится между 5/8 и 6/8)

0,464. .. принадлежит 14'

0,196. .. принадлежит 12'

0,928. .. принадлежит 18'

0,660. .. принадлежит 16'

0,392. .. принадлежит 14'
·

0,124... принадлежит 11'

0,856. .. принадлежит 17'
"

Воспользуемся тем числом из этой таблицы, кото-

рое принадлежит 11:

0,124. .. принадлежит 11' т. е.

71/з 12 принадлежит 11'

Поскольку числа, принадлежащие 11, заключены

между О и 1/8, то

О < 7УЗ 12 < ·

Далее, так как число 7 VЗ ......... 12 заключено ме/Кду О

и 1/8, то оно, конечно, заключено также между ........1/8

и 1/8, т./е.

1 ..( 1

 8<7уЗ 12<8.

1) Так как нам желательно получить строrие неравенства,

то «между» удобно понимать как «cTporo между». Таким обра-

зом, интервал 1j состоит из всех точек и, для которых

(j 1)/8 < и < 1/8.

(Заметим, что ни одно из рассматриваемых кратных Jf3 не МО"

жет совпасть с rранпцей одноrо из интервалов 11, ...
, 18, по-

1 2

CIOOJibKY эти кратные
- числа иррациональные, а rраницы 0'8' 8'

3 4 567

8' 8' 8' 8' 8,1 интервалов рациональны. Прuм.ред.),
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Деля эти неравенства на 7, находим

1
1 f' 12 1

7'8 <УЗ Т<7'8 '

Тем самым мы получили результат Toro Вида, о ко-
Тором идет речь в TeOpel\tle 4, с л == V3, k == 8, п == 7 ит == 12.

Проведенные рассуждения ОСНОвывались на том,что число 7VЗ 12 принадлежит 11. А что же делать,если в интервал I! не попадает ни одно число? Заме-
тим, что в этом случае один из интервалов 12, 1з, ...,18 должен содержать Д в а и л и б о л ь ш е чисел.В нашем примере не только существует число в ин-
тервале If , но также в двух интервалах в 1, и в16 имеется по два Числа. Рассмотрим пар}'\чисел из
интервала 16:

0,732. .. Принадлежит 16' т. е.

уз 1 Принадлежит 16и

0,660. .. принадлежит 16, т. е.

5 VЗ 8 Принадлежит 16'
Ясно, что если два числа принадлежат 16 (или лю-
бому друrому из этих интервалов), то они отличаются
друr от друrа меньше чем на 1/8, и поэтому их раз-ность лежит между .........1/8 и + 1/8. в ча-стности, для
двух рассматриваемых 'чисел из интервала 16 имеем

«5 УЗ  8) (УЗ  1)< ,

1
1 f' 1

 8<4vЗ 7<8.
Поделив эти неравенства на 4, находим

1
1 f' 7 1

 Т8<Y3 4<4.8 '

Полученные неравепства тоже представляют собой
результат Toro ВИда, о котором идет речь в теореме 4,rде л, == уз и k==8, но теперь n==4, т==7.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4. Только что разобран-
ный пример может служить моделью для доказатель-

C BaтеоремыI 4 в общем случае. Пусть заданы ирра-

циональное число л и положительное целое число k.

Образуем k чисел л, 2л, Зл, 4л, ...,
kл и запишем

каждое из них в виде суммы целой части и дробной
доли:

'л === аl + 1'

2"л а2 +  2'

З"л == аз+  3'

4"л === а4 +  4'

'л а 1
==  1'

2"л а2
==  2'

З'Л аз ==  з,

4"л а4
==  4'

k"л:=: ak +  k' k"л  ak==  k'

Буквы at, а2, ..., ап обозначают целые числа, а бук 
вы Pl, Р2, ..., Рп числа,' заключающиеся между О

и 1 Далее разобьем единичный интервал на k частей,

11, 12, ...,
1п, длины l/k каждая (рис. 22). При этом

интервал 11 состоит из чисел, заключенных между О

и l/k, /2 из чисел, заключенных между l/k и 2/k,

/3 из чисел, заУТIIоченных между 2/k и 3/k и т. д.

/, /2 13 14 [к

I

О

I I

Vk 2/k

, ,

3/k 4fk. · ·

Рис. 22.

,

I1

(k % 'И<=1

Слово «между» понимается здесь в crporoM смысле,

так что, например, числа 2/k и 3/k сами не принадле 

жат интервалу 13. Заметим, что, соrласно теореме 1

rл. IV, каждое из чисел  1, Р2, ...,  пиррационально.

Следовательно, ни одно из чисел Р не может быть

равным ни одному из рациональных чисел

1 2 3 k l k

О, k' 7i' 7i"" , k
' 7i'

и поэтому каждое Р принадлежит в точности одному

из интервалов 11, 12, 1з, "')
1h"
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Имеются следующие две возможности: либо интер-
вал /1 содержит одно или более из чисел, р, либо он
не содержит ни одноrо из этих чисел. Каждую из воз-

u
е

можностеи мы рассмотрим в отдельности.
С л у чай 1. Интервал /1 содержит одно или бо.

лее из чисел  .Пусть  ппринадлежит 11. Символ п

обозначает одно Ji.3 чисел 1, 2, 3, . . .,. k. Число  прав-
\ .

но пл аn,так что

1
О < ПА а

п < 7i '

поскольку /1 есть интервал, оrраниченный числами О
и l/k. Отсюда имеем

1 1

k < ПА ап < k ;

после деления на п получаем

 ...L< л
ап
< .

kn п kn

Таким образом, в этом случае теорема 4 доказана,
так как в качестве т можно взять число ап .

С л у чай 2. Интервал /1 не содержит ни одноrо
из чисел р. В этом случае k чисел распределены по
k 1 интервалам:

12' 1з, ..., Ik .

Применим теперь так называемый при н Ц и п я Щ и-
к о в Д и р и х л е. Соrласно этому принципу, если в
k lящиках сидят k кроликов, то по крайней мере в

одном ящике находится два или более кроликов. Та-
ким образом, по крайней мере один интервал содер-
}кит два или более чисел  .Пусть в одном и том же

интервале находятся числа  rИ  j, rде r и j два
различных числа из совокупности 1, 2, 3, ..., k.
Предположив что j больше " получим, что j r

есть п()ложительное число, меньшее k.
Так как числа  rИ  jлежат внутри одноrо и Toro

же интервала длинtI l/k, то их разность заключена
между  l/kи l/k:

1 1

7i <  j  {< k.
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Но  j==jл аj, r==,л аr,И 'поэтому
, .

......< < и'Л aJ)' (r'Л а,) < .

ИЛИ

<(j r)'Л (аJ а,)<.

Обозначим ; ,через n и aj arчерез т. Тоrда

1 1

7i <
пл т < 7i

·

Поскольку число 1l, В силу ero определения, положи 

rельно, то, соrласно теореме 1 r), предыдущие Hepa 

венства можно поделить на n и получить

1 т 1

kn
< л

п < kn
·

Так как, кроме Toro, число n==j 'меньше k, то Teo 

рема 4 полностью доказана.

Отметим, что рациональная дробь т/n не обяза 

тельно несократима. Если числа j 'и aj arне

имеют общих множителей, то она несократима, в про-

тивном случае сократима.

Упражнения

1. Сразу после формулировки теоремы 4 разбирается ее частный

случай, коrда л == уз и k==8. Какие значения т и п получи..

лись бы, если бы мы выбрали пару чисел 0,464 ... и 0,392 ...

из [4 вместо рассмотренной пары чисел, принадлежащей ин.

тервалу 16?
2, Примепить метод, использованный для доказательства тео.

ремы 4, к каждому из следующих случаев и получить в ре.

зультате числа т и n, удовлетвор'яющие неравенствам этой

'Теоремы:
а) Л == уз, k == 2;

б) л == У3, k == 4;

в) л == у3, k == 6;

r) л == у3, k == 1 о;

д) л ==: У2, k == 2;

е) Л == У2, k == 4;

ж) л == У2, k =: 6;

3) Л == У2,

и) л == У2,

к) л::: У2,

л) л == n,

м) л == n,

н) л == n,

, о) л == n,

k == 8;

k == 10;

k == 14;

k == 2;

k == 4;

k == 6;

k == 8.
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5. Приближения с точностью до 1/n2

В начале Э 4 было указано общее направление на-

ших исследований. Мы хотим найти по возможности

лучшие приближения произвольноrо иррациональноrо
числа Л. От приближения л посредством дроби т/п
с точностью до 1/2п для любоrо п (теорема 3) мы пе-

решли к приближению с точностью до l/kп для неко-

Toporo n-<.k (теорема 4). Теперь будет получено при-
ближение с точностью до 1/п2

.

ТЕОРЕМА 5. Для /lюбоео иррациональноео числа Л
существует бесконечно мноео несократимых рацио-
наЛЬНblХ дробей т/ TaKи что

  <л}  < .п2
п п

2

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отметим сначала, что любое ра-
циональное число т/п, удовлетворяющее Hepa eHCT-
вам Теоремы 4, автоматически удовлетворяет также
неравенствам теоремы 5. В самом деле, так как n не

превосходит k, т. е. k>n, то, соrласно пунктам r), д)
и ж) теоремы 1, l/k-<'l/n и l/kп-<'1/п2

. Следователь-
но, любое число, заключенное между  l/kпи l/kп 
заключено также между  1/n2и 1/n2

.

Покажем далее, что если какая нибудь сократи-
мая дробь удовлетворяет неравенствам теоремы 5, то

несократимая дробь, представляющая то же саМое ра-
циональное число, также должна удовлетворять соот-
веТСТВУЮЩИl'vI не.равенствам. Пусть M/N есть пред-
ставление числа т/п в виде несокраТИl'vIОЙ дроби. Не
будет оrраничением предположить, что оба числа п
и N положительны, так как знак «минус» всеrда мо-
жет быть отнесен к числителю. ТаКИlVI образом,

т м

п N ' О < N < п,

поскольку сведение сократимой дроби к несократимой,
не меняя значения самой дроби, меняет величину e 
знаменаТ JIЯ.Из теоремы 1 вытекает, что

1 1 1 1

п < N и
п2 < N2 ;
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поэтому, если число л удовлетворяет неравенствам
1 т 1
  <л  < 

n2 n n2 '

оно автоматически удовлетворяет также неравенствам

1 1

N2 <
Л
N < N2

·

Чтобы закончить доказательство теоремы 5, OCTa 

лось лишь показать, что имеется б е с к о н е ч н о

м н о r о не-сократимых рациональных дробей mjn,

удовлетворяющих  требуемым неравенствам. Предпо 
ложим, что, напротив, имеется только конечное число

таких дробей, скажем

тl

 '
'т2

-п;'
тз

-п-;-'
. . .

,

ml

 '

и рассмотрим следующие i чисел:

л 
тl

nl
'
л 

т2

n2
'

тз ml
Л  ..............., о..

,
л .

nз ni

Как следует из теоремы 1 rл. IV, все эти числа ирра 

циональны, и поэтому ни одно из них не равно нулю.

Некоторые среди ниХ MorYT быть положительными,

друrие отрицательными. Возьмем целое число k Ha 

столько большим, чтобы l/k лежало между О и всеми

положительными, а  l/k между О и BCel\l оТtрица 

тельнЫМИ этими числами. Так выбрать число k всеrда

можно, поскольку чем больше будет k, тем ближе

к нулю лежат l/k и  l/k.Число k выбрано, таким

образом, настолько большим, что ни одно из следую 

щих неравенств не являет'ся верным 1):

J.. < л < J..
k пl k

'

1 '1 т2 1
.........

k <
f\.,

п; < k ' (3)

1 'l mi 1
  <I'v  < .

k п. k
t

1) То есть в каждой строке одно из неравенств неверно,
Прим. перев.

9 3ак. 107
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Применяя теорему 4 для этоrо значения k, получаем,
что существует рациональное число т/п, для KOToporo

1 m 1
  <л  < .kn п kn

Число "л т/n,будучи заключеННЫ1М между  l/knи
l/kn, заключено' также между  l/kи l/k, т. е.

1 т' 1

 k<Л п<k'
Отсюда следует, что число т/п отлично от всех i чи-

сел ml/п}, т2/n2,..., mi/ni, поскольку неравенства
(3) неверны. Мы получили, таким обраЗQМ, еще одну

рациональную дробь, удовлетворяющую неравенствам
теоремы 5.

ПРИМЕР. Найти четыре рациональных приближе-
ния к иррациональному числу л, представляемые не-

сократимыми рациональными дробями и удовлетво-
ряющие неравенствам теоремы 5.

РЕШЕНИЕ. Заметим сначала, что так как

л == 3, 14159..., то

131 141

 12<зt Т<12и  12<зt Т<12'
Для нахо дениядвух друrих приближений можно

воспользоваться методом теоремы 3 и найти ближай-

шие к л рациональные дроби с знаменателями 2, 3
и Т. д.:

6 9 13

2' 3' 4'
16 19
5' 6'

22
т ' · .. ·

Дроби 6/2 и 9/3 мы отбрасываем, поскольку они со-

кратимы и после сокращения ничеrо HOBoro не дают,
а остальные проверяем удовлетворяют они или нет

неравенствам теоремы 5. Например,
1 19 1

.........

36 <
зt
6 <

36 (верные HepaBeHCT a!).

В результате дроби 13/4 и 16/5 отверrаются, а дроби
19/6 и 22/7 принимаются. Таким образом, 3/1, 4/1,
19/6 и 22/7 одно из решений рассматриваемой за-

дачи.
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'\

Рациональное число 22/7 является очень хорошим

приближением к л. Это число самое близкое к л;

среди всех рациональных чисел, знаменатели которых
заключены между 1 и 56. Рациональное число 179/57
несколько ближе к л, чем 22/7, однако ОНР не YДOB "

летворя т неравенствам TGOpeMbI 5. Рациональное

число 355/113 удовлетворяет неравенствам теоремы 5

и лежит к л значительно ближе, чем 22/7 (оно совпа 

дает с л; с точностью до шести знаков после запятой!).
Можно установить справедливость следующеrо

усиления теор'емы 5: для люБО20 иррациОн',аЛЬн'О20
числа л существует бесконечно МНО20 несократимых

рациональных дробей m/nl TaKи что

1
л'

т 1

n (n + 1)
< 11 < n (п + 1)

·

Если бы вместо теорем:ы 5 использовалась эта тео-

рема, то в предыдущем примере дробь 4/1 (представ 
ляющую собой сравнительно плохое приближение к

л;) пришлось бы считать неподходящей.
Чтобы доказать указанное усиление теоремы 5,

нужен более сцльный вариант теоремы 4. Мы наме-

тим лишь основные вехи доказательства, оставляя чи...

тателю проведение всех деталей. .

В доказательстве теоремы 4 с помощью принципа
ящиков Дирихле устанавливалось, что если k чисел

распределяются по k интеРJЗалам, то либо одно из чи 

сел попадает в первый интервал, либо имеется интер"

вал, содержащий по меньшей мере два из этих чисел.

Для получения усиленноrо варианта теоремы 4 ра,З-
делим единичный интервал на k + 1 меньших интер-
валов и будем рассуждать следующим образом:
если k чисел распр деляютсяпо k+ 1 интервалам, то

либо одно из чисел оказывается в первом интервале,
либо одно из чисел оказывается в последнем интер-

вале, либо имеется интервал, содержащий по мень-

шей мере два из этих чисел. Такое использование

принципа яrциков приводит К неравенству

1
л

т 1

n (k + 1)
< п <

п (k + 1)
,

9*
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которое сильнее неравенства из теоремы 4 (остальная
часть формулировки этой теоремы остается без изме 

нений). Теперь доказательство усил,енной теоремы 5
получается без труда.

Упражнения
1. Доказать, что для любоrо иррациональноrо числа л среди бес-

конечноrо множества рациональных чисел т/n, удовлетворяю 
щих условиям теоремы 5, имеется два таких, для которых
n== 1, т. е. которые являются целыми числами.

2. Пусть л любое заданное иррациональное число. Доказать,
что все, кроме одноrо, рациональные числа, удовлетворяющие

неравенствам теоремы 5, автоматически удовлетворяют также

неравенствам теоремы 3.

3. Найти два не целых рациональных числа, удовлетворяющих

неравенствам теоремы 5, для

а) л, == У2; б) л, == уз; в) л, == У5.

4. а) Какие из первых пяти чисел последовательности (1) удо-
влетворяют неравенствам тео'ремы 3 для л=="V2?

б) Какие из них удовлетворяют неравенствам теоремы 5?
5. а) Какие из первых пяти чисел последовательности (1) удо-

влетворяют неравенствам теоремы 3 для л==VЗ?
б) Какие из них удовлетворяют неравенствам теоремы 5?

*6. Доказать, что в случае л==3/s утверждение теоремы 5 не-
верно.

*7. а) Пусть а/Ь и т/n несократимые рациональные дроби
с положительными знаменателями. Доказать, что если

n>Ь, то эти дроби неравны. Вывести отсюда, что при
п>Ь неравенства

1 а т 1

Ьп
<
Ь п <

Ьn

неверны.

б) Доказать, что если л==а/Ь любое фиксированное рацио-
нальное число, то утверждение теоремы 5 неверно.

*8. Провести полностью доказательство усиленноrо варианта тео-

ремы 5 (следуя наброску, данному в конце 5). ПЬказать,
что разности л 4/1 И Л 19/6 не удовлетворяют усиленным
неравенствам, а разность л 22/7 удовлетворяет.

6. Оrраничения точности приближений

В теореме 3 было доказано, что для любоrо ирра 
циональноrо числа л существует бес}(онечно MHoro

рациональных чисел т/п, таких, что

1 т 1
  <л  < .2п п 2п
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....

.4 .

Затем в теореме 5 было установлено, что имеется бес 

конечно MHoro рациональных чисел т/п, для которых

1 т 1
  <л  < ..............

n2 n n2

Можно ли утверждать существование бесконечно

большоrо числа рациональных чисел т/n, для кота..

рых
1 т 1

..........

2n2 < л n < 2n2
?

Ответ на поставленный здесь вопрос положителен, Ok'

нако мы не остановимся на ero доказательстве. Бо'-

лее Toro, имеется замечательная теорема, соrласно

которой для каждО20 иррациОflаЛЬНО20 числа л суще..

ствует бесконечно МНО20; рациональных чисел т/n, та..

ких, что

1 т 1

y 
<л.  <

y 
,

5n2 n 5n2

причем V 5 есть н а и б о л ь ш е е число, позволяю-

щее сформулировать подобный результат. Это зна-

'чит, что если число У5 в знаменателях стоящих

слева и справа дробей заменить на" какое уrодно

большее число, то утверждение теоремы станет He 

верным 1) .

Чтобы дать понятие о том, как можно доказать

наличие оrраничений, накладывае.мых  Haвеличину по-

стоянной с Б знаменателе дроби 1/сn2
, установим сле 

дующий результат: имеется лишь конечное число ра..

циональных чисел т/n, для которых

1
Y

т 1
   <2  < .

5n2 n 5n2 (4)

.
Мы покажем, что в действительности (4) не имеет

места н и Д л я к а к о r о n, большеrо 10.

Доказательство проведем косвенным путем. П1ред-

положим, что (4) выполняется для некоторых целых

1) Доказательство этой теоремы приведено, например, в

статье [6] (см. список литературы на стр. lQ5)........ Прим! ред!
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ЧlIсел т и n, rде n> 10. Из неравенства

  <1/2  5п2 V
п

при n> 10 следует, что

m lf 1 11 1

п < V 2 + 5п2 < V 2+ 500 <
2.

С друrой стороны, из неравенства,

1'...... m 1
V 2 п<. 5п2

при n> 1 О вытекает, что

.!!!:... > 1'
2 > lr

2  .J....> 1.п V 5п2 V 500

(5)

(6)

Далее, прибавляя т/n к обеим сторонам нера-венств (4), получаем
т 1

lП) m 1
п 5п2 < v 2 < п + 5п2 : (7)

Если показать, что все три числа, соединенные нера-
венствами (7), положительны, то их можно будет,
соrласно теореме 1 д), возвести в квадрат с сохране-
нием неравенств.. В силу (6) имеем

m 1 1 1
   >1  >1  >Oп 5п2 5п2 500'

и поэтому все фиrурирующие внеравенствах (7)
 ислаположительны (ибо положительно даже мень-
шее из них). Возводя все части неравенства (7) в

квадрат, получаем

(
m 1

)
2

2 (
m 1

)
2

, n. 5п2 < < п+ 5п2 ,

т. е.

т2 2т
+

1
< 2 <

т2

+
2т
+

1
-тl2 5п3 25п4 -тl2 5п3 25п4

·

Отсюда, домножая на п2
, имеем

2 2т
+

1
2 2 2

+
2т
+

1т
5п

.

25п2 <
п < т

5п 2.'1п2
· (8)
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ь,."

Далее, в силу (5).
-

m
2+i( ; )+ 25

1

n2 < m
2 +.} (2)+ 2iп2 <

< m
2 + f+ 2ioo < m2+ 1. (9)

'с друrой стороны, тоже соrласно (5),

т
2 !(

т

) + ...J....... > т2 (.!!!:... ) > т2  !.> т2 ......... 1
5 п 25п2 5 n 5

·

(10)

Применяя (9) и (10) к неравенствам (8), находим
.

т2 1 < т2 !( ) + ...J....... < 2п2 <
5 п 25п2

2 +
2т
+

1 2 + 1< т 5п 25п2 < т ,

т
2 t < 2п2 < т2+ 1.

Так как число 2п2
целое и заключено межДУ т2.........1

и m
2 + 1, то ОНО равно т2

. Следовательно,

т2
.../...... т

2п2 ==т
2

, 2==
п2 ' У

2==
11'

что невозможно; поскольку V2 есть число иррацио-

нальное, а числа, т и n, по предположению, целые.

'..

Упражнения

1. а) Доказать, что при n> 10 не существует рациональных чи-

сел т/n, таких, что

1 ..i т 1

5п2 < r 3
п < 5п2 ;

б) найти все рациональные числа mjп, удовлетворяющие этим

неравенствам.
2. а) Доказать, что при n> 10 не существует рациональных чи-

сел mjn, таких, что

1
.

т 1
< У2 < ;

пЗ п  ,

б) найти все рациональные числа т/n, удовлетворяющие этим

неравенствам.
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3. а) Доказать, что при n> 10 не существует рациональных чи-

сел т/n, таких, что

1 1/--- т 1

пЗ < у 3
п < пЗ ;

б) найти все рациональные числа т/n, удовлетворяющие этим

неравенствам.

7. Краткие ВЫВОДЫ

 ыустановили ряд результатов о том, насколько

хорошо произвольное иррациональное число  OI можно

приблизИ'ть бесконечным количеством рациональных
чисел т/n. Наиболее сильная из доказанных теорем'
утверждает, что л можно приблизить С точностью до

1/n2. Позже, в Э 6, был установлен результат отри 
цательноrо характера, соrласно которому существует
лишь к о н е ч н о е множество рациональных чисел

т/n, отличающихся от V 2 меньше чем на 1/ (5n2).
Аналоrичный  трицательный результат имеет место

для л ю б о r о а л r е б р а и ч е 'с к о r о ч и с л а..

А именно справедливо следующее утверждение (здесь
оно не доказывается): если л аЛ2ебраическое число,
то существует лиlUЬ конечное множество рациональ 
НЫХ чисел т/n, отличающихся от л меньше чем на

1/n3
. В отношении трансцендентных чисел подобное

утверждение в общем случае неверно. Оно справед-
ливо лишь для некоторых, но не для всех TpaHcцeH 
дентных чисел. В следующей rлаве мы укажем число,
которое можно приблизить бееконеЧНЫ1М количеством

рациональных чисел т/n не только' с точностью до

1/n3, но также с точностью до 1/n4
, с точностью до

l/n 100
и, вообще, с точностью до l/nj для любоrо j,

которое пожелает выбрать читатель, как бы велико
это число ни было. Будет доказано, что это число не
являет,ся алrебраическим, и, таки образом, мы полу 
чим доказательство существования трансцендентных
чисел. До сих пор мы rоворили о них, не зная даже,
существуют они или нет!



\

r л А В А Vll

Qуществование
трансцендентных чисел

Существуют ли rpансцендентные числа? В настоя-

щей заключительной rлаве мы даДИ 1ответ на этот

вопрос. Леrко указать трансцендентное число. Совсем

иное дело доказать ero трансцендентность. То число сх,

трансцендентность KOToporo мы установим, имеет сле-

дующую важную особенность: ero де.сятичное разло-

жение в основном' состоит из нулей. Оно равно

а == 0,1100010000. ·
.,

rде единицы стоят на местах с номер ами

1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040,... ,

т. е. на местах с номерами

11, 2!, 3!, 41, 51, 61, 71,... ·

СИМВОЛ k!, rде k натуральное число, читается k

факториал и обозначает произведение всех натураль-

ных чисел от 1. до k:

kl == 1 · 2 · 3 ·
. . .

· (k 2) · (k 1) · k.

Все цифры в десятичном разложении числа сх, за

исключением тех, номера которых вь]ражаются фак-

ториалами целых чисел, равны нулю. Следовательно,

сх можно записать в виде следующей суммы отрица 

тельных степеней 10:
;

а == 10 11+ 10 2!+ 10 31+ 10 4!+ 10 51+ . . .
==

== 10 1+ 10 2+'10 6+ 10 .24+10 120+...
'

== 0,1> + 0,01 + 0,000001 + . .. . (1)

10 3ак. 107
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Указанное число а называется ч и с л о м Л и у в и л.. .

л я, по имени французскоrо l'vlатематика, впервые дo 

казавшеrо существование трансцендентных чисел.

Какое конкретное свойство числа а можно исполь 

зовать для доказательства Toro, что оно не является

алrебраическим? Таким свойством является следую 
щее: а можно приблизить бесконечно большим коли 

чеством рациональных чисел т/п не только с точно..

стью до ljn2 (это справедливо для л ю б о r о ирра 
циональноrо числа, см. rл. VI), но также с' точностью

до ljn3
, ljn4

и вообще с.точностью до Ijnr
, rде ' Ka..

 Koeуrодно поло)кительное число; Ни одно алrебраи 
ческое число этим свойством не обладает. Если л

произвольное иррациональное число, то, как мы ви"

дели в TeqpeMe 5 rл. VI, существует бесконечно MHoro

рациональ'i-IЫХ чисел т/п, отличающихся от л меньше,

чем на ljn2
. Но если л алrебраическое число, то ero

нельзя приблизить бесконечным количеством рацио..
нальных чисел mjn более тесно ни с точностью ДО

ljn3
, ни даже с точностью до ljn2 ,l; среди всех Bыpa 

жений вида 1/п
т

выражение ljn2
является н а и л у ч 

ш и м в о з м о ж н ы м. В течение мноrих лет TaKoro

рода результат об алrебраических числах составлял

знаменитую проблему.
Решена она была в 1955 r. анrлийским матема..

тиком К. Ф. Ротом, который в 1958 r. на Междуна 
рОДНОl'f1 KOHrpecce математиков в Эдинбурrе (Шотлан 
дия) был наrражден за эту блестящую работу ме..

далью Филдса. Ero результат получил название Teo 

ремы Туэ Зиrеля Рота, поскольку А. Туэ и

С: Л. Зиrелем были установлены некоторые факты,
ПОСJlужившие основой для работы Рота 1).

Как уже было отмечено, доказать трансцендент"
ность числа а rораздо труднее, чем просто выписать

ero десятичное представление. Ниже будет использо...

ван материал Э 1 rл. VI, посвященноrо свойствам не..

равенств. Нам потребуется также понятие абсолютной
величины числа, с которым читатель, возможно, уже

1) См. ПО этому ПОВОДУ статью А. О. rельфонда [8], указан..
ную в списке литературы на стр. 195. Пpu t.ред!

'

""
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знаком. Тем не менее, рассчитывая и на читателя, для

KOTopOrO это понятие является новым, мы определим

абсолютную величину числа и докажем некоторые ее

свойства. В порядке предварительной подrотовки мы

докажем также !еорему о делимости мноrОЧJIена на

двучлен.

9 1. Предварительные сведения из алrебры

Любое действительное число а либо положитель-

но, либо отрицательно, либо равно нулю. Для каЖ-

доrо действительноrо числа а опредеЛИlVI абсолютную

величину а, обозначаемую через \ а \., следующим об 

разом: \а\ ==а, если а положительно или равно нулю,

и \ а \ ==  a,если а отрицательно 1). Например,

1°1==0,

131==131,

17\== 7,

1 51 === 5,

1 4\ == 4, 1 6\ == 6,

' 10001== 1000.

Вместо Toro чтобы опредулять абсолютную вели-

чину числа отдельно для случаев, коrда а положи 

 тельно,отрицательно или равно нулю, можно бl?IЛО бы

ввести ее посредством единственноrо равенства
"

lal== -vа2
, (2)

поскольку, соrласно принятым соrлашениям, число

-v а2
всеrда неотрицательно (т. е. положительно или

равно нулю).
Из данноrо определения непосредственно выте-

кает, что если два числа равны, то равны и их абсо-

лютные величины, т. е. если а==Ь, то \а\ == \Ь\. Друrое
простое следствие опред ления(2) состоит IЗ том, что

ЧИСJIа а и  aв;сеrда имеют одинаковые абсолютные

величины: \ а \ ==\ \ a\ .

Важно отметить также равенство \ аЬ \ == \ а \ · \ Ь \.
с помощью (2) ero можно доказать следующим об 

разом:

I а 1== -Vа2
, I Ь 1=== уЬ2

, I аЬ 1== -Vа
2Ь2 == -vа2

· уЬ2
,

1) Детальное рассмотрение понятия абсолютной величины

1ложно наЙТII в rл. 111 КНИПI Беккенбаха и Беллмана1 указанной
в подстрочном примечании на стр. 112.

10*
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,

откуда

< , аЬ I == I а' · I Ь 1.

Далее мы покажем, как
.

связаны I а + Ь I и

I а 1+ I Ь 1. Оказывается, что I а + Ь 1<1 а 1+ 1 Ь 1. Для
доказательства этоrо неравенства, известноrо в более

общем случае комплексных чисел как 1lеравенство

/nреУ20ЛЬ1iuка, рассмотрим отдельно несколько воз-

А10жностей. Если а и Ь оба положительны, то
'-

I а + Ь 1 === а + Ь, I а 1 == а, 1 Ь I == Ь

и, следовательно,

I а + Ь 1 == I а 1+1 Ь 1.

Если а и Ь оба отрицательны, то

la+bl==........a b, lal== a, Jbl== b,

так что по прежнему

lа+Ь 1 == 1 а 1+ I Ь 1.

Если а и Ь разных знаков, одно положительно,
а 'друrое отрицательно, то !1РИ сложении происходит

сокращение, и поэтому I а + Ь I меньше, чем боль-

шее из чисел I а 1, 1 Ь 1. С-!lедовательно, в этом случае

lа+ы < lal+lbl.

Если одно из чисел а, Ь, скажем Ь, равно нулю, то

I а + Ь 1 == I а + 01 == I а 1, 1 Ь 1== 101 == о,

и, стало быть,

либо

I а + Ь 1 ==  a1+1 Ь 1.

Таким образом, во всех случаях либо

la+bl==)al+lbl,

1 а + Ь 1 < I а 1+ 1 Ь (.

Все указанные выше результаты об 'абсолютных

величинах для удобства собраны в слел.ующей тео..

реме: '\
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ТЕОРЕМА 1. Если а и Ь проuзвольные действи..

тельные числа, то

1) если а == Ь, то и \ а \ == I ь \ ,

·

2) а l == ' a, ,

3) аЬ I == 'а \ · 'Ь  ,
4) 'a+bl l'a\+ Ib\.

Докажем теперь одну TeOpel\IY из алrебры, извест-

ную как т е о р е м а о Д е л и м о с т и м н о r о ч л е н а

н а Д в у ч л е н 1). МЫ' докажем ее в специальном

виде, удобном для наших дальнейших целей..

ТЕОРЕМА 2. Пусть {(х) ......... мное(Jчлен с целbtАtu ко-

эффициентами, и пусть рациональное число являет..

ся корнем уравнения {(х) ==0. Тоеда x  есть дели 

тель {(х), т. е. существует мноеочлен q(x) такой, что

f (х) == (х  )q (х).

Более тоео, q(x) имеет рациональные 'коэффициенты
u степень еео на единицу меньше степени {(х).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если f (х) поделить на х  ,то по-

лучатся HeKOTopqe частное q(x) и остаток ,. Так как

степень остатка всеrда меньше степени делителя (ко-'
u

u

торыи В нашем случае является мноrочленом первои

степени x  ),то , есть постоянная, не зависящая

от х. Имеем, таким образом,

f (х) == (х  )q (х)+ "

причем коэффициенты мноrочлена q (х) рациональны,
поскольку последовательные шаrи в процессе деления

 1ноrочленана мноrочлен представляют собой так на-

зываемые рациональные операции. Выписанное соот-

ношение является тождеством относительно х, и пq-'

этому вместо х в Hero можно подставить число  ,в

результате чеrо мы получаем f ( )== ,. Но f} есть корень

уравнения '(х) ==0, так что '( )==0. Следовательно,

,==0. Таким образом, при делении '(х) на x  оста-

ток равен нулю, т. е. f (х) == (x  )q(х). Ясно, наконец,

что степень q (х) на единицу меньше степени f (х),
какова бы ни была степень f (х).

1) Или т е о р е м а Б е зу. названная так по имени француз-
CKoro мат матикаXVIII B ........ ПР.UМ. р,ед.
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Упражнения

1. Найти значения 121, 1  2" 1  81и 110 11.
2. В 1 было установлено, что если а== Ь, то 1 а 1 :=: 1 ь 1. Верно

ли обратное утверждение?
3. Доказать, что 1 а+Ь+с 1-< la 1 + I ь 1 + 1 с 1.
4. а) Доказать, что 1 х+71 ==х+7 при х >-  7, но I х+7\ ==

==  x 7при x< 7;
б) проанализировать аналоrичным образом соотношение

'x 71==x 7.
5. При каких значениях х (если такие значения х вообще су--

ществуют) справедливы следующие равенства:

а) 1 х + 71 == 5 + I х 1;

б) 1 х I == 1 х 4 1;

в) Ix + 71 + 1 х 7\ == I х 1+ 7;

r) 1 2х I == 2 1 х I?

6. Доказать, что неравенства теоремы 5 rл. VI:

1 tJп 1
  <л  < 

п2
п п

2

можно записать в виде

I л ........ !!:.. I <  .п п2

7. Доказать, что 81==8. (7!) и вообще (j+ IJ f== (j+ 11. (j!).
8. Доказать, что (j+I)! j!==j.(j!).
9. Убедиться, что 3/2 есть корень уравнения f{x)==2x4 ........13x3 +.
+ 27х2 4х 21 ==0. Проверить затем теорему 2, вычислив
частное q (х) от деления f (х) на х......... 3/2.

2. Один способ приближения числа а

Трансцендентность числа а обусловлипается воз-

.можностью исключительно хорошеrо приближения
ero некоторыми рациональными числами. Сейчас мы

ПРО'lемонстрируем один способ приближения а. Хо-
рошее  ациональное приближение получается, если

брать конечное число членов ряда (1), определяю-
щеrо (Х. Пусть есть сумма первых j членов ряда (1):

 ==10 1!+10 2J+10 ЗJ+о.. + 10 j!. (3)

Значение целоrо числа j будет уточнено ПОЗДнее. От-
11етим, что число рационально, так как ero можно
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записать В виде суммы дробей с знаменателями, яв-

ляющимися степенями  1о:

111 1
==

1011
+

1021
+ 1031

+ .,. +
10j

1
·

Записав, далее, все эти дроби с одним и тем же зна-

менателем 10jl и произведя сложение, получим

t
==

10j 1 ' (4)

rде числитель t есть некоторое Ц е л о е число, точное

значение KOToporo для нас неважно.

Рациональное число весьма мало отличается

от а. Из (1) и (3) И1\Аеем

a  ==10 и+l)!+10 и+2)!+10 и+з)!+... .

Десятичное разложение a  ,подобно разложению
caMoro а, состоит {IИШЬ Из' нулей и единиц. Цифра 1

впервые появляется на (j+ 1) !-М месте, затем на

(j+2) ! Mи т. д. Следовательно, число а меныпе

чем

0,000000 . . . 0000002,

rде все цифры равны нулю, за исключением цифры 2,
стоящеЙ на (j +)) ! Mместе.. Иначе это можно выра-

зить неравенством
2

a <
10U + 1 )!

. (5)

Нам потребуется еще несколько друrих простых

неравенств, относящихся к а и  .Так как а и (3 поло 

жительны, то полощительны и все их степени. Кроме
Toro, поскольку a<l и  <1,то ar<l,  s<lи aT B<l
для любых положительных целых r и s, так что

О < а' < 1, О <  S< 1, О < a' s< 1. (6)

3. План доказательства

Для дока зательства трансцендентности числа а

мы предположим противное, т. е. что сх является чис-

лом алrебраическим, и затем получим противоречие.
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Сделанное допущение означает, что а УДОВ'летворяет

некаторому алrе,браическому уравнению с целы,ми IKO-

эффициентами. с,реди всех алrебраических уравнений,
которым у'довлетворяет а, выберем уравнение наи-

меньшей
/
степени. Пусть это будет уравнение

СпХ
n + Cп 1xn l+ Cn 2xn 2+...

... +С2х2+СIХ+СО==О. (7)
.

Для краткости стоящий в (7) слева мноrочлен обо-

значим через f (х). На протяжении оставшейся части

rлавы мноrочлен f(x) будет. иrрать центральную
роль. Вот основные предположения относительно

f (х), которые следует помнить:
.

1) f (х) имеет целые коэффициенты;
2) число а есть корень уравнения f (х) == О, так что

f (а) равно нулю [под f (а) !\1Ы понимаем число,

получающееся в результате  подстановкиа в

f (х) вместо х];
3) число а не является корнем никакоrо уравне-

ния с целыми коэффициентами степени MeHЬ 

ше n.

Число f ( ), подучающееся в результате подста-
НОВК'И В f (х) вместо х, тоже будет иrрать важную
роль в дальнейшем рассуждении.

Идея доказательства состоит в следующем: число

f(a) f( )[или, что то же,  f( ),поскольку f(a) ==0]
рассматрива тся с двух различных точек зрения.
С одной точки зрения  f( )есть мноrочлен относи 

тельно с целыми коэффициентами. Так как число

рационально, то  f( )тоже р.зционально, и мы уви-
дим, что ero абсолютная величина сравнительно Be 

лика. С друrой точки зрения f(a) {( )есть разность

двух мноrочленов, и мы покажем в следующем па 

раrрафе, что величина этой разности имеет одинако 

вый порядок с a  и поэтому относительно' мала

[см. соотношение (5)]r Таким образом, предположив,
что число а алrебраичеСК9е, M I придем к двум
исключающим друr друrа утвержденйям о порядке
величины f (а) .......1 ( ) и тем caMЫ !! лучимпротиво 
речие.
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Мы подrотовим ПУТЬ дЛЯ этоrо в следующем па-

раrрафе, показав, что f( ) не равно ну.1tю и что ве-

личина f(a) f( )имеет тот же порядок, что и а.........(3-.

Упражнения

1. Проверить тождества:

а) 0.4......  4== (а.......  )(аЗ + a2 + a 2+  З);

б) а5.......  5== (а.......  )(а
4 + a3 + a2 2+ а З+  4);

В) а
6 .......  6== (a....... )(а5 + a4 + аЗ 2+ а2 З+a 4+  S).

2. Написать тождество, выражающее (Х7 .........  7В виде произведе-

ния (Х......... на мноrочлен степени 6.

3. Доказать, что всякое ,алrебраическое число является корнем

бесконечноrо числа алrебраических уравнений с целыМИ коэф-

фициентами.

4. Свойства мноrочленов

ТЕОРЕМА 3. ЧиСАО не есть корень уравнения (7),

т. е. f( )=I=O.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПредцоЛОЖИМ, ,что является

корнем уравнения (7). Тоrда по теореме 2 x  есть

делитель f (х) :

f (х) == (х ..........  )q (х),

причем степень мноrочлена q(x) на единицу меньше

степени мноrочлена f (х) и коэффициенты ero рацио-

нальны. Далее, так как а есть корень уравнения

f (х) ==0, то

f (а) ==(   )q (а) == о.

Но произведение двух чисел равно нулю только то-

rда, коrда одно из них равно нулю. Числl> a  не

равно нулю, поскольку а не СОВItадает с  .Следова-,

Te!lbHO, q (а) == о, т. е. а есть корень ур авнения q (х) == о,

.
причем степень' q (х) _ равна п 1. Обозначим через k

произведение
знаменателей- всех рациональных коэф-

фициентов q (х). Ясно, что мноrочлен kq (х) имеет це-

лые коэффициенты и число а есть ero корень, Т. е.

kq (а) == о. Но это противоречит 'нашему предположе-

нию о том, что rJ., не удовлетворяет никакому уравнению
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с целыми коэффициентами степени меньше п. Таким
образом, ис!одя из равенства t ( )== О, мы ПрИШЛIl
К противоречию; теорема доказана.

Покажем теперь, следуя плану, намеченному В

предыдущем параrрафе, что величина It(a) t( )I
имеет одинаковый порядок с Ia  I и, следовательно,
очень мала (см. 2).

ТЕОРЕМА 4. Существует зависящее только ОТ ко-
эффициентов ,, носочлена f (х) и от есо степени чис-
ло N TaKoe что

I t (а) f ( )I < N (а  ).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Число N определяется равен..ством

N==nlcпl+(п 1)lcп ll+(п 2)'Cп 2'+...
· о. + 2 r С2 , + , сl ,. (8)

..

Отметим, в частности, что N не зависит от числа j,
ИСПОЛЬ30ванноrо при определении  .

В процессе доказательства нам будет пол знафор..
мула для разложения на множители разности ak  k,а также одно неравенство, которому эта разность
удовлетворяет. Разложение ah  kдается формулой
a
k  k== (а  )(a  l+ak 2 + ak 3 2+ ...

· .. + a2 k 3+a k 2+  k l). (9)
,Здесь k произвольное положительное целое число.
Чтобы проверить формулу (9), произведем умноже-
ние в ее правой части. Имеем

a(ak 1+ak 2 +.... +a k 2+ k 1)==
==ak+ak l +... +a2 k 2  a k 1и

(ak l+ ak 2 + . .. + a k 2+  k l)====
== ak l + ak 2 2+ '" + a k l+  k.

При вычитании BToporo из этих выражений из пер-Boro сокращаются !3се члены в правой части, исклю-
чая первый чле из первоrо равенства И Последний
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из BToporo, так что в результате остается только

k A.k
-'

а  tI.

Далее заметим, что, соrласно неравенствам (6),

все члены ak l,ak 2 и т. д. из правой части соот-

ношения (9) меньше 1. Следовательно, поскольку

этих членов Bcero k и поскольку а положительно,

имеем

all  Il«a  )(1+1+1+...+1+1+1)===
==k(a  ). (10)

Подставляя теперь а и вместо ,х в f (х) и вы-

читая f ( )из f (а), получаем

(а) ....... f ( )==

== Сп (а
п  п)+ Cп l(aп l  п l)+ ... + С1 (а  ).

Используя далее тождество (9), вынесем из всех

членов справа общий множитель a  .В результате

будем иметь

f (а) f ( )==

== (a  )[Cп(aп 1+aп 2 +.,. +a п 2+ п 1)+

+Сп 1(ап 2+ап з +... +а п з+ п 2)+.., +Сl]'

отсюд'а, беря абсолютные значения и применяя тео-

рему 1 инеравенство (10), нахоДИМ

t'f(a) f( )l<
<la  IIпICnl+(п 1)lcn 11+...+I C11].

Замечая .теперь, что I а 1== а Р, И используя

определяющее
N равенство .(8), окончательно полу-

чаем

If(a)  f( )l< N(a  ),

что и доказывает теорему.

5. Трансцендентность
числа а

Теперь мы завершим доказательство трансцен-

дентноСТИ числа а, определяемоrо равенством (1).

РассмотРИМ сначала разность f (а) f ( ) с иной

точки зрения.
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 .......... ........  

ТЕОРЕМА 5. Каково бы ни было пОложительное
целое число j,

, f (а) f ( )'· 1 оп. 1 1

(11 )
есть целое положительное число.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как f (а) == о, то рассматри-
ваемое число можно переписать в виде

I  f( )'.10
п

'}I, или If( )J.1011,'11.

Соrласно (4), имеем

f ( )== Cп п+ Cй 1 п l+Cп 2 п 2+... + Cl + СО ==
I

п п l п 2'
cпt

+
Cп lt

+
C/1, 2t

+ +
c}t
+

==

1оп
. 1 1

1 о(п 1) . j 1
1 о(п 2). j 1 · · ·

101 1 Со,

откуда, домножая на 10
п .} 1, получаем

f ( )· 10
п .} 1

== cnt
n

+ Сп ltn 110}!+ Сп 2tn 2102.1! +
... +С1' 10(п 1),}1+CO10n . j1

.

f

Правая часть этоrо p BeHCTBa является, очевидно,
целым числом. Оно не может быть равным НУЛIО,
поскольку, соrласно теореме 3, f ( )=1= о. Беря абсо-
лютные значения, находим, что

I f ( )· 1 оп.} 11 === 1 f ( ), . 1 ОП. 11

есть целое положительное число, и Teope a тем
самым доказана.

Теперь мы покажем, что в противоречие с тео-

ремой 5 задаваемое формулой (11) число заключено

между О и 1. Для этоrо выберем целое число j,
используемое при определении TaI<:, чтобы iOбыло

2N . 1оп. 1 1

10<j+l)l'
< 1. (12)

Возможно ли это? Да, возможно. В самом деле, не-
равенство (12) эквивалентно следующему:

2N

10и + 1) 1 п . j 1 < 1.



S в. КРАТК:ИВ вы'Водьt 149

Показатель степени у знаменателя в последнем не-

равенстве можно переписать в виде.

и+ 1)1 n. jl == и+ l)jl n. jl ==и+ 1. n)jl

Этот показатель при фиксированном
n можно сделать

сколь уrодно .большиМ, если взять j достаточно боль-

ШИМ. НО n и N фиксированы соотношениями (7) и

(8), а j не зависиТ ни от n, ни от N. Поэтому J можно

взять настолько большим, чтобы выполнялось (12).

Покажем далее, что число, определяемое форму..

лой (11), заключено между О и 1. В силу теоремы 4

инеравенств (5) и (12)

I f (а) f ( )1. 10
п . j ',< N (а  )

· 10
п . J1

< 270;} ;::! < 1.

Положительность рассматриваемоrо
числа вытекает

из теоремы 3.

Полученное противоречие показывает, что а не МО"

жет удовлетворять никакому уравнению вида (7).

Следовательно, а есть трансцендентное число.

\

i 6. Краткие ВЫВОДЫ

В этой rлаве мы ответи ина вопрос «Существуют
ли трансцендентные числа?», показав, что- конструк"

тивно задаваемое число Лиувилля является трансцен-

дентным, т.  .не алrебраическим. "-

Проследй\1 кратко еще раз весь ход доказатель..

ства, поскольку детали, возм{)жно, затемнили суть

дела. Центральная идея доказательства, как было от..

 lеченов начале r aBbI,состоит в том, что число

а == 10...11 + 10 2!+ 10...31 + 10 41+ ..,.

мо)кет быть очень хорошо приближено рациональны..

.

ми числами. Этот факт отражен внеравенстве (5),

которое, по суще,ству, rоворИ,Т о том, что a  очень

 '1ало по сравнению с  .Напомним, что в то время
.

1

как знаменатель рациональноrо числа есть 101 [см.

(4)], разность a  имеет порядок 10 и+l)'.B теоре-

ме 4 из малости порядка величины a  была выве..
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Дена малость порядка величины f(a,).........f( ), rде
{(х) мноrочлен с целыми коэффициентами, обра-...

щающиис;я, соrласно предположению, в нуль при
х== а.

С друrой стороны, рассматривая разность {(a)  f( ) в теореме 5 с совсем иной точки зрения, мы

показали, что величина этой разности больше той,
которая возможна в соответствии с сделанной выше

.,

оценкой. [Множитель 10п'J в теореме 5 не иrрает су-
щественной роли; он вводится с той целью, чтобы еще
больше оттенить различие двух получающихся по 

рядков величины f (а) f( ).]Для этоrо было заме-
чено, что f(a).........f( ) равно просто .........f( ), и что {( )
есть рациональное число с знаменателем lOп. j

t . Таким
образом, предположение о справедливосrи равенства
f(a) ==0 позволяет доказать, что f(a).........f( ) значи-
тельно больше, чем должно быть соrласно проведен.
ным выше вычислениям. Полученное противоречие и

устанавливает трансцендентность числа а,.



ПРИЛОЖЕНИЕ А

Доказательство
бесконечности числа

простых чисел

Используемое здесь рас.суждение представляет со-

бой та'к называемое косвенное доказатель'ство, име-

нуемое также доказательством от противноrо, или

reductio ad absurdum (приведением
к абсурду). В до-

казательстве TaKoro типа допускается, что сделанное

предположение ложно, а затем из этоrо допущения

выводится противоречие. В случае рассматриваемоrо

предложения мы предполаrаем, таким обра'30М, что

имеется лишь к о н е ч н о е число простых чисел.

Введем далее систему обозначений для простых

чисел. Поскольку их Bcero конечное число, то можно

воспользоваться обозначением

Р1 , Р2' Рз, ..., Рk ·

Это обозначение подразумевает,
что Bcero имеется k

простых чисел, rде k некоторое натуральное число.

Если считать, что простые числа, перечислены в по-

рядке возрастания, то, конечно, Р1 == 2, Р2 == 3, рз == 5,

Р4==7 и т. д. Тем не менее в процессе доказательства

удобнее использовать обозначе'ния р;, Р2, Рз И т. д.

вместо 2, 3, 5 и т. д.

Так как каждое натуральное число. можно разло-

жить на простые множители, то каждое натуральное

число должно делиться хотя бы на одно из чисел

Рl' Р2' Рз, ..., Pk'

поскольку, соrласно сделанному предположению, дру-

rих простых чисел нет. Раосмотрим, однако, натураль-
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ное число n, получающееся от переl\1ножения всех
простых чисел и последующеrо добавления единицы:

,

п == РIР2Рз · · · Pk + 1.

Число п не делится на Рl, поскольку при делении  пна Рl частное и остаток равны соответственно
Р2, Рз .,. Pk И 1. Если бы n делилось на Pl, то остаток
был бы .равен О. Значит, n не делится на Рl.

Аналоrично доказывается,' что п не делится ни на
одно из чисел Р2, Рз, Р4, ..., Pk.
Мы построили число n, не делящееся ни па одно

простое число; но TaKoro числа, конечно, быть не Мо-
жет. Таким образом, допущение, что имеется лишь
конечное число простых чисел, привело к лоrическому
ПРОТI!воречию. Следовательно, это допущение ложно.
Тем самым доказано, что число простых чисел беско..
нечно.

-..............

.. .
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,

Доказательство
основной теоремы арифметики

в настоящем приложении доказывается, что каж-

дое натуральное число) отличное от 1, может быть

разложено в произведение простых множителей лишь

единственным  сnособом) если отвлечься от порядка
следования А-tножителей. При ЭТОМ понимается, что

натуральное число, являющееся простым, как, напри-

мер, 23, саМО,.,является своим «разложением на про..

стые множители». Рассматриваемое утверждение леr-

ко проверить для маленьких натуральных чисел. На-

пример, 10 можно разложить в произведенце 2. 5, и

по опыту мы знаем, что друrих разложений у 10 нет.

То же самое верно и для всех чисел, меньших 10:

2 == 2, 3 == 3, 4 == 2 · 2, 5 == 5, 6 == 2 · 3,

7 == 7, 8 == 2.. 2 · 2, 9 == 3 · 3, 1 О === 2 · 5.

Этот список можно было бы продолжить, однако та..

кое перечисление, как бы длинным оно ни было, не

может рассматриваться как доказательство. В саМОМ

деле, натуральных чисел бесконечно Mhoro, и поэтому .

нельзя проверить разложение их всех.

Мы должны обратиться, таким образом, к матема-

тическому 'рассуждению. Натуральные числа от 2 до

10 были выше перечислены, и мы видели, что каждое

из них разлаrается на простые множители единствен"

ным образом. Далее, либо этот список можно продол-

жить неоrраниченно, и тоrда все натуральные числа

 лаrаютсяна простые множители единственным

образом, либо на некотором этапе ПРОДQлжения свой-

ство единственности разложения нарушается. Имеют'ся

11 3ак. 107
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лишь эти две возможности. Нашей целью является
доказательство Toro, что в действительности имеет
место первая возможность. Мы воспользуемся для
этоrо косвенным рассуждением: допустим, что имеет
место вторая возможность, т. е. что на некотором эта...
пе перечислеН}fЯ натуральных чисел свойство един-
ственности разложения на простые множители нару-
шается, и покажем, что такое допущение приводиr
к противоречию.

Прежде чем проводить это довольно длинное рас-
суждение во всех деталях, дадим для ориентировки
читателя ero краткий набросок.

Обозначим через 1Jl пер в о е из чисел, которое
можно разложить на простые множители более чем

одним способом, и рассмотрим два различных разло-
жения m на простые множители. В части 1 доказа-
тельства будет ПОК8зано, что никакой из простых мно-
жителей одноrо разложения m не встречается в дру_
rOM разложении. Показвв, что если m имеет два

разных разложения, то воеJпростые множители одноrо
разложения отличны от всех простых множителей
друrоrо разложения, мы затем построим в части 11
доказательства число n, меньшее чем т, также имею-

щее два разных разложения на простые множители.
Тем самым мы получим противоречие с допущением,
что m есть наименьшее целое число, обладающее
двумя различными разложениями На простые множи-

тели, и это завершит доказательство.

Итак, пусть т"""":' первое натуральное число, кото-

рое можно разложить на простые мно телиболее,
чем одним спо обом.Иными словами, мы предпола-
raeM, что каждое, м,еньшее чем т, натуральное число
разлаrается единственным образом, а разложение т

не единственно. Соrласно предположению, имеется по

крайней мере два различных разложения числа т.

ПусТЬ это будут разложения

т===РIР2РЗ ... р, и т===qlq2qз... qs'

При этом обозначении подразумевается, что для
т имеется разложение на простые множители Рl, Р2,
Рз И т. Д. вплоть до рт, а также имеется друrое раЗЛQ-
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жение на простые множители ql, Q2, Qз И т. д. вплоть

до qs. Во втором разложении последний ч'лен обозна-

чен через qs, а не через Qr, потому что мы не можем,

исходя из известных нам фактов, предполаrать ра-

венство числа простых МНОЖlIтелей в обоих разложе-

ниях.

Введенное обозначение требует еще дальнейших

пояснений. Вовсе не имеется в ВИДУ, что, как это было

в приложении А, Рl есть лишь иное обозначение )}:ля

простоrо чи.сла 2, Р2 иное обозначение для npoCToro

числа 3 и т. д. Нам вообще неизвестно принадлежит

или нет простое число 2 совокупнос'Ти Рl, Р2, ..., pr.

Таки:м образом, Рl может быть равным ПРОСТОМУ чис-

лу 2, или простому числу 23, или ПРОСТОМУ ЧИСЛУ 47,

или ни одному из них. Это есть ПОПРОСТУ некоторое

простое число. Точно так же Р2 есть некоторое про..

стое число. Оно может как совпадать, так и не сов-

падать с Рl. Единственное, что мы предполаrаем
это возможность разложить нат уральное число т

на простые множители двумя различными способами.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЧАСТЬ 1. Покажем, что все про-

стые числ а Рl, Р2, ..., РТ из пер вой совокупности от-

личны от всех простых чисел ql, Q2, ..., qs из второЙ

совокупности. Таким образом, если, например, простое

число 7 принадлежит первой совокупности, то оно не

может принадлежать второй совокупности. ПОСКОЛЬКУ

9ТО вовсе не очевидно, мы должны дать соответствую-

щее доказательство. Предположим, что имеется про-

стое число, принадлеiкащее обеим совокупностям. Из-

менив, если нужно, обозначения, мы можем счи-

тать, что совпадают первые числа обеих совокупно-

стей, т. е. что Рl ==Ql. (Э)'о можно сделать, поскольку

в каждоМ разложении простые числа MorYT находить-

ся в любом порядке.) Заменяя во втором разложении

ql на Рl, мы получаем, что имеются следующие два

разложения:

m==РIР2РЗ '..,Р,
-

И m==Рlq2qз ... qs'

Деля эти равенства на Рl, находим

т
== Р2РЗ . . · Р, и

Pl

т
== q2qз · · . qS'

Рl

11.
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ЛРИЛОЖЕНИЕ Е

Мы пришли к двум различным разложениям нату-
ральноrо числа т/Р1, поскольку мы исходили из двух
различных разложений для т. Но это невозможно,

/ так как т, соrласно предположеjIИЮ, есть н а и м е н ь-
ш е е число, обладающее более, чем одним разложе-
нием, а т/РI меньше т.

ЧАСТЬ П. Итак, нами установлено, что все простые
числа Р1, Р2, .. ·

, Pr из первоrо разло)кения m отлич-
ны от всех простых чисел qI, q2, ..., qs из BToporo
разложения т. В частности, 'Р1 не равно q1, что можно
записать как Рl =l=Q1. Предположим, что РI есть наи-
1\1еньшее из чисел Р1, Q1, т. е. что РI < Q1. Мы вправе
это сделать в силу полной симметрии обозначений в
обеих совокупностях простых чисел. Таким образом,
если мы проведем доказательство в случае Рl < qt, то
по симметрии аналоrичное доказательство применимо
к случаю Pl>q1 с Р, замененными на q, и наоборот.

Предполаrая, что P1<Q1, мы укажем ЧИWIо, кото-
рое меньше, чем т, но имеет два различных разло-
жения. Тем самым док зательствобудет заверше1-IО,
поскольку существование TaKoro числа противоречит
сделанному нами допущению, что т есть наимень-
шее натуральное число, обладающее более, чем од-
ним разложением. Таким числом является

п == (ql Рl) q2qзq4 · · , q$'

Обратим ВНИl\1ание на то, как строится число n: оно
равно произведению Q1 P1и простых чисел Q2, Qз,..,
.. · ,Qs. Ero можно записать в виде раЗН0СТИ:

п === qlq2qз · .. qs Рlq2qз · · · qs
или

п == т Рlq2qз .. · q$'

Из этой записи видно, что п меньше т, поскольку
число РIQ2Qз. · . qs положительно.

Установим, .наконец, что натуральное число n
имеет два различных разложения. Для этоrо рассмо"
трим n в той ero форме, в которой оно было введено,
а именно:

п === (ql Рl) q2qз .. · qs.
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Все числа q2, qз, . . .
, qs являются простыми, но число

qt Ptне обязательно про'Стое. Если qt PIразложить

на простые множители, то мы получим T aKoeразло-

жение n, которое н е с о Д е р ж и т про С т о r о ч и с-

л а PI в к а ч е с т в е м н о ж и т е л я. Для доказа-

тель,ства этоrо заметим сначала, что, как показано

в части 1 доказательства, число Pl не встречается

среди чисел q2, qз, ... , qs. Далее, как бы число q1.........Pl
..

ни разлаrалось на простые множители, простое число

Pl не может оказать'ся среди них.' В самом деле, если

бы Рl было множителем,' в разложении ql.........Pl на про-

стые множители, то Р1 было бы делителем q1 Pl.

Иными словами, выполнялось бы равенство

qt Pl РlЬ '

rде Ь есть частное от деления ql PI на Pt. Но из

этоrо равенства следуют равенства

ql == Рl + P1b и ql == Рl (1 + Ь),

последнее из которых можно понимать как утвержде-

ние, что Р1 есть делитель q1' Такое утверждение, ко..

нечно, ложно, поскольку никакое простое число не

является делителем друrоrо простоrо числа.

Покажем далее, что n имеет также друrое разло-

жение на простые множители, в к о т о р о е в х о Д и r

Р1. ДЛЯ этоrо вернемся к выведенному ранее равен-
I

СТВУ
п == т Рlq2qз · · · qS.

Заменяя в нем т по формуле
т == РIР2РЗ · · · Р"

>'J

получаем
п == РIР2РЗ · · · Р,.......::.. Рlq2qз · · · qs ==

== Рl (Р2РЗ · · · р, q2qз · · · qs). I

Стоящее в скобках число не обязательно является

простым; однако если ero разложить на простые мно-

жители, то мы получим разложение на простые  IHO-

жит,ели для n, включающее PI. Таким образом, нами

указано два разложения, n (или, скЬрее, два с;пособа
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получения разложений п на простые множители), одно
из к,оторых содержит простое число Рl в качестве

множителя, а друrое не содержит. ИНЫl'1и словами,
число п, будучи меныпе т, имеет два различных раз..
ложения на простые множители. Тем самым теорема
доказана 1).

1) у читателя может возникнуть сомнение в необходимости
до.казательства, причем доказательства не очень простоrо, факта,
который сам по себе кажется бесспорным: а как может быть
разложение числа на простые множители не единственным?
Однако наше убеждение в справедливости caMoro факта на
самом деле диктуется нам лишь привычкой не задумываться
над возможностью иной ситуации. Для Toro чтобы разрушить это
убеждение, приведем следующий пример. Рассмотрим совокуп..
ность ч е т н ы х чисел; под «п р О С Т Ы м и» четными числами бу..
дем понимать такие числа, которые нельзя разложить в произ-
ведение двух четных чисел. Разумеется, каждое четное число
можно разложить в произведение «простых», но такое разложе-
ние может быть не единственным; так

180 == 6 · 30 == 1 О . 18

и числа 6, 10, 18 и 30 все «проgprе».
Мы рекомендуем читателю самому разобрать, почему прове..

денное выше доказательство единственности разложения каждоrо
целоrо числа на простые множители не может быть использо..
вано для доказательства Toro, что каждое четное число един..
ственным образом разлаrается на «простые» четные множители
(последнее утверждение, как мы видеЛИ1 просто не верно!).Прим. peas

'1
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Доказательство Кантора

существования
трансцендентных чисел

в rл. VII было указано одно трансцендентное чис-

ло и, таким образом, доказано существование таких

чисел. В этом приложении будет .дано независимое

доказательство существования трансцендентных чисел

посред-ством совершенцо иноrо метода, а также бу 

дет показаНО, что трансцендентных чисел имеется

бесконечно MHoro. В действительности мы установим

даже, что в известном смысле трансцендентных ЧII 

сел больше, чем алrебр аических.
Вначале от'метим, что мы рассматриваем только

действительные алrебраические числа и действитель 

ные трансц,ендентные числа. Корнями уравнения

х2+ 1 ==0, например, являются алrебраически'е, но не

действительные алrебраические числа. Устанавли 

ваемые нами результаты и их доказательства верныI

также и в комплексном случае, однако, оrраничиваясь

лишь действительными числами, мы достиrаем HeKO 

Toporo упрощения.
Под множеством S понимают любую совокупность

определенных различимых объектов. Эти объекты Ha 

ЗЫIваю'Т членаl\1И множества S, или элементами S.

Множество S мо)кет быть к о н е ч н ы м, как, напри 

мер, множество простых чисел, меньших, чем 20:

S == {2, 3," 5, 7, 11, 13, 17, 19},

и может быть б е с к о н е ч н ы м, как, например, мно-

жествО в с е х натуральных чисел:

S == {1, 2, 3, 4, 5, 6, .. . }.
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Бесконечное множество называется счетным, если

ero элементы можно представить в виде последова..
тельности

а1 , а2 , аз, а4 , · · ·

u

так, что каждыи элемент lVIножества является членом

этой последовательности. Например, множество чет..

ных натуральных чисел можно записать в, виде по..

следовательности

2, 4, 6, 8, 10, 12, ...,

n йчлен которой равен 2п, и поэтому это множество

счетно.

Множество веек целых чисел счетно, поскольку ero

можно представить в виде последовательности

О, 1, 1, 2, 2, 3,  3,4,  4,..',.

Конечно, это множество может быть представлено в

виде последовательности также друrими способами,
и любой из способов ДQстаточен для доказательства
счетности рассматриваемоrо множества.

Чтобы убедиться в счетности HeKOToporo множе..

ства, вовсе не необходимо знать какую либоопреде..
ленную формулу для п..ro члена последовательности.

Например, множество простых чисел

2,  ,5, 7, 11, 13, 17, 19, ...

счетно, хотя мы и не знаем точноrо значения стомил-

лионноrо ПрQстоrо числа. Достаточно лишь знать, что

такое простое. число существует, и тем самым иметь

возможность . понять, что все множество имеет вид

последовательности.

Установим далее, что множество всех рациональ-
ных чисел счетно. Заметим, что любое рациональное

. U

число являет'ся корнем уравнения первои степени

ах+Ь==О с целыми коэффициентами а и Ь. Мы будем,
кроме Toro, считать число а положительным, не orpa-
ничивая, конечно, этим общности наших рассуж'де..
ний. Например, рациональное число 3/5 есть корень
уравнения 5x 3==O.Условимся rоворить, что уравне-
ние ах+Ь==О имеет высоту

1 + а+ I ь 1.
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Высота каждоrо TaKoro уравнеНlJЯ является, очевид-

но, положительнЫМ целым числом. Например, у'равне-

вие 5x 3==O имеет высоту 9. Заметим, что нет ни

одноrо уравнения высоты 1 и име,ется лишь одно

уравнение высоты 2, а именно уравнение х==о.

ТАБЛИЦА 1

"

Высота
УравнениSl

2
x O

3 2х О, х + 1 О, х 1 == О

4 3х == О, 2х + 1 \ О, 2х 1 == О, х + 2 == О, х 2 == О

5
' 4х О, 3х + 1 ;::::: О, 3х -1 == О, 2х + 2 == О, 2х 2 == О,

х + 3 == О, х 3 == О

В табл. 1 приведены все уравнения первой степени,

высота которых не превосходит 5. Отвечающие урав-

нениям табл. 1 рациональные числа собраны в

табл. 2, rде они расположены в порядке возра..

стания.
ТАБЛИЦА2

Высота Вводимые рациональные числа

5

о

 1,+1
1 1

 2, 2"' 2"'
2

1 1
 3, 3"' 3'

3

2

3

4

Ясно, что любой высоте j отвечает лишь конечное

число уравнений первой степени. В действительности

имеется ровно 2j 3уравнений вы,соты j, однаКО точ-

HO их число, по существу, не имеет значения. Таким

образом, с каждЫМ Уtвеличением высоты добавляется

лишь конечное число новых рациональных чисел. -
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Поэтому все рациональные числа можно расположить
в виде последовательности

1 1 1 1О, 1, 1,  2,
 "2'"2' 2,  3,

 "3'"3' 3, . . .
,

llеречисляя сначала все корни уравнений высоты 2,затем все корни уравнений высоты 3, не перечислен 
ные ранее, и т. д., ПОвышая каждый раз высоту на
единицу. Так как каждое рациональное число войдет
в эту последовательность, то множество рациональ ных чисел счетно.

По существу то же доказательство ПРИl\lенимо для
установления счеТНости htНожества всех алсебраиче ских чисел. Но сначала мы должны узнать кЬе что
о том, сколько корней может иметь алrебраическое
уравнение. Напомним, что число называется алrебраи 
ческим, если оно удовлетворяет некоторому ypaBHe 
нию вида .

f(x)==a'lxп+aп ,lxп 1+aп 2xп 2+...

... +а2х
2
+а1х+ао ===О, (1)

rде коэффициенты ап , an 1, о.., ао.......... целые. Можно
предполаrать, что ап положительно, поскольку про тивный случай сводится к этому умножением ypaBHe 
ния на 1; корни уравнения от этоrо умножения не
меняются.

ТЕОРЕМА 1. Всякое уравнение вида (1) имеет ca 
.Аtое/..большее п различных корней.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что, напротив,
уравнение (1) Иl\lеет п + 1 различных корней,. Пустьэто будет  1, 2, 3,· · ·

,  n, п+1. Воспользуемся теперь
теоремой 2 rл. VII, или, точнее небольшим ее видо 
изменением. Из доказательства этой теоремы BЫTe 
кает, что если есть корень уравнения {(х) ==0, то
x является делителем f (х) независимо от Toro, pa ционально или нет. В случае, коrда иррацио 
нально, частное q (х) имеет иррациональные коэффи 
циенты, но это здесь, однако, несущественно. Таким
образом) поскольку  1 корень уравнения f (х). ==0, то



СУЩЕСТВОВАНИЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ЧИСЕЛ 163

x  lявляется делителем f (х). Обозначим через ql (х)

соответствующее частное. Тоrда

f (х) == (х  1)ql (х).

Число  2,будучи корнем уравнения f (х) ==0, должно,

следовательно, быть также корнем уравнения ql (х) ==0.

Но в таком случае X  2есть д лительQl(X) с част-

ным, скажем q2 (х) :

ql (х) == (х  2)q2 (х),

f (х) == (х .   дql (х) === (х  д(х  2)q2 (х).

Продолжая этот процесс для корней  3, 4,· · ·
,  п,

получаем, что '(х) можно записать в виде

f (х) == (х  1)(х  2)(х  з)· · · (х  п)qп (х). (2)

Так как f (х)  eCTЬмноrочлен степени n, то мноrочлен

qn (х) должен сводиться к постоянной. (Более Toro,

мноrочлен qn (х) должен быть равен аn , поскольку

разложение (2) ДОЛ)I{НО соответствовать виду (l}
мноrочлена f (х) .)

Рассмотрим теперь корень  n+l,который не совпа-

дает ни с одним из остальных корней. Так как

f( rL+1)==0, то, соrласно (2), должно быть

( п+l  1)( 1l+1  2)( п+'!  з)... ( 1l+1""""'BIl)aп==O,

что невозможнО, поскольку произведение ненулевых

l'vlножителей не может равняться нулю. Тем CaMbIl\l

теорема 1 доказана.

ТЕОРЕМА 2. Множество алсебраическuх чисел

счетно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим высоту уравнения (1)

как ·

п+all+laп 11+laп 21'+... +l a21+1 a;I+lao !'

Поскольку ап положительно, то высота является по-

. ложительным целым числом. Ясно, что данное опре-

деJIение представляет собой J-!:епосредственное обобще-

ние определения высоты уравнения первой степени.

Как и раtIьше, все уравнения для малых значений

высоты мол{но выписать в виде таблицы. Это еделано

в табл. 3,
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ТАБЛИЦА 3

Высота Уравнения

2 x o

3 х2
== О, 2х == О, .х + 1 == О, .х ....... 1 == О

4 хЗ == О, 2х2 == О, .х
2 + 1 == О, х2

....... 1 == О, Зх == О,
2х + 1 == О, 2х 1 == О, х + 2 == О, х ....... 2 == О

Подобно тому, как это делалось в случае уравне-
ний первой степени, перечислим теперь все новые

алrебраические числа, возникаЮlIl.ие из- уравнений
табл. 3. Если для каждой ВЫ,соты их расположить
в порядке возрастания, то получится последователь-
ность

1 1
О; 1, 1;  2,..........

2"' 2"' 2; .........3,

v5+ 1 /
2

у2"
2 ' у,......... '

v5 1 У2 ../.....
2  ,y2,

У5
2
+ 1

, 3,  4,... .

уб........l
2

1 1
........

'3' "'3'

(3)

Число О возникает из рассмотрения единственноrо

уравнения высоты 2, числа  lи + 1 из рассмотре-
ния уравнений высоты 3, числа ..........2'  1/2,1/2, 2.......
из рассмотрения уравнениЙ высоты 4 и т. д. Число

уравнений любой фиксированной высоты h конечно,

поско ькустепень п и коэффициенты аn , . . . , ао MorYT
принимать значения лишь из конечноrо множества

целых чисел. Кроме Toro, соrласно теореме 1, каждое

уравнение степени п имеет самое большее n корней.
Следовательно, в последовательность (3) ВОЙДУТ все

действительные алrебраические числа. Нужно отме-

тить, что хотя при увеличении высоты мы можем на
u

каждом этале выписать все уравнения заданнои вы-
. u

соты, нельзя продолжить перечисление корнеи урав-

..
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I

нении в явной форме, как это было сделано для не-

скольких первых корней в (3).
Из теоремы 2 мы желаем вывести дальнейшее

заключение, а именно, что множество действительных

алеебраuческuх чuсел,лежащих между О u 1, счетно.
'

Заключение это получается с помощью простоrо об-

щеrо принципа, который будет сформулирован в виде

теоремы о так называемых подмножествах. Множе-

ство М называется подмножеством множества S, если

ка,кдый элемент М есть также элемент $,.

ТЕОРЕМА 3. Любое бесконечное подмножество

счеТ1iоео множества счетно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть S =={al' а2, аз, а4, . . .} счет-

ное множество и М ero бесконечное подмножество.

Пусть первый ЭJIемент S, принадлежащий М, есть a1 1
,

второй al2
и т. д. Тоrда

)

М == {aI 1 , al2 , аiз , ...}

и, следовательно, мноя(ество М счетно.

Каждое из расс.мотренных нами до сих пор бе,ско-

нечных множеств было счетным. В следующей теоре-

f\.le речь будет идти о бе конечноммножестве, которое

несчетно.

ТЕОРЕМА 4. Множество действительных чисел не...

счетно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 3 достаточно
u

доказать несчетность множе'ства деиствительных чи-

сел, лежащих между О и 1. Под таким множеством

мы будем понимать множество действительных чи-

сел х, для которых О<х.<l, так что 1 включается в

наше множество, а О отбрасывается. Предположим,
что, напротив, множество действительных чисел, ле-

жащих между О и 1, счетно. Пусть оно образует по-

следовательность
r 1, r2' r3, r4' ... ·

Запишем нее числа ,. в виде десятичных дробеЙ,
используя при этом лишь бесконечные дроби, так что

вместо конечных десятичных дробей берутся рЗВНLlе

им бесконечные периодические дроби (см. 5 r.п. 11)_
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Например, число 1/2 записывается не в виде 0,5, d
в виде 0,499999.... В результате будем иметь

r 1
== О, аl1а12аlза14а15 . . .

,

r2
== О, а21а22а2за24а25 . . .

,

rз
== О, аЗlаЗ2аззаЗ4азз . .

.,
и Т. Д.

Построим теперь число

== О, Ь 1Ь2ЬЗЬ4 . . .

следующим образом. В качестве Ь 1 берем любую циф..
ру от 1 до 9, отличную от а1l, в качестве Ь2 любую
цифру от 1 до 9, отличную от а22 и т. д. Вообще Ьп
есть любая не равная нулю цифра, отличная от ahk.
Так построенное число не равно rl (поскольку и

'1 имеют разные цифры на первом месте после запя..
той), не равно '2 (поскольку и '2 имеют разные
цифры на втором м:есте после запятой) и вообще не

равно 'k (поскольку И 'k имеют разные цифры на
k Mместе после запятоЙ). Таким образом, не равно
н и о Д н о м у из чисел ,. Но, с друrой стороны, есть

деЙствительное число, лежащее между О и 1. Полу..
ченное противоречие доказывает теорему.

Так как множ-ество алrебраических чисел, лежа..
щих между О и 1, счетно и так как, соrласно только
что доказанной теореме, множество действительных
чисел, лежащих между О и 1, несчетно, то СУlцествуют
действительные числа, не являющиеся алrебраиче..
скими. Поскольку эти числа трансцендентны, то тем.
самым доказано существование трансцендентных
чисел.

ТЕОРЕМА 5. Множество действительных трансцен..
aefiTHblX чисел неачетно.

'\

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, ПреДПОЛОЖИ})f, что 1\Iножество
действительных трансцендентных-чисел счетно и ч о
оно образует последовательность

' 1 , '2 , tз , '4' ... .

Соrласно теореме 2, множество деЙствительных ал..

rебраических чисел счетн'о. Обозначим ero через
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аl, а2, аз, а4,.... Тоrда множество всех действитель.

ных чисел можно записать в виде последовательности.

' 1 , а1, t2 , а2' tз" аз, t4 , а4 , о..
,

что, однако, противоречит теореме 4. ТаКИl\I обра-

зом, теорема 5 доказана.

Отметим, наконец, что из TeOpel\1 2 и 5 можно

сделать такой вывод: трансцендентных чисел имеется

«больше», чем алrебраических. В то времЯ' как MHO 

жество алrебраических чисел можно представить в

виде бесконечноfI последовательности, трансцендент-
ных чисел имеется слишком MHoro, чтобы, такое их

представление было ВОЗJ\10ЖНЫМ.

Упражнения

1. а) Найти все уравнения первой степени высоты 6; б) найти

все корни этих уравнений, не являющиеся корнями уравнениЙ

первой степени меньшей высоты.
.

2. Доказать, что множествО' всех нечетных чисел (положитель.
ных и отрицательных) 'счетно.

3. Доказать, что множество всех мноrочленов а+ Ьх4, rде а н Ь

пробеrают множество всех натуральных чисел, счетно.

4. Найти все уравнения высоты 5 и затем проверить, что после.

довательность (3) вплоть до элемента 3 выписана правильно.

5. Доказать, что множество чисел вида а+ЬУ3, rде а и Ь про.

беrают все рациональные числа, счетно.

6. Доказать, что если множество А можно разбить на два счет.

ных множества В и С, то А счетно.

7. Доказать, что множество всех действительных чисел, лежащих

cTporo мс)кду О и 0,1, несчетно.

8. ДоказаТЬ1
что множество всех иррациональных чисел несчетно.
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и. М. Я2ЛОМ

Доназательство
иррациональности значений

триrонометричесних Фуннций

Наша основная цель заключается в доказатель-
стве следующей теоремы:

ТЕОРЕМА 1. Пусть О<сх<900. ТО2да} если У20Л а

содержит рациональное число 2радусов и cx=i=60°, то

число cos сх иррационально.

Существует удивительно красивое (хоть и вовсе

не простое) доказательство этой теоремы. Оно тесно
связано с известным вопросом о том, какие правuль-
ные МНО20У20льники можно изобразить на листке бу 
ма2и в клетку так} чтобы все вершины этих MH020 

У20льников совпадали с узлами имеющейся на листке

сетки квадратов {см., например, Д. О. Ш к л я р с к и й,
Н. Н. Ч е н Ц о в, И. М. Я r л о 1\1, Избранные .задачи и

теоремы' чланиметрии, М., «Наука», 1966, задачу 33 а)
и родственные ей задачи 33б), в)]. При этом нам бу-
дет удобно еще несколько обобщить постановку во-

проса. А именно вместо сетки квадратов мы pac.C1\IO-
трим произвольную п р Я М О У r о л ь н у юре ш е т к у,
Т. е. множество точ-ек, имеющих целочисленные коор-
динаты (х) у) в произвольной системе прямоуrольных
декартовых координат (рис. 23); при этом мы будем
считать, что единицы измерения длин вдоль оси х
и вдоль оси у MorYT Быiьь и раз н ы м и (в этом II

состоит обобщение-- указанной выше задачи 1) ). Мы

1) Последующие рассуждения сохраняют полную силу и в
том случае, если уrол решетки на ПЛОскости между направле 
ниями оси х и у не обязательно прямой, так что решетка
составлена из равных пар а л л е л о r р а м м о в. ОднакО" для
доказательства теоремы 1 нам вполне достаточно оrраничиться
случаем прямоуrольной решетки!
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зададимся вопросом о том, какие правильные MHoro"!

уrольники 1\10ЖНО расположить на ПЛОСКОСТИ так,

чтобы все их вершины совпадали с узлами нашей

решетки.
Мы утверждаем, что если nраВИЛЬНblй n У20ЛЬНИК

А 1А 2 . . . Ап таков, что все е20 8eptuUHbl совпадают

с узлами (пРЯМОУ20ЛЬНОЙ) решетки, то п == 3, 4 или 6..

Jj

(о, 2 ) (1, 2)

(-1, 1) (0.1) (1, 1) /2, 1)

( ',O) (0,0; (1, О) (2,О)

....

(--7, ..1) (о. "1) (11 "1) (2 , ..1)

.

(О. »..2) (1. ..2)
.

.

х

Рис. 23.

в с а 1\1 о l'vI Деле, пусть А 1, А2 . . . А n пр авилЬНЫй

n уrольниК, удовлетворяющий требуе,мому условию

(рис. 24). Из произвольноrо узла нашей решетки OT 

ложим отрезки ОВ1 , 082, ...,
ОВN , равные, парал 

лельные и одинаково направленные ,с отрез,ками

А 1А 2 ,
А 2А з , ..., АnА l' В таком случае n У20ЛЬНU1\,

В182 . . . 8п будет также nраВUЛЬНbLМ и также будет
удовлетворять нашим условиям.

В самом деле, все (равнобедренные) треуrольники
08182,ОВ2Вз , !!.,

ОВпВ1 будут) очевидно, равньу

12 3ак. 107
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Рис. 24.



ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЬ ЗНАЧ. тРиrоном. ФУНКЦИЯ 171

f

между собой; их боковые стораны 0!31,ОВ2, .. .,
ОВ п

будут равны староне правильноrа ,n-уrольника
А1А2, ..., А п , а уrлы 8 1ОВ2,82О8з, ..., ВпЭВ! при

вершинах........ внешнему уrлу правильнаrо n-уrальника .,.

360а

AIA2". Ап (Т. е.
n

; впрочем нам даже не обяза-

тельно знать в е.л и ч и н У уrлов 8 1ОВ2 ,
В2ОВз, ...

. . ., BnOB 1 ). Поэтому все отрезки
- ВIВ2, В28з, ...

. . ., BnBi.......... основания рассматриваемых равнобед-

ренных треуrольников равны между собой; равны

между собой и уrлы 8 пВ 182, В1В2ВЗ , ..., 8n 18nBl'

равные удвоенному уrлу при основании треуrольни-

ков 08182, ОВ28з , ..., ОВnВ! 1). Поэтому n уzоль 
НИК 81В2 ... Вп

......... nравuлЬ'НЫU.
С друrой стороны, атрезок А 1А2 па условию соеди-,

няет два 'узла А 1 и А2 решетки; равный ему, парал-
u

u

лельныи и одинаково с ним направленныи отрезок

ОВ1 исходит из узла О решетки. ПараЛJJельный пере-

нос плоскости, переводящий точку А 1 в тачку О, пере- r

водит отрезок A iA2 в отрезок 081; ВСЮ же решетку

он переводит в т у ж е с а м у ю решетку (см. рис. 25).

Поэтому точка В 1 также является узлам решетки.

Аналоrично доказывается, что и 8 С е вершины nра..
вUЛЬНО20 n уеодьни'КаВ182 ... Вп совпадают с узлами

решеткu. .

Правильные n-уrольники 8182'.' Вп и А 1А2 . i . А'1'

разумеется, подобны между сабай (ибо падобны
любые два правильиых n-уrальника с адним И тем }ке

1) Очевидно, уrол при основании любоrо из треуrОЛЬНИКQВ

OBIB2 ОВ2ВЗ, 1" ,
08 nВ} равен

(1800 3 0):
сумма двух таких yrлов равна

f

180
0 3600 1

181\0 3 О
1

....... ==

n ( V' п...... 60) ==

п
· 1800 (п....... 2),

т. е. совпадает с (внутренним) уrлом правильноrо n-уrольникз.

12.
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числом п сторон). При этом коэффициент подобия k
равен (см. рис. 24):

k В182 2В 1М
2

.

L МОВ== ==081
== Sln 1==

2
· 1. в 1 ОВ2

2
..

(
1 3600

) 2
. 1800

=== s 1 n
2

== S 1 n
2

== s 1n ...............

n п

 (BOTздесь мы существенно используем то, что внеш",
u 3600

нии уrол правильноrо п-уrольника равен -----п
.........

последнее следует из Toro, что cYMl\Ia всех внешних

уrлов любоrо выпуклоrо мноrоуrольника равна 3600) f

1800 1800
Но если п>6, то

-----п <
== 300, и в интервале

0<а<90
0

функция sin а возрастает. Поэтому

k===2sin < 2sin30()==2.
2
1
==1.

п '.

Итак, при п>6 сторона правильноrо п-уrольника
В1В2.'.Вn будет равна

Ь == ak,

rде а сторона правильноrо п уrольникаА 1А2 . i . Аn,
а коэффициент подобия k м е н ь ш е 1.

Примем теперь за исходный правильный пRуrольник
мноrоуrольник 81,82... Вп и построим, исходя из

Hero, правильный п уrольникC1 C2 .. .Сп ТОЧНО таким

же образом, как, исходя из правильноrо п уrольника
А 1А 2 . · · А п , мы построили мноrоуrольник В1В2 ... Вn-
Очевидно, что все вершины правильноrо п уrольника
С1С2 . · · Сп также будут совпадать с узлами нащеи

решетки; сторона с этоrо п-уrольника будет равна

с == bk == ak2
.

Далее, исходя из п уrольника С1С2 ... Сп, построим
новый правильный п уrольник DID2..' Dп , в,се вер..
шины KOToporo также совпадают с узлами решетки,
а сторона d равна

d == ck == ak3
.
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Продолжив этот процесс, мы получим последова..

тельность правильных п-уrольников А 1А 2 . · .А п ,

В182 w . . Вn, С1С2 ... СП, D1D2 ... Dn, . .
.,

все вершины
, \

которых совпадают с узлами решетки и длины сторон

а, ak, ak2
, ak3

, ...

н е о r р а н и ч е н н о у м е н ь ш а ю т с я (напоминаем,
что k< 1). НО это неВО3l\10ЖНО, так как отрезок, со..

А2
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,

\  ""
,

".

О

Рис. 25.

единяющий два узла решетки, не мол<ет быть слиш.
u

ком мал он во всяком случае не меньше меньшеи

стороны образующих решетку прямоуrольников (ср.
рис. 23). Отсюда следует, что при n > 6 постррить

V 

nравuльныu п усольнuк,J все вершины КОТОрО20 совпа...
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дали бы с узлами (прямоуеольной) решетки, невоз-
можно.

,Аналоrично доказывается и невозможность по-

строения правильноrо п я т и у r о л 'ь н и к а А}А:АзА4А s,

все в'ершины KOToporo совпадают с узлами (прямо-
уrольной) решетки. В самом деле, обозначим точки

пересечения диаrоналей этоrо пятиуrольника буквами

..
А]

A 

As

рис. 26.

В 1 , 82, 8з , 84, 85, как это указано на рnс. 26. Так как

четырехуrольник А1А2В1Аб......... параллелоrрамм 1), то

отрезки А}А2 и А58 1 равны, параллельны и одинаково

направлены. Но отрезок А 1А2 по условию соединяет
узлы А 1 и А2 решетки, а отрезок А5В1 исходит из узла
АБ решетки; поэтому и конец 81 последнеrо 'отрезка
также совпадает с одним из' узлов решетки. Анало-
rично этому доказывается, что и точки 82, В8,' В/Н 85

"

также совпадают с узлами прямоуrольнои решетки 

J) Из Toro, что лерпеНДliкуляр А..Р, опущенный из верUIИНЫ
11.. на сторону А lА2, является о сью с и м м е т р и и пятиуrоль-
ника AIA2AaA4A5 вытекает, что A 1A2 1.A 4P и АзАs1.А"р. т. е.
АsAз 11 AIA2' Аналоrично доказывается и что А,2А.11 АIАа.
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Так как пятиуrольник А 1А2А зА 4А5 правильный, то

и цятиуrольник В1В2ВзВ4В5......... тоже правильный 1).,
ЯСНО, что пра ильные пятиуrольники ВtВ2ВЗВ4ВS и

А1А2АзА4Аs подобны; из рассмотрения треуrольника
А 4А 1А 2, очевидно, следует, что коэффициент подобия 2)

k
в182

.......
А.82

< 1.........

А.аА 1

.........

А4А I

·

Построим теперь, исходя из правильноrо пятиуrоль..
ника В}В2ВЗВ4В5 , новый правильный пятиуrолыtкK
С1С2СЗС4СS; ИСХОДЯ из правильноrо пятиуrольника
с1с2сзс4сs......... правильный пятиуrольник D1D2DзD4D5
и Т. Д. (см. РИС. 27). Очевидно, если а} Ь} С} d} ..: ........

стороны правильн"ых пятиуrольников АIА2АзА 5,
ВIВ2ВЗВ4В5, С1С2СЗС4СS, D1D2DзD4D5, ..., то

b==ak, c==bk==ak2
, d==ck==ak3

, .."

т. е: стороны этих правильных пятиуrольников (все
вершины которых дол,кны совпадать с узлами нашей

прямоуrольной решетки!) н е о r р & н и ч е н н о у м е н ь 

ш а ю т с я. Отсюда, в точности как и раньше, заклю--

чаем, что построить правuльныu пЯТUУ20ЛЬНUК, все

aeptUUHbl котороео совпадают с узлами (прямоуеоль-
ной) решетки} нельзя.

Нетрудно построить правильный четырехуrольник

,(квадрат), все вершины KOToporo совпадают с узлами

(даже квадратной!) решетки (рис. 28, а, 6, в); МОЖНО

также построить правильный треуrольник (рис. 29, а)
или правильный шестиуrольник (РИС. 29, 6), все Bep 

.

.
1) То обстоятельство что пятиуrольник А lА2АзА4А5 является

правильным равносильно существованию вращения на уrол

3600
(== 72О

) BOKpyr некоторой точки О (Ц е н т р а правильноrо

пятиуrольника) переводящеrо АIА зА.А5в себя. Но при этом

вращении каждая из диаrоналей АIАз А2А4, АзА5,
A4A 1 , AsA2

правильноrо пятиуrольника переходит в друrую диаrональ и

пятиуrольник ВIВ2ВЗВ4В5 переходит в себя; значит он тоже яв.

ляется правильным (с тем же центром О}*
2) Нетрудно подсчитать, что

3 ....... V5
k ==

2
0,38;

нам точное значение коэффицие.нта ПО}1.0бия k не пона,llобится..
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.4,

А
,

AS
Рис. 27.

шины которых совпадают с узлами прямоуrольной'
решетки 1) .

Вернемся теперь к интересующей нас теореме.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. Предположим, что

уrол' а (rде о < а < 900) содержит рациональное

1) Можно доказать, что правиЛЬf(ЫЙ треУ20льна/\, и правиль..
НЫЙ шестиУ20льник н е л ь з Я нарисовать на nлос/\'ости та/\', чтобы
все их -вершины совпадали с узла.м,и ёетки 1\, в а д р а т о в (СМ.,
например, решение задачи 33 а), указанной на стр. 168 книrи
Д. О. Ш к л я р с к о r о, Н. Н. Ч е н Ц о в а и И. М. Я r л о м а).
Нам, однаК01 здесь это утверждение не пона1!обится,



I
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...........
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число rрадусов и' число cos а == p/q .........

рационально;
выясним, каким именно может быть при этом уrСл а.
Ясно, что число

Sina==Vl cos2a==Vl  (:Y== Yq2;p2 ,

вообще rOBop5t, будет уже. иррационально. Число
cos 2а == cos2 а .......... sin2

а == 2 cos2
a ... 1 ==

== 2 (.ЕУ 1 ==
2р2 q2

==
Р2

q I
' q2 q2

(см. BbIllIe, стр. 91........ 92; здесь мы обозначили
(2p2 q2)/q2 через P2/q2) будет снова рационально;
ЧJfСЛО же

"-
.

v 2 2sin 2а == 2 cos sin а == 2 1: .
q......... р

==

q q

2
'

== vq2 р2 ==!:.!. Vq2 р2q 52

(МЫ обозначили дробь 2p/q2 через r2/s2) будет ра-
циональным кратным выражения Vq2..---. р2. Точно
так же число

cos За ==4 cos3 a З cos а == 4 ( :)  З: ==

......
4Р3"....... 3рq

2
........ Рз........

3
.......... ..........

q qэрационально и число

sin За == З sin а ..:..... 4 sin3
а == 4 cos 2

а sin а .......... sin а ==

( р )
2
Vq2 p2 ,Yq2 p2......... 4 ...........

........

........

q q q

4р2 q2 1 i r
1 i==

3 V q2 р2 ==..2..
у q2......... р2q 5з

является рациональным кратным выражения Vq2........p2(здесь МЫ используем формулы, указанные на
стр. 91, и формулу (7) стр. 92).
Мы утверждаем, что каков бы ни был номер k,число cos ka рационально, а число sin ka является ра..

цuональным кратным выражения 11q2 ......... р2. Для Toroчтобы убедиться в этом, мы воспользуемся приемом.
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уже использованным один раз при доказательстве

теореМЫ приложения Б. А именно: мы покажем, что

наше утверждение, справедливое, как l'vlbI только что

убедились, при k == 1, 2 и 3, будет верным для в с е х

номеров k, т. е. что оно никак не может потеряtь силу

при переходе от HeKoToporo номера k к слеДУЮLЦему

Аз

Аз Aj

Q в

Рис. 29.

за ним номеру k + 1 1). в самом деле, предположим

уже известным, что число c6s ka==
Pk

рациональ-
qk

r .... r

,но, а число sin ka ==...Ji. у q2......... р2 является рацио..
Sk

нальным кратным выражения Vq2 ......... р2. Тоrда и число

cos(k+l)a===coskacosa Sinkasina===
Pk

.

Р

qk q

r 1 рр r (q2 р2)
2 Vq

2........ р2 . ...... vр2 q
2 ==........!!........... k ==

S
k

q qqk qs k

..........

РРkS k + p2rkq k q
2r

kqk Pk+l
.......

........

Qqksk qk+l

1) Этот метод рассуждения называется м е т о Д о м м а т е.

м а т и ч е с к о й и н Д у к Ц и и (см., например, книrу и. с. С О..

М И Н С К О r о, Л. и. r о л о в и н ой и и. М! r л о м а «О мате..

матической индукции», М'l «Наука», 1966).
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рационально, а число

sin (k+ l)а == cos ka sin а+ sin ka cos а ==

.

Pk
1
11

r
k f

р
== .

у q2....... р2 + q2.......... р2 . ===

qk q S
k q

=== (!!..!... +
prk

) Vq2. р2 ==qqk qSk

РkS k +pqk
r
k 1 I 2 2

r
k + 1 1 f 2 2===

qq S у q
........

р ==

S
V q .......... р

k k . k+ 1

представляет собой рациональное кратное Vq2 ......... р2.
ПреДПОЛОЖИl\1 теперь, что уrол сх содержит рацио..

нальное число rрадусов; это обстоятельство нам будет
удобно записать в виде

а == !!!:.... 3600 ,
n

rде т/п......... несократимая дробь. Рассмотрим п точек

. единичной окружности с центром в начале О (декар..
товой прямоуrольной) системы координат (с одинако..
выми единицами измерения длин вдоль обеих осей!)
Al (cos а, s in а), А2 (cos.2a, sin 2а), Аз (cos За, sin За), . . .

..
.,
А

п -- 1 (cos (n 1) а, sin (n .......... 1) а), Ап (cos Па, sin па),
rде числа в скобках означают координаты точек. Точ..
ка Ak (cos kcx, sin ka) (rде k== 1, 2 ..., п) характери..
зуется тем, что радиус-вектор OAk этой точки обра..
зует с осью х (быть может, больший 3600) уrол ka
(рис. 30); так как па==т. 3600, то точка А п имеет

координаты (1.0). Поскольку дробь т/п несокра"
т и м а, то все наши точки различны: в самом деле,

.

совпадение точек A i (cos Ёа, sin Ёа) и Aj (cos ja, sin ja),
rде O<i<j<.n означало бы, что разность уrлов ja и
ia пред тавляетсобой целое кратное «полноrо уrла»
3600:

ja .......... ia == 3600 · 1,

rде j  елоечисло, или

1
360

0

,

.
а:::;: . .

} l
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.

таким образом. мы приходим к равенству  3600==
п

== .

1
.' 3600, rде j i<n,доказывающему сокр ати-

, J......... t
т

мость дроби n

Заменим теперь все уrлы ka (rде k == 1, 2, ..., п),

образованные радиусами"векторами ОА 1 , ОА2, . . ·
,
ОА п

точек А 1, А 2 , ...,
Ап с осью х, 1\1еньшими 360

Q

у

АIf (COSKO', stnkcx)

ж

Рис. 30.

yrлами а1 == а, а2, аз, . . .
, an 1,ап

== 00. При Э'Fом вели-

чина уrла ak равна ka==t. 3600, rде t ........ соответствую-

щим образом подобранное целое число; поэтому все

уrлы

ak == ka t · 3600 == k · !!!. 3600 t. !!.. 3600 ==
n n

== kт;:tn .3600==(km  tn).3 0 (k==l. 2. .... п)
3600

llРe.l1с.тавляют' собой целые кратные уrла п----.

.

3600

Но различных целых кратных уrла  ,меньших

3600, существует ровно п; поэтому, поскольку все уrлы

СХl. сх2..... СХп различны (ибо различны точки А1 . А 2. · ..

. . ., Аn), то совокупность (заключенных в пределах

O a<3600)уrлов аl, а2, . . .
, аn, образованных отрез-

ками ОА 1а ОА2, . I .,
ОАп с осью х, совпадает с со-

..
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3600 3600 3600
вокупностью уrлов 00;  ,2. ,3. ,...

3600 .

· ·
., (n ........ 1) ·

п
' т. е. ТОЧки А 1, А2, А 8, .. " А n 1,А n

являются вершинами nравиАЬНО20 п У20ЛЫ-luка (ер.
2

рис. 31, rде а==9.36ОО и n==9).
Воспользуемся теперь тем, что, как было дока..

зано выше,

(cos а, sin а) == ( : ' : vq2 р2) .

(cos 2а, sin.2a).== (
Р2

,
.!:.1... Vq2 ......... р2) ,

q2 52

(cos3a, Sin3a)==(f;, :: Vq2 р2). '"

. ·
.. (cos (п........l)а, sin (п 1)a)==( Pп 1,

S

rп 1Vq2....... р2) ,

qп 1 п l

(cos па, sin па) == (1, О),
rде

р r 1 Р2
J'

2р2......... q2
q' S

==

q; q2
==

q2
,

rз 4р2 q2
83

==

qЗ

r2
..........

2Р .

 ........ q2 ,

Pп 1

qп l

Рз 4р3 3pq2........

t

q3

..........

q
з

, ...,
rп t

8п 1

........ некоторые р а Ц и о н а л ь н ы е числа. Пуст? Q
оБIЦИЙ знаменатель всех дробей

р Рl Р2 Pп 1
........

q
,

.........

q
,

............

q
, о..,

q
,

1 2 п l

а S общий знаменатель дробей
r rl r2 _ rп 1

........, .............,  ,...,
8 81 52 8п 1

в таком случае координаты наших точек можно за.
писать так:

( , : vq2 р2), ( ,12 Vq2 р2) ,

(
РЗ R3 li

q
2.........

Р
2) ( Pп 1

Rп ..... 1 li
q

2
Р

2)Q' s у,.." Q' s у ,

( g , * vq2 р2) ,
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rде Р, Р2' Р3'.." Рп--l' Q; Я, Я2' Rз, ..., яп ....l'
S...........

целые числа. Рассмотрим теперь на плоскости пря-

моуrольную решетку, образованную прямыми, па-

ра 71лельными осям координат и удаленными от оси

Аz

}1в
Рис. 31..

абсцисс на всевозможные целые кратные величиНЫ
)

,

vq2; р2 (T е. на расстояния О, + Vq2; р2

Vq2 р2 Vq2 ........ р2 )+ 2 ·

s (
,
+ 3 .. s

_

,. .. , а от оси орди-
, 1

нат.......... на всевозможные целые кратные величины Q

( О + 1 + 2
1 + 3

1

)Т. е. на расстояния . , О'
......

Q'
.......

Q""
·
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Так как точки А1 , А2 , ... А
п И!\1еют координаты

А1 (Р ·  ,R. Vq2s р2 ) , А2(Р2. ' R2
. V =Jj2),

Аз (Рз. ' Rз
.

Vq р2 ) ,

(
1

'

Уq2 р2 )· .
., Aп 1рп l ·

Q , Rп l·

s '

А (Q . О. Vq2 р2 )п
Q

,

S'

то все они совпадают с узлами построенной пря..
.мОУZОЛЬНОЙ решетки (рис. 32).
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Рис. 32.

Но мы 3Hae I, что правильный п-уrольник можно
лишь в том случае поместить на плоскости так, чтобы
все ero вершины совпадали с узлами прямоуrольной
решетки, если п ==3, 4 или 6. А так как в силу условия
теоремы 1 уrол а заключен в пределах О<а<90

0

,

то е Д и н с т Б е н н о е возможное значение (положи..
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тельноrо, но меньшеrо 90°1) уrла а == !!!.. · 3600 есть
n

3600
а ==

/r"
== 600. Хорошо известно, что cos 600== 1/2 в

CaMOl'i1 деле рационален; для всех же друrих уrлов

(rде 0<rt<90
0

), содержащих рациональное число rpa-

дусов, cos а иррационален. Тем самым теорема дока-

зана.

Из теоремы 1 сразу вытекает, что Иl\fеюТ место

ТЕОРЕМА 2. Пусть 0<а<900. Тоеда если У20Л ct

содержит рациональное число срадусов II (Х=#=З0
0

, то

число sin rt иррационально,
и

ТЕОРЕМА 3. Пусть О<а<900. ТО2да если У20Л

содержат рациональное число 2радусов и rt =1= 45°, то

число tg rt иррационально. ,

Таким образом, из всех уrлов, содержащих рацио-

нальное число [радусов, лишь уrлы вида k. 90° и

'

+ 60
0

+k. 1800, rде k целое число, имеют рациональ-

ный косинус; лишь уrлы вида k. 90 и + 300 + k · 1800

имеют рациональный синус и лишь уrлы вида k. 1800

и :f::450+k. 1800 имеют рациональный TaHreHC.

ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Так как

sin а == cos (900 а),

то число sin rt рационально в том и только в том слу-

чае, если рационально число cos (900 rt);кроме Toro,

если уrол rt содержит рациональное число rрадусов,

то, разумее'flСЯ, содержит рациональное число [раду-

сов и уrол 900 rt.Поэтому если 0<а<900 и уrол ct

 одержитрациональное
число rрадусов, то число sin ct

может быть рациональным лишь в том случае, коrда

cos (900 rt) рационален, Т. е. в силу теореМЫ 1

900 rt==600 и, следо'вательно, (Х==З0
0

. (Если (Х==З0
0

,

· . ·

30
0 1

то число Sln rt == Sln ==

2"
в C3l\10:M деле рацио-

Ha HO.)

ВТОРОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. В 2 rл. V

(Cl\I. стр. 94) было доказано, что если число cos 2а

иррационально ,то число sin а никак не может быть

13 Заt<. 107
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u

рациональным; с друrои стороны, я-сно, что если

уrол ct содержит рациональное число rрадусов, то н

уrол == 2а содержит рациональное число rрадусов.
Но из теоремы 1 и формулы cos(1800..........a)== cosa
вытекает, что из всех уrлов  ,таких, что содержит
рациональное число rрадусов и 0< <180°, лишь уrлы
60°, 90° и 120° (== 180°.......60°) имеют рациональный ко-

синус. Поэтому из всех уrлов (Х== f1/2, rде 0<(Х<900 и

уrол а содержит рациональное число rрадусов, лишь

уrлы 30°==60°/2, 45° и 60°== 120°/2 MorYT иметь рацио-
нальный синус. Синус уrла 300 равен 1/2; т. е. дей.
ствительно рационален; однако sin 45° == У2/2 ирра-
ционален, ибо ирраЦl.lонально число У2 (см. 3

rл · 111, стР . 59), и s i n 600 == У 3/2 ирР ационален, ибо

иррационально число уз (см. 4 rл. 111, стр. 60).
Отсюда и следует, что если уrол (Х содержит рацио-
нальное число rрадусов, 0<(Х<900 оН (Х=#=300, то число
sin (Х иррационально.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3. В 2 rл. V было до-
казано, что если число cos 2(Х иррационально, то чис-
ло tg а никак не может быть рациональным. Отсюда
и из Toro, что в пределах 0< <1800 лишь уrлы
== 60°, --:-- 90° и == 120°, содержащие рациональное

число rрадусов, имеют рациональные косинусы, в точ-

ности как во втором доказательстве теоремы 2, дока-
зывается, что из всех уrлов (Х ==  /2,таких, что уrол а

содержит рациональное число rрадусов и 0<а<900

,

лишь уrлы 30°, 450 и 600 MorYT- иметь рациональные
TaHreHcbI. Число tg 45°== 1, очевидно, в самом деле

рационально; что )I{е касается чисел tg ЗО
О
== уз/з

и tg 600 == уз, то эти числа иррациона ьны,ибо, как

мы знаем (см. стр. 60), число уз иррационально.
Таким образом, из всех содержащих рациональное
число rрадусов уrлов (х, rде 0<а<900, рационаЛЬJIЫЙ
TaHreHC имеет лишь уrол 450.

nриведенное здесь «rеометрическое» доказатель-
ство теорем 1........3 не является единственно ВQЗМОЖ-
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ным. Существуют также чисто алrебраические дока-

зательства этих теорем, опирающиеся на известную

формулу Муавра из учения о комплексных числах

cos па+ i sin па == (cos a +i sin а)'l,

n целое, i == V ......... 1.

По этому поводу СМ. задачу 239 из книrи: Ш к л я р..

с к и й Д. о., Ч е н ц о в Н. Н., Я r л о м и. М., ИзбраноС

ные задачи и теоремы элементарной математики

:(арифметика и алrебра)t М'l «Наука», 1965) и реше-

ние этой задачи!

"

13*



Ответы и уназания
н упражнениям

rЛАВА 1

1, стр. 19
1, а) Ложно: 1+1==2,

б) Верно,
В) Ложно: 1....... (.......1) ==2,
r) Верно,
*д) Ложно: 21 +22==6, И 6 не есть целая степень двойки.

2. Восемь, именно: 1, 2, 3, 5, 6, 10t 15" 30.
З. Пять, именно: 1, 2 41 8. 16.
4. 4.
5. 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

*6. У к а з а н и е. Найти удачное обозначение для чисеЛJ яа-
ляющихся точными кратными данноrо числа d.

1. Да, q== 7.
2. Да, q== 7.
3. Да. q==7.
4. Нет.
5. Даt q==.......35.
6. Да.. q==O.

3, стр. 26

7.
Д
Нет.

8. а. q == 1.
9. Нет, поскольку q не единственно.

10. Да.
11. Да.

4, стр. 28

1. а), б) и е) верны, в), r) и д) ложны.
2. Верно во всех случаях.
3. а), в) и r) верны, б) и д) ложны.

4t а), б), '8), r) верны, д) ложно.

6, стр. 31

6. а) не замкнуто, б) замкнуто, в) замкнуто, r) не эаМКНУТОJд) замкнуто, е) замкнуто, ж) замкнуто.

а) 0,25,
r) O,Ol12a

r л А В А 11

Э 2,. стр. 39

б) 0,015, в) 0,8025.
д) 2,816. е) 1,2596.
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3а стр.. 45

2. а) Ложно, как виДНО из случая Ь == 1 О,

б) верно,
В) ложно, как видно из случая Ь == 1 О,

r) ложно, как видно из случая Ь==7,

д) ЛОЖНОt
как видно из случая Ь == 7,

е) BepHO 
3. а) Ложно, как видно из случая дроби 3/6,

б) верно,
в) ло)кно, как видно из  лучаядроби 3/6.

4. Если аЬ==О, то а==О или Ь==О.

5. б) Да.

4, стр. 50
i

а) 1/9,
б) 17/3, .

в) 3706/9900 == 1853/4950,

r) 9978/9990 == 1663/1665,
д) 1/9900а

е) 1,

5, стр. 52

1« а) 0,12, б) 0,3, в) 4,8, r) 10,0.
2. а) 0,72999 ".11 , б) 0,0098999 .." , В) 12,999 ... ·

3. Те рациональные
числа а/Ь (а/Ь несократимо), у кото-

рых Ь не делится ни на какое простое число, отличное от 2 и 5,

и У которых, кроме Toro" а =1=-0,

4. Таких чисел нет.

r л А В А 111

S 5, стр! 63

7, Рационально,

r л А В А } IV

1, стр. 75

1. Например, V3 и ....... У2.

2. Например, У2 и У2.

3. Например, У 2 и vз.

4. Например, У2 и У2.

, 5. Наприм ер, VЗ и 1/п
..
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2, CTp 79

С2 == ....... 23, Сl == 9, СО == ........ 1;
с2 == 2, С 1 ==

........ 3, СО == ....... 2;
С2 == 7, Сl ==...... 3, Со ==...... 18;
Сз == О, С2 ==....... 1, Сl ==...... 3, со == 5;
С4 == О, СЗ == ....... 5, С2 == 6,

С 1 ==
...... 12, СО == 8;

е) п == 4, С4 == 1, Сз == О, С2 == З, Сl == ....... 5, Со == 9.

2. а) Да. б) Да. в) Да. r) Нет. д) Да. е) Нет.
4. у к а 3 а н и е. Умножить уравнение на произвеление

ЬЗЬ2Ь 160.

1. а)
б)
в)
r)

д)

п == 3, Сз == 15,
п == З, сз == 3,
п == 3, Сз == 2,
п == 4, С4 == 2,
п == 5, Cs == 3,

3, стр. 85

2. У к а 3 а н и е. Использовать теорему 1 rл. IV и один из

результатов упр. 1.

7. У к а з а н и е. Например, 2/2 является корнем уравнения
х2

1 ==0,

rЛАВА v

1, стр. 93

1. а) У к а з а н и е. Заменить е на 400 в соотношении (5) и
использовать ТОТ факт, что cos 120== 0,5.

б) У к а з а н и е. Использовать результат упражнения 1 а)
и одно из соотношений (8).

..

в) У к а з а н и е. Использовать первое из соотношений (В}
с 8 == 1 00.

r) У к а з а н и е. Использовать результат упр. 1 а) и тож-
дество cos 8 == sin (900........ 8) .

3. У к а з а н и е. В соотношении (1) заменить А на З8, В на
20 и воспользоваться затем соотношениями (3), (4), (5) и (7),

4 а), б), в), r), и) и л) рациональны.

2, стр. 95

1. а) У к а з а н и е. Воспользоваться тем, что cos 300 == JfЗ/2.
в) У к а з а н и е. Воспользоваться тем, что cos 450 == Jf2i2.
r) у к а з а н и е. Использовать иррациональность числа

cos 400 и' соотношения cos 2 · 350;;:: cos 700 == cos (90 200)== sin 200
и т. д.

3. б) Да.

3, стр. 97

3. У к а з а н и е. Вспомнить, что log т + 10g п == log тп.
4. у к а 3 а н и е. ИспользоваТЬ

1 помимо друrих результатов,
tIример 3 из текста.
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4, стр. 101

1. а) У к а 3 а н и е. уз есть корень уравнения х2 3==0.

1зj.....
б) У к а 3 а н и е V 5 есть корень уравнения хЗ

...... 5==0.

в) У к а.з а н и е У2+У3 есть корень уравнения х4 .......

......1 Ох2+ 1 == о.
.

См. соотношение (5) rл. IV.

r) у к а з а н и е. См. соотношение (6) rл. V.

...

r л А В А VI

 .1, стр. 114

5. а) Ложно, например, при (==.........2, 5==........3.

б) Ложно, например, при (==4, 5==3 и с ==........2.

в) Верно.
r) Верно. ,

д) Верно.
е) Ложно, например, если л==2/5 .

ж) Верно.
6. ........10<л<10.
8. Да. Различие в том, что разность и v В б) может об.

р ащаться в 0-, а в а) не MO)l<eT.

э 2, СТр. 117

2. а) 1, б) 3, В) 4, r) 6, д) 5, е) 7, ж) 3, з) 31, и)  2,

к) ........22.

э 3, стр. 120

1. 2/1, 3/2, 5/3, 7/4, 9/5, 10/6, 12/7, 14/8, 16/9, 17/10.
2. 3/1, 6/2, 9/3, 13/4, 16/5, 19/6, 22/7, 25/8, 28/9, 31/10.
3. У к а 3 а н и е. Вывести это из теоремы 3 rл. VI.

\
*5. У к а 3 а н и е. Рассмотреть случай, коrда л == У2и 11==4.

и установить, что не 'существует несократимой дроби т/4 (или,
иными словами, дроби m/4 с нечетным т), для которой

1 т 1
............... < л....... < .........

848

Э 4, стр. 127

1. n==4, т==7.
2. а) б) в) r) д) е) ж) 3) и) к) л) м) н) о)

п 2 3 4 4 1 3 5 5,5 5 1 1 1 7

т 3 5 7 7 1 4 7 7 7 7 3 3 3, 22
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5, стр. 132

1. у к а з а н и е. Рассмотреть первое целое число, большее л,
и первое целое число, меньшее л.

2. У к а з а н и е. Показать, что исключение составляет число

m/n с n== 1 и т равным более удаленному от л числу из двух

чисел, одно из которых есть первое целое число, предшествующее

Л, а второе первое целое число, следующее за л.

3. а) Например, 3/2 и 4/3.
б) Например, 3/2 и 5/3.
в) Например, 7/3 и 9L4.

4. а) Все эти числа.

б) 1/1 и 14/10, если ero взять в приведенной форме 7/5.
5 . а) 3/1, 31 / 1 О, 314/ 1 00, 6) 3/ 1 .

*6. У к а з а н и е. Доказать, что неравенства теоремы 5 не-

верны для л==3/5 и любоrо числа т/n с n>5, рассуждая сле-

дующим образом. Разность л т/плибо пqложитсльна, либо
отрицательна. Коrда она положительна, она равна самое мень-

шее 1/5n, а коrда отрицательна, равна самое большее  1/5n.
*7. а) У к а з а н и е. Для доказательства неравенства двух

рассматриваемых рациональных чисел использовать основную
теорему арифметики, доказанную в приложении Б.

б) У к а з а н и е. Покаэать, что неравенства теоремы 5 не

MorYT выполняться ни для KaKoro рациональноrо числа т/n, у
KOToporo n больше, чем Ь.

6, стр. 135

1. б) Таких чисел нет.
2. б) 1/1, 2/1, 3/2.
3. б) 1/1, 2/1.

r л А В А VII

э 1, стр. .142
1. 2, 2, 8 и 10 t.
2. Нет.

4. б) I х 7 I == х 7,
I х 7 I == х + 7,

5. а) х == 1; б) х == 2;

если х> 7;
если х<7.
в) х==7 и" x== 7;

r) все значения х.

3, стр. 145

2. а
7  1== (а  )(а6 + a5 + a4 2+ аЗ 3+ a2 4+a 5+ 6)

3. у к а 3 а н и е. ВСЯКИЙ корень уравнения f (х) == О являетс 
также корнем уравнения f (х') е (х) == О. ,
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прИЛОЖЕНИЕ В

стр. 167

1. а) 5х == о, 4Х:l: 1 == о, 3Х:l: 2 == о, 2Х:l: 3==0, х :t 4 -== о;

б)  4, 3/2, 2/3, 1/4, 1/4, 2/3, 3/2, 4.

2. Ero можно записать, например, в виде 1, ........1' 3, ........3, 5,

 5,7,  7,9,  9,... .

3. У к а з а н и е. Определить высоту мноrочлена а+ Ьх4 как

а+Ь. Перенумеровать все такие мноrочлены, заметив, что

имеется лишь конечное их число любой заданной высоты.

4. х4 == о, 2х3 == о, х3 :t 1 == о, х
3

:t х == О

х3 :t х2 == о, 3х2 == о, 2х2 :1: 1 == о,
/

х2 :1: 2 == о, 2х2 :1: Х ==0, х2 :i: х :t 1 == O 

х
2 :i: 2х == о, 4х == о, 3х :1: 1 == о, '2х :f: 2 == о,

х :1: 3 == о.

5. У к а з а н и е. Все такие числа являются алrебраическими;

воспользоваться теоремой 3.

6. У к а 3 а н и е. Пусть b 1 , Ь2 , Ьз , ........... представwrrение В в

виде последовательности и Cl, С2, Са, ... представление С в

виде' последовательности.
Тоrда А можно представить в виде

b 1 , Cl, Ь 2 , С2' Ь з , Сз, ". ·

7. У к а з а н и е. Рассуждать анадоrично доказательству тео-

ремы 4. Отличие рассматриваемоrо случая в том, что здесь

цифры a!l, а21, аз!, ... все равны нулю. Построить искомое не-

учтенное число, выбирая b 1
== О, Ь2 =1= a12 и Ь'}. +- О} Ьз =1= а2З и

Ьз =1= О} и) вообще} b i =F ai l,i и bi =1= О,.
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здесь первый том книrи, принадлежащий выдающемуся немец-
кому математику и педаrоrу прошлоrо столетия r. Веберу, по..
священ основам алrебры и анализа и весьма тесно связан с со..
держанием наСтоящей КНИrИ.

[4] Д У б н о в Я, с., 11змерение отрезков, М., ФизматrИЗ
J1962.

,.

Небольшая Книжка, принадлеЖ8щая перу известноrо мате-,

матика и выдающеrося педаrоrа; в ней весьма обстоятельно дис-
кутируется Kpyr вопросов, связанных с действительными чис 
лами, вводимыми в связи с задачей измерения длин отрезков!Особое внимание уделяется педаrоrическим аспектам проблемы 

[5] Цикл статей «Введение действительных чисел в среднейи высшей школе», сборник «Математическое Просв щение»,вып! 2, 1957, стр. 131.......171.
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Все входящие в этот цикл статьи: Ф и х т е н r о л .ьЦ r. М' .

Иррациональные числа в среJ!.ней школе" Л я п у н о в А! А., Дей..
ствительные числа, Д у б о в и ц- к и й А. Я., Аксиоматическое по-

строение действительных чисел и К о л м о r о р о в А. Н., К обос..
нованию теории вещественных чисел (первые три из этих cTaTefi

посвящены обсуждению вопроса о преподавании учения о дей..
ствительных числах в средней школе, в высшей технической

школе и в педаfоrическом институте) имеют весьма MHoro то-

чек соприкосновения с содержанием настоящей книrи.

[6] Х и н ч и н А. Я., Элементы теории чисел, «Энциклопедия

элементарной 'математики», КВ. 1, М. Л. .rостехиздат, 1951.

стр. 253.......353.

В  тойстатье MHoro внимания уделяется вопросам прибли..
жения действительных чисел рациональными и различию между

алrебраическими и трансцендентными числами.

[7] М а н и н Ю. И., о разрешимости задач на построение с

. помощью циркуля' и линейки, «Энциклопедия элементарной ма-

тематики», кв. IV, Л\., Физматrиз, 1963, стр. 205......227.

Небольшая статья, весьма отчетливо трактующая указанньр'i
в ее эаrоловке Kpyr вопросов",

[8] r е л ь Ф о н Д А. О., О проблеме приближения алrебраи..
ческих чисел рациональными, сборник «Математическое просве..
щение», вып. 2, 1957, стр. 35......50.

В этой. небольшой доступно написанной статье, в частности,

подробно охарактеризованы упомянутые на стр. 138 настоящей
книrи недэ'Вние результаты К. Рота.

19] r о н и н Е. r., Теоретическая арифметика, М., Учпедrиз,
1959.

.

Эта книrа по своему характеру близка к книrе [1]; однако

Kpyr затронутых в ней проблем несколько уже и изложение ме..

нее элементарно.

[10] r е ль Ф о н Д А. о., Алrебраические и трансцендентные
числа, М'l rостехиздат" 1952.

Серьезное сочине ие, весьма широко трактующее весь Kpyr

вопросов, связанных с трансценл.ентными числами. Изложение
не элемен}арно.
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