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çìá÷á 1. ïâýáñ �ïðïìïçéñ.æõîäáíåî�áìøîáñ çòõððá é îáëòù�éñ1.1. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ Rn. ðÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ1. äÏËÁÖÅÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á (�ÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÏÂÙÞ-ÎÏÍÕ "-Æ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÏ.ðÕÓÔØ A ⊂ Rn | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÔÏÞËÉ x ∈ Rn ×ÅÌÉÞÉÎÕ d(x;A) = infa∈A ‖x− a‖ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔÔÏÞËÉ x ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = d(x;A) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A⊂ Rn.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) == d(x;A) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 6∈ A �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ A;B⊂Rn|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ÷ÅÌÉÞÉÎÕ d(A;B)== infa∈A;b∈B ‖a− b‖ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ A É B.4. ðÕÓÔØ A ⊂ Rn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, C ⊂ Rn | ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ 
0 ∈ C, ÞÔÏd(A;C) = d(A; 
0), Á ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÔÏÖÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÅÝ£ É ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ a0 ∈ A, ÞÔÏ d(A;C) = d(a0; 
0).ðÕÓÔØ A ⊂X ⊂ R
n. �ÏÞËÕ a ∈ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U , ÏÔËÒÙÔÏÅ × X , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ U ⊂ A. �ÏÞËÕa ∈ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U , ÏÔËÒÙ-ÔÏÅ × X , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ U ∩ A = a. �ÏÞËÕ x ∈ X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊÔÏÞËÏÊ A, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ÏÔËÒÙÔÏÇÏ × X , U ∩ A 6= ∅É U ∩ (X −A) 6=∅. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A|ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A|ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á A É ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X ⊂ Rn ÚÁÍËÎÕÔÏ × X ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ; Â) ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A|ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÅÓÑ × A; ×) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A| ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ A; Ç) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË A|ÜÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØÚÁÍÙËÁÎÉÑ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ. 4



6. (ëÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ öÏÒÄÁÎÁ) ðÕÓÔØ C|ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅ-ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÚ×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ R2 \ C ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, �ÒÉÞ£Í ÇÒÁ-ÎÉ�ÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÕÖÉÔ C.7. ðÕÓÔØ a; b; 
; d|ÔÏÞËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ ÌÏÍÁÎÏÊC, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ a É 
ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÏÍÁÎÏÊ L1, Á ÔÏÞËÉ b É d ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÏÍÁÎÏÊ L2, �ÒÉÞ£Í ÏÂÅÜÔÉ ÌÏÍÁÎÙÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈÌÏÍÁÎÏÊ C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÙÅ L1 É L2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊÔÏÞËÅ.çÒÁÆ G| ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, �ÒÉÞ£ÍÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÙ Ò£ÂÅÒ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ò£ÂÒÁÍÉ.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÅ-�ÅÎØÀ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ�ÒÏÊÔÉ �Ï ÅÇÏ Ò£ÂÒÁÍ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ó×ÑÚ-ÎÙÍ. çÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ �ÅÔÌÉ (Ò£ÂÒÁ, ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅ� ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ) É Ä×ÏÊÎÙÅ Ò£ÂÒÁ (ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ Ò£ÂÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ�ÁÒÕ ×ÅÒÛÉÎ). ðÏ�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ v1, . . . , vn, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅÒ£ÂÒÁÍÉ v1v2, v2v3, . . . , vnv1, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÉËÌÏÍ.çÒÁÆ G ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÌÁÎÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ Ò£ÂÒÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ.ðÕÓÔØ ÇÒÁÆKn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ, �Ï�ÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ Ò£ÂÒÁÍÉ,Á ÇÒÁÆ Kn;m ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n+m ×ÅÒÛÉÎ, ÒÁÚÂÉÔÙÈ ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ É ÉÚ m ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉÞ£Í Ò£ÂÒÁÍÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ×ÓÅ �ÁÒÙ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÙ K3;3 É K5 ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÅ.9. ðÕÓÔØ G| ÄÅÒÅ×Ï, Ô. Å. Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÉËÌÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏv(G) = e(G) + 1, ÇÄÅ v(G)|ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, e(G)|ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G.10. (æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ) ðÕÓÔØ G| �ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚs ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, v|ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G, Á e|ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ Ò£ÂÅÒ. �Ï-ÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G × �ÌÏÓËÏÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ f ÏÄÎÏ ÉÔÏ ÖÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, f = 1 + s− v + e.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÙÊ �ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ (ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É Ä×ÏÊÎÙÈÒ£ÂÅÒ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 5.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÀÂÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÂÅÚ �ÅÔÅÌØÉ Ä×ÏÊÎÙÈ Ò£ÂÅÒ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × �ÑÔØ �×ÅÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.5



13. Á) ðÕÓÔØ G| �ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á �×ÅÔÁ.Â) ðÕÓÔØ 
|ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ×ÓÅ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÇÒÁÎÉÞÁÝÉÅ�Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÕÇÅ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.14. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÆÏÒÍÕÌÕüÊÌÅÒÁ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, Ò£ÂÅÒ É ÇÒÁÎÅÊ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÁ.15. Á) ðÕÓÔØ G | �ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ,vi|ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔ i Ò£ÂÅÒ, fj |ÞÉÓÌÏ ÇÒÁ-ÎÅÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ j Ò£ÂÒÁÍÉ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÔÏÇÄÁ ∑i (4 − i)vi + ∑j (4 − j)fj = 4(1 + s) > 8, ÇÄÅ s|ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ 4-ÕÇÏÌØÎÙÅ, ÔÏ 3v1 + 2v2 + v3 > 8.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÇÒÁÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ �ÉËÌÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÎÅ ÍÅÎÅÅ n Ò£ÂÅÒ, ÔÏ e6
n(v − 2)n− 2 .16. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 15 ×), �ÏÌÕÞÉÔÅ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÏ× K5 É K3;3.1.2. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï|ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X , × ËÏÔÏÒÏÍ ×Ù-ÄÅÌÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× � , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ×Ó£ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ � ;2) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ � ;3) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ � .íÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ � , ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Á,ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ,ÅÓÌÉ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓ-ÌÉ ÏÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.ìÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁX ÓÁÍÏ ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ A ÏÔËÒÙÔÏ × A, ÅÓÌÉ B = B′ ∩ A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á B′, ÏÔËÒÙÔÏÇÏ × X . 6



�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.18. ÷×ÅÄÉÔÅ �ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ� ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ� n×m.19. ó×ÑÚÎÏ ÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï GL(n), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈÍÁÔÒÉ�?20. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï SO(3), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 3 Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1, Ó×ÑÚÎÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï SO(n) Ó×ÑÚÎÏ.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ� Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, Ó×ÑÚÎÏ.22. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U(n) ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó×ÑÚÎÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï SU(n) ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌÅÍ 1 Ó×ÑÚÎÏ.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈X ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ-ËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ.23. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á.÷ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂X ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ AÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × A ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ a.24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x É y ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y.26. ðÕÓÔØ C | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á X É x ∈X \ C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞËÉ x É Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C ÅÓÔØÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÅÓÔØ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.28. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÎÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Y .äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f|ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Dn=�Dn ≈ Sn.7



30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S1 × S1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Õ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÔÏÞÅË ÓÔÏÒÏÎË×ÁÄÒÁÔÁ 06 x; y 6 1: (x; 0) ∼ (x; 1) É (0; y)∼ (1; y). (üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÒÏÍ.)31. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {∗} ∗X ≈ CX (ÚÄÅÓØ {∗}|ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S0 ∗X ≈ �X .32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sp ∗ Sq ≈ Sp+q+1.33. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ Ó×ÑÚÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï GL(3) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈËÏÍ�ÏÎÅÎÔ.1.3. óÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÅ É ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÎÙ:(Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ × Rn+1, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;(Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × Rn+1, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ;(×) ÓÆÅÒÁ Sn, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÁ ËÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.(Ç) ÛÁÒ Dn, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÁ ËÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Sn−1 = �Dn.36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÎÙ:(Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ × Cn+1, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁ-ÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;(Â) ÓÆÅÒÁ S2n+1 ⊂ Cn+1, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ �xÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ C, |�|= 1 (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ S2n+1);(×) ÛÁÒ D2n ⊂ Cn, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅ-ÒÙ S2n−1 = �D2n ×ÉÄÁ �x ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ C, |�|= 1 (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ S2n−1).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 35 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ RPn. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 36 ÎÁÚÙ-×ÁÀÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ CPn.37. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RP 1 ≈ S1 É CP 1 ≈ S2.38. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÉÓÔÕ í£ÂÉÕÓÁ.39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ CSn ≈Dn+1 É �Sn ≈ Sn+1.8



40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ S2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ.41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÒ T 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ.42. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Sn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ.43. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RPnÑ×ÌÑÅÔÓÑ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ.44. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï CPnÑ×ÌÑÅÔÓÑ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ.45. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ n ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × R2n+1.46. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Rn \ Rk ≈ Sn−k−1 × Rk+1.47. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sn+m−1 \ Sn−1 ≈ Rn × Sm−1. (ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Sn−1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ × Sn+m−1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ.)48. ðÕÓÔØ Sp ∨ Sq = (Sp × {∗}) ∪ ({∗} × Sq) ⊂ Sp × Sq . äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ Sp × Sq=Sp ∨ Sq ≈ Sp+q.49. ÷ÚÑÔÙ Ä×Á ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÑ S1 ×D2 É ÉÈ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓËÌÅ-ÅÎÙ Á) �Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÕ; Â) �Ï ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÇÒÁ-ÎÉ�, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÍÕ ÍÅÒÉÄÉÁÎ × �ÁÒÁÌÌÅÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ Á)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ S1 × S2, Á × ÓÌÕÞÁÅ Â) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ S3.50. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M2(C) �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:A∼BAB−1 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù B. èÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï?51. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ Ó×ÑÚÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ Ó×ÑÚÅÎ ÅÇÏ 1-ÍÅÒÎÙÊ ÏÓÔÏ×.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ Ó×ÑÚÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÏÎ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ.52. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ S3→ S2 ÓÏ ÓÌÏÅÍ S1.1.4. ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ53. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÒÅÚÁÔØ ÄÉÓËD2, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÓÔ í£ÂÉÕÓÁ.ðÕÓÔØ M1#M2 | Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÄ×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ M1 É M2 ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ: ÉÚ M1 É ÉÚM2 ×ÙÒÅÚÁÅÔÓÑ �Ï ÄÉÓËÕ D2 É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÉÈ ËÒÁ£× ÓËÌÅ-É×ÁÀÔÓÑ. üÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ó×ÑÚÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ. ó×ÑÚÎÕÀ ÓÕÍÍÕ nÔÏÒÏ× T 2 ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ nT 2, Á Ó×ÑÚÎÕÀ ÓÕÍÍÕ m�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ P 2 ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ mP 2 (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ nT 2É mP 2 ÎÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ).54. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØM1 ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔØ M1#M2 ÔÏÖÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ.9



55. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S2#2P 2 ≈K2, Ô. Å. ÓÆÅÒÁ S2, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÒÅÚÁ-ÎÙ Ä×Á ÄÉÓËÁ É ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ×ËÌÅÅÎÙ Ä×Á ÌÉÓÔÁ í£ÂÉÕÓÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÂÕÔÙÌËÅ ëÌÅÊÎÁ.56. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T 2#P 2 ≈ P 2#P 2#P 2.ðÕÓÔØM2|ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ;v | ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ, e | ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ, f | ÞÉÓÌÏ ÇÒÁ-ÎÅÊ. üÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ M2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ�(M2) = v − e+ f .57. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(M1#M2) = �(M1) + �(M2)− 2.58. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(mT 2) = 2− 2m É �(nP 2) = 2− n.59. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ Ä×Õ-ÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.60. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÊÌÅÒÏ×Ù ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ä×ÕÈ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈÚÁÍËÎÕÔÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. (õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÔÅ Ä×Å ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É �ÏÛÅ×ÅÌÉÔÅÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ò£ÂÒÁ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ.)61. ëÁËÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï S1×S1 �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: (x; y)∼ (y; x)?62. íÏÖÎÏ ÌÉ ÇÒÁÆ K3;3 ×ÌÏÖÉÔØ × ÌÉÓÔ í£ÂÉÕÓÁ?63. íÏÖÎÏ ÌÉ ÇÒÁÆ K5 ×ÌÏÖÉÔØ × ÔÏÒ?64. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ nT 2 É mP 2 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ4n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É 2m-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ÉÈ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.65. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ nP 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÁÑËÒÉ×ÁÑ 
, �ÏÓÌÅ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n Þ£ÔÎÏ, ÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ 
 ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÎÁ �ÉÌÉÎÄÒÕ, Á ÅÓÌÉ n ÎÅÞ£ÔÎÏ|ÔÏ ÌÉÓÔÕ í£ÂÉÕÓÁ.66. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉM2 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØp ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÉ×ÙÈ C1; : : : ; Cp ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ É ÎÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÌÉ M2 (Ô. Å. ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM2 \ (C1 ∪ : : : ∪ Cp) ÂÙÌÏ Ó×ÑÚÎÏ), ÎÏ ÌÀÂÙÅ p+ 1 ÔÁËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÚÂÉ-×ÁÀÔ M2 ÎÁ ÞÁÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p= g.67. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ nP 2ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ n �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÌÉÓÔÏ× í£ÂÉÕÓÁ, ÎÏÎÅÌØÚÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ n+ 1 �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÌÉÓÔÏ× í£ÂÉÕÓÁ.68. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ K6 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ P 2, Á ÇÒÁÆÙ K7 É K4;4 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÔÏÒÅ.10



69. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ G ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ ×ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ M2.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G Ó×ÑÚÅÎ, Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ M2 ÉÍÅÅÔ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÏÄ, ÔÏ ×ÓÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÁÆ G ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ M2,ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ.70. íÏÖÎÏ ÌÉ ÇÒÁÆ K3;3 ×ÌÏÖÉÔØ × ÔÏÒ?71. íÏÖÎÏ ÌÉ ÇÒÁÆ K5 ×ÌÏÖÉÔØ × ÌÉÓÔ í£ÂÉÕÓÁ?1.5. çÏÍÏÔÏ�ÉÉîÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0; f1 : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÍÉ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : X × [0; 1℄→ X ,ÞÔÏ F (x; 0) = f0(x) É F (x; 1) = f1(x).�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É Y ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y Ég : Y →X , ÞÔÏ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ f ◦ g É g ◦ f ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X É Y .72. Á) ðÕÓÔØ X = X1 ∪ : : : ∪ Xn, �ÒÉÞ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X1, . . . , XnÚÁÍËÎÕÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y É ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑfi = f |Xi . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fi.Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÄÁÞÁ 72 Á) ÎÕÖÎÁ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏ�-ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ|ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.ðÕÓÔØ X É Y |ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞ-ËÁÍÉ x0 É y0. éÈ ÂÕËÅÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ⊔ Y=x0 ∼ y0 (�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É Y ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ). âÕËÅÔ Ä×ÕÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ X ∨ Y .73. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S1 ∨ I1 É S1 ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ.74. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 \ S1 É S2 ∨ S1 ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.75. éÚ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ×ÙËÏÌÏÔÁ ÔÏÞËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÂÕËÅÔÕ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ n.76. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 ×ÙÂÒÏÓÉÔØ n ÜËÚÅÍ�ÌÑ-ÒÏ× S1 (×ÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅÚÁÕÚÌÅÎÎÙÅ É �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÎÙÅ), ÔÏ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÂÕËÅÔÕ nÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S2 ∨ S1.11



77. ðÕÓÔØ L|Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × R3, ÚÁ�Å�ÌÅÎÎÙÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍÓ�ÏÓÏÂÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 \ L É S2 ∨ T 2 ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A⊂X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ X , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r : X → A, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ A ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÅÔÒÁË�ÉÅÊ.78. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (Ô. Å. �Ï-ËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÏÎÉ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ):(Á) ìÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Dn→Dn ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-ÎÕÀ ÔÏÞËÕ.(Â) îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÔÒÁË�ÉÉ r : Dn→ Sn−1.(×) ðÕÓÔØ v(x) | ÔÁËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ Dn, ÞÔÏv(x) = x ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Sn−1. �ÏÇÄÁ v(x) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈Dn.79.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A|ÒÅÔÒÁËÔX ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : A→ Y ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ×Ó£ X .80. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÇÏ ÒÅÔÒÁËÔÁ A × ÓÅÂÑ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.81. ðÕÓÔØ S∞|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x1; x2; : : :) ∈R∞, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ É ∑ x2i = 1. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, É ÎÁ Î£Í ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S∞ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ (x1; x2; : : :) 7→ (0; x1; x2; : : :).82.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; g : GL(n;R)×GL(n;R)→GL(2n;R),ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ f(A;B) =(A 00 B) É g(A;B) =(AB 00 1n), ÇÏÍÏ-ÔÏ�ÎÙ.83. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �(S1 × S1) É S2 ∨ S2 ∨ S3 ÇÏÍÏÔÏ-�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.1.6. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ84. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ v(z) == zn
|z|n−1 �ÒÉ z 6= 0, v(0) = 0. îÁÊÄÉÔÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÔÁËÉÈ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ n É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÄÌÑ n=−1,n=±2 É n= 3.ðÕÓÔØ v|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, 
|ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ12



ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ. éÎÄÅËÓÏÍ ËÒÉ×ÏÊ 
 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÏÌÑ v ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÅËÔÏÒÁ v(x) �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ËÒÉ×ÏÊ 
.ïÂÏÒÏÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÂÈÏÄÁ ËÒÉ×ÏÊ.85. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ËÒÉ×ÏÊ 
 ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÄÅËÓÏ× ÏÓÏÂÙÈÔÏÞÅË, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ ÅÅ.86. ðÕÓÔØ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ ËÒÉ×ÏÊ ÚÁÄÁÎÙ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ v É w, �ÒÉÞÅÍ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ X ×ÅËÔÏÒÙ v(X) É w(X) ÎÅ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓÙ ËÒÉ-×ÏÊ 
 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÒÁ×ÎÙ.87. ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁÄÁÞÉ 86 ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (z) == zn + a1zn−1 + : : : + an Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.88. îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ v ÞÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ v(x) = v(−x), É ÎÅÞÅÔ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ v(x) =−v(−x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÔÏÞËÉ O ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ�ÏÌÑ ÞÅÔÅÎ, Á ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÅÞÅÔÅÎ.89. ðÕÓÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ËÏÌØ�Á ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅÔÁË, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ × ÄÒÕÇÕÀ (�ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÕÀ). ðÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ ×Ó£ ËÏÌØ�Ï ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏÎÅ ÉÍÅÌÏ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.90. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ËÏÌØ�Á, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ×ÓÅ ËÏÌØ�Ï ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓÙ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÙ.91. ðÕÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏ-ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ O É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÅËÔÏÒÁ #     –OX �ÒÉÏÂÈÏÄÅ ËÒÉ×ÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ,ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 1.92. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ vÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C × i ÔÏÞËÁÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÏÂÒÁÚÏÍ É × e ÔÏÞËÁÈ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉÞ£Í ×ÎÕÔÒÉ C ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÜÔÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉÒÁ×ÅÎ 1 + (i− e)=2.93. ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎ-ÄÅËÓ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ v = grad f Á) ÍÏÖÅÔ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, 0, −1, −2, . . . É Â)∗ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÄÒÕÇÉÈÚÎÁÞÅÎÉÊ. 13



1.7. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ.�ÅÏÒÅÍÁ õÉÔÎÉ|çÒÁÕÛÔÅÊÎÁ94. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ ÔÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.95. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ ÂÕÔÙÌËÅ ëÌÅÊÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.96. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ Ó ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ.97. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ Ó ÏÄÎÏÊÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ.98. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó Ä×ÕÍÑ ÒÕÞËÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ Ó ÏÄÎÏÊÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ.99. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 4g-ÕÇÏÌØÎÉË É ÎÁ Î£Í| ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ, ÔÒÁÅËÔÏ-ÒÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ|�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ. éÚ 4g-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØÓÆÅÒÕ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÎÅÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ. ï�ÉÛÉÔÅ, ËÁË×ÙÇÌÑÄÑÔ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ.
∗ ∗ ∗100. îÁ ÓÆÅÒÅ S2 ⊂ R3 ÚÁÄÁÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ �ÏÌÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÓÆÅÒÅ.101. ðÕÓÔØ f : S2→ S2|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ S2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(x) =±x.102. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : RP 2→RP 2ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.
∗ ∗ ∗îÁÚÏ×£Í ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ 
 : S1→ R2 ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑS1 → S1, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ' 7→ v

|v| , ÇÄÅ v = d
d' |×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉËÒÉ×ÏÊ (ÇÌÁÄËÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÏ É ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ). çÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏ, ÓÔÅ�ÅÎØ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ.103. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉ×ÕÀ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÔÅ-�ÅÎØ n.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÒÉ×ÙÅ 
0 É 
1 ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÉ×ÙÈ 
t,ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ t ∈ [0; 1℄.îÁÚÏ×£Í �ÒÏÓÔÏÊ �ÅÔÌ£Ê ÞÁÓÔØ ! ËÒÉ×ÏÊ 
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉ-ÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: 1) ! ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑËÒÉ×ÏÊ 
; 2) ! ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ (ÎÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÄÒÕÇÉÅ ÞÁÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ 
). 14



104. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÁÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ (ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ)ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÕÀ �ÅÔÌÀ.105. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÊ �ÅÔÌÉ ! ËÒÉ×ÏÊ 
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ !, �ÒÉÞ£Í �ÏÓÌÅÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÕÀ �ÒÏÓÔÕÀ �ÅÔÌÀ !′, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÅÔ 
.106. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 105, × ËÏÎ-�Å ËÏÎ�Ï× ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ �ÅÔÅÌØËÁ-ÍÉ | ×ÎÅÛÎÉÍÉ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÅÔÅÌØËÉ ÍÏÖÎÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ, �ÒÏÔÁÓËÉ×ÁÑ ÏÄÎÕ �ÅÔÅÌØËÕ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÕÀ.107. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔ �ÁÒÕ�ÅÔÅÌÅË, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ, Á ÄÒÕÇÁÑ ×ÎÅÛÎÑÑ.108. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÙÅ 
0 É 
1 ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁ×ÎÙ (õÉÔÎÉ|çÒÁÕÛÔÅÊÎ).109. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÇÏ-ÍÏÔÏ�ÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ. (îÁ ÓÆÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ �ÁÒÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ �Å-ÔÅÌÅË.) 1.8. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��ÁæÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X Ó ÏÔÍÅ-ÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x0 ∈X|ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÅÔÅÌØÓ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎ�ÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 (�ÅÔÌÑ|ÜÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : [0; 1℄→ X , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(0) = f(1)). çÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ ÜÔÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å| �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÂÈÏÄ Ä×ÕÈ �ÅÔÅÌØ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑÇÒÕ��Á ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �1(X; x0).110. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÂÕËÅÔÁ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Å Ó n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.111. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á �1(nT 2) �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; b1;: : : ; an; bn, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ n∏i=1(aibia−1i b−1i ) = 1.112. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á �1(nP 2) �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; : : :: : : ; an, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ a21 : : : a2n = 1.113. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G= �1(nT 2), ÔÏ G=G′ ∼= Z2n.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G= �1(nP 2), ÔÏ G=G′ ∼= Z
n−1 ⊕ Z2.114. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(Sn) = 0 �ÒÉ n> 2.115. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(CPn) = 0.15



116. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ nT 2, ÉÚËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÒÅÚÁÎÏ k > 1 ÄÉÓËÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÒÁÎÇÁ2n+ k − 1.117. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ nP 2, ÉÚËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÒÅÚÁÎÏ k > 1 ÄÉÓËÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÒÁÎÇÁn+ k − 1.118. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕ��Õ RPn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n> 1.119. ðÕÓÔØ X|ÌÉÓÔ í£ÂÉÕÓÁ, A|ÅÇÏ ËÒÁÊ. äÏËÁÖÉÔÅ Ó �ÏÍÏÝØÀÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÞÔÏ A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ X .120. äÏËÁÖÉÔÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÞÔÏ ËÒÁÊ ÒÕÞ-ËÉ (ÔÏÒÁ Ó ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍ ÄÉÓËÏÍ) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ ÒÕÞËÉ.121. ðÕÓÔØ M3g |ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ËÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á �1(M3g ) �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÉÍÉ a1; : : : ; ag; b1; : : : ; bg ; 
, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑÍÉ: ai
= 
ai, bi
= 
bi É g∏i=1(aibia−1i b−1i ) = 
2−2g .1.9. îÁËÒÙ×ÁÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁîÁËÒÙÔÉÅ|ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : ~X →X ÌÉÎÅÊ-ÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ XÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x, �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ U × D, ÇÄÅD|ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÒÉÞ£Í ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ p ÎÁ ÜÔÏÔ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ U ×D ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.ðÕÓÔØ p : ~X →X|ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á 
 : [0; 1℄→X|ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÕÔØ × XÓ ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 = 
(0). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ~x0 ∈ p−1(x0) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÕÔØ ~
 × ~X Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ ~x0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏp~
 = 
. üÔÏÔ �ÕÔØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÄÎÑÔÉÅÍ �ÕÔÉ 
.îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ �ÏÄÎÑÔÉÑ (Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÁ-ÞÁÌÁÍÉ) ÌÀÂÏÊ �ÅÔÌÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÌÉÂÏ ÚÁÍËÎÕÔÙ (Ô.Å. Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Å-ÔÌÑÍÉ), ÌÉÂÏ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙ.îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ~X ÌÀÂÁÑ�ÅÔÌÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ.çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : ~X → ~X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÑp : ~X →X , ÅÓÌÉ p(f(~x)) = p(~x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ~x ∈ ~X.122. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÔÏÒÁ T 2.123. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÂÕËÅÔÁ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.124. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÂÕËÅÔÁ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n> 2. 16



125. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÂÕËÅÔÁ S1 ∨ S2.126.ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÂÕËÅÔÁ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÅÊ.127. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, ÇÄÅg > 2.128. ðÕÓÔØ ÏÄÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ n-ÌÉÓÔÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ÄÒÕ-ÇÕÀ. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÉÈ ÜÊÌÅÒÏ×Ù ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?129. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏÄ×ÕÌÉÓÔÎÏ ÎÁËÒÙÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ.130. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÕ Ó g1 ÒÕÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁËÒÙÔØ ÓÆÅÒÏÊ Óg2 ÒÕÞËÁÍÉ (g1; g2 > 2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g2 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁg1 − 1.131. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁËÒÙÔÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁ-£ÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ.132. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ p : ~X →X ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á Aut(p) ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÓÌÏÅ p−1(x0),Ô. Å. �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÌÏÑ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÏÇÏ ÖÅÓÌÏÑ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ p : ~X → X ÇÒÕ��ÁAut(p) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �1(X; x0)=p∗�1( ~X; ~x0).133. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G Ó×ÏÂÏÄÎÁ.åÓÌÉ G| Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��Á Ó n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏG|Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÒÁÎÇÁ n. äÌÑ ÒÁÎÇÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ rkG.134. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ H|�ÏÄÇÒÕ��Á Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G É ÉÎ-ÄÅËÓ [G :H ℄ = k <∞, ÔÏ rkH = (rkG− 1)k + 1.135. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÒÁÎÇÁ 2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÏÄÇÒÕ��Ù Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÎÇÁ n (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÒÁÎÇÁ∞).
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çìá÷á 2. çïíï�ïðéþåóëéå ó÷ïêó�÷áëìå�ïþîùè ëïíðìåëóï÷2.1. çÏÍÏÔÏ�ÉÉ. CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÙçÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �n(X; x0) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏ-ÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Sn → X , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÏÔÍÅ-ÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ s0 ∈ Sn × ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x0 ∈ X (ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ × ËÌÁÓÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ). çÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÁÄÁ£ÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ ÓÆÅÒÅ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÜË×ÁÔÏÒ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ, É ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ ÅÇÏ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÕËÅÔ Ä×ÕÈÓÆÅÒ. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÎÕÖÎÏ �ÅÒ×ÕÀÓÆÅÒÕ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Á ×ÔÏÒÕÀ|�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏ.136. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Sn→ Sm, ÇÄÅn <m, ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ.137. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sp × Sq=Sp ∨ Sq ≈ Sp+q .138. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sp × Sq \ point∼ Sp ∨ Sq (p; q > 1).139.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏCW -ËÏÍ�ÌÅËÓÁ�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ËÌÅÔÏË.140. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ⊂ X | ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÊ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ, ÔÏX=Y ∼X .141. ðÕÓÔØ Y | �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÁ X . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏX=Y ∼X ∪ CY , ÇÄÅ CY |ËÏÎÕÓ ÎÁÄ Y .142. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f0 : (Dn; �Dn; s0)→ (X;A; a0) ÇÏ-ÍÏÔÏ�ÎÏ (× ËÌÁÓÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÒÏÅË) �ÏÓÔÏÑÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ ft : (Dn; �Dn; s0)→
→ (X;A; a0), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f1(Dn) ⊂ A É ft(x) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t ÄÌÑx ∈ �Dn, Ô. Å. ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁ ÎÁ Sn−1 = �Dn.143. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÁÒÙ: : :→ �n(A)→ �n(X)→ �n(X;A)→ �n−1(A)→ : : :ÔÏÞÎÁ.144. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �n(CX;X; x0)∼= �n−1(X; x0) �ÒÉ n> 1.145. ðÕÓÔØ S∞|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x1; x2; : : :) ∈ R∞, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ É ∑ x2i = 1. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï18



Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, É ÎÁ Î£Í ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S∞ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ (x1; x2; : : :) 7→ (0; x1; x2; : : :).146. ðÕÓÔØ A É B|Ó×ÑÚÎÙÅ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÙ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉa0 É b0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ∗ B ∼ �(A ∧ B), ÇÄÅ A ∧ B = A × B=A ∨ B ÉA ∨B = ({a0} ×B) ∪ (A× {b0}).2.2. ïÂÝÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ. n-Ó×ÑÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁðÒÏ ÔÏÞËÉ x1, . . . , xk × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ× ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ m+ 1 ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ(m− 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÉ m6 n.147. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØk ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ.148. ÷ÙÂÅÒÅÍ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ t1; : : : ; tk É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×
Rn ÔÏÞËÉ (ti; t2i ; t3i ; : : : ; tni ), ÇÄÅ i = 1; : : : ; k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÏÞËÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ.149. ÷ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÕÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×, p-ÍÅÒÎÏÇÏ É q-ÍÅÒÎÏÇÏ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÁËÏ×Ï ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ n (�ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ p É q), ÞÔÏÂÙ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁ-ÌÉÓØ?150. �ÏÞËÁ A É ×ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÕÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×, p-ÍÅÒÎÏÇÏ É q-ÍÅÒÎÏÇÏ,Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÁËÏ×ÏÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ n (�ÒÉ ÄÁÎÎÙÈ p É q), ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÁ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ?

∗ ∗ ∗�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ n-Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É �1(X) = 0, . . . , �n(X) = 0.151. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-Ó×ÑÚÎÙÊ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÅÎ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ É ÎÅÔk-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË, ÇÄÅ 16 k 6 n.152. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ X Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊk-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË, ÇÄÅ 16 k 6 n, n-Ó×ÑÚÅÎ.153. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÙÊ n-Ó×ÑÚÎÙÊ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ.÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 154|156 �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ X | n-Ó×ÑÚÎÙÊ CW -ËÏÍ-�ÌÅËÓ, Y |m-Ó×ÑÚÎÙÊ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ (ÏÂÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ).154. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �X|(n+ 1)-Ó×ÑÚÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ.155. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ∧ Y |(n+m+ 1)-Ó×ÑÚÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ;19



156. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ∗ Y |(n+m+ 2)-Ó×ÑÚÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ.äÌÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ n-ÀÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ SPn(X) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å Xn =X × : : :×X ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á Sn:�(x1; : : : ; xn) = (x�(1); : : : ; x�(n)):æÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Xn �Ï ÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ|ÜÔÏ É ÅÓÔØ SPn(X).157. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SPn(CP 1)≈ CPn.158. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SPn(RP 2)≈ RP 2n.2.3. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑìÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ|ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E→
→ B, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈B ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÊÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ U × F (ÚÄÅÓØ F | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓÌÏÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ), �ÒÉÞ£Í ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ p ÎÁ ÜÔÏÔ�ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.159. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C2 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ z É w ÓÆÅ-ÒÕ S3, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ |z|2 + |w|2 = 1. îÁ S3 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��ÁS1 = {ei�} (ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z É w ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ei�). æÁËÔÏÒ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �Ï ÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Õ CP 1 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (z : w). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÅË-�ÉÑ p : S3→ S3=S1 ≈ CP 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ(ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ).160. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ S3 ËÁË R3 ∪∞. Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ × R3 �ÒÏÏÂÒÁÚÙ Ä×ÕÈÔÏÞÅË S2 �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ p. Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÈÔÏÞÅË (× ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ R2 ∪∞).161. ðÕÓÔØ p : S3→ CP 1|ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D4 ∪p
∪p CP 1 = CP 2 (ÚÄÅÓØ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ S3 = �D4).162. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÔÒÁË�ÉÉ r : CP 2→CP 1. (úÄÅÓØ�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ CP 1 ×ÌÏÖÅÎÏ × CP 2 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.)163. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ p : S2n+1→ CPn.164. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ.165. Á) òÁÚÏÂØ£Í S2 ÎÁ Ä×Å �ÏÌÕÓÆÅÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ�ÒÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ èÏ�ÆÁ|Ä×Á �ÏÌÎÏÔÏÒÉÑ S1 ×D2.Â) éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, Ï�ÉÛÉÔÅ, ËÁË ÓËÌÅÉÔØ ÓÆÅÒÕ S3 ÉÚ Ä×ÕÈ �ÏÌÎÏ-ÔÏÒÉÊ.166. óËÌÅÊÔÅ ÓÆÅÒÕ Sp+q+1 ÉÚ Sp ×Dq+1 É Dp+1 × Sq .20



∗ ∗ ∗÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 167|172 �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÕËÁÖÉÔÅ ÉÈ ÓÌÏÉ.167. SO(n)→ Sn−1.168. U(n)→ S2n−1.169. U(n)→ S1.ðÕÓÔØ Vk;n|ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ûÔÉÆÅÌÑ k-ÍÅÒÎÙÈ ÒÅ�ÅÒÏ× × Rn, Gk;n|ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R
n.170. O(n)→ Vk;n.171. Vk+1;n→ Vk;n172. Vk;n→Gk;n.2.4. �ÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ173. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �n(S1) = 0 �ÒÉ n> 2.174. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �2(S2) = Z.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �n(S2)∼= �n(S3) �ÒÉ n> 3.175. äÁÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E → B ÓÏ ÓÌÏÅÍ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ, ÔÏ �n(B)∼= �n−1(F ).176. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ S∞→CP∞ ÓÏ ÓÌÏÅÍ S1 É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�2(CP∞) = Z É �n(CP∞) = 0 �ÒÉ n 6= 2.177. ðÕÓÔØ X |�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ËY |ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ X → Y ÓÏ ÓÌÏÅÍ S1 É�Ï�ÙÔÁÊÔÅÓØ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �1(X) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.178. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� Ó ÔÏÞ-ÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ:A1 �1'1 A2 �2'2 A3 �3'3 A4 �4'4 A5'5B1 �1 B2 �2 B3 �3 B4 �4 B5ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ '1, '2, '4, '5|ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ'3 ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.179. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ 178 ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ (Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ fg = uv, ÁÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ fg = ±uv), ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÅÒ-ÎÙÍ. 21



180. ÷ ÚÁÄÁÞÅ 178 ÅÓÔØ 8 �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ: '1, '2, '4, '5 |Ü�ÉÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ, '1, '2, '4, '5|ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ'3|Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ (ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ), ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÌÉÛØ 3 ÉÚ ÎÉÈ. ëÁËÉÅÉÍÅÎÎÏ?181. ðÕÓÔØ 0→ A '
−→ B  

−→ C → 0| ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅ-ÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(Á) ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ0→A i
−→A⊕ C p

−→ C → 0;ÇÄÅ i|ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, p|ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ;(Â) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �: B→A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �'= IdA;(×) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×ÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ 	: C →B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ  	= IdC .182. äÁÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p : E→ B ÓÏ ÓÌÏÅÍ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ s : B→ E (Ô. Å. p ◦ s = IdB |ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ B), ÔÏ �n(E)∼= �n(F )⊕ �n(B).183. äÁÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p : E→ B ÓÏ ÓÌÏÅÍ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÔÒÁË�ÉÑ r : E→ F , ÔÏ �n(E)∼= �n(F )⊕ �n(B).184. äÁÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p : E→ B ÓÏ ÓÌÏÅÍ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏÊF ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E, ÔÏ �n(B)∼= �n(E)⊕ �n−1(F ).2.5. çÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ �ÒÏÓÔÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.H-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á185. ðÕÓÔØ X|CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ, Xn|ÅÇÏ n-ÍÅÒÎÙÊ ÏÓÔÏ×. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ i : Xn→X ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ i∗ : �k(Xn; x0)→
→ �k(X; x0) �ÒÉ k < n É Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÉ k = n.åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù �1(X; x0) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��Ù �n(X; x0), ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÏÍÏÔÏ-�ÉÞÅÓËÉ n-�ÒÏÓÔÙÍ.186. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ 1-�ÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ 187 É 188 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÞÔÏ�n(Sn) = Z �ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N.187. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 2 ÇÒÕ��Á �n(Sn ∨ S1; x0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×Ï-ÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ (ÓÞ£ÔÎÙÍ) ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀ-ÝÉÈ.188. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sn ∨ S1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅ-ÓËÉ n-�ÒÏÓÔÙÍ. 22



�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x0 ∈ XÎÁÚÙ×ÁÀÔ H-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ � : X × X → X , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ x 7→ �(x; x0) É x 7→
7→ �(x0; x) ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ �(x0; x0) = x0). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.189. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á CP∞ É RP∞ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ H-�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ.190. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ H-�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.191. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ S7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ H-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.192. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X|H-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊx0, ÔÏ ÇÒÕ��Á �1(X; x0) ÁÂÅÌÅ×Á.193.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅH-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏX ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ �ÒÏÓÔÏ(Ô. Å. ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ n-�ÒÏÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n).2.6. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ194. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ: Á) Sn; Â) RPn; ×) CPn;Ç) Tn (n-ÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ).195. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ××Å-ÓÔÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Gk;n k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å G+k;n ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.196. ðÕÓÔØ (x0 : x1 : : : : : xn)|ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ RPn. ëÁËÓ×ÑÚÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ × ËÁÒÔÅ x1=x0,x2=x0, . . . , xn=x0 É × ËÁÒÔÅ x0=x1, x2=x1, . . . , xn=x1?197. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Gk;n ≈Gn−k;n.198. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ TSn ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ë ÓÆÅ-ÒÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Cn+1, ÚÁ-ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ z21 + : : :+ z2n+1 = 1.199. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G+2;4 ≈ S2 × S2.200. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÁ × CPn−1, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ z21 + : : :: : : + z2n = 0, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ G+2;n. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.201. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.202. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÖÎÏÄ×ÕÌÉÓÔÎÏ ÎÁËÒÙÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.203. ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ: Á) RPn; Â) CPn?23



204. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ G+k;n ×ÓÅÇÄÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.205. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ Gk;nÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n Þ£ÔÎÏ. (ïÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÁÎÚÉ-ÔÉ×ÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù SO(n) ÎÁ Gk;n ÓÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ(O(k) ×O(n− k)) ∩ SO(n) É �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÒÁÚÎÅÓÔÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ).2.7. ÷ÌÏÖÅÎÉÑ É �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ206. ðÕÓÔØ f : Mn→ RN|�ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N > 2n,ÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÏÞÔÉ ÌÀÂÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØ R
N−1 ⊂ R

N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ.207. ðÕÓÔØ Mn|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É f : Mn → RN |×ÌÏ-ÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N > 2n+ 1, ÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fÉ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÏÞÔÉ ÌÀÂÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ R
N−1 ⊂ R

N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ.208. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ�Mn;m �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏMn;m;k,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÎÇÁ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k 6 min(m;n),ÔÏ Mn;m;k|ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k(m+ n− k).209. ðÕÓÔØ U ⊂ Rm | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, f : U → Rn | ÇÌÁÄËÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n> 2m, ÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A : Rm→ Rn ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : U → Rn, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊg(x) = f(x) +Ax, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ.210. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Mn |ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÎÅ�Õ-ÓÔÙÍ ËÒÁÅÍWn−1, ÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÊ ÒÅÔÒÁË�ÉÉ r : Mn→Wn−1.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ a ∈Wn−1|ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ r−1(a)|ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÒÁÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ ×Wn−1.211. ðÕÓÔØ Mn|ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÅ), f : Mn → Nn+1 |ÔÁËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ f(Mn) | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Nn+1 ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ Mn ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.õËÁÚÁÎÉÑ. 1) åÓÌÉ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ 
 ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑMn ⊂Nn+1 ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ ~
 ×Nn+1, ÔÒÁÎÓ-×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ Mn ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.2) ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Nn+1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : D2 → Nn+1, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ �D2 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ~
.3) ÷ ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ f(Mn), g(D2) É ~
 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. 24



212. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ RP 2 ÎÅÌØÚÑ ×ÌÏÖÉÔØ× R3.213. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ RP 2 × R3.2.8. óÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. éÎÄÅËÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ214. ðÕÓÔØ M2|ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, ÇÄÅ g > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ-�ÅÎØ ÌÀÂÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S2→M2 ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.215. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg(fg) = (deg f)(deg g).216. ðÕÓÔØ P (z)| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ C→ C, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z 7→ P (z), �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÌÁÄËÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ CP 1→ CP 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.217. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : Sn→ Sn ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �f : �Sn→
→�Sn, ÏÔÏÂÒÁÖÁÑ Sn × {t} × Sn × {t} �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ f ÄÌÑ ×ÓÅÈ t. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg f = deg�f .218. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2 RPn É RPm ×
RPn+m.219. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ CPn É CPm ×
CPn+m.220. ðÕÓÔØ �(Mp; N q)|�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ (p+q)-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(Mp; Nq) = (−1)pq�(Nq ;Mp).221. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÚÁ�Å�ÌÅ-ÎÉÑ lk Ä×ÕÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉ×ÙÈ 
1É 
2 × R3 (ÉÌÉ × S3) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ.Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅË�ÉÀ ÄÁÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ × ÏÂÝÅÍ �Ï-ÌÏÖÅÎÉÉ É ÂÕÄÅÍ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÉ×ÁÑ
1 �ÒÏÈÏÄÉÔ �ÏÄ ËÒÉ×ÏÊ 
2. ëÁÖÄÏÍÕ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ"i =±1 (ÒÉÓ. 2.1). ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ lk(
1; 
2)| ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈÞÉÓÅÌ "i.

c2

c1

εi = −1

c2

c1
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Â) îÁÔÑÎÅÍ ÎÁ ËÒÉ×ÕÀ 
1 ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ C1 (ÜÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÁÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ C1 ÓÌÕÖÉÔ ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ 
1). ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ lk(
1; 
2)|ÜÔÏ ÉÎÄÅËÓ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ C1 É ËÒÉ×ÏÊ 
2 × R3.×) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÓË D4, ËÒÁÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÉÔ ÄÁÎÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S3.îÁÔÑÎÅÍ × D4 ÎÁ ËÒÉ×ÙÅ 
1 É 
2 (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ) �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ C1É C2. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ lk(
1; 
2)| ÜÔÏ ÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ C1 É C2 × D4.Ç) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T 2 = 
1 × 
2→ S2, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔ �ÁÒÅ (x; y), ÇÄÅ x ∈ 
1 É y ∈ 
2, ÔÏÞËÕ # –xy
| # –xy| ∈ S2. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÚÁ�Å�-ÌÅÎÉÑ lk(
1; 
2)| ÜÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.2.9. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ222. äÁÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Mn. ðÏÓÔÒÏÊÔÅÎÁ Mn ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÍÕ k-ÍÅÒÎÏÍÕ ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ ÔÒÉ-ÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÂÙ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÎÄÅËÓÁ (−1)k (ÓÉÍ�ÌÅËÓÙÉ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ.)223. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Mn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ, ÔÏ ÎÁ Mn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÂÅÚÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.224. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÎÄÅËÓÏ× ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.225. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÏÌÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ (Ô. Å. × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÚÁÄÁÎÁ �ÒÑÍÁÑ ÉÚ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏ-ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á), ÔÏ ÎÁ Î£Í ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈÔÏÞÅË.çÌÁÄËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ)Mk ⊂

⊂ Rn+k ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÓÎÁÝ£ÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈Mk ÚÁÄÁÎ ÏÒÔÏ-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× v1(x); : : : ; vn(x), ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ TxMk;�ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ vi(x) ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x. ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÓÎÁÝ£ÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k.ä×Á ÏÓÎÁÝ£ÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Mk0 É Mk1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÓÎÁÝ£ÎÎÏ ËÏ-ÂÏÒÄÁÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ × Rn+k+1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅW k+1, ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
• W k+1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ × �ÏÌÏÓÅ 06 xn+k+1 6 1;
• ËÒÁÊ W k+1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Mk0 É Mk1 , �ÒÉÞ£Í ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ xn+k+1 = 0 É xn+k+1 = 1;26



• W k+1 �ÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÜÔÉÍ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ;
• ÎÁ W k+1 ÚÁÄÁÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅË-ÔÏÒÏ×, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÅ ÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÎÙ ÎÁ Mk0 É Mk1 .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÏÓÎÁÝ£ÎÎÏ ËÏÂÏÒÄÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ k × Rn+k ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ 
kfr(n+ k).226. úÁÄÁÊÔÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
kfr(n + k) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù(ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ).227. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
0fr(n)∼= �n(Sn) �ÒÉ n> 1 (èÏ�Æ).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
kfr(n + k)∼= �n+k(Sn) �ÒÉ k > 0 É n> 1 (ðÏÎÔÒÑ-ÇÉÎ).228. ï�ÉÛÉÔÅ ÏÓÎÁÝ£ÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × 
1fr(3), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ èÏ�ÆÁ p : S3→ S2.2.10. �ÅÏÒÉÑ íÏÒÓÁ229. ðÕÓÔØ U ⊂ Rn | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : U → R | ÇÌÁÄËÁÑÆÕÎË�ÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ A : Rn→RÆÕÎË�ÉÑ f +A ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ.230.ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅMn ×ÌÏÖÅÎÏ × Rm. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ a∈RmÉ �ÏÌÏÖÉÍ f(x) = ‖x− a‖2 ÄÌÑ x ∈Mn.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ∈Mn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ � = x − a ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ TxMn.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ a ∈ Rm ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = ‖x − a‖2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ íÏÒÓÁ.ðÕÓÔØ f |ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Mn. åÓÌÉ ÎÁ Mn ÚÁ-ÄÁÎÁ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ, ÔÏ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÄÉÅÎÔ-ÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ grad f , ËÏÔÏÒÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ v ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Mn×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (grad f; v) = v(f), ÇÄÅ v(f)|�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÉ f �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ v.231. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ gradf ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÆÕÎË�ÉÉ f , �ÒÉÞ£Í ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÏÓÏ-ÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞËÁÍ.232. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÉÎÄÅËÓ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ grad f ÒÁ×ÅÎ (−1)i, ÇÄÅi|ÉÎÄÅËÓ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ÆÕÎË�ÉÉ f .27



233. ðÕÓÔØ f |ÆÕÎË�ÉÑ íÏÒÓÁ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Mn.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ n∑i=1(−1)i
i, ÇÄÅ 
i|ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÉÎÄÅËÓÁ i, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ f .234. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉMn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÆÕÎË�ÉÑ íÏÒÓÁ f , ÉÍÅÀÝÁÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅÔÏÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Mn ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Sn.235. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ íÏÒÓÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÔÏÒÅ É ÕËÁÖÉÔÅ Å£ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ.236. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ íÏÒÓÁ ÎÁ Sn Á) Ó Ä×ÕÍÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉÔÏÞËÁÍÉ; Â) Ó 2n + 2 ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (�Ï Ä×Å ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÇÏÉÎÄÅËÓÁ ÏÔ 0 ÄÏ n).237. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ íÏÒÓÁ ÎÁ RPn.238. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ íÏÒÓÁ ÎÁ CPn.
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çìá÷á 3. çïíïìïçéé é ëïçïíïìïçéé3.1. çÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉÓ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÉËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ.239. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏÉÚ n ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.240. ðÕÓÔØ K|Ó×ÑÚÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏH0(K;F ) = F .241. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ.Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÁÎÉ�Ù n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ.242. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÞËÉ.ãÅ�ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �Å�ÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× C∗ É C ′

∗
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× 'k : Ck → C ′k , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�′k'k = 'k−1�k. ãÅ�ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 'k : Ck → C ′k ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× '∗ : Hk(C∗)→Hk(C ′

∗
). ðÒÉ ÜÔÏÍ (' )∗ = '∗ ∗.243. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : K → L ÉÎÄÕ-�ÉÒÕÅÔ �Å�ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fk : Ck(K)→ Ck(L), ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:fk([a0; : : : ; ak℄) =={[f(a0); : : : ; f(ak)℄; ÅÓÌÉ f(ai) 6= f(aj) �ÒÉ i 6= j;0; ÅÓÌÉ f(ai) = f(aj) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i 6= j:åÓÌÉ ÄÌÑ �Å�ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f; g : C → C ′ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Dk : Ck → C ′k+1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�k+1Dk +Dk−1�k = gk − fk, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï D ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �Å�ÎÏÊ ÇÏ-ÍÏÔÏ�ÉÅÊ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÊ f É g.244. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �Å�ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; g : C → C ′ �Å�ÎÏÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ, ÔÏ f∗ = g∗.245. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.ðÕÓÔØ K|ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. åÇÏÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ �(K) = a0 − a1 + a2 − : : :: : :+ (−1)nan, ÇÄÅ ai|ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï i-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× × K.29



246. ðÕÓÔØ bk=dimHk(K;F ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(K)= b0− b1+ b2− : : :: : :+ (−1)nbn.247. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ: Á) S2; Â) T 2; ×) RP 2; Ç) ×ÓÅÈÚÁÍËÎÕÔÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. (úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ �ÏÌÑ?)248. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �Å�ÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ V A
−→ V A

−→ V ,ÇÄÅ A|ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A2 = 0.
∗ ∗ ∗249. ðÕÓÔØ K|Ó×ÑÚÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏH0(K;F ) = F .250. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A : U → V É B : V →W |ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ BA = 0, ÔÏ KerA∗= ImB∗|Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÌÑ KerB= ImA.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hk(K;F ) | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÌÑHk(K;F ). 3.2. �ÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÁÒÙ251. äÌÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏHk(X;Y )∼=Hk(X ∪ CY;CY );ÇÄÅ CY |ËÏÎÕÓ ÎÁÄ Y .252. äÌÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏHk(X;Y )∼=Hk(X ∪ CY )�ÒÉ k > 2.253. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ �ÁÒÙ (Dn; Sn−1) É ÓÉÎÇÕ-ÌÑÒÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Sn, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÔÏÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÁÒÙ(Dn; Sn−1).254. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÂÕËÅÔÁ X ∨ Y ÞÅÒÅÚ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ X É Y .255. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ �ÁÒÙ (Sp × Sq ; Sp ∨ Sq).256. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Sp × Sq.�ÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ|÷ØÅÔÏÒÉÓÁÄÌÑ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ257. ðÕÓÔØ K | ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, K0 É K1 | ÔÁËÉÅ ÅÇÏ�ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓÙ, ÞÔÏ K =K0 ∪K1. ðÏÌÏÖÉÍ L=K0 ∩K1.30



Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ0→ C∗(L) (j0;−j1)
−−−−−→ C∗(K0)⊕ C∗(K1) (i0;i1)

−−−−→ C∗(K)→ 0;ÇÄÅ ja : L→Ka É ia : Ka→K|ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: : :→Hk(L)→Hk(K0)⊕Hk(K1)→Hk(K)→Hk−1(L)→ : : :(�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ|÷ØÅÔÏÒÉÓÁ).258. ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ|÷ØÅÔÏÒÉÓÁ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÒÁ T 2.259. ðÕÓÔØ K | ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, �K | ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁÎÁÄK. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hk(�K)∼=
∼= ~Hk−1(K).260. Á) ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ|÷ØÅÔÏÒÉÓÁ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÚÌÁ × S3 (ÏÔ×ÅÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÕÚÌÁ).Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ × S3, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚn Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ (ÏÔ×ÅÔ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n).261. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ|÷ØÅÔÏ-ÒÉÓÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÁ.3.3. ëÌÅÔÏÞÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ262. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ CPn (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É CP∞) Ó ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ × Z.263. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ RPn (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É RP∞) Á) Ó ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z2; Â) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z.264. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ Tn Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ× Z.265. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z Á) ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ; Â) ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈÄ×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.266. ðÕÓÔØ X|CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ, H1(X)| ÇÒÕ��Á ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H1(X) = �1(X)=[�1(X); �1(X)℄.267. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÇÏ 2-ÍÅÒÎÏÇÏ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÁ,ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ËÁË Õ ÔÏÞËÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÏÓÔÏ×Á ×ÏÚØÍÉÔÅ S1 ∨ S1 É �ÒÉËÌÅÊÔÅ Ë ÎÅÍÕ Ä×ÅÄ×ÕÍÅÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ �Ï ÓÌÏ×ÁÍ a5b−3 É b3(ab)−2.)31



ðÕÓÔØ p É q|×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í p > 3.úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S3 ⊂ C2 ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕ��Ù ZpÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:(z; w) 7→ (exp(2�i=p)z; exp(2�iq=p)w):æÁËÔÏÒ ÓÆÅÒÙ S3 �Ï ÔÁËÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù Zp ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÉÎÚÏ×ÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ L(p; q).268. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ L(p; q) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z.269. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ S∞ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C∞, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚÔÏÞÅË (z1; z2; : : :), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ∑
|zi|2 = 1. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ S∞ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: (z1; z2; : : :)∼ ("z1; "z2; : : :), ÇÄÅ "=exp(2�i=m).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L∞m =S∞=∼ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÌÉÎÚÏ×ÙÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L∞m Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ Z.270. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ çÒÁÓÓÍÁÎÁGCn;∞ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × C∞) ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z.271. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ çÒÁÓÓÍÁÎÁGRn;∞ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R∞) ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z2.272. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ çÒÁÓÓÍÁÎÁG2;4 Á) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z2; Â) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Z.3.4. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ273. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Ó ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ Z.274. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕ��Ù ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Ó ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ Zp, p 6= 2.275. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á H1(X ;Z) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.276. ðÕÓÔØ Hi(X ;Z) = Zni ⊕ Ti É H i(X ;Z) = Zmi ⊕ T i, ÇÄÅ Ti É T i|ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ mi = ni É T i ∼= Ti−1.277. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÌÉÎÚÙ L(p; q) ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ Zp.3.5. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ278. ðÕÓÔØ i∗ : Hn(�Wn+1)→Hn(Wn+1)|ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÙÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÅÍ. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅWn+1 ÏÒÉ-32



ÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, Á ÅÇÏ ËÒÁÊ �Wn+1 Ó×ÑÚÅÎ, ÔÏ i∗ = 0 ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Z É
Z2, Á ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ i∗ = 0 ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Z2.279. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : �Wn+1→Mn|ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏ-ÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : Wn+1 →Mn, �ÒÉÞ£Í ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅWn+1 ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, Á ÅÇÏ ËÒÁÊ �Wn+1 Ó×ÑÚÅÎ, ÔÏ deg f = 0.280. ðÕÓÔØMn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Hk(Mn)∼=
∼= Zak ⊕ Tk É Hk(Mn) ∼= Zbk ⊕ T k, ÇÄÅ Tk É T k|ËÒÕÞÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ak = an−k, bk = bn−k, Tk ∼= Tn−k−1, T k ∼= Tn−k+1 É T 1 = 0.281. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Mn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á R|ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ-�ÅÊ, ÔÏ Hn(Mn;R)∼={R ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ Mn;R=2R ÄÌÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ Mn:Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Mn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ, ÔÏ ÇÒÕ��Á Hn−1(Mn;Z) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á ÅÓÌÉMn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á ËÒÕÞÅÎÉÑ × Hn−1(Mn;Z)ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z2.282. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hk(Mn \ IntDn) ∼= Hk(Mn) �ÒÉ 1 6 k 6 n − 2.(úÄÅÓØ Dn|ÛÁÒ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ.)283. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Mn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 282 ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ É �ÒÉ k = n − 1.óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ ÌÉ ÚÄÅÓØ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Mn? á ÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÕÅÍÏÓÔØ?284. ðÕÓÔØ Mn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, �ÒÉÞ£ÍÅÇÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ �Mn ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÍÕ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏMn| ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓÆÅÒÁ, Ô. Å. Hk(Mn)∼=
∼=Hk(Sn) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k.285. Á) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Mn1 →Mn2 ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕ�ÉÒÕ-ÅÔ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��. (õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ-ËÒÙÔÉÅ ~Mn2 →Mn2 , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÄÇÒÕ��Å f∗�1(Mn1 ), É �ÏÓÔÒÏÊÔÅ�ÏÄÎÑÔÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ. ïÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÉ,ËÏÇÄÁ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔÏ×.)Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÁÓÆÅÒÕ Ó h ÒÕÞËÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g > h.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ � ÎÁÄ Z �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓ-ÌÉ � 6=m�, ÇÄÅ m ∈ N, m > 1, É �|ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓÎÁÄ Z. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m� = 0, ÔÏ � = (m + 1)�, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ.33



286. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ËÒÉ×ÁÑ fÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ � ∈H1(M2), ÇÄÅM2|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÌÉÂÏ � = 0, ÌÉÂÏ �|�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ.287. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M2 ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ ËÒÉ×ÏÊ.3.6. õÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ288. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m> n, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : RPm → RPn ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗ : Hk(RPn;Z2)→
→Hk(RPm;Z2) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k > 1.289. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m> n, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : RPm → RPn ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗ : Hk(RPm;Z2)→
→Hk(RPn;Z2) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k > 1.290. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m > n, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ f : RPm → RPn ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗ : �1(RPm)→
→ �1(RPn).291. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ �Å�ÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ÄÌÑ ÔÏÒÁ T 2 É ÄÌÑ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S1 ∨ S1 ∨ S2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ËÏÌØ�Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÜÔÉÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.292.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Á ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× RP 3 É RP 2∨S3Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ Z ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ Z2 ÎÅ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙ.293. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : CPn→ CPn ÒÁ×ÎÁ �n,ÇÄÅ � ∈ Z.294. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁf : CPn→CPn, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.295. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍf : CPn→CPn, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.296. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M4k+2|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ dimH2k+1(M4k+2;R)|Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.3.7. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ìÅÆÛÅ�ÁÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ297. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÓÆÅÒÕ Sn, n> 3, ×ÌÏÖÅÎÏ m �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�Å-ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓÆÅÒ Sn−2. ðÕÓÔØ X|ÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÏÍÏ-ÌÏÇÉÉ X . 34



298. ðÕÓÔØ Mn−1 ⊂ Sn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ Mn−1 ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ É Sn \Mn−1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔ.299. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RP 2 ÎÅÌØÚÑ ×ÌÏÖÉÔØ × R3.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RP 2 ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × R4.300. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÄÅËÓ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ × Sn × Sn.301. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M2n|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ�(M2n)≡ dimHn(M2n;Z2) (mod 2):302. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅMm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁ-ÅÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Wm+1, ÔÏ �(Mm)|Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.303. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ RP 2n É CP 2n ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÑÍÉËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.304. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ RP 2n+1 É CP 2n+1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁ-ÑÍÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.305. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÉËÌÏ× ÚÁÄÁÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀÆÏÒÍÕ ÎÁ Hn(M2n)=Tn, ÇÄÅ Tn | �ÏÄÇÒÕ��Á ËÒÕÞÅÎÉÑ, É ÆÏÒÍÕ ÎÁHn(M2n;R).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ Þ£ÔÎÙÈ n ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ (ÆÏÒÍÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, Á �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ n ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÆÏÒÍÁ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË.ðÕÓÔØ �(M4n)|ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ (ÉÎÄÅËÓ) ÆÏÒÍÙ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M4n.306. ðÕÓÔØ M4n1 É M4n2 |ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(M4n1 #M4n2 ) = �(M4n1 ) + �(M4n2 ).307. ðÕÓÔØM4k|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÅÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑW 4k+1. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ �(M4k) = 0.3.8. �ÅÏÒÅÍÁ ëÀÎÎÅÔÁ308. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÕÅÍÙ.309. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Sn ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.310. ðÕÓÔØ K É L|ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ �(K × L) = �(K)�(L). 35



311. ðÕÓÔØ n > m > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Sn × RPm É Sm × RPn ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊÕ ÎÉÈ ÒÁÚÎÙÅ.312. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× S2 ×
× RP∞ É RP 2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á ÇÒÕ��Ù ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Õ ÎÉÈ ÒÁÚÎÙÅ.

∗ ∗ ∗313. Á) ðÕÓÔØ K = n⋃i=1Li, ÇÄÅ Li|ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÅ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓÙ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �i ∈Hpi(K), pi > 0, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ�1 
 : : :
 �n ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × �K ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ,Ô. Å. 
up-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.314. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RPn É CPn ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑ n ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÈ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓÏ×.Â) ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ RPn É CPn × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ n+ 1 ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÈ�ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓÏ×.3.9. �ÅÏÒÅÍÁ ìÅÆÛÅ�Á. �ÅÏÒÅÍÁ çÕÒÅ×ÉÞÁ315. Á) ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Sn→ Sn ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ deg f 6= (−1)n+1.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.316. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : RP 2n→ RP 2n ÉÍÅÅÔ ÎÅ-�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.317. ðÕÓÔØ f : CPn→ CPn|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ìÅÆÛÅ�Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÒÁ×ÎÏ 1 + � + �2 + : : : + �n, ÇÄÅ� ∈ Z.318. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n Þ£ÔÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ f : CPn→ CPn ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.319. ðÕÓÔØ K|ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, f : K →K|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, p|�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, fp = f ◦ : : : ◦ f
︸ ︷︷ ︸p . äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ �(fp)≡ �(f) (mod p). (úÄÅÓØ �(f)|ÞÉÓÌÏ ìÅÆÛÅ�Á.)320. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄ Á�ÉËÌÉÞÎÙÍ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ.Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄËÏÔÏÒÙÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ. 36



3.10. �ÅÏÒÅÍÁ çÕÒÅ×ÉÞÁ. �ÅÏÒÉÑ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ321. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ M3 ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ S3.322. ðÕÓÔØ Mn (n > 3)| ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n,�ÒÉÞ£Í �k(Mn) = 0 �ÒÉ k 6 n=2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Mn ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÆÅÒÅ Sn.323. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄ Á�ÉËÌÉÞÎÙÍ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ.Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄËÏÔÏÒÙÍ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ.324. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K (Ó ÏÔ-ÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ) É ÌÀÂÏÇÏ (n − 1)-Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X (Ó ÏÔ-ÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x0) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ[K;X ℄←→Hn(K;�n(X)).325. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉK|n-ÍÅÒÎÙÊ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù Hn(K;Z) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ f∗�, ÇÄÅ �|ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÁÑ ÇÒÕ��Ù Hn(Sn;Z) É f : K→ Sn|ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.326. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RP∞|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÉ�Á K(Z2; 1).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ CP∞|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÉ�Á K(Z; 2).327. Á) ðÕÓÔØ Xn|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË Cn Ó �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ-ÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Xn|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÉ�Á K(Pn; 1).(÷ÏÚÎÉËÁÀÝÕÀ ÚÄÅÓØ ÇÒÕ��Õ Pn ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÕ��ÏÊ ËÒÁÛÅÎÙÈ ËÏÓ ÉÚ nÎÉÔÅÊ.)Â) ðÕÓÔØ Yn |ÆÁËÔÏÒ Xn �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù Sn (�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉËÏÏÒÄÉÎÁÔ). �ÏÇÄÁ Yn |�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÉ�Á K(Bn; 1). (÷ÏÚÎÉËÁÀÝÕÀÚÄÅÓØ ÇÒÕ��Õ Bn ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÕ��ÏÊ ËÏÓ ÉÚ n ÎÉÔÅÊ.328. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ S∞ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C∞, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚÔÏÞÅË (z1; z2; : : :), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ∑
|zi|2 = 1. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ S∞ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: (z1; z2; : : :)∼ ("z1; "z2; : : :), ÇÄÅ "=exp(2�i=m).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L∞m = S∞=∼|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÉ�Á K(Zm; 1).329. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏHn(L∞m ) ={

Zm ÄÌÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ n;0 ÄÌÑ Þ£ÔÎÙÈ n > 0:330.ðÕÓÔØM3|ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ, �ÒÉÞ£Í �2(M3) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M3|�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÔÉ�Á K(�; 1).331. ðÕÓÔØ X|ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ CW -ËÏÍ�ÌÅËÓ ÔÉ�Á K(�; 1). äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á � ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.37
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