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Светлой памяти 
АНДРЕЯ АНДРЕЕВИЧА МАРКОВА, 

создателя теории алгорифмов

ПРЕДИСЛОВИЕ

которое автор советует прочесть особенно внимательно

Современное школьное математическое образова­
ние ориентировано главным образом на воспитание 
у учащихся функционального мышления, на умение 
обращаться с непрерывными математическими объ­
ектами. Намечаемые изменения в школьных про­
граммах по математике идут в том же направлении. 
Вместе с тем в последнее время стали интенсивно 
разрабатываться новые области применения матема­
тики: составление программ для вычислительных 
машин, некоторые аспекты кибернетики и исследо­
вания операций, математическая экономика, матема­
тическая лингвистика и т. д. Освоение этих областей 
науки наряду с совершенствованием классического 
аппарата требует развития комбинаторной техники, 
анализа дискретного и создания новых плодотворных 
абстракций. Перечисленные стороны математики 
должны освещаться и в научно-популярной лите­
ратуре.

* * *

С опушки леса в чащу ведет множество тропинок. 
Они извилисты, они сходятся, расходятся вновь и пе­
ресекаются одна с другой. На прогулке можно только 
заметить обилие этих тропинок, походить по некото­
рым из них и проследить их направление в глубь 
леса. Для серьезного изучения леса нужно идти по 
тропинкам, пока они вообще различимы среди сухой 
хвои и кустиков черники. Для того чтобы добыть дары 
леса, приходится вовсе покидать хоженые тропинки 
и продираться сквозь сплетения колючих ветвей и 
сучьев.



Настоящую брошюру можно рассматривать как 
описание одной из возможных прогулок по опушке 
современной математики. Изложение основных фак­
тов, относящихся к признакам делимости, является 
в ней поводом затронуть некоторые довольно аб­
страктные вопросы дискретной математики. К числу 
таких вопросов относятся, прежде всего, утверждения 
элементарной теории чисел, группирующиеся вокруг 
основной теоремы арифметики и анализа канониче­
ского разложения натурального числа на простые 
множители. Далее, сама делимость чисел рассматри­
вается как отношение на множестве целых чисел, т е. 
как реализация довольно общего и абстрактного по- 
нятия^ Наконец, признаки делимости трактуются 
здесь как алгорифмы, перерабатывающие каждое 
число в ответ, делится ли оно на данное число или 
не делится. Автор счел целесообразным среди при­
знаков делимости особо выделить «признаки равно- 
остаточности», перерабатывающие числа в остатки 
при их делении на данное число.

Для того чтобы оттенить разнообразные взаимо­
связи между отдельными математическими фактами 
и возможности различных подходов к одному и тому 
же предмету, некоторые утверждения устанавли­
ваются двумя различными путями.

* * *

Книжка рассчитана на школьников старших клас­
сов, интересующихся математикой и (если не считать 
нескольких упоминаний о формуле бинома) не пред­
полагает никаких предварительных знаний, кроме 
умения производить несложные тождественные пре­
образования. Однако логическая структура мате­
риала довольно сложна, так что усвоение его во всех 
деталях может потребовать немало внимания и тер­
пения.

Читателю можно порекомендовать следующий 
план изучения книжки.

При первом чтении можно ограничиться лишь 
основным текстом § 1—4 и не решать задач (за 
исключением задач № 31, 34, 36, 45, 47, 49, 50). Это 
даст общее, описательное знакомство с предметом. 
Так как большинство неискушенных в математике 
людей убеждены в изначальной справедливости тео­



ремы об однозначном разложении натурального 
числа на простые множители (считая ее, по-видимому, 
своего рода аксиомой), они могут понимать теоремы 
9—13 как ее следствия.

При втором чтении нужно попытаться самостоя­
тельно доказать все теоремы в том порядке, в каком 
они приведены. Чтобы читатель не поддавался слиш­
ком часто соблазну пользоваться готовыми доказа­
тельствами теорем, все эти доказательства отнесены 
в особый раздел. Исключение составляет доказатель­
ство теоремы 7, которое призвано служить камер­
тоном, настраивающим читателя уже при первом чте­
нии на должный уровень строгости.

При втором же чтении следует изучить § 5, а так­
же решать задачи основного текста.

Наконец, при третьем чтении изучается текст, на* 
бранный мелким шрифтом, и относящиеся к нему за­
дачи.

Читателю, желающему углубить свои познания 
в области теории чисел, следует обратиться к класси­
ческому курсу: В и н о г р а д о в  И. М. Основы теории 
чисел. — М.: Наука, 1981.

Изучение абстрактной теории отношений на мно­
жестве и дальнейших связанных с этим вопросов 
можно рекомендовать по книгам: К у р о ш А. Г. Лек­
ции по общей алгебре. — М.: Наука, 1973; С к о р н я ­
к о в  Л. А. Элементы общей алгебры.— М.: Наука, 
1983 или Б и р к г о ф  Г. Теория решеток. — М.: Нау­
ка, 1984.

Наконец, более подробное и систематическое разъ­
яснение понятия алгорифма содержится в книге: 
Т р а х т е н б р о т  Б. А. Алгоритмы и машинное ре­
шение задач. — М.: Физматгиз, 1960, а строгое изло­
жение теории алгорифмов можно найти в основопо­
лагающей монографии: М а р к о в  А. А. Теория алго­
рифмов.— М.: Изд-во АН СССР, 1954.— (Тр. мат. 
ин-та АН СССР им. В. А. Стеклова. — Т. 42.) или же 
в книге: М а р к о в  А. А., Н а г о р н ы й  Н. М. Теория 
алгорифмов. — М.: Наука, 1984.

Второе издание отличается от первого лишь от­
дельными редакционными улучшениями. За некото­
рые из них автор благодарен проф. Греллю (ГДР).

Н. Н, Воробьев



ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

В третьем издании по сравнению с предыдущими 
более обстоятельно разъяснена алгорифмическая 
сущность признаков равноостаточности и делимости, 
а также вводится рассмотрение таких признаков в про­
извольных системах счисления.

Вырица Н. Н, Воробьев
1979 г.

ПРЕДИСЛОВИЕ К ЧЕТВЕРТОМУ ИЗДАНИЮ

Четвертое издание отличается от третьего отдель­
ными мелкими исправлениями.

Вырица Я, Н, Воробьев
1987 г.



§ 1. ДЕЛИМОСТЬ ЧИСЕЛ

1. Сумма, разность и произведение двух целых чи­
сел— всегда целые числа. Этот факт иногда принято 
называть замкнутостью множества целых чисел по 
отношению к действиям сложения, вычитания и умно­
жения.

По отношению же к действию деления множество 
всех целых чисел замкнутым не является: частное от 
деления одного целого числа на другое может, вооб­
ще говоря, и не быть целым.

Поэтому при изучении обстоятельств, связанных 
с делением целых чисел, одним из первых встает во­
прос о выполнимости этого действия для данных двух 
чисел, т. е. о делимости этих чисел. При рассмотре­
нии остальных арифметических действий над целыми 
числами подобный вопрос, очевидно, не возникает.

В дальнейшем мы будем считать известными 
основные свойства арифметических действий над це­
лыми числами, а также простейшие свойства равенств 
и неравенств. Под «числом» всегда, если не оговорено 
противное, далее будет пониматься ц е л о е  число.

Как обычно, целые неотрицательные числа: 0, 1,
2, . . .  будут называться натуральными. Говоря о всех 
натуральных числах, мы будем пользоваться терми­
ном множество всех натуральных чисел.

О п р е д е л е н и е .  Число а делится на число b (или, 
что то же самое, число Ь делит число а), если суще­
ствует такое число с, что а — Ьс.

Этот факт называется делимостью числа а на 
число Ь и обозначается как а • Ъ.

Подчеркнем, что запись а • Ь означает не какое-то 
д е й с т в и е ,  которое надлежит произвести чад числа­
ми а и Ь, а некоторое у т в е р ж д е н и е ,  касающееся 
этих чисел. В зависимости от того, каковы числа а и



Ъ, утверждение а • Ь может быть верным или невер* 
ным. Так, например, 4 • 2 зерно, а 4 • 3 — нет.

Для выяснения того, является ли утверждение 
а • Ь верным или нет, т. е. для выяснения делимости 
числа а на число Ь, имеется довольно много разно­
образных способов. Один из них состоит в непосред­
ственном делении числа а на число Ь. Однако такое 
деление часто оказывается слишком долгим и уто­
мительным занятием, и естественно появляется жела­
ние установить истинность интересующей нас дели­
мости, не производя фактического деления. Не лиш­
ним представляется и такое соображение: пока нас 
интересует т о л ь к о  ф а к т  д е л и м о с т и  числа а на 
число Ь\ если же мы выполним деление, то мы по­
путно узнаем еще и частное от этого деления и оста­
ток от него (если деление нацело «не получилось»)? 
все эти числа, однако, для нас никакой ценности не 
представляют, так как мы в данный момент интере­
суемся только тем, будет ли остаток от деления 
равен нулю или нет. Значит, есть основания предпола­
гать, что, выполняя деление, мы какую-то (и, по-види­
мому, немалую) часть работы потратили на получе­
ние «отходов производства». Можно надеяться, что 
более прямые способы выяснения делимости, чем 
«грубое» деление, которые не дадут нам столь обиль­
ных отходов, будут экономнее и позволят установить 
факт делимости более коротким путем. Эти надежды 
в действительности оправдываются, и такие способы 
выяснения делимости существуют. Они называются 
признаками делимости.

Некоторые признаки делимости, несомненно, из­
вестны читателю. Целью этой книжки является рас­
смотрение различных признаков делимости, главным 
образом с принципиальной стороны.

Сущность всякого признака делимости на данное 
число Ь состоит в том, что при его помощи вопрос
о делимости любого числа а на Ъ сводится к вопросу
о делимости на Ь некоторого числа, меньшего чем а. 
(Нетрудно видеть, что проверка делимости обычным 
делением также основана на этой идее.)

Таким образом, признак делимости является ма­
тематическим объектом весьма распространенной, 
хотя и не бросающейся в глаза природы. Это не 
формула, не теорема, не определение, а некоторый 
п р о ц е с с ,  совершенно такого же типа, что и процесс



умножения чисел «столбиком» или, скажем, процесс 
вычисления одного за другим членов арифметической 
прогрессии.

Понятие признака делимости будет уточнено 
в следующем параграфе.

2. В определении делимости чисел ничего не гово­
рится о том, сколько различных значений может 
иметь частное от деления данного числа а на данное 
число Ь. Выясним здесь этот вопрос до конца, чтобы в 
дальнейшем к нему больше не возвращаться.

Пусть
а =  Ьс (1. 1)

и вместе с тем
а =  Ьс'.

Из этих равенств мы получаем
be — Ьс',

или
Ь(с — с') =  0.

Если при этом Ь Ф  0, то с — </ =  0, т. е. с — с*. Если 
же 6 =  0, то, очевидно, и а —  0, а равенство ( 1.1) 
выполняется при любом с.

Таким образом, на нуль делится только нуль, 
а частное от такого деления неопределенно. Именно 
это и имеется в виду, когда говорят о невозможности 
«деления на нуль». Если же делитель отличен от нуля 
и делимость имеет место, то частное имеет одно, 
вполне определенное значение.

Говоря о делении, мы всегда будем предполагать 
делитель отличным от нуля.

Установим несколько простейших свойств дели­
мости.

Т е о р е м а  1. а • а.
Это свойство делимости называется ее рефлексив­

ностью (или возвратностью).
Т е о р е м а  2. Если а • Ь и Ь • с, то а \ с.
Это свойство делимости называется ее транзитив­

ностью (или переходностью).
Т е о р е м а  3. Если а \ Ь  и Ь \ а, то либо а =  Ь, 

либо а — — Ь (антисимметричность делимости).
Т е о р е м а  4. Если а \ Ь  и | b | >  | а |, то а =  0.
С л е д с т в и е .  Если а \ Ь  и а ф  0, то | а | ^ | 6 |.



Т е о р е м а  5. Д ля того чтобы а \ Ь, необходимо 
и достаточно, чтобы | а | |  Ь |.

На основании этой теоремы в дальнейшем доста­
точно ограничиваться'рассмотрением случая, к о г д а  
д е л и т е л ь  е с т ь  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о .  Рав­
ным образом делимость произвольных целых чисел 
сводится к делимости неотрицательных чисел.

Т е о р е м а  6. Если а1 \Ь , а  ̂ • Ь, . . . ,  ап • Ь, то 
fat +  +  . . .  +  ап) * Ь.

С л е д с т в и е .  Если сумма двух чисел и одно из 
слагаемых делится на некоторое число Ь, то другое 
слагаемое также делится на Ь.

Не следует считать все эти теоремы очевидными 
и не нуждающимися в каком-либо особом доказатель­
стве. Дело здесь даже не в том, что в математике 
доказательству подлежит всякое утверждение, кроме 
аксиом и определений. Доказательства этих фактов 
(например, того, что всякое число делится на себя) 
принципиально необходимы, так как они не могут 
быть получены только из определения делимости, 
а нуждаются в использовании свойств самих чисел.

Разобраться в этом подробнее поможет нам следующий при­
мер. Такого рода примеры часто называются моделями.

Очевидно, сумма, разность и произведение четных чисел все­
гда четны. Вместе с тем деление одного четного числа на другое 
не всегда выполнимо, а если и выполнимо, то частное не обяза­
тельно четно. Поэтому можно ввести понятие ч е т н о й  д е л и ­
м о с т и  четных чисел.

О п р е д е л е н и е .  Четное число а четно делится на четное 
число Ь, если существует такое четное число с, что а =  Ьс.

Очевидно, для четной делимости теорема 1 неверна, так как, 
например, не существует такого четного числа с, для которого 
а =  ас.

К вопросам, связанным с четной делимостью четных чисел, 
мы еще будем несколько раз возвращаться.. Пример четной дели­
мости показывает, что можно строить различные теории делимо­
сти с различными свойствами, и теоремы, верные для одних та­
ких теорий, могут оказаться неверными для других.

Задачи. Доказать следующие утверждения.
1 . 0 \  а.
2. а ': 1.
3. Если 1 • а, то а —  1.
4. Каково бы ни было а ф  0,- существует такое 

отличное от а число Ь, что Ь • а.



5. Каково бы ни было число а, существует такое 
число Ь, что из Ь j с и с • а следует либо с — Ь, либо 
с — а.

6. Доказать теоремы, аналогичные теоремам 2, 3, 4 и 5, для 
четной делимости.

7. Построить такую теорию («модель») делимости, в которой 
теоремы 1, 3 и 4 были бы верными, а теоремы 2 и 6 — нет.

3. Уже при самом беглом знакомстве с конкрет­
ными фактами делимости бросается в глаза следую­
щее обстоятельство: возможности делимости чисел 
практически не связаны с их величиной. С одной сто­
роны, существуют маленькие числа, которые делятся 
на сравнительно большое количество чисел. Например, 
12 делится на 1, 2, 3, 4, 6 и 12; число 60 имеет 12 де­
лителей. Таким богатым делителями числам можно 
противопоставить весьма большие числа, которые 
имеют минимальное число делителей, т. е. 2 (согласно 
теореме 1 и задаче 2 каждое отличное от единицы 
число делится хотя бы на два различных числа). Хотя 
в действительности и известны некоторые закономер­
ности, связывающие свойства делимости чисел с их 
величиной, но эти закономерности носят столь слож­
ный и запутанный характер, что мы не будем их 
здесь касаться.

4. Тем более интересным оказывается тот факт, 
что сама делимость позволяет установить среди чисел 
некоторый порядок, отличающийся от их обычного по­
рядка по величине, но имеющий с ним много общего.

В самом деле, вдумаемся, какой точный смысл 
вкладывается в слова о возможности упорядочить 
натуральные числа по их величине. Под этой возмож­
ностью, как нетрудно видеть, понимается то, что для 
некоторых пар чисел а и Ь имеет место отношение 
«больше или равно»:

а7>Ь,

которое означает, что разность а — Ь неотрицательна 
(т. е. должно существовать такое натуральное число
с, что а==Ь-\-с). Но ведь и явление делимости со­
стоит в том, что отдельные пары чисел а и Ъ подчи­
няются некоторому, вполне определенному условию 
(именно: существует такое целое с, что а =  Ьс)\ Та­
ким образом, отношение делимости и отношение 
«больше или равно» представляют собой понятия



одной природы, и петому можно говорить об их об­
щих свойствах или, наоборот, противопоставлять их 
друг другу.

В частности, подобно отношению делимости, отно­
шение «больше или равно» между двумя натураль­
ными числами является некоторым высказыванием 
об этих числах и может быть верным (например, 
5 ^ 3 )  или неверным (например, 3 Ш 5).

Заметим сразу же, что отношение «больше или 
равно» имеет больше общих свойств с отношением 
делимости, чем отношение «больше». Это связано 
с тем, что отношение «больше или равно», подобно 
отношению делимости, рефлексивно (действительно, 
соотношение я 1S  а справедливо для любого с ), а от­
ношение «больше» рефлексивным не является (нера­
венство а >  а не имеет места никогда). Именно по­
этому здесь в качестве отношения порядка между 
натуральными числами рассматривается отношение 
«больше или равно», а не, казалось бы, более простое 
и естественное отношение «больше».

5. Отношение ^  обладает следующими легко проверяемыми 
свойствами:

1° а Ш а (рефлексивность).
2° Если b и b а, то а =  b (антисимметричность).
3° Если а ^ Ъ  и b ^  с, то а ^  с (транзитивность).
4° Во всякой последовательности натуральных чисел

0i ^  а2 а3 Ш ••• ^  ап ^

все члены которой отличны друг от друга, найдется последнее 
число. Это свойство отношения иногда называется свойством 
полной упорядоченности множества натуральных чисел.

Свойство полной упорядоченности довольно сложно по фор­
мулировке и выглядит несколько искусственно. Одиако оно вскры­
вает чрезвычайно важные черты в строении множества натураль­
ных чисел, упорядоченных отношением Из него выводятся 
многие другие свойства этого отношения. Кроме того, мы увидим, 
*зто именно на нем основаны столь употребительные в разных 
вопросах математики рассуждения «по индукции».

В качестве полезного применения этого свойства отметим сле­
дующее: существует такое число а, что из а Ш b следует 
(здесь а и b — натуральные числа).

В самом деле, если бы такого числа не было, то мы могли бы 
по каждому ап находить такое ап+ь что ая ^  ап+ь но ап Ф  ап+ь 
Начав с произвольного аь мы получили бы последовательность

flj s=£ 0>2 £== а3 ~  • • • *= 1 ^  • • •»

в которой все члены различны и которая никогда не кончается. 
Но существование такой последовательности противоречит свой* 
ству полной упорядоченности множества натуральных чисел.



Таким образом, указанное число а действительно существует,, 
Оно называется первым, или минимальным, числом (очевидно, 
это нуль). Заметим здесь же, что мы сейчас не установили един­
ственности минимального числа. Эта единственность будет зафик* 
сирована далее специальным рассуждением.

5° Каково бы ни было число а, существует отличное от а 
число Ъ, для котррого Ъ ^ а .

Это свойство множества натуральных чисел называется его 
неограниченностью в смысле отношения

6° Каково бы ни было число а, не являющееся минимальным, 
существует такое Ь9 что аШ  Ь, а Ф  b и для любого числа с из 
а >  с >  b следует либо с =  а, либо с — Ь. Это формальное 
утверждение в переводе на содержательный язык означает, что 
каждое натуральное число, кроме нуля, имеет н е п о с р е д ­
с т в е н н о  предшествующее натуральное число. (Иначе это мож­
но сформулировать так: среди всех чисел, меньших данного, есть 
наибольшее.)

7° Либо a * z b t либо Ь ^  а. Это свойство отношения на­
зывается его дихотомичностью, а также полнотой. В мате­
матике термин «дихотомичность» обычно выражает обязатель­
ную реализацию одной из двух возможностей. Само это сло­
во греческого присхождения и означает «возможность разделе­
ния на две части».

Подчеркнем, что 1°—7° являются свойствами с а м о г о  о т ­
н о ш е н и я  на множестве всех натуральных чисел, а не свой­
ствами тех или иных чис е л ,  связываемых этим отношением. 
Поэтому вполне может оказаться, что для какого-нибудь дру­
гого отношения, связывающего числа в пары, ио не по величине, 
а каким-либо иным способом, некоторые из утверждений 1°—7° 
могут оказаться и неверными.

Задача 8. Опираясь только на свойства 1°—7° отношения 
Ш и не пользуясь никакими свойствами самих чисел и действий 
над ними:

а) доказать единственность минимального числа;
б) доказать единственность непосредственно предшествую­

щего числа;
в) сформулировать определение числа, н е п о с р е д с т в е н *  

но с л е д у ю щ е г о  за данным числом а (т.е. числа а +  1), и 
доказать его существование и единственность.

Задача 9. Проверить, какие из утверждений 1°—7° остаются 
в силе для отношения «больше» ( > ) .

6. Справедливость свойств отношения ^  (как, впрочем, и 
любого другого отношения) может быть установлена двояко. Во- 
первых, мы можем воспользоваться свойствами тех или иных чи­
сел или известными особенностями строения множества всех на­
туральных чисел. Именно так и проверялись нами свойства 1°—7°* 
Во-вторых, мы можем, уже убедившись в справделивости свойств 
1°—7°, о т в л е ч ь с я  от того, что отношение ^  связывает числа 
в пары, и выводить дальнейшие свойства этого отношения только 
из его свойств Г—7°. Так нами были доказаны существование ми­
нимального числа и утверждения задачи 8.

Второй подход к вопросу весьма употребителен в современ­
ной математике и носит название аксиоматического. При таком 
подходе устанавливаются некоторые аксиомы (в нашем случае 
ими являются утверждения 1°—7 ), которые отражают основные 
свойства изучаемых предметов и не подлежат доказательству, а 
из них чисто логическим путем, без повторного обращения к



свойствам исследуемых предметов, выводятся все остальные 
утверждения, которые называются теоремами.

Быть может, некоторым из читателей рассмотрение свойств 
отношений в отрыве от связываемых э^ими отношениями объек­
тов (например, чисел) покажется тем верхом математической аб­
стракции, который в практической жизни совершенно не нужен. 
По этому поводу следует сделать два замечания.

Во-первых, с точки зрения современной математики все при­
водимые здесь рассуждения вовсе не являются «особенно аб­
страктными». Более того, математикам уже давно приходится рас­
сматривать одновременно много отношений и даже (!) связывать 
пары различных отношений новыми отношениями (так сказать, 
отношениями «второго порядка»).

Изложенный до сих пор материал позволяет проиллюстриро­
вать примером понятие отношения между отношениями.

Пусть а, р, ...  — некоторый набор отношений, связывающих 
натуральные числа. Это значит, что для любой пары чисел а и b 
и любого отношения y  и з  нашего набора мы знаем, связывается 
ли пара а, Ь отношением у  или нет. Если а и Ь отношением у 
связаны, будем писать ayb.

Будем говорить, что отношение а  сильнее отношения р, и за­
писывать это как а з  р, если любая пара чисел, связанная отно­
шением р, оказывается, также связанной и отношением а, т. е. 
если из а$Ь следует aab.

Так, например, обозначая отношение четной делимости чя- 
рез • ,  мы можем написать • z> • . Далее, очевидно, что ^  iэ > ,

ч ч
а также ^  id • • Вместе с тем существуют естественные отно­
шения на множестве натуральных чисел, относительно которых 
н е л ь з я  утверждать, что одно из них сильнее или слабее дру­
гого. Так, например, если для двух натуральных чисел а и b 
полагать а >- Ь9 если последняя цифра в десятичной записи 
числа а больше последней цифры числа 6, то не будет ни 
ни Ш => > .

Конечно, для свободного оперирования столь сложными по­
нятиями, как отношения между отношениями, необходима спе­
циальная тренировка.

Во-вторых, такие и даже еще более отвлеченные рассуждения 
все чаще и ,чаще начинают встречаться в приложениях матема­
тики к экономике, биологии, лингвистике, военному делу. К со­
жалению, более подробные пояснения на этот счет увели бы 
нас слишком далеко от основного предмета.

7. С упорядоченностью множества натуральных 
чисел отношением ^  тесно связана возможность при­
менять метод полной индукции (называемый также 
методом совершенной индукции или методом мате­
матической индукции). Обычно этот метод приме­
няется в следующей форме. Пусть А (п )— некоторое 
утверждение, касающееся произвольного натураль­
ного числа п. Это, по существу, означает, что мы 
имеем дело с бесконечной последовательностью 
утверждений

А (0), Л (1)в •••» А (п), • • • §



каждое из которых относится к соответствующему на­
туральному числу. Предположим, что:

а) справедливо утверждение А (0) («основание ин­
дукции»)*);

б) из справедливости утверждения А (п) следует 
справедливость утверждения А (п +  1) («индуктивный 
переход»).

Принцип математической индукции утверждает, 
что в предположениях а) и б) Л (п) справедливо для 
любого натурального п .

Принцип математической индукции не является каким-то са­
мостоятельным утверждением, а может быть выведен из свойств 
Г —7° упорядочения множества натуральных чисел отноше­
нием

Действительно, предположим, что условия а) и б) принципа 
индукции для утверждений А(п) выполнены, но заключение этого 
принципа не имеет места. Последнее означает, что должны суще­
ствовать такие числа т ,  для которых утверждение А (т) неверно. 
Пусть rrii — одно из таких чисел. Если для всех п С  mi утвер­
ждение А (п) верно, то гп\ — наименьшее из чисел, для которых 
А (п) не имеет места. Если же А(п) верно не для всех п <  ти 
то должно существовать такое m2 <  т \, что А (m2) неверно.

В итоге мы приходим к некоторой последовательности раз­
личных чисел

т\ ^  т2 Ш ^  тг 2£, . . ( 1 . 2 )
для каждого из которых А(т) не имеет места. По свойству пол­
ной упорядоченности 4° в последовательности (1.2) должен быть 
последний член тг. Очевидно, число тг является наименьшим из 
всех чисел, для которых А (п) неверно.

Поскольку А (0) верно по условию, тг Ф  0, так что суще­
ствует число тп непосредственно предшествующее тг (в дей­
ствительности этим числом является тг— 1). Так как тг < т п 
утверждение А[гп^) д о л ж н о  быть верным. Но тогда по условию 
б) принципа математической индукции должно быть верным так­
же и утверждение А (mr +  1), т. е. А (тг), и мы получили про­
тиворечие. Это противоречие показывает, что нет чисел т ,  для 
которых А(т)  не имело бы места (т. е. не было бы справед­
ливо).

Сделаем следующее замечание. Проведенные только что рас­
суждения не следует считать ни доказательством принципа индук­
ции, ни его обоснованием. Они означают лишь возможность вы** 
вода одного математического утверждения (метода индукции) из 
других (из свойств отношения ^ ) .  Сами же эти свойства при­
нимались иами в качестве аксиом и потому не доказывались, 
а лишь проверялись. Всякая попытка их математического доказа*

*) Часто за основание индукции принимают утверждение 
Л(1). Очевидно, это различие не является существенным. Важно 
лишь, что основание индукции касается первого из рассматри­
ваемых нами чисел.



тельства неизбежно натолкнулась бы на необходимость введения 
в качестве аксиом каких-то новых условий,

В частности, всякая проверка свойства полной упорядоченно­
сти должна использовать те же индуктивные рассуждения (чита* 
тель может в этом убедиться сам).

/
Методу математической индукции в его различных 

вариантах посвящены книги: С о м и н с к и й  И. С. 
Метод математической индукции. — М.: Наука, 1974; 
Г о л о в и н а  JI. И., Я г л о м  И. М. Индукция в гео­
метрии.— М.: Гостехиздат, 1956, содержащие боль­
шое количество примеров применения этого метода. 
На протяжении данной книги этот метод также будет 
часто применяться.

Задача 10. Пусть пары объектов произвольной природы (ими 
могут быть числа, точки, функции, теоремы и т. д.) связываются 
некоторым отношением которое обладает свойствами, анало­
гичными свойствам 1°—7°. Доказать, что тогда эти объекты (эле­
менты) можно перенумеровать (т. е. выписать их в некотором 
порядке) Ль Аг, Лз, . . .  так, что Л*£-Л/ тогда и только тогда, 
когда i Ш /.

Сказанное, по существу, означает, что отношение, обладаю­
щее свойствами 1°—7°, упорядочивает множество в л и н е й н у ю  
цепочку элементов;

А\ “в  Л2 М “в  • • •
8. Вернемся, однако, к отношению делимости. В случае по­

ложительных чисел теоремы 1, 2, 3 и задачи 3, 4 и 5 показывают, 
что в утверждениях 1 —6° мы можем заменить отношение ^  
отношением • . Что же касается утверждения 7°, то в применении 
к делимости оно гласит: «из двух чисел хотя бы одно делится 
на другое».

Но это неверно! Таким образом, отношение делимости об­
ладает всеми свойствами отношения порядка, за исключением 
одного. В связи с этим отношение делимости упорядочивает на­
туральные числа не в виде линейной цепочки, а иным, более 
сложным образом (см. рисунок). Заметим, что числа, близкие по 
величине, могут оказаться довольно «далекими» друг от друга в 
смысле делимости. Наглядна демонстрируют это числа 4 и 5 или 
7 и 8.

Попробуем от делимости целых положительных чисел перей­
ти к делимости чисел натуральных, т. е. включим в рассмотрение 
нуль. Тогда схема на рисунке пополнится клеткой, лежащей выше 
всех остальных клеток схемы, ибо нуль делится на любое число 
и ии одно из чисел, отличных от нуля, на нуль не делится.

Читателю предоставляется самостоятельно переформулиро­
вать и проверить измененные для этого случая утверждения 
1°—7°.

9. О п р е д е л е н и е .  Любое отношение подчиненное ус­
ловиям:

1° рефлексивности (а
2° антисимметричности (из а ^ - Ь  и а следует а =  Ь)\
3° транзитивности (из а $ - Ь  и Ь '^-с  следует afr-c),



называется частично упорядочивающим отношением, Частично 
упорядочивающие отношения ирают большую роль там, где «на­
стоящее», линейное упорядочение не имеет места, например там, 
где каждый объект описывается или оценивается по нескольким 
различным, качественно несравнимым между собой показателям*

В качестве примера можно привести оценку результатов 
спортивных соревнований по нескольким различным видам спорта. 
Если одна из команд заняла по всем видам программы соревно­
ваний более высокие мегта, чем другая, то естественно считать, 
что первая команда добилась больших успехов. Если же эти бо­
лее высокие места были заняты по всем видам программы, за 
исключением, скажем, игры в крокет (которая почему-то на этот 
раз оказалась включенной в программу соревнований), где вто­
рая команда оказалась сильней, то ответ на вопрос об оконча* 
тельном распределении мест между нашими командами оказы- 
вается уже не столь очевидным. Энтузиасты игры в крокет могут 
даже настаивать на более высоком месте для второй команды. 
Во всяком случае любое суммарное распределение мест должно 
быть связано с некоторыми условными пересчетами (например* 
с приписыванием очков или «баллов»).

10. Условия 1°—3°, соблюдение которых делает отношение £- 
отношением частичного упорядочения, являются довольно свобод­
ными. Поэтому частично упорядоченными и притом упорядочен­
ными весьма различными способами могут быть самые разнооб­
разные объекты. В связи с этим о произвольном частично упоря­
дочивающем отношении мало что можно сказать сверх того, что 
оно частично упорядочивающее. В частности, к объектам, для 
которых определено частично упорядочивающее отношение, иель* 
зя, вообще говоря, применять метод математической индукции* 

Дополним, однако, условия Г —3° следующими}
4° полная упорядоченность}
5° неограниченность;
6° каждый объект, отличный от минимального, имеет непо­

средственно предшествующий;
8° каждый объект имеет не более конечного числа предшест» 

вующих;

2 Н, н* Воробьев 17



9е каковы бы ни были а и Ь£- а (Ь Ф  а), существует такое 
с, непосредственно предшествующее 6, что с^-а .

Оказывается, что на основе частичной упорядоченности мно­
жества натуральных чисел отношением, которое удовлетворяет 
условиям 1 °—6°, 8° и 9°, можно построить некоторое видоизмене­
ние метода индукции, состоящее в следующем.

Пусть снова А (п) — утверждение, касающееся произвольного 
числа /г. Предположим, чго:

а) справедливо утверждение А (а), где а есть минимальное 
число в смысле упорядочения ;

б) если п — некоторое число и справедливость всех утвер­
ждений вида А{т) для всех таких т ,  что п ^ - т  и п Ф  т ,  уста­
новлена, то верно и утверждение А (п).

Новая форма принципа индукции утверждает, что при соблю­
дении условий а) и б) утверждение А (п) справедливо при лю­
бом п.

Задача 11. Вывести «новую форму» принципа индукции из ее 
«старой формы».

Так как отношение делимости условиям 1°—6°, 8° и 9° удо­
влетворяет (сформулируйте и проверьте для отношения делимо­
сти условия 8° и 9°), этот принцип индукции к отношению дели­
мости применим.

В применении к делимости новый принцип индукции может 
быть сформулирован так: если некоторое утверждение А (п) спра­
ведливо при /г =  1 и из справедливости его для всех делителей 
числа /г, отличных от /г, следует его справедливость для л, то 
оно имеет место для любого числа.

11. Деление целых чисел, как мы уже говорили, 
выполнимо не всегда. Поэтому целесообразно наряду 
с действием деления рассматривать и другое, более 
общее действие, которое в с е г д а  выполнимо, а в 
случае выполнимости действия деления, по существу, 
совпадает с ним. Таким действием является деление 
с остатком.

О п р е д е л е н и е .  Разделить число а на число b 
(Ь >  0) с остатком — значит представить число а 
в виде

a =  bq +  r,
где 0 ^  г <  Ь.

Число q при этом называется неполным частным, 
а число г — остатком от деления а на Ь. Очевидно, 
г =  0 тогда и только тогда, когда а • Ь. В этом случае 
q равно частному от деления а на Ь.

Покажем, что деление с остатком всегда выпол­
нимо, а неполное частное и остаток вполне опреде­
ляются делимым и делителем, т. е. единственны.

Пусть сначала а Ш 0. Будем выписывать одно за 
другим числа

а, а — Ъ, а — 26, . . .  (1.3)



до тех пор, пока не появится отрицательное число 
(очевидно, рано или поздно такое число должно по­
явиться*)). Пусть последним из неотрицательных 
членов последовательности (1.3), т. е. самым малень­
ким из них, окажется число а — bq. Обозначая его 
через г, мы имеем

a =  bq +  r. (1.4)

Очевидно, г < 6  (иначе бы число г — Ь, т. е. а —
— (<7+  1)6, было бы неотрицательным, а этого не мо­
жет быть, так как г — н а и м е н ь ш е е  из неотрица­
тельных чисел среди (1.3)). Таким образом, (1.4) и 
является искомым представлением числа а.

Пусть теперь а <  0. Рассуждая аналогично пре­
дыдущему, будем выписывать последовательность 
чисел

а, а +  b, а +  26, . . .

до тех пор, пока не появится первое неотрицательное 
число г (легко проверить, что г < .Ь). Пусть

г =  а +  bq'.

Тогда, обозначая —q' через q, мы получаем
a =  bq +  r,

а это и требовалось.
Возможность деления с остатком доказана во 

всех случаях.
Докажем теперь однозначность этого деления, 

т. е. что из
a =  bq +  r (1.5)

и
a =  bql +  rl (1.6)

следует
q =  qu г«=п.

От такого доказательства единственности нельзя 
отмахнуться, попросту заявив, что, так как, дескать, 
действие вычитания однозначно, последовательность 
(1.3) может быть построена единственным способом; 
последний ее неотрицательный член также вполне

*) Точнее говоря, это следует из полной упорядоченности 
множества натуральных чисел отношением «3 ,



определен; пусть это будет наше г . . .  и т. д. Такое 
рассуждение еще не избавляет нас от возможности 
получить другие значения q и г каким-нибудь совер­
шенно иным путем.

Сопоставляя отношения (1.5) и (1.6), мы видим,
что

Ьц +  г =  bqx +  ги
откуда

r — rl =  b(ql — q),
т. е. г — ri делится на Ь. Но | г — г\| <  Ъ, а по тео* 
реме 4 это возможно лишь при

г — г, =  О,
т. е. при г =  Гь Но тогда

Ь (9l — q) =  О,

и ввиду неравенства нулю числа b
<7i — Ц =  О,

т. е. qi — q. Однозначность деления с остатком до­
казана. Таким образом, нами доказана следующая 
теорема.

Т е о р е м а  7 (о делении с остатком). Д ля произ­
вольных чисел а и Ъ (Ь >  0) существуют и един­
ственны такие числа г и q, что

a =  bq-{- г,
причем 0 ^ г < 6.

Заметим, что, в частности, при 6 =  1 должно быть 
г — 0, откуда a =  q. Это соответствует утверждению 
задачи 2. Ясно вместе с тем, что если b >  1, то a > q .

Задача 12. Сформулировать и доказать теорему о делении 
с остатком для четной делимости.

12. О п р е д е л е н и е .  Число р, не равное единице, 
называется простым, если оно делится только на себя 
и на единицу.

Простыми числами являются, например, числа 2,
3, 5, 7, 11, 13 и т. д.

Число, отличное от единицы и не являющееся 
простым, называется составным,-

Т е о р е м а  8. Простых чисел бесконечно много.
Это утверждение следует понимать так, что для 

каждого простого числа найдется еще хотя бы одно 
простое число, большее его



Всякое число, делящее одновременно числа а и Ь, 
называется о.бщим делителем этих чисел. Наиболь­
ший из общих делителей чисел а и Ь называется их 
наибольшим общим делителем и обозначается обыч­
но через (а, Ь).

Если наибольший общий делитель чисел а и & ра­
вен единице, то эти числа называются взаимно про­
стыми.

Иначе говоря, числа а и Ъ называются взаимно 
простыми, если они одновременно не делятся ни на 
какое число кроме единицы.

Т е о р е м а  9. Если а и р  — натуральные числа, 
причем число р простое, то либо а • р, либо числа а 
и р взаимно просты.

Всякое число, делящееся одновременно на числа 
а и &, называется общим кратным этих чисел. Наи­
меньшее положительное общее кратное а и & назы­
вается наименьшим общим кратным этих чисел.

Т е о р е м а  10. Если М — общее кратное а и Ь, а 
m — их наименьшее общее кратное, то М \ т.

Т е о р е м а  И.  Наименьшее общее кратное двух 
взаимно простых чисел равно их произведению.

С л е д с т в и е .  Д ля того чтобы число а делилось 
на взаимно простые числа b и с, необходимо и до­
статочно, чтобы оно делилось на их произведение.

Т е о р е м а  12. Если аЪ\с ,  причем числа Ь и с  
взаимно простые, то а • с.

Т е о р е м а  13. Если произведение нескольких со­
множителей делится на простое число р, то хотя бы 
один из сомножителей делится на р.

С л е д с т в и е .  Если р — простое и 0 <  k  <  р, то 
число сочетаний

r k  1 • 2* . . .  • (р — I )  р

с р ~  1 - 2 — 1) ft -1 - 2 - - <р — ft — 1) (р — *)

делится на р.
Т е о р е м а  14 ( о с н о в н а я  т е о р е м а  а р и ф ­

м е т и к и ) .  Всякое целое положительное число, кроме 
единицы, может быть представлено в виде произве­
дения простых сомножителей и притом единственным 
способом (произведения, отличающиеся только по­
рядком сомножителей, различными не считаются).

Основная теорема арифметики указывает на прин­
ципиальную возможность разложения любого числа



на простые сомножители. Однако практическое осу­
ществление такого разложения встречает большие 
трудности, которые современная математика иногда 
еще не может преодолеть. Разложение больших чисел 
на множители или установление их простоты в на­
стоящее время осуществляется на основе применения 
электронных вычислительных машин. Так, лишь со­
всем недавно было обнаружено, что число 219937 — 1 
(в нем более шести тысяч цифр) является простым.

Пусть некоторое число о разложено в произведе­
ние простых сомножителей. Объединяя равные со­
множители, мы получим формулу вида

а =  р > “* . . . р “г> (1.7)

где ри р2 , . • •, рг — различные простые числа, а си, 
аг, . . . ,  а г — некоторые целые положительные числа. 
Произведение, стоящее в правой части формулы 
(1.7), называется каноническим разложением числа а.

Т е о р е м а  15. Д ля того чтобы числа а и Ь были 
взаимно простыми, необходимо и достаточно, чтобы 
ни один из простых сомножителей, входящих в ка­
ноническое разложение числа а, не входил в канони­
ческое разложение числа Ь.

Т е о р е м а  16. Пусть (1.7)— каноническое разло­
жение числа а. Тогда для делимости b • а необходимо 
и достаточно, чтобы было

Ь \ р*', Ъ \ р \ \  . . . ,  Ъ \ р%

Из этой теоремы вытекает, что делимость на про­
извольное число равносильна одновременной делимо­
сти на некоторые степени простых чисел.

Задача 13. Оценить сверху наименьший простой 
делитель составного числа а.

Т е о р е м а  17. Пусть

а =  Р > “2 ••• PV

— каноническое разложение числа а. Тогда для де­
лимости а ; Ъ необходимо и достаточно, чтобы кано­
ническое разложение Ь имело вид

& =  . . .  Р?г*



где
О Sa Pi =  а„
О ^  р2 ^  «2,
• • • • • •

О ^  Эг ^  а г.

Весьма важным для целей данной книги оказы­
вается следующий факт.

Т е о р е м а  18. Пусть m u  t — натуральные числа. 
Тогда пг можно представить в виде такого произве­
дения m =  m m i, что (mu t) =  1 и найдется такое k, 
для которого tk • m2.

Этот факт имеет свои далеко идущие алгебраиче­
ские аналогии, но мы их затрагивать не будем.

Задача 14. Указать способ построения по канони­
ческим разложениям двух чисел канонических разло­
жений наименьшего общего кратного этих чисел и их 
наибольшего общего делителя.

Задача 15. Обозначим через т(а) число различных делителей 
числа а (включая единицу и само число а). Показать, что для

а. а, а ,
числа а с каноническим разложением рх*р2 . . .  РГ

х(а)  =  (а, +  1) (а2 +  1) . . .  (аг + 1 ) .

Задача 16. Найти а, если известно, что а • 12 и г  (а) =  14.
Задача 17. Каноническое разложение числа а имеет вид 

р“'р2 а> а * (а2)р=81. Чему равно т (а 3)?
Задача 18. Чему равно а, если а =  2т(а)?
Задача 19. Доказать, что, каково бы ни было К >  0, най­

дется такое натуральное число &, что для всякого числа а, имею­
щего к простых сомножителей, будет

Задача 20. Верны ли для четной делимости аналоги тео­
рем 11—14?



§ 2. ДЕЛИМОСТЬ СУММ И ПРОИЗВЕДЕНИЙ

1. Во многих случаях при делении с остатком ин­
тересно найти именно остаток от деления числа а на 
число Ь, а величина неполного частного от деления не 
играет роли.

Пусть, например, мы хотим узнать, какой день не­
дели будет 1 января 2000 г. (разумеется, если до 
того срока сохранится действующий в настоящее 
время календарь). Легко справиться по календарю, 
что 1 января 1988 г .— пятница. Двенадцать лет, раз­
деляющие эти даты, состоят из 12-365 +  3 (последнее 
слагаемое — число високосных лет за это время), 
т. е. из 4383 дней. Эти дни составляют 626 целых не­
дель и еще 1 день. По прошествии 626 целых недель 
снова наступит пятница, так что еще через 1 день,
1 января 2000 г., будет суббота. Очевидно, для ре­
шения поставленной нами сейчас перед собой за­
дачи совершенно неважно знать, сколько именно це­
лых недель пройдет за 12 лет, а интересно только 
число дней, прошедших сверх этих недель.

С задачами такого рода приходится иногда стал­
киваться историкам, особенно востоковедам, при со­
поставлении дат, указанных по разным календарям.

Казалось бы, для нахождения остатка от деления 
одного числа на другое проще всего произвести деле­
ние с остатком непосредственно. Однако практически 
выполнить такое деление нередко представляется 
весьма затруднительным, особенно если подлежащее 
исследованию делимое задано в виде некоторого 
сложного выражения вроде, скажем, 21000 - f  З1000. 
Вместе с тем львиная доля этой работы будет потра­
чена на нахождение неполного частного, которое нам 
само по себе не нужно. Необходимо поэтому по­
пытаться выработать способ нахождения остатка



непосредственно, минуя вычисление неполного част­
ного.

Продемонстрируем один из таких приемов на 
только что решавшейся нами задаче о дате 1 января 
2000 г. Мы можем рассуждать следующим образом. 
Каждый простой (невисокосный) год состоит из 
365 дней, что составляет 52 полные 'недели и еще 
один день. Високосный же год составляет столько же 
недель и два дня. Значит, весь срок от 1 января 
1988 г. до 1 января 2000 г. состоит из некоторого (со­
вершенно неважно, какого) числа полных недель плюс 
число дней, равное числу содержащихся в этом сроке 
лет, причем каждый високосный год считается за два. 
Это число дней равно 12 +  3 =  15. Исключив из него
2 полных недели, получаем 1 день, который и следует 
отсчитывать от нашей пятницы. Оказывается, такая 
«замена года днем» есть проявление весьма общего 
приема, изучением которого мы займемся в п. 3.

2. Другой пример, когда целью деления с остат­
ком является получение именно остатка, а неполное 
частное рассматривается лишь как исходный мате­
риал для дальнейших операций, дает нам запись чи­
сел в той или иной позиционной системе счисления. 
Напомним, что число А называется записанным в (по- 
зиционнбй) системе счисления с основанием t, или, 
короче, в «f-ичной» системе счисления (где t — целое 
положительное число, большее единицы), если оно 
представлено в виде

А  — й«/я “Ь Qn-ltn~X "Ь . . .  “Ь Clif -f- Clo,
где

0 < 1а * < /  при i =  0, 1, . . . ,  п. (2. 1)

Числа Яо, ои . . . ,  ап называются t-ичными цифрами 
числа А*) .

При / =  10 мы получаем десятичную систему счис­
ления. Запись числа в этой системе настолько при­
вычна для нас, что, говоря о числе, мы обычно только 
в этой форме его себе и представляем. В действитель­
ности, однако, если соображения привычности пере­
стают играть роль, как это, например, имеет место 
при фиксации чисел в электронных вычислительных

*) Элементарное, но вместе с тем глубокое изложение во­
просов, связанных с системами счисления, содержится в книге: 
Ф о м и н  С. В. Системы счисления, — М.: Наука, 1987.



машинах, более удобными могут оказаться и другие 
системы счисления (двоичная, восьмеричная и т. д.).

Так как мы в этой книжке не будем рассматривать 
непозиционных систем счисления (например, записей 
чисел «римскими» цифрами), мы далее указание на их 
позиционность будем, как правило, опускать.

Ясно, что из (2.1) следует

A =  (flntn 1 +  an-\tn 2 +  . . .  +  fli) / +  йо,
т. е. последняя f-ичная цифра ао числа А является 
остатком от деления А на t с остатком. Неполное 
частное от такого деления стоит здесь в скобках. Раз­
делив это неполное частное на t с остатком, мы полу­
чим

(antn 2 +  an-itn 3 +  . . .  +  Яг) t +  aj.
Остатком оказывается предпоследняя Личная цифра 
числа А. Продолжая этот процесс повторного деления 
с остатком на t, мы будем последовательно получать 
все f-ичные цифры числа А, считая справа налево 
(т. е., от низших разрядов к высшим). Очевидно (а точ­
нее— в силу полной упорядоченности множества на­
туральных чисел по величине), этот процесс последо­
вательного деления с остатком должен рано или 
поздно оборваться. В результате мы получим все 
f-ичные цифры числа А , т. е. его запись в f-ичной си­
стеме счисления.

Так, в частности, осуществляется перевод чисел из одной 
системы счисления в другую. Например,

10 000 =  6-1 666 +  4,
1 666 =  6-277 +  4,

277 =  6 - 4 6 +  1,
46 =  6-7 +  4,
7 =  6-1 +  1,
1 = 6 -0 + 1,

Поэтому 10 000 в шестеричной системе счисления записывается 
как 114 144.

Из теоремы 7 вытекает, что каждое число можно 
записать в любой системе счисления и притом един­
ственным образом.

3. О п р е д е л е н и е .  Назовем числа а и Ь равно- 
остаточными при делении на т ,  если остатки от де­
ления а и Ь на m  равны.



Установим несколько свойств равноостаточных 
чисел.

Т е о р е м а  19. Д ля того чтобы числа а и Ь были 
равноостаточными при делении на т, необходимо и 
достаточно, чтобы (a — b )\ т.

С л е д с т в и е .  Если числа а и Ъ равноостаточны 
при делении на m и tn \ d, то а и Ь равноостаточны 
при делении на d.

Т е о р е м а  20. Если при делении на m числа а\, 
а2, . . . ,  ап соответственно равноостаточны числам Ь\, 
Ьг, . . . ,  Ьп, то равноостаточными будут суммы а\ +  

йй +  . . .  +  ап и Ь\ +  Ьг +  . . .  +  Ьп, а также произ­
ведения ашг . . .  а„ и bibi . . .  bn.

С л е д с т в и е .  Если при делении на m числа а и Ь 
равноостаточны, то такими же являются и степени 
ап и Ьп при любом натуральном п.

Теорема 20 и ее следствие дают уже довольно бо­
гатые возможности для нахождения остатков от де­
ления. Приведем несколько примеров.

П р и м е р  1. Найти остаток от деления на 3 числа
Л =  1316 — 225 - 515.

Очевидно, при делении на 3 число 13 равнооста­
точно с 1,2 равноостаточно с —1, а 5 тоже с —1. Зна* 
чит, на основании доказанного число А при делении 
на 3 равноостаточно с числом I16 —(—1) 25(—1)15 =  
=  1 — 1 =  0, т. е. искомый остаток равен нулю, и А 
делится на 3.

П р и м е р  2. Найти остаток от деления того же 
числа А на 37.

Представим для этого А в следующем виде:
А =  (132)8 — (25)5 • (53)5.

Так как 132 =  169 при делении на 37 равноостаточно 
с —16, 25 =  32 равноостаточно с —5, а 53 =  125— 
с +14, то все число А равноостаточно с

( -  16)8 — (— 5)5 ( +  14)5
или, что то же самое, с

(162)4 +  70®.

Но 162, т. е. 256, равноостаточно с —3, а 70 — с —4. 
Значит, А равноостаточно с

( _ 3 ) 4 +  (_ 4 ) 5



или, что то же самое, с
81 -  (25)2,

а потому— с
81 - ( -  5)2 =  81 - 2 5  =  56.

Наконец, 56 при делении на 37 равноостаточно с 19, 
которое неотрицательно и меньше 37 и потому яв­
ляется искомым остатком.

Задача 21. Найти остаток от деления:
а) Л = ( 1 1 6 +  1717)21 на 8; б) А =  14256 на 17.
Задача 22. Доказать, что при любом п:
а) (п3 +  1 In) • 6;
б) (4* +  15« — 1) I 9;
в) (103я — 1) I 3«+2;
г) при любом а (а2п+1 +  (а — l)n+2) 1 (а2 — а +  1);
д) при любом k (пк — 1) • (n — 1);
е) при любом нечетном k (n* +  1) • ( л +  1).
4. Равноостаточные при делении на т числа а и b называют­

ся также сравнимыми по модулю т. Это обозначается так:
а ==2 Ъ (mod т),

а сама эта формула называется сравнением.
Сравнимость двух чисел по некоторому фиксированному мо­

дулю т или, что то же самое, их равноостаточность при делении 
па т ,  также является некоторым отношением, связывающим ме­
жду собой целые числа.

Отметим несколько свойств отношения сравнимости по мо­
дулю.

1° Рефлексивность: a ss a (mod т).
Действительно, а — а =  0 • т.
2° Симметричность: если a s 6 ( m o d  m), то 6 ssa (m o d m ).
В самом деле, если (а — Ь) • т ,  то (хотя бы по теореме 5) и 

(6 — а) \ т.
3° Транзитивность: если a ев b (mod т) и b в  с (mod m), то 

a ss с (mod т),
Для доказательства достаточно заметить, что из (а — Ь ) \ т  

и (Ь — с) I т по теореме 6 следует, что (а — с) \ т.
Если некоторое отношение (обозначим его через ~ )  обла­

дает свойствами рефлексивности, симметричности и транзитив­
ности, то оно называется отношением эквивалентности (или экви- 
валентным отношением). Простейшим примером отношения эк­
вивалентности на множестве чисел является отношение равенства.

Задача 23. Эквивалентное отношение ~  на множестве чисел 
разбивает это множество на такие классы (называемые классами 
эквивалентности), что любые два числа из одного класса связа­
ны отношением эквивалентности, а никакие два числа из разных 
классов этим отношением не связаны. (Доказать.)

В этой задаче речь идет об отношении эквивалентности, свя­
зывающем числа. Однако это несущественно, и утверждение за­
дачи справедливо для эквивалентных отношений, связывающих 
объекты совершенно произвольной природы.



Так как отношение сравнимости по модулю т - —отношение 
эквивалентности, оно также разбивает множество целых чисел 
на классы. Эти классы называют классами вычетов по модулю т.

4° Число классов вычетов по модулю m равно т .
В самом деле, два числа а и b принадлежат одному классу 

вычетов по модулю m тогда и только тогда, когда они при деле­
нии на пг дают один и тот же остаток. Но остаток при делении 
на m может принимать ровно пг значений: 0, 1, 2, . . . ,  m —-1. 
Следовательно, и число классов равно т.

Отметим одно чрезвычайно интересное обстоятельство, яв­
ляющееся уточнением следствия теоремы 19.

Для того чтобы каждый класс вычетов по модую тх со­
держался в некотором классе вычетов по модулю т2, необходи­
мо и достаточна чтобы было т\ • т2.

Действительно, рассмотрим класс вычетов К\ по модулю ти 
содержащий число 0. Очевидно, класс Ki состоит из всех чисел, 
дающих при делении на т\ в остатке 0, т. е. делящихся на тх. 
В частности, он содержит число т\. Класс вычетов по модулю 
т 2, содержащий Ки также содержит 0 и потому состоит из всех 
чисел, делящихся на пг2. Так как в него входит число т ь долж­
но быть mi • т2. Этим доказана необходимость; достаточность 
же очевидна.

. Таким образом, отношение делимости можно определить че­
рез соотношения между классами вычетов. Этот прием позволяет 
определять делимость для объектов гораздо более общей и слож­
ной природы, чем натуральные числа. Последовательное развитие 
этих идей приводит к теории групп, важной отрасли современной 
алгебры, имеющей приложения в геометрии, в теоретической фи­
зике и в кристаллографы!.

Продолжим перечисление свойств сравнимости чисел. Из тео­
ремы 20 немедленно следуют:

5° Если а S3 b (mod т) и с гз d (mod /п), то 
а +  с == Ь +  d (mod m)v

Задача 24. Если на множестве целых чисел задано эквива­
лентное отношение разбивающее это множество на т клас­
сов и такое, что из а ~  b и с ~  d следует а +  с ~  Ъ +  d, то 
отношение ~  есть сравнимость по модулю т (т. е. а ~  Ъ тогда 
и только тогда, когда a s=s b (mod т)).

С л е д с т в и е .  Если a s 6 ( m o d w ) ,  го для любого целого г 
а +  г =  b +  г (mod т).

6° Если а а  b (mod т) и с га d(mod m), то ас == bd (mod т).
Свойства 5° и 6° показывают, что сравнения подобно равен­

ствам можно почленно складывать и перемножать.
Задача 25. Сформулировать и доказать правила сокращения 

сравнений.
Задача 26. Если число р простое и а не делится на р, то ни­

какие два числа из а, 2а, За, ( р— 1 )а не сравнимы друг с 
другом по модулю р. Поэтому при делении на р чисел а, 2а, 
За, (р — 1)а получим по одному разу все остатки, кроме0.

Задача 27 ( т е о р е м а  В и л ь с о н а ) .  Для того чтобы число 
р было простым, необходимо■ и достаточно, чтобы (р — 1)! +  1 =.

1 -2*. . ,  • (р — 1) +  1 делилось на р.
Задача 28. Сформулировать и доказать для равноостато1*- 

пости теорему* аналогичную теореме 16,



§ 3. ПРИЗНАКИ РАВНООСТАТОЧНОСТИ 
И ПРИЗНАКИ ДЕЛИМОСТИ

1. Весьма общий способ нахождения остатка от де­
ления произвольного, но фиксированного натурального 
числа а на данное натуральное число т заключается 
в следующем. Будем строить последовательность на­
туральных чисел

^ A), ^ 2» •••* (3*0
равноостаточных при делении на т. Способ построе­
ния этой последовательности выберем такой, чтобы 
после всякого ее члена, большего или равного т, сле­
довал еще хотя бы один член. Тогда, очевидно, вся­
кий член последовательности (3.1), меньший чем т 
(если, конечно, такой существует), будет равен остатку; 
от деления а на т. Таким членом может быть, напри­
мер, последний член последовательности (опять-таки, 
если такой имеется).

Одним из простейших примеров последовательно­
сти (3.1) может служить последовательность (1.3) из 
п. 11 § 1:

а, а — т, а — 2т, . . .
В сущности, к построению последовательностей такого 
типа сводятся задачи нахождения остатков в приме­
рах 1 и 2 из предыдущего параграфа.

Всякий способ построения последовательности 
(3.1), обладающей последним членом, назовем при­
знаком равноостаточности при делении на т.

Из только что приведенного примера следует, что 
одним из признаков равноостаточности при делении 
на m является процесс последовательного вычитания 
числа т до получения первого числа, меньшего т.

2. Очевидно, для уверенности в безотказности ра­
боты признака равноостаточности при делении на т



необходимо, чтобы он удовлетворял следующим трем 
требованиям.

1. Признак равноостаточности должен быть при­
меним к любому натуральному числу а. Иными сло­
вами, каково бы ни было число а, конструируемая 
по нему последовательность (3.1) действительно 
должна обладать указанным выше свойством: после 
каждого ее члена, не меньшего чем т., должен следо­
вать еще хотя бы один член. Это свойство признака 
называется его массовостью.

2. Признак равноостаточности должен быть точно 
определенным, т. е. число а должно вполне опреде­
лять все члены последовательности (3.1), не оставляя 
места какой-либо произвольности.

3. Наконец, мы должны иметь гарантию того, что 
в последовательности (3.1) хотя бы один член будет 
меньше чем т .  Это требование будет выполнено, если 
строить последовательность (3.1) так, чтобы она обя­
зательно имела лишь конечное число членов, т. е. 
чтобы процесс ее построения не мог продолжаться не­
определенно долго, а рано или поздно заканчивался 
появлением остатка от деления а на т .  Сформулиро­
ванное свойство признака равноостаточности назы­
вается его результативностью.

3. Процессы, обладающие свойствами массовости, 
определенности и результативности, называются алго­
рифмами и играют в современной математике важную 
и все более возрастающую роль.

Разумеется, только что приведенная характериза­
ция алгорифма как процесса, обладающего тремя пе­
речисленными свойствами, не является его точным 
определением. Такое определение, хотя и выработано 
современной математикой, но сравнительно сложно и 
не может быть здесь сформулировано. Однако пере­
численные предъявляемые к алгорифмам требования 
довольно полно отражают те условия, которым должны 
удовлетворять называемые алгорифмами математи­
ческие процессы. Роль алгорифмов определяется тем, 
что они являются единообразными способами решения 
целого ряда однотипных задач. Так, каждый признак 
равноостаточности позволяет находить остатки от де­
ления варьируемого числа а на некоторое фиксиро­
ванное т.

Говоря несколько вольно, к алгорифмам сводятся 
все те математические задачи, решение которых мож­



но автоматизировать. Поэтому не случайно развитие 
теории алгорифмов исторически совпало с появлением 
и распространением электронных вычислительных 
машин.

К алгорифмам сводятся не только вычислительные 
задачи в узком смысле этого слова, т. е. такие задачи, 
в которых по более или менее сложным правилам 
можно на основе исходных данных получить числен­
ный ответ. Можно также ставить вопрос о поисках 
алгорифма, позволяющего решать л ю б у ю  задачу 
из некоторой (разумеется, строго очерченной) области 
математики. Этот алгорифм должен уметь перераба­
тывать формулировки теорем в их доказательства. 
Как ни фантастично это может показаться, такие ал­
горифмы существуют, хотя и не для очень широких 
областей математики. Вместе с тем для некоторых 
ее областей (например, для любой области, охваты­
вающей всю арифметику) таких алгорифмов принци­
пиально быть не может.

4. Уточним применительно к признакам равнооста­
точности содержание, а также последствия от соблю­
дения трех предъявляемых к алгорифмам требований.

Из м а с с о в о с т и  признака равноостаточности вы­
текает, что он должен перерабатывать различные чис­
ла, и результаты этой переработки также должны 
быть, вообще говоря, различными (ибо при делении 
на какое бы то ни было т >  1 не все числа равноос- 
таточны друг другу). Значит, необходимой составной 
частью этого процесса должно быть различение чисел 
(по их величине).

Свойство о п р е д е л е н н о с т и  признака равно­
остаточности означает, что уже выписанные числа 
i40, Аи  . . .» А„ последовательности (3.1) должны быть 
настолько «опознаваемыми», чтобы на их основании 
можно было написать следующее число последователь­
ности, Л„+1.

Наконец, свойство р е з у л ь т а т и в н о с т и  влечет, 
кроме всего прочего, еще и необходимость неограни­
ченных возможностей сравнивать (по величине) полу­
чаемое на каждом шаге нашего процесса число А к 
с делителем т.

Таким образом, соблюдение каждого из трех тре­
бований алгорифмичности для признака равнооста­
точности упирается, прежде всего, в необходимость 
уметь сравнивать в произвольных парах числа по их



величине и указывать, если они различны, какое из 
них больше, а какое — меньше.

5. Только что упомянутая «необходимость уметь», 
очевидно, также имеет алгорифмическую природу: 
сравнению по величине должны подлежать любые два 
натуральных числа (массовость), результатом сравне­
ния может быть не более чем один ответ: больше, 
меньше или равно (определенность), и этот ответ дол­
жен всегда достигаться (результативность). Значит, 
мы получаем основание говорить об алгорифмах срав­
нения двух- чисел по величине. Построение такого 
алгорифма не является столь уж самоочевидным де­
лом, как это могло бы показаться на первый взгляд. 
Например, вопрос о том, одинаковы или различны 
числа

220 — 3 . 52. и  .31 .41 и з10 — 2 - 3 -13-757, (3.2)

и если различны, то какое из них больше, требует 
для своего решения известных усилий, хотя в действи­
тельности первое из этих чисел есть всего-навсего 1, 
а второе 3.

Ясно, что сравнение по величине чисел из (3.2) 
затрудняется формой их записи. Следовательно, для 
построения признаков равноостаточности весьма важ­
но иметь дело с представлением чисел в такой форме, 
которая обеспечивала бы возможность их сравнения 
по величине. Такие формы записи существуют.

Например, ими являются записи чисел в тех или 
иных (позиционных) системах счисления (см. § 2, 
п. 2). Алгорифм сравнения двух чисел, записанных 
в одной и той же системе счисления, состоит в сле­
дующем.

1. Сначала в каждом из чисел зачеркиваются 
цифры по одной (начиная, скажем, справа); если 
после того, как одно из чрсел окажется зачеркнутым 
полностью, в другом еще останутся цифры, то второе 
число будет больше первого; если же запасы цифр 
в обоих числах будут исчерпаны одновременно, то 
для сравнения чисел выполняется следующая про­
цедура.

2. Записи сравниваемых чисел восстанавливаются, 
сравниваются их первые (слева) цифры. При этом 
большей цифре будет соответствовать большее число; 
если первые цифры оказываются одинаковыми, то 
сравниваются вторые цифры и т. д. до первого
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различия цифр. При этом опять-таки большая цифра 
будет указывать на большее число. Если все соответ­
ственные цифры чисел окажутся одинаковыми, то 
числа будут равны.

При проведении второй из указанных процедур 
предполагается, что сравнение по величине однознач­
ных, т. е. меньших чем основание системы счисления, 
чисел мы производить умеем. Это значит, что в каж­
дой системе счисления исходные значки-цифры зара­
нее задаются в некотором фиксированном порядке; 
например, в общепринятой десятичной нумерации зна­
чок «2» предшествует значку «3» в том смысле, что 
значок «2» оцисывает меньшее количество, чем зна­
чок «3».

С точки зрения такого алгорифмического сравне­
ния чисел по величине все системы счисления теоре­
тически равноценны. Сравнение же в этом смысле си­
стем счисления по их практическому удобству может 
служить примером неалгорифмической постановки во­
проса (не выполняется условие определенности), и 
мы на нем останавливаться не будем. Обратим только 
внимание на то, что в этом вопросе сила привычки 
к десятичной системе счисления никаких особых пре­
имуществ этой системе не дает.

6. Кроме алгорифмов сравнения чисел, записанных 
в одной и той же системе счисления, существуют 
и алгорифмы выполнения арифметических действий 
над ними. Ими являются общеизвестные (и, очевидно, 
зависящие лишь несущественным образом от осно­
вания системы счисления) способы сложения, вычи­
тания и умножения чисел «столбиком» и их деления 
«углом». Ясно, что в последнем случае было бы, по­
жалуй, уместнее говорить не просто о делении, а о де­
лении с остатком.

В случае выполнения действий навыки в обраще­
нии с десятичной системой счисления приносят суще­
ственное облегчение. Например, выполнение в пяте­
ричной системе счисления действия 
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требует известных умственных усилий.



Из алгорифмичности деления с остатком, согласно 
сказанному в п. 2 § 2, вытекает и алгорифмичность 
перевода записей чисел из одной системы счисления 
в другую. Следовательно, можно говорить также об 
алгорифмах сравнения чисел и действий над ними, 
если они записаны в различных системах счисления. 
Как дальнейшее следствие отсюда получается, что 
алгорифмами являются всевозможные вычисления по 
арифметическим формулам, в которые вместо букв 
можно подставлять те или иные числа.

Обратим, наконец, внимание на то, что мы не го­
ворим здесь об алгорифме самого процесса записи 
произвольно заданных натуральных чисел в той или 
иной системе счисления, ибо мало ли каким может 
оказаться это исходное задание.

7. В качестве иллюстративного примера рассмотрим следую­
щее построение. Для каждого натурального числа п составим по« 
следовательность а\?\ а[п\  а £ \  . . .  однозначных чисел, являю­
щихся цифрами бесконечного десятичного разложения числа л/п  
(если число п не является точным квадратом, то эта последова­
тельность, очевидно, оказывается непериодической), и пусть
г\п\г[п\  • . .  — номера всех тех цифр, которые равны нулю: а п̂п) =*

Г i
е= 0 (/ =  1, 2, Если теперь число равных нулю цифр ко* 
нечно (пусть последняя из них имеет номер г%\ так что а ^  >  О 
при / >  г<">), то положим

Ап) Ап) Ап)
/ («) =  10 1 +10 2 + . . .  +  Ю* + 1,

а если их число бесконечно, то положим, скажем, f(n) «  0. Каж­
дое из чисел f (n) является натуральным. Однако едва ли можно 
говорить об алгорифме, который перерабатывал бы число п в за­
пись числа f(n) в десятичной системе счисления.

Разумеется, вся неалгорифмичность этой конструкции состоит 
в требовании распознавать, будет ли в десятичном разложении 

конечное или бесконечное число нулей. Между прочим, в из­
вестном смысле (в каком именно — мы не cfанем здесь выяс« 
нять) е с т е с т в е н н о  в е р и т ь ,  что / (п) = 0  для любого на* 
турального п.

8. Одним из наиболее важных в математике алгорифмов яв* 
ляется так называемый алгорифм Евклида, который состоит в 
следующем.

Пусть а и b — два натуральных числа, причем b >  0. Разде­
лим а на 6 с остатком: а *= bqo +  гь где 0 ^  г\ <  6. Если г\ Ф  
Ф  0, то мы имеем возможность разделить с остатком b на гр 
Ъ =  Г\Я\ +  >*2> причем 0 г2 <  Г\. Продолжая эти последователь* 
ньте деления с остатком на остаток от предыдущего деления, мы 
получим дальнейшие равенства; n  =  r2q$ +  r8i г2 =  r$qA +  г4 
й т. д.



Покажем, что описанный процесс действительно является 
алгорифмом, т. е. обладает свойствами определенности, массово­
сти и результативности.

Заметим, что рассматриваемый нами процесс состоит в по­
следовательном выполнении действия деления с остатком.

Поэтому определенность и массовость этого процесса яв­
ляются следствием неограниченной выполнимости и однозначно­
сти действия деления с остатком. Результативность нашего про­
цесса устанавливается также довольно просто. Число b и остатки 
от делений, составляющих наш процесс, образуют, очевидно, убы­
вающую последовательность неотрицательных чисел:

Ь, ги г2, . . .  (3.3)

Но число всех неотрицательных и не превосходящих b чисел 
равно 6 +  1. Поэтому и последовательность (3.3) не может насчи­
тывать более чем b членов, так что наш процесс может состоять 
не более чем из b делений с остатком*). Таким образом, рас­
сматриваемый процесс действительно является алгорифмом и 
вполне оправдывает свое название.

Выясним условия окончания процесса. Очевидно, последнее 
деление должно быть таким, чтобы дальнейшее деление на его 
остаток было уже невозможно. Но это может быть лишь в том 
случае, когда этот последний остаток равен нулю, т. е. когда 
последнее деление совершилось нацело.

Задача 29. а) Последний отличный от нуля остаток гп в при­
менении алгорифма Евклида к числам а и b есть (а, Ь).

б) Каковы бы ни были натуральные а и bf существуют та- 
кие целые А и В, что аА +  ЬВ =  (а, Ь).

Задача 30. Вывести из результата б) задачи 29 теоремы 9, 
12, 13 и 14. (Подчеркнем, что наши рассуждения, связанные с ал­
горифмом Евклида, были основаны только на возможности деле­
ния с остатком. Л1ы не пользовались в них ни теоремами 9—14, 
ни какими-либо иными соображениями, опирающимися на основ­
ную теорему арифметики.)

9. Применение алгорифмов (их, так сказать, «ра­
бота») может оказаться достаточно громоздким. В ка­
честве примера рассмотрим процесс получения по 
числу п его канонического разложения (иными сло­
вами, алгорифм, перерабатывающий натуральное 
число в его каноническое разложение). Для оттене- 
ния алгорифмической сущности этого процесса вклю­
чим его как этап в процесс последовательного нахож­
дения канонических разложений одного за другим 
всех натуральных чисел. Это дает нам основание вести 
рассуждения «по индукции» (см. п. 7 § 1). Предполо­

*) На самом деле число этих делений не может превосходить 
числа 5 log2 b. Это следует из рассмотрения чисел Фибоначчи (см., 
например, книгу: В о р о б ь е в  Н. Н. Числа Фибоначчи. — M.S 
Наука, 1984. — С. 82—83),



жим, что для всех чисел, меньших п, канонические 
разложения уже выписаны. Из этого списка можно 
(вполне алгорифмично) усмотреть, какие из чисел, 
меньших п, являются простыми. Перечислив их все по 
возрастанию, будем делить п на каждое из них (ввиду 
результата задачи 13 нам достаточно произвести де­
ление лишь на те р, для которых р2 < п ) .  Если 
п разделится на некоторое р, то будет п =  щр  и 
п\ < .п , а каноническое разложение ti\ в нашем пе­
речне по предположенному уже имеется. Поэтому ка­
ноническое разложение п получится из канонического 
разложения п\ путем увеличения в нем показателя р 
на единицу.

10. Вернемся, однако, к признакам равноостаточ­
ности. Алгорифмическое построение последователь­
ности (3.1) может быть осуществлено весьма разнооб­
разными путями. Наиболее естественный из них со­
стоит в следующем.

Попробуем найти функцию f(x) ,  подчиненную сле­
дующим условиям:

а) значение f(x)  при есть натуральное
число;

б) значение f{x) при х <. т не определено (т. е. 
не имеет смысла);

(нет ничего удивительного в том, что та или иная 
функция теряет смысл при некоторых значениях аргу­
мента; например, не имеет смысла значение функции
х ^  при х =  0 или при х =  1);

в) если х Ss т, то / (х) <  х;
г) если х ^ т ,  то числа х и f(x) равноостаточны 

при делении на т.
Такие функции существуют. Примером является 

функция f0(x) :

( х  — т, если х ^ т ,
/о (*)=   ̂не определено, если х  <  т.

Именно эта функция и осуществляет построение 
последовательности (1.3) в п. 11 § 1.

Каждой функции f (x),  удовлетворяющей условиям
а)— г), отвечает некоторый способ построения после­
довательности (3.1), т. е. некоторый признак равно­
остаточности при делении на т.



В самом деле, возьмем произвольное натуральное 
число а и будем строить последовательность чисел

А)> *̂ i> *̂ 2» •••> (3.4)
где

Ао =  а и Ak+\ =  f(Ak) при 6 =  0, 1, . . .  (3.5)

Если A k ^  /п, то значение функции f (Ak) опреде­
лено, и потому за A k следует хотя бы один член. Если 
же Ak <  /л, то f(Ak) не определено, и Ak является 
последним членом последовательности (3.4).

Итак, мы действительно имеем некоторый признак 
р а вноостаточности.

11. Покажем, что найденный признак равнооста* 
точности обладает всеми тремя свойствами алго­
рифма.

Условие массовости здесь соблюдается потому, что 
любое число дает начало некоторой последователь­
ности (3.4), обладающей свойством (3.5).

Условие определенности соблюдается ввиду того, 
что для вычисления значений f(x)  функции f доста­
точно уметь сравнивать по величине числа х и т и 
выполнять операцию вычитания (отнимания т от х).  
Обе эти процедуры (если мы имеем дело с числами, 
записанными в некоторой системе счисления), как 
было выяснено, являются алгорифмами и тем самым 
обладают свойством определенности.

Обратимся к условию результативности. По са­
мому своему построению функция f выбрана так, что 
члены последовательности (3.4) положительны и убы­
вают. Поэтому в ней найдется наименьший неотрица­
тельный член. (Номер этого члена, как нетрудно про­
верить, не превосходит числа а .) Если бы этот член 
(обозначим его через а) был больше или хотя бы 
равен т ,  то существовало бы значение f (а ) , по-преж­
нему неотрицательное, но меньшее а. Значит, член а  
не был бы последним среди неотрицательных членов 
последовательности (3.4). Следовательно, последний 
неотрицательный член (3.4) должен быть м е н ь ш е  
чем /п. Но тогда значение /(а ) не имеет смысла, и а  
оказывается вообще последним членом нашей после­
довательности. Процесс построения последовательно­
сти, таким образом, заканчивается, и последний ее 
член является остатком от деления а на т•



В результате мы установили, что описанный нами 
признак равноостаточности действительно обладает 
требуемыми свойствами определенности, массовости и 
результативности, т. е. является алгорифмом.

12. Пользуясь изложенным в п. 9 приемом по­
строения признаков равноостаточности, найдем не­
сколько таких признаков. В соответствии со сказан­
ным выше будем считать, что числа, остатки от деле­
ния которых требуется найти, записаны в позицион­
ной системе счисления с некоторым основанием t. 
Признак равноостаточности при делении на некото­
рое т перерабатывает в остаток от деления на т фак­
тически не само число, а его запись в соответствую­
щей системе счисления. Поэтому признак равнооста­
точности при делении на данное фиксированное число 
т будет, вообще говоря, зависеть от основания си­
стемы счисления. Вместе с тем буквальная формули­
ровка признака равноостаточности при делении на 
данное т в f-ичной системе счисления вполне может 
подходить для признака равноостаточности при деле­
нии на другое т '  в системе счисления с другим осно­
ванием t'. Соответствующие примеры будут получать­
ся из содержания теорем 19, 20 и 21.

Во избежание возможных недоразумений уело-* 
вимся в дальнейшем как делитель т, так и основание 
системы счисления t записывать («называть») в де­
сятичной системе счисления. Так, говоря о признаке 
равноостаточности при делении на 12 в семеричной 
системе счисления, мы будем под 12 понимать именно 
число 3-4, а не число 3-3 (как это было бы, если бы 
число 12 рассматривалось как запись в семеричной 
системе счисления).

В качестве первого примера найдем признак рав« 
ноостаточности при делении на 5 в десятичной си* 
стеме счисления.

Пусть А — натуральное число. Представим А 
в виде 10а+  6 (Ь — последняя цифра числа А)  и по­
ложим

Читатель сам может проверить, что так определен» 
ная функция удовлетворяет условиям а) — г) п. 10.

если А 25 10,
если 5 «а А  <  10,
если А  <  5.



Таким образом, для нахождения остатка от деле­
ния некоторого числа на 5 достаточно взять послед­
нюю цифру этого числа. Если эта цифра меньше пяти, 
то она и будет искомым остатком; в противном слу­
чае от нее следует отнять 5. Заметим, что применение 
этого признака равноостаточности к любому числу 
приводит к построению последовательности типа (3.4), 
состоящей не более чем из трех членов.

Разумеется, целью всех проведенных рассуждений 
является не обнаружение известного всем «признака 
делимости» на 5, а получение его тем именно едино­
образным приемом, который был описан в п. 10.

Задача 31. Указать и проанализировать аналогич­
ные признаки равноостаточности при делении на 2, 4,
8, 10, 16, 20 и 25 в десятичной системе счисления.

Задача 32. Указать и проанализировать аналогич­
ные признаки равноостаточности при делении:

а) на 9 и 27 в троичной системе счисления;
б) на 8, 9, 16, 18, 24, 36, 48 и 72 в двенадцатерич- 

ной системе счисления.
Задача 33. Представим натуральное число А в виде

10ка +  Ь (0 ^  6 <

и положим

!Ь, если А еИ Ю*,
остатку от деления А на т, если т  ^  А <  10*, 
не определено, если А <  т.

Для каких чисел т такой алгорифм при некотором 
k является признаком равноостаточности?

Т е о р е м а  21. Представим произвольное натураль­
ное число А в виде atk +  b, где 0 £= b <  tk, и положим

{ Ъ, если А ^  tk,
b — m, если m А <  th,

не определено, если А <  т.
Чтобы для данной функции f алгорифм построения 

последовательности (3.4) по правилу (3.5) был при­
знаком равноостаточности при делении на т, необхо­
димо и достаточно, чтобы было tk • m.

13. В качестве второго примера рассмотрим при­
знак равноостаточности при делении на 3 в десятич* 
ной системе счисления.



Запись натурального числа А в десятичной системе 
счисления имеет вид

flnlO" -f- an-i\On~l -f- . . .  -f* ai • 10 -f- flo,
где

0 ^ a t <  10 для / =  О, 1, п.

Положим

{
«о +  «1  +  . . .  +  « л - i  +  ап, если А ^  10, 
остатку от деления А на 3, если 3 ^  А <  10, 
не определено, если А <  3.

Задача 34. Проверить, что функция fi(x) удовле- 
творяет условиям а) — г) и определяет тем самым не­
который признак равноостаточности при делении на 3.

Задача 35. Применить построенный признак рав­
ноостаточности при делении на 3:

а) к числам 858773 и 789988;
б) к числу, десятичная запись которого состоит из 

4444 четверок.
Задача 36. Указать и проанализировать аналогич­

ные признаки равноостаточности при делении на 7, 9,
11, 13 и 37 в десятичной системе счисления.

Задача 37. Указать и проанализировать признаки 
равноостаточности при делении:

а) на 2, 4 и 8 в троичной системе счисления;
б) на 2, 4 и 8 в семеричной системе счисления. 
Т е о р е м а  22. Представим произвольное натураль­

ное число А в виде

antkn +  an-itk (n-1) +  . . .  +  aitk +  oo>
еде

0 ^ a t < t k при 1 =  0, 1, n,
и положим

{oo +  at +  . . .  +  ctn-1 +  a„, если A ^  tk,
A — m, если A < t \

не определено, если A < m .
Тогда, для того чтобы порождаемый функцией f  

алгорифм построения' последовательности (3.4) пд 
правилу (3.5) был признаком равноостаточности при 
делении на т, необходимо и достаточно, чтобы было



Задача 38. Указать подпадающие под эту теорему 
признаки равноостаточности для чисел, записанных 
в шестеричной, семеричной, девятеричной и тринадца- 
теричной системах счисления.

Т е о р е м а  23. Пусть А — натуральное число, пред­
ставленное в виде

antkn +  an- \ tk <•-»> +  . . .  +  aitk +  а0,
где

О ^ a t < t b при i =  0, 1, п.
Положим

!ао — ai +  а2 — • • • ±  ап> если А  ^  tk, 
остатку от деления А на пг, если m ^  А <  tk, 
не определено, если А <  т.

Тогда, для того чтобы порождаемый функцией f 
алгорифм построения последовательности (3.4) по 
правилу (3.5) был признаком равноостаточности при 
делении на т., необходимо и достаточно, чтобы было 
(/ft+  1) • т .

Задача 39. Указать подпадающие под эту теорему 
признаки равноостаточности для чисел, записанных 
в троичной, пятеричной, восьмеричной и десятичной 
системах счисления.

14. Во многих задачах несущественна не только 
величина неполного частного от деления одного числа 
на другое, но также и величина остатка от деления, 
а интересно только, обращается этот остаток в нуль 
или нет, т. е. делится или нет первое число на второе. 
После сказанного в п. 1 ясно, как подходить к зада- 
чам такого рода.

Назовем числа а и Ь равноделимыми при делении 
на т, если либо и а, и b делятся на т, либо на т ни 
а, ни Ь не делятся.

Задача 40. Каково бы ни было т, любые равно­
остаточные при делении на т числа являются равно­
делимыми на т. Показать на примере, что обратное 
неверно.

Задача 41. Для каких т из равноделимости двух 
чисел при делении на т следует их равноостаточность 
при этом делении?

Задача 42. Доказать, что отношение равнодели­
мости при делении на данное число т является экви­
валентным отношением и разбивает множество целых 
чисел на два класса,



Задача 43. Будет ли справедлива для равнодели­
мых чисел теорема 20? Ее следствие?

15. Пусть нужно выяснить делимость на т числа 
А. Будем строить последовательность убывающих на­
туральных чисел

А =  А0, A lt Аг, . ( 3 . 6 )
равноделимых с А  при делении на т с остатком. Спо­
соб построения последовательности (З.б) выберем та­
кой, чтобы за всяким членом этой последовательности, 
большим или равным т по абсолютной величине, сле­
довал еще хотя бы один член. Если при этом послед­
ний член (3.6) будет равен нулю, то А делится на т, 
а если не равен нулю, то не делится.

Всякий способ построения последовательности (З.б) 
назовем признаком делимости на т.

Задача 44. Доказать, что всякий признак равно­
остаточности при делении на т является признаком 
делимости на т.

Очевидно, признаки делимости должны быть алго* 
рифмичными, т. е. удовлетворять таким же условиям 
определенности, массовости и результативности, что 
и признаки равноостаточности.

Нетрудно проверить (это предоставляется чита­
телю), что при помощи всякой функции f (x),  удов­
летворяющей условиям а) — в) из п. 10 и условию

г*) если f(x) имеет смысл, то числа х  и f(x)  рав­
ноделимы на т,
можно построить признак делимости на т точно та­
ким же образом, как строился признак равноостаточ­
ности при делении на т по всякой функции, удовле­
творяющей условиям а )— г).

Найдем несколько признаков делимости.
Согласно теореме 16 достаточно уметь определять 

делимость чисел на числа вида ра (т. е. на степени 
простых чисел).

16. П р и з н а к  д е л и м о с т и  на  7 в д е с я «  
т и ч н о й  с и с т е м е  с ч и с л е н и я .  Пусть А — нату­
ральное число. Представим А в виде 10а+  6, где 
0 Ь <. 10, как это уже делалось раньше. Положим

{|а  — 2 6 1, если А ^  19,
остатку от деления А на 7, если 7 <; А <  19, 
не определено, если А  <  7.



'Задача 45. Проверить выполнение для функции 
/з(Л) условий а) — в) и г*).

Функция fz{A) дает нам известных признак дели­
мости на 7: число 10а +  Ь (0 ^  6 <  10) делится на 7 
тогда и только тогда, когда на 7 делится число о — 26; 
полученное число снова проверяется этим же спосо­
бом на делимость на 7 и т. д.

Задача 46. Доказать, что полученный признак де­
лимости на 7 не является признаком равноостаточ­
ности при делении на 7 с остатком.

17. П р и з н а к  д е л и м о с т и  на  13. Представим 
натуральное число А в виде 10а +  6 и положим

{а +  46, если А Ш 40,
остатку от деления А на 13, если 13 А <  40, 
не определено, если А  <  13.

Задача 47. Проверить выполнение условий а) — в) 
и г*) для функции fi(x) и сформулировать получен­
ный признак делимости на 13.

Задача 48. К каким последствиям приведет замена 
в определении функции f 4 числа 40 на меньшее?

Задача 49. По аналогии с построенными призна­
ками делимости на 7 и 13 построить аналогичные 
признаки делимости на 17, 19, 23, 29 и 31.

Задача 50. Построить два признака делимости 
на 49.

18. Признаки делимости того же тйпа имеются 
и для чисел, записанных в других, недесятичных си­
стемах счисления.

П р и з н а к  д е л и м о с т и  н а  11 в ш е с т е р и ч ­
ной  с и с т е м е  с ч и с л е н и я .  Представим натураль­
ное число А в виде б а 6, где 0 6 <Г 6 (в соответ­
ствии со сказанным выше все рассуждения ведутся с 
употреблением обозначений и названий чисел в деся­
тичной системе счисления), и положим

;а +  26, если Л ^ И ,
0, если Л =  11,

не определено, если Л < 11.

Задача 51. Проверить соблюдение условий а)— в)
и г*) для функции f  и сформулировать полученный 
признак делимости,



Задача 52. По аналогии с только что построен­
ным признаком делимости построить признаки де­
лимости:

а) на 5 в семеричной системе счисления;
б) на 7 в одиннадцатеричной системе счисления!
в) на 17 в двенадцатеричной системе счисления.
19. В предыдущих пунктах этого параграфа мы

познакомились с большим количеством самых разно» 
образных признаков равноостаточности и признаков 
делимости. Практической целью построения всех этих 
признаков является получение удобно работающих 
алгорифмов нахождения остатков при делении на не­
которые определенные числа (признаки равнооста­
точности) или алгорифмов, обнаруживающих, равны 
эти остатки нулю или нет (признаки делимости). На­
сколько же мы осуществили поставленную цель?

Некоторые признаки равноостаточности, такие, как 
при делении на 2, 3, 5, 10 в десятичной системе счис­
ления (и вообще — на делитель степени основания си­
стемы счисления), действительно оказались весьма 
практичными и удобными. Применение других призна­
ков связано с более или менее громоздкими вычисле­
ниями.

Естественно поэтому искать и применять такие 
признаки делимости и равноостаточности, использо­
вание которых приводит к цели по возможности более 
простым путем.

Одна из трудностей, е которой мы сталкиваемся 
при такого рода попытках, состоит в том, что мы 
должны уметь простоту (или, наоборот, сложность) 
применения того или иного признака оценивать неко* 
торым числом. В качестве такой числовой характе­
ристики можно, например, взять число арифметиче­
ских действий над однозначными числами, которые 
необходимо произвести в процессе применения дан­
ного признака к тому или иному числу.

К сожалению, всякая такая характеристика объ­
ема вычислений в сильной мере зависит от индиви­
дуальных свойств того числа, делимость которого мы 
хотим испытать.

Так, например, очень легко убедиться в том, что 
остаток от деления числа 31 025 на 8 есть 1. Для этого 
достаточно найти остаток от деления на 8 числа 25. 
Но для нахождения остатка от деления 30525 на 8 
следует разделить на 8 с остатком число 525, а это



уже требует большего числа выкладок (безразлично, 
проводимых в уме или на бумаге).

В качестве другого примера рассмотрим признак 
равноостаточности при делении на 37 (см. задачу 36). 
Остаток от деления на 37 числа 10014 023 находится 
сложением 1 0 + 1 4  +  23 и делением полученной сум­
мы на 37. Остаток, как легко видеть, равен 10. Однако 
немногие смогут в уме применить этот признак равно­
остаточности к числу 782 639 485.

Поэтому, говоря об удобстве использования при­
знаков делимости и равноостаточности, нам следо­
вало бы отвлечься от сложностей индивидуальных 
испытаний чисел на делимость и оценивать возможно­
сти каждого признака «в среднем». При таком под­
ходе мы могли бы надеяться точно сформулировать 
меру сложности признака делимости или равнооста­
точности и даже найти наиболее экономный в этом 
смысле признак. К сожалению, мы лишены здесь воз­
можности развивать эту исключительно трудную сто­
рону вопроса более подробно.

Но это еще не все. Имеется и другая трудность в 
оценке качества признаков делимости и равноостаточ­
ности. Она заключается в том, что такая оценка мо­
жет производиться с различных точек зрения: кроме 
упомянутого числа арифметических операций над 
однозначными числами мы можем считать простым 
тот из признаков, применение которого (к каждому 
числу или «в среднем») требует меньшего числа ша­
гов, т. е. более короткой последовательности (3.4) 
(или соответственно последовательности (3.6)); мож­
но, наконец, за простоту признака принимать так или 
иначе понимаемую простоту (например, запоминае­
мость) функции f из (3.5). В результате мы оказы­
ваемся в условиях «многокритериальной оценки», с 
которой мы по другому поводу уже встречались в п. 9 
§ 1.



§ 4. ОБЩИЕ ПРИЗНАКИ 
РАВНООСТАТОЧНОСТИ И ДЕЛИМОСТИ

1. Все построенные выше признаки равноостаточ­
ности, а также признаки делимости выглядят не­
сколько искусственно, и на первый взгляд может по­
казаться, что эти признаки или, во всяком случае, не­
которые из них были найдены случайно или же в ре­
зультате проб и испытаний. На самом деле это не так. 
Оказывается, существуют способы построения призна­
ков равноостаточности и делимости на любое наперед 
заданное число. Они называются общими признаками 
равноостаточности или соответственно общими при- 
знаками делимости.

Общие признаки равноостаточности являются спо­
собами получения конкретных признаков равнооста­
точности. Поэтому конкретные признаки равнооста­
точности можно считать теми результатами, к кото­
рым приводят общие признаки. С этой точки зрения 
общие признаки равноостаточности относятся к кон­
кретным совершенно так же, как конкретный признак 
равноостаточности относится к результату своего при­
менения к некоторому числу, т. е. к остатку от деле­
ния данного числа а на данное число т .

Общие признаки равноостаточности и делимости 
напоминают алгорифмы, и притом алгорифмы до­
вольно своеобразные: их итогами, результатами
должны быть снова алгорифмы, именно: конкретные 
признаки равноостаточности или делимости.

Однако, для того чтобы говорить об общих при­
знаках равноостаточности и делимости как об алго­
рифмах, мы должны убедиться в том, что они обла­
дают нужными условиями определенности, массовости 
и результативности.



Говоря подробнее, указывая общий признак дели­
мости (равно как и общий признак равноостаточно­
сти), мы должны проверить выполнение следующих 
условий. Во-первых, по всякому числу т он должен 
действительно давать признак делимости (равнооста­
точности) на это число. Он должен, так сказать, «пе­
рерабатывать» каждое натуральное число т в соот­
ветствующий признак. Именно в этом и состоит его 
р е з у л ь т а т и в н о с т ь .  Во-вторых, общий признак 
должен быть о п р е д е л е н н ы м ,  т. е., примененный 
к заданному числу т, он должен приводить вполне 
определенным способом к вполне определенному кон­
кретному признаку делимости (равноостаточности) на 
это число. Наконец, в-третьих, признак должен быть 
м а с с о в ы м, т. е. действительно общим, и давать при­
знаки, делимости или равноостаточности на любое на­
перед заданное натуральное число.

В этом смысле описанный в п. 6 § 3 способ зада­
ния признака равноостаточности, а также описанный 
в п. 9 § 3 способ нахождения признаков делимости 
не являются общими признаками. Действительно, ука­
зание функций, обладающих нужными свойствами, яв­
ляется процессом, не удовлетворяющим пока ни од­
ному из требований определенности, массовости и ре­
зультативности.

В самом деле, эти способы не дают нам никакой 
гарантии в том, что нужная функция будет найдена; 
значит, они лишены результативности. Далее, если 
требуемая функция и существует, к ней можно прийти 
разными путями, не говоря уже о том, что таких' 
функций может оказаться несколько. Значит, эти спо­
собы лишены определенности. Наконец, ему не хва­
тает и массовости, так как, быть может, требуемых 
функций для тех или иных конкретных значений т 
нам найти не удастся. Сам способ нам, во всяком 
случае, ничего об этом не говорит. Таким обра­
зом, для того чтобы описанный процесс стал алго­
рифмом, он должен быть еще дополнен точными 
указаниями, гарантирующими построение вполне 
определенной функции fm для каждого конкретного 
числа т.

Эта задача «алгорифмизации»' построения признак 
ков равноостаточности и признаков делимости может 
быть решена, и даже без особого труда, а общие при» 
знаки делимости известны уже давно.



Один такой общий признак равноостаточности фак­
тически уже был нами построен в п. 11 § 1 при выяс­
нении вопроса о делении с остатком. Мы его можем 
сформулировать так: каждому целому положитель­
ному числу т ставится в соответствие процесс после­
довательного вычитания этого числа т до получения 
числа, меньшего чем т (см. последнюю фразу п. I 
§ 3). Ясно, что такое соответствие обладает необхо­
димыми свойствами определенности (мы точно знаем, 
что ставится в соответствие числу т: процесс последо­
вательного вычитания этого числа т ), массовости 
(процесс последовательного вычитания можно пытать­
ся применить к любому т) и результативности (такая 
попытка обязательно приведет к успеху). Однако 
практическая ценность описанного общего признака 
равноостаточности весьма невелика.

Некоторое усовершенствование общего признака 
равноостаточности, основанного на последовательном 
вычитании, приводит к известному процессу деления 
целых чисел «углом». Этот процесс деления тоже мо­
жет рассматриваться как общий признак равнооста­
точности. Нелишним будет напомнить, что подавляю­
щее большинство людей пользуется при нахождении 
остатков от деления именно этим признаком. При 
этом рассуждение ведется по следующей схеме, ко­
торую мы воспроизведем в двух вариантах: на обыч­
ном житейском языке и на языке алгорифмов.

На житейском языке На языке алгорифмов

1) Я должен найти оста­
ток от деления дан­
ного а на данное т\

2 ) для этого я буду де­
лить на т ;

3) вот я начинаю де­
лить а на т . . .

4) ...делю  и получаю 
остаток.

Общий признак равноостаточности 
начинает переработку числа т\

общий признак «выдает» результат 
переработки числа т: конкретный 
признак равноостаточности при де­
лении на т , заключающийся в не­
посредственном делении на т 
с остатком; 

полученный конкретный признак на­
чинает переработку числа ах деле­
ние на т с остатком; 

конкретный признак приводит к цели: 
к остатку от деления а на пи



В этом рассуждении первые три шага уже очень 
просты, и поэтому не приходится удивляться, что чет­
вертый шаг, состоящий в фактическом выполнении 
деления, оказывается таким громоздким. Цель созда- 
ния общих признаков равноостаточности и делимости 
и состоит в разгрузке четвертого шага путем усовер­
шенствования второго. Именно это и имеют обычно 
в виду, когда говорят об общих признаках делимости 
и равноостаточности.

2. Исторически первым общим признаком дели­
мости (точнее, даже признаком равноостаточности) 
является следующий, предложенный знаменитым фран­
цузским математиком Паскалем еще в середине 
XVII столетия. Сущность этого признака такова.

Пусть т — натуральное число. Составим последо­
вательность чисел

г\, гъ г3, (4.1)
полагая

Г\ равным остатку от деления 10 на т,
г2 равным остатку от деления 10r t на т,
г3 равным остатку, от деления 10г2 на пг

и т.д.
Представим теперь произвольное натуральное чис­

ло Л в виде
10 пап +  10n_1an-i +  . . .  +  Юа, +  До

и определим функцию

Р » ( А ) ~

!а0 +  +  г202 +  . •. +  гпап, если 10" ^  т,
остатку от деления А на т, если 10п < т ^ Л ,  
не определено, если А  <  т.

Задача 53. Проверить, что функция Fm при лю­
бом т удовлетворяет условиям а) — г) из п. 10 § 3.

Итак, нами построен признак равноостаточности 
при делении на произвольное т, т. е. некоторый об­
щий признак равноостаточности. г

Задача 54. Сформулировать получаемые из общего 
признака равноостаточности Паскаля признаки рав­
ноостаточности при делении!

а) на 2, 5 и 10;
б) на 4, 20 и 25;



в) на 3 и 9;
г) на 11;
Д) на 7.
Задача 55. Пусть в последовательности (12)

Г| есть остаток от деления 100 на tn,
г2 есть остаток от деления ЮОг, на т,
г3 есть остаток от деления 100г2 на т

и т.д.
Вывести отсюда общий признак равноостаточности, 

аналогичный общему признаку равноостаточности Па­
скаля.

Задача 56. Вывести общий признак равноостаточ­
ности в f-ичной системе счисления, аналогичный при­
знаку Паскаля.

3. В п. 19 § 3 мы говорили о сравнительных каче­
ствах признаков делимости (или равноостаточности) 
на данное число. Так как общий признак делимости 
должен давать нам признаки делимости на любое на­
туральное число, то неудивительно, что он может для 
различных чисел приводить к признакам делимости 
весьма различного качества.

Так, например, общий признак Паскаля наряду 
с вполне приемлемыми признаками равноостаточности 
при делении на 3 и 11 дает весьма громоздкий и не­
удобный к применению признак равноостаточности 
при делении на 7 (см. задачу 54, д )).

В связи с этим по поводу общих признаков дели­
мости и равноостаточности можно высказать сообра­
жения, подобные тем, которые производились в п. 19 
§ 3 при обсуждении качества конкретных признаков 
делимости и равноостаточности. В этом смысле наи­
лучшим общим признаком делимости (равноостаточ­
ности) должен считаться тот, который в применении 
к любому наперед заданному целому положительному 
т  дает наилучший признак делимости (равноостаточ­
ности) на это т. Читатель (особенно в свете сказан­
ного в п. 19 § 3) должен отдавать себе отчет в том, что 
задачи нахождения наилучшего общего признака де­
лимости или равноостаточности далеки не только от 
своего решения, но даже от строгой постановки.



§ 5. ДЕЛИМОСТЬ СТЕПЕНЕЙ

1. Начнем с описания процесса, который можно 
было бы назвать «очень общим признаком равнооста­
точности».

Пусть k — некоторое натуральное число, а г есть 
остаток от деления tk на т:

tk =  mq г (0 <£ г <  т).
По следствию теоремы 20 (см. п. 3 § 2) при любом п 
числа г" и tkn при делении на т также должны быть 
равноостаточными.

Составим теперь для произвольного числа А его 
разбиение на £-значные «грани» справа налево, т. е. 
представим его в виде

А =  a„tkn +  an- itk in~l) +  . . .  +  a\tk +  а0,
где

0 <Lat < t k при 1 =  0, п.
Положим теперь 
Ж ) =

!a„rn +  ап-\гп- 1 +  . . . +<*ir+  ао, если A ^ t k, 
остатку от деления А на т, если т ag А <  
не определено, если А <  т.

Ясно, что, как и ранее в аналогичных случаях, процесс 
построения чисел

Ао =  A, Ai =  /  (Ло), А2 =  f  (Л1), . . .
является признаком равноостаточности.

Задача 57. Убедиться все-таки в том, что это дей* 
ствительно так.

Задача 58. Полагая t =  10 и k = 2 ,  найти остаток 
от деления числа 1 048 576 на 7.



Задача 59. Убедиться в том, что только что опи- 
санный признак равноостаточности является лишь бо­
лее явной формой того обобщения признака Паскаля, 
которое было упомянуто в задаче 66.

2. Говоря формально, при составлении в п. 1 об­
щего признака равноостаточности мы пользовались 
свойствами степеней, относящимися к их делимости. 
Однако вопрос о делимости степеней по существу яв­
ляется вопросом о делимости некоторых произведе­
ний. Поэтому и решить этот вопрос в принципе уда­
лось на основе результатов § 2. Вместе с тем прак­
тическая реализация полученного признака равно­
остаточности для тех или иных комбинаций значений 
чисел t а т может приводить к крупным значениям k 
и г, так что вычисление значений функции f может 
потребовать выполнения значительных вычислений, 
возможно даже превосходящих по объему выкладки 
по непосредственному делению на т.

Ясно, что вычисление значений функции f оказы­
вается тем проще, чем меньшими будут значения чи­
сел k и г. Разумеется, наиболее удобным оказывается 
в этом отношении тот случай, когда г «■* 1. Тогда зна­
чение f получается в результате выполнения наименее 
трудоемкого действия: сложения.

Согласно теореме 22 этот случай (г =  1) имеет 
место тогда и только тогда, когда (tk — 1) • т или, 
иными словами, когда tk при делении на т дает 
в остатке 1. Встает вопрос: найдется ли при данных 
t u r n  такое k, что (f*— 1) • m?

Все сказанное приводит к необходимости заняться 
изучением делимости степеней несколько более по­
дробно.

3. Расширим несколько наши познания в области 
теории чисел.

Т е о р е м а  24 ( т е о р е м а  Ф е р м а ) .  Если число 
р простое, то разность аР — а делится на р.

Не следует путать эту так называемую «малую 
теорему Ферма» с «великой теоремой Ферма». По­
следняя утверждает, что при целом п >  2 не суще­
ствует таких целых а, b и с, что ап +  Ьп =  сп. Не­
смотря на многочисленные попытки, великая теорема 
Ферма до сих пор не доказана и не опровергнута.

С л е д с т в и е .  Если р простое и а не делится на р, 
то ар~1 — 1 делится на р.



Задача 60. Привести пример, показывающий, что 
как теорема 24, так и ее следствие для составного р , 
вообще говоря, неверны.

Задача 61. Доказать теорему Ферма, опираясь на 
результат задачи 26.

Пусть натуральное число т имеет каноническое 
разложение:

«  =  /> №  ••• Р\к> (5Л>
положим

ч р м = о ;" "  (р, - 1  )/>;■-' (о, - 1) . .  • й *-1 (р . -  о .
(5.2)

Формулы (5.1) и (5.2) ставят в соответствие каж­
дому натуральному числу т некоторое вполне опре­
деленное число ф (т). Это значит, что мы можем го­
ворить о ф у н к ц и и  ф натурального аргумента.

О п р е д е л е н и е .  Определенная выше функция ф 
называется функцией Эйлера.

Функция Эйлера играет исключительно важную 
роль во многих вопросах теории чисел. Даже в этой 
книжке будет указано несколько применений этой 
функции.

Т е о р е м а  25. При взаимно простых mi и m2 

имеет место равенство
Ф {mxm^ =  ф {mi) ф (m2).

Задача 62. Вычислить ф(12), ф(120), ф(1000).
Задача 63. Определить все числа т ,  для которых:
а) ф (т )  =  10;
б) ф (т )  =  8.
Задача 64. Доказать, что не существует такого т ,  

для которого ф (т )= 1 4 .
Задача 65. Показать, что ф (т ) равно числу на­

туральных чисел, взаимно простых с m и меньших т .
Это свойство функции Эйлера является чрезвы­

чайно важным. Его часто принимают за определение 
этой функции.

Т е о р е м а  26 ( т е о р е м а  Э й л е р а ) .  Если числа 
а и m взаимно просты, то аф(т) — 1 делится на т.

Остатки при делении одного и того же делимого 
на различные делители связаны между собой доста­
точно сложным образом. Из теоремы Эйлера можно 
получить принципиально важную для нас зависи­



мость между остатками от деления на взаимно про­
стые множители и остатками от деления на их про­
изведение.

Задача 66. Пусть (mi, m2) =  1, а и а2 — числа, 
равноостаточные с А при делении соответственно на 
гп\ и тг. Тогда равноостаточным с А при делении на 
mim2 будет число

(a,m2 +  а̂ Шх) (т , +  tn^f
4. На основании установленных фактов мы можем 

сформулировать общий признак равноостаточности 
для произвольного делителя т в произвольной си­
стеме счисления t в той явной и достаточно удобной 
форме, о которой говорилось в п. 1.

Напомним снова, что всякий признак равнооста­
точности есть алгорифм, т. е. некоторый процесс, и 
потому всякое его описание должно носить характер 
развивающегося повествования.

Итак, пусть нам даны числа m a t .  Представим т 
в виде такого произведения т =  пцт 2, что (m \,t) =  
=  1 и для некоторого показателя k имеет место де­
лимость tk • щ .  Согласно теореме 18 такое представ­
ление возможно. В силу задачи 66 вопрос о равноос­
таточности при делении на mim2 может быть сведен 
к аналогичным вопросам для деления на mi и т 2. Но 
признак равноостаточности для деления на т 2 содер­
жится в теореме 21, а признак равноостаточности для 
деления на mi —»в теореме 22. После применения этих 
признаков равноостаточности следует воспользоваться 
результатом задачи 66.

Например, в случае нахождения признака равно­
остаточности при делении на 12 в десятичной системе 
счисления, очевидно, mi =  3, m2 == 4 и k — 2.

Описанный процесс является общим признаком 
равноостаточности в том смысле, что по любому m 
он выдает некоторый конкретный признак равноос­
таточности. Это вытекает из алгорифмичности пред­
ставления числа m в форме, указываемой в теоре­
ме 18, а сама эта алгорифмичность следует из алго­
рифмичности построения канонического разложения 
чисел (см п. 9 § 3).

Нам остается сформулировать в явном виде ука­
занный признак равноостаточности при делении на 
mi, пользуясь возможностью определить показатель k 
на основании теоремы Эйлера!



5. Применяя доказанные теоремы, построим не­
сколько общих признаков делимости и равноостаточ­
ности.

Фиксируем натуральное т и представим число А 
в виде

А =  Оо +  а 110(И'п> +  а2102<Р<т > +  . . .  +  а*10**<т >,
где

О =£ а0, а„  а2.........ak ^  10*<*>,

т. е. все а,- (i =  0, 1, . . . ,  k) являются <р(т)-значными 
числами.

Функция
F ( 4 ) -

!До +  «1+ . . . + « ь  если Л ig  10(Р(т>,
остатку от деления А на т, если т ^  А <  10(P(m), 
не определено, если А <  т,

определяет, как нетрудно проверить, некоторый об­
щий признак равноостаточности.

Задача 67. Проверить это обстоятельство.
Т е о р е м а  27. Если числа а и т взаимно просты, 

а числа k\ и & 2 равноостаточны при делении на с р (т ) ,  
то числа ак' и акг равноостаточны при делении на щ.

Задача 68. Сформулировать получаемые на основе 
этого общего признака равноостаточности конкрет­
ные признаки равноостаточности при делении на 7,
11 и 13.

Задача 69. Сформулировать аналогичный общий 
признак равноостаточности для произвольной *-ичной 
системы счисления. Убедиться в том, что получаемый 
так общий признак равноостаточности по своей фор­
мулировке не зависит от основания системы счис­
ления t.

Задача 70. Доказать, что (га13 — п) • 2730.
6. Построенный общий признак равноостаточно­

сти не является во многих случаях, так сказать, «до­
статочно экономным», так как число <р ( т )  может, 
вообще говоря, оказаться довольно большим. 
Поэтому, с одной стороны, при пользовании этим при­
знаком приходится складывать большие числа, а с 
другой стороны, ф(т)-значные числа при этом прихо­
дится делить на m непосредственно (или же пользо­
ваться каким-нибудь другим признаком делимости



и равноостаточности). Желательно поэтому попы­
таться взять вместо ф (т) другой,. меньший показа­
тель. В ряде случаев это удается сделать. Например, 
при т. =  37 вместо ф (т )  =  36 можно взять показа­
тель 3, ибо 1000 при делении на 37 дает в остатке 
единицу; при т  =  11 вместо ф ( т ) = 1 0  можно взять 
показатель 2 и т. д.

О п р е д е л е н и е .  Наименьшее число б, для кото­
рого аь при делении на т с остатком дает в остатке 1, 
называется показателем, которому принадлежит чис­
ло а при делении на m с остатком.

Его часто называют также показателем, которому 
принадлежит число а по модулю т..

Очевидно, каковы бы ни были взаимно простые 
числа а и т, показатель б, которому принадлежит а 
при делении на т, не превосходит ф (т). Этот пока­
затель и можно взять вместо ф (т) в формулировке 
общего признака равноостаточности из п. 5.

Задача 71. Модифицировать построенный общий 
признак равноостаточности, используя вместо ф^т) 
показатель, которому принадлежит 10 при делении на 
пг с остатком.

Задача 72. То же для /-ичной системы счисления.
7. Показатель, которому принадлежит число а при делении 

на т, может, вообще говоря, быть и равным <р(т). Например, 
последовательностью остатков от деления степеней числа 2  на 11  
будет

2, 4, 8 , 5, 10, 9, 7, 3, 6 , 1,

так что при делении на 11 число 2  принадлежит показателю 1 0 . 
Значит, для применения признака равноостаточности из п. 5  в 
этом случае приходится брать & «  Ю *= <р(11).

Однако во многих случаях удается обходиться показателем
ф (т). Пусть, например, т есть степень простого числа:

т*=*ра п р ф 2 .  Тогда ф (m)=*pa~ l (р — 1), и теорема Эйлера
приобретает вид: для (а, р)*= 1 должно быть (ара~ ,(р“ 1) — l)  : Ра 
'Гак как число pa~ l (p — 1) четное, последнее делимое есть раз­
ность квадратов, и мы имеем

Так как р ф %  оба сомножителя одновременно на р делиться
Л 4-Ф(т)

не могут. Значит, на р делится либо а * + 1 ,  либо

4“ф(т)а * — 1. В первом случае мы оказываемся в условиях



теоремы 23 с k =  ф (т), а во втором — в условиях теоремы 22 

с тем же k =  - j -  <р (т).

8. Применения функции Эйлера и теоремы Эйлера 
не ограничиваются признаками делимости и равно­
остаточности. Например, при их помощи можно ре­
шать уравнения в целых числах.

Т е о р е м а  28. Если числа а и Ь взаимно просты, 
то уравнение

ах +  by =  с (5.3)
всегда разрешимо в целых числах, и целыми его ре- 
шениями будут все пары чисел (xt, y t), где

xt =  ca<fib)~1 +  bt,
1_ аф(б) 

y t =  c ----- -b----------at

\ t  — любое целое число).
Задача 73. Доказать теорему, аналогичную тео­

реме 28, не предполагая взаимной простоты чисел 
а и Ь.

Задача 74. Найти способ решения уравнений вида
(5.3) в целых числах на основе результата за­
дачи 29,6).

Задача 75. Решить в целых числах уравнения:
а) 5 * +  7# =  9;
б) 25* + 1 3 #  =  8.
9. Т е о р е м а  29. Пусть m взаимно просто с 10 и 

k равноостаточно с ЮЧЧ"*)—i при делении на т. Тогда 
числа

10а +  6 и a-\-kb
равноделимы на т.

Опираясь на эту теорему, можно построить сле­
дующий общий признак делимости. Обозначим че­
рез k остаток от деления 10<Р<т >-1 на т  с остатком, 
представим произвольное число А в виде

10а +  6 (0 ^  Ь <  10)
и положим 
F(A) =

!а +  kb, если А >  а +  kb,
остатку от деления А  на т, если т sg А <  а +  kb,

не определено, если А  <  т.



Если k велико '(близко к т ) \  то вместо него 
в формулировке соответствующего признака целесо­
образно брать k — т.

Задача 76. Проверить для функции F выполнение 
условий а) — в) из п. 10 § 3 и г *) из п. 15 § 3.

Задача 77. На основании только что построенного 
общего признака делимости вывести конкретные при­
знаки делимости на числа 17, 19, 27, 29, 31 и 49.

Задача 78. Построить аналогичный общий признак 
делимости, представляя произвольное натуральное 
число в виде

100а +  6 (0 ^  6 <  100),
и вывести из него конкретные признаки делимости на 
17, 43, 49, 67, 101, 199.

Задача 79. Построить аналогичный общий при­
знак делимости в Личной системе счисления.

Задача 80. На основании построенного общего 
признака делимости вывести конкретные признаки де­
лимости:

а) на число 21 в восьмеричной системе счисления;
б) на число 31 в двенадцатеричной системе счис­

ления.



ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

1. Достаточно заметить, что а =  аЛ .
2. По условию, найдутся такие d\ и d2, что а =  bdi 

и Ь =  cd%. Но тогда а =  cdid2. т. е. а • с.
3. Мы имеем а =  Ьсу и b =  ас2, откуда следует, 

что a =  acic2, т. е. cic2= l .  Так как числа с, и с2 по 
условию целые, должно быть либо ci =  c2= l ,  либо 
ci =  c2 =  — 1. В первом из этих случаев а — Ь, а во 
втором а =  —Ь.

4. Пусть а=*Ьс. Если | с | ^ 1 ,  то, поскольку 
| & | > | а | ,  должно быть и | & с | > | а | ,  что, однако, 
противоречит предположенному. Значит, | с | < 1 ,  а 
так как по условию число с целое, должно быть с = 0, 
а потому и а =  0.

5. Очевидно, из а =  Ьс следует | а | =  16 11 с | , а из 
|а |  =  16 11с| следует а =  Ьс или а =  &(—с), причем 
числа с, —с и | с | целые или нет одновременно.

6. В самом деле, пусть
at =  bcu 
<h =  bc2,

ап =  bcn,

где все числа с\, с2, . . . ,  сп целые. Сложив все эти 
равенства почленно, получим

а 1 +  **2 +  • • • +  а п —  Ь (С1 +  с 2 +  • • • Н~ Сп)‘

В скобках стоит целое число, что и доказывает тре­
буемое.

8. Доказательство ведется от противного. Предпо­
ложим, что простых чисел конечное число, так что 
все они могут быть выписаны:

Рь Рг> . . . .  Д». (Д-1)



Произведение всех этих чисел обозначим через Р 
и рассмотрим разность Р — 1. Эта разность больше 
каждого из простых чисел, перечисленных в списке 
(Д. 1), и потому не может быть простым числом. 
Следовательно, она делится хотя бы на одно простое 
число рк. Но Р также делится на рк. Поэтому на осно­
вании следствия теоремы 6 должно быть и 1 • р*, 
рткуда следует, что р* =  1, а это противоречит про­
стоте числа pk (см. с. 20).

Приведенное доказательство бесконечности мно­
жества простых чисел было найдено Евклидом 
(IV век до н. э.).

9. Если числа а и р взаимно просты, то теорема 
доказана. Если же эти числа не взаимно просты, то 
оба они делятся на одно и то же число, отличное от 
единицы. Ввиду простоты р таким числом может 
быть только само р. Значит, в этом случае а \  р, а это 
и требовалось.

10. Разделив М на т с остатком, получим
M — m q-\-r,

где 0 г •< т .  Так как М и т  делятся на а и Ь, по 
следствию теоремы 6 число г также должно де­
литься и на а, и на & и тем самым быть общим крат­
ным этих чисел. Но г <  т, а т есть наименьшее по­
ложительное общее кратное а и Ь. Значит, г не 
может являться положительным числом, так что 
г =  0. Поэтому М  • т.

11. Пусть числа а и Ъ взаимно просты п т  — их 
наименьшее общее кратное. Так как ab • а и ab • Ь, 
по предыдущей теореме ab • т. Пусть ab =* mk. По­
ложим m =* ас. Тогда ab =  ack, т. е. Ъ =  ck, так что 
Ь • k. Точно так же убеждаемся в том, что и а • k. 
Так как числа а и Ь по условию взаимно простые, 
должно быть k =* 1, а это и означает, что т =  ab.

12. Обозначим через т наименьшее общее крат­
ное чисел b и с. По предыдущей теореме т «  Ьс. Д а­
лее, по условию ab i с\ кроме того, очевидно, ab • Ь. 
Значит, по теореме 10 ab • Ьс, т. е. ab =  bck или, 
после сокращения на b, а — ck, а это и требовалось.

13. Доказательство ведется индукцией по числу 
сомножителей. Если сомножитель один, то теорема 
тривиальна. Предположим, что теорема доказана 
для любого произведения п сомножителей. Пусть 
о м  . . .  anan+i • р. Обозначим . . .  ап через А-



Тогда Aan+i * p. Если an+1 • p, то теорема доказана, 
а если нет, то по теореме 9 числа ап+1 и р взаимно 
просты. Но тогда по предыдущему A  j р. Так как А 
есть произведение п сомножителей, по индуктивному 
предположению один из них должен делиться на р. 
Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Вся дробь представляет собой це­
лое число, т. е. ее числитель делится на знаменатель.

Будем считать, что числитель является произве­
дением двух сомножителей: р и 1*2* . . .  - (р — 1) =  
=  (р — 1)! Ни один из сомножителей знаменателя 
дроби не делится на р. Следовательно, по предыду­
щей теореме, на р не делится и весь знаменатель. Но 
тогда на основании теоремы 9 он взаимно прост с р. 
Поэтому на знаменатель должен делиться второй со­
множитель числителя. Обозначая частное от этого де­
ления через <7, мы имеем Ср =  pq, и требуемое до­
казано.

14. Сначала докажем в о з м о ж н о с т ь  разложе­
ния любого числа, отличного от единицы, на простые 
множители. Предположим, что все числа, меньшие N, 
могут быть так разложены. Если число N  простое, то 
оно автоматически разлагается в произведение про­
стых (именно, в произведение, состоящее только из 
одного сомножителя — самого числа N ), и теорема 
доказана. Пусть теперь N  составное, N i — некоторый 
делитель N, отличный как от N, так и от единицы, 
и N 2 — частное от деления N на М. Тогда N =  NiN2, 
причем, как легко проверить, 1 <  N 2 <  N. Так как 
N 1 и N 2 меньше N, по предположению они разла­
гаются в произведения простых множителей. Пусть 
N 1 =  pip2 . . .  Pk и N2 =  <7i<72 • • • qt — эти разложения. 
Тогда Р1Р2 . . .  p*<7i<72 . . .  qi является искомым разло­
жением числа N. Возможность разложения, таким 
образом, доказана.

Переходим к доказательству е д и н с т в е н н о с т и  
разложения. Пусть нам даны два разложения числа N  
на простые множители: р\р2 . . .  Pk и <71*72 . . .  qi. Оче­
видно,

Р1Р2 • • • Pk == Я\Ч2 • • • Яь (Д*2)

Так как <71̂ 2 , qi делится на ри по предыдущей 
теореме хотя бы одно из чисел qu q2, . . . ,  qi делится 
на p t. Пусть qx : Pi (то, что мы считаем именно пер­
вый сомножитель в (Д.2  ̂ справа делящимся на pi,



никакого дополнительного предположения не озна­
чает, так как мы вправе переставлять сомножители 
местами и обозначить через qx именно тот из них, ко­
торый делится на р\). Так как число qx простое, это 
возможно лишь при pi =  qi. Сокращая равенство 
(Д.2) на ри получаем

Р2Р3 ••• Рк =  Ш  Я и (Д.З)

Аналогично предыдущему убеждаемся в том, что не­
которое из чисел q2, <7 3 , • ••> qi (например, q2) делится 
на р2, и потому p2 =  q2. Сокращая равенство (Д.З) 
на р2, мы уменьшаем число сомножителей в его час­
тях еще на единицу. Такой процесс сокращения, оче­
видно, можно продолжать до тех пор, пока мы не 
сократим одно из произведений полностью. Пусть 
первым сократится произведение, стоящее в (Д.2) сле­
ва. Произведение, стоящее в (Д.2) справа, тоже долж­
но при этом сократиться нацело, так как в противном 
случае мы получили бы равенство вида

l ===*7ft+i ••• qir

которое невозможно, так как единица не делится ни 
на какое простое число. При этом мы получаем так­
же, что

Pi ~  Яи Р2 =  Яъ •••• Рк~Я к•

Теорема полностью доказана.
15. Пусть р \'р \г . . .  ракк и я\'Я2* . . .  q\* — соответ­

ственно канонические разложения чисел а и b, a d —• 
некоторый общий делитель этих чисел. Если й ф  
то d делится на некоторое простое число р. Тогда по 
теореме 3 а ■ р и b • р, так что р находится как среди 
чисел ри р2, . . . ,  рц, так и среди чисел qu q2, . . . ,  qu 
Поэтому среди простых чисел, входящих в канониче­
ское разложение а, существует хотя бы одно, входя­
щее в каноническое разложение Ь.

Наоборот, если а и 6 взаимно просты и р входит 
в каноническое разложение а, то Ь не делится на р, 
так что р не может входить в каноническое разло­
жение Ь.

16. Н е о б х о д и м о с т ь .  Так как a \ p at l ( г = 1 ,
2, . . . ,  k), мы из Ъ \а  получаем требуемое простой 
Ссылкой на теорему 2«



Д о с т а т о ч н о с т ь  доказывается по индукции. 
Делимость b • pi' мы имеем в числе условий. Предпо­
ложим, что нами уже установлено, что

Ь \р ?  . . .  р?  (1 ^ l <  k).

Кроме того, в нашем распоряжении имеется дели­
мость b • р“| I 1. Так как числа р“‘ . . .  р“* и р“| | '  по 
предыдущей теореме взаимно просты, мы можем при­
менить следствие теоремы 11, которое дает нам

Ь \р * 1 . . .  p“'p“iV .

Этим индуктивный переход обоснован.
17. Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть а | Ь. Из теоре­

мы 13 следует, что каждый простой делитель Ь яв­
ляется простым делителем а. Таким образом, Ь имеет 
вид

pf‘pf2 • • • р\К

где O sS P j, 0 5gp2, . . . ,  О ^  pft. Предположим, что 
Р, >  а,. Так как

а, а, ctil ос» Otа p , ‘p22 . . . p fte p22 . . . p ft*

Ь р\'р1г . . . р 1 к p f1 а,р2г . .  • р \к

— целое число, числитель последней дроби должен 
делиться на знаменатель и тем более на число р?1-0'. 
Но тогда по теореме 13 на р { должно делиться хотя 
бы одно из чисел р2, • • •» Р*. чего не может быть. 
Значит, Pi 25 а ь Так как нумерация простых делите­
лей а для нас безразлична, мы тем самым доказали, 
что и р2 25 а2, . . . ,  р* <  а*. Необходимость доказана.

Для доказательства д о с т а т о ч н о с т и  заметим, 
что если b имеет указанный вид, то

а =  6р"|_р|р"2_р2. . .  р“*-р*.

18. Напишем канонические разложения чисел т 
и t :

т = И i • • • Ип > 1 Ч\ * • • 41 •

Отберем среди простых рь .. .» Рп те, которые де­
лят ty т. е. содержатся среди q\9 . . . ,  qi. Пусть для 
определенности это будут рь АГ1, рг, равные соответ-



ственно числам qu a . ,  qr. Положим тогда 

т2 =  . . .  р% т, =  р“;+. . . .  р“«

Согласно теореме 15 будет (mi, 0 = 1 .  Кроме того,
возьмем натуральное число к, которое было бы не
меньше каждого из отношений

«I «г
р ! ..........  РГ ‘

Это значит, что & Р < ^ а г для i = l ,  г, откуда со­
гласно теореме 17 tk \ т2.

19. Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть
а =  mqx - f  г, (0 ^  г, <  т), (Д.4)
b — mq2 +  г2 (0 ^  г2 <  т). (Д.5)

Ввиду равноостаточности а и b должно быть ri — r2. 
Значит,

a — b =  m (ql — q2),

т. е. (а — Ь) • т.
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть (а — V) • т. Разделив а 

и Ъ на т с остатком, мы получим (Д.4) и (Д.5). При 
этом

a — b =  m (ql — q2) +  rl — г2,
т. е.

(a — b) — m (<7t — q2) =  г, — г2.
По теореме 6 {r{ — г2) • т .  Но | г, — г21 <  т .  Значит, 
по теореме 4 г\ — г2 =  0 или г у =  г2, а это и требо­
валось.

20. Из условия на основании теоремы 16 мы имеем
a ^ & i  +  m?,,
а2 — Ь2-)г mq2, (Д.6)
• • • • • • •

an =  bn +  mqn.
Сложив почленно эти равенства, мы после про­

стых преобразований получаем

(<*1 +  «2 +  • • ♦ +  <*п) — (&1 +  Ь2 +  . . .  +  Ьп) =  
=  т(<71 +  <72+ .  

что по теореме 19 и означает равноостаточность сумм.



Сходным образом доказывается равноостаточность 
произведений. Перемножим почленно все равенства 
(Д.6):

а\а2 . . .  ап =  (bi +  mqi) (b2 +  mq2) . . .  (bn +  mqn) .
Раскрывая справа скобки, мы получим произведение 
Ь\Ъ2 . . .  Ьп и еще 2"— 1 произведений, в каждом из 
которых имеется хотя бы один из сомножителей, рав­
ный т. Это значит, что последнее равенство может 
быть записано в виде

а,а2 . . .  ап =  Ьф2 . . .  bn +  mt,
где t — некоторое целое число. Равноостаточность 
произведений, таким образом, доказана.

21. Н е о б х о д и м о с т ь .  Если описанный алго­
рифм является признаком равноостаточности при де­
лении на т, то числа А и Ь при делении на т должны 
быть равноостаточными. В частности, это будет так, 
если А =  tk +  b. Но это значит, что

A — b =  tk \m .
Д о с т а т о ч н о с т ь .  В наших обозначениях 

А — b — atk, т. е. числа А и b равноостаточны при 
делении на tk. Если tk • т, то по следствию теоремы 17 
они равноостаточны и при делении на т. Поэтому 
конструируемая алгорифмом в этом случае последо­
вательность А0, Аи  . . .  состоит из равноостаточных 
при делении на m чисел. Следовательно, процесс по­
строения этой последовательности является призна­
ком равноостаточности при делении на т.

22. Н е о б х о д и м о с т ь .  Если описанный алго­
рифм действительно является признаком равнооста­
точности при делении на т, то он, в частности, дол­
жен быть применим и к числу А =  tk +  а 0. Здесь 
/(Л ) =  а о + 1 ,  и равноостаточность чисел А и f(A ) 
при делении на т означает (tk— 1) • tn.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть A S j tk. Тогда из оп­
ределения функции f  следует, что
A - f ( A )  =

— an{tkn — l) +  a „ _ i — l ) +  . . .  + a , ( / fe— l).
Здесь каждое слагаемое (см., например, задачу 22д)) 
делится на tk — 1. Значит, если то и
(A — f  (Л)) • т .  Равноостаточность остальных членов



последовательности (3.4)', а также ее членов, если она 
начинается с числа А <  tk, вытекает из ее построения.

23. Н е о б х о д и м о с т ь .  В случае /4 =  <*+а<> 
равноостаточность чисел А и f(A ) =  ao— 1 при деле­
нии на т дает нам (/* +  1) • т.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Мы имеем в нашем случае 
при А ^  tk
A — f(A) =  an (itkn db I) +  e«_, (/*1' " ' 1) 4= 1) +  . . .

. . . + a , ( / ft+ l )  (Д.7)
(знак «плюс» стоит здесь в члене, соответствующем 
нечетному коэффициенту при k в показателе, а знак 
«минус» — в члене, соответствующем четному коэф­
фициенту). Согласно д) и е) задачи 22 при нечет­
ном г выражение tkr +  1 делится на 1, а при чет­
ном г на /* +  1 делится выражение tkr — 1. Значит, 
если (/* + 1 )  • т, то на т делится каждый член 
в (Д.7) справа, а потому и вся разность А — f(A).  
Тем самым числа А и f(A)  оказываются равнооста­
точными при делении на т. Равноостаточность ос­
тальных членов последовательности (3.4), а также 
членов этой последовательности, если она начинается 
с числа А <  tk, вытекает непосредственно из ее по­
строения.

24. Доказательство ведется индукцией по а. При 
а —  1 имеем

ар — а =  1 — 1 = 0
и 0 • р.

Предположим, что ар — а делится на р, и дока­
жем, что ( а + 1 ) р — ( а + 1 )  также делится на р. 
Действительно, разлагая ( а + 1 ) ?  по формуле би­
нома Ньютона, имеем
( а + 1 ) р - ( а + 1 )  =

=  ар -4* Срйр 1 -|- Cpflp 2 -(- . . .  ■}* Ср *я-|-1 — а — 1 =
=  ар -  а +  С'рар- 1 +  С У ’ 2 +  . . .  +  Срр~ха. (Д.8)

Здесь ар — а делится на р по предположению. По след­
ствию теоремы 13 Ср (при 1 ^  k ^  р — 1) также де­
лится на р. Следовательно, на р делится каждое 
слагаемое правой части соотношения (Д.8), а потому 
(теорема 6) и вся сумма.

Индуктивный переход обоснован, и вся теорема 
доказана,



С л е д с т в и е .  По теореме Ферма 
ар — а — а (аР~х — 1) • р.

Если при этом а не делится на р, то по теореме 13 
на р должно делиться аР- 1— 1.

25. Пусть
== Р\ 1 • . .  Pjfy =  <?[1 • • • *.

По теореме 15 каждое из чисел р\, . . . ,  р* отлично от 
каждого из чисел qh . . . ,  qu Значит, каноническим
разложением mxm2 будет р“‘ . . .  pakkq \l . . .  q \l. Поэ­
тому
q> (m,m2) =  р“>-‘ (р, -  1) . . .  р“*"‘ (pft -  1) X  

т. е.
Ф ( щ щ )  —  ф (щ )  ф (Щ )‘

26. Докажем сначала индукцией по а, что 
дрО-Чр-О — ! делится на р“. При а = 1  доказываемое 
утверждение является, очевидно, следствием теоремы 
Ферма, справедливость которого уже была установ­
лена. Таким образом, основание индукции доказано.

Предположим теперь, что
(аР0-1*?-’)— 1) * ра,

и рассмотрим выражение аРа (р -0 _  1. Мы должны 
доказать, что оно делится на pa+l. Но

ap“ (p -i)_  1 = ( ара~1<р-1>)р — 1.

Так как ар“-1 (р_1) — 1 по предположению делится 
на р“, число ара-1<р_1) имеет вид Npa -\- 1. Значит, 

ap « ( p - i ) _ l = ( ^p“ + l ) p - l ,  

т. е. по формуле бинома 
ар“ (р-1)_  1 =

=  N ppap +  C'pN p- 'p a{p- l) +  . . .  +  Cpp~lNpa + 1 - 1 .
В последней сумме первое слагаемое делится на pa+I, 
так как оно делится на pw и ap  а  +  1. В каждое из 
следующих р — 1 слагаемых этой суммы входит р с 
показателем1 не меньшим а, и, кроме того, биномиаль­



ный коэффициент, в силу следствия теоремы 13 деля­
щийся на р. Значит, каждое из этих слагаемых также 
делится на pa+l. Наконец, разность 1 — 1 =  0 может 
быть отброшена. Поэтому по теореме 6

(a p ° ( p - i ) _  1 ) : p«+i.

Случай, когда число т имеет только один простой де­
литель, таким образом, разобран.

Предположим теперь, что теорема Эйлера верна 
для показателей т,\ и т 2, причем числа т\ и т 2 взаим­
но простые, и докажем ее для показателя т =  mim2. 
Если потом положить

=  . . .  Рак\  ^2 =  Pfe+t1'
то мы, очевидно, и получим индуктивный переход, не­
обходимый нам для завершения доказательства тео­
ремы. Итак, доказываем высказанное утверждение.

Пусть числа а и т взаимно просты. Тогда а также 
взаимно просто с гп\. Значит, и аф(т,) взаимно просто 
с т\. Поэтому, по предположению,
(дф <m‘>__  1 _  дф (mi) ф (mi) —  J _  дф (пцтг)—  1 —дФ Ш__1

делится на т \. Точно так же убеждаемся в том, что 
а Ф(т) — 1 делится и на т%. А так как числа т\ и т 2 
взаимно простые, a <p(m) — 1 делится и на их произведе­
ние, т. е. на т. Теорема Эйлера доказана.

27. Пусть
A>, =  <p(m)?, +  r, 
k2 =  (p(m)q2-\- г.

Тогда
a ki = = а ф ( т )ф + г _ _  (а ф (m>yi а Г'

На основании теоремы Эйлера и теоремы 20 число 
ач>(т) я,аг равноостаточно при делении на т с числом аг. 
Аналогично устанавливается равноостаточность при 
этом делении чисел акг и аТ. Значит, и числа а*1 и ак 
при делении на пг равноостаточны.

28. Найдем сначала хотя бы одно решение (х ',у ')
этого уравнения. Очевидно, что для этого достаточно 
найти такое число х', что (ах' — с ) \Ь .  По теореме 
Эйлера 1) j Ь. Значит, (сач><6) — с) j b, и в каче-
стве х ' можно взять число с а ^ Ь)~1.

Пусть теперь ( х " ,у " )— какое-то другое решение 
уравнения ах +  by =  с. Покажем, что числа х ' и х"



равноостаточны при делении на Ь. В самом деле, 
пусть

ах' -{-by' =  с, 
ах" +  Ьу" =  с.

Вычитая почленно второе равенство из первого, полу- 
чаем

а (х' — х") — Ь{у' — х") =  О,
откуда а (х? — х") • 6. Так как а и Ь по условию взаим­
но просты, по теореме 12 будет (х' — х") • Ь, и нам 
остается сослаться на теорему 19.

Таким образом, все искомые значения х  находятся 
среди чисел,

x t =  c<f>(‘b)~l +  Ы.
Но (axt — с ) \Ь ,  так что, полагая

— axt +  с 1 — а4*
У( = -------ъ----= с — Ъ---------

мы получаем, что все пары чисел xt и yt являются ре­
шениями нашего уравнения.

29. Ввиду взаимной простоты т и 10, числа 10а+6 
и (10а +  b) 10<р(т)~1 по теореме 15 равноделимы на т. 
Но

(10а +  Ь) 10<р(т)- ‘ =  10ф(т)а +  10ф(м)- 16,
так что по теореме Эйлера и теореме 20 число 10а +  Ь 
равноделимо н а т е  числом а +  kb.



РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

1. О =  а • О при любом а.
2. а =  1 • а, значит, а • 1.
3. Пусть 1 j а. Это значит, что 1 — ас при некото­

ром целом с. Отсюда следует, что |a |S a  1- А так как 
а Ф  0, должно быть а —  1.

4. Достаточно взять любое с >  1 и положить b =  
=  ас.

5. В качестве такого b можно взять, например, 2а. 
Пусть при этом для некоторого с и 2а • с и с • о. Это 
значит, что найдутся такие d\ и rf2, что 2a »  d\C и 
с — dia. Отсюда следует, что 2а =  did2a или, после 
сокращения на а,

2 —  dxd2.
Но при целых d\ и d2 такое равенство возможно лишь 
в случае, когда одно из этих чисел равно 1, а другое 2. 
Если d\ =  1, то с =  2а — b; если же d2 =  1, то с — а.

6. Доказательства ничем не отличаются от доказательств в 
случае обычной делимости.

7. Пусть п — некоторое фиксированное число, большее еди­
ницы. Положим а • Ь, если найдется такое целое с, что а — he

П

и с ^  п. Справедливость теорем, аналогичных теоремам 1, 3 и 4, 
проверяется без труда. Однако если мы возьмем а =  пЪ и b =  
в= пс, то а * Ъ и Ь • с. В этом случае а =  п2с, а так как п2 >  п9

ft п
делимость а \ с не имеет места. Точно так же в этом случае не 

п
имеет места делимость (а +  а) • Ь.

п
8. а) Пусть имеются два минимальных числа ах и а,г. В силу 

дихотомичности либо й\ ^  й2, либо о>2 £= #1* Если а\ ^  а%, то из 
минимальности ах следует, что а\ =  а2. Если же а2 ^  ait то 
ах =  а2 следует из минимальности а2.

б) Пусть а —некоторое число, a и — два непосредст­
венно предшествующих ему числа. По дихотомичности должно 
быть либо bi b2t либо b2 ^  Ь\. Пусть, для определенности, 
Ъ\ Ш Ь%. Мы имеем а Ш bi ^  &2» а так как число 62 непосред̂



ственно предшествует числу д, должно быть либо Ь\ =  а, либо 
Ь\ =  Ь2. Но по условию Ь\ ф  а; значит, Ь\ =  Ь2, и требуемая 
единственность доказана.

в) Непосредственно следующим за а числом называется та­
кое b, что Ъ ^  а, b ф  а, и из b а следует либо с =  Ь,
либо с — а.

Предположим, что некоторое а не имеет непосредственно 
следующего за ним числа. Это значит, что для любого ап ^  а и 
отличного от а найдется такое а„+ь отличное как от art, так и 
от а, что Ял ^  art+i ^  а. Возьмем теперь произвольное ai ^  а и 
отличное от а (в силу 2° это сделать можно) и, исходя из него, 
построим бесконечную последовательность различных чисел

а, . . .  ^  . ..  ^  а.
Существование же этой последовательности противоречит 4°. Сле­
довательно, непосредственно следующее число существует. Един­
ственность его устанавливается при помощи дихотомичности по­
добно тому, как это делалось в а) и б).

9. Остается в силе транзитивность (3°), неограниченность 
множества чисел (5°), свойство 4° и существование непосредст­
венно предшествующего числа (6°). Дихотомичность заменяется 
трихотомичностью (либо а >  Ь, либо Ь >  а, либо a *= b).

Становится неверным свойство рефлексивности (1°), ибо 
а >  а всегда неверно.

Что же касается, наконец, утверждения 2°, то формально 
оно остается в силе (хотя, быть может, и выглядит несколько па­
радоксально) .

В самом деле, говоря строго, это утверждение в нашем слу­
чае формируется так: для любых натуральных чисел а и Ь из 
а >  Ъ и Ь >  а следует а =  Ь.

Предположим, что это высказывание неверно. Тогда найдутся 
такие натуральные числа а и Ь, что одновременно будет и а >  Ь 
и 6 >  а, п а Ф  Ь, а этого не может быть. Полученное противо­
речие доказывает истинность нашего утверждения.

10. Пусть множество упорядочено отношением обладаю­
щим свойствами 1°—7°. Как уже было установлено, оно обладает 
минимальным элементом. Обозначим этот элемент через а0. Из 
результатов задачи 8 следует, что каждый элемент обладает 
непосредственно следующим. Обозначим непосредственно следую­
щий за ао элемент через аи непосредственно следующий за а\ — 
через аг и т. д. В итоге мы получаем последовательность

а0, аи а2, (РЛ)
в которой an+ i$ ~ an ПРИ любом п. По рефлексивности и тран­
зитивности отношения отсюда следует, что а/£-а/ тогда и 
только тогда, когда Нам остается показать, что последова­
тельность (Р.1) охватывает все рассматриваемые нами объекты. 
Это достигается довольно тонким рассуждением по индукции.

Предположим, что Ьо не принадлежит последовательности 
(Р.1). Получение этого Ь0 будем считать первым шагом нашего 
индуктивного рассуждения. Пусть п его шагов уже проведены, в 
результате чего нами получен некоторый элемент bn- i.

Если Ьп- 1 =  ао, то наш процесс будем считать законченным; 
если же Ьп- \  Ф  До» то элемент Ьп- \  имеет непосредственно пред­
шествующий, который мы и возьмем в качестве Ьп. В результате



мы получаем последовательность различных элементов 
i— ^1 {— ^ 2 i— . . .  £- bn . . .

На  ̂ основании 4° эта последовательность должна иметь по* 
следний член. Но по самому принципу построения этой последо­
вательности ее последним членом может быть только а* Пусть 
для определенности Ьп =  а0.

Нетрудно проверить, что если некоторое а непосредственно 
предшествует Ь, то Ь непосредственно следует за а. Значит, 
Ьп—1 == Л1, Ьп~2 == #2» • • • » Ьо == С1п>

Последнее означает, что Ьо принадлежит последовательности 
(Р.1), но это противоречит предположенному. Следовательно, г<о- 
следовательность (Р.1) содержит все рассматриваемые нами объ­
екты.

11. Пусть а — некоторое число. Всякую последовательность 
различных чисел ао =  а, аи а%, . . . ,  ап, для которых

Яо а\ а 2 Ь~ • • • ап> (Р-2 )
где ап минимально в смысле упорядочения £-*, назовем цепь*о 
предшественников ао. Число п называется длиной этой цепи.

Покажем сначала, что при тех условиях, которые мы нало­
жили на упорядочение £—, каждое конкретное число не может 
иметь сколь угодно длинных цепей предшественников.

В самом деле, пусть а — некоторое число, a bit 62, 6 л —
непосредственно предшествующие ему числа.

Если а\ не предшествует а0 непосредственно, мы можем на 
основании 9° вставить в цепь (Р.2) некоторое непосредственно 
предшествующее а число. Поэтому если имеются сколь угодно 
длинные цепи предшественников а, должны найтись и такие его 
сколь угодно длинные цепи предшественников, которые начина­
ются с чисел, непосредственно предшествующих а. Будем далее 
рассматривать только такие цепи.

Каждая цепь предшественников а ровно на единицу длин­
нее некоторой цепи предшественников одного из непосредственно 
предшествующих ему чисел. Если бы каждое из них имело цепи 
предшественников ограниченной длины, то само а не могло бы 
иметь сколь угодно длинных цепей предшественников.

Значит, при нашем предположении хотя бы одно из чисел, 
непосредственно предшествующих ао> имеет сколь угодно длин­
ные цепи предшественников. Обозначим это число через а\ и. 
повторим в применении к нему все только что проведенные рас­
суждения. Это даст нам некоторое число а2, непосредственно 
предшествующее а\ и имеющее сколь угодно длинные цепи пред­
шественников. Повторяя этот процесс, мы приходим к последова­
тельности

__ а0 £- (*1 £- a2$r- • • •>
которая в силу 4° должна рано или поздно оборваться. Это зна­
чит, что последовательность будет иметь такой член, к которому 
наши рассуждения уже будут неприменимы. Но применимость 
рассуждений к каждому последующему члену последовательности 
нами уже была установлена. Полученное противоречие показы­
вает, что ни одно число не имеет сколь угодно длинных цепей 
предшественников.

Следовательно, для каждого числа а среди его цепей пред­
шественников можно выбрать самую длинную, Обозначим ее



длину через п (а). Если b непосредственно предшествует а, то, оче­
видно, п(Ь) =  п(а) — 1, а для всех минимальных а п(а) =  0 .

Пусть, наконец, А (а) — высказывание, зависящее от а. Обо­
значим через В(п) высказывание «Л (а) верно для всех чисел а, 

для которых п(а) =  я». Тогда, как легко видеть, формулировка 
принципа индукции в новой форме для утверждений А (а) сов­
падает с формулировкой этого принципа в старой форме для 
утверждений В (п).

12. Каковы бы ни были четные числа а и 6, существуют та­
кие четные числа ( / иг ,  что

a=*bq +  г (0 ^ г <  2 Ь).

Такие числа q и г единственны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разделим а на 26 с остатком обыч­

ным образом:
a =  2bq +  r (0 ^  г <  2Ь). (Р.З)

При этом числа q и г определяются однозначно. Из четности а 
и 2bq следует четность их разности, т. е. числа г. Нам остается, 
положив 2q =  q \ переписать (Р.З) в виде

я =» q'b +  г (0 ^ г < 2 &)
и заметить, что оба числа qf и г четные и определяются един­
ственным образом.

13. Пусть р — наименьший простой делитель чис­
ла а. Отсюда следует, что а — pb. Всякий простой де­
литель q числа Ь является вместе с тем и делителем а. 
Поэтому q ^ p ,  значит, и ЬШ р, так что а Ш р 2 и, 
наконец, р  ^  ■у/а.

14. Пусть pi, р2 , Рк — полный список всех про­
стых чисел, входящих хотя бы в одно из канонических 
разложений а и Ь. Положим

а =  р“‘Рг2 • • • Р\к’

Ь =  р \1р \г . . .  Р**.

(Если а не делится на pi, то at =  0; если Ь не делится 
на pt, то р, =  0.) Пусть у,- — наибольшее из чисел ai 
и Р/ для i = l ,  2, к, a 6; — наименьшее из них.

Тогда на основании теоремы 17 наибольший об­
щий делитель а и b есть р\'р\г . . .  р\к, а их наимень­
шее общее кратное есть p^'pj2 . . .  рукк.

75. Как следует из теоремы 17, каждый делитель числа а с 
а. а* аь

каноническим разложением рх 1р2 . . .  pk должен иметь вид

P i1 ••• р \к* гДе Pi принимает ctj +  1 значений: 0 , 1, 2 , . . . ,  с^; 
Рг принимает а г + 1  значений и т. д. Так как любые комбина­
ции этих значений возможны и дают нам все делители а, причем



каждый по одному разу (если бы какой-нибудь делитель повто­
рился несколько раз, то это означало бы наличие у него не­
скольких канонических разложений), число делителей а равно

(«1 +  1) («2 +  1) . . .  (а* +  1). (Р.4)
16. Пусть каноническое разложение а есть р[1р*2 . . .  р\\k

Очевидно, можно положить р х a t ^  2 и р2 =  3, a 2 ^  1. Да­
лее, согласно (Р.4) имеем

(ai +  l ) ( a 2 + l )  . . .  (<**+1) =  14.
Отсюда k =  2 , ai +  l = 7  и «2 + 1 — 2 . Таким образом, а  =  
=  2 6 • 3 =  192.

Здесь ai +  l = * 2  и а 2 +  1 =  7 быть не может, так как тог­
да будет а =  2*36 и а  на 4 не делится.

17. Мы имеем
т (а2) =  т ( p f 'p f ’) =- (2а, +  1) (2а2 + 1 )  =  81,

так что (2 ai +  1 ) (2 a 2 +  1 ) есть разложение числа 81 на два 
множителя. Так как нумерация простых делителей а зависит от 
нас, ограничимся рассмотрением следующих возможностей:

2 a, +  1 =* 1, 2 а 2 +  1 =  81;
2ai +  1 — 3, 2а2 +  1 =  27;
2aj +  1 =  9, 2а2 +  1 =  9.

В первом из этих случаев aj =  0, что противоречит предпо­
ложенной положительности числа а 4. Оставшиеся случаи дают 
нам

а, =  1, a 2 =  13;
a, = 4 ,  a 2 =  4.

Значит, либо

т (a3) =  т ( p f 'p f 2) =  т ipbf) =  (3 +  1) (39+ 1) =  160,
либо

т (а3) -  т ( p f 'p f 1) =  т { p f p f )  =  13 • 13 =  169.

18. Пусть • • • Ркк ~~ каноническое разложение числа а.
Условие задачи дает нам

Р > Г  . . .  -= 2(«, + 1)(«2ч -1) . . .  к + 1),
или

a, da а с
Р | ‘ Р2 Pk

dj +  1 а2 +  1 сс/г +  1 ' 2. (Р .5)

Заметим, что
о1 22 4 23 2®

Т + Т = 1  < Т + Т = ’з“ < 3+ 1  = 2 <  a +  1 (a ^ 4 ),
qI оО

‘ < т т т < 2 < т т г

2 <  (р ^  5, о ^  1).



Поэтому в (Р.5) слева каждая дробь не меньше единицы и, 
следовательно, ни одна из дробей не может быть больше чем 2 . 
Значит, в левой части (Р.5) могут стоять лишь дроби из следую­
щего набора:

21 22 23 З1
1 +  1 ' 2 + 1 '  3 + 1 '  1 +  1 ’

причем их произведение есть 2. Но это может быть лишь в двух23
случаях: когда в (Р.5) слева стоит только одна дробь-^ -гт  илио т  1

2 2 З1когда там стоят две дроби  ̂ и  ̂ . Этим двум случаям
соответствуют два ответа задачи: 8  и 1 2 .

19. Напишем каноническое разложение числа а:
ai ak а =  Pi ••• Pk •

Тогда
2 2ai 2а& л —Pi • >

и согласно (Р.4) (задача 15)
г  (а2) _  (2 а , +  1) . . .  (2 с ц + 1) 
т (а )  (а! +  1) . . .  (а* +  1)

Легко видеть, что каждая дробь \2ai +  1)/(оьг +  1) с ростом а  % 
возрастает (приближаясь к 2 ), так что наименьшее значение этой 
дроби будет достигаться при <а» =  1 и будет равно 3 /2 . Это зна­
чит. что

г  (а2) >  /  3 \ *
г  ( а )  -  V 2 J  •

Ясно, что при достаточно большом k будет (3/2)* >  /С. Для 
этого достаточно взять

* > - ! £ * .
•g (3/2) ‘

Например, при К =  100 достаточно взять k > 2/0,18 =  11,1; 
так как число k должно быть целым, можно взять k =  1 2 .

20. Аналоги теорем 11—14 для четной делимости неверны. 
В самом деле, числа 30 и 42 четно простые. Их наименьшее чет­
ное кратное есть 420, а произведение равно 1260.

Далее, 60 =  6*10 четно делится на четно простое число 30; 
6  и 30 четно взаимно просты, а 10 четно на 30 не делится.

Наконец, 60 =  6*10 =  30-2 — два различных разложения 
числа 60 на четно простые множители.

21. а) 116 при делении на 8 равноостаточно с 4, 
а 17 — с 1. Значит, Л равноостаточно с 521 = ( 5 2) 10-5. 
Но 52 =  25 при делении на 8 равноостаточно с едини­
цей. Следовательно, А при делении на 8 дает в остат­
ке 5.

б) 14 при делении на 17 равноостаточно с —3. По­
этому А  равноостаточно с ( — З ) 2 5 6  =  3256 = ( 3 3) 85-3. 
Но З3 мы можем заменить на 10; 1085 • 3 =  £ 102) 42 • 30.



Далее, 102 при делении на 17 равноостаточно с числом 
—2, а 24 с — 1. Значит, А равноостаточно с (—2)42-3 0 =  
== 242 - 30 =  (24) . 4 * 30 =  (— 1) 10 • 4 * 30 =  120. Послед­
нее же число при делении на 17 дает в остатке 1.

22. а) Пусть п\ — остаток от деления га на 6. Тогда 
tti может принимать значения 0, 1, 2, 3, 4 и 5, 
a nf +  11 я, при делении на 6 равноостаточно с га3+ 11га. 
Значит, нам следует испытывать делимость на 6 чи­
сел 0, 12, 30, 60, 108 и 180. Но все эти числа на 6 де­
лятся.

Для получения того же результата можно восполь­
зоваться и более частными соображениями. Число 
п3+ 11га равноостаточно при делении на 6 с числом 
п3+  11га — 12га =  n3 — п =  (п — 1)га(га +  1). Но из 
трех последовательных целых чисел га — 1, п и п +  1 
хотя бы одно четное (т. е. делится на 2) и ровно одно 
делится на 3. Значит (согласно следствию теоремы 11), 
произведение этих трех чисел делится на 6. Кстати, 
можно заметить, что

•£- (га — 1) л (га +  1) =  С®+1.

б) При пШ  2 мы имеем (пользуясь формулрй би­
нома)
4" +  15га — 1 =  (3 +  1)" -+- 15га — 1 =

*=3" — 3 П~ 'С \+  . . . + 3 2С Г 2 +  З С Г '+  1 +  1 5 г а - 1 = .
=  9 (З" -2 +  3 n~bC\ +  . . .  +  С Г 2) +  18га,

и оба слагаемых, очевидно, делятся на 9.
При га =  1 наше выражение равно 41 +  15* 1 — 1 =  

=  18.
в) Доказательство ведется по индукции.
При га =  0

Ю3°— 1 =  10* - 1 = 9 ,  30+2 =  9.
Пусть теперь делимость

(ю 3* — 0  { Зп+а
имеет место. Тогда

103"+l — i =  (ю3")3 — 13 =  (юзЯ-  0 (ю 2-3"+  Ю3'Ч  l)#
Первый сомножитель справа делится на Зп+2 по 

индуктивному предположению. Во втором же сомно-*



жителе мы можем заменить десятки на равноостаточ­
ные им при делении на 3 единицы; полученное число 3 
показывает, что второй сомножитель делится на 3. 
Следовательно, все произведение делится на Зп+3 =  
=  з</»+1)+2, что и требовалось.

г) При делении на а2 — а +  1, очевидно, а2 равно­
остаточно с а — 1. Значит, a2n+l +  (а — 1)"+2 равно­
остаточно с
а 2«+1 +  (а 2) " + 2 =  а Ш+1 +  а 2«+4 =  а 2П+1 ( J  +  а з) =

=  a2n+1 (1 +  а) (I — а +  а2),
что и требовалось.

Д) (Л* - 1) =  ( л -  1)(д*-1 +  п*-*+  . . . + п +  1).
е) (/z2Z+1 +  1 ) =  (п+  1 )(п?1 -  /г2*-1 + . . . - П +  1).
23. Пусть ~  — эквивалентное отношение на множестве чи­

сел. Возьмем произвольное число а и рассмотрим все числа, эк­
вивалентные а. Все они ввиду транзитивности отношения ~  эк­
вивалентны между собой. Обозначим через К класс всех этих 
чисел.

Рассмотрим теперь произвольное число 6 , не принадлежащее 
К. Если бы было b ~  с, где с — некоторое число из К, то было 
бы и b ~  а, чего, однако, не может быть по выбору Ь. Значит, 
ни одно из чисел, лежащих вне /С» не эквивалентно ни одному из 
чисел К. Следовательно, К есть класс эквивалентности, содержа­
щий а.

Так как число а было нами взято совершенно произвольно, 
проведенные рассуждения показывают, что каждое число принад­
лежит некоторому классу эквивалентности. Это и требовалось.

24. Очевидно, среди чисел 0, 1, . . . ,  т найдутся два, принад­
лежащие одному классу. Пусть этими числами будут k и /: 
k ~  I. Таких пар чисел из одного класса может оказаться, вообще 
говоря, и несколько. Выберем ту из них, для которой величина 
\ k — /| будет наибольшей. Поскольку — 1 ~ —/, мы по условию 
получаем

k — I ~  I — I =  0.

Далее, находим, что и при любом целом п 
n (k  — I) ~  0 .

Наконец, при любом г
n(k — l) + r ~  г,

т. е. из a == b(m odk— /) следует а ~  Ь. Таким образом, классы 
отношения ~  содержат целиком классы вычетов по модулю т,

Для того чтобы классов ~-эквивалентности было т ,  необхо* 
димо, чтобы каждый класс ~  -эквивалентности содержал не. бо­
лее одного класса вычетов и чтобы k — / =  т.

25. а) Обе части сравнения и модуль можно разделить на 
одно и то же число (разумеегся, отличное от нуля)*

В самом деле*
ad sb bd (mod tnd)



ad — bd =  (a — b )d \  md,
т. е. (а — Ь) • т ,  откуда a ss b (mod т).

б) Обе части сравнения можно разделить на число, взаимно 
простое с модулем.

Действительно, если d и т взаимно просты, то из
ad s=3 bd (mod m),

т. e. из (a — b)d \ m, следует на основании теоремы 1 2 , что 
(а — b) \ т ,  что и требовалось.

26. Предположим, что
1 ^  k <  / ^  р — 1, ка == /а (mod р).

Это значит, что (l — k )a \  р. Поскольку а не делится иа р, должно 
быть (/ — k) • р. Но и этого не может быть, так как 0 <  / — £ <  р.

27. Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть число р простое. Возьмем 
0 < < 7 < р .  По предыдущему среди чисел q, 2 <7, . . . ,  (р — 1)̂ г 
найдется ровно одно, дающее при делении на р в остатке еди­
ницу. Пусть этим числом будет qq:

qq эз 1 (mod р). (Р.6 )

С другой стороны, среди чисел qt 2q, . .♦,  ( р— 1 )q также может 
быть лишь одно, дающее при делении на р в остатке единицу. 
Это, как уже установлено, число qq.

Выясним, в каких случаях q — q. Во всех таких случаях 
сравнение (Р.6 ) переписывается так:

q2 2= 1 (mod р),
или, что то же самое,

q2 — I == 0  (mod р).
Это значит, что

* » - l - ( f  +  l ) t o - l ) : p .
Ввиду того, что число р простое, по теореме 13 должно быть 
либо (q +  1) :Р, либо (q — 1) \р . Так как число q заключено 
между нулем и р, первый из этих случаев возможен лишь при 
^ = = р — 1 , а второй — при <7 = 1 . Таким образом, при р =  2 и 
р =  3  всегда q =  q, при р ^  5 — лишь в случаях q =  1 и q =  
=  р — 1 .

Следовательно, при р ^ 5  все ^ставшиеся числа 2, , , ,  
. . . ,  р — 2  можно объединить в такие (р — 3) / 2  пары, что произ­
ведение чисел, составляющих каждую из пар, при делении на 
р дает в остатке 1. Выпишем сравнения вида (Р.6 ) для всех та­
ких пар, добавив в этот список сравнение

р — 1 == р — 1 (mod р),

и перемножим все (р — 1 ) / 2  полученных сравнений почленно.
В результате такого умножения мы получим слева произве­

дение всех чисел от 2  до р — 1, а справа р — 1 :

2*3* . . . ' ( р - 1) * р - 1  (modр),



(1 • 2 • . .  • • (р — 1) +  1) • р%
а это и требовалось.

Остается проверить случаи р =  2 и р =  3. Но для них, оче* 
видно, (1 +  1) • 2 и (2 +  1) • 3.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Если число р не простое, то оно мо­
жет быть разложено в произведение двух меныцих множителейз 
Р =  Р\Р2-

Если pi ф  р2у то и pi и р2 входят сомножителями в произве­
дение 1 -2- . . .  • (р — 1), которые тем самым делятся на pip2t т. е, 
на р. Пусть теперь р, =  р2 =  q. Тогда р =  q2 (т. е. р есть квад­
рат простого числа). Если q >  2, то р >  2q, и в произведение 
1-2* . . .  - (,9 — 1) входят множителями q и 2q, так что в этом слу­
чае оно делится на q2, т. е. на р. В обоих случаях 1-2- . . .  •(/?—*
— 1) +  1 на р делиться не может. Наконец, если р =  4, то 1-2* 
•3— 1 =  5 и на 4 не делится.

 „  а, а„ аь
28. Т е о р е м а .  Пусть т =  р { р •«« pkK — каноническое

разложение т. Тогда, для того чтобы числа А и В были равно­
остаточными при делении на m , необходимо и достаточно, чтобы
они были равноостаточными при делении на р{1, «а p j2, на

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Равнооста­
точность А к В при делении на m означает (А — В) | т .  Тем

более (А — В )\ р°11 (* =  1, . . . ,  k ), и числа А и В оказываются
<Х/

равноостаточными при делении на все p t l.
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть числа А и В при делении на

каждое р ^  равноостаточны. Обозначим через остаток от де­

ления А и В на р \ 1 ( / = 1 ,  2, k). Это значит, что

А шш г* (mod р®*). (Р.7)
Положим, далее,

пг • t иа ==s ntit i — 1) •••> ft,
P i 1

и умножим в сравнении (Р.7) обе части и модуль на mr.
Anti =  m pi (mod m).

Сложив все такие сравнения почленно, получим 
A (m x +  т 2 +  +  m/j) =  m,r, +  т2г2 +  . . .  +  m ^k  (modт).

(Р.8)

Ввиду равноостаточности А и В при делении на р®1, р 

p^k получаем также

В (mi +  m2 +  +  mk) S5 +  m2r2 +  • •. +  m ^k  (mod m).
(P.9)



Вычтя почленно сравнение (Р.9) из (Р.8), имеем

(А — В) (mt +  т2 +  • . .  +  ти) ^  0 (mod m),

т. е. (А — В) (тх +  гп2 +  • •. +  т*) • т .
Но сумма mi +  т2 +  *.. +  тк взаимно проста с т . В самом 

деле, если бы она имела с т некоторый общий простой делитель 
р, то он входил бы в каноническое разложение т ,  т. е имел бы 
вид pi. Но тогда на него делилась бы как вся сумма, так и каж­
дое слагаемое, кроме одного, т /, а этого быть не может.

Теперь мы можем применить теорему 12, которая даст, что 
(А — В) • т ,  т. е. числа А и В при делении на т равнооста­
точны.

29. а) Выпишем систематически все равенства, описывающие 
деления с остатком, которые составляют применение алгорифма 
Евклида к числам а и Ь:

a — bq0 +  ru 
b — rxqx +  r2t

Г|=Г2^2 +  /*3» (РЛО)

гл- 2 =  гл - 1̂ л-1 "Ь* гл> 
гп - \  =  гпЯп-

Мы имеем rft-1 • гЛ. Вместе с гЛ_2 *= rn_ {qn_ x +  гп это дает 
нам гЛ-2 \ г . Продвигаясь аналогичным образом вверх по систе­
ме равенств (РЛО), получаем, наконец, что а • гп и b • гп. Зна­
чит, гп есть общий делитель а и Ь.

Пусть d — любой общий делитель а и Ъ. Вместе с а =  bqo +  
+  гх это дает нам r%\ d. Продвигаясь по системе равенств 
'(Р-Ю) вниз, мы будем последовательно получать, что r2 j d, г3 • 
\d t . . . ,  гп • d. Значит, гп делится на любой общий делитель а и
6, являясь тем самым н а и б о л ь ш и м  общим делителем этих 
чисел.

б) Доказательство ведется по индукции. Полагая Л0 =* О, 
Во =  1, А\ =  1, В\ =  —q0, мы имеем r0 =  b =  аА0 +  ЬВо и г\ == 
«  аАх +  ЬВХ.

Пусть теперь
r k - i  e  A k - i a  +  

rk =  Aka +  В kb.
Но тогда

f A+I =  Tk - l  *“  r k(>k+l "* (Ak - l  ~  <Ik+iAk) a +  i B k - l  ~  ^ k + lB k) b> 

и нам остается положить

Ak-l “  4k+lAk “  Ak+V
B k - l  ~ e> k+lB k = = B k+V

Числа An и Bn окажутся искомыми А к В.
30. Если b и с взаимно просты, то по предыдущему можно 

найти такие целые В и С, что
ЬВ +  сС — I,



или, после умножения на а,

аЬВ +  асС =  а;

ab • с по условию; ас • с очевидным образом; значит, и а • с;

31. Ограничимся рассмотрением признака равно­
остаточности при делении на 8.

Пусть произвольное натуральное А представлено 
в виде 1000а +  Ь, где О ^ Ь  <  1000 (т. е. Ь — трех­
значное число, которым оканчивается А ), и

! Ь, если A i s  1000,
остатку от деления А на 8, если 8^ Л  <  1000, 
не определено, если А < 8.

Проверка того, что процесс построения последова­
тельности A, f(A ), f( f {A)) (здесь / ( / ( Л ) ) <  8) дей­
ствительно является признаком равноостаточности, 
осуществляется стандартно.

32. Ограничимся рассмотрением признака равно­
остаточности при делении на 18 в двенадцатеричной 
системе счисления.

Пусть А представлено в виде 144а+ 6 ,  где 0 ^  
£= b <  144 (т. е. b — двузначное в двенадцатеричной 
системе счисления число, которым оканчивается запи­
санное в этой системе число А ), и

{ Ь, если А 2 ; 144,
остатку от деления А на 18, если 18 5S А <  144, 
не определено, если А <  18.

33. Для -тех т, у которых каноническое разложе­
ние имеет вид 2®-5Р.

34. Условия а) и б) выполняются автоматически.
Поскольку при делении на 3 числа 10 и 1 равнооста­
точны, равноостаточными же должны быть и числа А
и f(A ). Наконец, то, что / ( Л ) < Л  при А ^  3, уста­
навливается простым подсчетом.

35. а) /(858773) =  38; /(3 8 )=  11; / (1 1 )=  2.
б) / ( Л ) =  4444-4 =  17 776; /(17 7 7 6 )=  28; /(28) =  

=  10; / ( 10) =  1.
36. Признак равноостаточности при делении на 9 

аналогичен рассмотренному признаку равноостаточно- 
сти при делении на 3,



Для получения признака равноостаточности при 
делении на 11 представим число А  в виде

10 а„ +  10 я 2а„_ 1 +  . . .  +  102«| +  Oq,

где 0 ^  ai <  100. Очевидно, такое представление со­
ответствует разбиению числа на двузначные «грани» 
(справа налево). Пусть

/(Л ) =

{ ао 4* о,\ +  • • • +  ап, если А  ^  100,
остатку от деления А  на 11, если 1 1 ^ Л < 1 0 0 ,  
не определено, если А  <  11.

Нам остается указать, что числа А и /(Л) действи­
тельно равноостаточны при делении на 11 и, кроме 
того, f ( A ) <  А.

Другой признак равноостаточности при делении 
на 11 получается на основе обычной десятичной записи 
числа А,

А  =  Юпа„ +  10я *а„_1 +  . . .  +  Юа, +  ао»

и использования того, что 10 при делении на И рав­
ноостаточно с —1, а 100 — с 1. Поэтому А равнооста­
точно с числом а0 — ai +  a2 — о3+  . . .  ±а.п, и фор­
мулировка соответствующего признака равноостаточ­
ности не составляет труда.

Наконец, можно, разбивая число А на трехзначные 
«грани», представить его в виде

103na„ -J- 103п “Н . • • “Н 103flti +  do

(0 ^  а* <; 1000). Тогда А при делении на 37 равно­
остаточно с суммой ао +  а, +  . . .  +  а„, а при делении 
на 7, 11 и 13 — со знакопеременной суммой ао — at +  
+  аг — . . .  ± а п-

37. Для примера рассмотрим признак равнооста­
точности на 8 в троичной системе счисления. Предста­
вим для этого произвольное А в виде

ап • 32га +  a„ - 1 • З * - 1» +  • • • +  «1 * З'+Оо. где 0 ̂ | а , <  9.

Здесь at суть двузначные грани, на которые разби­
вается число А, считая справа налево. Нам остается



положить

{Яо +  ai +  • • • +  «п» если А Ш 9,
О, если А  =  8,

не определено, если А  <  8,

и провести стандартные рассуждения.
38. В шестеричной системе счисления: 5 ( 6 = 1 ) ,  

7 (А =  2), 43 (k =  3);
В семеричной системе счисления: 2, 3, б (6 =  1), 

4 ,6 , 12, 16, 24 (6 =  2), 171 (6 =  3);
В девятеричной системе счисления: 2, 4, 8 (6 =  1)’,

5, 10, 20, 40 (6 =  2), 7, 13, 14, 26 и т. д. (6 =  3);
В тринадцатеричной системе счисления: 2, 3, 4, 6 

( 6 = 1 ) ,  7, 14, 21 и т. д. (6 =  2).
39. В троичной системе счисления: 2, 4 (6 =  1), 

8, 12, 24 (6 =  2), 13, 26 (6 =  3), 41 (6 =  4);
В пятеричной системе счисления: 2, 3, 6 (6 =  1), 

8, 12, 24 (6 =  2), 31 (6 =  3);
В восьмеричной системе счисления 3, 9 (6 =  1), 

5 , 1 3 ( 6  =  2);
В десятичной системе счисления: 11 (6 =  1), 101 

(6 =  2), 7, 11, 13 (6 =  3).
40. Если числа а и b равноостаточны, то (a—b) j от. 

Поэтому в силу теоремы 6 числа а и Ь делятся или 
не делятся на от одновременно.

Числа 4 и 5 равноделимы, но не равноостаточны 
при делении на 3.

41. Пусть из равноделимости на от следует равно- 
остаточность при делении на т. Это значит, что все не 
делящиеся на от числа имеют при делении на т один 
и тот же остаток. Значит, этот остаток должен быть 
равен единице, так что от =  2.

42. Отношение равноделимости на т, очевидно, яв­
ляется рефлексивным (всякое число равноделимо на 
т с самим собой), симметричным (если а равнодели­
мо с Ь, то и b равноделимо с а) и транзитивным 
(если а равноделимо с b, а b равноделимо с с, то и а 
равноделимо с с).

Следовательно, это и есть отношение эквивалент­
ности. При этом в один класс попадают все числа, де­
лящиеся на от, а в другой — все не делящиеся на от.

43. Нетрудно проверить, что при т >  2 равноде- 
лимость сумм не следует из равноделимости слагае­
мых.



Для того чтобы равноделимость произведений 
вытекала из равноделимости их сомножителей, не­
обходимо и достаточно, чтобы число т было про­
стым.

В самом деле, если одно из произведений делится 
на простое р, то по теореме 13 на это р должен де­
литься хотя бы один из сомножителей этого произве­
дения. Но тогда на р делится равноделимый ему со­
множитель другого произведения, а потому и все про­
изведение. Если же одно произведение на р не делит­
ся, то и другое на р делиться не может (ибо в против­
ном случае на основании только что установленного 
на р делилось бы и первое произведение).

Наоборот, если число р составное, то произведения 
равноделимых сомножителей могут уже равноделимы­
ми не быть. Достаточно положить p — pipt (р \ф 1 ,  
р гФ  1). Тогда числа 1 и р\, а также числа 1 и р2 рав­
ноделимы на р, а произведения Ы  и ргрг» очевидно, 
нет.

44. Непосредственное следствие задачи 36.
45. Выполнение условий а) и б) очевидно.
Если, далее, а — 26 2^0, то, очевидно, 3̂( Л ) < Л .  

Если же а — 26 <  0, то это неравенство может и на­
рушиться. При этом наибольшее значение модуля 
|а  — 26'| достигается при а = 0  и 6 = 9  и равно 18. 
Следовательно, при А ^  19 должно быть /3( Л ) < Л .  
Справедливость этого неравенства при меньших зна­
чениях обеспечивается определением функции /.

Наконец, 10а + 6 равноделимо на 7 с 5 0 а + 5 6  
(ибо числа 5 и 7 взаимно простые) и тем самым с 
50а +  56 — 7 (7а +  6) =  а -  26.

46. Число 15 при делении на 7 дает в остатке 1, 
а 1 — 2*5 =  —9 дает в остатке 5.

47. Условие в) f i(A )< lA  означает а +  46 <  10а+
6, т. е. 36 <  9а. Поэтому при а 2:  4 нужное условие

выполняется.
Условие г) очевидно, 10а +  6 при делении на 13 

равноделимо с 40а +  46, а последнее число равнооста- 
(гочно с а +  46.

48. Признак делимости утратит результативность, 
(гак как /4(39) =  39.

49. Пусть нам нужно построить признак делимости 
на некоторое т. Постараемся подобрать такое s, 
взаимно простое с т и по возможности неболь­
шое, что ( 1 0 s + l ) i m  (так было в случае т  =  7;



s оказалось равным 3) или же (10s — 1) • tn (напри­
мер, при ш =  13, s =  4).

В первом из этих случаев А =  10а +  Ь равнодели­
мо на т с

10as +  6s =  (10s +  l)a  — a +  6s, 
т. е. с а — 6s, а во втором — с

(10s — l)a  +  a +  6s,
т. е. с a +  bs.

В связи со сказанным число 10a +  Ь
при делении на 17 равноделимо с а — 5/?, 
при делении на 19 равноделимо с a +  26,
при делении на 23 равноделимо с a +  76,
при делении на 29 равноделимо с a +  36,
при делении на 31 равноделимо с a — 36

и вообще
при делении на 106 ±  1 равноделимо с kb.
Завершение точных формулировок этих признаков 

делимости предоставляется читателю.
50. а) Так как 100 при делении на 49 равнооста­

точно с 2, всякое число вида

10*4 , +  102n_2an-i +  • • • +  Ю2а, +  оо (0 ^  at <  100)
при делении на 49 равноостаточно с

2пап +  -2™ *ап - 1  +  . . .  +  2а, +  а0.
б) 10а +  6 при делении на 49 равноделимо с 

a +  56.
51. Очевидно, при А ^  6 должно быть f(A ,)<  А.
52. а) В семеричной системе счисления представ­

ление А в виде 7а +  6 дает, что при делении на 5 чис­
ло А равноделимо с a +  36.

б) В одиннадцатеричной системе счисления пред­
ставление А в виде 1 la  +  6 дает, что при делении на 7 
число А равноделимо с а +  26.

в) В двенадцатеричной системе счисления, пред­
ставляя А в виде 12а +  6, получаем, что при делении 
на 17 число А равноделимо с a — 76.

53. Условия а) и б) выполняются автоматически. 
Условия в) и г) соблюдаются потому, что переход 
от Л к Fm(A) сводится к замене некоторых чисел на 
их остатка при делении на А (которые меньше самих 
чисел и равноостаточны с ними).



54. a) r2 — r3 = . . . = / • „  =  0, т. е. rk =  0 (k ;> 2);
б) г3 =  г4 =  . . .  =  rn — Q, т. е. г* =  0 (& 3);
в) г, =  г2=  . . . = / • „ =  1, т. е. г* =  1;
г) г , =  г3 = .  . .  = Г 2<_ | =  —  1, г2 =  г4= . . .  =  г2, =  1, 

т. е. г* =  (—1)*;
Д) r6 t+ i~ 3, f«+2 =  2, гб<+з =  6, ге<+4 =  4, г6<+5= 5 ,  

г6< =  Ь
55. Предоставляется читателю.
56. Возьмем произвольное т и положим

гх равным остатку от деления t на т, 
г2 равным ocTaiку oi деления /г, на т

и т. д. Тогда число

antn +  ' ~Ь • • • +  Ч" °о
оказывается при делении на т. равноостаточным с чис­
лом

a nr п а п - 1 г п -1  +  • • • +  < V i  +  Яо-

После этого построение требуемого признака не со­
ставляет труда.

57. Предоставляется читателю.
58. IО2 =  7-14 +  2, так что г =  2, и мы имеем

Aq =  1 048 576, Л, =  1 -23 +  4 - 22 +  85 - 2 +  76 =  270, 
у!2 =  2 • 2 +  70 =  74, Л3 =  4.

59. Если t равноостаточно с г — Т\ при делении 
на пг, то

/г, равноостаточно с г2 =  г2 при делении на т., 
tr2 равноостаточно с г3 =  г3 при делении на т,

и т. д.
60. Ни 24 — 2, ни 23 — 1 не делятся на 4.
61. Если a l p ,  то ар • р,и теорема доказана. Если 

же а не делится на р, то а взаимно просто с р, и мы 
можем приведенное в условии теоремы сравнение со­
кратить:

ap-i =  1 (mod р).

Для доказательства последнего сравнения разде­
лим каждое из чисел вида ta ( t — l, 2, . . . ,  р — 1) 
на р с остатком:

ta =  qtp +  rt.



Это можно переписать так:
а ® Г | (mod р),

2а зэ г2 (mod р), (р .ц )

(р — l ) a s s r p_,(m odp).
Из результата задачи 26 следует, что среди чисел 

п  ровно по одному разу встретится каждое из чисел
1, 2, . . . ,  р — 1. Перемножая все сравнения, мы по­
лучаем

1*2 . . .  (р — 1)аР-1 э 1 -2  . . .  (р — 1) (modр).
Нам остается сократить это сравнение на 1 - 2 * ..« 
. . .  - (р — 1).

62. ф (12) =  <р (22 • 3) =  22-1 (3 — 1) =  2 -2  =  4,
<р (120) =  ф (23 • 3 • 5) =  23 -,(3 — 1)(5 — 1) =

=  4 • 2 • 4 =  32, 
<р (Ю00) =  ф (23 • 53) =  23-153-1 (5 -  1) =

=  4 . 2 5 - 4  =  400.
63. Будем искать т в виде р^'рр . . .  ракк. Тогда

а) -  1 1 ) . . .  Р " Г ' ( Р , ~  1)—10-
Стоящее слева произведение должно делиться на 5. 
Значит, либо одно из чисел р\, р2 , р* есть 5 
(пусть для определенности pi =  5), либо на 5 делится 
одна из разностей pi — 1, рг — 1» . . . ,  рл— 1 (пусть 
в этом случае (pi — 1) : 5). В первом из этих случаев 
Pi — 1 = 4 ,  чего не может быть, так как 10 на 4 не 
делится. Второй случай, поскольку pi должно быть 
простым числом и 10 • (р, — 1), возможен лишь при 
pi =  11. Но тогда a i =  1, и из теоремы 25 следует, что

т. е. либо -|у- =  1, либо у|- =  2.
В итоге мы имеем mi =  11, m2 =  22.

б) p“,_1 (Р, -  1) Р22" 1 (Р2 -  1) • * . рТ 1 {Pk ~  0  “  ■8-
Если m нечетное, то ai =  аг =  . . .  =  а* =  1 (ибо
правая часть написанного равенства есть степень 
двойки):

(Pi — 1)(Л— О (Рк — 1) =  8.



Это возможно лишь при k =  2, pi — Z, рг —  5, т. е. 
при т — 15.

Пусть теперь число т четное. Положим для опре- 
деленности pi = 2 .  Очевидно, по-прежнему а г =  . . .  
. . .  =  а* =  1, и мы имеем

2a~l (p2- l )  . . . ( P k -  1) =  8.

Очевидно, а  ^  4. Если а  =  1, то случай подобен рас- 
смотренному: написанное неравенство возможно так-* 
же лишь при 6 =  3, р2 =  3, р3 =  5, т. е. при т  =  30. 

Если а  =  2, то k =  2, р2 =  5 и т =  20.
Если а  =  3, го & =  2, р2 =  3 и m =  24.
Если, наконец, а  =  4, то & =  1 и m =  16t 
Итак, решения нашей задачи: /щ =  15, т г  =  30, 

/Из =  20, W4 =  24, /715 =  16.
54. Предположим, что

# ■ '  ( л  -  о  /> ;■ " (/>. -  о  —  (о *  -  о  - 14-

Каждое из чисел вида pt — 1 есть либо единица, либо 
четное число, и потому не может быть семеркой. Бу­
дучи на единицу меньше простого числа, оно не мо- 
жет равняться 14. Значит, семеркой является одно
из чисел р“,_ |. Но тогда pi — 1 = 6, а 14 на 6 не де­
лится.

65. Пусть т  =  р“'р22 . . .  ракк. Рассмотрим сначала 
случай, когда т есть степень простого числа: т. —  р®. 
Для того чтобы некоторое число было взаимно про­
стым с т, необходимо и достаточно, чтобы оно не де­
лилось на р. Но среди чисел 0, 1, 2, . . . ,  т — 1 имеет­
ся всего —  делящихся на р чисел. Следовательно,
взаимно простых с р чисел в этом списке имеется 
столько:

m - y  =  m (  1 - i )  =  p « (l - 7 ) = ра~ '(р ~  1) = Ф (т).

Заметим теперь, что для взаимной простоты а и т  
необходимо и достаточно, чтобы с а был взаимно 
прост остаток от деления а ца т.

По только что установленному число остатков от 
деления на р®<, взаимно простых с р“*, равно <р(р“*). 
Но, как было выяснено в процессе решения задачи 28, 
из равноостаточности чисел при делении на все р**



следует их равноостаточность при делении на т, и 
наоборот. Кроме того, для взаимной простоты некото­
рого числа с т необходимо и достаточно, чтобы оно 
было взаимно просто с каждым из чисел р“*.

Следовательно, каждой комбинации остатков от 
деления на р“', р“2 ........ракк, взаимно простых с соот­
ветствующими делителями, соответствует ровно один 
остаток от деления на т, взаимно простой с т. Нам 
остается заметить, что число таких комбинаций остат­
ков равно

Ф (рГО ф (р“2) • • • Ф (р? )  =  Ф («)•

66. Мы имеем
щ =  А +  qimu а2 =  Л -f  q2m2.

Поэтому
(ахщ  +  а2т1) (и , +  /и2)ф<т,т,)- 1 =

=  (Л (т , +  т 2) +  («у, +  q2) т , т 2) (т , +  =
=  Л (т , +  т 2Г (т'т2) +  (<7, +  <?2) т , т 2 (т , +  т / " " 1.

Здесь по теореме Эйлера первое слагаемое при деле­
нии на т.\т2 равноостаточно с Л, а второе делится 
на т\т2. Значит, вся сумма при делении на mi/n2 рав- 
ноостаточна с Л.

67. Предоставляется читателю.
68. Предоставляется читателю.
69. Предоставляется читателю.
70. п13 — п — п (п 12 — 1). Но

п \2 —  Пф(13) _  п 2ф(7) _  п Щ{Ъ) —  п Щ (3) =  л 12ф(2)_

Поэтому либо п \р , либо (п12— 1)|р для р =  2, 3, 5,
7, 13. Остается сослаться на теорему 16.

71. Предоставляется читателю.
72. Предоставляется читателю.
73. Пусть наибольший общий делитель чисел а и b 

есть d. Если с не делится на d, то уравнение
ах +  by =  с

в целых числах неразрешимо. Если же с делится на d, 
то обе части уравнения можно сократить на d, и мы 
приходим к уже рассмотренному случаю.

74. Пусть А а В таковы, что
аА +  ЬВ =  1.



Положим
Xf =  с А +  bt,

Vt — c — i -------- at.
Тогда
axi +  bt/t— a (cA -J- bt) +  b (c  ——̂ a — — o/^ =

=  caA +  abt +  с (1 — aA) — abt — c,

и (x t,y t) действительно является решением нашего 
уравнения.

75. а) л:, =  9 - 5 5 +  7/ =  28 125 +  7/,

yt =  9-!-=^- -  5/ =  - 2 0  088 -  5/.

Поскольку свободные члены и коэффициенты при t 
в выражениях для xt и yt, так сказать, «примерно про­
порциональны», мы можем надеяться получить пред­
ставления наших решений в меньших числах. В самом 
деле, мы можем написать:

Заметим, что способ решения уравнений в целых 
числах, приведенный в задаче 74, позволяет обходить­
ся меньшими числами, хотя и требует несколько более 
сложных вычислений.

б) Воспользуемся тем, что 25 по модулю 13 при* 
надлежит показателю 2. Мы можем написать:

л:, =  6 +  7(/ +  4017),
=  - 3 - 5  (/ +  4017),

или, полагая

получаем
/ +  4017 =  /',

*<, =  6 +  7/', 
yt> — —3 — 5/'.

x t =  8 • 25 +  13/ =  200 +  13/,

yt — 8 -  25/ =  -3 8 4  -  25/,

или после упрощений
л* =  5 + 1 3 / ',  
yt' — ” *9 25/'*



76. Условие в) обеспечивается автоматически, а 
условие г) следует из теоремы 25.

т 117___________ 19 27 29 31___________ 49
k ' \ \ 2  (или —5) 2 19 3 28 (или —3) 5

78. Предоставляется читателю.
79. Предоставляется читателю.
80. а) вч*211-1 =  8И =  645*8. При делении на 21 это 

число равноостаточно с 8. Значит, числа 8а +  Ь и а +  
+  8Ъ равноделимы на 21.

б) 12ч>(31>—1 =  1229 =  (122) 14• 12 == 144‘М 2  при деле­
нии на 31 равноостаточно с 1114-12 =  1217-12 =  
=  (—З)7* 12 =  - (З3)2.-3 -1 2 =  - ( 3 1  — 4)2(31 +  5), что 
равноостаточно с —16*5 =  —80. Последнее число оче­
видно равноостаточно с 13. Значит, числа 12а-f-Ь и 
и а 136 равноделимы на 31.
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