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в книrс И3.,1<1rзется: пория нслииеЙIlЫХ ОIlСр;НОрОD

IJ (j;Ш<lХОВЫХ пространствах с КОIlУСОМ, Д<lетсл аПТОНоМНое

изложсние теорин вращеНИII RtKTOpHblX помii U б<1нахо 

ВЫЖ IlpOCTpaIlCTB<JX. Основное UIIJlМ<Jние УI1.СЛЛСТС51 IЮllрО 

сам раЗрСIIIИ ЮСТIIразличных К.li1ССоВ YPilUHeHllii, а Т;lкже

IIOCTpOeIIJlIO ВЫЧИСЛJlтеЛЫIЫХ плrоритмов. Дается ПрJlЛО 

жеllИС общих pe:iy. bТaTOB к ИСС.1е::\о uанию и решеll ию

!lекоторых неЛИНt>ii HI>IX ИННf'Р;IЛI,ИЫХ УРi1В!lСIIJlИ, не.1НIIеЙ.

ных кра('вых за.1<J'I. I1е.lИней IIЫХ задач Ко ШJl.

KHIIra адресоваllа широкому I\pyry СПСllIlа. ИСТОВ 11

об.нсти функциона.1ы/Оrо аН;IЛИЗ<I, UЫ'lИслнтеЛЫlOii  :aTe'

матИlШ, теорин иитеrра,1Ыll,IХ н .1нффереll цна,%ных урав'

исн ii. также может быть I1СIIО'nI>'ОВЗlliJ FI юt'lестве уче6.
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п р Е Д И С ,'1: О В И I 

Теорин неJlинеИIIЫХ операторов в I/олуупорядочеllНЫХ нростраll-

ствах. сравните.1ыIo молода!I математическая дисциплина, име[() 

щая тем ве менее обширныtl Kpyr I1рИЛОiRеIJиtl: интеrраЛЬElые и

дпффсреl\uиа..'lьпые уравнения, I(раевые :задачи, неЛИElейпые коле-

бания, 'J'СОрЮI УllраВ.Jени.Н и т. д. Ес.llИ rовори'l'Ь о rЛ8ВНОМ, то

СО31illlllе и Рё1:'1витие этоet 'rеори:и ВО  IHO["(H{ СВЯЗ8НО С наУ'IНОЙ
Д('j]'It'.Н,80СТhЮ М. А. Краrноселr,ското, K(ITOPO»Y lIринадлеiItИТ се-

рlТИ ЯрКIIХ {JЕ'эу.1Ьтатов, СОСlаВЛ!:IЮЩИХ каркас теории, С.Ч"i:f,ащих

ИСТО'ИИRО'd: её роста ВШИрh и вrлу6ь. На сеrОДl:Iюпниil день баб.

.'I!fоrрафин в рассцатраваем.ои об:rастl'I наС'lитываст несколько сот

наименований, IJО uри ЭТОII ()TcyrcT8YCT l.ниrа, в которой бы CIIC 

тематически IIЗ.таrа.1СН весь RаКОП.lеllНЫЙ материа.l, Первая и пока

единстяеНRна: мопоrрафин п() теорип: 1l0,10;КИТ .lЫ1ЫI операторов

О1. .1. RрасносеДhСRИй. [11) 8ЫlП.Ia двадцать лет назад, If хотя

она по сей депь сохраняет с.вое са  !остояте.1ьное знr.чснпе 11 140'

жет c. УЖИТh llрекрасным 8ведепием в I1редме 1', двадцать лет не

прошли J{:J рои, понв и.1t{rь lIовые pe: рьтаты и ПрИ.10iRен ИН, новые

1I0ДХОДЫ и 1раl,ТОЕII,И, из [енилиеьакценты, В ре3 'ЛF,тате, назрела

необх.одимость в написании вовой моноrрафии,
По первому ВПerIаТ;lению в Н3l'1БОЛI,mеit степени интере('.ам чи 

таТР.JЬСRОЙ ау.лпторпи отвечала бы (,бmирная моноrрафИJI ЭIIQИRЛО'

IЩI.I'I'lе I<оrо хара.ктера. Но это не eOH('e [ так. ЭНl1,иклоu('дичпостъ
[1 lIIир()та ХОlюmи Л.111 у:щоrо "pyra сuеЦИ1ЛИСТОВ и вреДПhl Д.1Я

Uf'pRoro :шакомства с uредметом. Если же вuикнуть в Сi10iltИRШУЮ 

('.п С[ПУ:ЩIIЮ. 1'0 ЮlеНI:IО 1l01lуляр[вацин теори:и 110лож.ите.1ЬНЫх.

OflepitTO[)QB I1реД,етаll,1ПеrСII сейчас Н1tlf олееважной за,'I,а'lей. l Ha 

:lОilЩ(\)[У Вре.ll.ени Teup,IIf на1\01lИ,1а боrа1'ЫЙ арсенал результатов
и метr;ДОn, КО'l.орый ИСlIО.н,зуе"l'СН .Iалеко не полностью. :Как пока-

зываст iJр<iктика. д же1I:.1:1ссичссюте и ДОВО.1ЬПО пдревние" IJезуль-
'Jj\11>! (нрuпциu .GМРIirофа ТаРСК()l'О, теоремы о сжатии и l)аСТЯiКе-
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:яии конуса я др.) ОК3ЭЫПllluТСЯ JlсязвеСТIJЫ:.lИ м,воrим Сl1сциалистам:

по ве..1lине.йноlI.У аНlIJlИ3У, не rOHOp.s О 1ех, по ЗЗIJИ.llзе1С.s вели-

нейны.llИ задачами R IlРИК.D3ДНЫХ об.18С1ЯХ.

В; Rесив(,Ka aHBoe, IIБ1ОlJЫ UОС'lавили перед СО()uЙ СJlедующие

цели:

ёi) дат!' современное введение 11 теорию ие.lllиейных uодожи 

Te.:lbHblX OlJepa'fOpOB;

В) очертить хараю'ерный "pyr nРИJ10;кепий;
е) изложить предмет просто и доходчиво.

КОНСЧНО. ::JTO идеl1:lьные намерения, На их IlrlflК1'ическуlO реа-

лизацию влияли оrраниченные ВОЗМОЖНОСТИ 3BTol;OR 11 друrие фак 

торы. .\вторы Jlhlрзжаю'l' искреНRЮЮ БJа1'ОД рIlО('1L lIсем, КТО со-

деitС'l'DОRII.l по.sВJеНIIЮ книrи lf у луqmеЮIЮ I,3ЧСG1R& И;}.lоженин.



rЛАВА I

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

 rатсрпа.'I r.lавы и еет дне сос.тав:JЛЮЩИt'!, LIервая И3 них

CBeAeHl1fJ, необходимые ;1:,111 UОВИJlания lI()СJедующих r.1a8 (fiOHYCbl
и их ра НОВИДDОСТИ, UОJууuорндоче ность, uодожитеJънwе, МОНи-

тонные 11 re'l'eptl'I'UHHble Ullepa'l'Opw, JlIlяеАныс (IО..10житеЛЬПI>IР. опе 

раторы, дифференцирuвание 110 конусу). Вторан состаВЛJlluщаа

Д ОПCl.1RеНlIЯ Сllраеочноrо характера. В особеННОС1И это КllсаеТСJI

рассмотреuии интеrразьных ОIlерл:ruрuв и операторов сдвиrll.  rB()_

rи:е И оuисываем:ых ниже UОВ8ТИЙ и фактов БUJее деТIl.lr.но изу-

чаются в .'1.руrи х .1ите[)II.'l'У рны 1 ос'точннках, указанных в КО м мен-

тариях.

1. ПРОСТРАНСТВА С к.ОНУСОМ

;J;алее Be:IAe Е обозначае'f нещеСТlJен ное банахови (UOJшое нор-

мированное) upoc1'lJaaCTBO, () нуль IIРОС'I'ранства Е. Бот несколь 

ко наиБО.lее широко расорос.трааеНВЫI IJримеров банаlОВЫХ иро-

C'l'paac'rn.

l\онечномерное (т-мерное) lIрuс.траПСТRО Л'" nеRТОрОЯ (: лемен-

ОВ) x (Xt., ,., хт } С нормой
т

il х 11 == (x +..,+X;,)ljl.

Б Rm MO;«IIO ввести и Jl.руrие нормы, наuрихер,

m

lixllm==maxllx.l:i,.,I...., т) ИJ1иllхll,==  lx.l.
i '1

Все IIOp8lbl В нт JKBIII18,leHTH ьt Jtpyr .il.pyry. т. е, )1,.18  1юбыj

ДIIУХ UOPy ii '111' 1; -I!i 8IОЖIIО Yliil.:i&l'(, TaltU UOJ(J:ltlll"e.lbHble кон-



станты rj., и [j, чrо Ilx 111 o;llx!:2' IlхIl2 lзllхl'l ари любо хЕИ".

Это весьма nолешыit ф:шr. который в Rаждо !сUПJ(ретнои случае
IJО:ЗDоляеr без И3.JИIUUI1Х llреДОСТUр()ЖlIостей Jlыбира'I'I. паllбодее

IJO;I,ХО;J:ЯШУЮ (удобffУЮ) длп рвшаемоi1 : адач[порму.

IIpocTpaBc'fso С(Щ непрерывпых фРIIЩlI1I хЩ, J1РIl8И31аЮЩII)(
:значения R ( CXJ, CXJ) И зздаВIIЫХ на КUИIJакте  2cвт,

с НОrЫОЙ
11 хll 1Пах:I x(t) I:t Е 'll,

Из ROll'JeHTH (;бычпо JICIJO, О liакои Q иде,' рtчr" 11 тur)щ Hыec 

'То ([О] 1J111J1)'f 1I1ЮСIО С. Так те UUС'l"уuают IiрИ фUрМy;IИjJОВJ;е
утлеРiКдеlJI1ii. С1Jllавед,1J.1ВОСТЬ r;:010pblX не  ависиl'()'I' выбора об;lа 

С'IИ UIlределеlIИЯ  l. Ска:заl.llIое Jj равной стспени O'IHOCIITCB И к

обозпачеНИВII друrих ФУНlЩИОН8.н.ных Щ)ОС'I'lJaНСI'В.

IIpocTpaHcTIJo Е" (p;;':l) фУШЩИЙ, срIмиру ы хx р.й CTeHClIMU

ив. оrраничеRlfО м uодиножествс  2с.: Ет. HUlJ ма ["' Р uuреде,lяеТСJf

С.1едующим образuм:

1I х 11 ( r I хин' (lt)J/p,
!J

н C.IY'llie р ., (х) IIР')Сl'раИС'I'воL", СUСТОИТ Иd ФУНIЩI1Й, существен-
()('РНПI-I'lСПUЫ)( на с UOllMui1

11 х 11;= еЗ8 sup 1 хт 1.
(иl

IIIHIt"IP:III"'III() ( ,11), Ijl!JYHlil\lllI UСJJрСрЫ8ПО диффсреВJLИI)уеиых
11" 10, 11 (: IIOPM(JII

il хш 11 ШltX 11 хи) I +1 х'и) 1: t Е [о, l]}.

1.1. KOlIycbl И IIОЛУ УПОРЯll,очеНlIОСТЬ. 3аИКffутое ВЫП уклое

1I11()lкеl 'I'ПU l(c}!; R3:зывается КОЩ/СО,\f, если хЕК, x=J:U влечет за

('u6uй "Х Е К JJрИ O\ OИ Х К.

IJРU('.'I'ейшиии uри»:ераl4И КОНУСОВ MorYT служить в отрица'fель.

IIble (иди любые ДРУI'lfе) ортанl'Ы в вт, а 'l'акж.е СОВОКУnНОС'НI ве-

отрицате.DЬНЫХ ФУНIi.о,ий в О, Ер (p ])и друrих. бапаховых ФУПК-
циовальных nространствах.

Большое число ПрЮlеров дает слеJI.УЮm.ий исто)!, 1Iостроеви.ll

конусов. Пусть Р сЕ оrраничеПllое замкнутое ВЫllуклое мно-

жество и 6 F, TorAa СОВUI,УllНОСТЬ K(F) iMeMCII'IUB х Е Е, допус 
кающих IIредстаJlдевие x;= z,rj., O, Z Е F, ИIIJ1I1СI'СJ{ КОНУСО.\! (IЮ-

кажите!), На I1cpBblil Бзr.IНД лот lleTO" lJРСДСТQВJlJНПСЛ AOC1'al'O'lllU

общим, но, как (iYAe'l' DИДП() )JJ A11.J1IoIJcAII1C1'U, UU.I[,ШИIiСТВО lI:Jу'шt:-
G



мых ковусоп (в беСБонечномерпых upoC'fpanC'JB8x) I1fВО3МОjf\нО 110'

C'J'IJUII'J'l> (оuреде:IИТЬ) 'f3JШМ способом.

У н р ;J ж н е н и е 1.1. П рОlJсрьте, ЧТО в простр,шств е маТ[1Ы! МIЮ:+;tСТВО

lJеОl'j1l1lщтелl,НО UПрС,"1елеJlJlЫХ MaTpНI! ЯDляется KOHYCO\f.

Упражнсние 1.2. Покажнт ,что в С[(), 1] ЩlОжеСТIЮ ВОПlутPlХ функ-
IlИЙ, обращающихся в нуль на концах отрезка [О, 1], KOIlYC.

.lюбой КОНУС К с Е JJ03BOjIaeT ввести в UpOC'l'p8HCТRt' F: 110.1Y 

упорядоченность: x y(равносилыlo у<::;.х) , если X Y'С [(, НаllрИ 

мер, 1I0луупор.яДО!JСННОСТЬ, ВJ!одимаа В С ИllИ I'}I l\oflyroM НСОТрll

цателт,ных функций, ииеет JJpOCTOt! смысл: Х?>У uзяаrrзе'r хи)?ущ
ври исех R (',лучае С (почти всех в С,Jучае L j,) ЗElаqеПИflХ t Е  l,

3atlHcb х?>у (раВВОСИJЬНО у<::;'х) ()GОЗU81Jает ситуаt 1I1Оx у(! К

;j,Iеl1епты х:;?>IJ (r. е. Х Е К) па;\I.1ваютСн UО.IU'IИI1'е,1ЬUЫМJI,

В 1I0JJУУ1JорадочеlIНЫХ IJРОСl'рзв('.твах часru ЩlиХОДИI'СIf рассиат-

риватr, ра:iJИ'ffJые 'ИНIJ НlЛеOтpl:.l/т так называЮТС1J Мllо;кества.

ВИ'l.8 (11, v) {Х: lI<:;X<::;'v J.

ПuПflТ!lе U<.J.lУУПОрЯ,J:ОIlе\JНОСТИ СДУЖИТ одним И3 "ффективных
и НС'I ру меН'I"()1I lJpll 1I3У чеНИJl лине в ых 11 пе.Jипеi1u w х отuбражени!:t
в 6аиаховых JJpOcтpaBC'IBax. Ero ИСUО;JЪЗОlllвие, еС'l"еС1'вевно, дол-

жно 011ира'rЬСJl на i:lВRllие  вuйствотношения ?>. Эти ('войства час-

тично совиадают со СВОn('Т8ами оGычиоrо :шаRа ;;;=,::

]) х?>у. у?>х влечет ;Ja собой х -== у:
2) 113 х?>у следуе'r tl.х?;:.>rщ при C( OИ "x  yIIрИ "<о;

3) х?>у. y;;;=,:, ВJIечет за собой x?>z;

4.) ю Хl?>УI' xS?>Yl. С.Jедуе'r Х1 + Х2?>Уl +Ys;
5) Иi:I хn

..... Х, !lп...... у, Хn?>Уn (11'== 1, 2,...) :вытекает Х?>У.

Набор свойств звака ;;;". коне'IIIО, существевно 6oraQe. Напри-

:мер, Хnн;:ОХn. xn zo(п== 1, 2,...) влсчет за с Jбоit существование

lJреде.ilа у UОС;18доватеДЬНОС'f1l ХN' 3a1leHa ,lНaKa ::;,. па в общем

СЛУЧctе здесь веДО1JУСТIlИа, м подобных JJpllMepOIJ можно lJрИ8е ти
достаточно MHoro. В 1.'0 же вре.llа понrпно, что В каждом Rопltреr 

ВОИ C;IY чае сие n.ифика иснользуемurо нону са мож.ет обеСllечиван

наличие ДОUО,1вителъвых полезных свойств у ОТlIоmеНИ/I ?>' Это

очеВИДUQе соображение СЛУЖllТ одним из источников ИIJ'Jереса к

изучевию разновидностей ков УСОВ,

1.2. Разновидности КОНУСОВ. Конус К ВR ываетслНОР,'''йАЬ-

HbI"r, еС.1И сущеСТВУt"I' такое ЧИС;10 N(I{), tlTO из H x<::;.y c.1eJLye'r

I!xll N([{)llyl.В JTOJ& c.IY'fae rOElOpfff 'IШЖ\, чrо норма t,о,щ.НО.
нотинн;(. ЧI:lС;IО N(K) па3ЫJJае1'еа  ,)Нcп aHf/lOЙ'ftOp.IJfl,пH()Cти ко-
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нуса К, Ес,1И N(K)==i, то конус ваВЬН8КТ от'lЪ1М и r08<>11.II1'
что НОlJMa Af01iOmOHнa,

Нормальнос'l'Ь конуса раВНОСИ.lIl,на ОТС)''rС1J1ИIO в К эдt:меВ'IОВ,

которые "НО'ЛИ UРОТИВОU(МUЖIJО наuраИJlеuы" };олее 1(jIJUo: мщус

К нормален n 'JOM и ТО IЪ1\iJ В 'JOM случае, коца существуе'J' 0>0

такое, '110 Illl+121! 5дла любых 1., I.EK, 111.11==111:11==1, EC'Je-
С'l'веIIНО, все конусы в вт IIOIJMRJbHbl. Ионусы К+ не01рицатель-
ных ФУЮЩIlЙ в С, L]I также IlU}JMaJlbHbl. IioHYC пеuтрицате.1I:.НЫХ
функций в пространстве С1 cBolkrBoM иорна;IЬНОСТИ не оБАвдает

(u роверые!).
Конус, сод('ржаlllи!i lIНУ1'ренние Т(..IIКИ, Ha:iblBaeтcS me./CCNIJI.I/.

l\oHYC называется /JОGJlРОUJliоrJЯЩU.lI, если КIIЖДЫЙ Э:lt'нен l' х Е Е

IJредставим в ви).е

X==и V(iI,t1(K). (1,])

Оказывается, Э.1емеН1Ы и, v в (1.]) IIсеrд u()жно выбрать Tal\,

ЧТО 11« 1;, I! v Ii  CX;:Iх 11, rде KOHC'ral1'ra оиредеднетсп конусом К 11

не За!IИСИТ от Х. ЭТО CBOf!CYВU называют неспл'Ющенностtю BOCUPO-

ИЗВОДJ1щеrо коиуса.

Всякий 're.lecHbltt конус нвдлется ВОСllРОИ3НОДЯЩИЫ. Конус К+

в С телссеfl. Конус К+ в Lp RUСIIРUИ3 ОДЯIUИЙ, ио не телесный,

Множесrво J1J <= Е lIазывае'l'СЯ ()rраничеНIIЫм. по КОНУСУ К,

еrди x<:;zo для исех х Е М и HeRoToporU фиксированвurо -ео Е Е.

ЭJеuеит ео называется верхней .раницей :множества 11[. Нижняя

.ра1ilt/щ м.ножеина опреде.паетса аналоrично, Если в множестве Р

верхних rранип. множества 111 есть ванменьmий з.аем:ент Z {Т. е.

Z Z,Z Е р), то оп назы вается точной веpXHeii .раницей М1iОЖt; 

ства М И 060значаеТСjl Z =' вир 11;[ Аналоrично оnределяетсн то'{.-

1iaJl 1iUЖНЯЯ tраница inf ЛI.

Конус К lIазывается Мl.4ниэираЯЬ1iЬМ/, если любые два элемента

х, g Е Е икеют ТО'lпую верJCНЮ!О I'ранип:у sup (х, у), и cи.tb1iO JllиHи 

эдраяьным, если веРХElЯП rраница есть у .IIюбоrо оrраничеВlIоrо

множества.

Конус К+ в С UИНИ<:lдраJlев, К+ в Lp силыIo МИНII::!дралев,

Сильно МИlIиздра.llЬНЫ неОl'рицательные ортанты R IIростравствах

вт. Более Toro, конус в Л'" синно МИlIиэдра.Iев в тик И только

в тои СJlучае, ес.llИ он IIре)(стаВЛllет собой веотрицатtlJII,ВI,[Й ортант

в ненотором 6а исс.

.конус J( называстся lIj1аliltЛLНЫ,II, ('C,III JlЮUНII lIl уlit.lll/tlOщая orpa-

пиqенная по конусу иOCJJeAO a1e;lbHUt:I'"Х" (Xa'C::::X. "' X,, ...<:;zu)
8



сходится 110 норме, КОВ}'С К Н33ЫJlается впО.lне правUАtНЫ.1t, еСJ1И

сходится (по норме) каждаа неубываыцая оrраВllченная по ворм6.

uослеДОВRтельность,

Каждый IIрави.1ЫIЫЙ КОПУС НОрМ3ЛСII B1IO;llIe IIраВИ:JЬные 1\0-

HYC uравильпы. Тслесный uраВИ,lI,НЫЙ конус Вllолне uраПII.llе1l.

Вllолне uрави:н,пы 'l'зкrr>е uраВIIльпые конуса в слабо uолных upo.

странствах Е. J OHYCК+ в J,p IJDOllHe IIIШIIИ;Iен, К+ R С сви!.

Сl'вом IIpa-ви:н,ности не об.rадас'l'. Все конуса лrn
ВIIОJlне 11ра-

8ИЛЬП Ы.

rовuрят. чrо копус К iJопуr,1;rцт о/Нтукатурииание (()!UтYh:a'
турнвае.II), Сс.lИ су щеСТllует такой GОДf,ши!1 конус 1(1 (/( С f( 1)'

что каждая точка ХО Е к ВХОДИ1' В К1 пместе с шарОRОЙ OKpeCT 
НОС1'ЬЮ радиуса 01: 1! ХО 11, rде 01: > О ие зависит от ХО' KUHYC К Ha 

зывеется JlVh:a/ltHo 1iО,Шlaкп/'Ным, если ком иЗК1 НО IleIJect'fJl' ((ие ко-

нуса К с любым шаро}!, l\nждыtt ЛОКЗJlLНО комтlf\'JБЫn КИНУС до-

UYCRae'f оштукаТУРИВ8НI1е. ()1сюда сразу следует, Ч10 Dce КИIIУСЫ

в вт оmТУRа1'УIJИваецы,

у пр а ж н е н 11 е 1,3. ПокаЖIIте, ЧТО BBeД HHыeвыше конусы K(F) ОШТУ'

катуриваемы,

1.3. Пространство Е"о, Пу( тъ фиr.сиро-ван некоторый HeIIY 

левой а.1емент 110 Е К. Элемент х Е Е пазываr.нн lfo .Ul.ltepи,ltbI,1f.

если су щеС'fВуе'l' '1'апое у> О, ЧТО

yиo x yиo,

Мншке ство t1о'измеримы:х элементов Х Е Е

Очевидно, Е"о линейная структура, в

ПОРМ у

LБОВ[IЧЗt'НН чf] f: EII
n

которой можно ввести

11 х 11"-0 mjn ( у: Y'иo<::;  yиo}. (1.2)

HopJla (1.2) называется 110. нормой. Проверку аксиом нормы 1I1)e-

ДОС1'авдием читате.llЮ,

ЕСllИ ио Е Е ненулевой1tо'измеримый :HeMeH'I', то леrко ви-

деть, что Еио и Еоо состоят И3 одних И тех те ;неllентов, а

"о-норма и uо'порма ЭКIшвалентпы.

Пусть Lp (l  p<00) UОЛУУПОРilдочеао конусом неОl'рицателЕ..
IIЫХ функциi\, а R lta'leCTBe ио фиltСИрОIlана ФУНltции, тождествен-

но равная }, 'fоrда !tо И:j14ерИМЫ!lИ будут все существенно отра-

ниченные ио модулю функции, т. е. 11 данном С!Iучае Е 1.1.0 совиа.

дает с L"" а ио'норма С НОр:IIОЙ U pOCl'paHC'l'Ba L
ф

'

Приведем др}' [ой 1I[II1.\1ep 11 усть u ространство 0[0, } J IIОЛППО 

lJидочено конусом lIеотрица'l'е..:rr.ных ф!'НIЩНЙ 11 фш;сирован :не"

9



мент нои)=:: 1. 'l'оrда Еuо COBЫlдaeT с (', а Ho HopMa С исходной

НОIНIОЙ ЩJOс раНС1na О, Ееди же, паl1}!и.мер. lIо(О =о t(J  o,то

Е"и Щ)('ДС'НiВ,I1Jет с(,бой соnощ uн()сн,ФУНКЦИЙ x(l) таких, что

I хт I "(t (l t) , и.Н)

ФУВ/ЩИIJ хи).причем наю[еIJьшсе в (1.3) у лвллетсн liо НОрМUЙ
Если конус К нормален, то:

1) I1ростра ниво ЕНо uолн О ПО Но -норме;

 )СХО,J:ШJОСТJ, :[юuой ilоследоватеЛI,НUl;J 11 UO lIu I10plle влечет за

сuбой ее СIОДИИОСVЬ ПО ИСIОДНОЙ норме ilространстпз Е;

3) множество [("о -== 1\. n E'tll uредс.тавлнет собоi1 нормальный

 елеСlIWЙI;OllYC в !JpOC'IpaHCTne EUII'
1,4. Линейные положите.lьные ФУНКIlИOl!алы. Оuределеппыt:t

па ;онус.е Е ФУНКЦ1l0нал I(x) 'наЗЫВfiС'J ел ./ОЖ1lпll'.1 ,tNbI.l1 ее,lИ

l(x) OJJ\11I .нбом х К

.можно У'I'П С IJJJ\ДIi'lЪ , чтu Bl'N)lfi !:УЩСС'JlI}l(J' Лllн.i1ные UОЛОЖИ 

те.1ьные фуньлиона.iIЫ. J)oJ!re  (IJ'И, )I.1Jf l:аждOJ'О нрнулеrОI'О ХО Е к

мuжно р;азать тапuй UОЛUЖИ'lе.льный .1JИ1Jt>йныfi не1J\Jерывпый Фуuь: 
циuuал I(x), что I(xo) >0, н 'лучас ееuарзб JlJ,IJOI'О !J\ЮС1раНl'тва

Е всt:I'да существует такой .линейныti иеПРР\)ЫВIIыti ФУНIiПJJона,}

l(x), что их»о Д.iliI всех хЕК, xjf.J,
Линейное DО\НIИ\1Оваilвое прuс'rраНС'J"1JU Е* линеl1пых пеlJре-

РЫВНЫХ на Е ФУНIЩИОFJалuв HaaЫfla Tca с.ОJlрнжеE1l[ЫМ I1ростра[[-

СТВОМ:. Если ДНЕ1еnна.ll оUОЛОЧl\а конуса К Ilлотна в Е (например,

конус К DОСЩJOИ ВОДЯIl(ИЙ),то СОПОКУ IJHOCH 1ID.10жительных ФУНК-
llионалов К-

Х'

с В'> также JIплнетсн: ROHYCOll, который нааываетсн

('Оl1ряжеННЫ.II.

Положительный линейпыи ФУНlщионал 1 Е Е* называю'!' С1lЛИ/()

1IOАожите.IЫtЪ1.М, f'СЛlI

I(x)  11 х 11 (х Е К), (J .4)

!'де  >o,СИ.1ьпо liOJ.ОЖ1lте,lьные функциона.лы 1 Е Е* существуют

В ТОМ: и 'fОЛЬКО В том случае, I\Оiда [(ОНУС К ДОJI СJ;аетUШТУRа 

туривавие.

ПОС,lедн:ее утверждение ноже!' дффектипно ИСIIОЛЬЗ0ватьс.ll в

начестве криrерил оmтукатуривае.l10с'rи КОlIуса. При ведем нростой

llринер. ОБО3IIачим черtН [( совокупносrь lIоложитенных BorHY 

'Х'ЫХ на [о, 1] функцай, обращающихсл на rранице Cer.l1eH [а [о, 1]
IJ ПУДЬ. Jler.o ВИ;J:РТЬ, '!То .IIчо;кеi)l'IIО К, раСС\Jатри Ааемое в II[Ю'

CTpaHC'H e0[0, 1], IiредиаВ.'НIет собоii R(JHYC. alO'l' !;анус дооускае'!'

uштр;а'!' 'рнванне, пш ка!, шачеШlе фfU IЩIIИ Jj lIUКUТUРОЙ фИКСИ'
lU



]10ванной IIНУ1реllней TO'IKe [о, 11 ЛJlляется сильно DО.lожitТI:'ЛI.НЫЯ

на ]( JlинеЙНЫ 1 ФУНJ,ЦIfОНЗ,ТОМ.
1,5. Пространства с двумя конусами. ИRоrда удuБВlI в oд 

HIHI npocTpaoCTne Е рассмаТ)JИI131f, ДIЩ I;oHyca К и [(о. ОДИП И3

1\ОТОрЫХ JшляеТСJl частью Jlpyroro, наlllJимер, КоС J{

Леrко видеть, что JI3 норуадьности (UРЗIНI.1ЬПОСllf, U(!.'IH..fi Lpa-

ВИJ1ЬНОСТИ) J;oRyea [( в ;НОМ С:lучае вытеЮ1ет норыаЛЫJОСТI, (lIpa-
ВИJlhlТОСIТ" IiO;IU::I lIIНIВИДЫIUСТh) "онуса Ко. Н:1uборот, t'C,])f КОНУС

Ко те,тесный или воеllрОИ3RUДЛЩlln, 'fO СUОТВСТСТDУЮЩIllI cBulkTBUM

оБJ8дает и КОНУС К.

Буде:!! СЧlIтать. что 1l0ЛП1l0рn;щqеUНОСТh JI Е ()lIределяетсл

б6.1ЫlIИМ RОПУСОМ К. В lIростраНСТ8ах с двумя I,онусами часто

НрИХОДIIТСIf раССМS1ривап, Мl10а,еC'i"иа Ко(и, ш). состоящие 11: 'I'a 

l.:их  леjlеНТОRх (Ко. 'но i:I X<11'. Ес.1II ftOBYC J{ lIuрмаЛСII, '1"0

lIпощее'\"ва ](o(v, 1/-) 01'Iщпичепы uo НОр>IС. ПО('.НО.il.ЬКУ С;lу'шii Ко='К
[/е \JСJ,дючае'I'СJi И3 рассыотреПИII, то норма.lhllOС"lЪ конуса К Dле 

чет эа с()боi1 1"акже UI'раIJИ'lеННОС'JЪ UO Нlфые uБЫЧRЫХ J\оПУСПЫХ

отрезкuо (и, 11'), RO'lupble в СJlучае Ко==К CCTI, не ЧТО иное, нзк

множества Ко(и, w).
КОН)"С Ко H3301\1')1 К НОl).малtНЫ.м, eC,lD нирыа LJO.aYMOHo'l'OHHa

на КО' т. е. Н3 х<у, Х. у Е Ко cJleAyeT 11 х ,I N11 у 11, r.l.e KOH(,1'aH 

та .У > о не JltПlн'Иr 0'1' Х, У 11 ОUIЩl.еJJНСТСН I1арой КОНУСОВ Ко' К

LIpuMepoM ](.ПQрма.lbноrо конуса Ко в upUCTpaOCTBC 01[0, 1] 1dU 

;кет С,lУЖИТЬ конус Ко неотрицатедьных воrиутых ФУНКЦИЙ, обра 
щаЮЩИХСJf в нрь на KOHI\aX cerMeHra [о, 1], 1JрИ копусе К He 

отрицате,lЬНЫХ функций,

Конус Ко Ha::lblBaerCJI J( воспРОIl...1(Jодли ',.\t,есдп любой 3.1емеп1'

х Е Е Д01lускает lJредстзвление хс==и и, rде -ио Е ко, v Е К. K Bиc 

lJ рОИ3ВОД.8 щиi1 liOHYC не обноан бы 1"Ь HOCU роизвод.8 ЩИ.\!. IIp]l epoM
может С.lУЖИ1Ь liOHYC Ко нео'! рицатеЛЬUrJХ неубывзющих ФУНКЦИЙ
в пространстве Clo. 1] UОЛУУUОрНДО'lенном обычным ((онусом К

пеО'l'рИl атедьныхФУВКI\ИЙ.
1(он ус Ко нааывается К'пpaIJU.1b/tblM, если любая неубываlO'

IЦзa LJ[) кон)"су К Н оrраниqенная Э.IС!lентом из Ко UОС,lедователь-

ПОСТЬ х n Е КО сходитсн LJO норие. К uравилен конус Ко неотри 

цан:л.ьnых RorHYTblX ФУНКJ ий, обраЩЗlощихса в нудь на концах

сеl'иента [о, lJ, 1!зссматриваемый в LJpOCrpaHCTBe с[о, [], полууuо 

jlНДО'lеннам конусом J( ueorpIlЦaTe.JLHbJX Функций.
1.6. СпеЦИ3J1 ныеKO"YC I.ОБЫ'IПые кооусы п Ф .ПIщиuна.'1h-

IlblX 6апаIОВЫХ IIl'оt'IIJ3Нl"lвах этuf.UUYCbl uеU'I1!UЦ:lте.Il>НIJХ функ-
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ций. ОтпраВЛJJясr, от [)ТИХ КОП усов, иноrДR удобно вводить в pae 

СИО'1"реНИ6 более )"3Rие к()нусы, Ниже описываются неско.1ЬКО IJO 

лезных СlJособов построения "рких" БОНУСОII.

Пус'П, В банаХОВО:d прострапстве Е выделеll нонус К И фИR 
С11IЮВ311 пеНУ.iJевuй элемент и* Е к (11 v*11 < 1), 1I0ло;r.им

Ки. == { х: х Е ](, x?>11 х 11 и* 1, (1.5)

К( р), rAeЛеrко виден, что Ки. предстаВЛ lет собой конус

Р=={х:х(К+и*, Ilxll ]}. Отсюд8. сраау слсдует (см. УlJrаашение
] ,3), что RОПУС К". оштукатуриваем.

ЕСJlИ К конус неnтрицатf'ЛЬНЫХ ФУНКlщf1 в IIрострапетве

C[Ql, то Ки. состоит 11; неОТрlIцптеЛЫIЫХ функций хи), ДЛЯ J(O'I'O 

рых x(t);;- x(s)v*(t) (t. 8 Е Щ, т. е. хт и*тшах(Х(8):8 Е QI.
: аметим,что в оuреДf'..lf'IIИИ копус8. к"' условие и* Е к МОЖНО

9зменить uреДliОJожеuиеu и* К. В том cJlyqae К". UO-U}ICжпему

UрЕ'дстаDЛЯf'Т собий 'ЮН}"С К(Р), rJIe Р==(х:хЕ!\', хЕК+и*.

11 xl:<] 1.
Нведем: IlО(JЯТllе кону са J{ I/'j.". н усть i.lo .IIt: ПУленой фи F\СИРО'

ванвыl "lI6.Уеш' из К, р> 1, Обозначиы qерсз [(1I0.Р СОВОRУПНОСl'L
таких ЭJJементов хЕ К, что

ju0<:;х<"=" РУНо' (1.6)

rAe y;:,y(x) O.ДАЛ КиlI,Р .I1erKO проверЛЮТСJJ все слоilства, фиrу-

рирующие в ооре,ll,елевии конуса.

Пусть конус К HOlJMaJlea, и N но нонианта нормаJЬПОСПI.

Из (1,6) вытекает, что Эllементы хЕ J\llo,p УДОВ.'Jетворяют BepaB6H 

СТВУ x?>ilxj(NPlluolI) luo' опуда с.lедует Кио,рс::ки., rде

v* == (И р 11 ио 11 ) ]ио. Это 110ЭRолнет СlJаэу сделаl'Ь следующий вывод,

ЕСlIИ KORYr. К HopMaJJeR, то конус КlIо,р оrnтунатуриваем:.
ЕС,lИ К конус неОl'рица'lельных ФУНКJl,иi1 11 ПрОС'IIJанстве

C[Q], а uоШ = I, то K llo . p uредстаВJJяет собой COBOKYUHOCTh Heol' 

рицатеJlЬПЫХ функций, удовлетворяющих условию

шах x(t) -< р шiп x(t).
t Е!2 t Е!]

В той ше СИl уации, но в npOCTpaHC'l'Be Lp , неравенство (]. 7) 8a 

меннется своим аН8.лоrом

(1.7)

ess SlIp xт P6SS inf x(t).
IЕ!2 tEQ

Н Д:tПНОМ случае KII",r> СОВlJаД:lет с к"", rде v*(t)=:J..
р

(1.8)

l:l



у [\ r а ж н с н и е 1.4. Покажите, ч ro множеСТЕО

К" =={х х Е К, [(х):;;>у Ilx 11), (1.9)
rде l  :lинеiifJЫИIIОllо;.кительныЙ на К функцнонап O<Y<llllI  ЯD,1яеТСRошту 

катуриваемым ко НУСЩI,

9 2 ОСНОВНЫЕ типы ОПЕРАТОРОВ

2.1. Общие определения, Тот факт, что IIростравство Е ио-

ЛУ YlIopnAO'JeRO некоторым конусом К. може'f "ффективно исuоль-

30 натъсн lJрИ изучении оиератора Т, действующеrо в Е, JJИUlJ, В

том случае, J\оrда, Т оБЛ!llаеl' теми .и.1и ИRЫМ:И- свойствами, спя.

:заНIIЫМИ с UО.llууuорядочеНIIОСТЬЮ. Ниже даются ОllределеВЮI oc 

вовных ТИПОR оиераторон, которые lt:lj'lilюrсн в UОСJ16ДУ IOЩIIХ rла.

ВI\Х, и НрИIIОJlН'lСН ИЛ.1l0страТИВRые lJримеры.

Оllератор 1': Е --+ Е нааывается }11).tO.НCltтe. bHbIllI, еС,lИ 011 остав-

диет инвариантным КОНУС К. ,'I:РУI'IВlИ С.lOвами, оиераl'Ор Т: Е --+ Е

UО.I0жителеп, если Т(К)С К. т. е. Т(х) Е к при любом хЕК.

Часто не существенно. ЧТО 01lel11\TOp Т Оllределен на IIсем иро'

странстве Е, и тоrда 1I0ДОЖИТС.IЬRШI иазываю1' любой Оllсратор

Т, О!lреДеJlенный на конусе J( и преобравующий К всеав,

Важный lIo!liJJacc положительных ouepaToIJOB составляют 1  K

наRываемые 1f.()'tlо.uJжuтслыltсc {)II( }Ia1ll0Jlbt, оuрt','J,еляемые (',н>дую 

ЩИ I о(jри;JOМ. 11 ус.'I'ь ФИКСИIЮJJSU некоторый ненулевои ;1.I('M('RT

ио Е К. ОБОЗJ]ачим чrрез К(Uо) множество тех Э.1еAlСl!'IОВ х (К.

Д.1Я которых МОЖНО указать такие 0;,  >O.что

o;иo x  иo.

ОПf\рI\ТОр Т, неRоroрая Ilтсра ияKOToporo T перево,J:ИТ нм Уllр,
,

вые ЭJJеuеН1'Ы конуса К в K(и )и называется ttо'по.'[ож те.1ыJ1l..
Если Itонус К телесен и ио;: int К, то 1tо 'ПО.10житеJ1ЬНЫЙ ОПf'ра 

тор называют сильно UОJ10iRИ1е.1J:ЬНЫМ.

I10ложите,lЬRЫЙ ouepaTol) Т HI\3blBaeTCfi Uо.О!lJaН!tчеННbl.l! снизу,
если для любоrо llенулевоrо х J{ найдется 1al;oe 11'1' ЧТО Tпt(x)?:>

 o:иo(0;>0); иo-l) pa1т'leHHЫ.JI! СвСр.lУ, ее,1И для .'lюбоrо НЕ'ЯУ.Н'JJоrо
х Е]{ llайдеrсн такое 112' что Tn (x)  иo( >О),

Уl1рilжнеllIJ:С 2.1. ПжиюlТС, 'Iro Лllксiiныii rЦЛJiКиrеЛ;.I! liiоперlТО,
UJ 'OI'I!:1lli'lel!ll'>lfl O.1110!};JC\ldIIII0 Сl!И1У Н cuepxy, l(о пuложителен.

Оllератор Т: Е Е (не о()нзате,lЫIО UО.IОiКите.1ЫIЫ i1) lIa: ыoa(,T-

сл 1I0'ОI'раuиченuым в l!pOCI'paHcTBc Е, есл'l AJ1B .1J:юбоrо J 

аайдеТСIi такое 11, 'ПО ;Me.l&eHT l'п(х) ВП.IJlетсв "о'измеримым (C.ll.
". 1,3).

Ji:I



Определения мноrих раЗНОАlIдностей опернторов, деi:lствутощпх
в 1l0ЛУУllорядоченном llpOCTpaaCTBe, так или иначе связаны со

свойство» монотонности. ЕСД}I И:J х, у Е j{ с. Е, х"?у следует

Т(х)?:>Т(у\ rоворлт, что оператор Т .AIOHOтOHCH на ШIOJlCr:стrJС М.

В случае, Rоща отсутствие Уllоминанин о МНlIiltестве JJ[ не можеr

вызвать неl[оразу мений, оператор Т называют ll[ЮСТО .1I0нопи1t Ы.1I.

Оператор Т, об.щ ающий свойством "х>у, BJ 'reT за собufi

T(x) T(y)«, будем называть а HтU.AtOHoтOHHbIM. Иноrда MOHOTOH 

ВЫЙ И RНТИМОНОТОRНЫЙ операторы называют, соответственно, ИЗо'

тИНН,Ы.1! и анrпШIlОIlНЫ.". Нзионец, Т называют онерат()ром ,1I0Ни'

тОН1I010 типа, если T(x)' T(y)влечет за собой x у.

ОстаНО8имса на определении еще одноrо досrатuчпо общеrо

RJIacca онераторов СВ!lэаНIfоrо со епойстпом споеобразной обобщен 
ной MOBOTUElIlOGHI. Онератор Т. Jl,ейству ющий н Е, называеl"СII

tcrпepoтOHHbZ.1t, еСilИ он доиускает диа10НОlbънис 11рсйстав,lCI-IUС
" л

Т(х)= Т(х, х). причем сопутСll18ующltЙ оператор Т 01lреде.lен на
л

ЕХЕ и Т(и, UI) монотонно Bo::\pnCTae'r 110 v И убывает но ш. :\Iu'

rYT рассматрипап СН 'l'аI(ще операторы reTepO'IODHble на HeKOT()pO 1

множестве 111 с. Е. В этом сл Y'lae llодра:зу l1eBaeTCJI, что у '1зствую.

щие в определении reTepoTOHHoro OlJepaTOpa элементы х, и, fV

JlРИН:lд,тежат . [. А na.10fll ч пое aa:u 8'18 нис уместно т:н;а;е UO ОТIIО-

mению 0Ilреде.1Е'JJШlll MOIIOTOHHoro и аНТИМОНОТОIIноrо (lL!ppa-

тороп,
л

.'I81' O []OHJlTn, ЧТ;) BWi')OP сопрствующеrо оператора Т (и, tc)
всrrда Jlf'ОДПLЗI18'IЕ'Н *, iрП реmСIJИrJ I:онкrетпых :1адач И3 iНO/\

:воБО1:Ы выбора МО;I>НО IНR.lelialb Оllре.де.lеlIные JЩВОДЫ. Te 1 не

..II:енее, 1\or, it re'I , ";J: T о rетерОПНШО)1 операторе .т, Bc'O'rJIa ПОJl 
л

раЗf1rенаеrсн, чrо СО'l)'fсrВУ:ОЩ1Ili (»1 у ollcparop Т уже Rопr.ретно

УRазан (ФИ (,ИР()В(lН).
MOIJOTOHllblti J1 аНТIIМОНОТОНПhlti ouep8Topbl ЯВ.1IlЮТ<'Я чаСТRЫМR

СJУЧIIЯМИ rетеРИТОRноrо Дr:п MO!IOТOHHOI'O 01l1:'p&10pa Т в RflQeCTBe

СОПУТСТВУIOЩСL"О  (О;БНО у);;::

л

т ;1.:JI аНIИ)lOпотоппо.
л

)'О Т(и, tC') 1'(н-). И nCIIH') ЭТИ UIICjlaTlil/I>! ,lliТ,)П 110 11 JI nHT п.

ИОНОТОННt»)1 С,') учанх иодр:цум:с АаJOТС iJ UO;J; сои У I'C I'D!IOЩШI 11 (IiOHC'I-

но, еС,1И не Ol'0l10peuo IiрIIПfl1ll0е).

л

..

НаПРШIСР, ели T(v,  lуr-=riJУ;ОJщ;iопердор Д,'IЯ Т, то (UIlУТСТDУЮ'
л

ЩНМ будет также Т(и, и')+и Ш.

Н



С.JеДУЮЩ8в. серпя rНldIJODI!;1,ROcTe!i операторов, де:Аствуюm.пх JI

пространстве с I:ОПУСОМ. СВJJэапа с характер()м роста (И:Jмененил)
значения оиер тораНО отношению R теу иди иным классам при-

ращений арrуиента. НаиБО,lее важные (ПО широте при:!ожений:)
типы Оllера'l'ОрОВ эдесь ОJlреде,JЯroтся росток значений онератора

JЩО.IЬ J1УIJей, лежащих в конусе К.

ПОJlОiКитеЛЬRЫЙ оператор 1': К К наэывается tJOt'llyт1.>MI, еС,lИ

Оll Itо 1l0.lОЖИ'lеJlен и Д.IЯ любых Х Е [(110) и t Е (о, ])

?l'(tx) > ,1'(х) , Т(LX):fт:Т(х). (2.])

ВOl'нутып Оllератор Т навывается ио '601ну'ты,н, ('сли ВЫIJO.lПЯ 

етс.II 60.1ее жеСТI\ое по сравнению с (2,]) требование: Д, Ялюбых

х Е к(1Iо ) II "t Е ((), 1) наftде'lСJ1 такое "Yj(x, -с) > О, ЧТО

Т(т:х)?:.II.+ 'У)(Х, 't)] '17'(х), (2,2)
lIодоiltl,пеНI:IЫЙ ollepaTop Т: К J( нз:щваетсв (Iblп,1jK.lbl/,I, если

он 1Iо'(IО.Iожите, ен и BblIJO.IR!leTC.II обраТIIое 110 от'Вошt'ВИIO К (2.1)

перапевство; 1I0'ВЫllУliЛЫМ:, f'С,lИ оп 1!о'ПО,10ЖIl1елев И Д,lВ любых

хЕ K(IIO) и ": (0,1) lIай:н'rСIl 'aJ;oe "(/(х, -с) >0, '11'0

T(т:x) [1 'I)(x 1 -с)] ,T x). (2 3)

Сраву НУЖRО эамеrи'l'Ь, что ВlIедеl:llН>.Iе 1I0НЯТШJ воrIlУТРС'ТИ и

выпуклости n корне ОТ.1ичаюн'я I;Т соотпеТСТIIУЮЩИХ J.lОЛЯТl1il IIЫ'

nY"J10rl.l анализа, JI в ::ноn ОПЮП1ешlИ Ilз6раннан Te(1\1.llflO.l1J rл;

J103МОЖНО. не совеси удачпа. Одпако It настонще)[у вреи:еilП анн

ДОIIОЛЫIO 1I1юq/lО утвеРДИ;13СЬ 11 ('два ,111 це,lесообрззно ее МСIJЯТЬ.

Н RачеСТRе "онравдавив" можно отметить, 'ПО 8 ,'дномеllНОМ e.1Y-

чае llОJ10а,llте.1Ьная CTporo воrнутая в обыql:ll)М C IЫ\:.l ФУRIi.!l,ИiI
uо воrпута. Обrатное, конечно, пе uеVЛIJ (eu, и. 2.1),

Наибо,:!ее боrаrым пабором интересных CB0i1CT8 об.1адают МО'

нотонные 1/Q RorHY'Ible операторы. Их И3У'1енIfе нам  щепредстоит,
пока же дТИ)J вамечанием мы хотим lJO)l.'lepKHYTb, что ЧАСт() 1I0Je;:J-

НО раеСЫОТРЫlllе IIереrеQеПlIl'i классов iПера'lnрОВ, ()прr!l:е,l  ННhIХ

БЫJlJе. В частности, мопоl'ОНТlЫС OlH'PR'I0Pbl n ДОПОЛПИТ(',lЬRОJ/ IIр8.1'

1I0J10жеп!!и Ito BorRY'fOCTIf 1I11ИRОДЯТ R наиБО.1ес ПО.lезныи дла IIPll"

:lо;кеUИll выводам. Б.Iи:зкое lIO духу It I\ОI'llУТОСТИ, но OI'.Hf'IIJOC lIп

существу и HO'lrll Cl'().1b пИ "rаБОТ,) ;lо,оG,J(Н" Il0Ш1те )! )"" ()

REceTII Д.1Я reTepOToHHblX онераторон.
llолоiItIlте.1ЬRы1"i rетероl'ОННЫЙ операТОР Т па:Jывается IIrCI/lI').

л

()(тtуты..lt, есм! 7'(х, у) Е К(ио ) Д;IЯ любых UЕ'иу;rепых .', у Е К ,1

.' IЯ любых V, и' Е К(ао ) 11 т: Е (О, 1)
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т ('t"V' 10) ?>'tT(V, w)

в в (2,4) веllОЗИОЖНО равенство.

Псев,цОRоrпутый оиератор Т называется 110' l1севt)О6ИНУ1Jl Ы.lI,

еСJlИ ДДJ1 любых и, ш Е К(ио}) и t Е (О, 1) можно указап такое

YJ(v,u:,'t»O. что

(2.4)

Л

(
1

)
л

т "tv,
 Ш?:>[l+YJ(v, ш, 't)]T(v, 10). (2.5)

IТсевдовЫl1УКЛЫС и !/o.пceeUOlJblпYK,tbIe ОП ераторы ОII!1еде.1RIIIТСН

по звалоrии с предыдущим,

СuбствеНRО абстрактные ОIJре.п;еJlевия, которые мы намерены

сообщить в lIараrрзфе, ЭТИМ исчерпываются. 'Теперь ната зздзча

А3ТЪ инюстрациовные IIриуеры и IIOX333Th, что широкие классы

конкретных задач привод8.Т (неиосреДС'l'вевно иди С 1I0МОЩТ,Ю ре-

дукции) к И3УЧ8НИЮ оuисзнных тиuов операторов. Пt)дчерltJlе l,
что перечислеElные разновидности операторов ЯВ.1J1Ю1'С.в: ДЛЯ нас

ОСНОIIНЫ)IИ, но они не дают uолный Ilеречень и ряд ОПРРАе.nе-
ний будет flВОДИТЬСЛ 00 ХОАУ ИЗ.l0жепия,

rIриводиu:ые ниже задачи будут С.'lУiКить объектами для ИJlJlЮ-

страции теорем по .1е)l;УЮШИХ r.1aB. С те)[, чтобы в дальнейшем
Bf\ ззrроиождзть ,ожение дста.1IШИ, не С8Я:-jанны)!И неllоrред-

ственно (', ROHYCBh а сообра;кениями, 3Аесь ПОDУТНО ПРИВОАЯТСИ

некоторые ДОnО.'lвите'nьвые сведении,

2.2, Отображения 8 R
7t

, В конеIJIIОМ рНОМпространстве обыч-

но в Rачествс KOf1yca выделяется веотрицателыlЫЙ ортзнт в,+. в

ЭТОН случае оператор

F(x) == !fJ(X)'" " fт(Х) \'

Аействующий в RIIt
, ПО.l0J&I/телеfl. .если Rre ero компопенты ft(X)

при Х Е л'?/, пеотриnатеJlЬПЫ; III1'UОЛОЖИ1СJlРН (110 Е jJ)t, R'.f:). если AO 

ПОЛШIтеJЬПО все компоненты !,(х) при х Е В,+, х i- (j CTporo DOJlO'

жительны; монотопен (аНТИ110НОl'онен), ее.1И ка;н,J,ПЯ I\OMlloHeHT!t

fi(XI'....X nl ) 110 КЗ,;I t()11 перемеппоlt МанОТОННО возрастает (убы.
вает).

:\rOHOTOI1I1Id1i на U оператор Р'

:-Jумеется, ltu -UО.10ilште.lеll 11 ЩНI

i== 1,.." т выuо,шяются нерзвеНСТАа

б удет /(0 'вО/'ир_ есл и он, ра-

,уюбых Х Е int Щ\ 't" Е (о, 1),

!i(tX»./t(X). (2,6)
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Обра им ваЮ1ВПИС, ЧНJ R ДЮlIJОЫ ел) чае Ее1' ве<.БХОДJlЫОС'JИ

УlIомивать О ФУlJJiПИИ Yj(x, .»0, фиrурир)ющеи в опре)l;еМЛIIИ

110 BorHyroro OJJepa'l'upa. Ее сущестпованпе аВ'fома'IичеСltИ вытеЮlс'r

lIЗ IIOIiO}!JIOHeHTHblX CTporHX неравенств (2,6) при усдовии 110 IIOД() 
;r.итенности И МОНО'l'ОННОСТИ OlIepaT(,pa р. Правда,  TOочевидно

лишь D e,1Y'J&e непрерывных ва il1t Hj: функций f;(x) , Но BelJpe-

РЫВНОС1Ь F на ВНУ'l'ренвости R't .нвл.яеТСll (,.1еДС Вllем сдел.анных

JJреДIiоложениii. ЭТОТ фак'r BblTeRael' И3 общих У'lверждевии, ДOKa 

зываеыых далее, 3десr) ero IlpOBepKY :МОЖНО рекомевдоr.ать R l.аче-

СIве УIlраашения,

Еt',1И 11 li.
m

выделен не л,+. анекоторый друrой телесныii ко-

лус К,  oв опредедепии МОНОТОННО1'О Il0'BorHYToro оператора F

'н1Itiliе можно обойтись без явноrо ИСПОJIJ,:юпаВИII ФУНКЦИИ 1J(x, 1'),
3Я?dСПШI неrавепст а(2.6) условием

F('tx) >1' F(x), (2.7)

',1,1\ а>Ь обuщачает ситуацию a bEilltK,

.\на. оrIlчные R3Nечзвия мuжно ('Делан таliже 110 поводу дей 

СТПУЮЩИХ в лт reTepoToHRIiIX 1tо'llсевдовоrнутых OllepaTopOB,

J'асемоrрш! НЕ'С ;ОЛЫi:О примеров reTcp010BHblX ОIIЕ'раl0рОП. ОlJе 

ратор [i' lIa: ЫBaeTCJl 1стсроU]нн.ЫJt, еС.IИ кажда ero КОИIJ()Лспта

/;':0:.,. 'т) по каждо!t R отдеДhПОСТИ переменпой Х} или МОНО-

топпо D() pa(,T:<eT (пе убынает), или bl0110TOHHO убывает (не воз'

раС13СТ), ЛliJGой rеТf'[Jоr<'IIПЫЙ опсраТОf\ Яflляеня re'repOTOHHrdM.

ДСЙСТnIl1 {'льва, Д.1Н полу чения СОUУТСТRующеrо ОО сратора ДOCTa 

1'0'[110 IIOJl  ШlliО1d каждой фУНКЦИИ /1 перемевные Xj, 110 которым

11 ПО:1р!1С13С1'. ЭR\!еНИТh па V}, а lIepe,\ICRHble X/i, НО которым f,
убыпнет, за:uсннть на 1/'/t. Для удобства фОР'I8льноit заuиси с каж-

ДОЙ K())JOOHCHTo!t f/(x) свлжем JJОД IRожество индексов GI

G,c:N {i I i ],..., т)

'J3Roe. '11(, j Е (;,. еr,1И I;(x) MOBOTOHllO позраС'J'ает (не обllвательво

Сl'р(\[о) IIO Xj' В силу ска33ПВurо вы!П(', любая КОМ110неята f f1x)
 1()rI010[jI!O убывает 110 Xj, ес.lИ j с:. Н. == N"'-.G" Свяжем далее с

каil(ДОЙ фУНf\l1.l'Iеn [/(х) пару матриц Р/  [Pjk]И Qi 1 Р" rде

I f',ЩIIНI[fIал ,иаТIнща. Р;;С=). еС.III .i':"::G i . остальные P}k==O.
TVI!ep СUUУТСТI>УЮЩII!t OIJ IНlT01' F можно ааПIIС:lТI. так:

rде

л л л

F(v. 11') { /1 (и, 1/'),. ", fm(v, 1а) },
л

fi(v, UJ)=,fi(PfV tQ,w); i=l,...,т.
Оllойцев, Т, Хуродзе 172 В.



RВl.:деПl1ые оБU;'JJJёiчешш HpJ,Hbl не C'IOiJbI;O ДiJ,н записи (;OnY'I 

С'l'ВУj(.щ!:'rо ouera'Io):a, (:h('JJЫ;О )I,1JJ ))l(,БСlIlа Р2БО'JЫ r. [;QС,IСДНl1М,

С C3MOI'U Н3Чllла ВhЖНО р:!снить, Ч10 за ,НИ)!}! оБUiJНU.'JеЮIJIМИ ;1'ОИ1'

совсем ЩJOС'JflJJ JlJIeJJ, ПУСТ)" например, онератор 1" УIiаЗ8НИОfО llыше

'1ипа JIefiCT'ByeT 8 п4
И ero r.epDIIH КЫII,UнеН'nt 11(Х1 , Х2 ' X:j , Х4)

:мопиuнпu JJозраС'lзет по Х! и ХЗ и ) бывает 110 Х2 П Х4' 'l'orJIa

uервои J\О)1110нентой сопутстпунщеrо UlJepaT()p будет I.(и, 1/:)==
== 1. (и], vз > 1(' ).

В ;бщем СЛУ'lf!е пыБU)1 СОI1УТСТRующеrо uuерЗ'lора для reTepo-

TOBHuru 'Jребуе'l' оuределенной изобретзтед),вuсти. Укажем один

ДОНО,ПВО оБЩIIЙ lI}Jиеu, суть KOTUpOl'O леrче BCt'ro UОЯСНИ'JЬ на

ЩJOСТОJ.I lI)Jимере.

l'ассмирим оuреДt'леНIIЫЙ па illt B OIJf'lH\'fOP Р е RОМUОНf'П'

'l'зми

10

/ х

ti\') =о [\J'C tg- X 1 + I ......!.,
.

\'1
(2,8)

r  

1/
0

( )
'

1
'

X 
т X 

+/ х
О+Х1 Х2

3деСh lIеЛ), JJ скааtlп" Ч'IО фуш,ции (1' 12 обобшенно MOHUTODHbl.

'fell нс  Iel/ee иден lJострuенил (011 УТС1 ву kJ щerо о иератора мuж.ет

UblTl, оrтаВ.1еПR lIреi&ней ltа;кдое К(ШI;ретвое Xj (И3 тех Xj, кото-

рые пеодп()крll'/НО llUВТUРЮUТL;Н в за1lИСИ Фун/щий fi, -t''''l, 2) за.

меинем на f)j 1(111/1"}, В а8БИ('ИАюети (Н 'J'UI'U, RО:Зрi:С'l'ает llЛИ убы 
вает ФУПliЦ[IН Ji ПО отому "ОUl;рt'IНОИj a))I YMelll'Y (НО не вообще
по Xj)' Такие ll(\строение UIJJJБОДИ'f " СРПУ'lСJВУ.lOще\lУ оператору
л

F с компоненr ми

У
О
. 

Jt(V' w)o=:arctgt'l+ _r: ,
.

Ю!
(2.9)

"

VV -+V 10 /-v 
J2(V, t )== -  +1/  . .

б + W. Jf
Ш2

ИСIlО,IЬ10Бапаы:fi ВЫI"е с.lOеоб lJоетрuеНИil еоuутетнующеrо оие'

pa'ropa ОЮI..IЫilаr.!'еа P:tULJ/'ul /!oe061:l(,fj( по UlJоr'и.х uраl,Лl'lссr;:нх CДY 

чанх 1' I'O Rо,з:\(о;rЩUСПI Р(l.( IШIРJ{(UТ пе"-о l'OPblP, I:llеци:t,IЬНЫС ирие-

МЫ, liИ'JUРЫр' ПО: ВОДНIlIТ !IрИНОДИ'JЬ 11;Jy'lae:U:blH OIlt'pa'J'up к ПИДУ.

удобном 'д:ш ЩJИменення UI,ю;апю)}"о :.rе'Iuда (н ТСХ с.1учаJIХ, Iшrда

исходный IШ,1. UlJCpaTOpa не доиускает ero l1e1l0CpeAC'fBeHUOro 11(;'

l 



DОЛЬ30'ВIНIlIЯ). УКllжеи ОДИН иа 1аких U}'ИСМU6, СУЩНОСТЬ KO'Iu[JOro

ПрО.ll8.1яетсл уже В IJJщомерном С,1учае.

ПУСТЬ lIpOC1panC'fRO л== ( ce,(0) 1I0луупорвдочепо liOHYCOM

[о, со), И на Cel'Mell'l'e [о, 1tJ задана функдии f(x) sinx, ВвьдеО!
н рllссМ'отрение двс фунrЩИИ i?(x) и <pz(x). Фушщия if1l(Х) на

[о, : J совпадает с лх), а на [ : ' п] 'IождеС'IвеНIIО равпа еди 

НIЩС. ФУПКЦUЯ <:P2(x)::::1 па [о, : 1 и соппа.дает с лх) на [ ; , п],
ОЧСRИДI10, ЛХ) == шin (if1j(X), q;/x)). 'l'elJepb тот же прием DрИВОДИТ

СОllутrтяующей ФУНКЦИИ
А

j(v,  v)==min{CfI.(v), Cf'2(ll')}.

3аметим, что D OJ!.IНJMepIlOM С:Jучае любан фУЯКЦ!lЯ с оrр:ши 

'lеЯ!I( Ii 1111J1и пией т'стер010НР.II, та!.: иак ПlJедстав!! а 11 БИДе ('YM 

мы ЫОТJlI10Н80 RО:!lJаеТRющей и МОНO'fОНПО убывающей фующий.
2.3. OneraToP сдвиrа. Бо,1(,!IIое ЧИС.10 JJрик.13ДRЫХ З2Д1t'1 lIрИ 

RUДИТ R пс()БХОДИМОСТl'f IIЭУ'lенил систем Дllфференциа.qьпы! ypaB 

вений

dXI  
f(t1 ,х1 ....

dt
хт'.

J
.., Хт)

J

(2,1 О)
аХт

j ( ==
т (. х1 '

ае

Обf.IЧНО В31еето (2.10) мы будем ИСПОJьзовать векторную вапись

dx
== F(t, х)

dt
(2,11 )

и будем пре,'ЩОJIarать. qro иравап часть (2,11) уДовл:етворает лекил

"ХОРОШИМ
11

УСJОВИЯМ. обеспечивающим существование решtJВ:ИII,

81"0 единствеН80СТЬ и Rе,[ОRRДЬВУЮ ПРОДО;IЖИМОСТЬ, Изуqение IIO 

до(jа'j!'<J pO.'t::t ye,IoRI1ii !I[.юдсrRВ.'lяеr еобоЙ саМОС'l'ОlIтедьвую. дос-

таТОЧl10 ИII'I('IН'СНУЮ 11 весьш BH'It[JYlO задаqу, Ее обсуждение од'

нако ЯРо ПХО:lIП R иаl!ffl намерени.я. 3аи.нтереСОВRIIIIОМУ читателю

ИUiltНU pel.U'\lC[JJ;OB&T& uбр,t1'urьса ft МUIlОl'рафии Ш, ,.\, Красноссн"
;\;01'(1 [3 J.

и 1'111\" IJYC'l'b ха, Хо) оо()знаqаеr реlllС[Jие Дllфферепциа'[ъноrо
пзонеШIJI ( .1l). OuevaTop и(е, s), ОIJреДtJдяе:uый равеНСТВОll

U(t, s)xo x(t, 5, х()), (2,12)
19



В3ЗЫllается оператором rДВl1rа 110 Трliеи(,рилм диффсренщшп.поrо
уравнения (2.11). В erTeCТBeHHblX uреДUОJJОjкепиях функция (2.12)

непрерывна uo СОВОfi)'lIНОСТИ всех lIере:l1еnных t, s и Ха II с,'у-

dx
чае anToRoMHOt:\ систе:llhI диффереНl),иалпых ураннениn' == Р(х)

(и

Оllерз'fОр сдвиrа lJ(t, s) ПО сущеСl'ВУ Яllлне'JСЯ ди!Uь функцией раз.

НОС'JИ :1l'rумеПТОR 't.-=t s и Д.IЯ el'O обозначения ИСUUJlьзуеТСJ:l
бuлее 1\011 пак')' ная запись lJт,

МИОJ'ие  адачи, свя знныес иаучением свuйств дифференциаль.

Horo ура.внения (2,)]), удобно rllс(',ма"риватт, 11 'JеJl ИНIIХ ollefla'ro 

р3 СД9иrа НО траеltТОрИЯJ1 (2,11), В снти с эlим вuзникает необ.

ХОДИМОСТЬ устан()взениs различных связей между СRОЙСТН3МИ пра 

ВЫХ чаСlеi1 ДlIффереВЦИIIЛЬRоrо У'рзнненил и свойствами соотяеr'

ствующеl'О опериора СДВИI'а. IIРl1F1ел:еи несколько ре3У,lиатов 11::1

этой оu,нсти, ROTOPblf, будут ИС1IO.JЬЗ0взтъса :в ДlIльнеf:iшем,

Будем rОIlО]JИН, 'IТO правые части диффrреR!I,ЩIдьноrо уранне'

пия (2.11) об.lпдают СВUЙСТВО1L НIIедиаrона.1ЫIОЙ lIOJожитеЛhПОСТИ,

СС.Ш 111т любо;" i

!i(t, Х1 ".

(;(j?oO, j'= 1,

О, .\"т) O

i [, i +- J . т)
(2.13 )

н ('RI)ilCJ'Rп : :1I,Л.ной впе ЩiJrОН:I.lJJ,ПUЙ IIОДОil\ите.1ЬНОСТИ, ('СЛИ uри
,1ИJб(JМ

j,(r. -"\1'''' .'С/.)! О, хн!,''', хт»О

(.\:j;:;;'O,  Xj>О)
(2,14.)

Лемма 2,[. lТ.'ICIli  l}щвЪ1е"ЩСIIИ/ дuФr!5еl1еН1рtа.IЬНОlQ ypaвH6 

нuя (2 11) обмu)nют C60iiCтfiO.lt 6Itе')UПlо/И.IЪUQI'i 1l(jJ!,ожuте, ьн.ости.

Ттда ()/IСрФI/Ор ('f).;//trL ии, s) (t .z) 1/1) тPttCIi1J10jJltJ/"! (211) 1l0ЛО'

жителсн *.

Докп; атеДI,(,ТRО РilСС,)!ОТРИ}[ пспомоutтел),В'ую систему

. lX l

(lt
!l(t, XI'"'' Хт) + 1

I
,
\ .

I
,

(2.15)
dXm

f ( ==
т t. ;(.,'''' Х т)+ е

dt
'

·

П():lfJаjум ваетсн, ЧТО IljJOСТРШ\СТ[J() а1ll
, как ()(jI,IЧII(), IIOЛУУПОрЯД(jtIС!1O

l\е()трицаТ :IЫfb1М ОРТilНТОМ R .
2()



rAe е>О, При JlRижепии по 1paeR1o}1I1JBI (2.]5) И30UIIЗil;<1ющая
точка не может uu инупнеотрнцатеЛЬНЫll иртан'l' 1,,+, т:ш кю.. В

каждой. rраВИЧJIОЙ 'Точке J;+ CT}J<;ro ВОi:lрастают те координаты.

которые равны Hy.'IIO. При E U интсrрал/,ные r;plIEble СlIсте)!ы

(2,15) HcpexoДJI'l' 1] И!lтеrра.l!.!Jые ЧИ1Jые CIIC'Ie lbl (2.10). Оf\опча 

'Т'е:Н.ное утверждение ,1ем.мы lJытекзет :И3 :,\8МIiRУТОСТИ конуса It'!j:., .
.rJ е)1 м а 2 2. Ilцсть tIраьыс 'юсти диф'фсРСН1,tЩ,1tНИО урот{С

НШ/ (.:!.11) Оu.Ш()lI ют CII(}l eJ/{(Jo.l! (JНСI)ЩI10нQ.п'ЬНllii 1I0.10жumе.lbностu,

а rl/акЖ'С с,u'uу1ОЩiAJ! СЫОй('1IIвОА! 6н(()uаl0налt1lОz{ lIIIJH()}/I0HH(ICтU: 1I1Jt/

люfi(J,11 4iuKClljiOI!(I.HHOltl i Иl ниРОЩ:НСIIШ

O XP :;Y!и-==\,... i l,i+l,... т), х;?О

6ытеh:uют неРЩ/СНСIУ'tI((

f,(t, Х1 ,. Х"'I' х;. X, I'''''Хт)О:;;

с;,и,и, !l1'''' !l1 1' х;, Yi+I...., Ут)

1'О1l)а опеl'ШIIIJр CUtll.тt U(t. s) (t?s) ПО m)lое/i:'Y/IОlYUЯJlf.

flо,!vжuтс.ZСн. u монотонен,

Д о к а 3 а 'r е л ъ с 'r JJ О. !fО.lIOiКитедьнпС1Ь И(t, s) rара!1'fирует лем-

ма 2.1. Перейдем к доказатеЛhСТ8У МОНО'l"ОВRОС1'И. ПУI'ТF.

(2.1 в)

(2.11)

хи) == lJ(t, 8) хо' у(е} == U(t, S) Уа,

1JIIИ'II'М U Хо-<!:.!lо, IIIIM D('UUХIIДИМU Jl(JJ,a:I '1"r" Ч10 xт y(o(/;?-5).
ВlJедем в рn<:смо'!'рение ReK'IOP-фУНКЦИЮ z(t)== уи) ХЮ, КОТО-

l'H8, очепиЗ,но, в.п.шеТСIi реШСlJием 'ис'Темы дифферевциалыI.х:
ураllllt'lIНИ

dZm
[===fт t, X1(t)+Zll"

dt

fт[е, х1(о,.

1
Х",(!Н'тl j

(2.17)

dz1
.

[ ( ] ==JI t, Х1 O+z[J"" X,t1(t)+zт
(11

II[t, Х1 а),..., Xпl(t)) ,

Xт(t))
в СИ;JУ СRойства пведиаrонзльнои монотонности IJpaBblX частей

(2,11), сис'rема уравнений (2.17) УДОDлетворяет условиям леммы

2,\. Поэтому z(t);:> е при t;?S, т. е, x(t) уЩ, .
Технический прием, связанный с рассиотрением ВСlIомоrат('ль-

пых систем дифферевциа.н,ных  'раВВеНrIИТИllа (2.\7) и Uос.Iедую-

rпи.ll I1римеl1еШfе.l1 :tе)шы 2.1, чаСI'О ОКЮIiIRаеТС,1 J' феf-ТLfIJIIЫ!1 и

в uU.lee ['ЛОЖНЫ:\. СIЛ'Уi:ЩИНХ.

:Н



л е 11М а 2.3. Пусть правая часть дuФФереnV;ttаЛ,Ь1:l0tо уравне'

ния (2.11) nPI{ любом t rtрсr)став.tяст собой teтepoтOnH:bIU опера;

тор. Ттди опеРlIтор ('дllюа U(t, s) (t;?s) l/о.траеА'торuям (:!,11)
111а,.жс яа.lястсн lетеротоннЪ!.\!.

л

Доказатс;JЬСТПО, Пусн, Ри, и, и-) СUUУ'!'СТВУIuЩllii uпе-

ратор IJО ОТllошепию к uuepa10py F\t, х). С'IОJlщему n IJрю,иJj час 

ти (2.1 J), PUCCMU'J'pI1M СИС'fему ;\иффсренциа:IЬНЫХ ураRRепиlt

(lи л tlщ л

F'(t, и, ш). == F(t. ш, и),
dt Ilt

(2.18)

Пусть ии, s) обозначает оuерап)р C,1811ra 110 1'раекторшн[
л

(2.18): ии, s)[v(s), 1I'(s)] [ии), ft'(I)]; а U(t, s)  eru 110:lOBIIIl)''':

lr(t, s) [v(s), 1VC"')]' L.J(t),

Покажем, что бц, s) янлнется СОJJУТСТВУЮЩИМ по ()тношевию к

оператору C,II,Bнra [ (t.s).

ВОЗLме [ два любых рrшснил с!н'те1lЫ (2.18) [v(t), 1l.(t)] и

[v(t), ;(1)], удuвлеТIIОРНЮЩllХ УСJJОВИl(1 ;(s) tJ(s). ;,(s) <::;1/;(s). O'ce 

ВИДНО, л.емма будет доказана, если показать, ЧJО ;(t) V (О.

w(t) <::.::: 1t:(t) при t s.

Вектор'функции p(t) ==v(t) и(О, q (О == tV (О u.(t) у.п:ОJJЛетв(),
ряют системе дифферепциа.1ЬНЫХ уравнений

dp л л

 ==F[t,иШ+р, w(t)  q] F[t, v(t), tv(t)]
dt

dq
л л

 ==F[t, ш(t), v(t)l F[t, ш(t) q, !!(t)+p]
dt

дотораll D свою очередт, удовлетворяет УС.110ВИЯМ леммы 2.1. II() 

этому IJрИ t sВЫПОJlIIНIO'1са неравенства p(t) &,q(t»U, в спра 

веДJJИВОСТИ поторых нам, собственно, и надо бы.'IО убеДИТLСfl. .
JIerKo видеть, что требовапие rетеротоннос'JИ ОJlера10ра F в

лемме 2.3 может быть ослаблено без иэиепения ок.овчате.'ТЬпоrо

выпода. Та же схема доr;азатеЛЬСТDа остается работоспособной в

J1редподожении лишь DuедиаrОН8.1ЬНОЙ rетеротонности оператора
F: каждая ROMDoBeBla !i(t, х) оператора F ДОIlустtаез' диаrоналr"

'" ...

.ft(t, x) J,(t, Х, х) 1акое, что !J по всем IIC 

Iif'pHOl'O пеlOо!шоrо арrрJ( Пlа х возраста\;'

ное DреДС1авление

ременным Xj (j:j::
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а по второму nекторпоиу aprYMeH1Y

ПR'r&li Xj) y6JJBae'l'. В ЭТОМ СЛj'час

нади p.aCCM3T\.I 'lRа'l'Ъ систеll1 У

llи" clw '"

 ==F(t,и, 1С),    P(t,и).
си си

х (т. е. по всеl1 ero RООРДИ-

ЮiСС1() ,(;те ш (2,18)

Сдс.:Н1ll1l0С  П1rlечаНl!е rУlllt'("ПJеппо }lJJ8 БОJJ.lIIИЕСН3 IIJ1Ji.'IОЖС1111 Й.

Пu;пому МЫ ВЫДС;JlIМ ('ТО n саыI:с'нs('It'J1ыJ)сc У"'вrIJждеFlИС,

] е м м а 2,4, llУСtllI) nрава}{ ,(''1111., IJщЙfrj.r'Н1Р((t.It1uл() Y}lalj1{c 

НШI (2,11) 1111u любо.1! t ll}JtIJстав,IJIt'т co{jvii (тl()uа'IOНlI.Н1/0 ICIJ/(;-

lJOIIlОННЫй оператор. ТО1да oпeparпol) и)f.IU1lt ии, s) (t;;? s) по

mpacJ>т,()pU}/J.! (2.1 J) lстермпонный. .
lЗ lluдтперждеиис 1()I'U, ЧIО lJрСД1fОЛО;I\l:IНIН М\Ш 2,1 2.4 охва-

1'ЫВ<lЮТ широкий КРР' 111Н1д()жеш1.Й, моаilЮ бwд() БIJ I1ривеr.ТII МНО-

f(IЧIJСJепные и]'l1меры. ПоложительпuеТl, оnератора ('двю'а, наuри-

Mej1, часто аQJiедомо IJСПв. из соде}JЖliН'ЛЫЮЙ IIРИIJОДJJ а"Дll ЧИ. 'l'ax,

еС:1II uCpeMeIJlIWP, Х3IJilJ:;'Jе\.lИЗУIiJщие 'ОС'l'UНllие Дl1наМИЧССI\ОЙ сис 

'I'CJIlIJ, 1JреДС'JаВ;IJIНJ' сuбой рыночные цtпlol (ЧIIСЛРН80С' БIlОJIt.JJ'И-

чее.IОIХ IIUB y;I1JI IJj'j, RопцеН1'IJаЦIШ ХШНlчеСЮ1Х еоеДИllеВllfI, заказы

lIа СЫРЫ' и д.), 1'О 1I0НЯТНU, IJ'I'O 01111 II течение BCE"r'O времени

ФI 11 lill,ИО1IIIIЮIШlll1JI е.ис'Н мы UС'IЮ\J'l'CJ:I RСU'J'РИН!l1'е;lhНЫМII. 110ШИ'НО

'1':1 l(il;l' , '1'1'(1 11 itT1I1rI ('Jlучие Сllстеиз дифферРНЦ)jUЛЬНЫХ ураRненнй,
IIACKI1I1'IIII.I (111 ИСЫIt:l J('Щ3Jl COO'l'BeTCTIJY lОщую ДllнзмическуlO сиетем у,

6у дет у,пОВЛС'I'ВОрН1'Ь УСJlОВИВII1 леммы 2,], ибо n реДllоложеIlUЯ леи 

МЫ IIC '1'0.1 10 КО достаточны, НО и необходимы.

И:ЧЧСllиr друrих "конусных" своастк Оllератора СДIJИl'R в '1'ep 

м IIIIaХ "lНIПЫХ чаС'J'ей СООТRеТСТl.Iующето диффсреНI Нi\ЛЬВОJ\) уран-
IH 111111 мы OC'1':tfl.H1eM до БОJIее lJодходящеl'О MO}leH'I'fl. Здесь же ос'

"IIII()'IИ lеН 1111. JlЗJожении неrБОДЫ:ИХ ВС1JUlll.j['ательных реЗУ,1ътатов,

()J'lJВUИIJИМСJl далее рассмотрением аптономноf1еистемы диффе-

РС1ЩII11JIЪНЫХ уравнениЙ

dx
  P(x).
dt

(2,19)

ПОЛО;КСНИСМ: рапнuвеСИll систе!JЫ (2.19) н зывается ТuЧI.а х*, R

КO'J'Орl'И Р(х*) == О, УстанаВJIИВа.ть существование равновесия н сис-

теме MOiКlIO с поиощ 1Uхорошо развитых 'rОDолоrи:rrеСI\ИХ мето ДОН.

Однако нере)[.ко (хотн 31'0 и UРt.')lстаВ.1яется на иepnhlit lIэr,ш:r. IIC 

О;J;.иданным) З,lrс!. удобнее исхо;r,ИIЪ 113 рассмотреНИff (;ВОЙС1Н Ol1e 

l),i"!upa С, пиrа [Т/ ио "'piler.:rOpl111:ll (2.19). Содерilt8frЛЫlые IIрl1меры
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на эту 1'ему будут ПРИВО;\'IIТьс.н в дальнеilшем< Ндесь же мы сфор.
мулируем и докажем uр()стую TeupeMY, ;.О1'оран lJредстаВЛSlет СGбой

оGщее звепо в IJеmепии задач llодсбпоrо рода.

т е о р е м а 2.1, Jlycтb ири .ноСо,,, достати'оto .11a.10.И (  Oопс'

ратор сдIJUЩ. и! по mраСlirJIО]JUЯ.1I (.2.1[;) ИЛlееm непUUlJllЖ1tую
тo'(1i.Y на ис/,отО)iO,lt КО.1f//ощпс Х с nт . l'U1U,t сuсте,Иа (.2.1.')) и.не;т

нп 1iO/lfпOKтe Х 1'iО.lожение р(.I(JНовесuJt
*

Д о 1; а з а т е J/ ь С 'f В О. II усть t" О (t/. > о), Нз ('де:IЗ Пlюrо 1: pcд 

1I0JJ O.iJ;c.rIlIJl BblTeliM'T. ч ro IIрИ )1.0<.'1 аточно бо.1 ЫШlI k OIJepaTOpbl

Ut/t
ИМС/U неUОДRИiКные 'J'О'ЩИ х!: Е Х IIоrКUJlЫ(У Х комню,'!',

без оrравичепил общнос'I'И можно считать хl: х*. 'J'оrда х* Е х и

есп, lIСJЩlIое UО,10i;е1Ш8 l)(lНllовеСI1Л. Дсi!СТНИI'е.ILНО, в силу Hellpe'

рывности И, посдедова,ед-ыIстт,) UtXk сходитсл к UtX* "P [любим

t;;,O, C ДlJуrои С\ОlЮliW (р,е в I:ШУ IIСlrрерывнос.тИ функции Utx
ПО совокупности Uepe1leHHIUX) IIрИ люб,,}! t O

Ur х!: == ит
h

х!: х",

тде 'th == t ut/t, ЩJllчем цеJtJе 11 выбравu так, Ч'IU о:%; '11 tk (и

l!О,пому "",. o). 'l'н.ю/ы образом, и,х*-=х* llрИ любом t O,.

Jlнurие важные задачи теО]1ИИ )l;llнаыических систем связаны

с вынснениеи I)8ЭЛИЧIfЫХ ВИДОВ УС'fоi!ЧIIВОСТИ равновесия, Наиом'

ниы OCHOBUble ОIJределенил,
Положение раuповесия х* системы (2.19) называетсп УСIIIОIIЧU'

t/blAI по Ляпунову. есди 110 любой OKI'ec-rвости  V1'ОЧLШ х* .мощпо

указать 'J'81tую о](рсстносн. V ТОIJКИ х*, что любnя 1'раеК'IОрИiJ

(2.]9), начиuаЮЩ8ЯСЯ в "т не ВЫХОДИТ за пределы JV lJрИ JlюБОll

t;?-O,

Устойчивое 110 .JIнuунопу положеllие равнонесия х* СИС'Iемы

(2.] 9) называется acu.llптoтU'teCICU устой'tuвЫlol, ес:JИ x(t) х* при
t со Jl х(О) достатuчно близких к х*; аСU_IщтопЩ1tссхu усrпоЙ'tU 
вым в 1Iело.'rI (на об.18СТИ Х), есди хЩ х* uри t (х) и х(О) Е Х;

равномерно аСU,lIпrпотu-чески устоu-чut/ы1t,, ееди существует oHIJeC'f 

ность V точrш х* '1'uкая, что UtV I х*},

.. ПРИIIятое нами в начале раздела предположение о том, LJTO npaBble час-

ти рассмаlриваеМblХ дифференциаJlЬНЫХ уравнениЙ удовлетворяют "хорошим"
условиям, обеспечивающим, в частности, единственность решения, здеtъ не су-

щественно. В условиях теоремы [IOД Ut  10Ж[10подразумевать точечно ножест.

венное отображеннС', l\еподвижнан точка .л; которосо (Jllреде.1я rся06bl'IHbIM

образы!: х; Е Ир; ( м. А, д. Мl>IШIШС [lJ).
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в случае llеавтономной системы (2.1]) ()uределенил ]]0 суше 

ству сохраВЯlИСJI, ДЛН автономной систем ы аСИМUТО'l'ическая УС'fОЙ'
ЧИВОСIЬ раВНОВС'СИ:I ивтома'I'ичеСI\И влече'l' за сuбой рапНОМСрв.ую

аСII.l1птuтичеСI,УЮ УС'J(,i!qИВС(;'JЬ. ОПtlеН1М также, Ч'lu иа сходимости

веех 'J'раектори'И к UОЛОЖСПИIU равновесия не следует 3.сюш'JО'IИ 

чеСКRН устойчивость (uолощение раВЛОIН'СИll .может ОЮ1заТl.СН I1е 

устоi1ЧllJJЫ'd 110 .IHIlYHOBY).
В хи]l.е даJlыlйнIf\I'оo изложеяrJ.l1 НЮl 1:<Jвнд(,б.ll'fСН сдедующие

lipoc'rwe фаиы, I\O'lopwe МЫ UрllВОДИМ 3J1.есь бе::J дока3I11'едЬСIJ1.

Лсмма 2.5. J/ycтb 110 l.-ажu()й Оl'рсйnносm//II' тU'lIШ х*, IIIJ 

ллюще,iся У/(),LОЖUНUU.l! равновесия CI<CтC.ltbl (.!J,l!J), .\!()ЖНО УJ(азатЬ

mU1iУЮ oxpeCm1l0Crllt V, <t'Y//O

и' I7 c Н
Т

(н=сО, 1, 2, ..)

t/l'1t Heh'Orп()pO.lt !/ш,('I/JЮВU'Н1iОJlt "> О. Т()lUa IlOДОJ/('снис ра 6HOIJCC!l

х* устой'ttlво 110 Лltn!/нову. .
Ле lма2,6. Пусть по,tоженис lJ1!lJновесuя х* cucrпeAtbZ (2.19)

ycтoktt1!IIO ио Ляпунову и

и х х* uри 1l ---+ о:>

/),111 11('XolllO ),ои! У;Ш I It /)ОIJаннто t > О 'lt Х aocтaтoleнo U:I/tJ1Ш:С 'IC х*

(х (.\'"), '/'(){.(),! I/U,lIJж./;/tJlС lJil//Hol/CCU!t х" <lси ,11 Jm!omlt'(e СIЩ устой'/щво

(11 I(I!. IЩ /I(),/I'I II/I/ Х). .

JI(JaLUI\ 'J..7 Пу( тl' V,,(x"') ' таIИ:l СillJН'4/Jtlющ'tЯСil Х точке

tjl)M(JrJ()(Nтe.HNo тb ;е окрестностей, 'ОIIО

и Vп(x*)cVn+t(X*) (п==О, 1,2,...)

"1'11 ,т.о то1)0,11 фU'IC ироваН:НО,1l 't > о, ТО1да пщоженuе равновесия

л
+

/1(,11,1(/1'111 11т , чески устойчиво. 11
:l.4. IIСJlинеАные колебания, В теории дипами'lССКИХ систе м:

ПЩШluе MCC'I'(J аltllИUtlе'f изучение lJерИОДL1ческих решений (КОJIеба-
'l'едьв.ых: реIIШМОII, иди просто колебаний), Сюда отноеятсн DОПрО 

сы существопаНlIН uериодичеСIi.ИI решеllИ:Й. их единеrвенносrи,

УС'I'ОЙIIивоети и: Т. и, lIоетановFtи зада t! здесь 1I0драэдеЛflюrсн в.а

два ТИlIа. IIep8blli И. них. СВffзаll с ИЗУlfевие.l[ вынужд.еllВЫХ ROJle.

баlll1Й т, е. КО.Jсбаниlt в несrационаРIlЫх. системах, находящихсл

ПОД воздейетвие!l Пll6ШНИХ Jlериодичееких возмущений (правая
час.'fЬ соответетвующеrо диффереIЩIШДЫIОI'О урав ВСIlИ:ff иеIIllется

с течеииеu времени t и JlерИОДll'1на иО t). .вТОРUЙ  cичqев.ием

аВТOI,олеб1JНИЙ, Т. е. I\ОJIебаuий в аВЮiIUМIlI.>IХ системах (праван
часть дифферев.циалыrorо ураппешш не зависит OL' О,
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Дэне мы буде:ll ]) OCDOJ H!M}JЗССМIi1IJПБ:,'iЬ задачи о Быпужден

ных колебаниях, lJреДUОЩir j], 1110 изучаОI8Я СИС'Jема описывается

дифференциальным УРIiDнснием вида (2.11), j,РЫi3Я ЧU'JЬ J:(j10I,uT.o

(J)'периодична I.:O t, т. е. F(t ы, x)-=:-FCi, х), ВrЖБ)Ю ].,(.ч1 в 1а.

КIJХ задачах ИI'рас'1' оиериор еДI>lil'а 100 'JраеБНJiИЮl (2.]]) ,,3 lJJO 

межу'lОК времени, 1JаБныi! uерио; (J). n це:IЯХ удобе'JВа ыы будем
llСIIО,lЬ30ваТL обозначение

иx и(ы,О)х. (2.;!Oj

Лескu ПО8J1п, !{ТО ВОНрОС О сущеС'l"RОПr.нии в системе W lIерио 

дичеСl\оrо решеНИJI ilJ;ВIIЩIЛС/I'jС!I 1!ОI1}iOСУ сущеС'l'130IJании Heиoд 

Бижноtl ТО'lI\И У Оl1срато}щ 1;, Ql1pCACJ1J:CMOfO раnепстnc,м (2.20)'

Этот факт пщ',ит па311аНI! НРИUЦIIН:L lIyaRrull'c и в uu.lce 'JОl!ПОЙ

ФОРМУ:IИРUНIiе :JВУЧИ'l' 1'ак: ДJlJI '1'oro, чт()б.. }Jt'l1It.'HIIC Х(О )'l1:lIНJe.

нив (i!,I1) БЫ.IО w llериодичссюш, пе ,GХ(JДIIМО и JlUС'lа'IОЧll<', '1'I'обы

1'очка х(о) БЫ;lii неUUДБШJшоi1 'IОЧf\ОЙ ull('IHt'lOl)1t (2.20): и х(о) .\(0).
Конечно, ('('; в ('JH'Teыe сущr.С'J Буе'!' 1l0.10Жf'лие }':!nнuвеrи.fl

x*(]t'(t. х*) = О), :JaBeRoMU су iileCТlJ)' 1:1' и ТрllllШIЛЪНИС ы- периоди'

чеСRое решение x(t)=::x*. II 'I' НОП i.'ЛУ'lаах Прl)l 'lЫ утверждения

о На!lИ'IИИ У Ollep:ll'opa U Ш llОД(ЩiI НОnточки не JlorYT rараН1И'

ровать сущеСТl3011ание IiI ТIНIllИНЬНЫ .:rсб.lI'сдr.ных pCi!aIMOH, и

то!'да Щ)ЗЮlкает неоuходюlOСТI:. в более l'.Ij'боком: аu.аЛII::Jе множе.

ства неllОДВИЖВ:ЫХ '1'oQer; О!lератора и, Во мпоrш: эа;Щ'13Х, однаr;о,

ОТСУТC'l'вие равновесия очевидно (например, ( :==f(x)+sill t), и

Torдa всвкое У'l'верdtдение о наЛИ'IИИ у оператора U lJеподвижнои

точки rарантируеr существование в системе нетривиа:Iьноrо W-lie-

РИО;1:ическоrо решения),
Ле.\1:\1Ы 2.1 2.4 IIреДЫДУЩСI'О li YНJtTa о на.личии у OHcpaTO 

ра сдвиrа U(t, s) тех. или иных "конусных" СВОЙСТВ СuХ}НIШIIIJ'I'
сВое 31lа'Iение и Д!Iа тематики велипейных колебаний. СJlецифика
здесь СОС'fОЮ' ЛИШh В том, чrо ()САОНlIое ВIIЮIaние уделяется DIlОЛ 

пе оu.ределеllВ:ОМ:У oaepa'ropy СД8иrа (2.20),

Пр" и:зучеНfIИ W'llеРИ:ОДИ'IеСk:fI р lПениj ваiRllУЮ роп иrрают

вопросы устой'rИ80СI'И, Оиреде.lеВ:ИJl 9AeCh С80ДЛТСJI, собеТDенно, 1.

даНIlЫII в lIреДillдуше.\l llУНКТС. так как устойчивость решеНИJl x*(t)

('1" е, уже не равно весил) уравнения ( .11)Оllредеднется как устой-

чипость нудевоrо положения раНlluпесия дифференциадьноrо уран-

пенна, заuисаl1НОl'O дла вектор'фупкции y(t) x(t) х':'(О. ]ke же

дда YAoGCl'Ba I1lHlIJeAC-U llp1lilWC ()IJlJеде.1СIlШI,
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Решение х*т уравпепин (2.]]) вазы паен'я ycntOl//lU6tлl.c по .fjя 

нунову, если 110 люб()'d. ' :0>0 :ЫОЖПО указать такое 0>0, что И3

11 Хй х*(О) il <о следуст 11 U(t, О) xo  x'(t) 1: <е дл:я всех t;?;O, Дpy 
l'ИМИ сдопами, УС'I'Оll'IИDОС' ре UСlIИJl x*(t) JlU .ilапунову uаНllчает

неJl})ерЫRПUСП, вектор-фуurщии C(t, О)х 11 'JОЧI{е Хо..=х'С(О), panlIu lep 

ную Относите.'ll,ВО t Е ro, со).
у СТОЙЧI1Dие 110 JIЛJlУUОI1У рСШ!'Шlе Х*(О ураВllеПIIН t2.]]) ШJ:1Ы'

BaeTeJ] аСU.1tIli/!О1)/l/1tссюt устой '/{иlf'Ы.I! , еел fl

U(t, O)xo x*(t)""'"+O (t.....;. со) (2 21)

при ха ДОСТll'rочно близrшх к х*(О); aC1l.l!ilmOmll'tCCliU устОй lЩI1Ы.Н

IJ 1{1'.!ОИ (IJa обдаС'fИ Хеи!)!), eC1l1 (2.2]) )ЗI1ТIiUJшястс.JI щи всех

Хо Е Х; равНо.Керно аr.U,Шlrпотпчеnщ успU/l'(1(U/1ЫЛI, еСЛlI :редел (2,21)

paOIIOMt'peu ОТRосите:ll,НО ХО иа JlCR()TO!JUll ОК)lеСТБос'rи ТОЧКИ х*(о).
II да.ilЬНl:ЙШ М пам буду'!' 1l0,leJlIbl I'ледующиt' пнаЛL>rИ дему

2.5 2.7,

Лемма 28. Пуrть х* нсuсдвижнаfl тОЧlia Оllсратора (220)
и, 11 пи '1.-аждоi/ окрсстНисти Ту' точкu х* JIIОЖНО укuзать o pecт'

ность V 'такую, ""то

7тп У'сТУ (1l:' O, 1, 2....

Тохда W .пе JJUOUU1lCClio решение x*(t) == ии, О) х* тlrlдненин (2,11)

ycrnoii'fUlJ(} по Jlяпунову. .

Лемма 2,\:1. Пусть w-nер/(rJU!t'lССкоr: JJclltelтe х 'Щgраl1неlЩJl

(2.11) устойчиво по ЛяпУНО6У tl

UfI Хо  х*(О) при n--+ со

д.zл Хо достато'О/о б.iЩЗХ:UХ 1с х*(о) (х Е Х). Тохос! рстснuс х*(о
ltCUMптoтleчeCKU устойчиво (в целом на оБJ!асти Х). .
Лемма 2,10. Пусть Vk(.х*) такал сттивU1ОщаJlCЛ к rl!O'lKe

х>l: 1I0с;хсиоватеД,IJI/()СJ1Iи се OICрестностеЙ, что

UVn.(x"')cVn'+l(X") (п:.:О, 1,2,...).

Тozда w.пеlЩООU1tесх:ое решенuе х*и) == U(t, о) х* урщтенuл (2.11)
рав tO,керно аС /.Щ"lтоти'tеСКU устойчиво. .

И:зучени:е W llерподичеСf{ИХ колебани:й в т рминах онератора

сдвиrа (2.20) им:ее'f свои IIреИ.\lущестоа и свои недостатки. О пре-

имущеС'l'вах удобнее будет судиrь неносредетвенно 110 реаультатам,

HeAoC'l'ilTK 1 i&e дастаТО'IIIО очевидны С caYOra начала, BO-IIеlJВDlХ,
Оllератор сдпиrа ;задается 8 неJlfШОЙ фОр.\lе, R ре:JjЛЬ'J'ате Ifero воз-

ни (i:Jt''!' ДОllО;lIIl:l lеДJ)Н3Я ilотреБUОСТI> IJ НСС.1еД(Jванин el'() ева ЦСТIJ в
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'ft:фиинах правых частей дифчн'рспциа.1ЬНЫХ ураппеПI;IП. Ro пто-

рых. IJрИ ЭТОМ необходимо наК.1адыват ь на lJpaBble части те иди

иные lIреДIJО.:lОi&епиSl, обесuеlНIВ<llOщие единственпос'J"Ь и пеЛО"l1дЬ 

про I1РОДО;IЖИМОСТЬ реllIени (2.11). Этих неДОСТ:iПЮВ JlИШt'1I !iOA 

ХОД (IЩI1СЧUU, C8.:J:'Ianl1bln с lIUЯВ.:]f'UlIем своих недостатков), 0('110 

BfiHHblU па uepeXO;te " ЭНПИRа"еНI'НЫМ исходной задаче ИU'J'rI'раЛL 

ныи ураВllеПИЮ1,

ПроетеiiШIL:.I ПРИ.llерп)! '1',1I\0ro ураВllеНIIII моасет СЛУiКИ1'Ь
*

I

х(t)==х(ш)+ J 1"[-с, x(-с))а,==Ахт,
о

(2.:1 2)

Леrl\О IJроверить, ЧТО каждое ОIJределеннос па [о, решсние

уравнеUИlf (:!.2J) JlR.lяеrt'Л ОДН()IIIН ,\lеIlНО W-JlеРIlОДllческuм реше'

нием уравневия (:2.11) (Gудучи Ш-lIерlI(J)J,ичеr.l\lL UРОДОJженным), и

наоборот, КRiK,'I;OC w -lIерИОДIf ческое решение (2.11) удовлетворяет

ураОRению (:2.22).

2.5. Интеrральные операторы. В  аД1l'lах нелинеltПОI'О апа

.пиза ДOBO !ЬHO ча(;то возпикаеI' необходимост!, исследования урав-

нения Урысова

x(t)== f7.:lt, s, x(s)lrls==Ax(t)
!]

(2.23)

ИнтеrраЛLпыii оператор А Ha:iblBaeTCJI oпcprtJilolJOIt Y1JblCтт. I-iUК

uрапидо, через Q оGuзнu.чаеI'СЯ оrраНИ'lеНlIое замкнутое
**

ПОДМАО-

iReCТBo конеqнuиераоrо иространства, Обыqн-о uреДJlола['зеТСil, что

ядро k(t, s, и) oиelJaTopa (2.23) УJl.ОВ.lеl'ворлет УСМlJиlI..1, Каратсо'

аорu: фувкцин k(t, s, и) uри псех lt 1I3llерима ио СОВОRУUНОСТИ

перемеоных t, s Е QxQ 11 uочти uри всех t, s Е Qx !неlJрерЫПАа
110 и. i:I-rо uреДUО,lожение оuесuечивает :изиерИМОС'l'L ФУНКЦIIИ

k[t, s, x(s)], есди измерЮ1а функциа x(s).
Частным, но достаточно IншtНЫМ, случи.ем ouep '!'ОРОВ Урысона

ЛВJ1ЯIO'l'СII операrnоры. l'а.МJllсрштейна, Иllеющие ВII)\

.Ax(t)== fk(t, s)j[s, x(s)]ds,
.Q

(2.24)

. Точнее rоворя, уравнение (2.22) являе1СЯ интеrро-фуккционилыlм,' так

как в привой части ПОМИМО интеrральноrо I1рисутствует слаrаемое x(w), пред-
ставляющее соБОII JJинеlllJЫЙ фУ"Кltllонал, не опред , еНI!L!I\Jlапр"чер, !] про-

СТРIlIlстнах [р.
'" ЗаМКl1)'ТОrть IlесущеСТDенна, еСЛlI IlIlтсrр:Ыl>llbJЙ ()/1ератор paCCM<JТpl1l\.ICT-

ел IJ njJOCTp<:lIIcruD.X СУМ.\IИРУСМЫХ функциЙ.
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Здесь обычно lIреДUО;lаrает я,ЧТО ,l1Дро k(t, s) измериман [[о СО-

J10КУ1l1l0ети lIеременных функция, а j(t, и) удовлетворяет услuвиям

Itзр:иеОJI.Орll: j(t, и) lJрИ БЗЖДОМ фиr;сиропзпном Jlзмерима по

t Е [1 и UОIJТИ uри всех t Е fl непрерывна uo и,

Оиератор I'аммерштейна МОЖНО рассматрива'IЬ IiЗК lJро:изведе 

ние (ItОМUО3RЦИЮ)

А=.оК! (2.25)

аеJlИнеЙПОI'О OIlCратора супl1ерпозuцuи

Iхт '=' j[ t, хт] (2, в)

][ JJlllleJJlluI'o иuтеrраННОI'О o1lepa'J'upa

](x(t) '=' jk(t, s)x(s)lls
Q

(2.27)

с nД]'ОМ k(t,  ).

Существом исходной з .па'IИ обычнр НС ОllрrJl.е.lяетсn ТО фУRК-
IlИОlIнлыюе ПрОС'f'рансТfЮ, в IiOTOpOM ел('дует рассматрипатr, СОО'('-

:ТПУJOщий IIнтеrральныi1 оuерзн,р, .В этих е'!учаях PYKOВO.'1:CT 

IIУIOТСJI сооGрё}}кеПИ/НIИ }'добства. ФУНJщион лъноеI1ростраII(:ТПО Е

(',1'JlС JIТl ЯBIoIGpaTh так, чтобы ИlIтеl'Р JII,ныii o:lcpaTop А Д(  C1пo-
IIН.п ',,' n ,.;, Gыл lIP-ll]1f1(1ЫIl{'11 ИЛII Пllil. IIСl1рерlJпеп. ] OIl('I('

:lillll1('11 мое Il1 с', 11'1' y;t 1(1111 (', У III('C'II: у 10'1' И lllJУI'И 1 ре б(, 1111111111,

iO'IOPI,II\ (Щ.1(J (ilol т(','1:I'It'.HIIO )"}l,or:le'l rOpIJH.. II(JдбliIЮМ [[l'( С11'< 11'

('II1Н, ' II( (iUnaIllIJI1I llр('рЫIIПllСНI и }СЛОВИС A:E Eв (j(JЛI.-

IIIIIII("IJIt\ '.'I} '111 е 11 IНIJЮlJ1" rЛ::II1IIУIU роль,
IIIIШIМIIIIМ (j(iщис Оllр<,дслеНIIЯ, )Iсtlс.1I!ующиtl И3 Е! В ]':2 OIlC-

1';1"(0)1 .,1 IIIЩdl'пr'l'СJI uеlll't'рЫI!ПЫ)l в ТОЧRе ХО (Ер если

lilll I Ax. Ахо IIE '='O,
",I, {

.

-

',\

OIII'IIIIT(JjJ..t :ЩnнЩсu Ilеllреl)ЫВПЫМ, если он непрерывен в кпж'

iloii '1(J'IKe 1I1'(It 1'ран('.тва EI' l с.1И ouep<lTop А линеен, 1'0 11:\ Re-

1I1JеlJl,JRНОС'l'И А. н UДНОЙ TU'lKe следует el'o H lIpCpЫBHOCТЬU;l веси

UрОСТрПllстпе l t. РаВП()СIf.1Ьпое ()[]реде.1ение: ОПf'ратор А  :зыпа-

еТСJI непрерывным, еСЛI Ilроu()разы открытых МlJожеств в Е2

I.pbl'l'bl IJ EI'
ДейсrВУIOЩf1И 11::1 Е II В2 ollcpaTop А 1I,ныпаетсн оrраПIJ'(r,I(-

НЫЯ, еС.НI 011 uреобра: уетоrраUl1'ЮIIН ЫС множества в orIHinll'J"'II'

вые; ItО.\luактз:ЫМ, еС.I11 ОН Щ)СJбрачеI' оrраllиченные множес' \li'

ИJ ЕI В llpe.J:r.oUU:LltTKble MaO;I,l:CrBa Е2' НеIJр рЫIIНЫЙ и li.О;l1ШIl\I'-

ЦЬ!Й oilep.l.I'Up на},цаае;сп IJUОдне HeupepblBUbl}J,
 9



Опишем 'Jепt'рЬ HeI\O'l"Opble }I.0CTRTOIJOble услови.8 uепрерывппсти
и полной непрерывности нединеiiных ИН'I'еrрадьных OliepI\.TOpU[J. а

'I.'ЗКiRе УС,10ВЮJ, 06еспе!IИВalОЩllе B03MOiRHOC1b рассмотрения OUf'pa 

торов Урысопа 11 ['(iМмеРШ1'еitПR, Kalt операторов, деЙСТRУ'UЩИХ и:::

С в О или же из Lp в Lp
'

Начнем с менее общеrо, во БО.Iее раСUрОс'1рзнепноrо в IJрИ 

К.1адных ИСС.'J<,дunаНИJfХ оператора Таммерштейнu. ИiJучелис опе-

pa'l'Op rаммерштей на удобно lJрОВО;J,И'I'Ь, исходя из el'() u prдстин'

леВlIИ (2,25) в виде J\ОJ4ПОiJИЦИИ липейноrо ИВН'fра!IЬвоrо O!Jf'pa 

тора (227) и ОJ.lераТОIJЗ сунерuозиции (2,26).

Теорема 2.2. Пуст', r/iунхц1tя f(t,11) YUOIJ.1CJll-1()jIяст yC.l,O'

вUЯ.\I /(аратСllйО 1111. TтUt oпeptr,тu]J суперпОlUIЩI4 (2.2б) дейст-

вует из LI' в Lq в то.!! tI талии в то,,, С.tУЧolе, "ои)а 1i!lн/;ция
/(t, 11) удQвлетlJОpHerп НСравенству

I f(t, 11) 10%; о:(О  pI,I!P/Q, (2.28)
J'де О:и) Е ['q' 11

ПрпведеВlIhlП pe; YJlьтa'l'01ПОСИТСН к с.1У'1аю р< 00 (и, конечпо,

p l,но это оrраничение мы Dссrда lJодрвзу:мевnем, тяк ЮI!.: речь

И.II.ет ИСI\ДЮ'lитеЛЬRО о бан:iXОВЫХ "ростраНС1'вах). Теорема OCTaeT 

С.8 в сиде ДЛЯ р 00 после : aMeBЫверавепства (2.28) на I f(t, 11) I:%;
:%;О:/,Щ (111 \:%;lt) , rде "h(t) Е Lq , O<7t< 00. ПОС,1едыее веравенство
явлие'JС.f:l 1'зюке дuстаТОIJПЫМ UРИ3ВliКОМ Toro, ЧТО NIf'11H'fOp С}"lIеl"

пuзиции деЙС'fl\ует ИiJ С в E q , lJОСКОЛЬRУ С можно рассмат[>иnать

на!.: подпростран('тво L",. В С.'Iучае пеu!>ерывности ФУНFiЦИИ j(t, п)

110 СОВОКУ" I1UСТИ пере  JCAu Ы х оое 1)31'oP суuеРПОЗIJН;ИИ, очевидвu,

деЙС1'8уеr JП С В С.

т е о р l' М а 2.:1. lI!lст lkJ.lfepll.llI1.'1 1/0 СО60КУJl.но';ти l1epe.IICIIHbIX

ФУНК1 I(Яk(t" В) (t, s Е Q) ?/а'Jlнет(Ю ряет ус.taвию

фщ"" I\I/t, 81 li Lq Е E ".. 
p 

J'оtдн .H/I-/С/IНЬН( /(Н1l1еtl'(l.,ъNt,I'" (J1ie}'a1J1()}1 (2.27) д,.йС1116ует 11.7 L p

в Lq .

ТеОРСЧ[1   AД./, 'II)/()(j/,t ,'l1шеl/lIыii О//()/)(//I1ОР (2.2 )
ueiicтlJo(J(O /; J.

(' 11 '}о'; '1f).1Н(}НIIС c.le 

дующих УС.l(JВUЙ:

]) п рп (J('ex; t (!]  Р.1lН1,/ЩJl. k (t, s) JljJ/ili((I).IС,)ИЩI! L'I' !()а

+ .!... == 1; а ФYHK1 UJ/ ф(t) =' 11 k( " S) !!Lq Otранuчсна;
р q
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2) д./я ,lIo6f)to /t3..Иl'".1/0tО 1'Iод.llНожестап Dc:.Q и .1юбutо 'о (Q
,м/еет .IIССIIlО

lilll f k(t, s) ds == f k(to' s) ds, .
t toD D

Объе;щнrвие Ilеречиrленпых резулr.таТОD ПО311О,'}lIет Уliазать

условия. n "оторых OllepaTUp l'а мерПlтеfilJа ДЕ'ЙС'I'R)"Е'Т И С 8 С

ИЛИ ЮJ L p 8 Lp . Получаемые таким образом Ilризнаки AOCT8TO'IHbl

дла БО.1},ШИНСТRа ПРИЛОiНепиt!. СущеrтвуlOТ и более 'j'(,вкие (аато

болеr rромоздко фОРУ}'.lируемые) признаки, которые МОЖIJО найти

в ЛIJт{'r турных ИСТОЧНИRах, YK3::1aHIIF>1X в КО)j [ен,.аrивх, AHI1J10 

rЯЧНhlЕ' 110 Rианачению УС1l1,вия Д.1Я OUepl1TOpa Урысопа БУ,I)"I' uри-

ведены ниже. Пока же останоР.имся на фf)р У.'Iировке llреДUО:IOже-
пий, обесuе'IИПI1ЮЩИХ непрерыввость и По.1Ную неuрерЫПJlUСтr,

IIIIrсы 1'1'1 ри вае \: ы Х ouepaTopOB.

t<:(:ли ФУПКП,IIН j(/, n) УДОВЛСТВО}1нет уелопинм l аl1:t'l'еОДОl1И, :t

III)('I''''I'OP СУllЕ'РIlО3ИЦИИ (2.20) i деЙС1'вует из Lp в J'q, JlрИ'1ем

'/ < о'), то oJJepnrop f HeupepblrCll. Достаточным условием 1IО,,}-

lIon lIС'ill'ерывноr'l'И линсfiНОI'() III1ТНIНI. ЬНОJ'О Оllератора (2.27) в

III'ОСI'I'IНiПСТАА (] В АлвеТСJI, пан ри мер, Rellpep f,I впость ядра k( (, s), а

lI\lfI(:'I'pan(:'IItP /'р (1 < р< 00) HellaReHcTBo

r.r \ "н, 8) i q (lt (ls< (П,

.'] и

I'Jlt' I'I:! eOnOI\YllIIOCTli urРМИС.iIfПЯЫХ пре;ЩОЛf);кеIlII 
(' (/

O'II'llII,n,IIIHI 06рааом ,,10;;НО 1нплеч[, УСJlОF.ИR ПUЛIIОЙ пеUРСРЫПR(I("ТИ

11111'1111'101': L'а lмерПlТеijАа,,'I,ейс.твующеrо в !Jp И,]И В (),

)1,!IJl '1'Ol'U, 'I'I'ООЫ оператор )'рыеова ,'1,еЙСТПОD<tЛ n бы.1 RПОJlRе

lI"III'(lI",IПI'1I п пространствс С, достаточно вепрерывности ядра

k(l, ,ч. и) 110 СОIIl)ItУ1JВОСТИ llеремt'НПЫХ. СоотвеТСТВУЮЩl1е ОрIВНI1f\И

JI lJp для оиератора УРЫС1)па обы'lПО формулируются бо.lСС 1'1)0-

J(О ДКU.

lIред 110 ,'lOiЮШ , что J!ДРО k(t, s, 11) ОlJерэтора Урысопа HE'lIpe 

JlЫПНО 110 11 И УДI)Dлетворнст нерn.велетву

I k(t, в, п) I /Щ, S)((kf--/) I п lr:L n),

rдр- CGo  O,а ФУUIЩШ:! Л:t, ey.\I\fJlpYC'\lil CI)!JOf(.jl1n:o, rlf 1ll'pe-
ИСIJIIЫХ со СТСIIСНЫО  o>1

1 I \ЩI, в) ;r. n (и (ls < со,

!Н.!
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причем 0:0%[30 1. Тоrда мож.но утверЖ;J:атr., что операТt:f) Ypы 
сова с ядром 7c(t, s, и) дейстпует и Вilол:не непрерывен в r,ЮfЦОnl

"о Во
прос 'ранствеL p . rде р> 1 и  J %P% o'ИэвеС'lfIЫ яенее or 

 o 1

:р.аничитеЛI,пые, но более rрОМО3ДRие IIредиолошеПИ1I (см. Помыен 

тарии),
ЕСJ1И 7c(t. S, и) Oпри Беех t, s Е Q, 1! O (UО'lти ири пеа

t. s Е Q>'Q, если речь идет о nространствах Lp), 10 ollepaTop Уры-
сона с .IIДР(Jh! k(t, S, tl) очевидно, положителен на !{онусе неОТРIl

датеЛhНЫХ ФУНКПИЙ, и .МОНО1Онен. есди ДОПО.1ШIIС.1ЬП() Ht, S, и)

:МОНО'ТОННО позрастает по Оuератор УРЫСОЕI1 булет rClelJO'J(Нl 

ВЫМ, ееjlИ при всех (ночти ври всех) t, 11 Е Q ядро rетерОТU!iПО,
т' е. ФУПI;ЦИН k(t, в, и) доиУСRае'r диаrона.1Jbное !lредстаВ.1СIlие

л

k!t, в, 11) ==krt, в, и, н).
Л 

причем k(t, s, V, щ) МОlIОТОIIНО возрас'f2СТ по V и МОНОТО}ШО убы 
вает по w. ПерефОрМy.lИрОВRа сказаlIноrо длн частпоrо СЛУ'IaН

OIJepaTOpa rзммер'П'l'еnна очевидна (для UQ.10жите.:JЬНОСТИ ДOCTa 

точно k(t, s  O,f(t. и) OllрИ t, в Е   ,и O;l1:JJI )10ll0ТОIIНОС'JИ

мопотонность Dозраетания j(t, и) 110 и \1 т. д.).

Иноrда удается выделлть более у:ший (ио  ]I:шпеRИl() с RОПУ 

СОМ пеотрицатеЛЬЕЫХ ФУШЩИ 11) (ОН ус, па ВО1 ОрОМ раесм аТРИП<t е-

MbllI интеrраЛhНЫЙ ОlJсратор 1I0. олtИТР.1еll. T fiI!e IiРИ)IСРЫ, lJpP)1 

стзвляющие особый fHTelJPC, бу'дут Dстречаты'я днлее и здесь в

пункте 2.7. Нона же li{ЮДО,]ЖИ\1 lJассмотренис IIНТЕ'rралЬНЫХ опе 

:раторов IIодож,ИТЕ'JIЬНЫХ на llOlIус,ах неО'J[шцатеДЫJЫХ функций,

J{alt уже 01:1fсча. }'8пr(', пажную IЮ.1Ь Ш'lН!СТ ДОIIОЛНИТ(1ДJ> 

ное Т}1С'бопапис Uо-IНJ.IО:RИI'СЛI,ПОСТII. Ни;ке  (ЫраСС)10ТрИМ ПР[(urо-

рые из ДОСТС\ТО'IНЫХ уе.Ю/Jиfi. об СI!е'lИf1аЮЩI1Х \lO,]OiItIlTe.1blIOCTb

интеrlJа.1ыюrо ОIlРра'IОрЗ,

Пуеп, рСЧh ИJ.СТ 0(. онераторе rнммерll!тейп: с Rеотринате.'IЬ'

ным Нд}JО.1 ];(1. C'j poru 11(J;Il',}f;lпеЛЫJой JJpll и> О функциеЙ
jU, и). Н ЭТО I СЛУ'l1iС 1. ;I! ,'!JlИ. 'fИ 1'" ").1<J;Кlиrл},}тое1Ь (uри любой

ненулевоi1 ФУПКП,ПИ //оlt) "?=-(I) ili ('1);1. 1 ( I ['ЫВIС:РШ'lf!iJlа раВlIОСИ.;

па ttо 110.ю;rtи:rеl"'ЮСНI .iCC: а!!lсrра:lb:lИI'О oa p:lr,)pa (2."27)'

Паибо.12С Щ)<.J' ' ДlJссати'!Нос уr lОflиеио llШ ;Iш'l'с.IыIс'-11I оис.

ратора (2 27) (Д;nl /Jo(t) == 1) l осroИ'I' n ОI'раНИЧСIIRОС'I'И я.nра k(t, 8)
UОЛOJт,итеДЫIЫШI f(онстаН1а\lИ: O<" k(t,,,)  <'х' IlрИ всех t, s Е   .

в частности, Э1 о ус дов ие выполняется аnто.мати чески, ССЛИ .f.Iдро

аеllрерывно и Cl'poro UO..I01ture:HHO,
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полее тонr;иft ПрИ3lJЮ\ СRнная с повЯ'Тием нераЗЛОЖН!lf(Jсrпи ядра,
11 ell реры в вое Reo1 рица'н'л ЬН(if\ пдро "и. s) В8зывае1СSJ неразложu'

.ным, ес.:IИ при любам рззбиении множеств; Q на две непустые

JН'llереСЕ'RаlOщиес.fI 'Iасти О1 и Q2 наЙДУ1СЯ ']'а'lКИ [о Е Q., SO Е й2
такие, что. ,"ио, so»O, I стати,  lо;нна пакззать, что. ядра k(t, s)

перазлажима в там и 'rолько R том С.lучае, коrДа для любой непу 

левой функции cp(t) мажно указать такую итерацию ядра

1/'1)(t, S)== J (k(t, s.)k(SJ, s2)...k(SN 1'S)dS1...dsN 1'
.Q Q

что.

J k(N)(t, s) ср(в) (ls > О

Q

Пр I.1 юбаи t Е Q.

Если ядра k(t. s) Нf\.раяложима и uo(t) l, то аператор ('2,27)
t'0'1I0. (J;J,ите:lен (uo -аrраниченнос1Ъ снизу J1erRo IJраверяется, а

110 'оrrаниrrенность сверху ачевидпое следствие Toro, что. в 01lpe 

ДСJJепие неразлаiltимаrо ядра включено предпаложение о неl1рерыа 

пасти k(t, в)).
Выбор R качестве ио Ф УIIIЩИИ 1,ои) = 1 при изу 'Iении IlI)ЛО;RlI 

TeJbHrJX II l'е['ральныхаператаров, IIОi&алуi1, не 'rипичен, Свайства

ФУFIltо:и ItJ(t) аБЫ'l!lО бо.1ее тесно СВfВЫRаЮТСff с иоведение.ll: ядра

k(t, s).

Пусrь, п<tlIрЮlер, ядро k(t, . ) YA08.teT8apJleT неравенствам

110и) (7,(s)%;k(t, s) иo(t)p(s), (2.29)

rAe "ои) неf{УJl вая EIеатрlIца еJE)нан ФУНКЦИff ия прастранства
Е (наlIрИ\lер, О или Lp), в хатороу деЙС'fflует изучаемый апера-

тар, а неоrр.щател[,ные функции (7,(s) , р(а) абращаютсл в ярь

дпrnь па М1:0;К6стве  улевuiiмеры и удовлетворяют неравенствам:

J o;(s) x(s) ds< 00, J  (B)Х(а) аа< 00

Q Q

при Х(8) Е K ,В JTa.\[ c,IYQae ачевидно

Уl uo(t)'%; J k(t, в) x(s) dS%;lz1to (t),
!2

rде x(.q) HeHpeBall ФУЮСII:\f}I, а lIалаiltите,Jьные ROHcraHrbl Уl и

у 2 О U редс.IН Юl'са раRенс 'вам:и

Уl == /' 0;(8) х(а) ав,
Q

g В. ОlЮИЦСП, Т, Хуродзе

У2 == r  (s)х(а) ав.

Q
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Таким uБРIJ3UИ, неравеllСТВ3 (2.2fJ) обеС1JеЧИllают Uо'UО;IОЖИН'JННОr.ть

оuериора (2.27),
Наибо.1ее часто IJрИ иссле,1.0паНIlIl линейных ИВТСJ'ра;JЬПЫХ оие.

раторов (2.27) и Оllераторов L'ilммерштеина (2.2.'» в ка'/естве 1/0

выбирают ФУНКЦИЮ

1'0(0 =-= r ки, s) (7s.

Q

Достаточные УСilОВJ!Я Uо 1l0ЛО;&lпе.1Ыlоети IIHTE'rpa;lbHoro oиepa 

тора в пространстве С Д./Я J'loro ('.'lучая дает сдеДУI(Jщая

.J е.м II а 11. 11 усти /лн'.ритор (2.:П) с нс()т lJUl(aтe,nHЪZ.lI

я())10М ()ct'/C'/n(jyoп 6 c[Q] и rJ.tfl КGжJО!о 110J.lщожсст']а ]) с Q иоло.

жlt1/1/;.lbно/i AICpbt .lIожио укиЗ,ШIЬ У='- у(l) > О тШiое, "trщ)

(2.30)

r k(t, s) а5?3:У \ k(t, s) ds (t Q).

D Sl

Tutua 'j)птор (:!.2?) иo lIu.t()JIOtIllCJtr:/I, (э.IG.1IGЮn Но О/i}iСuс.1лстс.'i

ра6СНСiililО.Н (2.30)). .

.lемма 2.11 IlOЗnО.1яет охватить важный 11 широко распрост-

l)ане1lныt слу'/ай НСUI'[JаПИ'IСIIll 11'<) па д аrJlнtЛНП;tра (k(t, s) со

lJрИ t s). Ус.rошшм ./e:l1:11IJ 11. обlU'IIО удовлеТВОРЯЮI' ядра,

IIреД(',l'RВ.IJf\Ощие сuбои ФУIIК1tии l'рИII<J. Д.IS к[)аевых: :заД1i'1 BTOf1U['O

llOрян,а (ем, С.Н'ДУЮЩИЙ uуп/tТ). '!'<tKIIC заД:\lIИ. в свою очередь.

служат ()ДНШI J!: (;сновных источников, который uриводнт К не(lб-

ХОДИМlН"JИ ИJ}ЧРВШi .1lшеЙIlЫХ Il нелинеi'iных иннтраЛЫ1ЫХ урав-

нении и опс!,аТОРОR.

Д.1я онератора )'рысона УС.IОIЩil U;о'ПО.10jli.ffТЕ'.1ЪНОСТИ }lniRHO ука'

8ать 110 ана.l0rиа с uреДЫ,lущrоrи варl1аПI'аМr/, Часто удается во-

общ обо!irю:f, п[)'!"еД<3IIНЫМII f1h1ше IlрнаllаRа\tИ ДIJI ]JИllейноrо

пнтеrра.1Ьноrо ollepaTupa (2.27). TaJ. , нанример, ес..JИ

(2,31)

kl(t, 5) /.(5, 1t) k(t,5. !lk:...k1.(t, :;) /2(5. ,,).

ПрИ'1ем. f/. , и»О, /2(:;' и»О IlрИ 1I>(). а ЛIII\Е'!il1ые 1J1Iтеrра.пь-

ные операторы с я;tра\1[[ k/t, s) и '"2(t, s) 1I0-1J0.JOжительны, то Оllе-

раl'Ор Уры \UiIa. Л  po.\[ folt, (t) !'aKiК.e /t J НО;[О:К,Il'елеп.

Вl)rПУfосrь l'о ПО.IО"'Иre/LIIOr.J оисратора Урыеона uБЫ'lПО обее 

1J '1fl:ЗR I'СНВОfllfто}rl>Л Jцра k:t, п) lIpil .1юбых ФиксирuваНlIЫХ
t, s Е Q. CBOi1 TBO воrl1 'тосrи оператора ['а\lмерштеЙIlIt оuределает-
сн BoI'IJyтuc'J'ыо СООI'(]еТСI'RflOщеrо ouepal'opa еj'lIерuо:нщии (2.26).

.Ана,l{)j'И'lUblМ обра;щм uGС'fQИТ дело с ус..UIJИЦ И:JJсе3ДО80rнyr ОC'Iи.
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2.6. "раевые задачи. Ыноrи-е аадач и м ие)lатической физи ;и
(11 rяд зада'l 113 друrих обнстей) СВОДЯТСЯ к изучению диффсрен-
Щlа,'lЫIЫХ уравнений в '/астных ПрОИЗflОДRЫХ R'J'oporo порядка. В

J!( JJ(JЙ части уравнений обычно стоит дифференциаJIЬUЫЙ оuерзтор

[, н ида

m д2х
m

дх
Lx(t)oc=  aит + al(t) +аои)х, (2.32)

''!;1 dti dt} j<l dti

[де t== (ер "" етl Е Qc=Rт.

Да.1ее :мы оrраНИЧИldСН раСС1l0трение 1ВЗЖВОl'О I\ласса эллиu'l'И-

че hllХ опера.торов, которые хараК'I'еризуются 'IeMI что ao(e) oи

IIри любых  I"",;ти tEQ
m т

 af}(t) i J X   (х>О),
i.j<l i=1

Под Q lIодра';JумеваеТСff оrРllБиченная DОД(JБJlасть вт С ДOCl'a 

TO'lllO r.ll1ДI\ОЙ I'ранип;ей r (lIоперхпо"Сть r, как uравило, С'lитпеТСJI

,IЯIIУНОБСКОЙ), ltоэффициен'J'Ы дифференциа 1f.поrовыражения (2.32)

также uреДllолаrаЮ1'С!l достаТО'l80 rJlёlдltими (см. К. Миранда [1]).
Первой краевой зад:ией (И.IИ :задн.чей Д[РИХде) для дифферен 

Il.IlЗ,1ЬНOI'О урзnненин с JллиuтичеСЮВI оп ратором ваЗЫВЗЮ1' зада-

'1у uб отыскании решения уравнения

Lx(t) == y(t), (2.33)

УДОВJlетворяющеrо нулевому rfiIlНИ'IНОМУ условию ХЩltЕr==О.
Под perYMlpHblM решением lIepBO краевой аадачи ПОffuмают

JtRажды IIeupepblRHo дифференцируеиую в 9 и непрерывную на Q

функцию хт, УiJ:ОВдетворяющую R Q ура.1Jнени:ю (2.3.3) и обращ:i,!О.
щуюсл R пуль на rранице r области 9.

И веСТIJО, что в ореДПО,10ЖС:НИИ достаточной r.l13ДRОСТИ фу HK 
I1,IШ уЩ pery.1I1IJlloe решение сущеСТRует и может бы1Ъ npeДCTaB 
лево в виде

хЩ "-= ауш== J G(t, s) y(s) ds,
Q

r,1.e ядро (;и, s) fШНВ<l.е I'C8 ФJJtI" 'щ'- [' 1)'т t u PBI)!i краевой за 

да'lИ

Фу!пщая rрива ии, S) Ане диar'она,lИ ('1', е. ври s f= t) lIепре 

!IЫВЮ\ 110 СОВОКУUНОСТИ иеременных. Имеют место оценки:

(2.34)

O G(t,s) ko11 t s 1\' rn+2
(UРИ т> 2);
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O G(t.s) ko:1111' t s 111 (lJрИ т== 2). И;J :1ТJIX оценок и теорем

С, Л. СоболеJlа об 01JepaTUpax тиuа uотеНДlНlла СJедует, что olJe 

ратор (; действует из Iiаil,доrо L p (р> ; ) в IIlJOC1paHCTnU не.

lJpf'pbl B1JblX фУНБnl!Й C[Q] и ВIIO.'Iве не[]реры нен, В Ч:1 t'IНССТИ, ове.

ralOp G )l.f'ЙС1Rует н ПU(\.'Iне Bel1pe[Jblnen в С.

В ТЕ'Х С.ilj'чзвх, Боrда фУНlЩИ.Il и,п не uБД11,11ает CJlo!1CТJIOM дoc 

таТОЧRОЙ r.lНДRОr.ти. }1еrУЛНрllOе решение IivаепuП задачи может не

сущеС1J10пан, и ТОI'/!,а 110Jl рf>ПIение:й оБы'но() UОПИМЗЮТ функцию
x(t), ОllrеделлемуlO ФОРМУ:ЮЙ '2,34). :r, .lee решение uервой прае-

:вой задачи uонимается n УRаэанном. обобщенио.\! смысле,

Рассмотрим теllерь нраеВ}"ю задачу

Lх(t) Лt,x(t)], x(f,JIIEC==O (2.35 )

с не.ншеЙной ФУl:Iкцией f В УRс.заннсм пыПlr. (' ;Ы(,.Ie иод ее pe 
шеuнем МОЖl10 ПОlIима1Ь РСlllРВJ1е ИН'Jеl'ральноrо ураJlвеПЮJ l'ам'

иерШ'1еiJна

x(t)=-= J C(t,.s) Л8, x(s)]ds==Ax(t),
!l

(2,36)

rде (;(1, s) ФУНБllиа fрина uервuй Jiраепой задачи.

K::IR уже OTMe'la.'IOCb выше, ФУЮЩИН l'риuа lIервой краевой за.

)11\1111 нротrицате;IЫlа (i:lTO вытеl;зет И;J "rННltИllа Мrtliсимума). 110.

a"OD'Y JI (','учэе /и, !,) oUI)И t Е  l,lI OOIlE'IIHTOp А (2.36) 110;10'

.RитеЛf'lI на I,ОПУС(, неОТРИll,ан'льных ФУНКЦИЙ. Более ТОТО, в слу-

чае j(t, и»О при и>О ouepaTUp А /lо IIO,10iltптелен, rДе элемеn'l

tto Оllредедяс rca palJe1JCTBU ТИП а (2.30), т. е.

ио(о== r U(t. s)<ls.
h

Де;то в 'СОМ' ЧТО ФУНКЦИЯ [рина ии, 8} YAOll.1Jp.TJlopseT УСЛОllияlt

леммы 2.1] «( M, :\1 А. Itрасносе.нсnиn IIJ), ЭIО и UОilJlОJlиет

сделать ВЫВОД об "0'llOдожитеДЬНО{'ТII OIJCpaTO)la А. Свойства )10'

DorollHocTIf, rюrНУТОСПI 11 др. ouelJaTopa А опреде.;]!lютса xapaKTe 

po веЛИRс!tRос'rll ре, 11),

IПllрОКО Il:-lИССТIIЫИс И пес 1>:11 а важным Jlримером ЭЛ.IИIl'Iическоrо

ouepa'l'op;t !lRJIЯ:f\ТС!I оиератор  .l,r.'I;e .l опсратор .1I а Il.Мщ:

д
2 х

Ах == +
dt;

д2х
+ 

cJt;п
(2.37)

00



 одержатеJJJ,ПЫ:llИ 1JрШlr.рами решеоий пеливеi1нujj краевuй зндаЧJ1

Ax==j(t, х); x(t)\tEr==O MorYT служить:

1) С'l'зциuнарное р<lСllредем'ние TeMuepa'J'yp R 1Потроuном теле

раСllределеННЫllll источниками теuла, ИОЩНОС'JТ. [\О10РЫХ не.1И 

He HOзависит ОТ TeMuepaTYpw;

2) lIотендиаJ: <I.1еК'I'рuстатичеСI;оrо (rраВИ1аIl,ионнurо) полл R об 

Jl8С'JИ с пеllрерЫПliU раСUjJедеJlеННЫ)lll заlШJl.а IИ (1'l!аfJИНЩИОНlJЫМll

массами). llJl01'НОСП, ра('uределенил КU'lирых в свиJO uчереДI, заВlI 

сит ОТ llотенnиаJlа.

ЭJЛИIIтичеСliан 'Задача С пелилrйностJ,Ю

сложный вид. Наuрииер, ФУНIЩИiI, с ruil11{:lJ

фереRциаДЫlllfО урапнеl1lll1 :J\)i[. T ;J,lвисеть

дх
и ОТ Ifроизводаых    .в J'fOM C.dYllae мы имеем краевую задачу

cJt I

Lx(t).-== f ( t, х,
дX

 ,..

rJt.

}[оа;р1' иыетт, 11 бо.lее

в JJ раво й 'litC'l'11 диф.
ае ТО.: ОТ х(О, по

дх

) ; x(t)t(r coO
.rJtm

(2.38)

lJустъ ФУПRnИIl /(t, 11. U 1 '''', Vm) неuтрицате.1I>на при ЛII.J!iых

lE lj11;;:.0; [11....' итE( co,со). Тоrда Оll.IПI) таки есть ВОЗ1[ОШ 

(Iис 1'& RIЮUО..I h101lilТLСЯ I\ОIIусаl\ПШ сuобvа:кеIНlям;r, свода задuqу

(:.!.:Н) к ураrщеШIfО с 1I01UЮlТем.ныu: ouepa-ropou,

BBe  Mо PUC'MtJTpeaue оиератор

Pz(t):oc j[t, (}z(t) , Н ,z(t), J[ mZ(tI], (2.39)

rде ()  .зИ[1еttElыli ouepaL'op (2.3-1), а ollepaTopIU Н/ (i==J,..., т)

uнределяютен равенетва1lИ
*

нIZ(t) == (;z(t),
oti

На веО'l'рицатеJlI,НОСТИ фУАКЦИИ f(t, lt, и) 8blrer<aeT lIоложитеJlЬ-

[IUС'!'Ь Оllератора (:.!,39) Аа конусе неОТрИU,З'lе:IЫIЬП функциn. Ос-

'l'iteTCH заметить, что еСЛII z*(t) неuодпижнал l'О'Ша. uuepaTopa F,

'['О х (t)-==Gz*(t) реmеllиекраевой задачи (2.38)
Отметим. что Оllисаанал схема рассуждений может быть :Jффек.

'I'ИlIна и 01>11 рассмотреаии .а:руrих краевых задач не ООJIзате,1ЬА о

с ;)ЛЛИПТИ'lеСКИlI оиератором. В общем СJlучае дда UО.IIОiКите.1ЬАОСТИ

(2.40)

. Из результаТоR Ке)ше,1 ва вы теКае1', "то Оl1ераrо;эы Hi деiiствуют из LJ'
(р>т) в G и вполне неП,J рЫiJlfЫ, В '\ ::ТlIOCTIJ, опеР:\ТОj!Ы Н i дейстuуют и

IJrrU. IIl' HenpepblBlIbl u С.
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авадоrа опера1'ора (2.39) ПЭДО лишь ПI)еДIIОJ10ЖИТЬ веотjшцатедЬ'
пасть I(t, н, и) пе ти.IЫ,О ири и?О, Ба и при и< О.

2.7, ДВУХТоtlечная 32дача. Pacc lo1'IIiBI снаЧ8.Ш (:};а.ilя})нuе

ДI1фференциа.lЫ](Jе ураОllспие

d2
x

+ /(е, х)==О.
ае2

ДВУХ10<Jечной fiраевой. :задачей называют 3I!Дачу об ОТЫСR8НИJI pe 
шенин YIJuвнепия (2,41), УДОВJlеТflоряющеrо rраничвым УСЛОflИ1lИ

х(а) == Хl' х(Ь) -== Х2'  ,[ы б У дем рассматривать стандартную u OC1'a 

ПОВКУ :задачи (К U Йвспда можно перейти с ПОМОЩЬЮ очевидной
:замены llepCMCHlIblX) с нулевыми I'раПI1ЧНЫМII уe;rОflИJiМИ

(2.41 )

х(О) == х( 1 ) "'= о . ( .42)

Ретенин i.JТott эндачп СО8шlдаЮl' с реmеНИЛШI ивтеrральвоrо

ураввении fаымерштеttва

1

xlt) == J иСе. s) Лв, x(s)] d8 '"Ax(t),
О

(2.43)

rAe си) s) ФУНI\ЦИЯ l'р-ииа Браевой задачи

d
2
x
 ==уи), х!О) ==x(l) == О.
tlt

2

в давноу С.IYчае (;(е, s) леrlИ выписываеrl:а в авво\[ Вlще

П(t, s)== {
е(] 8) ори t s

8(1 . t) при .r; t

'fаRИм. обра:зом. фУНIЩИЯ G(t, s) в отрицате.пЬН:lЯ, и Jlивrйвый

ивтеrральный оператор

(2.44)

1

Gy(t) J G(t, s)g(s)ds
о

(2.45)

положите.пен, Более Toro, оператор (2.45) Uо I10ложитедев, rAe

1
t(l t)

tlои) == J G(t, В) cls ==

'1

'

О
м

(2.46)

Очевидно, оператор G, а 'rаRже оператор А (:;/,43) (при УСЛОRИИ

neupepblBBocTII /(t, а)) действует в upOCTpaBCTBe О и ВIIОЛllС вепре 

}1ывен. :1IULlШО 110Eiаза'l'Ь (}Jel\uMeIl,J,YCll Ч:ИТ:l.те.I10 :)1'0 llIJОlЗеРИII,),
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что операторы и 11 А (и случае /(t, 11);;:,0) ОС1'3RЛJ]ЮТ ИllR(lри:нiт 
вым не только конус неотрицате.1ЬВЫх. ФУEIJ,циi1, но и RОПУС Bor.

ИУ'J'ЫХ (IIЫ1JУJiЛЫХ вверх) фУНКЦИИ, оБРilЩaIОЩИХ('!! )) нон на (a," 

цах отрезка [о, 1],
Так же KaR в пре,л.ы,'I.ущем пункте, :JДCCf, можно IJCpCnTII ), 00-

лее общей ДRУХТОЧСIJ1l0Й задаче

 :+f(f' х, )==O;
d2

:(
После замены ...........:. == у(о  1'ra :Iадача UРИВОДIIТСЯ К ,;lКRивалент-

dt'l

ВОУУ OllepaTopH()}4 ' уравнениlU

Х(О)  xO) О. (2.4 7)

rAe
*

у(t)==Лt, UUII), lly;t)], (2,48)

]{ут:=
!!.... Пу(t) /(;;и, 8)Y(S)lllJ.
(и u

( ,4!))

Ра( СМОТl)ИМ1'elJepr. двухточечную задач д.JН r.11('TeMbl диффе'
»енциальвых уравпений

1l2Xj .

  +jj(t,:ер... Хт)==О, i==1...,1 т (250)
(lt 2

с rраuич:ны ми уе;[UВIIШШ стандар I'HU!'U вида.

ХI(О) =ХI(I)с-=О; i==J, т. (2,51)

Эта задача ;н:вива.uентна решению системы интеrраЛLUЫХ У]1ап 
непий rамыерштейна

1

Xj(t)==!U(t, 8)/;[8, X1(S),..., xm(s)]d8, i==],..., т,

о

rде ядро G(t, я) uо-uрежвему оuредедяеrся. ФОlНIУj(ОЙ (2.44), Эту
систему МОЖНО заIlисать в векторном виде

I

x(t) == ! (J(t, s) j[s, Х(8)] (18
о

( .52)

и рассматривать (252) как ОIlераторное ураввение R IIrостраП('ТRе

crn[o, )] HCUpephIBHblX пеItТОр-фУIlКЦИЙ X(t).

.. Как 11 И, Olt pilTOP Н деiiа Ует11 ШIОЛне lIеПр рЫоен 11 С.
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По аналоrии со CK!I. spHblM случаем в сm[о, 1] естествепно вы.

деЛll'I'Ь два ItOHyca: ,UH ус ФУНRЦИ Й С неотрицательными компонен 

'lами и КО1IУС ФУllКЩIЙ С ВvfНУТЫМИ комuонеВ'I'ами, 06ращ1'!ЮЩИ 
МИСJl 11 нуль па концах c rMeli'I'On[о, ]]. в СИ:IУ СКf1заfПIОI'О RЫПlе,

при УСJlОВИИ !i(t, ttl'''', 1/т) O (иl O'" ит O)оператuр (2.52)
uстввляет И[Jвариантвы.ми оба Бонуса, 11, более Toro, uерпый KO 

нус lJереRОДИТ во ВТОРИЙ. Очевидно такте (ври условии I,(t, и»О,
1tj!'''' ит>О)' ЧТО 01lepaTOp (2.52) 110-ПОJI0ilште.ilРН, rде

1/ o(t)== {t(l О,..., t(l t)J.

ПродеМОНC'I"рируем n :щключение один иа uрикладных acUeIt1 ОН

ДВУХТО'lечной :Jада'IИ. О"рнничимсн дЛ.\{ IIРОСТОТЫ СБалJ'lрНЫМ cдy 

'laeM,

Пусть исс:rедуются uеРИОДl1ческие решения уравнении

с периодический по

считать равны м:

Доuусти}!, Ч'I'О фУНКЦИЛ /(t, tt, v) печеТfJа 110 перпым ДВУМ не.

ременным, е. /( t, 71, и) '= f(t, 11, t').
в "ТОМ случае lJеРИОДические решения уравнения (2,53) можно

строить, например, так. ВВ8.чале ищется реmевие x*(t) уравненин

(2.53), оuределеВlIое на [о, ]] и УДОВ.1етворнющее I'раничвым YCJJ(J'

ВИiМ х*(о)==х*(l) == О, Друrими словами, IJщеrсн решение ДBYXTO 

чечной задачи. Далее функция x*(t) дооuреде.lяе'fСЯ на [ 1,О]
110 праВИJlУ: х*( t) == x*(t), и за'[ем периодически uродолжаетс:!

на вее значения t, В результате получается искомое Dериодичес. 

кое решение, По :JТoi1 причине в УRазавных преДПОЛОif{ениях вся 

кое утnерждение о существовании решения двухточечной задачи

ПРРдставлнеl' собой 'JеореИf о существовании uериодическоrи pe 

шении уравненип (2.53), (Конечно, этот пример не исчерuывает

прилотений двухточечной задачи и даже не ОТНОСИТСЯ R тради-

ционным ).

{12x
+ I (t,

си 2

t функцией

,

dx

)
"

ОХ,
dt

/Се. и, tI). Нам

(2.53)

удобно перlЮД (1J

З, ЛИНЕЙНЫЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Изучение линейны х операторов С точки зрения нелинt' йноrо

анализа llредст влнет интерес по неСRОJlЬRИМ: UРИЧИН81rJ. Во'пер-

-вых, линейные операторы иrрают важную роль n вопросах диф 

феvеНЦИРОDаuин, Во-иорых, D lIеOlинейном ана,:Iизе, n Ч!lС'lНОСТИ
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расс атриваlOТСЯ операторы, Uр ДС'JаЙЛJ1ющие собой RОМПО:НЩИЮ

,1ИНUЙНЫХ ouepa'l'OpOB с нrлинеЙIIЫМИ, onepa'IOpw, блиэкие к ли.

нейным, асимuтотически линейные и )1;. На!:опед, линейные

uuepaTOpw часто удобио ИСJJO;[Ь uва'1'Ь в качсстве ыинuраll'f и М'a 

жорант.

'l'еория ,В1ше вых ПОЛОЖИ'lельных ОlJерИuр()D DeCJ-ма обширна
(см. hоммеН'Iарии), 11 ее изложение не ЕХ('JI,И'f n lIаши на:мерении.

НИ,ЖС rо06щаl(J'JС}] ЛlJ ПJ 1, CCHOHНJ,;e ф:Б'iЫ :1'IОЙ 1еории 11 ']011 ее

части, RO'lOpaH HellOCpe)l;CTBeHHo 1]римы.кает к содержа1ШЮ нпиrи.

3.1. Общие сведения. ПрОС'lе IlIИм. lJримером ЛIlнеnноrо 110'

ложи'I'еJlыlruu OlJepa'fopa може'f с,]ужить OllepaTOp, задаваемый пе 

О'fJllщатедыJOЙ матрицей
* ЭТО'f при мер IJ определенном смысле

исчерпывает разновиднuс'!'и ';IИllейных IJоложи'Jе.аыlхx операторов

в вт, так пак :МОЖНО У'I'8ерifща'l'I> СJlеДУ1IJщr.е, Если липейный опе-

pa'lop А ДеЙС'I'вует u Лf/l lf оставляет инвариантным некоторый
телесный конус КсЛI/l, то существует 6а:tиr" в котором А UI]И 

сывае'I'С,я неU'l'\lица'Iельно1i мnтрицей.
С примераllИ ИН'l'еrраJIЬНЫХ J!инеЙНNХ lJоложительных olJeparo'

роп мы уже С'I'НЛКИIН!ЛИСЬ в предыдущем uараrрафе «('М, (2.27),

(2.34), (2.4::»), Ешс u;1;ИН UplJMep. Оператор сдвпrа по траек'ториям

системы диффереВЦlli:lДЬНЫХ уравнений (2.10), /JраR:Ш 'laCTb КО'1'О'

рuй линейна ио х и УДОlнетворllет предuоложеНИШI ,1eMMbl 2.1

(Т. е. УС.lОВIIЮ Rнедиаrональнuii ПО.южltтеJlЬНОСТИ), линеен и поло.

ЖИТелен па не01рИl а'l'ельном ортанте B ,
Ка!(. и в общеи сдучае, для: линейных операторов В311tную роль

иrряе'l' нонятие ио lIOЛОi&итеЛЫJОСТИ. Есди оператор А: Rm вт

задаетсЯ неотридательной матридf'Й [al}l. }'О необходимыи и ДОС'I'а 

TO'lНЫM условвем ио ПО;lожитеЛЬНОС'I'Иоператора А (rAe ио Е illt. R'+),
или др уrими словами СИ';IЬНОЙ положительности, лвляется неразло 

жимостъ IIlатрицы [aиl. Требоваuие нt'разложииости эквивалентно

сущеСТ:ВОRанию у матрицы [аиl дорожки неВWрОiRденносrи. После 

довательность :мем:ентов

al 1 1 2
, а'2Iз," " alm' 1 (3.1)

называется ДОрОЖКОЙ невырожденносl'И матрицы [aIJ1, если все

Э.J1ем.енты последо:вательности (3.]) 01'ЛИЧНЫ от нуля И среди индеR 

сов i " ..,. im имеютса все числа 1'2,....111' Обратим внимание,

Мтрицы с неотрицаТСЛЫIЫ J\I элемеllтами П;Jзыuают тзиже Iюложите.r.I,-

lIЫ:\IИ ИЛll полуп()ложитеЛ lIЫМИ.
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что nопятие пеР3ШIОЖИМОСТП отi1(:('ится .лишь 1, яеотриП,атслr,ным

:матрица:.t, TOf)l,:! как nОRЯТИС )I,(,РОЖКII невырождеННОС1'И неотри 

цательность :.JдеllСПТОВ матрицы IIС uреДl1u:шrае'!',

СфОР)lj'лируеы }словин U()'L.UJЮЛ;ИТС;lI.пости (еИJlЬН')Й 110ЛОiЕIII'

ТeJП,UОС'1И) липейнOI'О ouepaTopa СДВИI'3 и(о, i) Т!J;,еЬ:Т(JРШНI

С}'J:С'fЮIЫ

ах!
)==all(t Xj +. ,+alпl(t) Хт

dt

(3,2)

llХт
) 7""'

Йllll (t Хl +. ., + (( пln.(t) Хт
(и

ПреДIIО lOiIШИ, BO l!epBЫX, ЧТО lIраВ1\1I !faCTb (3.2) УДОПЛСТDОРЯС'l'

уе.lОВИfО инсдизr(,нальвой ПО;IUЖllТС;11110С'Н! (ем. .'1еllМУ 2]), Т, с.

аl}и);?:о IJрИ i f:.1. Пусть Т6l1СIIЬ сущсствует пе[{U'j(;рое (о?о, uри

1\О1"ОрО11 :матрина Аио) == [a;j(to)] имеет дорuжку JIеВlJрожденвости.

'l'оrДII, оп еIЩТОР СДВИ ra [;'(0. t) (t> tu) сил,во по;]о.я;итеДСII,

Для докаЗ81"еЛI ина  JТoruфаю'а достатОЧ[JU :щиеТIIТI. с)[сдующее.

Есди Е== 10'1 Pz uредстаВ;lяет сu60Й !((J)lIlU;НЩIIЮ 110.'1. ЖllТСЛЬНIJХ

оиераторов 1<\ и Fz, lIрИЧС:U Fz сидьпо nоложителеп, а Еl ue-

реВОДИ'f iut К в il1t К, то Р Т3ШRе t:IIЛI,НО 1I0JlОжителен. Из CKa 

эаННОI'О еледуе'f, ЧТО достаточно убедиТLСН n Сllльнuii nоложите.н

HOCTll иио . О, DОСRОЛЫiУ и(о, О=-=. иии, t) По, 1/)). Эаметии сра:\у,
что линейный 1I0ДUiRитеЛЫIЫЙ оиератор СДRиrа U(S, t) uереВОДII'r

внутренние 'I'ОЧItИ В'+ во BHY'l'peHНlle. lIоэтому осrзе'rСJ} liОШlЗ3ТЬ,

что иио. t) Х/) Е int Л"!; дЛЯ rраВИЧflWХ точек ХО. Пусть k J.оордина'r

1'ОЧКИ Х!) ilo.1OiКIITeHHbl, а остальные равны нулю. Из существопа-

ПИН ДОрОЖКИ lIевырож.з.еННОСТlI 'J матрицы A(to) сдедует, что про-

изводная хота бы О)J.ВОЙ координаты, равноп uрю ilрИ t = to ' по.

ложите.Iьна uри t==t/). ПОJТому в иоиент времени t==to+lb, rде

h>O сколь уrодно мало, uоложю'ельны уже k+1 [tоординат изо-

браlКаlOщей точки' Выбор до('.Тзто'уно малоrо , >U ('JaltOrO, чтобы

дорожка левырож.де.llВОСТИ существовала у матрицы A(to+lt) 110З 

воляе'r ин)l;yКТИВНО продолжить рассуждения и UОКRзать, что

хсо Е int R ,J;да t> t/)
*

УСЛОВИ1l но-положительности lIинейных иптеrрадьпых операто-

ров достаточно 110дробпо обсуждаllllСЬ в предыдущем llараrрафе,

.. Близкие рассуждения n аI13.10rИЧIIОМ контексте более 11ОдробllО проводят'
СН u КlIш'е М. Л. I"Р<JСlI(JсеЛЬСКОI'О [З].
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При изучении иптсrра.нпых ouepilTopoB с ВfO'lрицаrеJJЬПЫМИ

ВДl) МИвесьма важен ВОНрИС о паЛIlЧИИ ИНВl1риаптных конусов,

ОТJШЧПЫХ ОТ "онуса IIсотрици'еД&flЫХ фушщий. IIРl1ыер на i.I'fY

'leMY уже ВC'I'реча:rсн Ш!}I 8  :7. Здесь мы I!риведсм еще lJe 

сколы.о реЗ)'JIЬТ:J.'IОВ,

lIycтr. ,пдро k(t. s) липеliноrо интеrР:1;rЫIО]'U ииератира

Ах(п J k(t, s) x(s) as.

и

(:1.::1)

деiiСТIIУIOЩСI'О в О ПJИ J,p, НtUТРИl :1те..ll..по !I УДОВ,f(НВОРШ"I' yr,.

ЛUПllЮ

uo(t) k(t,S) Ptlo(t) (t, S Е Q), (3.4)

rДе фу НIiЦlIЛ 110и);? О uриuад:!еilШ'!' то 11 у же lJl'OCTpaHCTBY, в K01'O 

ро)! nellCTBYt>T опсра'IОр (3.3). н ;JTIIX YC.IORHJfX очеВИДRО, Ч'IО Olle-

pa'lop А OCTaB.1}H T ИНВ311иаllТIlЫU Ji'O'8yc К"о.Р (см. 1/, 1.6), rде

К KOHj'C неотрип,nтс;IыJхx ФУНfШ,ПЙ. Под('е 'J'oro, 0[J('I1a1'OP А

!lepeBOAll'l' К в Kuu,I" I[oc.lelIlJee З }lечание весьма сущсс'rвенно

(10 ('JlедуiI.JЩИИ сооБIJаж.ения)!. Предuо.LIОж.и 11 , И3УЧilетсл Ilt>ливейпый

Оllерll.ТОр !'аммерmтсйна G AJ, rде А  Л1IIlейны ii оиера'l'Ор (3.з),
а J lIеЛlIнеl1ныJ1 одо.жите.JЬНЫЙ оператор супеРJlО3ИЦflИ (2 26).
ЕСЛII 11;llJeCTHO ЛИШ!.., IJТО оиератор А оставляет инв рпапI'НЫМ EO 

нус К"",р, 1'0 отсюда вовсе не сдедует инвариаНТ!lОСТЬ Кио,р ддя

OJJCpaTOpa а. Но е ди известпо, '11'0 АКс IC,u,p, а OJJep:J.Top J

lIеlJеводит Jlенулсвые эдеlIен'J'Ы конуса К в пенулевые, тоrда МОЖ 

по утверждать, что U Аf JJОЛОЖИ'lеленпа конусе К"о,р, а так-

же (]К с К ио,р'

Дл&: ouepl1TOva (3.3) с непрерывным неотрицательным ,IIДРОМ

k(t, s), деЙСТ8ующеrо в С, вместо (3.4) можно указать БОjсее сла4

бое условие

tto(t) v(s) k(t,s):::;P«o(t) v(s) ((, s Е !.l), (3.5)

с'де tlo(t) v(t) o;tto Е С, v Е Ll' Следствие АК с= Кио,р очевидно,

В даННО 1случае BfpHa И обратная ИМП.1Иl(ация: если AKc:.K"O,IH
ТО существует такая ФУНКЦИЯ v(s) Е Ll' что ВЫПОlпяетсв: (3,5) (иро.
'Iepb're!).

IIрипедем: теперь условия, 8 которых оператор (3.3) llереВОДИТ

Л' конус ко* Оilре;'l,СJlеНfJЫЙ 8 Н, 1.6.

Л  MMa3.]. Д:tя '111010, чтобы онсратОl1 (.1..'1) с lIспрерывн'ы:tI
'''111 '"//(I( т еЛ1..11 IJl.tt ни }Ю.lt 11 рсибраЗИIJЫ8а.., конус Hcul/llJ11Цltlilc.t1..Hbl..c
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Функuий К с С в конус KV*, ue'./rlXOUu.,\IO и JOl:1птпO l lHO, 111110611/ (]ы 

rIOЛНЯ,I()СЬ неpo(JeHcт(JO

k(t, s);;?v*(t) k(7, ) (t,., s Е Щ.

Д о с т u 'J' О Ч 11 О С Т 1.: если х(О;;?О, то 11l1И лн,бых t, . (

А.ф) J и'Щ k("t, в) Х(8) 17s == L"(t) Ах(п,
Q

01'куда Ах:? 11 Ах!l и*, 'Т, е. Ах Е KL;)C
r ..:{:

н е о б х о Д и м о с т 1,: fСЛИ А 11.. с К v

(3.6)

111)11 JlIuC;Ol\l Х Е К

f k(t, s) x(s) (ls v"'(t)IIl  J 7.i., s) х(в) аа,
!l TE  !J

1', е,

J [1.:(1, s) v*(t) Ht, ,<;»] Х(В) 11  O(t,. Е Q)
Q

.

8 83 lIрОИ3DOЛ.hНОСТИ Х Bbl'l'eJ\ael' (3 6), .
у пр fl Ж!I е н и е 3.1. Сформулируйте ДоI(,I' шт(' аналоr леМ IЫ3.1 ДЛЯ

оператора (3.3), деЙСТВУlOшеrо n Lp.
у п р n ж н е н и е 3.2. Пусть непрерывное неотрицат льноеядро k(l, s) ипе 

ратора (3.3) удовлетворяет усдовию

/,11(1, s)' J k(т;, s)dr (1, sE!l),
шеs Q

п

rде 0<), ; 1. ПОКIJЖИН', что 11 этом CJlY'Iae опера10р (3.3) переводнт конус КсС

Ilеотрицательных ФУНКЦИЙ в I<OHYC (1.9) Ку' rAe Ку определяется с п("мощыо

пИнейноrо фуикционзлз

Цх) == J х(!) dt.
III cs !2

.Q

(3.7)

у п р а ж н е н и с 3.3. Пусть непреРЫВllое неотрицательное ядро k(t, s) опе-

ратора (3.3), оде П-==[О, 1I дваждЫ нспрерывно диффереицируемо 110 t, ПрИ'lем

a2k(t. s)
<О (t, sE[O, 1]). Покзжите, что в этом случае оr,ерзтор (3.3) пере 

at2

ВОДИт КОНУС КсС неотрицательных функций в КОНУС К 1 ' определяемый с по-

в

мощью фуикционала (з.7).
У п р а ж н е и и е 3.4. Пусть линейный оператор А пере водит ко нус К В

конус Кио.р, ПрИ'lем неиулевые элементы х Е К переводит 13 ненулевые. Пока 

жите, что TorAa оператор А ио-положителен на каждом Iюнусе l(
ио.р+е (8)0).

ОстаНО8ИМСII на формулировке еще ОДНО['О !lOJIe3IIOrO результата.

'r е о ре)[ а 3.1, Пусть В) 1t Е2  aвaбlыtаLO'JЫХ пpOCтlJILH-

cllttla с f:iыJеленны.ltlt /iOJ-tуса,l!u cиo/n(JeтcтIJellllu Kl и К2' первыЙ IЦ
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'Которы]; 800Z1Юu.Jводящtl1{, а 6тopoit нор. щ,zыl1il.. ТОlдп .lю10i'i ..щ 

нсiiнъzй ОЩ;lIаrnор A:EJ ",,*E2 . уiJОI1АсmвОl)flЮЩUЙ ус.zовию AK1 c](2'
11тре l''bZOC1t. .

Из этой 'feopeиrJ, в Ч:IС'l'RОСТИ, вытекает, Ч'IО непрерывным

являетс.а: любой линеЙIIЫЙ оп(':ратор А:Е ---+ Е, осrаВJIЯЮIIl,ИЙ инва 

риаlIТПЫ ВОСЩ)ОI1ЗВОДiIЩИЙ ноrшальный конус К сЕ. ПО<JТОМУ,

наlJример, в случае интетральноrо оператора (3 3) с lIеотрицатель'

ны НДрОМ достаточно убеДИ'l'ЬСiI в ТОМ, что он действует в С или

Lp ('jЮЙСТВО нспрерывн()стп при i:JTOM обеСllечивается авто:мати 

чеСI; и

3.2. Неразложимые операторы. Элемент х называется lCвази 

внутрr:ющм ЭЛС.1rснmо.'И конуса К, если l(x) > О JЦ.а: любоrо HeHY 

леnоrо ФункционаJIа 1 Е к* Напомнюr, '1'1'0 к* 060сЗIIачает М:IIOiКe 

стно линейиых llОЛОiRитедьных на К ФУНlщиона.10В,
В случас Te.leCHOrO копуса иоrIНТИЯ кваЗИВflутреннеrо и nпут 

ренпе'rо злемента совпадаю'!'. В Lp конус нео'rрицате.'IЬНЫХ Функ 
ций свойством телесности не об;] l. ет,FfO имеет квазивпутреПНllе

:IЛf,меН'1'Ы: неотрицательные фУНliЦl1 и ИR Ер, [JjJИНЮlающис нуле

JlЫС ;Jначения лишь на МIIожеСТАе lIулеJJОИ меры.

.Jинейный llоложительный ОlJератор А называется Hep((.J.loнcп 

МЫ,II, если и: X>CGAx, rде хЕК, xj:(t, ">0, вытекает, '11'0 x 

](ПII.IIlПllУ'J'lЮIIIшf1 a.leMl'H'I' ](

ФUJl 18 оtl[нцел.еПИJl JН раЦОЖlоrоrооиератора AOAO.lr.rIO iНl.1Cr;a

0'1' rtОПI,реТIIЫХ реа.lи:заций. Тем не МСIIее I! IUIЖДО I KOHr,peTHO'[

слу'(ае необходимая реДУFЩИЯ ПРОRОДИ'l(;Я достаточно ,lеп(),  lи'

I1() iIIЫЙ оuеР;ПОlJ А, задаваемый неотрицательной матрицей, нrраз 

JIОЖИМ в 'rOM и ТО.'lЬКО В ТОМ СЛУIJае, ;orAa матрица А НС]lа;ш.О 

)[шма (имееr дорожку НСВЫрОiJоеПfIОСl'И). ЛlшеЙНldЙ IIнтеrра.1ЫIЫЙ

оиератор (3.3) с нсирерывным пеОТрИЦRТС:lhНЫМ ядIюм k,t, 8), дей 

Cl'вующий в (), неразложим в ТОМ и тонко в 'ТОМ СЛУ'Iае, коrда

ядро k(t, 8) l1ераэ.l0iRИМО (см. п. 2,5). Б.1И3КИЙ 110 характеру кри 

'I'ерий МОЖIIО указа'JЬ ДЛ!I OlJepaTUpa (3,3), деЙСТВУI<'JЩеrо в 11]> (см'
ЛИ'J'ераТУРНI,Jе ссытtи в l о;uыептаРlIjJХ).

В определенном СИЫС!Iе llОIIятие нераЭЛОiRимоrо ооераторн б.lII:3 

((о к [JОНЯl'ИIO СШI[,JlО uОJIо;киrе.IЬноrо опеrа-rора. Во первых,ка li 

дый СИ.1ьио 1I0.1()jr [lте.lIЬFlЫЙ онератор (e' TeCI'ilCHIIO :HlfIeJIIbl:!)

ра:но;ким:. BO/ieE\ 'roro, нераз.10аiИ.1[ любuЙ l(о оrраниченный (;][IHY

()нератор, еС.IИ ио Itва:3ИННУТIJеIIНИЙ :.н:смент К. В обратную CIO 

РОНУ <JTI[ У'1'8ер:It; еНИII, 800бше rOBopa. не Р1iботмот, но обращают.
IЩ 11 ;J;ОС1'аrо'щu еие r[l  rli1JJ(IIIЩ [[О.10 .3:.НlЦ. НШРIf\l ер, в cдy 
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чае ИI1теrl):!нноrо оператора (3,3) с неПl'ерыr.нr.JМ пеОТРIlДnТ(>.1Ь 

ЕЫМ ядром }l СВЛ3П()Й областью ИНlеrриропапия Q n€,ра::lдОЖИМОСТЬ

равносильна сильной uоложительности,

3.3. Оценки спектральноrо радиуса. Существенной  apaKTe'

РИСТИliОЙ линейноrо оиератора А НВJlлетса eru CIlСJirпрr!.tЪНЫЙ pa 

диус р(А), определяемый Еак наименьший радиус I\"pP'B, содерiltа 

щеrо весь СlJектр ouepaTopa А. Здесь YMeC'J'HO паllОМ!lИТЬ фОРМР1
И.  I.fельфвнда

р(А)== lim YliA .
I! HX)

(3 8)

ИавеСТ'ЕО, ЧТ() .lинейпое уравнение ),х== Ах + у при 1 А 1 > р( А)
имеет еДlJнствснное решеиие х"'..= (AI A.)y l(rдс I тождествен 

ный 011epaj'op), ЯВ..Iяющеесп llредедо ПОС:Jедоваrе;JЬНЫХ Прllб;шжс 
пий Ахnн==Ахn+у (п==О, 1,2,..) I1рИ ,lюбок Ха ЕЕ Схо,'{имостъ

ПОС.'fеДОВ8теJIЬНЫХ приб,IИжений в дапном с.lучас IJаВНОСИ.lьна схо-

димости к решению ряда EIеu.lШ'/{'J,

00

х"'==  ).+ttJ)Ап!/.
п=О

(3,9)

 10ЖНОутпержда1 ь и обратное: еt'ли р&.' (3.9) сходится при любых

уЕЕ и l"i>Gt, то (>(.4),.-,;;х.
Точное ВЫIJИС,;J:еRИ(' Сllеl,траJlьноrо рЗДИj'са удае.тся ,1ИШЬ в иск.

лючит8.1ыlIхx ('луча:1Х, 110 ;HOII ПрИ'JlJuе важную роль в Т€'Оl1ИИ

линейных операторов иrрil ;l' теоремы об одеНБRХ С,IIектралъноrо

радиуса, ()соб нноудобные и эффективные uриемы Тa:lШХ оценок

СУЩР,СТJlУIOТ д.та !1О.1();]Щ18.'II>RЫХ операТnрОБ, I\оторые собетвенно I!

JJ редстаВ.l) Д.'lJl Шi с Ol НОRНОЙ интерес.

Т е о р е А( R 3" П НС' ;j,I,t/!ciiIllHO 110ДQЖltтС.IЫ(ОI0 0116 рато.

ра А и HCH .ICI]O!/) J.JC,I1N(,I/(t ХО К fjh//.О.IНЯСIl1СЯ IU'jI(Ji)PIlCтfJO

АХа?;:' УХо. (3 10)
T01ar], р( А)?:у.

ДОБазате.1J,СТI<О. ОБО:Нlа'lН 1 'Iсрrз Х, ]J('ШСRflе уравнеИИfl

(p(AH s)x Axty,J'i e ::.>0, У?>ХО
' IIIJСКЮЫСУ все Э,lе:менты Аnу

UОЛlJЖI1ТС.IЬНЫ, '10 Хе' uре.1.етаПIJМОС рН.1О11 (:3.9), П\J{ir.е IJО IO;ки:те.1Ь 

но, а 3Ha'I 1Т UО.lOiюнеДЬ[l() Ах,. I1U TOllY

(?(AH €)xe у?>хо
. (3.] 1)

Кроме 10ro,
(р(А) + &) х&?> Ах,. (3.12)
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ПlJимеНШI R пr.равенству (3.] 1) оператор А (эаметии, что .1II 

нейныti llОЛОЖII'j'е. ЬНЫЙ операrор монотонен) и пользуясь Hepa 

Deнствами (3 ]0), (3.12), 1l0ДУЧflем: XE y(p(A)+e) 2xo.Продолжал
этот процесс, nриходии к нерапенствnм: Хе ?>"(" l(р (А) +E) пХО
lп=== 1,2, ), отпуда Dbl'lef\ae'l' о.раничепность при каждом фИКСИ
рованном е> О 1юсдедовате.ilЬНОС IИ у"

 \
(р(А) + e) " Следовательно

р(А);:'у, .
Ив докаэатеJlьства леrко виде'l'Ь, что требование хо Е J( можно

заменить UРt'Д;ll
l дожением.: ХО К, ЕОН} С ]{ ВССUРОИЗDОДЯЩИЙ

(или Хо не uринаДдежит К, НО принадлежит линейной оБО.dО1Jке

Х). НрраlJенство (3.10) также можно за!lенить без из:менеНИfl вы

пода на Ak.xo?>'(kXo (это очевидно, в силу p(.l'l k)===rp(A)]k),
АналоrИ'l аяоценка С11еRтральноrо радиуса 110 нераввнству

Axo yxo (xo=f ,КоЕК) (3:13)
,

в общем С.lучае lle иыеет :мРста. Про("тыс llримеры llоь:азываю'l'

что (3.13) не В,lсчет за соuой р(А) -< Тем не менее в веки'о'

РЫХ достзточпо С110бодных IlРРДIIО,10:КСНИЯХ удается ус'н'ропить

С[JраАедлипость ('.()O'l'nel'C'l'RY IOщей :МIIЛИl;ации.

ПУСТТ" наllрим:ер, К  пормадьный ВОСllРОИSВОДЛЩИЙ "( нус, а

o11epa'f0lJ А XO оrраничен сверч. Tor'Aa иа (3.13) BblHf\;!( T, что

011ера тор lJ'  ! А и реобряауеl' в себя RO в усл ый отре:10К .,- о).
....

I

lll!'J'lotly r.ри .'!юбо![ У ( < XO'ХО) НОf\ИЫ элементов Б"!} оrr;Jпиче 

llbl в совокупности, 11ТО B:I€11eT  aсобой ('ХОДЮI0СТЬ рядов HriiMa-

на t3.9) IJрИ 11.. I > "( Поскu.н,ку ОI1('РИОР .А 1'0 оrl'3НИЧРR СJЧ'[1-

ху, то ОI'раПИ'Jенны:,1И ио п()рме будут также Э.lемf'НТЫ В"у ври

ЛlOбоч !J Е Е, n.lf'.;LOHaTc,lhHo) рПДIJ III Ймана (.3.9) сходнтrя: при

\1..1>"( ДliI Аесх УЕ В, а "то дает r(AJ"" y,
НОЭ:\Iоащы и друr ие вария Ц и и ]j ре, ,uолож.ениii, !J зсть ИЗ Е 11 Х

собрана в сдеДУlOщем утвеРЖ,'l.ВНИII,

т е о р е и а 3 3, Пусть /luнrйныli поJ/ожит.еАъны1i опе}l(/ тор А

yr)()II. /10 1)}{I;>!J. HI рс/всно (.' j,'J) lIycmI> вЫIЮ.1/Iнстся Ы)1l1j из

ус./.О uЙ:

1) ,инус [( )PHt!',lt',t'( 1I))!lJюJ:IЩ'j' , oпcpaтol/ А

01 рюеиltен СуС рту;

2) oJlepaтolJ А ';!lj, pIJIl/eH. xo Ii".'laJ!lIJHYIп}lO/ltui/

.\инт К;

3) J,;OHYC К /иР Hi,P,/{I,/I'i tt тe,IUCIl Ай) Xu /тутliC1/Н//Й Э.lе-

.I eHтК;
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4) 'Конус К 1I0РJ"а.lЫIЫЙ и вОСI1j1Oltl60дящнй; oпfzттop А 1/0 

мранuчсн сверху, хо 1.вазuвнутреннuii юм/ент К,

Ттда илtеет ,lIeсmо O1 eH1fa p(A) y,.

Часто uредставляют интерес оценки спеRтральноrо радиуса в

виде СТIlОrих неравенс1'В.

т е о р е м а 3.4. Пустъ 6ЪРlО.tняюmся Ilредпu.IОЖСНUЯ 11/('01)('

3,3. U ухо Ахо
. 

1Свазuанутреннuй элемент 1fOHYCfL К (I,ли ;ж:е

оператор А нера31b0ЖUJf u Ахо j: УХо)' l'тда р(А) <у .

Рассмотрим иллюстративный IIример. Пусть лннейный интеr 

ральныА ouepaTop (3,3) Иl1ееr неотрицаl'ельное ядро и деЙСТI\)'ет
в С, Из теоремы 3.3 (случай 3) вытекает оценка

р( А) тах -  J k (t, s) xoCs) (ls)
'Еп хо(!) п

(3 14)

rде ХоШ uроизвольная положительная на g Ф унrtЦИЛ, В сдучае

xo(t) 1 uодучаем заведомо rрубуro ОЦ«;JНItУ

р( AJ<max S lc(t, s) ds,-: I1 А 11.
IEQ Q

Укажем теперь оценки Д.1Я онрратора (2.45) с ЯДj10U (2.44).

в ll, 2.7 уже отмеча.lОСJ., '1'10 ollepaTop () (245) 110-jlOложителен,

rде иои) ==t(l t) Простые ВЫЧllслеПИII ЛРИRОДН:Т It IJерзвеIlСТПа.м.

aиoт O,1041нош; G
2
uo (tk::;O,1016Glto (l), из RИТОРЫХ llO теореме

3.3 (случай 1) вытекают ОI\еНlШ p(т 0,1041,р(а) -< 0,1016. Точ 

ное значепие сuеК1раЛLuоrо раДиуса н данном СJучае равно

1/1t2 0,]013.

СдеДУЮЩiiП теорема uозп инет llспользоеап OtlHCRElHble Dыше

llрие IЫ оцепии r.пе;;1'ра.нН('Irо Рn'ДlIуса ПОilожите,lЬноrо OllepSTopa

для оцено" сuеКТРНЛЫJоrо радиуса линеt!ноrо оиериора общеrо

вида.

Те()рема 3.5. Пусть "111/1 el'iHbl ii OIICp{/JпOp А nО.lожшпедс'f. на

нор.1tаЛI,IЮJt 6()СN1ЮU.!IJ(}()lI?l/С, 1>0 Hyr'!J J{ Ib!rнсz'llIыir ()IIСlIатор В

yaOfl.ICт(1()рнс lп ус.1

 Ax::::;Bx Ax(хЕК).

To дap(B) p(AJ, .
3.4. Позитивные собственные значения. Пусть уравнение

Ах== )..х (3,15)
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с ,1инсl1ным ПО.10жителI,ПЫМ ollepaTupoM А имеет ври некотором

Jlещеетвенном 1.== 1.0 > О ненулевсе поло.жите.чьное решение хо Е К.

н этом случае 1.0 называют позuтuвН1>/,lI, сОбствею-t1Л,\t значение"t

ollepaTopa А. а Ко положuтелъ1tы,1f собствеНН'Ы.1t векто ро.М. Пози-

ПIВfJые соБСТJIенные значенп.н I10дожите.;JЬНЫ, но UО.10жительпые

собственные значения не обнзатеJlЬRО позитивны (R UОЗИТlIВВЫМ

не OTI!OCH'fCH 'l'e uоложительные собивенные значеюlЯ, которым

('оотпетствуют собственные векторы, не .пежаЩllе R К).

Т е о р е 11 а 3.6, ПУf;//!'Ь линейный 1/0 о раниltеН1IЫЙв простран-

стве F..' оператор А /1nO.tHe непрерыве" и Uо'1IОJtожите,tен. 1'o дa

оператор А имеет edUHcтaeHHbIii (с тО'tностъю до нормы) пO/to 

жите /hIlblii соб(т(/еНIIЫй, вехтор хо(Ахо
== ЛоХо); соответствующее

С.Щ/ 110Зlт1ltвнvе собственное знu'tсние 1.0> О n ростов u пpeвocxo 

,)lIт .1/0()у.t'Ь вСЯК010 дpY 010собстввнно о'tltсла опеlщтОlJ(t ..,4, т. е.

)",==р(А). .
Эта 1eolleM3 ДОСТ8'Iочна дл.я больmРНС'IВ8 lIРИ.lОЖОJИЙ. В пей

)l81li1С.я lJОЛО1l\ительные O'lf!CTbl на ОСllоввые DOIlpOCbl: (', тестпова 
пие 1I0311ТИВ!lоrо соБСТВСlIноrо эначени.я. eru иростота, единствен-

П!JCть 11, наftOllец, совпадение cu сuектра.llЬНЫМ радиусом (и даже

более Toro. отеутсrвие на окружности радиуса р(А) ДРУl'их соб.

ственных ,4!1ачений), IIре,iI,uо.lОЖtШИЛ теоремы, нообще rОАОр.я. до-

ВО,1ьно .жесткие. но они обычно ВЫUО:JНIIЮТСЯ в КОlIкретных ;1ада-

'1:1Х, ЭТИ пре;l.llоложевин: MOiRHO существеНIIО ослаби'rь, если UO.IO 

жпте,lЬRые ответы требу ются ,1ИШf, на чаеть иа nере'lисденнr.J х

IIЫl!lе BOlJpOCOB. На зтом пути ВО:!lIlIкает множество мриациlt, оuи'

сание БОТОI'ЫХ здесь РД11В ли уместно. Приведе)1 лишь неСliОЛЬКО

основных реэу,уnтатов,

ТеорсмА. 3.7, Пусть линейный вnO.' lie непрерывный опера-

тор А. 1!О. ()жuте,lен 11п, вОСl1рои:зводяще.,t 1iOHyce К It имеет соб-

CтlJCHHbte .Jна'lенuя, om, U'tHbteот нуля- ТОНlа ?(А) lIв.1-Rстся пози 

II! п IlНЫ,11 ror'icтlleItHbt.1t .тfl.'lеН/.4е,\С оnерат,о ра А, .

т с о р е  Iа 'i.8. ПtJсть .шнвiiны/i 1(0.пtl'анuче/lНЫй в npocm)JIlH-

СIIИIJ Е O,llJll tтO)l А !tо ItО,ИJICuтв,tеJ{, и и.наст 110.tожuтС.lьнъtй, соб'

СI1t1;';ItIlЫ '/ IJI IИ 11. То/':) I co():п'leтCтIJ,1J /l)111:;e по /,рn'оnое собCYпIJCHIiOe

J}т't /juc 11})?Cтl)!} It 111I:J/j/)f;XOr)ltilt .IИ1)!/.I', .1Ю:)ОИ 1) llYtOtO cor')Сl'lиеино-

10 I(/IIJ.trt 01/1' l'тilO ])'t А. !I

Объ ).ннrние TCOpe)l lJр( дыдущеrо пршта об O! PIIKaX сие[{Т-

ра.1ЬПОJ'о р:Jднуса с УТRсрждеШIЯМИ данноrо U ПК'I'а о совпадении

)'0 11 р(А) 1J0ilВО.Jяе'r УКl1эать оценки Д,lЛ )'0' Формальное объедине-
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нле, lIpa/J,n.a, UРИБ(J!lИТ Ii "IIИШНИМ" UIJедuuл(,жеНПJНI. На lIраRтиr;е

у до()но uолт,30ВRтыЯ следующи м утверждением.

Теорема 3,9. Пуе/l/Ь .Hthe-i!NbIii пО.\ожите.IИtЫЙ O/'/(J1Jaтиp А

впи.\IIС н(трерывен 11 (ущееrп(jует ЭЛС,IIСllт u Е Е такой, что  H [(,
п' tJ 1и(v, wEK) и

Akи?:>yk 1t (,>0).

ТО1()(( оператор А 11.11(',')1/ /,о:птluиНОt cO(iCтUCHH(JC dнацснuс ло ,.
ПеlJечислеElные l,еаy;tиа'JЫ MOfY'I' IJа'JUJП;НУп. .на оrпи60чное MHe 

ние, что J1IJfIi'lически л}(,бuЙ :ШIJеЙJlЫЙ UОЛО;БИН',JЬНЫЙ 0l1epR10p

(за исr;.lК,ЧЕ<нием JШ О'JИ1JеСhИХ) 1IM('fT \JОJl0jj;И'JеJl1НЫЙ собственныii

BtJ\TO]I. J;иеl'(;l,ИЧliО f(IВО]IИ1Ь (,6 (.J!llJ()UЧIIО("JИ, lJpar.дa, эдесь не

СОНССМ !\('J1PCli'IHO, U(jСRО.льку все зависит' от ']"UfO, что lJОНIНIII'JЪ

IIОД ::JЮО'I'lIКt)й. Тем не менее МО;J;ПU У"8а8ТЬ ДОС'lаточно обширный
RJlaCC :О:IU;J\ите.1JIНlJХ ИН'If'J'r'(\.нных ооеРЕ,'I'ОРОВ Bo.lbTeppa *, ROTO-

рые R есн::стщ:в.ных !llJе;tUО.10жеНИJlХ не имеют lJОJlОЖИ"JеЛЬ!lЬJХ соб-

стневиых nCRluJ:0H. НаUI)имеjJ, IIО.'l.()iI\ите.lЬНЫЙ oile.pa'f0l)

t

АхЩ J Х(8) (/s
о

;1,еЙ(1Н)'{'I' ВII(),lПС пеНI'f'рЫБеп как 11 (), так и в ['[>' IIО;JИТИВ.

HЫ со6С1веВАые :JЛ l'If'IIIIЛ у Her'o отеУТСТАУЮТ.

3,5. НесовмеСl нь:е неравснства. Будf'М rоворить, '11'0 эле-

мент х JO)l )l{'j:jсТRИС М (}J:f>Jl1i1(iI'a А идет FlJеред (cTporo япер(lД),

еС.11I Ах х (Ах? х, Ax:f. х); идет U8З;l)l (стрио IIзазд), если

Ax х (Ax<. Ах! х),

Уже ЮI теорем и)'нкта 3,3 МОЖНО "ИЭр'!Iе'lЬ УТR рЖ}l.еППII о He 

возмож.ности сущеСТRuваllИЯ в конусе у MIBei1.Horo IIO.10ЖНТСЛЬElОI'О

ouepiiTopa Р ;jДII'IIIЫХ Э.1СМСН'I'ОIi, од.пи и: I\Ol(ll'bIX идут, наJ1рпмер,

впрред, а ДРУlие ("1]1oro HliClaJ]. (Н IIpOT\lBIIUM rлуч,u'1 IJОЛУ'l3ЛIIСЬ бы

nрuтивuре'lпвые оценки Сllсr;траЛJ,воr'о \);1 .ШУС(j). Эдр('ь можно было

· VlIITcrjJ1I!! IШМ OIICraTopO 1 130ЛUТСРjJ<J 1I,IЗI..lllасI'СЯ ИIIСр;IТОр 1IИ:J.а

t

Ах(!) "" J '*, s) x( )ds.
о

Доа'IРОС1:В Н.1РО !1IН  >'11') IlIНlIИJl\' k(l, s)c=(), 3rJr опсраrор MOiКlI') ЗiШII.

CilTb В Ullде (3,3). Есл!\ А .1eIlcTBycT 11 С[О,]] и ЯJfJО k(/, s) неп[>срывно, ТО

спектраЛI,НЫЙ P,HI1YC А РiШl'li li)iЛIO. ])олес оБЩl1С условия I<OiКHO l-РЙТИ У
П, П. 3аЬре iil{o (ЛИ rOBCK. , . CU. I 7, .1\11 2, 1(67).
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бы УКR3ИЪ целую серию TeOIJejJ. Ним UОIlI1ДIJбll'lСЯ след)'ющиft ре.

: ульта'l'.
т е о р е м а 3,] О. Пустt лt/1Iеtl1/Ь!Й tfо'1iО.iо:жuте,И,1IЫй оператоjJ

А U.1!I'cт УIОJl,(,жumе.11,Н'hI1I соб (rп(fс1lныir 6С1Стор хо' ('оотвеrпст8УЮ 

ЩUli tlО.l1тlи6НОМУ соБС1iIвеН1IОМ?! :iНа'rснuю 1.0 == 1, 1'Q i)(t для всех

х Е К, отДU1fНЬtх от vXo (y o), Э.IС.1rСН11IЫ х tl Ах несравкимы,

1:. x Ax K,.Ax -\ K(ид1( равНОСIIJlЪНО х ?> Ах, х< Ах).

,11, о ){ а 3 а 'J' е JI r. с т R о, 3l\меТИi\l, IJO lJepBblX, ч оэлемент ХО' O'Je 

ВИДНО, Jlринадлежит к(1Iо), и 1I0Э'lОМУ оператор А Xo-liОJJОЖИ'Iелен,

НUЗЫfем uроизволъное х Е к, х:l О. Обозначим через  oи РО
COUTBI'H'.'I'J1eHHO наибольшее и наименьшее из чисел CG и  ,при
J_O'lOpblX "Х

о < A'1Xo<  XO' rдс k выбрано из условил AkX Е к(хо )'

Допустим Akx =1 ухо' Тоrд& элементы Akx CGoXo И Po o AkX OT 

ЛИ'lIIЫ от НУJlЯ И uоложите.1ЬБЫ, и поэтому наЙДУТСfl таКИ8 пату 

}I::!.1ЪНЫС р И q И IJО.:Jожительные G:
j и CG , что

AP(Akx О:оХо)?> O:jXO ; AQOoxo Akx)?> CG2Xo' (iЗ.]f})

Если х;?> Ах, ТО .Akx?- Ар+ltх , И 11 СИЛ У nepBOI'O из верпвепств

(3. Lfi) AkX?::- (CI.,,+!X1)XO ' что UРОТИIIОРС'JП'I' иаксимальвости !Х
о

. В C.'IY-
час х.::; Ах аllа,lОПIЧПЫМ образом IJО.lучается uротипорс'rле (IJpil
IIO)\ОЩИ второl'O Аерав('нства (3.1 fl») с ОlJредедением ;30'

Тенерь OC'laCl'C-Н вариант АkX o=vxo' Если Ах?> Х, то Akx с

'1". е yxo x?>o.Если бы ЭJемент YXo Xбы,} ОТ.'lИЧt:НI ОТ нули,

'10 ЭЛ('МСНТ .t
n

(ухо х) таБше был бы ОТ,Iичен от нуля lIlт всех

Jl.остаТIJЧI!О БОЛhmих 11. НО ЭТО неIЮЗ \ОЖНU,поскольку Ak(VXO X) =O.
CJJl\1I.0P.f!'fP.1bHO Ах:'>.\." воаКI)ЖНО JJИП!I, прп x==vxo ' С.lучай Ах х

}1f!ССМi\'I'llПнаетсн аН3.'lоrично. .

3.6. По,южитеЛhная обратимость. JIи:пейпый овератор

В:}; Е ва"Ыllается НОЛ: житe,tbU О обрат1tМЫAl, еСJJИ обратный
оператор H-'l еущеСТllует и ПОJJОiкитеJJf'Н.

He!)eAr;o 1I0 Нllкает необходимосТJ, ЯЫIJСНilТЬ ПО.1l0Жil'Н'ЛЬНУЮ об-

}1НТИМОСТF, ollepaoropa 1 А, У'Де 1 'IождеС'fвевный (единичный), а

А uоложитеJ!f,НЫй оператор. ДЛЯ решения этой задачи можно ука-

:,3ТЬ AOSOJIbHO простой И весъиа i'Jфф8КТИII !fЫИ с 110 соб.

::JаЛI8ТИМ:, по-пеРIlЫХ, '1'1'0 1l0ЛОiКilтеЛЬR3Ji обратимос'rь 1 А

l1аllПОСIIльна IIОДОiКilтел(,J]ОЙ rа реIl[ИМОСТИ 1l80ДНОllOДllоrо урав-
неНИJI

x Ax+y (3.17)

IфИ люБО1J У Е К (JJJJЮС, раЗУ)lеется, раврешимости (3.] 7) uри всех

!J Е Е).
 l



в Jlостаточнu СRuбоll,НЫХ uреДliо.nожени.ах МОЖDО утверждать, что

113 uодожителъной р:\зреШJ1ИОСТИ (3.17) хотя бы tlри ОДНОМ У с](

(у =1 в) Bbl')'eKat.''l' JlО.1JUЖИ'lе.1ьная Р1lаретИМVС'I ь ( .I7) uри .nюБО}1

у Е К. Это н])едедьно УIIIЮЩ:1ет исходнуLO зздачу: достато'шо 11(/'

)l.обрз'rь Х()'/.I1 бы ОДИН невулевuй IIOЛОЖИ'lельный эдемепт уо, при

},OH'l!()M lJеlllевие (3.17) С)"ЩСС'I'вует И JJОлuжит ,н.1I0*. Teuepb У'l'оч 

ВИМ СIi8з:\вное.

Пусть Уо ИlJаЗИВRУ'lренвий iJ.leMeHT )(онуеа ]( (Н.Ш же olleJJa 

'10р А НL'раалuЖИМ: и Уо?-> О, УоТ Н) и ври Ус= Уо УР811Вf'ние (3.17)

ИJlеет 1.0'nоiнитеJlыlеe решение .\'0' IIYC'fI, Onl"}J8Top А и iJлемеRТ Хо

УДОRJlетво}н/ю'l' одному И::J уrЛОRИИ ])  .:I) теорl"МЫ 3.3, 'l'оrда 110

Teope 1e 3.4 р(А) <] (Т3К как ...1Хо==Ко Уа» хо)' СледоватедЬПО,

YJ1l1l1l1ение (3.17) имеет })С'llIеllИе llрИ любом У Е Е. При У Е к со.

O'l'be-rС'IRУIОIllие ряды Неймана (3.9) содерж:\т ЛИIl1Ь 1l0ложи1елыlеe

1JЛЕ'IIЫ  .IIO;JTOMY IJРИ .nюБО}1 у Е J( решеJlие у!J8Пllенив (3.17) по 

ложитедьпо.

СфО})Ыу.1ируем JIО..Iученный РЕ'::JУЛf,тат н ВИде отде.;IЬRОЙ '!eope ы.

Теорема .11. Пуст." Уа /i'I/Q.II!(/HyтpCHHU/i :J.IC,lIcHm конуса

К (ШIU ЖС oilepaтOj) А неРUJ.IQжи.lt, Уо?> 6, Уа * tJ) l4 при У==УО

У1JaIJненис (,'],17) u..\lCClп Y,O.lO.1ICumC.1bHU() pC1tlCиUC ХО' t1jJU'teJlt OnC'

))й'tllоl' А /1 Э,IСШ:Nт Ко удО6,IIШ160РН1Оi!t О() О/ИУUJ ?JС.l0IЩ/1 J). 4)

тсрjJc.lIbi .';..1. J'01fla опсl'атоJI ] А 1I0ЛIjЖU7l'('.11.1Щ об }lfтI11.Ir. .

Нужно OBleTIIТh, '110 lСЛОВИ.l1 J) -1) reOl)eMbl ;).3 в J\3HIIOii си.

ТУ8ЩIИ МОЖНО QС.'1;,6и'fЬ, НаlllIИМСР, в С.1УТ'I?ЯХ :1), 4) фНI'YlНJрУС'Т

lJР('.J.UО,10же!Iuе о '10М, что ХО квззпппррсвниi1 J ]eMeDl' К. Ilo 

ВЯ1НО, '110 310 требованир можво VU) С1ИТЬ (T8R I\i1K ОБи BЫ OД 

Бяетсн ю томаrиqеrRИ). ее.1И Уа IшаЗIIRнутреВDИЙ Э.lеМf>RТ.

BOlJpoC о IIО.I0ЖИТР.llЬПОll обраТИМОСТlJ .lинеЙппrо опрряторн час-

'10 1'pcfiyeT болf'С !lllIpUKOro I10HI1MaHH . 1\1НOI'ие важ.ные iJяда1JИ

связаны С неvбходимостью раеС)101рРПИН .1инейных операторов,

деЙСТRрпщих И::J однпrо бавнхопа ОрОСТр3ВС'!1I3 11 Jlpyroe. С1 aJI'

Д:\рТRУЮ 11 ;)том. (' ыe.1e ситуядию lI.l.1ЮС'l}JИРУЮТ линсiiпыf' диффе'

})еlЩИIIЛЫlые иШ'l)аторы, которые УUО31ИБI'1ДИСЬ в TaKlle oue.

})310РЫ, еС1'ествеНIlО раССМ3Т[lнпап.. alJpl()jpp, кш. olleparophI,

деЙСТI1УIOЩIН\ и: 02 В (), а ]IOД ИХ 11O,10ЖН1е,lЬПОЙ uбраТИ\lОСТhЮ
lJOApa:-lу.\Jепать IIОЛОiКвте,н,1I0СТЬ ФУ1JlЩIIU ['Рllllа соотвстствующих

краены х задач. К сожа,lеlJИЮ. дзн uодиб lIor() pOit.a СЛ)' '11t80 простые

· Конечно, праКТII'IССКII Gu.1ec fCTCI:TDClll1O AcikТlIODi.lТL liп()БОРО'I': IIскат Q

.л'о '>-El. ЩJII "ото; ом XQ AXo?:-Q.

52



iфитерии ПОЛОЖlIте.нноii обратимости общеrо харRИf'ра не извf" 

е'l'НЫ. Тем пе менее lIlIJеtтrл pJj,'l, полf'3НЫХ ре3УЛИRI0R, сснован-

8ЫХ на сравнеНlIИ операторов, 1I1Jеждс чс)! ИЗ.1аrать эти }Jеау.1Ь'

raTbl, IIриве; емформаЛЫllilе оuреде,lепил.

llИiКе р:н'смаТРИВ:1I0ТСЛ ЛIlПс пые ()Liepa10IHJ. деЙС'lnУЮЩIIС и:
.

f;l В Е2
. Бавnховы П)JОСТр:ШСТВ3 E 1 , Е2 1I0ЛУУIlорвдочены ('OO'I' 

aeTC'IBeUHO конусами Kl 11 Kz. Ouel-tатор А :Ес-+Е2 называЮ'I' по.

1I0Л;ИТС;;I.НЫМ, если АКl с ](1' Пишут А> В, eCJIIl Оllер31'ир A B

uоло;китеден. .lинеiiныi1 ('1Iеl'атор А: El--+ Е'!, на:Jыпают IIО.IОЖН-

теАЫlй uбратимым, если существуе'l' A l:Е2
---+ 1':. 11 A lK,С KI'

lIl,иве)lе ruача,lа UОЧТlI очевиднuе У'IЕер.жД['llпе.

'l'сирем:! 3.12. ПУСlnЬ unt'ршtlоl'Ы А lt R .ИIНI'liJ/Ы lt A 'B,

;. p/l'lr:,1I А ,ЮЛОЖ:lте.Н,1l0 обpaтu.\t, ВА
 l

Hel11JC j'fЛ81:H 11 ?о  ?(1

 BA. I)<1. TmJ,l OпCIPlтOjl В nО.ижите.Н,НО ибрати.1I. .

r ПримсrrШI ОIIlН;I1ПlIые выше нриемы оцевки cuelt'rpa.'lf.HOI'O pa 

 иу( а'R. оценке ?О' blOiKIIU UUЛУЧIIТЬ р:i:JЛИЧUI.Jе сдеДСТIIИil ]1;3 теоре-

.ы 3,1:..!. УКШRС.ll ОДНО на них.

Теорема 3.13, Пусть Оllераторы А 1t п /шнI'tlныl ZI А?:> В,

!nри чем А по.шJIclIте.lыto обра ти.lt. Пуст" К. но [1.III1ЛЫ/'ЫI'i 'tiIеilес 

НЫЙ конус, ZI оnератор В неpeooUltт некоmо pbll :Mli.1teH т хо ( К

Во внут реюшii Э.IС.кент ,,'ОНУСlI K ,'/'01lJ(/ В tlO.tОЖllillС,ННQ об [Ja-

rпU.\t. .
 Iожноuривести также uризпаl\П аозожитедr.нu/1 обратимости

!На основе двусторонних OI eIlOK outjp:l'l"upa.

Теорема 3,14. Пусть I.OHYC К2 8vспРOltЗlюr)ящий и 1юр,.,адь'

'ный, а lJпе }JltтO ры А, п, с лIlItIдны 11 А <::; В <::;; С, п [I!t'lC.!tt А 11

С 1I0АОЖlt1IН ,tЬНо об ратиlIIЫ. ]'ои)а 01lСратО р В 110.tоJ/CtШlе,tЬНО

обратим. .

4. ДИФФРЕРЕ"ЦИР)'ЕМОСI Ь ПО 1(0")' СУ

4,1, I1роизsодные Фреше и raTO. Ouel,aTop А, действующий

11 (\ILI18XOBOU IIpOC'l'p3HCТBe Е, называют iJиgiфсреНЦUРУС.!ttЫ:Н по

Фll/ /III' R точке ХО' еСJШ UрИр1\щеНlfе А(хо+Ю А(хо) IIрИ любои

/1 ( 1': 11 рf':)lстави.мо в rщце

А (хо + lt) .1(Хо) == А'(хо)/! + w(xo , h),

I'ДС' А'(Хо\ ЛIfПf'йпыll:оrраRIf'lеНRЫЙ оператор 1[

Iim
Il w(xo , h)!1

==0

111111  .O 11/1.1

(4.1)

(4.2)

и



Оператор А'(хо) называется t11JOи.160rJHoii Фреше (сильпоfi И.IП ела.

боЮ в зависимости от 10ro, \,И.Ilьный или слабый предел lJодразу 

:мевается D (4.2»). Дал:rе, если речr, идет о IJРОИ3НОДllОЙ Фреlllr,
подразумевается сильная uроизводuая.

)т,ля IIрОИ: Во,"Пllii Фреmе справедливы обычные СВОПtтва )l,lIф 

ференцироnа ия:
(осА)' (хо ) ctA'(хо)'

(А + В)'(Хо) А'(хо) 1 в' (хо) ,

Верпо CiБЫЧНt!е пра  IIЛО дифференцироваН!lЯ сложной ФУНRЦИИ:
еели С АВ, то

С'(х() : А'[В(ха)]Л'(хо ).

()Пfра1UIJ А на3J.Jваю'r двффсренцируем.ым в TO'lli6 Ха по Hall 

РВl:lлению 71, если аUС'I'рВКТН'Ш фУШЩНН !j(t)-==А(Ха 1 t/,) ДJlффdрен 

цируема ШJ t 1:1 тuчке t O,'Т е. если сущеСl'вуе'l' 1Jредел

liт
А(хо + tlt). А(хо)

L\! 'O L1t
(4,3)

ДОiJУСТИ:М, 1110 oUepa'l()p А дифференцируем в ТОЧliе Ха иО всем:

направлениям: " Е Е. В ИОМ случае ll{)uизводнаа у/(о)  D(xo'lt)
чаС1О (НО не всеrда) ока:оываетен линейной по 11, т. е. у'(О)
==A

'

(xo)7t, rде А\>:о) линейвый 01lepaTop. Оператор А'(хо ) назы 

ваю'!' пРОUЗliодноii Тати (r.'И,IЬНОЙ И,]И слабой в зависимости от Toro,

какие пределы (4:1) имеются 8 виду). Далее под производным:и

raTO uодразумеваl\JТСЛ СИ.пные производв:ые.

Хотя дли удобства мы сохраниди за ПрОИ8ВОДНUИ raTO то же

обозначение, ЧТО и для производвой: ФIJеше, это вовсе не означает,

что uонятия uроизводвых Фреmе и raTO совпадают. Оператор MO 

же'f БЫI'Ь дифреРСiЩируем ио r<iTO, НО не ;I;ифферевцируем: 110

Фреrnе, Однако, сели сущес'!'в ует llроизводнал Фреmе, то сущест-

вует и ПрОИ380дная raTO, Ilричем: обе производные СОВllа,'l;аю'l'.

Если же ПРОИ1воднан ra'fo .А.'(Х) существует в некоторой OI{pecl' 
:носТИ l'ОЧRИ ХО и Hi'lipepblBHa по х (как ОliераТ(JрНЯ.я Фунь:ция) в

точке Ха' то UРОШJводная Фреше А'(хо) существует и совпадает с

пр оизводноЙ raTo.

Если оператор А вволне He1JpepblBeH, '1'0 ето ПРОИЭВОД1l3Н Фре-
те .явл.яе'l'СЯ вuолне непрерывным линейвым: ollepa'fopoll,

Если оператор А имеет на ВЫПУI\,10:М :множестве Т сЕ произ"

воднуlO raтo А'(х), то Д.1П БаждоЙ IlЯрЫ точек Х" Х2 Е Т и любоrо

линеИНОfО ФУRFщионала l Е Е* им.еет место pD.BE'HC1'BQ
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пА(х\) A(x2)1 == НА '(х) + 1'(.\'2 х\))(Х:/ . Xj )],

тде ""С" Е [о, 11. Отсюда леrко UОЛj '111'1'1 также Ul\ешj'

I! АС\') A(x )II%; sup 1 \ А'(у) 1111 Ха Х.II,
yES

rде 8==1 У:У==Х\+1"(Х 2 xj ). 1" Е [о, ]j J.

Оиератор А наRыпае'[СJJ аСИМU'I.о'Тически ,щrrеi!JJЫМ, ес:1И суще-

С'! )))'t"I' 'I:j !ioA :Iипеuный оператор А' (:х), что

1 iIll
:xll oo

11 А(х) А'(ro) х II
 ,...,о.

Ilxll
(4 4)

Оператор А'\со) Па:''IЫI18Н,' ПРОИ3DОДНОЙ на беСJ;ОПСЧНОС'Рl опера.

'l'oI)a А.

) aHllыeПЫIllС Оllре;\е,ЮIIИЯ естеС'J'lIенпо I1срtIIOСЯ'l'СЯ на с.lучай

оператора, де!klвующеru одни]'о банахона 1JllOС'I'рапt"I'ва Ej в

друrое Е2'

4.2. ПрОИЗRодные 110 конусу. Вуде.'ll [UБОРИН, чти OU P!\TOl)
А дифф'ереН1IUруем rrO 1.lтYCJI К в TU'IKe хо. ее: IJриращение

М(Хо+М А (хо ) UIJИ любом J. Е [( вреДС'fаВИJ40 в Биде (4.1), liрИ'
 eы А'(хо) , линейныйоrраlJичеиный Оllератор и

,
,

liш
1I ш(хо' 11) 11

== и.

1/(1(, 11/111..0 111111
(45)

OJlepaTOp А'(хо ) будеы павывап, ?llJOII;J80rJHOii по },'oHyry. Эдесь

 ОilШUтакже I'ОВОРИТI, О СИJhНUй. И слабой UIюизводно1i. Обычно
мы булем UОЛЬЗ0ВЗ'lЪСЯ !'ильпой UlJOШIВОДНОЙ 110 БОНУСУ'" С11е'

циаЛhНО  Toroне оrоваривая.

ПОНIlТНО, '!То требование диф,реренп;ируе!lОС:ТИ но r.OIlfCY с.!а

6ее Трt\БОRaIlИН дифферепцируе.ilОС rи по Фреше. Есди КОНУС К

lюеllрОИ:IIIОДIIЩIIП, '10 И3 существовании IlрОИ311О;I,НОЙ по конусу BЫ 

1',УЩ (:'I'llOllаIlИr. IIрОИ1ВОДlfОЙ Фреше, приче1[ обе производ 

IIIJI' l'IIIIIIR)ЩIO'I'. IlроиаВОДlI3В: 110 КОНУС У А'(хо) вuолне пеuрерhIВ 

1101'0 OIlPpllTupa А I1редставлнет собой КОМUН!,fНЫЙ оператор, ес,}\!

жс (ДОIIIJ!lUlпельно) конус ВОСIlРОИ:,\ВUДЯЩИЙ, ТО оператор А'(хо)
ВUQлне HeupepblBeH.

ИСIIОЛh:,ювзние проиэводных 110 I,ОПУ'СУ осuбо сущеС'I'веНIIО при

И;JУ'Iении положительных Оllераторов. поло;к\:I'rе.1ыIйй Оllерат ор А

может быть ОllределеR ЛИШh на конусе К, 11 Tori1;a, ее.1И КОНУС К

.. ПредполаriНI ТС\I ('aM!,I,\!, Чr<J I1Р .'1ел (4.5) СИJ1l,IIi>Ii!,
ПО lюр:.\е П[JосrрЭIIСТ!Н п.

rи(xu ,   O

t.i'i



в е восщюизводащий, о IJРОИЗВОДНЫХ Фреmе опера1'ора А вообще
невuэможпо rоворить. Более 10ro, liрИ этом, даже в случае 1'еJlес 

lJoro конуса К, lJроизподные Фреше заведомо не 0lJpeAe.1e11lu в

rравичных 'JO'JK8X], А:Ш UО.1uжитеДЫlоrо же оператора, т;ш': БJ'дст
ВIIДПО из Д8JJЫlей IlJНО, весьма важно и учениеel'o дифферев Цl1 а;1 L 

вых СВОЙС'IВ В пуле. В оuредедевии Dроиэводноll по конусу в пуле

А'(О) RПn' раэ доста10ЧНО, чтобы ouepaTOp А был определен на К.
В8ЖIlЫМ и lJО.lезным: JIВлпетсл llопятие J!pO/l3tJOJHOil 1/0 lir1НУСУ

1Ш бес}(онеЧUОСnlll. Оuреде.lенныi1 па К ОlJератор А пазываеТСI!

асимuтотичеСIiИ ,:\ияейвым IIJ конусу К. е('ли t:уществуе'l' urрl!ШI 
ченпый ;шuеИlшfi Oliepa'JUp А'(ох» тю;ой, ЧТО

1
. liAx A'(CXJ)xll

О1Ш . .

хЕК. Ilxll OJ 11 х 11

Ouepa'l'op А'(со) назы вае'l'('Л IJрОИЗ80ДНО й 110 конус У на бескuпеч"

НUСТИ оператора А.

Если 01lepaTOp А HUO.lНe веuрерывеп. а конус ВОСDрОИВВuДН 

ЩИЙ, ')'О oIlepa'J'o}J А'(со) ВlluДlе пеIJ}Jсрывев. ЕС.iJИ А 1IОЛuЖИ'lе-

лен, то А'(оо) 'fRкже IJОЛОЖИ1'ельвый uuepaTUp,

(4.6)

Уllражиение 4.1. Пусть множество Тс::.Е выпукло 11 ол раторА дифферен-

цируем по конусу 11 каждой точке множества Т, причем операторы А'(х) при

х Е т П()ЛОЖlIтельмы. ПОК<Jжите, что ТоrдCl оператор А монотонен на Т

4.3. ПРОИЗВОДII:"IС высших порядков. Оператор В(Х) вазы.

БаеТС!i квадратичным (или оператором BToporo lJOpaARa), еС:НI (}Н

представпм в виде В(.-С)== B1(x, х). rAe Bj(и, v) (и, V Е Е) симмет 

ричпый билинейный ollepaTop со зпаченма:ми в Е (являющийс:н

линейным оrраниченным О!lераторои по каждой uеременной).

Onepa'fop .А, деtkrвующий в Е, назыпаетса дважды дифферен.
цируемым 110 ФреIПС н точке хо ' если при любом h Е Е

А(хо + h) А(хо) ==А'(хо ) h+ A"(Xo)(ll, 11) +w (xo.М.
2,

rде А"(хо) квадратичный относитедъво 71 оиератор и

Нт
1 1 ы.(хо . h) 11

== о,

IIhll o 11hll:l

IIроизводные более ВЫСОJ\И! ПОрЯДКОВ оuредел.яютса Далее 110

l1П)l.уrщии'. ()lJсратор А(II1(ха) 1/-1"0 llОрЯДI\а lI<1зываен:н 1/-Й IJРОИЗ-

lJОДПОЙ Фреше, если Д..1а Jшбоrо /1 Е Е
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А(хо+М А(хо)==А'(хо) 7 +...+ A(n)(xo)(h,.., , ю+w'/хо , j/),
1l!

ЩJl1llем

)jш
11 W,,(Xu./i) 11

о,

Il/tll O ill/ll п

АвалоrИЧRU ОDреДf'лнеТСIi  лUРОИВВОДпал JlО конусу. Общая

форма определенна lIOJ1IJОС'I'ЬЮ сохран.пеТСJI, но вводится ДОUОЛНlJ

'JеJII,пое urpaH 11 чсп ие '! Е К.

4.4. Дифференцирование иитеrральных опс раТОрО8. Пусть
.пдро k(t, s, -и) оператора УРЫСОllа (:2.23), деЙСТflующеl'U lJ С, lIе 

прерЬ1ВВО 8месте со CROP[t llрОИ3Rодноit k (1, 11) 110 СURОКУПНuс.ти

переме8ВЫХ t, s Е  l, 11 Е ( . СО, ею), Тоrди OIlf'ra'fOp YIJblCOBR Дllф 

фереНп'ИI1уем uo Фреше в Itllждu!1 1'очке Ха Ее. lIlJОИЭDодван Фре.
те в даВНО)J случае опреде.IяеТСJl формулой

А'(.\'о) '! == Jk rt, s, хо'(.')] 7t(s) ds.

.Il

Дока;Ш1'ельство :oITOrO факта весьма и11ОС1О. По теореме Л:аrrIlН 
жа 1r10ЖВО укааатъ такое o:(t. В) Е [о, 1], что

.1( Уо + 7t) А(хо ) А' (хо) h

Jlk [t,s, xo(s)+o:(t, s)lt(s)] k [t,s, xo(s)]!it(s)ds,
п

(4 7)

откуда

11 w(xo, /011=='11 A(xo +7t) А (.Уо) A'(xo)7/11 

 1!7t11 шеs Q sup I k [t,в, хо(в) tcz(t, в) lt(s)] k [t,s, xo(s)] 1.
t,sEf,J

И 'faJt Kali ",;,и, , , 11) раовомРрпо непрерывно по Н, 10 справедливо

(4, ). .

:IПМОlltн ('(101,1)', '11'0 UСДИ ядро k(t, s, 11) дважды непрерывно

JtИффI1Р('IЩИl)уемо оо и, ТО ouepa'l'up Урысона. действующий D С,

инес'!' IIТОРУ IU IJрОИ3ВОДНУ ю Фреше

A" Xa)(k, 7/)== f k z[t,s, xo(s)] It2(s) ds.
.Q

Ч'rо хасаеrс.п операторов Урысона, деitствующих в upOCTpaH-
ствах Lp , ТО их дифференцируе:d.ОСl'Ъ по Фреше И3 непрерывной
дифферевцируемости ядра k(t, s, п) но и не вытекает. Пред;остав 
ллем читатеJЮ убедитьеfl в сuраnеД,1IIноrТI1 слеДР<Jщеrо УТf\ерж 

.це п и я,
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Дл.я 10rO, чтобы O-lIерат(,р (4.7) был I11JOI1ЗБОДВСЙ Фреше olle-

рзто.ра Урысона, деЙС'Jвующеrо в Lp (l < р< со), доетато.чно., '110-

бы ФУПКЦИВ k (t, It) бы.13 нсирерЫВН!I 110. It 11 Ч'lобы ВЫl1о.лив-

ло.сь неравснство

Ik (tt s, llН:;:;: --+ lt I/ ((, sEQ, ttE( co,со».

НзuБО.1JЬШИЙ интерес с 10'lRll зрения UОСЛf>ДУlOЩИ:Х rлав 1Jllед'

стаВЛШU"f УС,ТОВИЛ существо.вания ll})ОlJ3ВОДНЫХ 111) RCElYCY В нуле и

на uеСRDнеЧНОС1'И у I10.10житенноrо Ollepa'fopa.

Рассмотри» ll11тrrраЛЬВr.J!1 ouelHi'fOP Урысо.на А с lIеО'1'рвца1(';11 

вым .яДрОМ k(t, .'1, п) ОIlрел.е.nен[]ы ДЛП {, S Е   ;и O.Если k(t, 8, Н)

ПСIlреры:вно :вмест'с со свuей I1рОИ:!nОДПОЙ k (t.s, и)
*

ЛО СОВОЧIl'

НОСТII IiCl)eMPIIRblX t. s Е  J; It O,'[о. очевидно, '110. ПО.IОiltитеЛНIIJi1

uператuр А, деЙС'IВУIOЩИЙ в С, ИМf'ет l1ро:иаrоднуш 110 F\o.IIYCY п

нуле A'(U), l;о.10}\3Я о.lJl)сделнеТСJI Формулuй (4,7) uри хоЦ)=О.
ПредuuложеЮIС пеuрерынво.й дuффереПlI.ируе:l!ОСТИ лдра ч[\сто

о.КlIзываетса Чf'ресчур о.rраВИIJИТСЛLIIЫМ, НlIже yr;азыпаЮ'Н'JI д()е1а.

1'о.'IR ы е уедuнш! ДИффf'рен I ИJlуеМОI"J'И ии КОН ус У lIer hОЛLКО HBu1t

II рироды.

Будем rОВОРИТL, что ФУEJКЦИЯ

1
'f(t, s, и) k(t, s, /1) (tt> О)

t!
(4.8)

nо.'lТИ ВСЮДУ уБЫВi1СТ по и, ЫJIИ она не позрастает по. и uри

JJlОбо1tl фиксироваНIIОМ t Е Q и любых фllкеИрОll:llIНЫХ и2> /(1 вера.
1!евство.

rp(t, s, 1( 1 ) > r.p(t, s. Н,)

ВЫIlолнлетсн 11 о.'lти для всех s Е  l.

Нил.е мы uреДIlонrаем ПЫllо,:шепным УС.'Iопие

k(t, S, 0) = 0. (4.9)

Иа дзпнеЙlllеrо б)'дет RИДflО, что. имеuво n c;IY'I:Je (4.Н) рассмот.
рение I1рОllЗВDДПЙЙ по конусу в нуле представ.lяет сущеС'fвенный

интерес.
т е о р е и а 4.1. Пусть существует 11j>п.восторонн.яя 11 рои.1вод.

нал k (t.в, О) I .tunеuный UНI/1е7,]JltЛЪНЫЙ ОnС]lшпо р

Px(t) == r k (t,s, О) х(в) ds

Q
(1.10)

.. ПОД k (I, ,О) ПJ.. I):J}У"I .Ia rС>1праlЗосrОjJОIIШНI ПрJI13П оДIIJII.
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,)cl7cтByeт в С, тll1i же ,,'ах t! OЫpot /OPJ"j'bICOHlI (2.2.'/). ПУС/l/t>
!/;УlIIiЦUЯ 'f(t, s, ,//,) 1 Ol(ти6C10(iy уБЪ/6аС111 11и и (11l1и достатоцно
.I/U.lbI,l; 1/) 1'01/)/1 o//epQrt/op, оuреiJсдЩ.ft/'btii фОрА!У.1иi/ (4.10), 1l1/.'I1l 

п liO/Ul/п
r1 НОй А'(В) 1/ О 'io/t?/('y К н('т11 РН'/( (/11/('../1.НЫ:l.' !/J'УНh"Цll Ii

11 РОСУJl lю1tСПIlJa С.

Д о R а 3 а т Р.JI r. с '1' l! О. Возr,меu IIРUИЗВUЛЪНУШ ПОС'.1еДОllатеЛI,НОСТЬ

неотрицатедьных ясuрерЫRПЫХ функций 1t n (t), риВ80мерно сходи 

IIIУЮt'Н К нулю (.... е. сходпЩУll;Сl1 к НУЛЮ R ЩоОСТ(lаНС'lве С). I)е;

оrраf[IIЧ 8ИJl оБЩПUС'1 и МUШНО сqIlТIJ.'fЬ, что 1: ]'n 1\ UUНОТОIШО )бы 
81\1'']'.

()боапачим чrlJС3 !;' n ,Иl:lожество тех t ( l,при КО'I'ОрIП ]1,,(1»0.
Uчеиидно,

I! A1171 P]I7I" шах J ( k;/t,
1([1 и

U) lll (s) 1.-[t, В, 11/I(S)]! (ls==

==шах J!k'(t, в, O)  q;rt,s,l,n(s)]!1l n(8)ds:o:::;
(Е!2 Jl

11 1.
,. 11 шах f (k (t,s, о) rf[t, 8. 1,.n(s)]} (ls,

(Еп о..,.

ПОДЬ1УНС1 теl1ерь тем, чrо cp(t, 8,/1) 1l0ЧТИ IJСЮДУ уБЫ1!ает, по.

лу '1 ae 

liAhn P]lol!
J(

,

( 1\
1

11) 1 d
.

 max lc,,(t, 8, О)  cpt, s, '/,. I S.

11/.n 11 1E!2 Q

Остар-т('я 1I0ка а'I'l), что непрерывные ФУВRf1,ИИ
*

f,,(t)== f(k Ct,s, O)  (t,S, II]/n 1I))d8
!2

(4.] 1)

1111111111111('11110 с JtO)l,JITCII R НУ,l!О, При каждом фиксироваН80М t Е

IIIIJ ЩIlIКОМ IIН'lеrрала R (4.11) МОЖНО перейти 1. преде.1У, Тi:lК ки"

IIО()ТРИI а'l'е.l(,ные uодынтеrра.1ьные выражении монотонно убывают.
А uоскодыtу  и,s, "п) k (t,s, О) при 1/11 о, llричем СХОДИ!IОСТЬ
.монотонна, то f"и) .монотонно сходится к врю при любом фиь: 

СИрОRа8НОМ t Е Q. Отсюда по теореме ДИНН вытекает равномерная

сходимоиь fn(t) к нулю. .

» И!{ непрерывность IJI,п Кil('r Иl 'f(]rO, t( ТО ()П 'ратор ы (2.21) и ('1.1 О) де й-

ствуют В С.
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Справедлив()сть авадоrичвоrо реэулиата для ОIIератор,а Ypы 
сова, действующеrо в Lp (1 <р< aJ), УС'fllнавливаеТСJl сущеС'fпен'
но более rрО1l0ЗДКИМII рассуждеНlI.IIМИ.

Тео р с 11 а 4,2, Пусть ФУk" IU}l ери, s, 11) ночти /J(Ю/)У 1JБЫ(JU/:II!
по 1t. Пусть существуст nРОU3IJОtJнця k (t,s, О) и

f J I k;,1 t, В, О) l' Ilt 118 < со,

5Н1

и/е 1'==ШМХ { р, } , TтlJa Оl1е}JтпПjJ Урыrтш (2,2.1) IJeI7(,т 
p 1

иуип в f'I)' а or/epamo]J (.f.1()) }{".Ij{/ ('10 JZ}JOШIJО(JНIJtI ..е(lJ) в

нуде 110 1Сону('!/ HeOтpUZ{aтC.lbHI)/. (}УНК1I/1 1/ 1(3 ['/1' .

Приведеу 1ellf'p" Д,lJl UО.lОЖllТf'.1ЬUОl'О ()LJf'llu'l'opa Урысона диc 

'lаТuчвые УСЛОВШi ДllффереНЦИlJуеМОС'IИ 110 [;ипУСУ на беt:конеч 

Вuети,

'f е u р е J( а 4.3. Пусть оператор У]lыеОНII действует Ii О 1/ди

Lp и 8nо.!не непрерЪ2tJен. ПУСI/tъ сущсrтIJует (jjУН1\ЦllЯ k (t,в) тa 

кал, 'Что

I k(t. s, и) k (t,1>")и I ::;;О::(и)

(при t, s С  2и дОС1llаmо'Чно 6V.Ib'lll1!X j/О.IОЖ/t1llе:!ь'ны.с и, 1ие  (11)/и-..+ О

1/ри  l +00). 1/pu'te.lt лttнсiiныii нн.lilf:/рrи ЬНIЛli onelJarпop с яtJром
k..(i, s) дcйcтlJyerп IJ с()отвстС/J rJующеJ!t иPO тP'IHCI/I(JC. Тои)а, ОНС'

1!атор УРЫСОНII ar: lI.иt/ тоrпuчеС1>и л,инеен 1/ о 'Конусу 'и е/о п РОИ3IJод-
ной 1/0 'Конусу на GеС'Коне'чносmи с.!ужат Оllе рато р

A/(aJ).\(t) [k.(t, s) x(s) cls. .
п

3амети)!, что k.lt, s) преДС13ВJlяет ('uбой rавво:ыервый IIрр,nел

функ[ ии(4.8).

4.5. Дифференuирование onepaTOJ а сдвиrа, РаrСМО1f'.Иll
систему дифференциальных уравнений (11 RеК'fОрВОЙ заниеи)

dx
  F(t,х).
ае

(4.12)

Пусть ии, s) (t s) обозначает оператор сдвиrа по траекториям

(4,12), а p(t, s, х") решение (4.12), UРОХОД8щее в момевт преме 

ни s через точку х.

0Hepёl.Top U(t. В) действует в J{т, а Д.ТJ[ i1LUБОl'О ouella'l'opa

G(X) {!I/X),", Ут(Х) 1, де1iС'I'вуюшеrо в ЛIII
, lIpIJ1I3BOAl:ioii Фреmе в
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'l'o'/lie х*. U'lСDИДПО, является оператор a (x*), эадар,аемыfl М I1рл.

цей Я кобll

iJg 1(х*) а!l!(х*)

Jr\ дХт

G;(xY.') == (4 13)

()Ут(Х*) дУт (х*)

дХl ()Хт

Это З:!. lе'1аllие ФОР}Ji!ЛЫJО исчеРlJЫВ1Iет попрос. О,lнапо ИСllОо1ЫЮDа 

яле Фоrмулы ТI!l:a (4.13) для OUf'}1I\'IOp3 СДRИ ra U(t. s) :ии ло '1'10

)1; ает , IlосrЮ.lЫiУ И(t, s) зад:!.етсп пеппно, Поэтому же,lа'Н'Л(,НО нме'l'Ь

БО.'Jсе паr:lЯДНЫЙ rr удuбный CIIo('06 оuисания IIrОИ3ВО)lВОЙ Фреmе

оператора rДRиrа.

llyc'lh x*(t)-==p(t, s, х*). ПО,JОЖИ:И

(! tJIi[t, х7Щ,..., х;nт] .,

)аи,)== (1,)==1,...,'»1'
iJXj

Обозначим '1ерсз V(t. s) ОlJеrзнФ СДIlВrи 1:0 'lpael\1oIH1J1M .1n 

Jlе!iиоii систеыы дпффеJ1rпциалыJхx J'раRоений

(lх
 . ==A(t)x,
(и

(4,).1)

rде А(!.) == [аии)].
т е u р с м а 4.4. 01ИратО /1 V(t, s) Cl1glH(I, по 111 Р(lсltYIIО Рttя.1I

(.1 14) мм/стся пpOIl,]60,)I/O' ФрСIUС 01/c11(llпo)Ja C(t, s) cl1/I/,1/& 7/0

тjJйс"тО}JUЯ.lI (1.12) *

Схема дока заТСДЬСТDа IH'Cbll а 11 рос'! 11. Длффеrевцируя тождеrl Ба

.!!. ри, s, х)-== F[t. р((, s, х)]
dt

х, uолучаем .11..111 UрОИЗRОЛЫlоrо IL Е 1lт

!- P. и,s. x)l ==.F' [t,ри, s, x)]p a,s, х)l,.
а!

(4 15)

1II')1I'ТI1I1ЛJlЛ В (.! .15) Х .  х*, имеем

(l '

(
 '

)lР.. 1, s, х"
,и

А(I)р;и, 5, .\*)11'

· I r:iII' МIIИ!!. :Iitecb и далеr деЙствует соrл шеиис о ТО,!, что пrазые
a ТlIpa \'Mal'pllll;II'MI XСlIстем ДllффереНЦllальных уравнеllllИ удовлетворяют HC 

IЩ  XOpOIllIIM" У(ilUUИ!lМ ( M. 11. 2.3).
(j}



Следовате;lЬВО, в€к'rор фувъция х(п==р;а, 8, х*)1! Я11Ляrтсн ]'('ше-
Jlием динсйноii СИC'Iемы (4.14), причем очевидно x(s) '= 7., lJ(J('(,U;]f,'

ХУ р;(8, 8, х*) == 1 Тarшм обра3(JМ, P и,s, х*) == V(t, в). liJ
Если lJrаная часть (4.12) определена лишь lJpJI Х Е н::, и 011('1)8-

тор сдnиrа и и, в) 11ОЛОJJПlте.ilеIf, то lJ рОИ3ВОДНОЙ 11 О К('I1 yr У R В уде

оператора ии, 8) будет olIepa ор CABllra lJO  'paeKTOpи fl М (' истrм ы

Dида (4.14), rде Rоаффициенты матрицы .A(t) ОlJреДf'ЛЯ1UП'J1 llpalHj 

сторонними lJрОИ3ВОДНЫМИ:

d!,(t, о,..., О)
ajj(t)==      .(i, j==l,..., т).

JXj

Допустим Tf'llellfJ, что существует ШI'Jрица В Щтакаll, что IIрll

любых lJО.10ffiИТf'ЛЫIЫХ х

1I F(t, Х) B,,(f) х'] < rp(t, х), (4.)(j)

ЩJИ'Iем ранномерlIО относительно (, lIрипздлежащсrо .нобому r;oIJC'I-

лому отрезку нремеlIИ

1 im
rp(t, х)

==0,
.'), I!xll.''''' Ilxll

(4,17)

в зто м С-1учае MOfRUO утверждать (Iфооерьтс!), '1ru OllepaTOp

С;I.ниrа ии, 5) аСИ\[lJТО'j'Н'IеСI\. .1ипеен во конусу, а cro 1фОЛ3АОД

пой UO ROII}"CY па бl'-екопеЧВ:ОСПl счrкиr оператор 'ДRиrа V.,(t, В)

по Тр:1еКТОрИШI линrйной ('ис,теllЫ диффсрен( иаЛLIIWХуравнепий

(lx
=- В (t ) х,

ае
(4.18)

Ес.1И ус.tОВИIl  4..16!, (4.17) ВhlllflДНIlЮТСЯ без оrр:шичеНИ8 х:;",О.

т. е. II..JH ВСВХ: [{", 'ro Ollt')1aTop lТи, s) аСНJIптотичеСI\П ,1I1Hel'H

lIа осек Щ)ОСТР П, ТI1I ,J[ V,.Cf, s) rro IIрОll3lщ'щая Фреше H бес.
Rовечности.



rЛАВА

врлтЕНИЕ BEKTOPHOrO ПОЛЯ и НЕПОДВИЖНЫЕ
ТОЧКИ

Тt:'ория Rrащснил neltTOpHOro lI())IJТ (стеuени отображения), бе.

ру щая начадо 0'1' КЛПССИ'lеСЮIХ иrме.J,ОВn НllЙ С. Кронекера. А. Ну.

Пlшаре, Л, Брауэра, 1'. ХОlJфа, ЯВJJяется Kpaeyro.'1bHblM камнем nc 

JIИllеЙllоrо аиа.1II:lа. r.1ЗЯНЫМ образом ОJ\З служит ИСТО'lНИl(ОМ тео-

р(\м о разрешиаОС1П пелинеl1ных ураRНСНИЙ, из I{ОТOl1ЫХ НЯllболее

IIIIlрОltую И3Dестность 110.1 учил 11 ПрИНl ИlIЫ II СliO)1.III!ШПОЙ 'Т()Ч I;П

I:P:IY:JIHI и I![ар.ерз, но OНf! на C3MO I деле .НIIIII} )lз.тrrПЫ,lIfi

IIIРНИСПТ обllIИРНОЙ ц I'аЗJ1fl'I'Rленноil 'l'eOpIIlI. lIомимо 'feu!)('Y су.

ItI,еС1'RОJ1iШИ1l n JIO.lC зрсния теории I11н,шrВШI попадают МПОl'I1е Дl)У 

1'118 "[1ИIIlIIIIИ:l:IЫIЫС ROII!JOChI: liUЛIIЧССТВО репн'ни/.\. их ззвиrИIdОСТЬ

Iljl рамстI'ОП, БИФУIII;аНIIII и др. Блестящее I1зло;кенис '0111111

IIpHlIll'llIIJI IIf1KTO}lIlOI'O lIОЛII И ef\ IlIНIЛ(Jженип ДIJНО n l!ОНor'р;,фпп
\1 II,РНI'IJОСШII,rliOl'О и 11. П.   llбll('J!Ii() [11, R010paJI, 1),'1,HaI;O,

1'111:I"JlПIlIII, 1111 .11.1)1'1'11'1'11'1110 .1I1I111I1(,IIIOII:lIIIIUI'O ЧИТ8.Тf'ЛЯ. Д.IЯ IJер'
III"'I.III'I'II\( :1'1'1'. Ilrl'.I(O.'If,KO 11not\ пy-rь,

I'H,\III .'111111'111', 11 О()IILII()(НИ) JIO.1n01lH.1

'111>1" 11111'1111'11111111 l'f'ЩI11I'I"I'IОСКИС IIреДСТЗВ,lf'НИII,

11 "PI!I .lle)f.YI "I')(111111&11 1';lазз, IITO К3tается се ОТ-

IIIIIIIIIIWY t:llft.f'РЩllIIИIII КПШ'И, 10 'JСОрIlЯ вращеНПJl rлу-

111111 '111111111\ 111'11 11',1) '11'11 IIИ I,СIJОДRИiКflr.JХ 'JU'1el{ IJОЛОЖИ'I СМ,ПЫХ

;1111'1';'.1'11111111 (I'JIIlIШ 111).

ОСНОШfЫЕ ТО:1О.'lОПf'IEСl{lfС поюпи я

,J i1.1Cl} N" О(,I)1Н а 'щет п- мерное норн ирова 880(' "ростра НС', ПО,

и[I; 11 p,'...lll О.Iаrа тся, q [о n П fl ФНI{СIlРОВ<lна' неКО'l'орал
1'11(:,1'('.\13 J;ОUР;ЩЩl1' (6а:зцс). Эl'О ЦО3\30Д!iет llреJI;стаВЛJП'Ь ЭJlвм.еIIТЫ
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хЕВfI И отображепин F:Rn...-+Л n
в виде x {x!,...,хn ), F('()

== {fl(X)"'" f n(х)).
Норма в НN ПОрОiRдает ТОПО.IIоrию (систему OTRpblrbIX множеств).

Эта 'l"ОDОJ10rия индуцирует ТОНО.10rию па любом подмножестве

Х с Еn; МВflжестпо и с Х C'lJlTae1Ca 01 прытым n Х, если 01lU upek

С'l'аJlJJяет собой пересечение Х с неЕОТОрЫМ м ножеС1 BU}I, открыты II

n Л". Множество ХС НN
с индуцпровапной из Iin 1'ОПОЛОПlеi:! на-

зывают (тооолоrичеСRИМ) пространс'П!Ом,
1).1. Связность. Пространство Х называется С6ЮIIЫЛL. еСJJИ ero

невозможно представить F! виде объединения ДАУХ HeIiepeCf'I;aIU 

щихси опрытых (неIlУСТЫХ) множеС1'R; .1t1HciiHO l'IIJI.IHtl.1/. f'С.'Ш Д.JII

любых двух точек (1. Ь Е х существует непрерЫВJIое uтоБIJажение

Р:[О, l]--+X 1'акое, 'ПО Р(О)==а, Р(l)=='), т. е, .Iюбые Две то'lПИ

Mory'l' быть соединены нспрерывной ]':РИIIОЙ, це:\ИRО [ле;каll\еJl в

Х, .'Тlивейная связность Х lче'lет  aсобой связность Х (обратпое

неверно).
5.2. Сужение и продолжение отображений. Пусть p:x y 

непрерыпное отображение
*

ПрlI ЭТОМ да Лl<.,боrо Z сХ eC'J('CT 

венным образон Оllределяется отображение а: Z --+ у 1 аБое, что

G(x)==F(x) ДЛ.ll всех хЕ Z, Отображение G п8ЗI:1fН1етсл суже1lUС.lt
F на Z и обозначается СЮ1F!О:!О)( FjZ. В свою o'IepeJl.b F пазы.

ваетс.ll 1/,PO(JO.P/cC1ltlC.11 (lJ1lCпpocтpaHcHJ/c.lI) отобраЖСnИIl (; на Х.

Одна из ВRаШЫl 3:1;'1.:1" то ОО.'Jоrии зада ча \1 Р()ДО.1женин: мош'

110 ли да п вое отобра.;:кеuие а:;т,..-.+ у, rде Z с Х, D РОДu.1ЖИп. Н а

Х (KOHe'lHO, ШlееТСIl R виду пеuрерыппое ОРОДОJlfliР.llие)? С IJрИR 

ЛЗ)l.НОt\ 'fО'lf>:И зреПШI особо интересен тот СЛУ'lай Боrда Х пред'

CTaB.'JHeT собой заМl\ПРЫЙ шар Ве R", а У r.oBuaItaeT с Z и ЯIIJlЯ

етс.8 rРRПlщеfi шара В, т. е. СФРIН)Й В,

Инестно, нащ)Пмер, что тождестnеI1НО отсбражение сферы .9

на себн не может бып !lрОДОЛliено на 1пар П. lIеrаТИRныii xapaK 

тер этоrо утверждепии н'' ! МR.'\яет ero ценности. БудУ'Ш надлежа-

щим образом JlерефОj!мрирпВRПО, ОI!О IIIШВОДIIТ n. 110:ШТИВНОМУ

УТ8f>Р;Цt:' НИIO, а И.llСl/lfО Б Tcop' leБl1nУJра:

Л'/(JБOf lIтl}JC/iЬ1IiHIJe О!liо(jРII;Ж'СIНII' ].': R --+]{ IIш;ст Н('1IО()6/1..ж

ЩJЮ mO'I/'".'! х* С Л.

,;lеiiСТlIителыlO, IIР8.лllОЛОifШU, чrо сущеСТII)'Е\r ()'!ображение
Р: л...-+л, не ![;lеЮIllее HeIlO,l.Rflil HblX 'l"O'lCK, Т. С. Р(х) I х при

. Все раСС lатривае:llые отобраi/( IIИЯ лредпо.1JI'аЮТС\l Jlсrlрерывными, ДЮК\:;

сс.1Н эrо спецltаJ\Ь НО не oroBOpeIlO.
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любом х t.:: В. Соединим 'furда ТОЧIШ х Р(х) отрезком и liрОДОЛ 

; ИМero яа точку х ДО uересечения со сферой S в неRОТОрОЙ точ 

1(6 Р(х), Очевидно, Р: В ""* S uреДСТ8П;lяет собой неирерывное про 

должение на :пар В то:кдественноrо отображения сферы на себя,

111"0 неВ03ИОffi!JU.

5.3. rОМОТОIIИЯ отображени,1 и векторных полей. Ч<tС1'НЫМ

:JY'JaeM 3:1-дачп UРОДО;lженил 1JВJJяе'l'СН ПОUрОС о rО)lОТОUНОСТИ ОТО

6раiкеuИЙ. Отображения РО' Fl:X.......... У н"зываЮТСR  ОАtOтопНЫАЩ.

uе!lИ существует Henpt'pБIBHoe lJU СОВО/СУIlНОС1'И перемеНIIЫХ отоб 

IIi iк ниеН: ХХ [о, 1] у такое, Что

Н(х, 0)= Ро(Х) , Н(х, l) := .b\(X). (5 1)

111>11 ЭТОМ В(х, 1:") Ha:iblD:llOl' де.фа l':ltUlr,aefl 1I.1И 10.ll0l1tOпиeи ( O.1fO 
ullтu'eeCKUM ",осто.н) от ро к Еl' .тIerRo видеl"Ь, Ч1'О uпС1роение

I'О!rl.ОТОUИИ ОТ 1<'0 к FJ раВНОСJlЛf,ВО IJрОДОЛЖЕ'ЛИЮ отображения
/l:X'-<!ОIХ!11..........У. сuрсдеД1Jеllоru УСЛОВllffМИ (5,)), па иI'OCTpaH 

I 'I'IIU хх[о, 1J.
!<:С.1И РО rOMOTOUHO ]'\, мы 6уде.ll П1IСП'! L ро [;'1' Оченидпо,

'11 Ii! (!Т() 11 HOCTJ, JIlJМJетсп отвошением iНшияадеП1'Н,lе('и Если суще 

"'j'lIye'l' нара uтuбражений p:x yп:у хтаких, что (}p 

J':s х.....х, pп E1-:Y""*Y' riIe Е тождеС'fвенное отобра 
,1I('ItIIt', то "РUС"J'l'аu(;тпа Х. У на:1ывают 71) 1I0тoпU'lec1CU iJAвиваленm-

J""."" 11 11 И 111 ут Х 1'. IIрОСТрЗIlСТБО, I'О.llОI'оuичесь:и Эli Rиuален'I'-

IIO '1'(J'IItC, НШIЫD<iЮТ СInящваCJЩ,\С (ПО сеое). Раваосидьное Ollpe 
J\ JIIIRИ :lIl!III','I'I,аПСТIIО Х стяrиваеио, ес.1И ояо может быть Heope 

I'I IIII() JlСФUIIМИрОllН!lО n 'IU'IКY хо Е Х, е, еуществует непрерыв 
1111" IIто(iJl:lЩI'IIIIС' /1 Х : [о, 11..... х такос, Ч'IО

/1(\', f)1 /11 \, (5,2)

11 n,:1I11' 11'11, 11'1111'11 Ы ('1', IIIdII ]lt.!oe множество,

'1111', 1I1'llIInll: 'IЩIII' I(I'IIШ х С Х в одну общуIO ТОЧ 

,111111'1'1'11 IЩ(!III//N"""',II EI .1I1 /,' I'UMOTOUHO постоянному отоб 

'111111. '111 "1,11('1'11"1', '1'1'11 1-' l'uMOTOUIfO НУJ1Ю (и пишут F о).
"III(lpIIH;I'111II1 1I и" .II!tI!'Да Ila:JrunaroT веЮIIорны.ми пОМI"Щ (век-

'I.IPY \" ( Н" I'IIIIOC'I an.IJlI' I'CI1 вектор F(x) Е Л"). Как правило, BeK 

'1'01'1/'1«\ 1" "IIIТ:IE'TCH Оllреде,lеllНЫИ на замыкании Q не-кото-

I',IП :IНИ'!СНf!UЙ ОU.lliСти  lcRn или же на rранице Q.

· 05ласт:'ю Н<1ЗЫllается открытое связное множество.

5 В. Olll)i' lleJl. Т. Хуродзе в.. 



ТОЧКУ Х. П l(OТOp01l, р(х)==о (зд{'сь и ,1злее О обознаЧRет HY.JJ1.-

upacTJ1aHc'J'na В1I), НRзыпаll([' нуле,1! (и.111 особоЙ тО'II1СОЮ ПС/(,ТОРRОfl>

llО.ТЯ. ПО:Jе Р называю r Н(;lJь рожiJенны.\t Н(! JlfНОЖIJСIII/JС rc: лn
,

если р(х) f.' О ДjJJI ,1юбоrl) х Е r. Да.lее будут И:,JучаТhСJ .1IIШЬ не.

UIJерЫвпые некторные IIO.1Я, певыроm;J,епные на rрапипв рзс(',иат 

рuв&емой области Q.

ВН'10рные 1l0ДЯ РО и Ft назыщн\iТСВ tO.1l0m0l1HbiAНt на Q \И.111

просто rlJМОТОlJНЫМИ, Rоrда заведомо вено, О 1\3/(031 множеСТБе Q

идет IJечь), если еуществует нсвы ]lОЖdскнаf{ r()мотопин ]{(х, '")

Н : Qх [о, ]] ...1.:"

от Fo к F!. Jl.руrими r.ilопами, Bel 'lO]1uwe 1l(1.1Я РО И Е! rOMOTOli 

ВЫ, если отображения Fo , Р. rOMOTollHbl, как uтоБР:JжеlШЯ И;{ Q

R Rп",-( о },
5.4. rомеоморфизмы. Отображение Р: Х .....-+- У нззывает('я C1(J1Jn 

е1СтUIlНЬШ ((1OjJoe1CitVeii), есди Д;JЯ любcrо у Е У вайден'н <JJlемепт

х Е Х ншоii, ч'То Р(х) == у. ДруrюlИ с.l0В3ИИ, Р: Х --+ у сюръек 

ТИВRО, если Р(Х)== У ОтоБР::tжение Р:Х --+ У П33ЫБпе'IСЯ UH'/,elL 

тивнъz..lt (иНU:lщисй), E'C,1I1 ПВ Р(х1 ) == Р(х2) слрдует Х1
== Х2' Т. е.

ИП'hеIЩIIJJ lJTO В3:1И110uдноща.чпuе отобра;ксние (vбра'l'l1WЙ Щ1ера 

тор p 1,ОДlНшо, )luiIte'I' пе бw'П, Ullределсн па ВСРМ У).

Ес!!и Р:Х У и!п,еI\JIIВIIlJ,  юръеI\1'ИВН(J и неирерывно R обе

стороны (Т. е, об<t OJ.;f'paTupa F I1 p lHeup pblDHW), '10 I'ОВ(JрЯТ.

что F  О,llео.lfОfJФи"f,1t Х на У В ТО)I сдучае, кurда сущеС'IПУСТ

fомео.llОрфИ3М Х на У, rов()рsи', ЧТО Х и У И.lttО,1 ОрфнbZ
Накопец, р: Х --+ у на3Ыn3f>тея .1.OK«.tbHbi!\f tОJlfеОAlОРФI!ЗJ<f.О.II, ес.JJИ

для любой иары х Е Х, у Е У та т.;о й , что р(х) =-=у, найдутсл OTltpbl 
тые окреСТПОtТИ V",c:X, Н'ус:У TO'le Х, у таlше, что суже.ние

F на УХ ес1Ь rоиеuморфтмV", на   !/':I,lЯ CJ1Y'I(\j р: пп--+;n.n

широко известны ДОСТilТОllные уrЛОБ!fН Д'J!:а,1Ьuоii I'О.llеОМО11ФНvсти,
состояшие в невырождеННUС'l'1I 1I<1ТР:ЩЫ Я:ItОUII F'(х) == [(/ J'1!дХ j].

5.5. I'лаll.кие отоf1раж ния и мноr'ообразия. П у ,"l'b Х с: лп

И Ус:В" ()'шрытысМНОiltества. Отuбрижение /<':Х..........у H3;jblBiI 

етс./l rлаДRИМ, если Аее частные НРОИ3ВU),НЫG (j"/j/iJXi, cjXj/, cy 

ществуют и непрерынны,

Отображение р: Х у ННЗЫRё1стrf! (/и(/irjjtо.lfор:fiЩlfu.lf, еС,lИ Р

rомеоморфизу и оба отобраа,еВIIЯ F и /<' I rJЯ.lIiИf'.

 lвожество Х с:лn па::Jываетс; 1.1 "),,, /1111,1.11 .IfHV1UOrJ Jla 

зием, если дл:я любой ., vЧКl1 Х ,\" M(J'ohIlU YJ;n: (t'l'h Оl;l,еспюсть
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У n х, !юторая ;шффеоиорфпа открытому MHOjR,eCTBY ис R"'. YCTa 

ноялсвие ;I.Иф Н ОИОРфИlмамежду и и v n х равносилт,во введе-

нию аараметризации области V n Х; ТО'I"И у Е v n х опиеЫRаются

взаимнu однтшачным и юаимно rлад,r.им uреобра:юванием

Yi""'Yj{Xp....xm), j l,.. п.

ПеремеННI,Jе Х1 "" Хт вазынаются .IО1iаЛtJНЫАНI координата.юс на

УПХ.
F,с.'IИ МНО;КРС'II10 Х с Нп ()ТliРЫТО, то R .)юбой ТОЧJ\,е х Е Х диф-

ференци:;.l о'/обрШltенпя р: Х Н1! ОIlI1l:'деляетсн TaJi:

]
. Р(х+ t1t) Р(х)
1111

t О t

ИЗI1ССТНО, ЧТО Д.JЛ r.1аДТiИХ отображепий ар" (М р' (х) 7z, rде

Р'(х) ==rUJi/IJXj] матрица Якоби

В uбщем случае r.iJадкоrо отображения F:X Yдифферен 
циа.1 (ПРОИЗRОДШIЯ) ОDреде lяется нееколько более сложно. Ес.'JИ

Х с пn

т-мерное мноrообра::lИе, 10 в каждой TO'IKe х Е Х BBO 

ДlIтrя касательная т'мерная UЛОСJiОС1'Ь, Rоторая наилучшим обра 
зом аlllJРОItсимирует Х Rб.lИЯИ .'(, IlараллеJIьпая ей UЛОСRОС'/'Ь Т",

ПjJОХОДffщая через нача.l0 h:ООрДИН<1Т, называеТСIi Кrlсаmелъным npo 

сmрfИtствО/lС lI!НОl'ообраflИЯ Х в точке х. Аннлоrичпо uпределню'fСН

касательные пространстоа Ту (у Е У). Еrли Р(Х)-=У' то Н8ИЛУЧ 

шан линейная аПlIрОRсимаЦИiI F в окрестности х отобрнжае'l' Тх

в т." и наЗhlвается uроизоодпой F 11 точке Х. ПовяпlO, что эта

ПРОИ3ВОДН:11I мощет быть яаllисана как матрица Якоби н локаль-

ных координатах.

П 'стьQm обозначает uолупроетравство

Q",==!xlx iXt... xmlERт, х};;?о}.

J{рае.и Qm назыоае1са uлоск:осТl> 10 ,Х пт 1cЕт.
:\Iножество ХС Rп Н8зывартсн 2ладl€u.l! т-Аleрпы'м ./I,ноиобра-

.1/!е./l! с 1'lJae. ес;)и JJ.Лн любоrо х Е Х можно УКllзать окрестность

J1 n Х диффео \10Рфную открытому множеству U n Qm полуирострац 
С'l'на Qrn. Край Х ;)1'0 множеСТRО тех точек из Х, которые lJОД

действием соответствующих диффеоморфизмов uереходнт в точки

ирая Qm, Например, крае)[ замкпутоrо тара является сфера, Сфе-
ра же (не нуль:мерная) .1lнтооб разuе без 'Края.

Касательные пространства Т% Д.'IН мноrообраэий с краем OHpe 

делаются так же. Даже если х точки края. Т% представляет co 

бой лт.

(lE'xa )
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Два отображении ро' F}: Х --+ у ha:-jываЮТ('J! 1./()(]/i'O tO.lf!JIJIOII 

ными, ес;1И существует rJадкое 010брвжение Н: Хх[о, 1] --+ у.

У.D:ОJ1.1еl'воряющее УС;IOIIИЮ (5,1), Отношеиие rлахкой rОМОТОIIНОСТИ

та же.в:В.IяеТСff 01FJОlllение)[ эквивалентности (хотя это и менее

очевидно. чем .Цfl неuрерывной rомотоиности).
5.6. Теорема СаР,1!. Пусть F'(x) обозначает UрОИ:1RОДНУЮ в

локальных к{)орди fI атах r,lЗ.D:коrо отображе вил р: Х --+ у мноrооб 

разиА одинаКОЕОЙ размерности.

Если detP'(x)-#О ('=0), то хЕХ называется }Jе у.IЯрНай(Kpи 

тU1ICCl.:oil) точ оitотображения F ==' Х --+ у ТО'1ка у Е У называеТСiI

РСlУ, ярны."" : Ha'(( H/(e.lt,еели ее uрообра:j F I(y)состоит ТО.НКО И:J

perY;l.iIpHblX TO'leK (п частности. еС.1И P }(y) IfУСТО). ОчеIIUД[IО.
если Х KOMuaKT, то lIрообраз .11060'1'0 реrуЛЯРПUl'О Jна'lения coc 

ТОИТ не более, чем И3 конечноrо числа точек

Теорема 5.1. J1IножеспuiO pcl.1/.lfljJHыx J/tI1/f/:п//tt о:нопраJIL'С'

fЩЯ Р: Х У всюду плотно в У.

Схема ДОl\аэательстпn. ДL>DОJJЬПО llpoc'ra, Мнufоо,>Р/t,JИС Х М()ЖUО

IlOI;PblTb сче'fНЫМ ы ношестпом окрестностей, I;&" AaJJ. И:J которых

диффеО1l0рфна QТКРЫТИ»У подмножеству из 11т. Далее /lOCT3'I'OIJHO

рассматривать отобра;r сниеа==рр:вm y(rде Р СООТilетствую 

щиП диффеоморфизн) ,(ишь на пекотором кубе С с лт со стороной
с. Разобьем: это'l' Jt)'б на Nm равных кубиков, ра:зд!'.'!и каждое

ребро на N равных частей. Д.1JИ любой пары т{)ч кхо' Х. лежа.

щих в одном из таких Rубиков,

а(х)==а'(хо) (x xo)+O(c/N).
Ес"и Хо flвляетсз критической точкой, т. е. detG'(xo)==O, 10 SICIIO,

что объем образа зтото куби:ка есть о (C/Nm). Если Teuepb k обо -

вачает число куБИКОD, содержащих Кl)итические ТОЧКИ, то С}'ММ:1р-
пыi1 объем образов таких f\)'биков есть Nk о (C/Nт), lll)И'lем :J;\ле-

домо k m.В пределе (при N......... со) liрИХОДИМ Jt вы ПОДУ () 'fOll,

что лебеrова :мера в У ыножества RРИПlческих значений равна

IIУДЮ, Т. е. множество РНУДЯlJПLlХ :Ш2.чени/:t ВСЮiП 1/;10THO в У .
Еми раэuерно(':rь мноrообра:НlЯ У равпа т и )ICHbllle размер-

ности Х. то реrу.lЯРНЫ})И назывзютс.я те точка х Е Х, в которых

paHr матрипы р'(х) p1tReH т.. ()lIредеJlение реrулярных значений

остаетсл прежним. Теорема 1. сохраняет (,И,lУ ДJlИ с учаяblR()rO 

образий Х, У ра3ЛИЧНЫ:1 равмерпостей.

5.7. Ориентация. Два баэиса {I:l"'" Сп} И (с; ,... е;, I IIростран-

ства R1! в&зываIOТСi[ одтЮh.'ово о риснтU/JOваНН/J/Щt, ес.'1И ('; == Йij!'j
..i.J

i
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11 det[ufll>O. В c.JY'lae det[/ljj]<:O rонuрят, ЧТО базисы 1IJlQти,O 

1I0//,ОЖНО ориентированы. Очевидн(), вс!' ба:ЗИI'Ы 11 [{п раСllндаютсЯ;

на два класеа ЭRвипядентп ых (" см ы ('.,1 е ориепт;щии) ба.:шсов, Лю 

бое Jlинейное HeBыpOiКДPHFlOe IIреuБР:iзuванис А: Л" ---+ лп

перево'

дит ИСХОДНЫЙ баЗIIС j С 1 : :'I} в некоторыЙ e }. В iJTOM

случае rоворит, что А СIНРЩlilСfll 0lJUСнтUЦU1О пр{)сmраНС1ll0'а, еСЛI1

detA>O; 1I.7.1IСН:  тО}JuсчтU/f,lI/f! 1l1lОстраllСi1l6а. ееJИ det А<б,.

11YCTb теuеръ Х с пп ('1!1Jзнuе r.lllДБое 11/ мерное .мноrообра 

эие. л.ЛН f:аrкдой 'lОЧБИ х Е Х существует окрестность Vх
С: Х и

днффеомоvфизм Р, отобраЖflющи!t V на OTKpЫTO UOAMHOilIecrBO 8

лт И.ll1 Qm С: вт. В Н" фИliсируем H(>KOT(;PYIO систему })()UIJдина'l'

со стаlIД8рТНЫМ оа3ПСО)i.

CI==-(I. О,. " 01, c2 10,], О,. :0.... о, ]}. (5.3)

Тем самы» фиксируется орI1еuтаЦII,( Н" Выбере:d I;t!CKe (JlUHa.Il) 

ные) ба:JИСЫ 11 каждом ь:аt.:ате,lЬНО:\l UрUСI'рЗlIС1Бе T:s;. В "lJCTnTO'lUO

ма.'JОЙ окрестности ТОЧКИ х диффео оr'l)ин[ р НUll ()ксимируеТСiI
.lИпейным отображ('нием (UРОИ8ВОДНОЙ) j-'(x), RО'J0lюе буде счи 
'1'8'I"Ь ilаI1исанным в виде матрицы в соответствующих КИОРДlIнатах.

Оllредс,шемых выбранными б&зис.НIИ, ЕСJlИ псе JlOKaJlbHble базисы

одинаково орлентированы С (5,3) и det })'(ХI >0 Д.JJЯ .чк,боru х Е X, 

мноrообра:ше Х НliЗЫВfiется ориеН'Iировапным.

ПОСКОЛЬКУ ВОСllри тие DОН'н'lИВ ориеН'l'ап.ии мноrоuбрRЯIIJf не-

реДI;О вызыняет затруднения, DОR'fОрИ:Ы ОliредеJlение, изменив 'lОЧ 

I,У зрении. Пусть uo нрежнему Л'" ориеnтиронапо базисuи (5,3),

;[(jКЯ.JII,ные же базисJ,J 1\ Т х lIОБа фНRеИIЮRn'l [, не будем, .Iиффео 
морфи:'!м Р И ПРОИ3RОДВУЮ 1"(х) БУllем ::IаUИСЫllа'!Ь в J;(,ордива.1ах

1I1JOстраИС'fва ВIl, 11 БОТОрОМ lJ:H'Ij(,Jlua.;('EO Х РаН!' М:J.1рицы р'(х)
равеп т и базис (5.т оня JJереподит бяэис

! р'(х) Сl' 1 '(х) Ст), (6.4)

RОТОрЫЙ Tellt'ph буд(>м Сlfита.ТI" .10ка,IЬВЫ 1 б.ШIСО.ll 11 Т"" Если все

базисы (5.4' ОДII наково ориеитиро ваны с БЯЗIJ С01l (5,3), м Horoo(jpa 

зпе Х называется ОРI1СПТИРОR3НПЫМ.

ТЯRИМ образом. lfТuбы мноrо06р,"зие Х бl>lЛО ориеnТИРУР}IО,

н СООХО,I{ИМО С.1еду /u щее YC.10'IUC СО1.нс,jва/tIJН. В 11 редела х I:UЛ-ДОЙ
о RреСТRОСТИ  .х со Х. взятой отдельности, ориен 1 а ЦIIИ U:-J.3I1COB

(5.4) бече,1011IIО CO!lIj8.13IOT JIpyr (' ,Ilруrои, Но в l1ереr.е1Jении JlНyx

таких оr;рееТlluстей действуlUТ два различных J1.иФФеОldорфизма, KO 

торыс n каждоn точке uорожда ют Дl1а различных O:l3I1C<l АИД!!. (5 4).
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Совпадение ориентаций последних обеспечивает ориентируемость
Х. Понятно, что любое ОТКрытое в Rn мноrообразие Х ориенти 

руемо, l10скодыtу все диффеоморфиз 1Ы можно взять тождествен-

JlЫ.ми,

ЕСJИ мноrообраэие Х имеет край, то ориентация Х (с 110-

мощью СОО'fвеТСТtlующеrо набора диффео.морфизмов) естествепн{)

порождает ориентацию края Х. Остановимсн на этО I более иод-

робlIО.
Пусть окрестности и, JfcX имеют Hellyc1'oe пересечение, и в

uпу имеются точки края Х. Пусть X1 ,..., Хт локалъныеKOOp 

,D;инаты в и. Yj'''' Уm Jlокальныекоординаты в V. в пересече-

нии и n V lIмеем Y/==Y/(I'l''''' хт), i==l,..., т; точки кран ОIIИ.

сываются УСJlовием Х} ==0 ИЛИ YI ==0 Из соотноmения Уl ==

-;= Ут(О, Х2 ".., Хт) ==0 вытекает

ОсУ).'.., Ут)
==

иУ} д(у...... Ут)

д(х.,..., Хт) их, д(х.,..., Xrr.)

N б дjY
.

l'....Yт»
O И

OYI >O,осltОЛЬКУ яко иан

д(хl"'" Хт) иХ!

д(У2'"'' Ут!>о.
д(Х2 ,.. , Хт)

то и ак06иан

6. ИНТУИТИВНО ПОМЕТРИЧЕСКАЯ КАРТИНА ТЕОРИИ

ВРАЩЕНИЯ

В этом uараrрафе дается иестроrое, но достаточно прозраllное

оuределение вращения векторвото 1l0ЛЛ. С помощью наr.'1НДНЫХ

rеОl4етрическ,их рассуждений ВЫВОДН1'('Н' OCHoBlIble свойства вра ще 

ния и ПРОСJlеживаются связи с uринциuами разрешимости урав-

нений.

Из.!ожение апеллирует к rеометричесltОЙ интуиции чи'rlf'те.1Я,

Интуитивные предстаВдения lJолеЗIIЫ во мноrих отноmениях. Как

праВIIЛО. они служа'! ПУ'l'еводной питью uри изучении upen'MeTa,

передка позволяют Rыдвиrать rИllо'rезы, подсказывают схемы C'l'po 

rих доказательств и uреДuсuреrаю'l' от ошибок (IIO случается, что

бывают ИСТОЧIIИ!ЮМ заблуждений), Выработка интуитивных opeд 
ставлений в 'Той или иной области обычно Becf>Ma трудоемкий.
процесс, но R конечном И'l'оrе aaTpa'l'bl с дихвой окуuаются,

6.1, ПредваритеЛЬНblе соображения. Если непрерывная фуНI, 
цин / задана на отрезке [а, Ь J и в l'раничных точках llРИН.iПlает
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:значения 1)a3HblX знаков, то ураВllение f(x)==O разрешимо на

{а, ь]. Обобщение этоrо результата на }Iноrомерный случаii один
ив оеновны х вопросов теории вращении векторных полей.

Пусть неuрерЫВL1ЫЙ омратор (отображеШ1е) F дейетвует в яn

{n;?:2), II вас интерееует вопрос о сущеС'l'[lооании реmенив: уран.
иения F(x) ==0 о неКОТОРОll Оlраuиченной оБJIliСТll Q. Дl)уrими сло 

»аИI1, мы интересуемся тем, lIринад;rежит ли О образу Q или нет,

Дейетвительно, еели О Е F(Q), '10 зто означает существование та-

кото x*EQ, что F(x ')==o,т. е. уравнение P(x)  oразрешимо в Q,

Ес;ти ответ на постзвденвый вопрос мы хотим получить в тер.

1IlfН8Х значений оператора F на rранпце Q, 10 рассуждать можво

а) /.J)

Рис. 1

'DрЮlерно Т81\. ПУС1"Ъ F(Q) обозначает поверхность. ЛRJJяюmуюси

обl1а:юм Q. Интуиция 1I0ДСRа:швает, что образ   .т. е. F(Q), за-

полняет об.18СТЬ (НО не обязатеJЬВО СОRuад;!.ет с ней), находящую-

ся внутри F(Q). Если при этом О .1ежит внутри F(Q), то О Е F(Q),
и задача ретена. На самом деле все не так lJpOCTO, и fлавнав:

трудноеть заключаетеsr R определении понятия "внутри". Напри-
мер, окружность при пекотором преобраsовапии F може'l' перейти
:iI sаJ\IКНУТУЮ кривую, изображенную на рис. 1а. Нетривиальность
ситуации здесь достаточно очевидва;'" Если же понятие "внутри"

· Если внутренность определить подходящим ДЛR нас образом [Т. е. так,

чтоGы образ F(Q) с необходнмостью заполнял внутренность F(.Q)), то точка А

на рис. 1з будет внутренней, а В нет. ВIIЗУМЬНО леrче оценить ситуацию,

изображенную на рис. Iб.
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не определено,  'o ИIlТУ,:ТИВЕыii вывод том, Ч'IО F(Q) знuолнпет

"внутренность" F( ),нряет ('МЫС.] (инrуиция обычно OCHOl'bl'

Ba.t"l'CS на совсеы IlptlClblX lIlJl!ыерах). Вы,онец, еС:IИ да",!, JTIJ

ТРУДUUС'J'и будут upeoДU,lPHbl, необходимо \:8;\ПИТ1 фОjJма.JИ3М, RuTO.

рый бы JI С.1 учае п > 2 ПО3IJOДВ.l оБходи'Iы ss бсз "чер ежей"

ПеречислеН:lые uреН.IIТСТllИII на набранном иУНI UОRfi:{ЫJliiЮ'J.

каRие именно вопросы ДО.JilLПЫ быть бодее l.ета,1ЫIО иродуманы,

и K Kстоит IIИДОИ:НlеПIiТЬ IjОiI;ХUД. Оставим эти проб.lеиы до сле'

ДУlUщеrо раздсла и рассмотрим lIUI,a 1J1)U('тейший СЛ)''1RЙ, ОUИРНIIСЬ

на следующее (врем нпое) 11 О НJI1l1 е "внутри",

РIJС. 2

Пусть о Е Q. ДurОТ;UIJИМСJ1, Ч'IО i:J (JM случае 'IUЧНа. О лсжит

внутри Q. А теперь скажем, что О .lеЖI1'l' ни УТРIJ !lонерХRОСТИ 1',

f'С.IIИ мы можем, пеuреlJЫВИО )!.еформирун r, совместить ее с  l,и

при этой дефuрмаЦ!lll не заДСIНlеы точку О (Т. е. дефUjJИllруеиа.u:
поверхность 11 u роцессе ,дефОР)Н!ЦИ1f Ее пересекает точку О), Бо 

Jlее Toro. npll 1'акой деформаnии различные ТОЧКИ иа l' дщщны

переходить в раз.'1ичные 'rUЧКlI из Q (11 то же времв I\зж,дая точна

., Более 'roro, даже u простеЙШб! случае, коrда !1 сфера" F оставляет

.Q на месте, такой вывод Н ТР"Вlt ЛЬИЫЙТОПО,10rический факт, раuноскльный

теореме Брауэра И.1" утверждению о нестяrиваемости сферы.
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саМОilересрчеНИ!f l' м()жет перрходпть R ря ныеТОЧIШ Щ. ЭIО ,,01I 

ределепие" 1I0JH':1I1O UРОДУИ8ТЬ па неСКОJlЬКИХ [toнкретпых "риме-

рах. Сначяла ;!I:JlH uоперхноr,'IE Й Q тиuа сферы R==ix! ;Ixl!==1!, а

ватем ДJJЯ UO.lee СЛОЖНЫХ JlоверхностеА. не оrрапичиваась ЛЮIlЪ

П.ЮСI\ЮI случае» (..а1\ на рис. 2),

Итак, чтобы УС'lановить. '1'1'0 О лежит пнутри Ft i),;lос аточно
деформиропать указанным сuособом F( l)на   ,В lIроЩ'ссе 'lакой

деформаПI1И );аждаа: 'lоч);а F(x) Е E(Q) ОUИСЫВGет некоторую траек-

торию, заканчивающуroся на   .Допу("rI1М, дефОР]lаЩIЮ удается иp 

rанивова'l'Ь так, ч")о концами каждоil 'lр еКТОрlIИ яв:шется вара

точек х Е  Jи: Р(х) Е F ( 2). Эта деформация оuИСЫRнеТСiI пеF.UТО 

ры:м неllрерывпым отображением H:Q <lO,]J Ilп,удов.IеТRОр.!lЮ 
ЩЮI услови.в:м

ll(x,O)::::F(x), Н(х, l) x,

,.. е. Н(х, ") неRырошденпзл rо:мотоuия от 1:' к ТОЖ.lествеННGМУ

отображению Е:  i Q.УС'lопие невырождеННОСТlI НС", 1") f: о

обеСllечипаетrн Te:ll, что по Dре.а:IIО.lОЖf>НИЮ, дефnршщия HP заде.

вает точку О,

Итан, еслИ' еущеСТllует отображение Н(х. ') с оuисанвыми

СIIОЙСТllами, 'JO уравпение Р(Х) ==0 разрешимо 1\ Q. Hallp>'lMep. J\or-

да uри любо» х Е fl векторы х и F(x) не ваuравлены вротпв()uо 

ложно, 1\ I;ачеС'l"Rе Н(х, -:) :МОЖНО H3JITI,

Н(х, .)==1"х+(I   ")Р(х). (6,1 )

НеlIрU'l'ИВОllоло.тнан на U]laB.ileHHOCТb х и Р(х) :щесь I'а])з нтируе,.-.
н еDЫрОiIf,Депнос'l'Ь Il (Х:, -:):::f О, т. е. Дf'фОрllа ция (2.]) не llepece.

кает ТUЧКУ О. СлеДОRательно, веuро")иnоuо ожнанпаllраR енностъ

векторон х и F(x) при любом х Е Q обесuе')llвает pa:ipemIlMocrь

ураннеПИII F(x) '=' О, Отсюда БУКВIIЛЬНО D неСКОJlЬКО строчек мnжно

выnес'l'И теорему БраУjра и ряд ДРYI'ИХ теорем о ра:i}JеlllИМОСТИ

уравнений, ')ТО будет С.1.елано дадее,

}{ожет RСТ[1еТИТЬСII таr.же иной тиu деформаций: концы каiКАОЙ

-траектории (см, I\ыше) IIредстаВ.IЯЮ1' собой иару точеlt Р(.\:) F(Q)
и  .(AxЕ Q, rде А  дине!iноеиевыро;кдепное uреобрааОlJаllие, (z.. > О.

В случае det А < О это cooTlleTCTBy "r случаю, I\оrда []оиерхпоет!, Q

отображением F как бы Rыворачивае'i,са наil:lпав:I:У.

ИСUОДЬ30llаНllое определение U(jиатип "внутри" ИСJi.lючнет ив



:раССlllО1рения иножеСl1Ю ситуаций, в IiИОрЫХ указаншш дефоры1  
ПИЯ nеР.озмож.ва, а уравнение F(x)== о 'lеи не менее разреШIIМО,

HallplIMep, в случае Q == S IIоверхвость F(S), будучи деформиро-
тl.Ha на 5, а llOTOM растлнута 110 S (раЗfдаживаниеи, раст.ажснием

СfiлаДОR), может О!lУ'lывать S неСRОЛЪRО раз (а Ее один раз, .как н

раССМО1ренных выше случаях), Число этих Оltутываний является

абсолютным значением вращения BeRTopHoro пола F(x) па S. Знав

вращения (+ или  .)оuредедяетсл сохранением ИЛИ изменением

ориентации llонерхпости (выворачипанием наИЗflаНIiУ), В ситуа 

ции, IliJображенной на рис. 3а, ЧИСJО ОRутываНl1Й равно 2, на рис.

36 1, а на рис. 3в ну лю.

а) /i)

tz'.(S
\

.J j

В)

Рис. 3

6.2. Вращение BeKTopHoro ПОЛЯ, В предыдущем разделе мы

ДОIJО;JЬНО б.IИЗ!lО uодоmли DОIIЯТИЮ Dращеl:lИЯ BeBTopHoro поля,

но для ДОС'fижевия ясности и уrлубления Dредставлений необхо-

ДИМЫ доu()лнительные усилия. Здесь мы не будем занимзтьс.а раз-

lJешимостью уравнений, а все внимание СRонцеНТРИРJЮJ на onpe 

де,IеНIJИ вращения векторпоrо ПО.1Я. верн увmись It исходным по-

ЮIДJlЮ1 II ОТЮJэавmись от llРИНЯТЫХ допущений.

П 'стьQ неRоторал оrраничевная область R Rп. а F(Q)  об 

раэ ее rраницы. ПредllОЛО.жии попа, 'J10 поверхность F(Q) связ 
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нить следующее. ТО, ЧТО траница Q любой области Л8лпеТСIi ДВj. 

сторон ней lJоверхнuстью очевидно. ДЛН ,побой же lJоверхности 1"

rарантирова ьналичие двух сторон нелъзн, Есть lJоверхности oд 

носторонние (лист  fебиуса, БУТЫJlRа Л,лейна). Однако neDpepblB 

ВЫЙ "веСJlИUIIIИПСЯ" образ р(ф двусторонней liuверхнос1И Q lJO-

верхность  вустороннл .
Возьме.м. '1ellepb lJРОИ3ВО.аьный луч l (выходящий И3 нули). ко-

торый "upoTblRae'J'" поверхность F(Q), но виrде ее не касается.

На рис. 4 ЭТО&lУ условию удовлетворяют лучи ll' lэ. l4; JlУЧ l2 Ka 

сается p( !)в точке А. Пусть этот луч upoTWRaeT поверхность

Еф) R 'IO'lR3X х] ,... х". ЕС.1И В х' .пуч протыкает F(Q) изнутри,
1I0JlОjКИМ E(X i)== 1, в IJрОТИВНОII случае E(Xi )==  1.На рис. 4 Е(С)== 1,.

E(В)== 1,

Рис.СМU1'РИi\1 величину

от == e;(xi ).
i

(6.2)

Если хj 'l'uчкасамопересечени.ll F(Q), то в (6, ) Она дает два сла 

таемых
*

Понаже.м.. Ч'IО Б(п не зависит от 1.

Очевидно, llрИ достаточно м:ных шевеленил:х Jlуча l величина

от не менветсн, е. фУНJЩИЛ: 15(1) лuк.ально постоянна. И"иене-

нми  ожн()ожидзн, если нри повороте JlУЧ пересекает точку ка-

сания, Например, на рис, 4 при повороте луча против часовой

СТрl:'ЛRИ из LIодожени.н 71 в UОJlOжение 1] КрИТИ'1еСRИМ положением

.явллется l2' НО DОНЯТНО. чтО при "ТОМ JI Оltрестности точки K ca 

НЮI UUЛВJIНIOТС.в: (или исчезают) оБЯВilтельпо две точки а, Ь, в ltO-

торых ЛУ'I протыкает F(Q), причем E(a)+e;(h)==O. Так ЧТО 5(1)
деЙСТПИ'J'ельно не ааRIIСИТ от l.

Если F(Q) имеет ,,4'ЛИllшиесяfj У'18СТКИ, то все uиае'IСЯ lЮ'

прежнем.у H дo.:IИIIIЬ счита1Ь, Ч'IО в х; луч 1 "npoTWRaeT
u

F(Q)
CTO..JbK() p1\: , ('КОЛЬКО В оr.реС1НОСТИ х; .СJlИШIОСЬ" СЛОfВ В поверх 

нос rи F(Q),
Общnя ДJЛ всех ДОUУСТИ)IЫХ 1 ве,IИ'lина 15 и есть, с ТО'lностыо

до знака. вращение BeKTopHoro 1I0JlЛ: F на   .ПОНЯТНО, что знак

В зависит o'r тото, какую сторону F(Q) мы назовем ВRеmней. A.K 

1\.н)атное опредедение внешней стороны поверхности CBH aHOс He 

· Точнее, k ("лаrае IЫХ,если через Х' поверхность Р(п) ПРОХОДИТ k раз.
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обходимостыо HeC[,O.]bIto rрО1l03ДКИХ построений. Но по сущеС1'ВУ

в теории нращ нияможно обойтись беэ TaKoro определения. Д.а.а
теории ВРащения важно найти иное: возможность соrласоnави.а

Внешних стороп F(Q) в том с.тучае, Rоrда rраНИЦR  . имеет H -

сколько компонент свяаности, а также возможность соrдасовзни.в

внешних сторон IIН3ЛИЧНЫХ поверхностей F( 2i) при O)[HOBpeMeH 
нои рассмотрении НРСКО.1ЬRИХ об,]зстей  !i,rраницы ноторых имеют

общие уч:t("rки. ОЛ:Я(l[{О подобное соrласование возможно без апри'

opHoro ОlJjlf>деJfеНI1Я Rнешней стороны, Остановимся на этuм вод'

робllее,

Пусть   l11 Q2 оrР3IJИчевные области с общю[ участком rpa-

ВИЦЫ Ql n  2:.: 1'. Внешнюю сторону I'раниды .lюбuй области ДОI'О-

RОрИ.ilСН выбирап оБЫЧПЫJ4 обра:ю». Фиксируем теперь внешнюю

сторопу F(Ql)' Э ro Оllредезнет ваешнюю сrороиу (ориентацию)
учасritа ПОВGрХНОС'1'И F(r), ЕСJIИ Qt наХОДИl'са ио друrую С'l'орону

r (ио 'ry же сторону 1'), поччивmуюсн ориентаЩflО F(r) меннем

на ПjЮТИВОIIОЛОж.ную (сохранаем), По.'lучР.ннаа в pe:IYHTa'!'e новая

ориентация F(r) Оllределsет ориеНТ[ЩIlIO (внешнюю С10рОНУ) F( 22)'
При болы[IOМ числе областей внешние стороны опреде,lЯroтс.а ава-

.доrи'[но (ИНДУК1'ИRНЫМ lIрОДОЛJRением оuисзнноrо процесса),

f:сли об!НlСТЬ  Jимеет несвязную rраниду, то Q можно пред 

ставить в виде объединения

Q==iпt U  11
i

неuересекающихса об.тrзстей Qi СО свл:шыми rр<tницами. Затем с

;lJОМОЩЬЮ УRаззнво овыше способа соrласоnаниs ориентаций мож 

но определить внешпие стороны всех компонент свя:\Ности F(Q) ,

Тем самым nеЛИ'lИна 0(1) определ.ветса дл.в uроизвольных оБJ1ас.

тей Q.

Соrласuвание ориентаций полезно нроеледить на раде нриме-

роп. Вообще rопорн, длн УI\ззанноrо СJlособа соrдасования ориеа.

Т:Щий на,],О БЫ.1U бы устаНОIШТЬ lюрректность, но она достаТОI!НО

Qqеuндна JJO крайаей мере в тех простых ситуациях, которые

обычно Dщн шаютR IIраКlичеСI{ИХ :Iадачах.

Остановнмсн теперь коротко Н:! более C1'poroM оuределении

внешней стороны \jОRерхности F(  ).ЭТО,QlIрt'деJlение менее Har.

,ЛЯДаu, но БО!lее удобнu. Оно однознаЧIlО 01Jределяет внешнюю СТО-
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РОВУ [а значит И величину 15т], избаВ.1ЛН от необходимости cor,la 

сования ориентаций *.

Снаqала заметим, что неЛИ1Jина типа Зm не меняется, при дос-

TaTO'lHO ыа"ых изменениях rраВIIЦЫ Q и оператора F. IIоэ'l'ОИУ

без оrраничення оБЩIIОСТИ  AИ Р будем uредuолаrать l'лаДКШ1li

(В 11 РО1'IIВНОМ сл учае можно lJе}Jейти к l'ла,ДI\lШ аllllРОК(:И »ациям.).

Введем на Q локальные Iiоординаты, и в IiаЖ}1:0Й точке r';:: Q .'10 

КIIЛЬВЫЙ базис

{ер el"'" е,,} (6.3)

выберем так, чтобы нектор Сl бы;] BaupaB.1en ио нпеJDне/i H()p)la 

ди, а вею'оры Cz... Сп дежа.1И в каса1'е.IЬRО I uростраиствс Тх.

НОрМ3.'1ь К П()RеРХRОСТИ F(Q) n точке FIX) rrа:ювем внешней,

еСJIИ базис

{e ,е;,..., e \="le: р'(Х)С.,... Р'(х) С,,} (6.4)

одинаково ориентирова""н с ба::!исом (Н.3), Rонечно. (6.4) ЯВ.метсн

базисом, если det р'(х) /; О. Но uo теореме Сарда множеСТRО ре-

rулярных :! вачt' RНЙ у Е F(  )П JO"IНО В F(Q), та]; что ОllределеR 
ная выше JlнеlllНЯН нормааь существует uuчти во всех 'fочках.

у Е рф). )fожпо 1I0liазать. что все т-зкие нормали находятся по

одн)? стиронУ uов рхностиF(Q), т, е. однозначно определяют виеm.

нюю сторону F(Q),
F:rли внешняя сторона F(Q) Оllределена ЮlеНllО так, то общая

ДJJЯ всех доuуе'1'ИМЫХ l веjJИ'1ина 15т наЗЫJlаетr.я вращеНИЕ\М BeK 

'IopHoro uоля F па Q и обо;шачаеТСJ1 y(F, Q).
6.3. Основные свойства вращения. Несмотрл на неСi\ОЛl,КО

леrRО lысленныйзаrоловок пара.rрафа, ниже даются точные фор-'
мулирОВRИ ряда важных теорем, Что касаеТСil дuказательств, '1'0

их C'1pOrOC1'b COU'I']]!!TCTByer уровню строrости определения Bpa 

щения.

О'1евидво, величина 0(1), а значит и у(р, Q), не меняется при

:малых измепениях (деформациях) как оператора F, 'raK и rрани'

цы  }, Это обстонтельс'lВО позволяе'l' :lerKo установить справеДJlИ 

BCJCTb следу lOmero результата.

· КОНЕЧНО, это объясняется тем, что трудностн переносятся из одноrо

места в друrое. Удо'5ства в оl')ращенни HeKOToporo опредеЛЕНИЯ обычно опла-

ливаю'fСЯ неудобствами при доказательстве ero корректности.
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Т е о 1) е  [a6.1. To.1!oтoJlHыc eeKтopHbI/J 110.1Я U.\lсюm о()uJ.tаковые

/J}JCtщенил.

До R а 3 а т е л 1, (' Т по тривиа.1ЬНО. rомотоuичеСliПЙ мост Н(х, ,)-==
== P (x)в сиду непрерЫППОС'JИ 1l по СОJЮIi.УIlНОСТП lIерРменвых и

КОМПа1t1НОСТИ cerbleH'J'1I [О. J] дает вовможност[, представить Llepf\'

ХОД (JT Н(х, о)=-Ро(х) It Н(х, 1)==Fj(x) в ВИД конечной lJОС,i[едо 

вателънuсти малых деформаанй. .

Нet.;bluTJ!J1 не элемент" рн ы й X1I.paKTt'p UрИНf'деПНUI'О утперждения,

0110 И1'V<lе1' чре:шычаi!но вашнуlU роль, lJl)СКОЛЬКУ С."УЖИТ OCHOB 

ным lJHC'JpYMeHTO.ll для вычисления. вращения веь:торных lJолей.

Теорема 0.1 liuiШОЛJIе'l' uереходитъ с uо.м.ощыu rОМОТОПИII от изу 

чаемых lJо.nей к БОJlf.е lJPOCTblM, чнсто стандартным, BpaтeНlH KO 

торых известно.

В спнзи с теоремоИ: 6.1 заl,ОНОl1ерн() возчикнет !Зопрос о eиpa 

fЮДЛl1lЮСТИ обратноrо утверждения, 06азательно .IИ rU!fOTOHHhI lltJ.1Я

с ОДllНаковым ВV:lщением? В ООЩСU С,lучае <11'0 не т,н,. Ес.1И же

 l тар, I1UЛОЖИ1'еЛЫIЫЙ ответ на uоставлевныfi вопрос дает ;jЯII 

мен И'НIЯ 1'eOlJeMa Хопфа.

Теорема 6.<? НС/J'Ьzрожденные на не1соторой сфеlJе пpocт 

ран.ствп ЛN (113 2) векторные nО.1Я с одиНlIIсовым dращсние.ll 10'

.чото1/,НЫ, .

При да.1ЬлеЙШ )l И3ДОiliРНИИ ОСНОВНЫХ реЧ.1Ьтатов Э1' те(,реуа

ни rде не ИСJlО.lьзуетс.я, Поэтому м ы не остава ВЛJJваеМСJi на дока.

:зательстве, которое AOBO;JhHO сдожно.

r()МО'fО[lический lIe1JcxoA 0'1' Fo К BeK'fopHOMY полю Fl деФоr 

мирует lJоперхпос'fЬ Fo(Q) R F 1 (Q). Деформация поверхности Po(Q)
может осуществляться, О)l.пако, не ТО.1ЬКО 311 счет изменения ()пе 

ратора 'Ро, АО И за C'Ie'l' изменения области Q. Пак бы дефприа 

ЦНН Пlf I1}ЮИСХОДИ:13, дли сохранения вели'lИНЫ вращения сущеr.т-

венпо лишь, '11'обы деформируемая поверхнuсть не I1epeC Ka.1a'fоч-

:ку О. Сформудируем это утверждение бодер точно. Пусть Q"tI
't Е [о, l] описывает непрерыпный uереход от области Qo к   1'
Резу.П>'JIfРУЮЩУЮ деформацию F"t(Q'-с) НЩЮRеи Н ВЫРОiftденной,ес. И

р\(х):! о IlрИ дюбых "'" Е [о, 1]. х Е Q..

'f е о 11 е м а 6.3. Пусть дефо р ,wация F. (Q-c) невы рождена. Тoz 

iJa У(Ро '  io)-=='{(Рl'  jl)' .
Это иростое обобщение теоремы 2.1 ивоrда оказывается полез-

ВЫИ, позволяя при вычислении вращени:я переIОДИ'l'Ь не только I:\

более .nростому полю, БО И R более простой области.
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Те u J> е ld а а.4. Пусть I/CKтOpHoe tl О.! С F OIlреrJелсно и Hl'tibl'

pOJICf)eHO на  ртt/щахo6Jlacтcu Q, Qt,..., Qm, 'пpи'(.e.  оБJlасrпи Qj
и (,..., 111)  :01lapHO не 1lересс/,аllJтся  ! U   .Тиr)tI,

j

m

y(F, Q) y(F, Qj)'
j=l

(6.5)

д f) к а;] а т е.1 ь с т JI О. I!blOf'jlCM ,IУЧ 1, ДОIlУСТИМЫЙ <,днопремеНАО
)1;/111 всех областей, т, е. не касающиifся ни ОДНОЙ из поверхностей

F(Q), F\ Jl)"" F(Qт). Через Oj(l) обозначим веЛlНИНУ ТИIJа (<'>.2)

ддя C,1Y'Iall поверхности F(Qj)' Нам необходимо JiокаЗ<i'/Ь, [/то

o(l)  Oil). (6,6)
j

НО ЭТи :I)1(ТII очеВИ1l:НО. Л,е!!стпительно, "усть F(x) =' /!, Z Е 1, а х

ПрURЯ,'J;.1еЖII'l' llересечепию rрапиц Qi П Qh. Т, е, в точке z луч l

uротык&еl' как llовеРХRОСп. F(Q'i), TaJt и F(Q/t). В "1\>.11 С.LYчае co 

вертевво очевидно, [ПО одну IIЗ IJоверхностей F( ji)' F(!jh) луч 1

протыкает изнутри, а ДРуl'УlU IIзвне, lIо,п0МУ lJр.и J1ЫЧИСДСИИИ

суммы (6.6) по фUр:ИУ.1е (6. псе слаrаемые lИlJa s(x i ), rде точки

Xi ле;-к<tr на попарных пересеqеuилх rрзниц Q'j, щщимнu CUl\paTJlT-

СЛ, ОL"13ИУ'fСJl J/ИJI1Ь те с.аэrае ыеs(xi), liOTopble в ср:ме ;!IK pa:i

опреде,IНЮТ вели'IИНУ 3(О. .

БУ.J:Си rоворить, Ч'fО вевырожденное на  l 1I0ле F nIJIJYCKaeT

наnравлсние, е,.1!1 Р' х) =t л/I .:ця всех х Е Q, 1, > о и lIeI;OToporo

HeHy.IeRoro h Е пп
.

т с 1. Р е м а 6.5. Есл.и аехторное I1'МС F на  ltiЬЩУС"'" 1п I/a/l, 

pa<l.ICltltf.:. то y(F,  AJ rJ.

Для докаа&'l'е.1ЬСТВ3 до('.таточqо R l>:a'leCTRe 1 R:JЯТЬ J/ уч. 3Н)l:ивае-

..мый ВРКТОрОМ 1/
Т'=' {х 1 X==i/I., O !< с.с, 1,

TorJ;t n сумме (6.:!) II 

Т е о р е м а П'I"ть

.мыкаНItII Q об.Иf"n!t  l,

у(Р.  )==o.
Разu6ъеи Q на I_оне'lное ЧИС.ТfI :Iауыкаuии Q) непересскаЮЩIII 

са об..астей Qj H&CTOJ.bIi.O МilJlЫХ i/,lIaMeTpOB, 'ITO все яекторы F(x)

 ]

IНI 1J,J:11Ul'O HeHy.l JjOl'O СЛill'i1еМОJ'О.

ffe/('пopiiO( поле}' невЫ1Ю3lс/)ено на .1а-

F(x) :! о п}11! .IIJJiio.1t х (   ,Т"и)а



на каждом Qj друr с друrом составляют острый )то.1. В зтом ('лу 

чае па fiзждоi1 rr:1нице Qj поде F заведомо BbllJycr;aeT неrюторое

наuраВ.н'ние. Позтому (1eOpe1J3 6.5) псе y(F, Qj)==O, и 110 Teope 

не 6,4 у(Р,  l)==O..

Из теОРt:ИЫ 6.Б пемеДJенио выте"ает следующий фупдамента.llЬ 
ВЫЙ результат.

т е о р е м а 6.7. Ес.щ у (Р, Q):f о, то существ!lет точка

х* Е   ,в /.ото рой р(х*) ==0, m. е. ураtJНClше Р(х) О jJaЗРI;I/lщtQ в Q..
Таким обрююм, .1Iюбая теорема об отличии: от нуля вращени,fl

J6иорноrо IJ'iJШ F может расцсниваться кат; принцип существо-

BalНlH решеlJ ин уравненил F(x) =.с О.

т с о р е м а 6.8, Пусть хо Е Q и l"(х) ==х хо ' Тон)а у( F, Q) 1.
Рассмотрим снача.nа СJ1У1Jяii Хо==О, т е, F 'lождеСТDеоное

uтображение, lIусть .1УЧ l пиrде не I;асаеrся Q, О'lеви;r;во, в иер-

вый раз луч 1 UРОТЫКЗСТ Q изнутри, flaH')1 извне, потом снова

изнутри и т Д. II()с.nе)l.lIl1 р зl Dl>отыпзет Q I1iIНУТРИ, Поэтому

по формре (2.2) IJО;Jучаем: 0(1)==], т. с. у(Р, Q)=c 1. В с.nучае

xa:f о обр з Q предстаВ.1лет собой параЛ.lеЛf,НЫЙ иеренос Q, при

Ж,ОТОРОМ точка О lJопадае'r в[] утри Q, Такие же рассужденил сно-

В!! дают у(Р,   )1, 11

Объедин ни теорем 6.7, 6.8 n НСIlО.1\ЬЗ0вание РIl3ЛИ'IUЫХ rOMO 

ТОlJических liеIJ ХОД()11 Щ>ИВОiI.ИТ It сt)рии IJРОСТЫХ (НО неТрИl:lиа.llЬ 

вых IJO сушеству) пIJl1ПЦИUuВ разрешимости УРЯElневий. Эти воп-

росы будут рассмотрены о СJедующе.м: uuраrрафе.

ОстаНОВИllСН на uбобщении теоремы (;,4. Если учесть утверж 
денне теоре мы 6.6" то станur.итсл 3CIIU, что равенство (6,5) сохра-

llяетса без uредuодuжеНИIf == u Qj , но ирll усдовии вевырождев 
i

ности ПО,lЯ Р на Q"'- U  2j. Пi l',IIU.lОжение конечности чис.nа об-
i

.nаетей Qi Tar;;{«(' не сущестnеНliО. ВОТ точнал формулировка СООТ"

веТСТВУЮlпеru результата

TeOp \1f 6,9. П.'lС/Щ вf?ктОрНОе nO.lc F опредед.ено и 1Ie8bl 

00

рож')сно на Q " u  lj приче,и и6. acтиQj попарно не 1lересеКают 
j = 1

,С1l и Асжат tJ Q. To дaIJращения r(F, Qj) отличны от Н!IАЛ Аищь

.n }/1! 1(OHe'tHO.'I '(иСАе UЖ)СI,СО6 j "

(j В, Опойцев. Т. Хур()Дзе  I



""

y(F. Q) == у(Р. Q}.) .
.-.-

i l

6,4. Вращение .'lинеЙНОI'О поля. Пусть А линеIiное HeBЫ 

рожденное преобrЗЗОВ3НIIе и О Е Q. Возьием открытый шар В Ha 

СТОЛ RО IалоrоIЩIШуса, что B cQ, ПО('!\()JlТоу Ilоле А невырождено

па 9."-. в, то *

"[(А, Q"-.B)==O. Поэтому

у(А, (lj==oy(A, .in+y(A,   ",т==oy(A.В).

Образ АВ Сфf'ры В 1'aI,же яRлнется сферой, но в друrой HOp 
ме, Следовател ьно, .lюбой луч l протыкает поверхность АВ ровно.

ОДИН рнз, откуда 1'((..1, Q)I==l,
Чтобы определить 3HliR вращения, необходимо liроследитъ за

ориентацией ilоверХПОСТlI .AQ. llус'fЬ 1 e1 ".., еп I JlОК3J1ЪНЫЙ ба 

эис в точке х Е В, Кзх было Ol'OBOpeHo выше, DeRTopbl е2 ,"" I: n

расположены в RаС8телъuом простраНС'J пе l'х' а еl наuраВЛРII lJO

:внешнеil нормали, Если det..t1 >0, то в JiзчееТЕе .'1()иа.'lъпоrо ба3(1 

са в точке Ахс: АВ можно Б3ЯТЬ**

{е;'..'. e }=o{Ael'...,Аеn ),

который в СИДУ det А>О будет uдинакuво ориен'rирован с исход 

выи. Таким образом, R случае det ...1>0 ,][()бой лу'l ПРОТЫRает по-
. .

верхность АВ и:шутри, ОТRуда у(А, щ== 1, Если же det А < О, то

в качеСТRе локаJIf,нОrо ба'1иса п Ах Е АВ МОiftпо МЯТЬ

{е;,.. c }=={ Ael'AelJ'.' .Аеn ).

Поверхность АВ при :но \1 ориентируеН'н так, что .Dюбой луч ее

будет ПРО'l'ыкя.ть И1Rfl(', В резy;rьтнте у(.4.,  2)== 1.

Теорема 6,10, Пусть А  .1/1/(c/iHoe НС!J'Ы1JOждею оеиреопlЮ 
зование tt О Е Q, Тоъдlt

у(А,  1)== sigll det А. . (6,7)

6.5. ФОРМ!lльные схемы ОflредеJlеН;fЯ вращения. Наиболее

простой (НО заl'U и YeHl'C н:tr,1iIДНЫй) способ RRедения пра щеJlНЛ

аRсиоматичеСRИИ. Ес.ш утверждения TeopC 1 1),1, 6,8,:.П IIР, нить

'" Наряду ,(F, О)  lbI ИСllО,lьзуе'l-l ЭКВl1валеllТlЮС :)БOJНJчеllне i'iF, !1).
*010 Вектор е; не обязателыlо дошкен быть наПР В.1('!I r.u ВllеillllеЙ НОРМ1I.1II,

rлавное, ЧТобы он БЫJ1 118праВ,lеll по внеlUI1ЮIO СТ"рОIlУ'
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аа аксиомы, ТО эти 'Ipll  вuйствасдвоsначно оuррде.1ЯЮТ деЛОЧIIС'

lеsвую хараIИ"еристику "((Р  2)(см. М. А. ЕраrвосеЛЬСIillП, П. lI,

В:.брейко [1]. Цаi1длер PJ),

Для тех, кто  BaKOMс uопя'\ием С" еllени отображения (деталь-
ВО изу чаемы м n л !Обо}! :курсе алrебраичесlCОЙ 'Jоuолоrии), доста-

тОЧНО С'каlать, что вращение yeF. Q) eCTr, степень отображения

G (х) == Р(х)/11 РIXJ '! (6.8)
rlJавицы  1в единичную сферу В.

Определение степени отображения в алrебрничесной тоuолоrии

'l'рtiДИЦИОНВ:u uцираС'I'СЯ на сеvиlO саециа.1ьqы:<. liОНЯТИЙ (СИМШlек.

СЫ, hо .шllеRСЫ, ориен l'ации, цеllИ, ЦИI{Лru, rОмолоrии и '1'. д.), Изу-
чение 31'01 понатой с еДИНС1венной целью Оl.!ладеНIIЯ аuпаратов

'leO[HB! стеuени отображения едва ли оправдано, 110 краi!ней мере

не обязательно. С тем же УСllехом здесь uorYT быть исноль:ювавы

I1ростые нумеРЩИОНЛЫА соображении (М. А. FiраспосеЛЬСRИЙ [2])
'j'ИlIа тех, которые обычно Прllменяю'l'СЯ в доказательстве леммы

IПuернера. Д.1Я 'IитатеЛil с техн ичеСRИМ о бра ОRавиеи, по видимо'

иу, наиболее преДl10'Iтителъны аналитические способы определения

C.Tp.lIeHfI отобрал;,еНIiI!. ОстаНОВИIIСЯ на cxe)Ue ОДRоrо из Т:ШIIХ ClIO-

собов.

lIYCTh да начала отображение (5,5) и rрапица Q rла,ll,Rие.

Введем на Q локалr,НfJе системы коорlШН ат, дополнив IIХ дО ло.

хальных систем координат в ЛN определением первой координаты

точки в R
п

по внешней нормали к Q, lJричем эти системы выбе 

рем одипаr':ово О{lиептированными с основной СlfСТ('Ы()Й Itоординат

в Rn ТаЮIС Ж лок'а.'Jьные системы координат пведем на единиq 

BOU сфере S==(x!llx:I==L}, преДUОJlаrая !Ixl:==(x, X)1/1. ЧерезG'(х)
будем обозна'Iать матрицу Якоби (в соответствующих :IOKa.1ЪHЫ 

Еоорди:натах) отображения G: Q --+ S в точке х Е Q,

ОоредеЛIIМ теllерь ДЛЯ perYJ1JlpHblx значений у Е S величину

deg (а, у) == sign det G'(x),
xEa ](y)

ЛеrRО видеть, что ве;Iичина deg (G, у) конечна (так хак компакт-

ный прообраз реrул.ярноrо значении состоит не более чем из KO 

нечноrо ЧИСЛR 'l'очек) и локально иосто.апна как функция у, про-

беrающеrо множество S peryдapablx значений (которое по тео-

реме Сарда ШlOтно в В). Более Toro, можно Dоказать, что deg (G, у)
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вообще не 311ВИСИТ от yES, е. (Teg(U. y)=cdegG. Э1а веЛIl'JИ 

на и Elа:;ывается С1'еllенью rД2дt;оrо отображения С: f. S, ДЛЯ

определения стеlJени отобрюпения с: Q ---+ S В общем случае (без

предположений о r.IJ:a)l,F\o С1'и) необходимо В3.111'Ь дост&точно точные

rладкие аllllРОIiСИИIJ.ЦIIИ G1 и Ql (G1
: Ql ---+ S) и ПОЛОЖИТЬ deg а==

== deg а1
,

Нетрудно 3i1метить, что таRОЙ способ введения врr.щеnи.ll до-

ВОЛЬНО БJПIзоr( 1\ Оllисанному в разде.;IС 6,2.

УпражнеНIIЯ.
6.1. Если F(x) x XO'rAe хо "п,то y(F, !2>==0.
6.2. Еслн направления из некоторой окрестности НDПРВЛНI"" векторнее

поле F на [2 прниимает один единстве НIlыlr раз, то I y(F, i!) I 1.

6.3. Если направления из иекоторой окрестнсстн 'j'8BJ:CI.!, вскторнсе

поле F на принимает иечетное ЧИСJlО раз, то '1(F.

б,4. Пусть ОЕп. TorAa y( /,[1)=='( 1)", rде 1 Т(,Ж}"ССТDСННСС преобразо 
вание, n размерность пространства.

6.5, Пусть А Л1lнейное невырожденное преоБРDЗQЕ2НlIt'. "оrД8

i,(AF. Q},",,",si!,Il (lct y(F. 12).

6.6. Пусть векторное 11lJ.1e F lIеIJырождено на rрающах 2), [j2 И на мно-

жествах: [21 \!!J. Qz \п1
. Тосда '1(F, f21 )==y(F, fjz).

6.7. Еслн все лучи допустимы, т. е. ни оДИН луч не касается поверхности

F(h), то у(Р. п) +0. Сформулируйте этот криtерlill в термИНilХ параметричес-
ких уравнений Р(х)==;.у.

7. ТЕОРЕМЫ О НЕПОДВИЖНЫХ ТОЧКАХ

7.1. Линейная rомотопкя. Среди ИСlIОJIьзуемых uUЫЧНО )'0:110-

'IопичеСRИХ переходоп наиболее тиро ко рзспростраНСR линеfiRЫЙ

н(х, ")==(1  't)Fo(x)+1:Fj (x), (7,] )

Для пеВЫрОiR!I;епности (7.1) достаточно 1I0требовз'rь, чтобы веИ'10рЫ
Ро(х) И F1(x) не были l1ротltIJОJ1О.lО.ж;но н'aпpaв.. eHЫ при любом

х Е Q, Этот I1poCTofi lIpil3HaK rомотоuвости называют 'теоремой

ПуаEIБаре-Болл,

Теорема 7.]. Пусть 1ZPU Л10uо,\/ xEQ IJСНI!IОРЫ РО(Х) 11 р\(х)

нсвЫРQжденнъu; на Q 1ZO,Н:й РО' Fl не на1l1JU(lЛСIlЫ nlJO/II.1UЮIIО.lО:Ж,"

· Окрестностью направлений JdbI наЗbIваем множество лучей, ПРОХОДЯЩIIХ

через достаточно малую окрестность ненулевой точки.
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но. 'ТО1да nО/lЛ РО Е\  O.'IOт011"b! НlI й (Н, :fЖl',uт, 1(.liСЮ/n oЙI.I. 

Н(AJ(О6ЪZС 6ращснuл). .

;I,ОС'I'аточными УСiIОВИlIМИ Нf>lIРО'IИВ(jU('Лl'ЖfJOЙ R;ШРdР.lе II(;СТИ

полей 1"0 и F1 на Q MOl'Y'l' (,,1 рЕИТЬ нерн!!еНСlIla (х Е Q)

!ll<\(x) Fo{:c)[I<)' Fo(x) I! (72)

иди же менее оrраUllчите:lhНЫС

JI F1(x) FoCr) 1I < 11 Fl(х):1 +:1 То(Х) 11. (7.3)"

7.2. Простейшие принципы. Объе)IJlI ение 'I'NJpeM 6.7, 6.8 и

7 1 леrr(о приводит в  л. дующемурезy;rиату.

Tf'OpeMa 72. Пусть OEQ nplt .110'10,11 xEQ (М.,}lОРЫ Х и

Е'(х) НС н,т р(щ ен,ыпрот, /t60JlO.iO.JICHO. ТOiU,j, у( Р,  i)== 1 c.H дo-

ва1Jlе.1ЫШ, у раин,енис F(x) О раЗ1JCI(l/tЛfО в Q. .
УС.10ВИfl неПРОТИRОIIО,lо;rо:ой IIHllpal'J.rC8HocTH lJUJей Ix x и

F(x) оБЫЧ8U }'добнu IlpUuepHl"!> С llUЫОЩЬЮ TUX или иных JlOCTa10q.

иых UРИ:-1наl(ОП. Р:1.3ЛИЧПlJЙ RI,16(11' 'IRRl!X llрИRнаКИI\ ЛIJИВОДИТ к

рззнообр:1.3НЫМ слrДСТnИЮl. часть }Ю'Iо ;ых фОРМy.Iируеrrя: ниже в

виде самостоятельных теорем,

т е о 1) е м а 7.3. Пусть О Е  ;! и ддд любrпо х Е Q

11 F(x) х I! < I F(x) 11 +11 xl/, 17.4)

'l'О7йа ypa6Nclтe Р(х) == О j1a.ljJellt'tMto в Q, .

Теорема 7.4. Пусть OEQ и дАЛ Аюбто xE  JIОЖНО Уh:Qзать

rnalioit номер j, "[то xifj(x»O, и)с //х) 060зна>tаст j юIfO,Hl10 

ненту оператора F ТО1йа JIРПffнение F(x)==O разрешимо н Q. .

Теорема 7,5. Пуспl1, О  Jп :J]f){jo o хЕ  l

(Р(х), x) O. (7.5)

ТиfJа ypaoNenue Р(х)==О }JаЗрСll U/l1O 6 ! . .
Часто lIзучаемы уравнении имеют l'uециаjlЫ1ЫП ВИД

х == Т(х), (7.6)

в этом случае решение (7.6) Юi3J\JI\:1.ЮТ веJ!())lВИЖВVЙ 1tJ1JI\ОЙ olle

ра'Iора Т Чтобы ИСl,ОJ1hэонать эдесь Норемы 7.3 7,5, Достаточ 
но перейти Ii, век.ТОр80А! у uол/О .P(x) х Т(х), Соиветствующая
п реФоrМУП'РОВIi ,Н::iUрИМfр, теоремы 7.5 Быr:JSlДИТ Т:1.Н.

Теорема 7.6. Пусть OEf tt U.1Я .)lо6010 xE  

(Т(х), x) (x.х), (7.7)

T07d(l, oJ/epamO]J Т/шест непоr)fJuжп.1flО т01[lfY в  J. .
8'}



Конечно, ус.1ОВИИ неПРОТИRоположноt!: напраВ.1енности типа (7,5),
(7,j) работают с бодыпшi: запасом, но нередко они оказываются

досrато(1ПО эффективными и удобными.
7.3. Теорема Брауэра и ее обобщения. Наиболее широкое

распространение R ПРИI\,lадных задачах ПОЛУЧlIЛ С.lедую!Ций прин'
дин неlJОДВИЖНОЙ точки, наэыва!::!мый 'rеоремой Брауэра,

'1' е о р е 11 а 7,7. Пусть оператор Т переводит в себя замкну'

тий шар В, ТOlда у Т существует неподвижная точка х* ЕВ.

Д о к а з а т ел Ь С l' В о. Вез оrраlIичения общвос'l'И центр шара

В МОЖНО считать расположеННЫ:l1 R нуле. Предположим ПРОТИRНОf',
'1'.  ,Т не имее'l' не[JОДВИЖНОЙ точкИ R В. 'l'оrда поле F(x)==x

Т(х) вевырождено на сфере S, оrраиИ'lивающеu шар В, J1erKO

видеть. что в преДIlО,10iКеюtи 'l'eopeMbl Т(В) сВ ни при каком

х Е s векторы х и х Т(х) не :I1orYT UБlТТ, противоиоложно нап'

равлеНfJ. Но тоrда по Teopelle 7. ПО.lе F r01!OTOIlHU ТОЖ.'l:ествеlI-

ному, П, значит, y(F, S)===l, ССЫЛRа на теорему 6.7 теперь приво 

дит К противоречию и завершает доказательство. .

RaR ПОБавывает приведенное }lассуждевие, вращение вектор-

поrо поли х Т(х) на В в условиях теоремы Брауэра (IlРИ до.

полнительном lIреДuоложении неВЫlJOждеJJНОС1'И x Т(х) на.8) рав-

но ], в Дilльне1Jшем мы увидим, что информация о конкреТIIОМ

значении вращения Иl'рает пашную роль и помоrает ответить Па

рлд ДОUОЛIIите.1ЬНЫХ вопросов о свойствах решения .lшучаемых

ураnuеи ий.

Традиционно в УСJ10ВИЛХ теоремы Брауэра фиrурирует замl.iИУ-
'l'ы.Й шар, но яс.но, ЧI0 С равным успехом он можеl быть замецен

lJРUИ3110ДЬПЫМ замкнутым выпуклым множеС1RОМ * Q прежняя

 xeMaДOKa aTe.н TBaбудет рабоrат[, без изменений, Леrко заме 

тпт[, также, Ч1U npffBe;J:eHHOC доказательство не IIСIJOJlьзуеr D ИО,1 

вом объеи:е требование Т( В)с В. а оиирается ;шшь на .IIредподо-

жеНИе T(J3) с В и У 'l'анаВ.I.Iивает по существу сuравеДJlИВОСТh бо 

лее общеrо реЗy.ILтата,

Теореыа 7,8, Пуст" опсратор l' J1I:1Jевоi)uт ЪjJaнщт  J

заJII'/СнутOlО выпу'/С/!о!о АlНожества '] R Q. 1'О1йа Т существует

неподвижная точка х* Е Q, .
На этом lJУТИ полезно отметить следующую теире:му Л:еI)е-IПау 

дера, в Rоrорuй BblllYItoТOCTb Q не uредuолаrаетс.л,
о; Не обязательно центральна симметричным, иначе в ,подходящеЙ норме

это опять-таки будет шар.
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Т е о р е м а 7.9. Пусть О Е Q, оператор Т на  раllU'Цt: Q

lIдов. етворяетусловию: T(x):j::)..x пр!' xEQ, л>l, To дa у Т су-

ществует ut1l0двUЖllая mо'Чха х* Е Q.

Действительно, BeK'IOpbl х Е Q и x Т(х) MorYT оиазатъся про 

'IИВОllО:roжно направленными .J!ИШЬ в случае Т(х) ==лхt 1'де л>l. .

Элементарным образом теорема Брауэра обобщаетса на случа.й

множества Q, rомеоморфноrо эамкнутому шару. lJредыдуща.в схема

рассуждений в этом случае, правд ,не рабuтае'l', но несложное до-

 4

G

G
....с &

Рис. 5

DО.JIRитедьное построение быстро приводит К цели. Пусть опера-

тор Т перевоДll'l в себя мпожеС'I'ВО rомеом:орфное замкнутому

шару В. и G соответствующий rомеоморфиэм (рис. 5). В этом

случае OlJepaTOp G lTG 'отображает в себя'В и 110 теореме 7 7

имеет неJlОДВИЖНУЮ точку х* Е в, '1', е. a 1TG(x'*) x* Но тоrда

TG(x*) 'С(х*). следоватедыI,' у*== G(x*) Е Q неllОД8итная точка

оператора Т.

l'оворпт. что множество dJfJ об.laдает свойством неподвижно 
точки. ес.lП 'любое eru непрерывное отображение в сеБJI имеет ве-

ПОДВИЖFfУЮ TO'lKY. Поэтому теорему Брауэра МОЖНО сформуЛИр(1 
вать так: любой замкнутый шар обладает свойство\{ неuодвижн()й

точки, При попытках усиления этоrо результата естественно идти

по пути изучения 'rex классов отображений Т: d!8....... dJ'I, относи.

тельно которых CBO CTBOнеподви.жной точки инвариантно. Та'Ким

доста'l'ОЧНО общим классо:u являеТСJI класс r,отображений, который
существенно шире класса rомеОМОрф113:UОВ, ОrображеНlIе Т: Х ---+ у

(эдесь прэдuолаrаетса У Т(Х), т. е, Т отображает Х на У) l1а 

зываеТСII r'отображение)1, если существует отображение S: у ---+ Х

такое, ЧJ () Т.') uредстаВJlяет собой тождеC'l'веllное отображение У

на у (напоминаем, что все отображения считаютсs непрерывны.
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ии). Друrи.ми словами, Т: Х. У eC'fh Т О'l'ображени ,еСJIИ плн

вето cyrцecTByeT правое обратное.

т е о р е м u 7.1 О, Ес.т шюжстllJО ,iJfj обладает евоitстf10.11 не'

поi]уu,'Ж"ноii то '/lЩ, а Т: ,/)'j d?ШНJlетсл Т' от06ражснием., т() dJ"

также оБJllu)пеrп С60 iicYil 60.11 НeI10Uвttжноii тО'11Щ.

Доказательство весьма оросто. Пусть F люБCJеHeupe-
рывное отображение 129' в себя, а S правое обратное ддя l'

1'оrда отображение G==SFT :1Ж iiJ,по преДllО.lоженпю, Юlеет

веПОДRИJRНУЮ ТОЧRУ х. Е jJJ', 'т, е, S F1'(x*) == х* Но тоrда

FT(x*) + TSFT(x*) == 1'('.(*),

Следовате.1ЬНО, Т(х*) Е cfju llеП()}lвитная Т()!JЮ\ отображсниа
F..

Объедвпение теоремы 7.]0 с Teore oftRрауэра 1I1ЧШОДИ1' R до-

BUJlhBO СШIЬПЫМ слеДСТRЩI)! J! rараптируе1' Н3.чичие свойстяа не.

подвижной точки у весьма ЭБэотичеrЮIХ я H01J:teC'1'8.

( ?  
'W' 

Рис, б

Обычно принято указывать более частную ФОРИУДПРОВRУ теоре-
мы 7.]0 Д.т так называемых lJeтpaliЦtcii: 1' отображепиеT:X Y

называется рстрп/щuс/i, если У с Х и правое обратное тождест 

венное отображение У на У. )[ножество У сХ называется peт 

pa1CmOftt Х, если существует ретракnия Х на У Иныhi.И СЛClвами,

Ус=Х pe'J'paKT Х, ес.1И существует неирерыввое uтоБРfliТ.еl1ие

Т:Х У оставляющее все ТОЧКИ Ус Х "на  lecTe". Из теоремы

7.1 О следует, что .lюбой ретракт :множества, об,lап:ающето свойст 

ВОМ не!JOДБИЖВОЙ точ"и, 'fЛIiже об.н\дает этим: сRойстnоы' На рис.

6 :ив(,бражевы IIРllмеры ретрак'I'ОВ BblUYKJlblX II:HomeCTB,

Среди фОЛЬRЛОРНЫХ TeOpe)1 встречается С.lедующая: ,Iюбоii стя 

тиваемый по себе KOIlIJaKT 8 ЛN
(8 '!аСI'RОСТИ :lвездный компакт)

обладает свойством неlIОДRижноii ТUЧRИ. 8то утверждеuие неверно,

Соответствующие Ь:ОВТрJ!римеры можно наЙТfI в пнтересном обэоре

Бинrа [1], У'тверiltдеВllе приобретает сиду при JlОПОjJUИТ!'ЛЬВОМ

предположении.
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Т е о ре 111 а 7.11, Ес.не СI11Я/1UJllе.\tыli 110 Сtбе lтJfll{J'/(т Iiп

лока,i.Ь11О С/i/ЯЩ611 ,С.IJ то ОН об,l/,nОает с60;-;ст6о.... 1-{1}/lоi)6UЖIЮй

то'еки. .

7.4. Индексы и алrебраическое число нупей. До сих нор

'ве.1Ичuна вращенин RCltTOpl10rO полк A.la нас существеАЩJЙ рО.lII
ве пrрала, ДЛ!f теорем о иеиОДI1П,!i,RЫХ ТОЧIШХ. БЫ;1 важен ;ШПIh

факт О'I'ЛИЧИЯ вращенин ОТ ну.ш. Устанuвление В33ИИО()ПJОШЕ:НИJI

lIежду вращеНltем ПОЛfl па rранице и ЧIIС.10М вудей UOj:I внутри

обjасти UОSВОЛfl Тuолучать более ТОНRие следствия.

Нуль хо Е Q IlО,lЯ Р(х) назоnем /t,1f).ЩРOlJ'tННЫ.1! Hy.l(;.I!, Pc.НI В

достаточно ма.10Й окреСТllОСТИ ХО UOl1e F ПР- имеет ДРУl'ИХ пулей.

Вращение 1l0.1.8 F на сферах ДОС'lаТОIJПО u.алоrо радиуса с Щ'IlТ 

ром В Ха яизывается UHdcKCOM ну.!/! ХО И обозн..:чается iшl (];', хо)'
KoppeKTHOtTh 'i'aliOrO ОПI)ед.елепия (Т. е. неаавиеИМОС'JЬ В!JащеDИ1l

от р диусасферы. если рндиус дост точuомаз) немедленнu БЫТ€ 

хает И3 'reopeM 6.4, 6.6,

Теорема 7.12. Пусть вelт/.OpHOC 110,ie F невырождеНrJ '}и Q

U 1tJlecт 1/ Q .LUЩЬ 1t,1O.1UPf)IJC1.HIIIJIC Н?J.Рt. l'O/O't

}:ind(F, Xj)==y(F,   ), (7.8)

,)е cy.'\f.IIUpVIJ(/HUe /(0<:111 1/0 вСС.lr Hy.t/l.ll! Xj Е поля Р.

Заметим. что число НУJIей Х) Е Q заведомо конечно. Этu BЫTe 

кает ив Изо.lИроваНПОСТll нулей Xj, неВЫрU;l\деНПОСПl 1l0;JH Р на Q

и комиаКТIIОСПI   .Далсе ОC'fается cocдaТJ,C.8 ва теоремы 6.4,
6,6. .

CYllM индексов (7,8) Н:!ЗЫRaе1СЯ йлrебrаичеСI\ИМ '1ис;IOМ Hpeli
полл Р, а 'reopelIa 7.12 НОСIl1' название '('Е'оремы об аЛI'('браичес 
ком 'Iисле нулей, Эта теорема может ИСIIUЛЬЗ0ваться Д.1Л ВЫ'lИ('.Iе 

нии вращенин у( р, Q), есди известпы индексы nсех пу.,ей НОЛН

F, Ес.ll1 сумма IIцсr;СОR И:JRеств:ых прей О'l'.1ИЧII:l от '((Р, Q1

теореуа 7,] '2 rllLJ1.lпrlруеr r.ущеСТООА:l1-ше Нy.lей. ОТ.IИ'lflI,JХ от И3 

веетных. Нако IIСЦ, и ри на.JИ'IИII RlIpnopR ых оценок IIRА КС)!1 тео-

рема. 7.12 [103110.1I1ет IllIur.1:fl YCl'ai1aR IIIЧ.Т[, еД:iUСТRснrl[) Тl> рСJl)е 

НШI Toro Н.1II I!HOrO ураRнепил, Uос,'!едпюю ilОlbl.О;fi,яосrь мы иро-

ИЗЛI;Jстрируем иростым примероу,

Пусть отображение F rладкое. Если хо IIрЬ иO.1H Р. !I bl.aT 

рица Якоби F;Cxo) неВЫРОiКдепа, 1 о в достатuчно ya.lotl OI\peCT 
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вости точки хо пще F(x) сколь уrодво точно uриБЛl1жаетса ли-

нейным полем F;Cxo) (х ха)' ПОiJТОЧ
*

illd (F, ха) == sign detF;(xo)'

ПреДUОJlОЖИll теперь, что у(Р, У)== 1 и det Р;(х) > о uри J:юбом

х Е Q. Поскольку якобиан IJреобраЗ0ванив F отличеu от нуля в

любой 'ТUЧliе х Е Q, отображение F Jокалыlo обратимо n He1ioTU-

рuй uкрестности любоrо х Е Q, Поэтому поле Р(х) может иметь

.пИlIIЪ I130Jlированные нули, С друrоii стороны, R силу detF;(x»O

.'Iюбоц НУ,lЬ Х} иоли F имеет индекс ind (F, xJ)== 1. Но тоrда И3

(7.8) и ус.повия r(F, Q) == 1 следует, что поле F .па Q не может

имР,ть более O)l;HorO нуля (а ОДин заведомо ИИСfТ, ПОСКОJlЬХУ

"(Р. Q).:/ о).

Ранее бы.ТО nока:шнu,

'Iеоремы Брауэра РпБНО
R утверждению.

т е о р е м а 7.13. Пустъ облает'/) Q в'b1n,1p , a

жеН/lе F llеlJсводuт Q в Q, nриЧС.JI1

Ч'Т'О вращение ПОJlЯ х F(x) в УСJlОВИНХ

Учитывав из.'rоженное выше, приходим

u мадкос отобра-

det(I Р;(х))>О

для ,1юбоzo х Е Q. ТО1да F имеет в !единственную неподвltЖНУЮ
mOIO../!. .

Иноrда удобно пользопа'I'Ъ( JJ ионятием индекса поля на беСRО 

нечности. Пусть uоле F непырождено при достаточно больших по

Bop leх Е Вn. В этом случае rОRОрЛТ, что особая точка 00 полн

F  ыо;{иропана. При этом 'reopenbl 6.4, 6.6 rарантируют, что Bpa 

щевие поли F на сферах достаточно больmоrо радиуса одно и то

же, Это общее вращение u()означают ind (F, со). Если 1l0.ile F

иnеет .ilИШЬ И30ДЩJОllавные нули х} и определен И8деI{С F на бес 

конечности (Т. е. F певырождено uри достаточно БО,lЬШИХ 110 HOp 

ме х Е В"), то понятно, что число нулей Х} копе'lНО и справеД.1ива

формула

 ind(Р, xj)==ind(F, со).
Х
}

(7,9)

,

\.
'  

· На сферах достаточно  a,10roраДllуса с центром в Ха Поля Е(х) И Е;(хо) х
х (х Хо) будут неПрОТИIJОП<.JЛО>КlIО направлены, так как в м лоii окресТНостИ
ТОЧКИ '.1'0

Е(х) = F (xo)(х .1'0)+0 ( 11 .1' .1'01:)
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Пусть

Нш !IF(x) P'(oo)xll
о, (7.10)

Ilxll "c>o Ilx!l

rде J;'(оо) матрица,В 310М случае uоле F называют аСИМllТО 

тически .швейным, а матриц у р'(ОС!) прuизводной на бесконеч-

ности оператора р.

т е о р е м а 7.14. Пусть 11 оле F асu,юzтО11tu-чесхи линейно tt

det F'(oo) f О, Ттда особая точка ос! 110JiЯ F изо.1UрО6ана t 

ind(P,oo)==signdetF'(oo),
Доказа'l'еЛЬС"J'DО t:OBceM llJ)uCTO. По условию IIF(x) 

 P'(oo)xll==o(l!xll). Но так Kalt матрица F'(oo) невырошдена,
это влечет за собоtl справедливость неравенств

IJ F(x) F' (00 )xll<11 р'( ОС!) х 11

на сферах дос'rаточно БО.1Т,ШИХ радиусов, что rарантирует неUIЮ-

тпвоuоложп:!ю паuравлеввость 110лей F(x) и F'( (0) х, .
7.5. Нечетные паш,. Векторное поле F называется нечетвым

на дентралыlo симметричном множеС'1'11е r, если F( x)== F(x)
при любом х Е r. Пусть в

обозначает шар с цеlПрОМ в

нуле.

Теорема 7.15, Враще-
ние нечетНОl0 веК/по рНОl0 1ЮЛЯ

F lШ В не'еетltО (и, Зltа'еит,

отлu'чно от Hy.lll) , Q,
Схема ДОI,ззательстна дo 

БОЛЬНО IJpOCTa, Ilусть r  pa'

диус шара В. Шаровое коль-

цо, urрнниченное сферами ра.

диуса r If 1'/'2. разобьем пдос-

КОСТЬЮ, ироходящеir чер з О,

на AB чаСТlf Ql Il 9z (рис. Рис. 7

7). Шар pa,'I;1f уса r/2 обозн::.
-

ЧИll  l,j' На rрапиде Qз ПОЛОжим Р(х) =х, и UрО)l.олжим F с В u Qз
I1a Ql так, чтобы результируroщее отображение было нечеТI::IЫМ и

Нf Bыpo'-КцeHHЫМ: *, Теорема 6,4 rаравтирует

· 05:>;:Ш31НI{е ВJЗ\lО'Кf\О::rи TaKora пр одолжения предоставляется читателю

в к чесrвенеС.1JЖноrо УПрf1iКНеНИЯ, В ПЛJ CKO [ случае (рис. 7) такая возмож.

но::ть очевцю. Д'3.1 уд05:ю использовнь индукцию по р<1змерНQСТИ прост-

ра нства.
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у(Р, iЛ=='((F, ( l)+y(F,Q2H,y(F,  lз). (7.11 )

Пусть луrr l протыкает поверхность F(Ql) в 'fочках :(1,..., х
т

В силу нечетности F луq l будет протыкать F(Q2) в точках

 Xl,..., :('!, приче)1 характер протыкания (изнутри, извве) бу 

дет таким же. Поэтому у(Р, Q.)==y(Е, Qz). Вращение же у(Р, Qз) == 1

(теорема 6.8). И3 (7,1]) теперь следует

у(Р, В)==2у(Р, Ql)+I. .
Казалос бы, теорема 7.15 относится R весьма частному слу 

чаю нечеТI1ЫХ веК1'ОРНЫХ полей, но она ПО3ll0лнет .1JerKO получить

:ре3j'льтаты существепно более общеrо характера.

т е о ре :d а 7.16. Пусть по/м F nевырождено n а В t,

Р(Х)
4

P( x)

Ii Р(Х) 11 11 P( х) 11
(7.12}

иlJU . ю6v.1! Х Е В, с. Сlt.ILЛlеrпlJ1lltНЫХ omиoc1tlпe_tbllO центра

точках tJClcrпo ры по. ЛнапраIJлснын,еодинм.ово. Ттда '((Р, В) nC 

четно tt, с.л,едОlJатС.tыщ, у pafjlleHue Р(Х)==О разрсuщ.ко в В,

Действите:н.но, IJ указанвых предполо;кеНЮIХ IIоле Р томо I'ОП, 

НО печетному ПО.IЮ Р(х) Р( х), ruмотопией может С..'lущиrь

Н(х, ""С") со Р(х) tF( х). (7.13)

Нев ЫРОiRдеаПQСТЬ р. 13) uбеСlIе'fИ вае J"('JI УС.'lовие.1I (7.12). ДаАее
остаеrся: COC.IaTbCJ! Н<L Teope I)' 7.15. ,.

7.6. Лосле.Iовательные итерации и ПРИНЦИI1Браудера. Pac 

смотрим итсрационный IJроцесс

XH1 F(Xk), Тсс'О, 1, 2,... (7.14}

Теорема 71i. Пусть 1l0С.lсиOliаmел'Ьныс щперанuu (7.14)

сходят"'я 1i. х* paIJHO,\tep1to оmносumе.L1ЛtО х
О

и:! HAj,oтopoii o1>pecrп-
Hocrпu то/о.и х* To 1ainll (I Р, х*)==I.

T{ opeMa 7 .17 неlIосредс I'певное сдедствие песьма r.lуБОJtоrо
по СО.тержанию uринл:иuа неподв",жноtl точки Браудера, ФОРМУ,jJII 
pyeMoro паже.

Теорема 7.18. Пусти траНU1tСНI-IIJ,Л оБЛ,асть Q eblnY1i. и

опсрnтор об.и.df!l]т С. едующitя CIJOUG,пIJO.11: существует ko такое.

1tтo Fk(Q) с: Tи.Щ всех Тс?::ТсО ' и rпа1i.же Fk(X) 1= х и,}Я ,tюб 010 х Е Q.

Ттда F в Q tlJI!Cem nеподвuжн,ую точку, 'при/а"l y(I F.Q)== 1,.
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raneRCTBO illd(I  F,Х*)==1 R условиях теоремы 717 леrко

нонять с точки Зрl"НИfl теоремы Лноmа 1\-Iайерса
*

rарантирующей
еущ еТВОl3апиеметрики р (эквивалентной исходной), n которой F
является сжинающим ОlIератором. Тотда яепо, что F любой заы  

нутый шар g (достаточно MaJJoro радиуса) с центром 11 х* вере-
ВО,JI.и'r n себл, т' е. ВЫIlолн.яютса условия Teop MЫБрауэра, в HO 

ТОрЫl равенство у(l F, Q) == 1 было установлено,

Совсем .1Jf'fKO UОF1ЯТ'Ь I1ЫВОД теоремы 7.17 n донолнительном

преДllоложении, что OIJf'paTOp F r,lаДIiИЙ и (7.14) сходится OДHO 

временно с линейноii аUUТJOКСИМИРУIOщей процедурой

XHl==X*+F (x*)(Xk x.), (7. 15)

СХ:ОДИМОСТI. (7.15) означает, что сиектр матрицы Р;(х*') летит

Б[[УТри еДlll1ИЧFIоrо круrа позтоuу det(l F (t))>O,что вле-

чеТ::Iа собой il1(l(I F,x*) I. Однано теорема 7.17 ИН'Iересна
"и uодезна именно тем, что I!ОЗlJоляет ВЫЙ'J'И :'1/1. рамки этоrо эле-

мептариоrо сообrа ения

Отметим, ШiI\опец. полезную П)JаК'J'ическую рекомендацию, ко-

торую мояtl/о извлечь из теоремы 7.17, И'i'еТJационные процедуры
типа (7,14) часто ИС1JОЛЬЗУЮТСЯ в качестве nычислительных алrо.

ритмов для решения тех или иных уравнений. Безнадежных но.

LlЫТОК Докз:зиеJLьства равномерной (по начальным приближениям)
;сходимостп (7.14) ивоrДа I10ЗnОJlяет ш:!бежать вычисление индекса

ind (l Р, х*), Если jlld (] Р, х*):! 1, то (7.14) paBНl)MepHO не

,сходитсSI.

7.7. Эквивалентные уравнения, l оrда реqь идет о реmении

-уравuения Р(Х) О, исходная нумерация комионент оператора F

не иrрает пик хойроли И может быть uроизвольно изменена. Это

меняет поле, по не меняе'r существ;} задачи. YK1tsaHHoe соображе 
вие инорда об.чеrЧ1tеl' процеес исследования, Подобный прием l1ред 
ставляет собой частный случай общей идеи 1lерехода от ypaBHe 

нии F(x)==O к некоторому ::JКВИllалентному G(x)==O, более удоб-
UUMi дда изучения, Пусть, например, P(o) oи Р(х) * О ДJJJl

х:! о. ЕСДII IJIШ  TOMy(PF,   )f.. О, '1'0 очевидно, что уравнсние

F(x) === О 1нщ)еlIJЮl0 n  !, ВЫЧИСJlеЮIе вращении у (РР, Ь) 1I}>И

pa'lHUM 110дБОI,е О'IО()I':1жепи.я Р может быть проще, чем )IЫЧIlС 

· См, В. И. ОПОйllе!) [41.
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ление у(р, Q). Одпако "((РР, Щ мошеl' оrнiзаТЬСJI равным ну.1Ю,

хотя y(F. Q) f: О, Сптуапию разъаснлет с.lедуroщая теоре:мн.

т е о р е м а i .19 Пусть ве1Сторное иоле Р u.lleeт в Вп I!Йlll'l 

стаенныи ну>!!. хо==о, а 1I0.1е F невырождено На Q. Тмда

у(РР, Q)==ind(P, О)у(Р, Q). . (7.1( )

О'I'СlOда автоматически Bbl'leKae'r теирема о uроизвеJlеНИJJ ИН 

дексов.

т е о р е в а 7.20. Пуст" «(!'Кторное 110.le Р имеет в В,n 'И.10ди110 

GaH//bZU НУЛ'Ь хо==о. а поде F изолированныЙ НУЛ?, х* Е Е" Ттда

iIJu(PF, x*) 'cind(P,О)iпd(F, х*). . (7.17)

7,8. УР1внеllИЯ с параметром. Рлд uраRтических sадач Прll 

DОДИТ R неr ходимосrиИ1учении уравнений

(j(x. ),,):==0 (7.18)

со Сli3ЛЛрНhIМ параl!етром Л. Неп-рерывныi:i по совок упности пере 

менных оператор G здесь деikrвует из Rnx( СО, (0) В Rn, Т, е.

ЧIIСЛО (скаднрных) уравнении в (7,18) равно п. а число неизвест 

ных п+ 1, Это, конечно, не rарантирует разрешимость (7.18).

но в большинстве с.lучасп Оl.азываетсн. что уравнению (i .18) YДOB 

ле'l'ВU}JJfЮТ целые вtтви решений х(л), т. е. каждому значению л

из HeKOTopuro под.м.ноже(И'Ба "\ <= ( co,со) соответствует свое (не
оБJlзательно одно) решение хел).

Для исследоваНИfI уравнения (7.] 8) и оп исания множества А

(тех элементов лЕ ( со), при KOTO!JblX (7.18) разрешимо) Mu 

ry'r с усиеХО14 ИСLlОЛЬ30Вil.тьса устаноп.nенные выше теоремы. При 

веДем два простых утнержденил, ДОI,ilзате,тьство J\OTOpblX UIJедо-

с'rав.nлем читателю.

1. Пустъ уЩ( л
о), Q) =/: О. ТOtда уравнение (7,18) ра3}Jе"!tш 

,110 а Q не rпОЛ'Ь1jО при Л==оАо. но u в HCI-LОrпОроu окрестности '-о,
2, Пусm'Ь все решения х(л) уравНClтя (7,18) траНltчены nl'>

но рiие
*
и 11ри ке"ипоlю. t л

о

ind (G( .
, "о), со) =/: О.

Тоtда уравнение (7.18) разрешимо при дюБОАI л Е ( co,00),

Иноrда ок.а8ывается IIолевным метод ФУНRционалиэации IIapa 

ветра. Он состоит в следующем. Подбирается функционал л(х) и

·
Имеется априорная оценка 11 х(л) 11'" R< ос> ,
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рассматриваен'я оператор р(х)==а(х, л(х)) , Если y(F, Q) i n. то

МflЖВО утверждать, '!то при некотором л D об.lаСТIf Q существует

реmение ураnнения (7.18),

ДОВО.iIЬНО 'шс'1() lJрИ изучении уравнений типа (7.18) удается

ПОI\ЗЭ1\ТЬ сушеС'1'вовавие решений на неноторых поверхностях.

1" Т,;>орсма 7.21. Пусть

'([Щ ,1.1)' Щ-t Y[G(', Л
2), ( J. (7.19)

Ттиа при He1CorпOpOA А Е (1.1' лz) N(t Q существует решение у рад'

неНIIЯ (7.18).
н IJРОТИВНОМ СЛУЧ1\е lJОЛЯ: и(х, А 1 ) и (}(Х, "2) ('(Jединвл бы ro-

J40'IопичеСНI1Й мост

11(х, .) ==Щх, Т"1+(1 -:) "2]'

что HCBO:\MOiliНO В СИ.1У (7.Н), 11

7.9. СобствеННL>\е векторы. Уравнение (7. ]8) Ч3С'IО JIMeeT

спеЦlJа.1ЬВЫЙ" DИД
р(х)== АХ. (7,20)

в этом случае IJешевие х ураБнени.я (7.20) называют собственным

вектором нелинейноrо оператора F.

т е о р е !4 а 7.22. Пует'Ь В"  ечетНОAlерное пространство,

О Е Q и '//Оле F не//ырождено на Ь. тo дa найдется такой х Е й,
что ocxтopъz х и F(x) будут  1(о.минеарны, т, е, Р(х)==l.х пlт

некоторо.l! ":f: О.

Если y(F,   )f 1, то поде F не rOMOTOlJBO ТОЖДеСТБеНRОМУ, и,

следовательно, нри некоторых "t" Е (О, 1), х Е Q

тР(х)+(l  't)x==O.

Если же у(Р. Q) ==], то ПО.lе F пе rомотопво полю Ix, и

тоrда при некоторых -: Е (О, 1), Х Е Q

't"F(x) (l "t)х==-о. .

Д.1J1 справедливости вывода теоремы 7.22 существенна нечет 

ная разиерпоС'1'Ь пространства. Пусть теп рьn ПрОllзво.1ЪПО. Если

ПО"lЛ Х и Х  , Р(Х) при .Ilюбом х Е Q не направлены противополож 

но, то они rоиоtопиы и их вращения одинаковы. Поэтому, если

вращепи!,/ :JТИХ полей раз.IlИЧНЫ, паЙ)l,еТСJl вектор хо Е Q такой. что

ХО р(хо ) =' 1-1-0 хо (1-1-0> О), т, е, F(xo)==(l +1-1-0) хо
' Учитыва.я те-
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нсрь, '1Тi1 y(I, Q)==l n случае OEQ И y(I,Q)=:.=O в едучае o Q
ПРИХ'JIИ,I\ R сдеll:УЮЩИМ реiJудьтатам.

Теорема 7.23. Пусть O Q11 аращенuе nО.IЯ Х Р(Х) IUt Q

не РafJllО НУЛ/О. Ттда уравнен.ие (7.2и) paJpCиU!A!O па  J пр" не-

хотарО"! )..,> l' .

Т е 1) р е .м а 7.24. Пустъ О с:: 11 в lJaЩСIlUС '110Ml Х F(x) на Q

не ра(JI{,О 1. l'a дaура6нснuе (7.20) ра.1[IСШ1!.А!О на  J п ри lICI,O 

торо.Н А> 1. .

Упражнения
7.1. Пусть OEQ и для люБОIО xEfi выполняется н('равенство (Т(х) , Ах)>-

>- (х, Ах), rде А линейное невыр ожденнос преобразование. Тоrда оператор Т

IIмеет !iеПJДВИЖНУЮ точку х. Е П.

7,2. Пусть О Е Q и Т(х) АХ прн любых J, < 1 11 Х Е !J, ТОоД? оператор Т

IIмеет ,iСП,JДВИЖНУIO точку х. Е п

7,3, Если векторное поле F liеВЫрОЖдеlIО 11[\ !I 11 OEQ, то УР;НШСJlиr пx; 

=-=).х р:1JрСШИiЧО на Q при некоторых ;.1 < о и )'2> О.

7.4. Если Q сфеРiI в Rп с центром в ну," а отображение F перСDОДНТ

{2 в RkcRf!, причем k < п, то сушествует ТОЧ!(i! х ЕЬ, в катара!! Р(х)  F( x),
(Указание: рассмотрите FечеПюt отоб ажсниеF(x) P( х)).

7.5. ПОС1ройте пример Oll( r;1ТОl'а (разумеется, непрерывноrо) Т R3 .... R3,
все итерации КОТОРОоО Tk, k==2, 3,... ,им('ют неПОДВllЖНblС ТОЧКI. [J щкотором

шаре. но Т(х) + х для любоrо х Е R3.

7.б. Пусть ВО, Bl' B2 OTKpЫTыeшары, причrМ ВlПВ2 еlJ 1 . В.СВо'
Пусть Т В; В;, i==O, 1, 2. Тоrда оператор Т в Во IIмеет по краЙнеЙ мере

три iI пада:JжныеТОЧ ки,

9 В. ВСПОМОfДТЕЛЬНЫЕ ТЕХНИЧЕСКИЕ ПРИЕМЫ И

ДОПОЛНЕНИЯ

При реmеНИIi Jичr:рс1'НЫХ задач, СIIЯi:\ПНЫХ: с вычиr. IРIIНСМпря 

щеНИ!I И )(ОRазэте:'JhСТВОМ rазрешииосrи уrаВН('ШIЙ, не пеР1'да yдa 

етсл обойтись непоср:>дственн Ы1l Ifриме нен нем rOTOB :.1 Х 'J'eupeM,

Здесь нере.в:ко требуетсл nР()ЯI1Л'Rне и обrетатедьнuсти, rюторэя
обычно OlНlpaeTCH на рл.'1. xapH;'!p,I,HI,IX 'ХIlllТ]t('Т:И:( IiI)IJ( .\.()I-1. Пе 

БОl(j])Ы И3 таких I1РИ(' j(. UlIIIСrJпн,i(,ТСiI ниже.

8.1. НелинеАная "О\l()тппия. При Д:ОIi:1зятеЛhстве ]'()МОТОIIНОСТИ

ШI  2векторных полей FG н 1-'1 Ч:1СТО НСlJO.]J,зуеп'я дrя HAPдe 

ния вспомоrате.ПRоrn !О-"JI р. Желаемый Р(,: У:JЬТЯТ .чorтиrаеня,

еелr удается ПОБЯ 81'), п)})uтопноеть rначаД:l То И Е, я :Iатси F

И FJ.' На IШiR)(О}!  13 :.JТИХ двух II1яrов Idоже]' работать lIpoeтo ли-
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и\, и
т

, а луч 12 протыкает P2(Q2) D точках иl,... и
k

. Титда луч

l lIpOTblItaeT по-верхность F(Q) ::F1+F(  ,,>'Ql) в точ!\ах (u
i

, ui)
(i l,...,111; j==l,.... Ю. ПОСRолыtу (JI/rfiIJДПО t>(иi

. t';)==t>(//) (иJ), то

  (и,i,иi ) == E(lt
i
) 2: E (vi),

i.j i I

что и дает (8,9). .

Таким обра: О}f, (8.8) влечет за собой y(F. Q) =1 о и вывод ()

разрешимости систеиы (8.5) в указанных Быте lJреДllО.lожеНИJ]Х

очевиден.

Теорема 8.1 в сuвокупности с идеей rоиотопичеСRorо перехода

от ину'rа моrо UОЛЛ G(x) полю -вида (8,6) с разде.1енныии ыepe 

:иеВIIЫМИ lJ03ВО.1яет сзоднть ВЫЧИСJlеяие вращения )/()ля (; к вы.

чие.:Jению вращеНIi1Й ПО.'Iей Fl' F2 lJ прос'rранс.т-вах меньшей раз 

J(ераоети.

8.3. Слабо связанные системы. Приведем простую KOHKpeT 

ную реа,lИЗ3ЦИЮ описанной в предыдущем lJУПJпе cxe:Ubl paccy1К 

дений.

В С,lучае y(F,   )=1 о можно rараптироватъ существование нул&:

:в Q пе 1'О.1ЬКО у ПО,lЯ Р(х), во и у I/О.1Л F(x) + Q(x), если только

Q(x) на достаточно  J:aЛО llO норме. Было бы полезно раепола 

тать возможностью анаJlоrичноrо Зflнлючении в несколько иной

ситуации- Иноrда изучае:иое веК'l'орпое уравнение G(x)==O и:иеет

вид системы двух (или БО.:Jыuеl'О чис,ш) слабо связанных урав-

нений

G1(U, v)==F1(1t)+QJ(U' и):оО

}G2(и, и)==F2(v)+Q.(u, и)==О

'СJlабо СВfiзанаых в тои СМЫС.'lе. что добавки Q. и Q2 достаточно

ма.1Ы по HOp1le по сравнен'ию с нормами rлавных частей FJ и F20

ДЛЯ определенности положим. что y(F1 . Ql) =1 О, '(F,. Q2) =1 О, а

добавки Ql' (J2 достаточно малы \10 норме при Х(и, и} Е Q-, Q1XQs.
в i:lTOM С.'lуча с точки зренин .предыдущеrо пункта можно rарал-

тирова'l'Ь наличие решения у систе:иы (8,10). :к этоы yзаК.Jючению

ПрИDОДЯТ два внешне различных рассуждения. МаJIОИЬ по норме

.обавок на Q обеспечиваеl' невырожденность rоиотоuли

(8,10)

Н(11, и, ,;)== 1 F1 (1t)+'t'Ql(1t. и), F,(V)+tQ2(U, и»).

Далее остаетел СОС!lаться на теорему 8.\. :Можно рассуждать и

по-друrо:м:у. с cRMoro начала отправ.lIЛЯСЬ 01' теоремы 8.\, Rотораи
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rарантирует уСР Q) * О, После этоrо вывод о разрешимости сис 

темы (В.1 О)  IОЖНОпредставить как обы чное следствие инвариа HT 

пости вращения при малых деформациях полл.

8,4. rрадиентные ПОЛЯ. Пусть имеется скалярная rладкая

функция (uотенциа.'l) 'р(Х) BeltTOpHoro арrум.епта х Е 10,". IIотенциад

 (x)опреде.'lяет пеКТОРН0е поле

F(x) ="'grad q;(x). (8,11)

Во мноrих практичеСf\И naжных случаях вращепие 1;ол;r (8.11)

удается изучать пеlIосредствеНlIО в терминах llотенциала rp(x). При
этох В процессе иссдедоваНИII часто УIIобно переходить к ичче 

нию uолей х Ut(.t), rде и! оператор сдвиrа по .'l'раекторинм

BeKTopHoro Дифференциальноrо уравнении

ах
== grad ср(х).

dt
.

(В ] 2)

Ниже преДlIОJlаrа.ется, что реmения (8,12) однознач но Ollpeдe 

ЛЯЮТСJl начальными УС.I0ВИJПI.И и определены Д.!; ВСРХ t;;"O (про.

доджимы на полуось [о, ш)).

Лемма 8,1, Пуст/,  paдaCHтHOC пмс (8.11) жаырожuсно НС'

tрающе Оlран'/.l'tСННОЙ обласrпи Q. Ттда при любо.1! t > О вращеНl//l

nО.1Сй F(x)==gl'ad 'Р(:с) 11 х Ut(X) на Q совпадают, т. е.

,(F, Q)==y(I Ut . Q), (В .13)

Доь:азател:ьство, При движении: (8.12) 3НЗ'lение потенциа-

ла ifJ не возрастает, а 1JрИ прохождеВlIИ траектории череа Q CTPO-
ro убывает. Поэтому траекторил, начавшаЯСJI в точке х(О) Е   ,не
мож.ет снова BepHY'l'Ы H )J 'l'O'lKY х(о). Следовательно, IlрИ t>O все

uоля х Ut(X) невырождены на Q, а значи'l' rOMoTolIHbl JJ;pyr дpy 

ry (поскольку Ut(X) непрерыВно llO СО/lОRУПНОСТИ l1еремеиных),
Действительно, пусть O<fo<t.. Поля x Uto(X) И x Ut1(X) CTнr 

зывает rомотопил

Н(х, 1')== иIO+T[lI f:JX).

Таким образом, ДЛН устаНОВ.1еНИil равенства (8.13) достаточно

убеДИТЬСJl в сuраведливости (8.13) хотя бы IlрИ одном t>O Ни

lIрО: достаточно малых t> О О'lеВИJl:НО, что 1I0.1И grad ср(х) и

Х 'Ct(X) rOKoTonHbl на Q, так как неПРОТИВОllОЛО;J\lJО направ-

леиы, .
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rрадиеНТ"IIое UO.Te в фОрМу.1I1)10вке JleMMbl 8,1 МОЖнО заllfепитr,

па nРОИ3110.1ьное, но 'fоrда ДОUО.1ните,lЬНО надо потреБОRRТЬ, чтоб r.I

каждаJl  'раекторил уравнении х = F(x), не возвращилась в IIС'

ХОДНую точку х(О) Е Q (что в е,Iучае rрадиентноrо поля обесuе'I.t-

вается автоматически) Лl:'мма  .) lJplf 110,11.11'1' К интереснuП и чаС'JО

плодотворной идее веЛJlвейнаrо !'омотопичеСliоrо нерехода. rOMO 

ТОIIВОСТЬ НО.lей РО и Р! на  lМОЖJlО IIытаться ДОRll.зыва'1'h по ('ле.

дующей схеме, ВВОДЯТСЯ IJ рассмотрение диффеlJt'НlI.:иальные пав 

иепил Х:: ро(х) их==-   .F,(x), Да.lеР. }J3ССМНТрИВRfl'ТСЯ COOТReT 

ствующие Оllераторы rдвиr и и и: и УС'IRвзнливается rОЫО'fОП'

насть нолей х и (x) х т(х) па Q, вм:ример, при достаточ:.-

но БО.1Ъ1ПИХ t> О.

Перейдем TenepL r. ОllредедеllПfО Ilндеh:СОВ оеобых точек rpa.

J;иеuтноrо IIO.lfl. IIустr, х;' ИЗОJиропаПiIыR врь НоЛЯ (8.11), II R

точr,е х* ФУПКlI.Иfl ср(х) UрllНИМRет .!Ы,8,lЬЯО hllIн:има!IЫJое значение.

В ЭТОм случае решР.нип (8,1 '2), Ilачиннющие('я в неIiОТОрОЙ апрест 
ВОrТИ W точки х*, равномерпо СХОД8ТСЯ Е.х*, т. е. Ut(x)......x$ при
t coравномерно по хЕ W, Но тоrДI1 ДЛЯ любоrо .>0 lIuee'f

:weCTO раВJlомерная сходимость

и (x) ukT(X)......X.Y.. lJрИ k--+ 00,

Т. е, OlJep TOpит удовлетворяе'l' ус.;rовиям теоремы 7.) 7. ПСЭ'Jому
i1HI и ит , х*) ==-), п лемма 8,1 приводит 1, равеяrтву

illd(gradq;(x), X*)==I. (8.14)

Близкий по XRpaK'l'epy реЗУ.ilьтат JIOЛУТlается Д.'Ifl вращения rpa-

диеn'J'поrо поля Я:I. сферах ДUСТR'I'ОЧНО БО.1Jыпоrо радиуса.

'l' е о р е м. а 8,2. Пусть 11юдuентнос 110./(1 (8.11), нсвырожrlен-
ние при достаточно БОДЬШll:L 1/0 HOJiltlC х, удов.1створлсrп УС.10вто

liю  (x)==oo.
:x!i----+ х'

(8.16)

TQtaa il1d (grad  (x).со) ==- \,

Длв докавзтеJJI,СТlJа ВUСIIользуе:wся uе}Jеходом к. нолю х и /(х)
(лемма 8,1) и покажсм:, что ВР3l1lение lIОСJlедвеrо на сферах боль-

moro радиуса равпи ] uри ДОС'l'а'IОЧRО бо.:JЫПИХ t> О.

Обозва1JН.\I череil QСЛ) мно;кеСТIJО ТСХ элементuв х, для БОТО-

рых  (x)-< 0:, r"e

о: ==Ш3Х( f(X):;1 х II R1.
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3аметим. что И3 (8.15) вы'Техает оrравичевнос'IЬ Q(1f) при любом

фиксированном R.

Пусть при 11 х II'?'Bo поле (8.11) вевырождено. Выберем Вl 'Так,

чтобы шар 11 х II Rlсодержал Q(Ro). Движение (8,12), начинаю 

щеесн Шi сфере 11 х 11 == Il1 , ве может выйти эа пределы Q(Bt ) и

при достаточпо больших t> О попадае1' и OC'faeTCH в Q(Ro), так

как норма rрадиевта на Q(R1) ,""ЩRО) оrравичена снизу некоторой
положительной величиной. Поэтому при достаточно больших t>O

оператор И! отображает шар Ilxil R,в себя, откуда y(l Ut,8)== 1,

rде 8==1 х )11 Х 1I ==Rt}, .

Таким образом, rрадиеНТllые 1l0ЛЯ с растущими нотенциалзми

[У.8;овлеТ80РЛIOЩ'lМИ условию (8.15)] MorYT ИСПОЛЬЗ0ватьея в I(аче 

стве стандарТIIЫХ для сравне ния с изучаемыми полями.

9 9. rОМЕОМОРФИЗМЫ, НАКРЫТИЯ, НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ

9.1. rомеоморфизмы в Вn. Установим uредварИ1'ельно спра 

ведливость вспомо!'ательноrо у 'I'B ер1l\ден ИЯ,

Л е м м а 9,1. Пусть Р: Rn ЛN
//,ОКQл.ъный ммео.мОРфUЗJ.t.

Тotда индексы a/JYX тоцек Хl' Ха соответсrпвсю/О у ве1(тОР1/'ЫХ IiO 

лей P(x) .F(xt) и Р(х) F(x2) равны.

Д;о к а 3 а т е л ь с т в о. Поскольку F локальный rомеоиорфпзм,
и изо,шрован в:ый нуль полн Р(х) Р(и) , Выберем ОПiрЫТЫЙ

шар Q с цев'тром в и настолько MaJloro радиуса, Ч'fобы из tI,  OЕ rl,
v:f н! BblTt!KaJIO

F(v) F(w)40. (9.1)

Пусть 'l'еперь z Е   .Векторные поля F(x) Р(и) и F(x) F(z)
:па Q свя<ыоает rОМОТОDИН

Н(х, "t)==F(x) F ['tu+(1  "t)z]. (9.2)

Невырожденяость (9.2) следуе'f И3 ВЫПУНЛОС'ТИ Q (КО'Iорая: обнпе 

чивает 'tlt+(1 "C)zEQ)и условия (9,1).

Отсюда ясно, что ind [F(x) Р(и), и] JIокально ПОС'I'оннна.я

ФУНКЦИII арrу:меlи'а  l, Соеди имточки Х! И Ха отрезком

l(л)==лхt+О  Л)Х2' лЕ[О,1].

Окончательный вывод сле уетИ3 локальноrо постоянства функции
х(А) с:: ind [F(x) F(l(л»), l(л)]. .
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Теорема 9.1, Для тo o,чтобы F:Rn---+Л
n б'bZАО tOMeOA(Op 

фuзмом ВII на лn
, необходимо  ! достаточно выполнение двух ус.

ловщ'i:

а
О

, F Яd;/яетСJl д.окаА'ЬНЫМ 1O.1teO,ltOJ1фиЗМОАI.
Ь
О Прообраз Аюбои оtратlоtеН"l/ИО lt1110жеСfllва оtранu'Чен,

НеоБIОДИ1!!ОС'JЬ условий а
О

, ЬО
очевидна. Установим их ДOCTa 

точН()сть. Вращения полей F (х) F(O) :и F (х) у (при любом

у Е вn) на сферах S ,1IОС'fа'IОЧВО большоrо IJ диусаравны, так как

существует rОМО'fопический мост

Н(х.  )==Е(х)  Е(О) (1 -::) у, (9,3)

Радиус сферы S должен быть выбрав настолько большим, чтобы

прообраз RошпаRта

Т== [xl xc""-'"tF(О)+ (1 -с) у, t Е [о, 1])

лежал ВНУТРИ В. В этом случае (заведомо осуществимом в силу

ЬО
) rl!МОТОIlИЛ (9.3) буде'f невырождена ва В.

Учитывал теперь рСЗУЛЬ'lа'I леммы 9,1 и утверждение теоремы

об алrебрв.ическом числе нулей (теорема 7.12), приходим к BЫBO 

ду, что число решений E(x) y==o, как ФУНКЦИJ у, есть KOH 

ставта отличнаа от НУЛЯ. Это влечет за собой сюръективность Р.

Пусть у==о соответствуют решения Xl"'" Хт , rде т;:'2, (Заме-
тиы, что чисдо реш нийконечно, так как все они изолированы в

сиду а,О И все лежат в оrраниченной области в СИ;lУ ЬО). при дви-

женни по JJюбому 4УЧУ vt (uри фиксированном v Е nn, 11 v il == 1) от

t ==- О до t== IXJ из каждой 'fочrш х! (i== 1,..., т) выходит одпозпаq 
вая HerrpepblBHaJJ. (В сиду а

О
) кривая Xt(t) такал, что F(Xj(t») == vt,

В СII.1У llостоянства чисда решений уравнеНllЯ Р(Х) у ==0 кри 

вые, выходящие из раЭJJИЧНЫХ точек Xi> Xj, не Mory'l' пересеRа'1'Ь 
ся. Отнесем теверь к МlIожеству Oi вес точки кривыХ Xl(t) (соот-

ветствующих всевозможным v Е лn, 11 v 11 == 1), выходлщих И3 точки

х.. Леrко пидсть, что мно:кества С; 01'КрЫТЫ (в силу а
О
) и заве-

домо не пересекаются. В то же время U С; == вп, Но это IJрОТИВО 
i

речит СВ.!lзвости lt
n

. Это доказывает IIнъективвость F. Непрерыв 
ность F lследует из а

О
. .

Заметиы, что условию Ь О
можно придать друтую эквивалентную

форм у, которая иноrда оказывается более удобной.

Лемма 9,2. Пуст-ъ lf:Rn----+Лn

иепl1ерывно. To дa для cпpa 

вед.luвости ЬО необходимо tt достаточно
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lim iIF(x)I!==со, (9.4)
Ilxll'""*""

Необходимость. ПУСТJ. l,Й спранеДJ1ИRО, а (9,4) не RI,lljОД 

няетсл. 'l'оrда найдется I10слеДОН1i'Н,',IЬН'J('1Ь Хн. 'l"IШ8Я, что 11 х" 11 со,

но F(x,,)== Ун. у*. в ЭТ ом сдучае щюоБРh3 оrраВИ'lевнс.rо MH(J'rКe-

ства {Ун. J u 1 у*} неОI'равичен,

Достато ЧllОСТЬ. Пусть сuрапеДJ1ИВО (9.4), и сущеС'fВует or-

раl'иченнос МНОЖf'С'l'во Q, ]Jро06раз RO'foporo F l(Q)неоrрнничен,

Тоrда найдется последовi:!'fелыlс1"ь х" Е F l(Q)такая, Ч'Iо 11 Х" 11 0),

в силу (9.4) IIF(xk)lI co.С друI'ОЙ стороны, Yk:P(x,,)E' . 11

9.2. Общие теоремы о rомеОМОРфИ3М8Х. В llРИI\Л8ДRЫХ за-

дачах изучаемый ОПЕ'раТОIJ F бынаеl' определен :шшь на некото-

ром llодмпожествс В". В отдельных случа.ях llРИ этом удается

оБОЙ'J'ИСЪ ПрИМt'ненисм 'J'eOpCMbl 9.]. Вот' ]Iростая ИЛJJюетрация.

Оllределим на ВНУ'JреПlIОС1'И НЕ'отриnатЕ'ЛhНОТО (,ртавта В'1: ото-

бражение
Lx==(lnx1,...,Inxп }

т е о р е м а 9,2. Пусть .1101;;,( ЛЫIЪ1й tO.lfeO,ItO рф'щftl G: iп t. R

int в. уrJовлетl10рлсrп условU10

IILO(x)II CX) при IILxl! со. (9.5)

ттда G ш.,tеОШI рф'иЗ_1f
*

ill t 1:'1. на iH t Л .

ДЛЯ ДOl,авательства достаточно заме1ИТЪ, что О'Iобрюкевие L

осуществляет r омеОl10рфИВМ не,жду int В',' и Л
П

, а О'I'ображепие
LGL l:Rп J,пудовлетворяет предположения:м теоремы 9.]. 11

в более сложных ситуациях теорема 9.] (ранно ЮН, и ее ()lJe 

видные слrдствия) не всеrда оказывается работоспособной, При 
ведем более общий ре3УЛЪ'fат,

'f е о р е 111 а 9,3. Пустъ F отображuст _"ет рlИескос npociHpaH-

crпв() Х о A eтpUl{CCICOe пространство у, пpU1teJIl Х лuнеilНО СШВ 

НО, а У сm.Jltuвас.ЛlО jl0 ссбе. Тмоа, qtmобы F Gыло 10. со.ltорфuзмоAt
Х на у, 1tсобходuмо Н досmато'1{Н() 6ыиол1tС1tUС двух условий;

ай. F лвАлетС.<f ЛО"а.IЪН'ЫА tОМСО/lfОрфU3МОМ.
Ь О

. Прообраз А10боъо liомuоюnноtQ 110rl"tIl0жесrпва У 'Компа'Ктен

в Х. 11

Мы не ПрИВDДИ:М доказзтельства, так как теорема 9.11 част-

ный случай теоремы 9.4, ДОК8зываемой ниже.

.. Условип теоремы не только достаточиы, но и необходимы, что очевидно.
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О'П,бражевил, удовлеТВОРЯЮll<ие УСЛОВlIlO 1J 0 , В3ЗЫПЗIИ'U1 собст-

венными, H<JR показывзет лемма 9, , в случае Л" условие ,/О мож-

но ззменить ЭRвивзлентпы м llебование:м оrраниченпr,еТf1 прос(;ра-

за любоrо оrраничснноrо мнижества. В обще&! случае таli1iЯ заме 

на НЕ'допустима.

Теорема 9.3 не OXB1tTblnaeT рнд ситуации, IioTopble МОТУТ

представляТJ, интерес (например, rомеоморфизмы сф рыН3 сферу).
Бо. ееширокий Kpyr приложений имеет следующее утверждение,

Теорема 9.4. Теорема 9,') ОGтuется 6 силе, С('.Щ УGЛО6uе

Gтя uваеА!остuУ за.llеlt/0?11> более с,щбыд: У .tUHei!1fO свЛ.то

бая непрерЫI:J/И1Jt .lаJИ/f,нутпя 1,РН6ая, лежа1Ц(JJ( в У /иожст быть

нспреръино стннута (дf'.форщ/}!ована) 6 то'/.{/,;у *,

Д О R а R а т е л ь с т в о. Необходимость условий аО, /;0 очевидна.

ПОК(Lже JДОC'fаТОЧ!lОСТЬ. Установим сначала ('ЮРЫ:ЮИIШОСп. F, В

силу а
О

, множеС'jВО F(X) открыто р. У Попашем, ЧТU с.но танже

3ЮIКНрО. Пусть Yk ---+ У и J1k: Yh Е Р(Х). в СИ.1У 1)° ПIJсобр1i3 j,OM-

иаюното множества !Yh j U I у) I,омп3.ктен в Х. Поэтому у ы'('ле 

доватедьнос'IИ Х" (Х" Е F Ч!lh» существует сходяща}:сл 110дпо('ле.

довательность Xh
m

Х.   'IИТЫВНВ:He11p pЫBB()CТb Р, ilO.'IYQaeM

Yhm==F(Xh..,,)---+F(х). Откуда F(x)==y, т. е, уЕР(Х). Итак, Р,Х)

одновременно 01'КрЫТО заМJШУТО в у, а nОС.КОЛЬКУ У ("R>13EiO. ТО

РСХ) У СЮРЪРJiТИВНОСТЬ доказана.

Следующий этап доказательство инъеИИDПОСтИ. В предполо-

жении про'rинноrо ваiiдутсл ТОЧИ И Х! 4: Х2 'rartие, ЧТО FU:J ) ==
== F(x'IJ== Уо' Соединю\ Х] и Х2 Hel1pepblBHoii БРИЕОЙ P(t), t Е [о, 1],

Р(О).-= X t , Р( I) .=Ха,

И рассмотрим ее образ Q(t)==F(P(t)), предстаl1ляюmий c(J6oi1 flЗМК-

НУТУlo RРИВУЮ, ПУСТЬ H(t, л) (л Е [о, 1]) пепрерЫDIIая деформа-
ЦИН Q(t) В ТОЧИУ УО'

l1(t,o)==Q(t), H(t, l)==Уо,

Поскuльку F сroръеь: 1 ИВНО; ДЛЯ любых '", Е [о, l]X[O, '1 IJрuоб 
раз H(t, л) не IJУС1', Кроме Toro, в СllЧ' аО, l}, ин J\ ЖДUЙ точки

P(t) Е Х (IIpl1 любом фиксироваВН031 t Е [о, 1]) выходит однозпач-

вал неllрерывнза liU л ветвь

P(t, л) Е р-l (Н (t, л)),

·

Этому условию, напрI1мер, удовлетворяет сфера в Rп (n>3), 1<оторап по

себе неСТЯI'иваема.

105



опрецеленнан длл любоrо л Е [о, 1], Если 'теперь 1I0кзза'1Ь, что при

любом фИКСЩJОВI1НВО.м ),. в 10М числе при ),== 1, P(t, л) нредстав-

.'lяе'f собой непрерывную кривую. получитс» требуемое nротиво 

речие. ДействитеJlЬНО, в ;)'}'ом случае nрообраs 1'ОЧIiИ Уо Е У будет

содержать непрерывную кривую P(t, 1), что UРО'l'иворечи'l' а
О

.

ПОКllже непрерывность P(t, ),) по t в любой наперед задан.

ной ТОЧI,е to Е [о, 1] при любом фиксированном ), Е [о, 1]. В силу
а

О
, Ь

О

про образ каждой ТОЧIШ у Е у состоит не более, чем ИJ Ito 

пе'lвоrо числа точек. ПОЭТО)IУ Д.1Я каждой точки у Е у существует
таJ\ОЙ открытый map ТУ у

<= у, ЧТО ДЛН I,алtдоrо х Е F l(y) сущест 

вует окрестность Vx<=X ТnIiал, что сужение F на Vx еС'fЬ rOMeo-

МОТ1фИ3М ТТх на ТjTy . Выберем .:lл, Ю3 условия УуЕ[О.  лl]:
:нио, у)Е1Уу , rде у==lIио . О), Тотла дли t достаточно близких

It t,)' uчевидно,
p\t,  )'l)==-Py (H(t, .:lл

1),

rAe F V.\:  СУiltение F на Vх (Х== P(to ' о)). Аналоrичным обраЗ0М

можно представить второй шаr P(t, .:lл1 +.:lл2) и'}'. 1l, ПОСRО.1IЬRУ
множество Н( [о, 11, [о, lJ) компактно (как нео рерывный оБР83
RомпаК'Iа [о, l]X[O, 1]), ТО И3 ето 1I0КРЫТИJI шарами можно выбрать

конеЧЕсе ПОДlIокрытие. Поэтом у P(t, л) ПрИ любом наперед aaдaH 

ном ). Е [о. 1] и t 1Iостаточно БЛИ3liИХ к to можно определить с по 

мощью конечноrо числа укааанвых выше шаrов, т. е. суж.ение

P(t. f.) на достаточно малую OlipeCTHOCTL to есть RОМПО3ИЦИН ко-

нечноrо числа HelJpepblBHblX операторов. Это 'nОR8зыnает непрерыв
НОСТЬ P(t, л) по t и заверШ8ет ДОК8sательство инъеКТИВНОС'IIf. Не

lJpepblBHocTb F lвытекает иs а
О

, .
9.3, НаКРЫТИR пространства. Теоремы о rомеОllорфизмах ОД-

новременно rараН'I'ИРУЮ'f раsрешимость уравненил F(x)==y при

любом У Е у, еди HCHeBHOC'lЬ решен и» и непрерывность обратноrо

OlIepaTOp;) F lИноrда возникает самостолтельны:i! вопрос О раз-

решимости F(x) == у при любом У Е у В случае llолощительноrо

отвеп rОRОрЯТ, что отображение F: Х у HaRpblBae'l'
*

простран 
ство У

Т е о р е м а 9,5. Пустъ вращение вe'Кrпop'Нтo поля Р 'На сфе-
lЩХ достатО-lt'НО боJ/,ЫUОИ радиуса отмр&но от нуля, т. е,

ind(F, 0:»=10, и "усrnь вЬШО./l'Н/lеmся условuе (9.4), Тои)а урав-

нение Р(х)==у имеет решение при любо!\! у Е вп, т. е. F На1fръt-

lJaeт В".

· rО)lеО)lОРФИЗМ осуществляет однолистное накрытие.

106



Для до!,аэате.'IЬСТва достаточно замеТhТЬ, tIro It СИДУ (9.4) па

сфер:JX ДОС'l'аточно большоrо радиуса llОДЯ F(x) и F(x) у будут
непроl'ИВОПОЛОЖНО uанравлены. .

Па предыдущеrо ра;щела леrко сделать вывод о спрапеДJlИВОСТИ

следуюmеrо утверждения.

'f е о р е м: а 9,6. Пусть Р лока.'1Мtыu 10.1tеОАЮрфuз.!\! u образ

Р(Л") за.ш..нут в R". To aaF накрывает Л" .

9.4. r.'10бальная разрешимость неявных ФVНКЦИЙ. Пусть
дано уравневие (относительно х)

Ф(х, у) ==zo, (9.6)

rne Ф: ХХУ --+ Х непреРЫDное отображение, zо некоторыйфик 
сиrопанный элемент 113 Х. Здесь Х, У метрические простран 
С'l'ва *, причем Х JJинеинu СflЯiJНО, а У стяrиваемо по себе.

Уравнение (9.6) назовем Л,О1,(lАЬНО разреиЩМ'ЬМt, еСJIИ

]) существует хотя бы одна пара хо Е х, уо Е у, УДОВJIетворяю 

щан (9,6);

2) ДJlН любой пары хо Е: Х, Уо Е У, удовлетворяющей (9.6), :мож 

НО умвать окреетности V с К, W с у Il HelJpepblBHoe отображе 
ние а: 1.fТ V таrшf', что д.1Я любоrо у Е JV

Ф(G(у), y)==zo

и Ф(х, у) 1= '';0' если х 1= и(у). Друrими слоr.:J.AIИ, (9.6) Hii ыноже 

стве ттх Н/ ЭIШ!lВ8Лентно уравнению x==G(y).
Уравнение (9.6) назовем rлобал},но разрешимы м, если сущес'r 

:вуе'!.' неырерынное отображение а: У Х такое, что (9.6) на ХХУ

зквивалеНТRU уравнtнИЮ х == и(у).
в "тои случае rORopHT также, что (9.6) неявно задае 'фУНR 

ДИl() и(у). ОчеIlИДНО, зада'lа о разреШИblОСТИ (9.6) в указанном
смысле явлнетсн более обшей, чем  адача (1 rом:еоморфизме, так

каь: lJlJСJеДllЯН может быrь сформулирована в виде вопроса о r.10-

бальной разрешимости уравнения F(x) у ==0 относительно х.

Теорема 9.7 1J'(fIобы ypa8пeтle (9.6) било U/обадьно раЗlJe 

1UШtO, неОU:L'одUJ\lО u достатО1/Н0 выпОJlнеиие следУ'ЮЩllХ условий:
]0. Уравнение (9.6) /loka.i-ЬНО разрешимо,

20 Е('. множество S с у КОАtnа1Стно, то АtНQжество

Т==(хIФ(х, y)==zo, уЕВ]
КО,\!nOlтто (j Х.

Не обязательно КDнечномерные.
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До Jt а 3 а т е л ъ с т в о. Необходимость условий 1
о

и 20 очеllИД 

на. Перейдем R достаточности, Поltа.жем, что при любом У Е у

'Уравнение (9. ':) имеет решение, В силу 1
О

множество Q с: У l' ех

'Jo'reR У Е у, для которых (9.6) имеет решение, O'JKpblTU. Покажем,

что оно также замкнуто. Пусть у,.---+-у* И Vk:YkE l,Для на.ждоrо

у,,- ВО::Jьмеи по одному решению (9.6) Х,,-. Последователъnость Х,,- в

силу 20 комшштна, и без оrраничения общности можно считать

х"- ---+- х* (иначе можн!) перейти к подпослеДОВ3'1'елности). Но '1'or.n;a

Ф(х*, y*)==zo' UОСRОЛЪКУ Ф(Х,,-, Yk)==Zo для всех те в отображение
Ф неllреРЫI1П(). с. едовательно, у* Е й. Итан, Q одновременно OTK 

рыто и ззмкнуто J1 У, а поскольку У связно (так RaR стлrИl1ае-

:мо), то Й==У, т. е. ПрИ JJюбом У Е У
. равнение (9.6) имеет хота

бы одно решение
ПОl{Rжем теоерь, ч,о 19.6) ПрИ любом У Е У имеет еДИНСТllен 

ное рете'FIие х==а(у) Е х. в силу 10 и 20 число решений (9,6)

IJрИ .пюбом У Е У конечно. Ероме Toro, число решений (9,6), пак

функция У, естъ RОЛС1'антз. ДействитrЛЬБО, пусть при Уl Е У и

У2 Е У (9 6) имеет раЗ.iIliчное число решений. Пусть х1 ,.... Хт pe 

шения (9,6), отнечаЮffiие У\. Соединим точки У! И У2 непреРЫII 

яой кривой Р(Л)

1':[0,11----+У Р(О)==Ун P(l)=-=y .

Из 1
О

И 20 следует, чтu из БЗЖДОЙ ТО1JRИ Х; (i == I "", т) выходит

непре РЫRна.я КрllRая Хi(Л) таt>:JЛ, что

Ф(ХiО-)' Р(л))==zо.
Так как число решений (9.6) lIрИ У. и У2 по пре)щоложf'ВИЮ раз 

лично, то кривые Хi(л.) ДОЛЖНЫ или nетниться, ИJJИ пересеК3ТЬСR'

Но это противоречит условию 10,

Фиксируем теперь неКОТОjlУЮ точку Уо Е у, и пусн f'И UТHC 

ЧI!.ЮТ рР.шеПИfl (9.6) X ,...,x ,. лредIlоJIожIIы' что t?I;,,2, Поскольку
у стяrИl1аемо, r,уществует rомотопия Н,,(ь), связывающая тожде 

CTBellEJOe отuбражение Но: У ----+ У с отображением 111: У Уо'

Пус'lТ> Хт множество решений (9,6), отвечающих У Е у,

Соединим У и Уо кривой }1().) ==Н,,(У) и раССМОТjlИ м сvответствую-

щие кривые Хi(Л) (см. выше) Каждая кривая Xi(l,) имеет ДB liОП-

ца Х; =":'Xi(O) 11 х] ==х,О), Точки Х; и х7 в этом с"УЧ8е назовем ЗR 

нив леятным:и. Пусть С; С: Х множество TOQel\, ЗRВИ!НJлеlППЫХ

xr и== 1,..., т). Очевидно, U Gi==X и все множеСТllа Ci O'IRPblTbl
i

11 не пересеRак..тся, Но это lIpOT иворе'lИ1" св,н3НОС'JИ Х. Следова-

'IеJlЬВО, т==l. НеIlреРЫIJНОСП (;:У---+-Х IIbl'ICKaeT из ]0..
lЩ!



Е('ли X Y==R",10 в условии 20 теоремы 9.7 требование KOM 

ПarПНОСI'И: S и Т можно заменить равн"си.IJЬНЫМ (в данном случае)
треБОВ1\Юlем оrраничен ности,

Упражнения

9,1. Пусть локальный rомеоморфизм F Rn Rn осуществляет rOMeOMOp 

физм Q на Р(П}. Тоrда p rомеоморфизм ti на Рф).
9.2. Пусть rомеО:\lОрфИЗМ F [1 F(!!) вевырожден на [i и Р(х) ==0 для He 

KOToporo хЕ!!. Тоrда ! ;'(Р, 11) 1==1.
9.3. Постройт пример локальноrо rомеоморфизма F Rn Rfl, которыи

наКРЫВlет R". но не ЯIмяется rомеоМОрфИЗМОМ.

9.4. По rройте I1p 1МCpЫ отображений, которые удовлетворяют условиям

теоремы 9.5 или 9.6, но не являются rомеоморфизмами.
9.5. Пусть B KTopHO юле F а 1I\1Пrоrи'\ески линейно. и det р, (XJ) 9= О.

Тоrда F HaKpblBaer R".

9.6. Пусть p rомеоморфнзм R" на R" и 11 G«() 11/11 F(x) 11......0 прн 11 х II O.
Тоrда отображение F(.t)+G(x) иакрывает Rn.

9.7 Пусть отобра;l\енне F Rn..... Rm (т4n) rладкое. ПРО\1ЗВОДНUЯ Р'(х) в

любой ТОЧ ке х Е R" накрывает Rrn. и образ Р(Я12) замкнут в Rm. ТOI'да F Ha 

крывает Rт

9.8. Пусть 11 Р(х) iI "" при 11 х 11  1X)и (Р(х). G(x) 40 для ДОСТ<lТОЧНО боль 

шик по норм'! х Е Я". rце G некс.торый l'омеоморфl13М Rn на R/l. Torдa F

накрывзет R".

9 10. НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ мноrОЗНАIJНЫХ

ОТОБРАЖЕНИй

10.1. Общие сведения. Иноrозначпым (точечно множествеlI 

ным) отоБР;l;RеНJlе 1 Т: х......... 2 У (2
У

условно обознаqает :мпо;кествu

всеI lJодм:ножеств множества У) Ha1lblRaeTCa OlJepaTOp, COlJOCTaB 

дающий ка.ж.до:ll.У Э.1емевту ;ос Е.х HeKOTopue веllустое подмножество

множества у, т. е. Т\Х) сУ ця любоrо х Е Х.

Веяде далее иод Х 1I0JlразумсваеrС!I некоторое подмножество

пп с индуцированноu из Rn метрикой, Если не oroBopeHo против'

ное. считается У ==лп
, Р<tссматриваютсн лишь оrраНИ'lенвые OTO 

браiltС н и:, Т: Х ---+- 2 У , I{01'Opbl каждое orpa ничеПН(1е множество

А с Х переводт' 11 оrравиченное :множество

С==Т(А)== U {Т(х):х Е Aj.

Muoro:JH3'IHOe отображение T:X .....2 У называется замкRу'Iыlи

(If.1 и ПОДУRе ирерывпы 11 с Repxy), ССДИ rра.фик ::I1'oro отображения

Z==i(x. у) Е Х;<У! хЕ Х, УЕ Т(х))

i!а:\1 ПУ'l' в хху.

(10.1)

109



Длл оrраниченны отоб\Jнжениti можно .;ать ЭКВИВ:JJен'Тное оп-

ределение: (JтоБРi\iЬ:ение T:X 2)' замкнуто (ПО.llунеuрерывно CBep 

ху), еели II() .'Тюбой окрестности и любоrо множсства образа Т(х)
мож.но УJiззать ОЕрестность V точки х такую, что T(V) с: [Т.

Далее наС будут интересовать Бопроеы, связанные е разреши.

мостJ,ю включений О Е Т(х) или х Е Т(х). В случае х Е Т(х) ТОЧJ:У
Х называют пеподвижной точкой отображении Т,

10.2. Редукuия задач к мноrозначным отображениям. Тео-

ремы о неподвижных точках }Iноrозначных отображений IJpellCTaB 

длют собой довольно мощный aDuapaT Д;JЯ решения оБТUllрноrо

xpyra вопросов, Исuользование Э'Jоrо апuарата часто СОllр.яжепо с

необходимоетью Iн:ренода форМУJ1ИрОI10 и:JУ'Jaем:ых задач на лзык.

мноrоапачвых отображепиii, ;I:eJo в том. что n IIСХОДПЫI пос'rаrтоп 

Еах задач мвоrознзчные отображения:, 1\:а 1_ правило, вообще отсут-

СТВУЮТ. При этом ведущие R целИ' uреобраRованин Moryт бы'rь да-

деко не О'Iе.видвыми, Но в бо.ншинстве случаев необходимая pe 

ДУI\:ЦlIЛ Аосп'r ;ТОС1'аТОЧIIО естеС1вепный хараК1ер. Ниже рассмат-

риваются дпе классические илдюстраЩПt,

ОбраТIIМСЯ к известной Нa;I.зче о существовании у фующии

"f(x, у) седЛО60й ?НОЧ1т. Она <lКВllвалевтпа вопросу о сuраведлипос 

ТИ ране Hc'rBa

min roaxq;(x, у)==шах millq:>(x, у).
!JEY хЕК хЕК !JEY

Напомним, что аТО! В1Iдача JlrpaeT важную роль в математичес-

кои nроrраммировании (существование сед.'lОВОЙ 'IОЧIШ у Jlarpaa.

.швана равпосидьно сущес'rвовапию решения у оаДilЧИ нелинейноrо

uроrра.м.мироваНИJl), теории иrр и вuобще теории МИПIlмаJtСIIЫХ

задач,

СтаНJlартный UY'l'!, доканатеЛЬСТlJа ранеНС'1'оа (10.2) состоит в

следующем. ВRОДЯТСН два МНОl'озпачпых отобраiкения
*

00,2)

U(x)==.Arg miD tp(x, у),
уЕУ

V(x)==Arg шах 'Р(Х, у).
хЕХ

Тенерь из сущеСТВОRанил неnодвижной ТОЧRИ отображения и(х)х
ХУ(у) следует (10,2). Действительно, пусть

· Как обычно, Arg min 1р(Х) обозначает  н(\жествотех х Е Х, при которых
хЕК

достиrается минимум "Р(х) , Ана.лоrично опред ляетсяArg шах 1р(х).,
хЕХ
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(у*, х*) Е U(x*)XV(y*).
Это 08вачаеr, ЧТО

mil1 'f(X*. у) == Cf(X*, y*)==ruaxCf(X, у*).
!/Е У хЕХ

Отсюда
lIlil1 шах Cf(X. у) шнCf(x, у*) == I:fi(X" у") ==

уЕУ хЕХ хЕХ

==min 1о(Х*, y) тaxтin 'Р(Х, у).
уЕУ хЕХ уЕУ

Но сuраведлипость обратноrо неравевства uчевидна, поэтому (10.2)

доказано (конечно. при УСJIОВИИ существовании веllОДВИЖНОЙ точки

у отоб [lажепия их v),

Рассмотрим друrой IJример. Пусть И:\lеетса иrра N JlIЩ С фУНК'
циами выиrрыrnа п; (х1 . xs), rде Х; Е Х ; стратеrил i-ro иrро 

ка. Введем обозначепие

Фi(Уi, х)==пЁ(ХЁ"" Xi _l'Yi' Хн!,'''' Х,,),

Решением (UОJlu;кениеи равновесия) Иl'рЫ JJO НЭI/lУ пазываетсл

 'очltа х" == (X ,.... X :такая. что

тв х ф,(у" х*) == фj(Х;, х'). i == 1 У

y;EXi

ВведР.м wноrО3Вltчные отображения

И"i(.х)==АrgшаХФi(Уi, х)
yjEXi

и положим

lУ(Х)== W1 (x)X ...Х WN(x).

Очевидно, '1'1'0 ВUпрос о существuвании раановесил ПО llэшу
9квива.ilентен 80иросУ о существовапии решениа у JlКЛJ()llениа

х Е  Y(X).
10.3. От ображения с выilнлыыии образами. Ниже Q обuз 

вачает Оl'раничепную об.'Iасть в ЛfI РаССМ:iтриваютса мноrознач 

вые отоuра,щевин Т, азданные на Q и имеющие ВЫllУRлые ()бра-
Вы т(х)с:вп при люб!'м xE Q.

 ЯОl'означпоеотображение Т(х) называют также  lНоrознt1Ч8ЫМ

веК'ЕОрНЫМ uолем. а 'fОЧКУ х, в к.О1'ОрОЙ О Е Т(х), нудем MHor03H ач-

Boro BeRTopHoro иОJlЯ. rоворлт, чrо ноле Т(х>" неВЫIЮiRдено на MHO 

жестве .r, если на r оно не имеет нулей, т. е. О Т(Х) дЛЛ ,[lOбоrо

х Е r. Изучаемые далее поза, еС1И не oroBopeno противное, llредпо.1а 

rаЮТСJl певырожденныwи на rраницах Q рассматриваемых оБJlас.

тей.
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Перейдем R описанию стандартной аппроксимационной Kf'HCT'

рукции. В силу компактности Q при любом е>О в Q существуе'!.'
s-celb Ls-==-(X1,.." XNJ. В IЩ;Т,ДО.u множестве T(x:i) финсируем про 
иавольную точку у' Е T(x

l
), ОпредеЛJIМ далее N весовых ф}НI!ЦИЙ

/ N..,
ct1e(X)==O;e(X)

/
1 8 je(x),
, l

rде Oje(X)==max{o, s llx X/I:}'3аметим, что  еjЕ(х»одлп.Ilю 
бото х Е  2, поскольку набор точек xi образует E ceTЬ.

Навовеи теперь однозначное отображение

N

t(xj == cti:;(X) у'
, l

(10 3)

S <iШlрJКСИМ<iцией МН<Jrо:значноrо О'l'обрв:кеНИJI Т(х).

!IYCT!> отображение Т (е выпук;'!ыми обрааами) ЕРВЫ]ЮiRдено

на Q и па:М:КА:УТО, В .ном rЛУ'lCiе вращением у(Т. ri) мноrозначно-

1'0 BeKl'opHoro пола т!х) HJ. на:зовем вращение одпозна rJноrо BeK 

TopHoro llОЛЯ: (10.3' Шt r достаточно малых Е,

ПОКlJ,)кем корректность такото онределенин:, 1', е. не швиеимость

вращении e-аlJIIроксимаII,ИЙ (10,3) от IJыбора е-сети (еl'ЛИ ТОЛЬЕО е

досrатuqно мало) и от выбора точек у'
В еИJ1У невырождеlfllОСТИ Т на Q любое :заМRнутое ВЫllуклое

нножеСJ во Т(х) не Сl)дер,it И1' пудя. lIоэтому существует пекоторая

выи УЕСIая OKpe I'lil)(', I Ь U множества Т(х) '] акше не со;\ержащая

НУЛF[. Но так К Щ ,,,БРi1жеtll1е Т ПОJJунепрерывпо СЕСРХУ, '1'0 п И

лежат все образы Т (.1/) ТОЧРR у И3 неко !'орой о креСТIIОПН J7 ис xoд: 

НОЙ ТUЧRИ: Х. Таким оБРЯ::jf)У, т;аж.'1: L )Й то'{к.е х Е Q можно ,JOставитr,

в соотqетствие rnаровуro oJ;peC 'HoeTb VX' ()б:J3Д ЮЩУЮ',еМ" свойс'r 

вон. что ее образ T(Vх) лежи'!' п !1',iПуклом :множес'[ве, не содер-

жaeM пуля.

И3 нок.рЫТИil KOMUCo/;r<!

нечнuв L/ОД'lOкрыrир, ау,;,[,
V1 ,..., Vт .

Лемма 10.1. U.lf1l(1'Cт,f.lJeт тrrlroe 0>0, '{то и/ар pOIj  y('aа

с 1(rnт}JIJ,\! /J люБIJi/ то'шс х Е Q неЛШiОJt о1е,J/I'ит /J ойnо,н нз .м}щ 

i)/cecтlJ Vl" ", Уrn
'

О''-ЩJJJТЫМИ шарами УХ выбере,\J KO 

'ТaKO ПОДlIокрыrие обрачют IПары
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Пусть !(х) обознач ает максимальный радиус щара с цен'тром в

х, целиком леmащеrо n одном из множеств Vp
'" Vm , Очевидно,

e(x);;o,e(y) llx yll.E(Y) E(X) I[x  yl\для Достатuчно б.1lИ3КИХ

точек х, у. Отсюда IE(X) в(у) !:о::;Н Х у 11, т, е, ФУНКЦИJl е(х) He 

IIpeprJBBa на J.омпакте Q. Для :завершения доказательства ДOCTa 

точно 110ЛОЛi.ИТЬ 0== шill { е(х) : х Е Q 1. .

Возьмем теперь любую еесеть J! любую e! ceTb (101, Е 2 < : )
на  . ,Пусть

t1(X)== CG1el(X) уС, [а(х) == CGje2(X) zl
j

(10.4)

соответствующие ОДНО3Пi1'/Ные аlluро&си:мации. Рассмотрим ПрОИ3 

ВОЛЬПУЮ точч Х Е. Q, В суммах (10.4) пенуле ые Rо ффици:енты

иоrут быть  оль&оIIрИ тех yi. zl, которые ззвеД()1IIО принадлежа'1'

образу l)'окрес!ноC'fИ 'fОIJКИ Х. НО этот образ лежит в одном из

образов T(V'il, КОТОIJЫЙ в свою очередь леашт в не[{оторим пы 

ПУК.'lОМ множеС'fве, Ее содержащем нулн. Поэтому В любой TO'lKe

Х Е Q все вектиры yi.. коэффrщиенты при БОТОрЫХ В 00,4) от-

личны 0'1' Вy.:IЯ, :lежат f! ВЫПУn.;10ll множестве, не сuдержзmем нуля.

Отсюда вемr..:ценно вытекает невырождениоеть и неl1РОТИВОПОЛОЖ 

ная напрамввность однозначных IIО.1ей [ 1 (Х), [2(х) на Q, что вле 

чет за собой их rомоruuность. КОIJреКТIIОСТЬ определения враще 

нии мноrозначноrо uuдЯ доr.азана.

Для вычисления вращений, как и f! СЛУЧ:1е однозначных полей,

важно 1I0ВЛ1l1е rОНJТОIIИИ. 1rноrозначпые BeR'l'upHble lJОЛЯ то(х),
Т1(х) наВЫР3ЮТСJf fI)МО'JОUНЫМИ на Q, если Сj'щеС'l'вует замкнутое
по СОВОRУllRОети нреиенвых мноrозначное U'lображение (с выпук 
дыми обрti; ами) Н(х. -:) (х Е  l. "t Е [о, 1]) 'laKOe, что при любом

't Е [о, l] llO;le Н(х, ") неВЫРО1Б'дено на и

Il(х,О)==То(х), Н(х, 1)==T1(x) (хЕ Q)

т е о р е и а 10,]. То.\] отOl/Ные :MHoъo'>1ta 1tu'ыc BClimoрuъtС 1l0л,л

имеют Ot)U'iIIl,OlJble вращенил.

.J;ЛJl доказательства достаточно заметить, что у(Т, Q) не мени-

етм I1рИ }tалых дефuрмациях полн. .

Теорем:а 10,2. Если J11Но означное векторное по.llС Т He8Ъ -

lJOжrJеНG на за.WЫNаU!tl4 Q
, то у(Т, 2)==0.

8 В. OrlOl'flIen, Т. Хуродзе 113



Леrко убедиться, что !-аUПРОRсимации llОJJЯ Т при AocTaTo'IHo

малых € будут невырождены на Q (иыеюrc.я: в виду € аUlJlJOксима-
.

ЦИИ не :на rранице Q, а на замыкании Q). Далее остается coc 

латьс.я: на т!'орему 6.tj, .
Как и в слу'/ае однозначных отображений, эта теорема Нtмед 

ленно влечет за собой Сllраведливость слеДУlOщеrо фундамепталь 
Horo результата.

Теорема 10,3. Пусть -(Т, Q).:fo, Ттда в". Ю'tенuс ОЕТ(х)

разрешu.мо в Q, т. с. существует х'; Е   ,в ""оторой О Е Т(х"'), .

Понятно, что .Ja.1ee МОЖНО С,1едовать путем, аналоrичным тому.

КОТОрЫЙ был описан в 6,7. Надо определить вращения ряда.

стандартных полеil, а затем сводить R. НЮI С помощью rОМОТОIJИИ

изучаемые поля, после чеrо использопание теоремы 10.3 будет
llРИВОДИТЬ х lJаЗ,IИЧ-НЫМ принципа)J неJlОДВИЖНОll точки. Но D иа 

честве стандартных можно ИСПО.1Ьзовать однозначные IJОЛП (SВJJSЮ 

щиесл частным случаем мноrозна1J8ЫI), вращение котирых изве 

стно.

т е о р е м а ] 0,4.. Если 11 рu любом х Е  11tроuзволънис вС'lirJIОры

Yl Е T1(x), У2 Е Т2(х) не на12раl!лены I2роmU60nО.!ожно, то 11001/1 Т1 (х)
U Т2(х) 20.1I0тоnны.

Д о R а з а т е л ъ с т в о Э,lементарно, Леrко Dровери1Ь, ЧТО
*

Н(х. "") ==(1 't) T j(x)+-:T2(x)

является rомотопичеСЕИМ мостом. 11
Остановимся на выводе ПО.1У1JИВШ('Й широкое распр('страН!'8ие

теоремы Rакутани. Напомнии, что все рассматриваемые в  'fOM

ра1\деле мноr(Jзнзч-ные отображения имеют выпуклые образы и

преДIJОJJаl'аЮТСJl замкнутыми.

Т е о р е м а 10,5, Пусть JИНО10.1на'/ное отображенuе Т(х) 11eJle 

водит 6 себя не"отор'ый ЗQ/К/i:НУ111Ы!, /Нар В , т. е, Т:В....-+ 28. To  

да отобраЖСНlIС Т  tM/:Cт НС1l0двЩЖНУJII rJ!()'1KY х* Е в [х* с .т(х*)],
Без оrраничени.л оБЩIIОС'IИ центр шара В 1IlOЖНО СЧII,ать pac 

положенным в нул(', :\!ноrU3Б ачное веIИ'О}lНGе uоле U(х) ==х Т(х)

иожно считать неВЫIJOжденны:м на В (иначе бы еущеСТВОJlаJJа nе-

· Сумма мноrОЭН8ЧНЫХ отображений опреде.1яется так:

И(х)==U1 (х)+U2(х)== [х I х==-а+.? а Е U1(x), Ь Е и?(х):.

Если U1(x). Uz(x) замкнутые отображения с ВЫПУК,nl>! '1I (.fР:!З:1МII, те OTO(i.

раженне U1(x)+Ua(x) таи>Ке заМКI! )'то и Ю!('СТ  t.rrl)К.ше uбrюы.
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I:JOДВ'ижiIая то'ша х* Е В), .1 erK() виде1'Ъ. что любые два BeJ:Topa

х Е В. у Е х Т(х) H Mory'l' быть ПРОТJIНОUО..lО;КНО направлены,

Но тоrда (теореыа ]0.4) 1l0JlЯ 1(х)= х и и(х) rомотопны. Следо 
. ,

взтелт,но, у(и, В) == '( (1, В) ==]. .доказательство завершает ссылка

на теорему ] 0.3, .

Обrатю[ внимание, что cxe [a доказательства здесь полностью

аналоrllчна схеме доказа'J"еJlьства Teopt'Mbl Брауэра. Такая ан ало-

rия имеет место и дл-я рида llослеДУl<JЩИХ теорем.

Т е о р е м а 10.6. Пусть О Е Q и (х, y) oдля любоЙ пары век'

mopotJ х Е   ,у Е Т(х). Тои)а 6"К.tЮ'lснuе О Е т(х) разреUlШIО (] Q: .
т е о р е м а 10.7. Пуст'/) О Q tt (х, Y) (X,х) для любоЙ пары

векторов х Е &1, У Е Т(х), Тotда oтofJражение Т имеет неnодвuж-

'Ную 'YiI01tIiY х'" Е Q, .

Те ор е м а 10.8. Пусть О Е Q 1t для любых х Е Q, у Е Т(х) CY 

ществуст UHOeh:C i такой. 'tmo Х, Yi > О. Тotда, 6'Хлю'Че'Нllе О Е Т(х)

pa.l}JeиJЛtJolO 6 Q. .

Теорема ]0,9, Пусть OEQ и у:j:лх для любых xEQ,
У Е Т(Х) илюбои ). > ], Тotда отображение '1' и.меет неподвuжную

точку х* Е  2. .

Т е о р е м а 10.10. Пусть О Е Q, .ltllOto3Ha1tHble поля U(х), У(х)

невырождеНbt на   .у (и, Q) =1 о и для любом х Е Q

шах { 11 у !I : у Е v(х) ) < шах [ 11 z 11 : z Е тх») ,

Тotда вК.IЮ'tенuе О Е тх)+у(х) разрешu.JI1O 'На Q, .

Аналоrию с однозначвlЯИИ отображевиями можно БЫJlО бы про 

ДОЛiRИТЬ. Так, например. леrJtО донааать анаЛОI'И теорем о суще 

ствовавии у мвоrознаlJНЫХ отображевий соБСl'венных BeKTOpOJl,
Т. е, разрешимости вкдючений ),х Е Т(х) при некотором). Е ( co,00).
Д.IЯ мвоrозва'Чных отображевий сuраведлива также теорема об

адrебраическом чиеле неподвпжвых элемевтов поли, аН3.lОrичная

теореме об 8лrебраическом числе нулей О)l.нозвачноrо BeRTopHoro

DОJlЛ, ПОД неподвижвыми элемен'rами IJ давном случае nопимаются

с.визные множества нулей мноrозначвоrо BeKTopHoro поли, и речь

идет о случае иаолироваввых неподвижных ЭJlемевтов (имеющих

непересеltающиеся окрестности).

В приведеНВЫI выте теоремах Фиrурируют различные nре.п; 

положевия отвосительно пары векторов х Е Q и у Е Т(х). Эти пре.п;-
положения было бы по.леано ослабить, требуя справе)l.,[ИВО сть тех
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ИJИ иных условий не для любоrо х Е  lи любоrо у Е Т(х), а ){ДЛ

любоrо х Е Q и иекотороrо у Е Т(х), В отдельных случаях таБое

ослаБJlение предположений действительно возможно. Вот два при 

кера соотвеТСТ8УЮlllИХ утверждений, первое И3 которых обобщает

теорему Какутани.

т е о р е м а 10.11. Пусть В  заМ1iнут'ыЙ 1/,ир, u для А10б01О

хЕВ HeKoтoll'blit вектор уЕТ(х) принадлежит В, т, е, пересв-

fteHUe мобто образа Т(х) (х Е В) с в не пусто. Т01да отображс 

кие Т и.\(еет нсподвuжную mо'lКу х* Е В,

Сначала заметим, что теорема Rакутани ОС1'ается СlJраведли 

вой, если мноrозначное отобраil_енпе Т uереводит R ]; не весь
.

шар В, а лишь ero rраницу В (l! енно ато ТJреДLI(}Ло;кение было

ИСПОJlЫlOвано при доказатеJlьстве теоремы ] 0,5), 13 данном случае

этому условию удовлеТ80ряет отображение В n Т(х). Теи('рь оста-

етсн заметить, что неПОДВlIжна.в. 'l'ОЧI\а отображения Л n l'(х) заве-

домо ЯВ.1IIетс.II не[]одвиiКНОЙ ТО!JКОИ отображеНfiН Т(х). ri

т е о р е к а 10.}2, Пусть О Е Q lt (х, y) oU.lЯ дюБO"tо х Е Q н

НС1iоторои у Е тех), То!да d1iЛ1О 1te1ще О Е Т(х) разрешиМQ в Q.

По.ЩЖUJ1t P(x)=={z:(x, B) O].Отображение Р(х) n Т(х) будщп

удOlJ.Lет орятL1tредnО.lоженuям теоРС.ЧЫ 10,6. .

10.4. Мноrозначные отображеНИiI с неВЫПУКЛЫ\tИ образаии.
Поня:тно, что если IIредполо;кеffие о :В[JUУВ:ЛОСТИ образ\.lИ n теоре-

ке Еаrtутани (и :вообще n теории вращения веЕТОрНЫХ нолей) не

существенно, то ItаRие-то предположения о структуре uбраЗ0В без-

условно веоБIОДИМЫ. rеомеТРИ'Iеская интуиция подсказываст, что

по крайней мере надо сохранить преДllоложение о стяrИR:Jе1l0с'rи

образов. Хотя это и не обiJзателыJ"О, но такое предположение (в

некоторых случаях с оrОВОРI; ШИ) дейст:вительно кожет эффеrt1JIВ-
но заменнть предположение о ВЬШУНJlОС'fИ образов,

Подробное изложениf' теории l'jНlщенил мяоrозначных вектор-

ных полей сневыпуклыми образаМII заняло бы СЛИШIiОМ MHoro

места (краткая характеристика и GиБЛl10rрафичеСRие указания даны

в Комментариях). Эдесь мы остаНОЮВIСЯ дишь на формулировке
ваЖlIоrо обобщения теоремы Какутани. которое IJринадлежит ijЙ.'lев 

берrу и Моптrомери [1],
Те о р е м а 10,13. Пусrпъ Хс::.вn I:rtlЯ1щюемы/i Лuн((л н() С(jЯ.J 

НЫй "омпа"т, а Т: Х ---+ 2% за.щ,нутое МН010знацное отобp0;J/cc
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ние со СIII:IIuвае.IIЫJtlu об роза.ltu, Т,ф)а Т. имеет 6 Х 'НепО()Ь1JЖНУЮ
точку.

Интересно отметить технический прием, ИСUОдЬЗ0ваНВЫll Эйлен-

берrом и )Jонтrомери ]1..18 мка 3R'IE ЛЬС'fDа основной 'IeopeMbl. С

одной стороны, он полеасп вио61llе uри Jlзуqении .неllОДВНЖНЫХ

точек мноrозначных отобраi!tепий, с друrой УК1Iзывпет на важ 

ность оurеделенноrо 'I'ИIНI. теорем о неuодвижных TO'IltaX однозна'l 

ВЫХ отображений (точнее, теорем о совпадениях).
Теорема 10.14. Пусть Nc::.Nl стJl 118Щ;.1!"ыii .toKa.1UfIO ('6:/./"

Hы /r l(омпаюn, М с::. вп !(О.lтшr:т, а r: М --+ N и t: М ----+ N 1И 

'Z реРI,tвные (однозна>tI4ЫС) о тoij ра.жения, 11 ри 'fe.\! все 12 рvобра.зы
t 1(у) ('п ри люrJ0.11 У Е N) 'Не 7l!lcmbI и стЯ'/,/J6 flС.IIЫ. TozJa l' 14 t

п.КСlOт тО'tlсу сттадения, т, 1'(X)==t(x) д.tЯ не?;!)торои х. Е М. .

И3 этоii теоремы прРдыдущltя RЫВОДИТСil довольно прое'IО,

lIус rb Z rрафик отображения 1': Х --+ 2'''. в ведем в рассмотрение

два ОДF10значны:х непре рывных. О'l'обра женил 1': Z ----+ Х JI t: Z --+ Х

r(x, у) == у, t (х у) =' Х.

Очсвидно, t I(X) T(x). Позтому все прообравы отображения t стя 

rиваемы. Bre пре,в:ПОJJожевия теоремы ]0,14 выподнrны. Следова-

те,lЬ но, су ществует то '1ка (х':' у*) Е z, в которой

r(x*, у*) ==t(x*, у':<),

т. е, у* -=ох*. НО Э'lО И 0значает х* Е Т(х*), т. е, ото6раж.ение Т
имеет неподвижную T()lJtry

Упражненип

Предполаrается, что IJce раССШlТриваемые ниже \Iноroзначные отсбражения
имеют выпуклые образы и явпЯЮТС5I замкнутыми.

] О.]. Пусть мноrозна'lные отображения Р н Q нереводят в себя за IКНУТЫЙ

ШJр В и Р(х) n Q(x)-f:. 2) для любctrо х Е В. Тоrда Р 11 Q в jj имеют сбщую He 

по.:(вижную точку.

10.2. Пусть О Е .Q 11 y=l=).x для любых х Е [1, у Е Т(х) и любоrо i.< 1. TorAa

отображение Т имеет неподвнжную точку х. Е П,
103. Пусть вращение мноrознаЧЕЮI'О отображения Т на сферах достаточно

бол[,шоrо радиуса ОТлично от нуля и у kil "" для любой последовательности

у" Е T(xk), при условии, что 11 x;k 11---+ х>. Тоrда отображение Т накрывает Rn,
т. е. включение у Е Т(х) раэреlIШ\1O при ,11О60м у Е Rn.

9 11. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ В БДНДХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

11.1. Вi10лне неПJеры вные ПОЛЯ. Попытка обобщать теорию

вращенил ((3 5 9) на Be TopHыeПОЛ'I D беСRонечвомерном бана-

ховом llростраНСТАе Е UРИНЦИllиа.;rЬ80 пе проходиr. Причина этой
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неприятности заключается в том,  TOвсякая сфера S в бесконеq.
HOMepllOM пространстве непрерЫЙ1l0ti деформацией может бы'l'Ь стя 
кута. по себе в точку. Отсюда, в свою очередь, следует, что все

неВЫрожденные поля на S ОRаэываютсл rОМОТОIIНЫМИ ДРуr друrу,
у п р а ж н е н и е ] 1.1. Построите непрерывную деформацию, которая стя 

rивает по сеОе в точку единичную сферу S== (х 11 х 1/== 1) в пространстве С.

'Тем не менее, если от веорерывных векторных полей в Е пе 

рейти R рассмотрению неноторых более узких классов поле:й, то

их rомотопическал классификация ставовится возможной. Одним
из таких Rлассов явлs:ется класс вполне непрерывных полей, пpeд 

СТ8ВЛЯЮЩИХ собой отображения вида

Ф(х) ==x Р(х), (11,1)

.rде р: Е Е вполне непрерывный оператор.
Теория вращения строитса и для друrих Rлассов полей, но

цептра.'lЬПУЮ роль занимает все же теория вращения: вполне He 

прерывных векторных полей (11.1). ноторые наиболее широко pa 

спространены в приложениях:.

Если rоворить о трудностях ВОСIIрИЯТИЯ llОНЯТИЙ 'lеории Bpa 

щевия, то в основном они Rонцентрируются в рамках Rонечвс-

мерной теории. ПО B'J ой причине вращение ПОJlей в Rn
paCCMOT 

рено в 5 9 достаточно де1'ально, а случай бесконечномерны:х:
прострапств в данном параrрафе иэлаrается р,есьма схемати'IНО,

Для тarёОЙ расстановки акцентов есть и более веская причина
наличие МОЕоrрафии .м. А. KpaCHOCeJlЬCKOrO и П. П. 3абрейпо [lJ.
в RОТОрой дано чрезвычайно ИН1ересное и оБШl1рное изложение

теории вращения Be TopHЫX!Jолей в банаховых пространствах.

11.2, I{онечномерные аппроксимации.  сли :множество эна 

чеЮIЙ olJepa'l'opa Р:Е Е лежит в конечном.ерном llодuростран 

стве Е, то Р называют 'ICOНC1t'НQ,ltepltbl.lt оператором.

Примером: RонечвомеРНОI'О оператора :может СJlУЖИТЪ интеrрадь 

ный оператор вида

т

F(x) == J е/и) Ii[S, x(s)J ds,
Q 1=1

значения ROToporo лежат в n одпространстве с базисом Cl(О,. .., ети) ,

Оказывается, что ВПОЛ1Jе непрерывный оператор Р: Е Е на

оrраниченном множеетве М с: Е BCerA!\ можно сколь уrодво точно

аППрОRСИI4И]Jовать RонеЧНОl4ервым оператором Р! таким, что
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11 F(x) FE(X) II< (х Е М), (11,2)

Оператор FE летко задать конструктивно. Пусть М с=Е He 

:который r.омпзкт, а ZI"" Zk ero конечная z сеть. Оператор

TJre

Ре.(Х) ==
1-'-1(X) ZI +,. '+!J.I«X) Zk

(х Е 111),
!Ll(X)+, "+!J.I«X)

( ) {
  llx Zil\.если ilx zill e

I-'-i х ==

О есди Ilx Zill>!

ваЗБrваетси прое'Ктором Шаудера. Летко видеть, что конечномер-

вый ОIlериор FE== PEF; rде РЕ проектор Шliудера, построен-
вый 110 ко:мпакту F(M) 11 ero произвольвый е,.сети, будет УДОВ-

летворять перавенств у (11.2).

11.3. fомотопные поля. Заданная на оrраниченном: :мвожестве

МсЕ нектор-функции

Ф(Х, .)==x P(x,т), O ":" l (11.3)

вазывается деформацией llОЛЯ

в поде

фо(х)==х Po(X)==X: F(x, О)

Фl(х)==х Fl(Х)==Х Р(х. 1).

( 11.4)

(11.5)

Деформации Ф(Х, т) называется вполне непрерывной, если ОIIера 

тор Р(х, -;;) вполне непрерывен, как оператор, действующий И3

Е;<[О, 1] в Е. Деформация Ф(Х, т) называетсл вевырожденной,
если Ф(х, -;;) 4: О IIрИ люБО)l х Е М и 't Е [о. 1],

Вполне непрерывные векторные полл (11.4), (11.5) называются

томотопными на М, если сущеС'l'вует соединяющая их неRЫРОЖ 

JJ.енная ВlIолне непрерыннан дсформация (1] ,3).

11,4, Вращение вполне HenpepbIBHoro поля. Пусть вполне

непрерывное ReltTOpHoe поле (11.1) задано и невырождено на Tpa 

нице Q некоторой оrраниченной области Q с Е. Пусть FE обозна 

чает Rонечномерную аlШРОRсимацию F на Q, причем Ре.: Е Ео,
а PeEo сужение оператора FE на l\онечно:мерное пространство Ео.

ВР.ащевием у(Ф, Q) == у(] Р,  'l) вполне HenpepblBHoIO невырож-

денноrо BeR'IOpHOrO поля (11,1) Ha'Q называе'lСЯ вращение поли

I F еЕ\) на Qo==Q n Ео при достаточно :мадом  >O.

Такое опредеJIение вращения окаЗЫВliется корректным в том

смысле, что вращении подей I FeEo стаБИJlИ3ИРУЮТСЛ при дoc 
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таточно халых Е> о неваllИСИМО ОТ выбора простраНС1В Ео и зп 

проксимаций Р...

ДаJlьнеЮrnее Р8ВRИ'I'ие TCCi})Bll вращении ВlIолне непрерывных
полей идет по тому же UУТИ. RО'10рЫЙ ОlllН'ЗН В б 7 Уставав-

Jиваен'.и paneHc'IBo J!ращевий у rOMOTOnHblX 1I0Jlей, ВВfJДИ'fСЛ пони-

тия индеRса особой ТОЧКИ,  .небраИ1Jеской суммы нулей и т. д.

По существу все ,,](онеЧЕОМf'рвые теоремы
Ц

ОСТ8ЮТ('J! СПр8ведли 

выю! и в банаХОDОМ npoCTpaHC'fBe, Уточнении требует вычисление

индекса Jlинеtjноrо оператора. Если В:Е Е линейный вполне

непрерывный оператор и 1 не ЛFЛllется ero соБС'l венным ЭН8че-

ниеи, то

inl! (J В, О) ==( п/!,

rде р сумма Rратностей вещественных и б6J1Ьruих, чем 1, собст 

венных значений оператора В,

Аналоr теоремы Брауэра в банаховом JiростраНС'1"Бе НОСИТ нав

вание ПРИНЦИIJа неuодпижной ТОЧЕИ Пlаудера. Вот ero '1'uчнаа

фОРМУJlировка,
'Те ор е м R 11'1. Пуст., IJI!ОЛНС HcII1Jc1IыHьlz'(( ollclJaтop Р:Е...-+Е

отображает 6 себя оtранuченн()с замкнутое IJblпYll,tO/J .множсстВQ

Йс:Е. TOtaa оператор F U.lfсст НСl10Uаuжную тО1
{ХУ х* Е Q, .

На лереформулировке друrих теорем :мы не ОСТЗН8ВЛИЕЫ'МСЯ,

nоско.НКУ '1'аКа.н uереформу.1ИIЮАна в большинстве случа.ев сводит-

си практически к дослов!!()му повторению.



r л А. В А. III

ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

ОСНОВlJое ВНlIмание в rJlaBe уделается теоремам С.ущеС1вовавия

неllОДВИЖНЫХ 1'очек у 1IОЛОЖИ'fелъвых oI1epa'I'opOB. Здесь же pac 

сиатриваютсн ПРИВЦИJJЫ нелодпижноfi точки Д,lЛ монотонных И

некоторых друrих ТИIIОВ операторов,

12. УРАВНЕНИЯ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

Це.1Ь Dзраrр!lфа COCTOII'I в ОlJисаНИ1J и изучении ДОС'Iаl0IJВЫХ

УСЛОI:!ИЙ, обеСllечивающих существование 1I0.iюжителызых (а также

HeHy. eBЫXПОЛ()ЖИ'l'ельных) IJешениИ: уравнения

х==А(х), О2,I}'
rде А велинеitный ПОЛОЖИ'lе.JЪНЫЙ оператор.

Обmие Т01l0ЛО И'lеские методы, IJрис[[особленные (, рещению

подобноrо рода задач, излож.ены R мовоrрафии М, А. К'раС80сель 
CRoro и П. П, 3абреЙliО [J]. ЭТИ метод.ы (1СНОRываютсл на 1IОВЛ'

1'ИИ вращения положителъноrо векторпоru liОЛЛ х А(х). .Dоль 

mивство приложениi:i охватываются днумн СЛУ'l3Я1dlf. в ОJ\НОИ

из которых вращение ранно О, а 11 дpYTOM paBHO1. В о'новвом

далее М.Ы и оrраничиваемся ими, 1)1'0 поз'Волнет дать простое иало 

жевие теории. базирующееса лишь на ЮИрОRО известном Щ'ИНЦИllе

Н8110ДВИЖНОЙ точки IПаудера (если ооератор А нuолне непреры-

вен) или ero аналоrах (привциu Тихонова ;цн слабовеllрерывных.
операторов и др.).

Описываемая далее техника опирается на изучение uоведеНЮI

()ператора А ва некоторых поверхностнх, в чаСТRОСJ"И, на пересе-

ченилх S(r) сфер Sr==!x:llxll r)с КОНУСО)! К, В конкретных Ж6-
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ззда'lr1Х дн ИВУ'lен,.я оБЫlIНО доступно поведение onepa'l'o:pa А в

окрестности нудя и на беСIiонечности, С этой точки зрения рас-

смотрение поверхностей S(r) при достаточно малых или достаточно

больших значениях т> О предстаВJlяетсл наиболее важным. Это

соображение и определяет далее формулировки БОдЬщинства теорем,

12.1, Индексы ПОJJожительноrо оператора в нуле и на беС 

конечности, .мы Iтраничиися рассмотрением ПОJ.ОlКительных впол-

ве непрерывных операторов,

Два положи'rельных BlJOJIНe непрерывных оператора Ао И AJ.
называются пОАожите, "ном/котопными на множестве rc:K, если

существует IIодожительный вполне непрерывный (по совокупности
переменных) onepa'l'Op lI(х, л) (lI:rx[O, 1] K)такой, что

н(х, О)==Ао(х), Н(х, 1)== А}(х) (х Е r), (12.2)

п}шqеlt lI(х, л) 1: х при любых х Е r и л Е [о, 1),
ЛеrRО видеть, что ПОJlожительная rОИОТОDНОСТЬ uредставлле'r

собой отношение эквивалентности, Оператор В(х, л) буд:ем HaBЫ 

вать tlоложuтелъ1t'ы rl  о, !ОтО1Иt"tеС1!и,ltмоста,\! между Ао и А1 или

же J10ложuте.Jt1tоЙ имотопuей от Ао Е. ..4.} (а ипоrда просто 1'0-

мотолпей 0'1' .110 К А}, если из текста нсно, что речь идет о по 

ложите.lI,ноi1 rоыотоПlШ). Наконец, свойство El(х, л) =f: х будем
пазывап, невырождепностью rОМОТОIJИИ,

Пусть оиератор ..4. положителен и вполне непрерывен на I\()BY-
се К. Пусть при достаточно малых знаqенинх 1">0 оператор А

положительно rомотопен на множестве

8(1')== [х:хЕ [(, Ilxll==1'!

оператору 1l0(х) В, В ЭТО:U случае буде:u rоворить, что индекс

оператора .А в нуле равен 1 и llисать ind (А, 8) == 1, Ипдекс А

положим равным нулю (iпd (А. 8)==0), если при ДОС'l'ато'lНО малых

значениях l' > О оператор ..4. ПОДОJltИТt.'ЛЬВО rо:мотопеп на S(r) опе 

ратору

нr(x) =- 1'710 (7/0 Е К, 1710 li > 1), (12,3)

Заметим, что Rce операторы HB(X)  110(  r)на 8(1') положитель 

но rOMoTollHbl друr друrу,

ИН)I;еItСЫ оператора А па бесконечности определяются aHaдo 

rично: ind(A, 00)==1, еСJlИ при Jlоста'1'ОЧНО больших значениях

1'>0 оператор А положителыIо rомотопен на S(1') оператору

Ho(x) &; ind (А, 00) ==0, если оператор А при дос'тато'lНО боль 

тих '.>о положительно [омотопен на S(t) оператору (12,3).
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Точки О и со мы будем называть иноrда осоБЪ1А!U тОЦltаАIU по 

JJОiRительноrо оператора А.

Знание индексов часто llОЗRоляет СУДИ1Ь о наличии у операто 

ра А ненодвижной точки, т. е. о существовании решения уравне-

ния (12,1). Соответствующие теоремы и различные Сllособы BЫ 

ЧИСJJения индексов изложены n следующих разделах, Здесь же мы

укажем нескодько простых результатов.

т е о р е м а 12,1. Пустъ 11ри достаrnО'ЧNО малых (достаточно
БОЛ'Ь'{I.UЭ.-) 120 норме х Е к, x:f tI положительный вполне Heпpepы1  

пый оператор А уд О(Jлстворяет условию

А(х)?>х. (12.4)

Тои)а il1d(A. 8) == 1 (illd (А, со) == 1),

Д о R а з а т е J1 ь с Т в о тривиа:IЬНО. Положительной rомотопией

от А 1\ Но(х) = 8 может с.пунаI1Ь, наUрЮlер, н(х, л)==лА(х). Свой 
ИВО лА(х) =1 Х (л Е [о, IJ, х Е 8(1'») ВЫ'Jеизет И3 О2.4). .

Теорема 12.2. ПJJстъ при достаточно малых (достаточно
бо.lи(tu:;r) 11 О 1-/.0 pAle х Е к, х =18 nО.l0жиrnCllЫtЫЙ вполне неи реpыв 

ный операrnор А уiJОIJЛеm60 ряеm УС,Ю6ию

А(х) < х.

ТОlда i.lld(A, 8) 0(ind(A, 00)==0).
;х о к а 3 а 'f е.'l ь с Т в о, OllepaTop А ПОJJошительно

S(r) оператору нв(Х)  l!D' rде достаточно пелико.

ной rомотопией служит

В(х, л)==),А(х)+О л) l!о,

Свойство невырож.л:евности вытекает из (','lедующеrо рассуждении.

Предпо.пожим противное. Тоrда дли дюбой 1I0следовательности

 n 00 МОiRПО УJtRэатт> последовательности Хn Е S(,') и лn Е [О, 1J
таRие, что

xn- лnА(хn)==(l Лп) n'lо. (12,6)

Но так ЮНt Хп Е S( r) 11 оператор А вполне непрерывен, без orpa 
ниченин общности МОЖНО считать А(хn) Z(в противном случае
можно перейти к сходиmейся ПОДllосдедовательности), ОТСIOда BЫ 

текает оrраниченноеть llОС,lедоватедьности хn )'n А(хn), а значит

и (l  \,)?nllo,что, в свою оqередь, позволиет считать (1 Лn)[3n"'"
 y O,)'n 1, Из (12,6) теперь следует, что последояательность

хn сх.одится К неко'торому хо Е S(,'), приqем хо А(хо) == yho , т, е.

А(хо) <'::::::Хо' Но это l!ротиворечит (12 5). .

О2.5)

rомотоuеп на

Положитель 
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йаие'Jюr, что свойство (12.2), полная непрерыяносн и ПОЛО 

жительность ИСПОЛ:ЬЗ0ванвой в докавательстве rоиотопии очевид 

ны. Мы намеренно не задерживали на этом внимания. Под06ную
доrОRоренность будем сохранять и впредь,

Если для элементов х Е к, х i: в, достаточно малых по норме,

ВЫПОJrн.яетсв. (12 4), rоворят. что точна 9 притЯ U8ающая,в слу 

чае (12,5) отrпамщвающая.

Условия 02.4), (12.5) удобны дли ора:ктичесltой проверRИ и

П()3RОЛЯЮТ эффективно ИСJJольвовать миноранты и мажоравты изу 

чае.моrо оиератора, В то же :время эти условии MorYT быть суще 

C'JBeBHO ослаблены без и менения выводов теорем. Проведеввые
доказательства по с уществу устанавливают справеДЛИВОСТJ) следую 

щих более общих ре:'iУЛЬ1'атов.

Теорема ]2,3, Пустъ при достаточно малых (достаточно

болмиuх) по но ]JJofC х Е К, х i: 9 1l0ложuтС/I,'ьныtl 6по//.не Hcпpepыв 

НЫЙ 011сратор А удом,етворяет условию: А(х) i: Ах при /иобо.и

А?> 1, TO a(lind (А, 0)== 1 (iш'f(А, 0:»==1), .
Т е о р р. м а 12.4. Пусть J10 Е К и 7lo i: 9. Пуст" 1lpи дocтa 

точно малых (дocтaтo't'Нo БоАыlztх)) по 1tOpJoIC х Е К, х i: 1:) пОЛQ 

жuтеllМlЫй Упод,не неп}Jсрывный опсратор А удомеl1iворяет

уr:Л06ЩО: xi= A(x)+fl7to 11р" люl)оя fL?>O. ТО1да ind(A,O)==O

(ind (А, 0:»==0). .
Еf?ДИ оиератор А У.'I.ометворнет условиям теоремы 12.4.. то

иноrЖR l'ОВОрЯТ, что ПОЛОiltитеJlьное векторное поле х А(х) на

5(1') ablпyclcoem на111щвление 110'
12.2. СуществоваН:fе положительных решениА. Последую'

щее и ложеRиеОПИРаетс.:! на ПРИНIЩIl неПОДВИЖRОЙ точки Шаy 

:ера (9 11),
Теорема 12.5. Пусmь oпeparпop А 110л.ОЖt те.яен u впO, He

непрерывен на I.OHYCC К 1t ind(A. (0)==1, Тои)а оператор А ищет

неподвuжнуlО то'lХУ х* Е к

Доназательство. Условие illd(A, 0:» 1 rарантируе1' cy 

щеrТRОВIIJIие lJоложитеJJЬRОЙ rо:мотопии Н (х, л) на В(В) (В дoc 
таточно велико) от А(х) к Нo(IC) = 9. Пусть, дда ОJJреде lепности,

Н(х: 0) = 0, Н(х, О'=А(х). Воедем в рассмотрение oaelJa'fOp (незде
х Е К)

А(Х) ==

А(х) если li х :I R

H( ,
q  ) II 1 1 R, если B х, 2

Л Ilxll R

о
, если !Ix 11 2R
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Очевидно, оператор А вполне непрерывен и преобразует по.

нус К n свою компактную часть. НО тоrда, в силу uринципа

JПаудера, l' имеет неподвиж.ную точку х* Е к. Для завершения
доказательства остается убедиться в том, что 11 х* II R. В03МUЖ-

ность 11 х* 11 2RочеВИДНbl}[ обраЗ0М отпадает, Если же В < 11 х* 11 <

(
11 х* 11 Rx.

)<2В, то Н(ХОI ЛО) ХО rде Ло 2 л' ХО И
,что про.

тиворечит 01Jределению rОМО'lОПИИ Н(х, л.). .

Вывод теоремы 12.5 о существован:ии неnодвижпой 'IОЧI\И у

OliepaTopa А КОРР{'It1 ен В том смысле, Ч1 о ОН остается в силе при

малых возмущениях IJliepa'IOpa А. ПОНЯ'lь И уточнить этот факт
lJОЗВОlIsет с.lедующее простое рассуждение. Операторы'" А и В

положительно rомотоппы на rcK, если векторы x А(х) и

x В(х) при .'Iюбои х Е r не Нlшравлены UРОТИВОIIО.10iftНО, В этом

С;IУIIпе подожитедьвоit rомотопиеи может служить Н(х, л.) лА(х}+
+0  л)В(х). УС.10вие неПрОТИВОПОJIОЖПОЙ наnраВ;lепности, в свою

очередь, обеепеЧИI1я.еТСJl, наuринер, сuраведливос'rью пераве1JСТВ

11 А(х) В(х) 11 <11 х .1(х)!1 (х Е r). 02.7)

Поэтому, еели iшI (А, 00)== 1 и при дОсrаточно БО:JЬШIIХ по нор-

ие хЕ к сuранеДЛlIlIО (12.7), то ind(B, 00) 1и 110 теореме 12.5

оператор В также имеет пеПОJJ:ВИ:НШУЮ l'ОЧКУ,

Теорема 12.5 эффективна в приложеНИ8Х n сочетании с раз.

личными способами вычисленин индексов. Так как рассмотрение

этих способов откладывается до следующих разде,lОВ, здесь мы

имеем ВО3МОЖllОСтЬ отметить лишь простой реЗУЛh'Iат, получаю-
щийся объединением: теорем 12.1 и 12.0.

Теорема 12.6. Пусть пrт uocтaт01tHO бо.ъыltхx по 'Нор.Ие

.х Е к по.ижttте. ьныlйвполне непрерывныЙ oпejJaтop А yдoв.'Mтвo 
ряет УСАО(]Н1О (12,4). Ттда оператор А имеет 'На К неподвuж-

нуlO то'еку. .

РассмО1 рим 'reuppr, ЕОПрОС о существовании ПОJlожительпых ре-

шений уравнепия
х== А(х} + у, (] 2.8)

СраВ!Iение теорем ] 2,1, 12,' uоказывает, Ч'IО неравепства

(12.4), (12.;;) !Iа одноЙ и той ;ке 1Jоверхности S{r) неСОlIмеСrlШЫ.

· Если не oroBopCHO противное, рассматриваемые здесь операторы предпо-
лаrаются положите;II,НЫIl1И и вполне непрерывными.
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ПОЭ; 'оыу, наПрИмер, :из А(к) >- Х (х Е 8С,'») вытеЕает существование

 aKoroХО Е S(r), что A(xv)< хо' т. е. уравнение (12.8) в ЭТОМ слу-

чае имеет положительное решение при неЕОТОРUМ положительно:м

у. Использование теоремы 12.4 IIозволяет в данном случае утвер-

ждать большее: IIрИ любом у>-9. у=/: fJ и ненотором ft>O ypaB 

пение хо== А(х) +fty имеет решение х Е 8(,')' Естественно, nоложи 

те.IЬНУЮ разреШИllОСТЬ уравнения (12.8) при любом у>- е можно.

rарантировать лишь в дополнительных предположениях.

Теорема 12.7. Пусть iпd(А. со)==1 и

Тон)а уравнение

решение.

Доказательство. В силу (12.9) при достаточно больших

по норме х Е к ДЛи операторов А и А+у БУ;1;УТ выполняться He 

равенства (12.7). Поэтому при достаточно больших R операто 

ры А и А +у положите.IЬНО rомотопны на SCR). Следовательно,

ind(A, oo)==ind(A+y, 00)==], Далее остается сослаться на Teope 

»1' ] 2.5, .

Если ДОl10лните;JЬНО известно, что уравнение х==Ах+у ПРИ

любом У Е к не может иметь более одноrо решения, 'fO в условиях

теоремы 12.7 мы имеем возможноеть rарантировать положительную,

обратимость оператора I А.

123. Ненулевые положнтельные решения. Довольно часто

в прилож.ениях уравнение (12.1) имеет нулевое решение, которое

с содержательной точки зрения тривиально. И вопрос заБлючает 

сн в выяснении существования ненревых (нетривиальных) реюе 

ний, Естественно, теоремы предыдущеrо раздела 8 случае А(в)==&

не MorY'f rара.нтировать существовапие у оператора. А второй He 

нулевой непоДВИЖНОЙ тоqжи.

т е о р е м а 12.8. Пусть ultJeJ-;сы в нуле и на беСКОIre'Чности nй 

/l,ожuтелЪ1lто Bпoтte неnрерЫ61l010 оператора А определе1l'Ы и

ind 1..4, 9) =/: ind (А, со). ТО1да оператор А u.щеln на К НGНУ,lеву1О

1lеподвuжную точку.

Доказательство, Пусть ind(A, 8)==0, ind(A,O)==l, В

силу ind (А, в)==о, существует положительная rОМ:ОТОllИЯ Н(х, л)
на 8(,') (r>O достаточно мало), связывающая А(х) и Н(х, 0)==
== rho ( 11 ho 11 > 1), Введем в рассмотрение О!lератор (везде х Е К)
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lim IIХ А(х) 11 == се.

Ilxll OD

(lJ.8) ири .Iюбо.И у Е к имеет 1l0ложатедьное

(12.9)



1-"-
1,"

А(х) 7'

I
   llн ( .

211xll
1 ) '

r ilxll r

l .А (х)

если iixll ...!:..
2

r
если   \lxll  .

ссли 11 х II r

Так Еак А(х)==.А(х) при достаточно БО.1ЬШИХ по норме х Е K, 

ind<'A, oo)==ind(A, oo)==l, il по 'leOpeMe 12,5 сущеC'fвует не-

'DОДВИЖНI'IЯ TI)1]Ka х* Е К оператора А. Остаетс.я пОКl1за1Ь, чrо

1\ х* II r'Возможность 11 х* II ..!. заведомо ИСБлючена. Ес.1И же
2

r * (
2 i\ х* 11 1'X' 

)<11 х 11<1', то н(хо , 1.0) == хо r.з.е 1.0==  ],Xo== .

.2 r 1I х* I!
чТО IJротиворечит определению rомотопии 11 (х, л).

Рассмотрим '1еиеръ друrои возможный вариант ind (А, 8) == 1,

 nd(.А, <:0)==0. Он леrЕО СВОДИТСJl к предыдущему с lJОМОЩЬЮ lIe.

 eloдaк оператору

F(x)==llx1i
2
A(x/llxI1

2
), (хЕ к, xi8),

так как ind(F, 8)==0, jlld (F, (0)==1. ДеЙС1Вителъно, пусть 0.:>0
1

,l;осrаточно мало. IIоложим r == ". В== .Пусть Нl(X, л) lJОЛО-

c.r.:

аитеЛЬН3JI rомотопиа на S(r) от А(х) к Ho(x)
- 

8. Н2(х, л) по 

IО1Еителънан rомотопив: па S(R) от:: .А(х) к НR(X) Rllo (7/0 Е К,

1710 11> 1). 'fоrда 11 Х 112 Нl(X /11 х 112. л) будет lJоложителъной rOMoTO 

пией на S(Ю от F к НО' а IIxII2H2!xlllxII2, л) положитеJlЬНОЙ
rомотопией на S(r) от F R Hr' Итак, F имеет ненулевую непод 

ВИiREIУЮ точку ХО Е К. Тоrда х* == Хо/II хо li 2 неподвижная точка

оператора А. .

Назовем JI0ложителъный Оllериор .А сжатием 'Конуса, еС.1И

А(х) <::::: х для х Е к (х f: 0) доста'fО'JНО малых 110 норме и А(Х) x

для х Е К достаточно больших по норме. Если же, наоборот,

А(Х) х В:1 элементах х Е к (x:j: 8) малой нормы п А(х) <::::: х на

элементах х Е к большой нормы, оператор А будем называть

растнженuем 'Конуса, ИЗ ТОЛЬЕО что д()назанной теоремы и теорем

12.1, 12.2 вытекает

т е о р е м а 12.9, Пусть по, ожитеАЬНЫЙ впОАне непрерывный

оператор А J/вАлетСR сжатием tMU растяжением 'Конуса К. Tot.
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()а А на ]( UAlceт по крайней мере одну HeHyд,c8.1/1O ueподвUЖН!lJ{)

'fI!O'th:y. n

Обратим внимание, что здесь, а также в предыдущей теорем{',
OllepaTOp А може'!' быть определен лишь на невулевых элементах

KOH\ ca.

12.4. Примеры. Рассиотrим уравнение х== .А(х) С иптеrраль 
ным оиератором rаммерШ1ейна

А(х) f Q(t, s) J [8, Х(8)] ds,
Q

(12.10)

деЙСТВУЮIIЩМ D пространсзве С непрерывных ФУIJRЦIIЙ, Э8Д8IJНЫХ

на KOMIl KTeQ,

Ве:ще далее преДDола rr.eTC.!I, Ч1 о J1ДРО Q(t. В) 11 нелинейнаJl

фУНI\ЦШ! f(s, и) HeupepblRHbl IlО совокупности перемеlIПЫХ и не-

ОТРИЦаТi.JЛЬНЫ. В этих предположеНИJlХ, оrrеnИДНQ, оператор .А. ВП(\.С

не lie lpepblBeH и UЩU;li.итеJlен на l,oHyce К не()1'рицателыIхx

Функц!rЙ из С.

ОС1ановимс.н сначала на более lIpOC'fOM случае, ь'отда Q(t, 8)

CTporo llолотитель"о и ЛS, ц»О ПрИ н>О.

Пусть /(8, и) Й:н ,.ри :всех s Е Q и Достаточно ЪНI.ilЫХ и>О,

rде й:?(Q)<1, p(Q) сuектр:!льныи р8ДИУС линеЙRоrо ollepaTOI1a

Q.x== \ Q(t, 8)x(s)(ls,
Q

(12,11)

Леrr,о видеть, что тотда ind (А, 6) ==1, Действительно, иа j(s, и) 
 OC..{lJытекает А(х) < o:Q(x) (ири достаточно MajjblX по норме .х Е К;

11.x 11 == InЭХ I x(t) 1) По DрrДIlо.l0шению СlIеRтrЗJIЬНЫЙ Р1;ДИУС опера-
t ESJ

тора й:Q меньше 1I1)<l1'Ol1Y c,Q(x);;?x (в противном (" f'JзеИ3 T('O 

ремы :\.2 следовало бы Gtp(Q) l)и те:.! более А(х) ;;?х, 'ITO дает

возможность З8верши1'Ь рассуждеllllе IIрименепием TeOj)f")lhl 12.1,

Пусть теперь j(8, 1() XIt+PIllJil ncc=< s Е и npl1 IJсех и>О;

  O. ?(Q)<I.В этом СЛУ'1ае jIl<I(A, 00)==1. и TeOpf'3Ia ]21) ra-

rантирует сущrствоnal!Irе 1l1.r.о;.\ИтеЛhНОI'О lJl нrеяип (12 1(1). O'Jt'.

ВИДН/), А(х)<::; o:Qx+zn, rAr  o==:)r Q(t, s) (78, IJриче 1 :  BBY1peIl-
"

f!

ний Э.lе)(ент JioHyra К, 'fR К как Q(t, s) > о. При ;I:ОСl'И()'lfJО бол,-

ПlИХ uo норме хс:.к будf'Т й:Qх+zо'>х, В П[Ю1ИRнтl СЛ)"'lзе l:a 

ШЕ'.lСН бы ЭJIемеIJl' ХО Е l( такой. что iXQXo+.zo хо
, Но 'J'or)(a

а.Q,хо -:хо при достаточно больших -:>O }!теорема 3,2 дает

12о



1Jротиворечие  p(Q) ].Таким обраЗ(НI, снова А(х)?> х, но теперь

ДJlЯ достаточно 60J1ЬШI1 х по норме х Е к,

в uривер;енных выше рассуждениях желаемое противоречие мы

Dолу"али с ];О1fОЩЬЮ теоремы 3,2 об оценке снизу ClleR'fpaJlhHOrO

радиуса линейнurо оuерзтора, АllалоrИЧilЫМИ рассуждениями, ОIJИ-

рающюlИСЯ на теорему 3.3 об оасвке сuеRтральноrо радиуса свер-

ху, леfltо устанаllЛиваетсл справеД_1ИIJОСТЬ сдедующих результатов'

Пусть j(s, и);::уи при всех 8 Е Q и достаТО'IНО малых и>О,

причем y (Q)> 1. TOfila ind(A, &)==0.

Пусть j(s, u) ytt  llрИ всех 8EQ и llрИ всех и>О; причем

 ;::(), yp(Q»I. Тоrда j[](I(A, 00)==0,

hомБИНИ{IУН 1Jриведенные выше утверждения и ИСПОJJЪЗУЯ Teo 

рему 12.8, можно ]JUJJУ'IИ1Ь две раЗJJИЧН 1,: е ио хзr::lБТеру теоремы

(СОО'l'веТC'fвующие СИТУ а циям сжатия и растяжения конуса), кото-

рые rарантируют с)"щесТ'воваВlIР. ненулеRоrо решения уравнения

х -= А(х). Их фОрМyJJИрUI1КУ uредоставляем читателlO,

ОТRRЗ от uреДDОJJОЖСВИЯ о tT'poroll положительности Q(t, 8) ус-
J1uжняет ззпачу, особt'ПНО в том случае, I{Orila необходимо устано-
вить paBeHcTRo индекса нулю. И ЛИШЬ n сдучае

j'(s, и)  и,/r.p(Q) < 1 9 iпd (А, &) == ]

Ui-,еЖШJa оема рассуждений работает 6ез изменений.

ИтаR. uYCТb Q(t, 8);::0. Предположи... Ч'fО линейный ouepaTop

Q*x==jQ(s,t)x(s)dS и:uеет ruбrтвенный вектор поЕК, 1\ 1io 11==1,
r!

ХО'Н'РОМУ ОТRечает собственное значение лu >0, и

7Ioи) 'Xшах Q(s, t), t Е Q, л.>О.
sU2

(12.12)

Услuвие (12,12) завеДО1l0 ВЫUОJ1!1яеJCВ, если Q(t, s»O, а таltже в

,lIруrих естественных случаiJХ.

Пусть j s,11) yи при всех и>О и sE "', ПрИЧIJМ УЛо>l,
 ;::O. Пока,:r.еч, что ind (А, со) ==0.

УстаПОВИ\1 1l0ЛОiRительн.ро rO:UOTOUHOC'l'b на бесконечности опе 

paropoR А и yQ. По.tо;т.ительной r l/dотопиеi:t может служить

Н(х, "С)==-= ..((х) + (1 -с) yQx. В ДОБазатеJlьстве нуждается свойство

невырожденности.

11усть х== Н(х, -с), т, е.

Х(О =- f Q(t, s) {-=/[8' x(s)]+(l -r) yx(s)} а8,
Q

(12.13)
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Уипожнл (12 13) ва 7to(t) 11 ивтеrрируя liO D., а Т8I\же иtUО.llЬ 

:Jз'8 нерзnенство Лв, и) '(и ;.[)OJ}'qRe 

I хЩ l/n(t) dt '(Ло f хЩ 7/0 (t) dt ;)'0 mes   ,
Q !:!

откуда

r х(о 71от dt:;;;;
;1.0 lllе Q

'о '(i.o 1

с ДРУ rой С'I'ОI:ЮВЫ, об0311ачаJ:l "' Л.9, x(s) 1 + (1  "t)УХ(В) IJe}Jea ..(8)
и исuольз уа (12. Н). И:'dее:м

J хЩ ho(t) dt = = J J (J(t, s) z(s) hoft) ав dt ==1'0 J z(s) 710(В) ав
Q Q Q Q

л 'Х.I z(s) тa( Q(t, в) аS Лоi:.11.r Q(t, 5) е:8) а8/1 == лох 11 х 1;.
Q tE  {!

Таким обрrиом, ПОJучаеи опенку

11 х II 
Пlеs

Х("(Ло 1)

СJеДОlJате.IЬНU, IIрИ достатоqно б 0.11 ЫII И х по норме х Е ](, rOMO

'lОПНИ Н(х, л) невырождепнз, 11 А rU:.\:OTUueи "(Q,
ОстаеТС1l докапатr, раnевство ind (yQ, со) ==0. Оно IIblJ'eKr.eT И3

TorU, Ч'IО UОДОЖИ'J(';IЬUОе, пекторное 1I0.ile "(Qx выпускает направле-

ние 110' В uреДIlодuжеНИII nрОТИllНorо нашдись бы элемепт х Е к

и K08CTIIHTa !-'-> о такие, ч'rо

кШ '( J Q(t, В) х (8) а8== I.Ll/oCt).
!!

н о TorAa леrко при ходим lIрОТИ110речиIU

f.L J JI (t)(и= (J '(Ло ){ .ф) l/oUJ [lе< О,

Q Q

Этим ДURазаТf'.1ЪСТIIО i:lнверШRСТСЛ,

Обрll1'1tМ Вllимание. 'Hu н (;,1 У 'Iae стрuruи I1UJUЖIlтельности БАра

Q(t,5), .мы не ТОДЬКО оиредеJlIl.1И ИНlексы ИlJератора .-1, HU И )'Ra-

зали по существу )'сдовиа, uрп J"l'lIрЫХ ииератор А Сfl;ЮН\СТ И,lИ

раС'1'зr:ивает конус. ТОТ факт, ЧТи \нуч;,смы<' ОЩ'I,I!',О\I СЖИ:\Iает

И.'1И раС'J'Jlrивае'l' конус, ИJlоrда IH'HIII'pe; '1IRt/ r.h:'IH; eT со-

деl'жа'l'е.'\I>НЫХ lJреДU()(ЫJ\uК ({ЗД(,'III, .н01 111,'11'1": :t'й 11 [IH)lCp.
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ПУ'('l'Ь Xr Oобозначает ЧИ('.1еНIiОСТЪ попряции i roбl10.l0rпче 

eRoro ВИДёI. Bcero В системе 11 RlfA()B. !(ппаш\ка ОDИСЫБа€'тся сис 

теиой Jшфференциальпых уравнений

Х,  y,(x".., Х.)

j, О2.14)

Х" == .f}n(xj ,' . хn )

И fI R венторном 1IИДР. х == G(x).

Из ОI/еnид.Нh1Х соображений следует, что в системе существуе '

'J'РИRИa.Jlьнuе нулевое liОЛUiКение равновесии (O(O) O), n вопрос

заJ{ЛЮ'lаеТСJ! 11 еущее'l'JI()RаБИИ ленулевоrо, еетествеПЕО, DОЛОЖИ 

телъноrо рапновееин (будем ечитать. что в Rп в к?честне конуса

Rыде.lен пеотrицательпr,IЙ ('ртант я,;),

ДОII 'СТИМ:, что G(x) удометвuряет неким "хорошии" условиям,
обеСlJечиваlOЩИМ: существоваlIие. еДlНстпеппость н нелоналъную

ПРОДU.l1К.ИМОСТJ, реmений О2.Н) ПУC'Iь и, обозначает оперll'fОР
сдпиrl\ 110 Т[lаеКТО[lЮI/d (12.14), Естественно, и, полоши.телен. 'Так

KaJ{ численность любоrо 8Иl1а не может стать отрицатенноА.

Pa plВoc'НlTaTЬ, что uри достаточно кадuй суммарной числен 

вости видов (Т. е ира .dюбоу достаточно ма.'{ОИ по норме х #: О)
ЧИС.l ННОСТЪ ХОТЯ бы одноr() вида Rозрастает (Т, е. 9ё(Х) > О для

HeKoToporo i). И. наоборот. ври достаточно большой сумкароой

численности видов (т. е. 111>И любом доста'Точно боJJЬШОМ по норме

хЕ B )чис.:tеElIIОСТЬ ХИ'lI бы ОДRоrо вида убывает (-1'. е. у,(х)<О
для пеКОТОрОl'О i). Эrи I1реДl10Jlожения !Jравдоподобнu ВЫl'ЛЯДЯ'l' в

слуqае оrраннченносrи u;\ощаЩlf обитаНIIЯ и друrих БЛflr, При ма-

лой ( YMMltpHott численоости БJаrа в избытке и liроцессы раз 

МНI,женин liреоб.1&дают над 11роцессами rибели, при больПlОЙ же

суммарвой численности б;Jаr не XBaTa T и наблюдаетr.я обра 'на.![

картипа,

J1erKO вил: ' что в укя. аEIНЫХ liредuодожеНИJIХ оператор Ut,
по крайней мере uри достатuчно малых t>O, с/Кииае1' конус ]f .
I10кажем, что отсюда вытекает существование у системы ненуле 

Roro ра 8новесия.

Пусть tk .-+0 (tk>(). Тоrда при до таточно больших k Оllера-

торы Utk будут сжимать JiDПУС RZ, ПО теореке 12.9 каждый сж.и.

мающий "ОНУС оиера'IOр U'k имеет неUОДRИЖНУЮ точку x
k

. По-

скодьч O<r lIxkll R<ro,без оrраничени.ll о!)щности можно

считать Xk --+ Х*. Точка х* и есть искомое uоложение равновесии,
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ДеЙСТВИТfЛЬНО, и! х" ---+ И! х* при дюбон t O.С .Iруrс,й сторопы,

при .IIюбо:.I t:;?:O

и/ Xk== и"t
h XI' X*,

r)(e 't'k t mtk. прИ'lеы целое m выбрано так, что O tlt tk'Ta 

ким образом, [[! х*  x*при любом t O,что и требовалось ДOKa 

8ать,

Заметим, что в равновесии G(x*)==O. ПО ТОМУс caMol'o начала

ножно было бы не переходить на. язык операторов сдвиrа ио TpaeK 

ТОрИ!I:i (12.14), а И3У'IМ'h существование неПОДDИiRВОЙ точки у

оператора x+(tG(x). Теоремой о сжатии конуса МОЖIlО обойтись

И в этом С,1Учае, если существует  >O,нри ]{отором оиера101>

х+а:а(х) DО.1ОiКителеп.

12.5. Вращение положительноrо ПО,lЯ. I:;1K уже отме'lалось

в начале параrрафа возможен более общий ЮДХClд R ИЗУ'IСНИЮ

особых '1"Очеlt ПОЛОЖИ'Iельных JteKToI1BblX полей 1  ..4. 3а деТ8Лk

ной информацией О'Iсылаем чи']'атедя к УlJOМl:Iнавmемуrл JJС'I(,tIllИ 

Ку", здесь же оrлlНОВИМСВ ЛИШЬ на некоторых llРШI!lИUИI1ЛЬНЫХ

моментах.

Пусть Q(]() обозпачает некоторую оrраниченвуlО область в KO 

нусе J{ с Е (т, е. Q(J() ОТКРЫ10 В К, но не обнватеi!ЬНО в Е).

ДЛЯ любой области ЩК) в конусе К ИОжно указа'fЬ таку ю область

QcE, что

Q/1](==Q(K),   n]{== j(K). (12.15)

Пусть 'Iеперь невырожденное положительное вполне HeilpepblHnoe

векторное иоле 1 А Оllределено на rраНИП,е QиO области

Q(K) сЕ, Продолжим опера'IОр А с сохранением положительности

и полной непрерывrrос'IИ на rраницу Q области Qc Е, УДОRлетво,

ря:roщей условиям (12,15), 5а lIродо,'!женным операторо:u СОJ!рани 

прежнее обозначение А. Вращение уи А, Q) П:lЗОJtем враще-

нием ПОЛОЖИ'Iельноrо 1l0ЛЯ 1 А на Q(l() и обознаqим ero через

у[I А, ЩК)]. Конечно, такое ОL:ределение 'требует обоснования
своеа корректности (БUЗМОЖНОСТЬ YKH33RHoro продолжения, неззви-

симость ()т Q и от llродолтени.н), НО эти ДJ'.lается ДОС'IflТОЧНО JlerKO,

В чем же зак;ночаютсл uреииущества llОНJlТИЯ вращения поло 

ЖИ'Iельвоrо подя ио сраllненl'IЮ с обычным I!ОНJIl'ием пращени],'!

Ведь по перRОМУ впечатлению ero ИСllOльзовзвие сопряжено с не-

обходи мостью выполнения доuолвител ьпых операций: 11 !J()должение

области, затеи продолжение оператора, тотда KI1K положительное
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IJO.ile I А с саяоrо начала МО;JЩО расс.мЛl'ривать как обычное и

оrраничипатьсн ВЫЧИСJlением ето оБЫ 1Iноrо вращения, НО это лишь

первое вuе'Iатление.

1. Копус может быть нр- те.lо'СНЫМ. Нстати, <11'0 не Эl<:iоrика, a 

широко распространеНflая Сl1туация, ТеJlесными не В:В,lIlЮIСЯ, на-

пример, RUHYCbl нео'rрицаI'Р!II,flЫХ функций в upOCTpaHCTBax Ер'
В этом СЛ Y'HH обычное вращепие J А на rранице Q(l() вообще

ве определено,

2. Продолжения области и ollepaTopa нужны лишь ври IJllC ' 

роении общей теории. Конечные же, раБО!Jие 'J"eopeMbl о непод 

ВИiIШЫХ точках здесь ОDираIIJ'Н'Л на <"тандартные приемы TOMOTO 

IJИ1Jеских lIереходов.

3 Иt:llО.Iьзова ;ие llОШПИЯ нращеНI1Jf ll0.i10 I\итедьноrо UОЛ!I ocno 

бождает 0'1' неоБХО;Щ.lLOСТИ дела.ть rомотопичеСRиt lJереходы на Tpa 

вице конуса,

913.ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНДЕКСОВ

13.1, Индексы ПРОИ3ВОДНbJХ по конусу. Так как :индексы

ind(A, U) и illd(A, 0:)) не меняются при мадых ВО:i УЩ ПIl)\ХОП  

ратора А (см, 12), можно ожидать, что в естественных IlреДIIО 

ЛОffiе и.нхони еовпадзюl' с индексами iшI (А'(6), 6) и ind (А'( (0), .х»,

[де А.' (Н) и А' (со) llРОИ3Rодные по конусу onepaTOpn А, COOT 

веТС'l"веНЕО, в нуле и на бесконечности. Детализацией этоrо сооб 

раж("ния мы и зай :емся. Начпем с изучения инде\{<,он .'Iинейноrо

оператора.

'1' е о р е м а 13 1. П.lJеть у .!ltHel'iHo o пОЛОЖlfтеМillОИ fil10Mle пс-

1/ ре 1,Ы61l0И операто рп В нс,п I:J конусе К соб ClitfiCll1liJZX tJI.:K/ilOров.

QmвС"lающuх собст/JСННЪZ.I(1/И'/СН/М.\! Л 1 Tozac! ind (В, 6) ==

== illd (В, 00)==1.

Для доказатеЛЬСТВR, Дое'faТОЧНО cO('.Ja'lbcJl на теорему 12.3. .
В частности, из теоремы J11,1 следует jnd В, G) jlld(B,co) 1,

ес.1И Сllектралъный рRДИУС р( В) < 1.

Т е о р е м а ] 3.2. Пусть у дш{сliНО t) 110ЛОЖU1"пелtНOfО вполне He 

'lре]JЫ/J'НИО оператора 13 СС/IIЬ а конусе J( собстаенный ве'Х11l0Р

Ха (11 ХО 11 == 1), отве'цнuщиЙ соб C1'ilfiCHHOJlfY т'L"Iсни1О 1.0> 1, и нет соб 

ствС1!пы:!: aCJcrnopOIi (Ii 1СОНУСС К), ОJnIС"trl1ОЩUД: собст(Jснно.\lfj зна'

чеut/10 1, Тrлда ind(B, e) incIт,co) o.

о R а з а т е.1 ь с Т R о' По Eta;Re.l1 , ЧТО положительное векторное

ПО.1е x Bxвыпускает направление Хо
' Предположиu IJротивное,
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т. е. х Вх J.Lxo для некоторых х Е S(t') И J.L;:;'O. 'fоrда z=-= х+

J.L
+ Хо будет веподвиrкной точкой оператора В, что проти'

)'O 1

вореч:ит llредuоло;кснию об о 'сутствииу В соБС'l"Венных векторов,

отвечающих собственному значению 1, Окончательный вы вод те.

nepb следует 03 теореыы 12.4. .

Теоремы 13.1, 13.2 пока3ЫВа!Ы'. что ИR,J1ексы линеi1ноrо Il(JЛО 

жиrельноrо вполне непрерЫВНО1'0 olIeIJRTOpa В всеrда определены.

если 6 изолированная в К яеllодвиж.ная точка опера'тора В.

Подч ркнем, что ИЗ0лироваННQСТЬ О требуетея Л,IIПЬ в конусе 1(,

а не в IIростраflстве Е. В частности, индекс UО.IОiRllтеЛЬНОI'О оие.

ратора В  lOжетбыть ОlIределеEl, даже ес.Ш оператор 1 В (дей 

ствующий в Е) вырожден.

PacCMOTplHI теперь положи:тедьный вполне непрерывный и диф.

Фереflцируемый по конусу К оператор А. Ниже мы будем пред'

полаrать, ч'Jо ullepa'JoIJbl .1'(6) и А'(-.х» 'l'jLJ{же ПО.1Ожительны и

BIlO.!lHe непрерывны. Что касается llреДllоложеНИJi о положитель'

ности .1'(6) и А'(оо), ТО оно по сущеиоу излишне. Положит'ель.

ность А'( со) ji вто}! а'Iически вытекает из положительности .А, а 110.

ЛОЖИ'l'ельнос'fЬ А'(И) nЫTeK eT из llоложительн()с'I"И .А и ДОUОJlНИ'

TeJlbHOrO преДIIОЛQiнения А( 6) ==- О. в свою очередь условие .A( )==9

Д&.!ее обычно llодразуиеваетсл, так как случай A(6)::f: О тривиалеп

(ClJa3ji очевидно ind (А, 0)==0). Наконец, 1I0лuая непvеРЫВIIОСТЬ

.А'(О) и А'(со) следует 113 полной непрерЫВllОС'l"И А. если, lIаuри.

мер, КОНУС К ВОС!lрОИЗ ОДJJЩИЙ.

Т е о р е и а 13.3. Пустъ nО.lожите/!ыилu вполне непрерывныЙ

опер(ипор A(.A(tJ) ==0) дифференцируем 6 нуле, оператор А'(О) тa1. 

же dпO.llle HeпpepbteeH zt че имеет О J>oHyce К собственных вe'Ктo 

ров, отве'tаlOЩUХ собственному 3НIJ,',енuю 1. TozJa 6 изо,щрован-

нал неnодвижная mО'tlЩ оператора А и ind(A,  )==ind(A'(O),6).

Доказательство. Из IlO, НОЙ непрерывности А'(О) и отср-
С'IВИЛ У операт()ра А'(8) в Бонусе J( соБСТRенных векторов, отве-

чающих собственному значению 1, с.1едует

БlIр 11 Х
 .А'(О) xll;:"I' ,

Х Е S(r)

[де '-'>0, И3 определенил же uроизводной А'(А) имеем 11 А(х)
 A'(O)xll==o(llxlll. В конечном итоrе Э'fО Qбесuечивает сиравед-

.lивость неравенств 11 А(х) А'(6) х 11 <;1 х .A'(f)) х I для х Е 8(1-)

при достаrочно малых. т>О. Эти неравевства имеют :вид (12.7) 11
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l'араН'fИРУЮТ неПРОТИRоиОЛОJlШУЮ напраRлепность врнторов x А(х)

и х А'(!!) х при достаточно 1dЮIЫХ ПО норм:е х Е к, x::f (1, .

Совершенно апалоrично доказывается

т е о ре 11 а 13,4, П!J ть 110.lожuте,l'ЬНЫЙ вполне неnреРЬ16НЫй

оператор А диффеРС1Щl,руе.м на беС1>ОНС'tности, оператор ..4
/

(со)
также 6110,те непрерывен и Не и.ltecrп в 'Конусс К собственных век-

торов, отвСllающuХ собсmвсuно"tу зu((ченuw 1. To дaоператор А

не ЩАеет неподвUЖНЪ1."С тo.tCl, с дocтaтo'lНo 60/l/ЬИtой нормой и

ind(A, сю)==-iпd(А'(со), со). .

В RОНБретных задачах последние дпе теорелы естественно дол"

жны испо.тьзова1ЪСВ: еовместно с двумя первыыи, а также теоре-

мюlИ существuвания 12.6, 12.8. lIa ФОРМУJIировках возможных

здесь комбинаций .мы не останавдиваеисл.

Uбра'fИ:U: ввим:ание, что приведенные теоремы свидетельствуют

() достаточной широте К.1асса операторов, дли которых опредеJIеНБI

индексы в смысле, Ol'OBopeHHO.Y. в разделе 12.1, Конечно, вполне

непрерывно дифферснцируемые оиераторы, производвые которых

не имеют в К собственных вектороп, отвечающих собственному

значепию 1, не исчеРПIilваlOТ JTOrO кдасса,

13.2. Минор анты и мажоранты. ЕС.IИ А,(х) <::; А2(х) ДJIЛ х Е К,

?-,О rOBo}.!JfT, ч:то Аl  lIPlнораюпаОlJератора At, а А, lItажорант(t
оператора Al' БСJIИ HepaBeHC'lBa At(X) <::; А2(х) выполвнютси ДJIИ

хЕ К, достаточно иалых по норме, rоворят, Ч:ТО A 1(A 2) миноран-
та (мажоравта) ою ратораAs(A1 ) в нуле. Аналоrично оuредеJlIlLO'f 
си МИIIоравты и llажоранты на бесконечности.

ПУС'lЬ A !dиноранта ollepaTopa А в нуле. ..4 + .мажоранта А

на бесконечности, Пусть A (x)<::; х дли достаточно малых по HOp 

ме х Е к, х i: о и А+(х) ?> х для достаточно больших по норме

х Е к в JlOII: СЛУЧ-:lr, очевидно, оператор А ЯВJlяется сжатием Ito 

нуса и по теоремам 12.1. 12,2 можно ПБIЧИСДИТЬ ero ИНJ[ексы (lIа 
помним:. что изучаемый оператор А предпо.паrается положитеJIЬ 

ным и ВПO.iше непрерывным; наJlичие соответствующих СIJОЙСТВ у

A и А+ здесf, не обтательно). Таким же uбразом MOJ&HO YCTa 

наВJIивать, что оператор А растяжени КОНУСН. Подобные сооб 

ражения, трипиальные по существу, но часто поде;шые, не исчер-

ПЫв:lют ВО:НIOжностей примененил :минорант и мажорант.

т в о р е м а 13.5. Пусть EI uзо.щ роваuная 6 'Хонусе К Heпoд 

в'Uжн( яmO't1\a nО.lожитмьно"/'о вполне ue1l]JcpblBHOlO оператора А

и ,1 рп  OCmaтOllHOlI!алы:r по иоряе х Е к
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А(х)?>Вх, (13.1)

 дcВ  Лu'НеЙ'НЪ1Й пQложuтr.:. ъныii оператор, UJltе10щиЙ понитИ6 

ное'* собственное энаценис Ao 1. Tozaa illd (А, 6) ==0,

Обратим внимание. ч'; о lIрИ усдовии В== А'(9) мы не только

охватываем вырожденный С:Iучай (1'0==1), но и ДОIlолнлем утверж.
дение теоремы 13.2, так кап 1I0лнан пеllрерывнuстъ В здесь пе

предполиrается. Заметим также. что не JIредпuлаrаетсн и Hellpe 

pЫBHOCrъ В. Перейдем R ДОЮlзательству.

Пусть Вlto == Ао 110' 1/0 Е К, 111 011 > 1. lIокажем, что при достаточ"

но милых r>O OllepaTOp А 1I0лоттелыJo rOMO 'OlleH на 8(r) опе 

ратору А+  l o,rде р доиато'IНО велико- IIровериn невырожв:ен 
пост), rо!oIОТОПИИ Н(х, t) == A(x)+t '!o, Предположим противное.

Тоrда существуют Т8кае ХО Е S(r) и to Е [о, 1], что

хо== А(Хп ) + {о i3110,

причем (о==О заведuмо иеК.IЮlJаетсл, UОСRОЛЫ'У неuодпи,жIН\Н 'IOtJIia

в оператора А ИЗ0лирована. В СИ.IУ (13.1)

Xo 'Бхо + t l)llo '

oТRyдa Хо?> to  11o ио ==-1-1- > О). 060зна 'IlJМ через 1-'-
*

число 1-1->0, удовлетвор.иющее неравенству Xo>(.11 o,
и (13.2) uолучнем

хо?> Bf1*I/o+ !. hо==(I.L"Ло+l-t)1 0,
что u ротиворечит ОIJределению f1';;-

Итак, при доиаточно больших jЗ оператор .А ilОЛОiIiительно ro 

МОТ()l1ен па 8(r) ouepa'ropy .А + 'to' ПlJкажем 'rеперь UО lОЖИ1'едЬ 

пую rомотоппость .А + 110 и ?'!о' rОМОТОlJией может служить

tA(x)+ ko' Ее невырождепнос 'Ьочевидна. В uреДIIОЛОJRеlIИИ ПрО 
тивноrо наt1ду rсн поr.ледоваТЫЬПОСТJ[  ,. ::O,Х ,. Е 8(1'). t,. Е ro, ]]
1'аRие, что

(I о. 2)

маIiсимальное

Из Хо:;? I-I-*h
o

xn==tn А(хn)+?,. ko'

Но это повлечет за собой неоrраниченность lJl) норме после)lова"

1'ельности Х,. t n А(хп ), Ч'JО невозможно, 1'ан, Еак Х,. Е S(r) и опе 

раотор А BIJOJlHe непрерывен. .

Если l' >0 считать достаточно 60ЛJ,ШИМ, то привеДfНЕое выше

доказательство без каких бы то НИ бы.l() ДОliолпительных измепе 

пий УС1'апавливает справед;rивость следрощеrо реаулътата,

· Напомн им, что положитеJIЫlое собственное значение 1'0 называется пози 

ТИВtlЫМ, если ему отвечает собственный вектор хо Е К.
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Т е о р е м а 13.6. Пусть у l оложите.ItНOZОвполне непре}iь,внои,

опс раторее А нет неподlJUЖНЫХ элемеН11!ОВ с ()осто тo'tНo бо./'ЬшоЙ

нор.ной tt :сть на беспон.счности линейная nО.lOжuте.tUlа.'l .м1lн.o 

ранта В. Пустъ оператор В имест позuтUIIное ('обст6еННоr; зна-

'Чен.иr; ло 1. '1'orAa ind (А, со) == О. .
Естественной здесь uреДСТlIвмrется попытка обобщения теореи

13.5, 13.6 на случай, KorAa lJреДllоложепие о с.ущеетповаllИИ у ли.

нейной МИНОрlIНТЫ В I10зитивноrо собетвенноrо зпачениа зам.енаеl 

с.в требованиеи р(В);?: 1. Без ДОI)ОЛНИТ ЛЬПЫХпреДПО,10жений T:lК8H

зам.ена, I{онечпо, невозмоЛ!на. Она AOll уетима, если, п R U [Jимер, опе 

ра1'Ор В вполне непрерывен, а riОПУС ]( ноrмаЛJ,ВЫЙ и восороизво-

д.ящий (ироетаа уловка :щееь СОС1'ОIП В том, что uеl)ечислепные Tpe 

бования обеспечивают (см. S 3) принадлеiRНОСТЬ р( в) ПО3IПИВНОМУ

спектру оисра'Jора B и все снопа сводится к теореме 13.0 И.Jи

13.6). Эта вамела возможна также R тои случае, коrда опе}1ПТОр

R перазложим и УДОВЛСТНОРSlет УСJJOПИJВl теореш>.l 3.4, В ТRКИХ

uредuоложенилх из ВХО -<: Хо (Xo::/: ) вытеЕает строrая опснха

p(B)<I, противоречащая p(RJ J.Поэтому Вх?>х и тем более

Ах-<: х, откуда (теорема 12,2) iшl (<1, 8)==0 (in<.I (А,.:о)==О).
Перейде 111 I( расе мо 1 рени 10 RОН10iRllоетей IJ с UО.llЬ:ЮRаНШI .шней 

 ЫXмажорант.
т е о р е м а 13.7, П,I/сть fJ ию.шрованная в КОН.IIсе К непод-

вuжн.ая точ-ка по. ожитс.tЪНОZОenO.IHe неп рсpЪZ6HOtO операто р'l .А

tt 11ри достаrпо'Чно  la/l,'blX 'пО норме х Е [(

А(.т) -<: Вх, (13,3)

zUe В JtulieiiHblU пОJl,ОЖllтс,tbliЫй оп!: Рll1//0р со СПе/.тpa.t"b/ibl.U pa 

iJUУСОЛI р(В)<:;I. TOtua ind(A.  ) ],
Д о IC а 3 а т е  Iъ с Т в о. Пока;кем llоло;я:ите.1ЬНУI(, rОМОJОП ность на

5(1.) (r>o достаточно мало) операторов А и Ho(x)  ,rОМОТUlJией
може1' служить Н(х, t)==tA(x). В uреДlJолож.ении противноru най 

AY'JC.f.! xoES(r) и toE(O, 1) такие, ЧIО toA(xo)==xo. Но тоrда вхо?>
I 1

?> хо и 113 теоремы 3.2 вытекает OIlf'HT{a р(В);;? >], проти-
to t o

БоречаЩ:IЛ pCВ)<:;l. .
.

'1' е о р е м а 13.8. Пусть у nO.LO:J1CIUYleJtbHOM 6ilO,tHC н.епрсpЫ6H0 

to оператора А нет неподвижных JAe.AttHiН06 с достатО'ЧflО 60.tt. 

шоiе liОРМОЙ t естъ на беС1iон.е'Чн.остu .лuнеiiная 1/0.lOжumС:ltНа П;

.  ажорин.таВ. Пустъ рев) 1. l'мда ind (А, (Х)) 1,

Доказательство аналоrично предыдущсму, .
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Приведевпые теоремы отличает по X!ipaltTepy от теорем преды 

душerо раздела одна существенная деталь. ЕСДll ИЗО.шровапно('.'IЪ
особых 10чеR (j и сх) R 1'еоремах 13.3, 13.4 о'rносится к ВЫВОД:1II,

ТО В теоремах 13.5 13.8 9ТО одно И8 пре.lIDоложепий. Конечно,
в тех СJJучаю:. Rоrда индексы изучаются лиmJ, с пелью установле.

ния существования у оператора А венулевых неподвижных точек,

подобное предположение uра:ктиqесJtи "беsвредво
U

(илн ненулевые
неподвижные точно есть и задача решена, ИЛИ их нет и 'ror 

да особыв TD'IhIl заведомо "изолированы", что дает JlОЗМОЖНОСТЬ

двиrаться дальше. примевяя соотвеТС'l'вующие теоремы о ВЫЧИСJlе 

нии индеНСОIJJ.

13.3. Существование периодических колебаний. PaCCMO'l' 

РIlМ систему дифференциальных ураJlнсний')f

xj==v1(t, х,,) Pl(t) хl'

X2==Pl(t) ХI P2(t) Х\I,

ХЗ == p,(t) Х2 рэ(t) Ха'
(13.4)

Xn==Pп lи)Xn l t'n(t, хп),

Dlн'дuо.Jаrая, что все функции PI(t),..., Pn l(t), tll(t. хп )' tln(t, хn)

неОрfрЫЛНЫ и периодичны по Jlремени t с общим периодом (J) (что
не IICli..'Jючает сччал. коrда нек<:>торые из этих функпий не зави 

 ятоТ О, а решения (13.4) нелокально IIрОДОJliRЮI.Ы. Далее opeд 

ШJ,lаrаетсл тз&же, что функции Pi(t) IIОJl.ожительны "ри всех t и

v.1t, Хn);:'О при Xn O,
т е о р е м а 13,9, Пусrпъ вътолн.НIО/lН:Я нсравен.ства

v1(t, Хп) Ш,vn(t, xn) axn Ь (13,5)

'при Ho..oтo}Jыx nоложителънЪ1Х 1\он(тантах jvf, а, 1J 1t (Jcex t O

11 ;1'n O.Ттда система (1.':/.4) 11Лlеет неотРU1lател.ьное ы-пepuoдu 
'Ч(?с,.ое решение.

Докааа'rеЛЬСТJlО. Перепишем СИС'Jему (13.4) в Биде

(lx
== ]'(О х+ j(t, х),

dt
(13.6)

r де j(t, Х) == I VI (t, Хn), о,..., О, un(t, хп ) J.
· CHcTe la(13.4) возиикает при изучении ферментативных реакций с обрат 

ной связью. ПрИ Iери ero анализ эаимствоваиы из работы Р. Мустафокулова,
Ю. В. Покорноro, Сб. рrбот по вычислит. математике и теореТIIЧ. ки6ериетике,

вып. ]3, lIц. Bry, 1974. ,1
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Пусть и обозпачает Оliератор сдвиrа lJO тр еf(ТОрИЮ.l(13.61 3LL

время 00. Из внедиаrона;IЬНОЙ IJО.10iIштельности ( 3) прапой '1асти

(13,6) пытекает положительность U (ва конусе H ),

n сич иеuрерЫВНОСТIf п I10ЛОJКителr,пости функций Pi(t) сущс-

С'I'НУЮ'f J10ложительвыр константы iX, такие, что

CI:<PI(t)< (O t (r),i 1'.... 1I 1).

Это 8 совокупности С нераиеВ ТВЗМII (13.5) rараН'Iирует наличие

:маж()ранты у uраllОЙ час'Ш (13.6)

P(t)x+/(t, x)<':;,Bx+I , (хЕ R ),
rде

 C!: О О .. О О

 CI: О .. О О

В==
о о о

' lь== [.м. о,.." О. bJ.
 C!:

JО о о  O!:

Это. П СВою очередь. ознн'rает (В силу 'reopeM о диффереющаль-
БЫК неравенствах), ч'ru GIJepaTOp сдвша fr за время w ВДи.lЬ трае1{-

'IОрИЙ системы

(lх
=== Вх+ lь

dt

аВ.lяе'fСН машорантой Оllераl0ра и. Прмчем аСИМllт()тичеекап llРОИЗ-

1I0днаа у'(с:о) Оllератора 'Т J1B.laeTC!l 011ератором сдвиrа вдоль ч}ае lt-

'l'орий системы

(lх
  ==Bx,
(и

Поск.одьку ма'rриn.а В rурвицева (весь cuer.'Jp , ежит!J левой OTK 

рЫ'lОЙ I10JIУШIОСКОСТИ), то сuеr.'rральный радиус р[у'( C"Q)] .меньше

еДИНIIЦЫ. lIоэтому (см. теоремы ] 3.8 и 12.5) оператор U имеет

веотрицатедьную неUОДВШRНУЮ Т'ОЧКУ. ДЛJl завершения доказатель-

ства остается сослапся на ПРИНЦИIJ ПуаНRаре существования иe 

риодичеСБоru режима t 2). .
Т е о р е м а 13.10. Пусти (] дополнение" nредtlО/lож:еНItRАС тео-

ре.IIИ 13.. (JыпО/l/iяетСJI НеРЙ(JснстБО

ип и, Хn)";;;О (I 3.7)

1tpи достатО1/НО малых Хn;::'О. ТО1да Cltcтe.,ta (13.4) !Мн:ет не-

т рllбuа.l'Ь110е oo.nep1lOaUI(CCHOe неотРlщмпельное решеные,
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в силу (] 3.5), (13,7) lJрИ достаточно малых по норме х?> О

lJравая часть системы (13 ()) имее'l' миноранту

}1(t)x+j(t, х)?>Сх.
rде

  ?о О... о о

о: О.., о О

с==
о  p..,oоо:

о о о о: О

По пом:уоператор сдвиrа tV вдоль 'rраекторий системы

dx
о==Сх

dt

является минорантой оператора и при достаточно ма.1ЫХ по HOp 

:не х?> О,

Леrко видеть, что р( НТ)о==], Далее остается сослаться на Teo 

рему 13.5, после чеrо использовать теорему 12.8. .
13.4. Монотонные миноранты. В Ra1JeCTBe МИRорант исполь-

зуются не то.1ыio линейные операторы.

Теорема 13,]1, Пусть 1Zа. ажи'пе.ъt!-lЫЙ  !rJnалНе He1Zl'epbZB 

НЫй аnератар А Не и.исещ IJ 1(ощ/се К НСНУЛСIJЫХ !-lс/иuвuжных

точек с АЩАыми нарла.мu. Пусть Нll, э.' е.llентахMa,Mii нармы апе.

ра,тор А шкеет .\fОНО/nОННУЮ /:/JIO.тc непрерывную .WIIHapanтy

СЕ, т. е,

11 рuче.м

А(х) ?, С(х),

C(tho)?> tllo

О3.8)

03.9)

11ptt дастаlnОllfЮ малых t>O tl Helioтopa.1t he1-lУJtевам 'ъоЕК, TozrJa,

ind (А,  )==o.

Д о к а з а т е:1 ь с т R (1. В случне А(е):I IJ УТRерждевие теоремы

тривиально. ПОЛО;JtИМ А(6) ==1:1. И:'I непрерывности С R нуле сле 

дует иОЛОfRительнан rOMOTUUBOCTb на S(r) при малых 1'> О oиepa 

'ropOB Ао(х) 1/0 и Aj(X)= А(х) +110' ПОRажем теперь, что Al ин

S(1') ори достаточно :малых r>O UО.10ЖИ1'ельпо rомотоuеп исход.

ВIiМУ О/lеРl1ТОРУ А, uричеJ1 rо.иотоuией может служить

Н(х, 'с)== Alx)+cllo
'

В преДlIоло:кепии Dротивноrо наiiдется Dос.леДОRате!IЪНОСТЬ хп Е к

такая, что 11 Х n \1 '""'"* о и

xn ==A(xn)+cn 11 o ,  п>О, (13.10)
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ПОСКО.'lhКУ из (13.10) СJlедует ХП "Сп ho. то существуют ЧИс.lа fn

максимальные в нрравенствах xn>tho , причем tn>o и tn o.Но

'ror)l.a в СИ.1 у (13.9) :можно считать С (tn ho) {п 110- Учитывая Te 

перь монотонность оператора С и условии (13.9), (13,10), получим

хп А(хп)+"Спho С (Хп)+"Сп ho

 ( ?-> С ({п T1o) +"t n T10 (tn+ "Сп) 110'

что противоречит определению чисел tп . .

НlJИ llOlJblTRe lJepeHo<:a этоrо результата на оценху ind (А, (Х))

возникает С.Iедующее uреUfiТСТRие: из неравенств хп ?:> tnT o и УСJlО 

вии 1I ХП 11-4-- со не с.lедуе l' tn --+ со, ОС.IоаtllеНIiЙ не возникает, если

аПРIiОРИ Юlееrс.а иеr,аа "Ollo.IНIITeJbHa.a ИНфОрlLаЩIЯ, например,

заранее известно, что хп (t 11 Х п 11 110' Такаа СlIтуаЦIIЯ склаДывает 

СЛ lJрИ ИСlJО,1Ь10вании сuециа.Н,НЫХ КОНУСОВ, например, КОНУСО"

к"* (см, поеле;I:НИЙ раэдеJl 1).

Будем rоворить, ч.то oneI атор С сильно растет по направлению

vEE, если

t lllC(tv)!1 ""'* со при t ""'* со,

Теорема 13,12. Пусть пол.ожител.ьный и впО.ън.е Heпpep',l(J

н'ыЙ оператор А н.е и.меет в ,"онусе К неподвижных точек с бол'Ь

ши.И" ноjJмаЩI,  IMeeт:конотонную .\ШliО ранту С на Э.lе.1Iента:с

БО.IЬ1UОU нор.КЫ отображает К IJ KV*, Пусть, наконец,

C(Ko*)cKV*

оператор С СН.IЫiО растепt по напра8.1енпю и-.

ТOtда ind(A, со) ==0. .

:З:шетик, что ,о ПОС;Iедних TeopeuaI ви:есто монотонности МIIНО-

paHTi.! С JtOir.HO предаО.1аrатr.. моно'rонностъ исходноrо оператора А..

.;j в теореме и!.1 '2 требовн Нllе СИJlьноrо р)с ra С по направлению

v. МОЖEJО 3tllleHIITF, преДl10.'Jоmением C(tu*) ?>tu* ирll больших t.

14. К ОТОБРДЖЕНИЯ

Предыдущие два параrрафа ориеНТliрованы на изучение ypalJ'

ilени:й вид;], х А(х). В бес онеЧIIU.!lерных банаховых простраlI 
CTd.i:1 lI.1!енtlо такие ураRнеИИ!I чаще Bcero встреllаются. В Rонеч 

ноу:ер  O1( ПрОC'l'раНСI'АР. часто lJрИХОДИfС.а рассматривать у равн с-

нил F(x) ==0, rде отобlJа;ке!lие F по своим свойствам аналоrИ'1 но

отображеняли "11U3 x A(x), rAe А ПО;IОj{штельныil оператор,

Теории таких отображений и ПОСА.ящен данный па.раrраф,
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Ните К

ущерб:1 Д.])

к==л .

ОтоБР:1жение F: J{ вп будем называть K-ото'iРl1жеНlIеJI
(К"011СратО1JOJt). если OH('I rраничвые ТОЧКИ К не lJереводит n

il1t К Все Р:1ссuа'rриваеМJJе (JтобlJажевил uредuолаrнютсл пеIJре 

}.JЫRНЫМИ.

14.1. К индексы.Д-ва К-отображении 1'0 и 1'\ H:130Bell K 10'

.1I0тОnНы,Щt на множеСТ8е rc К, если существует непрерывнuе по

С01l0к.УlJяос:rи переllеllEfЫХ отображепие Н(х, "C)(H:rx[o. 1]---+лп )
такое, '1ТО

060ща'iRет Hel\UTOpblii T .leCHblfi конус в пn
. Без

paCCllRTpllRaeMblX Д:1:lее: nРU.'IожеIlНЙ :можно СЧИ'I'з.Ть.

Н(х, O) Po(x), В(х, l) = F1(x) (14.1 )

и lI(х, -:) ЩJU ДlOБОll фuксироваIlНОU: "С Е [о, 11 нвлается К (Jrобра 
;n:ениеи:, причем Н(х, "С") f: о при .lюбых х Е r. 't Е [о, IJ.

Пусть К-отображенис F I11'И доиаточно малых значениях r:"'O

K rOMOrОfIБО на :множестве

S(r) == I х I Х Е К, I х 11 == ,"\

тождественному отображению Л:с) = х. в ЭТОМ С.llУ'Iзе будеи: rOBO-

lШII>, ЧТО К ИllДf'Ji(' OIIPpaTOpn F J1 нуле ранен 1, и писать

ind(]<', И)==1.

I{ инлексF R пре ПОЛО;R,ЮI lH1RHblM НУЛIО (ind (Р. 0)==0), если'

при достаточно мадых 1">0 отображение J:i' К rоuотопнона 8(1')

О'llJбражению
Н,(х)=х ,'ho (lto Е К, 111/0 '1 > 1).

Замети\!, '1ТО BC OllepaTlJpbl HfJ(X) ==х }lto (  ,.)H в(,.)
мотоины друr друrу,

К-индексы на беско.пеЧRОСТИ 0Ilреде.1ШОТС;1 анаЛиfИЧНО:

ind(F, 00)==], если llрИ ДОСПiТОЧНfJ БщыlIхx т>о 01'ображение F
K l'OMOTOUHOна 8(1') TOJКД C1'BeHHOMYl(х); ind (Р, 00)==0, если ири

достаточно больших r > О О'fоБРllжеНII е F J( fOMO'fOIJHO на S(r)'
отображению 04. ).

Отношение К.rОМОТО!lIlИ lJllзбивае'r всевозможные К О'Iображе 
ния на беСRО[lечное число классов ;jfШlIва.теп'l'НОСТИ. Оuределсние
лишь двух аначений индекса COO'1'be-rствуе'I' ВБIде.'Iению Bcero ДRУХ
такиХ классов. НО ЭТИ классы наиболее обширны (см. далее) и

охватываюr большую частr. ПРИ,lOжени:i1, J{ IIB.iI,eKcbl можно oиpe 

де.IИТЬ и ДдЯ: llРОИ3ВОЛЬВБJ:l К-отобра;кений, наирllмер, по схе .ме.

опрсделении индеКСii ПОJIожительпоrо оператора ( 12).
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14.2. Теорем..! о неподвижн.."х точках. Воит1ОСЫ существо-

'JlаВИJl UО.10ЖИТСihноrо рсшепия х Е к (И.1И BeRy.aeBoro 1l0jJож,пе,lЬ 

Roro решения) у ураввеlIИJl F(x)==O с К (JUераrорои F мо;;во

И3УЧ3ТЬ в lJaMKax оБЫЧВ:Оll теории вращеппя веКТОРIlЫХ UО.1ей (r.1a 

ва 11), ВЫIJИС.1ЯЯ вращение 0('.111 F(x) на rРЗНfJII.ах 1I0ДХО.1.ЯЩИХ

областей  Jc](.В качеC'Jне Q час'),о удоБJЮ выбира1'Ь ИНОiJtества

вида

K(1')=={xlxE К, lixll r} (J 4,3)

04,4)
И.1И

]((r, т==[xix(J(, r !lxil R),

в ЭТf)1f случае, однако, UрИХОДИТ jJстроить rО IOТОIJИЧf,с"ие пе-

реходы па всей I'рзюще множества (43) II:!И (14.4), что свмапо

е И:!ЛИШВ:ЮIИ неудобстваии. ИСПО,1ыювзние К-I1вдекс()в I103ВО.lяет

orpaB 'IЧИТЬ( Я построением К-rО IОТООичеСКRХ иере х 0;(0 в .Ш п1 ь на

поверхностях 8(1')' Это у}[об('ТDО буд;еl' llрОИ.1J ЮСТрИрОВ8ЛО далее.

llOJ;a Е!! остаНОВ\fМСЯ на теоремах сущееТRования.

Тео р ем а 14.1, Пусть F K-отобра!JICенuе 1С il1d(F, 00)== 1.

Тои)а уравНСНЛIС Р(х) == О имеет ии крайн('й .IIlepc одно реше1tttс

х* Е К.

Доказательстно Оllирается на с.ща:ующее БС110моrа'fельное у'шер

ждеIJ 11 е.

Л е м и а 14.0, Ес,щ К-отобра.жснuе Р На В(r) совпадает с

тождественным, ти ypaBHeIifte F(x)==o разрешимо в K(r).

,IerRo RИ,D:еть, что в оrоворепв:ых уr.лови.blХ оБЫЧIIОС враЩl"ние

веl\.ТОtJв:оrо llО.1Я F на rpaлице K(r) равно 1. Особев:во .1erKO cдe 

лать таI;ОЙ ВЫIЮ,D:. еели оuщ!атьсл на оnределсние ВI);{щеDИll с 110 

JlОЩЬЮ метода "UРОТЫIШlOщеrо дуча" (r,JaB;{ 11), Далее остаетсн

сослаться ва теорему 6. .
3аметим теиерь, что УС.JОRие ind(F, со)==l rарав:тируеl' суще-

ствование J(,rо [от()пии Н(х, т) на S(r) (ори достаточно БО.'lьmои

") от Р(х) R I(x):=x. lIус'l'Ь, для: Оl1ределенности, н(х, O) := I(x),
Н(х, 1) P(x). ВвеДЮf в рассмотрение Оllерато}) (везде х Е К)

. F(x) ссли li х II r

 . 111 х 11
Н (

rx
.

l' xl\
)р(х)==! w'

2 · еС;IИ r llxll 2r

лх) еСJlИ Ilxl!> 2,

1erKo llроверить, ЧТО оператор F в:а мпожестве К(21') УДОВ'

летворяет усдовиям лекмы 14.0. ПОЭТОJlУ уравнение F(x)== о имеет

141:1



решение х* Е K(21'). ДЛИ доказатеJlьства остается убеДИ1'Ы !f в '1'0 II ,

что 11 х* 11 :%;r. Но возможность l' < li х* 11 :%;21' Jerlto исltJIю'rае'rся, 'ra к

1"Х* 11 х* il
нак 11 ПО:U: сдучае Н(хо . "о) О, j'де хо

==

 '"o :2 , Ч1U

I!x* 11 j'

ПрОТlIноречит Оilреде.lению !(.rомотопии Н(х, "). .

Теорема 14.2. Пусmъ К uндсксыв н.улеu н.а бсскон.ечн.остtt

К'отображеНttя Р опредмсн.ы IJ у/(азан.н.ОАI выше CAlЪZCIIe 'tt

ind (р, О) * jlld (Р, a:J).

Тт()а у przlJIieHItC F(x) == О имее-п по "райн.еii ,1ире одно IieIiy.lelJ'Je

решен.ие х'; Е К.

Д о к R 3 а т е JI ь с Т в о, В соответствии с давным ОIlределением:

К ИНJ,I'I,СОВ ВО.ЗМ:ОiRНЫ два нарианта:

ind(F,O)=-О,

ind (р, n) == 1,

iпd (Р, со)== 1

ind(F, со)==о
(14.5)
(Н. в)

РаССllОТрИМ спача.Ja RapI1;lI!'l' О4.5}, В СИJ1У illd (Т', О) О cy 

ществуеl' К-rом:отоuия H(x,"t) на 8(r) (при Дос'rаточ 80  алом

1'>0) 01' Р(х) К Hr(x), в Rc,'J:BJI В рассмотрение оиератор (везде

х Е К)

[ (х rl.o)
2

P(x)== II H(
I l' II x1

P(.; 

если 11 х I:::;: ,

:J

2Ii

r

XII

1)'
l'

если   !Iх 11:%;1',
2

если /1 Х I! r.

Так как ff(x) == "'(х) при достатон!о бо,нших llрИ норме х Е Т(,

1'0 illr1:(F, co)==inI(.'i', со)-==I, и 111) тсоре1lf 14.1 сущестнует pp, 

шение х* Е к ураflнеIIИfI f'r"x) ="0. С)стаетея иока:1ать. I х* :1 1'.
r r

Возможность \! х* II:%; заведомо ИСК.1IOЧАНR. Ес.'IИ же  <'Ix*11 < r,
2

11 х* !:
ТО [{(Xa.-=о)==О, r.lC ХО==.

[
 *

I
' -::о'='  1,что llPOTIIR()]1C-

I Х I l'

чит Оllр делениro J( r(JМ')Т()IIИИ lI(х,

Рассм:отрю[ париант (14 .н). О н леrко СRоди'rсл [, ll\А'ды;r:ущему

с IlОМ:vЩЫО ilepeXo;I,a. к ОIOбраа.еllИЮ

G(x)'==llxIl
2
P(x/llxI1

2
) (хЕ к, х*О),
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так как illd tG, О) ==0, ind (G, OJ) == 1. . еЙСТВllтеJIЬПО, u усть CG > О

1
ДОСТёl.ТОЧIIО :118.110, Положии ,'==(Х, Il== ,ПУСТh Н1(Х, '") [( ro 

(Х

мотоuия H<J. 5(1-) от Р(х) к ЛХ), I/2(Х' -:) К I'ОМОТОПИJIна Sиt)

от Р(х) R. НR(Х)==Х Ш/'О''fоrда ilx:\2111CI:H2 ' '") будет K ro 

МОТОlJией на S(R) от С(х) к лх), I1 х IP н2 ( , t) Kro 
11 х 112

КОТОJJией на 8(,') от с(х) R. Н,.(х\. С.llеДОВ8те,lЬПО, уравпение

G(x) ==0 имеет ненудсвое решение хо Е к. Н .* ХО
() т(,rда ох  .   

11 ХО 112
ненревое решение уравнения: Р(х) ==0. .

Приведенные теоремы эффективны 11 ПРи.10женинх JI сочетании

с ра JlИЧНЫ}1l1 СJlосuба 1И БЫЧИС.Ilепиа К JIндеRСulJ, Останопимся:

поnа на двух llростейших ре3УДЪТ8тах,

Заметим сна'lзла, что любой внедиаrОН8ЛI.IIО отрип.ательный

оператор, т. е. оператор Р(х) ==1 11(Х)'''' fn(x)}. УДОR.IltТDОРЯЮIЦИЙ
УСЛОВИЮ: ДЛJ! ,;lIlJf)oro i==l,... '1'1

fl(X1 ,"', Xl \,О, Хl+1 ,'" xn) O

при XJ:;?:O, j:/: i, заведомоявляется К'отображевием (rде К==П ).
Л е м 1\{ а 14.1. Пусть при Uоеlпаточнu Ata.iblX (достаmо'ч,но

БОII,/,t/lUХ) по н.ОрАIe х Е R+, х:/: О tiнедUа10налънu отРUllптельн.ое

omuiJjJ(l,женuс ydOoAC/I/l1Oряет УСЛО/JUlО

F(x) О. (14.7)

Totda inrI(F о)о=} (incI(F, (o) l).
Дока38Н>.IIЬСТПО совсем ПРОСТО. J{ rОМОfопией от F(x) к

I(x) lIf()жет С.1Ужить л инейп 111 й переход

Н(х, '") == tx+O t) Р(х). . (14.8)

Без lIреДIlО,lIожени.II внеДИ81'онаЛЬ80Й ()трицательности отобра..
шения F rомотовил (14.8) llожет не быть К.rО1dотопией, AHa.lO-

rичный же 11 ризн&к вулеБоrо индекса справедлив Д.1l8: К.отобр& 
жений общt'[о nида.

.Jlе 11 м и ]4.2. Пусть 1!1пе Йocтaтo'IНO MaMJ!X (достато'ен.о
.БОil'Ь I!.lt:J') по !ЮР_"!, xEB ,х.#о К-отображен.ие F удО6летво-
рflет Ус.IО8Щ/J

F(x) ? о.

Тои)а ind ер, 0)==0 (illd (F, со)==О).
]') В Оlluйцев, Т. Хуродзе

(14,9)
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До R а::l а т е д ь СТ Е о. I101iIlжем, Ч'IО F J{ rOMO'JОПНи н:: 5(1')

отображению H (x) x .jllo,]'де j»O достаточно Fe.iIIEO. K r(J 

 Iотоuией MOfliBr ('лужить

J[lx,  )==tF(х)+(1  -:)(x  7bo).
Установим свойство невырож.деНБОСТИ: Н(х, ') =1 О. ОБО выте.

кает иа СJlедующеrо раССУЖ;J;СБИЯ. 11 реДIIОJlОЖИМ uротивное. 'fоrда

;I;JIЯ .Jlобоrо CKO:Ib уrодно малоrо (сr;оль уrодно БО.'lЪшоrо) 1'>0 и

для любоit lIоследова1'еДЬНОСТll 13"  ::X:> МОЖНО указать lIоследова-

Тf'.1ЬНОС1'И Xk Е 8(r) и '!А Е [о, 1], такие, что

 hF(хk)+(I i:J.) Xll==(l ":h)  kho' (14.10)

13 силу КОМIIактности S(r)XIO, 1] можно СЧИ'I':tТI, :xk ;(J.

;;h 'to' Но TorJIa М3 (14.10) следует (1  'th) k Y O,то n СП_l}'

 k 'со влече'r на собоЙ 'А---+ 1. l1ереходн в (14.10) ь: lJределу, IIO 

лучае\I F(xO) ==ylto O' НО это противоречит условию (14,9).

Тот фа!:.1', что Н(х, ')  -K-отображеНIIС !lрll любом фИКСПрО 
ванном 't Е [о, 1]. устанавливает'н 110 анадоrичпой схеме. .

И3 ::ITOrO !l:окаClательстпа :IerRo усмотреть СlIравсд.lИВОСТЬ бодее

общеl'О реSУЛЬТ:l'fа.

Лемма 1J.3. Пустъ I'I[J!L UОСJ)Щlllо'tНО .IfUJ,blX (достаточно

бмииих) 110 норш! х Е H ,х:/ О j(-отображенпе F fJ'ЬzпJJcKaeт

нипра6.,сние ho Е Л , сущестЫJjет щхоfitО рое 7 oЕ лr;, lto =1 О

такое, 'Что F(x) =1 !17b , 1ililиво бы Ни б'Ы.IО f.L> О. Ттда inu (Т О) =о О

(jDd(F, ro) O'..
Ра3Jlичные комбинации uриведенных теореYl и лемм поротд::! ю'r

разнообразные IIРИПЦlfПЫ раарешимости уравнения F(x)  O.

Теорема 14.3. П:,!Сim. IljJlt иостпто'lНО БОЛЬШllt по нор,не

х Е B IJнедuаина.Н,НО oтpпlIaтC.iHHOe отображенне F уаовлетво'
ряеl'lI УСЛОjJUIO (14.7), T01')rl ypafJHeN.lle 1"(У)='О имеет 110 'КраЙней

м,ере одно peUleHue х' Е ВТ;. .

Те о р е  Iа t4,4. Пусть внедиrионrr..tы-/о отрицатемное отоб 

раженuе F пpl JOCт( IIIO'tHO .ltu.Щ..с 110 норме ХЕЯ ,х:/:О yдoв 

д.етворяепt УС.i ОfJию (14.7), (), npl' Uocтaтo1t!-to БОJIЪШUХ по HOpJlIC

х Е B условuю (14,9), ТИUrL урrt6ненш: Т(х) о: О UJtceт 1/0 к рай-

ней .мере одно HCHy.LI:fJOJ JJСЮ еНпс х* Е П ..

Теорема 14,5, Пу,:тl, f/нсдu(иона.и,но ОlnZJtщатСJ.ИlОС отоб-

ражение F пр" uостапИIfНО .1!a,IЫJ.: по нор.не х о;: R .Х!: О, у()ов-

д.етворяет условuю (14.У), IIрU ()ocnlltJI10I(rlO бщыпu'" по нор.'КС

хЕвr; ус,ловию(14,7), Тои)п !/PfI(JH('HI/C }'(х)==О и.1I1: по '/i:rau 

неи мере одно ненуд.СЫIJf? jJ"I{(IН! х* Е !i Ш
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ПОС.ЩJlние две теоремы  ожнораССЛ1аlIJИВ 'rь KaR 06сбщеIlИJl

l'eopeM М. -'..., RpaCHOCe:Ibf: oro (J C:Ra'I'JlI' II l'аСТЯ;iеПJ1П Rопуса

2).

14.3. ДОПОЛНИТt'J1ЬНЫ методы Вh!чис. енияиндеt<СQВ, Ниже

F'(O) обозначnет UРОИ3RОДПУЮ (матриду Ямби) Оllер8тора F в

нуле. Если OIlf'pa'fOp неПlJерЫRБО диффеlJендируе/d и явлвет('л К

Dтобрзжением: (внrдиаrОП1!ЛЬНО отрид3'ff'ЛЬНЫМ). ,[о линейный oIle 

ратор Р'(О) тнка,е НI',JяетсtI K-отоfiражеIlием (внедиаrОНН.1ЬНО О'Iри"

lательпым).

J[erKO видеть, 1]11) К -ИRденс illcI (Р, О) не меняется uри дое'!з-

tОЧНU малых Dt3МУlllеНИ!iХ Ulie]JaTUpu F (lIlJИ Р'.10ВИИ, что B03MV-
,

u

mеппыfi Uuepa'fOp UСIС1ется в It,1acce J(-отобраsIiений). Поэтоиу
МUЖНU uжида'IЬ, что в eCTeCTBeHUblX lJредuодожеEll1jJХ il1d (F, О)

совна ,ает с индексu:u ind ср'(о), о). Детализация этоrо соображе-
виа 01lIrpaeTCJI на nlJOCТble теоремы о К индеltсахлипейных К-

от06['з жений (К ыатриц)

т е (J р е /d <i 14,6. Пустъ у не6'Мрождсннто //инеИНО10 вHcдиa 

 инальноотрtщатеЛЬНОIО oпepaтolJa А нет в B собст61.:нных век-

тоРО6, отве/tuющuх деziСilltittтеЛЪНЬНt собственны.'И 3НачеНtlЯА! л. < О,

Ттда ind(A. O)==in(l(A. 0:»0==],

Теорему JlCrKO доr:iC3Ы вает Jlинейный К rОИО10пическийD ере-

ход Пllда (14,8). .

Т е о р е м а 14.7. Пусть J! не6ырожденно'/,о лuнейно'/,о К-отоб 

раЖСН'UJl А естъ в Л собственныЙ вектор Хо, 01пвечающиi/ соб-

ственному знu'Ч,енuю ).0<0. То'/,дl1 ind(A. O)==ind(A. 0:»:=0.

Д О К а 3 а т е.'I Ь С '1' Н О ПРОСТО, Отобрюкение А выиускает нап-

равление ХО' В предположении ПрОТИВRоrо внйдутсн тзкие Х Е 8(1')

И 11>0, Ч'fО AX==(-t.xo. Но TorJa Az==O. r}{e z==x   xo,что про'
Ао

'l'ивореЧИ'l' RеяырождеRПОСТИ А. Далее остаетс.я СОСJlатьс.н на Jlеи-

:му 14.3. .

TeupeMbl 6.7 I10казывают, что J( 'ин.д ксы липейноrо невырож-

денноrо J(-отображения всеrда определены,

Теорема 14.8. Пуст." пРОUЗ60дн.ая F'(O) К-отображения F

не вiлрождена. l'тда ind(F, O)==il1d(F'(O), о).

Д о R а 33 Т е л ь с '1' В о. Ив невырожденпости Р'(О) следует

sup 11 F'(O)xll r 
xES(r)

147



при неаоторо:м CG>O, Из ОlIредеJlевия .же ПрОIl3ВОДВuй 1"'(0) И}lе у

11 F(x) р'(о) х 11 ==0 ( 11 x!I). В кон'чвuм итоrе это обеспечивает

Сilраведливость неравевстн

IIP(x) F'(O)xi;<IIF'(O)xll (14,11)

)l;JlЛ xES(r) ПрlI ДОС'I<JТОЧВО малом 1'>0, Неравевстnа (14.11) ra-

рантирую'f веПрОТИRОJ10ЛОЖВУЮ направленность на 8(1') uолей F(x)
и F'(o) х, что ПОЗ8UJlяет осущесrВИТI, ливейвый К-rомотоuический

переход

Н(х,  )="t"F(х)1--(1  "t")F'(O)x,.

Приведевныс теоремы показывают, что rомотопические I(лассы

К-отображе пий, отве'lающие случаям

iud(F, 0)==], i ld(F,0)==0

весьма широки. Имеет :место Т:1кже аналоr T€Ol)('}1h} I4, Д;1J1 К.

ивдекса на бесItонечвости, если вместо F'(O) иеlluJlЬЗ0ваТI, uрuиз-

водную F'(ro) оператора F по RZ ва бескоuечности, RIJI"Ul':1JI (n-

редеJlяется усжовием

liш

xERZ, P._II ос>

11 F ) [1" ( со) Х 11

"Х 11
О.

у п р а ж н е 11 и е 14.1. Сформулируйте
13.6 для [(-отображений.

14.4. Теоремы о накрытинх 11 разреши IOСТЬн{равенств.

Рассмотрим уравнение

докажите аналоrll теорем I З. 5,

Р(х} ,,= у (14.12)

с К-отображением (введиаrонадьво отрицательным оператором) F
11 упажем условия, в которых (14,12) разрешимо R Л uри .'1юбо)!
у Е B . (В этом СJlучае отображепие F naKpbll1aeT копус 11';. 8

СllЫСJlе B с: F(R »),
Т е о р е м а ]4.9, Пусть К'оmобраЖCl-ще F уiJvвлетвОРЯ13т ус-

/lовию

liш 11 р(х) il == 'Х>

xERZ' Ilxll CI)

u ind(F, ro) 1,Тон)а ypaenl'H1/C (14.12) при .lJоБОAJуЕ R иАСеет,
по ,.paiincil .мере, ОиНО РСIIJ.снис хЕ llZ.

Доказате.lJ,СТВО, В СIfЧ УС.IОВИJI (14.12) при ДОСlа'IОЧНО

больrnих по вор:ме х Е B векторы F(x) и F(x)  !Iпе MorYT бbl1 ь

ПрОТИПОПОJоmво паuравжевы. Поэrому rоиотопия

(14.13)

Н(х, 't") ==F(x) "t"y (lt,14)
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ве RырождеRR (Н(х, '") 4: о). ОчеlJl!.'tНО т:шже, что (14,14) I1редствн-

днет собой К rОМUТОIlИЮ(Д,JЯ этul'О сущестяеН80 требояание у;;: l1' ).

С.lеДОR;lТСЛЬНО, отображения Р'(х) и }'(Х) у l{"rО1ЮТОlj[Jfц па S(r)

при ДОСТ:J.'l'О'lно бодьmих 1'>0. I10,НОМУ

illd(F Х, co).:=i"d(P, 0:»==1.,

Да.'Iее остается cocдaТl,cJl BR 'leupe.l1Y 14.1 11

IIa CRMOM де,lе СUРНRРДЛИВ БОДt:е обmи:й реЭ}".'IЬ'13Т. Пуе1Ь К-

отображение jI' У.l1.uюе'lворяет ус.10ВИЮ (}4.] 3) и К ИIJ,JI,еliС F на

бесконечности ИJlИ рЭRен 1, ИЛИ вообпtе не опреДЕ'леп в y)(a:J31IRoM

выше смысле. Tor.D;a уравнение (] 4. I ) lJpll .1юбом У Е B пм(>ет

Kp й ней мере ОДНО рршение .у Е п .

Если К-ивденс F' И.Ш рп.I1СН 1, или Rообllll=' не онреДС,1ен в

УЮ\iJаНRОМ выше ('MblC.le, будем ШН'R'rr.. чrо [( ИПДЕ:КС не равен

ВУ.'IЮ.

Тсорсиа 14,10, П!J"тIJ ".IЯ J{-Оlllо(jj,аЖt:НItfI F

ind (F, О) / о iD(l (F, 0:» =1 о.

1'о!да НСlJalfcHcmBo Р(х) > о разреUЩ:1I0 в B .БV,lсе 1'11 OtO, д/я Лlo-

бои HCHy.tetJтo yEB .'1pa f/fteH!tC Р(Х)==!1У разреluи.НQ в B при
HCII.OrпO ро;\I, р. > О,

Аоказательство вытекает и леммы 14.3, 11
l'accMOTpl1l1 в качестве и r;lЮСТРИРУlOщеL'О lIрнмера BLle.1I1aro-

на,lj,ПО отрпцате-'Iьныff оператор F, УДОНJеТ110РЛЮЩИЙ JJРИ доста-

точно бо,'1ыпхx по Hopue х Е H УС.IОDИЮ (14,7). Ле ма14.1 rapaH-

'fBPY(;'J' ind(F, CX)) =1. С.lеДОI1Rте.Ij,НО (Teope a 1..(.10), Нt'равеп-
:1'В(I Р(х) >0 имсет ilО.10Жllте;JI>fIОР- решение. F.СJ1И же Р доu()дни-

те.н.но У.4;ОRДетворяет Уi',довню (L4.13), то (теорема 14.9) уравнение
(11,12) разреIЛИ}fО в n ир'т .11(60)[ уЕ п (друrими С.I0вами, uo-

.10;rштел !:.Hu разреши МО Ii ри .1I(;БО:<1 ПО.lожитеЛhНО \[ у),
В данном :контексте леrк.о ФUРМУ;IИРYlU'l'СJI 'rак.же теоремы о

l)а: решимостиHepaBeHCI'R, т: IIриыер, H Ul,верхностях 8(1'). 1elo
R том, 'JТo С CaMoro НПЧЯ!i1: можно было опрt'де.JJI'l'Ь не J( ИRдеR 

сы, а К-вращение cORepIlIclIHo ана,lоrИ'lIlЫм обра:JОМ: К 11ращение

y(F, S(r») К-отображения F' на rраЮfЦе к(,-) рави,) ], е('ли Р на

S(r) к  rOMOTOUHO пх), и равно О, есди F на в(,,) К-rО1l010llНО

НАх), ПОRIIТНО, ЧlО ilOC,1e за:dены J( ИНДе1\СОВJ(-вращенинми все

UРИlIuдившиеен теорсмы СОХрrНЛiОТ  И.IУJJOC:Jt' ппесеElИII n ИХ фор 
МУIИРIJПКИ очеDIIДRЫХ иОIlраноlt. Наиример, HHa.10rOM теоремы 14.2

ЯВ,lяетсл слеДУЮПlее )твеlJтдеIIИf : lIуr.ть y(F, 8(r)) /'(F, S(R)),
14[)



тоrда павнение F(x)==o раэрешимо в Jпr, т. Признаки равенства
1 ИЛИ О К-вращения ОС'Jаю'l:СЯ те .же, Ч'JО и ДJIЛ К-индексов.
Если, например, ддн внедиаrопалъно отрицатеJIьвоrо от'ображеЮf!I
на S(r) ВЫllолнне'IСН УС.10вие (14.7), то '(F, S(r))==], еС;IИ же BЫ 

1I0лннется (Н.9), то у(1!', S(r)) ==0. Отсюда леrко сделать ВЫВОД,

ЧТ О для внеДИaI'онально отrиП,ате.JJьноrо оператора F УСЛОВИЯ (14,.7)
и (14.9) на S(r) несовместимы *, Этот фаRТ может быТl. IJpeДCTaB 

.лен и в более КQНСТРУКТИВНОЙ форме,
т е о р е м а ] 4. L 1, Пусrп'ь F 6нед1,ШIоналtНо ompuuame./itHOC

011106 ражеНl!е. Если H{t S(r) выполняется условие (14.7), то не-

palleHcYll/JtJ F(x) О имеет решеЮtе х Е S(r). Есме На S(r) I1-ьто.1,-

няется ус.lorJие (14..1)), то нера6снство Р(х) <::; О UJкееш решение

х Е S(r), .

BeplleMcH снова к вопросу о наКрЫ'fИИ конуса К-отображением,
3aAa'lY наКрЫТИII можно рассматрива'rь с неСRОЛЬ"О иной ТО'lки

зрении, rсометрически более наrЛ:ЯДRОЙ. Суть дела проще Bcero

ПОЯСНИТЬ JI .'JИ IIеЙIIU1l сччае, Пусть А неВЫРОпщенное линейное

J( отображение (К-матрица). Очевидно, образ неотрицатеЛЬElоru

ортанта R при отображеНIIИ А, Т', е. АП';, предстзnлнеr собой

некоrорый конус R ЯN Поскольку rраНИЧIlh1е тuчки Ят; H пере 
ХОДfП ВElУТРЬ п,+ и det А 1: О, имеются две ВОЗМОЖНОСТИ: или ие-

ресечение В+. n Ап+ Н8 содержит внутренних точек R'f.. И,lИ ко-

нус АЛ';. охватывает B ,т. е.

Л+с.АЛ+', (14.15)

Леrко видеть, '1ТО в случае (J 4.15) матрица А liодож.итедr,1I0

обратима (все Э,Iем:евты матрицы A )неотрицательны), 1J0СКОЛЬRУ

уравнени Ах == у при любом 1l0дожите,lЬНОМ у(у Е В+) имеет 11010-

жите.ilьное реше lIие. Я:СIIО. что альтернатива (I 4.15) реаЛIIЗ уеТСJI

в том и ТО,1ЬКО В тои случае, коrда ураВElение .Ах== у им:еет ПО.то-

Жllrедьное реШ611и.е хотя бы uри одном cTporo UОЛОЖИ'j'елr,ном

у>О Эти рассужденин IlрИВОДll1' к сдеДУlOщем:у результату,

Теорема Н,12. ДАЯ том, <етобы не6lлрожденнuя АtаmР1,ща

А била пО.1,vжитсльно обратшtа, необходН.lfO 1,1 достаточно вы-

пОllнен.uя iJlJYX УС/l,Oвий:
а) .мaтpи1 aА Il6.Ulется К-матрицей;

· ЭТО УТ8еРЖ!lени опирается на неrОМОТОПIIОСТЬ I(х) и Hr(x) на S(r)'

Отсутствие К-rомотопии от I(х) к Hr(X) ниrде ранее не требовалось и не БЫоlО

доказаllО. ДОI{8затеЛЬСТI!О леrко может быть получено предположением "1)0-

ТИвноrо 11 получением противоречия с теоремой Брауэра.
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1... б) уровнен.ие Ax у и,\lеет 110.10жищел,ьн.ое решен.ие хот.л бы

f
пpu однол у> О, .

Здесь вuзвикае'f естественныЙ вопрос, А нельз.ll ли теорему
14.12 распространить на нединейные Оllераторы? HenocpeДCTBeH 

вое uбобщеrше, конечно, невозможно. Оно неНОЗМОЖRО и при нало-

жении дополнительноrо (аеобходимоrо) требованиа (14,13) (KOTO 

рое n линеином С.1Учае выполнается аВТО!1иически). Некоторые
СDеп:иальные нарианты обобщений, которые эдесь можно nредло 

жить, довольно явно связаны с теоремой 14.9 и на ОСНОВ'" Teope 

:мы 14.9 ДОRазываются rораздо леrче, че»: с использованием опи 

санной rеометрическои идеи, Воирос о возможности нетривиаль 

Horo ИСIlользованиа указаНIIЫХ соображений в нелинейно:м случае

остается открытым.

14.5. Примеры.

1, Рассмотрим дифференциальное уранвеRие

ах
==Р(х),

dt
(14.16)

описываюmее динамику в модели сосущесrвованиа п БИОJIоrичес-

ких пидов (Xi численность поuуляции i-ro вида),

ПОСRОЛЬКУ в ироцессе эволюции численности не MorYT стать

-C1poro отрицательными, траектории (14.16) не MorYT выходить из

В+., Это С необходимостью В.lечет за собой внедиаrональнук.. DОЛО 

житедЬНОС'lЪ F, Следовательно, G(x) == Р(Х) внедиаrоналъно OT 

РИЦ1iтельный оператор,
В модели сосущеСТRоваlIИЯ биолurичеСRИХ видов достаточво

 стес'fвеВВblМвыrлпдит следующее преДDоло;r,ение. Если CYMMap 

на}1 ЧИС.lенность Xi ==-11 х 11I достаточно мала, то численность иo 

i

иу.iIЯЦИИ хотя бы oABoro вида возрастает, т' е. ;;ri:!l(X»O. Если

же суммарuая численность 11 х I!l достаточно велика, то численность

ПОПУЛIIЦИИ хотя бы одноrо вида уББJ:вает. т. е. {i[i: f,(x) <О,

Друrими словами, для достаточно малых по норме Х Е в+., x.:f о

F(x) о, а(х) == Е'(х)?> О,

а для достаточно больших ио HOp.lle х Е В+

F(x)?> О, G(x) =- F(x) О.

Теорема 14,5 в ЭТО I С.IIучае rаравтирует существование в

сппеме ненулевоrо (нетривиальноrо) положениЯ равновесия х* Е Rf.'
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2, Пусть теперь сис'Тема днФФеренциадьных уравнений (14.16)
описывает динамич неRОТОРОЙ химической системы, Xi обозначает

концентрацию i-ro пешестnа в l)eal\'Iope. Если система ЗЗ1lI\НУТ3.

ТО движение пrtl]fСХОДИТ в плоскости  xi==l(100%) и пе ПЫХо'
....

лит 3.1 1JРI'де;ш SO). Ouepa'fo)l F может быть определен JИШЬ на

В(]), но ero .1erKO ЧJOдол;r,ить на вееь конус В!/., на1Iример
Ilxl'l'(x/llxll). О'lеви по,нн ВО) не существует точки х, n EO'l'O 

рой Р(х) > О, I'(x):j: О (и Rзче бы: дви:r..епие выш.lO за пределы

8(1»), по той те сам()й DI)ИЧИНС на Б(1) не сущсr.'Jвует ТО'lfiИ х,

В кuторой F(x) < О, F(x):j: О. Если теперь предположить, что сис 

'reM3 не имеет uодожепии r вповесия(]?(x):j: О), 10 на S(l) будут

O.IНOBpeMeIIHO ВЫ1JОЛВНТЬСН условия F(x)<;' о и F(.l:) ::> О. что

неяозчожпо (теорема (I 4 .11).
3. 06р<t1Ш1СЯ к вопрос)" () существовании рыночноrо равнове-

сия. ПУСТЬ Х; оБО1наЧ:JI'Т дену i-ro товара, а 1i(X) ФУНКЦИ((I и,, 

быточноrо спроса на i й товар (i == 1,... п), Точна х* опреде,1яет.
положение равновесия на рынке, ее. II.'lИ /;(х*) "'-'О, или x7 o
fi(X*)<O,

От оператора F lJереЙДем к oliepaTOpy G по следующему upa 

нилу: KOMIJUHeBTbl g;(x) IlОЛУЧDЮТСЯ неllрерывным обнулением функ,
ЦИЙ !/(х) n 'rex rr:!ви'lНЫ:'{ 1'()ЧJ,3Х H't., n котирых 1;(1:)<0
Xi == О. Положение раВllОlJеСИll теперь оuредеЛJlеrсн реш{'ние lурав'

неБИН G(x) == О, IJРllчем. (; внеДIIаrОIJЭЛЬНО отрицатеJ1LНЫИ olJe 

pa-rop.

Довольно еетсственным выrллдnт С;If'ДУIOщее uреДDUJll'.lИеНlIi

(аО): если БаБО!1 нен х Е S(l) неравновесныи. то пайдутся такие

и j, что /,(Х) > О, jАх) < о. Это равносильно одновременному BЫ 

liuлвению услuвий G(x) <::; о, (;(х) >- О n перавновеСRЫХ ТUЧliах

х Е S(I). u ПО:.10ЩЬЮ теоремы 14.11 TenepL .lerKO lIРIIХОДl1М к. еле-

ДУ!l.щему выводу:

На l''Ын.ке, УЙОI:I, ет(lОРН70ще.l1 требоватtJU /kO, сущесm6уtrп по

храйн.еЙ мере оин.о 110.10жен.uе 1,U(jн.uьесu:

14,6, Теория Р-отображений. Назовем переменвые хЕ rJcrrCт 

6иIlАШ, а УI==fi(Х)  }Jезу.lътата",!t(io=l,....1I). ПУСТЬ х==о CO()T 

ве'J'СТВУЮТ .пулевые })еэудьта'rы", '1', е, /1(0)==0 (i-==l.... 11), а при

JНuбоы Xj > О

Уj==jЛо,. О, Xj, О,..., 0»0.

Т. е. при OTCY'I'CTB\llJ помех J\ЮIIДое II()ЛОЖИТЕ'Jlьное ДЕ-ЙСТВliе Xj lIрИ 

водит f\ 1I0;lOжиrельному реЭу.'lьтату Yj.
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ПОНЯТНО, Ч'10 I:pll НН:Ш'IИJf l:epeKpPCTHbl'x Н:J3ИМОСRя:,рii ('OR;jeC! 

ные lIолuжитеДhные (С1ереОТИl1ныеl дРtiствин МО1'УТ UРИВОДIIТЬ К

 {)триnате"ьным IJeHYJlb'J 3T1HI, }IH l!ыде.ЧИИ IIJIЗС(' Р'('истем, 1< IiOТO 

рых ЛILбой П2бор пеОlJ1ица'Jельаых деист лий х =1 О дзет хот'я бы

один П()ЛОЖИ1'Е JJl,ВЫЙ Рfsультат. Д2лер буде'r устаНОБ.lено. Ч'JО в

Р.сиете)[е Bceril2 су ществует соrлзсованвыit набор )('iiстриi1, IlрИ

:котором все РРЭУЛl'j аты JJО.I0жительпы.

На самом деле, ПОС.,!едующие рез УЛЬ'J1tт ы и Melt,T' ЧИС'JО маТf':иа 

'IJlчеСRИЙ ХЗр2JiТер. OUI1CaHH3fI же МОДf.'JЬ "действия ре?,улиа'JЫ"
несет' псuоиоrзтешнуw ННРУЗI\У, Дl!JJ3Я ЛИНД3 Y)lOGHj'lO 1IP'If'11Llre 
Т3П.ИЮ, Перейдем 'JОЧНЫМ ФОРМУЛИРОRR3М,

Ненрерывны:й ouepi\'l'op Р(х)"--=! f.(x),..., fn(х)}, действующий
И3 R'+ в В" 11 УДОВ,Ie"JВОРЯЮЩИЙ условию F(O)'= О, нзsивем P-oтo 

бjJажснuс, eC,i11J Д:I8 ЛlOбоrо х О (х:/: (') сущеСТ(1)Т;' J!uMep j

ТЗRОЙ, 'ITU Xj j'j(x» о.

Теорема 14.13. Пусть Р 'ЛJтU('fl ]'.отобlJщжснuе. Т<пда

сущеСlllОУf-m всктор х;;>О, 1I1(11(ОЙ, 1[то })х»О для i==]"..

Доказате.1ЬСТПО. IJреJIIJо.!О,f\ИМ, УI\а звнwйвектор х>.О не

существует. Torila Р нвлается ]( О"juБР(JжеJIl1еJl[. Леп:о ВИ;lеть, что

F К rоиоl'ОПНОна 8(1') (!lРИ д!оБОll r>O) внедиаruна:н,но отрица.

тельному отибраil{ению

x@P(x)==\x1 f.(xj".., х n .f"iX)}.

И-rОМO'fоuией может служить отобраiкеi1ие Н(х, ,) с !{О lIопе61ами

7/ ,(х,  )== j'i(X) (1 , + "':Xi)'

Иd оuреде.lенил Р ОI'uбра,м.еIJIIЙ c,IeдyeT х@ F(xJ "':::::: О на 8(,'), '11'0

плече'!' за собой

il\d(p', O)---=iпu(F, coJ 1.

Но 'I'оrда 'fеореиа 14.1 Оприводит R :\РО'l"И80ре'I1I ю исходным

предuо;юшением. .

Дз.1С е мы р3ССldvТрИМ rIlТуаПШ(J, I:or.na Р О'fобр3iТ;РНllе (!ДB(,Вpe 
l\iеIlПu .aBJlfIeT, Jl К-отuбражением. В p::MKi\X содер;rште.1ЬБlIЙ MO.le 

.1И "деЙСl'ПИ;j'}Jtчу.lЬ"1':\ТЫ" 'rаlюе lIреДНо.lо-м.е!lие соответствует сп.

туации: "uеИ:1быrоqносl'И набора неремЕ'НПЫХ ": не ИСI!О,lЬ:!УН всех

действиi\, не.lь:3П добиrЬСJI, чтобы псе результаты БЫЛII CTil(j['O по.

дожительпы.

Теорема ]4.14. Пусть P-отоБР(/ЖеНuе F Jf.lIЛJ/Сi/IС}( ]{'оо,о-

бpaJlccн te,\t. ТОlда д,IЯ /lюб0'/,0 Jlсн.У.lсвО10 у Е 11+ . roжно у"аз( rпь
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аехтор х Е В+. (с Л10ilой Ha1leperJ З'ldанноЙ HOpAIO;;) та'Кой, 1ето

Р(к)==  yпри He'КorпOJlo. 1 Л>О.

ДЛЯ дС!каза'rеЛЬС'IВа ДОС'! а точно JlОВ'JОрИ'J'Ь предыдущее, отбро 
сив ш рвыедве фразы и заменив 1l0следнlCЮ проr.той ссылкой па

'JeOpeMY 14.10. .

Теорема 14,15. Пуспl1.) Р-отображение F является K orno 

браженuе,н  ! 8Ъ1l10,/няетсл условие (14.13). 1'ои)а ура8нение

}'(х) == у при люб0.111 У Е B ищет поД,ожителtное решение Х Е Н+..

ДОl\!lЭ8тельС'!'во очевидно (см. тео рему 14.9), 11

Перемеuные ХЕ ПО lJIJежне}[у будем называт'Ь действиями, а

Yi== /I(X) результа'J'аыи, но теперь будем считать, Ч'rо ХЕ MurYT

принимать не 'JОJlЬКО ПО.10ЖИ'Jельные звачения, по и стрица'fель 

ные. приqем для любоrо Х} f: о

signjj(O,..., О, к}, О...., O) signx},

'1'. е. "при отсутствии помех" каждое положительное действие Х}

дает положительный результа'1' Yj' о'rрицательное отрицатель-

ный.

Пусть F(O)==O, и надо некоторые У} уве.1ИЧИТЬ, а друrие YMeHЬ 

IJlИ Tr, , Здесь, естественно, эадаться следующим вопросом: можно

ли Tat;Oro изменения вектора У добиться "стереОТИIJНЫМИ" дейст 
lIИЮШ, т. е. Уllеличивая Xj, если У} надо увеличить, и уменьшая

Xj, ес,lИ Yj надо уменьшить. Положительный ответ на этот BOllpOC

}[()жно дать, если оператор F(x) с=:! /l(X)"'" /n(Х) I является уни 

версзJlЬНЫМ Р'О'1"ображение .

Непрерывный оператор р: Rп ..-+Л/!(F(о) о) назовем уни8ер-

ca.JbHы1I Р отображеНl еJ\l, если для любоrо х:I о существует HO 

кер j такой, что X}!j(X»O (Т. е. ХОТЯ бы один результат явля-

ется "ожида.емы:м").

Теорема 14.16. Пустъ F является YHHвepca, ЪHЫJl! Р'ото-

брu;жен.uем, и B+ оБОJНСРtl!ет некотормй (проиЭ60,И,НЫU) ор'

'тйнт. Ттда существует ве'Ктор Х Е B  тахой, что F(x) Е int Я+ 
(т, е, все резу. ьтат'Ьz J/в, яютс.'! "ожuдаеJ\l'Ь1JИZ 

Ii

(все оейст6пя
"стереоттlны,Щt ")).

Для доказат'ельства надо перейти R друrой системе координат,

изменив перед некоторыми х} знаки так, чтобы в новой системе

Rоординат множество Пt. стало нР.о'rрИЦ8тельным ортантом:, Оче-

lIИДНО, сужение F на }(+ в новой системе координат являетс.и

P-.<JтобраiRением, и остаетса UРИМi:!НИТЬ 'теорему 14.13. .
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Непрерывный оператор F: Rп Rn назовем УНttверсаАtНЫЛ

Р'отображениел! по 7lриращеншо, есди ДЛЯ любоrо х Е ЛN
и лю 

60ro Дх =f о (.lx Е Е/'I) существуе'r номер j 'l'ar;ой, что

I/j(x..l..;;lx) !AI:)pxj >0. (14.17)

l<:с.lИ же (14.17) ВЫUО.iIняется ЛИШЬ дли .lx ДОСТ<lТОЧВО MaJIblX по

норме, оператор F будем назынать локаЛЪНЫ,1! YHH6epca. ЬH'Ы}'! р-

l)тображен. !еАt1 O пР!lращен.uю,

ПровеРI;а наличия у системы (оператора) "Р-свойства" R ле..

!\.аЛhНОМ llflСlПтабе предста вллется более ДОСТУПНОЙ, и. кюt пока.

зыnает следующая Teope 1a, ею мо;кно оrра8ИЧИТЬСЯ.

т е о r е м а 14.17. Любое J!OIщл'Ьн.ое ун.uверсал'ън.ое Р.отобра-

ЖG/-luе 1/0 nрllраще/-l.JlЮ Я(J.lяетс: ун.1t8ерсалы-/,ыМ, Р-отображен.не.lt

по nриращенulО.

J,ока:lательство. 3а)1етим снача.'Iа, что теорема 14.13 cox 

раняет I.'иду, если в оцределении P-отображе8ИЯ требовать сира-

веДJ1ИВОСТЬ условия  j:xjfj(x»Oлишь ДЛИ xER+' (x=fO) доста-

ТОчн(} малых по норме. В ЭТО:il С.'lучае можно утверждать сущест-

вование .1Иmь достаточно M8JIOrO по норме вектора х Е R TaRoro,
что !i(X»O ддя ncexi. l,....п,

Итак, предuолож.им, что утверждение теоремы 14.17 неверно,

ТЬrда найд тсяпара точек а =f ь таких, что

Vi:[f,(a) fl(b)] (а! bj):::::;;O.

Без 01'ра8l1чеlIИЯ общности Ж)Ж80 ечитать, ЧТО а Ь, и даж.е

Vi:al>bj (иначе в носледующих раССУJlиевиих чож.но было бы

перейти }(, "усеченному" ouepa'fopy PmP(rmx), rде Рт :ма'rрица,

у KOTOpUIt т (UРОИЗRu.IЬНЫХ) диаruпадьных З.lе.ментов равны 1, а

все остаЛЬ!lые iI.lel1eHTbl Лу.Iевые. Очеви;r,НQ, любой оператор
РmF(Pmx) также ЯВJIяется P-отображеНllе:м). Обозначим Уlерез Т
МRож.ес'l'ВО тех х==(а. Ь), дЛЯ которых F(x) Р(а). Поскольку F

непрРорыве8 Т КОЪ[[Jактно, а та1': как F ДОh:аПНОе универсаль-
ное P-отобраiRение, точка а является изолированной ТО'lItой :мно-

;кеетва Т. Следоватеш>но, KOMlJaRTHblM Jfвляе'JI.'Л также Т"",-{ а}, На

KO!tlUaKTHOM множестве функция 'Р(х) == I Х, I достиrает минимума.....
i

Б пекоrорuй точке х' Е т",1 а 1. С друrой стороны, 110 У!lОМЯНУТОЙ
выше модификации  еuре.\Ibl 14.13 существует достаточно малый

по норме вектор j.x":::::;O такой, Чl'() vi:fl(x*+Ax) <fl(x*). Следо-
BaTe,JbHO, х., f--;;lx Е Т,"",I а}, 110 тоrда ср(х* + Ах) < 'Р(Х*). .
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"у п р <l Ж Н е н и е 14.1. Линейиое уиивер  ЛЫlOеР,отображение lIаЗЕIВllет 

Си P-матрицеА. Найти Х<lр[\ктеристическое свойство Р матриuыв терминах ее

rлавных миноров.

у п р а ж и е 11 и е 14.2. Пусть rлапкое отображение F определено в ПрЯМо'

уrольноА облает" Х и F'(x) всюду в Х является P-маТРlluей. Torna F взаимио

однозначно на всей области Х.

у пр а ж 11 е и 11 е 14.3. Пусть пространство иепрерывиых функций C(.Q)

ПОЛУУПОРЯi\очено конусом К неотрицательиых функций. Оператор F, деЙствую 

щий в с(п), будем называть Р-отображением, если для Лlоооrо х Е К, lixll==

==а>О иайдется такое I Е п, что x(l) y(I»13(а) >0, ['де у==Р(х). Если P,oTrr

бражение f И lеетв"д F(x) x А(х), ['де А вполие непрерывный оператор.
и справедливо УСЛОf\ие (14.13), то уравненне х==А(х)+у имеет по.южительное

решение при любом По.10iКитеJ1ЬНОМ у.

9 15. МОНОТОННЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

15.1, Приацип Биркrофа TarCKoro. ЕСJIИ д.тл ионотонноrа.

onepaTopR F ВЫПО.IНННJТСН ус.юВИЯ

V <; и.', F(v) v, F(ш)< ш,

'1'0 :JerKO Вlыеть, что оператор F оставнет IJнвариаН1'НЫМ конус'

ный отrе:юк (и, ш) J.еifствитеJIЪНО, в этом СJ[учае и<х<::::'ю IIле 

чет за собой

и< [.'(v)< Р(х)<Р(ш)<ю.

Теорема 15.1. П:/f: /i.'JfiYC l( СZI,IЫ-lО ,Ш(/-luэдра.IСН. To иa

.110'10;; монотонны/! оператор F (I-lС обязаmе.1ЬНО непрерывный),
осrrUНJ//'яющuii UI-lнирпflН'nНIJZ.1I КVНУf'.ныit отрезо/, (и, ю), ttMeen! на

(о, ш) по крайней .Aleре одну неnоJrJНЖНУIO 'точку,

Доказа'l'е.JIЬСТВО, 06uзна'IИЫ llept';J Q МlIожество тех эле-

ментов хЕ {и, lV), кот()рые "иду'r вперед", т. е. Р(х)?Рх. О'lевид 
по, Q не иусто. Talt Iак. за.ведомо F(v)?pu. fIОl\ажем теперь, ЧТО

Z==Sllp  ';! нв.таетея неIJО.J,RIiI1КElОЙ ТОЧКОЙ оператора F

Дли лrобоrо х Е Q имеем F(z) > F( );?х, т. f' F(z) одна из

верхних l'раниц   .ПО;Нu)ty" F(zl?P z, что В.Iечет за собой z Е   .

с друrой с'rоропы,
Р( F(z))  .F(z),

ЧТО диет p(! )Е   ,Но тоrда F(z) < $.  B1lUРОТИВОllUДОШПЫХ Hepa 
nеНС'l'иа дам' F(z)  =z. .

Это ОДИН из Уllи<tаJlЬНЫХ pe. y..Jf>1атов, rараНТИРУЮЩllХ сущес'l' 

ВQllание нсиодви;кной ТОЧltИ у раilрЫRlIоrо ииератора, Теорема 15.1

MHol'oRpaTBo обобщаJ:ась и модеРНlIзироваЛI1СЬ, НаиБО.1ее общий
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fпринп.ип , uолученпый на ЭТОМ пути, излаrзЕ:'ТСЯ в с.nедующем раз 
 ..e.вe,
f 15.'2. Предел.,но монотонно компаКтные операторы. Моно-
i4JОННЫЙ Оliеvзтор .F НI!3ЫВClется предс.л.ъно JlIOHOтOHkO 'КО.1f110'КmЮЛ:,1

на оrраниченном MHOil.eCTBe М с Е, если СХОДИТСН Rзждан после-

,1{ОВl\телъность Э!IемеН10В

ХО F(xJ ) F2
(X2) '" Fп(xn) '" (15.1)

r.це все Хп Е Jl[

Т е о р е м а ] 5,2, Пуст'Ь пpeJc/IMto .монотонно хомпа'Ктный Оllе-

ратор F о fl!ображ.tет в сеоя траНU
1tеюtое замкнутое }'IHo;)/cccт 

во 1JfcE (F(J1)c И), 'tt F(xo)?>xo д. я HeKoтopoii точки хо Е и
ТО1,й(/, F На ЛI ltЛlеет 110 'КраЙней _"ерс одну неподвuжную т01IKY.

ДокаЗ<lтедьстТJО Пусть 1,1\1_ И IIрежде Q обо'шачает ино'

жеСТFlО тех элементов х Е Af, которые "идут Bиepeд ,Т, е. F(x)?>x,
:МHOiI eCTB() Q Hf. иусто В l;ИЛУ F(xo)?> ТО'

Теорема будет докаэзна, если мы установим существование на

Q хотя бы Q;IHOrO МПКСЮlа'nЬ!I()rо :цемента, Т, е, T3Koro э.з:емен'rа

x 'Е Q, ЧТО х ?> х* Д.IЯ любоrо х Е Q, x::f х* (Обратите внимание,
Ч'l'О в СЛУЧйС СИ.нпо мипиэдральноrо Еонуса llонятие максим:а.1Ь 

Horo эл:емента ОПllчаетсn от ПОНЯТИ8 .;' =:snp Q), Действительно,
ЕСЛИ такой влемент х* Е Q существует, 'ТО Р(х*) Е Q в силу

F (F (х*)?> F (х*), но тоrда И3 максим.альности х* вытекает

F(x ')::х*

Нокажем, что максимальный ilлемен'J' х* Е Q существует. Пусть
Хп nроизвол/,ная ]lOнотонно возрастающая 1I0следовате.1ЪНОСТЬ, все

элементы которой Х" Е Q, Посл довательлости хn СОliостаоим llOC 

.ll.едопате.nьность Fп(xn ), КQторап удовлеТRоряет u.еuочке неравеlIСТВ

(15,1), сходитсп F"(xn )  .;'и малtорирует [хn I в силу Fп(xn)?>xn

Наконец, z Е Q, что nblT(')iael' из предельноrо uерехода D веравен-

стпе F(z):::> Fп+J(xll ), Пс речисленные свойства обесuечпв:нот таким

образом существование Rерхней rрани в t:! У любой монотонно

возрастаЮЩСi'i Ilоследоватедьносrи хп Е  2. Дли заверmения доItаза-
зате.1ЬС'lна остзеlСН сослаться на лемму Цорна *, .

· Л :,!\1а Цорна УТ8ерждает следующее: если всякая цепь в чаСТИ'IНО упо-

РЯДО'IеЮIОМ  {Ножестве .Q имеет верхиюю rраиь, То в Q существует хотя бы

ОДИН максимальныи э, е\lеIIТ.JlerKO лроверип>, что всякая цепь им стверхнюю

rpaHb в .Q, СС.1И веРХllЮЮ rpaHb в .Q имеет любая МОИОТОI!IIО возрастающая пос.

ледовате.1Ы/ОС ть.
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Несмотрл на то,  TOсвойство предельной монотонной Rомпа т-

ЯОl 'l'И выrдяди'l' пеСRЩЬRО ueYR,:J[Oif{t', оно дос'! a'JОЧНО У Jl.ООНО, леr-

1":0 IIрОRеряетсн и ОХВ:1ТБIRRет широкие НД:1С('Ь! не.1I1нейпых опера.

торов.

у п р а ж н е н и е 15.1. Проверьте, ч ro оператор F предельно МОНОТОНIlс..

компактен в JJюбой из следуюших ситуаций.
1) Пространство (В котором действует F) КQнечномсрно.
2) Конус К вполне правилен, оператор F оrРllНнчен на М по норме.

3) Конус К правилен, оператор F преоБРDзует оrраниче!lное .шожество М

в себя.

4) Оператор F (или некоторая el'o степень) компактен,

у пр а ж 11 е н и е 15.2. Укажите ПРllмер MOHOTOHllOrO оператора, деЙСI JJУIO 

щеrо в Яп, KOTOpmii отображает в себя оrраtIиченнос заr,lКlIутое ВЫlIуклсе мно-

жество М и не имеет В М неподвижных точек.

С.lедующие два у IIраш.нениа ОТНОСЯТСЯ

lIОС'I'И ураВllениа

вuпросу (j разрети 

F(x) (;(х\ (15.

с монотонны:.! (вообще [овора разрывным) оnеРИОР01l1 F и ЩiОИВ-

BOJIblIblM непрерывНЫМ OlIepaTop(j 1G. (В предыдущих теорема 1 по

существу G(x) =х). В сна.1НрВОМ с.1учае rео»е'rричеСJ(J[ очевидно,

ЧТО ПJ!lвпепие (]5.2) Ю1rет решение на (v, ш)==[v, w], еСJIИ

Р(и» ти), лU') G(ш), (15.3).

В общем сл:учае треБУЮТСJ1 ДОliолв:ительные предпо.ложениs:.

У пр а ;:, н t н И е 15.3. Пусть ВЫПО,11IЯIOТСЯ иеравенства (15.3) и для любо.

ro zE (и, ш) TaKoro, что F(z) O(z)существует такой элемент Е (tJ
, w), y z,

Что F(z) 'O(y),Тоrда уравнение (15.'2) имеет по крайней мере олно решенне

х. Е (и, ш).

У п р а ж н е н и е 15.4. Пусть конус К ВПОЛllе правилен, ВЫполннются I1e-

равеиства (15.3) и из

и Zl<Z2 ш, O(и) O(ZI)'<и G(Z2) О(tш)

следует сушествование элемента у Е (z" Z2) тэкоrо, что О(у)==u. Тоода урав-
нение t15.2) имеет по крайней мере одно решение.

15.3. Итерационные процессы. В этом разделе везде IJред-

ilолаrаеТСJI, что монотонный оператор Р имеет инвариантный KO 

ВУСВЫЙ отрезок (и. ш). Р ссмотриупоследовательные итерации

хn,н ==р(хn) (п==О, 1, 2,...) (15.4)

Если хо == v, то F(xo);? ха в силу инвариантности (v, w). Приме 
ВЯЛ к IJоследнему веравенствУ монотонный оператор F, ПОЛУЧИМ

F(F(xo»);? F(xo) ,
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р. X2 Xl'ПlJOДОJIiI;;JН этот пронеССJН!ДУ:К1ИRНО, lllJlJХОДЩJ h це-

UO'If1e neplLneHeTB

хо F(xo) <::::::: р
2

(Хп) -< .,. <:::; рп(хо] <:::;

Ееди uоследовате.DЬВОеть (15.5) сходитс ! и оператор

вен, то в (15.4) можно. .uерt!ИП! R преде.1У lJ cдe.ilaTb

зом ВЫВОД о суще( 'l'вованиивеПОДFJижноii ТОЧКИ v и

ТИ J, ней посдедопа'l'еЛJ,НЫХ !lрНUЛИЖЕ'ниi1 (1.:').4).

ВЫВОД о сходимсти (J 5.5) мотет б?эироватъся на разных пред'

полuжениях. НаUlJИмер, если конус j( I1lншилен, 'JO рп(хо) aBTO 

ма'! и 'Iееки сходител, JJОСКОЛЬКУ u ослеДОВl:iтельность F"(xo) оrll3НИ-
чена 110 конусу (Fп(xo) <::::: w). .Если КОН)С К ПUрМltлеа, то Д.JЯ схо"

ДIВIUСТИ (15,5) ДOCTa1'O'IНa ПО,I нан неорррывноиь ОI!t'рзтора р,

Те же рассуждении можно IJринести дли ироцесса (15.4), на'JИ 

нающеrоел л точке Хо ==lО' Разница будет ,lИШЬ в '10М, что uоrJедо 

Ba'le.lbIIOCTb j>'п(xп ) пu.ау'lИН'Н МОПО'I'ОННО убываюmей и будет схо-

ДИ'IЪСЯ К. вооБIUе rOBop.a, друrой неr:ОДfшжно:f! '1:0чке ш* опериора
F ПlJИ <JTOM очевиднu, что Д)I.8 любой неuоднижной 'Iочки х* Е (и, w)
оператора ]t' спрапед:1ИВЫ неравенства

v* х' <:::; и:*. (15.6)

.Есди же Э:Jранее :ИiJвес'I'НО, ЧТU IН'!iодвижна.u '[(;'ша х* Е (и, ш)
единетвенна, то обе uоследозатеЛЪНОИII F/(v) и Fп(w) будут схо-

ДИТЬСЯ к OДBOM ' И тоиу же пределу х*. Отсюда можно сделать

вывод о СХОДИIlОСП[ прОI едуры (15.4) к х* П3 .Dюбой начаьво:f!,

тuчl\и хоЕ(и, ш). ДеЙИПИ'l'е.ilЬВО, из

О5.0}

1:' неНреры-
П1Ю1М обра.
о сходи.мос-

v хо <:::; tC

и монотонности F вытенает

F(o) <:::; р(хо) <:::; F(u:),

что при индукrиваuм JJродолжении дает

рп(и) <::; F/(Xo ) Fп(ш)

при любом п==О, 1, Но так как крайние последовательноети

СХОДЯТСЯ к одному и ТОМУ же пределу х*, 'То И. Fп(xo)"",;>- х*,

Суммируем скаэанное в отдельном утверждении.

'l' е о реп а ] 5.3, Пусть ltIонотонн'ый оператор F имеет инва-

риантный 'll.онусн'ы й отрезох (и, 10) tt выпол.няетСJl одно из двух
ус.!iО6UЙ:

1) 'КОНУС К правuлен, оператор F непрерывен,

2) конус К НОр,l/алеН, оператор F вr/Олне непрерывен.
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TotJ,r 1!Осле,:jоватеll1Jные итсрации (45.4) С.J'одяrнсл 1. ['* 111т

xo==v 1С* при ХО == 1.(1, ТОЧJ.u и* t, 1и* лвляюrпся НС1l0двIlЖНЬZ.IIU

тОЧ'liа.IC/1 опсратор'}, F, приl{е.'tI, ес.Н! x 'E(и,t/I) л'lОбал JpljlaU He 

пОG(Ju:нсн.ая то'l/И Р. ни (/ыпо/tняются He]J(IIIt flCтlJa (1;',(;) Ее.и!

же З!Jрnн.ее изассrnн.о, '{.то нсподвиЖf{.ttл mо'ч!.:а х* Е (и, w) един-

стIЗСНН.ct, то (15.4) сходится 1< х* из мобо/i на1еа.пной ,точхи

Хо Е (и, 1и), .

При исполь:ювании (15.4) JI [,ачеСТRе ВЫ'lиспитеЛЬJ!оrо алrорит'

ма даже в СJ1учае е;lИнственной lIеUQДIJИЖНОЙ ТОЧКИ х* полезно

паралле!JhНО вычислять l,aR рП(и) 11 РП(и'), что в силу моно-

тонной сходимости дает одновременно оценки реmения снизу и

CBe ;:<y.

154. rетеротониые операторы. Напомним, '1То ouepl!']'0p

Т: '  };называется reTepoToHHbl l, если он ДОПУСRает диаrона.JlЪ-
л л

ное Ufн'деrавление T(x) тех, х) и СОВУТ('ТRyющий ОIJера'! ор Т(и,

деЙСТВрО:QИ1i Ю! ЕХЕ В Б, М"НО 'ОНП\J возрастае'l' по JЮрПОМУ пр-

rYblt>H1'Y и  IOHOTOHHOубывпет 110 IJТОIЮИУ,

Теорема 15.4. СУICЩJ, "и,IIIIOЗttщ (пРОllпсиеНI/l') 1.eтepo 

тонных операторов Rв,JJ{Ю/IICJI 1crпc}.'oтOHHы.lI1! 01/Срf!/1.0}'ОЛ(

Дl1казательство ТРНIIIliI.вьвu, [Тусть т\ 11 TI  I'el'epOTOHBble
л л

операторы, которым сопутствуют, соотпстстnенно, Т] и J'2' TOI';J.a
л

дли су)]иы Т]+ Т2 СОПУ1ипующим: UlJepa.TOpO" будет Т/:и, и')+
А

+Т/и, и'), для Ь:ОМВ03ИЦИИ ТI Т2

1\ А А

Т1 (1'2(и, Н'), т2 сн" и»). .

Выбор сопутеrвующеrо OJlepaTOpa ДJН rетероrопвоrо RcerJta He 

ОДlIи: ва'lен. При. ЭТu1d В Оllред.еJlеННО}J CMhH.'.:Je  )I.ачвый ВI>1бvр яв 

ЛJlСТ 1I задачей, в,оторак требуР.т .II..1Я el1u8IO решения известноi1

ДО!И изо6ретатедьности, 9101' нопро(; буде'!' 06сулщатця дцее, а

пока, Rоrда речь идет о reTepOTolIIl011 OI:f'pUTOpe, Ilодр:,:\уиеВflется,

что сопутствующий опернтор УЖI Ь:ОНRjl(lП{О ук:; ап.

Т;,I)ВУСНЫЙ ОТ\Jе:юк < ио . ,) 11,1 :10  Жси/н,н" /11-/ ви jlUaHrпftblM Д.1П

reTepOTI)RHOrO Оllер'ЗТОjl1t Т, е(',.lИ

л л

1'(ио, 1/'0) > ио, 7(шо , и
о) <: 11'0'

Очевидно, из СИ,lЬfТоi{ ННА1IРИ(l.!1ТRОСТII 11'0) с,н'А)'ет ero

оБЫ'lнан: Ilнварюш rIIOC'Ih ),lЛ Т, :Т.еИСТRитеЗЬRО, пусть х (['о' '/1'0)'
TOrAil.
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л Л Л

ио <:::; 1'(ио , шо) <:::; Т(х, Х) == Т (х) <:::; Т(и:о . t'o) <:::; ЮО
'

В 1I0r,леДjющем uзло:жении существенную роль иrрает следую-

шее условие

а
о

Система уравнений
. л

7(и, ш)==v, Т(ш, и) = се (15.7)

на множеС1ве ЭЛсЕ не JI.IIeeT реmений таких, что v =1 и'.

ОПIС'l'ШI, на.конец, чтu введение. в множестве пар элементов

(и, Щ) нормы II(v. щ)IIЕ:<Е==llиll+J:и..11 де.lает ЕХЕ банаховым

пространсl'ВОМ и позволяет rоворить о неlJрерывности и lJОJIНОЙ
л

непрерывности отображениа Т: Е ХЕ --4- Е,

Теорема 15.5. Пусть lщftусftый отрезок (иО , ?ао) яв.lяется

СIIЛЪн.о UHdupnaHтHIЛ.\! a.I,}!  eтepoтOHн.O?o оператора Т и н.а

(ио ' шо) вJлполнено УСДО6//е а
О

, Пусть, 11:рО.\!с '»1010, 6Ъ1110/lНСНО хотя

бы одн.о из С/lедующих у ловий:
л

Л'ОНУС К правиЛСfi, оператор Т He pepЫBeH,
л

2) Нон.ус К н.орнuлен., онсрито р Т tJполн.е неl1рерывен.,

3) /{он.ус J( силън.о "tuниэdра.мн.1

Тои)а у оператора Т существует н.епоJвUЖN.ая точка х* Е (ио. wu).

Д ок аз ате льет В о, Рассмотрим. оператор Т: Е ХЕ ЕХЕ,
д л

RОТОрЫЙ паре Э.lементов (и, ш) сопоставляет пару (Т(и, UJ), Т(ш, и»),

Jlеп,о видеть, что из непрерывност и (полной непрерывности) опе-
л

ратора Т следует непрерывность (полная непрерывность) опера 

тора 1',

Введем дадее ПО.1'П1l0рядоченность 11 ЕХЕ 110 правилу:

(и' zo')>-(и, ш), если и'?> и. zo' ::::; ш. Можно считать, что полу-

УJJорвдоченность, оuреде.IJяемая внаком >-, ВВОДИТСЯ при помощи

конуса

К==(и, ш)\иЕК,  1r:EKJ,

При этом очевидно, что правильность, нормальность. СИJlьнаs ми-

ниэдральность конуса К влечет за собой надичие соответствую-

щих свойсrв у конуса ](,

Завершается доltазатедьство теперь весьма просто. Очевидно,

из (v', to')>-(и, w) следует Т(и', ш')>-Т(и, tv), т. е. оператор l'
является монотонным. Кроме Toro, Т оставлнет инвариантным но-

н усный О'fрезок
11 В. Опоi'щев, Т, Хуродзе 161



((ио , що)' (п'о. {.'o» '{(и,  C)I (ио , Wo)«V, Ш)«U'о' vo))'

Теперь из теорем о существовании неIJОДВИJНноi1 точки у !10НОТОН.

Horo оператора следует, что Б наших llредuоложениях Т имеет

неuодвижвую ТОЧВУ (и''', ш*), Биорая, очевидно, ЯРЛJ1.8'Н'Я реше 

нием сис ем.ыУjll\Енепий (]5.j). В сиду УСЛОБЛЯ а
О

, v* u,-j(.. Сл€-

Довзте.'lЬВU, оператор Т имеет веUОДDИЖНУЮ 'lОЧКУ X*==и*==и' ' .

Сuисок условий 1) 3) может быть продолжен. В Hero можно

БКЛЮЧИТЬ праRтичеr.RИ любое условие, ;O'l'opoe: обеспеЧИRает суще-
ствование неuодвижной ТОЧJiИ у MOHO'l'OHHOIO ouepaTopa, имеющеrо

инвариантный IЮIJУСНЫЙ 01реэок.
Ес.lИ ВЫ1l0J1Нпеl'СJf условие 2), треб ОЬаН ие Сlili!1веДЛJ1ВОС'JИ а" в

теореме издишне. СИ:IЬRая инвариантность (ио, и'о) влечет за co 

бой (Jбыl]'ВУfO инвариантность (Vo, юо) дЛЯ т, IJОЭ'fОМУ в случае

2) сущсствоваНlIе неlJОДВИЖНОЙ точки у l' следует и.з ПРИНЩJIlа Шау-
де}ж.

Перейд(>м R изучению сходимости итераn.ионных npOn'CCCOB Бида

Xn + 1  T(xn), рде Т rе'fеро'Тонвый опериор. Здесь, ОК8зыр,::;етсs,

удобно })ассмаТlJИвать nспо:моrа'rеJ.ЬНЫЙ итер:щионны:й процесс
л л

Vn+l Т(ип , Ю/I)'  vlI+l=-=Т(Wn,Vn)' (10.8)

наЧlIНflЮЩИЙСЛ в точке (и о , юо)'

Л е м м а ] 5.1. Пусть 1fOНУСНЪZй от резоХ (ио. и'о) Я'Uнетсл СиЛЬ-

но инварuанrпНЫJlI для  eтcpoтOHHOto or/epaтO}Jr,t Т,  !6ыlо.i1-tенQQ

хотя бы одно след;tjющи.'1J условuй: 10, Лонус К п]I(l8!fлен, 2D
.

л

](ОН.'IС К flОрJltалеf-l, оператор Т вполне непрерывен. Ттда ите-

pa/l,UOHmMi HpOl ece (15.8) C;U](}UтCJI, ",п. е. иn  [);,' H',, 'щ*,

прuчелt

[10 <:( .., «; и
n <:( <:; у* <; <::; Ю71 <:( ... <:( И'о'

Кро,ие тто, ее..щ УоЕ (ио . и'о), zoE (ио, И'о) И

л л

!I/lН 0= т(уn, z,,), 2'/1+1 == Т(2'n, !ln),

то -при люrТоJt 1  Oи.не1От . Iecтo HepaBCHCтal),

и l1 <!lп <:( 1['п, иn <:( Z'n < и'n,

(! 5.9)

ДdЯ доказатеJЬСfва ДОСТRТUЧПО uереформулировать DреДПОJОЖе 

вия и выводы деммы в 'lерМIIПIIХ ОНJбражеВIIЛ Т и 1I0ЛУУПОРЯДО-

чевнос'JИ >- (см. доказательство теоремы 15.5), цосде чеrо BOC 

ПОЛЬЗ0ваться 'Теоремой о ('ходимости llОС,lсдоватедьвых итераций
IG!



для МОНОТОflПОfО 01JepaTOpa R "паимеFJ Пlему" "пr:пб(iльmеыу"
IюmеНIIЯМ. III!

Пuлаrая в (15.9) Уо"" zo==xE (ио , ;0)' url1ХОДИМ к ("lедующему

резрьта'fУ,
С л е Д с']' в и е. Пустъ OЪZnO.!Heflbl 11 рсf)nО:IОЖСtt.uл /I,eAIJ(ы 15,1.

Ттоа:

1) ДАЛ любо о"Е (Хо,  (o)  I, л//обто п?::еО

Vn <; l'П(х) и'n. (15.10)

. ) Ес.щ Т на (ио , Н'о) u,иссrп непоdвuжну1О ruОЧ1r.У х*, то

v* <.:;:: х* <:; w*

Теорем:! 15.О. Пусть выполнсны предпОЛОЖСНUJl деЛf.1/ЪZ 15.1.
л

ЯрО.1lе 1J1тo, 1lустъ оператор Т непреlJъzвен и н.,. < 'O' Н'о) (1ipa 

6са.иt(ю уr.ЛОIJllе а
О

Тozда у Т на (ио , шо ) сущсствует единст'

венна НСI10дОltЖНШ( тО'l(ка х*, Iшторой ('J..оалтСfl пОС.1еUОtiатель-

ныс итср(щшt тп(.'() неЗrнmС/l.1/О от х Е (ио , wo)'
"

Д о.к а 3 а 'f е ,1 ь с '1' В О. И3 неlJрерЫRlIССТИ Т вытеН8ет, Чorо лара

(tJ*, ш*) ЯВ.1яеorся неподвижной тоqRОЙ опера'fора i( (друrими сло 

вами, lJешением системы уравнений (15.7)). В этом c!lyqne пред-
положение о СllравеД,lИВОСТИ а

О

ИСRJJюqаеr возможность !/::f w*.
Тоrд1'. х* == v* "'" 10* является неподвижной ТОЧRОЙ ouepa'fopa Т, И.
И3 иn x*,wп x::'П (15.10) СJедует Tп(x) x* В СВОЮ очередь.

СХОДЮ!ОС'l'ь тп(.'() х* для любоrо х Е (tJo' tt'o) l1сключае1' возмож.

Ноен существопаnИ}J неподпшкной точки, отличной ОТ х*, Uf1ЭТО-

му x' единственна. 11
3аие'l'ИМ, что если по реализации процесса (15.8) или ив ка-

ких нибудьдруrих соображений удается установить существова 

ние и равенс1ВО пределов и* и w*, то необходимость в каRих-либо

преДПОJJо,кенинх (3& ИСЬ:.lючеi...llем нормаJIЬНОСТИ К) отnадае'т.
ОД:ПОЙ из BeCOJl!blX комионент у ДН'Iи выбора соn утствующеrо

оnера'1'ора ЯВJJ.нетел справедливость условиа а
О

, Еоторое иrрает су-

щественную 11О.1Ь II приведевных вы ше теоремах. В общем случае

проверка УСJIОВИJI пО uредстаВ,lяется ДОВО..lьво СJlОЖIIОЙ задачей.

3абеrан вперед, отме'rим, что ситуацин здесь не настолько беана-

дежна, ItaR это 'Мотет покааатьс.н, УСJIовие а
О

автоматичесr; BЫ 

нолнпетс.а для uо"псевдовоrllУТЫХ операторов (си. следующую rla 

ву), Пра очевидных способах выбора С()llУ'I'СТВУЮЩИХ операторов
,

т эта Lробзеuа ас ВОЗIшкает в CJIY'lue MOHOTOHHoro Т, и пред 
ставляется rравните,тыIo простой длн аНТИlr!оноrонноrо Т, Однако
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и  aIJJ1f'дrЛI\МИ )'КI\Э8ННЫХ IiJlIIСССВ оuеrиоров можnо дан ПlIOС-

тые нритерии, liиорые Лf'П!О IJО}lД1iJИСЯ провеJ1Н и fарI\Н'JИррl'Т

справеддивоиь (10.

3l\ме ИIIСНl\чала, что в IJредполыкеЮ/JJХ 1I(:rx ПJ1ивrденuых lIыше

утnерждениl1, за ИСRЛКJчениf')! 'I('OPCMbl ]5.5, условие 110 МОЖf''f

быт}, ЗI\)1енеuо более слабым: система уравнений (15.7) не имеет

реш-ений таких. ч.tО V< I" Доста'IОЧНЫl\1 условием СJJравеДJ1И1ЮС111

последнеrо Лllлается, НIJпример. слеДУlOшее
л л

Т(и+и. w и) Т(и, и') -1 и, 05,]])
rде

11>8, V<H:; и. ш, и+и, Ш llЕ«(.'0' шо)'

Действительно, есди IIре;J.UОЛОiRИТh uротивное. т. е" что свсте-

иа (15.7) имеет решенис Си, 10) (и < tc), леrь:о ПрИI0ДИМ к проти 

Боречию. С ОДВОЙ  OpOHЫ,
л л

T:v + (tC и), tO (и: и» == T(IV. "') == ю,

с друrой,
1\ л

T(и+(и' и),иJ (rv v))?>T(v,' )r-(ш v)==to.

Интересно, что (lЬ,] I) при опреJlедеННfJХ uреДIlо;roженинх ra 

рантируст справедливость а
О

в uерооначадьной (неослабленной)

форме.
TeoJ1eыa 15.7, Пуrть выиолнены 1Iредпо'"/ожеН!IJl леJlI.JIIЫ ];',1,

л

опера1rl0Р '1' непjJСjJ'Ы(Jf5Н и UAleeт тесто (15,11), Ттда на «(.'0' и'о)
спраQea.lU во аО,

Д о 1, а з а т е л ь с т в О, ПреДllОЛОЖИМ ПIJотивное, Пусть система

(15.7) имеет rrшение ;, ;;; (v =1 ш ), RIJK 110KIla81!O выше, 3<1меIl3

а
О

на (1б,11) оставляет в силе леМlIУ 15.]. Т\JТД8, 11ОЛ8f8Л В (15.9)

уо==и, Zo==lO, I1рИХОДИМ К противоречию: Vn  Оn--+G;U=l 1V ;

V, ;;; Е (иn, и.'n)' ..

Jf.J!yroti Сllособ установления СllрапеДЛIIВОСТИ а
О

может быть

основан Па сдедующем ПJ!0С'l'ОМ соображении. Можно пытаться

ваЙ'fИ функциона.1 J(x, у) таК\JЙ, что Д.1Я любых v =1 10

л л

j(T(v, t(1). Т(ш, и» =1 I<v, ш).

В частности, в качестве 'raKoro ФУВfЩИОН8J1а .мОЖНО выбрать HCJJ.-

М,! ра3RОСТИ и 1I0lJыта ъсл устаНОВИ1Ь СllрaJ:еДЛИВlJСТЬ неравенства

л л

11 тер, w) T(U!,v)iI<llv wl: (15.12)
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д.пи BteX v =1 п' (или дла tlcex и < w, если требуется lJроверить а
а

В ос.lзб.lенной форме). Прзвда, неравенство (15.12) нв.пяетеJI АО-

ВО.'1ьно rрубы.м l1HCTpYMeHTo)J. Оно lJраКТИ'lеСIШ нсэффеКТllВНО.
ес.1И норма облаДl1ет .пИШh СВОЙС1'80М нолумонотонностrr. Более це-

.Iесоо6разным преil.ста8лается использование в (15,12) различных
ио.воры, которые монотонны.

Вторым сuецифическим условием в oreopeMax настоящеrо lJapa 

rрафа .uв,;шется сущеСТ80вание сильно ИНВ1JрИ3НТВОl'О KOHycBOr()

отрезка (ио . Wo ) у reTepO'1'OHHOro OlJepaTOpa Т. Вообще rOBopa,.

такое требование не являетсн существенно 60.1ее <r.еСТRИМ, чем

обычная инварИ:lВТПОС1'Ь. Для достаточно lПирокоrо 1I0ДRл:асса re 

теро'соняых операторов сильнаа инвариантность ЯВ.'1аетс.u c.aeДCT 

вием обычной. Но дажР. и в этом случае uрактичеСRИ удобнее про.

верять сильную инвариантность (Т. е. искать точки ио . Wo. YДOB 
, "

Jlетвор.uющие неравеПСТВ:lМ Т(и(I, wo)?> ио, Т(Ш0 ' ио) <::::: Шо)' чем

обычную, посБодыiy 1JОИСК ИПБариантвоrо KOHYCBoro отре3Ба ДJlИ

веnroнотопвоrо оператора 1JредстаВЛ.llет собой "неудобную" 31i ДЗ'ly ,

В то же время, справедливость ИМПЛlJкации .обычная инвариант-

ность влечет за собой СИ,1Ьuую" в oupeAeJleHBoM CMblc,Ie свидетелъ 

ствует, RaK пра1!И.I0, об удаче выбора сопутствуюшеrо оператора.

Отметим, Ч'IО задача определениа сильно инпариаuтноrо МПО 

жества (ио, и'о ) у оператора Т сводитtJJ, uo СУЩ(С1Ву, R нахожде 

пию инвзриавтноrо в оБЫЧIIОМ СЪJысле KOByrJloro OTrec,Ra

«(Vo,  o), (Wo, ио)

у :монотонното OlJepa1'opa Т

у пр а ж н е н и е 15.5. Проперьте, что для reTeporeHliCro оператора, дей.-

ствующеrо n Rп. из обычной инвариантности конусното отрезка вытекает СИJJЬ 

нан инвариантность,

15.5. Не.lине::ная ЭJl.'ИПТllческая задача. Рассмотрим J\рае 

вую задачу (см. раздел 2.6)

Lx==j(t, х), x(t)!tEr==O (15.]3)

с ЭJlЛИllТическим оиЕратором L B'I0IJoro Dор.вДflЗ, <НiвиваМ:НТБУЮ

решению :интеrральноrо уравнения

x(t)==.f G(t. s) j[s, x(s)] ds,
Q

rде G функци.u rрпва nepBoi! краевой заДачи.

]81)



Пусть ФУНJiЦJ1Л f(t. и) R 05.]3) пеПl1ерывна по совокупности

переltепных (t Е Q, u ( -ОС, со)), 'fоrда. оператор

Tx(t, == J (;(t, s) f[s, x(s)J ds.
Q

(15,14)

отображая в себя npOCTpf.HCTR() С, ВПО.Iве непрерывен. Если

f(t, lt) O.ври U Oто, в силу G(t. s) O,оператор (I5.14) остап.

JIиет инвариант'вым конус ]( пеО'Iрицательных функций н прос1' 

ранстве О,
л

Пусть сущеС1вует неО'l'рица1'елъная ФУЮЩИ.f.l j(t, и, и,'), :МОНО-

'Тонно воэрастающа.f.l по v и монотонно убывающаи по w 1I такая,
л

что j(t. и, и) ==.f(t, и), Очевидно, оператор (15.] 4) R этом случае

буде l' тетеротонным, поператор
л л

T(u(t). ИJЩ)== J G(t, s) /[8, v(s), ti'(S)] (ls
Q

05.]5)

л

СОlJУТСТВУICЩIlИ ему. Если функции j(t, v. но) непрерывна по co 

ИОКУl1НОСТИ переменных. то операор (15.15) действует иэ ([Q Х12
н с [Щ J\ вполне HellpepblBeH.

Заметим, ,{ТО R данном СЛУlJае можно УIiаззть множеСТJJО нену-

Jlевой меры такое, что

r Grt, S)d8 gu>O (tEQJ)
.Ql

Дал.ее, zJ t) обозначает хараиеРllСП1чесную ФУНRЦИЮ множеспз  Jl'
т е о р е)1 а ] 5.8. Пуст'Ь r;ущtсrпиуст 1юра '/[иСС,1 v. и: та'/\их,

что О';:;и,;:; 1('

л л

Лt, и. w)?=av, f(t, 10, и)';:;рш (t Е Q), (15.16)
"де

а?=еи-
1

,   IIс; 11>1 (15.17)

(11 G 11 норма лuНеЙН010 оператор' G (J 1/,por;rпllo!icmlJe С),
Тмда 'h:расвая задача (15.Ы) tlMCtm 6 С 110 'h:l;aiiHcii .мере

.одно рсиинис х*и). Прu это..!!

л ,

T(vx(t), Н')';:; x*(t)<:;;,T(w, VX(t)), (15.18)

Доказате.1JЬСТВО. УЧI-\ТЫI1ШJ (]5.З6), (15.]7), liолучаем
л л

T(vX(t). w) f G(t, s)f[s, vx(s) , w\ ds 
Q
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;:. " JG(t, s) vx(s) (ls;?(tE иX(t)  CiX(t).
Q

Аналоrичво
А

'1'(W, VX(t»)::S;;  юr G(t, s) ds  11 G \1 ш ю.
Q

л

ПО::lТОМУ (если Т раСС 1а1риваТhнак Ol1epaTOp, дейстnующий в про-

c'rpaHcTBe суммируемых функций) следует llри:знать, что конусный
отрезок ("'о' И'о), rде Cio(t)==vX(t), wo(t)==tQ, является сильно инва-

риантным дла Т. Отсюда, в свою очерt'дь, вытекает (см. opeды 

дущнi1 раздел), что КОНУСIlЫЙ отрезок (Uj, U'J)' rAe

л л

ul(t)==T(ux(t), w), l('l(t) ==Т(ш, VX(t»).

'l'акже СИJ:ЬНО инвариантен (а значит ИRвариантен и в обычном

смысле) дл.я 1',

Теперь остаетсл за lетить, что ир Ю ! Е С, и ОlJератор Т отобра-

жает в себя OrpJiHH'lellHOe, замкнутое и ВЫliуклое мвожество

(ир tQl) с с. в ЭТИl УСЛОRИJJХ существование решения x*(t), удов-

леТDОРJ!ющеrо неравеНС1'вам 05.18) (Т. е. х* Е (иl' Wl)' вытнает

из uринципа lllaYAepa. 11
'l' е о р е м а 15,9, Пусmъ выпО.1нены 1zредnоложения теоремы

15.7, tt r),zя Jlюбых 'тсе//, и. Ю, и таких, что О V:::;:Ш, 0< 11 < и',

.nри вс 'Х s Е Q имеет .несто нврОбенство

л А

jis, и+-н, 1/" и) < /Св, и, U')+lt 11 G II l, (15.19)

TOlda, решение x*(t) 1i}Jaedoit задачи (15.13) едuнственн.о, lt мо-

жет быть rlOлу.tef-IО .Alеmодо,'И nосмдОбаmмънЬ'lХ nрttблtlженuй

Xn+I(t) == J аи, в) f[s, .\:",,(8)] ds.
Q

(15.20)

rДе хои) Е (ио , Що )'
Д О К а з а т е л ь с т р, о. Для доказательства достаточно покааать,

что хота бы в одной точке to Е Q
л

J G(to. в) j [s, v(s) + u(s), 'и:(в) и(s)] ds <
Q

(15,21)
л

< f G(to' s) Лв, и(8), ш(s)] ав+uао),
Q

rде фу внции uЩ И fC(t) и(О н€отрицатеJlЬНЫ и не равны тож-

дественно нулю, и

и, И', v+tl, tv и Е (Vl' 101)' (15,22)
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Пусть и(t) принимает 1dllксима.пьное 8начение в точке 'о' И8

05,22) cJ[ell.yeT to Е Q. Теперь, учитыван (15,19), JerKO приходии

R (15.21). Действите.тъно.

J G(to ' 8} /[8. v(s) + и(8), W(8) и(8)] 118 <
!!

л

< (G(to' 8)j[8, V(8). w(з)](18+u(tо)\IGI' 1fG(to, 8)(ls 
Q Q

-< J G(to , 8) /[8, v(s). ш(а)] d8+и(to ) .
Q

у п р а ж н е н и е 15.6. ПР08нализируйте возможности одиовремениоrо ис 

пользования несколькях сопутствующих операторов. Например,
л

T1(x, =- T2 (t, x): Т(х, х).

Рассмотрите итераЦИОНllые процессы вида

tJlI+1 Tl(tJn, (l)n). Lt'It-+l Т2((I)п, ип).

у п р а ж н е н н е 15.7. rerepoToHHbIii оператор по существу определяется
л л

так. Т(х) о:: Т(х, х} и оператор Т(и. ш) монотонно возрастает по v ПО КОII)СУ К.

по w ПО коиусу К. Рассмотрите возможность замены 11 такоЙ формулировке
определения конуса  .К неКЮI друrнм.



L'ЛАВА IY

СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ ОПЕРАТОРОВ

в предыдущей f.13B8 рассматрива.1ИСЬ достаточно общие классы

операторов, Выводы при <lTOM тоже были достаточно общими. При
попытке ответить на более с ециа ьныевопросы (единственность

решения, наличие непрерЫIШЫХ Rеп ей }l€шениi\, бифУРКIIЦИИ)
возникает необходимос'l'Ь введения ДОllOЛНИ1ельных предположений
и выделения таким обраЗ0М СlJециа.1I1НЫХ lIОДК.1RССОВ от()браже 
пий. На <lTO\f пути lIиее'Jса масса BOтO;RlIOC'J ей, выбор I\OTO 

рых желательно rrрОI131IОДИТЬ, сохраняя чувство меры. По этой

причине мы оrраничиваеМСJJ в основном 'l'еорией IIOHOTOHHblI Dor 

ярых OJJepaTOpOB, Rоторая щюсrа. удобна и эффеn.тивна в реше 

ПИИ самых раанообразных ПрИ.liладных вопросов,

16. ПСЕвдовоrНУТЫЕ ОПЕРАТОРЫ

16.1. Общие свойст а.Наномвим основные РlJределенвя.

Тетеретонпый на К оператор Т назовем пcel:ldOtJтHyтbIM, еСJlП
.

для .1юбых tJ, tи Е к (и. 10:1 Ь) имеет место Т(и, w) Е К(ио), т, е.

сущеС'I'вую'r ПО.10жите.1Ьные ЧИС.13 CG И такие, что

.

lXио '<Т(и, W)'< Uo' (l6.1)

и длл .1юбых и, 10 Е К(ио) и любоrо "t' Е (И, 1) ВЫlJОЛВ.IIеТСJJ вера-

венство

т ("tv, ш» "tT(v, to).

Псевдовоrнутый OllepaTOp Т назовем Ио-IlСС(jаовО flут'Ым, ес.1И

.для любых tJ, 1v Е К(ио) и любоrо "Е (о" ]) существует y)(v, ш, -с»о'

-такое; что

(16.2)
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Выделим еще один класс операторов.

ПсеВДОRоrнутый onepa'l'op l' назовем раВНОА,ерно 1lсевдовоту.

т'ЫА!. если длп JlIUбоrо ЕОПУСНОТО 01ре3Еа (p.t1o, уио ) (/1, У>О) и

JIюбоrо CerAleHT:l [а, 11]С:(0' ]) существуе'J '1/(11. У, а, Ь»О тадое,

что для всех и.  OЕ (!.Luo' уио), 't Е [а, Ь] выliлнllетслл неравенство

Л

(
1

)
л

т ":1',
 Ш:?>[1 +'1/(11., ". а. b)]'tT(и, 1С). (16.4)

3 а:м е ч а н и е, Если длн IIIOHOTOIIRoro Оllериора Т ИС1l0льзуется
л

сопутствующий Т(и. но) == т (,у) , то Оllреде.Н lIпе IIсеnдоноrнутоrо

(Uо'llсепдовоrНУТО1'(), равпомерно llсевдовоrНУТОI'О) olle1'a'1'o1'a llt'pe.

ХОДИТ в оuределенпе воrпутоrо (U BorHY'I'OrO, p8BHo epHO BOTHY 
ТОТО) 01leraTOpa,

При изучении псевдовотну'lЫХ ouepa'I'0pOB весьма uффеRТИВНЫМ
является систематическое ИСl:0льзс,nаппе ме11lРШ";U БU1'1\tOфа

р(х, y)==minl,;:c :x.x<::;y ea.xJ(х, уЕК(иl))) (16.5)

Аксиоuы метрики здесь uроверюо'rСВ без труда. Любоi'i конус-

ный отрезок, содержащийсл n К(ио), нвдяеТСJI ИО.7НЫМ простран-

СТ80М 110 метрике (1G.5). ИЗ сходимости 110 метрике (16,5) BЫTe 

кает сходимость по uо.порме И, тем БО:lее, uo ИСХОДНОll норме

llространстпп ] , ТОIlОДОfИИ, uорождиемые на К(1/0 ) lIеlрикоll р l[

Uо.НОРIdОЙ, CODlIa;IaLur,

Теорема 16.1, ЛюбоЙ nсевиовО1нутъиё оператор Т licпpepы 

вен На К(ио) по Uo'Hop/Jle.

Доказательство. У'l'верждени(' те(,ремы ИЫ'JеIiзет ИЗ 'I'оио-

Jоrической ЭКВИRалеUТНОСПI ме'Т[)ИliИ р Il иo 110pllЫ на к(-ио) и

Toro факта. 'ITU Т является перастяrИВЗIUЩllМСН на К(ио ) 110 меТl)И-

ке р. ПоелеДНlIll усннаИЛИIli1етсв весьма Ii!JuCТO. ИСIJОЛЬ3УЯ оче-

ВИДIlые веравенства х<:;"ср(х.у)у, у<"О:;,сР(Х'У)х и псевдонотнутость

Т, UО.:Iуqаеи
л л

Т(х)== Т(х, х):?> T(e P(X,У) у, eP(r, у! у):?> e P(X,У) Т(у).

АналоrИЧl10

л л

Т(у)==Т(у, у) :?>1'(c P X,У)х, eP(X'Y)x) e P(x.У) Т(х),

'Следовательно, р(Т(х), T(y)) p(x,у). .
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:1 а м с ч а н и е 1. В  exслучаях, Iюrда Uo Hopм:a совпадае 'с

ИСХОДНОЙ нормой пространства Е или, по крайней иере, эквива 

лентна ей, llсевдовоrнутый olJelJaTop Т будет непрерывным по

ИСХОДНОЙ норме. Это ииеет }lec'Jo, 113П}JШlер, n с.lучае ПрОСТIJан-
ства с[о, 1 J. 1l0ЛПllорпд()ченноrо НОНУС'ОМ неотrпниетьных функ"
ций, и выбора в качестве tto элемеН'Jа ио(о= 1,

:i а м е ч а R н е 2, .1erKo видеть, что достаточным условием Be 

DрерЫВFI(\СТИ reTf'pOTORRoro оператора Т на К(ио
) по tlo HopMeЯВ 

Jlяетсл СllравеДЛllВОСТЬ неравенства (дли Jlюбых х Е К(1I0), 't Е (о, 1)

 ,' 1

)l' (""Х, 7 х ?> а::Т(х) , о: > О

Боторое менее оrраПИЧИ'JеJIЬНО, че:,; (16.2),

Иноrда более удобным ока3ЫЩiе'ТС:J нрсколько иное оuределе 

вие tlu-JJсеВАовоrнутоrо оператора: псевдовоrНУ'fЫЙ onepa'Jop Т Ha 

ЗЫВ<iС'l'С,: !/о.lJсевдовоrвутым. ес;1И длл любых и, w Е К(ио) и лК,бо'

ro сетмента [а,  Jc=«" 1) еУЩРС1Вует '1}(r.', 11', а, Ь»О 'Такое, что

ДЛЯ любоrо 't Е [1/, 1)] имеет место f1еrапепство

Т (-rv, 10 )?>[1+'1}(и, и', а, И].Т(v, w),
с J

О6.3)

АналоrИ1JНЗН ситуаЦИН имеет место и В '13("[80111 случае ионотон 

:ны! !to BorHYTblX операторов, rде, по мере надобности, обычно

'ИСllОJlьзуетсн то иди иное uоредедение, При  TOМ: сдедует UТMe 

ТИТЬ, что первое (неходное) оире,1.едеНllе llре;J;сrавллется :менее or-

раНl1чите.lЬНЫМ: (оно неме,iljJЭilНО BblTeI(aeT из второто) и более

удобным с ТОЧfШ зрепия uр:ш.l'И'lесь:uй IJрuверl>И, Второе же oupe 

ДеJlепи делзет эффек'lИВПЫМИ некоторые сuuсобы доказательства.

которые при непосредственном иt:Uольз0вании nepBoro ПрОСТО не

рабон'!lОТ. Тем не менее. как UОIiа;ЗЫR:\ет С:Jрдующал теорема, ди-

леммы пыбора Оllреде.lения здесь не сушествует,

Теоре1l1а 16.2. Об!! оnреде,IСНЛtЯ 1l0 1ие6дОf10и-tуто1О операто-
ра Э/(liuва,JСЮI/НЫ.

То, что OlJepaTOp, uо псеDдовоrпутыйв смысде BToporo oиpeдe 

леНIIН, ио uсеВДОRоrнут в c.llblc:Je lIepBoro, очевидно, Обра'lН3Н
ииндикация немедленно следует из JJриводимоrо ниже в(;помur& 

тельноrо уз верiltдеНIIII.

Л е м и а 16,1, п р/! .1л{)l)'ых Ф'ю,спрован.ны.х и, tv Е К(ио) ФУНК 
ЩtЯ r;(v, UJ, "»О, удО(JлетвОРЯЮЩ((J/ HepalicHcтIiY (16.3), .может.

быть вшаpaH'L ueпpepQt(JHo!i 120 "С,
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Справедливость леммы 16,1 будет YCTaBOB.'lena дадее,

Лемма 16.2. Пустъ оператор Т rlсе6дО60tн.ут. To дaдлл лю 
бых х, У Е К(ио) 1t мобо о""с Е (О, 1) вЫ1l0дн.яетс:/ нсра:Jснство

т ( х, ""СУ)< Т(х. у). (16.6)

Неравевство (16.6) получается Иil (16.2) с DО!l:ОЩЬЮ вамены

1
""Cv==x,  1o-=y..

't'

Jl е м м а 16,3. Пусть опсратор Т 1lссвдовотут u mi\\ (а,  )Е

Е (О, 1), ТOtда д:tя любых и. !С Е К(1I 0) щксюпt место неравен.ства

Л

(
1

)
л

т av, 'о > III in ( , )T(v, 1(')'
.

л

(
J

Т
-;и. )

1 л

р!о < Т(и, и ).
min(CI:,  )

д о к а 3 а т е л ъ СТ В о. Рассмотрим дnа взаИМОИСRлючающих С.1У.

Ч8Н: 1) IX.  , тоrда

i(lX.rJ' ш)?>т(cr;v, : ш»ат(u,ш)о==miП(IX., )i(v,w).
2) IX.> 13, 'Iоrда

Л

(
1

)
Л

(
]

)
л л

т lX.и, ш Т  и,!31(; > рТ(и, 'w)==mill(lX.,  )T(r;, ИJ).

Справекливостъ BToporo неравенства уставаRливаетсв авалоrич-

ВО (на основе ИСПОЛЬЗ0наFlИЯ .1ем1tIЫ (16,2). .

В дальнейшем вам потребуются также аналоrи лемм 16.2, 16,3

для uо.псевдовоrнутых опервтор()в, И х Форм УЛИрОВRа и док 8за-

теАЬСТВО очевидвы, и поэтому не приводктса.

В теореме 16.1 была ;IOR8зана непрерывность Т на К(ио) по

Ыo HopMe,Установим более общий результат. Длн этоrо введем в

множество .uap элементов (и. ш) Е К(ио)ХК(ио) метриltу

p[(v. 10). (и'. w')]==шах (р(и, и'). 1'(10, ш')).

Заметим, что тополоrип, I10рОЖД:lемаз метрикой р, СОВU:1дает с

тополоrией, порождаемой в множестве К(ио)ХК(ио) нормой

11 (и. ш) II:o==max { 11 v 11/10' I wliио}'
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Теперь можно rоворить о неJJрерЫВНОС1И СОlJутствующеrо опе-

,

ратора Т: к (ио)ХК(ио) К(ио) по ио,норме,

т е о р е м а 16,3, Бс.ш оператор '1' псевдовинут, то сопут-
,

OI/eparпop Т: [((ий) Х и(1I о ) к(1Iо) непрерывен по.сmв.!J1ОЩUЙ е:ку

1lo'HOPMC,

Д О R а 3 а т е ль (' т в о.

(v', w') иа к (ио)< К(1/0)'

Jl,OBOrH 1"I'OC'1'I> '1' И леМ:d у

Рнсмотрим две п ры

Используя О[lределtнnе
16,3, получаеll1

 ле)!ентов (v, w),

меТрИIiII р, псев 

, ,

Т(и, ш) ;::>'I'(c P(v,и')и' еР(и', , W') ш') >
,

> exp( тnax{p(v, v'), р(ш, ш') J )'1'([,', ш')==

==e Р[(и'. [t', W)] Т(и', ш').
Аналоrично

,. "",, Л

T(v' ш') >C fI[(V',ш'). (с', ш:] T(v, w)

'Следовате,вы! u ,

, л

p(T(v, ш), Т(и', ?и')) pr(v', н''), (и, ш)], .

Доказательство .1eMJ\lbl 16.1 1'euepL довольно прссто. Определпм
i!начение ФУНКЦИИ '1} в точке (и, "С) равным МaI;симальному чис.

..IIy, удовдетворнющему нrра:венс1ВУ (J 6,3), Опира.llСЬ на теорему

16.3, не'трудно виден, 1j'JU 1'2К опреде. евв шФУВlщи.н т} буде'f не-

прерывной liO ""С. Более Toro, 1JОС1'роеВJlая JR3З3RRЬJМ образом

функцин будет непрерывной не 1'ОЛЬRО по "С, но И по СОВОКУПНОС 

ти перем нных(и даже равномерно неП11ерыввой 110 совокупнос'l'И

переменных на дюбом оrраниченном явмк,нутом: множестве). .

16.2. Теоремы единсrвеиности. Ес,'\И не ВХОДIlП, в де'J'а.1И,

то мошно еказа"lЬ, что осноnн()е достоинство псевдовоrвутых опе-

раторов  еДИ!IстnеFIН:ОСТЬ непOJ;ВИЖПОЙ 'fОЧКИ и еходимость ней

DослеДоватеЛЬRЫХ приближений. rt сожалению, этот ф:1RТ нельзя

отравить ОДНОЙ 'Iеоремой, так как возникаюшие :вариации предпо.

ложений и выводов довольно IШlрСRИ.

.1 е м м а 16.4, Дл.я иo пcctlaOtIOU!YlпO?O U11ej.aтopa Т условие а
О

(э 15) На к(tto) выполняется Qвтоматu'/ссл:u.

АО к аз а т е л ъ с т в о. Предположим противное, Пусть имее<rса

решение системы уравнений (15,7) (и, и) Тalюе. что V, w Е К(ио),
:vito. Тоrда
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л л л

V
== Т(и. Щ);> T(c fJ [',у) и', cP(t., w) и) ?;.. (1 -+ "fJ) e P(," ".) Т(и' и) =='

==[1 т1)(И', и, e P(v,ш))] e P(o,(L') !v.

!(!==.. ?>[I+"f}("', lИ, е IJ:",шj)]с р(",Ш)tI.

Ч'fО ПрОТИllоречит опрсде,lению У('трики р. .JeUMa дохаэзна, 11

Соврршенно ана.10rично доказываетrи

.1 е м м а ] 6.5. tra-lIсе6rl()80 н..IIтыii ощ:ратор не МОЖСи и.lIеть

На ](но) бо, ееодно!, неподвuжrtой тО'I{"и. 11
ОбъеДинение лемм 16.4, ] 6..) с утnерждеНИЛ14И 15 приводит

J\ рнду НОПЫХ реЗу.lьта'1'ОЕ.

Теорема 16,4, Пусть и,,-lIссвдовтНУrilЫй oпejlalпop l' tlAleem

сильно 'Цноарщrнтныи /.ОНУ(,Н'Ый отрезох (и(), Ша) с К(ио} и иы//Од,-

не/-{.о хотя бы оино иЗ УС,lОfJUЙ 1) 3) mеорел'Ы 15.5, ТО!да опе-

ритор Т '/I. re(;т единственную fil3110двuжную тмху х* Е К(ио), 11
т е u р е .11 а 16.5. Пусть 'lt(l-ItСсиiJоrJOlН!lmUii оператор Т Heпpc 

рывен, нмеет CtU'bHO UH6apt1-аНl,tНlЛ{i 1,ОНУСНtлЙ о,презок (ио, 1('0) с K(t1a)
и tIblllO.IHeHO хотя бы одно IlJ условий 10  .20.ICMMUI 15.1, Ттда

опеllатор т U.1rc('m единственную неподвuжную то'еку х* Е К(ио),
к KOnIOpOl4 сходятся. /lОI...lсдооаmе.пныс uтepal '/I1t Т"(х) пр/! ,,/Обол

хЕК, x::j:B-.

Д о R а з а т е л ь СТ R о. Утьерждение теоремы было бы очевид-

но, ес.1И бы УТllерждаДIlСЬ СХОДИМОСТЬ Т"(х) ----+ х" дли х Е (иОI '1.1)0)'
Одшшо, в С.JУЧllе rУlПrСТJ:ОJНШl1jJ у uсеl'ДОБоrНУl0rо onepaTOpn Т

непревой nеПО;:I.r<и;rшой 'JОЧI\lI х*, Rcer;'1:a можно укаэа'lL С1ЫЬНО

инвариантный конусный oтpe301\ (;, ;;), I\ОТОрЫЙ содержи'!' любую
паuеред заданную  'ОЧЧх Е К(ио). ДеЙСЗ'ВlIтельно, пусть задан не-

который Э.IСlН НТ Х (](ио). Выберем "t Е (О, 1) из условия "x* 
1

* ' " 1".
С<:.x<:::.:: .x, и 1I0;lOiI.ИМ v=="tx, Ш'==  x". lIЛЫIШI иnвариант 

ность конусчоrо отреака леrко IIрuяерllе'J'СЯ

т ("tx*, J.. х*)
'

;?>"tT(.x*. х*)ж:'tХ*,
" "t

Т ( ....!.. x' I -;х* ) « l.... т (;..
"

I .;*)== х*.
-; "t "t

. Мож:но рассматrивать onepaTopll спреДfilеНIIbJе лишь на элсментах-

х Е /(Ufl)' Теорсма 16.5 в этом случае (В также  налоrИ4l1ые результаrы, C:\l.

До iIee) остаетсп ('правеlJlИВОi'l, если утверждается СХОДЩ1Ость ТЛ (х)....... х. лишЬ.

ДЛЯ х Е К(ио ).
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 Изавершения ДОRзза'1ельства остается ззметить, ч'lо в силу

116.1), первая И'fеl аIlИЯ Т(х) переводит любую точку х Е к, х:! (1

.. К( ио). .

llрllведенное выше 3Зi.1ечапие () существовании у 1Iсевдовоrну'

 oroОJlератора, имеющеrо Нfну.JСВУЮ неuодвижную ТОЧRУ.  cxoдь

ryrодно большоrо" СИ.1ЬНО инв" рuзн'шоrо Rопусноrо отрезка под-

 иа3ЫRает И'lСВlIДНЫЙ вариавт lJерефОрМy.'IИрОВКII теоремы 16.5,

BO'l'OPbliJ: Ба основе :исuользонания Honoro способа ДОЮiза1ельства

а.ОЖС'f бы'l'Ь также значитедьно усиден.

т е о р е м 1\ 16.6. Пусть иo пccвдoвOIн.yт'ЫЙ01lсратор Т ш.teет

н.ену.Lсвую неnодвижн.ую точку х* Е К, Ттда для А.1Обо о х Е К,

1':! в 110сдедОбатсльн.ыс Itтеpal U1tтп(х) rхоuяmся х х* по иo HOрже.

Доказательство. tl силу (16,1), х*ЕК(ио) и, без оrрани'

чениа общности, в TI/(x) ;!ЮiRНО СЧII'1'3'l'Ь Х Е К(ио). Выберем t Е (О, 1)

так, чтобы ",х*< х-С:::::;  x*,Как уже отмечалось (см, доказательство
't

теоремы 16,5), конусный отрезок (Н*,....!. х*) .!IВ.lяеТС2I сильно ин-
t

ваl)иантным дли Т.

llо.JОЖИЫ ио:: ":"х"',
1 '"

U'o== х', и рассмотрим итерациовную про-
't

цедпу (15,8), т. е.

л л

vn+l l'(vn,w n ), wn+t==T(w". иn),

О'lевидно. (см. 15)
1

"х* == ио <:=; ... <:=; [' п <:::; .. . <:=; х* <:=; " . <:=; Wn <:=; .. <:=; 1"0 == л
*

06.7)
"t'

Обозначим чере;j- t;n .маRСИМЭ,1ьное ЧИСJ10, Д,J1Б Биороrо выпол-

п.sеТСБ неравенство Cl:
n х* <:=; и", через  ,. :маНСИМR:Iьное Чl!СЛО, дла

1 '

хотuроrо иln-С:::::;
Р"

х"'. В силу (16.7),

O<'t"==Cl:o " . Ctn '.. 1,

O<t  --=130 '..  n ... l,

отн,уда следует существование upe;J.eJlOB

lim Cl:n
== CI:, liш  n== 13.

п......CЖJ п ""

Те()реМI\ Ujде1' ДОl\rtЗЗН8, есди ПОR8ЗRТЬ, что cx:== ==1. IIредпо-
.I0ЖИМ противное, '1'. е.  ==шjп(CI:, 13)< 1.
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в силу еуществовавия liреаел()в Ct, р И монотонности возраста 

ния последовательностей "n, Р" для любоrо х. (О <x.< )найдет 
сл такое N, что ДЛJ! всех п??N будет

О<   шiIl(CG n . 13,,):%;;< 1. (16.8)

Учитывая ооределевие чисел хп,  nинеравенство (168), а

также ие о.1Ь3У3второе Оllред(>ление tlо-псе-вдовоrнутоrо оператора
(ЭRвивялентнrе исходному (TPop Ma )(i.2)) и очевидный анялоr лем 

мы 16.3 для случал 1iо Ilсепдов()rпут()rоопеРЗТОl)lI, получаем (n??N)

Vn+l,==T(un , 1('n)  1 (Ct n х*, ;n х*)
(16.9)

[1 +'1)(Х'Х', х*, It,  )]ruiп (с(,n'  n)х*,

Шпн==Т(lVп> иn) 1 (  ,.х*, "nx*) 
1 х*

1 +YJ(x*, Х*, х., ;) miu (аn .  n)

Сравнивая (16.9), (16.10) с Оl1реде,lевие.м чисел ал, I)n'
ДИМ R неравенству

min (Ct n +1'  n+1)??'[]+'У)(Х*, х*, It,  )]шin(Ctn ,  n)'

откуда (k??O)

mil1(CGJIo +h' PN+h)??[I+YJ(x*, х*, х.,  )]Ax.
что противоречит lIреДllоложевию ; < 1. .

Подчеркнем, что l'еорема остается СllрапедлИ1ЮЙ даже без пред,

положениз о Нор алъноети Rопуса К. ЕСJIИ JiOHYC К нормален

то к выводам теоремы 16.6 МО;I>НО uрисовокуоить Сlоди:моеть

Тn(х) х* 00 исхuдной норме пространства Е.

РаеСМОl'РИМ свойства ранномерно uсевдовоrнутых операторов.
Укажем сначала два всuо:моrатеЛЬ8ЫХ: lJезудьтата,

Л е м м а 16.6. П}Jlt /lюбых фипСttровтiн'ы.r !t, V > О l' а Е (О, 1)

фующия 'Yj(ll, У, а, Ь»О, удов:мтворяющая нсравен.сmву (4.4), мо-

жет быть выбрана непрерывноЙ по Ь Е [п, 1),

Доказательство Эlементарно, 11

.JI е.и м а 16.7, Л.iJсть оператор Т, отображающиЙ IJ себя t!O,t 

Ное метричеС1(ое простlщнст60 (Х, р), удовllCтlJоряет условию

(16.10)

прихо 

р(Т(х), Т(У)) :%;?(х, у) Д[ р(х, ь )], (х, у Е Х)
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1де .l(r) непрерЫIJн.ая положител,'Ьн.UЯ nр'и r>O фун.lщия. Ттда

т1ера/пор Т имеет еr}uнспUJеltн.УЮ ltе110двuжну1О то/е"!! х* Е Х и

тп(х)--+х* при II/юбо.м х Е Х. .
Лемма 16.7 представляет собой частную формулировку прив:-

ципа обобщенв:оrо сжатия М. А, Красносельскотu,
т е u р е J/I а 16.7. Пустъ равн.омерltО пceвдoвO Hyтыйоператор Т

UAfceт иНlтрuан.тн.ый
*

1.0н.УСны/l, отрезок (f.Luo , уио) сК(ио). Тмда

оператор т имеет еduн.ствен.н.ую Itспо()вUЖIt!!Ю mоц:ку х* Е (fJotto, уио),
" /iomo ]JОЙ схооятся по t'o HOpAte последователън.ые итераlщи, тп(х)

nptl АЮVОМ х Е К, х f= (j,

д О К а за 'r е jL ь с т в О, Пусть х, у Е (fJotto. '(110) TorAa, очевидно,

x (2'.. ) y, y ( 2'..) x. llОЭl0МУ ..!:.::;;e 'P(X'Y). ИС1l0ЛЬЗУЯ свой 
1.1. 1-1' '(

ства rеп'ротонвостп и раВНОllериоi1 DсеВ)IовоrНУТОС'I'И оператора Т,
а также очевидные неравепства (см. определение меТрИRИ р (2.5»)
х <' e

P1x , у)
У. у еР(Х' у) х, получаем

А А

Т(у):; Т(у, у):?> T(e P(X,у) х. еР(Х' у) х)?>

?> [1 +YJ(fJo' '(, , e'P[X'y))Je pC."Y)T(X),
Аналоrичв:о

Т(х)?> [1+ 1J ((.1, У, , e p(x'YJ)1C P(X'Y)T(Y),
Отку,О

plT(x), Т(у»::;;р(х, у) 11l [1 +1) (fJO' У, ' c P(x,у)) J
ПримеRЯЯ теllерь леммы 16.6, 16,7, делаем вывод о существо 

ванин и единственности неподвижяой 'fОЧКИ х* Е «(.1ио. У'Ио) (и О

сходимост,) тп(х)--+х* IJO ao HopMeври любо хЕ «(.1Мо. уио»), Схо-

ДЮlOсть тп(х)--+х* ио uо пормепри любом хЕК. x:j:8 вытекает

иа у fВерждения 'reopeMbl 16.6, .

ДополнитеЛЬНЫШI uолезвюlИ свойствами обладают равномерно

 севдовоrнутые операторы, которые удовл:етворяют аеравенству

(16.4) с фушщией 1}, не зависящей от (J. и у, РаССIdОТРИМ coe 

'циальвый подкласс таких onepa'IOpoB.

НсеНДОllоrнуrый О1lератор Т lialJuвеи: x   ceIJr}o(JOtHyт'ЫM, если
ДЛЯ ;нобых и, w Е к(цо) и ЛlOбоrо "t" Е (о. 1) имеет место неравеи-

СТВО

·

Подчеркнем, что СИЛЫlая инвариантность не пр едполаrается ,

1.2 В. Опойцев, Т. Хуродзе 177



Л

(
1

)
л

l' "t'v, W ;?>"t''' 1'(V, 10), л. Е (О, 1), (16.11)

ОчеВИДIlО, х псевдовоrllУТЫЙ оператор .является равномерно

llCевдовоrнутым, liОР,БОЛЬRУ ИЗ (16.11) следует
л

(
1

)
л

т 'ttl, fV ;> "t'[1 +("t'?( 1 1)] T(v, ш).
,

't'

Теорема 16.8, Пусrт.) оператор l' 'X lICCвдoв01Hyrп. Тои)а Т

имеет инвариантliыl6 1Сонусный отрезоll. (vo'  OO)с:К(ио),
Д О R а:з а т е л h С Т В о. :Выберем веди Ч]IН у а ИЗ условия

a;1 )(!lo< Т(ио)< 110'
al х

Су ществова ние
]

ЗОI\ (а;ио , ио)
!7.

'JaJ<oro CG следуе'l' из (16.]), Тнда I\ОНУСНЫЙ OTpe 
I

будет искомым' Действительно, ддя х Е (а;ио , 110)
сх

имеем

Л

(
1

)
л

alto CG"T(иo) T no, Mo<Т(х, x) T(x)<
,

сх

'

(
1

)
1 1

<::; Т и о , е>:ио < 1'(ио )< ао
. .

а; аХ а

Объеди:нение 'lеорем 16.7, 16,8 llрИRОДИТ к следующему резуль 

Ta'ry,

Теореуа 16.9. Есл/t (тератор Т X пte6a06(HHyт, 11/0 оп

и.НСМn едuнсmIJСНtlУЮ IiспоdвUЖIiУЮ то'Ч'Н.у х* Е К(ио ) , 1t 'Н.отороЙ CX() 

iJЯYflСft 1/0 1I0 -liop.l/e H()c//edoaaтC.1bHbZe ttmepaiIии тп(х) нры любо,и

хЕЕ, x:ftJ.
Теорема ] 6,9 может бы1'Ь ДОRазан& также с помощью методи 

хи. которая использовалась при ДОБазательстпе теоремы ]6.7. При
ЭТО)! получается, что оператор Т лв.ше'fСЛ сжимающим 110 метри 

Jte р.

Вообще rовоvл, n (16 1]) не облзате.IIЬНО ИСПО.::Iьзовать CTelleH 

ную функцию"t?( :Чожно ввес! И 1I0ннтие <р псевдовоrнутоrоопера 

1'ора, заменим в (16,11) 't'x на q;(":). r;t.e функция If'("t) непрерывна.
 (..:»", при: "'Е(п, 1), Ч('t) О И "t'/qJ("t) O при 't' O. Длл
lp-псеВ,'I.0воrнутых O,JepaTOpOll утверждении Teope 16,8, 16 9 OCTa 

ются: в силе,

ОбраТЮt внимание на одно важное обстояте.'lЬСТRО, ОпредеJlе 
ния DсевдовоrНУ1'ЫХ, Uо"JlсеВДОDOrНУiЫХ и fl!BHOMepHO ПС{'f!Д()I ur 
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нутых onepa'JopVB можно в зна'ш',е;lьноii сrеlJени ослабить n (CMЫC 

ле уменьшении ИСХОДНЫХ 'требований), оставдяи СlJраведл:ИВЫМИ

основные реаультаты lIараrрафа.

Например, tlо псевдовоrнутый ouepaTOp можно было бы опре 

дедить так rетеротонный па ]{ ouepa'l'0p Т нааываетсн t1о'uсевдо-

вотнутым,  СJ1Ид,Ш любоrо х Е к (х =1 6) существуют IX,  >oTa 

кие, что lXиo T(x) [)ио , и дли ,lюбоrо хЕ К(ио) и любо1'О cer..

мента [а. 111<=(0,1) сущеС'l'ВУЮ'l' "I)(x, 11»0, у/(х, а, Ь»О т:шие,
что uри .побом 't [а, Ь 1
'

(
..

' '

(
1

)
1

Т "'СХ,
-:-

X)  ll+"f))'tl'(X), Т
.,.

Х, ",Х Т(х), (16,12)
. . (1+"f)')"t"

Такое оuреде:lение менее оrравиquтеJIЬНО, Первое псравенство
(16.12) ес!'ь llpOCIO чаСJ'НЫЙ случай (16,3)' (IIIJИ v==w==x), второе

.Ji.e неравеНСl'f10 (lfj.l::!) вытекает и} ([6.3)' Н апалоrа леммы lЬ.2.

Do.'lee Toro, 8!'орое неравеаство (16.12) ИНО1'да неносредстве нни

следует иа uepBoro (не сqИ1'аи тривиальных в данной ситуации

слуqаев MOHO'l'OHHurO и lIНТИМQнотонноrо операторов). В то же Bpe 

МИ, такое ОIJределение остаВ.1иет в силе теорему 16,6, KOTOpaJ1 нв-

ляе'l'СIJ одним иа наиболее существенных реаулы'а'l'ОВ Д,IIя t1o.uceB-

довотнутых ouepaTopOB. Лемма 16.4 (а аначит и Teope lbl 16.4,

16.5) uepeCTaeT быть сuравед.!ивой (по крайней мере, припеден-
выи способ доказатеJIьства не работает), однако ос'rается в силе

ее любопытпыlt aHaJlor (доказательство uолучаетr.н объединенЬеи

утверщдениlt леюlЫ 15,1 и 'l'eOpeMbl 16.6): если uо-uсевдопоrнутый
оиератор Т имее'f пенулевую неподвижную 'I'OqRY х* Е к, то на

]((ио) сuравеJlЛИRО а
О

, который, правда, при валиqии реаультата

теоремы 16.6 не представляет ценности, В данном с,ччае тзиже

удаетс.н установить э:квпвалf'Н'IНОСТЬ определений типа (16,3) и

(16.3)'
Аналоrиqное упрощение можно сделать при определении рав-

номерно псР.вдово!'нутоrо оиератира. Полее '1'01'0, если в выводах

теоремы 16.7 требовать СХO!l,и MOr,Tb Т"(х) х* ио и,о'норме лить

дд.н х Е (f!ouo ' уио). то в определении равномерно nceBJlOBorHYToro

OllepaTopa ДОС'J'а'!'о'lНО, qтобы (16,4) ВЫПОЛElIJЛОСЬ лишь в частном

C.JlY'Iae tJ ='w==x Е (f1uo ' Ytto) , AHaJIOr BToporo яеравенства (16.12)

здесь окааываетс.н иалиmним.

Вообще rОRОрЯ, uривсдеElпые замечания следует иметь в ВИДУ,

Однако в конкретных аадачах, как правило (11'f0, ВОЭМОЖElО, сна.

зано с исполr,З0ванием спеЦИфИ'Iеских прие1l08 llосrроеuия СОПУТ.
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с.ТВУlOщих операторuв), условия типа (16.3) не lIредстав.JВЮТСП бо.

..ее оrрапичитеЛЬНЫ!IIИ. чем (16.И). а трудоемкость uровеРI;И в

тои и друrои случаях практически одинаRОП3.

16.3, Признаки псевдовоrНУТОСТ;I. Условия псевдовоrнутости

операторов Toro или иноrо конкретпоrо лида будут раСС)!ltтривать,

ся далее. Здесь же lJрипедем. несколько lJризнаКОR IlсеВДОВОI'НУТО 

сти общеrо характера,

Теорем.а 16,10, Пустъ опсраторы Т1 tt Tz пCCBd0f10LH.l/iпbI

(ио.псе6дО601нуты, ра6номе])НО llCead0601H!Iты). ттда операт оры

(Jt.T1 (/1; > О), Т 1 + Т2 . Т1 Т2 также nсевдО601нуты (иo-nceвдoв01Hyrпы,
равно.нерНО 1lсевдоао!нуты). .

·

ДОКlii1ате.'IЬСТВО элементарно, Безусловно, им.еется в виду, ЧТО

в определении I1севдовоrнутых операторов, о сумме и RОИIIОЗИЦИИ

которых идет речь, фиrурируеr один и: 'fOT же элемент ио'

Отметим также справедливость утвеРЖllеlIИЯ: если оператор Т.
ЯВJlяе'l'СЯ ио псевдовоf'ПУТЫ.l(, а Т" lICевдопorНУi'ЫМ, то операторы
'Т1 +Т" 1'1 Tz И T Т1 Uo IICeB.1I:OBorHYTbl.

Достаточные nризнаrш lJсе13довоrнутости MorfT быть сформули:-
рОБаны п терминах проивводных. Пусть ДJllI любых и, 10 Е]( су-

л л

щеСТ[lУЮТ производные T (и,ш) (по конусу К) И T (и,и') (по ко

вусу К), и пусть для любых и, 'И' Е к и "t" Е (О, 1] значение опе 

л

(
.]

.

)ратора Т в i'очке "t"v, tv.
может быть представленu в виде

't

Т ("t"и, 10) ==z(и, ш) +f T (аи, 10) иaa 
о

't

f ; T (crv . и-) шtlcr.

о

СуществоваRие _неуеита z(и, ш) Е к обычно леrRО установить в

СJlучае правильноrо конуса К, z(v, 10) .!шляетсн IIредельным эле 

:ментом ДJlЯ оrраниченнu!i и монотонно убы:вающей при 't О

функции т ("t"v, : Н!)
Тоrда неравенство (16.2) вытекает И3 условий (и, w Е к,

.() <ОХ! < /1;2<])

18)



Л.

(
1 \ л,

(
1

)Ти ct1 v,

"l 1VjV>Tv a;2V, W
и, (16.13)

T ('" и,
2..

10 ) W < T (0:2 и,
J... 1(') w.

CX CX1 СХ. cts

(16. 14) 

ДеЙС'I'Rительно, в зтом случае (t Е (О, 1))

1

Т ( и, w)==Z(V' ш)+ f T ( aи,
о

Ш) иао ""Са

f
1

1 л.

( Tw aи,
("tcr )2

О

J... и: ) wdcr>
to

>z(v,

1

to)+-r J T (аи . W) vtlcr

о

[
11 л,

(
1

)
.

а
2
Тw аи. w щаа ==

о

л

==(l '!)z(v,w)+ T(t',ш),

Уцовие (16.1) может быть устаНОRлено отдельно, а также на

основе проверки uо измерИ\IOСТИэлементов z(v, ш) и проверки не-

равенств типа (16,1) для опера'l'ОрОБ T ('tv. 10) V и

T ("CQ . : w) w.

Ипоrда более удобпым: оказывается следующий призпаR псев 

довоrпутости оператора.

Теорема 16,11, Пусть nplJ. Аюбых и. 1vEK (и. w=lfJ) С!lще 
А л

сrnвуют nрои.1водные Фреше T (и,ш) IJ. Т;,/и, 10), и

л /1 Л

Ф(v. 10) == Т(и, w) T (и.'ИJ) и+T (и,w) w;?> е, (IG,lб)

ТО1.да оператор Т псевдО80'1.нут.
Доказательство. ПредаОЛО1RИИ противное, т. е. наlt;::утез

венулевые точки ио , п'о Е к и такое 't
o Е (О, 1). что
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Zo Т ( 'о ио,  owo) 'о Т(ио, 11'0) К,

TorAa существует линейный разделяющий ФУЮiЦиопал l(x) такой,
ЧТО [(x) oпри х Е к и l(zo) < О.

Введем в рассмотрение функцию

CJJ(t) lr 7 (,иo, l,l'o) T(иo,шо)], 'СЕ(О, 1].

Леrко оронерить, что

dbl(')

а,

1 r ф (,ио , и'о)1
,2

(16,16)

И i (16.15), оuредеЛ flИЯ функционала l(x) и (16.16). следует
dbl(')

О, UОЭ'l'ОМУ Ы('о) ООО) == О, С друrои сторины, 00('0)
ат:

1
:=: 1 (zo) < О, Полученное UрОТИВОl)ечие завершает ДОRазатель 

.0

ство. I!I

Обратим, Н:lконец, внимание на нозможносн ИСUОЛh: ова8ИЯ

етепенеii операТОрОR. Если ври неJЮТОрОМ цеЛОll k>O ouepaTop

Tk имеет неподвит:ную точку х'Х' '1'0 отсюда, вообще rоворя, не

следует, что Т(х*) ==х*. Но R том СЛУ'lзе, к.оrде х* ян 1летел един 

стпенноlt неПОДRIIЖПОЙ точкой Tk, С необходимостью Т(х*)  x*,

Если, Kpo e Toro, (Tk)n(x)  x*,ТО в этом случае также имеет

)(еето сходимость тп(х) х'" Э1'О соображение очевидным образом

ПрИlЗодиI' It ФUРМУ,ШРОRке [Jяда результаТ'ОR, обобщающих llреды 

,JI;УЩlIе. Приведем два И3 ни Х.

т ео р е 1( а 16,} Пу тъоператор Tk .'IdОfJЛ13/моряст ус. овllЯJlt

meopc.ltbl /(1,5. Tтarr, операто р Т u.иеет едUltствеНftУЮ ltе1Z0двuж 

ную тlJ'tI\,y :l* Е K(и ), If. котороЙ С.топятся 1l0слсдо8f1те.lыtеe итe 

рации- тп(х) пр" моБО,lf .1; Е К, х t е. .

Теорема 16,13. Пуст?' oпejJrrтop Tk удOli.1ет80рлет у('до-
t!lUflJt тel)lJe. bZ 16.7. Tтdl), опеlщтор т u.\teem едшtствеltltУ1О не-

подвuжную тO'tliY х* Е (f.Lи,o, v"u)' 1с к()торой по Uo-Hop,lfe сходятся

пo r;.tedO'1alne,tbHIЛC иупер ЩI,t' rп"J:;) пр t .lю50 If х Е [(, х :1 о. 11
16.4. Нелиuе.1ная эллип rИ<tеская задача. BepHe)ICJI JC краевой

задаq ([5.[3). Линейный оператор J G(t, s) Х(8) ([.., обо;ша'lИ.bl че 

{}

рез G.
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Положим

иош == J G(t, 8) ds.

п

2IeMMa 16.8. )[uHefiHIЛtt оператор G Uo.ozpaHUI{CH (э.tсмент ио

опр(;де. яетСJlФОРJlIУЛОЙ (16.17)), т. С. длл //юбоъо хЕ к, х=/: е

 ОJICноуказать llOл..ожате/l/ЬНЫС <х(х),  (x)такие, <ето

106.17)

 (x)110(t) r G(t. .8) х(в) (ls:::; (x)'Uo(t). 11
Q

(16.18)

Теорема 16.14. Пусть выпо.tНСItЫ прсдпо. ожснuя tnCOpC.llbl

/{у.7, и для любых 1lОltожuтсл..ъных 'Iщr.е./о v, и:
при л..юбо.Н t Е (О, 1)

6'Ь21!О.j,няеmся нсранснство

Л

(
1

)
,

I t, си, 1v >-r.j(t, и, ш) (t Е Щ. (16.19)

Totda сущсствует единственнос ненудсвое pC"lUCH1IC 1i:paetJOtt За-

дачи (15.18) x*(t) Е К tl пос.zедO'lОте.j,ъньtе итерации (/5. O)exo 

длтея к х*и) ПО tto HO]JJIC .п ри /tIоб 0.\1 xo(t) Е К(ио). Если, nOJlHIAIO

л

этOlО, ФУН/(1J,UЯ f(t. и, w) положuтел..ЬНII, то пос//,сд06атслънъzе итс-

ращtlt (/520) сходятся ." x*(t) 1Z0 но'нор/ке при //,ю'iол хош Е К.

ДОБа::Jа'rельство. Пусть Ф 'НRЦИИ ии), 1V(t) принадлежит

множеству К(ио). Тоrда найдутся точки t Е Q, в которых обе функ-

ции v(t), w(t) одновременно положительны. Иа (16,19) следует,
ЧТО в :НИХ 'IОЧЮlХ t Е g lIОЛОЖllтедьной будет TaJ.iKe ФУВКДИЛ
11

,и, и(О: 11'(t)J. Отсюдп, R силу леммы 16.8,

.

о:(и, ш) tlo(t) J G(t, ,9) )[8, v(s), п'(8)] d8  (V,Ш)110(t), (16,20)
п

rде 0:,  >o.
/1.

Если же фуНlЩИ.а .t(t, и, zv) положительна, то (16.20) сuравед 

липо не топко длл tJ(t). w(t) Е J(що), но и ДJ1Л любых и(t), 1C(t) Е К.

Это соображение и ПРИRОДIIТ R поправке в утверждении теоремы

о начальном uриб:IИlRении xo(t). Пусть 1I0.IJрежпеМУ4u (t), tv(t) Е K(uol.
Иа (1(;.19) и (lU.20) сдедуе'l'

1 (;(t, 8) { J [в, t"v(s) , U/(S)] ..:j[8, v(s), w(s)] } а8:::->

;:"' l(V, w)uo(t). (0(;1>0),
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откуда

1 G(t. s); [s, "tV(S), w(s)] ds 
"t ( 1 + )1 G(t, s) /[s, (.I(s) , 1V(S)] (ls.

Таким образом, оператор Т 1I0-псевдовоrнут, ПреДПО.'lожения:

теоремы 15.7 обеспечивают сушеСТ:ВОRaвие у Т сильно инвариант 

Horo ROHycHoro отрезка. Требуемое заключение вытекает из тео-

ремы 16,6. .

Несколько БО:lее сшнпое llреДIJО;lOшение, че м (J (j,19), ПОЗВО,lяет

освобо)шться: от необходимости искать СИЛhНО инвариантный KO '

нусный ОТрЕ'З0К У оператора (15 14).

Т е о р е м а 16.15. Пусть дли Д,юбых положительных 1tuce, tI,

w при Аюбо.1! 't Е (О, 1) выпО.1няетс: не palieHC/1/eo

Л

(
1 \

л

j t, 'ёи,
-:

tl' »'t>< j(t, и. w), (tEQ), (16.21)

"де х Е (о, 1), To дa сущестtiует единствЕнное ненул-евое решение

ираевоЙ .эад{(./I/t (15.1,з) х*(о Е к 1Z0следовательные итерации

(15.20) С,tоrJJlIIlCЯ 1;; x*(t) по иo HopMeпри JI10бом ХоЩЕК(ио).

Докаэа'rедьство элементарно. Усдовие (16,21) uбеСllечи 

Baf:T iC-UСtjIlДОВОПJУ'l'ОС'fЬ оператора 1'. Далее остаетсв: ирименитъ

теорему 16,8, .

16.5. ИнтеrраЛЬНbJе уравнения. В предыдущем разделе, ПО

существу, исслеДОRалоrь уравнение х==Т(х), rRe Т интеrrаль 

ный оператор Тамм:ерштейна. При этом ИСПОJlЬЗ0валось то обстоя: 

телъство. что ядро G(t, s) а/ол.яется: функцией rрипа первой крае-

вой задачи для ЭЛЛИDтичесхоrо уравнения. Естественно, что aHa 

;'IOrичное исследование можно nРОRОДИТЬ, не выводя те или иные

необходимые свойства ядра интеrра.Лh80rо ouepaTopa из СПf'пифи 
хи исходной эадачи, а npocl'o постулиру.н ИХ. С этой ТОЧRИ зре-

ния здесь рассматриваютс.н некоторые свойства ивтеrральноrо опе-

ратора Урысова. Будут paCCMO'IpeHbl также системы интеrраль-

ных уравнений типа Таммерштейна, возникающие при исследова-

нии двухточечной аадачи.

Пусть Q эа мпнутое оrраниченное множеСТRО КОElечномерноrо

пространства, Рассмотри нелинейный интеrраJlЬПЫЙ оператор

Урысона с НfО1рицательным: при 1/ 0ядром k(t, 8, и)
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Ax(t) == J k[t, . , Х(8)] ав.

g

Дз:!ее рассма риваютси операторы вида (16.22), действуюmие из

С в С ИДИ из Lp в Lp (p 1).
д

Пусть существует фуннция k(t, 81 и, ш), Rоторая при всех

t, 8 Е Q (иди почти при всех t, s Е Q) монотонно .БозраС1ае'l' 110 и'

л

И монотонно убывает по w и k(t, В, и, It)==k(t, В, и). Пусть, нроме
тото, оператор

(l6.22 

л л

A(v(t), w( t) == J k[ е, 8, V(8), ,с(в)] а8 (16,23)

{}

любую пару ФУНRЦИЙ ии), w(t) из О (Ll') lJереВОДИ'f в функцию из

С (Lp). Дли IJpUCTOTbl б}дем считать, '1'11.1 ядро оператора (16.23)
л

k(t. 81 v, Щ) неIlрерывно оо совокупности переменных (uри pac 

смотрении операторов (]6, 3), действующих R L p ,  O:КHOсчитать>
д

ЧТО функций ,"и, в, и, 'С) уд()нлетворяет УСЛОЕИЯМ пша I\'apa'Ieo 
дори: при всех и, 1с она измерима по СuПОIiУПlIОС'l'И uepe eHHblx

t, sEQ/Q и почти при всех t, вЕ Qл  ueupl:']lblDIHl по и, ,с),

Нетрудно видеТh, чтu при указанных условиях оператор (16.22)

будtТ reTCpO'lOHHblM, а (16.23) СОПY'fСТВУЮЩИМ ему. (IJpOC'lpaH 
ПВО С(Е р) считает С.II. IJO;} уу UOpSIД очеВЕ ым НЕ} СОМ К веО'lрица.

те,1ЬНЫХ функций)
д

Пр JI построении функции k(t, 8, и, W) Ml)rYT быть использова 

БЫ самые различвые соuбрнжеllИН, Пусть, Н3lJример, ФУНКЦИJl
k(t, 8, и) допускает прР.дставлеВие

Щ, 8. U)== lkt(t,8, ,,)/;;(t, 8, 1I)+&'2k;(t, S, и)+

+(.1;3 mill ( ktlt, 81 н), k;(t, 8, II)},
(16.24)

ТДе IX/ >0; функции, отмеченные знаком +, монотонно ВОЗРЯСНIЮТ
110 Н, отмеченные зиаком  , уБЫIJЗЮТ liO Тоrда !ля UUJ1уче 

л

нил СООl'веrствующей функции k(t, 8, v, w) дистатично в (16.24)
те ItOl'upble CTOHr ио:( 3HaRO.\I MO!lOTOHHO возрастающих по и

функций, з:t:.rенить на V, oeTaДЬBыe. на ш,

Дру rой uример. Пусть ФУНRЩIЯ k(t, s, и) почти uри нсех фИR-

сиропзнвых t, 8 Е 9 xJ или не убынаеr, И.IИ Не возрастает ио и.

Обозначим через а( ИНОiRеСТRО таких 8 Е Q, ЧТО ФУ!lRЦИЛ k(t. 8, и)
не убывае'l' по u. Характеристическую функцию Мllожества а! обо 
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л

значим Xt(s). В УБаззнны х предположениях в нзчестве k(t, в, v, по)

может быть выбрана ФУНRПИЯ
"-

k(t, з, v. и') k(t,з. Xt(s)v+O  Хt(S))Ш), (J 6.25)

Если используется ФУВНПИН Jшда (] 6.25), 'То из (,бычнои инва-

риантности ROHYCHoro отрезна ДЛН оператора А ('ледует е.'о силь-

нан инвариантность.

т е о р е и а 16.16. Пустъ zетсротонный опера'l1l0Р А (16.22),
дейстqУ1Ощщ'i в С, 1tMCeт сильно инвариантныЙ ",онусный QтрезО/-;

(ио, що)сК(ио) (zde uo(t) l) (JU/110лняеmся следУ1Ощее условие:
дл,я ,lюбъu: пО.IОJlсите.пных чиее.1 v, tO /I10БО20 -; Е (О, 1) t!.llecт

.место неравсн-стао

k (t, В, "и, tc) > "t"k(t, в, и, ш)

TozrJa t/нmсzралън-ое уравНСlще хи) Ax(t) UArccm. еОинственное 1)е

шенuе x*(tJ Е (t'o' Н'о), ,. I,Oт.O ро чу сХ'одяmс/ nое,мдOllaте.lъные Ш11е 

раци u.

(t, s Е Q). (16.26)

x"+l(l) == J J.(t, s, x/t(s)) lls
.Q

(16.27)

при .'/1060ЛI xo(t) Е ]((1/0)'
ДоказатеЛЬСТRО, И3 (16.26) BET€'JiaeT, что Функдия

,

k(t, з, и, ш) > О, ССJ1И и, tV > О, Пусть ФУНКДИИ v(t), tl'(t) IIринз;ще 
жат К(ио). 'l'оrда

/1.

A(v, w) J kft, в, и(з), ш(s)]Js>О.
n

Учитывал ilj)И этом KOMU;:IKTHOCTb Q, имеем

л

о:иою А(иЩ , и-(О) ''':::)иот

при некоторых UО,10ЖИl'е.JJЫIЫХ 0\, 13,
Оuять-таRИ на компактности Q и (l6,2Н) uoJyqaeM

(16.28)

1 л

.А {"t"v(О , H,(t)) '",4(v(t), щ(t)) i>О'
"t"

(16,29)

Сравни ван (16.28), (16.29). приходим R нерапенству

А ('tu(t), +zc(t))  "( 1 + u.: ) А (v(t) , и,(т.
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Для завершевин ДОRЬ311тельства осп\е1СJI nримени1Ь реЗУЛЬ'Jа 

ты раздела 16.2, .

Для 01lepaT()pa А, действующеrо в Lp, иошет бы'JТ) установлен
близюrй IJO харзктеру реэулыат,

Теорема 16.17. Пусть 1eпzepoтOHHЫй oneparnop А (16.22),
действующиЙ fI Lp , uлсет сил'Ьно инвариантныЙ 'КонусныЙ отрезо 

(ио' 1('0) с= К(Ио) (иои) 1), и для ллобых 110ложшnелъных цисе.а и, 11'

11 ЛlОбто 't" Е (О, 1) вЬtrfодняется неравенство

vrai min { fc ('t, s, "t'V, 1(.' )  'tk(t,S, и, и;) } >о.l,sEQxQ 't"

Ттда uнmеzраЛ1,ное уравнение хЩ == Ax(t) 1lMeeт единственное pe 

1иение х*Щс (ио, 11:0)' }, 1>:оторо,,,,,у СIодятся 110 ио.нОРJltе 11Оследо 

вателыtыe иmepa1 ии(16.27) при ЛЮnО.iН xo(t) Е К(ио).

Необходимость перехола от (I 6. 26) к УСЛОВИЮ (J 6.30) здесь

вполне 1I0НЛ'l'на, Остальные изменении связавы с 'Тем, что КОНУС

веотрицательных фУНlЩИЙ в Lp об.iI8дает доuолнительпо свойством

прави.льности, а иo"Hop:ъra не СОВlI:1Дает С нормой L}J' 111
Перейдем к раССМО'fрению двуиочечвой задачи. Двухточечнзн

краевая задача после зюrены Ilере"н нных сводится 1, ПОИСКУ ре.

mения: системы дифференциз.IbНЫХ уравненпlt BToporo порядка

d2
Xi

 +fi(t,Xl' .., хт)==О (i==l,... т),
dt2

(16.30)

jДовлетворяющеrо l'рани'lВЫМ УС.l0ВИ}]М Xi(O)==Xi(I) O(i==I".., т).
Эта 311дача эквивалентна решению СИl:темы I1втеrральных ypaB 

нений 'l'Иilа rаммерIП'1 еина

I

Xi(t) ==I G(t, s) fi[S' Xl(S),
о

Xm(S)] (ls ио= 1,... т)

или в векторвом виде

1

X(O==.f G(t, s) /[S, X(s)]lls,
о

(16.31)

Ядро G(t, S) здесь является функцией rрина краевой 38Да.чи

(1
2
х

  ==y(t).х(О)==х(1) 0= О (ем. l)азде.  .7).
dt2

Пусть ФУНКЦIlИ {, (t, ХР"" Хm) непрерывны по СОВОRУliВОС'l'И

переllевных, Тоrда 01lepaTOp G/ (16,31) буде'f вполне HeиpepЫB 

ВЫll в !.JpocTpaHCТBe cп[t., 1] БС!iтор'функци!t x(t).
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Введем в сn[о, 1] ПОЛППОРS:lдоченность с помощью конуса К

функций, KOMlIOHeH'lbl которых неотрицатеJlЬНЫ, обращаютс.fI в ноль

на концах сеrмепта [о, 1] и ВЫIIУБДЫ вверх. Конус К ЯВJlнеl'СS

правильвыу. Заметим Т8Rже, если фувкции 11 неотрицатеJlЬНЫ 
оператор (16,31) остаВЛJ1ет конус К инваРl12ПТНБlМ,

л

Пусть теперь существует функции j(s, v. w). каждаи КО!lIПО"
л

нента RОТОрОЙ 1,(s, VI"'" Vm, шl..'.' Wm) монотонно возрастает по

всек fJj п :монотонно убывает по всем Wj. В 9ТОМ случае опера-

тор G1. очевидно, ЯВЛ.IIется reTepOTOHHbl1l. Сопутствующим будет
оператор

t л

Gj(v. 1V)==J G(t, s) f[s, v(s), to(s)] ds,
о

(J 6.32]

в !<ачестве ио выберем Э"lекент

J
l

t (t 1)
ио(е)== G(t, s) ds==. .

о
2

Нетру,дно поканать, что оператор (16.32) любую пару функций

v(s), w(s) из К(ио ) переводит в [(ио),

Теорема 16,18. Пу ть1етеротонныu оператор G1 имеет

CIMf>НO 1tнвариантный конусныЙ отрезок {Vo' wo)cK(uo) u дАЯ ,t1Q"

бых пОJ ожuте.И)нЫХ'Чuсе, Vl"'" fJm' WI"'" 1Vm и //'юбои 1: Е (о, 1)

выполняются неравенства

/, (t, 1:v, 10) >1:;,(t, V, w)

Ттда CI,cтeMa уравнений (16.з1) UЛlеет единственное решение

x*(t) Е (ио , wo), " которо,иу сходятся 110смдоватеАьные итера'ции

ЩЛ"ХоШ при .иобом хои) Е К(ио ),

Доказательство очевидно. 11

Здесь может быrь также указан llризнак существования СИJlЪ 

НО инвариантноrо копусноrо OTpeJKa на основе соображений, аяа 

J\оrИЧНЫI ИСLlОльзованяым В предыдущем раздеJIе.

16.6. Распределение ресурсов. Рассмотрим систему взаИJ(О 

свнаанных предприятий и орrанизаций, выдеJl.llЮЩИI оrраlJичен-

вые ресурсы на совместные раэработки.
Система состоит из двух ТИllОВ элементов: орrаниз:щий Oi

(i==!,..., п) и предприятий Пj (j==l...., т), Каждая орrаниэации
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О/ paCnOJlarae'l' ресурсом R" RОТОРЫЙ распределяет па СОТРУДНИ 
чеспю с rрупuой предприятий

И,сll,..., т},

1'jj далее обозвачает ресурс, выделяем ый О. па С01 РуДничестnо с

Лj , Аналоrично q,j ресурс, ВЫ)l.еJНlе:\lЫЙ Пj на сотрудничество

е 0/.

СО1рудничество О. и Пj хзрантеризустrв функцией дохода

flj(r/j, qjj)==r/jr'tiq i

1
O<IX< ,

3
O< <J...

3

Целевой функцией О. служит

Cf.'== Cfli(rlj, QU)'
J

целеваа функция Пj

фj== ЧJи' r/j, q/j).
...
1

Оrраниченив в системе

!rli Rf'
j

qtJ Qj'
.....

j

Равновесие 1/0 Нэmу в ,,'акой СИС1еме опредеJ1метсн решением

еистемы ура-вневий

aCfij aCf/j

1
л,==о,   .[1j==O

дУи aqfj

 r/j==Ril  q'j==Qj
.

t

(16,33)

i==l..... n; j--l,..., т.

'Тде 1../, f1i МlIожители Лаrранж.а.
В рассматриваемом С,Iучае реmением (J 6.33) СJlУ3ШТ решение

системы уравнений
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fI

В, qUa.
r/j== fI'

У/} 1 \  
, f]ik

-;-'(fk
а

Q
\ I\

q
. 

,} r;j
l}

а.

У/}
",' 1 l jj"
 . rk;
k (/<)

(16,34)

i==],. , п,

j 1,...,т.

.JIerRo видеть, что n правой части (16.34) стоит rетеротонный
X-lIсевдовоrнутыi!: оператор, Сопутствующим будет оператор с КОМ>

1I0нентами

л R.
1 U(Vi, U'i) ==

Уи

l a

и;;
1\

'

1 т=а;--
7. tvik

7Yik

л

,с; ij(Xf,

а.

Q
1......8

11 )
' j Xi;

f
== 

Ун 1 l fI
,. Yk;
7Ykj

Очевидно,

;и (т;щ, и;/}= .,/!а jU(Щ. ю,).

.;0 ('tXJ' !/J)== ../ ;ii(Xj, Yj).

Поэтому оператор

F(r, q) ==! f fj(q), ,fj/j(r) I

является ;<. uсевдовоrнутыи, rде

( 2 
%==maxl 

(1 CG

2(1;

}]
'

. 1
Dричем ".Е(О, 1), еС.IИ 0<0:,  < .

'3

Таким образом, система. (l (;.34) на внутренности неотрицатель-

Doro ОРТilнта в Rnf..n IBl.eer единстве:шое решение, R хоторому

rАоба,nьно СХОДffТСЯ ПОСАедовательпые итера.ции (теорема 16.9). За-

аю



}I e'I и М, Ч'IО :все остается I:о прежнему, если tX п 3I1ВИ('ЯТ от i, j,

во остаЮТСJl в тех же предедах

16.7. Дополнения. Выделение ндасса псевдовоrнутых операто 

ров (8 частном случае МОIlOтонных ноrпутых) базируется на orpa 

ничениях СRоростей pOC'I3 ont'pa'fopOB :вдоль лучей, лежащих :в KO 

нусе. ТlIкай пуп удобен. НО не единствен. Можно :вводить orpa 

ПJlчения СКОрtJСТИ роста по dшксиро:вuнному наuра:влению, по 60-

лее узкому или 60,'1ее широ[(ому нопусу, ПО любому направлению

и .Т, д, Ниже рассмаТРИВ2 Юl'СSl некоторые из таких :возможностей

для П}lостейmеrо C.Iyq .!I МОНОТОRпоrо оператора Т, ОбобщеНИJl д.1JЯ

reTepU'lOHHblX оuератор(l:В и точные форму.lИрОRКИ результатов пре-

доставляем читателю.

МОНО'Iонный оператор Т вазоне» С.1а60МОНОТОННЫМ, если для

лю60rо ненулевоrо у Е к

T(x  y)<T(x)+у, О6.35)

Если слабомонотонный оператор Т оста:вляет ИlIвариантным HeKO 

'Iuрый l':ОНУСНЫЙ отрезок (ио, 1.Co ) И находится :в УС,10ВИНХ, обеСllе 

ЧИRающих существование неподвижной точки, то неUОДRижная

точка у Т единственна, Дело в том, что в случае неединствен 

НОС1'И МОIJОТОННЫЙ oneI'aTup имее'r СjJЗВНИМbJе неlJuдвиar.ные 'lОIJКИ

х;?::-х; (S 15), но тоrда н силу (16.35) ;JerICO ПО.lучае'fСН противо'

речие

T(x;) T(x  (x; x )<T(x )+х; x;-==x ,

Примером С:lа60.ионотонноrо ouepaTolJa мошет СJ1УiRИТЬ опера 

тор суперuозиции l'(х) == f\t, х(о) в СJlучае O f (t,и) < 1.

Если интересо:ваться лишь единственностью неподвижной ТОЧ 

ки, то (16.35) с тем же успехом можно заменить на

Т(х t-у)?>Т(х)+у. О6,36)

УС.ilовие (16,36) существенно более свободно. Рассмотрим. наuри 

мер, oueraTOp

T(x(t»)== J k[t, s, x(s)]ds,
п

и покажем, 11ТО lIрИ УС;IОВИИ

ak(t, s, и)
<

]

дu mes (Q)

он удовлетворяет УСJJОВИЮ (16.36),
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Пусть у(е) ДОC'Iиrаеr мак('имума п точке ео Е Q (мы не уточнвем

детаnей, ПОСКОДЬКУ нас здесь не ИВТt'ресует точная формуnировка

реЗУ,;lиато-в). Условие (J 6.36) nblTeI>aeT из следу ющей цепочки He 

равепстп

J k[to ' 8, Х(8) + у(в)] (Тв:%; f k[to , 5, х(в) + уио)] ав <
Q .Q

< J k[to, в, Х(8)] ds+ r .Y5io) cls == r k[to , s, х(в)] ds+y(to)' .
[J n

mes Q
fJ

ЕСJIИ вадожить оrранпчевие более же('ткое, чем (16.35), иапри 
вер,

Т(х+ у) <:::::: Т(х)+",у. ct Е (О, ]), (16.37)

то это дает основу ДДН теорем существования,

Пусть, например, I\OHYC К правилен, непрерывный оператор

Т положителен, монотонен и удовлетворяет усдовию (16.37), Torдa

т :имеет единственную неuодви;в:ную точку х* Е К.

ДЛJI доказа1 ельства раССМIJТрИU И1ерационный пропе('с ХП+1
==

==т(хп)' начинающипся в точке хо ==6, Очевидно ( 15)

fI <:::::: xc' xz <:::::: .. . <:::::: х" <::::::

Рассмотрим последовательность уn == ХN Х"  1>- О. ИЗ

ХnН == т(хп)== T(Xn l+Yn l)<:::::: T(Xn l)+"'Yn 1

вытекает Упн <:::::: a.Yft l' что дает опенку

1
х" <:::::: (y.+yz).

l Ct

Но R УRRзаЮII.JХ выше преДПОJlожеюrях ШI оrраничеппости Ха сле 

дует существопавие нtJlIОДВИж.вой ТОЧIШ x' Е [(, Остается заметить,

что любая точка t'==x*+y (у>О) "идет назад", Действительно,

Т(х*+у) <::; Т(х*) t "'У-<::;Х*+У,

в цело)! изученr:е слабомонотонных операторов выrлвдит мало 

пеРСllективным из-за .жесткости предположений. Существенно бо 
лее широкий Kpyr прикладвых а&дач попадает в поле зренин. есnи

оrра.ничение скорости роста предпо.lаrае'rСJl вдоль еДИНС'l'венноrо

фиксированноrо наuравлеНИJI.
Фиксируем нену.аевой: <Jле.менr «о Е К, IIус'l'Ь МОВОТОEIНЫЙ Olle 

parop l' отобр&жаеr Е в Еио и удовлетворяет УСJ10ВИЮ

Т(х t-yиo) Т(х)+С1 Е) уио , '(>0, Е>О. (16.38)
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Тоrдз Т не может иметь ДАУх. ра3!JИЧПЫх. сравнииых неПОДВИi1  

ВЫХ 'IОЧРК х;;?> х;, Действительно. пусть J!ИНЮJзльное число

в неравеllстве х; х; <::; а;ио . 'fоrда

х; == Т(х;) <::; Т(х; +сх;ио) <:::;: T(x )+ (1 z) СХ;ио ==

==x +(l  t)cx;uu,

ЧТО UрОТnВОрС'ЧИТ определению а.

В 3ЫiлючеНJ е Н<.'СliОЛJ>КО СЛ(JIJ о моноп,нных выпуклых опера-

торп, УДОн.lетворSlЮЩИХ нерявенствам: вида (2.3). Простые uри'

:меры 110К3ЗЫВ[Ilu'f, что МОНОТОННЫIi но,выпуклый ОIlератор может

иметь несколько неподвижных точеJi, Возникает BOUPOC о нало;ке 

нии ДОПОЛFlltтеДЬНБIХ uредиОЛОi1rеНI1Й, обеспечивающих елинствен-

НОС1Ъ. Несиоrрп на МllоrочислеFlные IJOI1ЫТRИ, нв сеrоднSlП1НИЙ

деНI, IШlЮМУ не удя.ТОСh существенно выЙти :за paМJaJ СЛЕ'дующеrо

npOCToro IIрИНЦИIlа РДИНСТflенности.

Монотонный но,выпуклый опера'roр не м:ожет иметь двух раз 

JlИЧПЫХ пеиОДRИ1ltных 'fочеfi:, "удовлепюрнющих усдовию х; <::; (х;
при некотором t Е (О. 1).

Л,оuустим UрОТИl1Ное и обl,ЗllII'IIIМ 'Iерез fo 1J1lвима,lЫluе число

в нера иепстве х; <:::: tox;, Тоrда х; == Т(х;) <::; тиох;) <:::;: (1  "'I)'оТ(х;) ==

==(] 'Ij) tox;, ЧlО проrиворечи'r МilUИ.llальности fo.
Jfеп,о видеТh, ЧТО этот приндип допускает ра3.1ичные вариа 

ДИИ, но все они с 'fой или ивои на'I'Яж.кой )'тверл;даIИ'. что моно-

'Jонный Uо ВЫIlУRЛЫЙоператор не может иметь раЗJIИЧНЫХ сравви 

м:ых неподвижных точеR, К сожаllению, па основе 31'oro llllИнципа

удается решить очень мало LiраКПlческих за;I.ач. ПОIJЫТКИ Дuбить 

си чеrо ''1'0 БОЛl,шеrо MorY'I' показаться странныии, Надо IIРИЗШ\ТЬ,

что .I.oUШl1ие BblJlYJUOro ouepa'Iopa не очеНh эффективно 11 зани 

ма'!ЪсSl 'lем-то друr:им. Тем не менее Д.1Я неослаGевающеI'О ипте 

Pt't::tl. R ВLlНУК.lЫМ операторам есть ОllраВДiшие. "Уравнение
1

x(t) == J G(t, s) Лх(в)] а:>.
о

]'Де U(t, в) Фующин rрина (2.44) двухточечной зздачп, 0liззываст-

сн имеет еДИНС'fвеElElое решеElие liрИ любой выпукдой и MOHOTOH 

НОЙ функции !Си) ({(О) ==0). Совершенно непоиятно, какие СВОЙ 

ства .ндра G(t. s) обеспечивают здее1> ЭТиТ удивительиый фак'r*.

· Сам ВЫВОА о единственности леrко получается из рассмотрения фазовоro

портрета уравнения x'+f(x) o.
lа В. Опоицев, Т. Хуродзе 19]



Есть оrНОllflВИЛ нздевп,ся, что ядро си, s) До, жнобыть ФУНК-
циеii rl'ИНI:1 "ДОСПI'lОЧНО хорошей" БlJа вой з дачп. ()JBaliO НС'ИВ'

:веС1НО ,п.а;r;е, будет ли едивснеНВ(I l:rШfШI(' urОС'l€jjn ей Э.IIлиии-

чеСRОЙ З:JдаЧIl

d2
x

_.L

дt 

'2
ох

f
.

)+ + (x) o,х(l
I

=- o

д: I Е r

/(х).с ВЫnУКЛQЙ функцией
у пр 11 Ж Н е н и е 16.1. Пусть (пер11ТОр Т II G -rсеЩОI3сrнут, кои ус К l1ра-

вилен. Докаж}\те, что ДJiЯ сущеивоваllР.я у Т на К(ио ) неподвюноЙ точки

необходимо и до(таточ;:о напичие у Т 01.11HO IIl1вr.рl1аlПИorо К,онуоюrо О1реэ-
ка (ё'. w) с=К(ио).

J'пражнеНl1е 16,2. При У.з)'чен!и Il"llрИО!1111IХ 11 nC('l'"C,J;OIIIYTLiX опе-

aTUrOIl Вi,)liН)Ю ['оль иrРl1(Т FСПОМОI', тсльный \lТеРUИОllНЫЙ процссс

,

t'll'l T(t'I', ....',,),
,

, ТЩ,/,

которыН мож(т не ТО;.ько cпYTh}iTb эвеl) u дскаs"теJIНlEЭХ РiJ2J11,ЧI:Ыл тео-

p M,но И предстаВJIIJЕТ C8MOCTUiTCJ.bEL.i"1 IIHTepec, как ВЫЧI1С.1ительный  лrо.

рllТМ, даЮJllИЙ на каждом шне (;ценки решения снизу и сверху.

РаСОIGТрите возщ,жн(сть lIС"польэоваНilЯ друrоrо 111ерацио HHoro I1pOUeCC8

, ,

t'k.+l T(V11' t.:Ih), r<.'h'l T([f'k.,VhЧ),

9 17, УРАВНЕНИЯ С ПАРАМПРОМ

17,1. ОБЩИt сообра ;:€ниr;.ИЗУ'If'Н:ИС веливеllнr,IX паввс:ниii

x l'(x,j,) (1 ;.1)

с '1 И СЛ О nr,HI r.;ЗР !I:е'JР('JI л   (',]Л иа Ы\ЛiНЫХ зздпч Аf'ЛШJt'lIF!оrо

j, Н, ,;]);за. ;\[Н(НlIе с одrржй' 'дные зада чи JJрИnОДЯ1' Ji И:J учр IJIfЮ

урнтt'ННЙ IIИ)1.11 (J 7.]). П)!JIЪtер:tAlИ Murp rJJУЖИ'IF. разнооБР::I:шые
3 lдачн 'JеОрIlИ УI;r1ТJ:С1И, rде J!СЛh ларН!ltе'JIНl Itrp PT'Elc:rJ1Y K::I, за 

д;,lIИ о раСIJрrде.lеrнш 1'ем"rриуры при IJР(lНУСFi3НИИ через 'le.1O

Э.1еКТрИЧ«(I(оI'О 'f01:::I (ЫIJlяметр RРlIИЧllна 'I(JFi?), 3:1;1::1'11-1 (;6 "nTO 

ко.nебаНИlIХ (l1ilp 1I1eJ'p пеИ3DС('ТПЫn период) 11 т. Д,

I1I;И И:iЪ1f'пеЕИИ ПЯрltетра ).. rеПlеНШI (17.1) )Iory'l' ЕС'ПIJllСН,
псчеЗtlТЬ, "IiрИХtJДИН И3 бсrnовеЧВf1СТИ", меНЯ'Ih СВОЙ('ТIIЯ (в:шри 
мер, 'Jf'р!пь устоtllJИ IIO('.Th/. ДЛЯ И:'JУ чения эти Х пВ.1еНИll 1; МСЮТСЯ

ЫОlПные ЭП11ДИТИ1JеСFiие и "аче('твеНF1ЫР. методы, состаВЛНЮПlие oc 

ПОПУ самостонте,п,ных 'Т('орий (теорип БПФУРНI1 IIИ , теорпя l:aT3CT 

роф JI др.). Важная rpYDII1:. вопр,)сон, касаюrпихся И3У'Jt"ВИII ypaB 

Flевий лида (1 7. ]), относится R IIf.'10F. .'f"nbl!ll п роб.1емам: о пrеДf'J1е 

яие множеетr.а В('("Х зн"чеr1IlЙ ;', пр]: БОТОрЫХ У}1йJ1пепие (17,1)
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раэреПlИМО, {'Тllуктура множеСПIЗ решений J! целом 1', Эти

1!ОПРОСЫ веСЫlа СЛОjННЫ 11 lJX эффеНТИБПОС реmевие f;f;ЗЭЫIJ:IСТС.I[

J!ОЮIOЖНЫ 1ЛIlmr, n редкпх ситуапиих, 1\0'f0lH,e будут рf.ССМО'fl;епы

Д:lлее.

Д.т описания !dDожеС'ЛНI 'Н'Х ЭЩiчепий 1., при ROTOJ1blX уравне-
ElIr (] 7.]) раэrеmr.!.jО, Ъ:1jRНО ИСJJОЛЫIOВИI, обычные 'jeopel1bl о не-

I10ДВИiJ\RЫХ точках. Например, ес.ли ;ри .1Jюбом А Е л опер:1ТОр

Т(х, л) ПО:IOЖИ1 e, H:)H. виО.ше Р.еuрерЫl:fП СЖlfМЗf'l :ОI!УС. ТО

(17.]) J1f1 jJеmи:мо 1Jllll pcrx лЕЛ, П(1нтно, Ч'lО подобную пере-

формуJ1ИрU нку дои УСКаЕТ любая 'J'ec'pe!! а С) щсствовзниS:l.

Сll('I ИфJl},а УI',ВНЕ'IШЙ с LЗр&А:е'IрUI\I I1РОJJJ1J1яt"IС.п lJpli IiUCla 

ЕИВRе более ']с JIIШХ BU!Jl'O(:('E: СУЩ(,(''Н0/1ННJ1е ]iешени.fi на поверх-

ностлх, lIСIIIJЕ'rыппые петпи Р€III€Ш1Й, ]IОНО'!(j}JШjJI Э:1IШС:ИМU(''lh ре-

пениii и Д}J.

СуmеСТПОJ)1]иие реmеНIIП fia поrеl'XF!Q('.'lS1Х 'I(;3[,О1:! У('f[tнarли-
J!3П, р :З,:IПЧRJJе леММI)! о JJ I'U\iOTOIlHblX I1ЫJ:lХ.

.J е м :.J а ] 7] ПУС11/1, OI/е}i(l11/0]) Т(х, л) 1,0ЛОЖ«11Iс. ,)./не

непРСРЫ6СН, а x T(x' nри /, I'1 Л Л2нсtJЫj,():'ii.U(;Н'Ы

Н'"  l(K) 11

'([1 те ЩК)] =f: '{и 1'( лJ. Q(J()]. (11.2)

ттда п}Щ неко 11/ () jЮ.1t 1. Е От )'2) существует t/ о 1, l!U iIн( .11 е ре

одно peНlCHljC Yji(j(jHeHHJI (17.1) Hlt rj(J().
,1:oRa :ITeoТ"(''l'r() conce)1 IIPC(":(I. В JlреДlluложепИJ, Ijl1('IИn 

НОТО ОJlериоры ]'(.. 1.1) и Т( Л2 ) были бы llUЛ())f(И'!'('ЛLlJU ТОМО-

топпы. rОМО'I'О!1Иt'i1 .\Jor.'Ia бы служ.ИТЬ ФУIIIЩИЯ

Т(х, ""СЛ. + (] 1:) Л2 ).

Но 1'orAa JJIJлучаенн "110J'ИRС.jечие с неравенством (17,2). .

Наиболее ШИрОЕО р::\спрострrшены на lJРЗI;ТИIiе не,1/Iнейные

уравнения с п::\рамеТрО)1 сиЕ'цианвото lJида

Т(х)-=с. J,x. (17.3)

решения: О7.3)
а со(и'веl ству 10-

По аНflJ10rИIl с :швейным "лучаем: венрепые

называют сuБСТБеП(]Ы JII веRтоr'а IИ оператора Т,

шие 3R!lllения 1. СООС'lвенпыми значения и

т е о р е м а 17.1. Пусть 1l0.10жнте,<\f,ныt'i вп олне неn)1СРЫ(JНЫй

оператор т н'! !.OIс nт нп,"()U('UJICfIЫ.т точс1С на  j(J() (8 Е Q)

у[1 Т, Q(]()) j' ].
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Тои)а оп('.ратор Т ш сетна &J(K) 110 1iplc/iHcii .HCj'('. or)UH eoп(т 

веннмй (Je?;тop, h"Oi/lO[iO.IU/ отве'щf'!n 11 O.1oJ/C 'tтрл ',ное cof:eт6CHHoe

зна'Чение.

Для ДОl\аззтельС'Тва достаточно Pl1Cc,IIOTpeTI, деформ:щию н(х. "')==

==х ,т(х). ОчеВИДIIО, вращение Н(х, О) на Q(TO раВ1IО Те'

перь оr.тнется сосляться на лемму 17.1. RI
В lljlиложеНИllХ удобен и эффеИИ!JРВ сле.(УЮЩИЙ llрИНЦИП

М. А. Rрасносе.н,скоrо.
Теоремн. 17.2 Пуетъ пО.tож'оnе.!tНЫI1 IInО./не HeпpCp,,)IIHIЛ11

оnе Р(11110 р Т yuol}.zeтoo }Jяет УСЛОfJII10

iпf (11 Т(х) I::x Е  2(K)) > о. 07.4)

TO i)(.f, Ollepllтop Т uAtCern Hi.f, Q(f() 110 'Храйней .\[ерс один соБСIll 

венный а('.кто р, 1(0 то 110 »,' отас'ист пО.lожите,Р,ное собC/1/fJeHHOe

зна'еенне.

!tля дон:а3ИЕ'.НСТА3 ДОС1':JТОЧНО  \аме'l'ИТЬ, что НО.тн х "'СТ(х)

при БОЛf>ШИХ '"с" В uред:10ложепии (17.4) имеют нулевое вращение.

Рассуждение Э:lnершзет ссылка на предыдушую Teope;tlY. .

17.2, НеоrраючеНН'>lе 05J1асти притяжения. llриведем uри 

мер ИСIIO.1hзопаПIlЯ УН:8ззнноrо выше UРИНПИJlЗ,

Р:1ССМОТрИМ: итераn,ИОnНЕ.JИ ПрОl1.есс

x/'+I==-l'(xh). (17.5)

Пре;rUОЛ()iКЮ1, что Оllt'рЗТОр Т, ,1\еЙСТВУЮЩIlЙ в }{', MLJHOTOH8B, пе-

прерывен, и llроцесс (17.5) СХОДИТСЯ: R х* из RеRОТОрОЙ OKpeCT 
ности ТОЧКИ х*, причем точка х* ::Iсимп'rотически устойчива

*
и

авллетСJf единственной неподвижноiJ точкой ollepaTopa Т. В и'!ОМ:

случае M01Jt!JO утвершдать, что область JJрп'rяжения
-*

'rОЧF;И х*

веоrрапичена,

Перейдем R ДОRэоательству, Без OI'раничеНИJl общности можно

СЧИ'lать х*==б. Тоrда оиера1'Ор Т будет IlОЛОiкитеЛ(,НIiIМ. lIреДIlО 
ложим, что область Q асим:аТО1ичеСRОИ устойчивости оrр::Iничена.

Тоrда оператор '1' будет' отображать Б себл оrраниченное :множе 

СТБО [J n К Поснош_у

min!IIT(x)I!:xEQ n К}>О,

.. Свойства УСТОЙЧIIВDCТИ. асимптотическоii устойчивости и др. определяют 

си по аналоrии с дИllамчческчми системами в непрерывном вре lени.
... Областью притяжения называется множество точек, из которых про.

neсс (17.5) сходнтся.
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ин 'JfOpeMbl 17,2 вытеIiзет, что Т на а(к) имеет собивенный век-

тор, т, е. при яеRОТОРОМ А> о

T(z) == AZ, z Е Q(K).

ТЗКИМ uбразом, ва ЩК) существует точка z, ь:uторая под дей-

ствием QUepaTOpa l' идет или вперед ()..;;;;,1). ИЛИ назад O, O,НО

'lотда И3 'leopeMbl 15.2 выннает ('j'ществоР.авие у Т на tJ(K) не.

подвижной точки, что ПIютиворечит предuоложевию О fДИНСТlIен 

ности х* .

17.3. Непрерывнь:е ветви. Если ураввение (17.1) uри Ra!lf,-

дом).. имеет еДИRствевное реrnеlJ:ие х(л), 'jO 11 ec'/eC'lBeBHblX uред-

подожениях х(л) предсншляет' с(,бой llClIреrЫRНУЮ JlРИRУЮ в юро-

СТРЗНC'Iве Е В болt:'€ общей СИ'Jузn.ии звзло[ом НРII]JерЫБRОЙ RРИ-

вой служит понятие вепрерывной rетви решений,

ПУС'lЬ Х()..) обозвач[. Т МIIО;Б{'е,н!о всех l:ешевий Yrзввениз:
(17,1) UJ1И звачеВI1I1 Ilзраме'/] 3 А, а 9Л (,бт единеJlие всех х()..),

Снажем, что мпожес'/во rдj'C'" 9.)1 реJl:ений уравнеПl1S:1 (17,1) образует

непрерtl16НУЮ аетиь алины l' в ОRrеС'/ilОСТИ вулеrой точки, если не-

ПУС'Iо пересечение мно;пеС'lва :dJ' с r\l[\пинеи I\аЖДОЙ лежащей в

таре IIх:l<" ОRvестпости пу.l,я, (icrхонечнуЮ непРej,ЫliНУЮ ве-п'6Ь,

если неиусто пересечевие dJJ с любой окрестностью НУJlЯ,

Приведем сначала два npoc'lblx утве})ждения:.
т е о р е а 17,3, ПУС1l!Ь оиеl;О'тОР Т(х, А) 1iОJ!ожите.ICН и апол'

не непрерывен, н,tl. е/Jая тO'I'II.a ЛliлястСJl 'Uзо.НfРОIJQнноi( осоиой точ-

кой пO.tett х Т(х, А) при )..==1..1 и )"==1..2' НРН'lе,и ее uнделС пpzt

)..== 1..1 отлuчеtt от i(HJeICCU при 1..== )..2' 1'ои)а -",ножестао & pewe 

ний уравнеНZIЯ (17.1), отвеЦQ1Ощих ЗНQ'IСНШI/t!. А Е (1..1' 1..2)' обра-

зует в К неnреjJЫ8НУЮ Ueтtlb (Нl'хотО}10Й и,иены) в OXl'eCпJHocrпи

нулевоii mO'lXlt. .

Теорема 17.4. ПУС1"ilЪ 110AOiJ/ctlme//tH'bIii в11о.1не HCYil'clъttIHblii,

оператор т УUOll.JствОlJяет условшо Т(6) =J . TOtaa лежuщие 6

]( собственныr BeKmopi/' оператора Т йбразуют He/71,el/bi6'H. 1O

ветвь (некото1;0/1 J,tUHbl) в окрестности нулевоЙ 'почки. .

ОС1ановимсн reuepb Шt ыевее тривмЕ.1ыIыы реэультзте, uред'

стаВдяюще:&l собой Оl.ПУ иэ Вilриаций :метода монотонвых минора вт,

Теорема 175. Пусть 1I0.10жительнЬtu вполне непрерывныЙ

оператор Т удовлетворяет условию

Т(х)?>А(х) (хЕк, Ilx,l r), (17,6)
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,.де onep1i/1o]J А IIО,lо;нс!tтел.l'н

l1по.l,чс нсnре})Ы6СН) , nр!ие.1l

A(tu)?->c;:t.u (сх;>0, O t y,tlEK, и:f&)

It'OHOrtIOHCH ('-10 не О!)я.?ате.i'ЬНО

(17,7)

и y' .1И "С IМtaлЬНО С 'тСЛО 1/ не)Jlt6с.ч,ствах х;> tn nр!! уоовuи

11 х ii /', To Jaлежащие в К соБСYllвенltые GCl>тOpbl оператора Т

сбlюзуют tJ окрестности НIj,IЯ неl/}iерыlн,1Iюю IJCтfjb д.РЩЫ r.

Доказате,1lЬСТВО. Пусть oHpec'rflOcТh Q Будевой ТО'lКИ ле 

.жИ'!' R Ш81Jе 1\ Х 11 < 1'. Пам пущио 1I0казаТh, 'ПО оператор Т на

..Божестве r--= Q n к имеет хотя бы один сu6спепвый вектор,

.возьмем неRОТ()}JУЮ !JослеДОJJЗТ€>,1lЬНССТЬ Оп О II 1I0ЛОЖИМ

Тп(х) "'" 1'(х) + апН (х Е К).

КаЖД!>iU Н3 OUepaT()pOH (17.8) удовдеТВОlJЯет УСЛОВИЮ

liTn(x)iI>infl!y+onu! >0 (ХЕК),
уЕ к

что обеСllечивает ('leOpe)la 17,1) С) щеСПJOВ81lие у Т" собспеНIIО'

ro вектира хn Е r, т. е.

(17.8)

Т(Хn)+Опи==АnХn (11'==1, (17,9)

3ам:еr'Ш1, 'НО без u.l'раНИ'1ен[]Н (,БЩllОСТН можно С'llIтап.. хn  >--x*,
иначе ,;::но lIере1iI'И к U(\)1.:J()С,'lсдова'l'СДLНI)СТИ. Е ','111 Tcueph нока.

зан, :ОС,iе;\овательrюсть А
п 'I'Ож.с СХОДИТСЯ А" 1,* (И;JИ имеет

СХ()ДШIlУIOСЯ
1 ОДIIОС,1едоватеJIhНОеть), IJрИ'lеы л.*>о, то преде,1ЬНhJЙ

перехо.! lJ 117.9)  а\lерmитДOК:3:1a eДЬCTBO, Итак. ОСЛ1ЛОСЬ 1I0Rааить

ЛN  >--Л* > О,

И: (l7.9) ОЫ'l'екает сuраlle;I,lИIJОСI'Ь оценок Xn:?>A IOntt,откуда
CJlt'.1yeT еущеС'IП()В8ние 'Iаких (n>О, что

xn>ln!t, Xn tlt (t>tn ),

приqе l.JalJe,10:ol.0 tn '(в C.JIY l;xпli' I'. ИI IJI:\OTvHIlO.;\'ll l.)[Iepa 

 opaА 1I УСЛОIJ!IЯ (l 7,7) i;;IСД уст

A(xn»AиnH) a.t n ' t (и .=1,2,... ( 17.10)

СраВНIIАан TC,lepn (17.10) С Hepa:JeHCTB3Mll А(хn) <':'::;).nХп, ВЫ'jеEiаю 

ЩИМИ 11-3 (17.6). (17.9), ВО.1У'lШ:М

Xn A iG'.tntt(11'==1,2,...),

откуда в СUЛf оuределения 'lUCeJ t n вытекает

Лn Qf; (п==I,2,...), (17,11)
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ТаЮIМ ОUIJазиы, леnые части iз (17.9) раП1Jом.е,рпо оrраничены

сверх)', нормы элементоп :сп orpa-НИIlены СНИ:\У IJО.ll.ОЖlIте.пьпым

числом. Это lJuзвuляе'r СЧИ'I'ать lJоследонатедьвоиь )'n сходящеiiся
"п ---+ 11.*, л*>О DhJTf-J(2Е'Т иа (I 7.11), МI

17.1. Собственные векторы BorHYTbIX операторов. Нап()>> 

ним, QTO ,\JОНОТОПНЫi'i ollepiI."тp Т па::!ывае1СЯ ВОfНУТЫм., есди

Т(х) Е К(ио) Д.iШ ,'!Ю601'О непулеВlIrо х Е к и для Jlюбых х Е К(ио)
и "Е (0,1)

l' (t"x) > -:Т(х). О7.1:!)

Теорема 17.6. Пустъ во?нут' OUCp(l'filO}l Т т1Олне Ш:'J1j1С-

!)'ывсн. Тоъда Jl,(:жащuе (i К ('пбственные вскт о pы 011Срmпора Т,

1>ото )Щ.l11 отвеl(,(/ют 120.1Ожите./ЫtЫС lобствснны/З з/щ.ЧСltlur, обlJa 

аУЮllt бес'/(оне1t1tУЮ неире р'Ь18ЩjlО веты,.

Д о к а <1 а т е " Ь с т R О. ФlIк( ируемнеКU'l'ОlJЫЙ элемеlI'r п Е К(ио),

прпче)! норму и выберем 1'ак. чтобы И3 x?:>tи, lixl; rвы'теь:а.10

t l.В силу Т(К)сК(ио) имеек T(u) aulIpll векотором cr;>O.

Учитывая H JlepT> СВОЙСТlJU 07,12), получаем для tElO, 1]

тии)?-:-> t T(1I)?> xtt{.

TfII>ll:d (,брm-ю М. ollepп'i'op Т l\Jf1iRПО рnССМI1'1'рИJJfiТЬ Rfll\. минора пту

для СilМЫ() себн. ЭI':t МИlIораПЛl УДОВJе'l'поряет УС)JОВIIЮ (17,7). до.
Ra3:1TeJJbCTf\O вар,еРШl1е'I' cCbТ.'JJ(a па 'I'€OpellfY J 7.5 (беСIюнечнос'IЬ пе-

преры В!J(oЙ ве 'ви BblTeKne'r из ПРl;ШЗl10ЛЫIOСl'lI 1'). 11
Ветви собствснных H IiTOpOBF.()I'H TOro OIJep<lTOpa об.1адают ря-

дОМ UОЛСЗПЫХ СIЗОЙС'l'Н. Н31:ример, ССЛII х(л) оБО1llачает собствен 

IIЫИ Beft'l'Op BorH Y1"oro операто ра .т, О'ТБечаr щийсобствrННОllJ у зпа-

чеНI!Щ Л, то из Л
1 <1..2 нытс';ает

х(l'1) ;:(11.2)' (17.13)

Деllствшелыю, ИУС'Н. to обощач:ает 1I.31(Сl1ма.:Jl,ПОС число в не-

равенетве
хО'l)?> tX(/'2)'

в преДllо.'!ОiКепии lIрОТИ 'Н!О1'О to < 1, что дает

X()'t)=-= -- .Т(х(л1 ))?> T(to х(л2)?:>
1..1 1,/

.......
1 ')'2 ) )::? fo T(x(l'2))==C toX( '2

.

1..1 Л
1

Но .но ПрU'l'ИRоречит оuреде.1ению to . LIОЭТ())JУ сuрапеДЛИ80
(17.13),11
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 IBoH.ec1R() 1I0::Jожите.1ЬНЬ,\Х л, ори коТ(тых ураВПСЛllе (17,3)

(с П();lOжительuым ol.!epa'fOpOM Т) имеет ненудевое 1I0ЛОЖlпельное

решсние (собеТRt'ННЫЙ DeKTOp) х(л), нззывае'fСЯ 1103tтlU6НЬ1.-ll сnект-

р(),\/' 8+ оператора Т.

В еиественных lI}JеДllодожениях В+ BorH)"Toro оиератора иред.

CHIB.:r.'JeT собой интервал. Причина заключается в следующем. Если

Л.<'-<Л2' 10

XlA2)== T(xO'2))-< T(x)  T(x(l'I))==x(l.'J)
Л2 л

для лю60rо х Е (х(л2 ), х(л l», Здесь мы 1JОСilолыюва.1ИСЬ монотонной

1
зависпмостью х(л). Таl.IШ 06pa30)1, ооератор 7 Т IJреобразуеr KO 

л

нусный 01}Jt'30!\ (х(л2), х(л.) D себя, что D СRОnОДllЫХ IJреДil(!ЛО-
mеНIIЯХ (см. предыдущий lJ l1аrраф) rараятпрует сущеС1ВОJJание

Й
J
l

'

С
. /'

8неЛОДDИЖН(J 'IОЧБИ у out:pa'Ju}J<1 , .J1:',J,UBaTe.l!,HU, из Ар Л2 +
л

вытекает

P'I' ),.21с:8+.

ТОТ Фi1КТ, ЧJО 8+ lIредстаВ;JЯет
резоz;), достатuчно очевиден

раздедr.

17., . Позитивный спектр псевдовоrнутоrо onepaTOra. В

ЭТОМ раа,lеде мы изучим uоэитиввый спектр re-rеротовноrо 1(o lICeB-

довоrнутоrо O!lE'pa'IOpa,

Для lJЕ'ruенил BOllpoca о I1рИНfJДдешностн В+ HeROToporo нон.

Rpe'l'HOrO значения л ).,добно пользова1ЬСЯ след 'ющим утвер<Rде 

нием (см, 16).

Т е о р е м а 17.7. Пуст? 6IJZnfJ.Ut,'lerпrJ одllО 1/.1 с. сдующttХусло-

собой обычно ИП1'ервпл (а не ОТ-

будет обсуждаТЬСIJ в сдеДУICщем

в1'11 :

а) опеРl1тор Т paIiHO,l/epHO uo пCC8дoвтHyт;
Ь) Оl/Срат ор r но'nсевдО601llут и в'пO, He неп рерЫ6Сн;

с) Оl1ератор Т ио-ll('свОО60lнут, мнус К п Рl1тисн. Ттi)п д. Л

существования у Т на К(ио) неnодвuжн()!1 точки необходШIIQ и

достаточно HaJt1f1tUC у Т си I1JHO tfH(ia PllallmHтO конуснто от /IC.1ICa

(и, tc) с:. KtIO )' .

ИСПОДЬЗ0вать тсирему 17.7 Д;IЯ решеJlИЯ JJопроса о IJlJИнал:леж-

ности S+ 'I'oro IШIr иноrо значеl!ИК А il03RОЛНЕТ следующее простое

соображение. Решение уравнении (17.3) ЯВ.1J!ется неПОДRИЖНОЙ
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ТОЧКОЙ оператора Т Если Т у ДОВЛЕ'lворяет одному И3 уедовиА
л

1
f\) с), '10 "'ТОМУ же УСJ101JИЮ удовлетворяет C\uepa'J'op т Т; и все

СВОДИТСЯ к ПОИСКУ СИДЬRО ИEllJарИ8В'lБОl'О Rояусноrо OTpl:'3Ra ;ЩЛ

1
оператора  T

л

СGО'JRе'JС'Jвующее реШ8ЮJе Х(Л), КО1срое в уСJIОВИЯХ теоремы

17.7 IJсеrда еДИНС'lвевно, ЫO HOlJОЛУЧИ1Ъ как предел обычной И'Iе 

рациовниfi продедуры Х"+1 0-= 1'(хn), так 1\1\1\ rorледовате,lьные
л

итерации в С.lучае !lо псевдовоrнутоrо onepa'ropa, имеющеrо непо 

движную ТОЧI,У х* Е K(Uol, сходятсн к х* lJO uо-порме lJIJИ любом

наq/iЛЬНОМ UРllБЛИ;JtеНИIJ Хо Е К(Но)'

llереiJде:м h раСОJOтрению СJ10ЙСТВ IJозитиввоrо СI1еR'l'}'З. IIер 
Bbli1 естестненныi1 ВОllрОС  ReUYCTO'fa позитивныо cneX'I}>::!, Этот

noupoc может решаться на основе 'JeupeMI. 17.7, а также общими

методами, СВЯ:ШНПЫМИ С ИСIlО;IЬ; ованием минорант и мзжорант,

аСЮШТО'IИI;И LОI:едеви.Н Ollepa1'u}11I в ну.1е и на беекоuеЧВОС1И

и 'r. д.

Теорема 17.8. ПуспJl, 6М/0./Jtяеm.('R 0(11/0 113 условиii a) c)

mеОрС.1IЫ 17.7, ТО1да 1/0З'!llI/1/(Jны/i C!/CJ,;тp oпcpaтOl J п l' Я(J.IЯI?IiIСJl

От1{jJЫrlIЫJ,! JIIНfiжесmвОJoI.

)J:ОКl\затеЛI,СТВО, И существования vешевия х(л) уравне-
1

НИ l(17 3) при неБОТОрОМ '->0 BhJTeRaeT ПllJlНЧl1е у onepaTtJpl\ Т
л

сильв о иввариаНТПОIО KOHYCBoro uтрезка

1
< хЩ, Х(Л), (17.]4)

rде а: Е (О, 1). Неравенства

, т (а:х(л), 1.. Х(Л») >- (1 +1)) t>:х(л),
л f...lл CI. л+..lл

...J.......; ( ..!....X("), Cl.Х(Л) )
А

 хщ
л+  л

.

а: О,+ л)(l+'У}') CI.

UОЬ'1\3ЫА3ЮТ, qro uри

I Ал kruin (лYj, )1--1 1)'
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ROBYCHbltl отреЗ0К (I 7.14) СИJJ,ВU ИНl'lзриантен n Д.1Я ollepaTopa
1

Т, TCllepb Д.1Я на r.ерП1ешНJ доказате. iJ.с')ва остаетса сослать.
л+Ал

ся на TeOl1ell)' 17 7 rII

ПрИDсдеllные выше }JаСС}JЩlенил IЮI;нзывают заодпо, Ч'IО

х(л +.lЛ) lllJИнздлежи'I КОНУСНОМУ ирез}( (17,]<1) UТClVAh ДЫНи

сде.:.Iать ВЫвиД о СIJр:.lВеДЛИВОСТl1 сдедующеrо рвrl);Щl.енип,

т е о р е м &, J 7.9. Пустъ 8'Ы1'/одняетС/l идно из УСЛО(JUй а) с)

теоре.ны 17.7 1'Olar! fJf1iтор-gi!JН1.1(IIЯ х(л) непреРЫI!н('(' "110 иo-HOJ) 
./ке , а ес.'!!! конус [( но p.\/rI/l.CH, то 11 110 1IC,cO()HOii ноl'. le Ii рост ')ЮН.

ства Е. =в
Т с о р е.м а J 7.10, Пусrп'ь оперmllОР Т и о '71сси(}овО1l1У:, )'1' ') Е 8+

и Л
1 >;'2' Тои)а XO'l) ?> XO'zl,

Д о R а 3 а т е д ь С т в о' ПреДlivЛОЖlJМ иротивноС', 'f. е. X\I. 1»X(/.2).

Тоrдtl :l1aliCIIMaJlbHoe ЧИСЛО ct, lI]IИ RO'JOpOM ЕЫLО,lIlЫ''JСЯ прр"вен-

C'JBO х(l'2)?> Q;):(Л!), I\I):ищдлеЖII; IIП'1е]'nад)' (О, }). ('"1('1, 1:1

Х(Л2) ' Т(х(\), х(л2 ») ?;, Т (VOXO'I)' ХО'l)) 9
1.2 А2 о:

(l + 11) cr; 1
)

1

)
;'1 '

;> т .'(Л1 , Х(Л j ) (1 +1))  Х(Лl)'
Л Л

t

но :ио lIР()ТИIJоречит ОU,i)f:\дедеНИlv 0:. Ш

И вестно, что в частпом СЛ)'Чl1е j\f(jnOTOHHOI'O 110 JЮfНУ'1 ото опе 

ратор,:;, '1' (пrи е"теС1"вея ПЫХ ДОlJ ОJJНI1ТРЛЬПЫХ uреДlJоложеRИв.х.:
ПО.шан -ПРU рерЫ1ШОС'IЬ И,l и Р81'1номерная 1to nornутость Т) llО3ИТИВ-

вый спеп[) 1JреДСТ8вляет сuбо!t lIlпе]iва.l. lJриче}\ ветвь х(/.) ухо.
дит В бес!\овечность ври риближ('нии /, I; Шlil;неi! fI1 аJ'Jипе "'+ и

стрем:ится R пулю при iIриб,IIIЖСПIН! Л 1, l'IС'рхпr.й rраНИl1.е 8+, На-

личие соответствующих cnu1iCTR н общем СЛУЧJlе !'eTepOTOHHoro

Uо'П ('РВДОIН.iПIутоrо опе])RTOpa уста повить не у дается. НИiI\е эти

CBoi1cTlJa устанаIJ.Iиваются в некоторых ДUlJОЛНИ'1'еJЬНЫХ JJpe;J.I1().lo 
жениях, Иччае:l!hln оиератор Т везде преl,ПО1аrаетсн вполпе не-

прерывным.

Рас мотрим:1',[falfa.1a СUf',RТР:IЛЕ.Rые cBoiicTBa ВЫllущеIlПоrо оие-

ратора Те(х) ==Т(х) Еио, rде Е >0,

Теорема 17.11, Пусть ii(JНYC К НОр.иилен и 110-lIсевдorю ну-
rnbtU оператор Т 6JIO,/He Нlщре}Jывсн. To дa 110JllтUIJHUU cneh:тp
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011Cl'(lтoi.JU ТЕ 11p/l .111-60.11 0:>0 1tреdстUI}.lяст СиСоЙ 1IHтep6a.l,
т. е, S+ '--о (а, [ ), 11pU'tt_

Нт I! х(л) 11== 00,
A. a.

liш 1I х л)il==o,
J. fJ

(17, j 5)

;( о I;' а 3 а т е л ь с т в (J, I10лош.итедьвый DlJOлне lIепрерыввый olle-

ратор .А БУJlем I/азывнть Uо'СJfШ'l'Itем, если А:К ---+ К +0:110' 11 щт

seROHJpOM Е> О с}"щеС1'нуе1' lt> О таБое, что А(х):> х для всех

х Е]( + Еио, 11 х il==lt.
Леrr;о UОКР.ЭR'J'Ь, что ;JI(,бое 1Iо'сжатие имеет uеПОДRИЖНУЮ ТОЧ-

КУ х* Е J( ---1 Е1Iо' Действительно, nсрейдем R Бспомотате,1ЬRОМУ oJle-

paTOI1Y

r
А(х) если xl! R,

А(х),,=) A ( cx(x) .:\; EI O +fиo)., ес,пr !lxll:;?1t-l I х Е1Iо 11

rд:e с((х) оu{!t'деJ1яетея па условия

I x  иo . 1 )

I

,,(х) . ..  +Еио
'

1
== lt.

li x еио 11 1,

В си:ry uриннииа ШаУДЕ'ра ()[jepR.H,p Х иыеет веПО;IВI1iIШУЮ точ 

Е)' х", I;ричем '! x.I! R,l1(JС.БОJIЫ:;У .'1 ЯБляетrа Uо'(';{; 'П1е:м. По::но-

:му х. бузеr неUОДВИЖН(JЙ точкой ооератира А.

ПЩ,IIЖtаJ теиерь, Ч'I о Оllерати р Те' ШI еющиli lIеПОД8Ил;,ну.ю точ 

КУ х являеп'я Uо'СЖ["Jием. 3аМС1'ЮI, \)O.IJl'PBbIX, что uри условии

сушеСТБUВНlIИЛ веUОДВI1iКноti 'J'(iЧЮl х"' О'lераторз ТЕ, olJepa'J'op
л

Т(х, '") + ЕlIо lJрИ ЛI\lбо.u ФИКС,lIрОР.ан ном z Е К( 1(0) также имеет в e 

lЩJ.ПИ;КНУIO тuчку *. Кроме 1uro, oI;eI1aT'op Т(х, zH ello МОНО10неЕ!
л

И t(o'RorBYT IJ поэтому nОСJJеJlОВR.тельвые итераrши xll+I==T(xn . z)+

+ Е/(о ('Х(JДЯТСЯ К неподвишноh 'Точке u1lelJaTopa Т(х, z) + ЕИО ио

uo 1l0p )e.Отсюда еде,чет, что НI'I1 достаточнu БОJlbl!llIХ но j,OpMe

хЕК+Е/lо ПЫIIО.1ПЯ н.:Jl УСЛОRИt- Т(х, ЕноН"'Е/(о?>Х, и тем БО.'Iее

T(xH Eиo?> x. И'Т'аli, TE uo-ca;aTl1e.

.. СIJУ'lай .13== 00 не J1СКJJlOЧ<1еrся..

.... ;:!'е:'\ствительно, ес.Ш u. Е (О,
1

вы"?<т,изусловин CY.x"<:;z<:; x'. то
а.

конуrш. о'резок

1

х") будст IIНварИ3f1теl1 i1i1Я ВПОJJне непрерывноrо
а..

сператора Т, ЧТО Н дает чеGуемое З"К, ЮЧС'Нllе.
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rпусть 0<).1<).2 и уравнение Те(Х)==ЛХ ииеет IJ(;дожитеЛI,ные

реmения uри ).1 и Л2. Покзтем, по это уравнение имеет DОЛОЖИ"

1 1
'IеЛЬRое решение и при любом л.Е [л l , ).2]' Опериоры  Teи  l'e

Л
1 1..2

.авлнются ио сжати.llМИ, так J\aR они имеил неподвижные '10'IRИ. С

дру rоЙ стороны, оператор Те ври дк:бом: ). Е [).j, )'21 также ЛRЛЯ 

еня !tо сжатием, пк как представим в виде

.!... l' == l -r  +( 1  . l т). е),
,

),
е,

1 2

rде . Е [о, 1] и ПОJТоиу имее'r неuодвижную 1'0 '1 ку . Таким 06ра..

30М, UО3ИТНDlIЫИ спектр оиератора Те lIреДСТRвляет собой IIllтер'

вал.

В дaHHO [С.Iyчае

infIIlTe(x)ll:xE К, !lxil==R>O}>O,

ПОЭТОllУ из принципа  I. КрзсносеДЬСRоrо следует существова-

пие у Те собственноrо вектора с любой наперед заданной 110.10"

жительной нормой. Отсюда ,:lerKO сдела'l"Ь вывод о ТО 111
,
что ieTBb

Х().) IIpl1 lIРIlбдшкепии л к r'раницзм спектра S+ или стреЦИIСЯ R

нулю, или УХОДИТ в беСRонечность, СОО1Dеrствие (17.15) вытенае'l'

из теоремы 17.10. .

Иdучение уравнения (17.3) наиболее просто 8 случае, ноrда

Uо lIсе8ДCJвоrнрый CJпера'lОр Т удовдетворяе'l' условию

i(-rv, W)?-..XT(V, ш) (17,16)

пр:и 8сех . Е (о, 1), v, ш Е К(1I0) Jl некотором Х Е (О, 1).

Т е о р е м а 17.12, Пустъ ио'псевдО60lltутый ollepamoр Т удов-
летворяет УС. О6l(Ю (17.16). Ттда 8+==(0, со),

Нт '[ х(Л) 11:= со, Вт 11 х(л)l;:= О. (J 7.17)
л О л 00

Докаэательство совсем I1рОСТО, В указанных преД[Jоложе-
1

лиях OlIepaTop Т llрИ дюбо.ll ), Е (О, со) JiвляеТСII х-uсеl!довоr 
л

нутым, а 3I1а'IИТ сжимающим ио метрике БИРКI'офа на К(ио). Ос-

'l'ReTCJI  аметить,что J((lt o) по метрике БИрRrофа полное метри"

ческое пространство. СВОЙС1 р.о (17,17) О'IС'БИДIIО. .
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Ес;) и бы в теоре ме 17.1 О, можно было rl1 р нтиров тьне 'JО.1Ь 

1<0 х(l,\) Х(А.). но и х(л\) Х(А2), '1'0 ИСПОЛЫJOванные выше ДОПОд"

.виlедыIеe предположения оказались бы излишними' Вопрос о спра 

.:БеДЛII10С'l'И ИМ1ПИ(ШЦИИ ')'I>).2=>X(l'I) X().2)"остается ОТКРЫТЫМ,

Каь: уже неоднократно отме1J8ЛОСЬ.  l.Oвотонный и антимоно 

'lUПIJЫЙ Оllераторы ЛВЛRЮТСJI частны:ll.И С,lУ'I?,ЯМИ rетеРОТОПНQfО.

 10НОТОНПЫЙ 'lIo-uселдоnоrнутый UJlrpaTOp 1l0 вurпут В обычном

{\мысле.

.АНТИМОllOl(,JIRЫЙ l'о-llсепдuвurнутый Оllератор удовлетворяет yc 
JJОВИЮ

'1

)Т ( х-, (1 +'У})  Т(х),

тде хЕК(ио), -сЕ (О, 1), 'У)('(. 7»0.

Для 'laKIJX ЫJ('I)a'f0роn 1olшве;Ц'Ilпые выше уrверждения МиТУТ

быть уСИЛСIfЫ.
Т е о р е и а ] 7.]3. ПУСJ;/Ъ опсроп.Оl) l' пнrflt(.А/онотонсн и вЫ110Л-

н.flсrпся одно tlЗ условий a) c)теорСJlIЫ 17.7. Пустъ 1tозитuвн-ы,i

Сl1сЛ'mр S+ 01lСlщпlOра Т не 1/уст, ТО1Да S+ сов1идает с НСliото-

рим ин.тервОJIO."rI (о:, р)с(О, со); справедливо (17,15). вс,.тОlJ ФУН'К. 
1/UЯ х(л) Hen}JelJ'biBHa 1/0 ио.но р...,е iIЮНОi110ННО убывает по А.

Д о н. а з t' т ед Ь с Т в о. В II.HiВe nышеизлож.еllноrо JlerKo видеть,

что все сводится к установлению (Jоследнпо свойства: MOHO'TOH 

пости убывания хр,) по А,

Пусть )'1>).2' ПОЕажем, что тurда хО'2) 9Х(I..1 В lIреДIIO:IO.же 

нии ПРОТИDlIоrо МП;СИМ:1м,пое число 0:, IIрН БСТОрОМ J1ЫllU.:iНSlется

веравевство Х(I..2);:? 0:.\'0'1)' lJJ1ИН,.ДЛ{'лШТ ИВ'l'РI1J>lIДУ (О. ]). Обозна 

1JИМ ч:ерез М;НН'ЮIЮIЫlOе число n пераВСНС'J ве Х(I...);:?  'л:(Л2)' Pac 

смотри и СНIlЧil.l\;1 ел учай а ::s;p:

Х(I..2) Т[х(ЧJ?> Т r хО,\) j ;:? ! 1 aX().I)'
Аа 1.2 )'2

во ::11'0 ПРО'J"иворечи'(' определению а. Пусть теперь ;3< а. с ОДНОЙ

стороны

Х(А2) Т(Х().2) ;:? т r 2.. Х(А1) ] ?> (1 + 'f))  х(лl),
l 

Н >  I;З..откуда "". с друrой
Л2

Х(Л1) _! т (х(л1») ;:? т [ Х(А2) ] ;:? (I +'У)')
)'2

(.I;х(l'2)'
).1 )'1 а ).1

205



, А! А\ . 
оп,уда  >::-. 0::, е. 1);< 1'" Пuлучепное liрОТИnU}Jечие ДОRазы 

Л
1 Л2

Бает, что ХО'2) > Х(А) I
и В .r.ОR,tcЧБОМ И 01' е ПОЗВОМIс'r с.ДС,'IаТI, БЫ'

вод о спраnеДЛИБОСТlI ОСТНЛЪБЫХ jтверШ,1I:епиti 'н'оремы, .

Во.нmинrтво приведеЛRЫХ l blIIJe ут'веРЖ,J:евиi1 СТРОИЛОСf, Ба

преДUО.l0жеНJlИ о сп раnеДЛlI110 С 'П! одпоrо И3 УСJ10ВИЙ а) с) теоре-
мы ],7, В ЭТОМ ()"j'ношеНИ11 некот'орые резу. I"lатыМоЖПО УСИ.'IlIТЬ.

ОUИР!1JJСЪ ва НlJ3МОЖIlОСТЬ БIH'oдeHIIH liОlIЛТIIН rр щения nC&fO]JHoro

подл х Т(х) с Uо'III'СI1доп(,rllУ'l'l,j 1 О!lеритором 1'. Ты;, наuример.

можно утверждать. '11'0 I!О3\I'fI1ВАЫЙ cuelt1'p 1Iо'псевдовпrнутоrо оле.

pa'Jopft. J!В,1яе'J"('!) OТ1 pЫTЫMlIHOX;eCTDoM n обще,! С.lучне ,1,еiklВИ-
1

T(;;ILIIU, еС.1J1 ЛО Е S+, То онератор  1'имеет еДИНС1ВСlIll)'IО Heиoд 
л
о

виа АУIOточку на К(II0). J\o'lopofl раПНОАЗерно сходятся иос-

;Jедовательные итер<щи и ХН+! Т(Хn )' Но тоrД<l, 110 теореме

"и

:\Iайе]Jса'\ сущсств}'ет меrРШ\а. эквипа.теНПJaЯ исходной, но I;OTO 

1

рой ollel>aTop Т СЖИМ8ЮЩИЙ, Это I!озволяе'l' Vl\a::\ft.Th )Iepy не-
..

1
Т

'

J\ОМIIаItП]UСПf, по I;ОТОРОИ О!lератор .  оудет
ло

уuлоrПЯЮЩИ\1
**

1
11 БRеС'III, 'f2K!BI обрн::\о М, np::\ щrПIlе веJ\торпоrо IIОЛЯ х Т(х).

/'0

В рассмаlрИR8емо случае ИНДСhС точки ранеп 1, что n КОllеч 

НОМ ИТ'Ol'е дает I.о+ лЕ S+ uри достаТОЧl10 малых Пf) модулю  A.,

П}JIlIJСДВМ ИЛ:Нf,страЦИОБI1ЫЙ lllШ)if:р. 1'IlССМОТрИМ интеrрадЬное

)ривнеЮI!О
I

r Си. s) f[х(s)]<7s==лх(t)
(,

(17.18)

с нещ>(,рывны C'I])(jJ'U

BOll С'1 p(,ru liО.ilО.аШТf'.1Ь1l0D

'ЛlТ'Ь, ЧТО OI1C]JaTOp

iI;HTC;ILIiIJ) ЩI;рОЫ ии, s) и HeUrel)IdB 

ври ,,>0 ФУR&циеii Ли), БУД6)l СЧИ"

1

ТхЩ =... '" (;(t. s) J(x(s)] ds
iJ

С\!. О,l,:JIIЦСВ В. И. [4J.
н

см. СЦО8 КIIЙБ. Н. [11.

 M



,JJ;е.йстпует в DpO TpaHCTBe С lJОДУУlIорядочеВБОМ конусом НСОТрИ 

цан'львых фующий. з в J\Rчестве 1/0 выБIНlН элемеllТ 1I 0 lt) 1.

Пусть

, y 
лu) , шш

l+V /t

'

(
.

(
1 , 

1
'

)j u)==шjп  I и, /,с.........
V 11,

Леrri ВlfДеп, , что n Э10М 'ЛУ'Нlе ouepH10Jl Т УЛОП:lеТПОрJJе'J усло-

вив:м теоремы 17,12. и ЫО;1;IIО утверж;rзть, '1'[0 урюшение (17,18)
при любом л Е (О, со) имеет единственпое ненулевое lJ(),1Jожитель-

BQe решение Х
,., Hellpe}JblBHo заВИС}lщее от л и удопде'] ВОIJНluщее

УСJlОВJiЮ (17 17).

Теиреыа 17,] 2 I.;C'Hie1'CJJ СIJрзвеДЛИ:Dl,i1 1I n '10М С,lучае, 1\orAa

изучаемый оuерюuр Т Оl:['еделсн лишь на К(ио ), Поэтому те .же

вывиды O'JBOCllтe lbHO pa:Jpe шимост.и уравневш\ (17.] )можно cдe 

:НlIЬ JI R СЛУ!Jзе Лп)== шах ( / ,(] )',!

:llНОПlе 113 ll})ИRед нныхутверЖдений Jlепо с.б(luшаштсл на СЛУ-

чиu уравнеНIIЙ ВJlЮl (] 7.1). ЕС,lИ Т(х, л) MOHOTOHr,O убыr,ает по
'

ти мноrие УТRерл;денил сохраняют силу (естественно, J) видоизме 

венной форме). .Jt'П\О l1етеФо:rМУЛИРУК!fСЛ Д.'IЯ папневия (J 7.1)

(без измепеНИ1i содеРt&апия) тсоремы ] 7. 7 17,9.

ЕС:III Т uо псевдовоruу'l' llO х 11 уравнение (I 7.1) разрешимо

ЩJlI /'1 И /'2' причем )'1>;'2' то х(I'J) :;?> Х(Л2 ' (аналоr теоремы ]7.10).

ДеЙСТВИ'lеJILНО, в uреДI;(JJtJir-еНlШ l1lJliTI;DHoro вайдстел МЗIiСЮlаль-

ное число ct Е со, 1), UI1И КО1Ир0М ВЫllолняе'l'СiJ нерзвеllC'J'ВО

х(л2 )?>?;х(i'J)' Но тоrда

х(л ) i'r;:" ,\"ЧJ;:::>1'(Л1 ' CtX(/'I)' X(i'l))?>
?:о \l 'ч)rJ.l'U,1' х(Л J ), х(ЛJ))о=(l+'I]) ах(l,) ,

что []РОТlII10рf'ЧIlТ ОIJреде,lению а.

Длл уравнеНIIЛ (17.1) депо <Jбобщается 111liffie теорема ]7.]2.

Теорема ]7,14, П.IfСrJ!r, 01lера"fIJОР Т(х. ),) непрерывен 11 J\fO 

нотонно jj61,iUal.:ill, 11и иУСrtlъ  )l'и ), Е (О, со), "t Е (О, 1),

и, 1(; Е к(tlо) !t Нl.:Ii01JlOP0.1!
Х Е (О, 4) IIblI10.1НJlcтc." нсра6снстыо

т( K' Л):;;?>-;%Т(V, i,),

Тotда Ylia6H('/;/f1'. (17.1) l'азреши_ fOI/ри ,lIопО.1I лЕСО, ех», 1)Cj
1reHue

i(л) Е [((Но) еОЧНСIIIII(;ННО 1l[1Н .11(jrjо.И ), Е (О, со), nри'а.1!
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liml!x(J,)II==OJ, limllxO,)\;==O..
1........0 ;. 00

17,6, Уравнения спекторным параметром. ПУС'JЬ задан Оllе 

pa'fop Л:ЕХЕ Еn нас интеr,есует l)азреmимость уравнеНИJI

Шу, х)==х (17,19)

ОТНОСИ'Jельн(, х, urичем Il монотонно уБЫВ:1ет uo )( и монотонно

БОЗр:1СТf1е' по у,

Теорема 17.15. ПУС1llЪ ОIlС}Ю1J/Ор T(x) H(x, х) иo l1ccвдoв01 
л

Hyrп (Т==В) и tI",ee/lt неl10даижную тОЦ1<У х* Е К(ио). Пустъ для

О11ерото}!о Т 6Ъ1110ЛН('НО :JoтJl бы O(lHO tI3 УСJlоиии а) с) тeolJe 
мы 17.7 ТО1д.а уравнение (17.19) 11лlСОn единственное решение

х(у) Е к(ио) при /иобом у Е К(ио),

)[ о к а з а т е л}, с Т:В о. Возьмем ПРОИЗВО:IЬн(;е у Е к(ио) и выбе-

рем (Х Е (О, 1) И::J условия

. <
_

1
.,

с:;х <....::::у<:.:::  X
(х

(17.20)

]
Покажем Teuepl" что RОПУСНЫЙ OTpe::JUT\ (ах*, х*) инвариап 

(Х

тен для Uо I1севдовоrнутоrо (антимонотонноrо) оперз'Т'ора В(у, х)

ДеЙС'Jвительно, для .'IКiбоrо хЕ (ах': ...!..х') в СИ.'IУ (17,20) имеем

с'.

Л(у, х)::::> R ((ХХ\ х*)::::> (ХЩх*, х*) == ах".

АНЗ,ЮI'ИЧНО

(
1

)
1 1

В(у, х) < R  .х*, О:Х* < тх*, х*) =: х*.
а. (Х (Х

Для завершения i1:Oкззз'Т'еЛЬС1'ва ос'Тается сuслаться на теорему

17.7. .
Таким образом, Б указанных nреДПО.10жениях существует ОIlе 

ратор S: К(ио) Kluo) тЗIЮЙ, ЧТО

ШХ, S(x) S(x).

Друrими сл()вами, уравнение (17,19) задает на К(ио) неЛЕПУЮ

фун:щию.

Есзп, наuример, изучается уравнение

X(t)== J r[t, y(s), x(s)] (18

n
(17,21)
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с положите.1ЪНЫМ Щl,рОМ ,-(t, у, Х), которое монотонно воарастаст'

по у и убывает по х и удовлетворяет условию

r (t. -су, Х) ;:. (1 +"1}) ..,.(t, у, х),

то в естественных предuолоmеНИ8Х (надо определить пространство.
З,1J:емент ио Е К) вопрос о ра:зрешимости (17.21) при любой функ-
ции y(t) Е К(ио ) сводитсв: к вопросу О разрешимости обычноrо ин.

Terpa.1bHOrO уравнения Урысона

x(t) == f r[t, х(в), Х(В)] (1в,

Q

14 Н, Олойцев, Т. Хуродзе





Дли получеШIl1 оцеНОЕ n этом случае обычно предполаrаетсн MO 

ВОТОIlНОСТЬ j(t, х) по х, а таюке используютсн неЕоторые стан-

дартные приемы пер хода к ЭR.вивалеНТНО fУ уравнению с моно-

тонuой правой частью. Приводимые ниже теоремы .даЮ'f оценки

решений в существенно более общей ситуапии.
II усть Л" 1I0ЛУУПОрiIдочено неотрицательным ортантом В+, Ни-

ше рассматривае'fСН система дифференциа.'lЬНЫХ уравнений (18,1)
с правой час'rью j(t, Х), допускающей диаrональное представление

л

(.раСЩСII.lсние) j(t, х) == f Ct. х, х), причем Rажд:ш ROMnOHeH'fa
л

1}(t, и,

убывает

монотонно возрастает 110 Ece l и} (j::f i) и монотонно

по неем 1t'} (Вli,lЮЧ3Л j===i).
л

С помощью j(t, v,1О) определим вспомоrн ельnуюсистему диф-
ференциальных уравнений

clv
(== J (, и,

си

dш л.

==t(t.
dt

.
[1), (18,2)

Очевидно, если и(0)===1и(0)==х(0), то lJешрпие (18.2) [v(t), ш(t)] есть

[хи). x(t)l, rде x(t) решение (18.1).

Дадее '\ш будем IIредuодаrать, ЧТИ вее р&ссматриваемые систе-

ии диФФеlJепциз.;IЬНЫХ уравнений У;ЮDлетноряют условиям един 

ствеПIlОСТИ r>ешеllИН (т, е, через любую точку uроходит не более

одной траеIi:ТОрИП) и эти реmения: определены на не.в:отором отрез 

ке [о, Т].
т е о р е )[ а ] 8.1.

(tE[o, Т])
Пусть сущсстlfует пара Фунннuй иОЩ,

vO(t) <:=. иот, (т. е. v (t):%;tv?(t)) и

аиО л

 ?o-.f[t, [lO(t) , шО(t)j,
dt

10
О
(t)

(18.3)
dщО ..

 ?>J[t, H;D(t), иОЩ].
dt

To дaиз иD(о)<::;х*(о)<::;шО(о) (]ытс}ист оценка

'[JO\,t)<::;x*(t) < 'lI}и) , иЕ[О, Т]), (18,4)

и)с x*и) ре/ltСIШС cltcme,\tbZ (18.1).
В доказательстве удобно отuравля'IЬСЯ: от следующеrо ВСПО:МО 

rательноrо факта.

.IeMMa 18,1, Пуст?' nравые 1щсmи (18.1) уиО6,1ствОРЛ10т yc 

.101//110 6Hcau'atOHCMtllOii 'i10/l,ожuтCJ1,?,НОС1tИt

vi:fi(t, х1 ,,, , Xl l' О, 'i+l'"'' xn) o (X} O,j =1 i);
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To дattЗ

dv:t)
 ;?Лt, v(t)]. v(o) Е I1 
dt

(185)

(1де Пj.. неот.zпщатеJiЬНЪZй ортант) aNтeh'aeт v(t) Е Л д.IЛ всех

t;:.O,

Докззательстно. Пусть Хf(t) реlllениевадачи Коши

rlX'
==f[t, v(t)+x,(t)J /rt, V(t)J+E; xe(U)==O.

а,

Заметим, что на r о, т] решение Хе(О рЗППUМС'}JНО СХОДIИ са R

хот =о при е",,"* О.

СRладываа (I 8. 5) и (18.6), 1I0.1у'lзем

(18.6)

d(v+x,)

dt
;? /rt. V+Xf ]+€,

Т. е. ДЛЯ nектор-фующий v,(t) ==и(п + x,(t) ВЫllОЛ8яеТСll HepaBeH 
СТБО типа (18.5), но БО,1lсе сильное: в Л!t'uой I'ранпчной 'l'(JЧRе B 

аи,
ПРОИ31щдная ваправлена CTporo внутрь В+, Поэтому очепидно

dt

v,(t) Е В+." Но ТЗ); RЗК Ve(t)--+vit) 1):1BIIOnle}JHo на 10, 1'J, то

v(t) Е В+., .
Перейдем теперь I( ДОlшза'fСЛЬСТБУ теОрtШЫ ] 8.1. Нам треб yeT 

ся ПОЛОЖllтельнос'lЬ ФунJiЦИЙ уи) == x*(t) иои); z(t) == t('°(t) x*(t),
В СlfЛУ (18.1) И (18,3)

ау л л

 ?>j[t, иО+у, ш
О z] j[t, r.fJ, шО],

си
(18.7)

a л л

;? j[t, wO, vOJ Лt, ш
о

z, vO+y],
dt

1.ITO uолучается простым соиОС'Iавлением нерзnевств 08.3) и урав.

ах л

венИI) (18.1), иереписанноrо в эквивалентнОЙ форме ==/lt, х, х].
dt

Системы нерзвенств (18.7) удовлетворяют условиям .iJeM1Ibl

18,l, ('ледова'Iельно (y(t), z(t)EB n,Т, е. y(t)?-'>O, Z(t);?O, что

и требовалось доказать. 11

Как это обычно делается в теории дифференциальных и l1HTer-

ральных неравенств, У'Iверждевие теоремы 18.1 1IОЖНО естествеп 

ныи образом обобщать на сл учай нееДИНС'fвенпых решений. Нас,

одн аl{О, интересуе'r возможность построенип IIоследовательностей
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Ol1.eBOfi, СХОД!JIЦИХСЯ К реmею:ю, и здесь в д.анном случае предпо'

ложение едипственности оказывается существенны)!",

Теорема 182. В предположениях теоре,чы 18,1 и дополни-
л

me.p,HOJI 1Zредпо.lожен.uu, '(то 'Каждая fi(t, v, ш) .V.OHOтOHHO 60зраG-
тает 110 Vi, 1I0следО6атедмости вектОР'ФУН1ЩliU vk(t), U'k(t l

, опре-

делле;wъzс 110 правюъу (k==O, 1, 2....)

ClVk+1 л dWk+l л

== !lt, vk(t), tvk(t)], . == j[t, tvk(t), vk(t)],
dt dt

Vl;,: v"(O) ==tV"(O) ==х*(о),
(18.8)

сходятся paBHO.ll/epHo н.а [о. Т] (с(,ответственно, снизу и С6ерху)
к решению (18,1) x*(t).

Доказатедьство. Процедуру (]8.8) переDиmе.l1 в интеr-

рЗ.1ьной форме
t

л

V
H1 (t) -=.\:."'(О)+! j[s, vk(.'I) , tvk(s)]cls,

о

(18.9)
t л

tVk+l(t) ==х*(о) t f j[s, ш"(s), vk(s)] ds,

О

Леrко ПОfiа ать, что

VO(t) <:::; '.. <:::; vk(t) <:::; и
k ( t) <:::; .. . <:::; toO (t) .

а так I\aK оператор, О.Jредt'Jше:uый правой частью (18.9), вполне

пепрерывен в upoc'rpaHcTBe неирерывных JlCI(TOp-функций С2n [о, Т},
то v"(t)...-+ v*(t), w,,(t)...-+ ш*. Поскольку очевидно v*(O) == и'*(О) I1 по

]j реДDО.l0жению система уравнен ий

(lv л dtv л

 ==Лt, v, ш],  ==j[t, tV, v]
dt dt

однозначно разреmИ.l1а (точнее, ОДllозпачно разрешииа ЛIобал зада 

ча Кпши ДЛЯ этой системы) остаетсл еДИБственнан 803МОлiНОСТЬ

v*(t)==w*(t)==x*(t). Итак vk(t) ...-+x*(t) «'низу), wk(t)...-+x*(t) (СЕерху)..
Указанные теоремы характеризуют каноническую ситуацию, к.

которой СВОДИТСfl ряд друrих. Рассмотрим, например, 8:Jдачу

ах
== f(t, х), х(о)==х*,

dt
(18.10)

л л

rде j(t, x) f(t, х, х), ПрИ<Iе.l1 f(t, v, w) монотонно возрастает по

-и, а ".же,Jaемоrо" (в П;Jане вышеИэ.10жепноrо) убывания по tv вет.
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л

Допустим, ]]0 tC убывает ЛИШ!, j(t, и, tc) 1'т tC, ,'де Р(О поло 

.житедная ма1'рица с пулеВЫIIИ элементами на диаrонали,

В этом СЛУ'Iае от (18.10) естественно перейти Е эквивалентнол

за,JI:Rче
Lxo= j(t, х) P(t) х, х(О) ==х* (18,11)

dx
,С БОJlее общим дифференциальным оператором Lx== P(t) х.

dt

Допустим, на [о, 1] удалось подобра'fЪ пару век'lОР функций
rj0(t), W°(t) таких, что иО(О)  WO(O)==xi<' И

л

LvD <:;, f[t, VO(t), шО(t)] P(t) W°(t),
(18.12)

л

LwO?:> J[t, tV°(t) , vO(т РИ иОЩ.

'fоrда по теореме 18.1 м()жво rарантировать оценку иОи) <:;, x"(t) <:;,

<:;'W°(t), rде х*(t) реlllевие 08,101 (или равносильно (18.11»).
Ч'fобы восполыоваться 'rеоремой 18.1, доста'rочпо переписать

(18,12) в форме

аиО л

<:;, j[ t, иО, шD
]+ P(t) [иО tcO],

dt

аn'
О л

 ?:>j[t,21,0, vOJ+p(t)rи,o vol.
dt

Теорема 18.2 здесь неиоср('дственно ие работuет, но СIJ]1ar ('д-

лив аналоrичныi1 ре:Jультат,

Теорема 18,3, В У1i.азаННЫЕ 11редпОЛОЖСНI,lЯХ последователъ'
ности UClf.тOP-ФУНlщиl и"(О , 1,V

k т, порождае.иыс 11pol erJ.1lрой
л

LVk+l==:j(t, v
k

, ш") Ри) 1(./'.
л

Lu;Hl j(t, w
k

, иЧ P(t) vk ,

Vk: vk(O) ==ш"(О) ==х*

равномерно на [о, Т] сходятся х*Щ (соответствснно, сни.зу и

(:ВСРХУ).
Дока:Jа1'ельство. Пусть у(t) фУ8даментальнаJI матрица

 ИС1'емыLx ==0, д.лл решения ии) неоднородной СИСТ('.\IЫ Lu == z(t)

вмеет место форм ула Коши

О8.13)

t

ит ==уи) Y l(O)и(О)+ f у(о y l(B)z(s) (7s.
о
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ПОЭТОМУ (18.13) можно переписать в ЭRвиnалентной форме
. .

vHl F(Vk,tQk), tckH==F(u.k
, vk)

С интеrральным ОlJератором ВОJlьтерра

.
I

.

Р(и, tv)==Y(t)Y )(O)x*+J k[t, в, v(s), w(s)]ds,
о

rде
. .

k(t, s, v, ш)==У(t) y I(S)[/(в, t', 1и)  P(t)1(:1,
/1.

В У K i:laHHblX предполож.ениях оператор /(х, х) rетеротонный.
л

причем, сопутствующий oueparop Ли, tv) вполне неlJрерывен Ralt

оператор, действующий из С2n[о, Т] В сп[о, Т]. Требуемое заКJlЮ-

чение вытеrшет иа общих теорем о тетеротонных операторах, .

18.2. ИнтеrРtlльные операторы Вольтерра, Стандартным об-

разом 01' О8,1) мошно перейти к эквивалентному век.торнощ- ин 

теrраЛЬБОМУ уравпевпrо Волыерра
1

x(t)==1fk[t, s, X(s)]ds+a(t). (18.14)
10

В уиа анныхвыше предположениях ядро "'и, в, и) можно выбрать
так, что веКТОР ФУНRЦИЯ k(t, s, и) допускает диаrонаJlьное пред'

А .

ставление k(t, s, tl) 1,;(t, s, tl, и), причем k(t, s, '-', w) монотонно

1I0зраСТI1ет по v и убывйет 110 м. Длл даJlьнейшеrо, собственно, не

важно, что источником (18,14) служит некоторая задача Rоши для

дифференциаЛЬНОl'О уравнения. СущеС'Iвенны следующие предполо 
женил: ядро k(t, в, 11) допускает обобщенно монотонное диarонаJ1Ь 

ное представление (см. выше)i ollepaTor. определяемый правой
частью 08.14), дейстnует и вполне непрерывен D C"[to , t1l; систе-

:иа уравнений
1

.

v(t) == J k[t. s, v(s), u'(s)] ав+а(е),
to

(18,15)
t

u.(t) == J k[t, s, w(s), v(s)] ds+a(t)

(о

имеет единственво решение,

В частном случае единственность решения (18,15) вытекает из

единственнос'rи решен ил задачи. Коши для системы (18.2), В об 
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щем: случае 'Требование единственности реmения (18,] 5) также не

явлнется череClIУР жестким, lJосltолъку в естественных lJреДПо.10 
жеНIJЛХ операторы Водътерра сжимающие операторы (В метрике
ЭRвивадентноi! исходной).

Теорема 18.4, Пусть существует пара непрерывных ФУНК-
t,uii v°(t), шОЩ (t Е [to , ttJ) maKU:Z:, 1/то v°(t) <::::; w°(t),

(1 л

иот<::::; J k[t, s, &(s), wO(s)](ls+a(t),
(о

(18.16)
t

А

10
0

Щ;:> J k[ " s, шО(s), VO(s)] ds +a(t),

to

тоtда из иО(о) х*(О) <::::; WO(O) вытекает 01,CHIla иОЩ <::::; х*Щ <::::; 1О
О
Ю,

1дс x*(t) рещенuе Уj!МflСНUЯ (18.14), .

Теорема 18.5. В условиях теоремы 18.4, пpl' a01l0IlHUтe.l'b.

НО.ll JljJeJпo.loJ/CeH1tI1 о mo.tc, '1/1/10 (j (18.16) идя t> to вЫl10ЛнЯ-/IJтся

cтlJ01ue оценки, выполняются сп/роще неравСНСlnва, 1/ри t>to спра-

tJeG.tutJa оцеlt1Са v°(t) < x*(t) < wo(t). .

Полученные оценки позволяют стр(\ить и'rерационвые ВЫIJИСЛП 

теДЪБые алrоритмы с монотонными uрибли:кеншВlИ R реrпепию,

Теорема 18.(;, Пос.lеd06атС,lъностze и"и) , wk(t), порождае.'t1ые
ит ера ЩIОItНОй процедурой

t
л

vk+1
(t) с J k[t, в, vk(s), 1и"'(8)] ds+a(tJ,

(О
(18.17)

(
л

u;k+1(t)o:= f k[t, 8, tOk(s), vk(s)] d8+ a(t),

(о

tJe k==O, 1,... и°и) , 100т уdоtJЛстворяюm неравснстваlt! (18,16),
сходятся 1с решению x*(t) у р;{I неНtI.я (18,14), т. е. v"(t) x*(t),
wk(t)--+ х*(О, прuче.А!

иOco ...<::::; vk(t) ...<::::; х*Щ <::::;.. , zok(t) ...<::::; шОЩ. (18.18)

TO'f факт, что итерационная uроцедура (18,17) дает IIОСJ1едо.

:ватеJlЪНОСТИ, удовлеТRоряющие (18.18). леrко устанаЯ.'IиваеТСJI 'ТИ 

пичныи при изучеНJlИ reTepOTOHDblX операторов техническим прие 

:мои, Ддн вывода на этой основе сходимости vk(t) v*(t), wk(t)
 w*(t) надо лишь заметить, что пара (и*Щ, ш*(t») решение

216



систеllЫ (18,15), п если v*(t):I IV*(t), то (IV*(t), v*(t)) второе ре-

шение (18.15), что IJротиворечит lJредположеEIИЮ, 111

18.3. Единственность и нелокапьная прОдо.1ЖИМОСТЬ pe 

шениА. При изучении 11 решении систем дифференциальных урав..

нений ВОlJРОСЫ ОДАоэна'IНОЙ разрешимости задачп Коши и нело 

ка.'1ЬНОЙ продо,шtимvсти реIПеШlll иrраЮ'f 1JаiRПУЮ РО.1Ь и :ИМ посвя 

щено бодьшое числ:о исследований,

Пусть х(е) обозначает решение системы дифферепциалных.

у.равнений x f(t, х), 1'. е.

d:-: 1
== f (t )

dt
.1' XJ", Х".

(18,19)

а.\'п
J

.

( ) ==
n .t, Х1"'" ХП ,

(l t

lJрОХОДflщее через ТО'1БУ х(lо) Е лп
, ПрОСТр:IllС1'ВО В" будем с.читать

да.lее IJО.1УУllорНДО'lеНI:IЫl1 неl10ТОрЫМ 'rеjIеспыы БОНУСОМ К.

Теорема 18,7, Пусть tJеliтОР ФУНJЩШlj(t. х) HeпpepbItJHa по

совОКУIIНОСil, ze 1lере.ненпых u д.1Л 71> О

Ah I(t, x+71) j(t.X) В7I, (18.20)

и)е А и В He'ioтo j,ыe ,I!IHeiiHbZI; операто РЫ. Ттда 1teрез любую,

1II01{К!! хио) Е Rп проходит не более одноto реutения x(t) сисmемЪ2.

(18,19) и ,tюбOl} lJещение хЩ неЛОlfа.жьно продО.'/ЖЮIО.

Д О R а 8 а 'l' e:1 ь с т в о. ОlJеВИДIIО, в сиду общих теорем един 

ственности и пе;юкальной IIрОДО,'liRИ [ОСТИдостаточно 1I0Rail3'fb, что

f(t, х) в прt'ДПОЛО;RеНИj]Х 1'eope.\jfJ удоnлет!\орлет условию ,[ИlJIПИ'

ца (В каRой. нибудь норме npOCTpnl:JCТBa вп),

l\oHYC ПО,lОжителъных на К :lинейных OUep8'l'OpOB нормален и

оштукатурпваеу. Поэтому из (18.20) пытекае1' сущеСТВОRание Ta 

Koro uо.10(!щтелыlrоo ouepa1'opa С, '11'0

07/ f(t, х+ 71.) j(t, х) Cli. (I 8.:2 1)

Фиксируем некоторую НОРЧ IIpOCTlJaHcTBa Вn Il пусть li OII==L.
Введем в Rп новую норму

11 xll* == inf (11 у :I: y х y),

Аксиомы нормы .lerKO uроверлlOТСН. ВОНрОС об эквивалентности.

BOp' здесь не ВО3ПИБает, так KRI\. все нормы в I..п эквивалевтны.
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Возьмем две ЩЮИЗВОЛf,вые 'l'ОЧfШ х, уЕЛ" 11 пус1Ь  e<x 

u<е. Тоrда
1 1

X:?>  (х+ u е), y:?> (х+u  z)
2 2

и из (18.21) вытекает

 С(   +Z)<Лt, x) f(t,X+; I)<c(x  +e).
С (y  +z) <:; f (t, x+  z) j(t, у)< с (Y  +;;)

Складывая 9i пераЕенства, uолучаем

Откуда
 Cz<Ax Ay<('z,

111(t, x) j(t, YJII* i!Oz\I Llizli, 08.22)

Посколт,ну (I 8.2 2) БЫПОЛRлетсл для любоru

ro УСЛОRIIЮ   Z<X Y<Z,то

II/(t, х) Лt,y)II*::;;Ljnflilzll: z;::>x y zl'O"'

==LI!x y1*,

уд,овлеТ80ряroще 

что завершает Доказатедьство. .

Если j(t, х) деikrnует 113 ( CXJ.rxJ)XE 8 Е, То апалоrичныи

образом можно ПО1;8за1Ь, ЧIО из оцрНlШ 08. 1) BhJ'I'eJiaeT ЛИIJШИ-

дe80cтr, f(t. х) в неr;оторой норме, ::IRвиuа.lев'\ пои норме 1lрlJстрав'

стnз Е. Пр:и этом надо лишь 110ЛН3ТЬ. Ч'l'О конус К, llOлпuоrя'
.цочивающий Б норы ,J]J,ныый и ВОСUРОИ3ВОДЯЩИЙ,

Предuоложим 'leae]1f>, что нп нодууuорядочено неотридате.'lЬ-

вым (J}пaHTOM П+. Пусть j(t, х) допускает Диаrональное пре.nстав-
л л

.JIение j(t, х, х), llричеи J;ашдая коъшовеН1а fi(t, и, tc) ИОНUТОIlВО

возрастает по Бсем Vj (j =1 i) и уБЫl1ает но Бсем tl'j (j==-].,.., п),

HaI,8lY с СИС'lСМОЙ (18.19) будем }.J:iсrмззриnать НСUОМОIательнуro
систем у дифференциа.нных уравнений в л?п

clv л. аи' л

== j(t, и, '/.с), == j(t, 1/', v). (18,23)
dt dt

Выше было UО1,ззано, Ч'l'() иа ).Jазреrnимос'lИ 3:Jдач l{t,ши Д.18 сис 

тем (18.19) и (18.23) на ct'rMeHTe [t o . t]] и сущеСТRоваНIlJI uapbl

'ФУRIЩИЙ иОЩ, и'ОЩ Пl RИХ, ЧТО иОЩ < tV°(t) ,

clvO л d1Vo л

< j(t, и
О

, юР),  ?::>f(t, и'
О

, vo) (18.24)
dt dt
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и УСlОВИJ! rP(tO) <::; х*ао) W°(tO) Bbl'l'el\aeT оцеВRа

рОЩ х*(о tpOlt), t Е [to' t1 ],

rде х*и)  решениевадачи х==!и, х), x(to) ==x*(to) ,

Близкими рассуждениями устанавливается справеДЛИВОСТh сле 

дующеrо факта,

т е о р е'ld а 18.8. Пусmъ су'ществуеm пара ФУНIЩUй VO(t), wO(t),
оnрсrJе.lСнтtЫХ на всс/!. 1lUСЛОIJОй осп и уrJомеmвОрЯlсщих неравенст-
ва,М (18.24). TozrJa мобое РСlиенис x(t) CUCтCJlfM (18.19), принад-
лежащее d не/(оlllоlJЫй момент 10 1iOH'!}CHO.HY отрсжу (VO(t), шоио).
неЛОК({.lЪнО продМЖНJfО, т. е. определено дм{ всех t to'.

Описанное выше диarопалъное расщеlJление вектор'функции

f(t, х) может Оl\ава'fЬСЯ llОJIеЗElЫм. и в друrих ситуациях, ДJI'в 8В1'0-

л л

номных систем [1(t, х) ==Лх), J(t, и, lI')==Ли, Щ)] 'JeopeMe 18,8

мож!н) lJIJИД8П более lJолезную форму.

Теорема 18.9. Пустъ для (/(JтОНОМIiОй ruстСJIIЫ x==j(x) су-

fЦecтeyr;т пара ФУНI'l/UЙ tP( t), tC°(t) , 0/1 perJe/J,eHHbIx l1а всей 'Число-

вой оси и удовлепU/О}Jя.ющuх HellaIJeHcтIJaJlI (18.24), 1ф1t1lем, для

любozo j
lim vj(t)== со, Нт tC1(t)== со

(  vo (  oo

(18.25)

ТО1аа любое решенuе CttCтC,l1bI х== f{x) нелокально nродО/J,ЖUJКО.

Д, о к, а в а 'Т е л ъ с т в О. ПУИЬ решение x(t) в векоторый момент

вре1lе!.iИ II!ЮХОДИТ через 'JuЧКУ х
О

. В силу (1t;.25) мо.iIШО увавать
такой момент времени to ' что

х
О
Е (иО(lо). и.оио).

Поско.1ЪКУ система ?втоноына, бев оrравичения общности можно

считать x(to)==XO. Поэтому д.:lЯ Jlюбоrо t Е [10' со) имеем оценку

иОЩ хи) < n'О(О,

из которой вытекает нелокальнан llРОДОЛЖИМОСТЬ x(t).

Теорему 189 МОЖElО ДUUО.IВИТЪ следующи.u очевидвым (в lJлаве

вышеИЗ.IOженвоrо), но lJолеJНЫМ рнерж.дением,

Теорема 18.10. Пусть выпО.Zltены предположепил тсоремы

18.9 и Ilv°(t)II O, Ilш°(t)11  Oпри t co,ТО1да нулевое положе-

ние Рlluновесия cиcтe.1tbl х=== f(x) асuмnтотичеСJo:и  Jстойчи(JО в  /e 

М)М. .
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18.4. Матричные системы сравнения, Рассмотрим систему

дифференциальных ураIJ нений

Х<= Лt, х), (18,26)

rAe х Е Rп RеRтор столбец, а lJраnая часть удовлетворяет неким

условиям, обеепечиваЮЩИll существование, единственность и HeJ10-

каJlЬНУЮ ПрОДо.1ЖИМОСТЬ решений (18.26), причем .f(t. 0)= 0, т, е.

х==о является поло;r.ением равновесия системы. Далее нас будет
интересовать воирос об асимптотической устойчивости нулевоrо

ПО.l0жеНИJI раRновесИf системы (18.26), RОТОРЫЙ мы будем изу 
чать, ИСС.1едуя DClJOMOraTe.lbHoe дифференциальнОР. уравнение в

пространстве матриц.

Пусть пространство Е симметрических матриц пХп ПО.lууио.

рндочено конусом К пеотрицатеЛЫIО опреде.IеНElЫХ матриц, Оче 

ВИДElО, int К множество ПО.l0ж\tтельно Оrlреде.1lеElНЫХ матриц. F.сди

матрица U не.вБlрош.дена, то из Н Е Т(, Н Е int К вытекает СООТ-

BeTC'IBeHHO

uни Т
Е К. uниТ

Е intK. 08.27)

ПО.1аrая в (18,27) и == H l,110.1Y 1Iae)(

R Е intK*H lЕ intK. (18.:28)

Фиксируем произвольвую матрицу lJо Е int К и положим

11 H"uo==illf{Y: YUo H yUol. (18,29)

ОчеВИДElО, (l8.29) оБЫIIнаяUo HopMa. Норму в Rп определим так:

Ilxll==(XT U0
1 X)1/2. (18.30)

В даJlЬнейшем важную роль будет иrрать оператор Н(х) ==ххТ ,

отображ.ающий Вп на rраницу конуса К. IIокажеы, QTO

IIH(x) l!uo==llx li:l, (18.з1)

Так как Н(х) Е к для ЛlOбоrо х Е яп
, ТО в данном слуqае

11 Н(х) i1uo inf ["(: хх
Т

уиО }=="(о'

Нам надо показа'IЬ, tITO '(o XTи IX.Т. е.

(х
т ио

1
х) иo xxTЕ К ( 18.32)

и при любом 1» О

(х
Т И IХ Е)Ио ХХТ К' (18.33)

В силу перавеНСТDа БУНЯБОВСliоrо IJ[варца для .пюбоrо с Е ЯЛ

имеем
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.t?r(xT и 01 х) Ий ххтl с== (с
Т [ТО с) (х

Т
ио

!

х) (с
Т х)2==

==( T ( T )( T )2 0,
!

riIe  T==сТ UJ/2, хТ ===х7' и:2' Это обеспечипасr справедливость
08.32).

Положим тепеРJ. с
т
==х

Т иоl. Д.1Н е:>0 1I1leeM

сТ[(хТ ио 1
х е:) (ТО ххТ] c== нт

и;1 х<о,

что l'аIJ8нтируе'l' (;uравед.1ИВОСТЬ (18.331, .

PaC('MOТ})IIM теперь в l1pOCTpIlHC'fBe Е дифференциальное ypaB 
нение

S==,F(t, 8), (18.34)

правая часть I{OTOpOro, БаБ и к (18,26), удовлетворяе'r неким ус-

ловияу, обеспечивающим суще{,1'ВОRIIDие, едивствевность 11 HeJI0 

Rальную uродо.11lНIМОСТЬ решеFJиi1 (18.34),

Матричное дифференциаЛhное ytJапнеПIlС (18,34) наЭОilем сис-

темой сраflНРНlIЯ для уравнения (18.26), если в числе своих реllIе 

пий оно содержит реmения 8(О, С[)ЯВ80ные с решенияяи x(t) урав-
иенив (18,26) СООТRошениями

Н(х(О») == 8(0), Н (Хи» S(t), t > о.

Из (18,35) J1 (18,31) следует

11 x(t) 112  !I8(t) Iluo'

ПОiJТОЫУ устойчивость, аСl1МDТО'1'l1чеСl\ЗЯ устойчивость нулеflоrо pe 
тения 08.26) вытекают из зналоrичных свойств системы уравне-

ния О8.34),

Будем rОDОРИТЬ, что УРlIвнение (18.34) D1ШНЗ)lлежит классу М

(F Е И), если для ero любоrо решения S(t) и функции P(t), удов-

летворяющей дифф ренцпальномунеравенеТflУ

(18.35)

р <:::;,F(f, Р)

113 P(O)<:::;'S(O) сле)r.ует P(t)<:::;'8(t) пр" t>O,

Из Ullределения следует, что в С:lучае F Е 1J[ оператор сдвиrа

по 'l'раеl"fОI>ИJIМ (18.34) монотонен, т. е. ДДЯ любых двух решений
81 (t) и 82(t) из 81(0) 82(0) следует 81(t) 82и) uри t>O,

Прежде чем двиrатъсл днльше, остановимся на llPOCTO»: приме-

ре, ИЛЛЮС'l'РИIJующем суть подхода, Рассмотрим автономную линей 

вую систему

х==.Ах,

 дeм&трил;а А не оБJlзательно сим:метричеСRая.

(J8.36)
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Дифференцируа Н(х) ЕДОЛо l'раеRТОрИЙ (18.36), ПО.:lучnем

/1
(xxT)==xr;T АТ

+АххТ,
си

Таким обраilОМ,
Н==НАТ+АН (18,37)

можво взять В качестве системы сравнения Д.1Я уравнеВПiI (18.36).

Решевиш1И (18 37) служа'f ФУШШ,ИIl

вт == c."11 Н(О) e
AT1

.

ИJ H1 (0)?:-'}]2(O) С.1едуе'l'

е
А1 Н1(0) c.4

T I
с
А1 Н2(0) е

АТ, == C
A1
[Н,(О) H2(o)J сА ТI ::?> О.

что озuа lIает монотонность оператора СДRиrа ио траеl\'Jориап

(18.37).

ДЛiI Toro, чтобы пулеIJuе uолож виеравновесия СИСlе:ыьт с .ио.

ВОТОННЬПl оператором сдвиrа было аСИМll'fотпчеСRИ УСТОЙЧИВ(), до-

статочно, чтобы нашлась точка Х Е int К, Rоторая под де.uствием

оператора cДВl1l'a иде'f наз д, 11 TOIIRa У Е iпt К, идущая впе.

ред. В данпоы случае uалпчие ТВБИХ точек rарантирует разреmи 
мость в illt]( уравнения

Но АТ +AHo  Go (18 38)
IJI1И GoEintK.

Если мюрипа .-1 I'}"}J!lИДl'Вit (все соБC'fвенвые зваченил имею'!'

О1РIlцателr,пые деЙС'l'.Еителт,вые части), '10 IIIIТNР;JЛ

Но== J сА' Go с
АТ1 (и

о

сходитсн И .яВ.lяеТСfl решснием уравнеВИJI (18.38) (ПРОI1ерие!).
TlImI}! оБРnЗ0М, переход I, CllCTeMe сраВВСНИII и ИСllОЛЬЗ0ваНИ8

конусных соображений позволяют дЛЯ ПРОИ3IJО.1ЬНОЙ линейной сис.

темы УСТliНОВНТЬ lIеоБХО,1И lые и ДОС1'аТОlfные условиа ас.ШIП'JОТИ'

ческой УС10ЙЧИВОСТИ. Это указывает на nерспеКТIIВНОСТЬ подхода

и даСl' вЯ,'!,еJБДУ на 1J0дучепие иных полезных реЗУ,Iьтатов.

Верне}[С п IC пел ипейвой СИС,теме (18.  6). Продиффереицируем.
Н(х) П.J:О,I!. траетпориii: (18.26)

iI==xjT(t, х)+ j(t, х)хТ

ЕСJП илеют место uерпвенсruа

н==хРи, x)+/(t, х)хТ<::;,Еи, Н)
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и [<' Е j\[, ТО ЛСEIО, ЧТО S== F(t, В) можно ИСПО.1ЬЗ0вать в качестве

системы сравнении,

Эффективность пре;ц:зrаемOl'О подхода ВО  1HOrOM зависит от

надичия критериев, rараU'l'ИРi ЮЩИХ uрипздлешность исuодьзуе ых

СИС'lем сравнеНИll K,<laccy JI .1руrЮIII СJlопаAlИ, необходим набор

удоБEIЫХ: теорем О диффеР НЦllаДЬRЫХнсрапенствах: Д:IЯ матричных

диФФереНДИ!l,1ЬНЫХ урапнеНIIЛ в npOC'lpa8C'rBe, ПО,Iуупорлдоч:енно:м

KOBYCO I ]( неотрицзте.'iьна оuреДС.lепиых матриц. Эта проблема

детзлыю пе I1зучалась II здесь можно олшдать повв:!еnиН ИН'l'ерес-
ны'Х резулыатов,

Прос 'Ьнш прп:мераыи, в которых соотнеТСТВУI(,щие теоремы о

дифференциалных lIсрзве8стпах лешо устаН3Rливаюня,  IorYT

служить :матричное ;щфферепциалъное уранпепие Ляпунова

H==SAT(t) + A(t) S

n матричное диффереllциаdьн еуравuение РПКRа и

В==ВАТЩ + A(t)S+SD(t)S,

(18.39)

( 18.40)

f;J;e A(t) и ])(О оrраНИ'lенные пепрерывные матрицы пХ Н.

ПОСI,ОЛЬКУ neIJBoe уравнение чаС1НЫЙ с:rучнй BToporo, оба

С;lуча.п охва'l'ываюте я: (:,IедуIOЩИМ :реЗУ;Jи'аТf1Ilf.

TeopfMa 18.]1. Пусть S(t) Я6.tЯеrпся реии!liие,1! (18.10), а

P(t) у(JОIJ.lетворяет dифф'еpeНl 1!и.1bIiO.1!Y нераlJен.ству

Р< PAT(lH A(t)P+PD(t)P

Toи)( ]1(0) < 8(0) 6bIU,CJ".ICiп Р(О <. S(t) при t> О.

ДО!tазаl'еЛЬСl'IIО. 3:ШlIше (18.41) р, виде

р==рАТЩ + A(t) Р+ рlJ(t) Р G(t), (-;со Е К.

Д:rн Q(t)==S(t) Р(О имеем

Q увТЩ+ ви) Q+ G(t).

(ЛО) Е ](, B(t)==A+PD+QDl2,

(18.42) являетсл

rде

Реrnени ы

(18.41)

(18.42)

t

Q(t)==U(t, О) (J(O) иТи, OH rU(t, s) G(s) UТа, 8) 118,
о

rДе И(t, s) оператор СДDиrа пu траешrорrrЮI ДИффЕ'реПl иа.1ьноrо

уравнении Х == ви) х,

ТеlIерь Q(t) Е [( uри t>O Bbl 'eI'ae1' на Q(O) Е к и свойства

."(18.27). liI
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9 19. УСТОйЧИВОСТЬ НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ
ПРОЦЕССОВ

19.1. Постановка задач. Динамика системы часто Оilисывает 

.си системой дифферепци:а,lЬНЫХ уравнений x==G(x) ПЛII же (в слу.
qae дискретноrо времени) JlтераЦИОВRОЙ проце.l1УРОЙ XkH,,-= F(xk

).

Даже есди остапап,ся в pl\ldRaX ЭТJ1Х ПрОС'l'еЙШIlХ спuсобов ОllИ 

санин динамических процессов, то 11 тоrда при uереходе к изуче-

нию сложных систем ВО ПJlI(аIOТ специфические трудности, пре 
одоление которых зачастую связано с необходимостью РЗЗflИТИЯ

НОВЫХ  lате!1::\ТичеСIШХ методов, В uервую очередь здесь стоит OT 

метить тот фаl\Т, '110 Д.'IЯ С"lOжных систем хаrаI\терRОЙ о(;обен 
ВОC'fhЮ является ОТСУТСП\Jlе 11Х точноrо RD.1ичествеНllоrо Описания,

Скажем. для рыночной модели';:' npaB3SJ часть (веиuрноrо) диффе-
ренциальноrо уравнеПИIl JJреДСТ3В.IIяет еrJUОЙ набор функций избы 

точноrо спроса, Iюторые едва ли MorYT быть известны :исследова 

'Jе.lЮ ск()лько нибудъточно 13 ШИрОIШХ Дпаuазовах изменения ЦРН.

Относительно функций изБЫТliчноrо спроса известна лишь некаа

RачеС'fвеннал информация, на ОСIIове "ОТаРОЙ и необходимо cдe 

лать вывод, например, об устоfiqивости равновесия. Такая ситуа-

цпн типична Д.'lя системных IJрпложениtl, и лена, что она суще-

ственно 01'Jlичаетс.в: от траДИДИ(jННЬ ХпостаНОВОIt задач R.lассичес-

НОЙ 'Iеории устоii'lИВОСТИ, rде правые части диффереНЦllальных
уравнений оБЫ'11l0 MorYT быть (jнреде,lСПЫ с :Jюбой пеобхuдимой

точнос'л,IO.

Нужно таJ\же отметить, что СlJсциФю,а функционирования сл().ж 

ных систем Jlыдвиrает на lJередний план вопроеы rдобальной yc 

l'ОЙЧ\lВОСТИ, RUTupble в 'J'еории устойчивости с ']ОЧIШ зреНИIi еис-

темпых IIРИ,IОJКений недостаточно разработаны.
Ню'\Онец, динамические lilюцессы в СЛОi/.ных СИС'lемах часто

содержат неоuреде,1енны:е факторы и это выводит адеБва.тные

ilостаповь:и задач за рамки исследований обычных дифференциа.1Ь'
ных уравненлй и итераnионных uроцедуl" НИifiе описывается фор 
ма.llьная дИ RЮIИ 'lССliaЯ МО)l,ель, отра жа IOщая BeIlCTe!) минирован ность

ФУlIlщионированип мноrих реальных t'истем. (Ил.1fIострационные
llримеры. рассматриваются в сдедутощем разделе).

Пусть систе:.Jа СОСТОИ'f из 1 взаимосвязанных Э.lементов А"
Э,1еl1ент А, раСJJоражаеrсн выбором скадярной ве.llИЧIlНЫ Xi, сос-

тонние системы харакrеРIlзуеrся вектором Х:=:{Хl"'" Хn ]'

· См. следующий раздел.
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Длн I>а.;и:доrо i при :IюБОll допустимои Х существует единствен-

нан точка

Xi"'" fi(X),

которую будем назык:!ть положением цеди i ro ;цеllент<J" Если

ДО11УС'l'имые соетшJНИЯ системы оuределяются оrраничеllИЯМИ vi:

Xi Е [и .w'lJ, то предполаrае'l'СЯ TRKiJ.e yi:Xi== fi(X) Е [v?, ?и J,
Время функционирования системы может оыть дискретным

(разбито на периоды с номерами k==O, 1, ..) и HeIlpepblBBblM,

В том и ApyroM случае rипотеза о поведении эле ентовсостоит в

следующем (аксиома индикаторноrо поведеIlIIЯ): каiЬ:ДIJЙ элемент

Ai с течение:.! времени иаменяет значение собственной I1ереыеи-
л

иой. в напраВ,leВИИ It теI,ущему IЮДJжеllПЮ n.е.ilИ Xi. т. е. ,nвижет 

сп по направлению к lJовеРХIIОСТИ х, == fi(X),
В случае lIeUpepblBIIoro ВJ1емеви подобная 'l'Зl>Тlша llоведеНИlI

:может быть ОlIисана системой диффереllЦЮI.lТ>НЫХ ураRIIепиit

Xj--==Yi(t, Х, а.) Ui(X) Xi], Y; O. О9 1)

Запись (19,]) оз вачает, что si nХ! 0= sign I f i(X) х ,1, llараметр а;

СИ/dводизируе1' заВИСЮIОСТЬ фунrщий У i' а следовательно и CKO 

ростей Х!I ОТ некоторых факторов, Rнешних 11О отношению к MO 

дели

К<JЖДЗЯ кuнкретная реалиsаЦИJl пронесса (J 9.1) УДОВ.ilетпоряет
СИС'l'еме диффереllциа.I;'НЫХ уръвнений

Xi ==Yt(t) [fi(X) Xi], Yi(t) O, (19,2)

т. е, каждой I,еЗлtшщии состветствует срой набор функций Yi(t),

которые в Ji3J1ьнеt!шем преДllолаrtlю'l'СЯ оrраllиченными. В боль-

шинстве случаев Д.IЯ ПрОС'lOты 11рt'Дllо.Iаrается также нр.прерыв 
ность y.(t), но 11р:Ш'IичеСКlI IJсе Прl1Боди.м.ые далее реЭУ_Iьтаты при

исполиова нии бuдее rрОМОЗДI-iОИ 1 ехниItи обобщаются на случай
функций YI(t), су.ммируе ыхна любuм конечном O'l'pe3Ite.

ИСХОДlluе UIJисание СИСJемы передко бывает за)l;анным не в

виде oпepamopr! .меЖЭ.fеме1ttпныr С/Jпзеii F(x)==( t"l(X)"", !n(Х)}, а

в виде Оllер.:тора П(Х)==( !Jl(X), 9n(Х)}, RОТОрЫЙ С F(x) сваэав:

соотношени.ами
*

Vi: sigll gi(x)==sign и.(х) х,],

Vi:g i(Xl' '" Ч l'f,(x). Xi+fJ'''' X,,) O,

В этом случае функции {;(х) не ДОЛЖflЬ{ явно заВllсеlЬ ОТ Х i.
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и Rаждал ФУПRUИН 9;(Х) убывает по Xi. Такие ФУНКПИИ 9,(х) Ha 

зываюrся ФУ/f.1Щ'/J,,'l.\!U 'Uндuкатора.\lи, , инамику системы в это)[

случае удобнее изучать непосредственно в форме

х, -==Yi(t) у/х), Yi(t) O,

что (В очевидных предцоложениях) эквивалентно предыдущему,

В случае дискретноrо времени индикаторное поведение описы-

вается uроцедурой

x H x + Y [f ' (x ) X ] vR Е [о 1 ]l 1 1 1, z' 6 i ' ,

rде х7 точка, которую элемент А i выбирает в k йпериод вре-

мени,

Конкретное значение У7, определяющее вели чину шаrа .lx7
==xt+1 x , может зависеть от времени, теRущеl'О СОСТОЯНИЯ 11

пекоторых друrих фак'l'ОРОВ ОС, внешних но отношению к модели.

Оrраничение Y ::::;l означает, что n системе отсутствует "lJepepe-

rулирование", т. е. RаЖI1ЫЙ АI дслает шаr не БОJ1ЬШИЙ, чем рас-

Х!

 (.1;)

х"

!..

Рис, 8.

стояние (по нанраВЛf'RШU Xi) ()Т Xk до 1l0веI)ХНUСТИ xi Ii(X). Д.1Я
чаC'l'НоrО случая ДIJУХtшементной систе lЫ, в которой Ui(X) H за-

висит явно от Xl. rеометрический aHa,10r процедуры (19.3) изоб 

ражен на рис. 8. В соответствии с (19,3) в (1.:+ 1) й МО:\lеа1' I1ре-

мени система может попасть в люб У ю то 'т У j' iJИХU ВЫ! 1I1}\'U, IJрН'

моуrОЛЬf!ика.

Процедуры (19.2), (J а.З) будем З.,]lисыrНi [, !l. .! ;t> rrK-

торном виде
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х
Н1 ==xk+rlt[F(tk) XkJ,

х== r(t) [Р(х) х 1.

(Н).4)

(J 9,5)

[де rk djag[ y l, r(t)==diag!Yl(t)"., yn(t)J.

Здесь вuзникает следующий ЦИК.! воиросов: УСТОЙЧИВО ЛИ IJaB'

новесие, СХОДЯТСJi ли К нему ВСС траеn:тории из любоrо начально-

[о llоложения. об.1адает ли систеиа свойство:и аСИlштотическои

устоиqИI\ОС1'И и 1'. Форму.IИРОАRа aHIX BOUpOCOB пока апе."ЛИ 

р уе1 .lишь It ИН1'УИТИВНЫМ аналоrиям с классической теорией ди-

намических систе... IIроццуры ТИШt (19,2), (19,3) по существу

Оllllсывают не одну динами"ескую еисте:иу, а делый ансамбль ди-

намических СИС1'еl4 (каждой системе ансамбля соответствует сБОЯ

траеП:ТОрИJl (реализаЦИff). IIоэто.Уу рааЛИ'lные СВОЙС1ва устойчивос 
'I'И здесь должны быть Оllредмены заново.

Неско.lЪКО БОЛЕ\е 1l011робно стоит останuвитьсн на вопросе о

сходимости 'rрае[(торий к 1I0ложению равновесия, В рамках ука-
занных оrраничений ,f Е [о, lJ, '(i(t) O J..'IeMeHTbl MorYT просто

"стоять на месте" (yf о, '(i(t) :::0) ИЛИ сходитьсн К положению,

От..шчному от paBHoBecHoro (еСАИ '(f или "r'i(t) с росто\( времени

слишком быстро стремятся к. нулю), Чrобы исключить ЭТИ мало-

ИlIтересные в содержаrельном О'ПlOшении случаи, {)Rазываетсл дo 

статочным, соответстпенно, в дискре1'НОМ и непрерывном вариан-
тах, наложить дullолнIlтелыIеe Оl'рани"ения

v i : '(1 СО.
'*-1
k

 '(i(t)dt== со.

О

(19.6)

Траектории, удовлетворяющие ЭТИМ условиям, будем lIазывать яе 

вырожденными. содерж8.телыlйй смысл невыро.жденности 1}'аекто.

рии заКЛЮ1Jа'еТСJl Б том, что В системе не существует слишком

"ленивых" элеы нтов,, которые бы "успокаивалисъ", не ДОС1'иrнув

цеJlИ.

Описанный ПБlше IJростейший вариант модели ДОПУСRае1' раз 

.lи'шые модификации, более ад.екватно отражающие природу Belto 

торых конп:ретных задач,

Например, &OHItperHble задачи не псеrл.а окаЗЫ8'аютс}{ coдep 
жательно БО,1ее емкими, чеи исходная модель, Скорее наобо 

po'I, и то,да разумнее упростить модель, чтобы не "палить из

n)'Ine1< по воробьяи" , Так, например, доltазыиа.s: сходимость всех
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невырожденных траеRТОрИЙ (19.2) ]1;lИ (19.3) 1;' liО.10жепию равпо'

весия, мы liолучаем зачастую rораздu больше, чем Toro требует

конкретный смысл зцачи. Может оказаться, что множеспJO не-

сходящихсн траектuрии чрезвычайно мало по сравпению с мно-

жеством сходящихсн. Если при этом величины y иди фушщип

Yt(t) являются в RaKo)J'To смысле неэависимыыи, то ситуацию мож-

но ЩНIЗНать вполне удовлетворительной. Отсечение "малых" MHO 

жеств несходящихся: траеI('rорI'\Й можно осущеСТПЛЯ'IЬ переходн на

веронтностную трактовку 1I1юцессов (19.2), (I9.ij), считая величи 

вы У7 или функции у;(О сдучайвыми,

Рассмотрение иrровых. моделей (см, следующий раадел) при-

водит 'Также ь: мысли видоизменить модель в несколько ином Ha 

правлении. Как правило, ЭJемент А; pacllooJarReT лишь _1ОкаJIЬНОЙ

ИНфОР}lацие!l о собственной функции выиrrIJIП:l, зная ее UОIЩ1l:е.

ние n некоторой малой окрестпости ТОЧIШ, в J;OTOpOll находится

система. Еще лучше сказать, что А, в сос'(оянпи ОПl'llиrь лишь

направление роста выиrрыша во собственной lIеремепной (близ-

хая uo духу ситуаJЩЯ имеет lICCTO в рыночной )lUД .lИ). В таЮIХ

yCJlOBJljJX rНI10теЗfi индикаторно[о поведения uредста Р.Шетсл I1Юlбо-

лее uраВДОIIодобной, J\ все остаетсЯ UO-С'J'арО}IУ, если система функ.

ционирует в непрерывном времени. В ди(;кретном же с.ччае IIVO 

цедуру (19.4) можно считать адекватноЙ реальным ДЮ-lзмиqеСRюr

процессам Л1\ШЬ в uредuолошеuии, что  ЛС}1ентыделClЮТ в нужном

направлении заведомо малые marll, Не будучи уверенным в этом,

едва ли можно считать выuоднеННЫll оrран"чеI I1f, Y1 1, '('зк

как :Jлементы не располаrают информацией для вычиrлени.а теку'

ЩИХ положениti цюи. Если OTK331LTbCH от укаэанноrо uреДllOлuже-

ния, то приходится изучать итерационную IIроцедур)- вида

xr+l==x7+ rsigu g;(xk ), (19,7)

rде  Tобозначает д,шну шаrа  1 lxf+l xll.Н'онрчно, о сходи-

1I0СТИ трае1tторий (19.7) U может быть ррчи lIрИ отсутствии 'Тех

или иных оrраниченнй на последовательности  7' Одним из есте-

ственных оrраничений предстзв.'l:НСТСН уеловие ;1---+ о (при допол 
""

Dительном требоваllИИ Н6ВЫрОiVденности yi:  7==со).
11

Запись (I 9, 7) допускает такще друrую 'flJЗRТОВRУ, Можно СЧll 

тать, что Эlементы движутся в "нужном" наuравлении лишь R

среднем, т. е,  Tс..lУlJaйные веlИЧИНЫ, которые MorYT привиюl'lЬ
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дажс отрица'rе,!lЬRые вначеНRВ, но имен/т IIОJ.ОiКитедьные матемз"

'Тические ожидания т ,
На uерный БзrлнД сущестпенным оrраНИ'lеlIием uредстаllдяетсв

тот факт, что в исходной )10  еJИра сматриваЮТСII системы, coc 

тоящие И:J "скалярных" э leMeHToR, т е. ИfJ Jле ен'fОВ, KO'lopble

распоряжаютсл лишь ска.lарRЫ.llИ переменными, Но н такую МО-

дедъ укладываются и системы с  ек.ТОРПЫМJIзлеnrентзми, '110 с  л 

вано с условностыо ответа па воирос "ЧТО СЧИ1'ать элементом сис-

темы". Рассмотрим, наllрИМt'р, моден рынка, 11 1\0ТО:рuЙ каждый

прuд вецTopryeT сраву неСКОЛhКИМИ 10парами, распорв аВеьера.

ву цедым набором цен, т. В. пе(порО l. Оuа'rЬ 'I'аRИ еетеС,!'J1еннои.

эд-еСh Bh!rляди'!' неза Вl!сиuаа pp-r у;ш рОБка цен (liажll.УЮ Б отде.1Ь-

ное'!и n IJY IJродапец ПОRышает \.1.1И uонижает RI:1RНСИМОСПI ОТ.

RHI\Ka соотве1ствующеl'О изБЫТОЧН'Jrо CIJpOCI\). При этом нсе CRO-'

ДИТСВ К изучению проц дур типа (19.2) 11;111 (19.3). т. е. на MO 

дельном УРОЛR!" ReItT()\>IIItie Э.1е lенты ка" бы деlаrреrирую rca в

скалярные. Друrими слопаШI, Rеr,торны Э.:Iементы А i rаСDадают 

ен на еОRОКl'UНОСТИ неJRВИ:СШdО деЙИВУЮЩIIХ c}(a.HlpHblX Эле;уев 

'JOB (Аи}.
Для RОВМОJRIIОСТИ 1I0ДООffоrо ФОl>мальноrо 0llиr8НИН системы,

конечно, нужно иметь достаточные основания в виде тех или иных

содержательных uреДUОСЫ,JОЬ:, РаСС:llотреlllIы1i Сl10соб мuде;lИрова.
НШ! систем с векторными: i:J.leMeHTaMM (состоящий в дезаrреrаn.ии

Э.lе:llевтов) не ИС1tJIЮЧi1ет BO MoiItHOCTIIрассмотреUИJJ U роцедур Тll1Iа

(19.2), (19.3'. в которых не ска.1Я\>. а пектор.

19.2. Примеры. Paccma-rрllНRС!!blе ([иже IrрИ.\Iерhl ИЛJJU(""IРИРУЮТ

ДИ:UCL.IIИIJССКУШ :lщ еЛh, ОLlИl.:аffl!УЮ в предыдуще!! разделе.

Uример 1, LIри У,:Л(JЩIИ: V't,k:yj==l uрuцедура (19.4) иере 
ХОДИТ в обычную Iп раIЩuНRУЮ нр()цсдуру XH1 =oF(xk ), КО'lорая

широко И:СI10лъзует'ея в j\,ачестве ВЫlfИС.1итС,IЫluI'() аJlI'UI'ИПlа ДАН pe 

шсн ия ураВllеlIИЙ. В неирер ЫАНОМ ('лу чае Upl1 УС.10ВИ\! V i: у Е(О :::::: 1

ы. IlрИХОДИМ 1, аRТОR01lНОЙ системе диффереlЩИRJ1hIlЫХ Yl'нвпений
i == G(x), к юучению ,оторой сводатсн самые rнэнuобраЗ8ые fJa 

да1JИ

IIрпмер 2. II еп. элементы А! ЯRЛНlИСЯ иrР()К:lIIИ, lJричем

х! стра'1'еrИIf А/. а Di(x) ero функция выи.rрыша, ПО;I(J:!;.епие

це:IИ i-ro Э.н меlIrаестестиеНIIО О!lре.lJ.е.ш'rь как 1I0,Iожение YC.'lOB-

Boro маl\:СИ!lрr<l ето ФУНКЦИII rJыиrрыmа (ио собственнuй l1ереиен-
НОИ иl111 фиксированных страте,'иях остальных иrро"ов), т. о.

229



Vi:Dj(x.,..., Xj JoJj(x), Xj+1"'" хn)==таlп.(х).
Х!

НеПОДDижная точка оператора F(x) JlвлнеТСJl здесь ТОЧRОЙ Н:нпа.

Если суммарный выиrрыш Rаждоrо элемента СКJlадывается из ero

1Iыиrрышей в ПОСJlедовательности партий, представляется ИНТУll 
тивно ес'rествеНIIЫИ считать (см. обсуждение слеДУlOщеrо lJриме-
ра), что тактика иrроков имеет вид О9.3), Тот факт, что иrрокв

в деlkl'Вl1тельности используют весьма различные соображения длл

выбора mara Ах1, и 9'1'0 приводит к ПОСJlедовательностлlt y весь-

ма неопределенноrо вида, может объясняться, 110 крайней мере,

ДВрl.ll обстоятеJlЬС'l'ва.ldИ. Во-первых, полный mar (y1 1), RОТОрЫЙ
ио lJepBoMY впечатлению nредставляе'IСЯ наиболее BblroAHblM, в ре-

зулиате совместных действий остальных элеме н '1'0В :МОЖе1' приво-

ДИ'l'ь к уменыпеllИЮ ожидаемоrо выиrрыша А., и это часто ЗёLС'

'l'Rвлает элемепты действовать более осторожно, Во-вторы х, опре 

деление истинноrо IJоложеllИЯ цеJlИ бывает З!l'fруднено. При этом

8J1eMeHT оuределнет лишь направлеllие роста cBoero выиrрыша и

по rрубuй IlРИКИДI..е делае'f mar в этом наuравлеllИИ *.

При u е р 3, Этот приuер по существу является частным СЛУ-

чаем предыдущеrо, но здесь общая схема наПОJlнается конкретным

содержанием. ПУСТЬ в Itаждый uлановый lJериод некий централь-
ный opraH (ЦО), RO'fOPOMY подчинены п ЭJlементов (пронзводите-
..еЮ, раСDолаrает запасом ресурса (сырья) в I\ОJlичестве R и вы-

.IJ,&er 3J1eMeaTY А, ресурс в В'.ОЛИ'lестве r, по цене ),. ФУНКЦИJl вы.

иrрыmа А, имееr вид D! ==cti Vri Лri (здесь Cf.i 11rj фУНКIЩ,Н

.Iохода Ас. так что ctj Ух';'" Лr, ero nрибыдь). ЕСJlИ бы ЦО знал

КОЭффllциенты ct" то, наuример, задача маRсимиsации cYMuapHoro

ДОХОJl:а сисrемы ctc Vr-: была бы тривиальной. На upaK'rJ1Ke,
,

.QAHaKO, uредс-rавления ВСЛIi.оrо уuравдяющеrо opraHa об эдеuен 

'I'&X lIи;кнеrо 1рОВIIЛ, как правило, не точны. Как бы там ни было,

иреДllолоlltии, что ЦО известны ЛИШЬ rраницы и1. tO , в которых

И:lХОl(НТСJi {(Оэффици:енты cti' Информацию 1(0 подучает следую 

ЩИМ обра:юм: просит А, назвать значение C1.i, элемен'f О'l'вечает:

"Xi" (праВlIУ А, rоворить не обязан, но должен оставаться в рам-

'Ках оrраничений ХI Е [01. w1J), На основе вектора х ЦО произво-

· Вообще rоворя, для иrровых моделей более ддекватн ым преДСТo1lВЛRетс!'

поведеНI:е типа (19.7).
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,дит раСlJредеJlение ресурса и назначает цену. Пусть до действует
в соответствии с принципом OTKpblToro упраDлеПИII

Rx?
ri==  ;

 xj
j

л==
1

2VR VVx  1i

(19 8)

После nодстан()вки (I9,S) в О; имеем

хо ( ; Х/)
D, == O:iV лri == VR

y x,
j

(19.9)

Итак, функционирование систеиы представляет собой беско 

нечную посдедовательность партий с функциями выиrрыща О9.9),
Эта система модеJlировалась и неОДНОltратно "проиrрываJIась" на

различных участках. ВСIIКИЙ раз участниltи неизменно после He 

сколышх итераций приходили в точку НЭШIi, а их поведение было

близко R (I 9.7).

Если для некоторых классов иrр подобный факт и представ,

Лllетсв вполне закономерным, то в данном СJlучае наличие в сис 

теме индиltlторноrо поведеНИJf выrЛIIДИТ ДOBOJlЬHO неожиданным

ПОС[(),IЬКУ обнаруживается в ситуаДИи,rде оно "neBblroAHo" По-

ясним сказанное. Пусть, ДЛII простоты, все 1);( равны единиде и

все нижние llределы V равны и близки к нулю (все WI==CO), Леr 

ко llОК1!заТh, 'ITO равновесной по Н:нпу будет 'l"очка с координата-

. 2п 2
В

u

бми У.: Х; ==
. этон точJtе выиrрыш каждоrо иrрока удет

2n 1

1
Vравен п/ R/,n. В точке же х с координатами х. ==v выиr 

2

рliIШ каждоrо примерно :в два раза больше, ТОТ фаRТ, что инди 

каторпое поведение присутствует даже в таRИХ иrрах, показывает,

что оно действительно отражает некие реадьные психолоrические

иотивы общеrо характера, хотн, конечно, при ан:\Лизе подобных

иrровых систем нужно соблюдать определенную осторожность.

11 р и м ер 4, Модель установленин рыночных цев. Пусть на

рынке имее'fСЯ п видов товаров, цена на i йтовар обозначаетси

ЛI. сирое на Hero "/I;f(Л) , uредложение х.(л). Функции

х,(л) == ХI(Л1 ,"" Л n) == iti(Л) хi(л)
 1





lJредnоложеl1ие. '1'1'0 'IИС.'Iенность иОIlУЛ.япии i-ro ВИДR поэрr.СТRет
л

.uри Ni<N i , и убывает при Si>1\'" 1'. е.

Ni  Yi(t)[f i(.Y) N i ], "(i(t) O.

Качественная информацин о Фунltll.ИНХ fl(N) /J.\Jrer цр;\мерио

такой же вид, как и в РЫRОIJНОЙ модеди, Е лив <;истеме OT YT.

ствую'1' ()тноrnениа типа "ХИЩНИIi жеРТ!Jа", то подучаеТСJl IJTO-TO

вроде рын ка с валовой ДОПО,1нительноетью товаров. (ЕС.1И Ni B03 

растает, то пищи и друrих "блаr" j MYви;!:у остается м ньше,
л

II Nj убывает). В оощем случае естественно u/Кида1Ь, что .fi(N)
о IJаТh такиоб,Jaдает С130еобраЗII ы \! свопст АОМ обобmенноfi монот()н-

пости (по каждой lIере.uенной Nj фунrcЦIНI fi.(N) 11.111 убывает,
ИЛII возрастает). Просмотр БОЛЬП10rо числа примеров из раЗЛИ'IВЫХ

обдастеt1 показывает, '1'10 свойетво обобщенной MOHOTOHROCТlI опе-

раторов межэлементных СnЛ::Jей весьма mИР()FiО расnространсно.

(Это опrапдывзет выдrленир reTrporeHBblX СIlС1'ем в r мос'!оя'f('ЛЬ'

ный объект изучения).

При JI ер 6. Пусть Шlес'н'.11 CJIC1enJ3 11 об(".:JУЖИВ IОШIIХус'!  'ойств
A i , 1J0драэдедеННFJХ на т неuсресекаЮЩИХСJl rрупu ](j' RЗiRДЫЙ

эдемент А! обладает IIРОПУ('}iНОЙ Сllособностью  i' Каждая rp у uua

]{, имеет свой ДИСIJеТllерский нункт Dj, на 1ютороы В!'.1JИ 1IИRа HO 

1'01,11. клиеRТОВ к Л) делится между i:jле:\1ентами данноЙ rpYIll1bI

щюпорцион ально 11 х ПрОIJ УСКIIЫМ СllOсоБRОСТН Ы. .качество обс-чжи.
вани.ll А;, И3!lенлл I\ОТОрОА элемент может 1'hK Иll1l ИНаче DЛИ.llТЬ

на lJере:расuределrпи е nuTOKoB клиентов, будем :хь рюперИЗ0Ва.ть

величиной Xi. Цель А i состоит В обеспечении О 1l'J'И М алыюй для

себа iJаrРУЭItИ ;i' Индикаторное попедение здесь nwrлядит ДOCTa 

 'OIJHO естественным.

Правдоподобным эдесь иреДСl'аВ.1веТСII таl{же С.Iедующее преД 

п()ло;крпие. Если элемент Ai принадлежит rРУПllе Kj, 'fl) у.lучше 

вие качества обслуживания остальными Э.1ементами Эlоli rPYllUbl

uривод-ит к уве.1ич-ению потока клиентов к Л} и, COO1'RercI'BeHRo,

к уве,1ичению заrрузки А;. У.'Iуqrnепие же Itачества оБСЛУЖИ8ания
i)Jlемев'rа:ми, не нринадлежащими: Kj. IJРИВОДИТ Т{ уменьшепию
TOEta клиеllТ()В к Dj И, соответс rBeHHO, к уи:еНhlПениtO З1l.1'РУiКИ
A i . В CI)01'1t8rCTBfIli с ЭI'И.ll рitl[М:UО upli.3B<LTb. чти КftiRЦ1I функ.

л

ция Xi==fi(:C) не возрастает IJO uepCllel!Rbl)[ Х", еС1l1 А; и: AI!

принаДJ1ешат ОДНОЙ rРУllпе, и не убывает 110 остальным перемеа-
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БЫМ, Таким образом, F(x) снова об.lадае1.' свойствои обобщенной
 онотонности.

При М е р 7. Пусть п электрических сопротивлений В, подк 

JIЮ'lены последовательно R источнику с напряжением Е и внут-

реНRИМ сопротивлением r, к,аждое СОПРОТИJlлеНRе В, является I1e-

.ременным и снабжено соответствуюmим реrУЛJl'fОРОМ. Реrу.lЯТОР

,находитсн в расuорнжепии  лемеRта(оператора) Aj, цель КОТОРО-

ru состоит в llОДДt>]);каНRИ на своем: сопротивлении напряжения

y .ФУllкцией индикаторомэдесь может служить

gj(R) == V 
ЕВ.

r+ Rj
i

19.3. Определение и свойства АДС. Пус'l'Ь система функ-
,'ЦИОН И]Jует в СОО'Iветс'IВИИ ситерационной процедурой (] 9.2). т. е,

X
kT1 == хА+ rk(F(xk) . хА),

тде P(x) onepa'Iop межэлеalентных СВ.ll3ей. rh==diaglr ,...,r l,
у1 Е [о, 1].

Мы уже отмечали, что на последоватедьности r/i; здесь надо

'накладывать некоторые дополнительные оrраничени.II, чтобы .мож.

но были rОRОрИТЬ о СХОДИ}IОСТИ (19'2). Проще Bcero это достиrает-

си требованием о <ej::;;;y1::;;;]. Приведем БО.lее общий ре3УJlиат,

доказательство KOToporo очевидно,

Теорема ]9,], Пусти оператор F непрерывен и фи'Ксиl)О 
ванная последО6ате//'ъноетъ rk удометворяет УСJl,Oв tю

00

уi: I 11 == со.

k

Totaa пос.ндоватс//,ьностъ Xk, порождаемая nроиедуроЙ (19.2), не

.может сходитЪСJl " тO<t1ie, 'Кото11ОН не Jl8JI,яетея Нf>110двuжной mоч 

хай Оl'1еlJuтoра F .

Заметим теперь, '1ТО Иl'ерадионная ироцедура (19,2) представ-

.ше"l' собои 'Iас'rный случай процедуры вида

хАН == fR (x k),

(19,10)

в которой ouepaTop /" завиеит от номера итерации и заведомо

lJРИllадлежиr некоторому семейству р, Этой более общей точки

зреRиа МЫ и будем пока придерживаться.
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Итак, пусть F обозначает семейство непрерывных опери.'rоров

j, каждый из которых отображает в себя подное метрическое про-

странство (Х, р).
Семf'ЙСТВО точечно-шroжественных отображений

Pk(X)== U {!It( . (fl(X)):!i Е F, i==I,..., k}

будt'м называть ансамбд,ем дuна,\Ju'Чес"и:& систеА! (А;l,С) с дискрет 

вым временем. При этом BcerAa будем преДDолаrа'rь, что АДС (се-
мейство F) удовлетворлет условию равномерной неuрерывности:

длн любых х Е Х и е> О можно указать такое 5> О, ЧТО из

р(х, у)<о следует р(/(х), .f(Y)J<e при любом fEF.
В дальнейшем нас будут интересовать АДС, имеющие положе-

ние раВRовесиа Е Х, Положением равновесия АДС мы навывае!(

точку Е Х, Rоторап нвллетсн неподвижной: одновременно дла всех

Qператоров / Е F, т. е.

п {Л ):f Е F } == { I,

Пере1!:дем к опредедению динамических характеристик АДС.
A.l. У с т ой ч и в о с т ь: по любой 01>. рестн.ости }V то'Ч"u, i;

.можно у"а.ить о"рестн.ость V mOlf,/>U i; та"ую, 'Что и1 х Е v cJ e-

дует Fk(x) с JV при любом к;;:,;О.

А2, С1:0ДИМОСТЬ: Fk(x) {i;!при любо",! хЕХ,
А,,3. Равномерная сходимость: снществует o"pecтHocrпь

U точки такая, 1ето

Fk\и) {;},

Условие А,,2 стоит прокоммеВ1 Иl'овать, Заметим, во-первых, что

заllИСЬ Pk(X) { }означает следрощее: LO любоil окрестности V

множества {!; i (состонщеrо И3 ОДНОЙ ТОЧКИ  )можно указать Ta 

ное N > О, что для всех k >N будет Fk(x) с V Вернемся теuерь
R частнuму случаю АДС вида (19,2), IIYCTb все невырождевные

'rраектuрии: СХОДlIтса, В содержательном отношении это может

RUОЛ не ус rраиваТЕ> нас, однако усдовие сходимос rи А2 II ри пок

заведо.llО не в ыIlлняетсн,' u ОСКО!lЬRУ риды (19.1 О) MorYT раСХОДИ1'Ь-

ся сколь усодно иедденно, а значит сколь yroAHo меДJlенно может

сходи.rЬСR ироцедура (HJ,2). Выполнение А2 естественно ожидать

в том r..луqае, коrда дейс1'ПУIOТ оrраНИ'1ения 0<EI Y1 1,ИJ[И в

боле общем случае, Itоrда Bt;e ряды (19,10) мажорируются снизу

aeItO'fopbl" фи:ксированным раСХОНЩИllса рflДОМ, Н8.uример,
N N

1

VN>O: y    ,
k=l k=l k
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19.4. Схолимость и УСТОЙЧИВОСТh. Здесь и далее :мы l1рСД 

DOJlaraeM, что АДС имеет положение равновесия; Е Х.

Теорема 19.2. Условие равнощ рноЙ сходимости влечет за

собо(е усmои'Ц,ивостъ  ,т. е, А3 => А1.

Д о к а з а т е л ъ с т в о. Предположим, что сформулированное YT 

верждение неверно. Тоrда существует такая окрестность W (точ-

RИ  ). что для любой последовательности окрестностей Vh
-4- { }

найдутся таt\ие Xh Е v 11' nh > О и Yh Е Fпk(Xh), что Yh JV Вез or 

раничеВИJl общности можно считать Xh Е 7J (окрестность U фиrу-
рирует n uпределении раВRомерной сходимости), Возможны два

варианта: ]) t/k -4- со, тоrда YII. С W противоречит условию

Fk(U) -4- {  }, 2) последовательность {nh} оrраниче на, тоrда Yk W

llротиворечит непрерывности оператор')в f Е F. .

Т е о р е м а ) 9.3. Пусть ; UAleeт ",ош а",тную оКрестность.

Ттда А 1 и А2 B, eJC.Ill/l за собоii справедливость А.'I.

Заметим, что всеrда ии.ееt' RО llIактнуюокрестность. хоца Х

представляет собой подмножество Rfl с обычной ТОПОJlоrией. Пе 

рейдем .к ДОIiазательству.

Пус'JЬ С RОМlIактная Oh:peCTHOcTb тО'II>И ;. Нам нужно Yl>Ii 
за1 ь открытую окреСТНОС1'Ь U такую, что Fk(U) -4- [ I. Положим

и;с int С. Пусть заД<lEl3 окрестпость V точки ;. Из А2 следует
существование наименыпеrо N(x) 'faItOro,' что Fk(X)C:V для всех

k N(x). Чтобы Дl)кмаТI> теорем у, достаточно установить, что

SlIp {Н(Х,: х Е С} 1i,OHe1feH. В lIpn 1'j[BIIOll случае, в силу КОМП8Itт 

НЩ:ТИ С, существуеr lIОС.lе.ll.овате,IЬПОСТЬ Х"- х-:. Е С такая, что

N(xk )  -+':О. По окрестаостн V укажем такую окрестность W '1ТО

ИЗ Х Е w следует Fk(x)c. V для всех k O(это можно сделать, в

силу А..l), Из условии А2 вытекает су щеСТlIование наим.еныпе ro

N(x) TaKoro, что p V(X)(х) с. W Очевидно, Н(х) Й(х), lIОЭТО.му из

N(Xh) C'(J 'ледует N(Xh) 00. Но N(x") конечно, и дЛИ Х, ДОС-

та'fОЧНО б;1и [tих К х*, СUр1\веД.IИRО p1\tleHCTBo Ы(х) == N(x*). Пол у
чеНН(Jе uротиноречие завершает доказательство. .

Теорема 19.3 явллетсл дис"ретным апа.'lоrом известной в

'1 еОlJИИ УI'.ТОЙЧj[RОСТИ теоремы, утверждающей, что аСИМlIтотически

устuйчипое положение равновесиа автономной системы .1fFlляется

равномерно МИМlIтотически усrоичпвы:.t,

19.5. rOMorCHHbIe системы. }[ы начнем изучение динамичес'

ких свойств модели с наиболее llpocToro случая, KorJla OUejJ8TOp

меЖЭJIементвых СВИJей F(x) является монотонным (преДllодаr'аеТСIl,
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что lJOдуупорядоченность введена неотрицательныи OpT&HrOM П+.).

Си темув этом случае будем называть цоложительно rомоrеElElОЙ.

ПI'ИВf>дем нескодьь:о llримеров положительно rOMoreHHblX сис 

тем, ОбраТИllСЯ длн ;поrо 1: примерам:, описанным Быше. Рыноч:

ваа иодель (пример 4) будет uоложительно rомоrенной системой в

случае валовой ::Iам:еElИМОСТИ товаров, модель MaCCOBoro обслужива-
вия (ирииер 6) BС.1Учае, Rоrда каждая rруuпа К) состоит из

е,J:инственноrо ЭJ1еИЕ'нта. В иrровой интерпретации, коrда CTpaTe 

rил Xi элем.ента (иrрока) А, имеет харак'leР усилил, и оиератор

меЖiJлеиеElТНЫХ связен

F(x)=={fl(X),,,, tп(X)]

оuрсделае1са из услопиа

Vi:Di(X1 ,,,,, Xi l'Ji(x), Xi+I'"'' xn)==maX]Ji(X),
Xi

rде Di фУНRЦlIЯ выиrрыша Ai, положительнаа rоиоrенность 03-

начает, что КЮЦОМУ иrрОRУ ЦЯ поддеl1жавия оuтииуиз. CBOero

выиrрыша I;рIIХОДИТСИ 01Вечать УВt>Лllчением собственноrо усилии

на увеличение УСJlЛIIЙ остальных иrронов, С ИНТУИ'fИВНОЙ 'l'ОЧКИ

31Jения такое положение вещей представляется R1l0лне естест-

венным.

ДОС1'ато'lНО распространенны ии являются '1'аl\же  )'jрица'fельно

tOMoreHHble системы, оператор :межэлемеНТНЫ1: связей которых

аН'fИ"\!О'Elотонеu. Рывочная модель (пример 4) ЯВJlяется О'l'рицатель 

но rомоrенной систем йв случае валовой дополнительности това-

ров, модель сосуществования 6ИQJ10rичеСfiИХ видов (пример 5) 
в С.'lучае отсутствия в системе отношений типа nхищник жертва",
JIаконец, модель MlicCOBoro обслуживания (пример 6) в cJ1YQae.

JКоrда имеется лишь одна rpynn3 Kl'

Пусть положитеЛЬElО rOMoreHHaa систеиа функционирует в дис-

 peTHOMвремени, Т. е,

XHl ==Х" + rh(F(x/l) Xk), (19.11)

.rде rh==diag('Y ,'" y ), y Е [о, 1],

Бу ,ем I1ассма.тривать поr,а лишь певырожденные траектории
ао

.(19.11), которые хараиеризуютса тем, что Vi: yt==CX). Предuо-
k

ложИм также, что uejJeMeHHwe Х! MorYT И3}1ениться в IфедеJlах

_. cerlleH10B [и1, .иi ], и uри дюбои доuустииом состоннии системы
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'IеRущие ПОЛОiRЕШИIJ цели /1(Xj 'шкже заl\.1l0чены в этих lJределах,

е. конусный отрезок

(и
О

, t(,.O)=={xlv°<::::x<:;, wO}

является инвариантным для оператора Р(х)

Р(и
О

, ш°» с (и
О

, н,О), (19,12)

'r ео р е м а 194, Пуст?> oi,epamop F положител.1JНО щмтенн-ои

системы непрерЫ6fН- и имеет н-а (и
О

, ш
О ) единственн-ую непоiJ6UЖ 

ную точку х* Тои)а любая н-евъtрожденн-ая. траехmор'Ия (J.IJ.JJ)

сходится " х* /,езавUСUJI!О от началън-Otо 1tО/t()жения ;(J Е (и
О

, у}).

Д о к а з а т е J1 ь с т в О. РЯСС1\ОТрИ1\ любую невырошдевную тра-

е]{торию vk
, порождаемую процедурой (I 9.1 1), наЧИН310щуюrя в

точке и
О

. Покажем, ЧТО [lослеJ,ова 'еJ]ЬНОСТЬ vk монотонно B08pac 

тает, 'f, е.

и
О

<:::: и
1

.::::,; " . <:::: vk <= . . ,

в силу (]9.12), F(vO)?>rfJ, поэтому

и
1 vo==ro( и

О +Р(иО) > О.

Кроме Toro,

v1 +F(v
l
» v

1
+ Р(иО)==(Е ro) ( иO+F(t,o)) > О,

откуда v2 vl==rl( vl+F(vl)>0и т. д.

Монотон но :возрастающая последовательность vk оrраничена:

(так ка" f'k:vkE (и
О

,  oO»), lJОЭТОМУ Vk V*. В (;илу невырошден 

ности 'l'раектории и неI1рерынности Р, и* с неоБХОДИ.aJ.ОС'IЬЮ нвля 

ется неподвижной точкой оператора F' (теорема 19.1). Следова-

тедьно, и* х*

Совершенно аН8J[оrично можно показать, что невырожденван:

траектория 11Jk (19.11), вачинающаяся в ТОЧRе 11'0, монотонно убы-
вает, что n конечном итоrе дает 11'k-+w* И w*==x*

Рассмотрим: теперь ПРОИ3ВО,lЬНУЮ ненырожденную траекторию

09.11) Xk, начинающуюсн 1J веко'fОрОЙ точке х
О
Е (и

О
, 'И,О). 3aMe 

тим, что ка ждой траектории Xk отвечае'f вполне определенная пос 

ледоватеJJЬНОСТЬ r/l" Пусть эта же IlОСЛf>довательность r/l отвечает

траекторинм vk и и)k. тотда

А k: vk Xk wk
. (19.13)

Это неравенство леrКD доказывается IlО индукции. .крайние пос 

ледовательности в (19.13) сходятся R одному И тому же предеду

х*. Отсюда Xk X*..
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РаССМO'I'ренные выше послеДОRательности vk , и;" дают 803ИОЖ 

ность ука!lать последовательность вложенных };онуеных отреЗRО1\

(vk , n.k)  {x*).

каждый из которых IIнпариантен дли оператора Р, и поэтому .1Ю'"

баи траектори.в: (19.11), начинаЮЩ1l1iCН в (vk , н'''), не может RЫ:Й 

ти за пределы (vk . w
k), По этой uричине UОJlожеllие раnIlовеси.в:

системы (АДС) в условиях теоремы ]9.4 ИRляетсл устойчивым.
Заметии, что СХОДИМОСТЬ невырождеНRLlХ rраеRТОрИЙ вовсе не

влечет за собой условмр ('ХОДИМОС1И АДС А2. Е:!к уже отмечалось,

среди веВЫlJожденных '] IJзеи орий с) щее1flУ ют CRO.1lI, уruдно мед 

ленно сходящиеел. В lJреДlJОЛ(IЖСJlШJХ '1eO]JeMbl ] 9.4 УСЛОБме (:Xo 

,ll.И1dОСТИ АДС обесп ечивает ДОПОЛНИ'Jельное оrраничевие

Vi, k:O<E y  l (19,14)

в этом случае .nеrио I10кзззrъ. что ДЛИ любой rраеR'fОрИИ (J 9.2)

имеет место

х" Е ( ,lC )""'*{X*)' (19,15)

rде пос.uеДоваreльности v , ш также поро.ждаюн.в: lJроце,цурой
(19.2) при условии. что

Vk:rh diag(El"'" Еп)

и v ==VO.w:==tVO. Условие (19,15) означает 'также, Ч10 в Д:lННО](

случае и меет место rавномерная сходимость АДС.

До сих пор речь шла о системах, траектории соеТ08НИЙ хото-

рых ззвеДОIIО находнтс.8 в оrраниченвом множестве (VO, WO>, При-
всденные результаты, одна1\О, MorYT uримеНIiТЬСИ и в том случае,

,коrда пределы ИЗ.lенени.в: llepeMeHHblX веоrравичены, Для этоrо

надо лишь дополнительно установить существование "СRОЛЬ yroABo
болnшоrо" инвариаНТElоrо KOBycHoro отрезка, и llроверить, что на

каЖДQМ 1'11 ком конусном отрезке выполнаются, например, предио 
ложевин теоремы 19.4,

В ирактичеСIШХ яадачах областью измеElСНШI lIереиевных час-

то СJ1У1RIП неотрицательный opTaHr Я+, Если при зтом оператор
иеЖ.jДемеНТНЫl СRизей Р(х) положительно r"моrенной систсмы вв,

ляеТСfJ BorBy'rblM и имеет на iut R+ не!lОДВИJКНУIO точку х*, то

.Iюбаа невыро;тщеннаа траектории (19,2) будет сходитьс.8 rt х* Be 

В8ВИСИМ:О от начальноrо ПОJlожении х* Е int R+.
Обратимсв теперь к рассмотрению положитеЛЬElО rом:оrевной

системы, ФУНlщионирующей в Elепрерывном: времени, 'f. е.

239



x==r(t) (P(x) x),

rде r\t)==diag{y.(t),... Уn(О!, y,(t) O.

(HJ. ]())

(
Се '\

Будем рассматрив тьиона невырожденные Vi: J '{Jt; (lt== со)
траектuрии (19.16) на некотором ипвариантном для F конусном

отрезке (иО, WO), ПреДПОЛОЖИ l 'l'aIOl\e, что ФУНКЦИИ Yi(t) неире'

рывны и оrраничены,

Теорема 19,5. Пусть оператор F положuтеЛIНО 10мо енноЙ

cucme.llЪZ дважды непрерыоно дифф'еТJеннируем и имеет на (иО, 10°)
едuнстье;ту1О неподвuжную jЩ)1{Щ! х*, Т(лdа д'Юбая неlJЫРQжденная
'()Iраекто JJИЯ сходится 'к х* lIе3аБU симо от Ha 1

taJl,1 нио ,/!ОJl,ожеНtt.JI

х(О) Е (сО, 10°).

Д (j I{ а з а т е J( Ъ с т по. При л((,бой конкретной ФУНRIiИИ r(t) чс 

ре:з ..lH б;ю наllеред эаД8Е1НУЮ 1vЧI_У xlO) Е (VO, 'lVO) 1J1 l х О,II у, l' ЦИВ

СIвеl!П8Н не,lоканио НрОД()ЛЖЮlая 'lраеliТОрИЯ (19,16) x(t). Един  

ствеНН'Jеl'Ъ вытекает IIЗ JJИllI1lИI еRОСТИ lIравuй части (i 9.16) (1I0C 

леднее С1JравеДЛIl.ео, D сиду Оl'раниченности функций '(i(t) , HelJpe 

рыаной дифференцируеиости Ji'(x) и I\ОШНiRТНОС1'11 (иО, 1/'°)' а Be 

ЛОliа.1ьная: IJРОДО,lЖЮI0 1'Ь )JВЛll 'IСS пеUОСI'едственным следствием

инвариантности (VO, wO). ТаКИМ образом, для .Чlv(juй. rщвнретной
функции r(t) и любоrо t?1) оире,Ilюен оператор СДIНIl'З U t по

траектория:м О9.16)
х(о  Utх(о).

Докакр-" МО80rОElВОСl'Ь оператора UI, т, р.

а(О)?>  (o)=?- иl а(О)?> и1  (o).

Введем обозначение

 (t)==и,Ct(O) иl (O)о:т  т.

Очевидно, ;т удовлетворяет системе диффереRЦиаJ1ЪНЫХ ypaB 
неElИЙ

Ai: f==YtU)и,(;+ ) (" ;1i\ .//:З)+ i]'
т. е,

Yi: i .(i(t)III(;+p) /Л» ;i]. (19.17)

Леrко видеть, 11'1'0 сиurиа (19.17) УДОВ;lетворяеr условИfЩ леll-

мы 2.1,  иПОJТОМУ ;т Е Jrf., что означает MOHu'\'OHBOCTb и/.

Расс.llОТРИМ теlJерь llеШf>НИЯ (19,16), и(О. 1C(t) с Jlача.IЬНЫМII

значениями

и(О)==иО. н'(О) ZVO,
24()



в силу (19,16). перекенные

У/ ft(x) Xi

удовлетворяют систеl(е дифферен циальных уравнений

Vi:Yt == Yt(t) Yi+  rИ:i Уj(t)YJ'
дх)

I

(19.18)

Применви к (19.18) лемму 2.1, llОЛУlJаеl(

у(О) == F(tJ°) t,o?> О *уЩ ?> О,
откуда

dtJ
== r(t) у(п ?> О,

dt

Следовательно. tJ(t) монотонно Ho paCTaeT110 t. АналоrИIJПО )[0-

казывается монотонность убываНJI я lU(t) , И3 монотонности If orpa 

НИ'Iевности ФУНIЩИЙ v(t), w(t) вытекает

v(t) t,Ф,tc(t) и:* при ( co.

Из единственности неJJОДВИЖНОИ точки у оператора F. He.upe

рывности F И неВЫРОЖ)lенвосш 1'раеКТОр11Й и(п, u.(t) следуе'l'

t'* tU';' X*.

Наконец, в си.1У монотонности и ! И иО <::; х(О)"::::; WO, имеем

v(t) -<:; xlt) <:= и' (О .

Крайние Dоследuнательности эдесь СХОДЯТСSl к одному и тому
же предежу х"', ОТСlOда x(t) х*. .

Нужно OTMeHI'!)., что требованис дпажды uепvерывной диффе'
реНП"-lруеМОС'1I1 F(x) иrl]СЛЬRОJl ЛОСЬ в )[Оl\азате,пьстве лишь длв

обеспечения С'див('твенности решений (J 9.18), и может быть

оuущено, ('сли эта единсТlН ВНuстъ nblTeItaCT ий друrих соображе-
ний. ПредиоложеНllf> же (. нРuрерЫВRОЙ дифференцируемости F(x)
здесь cymeC'I'ReRHO свяэзно со <'1Iосо60l( )[ОRзsате,пьства, но и от

Hefo можно 01'Rазаться, {'сли использовать более rромоздкую тех.

пику.

При }Jасемотрении ФУНlщиови\ювания модели в дискретном Bpe 
мени было  'стаНОRлено еущеетвование DОСJIе.п:овате,пьн ости инва-

риантных I\OHYCHblX отрезков (tJk , ! ''') {х* J. Ясно, что этот факт
{)бссuеlJl<Iвает устойqивость иоложеНИII равновесия х'* и в случае

Hl'npepblBHuro времени.

ДЛff неоrрзниqенных об.:.Iастей изиенениа переменв:ых эд есь

.можпо сдедать те же замечании. Что и в двсхреТIlО){ случае. В
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частности, если оператор F BorHYT и имее'l' на int В+. неuодвиж 

ную точку х.:< то .1юбflа lI€вырожденнаа 'l'раек'fОрИЯ (19,16) cxo 

дится к х* НС33ВИСJlМО 01' нача.,л,ноrо uолuшеНИJi х(О) Е int Л+..
19.6. [етеротонные системы. ; ля 1I0ложите,lЬЕО rомоrепных

СИC'fем: (1', е. II СЛУЧCl.е MOHUTOHHoro OlJepaTOpa F) ПЮI удалось co 

1l0СТI\ВИТЬ каждой невырожденной траектории (1 (Э.2) две llоследо 

вате.1ЬНОети vk и wk
, которые :монотонно :ходились и зажима.Пl

xk, т. е и" <:::; Xk w
k

. Эта же идел может быть сохранена и в

общем случае, В(I если прежде llоследопательности V'l, l{;" порож-

дались той же СR,!ой про! едурой(19,2), то теиерь процедура (\9.2)

для этой цели не rодитсл. Теперь соответству ющие послеДUВI!'fель 

ности vk
, ш

k
мы будем "rенерировать" с помощью ВСIIомоrатель'

ной uроцедуры
'"

л

V
k+1 == v

k+ r" [F(vk
, ш") vkj,

(19.19),

шk+1 =-. шk+r,,[F(шk
, и") ш

k ],

:исходящей из (и
О

, ШО), [де V
O l(}О, В СЛУЧRе 1l0ложитеЛJ,В() rOMO 

,

rеН80Й систеыы 1l0НОТОННОСТЬ посдедовательвосз'ей ВЫ'lекала из ин.

I1ариCl.НТНОr,ти (ДЛЯ Р)  oHycnoro отревнз (и
О

, ,/'/;0). 3дес!> lJO'lpe 

буется более сильное JIIJсдлоложевие: сильная инвариантность

(и
О

, тО). т. е. справедлипость HeraneBCTB
, л

F(v
O

, тО);?> и
О

, F(ш
О

, и
О
) <=: Ш

О
. (19.20)

ПреДС'l'авим T/"uepb, что сходимоиь "/"----+и*, W
k ---+1V*, а также

УСJIовие Xk Е (v k
, ш

k ) уже д()каваны, В очевиДВЫХ предположениях

пара (и*, '/,v*) является решенисм сиете:мы уравnений
,

F(v, н') ==v,

л

Р(ш, v)==w.

(1 !),2 I}

ЛСВО, что 'rребование единствеВDОСТИ решения (1 !). l) будет

иrрать ту же родь, что и 1'ребопание еднuствевности Н IJO)lПllЖRОЙ

точки у )IOHO'f()BHOrO оиератора F.

Таким образом, в отличие от случая MOHoToHnoro оператора F

здесь ПРОИСХОДИТ "ужесточение." тр/'бовапиit в ДВУХ lIунктах: ИН 

варианrность заменяется СИ.1ЬВОЙ иuваРI!,1FIТПОСТЫО, а е,'!Иl\ствен.

насть равновесил еДИiIствеНRосr';" ре !lIf\H 11 Н Сl!сте.\ (19. I),

л

· Напомним, ЧТО F 060знаЧJе СОПУТСПIЮ:".
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Однако эти "потери" не 1JВJЯ\()'lСЯ следствием недостаТЕОn метода,

а СВRзаfJЫ с существом задачи.

:(,lЯ весьма ШИ}ЮКОl'О I Ласса rетрроrСПllЫХ tJIIepaTopoB (а эна-

чит и ДЛЯ монотонных, 11 ДЛЯ (. uтимонотонных) t'И.1lьна.я инвариант-

ность равносильна обычной, и позтому  реБО[1ание обычной ИВ.

вариаНТНОСl'И конуспоrо отрезна работосuособно не только ДЛН :ио-

Пf)ТОННЫ"- операторов, но и ддн olJepa'fOpOB существенно б 'лее об.

щеrо лида, Этоrf) не.'IЬ3Я скаэать о 'Jреболании еДинственности

раlJнолеСПfl систены, ТО,1ЬКО ДМI blOH01'oHHoro оиератора F един 

ственность решениа (l 9.2]) равносильна единственности равнове-

сна сииеldЫ (единс'rRенности неJlОДВИЖНОЙ ТОЧRИ оператора Е), а

уже дли а птимонотон Horo о]] ера'тора F она переходит в 'l'рf\бова-
вие единетвеННОС'l'И неиОДВИЖIIОИ ТОТII':И у р

2
,

л

Опе})ато}) F (а эначит 11 F) далее предполаrаеrсн непрерыв 

Hbl)l, И это не всеrда ()fовариnается.

т е о р е м а 19.6. Пустъ (,11tpaтol) F 1erпepOrпIJHHOii сuетеАIЫ

и.lIсет сиА'ЬНО инварuаюnный 1,ОНУСН'ЫЙ l.JтрсзО1( (и
О

1С
О
), на хот 0-

ро.и систеJ1tа уравНСltllй (192 J) не АfOже111 и,IICn/b более йон010 ре-

 (tенllЯ и, w Е (и
О

, щО). Тои]а у Cиcтe,t/b! существует положение paв 

нО6есия х* Е (и
О

, ш
О
), u J1,'/(бая НСiJЪ1РОJfсi)еннал траектория (19.2)

С.1:0rJuтся 1( х* неЗавuеп,\lО от n!lц(tл'ЪНО10 пОЛОDlсения х
О
Е (и

О то),
J(оъ:азатедьство. Заметим сразу, что еущеС'fВОJJание поло-

жения равновесия х* Е (и
О

, 100) очевидно. Возьмем дюбую HeBЫ 

рожденную траекторию (19.2) Xk и сопоставим ей rраекторnю про 

цедуры (I 9.] 9) с l'ОЙ же с мой IJослеДО:Ва1еJjЬНОС ЬЮ rIi' Шодра 
зумеваеТСJI, что 'ТраеRТОрИЯ (J 9.19) исходит Иl! (и

О
, ш

О
), rде и

О
, 100

служат точными rраницами IrОНУСБоrо отреЭЕВ (и
О

, ш
о), т. е. сов-

падение обозначений не случайно).
Очевидно, см, (19,  O)

vl vo rorj;'(VO,1OO) VO]?>o.
АнаJlоrично 101 100 с::::; О, Наконец,

1\ л

101  vl (E ro)(1OO vO)+ro[F(wo,vO) F(vO,1ОО)]?>о.

Тarшм образом, и
О

и
1
-< 101 с::::; 100, При этом конусный отрезок

(и!, 101) снова яВ[яеТСJI сильно инвариантным. Деltствите.пьно,
д д д

Р(и\ 1Оl) _ иl?>р(иО,wO) vO rorF(vO,u'o) VOJ 
д

 (E ro)[F(vO,wO) vO]?>o,
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л л л

ш
1 р(н;1, и

1
)?> шО+ro [11'(10° и

О
) шО] Р(шО, ZJI) ==

== (Е ro) [шО рСшО
, vO)]?> о.

Это позволяе'f IIНДУR1ИВНО продолжить процесс доказа1'ельива

и получить п.еUОЧRУ перавенств

иО . , . и" '" w
k

. .. <:;; 1/'0,

Отсюда следует v
k и*, 1(,'" w* (причем и* <::; ш*), Поскольку

л

оператор F неllрерывен и рассматривается невырожденвая TpaeK 

тория, то пара (и*, tv*) С необходимость ю являеrсs: решением сис 

темЫ уравнений (19.21). Но сисrе)!а (19.21) имеет очевидное pe 

тение и==n,==-х* и друrих решений по преДUО.lО<I>ению не имеет,

С.lедовательно, и "==ш*==Х*, т. е.

Vk X<', ш" х*. (19.22)

Покзжек теперь, что последовательности vk , н,,. ,,38ЖЮI3ЮТ" Xk

В смысле

vk х,. to
" (19,23)

Применяя ИНДУКЦИЮ, iQлучаем: хО Е (и
О

, И'О), Пус1Ь Xk Е (vk , n.k)
для ueKOToporo k O, тоrда

л

v
k+1 == (Е r/i) vk + r/l F(vk

, w
k)

л

(Е rh ) х" + r" F(xk
, xk) "= хН1

л

(Е f/l) trk+l'k Z,'(wk , v k) == и;н'+1.

СраВНИВ311 теuерь (19,22) и (19.23), приходи м к выводу

X" x*.

Вопросы устойчивости рассматриваются авалоrИIJВО uредыду 

щему.

т е о р е м: а 19.7 Пусть мтсPOтOHHbtil операт о1! F dважди

непрерывно диффереН!I;'UР.1Jеlr& и имеет сuл..ЬнО  (HtJapиaHтHb"lii KOHYC 

H,,!I';i отрезо" (иО,  cO), на котором сuсте"щ уравнений (1,fJ.21) не

Itlожст ItJlfcm" бо.1се оанО1,О рстСIiUЯ. l'o.d,j, у сщ;темы cYU(CClпtJycт

пОл'ожснuе равновесил х* Е (и
О

, WO), JlюбаJl нсвырожdt:нная rп'Pae1> 

тОl)ИН (19.16) с.rоdится " х* незаduси-ко oп Ha>ea. bHO'l() поло.Ж:СНUJ

х(О) Е ([,О, WO).

Д о к а з а т е л ь е т в о. С уществовзние llоложевил ранновесия:

х* Е (еР, tl'O) очевидно.
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Сопоставим каждоЙ невырождеllПUЙ траеR.'rории 09.16) хЩ две

неRТОР ФУНКЦИИиЩ и ш(t), которые УJlовдетворяют еl'lстемР JlИф 

ференциальных уравнений
*

(
и== r(t)[Лv, w) и]

(19.24 ).

t'v== r (t)[F(w, и) ш)

и IIIJOXOJlHT через точку

и(о)==и
О

. n'(О)"ш
О

.

Положим

x(t) ит =:о:Щ , !сЩ х(о ==  (t).
О'lеI1ИДНО,

1\ 1\

o:==r(t)[F(v+O:, х) (и+о:) F(v, x+13)-t-иI 
. 1\ ,

 ==r(t)[F(x+ ,v) (x+ ) F(x,и+OG)+x] 

ПрИ1dСВ.нн к этой системе ди1'фетеНЦР'1!.lЬБЫХ YJ' Бвенийлемму

2 1 и учитывая О:(О);:? О JI  (O) О, IJОjlучаеи

vt O:v(t) <:::; x(t) <:::; ш(t).

ВRедеи дадее обозначения

,

Yi==/i(и, tl') Vi'
,

ZI п'l /1(U;, и).

в силу уравнений (19,2,1), beK"lOP-фУПRЦИП у(О, z(t) удорлеТRОрЯю'r

СПС'fе31е дифференцизльных УрЗRНf ниl1
I л ..

 dfl ,., df,
У i

== У i У i + у j уj 1- Уj Zj.

'01 dVj ;=1
дш j

vi:
л л

,Л,дfl  д/EZi== YiZi+. YjZj ,;;.;-  '(j!jj'
j:;. д! ') , lои}

Снова uримеН!IЯ к этой системе диФфереНUИЗ,lЬНЫХ уравнений,
деыму  .l,IJОЛУ'lзе}[

;щ== rщ y(t) > о, щ(t) r(t) -'(о <:::::: о.

· Соответствие между хи) и и(п, w(t) оп ределяЕ'ТСЯ тем, что в сбоих сду-

Ч3!lХ фикснруеrе!] одиа и та же ФУНКЦlIЯ r(t).
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Слрдовательно, v(t) МОНОТО ННО возрастает, а шЩ монотонно

убывает. Присовокуuллл сюда оrраниченнос'fЬ иа\ и ш(t), ]lOлу 
чаем и(О ---+ и., ш(t). щ'"

Из неlJырожденности траеltтории следует, что пара (и*, ш*) .н.B 

"ляетсн решением системы уравнений (I 9.21). Но система (] 9.21)
имеет очевидное решение v==ш==х* и друrих решений по uредпо 
JIожеlJИЮ не имеет. Поэтому v.t-==ш*==х*, 11 наконец, x(t)  x*.

Теорема 19.8, Пусть дважды HeпpelJblOHO дифферениируе'
мый (на intR )nсевдовоънутый оператор F и.кеет неnодвижну1О
точху х* Е int B .Тotда любая не(jырожденная траектория (19.16)
.рходuтся х х* независимо от Ha1ea.tbHOto 1l0ложенuя х(О) Е int Rf.. .

920. ФИЛЬТР КАЛМАНД

20.1. Постановка задачи. РIIССМОТРИМ динамический объект
с дискретным временем

ХН+! Ах" + C H1'

Y"+l Hxk+r;h,

(20.1)

(20.2)

rAe ХА  п-м.ерныйвектор состояния СИC'fемы, Ун т мерныйl1eK 

'1'0]) наблюдений,  II liОСJIедовательность независимых случайных
{ MepHЫXвекторов с нулевым ыIте1dатичесJtимM ожиданием и не '1a 

висящей от k матрицей ковариации Q, 'f}k ПОС.1едопательность

независимых случайных т"мерных векторов с нулевым математи 

чеСRИМ ОШи;J.апием и единичной матрицей ковариации, А, С, Н
постоянные маТрlЩЫ, раэмеры которых, cooTBeTCTBeHllo, равны

пХll, пXl, 1nХn'

Фильтроп I.tалмана для системы (20,1), (20,2) называют pe&yp 

рентное правило получения оптимальной в среднеквадраТИЧНО]1 ли-

нейной оцеНI-И ХЛ вектора xh ио наБДfOдениям Уо' Yl'" " ул, аада-

ваемое парой СJ1едующих уравнений

ХА+! == A-:;k + rk+tHT(Yh+l IlA;k)'

1'1<+1 ==(Arh А
Т
+В)

(Ark АТ+В) Н Т
[1+ н (ArA ..4. т + В) HTpH(Ar"AT

+ В), (20.4)

rде B==CQOT.
Длл реалиаации фильтра ПРИIIЦИUИ:\ЛЬПЫМ: ЯВ.Iлется вопрос о

стабили.зации последоватеЛЬRОСТИ матриц rA , Да,lьнейшее иаложе-
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вие посвящено изучению усдовий, rарантирующих СХОДИМОСТЬ пос-

ледовательности r/i lJрИ ПРОИЗВОЛЬRЫХ начальных условиях ro '

Формальное описание задачи не может быть удовлетворитель-

ным дли читателя, КО'JОРЫЙ встречаетсн с фильтром Капкана впер 
вые, Но в данном случае вопросы фильтрации иrрают второсте-

пенную роль (вернее, не иrрают ника ой РО,1И). Читатель может

рассматривать дальнейший тенет  апанализ достаточно сложноrо

итераДИОlJноrо процесса (20,4), не иптересуясь происхождением

1I0слеДRеrо.

20.2. Достаточные условия стабилизации. Полуупорвдочии

пространство Е симметрических матриц 1 Х n НОНУСОМ К неотри 

цатеЛЬRО определенных матриц. Переоишем процесс (20.4) в виде

r/i+t== j(rk), (20,5)

Очевиднu, оператор j действующий И3 Е в Е, может быть пред-
ставлен в виде суперпозиции двух операторов f(r) == r;(L(r», rде

cp(r)==r rн т (1+ HrHT) lHr, (20,6)

L(r) == ArАТ
+ В. (20.7)

Т е о р е м а 20.1, Операторы ер u L положuтмъны u .моно-

тонны.

Д о к а 3 а т е J[ ь с т в о' ПОЛОf&ительнос.rь и :монотонность L оче.

ВИДIIЫ (в си.ту В Е К). Что касается оператора ер, то достаточно

устанuвить ero монотонность (так как '1'(0) ==0),

Простые преобразования дают

'1"(Р+е.:l)  '1"(P)==P+e.:l

(Р+еА) HT(I+HPHT) lH(P+е1) Р+

-t PHT(I+HPHT) lHP==e!:J. 

еАН Т
(1+нрн Т+..HAHT) lHР

 ePHT(]+HPHT+eHLlHT) lH +

+PHT(I+HPHT) lHP 

РНТ([ +НРНТ+eH).HT) lHP+O(e).

При !l:остаточно малых .. имеем

(I+HPH T+eHAHTJ l==
== (I+НРHT) l[1+еНдн

Т
(] +нРHT) l] l==

==(I+нрHT) l[1+еНt:.HT(1+нРHT) l+ О(е).
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Поэтому
qJ(p+e.1) qJ(P)

'>-(1  -ЛIУ (1 пР)
&

DрИ e :>-O, rде D==HT(1+HPHT) lH.

ОТСЮJlа следует, что ПрОИ3RОДRая rp 110 конусу К ВСЮJlУ llllИ-

В8дле;шtт конусу К, авто В.lечет ila собой МОНОТОННОСТЬ rp. .

Из монотонности 11 11 [. вытекает мОНОТОННОСТЬ оператора

f == rpL, Поэтому можно утвер.ждап" что ,nЛЯ сушеС1Rования реше 

вил уравнения
r== \Р(П (20,8)

необходимо и достаточно сущеСТR()ВiiВие Э.1lемента S Е к T:1ROrO,

что

{(8)< в. (20,9)

в этом случае очевидно, что ооератор .f бvдет иметь инвариант-

ный конусный O'l'pe30K (о. "'). Интерес к раэреШИAlОСТИ ураRНI'НИIl

(20.8) в данном контексте RIJO.IHe ПОfТптсн, так как только реше-

НИИ уравнении (20.8) MorYT быть IJреде;юи СХО}l.Slщеrосл процесса

(20,5).

Заметим, Ч'IО ус.1Овие (20,9) выuолняеТСJJ в достаТОIJВО общей

ситуации.   с.Dи,например, уравнение L(r) == r имеет решение 80'

то {(Во) 80' И.llН нусть матрица Н квадратна IJ RевырождеВiI.

TorAa условие (20.9) БУJlет RЫIlОJ1НЛТЬСЯ ДЛЯ В== (НHT) l

Установим СlIравеДЛИRОr.'I'Ь двух RcuoxoraTe.'lbHblX утверждений.

Л е м 11 а 20.]. Дл,я JlюfiOtо Р Е к найдеrпся т(J1{oe 'tI4c, o CG Е (О, О,

'{'1пО 'р( Р);;::' (l.p,

Доказательство. ИСllОЛЬ3УН матричное тождество

1 вТ (I+ BBT) lB==(1+ВТв) 1,

JIerKO ПО.JIУ'IИТЬ

ср(Р) ==p рн
Т
(1 +нPHT) lHр-==

=== vр и Vр нТ
(l+ н VР VР нT) lН }'Р ) Jt

r

Р ==

==VP (I+J/p HTHVP) IVP
Отсюда имеем

<р(Р) "Р== Vr[(l J/PIl НТ VP) l (1.1] Vp

Так Rюt (I +Vр нн
Т Vр )

 1
внутренний элемент ){ипуса К,

то матрица R квадратных скобках DО.l0жительво оuре,1l.елева при

,1I.OcTaTO'ltJO иа;IЫХ (1.>0. .
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Л е М:М а 20.2. Д.и любы'х Р I.t В Ки :иоuи() "" Е (О, 1)-
найдется такое пОЛОJICuте.IЬное 0:0 Е (О, О, 'tllИ

<p('i:"P+o:B)?> ""rp(P) +rt.R!2

при всех a ao.

Доказа'lе.JIЬС'I'80, ll/!e.l(eM следующие обозначе8ЮI

s==
Cf(tP+aR)  "<p(p) аВ/2

1:"

пт== (11""+ HPНТ) 1,

п==и+нPHT) '.

t '== Бi"t.

AJl.ll а Е (О, 1) .lerKO проверип" что

8?>aW/2 (P+o:W)HTDtH(P+atVI+PH T лнр==

== atV/4 Ij;WВТ Л, НР rJ:1'нТ ЛТ HJY+

+[aW/4 cr;2WBTDtНИ']+lРНТ лнр рнТп,НР].

При .JI.остаточно маJlОМ > о :'Iатрпnа

aW,'4 at rН Т
Dt H Y==

=ос о: 11Н' /4 (l 40: VtvНТ
п, HJV) V y

принадлежит конусу К. Обо начанчереfl п uuложи'rе.JIЬНО опреде '

ленную матриnу

R==D:;I/2 DIJ;1/2 1,
имеем

рн
Т ЛН Р рн Т

п, НР==

==PHT(п Dt) нр==рн
Т т/2 RD /2НР,

 Iатричноетождес'I"ВО

(o:R 1/2D /2HJV вЧ2 IJ /2НР)) (o:R 1!2lJ !2HJV

лЧ2 D /2НИ а
2 'УВТ Щ/2 К

1 п /2H Y==

==рНТ D /zRD /2HP  a YНТ
п, Н р аРНТ

Dt HJV

показывает, что Д.JIН неотрицательной оuредеJlевносrи S 'дuстаТО'I-

во, чтобы неотрицатеJ1ЬНО оuредеJ'Iенной БЫJ13 матриnа

aW/4  a2 yНп 12U In /2HIV ==

==aVW/4(I 4cr;V VHT Dl/2R lD !2Hl/ V)V V

IIОСо1едвее. очевидно. ВЫlJолвнетсн при J,uста'l"ОЧВО  ШДЫХао . .
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Т е о р е м: а 20.2. Пусть существует решение r* уравнениll (20.8),
В:I О и выполняется УСЛОfJ1tе

ker LN(o) С ker AN (20,10)

при немтором N>O, Ттда рещение r* единственно и'Х нему схо-

дll'fl1СЯ пОСАеоовател,ьные итерации (20,5) незаfJUСU},f,О от на.taл,ьно о

прuб,щженuя rо Е К,

ДОК азательс'l'ВО. Лемма 20.1 rараН'l'ирует, что для: любоrо

S Е к наидеТСJI ct>O, при ROTUpOM

j(S)  L(S)>- (1,L(S). (20,11)

при:менял К (20.11) N раз оиератор f и используя :монотонность

f, q;>, L и лемму 20,1, получим оценку

LN(S)>- fN(S) >-(1.LN(S)>-LN(O) «(1.>0). (20.12)

в С'илу (20.10) найдется такое  >O,что

LN(S) == LN(O) +A
N S(AT)N -<:  LN(O). (20.13)

Положим UO==LN(O), HepaBeHC'JBa (20,12), (20.]3) влекут за

-собой

fN(S) Е к(ио). (20.14)

ИСllОЛЬ3УJI теперь леим)' 20.2 для любых S Е к и t Е (О, 1),

получим
Л.В) == epL(.S) ==Cf[.L(S) +0  .)В] >-

ос

>- Cf[tL(S) +ct(l .)В] >- щL(S)+ (1  .)в >-
2

?> tj(S) +(1,1 L(O),

rде ct1 Е (О, t), се Е (о, 1).

ПримеЮJЗ }( обеим частлм iJTOI'O HepaneHC'J'na оператор f и

снона используя лемму 20.2, IJолучае:м

f2(tS) >- epL [./(8)+(1.1 Е(О)]==ер [.Lj(S)+IX1 L
2
(0)+

+ (1 t+ IX
1 ) В] >- ер [.Lf(S) +(1,1 L

2

(0)] >-

>- ер [tL/(S)+ ctce1 L
2
(0)] >-

(1.

?> tepL/(S) + L2
(0) >- ./2(8)+(1,1 L

2
(0),

2

rде IX Е (О, 1) и ct 2 Е (О,

Повторял Э'l'У операцию N раз, имеем

I"(tS)?>tI"(S)+(1,NL
N
(O), (1,NE(O,l),
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что В совокупности с (20.] 4) дает

fN(-rsJ';? tfN(8) +
 x

fN(S) == t(l +'У) fN(S),

rде 'YJ == rx.!\./ .
Таким образом, оперм'ор !...,.. является Uo BorHYTblM. ВЫВОДЫ

теоремы вытекают из общих результатов о :монотонных Uo-воrну-
тых операторах. .

921. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ

2 (.1. Эллиптическая задача. Рассмотрим Браевую задачу

Lи==лf(х, и), xEQcRn (21. ])

с rраничными условиями

ди(х)
Ви==  (x)и(х) +р(х) . ==0, х Е Q

ду

o;(x) O(  "'= о),  (x) o,
(21.2)

Здесь L аллиuтический дифференциальный оператор BToporo по-

рядка

'\:' д dtt

)Lи == (Щj(Х)' + ао(х) и,

i.j дх, дх}

д
обозначает проиsводную lJO конорма.il.И

ду

ди
(

дп

==... 'Y/j(X) Щ} х) ,

ду .. дх}
<,/

rAe У](Х) == I 'f/i(X),'" 'f/n(X)}  -единичный веК'10р внеmнр-й Dормали

к Q в точке х.

Нелинейная ЭЛЛИll'l"ичеСf"ан задача уже рассм:атривалась В upe-

дыдуmих r,,1aB8X. Отдичие данной задачи заключается в более об.

щих rраничных УС.'J.овиаl (21,2),

Jl е 111111 а 21.1. Пусть ФУН/ЩЩt р(х) 1iо/l.ОЖUпlС/I.'Ьна и непрерыь-

Н(! tJ Q, (L ФУН1щ'U/t 'р(Х) дIJ(lЖUЫ непрерывно (Jи1iфеl'еНt ируеjJfа и

уд06.1,етвоlJяеm УСдOlJиЯJ\!

L ЛР(Х)  >о, ер (  l

В:р ==.0, Х Е  l.
(21.3)

:.!Ы



To дa<р(х»О в Q тozda и толмо тozда, xuzda Л<ftо.  ae!10 t.щв'
nое (наиJI!епмиее) собствепн-ое значение задшчu

Lф !1Р(Х) ф о, х" Е Q

Вф о,х Е Q.
(21.1 )

в части достаточнос'l'И этот результат вытехает из ПО.llожитель 

ности функции rрина Gл краевой задачи (Ароншайн, Смит [1])

Lu Ap(x)Zt==O, Bu l
. .==0,

/х Е.а

если А< 1-1'0' Идея приводимоrо ниже непосреJ[С'l'веввоrо Jl:ОRава'fеJlЬ 

ства принадлежит БеЛJlману.

Заuишем задачу (21.3) н виде

L-p  -АР(х) cp р(х), х Е Q

В<р== о, х Е Q,
rде функция р(х) > О непрерывна Б Q. Решевием dТОП задачи HB 

.I.11eTCJl функция, иинимизирующа,я квадратичный ФУНRЦИОНЗJ

(21.5)

](ф)== Q(ф)+ r а;(х)
ф2(х) dcr,

.  (X)
!!2

rде

J {
дф дф

}Q(ф) аи(х) . +[f/O(X) Ap(x)J ф2 2р(х) ф(х) (lх.

J
' dXj дхj

Q
,

в классе допустимых RУСОЧНО HeupepblBBo дифферР.впируемых

функций ф(х) Б Q. которые обращаютс.ll R нуль на r.' l(Q==QIU Q2) *.

ИСllОЛЬЗУЛ вариаllИОIJНУЮ характеристиr,:у (1.0' лепо llопаза'l'Ь.

что при A<I-Lo квадратичные ЧJlены в ](ф) 1l0ложительно опреде 

лены для класса доuустимых функций. Это обеспечивает сущеС'I' 
НОБавие единственноrо \1инимума. В uреДIJОЛОi ;ении достаТОfI вой

r.ШДКОСТИ коэффициенто13 аи(х)  1ОЖНО показать 'rакже, что этот

минимум достиrаетсв на ДlJажды HeupepblBHO дифференцируеМО l
решении Ераf'ВОЙ iJадачи (21.5).

Jf'l'обы ДОI,азать I10дош.ительность 'f(x), допустим UpOT;'JRHoe. 3a 

тем полож.им

ф(х) == j  (x)1,

.. I1реДПОJlаrается, что а(х)=" 1, Р(х) =0 на 5}1 и мера множества п; поло'

жительна.
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3:Вlева rp на Ф не В.lиает на квадратичные члены I(ф), но

уменьшает ВК,1ад слаrае)lоrо, содер;:кащеrо р(,,), Эro противоречит

'Тому. что I:fI(X)  МИНИМИЗИР1'ющаифункции, ТаЮIМ образок,  I)(X);;:',O
11 Q при л < 110- Для ДОltазатедьства CTpororo неравенства ifI(X) > О

в .Q допустим rp(x) == О в некоторой точке Х Е Ь. Нсво. что В З'lой

a
2

1:f1
ТО1]ке матрица должна быть веотрицатеJIЬБО определева.

OXj aXj

В то же премн: в зтой точке

ан(х)
д
2
rp(x)

==р(х»О,
. . дх! aXj1"

 ITO llротиворечи'l' L()J]СЗ\,"И'JеЛЪЕО:И (!JрЕ'деJlенностп миrИIIБJ [аи(х)
(проверьте!). Итак, достаточность УС'Iзновлена,

Чтобы I10Jшзать необходимость. допустим. IJ'IO q;(x) > О в Q pe 
шение задачи (21-5), и пусть фо(х) соБС1'венпаяфуннци.ll задачи]
{21.4), соответствующая собственному значению 1-10' Интеrрирул
1JO 'IВСТВИ ФУ8JЩИЮ  oLifI срLфо по Q, llОЛУЧИМ равенство

(110 Л) J р(х) '=Р(Х) Фо(Х) ах == j р(х) Фо(Х) ах.
Q Q

ПОСТtОЛЬКУ оба ИЕтеrраЛ1i имеют один RБВF, то л< IJ. o , .

Из ироведенвых рассуждений можно извлечь также следующий

результат.
Л е:м и а 21,2. Пустъ ФУН1ЩUЯ Р(Х) пО/l,О;)J(;uтелъна u непреры(/на

IJ Q, а ФУНКЦUЯ I:fI(X) два:)/(()'ы неnl1ерь!оно дu.фljjерrН1(uруе.лrа u удOf1-

дет60ряет условиЯ"1

L'P /.р(х) rp O, Х Е Q

ВЧJ==О, х Е Q.

Ттдl.l l1J(x);;,:O в Q, если ,. < 110' .

ПредпOJОЖИМ теперь, что функции ЛХ, и) непрерывна, CTporo
MOHO'rOIIHO нозрастает но 11 И f(x, O)=fo(x»O в Q.

Т е о р е м а .1. J{раевая зада1ta (21.1) !tlожет бытъ 110/l,ОЖU-

тe,tbHO ра. ре"'и.llа тодь"" I/pU подожuтел.ЪньtХ Л. ЕСАи при ).>0

. '1ада 1еа (21,1) ра.l ре//! N. на, то пос.tедоваrпеяъные итеpaz/uи 1( It(X)

IАI1'+1(х) лj(х,!lh(X». хЕ Q

Бщ(Х) == О, Х Е Q
(21.6)

 5::



сrодяrпся в С(Щ h: одНО:I&У из рещ' н/АЙ (точнее, х .1tинuмаJtыtJкуy

решению) .

;(оказате,IЬСТВО. Покажем  наlJада, что заДi'1а (21.1) ЫО-

жет быть положительно разрешима только при llодолштедьных Л.

Будем рассуждать 0'1' uротивноrо. ПУСТЬ и(х»О решение задаЧfl

(21,1) при 1..<0 Тоrда

Ц и(x))>o,xEQ; В( и)==O, xEQ,

и .lемм.а 21.1 rараИТlfруе1' и(х) > о, что IJрИВО,Jl,ИТ К ПрО1 иво 

речию.

Запишем теuерь итерационную Щ)(Jnедуру (21.6) R аf\ВИl1алент 

ной форме
UАН(Х)==Л J ио(х, у)/(у, щ(у))dу,

Q

rде ао(х, y) O ФУНIiUИН rрина для оператора L в Q с краевым

условием вао ==0 ДЛЯ Х Е Q,

Очевидно, ollepa'Jop в правой части (2! .7) монотонный (ио "o 

нусу Нf>отрицатеЛЬRЫХ ФУНКЦИЙ). Точка ио(Х)=О ПОД деiiствием

3Toro оиератора ил.ет Вllеред. Деiiствrrтельно,

(21.7)

LUl(Х)==Л!о(Х) >0, х Е  A

Bu1(x)==U, xEQ,

что в ('илу леммы 21.1 B,le'IeT 33 собой tlt(X»O. Поэтому после 

довательность и/!(х) :монотонно возрастает и оrраНИЧtllil 110 КОНУСУ

Jlюбым решением задачи (21.1). Сходимость и/!(х) К решению Te 

перь вытекаеl' из ПО,IRОЙ неuрерывности оиератора (21.7), .

JIerKo сформулирова'rь обобщении теоремы 21.1 на случай re 

теротонной функции !(х, и). Если же функции Лх:, и) BorHyra

или llсевдовоrнута, то ДЛJl возможносrи ИСUОЛЬЗ0вани.в: общих pe .

зудьтато 11 17 неuб ходима более ;J:ета,'lЫШЯ информации о ФУНK 

ции rриаа 00' Наско.'!ько известно автораы, с этой точки зрения

свойства ао не изучались.

21.2, Мноrоточечная задача. Пусть отреэок [а, Ь] не Jlвл.яет 

 иuромежутком: осцJt.1ЛfЩИИ дифферевциа.lьноrо ouepaTopa

dпx dп lX
Lx==    +Pl(t) +...+рn(пх,

dtп atп l

т. е. любое нетривиадЬное решение уравнения Lx о Иlilеет на,

отрезке [а, ь] не более, чем n 1 нуль (с учетом кратностей),
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ИэвеС'I'llО, 1JTU U}Ш достатuчнuй rJ3ДКОСТИ "оэффип.иентов p/(t}

ФУНКЦИЯ rрина G(t, s) ОlJератора L ДЛЯ краепых УС.iIОВИЙ ннтер-
llоляционвоrо типа

х(ап) == х' (a )==. .. == X(rlt 1) (а,,) == о
(21,В}

(k==1,..., т; т '2,j':r,.==п, a==al«tl<...<aт==b)
kol

уДОВJlет оряетперёl.ве нс'! вам

G(t, s)
}'[I h(s)   . -:Е:;,1И" (a t,s b,t:j: all. k==],,,. т).

g(t)

rде M 1 , .\12>0,
т

Ms)== шах I G(t, s) 1, g(t) == 11 (t a,,(k,
tE[a, Ь) k 1

Так,и м образом,
и'lt, s) cr(t) O (a t,s b),

rдс ат == sjgn g(t),
Поэтому .iIинейвый ИН'fеrральный оператор

ь

Gx(t) == J G(t, s) x(s) ds,
а

дейстпующий И вполне непреlJЫВНЫЙ Б С [а, Ь], переводит конус

неотрицзте.iIЬНЫХ ФУRКЦИЙ К В конус

Ко==1 х:х Е (J [а, ь], x(t) cr(t) O, t Е [а. Ь]}.

Рассмотрим нелине ноедифференциальное уравнение

Lx == j(t, х) ('21.9)

в преДПО.iIожении непрерывности /(t, х) по СОВОI>УПНОСТII пере.\16Н 

НЫХ, /(t, о) О н неотрицатеJlЪНОСТИ функции F(t, и) -== j [t, паЩ]
при t Е [а, Ь], 1( Е [о, 0:::».

Т е о р е 1d а 21.2. Пуt:ть ФУН1щия j(t, и) н-еnрер'ывн-о дuФrfiерен 
Hup.1le.lta 1/0 11 в о"рестности и==О tI отрезок [а. Ь] н-е Яf:!/tяется

1ljJО.чежут"ом. осцилляции оператора L1X==Lx f (t.О)х. Пусть
для He"omopOlO подм.ножества Qc[a, Ь] положительноii .JItepbl

f [t, 1tO"(t)] rp(и) (t Е Qo' u Е [о, 00), (21,10)

lae 'fi(u) неуБЬUJаlОщаяh-еотрuцатеЛЫtaЯ ФУНIЩUЯ, удовлетвОРЯlОща/l

условию
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. q;(u}1101 ==0:0>0
и tl

(21.11)

П!lсть, наконец,

0:0 М1 J М8) I У(8) i (18) 1.

по

Totaa зада't(1, (21.9) при краевых условиях (21,8) нмеет в Ко по

'К.райн.еЙ мвре одно н.ен.улевое lJ(!.I/ICIiU,C,

Д о к а з а т е л ъ с т в о. Рi!.еематриваемая краевая задача эквивi1 

лентна уравнению х==Ах е не,шнейпым Ептеrральныы1 оиератором.

(21,12)

ь

Ax(t)== J G(t. 8) 1[8, X(S)]d8.
а

Q'lеRИl1.RО, оператор А ВIюлне Hellp pblReH и ПОЛОЖИтАлен на БО-

нусе [(О'
Пикан;ем сначала, что сuсктрз.1ЬНЫЙ радиус оператора А'(О)

,

rAe

ь

А'(о) x(t) == J (Ш. 8) 1;",8, о) x(s) ds,
а

Mellьт Ц,ШilЦf.:r. В преn;П()1) !t IIИ'1 I(р:ни.ноrо сущеС('l3fсr  пепу 
,'1 паll Ф/IIIЩilff хот Е Ко такал, что

А'(о) ХО == )'0 Хо' А.о> 1.

Эrо 3Е!а '1 111', ПО ХОШ )'ДоВ.1етворает равенству

L1xo(t)==f;,(t, O)xo(t) L(21.13)
1 1.0

А
ири К;Jзевых УCJ:ОlJИIIХ (21.8), приче31 O <о. Но из Heoc 

1  Ao
ЦiIЛ!ЯЦИИ L па [а. Ь] следует, что ()()ератор T.J[\ и Mee'l'  дpo(ФУНК 
цИЮ rрина), обладающее теШI ;(' общими Сfюйетваии, что и

G(t, 8). Пои'ому оиератор

J  =I llи;'(t,О,у]

положителен на кону('е Ко' 'lТ'} встуиае1' D (iРОПJВ(ijJе'1ие с ранен'
('ТВО м (21.13), которое дает

;"0
пxo=o.= , xoE Ko.

1  J,o
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Таким обраЗ0М. р [А/(О)] < 1, что влечет за собой

ind(A,O)==I, (21.14)

}J.:JlH анзлиза поведения .А на бесконечности рассиотрим ВСОО-

Jlоrателъный оператор

ь

Bx(t)== J I G(t, s) I f [В, 0'(8) x(s)] ав,

а

Uчевип:но, В x(t) == 1 А [а( t) x(t)] 1. O1Н'p TOpВ положителен на HOHT 
се К неотрицатеJlЬНЫХ функций, и Jlюбой нt'DОДВИЖНОЙ ТОЧRе v*

оператора В соответствует неподпижнан точка и*Щ ==a(t) v*(t) ooe 

ратора А.

Положим lio(t)==lg(t) i==a(t) g(t). Из оценок G(f, s) БЫ'l'енает

ь

IIBxlluo(t)==uo(t),max IJG(t, s)F[s, x(s)] (lsl==
т; Е [а, bj а

ь

==tto(t) J( шах IG(t, s)I)F[s. x(s)] (ls<
а т;Е[а. Ы

1 1

J I G(t, в) I F [s, X(S)] ds== ВхЩ.
М) а

М1

Таким образом, для JJюбой неотрицательной ФУНКЦИИ x(t) справед 

ливо неравенство

Bx(t)?lI:f1 \1 Вх Ii uo(t), t Е [а, Ь],

которое означает, что оператор В оереводит К в конус K 

K =={x:x(t)?M)llxllиo(t).tEra, b]j,
и тем более BK c=K ,

По существу, И3 ПРЕ'дыдущих рассуждений следует, что

ind СВ, 0)== 1, Теорема будет доказана, если мы покажем, что

illd(B, 00)==0,
На ЗJlементах любой нормы из K Qnepa'l'Op

В1 х== Вх+211 xll
11 ио 11

ПО.lожите,'JI,Н() rOM()'!'OIH'H Оllера'тору BOXo==2\lxll 
1
ио

/
Леrко про

, «о I

веIJИТЬ, что lJолвЖИТЕ';IЬНОЙ rОИОТОIlией может служить

в(х. "t)=='t:Bx+211 xll
\1 по 1\

17 8. Опойцео, Т. ХУРIJдзе 257



Покажсм теперь, IJT\) на Э.1емевтах большой IIОрМЫ И K опе 

р:\тор В! llО.10ж.ительно rОМОТОllеп оператору В. В RаЧI"СТRе r01ll0 

 'опии воаЬ1llем

Н(х, л)==Вх+ л2 Ilxll ..

i: по 11

Доназательства требует ЛИШI, HeBыpOiКдeHHoCTЬ rомотопии, В

предположении противноrо найдется танал последовательность

хn Е K ,11 х" 11---+ cx:J, что

ВХп  .P'n211 х 11   xn' (21.15)
11110 !I

причем можно ечитать ЛN >0, иначе соответствр,щее хп будет
неllОДОИЖНОЙ точкой В (и теорема будет доказана),

Обозначим через A наибольшее значение А в нераоевстве

х" > Лио
, Так iaR: Хn ;> Иl!! х" 1'110' '10 Л  М1 I1 Х" 11. Поэтому

Л ---+ <х>. LJокажем, что отсюда при достаНJЧНО больших и BЫTe 

ЕЮОТ неравенства

В(л;' 1I0)?> I," Но' (21.16)

Множество Qo 1JОЖНО СЧII1'атh не содержаЩ!Нl нулей ak ФУНI{ 
ции иои) , Поэтому Д.1Я ка доrо Е> О пра достаточно больших п

будет ВЫJЮЛRНТЬСЯ FI силу (21.]1) веравенство

ер Р'n 1l0Ю !>(ао Е) ). нот,
Ч'l'О с y'IeToM (21,10) д;:ет

f!t, i, uo(t)0"(t)1 ( 0 Е) Л uo(t).

В(Л ttо(t)) JI(;lt, 8)1/[8. Лn'J(5)ио(s)(1.s 
Qo

ПОi:JТОМУ

;?;[(хо
- Е) М J J 't(5) /10(8) /751 Л 1I0lt),

ПО

что в совокупности с (2] ,] 2) дает (2],]6).

Теперь 01,]5), (2],1(;) в C1I.lY xn?:-i'lIlIО даю'I" цепочку Hepa 

венств

В +
'

. l' ХN 11 В
'* ,!.' ')

Xn Х" Л" 2 ио;>\ЛnUOl' л.,,_
:! 110 '1

......
.
*

" \ 11 \1
-:::> l'IIUо+Лп 2 tlо ,

1; 1/0 [1
что противоречит ОПjJеделеuию л ,

ТаRИМ обраЗ0М, В IIО.'10ЖИТСЛЫJО rOMOIOJIE'[] {:I' R ;ЗЮiIJИТ и 80'
откуда сл!'дует ind (Н, e'J\=:O. 11

ilxn j\ "-

 llo::;:;;>
'1110 : I



КОММЕНТАРИИ

f{ rЛД НЕ ПЕРВОЙ

1. Н,Рlало раэВl:ТI'Ю TerpHIl лс Лууr'О\i ДОЧ(HllI;X rpccTp< HCTBположил

':1. В. Ка:ПОрОВIIЧ (Maтe'l. (б.,  <!, N, '. , ;)7), СеrЫЗI'ыli ВJ<ЛРД в 't'r.рНЮ внес

r, Биркrоф 11 J. ИСIОрНЯ BOljpOCa Iipil1 "о  ,ЗJlожtllа в преДИСJlОВl'И к MOHorpa-

фии Б. З. Ву;,иха []]. Наиболее прОДУК1ИВlIая аКr.иr.ма',ика с lСЧКl1 зрении

неЛИнеЙtlOrо аналr,за бь па  .азр"БОlана и ИЗУ'lеНи М. r. f{рейном (см. М. r

KpefiH, М. А. Рутман [1 J). MHorHe важны€' Н ШllрОКО IICпопьзуеМI,lе в lJастоя-

щее время ПОН!11ИЯ КСНУСОВ БЫЛlI вrеДСI:Ы М. А. KpJCH(:( еЛLСКНМ [1 J. БJlаrо 

дари работа 1 М, А. I<ра, HOCIJIH I он' И (ro 'у'JtIJИНJlI l.еJIИН( i :"b'i: ,шапз в

IlОЛУУПОрЯДО'lешь'х IIPOC1P;;HCTI€X I1F€ВР!ТIJ](Я в са!>о.ОlТО ,НЛIН)К  'аlемати 

чеСI<УЮ ДIIСЦllIIЛННУ. Что "a(atТo! r2:НОРИДШ стей HH сов, 10 f! rararpi1q е

р?ССМатриваютcr: .1Ишь OCIJOFI ые. Cei,"<c и::ве(ТIJО БОЛЕ€' сотни раЗНОВI'ДНОС-

ТI й конуп В (C I. И. Е. Бау'ТИII 13]). \-'-О!,) сы, рас(матr-ива(мые в рllзделе ].6,

ОI,;ЛII введены М, А. KpaCl-lОсель( Кl1 1 и Ю.  .ПОI<ОрНЫМ [1].

9 I{ОЧ lеlIтар\l1l по ПОВО.1У ра пНЧfiЬ'Х общих ПОIIЯТИЙ операторов (по-

ложитеЛЬНI,lе, MOH()TOHII le, BOl'lIyThIe, rеlерОТOlНlые) будут дан,,! в тех параr-

рафах, rде зтн операторы изучаются. Для более ПQдробlюrо знакомства СО

CBOfICTB:tMII оператора едв!!rа ;lIОЖнn peKo !eHДOBaTЬKHHry М. А. I{раСilосель 
CKoro [.'-1]. Дета'IЬНЫЙ аllализ нелинейны][ ИllI'еrrаЛЬНLIХ операторов имеетсн-

в КНИl'е М. А. J{расносеЛЬСI<оrо, П. П. 3абреико, Е. И. Пустыльника, П. Е. Со
БО,lевскоrо .И,II erpa,lbll',le опера r,'pbI в пространствах суммируемых функ
цк!,;. (Физматrll3, М,, 1966).

9 tI. ЛИ\lеiiные положительные ouepaTopLI ИЗУ'lались "а протяжении дnti.

тельноrо вре,\!еНII мноrЮIИ аВТLJр.ЩII. rромадн)е КОJlиtJсство наименоваииit

наСЧИ1:ываеr биrJлао,рафия 110 ТеОрии полож'неЛЬН',IХ матриц, Работ ПО ли 

неi1ныч по.lОжите,lЬНЫ\1 оператора\! существеино меньше и онн разбросаны
по журналам. '-{ас I'И'lНО си rе\lати IIIpOBa:IHaH ИНФОРМсЩ'fя Ilмеется в Кllиrа][

М. А. !{расносельскоrо [11 н м. А. ,(pJ.Cl-11СеJlЬ<:Ко;'О, [. :У\. Вайникко, П. П.

Забрейко, Я. Б. Рj'rи: О(оrо, .\'\. Я. CreJ.C,IKO [1], В НJ.сr.:J.щ е время КОЛJ[ек.

T,IBO'! aBrO;JoB во rлJ.В с ,V\. \. J{paC:I!)Ce.J!,:K 1М rоrозиrСR к печtтн моно-

rрафия по линейным положи rсльНЧМ опе:>i1торам, в ко rорой будет системати 

чески НЗJlоже'l оБШИРН',III материал, По затронуты\! в п<tрнрафе в опросам
можне рекомендовать обра rи rI,СЯ к УIJОМЯНУТI,IМ в",ще кииrам и стаТhЯМ

В. Я С l'ецеИI<О [2 4], М, [' K eii'IJ, М. А. Рутмана [ll. [1, [1. Забре\iко"
М. А. Красиосельскоrо, В: Я. Стеценко [11 (C I. также Б. З. ВУJJИХ [1]).
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9 4. С ТО'IКИ зрения БОЛЬШИНСlI априложений ЗНi1КОМСТПО с ДllффеР'С'IЩН 
руеМОСТI>Ю по конусу не обязатеш,но, та(( ((ак обl.IЧНО пронзводная по кону.

су совпадает с IIРОИЗВОДНОЙ Фреше. Более r10дробные детали см. у М. А.

КрвсносеЛl:.скоrо [1, 3].

1< rЛАВЕ ВТОРОЙ

9 5 11. Как уже 0'1  rечалосl:., вращение BeKTopHoro поли ЭКUlIвалентно

nОНЯТИЮ степони 010бра)J,ения. Теория степени отображения в основном IIO 

строеиа Л. Брауэром 11 завt-ршеl'а r Хопфом. РЗЗВИ1ие 'IToi'l теории, как н

всей cOBpe leHHoi1 тополоrни, во MHOrOM 01lреде.1ИЛН ф 'ндаментаJlьныеТОпо 
JIО!'lIческне ИСС.1е.10вания А. Луанкаре, Н<iчало ИСПОЛЬЗОВЗlll1Ю ТОПОЛОl'нчеСКIIХ

методов Jlля нзучеНllЯ иелинеiiных уравнеllИl1 в ФункцtЮliальных IIpOCTpaliCTBax
лоложи.' 10. Шаудср. 3начнте,1ЬНЫЙ вклад 11 раЗВНТlIе и Вllедреl ие тополо!'и-

чеСКIIХ ме10ДОВ 8 IIеЛИllеil ый анализ ПРИl'адЛfЖИ" М. ,.. Kpaellr.( eHC OMY,
COBpe leнное СОС10яние теор иБр8щения BeKTOpl"bIX полей 11 ее прил()..

женнй отражеио в моно!'рафнн М. А. КрасносеЛЬСКОI о, П. П. 3абреii ко 111,
rде собран боrатейшнй ФактичеСЮIЙ  Iатерl!ал,Следует, ОДI'а..-о, иметь в BI1,1Y,

что эта KHHra орнентирована в ОСIIОВНОМ на изучени е yr аl не ний бесн не,,-

номерн[,!х пространствах. К сожалеНIIЮ, праКНlческн нет HlllrJA, в  010рОИбы
обстоятельно (но в то же время ПРОtТО н доходqив() tJ:>лzrаrаеь "онечнс 

мерная 1еории вращения с прн, оже"liЯМН к Ilелииейно,'У al'I1."', Неl:осред 
cTBeНllo с ПОИЯТllем вращения (степеНII отображеНIIЯ) МОЖIIО ОЗll3КОМИ1ЬСЯ 110

любому курсу влrебранчеСl\оii тополопш. Для первоrо ЗIIВI<ОМС11'а здесь мои.:

110 рекомендовать небольшую Кlшrу Л. С. ПонтряrНllа. O,H('IBI.I комбинатор-
11011 топо, оrIlИ,Физматruз, М., 1976. Пожалуй, нанболее ПрОС1 о степень отоб-

ражения ВВОДНТСR в Дl'lффереицнаЛЬНОII тополоrни (см. д. Ми.1НОР, А. Уоллес.

Дн./Jфереllциаllьная ТОIIОJ\оrня, .Mllp", М" 19i;!). Аксиоматическое построенне
теорнн вращения Ilредлаrал Е. Uаiiд.lер [11.

Данная rлава практически цеЛИКО fHal1llCaHa на основе неБО.1ЬШОЙ KHllfll

В. И. Опоiiцева [5]. rде (как и З1ес!,) при lIапнсвнни ста lИлась зада'lа дать

IlНrj'HТII8HO ясное Пj}6дстаВllенне о теорни вращения и сдела1 ь нзложеllИе

I1рнеМ.lемьш для 1l6рВОТО знакомства с ТОIIО.10rичеСКI1МИ методаЩI. H KOTO.

рие не1РЦIЩИОНИl:.lе прнложення теории вращення можно наЙти, в раБОI ах
В. И. ОпоНцева [1, 6, 8J.

ЧТО каса.етсн мно!'озна'lНЫХ оrображеиий, то ТОПОЛОfll'IССЮlе метод'..

 дeCbберут Ha'laJ\o о r работ С. Как.УтаНI1. В настоящ е время ЭТII методы

IIO.1y'III.1H сущесrвеlllЮ6 раЗВНТllе в работах Ю. r. Борисови'lЗ н ero У'lеников
(Б. Д. rе.1ЬШН, Ю, Е, r.щ!(.1111t, В. В. Обvховскиii). Теча весьма обшнрна 11

:1HpOHjTbIe в 10 BOIlPac' не даюr д ж)O:II)U,l'IHi"t Д1Я ее Ilодробllоrо об.

суж ения,ЗаинrереСQlIаННl.lii чиrаrеЛh может обратиться к обзору Ю. r Ба-

Р:IСОJШ'll, Б. д. re.1bMaHa, А. Д. М,щ <иса, '3.  .ОбуХJ8с!(оrо [1).

к rЛАВЕ ТРЕТЬЕЙ

12. 13. Понятне вращения IlоложнтеЛhиоrо векториоrо поля (М. ,'\.

Красно:е.1ьскиii, П. П. 3абрейко [1)) по СУЩ6СТR\' ЯIШ'СТС 'laCTIIblM с"учаеч

двух 1l0НIIТИII: относнтельноrо вращения н ПОJ\НО!'О индекса Лере, !(OTOpi>Ie

незавнсимо BBO.1'I.lИCI. Н В. MapQE'HKO, Ю. r. Борисовичем и друrнмн а81О-
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рыlИ. ТеХНlIка вычислеlIИЯ враще!ll<Я Ilo.lalliilH.1I,lIoro IIOЛЯ развита fI ri'60T8J1.
,\\. А l<pacIlOce.,(,cKпro. 11. П. Забреiiко, Э. М.ухамаднева, Ю. В, пок"рноrо,
Т. Сабllроnа и др.

К наilбо.lее ярки.\! резу.lьтаl a IТСОрllИ ..1OЖlпеДЬН:,IХ операl0)(jВ отно-

сятся теоремы М. А. Красноселlol'КО" О сжатии 11 раСТЯЖt.'IIIIII кс.нус; Любо 

ПЫ1НО, что первонача.lьное дп,аЗ.леЛЬС1ВО теоре 1I.I о раСТЯЖtНИlt (М, А,

Красносельский (1]) было д('вольно Д.тинным И техничеСКII СДОЖlil,IМ. Впослед 

ствии П. П. Забрейко изобре,l "llр"щедуру вывораЧllваНIIЯ коиуса наИЗИ:lН 

KV". КОI арая буква.1ЬНО в дне СТрОЧКI1 позволяет сводить теореыы о рас I S[ 

жении к 1 еореме о сжатии. Здесь ЭТII процедура \'СПО.lьзуется при докаlа.

те,lьстве TeopeMI,1 1:2.1;.

В IJЗЛОЖСНИИ материма aJHOpl.: С) ЩLственно 01illрадис(, Н" рабе" ы ю. В,

ПокорноrС' [:l. 3], Избранная cxe la шлпжеll\lЯ. \(онt:ЧliО, не имеет ДОС1аl0Ч 

ноН с I спени общности, 1,0 она оказ,.rВ<IСТсЯ дос аl(;ЧНОЙ для БО.чьwинстпа

ИРИjJожеНttЙ н нмеет преимушеСlва в прОС10;С \1 наrДS1ДНОС1И. Среди НlIте-

peclI IX 11 нетривиа.1l,НЫХ пр..ложе"ий теор( 1I1!.1 О сжат!!и 11 \..>аС,ЯЖСНИII KOIlY 

са и ИХ об(JбщеlШЙ ОПlеТИ Iрезуль 1 a'I,I Ю. В. ПОI(орнсrо [1 J И В. с.:. Клим() 

ва (ДИ,\НI', УР-I1ИII 7, М ;) (1971); Изв. АН СССР, сер. MaTe l..'15. ., 2 (971):
СМЖ 12, . (1!J71); J1ифф Ур НIIЯ9. , 3 (197.').

Э 14. К отображеиияб;.'ЛИ введе!II,1 R ('T;JТbC В. И. Оп()йцсва [61. Teepe 
ШI 14.3 (в друrих терминах) прНиаД.1еж тС. I{арамардиану, который доказы 

вм ее, используя переход к мноrОJнаЧIlЫМ отображениям Новое доказатель 

с,во (HiI OCIJOBe леммы о ПОКРI.IТИИ сим плек( а) было дано А. В. 1\1алишев.

CKI-I\I. Доказательства, ИСПОЛI..J)'ющие идеи 1 еорин вращения в('к! OpHL Xполей,

БЫЛII даны n статьях В. И. ОПОЙI ева [6, 8], rде и была ПUС rplJeHa теория

Р-отображений,
Э Hi. ПРИНЦflП Биркrофа-Тарскоrо MHorOKpaТlIO обобщался 11 \lодерIiИ:Ш-

ровался (И. А. Бахтин. 1<' Самадов, В. Я. Стеценко и др.). Наиболее общий

11 дос r аточио удобllыi! результат (TeOpe'lil 1;'>.2) принадлежит 1\1. А. I\pactlo 

сельскому, А. В. Соболеву [1]. Две I eOpl.::\I',I IJЗ этоЙ стаlbИ сфОР'I)"';lJроваIiЫ

здес!' в виде упражнеИlJii 15..3, nJ..!.

Теория rеТеротоннЫХ ollepaTopoB бы.1а IlOopoeHa в работах В, 11. OlIoli 

цсва [1 31, HeKoTop,.I резулыаТ',I теори.j reTepOTOHH:,IX операто")ов тесно

соприкасаются с рсзу..ь rатаШI ШКО.1Ы Н. (' КУjJllе.1Я IlO ДВУСТОРОИНЮI опера-

ТС1рным неравенстпам (01. Н. С ]<YPIl JJ ,Б. А. Шувар [1]).

к иIАВЕ ЧЕТВЕРТОЙ

9 16, Псе8ДО80rну r ,Ie о I  рзro!> ,1 И IIХ Р11НОЭ.I1\i10С rIl быш введены и

l!.1учены в работе В. И. ОП:JНЦСН [2]. ТеО'JИЯ IIССВДОiЗ0I'liУ rbIx оп ера торов

Ilредставляет собой обобщенне Teopllll  ЮllпТОIIНЫХ поrиутых операн ров

(см. М. А. КрасносL'Л!,СКИЙ [1). Н. Л. Бахтин [21. И. А Бахтин. М, А. K  aCHO 
сельский [1]. ,\ . А. Красносельскиii, В. Я. Стеценко [1], В. И. Опо(щев [1],
В. Я. Стеценко (1)).

9 17. Общне вопросы, ОТНОСЯIЦ'lеся к не"окаЛЬН IМпроблема J д.тя ypaB 

неНIIЙ с парil,\I ТРОМ, Д.JС I а 1 O'IHO IlOдробно излаrаю j'Ся в !IIОl10ора рИII М. А.

KpaCHoCC,lbCK'1rO [1. 2J, М. А. KpacHoce.1bCKoI'0, П. П. Забрей ко [11. Имеется
 IHoroработ, ИЗУ'IЗЮЩ:1Х спеlЩЗ.llо11ые K.1aCcr,1 )'рав еflИЙ с пара" етром (см.,
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например, И. Л. Бахтин [2]), В. Я. CTeЦ HKO,Б ИмомназаРОD [1]), l1анбрл< е

полно в этой области изучены собственные векторы MOHOTOHHb Xпоонутых
операторов (М. А. Краснсссльскн.., И. А. Бахп,н, В, Я, CTelleHKo и др.). По 
ЗIl1ИВНЫЙ спектр псеВДОl!оrнутых ОIIераторов IIзучается в СТЗТLяХ В. И, OIIOli 

цева, Т. А. Хуродзс [1, З]. В разделе 17.2 ПРНЕОДИТСЯ фраrмен.' и:J статьи

В. И. ОпоЙцсва [7].

к rЛАВЕ пятоЙ

rJlЗва дает да.1еко не полвое представление о ВОЗМОЖНЫХ nриложеНI1ЯХ.

На выбор примеров влияли два оБСТОЯIельствз: I:аучные интересы авторов I!

попытка выйти (hO не уйти) за РаМКI1 традиционных IlриложеIII1Й, ОПИ(iIlIНt,;Х

в моноrР, фИIiМ. А. Kpa[(IOceJlbCKol'O [11.

9 18. Теория псложитеЛLIIЬ:Х, МОНОН нных 11 BNIIYTL.X операторов I!MtCT

обширные прнложения в теорни ди<}:ф< реНllиаЛl,НЫХ уравнений (М. А. I<paCl:o 
сельскиii [i)]). Здесь большей частью и?лаrаюН"я аналоrи. этих приложениЙ

для дифференциальных урйвнениti с roer:o: онной (расщепляемоЙ) правой
частью. HeKoTophie результLl.ТЫ бы,ш Уl(азаны в кандидаl ской днссертаUИII

Т. А. Хуродзе, СМ. также В. И. OnoiiLteB, Т. А. ХУ(10дзе [2]. Диффtреицналь 
ные и интеrrальные Hcp8BeHOI!a имеют боrЗ1 ую Историю, н в краТIiИХ KOM 

ментария х трудно обозна'I!l1Ь ее ве} И, не пустив чеrо. нибудь сущ<:ственно 
ro. Поэтому заинтересоrаНllоrо ЧИ1а, еля мы отсь'лаем за резу. ьтатамии бljб 

лиоrрафиеЙ к Кllиrе Я. Д. Мамедова, С. Аширова, С. Атдаева [1]. Кто инте-

ресуется более "др< внеи" историей, может обраТllТЬСЯ к кнное Э, Беккенба-

ха, Р. Беллмаhа ,liеравенствз" "Мир., М., 1005.

ПоследниЙ раJдел ( 1ЗтричНi"С сие емы <равнения) написан на основе

стаТ[,1I Н. С. Постннкова, Е. Ф. Сабаева 11). В ЭТОЙ ст аты' чита1 ель может

найти ПРI{ложения изложеН\iЫХ общих результатов к анализу неЛИ\i(' lIh'Хза 

дач абсолютноii УСТОЙЧИВ(JСТИ.
19. Более подробная информация по вс;;м рассматриваемr...JМ вопросам

 меетсяв книrе В. И. ОпоI"rцева [1].

9 :ю. ИзлаrаЮ1СЯ рfЗУJlьтаН,I С. Б. Клейбаноnз, В. Б. ПРllвальскorо, И. В.

Тиме [IJ. На наш взrляд эта работа хорошо иллюстрирует потенциаль 

ные ВОЗWОЖНОСТ!I ИСПОЛЬЗОВ8НИЯ конусов не отрицательно определеННhlХ MaT 

риц.

21. В нервом разделе излаrаются некоторые фраrменты из работы
r. Б. Келлера [1], 130 ВТОрО\1 и) стать!! Ю. В. Покорноrо [1].
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