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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Предлагаемая книга является выпуском ХУП комплекса 

учебников „Математика, в техническом университете“. Хочет- 

ся надеяться, что она, будет полезна, при овладении прикладны- 

ми методами теории математической статистики. 

Математическая статистика — раздел математики, кото- 

рыи занимается разработкой методов получения научно обо- 

снованных выводов о массовых явлениях и процессах по дан- 

ным наблюдении или экспериментов. Например, по имеющейся 

информации о числе бракованных изделий в партии готовой 

продукции надо сделать вывод о качестве используемого тех- 

нологического процесса. 

Математическая статистика предполагает вероятностную 

природу данных наблюдении, поэтому она основана, на, поня- 

тиях и методах теории вероятностей. Задачи математической 

статистики в известной мере являются обратными к задачам 

теории вероятностеи. Если в теории вероятностей мы считаем 

заданной вероятностную модель случаиного явления и делаем 

расчет вероятностеи интересующих нас событий, то в MaTe- 

матической статистике исходим из того, что вероятностная 

модель не задана, (или задана не полностью), а в результате экс- 

перимента, стали известны реализации каких-либо случайных 

событии. На основе статистических данных математическая 

статистика подбирает подходящую вероятностную модель для 

получения вывода о рассматриваемом явлении или процессе. 

Проиллюстрируем сказанное на примере. Постановка, зада- 

чи Теории вероятностей. Вероятность выпадения „герба“ при 

подбрасывании монеты известна и равна р. Какова, вероят- 

HOCTb того, что при п подбрасываниях монеты герб выпадет 

К раз, ге 0<Ё<п?
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Постановка задачи математической статистики. Монету 

подбрасывали п раз, и „герб“ выпал k раз. Что можно сказать 
о вероятности выпадения герба при одном подбрасывании? 

Возможны и другие постановки задачи. Например, прове- 

рить, можно ли на основании полученных данных считать, что 

вероятность выпадения „герба“ при одном подбрасывании рав- 

на, ро. 

В настоящее время математическая статистика, — обшир- 

ный раздел математики. В предлагаемой читателю книге 

рассмотрены основные понятия математической статистики и 

решаемые ею задачи: оценивание неизвестных параметров pac- 

пределения вероятностеи, проверка статистических гипотез, 

установление формы и степени связи между несколькими слу- 

чаиными переменными. 

Отличительной особенностью прелагаемого учебника явля- 

ется также изложение непараметрических методов математи- 

ческой статистики, приобретающих все болыпую популярность 

в технических приложениях. Непараметрические методы CTa- 

ли доступными в инженерной практике благодаря появлению 

персональных компьютеров и пакетов прикладных программ 

по математической статистике. 

Ностроение книги имеет блочную структуру. В каждой гла- 

ве после изложения теоретического материала даны типовые 

примеры с решениями, а также контрольные вопросы и задачи 

для самостоятельного решения. Наличие большого количества, 

примеров и задач позволяет использовать книгу не только как 

учебник, но и как задачник при проведении семинарских заня- 

тии. 

Место этого учебника среди многих других книг и руко- 

BOACTB по математической статистике определяется желанием 

дать доступное для инженеров изложение основ Теории, не 

перегруженное строгими выводами. Более требовательный чи- 

татель может обратиться к специальной литературе, используя 

имеющиеся в тексте ссылки.
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Содержательная сторона статистических моделей разъясня- 

ется на конкретных примерах преимущественно из инженерной 

практики. Таким образом, по замыслу авторов, учебник дол- 

жен заполнить пробел между руководствами по математиче- 

ской статистике, имеющими „рецептурный“ стиль изложения, и 

университетскими курсами, требующими математической под- 

готовки в объеме, не предусмотренном программами техниче- 

ских вузов. 

Следует отметить, что, поскольку книга рассчитана, на чи- 

тателей, впервые знакомящихся с математической статисти- 

кой, авторы старались не допускать двойственного толкования 

обозначении, как зто принято в учебных пособиях и моногра- 

фиях, предназначенных для подготовленного читателя. 

Для уточнения того, что нужно знать из других разделов 

математики для чтения учебника, в начале книги сформулиро- 

ваны вопросы для самопроверки. При зтом понятия и термины, 

которые нужно знать и которые были введены в других вы- 

пусках серии „Математика в техническом университете“, в 

вопросах выделены прямым полужирным шрифтом. Да- 

лее помещен список основных обозначений, содержащий часто 

встречающиеся в тексте символы и их расшифровку. 

В конце книги приведены таблицы некоторых распределе- 

ний, список рекомендуемой литературы и предметный указа- 

тель, в которыи входят в алфавитном порядке (по существи- 

тельному в именительном падеже) все выделенные в тексте 

полужирным курсивом термины с указанием страниц, на, 

которых они строго определены или описаны. Выделение тер- 

мина светлым курсивом означает, что в данном параграфе он 

является одним из ключевых слов и читателю должно быть 

известно значение термина. Читатель может уточнить это зна: 

чение, наидя при помощи предметного указателя необходимую 

страницу. 

Ссылки в тексте на номера формул, рисунков и таблиц на- 

браны обычным шрифтом (например, (1.5) — пятая формула 
в главе 1; рис. 3.2 — второи рисунок в главе 3; табл. 1.4 —
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четвертая таблица, в главе 1), а на параграфы и таблицы в при- 

ложениях — полужирным (например, 1.3 — третий параграф в 
главе 1, табл. П.2 — вторая таблица, приложения). В квадрал- 

ных скобках даны ссылки на другие выпуски серии, например 
[Х ] — ссылка на десятый выпуск. 

Авторы приносят глубокую благодарность И.К. Волкову, 

который оказал серьезную помощь при написании книги. 

Задания для самопроверки 

1. Что такое множество, подмножество? Какие множе- 

ства называют конечными, счетными? Какие операции над 

множествами (подмножествами) Вы знаете? Какими своиства- 
ми обладают эти операции? Что такое отрезок, интервал, 
полуинтервал? [1] 

2. Даите определение отображения. Дайте определение 

деиствительной функции деиствительного переменно- 
го. Какую функцию называют монотонной, возрастаю- 
men, убывающей, неубывающей, четной, нечетной? Ka- 
кую функцию называют обратной к данной? Какие функции 

называют полиномами? = [IT] 

3. Что называют пределом функции f(z) при z—- Zo, 

при х -} +с0, при х $ —с? Какую функцию называют 

непрерывной в Точке, непрерывной слева в точке, в 
интервале, на отрезке? [1] 

4. Дайте определение производной действительной функ- 
ции действительного переменного. Даите определение произ- 
водной п-го порядка. [II] 

5. Что такое матрица? Какую матрицу называют нуле- 

вой, диагональной, единичной, симметрической? Дайте 
определение произведения двух матриц. Какую квадрат- 

ную матрицу называют невырожденной, вырожденной, 
неотрицательно определенной? Какую матрицу называ- 

ют обратной по отношению к данной? Что называют рангом
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матрицы? В чем состоит операция транспонирования мат- 

риц? Что называют следом матрицы, алгебраическим 
дополнением? [Ш] 

6. Запишите неравенство Коши — Буняковского. В 
каком случае оно обращается в равенство? [У| 

7. Что такое случайный эксперимент (опыт) и из че 
го состоит множество его (элементарных) исходов? Что 
называют пространством элементарных событии (исхо- 
дов)? Какое событие называют случайным? Перечисли- 
те операции над событиями и сформулируйте их свойства. 

Дайте классическое, статистическое и аксиоматическое 
определения вероятности. Что называют вероятностным 
пространством? [ХУП 

8. Дайте определение условной вероятности. Какие со- 

бытия называют независимыми? [XVI] 

9. Какую схему повторных испытаний называют схемой 
Бернулли (биномиальной)? Запишите формулу Бернул- 

ли. [XVI] 
10. Дайте определения (скалярнойи) случайной величи- 

ны, л-мерного случаиного вектора закона распределе- 
ния (вероятностей) случаиной величины и случайного 
вектора (векторной случайной величины). [XVI] 

11. Что называют рядом распределения дискретной 
случаиной величины? Дайте определения функции рас- 
пределения (вероятностей) одномерной и п-мерной слу- 
чайных величин (случайного вектора). Сформулируйте свой- 
ства функции распределения одномерной и п-мерной случайных 

величин. [XVI] `` 
12. Даите определения плотности распределения (веро- 

ятностей) одномерной и п-мерной (векторной) случай- 
ных величин. [ХУП 

13. Дайте определение квантили уровня а (функции) 
распределения (случайной величины). [XVI] 

14. Приведите определение математического ожидания 
(среднего значения) для дискретной и непрерывной случай-
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ных величин. Перечислите свойства математического ожида- 

ния. [XVI] 

15. Даите определение дисперсии и среднего квадра- 

тичного отклонения случайной величины. Сформулируйте 

их свойства. [XVI] 

16. Нриведите определение начального и центрального 

моментов К-го порядка распределения случайной величи- 

ны. [ХУП 

17. Что называется медианой случайной величины? [XVI] 

18. Даите определение условного закона распределения 

(условной функции распределения, условной плотности 
распределения) случайной величины. [ХУП 

19. Дайте определение условного математического ожи- 

дания, условной дисперсии случайной величины. Перечис- 
лите их своиства. Что такое регрессия, функция регрес- 

сии? Какую линию называют линией регрессии? [XVI] 

20. Дайте определение ковариации и коэффициента 

корреляции двух случайных величин. Сформулируйте их 

свойства. Какие случаиные величины называют незави- 
симыми, некоррелированными, одинаково распределен- 

ными? [ХУП 

21. Какое распределение (закон распределения) называют 

биномиальным, нормальным, гауссовым, стандартным 

нормальным, равномерным, экспоненциальным (показа- 

тельным), гамма-распределением, распределением Ko- 

ши, распределением Пуассона, распределением Стью- 

дента? [ХУП 

22. Какую случаиную величину называют нормально 

распределенной, равномерно распределенной, экспонен- 
циально распределенной, биномиально распределенной? 

Чему равны их математические ожидания и дисперсии? [XVI] 

23. Какую матрицу называют ковариационной, корре- 

ляционной? [XVI]
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24. Даите определение корреляционного отношения. 
Какая связь существует между корреляционным отношением и 

коэффициентом корреляции? [XVI] 
25. Что называют функциеи от случайной величины? 

Как найти функцию распределения функции от случайной Be- 

личины, зная закон распределения аргумента? Запишите вы- 

ражение для плотности распределения монотонной функции от 
непрерывной случайной величины. Что называют компози- 

циеи (сверткой) плотностей распределения случайных вели- 
чин? [XVI] 

26. Что можно сказать о распределении линеиной комби- 

нации случаиных величин, распределенных по нормальному 
закону? [ХУП 

27. Дайте определения сходимости по вероятности по- 

следовательности случаиных величин и слабои сходимости 
последовательности функций распределения. [XVI] 

28. Запишите второе неравенство Чебышева. Сформу- 
лируите закон больших чисел в форме Бернулли и в форме 

Чебышева. [XVI] 
29. Сформулируите центральную предельную теорему 

(теорему Ляпунова) и интегральную теорему Муавра — 

Лапласа. [ХУП



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

чи №» — начало и окончание доказательства, 

+ = п — окончание примера, замечания, теоремы без доказа: 
тельства 

К — множество вещественных чисел 1-1.3 

К” — линейное арифметическое пространство ТУ 

p(z), p(z;@) — плотность распределения вероятностей для не- 
прерывной случаинои величины X XVI, 1.1 

9 — параметр функции (плотности) распределения 1.1 

9= (6,,...,6,) — вектор параметров функции (плотности) рас- 

пределения 1.1 

Р{А} — вероятность события А ХУТ 
5 

У, — У — сходимость по вероятности последовательности 

"*^ {Y,} случайных величин кУ ХУТ 

Е, (т) = F(z) — сходимость по распределению (слабая cxo- 
” димость) последовательности {ЕР„(т)} функции pac- 

пределения к функции F(z) XVI 

Х„= (X1, ..., X,) — случайная выборка объема п из гене- 

ральной совокупности Х 1.1 

En = (21, ..., Zn) — выборка объема п из генеральной совокуп- 

ности Х (реализация случайной выборки Х„) 1.1 

Xn — выборочное пространство (множество значении слу- 

чайной выборки) 1.1 

P — класс (множество) распределений случайной выбор- 

ки 1.1 

Ех(т) — функция распределения генеральной совокупности 

Х (случаиной величины X) XVI, 1.1
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{F(z)} — статистическая модель 1.1 

{Е(=,6);6 Е@} — параметрическая модель 1.1 

Хо — 4-и порядковый член вариационного ряда случайной 

выборки Xn 1.3 

т(:) — + член вариационного ряда выборки Xn 1.3 

Fy (t1,.--,4n) — функция распределения случайной выборки Xn 
объема п 1.1 

F(2,Xn) — выборочная функция распределения 1.3 

F(z) — эмпирическая функция распределения 1.3 

P,(z) — эмпирическая плотность распределения 1.3 

g(Xn) — выборочная характеристика (статистика) 1.2 

в =9(2„) — выборочное значение (значение выборочной ха- 

рактеристики g(Xn)) 1.2 

МХ, и — математическое ожидание случайной величины X 

XVI 

DX, с? — дисперсия случайной величины Х XVI 

с — среднее квадратичное отклонение случаиной вели- 

чины ХУТ 

ji,(Xn) — начальный выборочный момент k-ro порядка (оцен- 
ка начального момента, К-го порядка) 1.3 

m7 — начальный момент k-ro порядка выборки 1.3 

%(Х„) — центральный выборочный момент Ё-го порядка 

(оценка, центрального момента, К-го порядка) 1.3 

Vy — центральный момент k-ro порядка выборки 1.3 

— выборочное среднее (оценка математического ожи- 

дания) случайной выборки X, 1.3 

т — среднее (значение) выборки Z, 1.3 

62(Xn) — выборочная дисперсия (оценка дисперсии) случай- 

ной выборки Xn 1.3
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a? — дисперсия выборки 1.3 

G(X,,) — выборочное среднее квадратичное отклонение (оцен- 
ка среднего квадратичного отклонения) случайной 

выборки Xn 1.3 

б — среднеее квадратичное отклонение выборки 1.3 

52(Х„) — исправленная несмещенная оценка дисперсии 8.1 

S? — значение 52(Х,„) 8.1 

52(Х„) — оценка дисперсии при известном математическом 
ожидании 8.1 

6(X,,) — точечная оценка параметра @ 1.2 

[] — значение оценки параметра, 6 1.2 

p — коэффициент корреляции XVI-5.5, 1.3 

K (Xn, Ya) — выборочный корреляционный момент (оценка Kop- 
реляционного момента} 1.3 

К — корреляционный момент выборки 1.3 

(ХУ) — выборочный коэффициент корреляции (оценка, ко- 

эффициента корреляции} 1.3 

р — коэффициент корреляции выборки (значение оценки 

коэффициента корреляции) 1.3 

L(6;X,,) — функция правдоподобия 2.2 

ф„(Х1,-...Х„) — отношение правдоподобия 4.3 

1) — 
ef) — 

количество информации по Фишеру 2.1 

показатель эффективности 2.1 

9(Х„) — нижняя граница интервальной оценки для парамет- 

ра@ 1.2, 3.1 
6(X,,) — верхняя граница интервальной оценки для пара- 

метра @ 1.2, 3.1 

(O(Zn), 8(2„)), (8,0) — доверительный интервал для парамет- 
ра@ 3.1
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M(6) — 
¥ — 

Те 

7(XnsYn) 

~ 

система, 7-доверительных множеств 3.4 

оперативная характеристика 4.5 

критическое множество 4.2 

статистическая гипотеза 4.1 

функция мощности критерия 4.5 

коэффициент доверия (доверительная вероятность) 

3.1 

корреляцпионное отношение 6.2 

— оценка корреляционного отношения для пары слу- 

чайных выборок Хи и У, 6.2 

r — значение оценки корреляционного отношения 6.5 

р: (2.7) — частный коэффициент корреляции 6.5 

р: Hig) (Kons «9X Nn) — оценка частного козффициента Kop- 

реляции 6.5 

6: J(i,j)) — значение оценки частного козффициента корреля- 

ции 6.5 

В, В — множественный коэффициент корреляции (коэффи- 

Е, (Xns¥n) 

В — 

Ug — 

ty — 

x? — 
Л — 

X~N(p,o 

циент детерминации) 6.5 

— оценка множественного коэффициента, корреля- 

ции 6.5 

значение оценки множественного коэффициента, кор- 

реляции 6.5 

квантиль уровня 4 стандартного нормального рас- 

пределения 6.5 

квантиль уровня 4 распределения Стьюдента XVI 

квантиль уровня 4 распределения х? 1.3.1 

квантиль уровня 4 распределения Фишера Д.3.1 

?) — случайная величина Х имеет нормальное рас- 
пределение с параметрами дис? Д.З.1
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X ~S(m) — случайная величина Х имеет распределение Стью- 

дента с т степенями свободы Д.З.1 

Х ~x7(m) — случайная величина Х имеет распределение x? с 
т степенями свободы Д.3З.1 

X ~ F(k,m) — случайная величина Х имеет распределение 
Фишера с К и т степенями свободы Д.3.1 

Хх ~T(A,a) — случайная величина Х имеет у-распределение с 

параметрами Ana Д.3.1 

Х ~TI(A) — случайная величина Х имеет распределение Пуас- 
сона с параметром А Д.3.1 

Но — 7-30Ha для параметра 0 3.4 

Я — класс допустимых моделей регрессии Д.7.1



Буквы латинского алфавита 

Начертание | Произно- || Начертание | Произно- 
шение шение 

Аа Аа a Nn Nn эн 
Bb Bb бэ Оо Оо O 

Сс Сс ЦЭ Рр Рр пэ 

ра Dd дз Qq 91 ку 
Ее Ee е Rr Rr эр 
ЕЕ F f зф Ss Ss эс 
СЕ Gg же Tt Tt тэ 
Hh Hh all Uu Оч y 
Ti Га и Vv Vv B3 
Jj 491] HOT Ww W wi дубльвэ 
Kk Kk Ka Xx Хх икс 
Li Ll. ЭЛЬ Уу Уу игрек 

Mm Mm эм уу зэт 

Представлен наиболее употребительный (но не единствен- 

ный) вариант произношения (в частности, вместо , HoT“ иногда 

говорят „жи“). 

Буквы греческого алфавита 

Начер- | Произно- |! Начер- | Нроизно- || Начер- | Произно- 
тание | шение || тание | шение || тание | шение 

Аа альфа Ге Hora P p po 
Вр бета К к Kalina > в сигма, 
Гу гамма, Л Л | ламбда | T 7 тау 
Аб | дельта | M p MH Т vw | ипсилон 
Е = | эпсилон || Мы ни Фо фи 
ZC дзета, = € KCH Хх XH 
H 7 эта, Оо | омикрон || V ф Пси 
9989 тэта, Пт пи Q w омега 

Наряду с указанным произношением также говорят „лямб- 

да“, „мю“ и „ню“. 



1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
ВЫБОРОЧНОЙ ТЕОРИИ 

1.1. Генеральная совокупность. 

Выборка. Выборочные характеристики 

Прежде чем ввести основные понятия математической ста- 

тистики, рассмотрим пример. Некоторое стабильно работаю- 

щее (т.е. работающее в одних и тех же условиях) предприятие 

изготавливает приборы, которые характеризуются некоторым 

количественным признаком. В силу влияния не поддающихся 

учету факторов значение количественного признака от при- 

бора к прибору меняется. Например в случае, когда интерес 

представляет доля брака в производстве приборов, каждому 

изделию можно приписать значение 1, если прибор функциони- 

рует нормально, и значение 0, если прибор неисправен. Количе- 

ственным признаком может быть также время бесперебойной 

работы прибора, точность измерительного прибора, чувстви- 

тельность датчика и т.п. 

В силу объективных причин обеспечивать контроль каж до- 

го прибора, как правило, не удается. Поэтому для контроля 

качества продукции поступают следующим образом. Выбира- 

ют наудачу некоторое количество п (конечное число) приборов 

и по их показателям судят о всей продукции в целом, например 

о доле бракованных изделии или о средней продолжительности 

бесперебойной работы прибора и т.д. В подобных ситуациях 

естественно предполагать, что наблюдения за контролируе- 

мым показателем (хотя бы мысленно) можно проводить сколь- 
ко угодно раз. Результаты п наблюдении рассматриваются 

как значения случайной величины — рассматриваемого количе- 

ственного признака. Эта случайная величина может быть как
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дискретной, так и непрерывной. Например, она может при- 

нимать только два, значения 0 и 1, если речь идет о проверке, 

является прибор бракованным или нет. В другой же ситуации, 

когда оценивается время бесперебойной работы прибора, есте- 

ственно считать, что случайная величина может принимать 

любое неотрицательное значение и является непрерывной. 

В математической статистике множество возможных зна- 

чении случайной величины Х называют генеральной сово- 

купностью случайной величины Х или просто генеральной 

совокупностью Х. Под законом распределения (распре- 

делением) генеральной совокупности Х будем понимать 
закон распределения вероятностей случайной величины Х. 

Исходным материалом для изучения своиств генеральной 

совокупности (т.е. некоторой случаиной величины) являются 

экспериментальные (статистические) данные, под ко- 

торыми понимают значения случаиной величины, полученные в 

результате повторений случайного эксперимента (наблюдений 

над случаиной величиной). 
Предполагаем, что эксперимент хотя бы теоретически мо- 

жет быть повторен сколько угодно раз в одних и тех же услови- 

ях. Под словами „в одних и тех же условиях“ будем понималь, 

что распределение случайной величины Х;, 3 =1, 2, ..., задан- 

ной на множестве исходов #-го зксперимента, не зависит OT 

номера испытания и совпадает с распределением генеральной 

совокупности Х. В этом случае принято говорить о незави- 

симых повторных экспериментах (испытаниях) или о 

независимых повторных наблюдениях над случаиной ве- 

ЛИЧИНОЙ. 

Совокупность независимых случаиных величин Ху, ..., Xn, 

каждая из которых имеет TO же распределение, что и случаи- 

ная величина Х, будем называть случайной выборкой из 

генеральной совокупности Х и записывать X, = (Х1, ..., Xn) 

(иногда просто X,, ..., X,). При зтом число п называют 

объемом случайной выборки, а случайные величины Х; — 

элементами случайной выборки.
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Любое возможное значение хх, = (х1, ..., т„) случайной вы- 

борки Х„ будем называть выборкой из генеральной совокупно- 

сти Х (также реализацией случайной выборки Xn) Число 

п характеризует объем выборки, а числа х;, 1= 1,7, пред- 

ставляют собой элементы выборки х,. Выборку 5, можно 

интерпретировать как совокупность п чисел т1, ..., Ln, ПО- 

лученных в результате проведения п повторных независимых 

наблюдений над случайной величиной Х. 

Основой любых выводов о вероятностных свойствах гене- 

ральной совокупности Х, Т.е. статистических выводов, 

является выборочный метод, суть которого заключается в 

том, что свойства случайной величины Х устанавливаются пу- 

тем изучения тех же свойств на случаиной выборке. 

Множество возможных значении случайной выборки Xn 

содержит информацию о случаиной величине, полученную в 

эксперименте. Это множество называют выборочным про- 

странством и обозначают А„. Выборочным пространством 

может быть или п-мерное линейное арифметическое простран- 

ство К”, или его подмножество. Если Х — дискретная слу- 

чаиная величина, то выборочное пространство — конечное или 

счетное. 

Элементы X;, &=Т, п, случайной выборки Х„ независимы 

и имеют то же распределение, что и генеральная совокупность 

Х. Таким образом, функция распределения F'y(t,...,tn) слу- 

чайной выборки X, имеет вид 

Fy (t1,...,tn) =P{X, <ty,...,Xn< t,}= 

=[[P{x:<4}=[] Ft), (0 
$=1 $=1 

где F(t) — функция распределения случайной величины Х 
(генеральной совокупности Х). 

О распределении случайной величины Х в одних случаях у 

исследователя могут быть самые общие представления. Напри-
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мер, Х является непрерывной случайной величиной и только (о 

распределении практически ничего не известно!). В других слу- 
чаях функция распределения (в случае непрерывной случайной 

величины — плотность распределения вероятностей) известна, 
но не известны параметры, от которых она зависит. Например, 
известно, что генеральная совокупность Х имеет нормальный 

закон распределения 

где ди с — неизвестные параметры. 

Значит, можно говорить только о семействе (классе) P рас- 
пределений случайной выборки, в котором содержится апри- 
орная информация (информация до опыта) исследователя. 

Выборочное пространство, на, котором задан класс распре- 
делений P, назовем статистической модельт*. 

В случае повторных независимых испытаний статистиче- 
скую модель будем обозначать {ЁР(т)}, поскольку она полно- 

стью определена функцией распределения F(x) генеральной со- 

вокупности Х. 

Если функция распределения (плотность распределения) за- 

дана с точностью до неизвестного вектора параметров 6 = 

= (61, ..., 0,) с множеством возможных значении ©, т.е. де 9, 

то статистическую модель называют параметрической мо- 

делью. Параметрическую модель обозначают { F(z2;6); GE 9}. 
Множество © называют параметрическим множеством. 

Следует отметить, что о параметрическом множестве ис- 
следователь может не иметь никакой априорной информации. 

Статистическую модель называют непрерывной или 
дискретной, если случайная величина Х является, соответ- 

ственно, непрерывной или дискретной. В дальнеишем мы будем 

*Разумеется, это слишком узкое толкование термина, которое уместно 

лишь в рамках данной книги.
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предполагать, что генеральная совокупность Х с функцией pac- 

пределения F(x) является либо дискретной, либо непрерывной 
случайной величиной. В первом случае распределение Х зада- 

ют в виде таблицы (ряда распределении), a во втором — в виде 
плотности распределения рх (5). При этом будем использовать 

единое обозначение p(x) (или р(х;0) для параметрических мо- 
делей) как для плотности распределения случайной величины 

Х , когда она непрерывная, так и для вероятности Р{Х = x} B 

случае дискретной случайной величины Х. 

Пример 1.1. Пусть известно, что генеральная совокуп- 

ность случайной величины Х распределена по нормальному 

закону с известной дисперсией и неизвестным средним 6. Тогда 

статистическая модель имеет вид { F(z;6); ЕФ@=ЖК} и может 
быть задана с помощью плотности распределения вероятностей 

1 _&-9)* 
е 207 ЕЮ. 

р(2;6) ~ 270 

Если неизвестны оба параметра: среднее значение 6; и среднее 

квадратичное отклонение 65, то статистическая модель имеет 

вид { F(2;6); = (9:, 92) Е 9}, где © C R? (6, ЕК, 62 € Rt) и 

плотность распределения вероятностей содержит два неизвест- 
ных Параметра: 

. _ (#— 61)? 

р(х; 61,02) = е 2 | ЕК. 
7 V 2765 ” 

Пример 1.2. Пусть случайная величина Х имеет распре- 

деление Пуассона с неизвестным параметром. Тогда, статисти- 

ческая модель имеет вид {F (x; 0); ЕО = (0, со) }, где Р (x;6) 

определяется равенством 

p(x;6) = PrbX === те”, z=0,1,2,...
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Замечание 1.1. Наряду с генеральной совокупностью од- 

номерной случайной величины можно рассматривать генераль- 

ную совокупность многомерной (векторной) случаиной величи- 

ы, распространяя введенные выше понятия на этот случаи. 

При этом случаиную выборку объема п из генеральной совокуп- 

ности (Х, У, ..., Z) будем обозначать (х., ) ..., 2,)- HH 

В дальнеишем мы будем рассматривать различные функции 

У = 9(X,,...,Xn) (или У = 9(Xn)) случайной выборки Х» 

= (Х:, ..., х,), например: 

le ic 

Любую функцию g(Xn) случаиной выборки в математиче- 

ской статистике называют статистикой, или выборочной 

тарактеристикой. Распределение этои случайной величи- 

ны называют выборочным распределением. Выборочное 

распределение однозначно определяется совместным распреде- 

лением случаиных величин Х1, ..., Хи, Т.е. распределением 

случайной выборки Х„. Значение 9(5„.) выборочной харак- 

теристики 9(Х»), определенное по реализации 1, случаиной 

выборки Х„, называют ее выборочным значением. 

В математической статистике часто приходится рассматри- 

вать поведение выборочных характеристик при п —} со, где 

п — объем случайной выборки (Х\, ..., Х„). При этом будем 
писать У, = 9(Х1,-.., Хь) и рассматривать последовательность 
случайных величин {Y,,}, сходящуюся в TOM или ином смысле к 
некоторому У — случаиной величине или константе. 

В [XVI] были рассмотрены основные типы сходимости по- 
следовательности случаиных величин и связь между ними. В 

зтой книге будем использовать два вида сходимости: сходи- 

мость по вероятности и сходимость по распределению, или 

слабую сходимость.
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Напомним, что последовательность {Y,, } случайных величин 
v Р 

называют сходящейся по вероятности к У’, т.е. У„ > У, если для 

любого & > 0 

lim P{|¥n -У|>=} 0. 

Если имеет место равенство 

lim Fy, (2) = Ву (2) 

в каждой точке непрерывности Fy(z), то говорят о слабой 
стодимости последовательности Fy, (x) функций распределения 

(сходимости по распределению) и пишут 

Fy, (zx) = Fy (т). 

Уместно также говорить о слабой сходимости последователь- 

ности {Y,,} случайных величин к У. В этом смысле можно 
утверждать, что из сходимости по вероятности следует слабая 

СХОДИМОоСТЬ. 

Отметим, что в теории вероятностей и ее приложениях 
наиболее часто используемые законы распределения случайных 

величин имеют общепринятые названия и обозначения. 

Например, нормальный закон со средним и и дисперсией 

o* обозначают символом №(р, 07); распределение Пуассона со 
средним A — символом П(Л) и т.д. 

Если наблюдаемая в эксперименте случайная величина Х 

имеет распределение некоторого стандартного типа, то соот- 

ветствующая статистическая модель имеет такое же название: 

нормальная модель, модель Коши биномиальная мо- 

дель, пуассоновская модель и т.д. 

Для обозначения того, что случайная величина Х имеет за- 

кон распределения F(x), употребляют символическую запись 

X ~ F(z). Например, запись Х ~ №(р,о?) означает, что слу- 
чайная величина Х имеет нормальный закон распределения с 

параметрами pi uo”.
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1.2. Основные задачи 

математической статистики 

При решении любой задачи математической статистики 

исследователь располагает двумя источниками информации. 

Первый и наиболее определенный (явный} — это результаты 

наблюдений (эксперимента) в виде выборки из некоторой ге- 
неральной совокупности скалярной или векторной случайной 

величины. При этом объем выборки п может быть фиксиро- 

ван, а может увеличиваться в ходе эксперимента (т.е. могут 

использоваться Так называемые последовательные процедуры 

статистического анализа). 

Второй источник — это вся априорная информация об инте- 

ресующих исследователя своиствах изучаемого объекта, кото- 

рая накоплена к текущему моменту. Формально объем априор- 

ной информации отражается в той исходной статистической 

модели, которую исследователь выбирает при решении своей 

задачи. 

В математической статистике всегда в той или иной мере 

используют априорную информацию об исследуемом объекте, 

но степень обоснованности такого использования лежит на со- 

вести (или зависит от компетентности) конкретного исследо- 

вателя. 

Если есть сомнения в Том или ином исходном допущении при 

решении конкретной задачи, то его нужно проверять и обо- 

сновывать, а при невозможности это сделать — отбросить и 

попытаться найти решение задачи без привлечения сомнитель- 

ных допущений. 

Перечислим некоторые задачи математической статистики, 

наиболее часто встречающиеся в ее приложениях. 

Оценка неизвестных параметров. Задаза оценивания 
неизвестных параметров возникает в тех случаях, когда функ- 

ция распределения Генеральной совокупности известна, с точно- 
стью До Параметра 0. В этом случае необходимо найти Такую
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статистику 6(X,,), выборочное значение 6 = 0(Z,,) которой для 
рассматриваемой реализации TZ, случайной выборки можно бы- 

ло бы считать приближенным значением параметра 6. 

Статистику (Xn); выборочное значение 9 которой для 

любой реализации Z, принимают за приближенное значение 

неизвестного параметра 9, называют его точечной оценкой 

или просто оценкой, а 8 — значением точечной оценки 

(просто оценки). 

Понятно, что точечная оценка, (Xn) должна удовлетворять 

вполне определенным требованиям для того, чтобы ее выбороч- 

ное значение 6 соответствовало истинному значению параметра, 

6. Свойства точечных оценок рассмотрены ниже (см. 2). 

Для точечных оценок параметра @ будем использовать и 

другие обозначения, например 6(X,,), 9* (X, n)- 
Возможным является и иной подход к решению рассматри- 

ваемой задачи: найти такие статистики 6(X,,) и O(X,), чтобы 
с вероятностью 7 выполнялось неравенство 

Р{6(Х») <0 < 6(Х»)} = 7. 
В этом случае говорят об интервальной оценке для 0. Интервал 

(9(Х»), 8(Х»„)) 
называют доверительным интервалом для 8 с коэффициентом 

доверия 7. 
Доверительные интервалы обсуждаются в 3. 

Проверка статистических гипотез. Статистиче- 

ской гипотеэой называют любое предположение о распреде- 

лении вероятностей наблюдаемой случаиной величины — ска- 

лярной или векторной. 

В некотором смысле задача, проверки статистической гипо- 

тезы является обратной к задаче оценивания параметра. При 

оценивании параметра мы ничего не знаем о его истинном зна- 

чении. При проверке статистической гипотезы мы из каких-то
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соображений предполагаем известным его значение и хотим по 

результатам эксперимента проверить наше предположение. 

Примерами гипотез могут служить следующие предположе- 

ния о вероятностных свойствах наблюдаемых случайных вели- 

ЧИН: 

1) p= po, где р — математическое ожидание случайной 

величины Х (гипотеза о величине математического ожидания); 

2) of = of, где о? и of — дисперсии случайных величин X, 
и Х2 (гипотеза об однородности дисперсий); 

3) F(z) = Fr(x), где F(x) — неизвестная функция распре- 
деления наблюдаемой случайной величины X, а Рг(х) — неко- 

торая предполагаемая исследователем функция распределения 
(гипотеза, о виде распределения). 

Установление формы и степени связи между случай- 
ными величинами. Методы математической статистики, 

способствующие установлению формы и степени связи между 

случаиными величинами, излагаются в таких разделах MaTeMa- 

тической статистики, как корреляционный анализ, дисперсион- 

ный анализ, регрессионный анализ и др. 

Смысл таких задач поясним на простом примере. Пусть 

У — случайная величина, поведение которой мы хотели бы 

определять по значениям двух других случаиных величин X, и 

Х2. Например, У — это степень шума двигателя автомашины, 

а Л! и Х2 — соответственно величина пробега автомобиля 

и вес груза в нем. Корреляционный и дисперсионный анализ 

позволяет нам ответить на вопрос: есть ли связь между Ху, Х2 

и У и насколько она существенна. Ha основе же регрессионного 

анализа мы можем построить Так называемую регрессионную 

модель в виде зависимости 

y = Ф(511,12), 

где у — среднее значение шума У в зависимости OT значений 

1 И 2 случайных величин Х1 и Xo. Наличие такой модели
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(которую строят, опираясь на результаты имеющихся стати- 

стических данных — результатов эксплуатации автомобилей) 
позволяет в дальнейшем выбрать наилучший режим эксплуата- 

ции и решать многие другие задачи. 

Подобные задачи рассмотрены в 6-8. 

1.3. Предварительная обработка 

результатов эксперимента 

Прежде чем перейти к детальному анализу полученных в 

результате проведенного эксперимента статистических дан- 

ных, обычно проводят их предварительную обработку. Иногда 

результаты такой обработки уже сами по себе дают ответы на 

многие вопросы. Но в большинстве случаев они служат исход- 

ным материалом для дальнейшего анализа. 

Вариационный ряд. Одним из самых простых преобра- 
зований статистических данных является их упорядочивание 

по величине. Пусть (x1, ..., Z,) — выборка объема п из гене- 

ральной совокупности Х. Ее можно упорядочить, расположив 

значения в неубывающем порядке: 

Tay < 1(2) $ + STG) < --» $2); (1.2) 

Где 4) — наименыший, 2(,) — наибольший из элементов 

выборки. 

Определение 1.1. Последовательность чисел 

(1), (2), 2229 (5), ед Lin)» 

удовлетворяющих условию (1.2), называют вариационным 
рядом выборки, или, для краткости, просто вариационным 
рядом; число т(;), {= 1, п, называют 1-м членом вариацион- 

ного ряда.
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Обозначим Х(;), $ = 1, п, случайную величину, которая при 

каждой реализации случайной выборки Х„ принимает значение, 

равное 1-му члену вариационного ряда. 

Определение 1.2. Последовательность случайных величин 

Ха), Х(2), ...у X (i); coe, X(n) 

называют вариационным рядом случайной выборки. При 

этом Х(;), = 1, п, называют 1-м членом варцационного ряда 

случайной выборки. 

Переход от случайной выборки X;, к ее вариационному ряду 

не приводит к потере информации, содержащейся в случаий- 
ной выборке, поскольку их совместная функция распределения 
(1.1) остается одной и той же. Однако функция распределе- 

ния каждой случайной величины Х (i) t= 1, п, уже не совпадает 

с функцией распределения F(x) генеральной совокупности X, 
хотя и может быть через нее выражена. Например, можно 
показать (см. пример 2.20), что для крайних членов вари- 
ационного ряда случайной выборки X(1) и Х(„) их функции 

распределения имеют вид 

Р{Х() <#} =1- (1- Е(=))" 

Р{Х(.} < x} = F(z). 

Эти соотношения позволяют находить неизвестную функцию 

распределения F(x) генеральной совокупности Х, имея в зкс- 

перименте лишь результаты измерений либо величины Х(1}, 

либо Х (n)- 

Пример 1.3. В результате пяти повторных независимых 

наблюдений некоторой случайной величины Х (например, Х — 
давление в газовом баллоне, измеряемое в мегапаскалях)} полу-
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чены следующие ее значения: 

т1 = 10,4; +12=9,5; хз=10,Т; х4=9,3; «5 = 101. 

Для данной выборки объема п = 5 вариационный ряд имеет вид 

(1) = 9,3; т (2) — 9,5; т (3) — 10,1; т (24) = 10,4; © (5) = 10,7. 

Статистический ряд. Среди элементов выборки 11, ..., 
ти (а значит, и среди членов вариационного ряда 21), 7(2}, ---; 

Т(")) могут быть одинаковые. Так бывает, либо когда наблю- 

даемая случайная величина Х — дискретная, либо когда Х — 

непрерывная, но ее значения при измерениях округляют. 

Пусть среди элементов выборки х1, ..., Lp выделены т < п 

их различных значений, расположенных в порядке возрастания. 

Обозначим их 2(1), ---, 2(т). Предположим, что каждое из них 
повторяется соответственно 71, ..., Пт раз, причем, разумеет- 

™m 

ся, Don; = п. 
$=1 

Определение 1.3. Статистическим рядом для вы- 

борки называют таблицу, которая в первой строке содержит 
значения 2(1), ..., 2m) (напомним, Что 24) <..- < 2(т)), а во 

второй — числа их повторений (табл. 1.1). Число n;, i= 1, т, 

показывающее, сколько раз встречался элемент 2(;) в выборке, 

называют частотой, а отношение n;/n — относительной 
частотой этого значения. 

Таблица 1.1 

21) | 22) | _-:: | 2) 
nN ng ... Tem 

Статистические данные, представленные в виде ста- 

тистического ряда, называют группированными.
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Исходные данные группируют обычно при больших объемах 

выборки (свыше 50), причем не только в виде статистического 
ряда, но и следующим образом: отрезок J = [5(1}, 2(„}|, содер- 

жащии все выборочные значения, разбивают на т промежутков 

J;, как правило одинаковой длины А. При этом считают, что 

каждый промежуток содержит свои левыи конец, но лишь 10- 

следний промежуток содержит и свой правый конец. При таком 

соглашении каждая точка отрезка J содержится в одном и 

только в одном промежутке J;. Далее, для каждого проме- 

жутка Jj, $ = 1, т, подсчитывают число пк элементов выборки, 
попавших в него (при этом N= п1-+...-+ 7 }, а результаты пред- 

ставляют в виде табл. 1.2, которую называют интервальным 

статистическим рядом. 

Таблица 1.2 

Ji Jo ... Ут 
т 

11 ne ... Nn > mE 
$=1 

Иногда в верхней строке табл. 1.2 указывают не интервал, 

а его середину хь, а в нижней строке вместо частоты пр 

записывают относительную частоту пр /п. 

Число промежутков 71, на которые разбивают отрезок J, 

выбирают в зависимости от объема выборки п. Для ориенти- 

ровочной оценки величины ™ можно пользоваться следующей 

формулои*: 

mw 1082 п + 1, 

которая дает нижнюю оценку величины 77 и наиболее точна при 

болыших значениях п. Например, при 2 = 100 ona дает т > 6, а 

при п = 1000 — т>9. 

*См.: Айвазян С.А., Енюков H.C., Мешалкин Л.Д., 1983.
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Пример 1.4. В течение суток измеряют напряжение Х 

тока в электросети в вольтах. В результате опыта получена 

выборка объема п = 30: 

107; 108; 110; 109; 110; 111; 109; 110; 111; 107; 

108; 109; 110; 108; 107; 110; 109; 111; 111; 110; 

109; 112; 113; 110; 106; 110; 109; 110; 108; 112. 

Построим статистический ряд этой выборки. 

Наименьшее значение в выборке х(1) = 106, наибольшее — 

Zs) = 113. Подсчитываем частоту nz, К = 1,8, каждого из 

восьми различных значений в выборке и строим табл. 1.3. 

Таблица 1.3 

2(к) | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111112 113 

NE 1 3 4 6 9 4 2 1 

Эмпирическая и выборочная функции распределе- 

ния. Рассмотрим функцию n(z,Xn), которая для каждого 

значения x Е R и каждой реализации Х„ случайной выборки 

X,, принимает значение, равное числу элементов в выборке Zp, 

меньших т. 

Определение 1.4. Функцию 

P(e, X,) = Mee), 
где п — объем случайной выборки, будем называть выбороч- 

ной функцией распределения. 

(1.3) 

Согласно определению 1.4, при любом фиксированном т 

функция F (x;X,,) есть случайная величина, которая принимает 

одно из значений 
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и имеет биномиальное распределение с параметром р, равным 
значению функции распределения генеральной совокупности Х 
в точке х, т.е. p= F(z). 

Теорема 1.1. Для любого фиксированного x последова- 

тельность случайных величин {ЁР(т;Х„)} сходится по вероят- 

ности при п — со к значению F(z) функции распределения 

генеральной совокупности Х в точке х. 

«При любом фиксированном х выборочная функция распреде- 

ления Р(2;Х„) есть относительная частота события {Х <=}. 
В соответствии с законом болыпих чисел в форме Бернулли, 

относительная частота, при п — со сходится по вероятности к 
вероятности события {Х < <}. Следовательно, 

т e ‘¢ P — F (a; Xn) ot PLX <=} = F(z). > 

Для каждой реализации 5„ функцию п(т,2„) аргумента 5 в 
дальнейшем будем обозначать 1(х). 

Определение 1.5. Эмпирической функцией распреде- 

ления называют скалярную функцию Ё»(х), которая определе- 

на для любого т Е ® следующим образом: 

F,(2) = "@). (1.4) 
где 2 — объем выборки. 

Функция F(z) обладает всеми свойствами функции рас- 
пределения. При этом она кусочно постоянна и изменяется 
скачками в каждой точке х(;) (qj — ги член вариационного 

ряда). 

Если все выборочные значения 11,...,т„ различны, TO функ- 

цию F;,,(z) можно записать в следующем виде: 

0, < (1) 

Ри (т) — =, £ (3) << 1 (:+1), i= 1, n—1; 

1 #> Т (п),
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Т.е. в каждой точке 1(; функция ЁР»(т) имеет скачок величи- 

ной 1/1. 
График функции F,,(z) изображен на рис. 1.1. 

abo 

ее аж 
п--1 | 
в PTT — 

3 : 
п 7 — 

= 
и a 

(1) 12) OF "бз) (п) х 

Рис. 1.1 

Замечание 1.2. Функция F,,(z) позволяет любую выборку 
(т1, ---, ,) интерпретировать как генеральную совокупность 

Х, все значения которой равновероятны, т.е. 

Р{Х =] =, i=in. 
n 

Такая интерпретация позволит в дальнейшем рассматривать 

числовые характеристики случаиной величины Х как прибли- 

женные значения соответствующих числовых характеристик 

исходной генеральной совокупности Х. # 

Из сказанного выше следует, что функция F,,(r) является 

статистическим аналогом функции распределения F(z) гене- 

ральной совокупности Х. Функцию распределения F(z) гене- 
ральной совокупности Х в математической статистике назы- 

вают иногда теоретической функцией распределения. 

В случае непрерывной статистической модели и большого 

объема выборки (свыше 50) экспериментальные данные удоб- 

нее представлять в виде интервального статистического ряда
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(см. Табл. 1.2). Разделив частоты п;/п = р; на длину А интер- 

валов J; получим значения п;/(пА), 3 =1, т. 

Определение 1.6. Эмпирической плотностью рас- 

пределения, соответствующей реализации Zp, случаиной вы- 

борки X,, из генеральной совокупности X, называют функцию 

р»(т), которая во всех точках интервала, J;, 3 =1, т, принимает 

значение = a вне интервала, J равна нулю, Т.е. 

Nl; 

TAY re Ji; 

Pr(z)=¢ 2 (1.5) 
0, wed. 

График функции p,(z), представляющий собой кусочно посто- 
янную функцию на промежутке J = [2(1), 2(m)], называют гис- 

тограммой (рис. 1.2). 

Ри(х) 4 

—— р 

О 
— 

Е kt 
4 в , ' nAt 

; r— 
‚ (At . —P 

=: , ‘ ee I , ‘ 4 , = 

J, Jo J, Ут х 

Рис. 1.2 “< 

Часто гистограммой называют диаграмму, составленную из 

прямоугольников с основанием А и высотами n;/(nA), &=1, т. 
Нетрудно увидеть, что суммарная площадь всех прямоугольни- 

ков, образующих Такую диаграмму, равна, 1, Так как 

т 

> 1 
n ne | 

=1
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Кроме того, площадь каждого прямоугольника п; /п есть часто- 

та попадания элементов выборки в соответствующий интервал 

J; статистического ряда. 

Рассмотрим случайную величину п;(Х»„)/п, которая для 

каждой реализации Z, случайной выборки Xp, равна частоте 
п;/п. В соответствии с законом больших чисел в форме 

Бернулли ni(Xn) /n при п — со будет сходиться по вероятности 

к вероятности попадания случайной величины Х в промежуток 

Ji, 8 = 1; т, т.е. 

ni(Xn) P Vo 

we PIX ел} = | ple) der, 
J; 

где p(x) — плотность распределения генеральной совокупности 

Х. Если длина А промежутков достаточно мала и объем 

выборки п велик, то с вероятностью, близкой к 1, можно 

утверждать, что 
Te ~ 

= = p(z;)A, 

ИЛИ 

Nh; ~ 
— wx (5; nv p( i); 

rye т: — середина Промежутка Ji, $ = 1, т. Таким образом, 

при большом объеме выборки п и достаточно малом А с ве- 

роятностью, близкой к 1, можно считать, что р»(т) = p(z). 

Иными словами, функция p,,(x) является статистическим ана- 

логом плотности распределения p(x), наблюдаемой в зкспери- 

менте случаинои величины Х. 

Наряду с гистограммой часто используют другое графи- 

ческое представление для приближенного описания функции 

p(x), которое называют полигоном частот. По определению 

полигон частот — это ломаная, отрезки которой соединяют 

середины горизонтальных отрезков, образующих прямоуголь- 

ники в гистограмме (рис. 1.3). Полигон частот используют
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также в том случае, когда в эксперименте наблюдают дискрет- 

ную случайную величину Х. В этом случае по оси абсцисс 

откладывают все возможные (различные) значения случайной 

величины Х, полученные в зксперименте, а по оси ординат — 

соответствующие частоты р; = п; /п, и соседние точки соединя- 

ют отрезками прямои. 

Р„(х) $ 
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Рис. 1.3 

Пример 1.5. Измерен рост п = 500 студентов. Результаты 

измерении представлены в виде интервального статистическо- 

го ряда (табл. 1.4). 

Таблица 1.4 

[145, 150) | [150, 155) | [155, 160) | [160, 165) | [165, 170) 

1 2 28 90 169 

[170, 175) | [175, 180) | [180, 185) | [185, 190) | [190, 195] 

132 55 16 6 1 

Построим гистограмму — график эмпирической плотности 
распределения роста студентов. 

Для построения гистограммы (рис. 1.4) нужно найти вы- 
борочную плотность распределения, используя формулу (1.5) и
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учитывая, что А =5: 

1 . 5500? 2 ® [145, 150); 

2 . 5500» 2 [150, 155); 

28 . 5500’ 2 € 155, 160); 

90 
2500’ те [160, 165); 

169. зе [165, 170); 
Р. (5) = nen 

22, ше (170, 175); 
55 58, © € (175, 180); 
16 565» © € (180, 185); 
6 . =o, = € (185, 190); 
1 

| 5505 2 [190, 195]. 

P,(x) 4 —> 

tone 

— 

Е: 
О 

14 150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 x
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Пример 1.6. В условиях примера 1.4 построим Полигон 

частот. Для этого найдем относительные частоты каждого из 

элементов выборки и представим результаты в виде таблицы 

(табл. 1.5). 

Таблица 1.5 

2(к) | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111] 112 | 113 

пк |1 3 |4 |6 |9 |4 2 1 
п |20 |2 |2 | 20 } 20 |2 |020 | 20 

Построим точки с координатами (2(;); п/п), $ =1,8, соеди- 

ним их отрезками прямых (рис. 1.5). 

"ООО 
106 107 108 109 р
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Рис. 1.5 

Выборочные числовые моменты. Пусть Xn — cay- 

чаиная выборка из генеральной совокупности Х с функцией 

распределения F(z) (и плотностью распределения p(x) в случае 
непрерывной статистической модели). Напомним [XVI], что, 
зная p(x) или F(z), можно записать математическое ожидание 
функции 9(Х) в виде ` 

OO 

Mg(X)= / 9(z) p(x) dx 
OOO 

ИЛИ 
ео 

Mg(X)= / g(x) dF (2), 
—Oo
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где последний интеграл есть интеграл Римана — Стилтьеса 
[XI]. При 9(Х) = X* или 9(Х) =(X -MX)*, k > 1, получаем 
соответственно начальные моменты ть и центральные момен- 

о «2 we 

ты т; k-ro порядка случайной величины X: 

my, = M(X*) = | =^АЕ(т) = | =‘ p(x) dz, 

m= M(X —MX)*= / (2 -MX)*dF(z) = / (zx -MX)*p(z) dz. 
_со —оо 

В частности, при 9(Х) =Х и 9(Х) = (Х - МХ)? получаем 
формулы соответственно для математического ожидания и 
дисперсии случайной величины Х. 

Все эти числовые характеристики в математической 
статистике называют теоретическими (или генеральными 
числовыми тарактеристиками, т.е. относящимися к гене- 

ральной совокупности). 

Tak же, как функциям Р(т) или р(т) мы сопоставили их ста- 
тистические аналоги — эмпирические функции F,,(z) и р„(т), 
построенные по выборке Z,, можно каждой теоретической чи- 

словой характеристике сопоставить ее статистический аналог, 
если в соответствующих формулах, приведенных выше, заме- 
нить F(z) на Е, (т), а p(x) на p,(z). 

Статистические аналоги теоретических числовых характе- 
ристик можно получить из следующих соображений. 

Как отмечалось в замечании 1.2, любую выборку 2, можно 
рассматривать в качестве генеральной совокупности дискрет- 

ной случайной величины Х, все значения которой равновероят- 

ны, т.е. 

~ 1 
РАХ ==} =>, $ = » п.
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По определению начальные и центральные моменты k-ro поряд- 

ка такой генеральной совокупности соответственно равны 

где 

z= 7 —— Li. (1.6) 

Числа, py, Рь есть значения выборочных характеристик (ста- 
тистик) 

~ eZ lo, гих l~ к 
РЖ) = 52-Х и #.(Х,) = 2-Х) , 

где 

—_ _. 1 
X= =— i , Mi (Xn) n Xx ’ (1 7) 

т.е. fix = Uir(Zn), Ve = Vy (En). 

Выборочную характеристику 

1 7 

“~ у _ k 

bi (X,) = — > ‘X; 
п‘ 

t=1 

называют выборочным начальным моментом К-го по- 

рядка. В частности, выборочный начальный момент первого 

порядка X = ,(X,) называют выборочным средним. 
Выборочную характеристику 

nr 

(Х.) = = ) (X; — X) (1.8) 

1=1 

называют выборочным центральным моментом К-го по- 

рядка. В частности, выборочный центральный момент 2-го 

порядка 6*(X,,) =22(Х„) называют выборочной дисперсией.



42 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ВЫБОРОЧНОЙ ТЕОРИИ 

Выборочную характеристику o(X,,) = \/9?(Х») называют 

выборочным средним квадратичным отклонением. Ве- 

личины 

a? =0*(1,) = те —-=)*, (1.9) 
п 

$= 6(z,) = \ ~ oe _z) (1.10) 

являются статистическими аналогами соответственно диспер- 

сии 0? =ЮХ и среднего квадратичного отклонения генераль- 
ной совокупности Х. 

Числа т, 02, G, jin, Me будем называть соответственно 
средним значением (или средним), дисперсией, средним 
квадратичным отклонением, начальным моментом и 

центральным моментом К-го порядка выборки. 
Выборочные характеристики можно ввести Также и при 

рассмотрении выборок из многомерных генеральных совокуп- 
ностей. 

Так, например, рассмотрим случайную выборку (Xn, Ya) 
объема п из двумерной генеральной совокупности (X, У). 

Выборочную характеристику 

K (XnsYn) = Ух: - i-Y) (1.11) 
n=l 

называют выборочным корреляционным моментом. 

Выборочную характеристику 

K(Xn,Yn) 

G2(Xn)Gy(Yn) 

> 

P(Xns Yn) — (1.12) 

где 

= ТУ -ху, 340%) = 42 74 -¥), 
ne 1=1 

называют выборочным коэффициентом корреляции.
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Значения К (Zn,Yn) и P(Zn Yn) выборочного корреляцион- 

ного момента и выборочного коэффициента корреляции, где 

(Zn, Jn) — реализация случайной выборки (Xn, У»), будем со- 

ответственно обозначать К гу И Pry, называя корреляционным 

моментом выборки (Zr, и) и коэффициентом корреля- 

ции выборки (Zn, ул). 

Замечание 1.3. При болыних п от выборки Z, часто 

переходят к интервальному статистическому ряду. При этом 

значения 2, 62 и Кху соответственно вычисляют по формулам 

77% 

z=) рт, (1.13) 

=\`5:(&.-=), (1.14) 
t=1 

Кху=» 9;(% -)(% -9), (1.15) 
i=l 

где р; = n;/n — относительная частота события {X E J;}, += 

=1, т, а у; и у имеют тот же самый смысл, что и тк и 1, но 
для случаиной величины У. # 

Основное свойство выборочных моментов, как начальных, 

так и центральных, и в том числе выборочного среднего X u 

выборочной дисперсии G?(X,,), состоит в том, что при уве- 

личении объема выборки п они сходятся по вероятности к 

соответствующим теоретическим (генеральным) моментам". В 

частности, при п - со имеем Х => МХ, а0?2(Х„) -Р, DX. 
п>осо 

Более того, можно показать, ` что распределение выбороч- 

ных моментов является асимптотически (при п — со) нормаль- 

ным. Точные формулировки этих утверждений в некоторых 

частных случаях будут приведены в дальнейшем изложении. 

*См.: Крамер Г.
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1.4. Решение типовых примеров 

Пример 1.7. В результате эксперимента, получена выборка 

объема п = 79: 

2; 4; 2; 4; 3; 3; 3; 2; 0; 6; 1; 2; 3; 2; 2; 
4; 3; 3; 5; 1; 0; 2; 4; 3; 2; 2; 3; 3; Ц 3; 
3; 3; 1; 1 2; 3; 15 4 3; 1; 7; 4; 3; 4; 2; 
3; 2; 3; 3; 1; 4; 3; 1; 4; 5; 3; 4; 2; 4; 5; 
3; 6; 4; 1; 3; 2; 4; 1; 3; 1; 0; 0; 4; 6; 4; 
7; 4; 1; 3. 

Построим статистический ряд, полигон частот, эмпири- 

ческую функцию распределения и нарисуем ее график, найдем 

¥, 02, 0. 
Наименыший элемент выборки (первый чиен вариационного 

ряда) х(1) = 0, наиболыший — 279) =7. Составим статистиче- 

ский ряд, расположив все элементы выборки в порядке возра- 

стания (табл. 1.6). 

Таблица 1.6 

1(к) 10111231415 617 

8 

пь |4|13| 14| 24116 |3|3|2| п =79 
k=1 

Статистический ряд содержит восемь элементов: 0, 1, 2, 3, 

4, 5, 6, 7. Для построения полигона частот (рис. 1.6) следует 

вычислить относительные частоты пк /п каждого из элементов 

статистического ряда: 

1] 4 72 13 13 14 
— = — А 0.0506; —=—® 46; —=— < : = =79 0,0506; -=79 0,1646; „ 79 0,1772; 

па 24 _ п5 _ 16 _ ne _ 3 
„270 0,3038; = 270 ® 0,2025; = =70 0,0380; 

3. 2 7 79 ® 0,0380; = 70 © 0,0253.
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Рис. 1.6 

Чтобы найти выборочную функцию распределения, нужно 

последовательно суммировать относительные частоты: 

Г 0,0000, х<0; 

0,0506, 0<z<1; 

0,2152, 1<:<2; 

0,3924, 2<2<¢3; 

F(z) = ¢ 0,6962, 3<2<¢ 4; 
0,8987, 4<2<¢5; 

0,9367, 5<2z <6; 

0,9747, 6<2<7; 

| 1,0000, z>7. 

График функции Ё„(х) — ступенчатая кривая (рис. 1.7). 

F(x) | 

+ +------- = 

м: 

mM} Gl 

si. 
mm PGE Eg 

— te 
0 1 2 3 4 5 6 7 x 

Рис. 1.7
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Учитывая, что элементы выборки повторяются, с помощью 
формулы (1.6) находим среднее значение выборки: 

1 
т = 7g (0-4+1-13+2-14+3-24+ 

+4-16+5-3+6.3+7.-2) = 2,835. 

С помощью формулы (1.9) находим дисперсию выборки 

5? = =a((0 — 2,84)? -4 + (1 — 2,84)? - 13 + (2—2,84)?-144 

+ (3 — 2,84)? -24 + (4—2,84)?- 16 + (5 — 2,84)? -34+ 

+ (6 — 2,84)? -3+ (7 — 2,84)? - 2) = 2,3668; 

а, с помощью формулы (1.10) — среднее квадратичное откло- 

нение выборки 

д = Vo? А 1,54. 

Пример 1.8. Измерена максимальная емкость 20 подстро- 

ечных конденсаторов, и результаты измерений (в пикофара- 

дах) приведены в Табл. 1.7. Составим статистический ряд и 

построим гистограмму. 

Таблица 1.7 

Номер 
конденсатора | | 2134567809110 

Емкость, пФ | 4,40 [4,31 | 4,40 | 4,40 | 4,65 |4,56 | 4,71 | 4,54 | 4,36 | 4,56 
Номер 
конденсатора 1112 | 13] 14] 15 | 16 | | 18 | 19 | 20 

Емкость, пФ | 4,31 | 4,42 | 4,60 | 4,35 | 4,50 | 4,40 | 4,43 | 4,48 | 4,42 | 4,45 

Статистический ряд представлен в табл. 1.8. Наименьшее 

значение выборки Z(1) = 4,31, наибольшее — х(20) = 4,11. 

Для построения гистограммы результаты наблюдений пред- 

ставим в виде интервального статистического ряда, разбив 
отрезок [4,31, 4,71] Ha пять равных промежутков (табл. 1.9).
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Таблица 1.8 

Zi) | 4,31 | 4,35 | 4,36 4,40 | 4,42 | 4,43 | 445 

п; 2 1 | 4 2 1 1 

zy | 4,48 | 4,50 | 4,54 | 4,56 | 4,60 | 4,65 | 4,71 

14 
п; | 1 1 i 2 1 1 1 | Sn, =20 

t=] 

Таблица 1.9 

J}, | [4,31, 4,39) | [4,39, 4,47) | (4,47, 4,55) | [4,55, 4,63) | [4,63, 4,71] 

TU 4 8 3 3 2 

Длина А каждого полученного промежутка равна 0,08. On- 

ределим эмпирическую плотность распределения, используя 

формулу (1.5): 

P(x) = 

| aE = 2,500, 

aot = 5,000, 

0 — 1,875, 

5055 — 1,875, 

в — 1,250, 

‚0, 

те [4,63, 4,71]; 

x ¢ [4,31, 4,71. 

x € (4,31, 4,39); 

тЕ [4,39, 4,47); 

x € [4,47, 4,55); 

x € (4,55, 4,63); 

График функции p,(z) (гистограмма) представлен на рис. 1.8. 

интервального статистического ряда (табл. 1.10). 

Пример 1.9. В результате измерения диаметров 200 

валиков из партии, изготовленной одним станком-автоматом, 

получены отклонения измеренных диаметров от номинала (в 

микрометрах). Группированные данные представлены в виде 

среднее значение Z и дисперсию G2 выборки. 
Наидем
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Ри(х) $ 

5 Г 4 4 

ap i ot 

3 Pg 
— | 

27 <—, : 

iy ee es ОО: 
PoE EEE 

+ 431 439 447 455 463 471 ° x 

Рис. 1.8 

Таблица 1.10 

Ji [-20, —15) [-15, —10) [-10, —5) [-5, 0) (0, 5) 

п; 7 il 15 24 49 

J;| [5,10) | [10,15) | [15,20) |[20,25) |[25, 30] 

п; 41 26 17 7 3 |>>n; = 200 

Обозначив через 2(;) середины промежутков „Л, 7 = 1, 10, 
представим группированные данные в виде табл. 1.11. 

Таблица 1.11 

т; | —17,5 |—12,5 |-7,5|-—2,512,5 | 7,5 | 12,5 117,5 | 22,5 | 27,5 
10 

ти | 15 | 24 [49/41] 26] 17] 7 | 3 | >in; =200 
$=1 

Среднее значение, согласно формуле (1.13), можно предста- 
вить следующим образом: 

AN Iw _ 
= ec — > т 

i=] $=1
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В данном случае п = 200, т = 10, а значения п; и 2(:;) даны в 

табл. 1.11. Вычисляя, находим 
, 

== sq (-7- 11,5 - 11.125-—15.75—24.25+49.2,5 + 200 
+41.75+26-125417.175+7-225+3. 27,5) = 43, 

Дисперсию выборки находим по тем же данным с помощью 

формулы (1.14): 

т 10 
52 _\7п: А Г MBean — 2_ ig. 2 б => (20-2) = 509 2 (79 4,3)" = 5 (7-21.87 + 

+11-16,87+ 15- 11,87 + 24-6,87 + 49- 1,87 4+ 41-3,27 + 

426 - 8,27 417+ 13,27 47-1827 43- 23,2") = 83,84. 

Пример 1.10. „Из двумерной генеральной совокупности 

(Х, У) получена выборка объема, п = 20: 

(1365, 0,28); (1375, 0,38); (1375, 0,42); (1375, 0,31); 
(1405, 0,33); (1410, 0,47); (1410, 0,60); (1420, 0,47); 
(1425, 0,50); (1415, 0,66); (1440, 0,65); (1385, 0,37); 
(1390, 0,53); (1395, 0,38); (1450, 0,85); (1450, 0,93); 
(1455, 0,60); (1475, 1,68); (1480, 1,45); (1485, 1,80). 

Наидем значение корреляционного момента выборки 

Rey = —) а; - (и -). 
t=] 

По выборке 

1365; 1375; 1375; 1375; 1405; 1410; 1410; 

1420; 1425; 1415; 1440; 1385; 1390; 1395; 
1450; 1450; 1455; 1475; 1480; 1485 

находим
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По выборке 

0,28; 0,38; 0,42; 0,31; 0,33; 0,47; 0,60; 

0,47; 0,50; 0,66; 0,65; 0,37; 0,53; 0,38; 

0,85; 0,93; 0,60; 0,68; 1,45; 1,80 

находим 
20 i 

y== ; = 0,683 = 0,68. у УЕ, 
i=l 

В результате получаем 

Клим с ((1365— 1419) (0.28—0,68) + (1375- 1419) (0,38—0,68) + 

+ (1375 — 1419)(0,42— 0,68) + (1375- 1419) (0,31 — 0,68) + 

+ (1405—1419) (0,33 — 0,68) + (1410- 1419) (0,47-— 0,68) + 

+(1410— 1419) (0,60—0,68) + (1420- 1419) (0,47 —0,65) + 

+ (1425—1419) (0,50— 0,68) + (1415- 1419) (0,66 — 0,68) + 

+ (1440 1419) (0,65 — 0,68) + (1385 — 1419) (0,37—0,68) + 

+ (1390 1419) (0,53—0,68) + (1395 — 1419) (0,38 — 0,68) + 

+ (1450 — 1419) (0,85—0,68) + (1450— 1419) (0,93 — 0,68) + 

+ (1455 — 1419) (0,60 — 0,68) + (1475- 1419) (1,68 — 0,68) + 

+(1480— 1419)(1,45 — 0,68) + (1485 — 1419) (1,80— 0,68) =~ 10,955. 

Вопросы и задачи 

1.1. Что называют случайной выборкой, объемом выборки, 

элементом выборки, реализацией случайной выборки (выбор- 

кой)? 

1.2. Что называют генеральной совокупностью?
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1.3. Какие повторные наблюдения (зксперименты) называ- 

ют независимыми? 

1.4. Укажите связь между функцией распределения случай- 

ной выборки и функцией распределения генеральной совокуп- 

ности. 

1.5. Что такое статистика, выборочная характеристика? 

1.6. Что такое выборочные распределения? 

1.7. Что называют вариационным рядом случаиной выбор- 

ки, вариационным рядом выборки? 

1.8. Что называют статистическим рядом? 

1.9. Что такое интервальный статистический ряд? 

1.10. Даите определение выборочной и эмпирической функ- 

ций распределения. 

1.11. Даите определение эмпирической плотности распреде- 

ления. 

1.12. Что такое гистограмма? 

1.13. Что такое полигон? 

1.14. Что называют выборочным средним, выборочной дис- 

персиеи, выборочными моментами, выборочным корреляцион- 

ным моментом, выборочным коэффициентом корреляции? 

1.15. Напишите выражения для среднего значения, диспер- 

сии, начального и Центрального моментов, корреляционного 

момента, коэффициента корреляции выборки. 

1.16. По результатам измерений имеем выборку 2781, 2836, 

2807, 2763, 2858. Составьте вариационный ряд, постройте эм- 

пирическую функцию распределения и ее график. Вычислите 
= 12 т, 0". 

Ответ: = = 2809; a? = 1206,8.
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1.17. Докажите, что имеет место равенство 

4х, = 22x? - (XY. 
t=] 

1.18. По результатам измерений задана, выборка, 

3,7; 

1,2; 

5,2: 

5,7; 

5,7; 

5,2; 
5,7; 
1,2; 

6,2; 5,2; 5,7; 

5,2; 6,2; 4,7; 

4,7; 5,2; 5,7; 

6,7; 5,2; 5,7; 
4,2; 5,2; 6,2; 

5,7; 4,2; 5,2; 

6,2; 5,2; 4,7; 
3,73 7,7; 3,2; 

6,2; 4,7; 
1,2; 5,2; 

4,2: 6,7; 

5,2; 4,2: 

5,7; 6,2; 

6,2; 1,2; 

5,7; 6,7; 

3,7; 70; 

4,2; 6,7; 

4.7; 5,7; 

5,2; 6,2; 

5,2; 4,7; 
5,0; 4,2; 
5,2; 4,7; 

7,2; 6,7; 

5,2; 47. 

По выборке составьте статистический ряд, постройте гисто- 
грамму, эмпирическую функцию распределения и ее график. 
Вычислите значения числовых характеристик Z, 02, 6. 

Ответ: = 5,73; 62 = 1,187; в = 1,06. 

1.19. При сверлении отверстий одним и тем же сверлом и 

последующем измерении диаметров отверстий получены дан- 

ные, представленные в виде интервального статистического 

ряда (табл. 1.12). Найдите значения 2 ид... 

Таблица 1.12 

Y(k) (40,25, 40,28) | [40,28, 40,31) | [40,31, 40,34) | (40,34, 40,37) 

NE 2 10 18 . 25 

yx) | [40,37, 40,40) | [40,40, 40,43) | [40,43, 40,46) 

NE 12 8 5 > т; = 80 

=1 

Ответ: 7 40,355; д. = 0,04. 
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1.20. Из двумерной генеральной совокупности сделана вы- 

борка, объема, п = 60 (данные приведены в табл. 1.13). Наидите 

значение выборочного коэффициента корреляции. 

Таблица 1.18 

4100 4300 4500 4700 4900 5100 5300 5500 

6,75 1 

6,25 

5,75 

5,25 

2 

1 

3 

4,75 NO
] 

Ot
] 

Go
l 

dO
 

ел
| 

| 
| 

==
 

4,25 р 
| 
С
Л
 

| 
NS
D 

NO
] 

Go
t 

|]
 

Ge
 

3,15 

Ответ: р= 0,63. 
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Одной из задач математической статистики (см. 1.2) явля- 
ется оценка неизвестных параметров выбранной параметриче- 
ской модели. 

Очень часто в приложениях рассматривают параметриче- 
скую модель. В этом случае предполагают, что закон рас- 
пределения генеральной совокупности принадлежит множеству 

{ F (x;6): бе е}, где вид функции распределения задан, а век- 

тор параметров 6 = (81, ..., 9,) неизвестен. Требуется наити 

оценку для 9 или некоторой функции от него (например, ма- 

тематического ожидания, дисперсии) по случайной выборке 

(X,, .-., X,) из генеральной совокупности X. 

Например, предположим, что масса Х детали имеет нор- 

мальный закон распределения, HO его параметры 6; =ди 02 = 07 

неизвестны. Нужно найти приближенное значение параметров 

по результатам наблюдений £1, ..., х„, полученным в экспери- 

менте (по реализации случайной выборки). 

Как уже отмечалось (см. 1.2), в математической статисти- 

ке существуют два вида оценок: точечные и интервальные. В 

этой главе будут рассмотрены точечные оценки, а интерваль- 

ным оценкам посвящена следующая глава. 

2.1. Состоятельные, несмещенные 

и эффективные оценки 

Пусть X,, = (X1, ..., Xn) — случайная выборка из генераль- 

ной совокупности Х, функция распределения Р (x; 6) которой 

известна, а 9 — неизвестный параметр, т.е. рассматривается 

параметрическая модель {Е(т;0), 08 Е@} (для простоты изло- 

жения будем считать пока, что 9 — скаляр).
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Требуется построить статистику (Х,), которую можно 

было бы принять в качестве точечной оценки параметра 0. 

Интуитивно ясно, что в качестве оценки параметра 9 мож- 

но использовать различные статистики. Например, в качестве 

точечной оценки для д = МХ можно предложить Такие статис- 

тики: 

~ 1 wpe y Ха) НХ) X=-S°X;,, 6"(X,)= > 

1 (Хе + Же+), п — четное; 

X (21), п — нечетное. 

Какую же из этих статистик предпочесть? В общем случае 

нужно дать ответ на вопрос: какими своиствами должна, обла- 

дать статистика 6(X 1,---;Xn) = 0(X,), чтобы она, была в неко- 
тором смысле наилучшей оценкой параметра 6? Рассмотрению 

требовании к оценкам и методам их нахождения посвящена на- 

стоящая глава. 

Заметим, что в дальнеишем, как правило, будем говорить 

об оценке параметра @ параметрической модели, хотя все ска- 

занное можно перенести и Ha функцию от 9. 

Определение 2.1. Статистику 0(X,,) называют состо- 

ятельной оценкой параметра 6 Е ©, если с ростом объема 

выборки п она сходится по вероятности к оцениваемому пара- 

метру 6, т.е. 

6(Xn) => 6. 
T1—> 00 

Иными словами, для состоятельной оценки 6(X,,) отклоне- 

ние ее от 9 на величину = и более становится маловероятным 

при большом объеме выборки. Это свойство оценки является 

очень важным, ибо несостоятельная оценка, практически беспо- 

лезна. Однако следует отметить, что на практике приходится
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оценивать неизвестные параметры и при малых объемах вы- 

борки. 

Естественным является то требование, при выполнении ко- 
торого оценка не дает систематической погрешности в сторону 
завышения (или занижения) истинного значения параметра 0. 

Определение 2.2. Статистику 9(Х„) называют несме- 
щенной оценкой параметра 6, если ее математическое ожи- 

дание совпадает с 9, т.е. MO(X,,) =8 для любого фиксирован- 

ного п. 

Если оценка является смещенной (т.е. последнее равенство 

не имеет места), то величина смещения 6,(9) = MO(X,,) — 8. 
Как мы увидим далее, смещение оценки часто можно устра- 

нить, введя соответствующую поправку. 

Говорят также, что оценка 6(X,,) является асимптоти- 
чески несмещенной, если при п $} со она сходится по веро- 
ятности к своему математическому ожиданию, т.е. для любого 
E>0 

lim P {]6(X,,) - МХ) | <=} =1. lim P{|6(X,) -МЯХ,| <=} 
Предположим, что имеются две несмещенные оценки 6(X,,) 

и 9(Х„) для параметра 6. Если дисперсии D6(X,) и D6(X,) 
удовлетворяют условию 

D6(X,,) < D0(X,,) (2.1) 

для любого фиксированного п и ВЕ ©, то следует предпочесть 

оценку 6(Xn), поскольку разброс статистики 6(Х,) относитель- 

но параметра 9 меньше, чем разброс статистики 6(X,,). 

Определение 2.3. Если в некотором классе несмещенных 
оценок параметра 6, имеющих конечную дисперсию, существу- 
ет такая оценка 6(X,.), что неравенство (2.1) выполняется для 

всех оценок 6(X,) из этого класса, то говорят, что оценка 

6(X,,) является эффективной в данном классе оценок.
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Иными словами, дисперсия эффективной оценки параметра 

в некотором классе является минимальной среди дисперсий всех 

оценок из рассматриваемого класса несмещенных оценок. 

Замечание 2.1. Эффективную оценку в классе всех несме- 

щенных оценок будем называть эффективной оценкой, не 

добавляя слов „в классе несмещенных оценок“. 

Замечание 2.2. В литературе по математической ста- 

тистике при рассмотрении параметрических моделей вместо 

термина „эффективная оценка“ в классе всех несмещенных оце- 

нок используют и другие: „несмещенная оценка с минимальной 

дисперсией“, „оптимальная оценка“. 

Теорема 2.1. Оценка 

(выборочное среднее) математического ожидания 

6=MX =n 

генеральной совокупности Х с конечной дисперсией является 

несмещенной, состоятельной и эффективной в классе всех u- 

нейных оценок, т.е. оценок вида 

п 

6(X;,,) = ) a,Xi, 

— - 

ть 

где >) a; = 1, для произвольной параметрической модели. 
t=1 

ч Напомним, что элементы X;, $=1, п, случайной выборки 

Х„ являются независимыми случайными величинами и распре- 

деленными так же, как и сама генеральная совокупность Х. 
Следовательно, МХ; = МХ =pu DX;=DX =о2, 4 =Г п.
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В силу своиств математического ожидания имеем 

MX =M(4)>x:) = 1S MX; = ny = р, 

+=1 ПШ 

что и доказывает несмещенность оценки Х. 

Далее, поскольку последовательность Х1, ..., Хи состоит из 

независимых одинаково распределенных случайных величин с 

конечной дисперсией, то в силу закона больших чисел в форме 

Чебышева, для любого € > 0 

Р{|Х-в| <=} 1, пою, 

т.е. оценка Х сходится по вероятности к оцениваемому пара- 

метру, а это и означает ее состоятельность. 

Покажем теперь, что 

р‚х,) = D> a:X: = Y_DlaiX) = ral DX = о? a? 
i=l =] t=1 

достигает своего минимального значения при a; = 1/п, т.е. 

когда оценка 9(Х„) = X, что и означает эффективность оценки 

Х в классе линейных оценок. 

Для отыскания условного минимума функции [У] 

п 

9 (ол, ....@т) = У `а; 
t=1 

при ограничении 
п 

) a;=1 

t=1 

составим функцию Лагранжа [V] 

L(a,. аз) = yet +a(Soai -1), 

i=l
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где А — множитель Лагранжа. Необходимые условия существо- 

вания условного экстремума имеют вид 

OL 
=2a;+A=0, z=1,7, 

да; 

oL < 

724-10 
3—1 

Решив эту систему, находим А = —2/п и а; = 1/п, = 1 п, и 
убеждаемся в том, что при этих значениях аргументов функция 

g(Qy,--.,@,) имеет условный минимум. № 

Замечание 2.3. Можно доказать состоятельность оценки 

Х для математического ожидания (если оно существует), не 

предполагая существования конечной дисперсии DX. # 

Свойства выборочной дисперсии 

22,5 1х 2 
5°(Х») = > > (х: -Х) 

=1 

отражены в следующей теореме. 

Теорема 2.2. Если Х„ — случайная выборка из генераль- 

ной совокупности Х с конечной дисперсией o”, то выборочная 

дисперсия O7(X,,) — смещенная состоятельная оценка, 02. 

4 Действительно, 

п п 
1 

(Xn) = (KX ==> (-ш-(5-и) = 
i=l i=] 

== (Xi)? - 21K - w= (Ki- -в) = 
t=1 i=l 

l— — 1 — 
==> (Xi — wy? — 2(X - в)? + -щХ - p)? = 

t=1 

= =X)? - (Kn). 
=]
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Используя свойства математического ожидания, получим 

да, 1 — 
М5“ (Х») = -М» (Хх; -р)*-М(Х- в)" = 

+=1 

1 = 2 < 2 __ 1 . > — = MOH) -M(X—y)’=—) (DX;-DX= 

т.е. 02 (X,,) — смещенная оценка, для дисперсии. 

Докажем, что 52(Х„) является состоятельной оценкой. До- 

казательство проведем для случая, когда генеральная совокуп- 

ность имеет моменты до четвертого порядка включительно и 

нулевое математическое ожидание. Последнее допущение не 

является принципиальным, Так как дисперсия не зависит от 

значения ее математического ожидания (от точки отсчета). 

Применяя второе неравенство Чебышева, имеем 

25?(Х„) -—5 РА то] <е} > 
nr 

Найдем дисперсию 52(Х„): 

~. 1 г — 1 п — —2 
~2 _ 2 2 — o°(X,) = ) (X,-X)*= ) (Xf -2XX+4+X°)= 

i=1 +=1 

+=1 :—1 i=1 

Воспользуемся известным равенством, согласно которому дис- 

персия скалярной случайной величины равна математическому 

ожиданию ее квадрата минус квадрат ее математического ожи- 

дания: 
2 Dé?(X,) =M(2%(X,)) - (m97(X,))
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eee 

Поскольку 

(6х)? = (Ех) = 
+=1 

=4 (00%) _~ 9X? ту 24%, 
+$=1 nil 

заключаем, ITO 

M(6?(X,,))? = aM (3x2) -=м(х Kx?) + Mx4 

Получим выражения для математических ожиданий трех 

слагаемых, используя свойства математического ожидания и 
независимость случайных величин X;, + =1, п, каждая из KOTO- 
рых имеет нулевое математическое ожидание и дисперсию од^. 
Для первого слагаемого имеем 

м х?)' =м(>`ж+ 3 х?х}) = У`мх+ 
i=1 i=1 i,j=1 i=1 

$7) 
Tr nm 7 

о о 

+ >> MX?MX?= У па + У Po? = пт +n(n— Jo. 
j=! i=1 $,.71=1 

37] 7 

Чтобы вычислить второе слагаемое, преобразуем его: 

м(х* 5х2) = eM ( (0%) Dx?) - 
j=l 

Xx? 4 з ху) 0x?) = 
j=1 j,k=1 $=1 

j#k 

am ( n2 

=—M m(Sox70%2) +, (> 3 №ж). 
1=1 i=1 $=1 ire 

Jj
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Так как 

му хх, = У`мх.мх, =0, k=1,7n, 

$=1 t=] 
ЕЕ itk 

TO 

Md XE >, XiXe= 
:=1 7,k=1 

g#k м n 

= >  M(X?X;Xi)+2 ) > мох) =0. 
t,j,k=1 1,j=1 

ЗК, ЕЕ ifj 

Следовательно, 

m(%*)_ x2) = м M(x ‚)- 
is | 

=m (oxi >. x?x}) =. — (nm, +n(n—1)o*). 

2,j=1 

ty 

Аналогично можно показать, что 

В итоге получаем 

да, 2 п та +п(п-1)о* _ 2(п та +n(n 1)0* м(5=(Х,)) — sf ) ( us ) yy 

Па —304 4 + та —304 _2 та —504 + тд +3(п — 1)04 

п3 n n2 n> | 

Поскольку Мб? (Х„) = о? — о?/п, окончательно находим 

4 —o4 2(™m4 —20“) m4 —307 

7 n2 + n3 Dés?(X,,) = — ?
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откуда с учетом второго неравенства Чебышева и следует 

состоятельность оценки 52(Х„) для дисперсии о? генеральной 
совокупности X. № 

Замечание 2.4. Из теоремы 2.2 следует, что статистика 

nr 

S?*(Xn) — - >. (X; — x)’ n—1 
:=1 

является несмещенной и состоятельной оценкой дисперсии д? 

генеральной совокупности. Ee называют исправленной вы- 
борочной дисперсией. 

Действительно, 

Имеем 

MS?(X,) = — 1 Mé?(X,) = — 1 ° — 1 =e? 

DS?(X,,) = D6?(X,) 40 
(n — 1)? 

при п —? со, откуда и следует несмещенность и состоятельность 

S2(X,,). 
Отметим, что в дальнейшем ее выборочное значение будем 

обозначать 52. 

Замечание 2.5. Можно доказать, что выборочные на- 

чальные и центральные моменты являются состоятельными 

оценками соответствующих моментов генеральной совокупно- 

сти, если только они существуют*. Однако эти оценки, кроме 

Х, являются смещенными. 

*См.: Крамер Г., а также: Ивченко Г.И., Медведев Ю.И.
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Пример 2.1. Пусть п — число испытаний по схеме Бер- 

нулли с неизвестной вероятностью успеха 9. Рассмотрим слу- 

чайную выборку (Xj, ..., Xn), где Xi, &=1,п, — случайная 
величина, которая с вероятностью @ принимает значение 1 
( успех“ в 1-м испытании) и с вероятностью 1 —@ — значение 

О (‚ неудача“ в 1-м испытании). 
В качестве оценки 9 возьмем относительную частоту успе- 

хов, т.е. 0(X,) = k(Xn)/n, где 

У 

k(X,) = ) Xj 

=] 

есть суммарное число успехов в п испытаниях. Эта оценка 

является несмещенной, так как 

+ 1 1 1 
M6(X,,) = = М(Х! +.. + Xn) = 7 (MXit... +M Xn) = ~ nd = 8, 

и состоятельной, что непосредственно вытекает из закона боль- 

ших чисел в форме Бернулли, согласно которому для любого 

=>0 _ 

lim pt |) - <е | an. # 
п>оо 

В дальнейшем в соответствии с установившейся традицией 

статистику k(X,), так же как и ее значение, часто будем 
обозначать просто символом К. В каждом конкретном случае 
должно быть ясно, о чем идет речь: о случайной величине или 
ее реализации. 

Пример 2.2. Пусть X,, ..., X, — случайная выборка из 

генеральной совокупности Х, имеющей нормальное распреде- 

ление с неизвестным средним значением 6 и известной диспер- 

сией 0. 

Оценка 9 =0(Х1,...,Х„) = Х, является несмещенной для 06, 

ибо МХ, = МХ =, но не является состоятельной, так как, 

во-первых, X, не зависит от объема выборки и, следовательно,
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ее распределение не меняется с ростом п, а вовторых, 

€ t? 

2 _#_ 
P{|X,—6|<c}= = fe aa? dt £1. 

Jan Co ne 

Пример 2.3. Имеем случайную выборку X,, из генеральной 

совокупности Х с равномерным законом распределения 

1 
. — b—a’ ЕЕ [a, 5}, 

a 0, Е, 
roe — а ={ — известная величина, 6 = (a+b) /2 — неизвестный 
параметр. 

Возьмем в качестве оценки параметра @ среднее арифмети- 
ческое крайних членов вариационного ряда 

Xi) + X(n) =. 9"(Х„) = 

Убедимся, что 6* (Xn) является несмещенной оценкой пара- 

метра @ и в классе всех несмещенных оценок Х не является 

эффективной оценкой параметра @ для заданной параметриче- 

ской модели. 

Плотности распределения Х(1) и X(,) на отрезке [а, 6] соот- 
ветственно равны 

о СЕ 
& (см. пример 2.20). Вычислив 

b 
b—az\n-1 1 n 

MXq)= | 2n(5—) bug to 16-9), 



66 2. ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ 

получим 

a+b 
и) ; 

=e 1 
Mé*(X,,) = 5(MX1) +M Xin) — 

что и доказывает несмещенность оценки 0*(2„). 

Далее, используя совместную плотность распределения ве- 
роятностеи случайных величин” Х(1) и X(p) 

п(п- 1)(у- =)" ? 
PX (1) X(n) (z,y) — в а)" ‚ a2<ztrqgys 6, 

и равенство 

1 
D6 (Xn) = „(Хи + X(n)) = 

| | 
(DX(1) +D X(n)) + 5 cov(X (1), X(n)); ~ 4 

можно получить 

Ут (6 — a)? Dé"(X,) = . 
(An) 2(n + 1)(n +42) 

Поскольку 

__ 2 — и\2 
De (%,) <=> =F 9 , > 3, 

TO, следовательно, в классе всех несмещенных оценок Х He явля- 
ется эффективной оценкой параметра @ для рассматриваемой 
параметрической модели. 

Теорема 2.3 (о единственности эффективной оцен- 

ки). Пусть 0(X,) и 9(Х„) — две эффективные оценки для 

параметра 9 рассматриваемой параметрической модели. Тогда, 

(Xn) =в(Х.), 

*См.: Емельянов Г.В., Скитович В.П.
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где равенство следует понимать в вероятностном смысле: 

P{ X, € {2,: (=) # O(En)} } =0. 

ч Действительно, рассмотрим статистику 

6(Х,) = 5 (Xn) +8 Х,)). 
По условию D6(Xn) = D6(X,,). Значит, 

D6" (Xn) = „(р (Х„) +DO(Xn)) +5 cov (8(Xn), 6(X,)) = 

=5(D 9 X,,) + cov(6(X,,), 9(Х (Xn))). 

Поскольку 

lcov(6(Xn),6(Xn)) < ур 6(X,,) D (Xn) = D6(Xz); 

TO 

pe (X,) = 3|D 8(Xn) + cov(6(Xn),O(Xn))| < 

< 5(р В(Х,) + cov (6(X,),6(Xn))) < DO(X,). 

А так как 9(Х„) — эффективная оценка, то 

D6" (X,,) = D6(X,) = DO(Xn) 

и, как следствие, 

cov (6(X,),0(Xn)) = D6(X,) =D4(X,) = DA(X,) D6(X,). 

Из последнего равенства следует [XVI], что 

(Xn) = k6(Xn) +6.
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Tax как 

D6(X,,) = cov (Е (Х,.) + b, 6(Xn)) = kD6(X,) = kD6(X,), 

то получаем k= 1. Из условия несмещенности оценок следует, 

что 6 = 0: 

M6(X,,) =M6(X,) = M(0(Xn) +5) =M6(X,,) +6. 

Таким образом, 6(X,) = 6(X,). > 

В дальнейшем изложении при рассмотрении параметриче- 

ских моделей будем использовать дифференцирование по пара- 

метру под знаком интеграла, зависящего от параметра. Па- 

раметрические модели, для которых выполнены условия, обес- 

печивающие законность указанных операций, называют регу- 

лярными моделями. 

Теорема 2.4 (неравенство Pao — Крамера*). Пусть 

рассматриваемая параметрическая модель является регулярной 

и 9(Х„) — несмещенная оценка неизвестного параметра 0. 

Тогда имеет место неравенство 

(2.2) 

где 

Здесь [(0) — количество информации по Puwepy™ в од- 
ном наблюдении, а p(t;4) — плотность распределения генераль- 
ной совокупности Х в случае непрерывной статистической 
модели и вероятность события {Х =#} в случае дискретной 
статистической модели. 

es y wv v С.Р. Pao — индийский математик, К.Х. Крамер — шведский мате- 
матик. 

*Р.Э. Фишер (1890-1962) — английский статистик и генетик.
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« Доказательство проведем для непрерывной модели. Пусть 
p(t;9) > Опри{ ЕАСКи р(#;6) =0Опри Ё 6 А. Тогда плотность 
распределения 

У 

PX. (Т, 9) = PX, (в, sey tn,@) — [2(е; 9) 
$=1 

случайной выборки Х„ отлична от нуля на множестве 

В=АхАх...х АСВ", 

где Г = (t,, ..., &) — векторный аргумент. Поскольку 

[rx tear= | рз.(т.6) dT =, 
К” B 

имеем 

a д дрх„(Т,6) 5p | 2х.(т.ват = 59 | Px, (70) ar= | a6 dT = 0, 
К" В В 

ИЛИ 

] op tek pg (T,0)dT =0. (2.3) 
B 

Tak Kak (xX 1,....Ап) — несмещенная оценка параметра 0, то 

M6(X,) = / 6(T) pz (T,0) dT = / 6(T) pz (T,0) dT =8. 
IR” B 

Таким образом, 

д ~ 
— 56 | (px, (7.0) aT = | 67) ry, (7,0) aT =1, 

B R"
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или, что то же самое, 

| т) Отрх (T,9) 
G dl — Го 2. 1 

В 

Умножив равенство (2.3) на параметр @ и вычтя его из равен- 

ства (2.4), приходим к равенству 

/ (т) —@) one ta 9) pg (T,0)aT = 1. (2.5) 

B 

Согласно неравенству Коши — Буняковского, имеем 

_ , Эшр» (Т,6)\* 
1< / ((T) — 6) "pg, (T,6) aT | - ta py (T,0) dT = 

B B 

Paps nth) 
= DAR) M ( a 

откуда и следует неравенство (2.2), так как 

дтрх (Xn,4) a дтрх (Х»,6) ° _ 
м( 99 -[( ЕТ. рх.(Т,6) ат = 

= (еее) py (T,0) dT = 

B :=1 

ln p(t;,0) \7 ” ln p(X;,0)\? 
= ) I( и ) „дат YM ( re ’) — 

В = 

ом (2 )" м (280) ar,» 
e=1 

Неравенство (2.2) определяет нижнюю границу дисперсий 

несмещенных оценок параметра @ для регулярных моделей.
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Величину 
1 

е(9) = <—s 
п1(0) D@(X,) 

называют показателем эффективности no Pao — Кра- 

меру. Из (2.2) следует, что для любой несмещенной оценки 

параметра @ величина e(6) удовлетворяет условию 0 < е(6) < 1. 

Определение 2.4. Несмещенную оценку (Xn) параметра 

6€OCR называют эффективной no Pao — Крамеру, если 

показатель эффективности е(6) = 1. 

Замечание 2.6. Равенство 

их.) = m0) 
имеет место тогда и только тогда, когда 

Оп pg _(Х»,6) 

90 

что является необходимым и достаточным условием обраще- 
ния неравенства Коши — Буняковского в равенство. Следова- 

тельно, это равенство является мритерчем эффективности 
для регулярных моделей. При этом из равенства (2.5) сле- 

дует, что a(6) = 1/D6(X,). 

Замечание 2.7. Эффективная оценка по Pao — Kpamepy 

для рассматриваемой регулярной модели является эффектив- 
ной (см. определение 2.3). Утверждение следует из теоремы 2.3 
о единственности эффективной оценки в классе несмещенных 

оценок. Обратное утверждение неверно, поскольку не любая па- 

раметрическая модель является регулярной (см. пример 2.21). 

= a(6) (6(Xn) — 8), 

Пример 2.4. Рассмотрим нормальную модель N(6,57) в 

предположении, что дисперсия о? известна. Оценка, 

9(Х,)=Х= 1х,
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является несмещенной для неизвестного среднего значения 6 = 

= р (см. теорему 2.1). Убедимся в ее эффективности по 

Рао — Крамеру. Во-первых, в силу независимости элементов 

случайной выборки Х, = (Ха, ..., Xn) имеем 

100” 
(X,) =D 7%) = ор, пи =—. 

Во-вторых, 

9 i _x-9y" 2 
1(6) =M( (5 26 )) = 

д 1 (х-6)2\\*_„(Х-6)2 0? _ 1 =M( 55 (п-=-мо- = )) Ме 

Следовательно, 

е(9) = 
1 _ п 

п (0) РХ nt.g 
Cc 

=1, 

т.е. для нормальной модели Х — эффективная оценка парамет- 

ра p. 

Пример 2.5. Рассмотрим модель №(р,8) в предположении, 

что среднее значение д генеральной совокупности известно, а 

6 =? — неизвестный параметр. 
Покажем, что 

~, 1 
S?(Xn) = -У (х:- в? 

$=1 

является несмещенной и эффективной по Рао — Крамеру оцен- 

кой параметра о?. Действительно, 

MS?( Xn) =— тм Х;- и)" = р, 13 0?= ово, 

"i=l $=1 3—1 

т.е. 52(Х„) — несмещенная оценка.
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Вычислим дисперсию S?(X,,): 

D52(X,,) =MS*(X,) - (М57(Х,))* = 
п 

1 п 7% 

= a(S MUG 0) + S> M((Xi — #)? (X; -1)?)) == 
7=1 2,9=1 

ii 
_nmg  n(n-l) 4 4 _ 30% па д 20° 

n? n? n n n 

Затем определим информацию no Фишеру: 

д 1 X= Hy? 
1(6) = M( 505 (Ine 20 )) — 

до? V2n 2 202 

1, (Х-в)?\2_ 1 M(X—p)? | M(X- 3p) 
=M(-35 +954 ) 2404 206 "о 48 = 

1 о? 304 1 

поскольку для нормальной модели M4= 304 [XVI]. В результате 
получим 

=, 1 
DS*(Xn)= „Пе и e(6)=1, 

т.е. 52(Х„) — эффективная оценка параметра, 9 для нормальной 
модели. F# 

Заметим, что 

S?(X,) = - > т У (х:-х)? 
$=1
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является несмещенной оценкой параметра о? (см. замечание 

2.4), но для нормальной модели N(y,0) эта оценка не является 
эффективной. Это вытекает из теоремы 2.3 о единственности 

существования эффективной оценки. Можно показать, что 

94 

—1 
D S?( Х,) =— 

Следовательно, 

1 _n-i 

nI(0)DS2(X,) тп 
е(0) = 

Пример 2.6. Рассмотрим экспоненциальную модель 

1 1-55 
-е в’, £20; 

p(z;0) = 8 й 
0, х < 0. 

Покажем, что Х является эффективной по Рао — Крамеру 

оценкой неизвестного параметра 0. Действительно, 

_ 

n 

(6) vocal te ae +5) - 

X-6)2_ M(X-6)? DX _ 6 1 
) = 64 ом ge 

откуда заключаем, что 

e(6) =
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2.2. Понятие достаточных статистик 

Применение в реальных прикладных задачах методов ма- 
тематической статистики, как правило, связано с обработкой 

и хранением больших массивов статистических данных, OTHO- 
сящихся к изучаемому объекту или процессу. Ноэтому в этой 

области существует проблема сокращения объемов исходных 

данных без потери информации о статистической модели. 
Именно в связи с этой проблемой рассматривают так назы- 

ваемые достаточные статистики, к изучению которых мы 
приступаем. 

Пусть Х„ — случайная выборка из генеральной совокупнос- 

ти Х с функцией распределения Е(т;6), где 9 — неизвестный 

параметр. 

Пусть, далее, Т =Т(Х„) — некоторая статистика (функ- 
ция случайной выборки). Предположим, что нам известна, не 

выборка г, являющаяся реализацией случайной выборки Xn; a 

только значение T(z,,) = статистики Т. 
В дальнеиших рассуждениях нас будет интересовать услов- 

ная функция распределения 

Fy (21,---:2n|T(Xn) =t) 

случаиной выборки X,, ..., Х„ при условии, что статистика 

T(X,,) приняла значение t. Заметим, что в общем случае это 

условное распределение зависит от параметра 0. 

Определение 2.5. Статистику T(X,) называют до- 
статочной для параметра 9, если условная функция распре- 

деления Ех. (21,--+92n | T( X,) = = t) случайной выборки Xn при 

условии Т(Х») = Е не зависит от параметра @ при любом воз- 
можном значении $. 

Согласно определению 2.5, при фиксированном значении # 

изменение параметра 9 не влияет на условный закон распре- 

деления случайной выборки Х„ при условии T(X,) =t. Это
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означает, что значение & статистики T(X,,) дает полную ин- 

формацию о параметре 6. 

Замечание 2.8. Поскольку для непрерывной статистиче- 

ской модели 

Fy (21,2 | T(Xn) =t) = 

д 2 

= |. [роль РОЖЬ) =8) dn. dt 

—с -с 

а для дискретной 

рыть) = 
=> >) в{хи=а,.. „Хы == ИХ.) = 1}, 

3—1 Я: x} <2; 

то в случае достаточной статистики то ^") соответственно 

условная плотность распределения ру, (21, 2 1Т(Х,) =t) аи 

условная вероятность Р{Х! =27,..., Х» = 1 | Т(Х„) =t} ие 
зависят OT 6. 

Пример 2.7. Пусть X;, 2=1,n, — число успехов в 1-м 

испытании по схеме Бернулли. Рассмотрим статистику 

T(Xn)=Xit..-4+ Xn, 

имеющую смысл числа успехов в п испытаниях по схеме Бер- 

нулли. Покажем, что она является достаточной для параметра 

9 — вероятности успеха в одном испытании. 

Наидем условное распределение вероятностей, которое для 

случая дискретной модели будем записывать в виде 

P{X = %1,...;Xn =) | T(Xn) =t}.
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Согласно определению условной вероятности, имеем 

Р{Х! = 21, ..., Хи = | Г(Х,) =Ц = 

_ Р{Х, = 7}, vues Xn = Wn, T(Xn) =t} 

7 P{T(Xn) =t} | 

Если 21 +...+%, =t, то 

P{X,=21,..-, Xn =%n,T(Xn) =t} = 

=P{X, = “1, ...) п =} = 0" (1 _ 0)"—". 

Напомним, что случайные величины Х;, 7= 1, п, могут прини- 

мать здесь только значения 1 или 0, причем Х\ +... + X, =. 

Поскольку вероятность Р{Т(Х„) =t} определяется формулой 
Бернулли 

P{T(X,) =t} = СЁ (1 6)"—*, 

то условную .вероятность можно переписать в виде 

0" (1 _ 6)" — 1 

С: 0: (1—6)"- СЁ’ 
P{X,=2,.--)Xn=2%n|T(Xn) =t} = 

т.е. она He зависит от 0. Если же 71 +...+%, #1, TO 

P{X,=2,...,;Xn=2n,T(Xn) =t} =0, 

а следовательно, и 

P{X,;=%,...,Xn=2%n|T(Xn) =t} =0, 

т.е. опять-таки условная вероятность не зависит от O, a значит, 

согласно определению 2.5, T(X,) =X ,+...4X, — достаточная 

статистика для параметра 0. # 

Проверять достаточность конкретных статистик, основы- 

ваясь на определении 2.5, довольно сложно. Следующая теорема



78 2. ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ 

дает критерий достаточности статистики, который помогает 

выполнять такую проверку. 

Предварительно введем функцию 

L(X1,..-,Xn34) = р(21;6)...р(х.;0), (2.6) 

которую называют функцией правдоподобия. Здесь p(x; 6) 

обозначает плотность распределения непрерывной случайной 

величины или вероятность события {X = x} в случае дискрет- 

ной случайной величины, а X;,7= 1,2, — элементы случайной 

выборки Xp. 

Теорема 2.5 (критерий факторизации Неймана — 
Пирсона*”). Статистика Т = T(2x1,...,2n) является достаточ- 
ной для параметра 6 тогда и только тогда, когда для любой 
реализации (21, ..., Z,) случайной выборки (Xj, ..., X,) выбо- 
рочное значение функции правдоподобия имеет вид 

L(21,.--,%n30) = 9(T(21,.--,¢n), 6) h(z1,...,2n), (2.7) 

т.е. может быть представлено в виде произведения двух со- 

множителей, из которых второй не зависит от 0, а первый 

(зависящий от 9) зависит от результатов наблюдений 7}, ..., 

Zp только через статистику Т = T(21,...,%n). 

« Приведем доказательство для дискретной модели и учтем, 

что в рассматриваемом случае вероятность 

р(2:;0) = Pe{X;=2;}, i=1,n, 

зависит от 9. Поэтому будем использовать следующую форму 

записи: 

P,{X, =2,} = [Pot ==;} = 2259), 
=1 

“Е. Нейман (1894-1981) — американский математик и статистик; 
Э. Пирсон (1857-1936) — английский математик, биолог и философ.
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что в соответствии с (2.6) приводит к равенству 

Г (7036) = Po{ Xn = =n}. 

Если статистика Т = T(X,,) достаточна, то при любом 
фиксированном значении ¢t из области возможных значений 

условное распределение выборки 

Po {Xn = Zn | Т(Х,) =t} 

не зависит OT 6 и, следовательно, его можно записать в виде 
h(@,,t) или h(Z,), так как { — фиксированная величина. 

Пусть Т(Х,) =t. Тогда для любой реализации х„ случай- 

ной выборки, удовлетворяющей условию T(z,) = t, событие 

{X, = Zn} включено в событие {Т(Х,) =t}, т.е. {Xn =#,} С 

C {T(X,,) =t} и, следовательно, 

L(n38) = Po{ Xn = Zn} = Po{ Xn = Fn, =) 
= Po{T(Xn) =t} Po{ Xn =, |T(Xn) =t} = g(t, 0) h(Zn), 

т.е. имеет место равенство (2.7). 
Наоборот, пусть имеет место представление (2.7). Тогда 

при любом Z,,, для которого T(z,) = $, с учетом равенств 

Po{Xn =n, T(Xn) =t} = Po{Xn = Fn} = [(#,;6) 

имеем 

Po {Xn =Fn,T( Xn)=t} _ Po{X, = Zn |T(Xn) =t} = 
Py {T( X,)= = t} 

L(=,36) g(t, @)A(Zn) (En) 
EL) > бы) У AG)” 

T(Z,)=t T(Z,)=t T(z,)=t 

т.е. условное распределение выборки не зависит от 6. Если же 
I, таково, что T(z,,) 5 Ё, то очевидно, что 

Po {X,, = En | T(X,) = t} = 0.
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Таким образом, в любом случае условная вероятность 

Po {Xn =. |Т(Х,) =t} 

не зависит OT 0, а это и означает достаточность статистики 
T(X,,) согласно определению (2.5). > 

Заметим, что всякая эффективная no Pao — Крамеру оцен- 

ка 0 = 6(X,,) параметра 6 является достаточной статистикой. 

Это следует из равенства 

~ O(In Xn, 

а(0) (6(Х„) — 8) = Piet )) 

(критерия эффективности для регулярных моделей, CM. 3aMe- 

чание 2.6) и соотношения (2.7). Обратное утверждение неверно 
(см. пример 2.27). 

Приведем без доказательства следующие утверждения. 

1°. Если существует эффективная оценка параметра, то 

она является функцией от достаточной статистики. 

Из этого утверждения следует, что эффективную оценку 

следует искать среди функций от достаточных статистик. 

2°. Если Г(Х„} — достаточная статистика для параметра 
9, то таковой же является и любая взаимно однозначная функ- 

ция от T(X,). 

Нахождение эффективных оценок с помощью достаточных 

статистик связано с понятием полноты достаточной статис- 

тики, которое здесь мы не будем рассматривать, а отсылаем 

заинтересованного читателя к специальной литературе*. 

Замечание 2.9. Определение 2.5 достаточной статистики 

можно обобщить на случай вектора параметров 6 = (61, ..., 6,.). 

Векторную статистику 

Т=(Ть, ..., Tr) = (Ti(X1,--- Xn), «0, Te(X1,---,Xn)) 

*См.: Ивченко Г.И., Медведев Ю.И. 
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— 

будем называть достаточной для вектора параметров 0, если 

условное распределение выборки Х„ = (Х1, -.., Xn) при усло- 

вии Г(Х„) =t, где t= (ti, ..., &) — некоторое фиксированное 

значение, не зависит от параметра, 9. При этом критерий фак- 

торизации — теорема 2.5 — обобщается на случай векторной 

статистики. 3 

Как уже отмечалось выше, достаточные статистики позво- 

ляют сократить объем исходных данных, сохраняя всю содер- 

жащуюся в этих данных информацию. 

Кроме того, один из наиболее универсальных методов на- 

хождения оценок для неизвестных параметров — метод мак- 

симального правдоподобия, который приводит к оценкам пара- 

метров через достаточные статистики. 

Приведем примеры, поясняющие смысл и свойства доста: 

точных статистик. 

Пример 2.8. Пусть (21, ..., х„) — реализация случайной 
выборки (Xi, ..., Xn), и случайная величина Х имеет экспо- 

ненциальное распределение, т.е. 

1 
p(2;6)= 4 ae ©» 72% 

0, z<0. 

В зтом случае функция правдоподобия имеет вид 

7% 1-2 1 1— 
L(X1,--Xni6) = [бе 6 =< exp(-5)_ Xi), 

*==1 = 

откуда в соответствии с критерием факторизации Неймана — 

Пирсона, следует, что статистика, 

г-Ух 
$=1
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является достаточной. Здесь роль множителя 9 (Т(21,..., ти), 9) 

играет все выражение для L(21,.--,2n39), а h(z1,..-,2n)=1. 

В данном случае существует эффективная оценка парамет- 

pa 90, выражающаяся через достаточную статистику, а именно: 

оценка 

как было показано в примере 2.6, является эффективной по 

Pao — Kpamepy. 

Пример 2.9 (общая нормальная модель). Пусть в 
эксперименте наблюдается случайная величина Х ~ №(61,02) с 
неизвестными параметрами 6,, 95. Tak как плотность распре- 

деления Х имеет вид 

| 1/+—9 
р(т; 1,02) = ae? (-3(7 

то значение функции правдоподобия для выборки т1, ..., Zn Из 

генеральной совокупности Х в данном случае имеет вид 

)’). 9 ЕК, 62 € (0,00), 

L(x4,-.-,2n301, 62) = | | p(=361, 62) = 
*=1 

2 П(#- #1) 1 i 

= orem? Е =1 

откуда в силу критерия факторизации Неймана — Пирсона 
(множитель h(z1,...,2,) = 1} заключаем, что двумерная статис- 
тика Т = (Ти, 72), где 

пех х, =) 0-Х 
2=1 t=1 

является достаточной для вектора параметров (6,62).
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Пример 2.10. Пусть дана случайная выборка (Xj, ..., Xn) 

из генеральной совокупности Х ~ В (0,0), т.е. Х имеет равно- 
мерное распределение на интервале (0, 0), где 9 — неизвестный 

параметр. 

Покажем, что крайний член вариационного ряда Х‹(„) слу- 

чайной выборки является достаточной статистикой для пара- 

метра 0, т.е. Т(Х1,...,Х„)=Х(и) — достаточная статистика. 

Действительно, Так как плотность равномерного распреде- 

ления имеет вид 

p(2;6) = 5» € (0,6); 
0, z«¢ (0, 4, 

то выборочное значение функции правдоподобия имеет вид 

1\" _ При 

L(21,..-52n38) = (5) » 2% €(0,6), = 1, 
0 в противном случае. 

Мы видим, что область изменения каждого аргумента, г; 
функции Ё(51,...,7,;0) зависит от параметра 9. Рассмотрим 
статистику 

T(Xy,...;Xn) — X(n) 

И ПОЛОЖИМ 

(+), т; Е [0, 6], i=1,n; 

0 в противном случае. 
9(,0) — 

h(a tn) = 1, z;>0, i=1,n; 

171717 10 в противном случае. 

Тогда выборочное значение функции правдоподобия для вы- 

борки Zn можно представить в виде 

L(24,...;%nj0) = 9(Т, 0) В(тл,..., ти).
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Заметим, что при определении функции Й(т1,...,Т») на т; 

не наложены ограничения, поскольку 

2; <Т(&,) ==) <0, 1=1, п. 

Это значит, что функция h(z},...,F,) не зависит от параметра 
9. Согласно критерию факторизации, статистика Т(7.) = Xn) 

является достаточной для Параметра 6. 

Пример 2.11 (модель Коши). Пусть имеется случайная 

выборка Х„ из генеральной совокупности X ~ K(@), т.е. Х 

имеет распределение Коши: 

1 
m(1+(z—6)?) 

p(z;8) = ЕК. 

Функция правдоподобия в рассматриваемом случае имеет вид 

- lr 1 
L(Xy,...,Xn3) = [ р(Хё0) [1+0 

i=1 3=1 

Из этого равенства. следует, что существует лишь одна статис- 

тика Т(Х1,...,Х„), которая для выборочного значения функ- 
ции правдоподобия дает представление (2.7), а именно: триви- 

альная статистика (T;(Xn),---;Tn(Xn)) = (Хы, ..., Xn), совпа- 

дающая с самой случайной выборкой. 3# 

Отметим, что из определений эффективности по Рао — 

Крамеру и достаточных статистик вытекает, что существова- 

ние эффективных оценок по Рао — Крамеру или достаточных 

статистик можно ожидать для специальных классов парамет- 

рических моделей. Если существование таких оценок устано- 

влено, то их можно найти с помощью метода максимального 

правдоподобия, который изложен в следующем параграфе.
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2.3. Методы получения точечных оценок 

Рассмотрим методы определения точечных оценок Парамет- 

ров 4, ..., 9,, от которых зависит распределение p(z;91,.--,6,) 

генеральной совокупности Х. 

В математической статистике разработано большое число 

методов оценивания неизвестных параметров по данным слу- 

чайной выборки, из которых в приложениях наиболее часто 

используются: 

— метод моментов; 

— метод максимального правдоподобия; 
— графический метод (или метод номограмм); 

— метод наименьших квадратов. 

Рассмотрим первые три из них (последний рассмотрен ни- 

же, см. 7). 

Метод моментов. Метод моментов был предложен 

английским статистиком К. Нирсоном и является одним из 

первых общих методов оценивания. Он состоит в следующем. 

Пусть имеется случайная выборка X, = (Хь, ..., Xn) из 

генеральной совокупности Х, распределение которой p( (x36) 

известно с точностью до вектора параметров 9 = (01, ..., 9,). 

Требуется найти оценку параметра по случайной выборке Xn- 

Будем предполагать, что у случайной величины Х суще 

ствуют первые г моментов: т; = МХ®, k=1,r. Ясно, что 
величины 7; являются функциями неизвестного вектора пара- 

метров @, т.е. т = ти (8). 

Рассмотрим выборочные моменты пк (Х„) (или же De (Xn), 

см. 1.3). 
Выборочные моменты являются состоятельными оценками 

соответствующих моментов генеральной совокупности Х (см. 

замечание 2.5), поэтому при большом объеме выборки ть и ту, 

к =1,г, можно заменить соответственно моментами ji, и 1% 

выборки Zp.
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В методе моментов в качестве точечной оценки O(X,,) = 
> 

= (0:(Xn), -.-) 9,(Х„)) вектора параметров @ берут статис- 

тику, значение которой для любой реализации 7, случайной 

выборки Х„ получают как решение системы уравнений 

Йь = к (8), k=T,r. (2.8) 

Можно показать*, что при условии непрерывной зависимос- 

ти решения этой системы OT fix, К =1,г, оценка, полученная 

методом моментов, является состоятельной и имеет асимпто- 

тически нормальное распределение, т.е. ее распределение 

при п -+ со стремится к нормальному. При этом уравнения (2.8) 

во многих случаях просты и их решение не вызывает больших 

вычислительных сложностей. 

Понятно, что метод моментов не применим, когда моменты 

генеральной совокупности нужного порядка не существуют 

(например, для распределения Коши, у которого не существует 

даже начальный момент первого порядка — математическое 

ожидание [XVI]). 

Пример 2.12. Пусть случайная величина Х имеет гамма- 

распределение с плотностью 

лара-1 he 

f(z,A,a)=4 Pla) 
0, xz <0, 

где A 4 a — два неизвестных параметра. 

Заметим, что этому распределению подчиняется время X до 

отказа системы из а = т (m— натуральное число} однотипных 

элементов, если каждый из т — 1 злементов включается в рабо- 

ту после отказа предыдущего, и время до отказа X;, i= 1,m, 

*См.: Ивченко Г.И., Медведев Ю.И.
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любого элемента имеет зкспоненциальное распределение 

р(т; Л) =< Л 

Найдем с помощью метода моментов оценки неизвестных па- 

раметров А и а. 

В данном случае, используя определение гамма-функции 

oo 

Г(а) = ] ее, 

0 

а также рекуррентное соотношение Г(а + 1) = aI (a), получим 
следующие выражения для первого, второго начальных момен- 
тов и дисперсии: 

Г лажа _) Г(@+1) а 
= Td = — — 

m / Го) “7 гел »’ 
0 

Г даша d T(a+2)  a(a+l) 
= ———6 “dz = = me / Га) ^^^ гам № '’ 

Qa 

DX = M(X’) -(MX)*=m2—mj= =. 

Пусть х„ — выборка объема п из генеральной совокупности 

Х. Находим моменты выборки fi] = и PD, = 67. Приравнивая 
о 

моменты пи = МХ и т-= DX к соответствующим моментам 

выборки, получаем систему уравнений 

и 

yam 
& ~2 

№-°,
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откуда находим значения оценок 

д я _ fE\2 

==" а=(5). 
Следовательно, оценками неизвестных параметров будут ста- 

ТИСТИКИ 

~~, a? xX > xX 2 X,)=——, aX,)= (=) 
G(Xn) 

Пример 2.13. Методом моментов найдем оценку парамет- 

ра 9 =р в биномиальной модели, где р есть вероятность „успе- 

ха“ в любом из 2 независимых повторных наблюдений, a слу- 

чайная величина k(X,,) — число „успехов“. Случайной выбор- 

кой X,, в данном случае являются п дискретных случайных ве- 
личин Х;, каждая из которых принимает значение 1 с вероятно- 

стью ри 0 с вероятностью 1 — р. При этом k(X,,) = Xj+...+ Xn, 

a математическое ожидание Mk(X,,) = пр [XVI]. 
Если в результате п независимых наблюдений мы получили 

выборочное значение k(X,,) = К, то уравнение, которое нужно 

составить согласно методу моментов, имеет вид 

пр = К. 

Получаем p= к/п. Следовательно, точечной оценкой параметра 

р является относительная частота. 

Метод максимального правдоподобия. Одним из наи- 

более универсальных методов оценивания параметров являет- 

ся метод максимального правдоподобия (предложенный 

Р. Фишером), суть которого состоит в следующем. 

Рассмотрим функцию правдоподобия случайной выборки X,, 

из генеральной совокупности Х, распределение p(z;6) которой 

известно с точностью до параметра 6 Е ©: 

L(X4,...,Xnj0) = [] (x9). 
2—1



2.3. Методы получения точечных оценок 89 

По определению, оценкой максимального правдоподобия 

параметра @ называют статистику 6(X,,), значения 9 которой 

для любой выборки х„ удовлетворяют условию 

L(Zn36) = max L(Z,;8), (2.9) 
9Е®@ 

т.е. для выборки функция правдоподобия, как функция аргу- 

мента 9, достигает максимума. 

Если функция L(#n;6) дифференцируема, как функция ap- 

гумента @ при любом значении Z, из множества А„ значений 

случайной выборки Х„ и максимум L(%n36) достигается во 

внутренней точке из ©, то значение точечной оценки макси- 

мального правдоподобия в случае скалярного параметра, удо- 

влетворяет уравнению (необходимому условию экстремума [IT]) 

OL (2„;0) Эш Ё(2„;6) 
=0, или = 0, (2.10) 

90 00 

так как при логарифмировании точки зкстремума остаются 

теми же, а уравнение, как правило, упрощается. 

Если распределение случайной величины Х зависит от век- 

тора параметров 6 = (61, ..., 6), то второе из уравнений (2.10) 

заменяется системой уравнений 

От Г (2„;0) _ 
6, ‚ k=1,r. (2.11) 

Уравнения (2.10) и (2.11) называют уравнениями прав- 

доподобия. Для наиболее важных семейств распределений 

p(2;8) уравнение правдоподобия имеет единственное решение 

9 = (6, wees 9,). Во многих случаях решение системы (2.11), 

являющейся, как правило, нелинейной, приходится искать чис- 

ленными методами”. 

*См.: Ивченко Г.И., Медведев Ю.И.
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Пример 2.14. Применим метод максимального правдопо- 

добия для оценки параметра 9 = р в биномиальной модели, где 

р имеет смысл вероятности „успеха“ в любом из п независи- 
мых повторных испытаний (испытаний по схеме Бернулли), в 

которых было зафиксировано К „успехов“. 

В рассматриваемом случае значения функции правдоподо- 

бия L(k; p) есть вероятность появления К „успехов“ в серии из 

п испытаний. Эта вероятность, как известно, определяется по 

формуле Бернулли, т.е. 

L(k;p) = Сир\(1 — p)"*. 
Находя 

In С (К; р) =InC* + Е шр+ (п - Е) ш(1-р), 

получаем уравнение правдоподобия (2.10) в виде 

OlnL(k;p) К n—k 

Op р 1-р 

откуда получаем р=К/п. Нетрудно убедиться в том, что р есть 

точка максимума L(k; p). Следовательно, оценка максималь- 

ного правдоподобия вероятности р совпадает с относительной 

частотой „успеха“ в п испытаниях. 

Пример 2.15. Пусть наблюдаемая в эксперименте случай- 

ная величина Х — время работы прибора до отказа — имеет 

экспоненциальное распределение с плотностью 

Ae", 220; 
f(z,A)= 

0, xz <0, 

где Л — неизвестный параметр. 

Применяя метод максимального правдоподобия, найдем то- 

чечную оценку для параметра Л. Пусть Z, = (71, ..., In) —
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любая реализация случайной выборки Х» из генеральной сово- 

купности Х. 

В рассматриваемом случае 

L(24,---;%njA) = [pe = №ехр(-^> =), 

#=1 $=1 

23 

In L(x,. Ти; А) =пшА-— AS а. 

1=1 

Следовательно, уравнение правдоподобия (2.10) имеет вид 

Ош (2; ^) п < 

x н=0 

откуда следует, что 

~ l— —1 
А = (— > zi) . 

n 4 
*=1 

Итак, точечной оценкой неизвестного параметра Л является 

А(Х„) =1/X. 

Если учесть, что МХ =1/_, а наилучшей оценкой МХ = p 

является выборочное среднее 

TO полученный ответ представляется вполне естественным. 

Пример 2.16. Для общей нормальной модели № (6, ,62) ме- 
тодом максимального правдоподобия найдем оценку вектора 

параметров 9 = (91, 02). 

В этом случае функция правдоподобия 

+ 1 le 
L(Xn; 61,62) = (02./2n)” exp (-s@ = 6)? 

3=1 
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ий, как следствие, 

1 nr 

In L (Zn; 61,62) = —nIin V27 — nln @2 — 7 DI — 91 )?. 

3=1 

Поскольку число неизвестных параметров г = 2, система 

уравнений правдоподобия (2.11) будет состоять из двух урав 

нений: 

д le 
—InLb=— z;—6,)—0 90, 02 t 1) ) 

д n le 
— = —— — -—f — Uv. бет =; + 2 1) =0 

Решая систему, получаем 

п 

9 = ~ ai, 92 = => —)*. 

*=1 +21 

Следовательно, оценками максимального правдоподобия для 

математического ожидания МХ = 6; и дисперсии ОХ = 62 
случайной величины, распределенной по нормальному закону, 

являются соответственно выборочное среднее 

и выборочная дисперсия 

G?(X,) = L(x, —X)*. # 
3=1 

Оценки максимального правдоподобия могут быть смещен- 

ными (см. примеры 2.16, 2.27) и не являться эффективными 

(см. пример 2.27). Однако, как показывают примеры, часто
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смещенность можно устранить. Кроме того, во многих случа- 

ях для несмещенной и не являющейся эффективной по Рао — 

Крамеру оценки 0(X,,) параметра @ выполняется условие 

lim е(8) =1 
N—FOO 

(см. пример 2.27). В этом случае оценку 9(Х„) параметра 6 
называют асимптотически эффективной. 

Приведем без доказательства основные свойства оценок 

максимального правдоподобия для регулярных моделей. 

1. Если для скалярного параметра @ существует эффектив- 

ная оценка, то уравнение правдоподобия (2.10) имеет един- 

ственное решение, которое является выборочным значением 

этой оценки. 

2. Если существует достаточная статистика параметра 

9, то решения уравнения правдоподобия являются функциями 

от выборочного значения этой статистики. 

Следовательно, если, кроме того, существует эффективная 

по Рао — Крамеру оценка O(Xn), то единственное решение 
уравнения правдоподобия является функцией от выборочного 

значения достаточной статистики. 

3. Если параметрическая модель {F (т;6), OE о} удовлетво- 

ряет некоторым общим условиям*, то уравнение правдоподобия 

имеет решение 6, которое является выборочным значением со- 

стоятельной оценки 6(Xn) параметра 9. Оценка (Xn) является 
асимптотически эффективной и имеет асимптотически нор- 

мальное распределение М (6, 1/\/пГ(6)). 

Графический метод (метод номограмм). Графиче- 
ский метод позволяет не только достаточно просто найти 
значения оценок неизвестных параметров распределения веро- 
ятностей Р(т; ви, 65) наблюдаемой в эксперименте случайной 

величины, но и сделать предварительное заключение о правиль- 
ности выбора вида распределения. Окончательное заключение 

*См.: Ивченко Г.И., Медведев Ю.И.
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о правильности такого выбора проводят с помощью так назывВа- 

емых критериев согласия, которые рассмотрены подробно в 5. 

Идея графического метода состоит в следующем. С помо- 

щью некоторого нелинейного преобразования и = u(y) семей- 

ство уравнений у = Р(х;0\,02) приводится к виду и = аз +6. 

По выборке Zp, = (11, ..., Zn) из генеральной совокупности 

Х строится эмпирическая функция распределения Р»(т), явля- 

ющаяся, как известно, статистическим аналогом для теорети- 

ческой функции распределения Е (x; 6,02). 

Если в результате преобразования и = u(y), которое приме- 

няется к функции у = ЕЁ, (<), точки (z;, u(Fn(z:))) будут доста: 
точно „тесно“ концентрироваться около некоторой прямой, то 
можно говорить о правильности выбора семейства, распределе- 

ний Р(х;01,62). В этом случае остается найти приближенные 

значения @, и 0. параметров 6, и 62. 

Для реализации идеи графического метода строят веро- 

ятностную бумагу — бумагу, разграфленную (специальным 

образом) так, чтобы график функции Р(т; 61,62) изображался 

на ней прямой линией. С этой целью на оси ординат отмеча- 
ют не значения переменной и, а соответствующие им значения 
у. Тем самым равноотстоящим Точкам на оси ординат соот- 
ветствуют значения у, связанные с и нелинейной зависимостью 

и = u(y). 
Из пояснений к вероятностной бумаге всегда ясно, как свя- 

заны параметры а и 6 с параметрами 6, и 62 рассматриваемого 

семейства. 

Проиллюстрируем сказанное на, примере нормального зако- 
I= 

Ha распределения o(=—*), где д и о — неизвестные парамет- 

ры. Графики функций этого семейства, при p = 2 ид = 1/2, 1,2 
изображены на рис. 2.1. 

Рассмотрим преобразование и = ©! (y), в результате кото- 
I= 

рого получим и = 2 ‚ или и = ах +6, где 

=F. (2.12)
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X & 

0.5 }-----------3 

2 —2 0 

Рис. 2.1 

По выборке (т1, ..., Z,) из генеральной совокупности Х 
построим эмпирическую функцию распределения F(z). Ес- 

ли точки (2;, u(F,,(z;))) достаточно „тесно“ концентрируются 
около некоторой прямой, то предположение о нормальном 3a- 
коне распределения принимаем. Затем на глаз проводим (на 
вероятностной бумаге) прямую линию и = ах +b, проходящую 
как можно ближе ко всем точкам (х;, u(F,,(z;))), и определяем 
приближенные значения а и 6. 

Используя равенства (2.12), находим приближенные значе- 
ния неизвестных параметров: 

9 — а’ i= a 

Пример 2.17. Для определения предела прочности стекло- 

волокна, изготовленного по новой технологии, проведены испы- 

тания на разрыв п = 17 образцов. Получены следующие значе- 

ния предела прочности Х (в мегапаскалях): г: = 181, 22 = 194, 

тз = 113, х4 = 153, 55 = 168, тв = 176, ху = 163, хз = 152, хо = 155, 

L419 = 156, $11 = 178, £12 = 160, 213 = 164, 214 = 169, 045 = 155, 

$16 = 122, £17 = 144. 

Предел прочности образцов, изготовленных по старой Tex- 

нологии, хорошо согласовывался с нормальным законом рас- 

пределения. Требуется проверить согласие результатов экспе-
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римента с нормальным законом распределения и оценить его 

параметры. 

Для решения поставленной задачи воспользуемся графиче- 

ским методом. Перейдем от выборки к вариационному ряду 
2(1); £(2)) ---› (17) И нанесем значения х;, & = 1, 17, на ось Ох. Да- 
лее с помощью таблицы квантилей нормального распределения 

(см. табл. П.2) находим значения функции ©! (y;), обратной к 
23 —1 

функции Ф(т), при у; = = a= 1,17: 

@-1(17/34) = Ф-1 (1/2) =0, 
Ф 1(19/34) = -Ф-1 (15/34) = 0,1479, 

Ф-! (21/34) = -Ф-1(13/34) = 0,2993, 

Ф-!(23/34) = -Ф-1 (11/34) = 0,4578, 

Ф !(25/34) = -$Ф-1(9/34) = 0,6289, 

Ф 1 (27/34) = —@—!(7/34) = 0,8208, 

Ф 1! (29/34) = -Ф 1 (5/34) = 1,0494, 
Ф 1(31/34) = -Ф-1(3/34) = 1,3517, 
Ф !(33/34) = -Ф-1 (1/34) = 1,8895. 

На рис. 2.2 приведены значения Ё,(т) в плоскости перемен- 

ных тии=Ф-* (у). 

ua y 

р 

- 0,95 

110,8 

122 

- 0,2 

-0,05 
_24 

Рис. 2.2
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На рис. 2.2 видно, что точки графика функции ЕЁ» (2) распо- 

ложены достаточно близко от прямой и = ах +6 при 

a=tga + 0,58, b= —4/а= —62,7, 

где 4 — расстояние от 0 до точки пересечения прямой с осью 

Ох. Следовательно, оценки параметров д и с нормального 

распределения F (т; р,в) = o(2—*) равны 

д = 1/а= 1,75, p= —6“/а=а= 119. 

Для сравнения приведем оценки параметров p и ©, получен- 
ные методом максимального правдоподобия: р = 162,5, д =, т.е. 

оценки весьма близки. 

2.4. Решение типовых примеров 

Пример 2.18. В результате пяти измерений длины стерж- 
ня одним прибором (без систематических ошибок) получены 

следующие данные: 92; 94; 103; 105; 106. Найдем выборочное 

значение несмещенной оценки 52(Х.) дисперсии ошибок прибо- 

ра. 

Выборочное значение несмещенной оценки вычисляется по 

формуле 

_. 1х 2 _ __ =\2 
5°(Х») = De x)", 

*=1 

где n — объем выборки. В данном случае среднее значение т 

выборки равно 

_ 9§24944+ 1034 105+ 106 
т = Е — 100. 
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Используя это значение, находим 

~~» 1 
S°(Xs) = 1 ((92 — 100)? + (94 — 100)? + (103 — 100)? + 

+ (105 — 100)? + (106 — 100)?) = 
_ (—8)? + (—6)? + 37 + 52 + 6? 

7 4 
= 42,5. 

Пример 2.19. Убедимся в TOM, что выборочная функция 

распределения является несмещенной оценкой для функции рас- 

пределения F(x) генеральной совокупности Х в точкет ER. По 
определению выборочная функция распределения имеет вид 

—_ n(z,Xn) 
— —s 

rae n(z,X,) — число элементов случайной выборки, меньших х. 
Используя функцию Хевисайда [XI] 

0, «<0, 

получим 

= а) 1(т,Х,) 1х 
F(2;X,) > > dhe X;) 

Tax kak 

M h(x — X;) = / h(a — t) p(t) dt = / p(t) dt = F(z), 

—со —со 

где p(x) — плотность распределения генеральной совокупности 

Х, оценка Р(т;Х„) является несмещенной: 

M F(z;Xn) = УМЫ — X;) = = nF(2) = F(z). 
et
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Пример 2.20. Рассмотрим случайную выборку (Хт, ..., Х5) 

объема, п = 5 из генеральной совокупности X , распределенной 

по показательному закону 

(2) Ле^*, т>0; 
т} —= 

P 0, z<Q. 

В качестве точечной оценки математического ожидания возь- 

мем среднее арифметическое крайних членов вариационного 
ряда 

Х(1)+Х65) 

2 

Покажем, что оценка является смещенной. 

Из свойств математического ожидания получаем 

MX (1) +MxX (5) 

2 3 

откуда заключаем, что для вычисления математического ожи- 

дания точечной оценки необходимо знать законы распределе- 

ния случайных величин Х\(1) и Х(5)- Для первой из них имеем 

Fx (=) =P{ Xa) <=} = 
=1-Р{Хи)2=}=1-Р{Х, 21, .... 52} = 

=1-Р{Х,>2=}...Р{Х2 =} =1- (1- Р(т))°, 

6(Xs) = 

мех.) = 

где F(x) — функция распределения генеральной совокупности. 

Аналогичны вычисления для случайной величины Х(5}: 

Ех (2) = Р{Х (5) <=} =Р{Х, <1,..., Хь <=} = (F(z))”. 

Учитывая вид функции распределения генеральной совокуп- 

ности (вид показательного закона распределения), заключаем, 

что 

1—e7 57, x > 0; (1—е-^2)°, x >0; 

"Хо = 0, 2 <0, Fre (= 0 2<0.
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Следовательно, 

МХ) = |= (=) 42 =5Л | те`8^? dz = a (1) — РХа) — — BY? 

0 

со 
4-е — 287 

MX¢)= | =рхь ол] (1- ^^ )"e ^^ de — 60)" 

0 

Из найденных формул окончательно находим 

~~, 171 , 287\ _ 299 
мб) = 5 (51+ вх) = aon’ 

Сравнивая наиденное значение с математическим ожиданием 
для рассматриваемой генеральной совокупности X , убеждаем- 

ся, что M6@(Xs) + МХ, т.е. точечная оценка, 9(Х5) смещенная. 

Пример 2.21. Пусть задана случайная выборка, объема, п 

из генеральной совокупности Х с плотностью распределения 

aml е ‚ жра; 
мае) = 9 

ram. 

В качестве точечной оценки неизвестного параметра, возьмем 

6(X,,) = Ха). Убедимся, что эта оценка смещенная. Найдем 

несмещенную оценку и покажем, что обе оценки являются 

состоятельными. 

Предварительно найдем плотность распределения случай- 

HOH величины (Xn). Если F(x) — функция распределения 

генеральной совокупности Х, то функция распределения слу- 
чаиной величины Х(1) имеет вид Ех, (=) = 1—(1— F(z))” (см. 

пример 2.20). Поскольку 

х 

Е(=) = fem dz=1-—e**
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при х 2a, то 

_ enra—z) 2 >a: 

0, д <а. 
Ех) (+) — | ! 

Исходя из функции распределения, можем найти плотность 

распределения оценки 0(X,,) 

Таким образом, 

M6(X,) =MXq) = [ гпече-® dz=a+t+ =. 

а 

т.е. оценка 8(Х„) = Х(1) — смещенная. Из последнего равен- 

ства легко увидеть, как нужно модифицировать оценку (Xn), 
чтобы получить несмещенную оценку. Несмещенной оценкой 

параметра, < является #* (Xn) = 6(Xn) — 1/п. 

Покажем, что оценка д* (Х „) является состоятельной. Для 

этого применим второе неравенство Чебышева. Так как 

oo 

2 _ 2 a—zx) ПИ 1-4 мох = | пе" ах = a*+ = + 2 

Рона] <6 | 21 

Отсюда следует, что обе оценки состоятельные. 

TO
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Пример 2.22. Пусть дана случайная выборка (Xj, ..., Xn) 
из генеральной совокупности Х с плотностью распределения 

1 (In x — 6)? 

е 20? х > 0; 
p(z;6) — \ zovV2r “ 

0, z<0, 

где о — известный параметр. Покажем, что эффективной no 
Pao — Крамеру оценкой неизвестного параметра, @ является 

д - li 
O(Xn) = => Xj. 

1=1 

Прежде всего убедимся, что 6(X,,) является несмещенной 
оценкой параметра 6. Имеем 

г le l< 1 M6(X,) =M— > In Xi=— ) Мих; = —nMInX =MInX. 
2=1 *i=1 

Поскольку 

шх—9 
то, введя новое переменное $ = ‚ получим 

oo t? 

1 _& 
Mla xX = —— t+@)e 2 dt= Е | © le 

[> ®) Е 7. oo Р 

ex —_— 

= — te 2 dt+— е 2dt=9@ 
ae | J2n 

—со —со 

Чтобы убедиться в том, что показатель эффективности по 

Pao — Крамеру e(@) равен единице, найдем дисперсию D6(X,)



2.4. Решение типовых примеров 103 

и количество информации по Фишеру 1(6). Для дисперсии 

имеем 

D6(X,) =D- У InX;= Lypmx:= 
"i=l 1=1 

_ (ш=-—6)? 

252 dx. 
то^/2т 

1 1 , 
= =2тршх = 1 Fane —6) 

Inz—@ 
С помощью замены переменного $ = приходим к следую- 

щему результату: 

~ = o 1 Г _ o? 
рб) = == | Pe 2 dt= nr 

ы —со 

Для Г(9) имеем 

ко=м(°" 008) _ 

— 2 
= м(55 ( Е - = ry) = — M(nX - 6)? = 

or _ (nz — 6)? 

= 5 | 2-6. : е 20? Че toa. 

В результате окончательно находим 

] —^, = 1 

9(Х О ЕСИ 
п 09? 

e(@) = 

Пример 2.23. В условиях примера 2.21 наидем нижнюю 

границу Tw неравенства Pao — Крамера и объясним, по- 

чему дисперсия D6*(X,,) = DXq) несмещенной оценки 9*(Х„) 

параметра 9 = © меньше величины ——- — | =).
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Имеем 

Alnet-* Г 
Ка) = [ss “< Jer *de = [ edz = 1. 

а 

Поэтому 

1—1 
nI(a) п 

и, следовательно, 

1 ci 
Dé (X,)=—>—< - 1. (X,,) = = < > т > 

Последнее неравенство объясняется тем, что рассматривае- 

мая параметрическая модель не является регулярной. JlexcTBH- 

тельно, дифференцируя интеграл 

Oo 

/ p(z;a) dz = 1 

—со 

по параметру a, получаем 

<. / р(т;а) dz = 0 

Однако 

/ Ор(е; а) de = [‹° 7 4х =1 
да 

В таких случаях часто можно наити несмещенные оценки, 

дисперсия которых меньше чем 
1 

п1[(9)` it 

Заметим также, что параметрическая модель, рассмотрен- 

ная в примере 2.3, не является регулярной. При этом, как мы
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видим, дисперсия оценок примеров 2.3 и 2.23 является бесконеч- 

но малой при п —$ со более высокого порядка, чем 1/п. Такие 
оценки называют сверхэффективными. 

Пример 2.24. Пусть случайная величина, Х имеет распре- 

деление Пуассона, 

ХЕ 

P{X = к} = ae k=0,1,..., 

где А — неиэвестный параметр. В реэультате независимых Ha- 

блюдений получена случайная выборка (Xj, ..., X,). Найдем 

методом моментов точечную оценку 6(X,,) параметра, Л и убе- 

димся, что эта оценка является несмещеннои и состоятельной. 

Так как оценивается один параметр, то для получения 

оценки нужно составить одно уравнение. Иэвестно [XVI], 
что МХ =. Следовательно, в качестве точечной оценки 

параметра, А распределения Пуассона, можно взять выборочное 

среднее, т.е. 9(Х.) — X. Из теоремы 2.1 следует, что эта оценка 

является несмещенной и состоятельной. 

Пример 2.25. Пусть дана случайная выборка (Х\т, ..., Xn) 
объема, п из генеральной совокупности Х, имеющей равномер- 

ный закон распределения 

1 
r(2) = rt Е (a, b); 

0, 2¢€ (a, 4), 

с неизвестными параметрами а и b. Найдем методом моментов 
точечные оценки этих параметров. 

Известно [ XVI], что для равномерно распределенной случай- 
ной величины Х 

— 12 
a+b px bo 

Mx 2’ 12



106 2. ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ 

Выборочное среднее Х и выборочная дисперсия G2(X,,) вычи- 

сляются по формулам 

Решая систему, получаем 

b=74+V36(z,), а==-УЗ6(&,). 

Окончательно имеем 

ЫХ,) =X+V3G(Xn),  G(Xn) = X —V34(X,). 

Пример 2.26. Пусть дана случаиная выборка (Х1, ..., Xn) 
объема п из генеральной совокупности Х, распределенной по 

биномиальному закону 

РЕЯ =С10 1-6)", j=0,k, 
с неизвестным параметром 8 (вероятностью появления события 

в одном испытании). Методом максимального правдоподобия 
наидем точечную оценку параметра 46. 

Функция правдоподобия в этом случае имеет вид 

L(X1,..-,Xn38) = | [ p(X:58), 
3=1 

где 

р(т:;0) = Рь(х;) = С 0 (1 — 0)*-™.
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Отсюда находим 

In L(a1,..-,2n30) = ш (ССР? ...Cp") + 
п nT 

+ ) > 2iln6+ (kn — У 2) In(1 — @). 
3=1 +=1 

Следовательно, уравнение правдоподобия 

От Г (2„;0) _ 0 

06 — 
в данном случае сводится к следующему: 

1 = 1 
5 ti (kn- 7 2i) — =0. 

=1 =1 

Решив уравнение правдоподобия, наидем критическую точ- 

ку функции правдоподобия 

Покажем, что эта точка является точкой максимума выбо- 

рочного значения функции правдоподобия. Для этого наидем 

вторую производную по 6: 

92 ш L(z,,;9) le 1 г 

92  — том + (1 - 6)? (kn - i): 
3=1 

Легко убедиться, что 

92 In L(<,,;9) 
562 < 0, 9=8. 

Поэтому @ — точка максимума выборочного значения функции 

правдоподобия, определяющая оценку максимального правдо- 

подобия 

Rn) = Ух, 
1=1



108 2. ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ 

Пример 2.27. Методом максимального правдоподобия по 

случайной выборке (Х\,..., Х„) найдем оценку параметра 6 
распределения Парето (0 > 0, «> 0): 

а-+1 

= (=) ‚ #20; 
р(т;6) — 9 т 

0, х < 8. 

Для выборочного значения функции максимального правдо- 

подобия при выполнении условии @ < х;, = 1, п, находим 

L(eiy..20i0) = 9 (8 а (ву а 8) 
11 6 То 9 Ln 

a” ( 6 “( бло G \@ 

a Tee =) =) (=) ; 

Ясно, что L(z1,...,2n30) =0, если 6 > т; для какого-либо значе- 

ния индекса, $. Из вида функции правдоподобия L(21,...,2n34) 
заключаем, что она является возрастающей функцией @ при 

6 < Xi) и равна нулю при 9 > Х(1). Следовательно, 6(X,,) = 

= X(n) — оценка максимального правдоподобия параметра 0. 

Пример 2.28. Рассмотрим параметрическую модель 

a ^—1е- 5 > 0: ? 3 

р(=;^) = $ TA) 
0, x <0, 

где р(=; Л) — плотность распределения генеральной совокуп- 

ности Х, A >0Q — неизвестный параметр, 8 > 0, а Г(=) — 
гамма-функция. Для этой модели: 

а) наидем оценку 9(Х„) параметра @ методом максимально- 
го правдоподобия и покажем, что она смещенная; 

6) найдем несмещенную оценку 6* (Xn) параметра 6;
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в) покажем, что для рассматриваемой параметрической мо- 

дели существует достаточная статистика; 

г) убедимся, что оценка 6* (Х„) не эффективная, но acumn- 

тотически эффективная. 

а. Запишем функцию правдоподобия 

gna 

L(X4,...,Xn36) = о (X1Xp...Xn)texp(-052X;). 
3—1 

Отсюда находим 

Эт L(23,...,2n39) _ na 

90 9 

Решая уравнение правдоподобия 

получаем 

Покажем, что 6(X,,) = A/X — смещенная оценка, парамет- 

ра 6. Плотность распределения случайной величины У = 1/X 
имеет вид 

(n6)™ Gyr" > 
р) Тех) у 

Этот результат можно получить, зная для данной модели xa- 
рактеристическую функцию [ХУП 

j=(1-8)°
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Найдем математическое ожидание случайной величины У = 

=1/X: 

У nro 7 wea) YF 
0 

где # = 1/у. Используя равенство 

со 

[ede ат — Г(^) 

a 

0 

и свойство гамма-функции ['(A +1) = AL (A), получаем 

(=) — (п@)"^ g(nA—-1)—1 ,—nbt dt = 

X/ = [(nd) 
° _ (nd) T(nA-1) _ пб 

~ Г(®^) (пб)"^-1  nd-1 

Следовательно, 
А п Аб 

м(>) ~ ПА-1 #6. 

6. Легко заметить, что несмещенной оценкой параметра, 9 
является 1 

_. nr — 
g* (X,,) = ——. 

(Xn) mX 

в. Чтобы доказать существование достаточной статистики 

для рассматриваемой модели, используем критерий (2.7). Для 

этого функцию правдоподобия представим в виде 

L(z,. . -»2n38) = тот ехр (-05- z;) (21 ee tn) ) = 

i=1 

=9(У =) h(z1,.--,;2n), 

=1 
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где 

ЕО пл nm 

g (У. 2:6) = ОД exp(-6)_ x; , 

=1 7=1 

h(21,...,2n) = (21...21. 

Из этого представления, согласно критерию (2.7), вытекает, 

что 
n 

t=] 

является достаточной статистикой. 

г. Чтобы проверить, является ли несмещенная оценка 

9*(Х„) эффективной, необходимо вычислить ее дисперсию и ко- 
личество информации по Фишеру 1(8). Для дисперсии оценки, 
предполагая, что nr > 2, получаем 

D6*(X,) = м(6"(Х,.))* — (Mé*(X,,))” = 

кому 
n [(nd) y 

о рей 
— n (nd — 1)(п^-2). ~ nv-—2 

Отметим, что 

А А 

(см. пример 2.12). Используя эти равенства, вычислим [ (6): 

тр) =м(5-х). =DX= =. (6) = M(
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Теперь можно найти показатель эффективности по Рао — 

Крамеру 

_ 1 _ ПА-2 

nI(6)DO@*(X,) RA e(4) 

Поскольку e(6) < 1, оценка 0*(X,,) не является эффективной по 

Pao — Крамеру. Но при этом lim e(6) = 1, так что 6*(X,) — 
в— оо 

асимптотически эффективная оценка параметра 0. # 

В заключение отметим, что для нормальной модели М (61,62) 

выборочное среднее Х является несмещенной эффективной 
оценкой параметра 6, = р независимо от того, известен пара- 
метр 62 = o? или нет. Для параметра, 82 = о? оценка 

является смещенной (см. теорему 2.2), а оценка 

дл 1 > aR 

несмещенной. 

При известном параметре @, = и эффективной по Pao — 

Крамеру является оценка, 

92(Х,) = У): 
=1 

(см. пример 2.5). При неизвестном параметре 6, = р оценка 5? 

эффективная, но по Рао — Крамеру она не является эффек- 
THBHOR". 

*См.: Ивченко Г.И., Медведев Ю.И. 
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Вопросы и задачи 

2.1. Что называют точечной оценкой неизвестного парамет- 

ра генеральной совокупности? 

2.2. Какую точечную оценку называют несмещенной? 

2.3. Какую точечную оценку называют состоятельной? 

2.4. Какая точечная оценка является несмещенной, состоя- 

тельной и эффективнои в классе линеиных оценок для матема- 

тического ожидания генеральной совокупности? 

2.5. Какая точечная оценка для дисперсии генеральной со- 

вокупности является: а) смещенной; 6) несмещенной? Являют- 

ся ли эти оценки состоятельными? 

2.6. Какую точечную оценку называют эффективной по 

Рао — Крамеру? 

2.7. Запишите неравенство Рао — Крамера. 

2.8. Что называют показателем эффективности по Рао — 

Kpamepy? 

2.9. Какую статистику для параметра @ называют доста- 

точной? 

2.10. Сформулируйте необходимое и достаточное условие 

существования достаточной статистики. 

2.11. Какая связь существует между достаточными стати- 

стиками и эффективными по Рао — Крамеру оценками? 

2.12. В чем состоит метод моментов нахождения точечных 

оценок? 

2.13. В чем состоит метод максимального правдоподобия 

нахождения точечных оценок? 

2.14. В условиях задачи 1.16 определить значение несмещен- 

ной оценки дисперсии ошибок прибора: 

а) если значение измеряемой величины известно и равно 

2800;
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6) если значение измеряемой величины неизвестно. 

Ответ: а) 5? = 12878; 6) 5? = 1508,5. 

2.15. В условиях задачи 1.18 определите значение несмещен- 

ной оценки дисперсии генеральной совокупности Х. 

Ответ: 52 = 1,205. 

2.16. Выборка объема п извлечена из равномерно распреде- 

ленной Ha отрезке [а, 6] генеральной совокупности Х. Известна 

длина этого отрезка 6 — a=h, HO не известна, середина интер- 
a+b 

вала, с = =. В качестве оценки середины интервала, предла- 

гается среднее арифметическое краиних членов вариационного 

ряда выборки. Покажите, что эта, оценка несмещенная и состо- 

ятельная. 

2.17. Из генеральной совокупности, распределенной по би- 

номиальному закону, извлечена выборка объема п. Наидите 

методом моментов оценку неизвестного параметра р и пока- 

жите, что эта оценка будет несмещенной, состоятельной и 

эффективной по Pao — Крамеру. 

2.18. Наидите методом максимального правдоподобия по 

выборке объема, nN точечную оценку геометрического распреде- 

ления 

P{X =2;}=p(1—p)*", 
где 2; — число испытаний до появления события; р — вероят- 

ность появления события в одном испытании. 

Ответ: p(Xn) = 1/Х. 

2.19. Найдите методом максимального правдоподобия по 

выборке объема п точечную оценку параметра { гамма-рас- 

пределения (а известно) с плотностью 

| _ 
1) = понт" © 7/8, a> -1, B>0, #20. 

Ответ: В(Х,) = —.
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2.20. Имеется выборка объема п из генеральной совокупно- 

сти X, распределенной по эакону Xx? с плотностью 

окт! ет 

p(z) = Г | х > 0, 

где @ — неизвестный параметр. Найдите с помощью метода 

максимального правдоподобия оценку параметра a. 

Ответ: &(Х„) = Ё/Х. 

2.21. Из распределения с плотностью 

ef <6 p(z) = 2(1— 8)’ [=| <“ 

извлечена выборка объема п. Наидите оценку максимального 

правдоподобия для параметра 6. 

Ответ: 6(X,) = тах |X;]. 
=1, п



3. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

И ДОВЕРИТЕЛЬНЫЕ ИНТЕРВАЛЫ 

3.1. Понятия интервальной оценки 
и доверительного интервала 

При оценивании неизвестных параметров наряду с рассмот- 
ренными выше точечными оценками используются также ин- 
тервальные оценки. В отличие от точечной оценки интерваль- 
ная оценка, позволяет получить вероятностную характеристику 
точности оценивания неизвестного параметра. 

Пусть Xn — случайная выборка объема п из генеральной 

совокупности Х с функцией распределения Р(т;6), зависящей 
от параметра @, значение которого неиэвестно. Предположим, 

что для параметра 9 построен интервал (6(Х„), 6(X,,)), где 

0(Х„) и 6(Х„) являются функциями случайной выборки Xp, 
такими, что выполняется равенство 

P { (Xn) <0< 8(Х,) — +, (3.1) 

В этом случае интервал (@(Х„), 8(Х„)) называют интерваль- 
ной оценкой для параметра 8 с коэффициентом доверия) 

(или, сокращенно, -доверительной интервальной оцен- 

кой), а 0(Х„) и 6(Х„) соответственно нижней и верхней 
границами интервальной оценки. 

Интервальная оценка (0(Xn), 6(Xn)) представляет собой ин- 

тервал со случайными границами, который с заданной вероят- 
ностью 7 накрывает неизвестное истинное значение параметра 
9. Таким образом, для различных реализаций случайной выбор- 

xu Xn, т.е. для различных элементов выборочного простран- 

ства А, статистики 6(X,,) и 6(Xn) могут принимать различ-
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ные значения. Более того, согласно (3.1), существует подмно- 

жество А; С Аз, такое, что если Z, Е К, TOO ¢ (A(z), 9(=„)). 

При этом вероятностной характеристикой точности оцени- 

вания параметра, @ является случаиная величина 

(Xn) = O(Xn) — A(X), 

которая для любой реализации Zp, случаинойи выборки Xn есть 

длина интервала (6(=„), 6(=„)). 

Интервал (0(Zn), 6(Zn)) называют доверительным ин- 
тервалом для параметра @ с коэффициентом доверия ^/ или 

7-доверительным интервалом. 

Заметим, что наряду с термином „коэффициент доверия“ 

широко используют также термины доверительная вероят- 

ность и уровень доверия. При этом коэффициент доверия 

7 чаще всего выбирают равным 0,9, 0,95 или 0,99, т.е. близким 

к 1. 

В некоторых ситуациях (например, при рассмотрении дис- 

кретных случаиных величин) вместо равенства (3.1) удается 
обеспечить лишь неравенство 

P{0(X,,) <0 <6(Х,)} >17, 

т.е. построить интервальную оценку для параметра @ с коэф- 

фициентом доверия, не менышим 7. Иногда требуется оценить 

параметр @ только снизу или только сверху. При этом, если 

то статистику 6(X,,) называют односторонней нижней 
я7-доверительной границей для параметра 09. Аналогично, 

если 

P{6 < O(Xn)} = 7) 

то статистику 6(X,,) называют односторонней cepxrneti 
;-доверительной границей для параметра, 6.



118 3. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

Пример 3.1. Пусть 9 — среднее значение предела прочно- 

сти Х некоторого материала, которое оценивают независимо 

друг от друга в каждой из № различных лаборатории по ре- 

зультатам п независимых натурных испытаний. Иначе говоря, 

среднее значение предела прочности в каждой лаборатории 

оценивают по „своим“ экспериментальным данным, представ- 
ленным выборкой объема п, и в каждой лаборатории получают 

„свои“ эначения верхней и нижней границ 7/-доверительного ин- 

тервала (рис. 3.1). 

ил 
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Рис. 3.1 

Возможны случаи, когда 7-доверительный интервал для 
параметра @ не накрывает его истинного значения. Если 
М — число таких случаев, то при больших значениях N 

должно выполняться приближенное равенство ^/ = (М — M)/N. 

Таким образом, если опыт — получение выборки объема п 

в лаборатории, то уровень доверия Y — доля тех опытов 
(при их многократном независимом повторении), в каждом 
из которых 7-доверительный интервал накрывает истинное 
значение оцениваемого параметра. 

3.2. Ностроение интервальных оценок 

Пусть X, — случайная выборка объема п из генеральной со- 

вокупности Х с функцией распределения F(2;6), зависящей OT 

параметра 9, значение которого неизвестно. Рассмотрим один
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из наиболее распространенных методов построения интерваль- 

ных оценок для 9, связанный с использованием центральной 

статистики — любой статистики T(Xn,9), функция pac- 

пределения которой 

Fy (t) = P{T(Xn,6) <t} 

не зависит от параметра 9. Примеры центральных статистик 

приведены в 3.3. 

Для упрощения дальнейших рассуждений будем предпола: 

гать следующее: 

1) функция распределения F(t) является непрерывной и 

возрастающей; 

2) заданы такие положительные числа a и В, что коэффици- 

ент доверия y = 1-— a — р; 
3) для любой выборки Z, из генеральной совокупности Х 

функция Г(2„,0) является непрерывной и возрастающей (убы- 

вающей) функцией параметра, 9 Е ©. 

Согласно допущению 1, для любого g € (0,1) существует 
единственный корень h, уравнения Рг(!) = 4, который называ- 

ют квантилью уровня 4 функции распределения F(t) случай- 

ной величины T(Xn,9). Таким образом, согласно допущению 2, 

имеют место равенства 

Р{В <T(Xn,0) < м-в} = 

= Fr(hi-g) — Fr(he) =1-B-a=y7, (3.2) 

которые справедливы для любых возможных значений парамет- 

ра 9, так как T(Xn,9) — центральная статистика, и ее функция 

распределения F(t) не зависит от 6. Для преобразования 

(3.2) в (3.1), т.е. для построения искомой интервальной оценки, 
воспользуемся следующими соображениями. 

Пусть для определенности функция T(z,,0) является воз- 

растающей функцией параметра 8. Тогда, согласно допуще- 

нию 3, для каждой выборки Z, Е А„ уравнения T(Z,,0)=h, u
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T(£n,0) = hi_g имеют единственные решения 9(5„) и 6(Z,) со- 

ответственно. При этом неравенства, 

he < T (Zn;9) < hi_g, 9(2„) <O< 6(Zn) 

являются равносильными, т.е. для любой выборки Z, Е А,» 

они выполняются или не выполняются одновременно. Таким 

образом, 

7=P{ha < Т(Х»,6) < м-в} =Р{6(Х,) < 8 < O(Xn)} 

и (6(Х„), 6(X;,)) — искомая интервальная оценка. 

Завершая рассуждения, заметим, что фактически построе- 

ние доверительного интервала сводится к выполнению следу- 

ющих действий: 

1) построение центральной статистики Г (X,,, 6) с известной 

функцией распределения F(t); 

2) представление заданного коэффициента, доверия Y в виде 

7=1-@- В; 
3) нахождение квантилей hy и hig уровня a и 1 — В функ- 

ции распределения F(t); 

4) нахождение значений нижней O(Z,) и верхней O(Z,) гра- 
ниц искомой интервальной оценки путем решения уравнении 

T(Zn,0)=hea, T(¥n,0)=hi-g (3.3) 

соответственно в случае, когда Г(5„,0) — возрастающая функ- 

ция параметра 6. Если же T(Z,,0) — убывающая функция 

параметра, @, то 0(X,,) и 6(X,,) получают путем решения урав- 

нений 

T(€n,9) = -в, T (En,9) = Йо (3.4) 

соответственно.
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3.3. Примеры построения интервальных оценок 

Рассмотрим построение интервальной оценки для парамет- 

ров некоторых часто используемых распределений. 

Экспоненциальное распределение. Пусть X, — случай- 
ная выборка объема п из генеральной совокупности Х с экс- 

поненциальным законом распределения, имеющим плотность 
распределения 

Ле-^*, +20: 

0, х<0, 

ге А>0 — неизвестный параметр. ‘Требуется построить 

интервальную оценку для параметра Л по данным случайной 

выборки Xp. 

В данном случае 9 = A. Рассмотрим статистику 

T(Xn,A) = 2AnX, 

где X — выборочное среднее для Х„. Эта статистика имеет 

x*-pacnpedenenue с 2n степенями свободы (см. Д.З.1), т.е. 
является центральной статистикой. Уравнения (3.3) в данном 

случае принимают вид 

2Апх = Ха (2n), 2<nE = Xi_¢ (2n), 

где х2 (2n) — квантиль уровня 9 для Х2-распределения с 2n 
степенями свободы. 

Получаем, что нижняя и верхняя границы интервальной 
оценки с коэффициентом доверия у =1-— а -— В для параметра 

экспоненциального распределения А имеют вид 

2 _ x5, (27) — - Xj_,(2n) 
A(X,,) = "= A(X,,) = ——, (Xn) (Xp) = Ee 

Нормальное распределение. Пусть Х„ — случайная вы- 

борка объема n из генеральной совокупности Х, распределен- 

ной по нормальному закону с параметрами д и 02. Рассмотрим
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некоторые варианты построения интервальных оценок для па- 

раметров д, в. 

Вариант 1 — оценка для математического ожидания 

при известной дисперсии. В данном случае статистика 

T(Xn,H) = — ^^ —— Jn 

имеет стандартное нормальное распределение с параметрами 
и = 0, o? = 1, т.е. является центральной статистикой. Функция 

Т(Х„, р) является убывающей функцией по р, и система, урав- 

нений (3.4) принимает вид 

Уп(= - и(&,.)) и J/n(% — E(zn)) 
oO Bs р ; 

где Ug — квантиль уровня 4 стандартного нормального распре- 

деления. Учитывая, что для нормального закона, 4-9 = —Ug, 

получаем следующие нижнюю и верхнюю границы ^-довери- 

тельного интервала для параметра и при у =1-а - В: 

o 
H(En) =x — vn 1 В’ H(Zp) == + ath ae 

Вариант 2 — оценка математического ожидания при не- 

известной дисперсии. При неизвестной дисперсии статистика 

является центральной, так как имеет распределение Стьюден- 

та с п -—1 степенями свободы (см. Д.3.1), которое не зависит 

ot p wu o*. Система уравнений (3.4) в данном случае принимает 

вид 

УЕ -и(а,))_ Va) _ 
S(z Zn) -в( 1), S(En) = в (п 1), 
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где # (п — 1) — квантиль уровня 4 распределения Стьюдента с 

п 1 степенями свободы. Поскольку плотность распределения 

Стьюдента, — четная функция, то (п-— 1) =-В_а(п- 1). От- 
сюда заключаем, что нижняя и верхняя границы интервальной 

оценки с коэффициентом доверия Y = 1 — «— В для параметра 

р в случае с неизвестной дисперсией можно определить по фор- 

мулам 

+. = S(Xn) ait ye, S(Xn) и(Х,) =X — ——Н-в(п-1) (Xn) =X4+——hh-a(n--1 H(Xn) Ja 1-6 ), Bl Jaa ). 

Вариант 3 — оценка среднего квадратичного отклоне- 

ния. Рассмотрим статистику 

(n — 1)S?(X,) 
o2 

T(Xn,0) = 

Эта статистика является центральной, так как имеет х2-рас- 
пределение с n— т степенями свободы (см. 4.3.1), которое He 

зависит от ди о?. При этом Т(2„,0) — убывающая функция 

параметра с. Исходя из этого, согласно (3.4), находим ниж- 
нюю и верхнюю границы интервальной оценки для параметра 
сб с коэффициентом доверия 7 = 1 —a— Pp: 

S(X,)Vn-1 5х.) — У -1 

у в®-1) Ух (n= 1) ' 

где x3 (п — 1) — квантиль уровня 4 для х*-распределения с п — 1 
степенями свободы. 

с(Х n) = 

Приближенные интервальные оценки. Сначала рас- 

смотрим два частных случая построения таких оценок. 
Пусть требуется найти интервальную оценку для матема- 

тического ожидания в случае, когда закон распределения ге- 
неральной совокупности Х неизвестен. Предполагаем, что 

существуют конечные математическое ожидание д = МХ и 

дисперсия 52 = DX.
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Рассмотрим статистику 

, Х- 
T(Xn) = aE Vn. 

В соответствии с центральной предельной теоремой эта ста- 

тистика при болыших объемах п случайной выборки Х„ имеет 

закон распределения, близкии к стандартному нормальному. 

Поэтому при достаточно больших п неравенства 

X= 4 
1-8 < ———- Уп < щ-о 

выполняются с вероятностью, близкой к величине 5 = 1— а - д, 

где Ug — квантиль уровня 4 стандартного нормального распре- 

деления. Приведенные неравенства, эквивалентны следующим: 

Х- но << Х+ ив. 

Эти неравенства не дают еще интервальной оценки для пара: 

метра, д, так как их левая и правая части содержат неизвестный 

параметр o. Применяя еще одно приближение, а именно: под- 

ставляя в указанные неравенства, вместо неизвестного точного 

значения о его оценку 5(Х„), получаем нижнюю и верхнюю 

границы (приближенной) интервальной оценки с коэффициен- 

том доверия y= 1 — а — В для математического ожидания JL: 

LA Cn) =X — и (Xn) =Х+ и 

Пусть проводится серия из п испытаний по схеме Бернулли 

и Xj, 1=1, п, — исход 1-го испытания („успех“ или ,oTKa3“). 

По данным случайной выборки X, = (Xj, ..., X,) построим 

доверительный интервал для вероятности р „успеха“ в каждом 

отдельном испытании.
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cc Рассмотрим суммарное число „успехов“ в серии из п испы- 

таний, т.е. введем случайную величину 

K(X,)= Xi+...+ Xn, 

которая имеет биномиальное распределение с параметром р. 

Для построения доверительного интервала, для р воспользуемся 

статистикой 

K(X,) — пр. 

Vnp(1 — р) 
Т(Х„,р) = 

В соответствии с предельной теоремой Муавра — Лапласа 

статистика T(X,,,p) при больших объемах-п случаиной выборки 

Х„ имеет закон распределения, близкий к стандартному нор- 

мальному. Тем самым неравенства, 

K(X,) — np uy 

МУпРа-р) ^^ 
—M-6 < 

выполняются с вероятностью, которую при больших п можно 

считать приближенно равной y = 1 —а- В. Указанные неравен- 
ства могут быть записаны в виде 

К(Х») _ 
7 

K(Rn) 
т МР(1- р) <р< т МрР(1 - р). 

Эти неравенства еще не дают интервальной оценки пара- 

метра р, так как их левая и правая части содержат этот па- 
раметр. Поэтому на практике в указанные части неравенств 

часто подставляют вместо неизвестного точного значения р его 

оценку p(Xn) = K (Х„) /n. В результате получают следующие 
верхнюю и нижнюю границы интервальной оценки с коэффи-
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циентом доверия y = 1 — а — В для параметра, р: 

К(Х„) _ що | K(Xn) ‚_ КО) 
p(Xn) = n \/п \ n n 

K(Xn) , =a K (Xn) (| _ K(Xn) 
n Jn n n B(Xn) — 

Подчеркнем, что эти доверительные границы являются при- 
ближенными и могут использоваться при достаточно больших 
объемах наблюдений п. 

Приведенный способ построения приближенного довери- 

тельного интервала, для параметра, р биномиального распреде- 
ления может применяться и в следующей более общей ситуации. 

Пусть 0(X,,) — точечная несмещенная оценка для параметра 

0, построенная по данным случайной выборки Х„. Обозначим 
через 

У, (8) = M(6(Xp) - 8)? 

значение дисперсии оценки 9(Х„). Предположим, Что оценка 

9(Х„) имеет асимптотически нормальное распределение. Дру- 

гими словами, нормированная случайная величина, 

1 _ (Xn) - 8 
"0 

имеет распределение, которое при n — со сходится к стандарт- 

ному нормальному распределению. В этом случае неравенства 

—\1-в < < U-a,; 1-8\ ЗАГС) 1 

Где и. — квантиль уровня 4 стандартного нормального закона, 

распределения, выполняются с вероятностью, которую при 

достаточно больших п можно считать приближенно равной 
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71=1—а- 2. Указанные неравенства эквивалентны (см. 3.2) 
следующим: 

8(Xn) — ta И, (6) < 8 < O(Xn) + шв, (9. 
Записанные неравенства, еще не дают интервальной оценки для 
6, так как их левая и правая Части содержат неизвестный 

параметр 9. Подставляя в левую и правую части указанных 

неравенств вместо @ оценку (Xn), получаем окончательно 
следующие нижнюю и верхнюю границы для параметра @ с 
коэффициентом доверия у = 1—a— В: 

9(Х») = 6(Xn) — tral) Va(O(Xn)); 

6(Xn) = (Xn) +11) Va(8(Xn)). 
Изложенныи метод является приближенным и может при- 

меняться при достаточно большом объеме случайной выбор- 

ки. Заметим, что его использование фактически связано с 

„двойным приближением“, a именно: закон распределения оцен- 

ки (Xn) заменяют нормальным и, кроме того, в приведен- 

ных формулах для границ O(X,), 8(Х„) интервальной оценки 
в дисперсию V,(0) вместо точного значения @ подставляют 

его оценку 6(X,,). При малых и средних объемах случайной 
выборки применение указанного метода может приводить к 
значительным ошибкам. Поэтому использовать его следует с 
достаточной степенью осторожности и лишь в качестве перво- 
го приближения. 

Пример 3.2. Рассмотрим построение приближенного до- 

верительного интервала для параметра р биномиального рас- 

пределения. Пусть проводилось п = 16 независимых испытаний 

с неизвестной вероятностью р „успеха“ в каждом испытании, 

при этом наблюдалось К = 8 „успехов“. Определим значения 

границ доверительного интервала, для р с коэффициентом до- 

верия y = 0,9.
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Значение точечной оценки параметра р определяется как 

-_Е 
р — п з 

дисперсия этой оценки [ XVI] 

p(1—p) 
У, — e (p) > 

Применяя приведенные выше формулы, получаем следующие 
значения для нижней и верхней границ доверительного интер- 

вала. 

~ p(l—p 
рб woos) ( = P) = 0,294, 

~ p(l—p 
p=pt woasi/ 2 = P) = 0,706. 

3.4. Метод доверительных множеств 

Пусть Xn — случайная выборка объема п из генеральной 

совокупности Х, закон распределения которой зависит от 

г-мерного вектора параметров 9. Каждому фиксированному 

значению вектора параметров 9 поставим в соответствие такое 

множество Hz из выборочного пространства ЛА», ITO 

P{X,, Е Н;} >27, 

где y — заданный коэффициент доверия. 

Как известно (см. 3.1), нижняя и верхняя границы интер- 

вальной оценки (множества BR) являются случайными величи- 
нами, поскольку они функции случайной выборки. Теперь в В! 

рассмотрим такое множество Dy со случайной границей, что- 

бы при каждом фиксированном значении вектора параметров 

9 случаиные события 

{бе 0х,}, (kn Hy}



3.4. Метод доверительных множеств 129 

были эквивалентны, Т.е. 

P{6E€ Dy } >74. 

Полученную таким образом совокупность множеств Ду на- 

зывают системой -у-доверительных множеств, а рас- 

смотренную процедуру — методом доверительных мно- 

жеств (методом Неймана) для параметра 6. 
Если 9 — скаляр, то метод доверительных множеств имеет 

простую и наглядную графическую интерпретацию (рис. 3.2). 

Поэтому все дальнейшие рассуждения проведем именно для 

этого случая, т.е. при г = 1. 

п} 
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Рис. 3.2 

Заметим, что процедура построения доверительных мно- 

жеств D х. основана на выборе множеств Но, а это может быть 

реализовано различными способами, в том числе и с использо- 

ванием некоторой статистики П = П(Х). Зачастую в качестве 

статистики ПХ») используют несмещенную точечную оценку 
параметра 0. 

Для упрощения дальнейших рассуждений функцию распре- 

деления Fy (t,@) статистики 11(X,,) будем предполагать непре- 

рывной, возрастающей по t и убывающей по 9. 

Каждому возможному значению параметра @ поставим в 

соответствие значения #1 =& (6), #2 =6(8), выбираемые из 
условий 

НК_,9) = a, Fry (t2,0) =1- В. (3.5)
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Таким образом, &1(8), t2(@) являются соответственно кванти- 

лями уровней © и 1- В для функции распределения Нт(&,8) 

статистики П(Х»„). При этом выполняется равенство 

Р{& (6) < П(Х,) < в (8) } = 7, 

где у=1-а- 6. Множество значений статистики II(X,), 
принадлежащих отрезку [t1(), t2(6)], обозначим Но и назовем 
--зоной (гамма-зоной) для 9 (см. рис. 3.2). Как следует no 
этого определения, для любого возможного значения параметра 

6 вероятность Toro, что статистика П(Х„) попадет в 7-зону, 
равна, 7. 

Далее, каждому значению статистики П(Х„) поставим в 
соответствие интервал тех значении 09, для которых данное 

значение статистики П(Х„) попадает в y-30ny (см. рис. 3.2). 

Значения нижней 0(Х») и верхней 6(Х„) границ этого интерва: 
ла определяются из условий 

#5 (6(2.)) = П(2„), — #(6(2.)) = П(я,), 

которые в силу (3.5) эквивалентны следующим: 

F((z,),0)=e, F(U(#,),@)=1-—8. (3.6) 

Построенный Таким образом интервал является ^/-довери- 

тельной оценкой для параметра 6. Действительно, при любом 
возможном, а следовательно, и при неизвестном истинном зна- 

чении @ интервал (8(Xn), 8(Х„)) накрывает значение 0 тогда и 

только тогда, когда наблюдаемое значение статистики П(Хи) 

попадает в y-30HY Но для данного значения 6. Тем самым, со- 

гласно определению ^/-зоны, выполняется равенство 

P{9(Xn) << (Х,)} = 7. 

Если функция распределения Р (t; 6) возрастает по парамет- 

ру 6, то границы &1 (9) и t2(0) у-зоны убывают по 9. Повторяя
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предыдущие рассуждения, заключаем, что в этом случае зна- 

чения нижней и верхней границ формально (см. 3.2) определя- 

ются из условий 

Fry (M(Zn),8(Zn)) =o,  ИкП(а,),6(2.)) =1-B. — (3-7) 

Этот метод применяют аналогичным образом и в тех слу- 

чаях, когда статистика П(Х»„) является дискретной случайной 

величиной. Рассмотрим, например, случаи, когда статистика 

П(Х») принимает неотрицательные целые значения 0, 1, 2, ... 

TI4 

1. (6) 
# (0) 

(>
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ay
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Puc. 3.3 

В отличие от непрерывного случая, рассмотренного выше, 
границы 5-зоны теперь становятся ступенчатыми кривыми 
(рис. 3.3). При данном фиксированном значении 9 границу 

# (9) у-зоны определим как максимальное из чисел К, таких, 
что выполняется неравенство 

P {TI(X,,) 2k} =1- F(k;@) 21-а. 

Границу t2(@) у-зоны определим как минимальное из чисел К, 

удовлетворяющих неравенству 

Р{П(Х,) <k} = F(k +156) > 

Нижнюю 6(Х„) и верхнюю 6(X,,) границы интервальной 
оценки параметра 9 с коэффициентом доверия не меньше лу =
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= 1 - а — В определим как минимальное и максимальное значе- 

ния среди всех 9, удовлетворяющих неравенствам 

(0) < ПХ.) < & (6), (3.8) 
т.е. среди всех 9, принадлежащих y-30He при данном значении 

статистики П(Х„), полученном в результате эксперимента. 
Неравенства (3.8) эквивалентны неравенствам 

| (T1(Z,,)+1, 0) > a, 

Fin (TI(n), 0) <1 — р. 

Отсюда, получаем, что если функция распределения статистики 

I1(X,,) убывает по 9, то нижнюю и верхнюю границы 7-интер- 
вальной оценки для 9 формально (см. 3.2) можно определить из 
уравнений 

[ео A(Xn)) =1- 6, (3.9) 
Fy (T1(Xp,)+1,0(Xn)) = а. 

Аналогично, если функция распределения статистики П(Х») 

возрастает по 6, то границы ^-интервальнои оценки для # 

формально (см. 3.2) можно найти из уравнений 

|" (11(X,,) +1, 6(X,,)) = a, 
el (3.10) 

Fn(X,, 9(Х„)) =1 — B, 

где коэффициент доверия y = 1 —a-— 2. 

Рассмотрим далее в качестве примеров построение интер- 

вальных оценок для параметров биномиального распределения 

и распределения Пуассона. 

Интервальная оценка Клоппера — Пирсона для па- 

раметра биномиального распределения. Пусть дискрет- 

ная случайная величина Х;, i= 1, п, характеризует исход #-го 

испытания в серии из п испытаний, проводимых по схеме Бер- 

нулли. Тогда случайная величина К = Х1+...+ X, — число
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успехов в п испытаниях. При этом К = K(X,) — функция слу- 

чайной выборки X,= (X1,...,X,). В рассматриваемом случае 

ПХ.) = K(X,). 
Функция распределения статистики K(X,,) имеет вид 

У _С1р’(1-р)" 1, #>0; 
Е(х;р) = $ 1<х 

0, zx <0. 

Эта функция убывающая по р. Применяя общую формулу 

(3.9), получаем, что нижняя и верхняя границы интервальной 

оценки с коэффициентом доверия y= 1 — а — В для параметра 

р (см. 3.2) определяются из следующих уравнении: 

K(Xn)-1 _ | 

У Cipi(Xn)(1—p(Xn))"9 =1-B при К(Х,)>1 
1=0 

K(Xn) . . . 

у` Cipi(X,)(1-BXn))"F =a при K(X.) <п-1. 
1=0 

Эти уравнения называются уравнениями Клоппера — Пир- 

сона. При K(X,,) =0 нижняя граница p(Xn) =0. При K(X,) = 

= я верхняя граница, P(Xn) = 1. 

Заметим, что приведенные уравнения Клоппера — Пирсона, 

могут быть также выражены через неполную бета-функцию 

(см. 41.3.1): 

By x,)(K (Xn)n — К(Х,)+0=В, 

Вых, (К(Х») +1,n—K(X,))=1-a. 

Пример 3.3. Пусть число испытаний п = 16, a число 
наблюдаемых „успехов“ К = 8, коэффициент доверия y = 0,95.



134 3. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

Полагая a = В = 0,025, получаем 

р=0,247,  p=0,753. 

Доверительный интервал для параметра распределе- 
ния Пуассона. Нусть Х — дискретная случайная величина, 

имеющая распределение Пуассона, с неизвестным параметром A. 

Требуется построить доверительный интервал для параметра, А 
Ha основе наблюдаемого значения 4, случайной величины Х. 

Согласно предположению, функция распределения случай- 

ной величины Х имеет вид 

Это функция, убывающая по А. Применяя снова формулы (3.9), 
получаем уравнения 

4»—1 ds 57 

_ А > А е А г = 1-2, А a =a, 

о 7 j=0 7° 

решая которые находим значения нижней и верхней границ 

доверительного интервала, для А с коэффициентом доверия ^у = 

1 -а- 2. При 4. =0 значение нижней границы А = 0. 

3.5. Решение типовых примеров 

Пример 3.4. При помощи вольтметра, точность которо- 

го характеризуется средним квадратичным отклонением 0,2В, 

проведено 10 измерений напряжения бортовой батареи. Найдем 

доверительный интервал для истинного значения напряжения 

батареи с коэффициентом доверия y = 0,95, если среднее ариф- 

метическое результатов наблюдений F = 50,2В. Контролируе- 

мый признак имеет нормальный закон распределения.
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Для нахождения доверительного интервала (см. 3.3) 

(=- Uj—o 2; f+ аа =, ут У 
Где и1_о/2 — квантиль нормального распределения уровня 

1-а/2, аа =1-\, обратимся к таблице квантилей нормаль- 
ного распределения (см. табл. П.1). По этой таблице находим 

U1 9/2 = 0,975 = 1,96. 

Поскольку 
Co 0,2 

_o/2—= = 1,96—= аут 10 
доверительный интервал имеет вид (50,2 — 0,1, 50,2 + 0,1), ИЛИ 

(50,1, 50,3). 

А 0,1, 

Пример 3.5. Из болыной партии электроламп было ото- 
брано случайным образом 400 шт. для определения средней про- 

должительности горения. Выборочная средняя продолжитель- 

ность горения ламп оказалась равной 1220 4. Найдем с коэффи- 

циентом доверия y = 0,997 доверительный интервал для сред- 

ней продолжительности горения электролампы по всей партии, 

если среднее квадратичное отклонение продолжительности го- 

рения равно 35 ч. 

Независимо от закона, распределения генеральной совокуп- 

ности X (продолжительности горения электролампы} статис- 

тика 

Х-и 
—— va 

где 

__ Ly 

a nts “ 

имеет асимптотически нормальное распределение с парамет- 
рами (0, 1), что следует из центральной предельной теоремы.



136 3. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

Поскольку объем выборки болыной (п = 400), то границы 
доверительного интервала находим так же, как и в примере 3.4. 

Для а=1-— 7 = 0,0028 находим квантиль нормального pac- 

пределения и1о/2 = 0,9986 = 2,98. В силу соотношений 

доверительный интервал имеет вид о 5,52, 1220+ 5,52), 

или (1214,48, 1225,52). 

Пример 3.6. В результате пусков 10 ракет получены 

(в условных единицах) значения боковых отклонений точек 

попадания от точек прицеливания (табл. 3.1). 

Таблица 9.1 

Номер 11213141516! 7 |8]9 1/10 
ракеты 

Отклонение | 1,0 | 2,0 | 1,0 | —0,1 | —0,5 | 5,0 | —1,0 | 3,0 10,5 11,0 

Полагая, что случайная величина Х (случайное боковое 
отклонение точек попадания от точек прицеливания) имеет 
нормальное распределение, построим доверительный интервал 
для ее математического ожидания с коэффициентом доверия 
7 = 0,99. 

Для нахождения доверительного интервала воспользуемся 
статистикой 

Ру, 
a(X,,) 

которая имеет распределение Стьюдента с n—1 степенью 

свободы. Выборочное среднее имеет значение 

1 — = 1 1— = x t= 75 —( + 0,2+1—0,1-0,5+5 

-1+3+05+1) =1,01,
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а выборочная дисперсия — значение 

п 
1 a? = — (a2)? = = ((-0,01)? +0997 + (—0,01)? + 

$=1 

+ (—1,11)? + (—1,51)? + 3,99? + (—2,01)? + 1,99? + 

+ (—0,51)? + (-0,01)?) —2 8673. 

Значение выборочного среднего квадратичного отклонения 
равно б = \/2,749 = 1,69. По таблице квантилей распределения 
Стьюдента (см. табл. П.2) для п-1=9 находим квантиль 
[о /2(п — 1) уровня 1 — а/2. По условию задачи 

а=1-—у=1- 0,99 = 0,01. 

Следовательно, {1—о/2(п — 1) = to,995(9) = 3,25. Вычислив 

б S 1,65 
ty_ — 1)———— = _ — 1)—= = 3,25 -——. 1,79, 1 а/2 (п т 1 a/2(n Ti 3,25 3 9 

получаем доверительный интервал ( 1,01—1,79, 1,01+ 1,79) , ИЛИ 

(-0,78, 2,80). 

Пример 3.7. Из партии однотипных высокоомных сопро- 

тивлений отобрано 10 штук. У каждого из них измерены OT- 

клонения сопротивления от номинального значения (табл. 3.2). 

Таблица 8.2 

Номер изделия |1|2| 31415161718] 9110 

Отклонение 1131-21214121513]|-21 4 

Предполагая, что контролируемый признак имеет нормаль- 

ный закон распределения, найдем выборочное среднее Z, испра- 

ваенную выборочную дисперсию 5? и доверительный интервал 

для дисперсии с коэффициентом доверия *y = 0,96.
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Находим выборочное среднее 

2 
т 1 = 1+3-2+2+4+2+5+3—2+4 _ 
п a 10 7 

i=1 

и исправленную выборочную дисперсию 

п 

1 _2 1+1+16+4+9+1+1+16+4 

"12. (1-2) ~ 9 
*=1 

wz 5,88. 

Чтобы построить доверительный интервал для дисперсии, вос- 

пользуемся статистикой 

(п_ 1)52(Х») _ пб? (Х„) 
o2 a2 ? 

имеющей распределение x? с n—1 степенью свободы. По 
таблице квантилей распределения х2 (см. табл. П.3) находим 

квантили Ха (п — Пих!_„/2(п- 1) уровней а/2 и 1—а/2. В 
данном случае 

а=1-у=1- 0,96 = 0,04 

и распределение имеет девять степеней свободы. Следователь- 

HO, 

x4/2(9) = X6,02(9) = 2,09; Х1_о/2(9) = XG,98(9) = 21,07. 

Для границ доверительного интервала, получаем 

(п- 1)S? _ 5,889 544. (п-—1)5? _ 5,78-9 _ = — 24,89. 
Xj opal” —1) 21,7 Ха a(n —1) 2,09 

Отсюда находим доверительный интервал для дисперсии с 
коэффициентом доверия 0,96: (2,4, 24,9). 

Пример 3.8. Найдем доверительный интервал для веро- 

ятности попадания снаряда в цель с коэффициентом доверия 

7 = 0,9, если после 220 выстрелов в цель попало 75 снарядов.
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Используя таблицу квантилей нормального распределения 

(см. табл. П.2), находим квантиль и _о/2 для а =1—лу. Носколь- 

ky a=1—7y=1-0,9=0,1, то u4_9/2 = ч0,э5 = 1,645. Границы 

доверительного интервала (см. 3.3) имеют вид 

Ша 75 15645 [75-145 a а = ( —) == 0,289, — 220 /220V 220? 

uy 1,645 [75.14 
= ey (1) =F 4 9° 149 0393. 

n Jn Vn 220 /220V 220? 

Значит, доверительный интервал для вероятности попадания 
снаряда, в цель следующий: (0,289, 0,393). 

7 

7 

Пример 3.9. По выборке (21, ..., хп) объема п из генераль- 

ной совокупности Х, равномерно распределенной на отрезке 

(0, 6], построим доверительный интервал для неизвестного па- 
раметра, 9, если п = 500, y = 0,95 и задан статистический ряд 

(табл. 3.3). 

Таблица 3.3 

т; | 0,5 | 1,5 | 2,5 | 3,5 | 4,5 | 5,5 | 6,5 | 7,5 | 8,5 | 9,5 | 10,5 | 11,5 

п; | 41 | 34 | 54 | 39 | 40 | 45 | 41133 | 37 | 41| 47 | 39 

Для построения доверительного интервала воспользуемся 

статистикой 

X 
T(X1,.-.,Xn) = —. 

где X(n) = max X; — крайний член вариационного ряда. Эта 
1=1,п 

статистика имеет распределение 

0 «<0; 

Ех(„) (=) = x”, O<z<l; 

11 z>l.
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Для а =1-— 1 находим квантили уровня a/2 и 1- а/2 

данного распределения. Поскольку 

a 

’ 
n a n 

F(t./2) — 2 = о} Е(Н-о/2) — by а/2 =1-— 
2 

мое). ane 258)" 
Таким образом, значение статистики X(,,)/0 с вероятностью 

TO 

1/n 2—а 1/ 

+ попадает в‘интервал с границами (=) и (===) . Зна- 

чит, интервальная оценка для 0 следующая: 

(525) "Xe (.) Xa). 
Согласно условиям примера, a = 0,05, а статистика X,(,) 

принимает значение (500) = 11,5. Поэтому доверительный ин- 

тервал имеет вид 

или (11,5, 11,6). 

Пример 3.10. Построим интервальную оценку для раз- 

ности математических ожиданий двух генеральных совокупно- 

стеи, распределенных По нормальному закону с Параметрами 

(ма, 7) и (2, 0) с неизвестной дисперсией o по двум случайным 

независимым выборкам (Х1,..., Xn) и (1, ..-, Уж). Пред- 

полагая, что п = т = 5, 62 = 3,37, 62 = 0,46, у = 0,9, найдем 
доверительный интервал. 

Для построения интервальнои оценки воспользуемся статис- 

THKOM 
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где 

- Х-У) - (ш- - no? тд т(Х.) = Zs ya Ha) _ 1 + 2 

о\/-+— 
п т 

Покажем, что статистика 71(Х„) имеет распределение Стью- 

дента с т+п-— 2 степенями свободы. Для этого достаточно 

убедиться, что статистика 7;(X,,) имеет нормальный закон 

распределения с параметрами (0,1), а статистика T2(X,) — 

распределение x? с т-+п- 2 степенями свободы. 

Действительно, статистика Х —Y имеет нормальное рас- 
пределение с параметрами (py — ра, 0?(1/п + 1/т)), так как 

свертка нормальных законов распределения есть нормальный 

закон распределения [XVI]. Следовательно, 

(Х-У) - (ш- pa) 
afta 

имеет нормальный закон распределения с параметрами (0, 1). 

Статистика Ta(Xn) есть сумма независимых случайных вели- 

чин nG?(X,)/o?2 и тб?(Х„)/с2, имеющих распределение x? с 
п-Ти m-—1 степенями свободы соответственно, т.е. pac- 

пределение Т»(Х„) есть композиция двух Х2-распределений, а 

потому имеет х2-распределение с числом степеней свободы 
(п-1)+(т-1=п+т-2. 

Для заданного коэффициента доверия ^у по таблице кванти- 

лей распределения Стьюдента (см. Табл. П.4) находим квантиль 
#8 (п + т — 2) уровня В = (1+17)/2. Соотношение 

р] T1(Xn) ian Vn+m-— 2 < ig(n+m—2)>=y¥
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означает, что с вероятностью 77 выПолняется неравенство 

(Х-У) - ( ме mn(n+m — 2) 

\/nd?(X X,) + тб2(Х птт 

Отсюда заключаем, что границы интервальной оценки Пара- 

метра, и1 — из имеют вид 

< tg(n+m—2). 

Х-аьет- ayy CE mi alent) 

Для y=0,9,n=m=5 находим квантиль & 95 (8) = 1,86 распреде- 

ления Стьюдента (см. табл. П.4). В результате, учитывая, что 

02 = 3,37, 02 = 0,46, получаем доверительный интервал вида 

37 10 (-0 18-186 /5(3:874040) 10 048186 38 +0,46) ), 
25-8 25-8 

или (—2,28, 1,32). 

Пример 3.11. Пусть (X41, ..., Xn) и (Yi, ..-, Уж) — незави- 
симые случайные выборки из двух генеральных совокупностей, 

распределенных по нормальному закону с параметрами (р, 02) 

и (2, 07) соответственно. Построим интервальную оценку для 
отношения дисперсий 02/0? с доверительной вероятностью 7. 
Значения границ доверительного интервала найдем при п = 25, 
т = 16, 62 = 1,44, 52 = 1,21, 7=0,9. 

Для построения интервальной оценки воспользуемся ста- 
Ti(m—1) 
Т2(п-— 1) 

= mo?(X,,)/o2 независимы и имеют Х2-распределения сп—1и 
т — 1 степенями свободы соответственно. Следовательно, ста- 

тистика Т имеет распределение Фишера со степенями свободы 
m—lun-l. 

По таблице квантилей распределения Фишера, (см. табл. П.5) 
находим квантили ],/2(п —1,m—1) и Д—о/2(п-— 1,т — 1), где 

тистикой T = ‚ где статистики T; = пб? ( X,) [в2, T2=
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о = 1—1. В силу соотношения 

Г (т — 1) 

Т›(п — 1) 

интервальная оценка имеет вид 

P{ fa(n—1,m—1)< <Л_ат-1т-П}=7 

тб?(Х„) п-1 

пб? (Х„) т-1 
Ла а (п-1 пт

 Xn) п +). 

nai ( Xn) т—1 
(Fa(n—1,m—1 ) 

Для заданных значении y = 0,9, n= 25 и т = 16 находим 

foos(24,15) = 0,474 и fo95(24,15) = 2,29. Отсюда получаем 

границы доверительного интервала, 

тб п-1 16-1,21 24 
24,15) —> = 0,474-——_ - — = 0,408 

foos(24,13) a 1 25-1,44 15 

| 

тб? п-1 16-1,21 24 
24,15) —> = 2,2 -— = 1,97. 

Joss (24,18) a? mal 95-144 15 

Пример 3.12. Предположим, что некоторый элемент испы- 

тывается последовательными независимыми циклами. Точное 

значение вероятности р безотказной работы элемента в каждом 

цикле неизвестно. Испытания проводятся до Первого отказа. 
Требуется построить доверительный интервал для р в предпо- 

ложении, что первыи отказ наблюдался в цикле с номером п. 

Рассмотрим случайную величину и — номер цикла, в KOTO- 

ром наблюдался первый отказ. Эта случайная величина имеет 
отрицательное биномиальное распределение: 

Р(и=п) = (1-рр"', n=1,2,... 

Таким образом, задача сводится к построению доверительно- 

го интервала для Параметра р отрицательного биномиального 

распределения по значению наблюдаемой случайной величины.
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Функция распределения случайной величины и определяется 

выражением 

F,(n,p) = (1—p)(1t+p+...-+p"-7) =1-р" 

Применяя далее общие уравнения (3.9), получаем значения 

нижней и верхней границ интервальнои оценки для параметра 

р с коэффициентом доверия 7 = 1-— а - р: 

p= nt В, p= М1 - а. 

Tem самым нижняя и верхняя границы интервальной оценки для 

Параметра р, найденные из уравнений (3.9), совпадают соответ- 

ственно с нижней границеи в биномиальной схеме испытаний 

для случая 4 = 0 отказов в серии из n—1 испытаний и верх- 

ней границей для случая d= 1 отказу в серии из п испытаний, 

являющихся решением уравнений Клоппера — Пирсона. 

Пример 3.13. При доверительном оценивании по результа- 

там испытаний показателя надежности (коэффициента ГОТОВ- 

ности) восстанавливаемого элемента возникает следующая 3a- 
дача. Построить интервальную оценку для отношения р = A/p 

параметров двух экспоненциальных законов распределений с 

NAOTHOCTAMH 

dew **, x D0; ee >20; f(z) — } - И g(z) — Г. } > 

0, х<0, 0, z<0 

на основе двух независимых случайных выборок (Хь, .-., Xn) 

и (Yi, -.., Уж) из этих распределений. 
Рассмотрим статистику Т = (Т!т)/ (Топ), где 

T,=2) Х; и T= Y;. 
i=1 j=1 

Статистики T, и Tz имеют х2-распределения с 2n и 2m степе- 
нями свободы. Отсюда следует, что статистика Т является
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центральной и имеет распределение Фишера с 2п и 2m cTe- 

пенями свободы. Применяя общий подход, Получаем нижнюю 

и верхнюю границы доверительного интервала для Параметра 

p=A/p: 

пу; п. у; 

p(Zn:¥m) = fa(2n,2m)———,  B( En, 9m) = fa_g(2n,2m) ——— 
тут: ту ‘т; 

3—1 3—1 

Дополнение 3.1. Необходимые 

сведения о некоторых распределениях 

Гамма-распределение. Плотность этого распределения 

a“ 5°—1е-№ ge > 0: 
p(x) = 4 Г(а) 

0, т < 0, 

определяется двумя параметрами А >Оиа> 0. Здесь 
со 

(о = [те — 

0 

гамма-функция. 

Далее, если случайная величина & имеет гамма-распреде- 
ление с параметрами A, a, будем использовать сокращенное 

обозначение & ~ Г(А, а). 

Теорема 3.1. Если две случайные величины & ^- Г(Л, а) и 
1- Г(А, 6) независимы, то €+7~T(A,a+ р). 

4 В соответствии с известной формулой свертки плотностей 

распределения, плотность распределения pey,(t) суммы двух 

независимых случайных величин & и 7 имеет вид 

t 

pean (t) = ] pe(2)pn(t—2)dz, #>0, 
о
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где учтено, что pe(z) =O при 5 <Оир, (1—1) =0 при z>t. При 

х > 0 имеем 

pe(z) = Ся 1е-^, P,(z) = Cor? ¢6-**, 

где С1, Cz — нормировочные константы, вычисляемые по 
формулам 

ro ХР 
=== С2= =. 

Г(о.)’ Г(р) 
После простых преобразований получаем 

t 

Pe+y(t) = CiCoe~*" fo (t— x)? dz 

0 

и после замены 5 = ut переменного под знаком интеграла, при- 

ходим к равенству 

pery(t) = СВ 1е-М, (3.11) 

где С — нормировочная константа: 

1 

С = CC, | we" — uf! du. 

0 

Доказательство утверждения теперь следует непосредственно 
из (3.11) и формулы Эйлера для бета- и гамма-функций [VI]. № 

Из теоремы 3.1 легко получить следующее более общее 

утверждение. 

Теорема 3.2. Если случайные величины &1, ..., €,, Незави- 

симы, &; ^^ Г(Л, а; ), {= 1, п, то &+...+ En ~ Г(А, а +... an). 

Распределение Релея. Пусть случайная величина & имеет 

нормальное распределение с математическим ожиданием д = 0
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и дисперсией 02. Тогда случайная величина &2 имеет распре- 

деление Релея: 

1 __®_ 
е 207, х>0; 

р(т) = 4 oV2rz (3.12) 

0, z <0, 

для которого далее будем использовать сокращенное обозначе- 

ние 22 -- Г(1/202, 1/2). 
Действительно, для функции распределения случайной ве- 

личины &2 при г > 0 находим 

Fe (2) = Р{ < 2} =Р{ < vz} = 
=P{-Ve<€< vz} =R(v2)-R(-v2), 

где Fe (t) = ®(t/o) — функция распределения случайной величи- 

ны &, записанная через функцию 

стандартного нормального распределения. Тем самым 

т 

Е» (=) = $ (=) _ o(-Y=) = 26(¥=) -1, #>0, 
oO oO 

откуда после дифференцирования получаем формулу (3.12) в 

случае х > 0. Поскольку &? > 0, имеем Еез (т) = 0 при z < 0. 

Распределение х?. Пусть &1, &2, ..., &m — независимые 
случайные величины, каждая из которых имеет стандартное 

нормальное распределение. Тогда из теоремы 3.2 и распределе- 

ния Релея следует, что 

G+a+...+e~0(5,7),
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т.е. плотность распределения случайной величины & + & +... 
...+&2 имеет вид 

1 т]2—1 

0, < 0. 

= =/?, +>0; 

Это распределение называют распределением x? (хи-ква: 

драт} или Х?-распределением с т степенями свободы. Для 

случаиной величины & с х2-распределением с т степенями CBO- 
боды будем использовать сокращенное обозначение & ~ х? (т). 

Из теоремы 3.2 и установленной связи между распределе- 

нием Хх? и гамма-распределением вытекает следующее утвер- 

ждение. 

Следствие 3.1. Если случайные величины &1, ..., & 

независимы, &; ~ х2(т;), i= 1,n, то сумма этих случайных 
величин также имеет распределение x?: 

&1 +&+...+ & ^ Х2 (та +т2+...+т). 

Экспоненциальное распределение. Частным случаем 

гамма-распределения при а = 1 является экспоненциальное 

распределенце, его плотность имеет вид 

de®, +20; 
3.13 

0, х<0. } 
p(z) = 

Экспоненциальное распределение часто используется в ма- 
тематической теории надежности, теории массового обслужи- 

вания и других приложениях. 

Распределение Эрланга. Пусть &1, &, ..., & — независи- 

мые случайные величины, каждая из которых имеет экспонен- 

циальный закон распределения (3.13). Из теоремы 3.2 следует, 
что сумма этих случаиных величин имеет гамма-распределение: 

$1 +&2+...+& ^^ Г(А,п) _ (3.14)
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C ПЛОТНОСТЬЮ 

p(x) = (n — 1)! 

которое называют распределением Эрланга порядка п. 

Замечание 3.1. Исходя из (3.14) нетрудно показать, что 
случайная величина А(&1 +...+&;), где &1, ..., & — независимые 
случайные величины, каждая из которых имеет экспоненциаль- 

ный закон распределения 3.13, также имеет гамма-распределе- 

ние: 

А(& +... $1) ~ Г(Ь т). 

Учитывая указанную выше связь между гамма-распределением 
и распределением х2, можно показать, что случайная величина 
2^(& +... +n) имеет распределение x? с 2п степенями свободы: 

ON Er +...+ 4) ~ Х2(2п). 
Этот факт используют, в частности, при построении довери- 

тельных интервалов для Параметра А экспоненциального рас- 

пределения. 

О распределении статистики Стьюдента. При по- 

строении доверительных интервалов для параметров нормаль- 
ного распределения использовалась статистика, 

_ Х-в faa. 

~ S(Xn) 

где Х — выборочное среднее, a S?(X,) — исправленная оценка 
дисперсии. Покажем, что эта статистика имеет распределение 

Стьюдента с п — 1 степенями свободы. 

Заметим, что выборочное среднее Х имеет нормальное 

распределение N(p,07/n). Отсюда следует, что случайная
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величина __ 
Х — 

=б [А 

имеет стандартное нормальное распределение. В то же время, 
случайная величина, 

n — 1)S?(X,) 
92 

vy! 

имеет распределение x? с n—1 степенями свободы, причем 

случайные величины Z, У независимы». Статистика Т далее 

может быть представлена в виде 

Z 
—vn-l, 
VV 

откуда с учетом определения распределения Стьюдента следу- 
ет, что статистика Т имеет распределение Стьюдента с n— 1 
степенями свободы. 

Т = 

Распределение Фишера. Пусть случайные величины &, 

1 независимы и имеют распределение x? с п и т степенями 
свободы соответственно, т.е. & ~ х2(п), пл х2(т). Тогда 

о m 
случаиная величина, (р = mé имеет плотность распределения 

пп 

с 22 >0 ir 220; 
p(z) = ‹ (1+—) 2 

™m 

| 0, х<0, 

где С’ — нормировочная константа, равная 

(=) 
(3,2) 

C= 

*См., например, Pao С.Р.
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Это распределение называют распределением Фищера со 

степенями свободы п и т. 

Бета-распределение. Плотность бета-распределения 

(распределения бета) с параметрами a, В имеет вид 

Ст Ц1-2)8-1, ze [0, 1]; 
p(z) = 

0, x ¢ (0, 1], 

где С — нормировочная константа, равная C = 1/B(a,f), а 
B(a, 8) — бета-функция. Соответствующая функция распре- 

деления при x > 0 имеет вид 

_ Вз(а, 0) 
F(z)= B(a, A)’ 

rae 

Be(a,) = [м1 дб 
0 

неполная бета-функция. 

Заметим, что для неполной бета-функции справедливо сле- 

дующее известное равенство: 

В;(т +1 п-т) =1- УС = (1 — x)", 
9=0 

где т, п — целые числа. Это равенство, в частности, исполь- 

зуется при Построении стандартных доверительных границ 
Клоппера — Пирсона для Параметра р биномиального распре- 

деления. 

Частным случаем бета-распределения при a = В = 1 является 

равномерное распределение на отрезке [0, 1].
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Вопросы и задачи 

3.1. Что называют интервальной оценкой для неизвестного 

Параметра распределения генеральной совокупности? 

3.2. Что такое коэффициент доверия (доверительная ве- 
роятность), нижняя и верхняя границы интервальной оценки 

неизвестного параметра? 

3.3. Какую статистику называют центральной? 

3.4. Какую статистику используют при Построении интер- 

вальной оценки для параметра экспоненциального распределе- 
ния? 

3.5. Какую статистику используют для Построения интер- 

вальной оценки для математического ожидания в случае нор- 
мальной модели при известной дисперсии? По какому закону 

статистика распределена? 

3.6. Какую статистику используют для Построения интер- 

вальной оценки для математического ожидания в случае нор- 

мальной модели при неизвестной дисперсии? По какому закону 

статистика распределена? 

3.7. Какую статистику используют для построения интер- 

вальной оценки для дисперсии нормально распределенной гене- 

ральной совокупности? По какому закону она распределена? 

3.8. На чем основан метод построения приближенной ин- 

тервальной оценки для неизвестного параметра генеральной 

совокупности? 

3.9. Какую статистику используют при построении прибли- 
женной интервальной оценки: а) для параметра биномиального 
распределения, 6) для математического ожидания случаиной ве- 

личины? 

3.10. В чем состоит метод доверительных множеств? 

3.11. Что называют 7-зоной для параметра 9?
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3.12. Запишите уравнения Клоппера — Пирсона. Как их 

используют при построении интервальной оценки параметра 

биномиального распределения? 

3.13. Постоянная величина измерена 25 раз с помощью при- 

бора, систематическая ошибка которого равна нулю, а случаий- 

ные ошибки измерения распределены По нормальному закону 

со средним квадратичным отклонением с = 10m. Определите 

значения границ доверительного интервала, для измеряемой ве- 

личины при коэффициенте доверия 0,99, если T= 100м. 

Ответ: значение нижней границы 94,9 м, верхней — 105,1м. 

3.14. Оценка измеряемой величины определяется формулой 

Результаты отдельных измерений не содержат систематиче 

ской ошибки и подчинены нормальному закону распределения 

со средним квадратичным отклонением с = 2,1. Определите 

интервальные оценки J, с доверительной вероятностью 0,9 для 

значения измеряемой величины при различных объемах случаи- 

ной выборки Х»: а) п = 5, 6) п = 10, в) n=25. 

Ответ: a) (Х- 1,55, Х +1,55); 6) (Х- 1,09, Х+1,09); 

в) (X — 0,69, X +0,69). 

3.15. Средняя квадратичная ошибка высотомера o = 15M. 

Сколько Надо иметь таких приборов на самолете, чтобы с 

достоверностью 0,99 ошибка измерения средней высоты Х была 

меньше 30м? При этом случайные ошибки распределены по 

нормальному закону, а систематические ошибки отсутствуют. 

Ответ: на самолете должно быть не менее двух высотоме- 

ров. 

3.16. На основании 100 опытов было определено, что в сред- 

нем для производства детали. требуется t= 5,5с, а 0, = 1,7c. 
Сделав допущение, что время для производства детали pac- 

пределено по нормальному закону, определите доверительный
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интервал для математического ожидания производства детали 

с коэффициентом доверия 0,85. 

Ответ: (5,25, 5,15). 

3.17. По результатам измерении 100 резисторов, случайно 

отобранных из большой партии однотипных изделии, получена 

оценка сопротивления т = 10 кОм. Найдите: 

а) вероятность того, что для резисторов всей Партии зна- 
чения сопротивления лежат в пределах (10 - 0,1) кОм (среднее 
квадратичное отклонение измерения известно: o = 1кОм); 

6) количество измерений, при котором с вероятностью 0,95 

можно утверждать, что для всей партии резисторов значения 

сопротивления лежат в пределах (100,1) кОм. 

Ответ: а) 0,68; 6) п > 385. 

3.18. Провели 5 независимых равноточных измерений для 

определения заряда электрона; получили следующие результа- 

ты (в абсолютных электростатических единицах): 4,781 - 10—10: 

4,792. 10-10; 4,795 - 10-10; 4,779 - 10-29; 4,769.10-10. Определите 
значение оценки величины заряда электрона и найти довери- 

тельный интервал при коэффициенте доверия 99 %, считая, что 
ошибки распределены по нормальному закону и измерения не 

имеют систематических ошибок. 

Ответ: 1 = 4,783 - 10-10; (4,761 - 10-10, 4,805 - 10-10). 

3.19. На контрольных испытаниях 16 осветительных ламп 

были определены значения оценок математического ожидания и 

среднего квадратичного отклонения их срока службы, которые 

оказались равными т = 3000ч и o = 204 соответственно. Счи- 
Тая, что контролируемый признак (срок службы лампы) имеет 

нормальный закон распределения, определите: 

а) доверительный интервал для математического ожидания 
при доверительной вероятности 0,9; 

6) вероятность, с которой можно утверждать, что абсолют- 

ная величина ошибки определения т не превысит 10ч. 

Ответ: а) (29912, 3008,8); 6) 0,93.
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3.20. Провели 40 измерений базы длиной Г. По результа- 

там опыта получены значения оценок измеряемой величины и 

среднего квадратичного отклонения: T= 10400м и Oo, = 85м. 

Ошибки измерения подчиняются нормальному закону распреде- 

ления. Наидите вероятность того, что интервал со случайными 

границами (0,999X, 1,001X) накроет неизвестный параметр Г. 
Ответ: 0,55. 

3.21. Из партии валов отобрали п! =9шт. Значения вы- 
борочного среднего диаметра вала, 7; = 30 мм, выборочной дис- 

персии G2 =9мм?. Затем осуществили повторный эксперимент, 

отобрав nz = 16шт. и получили значения выборочных оценок 

1) = 29мм, 02 = 4,5мм?. Используя объединенные выборочные 
оценки, найдите 99 %-ный доверительный интервал для сред- 
него. 

Ответ: (27,98, 30,74). 

3.22. По результатам 10 измерений емкости конденсатора 

прибором, не имеющим систематической ошибки, получили 

следующие отклонения от номинального значения (пФ): 

5,4; —13,9; —11; 7,2; —15,6; 29,2; 1,4; —0,3; 6,6; —9,9. 

Найдите 90 %-ный доверительный интервал для дисперсии и 
среднего квадратичного отклонения, предполагая, что гене- 
ральная совокупность имеет нормальное распределение. 

Ответ: (96,81, 49,34); (9,84, 22,17). 

3.23. По 15 независимым равноточным измерениям бы- 

ли рассчитаны значения оценок математического ожидания и 

среднего квадратичного отклонения максимальной скорости 

самолета 0 = 424,7 м/с и дб, =7,7mM/c. Считая, что генераль- 
ная совокупность имеет нормальное распределение, определите: 

а) доверительный интервал для среднего квадратичного откло- 

нения при доверительной вероятности 0,9; 6) вероятность того, 

что абсолютная величина случайной ошибки при определении 

с, по 15 измерениям не превзойдет 2 м/с. 
Ответ: а) (6,69, 12,7); 6) 0,76.
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3.24. Известно, что измерительный прибор не имеет систе- 

матических ошибок, а случаиные ошибки измерения подчиня- 

ются нормальному закону распределения. Сколько надо прове- 

сти измерений для определения оценки среднего квадратичного 
отклонения прибора, чтобы с доверительной вероятностью 70% 

абсолютная величина ошибки определения этой величины была 

не более 20% от 5(Х„)? 
Ответ: не менее 15 измерений. 

3.25. При проверке 100 деталей из болыпой партии обна- 

ружено 10 бракованных. Найдите 95 Я-ный доверительный ин- 
тервал для доли бракованных деталей во всей партии. 

Ответ: (0,055, 0,174). 

3.26. Из болыпой партии транзисторов одного типа были 

случайным образом отобраны и проверены 100 шт. Коэффи- 
циент усиления 36 транзисторов оказался меньше 10. Наидите 

95 Я-ный доверительный интервал для доли Таких транзисто- 
ров во всей партии. 

Ответ: (0,266, 0,454). 

3.27. С автоматической линии, производящей подшипни- 

ки, было отобрано 100 шт., причем 10 оказались бракованными. 

Найдите: а) 90 %-ный доверительный интервал для вероят- 
ности того, что произвольно выбранный подшипник окажется 

бракованным; 6) количество подшипников, которые надо про- 

верить, чтобы с вероятностью 0,9973 можно было утверждать, 

что доля брака отличается от частоты не более чем на 5%. 

Ответ: a) (0,12, 0,38); 6) п > 88. 

3.28. В 10000 сеансах игры с автоматом выигрыш появился 

4000 раз. Найдите: а) 95%-ный доверительный интервал для 

вероятности выигрыша; 6) количество сеансов игры, которые 

следует провести, чтобы с вероятностью 0,99 можно было 

утверждать, что вероятность р выигрыша отличается от его 

частоты не более чем на 1%. 
Ответ: а) (0,39, 0,41); 6) n > 16231.
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3.29. Для экспоненциального распределения со „сдвигом“, 

имеющего плотность 

el), #28; 
Ив) = { 0, 7c 8 

по выборке объема п Постройте интервальную оценку парамет- 
pa 9 с доверительной вероятностью 7. 

Указание: В качестве исходной рассмотрите статистику 

T = Ха) — 9, имеющую функцию распределения 

1-е "*, -r>0; 
ве) = | 0, <0. 

Ответ: (Ха + 24, Ха) + 9), где о>0ирВ>0 

связаны равенством | —a— P= ¥. 

3.30. Постройте интервальную оценку для разности [11 — [2 

математических ожиданий двух генеральных совокупностей, 

распределенных по нормальным законам с параметрами (1, 07) 

и (12, 02) по результатам независимых выборок (Xj, ..., Хи) и 

(У, ..., Ym) в предположении, что дисперсии 02, 02 известны. 
Указание: В качестве исходной следует взять статис- 

тику 

т_ М -У) - (м - #2) 
от , of 

atm 

и убедиться в TOM, что эта статистика имеет стандартный 
нормальный закон распределения с параметрами (0, 1). 

Ответ: (x-¥- Ui—o/2 1 

п т п т 

2 2 2 2 91 , 92 | a1 , 62



4. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ. 

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

В этой главе рассмотрен второй класс задач математиче- 

ской Статистики (см. 1.2), связанных с проверкой cmamucmu- 

ческих гипотез. 

Выше (см. 2, 3) были рассмотрены задачи оценивания не- 
известного параметра @ по реализации случайной выборки из 

генеральной совокупности случаиной величины Х, закон pac- 

пределения которой зависит от 6. При этом мы не располагали 

никакой априорной информацией относительно параметра 0. 

При проверке статистической гипотезы о параметре @ ис- 

следователь заранее на основании тои или иной априорной ин- 

формации выдвигает предположение (гипотезу) о величине 0, 
например 6 = 4%, где & — некоторое заданное значение пара- 

метра. После этого он проводит эксперимент, в результате 

которого получает реализацию Z,, случайной выборки X,, из ге- 

неральной совокупности Х, распределение которой зависит от 

параметра 0. По этим данным ему нужно дать ответ на вопрос: 

согласуется гипотеза 9 = 4% с результатами эксперимента или 

нет? Другими словами, исследователю нужно решить, можно 

ли принять выдвинутую гипотезу или ее нужно отклонить как 
противоречащую результатам эксперимента и принять некото- 
рую альтернативную гипотезу (например, 6 F Op). 

4.1. Основные понятия 

Пусть имеется выборка г, являющаяся реализацией случай- 

ной выборки X,, из генеральной совокупности Х, плотность 

распределения которой p(t;6) зависит от неизвестного Mapa- 
метра 8.
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Статистические гипотезы относительно неизвестного ис- 
тинного значения параметра 0 называют параметрическими 
гипотезами. При этом если @ — скаляр, то речь идет об 

однопараметрических гипотезах, а если вектор, — то о 

многопараметрических гипотезах. 

Статистическую гипотезу Н называют простой, 

если она имеет вид 

Н: 6=9%, 

где 69 — некоторое заданное значение параметра. 

Статистическую гипотезу называют сложной, если 
она имеет вид 

Н: Ge D, 

где D — некоторое множество значений параметра 9, состоя- 
lee более чем из одного элемента. 

Пример 4.1. Предположим, проводится серия из п неза- 

висимых испытании по схеме Бернулли с неизвестным пара- 

метром р, где р — вероятность „успеха“ в одном испытании. 

Тогда гипотеза Н: р= 1/2 является простой. Примерами слож- 

ных гипотез являются следующие: Hy: p> 1/2; He: р < 1/2; 
Нз: 1/4 < p< 3/4 ит.д. 

Пример 4.2. Пусть xX, — случайная выборка объема п 

из генеральной совокупности Х, распределенной по нормаль- 

ному закону с неизвестным математическим ожиданием ди 

известной дисперсией 02. Тогда, гипотеза Н: р = ро, где мо — 
некоторое заданное значение параметра д, является простой. 

Гипотезы Нл: р > ро; He: р < ро; Н: ро < и < являются 

сложными. 

Пример 4.3. Пусть в примере 4.2 оба параметра p и д неиз- 

вестны. В этом случае гипотеза Н: и = ро становится сложной, 

так как ей соответствует множество значений двумерного век- 

тора @ = (м, в), для которых д = ро, 0< а < сю.
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4.2. Проверка двух простых гипотез 

Рассмотрим сначала случай, когда проверяются две про- 

стые статистические гипотезы ви да, 

Но: 9 = 6, A: 0 = 6, 

где 6, 0, — два заданных (различных) значения параметра. 

Первую гипотезу Но обычно называют основной, а вторую 

Н1 — альтернативной, или конкурирующей, гипотезой, 

хотя зта терминология является достаточно условной. ‘Tax, 

например, одна и та же гипотеза может в одних задачах 

выступать в качестве основной, а в других — в качестве 

альтернативной. По данным выборки XZ, необходимо принять 

решение о справедливости одной из указанных гипотез. 

Критерием, или статистическим критерием, про- 

верки гипотез называют правило, по которому по данным вы- 

борки 5, принимается решение о справедливости либо первой, 

либо второй гипотезы. 

Критерии задают с помощью критического множества 

W, являющегося подмножеством выборочного пространства 

А, случайной выборки Х„. Решение принимают следующим 

образом: 

1} если выборка Z,, принадлежит критическому множеству 

W, то отвергают основную гипотезу Но и принимают альтер- 

нативную гипотезу Н1; 

2) если выборка Zp, не принадлежит критическому множе- 

ству W (т.е. принадлежит дополнению W множества W до 

выборочного пространства А»), то отвергают альтернативную 

гипотезу H; и принимают основную гипотезу Ho. 

При использовании любого критерия возможны ошибки сле- 

дующих видов: 

1) принять гипотезу Н!, когда верна Но — ошибка пер- 

вого рода;



4.3. Критерий Неймана — Пирсона 161 

2) принять гипотезу Но, когда верна H; — ошибка emo- 

рого рода. 

Вероятности совершения ошибок первого и второго рода 

обозначают а и д: 

о=Р{Х,ЕИ|Но}, В=Р{Х,ЕЙ|Н!}, 

где Р{А | H;} — вероятность события A при условии, что 

справедлива, гипотеза Н;, 7 =0,1. Указанные вероятности вы- 

числяют с использованием функции плотности распределения 

случайной выборки X,,: 

a= [...[ Tlie) dt, ...dtn, 
k=1 

p= [..[ T] pltvies) dts а. 
W =1 

Вероятность совершения ошибки первого рода а называют 
также уровнем значимости критерия. 

Величину | — 2, равную вероятности отвергнуть основную 

гипотезу Но, когда, она неверна, называют мощностью кри- 
терил. 

4.3. Критерии Неимана — Пирсона 

При построении критерия для проверки статистических 
гипотез, как правило, исходят из необходимости максимиза- 
ции его мощности 1 — В (минимизации вероятности совершения 
ошибки второго рода) при фиксированном уровне значимости 
© критерия (вероятности совершения ошибки первого рода). 
Для упрощения дальнейших рассуждении будем считать, что 

Xn — случайная выборка объема п из генеральной совокупно- 

сти непрерывной случайной величины Х, плотность распре- 

деления вероятностей которой p(t;@) зависит от неизвестного
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параметра, 0, и рассмотрим две простые гипотезы Но: 9 = Oo u 

Н 1: 9 = 6, . 

Введем функцию случайной выборки X,,: 

+, L(Xn5;61) т . 
p(Xn) = L(Xn300) Г(Х»; 0) = Пр(хив) 

Статистика ф(Х„) представляет собой отношение функций 
правдоподобия при истинности альтернативной и основной 
гипотез соответственно. Ее называют отношением прав- 

доподобия. Для построения оптимального* (наиболее мощ- 
ного) при заданном уровне значимости © критерия Нейма- 
на — Пирсона в критическое множество W включают те 
элементы ZF, выборочного пространства Х„ случайной выбор- 

ки Xp, для которых выполняется неравенство 

~(Zn) 2 Co, 

где константу С, выбирают из условия 

P{yo(Xn) > Cy| Но} =a, 

которое обеспечивает заданное значение уровня значимости a 

и может быть записано в виде 

[-/ L(t1,..-,tnj 9) dty...dt, = a. 

v(t yontn) 2Cy 

При зтом вероятность ошибки второго рода не может быть 

уменышена при данном значении вероятности ошибки первого 

рода a. 

Рассмотрим примеры построения оптимального критерия 

Неймана — Пирсона при проверке простых гипотез относи- 

тельно параметров основных, наиболее часто используемых 

распределении. 

*См.: Леман Э.
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Пример 4.4. Построение оптимального критерия Нейма- 

на — Пирсона для параметра и нормального закона распре- 
деления с известной дисперсией с? проведем для случая двух 
простых гипотез 

Но: р = ро, Ay: p= ja, 

rye fo и р1 — некоторые заданные значения, связанные нера- 

венством До < дл. 

В рассматриваемом случае функция правдоподобия имеет 

ВИД 

L(Xq,..-;Xnjp) = (=) (я DO-m), 

а отношение правдоподобия — 

у. Г(Х1,..„Хз) 
Xn — 

(Xn) L(X1,.--,Xnj Ho) 
— и <” (Ши? 

ЗЕ: 2 С, (4.1) 

где константу С выбирают из условия обеспечения заданного 

уровня значимости a: 

вх. >С | p= шо} =a. (4.2) 
t=1
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Действительно, 

in (ее — Ho yn) exp(- np) _ 

_ HiT и athe = Ho > InC,, 

$=1 

откуда следует, что 

2 _ 2 

Soa > (in Cc, во) )=с. 
H1 — Ho 20 

*=1 

Случайная величина X;+...+ X, имеет нормальное pac- 

пределение с математическим ожиданием пи и дисперсией по" 
(см. 1.2). Позтому условие (4.2) можно записать в виде 

1-9 (9) =a, (4.3) 
Or/n 

ИЛИ 

С — про 

Таким образом, константа С, задающая критическую область 

в (4.1), определяется равенством 

С = про + и1-аб\уп. (4.4) 

При этом вероятность совершения ошибки второго рода 

в = Рух. <С|и= i} = $ (9) (4.5) 
$=1 

является минимально возможной при данном значении а.



4.3. Критерий Неймана — Пирсона 165 

Пример 4.5. Если в условиях примера 4.4 неравенство 

Ho < 1 заменить неравенством 1 < ро, то в этом случае 

критическое множество W задается неравенством 

n 

EZ < С, 

=] 

где константу С’ выбирают из условия 

Ро: < Сие} =a. 
+=1 

(ap) 
или, что TO же самое, 

С — про 
оп Ца = —U1-a- 

Таким образом, 

Из последнего равенства находим C= про — и1-об\/п. 

Пример 4.6. Построение оптимального критерия Нейма- 

на — Пирсона в случае экспоненциального распределения с 
параметром A проведем для двух простых гипотез 

Ho: А = №, Нл: A=, 

где Ло < 44. В этом случае функция правдоподобия 

L(X1,...,XnjA) = Mexp(-A2 Xi). 
$=1 

Таким образом, 

(Xz) = (52)" exp(-( — №) ух.) . 

=}
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Отсюда видно, что критическое множество можно задать не- 

равенством 
п 

› Xi < С, 

$=1 

где константа С выбрана из условия обеспечения заданного 

уровня значимости а: 

Рух <=} =a, 
ro | 

Случайная величина 2\(X,+...+ X,) при А = № имеет 
x?-pacnpedenenue с 2n степенями свободы (см. Д.3.1). Исходя 

из этого, получаем выражение для константы С: 

2 (2п 
С — Ха ( ) yo. 

2 

где x2(2n) — квантиль уровня a для Х2-распределения с 2n 
степенями свободы. При этом вероятность совершения ошибки 

второго рода равна 

в=в{у > с|л=м} = 

7=1 
A 

=1-— Нэ(2А1С) =1- Hz, (x2(2n)5*), 

где H(t) — функция распределения случайной величины, 

имеющей х2-распределение с 2n степенями свободы. 

Пример 4.7. Построение оптимального критерия Нейма- 

на — Пирсона для параметра биномиального распределения 

проведем для случая двух простых гипотез 

Но: р= ро, My: р= ри, 

где р — вероятность „успеха“ в одном испытании при реали- 

зации схемы независимых испытаний Бернулли, а po и р! —
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заданные значения параметра, удовлетворяющие неравенству 

Po < р1. 
Пусть объем испытаний достаточно велик и Х; — результат 

]-го испытания. Случаиная величина Х; принимает значения 

Ои 1 с вероятностями 1— ри р соответственно. Функция 

правдоподобия в этом случае имеет вид 

L( Х,.....Хи: р) — СК(Х») pi(Rn) (1— р)"- К»), 

где K(X,) = Х!+...+ Х» — общее число „успехов“ в серии из 
п испытаний. Отношение правдоподобия определяется равен- 

CTBOM 

L(X1,.--,Xnipr) _ (Be) SO (La poye Cm) 
X,)= = 

(Xn) L(X1,.--,XnjPo) — “Ро 1 —р1 

Значит, критическое множество для оптимального критерия 

Неимана — Пирсона в данном случае имеет вид 

K (np) = Уз >С. (4.6) 
$—=1 

Константу С выбирают исходя из условия 

Р{Х!+...+Х,2С|р=р} =a. 

Распределение случайной величины К (Xn) при достаточно 

больших п в соответствии с известной интегральной теоремой 

Муавра — Лапласа имеет асимптотически нормальное рас- 
пределение с математическим ожиданием д = пр и дисперсией 
0? = пр(1-р). Используя указанное распределение, выберем 
константу С в (4.6) из условия обеспечения заданного уровня 
значимости ©, т.е. из условия 

С — про 

Мпро(1 — po) 
Р{К(Х,) > C| p= po} =1-$( ) =a (4.7)
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откуда, используя квантиль и1-о„ стандартного нормального 

закона, получаем 

С =пр + U1—aV про(1 — Ро). 

При этом вероятность ошибки второго рода равна, 

С — пр ) — 

Мпри (1 — pr) 

_ п(Ро — Pr) + tor npo(1 — po) 

7 o( Мпри(1 — pr) | GS) 

p=P{K (Xn) <C|p=m1}~O( 

4.4. Определение объема выборки 

Выше (см. 4.3) при построении оптимального критерия 
Неймана — Пирсона с заданным уровнем значимости & пред- 

полагалось, что объем п случайной выборки Х„ известен и 

фиксирован. Но возможной является ситуация, когда возникает 

необходимость в определении (заранее, до проведения наблюде- 

ний) такого объема п* случайной выборки, при котором может 
быть построен критерий для проверки двух простых гипотез 

Но: 0 = 69 u Hy: 0 = 6, с заданными или меньшими значениями 

вероятностей © и д совершения ошибок первого и второго рода 

соответственно. 

В рассматриваемой ситуации величину п* определяют как 
минимальное целое значение п, для которого система нера- 

венств 

1 

Vin ee tena 
(4 9) 

ray 

P{p(X1,---;Xn) <C, |0=61} В 

может быть выполнена при некотором значении константы 
С =С*. При этом соответствующий оптимальный критерий 
Неймана — Пирсона, обеспечивающий заданные значения a, 6 

< 

<
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будет иметь критическое множество, определяемое неравен- 

CTBOM 

(21,---,2n) > CG. 

Пример 4.8. Определим объем выборки для случая HOp- 
мальной модели. 

Для ситуации, рассмотренной в примере 4.4, из выражений 

(4.3), (4.5) получаем, что система неравенств (4.9) в этом случае 
имеет вид 

С — про <= tt) 

1 a on ) <= a on ] $8. 
Следовательно, для обеспечения заданных значений a, В ве- 

роятностей совершения ошибок первого и второго рода ми- 

нимально необходимый объем п” выборки и соответствующую 

константу С* можно определить из системы уравнений 

С-—п 0 С-—п 1 1-@ 2), Ф fi) — g. 
сп сп 

Используя квантили стандартного нормального распределения, 
запишем эти уравнения в виде 

С- myo _ Сети, 
о Мм ды NB MB: (4.10) 

Исключая из уравнений константу С, находим необходимый 

объем выборки 
2 2 

nt = 7 Attica tt) (4.11) 
(141 — po)” 

Пусть, например, требуется проверить гипотезы 

По: и = po = 3,5, A: = 1 = 3,8 

при с = 0,8 и заданных значениях вероятностей a = 0,05, 6 =0,1. 

Применяя формулу (4.11) и учитывая, что 1 = 90,95 = 1,64,
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и1_в = ч0о = 1,28, получаем необходимый в этом случае объем 

выборки n* = 61. 

Пример 4.9. Определим объем выборки для схемы испы- 

таний Бернулли. 

Для задачи проверки гипотез, рассмотренной в примере 4.7, 

вновь используем возможность аппроксимации биномиально- 

го распределения нормальным распределением с параметрами 

и = при o* = пр(1 -— р). После этого, согласно (4.7), (4.8), при- 
ходим к системе уравнений для определения n* и С*: 

1-0 Se) _ (a5) ~P 
которая может быть представлена в следующем виде: 

С-про _ и С-пты _ 
= 41-м, = 

J npo(1 — po) J npr (1 — ps) 

Решая эту систему, находим 

. (11 Ур — po) + ч1-в/р1(1 =p) 
n* = — (4.12) 

(p1 — Ро)? 

#3 = —U1-£.- 

Равенство (4.12) (приближенно) определяет минимально не- 
обходимый объем выборки, позволяющий обеспечить заданные 

значения вероятностей совершения ошибок первого и второго 

рода при проверке простых гипотез вида, Ho: р = ро, Нл: р=р! 

в схеме Бернулли. Поскольку в (4.12) величина n* не обяза- 
тельно целая, то на практике в качестве объема выборки берут 

наименьшее целое число, большее или равное п*. # 

Минимально необходимый объем наблюдений, определен- 

ный с использованием оптимального критерия Неймана — Пир- 
сона, не может быть улучшен (уменышен) в ситуации, когда 
объем выборки фиксируется и задается заранее, до наблюде- 

ний. Тем не менее средний объем наблюдений может быть
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уменьшен при тех же значениях вероятностей совершения оши- 

бок первого и второго рода в последовательной схеме наблюде- 

ний, когда решение об остановке наблюдений принимается по 

ходу процесса наблюдений, в зависимости от получаемых дан- 

ных (см. 4.6). 

4.5. Сложные параметрические гипотезы 

Предположим, что требуется проверить две сложные гипо- 

тезы 

Но: ОЕ @, Hy: 0E@,, (4.13) 

где Oo, ©, — некоторые непересекающиеся области значений 

параметра 9. Например, области Qo, ©; могут быть заданы 
неравенствами 90 < бо u @ > 01, где 6% и 01 — некоторые фикси- 

рованные значения параметра, удовлетворяющие неравенству 

9% < 91. 

Критерий проверки сложных гипотез (4.13) по-прежнему 

задается с помощью критического множества W реализаций 

случайной выборки Х„, на основе которого решение принимают 

следующим образом: 

— если реализация Z, случайной выборки Х„ принадлежит 

критическому множеству И’, тогда основную гипотезу Но 

отвергают и принимают альтернативную гипотезу Ну; 

— если реализация 2, случайной выборки Xn не принадле- 

жит критическому множеству W, тогда отвергают альтерна- 

тивную гипотезу Н1 и принимают основную гипотезу Но. 

Вероятности совершения ошибок первого и второго рода в 
случае сложных гипотез имеют прежний смысл и определяются 
выражениями 

(0) =Р{ (Ха, ..., Х,) ЕЙ |0}, 0 € Oo; 

В(0) =Р{(Хи, ..., Х,) Е |6}, вее..



172 4. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

В отличие от случая простых гипотез, величины ©(0), Д(6) 

являются некоторыми функциями от параметра 0. 

Максимально возможное значение вероятности совершения 
ошибки первого рода, 

о = тахо(9) 
GEO 

называют размером критерия. 

<Функцию 

M(6)=P{(Xi,:..., Xn) EW |6}, 

определяющую значение вероятности отклонения основной ги- 

потезы Но в зависимости от истинного значения параметра 8, 

называют функцией мощности критерия. Если существу- 

ет критерий, который при данном фиксированном размере a 

максимизирует функцию мощности М (0) по всем возможным 

критериям одновременно при всех 9 из множества QO), то Ta 

кой критерий называют равномерно наиболее мощным. 

Равномерно наиболее мощные критерии существуют лишь в He- 

которых Частных случаях при проверке гипотез относительно 

одномерных параметров (см. примеры 4.10—4.12). 
Вероятности совершения ошибок первого и второго рода 

связаны с функциеи мощности следующими соотношениями: 

о(0) = M(6), ВЕ Oo; (4.14) 

В(6) =1-М(6), 9ее.. (4.15) 

Тем самым равномерно наиболее мощный критерий, если OH Cy- 
ществует, минимизирует вероятность совершения ошибки вто- 
рого рода В(9) (при фиксированном размере ©) одновременно 
при всех @ € @:. 

Замечание 4.1. Формально равенства (4.14), (4.15) спра- 
ведливы при всех возможных значениях 9, но при значениях 
9, отличных от указанных в (4.14), (4.15), величины a(6), 6(8)
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теряют свой смысл — вероятностей совершения соответствую- 

щих ошибок. $ 

Иногда наряду с функцией мощности используется Также 

оперативная характеристика критерия 

s(0) =Р{ (Хи, ..., Xn) €W | 9}, 

представляющая собой вероятность принятия основной гипоте- 
зы Но при условии, что истинное значение параметра, равно 0. 
Нетрудно увидеть, что оперативная характеристика и функция 
мощности связаны соотношением $(9) =-1 — M(6). 

Построение критериев для проверки сложных параметриче- 
ских гипотез проиллюстрируем далее для случая нормальной 
модели. 

Пример 4.10. Рассмотрим проверку простой гипотезы 

Но: й = ро против сложной гипотезы Hy: р > ро относитель- 

HO параметра — среднего д нормального распределения при 
известной дисперсии 07. 

При любом р1 > ро критическая область оптимального наи- 

более мощного критерия Неймана — Пирсона размера a для 
простых гипотез р = до против р = р! имеет вид (4.1), где кон- 
станту С’ выбирают из условия (4.2) или (4.3). Поэтому она не 
зависит от 1. Это означает, что построенный уже выше для 
указанных простых гипотез критерий с критическим множе- 
ством, задаваемым неравенством (4.1) 

Soi >С = пио + ч1-об\/п, (4.16) 
$=1 

является равномерно наиболее мощным критерием размера, 

Q для данной задачи со сложной альтернативной гипотезой 

Н. 1: й > po. 

Пример 4.11. В условиях предыдущего примера рассмот- 

рим проверку простой гипотезы Но: и = ро против сложной 

гипотезы Н1: р < po.
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В зтом случае, используя результаты, полученные при pac- 
смотрении примера 4.5, приходим к выводу, что равномерно 

наиболее мощный критерий размера © для данной задачи зада- 

ется критическим множеством, определяемым неравенством 

Уз; < С = про — сот. 

=1 

Пример 4.12. В условиях примера 4.10 рассмотрим про- 

верку двух сложных гипотез вида, 

Но: BX po, = Не BBM, (4.17) 

где ро < }44- 
Заметим, что для критерия с критическим множеством 

(4.16) вероятность совершения ошибки первого рода 

(и) = P(x >С| и} =1-_Ф tra + (ш- ШУ") 

есть возрастающая функция переменного д. Тем самым мак- 

симальное значение вероятности совершения ошибки первого 
рода, определяемое как 

a = maxa(p), 
UL Ho 

достигается в точке д = ро, откуда, следует, что данный крите- 
рий, применяемый к сложным гипотезам (4.17), имеет размер 

a: = (ро). 
Рассуждая далее так же, Kak в примере 4.10, получаем, что 

указанный критерий с критической областью (4.16) является 

равномерно наиболее мощным критерием для данной задачи со 
сложными гипотезами. 

Пример 4.13. Рассмотрим проверку гипотез относительно 
параметра нормального распределения д следующего вида: 

Но: р=ш, My: из 

(по-прежнему предполагаем, что дисперсия о? известна).
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В этом случае основная гипотеза Но является простой, а 

альтернативная гипотеза Н! является сложной. При р = ро 
рассмотрим статистику 

X — po 

oC 
vn, 

которая имеет стандартное нормальное распределение. Kpu- 

тическое множество для проверки указанных гипотез Но, Hy 

определим следующим образом: 

t— 

| Hol > U1—a/2- 
oC 

Соответствующий критерий по построению имеет вероятность 

совершения ошибки первого рода, ©. 

Пример 4.14. Рассмотрим проверку двух сложных гипотез 

Но: р = ро, Hi: и > ро (4.18) 

относительно параметра и нормального закона, распределения 

в случае, когда, дисперсия д? неизвестна. 

В отличие от примера 4.10 гипотеза Но также является 

сложной. При р = ро статистика 

X -ш 5(x,) Jn (4.19) 

имеет распределение Стьюдента с п-1 степенями свободы 
(см. Д.3.1). Исходя из зтого получаем, что критерий с уровнем 

значимости о для гипотез (4.18) задается критическим множе- 
CTBOM _ 

т- Ho \/п> 

ae ty,(n—1), 
S(Zn) 

rye tj. (nm —1) — квантиль уровня 1 — о распределения Стью- 

дента, с п — 1 степенями свободы.
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Аналогично на основе статистики (4.19) строят критерий 

для проверки сложных гипотез 

Но: р= р, Ни B< Ho (4.20) 

ИЛИ 

Но: и = Po; Ay: И 5 ро. (4.21) 

Для гипотез (4.20) критерий размера oa задается критическим 

множеством, определяемым неравенством 

т — ро 
S(En) Уп < На (п 1). 

Для гипотез вида (4.21) критерий размера, oa задают критиче- 
ским множеством, определяемым неравенством 

Я — 

ea Vn > Н-о/2(п-1. 

Пример 4.15. Рассмотрим проверку гипотез о равенстве 

математических ожиданий для двух различных нормальных 

распределений. 

Пусть определены две случайные выборки (Х1, ..., Хи) и 
(УТ, -.., Уж) объемов п и 1 из генеральных совокупностей He- 

зависимых случайных величин Х ~ №(и1,02) и У ~ №(р2, 02) 

соответственно. Рассмотрим следующие задачи проверки слож- 
ных гипотез относительно параметров 1, 2 в случае, когда 
дисперсии a?, a2 известны: 

Но: ш=р2, Ни fa > ba; (4.22) 

Но: [41 = Ha, Ay: ш < pe; (4.23) 

Ho: Ш = ba, Ay: pF pe. (4.24) 

Разность выборочных средних Х — У имеет нормальное pac- 

пределение с математическим ожиданием fi — 2 и дисперсией
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2 2 of/n+o5/m. Отсюда, следует, что при справедливости OCHOB- 

ной гипотезы, т.е. при fy = р2, статистика 

Х-У 
2 2 

Oo О. 
1 2 (t+a 

п т, 

имеет стандартное нормальное распределение. Исходя из это- 

го, заключаем, что критерии размера с для указанных задач 

задаются критическими множествами 

(4.25) 

т—у +9 7-9 
21а; З—\-а; 21-о/2. # 02 of 02 2 02 of 

1, 92 1, 02 1, 92 14-2 L423 a 
nom п т п т 

Рассмотрим также задачу проверки гипотез (4.22) - (4.23) о 
равенстве средних двух нормальных распределений в предполо- 

жении, что их дисперсии не известны, но равны между собой: 
01 = 02 = ©. Обозначим через 

> 1 < - 1 < — 
ЭХ») = Fy 0-ХУ, => ИУ i — += 

соответствующие исправленные оценки дисперсии. Статисти- 

ки (п- 1)52(Х„)/с? и (m—1)S2(Ym)/o? имеют х2-распределе- 
нясп—Ти т — 1 степенями свободы. Тем самым статистика 

(п- 1)51(Х») + (т 1)52(У») 
с o? 

имеет также х2-распределение с n+ m—2 степенями свобо- 
ды (см. Д.3.1). Учитывая, что случайная величина (4.25) при 
1 = [2 имеет стандартное нормальное распределение, получа- 
ем, что статистика, 

(Х-У)МУп+т-2 

ИТТ /®- 1)5Х.) + (т- 1)5У,) 
Т(Х„ У») =
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имеет распределение Стьюдента, с n-+m — 2 степенями свободы 
(cm. Д.3.1). Позтому критерии размера @ для проверки гипо- 
тез (4.22)- (4.23) задаются с помощью критических множеств, 

определяемых следующими неравенствами: 

Т(2., 9) > ti-a(n +m — 2), 

T (Ens 9m) < —t 1-a(n-+m-— 2), 

\T(Zn19m)| Zt 1-a/2(n +m — 2). 

4.6. Последовательный критерии 
отношения правдоподобия 

Во многих случаях на практике наблюдения проводят после- 

довательно. При этом статистическая информация поступает 
не один раз, а последовательными порциями данных. Предполо- 
жим, что наблюдается последовательность независимых одина- 
ково распределенных непрерывных случаиных величин Ху, ..., 

Xn, ..., каждая из которых имеет плотность распределения 
р(т;0), где @ — некоторый параметр, значение которого не- 
известно. На основе результатов наблюдений 11, ..., In, ... 

нужно проверить две простые гипотезы Но: 0 = 69 и Нт: 0 = 81, 

где 69, 9, — некоторые заданные значения параметра. 

В рассматриваемой ситуации количество наблюдаемых слу- 
чаиных величин (и тем самым объем выборки) не фиксируется 

заранее, а определяется по ходу наблюдений, в зависимости от 
получаемых данных. Последовательный критерий отно- 
шения правдоподобия (критерий Вальда*) строят следу- 
ющим образом. На очередном п-м шаге наблюдений, исходя из 

полученных результатов наблюдений 11, ..., Х», вычисляют 

р(т1;01) р(22;01) ...p(@ni 61) 
т т 9-90 — . 

Чи tn) P(215 90) р(12;6) ...p(n;9o) 

*См.: Вальд A. 
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Эта величина имеет смысл значения отношения правдоподобия 

для гипотез Но и Hy на п-м шаге наблюдений. На каждом п-м 

шаге проверяют следующие два, неравенства: 

B < pp (@1,.--;2n) < A, (4.26) 

где Ви А — некоторые заданные константы, удовлетворяющие 

условию 0 < В<1< А. Если оба неравенства (4.26) выполняют- 

ся, То наблюдения продолжают, т.е. осуществляют наблюдение 

следующей случаиной величины X,,4,. Другими словами, нера- 

венства (4.26) задают „область продолжения наблюдений“ для 
критерия Вальда. 

Наблюдения прекращают при первом нарушении хотя бы 

одного неравенства (4.26). При нарушении левого неравенства, 
принимают гипотезу Но. При нарушении правого неравенства. 

принимают гипотезу H,. Таким образом, номер и шага, Ha 

котором прекращают наблюдения для критерия Вальда, опре- 

деляют из равенства 

и = т {п: yn(21,---,2n) ¢ (В, A)}- (4.27) 

Вектор результатов наблюдений для любого последователь- 

ного критерия, и в Том числе для критерия Вальда, имеет вид 

(и, 21, -.., ZY»), где и — номер шага, на котором прекращены 

наблюдения, 11, ..., Lp —- совокупность всех результатов на- 

блюдении. 

Для критерия Вальда правило принятия решения по резуль- 

татам испытаний 21, ..-, fn имеет следующий вид: 

— если ф,(т1,....7,) < В, то принять гипотезу Но; 

— если ф,(11,....т,) > А, то принять гипотезу Н1. 

Вероятности совершения ошибок первого и второго рода 

(риски первого и второго рода} для этого критерия равны 
соответственно 

a=P{y,(X1,...,X,) 2 A]Ho}, ВЕР{ф(Хи,...Х,) < ВН! }.
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Значения рисков a, В для критерия Вальда могут быть 

приближенно оценены с помощью следующих известных соот- 

ношении*: 

(4.28) 

где M(y,(X1,...,X_)|H;) — условное математическое ожида- 

ние случайной величины Y,(Xq,...,Xn) при условии, что на 
шаге и (шаг, на котором прекращаются наблюдения) по резуль- 

татам наблюдений 51, ..., 2, принято решение о справедливости 

гипотезы Н;, 7 = 0, 1. 

Из формул (4.28) можно получить соответствующие нера- 

венства и приближенные оценки для значении рисков a, д 

критерия Вальда. Действительно, для критерия Вальда, спра- 

ведливы неравенства: 

а) Ф,(т1,...,т,) < В, если принята гипотеза Но; 

6) Ф,(11,-.., ть) > А, если принята, гипотеза Нл. 

Поскольку для условных математических ожиданий спра- 
ведливы аналогичные неравенства 

M(y,(X1,.--,Xz)| Ho) 5 В, М(2,(Ху,...,Х,)|Н1) 2 А, 

то с учетом (4.28) получаем известные неравенства, для точных 
значений рисков a, д критерия Вальда 

1 -— 

—_ ЗВ, ЕР > A. (4.29) 
l-a a 

Множество точек плоскости (a, 0), координаты которых 
удовлетворяют неравенствам (4.29), показано на, рис. 4.1 штри- 
XOBKOH. 

*См.: Вальд A.
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Из неравенств (4.29) следуют 60- р 
лее грубые неравенства, 1 

1 
В < В, as A? (4.30) 

которые также иногда используют 

при оценке рисков a, р. 

Заметим, что для критерия Валь- 

да наблюдения прекращают на шаге 0 

и = п, на котором впервые происхо- Рис. 4.1 

дит выход значения .(т1,...,Ти) из 

интервала (В, А), или, другими словами, „перескок“ значения 

Yn(Z1,---,;Zn) через уровень А (снизу вверх) или через уровень 
В (сверху вниз). Пренебрежем указанным „перескоком“, т.е. 
будем считать, что на шаге прекращения наблюдений выпол- 

няется одно из двух приближенных равенств 

Фь(т1,.-..Т,) & В, если принята, гипотеза Но, 

Фь(т1,....Т,) & А, если принята гипотеза, Н1. 

Тогда из точных равенств (4.28) получим известные прибли- 
женные (с точностью до указанного „перескока“) равенства 

Вальда*: 
p 1-6 _ В, —— А. (4.31) 

Эти приближенные равенства часто используют на практике 

для оценки значений рисков ©, В. Поэтому, согласно (4.31), 
будем считать, что точные значения рисков ©, В удовлетворяют 

приближенным равенствам 

rw rw * ata", Bx 0”, 

где приближенные значения рисков @”, (* находятся из ра- 

венств 

_ 9" _ 1-9" _ — =A. (4.32) 

*См.: Вальд A.
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Таким образом, 

._1-B _ (А-П 
А-В’ 

В = B” [9 

точка (с, 0*) в плоскости (a, В) находится на пересечении 

прямых линий 6 = В — Ва и д=1- Аа (см. рис. 4.1). 
Как следует из рис. 4.1, точные значения рисков a, В кри- 

терия Вальда (они находятся внутри защтрихованной области) 
всегда удовлетворяют неравенствам 

о-ва" + В", 

где a*, д* — указанные выще приближенные значения рисков. 

Кроме того, неравенства (4.30) с учетом (4.32) могут быть 

записаны в виде 

6* a* 

1-—a*’ 
B< 

Средний объем испытании. Рассмотрим также вычис- 
ление среднего объема испытаний для критерия Вальда. В 
соответствии с (4.27) номер шага и прекращения наблюдений 

может быть представлен в виде дискретной случайной вели- 

чины: 

и = ша {п: 7, ¢ (—b,a)}, 

где а=\А > 0, 6=-InB>O, Z, — логарифм отношения 

функций правдоподобия на 1-м щаге: 

Р(Х1; 61) р(Х2; 61) ..-p(Xnj 1) 
Zn =Iny,(X1,...,Xn) =In . (4.33 

9" P(X1;90) Р(Х2; 60) ---P(Xnj 60) (4.38) 

Введем случаиные величины 

X36 2(X) = In 2038) (4.34) 
P( X39)’



4.6. Последовательный критерий отношения правдоподобия — 183 

nO 
Z(X,) =n 2X 1) n=1,2,... 

P(Xn390) 

В этом случае, согласно равенствам (4.32)- (4.34), случайная Be- 
личина Z,, представляет собой сумму п независимых одинаково 

распределенных случайных величин Z(X,), ..., Z(Xn), т.е. 

Zn =2(х)+...+2(Х,). (4.35) 

Обозначим через Мои математическое ожидание объема испы- 
таний (номера шага, на котором прекращаются наблюдения), 
если справедлива, гипотеза, Но: 9 = 6%- 

В соответствии с (4.35) справедливо равенство 

Mo Z, = Mo(Z(X1) +...+2(Х,)), (4.36) 

где Мо — математическое ожидание при 9 = 64). Для мате- 

матического ожидания суммы случайного числа независимых 
одинаково распределенных случайных величин* 

Mo(Z(X1) +...+ 2(Х,)) = Мок Mo Z. (4.37) 

Для левой части равенства (4.36) имеем 

Мой, = Ро{Но} Мо(й, |Но) +Ро{Н1} Мо(2,|Н1), (4.38) 

где Ро{Н;} — вероятность принятия гипотезы H;, 1 = 0, 1, при 

условии, что истинной является гипотеза Но. Таким образом, 
согласно (4.32)- (4.38) и определению ощибки первого рода, 

Мой = (1 — a) Mo(Iiny,(X1,.-.,Xv)| Ho) + 

+аМо(шфь(Х1,...,Х») | Н1). (4.39) 

*См.: Вальд A., а также: Ширяев А.Н.
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Из равенства (4.39), пренебрегая снова указанным выше 

„перескоком“ и используя приближенные равенства (4.31), по- 
лучаем 

1— 
р + ап В. (4.40) 

l-a a 
Мой, ~ (1 — a) In 

В результате из (4.37) и (4.40) получаем приближенное значение 
среднего объема испытании при 6 = 6: 

_ w(a, В) 
Mov ~ Mo (—Z) ; (4.41) 

где 

w(a, В) = (1— a) т а он 
В 1-в 

Аналогично можно получить приближенное значение сред- 

него объема М1 и испытаний при справедливости гипотезы На, 

т.е. при 9 = 01: 

и (В, ©) 
Мед . 

mM (2) 
(4.42) 

С учетом (4.34) формулы для среднего объема испытаний 

могут быть также представлены в следующем виде: 

w(a, 6) (В, ©) Mov & , М1е& , 4.43 
^^ p(6o; 1) re (61,90) (4-48) 

где 

р(х;61) 61,00) =M,Z=Mj! p(1,6o) 1 1 т (2380) (4.44) 

Формулы (4.41)- (4.43) для среднего объема испытаний яв- 
ляются приближенными с учетом „перескока“.
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Нижняя граница для среднего объема испытаний. 
Из равенства (4.39) далее нетрудно получить также нижнюю 
границу среднего объема испытаний при данных фиксирован- 

ных значениях рисков ©, 0. Учитывая, что функция Inu вы- 

пукла вверх [II], и применяя неравенство Иенсена [ХУ] для 
математического ожидания от выпуклой функции, получаем 

Mo(In (py (X1,--.,Xz) | H;) < 

< InMo(y,(X1,---,Xv)]H;), 1=0,1. (4.45) 

Из неравенства (4.45) с учетом (4.39), (4.28) находим 

1 — 
+aln в. 

ray 
Мой, < (1-а) тт 

откуда с учетом (4.36), (4.37) получаем неравенство 

(4.46) 

Аналогично можно получить неравенство для среднего объ- 
eMa испытаний при 9 = 6: 

М: и > Se (4.47) 

Неравенства (4.46), (4.47) определяют нижние границы для 
среднего объема испытаний при 6= 69 и д = 6 при 3a- 
данных значениях рисков a, В. Как следует из приближенных 
равенств (4.41), (4.42), средний объем испытаний для критерия 
Вальда достигает нижней границы, указанной в (4.46), (4.47), 
по крайней мере приближенно (с учетом указанного выше „пе- 
рескока^). 

Пример 4.16. Обратимся к биномиальной схеме испыта- 

ний и рассмотрим последовательность независимых случайных 

величин 

61, 62, -.:) бар +. (4.48)
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имеющих биномиальное распределение. Пусть 6, — индикатор 
отказа, элемента на п-м шаге (исход п-го испытания), прини- 
мающий значения 0 или 1 с вероятностями Р{б, = 0} =1-—9и 
P{6, =1} =@, где 4 — вероятность отказа. Требуется по pe- 
зультатам наблюдений проверить гипотезы 

Но: 9= 40; Ни: q=, 

Где go И 91 — заданные критические уровни показателя д, 

удовлетворяющие условию 00 < 01. 

В данном случае параметром является 9 = 4, наблюдаемой 

на п-м шаге случайной величиной — X,, = 6,, а закон распре- 
деления имеет вид p(d;q) = q°(1—9)!—°, где 6 принимает два 
значения 0 и 1. Отношение правдоподобия на 1-м шаге испь- 

тании имеет вид 

_ P(51391) p(623q1) ---P(Sniqn) _ 

P(51; 0) p(52; 40) ..-P(5n3q0) 7 

“sy —\ РИ ’ 
go 1 — qo 

где случайная величина D,, = 6; +62 +...+6, есть суммарное 

число отказов за п шагов. Пусть d, — значение случайной 

величины D,. Область продолжения испытаний (4.26) для 

критерия Вальда задается неравенствами 

dns] — n—dy, 

B< (=) (—*) <A, 
40 1—9 

Pn(d1,--+15n) 

которые после простых преобразований сводятся к неравен- 

ствам 

Cin — С26 < d, < Cin+ Cea, (4.49) 

roea=InA>0,b=-InB>0O, 

_ 1 _ 1 — qo С = (=) = т. 

4%(1-—%)
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Испытания продолжаются, если выполняются 06a неравен- 
ства (4.49) и прекращаются на том шаге и = п, на котором впер- 

вые нарушается хотя бы одно из этих неравенств. При наруше- 
нии левого неравенства принимается решение о справедливости 
гипотезы Но: 9 = go. При нарушении правого неравенства при- 
нимается решение о справедливости гипотезы Hy: 9 = 91. Таким 

образом, границы области прекра- 

щения наблюдений имеют вид пря- 

мых линий на плоскости (п, d,) 

(рис. 4.2), которые определяются 
уравнениями: 

а) d, = Cyn — Cob — граница 

„области принятия“ гипотезы Но; 

6) 4, = Ст + Са — граница ss 
„области принятия“ гипотезы Н1. 

В биномиальной схеме испыта- 
ний случайная величина (4.34) имеет вид 

6: 

25) =n 0%) ий у (1 _ §) In”, 
P(5; 40) qo I — go 

Чт 

31
 

откуда, учитывая, что Моб = go, Му 6 = 41, получаем формулы 

(4.41) - (4.43) для среднего объема испытаний при 9 = qo и 9 = 41: 

Mov w(o 6) 3 M, их w(B, 0) } (4.50) 

р(90, 91) р(41, 40) 

где 

go | — go 
, — | — | — In . р(90, 91) = goln 1 + (1 — go) in =— р 

Пример 4.17. В эксперименте наблюдают последователь- 

НОСТЬ независимых случайных величин 

Х1, X2, coy Xn; ee) (4.51)
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имеющих экспоненциальный эакон распределения с парамет- 
ром А. Требуется на основе наблюдений проверить следующие 

гипотезы относительно параметра A: 

Но: А = Ло, Ay: A= А1, (4.52) 

где Ло < Л1. 

В этом случае отношение правдоподобия на 1-м шаге испы- 

таний имеет вид 

_ P(X15A1) p(X25 1) ---P(Xnirr) _ 

P(X15o) p(X23Ao) ---P(XnjAo) 

0 

on(X14-+21Xn) 

где случайная величина S, = Х!1+...+ Хи представляет собой 

сумму результатов наблюдений за п шагов, а $„, — ее реализа- 

ция. Область продолжения испытаний для критерия Вальда в 

данном случае задается неравенствами 

В< (ее <А, 

ИЛИ 

Cin — Cra < Sn < Ст + С26, (4.53) 

гдеа = шА, 6 = — ш В, 

C2 = ee C1 = Colin AL (4.54) 

А! — Ло 

Испытания продолжают, если выполняются оба неравен- 

ства (4.53), и прекращают при первом нарушении хотя бы 
одного из этих неравенств. При нарушении правого Hepa- 

венства в (4.53) принимают решение о справедливости гипо- 

тезы Но, а при нарушении левого — решение о справедливо-
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сти гипотезы Hy. Границы области 

прекращения наблюдении, как и в Эл 

предыдущем примере, также име- 

ют вид прямых линий на плоскости 

(п, S,) (рис. 4.3), эти линии зада- 
ются уравнениями Ss, = Cyn+ Cob 

(граница „области принятия“ ги- 
потезы Но} и s, = Cin — Cea (гра- 

ница „области принятия“ гипоте- 

зы Н 1). 

Оценим средний объем испытаний. Случайная величина 
(4.34) в данном случае имеет вид 

Р(Х; Л!) — А 

Р(Х; №) Ао 

Рис. 4.3 

Z(X)=In — ХО — №). 

Учитывая, что Мо Х = 1/№, М: Х = 1/ЛА1, получаем формулы 

для среднего объема испытаний (4.41)-(4.43) при. Л = № и 
A= А1: 

w(a, В) (В, а) Ию ; Мед , 4.55 
М (Ло, А1) ' p(A1, Ло) ( 

где 

мм м 
(Ло, А1) — № —In No’ Ft 

Приведем далее численный пример, иллюстрирующий вы- 
игрыш в среднем объеме испытаний, который дает последова- 

тельный критерий Вальда по сравнению с оптимальным кри- 
терием Неймана — Пирсона с детерминированным объемом 

испытаний. 

Пример 4.18. Пусть в условиях примера 4.14 требует- 

ся проверить гипотезы (4.52) относительно параметра интен- 

CHBHOCTH отказов, где критические уровни равны Ло = 0,1 и 
A; = 0,2. Заданные значения рисков первого и второго рода, 
равны а = 0,1 и д = 0,1.
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Если номер шага прекращения наблюдений (объем испыта- 

ний) определен заранее и является детермикированной величи- 

ной: и=п, TO наилучший для этого случая критерий Нейма- 

на — Пирсона имеет следующий вид: 

— если S, < С, то принимают гипотезу H,; 

— если S, 2С, то принимают гипотезу Ho. 

Здесь S, — значение случайной величины S, = Х\ +... 

...+X,. Риски первого и второго рода для этого критерия 

равны соответственно следующим вероятностям: Po{S,, < С} 
и Р!{5, 2С}. Тем самым объем испытаний n* = п*(а, В), 
необходимый для того, чтобы обеспечить заданные значения 

рисков a, 0, определяется как минимальное целое число п, 

удовлетворяющее двум неравенствам 

Po{Sn(Xn)<Ch<a, Ра {5,(Х,) >С} < В. 

Эти неравенства, могут быть записаны в виде 

Ро {2Ло5 < 2№С} 5 a, Р1 {2:5 2 2,:С} 5 В, 

или, учитывая, что случайная величина 22,,(X,,) имеет Х2-рас- 

пределение с 2п степенями свободы (см. Д.З.1), в виде 

х2(2№С,2т) <a, —1-х2(2мС,2т) < 5, 

где х2(т,2п) — плотность Х2-распределения с 2 степенями 
свободы. Отсюда после преобразований получаем, что необ- 

ходимый объем испытаний п* является минимальным целым 
числом п, удовлетворяющим неравенству 

А 2 1 
Х1-в(2п) < са (2п). 

По таблице квантилей х2-распределения (см. табл. П.3) находим 

п* = min {n: хоэ(2п) < 2x6,1(2n) } = 15.
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Применяя далее формулы (4.55), находим средний объем 
испытаний при А = Лои A=, для последовательного критерия 

Вальда (при Tex же значениях Ло, А, ©, Д): 

1-—а а 

_ Ча) B а-я  0,9In9-0,1In9 _ 

Ло Ло 

1—p В 
ve = мт _0,9In9-O1In9 _ 
a № ти № 2-05 °°” 

А: А! 

Таким образом, при А = Ло и A= А! выигрыш в среднем 
объеме испытаний, который дает последовательный критерии 

Вальда по сравнению с детерминированным объемом испыта- 
ний 7n*, равен соответственно 

n* 15 n* 15 
= = 2,63, = —— = 1,63. 

Mov 5,7 6 Ме 9,2 3 

2 

4.7. Решение типовых примеров 

Пример 4.19. Для выборки объема п = 9 построить onmu- 

мальный критерий Неймана — Пирсона для проверки двух 
простых гипотез относительно параметра д нормального pac- 
пределения 

Но: p= po = 53, Ay: p=p, = 54 

с заданным уровнем значимости (вероятностью ошибки перво- 

го рода) a. = 0,1 при известной дисперсии о? = 16. Для постро- 
енного критерия найти вероятность ошибки второго рода Ви 

мощность критерия. 

Решение. В соответствии с результатами примера 4.4 

критическое множество задается неравенством 

п 

У`х:> С, (4.56) 
=1
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где константа С’ выбирается из условия обеспечения заданного 

уровня a = 0,1: 

С = про + и1-сб\уп =9.53 + 1,28-4-3 = 492,4. 

Для построенного критерия с критическим множеством (4.56) 

вероятность ошибки второго рода равна 

B =0(——) =3(— ot) ~0 76. 

Мощность критерия равна 1 — д = 0,24. Зкачение мощности He- 

велико, что объясняется в данном случае относительно малым 

объемом выборки п = 9. 

Пример 4.20. В предыдущей задаче наити минималь- 

но необходимый объем выборки n*, позволяющий обеспечить 

заданные значения вероятностей ошибок a = 0,1, д = 0,1. По- 

строить соответствующий оптимальный критерий Неймана, — 

Пирсона, в этой ситуации. 

Решение. В соответствии с результатами примера 4.8 

‚_ (tat mpg)? _ 16- (1,28+ 1,28)? 

(141 — ро)? 1? 

Оптимальный критерий Неймана — Пирсона в этом случае 
задается с помощью критического множества 

у т: 2 С, 

+=1 

где константа С’определяется из равенства (4.4): 

= 105. 

C =n" po + ч1-а0\Уп* = 570,4. 

Пример 4.21. Партии волокна испытываются на проч- 

ность, при этом предел прочности Х распределен по нормаль- 
ному закону с дисперсией с? =9. Партия считается удовлетво- 
рительной, если среднее значение предела прочности входящих
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в партию образцов p = МХ > 14, и неудовлетворительной, если 

и < 10. Из каждой партии на испытание ставится n образ- 
цов, для которых измеряют значения их прочности т1, ..., Zn. 

Требуется проверить по результатам испытаний две сложные 

гипотезы Но: и > 14, Ну: и < 19 сзаданными максимальными 

вероятностями ошибок a = 0,1, 6 = 0,05. Для этой ситуации не- 

обходимо решить следующие задачи: 

— наити необходимый объем выборки n*, при котором могут 

быть обеспечены данные значения a, Д; 

— построить равномерно наиболее мощный критерий при 

наиденном объеме выборки; 

— для построенного критерия наити функцию мощности и 
оперативную тарактеристику. 

Решение. Для решения поставленных задач используем 

результаты 4.3-—4.5. Необходимый объем выборки находим по 

формуле (4.11): 

* __ o*(t1_a + ui—p)* _ п = 9. 2 
(41 — Ho) 

Равномерно наиболее мощный критерий совпадает с опти- 
мальным критерием Неймана — Пирсона для двух простых 

гипотез Но: р = 14, Hy: p= 10. Соответствующее критическое 

множество задается неравенством (4.16): 

n* 

> т: < С, 

$=1 

где С = п* ро — и1_-соб\ n", откуда С = 61,4. 
Функция мощности (вероятность отвергнуть гипотезу Но) 

в данном случае имеет вид 

M(p) = PSX <C| и} — o(— we). 
ovn* 

Оперативная характеристика критерия 5(р) = 1 — M(y).



194 4. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

Пример 4.22. В условиях примера 4.7 наидем минималь- 

ный объем выборки, если Но: р = ро = 0,1, Hy: р = py = 0,2, 

© = 0,01 и В =0,05- 

Решение. По таблице квантилей нормального распреде- 

ления (см. табл. П.2) находим и1-а = Uog9 = 2,33, ив = 4005 = 

= —и0.95 = —1,65. Далее, используя (4.12), получаем 

ry (2,33,/0,1 - 0,9 + 1,65,/0,2-0,8)° 
п ^ 185. 

“ (0,2 — 0,1)? 

Пример 4.23. В цехе завода выпускают валы электродви- 
гателей. Из продукции одного станка произвольно выбирают 

50 изделии, измеряют их диаметры и вычисляют значение вы- 

борочного среднего т = 42,972 мм. По техническим условиям 

станок настраивается на номинальный размер 43мм. Мож- 

но ли на основании полученных результатов сделать вывод о 

том, что станок обеспечивает заданный номинальный размер, 

или полученные данные свидетельствуют о неудовлетворитель- 

ной наладке технологического оборудования. Контролируемый 

признак имеет нормальное распределение, с? = 0,01 мм2. 

Решение. Для оценки правильности настройки обору- 

дования необходимо проверить гипотезу Но: д = ш = 43мм 

о математическом ожидании нормально распределенной гене- 

ральной совокупности Х (в? известна) при альтернативной 

гипотезе Hy: и # 43мм, выбор который объясняется тем, что 

станок можно настроить на размер как выше, так и ниже но- 

минального. 

Выбираем уровень значимости a = 0,05. Для рассматрива- 

емых гипотез при а = 0,05 критическое множество имеет вид 

(см. пример 4.13) 

Fate val > 1am 
где 1,96 — квантиль t)_./2 = Uo,975 стандартного нормального 

распределения (см. табл. П.2). Находим выборочное значение
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X — 

статистики Z = oa У: 
Co 

7. = —— 43 50 = —1,98. 

Поскольку полученное значение принадлежит критическому 

множеству (1,98 > 1,96), то гипотезу Но отклоняем. 

Пример 4.24. В условиях примера 4.23 проверим гипотезу 
Но: р = но = 43мм при альтернативной гипотезе Hy: р ~ 43MM, 

если с? неизвестна. Рассчитанное по результатам выборочное 
среднее квадратичное отклонение 5 = 0,1 мм. 

Решение. Выбираем уровень значимости о = 0,05. По 

таблице квантилей распределения Стьюдента (см. табл. П.4) 

находим квантиль ty_9/2 = 2,01 с числом степеней свободы 

49. Критическое множество для рассматриваемых гипотез (см. 

пример 4.13) имеет вид 

| val > 2.01. 

Вычисляя выборочное значение статистики 

t= AHO fan) 

получаем 
42,972 —43 —- 

в — у 5 = —1,98. 

0,1 у 

Полученное значение не принадлежит критическому множе- 

ству, поэтому гипотезу Но принимаем. 

Пример 4.25. Ведутся наблюдения за состоянием тех- 

нологического процесса. Разладка оборудования приводит к 

изменению номинального значения контролируемого признал 

ка Х, имеющего нормальное распределение с дисперсией 02 = 

= 0,069 мм?. Для проверки стабильности технологического про-
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ecca через каждые три смены изучают выборку объема, п = 50. 

По результатам двух выборок рассчитывают 11 = 3,038 мм и 
12 = 2,981мм. Проверим стабильность технологического про- 

wecca. 

Решение. Для проверки стабильности технологического 

процесса необходимо проверить гипотезу о равенстве MaTe- 

матических ожиданий Hy: и! = [2 (02 известна). В качестве 

конкурирующей гипотезы выбираем Hy: ри > р2, Так как но- 

минальное значение контролируемого признака уменышается с 

течением времени. 

Выбираем уровень значимости, например a = 0,0027. По 
таблице квантилей нормального распределения (см. табл. П.2) 

находим квантиль уровня 1 — a = 0,9973: wy. = 2,78. Крити- 

ческое множество имеет вид (см. пример 4.15) 

21—12 
- = > 2,78. 

\/ M1 4 92 
п т 

Поскольку значение 

21—52 _ 3,038 — 2,981 
= 1,085 

2 2 7 of 2 1+1) 
пот ууоовз (1, * 50 

не принадлежит критическому множеству, гипотезу Но при- 

нимаем, т.е. делаем вывод, что технологическии процесс на 

момент проверки можно считать стабильным. 

Пример 4.26. Давление в камере измерялось дважды 

двумя манометрами. По результатам 10 замеров получены 

следующие данные (в единицах шкалы приборов): & = 1573, 

y = 1671, 52 = 0,72, 52 = 0,75. Выясним, есть ли основание 
считать, что давление в камере не изменилось, если ошибки 

измерения распределены по нормальному закону. 

Решение. Проверяем гипотезу Но: py = ve при альтерна- 

тивной Hy: py ~ р2, предполагая, что дисперсии не известны,
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но одинаковы. Задаем уровень значимости а = 0,01. Для по- 

строения критического множества используем статистику (см. 

пример 4.15) 

(Х-У)\/(т+п- 2)пт f- | 
/ ((n — 1)$2(Xn) + (т- 1)$3(Xn)) (n+ m) 

По таблице квантилей распределения Стьюдента (см. табл. П.4) 
находим квантиль уровня a = 0,995 с числом степеней свободы 

n+m—2=18: И-о/2 = 0,955 = 2,88. Рассчитываем выборочное 

значение статистики T: 

^ —243. 
1573 — 1671 22 10-18 

/10 - 0,147 20 

Гипотезу Но отвергаем, так как значение —243 принадлежит 

критическому множеству: |- 243] > 2,88. 

Пример 4.27. Цех выпускает болты. Из партии болтов 

взята выборка, объема, п = 20 и измерена длина каждого бол- 

Ta, по которым рассчитаны выборочное среднее Х = 18мм и 

выборочная дисперсия 52 = 784 мм?. Выясним, можно ли счи- 
тать, что станок обеспечивает допустимый для данной партии 

разброс, или же расчетное значение 52 указывает на несоот- 

ветствие точности изготовления деталей предъявляемым тре- 

бованиям, согласно которым of = 400мм?. Контролируемый 
признак распределен по нормальному закону. 

Решение. Для ответа Ha поставленный вопрос проверим 

гипотезу о величине дисперсии Но: of = 400мм?, выбрав в 

качестве альтернативной гипотезу Ни: 0? > of. Назначаем 

уровень значимости a = 0,05. Для того чтобы построить 

критическое множество, воспользуемся статистикой 

~ (п — 1)52(Х») 
92 

V
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(cm. Д.3-1), которая имеет распределение x? с числом степеней 
свободы п — 1. По Таблице квантилей этого распределения (см. 

табл. 11.3) х2_ (19) = 30,1. Критическое множество имеет вид 
n—1)S? 

( п > 30,1. Вычисляем выборочное значение статистики V: 
o 

(n—1)S? _ 19.784 
o2 400 

= 37,24. 

Гипотезу Но отклоняем, так Kak 37,24 > 30,1. 

Пример 4.28. До наладки станка была проверена точ- 

ность изготовления 10 изделий и найдена оценка дисперсии 

контролируемого признака S? = 9,6. После наладки измерено 

еще 15 изделий и получена оценка, дисперсии 52 = 5,7. Можно 

ли считать, что точность изготовления изделий после налад- 
ки повысилась? Контролируемый признак имеет нормальное 

распределение. 
Решекие. Для ответа на поставленный вопрос проверим 

гипотезу о равенстве дисперсий Но: 0? = 02 при альтерна- 
тивной гипотезе Hz: 0? > 02. Назначаем уровень значимости 
oa = 0,05. 

Для построения критического множества используем ста- 

тистику F = $?(X,,)/S2(X,), которая имеет распределение Фи- 
шера со степенями свободы м =9 и v2 = 14 (см. Д.3.1). По таб- 
лице квантилей распределения Фишера (см. табл. П.5) находим 
Л-а(9, 14) = foos(9,14) = 2,65. Критическое множество имеет 

вид 52(5„)/52(7.) > 2,65. Вычисляем значение статистики F: 
9,6/5,7 = 1,68. Гипотезу Но принимаем, так как 1,68 < 2,65. 

Пример 4.29. В условиях примера 4.15 наидем границы 
областей принятия гипотез Но, Н1 и средний объем испыта- 

ний (нижнюю границу), если Но: 4 = qo = 1/3, Ai: g=q = 1/2, 
© = 0,05, В = 0,1. 

Решекие. Для определения границ областей принятия 

гипотез Но и Hy, (см. (4.49)) находим В & 0,1/0,95 = 2/19,
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А = 0,9/0,05 = 18. Тогда 6 = — ш(2/19) = 2,25, а = 11 18 = 2,89. 
Далее получаем 

0,1-0,95 19/18 
C,=In7! =In7'(19/9)=1,34, Cy=In = 0,072. 

005-09" (19/9) 19/9 
Итак, d, = 0,072n — 2,915 — граница области принятия гипо- 

тезы Но, а d, = 0,072n + 3,873 — граница области принятия 

гипотезы Н1. Наконец, находим средний объем испытаний для 

двух рассматриваемых гипотез: 

(1 — 0,05) In 42? + 0,051 SS 

Tint + Find 
ov = ° = 35,2; 

0,91n pr +0, Ил и 

sin3+$ In 
~ 40,3. 1й = 

Вопросы и задачи 

4.1. Что такое статистическая гипотеза, (гипотеза)? 

4.2. Какую статистическую гипотезу называют параметри- 

ческой, однопараметрической, многопараметрической? 

4.3. Какую гипотезу называют основной, альтернативной, 

простой, сложной? 

4.4. Что такое статистический критерий? 

4.5. Что такое уровень значимости критерия для проверки 

статистической гипотезы? 

4.6. Какое множество называют критическим для проверки 

статистических гипотез? 

4.7. В чем состоит ошибка, первого рода, второго рода? 

4.8. Что называют мощностью критерия? 

4.9. Какой критерий называют оптимальным (наиболее мощ- 
ным) при заданном уровне значимости?
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4.10. Что называют размером критерия? 

4.11. Какую функцию называют функциеи мощности кри- 

терия, оперативной характеристикой критерия? 

4.12. Какой критерий называют равномерно наиболее мощ- 

ным? 

4.13. В чем состоит общии метод отношения правдоподобия 

для сложных параметрических гипотез? 

4.14. В чем состоит последовательный критерии отношения 
правдоподобия (критерий Вальда)? 

4.15. Чему равны средний объем испытаний, нижняя гра- 

ница среднего объема испытаний для критерия Вальда7 

4.16. Генеральная совокупность имеет нормальный закон 

распределения, с? =1. Укажите объем выборки, при котором 
может быть построен критерий для проверки двух простых 

гипотез Но: и = Uo = 4,6, Ay: p= py =5. Заданы вероятности 

о = 0,01 — ошибка первого рода и В = 0,05 — ошибка второго 
рода. 

Указание: используйте решение примера 4.8. 

Ответ: n* > 99. 

4.17. Из продукции автомата, производящего некоторые 

детали с номинальным значением контролируемого размера 
ро = 40мм, была взята, выборка объема п = 36. Значение выбо- 

рочного среднего контролируемого размера, т = 40,2 мм. Есть 

основание предполагать, что фактические размеры образуют 
нормальную генеральную совокупность с дисперсией д? = 1мм2. 
Выясните: 

а) можно ли по результатам проведенного выборочного об- 
следования утверждать, что контролируемый размер не больше 
номинального (принять a = 0,01); 

6) каково критическое множество в этом случае. 

Ответ: a) да; 6) F > 40,32.
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4.18. В соответствии с техническими условиями среднее 

время безотказной работы приборов из большой партии должно 

составлять не менее 10004 со средним квадратичным отклоне- 

нием 100ч. Значение выборочного среднего времени безотказ- 

ной работы для случайно отобранных 25 приборов оказалось 

равным 970ч. Предположим, что среднее квадратичное вре- 

мени безотказной работы для приборов в выборке совпадает 

со средним квадратичным во всеи партии, а контролируемая 

характеристика имеет нормальное распределение. Выясните, 

можно ли считать, что вся партия приборов не удовлетворяет 

техническим условиям, если: a) a = 0,1; 6) а = 0,01. 

Ответ: а) да; 6) нет. 

4.19. Решите предыдущую задачу при условии, что среднее 

квадратичное отклонение времени безотказной работы, вычи- 

сленное по выборке, равно 1154. 

Ответ: а) нет; 6) да. 

4.20. Утверждается, что шарики, изготовленные станком- 

автоматом, имеют средний диаметр 4 = 10мм. Используя 

односторонний критерий при a = 0,05, проверьте эту гипотезу, 

если в выборке из п = 16 шариков средний диаметр оказался 

равным 10,3 мм, считая, что: а) дисперсия о? известна, и равна 

с? = Imm’; 6) значение оценки дисперсии, определенное по 

выборке, составляет 5? = 1,21 мм?. Контролируемый размер 
имеет нормальное распределение. 

Ответ: a) гипотеза принимается; 6) гипотеза принима- 
ется. 

4.21. Для проверки внутреннего диаметра кольца была, взя- 

та выборка объема п = 25 и наидены отклонения от размера 

(погрешность изготовления) 100 мм. По результатам измере- 

ний подсчитано значение выборочного среднего 1 = 31,52 мм 

и оценка среднего квадратичного отклонения 5 = бмм. Тре- 

буется проверить, существенно ли превышает рассчитанное 

по выборке среднее значение (31,52MM) номинальный размер
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(30 мм). В производстве недопустимы большие положительные 

отклонения. Погрешность изготовления имеет нормальное pac- 

пределение. Уровень значимости a = 0,05. 

Ответ: номинальный размер согласуется с опытными 
данными. 

4.22. Из большой партии резисторов одного типа и номина- 
ла случайным образом отобраны 37 шт. Значение выборочного 

среднего величины сопротивления при этом оказалось равным 
9,3 кОм. Используя двусторонний критерий при a = 0,05, про- 

верьте гипотезу о том, что выборка взята из партии с но- 
минальным значением 10 кОм при альтернативной гипотезе, 
согласно которой номинальное значение не равно 10 кОм, если: 

а) дисперсия рассматриваемой случаиной величины известна и 

равна 4кОм?; 6) дисперсия значения сопротивления неизвестна, 

а значение выборочной дисперсии равно 6,25 кОм. Распределе- 
ние контролируемого признака нормальное. 

Ответ: а) гипотеза отклоняется; 6) гипотеза принимается. 

4.23. Установка имеет среднюю производительность 10009 кг 

вещества в сутки со средним квадратичным отклонением, рав- 

ным 80кг?. При изменении технологии производительность 

возрастает до 1100кг вещества в сутки с тем же средним 

квадратичным отклонением. Можно ли считать, что новая 

технология обеспечивает повышение производительности, ес- 

ли: a) а = 0,05; 6) о =0,1? Контролируемый признак имеет 

нормальное распределение. 

Ответ: а) да; 6) да. 

4.24. Ожидается, что при добавлении специальных веществ 

жесткость воды уменыпается. По оценкам жесткости воды до 

и После добавления специальных веществ по 40 и 50 пробам 

соответственно получили средние значения жесткости (в стан- 

дартных единицах), равные 4,0 и 3,8. Дисперсия измерений в 

обоих случаях предполагается равной 0,25. Подтверждают ли
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эти результаты ожидаемый эффект? Принять а = 0,05. Конт- 

ролируемый признак имеет нормальное распределение. 

Ответ: да. 

4.25. Два штурмана определяли пеленг маяка по несколь- 

ким замерам, используя различные пеленгаторы. Результаты 

замеров: Z = 70,2° при nj =4 u Y= 70,5° при п2 =9. С помо- 

щью двустороннего критерия проверьте при а = 0,05 гипотезу 

о Том, что различие результатов вызвано Только случайными 

ошибками, если средние квадратичные отклонения для обоих 

пеленгаторов известны и равны 01 = 02 = 0,5°. 

Ответ: гипотеза принимается. 

4.26. Заводы А и В выпускают приборы одного типа. По 

выборке из 50 приборов завода А установили среднюю продол- 

жительность работы прибора 1288 ч со средним квадратичным 

отклонением 804, а также по выборке того же объема, с заво- 

да В — 1208ч со средним квадратичным отклонением 94ч. На 

уровне значимости о = 0,05 проверьте гипотезу о Том, ITO сред- 

ний срок службы приборов с обоих заводов одинаков. Считать, 

что продолжительность работы одного прибора распределена 

приближенно по нормальному закону. 

Ответ: гипотеза отклоняется. 

4.27. При обработке втулок Ha станке-автомалте ведутся Ha- 

блюдения за режимом его работы. Для проверки стабильности 

работы станка через определенные промежутки времени изу- 

чают выборки объема п = 10. По результатам двух выборок 

(табл. 4.1) проверьте стабильность работы станка. Распреде- 

ление контролируемого признака предполагается нормальным. 

Также предполагается, что дисперсии генеральных совокупно- 

стей, из которых получены выборки, равны. Уровень значимо- 

сти a = 0,05. 

Ответ: гипотезу о стабильности работы станка следует 

OTKJIOHUTb.
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Таблица 4.1 

Номер 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
изделия 

т; 2,06012,06312,06812,06012,06712,063 |2,05912,06212,06212,060 

Yi 2,063 | 2,060 | 2,057 | 2,056 | 2,059 | 2,058 | 2,062 | 2,059} 2,059 | 2,057 

4.28. Точность наладки станка-автомата, производящего 

некоторые детали, характеризуется дисперсией длины деталей. 

Если эта величина будет больше 400 мкм?, станок останавлива- 

ется для наладки. Значение выборочной дисперсии, найденное 

по 15 случайно отобранным деталям из продукции станка, ока- 

залось равным о? = 680 мкм?. Определите, нужна ли наладка 
станка, если: a) a= 0,01; 6) «= 0,1. Контролируемый признак 
имеет нормальное распределение. 

Ответ: а) нет; 6) да. 

4.29. При изменении определенной процедуры проверки ко- 

эффициента трения установлено, чТо дисперсия результатов 

измерений этого коэффициента составляет 0,1. Значение вы- 

борочной дисперсии, вычисленное по результатам 26 измере- 

ний коэффициента трения, оказалось равным 0,2. При уровне 

значимости о = 0,1 проверьте гипотезу о Том, что дисперсия 

результатов измерений коэффициента трения равна 0,1. Пред- 

полагается, что контролируемый признак имеет нормальное 

распределение. 

Ответ: гипотеза отклоняется. 

4.30. На двух токарных автоматах изготавливают детали 

по одному чертежу. Из продукции первого станка было ото- 

брано n; =9 деталей, а из продукции второго п2 = 11 деталей. 

Оценки выборочных дисперсий контрольного размера, опреде- 

ленные по этим выборкам, равны 02 = 5,9 мкм? и G2 = 23,3 мкм? 
соответственно. Проверьте гипотезу о равенстве дисперсий 

при а = 0,05, если альтернативная гипотеза утверждает следу-
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ющее: а) дисперсии не равны; 6) дисперсия размера для второго 

станка больше, чем для первого. 

Ответ: а) гипотеза принимается; 6) гипотеза отклоняется. 

4.31. Давление в камере контролируется по двум маномет- 

рам. Для сравнения Точности зтих приборов одновременно 

фиксируют их показания. По результатам 10 замеров значения 

оценок (в единицах шкалы приборов} оказались следующими: 

2 = 1573, 9 = 1671, 52 = 0,72, Ss? = 0,15. При а = 0,1 проверьте 

гипотезу о равенстве дисперсии. 

Ответ: гипотеза, принимается. 

4.32. На двух станках А и В производят одну и TY же 

продукцию, контролируемую по внутреннему диаметру изде- 

лия. Из Продукции станка А была взята выборка из 16 из- 

делии, а из продукции станка В — выборка из 25 изделий и 

получены значения Z4 = 36,5 мм, 52 = 1,21мм?, тв = 36,8 мм, 

52 = 1,44 мм?. Проверьте гипотезу о равенстве математиче- 

ских ожиданий контролируемых размеров в продукции обо- 
их станков при двусторонней альтернативной гипотезе, если: 

а) «= 0,05, 6) a=0,1. Предполагается, что распределение конт- 
ролируемых размеров нормальное и 04 = of. 

Ответ: a) гипотеза принимается; 6) гипотеза принима- 
ется. 

4.33. Сравниваются прочностные характеристики сталей 

марок Аи В. Для этого испытаны на предел прочности 145 

образцов марки А и 200 образцов марки В. В результате по- 

лучили 21 = 31,40, 52 = 3,36, 72 = 28,84, 52 = 3,51. Можно ли на 
уровне значимости а = 0,1 считать, что стали имеют разные 

прочностные характеристики? Предварительно следует убе- 

диться, что дисперсии равны. Контролируемый признак имеет 

нормальное распределение. 

Ответ: да.
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4.34. При 50 подбрасываниях монеты „герб“ появился 20 

раз. Можно ли считать, что процент появления „герба“ не 
равен 50? Принять а = 0,10. 

Ответ: гипотеза принимается. 

4.35. При 120 бросаниях игральной кости „шестерка“ вы- 

пала 40 раз. Согласуется ли зтот результат с утверждением, 

что кость „правильная“? 

Ответ: нет. 

4.36. В условиях примера 4.15 найдите границы областей 

принятия гипотез Ho, Н1 и среднии объем испытании, если 

Но: = qo = 0,4; Н1: 9 = 41 =0,5; а = 0,05; В = 0,05. 

Ответ: d, = 0,45n — 8,26; d, = 0,45п + 8,26; Mov = 127; 

М, и = 148. 

4.37. В условиях примера 4.16 найдите границы областей 

принятия гипотез Но, A, и средний объем испытаний при 

А = Ло = 0,1; A= = 0,3. 

Ответ: S, = 5,49n+ 11,25; S, = 5,49n — 14,45; Mov = 3; 

Mi. и = 6.



5. ПРОВЕРКА 

НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

Статистические методы, изложенные в 2-4, опираются на 

различные априорные допущения о виде исследуемой стати- 

стической модели. Например, метод максимального правдо- 

подобия применяют при известном (с точностью до вектора 
параметров} законе распределения генеральной совокупности. 

Основные методы построения доверительных интервалов и 
проверки статистических гипотез основаны на предположе- 
нии о нормальном законе распределения генеральной совокуп- 
ности. Все зти методы предполагают, что результаты наблю- 

дений являются реализациями независимых случайных вели- 
qHH. 

Оказывается, что многие предположения о виде статисти- 
ческой модели, в том числе все перечисленные выше, можно 

сформулировать как статистические гипотезы и проверить при 

помощи статистических критериев на основании статисти- 
ческих данныт. Наиболее важные из этих критериев рассмотре- 

ны в зТой главе. 

5.1. Критерии согласия. Простая гипотеза 

Критериями согласия называют статистические критерии, 

предназначенные для обнаружения расхождений между гипо- 

тетической статистической моделью и реальными данными, 

которые эта модель призвана описать. Другими словами, они 

выясняют, насколько предположения о распределении случай- 

ных величин соответствуют зкспериментальным данным, т.е. 

не вступает ли принятая статистическая модель в противоре- 

чие с имеющимися данными.
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Критерий Колмогорова. Пусть Х„ — случайная вы- 

борка объема п из генеральной совокупности Х. Рассмотрим 

задачу проверки простой статистической гипотезы Но о Том, 

что функция распределения F(t) случайной величины Х совпа- 

дает с некоторой известной функцией Fo(t): 

Ho: F(t) =Е(#), 1ЕВ. (5.1) 

Предположим, что случайная величина, Х непрерывна. Провер- 

ка основной гипотезы Но против альтернативной гипотезы 

My: F(t) # Fo(t) для некоторых {Е К (5.2) 

основана на статистике О(Х„), реализации D(z,) которой 
определяют по формуле 

РЕ.) = sup|Fa(t) — Folt)] (5.3) 

где F,,(t) — эмпирическая функция распределения, построенная 

по реализации г, случайной выборки Xn- 

При заданной вероятности a совершения ошибки перво- 

го рода критерий Колмогорова” отклоняет гипотезу Но в 

пользу Hy на уровне значимости a, если 

(1) > Di-as 

где 21 -„ — квантиль уровня 1 — © распределения случайной ве- 

личины D(X,,) при условии истинности основной гипотезы Ap. 

Если же 

D(z) < Па, 

то делается вывод о непротиворечивости (согласии) статисти- 
ческих данных гипотезе Ao. 

`А.Н. Колмогоров (1903-1987) — крупнейший советский математик, 
один из создателей теории вероятностеи.
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Разобраться в сути зтого формального определения можно 
при помощи следующего нестрогого рассуждения. Согласно Te- 

ореме 1.1, случайная величина, F(t;Xn) — Fo(t), где F(t;X,) — 

выборочная функция распределения, для любого t в случае ис- 
тинности основной гипотезы Но стремится к нулю при п - со, 
а в случае истинности альтернативной гипотезы Н! — к Be- 

личине F(t) — Fo(t), которая для некоторых значений t может 
быть отлична от нуля. Поэтому при п — со случайная величина 

D(X,,) стремится к неслучайной величине зир|Р (t) — Fo(t)|, ко- 

торая в случае истинности основной гипотезы Но равна нулю, a 
в случае истинности альтернативной гипотезы HM, является по- 

ложительной величиной. Следовательно, если для статистиче- 
ских данных, представленных выборкой Z,, случайная величина, 

D(X,) приняла. достаточно большое“ значение, то гипотезу 

Но естественно отклонить в пользу гипотезы Ну, а если D(X,) 

приняла значение, „близкое к нулю“, то гипотезу Но следует 

принять. 

Оказывается, что при истинности основной гипотезы Но 

распределение случайной величины D(X,,) не зависит от Fo(t) 
(хотя зависит от объема выборки п), что чрезвычайно важ- 

HO для вычисления квантилей случайной величины D(X,), по- 

скольку не нужно составлять отдельные таблицы значений 

функции распределения статистики D(X) для каждой функ- 

ции Fo(t), а можно обойтись всего лишь одной таблицей. Это 
свойство вытекает из приводимой без доказательства, следую- 

щей теоремы”. 

Теорема 5.1. Пусть R(t, Xn) — выборочная функция pac- 

пределения, построенная по случайной выборке Х„ объема п 

из генеральной совокупности с равномерным законом распре- 

деления на отрезке [0,1]. Тогда при истинности Но функция 

распределения случайной величины D(X,,) совпадает с функ- 

*См.: Ивченко Г.И., Медведев Ю.И.
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цией распределения случайной величины 

sup |R(t,Xn)—t|. # 
O<t<1 

Из теоремы 5.1 следует, что для проверки гипотезы о виде 

распределения достаточно составить Таблицы значений функ- 

ции распределения статистики D(X) только для случаиной 

выборки Х„ из генеральной совокупности Х с равномерным 
законом распределения. Для п < 100 такие таблицы существу- 

ют*. При больших п для вычисления квантилей D,_. уровня 

1 — а следует использовать приближенную формулу, коТорая 

основана на доказанном А.Н. Колмогоровым предельном соот- 

ношении 

lim P{VnD(Xn) <t}=K(i), #>0, 

где 

K(t)= у (—-1)*е-22. (5.4) 
К=-—со 

Это соотношение справедливо при истинности основной гипо- 
тезы Но. Из него следует, что если п достаточно велико, TO 

ИП -а 

Ут’ 
где величина #1_„ определяется уравнением 

К(Н-а) =l-a. 

Di_2 ^ 

Подробные таблицы значений функции К(#) приведены в 
литературе”. Как показывает практика, приближением с по- 

мощью функции K(f) можно пользоваться уже при п > 20. Для 

вычисления значений [)(1„) статистики D(X,,) удобна формула 

D(zn) = max {= — Fo(zq@)), Fo(z@) — i= -}, (5.5) 
1<:<п n 

*См.: Большев Л.Н., Смирнов Н.В. 
**CMm. там же.
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которую можно также записать в виде 

D(z,) = тах ( 
21-1 1 

1<ign Fo(z (i) On | + on) 

Здесь Fj), 7= 1, п, — члены вариационного ряда, построенного 

по выборке +1, ..., En. 

Пример 5.1. Для выборки 210 объема 10 с злементами 

—0,29; 106; 0,16; —0,12; —120; 

1,09; -0,91; 1,22; —1,15; 1,29 

на уровне значимости о = 0,1 проверим гипотезу Но о том, 
что эта выборка является реализацией случайной выборки 

X, из генеральной совокупности Х, имеющей стандартное 
нормальное распределение. Это распределение, согласно (5.1), 
имеет функцию распределения 

1 f 2 
R= = | < 2 ds. 

В качестве альтернативной возьмем гипотезу (5.2). 
Вариационный ряд 211), ---, 2(10) выборки 210 будет иметь 

вид 

—1,20; -—115; -0591; —0,29; —-—0,12; 

0,16; 1,06; 1,09; 1,22; 1,29. 

Значения функции распределения Fo(t) в этих точках равны 

0,115; 0,125; 0,181; 0,386; 0,452; 

0,564; 0,855; 0,862; 0,899; 0,901. 

Вычисляем значения функции = Fo(z(iy) при = 1, 10 ип = 10: 

—0,015; 0.075; 0,119; 0,014; 0,048; 

0,036; —0,155;  —0,062; 0,001; 0,999,



212 5. ПРОВЕРКА НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

—1 . и значения Fo(z(;)) — —— при тех же $ и п: 

0,115; 0,025; —0,019; 0,086; 0,052; 
0,064; 0,255; 0,162; 0,089; 0,001. 

Наибольшим из этих чисел будет 0,255. Значит, ©(7(1о)) = 

= 0,255. По таблице квантилей статистики“ D(X,) для п = 10 
и а = 0,1 находим Б\_„ = Dog = 0,369. Так как D(Z10) < Оо», 

то оснований отклонить гипотезу Но нет. 

Критерий (27. Из равенства (5.3), задающего статистику 

D(X,), следует, что критерий Колмогорова „хорошо различа- 
ет“ функции распределения F(t) и Fo(t), отличающиеся друг от 
друга, достаточно сильно пусть Даже на небольшом интервале. 
Если же число sup|F(t) — Fo(t)| невелико, Ho F(t) # Fo(t) на до- 

t 
статочно большом промежутке, то можно показать, что для 
проверки гипотезы (5.1) при альтернативе (5.2) целесообразно 

использовать Так называемый критерий w? (омега-квадрат), 
использующий статистику 

w?(Xn) = : +15 (ких ) ant)’ (5.6) 
m 122 n& Oe On)? 

где Х(;), i= 1,n, — злементы вариационного ряда случайной 

выборки Х1, -.., Xn- Основная гипотеза (5.1) отклоняется в 

пользу альтернативной гипотезы (5.2) Ha уровне значимости Q, 

если 
202 2 
(п) > Wyo) 

где w?_, — квантиль уровня 1 — а распределения статистики 

w*(X,,) при условии истинности гипотезы Но. 
Так же как и для критерия Колмогорова, можно доказать, 

что распределение статистики w*(X,,) при истинности основной 

*“См.: Большев Л.Н., Смирнов Н.В.
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гипотезы Но не зависит от Fo. Для малых п существуют 

таблицы* квантилей статистики 4/2 (Xn). При больших п нужно 

пользоваться предельным распределением статистики nw*(Xn), 
для которого Также составлены Таблицы. 

Пример 5.2. Вернемся к задаче, рассмотренной в примере 

5.1, но для ее решения используем критерий 42. 

С помощью формулы (5.6) найдем значение ‹2(21о) статис- 

тики W*(X,,), используя значения Fo(Z(iy), = 1, 10, вычисленные 
в примере 5.1: 

1 1 

w"(B10) = 15. 102 * 10 
(0,065? + 0,125? +0,169 + 0,064” +0,098? + 

+ 0,0862 + 0,105? + 0,0122 + 0,0612 + 0,149”) = 0,0114. 

По таблицам распределения статистики w*(X,) для п = 10 
находим 

20—22, (а = 20,95 А 0,046. 

Так как 7? (210) < и ов, то гипотеза Но на уровне значимости 
о = 0,05 не отклоняется. 

Критерий согласия х2. При анализе критериев Кол- 
могорова, и Ww? предполагалось, что Х„ — случайная выборка 
объема п из генеральной совокупности непрерывной случайной 

величины Х. Пусть теперь наблюдается дискретная случайная 

величина Х, принимающая Г различных значений U1, ..., Uy с 
положительными вероятностями ру, ..., Pr: 

Допустим, что в выборке Z,, = (11, ..., Zn) число ик встре- 
—___ г 

тилось nz(Z,) раз, К =1,г. Отметим, что Уп» (2„) = п, Т.е. 
k=1 

“См.: Большев Л.Н., Смирнов Н.В.
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случайные величины п1(Х„), ..., Mr (Xn) зависимы. При зтих 

условиях справедлива следующая теорема». 

Теорема 5.2 (теорема Пирсона). Распределение случай- 

ной величины 

> (пк(Х») — npr)? 
п k=l Pk 

при п — со слабо сходится к Х?-распределению cr — 1 степенями 
свободы. 5$ 

Этой теоремой можно воспользоваться для проверки про- 

стой гипотезы 

Но: р1 = р10о, ---, Pr= Pro, (5-7) 

где р1о, ---, Pro — известные величины, против альтернативной 

гипотезы 

Hy: существуют такие К, что py ~ рю, k = 1, г. (5.8) 

Если истинной является гипотеза Но, То по теореме 5.2 при 
п —> со распределение случайной величины 

n(Xn) _ 2 

x? (Xn) = > (ть) — mph)? _ >> ( то) (5.9) 
п kel Pko kal Pko 

стремится к распределению x? сг- 1 степенями свободы. 

Если основная гипотеза, Но не является истинной, то в этом 

случае по закону больших чисел при п > со 

X —_ 
п) k=1,r. 

“Доказательство теоремы см.: Крамер Г.
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Поэтому при п — со 

Xn Xn 
me Xn) — Pko = (ты — рь) + (pk — Pro) — Pk — Рю- 

Следовательно, если рь — pro #0 для некоторых k= 1,r, To 
статистика Хх? (X,,) принимает большие значения, чем в случае 

истинности основной гипотезы Но. 

Таким образом, становится естественным следующее опре- 
деление хритерия согласия x? (хи-квадрат). Этот критерий 

при болыших п на уровне значимости о отклоняет гипотезу Но 

в пользу альтернативной гипотезы Н\1, если 

x*(Zn) > Xi_a(r — 1), 

где x?_,(r—1) — квантиль уровня 1 — a Х2-распределения с 
r—1 степенями свободы, а Х2(2„) — реализация случайной 
величины (5.9). 

Если же 

x?(En) < Xj-a(r — 1) x $ 

то Делается вывод о Том, чТо гипотеза Но не противоречит 

статистическим данным и ее следует принять. 

В отличие от критериев Колмогорова, и w* критерием x? при 
небольших объемах выборки п пользоваться нельзя. Более то- 

го, для удовлетворительной аппроксимации распределения слу- 

чайной величины Х2(Х»„) распределением х? необходимо, чтобы 

не только я было велико, но и все величины при, k= 1,г, Так- 
же были немалыми. На практике при небольших г необходимо, 

чтобы выполнялись условия np, > 10, k= 1. г, а если г велико 

(r > 20), достаточно, чтобы было np, > 5, К =1,г. Поскольку 

теорема, Пирсона, носит асимптотический характер, то крите- 

рий x? является асимптотически непараметрическим. 
Критерий Хх? можно использовать и тогда, когда, случайная 

величина Х непрерывна или дискретна, но принимает счет- 

ное множество значений с положительными вероятностями.
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В зтом случае множество М возможных значений Х разбива- 

ют на г непересекающихся подмножеств Мь, k=1,r, таким 
образом, чтобы вероятность py, К = Т,г, попадания случайной 

величины Х в k-e подмножество М» удовлетворяла условию 
np, > 5 или np, > 10, К =1,г. Если Х — непрерывная случайная 
величина, то в качестве Мь, k =1,г, обычно берут множества 
вида 

(—00, 81), [51, 82), cosy [s--2,Sr-1), [s,-1,00), 

ГДЕ $1 <52<...< 8,1, 8s Е В, k=1,r—1. 

Определим дискретную случаиную величину X’, принимаю- 
щую значение № тогда, и только тогда, когда Х Е Ми, К = 1,г. В 

этом случае исходная задача, проверки статистических гипотез 
сводится к проверке основной гипотезы (5.7) при альтерна- 

тивной гипотезе (5.8), где в случае непрерывности случайной 
величины Х 

Pko = ] dFo(t) = / po(t)dt — 

МЕ M, 

вероятность попадания случайной величины Х в множество 

МЕ в предположении, что функция распределения случайной 
величины Х есть Fo(t), а плотность — po(t). Если Х — 
дискретная случайная величина, имеющая счетное множество 

возможных значений 21, 22,... иР{Х =z;}=9; >0,7=1,2,..., 

то вместо проверки гипотезы 

Но: 9=4ю, J=1,2,..., 

где 4, j = 1,2,..., — известные числа, при альтернативной 

гипотезе 

Ay: существуют такие 7, что 4; #40, 1=1,2,...,
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проверяют гипотезу (5.7) при альтернативной гипотезе (5.8), 

где вероятности pro, К = 1, г, вычисляют по формулам 

Далее для выборки 5, находят число п»(2„) ее злементов, 

принадлежащих множеству M,, К = 1, г. Затем, подставляя Z,, 

вместо X,, в формулу (5.9), определяют реализацию х? (2) слу- 

чайной величины х?(Х„). Гипотеза Но отклоняется в пользу 
гипотезы Hy, если Х2(2„) > Х2_ (г-1) и принимается в про- 
тивном случае. 

Недостатком использования критерия Х2 для случайных ве- 

личин, принимающих бесконечное множество значений, явля- 

ется некоторая потеря информации при переходе oT Х к слу- 
чайной величине Х’ с конечным числом значений. 

Пример 5.3. Среди элементов выборки 21000 дискретной 

случайной величины Х значение 0 встретилось 343 раза, значе- 

ние | — 372 раза, значение 2 — 201 раз, значение 3 — 68 раз, 

а значения, большие или равные 4, встретились 16 раз. Про- 

верим на уровне значимости а = 0,05 гипотезу Но о том, что 

наблюдаемая случайная величина имеет распределение Пуассо- 

Ha с параметром A = 1, т.е. 

Предполагая истинность основной гипотезы Но, находим 

por =Р{Х = 0} = 0,368, Роз = Р{Х = 1} = 0,368, 

Роз = P {X = 2} = 0,184, Poa = P{X = 3} = 0,061, 

Pos = P{X > 4} = 0,019. 

Заменим случайную величину X, принимающую бесконеч- 

ное число значений, случайной величиной Х’ принимающей
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только пять различных значений 0, 1, 2, Зи 4 с положительными 

вероятностями р1о = 0,368, p29 = 0,368, p39 = 0,184, pao = 0,061 и 

ро = 0,019 соответственно. По формуле (5.9) для г=5, п = 1000 
получаем 

(343 — 0,368 - 1000)? (372 — 0,368 - 1000)? 277 \— 
X"(2'n) = “9 368-1000 0,368 - 1000 

(201 —0,184- 1000)? + (68—0,061-1000)2 4 (16—0,019-1000)? _ 

0,184-1000 0,061 - 1000 0,019-1000 — 

= 1,6984 + 0,043 + 1,5706 + 0,8033 + 0,4737 = 4,58. 

По таблице квантелей Х?-распределения (см. табл. П.3) находим 

X6,95 (4) ^ 9,49. Так как 4,58 < 9,49, то гипотеза Но принима- 

ется. 

5.2. Критерии согласия. Сложная гипотеза 

Критерии Колмогорова и (2? для сложной гипотезы. 

Задача проверки простой гипотезы о виде закона, распределе- 

ния случайной величины Х на практике встречается довольно 

редко. Гораздо чаще бывает необходимо проверить по слу- 

чайной выборке Xn из генеральной совокупности Х сложную 

гипотезу о принадлежности функции распределения F(t) слу- 

чаиной величины Х заданному параметрическому множеству 
распределений {Е ({;0), Е O}, OC R?: 

Но: F(t) = Fo(t;6), 9Е 9. 

Кажется естественным сначала каким-то образом постро- 

ить оценку @(X,,) параметра 8, а затем применить критерии 

Колмогорова и ©? для проверки гипотезы 

Но: F(t) = Fo (t;6(2,)), 

где 6(z,) — значение оценки 9(Х„) по данным выборки Zp. 

К сожалению, при таком подходе эти критерии уже не будут
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непараметрическими — при гипотезе Но распределение моди- 

фицированных статистик D(X,) и O*(X,), где 

D(Zn) = зир|Е»(#) — Fo(t;6(Zn))I, 

0). 1 1“ ~, 22—1,2 
O(n) = Tope и 2 (Fo(2(5 (Fn) - on ), 

вообще говоря, зависит от Ю и от метода нахождения оценки 

(Х„), что Требует составления большого количества таблиц 
распределений. 

Однако если 9(Х») — оценки максимального правдоподобия 

параметра 9, a элементы Р (#;0) параметрического множества, 

{F(t;6), Е ©} функций распределений получаются при помо- 
щи преобразования сдвига и масштаба какого-нибудь одного 

своего представителя F (t;00), т.е. 

F(t;6) = F(—=*, 60), 

то для критериев Колмогорова и w* достаточно иметь толь- 
ко одну таблицу для каждого семейства. К таким семействам 
относятся все важные типы распределений, и, в частности, нор- 
мальное. Более того, при небольшой модификации статистик 

D(Xn) и G?(X,,) их распределение при п > 5 практически пере- 
стает зависеть” от п. 

Критерий Хх? для сложной гипотезы. Пусть функция 
распределения дискретной случайной величины Х, принима- 

ющей конечное множество значений ц1, ..., и, зависит от 

4-мерного вектора параметров 8. Тогда вероятность ру то- 

го, что Х примет возможное значение Uz, зависит от 0, т.е. 

рь= рь(6), К = 1,г. А так как вероятности ри (8), ..., р, (8) полно- 
стью определяют функцию распределения случайной величины 

*См.: Тюрин Ю.Н., Макаров А.А.
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X , то в рассматриваемом случае основная гипотеза принимает 

следующий вид: 

Но: РгХ = и = рк(0), k=1,r, де@С К". 

Эту сложную гипотезу можно проверить при помощи модифи- 
кации критерия Хх? Пирсона. 

Пусть 0(z,,) — значение оценки 9(Х.) максимального прав- 
доподобия для 9, а пу (5„) — количество элементов выборки 2, 

равных ик, К =1,г. Оценку (Xx) получают в результате ми- 
нимизации логарифма функции правдоподобия 

aL, ох) =n, 
k=1 i=1 

L(X,38) = mal 

как (cM. (3.2)) решение системы уравнений 

“. n(Xn) дрь(6) oe 
=0, j=ld. 

2. рь(б) 00; 7 
Можно показать*, что при некоторых предположениях о глад- 
кости функций ру (9), К = 1, г, распределение случайной величи- 
ны при п -} со 

2 га — - (mi(Xn) ~ rpi((Xn)))” 

On) = (KD) 
слабо сходится к случайной величине, имеющей \2-pacnpedense- 

ниесг— 4-1 степенями свободы. 

Если Х — непрерывная случайная величина с функцией рас- 

пределения F(t), то, разбивая множество возможных значений 

Х на конечное число непересекающихся подмножеств и пере- 

ходя к дискретной случайной величине Х’, можно проверить 
сложную гипотезу | 

Но: F(t) Е {Е(#0), 6 ЕФ@Св*}. 

*См.: Крамер Г.
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Необходимо только помнить, что оценку максимального прав- 

доподобия (Xn) следует строить не по наблюдениям Xj, ..., 
Х„ случайной величины X, а по значениям частот 71 (5), ..., 
n,(z/) случайной величины Х”, что, как правило, гораздо труд- 
нее. Построение такой оценки для наиболее распространенных 

параметрических семейств распределений (нормального, экспо- 
ненциального, пуассоновского и т.д.) можно найти в специаль- 

ной литературе*. 

Двухвыборочная задача. Критерий Смирнова. Пусть 

Xm=(X1, ..., Xm) и У, = (И, ..., У») — случайные выборки из 
генеральных совокупностей Х и У с функциями распределения 

F(t) и G(t) соответственно. Рассмотрим задачу проверки 

сложной гипотезы 

Но: F(t)=G(t), téER, (5.10) 

против альтернативной гипотезы 

Hy: F(t) #G(t) для некоторых ЁЕВ. (5.11) 

Для непрерывных случайных величин Х и У гипотезу Но 
против альтернативной гипотезы H,; можно проверить, вос- 

пользовавшись статистикой D(Xm, У,), реализация которой 

определяется формулой 

0(2.,) = sup|Frn(t) — G,,(t)|, (5.12) 

где F,,(t) и G,(t) — змпирические функции распределения, 

построенные по реализациям т и Yn случайных выборок Хти 

У, соответственно. Если истинной является основная гипотеза 

Но, то, согласно закону болыших чисел, для любого фе R 

lim (Fin(t) — Ga(t)) = F(t) -G() = 0. 
7,N—+4+0O0 

*См.: Крамер Г.
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Если же истинной является альтернативная гипотеза Hy, то для 

любого t Е ® 

„Ви (Fm(t) — С»(0)) = F() - С £0. 

Следовательно, значения D(Z,,,y;,), близкие к нулю, сви- 

детельствуют о том, что, по-видимому, верна гипотеза Но, а 
большие значения О(2„,у»„) указывают на болыцую правдопо- 

добность гипотезы H,. Ha этом факте и основан критерий 
Смирнова. А именно критерии Смирнова отклоняет Но в 

пользу H, на уровне значимости a, если выборочное значение 

D(Zm,Yn) статистики D(XmYn) удовлетворяет неравенству 

D(€m) Yn) > О-о 

где D,_. — квантиль уровия 1 — a распределения статистики 

D(Xm,Yn) при истинности гипотезы Но. Если 

Р(5т, т) < О-о, 

то отклонять гипотезу Но нет оснований. 

Доказано*, что распределение статистики О(Хт, У,) при ис- 

тинности Но не зависит от F(t) и G(t). Для небольших т и 
п таблицы квантилей функции распределения случайной вели- 

чины Р(Х„,У,) при истинности Но есть в соответствующих 

справочниках**. Н.В. Смирнов*** показал, что при т, т — со 

Р{ (2 D(XmYa)<th + K(t), t>0, (5.13) 

где функция K(t) определена равенством (5.4). 
Рассмотрим вариационный ряд 

Za); 4 (2); 23} ZN): N=m+n, (5.14) 

*См.: Смирнов Н.В. 

*“Смы., например: Большев Л.Н., Смирнов Н.В. 
***См.: Смирнов Н.В.
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объединенной случайной выборки Ху, ..., Xm, Va, ---; Yn- 

Можно показать, что 

D(Xm1Yn) = max | Fm (79) — С,(2%))|. 

Значение 0(7т,у„) статистики D(XmyYn) удобнее вычис- 
лять следующим образом. Пусть 

1, 2: — одно из наблюдений Х; 
5. = ©) (5.15) 

0, 2) — одно из наблюдений У, 

где 2(;) — значение случайной величины 2; + =1, N. Положим 

i= Ty Le gQ=1,N. (5.16) 

Тогда 

D(z. Jn) = шах {8 sn} (5.17) mi Уп — mn Ly -++yONG- . 

Пример 5.4. Пусть Х иУ — непрерывные случайные вели- 
чины с функциями распределения F(t) и G(t) соответственно. 
Даны выборка #10 с элементами 

—0,15; 8,60; 5,00; 3,71; 4,29; 7,74; 2,48; 3,25; —1,15; 8,38 

и выборка, 10 с элементами 

2,55; 12,07; 0,46; 0,35; 2,69; —0,94; 1,73; 0,73; —0,35; —0,37. 

Проверим на уровне значимости a = 0,05 гипотезу (5.10) против 

альтернативной гипотезы (5.11). 
Выписываем значения объединенного вариационного ряда, 

заданных выборок 

—115; —0,94; —0,37; —0,35; 0,46; 0,73; 1,73; 2,48; 

255; 269; 325; 3,71; 4,29; 500; 7,74; 8,38; 
8,60; 1207
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и последовательность чисел 6;, 2 = 1, 20, 

1; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 90. 

Вычислив по формуле (5.16) значения величин $;, j = 1,20, и 
подставив их в (5.17), определим, что О(210, 10) =6. В табли- 

це квантилей распределения статистики” D(Xm1Yn) квантили 
D,_~ = ов нет, но есть квантиль Do 9476 = 6. Поэтому гипоте- 

зу (5.10) следует отклонить в пользу альтернативной гипотезы 

(5.11) на уровне значимости a = 0,0524. 

5.3. Критерии независимости 

Критерий Спирмена. Пусть имеется случайная выборка 
(X1, Yi), -.., (Xn, Ул) из генеральной совокупности двумерной 
непрерывной случайной величины (Х, У) с функцией распре- 

деления ЁР($,т), а Fx(t) и Еу(т) — функции распределения 
случайных величин Х и У соответственно. Если случайные 

величины Х и У имеют нормальные распределения, то для про- 

верки статистической гипотезы об их независимости 

Ho: Е(ьт) = Fx (t) Fy(r) (5.18) 
можно использовать процедуру, связанную с вычислениями 
выборочного коэффициента корреляции (см. формулу (6.12) ). 

Если же о распределениях непрерывных случайных величин 
Х иУ ничего не известно, TO для проверки основной гипотезы 
(5.18) при альтернативной гипотезе 

Hy: F(t,r) # Fx (t) Еу(т) для некоторых (t, т) Е В? 

используют ранговый критерий Спирмена, основанный на 
следующем понятии. 

Определение 5.1. Рангом В;(2м№) элемента 2; числовой 

последовательности Zn = (2, ..., ZN) называют его поряд- 

ковый номер в вариационном ряду 2(1), ---, 2(N)- 

*См.: Большев Л.Н., Смирнов Н.В.
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Согласно определению, В;(2м) — это число элементов по- 

следовательности 21, ..., ZN, не больших чем Z;, которое можно 

записать следующим образом: 

N 

R;(Zn) =1 +У n(z — Zk); 

k=1 

где n(t) — функция Хевисайда. Ранг любого злемента после- 
довательности ZN — это натуральное число в диапазоне от | 
до №, причем ранг наименьшего элемента, последовательности 
равен 1, а ранг наибольшего — №. 

Пример 5.5. Рассмотрим выборку 24= (3,8, 4,7, —2,6, 17,3). 

Ее вариационный ряд имеет вид —2,6; 3,8; 4,7; 17,3. Поэтому 

R, (24) = 2, В2(24) =3, Вз(24) =1, В4(24) =4. # 

Определение 5.2. Рангом элемента 7; случайной 

выборки Zn = (271, .-., ZN) называют случайную величину 

Ri(Zn), реализация которой А;(2м) есть ранг реализации 2; 

случайной величины Z; в вариационном ряду 2(1), ---) 2(№)- 

Обозначим через В; = ВХ. n) — ранг элемента, Х; случайной 

выборки Xj, ..., Xn, а через 5; = Si(Yn) — ранг злемента У; 

случайной выборки У1, ..., Yn- 

Ранговым коэффициентом корреляции Спирмена на- 

зовем случайную величину 

. (В: В) ($; — 5) 
р(Х„, У») = = ’ (5.19) 

ув 

где
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Статистика (5.19) является выборочным коэффициентом 

корреляции последовательностей рангов ВА1,..., Али Sy, ..-, Sn- 

Согласно определению рангов R;, S;,i1= 1,7, 

и можно показать, что 

7 , 4 6 2 p(Xn, Yn) =1- 5 > (Е: — Sj)’. (5.20) 
n(n? — 1) 4 

1=1 

Без ограничения общности можно считать, что значения 

пар наблюдений (2;, yi), {= 1, п, занумерованы в порядке воз- 

растания их первых злементов, т.е. так, что выполняются не- 

равенства, 

$1<12<... < Fn. 

В этом случае реализация г; ранга, А; равна $, 1 = 1, п, изначение 

р(2„. у») статистики р(Х„,У») можно вычислить по формуле 

plén ix) =1-- Ge 06-50 (5.21) 
$=1 

где $; — реализация ранга 5;, # = 1, п. 
Известно (см. 6.3), что выборочный коэффициент корре- 

ляции приспособлен для обнаружения линейной зависимости 

между случайными величинами Х и У. Если же между ХиУ 

имеется функциональная, но не линейная зависимость, то вы- 

борочный коэффициент корреляции может быть равен нулю. 

Примерно так же обстоит дело и с ранговым коэффициентом 

(5-19), с тем только (впрочем, немаловажным) различием, что 
он улавливает любую монотонную зависимость, а не только 

линейную.
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Доказательство этого начнем с исследования статистики 

o(Xn,Yn) при линейной зависимости У = aX +b, «ЕВ, bER, 
между случайными величинами Х и У. 

Если а > 0, то большим значениям х; соответствуют большие 

значения Y;, и, наоборот, меньшим значениям 1; — меньшие 
значения у;, {=1, п. Если пары наблюдений (2;, и), & = 1, п, 3a- 

нумерованы по возрастанию Первых элементов, то будут иметь 

место неравенства у <... < ул. Поэтому г; = 5; для всех {=1, п, 
и из (5.21) следует, что р(&„, у.) = 1. 

Если же а < 0, то бблыпим значениям 5х; соответствуют 

меньшие значения у; а меныпим значениям 2; — большие 

значения у, #=1,п. В этом случае г; = Spit, Si = Tn-i41; 

i= 1, п, и P(Ens У) =-1. 

Заметим, что если 2(т) — возрастающая функция, то ранг 

элемента, 1; в последовательности 21, ..., 27 равен рангу ф(х;) в 
последовательности (5х1), ...-, (Zn). Позтому если случайные 

величины Х и У связаны функциональной зависимостью У = 

Ф(Х), то p(En, Hn) = 1. 

Аналогично, если У = ф(Х), где ф(х) — убывающая функ- 

ция, то p(Zn, Yn) = —1. 

Условие |p(Xn,Yn)| <1 выполняется всегда, так как оно 

выполняется для выборочного коэффициента корреляции, а 

(Xn, Yn) — это выборочный коэффициент корреляции, постро- 

енный по последовательностям рангов наблюдений. 

Рассмотрим теперь другой крайний случай, когда, случай- 

ные величины Х и У независимы, т.е. когда, основная гипотеза 

Но является истинной. В этой ситуации случайный вектор 

(51, ..., эп) принимает с равной вероятностью любое свое воз- 

можное значение, являющееся одной из п! перестановок, соста- 
вленной из чисел 1,2,..., п. Следовательно, вероятность того, 

что статистика р(Х„,У,„) примет любое из своих возможных 

значений p(Zn,¥,) при истинности основной гипотезы (5.18), 
не зависит от распределений случайных величин Х и У.
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Можно показать, что при истинности основной гипотезы 

д 

Мр(Х„,У,)=0,  Dp(Xn,Yn) 
1 

—— 22 

и, следовательно, при этом выборочные значения статистики 

р(Х У) невелики и группируются около нуля. Поэтому (и 
это кажется достаточно естественным) ранговый критерий 

Спирмена, отклоняет Но на уровне значимости a, если 

[р(2„,9)| > P1—af2s 

Где р1-с/2 — квантиль уровня 1 — a/2 распределения случайной 

величины р(Х„,У„) при истинности основной гипотезы (5.18). 
При небольших п это распределение табулировано*. Известно, 

что при п —› CO и при истинности основной гипотезы (5.18) 

р(Х», Yn) — Mp(Xn; Yn) 
lim P 

Dp(Xn; Ya) 
noo 

t 
u* 

<t === | oF du, 

т.е. квантили случайной величины p(X,,Y,) можно прибли- 

женно вычислять при помощи таблиц квантилей стандартного 
нормального распределения. 

Пример 5.6. В табл. 5.1 представлены п = 10 значений 
(z;, yi), + =1 Ю, непрерывной двумерной случайной величины 

(Х, У). Проверим на уровне значимости a = 0,05 гипотезу Но 

о независимости случайных величин Х HY. 

Таблица 5.1 

х;|—1,63]111| 1,15|-193| 0,38|1-—1,08|-0,31: 0,6010,1210,92 

yi{ 0,5410,88|—1,21| 0,89|-0,64|-0,21|1 0,08|-—0,7410,7910,14 

*См.: Большев Л.Н., Смирнов Н.В. 
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Строим последовательность рангов (табл. 5.2). По формуле 

(5.20) вычисляем реализацию статистики р(Х„,У,) 

6 

~ 10(102-1) 

+ (6-3)? + (3—4)? + (4-5)? + (7-2)? + (5-8)? + (8-6)?) = 

р(=.„ 9) = 1 (2-7: + (9—9?) + (10-1)? + (1-10)? + 

6 
— 1 соб (25+0+81+81+9+1+1+25+9+2) ~ —0,4118. 

Таблица 5.2 

гг |21901163141715]|8 

$ 1719|1111013141512816 

По таблицам распределения статистики p(X,,Y,,) рангового 
критерия Спирмена” находим квантили 

Po,952 = 0,6726, po,97 = 0,7374, ро.заз = 0,80223, (5.23) 

а квантили р1-с/2 = Po975 Нет, так как p(XniYn) — дискретная 

случайная величина. Тем не менее, из значений квантилей (5.23) 

заключаем, что |P(Zn, ¥,)| < роэ52 и Но не отклоняется даже на 

большем уровне значимости. 

Таблицы сопряженности признаков и критерий x’. 

Пусть имеется случайная выборка 

(Xn, Yn) = ((Хь,У,), ---) (XnsYa)) 

из генеральной совокупности двумерной дискретной случайной 

величины (Х, У), где случайная величина Х может прини- 

мать значения tj, ..., Uy, а случайная величина У — значе- 

ния Uy, ..., Us. Определим случайную величину п;;(Х„, У), 

реализация nj; которой равна количеству элементов выбор- 

ки (Zn, Yn) = ((21,41), ---) (@nsYn)), совпадающих с элементом 
(и, vj), t=1,7, 7 =1,8. 

*См.: Большев Л.Н., Смирнов Н.В.



230 5. ПРОВЕРКА НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

> 

Введем случайные величины 1;-(Х п, У) и п-; (Хи, Yn), значе- 

ния 7;. и N.; которых определим по формулам 

п п 

п. => пу, ng => Ni;- 

1=1 *=1 

При этом n;- — количество элементов выборки (Zn, Yn), в 
которых встретилось значение и;, ап.; — количество элементов 
выборки (Z,, У»), в которых встретилось значение %;. Кроме 
того, имеют место очевидные равенства, 

г 8 r 8 

) rz. = ) п.; = ) > 4; = п. 

$=1 j=1 i=1 2=1 

В рассматриваемом случае результаты наблюдений удобно 

оформлять в виде таблицы, называемой таблицей сопря- 

женности признаков (табл. 5.3). 

Таблица 5.3 

Y 
Xx 

V1 V2 eee Us 

Uy 41 42 eee ys 74- 

U2 121 122 eee N2s n2- 

Ur Ny) Nr2 ... Mrs Nr 

п 1 N.9 ee Nheg п 

Пусть далее 

Ру = P{X =u,,Y =0;}, р. =P{X =u}, pj = P{Y =}, 

i=1,r, 7=15. 

Дискретные случайные величины Х и У независимы тогда и 

только тогда, когда, 

P{X =u, Y =vj}=P{X =u;} P{Y =0;}, i=l1,r, j=1,s.
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Ноэтому основную гипотезу о независимости дискретных слу- 

чайных величин Х и У можно представить в следующем виде: 

Но: Piz = Pi-P+j) i=1,r, j=l,s. (5.24) 

При этом, kak правило, в качестве альтернативной используют 

гипотезу 

Hy: р; # pip; для некоторых t= 1,г, 1 =1, 5. (5.25) 

Для проверки основной гипотезы (5.24) при альтернативной 
гипотезе (5.25) К. Пирсон предложил использовать статистику 

x? (Xn,Yn); называемую статистикой Фишера — Пирсо- 

на, реализация Х2(2„,/») которой определяется формулой 

п:.П-; 2 

Min V(Fnstn)=r > >> ( (5.26) 
The eTben 

*=1 :=1 п.) 

Из закона болышпих чисел следует, что при п — со 

п;; (Хи, У, п:.(Х , п.;(Х ‚У ij ( 14 n) — Dis, 4 ( 7 n) > Dir, i( 7 n) > pj, 

n n 

i=l,r, 1=15. 

Поэтому при истинности гипотезы Но и болыцих объемах 

выборки (Zn, Yn) должно выполняться приближенное равенство 

yj > П-П-;, $ = Lr, 1 = 1, 5, 

и, следовательно, значения (5.26) статистики х2(Х„,У,) долж- 

ны быть „не слишком велики“. „Слишком большие“ значения 

должны свидетельствовать о том, что Но неверна. 

Ответ на вопрос о том, какие значения нужно считать 

слишком большими, а какие — нет, дает следующая теорема. 

Теорема 5.3. Если истинна, гипотеза Но, то распределение 

статистики Х2(Х„,У„) при п — со слабо сходится к случайной
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величине, имеющей х2-распределение с числом степеней свобо- 

ды k = (r —1)(s—1): 

oe _t 
lim РАСХ.) <=} = | е 24% z>0. # 

|9") 
В соответствии с теоремой 5.3 критерий независимости 

x? отклоняет гипотезу Но на уровне значимости 1 — a, если 

X (En Fn) > Xi-a((r a I)(s- 1)), 

где x?_,((r—1)(s—1)) — квантиль уровня значимости 1 — о 
Х?-распределения с числом степеней свободы (г —1)(s—1). При 

этом считается*, что критерий Х2? можно использовать, если 
п;.п.;/п > 5. 

Правую часть равенства (5.26) можно преобразовать к фор- 

ме, более удобной для практического использования: 

Х (2,9) = (> 7. - 1). (5.27) 

В частном, но очень распространенном случае таблиц сопря- 
женности при г = $ = 2 формула (5.26) для вычисления X7(Zn, Jn) 
имеет еще более простой вид: 

2 
n(7n11222 — 712121 ) 

пл. й2. Ney Ng у 

^2/-> > 

Х (Zn, Yn) = (5.28) 

Заметим, 4TO ДлЯ таблиц сопряженности при тг = $ = 2, как 

правило, используют статистику X2(Xn, У, ) с реализациями 

2 

~~ - n|n11 N22 — 2y2N| — п/2 
Хх (Ens In) = ( , (5.29) 

пл. п2. N41 12 

*См.: Тюрин Ю.Н., Макаров А.А.
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называемую статистикой Фишера — Пирсона с no- 
2 

правкой Иейтса на непрерывность, распределение кото- 

рой лучше согласуется с Х2-распределением. 

Пример 5.7. В табл. 5.4 приве- Таблица 5.4 

дены результаты 145 наблюдений у 

двумерного дискретного случайно- XxX 
3$}41]5 

го вектора (X, У). Проверим на 
О | 45| 25| 15| 85 

уровне a = 0,05 гипотезу Но о не- 
. 11111 11| 13| 35 

зависимости случайных величин Х 
иу. 2191917 | 25 

65 | 45 | 35 | 145 
В рассматриваемом случае г = 

= 3, $ = 3, Т.е. случайные величины 

X и У принимают по три различных значения. Вычислим по 

формуле (5.27) значение У? (2„, у») величины X2(Xn, Yn): 

2a, gf.) = 15 452 252 й 152 fi 112 й 
X бт т) = 29 65-85 | 45.85 ' 35.85 ' 65.35 

, 2, 8 1) = 
45-35 ' 35-35 ' 65-25. 45-25 | 35-25 = 

— 145 (0,3665 +0,1634 + 0,0756 + 0,0532 + 

+ 0,0768 + 0,1380 + 0,0498 + 0,072 + 0,056 — 1) _ 

= 145 -0,0513 = 7,4385. 

По таблице квантилей х?-распределения (см. табл. [1.3) с числом 

степеней свободы (г — 1)(s— 1) =4 находим 

Xi-a((r — 1)(s— 1)) = хов (4) = 9,49. 

Таким образом, оснований для отклонения гипотезы Но о 

независимости случайных величин Х и У недостаточно.
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5.4. Решение типовых примеров 

Нример 5.8. Даны выборка объема т = 25 

0,00; —0,53; 1,47; 0,96; 3,98; 3,22; 0,25; 

0,31; —0,64;5 —126; —0,92;  -—1,36; 0,96; 1,39; 

—0, 81; 1,12; —0562; —0,66; 107; —0,52; 0,48; 

—1,00; —0,96; -143; —109 

из распределения Коши с плотностью 

1 

п(1+=7) px (=) = 

и выборка объема п = 28 

—0,88; 0,41; -—0,64; —085  -0,09;  —0,71; —0,00; 

0,49; —0,65; 0,59; 0,17; —0,46; 0,99; —0,24; 

—0,98; —0,85; —0,09; —0,63; 0,68; 0,02; —0,59; 

—0,02; —0,45; —0,50; 0,40; 0,29; —0,17; —0,43 

из равномерного распределения Ha отрезке [—1, 1] с плотностью 

py (z). Проверим при помощи критерия Смирнова cmamucmu- 

ческую гипотезу о равенстве функций рх и ру. 

Объединив заданные выборки и построив вариационный 

ряд, по формуле (5.15) найдем соответствующие этому ряду 

значения 6;, #=1, №, М =45: 

0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; O; 1; 1; 1; 0; 1; 0; 1; 1; 0; 1; 0; 1; 

0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 15 1 1; 0; 1; 1; 0; 1; 0; 1; 1; 

0; 1; 1; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0 ® ® e 

3 3 3 ) 

Вычислив по формуле (5.16) значения s;, 1 =1, №, по формуле 

(5.17) получим О(5,, у») = 0,473 и ,/—" = 1,718. Так kak ти 
m+n 
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п велики, то для проверки гипотезы Но об однородности вос- 
пользуемся асимптотической формулой (5.13), в соответствии 
с которой 

55.28 
Pdf nz. 7.) > 11718} =0,004. 
tee (Zn n) > , 

Поэтому гипотезу об однородности следует отклонить Ha уров- 

не значимости a > 0,004. 

Пример 5.9. При 4040 бросаниях монеты Ж.Л.Л. Бюф- 

фон* получил 2048 выпадений „герба“ и 1992 выпадений „реш- 
ки“. Совместимо ли это с гипотезой о том, что вероятность 
выпадения „герба“ при одном бросании равна 1/2? 

Здесь п = 4040, г=2, п! (Z,) = 2048, n2(Xn) = 1992, ро = p20 = 

= 0,5, число степеней свободы г — 1 =Т, и при а = 0,05 находим 

Хо (1) = 3,841. 
Проверим гипотезу Но о том, что вероятности py и pe 

выпадения „герба“ и „решки“ равны 1/2. На основании (5.9) 
получаем 

(2048 — 4040 -0,5)2 + (1992 — 4040 - 0,5)2 
4040 - 0,5 4040 - 0,5 x’ (Zn) = = 0,776. 

Так kak 0,776 < 3,841, то статистические данные He противоре- 

чат гипотезе Ho. 

Пример 5.10. В табл. 5.5 приведены данные о распределе- 

нии цвета, волос на, голове и бровей у 46542 человек. Проверим 

на уровне значимости а = 0,05 гипотезу о независимости этих 
признаков. 

Здесь п = 46592, r= s= 2, ny, = 30472, п12 = 3238, no, = 3364, 

122 = 9468, ny. = 33710, п2. = 12832, п-1 = 33836, п.2 = 12706, 
число степеней свободы (г — 1) (8—1) =1. Из (5.28) получаем 
X7 (Zn, Jn) = 19,288. По таблице квантилей х2-распределения 

*Ж.Л.Л. Бюффон (1707-1788) — французский естествоиспытатель.



236 5. ПРОВЕРКА НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

Таблица 5.5 

‚ | Цвет волос на голове 

Цвет бровей светлые темные Сумма 

Светлые 30472 3238 33710 

Темные 3364 9468 12832 

Сумма 33836 12706 46542 

(см. табл. П.3) находим X6 95(1) = 3,84. Так как 19,288 > 3,84, 

то гипотезу о независимости признаков следует отклонить. 

Пример 5.11. Бегуны, ранги которых при построении по 

росту были 1, 2,..., 10, заняли на состязаниях следующие места: 

651427 8 10, 3, -9. 

Существует ли зависимость между ростом спортсмена, и быст- 

ротой бега? 

| Проверим основную гипотезу Но о. независимости между 

ростом и скоростью бега. Полагая в формуле (5.21) п = 10, 
51 = 6, $2 =5, 83 =1, 84 =4, $5 =2, SE =7, $7 = 8, 88 = 10, 39 = 3, 

810 = 9, находим P(Xn, Jn) = 0,24. По таблице распределения 

рангового коэффициента корреляции* для уровня значимости 

a = 0,05 находим ро75 = 0,56. Так как 0,24 < 0,56, то оснований 

отклонить Но нет. 

Вопросы и задачи 

5.1. Какие критерии называются критериями согласия? 

5.2. В чем состоит критерий Колмогорова проверки стати- 

стических гипотез? 

5.3. Какую статистику используют для проверки гипотез 

при помощи критерия Колмогорова? 

*См.: Большев Л.Н., Смирнов Н.В.



Вопросы и задачи 237 

5.4. В чем состоит критерий w* проверки гипотез? 

5.5. Какую статистику используют для проверки гипотез 
при помощи критерия 42? 

5.6. Какие гипотезы лучше проверять при помощи критерия 

Колмогорова, a какие — при помощи критерия 4/2? 

5.7. Можно ли при помощи критериев Колмогорова и w? 
проверять простые гипотезы о математическом ожидании нор- 

мального распределения в примерах 4.10, 4.11 и 4.13? 

5.8. Как при помощи критерия x? проверять гипотезу о 
виде распределения непрерывной случайной величины? 

5.9. Можно ли при помощи критериев Колмогорова и w? 
проверять сложные гипотезы о виде распределения? 

5.10. Что называют рангом элемента последовательности, 

рангом элемента случайной последовательности? 

5.11. Какими свойствами обладает ранговый коэффициент 

корреляции Спирмена? 

5.12. В чем преимущества, и недостатки рангового коэффи- 

циента корреляции Спирмена перед выборочным коэффициен- 

том корреляции? 

5.13. Какую статистику используют для проверки гипотезы 

о независимости дискретных случаиных величин? По какому 

закону она распределена? 

5.14. Что называют таблицей сопряженности признаков? 

5.15. Можно ли при помощи рангового критерия и таблиц 

сопряженности признаков исследовать случайные объекты не- 

числовой природы? 

5.16. Проверьте на уровне значимости a = 0,05 при помощи 

критерия Колмогорова, гипотезу о том, что выборка 2,1; —0,6; 

0,2; 3,0; —1,0; 1,3 извлечена из распределения №(1, 1)? 
Ответ: данные не противоречат гипотезе.
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5.17. Решите предыдущую задачу при помощи критерия 4.7. 

Ответ: данные не противоречат гипотезе. 

5.18. В зкспериментах с селекцией гороха Г.И.Мендель” 

наблюдал частоты появления различных видов семян при скре- 

щивании растений с круглыми желтыми семенами и растений 

с морщинистыми зелеными семенами. Эти данные и значения 

теоретических вероятностей по теории наследственности при- 

ведены в табл. 5.6. Проверьте на уровне значимости a = 0,1 

гипотезу Но о согласовании частотных данных с теоретичес- 

кими вероятностями. 

Таблица 5.6 

Виды семян Частота | Вероятность 

Круглые и желтые 315 9/16 
Морщинистые и желтые 101 3/16 
Круглые и зеленые 108 3/16 
Морщинистые и зеленые 32 1/16 

Ответ: Гипотеза принимается. 

5.19. Решите задачу 4.27, не предполагая нормальность 

распределения контролируемого признака. 

5.20. В таблице 5.7 для каждой из девяти партий сыра 

приведены его жирность (в процентах) и усредненные (по 

80 опрошенным респондентам) результаты опроса вкусовых 

качеств сыра по шестибальной системе („превосходно“ — 6 
6 ce к баллов, „очень хорошо“ — 5, „хорошо“ — 4, „так себе" — 3, 

„плохо“ — 2, „неприемлемо“ — 1). Нроверьте по результатам 

опроса гипотезу о связи жирности сыра, и его вкусовых качеств 

на уровне значимости а = 0,05. 

Ответ: вкусовые качества, сыра улучшаются с увеличени- 

ем его жирности. 

*Г.И.Мендель (1822-1884) — монах и австрийский естествоиспытатель.



Вопросы и задачи 239 

Таблица 5.7 

Партия | Жирность, % | Результат опроса 

1 44,4 2,6 

2 45,9 3,1 

3 41,9 2,5 

4 53,3 5,0 

5 44,7 3,6 

6 44,1 4,0 

7 50,7 5,2 

8 45,2 2,8 

9 60,1 3,8 

5.21. Из 300 абитуриентов, поступивших в институт, 97 

человек имели оценку 5 в школе и получили оценку 5 на всту- 

пительных экзаменах по тому же предмету, причем только 18 

человек имели оценку 5 и в школе, и на экзамене. С уровнем 

значимости 0,1 проверьте гипотезу о независимости оценок 5 в 

школе и на зкзамене. 

Ответ: гипотеза отклоняется.



6. ОСНОВЫ 

КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА 

6.1. Исходные понятия 

При решении прикладных задач в различных областях че- 

ловеческой деятельности, в том числе и в инженерной прак- 

тике, исследователь нередко сталкивается с необходимостью 

установления факта существования функциональных или иных 

зависимостей между переменными величинами, которые могут 

быть и случайными. Для подтверждения сказанного рассмот- 

рим несколько простейших примеров. 

Пример 6.1. Пусть У — величина износа (в мм) протек- 
тора шины на автомобилях определенного типа после 10000 км 

пробега, X; — величина нагрузки (в кг) на колесо автомобиля, 

Х2 — тип протектора (используются три типа протекторов). 

Если установить степень влияния X, и X2 на У, то можно дать 

рекомендации по продлению долговечности шины. 

Пример 6.2. Пусть У, — производительность химической 

установки (в т/ч), Yo — процент брака готовой продукции. 

Технолог предполагает, что на переменные Y; и Y2 влияют в 

наибольшей степени такие технологические параметры, как: 

X 1 — влажность сырья (в %), Хз — температура в реакторе 
установки, Хз — содержание примеси (в %). 

Как установить степень влияния контролируемых перемен- 

ных А1, X2, Хз на переменные Y; и Y2? Если найти вид 

зависимости 71 и Y2 or Ху, X2, Хз, то можно выбрать оптималь- 

ный (т.е. наилучший в определенном смысле) технологический 
режим (при котором, например, процент брака будет мини- 

мальным при заданном уровне производительности).
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Пример 6.3. Пусть У — успеваемость студентов по не 

которой дисциплине (измеряемая, например, средним баллом 

на экзамене). Деканат проводит обследование студентов дан- 

ного вуза, с целью установления наиболее значимых факторов, 

влияющих на У. В результате предварительного анализа, сде- 

лано предположение о том, что этими факторами могут быть: 

Х! — время, затрачиваемое студентом на самостоятельную ра- 

боту, Х2 — количество пропущенных занятий, Хз — величина 

стипендии. Существует ли взаимосвязь между факторами Ху, 

Х2, Хз? В какой степени они оказывают влияние на успевае- 

мость? ## 

Приведенные примеры далеко не полностью отражают воз- 

можные постановки задач рассматриваемого типа. Но даже их 

поверхностный анализ позволяет отметить следующее. 

1. Зависимое переменное У может быть случайной величи- 

ной, Даже если переменные Xj, ..., Xp таковыми не являются, 

так как значение У определяется не только значениями пере- 

менных Xj, ..., Xp, которые исследователь выделил (по его 

мнению, они являются определяющими), но и многими другими 

неучтенными факторами, а также ошибками измерений. Это 

означает, что связь между X1,..., ХриУ является не функцио- 

нальной, а стохастической — изменение переменных Ху, ..., 

Хр влияет на значения переменного У через изменение закона 

распределения случайной величины У. 

2. Некоторые переменные могут иметь количественный Xa- 

рактер, а некоторые — качественный (см. пример 6.1). 

3. Нас может интересовать либо зависимость переменного 

У от переменных Х1, ..., Xp, либо взаимозависимость между 

несколькими переменными (не обязательно между всеми). Так, 

в примере 6.3 может существовать взаимозависимость между 

переменными Х1, Х2 и Хз. 

Перечисленные особенности приводят к различным поста- 

новкам задач статистического исследования зависимостей, ко-
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торые упрощенно можно классифицировать следующим обра- 

зом: 

1) задачи корреляционного анализа — задачи иссле- 

дования наличия взаимосвязей между отдельными группами 

переменных; 

2) задачи регрессионного анализа — задачи, связанные 

с установлением аналитических зависимостей между перемен- 

ным У и одним или несколькими переменными Ху, ..., Xp, 

которые носят количественный характер; 

3) задачи дисперсионного анализа — задачи, в которых 

переменные Xj, ..., Xp имеют качественный характер, а иссле- 

дуется и устанавливается степень их влияния на переменное У. 

Анализу наличия взаимосвязей между отдельными группа: 

ми переменных и посвящена эта глава. Задачи регрессионного 

и дисперсионного анализа рассмотрены в последующих главах 

(см. Ти8). 
Кроме перечисленных типов задач выделяют и многие дру- 

гие. Tak, ковариационный анализ рассматривает одновременно 

и количественные и качественные переменные Xj, ..., Хр, кон- 

флюентный анализ* обобщает регрессионный Ha тот случай, 

когда переменные Х1, ..., X, и У измеряют с ошибками, фак- 

торный анализ”” служит для выделения из множества иссле- 

дуемых переменных Х1,..., Xp, наиболее значимых*”*. 

Для удобства дальнейших рассуждений обратимся к так 

называемой модели „черного ящика“ (рис. 6.1) как наиболее 
общей модели любой реальной системы, ассоциированной с по- 

нятием отображения f: Х +У. На вход „черного ящика“ 

поступает входной сигнал — вектор Х, который посредством 

отображения } преобразуется в выходной сигнал — вектор 

У. При этом, в соответствии со сложившийся терминологией, 
— 

Х = (Х1, ..., Xp) — вектор входных переменных, или вектор 

*См.: Айвазян C.A., Енюков И.С., Мешалкин Л.Д., 1985. 
**См.: Прикладная статистика. Классификация и снижение размернос- 

ти / С.А. Аввазян, В.М. Бутштабер, И.С. Енюков, Л.Д. Мешалкин. 
"**См., например: Айвазян C.A., Енюков H.C., Мешалкин Л.Д., 1985.
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факторов; У = (УТ, ..., Ym) — вектор выходных перемен- 

ных, или вектор откликов; € = Y — f(X), Е = (Е1, ---, Em) — 
вектор случайных ошибок, т.е. случайных переменных, OT- 

ражающих влияние на переменные Y;, :=1, т, неучтенных 

факторов, а Также случайных ошибок измерений анализиру- 

емых показателей. 

xX, =, 

Хр — — Ур 

te, ... te, 
Рис. 6.1 

При проведении корреляционного анализа исследователь 

должен уметь: 

а) выбрать показатель стохастической связи анализируе- 

мых переменных; 

6) оценить его значение по имеющимся экспериментальным 

данным, Т.е. найти его точечную и интервальную оценки; 

в} проверить статистическую гипотезу о том, что значе- 

ние показателя стохастической связи значимо отличается от 

нуля. 

Ниже дано описание методов и моделей, используемых для 

решения перечисленных задач. 

6.2. Анализ парных связей 

Выбор показателя связи. Для начала рассмотрим задачу 

выбора показателя стохастической связи между двумя случай- 

ными величинами* € и 3), реализации которых будем обозначать 

соответственно через $ и у. 

“Использование новых обозначений (€ и я вместо Х и У) связано с тем, 

что € и п могут выступать как в роли факторов, так и в роли откликов 
(или & может быть фактором, а  откликом).
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Пример 6.4. Пусть случайный вектор (£,7) имеет нор- 

мальный закон распределения с математическим ожиданием 
и = (№1, #2) и ковариационной матрицей 

2 
G7 po 102 

>= 2 , 
0102 02 

где o? и о2 — дисперсии случайных величин & и 77 соответствен- 
но, а р — коэффициент корреляции между € и 7. 

В этом случае условная плотность распределения случайной 

величины 7 при условии, что & =х, 

_ 1 _1 У — Ит/х ‘) р) = — exp —5 (те) 

является плотностью нормального распределения [XVI] с па- 
раметрами р„/». (условное математическое ожидание) и 0, In 

(условная дисперсия 7) при значении & = z, которые связаны с 
параметрами исходного двумерного распределения следующим 
образом: 

ox 

M(n|€=z) = Риз = Ha + p—(x— Hn); (6.1) 

D(q|€= 2) =0,/, = 03(1-p"). (6.2) 
В рассматриваемом случае линия регрессии является прямой, a 

условная дисперсия He зависит от 5. # 

Если закон распределения случайного вектора (€,7) не явля- 

ется нормальным, То характер изменения условного матема- 
тического ожидания М(7|& ==) = f(z) может быть и нели- 

нейным, причем, чем меньше условная дисперсия О(п|&= 2), 
тем меньше при различных значениях х рассеяны возможные 
значения случайной величины 7) относительно линии регрессии 
M(n|€ = 2) = f(z) (рис. 6.2). Функцию / (2) = M(n|€=2) на: 
зывают функцией регрессии, или регрессией.
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|) M(7,|g=x) 

Y=H2}---- 

s
e
a
 

a
b
l
e
 

a 

a
N
 

& | 
«©
 

/ ! M(7,|E=«) =f(x) 

‘“ ot . 
О X=, xX x 

Puc. 6.2 

— — 72 Обозначим Му=р, ЭВп= оз. Отклонение y — и возможных 

значений 7) от и складывается из двух слагаемых (см. рис. 6.2): 

у-в= (f(z) - м) +(у-Л({=)), (6.3) 

где f(z) — и — отклонение функции регрессии f(z) в точке х 
от математического ожидания 11; y— f(z) — отклонение воз- 
можного значения 1) от значения функции регрессии в точке х. 

Покажем, что рассеяние о’ случайной величины 7 отно- 
сительно ее математического ожидания есть сумма двух сла- 
гаемых, а именно: математического ожидания квадрата от- 
клонения 1) от ее условного математического ожидания /(&) и 
математического ожидания квадрата отклонения f(E) от р. 

Действительно [XVI], 

M(f(€)) =М(М (115) = Мт=ь, 

Dy=02=M(n-p)’ = M((9- £(€)) + (F(€) -p) = 

=M(n- f(€))?+2M((n— F(©)(F(©)—n)) +M(F(€)—H)?= 

=М(я- 9) +M(F()- в), 

так как M((7— f(€))(f(€) — #)) =0.
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Докажем последнее равенство для непрерывных случайных 
величин & и 7, предполагая, что их совместная плотность 

распределения p(z,y) в В? не обращается в нуль: 

M((n—- f(€))(f()—-#)) = ] | (у— 1(=2)) (1(=) - и) p(z,y) dzdy= 

= [сле - деда f(y sey ay J Ре (z) “ 

= | (f(e)—m)pe(2) de ( [ve Pee ay fe) re) | Ped ay) =0, 

Tak wax 7 

ев по, J Ba y= 

Таким образом, если воспользоваться обозначениями 

2 _ 2 
of =DF(E)=M(f()-#), F=M(n-F(O), 

то полученный результат может быть представлен в виде 

от = с; +91. (6.4) 

Из равенства (6.4) следует, что связь между & и 17 тем теснее, 

чем меньше слагаемое 0? или чем больший вклад в диспер- 

сию 02 вносит слагаемое oF, порожденное функцией регрессии 

f(z) = М(1)& ==. Тем самым мы приходим к понятию общей 
характеристики степени тесноты связи — корреляционному 

отношению переменного 1} по переменному &: 

2 —2 
9 0 f 7 Te = -5=411- —. (6.5) 
oF о
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Непосредственно из (6.5) следует, что всегда выполняется 

неравенство 

0< г < 1, (6.6) 

причем равенство re = 0 означает, что с изменением & вариация 

функции регрессии f(z) полностью отсутствует. Другими 
словами, случайные величины & и 77 являются независимыми. 

В этом случае линия регрессии есть горизонтальная прямая. 

Равенство те = 1 будет иметь место, если a? = M(7—- f (€))’ = 

=0, т.е. если 7 и & связаны функциональной зависимостью 

n= /(9. 
Аналогично определяется корреляционное отношение re, 

переменной & по 7. 

Замечание 6.1. Между ry¢ и re, нет какой-либо простой 
зависимости. Возможны ситуации, в которых один из этих по- 
казателей принимает нулевое значение, в то время как другой 

равен единице. Пусть, например, 7 = &2, а & принимает следу- 
ющие значения: —1, 0, 1 с вероятностями 1/3 каждое. В этом 

случае rye = 1, rg, = 0 (в силу симметричности параболы относи- 

тельно оси значений 7 и симметричности распределения &). # 

Итак, решение задачи выбора показателя стохастической 
связи между двумя случайными величинами € и 7 для самой 

общей ситуации, когда закон распределения вектора (&,77) явля- 
ется произвольным, найдено — таким показателем являются 
корреляционные отношения Tye И гл. 

Выясним, какую роль играет такой показатель связи между 

случайными величинами & и 7, как коэффициент корреляции р: 

y= М(&-м9(и-Мт)} 
0102 

где о1 = /Dé, оз = /Dn, M((€—-ME)(n—Mn)) — второй 
смешанный момент случайного вектора (f,7). 

Напомним, что случайные величины € и 7 называют не- 

коррелированными, если р = 0, и коррелированными при р ZX 0. 

’ (6.7)
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Известно [XVI], что из независимости случайных величин & и 7 

следует их некоррелированность, однако обратное утверждение 
в общем случае неверно. 

Если случайный вектор (&,17) имеет нормальный закон pac- 

пределения, то линия регрессии 7 по & (и & по 1) является 
прямой (см. пример 6.4), т.е. коэффициент корреляции р может 
служить мерой связи между € и 7. Для нормального закона 

распределения на основании (6.2) и (6.5) имеем 

те = ren = pr. 

Действительно, из (6.2) получаем, что условная дисперсия 7 He 

зависит от значений случайной величины &, и, следовательно, 

221-22) = D(nlé) =М((-м(9)* |5 = 
=M((n- f()"|€) =M(n- F(©)? = 3. 

Наконец, учитывая (6.5) и полученный результат, приходим 

к равенству 72, = р”. Аналогично можно доказать равенство 

rey = р?. Таким образом, корреляционные отношения совпа- 

дают между собой и с абсолютной величиной коэффициента 

корреляции р. При этом равенство |р|= 1 означает линейную 

функциональную зависимость между € и 7, а равенство р=0 

свидетельствует об их линейной независимости. 

Понятно, что рассмотренными свойствами двумерного нор- 

мального закона не могут обладать все двумерные законы рас- 

пределения или хотя бы их большая часть. Поэтому в общем 

случае не имеет смысла использование коэффициента, корреля- 

ции р как меры взаимосвязи случайных величин & и 7. 

В общем случае показатели ть и р? связаны неравенства 

ми [XVI] 

Ор’ << 1. (6.8)
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При этом возможны следующие варианты: 

а) р? =0, если & и 7 независимы, но обратное (в общем 
случае) неверно; 

6) р? = гл: = 1 тогда и только тогда, когда имеется строгая 

линеиная функциональная зависимость 7 OT &; 

в) р < гл: = 1 тогда и только тогда, когда имеется строгая 
нелинейная функциональная зависимость 7 OT &; 

Г) р? = г2; < 1 тогда, и только тогда, когда регрессия 7 по & 
строго линейна, но нет функциональной зависимости; 

д) р? <r2, < 1 указывает на то, что не существует функцио- 
нальной зависимости, а некоторая нелинейная кривая регрессии 

„подходит“ лучше, чем „наилучшая“ прямая линия. 

Итак, в качестве показателя стохастической связи между 
двумя случайными количественными переменными & и 1 сле- 
дует выбрать корреляционное отношение г„ё (или гё„), если 
закон распределения вектора (€,7) вызывает сомнение. Если же 

можно с большой степенью уверенности считатъ закон распре- 
деления вектора (5,7) нормальным, то вместо корреляционного 
отношения следует использовать коэффициент корреляции р. 

Оценка показателя связи по выборочным данным. 

После выбора показателя стохастической связи задача корре- 

ляционного анализа, как уже отмечалось в 6.1, состоит в на- 

хождении его оценки (точечной и интервальной), а также в 

проверке статистической гипотезы о значимом отличии его 

от нуля на основе экспериментальных данных. 
Пусть в результате эксперимента, получены п выборочных 

значений случайного вектора (&, 7), которые будем записывать 

в виде 

(zi, y), *t=1,n. (6.9) 

При изучении корреляционной зависимости двух случайных 

величин (<, 7) по выборке (х;, yi), i= 1,n, общую картину их 
взаимной изменчивости можно получить, изобразив на коор- 
динатной плоскости все точки. Это изображение называют 

корреляционным полем.
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Уже по виду корреляционного поля можно иногда, сделать 

вывод о наличии и характере связи между случайными величи- 

нами € и 7. Так, на рис. 6.3, а выборочные точки (2;, yj) лежат 
внутри некоторого эллипса, (эллипса, рассеяния) с осями, парал- 

лельными координатным. Следовательно, с изменением, напри- 

мер, & величина 7 не будет менять своего условного распреде- 

ления, т.е. € и 7, по-видимому, некоррелированы. Напротив, 

на рис. 6.3, 6 видно, что условное математическое ожидание 

М(1 |< = 2) = f(z) имеет линейный характер изменения, и, зна 
чит, следует ожидать, что коэффициент корреляции р близок 

к единице. На рис. 6.3, в расположение точек (2;, y;) говорит 
о наличии нелинейного характера изменения f(z), и, следова- 

тельно, коэффициент корреляции может оказаться близким к 

нулю, а корреляционное отношение 7,¢ — близким к единице. 

ya 

ore -..-. &-- 

Yi =. * =. 

fle) | 
О x; Хх 

Рис. 6.3 

Следует отметить, что в том случае, когда среди х; есть 
повторяющиеся с частотой п; значения, выборочные значения 
представляют в виде 

Mm 

(zi, ys), ЛЕ=Ъпт t=Tm, Jonj=n. (6.10) 
t=1 

Если выборочные значения сгруппированы NO каждой из 

переменных, Т.е. значения Z; разделены Ha т групп, а значения 

у; — Hal групп, то выборочные значения представляют в виде 

(zi, Yj; nz), в = 1, т, j=1,1, So nis =n, (6.11) 

$,7 
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или в виде корреляционной таблицы, в каждой клетке 
которой указывают число п;; попавших в нее выборочных 
значений, причем сумма всех этих значений равна п (табл. 6.1). 

Таблица 6.1 

Значения Значения 77 

& Y1 ... 9; ... | Yi 

$} Е |.. т; |.. Иа: 

Ly Пл eee 7; eee п 

Lm Пил вое Nmj eee Пи 

6.3. Анализ коэффициента корреляции 

Точечная оценка показателя р. Пусть эксперименталь- 
ные данные представлены в форме (6.9). Тогда р — значение 
точечной оценки коэффициента, корреляции р — вычисляют по 
формуле 

(6.12) 

Пример 6.5. Вычислим значение р для пары случайных 

величин (&, 7), где & — рост (в см), а 7 — масса тела (в кг) 
наугад выбранного студента-первокурсника. Выборка объема 

п = 15 представлена в Табл. 6.2. 

Чтобы оценить показатель р связи двух случайных величин, 

сначала наидем выборочные средние этих величин: 

15 15 _ Ly 2620 __ Ly _ 945 _ 

:=1 *=1
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Таблица 6.2 

Номер Рост, см Масса тела, кг 
наблюдения т; 2;-=2 Yi у; —1 

1 165 | —8,3 72,9 9,8 

2 171 | —2,3 48,4 | —14,7 

3 182 8,1 66,3 3,2 

4 165 | —8,3 64,1 1,0 

5 183 9,7 62,7 —0,4 

6 180 6,7 76,0 12,9 

7 183 9,7 13,8 10,7 

8 166 | —7,3 50,6 | —12,5 

9 173 | —0,3 52,3 | —10,8 

10 172 | —1,3 56,5 —6,6 

11 174 0,7 66,8 3,0 

12 170 | —3,3 61,6 —1,5 

13 164 | —9,3 72,8 9,7 

14 168 | —5,3 52,6 | —10,5 

15 184 | 10,7 68,6 5,5 

>; 2600 945 

Затем определяем суммы 

15 15 

У а: -1) = 747,33; У (vi— 9)? = 11714; 
1=1 t=1 

15 

> (25 — 2)(yi — 9) = 293,3. 
i=1 

293,3 
/747,33-1171,4 

Замечание 6.2. Если экспериментальные данные пред- 

ставлены в виде (6.10) или (6.11), т.е. сгруппированы по одному 
или по обоим переменным, То расчетная формула (6.12) для р 
изменяется соответствующим образом. Например, если выбор- 
ка представлена в виде (6.10), то значения оценок й 11, 01 И 02 

Таким образом, р = = 0,313.
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вычисляют по формулам 

— 1 “ —\ s— — — 1 С = 1 —- — 

faa =— > (8 2) (9: -9), У п. 1 Ул» = i 
+=1 

i= 

1 — ~ ic _ 
= A Dae 2) "т (9:—5)". 

$=1 

Интервальная оценка и проверка значимости. При 

построении доверительного интервала для коэффициента, кор- 
реляции и проверки его значимости будем предполагать, что 
генеральная совокупность имеет двумерный нормальный за- 
кон распределения. В этом случае оценка, коэффициента, кор- 

реляции p(Xn,Y,) имеет асимптотически нормальный закон 

распределения с математическим ожиданием МР(Х„,У„) © p— 

_ =~ (р(1 — p*)) и дисперсией Dp(Xn,Yn) = = (1 — p*)’. 

Заметим, что если распределение генеральной совокупно- 
сти не является нормальным, то приближенное выражение для 

Dp(Xn Ya) содержит вторые и четвертые моменты генераль- 
ной совокупности. 

Используя общий метод построения доверительного интер- 

вала, при р? < 1, основанный на нормальном законе распределе- 
ния соответствующей оценки при доверительной вероятности 
7=1-a (см. 3.3), можно получить следующее представление 
для значений нижней и верхней границ интервальной оценки: 

~ 54 Ра-Р.) 1—p” 
p~ pt+ on — Ul-a/2 vn ’ (6.13) 

~~ a, P(l—?") 1—p* 
pe pt on + M-0/2— 7 (6.14) 

Однако пользоваться оценками (6.13) и (6.14) можно только 
при больших объемах выборки (не менее” 500). 

*См.: Кендалл М., Стюарт А.
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При малых объемах выборки можно рекомендовать постро- 

ение доверительного интервала для р, которое основано на 

преобразовании Р. Фишера” 

1, 1+р ~ 
= = или =z=arctho. (6.15) 

Оказывается, что случайная величина 

уже для небольших значений п приблизительно распределена, по 

нормальному закону с параметрами 

p=thz, p=thz, (6.16) 
где 

— 1 1+р р U1—af/2 

z= 9I"T—3 Wn-1) Vand (6.17) 

_ 1, 1+р р И1-а/2 
= -п = — . 6.18 

2 1-р 28 Г-З (6.18) 

Заметим, что равенствами (6.17), (6.18) можно пользоваться 
и в Тех случаях, когда закон распределения генеральной сово- 

купности отличен от нормального. Но в этих случаях ухудша- 

ется качество оценивания, т.е. увеличивается длина интервала, 

(2,2), а значит, ухудшается точность оценивания. 

*См.: Крамер Г.
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При проверке статистической гипотезы Но: р = 0 (т.е. ги- 

потезы о том, что нормально распределенные случаиные вели- 
чины независимы} используют статистику 

P(Xns¥n) Vn — 
1 - 62(Xm¥a) 

которая имеет распределение Стьюдента с п- 2 степенями 

свободы”. Если окажется, что 

т < bi_a/2 (n— 2), 

то гипотезу Но принимают при уровне значимости а. 

t= (6.19) 

Пример 6.6. В примере 6.5 найдено значение точечной 

оценки р = 0,519. Определим значения р и р при 7 = 0,9 и 
проверим гипотезу Но: р = 0 на уровне значимости a = 0,1. 

Определив по таблице квантилей нормального распределе- 
ния (см. табл. П.2) значение t_./2 = 10,95 = 1,65 и воспользо- 

вавшись формулой (6.13), получим 

0,902 
р = 0,313 + 0,009 — 1,65. Е = 0,322 — 0,384 > —0,062, 

_ 0,902 р = 0,313 + 0,009 + 1,65 - ——= = 0,322 + 0,384 == 0,706. 
V15 

Равенства (6.16) дают следующий результат: 

р= 25 —0,162, p= thz А 0,658, 

который является более надежным. 

Для того чтобы проверить гипотезу Но: р = 0, по таблице 

квантилей распределения Стьюдента (см. табл. П.4) находим 

*См.: Кендалл М., Стюарт А.
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квантиль to 95(13) = 1,77 и сравниваем со значением 

vn—2 vi3 р = 0,313———— = 1,19. 
/0,902 

Поскольку 1,19 < 1,77, то гипотезу p= 0 принимаем. 

6.4. Анализ корреляционного отношения 

Точечная оценка показателя г’. Пусть эксперимен- 

тальные данные представлены в форме (6.10), т.е. сгруппиро- 

ваны по значениям Z; случайной величины €. 

Тогда за значение точечной оценки величины о} принимают 

а;— n ni(y; — 9)’. 

Значение точечной оценки дисперсии о2 находим по извест- 

ной формуле (см. 2.1) 

т т; 

on = Sd - 9)’. 
$=1 71=1 

Отсюда на основании (6.5) получаем значение точечной оценки 
показателя где: 

51 
02) 

Ге = (6.20) 

Напомним, что точечная оценка, 7(Xni Yn) определяет сте- 
пень зависимости случайной величины 7 от случайной вели- 
чины &. Аналогично можно ввести точечную оценку Ге’ для 

корреляционного отношения Fé, 
Пусть экспериментальные данные получены в форме (6.9) 

и не допускают удовлетворительной группировки по оси значе- 
ний & (Так как недостаточно велико п или точки (2;, y;) слишком 
„разрежены“ Ha плоскости).
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В этом случае нужно выдвинуть некоторое предположе- 

ние (статистическую гипотезу) о виде функции регрессии 

M(n|€= =) = f(z). Проверка таких гипотез будет рассмотрена 
ниже (см. 7). 

Допустим, что параметрический вид этой функции задан, 

т.е. принято предположение о том, что 

f(x) = f (т;вл,...,вь) 

и найдены значения 0; оценок параметров 8;, &=1,К (см. 7). 

Тогда, значение точечной оценки 02 для дисперсии о? находим 
по формуле 

1 7 

—^9 __ . —\2 

on ) (yi -9) ’ 

7=1 

a2 — 
а значение д, оценки OF можно записать в виде 

д 1 < ~ ~ 
Е (ий...) 5 (6.21) 

Следовательно, согласно (6.5), точечную оценку показателя Гиё 
можно определить равенством 

~2 

ЕЕ 6.22 me 62 . (6. ) 

Интервальная оценка и проверка значимости 1, ¢. По- 

строение доверительного интервала для показателя гуё осно- 

вано на том, что статистика” 

_ (п-т), (Km Yn) т—1 

(т- 1) (1-72 (Х„, У) т- 1+ 172, (Х, У) 

*См.: Кендалл М., Стюарт А.
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приближенно имеет распределение Фищера с числом степеней 

свободы rj и г2 = п — т, где 

1 

_ (m—14nF?, (Xm, У,))2 
==, (6.23) 

m—1 +2172: (Хт, Ув) 

в предположении, что при условии & = х случайная величина 7 
имеет нормальный закон распределения с постоянной диспер- 
сией для любого т. 

Используя квантили Р/2(т1,г2) и Fi_aso(ri.r2) распределе- 

ния Фишера для a=—1—-+y, где у — заданная доверительная 

вероятность, можно записать границы доверительного интер- 
вала в следующем виде: 

п- т)72. (Хи, У _ Png — (r п) nel ) _ m a (6.24) 

\ п(1 — P(X Yn)) Ра 2( 71,2) n 

п— т)7?. (Хи, У, —] 
Frye = к тт _7-. (6.25) 

\ n(1 — ГЕ (Хт, т) )1-а/2( ТТ, r2) п 

Проверка значимости показателя гус (т.е. проверка, стати- 
стической гипотезы Но : г =0) основана, на том*, что статис- 
тика 

(п— т)? 2, (Х, У») 

(m—1)(1- 72 (Хи, У»), 
(6.26) 

имеет распределение Фишера с числом степеней г! = m-—1 u 
г2 = п — т, если гипотеза, Но: Ги = 0 верна. 

Границу критического множества для гипотезы Но: г =0 
на уровне значимости а определяет квантиль Л-а(г1,г2). Ве 
личину показателя г»ё следует считать значимо отличающейся 

*См.: Кендалл М., Стюарт А.
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от нуля, если значение статистики Wo принадлежит крити- 

ческому множеству, т.е. ее значение больше Д_о(г1,г2). В 
противном случае делаем вывод об отсутствии стохастической 

связи между пи &. 

Пример 6.7. Пусть в результате обработки п = 132 экс- 

периментальных точек (2;, у;), 1= 1,n, получено выборочное 
значение корреляционного отношения Гл = 0,60, причем про- 
межуток, содержащий все выборочйые значения случайной ве- 

личины &, был разбит на т = 12 равных интервалов (см. 1.3). 
Найдем значения границ доверительного интервала (г, Г) для 
показателя г„ё с уровнем доверия 7 = 0,9 и проверим значи- 

мость этого показателя на уровне значимости а = 0,1. 

Сначала определим по формуле (6.23) число степеней свобо- 
ды rj (округляя до целого числа): 

и (12—1+132-0,36)2? _ 
1” 12-142-132-0,36 ^ 

27. 

По таблице квантилей распределения Фишера, с числом степеней 
свободы ry = 27 и rg = п — т = 132 - 12 = 120 (см. табл. П.4) 
находим квантили уровней a/2 = (1—17)/2 = 0,05 и 1—a/2= 
= 0,95: 

fo,os(27, 120) = 1,58; 

1 1 
27,120) = = —— 

fo,9s( 7,120) fo,os (120, 27) 1,73 
А 0,58. 

По формулам (6.24), (6.25) находим значения границ довери- 

тельного интервала: 

120.036 ПП 
"= 132-0,64-158 132°” 

_ 120: 0.36 п _ 
= Vi "064-058 132 0" 
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Таким образом, с вероятностью 7 = 0,9 истинное значение 

показателя rye (при точечной оценке 7,¢ = 0,60) заключено в 
пределах 0,49 < rye < 0,93. 

Для проверки значимости r,¢ (хотя она и так очевидна) най- 
дем квантиль распределения Фишера fi_o(r1,r2) при a= 0,1, 
ry = 11, г2 = 120. Поскольку /о,э(120, 11) = 1,58, то fo (11,120) = 
= 1/№фэ(120, 11) = 0,63. Значение статистики Wp равно 6,1 > 

> №1 = 0,63, следовательно, гипотеза Но: гё = 0 уверенно от- 
клоняется, Т.е. между переменными & и 77 имеет место стоха: 
стическая связь. 

6.5. Анализ множественных связей 

Перейдем к рассмотрению стохтастических связей между 
совокупностью р-+1 случайных величин Хо, Лу, ..., Xp, где 

переменные Х1, ..., Хр являются входными, a переменное Хо = 

=У — выходным. Такое выделение переменного Хо не является 

обязательным, т.е. все переменные могут быть входными, или 
выходных переменных может быть несколько, но выделенный 
случаи является, по-видимому, наиболее Типичным. 

Предположим, что случайный вектор (Хо, Xj, ..., Хр) име- 
ет нормальный закон распределения, определяемый вектором 
математических ожиданий ji = (рю, ра, ....Мр} и ковариацион- 
ной матрицей >. = (0;;}. Таким образом, известна корреляцион- 

ная матрица 

1 ро [02 +++ Pop 
1 ... P= P10 P12 Pip (6.27) 

Рро Ppl рр --- 1 

где Pj; является коэффициентом корреляции между случайными 

величинами Х; и Х;, 2,7 = 0, р. 

Частные коэффициенты корреляции. При рассмотре- 

нии Трех и более случайных величин Хо, Ау, ..., Хр коэффици-
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енты корреляции любой пары из этих случайных величин могут 

не дать правильного представления о степени связи между все- 
ми случайными величинами. Это объясняется тем, что на закон 
распределения вероятностей исследуемой пары случаиных ве- 
личин могут оказывать влияние и другие рассматриваемые 
случайные величины (см. примеры 6.1-6.3). 

Это обстоятельство делает необходимым введение показа- 
телей стохастической связи между парой случайных величин Х; 
иХ; (t=0,p, 7=0,p, #7) при условии, что значения других 
случайных величин зафиксированы. В зтом случае говорят о 

статистическом анализе частных связей. 
Частный коэффициент корреляции — мера линейной 

стохастической зависимости между двумя случаиными вели- 

чинами из некоторой совокупности случаиных величин Хо, 
Xj, ..., Хр, когда исключено влияние остальных, т.е. (для пары 

Х; И X;) 

M((zi-MZ)(Zj-MZ;)) 
(ле) = , (6.28) 

i( ( 3)) /D Z; DZ; 

где | 

#=%+ У. %Хь, 2=8+ У. ВХ» 
КЕ. (i,j) КЕ (+3) 

и 

(5,1) — {0, 1, ....р}\ 45,1}. 

При этом $, 1 называют первичными индексами, а осталь- 

ные — вторичными. Козффициенты о, В, a, Bis k € J(i,j), 

находят из условия минимизации следующих функций: 

м(х;-%- > oi Xe) M(x; - 6 - > ВХ») - 
kEJ(i,3) k€J (i,j) 

Если случайный вектор (Хо, ..., Хр} распределен по нор- 

мальному закону, То частный козффициент корреляции между
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случаиными величинами Х; и Х; вычисляют по формуле* 

cone =~ 
Pij(J(%,5)) ps 

где 43; — алгебраическое дополнение для элемента р;; корре- 

ляционной матрицы (6.27). 
Например, при : = 0, 7 = 1 по формуле (6.29) имеем 

(6.29) 

Por(2) = Po1 — 202612 
01(2) = . 

М (1 = 602) (1 — Pi) 
Из формулы (6.29) следует, что для вычисления частных коэф- 
фициентов корреляции нужны лишь все коэффициенты корре- 

ляции случайных величин X;, X;,71 7. 

Численные расчеты могут быть упрощены, если использо- 
вать рекуррентные соотношения** 

_ Р01(2,...К) — Ро(к+1)(2,-..К)Р1(к+1)(2,-..К) 
PO1(2,3,..,k+1) = У (6.30) 

1- Ро(ь+1) (2, (1 —P (R41) (2y-ak)) 

Согласно (6.30), любой частный коэффициент корреляции 
может быть выражен через частные коэффициенты с меныпим 
на единицу числом вторичных индексов. 

Замечание 6.3. Практика многомерного статистическо- 

го анализа показала, что частные коэффициенты корреляции, 

определенные соотношениями (6.28)- (6.30), — вполне прием- 
лемые характеристики линейной связи и в том случае, когда 

распределение анализируемых переменных Хо, X1, ..., Хр OT- 

личается от нормального. 

Статистический анализ частных коэффициентов кор- 

реляции. Вычисление значений р: 1:3) точечной оценки част- 

ного коэффициента корреляции Pij(J(i,j)) Проводят No тем же 

*См.: Крамер Г. 
"См. там же.
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формулам (6-29), (6.30) путем подстановки вместо коэффици- 
ентов корреляции Pj; их выборочных значений р.;. 

Исследуя статистические свойства выборочного частного 

козффициента корреляции /;;( 2:3) (Хоть +: „Хр, можно BOC- 

пользоваться тем, что он распределен“ точно так же, как и 
выборочный коэффициент корреляции тех же случайных вели- 
чин Х; Xj, но с единственной поправкой: объем выборки п 

надо заменить на 72 — К, где k — порядок частного коэф- 
фициента корреляции (см. (6.30)). Поэтому все формулы 
для доверительных интервалов и критерии значимости, при- 
веденные в предыдущем пункте, сохраняются и для частных 
коэффициентов корреляции с учетом замены п на n— К. 

Пример 6.8. По итогам работы 37 однотипных прядиль- 

ных фабрик в течение года были измерены следующие пока- 

затели: Хо = Y — среднемесячная характеристика качества, 

пряжи (в баллах), Х1 — среднемесячное количество профилак- 

тических наладок автоматической линии, X2 — среднемесячное 

число обрывов нити. 

По матрице исходных данных Хо, Хи, Хо, 1 = 1,37, бы- 
ли подсчитаны выборочные коэффициенты корреляции pis по 

формуле (6.12): 

for = 0,105; pon = 0,024; pa = 0,966. 

Значения ро1 и ро2 дали основание предполагать, что слу- 
чаиные величины Хо, .Х;, : = 1,2, некоррелированные. 

Гипотезы о равенстве нулю ро1 и ро2 были приняты Ha уров- 

не значимости а = 0,1. Это свидетельствует об отсутствии 

стохастической связи между Хо (качество ткани) и Ху, X2, но 
не согласуется с профессиональными представлениями техно- 
ЛОГОВ. 

Однако расчет значении частных коэффициентов корреля- 
ции по формуле (6.29) дает ро1(2) = 0,907 и Por) = —0,906, что 

*См.: Андерсон Т.
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вполне соответствует представлениям специалистов о характе- 
ре связеи между рассмотренными показателями. 

Построение доверительных интервалов для истинных значе- 
ний [о1(2) И Po2(1)) СОГЛасно формулам (6.16), с учетом того, что 

объем выборки п = 37 должен быть уменьшен на 1 (ибо число 
„мешающих“ переменных в данном случае равно k = 1), дает 
следующие результаты (на уровне доверия y = 0,9): 

0,821 < от (2) < 0,950; —0,950 < ’02(1) < —0,819. 

Пример 6.9. С целью исследования влияния погодных 
условий (Х1 — весеннее количество осадков, см; Х2 — накоп- 

ленная за весну сумма температур, ° С) на урожаиность (в ц/га) 

кормовых трав Хо в раионе с одинаковыми метеорологически- 
ми условиями были получены выборочные значения вектора 
(Хо, X1, Х2) на п = 20 участках. По этим экспериментальным 

данным (Хо; Хи, X21), + = 1, 20, были вычислены значения ко- 

эффициентов корреляции Po, = 0,80; роз = —0,40; р12 = —0,56. 
Значение ро2 = —0,40 вызывает вопрос: действительно ли 

высокая температура X2 отрицательно влияет на урожайность, 
или здесь сказывается влияние „мешающего“ фактора, — коли- 
чества осадков? 

Вычисление значений частных коэффициентов корреляции 
по формуле (6.29) дает следующие значения: 

Роз(2)) = 0,759; — Роз) = 0,097; — рл120) = —0,436. 

Как видим, если исключить одновременное влияние количества 
осадков X, на Хо (с ростом Xj, урожайность повышается) и 

на Х2 (с ростом X; температура Х2 понижается), то мы уже 
не обнаружим отрицательной корреляции между температурой 

Х2 и урожайностью Хо, ибо роз(1) = 0,097, что не является 
значимой степенью стохастической связи. 

vw 

Множественный коэффициент корреляции. Для того 

чтобы результаты, изложенные в 6.4, были частным случаем 

рассматриваемой общей ситуации, сохраним обозначение 77 для
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„выходной“ переменной Хо и обозначение & для „входной“ 
переменной, но теперь & будет вектором размерности р, т.е. 

é = (£1, £2, ..., &). Возможные значения переменной 7 будем 

обозначать у, а возможные значения € — £= (21, ..., Zp). 
При решении практических задач, связанных с анализом 

стохастических связей между многими случаиными перемен- 
ными, чаще других рассматривают ситуацию, в которой по- 

ведение какой-То одной (выходной) переменной 7 стараются 
объяснить поведением совокупности других (входных} пере- 

менных & = (&1, ..., &). 

Прежде всего убедимся, ЧТо наилучшим прогнозом (ап- 
проксимациеи} для неизвестного значения 77 (в смысле средней 
квадратичной ошибки} является условное математическое ожи- 

jaune 7 при условии & = Х, т.е. величина М (15) ==) = f(z), где 

z= (x1, ...у Zn). 

Действительно, пусть f(z) —~ любая функция. Тогда 

м(1-Л0)* =M((n- £6) + (F6 - 76)? = 
=M(7- £6)" +M(s(G)— FG)" +2M((FH- FO) (n- FO). 

Поскольку последнее слагаемое равно нулю (доказательство 
этого аналогично тому, которое приведено в 6.2), то 

ши М (7 0) =М(и- sf)’, 

если ita =f (€). Следовательно, при каждом данном значении 

€=2Z и любой функции f(z) 2 f(Z) имеет место неравенство 

M(n- f(#))* >M(n- f(@))’. 

Таким образом, мы снова (как и в 6.1) пришли к функ- 

ции регрессии f(Z) = М(1|& = 2), но уже функции от р пере- 
менных 21, ..., Zp, Которая наиболее точно (в смысле сред-



266 6. ОСНОВЫ КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА 

ней квадратичной ошибки) воспроизводит значения исследуе- 

мого результирующего переменного 1) по заданным величинам 

= (71, ..., Zp) входных переменных f= (€1, ..-, &)- 

Теперь вернемся к соотношению (6.4), которое связывает 

дисперсию o случайной величины 7 с величинами o% = D f(€) 

и of = MD(n|€). Соотношение (6.4) остается справедливым и 

в случае вектора входных переменных & = (21, ..., &р). 

Следовательно, Так же как и в случае парной зависимо- 
сти, случаиный разброс (вариация) выходного переменного 

7 складывается из контролируемой нами (посредством Z = 

= (21, ..., Zp)) вариации функции регрессии f(Z) и из непод- 
дающегося нашему контролю случаиного разброса значений 
7 (при фиксированном #2) относительно функции регрессии. 
Именно этот неконтролируемый разброс определяет меру зави- 

симости переменной 7 от переменной é, которая характеризует- 

ся величиной a. Чем меньше значение G7, тем точнее прогноз. 

При 5? = 0 случайные величины 7 и & связаны функциональной 
зависимостью. 

Эти соображения подводят нас к определению множе- 

ственного коэффициента корреляции f,, под которым 

понимают величину 

(6.31) 

Заметим, что квадрат R? показателя Е, принято называть 
коэффициентом детерминации. 

Покажем, что В, есть коэффициент корреляции между 7 и 

f(&) (тем самым оправдаем его название). Имеем 

cov(7, {(€)) = M((n-Mn)(f(€) — Mn)) = 

= M((f(€) - Mn)? + (n- ()(F(8 —Mn)) = 
= M(f(€) - Mn)* +M((n— f(6)(F(6 — Mn)) = 07,
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поскольку 

M((n— f(8)(£(© - Mn)) =0. 
Далее, 

_ ева fd _0} _ _ cov(n, 6). 
т ШИР On OF 

Отметим свойства показателя R,, которые непосредственно 
вытекают из соотношения (6.31), справедливого и в многомер- 
ном случае. 

о 1°.0< А, < 1. 
о — 2 — =} — 2°. R, =0 соответствует о; = 0 {(&) =0. В частности, 

функция регрессии f не зависит от значении ее аргументов 
: f(Z) = const. 

3°. Е, =1 соответствует o = 0 и означает наличие чис- 

то функциональной связи между 7 и Е = (&, ..., &): = 

— F(E1,---,&)- 

Определение показателя R, в виде (6.31) и отмеченные 
свойства, 1°—3° справедливы при любом законе распределения 

вектора (7, &1, ..., &р). 

Если же предположить, что исходные статистические дан- 
ные (215, Za, -... Фи), у, +=1,п, могут интерпретироваться 
как выборка объема п из (p+ 1)-мерной генеральной сово- 

KYNHOCMU, распределенной по нормальному закону с вектором 
средних значений д = (ро, мл, ---, Ир), где ш = Мт, р; = М&, 

: =Т,р, и ковариационной матрицей ©, то можно отметить 
дополнительные свойства показателя AR, и правила его вычис- 
ления. 

Прежде всего укажем на то, что в рассматриваемой ситу- 
ации (ср. с примером 6.4) условное математическое ожидание 

7 при фиксированных значениях &1 = 21, ..., & = Zp (т.е. функ- 
ция регрессии f(z)) является линейной функцией переменных
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21, .... Zp, а условная дисперсия 0(1|&) =2) не зависит от 
& = (71,....7р) и имеет вид 

D(n)€= F=07(1— R?). 

Последнее выражение — полная аналогия формулы (6.2), только 
роль коэффициента корреляции р играет множественный коэф- 

фициент корреляции А». 

Приведем без доказательства” следующие дополнительные 

свойства показателя RK, в случае совместного нормального 

закона распределения переменных 7 и & = (£1, ---) &)- 

4°. С помощью корреляционной матрицы Р (6.27) показа: 

тель А, можно вычислить по формуле 

det Р 
= — , 6.32 7) \/ Poo ( ) 

где det P — определитель матрицы P, a Poo — алгебраическое 

дополнение элемента, Poo = 1. 

5°. Показатель И, можно вычислить, используя частные 

коэффициенты корреляции следующим образом: 

Pp 

Е =1- (1-08) [ [(1- 20;(12..;—1))- (6.33) 
3=2 

6°. Множественный коэффициент корреляции мажорирует 
любой парныи коэффициент корреляции, характеризующий сто- 
хастическую связь результирующего показателя 1) с остальны- 
MH, Т.е. 

[рол < В», [Po5(-) < Вл, j= 0, р, 

где ро;(-) — произвольный частный коэффициент корреляции, 

содержащий нуль среди первичных индексов. 

* Доказательство см.: Кендалл M., Стюарт А.
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7°. Присоединение каждого нового предсказывающего (вход- 
ного) переменного не может уменьшить величины AR, (незави- 
симо от порядка присоединения}. 

Статистический анализ множественного коэффици- 

ента корреляции. Вычисление значений точечной оценки В, 

показателя К, проводится по тем же формулам (6.31)—(6.33) 
путем подстановки в них вместо значений теоретических та- 
рактеристик соответствующих значений выборочных характе- 
ристик. 

Например, при использовании формулы (6.32) матрицу Р 

нужно заменить матрицей Б, в которой все элементы р;; за- 

менены Ha р;;, 2,7 = 0,р, а при использовании формулы (6.33) 
коэффициент корреляции Po, и все частные коэффициенты кор- 

реляции р;;(.) нужно заменить значениями р;;.). 
Для проверки гипотезы Но: В, = 0 будем предполагать, что 

случаиный вектор (&,17) имеет (р+1)-мерный нормальный закон 
распределения, и воспользуемся тем*, что статистика 

имеет распределение Фишера с ри п— р- 1 степенями свободы, 

если истинное значение В, = 0. 

Гипотеза, об отсутствии множественной корреляционной свя- 

зи между пи & = (2, ..., &р) отвергается Ha уровне значимости 
a, если 

2 п-р-1 
= > Fi-a(p,n—p-—1). 6.34 2 a( ). 634) 

В предположении, что 7 при условии & = Z имеет нормаль- 

ный закон с постоянной дисперсией для любого 7, можно пока: 

зать”*, что значения приближенных доверительных границ A, 

*См.: Кендалл М., Стюарт A. 
**См.: Айвазян С.А., Ёнюков И.С., Мешалкин Л.Д., 1985.
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и А, для показателя R,, отвечающие доверительной вероятно- 
сти 7 =1-а и выборке объема п, имеют вид (справедливый 

при условии p > 8): 

aor n et «9 \ ( 2) 1-а/2( 1), 2) 

в _ | 0 -@+10/9 _р (6.36) 
7 \ (1 — R2) F.2(r1, 72) п’ 

где 

г = (p+ nR,,)* 

p+ 2nR2 
) га =п-р-1. 

Пример 6.10. Вернемся к примерам 6.8 и 6.9. 

В примере 6.8 наидем значения оценок множественного ко- 

эффициента корреляции A, между показателем качества, 7 пря- 

жи и совокупностью двух факторов: количеством &1 профилак- 

тических наладок и числом &2 обрывов нити. 

Используя формулу (6.33), в которой вместо истинных 3Ha- 
чении показателей корреляции использованы значения их вы- 

борочных оценок (см. пример 6.3), получаем 

Е? =1- (1- Poi) (1 — Poy) = 

= 1 — (1 — 0,105”) (1 — 0,906) = 0,823, 

откуда В = \/0,823 = 0,907. 
В примере 6.9 наидем значения оценок показателя Я» мно- 

жественной корреляции между урожаиностью 7) кормовых трав 

и природными факторами: весенним количеством & осадков и 

накопленной суммой &2 температур. 
Используя найденные в примере 6.4 оценки po, = 0,8 и 

Po2(1) = 0,097, по той же формуле (6.33) находим (с заменой
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истинных значений показателей корреляции значениями их 
оценок) 

Е? =1- (1— P01) (1 — Poacsy) = 

=1- (1- 0,802) (1 — 0,0972) = 0,644, 

откуда В = \/0,644 = 0,802. 
Заметим, что формулами (6.35), (6.36) для вычисления гра- 

ниц доверительного интервала воспользоваться нельзя, так как 

не выполнено условие p > 8 (у Hac p= 3). 

6.6. Решение типовых примеров 

Пример 6.11. Двумерная случаиная величина имеет нор- 

мальный закон распределения. Определим доверительный un- 

тервал для коэффициента корреляции р с коэффициентом do- 
верия y = 0,99, если значение р, найденное по выборке объема 

п = 300, равно 0,14. 

Воспользуемся тем, что при болыпих объемах выборки 

оценка P(XnsYn) распределена, почти по нормальному закону с 
параметрами p— р(1 — р?) /2п и (1- p*)?/n (см. 6.3). По таблице 
квантилей нормального распределения (см. табл. П.2) найдем 
квантиль и(1+)/2 = 40,995 = 2,575. Имеем 

Р.Х.) p(1 — p*) VE < wages = 0.99, 
an l-—p 

Отсюда 

де wy , Р-р?) 1- р? 
Х„, У, — P(Xn Yn) + on 10,995 Vn <p< 

we o 1 — р? 1 — p? 
< AlXn,¥,) + 2 — + 40,995 т . 

Заменяя в левой и правой частях неравенств р Ha р и подставляя 

значение 10.995 = 2,575, для данной выборки получаем границы 



272 6. ОСНОВЫ КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА 

доверительного интервала в виде 

_ 2 _ 2 0,14(1-— 0,142) _ 95752 0,14 | 

600 /300 

0,14(1 — 0,14?) + — 0,14? 

600 /300 

После вычислений окончательно получаем доверительный ин- 

тервал (0,13, 0,16). 

Пример 6.12. Двумерная случайная величина, имеет нор- 

мальный закон распределения. Построим доверительный ин- 
тервал для коэффициента корреляции р с коэффициентом до- 

верия y = 0,95, если значение Р(Х„,У,), наиденное по выборке 

объема, п = 12, равно —0,65. 

Поскольку объем выборки мал, используем случайную вели- 

чину 

р = 0,14 + 

1 
p=0,14+ 2,575 

1, 1+2.) 
2 1-p(XnYn)’ 

которая имеет приближенно нормальный закон распределения 

с параметрами 

й = 

1, l+p р 1 
= —] = ——. 
2-1’ OV n= 

Используя таблицу квантилей нормального распределения (см. 

табл. П.2), находим квантиль U1 44)/2 = 0,975 = 1,96. Имеем 

1 O(Xn,Yn) 1 P| [fn A Yn) _ 1 1+ p_|__1,96 } = 0.05 
1—f(Xn,¥,) 2 1-р 2(n-1)!~ Уп-3 

откуда, 
де 

а, №) _ 196 21,140, 6 
2 1-p(Xn,¥n) Vn-3 2 1-p = 2(n-1) 

1 lt eX ¥n) , 1,96 

2 1 — p(XnsYn) Vn 3 
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Учитывая условия задачи, получаем 

1 0,35 196 1 14р р 1 0,35 1,96 О gL Py Р <: , 21165 3 <211_р122 < 2 "165" 3 

ИЛИ 

33 1+р р 33 
т —131< п - РРР <-ш- +131. 
О li 

Решая уравнения 

1+р р 33 

тои "7 
l+p р 33 

| — = —1,31 - ш — "Tp i 1,3 n> 

находим нижнюю р и верхнюю р границы доверительного ин- 

тервала;: р = —0,12, р = —0,88. Таким образом, доверительный 

интервал для р имеет вид (—0,988, —0,12). 

Заметим, что границы доверительного интервала можно 
определить с помощью (6.16). 

Нример 6.13. В условиях примера 6.11 проверим гипотезу 

Но: р = 0 на уровне значимости а = 0,01. 

Если гипотеза Но верна, статистика 

ИИ 2(Х„,У,)Уп-2 

1- 22(Х„, У») 

имеет распределение Стьюдента с n— 2 степенями свободы. 
Поскольку объем выборки большой, соответствующую кван- 

тиль можно наити по таблице квантилей нормального распреде- 
ления (см. Табл. П.2): и1-а/2 = 10,995 = 2,575. По данным задачи 

вычисляем выборочное значение статистики #: 

Ри 0,14,/300—2 _ 0,14\/298 
© /T—0,0196 — 0,9804 

^ 2,44. 



274 6. ОСНОВЫ КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА 

Поскольку 2,44 < 2,575, то гипотезу Но: р = 0 принимаем на 

уровне значимости а = 0,01. 

Пример 6.14. По выборке объема п = 28 из двумерной 

генеральной совокупности, распределеннои по нормальному за- 

кону, найдено значение оценки р = 0,88 коэффициента корре- 

ляции. Проверим гипотезу Ho: p 20,90 при альтернативной 

гипотезе Нл: р < 0,90 на уровне значимости а = 0,01. 

Для проверки гипотезы Но воспользуемся статистикой 

2(Х.,У.) _ La 1 +Р(Х», 

2 1—p(Xn,Yn) 

(см. (6.15) ), для которой имеем 

г 1, l+p р _ 
PY (20.7. — 5in 1p 2(п— )м\"-3 < | = 0,01. 

С помощью таблицы квантилей нормального распределения (см. 
табл. 11.3) находим квантиль 0,01 = 0,504, а затем — границу 

критической области для Z(X „ Ул): 

1 1+р р voor 1, 140,9 0,9 0,504 _ 
=] =-1 
Тр 2—2" 01 12.271 5 

0,1 | 1 
= gin 19+ в + 0,1008 А оп 19 + 0,118. 

Вычислим выборочное значение 

Поскольку выборочное значение попало в критическую область 

(Ze < 3 ш 19 + 0,118), гипотезу Но отклоняем. 

Пример 6.15. По выборке объема п = 19, заданной в виде 

таблицы (табл. 6.3), наидем значение оценки корреляционного
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Таблица 6.3 

0 0 0 1 2 2 3 3 4 4 

22,8 | 21,9 | 22,1 | 24,5 | 26,0 | 26,1 | 26,8 | 27,3 | 28,2 | 28,5 

5 6 6 6 7 8 8 9 1 

28,9 | 30,0 | 30,3 | 29,8 | 30,4 | 31,4 | 31,5 | 31,8 | 33,7 fe
 

|S
 
[
e
k
]
 

отношения и границы соответствующего доверительного ин- 

тервала с коэффициентом доверия y = 0,8. 

Вычисляем выборочное среднее 

= = (22, 8+21,9-+22,1 + 24,54 

+ 26,0 + 26,1 + 26,8 + 27,3 + 28,2 + 28,5 + 28,9 + 30,0 + 

+ 30,3 + 29,8 + 30,4 + 31,4 + 31,5 + 31,8 + 33,1) ry 28,0 

и выборочную дисперсию 

52 = = (22,8? + 21,9? + 22,17 + 24,52 + 26,0? + 26,1? + 26,8? + 

+ 27,37 + 28,2? + 28,57 4+ 28,92 + 30,0? + 30,3? + 29,82 + 30,4? + 

+31,4? + 31,5? + 31,8? + 33,1?) _ 28? == 292.99 — 782,32 = 10,67. 

Чтобы вычислить значение 5}, составим статистический ряд 

(табл. 6.4). С помощью этого ряда находим 

1 51 = —, (3(22,3 — 28,0)? + (24,5 — 28,0)? + 2(26,0 — 28,0)? + 
+ 2(27,0 — 28,0)? + 2(28,4 — 28,0)? + (28,9 — 28,0)? + 

+ 3(30,0 — 28,0)? + (30,4 — 28,0)? + 2(31,5 — 28,0)? + 

+ (31,8 — 28,0)? + (33,1 — 28,0)”) = 8.18. 

Согласно формуле (6.20), 

~ 8,18 
Га = 10,67 А \/ 0,77 ~ 0,9.
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Таблица 6.4 

z;| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

п;| 3 1 2 2 2 1 3 1 1 1 

у; | 22,3 | 24,5 | 26,0 | 27,0 | 28,4 | 28,9 | 30,0 | 30,4 | 31,5 | 31,8 | 33,1 

Чтобы определить границы доверительного интервала, пред- 
варительно найдем степени свободы 

(11-14 19-0,77)? 

11-—1+2-19-0,77 

(10+19-0,77)? _ | 
10+38-0,77 ^ 

r= 

и Г. = п-— т = 19 -— П =8, a также квантили распределения 

Фишера 

1 
Fo. = — А 0,41. 0,1 Е Е-ол = Ро = 2,46, 

0,9 

Далее с помощью формул (см. (6.24), (6.25)) получаем 

(19—11)-0,77 10 \/ 10,90 — 10 
= -—_— = on) 2: 2 Tak т —077)-246 19 19 0,05 == 0,2, 

_ (19—11)-0,77 10 \/ 10,90 — 10 
"né = 11 19(1—0,77) -0,41 19 19 “es 

Итак, 0,2 < rye < 1. 

Пример 6.16. По выборке объема п = 24 (табл. 6.5) Han- 
дем значение оценки корреляционного отношения и проверим 
гипотезу Но: o,¢ = 0 на уровне значимости а = 0,05. 

Вычислим выборочное среднее У и выборочную диспер- 
сию 07: 

_ le ~ 1c _ 
у=-> ия 1408, б=-) У — 9? 28,92. 

+=1 $=1
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Таблица 6.5 

х | 10| 10110 | 10) 10 | 20 | 20 | 20 | 20 135 | 35 | 35 

y | 5 6 | 5 6 | 7 | 12) 13| 14| 13117 119 | 16 

zx | 35 | 35 | 40 | 40 | 40 | 40 | 60 | 60 | 60 | 60 | 60 

y |} 15| 18 | 20 | 21 | 18 | 20 | 17 | 19116 | 14 | 16 

Таблица 6.6 

т; 10 20 35 40 60 

п; 5 4 5 5 5 

Yi 5,8 13 16,2 19,4 16,4 

Чтобы найти значение G7, по результатам выборки составим 
статистический ряд (табл. 6.6). Далее по формуле 

~~ le _ 
0 = пои —9) 

= 

получим OF = 4,66. Отсюда 

02 4.66 2 of _ Рё = 22 = \/ 28,92 я: \/0,16 = 0,4. 

Для проверки гипотезы Но: r,¢g = 0 используем статистику 
(6.26) 

(n= m)F?, (Xn, Yn) 

(m — 1) (1 — 72 (Хи, Y,,)) 

которая приближенно имеет распределение Фищера co степе- 

нями свободы г1 = т-—1=5-—-1=4ига=п-—-т=24-—5= 19. 

По таблице квантилей распределения Фишера (см. табл. П.4) 

находим Fi_. = 055 = 2,92. Поскольку значение статистики 

(24-5) .-0,16 19-16 

4-094 4-94 

меньше квантили Fo 95, = 2,92, гипотезу Но принимаем. 

Е = А 0,8
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Пример 6.17. По результатам 12 наблюдений найдены зна- 

чения оценок коэффициентов корреляции Poi = 0,64, роз = 0,46, 

р12 = —0,07. Найдем значения оценок частных коэффициентов 

корреляции рол(2), Роз(1) И ГРаницы доверительного интервала, 

для них с коэффициентом доверия 7 = 0,9. 

Значения оценок для частных коэффициентов корреляции 

находим по формулам (6.29): 

5 12) = Рот — PozP12 _  0,64-— 0,46(—0,07) _ 
0 — — — ind | ) Ит-7а-2) У@-04)@ 6007) 

Роз — Рот Piz _ 0,46 — 0,64(—0,07) 
бо2(1) = = == — 9, 

У(1-Ра1) (1-21) У(1-0,642)(1 — 0,077) 
Для вычисления границ доверительного интервала, исполь- 

зуем формулы (6.17), (6.18), в которых объем выборки сле- 
дует понизить на величину К порядка частного коэффициен- 

та корреляции (см. 6.5), т.е. в данном случае заменить п на 
n—1. По таблице квантилей нормального распределения (см. 
табл. П.2) находим квантиль %(14)/2 = Uogs = 1,65 и решаем 
уравнения 

l+p, р 1,76 1,65 = a 
"Tp 10 ay = V2’ 

дающие Границы доверительного интервала для показателя 

Рот(2), И УРавнения 

1 at 6 1,6 

"T-p' 10 "0,34 4/2” 

дающие границы доверительного интервала для показателя 

р02(1)- В результате получаем: 

In 

(0,38, 0,91) — доверительный интервал для ро1(2); 

(0,20, 0,87) — доверительный интервал для ро2(1)- 

Пример 6.18. В условиях примера 6.17 наидем значение 

оценки коэффициента детерминации Е?.
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Искомое значение В? вычисляем по формуле (6.33), исполь- 
зуя полученное в примере 6.17 значение ро2(1) 2 0,66: 

®=1- (1- Por) (1 — Poa) — 

=1- (1- 0,64?) (1 — 0,667) ~ 1 — 0,33 = 0,67. 

Вопросы и задачи 

6.1. Что такое вектор входных переменных (факторов), 
вектор выходных переменных (откликов)? 

6.2. Перечислите основные задачи статистического иссле- 

дования зависимостей. 

6.3. Что называют корреляционным полем, корреляционной 

таблицеи? 

6.4. Запишите преобразование, используемое при построе- 

нии доверительного интервала, для р. 

6.5. Какую статистику используют для проверки гипотезы 

Но: р = 07 

6.6. Какую статистику используют при построении дове- 

рительного интервала для корреляционного отношения? По 

какому закону она распределена? 

6.7. Какую статистику используют для проверки гипотезы 
о равенстве нулю корреляционного отношения? 

6.8. Что называют частным коэффициентом корреляции? 

Запишите формулу для частных козффициентов корреляции. 

6.9. Что называют множественным коэффициентом корре- 

ляции, коэффициентом детерминации? 

6.10. Какими свойствами обладает множественный коэффи- 

циент корреляции?
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6.11. Запишите формулу, по которой может быть вычислен 

множественный коэффициент корреляции в случае нормального 

закона распределения? 

6.12. Покажите, что из (6.32) следует (6.33). 

6.13. Двумерная случайная величина имеет нормальный за- 

кон распределения. Определите значения границ доверительно- 

го интервала, для коэффициента корреляции р с коэффициентом 

доверия y = 0,95, если значение р, найденное по выборке объема, 

п = 300, равно —0,2. 

Ответ: (—0,26, —0,14). 

6.14. Двумерная случайная величина имеет нормальный за- 

кон распределения. Определите значения границ доверительно- 

го интервала, для коэффициента корреляции р с коэффициентом 

доверия y = 0,9, если значение р, найденное по выборке объема 

п = 28, равно p= —0,36. 
Ответ: (—0,70, —0,04). 

6.15. В условиях предыдущей задачи проверьте гипотезу 

Но: р = 0 при уровне значимости a = 0,05 и альтернативной 

гипотезе Н:: p< 0. 

Ответ: гипотеза отклоняется. 

6.16. По выборке объема п = 20 (табл. 6.7) найдите значение 
оценки корреляционного отношения. 

Таблица 6.7 

1,0 | 1,0 | 1,5 | 2,0 | 2,0 | 2,5 | 2,5 | 3,0 | 3,0 | 3,5 

0,2 | 0,3 | 0,3 | 0,3 | 0,4 | 0,4 10,5 | 0,5 | 0,5 | 0,8 

3,5 | 4,0 | 4,0 | 4,5 | 5,0 | 5,5 | 5,5 | 5,5 | 6,0 | 6,5 

0,7 | 1,1 | 1,0 | 1,2 | 1,7 | 2,3 | 2,2 | 2,4 | 2,7 | 3,3 < 
|8

 
< 

а 

Ответ: Г = 0,55. 

6.17. По результатам 10 наблюдений, заданным Таблицей 

(табл. 6.8), найдите: 

а) значения оценок коэффициентов корреляции роз, роз, р12;
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6) значения оценок частных коэффициентов корреляции 

Poi(2) И Ро2(1); 
в) значения границ доверительного интервала для ро1(2) и 

ро2(1) С коэффициентом доверия 0,95; 

г) значения оценки коэффициента детерминации. 

Таблица 6.8 

Ly 1 410 5 | -3 31-51-1112 |-2 

12 4|-6 12| -—4| 12 | -2| 14 6 10 8 

у | 41-5 14| -1 4 0 5 1 | 2 7 

Ответ: a) pi2 = —0,98; ро: = —0,73; роз = 0,69; 6) Pox(2) = 
= —0,36; foo) = —0,15; в) —0,3+ 0,57; —0,15 + 0,64; г) 0,54. 



7. ОСНОВЫ 

РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА 

После обнаружения стотастических связей между изучае- 

мыми переменными величинами (см. 6) исследователь присту- 

пает к математическому описанию интересующих его зависи- 

мостей. Для достижения этой цели ему необходимо решить 

следующие задачи: 

1) подобрать класс функций, в котором целесообразно ис- 
кать наилучшую (в определенном смысле) аппроксимацию ис- 
комой зависимости; 

2) найти оценки для неизвестных значений параметров, вхо- 
дящих в уравнение искомой зависимости; 

3) установить адекватность полученного уравнения иско- 
мой зависимости; 

4) выявить наиболее информативные входные переменные 

(факторы). 

Совокупность перечисленных задач и составляет предмет 
исследований регрессионного анализа. 

7.1. Исходные предположения 

Во многих прикладных задачах требуется построить мате- 
матическую модель, связывающую входные переменные (фак- 

торы) X,, ..., Xp и выходное переменное (отклик) У. В 
дальнейших рассуждениях будем предполагать, что У явля- 
ется случайной величиной при каждом фиксированном наборе 

2= (11, ..., Zp) значений переменных Х = (Xj, ..., Xp). В этом 
случае искомая математическая модель может быть представ- 
лена в следующем виде: 

У = f(z) +=(2), (7.1)
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где f(Z) — скалярная функция, Е(5) — случайная ошибка, т.е. 

случаиная составляющая, порожденная либо действием случай- 

ных факторов, не включенных в набор Хз, ..., Хр, либо случай- 

ными ошибками измерении величины f(Z), либо и тем и другим 

одновременно. 

Будем считать, что для каждого $ математическое ожи- 

дание €(Z) равно нулю, Т.е. отсутствует систематическая 

погрешность модели. Следовательно для условного матема- 

тического ожидания У(2) = M(Y | X= Z) выходного переменно- 

го У при условии, что вектор входных переменных Х принял 

значение Z, согласно (7.1), имеем у(2) = f(z). 

Функцию f(Z), описывающую зависимость условного сред- 

него значения Y(Z) выходного переменного У от заданных 

фиксированных значений входных переменных Xj, ..., Хр, Ha- 

зывают функцией регрессии (или регрессией). 

Функция регрессии полностью определена, если известен 

условный закон распределения выходного переменного У при 

условии, что Х = Z. Поскольку в реальных ситуациях никогда 

не располагают такой информацией, то обычно ограничивают- 

ся поиском подходящей аппроксимации f, (2) для } (2), ‹ OCHO- 

вываясь Ha статистических данныт вида (Z*, yi), = 1, п, где 

2 = (zi, ..., x’). Эти данные есть результат п независимых 

наблюдений у:, ..., Yn случайной величины У при значениях 

входных переменных &1 = (21, ..., 21), 22 = (21, ..., 12), ..., 

$" = (тт, -..) <"), т.е. результат специально организованного 

эксперимента. 

Говоря о подходящей аппроксимации функции f(z) — мо- 

дели регрессии, нужно, во-первых, задать класс допусти- 

мых моделей регрессии Л, Т.е. класс функций, среди ко- 

торых будем искать наилучшую аппроксимирующую функцию 

(5), и, во-вторых, выбрать критерий по которому будем 

получать наилучшую аппроксимирующую функцию f,(Z) из за- 

данного класса F.



284 7. ОСНОВЫ РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА 

Чтобы задать критерий, используют функцию ple ;(Х )), 

где Е;(Х) = f(X) — fa(X) — случайная величина, а p(u) — 
некоторая неотрицательная функция аргумента и, как правило, 

неубывающая и выпуклая, например р = и? или р = |щ|. 
Функцию f,(x) считают наилучшей аппроксимирующей 

функцией из заданного класса Л, если она обеспечивает ми- 

нимальное значение функционала, 

ve) 

A(fa)=Mo(es(X)) mam An(fe)=—D les(Z'), 
$=1 

где усреднение проводится по всем возможным значениям 

случайного вектора Х в первом равенстве и по всем имеющимся 
наблюдениям — во втором. 

В случае функции р(и) = и? получаемую регрессию назы- 
вают средней квадратичной, а метод, реализующий мини- 
мизацию функционала A,,(f,), принято называть методом 
наименьших квадратов (МНК). Далее: будем рассматри- 
вать только этот тип регрессии. Поэтому, говоря о регрессии, 
будем опускать слова „средняя квадратичная“. 

В дальнейшем будем предполагать, что класс 7 допустимых 
моделей регрессии можно задать некоторым параметрическим 

семейством функций, т.е. представить в виде Fg = {fa (5; B)}, 

BER™. Тогда задача отыскания наилучшей аппроксимации 

для f(Z) сводится к определению таких значений параметров 

В, при которых A,,(f,) достигает минимума. 

Следует отметить, что проблема выбора параметрического 
семейства функций Ув, являясь ключевой в регрессионном ана- 

лизе, не имеет, к сожалению, формализованных процедур для 
своего решения. Иногда выбор определяют на основе экспери- 
ментальных данных (Z*, у), {=1, п (см. пример 7.1), чаще — 
из теоретических соображений. 

Например, если известно, что скорость протекания хими- 
ческой реакции между некоторыми компонентами пропорцио-
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нальна объему исходного вещества, то объем вещества V(t) в 

момент $ изменяется по экспоненциальному закону 

V(t) = Ope"), t > to, 

где 69, 6; — неизвестные параметры модели, которые нужно 

оценить наилучшим образом по результатам наблюдений, а 

кю — начальный момент времени. 

К сожалению, такие случаи редки. Более реальной является 

ситуация, когда о механизме явления ничего не известно и 

можно лишь предполагать, что искомая функция f (XZ) является 

достаточно гладкой. ‘Тогда аппроксимирующая ее функция 

Г. (2) может быть представлена в виде линейной комбинации 
некоторого набора, линейно независимых базисных функций 

{Чк(2)}, К =0, т - 1, т.е. в виде 

т—1 

№ (2:8) =8'4$(® => 18“ ox (2), (7.2) 
k=0 

где в = (Bo fi... Вт). — вектор неизвестных параметров; 

ф= (to vi -.. Ym-1)- — вектор базисных функций (известных 

заранее); т — число неизвестных параметров бь, в общем 
случае неизвестная величина, уточняемая в ходе построения 

модели. 

Следует заметить, что, согласно (7.2), функция f,(Z) = 

=f (z; 6) является линейной по параметрам, представленным 

вектором В. Поэтому в рассматриваемом случае говорят о 
модели, линейной по параметрам. 

Другими словами, исходный класс функций 7, содержа- 

щий истинную функцию регрессии f(z), заменяют некоторым 

классом Fg = {fa (2;8)}, B € R™, более простых по структу- 

ре функций, представимых в виде (7.2), и задача сводит- 

ся к наилучшей оценке вектора неизвестных параметров 8 = 

= (Bo, fA, ...) Вт 1)”.
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При такой постановке задачи общая погрешность 

п 

A= \ У ‘(и — (=)? 
$=1 

от аппроксимации результатов наблюдений 

и = (2) +=, з=Ът, 

полученных в эксперименте, значениями функции /, (2) € Fz 
обусловлена рассеянием отклика У относительно истинной ре- 

грессии f(z), т.е. величиной 

п 

A. = \ У `(и- £(#))’ 
a=] 

и систематической погрешностью аппроксимации, связанной с 
заменой исходного класса функций F более узким Fz € F: 

п 

^.=\ У (=) - 5). 
3=1 

Следовательно, приближение f(z) fa (Z; 6) (см. 7.2) нужно 
понимать в том смысле, что систематической погрешностью 
А. при замене класса F на Fg можно пренебречь по сравнению 

со случаиной погрешностью А.. Именно на сопоставлении 

этих двух типов погрешностей и основаны правила проверки 

адекватности модели f,(z ; В) = 2. (2), где вектор параметров Г 

заменен значением вектора оценок B. 

Одним из наиболее распространенных аппроксимирующих 

классов функций Ув является класс полиномов, в котором 

в качестве базисных функций выбраны степени переменных 

21, see Тр.
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Простейшей полиномиальной моделью является модель 1-го 
порядка, линейная по всем переменным: 

т-—1 

Л. (=) = У} Pete, m<ptl, 
k=0 

где Zo = 1 — фиктивное переменное, т.е. здесь Yp(z) = 1, 41 (5) = 

= 21, -.. фи (2) и. 
Следует подчеркнуть, что представление (7.2) является са- 

мым общим видом линейной по параметрам модели и описывает 

не только полиномиальные модели. Например, в качестве ба- 
зисных функции ф,(1) могут выступать тригонометрические 

функции sinkz, coskz, показательные e* и др. 

Если неизвестная функция регрессии {(7) представлена в 

виде (7.2), то задача ее поиска сведена тем самым к оценке 

вектора, неизвестных параметров В = (Bo, -.-, Bn—1) и после- 
дующей проверке качества аппроксимации f(z) = р (<), т.е. 

адекватности модели f(z). Если модель (7.2) окажется He- 
адекватной, TO вид аппроксимирующей функции f,(z) нужно 

уточнять либо увеличением числа т базисных функций, либо 

заменой самих базисных функции другими, более подходящи- 
MH. 

Пример 7.1. Анализируется поведение двумерной слу- 

чайной величины (Х, У), где Х — возраст (в годах) наугад 
выбранного школьника, из группы в п = 40 человек, a У — мас- 

ca его тела (в кг). На рис. 7.1 исходные статистические данные 

(т;, yi), : = 1, п, отмечены крестиками. Поскольку имелась воз- 

можность контролировать значения входной переменной Х, TO 

это позволило разбить обследованную группу школьников на 

четыре равные по объему подгруппы с примерно одинаковым 

возрастом. 

На рис. 7.1 видно, что в пределах каждой подгруппы рост 

подвержен неконтролируемому разбросу, т.е. налицо отмечен- 

ный выше стохастический характер связи между X u Y. Одна- 

ко расположение точек (z;, yj) на плоскости хОу обнаруживает
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Рис. 7.1 

вполне определенную тенденцию, характеризующую увеличе- 

ние „в среднем“ массы тела У при увеличении возраста, в рас- 
сматриваемый период интенсивного роста (от 12 до 16 лет). 

Целью проведенного исследования является прогноз роста 

конкретного школьника по заданному значению его возраста 

и определение среднего роста 9(z) школьников, достигших 
возраста, т. 

Для достижения этой цели необходимо математически опи- 

сать закономерность изменения условных средних значений 
y(z) = М(У|Х ==) в зависимости от значения 1 случайного 

переменного X , а Также изучить характер случайного разброса 

массы тела У отдельных школьников возраста, х относительно 
своего среднего значения (5). 

Таким образом, возникла необходимость рассмотрения Ma- 

тематической модели (7.1), где e(z) — случайное отклонение 

массы тела У школьников возраста х от среднего значения 
9(=) = М(У|Х ==). Если М(Е|Х =z) =0 при любых z, то 
9(х) = f(z), и построение искомой зависимости сводится к 

отысканию функции f(z), описывающей изменение условного 
среднего значения выходного переменного У при различных 
значениях Х = х входного переменного X. 

Остается определить, в каком классе F функций мы будем 

искать аппроксимацию для f(z). Для нашего примера по
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расположению точек (т;, Yi), &=1, п, можно заключить, что 

f(z) = Bot fiz, 

где Bo и С, — неизвестные параметры модели, т.е. Fg = 

= {/(2; бо, 61) } есть класс полиномов первого порядка, к кото- 
рому принадлежит функция регрессии f(z). Значения оценок 

До, б1 параметров fo, 1 можно найти с помощью метода, наи- 

меньших квадратов (см. 7.2) 

Матричная форма записи линеиной регрессионной 
модели. Результаты эксперимента для исследования связи 

между откликом У и вектором факторов X = (Xj, ..., Xp) 
удобно представлять в виде матрицы D исходных данных: 

=1 22 = =n +’ 1“... £* 1... Я n 

D= Г1 ro зоо Г; eee Tn 9 г; = №, 

> > > > i—1 

Yi Y2 оо Л eee Un $ 

где 5* = (zi, wey 2), + =1, п, — различные значения вектора, 

факторов X ‚ для которых проводился эксперимент; г; — число 

независимых повторных (параллельных) опытов для г М — 

общее число наблюдений за откликом У; ¥; = (Ya, ---, У), 

i= 1, п, — значения отклика У, полученные в эксперименте для 

значения 2' вектора факторов. Заметим, что матрицу 

$! 12... 2... gE" 
Р = , 

Ty) T2 «ee Te wee Th 

образованную двумя первыми строками матрицы Ш), называ- 

ют часто планом эксперимента, совокупность возможных 

значений вектора факторов Х называют факторным про- 

странством и обозначают Д?. 

Если г; =1,:=Ъ п, то результаты эксперимента предста- 

вляют собой п точек (= ‘ yi), i= 1,n, в пространстве ВР+1.
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ya 

Рис. 7.2 

Геометрическая интерпретация матрицы О) представлена, на 
рис. 7.2 для р=2, п=4, г; =3, $ =1,4 (крестиками отмечены 
соответствующие значения отклика У). 

Для удобства дальнейших рассуждений в соответствии с 
равенством (7.1) будем считать, что значению 5 ‘= (xi, wey z*) 

вектора факторов Хх = (X ‘ ...) Хх») соответствует отклик У; 

и случайная ошибка, Е; = Е(2*), т.е. 

У; = 1(#*) +е.. (7.3) 

При этом в случае модели, линейной по параметрам, согласно 

(7.2), имеем 

т—1 , 

у: = У Ве ( Е") +еь i=T,n. (7.4) 
k=0 

Если на основе системы равенств (7.4), которая содержит в 

себе всю информацию, полученную в эксперименте, мы сумеем 

оценить неизвестные параметры д» (некоторым наилучшим 

образом), т.е. сумеем найти значения Br ^ дк, то тем самым 

будет найдена наилучшая (для выбранных базисных функций) 

модель следующего вида: 

~ m—1 ~ 

fa(@) = > ` Bev (2). (7.5) 
k=0
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Эта, модель будет наилучшей в классе Fg для выбранного 

набора базисных функций 1;(5), 7= 1, т-1. При этом общую 
погрешность А можно уменыпить лишь за счет уменьшения 
погрешности аппроксимации A,, связанной с выбором класса, 
аппроксимирующих функций Fg (если удачно подобрать как 
сами функции фь(1т), так и их количество т). 

Таким образом, модель (7.5) требует в общем случае про- 

верки на адекватность (на соответствие результатам экспери- 

мента) и при необходимости уточнения (это рассмотрено ниже, 
(см. 7.3). 

Введем в рассмотрение следующие матрицы: 
T 

— матрицу отклика У = (\, ..., Y,) типа пх 1, если 

повторных опытов He было (т.е. г; = 1, 3 =1, п), или матрицу 

выборочных средниг значений отклика У типа пх1 в 
противном случае, 7-H элемент которой есть 

О А. __ 
Y:=—) Yj, +=; 

— матрицу Е базисных функций (матрицу наблюде- 

ний) типа пхт 

Yo(Z") 41(2') ... 4т-1(2') 
Е = 40(=?) W (£7) eee м1 (22) 

Po(Z") 9ч1(2”) ... Ym-1(%") 

> т 
— матрицу (вектор-столбец) ошибок € = (Е1, --., En) 

=~ T 
типа 2X1 и вектор-столбец 6 = (№, ..., Bm—-1) параметров 
модели. 

Тогда систему равенств (7.3) можно представить в матрич- 

ном виде: 

Y=FB+E. (7.6)
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Уравнение (7.6) называют линейной регрессионной мо- 
делью. Подчеркнем, что линеиность в этой модели понимается 

как линейность по параметрам До, (41, ..., Bm—1, называемым 

также коэффициентами регрессии. По переменным Xj, ..., 

Хр модель (7.6) может быть (и, как правило, так и бывает) не- 

линейной. Возможные ситуации рассмотрены в примере 7.2. 

Замечание 7.1. При наличии повторных опытов в равен- 

стве (7.6) вместо матрицы У будет стоять матрица У. # 

Рассмотрим возможные конкретные случаи реализации со- 
отношения (7.2), которые приводят к общей модели (7.6). 

Пример 7.2. а. Пусть имеется лишь один фактор Х (т.е. 

p=1), а множество точек (х;, y;), 7= 1, п, расположено Ha плос- 

кости хОу вдоль некоторой прямой (рис. 7.3, а}. В этом случае 

в качестве функции f,(z), аппроксимирующей функцию ре- 

грессии f(z)=M(Y |z), естественно взять линейную функцию 

У} У} 

f ах ) =By +В 15 f a(x) =Ву +В 1% +B, x 

I | 1+ 1 a Г 1 > 

Ol x, 2. 3 .. м Хх Ol 2,2, ж. ... xn x 

a 6 

УЗ 

х O' x, 15 ж .. х 

в 

Рис. 7.3
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аргумента Zz. 

Л (=) — Bo + fiz, 

т.е. в качестве базисных функций здесь выбраны wo(z) = 1 и 

q(x) =х. Такую регрессию называют простой линейной 
регрессией. 

Если множество точек (2;, y;), #=1,п, расположено вдоль 
некоторой кривой (рис. 7.3, 6), то в качестве f,(x) естественно 
попробовать выбрать семейство парабол: 

fa(z) = Bot Вх + Вох, 

т.е. в качестве базисных функций здесь выступают функции 

vo(z) =1 и $: (5) ==, ф2(=) = 27. 
Наконец, в случае расположения точек (z;, у;), =1, п, пока- 

занного Ha рис. 7.3, в, можно попробовать подобрать функцию 
f.(z) из семейства экспонент: 

Л (=) — Boe. 

В последнем случае функция f,(x) является нелинейной по 

параметрам ру и [1 и не приводит к линейной регрессионнои 

модели (7.5). Однако после некоторого функционального пре- 

образования нелинейную по параметрам функцию f,(x) часто 

можно привести к функции 1. (=), линейной по параметрам. В 

данном случае после логарифмирования получаем 

In fa(z) = In Bo — fiz, 

т.е. функция Ё (2) = № f,(z) уже линейна по параметрам 6 = 
= № Bo и! = —2,. 

6. Пусть имеется два фактора X; и Х. (т.е. р=2), a мно- 

жество точек (z', Yi), i=1,n, где z= (21, x), расположены 
вдоль некоторой плоскости в пространстве трех переменных у, 
2, И 12. Тогда набор наилучшей аппроксимации f,(2) можно 

начинать с линейной по переменным Х1 и X2 функции 

fa(z) = Bo + 6121+ д222,
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т.е. выбрать в качестве базисных функций 4о(2) = 1, 41(т) = 21 

и 42(5) = 12. 
Если точки (т;, yj), #=1, п, расположены в пространстве 

переменных у, 11, 52 Так, что есть основание предполагать 
наличие у функции f(z) точки экстремума, то естественно 

искать f,(z) среди полиномов второго порядка, т.е. принять 

fa(z) = Bo + Вилл + бохо + бзх1т2 + бал + 6522. 

В этом случае базисными функциями будут 4(х) =1, 4. (=) = 

= 24, $2(5) = 22, $3(2) = 2122, Yaz) = #1, 45 (1) = 2}. 
в. В качестве базисных функций могут быть выбраны 

не только степени переменных $1, ..., Хр, но, вообще говоря, 
любые линейно независимые функции, не содержащие неиз- 

вестных параметров. Например, при %(Z) = 1, 41(2) = et, 
wo(Z) = sinz, получаем линейную по параметрам модель рег- 

рессии 

Г. (т) = бо + Ве? +22 + Возт 21. 

7.2. Метод наименьших квадратов 

Матрицы F и У в линейной регрессионной модели (7.6) 

содержат всю информацию, получаемую в результате экспери- 

мента. По этим данным нам нужно оценить вектор неизвест- 
= т 

ных параметров 2 = (fo, Да, .--, Вт-1) - Для получения оценок, 

как отмечалось выше, будем использовать метод наименьших 

квадратов. Предварительно сформулируем предположения, ле- 

жащие в его основе. 

1. МЕ; = 0, # = 1 п, т.е. систематическая погрешность мо- 
дели отсутствует. 

2. М(Е:Е;) =0, 2 у, т.е. случайные ошибки некоррелирова- 
ны (это ограничение можно снять, если матрица ковариаций 
D(é) вектор-столбца ошибок известна»). 

*См.: Ивченко Г.И., Медведев Ю.И.
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3. De; = МЕ? = 02, $ =1,п, т.е. в любых точках фактор- 
ного пространства Х? случайные ошибки имеют одинаковую 

дисперсию. 

4. Значения 2; переменных X;, # = 1,р, в процессе экспери- 

мента измеряются без ошибок. 

Отметим, что предположения 2 и 3 можно объединить и 

представить в следующем виде: 

=~ 2 РЕ=о-Ь,, 

где Г, — единичная матрица, порядка п. 
Четвертое предположение означает, что, согласно соотно- 

шениям (7.3), верны равенства 

т—1 

му; = 24» (=), DY¥=Dej=o?, #=1,т, 
k=0 

которые в матричной записи имеют вид 

MY=F6, DY=0o7l,. 

Подчеркнем, что никаких предположений о законе распре- 
X 

деления случайных величин Y;, 27 = 1, п, мы пока He делаем. 

Теорема 7.1. Пусть М =Е"Р — невырожденная матри- 

ца. Несмещенной эффективной оценкой в классе всех линейных 

оценок для параметра, 8 = (Bo Ди ... Bin—1) в линейной регрес- 

сионной модели (7.6) является оценка метода наименьших 
квадратов (MHK-oyenxa), определяемая матричным равен- 

ством 

ВР.) = (Е"Е)-ТРТУ. # (7.7) 
Поясним идею метода наименыпих квадратов и происхож Je- 

ние формулы (7.7). Докажем несмещенность и эффективность 

оценки В(У„) в классе линейных оценок.
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Пусть отклик У зависит лишь от одного фактора Х (р=1), 

а искомая функция регрессии M(Y|z) = f(z) имеет график, 

изображенный пунктирной линией Ha рис. 7.4. Функция f(z) 

нам не известна, известны лишь значения отклика 1/1, ..-, Yn; 

полученные в эксперименте при значениях факторов 7}, ..., Ly 

(на рис. 7.4 точки (х;, y;), ё = 1, п, отмечены „крестиками“). 

Уф 5 
| (х)=Во+Вх ip 

el Г 
5. yet’ ‚ f(z) 
2. 5 Und 

‘ » 93 : : 

fF сому 
41 

О x, x, =. ... хе =. -х 

Рис. 7.4 

Неизвестную функцию f(z) на основании характера рас- 

положения экспериментальных точек (они визуально располо- 

жены вдоль прямой) естественно аппроксимировать линейной 

функцией /,(2;8) = бо + Giz. Отклонения 5; = у; — (бо + 1=;), 
i= 1,n, ординат экспериментальных точек (т;, у;) от любой 

прямой fa (=; 8) = 4+ В:т называют невязками. 

В общем случае для линейной регрессионной модели (7.6) 

m—1 

6=y-— >> Beve(zi), i=T,n, 
k=0 

и невязку д; можно рассматривать как реализацию случайной 
ошибки Е; = =(т;), 8 =1, п. 

Согласно методу наименьших квадратов, оценку Д(У„) = 
~ = — ~ T ~ 

=(60(Y;,) ... Bm-i(Yn)) вектора параметров В= (бо ... Вт1). 
выбирают Tak, чтобы сумма квадратов невязок 6; была мини-
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мальной, т.е. 

п n т-—1 

м9 ==> (и- Увы)" ты 
$=1 a1 k=0 

или, что TO же самое, 

A (8) = 6"6 = (Y — FB)" (Y — ЕВ) = (8) > min, 
где 6 = (61, ..., д») — вектор невязок. 

Необходимым условием 3KcTpemyMa функции А(В) перемен- 

ных ро, (1, ---, Bm—1 (а, следовательно, и условием существова- 

ния МНК-оценки параметра Д), как известно, является равен- 

ство нулю ее частных производных [У |, т.е. 

aA n 7 т-1 _: И 

Эд. = 2D Wl ) (и - >. фк (= )Ax) =0, и=0, т-1. 

Эту систему можно представить, используя матричную запись 

~2F"(Y — ЕВ) =0, или 

F'FB=F’'Y. (7.8) 

Из геометрических соображений очевидно, что решением 

системы (7.8) является Точка минимума функции А(Д), в чем 
можно убедиться непосредственно, воспользовавшись доста: 

точным условием экстремума [V]. Систему линейных алгебра- 

ических уравнений (7.8) называют системой нормальных 

уравнений Гаусса. Она всегда имеет решение (хотя не всегда 

единственное). 
Пусть матрица Е" F имеет обратную матрицу (ЕЕ )-' (для 

зтого необходимо и достаточно, чтобы rang Ё был равен числу 

столбцов матрицы F). Тогда, умножая обе части равенства 

(7.8) слева на матрицу (Е"Р)-!, приходим к формуле (7.7), 
которая дает единственное решение системы (7.8). 

Если матрица ЕР не имеет обратной (случай, когда ранг 

матрицы ЁЕ меньше числа т ее столбцов), то МНК-оценка, 

параметра 8 существует, но не является единственной*. 

*См.: Рао С.Р. 
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Несмещенность оценки Д(У„), заданной равенством (7.7), и 

эффективность в классе всех линейных несмещенных оценок не- 

посредственно следуют из исходных предположений для метода 

наименьших квадратов. Действительно, 

MA(Y,) = М((Е"Е)-* ЕТУ) = 

= (FF)? F MY = (ЕЕ) ЕЕТВ = В, 

т.е. В(У»} — несмещенная оценка для В. Докажем ee эффектив- 

НОСТЬ. 

Пусть БУ — произвольная линейная несмещенная оценка 

ДЛЯ 8. . Тогда из равенства, 

M(LY)=LMY=LF6=6 

получаем LF =I, u 

D(LY)=M(LY — му)? =ML(Y — МУ)?” = 

=LDYL" = То? 1." =07LL". 

Наша задача минимизировать диагональные элементы MaT- 
т 

рицы LL’, которые с точностью до множителя о? являются 

дисперсиями оценок параметров Ду, К = 0, т-—1. Для этого pac- 

смотрим равенство 

LL* = (МЕ) (М Е") "+ (Е - МЕ") (Г - МЕ" )", 

в справедливости которого можно убедиться непосредствен- 

но, перемножив матрицы в правой его части с учетом ра: 

венств LF = 1, 1 М =F" F. Поскольку диагональные элементы 

матрицы вида АА” являются неотрицательными, то можно 

утверждать, что диагональные элементы матрицы ГГ” будут 
_ т д = 

минимальными, если Ё = М-1Ё , т.е. оценка В(У„) является 
эффективной в классе всех линейных оценок.
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Итак, по теореме 7.1 МНК-оценки являются наилучшими 

в указанном выше смысле в классе линейных оценок. ‘Tem 

самым равенство (7.5) определяет наилучшую модель регрессии 

для выбранных базисных функций и значений Br, k=0,m-1, 

наиденных по методу наименьших квадратов, которую будем 

записывать (обозначив fa(Z) = y(Z)) в виде 

m—1 

(=) = ~ Bits (2)- (7.9) 
k=0 

Случайную величину 

т-—1 

¥ (2) = Be (Yn) к (2) 
k=0 

будем называть оценкой среднего значения отклика У. 

Согласно (7.9), можно определить оценки Я; = (=) сред- 
него значения отклика (условного математического ожидания 
отклика) в каждой точке Z* факторного пространства: 

m—1 

®=У Ане, i= 17. 
=0 

~ ~ ~ T 

При этом, если ввести матрицу У = (2, ...) $.) оценок 

среднего значения отклика, то 

?— РВ($.). (7.10) 

Замечание 7.2. В ряде случаев интерес представляют не 

сами параметры До, (1, ..., дт—1 в линейной регрессионной 

модели (7.6), а их некоторые линейные комбинации, т.е. новый 
вектор параметров & = (а 0, От, ..., 4-1), 9 < т, связанный с 

вектором д = (fp, ---, Bm-1) соотношением & = Af, где A — 
некоторая матрица, типа g X т.
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Для вектора & МНК-оценка &(Y,,) определяется равенством 

GY.) — АВ(Т,), (7.11) 

где 8(У„) — МНК-оценка для 2. # 

Укажем теперь правило определения ковариационной малт- 

рицы ¥(B) МНК-оценки В(У,) вектора параметров 7. Это 
правило будет вытекать как частный случай из следующей те- 

оремы. 

Теорема 7.2. Пусть B — т-мерный вектор-столбец линей- 

ной регрессионной модели (7.6), А — произвольная матрица 

типа ах т, где 1 < 9< т, а матрица F "ЕР является обратимой 

(т.е. 4е(РТЕ } 0). Тогда для вектора & = АВ МНК-оценка 

а(у.), определяемая равенством (7.11), является несмещенной 

оценкой с матрицей ковариаций 

¥(@) =0? A(F"F)“ А", (7.12) 

rie 0 2 — дисперсия отклика. 

4 Согласно (7.7) и (7.6), имеем 

A(Y,) = (Е Р)-ТЕТ(ЕЙ+Е = 

=(F°F)O(F'F)6+(F F)OF €=64+(F PF)'UF é 

Отсюда для оценки КУ.) = АВ(У,) параметра & = АВ имеем 
представление 

&(Y,) = AB(Y,) = AB+ A(F ЕР) Р"Е= 

=@+A(F F)“'F'é, (7.13) 

из которого вытекает несмещенность оценки G(Y,,), так как, 

согласно исходным предположениям метода наименьших квад-
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patos, МЕ = би, следовательно, 

Ma&(Y,) =&+ А(Р"Е) "Е" Mé= 4. 

Далее, матрица ковариаций вектора МНК-оценок &(У») в 

силу несмещенности оценки G& имеет вид 

ха = M((&(%,) - &) (&#.)-8)°). 

Используя представление (7.13), преобразуем выражение для 

(4) следующим образом: 

5(а) =м((А(Р" Е)" F"e) (A(F*F)"1 F*2)") = 

=M(A(F" ЕР) "РЕ" F(F' F)"' A’) = 

= A(F F)-'F" M(éé")F(F'F)"'A’. 

(При переходе к правой части мы воспользовались правилом 

транспонирования произведения матриц (АВ) = B*A* [Ш] и 

симметричностью матрицы (F F)—!.) 
Если теперь учесть, что, согласно исходным предположени- 

ям метода наименьших квадратов, M(é" é) = I,,07, To 

(2) = A(F F)'F 1,0 F(F F)1A = 

=07°A(F F)O(F'F)(F Е) 1 А" =0°A(F F) 1A, 

что и доказывает представление (7.12). > 

Следствие 7.1. Если А = [и т.е. &= АВ= д, то 

5(8) = 0°C, (7.14) 

где С = (РЕ)! — дисперсионная матрица Фишера. 

Следствие 7.2. Дисперсия оценки Y(Z) среднего значения 

отклика в произвольной точке F факторного пространства АР
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определяется по формуле 

2У(=) = 04" (#)С%(8, (7.15) 

где $" (2) = (%0(2), ..., Ym—1(2)). 
4 Действительно, согласно (7.9) и (7.14), имеем 

р7(=) = ря 7.)) = 
М(Ф (2) (В Alin) — В) (В BU) — В)`+(2)) = 

= o"(Z)M((A(Ya) - А), — B)") (а = 

= УВ) = 029 (8) С ®). > 

Формулы (7.14) и (7.15) содержат неизвестный параметр 

с“ — дисперсию отклика У. Поэтому требуется правило опре- 

деления оценки параметра о?. Такое правило устанавливает 

следующая теорема. Однако прежде чем формулировать тео- 

рему, отметим, что случайную величину 

2 

22= (у- ЕВ(У,)) "(У - ЕЁ(У,)), (7.16) 
где €= Y — FG(Y,) — случайный вектор, a В(У»„} — МНК-оцен- 

ка вектора параметров В линейной регрессионной модели (7.6), 

называют остаточной суммой квадратов. 

Теорема 7.3. Если выполнены исходные предположения 
метода наименьших квадратов и ранг матрицы базисных функ- 
ций F типа п X т равен т, то несмещенная оценка, для оста- 
точной дисперсии о? определяется по формуле 

S*(Y,) = (У — FA(¥n)) (У - ЕВ(У-)), (7.17) 

где fi (У,) — МНК-оценка вектора параметров В линейной 
регрессионной модели (7.6).
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« Из равенства, (7.6) и предположений о случайной составляю- 

щей модели следует: 

M((Y — РВ)" (У-ЕВ)) =M(é"é) = 

= mM (372) = \ "De, =no*. (7.18) 
*=1 *=1 

Рассмотрим равенства, 

= 

Поскольку В( „) — МНК-оценка вектора параметров В, то, 

согласно (7.7), B(Yn) = (F"F)-'F'Y, и, как следствие, имеем 

(Р(В(У,) — В)" (У- ЕВ(У,)) = 

Е” = (B(Yn) — y" 

= (6(Yn) — В) "(ЕТУ - F*F(F" Е) ЕТУ) =0 

(Y — F(F’ В) ЕТУ) = 

и, кроме того, 

~ ~ 
= ~— 

(Y - FB(Y,))"F(B- B(¥,)) = (ЕВ. - A)" (¥ ЕЙ.) =0. 
Таким образом,
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Воспользовавшись свойствами следа матриц и следствием 

7.1, получим 

M((F(5(7n ) — A) F(A) - В) = ~ 
=м(6 (Yn) — В) (Р "Р)(ВСЕ,) -В)) = 

=M(tr((F" F)(8(¥a) - )(A(¥n) - B)*)) = 
= tr((F"F) M((A(¥.) - 8)(A(¥a) - 8")} ~ 

= tr((F" F)E(G(¥a))) = и (ЕТ Е)(Р" Е)-10?) = 
= ог 1, = mo’. 

Таким образом, согласно (7.17)- (7.19), имеем 

no? — то? = м(у — ЕВ(Р.) (У — РРР.) }, 

откуда 

2__1 (У 8 o? = ——М((у- ЕВ.) (у - РВ.) 
Следовательно 

2 1 Se Лт > 
S*= п — (У — РВ(У,)) (У — FB(Y,)) 

является несмещенной оценкой для O7. > 

Замечание 7.3. а. Оценка 52 остаточной дисперсии о? 

представляет собой отношение остаточной суммы квадратов 
ATa 

E Е, отнесенное к числу степеней свободы п — т, где п — коли- 

чество наблюдений У, = (У, ---, Yn), представленных матрицей 

отклика У, am — число оцениваемых параметров, представлен- 

ных вектором ЙА. Таким образом, 52 — доля остаточной суммы 
квадратов линейной регрессионной модели (7.6), приходящаяся
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на одну „степень свободы“. Фактически число степеней свобо- 
ды равно объему случайной выборки за вычетом числа незави- 

симых линейных связей, наложенных на выборочные значения. 

6. Формула (7.17) верна лишь в том случае, если есть OCHO- 

вания считать, что выбранная линейная регрессионная модель 

(7.6) является верной, т.е. MY = F В. В противном случае в 

остаточную сумму квадратов кроме случаиных ошибок входят 

и систематические, а потому она может давать завышенную 

оценку для 07. 

в. Полезно обратить внимание на сходство результата 

(7.17) с несмещенной оценкой S?(Y,.) дисперсии случайной Be- 

личины У по наблюдениям У„, которая имеет вид 

т 

207 1 V\2 
S“(Yn) = > (У;-У) - п 14 

:=1 

Здесь также сумма квадратов отклонений У; от У делится на 

число степеней свободы п — 1, так как неизвестный параметр 

МУ = yp заменен его оценкой У, Т.е. на экспериментальные 

данные наложена, одна линейная связь. Ft 

При решении реальных задач, связанных с практическим 
использованием регрессионных моделей, необходимо проверять 
выполнение исходных предположений для метода наименьших 
квадратов, т.е. проводить статистический анализ регрессион- 
ной модели (см. 7.3). 

Проиллюстрируем процедуру построения регрессионной мо- 
дели на частных примерах, имеющих и самостоятельный ин- 
терес. 

Пример 7.3. Рассмотрим случай простой линейной регрес- 
сии, когда отклик У зависит от одного фактора Х (т.е. р=Т) и 
в качестве приближения искомой функции регрессии выбрана 
функция 

fa(z) = бо + fiz.
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Эту функцию получают из общей модели (7.2) при 4(х) = 1, 

(x) =z, т.е. размерность вектора Х равна р = 1, а число 

параметров т = 2. 

Роль фактора Х могут играть время (иногда часто вместо х 

пишут #), температура, доза, лечебного препарата, и т.д. Задача 

состоит в изучении связи между откликом У и фактором Х на 

основании выборки (т, yi); i=1,n, полученной в результате 

эксперимента, (вместо х' далее будем писать 1;, Так как х — 

скаляр). 
Для конкретности будем считать, что Х — это скорость 

движения автомобиля (в км/ч), а У — тормозной путь (вм) по 
скользкой дороге до полной его остановки, и по результатам 

п = 1М замеров Х и У получены данные, представленные в 

табл. 7.1. 

Таблица 7.1 

z;] 28 | 29 | 32 | 35 | 40 | 44 | 45 | 51 | 53 
y; | 0,53 | 0,92 | 1,52 | 2.07 | 2,17 | 3,65 | 3,97 | 527 |554 
zi| 58 | 64 | 65 | 73 | 75 | 80 | 83 | 93 
у; | 6,43 | 7,60 | 7,91 | 9,48 | 10,1 | 8.95 | 11,48 | 13,74 

Найдем значения оценок параметров (о и (1, дисперсии 

отклика и дисперсии среднего значения отклика, а Также да- 

дим прогноз для длины тормозного пути при скорости хо = 

= 120 км/ч. В рассматриваемом примере матрицы У и F имеют 

ВИД 

м 1 21 

У=| : |, F=[.. 

Yn 1 т 

Следовательно, 
п п 

п зу у; 
ЕЕ — 7=1 ЕТу $=1 =
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Далее случайные векторы и их реализации будем обозначать 

одинаково: из текста, всегда ясно, о чем идет речь. 

Поскольку 1; — различные числа, то матрица М = ЕТЕ 

обратима, причем 

det М = 2 — (Sos) =n) (2: —Z)*, == 1 
*=1 3=1 . $=1 t=1 

С помощью присоединенной матрицы находим 

т 2 т 

l >) т; — >) 1; 

—-1 __ $=1 2=1 

_ det M п et _ > nr; n 

Используя обратную матрицу M-! = =(Р” Е)-*, по формуле (7.7) 

получаем 

n 

Ей (#) - рту _ 1 (и) - (аи) 

_ det M , 
(и) tad aie 

e=1 2=1 $=1 

fy 

откуда, 

я и- y2:(Sozim) й паи - = (> vi) 
a i=l 1=1 :=1 1=1 

’ 1 

па? (> zi) 
$=1 

Из последних двух равенств с помощью простых преобразова: 
ний получаем 

19:=>(=-), (7.20) 

@, =» (1:-т)(и-У). 
4 3=1 
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Из равенств (7.20) видно, что оценки Bo(Yn) и By (Y,) связаны 

линейной зависимостью. 
Поскольку лу /n= Key является значением оценки ковари- 

ации Qry(Xn,¥n)/2 = Key(Xn,Yo) фактора и отклика, aQ,/n= 
= G2 — значением оценки дисперсии фактора, то для значения 

В\ оценки параметра (1 справедливо и такое представление: 

где р — значение оценки коэффициента корреляции р между 

фактором и откликом. 

Таким образом, найдена модель простой регрессии 

y(z) = Во + Ват, 

где Bo и В) определены по формулам (7.20). 

Для данных из табл. 7.1 имеем п = 17. Далее находим 

Q, = 6557, Qy = 250,8, О; = 1211.5. 

По формулам (7.20) вычисляем значения оценок Bo и бл: 

В, = 1271,5/6557 = 0,194 д =5,95- 0,194.5576 = —4,87. 

Следовательно, прогнозируемое значение у при х = хо = 120 

равно 

(120) = —4,87 + 0,194 - 120 = 18,4. 

Найдем точность оценок Bo(Yn), Ва (У) и У (=). Используя 
формулу (7.14), получаем 

п 2 _ п x. 

(A) —o’*M-!= or = = 
det М п ’ 

— oa; n 
:=1 

где



7.2. Метод наименьших квадратов 309 

Таким образом, 

о?) 2? _ 2 

рАо(У,) = "=, _ DAY.) =z 
п > (x; -—Z)? >> (2; — 2)? 

В точке прогноза 5 = то = 120 и 

A 1 (120-55 ) 
DY (x0) =a0 (- + 6557 0,690 

Наконец, по формуле (7.17) находим значение S? оценки дис- 

персии отклика: 

бу = п — и - Gi(2:))* = — .4,2 = 0,28 

*=1 

? на 52 во всех предыдущих равенствах, где 
присутствует о?. 

и заменяем о 

Считая оценку У (=) нормально распределенной с матема- 

тическим ожиданием MY (z) = f(z) и дисперсией DY(z), вы- 
численной по формуле (7.21), можно по правилу „Зо“ указать
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интервал возможных значений для Y в точке 5 = хо = 120, учи- 

тывая, что о А S, = 0,53: 

((то) — 3Sy, (то) +35) = (18,4 — 1,6; 18,4 + 1,6). 

Доверительный интервал для заданной доверительной вероят- 

ности 77 будет построен в 7.3. 

Пример 7.4 (квадратичная регрессия). Исследуется 

эффективность системы охлаждения двигателя, работающего 

непрерывно в течение времени fo = 60 мин. Измерение темпе- 

ратуры Т (в °С) работающего двигателя проведено с интер- 

валом 5мин в течение 25мин. Результаты сведены в Таблицу 

(табл. 7.2). На рис. 7.5 дано графическое представление этих 

данных. Считая, что зависимость между переменными # (фак- 

тор) и Т (отклик) является квадратичной, т.е. T= a+ bt + ct’, 

найдем по методу наименьших квадратов значения оценок па- 

раметров а, 6 и с. 

Ta 

Таблица 7.2 80 

t| 5 10 | 15 | 20 | 25 о х 

59,3 | 59,8160,1 164,9 170,2 х 
60Fr x x x 

50 Г] t + } i 

0 5 10 15 20 25 

Puc. 7.5 

Для удобства вычислений предварительно сделаем линейные 

преобразования переменных t и Т по формулам 

$ — 15 
=) 

и вычислим вначале значения МНК-оценки параметров линей- 

ной (по параметрам) модели 

y = Bot Biz + Bor’. 

у = 10(T — 60)
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В данном случае базисные функции такие: Yo(z) = 1, 41(5) =х, 

42(2) = =2. Будем искать МНК-оценки не по формуле (7.7), 

а непосредственно решая систему уравнений (7.8), которая в 

данном случае имеет вид 

5Во + 1062 = 143, 

105: = 269, 

1085 + 34В2 = 427. 

Решение системы таково: Jo = 8,4, 61 = 26,9, G2 = 10,1. Таким 

образом, у = 8,4 + 26,92 + 10,152 и, переходя к исходным пере- 
менным f и Т, окончательно получаем 

fi.(t) = 61,86 — 0,67 + 0,042. 

7.3. Статистический анализ 

регрессионной модели 

Статистический анализ модели регрессии (7.9), построенной 
Ha основе параметризации искомой функции регрессии f(z) в 
виде (7.2) и на основе МНК-оценок параметров, состоит из 

следующих трех этапов: 

— проверка адекватности модели регрессии; 

— проверка значимости модели регрессии и ее параметров; 
— анализ точности результатов, полученных с использова- 

нием регрессионной модели. 

Для проведения статистического анализа требуется допол- 

нить исходные предположения метода наименьших квадратов 

еще одним. Будем считать, что случайные ошибки Е; i= 1, п, 

в модели (7.3) не только независимы, но и распределены по 

нормальному закону: Е; ~ №(0,02), i=1, п, т.е. случайная соста- 

вляющая == (€1, -.., En) линейной регрессионной модели (7.6) 
имеет п-мерный нормальный закон распределения с нулевым 

средним значением и ковариационной матрицей o7/,,.
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Это предположение в силу (7.3) эквивалентно TOMY, что 

наблюдения У;, t= 1,n, являются независимыми нормально 

распределенными случайными величинами, Т.е. 

У; ~ N(fa(Z*),0°), (7.22) 

где 
т-—1 

—$\ __ у — - 
f(z ) = Вьфк(х ), =1, п. 

k=0 

Проверку рассматриваемого предположения проводят Ha 

основе статистического анализа, случайных величин 

6;=Y;-Y(z'), i=1,n, 

значения которых представляют собой отклонения наблюдае- 

мых значений у; отклика У от его значений, предсказанных 

моделью регрессии 

т—1 

(=) = У `В". 
k=0 

Таким образом, все сводится к проверке статистической 
гипотезы о выполнении исходных предположений: случайные 
величины €;, $ =1, п, являются независимыми и Е; ~ №(0,0^), 

:=1, п. Критерии проверки указанных гипотез рассмотрены 
выше (см. 5). 

Следует отметить, что, когда каждая случайная величина Е; 
имеет единственную реализацию (нет повторных наблюдений), 

мы не можем проверить гипотезу о независимости случайных 
величин Е;, 7 =1, п. Однако, если у исследователя есть основа: 
ния считать, что случайные величины €;, 7 = 1, п, независимы и 
одинаково распределены, можно ограничиться проверкой гипо- 
тезы о том, что &, #=1, п — реализация случайной величины 
Е; распределенной по нормальному закону.
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Считая, что исходные предположения метода наименьших 

квадратов выполнены, переидем к рассмотрению этапов ста- 

тистического анализа, регрессионной модели. 

Проверка адекватности построенной модели регрес- 

сии. Линейную регрессионную модель называют адекват- 

ной, если предсказанные по ней значения отклика У согласу- 

ются с результатами наблюдений. 

В основе процедуры проверки адекватности модели лежат 

предположения, что случайные ошибки наблюдений =;, 2 =1, п, 

являются независимыми, нормально распределенными случай- 

ными величинами с нулевыми средними значениями и одинако- 

выми дисперсиями 07. 
Пусть для каждого или некоторых значений переменного 

t= (11, -.., Zp) имеется несколько (г;, #=1, п) повторных Ha- 
блюдении отклика У (т.е. исходные данные представлены малт- 

рицей 2 — см. (7.1)). Тогда для проверки адекватности модели 
можно использовать следующую процедуру. 

Итак, повторные наблюдения получены при различных зна- 

чениях Z!, ..., #7 переменного х, причем в точке Z = &* про- 
7 

изведено г; наблюдений ¥;1, ..., Yir, отклика У, a Dor; = М — 
$=1 

объем выборки. Введем обозначение 

ic 
i= У wi: 

2 j=l 

Если линейная регрессионная модель адекватна, то значе- 
ния 1); должны быть близки к значениям %; = 9(2'), 1=1, п. 
Следовательно, сумму квадратов 

7 

_ f= Ay 4\\2 

Qn = 5 vi (9. — Wz )} 
:=1 

можно рассматривать как меру неадекватности рассматривае- 

мой модели.
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Можно показать, что статистики 

9» (Ум) = У КУ: -7(#"))", 
e221 

(м) = У (у, -Pz))? 
*=1 j=1 

являются независимыми случаиными величинами. Статистика, 

Q,(Yn)/o? имеет х2-распределение с числом степеней свободы 
7% 

>> (г; — 1), а отношение 
1=1 

297 \ — Q,(Yn) 
Sy (Yn ) п 

21(":-—1) 
:=1 

является несмещенной оценкой остаточной дисперсии. Эта 

статистика не связана с ошибкой в выборе модели. Статис- 

тика О„(Ум)/с? имеет распределение y? с числом степеней 

свободы п — т, если гипотеза Но: МУ = ЕВ верна (здесь т — 

число неизвестных параметров в модели (7.2)). При этом 52, = 

= О„(У№) /(п— т) — несмещенная оценка o?. 
Следовательно (см. Д.3.1), статистика имеет распределение 

% 

Фишера со степенями свободы n— mu >> (г; — 1): 

5-1) . 
_ Sea(¥v) _ @» (Ум) :=1 ~F(n—m - re 

52(Ум) п-т Q,(¥w) P( >>, 0) 
Поэтому проверка гипотезы Но осуществляется стандартным 

образом по критерию Фишера. 

Если выборочное значение f, статистики F не превышает 

критического fxp, Т.е. 

< Sep = Л-а(Гп,Тр), 

то гипотезу Но принимают (точнее, не отклоняют) Ha уровне 
значимости о, Т.е. модель признается адекватной.
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В противном случае модель признается неадекватной и 

нужно пытаться построить более сложную модель, увеличив, 

например, число базисных функций или выбрав другие базисные 

функции. 

Пример 7.5. Найдем МНК-оценки параметров простой 

линейной регрессии 

(=) — Bot Bix 

по данным табл. 7.3 и проверим адекватность модели регрессии 

на уровне значимости о = 0,05. 

Таблица 7.3 

| 1 2 3 27 43 5,0 
yiz | 0,5; 0,1 | 0,5; 1,2] 1,2; 1,7 | 0,9; 2,2 | 1,1; 1,7; 2,5 | 2,0; 2,2 

г; 2 2 2 2 3 2 

ve) 

Имеем > r; = М = 13, n=6, т=2, 
2=1 

6 г: 

Qr=>_>_ (vis —¥) = 2,29. 
*=1 7=1 

По формулам (7.20) находим 

~ 9,68 ~ 17,8 — 0,419 - 40,3 
py = 0,419, Во = = 0,07. 

— 93.12 13 

Итак, y(z) = 0,07 + 0,4192. Далее вычисляем 

6 

9, =У т: (и: - G(2:))” = 0,39 
+=1 

и рассчитываем выборочное значение 

_ 0,39/(6 — 2) 
f= 2,29/(13 — 6) 

~ 0,3
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статистики 
п 

о 
п-т @»(Ух ) 

Поскольку критическое значение fxp = о э5 (4,7) = 4,14 (см. 
Табл. П.5) существенно больше f,, то построенную модель ре- 

грессии можно считать адекватной результатам наблюдений. 

Проверка значимости параметров модели регрес- 
сии. Напомним, что регрессионную модель мы выбрали в виде 

(7.3), т.е. неизвестную функцию регрессии f(z) ищем в виде 

т-1 

fa(z) = } Buve(2), (7.23) 
k=0 

где некоторые из базисных функций фк(тх} могли быть включе- 
ны в модель регрессии ошибочно, т.е. на самом деле отклик У 

от этих (x) не зависит и потому соответствующие коэффи- 
циенты Gy должны быть равны нулю. Однако может оказаться, 

что полученные по формуле (7.7) значения МНК-оценок Br OT- 

личны OT нуля, хотя обычно к нулю и близки. 

Проверка значимости коэффициента GZ, означает проверку 

гипотезы Но: дк = 0 против альтернативной статистической 

гипотезы Hy: Ве #0. Коэффициент By, считают значимым, 

если верна гипотеза Ну. 

В общем случае могут возникать более сложные гипотезы, 

например гипотеза, Но: 61 = —B2 = В, означающая, что Дб1 + В2 = 

—= 0. Такая гипотеза уместна, когда есть подозрение, что 

действует не каждый из факторов Х!1 и X2 по отдельности, 

а только их разность, т.е. вместо комбинации Д1.Х1 + В2.Х2 в 

модель нужно включить выражение 3(X1 — X2). 

Статистические гипотезы, которые включают утверждение 

о линейной комбинации параметров 2;, 7 = 0, т — 1, называют 

линейными гипотезами. Они обычно вытекают из зна- 

ний экспериментатора или его предположений относительно 
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возможных моделей. Под проверкой значимости параметров 

модели регрессии в этом случае понимают проверку всех воз- 

можных линейных гипотез. 

Мы ограничимся здесь проверкой линейных гипотез двух 

Типов: 

1) гипотезы Но: до = fi =... = Bm-1 = 0 против альтерна- 
тивной гипотезы H,, согласно которой рВь £0 хотя бы для 

одного номера, К, К = 0, m—1; 

2) гипотезы Нок: Ве = 0 против альтернативной гипотезы 

Hix: By #0, рассматриваемых для некоторого фиксированного 

номера, К, К = 0, m—1. 

Если гипотеза Но верна, то модель регрессии называют 

незначимой, т.е. условное математическое ожидание отклика 

M(Y)2z = y(z) = fo постоянно и не меняется с изменением х. В 
противном случае модель регрессии называют значимой. 

Гипотезы второго типа связаны с анализом конкретного 

коэффициента В». Если гипотеза Ho, принимается, то коэф- 

фициент дк незначим и может быть удален из модели. 

Рассмотрим критерий проверки гипотез первого типа. Ис- 

ходя из предположений о случайных величинах Y;, i= 1, п, 

сделанных в начале параграфа, можно показать, что статисти- 

ки Qu¥n ) = (У - У) (Y - У) (остаточная сумма квадратов) 

иО,(У.) = (7 —IY)"(Y - ГУ) являются независимыми случай- 
ными величинами. Здесь У — матрица отклика линейной 

регрессионной модели (7.6), У — матрица МНК-оценок сред- 

них значений отклика и У — выборочное среднее отклика. 

Раскрывая матричное представление статистик Q;(Y,) и 

Q;(Yn), заключаем, что 

«(У„) => (и-)?, ЧИ) = D(H -¥)?. 
=1 =1 

Статистика Q)(Y,)/o? имеет х2-распределение с числом степе- 

ней свободы п — т, а статистика Q ;(У»,)/с? — х2-распределение
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с числом степеней свободы т — 1, если Но верна. Тогда статис- 

тика, 

_ ЧА») aa ~ F(m—-1,n-—m), 

m—I1 Оку») 

т.е. имеет распределение Фишера со степенями свободы т — | 

ип - т. 

Статистика ОКУ,) /(п — т) является несмещенной оценкой 
остаточной дисперсии (см. теорему 7.3), обусловленной как 

случайными ошибками измерений значений функции регрес- 

сии, Так и неучтенными в регрессии факторами; статистика 

Q (Yn) /(т — 1) — несмещенная оценка дисперсии случаиных 

ошибок при использовании функции регрессии (т.е. дисперсии 

случайных ошибок измерений значений функции регрессии). 

Поэтому статистика F может быть использована при проверке 

рассматриваемой гипотезы. 

Таким образом, гипотеза, Но: By =...= дт—1 = 0 отклоняется 

на уровне значимости сх (а следовательно, регрессия признается 

значимой), если вычисленное значение статистики Ё 

fe> fp = fi-a(m— 1,n—m). (7.24) 

Замечание 7.4. Полезной характеристикой линейной ре- 

грессионной модели является коэффициент детерминации В? 

(или квадрат множественного коэффициента корреляции). 

Оценка 

коэффициента детерминации показывает, какая доля в сум- 
ме квадратов отклонений отклика У от его среднего значе- 

ния, т.е. вОу(У,) = (Y —IY)"(Y — IY), обусловлена регрессией 
(т.е. показывает, насколько значимы параметры модели регрес- 

сии). Величина, В(У,) является оценкой коэффициента корре- 
ляции (мерой линейной связи) между случайными величинами 

YuY(z). #
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Перейдем к проверке линейных гипотез второго типа. Эти 

гипотезы проверяют после того, как обоснована значимость 

регрессии. Такая проверка позволяет более детально проана- 

лизировать структуру модели регрессии на уровне отдельных 

коэффициентов. Ясно, что возможна ситуация, когда вектор 

параметров В модели регрессии является значимым, в то время 

как отдельные коэффициенты модели незначимы (и, следова- 

тельно, их надо принять равными нулю). 
Проверку любой из т гипотез Нок, 0 < Е < m—1, против 

гипотезы fH, проводят по критерию Стьюдента. 

Напомним, что МНК-оценка Вь(У..) параметра д» линейно 

зависит от матрицы отклика У. Следовательно, в силу (7.22) 
эта оценка имеет нормальный закон распределения с математи- 

ческим ожиданием Вх (ибо оценка Bx(Ya) несмещенная) и дис- 

персией ОРСК (см. следствие 7.1). Здесь сук — К-й диагональ- 

ный элемент дисперсионной матрицы Фишера С = (Е"Е)-!. 
Поэтому 

= Bx(Yn) — Bx ~N 

O./Ckk 
(0,1). 

В то же время 

У = Orla) - ®- "ИЕ — х* (п — т). 

Takum образом, если гипотеза Нок: бк = 0 верна, то 

7, = PEM). s(n —m), k=0, m—1. (7.25) 
Sy/Ckk 

Если модуль вычисленного значения t, статистики Тк пре- 
высит критический уровень t,? = Н-о/2(п — т), то гипотезу 

Нок следует отклонить Ha уровне значимости с и признать ко- 
эффициент ду значимым. 

Замечание 7.5. Проверку значимости коэффициента, д» 

модели регрессии (7.23) можно проводить также с помощью
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доверительного интервала „Л. (Вк) = (В, (У,), O4(Yn)), значения 

границ которого в силу (7.25) имеют вид (см. 3.3) 

ВЕН а/2 (п — т) 5, Ук. (7.26) 

Гипотеза Нок: бк = 0 принимается, если интервал с границами 

(7.26) накрывает нуль, и отклоняется в противном случае. 

Замечание 7.6. Для простой линейной регрессии 

(т) — Bot Piz 

(см. пример 7.3) число параметров т = 2, a дисперсионная 
матрица, Фишера имеет вид 

где 

Поэтому из (7.25) следует, что 

То = Bo(¥n) ns ~ S(n — 2), Та = РУО, S(n — 2), 
у \ 52 

=1 

а, значения (7.26) границ доверительных интервалов для пара- 
метров о и J, принимают соответственно вид 

бо Е -о/2(п = 2)Sv\ = py Е -а/2(п — 2)Sy¥J QO. 
nQz '
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Пример 7.6. Результаты y;, #=1, п, наблюдений, прове- 

денных над откликом У при значениях 2; фактора X , предста- 

влены в Табл. 7.4. 

Таблица 7.4 

7: 01112 3 4 5 6 ¢ 8 9 ; 10 

у; |8,98|8,82|9,09| 11,94 | 24,63 |14,06114,00| 24,93 |33,22115,7 | 35,92 

Рассмотрим в качестве допустимой модели регрессии функ- 

ЦИЮ 

fa(z) = Во + Виз + Box” 

и найдем МНК-оценки неизвестных параметров модели регрес- 

сии: бо = 6,92; By = 2,27; В> = 0,08. Таким образом, имеем 

(=) = 6,92 + 2,272 + 0,082". 

Есть основания предполагать, что 02 = 0. Для проверки 

гипотезы Но: G2 =0 (значимости коэффициента [2} против 

альтернативной гипотезы Hy: 2 2 0 находим значение #2 = 0,20 

статистики То (7.25). 
Воспользовавшись таблицей квантилей распределения Стью- 

дента (см. табл. П.4), на уровне значимости a = 0,1 находим 
р = ty-a/2(n — т) = to,o5(8) = 2,31. Коэффициент 62 незначим, 

так как $2 = 0,20 < typ = 2,31. 

Значение оценки коэффициента детерминации 

5 1060,51 
R?=1-~=1-—— 

Qy 2214,24 
А 0,52. 

Полученный результат указывает на 52 %-ный разброс резуль- 
татов наблюдений относительно горизонтальной прямой у = 

= 18,29. 

Анализ точности результатов, полученных с исполь- 

зованием регрессионной модели. Если модель регрессии 

прошла, проверку на значимость, то ее можно использовать для
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решения различных практических задач. Основными из них 

являются: 

— определение значения отклика У в той части факторного 

пространства, где эксперимент не проводился, т.е. либо интер- 
поляция, либо зкстраполяция (прогнозирование) отклика; 

— определение зкстремальных условии протекания процес- 

са, модель которого построена, т.е. отыскание такой точки 
x* = (xj, -.., 2%), в которой y(z) имеет зкстремум; эту задачу 

решают методами математического анализа, [У]. 

В обоих случаях с помощью построенной модели 

т-—1 

7(=) = У Beve(z) 
k=0 

требуется оценить точность предсказания в рассматриваемой 

точке Z = po либо среднего значения отклика М (У |5) = 7(z), 
либо ожидаемого значения отклика Y = Yp. 

Для решения первой задачи нужно для величины ¥(Z) по- 

строить доверительный интервал J с заданным уровнем дове- 

рия 7, а для решения второй — Tak называемыи прогнозирую- 

щий интервал Jy, в который случайная величина Y при х = #0 
попадает с заданной доверительной вероятностью 7. 

При нахождении доверительного интервала Л], важно то, 

что МНК-оценки Вь(У,) имеют нормальный закон распределе- 

ния, а следовательно [XVI], оценка У (г) Также распределена 

по нормальному закону со средним MY(z) = y(z) и дисперсией 
(см. (7.15)) 

DY(z) = с?" (+)СФ(з). 

Значит, 

__У@)- и) 
o/b" (z)CH(2) 

~ N(0,1).
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С другой стороны, несмещенная оценка дисперсии отклика 02, 
определяемая по формуле (7.17), не зависит от Z и 

„_ at _ (®- m)S2(Yn) 
2 

gt _ o2 ~xX (п-т), 

т.е. имеет Х2-распределение с числом степеней свободы п — т. 

Отсюда следует, что статистика 2/\/У/(п — т) распреде- 

лена по закону Стьюдента с числом степеней свободы п — т 

(см. 1.3.1): 

Е ___ (2-9) __ 
УУ/п-т) 5, (У,) Уф" (=)СЧ(=) 

Таким образом, с вероятностью 7 = 1 — © выполняется неравен- 

5 (п— т). 

ство _ 

У (=) — ¥(z) 
— < И —а/2 (п — т), 

бу(У,) МФ (z)CY(z) 

rye #_о/2(п — т) — квантиль уровня 1 — a/2 распределения 

Стьюдента, с числом степеней свободы п — т. 

Это равенство дает границы доверительного интервала, с 

уровнем доверия Y для среднего значения отклика Y(z) в про- 

извольной точке х факторного пространства, в виде 

(2) ttajaln—m)Sy(Va)VO"(2)CV(z), — (127) 
т — где, напомним, С = (РР) ". 

В частном случае простой линейной регрессии 

y(z) = Во + бит 

дисперсию У(=) вычисляют по формуле 

ие) 
:=1 
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и формула (7.27) принимает следующий вид: 

_. — =)2 

енот — т)в Я.) |+ (1.28) 
ie > (2: 1)? 

$=1 

Из выражения (7.28) видно, что наиболее узким интервал 

J, будет в точке T=, и по мере удаления т от т точность 

уменьшается (рис. 7.6). 

ya - (x) 

(x) 

ae
 | 

Для отыскания прогнозирующего интервала, „Л, с уровнем 
доверия YY используют тот факт, что разность между откликом 

У и оценкой его среднего значения Y(z) в любой точке z 
имеет нормальный закон распределения со средним значением 

M(Y — У (z)) = (0 4 дисперсией (в силу независимости У и У (z)) 

Р(У-У(=)) =DY+DY(z)=0?+DY(z)=07(1+'(z)C¥v(z)), 

т.е. к дисперсии У (=) добавляется дисперсия отклика У. 
Повторяя предыдущие рассуждения при построении дове- 

рительного интервала, вместо (7.27) получаем окончательный 

результат в виде 

G(2) £ty_oj2(n— m)Sy(Ya)Y1+¥7(z2)C H(z). — (1.9)
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7.4. О выборе допустимой модели регрессии 

Как уже отмечалось выше, при решении задач регресси- 

онного анализа исследователь в первую очередь сталкивается 

с необходимостью выбора класса Л допустимых моделей ре- 
грессии. Мы не останавливаемся на этой проблеме” и еще 

раз отметим, что при ее решении, как правило, исследователь 

исходит из преследуемых целей, собственного опыта, результа: 

тов предварительного анализа, имеющегося зкспериментально- 

го материала, и Т.Д. 

Если класс Л содержит, например, две допустимые модели 

регрессии, то возникает проблема, выбора наилучшей (в каком- 

то смысле) допустимой модели регрессии. Обсуждение зтой 
проблемы можно найти в специальной литературе“, а мы 

ограничимся рассмотрением линейной регрессионной модели 

(см. (7.6)). При зтом будем предполагать, что выполнены 
основные допущения регрессионного анализа: независимость 

и нормальное распределение случайных величин €;, &=1п 
(см. (7.4) ). 

Пусть имеем две допустимые модели регрессии 

та -1 т2—1 

>, Beve(Z) и > ый), (7.30) 
k=0 k=0 

где mz > т! и объем выборки равен п. Проверим гипотезу 

Но: Bm, = Bmy+1 =e = Bm2-1 = 0 

против альтернативной гипотезы 

то —1 

Hy: 820. 
k=m 1 

*См.: Кашьяп Р.Л., Pao А.Р. 
“См. там же.
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Для проверки гипотезы Но можно применить статистику 

F= Qu(¥n) — Qi2(¥n) t%— M2 

Ор (У,) та — ти’ 
(7.31) 

где Qn (У) и Qn (Yn) — остаточные суммы квадратов соот- 

ветственно для первой и второй моделей (7.30). Статистика 
F имеет распределение Фишера с числом степеней свободы 

т — т ип-т!1 -т>. 

Гипотезу Но следует принять на уровне значимости а (при- 
т1—1 

нять модель >). Вкф(т)), если значение f, статистики F, pac- 
k=0 

считанное по результатам наблюдений, не превышает кр = 

= fi-a(m2 — пл, п — т1 — т2). 

Заметим, что при ()12 > Оп всегда следует выбирать модель 
т1—1 

>, bxv(Z). 
k=0 

Рассмотренный критерий называют критерием отноше- 

ния остаточных дисперсий. Смысл его прозрачен: услож- 

нение допустимой модели регрессии статистически оправда- 

но, если зто приводит к значимому (на уровне значимости a) 
уменьшению значения оценки остаточной дисперсии. 

Пример 7.7. Вернемся к примеру 7.6. Результаты наблю- 
дений дают основание утверждать, что допустимыми моделями 
регрессии являются 

1 2 

У Beve(Z) и У Вчыа). 
k=0 k=0 

С помощью метода наименьших квадратов находим значения 

оценок для параметров ду, К = 0,1, первой модели регрессии. 

Для второй модели оценки параметров найдены в примере 7.6. 

Имеем 

(2) = 6,92 +227 и g(r) =6,924+2,272 +0,0827.
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Коэффициент 62 во второй модели незначим (см. пример 7.6). 

Применяя статистику (7.31), проверим гипотезу Но: 62 = 0 
против альтернативной гипотезы H,: (2 # 0. 

В нашем случае п = 11, my = 2,28, т2 = 0,08. Рассчитыва- 

ем остаточные суммы квадратов Си: = 393,84 и ()12 = 455,21. 

Значения оценок остаточных дисперсий соответственно рав- 

ны 43,76 и 56,90. Поскольку 56,90 > 43,76, то следует выбрать 

модель 91 (5) = 6,91 + 2,28х. 

7.5. Решение типовых примеров 

Пример 7.8. По заданной выборке (табл. 7.5) найдем 
оценки параметров простой линейной регрессии у на т: у= 

= бо + Вит. 

Таблица 7.5 

т | 27| 46| 63| 7892 | 10,6 | 120 | 13.4 | 14,7 
y; | 17,0 | 16,2 | 13,3 | 13.0 [971 99| 62| 58| 57 

В данном случае (т) = 1, 41 (т) = т, матрицы F a У имеют 

ВИД 

p-(} 1 1 2 2 2 2 2 2Y 
 \2,7 4,6 63 78 9,2 10,6 12,0 13,4 14,7] ’ 

У = (17,0 16,2 13,3 13,0 9,7 9,9 6,2 5,8 5,7) . 

Находим матрицы 

9 814 ) Mn? =( 0,74322 loons) 
M=F'F= 

РЕ Ge 865,63 —0,06989 0.00773 

В результате получаем 

Bo\ _ лает, [ 20,53 (*)=м Fry = (21%). 

Следовательно, y(z) = 20,53 — 1,082.
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Пример 7.9. Функциональная зависимость удельного со- 

противления р кристаллического кварца от его температуры Т 

имеет вид р = 10°/Т+%. Используя опытные данные (табл. 7.6), 
найдем оценки параметров а и 6. 

Таблица 7.6 

T | 335 365 400 445 500 570 670 
р! 5.1016 | 4-10! | 3-104 | 2-10! | 2.1072 | 1,5-10°* | 10% 

Для решения задачи нелинеиную модель преобразуем в ли- 

нейную по параметрам. Для этого прологарифмируем левую и 

правую части: lg p=a/T+ 6. Обозначим т = 1000/Т иу=1р. В 
результате приходим к задаче нахождения параметров простой 

линейной регрессии у = ах +6. Пересчитаем опытные данные 

в переменных г иу (табл. 7.7). 

Таблица 7.7 

т] 2,985| 2,740] 2,500| 2,247] 2.000] 1,754] 1,493 
у | 16,699 | 15,602 | 14,477 | 13,301 | 12,301 | 11,176 | 10,000 

Составляем матрицы 

T 

p-(! | 1 1 1 1 1 
~ (2,985 2,740 2,500 2,247 2,000 1,754 1,493 

У = (16,699 15,602 14,477 13,301 12,301 11,176 10,000)”. 

Далее вычисляем матрицы 

то ( 7 15,719 1 _( 3,067 —1,302 
М=РЕ = (157 ра M = (15 ово ) 

Наконец, находим вектор-столбец параметров 

а\ _ „ету т _ [ 3,306 

(1)=м ГУ = (16 ).
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Итак, регрессионная модель в переменных т и у имеет вид 

7 = 3,306 + 4,480. Следовательно, р = 104480/T+3,306 | 

Нример 7.10. В условиях примера 7.8 проверим значи- 

мость коэффициента регрессии у на т на уровне значимо- 

сти а = 0,1 и найдем значение оценки коэффициента корре- 

ARYUU Pry. 

Проверка значимости коэффициента регрессии в данном 

случае означает проверку гипотезы Но: 91 = 0 против альтер- 
нативной гипотезы Ну: би #0. Воспользуемся статистикой 

F= ОТ.) aa” | 

т-—1 91100) 

Значения показателей (С); и ()1 найдем по результатам Ha- 

блюдений. Соответствующие вычисления сведем в таблицу 
(табл. 7.8), в которой 9; = y(z;) и Я — среднее выборочное, рав- 

ное 
9 

_ 1 
y= аи = 10,756. 

i=1 

Таблица 7.8 

til Yi й| и-и | (и-й)? | K-V! Wy)? 
2,7 | 17,0 | 17,614 | 0,614 | 0,376996 | 16,858 | 47,032164 
4,6 | 16,2 | 15,562 0,638 | 0,405044 4,806 | 23,097639 

6,3 | 13,3 | 13,726 | —0,426 | 0,181476 | 2,970| 8,820900 
7,8 | 13,0 | 12,106 | 0,894 | 0,799236 | 1,350] 1,822500 
9,2 | 9,7 | 10,594 | —0,844 | 0,712336 | —0,162 | 0,026244 

10,6 | 9,9] 9,082 0,818 | 0,669124 | —1,674 | 2.802276 

12,0| 6,2| 7,570 | —1,370 | 1,876900 | ~3,186 | 10,150596 
13,4 | 5,8] 6,058 | —0,258 | 0,066564 | —4,698 | 22,071204 
14,7| 57| 4,654| 1,046 | 1,094116 | —6,102 | 37,234404 
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Из табл. 7.8 получаем 

9 9 

Qs = {й-9)? = 1530579, Qi =) (yi — 9)? = 6,1837 
:=1 $=1 

и вычисляем _ 153,0579 7 

fe= 6,1837 

По таблице квантилей распределения Фишера, с числом степеней 

свободы т-—1=2-1=1ип-т=9-2=7 (см. табл. П.5) 

находим кр = Л-о/2 = fos = 5,59. Из неравенства, f, = 172 > 
> кр = 5,59 следует, что регрессия значима. 

Чтобы найти коэффициент корреляции Pry, воспользуемся 

равенством Pzy = (sgn В!) В, где В2 — значение оценки коэффи- 

yuenma детерминации, равный 

_ QF _ 153,0579 —°_ 153,0579 
~ @, 153,0579 +6,1837 159,2416 

^ 172. 

R? А 0,9612. 

В результате pry © —0,96. 

Пример 7.11. Считая, что зависимость между т и у имеет 

вид 9 = о + В1х + 6212, найдем значения оценок параметров и 
проверим значимость модели регрессии на уровне a = 0,1 по 

выборке, представленной в Табл. 7.9. 

Таблица 7.9 

т:| 26 | 30 | 34 | 38 | 42 | 46 | 30 

у; | 3,94 | 4,60 | 5,67 | 6,93 | 7,73 | 8,25 | 9,56 

По данным выборки запишем матрицы 

T 

1 ] 1 ] 1 ] 1 

F=[ 26 30 34 38 42 46 50 

676 900 1156 1444 1764 2116 2500 

У = (3,94 4,60 5,67 6,93 7,73 8,25 9,56).
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Используя матрицу Ff’, находим 

7 266 10556 
M=F'F= ( 266 10556 435176 |, 

10556 435176 18527600 

91,926 —4,962 0,064 
М"! = ee 0,271 —3,534 - 10-3 

0,064 ——3,534-10-3 4,65. 10° 

Теперь вычисляем вектор-столбец параметров 

Bo —2,6589 

в: | =M-'F’Y == | 0,2579 
2 0,0003 

Итак, 7(z) = —2,6589 + 0,2579: — 0,000327. 
Проверим значимость модели регрессии на уровне a = 0,1. 

Для этого составим таблицу (табл. 7.10), в которой у; = %(т;) 
и 7 — выборочное среднее показателя у (среднее значение 

второго столбца, Табл. 7.9), равное 

1 9 = = (3,94+4,6+5,67+ 6,93 + 7,73 + 8,25 + 9,56) =6,67. 

Таблица 7.10 

til Yi % luv | (M—y)? | ¥-Y| (9-92 
26 | 3,94 | 3,8343 0,11 | 0,0121 |-2,84 | 8,0656 

30 | 4,60 | 4,7958 | —0,20 | 0,0400 |187 | 3,4969 
34 | 5,67 | 5.7472 | —0,08 | 0,0064 |-0,92 | 0,8464 
38 | 6.93 | 6.6886 | 024| 0.0576 | 0,02] 0.0004 
42 |773 | 7,6201| 011| 0.0121 | 0,95| 0.9025 
46 | 8.25 | 8,5415 | —0.29 | 0.0841 | 187| 3.4969. 
50 | 9,56 | 9.453 | 011| 0,0121 | 278| 71284 
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По данным составленной таблицы находим 

7 7 

Qi — У (и: — 9): = 0,2244, Qs = У (9- 7)" = 24,5371, 

=) 2=1 

f= 24,5371 -4 

в 2-0,2244 
^ 218,69. 

По таблице квантилей распределения Фишера (см. табл. П.5) 

находим 

Fup = Л-а/2(т ~~ I,n — т) — №0.95(2,4) = 6,94. 

Из неравенства f, = 218,69 > fxp = 6,94, согласно критерию 
(7.24), приходим к заключению, что модель значима. 

Пример 7.12. В условиях примера 7.11 проверим значи- 

мость козффициента Д2, т.е. гипотезу Hog: В2 = 0 при альтер- 

нативной гипотезе До 5 0 с уровнем значимости a = 0,1. 

Для решения поставленной задачи используем статистику 

(см. (7.25)). Ее выборочное значение равно 

4 = eee 8 _ 0,784. 

По таблице квантилей распределения Стьюдента (см. табл. П.4) 

находим 

txp — Но /2(4) — to,o5(4) = 2,132. 

Tak как |t,| < typ, гипотезу Hog принимаем, т.е. козффициент 
G2 не является значимым.
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Пример 7.13. По данным наблюдений (табл. 7.11) найдем 

оценки параметров модели регрессии у = До + Ват + Вох? и 

проверим адекватность зтой модели на уровне значимости а = 

= 0,01. 

Таблица 7.11 

1 0 0 0 1 2 2 3 3 4 4 

у; | 22,8 | 21,9 | 22,1 | 24,5 | 26,0 | 26,1 | 26,8 | 27,3 | 28,2 | 28,5 

Ziyi 5 6 6 6 7 8 8 9 10 

у; | 28,9 | 30,0 | 30,3 | 29,8 | 30,4 | 31,4 | 31,5 | 31,8 | 33,1 

По данным из табл. 7.11 запишем матрицы 

то 0\ [22,8 \ 
1 0 о 21,9 
1 0 O 22,1 
11 1 24,5 
12 4 26,0 
12 4 26,1 
1 3 9 26,8 
1 3 9 27,3 
1 4 16 28,2 

Е=| Е 4 16, Y=] 28,5 

15 25 28,9 
16 36 30,0 
1 6 36 30,3 
1 6 36 29,8 
1 7 49 30,4 
1 8 64 31,4 
1 8 64 31,5 
1 9 81 31,8 
тю 100/ \ 33,1 /
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Найдя матрицы 

19 84 550 
М=Р'Е=| 84 550 3018], 

550 3018 30274 

0,253 —0,097 7,903 - 10-3 

М = —0,097 0,063 —6.266-10-3 |, 
7,903-10°° —6.266 10-3 6,84-1074 

вычисляем вектор-столбец параметров 

Bo 22,561 
в, | =М"Р'У=| 15668 |. 
62 —0,068 

Таким образом, ¥ = 22,561 + 1,6682 — 0,06827. 
Для проверки адекватности найденной модели воспользу- 

емся статистикой Р = 52. (Ум) /52(Ум), которая имеет закон 
распределения Фишера с числом степеней свободы r, =п—ти 

n 

ro= > >(r;—1). Для вычисления этой статистики сведем проме- 
2=1 

жуточные данные в таблицу (табл. 7.12). 

Таблица 7.12 

т | г. у; Yi -—й | г. — 9)’ 

0 3 22,267 | 22,561 —0,294 0,2593 

1 1 24,500 | 24,161 0,339 0,1149 

2 2 26,050 | 25,625 0,425 0,3612 

3 2 27,050 | 26,953 0,097 0,0188 

4 2 28,350 | 28,145 0,205 0,0840 

5 1 28,900 | 29,201 —0,301 0,0906 

6 3 30,033 | 30,121 —0,088 0,0232 

7 1 30,400 | 30,905 | —0,505 0,2550 

8 2 31,450 | 31,553 | —0,103 0,0212 

9 1 31,800 | 32,012 | —0,212 0,0449 

10 1 33,100 | 32,441 0.659 0,4343 
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По данным таблицы находим 

2= ony, ;— Я)" ww 1,708 

:=1 

а, => ¥ij — 9) * = 0,753. 
1=1 71=1 

Теперь можно определить выборочное значение статистики: 

753. (1—3) _ 0,753 

8.1708 — 1,708 
f= 2 0,441. 

По таблице квантилей распределения Фишера, (см. табл. П.5) на- 

ходим критическое значение кр = /055(8,8) = 7,50. Поскольку 

Ль = 0,441 < fp = 7,50, то найденная модель регрессии адекват- 

на результатам наблюдений. 

Пример 7.14. В условиях примера 7.5 построим: а) дове- 

рительный интервал для среднего значения отклика в точке 

+ = 10; 6) прогнозирующий доверительный интервал. Довери- 

тельную вероятность выберем 7 = 0,99. 

а. Границы доверительного интервала для среднего значе- 

ния отклика, в соответствии с (7.27) равны 

U2) Е -а-лу/з(® — т)5,\/ 4" (=) С4(2). 

Находим значения 9(z) и 4(5)'Сф(=) в точке х = 10: 

y(10) = 20,53 — 1,08 - 10 = 9,73, 

0,74322 пы ( 1 
= 0,11842. 

—0,06989 0,00773 10 
(10) `С+4(10) = (1 10) (
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Далее определяем выборочное значение 52: 

: У (vi — (=;))* — 
7=1 

п-т 

i 
55 (0,376996 +0,405044 + 0,181476 + 0,799236 + 0,712336 + 

+ 0,669124 + 1,876900 + 0,066564 + 1,0941 16) — 0,8831. 

По таблице квантилей распределения Стьюдента (см. табл. П.4) 
находим квантиль #9.995(7) = 3,499. В результате получаем до- 

верительный интервал для среднего значения отклика в точке 
+ =10: (8,60, 10,86). 

6. Границы прогнозирующего доверительного интервала 
равны 

9(5) "Н-(-4)/25у 1 + o(2)"Cy(z). 

По таблице квантилей распределения Стьюдента определяем 

#1 (1—1)/2 = ®,955 = 2,576. В результате для границ интервала 

получаем 

9,73 + 2,576\/0,8831\/1 + 0,11842. 

После упрощений окончательно находим $0,99(у) = (7,17, 12,29). 

Вопросы и задачи 

7.1. Какую функцию называют функцией регрессии? 

7.2. Какие переменные называют входными (факторами), 

выходными (откликами)? 

7.3. Что называют планом эксперимента? 

7.4. Какую регрессионную модель называют линейной? 

7.5. Сформулируйте исходные предположения метода, наи- 

меныших квадратов.
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7.6. В чем состоит метод наименыших квадратов нахожде- 

ния параметров линейной регрессионной модели? Запишите 

формулу для оценок неизвестных параметров. 

7.7. Запишите дисперсионную матрицу Фишера. Какой 

смысл имеют ее злементы? 

7.8. В чем состоит анализ регрессионной модели? При 

каких предположениях его проводят? 

7.9. Какую статистику используют для проверки значимо- 
сти модели регрессии? 

7.10. Какую линейную регрессионную модель называют 

адекватной? Сформулируйте правило проверки адекватности 

модели. 

7.11. Запишите формулу для вычисления несмещенной оцен- 

ки дисперсии отклика в случае адекватной регрессионной мо- 
дели. 

7.12. По данным эксперимента (табл. 7.13) с помощью мето- 

да наименьших квадратов наидите значения оценок параметров 
модели у= а 6 шт. 

Таблица 7.18 

x, | 2,4 | 2,7 | 3,0 | 33 | 3,6 | 4,9 | 4,2 

yi | 5,36 | 5,45 | 5,52 | 5,53 | 5,57 | 5,63 | 5,54 

Ответ: y= 4,97 + 0,47 шх. 

7.13. Считая, что переменные т и у связаны зависимостью 

у = Boe™*, по выборке (1, 10), (2, 5), (3, 3), (4, 1) найдите 
значения оценок параметров До и 1. 

Указание: используйте результаты примера 7.9. 

Ответ: у = 22,64e—9"4,
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7.14. Результаты эксперимента, представлены таблицей 

Значение £ Значения у 

1 1; 1; 2 

2 1; 2; 2; 3; 3; 3; 4 

3 3; 4; 4; 4; 5; 5 

4 4; 5; 5; 6 

5 5; 5; 6 

6 5; 6 

Полагая, что переменные у и х связаны линейной зависимо- 
стью, найдите значения оценок параметров. 

Ответ: у = 0,932 + 0,906х. 

7.15. Для модели регрессии, построенной в примере 7.3, 

проверьте ее значимость на уровне значимости а = 0,05 и 

значимость ее коэффициентов бо и р! на уровне значимости 

а = 0,1. 

Ответ: модель значима; оба коэффициента значимы. 

7.16. Зависимость между переменными х и у имеет вид 

y= бо + В1т + 68212. По данным выборки 

(0,07, 1,34); (0,31, 1,08); (0,61, 0,94); (0,99, 1,06): 
(1,29, 1,25); (1/78, 2,01); (2.09, 2,60) 

выполните следующее: 

а) найдите значения оценок параметров модели регрессии; 
6) проверьте значимость модели регрессии Ha уровне 3Ha- 

чимости a = 0,05. 

Ответ: а) $ = 1,40 — 1,222 + 0,8722; 6) модель значима. 

7.17. Зависимость между переменными т и у имеет вид 

у = Во + 615 + В212. По данным выборки (табл. 7.14) выполните 
следующее: 

а) найдите значения оценок параметров модели регрессии; 

6) проверьте значимость модели регрессии на уровне зна- 

чимости а = 0.01.
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Таблица 7.14 

x; | 26 | 30 | 34 | 38 | 42 | 46 50 

yi | 3,94 | 4,60 | 5,67 | 6,93 | 8,25 | 7,73 | 10,55 

Ответ: a) $ = 0,175 + 0,0852 + 0,0022; 6) модель не явля- 
ется значимой. 

7.18. Проведены равноточные измерения некоторой величи- 

ны у через равные интервалы аргумента х (табл. 7.15}. Считая, 

что зависимость между 1 и у имеет вид у = Во + fiz + G22", вы- 

полните следующее: 

a) найдите значения оценок параметров модели регрессии; 

6) проверьте значимость модели на уровне значимости @ = 
= 0,01; 

в) проверьте значимость козффициентов 11 и Д2 на уровне 

значимости а = 0,01. 

Таблица 7.15 

| —3 —2 —1 0 ] 2 3 

у; | —0,71 | —0,01 | 0,51 | 0,82 | 0,88 | 0,81 | 0,49 

Ответ: a) y= 0,200z — 0,102z77; 6) модель значима; в) ко- 
зффициенты 3, и G2 значимы. 

7.19. В условиях задачи 7.14 проверьте адекватность про- 

стой линейной модели. 

Ответ: модель адекватна. 

7.20. В условиях задачи 7.19 постройте: а} доверительный 
интервал для среднего значения отклика в точке FT = 5 с дове- 

рительной вероятностью 7 = 0,9; 6) прогнозирующий интервал 

с доверительной вероятностью 7 = 0,9. 

Ответ: (—0,814, —0,674); (—0,802, —0,686).



8. ОСНОВЫ 

ДИСПЕРСИОННОГО АНАЛИЗА 

8.1. Исходные понятия 

Объектами исследования дисперсионного анализа явля- 

ются стотастические связи между откликом и факторами, 

когда последние носят не количественный, а качественный ха- 

рактер. Примерами таких факторов могут служить: 

— способ крепления детали при ее обработке; 

— режим функционирования прибора; 

— уровень квалификации оператора; 

— методика обучения (или лечения) и т.д. 

Чтобы подчеркнуть качественный характер факторов, бу- 

дем их обозначать через A, B,C, ..., а отклик при этом — через 

Х. Каждый из факторов имеет несколько уровней, или града- 

ций. Так, например, если Х — это степень износа покрышки 

Ha колесе автомобиля, а выбранные факторы Аи В — это тип 

дороги и тип рисунка протектора, то различные уровни фак- 

тора А — различные типы дорог, различные уровни фактора 

В — различные рисунки протектора. 

Пусть наблюдаемый объект обладает таким свойством, ко- 

торое характеризуется переменным (откликом) Х и подверже- 

но влиянию некоторых учитываемых факторов A, В и других, 

не контролируемых в данном эксперименте факторов. Зада: 

ча дисперсионного анализа состоит в том, чтобы по резуль- 

Татам наблюдений за этим объектом дать ответ на вопрос: 

следует ли считать действие факторов A и В существенным 

(значимым) на фоне остальных (неучтенных) факторов или 
нет?
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Формулировка и проверка соответствующих статистиче- 
ских гипотез для ответа, на этот вопрос и является содержани- 

ем дисперсионного анализа. 

В зависимости от числа анализируемых факторов различа- 
ют однофакторный, двухфакторный и т.д. дисперсион- 

ный анализ. Мы здесь ограничимся рассмотрением одно- 

факторного и двухфакторного дисперсионного анализа, с по- 
стоянными (неслучайными) факторами. Подробное изложение 

предмета, можно найти в литературе”. 

8.2. Однофакторный дисперсионный анализ 

Будем предполагать, что исследователя интересует степень 

влияния фактора А на отклик Х. Для конкретности, пусть 

X — долговечность покрышки на колесе автомобиля, а фактор 
А — тип дорожного покрытия, который имеет | уровней (Г — 

целое число). 
Пусть fo = МХ — среднее значение случайной величины 

Х и пусть хх — значение Х в 2-м эксперименте, 2 = 1, nx, 

соответствующем k-my уровню фактора A, К = 1,1. Тогда ма- 

тематическую модель однофакторного дисперсионного анализа 
можно представить в виде** (линейная модель дисперсион- 

ного анализа) 

Xik=Potoapt+eiz, 1=1 Пу, (8.1) 

где ay — вклад в величину Хх, обусловленный действием 
фактора A (a, — неслучайная величина); к — вклад в X;x, 

обусловленный действием неучтенных факторов (случайные 

ошибки эксперимента, т.е. =;. — случайные величины). При 
п 

этом >). a, = 0. 
k=1 

*См., например: Шеффе Г. 
**См.: Айвазян C.A., Енюков H.C., Мешалкин Л.Д., 1985.
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Относительно случайных величин Ej, сделаем те же предпо- 

ложения, что и в регрессионном анализе (см. 7.1, 7.3): 

— систематическая ошибка отсутствует, т.е. Mex, = 0 для 

любых фи К; 

— случайные ошибки эксперимента €;, не коррелированы 

между собой и имеют одинаковую (неизвестную) дисперсию, 

т.е. 

д", i=juk=m); 
МЕЖЕ jm) — . . k . 

0, 1 или К т; 

— случайные ошибки эксперимента Ех имеют нормальный 
закон распределения с нулевым средним и неизвестной диспер- 

сией 02, т.е. 

ЕЕ ™ № (0, а"). 

Именно последнее допущение и ‘позволит нам проводить 

проверку статистических гипотез, используя уже известные 

критерии, основанные Ha нормальном законе распределения Ha- 

блюдаемых в эксперименте случайных величин. Разумеется, 

принятые допущения требуют последующей проверки. Однако 

на первом этапе исследования они являются вполне естествен- 

НЫМИ. 

С учетом принятых допущений о случайных ошибках экспе- 

римента и на основании принятой модели (8.1) делаем заключе- 
‚ние, что случайные величины Xj, имеют нормальный закон 

распределения со средним значением МХ; = ро + ах и диспер- 

сией D X;, =02, К = 1, [. 

Takum образом, действие фактора А проявляется в том, что 

для каждого его уровня К (К =1,Й) результаты наблюдений 
над случайной величиной (откликом} Х можно рассматривать 
как случайную выборку Х1к, Хок, ..., Хп,к объема пк из гене- 

ральной совокупности Ху, причем каждая случайная величи- 

на Хх, К = 1,[ нормально распределена со средним значением 

Ик = ро + ак и дисперсией о2^.
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Отсюда следует, что статистическая гипотеза Но, предпо- 

лагающая отсутствие влияния фактора A на отклик X , означа- 

ет, что ик = ро + ак = ро, или a, = 0, К = 1,1. В качестве аль- 

тернативной гипотезы Hy могут выступать различные пред- 

положения о значениях величин ор или их некоторых линейных 

комбинаций — далее этот вопрос рассмотрен подробно. 

Итак, задача проверки влияния фактора А на отклик Х по 

результатам эксперимента сводится к следующей формализэо- 

ванной постановке, если принята модель наблюдений (8.1) и 

сформулированные выше предположения о случайных ошибках 

эксперимента. 

Пусть Х1, ..., Ат — независимые случайные величины и 

Хь ~ №(рь,о?), К=1,1. Пусть для каждого К = 1,[ дана 
случайная выборка Халк, ..., Хи, к из генеральной совокупности 

случайной величины Ху, которую далее мы будем называть К-й 

случайной выборкой. 

Требуется по этим данным проверить на заданном уровне 

значимости о гипотезу Но: yy = te =.-.= ш = рю (или, что то 

же самое, Но: ay = 02 =... = 91 = 0, если пк = ро + ак, К=1, Г. 

Для нашей интерпретации отклика Х (долговечность по- 
крышки) и фактора А (тип дорожного покрытия) каждая слу- 

чайная величина Хх, К = 1,[ характеризует долговечность по- 
крышки на дорогах с К-м типом покрытия. Отсутствие влияния 

фактора A, т.е. выполнение гипотезы Но, означает, что Ha до- 

рогах с любым типом покрытия средняя долговечность одна и 

та же. Если гипотеза Но неверна, то тип покрытия (фактор A) 

влияет на долговечность покрышки. 

Заметим, что при наличии у фактора А только двух уровней 

(1= 2) наша задача сводится к проверке стандартной гипотезы 

о равенстве двух средних значений нормальных совокупностей 

(см. 4.2). Если фактор А имеет более двух уровней (I > 2), 
TO для проверки гипотезы о равенстве | средних применяют 

однофакторный дисперсионный анализ, суть которого состоит 

в следующем.
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Пусть Xik — 4-й элемент К-й случайной выборки, i= 1, nz, 

к =1, ри Хх — выборочное среднее К-й выборки, т.е. 

а Х — общее выборочное среднее: 

Fay Kua tx 
k=21 i=1 

rien=n,+...+n; — общее число наблюдении. 

Общая сумма квадратов отклонений наблюдений отклика 
от общего выборочного среднего X может быть представлена. 

в следующем виде: 

[ ny 

У`У (Xn - XY = Yom ~X)? + Deer —Хь). (8.2) 
К—1 7=1 k=1 1=1 

Это основное тождество дисперсионного анализа, которое бу- 

дем записывать кратко Так: 

Q(Xn) = Qa(Xn) + Qi(Xn), (8.3) 

где Q(Xn) — общая сумма квадратов отклонений отклика 

от общего среднего; С)д (Х„) — сумма квадратов отклонении, 

обусловленных отличием выборочных средних Хь по группам 

(уровням) от общего выборочного среднего Х (среднее ква 

дратичное отклонение между группами или между уровнями); 

Qi(Xn) — сумма квадратов отклонений наблюдений OT выбо- 

рочных средних для каждого уровня (внутри групп). 
Тождество (8.2) легко проверяется, для чего нужно возвести 

в квадрат и просуммировать по Зи k очевидное равенство 

Xin —X =(Xp— X) + (Xu — Xx)
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и учесть, что 

l пк | пк 

>> (Хи ~ Xx)(Xk- X) = У `(Х» — X) У ‘(Ха — X,)=0 
k=1 k=1 3=1 i=l 

в силу определения выборочных средних Хки Х. Действитель- 

но, внутренняя сумма 

к к 

У (Хи —Хь) = УХ — пкХк= 4X, — XE = 0. 
i=1 i=1 

Можно показать*, что если гипотеза Но: py = fz =... = 

верна, то статистики @д (Xn)/o? и Qi(Xn) /o? независимы и 

имеют х2-распределение с числом степеней свободы соответ- 

ственно {[—Ти п — [, а статистики 52 (Xn) = Qa(X,)/(l-1) и 

S?(Xn) =Qi(Xn)/(n—1) являются несмещенными оценками не- 
известной дисперсии од^. 

Оценка S4 (Х„) характеризует рассеяние средних значений 

Xk; a оценка S?(X,.) — рассеяние выборочных значений Х;+ 

внутри групп, которое обусловлено действием неучтенных фак- 

торов. Значительное превышение величины 52 (Xz) над зна- 

чением величины 52(Х„) можно объяснить различием средних 

значений пл, К = 1,1, в группах (для различных уровней фак- 

тора А), т.е. существенным влиянием фактора А. 

Таким образом, если гипотеза Но: pf = 2 =... = 4 верна, 

то 

к_ 94(%)/4- 1) _ 58%) 
Ч(Х»)/(п-1} S?(Xn) 

т.е. статистика ГР имеет распределение Фишера с числом сте- 

пеней свободы гд ={-Тиг=п- Г (см. Д.3.1). 

Статистику F используют для проверки гипотезы Но: py = 

=... = ш = ро. Гипотеза Но не противоречит результатам 

^^ Fi(ra,ri), (8.4) 

*См.: Крамер Г.
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наблюдений, если выборочное значение Рь статистики (8.4) 

меныше ее критического уровня Ёкр = Ё!-о(гд,!1), Т.е. если 

Fe < Е кр — И-о(гА, Г). 

Если же 

№ > Е кр = Fi_o(ra,ri), 

то гипотеза Но отклоняется и следует считать, ITO среди 

средних значений fy, ..., #1 имеются хотя бы два, не равных 

друг другу- 

В случае принятия гипотезы Но в качестве несмещенных 

оценок параметров ро и а? можно взять соответственно Х и 
2 _ — 

St = Q(Xn)/(n — 0). 
Результаты проверки гипотезы Но принято оформлять в 

виде Так называемой таблицы дисперсионного анализа 

(табл. 8.1). 

Таблица 8.1 

Источник Сумма Степе- | Средняя |Статистика F 
иэменчи- | квадратов (CK) |ни сво-| сумма 
BOCTH боды |квадратов 

Между Qa(Xn) = 1-1 |S2(X,)= | №= 52 /5? 
группами i ИИ к 

(фактор А)| = С пь(Х»+-Х)* — GalXn) 
k=1 TA 

Внутри Qi(Xn) = n—l |S?(Xn)= 
групп Г пк __ 7 

(ошибки) |=). (Xin —Xr)? _ ЧИ») 
k=1i=1 rh 

Общая = |Q(Xn) = n—1 Fup = 
сумма Г пк — — 
квадратов | =У`5\(Хк-Х)? =Fy-a(ra,ri) 

k=1:1=1 

Пример 8.1. Три группы операторов ЭВМ обучались по 

трем различным методикам. После окончания срока обучения
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был проведен тестовый контроль случайно отобранных опера- 

торов Из каждой группы. Получены следующие результаты 

(табл. 8.2). 

Таблица 8.2 

Номер Число ошибок, Сумма | Число контро- 
группы К допущенных пк лируемых 

операторами, X ix >. Хи операторов 7; 
= 

1 1, 3, 2, 1, 0, 2, 1 10 7 

2 2, 3, 2, 1, 4, -, - 12 5 

3 4, 5, 3, -, =, - 12 3 

Требуется на уровне значимости а = 0,05 проверить гипо- 

тезу об отсутствии влияния различных методик обучения на 

результаты тестового контроля операторов. Предполагается, 

что выборки получены из независимых нормально распределен- 

ных совокупностей с одной и той же дисперсией. 

В данном случае фактор А — это тип методики обучения, 

имеющий {= 3 уровня. Объем наблюдений п = п! + п2 + пз = 15. 

Проверяется гипотеза Но: ри = |2 = Из, где ик — математи- 

ческое ожидание числа ошибок, допущенных операторами К-й 

группы. 

Сперва вычисляем суммы 

[Г п [ п 

г. = ги = 10412412 = 34, `` = 104. 
k=1 :=1 k=1 1=1 

Затем, используя (8.2) и (8.3), находим 

l 

Q= er: i — <a? = 104 — = . 34? ~ 26.93, 
К=1 7=1 

1 
—_ 1 2 1 2 1 2 — —T,—-27 = 1, —_ —. nw , , QA > ee т.. =9 08 15 34° А 14,02 

Q1=Q — Qa = 26,93 - 14.02 = 12,91.
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Теперь вычисляем выборочное значение статистики (8.4): 

_ Qa/(lL—1) _ 14,02/2 
~~ Qif(n-l) 1291 

Из таблицы квантилей распределения Фишера (см. табл. II.5) 

для уровня значимости a = 0,05 и степеней свободы гд = {—1= 

=2, ч=п-1= 12 находим Fy, = Fogs(2,12) = 3,89. Так как 

Рь = 6,52 > Екр, то гипотеза Но о равенстве средних отклоняет- 

ся. Это означает, что исследуемые методики обучения операто- 

ров дают значимо различные результаты тестового контроля. 

fe Аз 6,52. 

8.3. Понятие линеиных контрастов 

Если гипотеза Но о равенстве средних значений | нормаль- 

ных генеральных совокупностей отклоняется (т.е. хотя бы в 

какой-то паре групп средние отличаются друг от друга), то 

требуется определить, какие именно группы имеют значимое 

различие средних. Для этой цели используются так называемые 

линейные контрасты. Линейный контраст Ё определяется 

как линейная комбинация 

[ 

L= У | cette: (8.5) 

k=1 

где ск — постоянные, однозначно определяемые из формули- 

ровки проверяемых гипотез, причем cy +...+c¢ = 0. 

Примерами линейных контрастов являются: 

LY) = [41 — [2; здесь cy = 1, co = —1, сз = 0, a выдвигаемая 

гипотеза H"). 1 — 2 = 0; 

L(@) = 0,5(и1 + из} — 42; здесь cy = сз = 0,5, co = —1, а выдви- 

гаемая гипотеза НО). 0,5(f41 + 3) — [2 =0. 

Таким образом, если гипотеза Но: py = pe =... = ш1 откло- 

няется, то с помощью линейного контраста можно выдвинуть 

вспомогательные нулевые гипотезы относительно различных
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линейных комбинаций средних значений 11, ..., и, образую- 

щих линейный контраст. 

Любая такая гипотеза имеет вид Hi: L = ср! t+ --.+ сущ 

при некотором заданном наборе постоянных Cy, для которых 

+... + а=0. 

Нетрудно увидеть, что несмещенной оценкой линейного 

контраста L (при сделанных выше предположениях о случайных 

ошибкат эксперимента Е;к) является оценка 

| 

ИХ.) — ) cyX k; (8.6) 

k=1 

дисперсия которой (с учетом того, что DX; = 0? [пк и XxX, — 

независимые случайные величины) равна 

2 

DL(X,)=0) =. (8.7) 

При этом статистика L(X,,) имеет нормальный закон распре- 

деления со средним L = ср +...+ с и дисперсией DL(X,), 

т.е. 
—^ 

L(X,) ~ N(L,DL(X,)), (8.8) 
Следовательно, 

L(X,) -L 

Урих.) 
т.е. статистика Т имеет стандартное нормальное распределе- 
ние. 

Последнее утверждение следует из того, что выборочные 

средние Хх имеют нормальное распределение, Хь ~ №(ик, 07), 

к = Е a линейная комбинация L= a Xit...tcX нормаль- 

но распределенных случайных величин Также распределена, по 

нормальному закону с параметрами ML(X,, j=Lu DL(X,) = 

=o*ct/n, +...+ с/т. Кроме того, статистика Q;(X,,)/o? име- 

T= ~ N(0,1), (8.9) 
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ет х2-распределение с числом степеней свободы г1 = п — I, т.е. 

_ (n= 1)S?(Xn) _ a ~ V x?(n—1), (8.10) 

и можно показать, что У и Т — независимые случайные 

величины. На основании (8.9) и (8.10) приходим к следующему 
критерию проверки гипотезы Ho: L =сии+...+ащ=0. 

Если гипотеза Hi верна, то статистика t = Т/\/У (п-1) 
имеет распределение Стьюдента с числом степеней свободы 

n—I, т.е. 

> EX k 

t= АЕ —= ~ S(n-l). (8.11) 
> с 

Таким образом, гипотезу Но следует отклонить на уровне 

значимости a (т.е. считать значимым отличие от нуля вы- 

бранной линейной комбинации средних 1, /12,..., Ш), если выбо- 

рочное значение 1, статистики (8.11) по абсолютной величине 
превышает {р = В -о/2(п-Й]: 

léa| > tip = ty_oso(n — 1). 

Пример 8.2. В условиях примера 8.1 при двусторонних 

альтернативных гипотезах проверим гипотезы НО: 1 = La, 
2 3 4 

H§ . ил = Hs, H§ . #2 = Из, H§ a (HH + pis) = H2.- 
:) - — 

В соответствии с проверяемыми гипотезами Hi ) 3 = 1,4, 

определим линейные контрасты 

Ш=ш-р2 (a =1 ©е=-1 сз=0)}; 

[2=шт- Из (a =1, с2=0, сз=-1}; 

[3 = р2- из (4 =0, co=1, сз=-1}; 
1 1 1 

[4 = 5 (и +12) — из (a =5, C2= 5 ¢3=-1).
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Нредварительно вычислим значения оценок линейных KOHTpac- 

тов L;,2=1,4, и их дисперсий. Выборочные средние 21 = 1,43, 

22 = 2,4, тз =4. Значение оценки дисперсии 

2_ Gi _ 12,91 Sj nl 15-3 © 108. 

Значения оценок контрастов и их дисперсий равны: 

_ - iol L,~-143-24=-097, DL,= 1,08( = + =) = 0,37: 

Г = 143 —4= -2,57, DL, = ,08(= + =) 0,51; 

[3 =2,4-4=-1,60, Dis =1,08(=+ 5) 2 0,58; 

> 1 
[= 5(1,43 + 2,4) — 4 = —2,08, 

Di,= 1,08 (C2) + Uy | =) > 0,45. 
¢ 5 3 

Следовательно, выборочные значения eS статистики (8.11) 
равны: 

— для гипотезы H), Tse = am = ae 
DL, , 

— для гипотезы H”). eo?) = ba = mule 
DL. , 

(3). 1,3) Ls 1,60 — для гипотезы Hy’: [ts |= — | = —— 
\ IDL; J0,58 

(4), 14 (4) Ls 2,08 — для гипотезы Hy”: № |= =| = /pr,! 0,45 

Критическое значение typ = 975 (12) = 2,179. 

А 1,595; 

^ 3,598; 

2 2,101; 

= 3.002. 

Так как Tes < 

<tiyp и ye) < typ, то гипотезы HM) И H®) принимаются. 
2 4 2 4 Гипотезы H! ) и Н( ) отклоняются, ибо ie! ) > tp ie! ) > txp- 

Таким образом, значимо различны средние первой и третьей 
группы, а также среднее арифметическое средних для первых 
двух групп и среднее третьей группы.
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8.4. Двухфакторный дисперсионный анализ 

Рассмотрим случай влияния двух факторов на отклик Х. В 

этом случае дисперсионный анализ основывается на результа- 

тах эксперимента, проводимого на различных уровнят каждого 

из факторов. 

Будем предполагать, что взаимосвязь между факторами 

отсутствует*. Для простоты изложения ограничимся случаем, 

когда для каждой пары уровней рассматриваемых факторов 

проводится по одному наблюдению. Через [4 обозначим число 

уровней фактора A, а через [в — число уровней фактора В. 

Тогда общее число наблюдений для всех возможных пар уровней 

факторов А и В равно n=lalp. 

Математическую модель двутфакторного дисперсионного 

анализа в этом случае можно представить в виде 

Ху = ю+а:+В;у+Е; t=1,l4, J=1 lp, (8.12) 

где X;; — отклик Х на 1-м уровне фактора А и j-M уров- 

не фактора В; ш = МХ; а;, В; — неслучайные величины, 

характеризующие вклады в X;;, обусловленные действием со- 

ответствующих факторов А и В; Е;; — случайная величина, 

характеризующая вклад в Х;;, обусловленный действием не- 

учтенных факторов. 

Предположения, сделанные в 8.2 относительно случайных 

величин €;;, остаются в силе. При этом 

M Xi; = mo + а; + В; 

и: +...+ 041, =01 +...+В» = 0, что и означает независимость 

факторов А и В. 

Поскольку в модели (8.12) взаимодействие факторов отсут- 
ствует, проверка гипотез о влиянии факторов А и В на отклик 

Х проводится отдельно для каждого фактора. Рассмотрим 

*См.: Айвазян C.A., Енюков И.С., Мешалкин Л.Д., 1985.
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критерии для проверки гипотез о влиянии фактора, А (фактора 
В) на отклик Х. Введем обозначения 

ee — 1 — 1 
X= —Y Хх X57 = — DXi, =>. DXi: 

Общая сумма квадратов отклонений Х;; от выборочного сред- 

него Х может быть представлена, в виде 

la (в [А 

Q(Xn) = >>> (Xj —X)? = lp (ХХ) + 
7=1 3=1 7=1 

lp la lp 

+ [А SX; — X)? +O (Xi — Х:. — X.; +X)? 

a=1 w=1 71=1 

(вэтом можно убедиться с помощью рассуждений, аналогичных 
приведенным в 8.2). Отсюда вытекает равенство 

Q(Xn) = Qa(Xn) +Ов(Х,) + Qo(Xz); (8.13) 
где слагаемое 

ТА 

Qa(Xn) =в» (Х.-Х): 
i=1 

обусловлено отличием выборочных средних X;. и Х, т.е. влия- 

нием фактора А на отклик Х; слагаемое 

[в 

@в(Х,) =м» `(Х.,-Х)? 
$=1 

обусловлено отличием выборочных средних X.; и Х, т.е. влия- 
нием фактора В на отклик Х; слагаемое 

la (в 

@о(Х,)=У У (ху-Х.-Х..+Х)? 
$=1 7=1 

учитывает влияние всех факторов, в Том числе и неучтенных.
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Проверка гипотез о влиянии факторов А и В на отклик Х 

основана на сравнении статистик Qa(Xn) и QB(Xn) с Qo(Xn)- 
Проверим, например, гипотезу Но о том, что фактор А не 

влияет на отклик X, т.е. a; = 0, #= 1, La. 

Если гипотеза Но верна, то при сделанных выше пред- 

положениях относительно &;;, 7 = 1.14, j= 1, {в, статистики 

Qa(Xn)/o? и Qo(Xn)/o? независимы и имеют х?-распределение 
с числом степеней свободы {4 — Ти (14 — 1) (в — 1) соответствен- 

но, а статистики 

2) Qa(Xn) 2, Qo(Xn) 
S4(Xn) = I, =I So(Xn) = (a) dp 1) (8.14) 

2 являются несмещенными оценками дисперсии <“ отклика” X. 

Отсюда следует (cm. Д.3.1), что 

F __ 5% (Xn) ~ = $25. F(l4—1, (la—1)(lp-1)). (8.15) 

Гипотеза Но не противоречит результатам наблюдений, если 

выборочное значение f, статистики 52(Х„)/52(Х„) не пре. 
восходит [кр = А-а (14-1, (1—1) (1в-1)) для заданного уровня 

значимости a. В противном случае, т.е. если 

fe > Fp» 

гипотезу Но отклоняют. 

Если приходится отвергать гипотезу Но, то может возник- 

нуть необходимость в проверке одной из гипотез HY), согласно 

которой влияние на отклик оказывает 1-й уровень фактора A, 

т.е. проверяют гипотезу 

Но: Ay =... = @;-1 = 941 — --. = МА = 0, a; 3 0. 

*См.: Крамер Г.
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Пусть 2=1,a 

la (в 

X (2.44) = (ln — sp Хе 
+=2 7=1 

Тогда сумма квадратов Qa(Xn) может быть представлена в 

виде 

СЧА (Xn) = Q'4(Xn) +9%(Х»), (8.16) 

где 

(la —1)lp 
lA 

O's(Xn) — (Хт. — X94)» 

la 

(Хи) = be) (Ki — Xt)” 
2=2 

Действительно, учитывая равенства. 

УИ: la lp 
xX =— д = Ху: = 
ных 2 isle Е iad an 

Lp 
l~4—1— 1 
= Х-(2.. tnt pd Xi 

j=1 

находим 

Qa(Xn) = BO. -х) = 
=1 

[А 

=> `((Х: — Х-(2.4л)) +7 7 (®2..14)- ¥1-)) - 
i=1
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В полученной сумме преобразуем каждое слагаемое по формуле 

квадрата суммы. В результате находим 

Oath) = ву (Xi. — 4.14). +8 Ey (Ky, 11) - Хи) + 
2=1 А j=1 

la 
lp — => y YY. + 2, У (Хх. — X (2..1 л)) (X (2.44) — Х1.) — 

7=1 

la 

= (в У _(Х:. — X.2..1,))” +lp (Хт. — Х (2.11) + 

i=2 

Ib о — _ 
+ А (Х (2.41) — Х1.) 7+ 2B ву Х.. — X.2..1,)) (X (2.14) — Х1.). 

А 1 

Так как в силу определения величин Xj. и X.(2_.1,) 

[А 

Ух. = (I, - 1)Х. (2.44) 
1=2 

то 

[А 

D(X — X24) = ух, — (4—1) Хо) = 0 
i= i=2 

Поэтому 

[А 

ГА 

— (Х!.- X.(2..4,)) + (X.(2..4,)—-X1-) (Хх: —Х. (2.44) = 
$=1 

= — (X41. — X (2.014) -
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Собирая теперь все слагаемые, получаем 

ГА 

Qa(Xn) = lp (Xi - Хе...) + 
i=2 

tla(1- + 7) %. —Х.(2.. 14)», 

что равносильно (8.16). 

Для проверки гипотезы H® по результатам наблюдений 

используют статистику 

где 

—> 
st (X,,)? — А (Х„) , 

Эта статистика имеет распределение Фишера с числом степе- 

ней свободы {4 —2 и (1л- 1) (1в - 1), если гипотеза HY) верна”. 

Аналогично строятся критерии для проверки влияния фак- 
тора В на отклик Х. 

Порядок проведения двухфакторного анализа представим в 

виде таблицы (Табл. 8.3). 

8.5. Решение типовых примеров 

Пример 8.3. Результаты измерений продолжительности 

(в секундах) химической реакции при различном содержании 
катализатора, даны в Табл. 8.4. Проверим гипотезу Но о том, 

что время химической реакции не зависит от процентного 

содержания каТализатора на уровне значимости a = 0,01. 

*См.: Крамер Г.
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Таблица 8.3 

Источ-| Сумма квадратов Число Средняя Статистика 
ник из- степе- сумма 
менчи- ней квадратов 
BOCTH свободы 

_ -. S2(Xn 
Фак- | Qa(Xn) = [4-1 | S4(Xn)= = Salta) 
TOp A la __ __ Qa(Xn) S6 (Xn) 

=lp | (Xi--X)? = 
i=1 la—l 

. . 52 (Х» 
Pak- Qp(Xn) = lp —] 52 (Xn) = Е = 5) 

тор В la __ __ QB(Xn) 50 (Xn) 

sla >. (X.5—-X)? = 
j=1 1в-—-1 

_. 1д lp ~ 
Ошиб- Q(Xn) = > У. (Xi; — (А-—1) x S2(Xn) = _. 

ки 19-1 х(1в-1) _  Qo(Xn) 

—~Xj.-X 5 +X)? ~ (la—1)(le—1) 

Cymma | Qo(Xn) = lalp —1 
la lp _ 

=D (Xi X)? 
$=17=1 

Таблица 8.4 

Содержание Номер эксперимента Сумма 
катализа- по 
тора, % |11|12131415|617|8 | 9 | 10 | 11 | 12| строкам 

5 5,916,017,016,515,517,018,117,516,216,4|7,116,9| 80,1 

10 4,0|5,116,215,3|4,514,4|5,315,415,615,2 51,0 

15 8,2|6,8|8,017,5|7,017,2|7,918,118,517,818,1 85,1 

В этой задаче фактор А — процентное содержание катали- 

затора, а случайная величина Х (отклик) — время химической 

реакции. 

Для проверки гипотезы Но: py = 2 = из = ро © равенстве 

средних значений р;, $ = 1,2,3, времени химической реакции 

при различных уровнях фактора А (5, 10, 15% содержания
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катализатора) используем статистику (8.4) 

_ @А(Х»)/( — Уз 

_ (Хх, — 1. 

Находим выборочное значение статистики Ёь по результатам 

эксперимента. Используя (8.2) и (8.3), вычисляем величины 

3 пк 3 пк 

9=>.> (тк - 2)’ = уу (>. : ги, ~ 
k=1 t=1 k=1 t=1 k=1 i= 

= 1465,68 — 53 (216.2)? = 1465,68 — 1416,44 = 49,24 

3 3 1 Nk 2 ] 3 п 9 

ОА = = =)? — > — (oe) — (У ти) — 

k=1 k=1 KS; 1 k=1 i=1 

1 
— .80,17 + — 

1 
-517 + — - 85,17 — 1416,44 = 

=: 10 + 11 6 

= 1453,132 — 1416,44 = 36,692. 

Tenepb определяем разность этих величин 

Q1 = Q — Qa = 49,24 — 36,602 = 12,638 

и выборочное значение статистики 

36,692/2 _ 18,346 
12,638/30 0,421 

№ = = 43,58. 

По таблице квантилей распределения Фишера (см. табл. П.5) 

находим fx, = /0,99(2,30) = 3,25. Так как 

fe = 43,47 > р =3,25, 

гипотезу Но следует отклонить.
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Пример 8.4. В условиях примера 8.3 проверим гипотезы: 
1 2 

a) HEY: ш = wo; 6) HY: ро = ps. 
а. Чтобы проверить гипотезу HY), воспользуемся статис- 

тикой (8.11) 

У Xk 
t= —= 

suf % 
k=1 ™* 

В данном случае cy = 1, с2 = -1, сз=0 (см. 8.3). Найдем 

значения выборочных средних Як, К = 1, 2, 3: 

Затем определим значение 

_ (Qi П2,638 _ 9= = 3p = 0,649. 

Наконец, вычислим выборочное среднее значение статистики 

‚ — 6,6755 _ _ 1,175 

в 1, 1 0,119 0,649,/ + +5 

По таблице квантилей распределения Стьюдента (см. табл. П.2) 

= 9,814. 

находим {р = 0.995 (30) = 3,030. Гипотезу Ho) oTBepraeM, по- 

скольку 

[2ь| = 9,874 > ty, = 3,030. 

6. В случае гипотезы He) имеем 

5,1 — 7,736 2 
tz = — — 2080 — —21,258. 

— 1 0,649. / i+ и 0,124 
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Tak как 

|ь| = 21,258 > typ = 3,030, 

2 
то гипотезу Hi } отвергаем. 

Пример 8.5. В табл. 8.5 приведены опытные данные 

спектрографического исследования с целью проверки влияния 
различных фотопленок (фактор A) и электродов (фактор В) на 

величину Х (отклик), характеризующую интенсивность света. 

Таблица 8.5 

Уровни Уровни фактора, A(z) 

фактора Bij) [112131415 
1 4 | 18 | 26 | 38 | 44 

2 3 {| 19 | 25 | 35 | 43 

3 6 | 18 | 24 | 28 | 39 
4 ¢ 113 | 21 | 31 =| 38 

В данном случае фактор А имеет [д = 5 уровней, фактор 

В — lg =4 уровня, число опытов равно n = lalp = 20. 

Проверим на уровне значимости a = 0,01 гипотезы: 

Но! — отсутствие влияния фактора A на величину Х; 
НЗ — отсутствие влияния фактора, В на величину Х. 

Для этого рассчитаем 

5 4 
— 1 
"=> ) 2: = 5p (20 + 68 + 96 + 132 + 164) = 24. 

Значения статистик Х;. и Х.;, вычисленные по формулам 

_ ix 
2.;. = — 1:2 и Я.: = — 1:7 

l У. J J У. Jj) 

В 1 А 

приведены соответственно в табл. 8.6 и 8.7.
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Таблица 8.6 Таблица 8.7 

i 11121314 |5 11121314 
Х:. | 20 | 68 | 96 | 132 | 164 Х.; | 26 | 25 | 23 | 22 

Далее вычисляем 

[А 
ЧА=в» `(1:. =)? = 4(361 + 49 + 81 +289) = 3120, 

1=1 

4 

@в=5» `(=.;-1)? =5(4+1+1+4) = 50, 
j=l 
54 

Q = lz PCF, —%)* = 
t=1 7=1 

= 400 + 36+ 4+ 196+ 400+ 441 + 2541+ 100+ 361+ 

+ 324 + 36 + 164 225 + 289 + 121+9+ 49 + 196 = 3229. 

Таблица 8.8 

Источ- Сумма Число Средняя Статис- 
ник |квадратов| степеней сумма тика 

измен- свободы квадратов 
ЧИВОСТИ 

2 
Фак- Фа =3120| l,-1=4 52 = Ga = 780 F, = 24 = 
тор A la-1 50 

= 158,54 

Qp Si Фак- Ов=50 | 1в-1=3 2 = = 16,67 |, =-В = 
тор В и 3° в-1 ° 50 

=3,39 

Ошибки | Qo=59 |(l4—1)x |52= 
х(1в-1)=12 (4-0 (в-1) 

=4,92 

Сумма | Q = 3229 | lalp—1—= 19 
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Находим разность вычисленных величин: 

Qo=Q — Чд- Фв = 59. 

Полученные результаты сведем в Таблицу (табл. 8.8). По- 

CKOJBKY 

te — 158,7 > кр — fo.o1 (4, 12) = 5,41, 

то гипотезу НА следует отвергнуть. Гипотезу Н2 следует 
принять, так как 

te — 3,39 < Fp — fo.o1 (3, 12) = 5,92. 

Вопросы и задачи 

8.1. В каком случае дисперсионный анализ называют одно- 
факторным, двухфакторным? 

8.2. Какой вид имеет математическая модель (линейная 
модель) однофакторного дисперсионного анализа? 

8.3. Запишите основное тождество дисперсионного анализа, 

в случае: а) действия одного фактора; 6) действия двух фак- 

торов. 

8.4. Что такое линейный контраст? 

8.5. Сформулируйте критерии для проверки статистичес- 

кой гипотезы об одинаковом действии фактора на всех уровнях 

в случае: а) однофакторного дисперсионного анализа; 6) двух- 

факторного дисперсионного анализа. При каких предположе- 

ниях относительно случайных ошибок эксперимента, применя- 

ются эти критерии? 

8.6. В табл. 8.9 представлены результаты наблюдений над 

откликом Х на пяти уровнях. Проверьте гипотезу Но о равен- 

стве средних на уровне значимости a = 0,05. 

Ответ: гипотезу о равенстве средних следует отвергнуть.
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Таблица 8.9 

Уровень Результаты наблюдений 
фактора А 

1 83 | 85 
2 84 | 85 | 85 | 86 | 86 | 87 
3 86 | 87 | 87 | 87 | 88 | 88 | 88 | 88 | 88 | 89 | 90 

4 89 | 90190 | 91 
5 90 | 92 

8.7. В трех магазинах, продающих товары одного вида, по 

данным товарооборота (в условных единицах) 3a 8 месяцев pa- 

боты была составлена сводка (табл. 8.10). Проверьте на уровне 

значимости a = 0,01 гипотезу Но о равенстве средних значе- 

ний товарооборота, для магазинов. Если гипотеза принимается, 

наидите несмещенные оценки для среднего. и дисперсии това- 

рооборота для всех трех магазинов. 

Таблица 8.10 

Месяц 
Магазин 

1121314151617 |8 

1 19 | 23 | 26 | 18 | 20 | 20 | 18 | 35 
2 20 | 20 | 32 | 27 | 40 | 24 | 22 | 18 
3 16 | 15 | 18 | 26 | 19117 | 19 | 18 

Ответ: гипотезу о равенстве средних значений товарообо- 

рота, следует принять; = = 22,08, S? = Ч! = 32,64. 

8.8. В условиях задачи 8.6 проверьте гипотезы: а) НИ: ил = 

= py = 0; 6) HY): pa = ps = 0; в) HE: з=ра=0. 
Ответ: а) гипотезу следует принять: 6) гипотеза, отверга- 

ется; в) гипотеза, отвергается. 

8.9. В табл. 8.11 представлены результаты наблюдений над 

откликом Х на пяти уровнях фактора А и трех уровнях фак-
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тора В. На уровне значимости a = 0,05 проверьте гипотезы: 

а) НА — фактор А не оказывает влияния на отклик; 6) HY — 
фактор В не оказывает влияния Ha отклик. 

Таблица 8.11 

Уровни Уровни фактора А ($) 

фактора В (7) |1] 2] 34 [5 
1 3131616 |8 

2 813171613 
3 61618171|18 

Ответ: а) гипотеза принимается; 6) гипотеза принима- 

ется. 



9. НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ 

МЕТОДЫ СТАТИСТИКИ 

В предыдущих главах при решении задач математической 

статистики существенную роль играло предположение о виде (с 

точностью до параметров) закона, распределения наблюдаемой 

случайной величины Х. Методы математической статисти- 

ки, основанные на этом предположении, называют парамет- 

рическими. Примерами параметрических методов являются 

методы нахождения точечных и интервальных оценок матема- 

тического ожидания гауссовской (т.е. распределенной по нор- 

мальному закону) случайной величины Х по данным случайной 

выборки из ее генеральной совокупности. 

Однако у параметрических методов имеются существенные 

недостатки. Во-первых, на практике вид распределения на- 

блюдаемой случайной величины очень часто неизвестен. Во- 

вторых, экспериментальные данные при сборе и обработке ин- 

формации почти всегда искажаются, что меняет их вид рас- 

пределения. Поэтому, применяя параметрические методы в 

условиях такой априорной стохастической неопределенности, 

необходимо ясно осознавать, что расхождение между парамет- 

рической моделью и реальной ситуацией может привести (и 

приводит} подчас к сильно искаженным или даже неверным ре- 

зультатам*. 

Следовательно, возникает необходимость в разработке та- 

ких статистических процедур, которые, с одной стороны, в 

ситуации, наиболее благоприятной для параметрических мето- 

дов, почти не уступали бы им в эффективности, а с другой 

*См.: Хьюбер Дж.П.; а также: Робастность в статистике. Подход на 
основе функции влияния / Хампель Ф. и др.
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стороны, были бы малочувствительны к нарушению предполо- 

жений, лежащих в основе параметрической модели. 

Такие методы существуют. Они получили название непа- 

раметрических методов, так как не требуют знания закона 

распределения наблюдаемой случайной величины и используют 

лишь минимальную априорную информацию типа информации 

о непрерывности или симметрии функции распределения. 

За последнее время непараметрические методы появились 

почти во всех разделах математической статистики. Они 

оказывают серьезную конкуренцию классическим процедурам, 

основанным, главным образом, на предположении о нормаль- 

ном законе распределения наблюдаемых случайных величин. 

Причина этого в том, что непараметрический подход лишь 

незначительно уступает параметрическому по эффективности, 

если есть уверенность в истинности параметрической модели 

(например, в том, что наблюдаемая случайная величина имеет 

нормальный закон распределения). В то же время при нару- 

шении исходных предположений о законе распределения непа- 

раметрические модели могут быть во много раз эффективнее 

параметрических. 

Следует отметить, что непараметрические методы с вычис- 

лительной точки зрения более трудоемкие, чем параметричес- 

кие, a иногда, и очень сложные. Это сдерживало их применение, 

хотя многие из них появились еще в 1930—1940-e годы. Однако 

после появления компьютеров положение изменилось, и теперь 

во всех наиболее распространенных пакетах прикладных CTa- 

тистических программ реализованы и непараметрические про- 

цедуры. 

9.1. Одновыборочная задача о сдвиге 

Выше (см. 2) рассмотрена, задача оценивания математиче- 
ского ожидания случайной величины Х ~ №(р, в?) по данным 

случайной выборки Х1,..., Х; из ее генеральной совокупности. 

Что делать, если предположение X ~ №(р, 0?) не выполняется?
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Например, в примере 4.26 предполагается, что продолжи- 

тельность времени работы лампы до отказа распределена по 

нормальному закону. Между тем „время жизни“ различных 

технических устройств обычно описывается не нормальным, а 

другими распределениями, и прежде всего экспоненциальным*. 

Можно привести ряд других примеров, когда возникающие 

при решении практических задач непрерывные случайные ве- 

личины не имеют нормального распределения, и, следовательно, 

методы проверки статистических гипотез о математическом 

ожидании, изложенные в примерах 4.10—4.14, для них He при- 

менимы. Все эти задачи можно описать следующей схемой. 

Пусть Е|1, -.., &n — Последовательность независимых оди- 

наково распределенных с нулевым математическим ожиданием 

ненаблюдаемых случайных величин, которые можно интерпре- 

тировать как случайные ошибки наблюдений некоторой неслу- 

чайной величины 0. В этом случае простейшая математиче- 

ская модель наблюдений может быть представлена в виде 

X;=60+4+6;, i= 1,n, ВЕК, (9.1) 

где случайные величины Х1, ..., Xy, являются независимыми и 
имеют один и тот же закон распределения, т.е. их совокупность 
можно рассматривать как случайную выборку из генеральной 
совокупности некоторой случайной величины Х с математиче- 

ским ожиданием 9 (если оно существует). 

Рассмотрим задачу проверки статистической гипотезы 

Но: 9 = 4% (9.2) 

при одной из альтернативных гипотез 

Hy: 0< 4, He: 0> 6, Hz: 044 (9.3) 

по данным случайной выборки Xj, ..., Хи, где 69 — некоторое 

известное значение параметра 0. Предположим, что при раз- 

личных значениях параметра 9 функции распределения Р (=;0) 

“См.: Гнеденко В.Б., Беляев Ю.К., Соловьев А.Д.
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и плотности распределения p(z;0) каждого элемента, X;, {= 1, п, 

случайной выборки отличаются сдвигом Ha величину 0. Тем са: 

мым параметр 9, не изменяя формы графиков функций Ё(г;0) 
и p(z;0), определяет их положение Ha плоскости (рис. 9.1). 

О! х 

Рис. 9.1 

Как правило, 9 совпадает с математическим ожиданием слу- 

чайной величины Х;, а при его отсутствии — с медианой или 

модой. Поэтому задачу (9.2)-(9.3) называют одновыбороч- 
ной задачей о сдвиге. 

Если независимые случайные величины &1, ..., Е» распре- 

делены по нормальному закону с нулевым математическим 

ожиданием и неизвестной дисперсией д?, To, согласно (9.1), слу- 
чайные величины Xj, ..., Х„ также являются независимыми, 

причем X;~ N(6,07), +=1, п. Таким образом, закон распреде- 
ления случайной выборки Х1, ..., Х„ известен с точностью до 

параметров, и метод проверки статистической гипотезы (9.2) 
будет параметрическим (см. пример 4.14). 

Предположим теперь, что о плотности распределения ве- 
роятностей независимых одинаково распределенных случайных 
величин €;, 7= 1, п, известно лишь то, что она является четной 
функцией. Оказывается, что даже в Такой общей постановке 

существуют простые методы проверки статистических гипо- 

тез о параметре @ и оценивания этого параметра. Остановимся 
на двух наиболее распространенных из этих методов. 

Критерий знаков. Обозначим через Ко множество функ- 
ций распределения непрерывных случайных величин, имеющих 
единственную медиану, которая расположена в Точке 0: За-
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метим, что функция распределения случайной величины Х ~ 

~ N(0,o7) принадлежит множеству Ко, и поэтому предлагае- 
мый ниже критерий знаков применим и для решения задач, 

традиционно решаемых параметрическими методами. 

Предположим, что Х1, ..., X, — случайная выборка из ге- 

неральной совокупности случайной величины Х с функцией 

распределения F' (2;0) = F(z — 0), FE Ko. Рассмотрим задачу 

проверки статистической гипотезы Но (9.2) при альтернатив- 
ной гипотезе Нд одного из видов (9.3). 

Как и для проверки любой статистической гипотезы (см. 4) 

гипотезу Но естественно отклонить в пользу альтернативной 

гипотезы Нд, если в результате случайного эксперимента, на- 

блюдается некоторое случайное событие, появление которого 

„практически невозможно“ при истинности Но и вероятность 
появления которого „достаточно велика“, если верна Нд. По- 

строение статистического критерия проверки Но при альтер- 

нативной гипотезе Нд и заключается в выборе такого события. 

Одним из событий, появление которого „практически не- 

возможно“ при истинности Но, является появление очень боль- 

шого количества чисел одного знака в последовательности 

Х!1 — 6%, ..., Xn — %, или, что то же самое, в последователь 

ности 
X(1) — 9, . X(n) — 9%, (9.4) 

где Ха), -.-, X(n) — вариационный ряд случайной выборки 
Х1, ..., Ха. 

Действительно, Р(т;0), как и всякая функция распреде- 
ления, является неубывающей, а из единственности медианы 
следует, что в окрестности нуля она строго возрастает. По- 
этому при 9 > 4% 

1 
P{X; < 00} =Р(%,0) = Е(%- 8) < 5 

а, при 9 < 4% 

1 
P{X; > %}=1-Е(%-9) < 5.
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Отметим, что распределение случайных величин Ху, ..., Xn 

определено функцией Р (х;0) и зависит от параметра 09. Во 

избежание путаницы здесь и в дальнейшем вероятность различ- 

ных событий, порожденных случайной выборкой Xj, ..., Xn, 

будем обозначать символом Ра, где индекс 9 явно указывает Ha 

эту зависимость. 

Итак, если верна альтернативная гипотеза Нд, то при 

НА = H, большинство чисел последовательности (9.4) должны 
быть положительными, при Нд = Н2 — отрицательными, а при 

Нд = Но количество положительных и отрицательных чисел 

должно быть приблизительно равным, так как в этом случае 

1 
Р{Х; > 4%} = Po {X; < 0} = 2° 

Именно это свойство наблюдений и лежит в основе критерия 

знаков. 

Определим случайную величину 

S(r)= Ух: т), (9.5) 

где 7(#) — функция Хевисайда, ат Е ® — фиксированный пара: 

метр. Случайная величина 5(т) принимает свои значения S(T) 

на множестве целых чисел в диапазоне от 0 доп. Очевидно, что 
ее закон распределения зависит и отт, и от истинного значения 
параметра 6 функции распределения Р(х;0) случайной величи- 
ны Х. Можно показать, что распределение случаиной величины 

Х;-т, t=1,n, зависит только от разности ф-т. Поэтому 
от разности 6 —7 будет зависеть и распределение случайной 

величины 5(т). Следовательно, если 6 — истинное значение 

параметра функции Р(х;0), то закон распределения cmamuc- 
тики 5 (0) не зависит от 0. 

Обозначим символом 5. квантиль уровня 7 (0 < 7 < 1) рас- 

пределения случайной величины 5(%) при условии, что верна
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гипотеза Но. Другими словами, $. определяется как решение 

уравнения 

Ри {5 (4%) < syf=7, O<y<l. (9.6) 

Заметим, что случайная величина S(O) дискретна, поэтому 
решение 5. уравнения (9.6) для некоторых 77 может не суще 

ствовать. 

Статистику 5(%) называют статистикой критерия 
знаков для задачи (9.2)- (9.3), а сам критерий знаков уров- 
ня а определяют следующим образом: гипотеза Но отклоняется 
в пользу альтернативной гипотезы Нд (aTo одна из гипотез 

(9.3) ) на уровне значимости ©, если: 

а) 5(%%) > $1 в случае Нд = Hy; 

6) 5(4%%) < sy в случае Hy = Hp; 

в) 5(60) < 50/2 или $(60) > 81-о/2 в случае H. A= Hs. 

Смысл критерия знаков прозрачен. Из (9.5) следует, что 
значение S(O) статистики 5 (4%). — это количество положитель- 
ных чисел в (9.4). Если 5(%) приблизительно равно п/2, т.е. 

количество положительных чисел приблизительно равно коли- 
честву отрицательных, то разумно принять Но. Если же $(%%) 

близко к п, т.е. почти все числа положительные, то Но есте- 
ственно отклонить в пользу Hy. Малые значения s(69) говорят 

о TOM, что, по-видимому, верна альтернативная гипотеза Но. 

И наконец, если статистика 5(%) принимает значения, суще- 

ственно отличающиеся от п/2, Но следует отклонить в поль- 

зу Fs. 

Конечно же, для практического использования критерия не- 
обходимо уметь находить квантили Sy, Т.е. знать распределение 

статистики 5 (4%) при истинности статистической гипотезы Но. 
Ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

Теорема 9.1. Пусть Х1, ..., X, — независимые одинаково 

распределенные случайные величины с функцией распределения 
F(2;6) = Е(1 — 0), ЕЕКо, ВЕК. Тогда случайная величина
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S(09) имеет биномиальное распределение с параметром pg = 

=1-Р(%-0): 

Po{S(G0) =k} = Сирв(1 — в)" ̂, К=0,п. = (91) 

ч Так как случайные величины Х1, ..., Хп независимы, то 

независимы и случайные величины 77 (Х1 — 66), ..., 7(Х»„ - во) как 
функции независимых случайных величин [XVI]. Кроме того, 

Po{n(Xi- 9) = 0} = Po{ X; < Oo} = F'(99,0) = F (8% — 6), 

P{n(X;— 60) =1} =1—- Po {n(X;— 0) = 0} =1— F(4% — 8). 

Таким образом, 5(09) есть сумма независимых случайных Be- 
личин, каждая из которых имеет биномиальное распределение 
с параметром ру = 1 — Е(% — 0). Следовательно, 5(%%) имеет 
биномиальное распределение с тем же параметром ру [XVI]. № 

Следствие 9.1. При истинности статистической гипотезы 

Но случайная величина 5(%) имеет биномиальное распределе- 

ние с параметром p= 1/2. При этом квантили Sq И 51—с связаны 

равенством 

Sq =N-Sj-atl, 0<а<1, (9.8) 

где n — объем случайной выборки Х1, ..., Х; из генеральной 
совокупности Х. 

4 При истинности статистической гипотезы Но имеем 9 = Op. 

Поэтому 

1 
P6 =1-— Р(6о — 60) =1-— Е(0) =1-5 = 

Так как CK =C™-*, К =0, п, то для любого k=0,n 

Р,{5(%) =k} = ot (2) (: _ 5)" — 

= Cha-" = Ch-*a-” = Pa {5 (6) =n — ky.
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Таким образом, 

Sa-i Sa—l 

a = Pp, {$(00) < за} = уз СЁ" = у. Cn-ko-” = 
k=0 k=0 

m—Sotl 

— > cma” = Рь{5(4%) 2 m+ i- Sa}, 

откуда следует (9.8). № 

Итак, при истинности статистической гипотезы Но закон 

распределения случайной величины 5(6%0) не зависит от функ- 
ции распределения Р случайной величины Х. Поэтому для 
практического применения критерия знаков нужны только таб- 

лицы биномиального распределения. Именно в этом смысле 

критерий проверки Но, основанный на статистике 5(%%), Ha- 

зывается непараметрическим критерием. 

Конечно же, при истинности альтернативной гипотезы, 

например Н1, распределение случайной величины 5 (6%) зависит 
иот F, иот 9 — это вытекает из равенства (9.7). 

В практических задачах условие одинаковой распределен- 
ности случайных величин А1, ..., X, может нарушаться. Ha- 

пример, если эти величины характеризуют измерения, которые 

проводились различными приборами и в различных условиях, 
то случайные величины €; = X; —6, #=1, п, могут иметь уже 
различные функции распределения Е; (5), хотя по-прежнему из- 

за отсутствия систематической ошибки измерения F;(0) = 1/2, 

5=Т п. 

Пример 9.1. Рассмотрим задачу, которая в математиче- 

ской статистике известна как задача парных наблюдений. 

Пусть для двумерных случайных векторов (Y;, Z;), 7 = 1, п, Bep- 
но представление 

Z,-Y¥;=O+6e;, 1=Гп,
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roe 9 — скалярный параметр, а =; — независимые одинаково 

распределенные случайные величины с нулевым математиче- 
ским ожиданием и непрерывной функцией распределения РГ. 
Независимость случайных величин У; и Z;, i= 1,n, не предпо- 
лагается, более того, на практике они, как правило, зависимы. 

Требуется проверить гипотезу (9.2) против одной из альтерна- 
тивных гипотез (9.3). Эта задача сводится к одновыборочной 
задаче о сдвиге с моделью (9.1), в которой Х; = Z; — У; &=1, п. 

В большинстве приложений У; и 2; — характеристики од- 

ного и того же объекта, полученные при различных условиях 
эксперимента. Например, У; и 7; — артериальное давление у 
1-го пациента, до и после принятия лекарства соответственно, а 
предположение о неэффективности (бесполезности) лекарства, 

равносильно гипотезе Но: 0 =0. Если У; и Z; — упругость 
1-го образца стали при традиционном и модифицированном 
способах закаливания, то гипотеза, Но: 6 = 0 равносильна пред- 
положению об одинаковых упругих свойствах стали при обоих 
способах обработки. # 

Критерии знаков можно применять и при различных зако- 

нах распределения независимых случайных величин €;, 2 = 1, п, 

так как при истинности статистической гипотезы Но 

1-Р(-9;0) =1-~-F(-6) =1-F,(0)=1-+ =~, 
2 2 

и следствие 9.1 остается справедливым. 

Таблицы биномиального распределения* существуют только 

для небольших значений п. Если же п велико, то квантили So 

статистики 5 (90) можно вычислять, основываясь Ha интеграль- 

ной Теореме Муавра — Лапласа. 

Из этой теоремы следует, что при больших п закон распре- 
деления случайной величины 

5 (%) -М5(4%) 

VDS(60) 
*См.: Большев Л.Н., Смирнов Н.В. 
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хорошо аппроксимируется стандартным нормальным распре 

делением. Это позволяет приближенно вычислять квантили Sq 

при истинности статистической гипотезы Но, а именно, так 

как распределение 5(4%%) биномиально, 

М5(6,) =п(1-Р(%-0)), 05(%)="(1-Е(%-6))Е(6%-8). 

Поэтому при 6 = % имеем М 5(%) = n/2, DS(09) = п/4, и, как 

следствие, 

п yn 
ба ® = t+ las: 

2 2 

rie tg — квантиль стандартного нормального распределения. 

Выше (см. 4) отмечалось, что при фиксированном объеме 
случайной выборки управлять вероятностями с и В ошибок 

первого и второго родов одновременно невозможно — при 
построении критерия с менышей ошибкой первого рода растет 

ошибка второго рода и наоборот. Однако при п -$ со, т.е. 
когда объем информации о распределении Р(х — 0) растет, 
естественным требованием к критерию является безошибочное 

(в пределе) различение основной и, альтернативной гипотез. 

Это приводит нас к следующему понятию. 

Определение 9.1. Статистический критерий проверки 

гипотез называют состоятельным, если для любой вероят- 
ности © ошибки первого рода, вероятность В ошибки второго 

рода при п -} со стремится к нулю. 

Таким образом, критерий знаков проверки гипотезы Но 
против альтернатив (9.3) будет состоятельным, если в случае 
9 + 69 для любого a, (< a <1, 

P6{ S(O) < 51-„} 1 при n- 00, 

где 5» — квантиль распределения статистики 5(%) с уровнем 

значимости @, которая определяется формулой (9.6) при 7 = 
=1-а.
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Теорема 9.2*. Критерий знаков для одновыборочной зада- 

чи о сдвиге является состоятельным. 3 

Перейдем к построению точечных оценок параметра 9 функ- 

ции распределения F(z — 6). Предположим, что Но отклонена, 
т.е. функция распределения случайной величины Х имеет вид 

F(z—6), где 0 # 6) — неизвестный параметр. Как оценить 9 по 
данным случайной выборки Xj, ..., X, из генеральной совокуп- 

ности X? В 1963 г. Ходжес и Леман** предложили общий способ 

построения точечных и интервальных оценок 9, основанный на 

критериях проверки гипотез о параметре 6. Точечная оценка 

(x „) параметра 6 строится аналогично оценкам максимально- 
го правдоподобия. 

Введем обозначение L(X,3;9) = 5(0), подчеркивая, что 5(8) 

является функцией и параметра 9, и случайной выборки X,, из 

генеральной совокупности Х. Функция L(Xn36) при построе- 

нии оценки параметра 6 будет играть роль функции правдопо- 
добия. Отметим, что для конкретной реализации 5„ случайной 

выборки Х„ функция [(7»;0) = 5(0) есть функция аргумента 8. 

В качестве оценки параметра 6 возьмем статистику 9(Х п) 

значение 0 которой для любой выборки 5, удовлетворяет усло- 

Вию 

L(n36) = max (2:6). 

Так как случайная величина 5(0) распределена по биноми- 

альному закону, то для каждого 6 у функции Г(Х„;0) существу- 
ет одно или два наиболее вероятных значения [XVI]. Поэтому в 

качестве значения оценки параметра 6 нужно взять такое число 

6, при котором функция Ё(7„;0) принимает наиболее вероят- 

ное значение. Va теоремы 9.1 следует, что если @ — истинное 

значение параметра, то случайная величина L(X „;0) имеет би- 

номиальное распределение с параметром 1/2. Поэтому наиболее 

вероятное значение Г(Х„;0) при четном n равно п/2, а при 

*См.: Хеттманспергер T. 
**См.: Hodges J.L., Jr and Lehmann Е.Г.
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нечетном п таких значений сразу два: (п -— 1)/2 и (п+1)/2. 

Возьмем в качестве значения оценки 9 параметра 0 решение 

уравнения 

п — четное; 
L(&nj 6) = (9.9) 

‚ m— нечетное. 

Заметим, что 
п 

5(0) => "(Хь- 9); (9.10) 
*=1 

где Х(1), .... Хы) — вариационный ряд случайной выборки 

X,, (представление S(6) в виде (9.10) называют считающей 
формой статистики знаков). Отсюда следует, что для 

любой реализации Z,, случайной выборки xX, функция [(5,;6), 

рассматриваемая как функция от 9 при фиксированных +1, ..., 
тп, является невозрастающей кусочно-постоянной ступенчатой 
функцией с „высотой ступеньки“, равной единице. На каждом 
полуинтервале [х(;), 7(;+1)) функция Г(7,;0) постоянна и равна 

n—i, i=1,n—1, при 09 < (1) L(Xn;6) равна п, а при 0 > Xn) 

L(X,;0) равна нулю (рис. 9.2). 

L{z,;6)4 

п -<— 

п-ТЕ -—— 

Po 
ие —_—. 

n-i-1l : : —_——, 
| é | t 

2r ' —_ 

1-+ 1 : : : q_——, 

ЗО О ЗОО ЗИ 
Tay Tay --- Ту би) -- Ту То) 0 

Рис. 9.2
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В качестве решения 9 уравнения (9.9) можно брать любое 

число в полуинтервале Ё (x) , т при четном п и в полуин- 
2 в) 

тервале [2 (2x1): т (+ )) — при нечетном. Обычно в качестве 
2 2 

9 берут медиану реализации случайной выборки Z,, полагая 

1 
5 (2(2) + (n41))> п — четное; 

x ( ntt) , п — нечетное. 
6 = (9.11) 

Построенную таким образом оценку 9(Х „) называют оценкой 
Ходжеса — Лемана параметра 40. 

Для построения интервальной оценки параметра 0, входяще- 

го в одновыборочную задачу о сдвиге с моделью (9.1), восполь- 

зуемся известными результатами (см. 3) и статистикой 5 (6), 
определенной равенством (9.10). 

Согласно теореме 9.1, при истинности статистической ги- 

потезы Но: 6 = 4% закон распределения статистики L(X,;6) = 
= S(@) не зависит от параметра 0, и, как следствие (см. 3), при 
a € (0,1) 

Po{sq/2 < L(Xn36) < $1~0/2} — 

= Pa {50/2 < L(Xnj9) < 81/2} =1-а. 

Как уже отмечалось, функция Р(2,;0) при возрастании 6 
убывает скачками величиной 1 в точках вариационного ряда, 
(1), +--+ Zn). Поэтому для любого 1 = 0, п-1 неравенство 

Р (=„;0) <n—2 верно тогда и только тогда, когда 9 > т(:+1)- 

Аналогично для любого $ = 1, п неравенство F (z;,;6) > : верно 

тогда и только тогда, когда 9 < 1(„+1-). Следовательно, 

Р (2„;0) < 51-о/2 ТОГДа и только тогда, когда 0 > 2(и+1-:,_ оз), а 

F (#30) > 5. /2 тогда и только тогда, когда 6 < 2(п+1-в./2)- Так
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как (см. следствие 9.1) п +1 - 50/2 = $1-о/2, ТО HWKHAA 6(Xn) 

и верхняя O(X,,) границы доверительного интервала уровня 
значимости а для параметра @ могут быть определены по 
формулам (рис. 9.3) 

6(X;) = X(sa/2)9 6(Xn) = X(nt1 (9.12) —31-а/2) 

или по формулам 

(Xn) =X (nga O(Xn) = Хы). (9.13) —3а/2)’ 

Ах; 0) | 

n 

Пр <_ 

3 cE; a we ®
 | 

_ = 

9 L Lf = 2 

F(a) Tay Mean) ^^ Ябытьь ^^ Яо Я 9 

0 

Рис. 9.3 

Нример 9.2. По выборке 7,, 

5,08; 3,51; 5,78; 4,88; 4,66; 3,94; 4,78; 4,99; 5,33; 5,10; 

2,17; 5,32; 4,75; 4,09; 3,98; 3,95; 4,86; 4,89; 5,03; 4,36 

объема, п = 20 из генеральной совокупности Х проверим Ha 

уровне значимости а = 0,05 гипотезу Но: 9 = % =4 против 

альтернативной гипотезы Нз: 9 = %.- Для этого перейдем к
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вариационному ряду вида (9.4), построенному для заданной 

выборки: 

—1,83; —0,49; -0,06; —-0,05; —0,02; 0,09; 0,36; 

0,66; 0,75; 0,78; 0,86; 0,88; 0,89; 0,99; 

1,03; 1,08; 1,10; 1,32; 1,33; 1,78. 

Гипотезу Но нужно отклонить на уровне значимости а в пользу 

Нз, если 5(%0) < 5/2 или 5(%) > S1~2/2- 

Выборочное значение статистики 5 (4%) = 5(4) совпадает с 
количеством положительных чисел в построенном вариацион- 
ном ряде вида (9.4) и равно 15. В таблице квантилей биноми- 

ального распределения для п = 20 и ру = ра = 0,5 находим 

P,{S(4) > 15} =0,0207, 
9.14) 

Р{5(4) > 14} = 0,0577. 

Отсюда, следует, что уравнение 

Р4{5(4) < 3. } = 0,975 

не имеет решений, т.е. квантили $1—о/2 = 50,975 У статистики 

5 (4) нет. Тем не менее, согласно (9.14), гипотеза, Но отклоня- 
ется в пользу Нз на уровне значимости 

а=2. 0,0207 = 0,0414 < 0,05. 

Для оценки неизвестного параметра @ из вариационного 

ряда находим 

£(10) =4-+ 0,78 — 4,78, (11) =4+ 0,86 = 4,86. 

Согласно (9.11), 

~ 1 1 
9 = 5(2(10) + 7(11)) = 5 (4,78 + 4,86) = 4,82.
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Из (9.14) следует, что доверительного интервала для пара- 

метра 9 уровня доверия 1 — 0,05 = 0,95 нет. Поэтому построим 

доверительный интервал уровня доверия 1 — a = | — 0,0414 = 

= 0,9586. В соответствии с (9.14) 

$1~a/2 = 81-0,0207 = 50,9793 = 15, 

п+1- 81-а/2 =20+1- 15 = 6. 

Поэтому с вероятностью 0,9586 

Xe) $8 < X15). 

Из вариационного ряда, находим 

re) = 4+ 0,09 = 4,09, 

т (15) = 4+ 1,03 = 5,03. 

Отсюда следует, что доверительный интервал уровня доверия 

0,9586 есть (4,09, 5,03). # 

Критерий знаковых рангов Вилкоксона. Определим 

подмножество K, множества Хо, состоящее из всех функ- 

ций распределения Р, соответствующих случайным величинам, 

плотность которых симметрична, относительно нуля, т.е. 

Р(-Й =Р(И, tER, (9.15) 
что равносильно условию 

F(t)=1-F(-t), teR. 

Отметим, что функция распределения нормальной случайной 

величины с нулевым математическим ожиданием принадле- 
жит А... Итак, 

К, ={Р: РЕКо, F(t) =1- F(-t)}. 

— 

Рассмотрим случайную выборку X, = (Xj, ..., Xn). Для 

произвольного т Е К обозначим через В? (Х„) случайную вели-
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чину, представляющую собой ранг элемента |Х;—т| случайной 

выборки 

[ХМ -т|, ..-, |Xn—7I. (9.16) 

Определим статистику Т(т) в соответствии с формулой 

Т(т) => RE(Xn)0(X - т). (9.17) 
t=] 

Заметим, что значения ¢(7) статистики Т(т) — целые числа, 
наименьшее из которых равно нулю, а наибольшее — n(n+ 1) /2. 

Статистику Т(т) называют статистикой знаковых ран- 
гов Вилкоксона. 

Можно показать, что если 90 — истинное значение пара- 

метра @ функции F(2;0) Е К,, то распределение случайной 
величины Т(т) зависит от разности 0—т, и, следовательно, 

распределение случайной величины Т(9) не зависит от 9. В 
частности, при истинности нулевой гипотезы Но: 9 = % рас- 

пределение Т(%) не зависит от %. Обозначим символом T, 
квантиль уровня 77 распределения статистики Т(%%) при истин- 
ности гипотезы Но, определяемую из условия 

Рь{Т(%) <Т,} =7, 0<у<1. (9.18) 

Критерий знаковых рангов Вилкоксона для проверки 
гипотезы Но при альтернативной гипотезе одного из трех воз- 
можных видов (9.3) построим следующим образом. Гипотезу 
Но отклоним в пользу гипотезы Hy: 9 < 09 на уровне значимо- 

сти a, 0< a< 1, если выборочное значение #(%) статистики 
T(9o) удовлетворяет неравенству 

(в) > Га. 

Аналогично гипотезу Но отклоним в пользу гипотезы Но: 9 > Oo 

Ha уровне значимости Q, если 

t(9o) <Т..
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И наконец, Но отклоним в пользу двусторонней альтернативной 

гипотезы Hz: 9 3 Oo, если 

(60) < То. /2 или #%)> П-о/2- 

Это правило мотивируется следующими соображениями. 
Во-первых, P{X; — 6% > 0} > 1/2 в случае 9 > Oo, и, во-вторых, 

чем больше 9, тем больше вероятность P{X; —%> 0}, i=1,n. 

Поэтому с ростом @ растет вероятность того, что в случайной 

сумме (9.17) достаточно большим будет и количество ненуле- 

вых слагаемых, и каждое слагаемое. Следовательно, большие 

выборочные значения #(%) статистики Т(%) должны свиде- 
тельствовать об истинности Н1. Аналогичные доводы можно 

привести для обоснования отклонения критерием гипотезы Но 

в пользу Ho и 3. 

Заметим, что в отличие от статистики 5 (т) критерия знаков 
статистика Т(т) зависит не только от знака каждой разности 
X;—7, но и от ее абсолютной величины, т.е. от расстояния 

между значениями наблюдения и т. Эта зависимость как раз и 

определяется рангом Rj(Xn)- 

Оказывается*, что если 6 — истинное значение параметра, 

функции Р(т;0), то распределение статистики T(6) не зависит 

не только от 9, но и от F(t) и имеет достаточно простой вид. 
В частности, при истинности Но, т.е. при 9 = 6, распределение 

Т(00) зависит только от п. При истинности Но и небольших п 
распределение Т(%) при Но табулировано. Имеются неслож- 

ные рекуррентные формулы для вычисления вероятностей** 

Po {T (6) = к}, К = 0, п(п + 1) /2. 

Если п велико, то для T, существуют приближенные форму- 

лы, основанные на аппроксимации распределения статистики 
T (6) нормальным распределением. 

*См.: Xemmaancnepzep Т. 
**См. там же.
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Известно*, что для любого t Е R при п - со 

T(6) - МоТ(0) aif в, 
aay <} vn Jo” 

где Mg7T(@) и De T (6) — соответственно математическое ожи- 
дание и дисперсия случайной величины Т(9), вычисленные в 

предположении, что @ — истинный параметр функции Е(т;0). 

Для этих величин верны формулы 

MoT (0) = "(+1 DoT (0) = =-n(n+1)(2n-+1). (9.19) 

Этот факт позволяет для вычисления квантилеи То при 

больших п пользоваться нормальным приближением 

] 1})(2 1 
То & —n(n+ 1) + из n(n+ YQn+ ) О<а<1, (9.20) 

4 24 

где Uy — квантиль уровня с стандартного нормального pac- 
пределения. 

В основе построения точечных и интервальных оценок па- 
раметра 9 при РЕ K, лежат уже рассмотренные идеи Ходжеса 
и Лемана. Сначала определим N = п(п + 1)/2 случайных вели- 
чин И!,..., Им вида 

1 __ 
9 (Kit X5); tjj=Hln, t<3, (9.21) 

называемых средними Уолща. Оказывается, что статистике 

T(@) можно придать форму, схожую со статистикой знаков 

5 (8), а именно**: 
м 

T(6) => n(Vi— 0). (9.22) 
tk 

*См.: Хеттманспергер Т. 
**См. там же.
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Фактически статистика Т(9) — это статистика критерия зна- 

ков 5 (9) вида (9.5), построенная по случайной „выборке“ Vj, ..., 
Ум. Точечную и доверительную оценки параметра 9, основан- 

ные на статистике Т(89), получают по формулам (9.9)- (9.13) с 
заменой в них п на №, Х; на У», 5(0) на Т(9). В качестве оцен- 

ки 6(X,,) параметра 9 используют медиану последовательности 
Vi, ---) Ум: 

1 
5 (M(x) +V(w 44) N — четное; 

6(X,,) = (9.23) 
и N+) N — нечетное. 

2 

Доверительный интервал уровня доверия | — 2a, основан- 

ный на статистике Т(9), определяется либо неравенствами 

Ить/з) $9 < Им+-Ть 2) (9.24) 

либо неравенствами 

ViN+1-Ty_a/2) <9< Vita)? (9.25) 

где Ут. 2), Им- a/2)? Им+1-Т, ол) ИТ, 2/2) — элементы ва 
риационного ряда У(1), ..-, Ум) с соответствующими номерами, 

а То/2 и Т!-о/2 — квантили уровней а/2 и 1— а/2 статистики 

Г(9) при истинном значении 0, которые находятся в соответ- 

ствии с формулой (9.18). 

Пример 9.3. Имеется выборка наблюдений 

— 1,90; —2,53; -—0,53; -—1,04; 1,98; 1,22 (9.26) 

объема n = 6. На уровне значимости а = 0,05 проверим гипо- 

тезу Но: 9 = 0, где 69 = —2, против альтернативной гипотезы 

Hy: 9 < 09. Для этого перейдем от исходной выборки (9.26) к 

выборке вида (9.16) c 7 = —2: 

0,10; —0,53; 147; 0,96; 3,98: 3,22,
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имеющей вариационный ряд 

— 0,53; 0,10; 0,96; 1,47; 3,22; 3,98. (9.27) 

В данном случае последовательность рангов имеет вид 

2; 1; 4; 3; 6; 5. (9.28) 

Поэтому, согласно (9.17), ¢(—2) = 19. По таблицам находим 

P_2{T(—2) > 18} = 0,078; 

Р_›{Т(-2) > 19} = 0,047; (9.29) 

Р_.{Т(-2) > 20} = 0,031. 

Видно, что квантили 1095 у распределения случайной величины 

Т(-2) не существует. Tem не менее, как следует из (9.29), 
Но отклоняется в пользу H, даже на более низком уровне 

значимости a = 0,047. 

Для нахождения значения оценки (Х„) параметра 9 вы- 

числим №М=п(п+1)/2 = 21 значений 11, ..., ом средних Уолша, 

(9.21) наблюдений (9.26). Возрастающая последовательность 
значений средних Уолша, будет иметь вид 

—2,53; —2,26; —2,00; —178; —1,53; —152; —1,26; 

—1,04; —0,78; —0,65; —0,53; —0,39; —0,27; —0,01; 

0,09; 0,35; 0,47; 0,73; 1,22; 1560; 1598. 

Так как число № = 21 нечетное, медиана последовательности 
средних Уолша, равна, (м1) = 041) = —0,53. Значит, 

2 

9 = ©(11) = —0,53. 

Построим доверительный интервал уровня доверия 1 —a= 

= 1 — 0,062 = 0,938, где a/2 = 0,031. Из (9.29) находим, что 

Г1-с/2 = 10,69 = 20, N+1 — П1-о/2=21+1 — 20= 2.
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Поэтому из (9.25) следует, что с вероятностью 0,938 

У 2) <9< Ид. 

Так как %(2) = —2,26, v(29) = 1,60, то доверительный интервал 

для параметра 9 уровня доверия 0,938 есть (—2,26, 1,60). 

9.2. Двухвыборочная задача о сдвиге 

Пусть €1, ..., Em+n — Независимые одинаково распределен- 

ные ненаблюдаемые случайные величины с функцией распре- 

деления F € Ko. Определим наблюдаемые случайные выборки 

Xm = (Хуа, -.., Xm) и Yn = (У, ..., Yn) следующим образом: 

Х; = 02+ Е;, z=1,m, 6, ЕК, 

Убе,» 1=Ът, HER, 
где 0, и 9, — неизвестные параметры сдвига. Функция рас- 

пределения случайной величины Х; равна F(2;0,),7=1,m, а 
функция распределения случайной величины У; равна, F(2z;6y), 

1=1,п. Обычно случайную выборку Xj, ..., Xm называют 
контрольной выборкой (или выборкой из контрольной 
совокупности), а У!, ..., У, — рабочей или эксперимен- 
тальной выборкой. 

Например, Л1, .... Xm могут быть измерениями некото- 

рой характеристики изделия, изготовляемого по традиционной 

технологии, а Y;, ..., У» — по новой экспериментальной. На 

практике исследователей обычно интересует неизвестный па- 

раметр 

9—0, —0.,, (9.30) 

представляющий собой сдвиг в положении, обусловленный пе- 

реходом на новую технологию. 

Задачу проверки статистической гипотезы Но: 9 = 60 

против одной из альтернативных гипотез Ну: 9 < 69, Н2: 0 > Oo



9.2. Двухвыборочная задача о сдвиге 389 

или Hz: 04 % называют двухвыборочной задачей о сдвиге. 

Таким образом, задачи, рассмотренные в примерах 4.25, 4.26, 

9.1 а также задачи 4.32, 4.33 являются частными случаями 

двухвыборочной задачи о сдвиге. 

Заметим, что если случайные величины =; имеют нормаль- 

ное распределение, то нормально распределены и случаиные 

величины X;, 1 = 1, т, Yj, 7 =1,n. Поэтому решение двухвы- 

борочной задачи о сдвиге может быть получено при помощи 

критерия Стьюдента (см. пример 4.14). 

При решении задач проверки гипотезы Но против одной из 

альтернативных гипотез Hy, На, Нз, а также при построении 

точечной и интервальной оценок для 0 применяется Ta же 

схема, что и в случае одновыборочной задачи о сдвиге (см. 9.1). 

Для произвольного тЕ К обозначим через ЕТ(Х»,У») ранг 

элемента, У’; — т, 7] = 1, п, в объединенной случайной выборке 

Х1, eooey Xm; Yi т, eooeyg У, -—т 

и рассмотрим статистику 

И’ (г) = ув; (Х„, У»), (9.31) 
j=1 

называемую статистикой рангов Вилкоксона или ранго- 
вой статистикой Вилкоксона. Значения ш(т) случайной 

величины У’(т} — целые числа в диапазоне от п(л + 1)/2 до 
т- п(п-+ 1) /2. Рассуждая так же, как и выше (см. 9.1), убеж- 
даемся в том, что если 9, — 9, =0, то функция распределения 

случайной величины У/(т) зависит лишь от разности 9 — т, и, в 
частности, распределение случайной величины У (8) не зависит 
от 9. Обозначим через W., — квантиль уровня Y распределения 

У’ (9) при 0, — 9, = 9, т.е. 

Рь{И’ (0) <И’,} =7, 0<7<1.
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Эмпирическое обоснование двухвыборочного критерия 

Вилкоксона для проверки основной гипотезы Но против од- 

ной из альтернативных гипотез Н1, Н2, Нз состоит в следую- 

щем. Чем больше 9 в (9.30), тем более вероятно, что значения 

Yi, ..., Yn случайных величин У1, ..., У» превысят значения 

11,..-, 2m случайных величин А1,..., Ат. Следовательно, при 

больших 9 ранги ВТ(Х",У„), 1 =1, п, а вместе с ними и \’(%) 

при фиксированном 60, имеют тенденцию принимать большие 

значения. Напротив, при 9 < 6 значения случайных величин 

У, ..., У» в основном меньше, чем значения случайных величин 

Х1, ..., Ат, Что приводит к небольшим значениям случайных 

величин ВТ(Х,У,), 1 = 1 п, а следовательно, и к неболышим 

значениям (9) статистики W (4%). 
После этих наводящих соображений определим двухвыбо- 

рочный критерий Вилкоксона. При проверке гипотезы Но 
против Н\ на уровне значимости а при помощи двухвыборочно- 

го критерия Вилкоксона основную гипотезу Но нужно принять, 

если 

(во) > Й1-а, 

и отклонить, если 

(4%) < И -о, 

где Wi_. — квантиль уровня 1-— @ распределения И’(4%%) при 

истинности основной гипотезы Но. 

При проверке Но против альтернативной гипотезы Н2 ги- 

потезу Но следует принять, если 

1 (4%) >И, 

и отклонить при 

1 (9) < И... 

При проверке Но против альтернативной гипотезы Нз ги- 

потезу Но принимают, если 

И’ /2 < № (6%) < Wi_a/a: 

и отклоняют в противном случае.
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В некоторых справочниках приведены квантили не ста- 

тистики рангов Вилкоксона (9.31), а квантили статистики 

Манна — Уитни U(r), которая определяется следующим 

образом: 

т 7 

(т) = У У n(% - Xi-7) = 
1 8=1 j= 

=SonV-7)=>) n(Vay—7), (9.32) 
k=1 k=1 

где 7 — функция Хевисайда, Ут, V2, ..., Vinn — последователь- 

ность всевозможных разностей вида У; — Х;; =1, т, 1 =1, п, а 

Ут), И2), ---› Vimn) — вариационный ряд „случайной выборки“ 

и, V2, eeey Утл. 

Можно показать, что статистики У/(т) и U(r) отличаются 
на неслучайную величину 

п(п+ 1) 
5: 

Поэтому, во-первых, квантили W., и U., статистик И’ (9) и U(@) 
при 9, — 9, = 0 связаны равенством 

И’ (г) =U(r)+ (9.33) 

n(n+1) 
9 3 

а, во-вторых, у статистики И’ (т), так же как у статистик 5(т) 
и Г(т), есть считающая форма (9.32). 

Если т и п велики, то можно вычислять квантили У’, 
по приближенным формулам. Известно*, что если ти п 

стремятся к бесконечности так, что т/(т-+ п) Л, 0<Л<1, 

то для любого t Е К 

И’ (6) — My W(0) lf ap | 
р] УБЕ) < iS + Von J е ds, (9.35) 

“Cm.: Xemmaancnepzep T. 

И, =U,+ (9.34) 
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где математическое ожидание МиЙ’(9) и дисперсия Dg W (8) 

статистики W(@) определяются по формулам 

п(т- в -1 тп тп -1 
Мей’ (0) = 5 ) ОИ’ (8) = 19 ) (9.36) 

Поэтому 

mt+n+l mn(m+n+1l 
W,, = n( * + unl ( 19 ) (9.37) 

где и. — квантиль уровня Y стандартного нормального распре- 
деления. 

Так же как и при построении точечных оценок в одно- 

выборочной задаче (см. 9.1), значение 8 оценки Ходжеса — 

Лемана 0(Xm, Yn) параметра 9 = 0, — 9, в двухвыборочной за- 

даче определяется как такое число 0, при котором для выборок 
Zi, +--+) Lm, И, --.) Yn достигается максимум значений 10(9) 
статистики W(6) или, что то же самое, значений и(0) ста- 
тистики 0(9). Рассуждения, аналогичные рассуждению при 
построении оценок Ходжеса, — Лемана в одновыборочной зада- 

че, приводят к тому, что (Х„,У») — медиана вариационного 

ряда "зу Via), ...) Vimn): 

1 
5(И(==) +V/ mo 41))> mn — четное; 

6(Xm,Yn) = (9.38) 
V( mnt)» mn — нечетное. 

2 

При построении интервальной оценки для параметра 9 в 

двухвыборочной задаче также сохраняется схема, использовав- 

шаяся в одновыборочной задаче (см. 9.1). Для статистики 

Манна — Уитни 

Po, {Ua/2 < 0(60) < ло} =1-а. 

Из определения U(r) в (9.32) следует, что (т) является не- 
возрастающей кусочно-постоянной функцией от т, убывающей



9.2. Двухвыборочная задача о сдвиге 393 

скачками в точках Ux), К = 1, тп, и равной тп — $ на полуинтер- 

вале [%(;), (;41)}, = 1, mn — 1, где vj — значение У;, $ = 1, тп. 

Поэтому доверительный интервал уровня доверия 1 — а опре- 

деляется либо неравенствами 

Vig ) $8 < Vimnti—Uay2)) (9.39) 

либо неравенствами 

Vimnn+1—-U, 2/2) < < ИО, —2/2)° (9.40) 

Используя в неравенствах (9.39) и (9.40) квантили статистики 
Манна — Уитни, которые выражаются через квантили статис- 
тики Вилкоксона по формуле (9.34), получим еще два предста- 
вления доверительного интервала: 

и 1 "АО ) < 0 < Vern et ~W./2)’ (9.41) 

Vn ninth) at —И-а/2) < 9 < ие з- 0 nth y (9.42) 

Пример 9.4. Рассмотрим выборку объема, т = 6 

3,9; 4,3; 4,4; 4,6; 4,9; 5,8 

из генеральной совокупности Х и выборку объема п = 5 

7,7; 8,1; 8,3; 8,6; 8,9 

из генеральной совокупности У. Предположим, что функции 

распределения генеральных совокупностей Х и У отличаются 

лишь сдвигом на неизвестную величину ОЕ К. Проверим на 

уровне значимости a = 0,05 гипотезу Но: 9 = 4% при % =3 

против альтернативной гипотезы Но: 0 < Oo. 

Объединим обе выборки и построим вариационный ряд O6b- 

единенной выборки, предварительно вычтя из всех элементов
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второй выборки Oo = 3: 

3,9; 4,3; 4,4; 4,6; 4,7; 4,9; 51; 5,3; 5,6; 5,8; 5,9. 

Из этого вариационного ряда находим последовательность 3Ha- 

чений рангов В (Хт, У»), -.., ВЗ(Хт, Уп) элементов второй вы- 
борки в объединенной выборке: 

55 7; 8; 9; И. 

Затем по формуле (9.31) получаем (4%) = w(3) = 40, а по 

таблицам распределения статистики W(3) при т = 6, п=5 
находим 

P3{W(3) > 39} = 0,063, 

P3{W(3) > 40} = 0,041, (9.43) 

P3{W(3) > 41} = 0,026. 

Таким образом, квантили Wo95 при т = 6, п = 5 не существует. 

Из (9.43) видно, что Но отклоняется на уровне значимости 

a = 0,041 в пользу Ay. 

Чтобы найти значение @ оценки (Х„, У.) Ходжеса — Ле- 

мана для параметра сдвига 9, рассмотрим вариационный ряд 

Уп)» И)» ---› Venn) для последовательности разностей У; — Х;, 

который в данном случае имеет вид 

—2,00; —1,70; —1,60; —1,50; -—1,40; —1,30; -—1,30; —1,20; 

—1,20; —1,00; —1,00; —1,00; -—0,90; —0,80; —0,80; —0,70; 

—0,70; —0,70; —0,50; —0,40; —0,40; —0,30; —0,20; —0,10; 

—0,10; 0,20; 0,20; 0,50; 0,70; 1,10. 

Tak как тп = 6-5 = 30, то выборочная медиана вариационного 

ряда Via) Via), ...) Vimn) есть 

—0,7-0,8 ~ 1 
9 = 5 (65) + (16) => 5 = —0,75. 
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При построении доверительного интервала для 6 уровня до- 

верия 1 — с = 0,95 нужно наити квантиль W, /2 или ИЛ _о/2, где 

a = 0,025. Из (9.43) видно, что нельзя построить доверитель- 

ный интервал при a/2 = 0,025, но можно при a/2 = 0,026. Так 

как И! 0.026 = И’о 974 = 41, то из (9.43) получаем 

| 
тт" и ojo =3041415—41=5, 

1 
Wi-2/2- ninth = ) 41-15 =26. 

Поэтому используя вариационный ряд Vii), У(2), 

находим 
ах тп), 

(5) — — 1,4, ¥(26) = 0,2. 

Отсюда и из (9.42) вытекает, что с вероятностью 0,949 

Vs) < 6 < И26), 

т.е. доверительный интервал параметра @ с уровнем доверия 

0,949 есть (—1,4, 0,2). 

9.3. Решение типовых примеров 

Пример 9.5. Для определения предела текучести некото- 

рой марки стали по просьбе заказчика, которому была, необ- 

ходима сталь с пределом текучести в 30 —; ‚ были проведены 

стандартные испытания п = 25 образцов. "Результаты испыта- 

НИЙ (B ==) следующие: 

32,00; 30,69; 35,68; 3441; 41,95; 40,05; 32,63; 

32,77; 30,41; 28,84; 29,70; 28,61; 34,39; 35,48; 

29,97; 34,80; 30,45; 30,36; 34,66; 30,71; 33,19; 

29,49; 29,60; 28,43; 29,29.
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Выясним, удовлетворяет ли данная марка стали требованиям 

заказчика, и оценим по результатам экспериментов истинный 

предел ее текучести. Другими словами, проверим по заданной 

выборке основную гипотезу Но вида (9.2) о том, что 4% = 30, 
против альтернативной гипотезы Нз о том, что Op # 30. 

Гипотезу Но будем проверять при помощи критерия знаков. 

Варчационный ряд рассматриваемой выборки имеет вид 

28,43; 28,61; 28,84; 29,29; 29,49; 29,60; 29,70; 

29,97; 30,36; 30,41; 30,45; 30,69; 30,71; 32,00; 

$2,63; 32,77; 33,19; 34,39; 34,41; 34,66; 34,80; 

35,48; 35,68; 40,05; 41,95. 

Выборочное значение статистики 5(30), вычисленное в COOT- 
ветствии с формулой (9.5) по заданной выборке, равно 17. По 

таблице распределения 5 (30) для п = 25 находим 

Рзо{5(30) > 17} = 0,0539, — Рэзо{5(30) > 18} = 0,0216. 

Поэтому гипотеза Но отклоняется на уровне значимости a < 

< 0,0539 и принимается Ha уровне значимости @ > 0,0539. 

Неизвестный параметр 0 оценим медианой вариационного 

ряда рассматриваемой выборки. Эта медиана, равна 30,71. 

Построим доверительный интервал уровня доверия 1 — a, 

где а/2 = 0,0216. Tak как 51-о/2 = 18, то с вероятностью 

1 —а = 0,9568 

X(g) <9< X (18): 

Поскольку X (gy = 29,97, Х(1з) = 34,39, то с вероятностью 0,9568 

29,97 < 6 < 34,39. 

Пример 9.6. Решим предыдущую задачу (см. пример 9.5) 

при помощи критерия знаковых рангов Вилкоксона.
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Упорядоченный массив средних Уолша выборки из примера 
9.5 состоит из N = 325 чисел и имеет вид 

28,43; 28,52; 28,61; 28,64; 28,72; 28,84; 28,86; 28,95; 28,96; 29,02; 

29,05; 29,06; 29,06; 29,11; 29,15; 29,17; 29,20; 29,22; 29,27; 29,29; 

29,29; 29,39; 29,39; 29,40; 29,42; 29,44; 29,45; 29,48; 29,49; 29,49; 

29,51; 29,53; 29,55; 29,56; 29,57; 29,60; 29,60; 29,60; 29,62; 29,63; 

29,64; 29,65; 29,65; 29,66; 29,70; 29,73; 29,76; 29,77; 29,79; 29,82; 

29,83; 29,85; 29,87; 29,93; 29,95; 29,97; 29,97; 29,98; 29,99; 30,00; 

30,01; 30,03; 30,03; 30,05; 30,07; 30,09; 30,10; 30,15; 30,16; 30,16; 

30,19; 30,19; 30,20; 30,21; 30,22; 30,30; 30,33; 30;34; 30,36; 30,38; 

30,40; 30,41; 30,42; 30,43; 30,45; 30,52; 30,53; 30,53; 30,55; 30,56; 

30,57; 30,58; 30,60; 30,62; 30,64; 30,69; 30,69; 30,70; 30,71; 30,73; 

30,75; 30,80; 30,81; 30,81; 30,85; 30,90; 30,96; 30,98; 31,02; 31,03; 

31,06; 31,12; 31,13; 31,16; 31,18; 31,19; 31,20; 31,22; 31,23; 31,24; 

31,30; 31,34; 31,34; 31,35; 31,37; 31,40; 31,41; 31,42; 31,44; 31,49; 

31,50; 31,51; 31,52; 31,54; 31,55; 31,56; 31,58; 31,59; 31,61; 31,61; 

31,62; 31,63; 31,64; 31,66; 31,67; 31,70; 31,73; 31,74; 31,75; 31,77; 

31,80; 31,82; 31,82; 3184; 31,85; 31,94; 31,94; 31,95; 31,95; 31,96; 

31,97; 32,00; 32,00; 32,01; 32,04; 32,04; 32,05; 32,05; 32,06; 32,08; 

32,13; 32,14; 32,15; 32,16; 32,18; 32,18; 32,19; 32,20; 32,25; 32,26; 

32,31; 32,31; 32,38; 32,38; 32,38; 32,38; 32,39; 32,40; 32,41; 32,42; 

32,43; 32,48; 32,49; 32,51; 32,53; 32,54; 32,54; 32,55; 32,55; 32,56; 

32,56; 32,58; 32,59; 32,59; 32,60; 32,60; 32,62; 32,63; 32,64; 32,67; 

32,68; 32,69; 32,70; 32,72; 32,74; 32,75; 32,77; 32,82; 32,91; 32,92; 

32,94; 32,96; 32,98; 33,02; 33,04; 33,06; 33,08; 33,09; 33,18; 33,19; 

33,19; 33,20; 33,20; 33,33; 33,40; 33,51; 33,52; 33,58; 33,59; 33,64; 

33,71; 33,72; 33,74; 33,78; 33,79; 33,80; 33,84; 33,93; 33,99; 34,05; 

34,13; 34,15; 34,23; 34,24; 34,33; 34,33; 34,39; 34,40; 34,41; 34,44; 

34,45; 34,53; 34,54; 34,60; 34,60; 34,66; 34,67; 34,73; 34,77; 34,80; 

34,83; 34,87; 34,94; 34,94; 35,01; 35,04; 35,05; 35,07; 35,14; 35,17; 

35,19; 35,21; 35,23; 35,24; 35,25; 35,28; 35,37; 35,38; 35,39; 35,48; 

35,08; 35,62; 35,68; 35,72; 35,78; 35,82; 35,96; 36,03; 36,15; 36,18; 

36,20; 36,32; 36,33; 36,34; 36,41; 36,62; 36,97; 37,22; 37,23; 37,29; 

37,36; 37,36; 37,43; 37,57; 37,77; 37,87; 38,17; 38,18; 38,30; 38,37; 

38,71; 38,81; 40,05; 41,00; 41,95. 

Проверим гипотезу Но против альтернативной гипотезы Нз 

на уровне значимости а = 0,05. Значение статистики Т(30),
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совпадающее с числом членов вариационного ряда выборки, 
превышающих 30, будет равно 265. По формулам (9.19) на- 
ходим 

25.2 25-26-51 
M30 T (30) = a. = 162,5, D3o T (30) = 54 = 1381,25, 

V DaoT (30) == 37,165. 

Поэтому, согласно (9.20), 

Ty ^ 162,5 + ug - 37,165. 

Для а = 0,05 по таблице квантилей стандартного нормально- 

го распределения (см. табл. П-2) находим ug/2 = 1,96. Поэтому 

То эт © 235,34. Так как 265 > 235,34, то гипотеза Но отклоняет- 

ся. Параметр 9 оценивается медианой упорядоченного массива, 

средних Уолша, которая есть 163-и элемент массива и равна 

32,00. 

Построим доверительный интервал уровня доверия а = 0,95. 

Так как Т:_о/2 = To975 = 235,34, то, согласно формуле (9.25), 
нижняя и верхняя границы этого интервала, есть 90-и и 236-й 

элементы упорядоченного массива, средних Уолша. Поэтому с 

вероятностью 0,95 

30,56 < 8 < 33,51. 

Пример 9.7. Даны выборка 

0,00; —0,53; 1,47; 0,96; 3,98; 3,22; 0,25; 
0,31; -0,64; —1,26; —0,92; -—1,36; 0,96; 1,39; 

—0,81; 1,12; —0,62; —0,66; 1,07; —0,52; 0,48; 

—1,00; —0,96; —1,43; —1,09 

объема т = 25 из распределения Коши с плотностью 

1 

m(1+ #2)’ px (1) =



9.3. Решение типовых примеров 399 

и выборка 

—0,88; 0,41; —0,64; —0,81; —0,09; —071; -0,00; 

0,49; —0,65; 0,59; 0,17; —0,46; 0,99;  —0,24; 

—0,98; —0,85; —0,09; — 0,63; 0,68; 0,02; —0,59; 

—0,02;  -0,45; —0,50; 0,40; 0,29; —0,17; —0,43 

объема п = 28 из равномерного распределения на отрезке [—1, 1] 
с плотностью ру (1). Проверим при помощи критерия Смирно- 

ва гипотезу о равенстве функций рх и ру. 

Вариационный ряд объединенной выборки имеет вид 

—1,43; —136; —126; —1,09; —1,00; -—0,98; —0,96; —0,92; 

—0,88; —0,85; —0,81; -—0,81; —0,71; -—0,66; —0,65; -—0,64; 

—0,64; —0,63; —0,62; -—0,59; -—0,53; —0,52; -—0,50; —0,46; 

—0,45; —0,43; —0,24; -0,17; -—0,09; —0,09; —0,02; —0,00; 

0,00; 0,02; 0,17; 0,25; 0,29; 031; 0,40; 0,41; 

0,48; 0,49; 0,59; 0,68; 0,96; 0,96; 0,99; 1,07; 

1,12; 1,39; 147; 3,22; 3,98. 

Соответствующие им величины 6;, #=1, №, вычисленные по 
формуле (5.15), таковы: 

0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 1; 1; 0; 1; 0; 1; 1; 0; 1; 0; 1; 0; 0; 1; 1; 

1; 1; 15 1; 15 15 15 1; 03 1; 1; 0; 1; 0; 1; 1; 0; 1; 1; 1; 0; 0; 1; 0; 

0; 0; 0; 0; 0 

Поэтому 

р = 0,473, — = 1,718. 

Tak Kak т и п велики, TO для проверки гипотезы Но вос- 
пользуемся асимптотической формулой (5.13), в соответствии 
с которой 

25.28 _ P{, [a > 1,718} ~~ 0,004.
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Поэтому гипотезу Но следует отклонить на уровне значимости 

a > 0,004. 
Проверим эту же гипотезу с помощью двухлвыборочного Kpu- 

терия Вилкоксона. Вычисляя по формулам (9.32)—(9.33) при 
% =0 реализацию w(0) случайной величины И/(0), получим 
w(0) = 754. Так как т и п велики, то для нахождения квантилей 
распределения статистики рангов Вилкоксона воспользуемся 
приближенной формулой (9.37), выражающей их через кванти- 
ли стандартного нормального распределения. Имеем 

(0) — МоИ’(0) _ 754—756 
J/DoW(0) = 3150 

~ —0,036. 

По таблицам квантилей стандартного нормального распределе- 

ния находим 

{wo —~MoW(0) 
> 0,036 » = 0,48. 

/ DoW (0) | 

Поэтому двухвыборочный критерий Вилкоксона гипотезу об 

однородности не отклоняет. Это произошло из-за того, что 
медианы обоих распределений совпадают (равны нулю), а не 
сдвинуты относительно друг друга. 

Вопросы и задачи 

9.1. Какие методы математической статистики называются 

непараметрическими? 

9.2. В чем преимущества и недостатки непараметрических 

методов по сравнению с классическими? 

9.3. Даите определение одновыборочной задачи о сдвиге. 

9.4. В какой ситуации лучше всего применять методы, 

основанные на статистике критерия знаков?
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9.5. В какой ситуации лучше всего применять методы, OCHO- 

ванные на статистике критерия знаковых рангов Вилкоксона? 

9.6. Таблицы какого распределения достаточно иметь для 

решения одновыборочной задачи при помощи критерия знаков? 

9.7. Какой критерий называется состоятельным? 

9.8. Даите определение ранга, элемента, числовой последова- 

тельности. 

9.9. Какая задача называется двухвыборочной задачей о 

сдвиге? 

9.10. Можно ли применять критерии знаков и знаковых 

рангов Вилкоксона для проверки гипотез о математическом 

ожидании нормального распределения? 

9.11. Что называется средними Уолша? 

9.12. Какие критерии называются критериями согласия? 

9.13. Можно ли гипотезу о параметре сдвига, в двухвыбо- 

рочной задаче проверять не ранговым критерием Вилкоксона, 

а критерием Смирнова? 

9.14. Являются ли состоятельными критерии Колмогорова, 

w* и Смирнова? 

9.15. В каких случаях в двухвыборочной задаче лучше при- 

менять критерий Колмогорова, критерий w? и двухвыборочный 

критерий Вилкоксона? 

9.16. Докажите теорему 9.2 о состоятельности критерия 
знаков. 

Указание: при помощи центральной предельной теоре- 

мы аппроксимировать квантили статистики критерия знаков 
квантилями нормального распределения. 

9.17. Докажите, что определения статистики Т(т) по фор- 

мулам (9.17) и (9.22) равносильны.
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9.18. Найдите математическое ожидание и дисперсию ста- 

тистики Т (т) знаковых рангов Вилкоксона (см. формулу (9.19)). 

9.19. Докажите формулы (9.36). 

9.20. Докажите асимптотическую нормальность статисти- 

ки И’ (т). 
9.21. Для проверки влияния неитронного облучения на де- 

формируемость меди были проведены эксперименты Ha растя- 

жение двух партий образцов. В первой необлученной (конт- 

рольной) партии из 13 образцов результаты экспериментов при 

деформации 0,5 оказались следующими: 

6,01; 6,23; 5,75; 6,17; 5,97; 6,22; 6,19; 

5,94; 6,01; 5,87; 6,23; 5,78; 5,99. 

Вторая партия из 13 образцов после облучения потоком ней- 

тронов интенсивностью 2. 1018 нейтрон/см? при той же дефор- 

мации 0,5 привела к следующим результатам: 

5,75; 5,86; 6,13; 6,18; 5,63; 5,74; 5,97; 

5,49; 6,22; 5,79; 6,32; 5,45; 6,03. 

Изменяется ли прочность меди после облучения? 

9.22. Для упрочнения алюминиевых изделии используется 

операция нагартовки (наклепа), заключающаяся в пластиче- 
ской деформации. Семь образцов алюминия были подвержены 
2%-ной нагартовке, a десять образцов — 5%-ной. Прочность 
(в 5) образцов первой партии составила, 

17; 18; 16; 19; 15 20; 14, 

а второй 

21; 22; 20; 23; 19; 24; 18; 215; 20,6. 

Можно ли на основании этих данных сделать вывод об уве- 

личении прочности алюминия при увеличении пластической 

деформации?
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Таблица П.1 

Функция распределения Ф(г) 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

0,5000 
0,5398 
0,5793 
0,6179 
0,6554 
0,6915 
0,7257 
0,7580 
0,7881 
0,8159 
0,8413 
0,8643 
0,8849 
0,9032 
0,9192 
0,9332 
0,9452 
0,9554 
0,9641 
0,9713 
0,9772 
0,9821 
0,9861 
0,9893 
0,9918 
0,9938 
0,9953 
0,9965 
0,9974 
0,9981 
0,9987 
0,9990 
0,9993 
0,9995 
0,9997 

0,5040 
0,5438 
0,5832 
0,6217 
0,6591 
0,6950 
0,7291 
0,7611 
0,7910 
0,8186 
0,8438 
0,8665 
0,8869 
0,9049 
0,9207 
0,9345 
0,9463 
0,9564 
0,9649 
0,9719 
0,9778 
0,9826 
0,9864 
0,9896 
0,9920 
0,9940 
0,9955 
0,9966 
0,9975 
0,9982 
0,9987 
0,9991 
0,9993 
0,9995 
0,9997 

0,5080 
0,5478 
0,5871 
0,6255 
0,6628 
0,6985 
0,7324 
0,7642 
0,7939 
0,8212 
0,8461 
0,8686 
0,8888 
0,9066 
0,9222 
0,9357 
0,9474 
0,9573 
0,9656 
0,9726 
0,9783 
0,9830 
0,9868 
0,9898 
0,9922 
0,9941 
0,9956 
0,9967 
0,9976 
0,9982 
0,9987 
0,9991 
0,9994 
0,9995 
0,9997 

0,5120 
0,5517 
0,5910 
0,6293 
0,6664 
0,7019 
0,7357 
0,7673 
0,7967 
0,8238 
0,8485 
0,8708 
0,8907 
0,9082 
0,9236 
0,9370 
0,9484 
0,9582 
0,9664 
0,9732 
0,9788 
0,9834 
0,9871 
0,9901 
0,9925 
0,9943 
0,9957 
0,9968 
0,9977 
0,9983 
0,9988 
0,9991 
0,9994 
0,9996 
0,9997 

0,5160 
0,5557 
0,5948 
0,6331 
0,6700 
0,7054 
0,7389 
0,7704 
0,7995 
0,8264 
0,8508 
0,8729 
0,8925 
0,9099 
0,9251 
0,9382 
0,9495 
0,9591 
0,9671 
0,9738 
0,9793 
0,9838 
0,9875 
0,9904 
0,9927 
0,9945 
0,9959 
0,9969 
0,9977 
0,9984 
0,9988 
0,9992 
0,9994 
0,9996 
0,9997 

0,5199 
0,5596 
0,5987 
0,6368 
0,6736 
0,7088 
0,7422 
0,7734 
0,8023 
0,8289 
0,8531 
0,8749 
0,8944 
0,9115 
0,9265 
0,9394 
0,9505 
0,9599 
0,9678 
0,9744 
0,9798 
0,9842 
0,9878 
0,9906 
0,9929 
0,9946 
0,9960 
0,9970 
0,9978 
0,9984 
0,9989 
0,9992 
0,9994 
0,9996 
0,9997 

0,5239 
0,5636 
0,6026 
0,6406 
0,6772 
0,7123 
0,7454 
0,7764 
0,8051 
0,8315 
0,8554 
0,8770 
0,8962 
0,9131 
0,9279 
0,9406 
0,9515 
0,9608 
0,9686 
0,9750 
0,9803 
0,9846 
0,9881 
0,9909 
0,9931 
0,9948 
0,9961 
0,9971 
0,9979 
0,9985 
0,9989 
0,9992 
0,9994 
0,9996 
0,9997 

0,5279 
0,5675 
0,6064 
0,6443 
0,6808 
0,7157 
0,7486 
0,7794 
0,8078 
0,8340 
0,8577 
0,8790 
0,8980 
0,9147 
0,9292 
0,9418 
0,9525 
0,9616 
0,9693 
0,9756 
0,9808 
0,9850 
0,9884 
0,9911 
0,9932 
0,9949 
0,9962 
0,9972 
0,9979 
0,9985 
0,9989 
0,9992 
0,9995 
0,9996 
0,9997 

0,5319 
0,5714 
0,6103 
0,6480 
0,6844 
0,7190 
0,7517 
0,7823 
0,8106 
0,8365 
0,8599 
0,8810 
0,8997 
0,9162 
0,9306 
0,9429 
0,9535 
0,9625 
0,9699 
0,9761 
0,9812 
0,9854 
0,9887 
0,9913 
0,9934 
0,9951 
0,9963 
0,9973 
0,9980 
0,9986 
0,9990 
0,9993 
0,9995 
0,9996 
0,9997 

0,5359 
0,5753 
0,6141 
0,6517 
0,6879 
0,7224 
0,7549 
0,7852 
0,8133 
0,8389 
0,8621 
0,8830 
0,9015 
0,9177 
0,9319 
0,9441 
0,9545 
0,9633 
0,9706 
0,9767 
0,9817 
0,9857 
0,9890 
0,9916 
0,9936 
0,9952 
0,9964 
0,9974 
0,9981 
0,9986 
0,9990 
0,9993 
0,9995 
0,9997 
0,9998 
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Таблица П.4 

Квантили распределения Стьюдента 

0,75 | 0,9 | 0,95 | 0,975 | 0,99 | 0,995 | 0,999 
1 | 1,000 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,657 | 318,309 
2 | 0,816 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 22,327 
3 | 0,765 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841 | 10,215 
4 | 0,741 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604 | 7,173 
5 | 0,727 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032 5,893 

6 | 0,718 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707 5,208 
7 | 0,711 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499 | 4,785 
8 | 0,706 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355 4,501 
9 | 0,703 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250 4,297 

10 | 0,700 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169 | 4,144 
11 | 0,697 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106 | 4,025 
12 | 0,695 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055 3,930 
13 | 0,694 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 3,852 
14 | 0,692 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 | 3,787 
15 | 0,691 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 3,733 

16 | 0,690 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 3,686 
17 | 0,689 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898 3,646 
18 | 0,688 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878 | 3,610 
19 | 0,688 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861 3,579 
20 | 0,687 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 3,552 

21 | 0,686 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831 3,527 
22 | 0,686 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2508 | 2,819 | 3,505 
23 | 0,685 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 3,485 
24 | 0,685 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797 3,467 
25 | 0,684 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 3,450 

26 | 0,684 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 3,435 
27 | 0,684 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771 | 3,421 
28 | 0,683 | 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763 3,408 
29 | 0,683 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 3,396 
30 | 0,683 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750 3,385 

40 | 0,681 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704 | 3,307 
60 | 0,679 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660 3,232 

120 | 0,677 | 1,289 | 1,658 | 1,980 | 2,358 | 2,617 3,160 
200 | 0,676 | 1,286 | 1,653 | 1972 | 2345 | 2601 | 3,131 
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