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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Исследование операций, понимаемое как комплексная ма- 

тематическая дисциплина, занимающаяся построением, раз- 

работкой и применением математических моделей принятия 

оптимальных решений, является одним из наиболее интенсив- 

но развивающихся разделов прикладной математики и имеет 

многочисленные приложения. Для овладения методами исследо- 

вания операций необходимы знания не только в объеме базового 

курса высшей математики. Мы предполагаем, что читатель 

знаком с основными понятиями таких специальных курсов выс- 

шей математики, как теория вероятностей и математическая 

статистика, случайные процессы и методы оптимизации. 

Ориентируясь на студентов технических вузов, инженеров 

и научных сотрудников прикладных специальностей, мы ста- 

рались вести изложение на доступном уровне, избегая излиш- 

ней формализации. Это связано еще и с тем, что некоторые 

разделы, входящие в исследование операций, в частности ма- 

тематическое программирование и теория игр, фактически 

представляют собой вполне самостоятельные математические 

дисциплины со своими объектами и методами исследований. 

В каждом из этих разделов используются свои специфиче- 

ская терминология и обозначения, что в значительной степе- 

ни затрудняет восприятие изучаемой дисциплины как единого 

целого. 

Естественно, что в одной книге невозможно охватить все 

основные разделы исследования операций, и тем более все ее 

приложения. Кроме того, часть разделов исследования опера- 

ций нашли свое отражение в других выпусках серии „ Мате- 

матика в техническом университете“. По замыслу авторов, 

данный учебник поможет в овладении прикладными метода- 

ми исследования операций и явится связующим звеном между
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строгими математическими исследованиями, с одной стороны, 

и практическими задачами принятия решений — с другой. 
Надеемся, что книга будет полезна не только студентам 

технических вузов, но и инженерам, аспирантам и научным 

сотрудникам прикладных специальностей. 

В начале книги (после предисловия и заданий для само- 

проверки) помещен список основных обозначений, содержащий 

расшифровку часто встречающихся в тексте символов. В ма- 

тематической символике в основном использованы буквы ла- 

тинского и греческого алфавитов, написание и произношение 

которых приведено после списка основных обозначений. 

В конце книги приведен список рекомендуемой литерату- 

ры и предметный указатель, в который входят в алфавитном 

порядке (по существительному в именительном падеже) все вы- 

деленные в тексте полужирным курсивом термины. Для 

каждого термина приводится номер страницы книги, Ha KOTO- 

рой он определен и выделен полужирным курсивом, или номер 

выпуска серии, в котором дается его объяснение. Выделение 

термина светлым курсивом означает, что в данном параграфе 

он является одним из ключевых слов и читателю должно быть 

знакомо значение этого термина. Значение термина можно 

уточнить, найдя при помощи предметного указателя необходи- 

мую страницу. Ссылки на другие источники даются указанием 

либо номера выпуска серии, либо фамилий авторов, по которым 

можно определить полные выходные данные этих источников, 

обратившись к списку рекомендуемой литературы. 

‘Ссылки в тексте на номера формул и рисунков набраны 

обычным шрифтом (например, (3.12) — двенадцатая формула 

в третьей главе, рис. 8.3 — третий рисунок в восьмой главе), 

а на разделы книги (главы и параграфы) — полужирным 

шрифтом (например, запись „см. 2.1“ означает ссылку на 

первый параграф второй главы). 

Прежде чем приступить к изучению книги, рекомендуем 

ответить на вопросы для самопроверки, чтобы убедиться в 

готовности к усвоению излагаемого материала. В конце ка-
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ждого вопроса римскими цифрами обозначен номер выпуска, 

серии, в котором изложен соответствующий материал. После- 

довательность вопросов для самопроверки соответствует по- 

следовательности изложения материала в учебнике. 

Задания для самопроверки 

1. Что понимают под множеством, элементом множе- 
ства? Что называют: a) объединением множеств; 6) пе- 
ресечением множеств; в) разностью множеств; г) до- 

полнением множества? Что такое пустое множество, 
универсальное множество? Какие множества называют: 
а) конечными; 6) счетными; в) несчетными? [|| 

2. Дайте определение: а) внутренней точки множества; 

6) граничной точки множества; в) границы множества. 
Какие множества называют: а) открытыми; 6) замкнуты- 

ми; в) ограниченными; г) компактными; д) выпуклы- 

ми? [1], [У] 
3. Дайте определение отображения (функции). Что 

называют: а) образом множества Х при отображении /; 
6) прообразом множества У при отображении f? [I] 

4. Что называют: а) скалярной функцией векторно- 
го аргумента; 6) вектор-функцией; в) векторной функ- 
цией векторного аргумента; г) координатной функ- 
цией; д) линейной функцией; е) выпуклой функцией; 
ж) квадратичной функцией? [1], [II], [У] 

5. Дайте определение локального экстремума (макси- 

мума и минимума) скалярной функции векторного ар- 
гумента. Сформулируйте необходимые и достаточные усло- 
вия его существования. [V] 

6. Сформулируйте основные свойства скалярной функции 
векторного аргумента, непрерывной Ha линейно связном KOM- 
пактном множестве. [У] 

7. Что называют матрицей и что понимают под размера- 
ми матрицы? Какую матрицу называют: а) квадратной;
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6) единичной; в) нулевой (нуль-матрицей); г) симметри- 
ческой; д) диагональной; е) невырожденной; ж) блоч- 

ной? = [III] 
8. Что такое определитель квадратной матрицы? Какая 

матрица имеет: а) обратную матрицу; 6) псевдообратную 

матрицу? Дайте определение ранга матрицы и опишите 
способы его вычисления. Как связаны ранг матрицы и ранг 
транспонированной матрицы? [1] 

9. Дайте определение системы линейных алгебраиче- 

ских уравнении. Какую систему линейных алгебраических 

уравнений называют совместной? (Сформулируйте условия 

существования и единственности решения системы линей- 
ных алгебраических уравнении. [Ill] 

10. Что понимают под свободными и базисными не- 

известными системы линейных алгебраических уравнений? 
Опишите структуру общего решения однородной и неод- 
нородной системы линейных алгебраических уравнений. При 

каких условиях однородная система линейных алгебраических 
уравнений имеет нетривиальное решение? [Ш] 

11. Дайте определение: а) линейного пространства; 
6) евклидова пространства; в) нормированного про- 
странства. Что называют: а) линейной оболочкой систе- 
мы векторов линейного пространства; 6) линейно (не)зави- 
симой системой векторов линейного пространства: в) бази- 

сом линейного пространства; г) размерностью линейно- 
го пространства? [IV] 

12. Что называют п-кратным интегралом? Сформули- 
руйте условия его существования и основные свойства. [VII] 

13. Что называют: а) (случайным) событием; 6) веро- 
ятностью события; в) условной вероятностью события? 

Какие события называют независимыми? Что такое полная 
группа событий? [XVI] 

14. Что понимают под: а) случайной величиной; 6) не- 
прерывной случайной величиной; в) дискретной случай- 
ной величиной; г) случайным вектором? Что называют
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реализацией случайной величины и вероятностью реали- 

зации случайной величины? [XVI], [XVIII] 
15. Что такое плотность распределения, функция рас- 

пределения и закон распределения случайной величины? 

Что понимают под совместным законом распределения п 
случайных величин, под независимыми случайными вели- 

чинами? [XVI], [XVIII] 
16. В каких случаях говорят, ITO случаиная величина 

распределена: а) равномерно; 6) по нормальному зако- 

ну; в) по закону Пуассона; г) по биномиальному зако- 

ну? [ХУП 
17. Дайте определение математического ожидания и 

дисперсии случайной величины, ковариационной матри- 
цы случайного вектора. Что представляет собой коэф- 

фициент корреляции и какими свойствами он обладает? 

Какие случайные величины называют некоррелированны- 

ми? [XVI], [XVIII] 

18. Что называют случаиной выборкой данной случайной 

величины и реализациеи случайной выборки? Как опре- 

деляют выборочное среднее, выборочную дисперсию и 
выборочную ковариацию? [XVII], [XVIII] 

19. Чем различаются: а) детерминированные и сто- 
хастические математические модели; 6) априорная и 
апостериорная информация; в) априорные и апостери- 
орные вероятности? [XVI], [XVII], | XVIII] 

20. Дайте определение: а) случайной функции; 6) слу- 
чайного процесса; в) стационарного случайного процес- 

са; г) процесса с независимыми приращениями; д) вине- 
ровского процесса; е) марковского процесса. [ХУШ] 

21. Как связаны между собой конечномерные и дву- 
мерные законы распределения марковского процесса? В 
каких случаях марковский процесс называют: а) марковским 

процессом с дискретными состояниями; 6) целью Мар- 

кова? Что называют шагами (этапами) марковского процес- 
са? [ХУШ]



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

чи№ — начало и окончание доказательства 

# — окончание примера, замечания, теоремы без доказа- 

тельства 

a — знак приближенного равенства, 

= — знак тождественного равенства, 

— знак равенства, по определению 

© — пустое множество [-1.1 

аЕА — а-— элемент множества А 1[-1.1 

ag А — ане принадлежит множеству А 1-1.1 

{а, 6, с} — множество, состоящее из элементов а, b,c I-1.1 

{z: P} — множество, состоящее из элементов Z, обладающих 

свойством Р I-1.1 

АСВ — множество А является подмножеством множества В 

I-1.2 

А\В — разность множеств Au В 1-1.4 

AUB — объединение множеств Аи В 1[-1.4 

{а; М — множество из элементов а1, @2,.... ам 1[-1.1 

АПВ — пересечение множеств Аи В 1-1.4 

N 

— объединение множеств Aj, 42,..., Ам I-1.4 

— пересечение множеств Aj, 42,..., Ам I-1.4 

— кардинальное число множества С 1Т-Д.2.1 

— множество действительных чисел I-1.3 

— множество натуральных чисел I[-1.3 

— множество целых чисел I[-1.3



11 
——————————— 

R” — (декартово) произведение п множеств действитель- 
ных чисел [-2.5 

а —> 8 — из высказывания а следует высказывание 0 (если a, 

то В) 1-1.5 

а <=> 3 — высказывания @ и В равносильны (а тогда и только 
тогда, когда 0) 1-1.5 

VHA М— символы дизъюнкции (а \У В читается: а или В) и 

конъюнкции (© Л В читается: a Wf) 1-1.5 

\/* — символ альтернативной дизъюнкции (a V* В читает- 

ся: только а или только 3) 4.4 

aa — отрицание высказывания a (He а) I[-1.5 

У — KBaHTop всеобщности (Ух — для любого т) 1[-1.5 

Е — квантор существования (3х — существует такое х, 

что...) 1[-1.5 

$ — отрицание квантора существования (fr... — не cy- 
ществует такого х, что...) 1-1.5 

]{: ХУ — отображение f множества Х в (на) множест- 
во У 1[-2.1 

f(G) — — образ множества С при отображении f 1-2.1 

Г" (У) — прообраз множества У при отображении { 1-2.1 
N 

‘S* a, — сумма слагаемых а1, а2,...ам I-2.6 
kez 

N 

Пак — произведение № сомножителей а1, а2,...@ам I-2.6 
=1 

к =1, № — число К принимает последовательно все значения 
из множества натуральных чисел от 1 до N включи- 

тельно 1-2.6 

w,|w| — геометрический вектор и его длина ITI 

Мт» (В) — множество числовых матриц типа mxn_ Ш 

< М, (®)\— множество квадратных числовых матриц поряд- 
— кап Ш
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(a;;) — — матрица типа тх п, составленная из элементов а;;, 
t=I,m,j=1,n Ш 

[,, Е — единичная матрица в M,,(R)_ Ш 

0, 0, — — нуль-вектор в К" ТУ 

Omn, 9 — нулевая матрица в M,,,,(R) Ш 

A’ — матрица, транспонированная к матрице А Ш 

А- — матрица, обратная к матрице А III 

4е А, |А| — определитель квадратной матрицы А Ш 

RgA — — ранг матрицы А Ш 

f(z) + min — задача минимизации функции f(r) Ha множе- 

стве С’ 1.1 

f(z) max — задача максимизации функции f(r) на множе- 

стве С 1.1 

min f(z) — минимальное значение функции f(r) на множе- 

стве Сс 1.1 

min{a, 6, с} и max{a, 6, с} — наименьшее и наибольшее из чи- 
села, 6, с 2.3 

min а; и max aj — наименьшее и наибольшее из чисел a;, 27 € Г 

3.2 

Х <У — вектор Х не превосходит вектора У’, т.е. каждая из 

координат вектора Х не превосходит соответству- 
ющей координаты вектора У 2.2 

Pn, (pij) — матрица переходных вероятностей 1.1 

Ет, (r77) — матрица дохода 1.1 

X,> Х2 — допустимое решение Х1 является более предпочти- 

тельным, чем допустимое решение Х. 1.2 

*. 
ij 

st — событие, состоящее в TOM, что после $ зтапов систе- 

ма 5 переходит в состояние 5; XVIII 

а — ведущий злемент симплекс-таблицы 3.2 

{5+}. — множество возможных состояний системы 5 6,1
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Pla]  — вероятность события a XVI 

Р[а|6] — условная вероятность события а при условии, что 
произошло событие 8 XVI 

p(t) — вектор вероятностей состояний системы S после 2 

этапов 6.1 

M[é(w)] — математическое ожидание случайной величины & (4) 
XVI 

D[é(w)] — дисперсия случайной величины €(w) XVI 

П;; — выигрыш первого игрока в игре двух участников 
с нулевой суммой при выборе первым и вторым 

игроками стратегий Х; и X? соответственно 8.2 

П., П* — нижняя и верхняя цена игры в игре двух участников 
с нулевой суммой 8.2 

int(z) — целая часть действительного числат 4.2 

Нас(т) — дробная часть действительного числа х 4.2
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Буквы латинского алфавита 

Начертание | Произно- || Начертание | Произно- 
шение шение 

Аа Аа a Nn Nn 3H 
Bb Bob бэ Оо Оо о 
Сс Сс ЦЭ Рр Рр ПЭ 

Dd Dd дэ Ча Qq ку 
Ее Ее е В г Rr эр 
Ff Ff эф Ss Ss 3c 
Gg Gg же Tt Tt тэ 
Hh Hh alll Uu Оч y 
1 Гоа и Vv Vv BO 
Jj 41] HOT Ww W wi дубльв 
Kk Kk Ka Хх Хт ИКС 
Li Lil эль Уу Уу игрек 

Mm Mm эм др £42 39T 

Представлен наиболее употребительный (но He единствен- 

ный) вариант произношения (в частности, вместо „йот“ иногда 

говорят „жи“). 

Буквы греческого алфавита 

Начер- | Произно- || Начер- | Произно- || Начер- | Произно- 
тание | шение || тание | шение || тание | шение 

А а альфа, Го йота, Рр ро 
ВВ бета, K x каппа, Lo сигма 
Гу гамма А Л | ламбда T T Tay 
Ad | дельта | M p MH Т v | ипсилон 
Е = | эпсилон | N v НИ Фо фи 
С дзета, = & KCH Хх XH 
Н п | эта Оо | омикрон || V 4 Пси 

9 99| тэта Пл пи Q w омега 

Наряду с указанным произношением также говорят „лямб- 

да“, „мю“и „ню“. 
7 5



ВВЕДЕНИЕ 

Зарождение исследования операций как научной дисципли- 

ны и появление самого термина „исследование операций“ отно- 

сятся к началу второй мировой войны и были обусловлены прак- 

тической необходимостью наилучшей организации широкомас- 

штабных боевых действий, а также прогнозирования их исхода 

при принятии командованием различных решений. Дальней- 

шее развитие исследования операций тесно связано с научно- 

технической революцией, которая сопровождается бурным раз- 

витием и резким усложнением техники; со значительным уве- 

личением масштабов мероприятий, проводимых в различных 

сферах человеческой деятельности; с непропорциональным воз- 

растанием затрат материальных и временных ресурсов на их 

реализацию; с широким внедрением вычислительной техники и 

математических методов в сфере управления. 

..,В настоящее время методы исследования операций находят 

щирокое применение в решении самых разных практических 

задач, начиная от перспективного планирования научных раз- 

работок и кончая прогнозированием развития сферы обслужи- 

вания. Это связано с тем, что любая операция, в том числе 
\ военная, представляет собой совокупность целенаправленных 

действий, a исследование операций — поиск путей достижения 
одной или нескольких целей. 

Нередко исследование операций понимают как применение 
Математических количественных методов для обоснования ре- 

шений во всех областях человеческой деятельности. При этом 

Упускают из виду, что исследование операций как научная дис- 

циплина находится на стыке наук, оперирующих не только 
количественными, но и качественными факторами. Именно 
пренебрежением к качественным факторам объясняется основ- 

Hoe количество отрицательных результатов применения мето-
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дов исследования операций к решению практических задач, так 

как содержательные и методологические аспекты в любом опе- 

рационном исследовании играют ничуть не меньшую роль, чем 

формальные. 

Огромное количество публикаций, относящихся к исследо- 

ванию операций, как правило, посвящены методам и задачам 

этой комплексной математической дисциплины. A так как Ha 

данном этапе своего развития исследование операций не име- 

ет четко очерченных границ и, как следствие, не имеет даже 

единой терминологии, то после прочтения многих монографий 

под названием „Исследование операций“ у того, кто не являет- 

ся специалистом в этой области, появляется ощущение, что он 

ознакомился с набором искусственно объединенных математи- 

ческих дисциплин и некоторыми их приложениями. Следствием 

этого является непонимание самой природы практических за- 

дач исследования операций, которое, в свою очередь, приводит 

к значительным трудностям уже математического XapakTepa. 

Необходимость в написании этой книги возникла еще и пото- 

му, что учебная литература по курсу „Исследование операций“ 

в основном представлена немногочисленными учебными посо- 

биями по линейному программированию и теории игр. 

Главной целью написания предлагаемого учебника, явилось 

систематическое изложение элементов теории исследования опе- 

раций, усвоение которых должно способствовать активному 

овладению ее методами при решении практических задач. Все 

основные понятия и методы проиллюстрированы примерами, а, 

в конце каждой главы приведены контрольные вопросы и за- 

дачи. 

Учебник не содержит библиографии по исследованию опе- 

раций и ее приложениям. В списке рекомендуемой литературы 

указаны лишь те источники, обращение к которым поможет 

получить более полную информацию по отдельным вопросам 

курса исследования операций и в смежных разделах высшей Ma- 

тематики.
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В первой главе дано формальное определение исследования 

операций, введены и обсуждены основные понятия этой KOM- 

плексной математической дисциплины, рассмотрены типовые 

постановки задач и приведены различные варианты их клас- 
сификации. Дан качественный анализ различных подходов 

к решению задач векторной оптимизации и обсуждено поня- 

тие „принцип оптимальности“. Рассмотрены основные этапы 

решения задач исследования операций и специфические особен- 
ности их практической реализации. 

Следующие две главы посвящены изучению теоретических 
и прикладных аспектов линейного программирования, которое 
занимает особое место в исследовании операций. Для усвоения 
материала этих глав не требуется специальной математической 

подготовки. 
‚ Во второй главе обсуждается общая постановка задачи ли- 
‘нейного программирования. Введены основные понятия и обо- 
снована необходимость проведения анализа математических 

моделей задач линейного программирования Ha чувствитель- 
‘ность. Значительное внимание уделено стандартной форме 
представления математических моделей задач линейного про- 
Граммирования и геометрическому методу их решения. Рас- 
смотрены типовые задачи линейного программирования. 

В третьей главе основное внимание уделено изучению ал- 
гебраического метода решения задач линейного программиро- 
вания, известного как симплекс-метод. Сначала сформулиро- 
Ваны и доказаны основные утверждения линеиного програм- 

Мирования, на базе которых рассмотрен симплекс-метод при 
известном начальном допустимом базисном решении. Для ил- 

яюстраций симплекс-метода, используются симплекс-таблицы, а 

&ля нахождения начального допустимого базисного решения — 
метод искусственных переменных. Рассмотрены элементы те- 
ории двойственности в линейном программировании и ее при- 
чожения к анализу моделей Ha чувствительность. 

Четвертая глава, посвящена изучению методов решения за- 
Дач целочисленного программирования. Основное внимание
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уделено методу отсекающих плоскостей (метод Гомори) и ме- 

тоду ветвей и границ. Рассмотрены три задачи математиче- 
ского программирования, которые в их исходной постановке 
не являются задачами целочисленного программирования, но 

становятся ими после введения новых переменных. 

В пятой главе рассмотрены различные задачи транспорт- 

ного типа: транспортная задача, классическая транспортная 
задача, транспортная задача с промежуточными пунктами, за- 
дача, о назначениях, задача выбора кратчайшего пути. Значи- 
тельное внимание уделено взаимосвязям между конкретными 

видами задач транспортного типа и формами представления 
их математических моделей. Подробно рассмотрен симплекс- 

ный метод решения задач транспортного типа. 

В шестой главе рассмотрены приложения методов MaTeMa- 

тического программирования к задачам принятия решений в 

условиях риска. При этом предполагается, что процесс измене- 

ния состояния изучаемой системы представляет собой марков- 

ский случайный процесс с конечным множеством возможных 

состояний и дискретным временем. Структура поощрений 

представляется матрицей доходов, элементами которой явля- 

ются доход (>0) или затраты (<0), связанные с переходом 

системы из одного возможного состояния в другое. Матри- 
цы переходных вероятностей и матрицы доходов зависят от 

возможных вариантов решений, которыми располагает „лицо, 

принимающее решения“. Основная цель заключается в опреде- 

лении оптимального решения, максимизирующего ожидаемый 

доход на конечном или бесконечном числе этапов. 

Седьмая глава, посвящена, анализу общих положений теории 
принятия решений в условиях риска и неопределенности, т.е. 

в условиях неполной информации, когда „лицу, принимающему 

решения“, не противостоит мыслящий противник. Значитель- 

ное внимание уделено содержательному анализу наиболее часто 

используемых при принятии решений в условиях риска и в усло- 

виях неопределенности скалярных критериев с последующим



19 

определением для каждого из них области не только возмож- 

ного, но И наиболее целесообразного применения. 
В восьмой главе изложены элементы теории принятия ре- 

шений в условиях неопределенности с несколькими „лицами, 
принимающими решения“, значение целевой функции для ка- 

ждого из которых зависит от решений, принимаемых всеми 
участниками. Этот раздел исследования операций известен 

как теория игр. Обсуждаются основные понятия, различные 

варианты классификации и возможные способы описания игр. 

Основное внимание уделено анализу методов нахождения опти- 
мальных решений в играх двух лиц с нулевой суммой. 

В последней, девятой главе учебника рассмотрены основы 

имитационного моделирования, которое формально не входит 
в исследование операций, но широко используется для решения 
Таких важнейших ее задач, как задачи организационного упра- 
вления. 

В первом приложении подробно рассмотрен один из наи- 
более эффективных методов решения задачи о назначениях, 
известный в исследовании операций как венгерский метод. Во 

втором приложении основное внимание уделено изучению ме- 
тода дискретного динамического программирования. Рассмо- 
трены различные аспекты его практического использования в 

многошаговых задачах принятия решений.



1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
ИССЛЕДОВАНИЯ ОПЕРАЦИЙ 

Напомним, что любая математическая модель предста- 
вляет собой описание (часто приближенное)} какого-либо класса 
явлений реального мира, выраженное с помощью математиче- 
СКИХ СИМВОЛОВ. 

Переходя к обсуждению основных понятий исследования 
операции, отметим лишь следующее. В данной книге иссле- 

дование операций понимается как комплексная математи- 
ческая дисциплина, занимающаяся построением, анализом и 

применением математических моделей принятия оптимальных 
(наилучших в каком-то смысле) решении. Основной задачей 
исследования операций является задача, выбора в заданном 
множестве элемента, удовлетворяющего тем или иным крите- 
риям (от греческого kritérion — средство для суждения). При 

этом любой элемент множества называют допустимым ре- 

WEHUEM, а, выбранный элемент — оптимальным решением. 

1.1. Постановки задач и их классификация 

Построение математической модели любой задачи исследо- 

вания операций всегда начинается с описания множества G Jo- 
пустимых решений и критериев оптимальности. При этом под 

критерием оптимальности понимают признак, на осно- 
вании которого проводятся сравнительная оценка допустимых 
решений и выбор оптимального решения. 

Пример 1.1. Пусть имеется четыре вида продуктов IIx, 

k = 1,4, из которых необходимо составить паек, удовлетворя- 

ющий следующим требованиям: 

1) в паек должны входить все виды продуктов;
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2) содержание белков, жиров и углеводов в пайке должно 

быть не менее 61, bo и 63 единиц соответственно; 

3) стоимость пайка не должна превосходить С’ денежных 

единиц; 

4) вес пайка не должен превышать заданной величины р; 

5) паек должен быть минимального объема; 

6) паек должен иметь максимальную калорийность. 

Рассматриваемая задача (задача формирования пищевого 

набора) является задачей исследования операций. Построим ee 

модель. Пусть т, — количество единиц продукта Il, в пайке 

un k=1,4. В этом случае вектор X = (71 12 23 54). полно- 

стью определяет состав паика. Проанализировав требования 

1-6, приходим к выводу, что требования 1-4 имеют характер 

ограничении, накладываемых Ha компоненты вектора X , а тре- 

бования 5 и 6 — явно выраженный критериальный характер. 

Для описания множества G допустимых решении для всех 

к =1, 4 считаем известным, что единица продукта, Пк содержит 

Qk, единиц белков, @42 единиц жиров, 443 единиц углеводов, 

стоит Cy, денежных единиц и имеет вес py. В этом случае 

требования 1-4 приводят к системе неравенств, задающих в 

К“ множество С: 

(тк >0, k=1,4: 

4 

У акуть 265; j=1,3; 
k=] 

4 

Scere <C; 
k=1 

4 

У ‘рить <P 
= 

Следовательно, допустимое решение представляет собой четы- 

рехмерный вектор Х = (т: 12 тз za), принадлежащий множе- 

ству G. 
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Для завершения построения математической модели рас- 

сматриваемой задачи исследования операций необходимо фор- 

мализовать критерии оптимальности, соответствующие требо- 

ваниям 9 и 6. 

Если для всех К = Т, 4 считать известным, что единица, про- 

дукта Пе имеет объем vg и калорийность gy, TO, согласно 
требованиям 5 и 6, приходим к следующим критериям опти- 

мальности: 

4 4 

Окхь > min У) LZ —} тах. 

>. we" kee atl т XeG ” 

При рассмотрении задачи о формировании пищевого пайка, 

мы выступали как исследователи операции. По сформулиро- 

ванным требованиям нами была построена соответствующая 

математическая модель, и на следующем этапе исследований с 

использованием этой модели мы должны найти оптимальное ре- 

шение из множества G допустимых решении. Ho, как правило, 
принимает решение не исследователь операции, который лишь 

готовит информацию для принятия решения, а „лицо, прини- 

мающее решения“. Именно „лицо, принимающее решения“, 

сформулировало требования к пищевому пайку в примере 1.1 

и оно же примет окончательное решение о составе пищевого 

пайка. 

Под „лицом, принимающим решения“, в данной книге по- 

нимается группа людей, которая, вырабатывая согласованные 

требования к допустимым решениям и критериям оптимально- 

сти, принимает решения. При этом нужно помнить о том, что 

любое решение всегда принимается в соответствии с информа- 

ционным состоянием „лица, принимающего решения“, 

т.е. в соответствии с его содержательными представлениями 

о возможных и целесообразных действиях в рассматриваемых 

условиях. В математической модели это отражается Ha мно- 

жестве G допустимых решений и критериях оптимальности.
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Поэтому математическая постановка каждой задачи исследо- 

вания операций должна полностью отражать информационное 

состояние „лица, принимающего решения“. Заметим, что про- 

верка адекватности самих содержательных представлений „ли- 

ца, принимающего решения“, о возможных и целесообразных 

решениях уже выходит 3a рамки исследования операций. 

Пример 1.2. Вернемся к задаче о составлении пищево- 

ro Пайка, рассмотренной в примере 1.1. Можно представить 

себе ситуацию, когда по каким-то причинам у „лица, при- 

нимающего решения“, изменилось информационное состояние. 

Предположим, что в соответствии с новыми содержательными 

представлениями „лица, принимающего решения“, о возмож- 

ных и целесообразных действиях из четырех видов продуктов 

Пл, k =1,2, 3, 4, необходимо составить паек, удовлетворяющий 
следующим требованиям: 

1) в паек должны входить все виды продуктов; 

2) содержание белков, жиров и углеводов в пайке должно 

быть не менее 651,52 и b3 единиц соответственно; 

3) стоимость пайка должна быть минимальной; 

4) вес пайка не должен превосходить заданной величины р; 

5) объем пайка не должен превосходить заданной величи- 

ны 5: 

6) калорийность пайка должна быть не меньше заданной 

величины 4. 

Для описания множества G допустимых решений и критери- 

ев оптимальности воспользуемся обозначениями, введенными 

при рассмотрении примера 1.1. Проанализировав требования 

1-6, приходим к выводу, что в рассматриваемом случае требо- 

вания |, 2, 4-6 имеют характер ограничений, накладываемых 

на компоненты вектора, Х , определяющего состав пайка, a тре- 

бование 3 имеет явно выраженный критериальный характер. В 

этом случае в соответствии с требованиями 1, 2, 4-6 множество
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С допустимых решений описывается системой неравенств 

[ 4 

У ak rk 26;, jg=1,3; 
k=1 

4 

У Pere < р; 
k=1 

4 

Sere < V; 
k=1 

4 

Ez 2 9; 
k=1 

[rp >0, k=1,4, 

а единственный критерий оптимальности в соответствии с 

требованием 3 имеет следующий вид: 

4 

СЕТЕ} Min. осьть > р. # 
k=1 

Примеры 1.1 и 1.2 являются наглядной иллюстрацией To- 

го, что при изменении информационного состояния „лица, 
принимающего решения“, нередкими являются случаи, когда 

некоторые ограничения, описывающие множество G допусти- 

мых решений, трансформируются в критерии оптимальности, 
а критерии оптимальности — в ограничения. 

Следует отметить, что построение любой математической 

модели задачи исследования операций почти всегда связано 
с необходимостью удовлетворения двух, по существу, проти- 
воречивых требований: а) как можно точнее отразить изу- 
Чаемые реальные явления; 6) построить достаточно простую 
математическую модель, позволяющую решить исходную за- 
дачу и получить обозримые результаты. Именно поэтому на 
этапе построения математической модели необходимо тесное



1.1. Ностановки задач и их классификация 25 
—_———_——— 

сотрудничество исследователя операции (математика) и „лица, 

принимающего решения“ (специалиста). 

Для удобства дальнейших рассуждений остановимся на клас- 

сификации возможных постановок задач исследования опера- 

ций, которая может проводиться по различным признакам. 

Классификация задач исследования операций по ви- 

ду информационного состояния „лица, принимающего 

решения“. Если принятие решения происходит в наперед 

известном и не изменяющемся во времени информационном 

состоянии „лица, принимающего решения“, то задачу иссле- 

дования операций называют статической, а вся процедура 

принятия решения может быть реализована, 3a один этап (шаг). 

Понятие статической задачи исследования операций иллюстри- 

руется примерами 1.1 и 1.2: в каждом из них содержательные 

представления „лица, принимающего решения“, о возможных 

и целесообразных действиях при составлении пищевого пайка, 

остаются неизменными. К классу статических задач относят 

Также задачи исследования операций с несколькими различ- 

ными, но не изменяющимися во времени информационными 

состояниями — ситуация, характерная для группы „лиц, при- 

нимающих решения“. В частности, если считать, что состав 

пищевого пайка, должен удовлетворять как требованиям, сфор- 

мулированным в примере 1.1 и соответствующим информаци- 

онному состоянию первого „лица, принимающего решения“, 

Так и требованиям, сформулированным в примере 1.2 и со- 

ответствующим информационному состоянию второго „лица, 

принимающего решения“, то мы снова приходим к статической 

задаче исследования операции, но уже с двумя информационны- 

МИ СОСТОЯНИЯМИ. 

Если в процессе принятия решения информационное состо- 

„яние „лица, принимающего решения“ изменяется во времени, 

TO задачу исследования операций называют динамической. 

В этом случае зачастую наиболее целесообразной является по- 

ЭТапная (многошаговая) процедура принятия решения. Кроме



26 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ОПЕРАЦИЙ 

того, возможным является представление процедуры принятия 
решения в виде непрерывного во времени процесса. 

Для пояснения понятия динамической задачи исследования 

операций обратимся к классической навигационной задаче. 

Пример 1.3. Предположим, что корабль движется со ско- 

ростью v(t), где { — текущий момент времени, относительно 

течения, скорость которого W постоянна как по величине, так 

и по направлению. Необходимо найти программу управления 

рулями корабля, при которой он достигает заданной конеч- 

ной точки из заданной начальной точки за минимальное время, 

если |v(t)| = v9 = const. Заметим, что в данном случае содер- 
жательные представления „лица, принимающего решения“, о 

возможных и целесообразных действиях (управление рулями) 

зависят от текущего момента времени $, так как от него зави- 

сит угол y(t) между вектором скорости корабля v(t) и вектором 

скорости течения w. Таким образом, классическая навигаци- 

онная задача, относится к динамическим задачам исследования 

операций. 

v(t) Пусть ось Ox, параллельна, a ось 

Ох. перпендикулярна вектору скоро- 
Ф(#) сти течения w, y(t) — регулируе- 

мый угол между векторами v(t) и № 
(рис. 1.1). Если (11(#);52(#Ё)) — ко- 

™ ординаты корабля в момент времени 

{, то уравнения его движения имеют 

следующий вид: 

Хо ‘ 

Рис. 1.1 

21 (8 =|w|+vocosy(t), £2(t) = vosin y(t). 

Если считать, что (%10;220) и (Lin}T2e) — начальная и 

конечная точки маршрута корабля, первую из которых он 

покидает в момент времени в, второй достигает в момент 

времени t,, a 

ui(t) =cosy(t), ue(t) =siny(é),
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то множество G допустимых решений представляет собой со- 
v T 

вокупность вектор-функций (u,(t) ue(t)) , удовлетворяющих 
системе уравнений 

8 1(t) = [+ vows (2), 
£2(t) = voue(t), 

(to) = 210, (to) =720, 2) = Zin, 12(Ы) = Toe, 

(t)+uz(t)=1, t € (to, te). 
a 

2 
Uy 

При этом время прибытия в конечную точку маршрута зависит 

от программы управления рулями корабля, т.е. $, = t.(U), И 

в соответствии с условиями задачи критерий оптимальности 

имеет вид 

t, —to та. ж 0 (ЕС 

Заканчивая рассмотрение задачи, отметим, что для ее решения 

используют методы теории оптимального управления. FF 

Задачи исследования операций с одношаговой и многоша- 

говой процедурами принятия решений зачастую называют со- 

ответственно одношаговыми и многошаговыми задачами 

принятия решений. 

Классификация задач исследования операций по 
структуре информационного состояния „лица, прини- 

мающего решения“. Информационное состояние „лица, при- 

нимающего решения“, может соответствовать либо единствен- 

ному „физическому“ состоянию объекта исследований, либо 

множеству „физических“ состояний. В первом случае зада- 
ЧУ исследования операций называют детерминированной, 

во втором — стохастической (или задачей принятия 

решений в условиях риска), если известны априорные веро- 

ятности пребывания объекта исследовании в каждом из состо- 

Яний, и неопределенной (или задачей принятия решений 

6 условиях неопределенности), если отсутствует инфор- 

мация об априорных вероятностях. Задачи принятия решений
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в условиях неопределенности являются предметом исследования 

теории игр. 

Задачи исследования операций, рассмотренные в примерах 

1.1-1.3, являются детерминированными. 

Для пояснения понятия неопределенной задачи исследования 

операций вернемся к задаче о составлении пищевого пайка (см. 

пример 1.1). Напомним, что паек формируется из четырех ви- 

дов продуктов Пк, k= 1, 4. В соответствии с условиями задачи 

величины ск, 05k, 1 = 1, 3, Dk, Ve, Ge для всех k= 1,4 зависят от 

вектора параметров П = (ПИ! [2 Из П‹)°. Таким образом, на- 

ми рассматривалась параметрическая задача исследования 

операций, представляющая собой совокупность задач исследо- 

вания операций, каждая из которых однозначно определяется 

конкретным значением вектора параметров I]. Задача о со- 

ставлении пищевого пайка становится неопределенной, и ее 

следует отнести к задачам принятия решений в условиях не- 

определенности, если паек должен удовлетворять требованиям 

1-6, сформулированным в примере 1.1, но конкретный набор 

продуктов не известен. 

Принципиальное отличие параметрической задачи исследо- 

вания операций от задачи принятия решений в условиях не- 

определенности заключается в том, что решение первой — 

совокупность решений всех задач исследования операций, со- 

ответствующих конкретным значениям вектора параметров, 

a решение второй — такое допустимое решение, которое в 

известной мере является желательным, как бы конкретно не 

реализовывалась неопределенность. 

Приведем еще один пример задачи принятия решений в 

условиях неопределенности. 

Пример 1.4. Задана матрица А = (а;;) Е Mnn(R). Два 

игрока одновременно называют по одному числу: первый игрок 

называет номер строки i= 1,71, а второй — номер столбца, 
7=1,п. Число, стоящее на пересечении названной строки и 

названного столбца в матрице А, — выигрыш первого игрока,
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если оно больше нуля, и выигрыш второго игрока, если OHO 

меньше нуля. Критерием оптимальности для каждого игрока 

является максимизация выигрыша. 3 

Для пояснения понятия стохастической задачи исследования 

операций рассмотрим задачу с садовником, к которой мы будем 

неоднократно возвращаться в данной книге. 

Пример 1.5. Каждый год в начале сезона, садовник про- 

водит химический анализ почвы на своем участке и оценивает 

продуктивность сада на новый сезон как „хорошая“, ,удовле- 

творительная“, „плохая“, кодируя ее цифрами |, 2, 3 соответ- 

ственно. Ведя наблюдения Ha протяжении многих лет, садовник 

заметил, что продуктивность сада в текущем году в основном 

определяется состоянием почвы в предыдущем году. Он соста- 

вил матрицы вероятностей перехода почвы из 1-го состояния 

продуктивности в 1-е как без дополнительной обработки (ма- 

трица, Py = (р;;)), так и с дополнительной обработкой (матрица 

P,= (р:;)) участка, включающей внесение минеральных удобре- 

НИЙ И Т.Д.: 

02 05 03 03 0,6 0,1 
P=! 0 05 05): PR=l02 05 03]. 

оо 1 0,1 0,4 05 

‚ где номера строк и столбцов соответствуют состояниям про- 

дуктивности почвы в текущем и следующем годах соответ- 

ственно. ‘Так, вероятность перехода продуктивности почвы 

‚Из хорошего состояния в плохое без дополнительной обработки 

Участка составляет plz = 0,3, а с дополнительной обработкой 

участка — p?,=0,1. Матрицы Р, и Р› являются матрицами 

перетодныт вероятностей. 

С вероятностью перехода почвы из состояния продуктив- 

ности $ =1,2,3 в текущем году в состояние продуктивности 

jg =1,2,3 в следующем году непосредственно связана величи- 

на rj’, равная доходу (rj; > 0) или потерям (r?* < 0) садовника



30 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ОПЕРАЦИЙ 

в следующем году в денежных единицах при наличии (т = 2) 
или отсутствии (т = 1) дополнительной обработки участка. 

Позтому каждой матрице переходных вероятностей Ри = (p?t) 
садовник поставил в соответствие матрицу Аш = (г#), отра- 

жающую его доходы (эту матрицу называют матрицей до- 

хода). Пусть 

7 6 3 65 —1 

R,={ 05 1 ‚ Ro=t 7 4 0 ; 

00 -1 6 3 —2 

где элементы матрицы Ё2 учитывают расходы, связанные с 

дополнительной обработкой участка. 
Садовник планирует проработать на своем участке еще № 

лет и получить максимальную прибыль. Нужно наити опти- 

мальный вариант его действий: в какие годы, если это необхо- 

AMMO, проводить дополнительную обработку участка? $ 

Анализируя задачу с садовником, можно заметить, что она, 
является не только задачей принятия решений в условиях рис- 
ка, на что указывают матрицы вероятностей перехода почвы 
из одного состояния продуктивности в другое, но и динами- 

ческой задачей исследования операций. При этом в отличие 

от классической навигационной задачи (см. пример 1.3) ин- 
формационное состояние „лица, принимающего решения“, т.е. 

садовника, изменяется во времени дискретным образом (раз в 
год после анализа продуктивности почвы), а сама процедура 
принятия решений является позтапной. 

Классификация задач исследования операций по ви- 
ду критерия оптимальности. Классификация задач иссле- 
дования операций может быть связана с видом используемого 

критерия оптимальности, который в принципе может иметь 

любой, в том числе и неформализуемый, вид. Так, в задаче 

о составлении пищевого пайка (см. примеры 1.1 и 1.2) в каче- 
стве одного из критериев оптимальности может быть и такой: 
паек должен обладать наилучшими вкусовыми качествами.
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Критерием оптимальности может быть требование о Mak- 
симизации или минимизации некоторой скалярной функции f, 

определенной Ha множестве допустимых решений и называемой 

целевой функцией. В этом случае задачу исследования опе- 
раций называют задачей математического программи- 

рования. Если же критерием оптимальности является требо- 

вание о максимизации или минимизации нескольких скалярных 
функций, TO говорят о задаче многокритериальной (век- 

торной) оптимизации. 
Таким образом, при построении математических моделей 

для принятия решений о составе пищевого пайка, в примере 1.1 
мы имеем дело с задачей многокритериальной оптимизации, a в 

примере 1.2 — с задачей математического программирования. 
В математическом программировании чаще других рассма- 

тривают задачи, в которых множество G допустимых решений 
является подмножеством К”, удовлетворяющим системе линей- 

ных неравенств 

Такое множество, если оно непустое и ограниченное, называют 

выпуклым многогранником, поскольку этот класс выпук- 

лых множеств отвечает геометрическому представлению о мно- 

гогранниках в пространстве*. 

Если множество допустимых решений G C В” представляет 

собой выпуклый многогранник, a целевая функция f линейная, 

то исходную задачу называют задачей линейного програм- 

мирования. Если множество С С В” является выпуклым MHO- 

гогранником, а целевая функция f является квадратичной, то 

исходную задачу называют задачей квадратичного про- 

граммирования. Если С С К” — выпуклое множество, a f — 
выпуклая функция, то исходную задачу называют задачей 

выпуклого программирования. Теория решения стохасти- 

“См.: Ашманов С.А.
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ческих задач линейного программирования является предме- 
том исследований стохгастического программирования. 

В других задачах математического программирования мно- 
жество G допустимых решений может быть конечным множе- 
ством. Такие задачи относятся к дискретному программи- 

рованию. В них допустимые решения могут быть точками 
целочисленной решетки Z” (целочисленное программиро- 
вание} или векторами, каждая координата которых может 

принимать лишь два значения (булево программирование). 

В отдельных задачах элементы множества, G допустимых реше- 
ний могут представлять собой перестановки конечного числа 

CHMBOJIOB И Т.Д. 

Множество С’ допустимых решений может быть подмно- 

жеством некоторого функционального пространства. В этом 
случае получаем задачу вариационного исчисления или задачу 

оптимального управления (см. пример 1.3). 

Особым случаем задач математического программирования 

являются задачи о нахождении максимина: 

Y 
maxmin f(Y,Z), (7) EG, 

и минимакса: 

пит тах Д(У, 2) Y EG у VA 3 ) Я ° 

В заключение приведенной далеко не полной классификации 

задач исследования операции отметим, что задачи многокрите- 

риальной оптимизации, равно как и задачи с критериями опти- 

мальности, выражаемыми отношениями порядка на множестве 

С допустимых решений, по существу, относятся к Теории игр». 

Поэтому их классификация проводится по теоретико-игровым 

признакам. 

*См.: Гермейер Ю.Б.
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Прежде чем переходить к анализу специфических особенно- 

стей решения задач многокритериальной оптимизации, сделаем 

замечание, относящееся к математическим методам исследова- 

ния операций. 

Под математическими методами исследования опе- 

раций обычно понимают математический аппарат (специаль- 

но разработанный или адаптированный}, предназначенный для 

решения задач исследования операций. Разработанность мате- 

матических методов для различных классов задач исследования 

операций является далеко не одинаковой. В настоящее время 

наиболее разработана, теория линейного и выпуклого програм- 

мирования. 

1.2. Об одном аспекте решения задач 

многокритериальной оптимизации 

При анализе основных понятий исследования операций мы 

уже сталкивались с примерами задач многокритериальной оп- 

пириизации. В общем случае постановки задач многокритери- 

альной оптимизации являются более корректными, чем, ска- 

жем, постановки задач математического программирования. 

Это связано с тем, что любая операция представляет собой 

совокупность целенаправленных действий и проведение практи- 

чески любой операции, как правило, предполагает достижение 

He одной, а нескольких целей. 

Пример 1.6. При проектировании нового технического 

устройства обычно преследуют несколько целей, среди кото- 

рых могут быть снижение массы конструкции и повышение 

ее надежности, снижение стоимости изготовления, повышение 

технологичности и т.д. В процессе проектирования указанные 

Цели достигаются 3a счет соответствующего выбора структу- 

ры и параметров конструкции, которые кодируются вектором 

Х. Таким образом, эта задача оптимального проектирова-
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ния является типичной задачей многокритериальной оптими- 

зации, # 

В общем случае математическая формулировка, задачи мно- 
гокритериальной оптимизации с множеством допустимых ре- 

шений G С В” и векторной целевой функцией 

F(X) = (A(X)... (ХУ 

может быть записана, Tak: 

Ё&(Х) extr, k=1,m. 

Любой скалярный критерий вида 

f;(X) > max 

можно заменить эквивалентным скалярным критерием 

—Л(Х) > min. 

Ноэтому понятно, что задачу многокритериальной оптимиза- 

ции можно сформулировать следующим образом: 

Ё(Х) 7 min, k=1,m, (1.1) 

или в векторной форме: 

f(X) > min. (1.2) 
XEG 

Задачу исследования операций называют некорректной, 

если она не имеет решения. Ha начальном этапе развития иссле- 

дования операции некорректными считали задачи многокрите- 

риальной оптимизации, a в качестве обоснования приводились 

следующие соображения.
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Пусть для каждого К = 1, т элемент Хх множества, С явля- 

ется решением задачи математического программирования 

ЛХ) > пт. 

В этом случае, согласно представлению (1.1), если 

Xk = Xo, k= ‚ т, 

то Хо — решение задачи многокритериальной оптимизации 

(1.2). Но, как правило, X, # Xj; при К 77. Поэтому в общем 
случае следует ожидать, что задача, многокритериальной опти- 
мизации (1.2) не имеет решения. 

Пример 1.7. Рассмотрим простейшую задачу многокри- 

териальной оптимизации с множеством допустимых решений 

т G={ (a1 22)": («1 — 2)? + (22-2)? < 1} 

и XPuMEPURMU оптимальности 

= in, k=1,2. F(X) Tk > ey 1,2 Xo 4 

Из геометрических соображе- Xx, 

Ний очевидно (рис. 1.2), что 

1 2 1 bene de 

m=(3), х.=(1). 1% 

А так как X,; # X2, то исходная 0 I 2 ы 

задача, не имеет решения. # Рис. 1.2 

Итак, одновременное достижение минимума по всем ска- 

Ирным критериям }(Х) на одном решении Х в общем случае 
Чевозможно. Выход состоит в поиске некоторого компро- 
Мисса в достижении локальных целей. „Лицо, принимающее 
Вешения“, должно сформулировать некоторый принцип ком- 

Яромисса и придерживаться его при выборе оптимального
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решения. Принцип компромисса должен определить свойства, 

оптимального решения и дать ответ Ha главный вопрос: в ка- 

ком смысле оптимальное решение лучше всех других решений? 

Кроме того, это оптимальное решение должно принадлежать 

множеству допустимых решений задачи. Число возможных 

принципов компромисса очень велико. Поэтому при решении 

многокритериальных задач возникает ряд проблем, носящих не 

вычислительный, а концептуальный характер. 

На первый взгляд простейшим выходом из сложившейся 

ситуации является сведение некорректной задачи многокрите- 

риальной оптимизации (1.2) к соответствующей задаче мате- 

матического программирования путем выделения из множе- 

ства скалярных целевых функций { f,(X)}7_, одной основной 

и использования остальных для формирования дополнитель- 

ных ограничений, накладываемых Ha множество G допустимых 

решений (т.е. путем выделения из множества, скалярных кри- 

териев одного основного критерия оптимальности и перевода 

остальных критериев в разряд ограничений). 

Трудоемкость и проблематичность корректной реализации 

обсуждаемого подхода в общем случае связана, как с трудностя- 

ми выбора одной основной целевой функции f;(X) из множества, 

скалярных целевых функций { f,(X)}7_,, так и с обоснованным 
назначением верхних границ (fio, ..., fi-1,0, fit1,0) ---) fmo) Для 

скалярных критериев, переводимых в ограничения: 

ЛХ) < foo, 1Е{1, .... 8-е +1,..., т}. 

Перейдем к рассмотрению иных подходов к решению за- 

дач многокритериальной оптимизации. Будем говорить, что 

допустимое решение Х1 ЕС задачи многокритериальной опти- 

мизации (1.2) является строго более предпочтительным, 

чем допустимое решение X2 Е С, и писать X; > X2, если f(X1) < 

< f(X2). Последнее неравенство означает, что №(Х1) < fe (X2), 
к =1, т, причем среди этих т неравенств есть хотя бы одно 

строгое. Допустимые решения Х1, Х2 Е С задачи многокри-
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териальной оптимизации (1.2) будем называть эквивалент- 
ными решениями и писать X; ~ Х2, если /(Х1) = f(X2). 

Отметим, что: 

а) в общем случае из Х1 ~ Х2 не следует Х! = Х2; 

6) если допустимое решение Х1 является строго более пред- 

почтительным, чем допустимое решение X2, a допустимое ре- 
шение Х2 является строго более предпочтительным, чем допу- 
стимое решение Хз, то допустимое решение Х! является строго 

более предпочтительным, чем допустимое решение Хз, т.е. 

((Xy — Х2) A (X2> X3)) —> (Х!1 a X3); 

в) если Ху и X2 — эквивалентные решения, X2 и Хз — Tak- 

же эквивалентные решения, то Х1 и Хз будут эквивалентными 

решениями, т.е. 

((X4 ~ X2) A (Х2 ~ Хз)) —> (Х1 ~ X3). 

Пусть теперь 

О = (С) = {УЕВ": У = ИХ), ХЕС} — (1.3) 

множество возможных значений векторной целевой функции f 

в задаче многокритериальной оптимизации (1.2), порождаемое 

‚множеством G допустимых решений. Для удобства графи- 

ческих иллюстраций полагаем, что 

т=2, и произвольным образом вы- У2} 

бираем допустимое решение Хо Е 

ЕС, которому соответствует значе- К 

ние /(Хо) = (Л (Хо) f2(Xo)) целе- 
вой функции /(Х) = (Л(Х) fo(X)) 
(рис. 1.3). Пусть Q! — заштрихо- 
ванная на рис. 1.3 часть множества О 

Фи Gl = 1 (0') — соответству- 
ющее подмножество множества, 
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допустимых решений. Ha рис. 1.3 видно, что 

f(X") < (Хо), X* EG" 

Таким образом, любое допустимое решение из множества 
СТ С С является строго более предпочтительным, чем допусти- 

мое решение Хо ЕС, т.е. 

X's Хо ХЕСЁСС. 

Продолжая эти рассуждения, приходим к выводу, что из 

множества 22, определяемого согласно (1.3), можно выделить 

подмножество (2*, которое обладает очень ценными свойства- 

MH: 

1) для допустимых решений из множества 

=") са (1.4) 

в множестве G допустимых решений задачи многокритериаль- 

ной оптимизации (1.2) уже нет строго более предпочтительных 

допустимых решений; 

2) допустимые решения из множества, G* либо эквивалент- 
ны, либо несопоставимы в смысле строгой предпочтительно- 
сти. 

Множество (2* обычно называют множеством Парето 

или множеством компромисса. На рис. 1.4 множество 

Q* выделено жирной линией и представляет собой дугу АСВ, 

yo 4 которая является частью границы 

Го множества ®. При перемеще- 

нии точки С от точки А до точки 

В значения скалярного критерия 

fi увеличиваются, а значения CKa- 

В лярного критерия fo уменьшаются. 

„— — Таким образом, уменьшение значе- 
ОГ minf (Xo) У! „ 

С ний одного из скалярных критери- 

Рис. 1.4 ев может быть достигнуто лишь
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ценой увеличения значений другого. Аналогичная картина 

наблюдается и в общем случае, так как любые допустимые 

решения Х1, Х2 Е С* либо эквивалентны, и для них }(Х1) = 
= /(Х2), либо несопоставимы, т.е. для пар координат f,(X1), 

Ё&(Х2), Е=1, т, векторов /(Х1), f(X2) имеют место хотя бы 

два из следующих трех соотношений: f7(X1) > fi(X2), fj(X1) = 

= fi(X2), fa(X1) < fa(X2). 
Подмножество G* множества G допустимых решений, опре- 

деляемое согласно (1.4), можно считать обобщенным реше- 
нием задачи многокритериальной оптимизации (1.2). 
Это обобщенное решение в общем случае может состоять более 

чем из одного элемента, и тогда „лицо, принимающее решения“, 

сталкивается с проблемой выбора одного допустимого решения 

из некоторого множества, зквивалентных и несопоставимых ре- 

шений. 

Естественно, что решение задачи многокритериальной опти- 

мизации следует искать среди злементов обобщенного решения. 

Чтобы выбрать один из элементов обобщенного решения, нуж- 

но использовать дополнительную информацию. Остановимся 

на том, каким образом можно задействовать дополнительную 

информацию. 

Ранжировка критериев. Дополнительная инфор- 

Malus, помогающая в выборе решения, может состоять в TOM, 

что скалярные целевые функции f,(X), Е = 1, т, в задаче век- 
торной оптимизации (1.1) упорядочены в соответствии с их 

значимостью. В зтом случае номер целевой функции отражает 

ранг (приоритет) соответствующего скалярного критерия. 

Пусть Q* — множество Парето для задачи векторной опти- 

мизации (1.1% и номер скалярной целевой функции f;,(X), где 

К = 1, т, соответствует ее рангу. Процедуру выбора единствен- 

ного решения из подмножества G* множества С’ допустимых 

решений, определяемого согласно (1.4), начнем с использования 

критерия первого ранга. Полагаем 

и = min л(Х), б=Л И) пб", 
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т.е. ат содержит все допустимые решения из G*, которые 

минимизируют в G* целевую функцию первого ранга. Далее 

переходим к целевой функции второго ранга и полагаем 

92 = ри. fa(X), >= fy" (q2) NG, 

т.е. множество G5 содержит все допустимые решения из Gy, 
которые минимизируют в Gj целевую функцию второго ранга, 
ит.д. Переходим к целевой функции (m—1)-ro ранга и полагаем 

. * —1 * 
Gm-1 = хЕС* _, fm-1(X), Ст 1 — 7-1 (4т-1) ПОт_2, 

т.е. множество G*,_, содержит все допустимые решения из 

G* _›, которые минимизируют вС*_. критерий (m—1)-ro ран- 

га. Так как С*_ С С*_.С...С Gj] CG", то для завершения 
процедуры решения задачи (1.1) многокритериальной оптими- 

зации в условиях ранжировки критериев осталось решить за- 

дачу математического программирования 

Yoh (Хх) > , min 
m—1 

На рис. 1.5 эта, процедура иллю- 

стрируется для случая т = 2. Мно- 

ah жество Парето выделено жирной 

линией и состоит из отрезка АВ 

_ и дуги АС. Множеству Gj соот- 
ветствует часть множества Паре- 

Рис. 1.5 то, состоящая из отрезка АВ, и на 
втором шаге мы приходим в точку 

А, которая соответствует оптимальному (в смысле рассматри- 

ваемой процедуры) решению. 

Из проведенных рассуждений и рис. 1.5 следует, что для 

реализуемости предложенной процедуры решения задачи мно- 

гокритериальной оптимизации подмножеству Gr,_) множества, 

С допустимых решений должно соответствовать подмножество 

qo 

~~
 
o
m
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®) 2 =
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множества Парето, состоящее более чем из одного элемента. 

Так как в общем случае это условие может не выполняться (см. 

рис. 1.4), то на практике для решения задачи многокритери- 

альной оптимизации чаще используют метод, известный как 

метод компромиссов. 

Предположим, что для скалярной целевой функции f,(X) 
назначена допустимая уступка 6, > 0, которая определяет 

величину допустимого отклонения значения критерия k-ro ран- 

га от его минимального значения 

рь = т, fx(X) 

на множестве (1* (см. (1.4)). Очевидно, что для каждого 
Е =1, т — 1 уступка 6, определяет некоторое подмножество 

С (dy) = {X EG": Fr (X) < Pet bx } 

в множестве G*. Если 

TO для нахождения оптимального (в смысле рассматриваемой 

процедуры) решения нам осталось лишь решить задачу мате- 

матического программирования: 

m(X)— min. fm(X)— pn 
У 

Это показано на рис. 1.6 прит=2. ~~ | 
Решение двухкритериальной зада: А 
чи соответствует точке C’ множе- 
ства Парето, выделенного жирной 

Po рь 22 ae ee = = ee г- 

линией. са: В 

При т > 2 множество д может | 
ОКазаться пустым. В этом с 1 ~ y м случае O P,P, +8, у. 

УСступки выбраны неудачно и необ- 
Ходима их коррекция. Рис. 1.6
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Завершая описание этого подхода к решению задачи много- 

критериальной оптимизации, отметим, что его практическая 

реализация связана по краиней мере с двумя принципиальными 

трудностями: 

1} необходимостью ранжирования скалярных критериев; 

2} назначением уступок и их коррекцией. 

Обе операции формально не определяются и выполняются 

экспертным путем. Обращение к экспертам неизбежно при 

решении задач многокритериальной оптимизации, так как не- 

обходима дополнительная информация, позволяющая ввести 

отношение предпочтения на подмножестве G* множества, G до- 

пустимых решений, которое соответствует множеству Парето 

Q* СО. К сожалению, процедуры ранжирования скалярных 

критериев и определения уступок по ним не всегда просты 

для экспертов. Поэтому применение рассмотренного подхода, 

как правило, ограничивают лишь теми ситуациями, в которых 

эксперты могут квалифицированно преодолеть обе отмеченные 

трудности. 

Принцип справедливой абсолютной уступки. 

Согласно этому принципу, справедливым является такой ком- 

промисс, при котором суммарный абсолютный уровень повы- 

шения одного или нескольких скалярных критериев не превос- 

ходит суммарного абсолютного уровня снижения других кри- 

териев. 

Рассмотрим две точки А и В множества Парето. В силу 

принципа справедливой абсолютной уступки при переходе от А 

к В изменение вектора }(Х) характеризуется величиной 

-=>5Аь=> (fe - fi) =У ЛУ ЛА, 
k=1 k=1 k=1 

где ГА, fP — значения скалярных критериев в точках Аи 

В. Если Asse < 0, то решение, соответствующее точке В, 

считается лучшим по сравнению с решением, соответствующим



1.2. Об одном аспекте многокритериальной оптимизации 43 
qe 

A. Поэтому наилучшим в смысле рассматриваемого принципа 

будет такое решение, для которого А.б‹ #9 при переходе в 

любую другую точку. 

Приведенные рассуждения показывают, что принцип спра- 

ведливой абсолютной уступки сводится к минимизации суммы 

скалярных критериев Ha множестве G™*: 

Недостаток этого принципа в том, что он допускает диффе- 

ренциацию по отдельным критериям: низкое значение суммы 

fit fot...tfm может достигаться, когда одни критерии име- 

ют сравнительно низкий уровень, в то время как другие — 

сравнительно высокий уровень. Потенциальная возможность 

Такой дифференциации характерна для задач, в которых кри- 

терии выражены в различных единицах измерения. В таких 

задачах критерии необходимо нормализовать, т.е. привести к 

единому, желательно безразмерному, масштабу измерения. 

Синтез глобального критерия. Идея этого под- 
хода очень проста: для задачи многокритериальной оптимиза- 

ции (1.1) строят глобальный скалярный критерий с целе- 

вой функцией 

Р(Х)=Ф[Л(Х),.... fm(X)] = ЛХ), (1.5) 
зависящей от исходных скалярных целевых функций, таким 

образом, чтобы решение задачи математического программи- 
рования 

F(X) шт 
X€G 

являлось решением исходной задачи (1.2) в смысле рассматри- 

Заемого принципа компромисса. 

Ограничимся лишь кратким обсуждением синтеза гло- 
бального скалярного критерия (от греческого synthesis —
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соединение, сочетание, составление} для задач многокритери- 

альной оптимизации*. Поскольку система, неравенств 

fe(Xo) < (Хх), K=1,m, ХЕС, 

эквивалентна системе неравенств 

[15 1к(Хо) + ск < Ак (Х)+ с, К=Тт, X EG, 

где + > 0, &=1, т, иск ЕЮ, К =1Т, т, могут быть выбраны про- 
извольно, то допустимое решение Хо является решением задачи 
многокритериальной оптимизации (1.1) тогда и только тогда, 
когда Хо является решением задачи векторной оптимизации 

кА) + ск min, k=1,m. 

Исходя из зтого, рассмотрим те требования, которым долж- 

Ha удовлетворять функция Ф[/(Х)] в (1.5). 
Во-первых, функция Ф|[ Д,..., „| должна быть инвари- 

антна относительно преобразования сдвига, т.е. для 
ra т любого набора действительных чисел {ск}, и для любого до- 

пустимого решения Х Е G должно выполняться равенство 

®[Fi(X),--+5 fm(X)]=OLfi(X) +сь..„(Х) +m). = (1.6) 
Во-вторых, функция ФИЛ (Х)...., м(Х)] должна быть un- 

вариантна по отношению к изменению масштаба лю- 

бого скалярного критерия f,, К = 1, т, т.е. для любого набора 

действительных положительных чисел {in}, и для любого до- 

пустимого решения Х Е С должно выполняться равенство 

®[f1(X), 00, fm(X)] = ФЛ (Х),.. „шим (Х)]. (1.7) 

*Tlogpo6Hoctu по проблеме синтеза глобального скалярного критерия 

можно найти в специальной литературе. См., например: Вентцель E.C., 

Гермейер Ю.Б. или Растригин Л.А., а также: Теория прогнозирования и 
принятия решений / Под ред. С.А. Саркислна. 
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Сформулированные требования означают, Что, каков бы 

ни был набор действительных чисел cy, К =1, т, набор дей- 
ствительных положительных чисел lp, К =1, т и допустимое 
решение Х Е С, верно равенство 

ФА(Х),...,м(Х = ФАЛ(Х) + с1,....тА(Х) + ет]. (1.8) 

Выполнение требовании (1.6), (1.7) или эквивалентного им 

требования (1.8), накладываемых на функцию Ф[{(Х)] при син- 

тезе глобального скалярного критерия, определяемого согласно 
(1.5), может обеспечиваться различными способами. В частно- 
сти, функция 

F(X) = ole fe(X), (1.9) 
k=1 

где 
, Л&(Х) - лил, № (Х) 

их) = дах fie(X) — пил, fe(X)’ 

отвечает требованиям (1.6), (1.7). Кроме того, эта функ- 

ция учитывает и требование нормализации критериев, так как 

вместо абсолютных значений скалярных критериев рассматри- 

ваются безразмерные величины их относительных отклонений 

от минимальных значений. Критерий (1.9) называют норми- 

рованным скалярным критерием. 

В специальной литературе рассматривают другой вид нор- 

мированного скалярного критерия, в котором учтена важность 

отдельных составляющих: 

F(X) = У Ak ЛХ), (1.10) 
k=1 

где A,, k= 1,m, — некоторые параметры, для которых 

У`ль=1, OS A<1, К=Тт. (1.11) 
k=1
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Эти параметры называют весовыми коэффициентами. Ве- 

совые коэффициенты можно определять различными способ%- 

ми, но любой подход в конечном счете сводится к использова- 

нию экспертных оценок. Отметим, что для эксперта задача, 

определения весовых коэффициентов ничуть не проще задачи 

ранжирования скалярных критериев, так как в данном случае 

приоритет каждого скалярного критерия он должен выразить 

количественно. 

Вопросы и задачи 

1.1. Что понимают под исследованием операций? 

1.2. Сформулируите основную задачу исследования опера: 

ЦИИ. 

1.3. Существует ли связь между критерием оптимальности 

и принципом оптимальности? Ответ аргументируйте. 

1.4. В чем заключается принципиальное различие статиче- 

ских и динамических задач исследования операций? 

1.5. Приведите классификацию задач исследования опера- 

ций по структуре информационного состояния „лица, прини- 

мающего решения“. 

1.6. Какую задачу исследования операций называют пара: 

метрической и в чем ее принципиальное отличие от задачи 

принятия решении в условиях неопределенности? 

1.7. Приведите классификацию задач исследования опера- 

ций по виду критерия оптимальности. 

1.8. Какая существует связь между задачами математиче- 

ского программирования и векторной оптимизации? 

1.9. Докажите свойства транзитивности предпочтения и 

транзитивности эквивалентности.
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1.10. Что называют множеством Парето и почему его часто 

называют также множеством компромисса? 

1.11. В чем заключается основная идея подхода к решению 

задач многокритериальной оптимизации, связанного с ранжи- 

рованием скалярных критериев? Какие достаточные условия 

реализуемости этого подхода Вы знаете? 

1.12. В каких ситуациях для решения задач многокритери- 

альной оптимизации используют метод компромиссов? 

1.13. Сформулируйте требования, которым должен удо- 

влетворять глобальный скалярный критерий задачи векторной 

оптимизации, и приведите их обоснование. 

1.14. Докажите эквивалентность требований (1.6), (1.7) 

и (1.8), предъявляемых к глобальному скалярному критерию 

задачи векторной оптимизации. 

1.15. Изложите общую идею синтеза, глобального скалярно- 

го критерия для задачи векторной оптимизации. 

1.16. Какие можно предложить принципы оптимальности 

для задач многокритериальной оптимизации? 

1.17. В примере 1.7 определите множество Парето 42* и 

соответствующее ему подмножество G* множества, G допусти- 

мых решений. 

Ответ: 

1.18. Пусть в задаче (1.1) многокритериальной оптимиза- 

ЦИИ т = 2, п =2и fi(X) = 22/(21 +22), fo(X) =. +12, 

T 
G={(x т2) : 2 2 ary, Tq < Pry, О< т! <a},
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ге 4>О0и0<оа< р. Является ли рассматриваемая задала, 

корректной? Если да, то найдите оптимальное решение Хо ЕС. 

Ответ: Хо = (0 0)’. 

Указание: проанализируйте рис. 1.7 и 1.8. 

Yo 4 

(1+В)а 

(1+) а 

ел 
l+a 1+B 

Puce. 1.7 Puc. 1.8



2. ОСНОВЫ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Линейное программирование занимает особое место в ис- 

следовании операций. Теоретические разработки, опыт прак- 

тической реализации и анализ результатов применения методов 

линеиного программирования привели к значительным успе- 

хам в решении широкого круга практически важных задал, 

относящихся к Таким сферам человеческой деятельности, как 

промышленное производство, военное дело, сельское хозяйство, 

экономика, транспорт, здравоохранение. Кроме того, линейное 

программирование послужило основой для разработки других 

математических методов исследования операций, например це- 

лочисленного и стотастического программирования. 

2.1. Постановка общей задачи линеиного 

программирования и ее анализ 

В соответствии с классификацией задач исследования опе- 

раций (см. 1.1), если множество допустимых решений G С В" — 
выпуклый многогранник, а критерий оптимальности — ска- 

лярная линейная целевая функция, определенная на G, TO мы 
имеем дело с задачей линейного программирования. Теория 

этих задач составляет предмет исследований линейного про- 

‘?раммирования, а их примером может служить задача о со- 
Ставлении пищевого пайка (см. пример 1.2). 

Говоря о задаче линейного программирования, мы факти- 

Чески имеем в виду не саму задачу исследования операций, a ее 
Математическую модель, обладающую указанными специфиче- 
‘кими свойствами. Отметим, что для решения одной и той же 

Задачи исследования операций могут быть использованы раз- 
УРль- о, 

‘hie математические модели.
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По виду информационного состояния „лица, принимающе- 

го решения “ задачи линеиного программирования являются 

статическими задачами исследования операций, а соответ- 

ствующие процедуры принятия решений — одношаговыми. По 

структуре информационного состояния „лица, принимающего 

решения“, задачи линейного программирования являются де- 

терминированными параметрическими задачами исследования 

операций. 

Задача линейного программирования имеет следующий вид: 

п 

У cyry — max: 
k=1 

п 

Sainte < bi, ТЕ Г; 
k=1 

= (2.1) 
So aint, =, ГЕ Г; 
k=1 

п 

У ante > bi, ЕЕ 13; 
k=1 

ez 2 0, k= 1, п, 

где а;к, сх, 6; — известные числовые параметры, а множества 
Г, 12, Iz попарно не пересекаются и 1, Ul, U В = {1, ..., т}. 

Неизвестные т», k= 1, п, взадаче (2.1), представляющие собой 

координаты вектора X = (11 12 ... In), называют управля- 
емыми переменными, или переменными модели. 

Рассмотрим пример задачи исследования операций, приво- 
дящей к задаче линейного программирования. 

Пример 2.1. Небольшая фабрика производит два вида 

лака для покрытия деревянных поверхностей при внутренних 

и наружных работах. Для производства лаков используются 

два исходных продукта — Аи В. Максимально возможные 

суточные запасы этих продуктов определяются емкостями,
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имеющимися Ha фабрике, и составляют 6 и 8т соответственно. 

При производстве 1 т лака для внутренних работ расходуется 

1т продукта А и 2т продукта В, a при производстве 1T 

лака для внешних работ расходуется 2т продукта A HIT 

продукта В. 
Изучение рынка сбыта, показало, что суточный спрос Ha лак 

для наружных работ не превышает 2т. Доход от реализации (в 

условных денежных единицах) 1т лака для внутренних работ 

равен 3, а доход от реализации | т лака для внешних работ — 2. 

Необходимо выяснить, какое количество лака каждого вида 

должна производить фабрика, чтобы доход от реализации 

продукции был максимальным. 

Суть рассматриваемой задачи исследования операций мож- 

но сформулировать следующим образом. Для фабрики тре- 

буется определить объемы производства каждого из лаков, 

максимизирующие доход от реализации продукции, с учетом 

ограничений Ha спрос и расход исходных продуктов А и В. 

Так как нужно определить объемы производства каждого 

вида лака, то управляемыми переменными являются: 51 — 

суточный объем производства лака для внутренних работ (в 

тоннах); 2 — суточный объем производства, лака, для внешних 

работ (в тоннах). Таким образом, п = 2 в (2.1). 
` Суточный расход каждого из исходных продуктов Аи В 

для производства лаков не может превосходить максимально 

возможного суточного запаса зтого продукта, т.е. 1 +212 < 6 

(для продукта А) и 2х1 + г. < 8 (для продукта В). 
Ограничение на величину суточного спроса на лак для на- 

Фужных работ имеет ВИД 12 <2. А так как объемы производ- 

orna продукции не могут быть отрицательными, TO необходимо 

м ти ограничения на знак управляемых переменных: 2; > 0, 

4% >0. Таким образом, в задаче (2.1) m=3, I = {1,2,3}, 
Г — [3 = ©, 

i’ В предположении, что объемы сбыта каждого вида лака 

Ё зависят друг от друга, общий доход } равен сумме дохода 

т продажи лака для внутренних работ и дохода от продажи
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лака для наружных работ. Таким образом, {(х1,12) = 351 +212 

(в условных денежных единицах) и математическая модель 

рассматриваемой задачи исследования операций может быть 

представлена в следующем виде: 

321 +222 4 тах; 

11+212<6, 211+12<8, 12<2, F (2.2) 

Ly 2 0, 92 > 0. 

Задачи линейного программирования во многих случаях 

оказываются задачами распределительного типа, суть 

которых заключается в следующем. Пусть рассматриваемая 

система характеризуется наличием п видов производственной 

деятельности, для осуществления которых имеются различные 

ресурсы с номерами : = 1, т. Возможный объем потребле- 

ния 1-го ресурса ограничен неотрицательной величиной 6;, a 

его расход для производства, единицы продукта, К-го вида про- 

изводственной деятельности равен а;к, где К =1, п. В свою 

очередь, единица продукта К-го вида производственной дея- 

тельности характеризуется величиной сх, называемой удель- 

ной прибылью. Необходимо определить объемы тк, k = 1, п, 

производственной деятельности каждого вида, обеспечиваю- 

щие максимальный суммарный доход от производственной дея- 

тельности системы в целом без нарушения ограничений, накла- 

дываемых Ha использование ресурсов. В общем случае задача, 

распределительного типа, имеет вид 

п 

) СЕТЕ — Max; 

k=1 

= | (2.3) 

rp, > 0, k=1,n. 

Чтобы задача исследования операций могла, быть предста- 

влена как задача линейного программирования, необходимо
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выполнение трех условий: 1) пропорциональности; 2) аддитив- 

ности; 3) неотрицательности. Заметим, что зти условия имели 

место при построении задач (2.2), (2.3). 
В терминах задач распределительного типа пропорциональ- 

ность означает, что затраты ресурсов на любой вид произ- 

водственной деятельности, а Также вклад зтого вида произ- 

водственной деятельности в суммарный доход прямо пропор- 

циональны его уровню (объему) производства. Аддитивность 
указывает Ha то, что общий объем ресурсов, потребляемый все- 

ми видами производственной деятельности, равен сумме затрат 

ресурсов на, отдельные виды производственной деятельности, 

а общий доход от производственной деятельности равен сумме 

доходов от каждого вида производственной деятельности. 

Неотрицательность означает, что ни одному из видов про- 

изводственной деятельности не может быть приписан отрица- 

тельный объем производства. Для большинства, систем, встре- 

чающихся на практике, зто допущение является следствием 

реальных условий их функционирования. Возможны ситуа- 

ции, когда некоторое управляемое переменное х; может при- 

‘чимать и отрицательные значения. В зтом случае говорят о 

меограниченном в знаке переменном модели, и исполь- 

уют представление этого переменного в виде разности двух 

чеотрицательных управляемых переменных: 

ЕЕ -т,, 2,20, 120. 

На практике допущения о пропорциональности и аддитив- 

ности при построении математических моделей задач иссле- 

дования операций не так часто соответствуют объективной 

реальности, а их принятие фактически означает аппроксима- 

цию нелинейной модели линейной. 

Продолжим рассмотрение частной задачи исследования опе- 

фаций, начатое в примере 2.1, и воспользуемся геометриче- 

ким методом ее решения. Основой зтого метода является 

4тометрическое (графическое) представление множества, допу-
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стимых решений и целевой функции, которое, например, удоб- 

но в задаче с двумя управляемыми переменными. 

Пример 2.2. Математическая модель (2.2) позволяет ре- 

шить графически исходную задачу об определении оптималь- 

ных объемов производства лаков каждого вида с учетом огра- 

ничений на спрос и расход исходных продуктов. 

Первый этап графического решения заключается в геоме- 

трическом представлении множества G допустимых решений. 

Искомое множество допустимых решений, согласно (2.2), изо- 

бражено на рис. 2.1. Стрелками указано, с какой стороны той 

или иной прямой выполняется соответствующее ограничение 

из (2.2). 

“at @ x,+2x,=6 

3 a Q) 2x,+2,=8 

\ (3) х›=2 

=6 
\ 5 (5) X_=0 

\4 
f=0N\ 
3 
\— of @ 
| } 
И 

} : Г = 
9 0 `` x, 

@> \ \ \ 
XN 

Рис. 2.1 

Второй этап графического решения заключается в опре- 

делении направления возрастания целевой функции {/(х1,52) = 

= 324 + 229. 

При произвольном фиксированном значении fo Е В уравне- 

ние f(21,%2) = fo, которое может быть представлено в виде 
12 = —1,52; + 0,50, определяет на плоскости х!Ох2 прямую,
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являющуюся линией уровня целевой функции. Для определе- 

ния направления возрастания целевой функции (на рис. 2.1 оно 

обозначено знаком =>) достаточно графически изобразить ли- 

нии уровня {(т1,72) = for и f(z1,%2) = №02 при for < for (на 

рис. 2.1 fo, =O u foo =6). Чтобы найти оптимальное решение, 

следует перемещать линию уровня в направлении возрастания 

целевой функции до тех пор, пока она целиком не переместится 

в область недопустимых решений R*\G. 

На рис. 2.1 видно, что максимальное значение целевой функ- 

ции Достигается в вершине С’ многоугольника, являющегося 

границей Гс множества С’ допустимых решений. A так как 

C' — точка пересечения двух прямых, задаваемых уравнени- 

ями 21 + 2152 =б и 211 {+12 = 8, TO ее координаты ту и 12 

удовлетворяют системе этих линейных алгебраических урав- 

нений. Следовательно, 11 = 10/3 и 15 = 4/3. Полученный 

результат означает, что суточный объем (в тоннах) производ- 

ства лака для внутренних работ должен быть равен 10/3, а 

лака для наружных работ — 4/3, т.е. оптимальное решение 

Х* = (10/3 4/3). В этом случае доход от общего производ- 

ства лака будет максимальным и равным (в условных денежных 

единицах) f* =3.10/3+2-4/3 = 38/3. 

В рассматриваемом случае удельная прибыль от производ- 

ства лака каждого вида cy =Зи Co = 2 определяется доходами 

от реализации, которые по неконтролируемым причинам могут 

колебаться в различных пределах. А так как суточный доход 

от производства, лаков 

f (21,22) = с1х1 + C229, 

то „лицу, принимающему решения“, необходимо знать диапа- 

зоны допустимых изменений удельных прибылей, не приводя- 

щих к новым оптимальным решениям. Из рис. 2.1 следует, 

что для любых положительных значений с1 и C2, удовлетво- 

ряющих условию 0,5 < =. < 2, оптимальным является решение
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т 

Х * = (10/3 4/3) . Во всех остальных случаях оптимальное ре- 
шение будет отличаться от найденного. В частности, если 

т 

f (x1, v2) = 311 +12, то оптимальным является решение (4 0) . 
С С uv 

При — =0,5 и — =2 любая точка соответствующей стороны 
C2 C2 

многоугольника Гс, отличная от точки С’, определяет опти- 

мальное решение, отличное от найденного оптимального реше- 

ния Х*. 3 

„Лицу, принимающему решения“, полезно знать и о том, 

как повлияют на оптимальное решение изменение спроса Ha 

выпускаемую продукцию и увеличение или уменьшение запа- 

сов исходных продуктов. Исследования, позволяющие полу- 

чить эту информацию в совокупности с изучением зависимости 

оптимального решения от параметров целевой функции, пред- 

ставляют собой анализ на чувствительность математической 

модели (2.2) рассматриваемой задачи исследования операций. 

Для удобства, дальнейших рассуждений обратимся к задаче 

линейного программирования (2.3) распределительного типа, 

предполагая, что непустое множество G допустимых решений 

ограничено. 

Пусть Х* = (Xf ... X*)" — оптимальное решение paccMa- 

триваемой задачи линейного программирования распредели- 

тельного типа. Ограничение 

п, 

Sainte < bi, te {1, 2, mony т}, (2.4) 

k=1 

в задаче (2.3) называют активным, если 

п, 

> Aipty = bj, 
k=] 

и пассивным в противном случае. Если некоторое ограниче- 

ние является активным, то соответствующий ресурс называют
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дефицитным ресурсом, Tak как при реализации оптималь- 

ного решения он используется полностью. Ресурс, соответ- 

ствующий неактивному ограничению, следует отнести к не- 

дефицитным ресурсам (недефицитные ресурсы имеются в 

некотором избытке). Графическое решение задачи линеийно- 

го программирования, рассмотренной в примере 2.2, показы- 

вает, что оптимальному решению всегда можно поставить в 

соответствие хотя бы одну вершину многоугольника, изобра- 

жающего множество G допустимых решений. Такую вершину 

будем называть оптимальной вершиной. Через оптималь- 

ную вершину C’ (см. рис. 2.1) проходят две прямые т! + 252 = 6 

и 211 +12 =8. Поэтому активными являются ограничения Ha 

суточные запасы исходных продуктов А и В. 

При анализе модели на чувствительность по правым частям 

ограничений (2.4) определяются: а) предельно допустимое уве- 

дичение запаса дефицитного ресурса, позволяющее получить 

Новое оптимальное решение, которое в смысле значения целевой 

функции является более предпочтительным, чем старое; 6) пре- 

‘дельно допустимое снижение запаса недефицитного ресурса, не 

изменяющее найденного ранее оптимального решения. Ясно, 

то анализ влияния на оптимальное решение процесса, увеличе- 

WMA запаса, недефицитного ресурса, не имеет смысла. Заметим, 

что анализ влияния процесса, сокращения запасов дефицитного 

‚фесурса на оптимальное решение часто проводится на прак- 

THKe, если возможна недопоставка дефицитного ресурса. Но 

‘сокращение запаса, дефицитного ресурса, не может улучшить (в 

мысле значения целевой функции) оптимальное решение. По- 

‘CHUM сказанное примером. 

Пример 2.3. Вернемся к задаче линейного программиро- 

Фания, рассмотренной в примерах 2.1 и 2.2. В изначальной 

остановке, отраженной в математической модели (2.2), объ- 

ем потребления первого дефицитного ресурса (исходный про- 

букт А) ограничен величиной 61 =6. На рис. 2.2 видно, что 

ри увеличении запаса 61 этого дефицитного ресурса прямая,



58 2. ОСНОВЫ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

(1) x, +2a,=6 (4) x,=0 

5) (2) 22, +22=8 (5) x, =0 

(3) х,=2 (1°) 7, +22,=7 

Рис. 2.2 

определяемая уравнением х1 + 2х2 = b], начинает перемещать- 

ся параллельно самой себе. До момента ее прохождения через 

точку F при 61 =7 этому процессу соответствуют перемещение 

оптимальной вершины (С’ вдоль прямой, заданной уравнением 

211 + 12 = 8, в направлении точки F и увеличение прибыли 

(значения целевой функции) при оптимальном решении. При 
b} > 7 анализируемый ресурс уже не является дефицитным и 

дальнейшее увеличение его запаса, теряет смысл. Заметим, что 

при 61 =7 оптимальное решение Х * = (3 2)" соответствует 3Ha- 

чению целевой функции f* = 13 и наряду с уже имеющимся 

активным ограничением 2х1 + 22 < 8 появляется еще одно ак- 

тивное ограничение: FQ < 2. 

Аналогичный анализ может быть проведен и по отношению 

ко второму дефицитному ресурсу (исходный продукт В), объем 

потребления которого ограничен величиной by = 8. На рис. 2.3 

видно, что увеличение запаса, 6> исходного продукта В имеет 

смысл до величины by = 12, при котором оптимальное решение 

Х * = (6 0)" соответствует значению целевой функции f* = 18. 

При наличии ограничений на затраты, связанные с созда- 

нием дополнительных запасов исходных продуктов А и В, 

„лицу, принимающему решения“, важно знать, какому ресур-
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Рис. 2.3 

су следует отдать предпочтение. Для этих целей используют 
дополнительную характеристику 1-го дефицитного ресурса — 
ценность дополнительной единицы 1-го ресурса, которая 

определяется как отношение максимального приращения целе- 

вой функции к максимально допустимому приращению объема 
-гО ресурса. 

В рассматриваемом случае ценность дополнительной едини- 
цы первого ресурса (продукта А) 

13-38 | 
YA = = 

1-6 3 

a второго ресурса (продукта В) 

is-S , 
YB = ee 

12-8 3 

Полученные результаты свидетельствуют о TOM, что при нали- 

чии средств дополнительные вложения в первую очередь следу- 

ет направить на увеличение объема продукта В, а лишь затем 

на увеличение объема продукта А.
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Завершая решение задачи об определении оптимальных обЪ- 

емов производства различных видов лака, рассмотрим вопрос 

о влиянии на оптимальное решение правой части неактивно- 

го ограничения 12 < 2. Это ограничение отражает предельный 

уровень спроса на лак для наружных работ. Проанализировав 

рис. 2.1, можно утверждать, что при неизменности остальных 

ограничений, входящих в математическую модель (2.2), умень- 

шение спроса, на Лак для наружных работ до величины 4/3 не 

может влиять на оптимальное решение X* = (10/3 4/3)" (см. 
пример 2.2). 

2.2. Формы записи задач 

линеиного программирования 

В дальнейших рассуждениях будем говорить, что эадача 

линейного программирования предсгавлена в стандарт- 
ной форме, если она имеет следующий вид: 

N 

У ку — тах, 

k=1 

N oe (2.5) 
У ощкуь = Hi, t= 1,F; 
k=1 

yp 20, K=1,N, 

где система линейных алгебраических уравнений 

N 

У аук =6:, 1=1 Е, (2.6) 
k=1 

определяющая множество () допустимых решений, является 
базисной, т.е. число уравнений этой системы равно рангу ее 

матрицы. Таким образом, в (2.5) имеем Ё < N. A так как при 

[ = № система (2.6) имеет единственное решение и множество
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СО не может содержать больше одного элемента, TO в общем 

случае можно считать, что 

Е< М. (2.7) 

Сравнивая задачи (2.1) и (2.5), видим, что любая задача, 

линейного программирования может быть представлена, в стан- 
дартной форме, если все ограничения типа неравенства, за, 
исключением ограничений на знаки переменных модели, запи- 
сать в виде равенств. Ограничение типа неравенства можно 

записать как ограничение типа, равенства путем введения HO- 
вого неотрицательного переменного. Если ограничение типа, 
неравенства, имеет вид 

п 

У ант, < bi, 
1=1 

TO с помощью дополнительного переменного у > 0 его можно 

записать в виде 
п 

Sainte ty = bj. 
1=1 

Аналогич НО огран ичение вида 

п, 

У aizee > bi 
i=1 

можно записать следующим образом: 

п, 

Sainte — y= bj. 

1=1 

Для обоснования высказанного утверждения обратимся к 

математической модели (2.1) и проведем ее анализ, начав с 

системы ограничений, определяющих множество допустимых 

решений G.
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Нусть для определенности в (2.1) J; = {1,2,..., mi}, 13 = 
= {ти +1, пи +2, ..., mg}, Ig ={т2 +1, т2+2, ..., т}. Пола- 
гаем ук = тк, К =1, п. Если 2 € J,, то вводим новое управляемое 

переменное: 
п 

Уп = 0; — У ‘аку 2 0. 
k=1 

Если xe 2 € I3, To 

nr 

Уп: = Sik yk —6; 20. 
k=1 

Таким образом, N=n+ mz в (2.5). Если 2 € ЦП, то В; = 5; a 

Qik, k=1,n; 

O-=4 1, k=nt+7; 

0, k>n, КЕТЬ 

если 2 € Io, TO 8; = 5; u 

Ok = 11 k=n+4+1; 

0, k>n, k#n42. 

Если. среди ограничений в (2.1) нет линейно зависимых, TO 

[ = т. Если в (2.1) целевая функция минимизируется, то 

_ J С, k=1,n; 

Ye) 9, k=ndlN: 

если в (2.1) целевая функция максимизируется, то 

| k=1,n; 
Vk = 

0, kK=ntI,N.
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Пример 2.4. Чтобы задачу линейного программирова- 

ния (2.2), рассмотренную в примерах 2.1-2.3, представить в 

стандартной форме, полагаем yy = 21, у2 = 22, Уз =6-— 11 22, 
д = 8 — 211 — 12, yy =2- 12. В этом случае получаем 7 

341 + 2y2 > тах; 

Yit2y2+y3=6, 2Zy+tyetys=8, Yotys=2, (2.8) 

yr 2 0, k=1,5. 

Таким образом, № =5 и L=3, в чем нетрудно убедиться. 

Заметим, что исходная задача (2.2) может быть решена, гео- 

метрическим методом, а для ее записи в стандартной форме 

верно равенство М-—-Ё=2. # 

Понятно, что задача (2.5) — это частный случай задачи 

линейного программирования вида (2.1), в котором нет ограни- 

чений типа неравенства. Но иногда удобно сделать наоборот: 
ограничения типа равенства преобразовать в неравенства. Рас- 
смотрим приемы такого преобразования на примере задачи 
(2.5) линейного программирования в стандартной форме. 

№ В задаче (2.5) система линейных алгебраических уравнений 
(2.6) является базисной, в этой системе N — Ё неизвестных 
являются свободными, а Ё — базисными [Ш]. Обозначим 
свободные неизвестные (свободные переменные) через ту, ..., 
Zn, где п = N —L, а базисные — через ть+1,..., хм. Запишем 

систему (2.6) в следующем виде: 

_ тт +... ONIN =; — 0412; —..--OinTn, t= 1,0. 

Вводя матричные обозначения 

O1n+1 --- QIN Q1,1 ... Ain 

01 И er ) Dy = [ - «© + © «© « «© 2 ) 

СТ, п +1 QUN СТ, 1 ОТ 

Тп-+1 Ly By 

Х1 — ’ Х2 — ) в — ’
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приходим к следующему представлению системы линейных ал- 

гебраических уравнений: 

DX, = B — 02 Хо. 

Так как матрица D, является квадратной порядка L и 

невырождена (она соответствует базисному минору матрицы 

системы), то имеет обратную матрицу Dz. Поэтому 

X, =—Dy'D2X24+ Dy'B, 

что можно записать следующим образом: 

хи: = У ‘ныть +q, t=1,L, (2.9) 
k=1 

Где gik —— элементы матрицы —Dy"Dao, а 4; — элементы матри- 

цы-столбца р; ' В. 

Возвращаясь к задаче (2.5), заметим, что ограничения типа, 
равенства в системе (2.6) можно заменить эквивалентными 

ограничениями типа неравенства. Так как ти; 2 0, i=1,L, 

то из (2.9) следует, что 

Итак, для перехода от задачи (2.5) к задаче (2.1) нужно раз- 
делить переменные на базисные и свободные, выразить базис- 

ные переменные через свободные, a затем исключить базисные 
переменные как из целевой функции, так и из ограничении, 

заменив последние неравенствами, означающими, что исключа- 

емые переменные неотрицательны. В целевои функции при 

этом может появиться постоянное слагаемое, которое можно 

отбросить как не оказывающее влияния на положение точки 
экстремума.
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Напомним, что выбор базисных и свободных переменных 

в общем случае не является однозначным [III]. Поэтому не 

является однозначным и переход от (2.5) к (2.1). 

Пример 2.5. Три уравнения в системе ограничений задачи 

(2.8) являются базисными, так как ранг матрицы, составленной 

из коэффициентов при неизвестных, равен трем. В качестве 

базисных переменных можно выбрать Yi, у2 и у4 (этим пере- 

менным соответствует базисный минор матрицы). Разрешая 

исходную систему относительно базисных переменных, полу- 

чаем 

yi =2- Уз + 255, 
y2 =2- ys, 

уд = 2+ 2y3 — 35. 

Учитывая неотрицательность переменных Yj, Y2 И уд, запишем 

ограничения в виде неравенств: 

2 — уз+ 245 20, 

{2—1 >20, 

2+ 2y3 — 345 2 0. 

Из целевой функции 3y) + 2у2 исключим базисные перемен- 

ные: 

Зу1 + 2у2 = 3(2 — ys + 255) + 2(2 — ys) = 6 — 3y3 +445. 

Целевую функцию 6 — Зуз + 4у5 можно заменить целевой функ- 

цией —3Зуз + 4у5, так как максимум первой функции достигает- 
ся при тех же значениях переменных, что и максимум второй. В 

результате приходим к следующей задаче линейного програм- 
мирования: 

— 3y3 + 445 > тах; 

Уз — 25 < 2, 95 < 2, —2y3 + 355 < 2, 

уз 2 0, 95 2 0.
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Отметим, что эта задача отличается от исходной задачи ли- 

нейного программирования (2.2). # 

Если задача линейного программирования представлена в 
стандартной форме (2.5) и при этом 

N-L=2, (2.10) 

TO для ее решения можно использовать геометрический метод. 

Действительно, в этом случае система линейных алгебра- 

ических уравнений (2.6) имеет два свободных неизвестных, 

например т| и 12, а все остальные неизвестные — базисные 

и выражаются через свободные неизвестные: 

22+: = 5; апт! - а:212, 1=1, Е. 

Исключая из задачи базисные переменные, мы приходим к 

задаче линейного программирования с двумя переменными и 

системой ограничений в виде неравенств: 

Сс1Т1 + с212 — min; 

а;171 + 4;:212 ЗВ, 1 =1, L, 

2120, 1220. 

Частным случаем этой задачи является задача (2.2). Все даль- 

нейшие рассуждения, относящиеся к возможностям геометри- 

ческого метода и техники его применения, ничем не отлича- 

ются от рассуждений, проведенных при рассмотрении примера 

2.2. Поэтому в данном случае ограничимся иллюстративным 

примером. 

Пример 2.6. Пусть необходимо найти решение задачи 

линейного программирования в стандартной форме: 

— Yi + У2 — 253 + ys + 355 — ye + 297 + тах; 

У — у2 +53 =4, 2/9 -у-у3-\щ=-5, ифу-у = -4, 

уз + 6 =5, 2 — 2y2- Yet 2y7 = 7, 

ye 20, k=1,7.
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В данном случае № =Ти L=5. Непосредственной проверкой 

можно убедиться в том, что система, линейных алгебраических 

уравнений, задающих ограничения, является базисной и может 

быть представлена, в виде 

Уз = -и + У2 +4, Уд = ЗУ: — 2у2 + 1, 

У5 = 91 + 92 +4, Ув = —У2 +5, 

у7 = —у1 + 0,5y2 + 6. 

Исключив из целевой функции базисные переменные yo, ..., Y7, 

получим 

— 1 + У2 — 2уз + ys + 35 — Yo + 297 = SY) + 2у2 + 12. 

Обозначив 11 = yy и 12 = у2, приходим к следующей задаче, 

эквивалентной исходной: 

551 +252 -} тах; 

т1-12<4, -311+212<1 -т1-12<4, 

L2 <5, Ly — 0,552 < 6, 

Ly 2 0, 2 2 0. 

На рис. 2.4 видно, что оптимальная вершина границы Гс 
множества С’ допустимых решений — это точка С’пересече- 

HHA прямых, задаваемых уравнениями т2 =б5 и т, -— 0,512 = 

F 6. Таким образом, оптимальное решение X* = (8,5 5)’, 
которое в исходных переменных Y}, ..., Yo имеет вид У* = 
(8,5 5 0,5 16,5 17,500). # 

Завершая рассмотрение геометрического метода решения 

задач линейного программирования, сделаем следующие заме- 
<. 

Чания. 

Замечание 2.1. Если У = (y ... ум), Г = (51 ... YN); 

А = (ок) Е Min(R), В = (8! ... Br) , On — нуль-вектор в
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К^, то задача линейного программирования, представленная 

в стандартной форме (2.5), принимает вид 

ГУ -+ max; 
(2.11) 

AY=B, Y2On. 

Здесь неравенство У > On понимается как совокупность нера- 

венств ух > 0, K= 1, №. 

Замечание 2.2. Задача линейного программирования 

может не иметь решения даже тогда, когда множество G 

допустимых решений не пусто. Эту ситуацию иллюстрирует 

рис. 2.5. 

Замечание 2.3. При N — L = 2 оптимальное решение Y* за- 

дачи (2.5) линейного программирования в стандартной форме 

всегда имеет не менее двух нулевых координат (см. пример 2.6). 

Это связано с тем, что оптимальная вершина, границы Гс мно- 

жества G допустимых решений является точкой пересечения
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X24 

xy
 

Puc. 2.5 

как минимум двух прямых, уравнения которых определяются 

ограничениями исходной задачи (в примере 2.6 таковыми явля- 

ются Ye = 0и yy = 0, т.е. 2 =б их! — 0,552 =6). 

2.3. Задачи, приводящие к задачам 

линеиного программирования 

В процессе изучения основных понятий исследования опе- 

раций и основ линейного программирования мы познакомились 

с двумя задачами линейного программирования: 1) в примере 

1.2 рассмотрена задача, о составлении пищевого пайка, которая 

при более общей постановке известна как задача о пищевом 

рационе; 2) в 2.1 рассмотрена задача распределительного 

типа, которую называют также задачей о распределении 

ограниченных ресурсов. Для расширения представлений о 

возможных сферах практического применения линейного про- 

гГраммирования изложение его основ завершим анализом не- 

скольких практически важных задач, обратив особое внимание 

на специфические особенности построения их математических 

моделей. 

Транспортная задача. Рассмотрим задачу, возникаю- 

щую перед транспортным отделом фирмы, имеющей п пред- 

приятий П;, # = 1, п, производящих однородную продукцию, и 

т складов С;, 7 =1,m, для ее хранения. Производственные 
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мощности предприятий (5; — мощность предприятия П;, т.е. 

месячный объем производимой им продукции) и возможности 

приема продукции складами (2); — объем продукции, который 

может принять склад С’; в течение месяца) известны на каждый 
месяц. Кроме того, известны транспортные расходы с;; по до- 

ставке единицы объема продукции с любого предприятия П;, 

i=1,n, на любой склад Cj, 1 =1, т. Требуется распределить 
продукцию, производимую предприятиями П;, по складам С”, 

Так, чтобы минимизировать общие транспортные расходы. 

Пусть z;; — объем продукции, поставляемой на склад С; с 

предприятия П;. В этом случае т;; > 0 при: =1, пи1=1, т. А 
так как с; т;; — затраты на транспортировку объема продук- 

ции 1;; с предприятия П; на склад С; (в предположении, что 

транспортные расходы пропорциональны объему перевозимого 

груза), то общие транспортные расходы фирмы равны значе- 

нию целевой функции 

п т 

f(211,---;2nm) — У У ‘сит, 

:=1 7=1 

которое необходимо минимизировать путем выбора неотрица- 

тельных значений {т:;}, удовлетворяющих следующим ограни- 

чениям: 
™m 

> ti;=S;, 1=1,n, 

j=1 

так как произведенная продукция должна быть вывезена с 

каждого предприятия: 

так как объем продукции, который может принять каждый 

склад С’;, ограничен его емкостью D,.
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Естественно, что рассматриваемая задача имеет решение, 

если суммарный объем произведенной продукции не превышает 

суммарной емкости складов: 

Следует отметить, что приведенная выше постановка транс- 

портной задачи является далеко не единственной, в чем можно 

убедиться, ознакомившись со специальной литературой*. 

Задача о календарном планировании комплекса ра- 

бот. Эта задача может быть сформулирована следующим 

образом. Пусть некоторая фирма должна реализовать про- 

ект строительства, состоящий из конечного набора различных 

операции (работ). Специалисты-строители оценили продолжи- 

тельность выполнения каждой операции и для каждой опера- 

MH, содержащейся в проекте, установили все другие опера- 

‚ции, которые должны быть выполнены к началу ее реализации. 

Руководство фирмы заинтересовано в минимально возможных 

сроках реализации проекта. 

Для удобства дальнейших рассуждений предположим, что 

весь проект состоит из пяти операции A, В, С, D, Е и все 

данные о нем представлены в Табл. 2.1, где введена информация 

о фиктивной операции Р, начинающейся в момент завершения 

реализации проекта. 

Из табл. 2.1 видно, что операцию С нельзя начать до 

завершения выполнения операции А, а к операции Ё можно 

приступать лишь после реализации операций В и Ш. Весь 

комплекс работ будет выполнен, как только будет завершено 

выполнение операций Си EL. 

В рассматриваемой задаче управляемыми переменными явля- 

ются моменты начала выполнения различных операций, 3a ис- 

ключением операции Аи В. Это связано с тем, что операции 

*См.: Вагнер Г., т.1; Вентцель Е.С.; Тата X., т.1.
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Таблица 2.1 

Операция | Пролоижительность [ Предшествиоши 
А ta _ 

В tp — 

С tc A 

D tn A 

Е tr B, D 

Е tr СЕ 

А и В не имеют предшествующих, поэтому можно считать их 

началом нулевой момент времени. Заметим также, что условия 

задачи не ограничивают количества одновременно начинаемых 

работ, что позволяет предполагать совпадение моментов нача- 

ла выполнения операций Си D, так как им непосредственно 

предшествует одна и та же операция А. Таким образом, мате- 

матическая модель рассматриваемой задачи в качестве упра- 

вляемых переменных содержит лишь следующие: LZ; — момент 

начала операций Си D; rz — момент начала операции Ё; хз — 

момент начала, операции Р. 

А так как 23 — момент завершения всего комплекса, работ, 

то необходимо минимизировать хз При условии выполнения 

следующих ограничении (см. табл. 2.1): 

Zi 2ta, 1221в, 14220 4+1 43 26+1, 14321. 

Следует отметить, что благодаря специфике ограничений 

д >0, tp >0, tc >0, Ш > 0, te > 0 нет необходимости в яв- 

HOM виде задавать условия неотрицательности хк > 0, К = 1,3. 
Формально это приводит к тому, что в математической модели 

рассматриваемой задачи управляемые переменные не ограниче- 
ны в знаке, что и будет использовано далее для ее решения. 

Задача о минимизации дисбаланса на автоматичес- 

KOH линии. Фармацевтическая фабрика, освоила производство 

нового бальзама, запустив автоматическую линию, на которой
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‚специальным образом обрабатывается смесь равных частей 

‘экстрактов календулы, мяты и зверобоя. Эти экстракты 
‘оставляют две фирмы, использующие различные технологии 

и оборудование. Производительность этих фирм по выпуску 

каждого из экстрактов и Максимальный суммарный ресурс 

‘времени, которым располагает в течение недели каждая из них 

для производства этих экстрактов, приведены в табл. 2.2. 

Таблица 2.2 

Производительность фирмы Максимальный 
по выпуску экстракта, л/ч Фирма | недельный фонд 

времени, ч календулы | мяты | зверобоя 

1 100 8 о 10 
80 6 12 4 

Фабрика заинтересована в максимально возможном увели- 

чении выпуска своей продукции, что фактически эквивалентно 

минимизации дисбаланса автоматической линии вследствие не- 

Хватки одного или двух видов экстрактов. Необходимо опреде- 

кить еженедельные затраты времени (в часах) на производство 

Каждого из трех видов экстрактов на каждой фирме, обеспечи- 

Вающие максимально возможный объем производства бальзама 

удовлетворяющие ограничениям по использованию времен- 

вых ресурсов этих фирм. 

Пусть 2;; — недельный фонд времени (в часах), выделенный 

а фирме 2= 1,2 для производства экстракта 7 = 1,2, 3, где 

Начение 7 = | сответствует экстракту календулы, 7 = 2 — 

экстракту мяты и ] = 3 — экстракту зверобоя. Тогда, согласно 

данным, представленным в Табл. 2.2, объемы производства для 

хаж дого из экстрактов будут равны: 

экстракт календулы (7 = 1): 871, +6221; 
экстракт мяты (7 = 2): 5242+ 12122; 
экстракт зверобоя (7 = 3): 10213 +4293.
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Смесь, поступающая на автоматическую линию, должна 

состоять из равных частеи трех экстрактов. Поэтому объем 

производства бальзама лимитируется тем экстрактом, объем 

производства которого минимален, и определяется следующим 

образом: 

11 {8511 + 6521; 5512 + 12122; 10513-+ 4223}. 

С учетом ограничений на максимальный суммарный ресурс 

времени для каждой из фирм, производящих экстракты, 

211 + 112 + 113 < 100, 121 {122 +т2з < 80 

и естественных ограничении, связанных с условием неотрица- 

тельности управляемых переменных, 

т;; 20, =1, 2, j= 1, 2, 3, 

приходим к математической модели 

min{821) + 6121; 5712 + 121202; 10213 + 4293} + max; 

111 +712 + 213 < 100, 2234+ 2924723 < 80, 

ti; 20, i= 1,2, j= 1,3, 

которая формально не имеет отношения к задачам линейного 

программирования из-за характера целевой функции. 

Для преобразования рассматриваемой задачи к задаче ли- 

неиного программирования достаточно целевую функцию за- 

менить другои, введя дополнительное переменное х и дополни- 

тельные ограничения: 

т —> тах; 

8111 +6521 -220, 5112+ 12522-220, 

10573 +4723 — 2 > 0, z > 0.
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В результате получим следующую задачу линейного програм- 

мирования: 

[т —› тах; 

21, +2324213 < 100, 121+122+:23<80, 821146272; -—2 20, 

5т12+12522—120, 1027,;34+4723-2 > 0, 

(2:20, i=1,2, j=1,3, #20. 

Итак, задача о минимизации дисбаланса, на автоматической 

линии может быть сформулирована как задача линейного про- 
Рраммирования. 

’’ Задачи, рассмотренные в этом параграфе, дают предста- 
вление о возможных сферах применения методов линейного 
программирования. Каждая задача в определенном смысле 

ивляется задачей распределительного типа и, кроме того, ста- 

тической задачей исследования операций. Построение матема- 
тических моделей этих задач имеет специфические особенно- 
сти, связанные с выбором управляемых переменных, а также с 
формированием целевой функции и системы ограничений. 

Вопросы и задачи 

Можно ли утверждать, что любая задача линеиного 

врограммирования является задачей распределительного типа? 

Ответ аргументируйте. 

2.2. Какие допущения используют для представления зада- 

чи исследования операции как задачи линеиного программиро- 

Ge Какое из этих допущений будет нарушено, если в (2.3) 

= ch (Zz)? 

2.3. Пусть для некоторой задачи исследования операций по- 

|[Строена математическая модель вида (2.1). Почему необходим 

[анализ этой математической модели на чувствительность для: 

а) разработчика этой модели; 6) „лица, принимающего реше- 
HUA”!
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2.4.. Изменится ли оптимальное решение задачи линейного 
программирования (2.1), если во всех ограничениях, за ис- 
ключением требований неотрицательности управляемых пере- 
менных, знаки „?“и „<“ заменить знаком „=“? 

2.5. Возможны ли случаи неединственности решения задачи 

линеиного программирования? Если такие случаи возможны, 

то различаются ли значения целевой функции, соответствую- 

щие различным оптимальным решениям? 

2.6. В чем заключается принципиальное различие между 

активными и пассивными ограничениями задачи линейного 

программирования? 

2.7. Всегда ли применение геометрического метода реше- 

ния задачи линеиного программирования предполагает пред- 

ставление этой задачи в стандартной форме? 

2.8. В каких случаях переход от задачи линейного програм- 

мирования в стандартной форме (2.5) к задаче общего вида 

(2.1) не является однозначным? 

2.9. В условиях примера 2.1 формализуйте следующие огра- 

ничения: а) суточный расход исходного продукта А не может 

превышать бт и быть меньше 3 т; 6) спрос на лак для наружных 

работ не может быть меньше, чем спрос на лак для внутренних 

работ. 

Ответ: а) 51 +252 <6 u 214222 > 3; 6) 12-1: > 0. 

2.10. Для задачи из примера 2.1 проверьте, являются ли 

допустимыми следующие решения: а) Х = (1 4)": 6) Х = (2 2); 

в) X = (10/3 4/3)';r) X=(2 -1)’. 
Ответ: a) нет; 6) да; в) да; г) нет. 

2.11. Используя множество допустимых решений G, изобра- 

женное на рис. 2.3, найдите оптимальное решение при следу-
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ющих целевых функциях: a) f = 32, +22; 6) f= 32,4 1,529; 

в) /=т,: +212. 

Ответ: a) Х* = (4 0)'; 6) Х* = (4-0,5Л A)’, ЛЕ [0, 4/3]; 
в) Х*=(2 2). 

2.12. Пусть в задаче линейного программирования заданы 

ограничения 

251 +452 < 16, —451 + 252 < 8, т1 +322 29, Dy > 0, 5220 

и целевая функция /(Х)=т, +22, где Х = (2 22). Наидите 

такие векторы Х*и Х**, что f(X*) = max f(X) и f(X**)= 

= ВЛ | 
Ответ: Х* = (6 1)’; X**=(0 3). 

2.13. Предприятие имеет возможность реализовать He более 

четырех технологических процессов одновременно, причем тех- 

нологические процессы Il, и П2 используются для производства 

продукта A, а технологические процессы Из и Па — для произ- 

водства продукта В. Расходы, связанные с реализацией каж до- 

го технологического процесса, определяются трудозатратами 

(в человеко-неделях), а также количествами (в килограммах) 

материалов М и №, потребляемых в течение недели. Основ- 

ные производственно-экономические показатели приведены в 

Табл. 2.3, где доходы от производства, 1 кг продукта выражены 

в условных денежных единицах и зависят как от вида продукта, 

так и от используемого технологического процесса. 

Таблица 2.3 

Параметр На | кг А| На 1 кг В| Имеется 

Il, Il, | IIs Il, | в наличии 

'Трудозатраты, чел.-нед | 1 1 | 15 

Количество материала, кг: 

М 7 5 3 2 120 

N 3 5 10 | 15 100 

Доход с | кг Продукта 4 о 9 11 _ 
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Поетройте математическую модель задачи о планировании 

производства с целью получения наибольшего дохода. 

Ответ: 

471 + 5х2 + 9тз + 1154 $ тах; 

т1 +712 + 13+74 < 15, 7x, +512 -+ 3тз + 2та < 120, 

$2, + 512 + 1073+ 1524 < 100, 

20, К=1, 4, 

где т: и 12 — объемы производства продукта А с использова- 

нием технологических процессов [I], и [lg соответственно; хз и 

т4 — объемы производства продукта В с использованием тех- 

нологических процессов Из и П4 соответственно. 

2.14. Птицеводческая фабрика имеет возможность заку- 

пать до трех ингредиентов, используемых для приготовления 

кормовой смеси, расход которой составляет не менее 20000 кг 
в неделю. По используемой технологии выращивания цыплят 

эта смесь должна содержать: а) не менее 0,8%, но и не более 

1,2 Х кальция; 6) не менее 22 % белка; в) не более 5 % клетчатки. 

Постройте математическую модель задачи минимизации 

недельных затрат на закупки ингредиентов для приготовления 

кормовой смеси, соответствующей используемому технологи- 

ческому процессу. Данные, характеризующие стоимость 1 кг 

каждого ингредиента (в условных денежных единицах) и со- 

держание в нем (по весу в 1 кг) питательных веществ (кальций, 

белок, клетчатка), представлены в табл. 2.4. 

Таблица 2.4 

Содержание Питательных веществ 
Ингредиенты Стоимость 

Кальций Белок Клетчатка, 

Известняк 0,38 _ _ 480 

Зерно 0,001 0,09 0,02 1800 

Соевые бобы 0,002 0,5 0,08 4800 
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Ответ: 

480 т, + 180052 + 480023 > min; 

т1 +22 +53 > 20000, 0,372т, — 0,007т2 — 0,006тз > 0, 

00,3682, — 0,011:2 — 0,0153 <0, 0,227, + 0,1352 — 0,2723 < 0, 

0,052, + 0,0352 — 0,03 хз > 0, 

z,>0, k=1,3. 

где 2, — объем закупок известняка (kK = 1), зерна (k= 2) и 
соевых бобов (К = 3) в неделю, кг. 

2.15. Постройте математическую модель задачи о миними- 

зации дисбаланса на автоматической линии (см. 2.3), если в 

ее условиях смесь должна состоять из одной части экстракта 

календулы, двух частеи экстракта мяты и четырех частей экс- 

тракта зверобоя. 

Ответ: 

x —> тах; 

Ty + 11:2 + 213 < 100, 121 + 122 +73 < 80, 

Зт1! +612; -22>0, 5112+12122—25>0, 

105.3 +4т23 — 42 > 0, 

rij 20,7=1,2, j=1,3, #20. 

2.16. Ha хлебокомбинатах с номерами 2 = 1, 2, 3 производит- 

ся 110, 190 и 90 т муки соответственно. Эта мука потребляется 

четырьмя хлебозаводами с номерами 7 = 1, 2, 3, 4, ежедневные 

потребности которых равны соответственно 80, 60, 170 и 80т 

муки. Стоимость перевозки 1т муки (в условных единицах) 

определяется матрицей, в которой элемент 1-H строки 71-го 

‘столбца равен стоимости перевозки с 1-го хлебокомбината на 

1-й хлебозавод: 

G
o
 

> 
OO
 

1 

6 

о
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Постройте математическую модель задачи о минимизации 

транспортных расходов. 

Ответ: если 2;; — объем поставок муки (в тоннах) с 1-го 

хлебокомбината на 7-й хлебозавод, то 

[8211 + 212 + 9113 + 7714 + 4721 + 6122 + 2723 + 
+ 12294 + 323) + 9232 + 8233 +9234 — min; 

4 4 4 

\`2;=110, S$ 22;=190, >23; = 90, 
q=1 1=1 j=l 

2.17. Фирма имеет возможность рекламировать свою Про- 

дукцию, используя местные радио- и телевизионные сети. За- 

траты на рекламу в бюджете фирмы ограничены величиной 

5500 условных денежных единиц. Каждая минута радиорекла- 

мы обходится в 5 условных денежных единиц, а каждая минута 

телерекламы — в 100 условных денежных единиц. Фирма хоте- 

ла бы использовать радиосеть по крайней мере в 2 раза чаще, 

чем телесеть, исходя из своих конъюнктурных соображений. 

Опыт показал, что одна минута телерекламы обеспечивает 

объем сбыта продукции, в 25 раз превышающий объем сбыта 

продукции, обеспечиваемый одной минутой радиорекламы. 

Найдите оптимальное (в смысле максимизации объема сбы- 

та своей продукции) распределение финансовых средств между 

теле- и радиорекламои. 

Ответ: на радиорекламу — 500 условных денежных еди- 

ниц, на телерекламу — 5000. 

2.18. Фирма производит и реализует два вида продукции: 

Аи В. Объем сбыта продукции вида А составляет не менее 

60 % общего объема реализации всей продукции. Для изго-



Вопросы и задачи 81 
a 

товления продукции A и В используется одно и то же сырье, 

суточный запас которого равен 120 кг. Расход сырья на едини- 

цу продукции А составляет 2 кг, а на единицу продукции В — 

4кг. Цена единицы продукции (в условных денежных едини- 

цах) вида А равна 20, а вида В — 40. 

Найдите оптимальное (в смысле максимального дохода фир- 

мы от реализации производства продукции) распределение 

сырья для изготовления продукции вида А и вида В. 

Ответ: на изготовление продукции вида А необходимо 40 кг 

сырья, а на изготовление продукции вида В — 80 кг сырья. 

2.19. Для производства двух видов продукции А и В прелд- 

приятие использует три вида сырья. Нормы расхода сырья 

каждого вида (в килограммах на единицу объема производимой 

продукции) приведены в табл. 2.5. Там же указано количество 

сырья каждого вида, которое может быть использовано как 

при производстве продукции вида A, так и при производстве 

продукции вида В. Прибыль предприятия от производства, еди- 

ницы объема Продукции вида А равна 30, a от производства, 

единицы объема продукции вида В — 40 (в условных денеж- 

ных единицах). 

Таблица 2.5 

Вид Норма расхода сырья для Общее 

производства продукции количество 
сырья вида А вида В сырья, кг 

1 12 4 300 

2 4 4 120 

3 3 12 252 

Определите объемы производств продукции каждого вида, 

при которых прибыль предприятия будет наибольшей. 

Ответ: объем производства продукции вила А равен 12, 

объем производства продукции вида В равен 18, прибыль 

предприятия равна 1080.



3. СИМПЛЕКС-МЕТОД 

В этой главе рассмотрен общий метод решения задач ли- 
нейного программирования, известный как симплекс-метод. 

Процесс решения любой задачи линейного программирования 

симплекс-методом имеет итерационный характер: однотипные 
вычислительные процедуры в определенной Последовательно- 

сти повторяются до тех пор, пока не будет наидено onmu- 

мальное решение. Информация, которую можно получить с 

использованием симплекс-метода, не ограничивается оптималь- 

ным решением. Симплекс-метод позволяет дать экономиче- 

скую интерпретацию оптимального решения и провести анализ 

математической модели на чувствительность. 

3.1. Основные утверждения 

линеиного программирования 

В 2.2 доказано, что задача линейного программирования 

может быть представлена в стандартной форме (2.5) и запи- 

сана в матричном виде (2.11). При этом всегда, можно считать, 

что система линейных алгебраических уравнений (2.6), входя- 

Wat в (2.5), является базисной и [< М. В (2.11) система 
линейных алгебраических уравнений (2.6) представлена в виде 

АУ = В, (3.1) 

где А = (aj) Е Mpn(R), ВА=Е< М, У=(и ... yn), B= 
= (В: ... Bz). 

Не теряя общности рассуждении, первые L столбцов a, 

матрицы А далее можем считать базисными. В этом случае 

переменные ук, К = 1, L, называют базисными, а переменные
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ук, = L+1, № — свободными переменными модели” (2.11). 

Таким образом, если 

т — 

ак= (ок ... м), kK=1,N; 

Ap=(ai ... ар) ЕМЬь(В); %=(и ... Ш); (3.2) 
т 

A,=(az41 ... ам) ЕМьм-г(Ю); У, =(угна ... Ум), 

то матричное уравнение АУ = В может быть преобразовано к 

виду 
ApY, + А. У, = В. (3.3) 

Отсюда находим 

У = A;'(B — AsY,). 

Таким образом, для любого У, Е В^-Р вектор 

—1 _ 

y-{% a AsYs) ER (3.4) 

является решением уравнения AY = В, a при выполнении усло- 

вия У >On он является допустимым решением, что непо- 

средственно следует из (2.11). В частности, при У, = On-z, 
согласно (3.4), решение уравнения АУ = В принимает вид 

АВ 
y=; ° . (3.5) 

ON-L 

Это решение называют базисным решением соответству- 

ющей задачи линейного программирования, а решение при 

Y > On — допустимым базисным решением. 

Следует отметить, что в общем случае выбор базисных 

столбцов матрицы А не является единственным. Значит, выбор 

базисного решения не является однозначным. 
ene, 

|’ . 
` “Эти термины — синонимы терминов `,базисное неизвестное“ и „сво- 

бодное неизвестное“ в курсе линейной алгебры [У].
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Пример 3.1. Пусть для некоторой задачи линейного про- 

граммирования множество G допустимых решений описывает- 

ся ограничениями 

m+22<¢5, 1,551 +12 <6 

11 20, 12 > 0. 

Для перехода, к стандартной форме записи рассматриваемой за- 

дачи линейного программирования вводим новые управляемые 

переменные тз, 14 и, сохраняя старые обозначения, приходим к 

множеству (©) допустимых решений задачи (2.5), которое зада- 

ется ограничениями 

Tit 2 + 53 = 5, 1,551 + 52 - 54 = 6, 

re 20, k=1 ‚ 4. 

Согласно (2.11), 

1110 5 
А = (a, a2 аз a)= (1. 10 '). в= (в). 

А так как Rg А =2, то для определения всех базисных реше- 

ний из столбцов а; матрицы А составим всевозможные пары, 

которые могут быть базисными, и представим их матрицами: 

1 1 1 1 
A, = (а1 ва) = (1 7 Ag = (ay аз) = (1 5) 

10 11 Аз (а в) = (15), Аня в) = (10). 

As = (а a) = (| ty) Ag = (аз a)=(4 i): 

Непосредственной проверкой убеждаемся в TOM, что |A,| 4 0 

при любом 7=1,6. Таким образом, любые два различных 

столбца матрицы А являются базисными и в рассматриваемом 

случае можно построить шесть базисных решений.
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т 
Пусть Ap = Ay. Тогда, Y, = (21 22), У, = (23 14), 

~1 

B= (151) (s)=-a8(-as т) (в) =(3) 3 9 3 

и, согласно (3.5), базисное решение Y; = (2 3 0 0)". Анало- 

тично находим и другие базисные решения: Y> = (4 0 1 0)", 

уз = (500 —3/2), Y%,=(06 -10), ¥%=(0501), Y= 
=(005 6). При этом базисные решения Y;, Yo, У5, Ye явля- 

Ются допустимыми базисными решениями. 
Если обратиться к геометрическому изображению множе- 

фтва С допустимых решений, то можно заметить (рис. 3.1), 
Что каждому допустимому базисному решению соответствует 
своя вершина, многоугольника, Гс;, являющегося границей MHO- 

жества G: первые две компоненты допустимого базисного ре- 
пения — координаты соответствующей вершины многоуголь- 

вика Га. Таким образом, базисному решению Y; соответствует 
вершина Г, базисному решению Y, — вершина Н , базисному pe- 

шению Ys — вершина Е, а базисному решению Yg — вершина, 

©, расположенная в начале координат. 3 

(1) %1+х.=5 

(2) 1,5x2,+25=6 

(3) x,=0 
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Прежде чем переходить к дальнеишим рассуждениям, напо- 

мним некоторые понятия: 

a) выпуклой комбинацией векторов Ху, k =1, т, на- 

зывают линейную комбинацию А! X,+...+AmXm этих векто- 

ров, коэффициенты Ах которой удовлетворяют условиям A, > 0, 
т, 

k=1,m, >> rA,=1; 
k=1 

6) множество СС В" называют выпуклым, если наряду 

с любыми двумя элементами этого множества ему принадле- 

жит и их произвольная выпуклая комбинация, т.е. для любых 

Х!, Х2 ЕС и любого числа, ЛЕ [0, 1] выполняется условие 

ХХ, +(1-Л)ХЕС; (3.6) 
в) точку Хо выпуклого множества С’ называют крайней 

точкой этого множества, если не существует двух различ- 
ных Х1, Х2 ЕС, для которых 

Хо=АХ, + (1-A)NXo, OAK. (3.7) 

Заметим, что для точек Х!, Х› Е ВМ множество всевозмож- 
ных их выпуклых комбинации представляет собой отрезок, со- 

единяющий эти точки. Определение крайней точки выпуклого 

множества, можно сформулировать так: точка Х Е С является 
краинеи для множества, G, если она, не является внутренней ни 

для какого отрезка, целиком лежащего BG. 

Теорема 3.1. Если множество 

@ = {УЕК^: АУ = В, Y > On} (3.8) 

допустимых решений задачи (2.11) линейного программирова- 

ния в стандартной форме не является пустым, то это множе- 

ство содержит допустимое базисное решение. 

< Пусть ак, К =1,М№, — столбцы матрицы АЕ Мгм(В) и 
T 

У=(и ... ys O ... 0) ЕО — допустимое решение, т.е. 
5 

Soajyj;=B; у>0,1=18; y;=0,f=st1,N. (3.9) 
j=l
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Согласно определению допустимого базисного решения, нужно 

доказать, что среди неотрицательных координат вектора У 

содержится не более L ненулевых. 

В соответствии с принятыми допущениями Rg А = L. Поэто- 

му, если столбцы ах, 1 = 1, $, являются линейно независимыми, 

то рассматриваемое допустимое решение — допустимое базис- 

ное решение, так как $ < L. 

Если столбцы а;, 7 = 1, $, являются линейно зависимыми, то 

существуют коэффициенты A;, такие, что 

У Aja; = @,, IE > 0. 

7=1 7=1 

Последнее неравенство означает, что среди коэффициентов Л; 
1 =1, 3, есть по крайней мере один ненулевой. Обозначив его 

Ак, выразим столбец a, матрицы А через столбцы a1, ..., ак-1, 

Oki; +++) Gs: | 
$ 

у` А; 
ах = А, ау. 

j=l k 

y#k 

Используя это представление столбца ay, преобразуем первое 
из равенств (3.9) к следующему: 

Всегда можно считать, что среди действительных чисел Л;, 

j =1, $, есть хотя бы одно положительное, так как уравнения 

5 

SoAjaj=O, и YS (-Aj)a;=Oz 
j= 1 j=1 

эквивалентны. Пусть J C {1, 2,..., $} — совокупность индексов 

J, для которых A; > 0. Если номер К выбрать так, что 

Yk У
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то значения 

А о — ~—: 
_ уз — (2%) me, j=l,s, J#k; 
yj = | ОИ 

0, 1 = К или 1 = $-+1, №, 

будут неотрицательными. Таким образом, у, = (1 ... YN). Е 

ЕС и допустимое решение У имеет строго Положительных 

координат по краиней мере Ha одну меньше, чем допустимое 

решение У. Продолжая рассуждать аналогичным образом, в 

конце концов придем к допустимому решению, у которого ко- 

личество положительных координат не превосходит [ = Вх А. p> 

Теорема 3.2. Множество @ (3.8) допустимых решений 
является выпуклым. 

Пусть У1, Y2 Е ©, т.е. АУ, = Ви У >On, K=1,2. Если 

О<А<Ти X=AY,+(1-A)¥o, то Х >On и АХ =ЛАУ + 
+ (1- Л) АУ = АВ + (1-Л)В = В. Таким образом, выпуклая 

линеиная комбинация любых двух элементов из () содержится 

в нем, и, следовательно, () — выпуклое множество. > 

Теорема 3.3. Допустимые базисные решения задачи (2.11) 
линейного программирования в стандартной форме являются 
крайними точками множества © ее допустимых решений. 

4 Пусть У = (у ... y? 0... 0)" — допустимое базисное ре- 
шение рассматриваемой задачи линейного программирования. 

Предположим, что Yo не является краиней точкой множества, 

допустимых решений О. В этом случае существуют две раз- 

личные точки Y,= (уг ... yy) ,&=1, 2, этого множества, для 
которых Yo = ЛУ! + (1- А)У2, где 0<А<1. Таким образом, 

Аут + (1 — r)y? =0, j= U+1,N. 

А так kak А> 0, 1-Л>0, у 20и уу 20 для всех j= 1, М, 

то у; = yf =0, 1 = L+1, М. Поэтому, если А = (а: ... ам), то 

L L 

»опа=в, У yjaj=B 
j=1 j=1 
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и, как следствие, 
L 

У (y} - у?)а; = Or. 

Но столбцы a;,j=1, L, матрицы A являются линейно независи- 
мыми, так как, согласно договоренности, являются базисными. 

Поэтому у — y? —0, 1=1,Ё, и Y; = У, что противоречит 

исходному предположению о двух различных допустимых ре- 

шениях Y, и Yo из ©. Итак, гипотеза о том, что Yo не является 

крайней точкой множества допустимых решений (), оказалась 

Ложной. № 

Теорема 3.4. Краиние точки множества, () допустимых ре- 

шений задачи (2.11) линейного программирования в стандарт- 

ной форме соответствуют допустимым базисным решениям. 

4 Пусть матрица А = (а1 ... ам) Е Мьм (В) имеет ранг Rg А = 
‘ T A — (10 0 . = [< М. Предположим, что \% = (41... 90... 0) — край- 
няя точка множества () допустимых решений и у > 0 при 
j=1,s. Докажем, что $ < L, т.е. что Yo — допустимое базисное 
решение. 

Предположим, что $ > Ё. Тогда столбцы aj, j = 1,8, Ma- 

трицы А являются линейно зависимыми и существуют такие 
коэффициенты A;, что 

У ла; =е,, У dj] >0. 
j=1 j=l 

Пусть ГС {1,2,..., $} — совокупность индексов j, для кото- 
рых | Л; > 0. Если 

. ye T N p= min А = (Л, ... As 0 ...,0) ER", 

тор> 0, АЛ = Oy, и векторы 

Хь= Yo—(-1)*pA, k=1,2,
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удовлетворяют условию неотрицательности, т.е. Х! > On и 

X2 >On. Кроме того, Yo Е ©, т.е. Аж =Ви 

AX; = AYo—(-1)*pAA=B, k=1,2. 

Таким образом, Х\1, Х2 Е @ и Yo=0,5(X1+ X2). Следовательно, 
Yo не может быть крайней точкой для (), что противоречит 

выбору Yo и означает ошибочность предположения $ > L. № 

Замечание 3.1. У множества () допустимых решении, 

заданного согласно (3.8), где Ё < №, число краиних точек, а 
следовательно, и число допустимых базисных решений, конечно 

М! 

М(М- Г)! 

Замечание 3.2. Если множество (С) допустимых решении, 

определенное согласно (3.8), ограничено, то оно является замк- 

нутым выпуклым множеством с конечным числом крайних 

точек. Можно показать, что любая точка такого множества, 

может быть представлена в виде выпуклой комбинации его 

краиних точек. 

и не превышает Ch = 

Теорема 3.5. Если в некоторой точке множества () до- 

пустимых решений задачи линейного программирования (2.11) 
ее целевая функция достигает максимума, то она будет при- 

нимать максимальное значение хотя бы в одной крайней точке 

множества (С). Если целевая функция достигает максимума в 

нескольких крайних точках множества (), то она достигает 

максимума и в любой их выпуклой комбинации. 

4 Сначала предположим, что множество допустимых решений 
() задачи линейного программирования (2.11), определяемое со- 

гласно (3.8), является ограниченным. Пусть Ух, k= 1, K, — 
крайние точки множества ©) и Yo ЕО — точка, в которой це- 
левая функция } = ГУ достигает своего конечного максимума. 

Тогда, (см. замечание 3.2) существуют Ay, К = 1, К, такие, что 
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При этом, если У — такая крайняя точка множества (), что 

ГУ = шахГУ», то 
kek 

K K К 

ГУ = SAY, < У `ЛьГУ =ГУ У Лк = ГУ. 
k=1 k=1 k=1 

Ho Yo — точка максимума целевой функции, Т.е. ГУо > ГУ для 

любого У ЕС. Поэтому ГУ = ГУ и существует хотя бы одна 

крайняя точка (точка, У), в которой целевая функция достигает 

своего максимального значения. 

Пусть теперь целевая функция f = ГУ достигает своего 

максимального значения Ф в крайних точках У”, 1=1, 4, т.е. 

Ф =ГУ*, j=1,J. Любой элемент их выпуклой комбинации 

имеет вид 

™ 

J J 

У=У я, YoAg=1, AV20, G=1, 
j=1 71=1 

Таким образом, значение целевой функции для этого элемента 
равно: 
| J J J 

TY =) У =) 0AjO=6) A; =. 
j=l j=l j=1 

Доказательство утверждения в случае ограниченности множе- 
ства @ допустимых решений завершено. 

Пусть множество () допустимых решений не является огра- 
ниченным. Если существует оптимальное решение Y*, то к 
ограничениям, определяющим множество () допустимых реше- 
ний, всегда можно добавить ограничение У < У», которое не 

повлияет на максимальное значение целевой функции, но пре- 

вратит @ в ограниченное выпуклое замкнутое множество. № 

В силу основных теорем линейного программирования, до- 

казанных выше, для нахождения оптимального решения любой 

адачи линейного программирования достаточно исследовать 

Мишь ее допустимые базисные решения. Это связано с тем, что
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все допустимые базисные решения являются крайними точка- 

ми множества допустимых решений (см. теорему 3.3). Число 

допустимых базисных решений зависит от числа, базисных ми- 

норов матрицы Аи в общем случае может быть достаточно 

большим. Поэтому полный перебор всех допустимых базисных 

решений, как метод решения задачи линейного программирова- 

ния, не эффективен и нужен другой метод, который на каждом 

этапе своей реализации позволяет переходить от одного допу- 

стимого базисного решения к другому, лучшему по сравнению 

с исходным в смысле значений целевой функции. 

3.2. Симплекс-метод при известном 

допустимом базисном решении 

В этом параграфе рассмотрим задачу (2.11) линейного про- 
граммирования в стандартной форме, для которой известно 
допустимое базисное решение. Есть общий метод определения 

допустимого базисного решения (см. 3.3). Однако в частном 

случае задачи линейного программирования вида, (2.1) допу- 

стимое базисное решение можно найти непосредственно из си- 

стемы ограничений задачи. А именно, если в задаче (2.1) нет 

ограничений типа равенства или типа „болыше или равно“, 

т.е. ели Ig = Ig = @, a В = {1, 2, ..., т}, причем все коэф- 
фициенты 6; неотрицательны, то переход к задаче линейного 

программирования в стандартной форме путем введения неот- 

рицательных переменных 1+1, ..., Intm (CM. 2.2) приводит к 

задаче 
7 

» Qiklk+In4i=5;, t=1,m; 
k=1 

z;20, jg=1,n+m. 

Нетрудно увидеть, что в задаче с такими ограничениями век- 

тор 

Y=(0 ... 0b; ... bm) ЕВ" (3.10) 

является допустимым базисным решением.



3.2. Симплекс-метод при известном допустимом базисном решении 93 
——— 

Отметим, что к описанному случаю сводится задача вида 

(2.1), в которой нет ограничений типа равенства, (15 = ©), a 

коэффициенты 65; в ограничениях типа неравенства, удовлетво- 

ряют соотношению 6; > 0 при зЕ КН и соотношению 6; < 0 при 

{Е ВБ. Действительно, достаточно каждое неравенство с индек- 

com 7 € ВБ умножить Ha число —1, в результате чего изменится 

и Тип неравенства, и знак правой части неравенства, т.е. мы 

придем к случаю I, =В=бив: >20, 1=1,т. 

Приступим к изучению симплекс-метода при известном до- 

пустимом базисном решении, которое будем называть началь- 

ным базисным решением. Пусть задана задача, линейного 

программирования в стандартной форме (2.11), причем пер- 

вые L столбцов а; матрицы А в представлении (2.11) являются 

базисными столбцами, соответствующими начальному базисно- 

му решению. Для удобства дальнейших рассуждений матрипу 

Аь, столбцами которой являются базисные столбцы A, назовем 

базисом рассматриваемой задачи линейного программи- 

рования, или просто базисом. 

При сделанных допущениях и обозначениях (3.2) уравнение 

(3.3), связывающее векторы \ и У, базисных и свободных 

переменных модели, может быть представлено в следующем 

виде: 

У+А, ТА, У, = А, ' В. (3.11) 

Если при записи целевой функции [(У) = ГУ в (2.11) восполь- 
зоваться представлением (3.4) вектора, У и ввести обозначения 

Гь = (91 ... Ye), Г = (на ... 7М), (3.12) 

то Г = (Гь Г.) И 

КУ) = Гь А, В+ (Г, — Гь АТА, У, (3.13) 

Заметим, что матрица коэффициентов при базисных перемен- 

ных модели ук, K=1, Г, в (3.11) является единичной, а в (3.13) —
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нулевой. Кроме Toro, допустимое базисное решение, существо- 

вание Которого предполагается, представимо в виде (3.5) и ему 

соответствует значение целевой функции 

Л = ГьАр В, (3.14) 

определяемое равенством (3.13) при У, = 9 м-г. Таким образом, 

из (3.13), (3.14) следует, что 

КУ) = fot (Г. - Гь А; А,)У,, (3.15) 

и коэффициент при свободном переменном у; в правой части 
равенства (3.15) для определения значения целевой функции f 
равен (см.(3.12) и замечание 2.1): 

d;=7;-TsA,'a;, j=L+i,N. (3.16) 

Идея симплекс-метода, состоит в том, чтобы исходя из Ha- 

чального допустимого базисного решения (3.5) найти новое 

допустимое базисное решение, исключая для этого некоторой 

столбец a; из начального базиса Ap, и заменяя его одним из не- 

базисных столбцов а; матрицы A, где t= 10Duj=L+i,N. 

Условия такой замены состоят в TOM, чтобы включение а; в 
новый базис, По крайней мере, не ухудшило значение целевой 

функции f, а удаление а; обеспечило получение нового допу- 

стимого базисного решения. 

Согласно проведенным рассуждениям, целевая функция f(Y) 
может быть записана, в виде 

N 

КУ) = fot > d5Y;, 
j=L+1 

где коэффициенты d;, 7 = L+1, №, относятся к свободным пе- 
ременным модели и определяются равенствами (3.16). Каждый
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такой коэффициент называют симплекс-разностью. Boc- 

пользовавшись этим представлением целевой функции, с уче- 

том неотрицательности переменных модели можно показать, 

что: 
a) небазисный столбец а; матрицы А имеет смысл вводить 

B новый базис, если симплекс-разность 4; положительна; 
6) в новый базис целесообразно включать TOT небазисный 

столбец матрицы А, у которого симплекс-разность имеет наи- 

большее положительное значение (условие оптимальности 

быбора); 
в) если все симплекс-разности неположительны, то значение 

целевой функции улучшить нельзя, т.е. допустимое базисное 

решение является оптимальным решением. 

- Пример 3.2. Рассмотрим следующую задачу линеиного 

программирования: 

Т1 +. т —? тах, 

11-1221, 

D2 < 2, < 

112 0, 12 2 0, 

или в стандартной форме 

Yi + Y2 — Max; 

Yi — у2 — 43 = 1, 

уз + y4 = 2, 

ye 20, k=1,4, 

Где у! = 21, у2 = 12, Узи Y4 — новые переменные модели, 

А= (6 — [о i). в= (5). Г= (1100), (3.17) 

Ap = (ay аз) = (3 -1). det A, =1, 4 = (3 '): (3.18)
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В этом случае, согласно (3.5), (3.17), вектор У = (3 2 0 0)" 
является базисным решением, притом допустимым, и его можно 
использовать в качестве начального. Из соотношений (3.2), 
(3.12) и (3.17) находим 

.= (5 ty. Г =(11), P,=(0 0). (3.19) 

Значение целевой функции fo, соответствующее начальному до- 

пустимому базисному решению, определяется формулой (3.14) 

с учетом равенств (3.17)- (3.19): 

ф=ГьА; В =5, 

а, матрица-строка симплекс-разностей определяется из соотно- 

шений (3.15), (3.16), (3.18), (3.19): 

(4з 44) =Г, -ГЬА А, =(1 —2). 

Таким образом, 43 =1> 0, 44 = -2 < 0и в новый базис нужно 
T 

включить столбец аз = (—1 0) матрицы A, a новым базисным 

переменным будет уз. 3 

Предположим, что в соответствии с условием оптималь- 

ности выбора определен небазисный столбец a, матрицы А, 

который будет введен в новый базис. Новый базис, полученный 

из старого путем замены в нем некоторого базисного столбца, 

aj матрицы А небазисным столбцом @,, должен обеспечивать 

получение нового допустимого базисного решения. Согласно 

(3.11) и (3.2), 

№ 

¥,=A,'B-A,'A,Y,=A,'B-A,' > ау; =АрВ- Ара, у, 
j=L+1 

так как новое базисное переменное у, > 0, a все остальные 
небазисные переменные у; = 0 для всех Е {Ё+1,..., №} \ {г}.
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Если (A, В); и (A,‘a,); — i-e координаты векторов А; 'В и 
А; ‘a, соответственно и 

у: = (А! В); - (Ара) у;, 1=1, Г, (3.20) 

то при (A, 'a,); > 0 и достаточно болышом значении у, новое 

значение у;, определяемое согласно (3.20), может стать отрица- 

тельным. 

Пусть ГС {1,..., LD} — множество индексов 1, для которых 

(A, та»): > 0. Максимальное значение нового базисного пере- 

менного у, определим следующим образом: 

O0<y<yr™. (3.21) 

Если у, = y™*, то по крайней мере одно переменное у, где 

[Е Г, обратится в нуль и соответствующий ему столбец a; 

матрицы A можно вывести из старого базиса. Заметим, 

что (3.21) фактически определяет условие допустимости 

выбора столбца а, выводимого из старого базиса. Понятно, 

ято это условие может быть представлено в следующем виде: 

(А В) _ (Ae В); 
(Арта, 1Е1 (A; Та): 

(3.22) 

а новый базис, построенный с использованием условия опти- 

мальности выбора и условия допустимости выбора, обеспечи- 

вает получение нового допустимого базисного решения. 

Если (A; 'а,); <0 для всех # = 1, [, то, согласно (3.20), при 

увеличении значения нового базисного переменного модели у, 

все новые значения у;, 2 = 1, Г, будут строго положительными. 

В этом случае задача не имеет решения: существуют допу- 

стимые решения со сколь угодно болышим значением целевой 

Функции (говорят, что оптимальное решение неограни- 

ченное).
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Пример 3.3. Вернемся к задаче линеиного программиро- 

вания, рассмотрение которой начато в примере 3.2. В соответ- 

ствии с условием оптимальности выбора, в новыи базис должен 

быть включен небазисный столбец a, = аз = (—1 0) матрицы 

А. Согласно (3.18), 

_ _ 11 —] —] 

АА (1 )( 0 )= ( 0 ) 
Все координаты вектора A; ‘a, неположительны, и задача, не 
имеет решения, что подтверждается при графическом решении 
задачи (рис. 3.2). # 

© 

Я 
Хх. 

< и. 

(4) . 71 2 

Из определения допустимого базисного решения, уравнения 

(3.11) и условия допустимого выбора (3.21) следует, что если 
бы начальное допустимое базисное решение было вырожден- 

ным, т.е. среди координат Уь есть нулевые, то значение ух 

вводимого базисного переменного у, могло бы оказаться рав- 

ным нулю. Кроме того, если считать, что у, = y™* в (3.20), 
то среди переменных у;, i= 1, L, могут оказаться два, или более 

нулевых. Тем не менее из начального базисного решения долж- 

но быть выведено лишь одно переменное у и соответствующий 

ему столбец a; матрицы А должен быть выведен из базиса, и 

заменен столбцом a,. Отметим, что вырожденность допусти- 

мого базисного решения (как начального, так и полученного 

нового} может осложнить поиск оптимального решения зада- 

чи, Далее (см. пример 3.7) проблема вырожденности обсуждена 

подробнее. 

Рис. 3.2
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Пример 3.4. Рассмотрим задачу линеиного программиро- 

вания 
211 +512 4 max; 

11 < 

52 < 

т1 + 

2 

или в стандартной форме 

21 + 592 $ тах; 

У1 + ys = 400, 

у2 + y4 = 300, 

У1 + у2 + Ys = 500, 

ye >20, К=1, 1,5, 

rae 91 = 21, ¥2 = 12, Y3, Ча, Ys — новые переменные, 

101 0 0 

A=(aq, ...as)=]{0 10 1 Of, 

11001 
(3.23) 

400 
В= | 300 |, Г=(25000.. 

500 

Выберем, согласно (3.10), вектор У = (0 0 400 300 500)" 
качестве начального допустимого базисного решения. Тогда, 

® =ГьА,'В=0и 

уз 

Ув = Y4 |, y= (%), 
Ys Y2 

10 

Ab = (a3 a4 Gs, ) = Is, As = (ay a2) = 01 р 

11 

Гь = (000), Г, = (2 5).
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Coraacno (3.15), (3.16), вычисляем матрицу-строку симплекс- 
разностей: 

(41 42) =Г, - ГЬ А; "А, = (2 5). 

А так как 42 > 41 > 0, то в новый базис вводим столбец a, = ay 

матрицы A и новое базисное переменное у. 

В рассматриваемом случае Арта, = Iza2 = (01 1)’. Поэто- 

му (A, 'а,); > 0 при Е J= {4,5}. А так как А’'В=В= 

= (400 300 500), то по условию допустимости выбора (3.22) 

A;'B А! В); ь Е — min $ i = min { 3 500) _ 300 

(Ар a,); #6! (Ар а,); 

и [ = 4, т.е. в базисе заменим столбец a4 матрицы А ee столбцом 
аз. Кроме того, согласно (3.21), (3.22), утах = 300 , и для 
определения нового допустимого базисного решения в (3.20) 
заменим у, на ys и при 1 = 3,4, 5 вычислим 

уз = 400 —0. 300 = 400, 

уд = 300 — 1.300 = 0, 

ys = 500 — 1.300 = 200. 

Таким образом, получаем новое допустимое базисное решение 

У = (0 300 400 0 200)”, 

2 010 

= [| |, y.=(“), As = (a2 аз a5)={ 1 0 0}, 

101 

010 10 

Ay'={1 0 Of}, А, = (а а4)=|0 14, 
0 -1 1 10 

Гь = (5 00), Г. = (2 0), ф =ГьА; В = 1500. 

Согласно (3.15) и (3.16), вычисляем матрицу-строку симплекс- 
разностей: 

(41 44) =Г, - ГьА; ТА, = (2 -5).
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А так как 41 > О и 4. < 0, то в новый базис вводим столбец 

а; = a, матрицы А и новое базисное переменное 4). 

В рассматриваемом случае A; ‘a, = Ayia = (0 1 1)’. По- 

этому (Ар!а,); > 0 при 1 Е Г= {3, 5}. А так как А;'В = 

= (300 400 200)’, то по условию допустимого выбора (3.22) 

—1 В 2 
Ay 3h min} at = 200 

1’ 1 

ul=5, т.е. в базисе заменим столбец ds матрицы A ee столбцом 

а1. Кроме того, согласно (3.21), (3.22), угах = 200, и для 
определения нового допустимого базисного решения в (3.20) 

заменим у, на у1"2> и при 1 = 2, 3, 5 вычислим 

yo =300—0-200 = 300, 
y3 = 400 — 1-200 = 200, 
ys =200—1.200 = 0. 

Таким образом, новое допустимое базисное решение имеет вид 
т 

Y = (200 300 200 0 0) , 

Ys 95 

0-1 1 оо 
А =|0 1 01, А, = (4 as)=] 1 0}, 

1 1 -1 01 

Гь= (250), Г,=(00), fo=l,A,'B=1900. 

Снова, согласно (3.15), (3.16), вычисляем матрицу-строку 
симплекс-разностей: 

(44 4) =Г, -ГьА;'А, = (-3 —2). 

Так как симплекс-разности всех небазисных переменных отри- 
T 

цательны, допустимое базисное решение Y = (200 300 200 0 0) 

является оптимальным решением. Ha рис. 3.3 приведено rpa-
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фическов решение и указана, последовательность исследования 

крайних точек множества С’ допустимых решений при реали- 

зации симплекс-метода. 

O
o
O
V
O
O
 

Рис. 3.3 

Замечание 3.3. Пусть для задачи линеиного программи- 

рования в стандартной форме известно начальное базисное ре- 

шение. В этом случае вся процедура нахождения оптимального 

решения с использованием симплекс-метода состоит в последо- 

вательной реализации следующих шагов (см. пример 3.4). 

Шаг 1. Для известного начального базисного решения 

У формируют матрицы Y,, У,, As, As, Гь, Г. и определяют 

матрицу A, 1. 

Шаг 2. Вычисляют матрицу-строку симплекс-разностей 

Г. -—Гь Ay" A,. Если все элементы этой матрицы-строки являют- 

ся неположительными, то начальное базисное решение является 

оптимальным решением и вычисления завершены. В противном 

случае, если 4, — максимальная положительная симплекс-раз- 

ность, то в новый базис вводят небазисный столбец a, матри- 

цы А. 

Шаг 3. Определяют вектор A, a, и множество индексов 

Г ero положительных координат. Определяют номер | столбца, 

а! матрицы A, выводимого из базиса, и максимальное значение 

утах нового базисного переменного у: 

max (АБ В) _ 
УЕ = min ——j . 

(A, а.) 161 (А; а,); 



3.2. Симплекс-метод при известном допустимом базисном решении 103 

Шаг 4. Вычисляют новые значения старых базисных 

переменных: 

yi = (Аз В); — (Аза) зу“, te Г. 

Затем выписывают новое допустимое базисное решение при 

Yr = y, **, которое называют начальным базисным решением, 

и возвращаются к шагу 1. 

Замечание 3.4. Процедуру решения задач линейного 

программирования симплекс-методом удобно оформлять в ви- 

де симплекс-таблиц, основой которых являются уравнение 

(3.11) и представление целевой функции в виде (3.13). Каждая 

симплекс-таблица отражает одну итерацию симплекс-метода, 

состоящую из четырех шагов (см. замечание 3.3). 

Пример 3.5. Рассмотрим задачу линейного программиро- 

вания 
f(x ,22) =621 +252 > max; 

27; +422 < 9, 

321; +12 <6, 

Ly 2 0, 2 2 0. 

Эта задача относится к частному случаю задач линейного 
программирования, в котором допустимое базисное решение 
можно найти непосредственно из ограничений (об этом сказано 
в начале параграфа). Запишем рассматриваемую задачу в 

стандартной форме: 

Х(ул › Уз, Уз, ya) = бу: + 2у2 +0 -уз-+ 0. ул + max; 

241 + 4y2+1-y3+0-y4=9, 

Зу1 + 1-y2+0-y3+1-y4 =6, 

20, К=1, 4, 

Где у1 = 21, уз = 22, а уз и у4 — новые переменные.
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Здесь в соответствии с (3.10) в качестве начального допу- 
стимого базисного решения можно использовать вектор У = 

= (009 6), которому соответствует значение целевой функ- 

ции / =0. Таким образом, уз, ye — базисные переменные, и 

можно заполнить первую симплекс-таблицу, соответствующую 

нулевой итерации симплекс-метода (табл. 3.1). 

Таблица 3.1 

Итерация НИ Значение | | % | %3 | ¥4 

7 0 62010 

В табл. 3.1, как и в любой другой симплекс-таблице, выделе- 

ны столбцы „Итерация“, „Базисные переменные“, „Значение“ 

и столбцы, соответствующие переменным модели. В столбце 
„Итерация“ указан номер итерации. Табл. 3.1 соответствует 
нулевой итерации, позтому в первом столбце проставлено 3Ha- 

чение 0. Рассмотрим процесс заполнения таблицы, исключая 
пока ее последнюю строку. 

Перепишем ограничения задачи линейного программирова- 

ния в следующем виде: 

Но 4 
=|3 |1 +{ 1] y2+ |0 уз +] ул. 

В результате получим последние столбцы симплекс-таблицы, 

начиная со столбца „Значение“. Остается заполнить столбец 

„Базисные переменные“. В симплекс-таблице базисным пере- 
менным всегда соответствуют столбцы единичной матрицы. В 

табл. 3.1 это столбцы уз и уд. В столбце уз единица стоит Ha пе- 

ресечении с первой строкой. Поэтому в первой строке в столбце 

„Базисные переменные“ записано уз. В столбце у4 единица CTO- 

ит на пересечении со второй строкой таблицы. Поэтому во 

второй строке в столбце ‚Базисные переменные“ записано уд.
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Осталось заполнить последнюю строку табл. 3.1. Целевая 

функция задачи линейного программирования в стандартной 

форме имеет вид 

F (yr, у, Уз, ya) = 6y1 + 2у2 + Оуз + Oye 

и зависит только от свободных переменных у1, у2. В столбцах 

д, Y2, Уз, Уд записываем козффициенты при зтих перемен- 

ных в целевой функции. Отметим, что коэффициенты при 

переменных у1 и у2 являются их симплекс-разностями (3.16), 

соответствующими начальному базису (уз, у4). В столбце „Зна- 

чение“ записываем нуль как значение функции f в начальном 

базисном решении, взятое с противоположным знаком. В стол- 

Gey „Базисные переменные“ записываем — {. 

Итак, заполнение первой симплекс-таблицы, соответствую- 

щей нулевой итерации симплекс-метода, требует представле- 

ния задачи линеиного программирования в стандартной форме. 

При этом начальное базисное решение выбирают в форме (3.10). 

В симплекс-таблице есть вся необходимая информация о на- 

чальном базисном решении (столбцы „Базисные переменные“ 
и „Значение“) и данные для построения нового допустимого 

базисного решения (значения симплекс-разностей, записанные 

в последней строке под свободными переменными). 

Наибольшая положительная симплекс-разность равна, 6 и со- 

ответствует переменному у!, которое будет новым базисным 

переменным. Оба, элемента, 2 и 3, расположенных Ha пересече- 

нии строк, соответствующих старым базисным переменным уз, 

уд, и столбца, соответствующего новому базисному переменно- 

му yi, положительны. Поэтому вычисляем 9/2 =4,5 и 6/3 =2. 
Наименьшее из двух полученных чисел равно 2 = упаХ и соот- 

ветствует старому базисному переменному уд, которое нужно 

вывести из нового допустимого базисного решения. 5 

Строку симплекс-таблицы, соответствующую выводимому 

базисному переменному, называют ведущей строкой сим- 

плекс-таблицы} а, ее элемент, расположенный на пересечении
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со столбцом, соответствующим новому базисному переменно- 

му, называют ведущим элементом симплекс-таблицы 

(в табл. 3.1 ведущий элемент выделен полужирным шрифтом). 

Пример 3.6. Вернемся к задаче линейного программиро- 

вания, рассмотрение которой начато в примере 3.5. Используя 

табл. 3.1, продолжим решение задачи линейного программиро- 

вания, построив новую симплекс-таблицу (табл. 3.2), имеющую 

столько же строк и столбцов с теми же наименованиями. 

Таблица 3.2 

Итерация Сны sre Значение | У1 | У2 | Уз | Ya 

10 2 
Уз 5 ОЕ |: 

] 1 1 

—f —12 010101 -2 

В столбце „Итерация“ записываем номер итерации 1. Ста- 

рое базисное переменное уз остается в базисе. Поэтому в 

столбце „Базисные переменные“ это переменное записываем в 
той же первой строке. Старое базисное переменное уд меня- 

ем на новое переменное yj, запись —f сохраняется — столбец 

„Базисные переменные“ заполнен. 
Новому базисному переменному у! на итерации 1 соответ- 

ствует столбец единичной матрицы, причем единичный элемент 

зтого столбца должен стоять на месте ведущего элемента, но- 

вой симплекс-таблицы (см. пример 3.5). Чтобы добиться этого, 

разделим все элементы ведущей строки на ведущий элемент, 

получив тем самым новую ведущую строку, соответствующую 

новому базисному переменному у!. Все остальные элементы 

столбца у! должны быть равны нулю, включая элемент, стоя- 

щий на пересечении с последней строкой новой симплекс-таб- 

лицы. Для этого из первой строки табл. 3.1 вычитаем новую 

ведущую строку, умноженную на 2, а из последней строки
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табл. 3.1 вычитаем новую ведущую строку, умноженную Ha 

6. А так как все симплекс-разности, записанные в последней 

строке табл. 3.2 в столбцах свободных переменных, являют- 

ся неположительными, то новое допустимое базисное решение 

У = (205 0)" является оптимальным решением и ему соответ- 
ствует значение целевой функции f=12. # 

‚ Прежде чем переходить к анализу возможностей определе- 

ния начального базисного решения, обсудим еще одну задачу 

линейного программирования для иллюстрации специфических 
особенностей практического использования симплекс-метода. 

Пример 3.7. Рассмотрим задачу линеиного программиро- 

вания 

f(@1,2%2) = 311 — 12 4 тах; 

или в стандартной форме (у! = 21, у2 = Z2, а Уз, Y4, Ys — новые 
переменные) 

Зи — Y2 > тах; 

21 — у2 + Уз = 4, 

yi — 2y2 + ys = 2, 

Yi + У2 + $5 =5, 

ye 20, К=1,5. 

В данном случае в качестве начального можно использовать 

допустимое базисное решение У = (0 0 4 2 5), которому соот- 

ветствует значение целевой функции / = 0. Тогда, уз, ys, Ys — 

базисные переменные. Мы можем заполнить первую симплекс- 

таблицу, соответствующую нулевой итерации симплекс-метода 

(табл. 3.3).
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Таблица 3.3 

Итерация НИ Значение | У | Y2 | ys | ¥4 | % 

уз 4 2/1-1/1 10 | 0 
о а 2 1)/-2} 0/1] 0 

—f 0 о [0 [| 0 

Наибольшая положительная симплекс-разность равна 3, т.е. 

новым базисным переменным является yy. A так как все эле- 

менты столбца, соответствующего переменному Yj, являются 

положительными, то 

Это число соответствует двум базисным переменным: уз и Yq. 

Следовательно, возможны два варианта реализации симплекс- 

метода. 

Вариант 1. Выводим старое базисное переменное уз. 

Этому варианту соответствуют симплекс-таблицы, представ- 

ленные в табл. 3.4. 

Таблица 3.4 

Итерация ные Значение | У! | У2 Уз |344] Ys 

Yi 2 1 | -1/2] 1/2 | 0 0 

] Y4 0 0 |} —3/2|-1/2] 1 0 
Ys 3 о | 3/2 }-1/2} 0] 1 
—f —6 0 | 1/2 | -3/210 0 

7 3 1 0 1/3 10] 1/3 

о У4 3 0 0 _] | ] 

Y2 2 0 1 —1/310 | 2/3 

—f —7 0 0 |-—4/310 | -1/3 



3.2. Симплекс-метод при известном допустимом базисном решении 109 

Вариант 2. Выводим старое базисное переменное ул. 

Этому варианту соответствуют симплекс-таблицы, представ- 

ленные в табл. 3.5. 

Таблица 3.5 

Итерация АИ Значение | У! | Yo Уз Y4 5 

Y3 0 0 | 3 l —2 0 

1 7 2 11-21 0 | 0 

Ys 3 0 | 3 0 —] l 

—f —6 015 0 —3 0 

Y2 0 0] 1 1/3 |-2/3| 0 
о А 2 1101 2/3 | -1/8 0 

Ys 3 010 —1 1 | 

—f —6 0} 0 |-5/3] 1/3 0 

Y2 2 0} 1 }-1/3}) 0 2/3 
9 Yi 3 110 | 1/8 0 1/3 

Y4 3 010 —1 | | 

—f —7 0| 0 |-4/3] 0 —1/3 

Рис. 3.4 

т 

Оптимальному решению У = (32030) соответствует 
значение целевой функции f =7 (см. рис. 3.4). 

что при реализации как первого, так и второго вариантов 
Заметим,
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при первой итерации (см. табл. 3.4 и 3.5) новое допустимое 

базисное решение У = (2000 3)" является вырожденным и 

соответствует (см. рис. 3.4) крайней точке (2;0) множества С 
допустимых решений. Более того, при реализации варианта 

2 новые допустимые базисные решения при первой и второй 

итерациях являются не только вырожденными, но и совпадают 

(см. табл. 3.5). # 

Вырожденность является следствием переопределенности 

крайней точки (2;0) множества G допустимых решений, в кото- 

рой пересекаются три прямые (см. рис. 3.4), соответствующие 

ограничениям рассматриваемой задачи, в то время как для за- 

дания крайней точки множества G на плоскости достаточно 

двух прямых. Переопределенной краиней точке множества, до- 

пустимых решений соответствуют два аспекта: 

1} одно или несколько ограничений являются избыточны- 

ми. Если избыточным является 3-е ограничение, то его можно 

снять, не изменяя при этом множество допустимых решений. 

Это означает, что использование 1-го ресурса для достижения 

поставленной цели не является обязательным. Подобная ин- 

формация может оказаться весьма, полезной при практическом 

использовании результатов исследований; 

2) в общем случае при реализации симплекс-метода возмож- 

но циклическое повторение операций, не улучшающих значения 

целевой функции и не приводящих к завершению вычислений 

(см. табл. 3.5, итерации 1 и 2). Но при практическом использо- 

вании симплекс-метода, как показывает опыт, такое маловеро- 

ATHO. 

В заключение рассмотрим пример задач линейного про- 

граммирования, для которых оптимальное решение не является 

единственным, т.е. целевая функция достигает своего макси- 

мального значения на некотором подмножестве множества, до- 

пустимых решений. Элементы этого подмножества называют 

альтернативными оптимальными решениями.
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Пример 3.8. Рассмотрим задачу линейного программиро- 

вания 
(11,12) = 211 +412 —› тах; 

т1+212<35, 11+12<4, 

1120, r2 20, 

или в стандартной форме 

2/1 + 4y2 4 тах; 

ул + 212 + уз=5, Шу +1 =4, 

420, К=1, 4, 

где yy =т1, yo = 12, а уз и ys — новые переменные. В каче- 

стве начального базисного решения можно использовать вектор 

Y=(0 05 4)", которому соответствуют базисные переменные 

модели уз, ул и значение целевой функции f = 0. 

В данном случае оптимальное решение не является един- 

ственным (рис. 3.5), так как любая точка отрезка АВ соот- 

ветствует оптимальному решению. Выясним, как проявляется 

специфика рассматриваемой задачи при ее решении симплекс- 

методом. 

В табл. 3.6 приведены симплекс-таблицы двух первых ите- 

раций симплекс-метода. Видно, что оптимальному решению 

Q) х,+2х.=5 

@ 
©) 
® 
B 

~ 
[=> f=0 

Рис. 3.5
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Таблица 3.6 

Итерация а Значение | м | vo | № | y4 

0 Y4 4 варто {1 
—f 0 оао | 0 
yo 5/2 11/2) 11 1/2 | 0 
YA 3/2 11/210 | -1/2] 1 
| -10 | 0 |o][ -2 | 0 

Y*=(0 5/2 0 3/2). соответствует точка А множества С’ до- 
пустимых решений (см. рис. 3.5) и значение целевой функции 

+ = 10. В последней строке табл. 3.6 симплекс-разность, соот- 

ветствующая свободному переменному модели у1, равна нулю. 

Следовательно, включение 1 в число базисных переменных 
не может привести к изменению значения целевой функции, 
но может привести к нахождению нового оптимального реше- 
ния. Из соответствующей симплекс-таблицы (табл. 3.7) видно, 

что новое оптимальное решение Y* = (3 10 0) соответствует 
крайней точке В множества С (см. рис. 3.5) и значению целевой 
функции } = 10. Таким образом (см. теорему 3.5), } = 10 и на 

выпуклой комбинации Хл=лАХ; + (1-Л)Х2 оптимальных реше- 

ний Xf = (0 5/2). и Х; = (3 1)", 0<A< 1, вектор ХХ является 
оптимальным решением. # 

Таблица 3.7 

Итерация пы Значение | У | Yo | \ | 934 

2 Yi 3 0 | -l 2 

—f —10 0 | 0 | -2 

Информация о наличии альтернативных оптимальных реше- 

ний является очень полезной при решении практических задач, 

так как „лицо, принимающее решения“, получает возможность
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выбора альтернативного варианта, в наибольшей степени отве- 

чающего сложившейся ситуации, и при этом нет необходимости 

исследовать изменения целевой функции. 

3.3. Нахождение допустимого 

базисного решения 

В задаче линейного программирования (2.1) множество 0д0- 

пустимых решений определяется системой ограничений 

п 

У ‘чьть <6; ЕП; 
k=1 

п 

> атЕТь = 5;, ЗЕ Io; 
k=1 

Tr 

> акте 2>6;, зе Ts, 
k=1 

с дополнительным условием неотрицательности переменных 

модели. Три множества индексов 1/1, [2, 13 попарно не пересека- 

ются и в совокупности составляют все множество индексов от 

1 до m включительно. Можно считать, что b; > 0, i= 1, т, так 
как в противном случае соответствующее неравенство можно 

умножить на —1. Переходя к задаче линейного программирова- 

ния в стандартной форме, полагают ух = гк, К = 1, п, и в каждое 

1-е ограничение вводят новое неотрицательное переменное уд ;. 

В результате система ограничений преобразуется к следующе- 

му виду: 
п 

У ‘акты + у = bi, Е п; 

k=1 
n 

Siete + 0- Yn4i = bi, t€ Io; 

k=1 
n 

У  ainre — Ynti = b;, = [3. 

k=1
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Если [2 = 13 = ©, т.е. П ={1,2,..., т}, то вектор 

Y=(0 ... 0b; ... bm) ЕВ" 

вида (3.10) является допустимым базисным решением рассма- 

триваемой задачи и его можно использовать в симплекс-методе 

в качестве начального базисного решения (см. 3.2). При этом 
базисным переменным модели у; t= 1, т, соответствуют 

столбцы единичной матрицы J,,, являющейся одним из блоков 

матрицы ограничений А. Именно этот прием нахождения на- 

Чального базисного решения был использован в примерах 3.4, 

3.0 и 3.7. 

Если в задаче (2.1) не является пустым или множество Io, 

или множество /3, то новое переменное у„-.; войдет в систему 

ограничении с коэффициентом 

0, ФЕ 12, 
a; ‚ — . 

t,n-+2 ~1, Е 13 

(см. пример 3.2), и в этом случае вектор вида (3.10) не при- 

ведет к допустимому базисному решению. Понятно, что при 

решении таких задач линейного программирования могут воз- 

никнуть значительные трудности, связанные с нахождением 

начальных базисных решений. Рассмотрим один из возможных 

методов поиска начального базисного решения, основанный на 

использовании искусственных переменных модели, т.е. пе- 

ременных, которые не имеют отношения к содержательной 

постановке рассматриваемой задачи. 

Идея использования искусственных переменных для нахож- 

дения начального базисного решения задачи линейного про- 

граммирования достаточно проста и заключается в следующем. 

Пусть в соотношениях (2.1) 6; > 0, i= 1, т, и для определен- 

ности 

п={1,..., т}, В={т +1... me}, Б={т2+1.... т}, 

где 1 < т! < т> < т. Полагают ур = ть, К = 1, п, вводят новые 

переменные ух, К = п-+ 1, п+т2, и переходят к следующей задаче 
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линейного программирования в стандартной форме: 

| 
k=1 

k=1 

k=1 

k=1 

n 

S| cee — max; 

п 

Sain ye = bi, t€ 1, 

n 

У ‘авик + у = Bi, Е р, 

(3.24) 

nr 

So aikye — Yagi =i, 1 € Is, 

Uk 2 9, 
k=1,n+myz. 

Каждое новое переменное ул ;, = 1, То, входит лишь в одно 

ограничение. 

После этого вводят т — т! искусственных переменных у;, 

| = п+т2+1, п+т2+т-—т1, и рассматривают вспомогатель- 

ную задачу линейного программирования: 

Tt 

У aikye + у =; ЗЕПП, 
k=1 

k=1 

k=1 

УЕ > 0, k= 1, пт>›-+т-— ту. 

И = — 

п 

У ‘анкуь + Yn4+-m2+i-m = b;, 1 Е р, 

т-т1 

> | Уп-+т2 +7 —? Max; 

j=l 

(3.25) 

Tt 

S aie ye — Уп+: + Yntemoti-m, =, 1 € Is,



116 3. СИМПЛЕКС-МЕТОД 
ey 

Для задачи (3.25) начальное базисное решение может быть 
найдено с использованием приема, рассмотренного в начале 

зтого параграфа. Ненулевые компоненты зтого решения имеют 

ВИД 

Yn4+i = b;, a Е п, Yn+m2+i-m, = b;, a Е о 13. 

В силу неотрицательности переменных модели (3.25) и спе- 
цифики целевой функции ф вспомогательной задачи линейного 

программирования ее оптимальное решение будет соответ- 

ствовать значению ф = 0, т.е. в оптимальном решении компо- 

ненты, соответствующие искусственным переменным модели, 

будут нулевыми. Таким образом, если в оптимальном реше- 

НИИ w* Е ® вспомогательной задачи линейного программирова- 

ния вычеркнуть нулевые компоненты, соответствующие искус- 

ственным переменным модели (3.25), то полученный вектор У 

будет не только принадлежать множеству допустимых реше- 

ний @ в (3.24), но и являться базисным допустимым решением 

исходной задачи, которое можно использовать в качестве на- 

чального. 

Отметим, что если оптимальное значение целевой функции 

вспомогательной задачи не равно нулю, то, как нетрудно 

заметить, множество допустимых решении исходной задачи 

пусто. 

Пример 3.9. Рассмотрим задачу линейного программиро- 

вания 

f (21,22) = $2, + 412 4 max; 

Ij +29 < 20, 

— 11 +412 < 20, 

т1 2 10,
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в стандартной форме имеющую следующий вид: 

Зу1 + 4у2 > тах; 

yi + У + уз = 20, 

— y+ 4у2 + ys = 20, 

y1 — ys = 10, 

y2 — Ye =9, 

ye 20, k=1,6. 

(3.26) 

В рассматриваемом случае J; = {1, 2}, 2 = 2, Iz = {3, 4}. 
Вводим искусственные переменные модели ут, уз и записываем 
вспомогательную задачу линейного программирования в стан- 
дартной форме: 

Ф(ут,..., Уз) = —у7 — ys — тах; 

yi + у2 + уз = 20, 

— yi + 4y2 + Ys = 20, 

y1 — У5 + y7 = 10, 

Уз — yo + ys = 9, 

ye 20, k=1,8. 

(3.27) 

Для вспомогательной задачи в качестве начального базисного 

решения можно взять W = (0 0 20 2000 10 5), тогда базис- 
ными переменными будут уз, уд, ут, \8. 

Вспомогательную задачу линейного программирования бу- 

дем решать с использованием симплекс-таблиц. Позтому, со- 

гласно (3.27), базисные переменные уу, уз, входящие в целевую 

функцию ф, выражаем через свободные переменные: 

y7=10-yi+ys, \=5-Уф+\. 

Таким образом, 

ф= —15 + и: + уз — ¥5 — Ye-
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Порядок заполнения симплекс-таблиц вспомогательной 3a- 

дачи и приемы работы с ними те же, что и в случае основной 

задачи (см. пример 3.5). Но для удобства дальнейших вычи- 
слений в симплекс-таблицы вспомогательной задачи линейного 

программирования введем еще одну строку, соответствующую 

целевой функции / основной задачи линейного программирова- 

ния (3.26). С зтой строкой будем проводить те же вычисления, 

что и обычно (т.е. на каждой итерации получать нули на месте 

пересечения строки со столбцами новых базисных переменных), 

не обращая внимания на значения симплекс-разностей небазис- 

ных переменных до того момента, пока ‹ф не примет нулевого 

значения. Симплекс-таблицы, отражающие поиск оптимально- 

го решения для вспомогательной задачи (3.27), представлены 

в табл. 3.8. 

Таблица 9.8 

Итерация НИ Значение | \/ | У2 | Уз |У4| 45| Ye} Y7| Ys 

Y3 20 оо OF OF O 

Ya 20 |-1] 4] O] 1] ооо 
о ут 10 1 00-1 оо 

Ys 5 01000-10 1 

~~ 15 1/ 1} O| Of-1}-1] 0] 0 
—f 0 314100 0 0 OF} O 

3 10 O; 1] 1] OF 1; 0-0 

Y4 30 01401-10010 

1 Л 10 11000-10 1] O 

8 5 01100 0-10 1 

~~ 5 о 1] O| OF Of-1]-1] 0 
—f —30 014101 01 3 0-31 0 

уз 5 010101 1-11-11 
Y4 10 ОГ Of 1-1 4] 1-4 

9 Y1 10 11000-10 1] O 

Y2 5 0100 0-10 1 

—ф 0 010000 0-11-11 

—] —50 O} Of O| Of 3| 4|-3|-4 
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Итак, начальное базисное решение для задачи линейного 

программирования (3.26) имеет вид Y = (10, 5, 5, 10, 0, 0)" и 

в преобразованном варианте } = 50 + 3y5 + 4у5. В табл. 3.9 

приведены симплекс-таблицы, отражающие процесс нахож де- 

ния оптимального решения для (3.26). Начальная симплекс- 

таблица основной задачи получается из симплекс-таблицы вспо- 

могательной задачи (см. табл. 3.8) вычеркиванием столбцов, 

соответствующих искусственным переменным Y7 и Yg, и строки, 

соответствующей целевой функции ф вспомогательной задачи. 

Таблица 9.9 

Итерация nea Значение | У! | У2 Уз Y4 Y5 Y6 

Уз 5 010 | 0 | 1 

Y4 10 010 0 | —] 4 

0 Vy 10 110 0 0 —1 0 

Y2 5 011 0 0 0 1—1 

—f —50 010 0 0 3 4 

уз 5/2 010 1 —1/4| 5/4 0 

Ye 5/2 |000 o | 1/4 |-1/4] 1 
1 Yi 10 110 0 0 —1 0 

3/2 15/2 011 0 1/4 |-1/41 0 

—f —60 010 0 —1 4 0 

Ys 2 010} 4/5 |-—1/5 1 0 

V6 3 00| 1/5 1/5 0 1 

2 у 12 1101 4/5 |-1/5 0 0 

Y2 8 011 1/5 1/5 0 0 

—f —68 0] 0 |-16/5|—1/5 0 0 

Оптимальному решению Y* (128002 3) соответству- 
ет значение целевой функции / = 68. Решая рассмотренную 

задачу линейного программирования графическим методом, 

можно непосредственно убедиться в том, что ее оптимальное 

(12 8). # решение Х * =
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Пример 3.10. Рассмотрим следующую задачу линейного 

программирования: 

f (21,22) = 321 + 212 -} тах; 

251 + 12 < 2, 311 + 412 2 12, 

4120, 1220, 

(рис. 3.6) или в стандартной форме: 

3y1 + 2у2 > тах; 

291 + у2 + уз = 2, 

3y1 + 4у2 — y4 = 12, 

>20, К=1, 4, 

где yy = 21, у = 12, а y3 и у4 — новые переменные. 

(©) 2х,+х,=2 

(2) 3х, +4х.=12 

(3) x,=0 

\ = \4 (4) x,=0 

\ 
} \ 

= ——_— 

4 of \ 2 38 4&\ x, 
f=0 

Рис. 3.6 

В рассматриваемом случае в обозначениях (2.1) Л = {1}, 
2 =©, [3 = {2}. Вводим искусственное переменное модели у5 и 

записываем вспомогательную задачу линейного программиро- 
вания в стандартной форме: 

Ф(у1,...,5) = —Ys > max; 

2yi + yo + уз = 2, 

3Y1 + 4у2 — Ya t+ %5 = 12, 

ye 20, k=1,5.
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Для вспомогательной задачи начальное базисное решение 
т 

имеет вид & = (0020 12) , базисными переменными являют- 

ся Уз, Ys, а целевую функцию ф можно представить следующим 

образом: y = —12 + Зи +4у2 — уд. Дальнейшее решение вспомо- 

Гательной задачи представлено в табл. 3.10. 

Таблица 3.10 

Итерация ий Значение | У | У | | Ya | Ys 

Y3 2 211 1 0 
0 Ys 12 3 | 4 0) -1 1 

—ф 12 3| 4 0|]-11 0 

—f 0 3 | 2 0 010 

2 2 2| 1 | 010 
| 45 4 —5 | 01—41 -—1| 1 

—ф 4 —5 | 0; -4]-1] 0 

—f —4 —1 | Of —2 010 

Вспомогательная задача, линейного программирования име- 

ет оптимальное решение w* = (0 2 0 0 4)”. В данном случае 
рассматриваемая задача не имеет допустимых решений, так 
как оптимальное значение целевой функции ф вспомогательной 

задачи отлично от нуля. # 

3.4. Анализ на чувствительность 

В 2.1 показано, что для любой практической задачи линей- 

ного программирования при известном оптимальном решении 
целесообразно проводить анализ на чувствительность. С при- 

емами проведения этого анализа мы ознакомились, применяя 

геометрический метод решения задач линейного программи- 

рования (см. примеры 2.2, 2.3). В общем случае приемы, 
используемые при проведении анализа задач линейного про- 
граммирования на чувствительность при известном оптималь- 

ном решении, весьма просты, хотя и отличаются некоторой
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громоздкостью. Для их иллюстраций обратимся к следующей 

задаче распределения ограниченных ресурсов. 

Пример 3.11. Рассмотрим задачу линейного программи- 

рования 

1(21,52,13,54) = 42, + 5224+ 923+ 1114 + max; 

11 +22 + 13 + та < 15, 

72, + 552 + 313+ 2х. < 120, 

32, +542 + 1053 + 1554 < 100, 2,20, К=14, 

которая в стандартной форме имеет вид 

Ay + 5у2 + Эуз + 114 $ тах; 

Чл + 92 + уз + 14 + %5 = 15, 

Тут + 5у2 + 3y3 + 294 + у = 120, 

341 + 592 + 10y3 + 154 + ут = 100, у20, k=1,7, 

(3.28) 

где ур = te, К =1, 4, а ys, Ye, Yr — новые переменные. Реше- 

ние задачи с использованием симплекс-таблиц представлено в 
табл. 3.11. 

Оптимальному решению Y* = (50/7 0 55/7 0 0 325/7 0). 
соответствует значение целевой функции f = 695/7. При этом 
базисными переменными в задаче (3.28) при последней итера- 
ции симплекс-метода являются 91, уз, Yo, а свободными пере- 

менными — Y2, Ya; $5, Y7- + 

Проводя анализ задачи линейного программирования на 
чувствительность при известном оптимальном решении, пре- 

жде всего определяют диапазоны допустимых изменений коэф- 
фициентов при переменных в целевой функции f. При этом 

под допустимыми изменениями понимают такие измене- 
ния этих коэффициентов, при которых оптимальный ба- 

зис рассматриваемой задачи линейного программирова- 
ния (т.е. базис при последней итерации симплекс-метода, COOT- 
ветствующий оптимальному решению} остается оптимальным.
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Таблица 9.11 

Ите. | Базис- 

ра- пере- Значение | Y¥1 3/2 уз 4 У5 |6 у? 

ция менные 

Ys 15 1/1 1 1 1 [ol о 
Ye 120 715 3 2 о |1 о 

0 ут 100 3 | 5 10 15 о fo] 1 
~f 0 4 |5 9 11 о lo! о 
ys 25/3 |4/5| 2/3 | 1/3 0 1 |0| -1/15 
Ye 320/3 |33/5|13/3| 5/3 | 0 о |1| —2/15 

1 ys 20/3 1/5] 1/3 | 2/3 | 1 о |0| 1/15 
—f | —220/3 |9/5| 4/3 | 5/3 | 0 о |o {11/15 
у 125/12 | 1 | 5/6 | 5/12 | 0 | 5/4 Jo] -1/12 
Ye 455/12 | 0 |-7/6|-13/12| 0 |-33/4|]1| 5/12 

2 yA 55/12 |0 | 1/6 | 7/12 | 1 |-1/4|0| 1/12 
—f |—1105/12! о |-1/6| 11/12 | о [| -9/4]0 [| -7/12 
у 50/7 1 | 5/7 | 0 |-5/7| 10/7 10| -1/7 
Ye 325/7 | o |-6/7| 0 | 13/7 |-61/7{1] 4/7 

3 уз 55/7 | o | 2/7] 1 | 12/7 | -3/7|0| 1/7 
~f | —695/7 [о |-3/7| 0 |[-11/7]-13/7] 0 | —5/7 

Пример 3.12. Продолжим рассмотрение задачи линейного 

программирования в стандартной форме (3.28). Предположим, 
что коэффициенты при переменных модели в целевой функции 

стали другими: 

f (yr, 2, 3, 4) = (4 + Е1) + (5 + €2) yo + (9 + Ез)уз + (11+ Е4)у4. 

Чтобы на нулевой итерации ведущим элементом симплекс- 
таблицы оставалось число 15 (см. табл. 3.11), должно выпол- 
няться условие 

0< 11+ Ел = тах{4 + Е1, 5+Е2, 9+6€3, 114+ Е4}, 

приводящее к системе неравенств 

54 > -1, €4-€3>-2, ЕЕ >-6б, ЕЕ > -Т. (3.29)
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В этом случае на первой итерации симплекс-разности рав- 
НЫ: 

9+5: —Е4 4+ ЗЕ? —Е4 5+ ЗЕз — 254 

5 3 3 

—11—Е4 
0, 0, 0, ° 15 

Takum образом, чтобы Ha первой итерации ведущим элементом 

симплекс-таблицы оставалось число 4/5 (см. табл. 3.11), должно 
выполняться условие 

< 9+ 5Е!1 — Е4 _ 

5 

9+5€,-€4 44+3€2-€4 54+3€3-2e, -11-—€&4 
— тах } + } 3 

5 3 3 15 

приводящее к системе неравенств 

Eq — 5Е1 < 9, 

2Е4 + 15Е1 — 15Е2 > -Т, 

ТЕа + 15Е1 — 15Ез > —2, 

454 — 1551 < 28. 

(3.30) 

Если числа €,, К = 1,4, удовлетворяют неравенствам (3.29), 
(3.30), то на второй итерации симплекс-разности будут рав- 

ны: 0, (—1 — 5€; + 6€2 — €4)/6, (11-551 + 12€3 — 7Е4)/12, 0, 

(-9 — 5€1 +Е4)/4, 0, (-7 +61 - =4)/12). Число 7/12 будет Be 

дущим элементом симплекс-таблицы (см. табл. 3.11), если 

< 11 — 551 + 123 — 7&4 
0 12 = тах { 42, d3, ds, ат}, 

где 

—1 — 5Е1 + 6€2 — Е4 11 — 5Е1 + 12Ез — Te, 
dz = ; аз — } 

6 12 
—9—5 _ — ds = ert ea 4 = Т-+ Е! — Е4 

4 12
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или, что то же самое, 

5Е1 — 12Ез + ТЕл < 11, 

5Е1 — 1222 + 12€3 — 564 > —13, 

5Е1 + 6€3 — 554 > —19, 

Е1 — 263 + Е4 <3. 

(3.31) 

Если четыре числа €,, €2, €3 И €4 удовлетворяют усло- 

виям (3.29)-(3.31), то на третьей итерации симплекс-разно- 
сти 0, (—3 —5Е!1 + 7Е2 — 2€3)/7, 0, (—11 4+ 5e, — 12€3 + 7e4)/7, 

(—13 — 10€, + 3¢€3)/7, 0, (-5+61 — €3)/7 He должны быть поло- 
жительными, т.е. 

5Е1 — 7Е2 + 2Ез 2 —3, 

5Е1 — 12Ез + ТЕд < 11, 

1051 — 3€3 2 13, 

Е1 — Е2 < 5. 

(3.32) 

При выполнении условий (3.29)- (3.32) третья итерация сим- 

плекс-метода является завершающей, и оптимальное решение, 
найденное при рассмотрении примера 3.11, так же, как и опти- 

мальный базис, остается неизменным. # 

Из примера, 3.12 видно, что процедура, определения диапазо- 

нов допустимых изменений коэффициентов в целевой функции 

является достаточно громоздкой. Но на практике подобные 

исследования чаще всего связаны с анализом допустимых из- 

менений =; удельной прибыли cy, К-го вида производственной 

деятельности при неизменности значений всех остальных ее 

параметров. В этом случае рассмотренная процедура замет- 

но упрощается. В частности, для Е1 в рассмотренной задаче 

допустимыми являются изменения от —2/15 и до 11/5, т.е. при 
любом с! из интервала, (58/15, 93/15) оптимальное решение 3a- 

дачи линейного программирования, рассмотренной в примере 
3.11, остается неизменным.
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Следующий этап анализа математической модели (2.3) 3a- 
дачи о распределении ограниченных ресурсов Ha чувствитель- 
ность при известном оптимальном решении связан с определе- 
нием диапазонов допустимых изменений параметров 6;, =1, п. 
Напомним, что величина 6; характеризует предельно возмож- 
ный объем потребления 1-го ресурса, (см. 2.1). 

Пример 3.13. Продолжим обсуждение задачи линеиного 

программирования (3.28). Сначала рассмотрим изменение па- 
раметра, 62, для чего в (3.28) положим 62 = 120462. Заметим, 

что эта вариация соответствует новому переменному модели 
ув, являющемуся базисным переменным для оптимального ба- 
зиса (см. табл. 3.11). Если в Табл. 3.11 на нулевой итерации 

заменить 120 на 120+ 62 и потребовать неизменности ведущих 

элементов всех симплекс-таблиц и допустимости получаемых 
решений, то должны выполняться неравенства: 

a) на нулевой итерации 

120 + 42 100. 120 +. 55 > — 
O+%2 20, 2 7 415° 

6) Ha первой итерации 

320 
—3 +4220, (+ 

в) на второй итерации 

г) на третьей итерации 

325 
= +02 >20. 

Таким образом, если д2 > —455/12, то оптимальный базис 

остается неизменным, а оптимальное решение имеет вид 

50 55 325 т 
у* = [| — — —- . (= 0 7 0 0 7 + d9 0)
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Теперь рассмотрим вариацию параметра, $1 ив (3.28) заме- 

ним 15 на 15 +41. Заметим, что эта вариация соответствует 

новому переменному Ys, которое не является базисным для 

оптимального базиса. 

Итак, в табл. 3.11 на нулевой итерации заменим 15 на 15+ 01 

и потребуем неизменности ведущих элементов всех симплекс- 

Таблиц и допустимости получаемых решений. Тогда должны 

выполняться неравенства: 

a) на нулевой итерации 

100 
15+4: 20, 15+6,> TB? 

6) на первой итерации 

= +6 > 0, (+5) <. 

в) на второй итерации 

55 0 125 4 ly 5 > 55 33 

19747" Jor 

Е 28) < (32 +28) =: 
12 41/7 12 41/5’ 

г) на третьей итерации 

120 + 246, 20, 55-301 20, 325-616, 20. 

Из этих неравенств находим, что 

я > 25 25 ch < 455 5<5 < 455 325 
1 3, 3 < “1 99 ' 15 09 ’ 

Таким образом, если —5 < д: < 455/99, то оптимальный базис 

остается неизменным и оптимальное решение имеет вид 

0 
7 7 ° 7 

т 

yr = (Sth о 55-35 325 — 6161 0)
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Аналогично проводится анализ возможных вариаций пара- 

метра b3 = 100 и возможных одновременных вариаций параме- 

тров {b;}. # 

Рассмотренные выше приемы формально позволяют про- 

вести анализ модели на чувствительность для любой задачи 

линейного программирования. Однако они отличаются гро- 

моздкостью и трудоемкостью, а потому не нашли широкого 

практического применения. 

3.5. Двоиственная задача 
линейного программирования 

В математическом программировании и, как следствие, в 
линейном программировании существует понятие двойствен- 

ности [XIV], которое позволяет установить взаимосвязи для 

различных методов анализа математических моделей на чув- 

ствительность. Поэтому приступим к изучению некоторых 
аспектов двойственности в линейном программировании. 

С каждой задачей линейного программирования вида 

п 

f(21,...,2n) = У cer — тах; 

k=1 

- (3.33) 

можно связать другую задачу линейного программирования 

тп 

h(21,...,2m) = ) 6:2; 4 min; 

t=1 

т (3.34)
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Задачу (3.34) называют двойственной задачей линейного 
программирования по отношению к задаче (3.33) (последнюю 

при этом часто называют прямой задачей линейного про- 

граммирования). 

Введя обозначения 

(3.35) 

прямую и двойственную задачи линейного программирования 

можно записать в векторном виде: 

f(X) =сХ > max; 
3.36 

AX <b, X2>0,: (3.36) 
прямая задача, 

(2) = 6» min: 
3.37 

A Z>c, 7208. (3.37) 
двойственная задача, 

Отметим, что задача линейного программирования, двойствен- 

ная к задаче (3.37), совпадает с исходной задачей линейного 

программирования (3.36). 

Пример 3.14. Рассмотрим задачу линейного программи- 

рования 

2(21, 22,13) = 21 — 412 — 323 4 min; 

32; +412 +13 <7, 

21 +252 +13 =6, 

В сформулированной задаче заменим минимизируемую функ- 

цию ф максимизируемой функцией f = —y. Неравенство 23 2 4 
эквивалентно неравенству —гз < —4, а равенство 2} +252 + 23 = 

= 6 можно представить как два неравенства: 2) + 272 +73 < би
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—11 — 2х2 — 13 < —6. Таким образом, рассматриваемую задачу 

линейного программирования можно представить в виде (3.33): 

f(21,22,23) =-21+422+23 > max; 

321 +422+23 < 7, 

21 +212 +13 < 6, 

— 2, — 212 —13< -—6, 

— 13 < —4, 
2,20, k=1,3. 

В этом случае в соответствии с (3.35) имеем т=4, п=Зи 

34 1 7 аи (7) 
A= 2 , b= ‚ c=(-1 4 1). 

oo i) Ny 
Поэтому двойственная задача, имеет следующий вид: 

й (21,22, 23, 24) = 721 + 622 — 623 — 424 > min; 

321 + 22— 232 —1, 

421 +222 — 223 24, 

21 + 22 — 23—24 21, 
220 i=1,4. 

Заметим, ITO если в двойственной задаче ввести перемен- 

ное 2 = 22 — 23, которое не ограничено в знаке, то эта задача 
сводится к минимизации функции h* = 721 + 62 -— 424 при огра- 

ничениях: 

За +2>2-1, 421+2224, д+2-2421 2120, 2420. # 

Можно показать, что: а) если в прямой задаче линейно- 

го программирования есть ограничения типа равенства, TO в
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двойственной задаче им соответствуют переменные, которые 
не ограничены в знаке (см. пример 3.14); 6) если в прямой зада- 
че линейного программирования есть переменные, которые не 
ограничены в знаке, то в двойственной задаче им соответству- 
ют ограничения типа, равенства, (см. пример 3.15). 

Пример 3.15. Пусть необходимо найти максимум функции 
(11,7) = 6х, + 10: при ограничениях: 571 +35 2 10,21-2 <4, 
2, > 0и условии, что переменное г не ограничено в знаке. 

Полагая 5 = rg — 13, где 12 20 итз > 0, приходим к прямой 

задаче линейного программирования: 

1(21,22,73) = бт: + 1022 — 1023 — тах; 

— 65:1 — 322+ 373 < —10, 

21 —-22+73 <4, 

z,>0, k=1,3. 

Двойственная ей эадача, имеет следующий вид: 

й (21,22) = —1021 + 422 $ min; 

— 521 +22 > 6, 
— 321 — 22 2 10, 

321 + 22 2 —10, 

2120, 222 0. 

Два ограничения типа, неравенства —321 — 22 > 10 и 321 +22 > 

> —10 можно эаменить одним ограничением типа равенства, 
321 + 22 =—10. # 

Вернемся к прямой и двойственной задачам линеиного про- 
граммирования, записанным в матричной форме (3.36) и (3.37). 
Пусть задача (3.37) — это исходная задача. Если рассматри- 
вать ее как прямую задачу линейного программнрования, TO 

необходимо ее преобразовать: 

-bZ> max; 

~A'Z<-c': Z>Om.
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Тогда, двойственная ей задача линейного программирования 
будет иметь следующий вид: 

—cX — min; 
3.38 

~AX>-b, Х>0,. (3.38) 

А так как (3.38) совпадает с (3.36), то мы пришли к ранее 

отмеченному свойству: двойственная задача к двойственной 

задаче линейного программирования — это прямая задача, 
линеиного программирования. 

Таким образом, в системе „прямая — двойственная“ обе за- 
дачи линейного программирования являются равноправными. 

Любую из них можно рассматривать как прямую, и тогда вто- 
рая будет двойственной eH. 

Теорема 3.6. Если прямая (3.36) и двойственная (3.37) 
задачи линеиного программирования имеют непустые ограни- 

ченные множества Си Н допустимых решений, то для любых 

ХЕСИи Е ЕН имеет место неравенство 

cX <Ь 2, (3.39) 

т.е. значение целевой функции прямой задачи не может превос- 

ходить значение целевой функции двойственной задачи. 

4 По условию множества, С и Н не пусты. Пусть ХЕСи ЕН. 
Тогда AX <, 720% uA Z>c,X >Oy. 

Векторное равенство АХ < 6 представляет собой совокуп- 

ность скалярных неравенств 

n 

) а; <, t=1,m. 

j=l 

Умножив каждое 1-е неравенство этой совокупности Ha 2; > 0 u 

просуммировав их, приходим к неравенству 

т т n 

У ау аут, < У zibi, 
w=l 1=1 1 =1
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или в матричной записи 

T T 

ZAX<Z 5. 

T т 

Аналогично из векторных неравенств A Z>c , Х 28, может 

быть получено неравенство 

X"A'Z>X'c. 

Таким образом, 

сХ=Х'с <Х"А'7= АХ < 7 b=b Z, 

откуда и следует неравенство (3.39). > 

Теорема 3.7. Если у прямой (3.36) и двоиственной (3.37) 
задач линейного программирования множества G и Н допусти- 
мых решений не пустые и ограниченные, причем существуют 
такие допустимые решения Х*ЕС, Z* Е Н, что 

cX*=b 2", (3.40) 

то допустимые решения Х* и Z* являются оптимальными 

решениями. 

4 Согласно теореме 3.6, для любого допустимого решения Х Е 

Е С прямой задачи выполняется неравенство (3.39): cX <b Z*. 
Таким образом, если существует такое X* € С, что имеет место 

равенство (3.40), то сХ < сХ* для любого Х ЕС и поэтому 
Х* — оптимальное решение прямой задачи. 

Аналогично для любого допустимого решения ЙЕ Н двои- 

ственной задачи выполняется неравенство сХ* <b Z. Таким 

образом, если существует Z* Е Н, такое, что выполнено равен- 

ство (3.40), то b Z* <b Z для любого 7 ЕН и позтому Z* — 

оптимальное решение двойственной задачи. № 

Теорема 3.8. Если Х*и Z* — оптимальные решения 
прямой (3.33) и двоиственной (3.34) задач линейного програм- 
мирования, то (в обозначениях (3.35) ) имеет место равенство 
(3.40).
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a 

«< Пусть прямая задача линейного программирования (3.33) 

представлена в стандартной форме: 

n 

F (Yrs +++) Yn) = У ск — тах, 

k=1 
n 

У аку + Ул: = b;, = 1, т, 

k=1 

y. 20, К=1 пут. 

Понятно, что для любого У из множества () допустимых 

решений и для любого набора действительных параметров ц;, 
+ =1, т, имеет место равенство 

п т т 

fin, .. Уп) -У Ви; — we — > aie) Yk ->. и: Уп-. (3.41) 

1=1 k=1 $=1 +—=1 

T 

Если У* = (yf ... Ye am) Е < — оптимальное решение пря- 

мой задачи линеиного программирования в стандартной фор- 
ме, а ут ...) у — значения базисных переменных в У*, то 

равенство (3.41) принимает вид 

т т 

Дуо) - dbus = У. (+ _ У ain) и - Уи: ну, 
=] kel i=1 ЕЁ 

где 

Г = {1, easy п} П {71, cory jm}, 

[2 ={n4+1, ..., п+т} П{Л, ..., Im}. 

При этом если 

m 

У аки: = cr, keh; Ui-n = 0, ТЕ Io, 

a=
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TO 

Ку, и) = У шеи, us (uy... tm). 
t=) 

Если в равенстве (3.41) положить у; = y;, 1= 1,n+m, то все 

коэффициенты при неизвестных в правой части будут неполо- 

жительными: 
т 

ск — Do Gin ti < к =1, п; 
t=1 

0, 

—u; <0, t=1,m, 

ИЛИ 

Сравнивая полученные ограничения с ограничениями двой- 
ственной задачи (3.34) и учитывая, что f(y*,...,y%) = bu, убе- 

ждаемся в TOM, Что и = Z* — оптимальное решение двойствен- 
ной задачи. 

Так как в системе ‚прямая — двойственная“ обе задачи 

являются равноправными, то теорема, доказана. P 

Замечание 3.5. Если при записи прямой задачи линей- 
ного программирования в стандартной форме воспользоваться 

обозначениями (3.2), (3.12), то для оптимального решения У* 
будем иметь 

1 = ГьУк, ApY, = 5, У* > 0... 

Таким образом, b u=u b= и’ AsY;* uf—-bu=(0,- и’ Аь)У*. 

При этом если u' Аь = Гь (т.е. и = (Аз ")”Гу), то ЕК и. # 

В общем случае нельзя гарантировать выполнение Hepa- 

венств и = (A, ")"T, 20, и A'u > с’, но если множество допу- 

стимых решений Н двойственной задачи не является пустым, 

то (см. доказательство теоремы 3.8) и = (АБТ) ТЬ — ее опти- 

мальное решение.
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Теорема 3.9. Если X*= (aj ... ze)" uZ*=(z ... zt) — 

оптимальные решения прямой (3.33) и двойственной (3.34) 
задач линейного программирования, TO 

es акт, — b; z=0, t= 1, т; (3.42) 

es Qikz; — cx c.=0, k=1,n. (3.43) 

< Ecau Х* и Z* — оптимальные решения, то, согласно (3.36) и 
(3.37), имеют место неравенства, 

AX*<b, X*20,, А’7>с, Z* 20m. 

Как и при доказательстве теоремы 3.6, можно показать, что в 

данном случае имеют место неравенства, 

(Z*)"AX* <(Z*)'b, (X*)"A'Z* > (X*)'c. 

Из этих неравенств следует, что 

сХ* = (Х*) "с" < (X*)'A Z* =(Z") AX* < (Z*) b=b 2". 

Так как Х* и Z* — оптимальные решения прямой (3.36) и 
двойственной (3.37) задач линейного программирования, то, со- 

T 
гласно теореме 3.8, выполнено равенство cX*=b Z*. Поэтому 

(X*)"c' =(X*)"A'Z*, (7% АХ*= (7% Ь, 

или 
(X*)"(A'Z*-—c')=0, (Z*)"(AX*—b) =0. 

Учитывая обозначения (3.35), заключаем, что 

т п п т 

Sf (S авы) =0= Са (So anes — cx), 
k=1 =1T 2=1 k=1
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откуда и следуют равенства, (3.42), (3.43). Деиствительно, в 
соответствии с формулировками прямой (3.36) и двойственной 

(3.37) задач 

Поэтому 

Остается лишь учесть, что если сумма неположительных (нео- 
трицательных) слагаемых равна нулю, то равно нулю каждое 
Из этих слагаемых. № 

Пример 3.16. Рассмотрим задачу линейного программи- 

рования 

1(21,52,53) =511 +125. +423 } max; 

т1 +212 +13 < 10, 211-12 +3143 = 8, 

тк 20, k=1,2,3. 

Считая эту задачу прямой задачей линейного программирова- 

ния, преобразуем ее в соответствии с (3.33): 

f(21,22,23) = 52, + 1252 + 413 + тах; 

т1 +212 + 13 < 10, 

251 — 12 + 373 < 8, (3.44) 

— 22, + 22 — 313 < -8, 

1120, 1220, 1320.



138 3. СИМПЛЕКС-МЕТОД 

Двойственная ей задача, согласно (3.34), примет вид 

й (21 , 22,23) = 1021 + 822 — 823 > min; 

21 +222 — 223 25, 
221 — 22 + 23 > 12, 

21 + 322 — 323 24, 

120, 22 2 0, 2320. 

(3.45) 

Для решения прямой задачи линейного программирования 

полагаем ук = Zp, К =1,2,3, вводим новые переменные моде 
ли ук, К =4,5,6, искусственное переменное y7 и используем 

симплекс-метод при неизвестном начальном базисном решении 
(см. 3.3). Результаты вычислений представлены в табл. 3.12. 

Ha первой итерации y7 перестает быть базисным переменным, 

целевая функция ф вспомогательной задачи (3.25) достигает 

Таблица 3.12 

ere | празисные › | Значение | yi | № | ys | vs [us| yo | и 

4/4 10 1 2] 1 1 0 оо 
Ys 8 2 —] 3 0 1 0 0 

0 У6 8 2 —1 3 0 Oo; -l 1 

—ф 8 2 —1 3 0 01-1 0 

—f 0 5 12 4 0 0 0 0 

ул 22/3 |1/3| 7/3 | 0 1 |0 1/3 |-1/3 
Ys 0 0 0 0 0 1 1 —1 

1 уз 8/3 2/3 —1/3 1 0 0 —1/3 1/3 

—ф 0 0 0 0 о |0 oO —1 
—f —32/3 7/3 40/3 0 0 0 4/3 —4/3 

у2 22/7 |1/7| 1 о | 3/7 |0] 1/7 
у5 0 оо 0 0 1} 1 

2 уз 26/7 |5/7| 0 1 1/7 |0|-2/7 
—f —368 /7 3/7 0 0 —40/7 0 —4/7 

у2 12/5 о |1 1 |-1/5| 2/5 10| 1/5 
5 0 0 0 0 0 1 1 

3 Yi 26/5 1] 0 | 7/5 | 1/5 |0|-2/5 
—f —274/5 0 0 —3/5 —29/5 0 —2/5 
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своего максимального значения, и, начиная со второй итерации, 
в симплекс-таблице вычеркнуты столбец, соответствующий ут, 

и строки, соответствующие ф. 

Итак, оптимальному решению Х* = (26/5 12/5 0)" прямой 
задачи линейного программирования (3.44) соответствует 3Ha- 

чение целевой функции f = 274/5. 

Для решения двойственной задачи линейного программи- 
рования (3.45) полагаем ик = 2к, К = 1,2,3, вводим новые пе- 

ременные модели 44, W5, We, три искусственных переменных 
W7, Wg, Wo и (см. 3.3) используем симплекс-метод при неиз- 

вестном начальном базисном решении (табл. 3.13). Целевая 

функция вспомогательной задачи в данном случае имеет вид 

Таблица 3.13 

Ите- Basuc- Значе- 
рация пере- ние Wi | W2 W3 W4 Ws W656 W7 | We | Wo 

менные 

ит 5 112 —2| —1 0 0100 

We 12 2| —1 1 0 —1 00110 

0 W9 4 1 3| —3 0 —1 0 0 1 

—ф 21 41 4 —4| -1 —1 — 01010 

—h О |-10] -—8 8 0 0 00010 

W7 1 0—1 11 —1 0 1 110 

We 4 0| -—7| —7 0 —1 0} 1 

1 Wi 4 113 -3 0 0 1010 

—ф 5 0] —8 8| —1 —1 31010 

—h 40 O| 22)-—22 0 0 —10 1010 

W7 3/7 о O 0 —1 1/7 5/7 1 

W3 4/7 0| —1 1 О |-—1/7 | 2/7 0 

9 Wi 40/7 11 O 0 О |—3/7 | —1/7 | 0 

—ф 3/7 0; O 01 —1 1/7 5/7 0 

—h 368 /7 0; O 0 О |-22/7|—26/7| 0 

We 3/5 0; о 0| —7/5 | 1/5 1 

W3 2/5 0; -1 1| 2/5 | -—1/5 0 

3 Wi 29/5 1; O Oj —1/5 | —2/5 0 

—ф 0 0; O 0 0 0 0 

—h 274/5 о O 0} —26/5}-12/5 0 
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ф = —wW7 — Wg — в. По мере того как искусственные переменные 
перестают быть базисными, соответствующие столбцы сим- 
плекс-таблицы вычеркиваются, равно как и строки, соответ- 
ствующие Y, вычеркиваются при достижении ‹р минимального 
значения. 

Из табл. 3.13 следует, что на третьей итерации наидено 

начальное базисное решение двойственной задачи линейного 
программирования, которое оказалось ее оптимальным реше- 
нием Z* = (29/5 0 2/5)`. Заметим, что наличие допустимых 
решений означает, что (см. теорему 3.8) для оптимальных ре- 
шений выполняется равенство (3.40): сХ* =274/5=6 Z*. # 

На практике наличие ограниченного оптимального реше- 

ния одной из задач линейного программирования в системе 

„Прямая — двоиственная“ практически всегда означает нали- 

чие ограниченного оптимального решения и у двоиственной 

eH задачи. Это объясняется равноправием задач в системе 

„прямая — двойственная“ и позволяет (см. замечание 3.5) по 

известному оптимальному решению прямой задачи находить 

оптимальное решение двойственной ей задачи. Заметим так- 

же, что наличие неограниченного оптимального решения пря- 

мой задачи линеиного программирования, соответствующего 

бесконечному значению ее целевой функции, означает (см. те- 

орему 3.6), что множество допустимых решений двойственной 

ей задачи пусто. 

Если известно оптимальное решение одной из задач линей- 

ного программирования в системе „прямая — двойственная“ и 

оно наи CHO с использованием симплекс-таблиц, то оптимальное 

решение двоиственной ей задачи уже известно и может быть 

записано без дополнительных вычислении. 

Пример 3.17. В табл. 3.12, описывающей решение задачи 

примера 3.16, на третьей итерации числа, расположенные на 

пересечении строки, обозначенной —f, и столбцов переменных 

Уд, У5, Ув, соответственно равны —29/5, 0, —2/5, а оптимальное 

решение двойственной ей задачи имеет вид Z* = (29/5 0 2/5) '.
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Аналогично в Табл. 3.13 на последней итерации числа, располо- 

женные на пересечении строки, обозначенной —h, и столбцов 

переменных W4, Ws, We, соответственно равны —26/5, —12/5, 

0, а оптимальное решение прямой задачи имеет вид Х* = 
= (26/5 12/5 0). # 

Теперь остановимся на экономической интерпретации пе- 

ременных в задаче линейного программирования, являющейся 

двойственной по отношению к задаче распределения ограничен- 

ных ресурсов (см. задачу исследования операций (2.3), задачу 

2.13 и пример 3.11). Рассматривая задачу распределения огра- 

ниченных ресурсов как прямую задачу, будем считать, что она, 

записана в виде (3.33) или (3.36) с неотрицательными параме- 
трами, а двойственная ей задача представлена в виде (3.34) 

или (3.37). 
Пусть f* =сХ* — значение целевой функции задачи распре- 

деления ограниченных ресурсов, соответствующее оптимально- 

му решению Х*, а Z* = (2+, ..., zt)" — оптимальное решение 

двойственной ей задачи. В этом случае, согласно теореме 3.8, 

имеет место равенство 

т 

* ж 
f = ) b;2;. 

i=1 

В соответствии с экономической интерпретацией f* — мак- 

симально возможная прибыль (в денежных единицах), 6; 

общее количество 1-го ресурса (в принятых единицах). По- 

этому значение 27 должно выражаться в денежных единицах 

на единицу измерения 1-го ресурса (:= 1, т). Таким образом, 
переменное 2; двоиственной задачи отражает „ценность“ 1-го 

ресурса. В связи с этим переменные двойственной задачи на- 

зывают еще теневыми ценами или скрытыми доходами. 

Двойственные переменные, т.е. переменные двойственной 

задачи, могут быть использованы для определения приорите- 

тов используемых ресурсов в соответствии с их вкладом в 

прибыль, выражаемую значением целевои функции. Параметр
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а:к интерпретируют как норму потребления 1-го ресурса в k-mM 

производственном процессе, а сумма а1к21 + а2Ет2 +... атЕ2т 

определяет экономический эффект за счет k-ro производствен- 

ного процесса, вычисленный с учетом теневых цен. Ограниче- 

ния, входящие в двойственную задачу, гарантируют строгую 

пропорциональность экономических эффектов отдельных про- 

изводственных процессов затраченным усилиям, если имеет 

место оптимальный режим функционирования всей системы. 

Более того, при этих условиях исключаются варианты допусти- 

мых решений, не оправданных с экономической точки зрения. 

Дадим экономическую интерпретацию теореме 3.9, суть 

которой выражается равенствами (3.42), (3.43): 

а) если К-й производственный процесс является строго не- 
выгодным с точки зрения теневых цен 2*, 7 = 1, m, соответству- 

* * * T ющих оптимальному решению X*=(z} ... 2%) , то интенсив- 
ность его использования 5; должна быть равна нулю, т.е. 

(Зена ск >0) = (x; =0); 
axl 

6) если в оптимальном решении 1-й ресурс используется не 

полностью, то его теневая цена должна быть равна нулю, т.е. 

(ешь <0) => (i =0). 

К=1 

В заключение отметим, что объем вычислительных затрат, 

связанных с нахождением оптимального решения любой зада- 

чи линейного программирования, определяется в основном не 

числом переменных модели п, а числом ограничений 7. A так 
как любую задачу линейного программирования можно рассма- 
тривать в системе „прямая — двойственная“ и решение любой 
из них симплекс-методом автоматически приводит к решению 
второй, то решать нужно ту задачу, у которой меньшее число 
ограничений.
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Вопросы и задачи 

3.1. Докажите, что любая точка ограниченного выпуклого 

замкнутого множества может быть представлена в виде вы- 

пуклой комбинации его краиних точек. 

3.2. Пусть в (3.20) для всех +=1,Ё имеет место неравен- 
ство (A, ‘a,); <0. Докажите, что в этом случае оптимальное 

решение У* задачи линейного программирования (2.11) не огра- 

ничено. 

3.3. Может ли количество положительных базисных пере- 

менных превышать [ на итерации симплекс-метода, если ре- 

шается задача линейного программирования (2.11)? Ответ 

аргументируийте. 

3.4. Возможны ли ситуации, при которых ведущий элемент 

симплекс-таблицы равен нулю или является отрицательным? 

3.5. Можно ли утверждать, что если текущей итерации 

симплекс-метода соответствует вырожденное допустимое ба- 

зисное решение, то и на следующей итерации будет получено 

вырожденное допустимое базисное решение? 

3.6. Пусть значение целевои функции ‹р* < 0 соответству- 
ет оптимальному решению вспомогательной задачи линейного 

программирования (3.25). Что означает этот результат для ис- 

ходной задачи линейного программирования (3.24)? 

3.7. Докажите, что ограничениям типа равенства в исход- 

ной задаче линейного программирования соответствуют пере- 

менные двойственной задачи, которые не ограничены в знаке. 

3.8. Докажите, что если в исходной задаче линейного про- 

граммирования есть переменные, которые не ограничены в 

знаке, то в двоиственной задаче им соответствуют ограниче- 

ния типа равенства.
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3.9. Может ли двойственная задача линейного программи- 

рования иметь допустимое решение, если оптимальное решение 

соответствующей ей прямои задачи не ограничено? 

3.10. Воспользовавшись симплекс-методом, найдите реше- 

ния следующих задач линейного программирования: 

f (x1, 22,23) = 32; + 622 +223 $ max; 

а) < 32, — 452 +13<2, 2143224223 <1, 

2420, k=1,3; 

1 (21, 22,43) = 2z, — 272 + 4тз 4 min; 

6) < —-12+41321 —-21+222+373 $9, 

<1, 120, k=1,3. 

Ответ: a) Х* = (2/5 1/5 0); 6) X*=(0 1/5 3/10). 

3.11. Из фиксированного набора продуктов необходимо со- 

ставить пищевой рацион, обладающий минимальной ценой и 

содержащий по крайней мере 20 единиц белков, 30 единиц угле- 

водов, 10 единиц жиров и 40 единиц витаминов. Количество 

единиц белков, жиров, углеводов и витаминов в 1 кг (в 1 л) 

каждого вида продукта и его цена указаны в табл. 3.14. Про- 

ведите анализ задачи на чувствительность. 

Таблица 3.14 

Продукт | Белки | Углеводы | Жиры | Витамины | Цена 

Хлеб 2 12 1 2 12 

Соя 12 0 8 2 36 

Рыба 10 0 3 4 32 

Фрукты 1 4 0 6 18 

Молоко 2 3 4 2 10 

Ответ: цена — 150 (денежных единиц), состав — 5/6 кг 
рыбы, 5 кг фруктов, 4/3 л молока.
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3.12. Найдите решения следующих задач линейного про- 

граммирования: 

f(z1, 22,03) = —32, — 422 — 553 + min; 

a) 4х: +72+1324, 21; +312 +413 <0, 

20, k=1,3; 

1 (51,12) =2, +22 — min; 

6) ¢ 72, +852 >56, 2, +212 <6, 

1129, 1220; 

Кт1,т2,тз) = 81, + 1912 + Ттз $ max; 

в) ¢ т1 +3152 -+ 353 < 50, 31,+412 + тз < 25, 

+20, k=1,3. 

Ответ: a)G=2; 6)G=2; в) Х*= (0 25/9 125/9).. 

3.13. Запишите двойственную задачу линейного програм- 

мирования для следующей задачи: 

(51,72) = 1151 + 4422 > тах; 

3% +512 < 18, т +912 < 30, 22,4722 < 27, 

120, т220. 

Ответ: 

й (21, 22,23} = 1821 + 3022 + 2723 пи; 

321 + 22 +223 >11, 521-+922 + 723 > 44, 

2220, k=1,3. 

3.14. Фабрика производит Три вида продукции. Для про- 

изводства единицы продукции типа А требуются три единицы 

сырья а и единица сырья д. Для производства единицы продук- 

ции Tuna В требуются четыре единицы сырья @ и три единицы
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сырья 7, а для производства единицы продукции Типа С — 

одна единица сырья @ и две единицы сырья 6. Производство 

единицы продукции Типа А приносит прибыль в 3 денежные 

единицы, типа В — в 6 денежных единиц и типа С — в 2 де- 

нежные единицы. 

Определите: а) оптимальный план производства продукции, 

максимизирующий суммарную прибыль, если в наличии имеют- 

ся 20 единиц сырья a и 10 единиц сырья Д; 6) обоснованную цену 

за возможную поставку еще одной единицы сырья @ (или 1). 

Ответ: а) произвести 4 единицы продукции типа Аи 2 

единицы продукции Типа В, а продукцию типа C’ не произво- 

дить; 6) за поставку единицы сырья © платить 0,6 денежных 

единиц (для 9 — 1,2 денежных единиц). 

3.15. С помощью симплекс-метода найдите решение следу- 

ющей задачи линеиного программирования: 

— ту + 452 -— 6273 + 1814 min; 

-—2,+1,0%3+2421, 22—-5273+ 424 > 3, 

Lk > 0, k= 1, 4. 

С помощью симплекс-метода найдите решение двойственной 

задачи и сопоставьте полученные результаты. 

Ответ: Х* = (00 1/11 19/22)", 2* = (6 3). 

3.16. Задачу линеиного программирования 

т, + 272 + тз + 8х4 > тах; 

т! + 452 — 313 -—454.<-1 22, +312 + 23 — 224 > 3, 

220, k=1,4, 

решите симплекс-методом, а двойственную eH задачу решите 

геометрическим методом. Сопоставьте полученные результа- 

THI. 

Ответ: X*=(2 01 0)", 2* = (3/5 4/5)’.
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ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Общая постановка задачи целочисленного программирова- 

ния отличается от общей постановки задачи линеиного про- 

граммирования лишь наличием дополнительного ограничения. 

Этим ограничением является требование целочисленно- 

сти, в соответствии с которым значения всех или части пере- 

менныг модели в оптимальном решении являются целыми нео- 

трицательными числами, т.е. принадлежат множеству NU {0}. 

При зтом если требование целочисленности распространяется 

на все переменные, То задачу целочисленного программирова- 

ния называют полностью целочисленной задачей. Если 

же требование целочисленности относится лишь к части пе- 

ременных, То задачу называют частично целочисленной. 

Задачу линейного программирования, отличающуюся от рас- 

сматриваемойи задачи целочисленного программирования лишь 

отсутствием Требования целочисленности, называют задачей 

с ослабленными ограничениями, соответствующей задаче 

целочисленного программирования. 

Материал зтой главы посвящен анализу различных задач 

целочисленного программирования и изучению методов их pe 

шения. Чтобы понять, насколько важны с практической точки 

зрения задачи целочисленного программирования, достаточно 

обратиться к задаче распределения ограниченных ресурсов. В 

Такой задаче некоторые ресурсы могут использоваться лишь 

В количествах, кратных соответствующей единице измерения. 

Эти ресурсы будут характеризоваться переменными модели, 

Удовлетворяющими требованию целочисленности. Примерами 

подобных ресурсов являются штучные изделия: станки, грузо- 

вики, партии товаров, самолеты, компьютеры и т.д.
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4.1. Методы решения задач 

целочисленного программирования 

На первый взгляд наиболее естественным методом реше- 

ния задач целочисленного программирования является метод 

округления, реализация которого состоит из двух этапов. Ha 

первом этапе находят оптимальное решение задачи линейного 

программирования с ослабленными ограничениями, соответ- 

ствующей рассматриваемой задаче целочисленного программи- 

рования. На втором этапе значения переменных в оптимальном 

решении Х*, не являющиеся целыми, округляют Tak, чтобы 

получить допустимое решение Х** с целочисленными значе- 

HHAMH. 

Соблазнительность использования метода округления по- 

нятна, особенно если погрешность округления невелика по 

сравнению со значениями округляемых переменных. Однако 

практическая реализация метода, округления может привести к 

допустимому решению, значимо отличающемуся от оптималь- 

ного решения исходной задачи целочисленного программирова- 

НИЯ. 

Пример 4.1. Рассмотрим полностью целочисленную за- 

дачу 

т1 +1, 5512 > тах; 

251 +4%2< 17, 105, +41. < 45, 

21,1220, 21,22 Е МО {0}. 

Соответствующая задача линейного программирования с 

ослабленными ограничениями получается снятием ограничений 

21, 12 © МИ {0}. Ее оптимальное решение Х* = (7/2 5/2)" 
может быть получено геометрическим методом (рис. 4.1). 

Этому решению соответствуют крайняя точка А множества 

С допустимых решений и значение целевой функции f = 7,25. 

В соответствии с методом округления получаем допустимое 
T ъ 

решение X** = (3 2) , значение целевой функции на котором
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равно / =6. Однако на самом деле оптимальным решением 
v T 

целочисленной задачи (4.1) является X° = (2 3) , при этом 
значение целевой функции равно } = 6,5. # 

GQ) 2х, +4х,=17 

@) 10x,+4x,=45 

@ х;:=0 

@ х,=0 Te ate 

Рис. 4.1 

Несостоятельность метода округления Kak общего метода 

решения задач целочисленного программирования обусловлена 

не только возможностью получения неоптимального решения. 

Дело заключается в том, что многие задачи математическо- 

го программирования, не имеющие на первыи взгляд никакого 

отношения к полностью или частично целочисленным зада- 

чам, могут быть сформулированы как задачи целочисленного 

программирования, в которых переменные модели принима- 

ют значения из множества {0, 1}. В этой ситуации процедура 

округления является логически неприемлемой. 

Для иллюстрации основной идеи методов решения задач це- 

лочисленного программирования, известных как методы от- 

сечений, рассмотрим полностью целочисленную задачу, мно- 

жество допустимых решений которой изображено на рис. 4.2. 

Допустимым решениям этой задачи соответствуют не все точ- 

ки множества G допустимых решений, а лишь Te, координаты 

которых удовлетворяют требованию целочисленности. Теоре- 

тически из множества G всегда можно выделить такое под-
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Рис. 4.2 

множество G*, что (см. рис. 4.2): а) оно содержит все точки 

множества G, координаты которых удовлетворяют требованию 

целочисленности; 6) оно является выпуклым множеством; в) ко- 

ординаты всех его крайних точек удовлетворяют требованию 

целочисленности. 

Если в рассматриваемой полностью целочисленной задаче 

множество G допустимых решении заменить множеством G™, 

то это не может привести к изменению ее оптимального ре- 

шения, так как G* получено из G путем отсечения от него 

подмножества, заведомо не содержащего допустимых решении, 

удовлетворяющих требованию целочисленности. Но в этом слу- 

чае оптимальное решение задачи линейного программирования 

с ослабленными ограничениями и множеством G* допустимых 

решений соответствует крайней точке множества G*. Kak 

следствие, оно удовлетворяет требованию целочисленности и 

обеспечивает экстремальное значение целевой функции не толь- 

ко на G*, HO и на G, т.е. является оптимальным решением 

исходной полностью целочисленной задачи. Основные разли- 

чия в методах отсечений связаны с процедурами выделения 

подмножества G* множества допустимых решений задачи це- 

лочисленного программирования. 

В основе комбинаторных методов решения задач цело- 

численного программирования лежит идея перебора всех эле- 

ментов G множества допустимых решении, удовлетворяющих 

требованию целочисленности, с целью нахождения оптималь-
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ного решения. При этом за счет использования различных спе- 

циальных процедур, как правило, непосредственно рассматри- 

вают лишь часть элементов G, удовлетворяющих требованию 

целочисленности, а оставшиеся элементы учитывают некото- 

рым косвенным образом. 

Наиболее известным комбинаторным методом является ме- 

тод ветвей и границ, использующий процедуру решения 

задачи линейного программирования с ослабленными ограни- 

чениями, соответствующей исходнои задаче целочисленного 

программирования. Если оптимальное решение Х* задачи ли- 

неиного программирования с ослабленными ограничениями не 

удовлетворяет требованию целочисленности (на рис. 4.3 этому 

решению соответствует точка В), то из множества G допу- 
стимых решений выделяют два непересекающихся выпуклых 

подмножества K, и К2, содержащих все допустимые реше- 

ния из G, удовлетворяющих требованию целочисленности и не 
содержащих Х* (см. рис. 4.3). Это позволяет заменить pac- 

сматриваемую задачу целочисленного программирования со- 

вокупностью двух эквивалентных ей (в смысле оптимального 

решения X9 €G ) задач с множествами допустимых решений K, 

и К2 соответственно, так как X° € К\ или X° € Ko. Различные 

аспекты практической реализации метода ветвей и границ для 

решения задач целочисленного программирования рассмотре- 
ны в 4.3. 

Рис. 4.3
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Комбинаторные методы широко используют для решения 

задач булева программирования, т.е. для решения полностью 

целочисленных задач, переменные которых принимают значе- 

ния из множества {0, 1}. Эти переменные называют буле- 
выми переменными. Свойства булевых переменных позво- 

ляют существенно упростить процедуры поиска оптимального 

решения. 

К настоящему времени разработано значительное количе- 

ство частных методов решения конкретных типов задач цело- 

численного программирования*. Тем не менее почти все эти 

методы и их модификации можно описать на основе единой 

принципиальной схемы, состоящей из трех элементов. 

Элемент 1. Предусматривается процедура формиро- 

вания и решения последовательности взаимосвязанных задач, 

которые называют задачами, порожденными исходной 

задачей, или задачами-истоками. При этом оптимальное 

решение по крайней мере одной из задач-истоков должно со- 

впадать с оптимальным решением породившей их задачи. 

Элемент 2. Каждой задаче, порожденной исходной за- 
дачей, ставится в соответствие так называемая ослабленная 

задача (задача с ослабленными ограничениями), оптимальное 

решение которой может быть найдено с гораздо меньшими 

затратами, чем оптимальное решение соответствующей ей за- 

дачи-истока. Специфика ослабленной задачи чаще всего за- 

ключается в том, что ее система ограничений является менее 

жесткой по сравнению с системой ограничений задачи-истока, 

и определяет множество допустимых решений, содержащее все 

допустимые решения задачи-истока. Как правило, в целочи- 

сленном программировании ослабленная задача представляет 

собой задачу линейного программирования с ограничениями, 

более слабыми, чем в соответствующей целочисленной задаче- 

истоке. Очевидно, что если ослабленная задача, не имеет допу- 

“*См.: Вагнер Г., т.2 или Акоф P., Cacuenu M., а также: Исследование 
операций: модели и применение / Под ред. Д. Моудераи С. Элмаграби.
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стимых решении, то их не имеет и задача-исток. В некоторых 

модификациях методов целочисленного программирования це- 

левая функция ослабленной задачи также может отличаться от 

целевой функции задачи-истока. В этом случае оптималь- 

ное значение целевой функции ослабленной задачи (т.е. 

значение, соответствующее оптимальному решению) должно 

быть не меньше оптимального значения целевой функции 3a- 

дачи-истока, если речь идет о задаче максимизации. Кроме 

того, оптимальное значение целевой функции ослабленной за- 

дачи определяет (для задачи максимизации) верхнюю границу 

для оптимального значения целевой функции задачи-истока.. 

Элемент 3. В результате анализа решения ослабленной 

задачи в зависимости от специфики метода, как правило, при- 

нимается решение, относящееся к задаче-истоку: а) исключить 

ее из рассмотрения; 6) заменить одной порожденной задачей, 

выбранной по специальному правилу из определенной совокуп- 

ности; в} заменить системой порожденных задач. 

Следует отметить, что существуют и другие подходы к 

решению задач целочисленного программирования, которые в 

общем случае не гарантируют нахождения оптимального реше- 

ния, но приводят к допустимому решению, близкому (в смысле 

значения целевой функции) к оптимальному, а иногда, и совпа- 

дающему с ним. В основе одного из таких подходов лежит идея 

использования случайной выборки допустимых решений с по- 

следующим улучшением (в смысле значения целевой функции) 

каждого из них, когда возможность улучшения допустимого 

решения достаточно просто обнаружить. 

4.2. Метод отсекающих 

плоскостей (метод Гомори) 

Метод отсекающитх плоскостей, известный также как 

метод Гомори, относится к методам отсечений и являет- 

ся одним из наиболее широко используемых методов решения
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задач целочисленного программирования. Для уяснения специ- 

фических особенностей метода Гомори сначала обратимся к 

рассмотрению следующего элементарного примера. 

Пример 4.2. Пусть необходимо найти решение полностью 

целочисленной задачи 

22; +22 —} тах; 

0,7551 + 1,512 < 4,8; 

21,1220, 21,22 €NU{O}. 

Понятно, что в данном случае можно воспользоваться геоме- 
трическим методом решения задач линейного программиро- 

y T vy 

вания (рис. 4.4) и найти как решение X° = (6 0) исходной 
задачи целочисленного программирования, так и решение Х* = 

T w Ld wo 

= (32/5 0) соответствующей ей задачи линейного программи- 
рования с ослабленными ограничениями. 

@ 0,75x2,+1,527,=4,8 

x, + 27r5=6 

f ae _* x, =0 

Pue. 4.4 

В связи Co спецификой задачи целочисленного программиро- 

вания реализация метода, Гомори предполагает преобразование 

ограничений задачи к эквивалентным им ограничениям, содер- 

жащим лишь целые коэффициенты. Это необходимый шаг. 

Из дальнейшего будет видно, что как исходные, так и HO- 

вые переменные должны быть целочисленными. Между тем 

наличие дробных коэффициентов может приводить к наруше- 

нию целочисленности новых переменных. В зтом случае метод
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отсекающих плоскостей может не давать допустимого цело- 

численного решения даже тогда, когда исходная задача такое 

решение имеет (см., например, задачу 4.13). В рассматривал 
емом случае ограничение 0,752; + 1,552 < 4,8 преобразуется к 

эквивалентному ограничению 157; + 3052 < 96, а при переходе 

к задаче линейного программирования в стандартной форме с 

ослабленными ограничениями, соответствующей исходной пол- 
ностью целочисленной задаче, оно принимает следующий вид: 

151 + З0у2 + уз = 96, (4.1) 

rae yy = 214, yo = 12 и уз — новое неотрицательное переменное. 

Получив оптимальное решение Х* задачи линейного про- 

граммирования с ослабленными ограничениями, которое не 

удовлетворяет требованию целочисленности (табл. 4.1), кон- 

струируем дополнительное ограничение. Этому ограничению 

должны удовлетворять все допустимые решения рассматри- 

ваемой задачи линейного программирования с ослабленными 

ограничениями, для которых выполнено требование целочи- 

сленности, и не должно удовлетворять решение Х*, т.е. Х* 

перестает быть допустимым решением (см. рис. 4.4). 

Таблица 4.1 

Итерация НИ Значение V1 Y2 ¥3 

0 Y3 96 15 30 1 

—f 0 2 1 0 

| Vi 96/15 1 2 1/15 

—f —192/15 0} —3 | —2/15 

С первой строки оптимальной симплекс-таблицы, т.е. 

той таблицы, которая соответствует заключительной итерации 

симплекс-метода и приводит к оптимальному решению (см. 

табл. 4.1, итерацию 1), считываем уравнение 

96 ] 
— ¥3; (4.2)
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фактически представляющее собой исходное ограничение (4.1) 

после его умножения на 1/15. Поэтому оно должно удовлетво- 

ряться для всех допустимых решений, в том числе и для тех, 

для которых выполнено требование целочисленности. 

Для рассматриваемой полностью целочисленной задачи име- 

ем 41, ¥2, Уз Е NU {0}. Поэтому, согласно (4.2), 

96 
292 + —уз—- — Е 2 92 + тв 15 

и, как следствие, для любых а1, а2, аз Е Z существует аЕ Z, 

такое, что 

(2 —а1)у2 — (= - аа)уз- (= - as) =a. (4.3) 

Каждое действительное число х можно разложить в сумму 

его целой части int(z) и дробной части frac(z). Напомним, 
что целая часть действительного числа ZT — это наибольшее 

целое число, не превосходящее т. Дробную часть числа х 
можно определить как действительное число frac(z) Е (0,1), для 

которого разность z — frac(z) есть целое число. 

Полагаем a; = int(2) = 2, a2 =int(1/15) = 0 un a3 =int(96/15) = 
= 6. В этом случае соотношение (4.3) может быть преобразо- 
вано к следующему уравнению: 

1 
ТЕ аЕй. (4.4) -- уз — а T Tp 

А так как уз > 0, то из (4.4) следует, что a > 0, и можно 

выписать новое ограничение, которое называют  отсекающей 
плоскостью: 

72932 7: (4.5) 

Использование неравенства (4.5) для нахождения решения 

рассматриваемой полностью целочисленной задачи предполага- 

ет введение нового переменного уд и представление полученно-
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го ограничения в стандартной форме: 

1 _ 6 
1593 —¥4 = 5’ 

а Также введение искусственного переменного 45 и целевой 

функции ф = —9у5 вспомогательной задачи линейного програм- 

мирования. Для этого достаточно оптимальную симплекс-таб- 
лицу уже решенной задачи линейного программирования с 
ослабленными ограничениями (см. Табл. 4.1, итерацию 1) допол- 
нить новыми столбцами, соответствующими переменным уд, Ys, 
новой строкой, соответствующей целевой функции ф, и продол- 

жить решение с использованием симплекс-таблиц (табл. 4.2). 

Оптимальному решению Y* = (6 0 6 0)" соответствует опти- 

мальное решение X° = (6 0)" рассматриваемой полностью це- 

лочисленной задачи. 

Таблица 4.2 

Итерация Tee Значение | У! | Y2 ¥3 Y4 | Ys 

и 96/15 | 1] 2] 1/15 | 00 
о Y5 6/15 ОГ Of 1/15 | -1) 1 

7 ~192/15 | 0|-3|-2/15|] of o 
—ф 6/15 0 0| 1/15 —1|1 0 

1 6 ] 2 0 0 

уз 6 о 0 1 —15 

’ “Ff 12 | o0/-3/ 0 | —2 
—ф 0 010 0 0 

Завершая рассмотрение примера, заметим, что из (4.1), 

(4.5) следует ограничение т: + 21. <6. А прямая 21 + 2х2 = 

= 6 отсекает (см. рис. 4.4) ту часть множества допустимых 

решений задачи линейного программирования с ослабленными 

ограничениями, которая содержит ее оптимальное решение, не 

удовлетворяющее требованию целочисленности, и не содержит 

допустимых решений исходной полностью целочисленной за- 

дачи. 3
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Рассмотрим тенерь полностью целочисленную задачу, пред- 
ставленную в стандартной форме: 

т 

У ск — тах, 

k=1 

: ри (4.6) 
Sain ye = 44, i= 1, ’ 

k=1 

Ук > 0, k=1,n, ye Е NU {0}, k=1,n. 

При этом будем считать, что при любых kK=1,n wn i=1,m 
параметры ск, а; и 6; являются целыми числами. 

Решая задачу линейного программирования с ослабленными 

ограничениями, соответствующую (4.6), находим ее оптималь- 

ное решение У*. Если оно удовлетворяет требованию целочи- 

сленности, то У* — решение исходной задачи целочисленного 
программирования. В противном случае выбираем любое ба- 

зисное переменное у;, которому в У* соответствует нецелое 
значение, и выписываем 1-ю строку оптимальной симплекс- 
таблицы: 

yi + У о, = Bi, (4.7) 
jES 

где 5 — множество индексов свободных переменных. 
Полагая в (4.7), что все переменные целочисленные, полу- 

чаем 

У о; — В; =аЕ 2. 
jES 

Следовательно, для любых d; Е Z существует такое d € Z, что 

У (aij — dj) yj — (Bi - di) =4. (4.8) 
jES 

При этом если в (4.8) считать, что 

Vij =frac(aij), FES, O< yi; <1, 
7: = frac(Gi), O<y< 1, (4.9) 
d;=int(a;;), 1Е5, d;=int(f;),
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то из (4.8) получаем 

У уши; = 4+ Yi dé Z. (4.10) 

JES 

А так как левая часть равенства (4.10) является неотрицатель- 

ной, то с учетом (4.9) имеем d € МО {0} и, как следствие, 

>is 2 %- (4.11) 
JES 

Неравенство (4.11) представляет собой необходимое усло- 

вие целочисленности исходной задачи. Оно определяет новое 

дополнительное ограничение, известное как отсечение Го- 

MOPU для полностью целочисленной задачи. Полученное ранее 

оптимальное решение задачи линейного программирования с 

ослабленными ограничениями не удовлетворяет новому огра- 

ничению (4.11), так как все небазисные переменные у;, 7 € 5, в 
зтом оптимальном решении равны нулю и, как следствие, +; < 0. 

Метод Гомори часто называют дробным алгоритмом. 

Это связано с тем, что все ненулевые коэффициенты нового 

ограничения (4.11) являются правильными дробями. Практи- 

ческая реализация метода, Гомори связана с последовательным 

выполнением следующих этапов. 

Этап 1. Найти оптимальное решение задачи линейно- 
го программирования с ослабленными ограничениями, соот- 

ветствующей исходной полностью целочисленной задаче (4.6). 

Перейти к этапу 2. 
Этап 2. Прекратить вычисления, если оптимальное ре- 

шение задачи линейного программирования с ослабленными 

ограничениями удовлетворяет требованию целочисленности. В 

противном случае выбрать какое-либо базисное переменное у;, 

которому в оптимальном решении соответствует нецелое зна- 

чение. Из оптимальной симплекс-таблицы выписать уравнение 

(4.7), содержащее это базисное переменное, и получить ограни- 

чение (4.11). Перейти к этапу 3.
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Эта.п 3. В задачу линейного программирования с ослаб- 

ленными ограничениями ввести ограничение (4.11), переходя к 

стандартной форме записи 

5 Vig; — Уп+1 + Уп+2 = Yis 
jES 

где у„+1 — новое неотрицательное переменное, у„+2 — ис- 

кусственное неотрицательное переменное. Найти оптимальное 

решение вновь полученной задачи линейного программирова- 

ния с ослабленными ограничениями и перейти к этапу 2. 

Пример 4.3. Рассмотрим следующую полностью целочи- 

сленную задачу: 

7121 + 922 4 тах; 

—2,+322 ¢6, 11+ (1/7)12$5, 

1,22 20, 21,22 Е NU {0}, 

которая может быть представлена в стандартной форме 

Ту1 + 942 — тах; 

— \ + 32 +уз=6, Ty, + уз + уа = 35, 
ук >0,k=1,4, %ЕМО {0}, k=1,4, 

ГДе Yy = 21, у2 = 72, а уз И у4 — новые переменные задачи. 

В табл. 4.3 представлено решение задачи линейного про- 

граммирования с ослабленными ограничениями, соответству- 

ющей рассматриваемой полностью целочисленной задаче. Ее 

оптимальное решение Y* = (9/2 7/2 0 0)" не удовлетворяет 

требованию целочисленности. Выбираем y2 = 7/2 и выписыва- 

ем соответствующее уравнение из оптимальной симплекс-таб- 

ЛИЦЫ: 

215 aust 55 —.
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Таблица 4.3 

Итерация neon Значение Yi Y2 уз 94 

Y3 6 —1 3 ] 0 

0 Y4 35 7 0 

—f 0 7 9 0 0 

y2 2 —1/3| 1 1/3 0 
1 4 33 22/3 | 0 —1/3 1 

—f —18 10 0 —3 0 

7 9/2 1 0 | —1/22 3/22 

2 1/2 7/2 0 1 7/22 1/22 

—f —63 0 QO | —28/11 | —15/11 

A Tak как в этом случае ¥2 = 1/2, 723 = 7/22, 724 = 1/22, то новое 
ограничение имеет вид 

7 l 1 
— —14 > —. 4.12 

При переходе к стандартной форме записи этого ограничения 

7 1 1 
—yn + —y, — = 4.13 553 + 55 — YS + Ye = 5 (4.13) 

вводим новое переменное модели ys и искусственное перемен- 

ное уб. 

Для продолжения решения задачи линейного программиро- 

вания с ослабленными ограничениями, в которой учтено новое 

ограничение (4.13), воспользуемся уже известным приемом (см. 

пример 4.2 и табл. 4.4). Вновь полученное оптимальное реше- 

ние не удовлетворяет требованию целочисленности. Выбираем 

yi = 32/7 и выписываем соответствующее уравнение из опти- 

мальной симплекс-таблицы: 

1 1 32 
ит - 75 =>.
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Таблица 4.4 

Ите- Базисные |Значе- 
рация | переменные | ние | || 93 Y4 Ys | Ye 

Yj 9/2 1] 0] —1/22 3/22 0 0 

Yo 7/2 10111 7/22 | 1/22 о |0 
3 Ye 1/2 10|01 7/22 | 1/22 | -1 |1 

—f —63 | 0] 0 |-28/11| -15/11 0 0 
—~ 1/2 10101 7/22 | 1/22 | -1 |0 
yi 32/7 [1 lo] 0 1/7 | -1/7 
Y2 3 011 0 0 | 

4 ya 11/7 | 0 | 0 1 1/7 |-22/7 
—f —59 1010 0 —1| —8 

~~ ооо o 0 0 

А так как в этом случае 11 = 4/7, 714 = 1/7, 715 = 6/7, то новое 

ограничение имеет вид 

| +8 4 
94 7577: 4.14 7 (4.14) 

При переходе к стандартной форме записи этого ограничения 

1 + 6 + 4 (4 15) 
— — — = =— . ) 794 795 U7 + 33 7 

вводим новое переменное модели у7 и искусственное перемен- 

ное уз. 

Для продолжения решения задачи линеиного программиро- 
вания с ослабленными ограничениями, в которои учтено новое 

ограничение (4.15), воспользуемся уже известным приемом ¢ 
учетом того, что уз — искусственное переменное (табл. 4.5). 

Полученное оптимальное решение определяет оптимальное 

решение X° = (4 3)" исходной полностью целочисленной 3a- 
дачи. 

Обратимся к геометрической интерпретации решения рас- 
сматриваемой полностью целочисленной задачи методом Гомо- 

ри (рис. 4.5).
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Таблица 4.5 

ан ее Значе- Ул | 92 | 93 | 34 Ys У? =| ¥s 

Yi 32/7 1110101 1/7 | -1/7 0 0 

3/2 3 01110 0 1 0 0 

5 уз 11/7 1010111 1/7 |-22/7 0 0 
8 4/7 010101 1/7 | 6/7 —1 1 

—f —59 1010101 -1 —8 0 0 
—~p —4/7 |010;,0] 1/7 | 6/7 —1 | 0 

Yi 14/3 111010| 1/6 0 —1/6 

2 7/3 011101-1/6 0 7/6 

6 уз 11/3 1010111 2/3 0 —11/3 

5 2/3 010101 1/6 1 —7/6 

—f —161/31 010101 1/3 | 0 |-28/3 
—ф 0 01010 0 0 0 

V1 4 11010 0 —1 1 

Y2 3 01110 0 1 0 

7 Уз 1 01011 0 —4 1 

Y4 4 01010 1 6 —7 

—f —55 |0/0/0] 0 —-2 | -7 

@ -x,+32,=6 

Q) х,+(1/7)х.=5 

(3) x,=0 

(4) х.=0 

6) х.=3 

(6) х+х.=17 
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Решение задачи линеиного программирования с ослаблен- 
ными ограничениями, соответствующей исходной полностью 
целочисленной задаче, за две итерации симплекс-метода (см. 

табл. 4.3) из крайней точки O(0;0) множества G допусти- 
мых решений, минуя точку 4(0;2), приводит в крайнюю точ- 

ку B(9/2;7/2). Но соответствующее оптимальное решение не 
удовлетворяет требованию целочисленности, следствием чего 
является новое ограничение (4.12). 

Воспользовавшись представлением исходной полностью це- 
лочисленной задачи в стандартной форме, выразим новые пе- 

ременные модели Уз, у4, входящие в (4.12), через yy, Yo: 

y3 Еб-+и: — 342, ys = 35 — Ty — уд. (4.16) 

Подставив (4.16) в (4.12), приходим к первому отсечению Гомо- 

ри, выраженному с использованием переменных у, Yo: Yo < 3. 
Таким образом (см. рис. 4.5), реализация ограничения (4.12) 

приводит к отсечению от множества G подмножества, которое 

не содержит допустимых решении, удовлетворяющих требова- 
нию целочисленности, и появлению двух новых краиних точек: 
Е(3;3) и C(32/7;3). С учетом нового ограничения (4.12) на 
четвертой итерации симплекс-метода (см. табл. 4.4) получаем 

новое оптимальное решение, которое (см. рис. 4.5) соответству- 
ет новой крайней точке СЕ С и не удовлетворяет требованию 

целочисленности, следствием чего является новое ограниче- 

ние (4.14). 

В равенство (4.13) входит искусственное переменное зада- 

чи Ye, равное нулю: yg =0. Поэтому ys = (Туз + ys — 11)/22 
и с учетом (4.16) из (4.14) получаем второе отсечение Гомо- 
ри, выраженное с использованием переменных модели У1, Y2: 

у +уУ2 <7. Таким образом (см. рис. 4.5), реализация ограни- 
чения (4.14) приводит к отсечению от множества G еще одно- 

го подмножества, которое не содержит допустимых решений, 

удовлетворяющих требованию целочисленности, и появлению 
двух новых крайних точек: D(4;3) и Е(14/3;7/3), первая из
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которых соответствует оптимальному решению исходной пол- 
ностью целочисленной задачи (см. табл. 4.5). # 

При рассмотрении решения полностью целочисленной зада- 

чи в примере 4.3 следует обратить внимание на TO, что вид 

отсечения Гомори определяется выбором базисного перемен- 

ного модели, которое принимает нецелочисленное значение в 

оптимальном решении соответствующей задачи линейного про- 

граммирования с ослабленными ограничениями. Одна и та 

же оптимальная симплекс-таблица может порождать несколько 

различных отсечении Гомори (см. табл. 4.3). Позтому возни- 
кает естественный вопрос: какое из них является наиболее зф- 

фективным (т.е. за меньшее число итерации приводит к опти- 

мальному решению исходной задачи)? Накопленный практи- 

ческий опыт решения задач целочисленного программирования 

предписывает строить отсечение Гомори по переменному у;, со- 

ответствующему индексу 1 из множества | индексов базисных 

переменных в оптимальной симплекс-таблице, для которого вы- 

полняется одно из следующих условии: 

Yi Yk ) SME ONT ae 
1Е5 1Е5 

где 7х; и Ye определяются соотношениями (4.9), а 5 — множе- 

ство индексов свободных переменных. 

Пример 4.4. Вернемся к анализу решения полностью 
целочисленной задачи, рассмотренной в примере 4.3. 

После двух итераций симплекс-метода (см. табл. 4.3) [= 
= {1, 2}, 5 = {3, 4} и в оптимальном решении y; = 9/2, уз = 7/2, 
Т.е. 5: = 72 = 1/2 и условие a) не позволяет сделать выбор 

одного из двух возможных отсечений. А так как (см. табл. 4.3) 

134714 21/22+3/22 24`8 7/2241/29  yo34 y24’ 

то, согласно условию 6), следует выбрать базисное перемен- 

ное yo. # 
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Не останавливаясь на доказательстве сходимости метода, 
Гомори, заметим, что он может быть использован и для pe 
шения частично целочисленных задач, которые отличаются от 
задачи (4.6) лишь видом требования целочисленности: 

ye E NU{O}, КЕЛ (4.17) 

где J — множество индексов переменных модели, на которые 
накладывается требование целочисленности. При этом J C 

с {1,2,..., п} и {1, 2,...,n}\J#O. 
Действительно, пусть Е J и воптимальном решении задачи 

линейного программирования с ослабленными ограничениями, 

которая соответствует рассматриваемой частично целочислен- 
ной задаче, базисное переменное у; принимает нецелое значе- 
ние. Kak и в случае полностью целочисленной задачи, из ONTH- 

мальной симплекс-таблицы выписываем уравнение (4.7). Но 
теперь некоторые из переменных у;, 1 Е 5, могут не быть цело- 

численными, поэтому необходимо построить отсечение другого 
типа, нежели (4.11). 

Согласно (4.7), (4.9), получаем 

yi — int(B;) = 7: -У озу. (4.18) 

1Е5 

При этом для переменного модели у;, удовлетворяющего требо- 

ванию целочисленности, выполняется одно из условий: а) у; < 

< 116 (8:); 6) у; > int(6;) +1. Согласно (4.18), эти условия могут 

быть представлены в следующем виде: 

Yo agus 2% (4.19) 
jES 

Уи: SH 1 (4.20) 
jES 

Пусть 5+ — множество значений индекса 7, для которых 
и; 20, а 5` — множество значений индекса 7, для которых
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ai; < 0. В этом случае 5 =5*1 45” и, согласно (4.19), получаем 

У ays 2 %- (4.21) 
1Е5+ 

Кроме того, неравенство (4.20) может быть преобразовано к 
следующему неравенству: 

S | (: У; <: - 1, 

1Е5- 

или, что то же самое, 

И > ау; 2 Yi (4.22) 
4 jes- 

Неравенства (4.19), (4.20) и, как следствие, неравенства 

(4.21), (4.22) не могут выполняться одновременно. Но неза- 

висимо от того, какой случай имеет место, для каждого до- 

пустимого решения рассматриваемой частично целочисленной 
задачи будет выполняться ограничение 

У оз; + — У аи. (4.23) 
jest Ye" jes- 

Неравенство (4.23) определяет новое дополнительное ограниче- 

ние, которое называют отсеченицем Tomopu для частично 

целочисленной задачи. Это ограничение получено без учета 

требования целочисленности (4.17) для некоторых переменных 

модели и может быть заменено более эффективным отсечением 

У dius 2%» (4.24) 
97ES 

rae 
Ot 
ор aij < 0, yj EZ; 

O45, ai; 20, ув Z; 

(1 — 95) 
’ 7 > Vas УЕ Z.
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Пример 4.5. Вернемся к задаче целочисленного програм- 

мирования, рассмотренной в примере 4.3, и предположим, что 
при ее постановке требование целочисленности 21, 22 Е NU {0} 
заменено требованием 51 Е МУ {0}. Рассмотрим процедуру ре- 
шения этой частично целочисленной задачи методом Гомори. 

Из оптимальной симплекс-таблицы задачи линейного про- 

граммирования с ослабленными ограничениями (см. табл. 4.3) 

выписываем уравнение, соответствующее переменному у: 

1 sy 9 
Yi 9533 T 59 = 5 

для которого, согласно (4.18), yy = 1/2, ay3 = —1/22 и S~ = {3}, 
014 = 3/22 и 5+ = {4}. Таким образом, отсечение Гомори 
(4.23) для рассматриваемой частично целочисленной задачи 

принимает следующий вид: 

3 +( 1 и 
224 \ 22/1/2137 2: 

или, что то же самое, 

1 3. 1 + y4 > =. 2 59 ¥3 tT 5 534 2 5 (4.25) 

При переходе к стандартной форме записи ограничения (4.25) 

1 3 1 
99 931 55 5 4 — Ys т 6 = 5 

вводим новое переменное у5 и искусственное переменное Ye. 

Tak же как в методе Гомори для полностью целочисленной за,да- 

чи, новое ограничение вводим в задачу линейного программи- 

рования с ослабленными ограничениями (см. пример 4.3) и сим- 

плекс-методом находим оптимальное решение X* = (4 10/3). 

Графическое решение рассматриваемой задачи представле- 

но на рис. 4.6. Оптимальному решению соответствует точка 

Н(4;10/3). Отсечение Гомори (4.25) записано в переменных 
Е И 22 =у2: 101: +322 < 50. F
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Xo | 

4 © -x,+3x,=6 

, (2) x, +(1/7)x,=5 

f=0 Ty ® =,=0 
№ I = (4) х,=0 

(4) (5) 10х, +3х,=50 7 
@ 

Рис. 4.6 

При решении практических задач целочисленного програм- 

мирования используют различные типы отсечений Гомори, два 

из которых рассмотрены выше. Тем не менее ни один из из- 

вестных типов отсечений не обеспечивает высокой эффектив- 

ности соответствующих вычислительных процедур. Несмотря 

Ha то что метод Гомори является надежным средством решения 

некоторых задач целочисленного программирования, его прак- 

тическое использование нецелесообразно, если исходная за дама, 

имеет большую размерность. Более того, известны случаи, 

когда непреднамеренное изменение порядка следования допол- 

нительных ограничений при решении задачи целочисленного 

‘программирования небольшой размерности приводило к рез- 

кому и неоправданному возрастанию объема вычислении при 

нахождении оптимального решения. 

4.3. Метод ветвей и границ 

Метод ветвей и границ, основная идея которого рассмот- 

рена в 4.1, является одним из наиболее широко применяемых 

комбинаторных методов. Его можно использовать для реше- 

ния как полностью, так и частично целочисленных задач. Для 

уяснения специфических особенностей метода ветвеи и границ 

обратимся к полностью целочисленной задаче (4.6). 

Согласно общей идее метода, сначала решают. задачу линей- 

ного программирования с ослабленными ограничениями, соот-
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ветствующую исходной задаче целочисленного программирова- 

ния, и находят ее оптимальное решение У*. Затем выбирают 

базисное переменное у;, значение которого 6; в оптимальном 

решении У* не является целым числом. Так как интервал 

(int(G;), 115 (8:) + 1) не содержит целых значений у, TO лю- 
бое допустимое целое значение этого переменного (значение у; 

в допустимом решении Y € Q) удовлетворяет одному из не- 
равенств: a) у; < int(G;); 6) у; > int(B;)+1. Введение этих 
неравенств в задачу линейного программирования с ослаблен- 

ными ограничениями порождает две новые задачи, множества 

допустимых решений которых не пересекаются (говорят, что 

исходная задача разветвляется на две новые задачи, а саму 

процедуру ее замены совокупностью двух задач, эквивалент- 

ных ей в смысле оптимального решения, называют процессом 

ветвления). Проводимый в процессе ветвления учет требо- 

вания целочисленности позволяет исключить из рассмотрения 

часть множества, допустимых решений (см. 4.1 и рис. 4.3). 

Выбрав любую из двух задач, порожденных исходной зада- 

чей, решают соответствующую задачу линейного программи- 

рования с ослабленными ограничениями (с целевой функцией из 

рассматриваемой задачи целочисленного программирования). 

Если полученное решение удовлетворяет требованию целочи- 

сленности, То оно является оптимальным решением порожден- 

ной задачи целочисленного программирования. Это решение 

фиксируют как наилучшее, дальнейшего ветвления рассмотрен- 

ной задачи не проводят и переходят к рассмотрению второй 

порожденной задачи. В противном случае задача, разветвляет- 

ся Ha две новые задачи. В список задач, порожденных исходной 

задачей целочисленного программирования, вместо уже рас- 

смотренной вносят две порожденные ею задачи. В этот список 

внесено уже три задачи, каждую из которых исследуют по той 

же схеме, что и первую. Как только получают оптимальное 

решение задачи линейного программирования с ослабленными 

ограничениями, удовлетворяющее требованию целочисленно- 

сти, его сопоставляют с уже имеющимся (если таковое есть) и
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фиксируют наилучшее из них (в смысле оптимального значения 
целевой функции). Процесс ветвления продолжают до Тех пор, 

пока каждая порожденная задача не приведет к оптимально- 
му решению, удовлетворяющему требованию целочисленности, 
или пока не будет установлена невозможность улучшения (в 
смысле оптимального значения целевой функции} уже зафик- 
сированного наилучшего решения. 

Для повышения эффективности рассмотренной процедуры 
вводят понятие границы, на основе которого можно судить о 
необходимости дальнейшего ветвления каждой из задач, поро- 

жденных исходной задачей целочисленного программирования. 

Пусть на каждой итерации ¢ определена нижняя граница, 

(| для оптимального значения целевой функции f. Ha пер- 

вой итерации значение f? выбирают равным значению f для 
любого известного допустимого решения исходной задачи це- 
лочисленного программирования, а при отсутствии априорной 
информации просто полагают fe = —со. Помимо нижней грани- 
цы имеется список порожденных задач, подлежащих решению, 

который на первой итерации содержит лишь исходную задачу 
целочисленного программирования (4.6). Реализация каждой 

итерации # предполагает последовательное выполнение следую- 
щих этапов. 

Этап 1. Прекратить вычисления, если список задач, 
порожденных исходной задачей целочисленного программиро- 
вания, пуст. В противном случае выбрать одну задачу и, 
вычеркнув ее из списка, перейти к этапу 2. 

Этап 2. Решить задачу линейного программирования 

с ослабленными ограничениями, соответствующую выбранной 

на этапе 1 задаче целочисленного программирования. Если 
множество ее допустимых решений пусто или полученное опти- 

мальное значение целевой функции не превосходит fo: TO 

принять f5 = a и вернуться к этапу 1.'В противном случае 

перейти к этапу 3. 

Этап 3. Если полученное оптимальное решение задачи 
линеиного программирования с ослабленными ограничениями
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удовлетворяет требованию целочисленности, то зафиксировать 

его, принять fj равным соответствующему значению целевой 

функции и вернуться к этапу 1. В противном случае перейти к 

этапу 4. 

Этап 4. Выбрать любое базисное переменное у;, значение 

которого 6; в полученном оптимальном решении не является 

целым числом. В список задач, порожденных исходной зада- 

чей целочисленного программирования, внести еще две задачи. 

Первая из них отличается от задачи, выбранной на этапе 1, 

лишь наличием дополнительного ограничения у; < [G,|, а вто- 

рая — наличием дополнительного ограничения у; > [6;]| + 1. 

Принять {4 = 1 и вернуться к этапу 1. 

Замечание 4.1. Обратим внимание на специфику описания 

этапов итерации: не предполагается полиая целочисленность 

исходной задачи, равно как и целочисленность ее коэффициен- 

тов. Если же исходная задача, является полностью целочислен- 

ной и коэффициенты сх ее целевой функции — целые числа, 

то процесс решения может быть ускорен за счет видоизме- 

нения второго этапа в каждой итерации: a) решить задачу 

линеиного программирования с ослабленными ограничениями, 

соответствующую полностью целочисленной задаче, выбранной 

на этапе 1; 6) если ее множество допустимых решений пусто 

или целая часть оптимального значения целевой функции не 

превосходит fi}, то принять fe = me и вернуться к этапу 1. 

В противном случае перейти к этапу 3. 

Пример 4.6. Рассмотрим полностью целочисленную зада- 

чу следующего вида: 

251 +322 > тах; 

551-722 < 35, 411-912 < 36, 

$1, 22 >20 $1, 22 E Nv {0}. 

На рис. 4.7 графически изображен один из возможных Ba- 

риантов ее решения методом ветвей и границ с использованием
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© Xo & 

xr, =63/17 

х.=40/17 

f=246/17 

г. 427 | 

(2) *2 4 

x, <2) | 2123 

“at + 
© 4 oS @ 

х1=2 3] Множество 

2r допустимых 

42= 28/9 1 решений 

f=40/3 цы пусто 
0' 1 2 Xy 

> © 3 { х Е. хо > 4 x 

24 2 
4" @) 4 

x,=2 3 x, =0 3 

3 21 4 2 х.= хо = 

f=13 А Ё1— f=12 д . — 

O12 ох ob 1 2 
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дерева решений, представляющего собой граф специального 

вида. 
У дерева решений, изображенного на рис. 4.7, исходной 

является вершина 1. Так как коэффициенты целевой функции 

c} =2>0u с. =3> 0, то полагаем f2 =0. Оба переменных т1 
И 12 в оптимальном решении 

т 

| 12 . 6 12 6 х"= (721), ие a=25 

задачи линейного программирования с ослабленными ограниче- 

ниями, соответствующей рассматриваемой полностью целочи- 

сленной задаче, принимают нецелочисленные значения и любое 

из них может быть использовано для инициирования процесса, 

ветвления. Если выбрать 22, TO этот выбор порождает задачи 

2 и 3, связанные с условиями 12 < 2 и Z2 > 3 соответственно, 

так как 114 (25) = 2. 
Порожденные задачи охватывают все допустимые решения 

исходной целочисленной задачи. Полагаем fi = © =0. Теперь 
нужно выбрать одну из порожденных задач (2 или 3) для 

решения и, при необходимости, для дальнейшего ветвления. 7 

Различные варианты выбора одной задачи из совокупности 

порожденных задач приводят к разным последовательностям 

порожденных задач и, следовательно, к различным количе- 

ствам итераций, необходимых для нахождения оптимального 

решения исходной задачи целочисленного программирования. 

Для иллюстрации этих особенностей метода ветвей и границ 

вернемся к полностью целочисленной задаче, рассмотрение ко- 

торой начато в примере 4.6. 

Пример 4.7. Предположим, что в первую очередь решено 
рассмотреть вершину 2 дерева решений, представленного на 
рис. 4.7. Находим оптимальное решение 

1 \’ 1 
xr = (45 2) tp=4e, 23 =2,
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соответствующей задачи линейного программирования с ослаб- 

ленными ограничениями. В оптимальном решении Х* перемен- 

ное модели 11 принимает нецелочисленное значение 51 = 21/5 и 

int(zt) =4. Полагаем f? = ff =0. Учет ограничений 51 <4и 
21 2 5 Порождает задачи 4 и 5 соответственно. 

Предположим, что решено рассмотреть задачу 4 из списка 

задач {3, 4, 5}, порожденных исходной полностью целочислен- 

ной задачей. Оптимальное решение Х* = (4 2)’ соответству- 
ющей задачи линейного программирования с ослабленными 
ограничениями удовлетворяет требованию целочисленности, а 

оптимальное значение целевой функции f = 14. Полагаем fe = 

= 14. Заметим, что наличие оптимального решения задачи 4, 

удовлетворяющего требованию целочисленности, не означает 

нахождения решения рассматриваемой полностью целочислен- 

ной задачи, так как список порожденных задач {3, 5} не явля- 

ется пустым. 

Обратившись к задаче 3, порожденной ограничением 2X2 > 3, 

находим оптимальное решение соответствующей задачи ли- 

неиного программирования и оптимальное значение целевой 

функции f = 13,5, которое не превышает fe = 14. Таким обра- 

зом, задача 3 не будет порождать новые задачи. Полагаем 

f§ = fo = 14. 
На следующей итерации необходимо исследовать задаму 5, 

для которой оптимальное значение целевой функции соответ- 

ствующей ей задачи линейного программирования с ослаблен- 
ными ограничениями равно 100/7 > {4 = 14. В рассматривае- 

мом случае (см. пример 4.6) коэффициенты целевой функции 

и Переменные задачи являются целочисленными. Кроме того, 

int(100/7) = 14 = fg. Позтому, согласно замечанию 4.1, за- 
дачи, порожденные задачей 5, не могут иметь оптимальных 

решений, удовлетворяющих требованию целочисленности, луч- 

ших в смысле оптимального значения целевой функции, чем 

Х* = (4 2)". Ветвление из вершины 5 дерева, решений, предста- 

вленного на рис. 4.7, не проводится и решение исходной задачи 

завершено. #
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Понятно, что в общем случае оптимальному значению це- 

левой функции рассматриваемой задачи целочисленного про- 

граммирования могут соответствовать несколько оптимальных 

решений, удовлетворяющих требованию целочисленности. По- 

зтому, если необходимо наити все оптимальные решения исход- 

ной задачи, то при реализации метода ветвеи и границ нельзя 

использовать правило, сформулированное в замечании 4.1, так 

как прекращение процесса, ветвления при наиденном оптТималь- 

ном решении может привести к потере других оптимальных 

решении, если они есть. 

Для наглядного описания последовательности, в которой 

рассматриваются вершины дерева решении при использовании 

метода ветвей и границ, вводят понятие пути, формализован- 

ное представление которого имеет следующий вид: (l п: > 

+ na... > пм), где пк > пк+1 означает, что после вершины с 

номером пк необходимо переходить к вершине с номером пк+1, 

а, М на единицу меньше количества, вершин у дерева, решении. 

Так, в примере 4.7 рассмотрен путь (12-4—3-5). Если 

через 5; обозначить список задач, порожденных исходной за- 

дачеи целочисленного программирования к началу итерации ft, 

то геометрическая иллюстрация этого пути может быть пред- 

ставлена так, как изображено Ha рис. 4.8. Этот рисунок легко 

сопоставляется с рис. 4.7, если учесть, что итерация 1 соответ- 

ствует вершине 1 дерева решении, итерация 2 — вершине 2, 

итерация 3 — вершине 4, итерация 4 — вершине 3, а итерация 

5 — вершине 5. 

1) t=1, 5, ={1}, fj=0 

t=2, 5,={2,3}, 75=0 (2) (3) t=4, 5.=(3,5}, fp=14 

t=3, 53=(3,4,5}, /3=14 @ 5) 1=5, 55={5}, /2=14 
(решение фиксировать) 

Рис. 4.8
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Продолжим рассмотрение решения полностью целочислен- 

ной задачи, начатое в примерах 4.6, 4.7. 

Пример 4.8. Предположим, что на итерации 2 выбрана 

задача 3, Т.е. начало пути 1-3 (см. рис. 4.7). Задача 3 
порождает две новые задачи: би 7. Теперь нужно выбрать 

для решения одну задачу из множества {2, 6, 7} ит.д. Один из 

возможных вариантов пути 1 3698 977275455 

представлен на рис. 4.9 (всю необходимую информацию можно 

наити на рис. 4.7). 

(1) t=1, $,={1}, fo=0 

t=7, 51={2}, fj=13 

t=8, Sg={4, 5}, /0=14 @ 
(решение фиксировать) 

t=9, 59=(5}, fy=14 © © 

t=5, S5=(2,7,8}, f5=13 @ © t=4, $,=(2,7,8,9}, f4=12 
(решение фиксировать) (решение фиксировать) 

Рис. 4.9 

t=2, S,={2,3}, /5=0 

(7) t=6, Sg={2,7}, 0=13 

t=3, 53={2,6,7}, f= 0 

Этот путь предполагает девять итераций. Сначала, фикси- 
руется оптимальное решение задачи 9, удовлетворяющее тре- 
бованию целочисленности и соответствующее оптимальному 
значению целевой функции /4 = 12. Затем фиксируется опти- 
мальное решение задачи 8 с оптимальным значением целевой 
функции fe = 13 и на итерации 8 фиксируется. оптимальное 
решение задачи 4, которое и является решением исходной пол- 
ностью целочисленной задачи. # 

Рассмотренные примеры наглядно демонстрируют основ- 

ные недостатки метода ветвеи и границ, обусловленные как 

произволом выбора последовательности рассмотрения задам из 

списка задач, порожденных исходной задачеи целочисленного 

программирования, Так и произволом выбора, переменного мо- 

дели, которое используется для получения порождаемых задач
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на этапе 4 каждой итерации. Для повышения эффективно- 

сти метода ветвей и границ разработаны специальные эври- 

стические (от греческого heuriskO — открываю, отыскиваю) 
правила, связанные как с выбором переменных модели, иници- 

ирующих процессы ветвления в вершинах дерева решений, так 

и с выбором на каждой итерации задачи для рассмотрения из 

списка порожденных задач. 

Ход итераций можно представить графически в виде дере- 

ва решений (см. рис. 4.7). Каждая вершина дерева решений 
отображает одну задачу в списке задач, порожденных исход- 

ной задачей целочисленного программирования, a каждая ветвь 

инцидентна одной из задач, вносимой в список на этапе 4 Ka- 

ждой итерации. Связь с графическим представлением объясня- 

ет использование термина „ветвь“ в названии рассмотренного 

метода, а термин „граница“ в этом названии появился бла- 

годаря использованию оценочного (граничного} значения для 

целевой функции на этале 2 реализации каждой итерации. Ме- 

тод ветвей и границ можно было бы назвать методом обрыва, 

ветвей, так как наличие оценочного (граничного) значения для 

целевой функции позволяет обрывать ветвь на дереве реше- 

ний даже тогда, когда оптимальное решение соответствующей 

порожденной задачи не удовлетворяет требованию целочислен- 

ности. Следует также отметить, что метод ветвей и границ 

можно было бы назвать и методом возврата, Так как при 

обрыве некоторых ветвей необходимо вернуться к списку за- 

дач, порожденных исходной задачей целочисленного програм- 

мирования. 

4.4. Задачи целочисленного программирования 

В этом параграфе рассмотрены три задачи математиче- 

ского программирования, которые в их исходных постановках 

не являются задачами целочисленного программирования, но 
становятся ими после введения новых переменных.
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1. Задача планирования производства с постоянны- 
ми элементами затрат. Рассмотрим задачу планирования 
производства п различных видов промышленной продукции П;, 
j=1,n. Обозначим: 2; — объем производства продукции II; 

в соответствующих единицах измерения; К; — постоянные 
элементы затрат, т.е. затраты, связанные с производством 

продукции П; и не зависящие от его объема т;; с; — текущие 

затраты на производство единицы продукции П; (в единицах 

измерения объема ее производства х;). В этом случае сум- 
марные затраты, связанные с производством продукции П;, 
определяются следующим образом: 

oy Kj+¢;2;, 2; > 0; 
фу(т;) = 0 -=( 

$ т, — "5 

и естественным является желание „лица, принимающего реше- 

ния“ минимизировать общие затраты 

т 

+(Х) =) 4;(=;,  Х=(а ... aa), 
j=l 

при планировании производства. Не останавливаясь на опи- 
сании множества С’ допустимых решений и полагая, что оно 

соответствует задаче линейного программирования, отметим 

специфическую особенность рассматриваемой задачи планиро- 

вания производства с постоянными элементами затрат. Эта 
особенность связана с нелинейностью целевой функции p(X) по 

переменным т;, 7 = 1,n, и не позволяет использовать методы 

линейного программирования для нахождения оптимального 
решения. 

Для преодоления возникших трудностей введем булевы пе- 

ременные 

1, 5;>0; ee 
‚ = =], п. У; 0, 2;=0, J
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Если положительная константа, М удовлетворяет условию т; < 
< М для любого 1 = 1, п, то д; < Му, 1= 1 п, и математиче- 
ская модель рассматриваемой задачи планирования производ- 
ства с постоянными элементами затрат может быть предста- 
влена в следующем виде: 

n n 

У`сз;+У Key min; 
j=l k=1 

032; < My, 1=Ьт, ys € {0, 1}, =1 п. 

Из неравенства x; < Му; при х; > 0 следует, что у; =Т и це- 

левая функция f учитывает постоянные элементы затрат К’;. 

Если 2; = 0, то у; может принимать значения 0 или 1, однако, 

поскольку А; > 0 и целевую функцию требуется минимизиро- 

вать, переменное у; должно быть равно нулю. 

Еще раз напомним, что в исходной постановке задача, пла- 

нирования производства с постоянными элементами затрат не 

имеет никакого отношения к целочисленному программирова- 

нию, но После ее преобразования с использованием булевых 

переменных она превращается в частично целочисленную за- 

дачу. 

2. Задача с альтернативными ограничениями. Преж- 
де чем переходить к рассмотрению нового класса задач ма- 

тематического программирования, напомним, что под аль- 
тернативой (от латинского alter — один из двух) обычно 

понимают ситуацию, в которой необходимо выбрать одну из 
двух исключающих друг друга возможностей (эти возможно- 

сти нередко называют альтернативами). 
Задачи с альтернативными (т.е. взаимоисключающими) 

ограничениями внешне очень похожи на задачи линейного 
программирования, но ими не являются. Тем более они в сво- 

еи изначальной постановке не имеют никакого отношения к 

задачам целочисленного программирования. Задачу с альтер- 
нативными ограничениями можно представить в следующем
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виде: 

гп 

) CkU, —? Max; 

k=1 

k=1 (4.26) 

Задачи с альтернативными ограничениями, в частности, 

естественным образом возникают из задач о распределении 

ограниченных ресурсов при появлении дополнительного тре- 

бования типа: если продукт П; вообще производится, то в 

количестве, не меньшем 4; (задан минимальный обьем партии). 

В этом случае, если хх — обьем производства продукта II; с 

использованием К-й технологии, то должно выполняться одно 

из двух ограничений: 

У ‘ти =0, У ‘ть 2d. 

k k 

Пусть определены Такие числа М1 и Mo, что для переменных 

т1,..., In, удовлетворяющих ограничениям 

Tr 

) Qikte Lb, t=1,m, 220, КЕТт 
k=1 

имеют место неравенства, 

У ‘ектк — 41 < М1, У ‘езьть — 42 < М2. (4.27) 
k=1 k=1
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Тогда задача (4.26) может быть преобразована к частично 

целочисленной задаче: 

f 7% 

У ‘сить — тах; 

k=1 

7% 

У ‘акк <, 1 =1,m, 
=] 

nr (4.28) 
Sent —-Miy<d, 
k=1 

7% 

У ‘езьть — (1-у)М. < da, 
k=1 

(2p 20,k=I1,n, ye {0, 1}. 

Действительно, если у= 0, то должно выполняться ограни- 
чение е!151 +... + €inIn < 41. Ограничение е21х: +...+е2.х, — 

— Mz < dz можно не учитывать, так как оно выполняется ав- 
томатически согласно второму неравенству (4.27). Если у= 1, 
то должно выполняться ограничение €9;2; +... Нежх < do, а 

ограничение е!151 +... + ел.» — М! < 41 можно не учитывать, 

так как оно выполняется автоматически согласно первому не- 
равенству в (4.27). 

Анализ задач (4.26), (4.27) позволяет уяснить следующее: 
а) задачу с альтернативными ограничениями можно рассма- 
тривать как совокупность задач линейного программирования, 

которые различаются лишь одним (альтернативным) ограниче- 
нием; 6) решением задачи с альтернативными ограничениями 

является оптимальное решение той задачи линейного програм- 
мирования из соответствующей совокупности задач, onmu- 
мальное значение целевой функции которой является наиболь- 

шим в этой совокупности; в) задача (4.28) позволяет использо- 

вать методы целочисленного программирования для решения 
задач с альтернативными ограничениями.
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Замечание 4.2. Возможны и более сложные варианты по- 

становок задач с альтернативными ограничениями, которые 
могут быть преобразованы к частично целочисленным задачам. 

Примером подобных задач может служить задача, о максими- 
зации целевой функции f = с15!+...-+ Cnt, При условии, что 

будут выполнены любые К (k < т) из следующих т ограниче- 
НИИ: 

п 

У aij; < 6, t= I,m. (4.29) 
j=l 

Известно [XVI], что К из т различных элементов можно вы- 
брать C*, способами, где Ck — число сочетаний (без повторе- 

ний) из т элементов по К. Поэтому рассматриваемая задача 

с альтернативными ограничениями может быть представлена, 
как совокупность С* задач линейного программирования. Ho 

можно для каждого ограничения в (4.29) ввести новое булево 
переменное у;, которое принимает значение 0, если это огра- 

ничение выполняется, и значение 1 в противном случае. Затем 
нужно выбрать достаточно большое число М > 0 и перейти к 

решению следующей частично целочисленной задачи: 

f п 

) с;ф; —> тах, 

j=l 

3. Задача с взаимозависимыми альтернативами. 

Пожалуй, наиболее важными организационными решениями, 

приводящими к задачам целочисленного программирования, 

являются альтернативы „да — нет“. Альтернативы такого ро- 
да часто возникают в задачах организационного управления.
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Обычно в этих задачах переменное модели т; определяет выбор 

конкретного проекта, операции или варианта капиталовложе- 

НИЯ: 
1, j-H проект выполняется; 

т: —= j 0, j- проект He выполняется. 

А так как переменные Z; являются булевыми переменными, TO 

их можно использовать для формализации ограничении, часто 

возникающих в задачах распределения капиталовложений. 

Для иллюстрации сказанного предположим, что необходимо 

формализовать ограничение, допускающее выбор не более k из 

№ имеющихся проектов. В этом случае имеем 

т1+12+...+1м < К. 

Если же необходимо выбрать ровно К проектов из N имеющих- 
ся, то ограничение принимает вид 

т1+12+...+ хм =k. 

Возможными являются ситуации, когда необходимо учи- 

тывать ограничение, состоящее в том, что 1-й проект может 

приниматься лишь при условии принятия 1-го проекта. Такое 

ограничение можно записать следующим образом: 

z,;—-2; <0. 

Действительно, если т; = 0, то и т; =0. Если же т; =1, то 
т; < 1, те. возможны оба варианта: х; = 0 или х; =1. 

Предположим теперь, что 1-И и 7-й проекты являются вза- 

имоисключающими (альтернативными), а К-и проект может 
быть принят лишь при условии принятия одного из альтер- 
нативных проектов. В этом случае ограничение может быть 

представлено в следующем виде: 

+1; =1, Te-2;-2;<¢0. 

Таким образом, разнообразные зависимости между решения- 

ми о принятии проектов могут быть выражены с помощью 

линеиных ограничений, накладываемых Ha булевы переменные 

модели.
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Вопросы и задачи 

4.1. В чем заключается основная идея метода округления и 

почему этот метод нельзя использовать для точного решения 
задач целочисленного программирования? 

4.2. Может ли оптимальное значение целевой функции пол- 

ностью целочисленной задачи быть больше (для задачи мак- 
симизации} оптимального значения целевой функции соответ- 
ствующей задачи линеиного программирования с ослабленны- 

ми ограничениями? 

4.3. Что объединяет методы отсеченийи и в чем заключается 

их принципиальное различие? 

4.4. Может ли отсечение Гомори исключить некоторое до- 

пустимое решение, удовлетворяющее требованию целочислен- 

HOCTH, но заведомо не являющееся оптимальным? 

4.5. Чем определяется вид отсечения Гомори и с Чем связан 

основной недостаток методов отсечений? 

4.6. Можно ли решить полностью целочисленную задачу 

путем введения отсечений Гомори для частично целочисленной 
задачи? 

4.7. Что объединяет методы отсечении с методом ветвей и 

границ? В чем заключается их принципиальное различие? 

4.8. В чем заключается принципиальное отличие метода, 

ветвей и границ от метода, полного перебора? 

4.9. Приведите обоснование того, что реализация вариан- 
тов действии, указанных в замечании 4.1, приведет к ускоре- 
нию процесса нахождения оптимального решения. 

4.10. С чем связаны основные недостатки метода ветвей и 

границ? 

4.11. Чем обусловлен нелинейный характер целевой функ- 
ции 4{Х) в задаче планирования производства с постоянными 
элементами затрат, рассмотренной в 4.4?
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4.12. Дана полностью целочисленная задача, 

2051 + 1052 + 1023 -+ тах; 

251 + 20х2 + 4х3 < 15, 62; +20х2 + 4тз = 20, 

21,22, 13 20, 21, 22, тз € МО {0}. 

Докажите, что решение зтой задачи нельзя получить методом 

округления. 

4.13. На примере полностью целочисленной задачи 

$1 +212 -} тах; 

51 + 0,552 < 3,25, 11,4220, 21, 22 € NU {0}, 

покажите, что метод Гомори для полностью целочисленной 
задачи не приводит к оптимальному решению, если не выпол- 
няется требование целочисленности значений ее параметров. 

Преобразуйте рассматриваемую задачу и методом Гомори наи- 

дите ее оптимальное решение. 
Ответ: Х* = (0 6). 

4.14. Методом Гомори найдите оптимальное решение пол- 

ностью целочисленной задачи 

$21 + 52 + Зхз — тах; 

—11 +252 +13<4, 412-313 <2, 11-312 +213 < 3, 

11, 12,1320, 11,12, 13 € NU {0}. 

Ответ: X*=(5 2 2)'. 

4.15. Докажите правомочность использования в методе 

Гомори отсечения, определяемого согласно (4.24). 

4.16. Пусть в задаче 4.14 требование целочисленности нало- 

жено только на переменные модели 11 и тз. Методом Гомори 

найдите оптимальное решение этой частично целочисленной за- 

дачи. 

Ответ: Х* = (5 11/4 3)".
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4.17. В примере 4.7, игнорируя замечание 4.1, продолжите 

процесс ветвления из вершины 5 дерева решений, представлен- 
ного на рис. 4.7. Единственно ли оптимальное решение исход- 
ной полностью целочисленной задачи? 

Ответ: нет. Оптимальному значению целевой функции 
{= 14 соответствуют оптимальные решения Xf = (4 2) их; = 

=(7 0)". 

4.18. Методом ветвей и Границ найдите все оптимальные 
решения следующей полностью целочисленной задачи: 

1 +22 >? тах; 

251 +512 < 16, 61| +512 < 30, 

11, 22 > 0, 21, 22 Е NU {0}. 

Ответ: оптимальному значению целевой функции f=5 

соответствуют оптимальные решения Xf = (5 0) , XZ = (4 1)", 

Х;= (3 2)". 

4.19. Методом ветвей и границ найдите оптимальное реше- 

ние следующей полностью целочисленной задачи: 

32, +32, + 1323 > max; 

— 321 +612 +713<8, 62; — 322 * 723 < 8, 

11, 22,1320, 11,12, 4236 МО {0}. 

Ответ: X*=(0 01)’.
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Эта глава посвящена изучению задач линейного программи- 
рования, известных в исследовании операций как задачи транс- 
портного типа. Интерес к этим задачам обусловлен не только 

спецификой их формализации и прикладной значимостью, но и 

рядом других причин, среди которых отметим следующие. 

1. Любая задача транспортного типа, как задача, линеино- 

го программирования, может быть решена, симплекс-методом. 

Однако специфические особенности задач рассматриваемого 

класса позволили разработать более эффективные вычисли- 

тельные методы. А поскольку в реальных задачах транс- 

портного типа число ограничений и переменных, как правило, 

бывает весьма значительным, то использование эффективных 

вычислительных алгоритмов становится не только выгодным, 

но и просто необходимым. 

2. Для задач транспортного типа естественным и удобным 

является их геометрическое представление в виде графа спе- 

циального вида. Это представление в ряде случаев позволяет 

преобразовывать к задачам транспортного типа даже такие 

задачи исследования операций, которые на первый взгляд не 

имеют с ними ничего общего, и использовать для их решения 

эффективные вычислительные алгоритмы. 

3. Задачи транспортного типа тесно связаны с детермини- 

рованными динамическими задачами исследования операций, в 

том числе и с многошаговыми задачами принятия решений в 

условиях определенности, имеющими большое прикладное зна- 

чение. 

Изучение задач транспортного типа начнем не с их фор- 

мального определения, а с обсуждения математической поста- 

HOBKH классической транспортной задачи.
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5.1. Классическая транспортная задача 

В исследовании операций под транспортной задачей 

обычно понимают задачу выбора плана, перевозок некоторого 

товара, (изделий, груза) от т источников (пунктов произ- 

водства, поставщиков) к п стокам (станциям назначения, 

пунктам сбыта), обеспечивающего минимальные транспортные 

затраты. При этом предполагают, что: a) мощность 1-го цс- 

точника (объем поставок товара от 1-го источника) равна 
S;>0, :=1,т; 6) мощность j-ro стока (объем поставок 
товара к j-My стоку) равна D; > 0, 1 = 1, п; в) стоимость пере- 
возки единицы товара (в условных денежных единицах) от 5-го 

источника к j-MY стоку равна с;;; г) суммарная мощность всех 

источников равна суммарной мощности всех стоков, Т.е. 

т п 

S25: = 5 Dj. (5.1) 

wl j=1 

Далее под объемом Товара будем понимать его количество 

в фиксированных единицах измерения. 

Для математического описания Транспортной задачи вво- 

AAT переменные Z;;, обозначающие объемы поставок товара от 

1-го источника K 7-My стоку. В этом случае 2) + 2jo +...+ Lin — 

общий объем поставок товара от 1-го источника, Т.е. мощ- 

ность этого источника; 21; +12;+...+т1т; — общий объем 
поставок Товара к 1-му стоку, т.е. мощность этого стока; 

С11111 + С12112+...-+ СтпТтл — суммарная стоимость перевозок 

товара от источников к стокам. С учетом этого рассматрива- 

емая задача может быть представлена в следующем виде: 

т п 

) ) С:7Т:; —> Min; 

1=1 7=1 

п m (5.2) 
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Замечание 5.1. Один из важнейших теоретических ре- 

зультатов исследования операций может быть сформулирован 
следующим образом (см. теорему 5.3): если выполнены условия 

S;E€N,i=1,m, Б; ЕМ, j=1,7, (5.3) 

то среди всех оптимальных решений транспортной задачи (5.2) 

по краиней мере одно оптимальное решение удовлетворяет тре- 

бованию целочисленности. В дальнейших рассуждениях мы 

всегда будем предполагать выполнение условий (5.3). В зтом 
случае транспортную задачу можно рассматривать как поино- 

стью целочисленную задачу, поскольку введение дополнитель- 

ного ограничения 

Е МО {0}, i=I1,m,j= Ln, (5.4) 

не может повлиять на оптимальное значение целевой функ- 

ции. В исследовании операции полностью целочисленную зада- 

чу (5.2), (5.4) называют классической транспортной за- 
дачей. 

Рассмотрим более подробно ограничения типа равенства, 
входящие в задачу (5.2): 

У (25 = S;, t~=1,m; (5.5) 

So2ij=D;, 1=1,п. (5.6) 

Заметим, что каждое переменное модели х;; с ненулевым ко- 
эффициентом, равным единице, входит лишь в 1-е уравнение 

системы (5.5), соответствующее #{-му источнику (поставки), и 

в 7-е уравнение системы (5.6), соответствующее 1-му пункту
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потребления (спрос). Поэтому, если ввести матрицу пере- 
менных модели (5.2), (5.4) 

Zip ... 141; ... Lin 

Х = Lit Lips Lin |, 

Тт1 ces Тту «++ Lmn 

то легко увидеть, что элементы ее 1-и строки с коэффици- 
ентами | входят в $-е уравнение системы (5.5), отражающей 
мощность источников, а элементы 7-го столбца с коэффициен- 
тами 1 входят в 1-е уравнение системы (5.6), отражающей спрос 

потребителей. Таким образом, классическую транспортную 

задачу (5.2), (5.4) можно представить в виде так называемой 
транспортной таблицы (табл. 5.1). 

Таблица 5.1 

Пункт Пункт потребления 

производства ] 7 ... п Поставки 

1 211 | С11 211 |С1; 21п | С1т Si 

i 2:1 Сп 2 iz С; Ст | Су» Si 

m Тт1 [Ста Тт; [Сту Ттпв [Ст Sm 

Спрос D, ... р; ... Dn 

Эта таблица соответствует матрице переменных модели Х, 
в которую добавлен один столбец (поставки) и одна строка 
(спрос), а в правой половине клетки, соответствующей каждо- 
му переменному т;;, вписано соответствующее значение с;;. 

Заметим также, что при решении транспортных задач транс- 
портные таблицы играют ту же роль, что и симплекс-таблицы 

при решении задач линейного программирования.



192 5. ЗАДАЧИ ТРАНСПОРТНОГО ТИПА 

Если каждое уравнение системы (5.6) умножить на —1, то 

вид системы ограничений в классической транспортной зада- 

че (5.2), (5.4) изменится. В этом случае для ее наглядного 
представления используют табл. 5.2, отличную от транспорт- 

HOM Таблицы. 

Таблица 5.2 

Объем поставок 

7211 212 ... Хи 1221 122 ... LAan|.--|]%m1 ЖФт?2 ... Lmn 

: 1 1 1 Sy 

a 2 1 1 ] So 
Е 
oO 
о 

Я | т 1 l 1 | Sn 

11-1 —1 —1 —D, 

5} 2 —] —] —1 —Dz 
a, 
= 

C11 C12 ... С {C21 C22 ... Can |---| Стр Cm2 --. Cmn 

В каждом столбце табл. 5.2, соответствующем переменному 

т; (t=1,m, 1 =1, п), содержится лишь два ненулевых коэф- 
фициента | и —1, так как свободные места соответствуют 

нулевым коэффициентам. Козффициент | соответствует 1-му 

источнику (пункт производства), а коэффициент —1 — j-my 

стоку (пункт потребления или станция назначения). 
По табл. 5.1, как и по табл. 5.2, можно полностью восстано- 

вить классическую транспортную задачу. Действительно, со- 

гласно соотношениям (5.2), (5.4), для этого нужно лишь знать: 

а) значение с;; стоимости перевозки единицы товара от 

1-го к 7-стоку (в табл. 5.1 эта информация указана в правой 

половине соответствующих клеток, а в табл. 5.2 — в последней 

ее строке); 

6) значение 5; мощности каждого 1-го источника (в табл. 5.1 

и 5.2 эта информация представлена в последнем столбце);
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в) значение 0); мощности каждого 1-го стока (в Табл. 5.1 

эта информация дана в последней строке, а в табл. 5.2 — в 

последнем столбце). 

Для удобства геометрической интерпретации классической 

транспортной задачи, представленной в табл. 5.2, каждый ]-й 

сток и каждый 1-й источник изобразим в виде узла сети, 

т.е. в виде окружности, в центре которой укажем его мощ- 

ность (—D; для j-ro стока и 5; для 1-го источника). Если 
узел сети, соответствующий 1-му ис- 

точнику (1=1, т), соединить ориен- 
тированной дугой с узлом сети, соот- 

ветствующим j-My стоку (7=1, п), и 
на этой дуге указать стоимость с;; пе- 

ревозки единицы товара от 1-го пунк- 

та производства к 71-му пункту по- 

требления, то получим представление 

рассматриваемой задачи в виде сеты. 

Ее пример при т = 2 ип = 3 предста- Рис. 5.1 

влен на рис. 5.1. 

Итак, каждое переменное т;; соответствует потоку вдоль 

ориентированной дуги, с; выражает затраты в расчете на 

единицу потока, а сама задача заключается в распределении 

мощностей источников по дугам таким образом, чтобы при 

минимальных затратах удовлетворить потребности стоков. 

Прежде чем переходить к рассмотрению конкретных при- 

меров, сделаем несколько замечаний, относящихся к постановке 

классической транспортной задачи. 

Замечание 5.2. Затраты, связанные с производством еди- 

ницы товара, как правило, не одинаковы для различных пунк- 

тов производства. В случае необходимости учет этих затрат 

при постановке транспортных задач осуществляют путем их 

включения в коэффициенты C;;. 

Замечание 5.3. Если в силу каких-либо причин 1-й пункт 
производства не доступен для j-ro пункта потребления, то
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либо переменное модели т;; исключается из рассмотрения, либо 

величина с;; принимается сколь угодно большой. 

Замечание 5.4. При постановке классической транспорт- 

HOM задачи предполагается выполнение условия (5.1), которое 

не является обременительным, так как всегда можно ввести 

фиктивный пункт производства или сбыта и скомпенсировать 

величину невязки 

Dd Si- DD: 
$=1 1=1 

Замечание 5.5. Иногда возникает необходимость в учете 

ограничений, связанных с пропускной способностью той или 

иной ориентированной дуги сети, при постановке транспорт- 
ной задачи. В простейшем случае эти ограничения имеют вид 
неравенств 

tii <lij, t=1,m, j=1,n. (5.7) 

Задачу исследования операций вида (5.1)—(5.4), (5.7) называют 
транспортной задачей с ограничениями по пропуск- 

ной способности. Как правило, введение ограничений (5.7) 

в математическую модель классической транспортной задачи 

приводит лишь к незначительному увеличению объема вычи- 
слений при поиске оптимального решения. Но иногда эти 
ограничения оказываются настолько жесткими, что множество 

допустимых решений рассматриваемой задачи оказывается пу- 

стым. 

Замечание 5.6. При постановке классической транспорт- 

ной задачи предполагают, что все пункты производства выпус- 

кают одну и ту же продукцию. Но, как правило, каждое пред- 

приятие выпускает несколько видов товаров, и при разработке 

плана их перевозок необходимо учитывать всю номенклатуру. 

В настоящее время разработаны различные приемы преобразо- 

ваний этой задачи к классической транспортной задаче.
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Пример 5.1. Пусть заводы автомобильной фирмы, распо- 

ложенные в городах А!1, Ag и Аз, выпускают соответственно 

1000, 1500 и 1200 автомобилей в квартал, а спрос на гото- 

вую продукцию в центрах сбыта этой фирмы, расположенных 

в городах B, и Во, составляет 1900 и 1400 автомобилей в квар- 

тал соответственно. Стоимость перевозки одного автомобиля 

от пункта производства до центра сбыта (в условных денеж- 

ных единицах) представлена в табл. 5.3. Таблица 5.3 

Необходимо разработать план перевозок 
автомобилей от пунктов их производства В: | Bo 
к центрам сбыта, обеспечивающий мини- A, | 80 | 215 

мальные транспортные затраты. Az | 100 | 108 

Очевидно, что суммарный объем про- Аз | 102 | 68 

изводства (1000 - 1500 + 1200 = 3700 авто- 
мобилей в квартал) превышает спрос (1900 + 1400 = 3300 авто- 

мобилей в квартал), и условие (5.1) не выполняется. В этой 
ситуации можно ввести фиктивный пункт сбыта Вз, который 

„поглощает“ избыток продукции. Фактически автомобили, 
произведенные на любом из заводов фирмы и предназначенные 

для фиктивного пункта сбыта Вз, представляют собой избыток 

производства HM остаются на этом заводе. Поэтому стоимость 
перевозки одного такого автомобиля равна, нулю и транспорт- 
ная таблица рассматриваемой задачи имеет вид, указанный в 

Табл. 5.4. 

Таблица 5.4 

В\ Во Вз Поставки 

Ay 211/80 212 | 215 2130 1000 

Ag 221 |100 222 |108 хоз |0 1500 

Аз хз: |102 23268 хзз |0 1200 

Спрос | 1900 1400 400 

Заметим, что можно назначить штраф за хранение авто- 
мобиля на складе завода. В этом случае стоимость перевозки
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одного автомобиля от места, производства до фиктивного пунк- 

та сбыта Вз будет равна стоимости его хранения на складе 

завода-производителя. 

Пример 5.2. Предположим, что в условиях задачи, рас- 

смотренной в примере 5.1, произошло изменение: завод, рас- 

положенный в городе А2, производит не 1500 автомобилей в 

квартал, а всего лишь 1000 автомобилей. Это опять приво- 

дит к нарушению условия (5.1), поскольку суммарный объем 
производства (3200 автомобилей в квартал) не равен суммар- 
ному спросу (3300 автомобилей в квартал). Таким образом, 

спрос в центрах сбыта автомобилей полностью удовлетворить 

не удастся. В рассматриваемой ситуации целесообразно так 

преобразовать транспортную задачу, чтобы недостаток авто- 

мобилей (3300 — 3200 = 100 автомобилей в квартал) оптимально 
распределить между центрами сбыта фирмы. 

Можно ввести фиктивный завод 44, производящий в квар- 

Тал 100 автомобилей, и считать, что стоимость перевозки 

одного такого автомобиля в любои центр сбыта равна нулю. 

Транспортная таблица, соответствующая зтому варианту дей- 

ствий, представлена в табл. 5.5. 

Таблица 5.5 

В\ Bo Поставки 

А! т11|! 80 | 212/215 т13|1000 

Az 91/100 | 1221108 тоз | 1000 

Аз т31|102 | 132| 68 тзз| 1200 

Ад Bai} 0 | 142| 0 Таз| 100 

Спрос 1900 1400 

Реально каждая единица, недопоставленной в центры сбыта 

продукции приносит фирме явные и скрытые убытки (штрафы, 

недополученная прибыль, потеря престижа и т.д.). Поэтому
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транспортные расходы на единицу продукции фиктивного за- 

вода Aq целесообразно определять с учетом убытков фирмы, 

обусловленных недопоставками автомобилей в тот или иной 

центр сбыта. 

Пример 5.3. Рассмотрим задачу, которая на первый 

взгляд не имеет никакого отношения к классической транс- 

портной задаче. 

Некоторая фирма решила выделить часть производствен- 

ных мощностей своего завода для производства, сезонных изде- 

AMM определенного вида, в течение четырех месяцев. В течение 

первого месяца, завод может произвести 50 изделии при спросе 

100 изделии, оговоренном в контракте оптовым покупателем. 

В течение второго, третьего и четвертого месяцев эти цифры 

соответственно составят 180 и 200, 280 и 180, 270 и 300. 

В течение каждого месяца спрос можно удовлетворить 

за счет: а) избытка изделий, произведенных в предыдущие 

месяцы и хранящихся на заводском складе для реализации в 

будущем; 6) производства, изделий в течение текущего месяца; 

в) избытка, производства изделии в более поздние месяцы в счет 

невыполненных заказов. Затраты, связанные с производством 

одного изделия, составляют 4 условные денежные единицы. 

Хранение одного изделия Ha заводском складе в течение одного 

месяца обходится фирме в 0,5 условной денежной единицы, аза 

недопоставку одного изделия оптовый покупатель штрафует 

изготовителя на 2 условные денежные единицы. 

Необходимо разработать план поставок готовой продукции 

оптовому покупателю, обеспечивающий минимальные затраты, 

связанные с реализацией проекта выпуска сезонных изделий 

определенного вида в течение четырех месяцев. 

Из табл. 5.6 следует, что рассматриваемая задача может 

быть сформулирована в терминах классической транспортной 

задачи, если стоимость „перевозки“ одного изделия из 1-го 

периода производства в 7-H период потребления определяется
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следующим образом (в условных денежных единицах): 

4, = 7; 

с; = 4+0,5(j —2), 1< 7; 

4+4+2(2— 9), t> 7. 

Здесь в случае 1 = 7 учтены затраты на производство, в случае 

1 < 7 — затраты на производство и затраты на хранение, a в 

случае : > 7 — затраты на производство и затраты на оплату 

штрафа. 

Таблица 5.6 

Транспортная система Производственная система 

Источник 1 (пункт производ- 
ства) 

Сток 7 (станция назначения 
или пункт сбыта) 

Мощность источника 1 (объ- 
ем поставок товара от 1-го 

пункта производства) 

Мощность стока j (объем по- 
ставок товара 1-й станции 

назначения) 

Стоимость перевозки едини- 
цы товара от 1-го источника 

к ]-му стоку 

Период производства 1 (по- 

рядковый номер месяца) 

Период потребления 7 (поряд- 

ковый номер месяца реализа- 

ции готовой продукции} 

Объем производства за пе- 
риод 1 (количество изделий, 
произведенных в течение 1-го 

месяца} 

Реализация за период 1 (коли- 
чество изделий, полученных 

оптовым покупателем в 1-м 

месяце) 

ЗаТраты, связанные с реали- 
зацией одного изделия в пе- 

риод потребления 7, если оно 

изготовлено в период произ- 
водства 1 

В соответствующей транспортной таблице (табл. 5.7) 2;; 
количество изделий, изготовленных на заводе в 1-м месяце и 
отправленных покупателю в счет 1-го месяца.
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Таблица 5.7 

Период Период потребления j Объем 
производ- произ- 

ства 1 | 2 3 4 BOACTBa 

| 21114 2124,5 21315. 2145,5 50 

2 г21 |6 2224. 223|4,5 r24[5_ 180 

3 231(8 32/6 тзз| 4. 2за [4,5 280 

4 741|10 2428 24316 7444. 270 

Спрос 100 200 180 300 

8 

5.2. Транспортная задача 

с промежуточными пунктами 

Одно практически важное обобщение классической транс- 

портной задачи связано с учетом возможности доставки това- 

ра от 1-го источника к 1-му стоку по маршруту, проходящему 

через некоторый промежуточный пункт (склад). Так, на- 
пример, промежуточные пункты являются составнои частью 

распределительной системы любои крупной компании, имею- 

щей сеть универсальных магазинов во многих городах. Такая 

компания обычно имеет зональные оптовые базы (источники), 
снабжающие товарами более мелкие региональные склады (про- 

межуточные пункты), откуда эти товары поступают в рознич- 

ную торговую сеть (стоки). При этом товар для каждого фик- 

сированного стока в общем случае может быть доставлен не из 

любого источника и по маршрутам, не обязательно проходящим 

через все промежуточные пункты. Кроме того, промежуточ- 

ные пункты могут обладать вполне определенной спецификои. 

Так, например, при транспортировке товара от источника к 

стоку по маршруту, проходящему Через склад, часть товара 

может быть использована для создания неприкосновенного 3a- 

паса на складе.
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Задачу выбора плана перевозок товаров от источников к 

стокам с учетом промежуточных пунктов, обеспечивающего 

минимальные транспортные затраты и потребности стоков, в 

исследовании операций называют транспортной задачей с 

промежуточными пунктами. Для приобретения практи- 

ческих навыков в построении математических моделей таких 

задач обратимся к следующему примеру. 

Пример 5.4. Торговая фирма, имеет восемь складов, на ко- 

торых сосредоточены все имеющиеся в наличии запасы товара. 

Перед началом рекламной компании решено перераспределить 

часть запасов товара, между складами в соответствии с прогно- 

зами сбыта в районах их размещения. Требуется разработать 

план перевозок товара, между складами, который позволит при 

минимальных транспортных затратах создать Ha каждом скла- 

де необходимый запас товара. 

Ha рис. 5.2 представлена схема размешения складов, Ha ко- 

торой указаны: а) номера складов (цифры 1-8 в круге); 6) из- 

быток товара на складе (если он есть), который должен быть 

перераспределен в системе складов (он указан под кругом с 

номером склада неотрицательным числом в единицах измере- 

ния товара); в) недостаток товара на складе (если он есть), 

который должен быть устранен за счет его поставок с других 

складов системы (он указан под кругом с номером склада от- 

рицательным числом и выражен в единицах измерения товара); 

г) возможность перевозки товара со склада 1 на склад 7 (ори- 

ентированная дуга OT круга с номером 1 к кругу с номером 7); 

Рис. 5.2
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д) затраты, связанные с перевозкой единицы товара со склада t 

на склад j (величина с;; над соответствующей ориентированной 

дугой, выраженная в условных денежных единицах). 

На рис. 5.2 видно, что суммарный избыток товара, имею- 

щийся на складах системы с номерами 1 и 4, равен суммарному 

недостатку товара, имеющемуся Ha складах с номерами 3, би 

8 этой же системы. Перераспределение товара может проис- 

ходить Через склады с номерами 2, 4-7, которые в рассматри- 

ваемой задаче и являются промежуточными пунктами. Источ- 

ником является лишь склад с номером 1, на котором имеется 

избыток товара и с которого товар можно только вывозить, а 

стоками являются склады с номерами 3 и 8, на которых есть 

недостаток товара, и на эти склады товары можно только за- 

возить. Заметим также, что между складами с номерами 4 и 

5 возможны перевозки в обоих направлениях, но в общем слу- 

чае C45 7 с54 (например, наличие одностороннего движения по 

кратчайшему маршруту). 
На рис. 5.2 фактически представлена сеть рассматриваемой 

транспортной задачи с промежуточными пунктами. Формаль- 

ное описание этой сети удобно представить в виде табл. 5.8, 

аналогичной табл. 5.2. 

Таблица 5.8 

Номер Объемы перевозок т;; Избыток (+) 

CKAAAA |1 |гоз гоБ|1т4з 145 147|154 157 | 167 | 278 aan 

l l 10 

2 —] 1 1 0 

3 —1 —| —3 

4 1; -1 2 

5 —1 — 1 0 

6 —1 

7 —] —1|-—1| 1 0 

8 —] _8 

Ст2 | С23 Co5} C43 C45 0647| C54 C57| 667 | С78 



202 5. ЗАДАЧИ ТРАНСПОРТНОГО ТИПА 

В табл. 5.8 каждому узлу сети (складу) соответствует одна 

строка и каждой ориентированной дуге сети соответствует 

одно переменное модели т;;, представляющее собой количество 

товара (в единицах его измерения), которое должно быть 

отправлено с 1-го склада на 7-й склад. Каждому переменному 

модели т;; соответствует один столбец, в котором стоит | вни 

строке, —1 в 7-й строке и cj; в последней строке. В табл. 5.8 на, 

пересечении 1-й строки и последнего столбца находится число, 

равное избытку (если оно неотрицательное) или недостатку 

(если оно отрицательное) товара на 1-м складе (в единицах 

измерения товара). 

Перейдем к построению транспортной таблицы (табл. 5.9) 

для рассматриваемой транспортной задачи с промежуточными 

пунктами с целью доказательства возможности преобразова- 

ния ЭТОЙ задачи к классической транспортной задаче. 

Таблица 5.9 

Пункт Пункт потребления По- 
произ- став- 

водства| 2 3 4 5 6 7 8 KH 

] 212 12 10 

2 2220 223 |С23 225 | С25 12 

4 243 [43 2440 245 | С45 247 |С47 14 

5 254 [С54 2550 256 [С56 12 

6 

т 

267 |С67 

270 27в Ст 12 

12 8 Спрос 12 3 12 12 12 

На первом этапе в табл. 5.8 нужно выделить строку 

для каждого источника и указать его мощность (избыток то- 
вара на складе). В данном примере источником является только 

склад с номером 1, мощность которого 51 = 10. В табл. 5.9
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этому складу соответствует первый пункт производства с объ- 

емом поставок, равным 10. 

На втором этапе в табл. 5.8 нужно выделить столбец 

для каждого стока и указать его мощность (недостаток това- 

ра на складе). В данном примере стоками являются третий и 

восьмой склады. Поэтому Оз =Зи Dg = 8, что в табл. 5.9 со- 

ответствует значениям спроса для пунктов потребления 3 и 8. 

На третьем этапе нужно сделать следующее. 

1. В табл. 5.9 выделить строку и столбец для каждого 

промежуточного пункта. В данном случае промежуточными 

пунктами являются склады с номерами 2, 4-7, которые в 

табл. 5.9 фигурируют как пункты производства и пункты 

потребления. 

2. Для каждого К-го промежуточного пункта определить 

величину чистого запаса Товара Т;, равного объему из- 

бытка со знаком плюс либо объему недостатка со знаком ми- 

нус. В данном случае Т. = 0, Ty =2, T5 =0, 16=-1, T7 = 0 

(см. Табл. 5.8). 

3. Определить суммарный объем избытка В на всех складах 

системы, используя последний столбец табл. 5.8. Суммарный 

объем избытка В представляет собой общий объем перевозок (в 

единицах измерения товара). В данном случае В = 10+2 = 12. 

4. Считать, что маршрут транспортировки всего суммар- 

ного объема избытка товара может проходить через любой 

промежуточный пункт. Это означает, что любой склад с но- 

мером К, рассматриваемый как промежуточный пункт, может 

принять весь суммарный объем избытка товара и мощность 

„его стока“ равна В, т.е. Ду = В. Таким образом, в данном 

случае Dz = Ра = Ds = De = D7 = 12, в Табл. 5.9 эти значения 

фигурируют как спрос. 

5. Для каждого К-го промежуточного пункта определить 

„мощность его источника“ 5%, Т.е. объем товара, который 
может быть вывезен со склада с номером К. Так как на 

складе с номером К величина чистого запаса Товара равна
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Те, а максимально возможный объем поставок определяется 

величиной В, то 5; = В +Т». В данном случае Sg = 12+ 0 = 12, 

54 = 1242 = 14, 55 = 12+ 0 = 12, 56 =12-1=11, 57 =12+0=12. 

В табл. 5.9 эти значения фигурируют как поставки. 

На четвертом зтапе необходимо для каждого k-ro 

промежуточного пункта ввести переменное Ty, при cy, = 0. В 

данном случае КЕ {2, 4, 5, 6, 7}, а интерпретировать перемен- 

ное х;; можно как объем товара, который оседает Ha складе с 

номером К. 

При построении транспортной таблицы (см. табл. 5.9) введе- 

на величина В, имеющая смысл „буферного запаса“ в каждом 

промежуточном пункте. Для каждого К-го промежуточного 

пункта величина В входит как в S;, так и в Dy. Поэто- 

му сумма спроса равна сумме поставок. Значение 5; должно 

быть настолько велико, чтобы оно могло соответствовать лю- 

бому количеству товара, приходящему через К-й промежуточ- 

ный пункт при любом допустимом решении исходной задачи. 

Поэтому значение В принимают равным суммарному объему 

избытка товара в системе. В этом случае значение разности 

(В-— тук) представляет собой объем товара (в единицах его из- 

мерения), перевеэенного через К-й промежуточный пункт, Tak 

как В — максимально возможный объем поставок товара на, 

склад с номером К, а тк„ — объем товара, осевшего на этом 

складе. В табл. 5.9 эаполнены лишь те клетки, которые содер- 

жат переменные х;;, соответствующие ориентированным дугам 

сети, а также переменные X44, соответствующие промежуточ- 

ным пунктам. Именно в этом и заключается отличие табл. 5.9 

от табл. 5.1 (транспортной таблицы). 

Следует отметить, что в табл. 5.8 заданы восемь ограни- 

чений и десять переменных, а в транспортной таблице (см. 

табл. 5.9) заданы уже тринадцать ограничений (по строкам 

и столбцам) и пятнадцать переменных. Увеличение размерно- 

сти на пятьединиц объясняется наличием пяти промежуточных 

пунктов.
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Осталось доказать эквивалентность (в смысле совпадения 

оптимальных решений) исходной транспортной задачи с проме- 

жуточными пунктами, представленной в табл. 5.8, соответству- 

ющей ей классической транспортной задаче, представленной в 

табл. 5.9. 

Нетрудно убедиться в Том, что в табл. 5.9 строка, соот- 

ветствующая первому складу (источник), и столбцы, соответ- 

ствующие третьему и восьмому складам (стоки), задают те 

же ограничения, что и соответствующие строки в табл. 5.8. 

Обратимся теперь к k-My складу, являющемуся промежуточ- 

ным пунктом, т.е. КЕ {2, 4, 5, 6, 7}. Пусть /* — множество 

номеров складов, на которые товар может быть доставлен с 
К-го склада, а J** — множество номеров складов, с которых 

товар может быть доставлен на К-й склад. Тогда ограничение 

для К-го склада, заданное в табл. 5.8, имеет вид 

> тк; — > Lip = Ty, (5.8) 

7€J* 1€J xx 

где Тх — величина чистого запаса, товара, введенная на третьем 

этапе построения транспортной табл. 5.9. А так как соответ- 

ствующие ограничения, задаваемые в табл. 5.9 (по строке и по 

столбцу), могут быть представлены следующим образом: 

> тк; + тик =, +B, (5.9) 

j€J* 

> Lik + Tee = В, (5.10) 
1Е/** 

то, вычитая (5.10) из (5.9), получаем ограничение (5.8). Дока- 

зательство того, что рассматриваемая транспортная задача с 

промежуточными пунктами эквивалентна классической транс- 
портной задаче, можно считать завершенным.
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В частности, для четвертого склада, являющегося проме- 

жуточным пунктом, ограничение (5.8) имеет вид 

Х4з + 545 +147 — 154=2, 

а соответствующие ему ограничения (5.9), (5.10) могут быть 

представлены следующим образом: 

143 + 144 + 145 + 147 = 14, 144 +154 = 12. 

Это вытекает из равенств Ty =2 и В = 12 (см. третий этап 
построения в табл. 5.9). # 

5.3. Задача о назначениях 

Предположим, что имеется п различных работ, каждую из 

которых может выполнить любой из п привлеченных испол- 
нителей. Стоимость выполнения 1-й работы 7-м исполнителем 
известна и равна Cj; (в условных денежных единицах). Необхо- 
димо распределить исполнителей по работам (назначить одного 
исполнителя на каждую работу) так, чтобы минимизировать 
суммарные затраты, связанные с выполнением всего комплекса 
работ. 

В исследовании операций задача, сформулированная выше, 

известна как задача о назначениях. Введем переменные 

1:;, где х;; принимает значение | в случае, когда 1-ю работу 
выполняет 7-H исполнитель, и значение 0 во всех остальных 

случаях, 1,7 =1,п. Тогда ограничение 

п 

Ут; = 1, i=l1,n, 

j=l 

гарантирует выполнение каждой работы лишь одним исполни- 

телем, ограничение
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— 

гарантирует, что каждый из исполнителей будет выполнять 

лишь одну работу. Стоимость выполнения всего комплекса 

работ равна 

Sy eye. 
t=1 7=1 

Таким образом, задачу о назначениях можно записать следую- 

щим образом: 

3 3 

—
 ый
 

=
 

=
 

—
 

Задача о назначениях (5.11) является частным случаем клас- 
сической транспортной задачи (5.2), (5.4), в которой надо 

положить п =т, 5; =1, i=1,n, Dj =1, 1=1,п. При этом 
условие х;; Е {0, 1}, 1,7 =1,n, означает выполнение требова- 
ния целочисленности переменных т;;. Это связано с тем, что 

мощности всех источников и стоков равны единице, откуда 
следует, что в допустимом целочисленном решении значениями 

переменных могут быть только 0 и 1. 

Как частный случай классической транспортной задачи, за- 
дачу о назначениях можно рассматривать как задачу линейного 

программирования. Поэтому в данном случае используют тер- 
минологию и теоретические результаты линейного программи- 

рования. 

В задаче о назначениях переменное Z,;; может принимать 
значение (0 или 1. При зтом, согласно (5.11), в любом допусти- 

MOM решении лишь 2 переменных могут принимать значения |. 

Таким образом, любое допустимое базисное решение задачи о 
назначениях будет вырожденным.
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На практике встречаются задачи о назначениях, в поста- 

новках которых параметр с;; для i,j = 1, п понимается как 
эффективность выполнения 2-H работы 7-м исполнителем. В 

этих случаях нужно Так распределить работы между исполни- 

телями, чтобы суммарная эффективность их выполнения была, 

бы максимальной, Т.е. 

ое — тах, (5.12) 
1 j=1 

где максимум ищется при ограничениях, указанных в (5.11). 

Параметры с;;, 2,7 —=1, п, задачи о назначениях (5.11) удобно 

представлять матрицей С'= (c;;) Е M,(R), которую называют 
матрицей стоимости. Предположим, что C™* = (с;;) и С = 

= (с;;) — две матрицы стоимости, элементы которых связаны 
следующим образом: 

* — oe . . Ч  — 

с; = с; +4 +1, =, п, 

где dj, #=1, п, и {;, 1=1, п, — некоторые постоянные. Таким 
образом, для получения матрицы C* нужно к злементам каждой 

1-Й строки матрицы С’ прибавить число 4;, а к элементам ее 

каждого 1-го столбца — число [;. В этом случае, если Х — 
допустимое решение, удовлетворяющее ограничениям из (5.11), и 

п п п п 
— ee .ь * — * ee 

= ) > Ci Zij, f (X)= ) > ‘ту, 

$=1 j=1 t=1 j=1 

то с учетом ограничений из (5.11) типа равенства имеем 

= У`У ei +41): = Усе + 
t=1 j=l $=1 7=1 

=> 4 (Les) +S (ss) =f(X) +7,
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где 

y= Sod; +1. 

t=1 j=l 

Таким образом, для любого допустимого решения Х соот- 

ветствующие ему значения функций f u f* будут отличаться 

на постоянную Y, которая не зависит от Х. Поэтому, если есть 

две задачи о назначениях с одним и тем же множеством G допу- 

стимых решений и целевыми функциями [и }* соответственно, 

то их оптимальные решения совпадают. Нетрудно убедиться в 

наличии аналогичного свойства и у классической транспортной 

задачи. 

Если задача, о назначениях является задачей максимизации, 

т.е. ищется максимум целевой функции на множестве G допу- 
стимых решений, которое задается системой ограничений из 

(5.11), то эквивалентную ей задачу минимизации 

п п 

—си)ти > min 5.13 DL ссать > pin (5.13) 
2=1 7=1 

формально нельзя отнести к задачам о назначениях, поскольку 

козффициенты ее целевой функции не являются положитель- 

ными. Это несоответствие можно преодолеть, заменив (5.13) 

эквивалентной задачей 

п п 

—с:;) ти + min 
x ij) $] ХЕС’ 

$=1 j=1 

в которой 
* , 1m j= Cig тах с;;, J= 1, п, С: 

=1п 

так как в этом случае для всех 2,7 =1, п имеет место неравен- 
* ство —c},; 2 0. 

Пример 5.5. Предположим, что небольшая компания по- 

Лучает заказ на выполнение четырех видов работ, для каждого 

Из которых известна производительность четырех ее штатных
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сотрудников. Производительность 1-го сотрудника при выпол- 
нении им 7-Й работы определяет соответствующий элемент с;; 

следующей матрицы С’ дневных доходов компании (матрицы 

стоимости): 
18 4 1) 

ou {57 65 
3542] 
1316 3) 

Сформулируем задачу о распределении штатных сотрудников 

фирмы по видам работ, дающем максимальный суммарный 

дневной доход, как задачу о назначениях. 

В данном случае 

I) = тахс =5, [3 = тахс;з = 6, 
a 3 

lg = max cj2 = 8, [1 = тахс;4 = 5. 
a 3 

Таким образом, в (5.11) имеем п =4, а козффициенты при 

переменных модели в целевой функции представлены матрицей 

40 2 4\ 

* 01 0 0 
—С = (-<;) =-(е5-6) = 932 34° # 

2702) 

Обращаем внимание на TO, Что задачи о назначениях, BO3- 

никающие в приложениях, как правило, не имеют никакого 

отношения к оптимизации перевозок или к каким-либо другим 

транспортным операциям. 

5.4. Задача выбора кратчайшего пути 

Пусть задана некоторая сеть (рис. 5.3), каждой ориентиро- 

ванной дуге которой соответствует определенное расстояние. 

Необходимо найти кратчайший путь из 1-го узла сети в ее
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Рис. 5.3 

заданный 71-й узел. К этой задаче, известной в исследовании 

операций как задача выбора кратчайшего пути, сводятся 

Такие практически важные задачи, как задача о замене обору- 

дования, задача о календарном планировании комплекса работ 

и Т.Д. 

Как правило, в сети выделяют один узел, который является 

конечным (пункт или станция назначения, сток). Задача 

заключается в отыскании кратчайшего пути в этот конечный 

узел (на рис. 5.3 конечным является узел с номером 8) из 

некоторого другого узла сети (например, из первого узла сети 

на рис. 5.3). Величина cj; определяет расстояние от 1-го узла 

сети до ее 1-го узла. 

Величина с;; может измеряться в единицах, отличных от 

единиц длины. Так, например, cj; может представлять собой 

стоимость проезда от 1-го до 7-го узла сети. Тогда задача 

заключается в отыскании пути минимальной стоимости. Ве- 

личина cj; может также определять время переезда, от 1-го до 

]-го узла сети. При этом необходимо найти путь с минималь- 

‚ной продолжительностью переезда. 

При решении прикладных задач, сводящихся к задаче вы- 

бора кратчайшего пути, часто встречаются ситуации, когда 

с;; 3 си. Кроме Toro, как правило, не выполняется так назы-
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ваемое иеравенство треугольника: с;; < с;к + ск; для всех или 

некоторых значении индексов 2, 7, К. 

Существуют сети, содержащие циклы, каждый из которых 

представляет собой замкнутый путь (путь, исходящий из неко- 

торого узла сети и возвращающийся в него же). Так, в сети, 

представленной на рис. 5.3, много циклов, один из них содержит 

узлы с номерами 2, 3, 5,6 7. Как правило, в задачах иссле- 

дования операций значения с;; положительны и общая „длина“ 

цикла является положительной. Следовательно, решение зада- 

чи выбора кратчаишего пути не может содержать циклов. 

Предположим, что для сети, представленной на рис. 5.3, 

необходимо найти кратчайший путь от узла с номером 1 (ис- 

точник) до узла с номером 8 (сток). Установим связь этой 

задачи с классической транспортной задачей. 

Рассмотрим транспортную задачу с промежуточными 

пунктами, сеть которой представлена на рис. 5.3. При этом 

предположим, что: а) в узле с номером 1 имеется избыточ- 

ная единица товара; 6) в узле с номером 8 имеется недостаток 

единицы товара; в) узлы с номерами 2-7 являются промежуточ- 

ными пунктами с нулевыми чистыми запасами (потребность в 

дополнительных поставках товара равна нулю — см. пример 

5.4). Необходимо разработать план перевозок товара между 

узлами сети (складами), который при минимальных транс- 

портных затратах позволит на каждом складе поддерживать 

нулевой чистый запас товара. 

Как и в примере 5.4, считаем, что каждой ориентированной 

дуге сети соответствует переменное модели т;;, представляю- 

щее собой количество товара, которое должно быть отправлено 

с 1-го склада на 7-й. Для каждого k-ro промежуточного пункта 

вводим переменное тук с соответствующим ему коэффициен- 

TOM cy, = 0 в целевой функции, а величину чистого запаса 

обозначаем через ТГ». Если множество пар индексов (2, 7), со- 

ответствующих ориентированным дугам сети, представленной 

на рис. 5.3, обозначить через J, то рассматриваемую задачу
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можно записать следующим образом: 

> сити 4 MIN; 

(i, ЕЛ 

>. 2ы- >, tHe = Th (5.14) 
(К, 3)EJ (i, К)ЕЛ 

И = 1, Tg = -1, T, =0, k=2,7, 

Транспортная таблица для задачи (5.14) (табл. 5.10) ана- 

логична транспортной таблице из примера 5.4 (см. табл. 5.9). 

Таблица 5.10 

Пу HKT Пункт потребления По- 
произ- став- 
водства| 2 3 5 6 7 8 ки 4 

] 212 [С12 213 [С13 214 С14 

2 2220 223 |с23 226 | С26 хот [с27 

3 23310 хза [сз 23535 

4 т44|0 245 С45 r48| Сав 

0 254 |С54 т55|0 256 | С56 258 | С58 

6 265 | с65 166 |0 267 [67 26а [С68 

1 272|C72 276 \C76 2770 278|C78 

Спрос | 1 ] ] 1 | 1 

Перейдем к рассмотрению примеров, связанных с задачей 
выбора кратчаишего пути. 

Пример 5.6. Рассмотрим задачу, которую в литературе 

по исследованию операций называют задачей о замене обо- 

рудования. 

Предположим, что некоторое транспортное агентство раз- 

рабатывает план аренды транспортного оборудования на пе-
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риод длительностью n—1 лет, где п> 1. Агентство может 

выполнить свои обязательства, по перевозке грузов, взяв в арен- 

ду транспортную единицу в начале первого года и эксплуатируя 

ее до начала 7-го года, где 7 < п. Если j < п, то в начале 1-го 

года агентство заменяет эту транспортную единицу новой и 

эксплуатирует ее до начала К-го года, где К < п, и т.д. Ве 

личина затрат с;; на оборудование, взятое в аренду в начале 

1-ГО ГгОДа и замененное в начале 7-го года, где 1 <1<7<п, 

включает арендную плату плюс ожидаемые расходы, на ремонт 

и обслуживание. Необходимо так составить влан` замены обо- 

рудования, чтобы минимизировать суммарные затраты на его 

аренду, ремонт и обслуживание в течение планового периода. 

Сеть рассматриваемой задачи при п = 6 представлена на 

рис. 5.4. Каждый промежуточный пункт (узлы с номерами 

2-5) соответствует году, в котором может произойти замена 

транспортной единицы. Рассматриваемой задаче соответству- 

ет транспортная таблица, представленная в Табл. 5.11. # 

Рис. 5.4 

Можно показать, что сеть, представленная на рис. 5.4, не 

имеет циклов. Такие сети называют ациклическими. 

Обращаем внимание Ha то, что все задачи исследования опе- 

раций, рассмотренные в этой главе, при всем разнообразии их 

возможных постановок Так или иначе могут быть преобразо- 

ваны к классической транспортной задаче и их естественно на- 

зывать задачами транспортного типа. Отметим также, 

что все задачи транспортного типа имеют сетевую структуру.
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Таблица 5.11 

Пункт Пункт потребления 
произ- Поставки 
водства 2 4 6 3 

] 212 [С12 213 | С13 

2 2220 223 | С23 224 | С24 

хзз |0 
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3 234 | Сза 

4 Т44|0 245 | С46 

5 255 [0 | 256] 656 
Спрос | | 1 1 | 

5.5. Симплексный метод решения 
задач транспортного типа 

Решать задачу транспортного типа, которая тем или иным 

способом преобразуется в классическую транспортную задачу, 

относящуюся к задачам линейного программирования, можно 

с помощью симпиекс-метода. Но специфические особенности 

классической транспортной задачи позволили разработать бо- 

лее эффективный метод ее решения, известный как симплекс- 

ный метод (или метод потенциалов). 

Одна из особенностей классической транспортной задачи 

состоит в избыточности системы ограничений типа, равенства, 

определяющих множество допустимых решений. Действитель- 

но, согласно (5.2), эти ограничения имеют следующий вид: 

У`т;=5, = 1, т; (5.15) 

Sot = Dj, 1=1,п; (5.16) 

3) 5: => D;. (5.17)
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Нетрудно убедиться в том, что базисная система для системы 

ограничений (5.15)- (5.17) типа равенства содержит п + т -— 1 
уравнений. Таким образом, любое допустимое базисное реше- 

ние классической транспортной задачи (5.2), (5.4) будет содер- 
жать п + т — 1 базисных переменных. 

Можно показать, что задача линейного программирования, 

двойственная классической транспортной задаче (5.1)- (5.4), 

состоит в максимизации целевой функции 

(ил, Um и, +) = У Siti + У D510; (5.18) 

“4=1 j=l 

при ограничениях 

ии; За») t=l,m, 7=1,7n, (5.19) 

где переменные u;, t= 1,m, и vj, 1 =1,п, не ограничены 

в знаке. При этом, если величины Ze, ши 5% (t= 1,m, 

1=1,п) удовлетворяют ограничениям (5.15)-(5.17) и (5.19) 
соответственно и, кроме того, 

zij(Cij— Uz; —V;)=0, t=1,m, Е 1 п, (5.20) 

то совокупность всех значений 27, представляет собой onmu- 
мальное решение рассматриваемой классической транспортной 

задачи. 

Основная идея симплексного метода состоит в том, что Ha 
каждой итерации для допустимых базисных решений исходной 
классической транспортной задачи и двойственной ей зада- 

чи линейного программирования всегда выполняются два из 

следующих трех условий: а) условия (5.15)-(5.17) существова- 
ния допустимых решений классической транспортной задачи 

(5.2), (5.4); 6) условия (5.19) существования допустимых pe- 

шений двойственной ей задачи линейного программирования: 

B) условие (5.20). Приступая к рассмотрению симплексного ме- 
тода, заметим, что при его реализации на каждой итерации
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выполняются условия а) и в), а при выполнении условия 6) вы- 

числительный процесс прекращается. 

Начнем с нахождения начального базисного решения для 

рассматриваемой классической транспортной задачи, восполь- 

зовавшись ее транспортной таблицей (см. табл. 5.1} и так 

называемым правилом северо-западного угла. 

Следуя правилу северо-западного угла, полагаем 

rie Si, 51 < О; 

an Dy, 51 2D}. 

Если 21; = 51, TO выделяем первую строку транспортной таб- 

лицы (возможности первого источника полностью исчерпаны 

и г; =0, 1=2,п) и заменяем 0: на 0, -5!. Полученная 
транспортная таблица соответствует классической транспорт- 

HOH задаче с m—1 источником и п стоками. Следовательно, 

процедуру нахождения начального базисного решения можно 

повторить, определив значение переменного модели 121, распо- 

ложенного в северо-западном углу новой транспортной табли- 

цы, И Т.Д. 

Понятно, что если 111 = D,, то нужно выделить первый 

столбец транспортной таблицы (возможности первого стока 

полностью исчерпаны и ги =0, #=2, т) и заменить 51 на 
51 — 01. В этом случае полученная транспортная таблица соот- 

ветствует классической транспортной задаче с т источниками 

и п — 1 стоками, a вее северо-западном углу расположено пере- 

менное модели 212. 

Если 51 = D,, то можно выделить либо только первую стро- 

ку исходной транспортной таблицы, либо только ее первый 

столбец. Так, если выделить первую строку, то D, — 5! =0 

и на следующем шаге переменное модели х2, становится базис- 

ным и принимает нулевое значение. Поэтому на втором шаге 

выделяем первый столбец. Если сначала выделить первый стол- 

бец, то 5; — О, = 0, на следующем шаге переменное модели 212 

СТановится базисным и принимает нулевое значение. Поэтому 

на втором шаге выделяем первую строку.
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Пример 5.7. Пусть классическая транспортная задача, 
для которой необходимо найти начальное базисное решение, 
представлена своей транспортной таблицей (табл. 5.12). В эту 

таблицу включены только значения Cj, 7=1,2,3,7=1,4. В 
процессе нахождения начального базисного решения в транс- 
портной таблице будем проставлять значения только базисных 

переменных. Это позволит различать нулевые значения ба- 
зисных переменных начального решения и значения свободных 
переменных, которые равны нулю всегда. 

Таблица 5.12 

Поставки 

10 

К
 

„
 cls " ==
 

ei
s a oi]. C24 5 [сз 

3 | C31 | C390 | C33 с 15 

8 Спрос 5 10 м
 

©
 „>
 

В данном случае 10= S; > р! =5. Позтому по правилу севе- 
ро-западного угла полагаем 111 = 2! =5, в табл. 5.12 выделяем 

первый столбец, фиксируя тем самым, что все остальные пере- 

менные зтого столбца (121 и хз!) являются свободными и, как 

следствие, равными нулю. Проставляя 111 =5 и заменяя S, на 

51 — 01, приходим к табл. 5.13. 

Таблица 5.13 

Поставки 

1 5=10—5 
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ния 

В северо-западном углу незалитрихованной части табл. 5.13 

находится переменное 512 и 10 = D2 > 5; =5. Поэтому полагаем 

112 = 5; = 5, в табл. 5.13 заитриховываем первую строку и после 
замены Dy на Dg — 51 = 5 приходим к табл. 5.14. 

Таблица 5.14 

Источ- 
Поставки 

HHK 

l 0=5-—5 

2 

3 15 

Спрос 

В северо-западном углу незалитрихованной части табл. 5.14 

находится переменное X22 и 52 = 5 = Do. Таким образом, можно 

наити два начальных базисных решения, в первом из которых 

122 = D2 = 5 и заштриховывается второй столбец в табл. 5.14, а 

во втором 122 = 52 =5 и в табл. 5.14 заитриховывается вторая 
строка. Воспользуемся первым из возможных вариантов и, 

заменив 52 Ha Sq — Do, приходим к табл. 5.15. 

Таблица 5.15 

Источ- 
Сток 

a 

Ник 

| 

Спрос 
0 0=5_5 

; 

В северо-западном углу незаштрихованной части табл. 5.15 

находится переменное модели т2з и 0 = So < Оз =8. Поэтому



220 5. ЗАДАЧИ ТРАНСПОРТНОГО ТИПА 

полагаем 223 = 52 = 0 и в табл. 5.15 заштриховываем вторую 

строку и после замены D3 на D3 — 52 = 8 приходим к табл. 5.16. 

Таблица 5.16 

Источ- 
Поставки 

НИК 4 

| C14 

2 | C94 | 0=0-—0 

3 | C34 15 

Спрос 7 

Табл. 5.16 содержит единственную незаштрихованную стро- 

ку и из нее непосредственно следует, что хзз = 8 и тз4 =7. А так 

как значения свободных переменных равны нулю, то найдено 

начальное базисное решение, определяемое следующими значе- 

ниями базисных переменных: 111 ==5, 112 =5, 122 =5, 123 =0, 

133 = 8, 134 =Т. 

Кроме правила северо-западного угла разработаны и дру- 

гие процедуры нахождения начального базисного решения для 

классической транспортной задачи. Остановимся лишь на од- 

HOM из них, известной в исследовании операций как метод ми- 

нимальной стоимости. Единственное отличие зтого мето- 

да от метода северо-западного угла заключается в том, что при 

его реализации используют переменное т;;, которому соответ- 

ствует минимальная удельная стоимость с;;, а не переменное 

модели, расположенное в северо-западном углу транспортной 

таблицы. 

Пример 5.8. Пусть классическая транспортная задача, 
для которой необходимо найти начальное базисное решение, 

представлена своей транспортной таблицей (табл. 5.17). 

Минимальной удельной стоимости с22 = 0 соответствует 

переменное модели 122. А так как в данном случае 1 = 52 <



5.5. Симплексный метод решения задач транспортного типа 221 

< О. = 5, то полагаем 122 = 1, заменяем Ш. на 02-52 =4и 

после штриховки второй строки приходим к табл. 5.18. 

Таблица 5.17 

Сток 

2 3 4 

z12[3 хз 11 x14|7 6 

222] 0 Тт23 6 r24| | | 

хза |9 
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Поставки 
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Таблица 5.18 

Поставки 

Спрос 

В незаштрихованной части табл. 5.18 минимальной удельной 

стоимости C,,; = 2 соответствует переменное х,:. В данном 

случае 6 = 5; < О! =7. Поэтому полагаем 21}; = 6, заменяем 

D,; на О: — 5! = 1 и после штриховки первой строки приходим 

К Табл. 5.19. 

Табл. 5.19 представляет собой транспортную таблицу с 

одной незаштрихованной строкой. Поэтому 131 =1, 132 = 4, 

Тзз = 3, 234 = 2. 
Таким образом, начальное базисное решение рассматрива- 

емой классической транспортной задачи определяется следую- 

щими значениями переменных: 21; =6, 122 = 1, 231 = 1, 232 = 4, 

Тзз = 3, 134=2. #
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Таблица 5.19 

Источ- 
Поставки 

ник 1 

1 0=6—6 

2 0 

3 10 

Спрос | 1=7—6 

Заметим, что большинство исследователей склонны считать 
метод минимальной стоимости более эффективным (в смысле 
значения целевой функции, соответствующего найденному на: 

чальному базисному решению} по сравнению с методом северо- 
западного угла. Но в общем случае это вряд ли верно (см. за- 
дачу 5.12) и при решении практических задач для нахождения 
начального базисного решения классической транспортной за- 
дачи можно использовать любой из известных методов. 

Изучение симплексного метода, решения классической транс- 
портной задачи при известном начальном базисном решении 

начнем с доказательства трех основополагающих утвержде- 
ний. Условимся называть систему линейных алгебраических 

уравнений треугольной, если она содержит по крайней мере 

одно уравнение с единственным неизвестным, при исключении 

которого опять найдется по крайней мере одно уравнение с 

единственным неизвестным, и Так далее, пока, не будут исчер- 
паны все неизвестные*. 

Теорема 5.1. Все допустимые базисные решения класси- 

ческой транспортной задачи задаются треугольной системой 

линейных алгебраических уравнений. 

ч Пусть рассматриваемая классическая транспортная задача, 
представлена, своей транспортной таблицей (см. табл. 5.1). До- 

“Такая система после соответствующей перестановки уравнений и пе- 
ременных преобразуется в систему с верхней треугольной матрицей.
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кажем, что по крайней мере одна строка, или один столбец этой 

таблицы содержит лишь одно базисное переменное, после ис- 

ключения которого вновь образованная транспортная таблица 

сохранит это свойство. 

Прежде всего заметим, что 5; > 0, #=1,т, и О; > 0, j= 
=1,п. A так как небазисные переменные модели принимают 

лишь нулевые значения, то каждая строка и каждый столбец 

транспортной таблицы содержат по краиней мере по одному 

базисному переменному. 

Табл. 5.1 содержит т строк и п столбцов, на пересечении 

которых расположены переменные т;;. По результатам анали- 

за ограничений (5.15)—(5.17) типа равенства, соответствующих 

рассматриваемой транспортной таблице, из этих тп перемен- 

ных лишь т + п — 1 будут базисными переменными. Поэтому 

предположение о наличии не менее двух базисных переменных в 

каждом столбце и каждой строке табл. 5.1 должно быть отверг- 

нуто, так как в этом случае общее число базисных переменных 

модели не может быть меньшим, чем п + т. Не останавли- 

ваясь на доказательстве этого очевидного факта, приходим к 

выводу, Что в Табл. 5.1 есть по крайней мере одна строка (или 

столбец), содержащая единственное базисное переменное мо- 

дели. Если вычеркнуть эту строку (или столбец), произведя 

необходимую корректировку по спросу (или по поставкам), то 

проведенные рассуждения можно повторить для вновь получен- 

ной транспортной таблицы. А так как табл. 5.1 эквивалентна, 

системе линейных алгебраических уравнений (5.16), (5.17), то 

исходное утверждение доказано полностью. № 

Теорема 5.2. Значение каждого базисного переменного х;; 
в допустимом базисном решении определяется равенством 

>.5:.- D5 D5. 
teEl jeEJ 

Lig = } (5.21) 

где Ги] — множества номеров строк и столбцов транспорт- 

ной таблицы классической транспортной задачи (см. табл. 5.1),
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определяющих значение базисного переменного т;; в допусти- 

мом базисном решении. 

“ Согласно теореме 5.1, любое допустимое базисное решение 

классической транспортной задачи задается треугольной си- 

стемой линейных алгебраических уравнении. Поэтому в транс- 

портной таблице рассматриваемой задачи (см. табл. 5.1) по 

крайинеи мере одна строка или один столбец содержат един- 

ственное базисное переменное хр. 

Если это строка, то полагают тра = Sp, B Табл. 5.1 заменяют 

D, на Ру — Sp и заштриховывают в ней строку с номером р. 

Если это столбец, то полагают гра = Ру, в табл. 5.1 заменяют 

Sp на S, — Dg и заштриховывают в ней столбец с номером 4. В 
результате получают новую таблицу, для которой повторяют 

эту же процедуру, и так далее, пока не будут определены 

значения всех базисных переменных в допустимом базисном 

решении. 

Из приведенных рассуждении и следует справедливость ра- 

венства (5.21). > 

Теорема 5.3. Если для транспортной задачи (5.2) вы- 

полнены условия (5.3), то в любом ее допустимом базисном 

решении базисные переменные принимают значения из множе- 

ства NU {0}. 

< Выполнение условий (5.3) для транспортной задачи (5.2) 

означает, что мощности всех источников и всех стоков явля- 

ются целыми положительными. Поэтому утверждение теоремы 

5.3 вытекает из теоремы 5.2. № 

Замечание 5.7. Поскольку оптимальное решение транс- 

портной задачи (5.1), (5.2) является допустимым базисным ре- 

шением, то при выполнении условии (5.3) оно удовлетворяет 

требованию целочисленности. #Ё 

Предположим теперь, что для классической транспортной 

задачи (5.2), (5.4) известно начальное базисное решение. Для
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этой задачи ограничения типа равенства, представлены систе- 
мой линейных алгебраических уравнений (5.15) - (5.17), a целе- 
вая функция 

f(2@11,---;2mn) =У У сути (5.22) 

t=1 j=1 

Если каждое 1-е уравнение системы (5.15) умножить Ha Uw; 
с последующим их суммированием по i= 1,m, а каждое 71-е 
уравнение системы (5.16) умножить на Vv; с последующим их 
суммированием по 7 = 1, п, то с учетом (5.22) получаем 

У (с; —щ-9;)х;; = 
t=1 j=1 m n 

= f(@11,---;2mn) — У би — у. D;v;. (5.23) 

t=1 gal 

Значения параметров u;, i=1,m, uw v;, j =1,n, при кото- 
рых коэффициенты в левой части равенства (5.23) при базисных 

переменных, входящих в исходное допустимое базисное реше- 

ние, были равны нулю, называют симплекс-множителями, 

соответствующими рассматриваемому допустимому базисному 

решению. 

Можно показать, что для оптимального решения изучае- 

мой классической Транспортной задачи симплекс-множители 
являются значениями двоиственных переменных в оптималь- 

ном решении двоиственной задачи линейного программирова- 

ния. Поэтому для обозначения симплекс-множителей использу- 

ют обозначения двойственных переменных. 

Множество 22 пар индексов ($, 7), соответствующих базис- 

ным переменным, содержит т + п -— 1 элементов, и можно по- 

казать, что система т + п — 1 линейных уравнений 

utvj=cj, (ЛЕО, (5.24) 

всегда разрешима относительно т + п неизвестных Uu;, # = 1, т, 
иу;, j=1,n. При ее решении, как правило, независимому 

неизвестному придают нулевое значение.
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Решив систему линейных алгебраических уравнений (5.24) 

и определив значения симплекс-множителей, можно найти 3Ha- 

чения 

djj=cijj-uj—v;, (4, EQ, (5.25) 

для коэффициентов при свободных переменных в левой части 

равенства (5.23). Согласно (5.23), уменьшить значение целевой 

функции f, соответствующей исходному допустимому базисно- 

му решению, можно путем введения в базис рассматриваемой 

задачи линейного программирования лишь того свободного пе- 

ременного х;;, для которого 4;; < 0. При зтом естественно вы- 

бирать то свободное переменное, для которого отрицательный 

коэффициент будет наибольшим по модулю. Если же козффи- 

циенты при всех свободных переменных будут неотрицатель- 

ными, то уменьшить значение целевой функции невозможно и 

исходное допустимое базисное решение является оптимальным 

решением. 

Пример 5.9. Продолжим рассмотрение классической транс- 

портной задачи, начатое в примере 5.8. Для этой задачи 

найдено начальное допустимое базисное решение, характеризу- 

емое значениями базисных переменных модели 211 = 6, 122 = 1, 

23, = 1, 132 = 4, 233 = 3, 134 = 2 и значением целевой функции 

1=2.6+0.1+5.1+8-4+15.3+9.2 = 112 (см. табл. 5.17). 

Воспользовавшись этими результатами и данными, пред- 

ставленными в Табл. 5.17, выписываем систему линеиных ал- 

гебраических уравнений (5.24): 

ш+ и =2, 

U2 + v2 = 0, 

из + и: =5, 

из + v2 = 8, 

из + v3 = 15, 

из + 14 =9
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и находим симплекс-множители в предположении, что из = 0: 

и! =-3, 12=-8, u=0, 

Vv} = 5, 12 = 8, v3 = 15, U4 = 9. 

Используя полученные значения симплекс-множителей и извест- 

ные удельные стоимости {с;;}, представленные в табл. 5.17, 

вычисляем коэффициенты при свободных переменных соглас- 

но (5.25): 

412 =3+3-8= —2, 421 =1+8- 5 = +4, 

1з = 1143-15 =-1, 423 =6+8- 15 = -1, 

14 =7+3-9= +1, 424 =1+8—9=0. 

В новое допустимое базисное решение удобно ввести свободное 

переменное 212, так как |412| = тах {|412|, |413, |[42з|}. # 

Теперь необходимо наити то базисное переменное, которое 

должно быть выведено из базиса. В симплекс-методе реали- 

зация этого шага связана с условием допустимости выбора. 

Заметим, что для транспортной задачи все коэффициенты при 
переменных в ограничениях (5.15), (5.16) типа равенства равны 

либо единице, либо нулю. Позтому в отношениях, используемых 

в симплекс-методе при проверке условия допустимости выбора, 

в знаменателе всегда будет стоять единица, и они полностью 

определяются значениями базисных переменных. 

Для уяснения идеи, используемой в симплексном методе 

при определении базисного переменного, выводимого из базиса, 

обратимся к примеру 5.9 и предположим, что при введении в 

базис свободного переменного 712 оно примет значение w > 0. 

В этом случае для сохранения ограничения по первой строке 

транспортной таблицы (см. табл. 5.17) значение базисного 

переменного 111 должно уменьшиться на W, Т.е. хи! = 6 —w. 

Но тогда для сохранения ограничения по первому столбцу 

транспортной таблицы значение базисного переменного £3; 

должно увеличиться на Ww, Т.е. хз1 = 1+. В этом случае для
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сохранения ограничений по третьей строке и второму столбцу 

транспортной таблицы значение базисного переменного £39 

должно уменьшиться Ha wW, Т.е. 132 = 4—w. Схема проведенных 

рассуждений представлена в табл. 5.20, в которой опущены 

значения с; 1=1,2,3, 1= 1. 4. 

Таблица 5.20 

Источ- Сток Поставки 
ник | 2 3 4 

] 6-wl w 6 

2 | | 

3 l+w 4-м 10 

Спрос 7 5 3 2 

С ростом 112 = > 0 базисные переменные 21; = 6—w U 

32 =4 —ш будут уменьшаться. Следовательно, максималь- 

но возможное значение равно 4, так как при этом значе- 

нии Ww базисное переменное 732 принимает нулевое значение. 

При дальнейшем увеличении значений w базисное переменное 

32 становится отрицательным, что противоречит требованию 

неотрицательности переменных в (5.2). Следовательно, значе- 

ние нового базисного переменного 242 равно 4, a переменное гз2 

должно быть выведено из базиса. 

Необходимость введения нового базисного переменного со 

значением WwW > 0 приводит к построению так называемого YU- 

кла транспортной таблицы. В табл. 5.20 цикл предста- 

влен направленными звеньями замкнутой ломаной 212 > 111 

— 131 + 132 > 112, Начало и конец которой находятся в клетке, 

соответствующей вводимому в базис переменному модели х12. 

Эта ломаная имеет горизонтальные и вертикальные звенья, 

стыки которых обязательно находятся в клетках транспортной 

таблицы, соответствующих базисным переменным (за исключе- 

нием стыка „начало — конец“). Понятно, что ориентация цикла 
может быть любой. Перемещаясь в любом направлении от
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клетки транспортной таблицы, соответствующей вводимому в 

базис переменному, в первой вершине ломаной (стык звеньев) 

вычитаем W из соответствующего базисного переменного, в сле- 

дующей вершине прибавляем W к соответствующему базисному 

переменному, затем опять вычитаем и т.д., пока не вернемся в 

исходную клетку. Можно доказать, что такой цикл транспорт- 

ной Таблицы существует и определяется однозначно для любого 

переменного, вводимого в базис. 

В общем случае цикл транспортной таблицы, представля- 

емый в виде замкнутой ломаной, может иметь сложную CTy- 

пенчатую конфигурацию с самопересечениями (эти самопере- 

сечения не могут быть в клетках базисных переменных). Для 

нас цикл транспортной таблицы интересен лишь в одном от- 

ношении: он позволяет определять те базисные переменные, из 

которых мы вычитаем W. Выбрав из зтих переменных TO, ко- 

торое имеет наименьшее значение, мы получим выводимое из 

базиса переменное. 

Пример 5.10. Вернемся к рассмотрению классической 

транспортной задачи, начатому в примерах 5.8, 5.9. 

Новое допустимое базисное решение характеризуется значе- 

НИЯМИ 21) =2, 212 = 4, 122 = 1, 31 =5, 233 = 3, 134 = 2 базисных 

переменных модели (см. пример 5.9 и табл. 5.20) и значением 
целевой функции f =2.2+3-4+0.1+5-5+ 15.3+9-.2 = 104 

(см. табл. 5.17). На этом первая итерация симплексного метода 

завершена. 

На второй итерации система, линейных алгебраических урав- 

нений (5.24) для нахождения симплекс-множителей имеет сле- 

дующий вид (см. Табл. 5.17): 

Uy +, = 2, 
uy + v2 = 3, 

u2 + v2 =0, 
из +1 =5, 

из +v3 = 15, 

из + 4 =9,
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а ее решением являются значения 

“= —3, u2= —6, из = 0, 

9 =5, 12=6, v3=15, 14=9. 

Используя полученные значения симплекс-множителей и извест- 

ные удельные стоимости с;; из табл. 5.17, вычисляем коэффи- 

циенты для небазисных переменных согласно (5.25): 

413 =11+3-15=-1, 423 =6+6- 15 = -3, 

414 =7+3-9=1, 424 =1+6—9= —2, 

421 =1+6-5=2, 432 =8-0-6=2. 

В новое допустимое базисное решение целесообразно ввести 

свободное переменное т2з, так как |423| = тах{|41з|, |4231|, |424|}. 

Для определения базисного переменного, которое необходимо 

вывести из базиса, воспользуемся циклом транспортной табли- 

ЦЫ £23 > 122 -} 112 + 111 4 231 -} £33 — X23 (Табл. 5.21). Срав- 

нив базисные переменные, из которых вычитается W, находим 

наименьшее из них: 122 =1—щ. Таким образом, w = 1, перемен- 

ное 222 должно быть выведено из базиса, а новое допустимое 

базисное решение характеризуется значениями базисных пере- 

менных 211 = 1, 512 = 5, 123 = 1, Тз1 = 6, Тзз = 2, 534 =2 и значе- 

нием целевой функции f=2-14+3-5+6-14+5-64+15-2+9-2= 

= 101 (см. табл. 5.17). Вторая итерация симплексного метода 

завершена. 

Таблица 5.21 

Источ- Сток Поставки 
Ник ] 21314 

] 2-и| 4+w 6 

2 = 4 1 
в’ 

3 5+W 3-W 10 

Спрос 7 5 3 2 
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На третьей итерации система линейных алгебраических 

уравнений (5.24) для нахождения симплекс-множителей имеет 

следующий вид (см. табл. 5.17): 

и1 + 1 =2, 

и1 + 92 = 3, 

u2 + v3 = 6, 

из + я = 5, 

из + v3 = 15, 
из + 14 =9. 

Из этой системы находим 

и1 =-—3, 12=-9, из=0, 

1 =5, v2=6, 13=15, 14=9. 

Используя полученные значения симплекс-множителей и извест- 
ные удельные стоимости с;; (см. табл. 5.17), вычисляем коэф- 
фициенты для свободных переменных согласно (5.25): 

dig=11+3-15=-1, — 42=04+9-6=3, 
44=7+3-9=1, 424=1+9—9=1, 
421 =1+9—5= 5, 432 =8—0—6=2. 

На третьей итерации отрицательную оценку имеет единствен- 

ное свободное переменное т1з, которое и вводим в базис. Для 

определения базисного переменного, которое необходимо вы- 

вести из базиса, воспользуемся циклом транспортной таблицы 

213 > 11 -› 131 > 233, представленным в табл. 5.22. Сравнив 

базисные переменные, из которых вычитается и, находим наи- 

меньшее из них: 111 = 1—w. Таким образом, w = 1, переменное 

21, должно быть выведено из базиса, а новое допустимое базис- 

ное решение характеризуется значениями базисных перемен- 

ABIX 112 =5, 113 = 1, 523 = 1, 531 = 7, 733 = 1, 134 =2 и значением
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Таблица 5.22 

Источ- Сток 
Поставки 

НИК ] 2 3 4 

1 1-м [7 6 

2 | 

3 6+w 2-w 10 

Спрос | 7 5 3 2 

целевои функции f = 3-5+11-14+6-1+5-74+15-14+9-2= 100. 

На этом третья итерация симплексного метода завершена. 

На четвертой итерации система линейных алгебраических 

уравнении (5.24) для нахождения симплекс-множителей имеет 

следующий вид (см. Табл. 5.17): 

uy +02 = 3, 

uj; + v3 = 11, 

ug + из = 6, 

из + 91 =5, 

из + из = 15, 

из + 04 = 9. 

Из нее находим 

и1 =—4, \12=-9 из=0, 

1 =5, 12=7, 13=165, 14 =9. 

Используя полученные значения симплекс-множителей и извест- 
ные удельные стоимости с;;, вычисляем коэффициенты для не- 
базисных переменных согласно (5.25): 

41=2+4-5=1 —42=04+9-7=2, 

14 =7+4—9=2, 424 =1+9—9=1, 

dg, =1+9-5=5, 432 =8-0-—7=1.
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А так как все найденные коэффициенты неотрицательны, то 

решение рассматриваемой задачи завершено и оптимальным 

является допустимое базисное решение, полученное на преды- 

дущей (третьей) итерации симплексного метода. 

Вопросы и задачи 

5.1. В каком случае транспортную задачу называют клас- 

сической транспортной задачеи? 

5.2. Может ли множество допустимых решений транспорт- 
ной задачи (5.2), (5.3): 

а) быть пустым; 

6) содержать допустимые решения, которые не удовлетво- 

ряют требованию целочисленности; 

в) содержать оптимальные решения, которые не удовлетво- 

ряют требованию целочисленности? 

5.3. В чем заключается принципиальное отличие транс- 

портной задачи с промежуточными пунктами от классической 

транспортной задачи? Чем отличаются транспортные таблицы 

этих задач? 

5.4. Как связаны между собой задача, о назначениях и клас- 

сическая транспортная задача? В чем заключается специфика 

задачи о назначениях? 

5.5. В 5.3 обоснована процедура перехода от задачи о 

назначениях с критерием минимизации суммарных затрат к 

задаче о назначениях с критерием максимизации суммарной 

эффективности. Возможен ли обратный переход? Если такой 

переход возможен, то как его реализовать? 

5.6. Существует ли связь между классической транспорт- 

HOM задачей и задачей выбора кратчайшего пути? Если такая 

связь существует, то в чем она заключается?
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5.7. Можно ли утверждать, что для задач транспортного 
типа циклы могут содержать лишь сети задачи выбора, крат- 
чайшего пути? Ответ аргументируйте. 

5.8. Почему симплекс-метод не является эффективным сред- 

ством решения для задач транспортного типа? 

5.9. В чем заключается основная идея симплексного метода 

решения классической транспортной задачи? 

5.10. Докажите, что коэффициенты при свободных пере- 

менных, определяемые по формуле (5.25), не зависят OT 3Ha- 

чения свободного переменного при решении системы линей- 

ных алгебраических уравнений (5.24) для определения значений 

симплекс-множителей. 

5.11. С чем связана идея, используемая в симплексном 

методе при определении базисного переменного, выводимого 

из базиса? 

5.12. Для классической транспортной задачи, транспортная 

таблица которой представлена в табл. 5.5, найдите начальное 

базисное решение, используя: а) правило северо-западного угла; 

6) метод минимальной стоимости. Ответ представьте в виде 

матрицы переменных модели. 

Ответ: 

_ (1000 0 0 _ (600 0 400 
a) Х=| 900 600 0 |; 6) X=[ 1300 200 0 

0 800 400 0 1200 0 

5.13. На базы А|, Аз, Аз поступил товар в количестве 140, 

180 и 160 единиц (в единицах измерения товара). Этот то- 

вар необходимо доставить на пункты потребления В;, 1 = 1, 5, 

в количестве 60, 70, 120, 130 и 100 единиц, причем товар мо- 

жет быть доставлен с любой базы на любой пункт потребления. 

Воспользовавшись правилом северо-западного угла, составьте
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начальный план перевозок (найдите начальное базисное реше- 

ние) и представьте его в виде матрицы переменных задачи. 

_ 60 70 10 0 0 

Ответ: X={ 0 0 110 70 0 

оо пл QO 60 100 

5.14. Четыре предприятия района для производства, своей 

продукции используют одинаковое сырье, запасы которого 

сосредоточены в трех различных пунктах и составляют 160, 140 

и 170 единиц (в единицах измерения сырья). Воспользовавшись 

методом минимальной стоимости, составьте начальный план 

перевозок (см. задачу 5.13) сырья на предприятия, если их 

потребности в сырье составляют 120, 50, 190 и 110 единиц, a 

стоимости перевозки единицы сырья OT 1-го источника к 7-му 

стоку представлены матрицей 

7812 

С=|4 5 9 8 

9 2 3 6 

_ 0 0 160 0 

Ответ: Х = | 120 0 0 1 20 

0 50 30 90 

5.15. Симплексным методом найдите решение задачи о Ha- 

значениях, рассмотренной в примере П1.1. Сопоставьте полу- 

ченный результат с результатом, приведенным в примере П1.2. 

5.16. Для классической транспортной задачи, транспорт- 

ная таблица которой представлена в табл. 5.23, найдите опти- 

мальное решение, представьте его в виде матрицы переменных 

модели Io и вычислите оптимальное значение ее целевой функ- 

ции fo. 
_ 0 31 0 O 

Ответ: Хо= | 22 3 3 20|, fo = 668. 

0 0 38 0
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Таблица 5.23 

Пункт Пункт потребления 
произ- Поставки 
водства 2 3 4 ] 

1 211 | 10 212|7 21з|6 214|8 31 

2 221 |5 222] 6 223 5 x24 4 48 

3 I 31 | 8 232] 7 r33| 6 r34| 7 38 

Спрос 22 34 41 20 

5.17. Классическая транспортная задача представлена сво- 

ей сетью, изображенной на рис. 5.5. Наидите оптимальное 

решение этой задачи, представьте его в виде матрицы Хо и 
` вычислите оптимальное значение fo ее целевой функции. 

_ 0 0 40 

Ответ: Хо= [20 0 3 | fo = 355. 

0 20 0 

5.18. Для строительства дорог Вх, К = 1, 4, необходим гра- 
вий в количестве 130, 220, 60 и 70 единиц (в условных единицах 

измерения), который может быть поставлен из карьеров Ав, 

п=1,3. Запасы гравия в этих карьерах составляют 120, 280 

и 160 единиц соответственно, а тарифы перевозок (стоимости 

перевозки единицы груза от 1-го источника к J-My стоку) пред-
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ставлены матрицей 

| 5 

(= |4 8 

3 2 Я
 

-
 D 

Oo
 

Составьте такой план перевозок гравия, при котором потреб- 

ности в нем каждой из строящихся дорог были бы полностью 

удовлетворены при минимально возможной общей стоимости 

перевозок. 

Указание: так как суммарные запасы гравия (120+ 280+ 

+ 160 = 560) превышают спрос на него (130+ 220 + 60 + 70 = 
= 480), то, согласно замечанию 5.4, введите фиктивный пункт 

назначения В и считайте, что c,5 = 0, п = 1,3. 

_ 120 0 0 0 

Ответ: Хо=[ 0 220 0 0 

10 0 60 70 

5.19. Найдите решение транспортной задачи с промежу- 

точными пунктами, рассмотренной в примере 5.4, если с12 = 3, 

C23 =Т, C25 = 3, Саз = 6, с45 = 4, C47 =5, C54 =5, 656 = 3, Ce7 =5, 
C73 = 2. 

| . 10 — о _ о _ о — о _ о _ 
о Ответ: Т]2 — 10, 22 — 2, £93 = 3, L955 — T, L 43 — 0, Lag — 12, 

— 0 _ O _ O _ _ — _ — 245 =0, cf, =2, 10. =0, 195 =5, 29, =7, 106 =5, 10. = 6, 20. =4, 
0 =8 Т78; = о. 

5.20. Найдите решение задачи о назначениях (5.12) с мат- 

рицей 

5 8 

6 5 

94|. 
3 1) N

o
 

SD
 

©
 

Ответ: Хо = 

m=
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O
O
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$
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5.21. `Задача выбора кратчайшего пути задана, сетью, изо- 

браженной на рис. 5.3. Найдите кратчайшии путь от узла зтой 
сети с номером 1 до узла с номером 8, если с12 = 1, аз = 4, 

C14 = 6, с2з = 3, Cog = 9, Co7 = 1, 634 = 3, 635 = 5, C45 =1, Cag = 4 
C54 = 1, 656 = 1, C5g = 2, Ces = 1, с67 = 3, Cog = 4, C72 = 1, C76 = 3, 
C73 = т. 

Ответ: 17~24746-45-5 8. 

5.22. Наидите самый короткий и самый длинный путь из 
узла с номером 1 в узел с номером 8 в ациклической сети, 

представленной на рис. 5.6. 
Ответ: самый короткий путь 1 + 2434556578; 

самый длинный путь 1 4-,5-+6-+8, или 139354554 

6-8. 



6. МАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ 
ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 

В этой главе рассмотрены приложения методов математи- 

ческого программирования к многошаговым задачам принятия 

решений в условият риска, в которых процесс изменения состо- 

яния любой изучаемой системы является марковским процессом 

с конечным множеством возможных состояний и дискретным 

временем. Математические модели, приводящие к таким зада- 

чам, называют марковскими моделями принятия реше- 

ний, а сами задачи — марковскими задачами принятия 

решений. 

В марковских моделях принятия решений поощрения (до- 

ход, потери) задают матрицей доходов, элементами которой 

являются доходы (положительные значения) или затраты (от- 
рицательные значения), возникающие вследствие перехода си- 

стемы из одного возможного состояния в другое. Mampu- 

цы переходных вероятностей и матрипы доходов зависят от 

стратегий, т.е. допустимых решений, которыми располагает 

„лицо, принимающее решения“. Основная цель — определение 

оптимальной стратегии (оптимального решения), макси- 

мизирующей ожидаемый доход за конечное или бесконечное 

число зтапов марковского процесса изменения состояния изу- 

чаемой системы. 

Излагаемый теоретический материал иллюстрирован при- 

мером с садовником (см. пример 1.5), который, несмотря на 

его простоту, может быть полезен при анализе актуальных 

прикладных задач (управление запасами, замена оборудова- 

ния, контроль и регулирование емкости водохранилища, и т.д.). 

Напомним, что садовник, проводя химический анализ почвы, 

каждый год в начале сезона оценивает продуктивность своего 

сада как хорошую, удовлетворительную или плохую. Оценка
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состояния сада позволяет садовнику принять одно из допусти- 

мых решений: обойтись без дополнительной обработки или 

провести обработку, включающую, например, внесение удобре- 

ний. Это требует дополнительных затрат, а цель садовника — 

получить максимальный доход. Отметим, что садовник плани- 

рует поработать на своем участке еше № лет и его интересует 

оптимальный вариант своих действии отражаюший, в какие 

годы нужно проводить дополнительную обработку участка. 

6.1. Основные понятия 

Рассмотрим некоторую динамическую систему S с возмож- 

ными дискретными состояниями 5;, 7 =1, т, которая в фик- 
сированные последовательные моменты времени #1 < lo <... 

случайным образом переходит скачком (мгновенно) из одного 
возможного состояния в другое или остается в прежнем. При 

этом будем предполагать, что сам процесс изменения состоя- 

ния изучаемой системы 5 является марковским процессом, т.е. 

вероятность перехода, системы 5 в любое возможное состояние 

в момент времени #; определяется состоянием, достигнутым в 

момент времени #;_1, и He зависит от того, когда и как она при- 

шла в это состояние. Напомним, что фиксированные моменты 

времени {; принято называть шагами или этапами марковского 

скалярного процесса изменения состояния системы S. 

Для удобства дальнейших рассуждений некоторый момент 

времени fo < ft; будем считать начальным и введем случаиное 

событие si, состоящее в TOM, что после 2 этапов исходная 

система 5 находится в состоянии 5х, k=1,m. При этом += 0 
соответствует начальному этапу и при любом фиксированном 

i события si, k=1,m, образуют полную группу событий. 

Поэтому 

т . 

УР] Е #=0,М. 
k=1
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Кроме того, вектор 

p(t) =(P [si] P[s2] ... P[si]) 

является вектором вероятностей состояний системы 5 после 

i этапов при + =1, № и вектором начальныг вероятностей 

состояний системы 5 при += 0. 

В соответствии с исходными допущениями условная веро- 

ятность реализации случайного события st при условии 5. | 

зависит от принятого после (1—1)-го этапа решения Х1,_, из 
множества G допустимых решений. Таким образом, 

рук (| М, _,) = P [sh 15575 X14] 

и матрица переходных вероятностей 

Р(ИХ,_,) = (pje(t{ Xi,_1)) € Ми(К). 

При этом нетрудно убедиться в том, что верны следующие 

утверждения [ХУШ]: 

а) сумма элементов любой строки матрицы переходных ве- 

роятностей P(i|X),_,) равна единице; 
6) вектор вероятностей состояний изучаемой системы 5 

после $ этапов равен произведению транспонированной матри- 

цы переходных вероятностей P(z|X),_,) на вектор вероятнос- 
тей состояний после (1—1)-го зтапа, т.е. 

p(i) = P*(i|Xi,_,) pli- 1). 

Из приведенных рассуждений, в значительной степени оче- 

видных, следует вывод о том, что в общем случае вектор ве- 

POATHOCTeH состояний системы 5 после № этапов зависит от 

вектора начальных вероятностей ее состояний р(0) и вектора 

(Xi, XI, ... Хи) ЕСМ,
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который. называют вектором решений. Деиствительно, 

p(N) = P'(N|Xiy_,) P(N -1)= 

= P*(N|Xi,_,) P(N —1|Xiy_,) P(N - 2) =... 

= P'(N|Xiy_,) P(N -1|Xiy_p)---P (1| Xig) р). 

Пример 6.1. Каждый год в начале сезона садовник про- 
водит химический анализ почвы на своем участке и по его 

результатам оценивает продуктивность сада на новый сезон 
как хорошую, удовлетворительную или плохую (табл. 6.1). По 

результатам многолетних наблюдении садовник установил, что 
продуктивность сада в текущем году можно считать зависящей 
лишь от состояния почвы в предыдущем году. Таким обра- 
зом, процесс изменения состояния ночвы представляет собой 
марковскии процесс с тремя возможными состояниями и дис- 
кретным временем. 

Таблица 6.1 

Продуктивность (состояние почвы) | Состояние системы 

Хорошая 51 

Удовлетворительная 52 
Плохая 53 

Пусть в рассматриваемом примере матрица переходных 

вероятностей является постоянной: 

0,2 0,5 0,3 
P={ 0 0,5 0,5], 

0 oO 1 

где номера строк и столбцов — зто номера, состояний системы 

51, 92, S3 (см. табл. 6.1) в текущем и последующем годах соот- 

ветственно. Так, например, если в текущем (:—1)-м году состо- 

яние почвы хорошее, то вероятность ее перехода, в плохое со- 
стояние в последующем 1-м году равна р1з(1) = Р [si | 81] = 0,3.
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Садовник может принять рещение о применении удобрений 

с целью повышения продуктивности сада, т.е. с целью улучше- 

ния состояния ночвы, так как в противном случае переходные 

вероятности не изменятся. Если же садовник принял решение 

о применении удобрений, то переходные вероятности задаются 

матрицей 

0,3 0,6 0,1 

Р = | 0,1 0,6 03|, 

0,05 0,4 0,55 

наглядно иллюстрирующей улучшение состояния почвы в по- 
следующие годы. 

В рассматриваемом примере множество допустимых реше- 
ний С = {Х\, X2}, где X; — решение о невнесении удобрений, 

а Х2 — решение с внесении удобрении. Таким образом, для 
$; =1, N матрица переходных вероятностей равна 

Р, Xi, = X13 + Ре Хь =’ хх, 

С переходом системы 5 из одного состояния в другое 
связана матрица дохода R(z|X1,_,) = (гк | Хь_,)) Е Ми (В), 

в которой злемент гдж(:|Х,_,) есть доход (положительное 
значение) или убыток (отрицательное значение) за 2-H этап. 

При этом доход или убыток 3a {-й этап связан лишь с переходом 
системы из состояния 5;, в котором она находилась после 
(:—1)-го этапа, в состояние 5х при принятии решения Х1_ ЕС. 

Величина 

и; (Хи_,) = У pin (é| Хь_,) тк Хы) (6.1) 
k=1 

определяет ожидаемый доход за 1-й этап, если после (:—1)-го 
этапа система находилась в состоянии 5; и было принято 

решение X;,, ЕС. Заметим, что ожидаемый доход связан
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лишь с цереходами системы из одного возможного состояния 

в другое при фиксированном допустимом решении. 

Далее в качестве принципа оптимальности, совпадающего 

в рассматриваемом случае с критерием оптимальности, ис- 

пользована максимизация ожидаемого дохода за № этапов. При 

этом специфика решения задачи прежде всего связана с тем, 

будет ли число этапов N конечным или нет. В соответствии 

с этим рассматривают задачи принятия решении с конечным 

горизонтом планирования, когда N < со, или с бесконеч- 

ным горизонтом планирования, когда, N = oo. 

Необходимо отметить, что „лицо, принимающее решения“, 

может интересовать величина ожидаемого дохода при зара- 

нее определенной стратегии поведения в случае того или иного 

состояния системы. Так, например, „лицо, принимающее ре- 

шения“, может считать, что если после (1—1)-го этапа система 

находится в состоянии 5;, то безотносительно к конкретному 

значению 2 всегда необходимо принимать решение X* EG. В 

этом случае говорят, что процесс принятия решений опибы- 

вается стационарными стратегиями. При этом каждой 

стационарной стратегии будут соответствовать свои матрицы 

переходных вероятностей и доходов. 

Пример 6.2. Продолжим анализ задачи с садовником (см. 

пример 6.1) и для наглядности будем считать, что матрицы 

доходов (в условных денежных единицах), соответствующие 

матрицам переходных вероятностеи P; и Po, имеют следующий 

ВИД: 

7 6 3 6 5 —1 

Ri={05 1), Re=l7 4 0], 
0 0 —1 6 3 —2 

где в матрице доходов Ay учтены затраты, связанные с внесе- 

нием удобрении, и 

t—1 R(i|X1,-.) = x, 
Ro, АХ! t—1
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Характер задачи принятия решений, стоящей перед садов- 

ником, прежде всего связан с тем, будет ли его деятельность 

продолжаться конечное число лет (№ < oo) или он и его на- 

следники будут заниматься садом всю свою жизнь (№ = ov). 

Но в любом случае садовнику необходимо выбирать наилуч- 

шую стратегию поведения (вносить или не вносить удобрения) 

при известных результатах химического анализа) почвы, харак- 

теризующих ее состояние, с целью максимизации ожидаемого 

дохода за N лет. 

В частности, садовник может решить вносить удобрения 

тогда и только тогда, когда состояние почвы плохое. Этой 

(одной из возможных) стационарной стратегии соответствуют 

свои матрицы переходных вероятностей Р и доходов В: 

02 05 03 763 
Р=| 0 05 05], В=|05 1 

0,05 0,4 0,55 6 3 -2 

Они отличаются от матриц Py и Ry лишь третьими строками, 

заимствованными из матриц Ро и В2 соответственно. 

6.2. Принятие решении при конечном 
горизонте планирования 

При конечном горизонте планирования (№ < со} марков- 
скую задачу принятия решений с принципом оптимальности, 
который состоит в максимизации ожидаемого дотода за N 

этапов, можно представить как задачу динамического npozpam- 
мирования. 

Действительно, пусть f;(7) — оптимальный ожидаемый 

доход (т.е. наилучший в смысле используемого принципа опти- 

мальности) за этапы с номерами 2,2+1,..., № при условии, что 

после (t—1)-ro этапа изучаемая система 5 находится в состоя- 

нии 5,;, где 7 Е {1, 2,..., т}. Так как горизонт планирования 

конечен, то для оптимальных ожидаемых доходов должны быть
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выполнены естественные условия: 

[м+( (7) =0, j= ‚ Т. 

Оптимальный ожидаемый доход } (7) на этапах с номерами 

1,i+1,..., N складывается из двух составляющих. Первая 

составляющая — оптимальный ожидаемый доход на (1+1)-м 

этапе, обусловленный одним лишь переходом системы 5 из 

состояния 5;, в котором она находилась на 1-м этапе, в любое 

допустимое состояние 5%, k= 1, т, на (1+1)-м этапе (рис. 6.1). 

Эта составляющая равна (см. (6.1) ) 

аи, (Хи, и; (М; = = Yop (+1 Хи) г + 1] Xy), 

где р;к(: + 1| Х1,) — условная вероятность Toro, что после 

(1+1)-го этапа система 5 будет находиться в состоянии Sx, 

если после + этапов она находилась в состоянии 5; и было 

принято допустимое решение X;,; гж(:-+1|Х1.) — доход или 

убыток, связанный лишь с переходом системы из состояния 5, 

в котором она находилась после 2 этапов, в состояние 5; на 

(:+1)-м этапе в результате принятия решения Х1, из множества 

допустимых решении С. 

Вторая составляющая оптимального ожидаемого дохода, 

fi(j) определяется совокупностью оптимальных ожидаемых до- 

py (t+ ИХ)" (ИХ, -(S) fa (1) 

@tUX,)raGtilX,) = ian (5 Patt |X) тк < fas (00 

Ри ИХ) Ton (i+1|X,,) 
=(5») fi+y(m) 

Этап 1 Этап $+1 

Рис. 6.1
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ходов /:+1(К),  =1, т, с учетом переходных вероятностей 

pyk(t+1|Xi,), = 1, m: 

max eb onal t+ 1|X),;) fia (®). 

В результате проведенных рассуждений мы приходим к 

рекуррентному уравнению динамического программирования 

(см. П2) с конечным числом этапов, связывающему оптималь- 

ные ожидаемые доходы }(7), J =1,m, и [1+1 (2), k= 1,m 

fi(d) = рахдих Хи.) + piel С yt, 
k=1 

2=0,N-1, 7=1,m, 

При этом напомним, что fyyi(k) =0, k=1,m, и 

т 

и (Хь) = Урук + ИХ, ти (ё+ Хи), )=Тт. 
k=1 

Пример 6.3. Вернемся, к задаче с садовником, которую мы 

начали рассматривать в примерах 6. 1, 6. 2, и предположим, что 

он планирует прекратить занятие садоводством через три года 

и за этот период хочет получить максимальный доход. Для 

этого ему необходимо выработать оптимальную стратегию 

поведения (в смысле максимума суммарного дохода). 

Напомним, что изучаемая система (сад) имеет три воз- 

можных состояния, определяемые состоянием почвы: 51 — 

хорошее, 52 — удовлетворительное, 53 — плохое. Множество 

допустимыг решений садовника: С = {X,, X2}, где X; — pe 

шение о невнесении удобрений, а Х2 — решение о внесении 

удобрений. Матрица перегодныг вероятностей имеет вид 

P,, Xi, = X43 

i|X,_,)= 
re Ро, Ху _, =Х.,
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где 

0,2 0,5 0,3 03 0,6 01 
P={ 0 05 05), Р=| 01 06 0,3 }, 

оо 1 005 0,4 0,55 

a матрица дохода имеет вид 

R(i|X ) = В, Xi, = X13 
1-17 = 

Ro, ЛХ. = Xo, 

где 
тб 3 65 —1 

В! = 0 5 ] } В2 = 7 4 0 

00 —1 6 3 —2 

В рассматриваемом случае горизонт планирования N = 3, а эле- 
менты матриц доходов и переходных вероятностей не зависят 

от номера этапа. 
Воспользовавшись матрицами P,, Po, Ry, Ro и их незави- 

симостью от номера этапа, вычислим ожидаемые доходы (6.1), 

обусловленные одним лишь переходом изучаемой системы S из 
одного возможного состояния в другое, при различных вариан- 
тах допустимых решений из множества С: 

Х,) =0-0+0-0+1: (-1) = -1 

Для наглядности воспользуемся табличным алгоритмом реше- 
ния рассматриваемой задачи (табл. 6.2 — этап 3, соответ- 

ствующий f3(j), табл. 6.3 — этап 2, соответствующий f2(7), 

табл. 6.4 — этап 1, соответствующий ЛД (7) ), при этом нумера- 
ция этапов „с конца“ обусловлена, определением оптимального 

ожидаемого дохода (7).
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Таблица 6.2 

и;(Хь) Оптимальный | Оптимальное 
1 ожидаемый 

k=1{[k=2 доход f3(j) решение 

] 5,3 4,7 5,3 Х! 

3 3,1 3,1 Хо 

3 —] 0,4 0,4 X9 

Таблица 6.3 

3 
V;3(Xk) + Do pit t+ ИХ») fa(!) fols) Оптимальное 

=! a\J решение 
k=1 k=2 

53+0,2.5,3+ 47+0,3.:53+ 8,19 X92 

+0,5-3,14+ +0,6.3,1+ 
+0,3 .0,4 = 8,03 +0,1.04 = 8,19 

3+0. 5,3+0,5.3,1+ 3,1+0,1.53+ 5.61 Хо 
+0,5.0,4 = 4,75 +0,6-3,14 

+0,3.0,4 = 5,61 

—1+0.5,3+0.3,1+ 04+0,05-5,3+ 2,125 X2 

+1-0,4=-0,6 +0,4-3,1+ 
+ 0,55 0,4 = 2,125 

Таблица 6.4 

3 
Vj(Xk) + do pyiltt 1| Xx) fal!) р ру Оптимальное 

=! 19 решение 
k=] k=2 

5,34+0,2-819+ | 47+03.819+ | 10,74 га 
+ 0,5 -5,61+ +0,6.5,61+ 

+ 0,3. 2,125 = 10,38 | +0,1- 2,125 = 10,74 

3-0. 8,19 + 3,1+0,1-8,19 + 7,92 Хо 

+ 0,5. 5,61+ +0,6.5,61+ 

+0,5-2,125= 6,87 | +03.2125=7,92 
~14+0-8,19 + 04+0,05.819+ | 4,23 Xs 
+0-5,61+ +0,4-5,614+ 

+1.2125=113 | +0,55-2,125 = 4,23 
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Из оптимального решения следует, что первые два года, са- 

довник должен применять удобрения при любом состоянии си- 

стемы, т.е. вне зависимости от результатов химического анали- 

за почвы (первые два года оптимальным является допустимое 

решение Х2 для всех возможных состояний), но на последнем 

этапе (третий год} ему следует применять удобрения лишь при 
удовлетворительном (52) и плохом (53) состояниях почвы. В 
этом случае суммарный ожидаемый доход составит 10,74 при 

хорошем состоянии почвы в начале первого года, 7,92 — при 

удовлетворительном и 4,23 — при плохом состоянии почвы в 

начале первого года. 5 

Заметим, что при нахождении оптимальной стратегии пове- 
дения садовника в примере 6.3 мы воспользовались тем, что по 

самой природе рекуррентного уравнения для определения опти- 
мальных ожидаемых доходов { f;(j)} их значения вычисляются 

итеративно. Именно поэтому рассмотренныи метод решения 
задач дискретного динамического программирования называ- 
ют методом итераций по стратегиям. 

В марковских моделях принятия решений матрицы поощре- 
ний {R(2| X),_,)}, которые в соответствии со сложившейся тер- 
минологией мы назвали матрицами доходов, в общем случае 

не обязательно отражают доходы в прямом смысле этого сло- 
ва. Но если матрицы {R(2|X;_,)} деиствительно являются 

матрицами доходов, а длительность каждого этапа — год, то 
при нахождении оптимального решения необходимо учитывать 

дисконтирование путем введения годового коэффициен- 

та дисконтирования 

1 

1+ 3’ 

где х — годовая норма процента и O<a< 1. Годовои коэф- 

фициент дисконтирования указывает на то, что D денежных 

единиц будущего года равны а) денежным единицам настоя- 

щего года. Поэтому в рассматриваемом случае при построении
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марковской модели принятия решений необходимо использо- 
вать коэффициент дисконтирования ожидаемых оптимальных 

доходов для последовательных этапов, вследствие чего значе- 
ния {fi(j)} — приведенные величины ожидаемых оптимальных 
доходов по всем этапам. При введении коэффициента дисконти- 
рования исходное рекуррентное уравнение динамического про- 

граммирования с конечным числом этапов, связывающее опти- 
мальные ожидаемые доходы f;(j), j= 1,m, и }:41(7), J=1,m, 
имеет вид 

m 

f(a) = разок) че Си + И Хи) лы), 

t=1,N, j= l,m, 

где fnyi(k)=0,k=1,m, и 

V;(X1) = Ури (ё+ ИХь) та + ИХ,), Л=Тт. 
К=1 

Решение задачи принятия оптимального решения с учетом 

дисконтирования ничем не отличается от решения аналогичной 

задачи, но без учета дисконтирования, т.е. при а = 1. Есте 

ственно, что в общем случае оптимальные решения, полученные 

с учетом и без учета дисконтирования, могут различаться. 

Следует также отметить, что рекуррентные уравнения ди- 

намического программирования могут быть использованы для 

оценки любой стационарной стратегии. В этом случае с уче- 

том дисконтирования имеем 

0) =и(+а» рука) 1+), 1=1,М, G=1,m, 
k=] 

где fvai(k) =0,k=1,m, 

тп 

и; (г) = Ури т, i=1,m, j=T,m, 
k=1
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арк (1) и гд«(1) — элементы матриц переходных вероятностей 
и доходов на 1-м этапе, соответствующих оцениваемой стаци- 

онарной стратегии, а @ — годовой коэффициент дисконтиро- 

вания. 

Пример 6.4. Наидя оптимальную стратегию поведения 

при трехлетнем горизонте планирования без дисконтирования 

(см. пример 6.3), садовник решил оценить ожидаемый доход без 

дисконтирования для стационарной стратегии, реализация ко- 

торой предполагает внесение удобрении тогда и только тогда, 

когда состояние почвы плохобе. В этом случае (см. пример 6.2) 

02 0,5 03 76 
Р=|[ 0 05 05], В=|051], 

0,05 0,4 0,55 63 -2 

и остается лишь воспользоваться рекуррентным уравнением 

динамического программирования: 

В(1)=0,2.7+0,5.6+03.3 = 5,3, 

В(2)=0:0+0,5.5+0,55-1=3, 

f3(3) = 0,05-6+0,4-3+ 0,55 - (-2) = 0,4, 

№(1)=53+0,2.53+0,5.3+0,3. 0,4 =7,98, 

fo 

fo(3) = 0,4 + 0,05 -5,340,4-340,55-0,4 = 2,09, 

fii 

Л (2 

fi(3 

5,3 +0,2-7,98+ 0,5-4,7 +0,3 - 2,09 = 9,87, 

3+0-7,98+0,5-4,7+0,5 - 2,09 = 6,39, 

0,4 + 0,05 - 7,98 + 0,4- 4,7 + 0,55 - 2,09 = 3,83. 

(1) 

(2) 

(3) 

(1) 
(2)=340-53405-34+05-0,4=4,7, 

(3) 

(1) 

(2) 

(3) 

Таким образом, при реализации рассматриваемой стацио- 

нарной стратегии в зависимости от состояния почвы на на- 

чальном этапе садовнику следует ожидать суммарный доход в 

размере 9,87, 6,39 и 3,83 денежных единиц соответственно.
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6.3. Принятие решении при бесконечном 
горизонте планирования 

На практике нередкими являются случаи, когда либо зада- 

ча принятия решений охватывает весьма значительное число 

этапов, т.е. № велико, либо горизонт планирования бесконечен 

(№ = со). В этих ситуациях процедуры нахождения onmu- 
мального решения обладают специфическими особенностями, 

в основе которых — свойства марковских процессов. 

Поведение марковского процесса, на долгосрочном горизон- 

те планирования, когда N велико, характеризует его незави- 

симость от начального состояния системы. В этом случае 

будем говорить, что система достигла установившегося со- 

стояния. Нас будут интересовать решения, для которых со- 

ответствующие цепи Маркова допускают существование уста- 

новившегося состояния изучаемой системы. При дальнеиших 

рассуждениях совокупность этапов, предшествующих этапам 

функционирования системы в установившемся состоянии, бу- 

дем называть перегодным периодом. 

В этом параграфе рассмотрим проблему определения onmu- 

мальной долгосрочной стратегии марковской задачи приня- 

тия решений. При оценке долгосрочной стратегии целесо- 

образно базироваться Ha максимизации ожидаемого дохода или 
минимизации ожидаемых затрат за переходный период, так как 

при достижении изучаемой системой установившегося состоя- 

ния эти показатели стабилизируются. 

Можно указать два основных метода решения задач приня- 

тия решении с бесконечным числом этапов. Реализация первого 

из них связана с перебором всех возможных стационарных 

стратегий принятия решений. В этом случае оптимальное 

решение может быть наидено путем оценивания эффективно- 

сти каждой стационарной стратегии, а сам метод называют 

методом полного перебора. Применение метода полного 

перебора оправдано лишь в Тех случаях, когда число элементов 

множества G допустимых решений и, как следствие, число эле-
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ментов множества А всех стационарных стратегий невелико 

в смысле вычислительных затрат. При использовании второ- 

го метода, называемого методом итераций по стратегиям 

(см. 6.2), трудности вычислительного характера не являются 

столь значимыми, как при применении метода полного пере- 

бора. 

Для упрощения дальнейших рассуждений мы будем предпо- 

лагать, что марковский процесс изменения состояний изучае- 

мой системы 5 однородный т.е. однородна соответствующая 
цепь Маркова. Таким образом, мы фактически предполагаем 

независимость матрицы переходных вероятностей и матрицы 

доходов от номера этапа, i = 1, оо. 

Метод полного перебора. Предположим, что в рассмат- 

риваемой задаче принятия решении множество всех стационар- 

ных стратегий состоит из К элементов и P, = (pjn(k)) Е Mm(R), 
Ry = (rjn(k)) Е Mn (R) — матрицы одношаговых переходных 
вероятностей и доходов, соответствующие стационарной стра- 
тегии с номером k = 1, К, где т — число возможных состояний 
изучаемой системы 5. Метод полного перебора, включает сле- 
дующие этапы реализации. 

Этап 1. Вычисление ожидаемого дохода 3a один шаг 

при К-й стационарной стратегии для всех возможных состояний 
системы 5: 

Этап 2. Вычисление стационарных вероятностей П;(Ё), 
1=1, т, матрицы переходных вероятностей Ру, соответствую- 
щей стационарной стратегии с номером к =1, К. Как известно 

из курса, теории случайных процессов { XVIII], эти вероятности, 
если они существуют, являются решением следующей системы 
линейных алгебраических уравнений: 

1I(k) (Pe — Im) = O1m, i(k) =1,
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где П(Ё) = (1, (k) П2(®) ... Пь(®)) Е Mim(R), Im — единичная 
матрица порядка т, а 9,„ — нулевая матрица типа | x т. 

Этап 3. Определение ожидаемого дохода, для всех стаци- 

онарных стратегии: 

E(k) = 5 Mj(k) (К), k=1,K. 
j=l 

Этап 4. Определение номера k* оптимальной стационар- 

ной стратегии из условия 

E(k*)= тах Е(К). 
1<А<К 

Алгоритм реализации метода полного перебора не нужда- 

ется в обосновании, поэтому сразу переидем к рассмотрению 

примера. 

Пример 6.5. В задаче с садовником (см. примеры 6.1-6.4) 
имеется всего восемь стационарных стратегий: 

1. Вообще не применять удобрении. 

2. Применять удобрения при любом состоянии почвы. 

3. Применять удобрения лишь в том случае, когда ночва 
находится в состоянии 5; (хорошем). 

4. Применять удобрения лишь в том случае, когда почва, 

находится в состоянии 52 (удовлетворительном). 

5. Применять удобрения лишь в том случае, когда почва 

находится в состоянии S3 (плохом). 

6. Применять удобрения лишь в том случае, когда почва 
находится или в состоянии 5;, или в состоянии 92. 

7. Применять удобрения. лишь в том случае, когда почва 
находится или в состоянии .5:, или в состоянии S3. 

8. Применять удобрения лишь в том случае, когда печва 
находится или в состоянии .52, или в состоянии 53. 

Как было показано в примере 6.2, матрицы переходных 

вероятностей и матрицы доходов для стационарных стратегий
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с номерами от 3 до 8 могут быть получены из соответствующих 

матриц для стационарных стратегии с номерами | и 2: 

0,2 0,5 0,3 7 6 3 

Р=| 0 0,5 0,5 ], В =105 1 |; 
0 | 00 —-1 

0,3 0,6 0,1 605 —1 

Р. =| 0,1 0,6 0,3 |, Ro=}{7 4 0 |; 

0,05 0,4 0,55 6 3 —2 

0,3 0,6 0,1 65 -1 

РВЗ= 0 05 0,5], Вз=105 1 |; 

0 1 00 —1 

0,2 0,5 03 7 6 3 

Р=1 0,1 0,6 0,3 ], Ra={7 4 0 |: 

0 0 1 00 -1 

0,2 0,5 0,3 7 6 3 

P; = 0 0,5 0,5 |, Rs={0 5 1 |; 

0,05 0,4 0,55 6 3 —2 

0,3 0,6 0,1 605 —1 

Pe= {0,1 0,6 03|], Re=}7 4 0 |; 

0 Q l 00 -1 

0,3 0,6 0,1 605 -l 

Р; = 0 0,55 0,5 |, R7={0 5 1 |; 

0,05 0,4 0,55 6 3 —2 

0,2 0,5 0,3 7 6 3 

Р№=| 0,1 0,6 0,3 |, Rgs={7 4 0 

0,05 0,4 0,55 6 3 —2 

На первом этапе вычисляют ожидаемые доходы и;(Ё) для 

всех стационарных стратегий (см. пример 6.3). Результаты 
вычислений приведены в табл. 6.5.
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Таблица 6.5 

к=1]| &=2 | =3|=4|К=5]|К=б]|К=7|&=8 

и (Е) | 5,3 4,7 4,7 5,3 5,3 4,7 4,7 5,3 

и2 (К) 3 3,1 3,1 3,1 3 3,1 

v3(k) | —1 0,4 —] —1 0,4 —1 0,4 0,4 

На втором этапе вычисляют стационарные вероятности 

П;(А) матриц переходных вероятностей Р; для всех стацио- 

нарных стратегий и всех возможных состояний изучаемой си- 

стемы. Так, например, для второй стационарной стратегии 

стационарные вероятности П;(2), 1 = 1, 2, 3, являются решени- 

ем системы линейных алгебраических уравнений 

(0,3 — 1) 11, (2) +0,1П2(2) + 0,05113(2) = 0, 

0,611 (2) + (0,6 — 1)П5(2) + 0,4Пз(2) = 0, 

0,111) (2) + 0,312 (2) + (0,55 — 1)IT3(2) = 0, 

IT) (2) + П>(2) + Пз(2) = 1. 

Результаты вычислений приведены в табл. 6.6. 

Таблица 6.6 

k=1]k=2|k=3]k=4|k=5|k=6|k=7|k=8 

mk} o | S /} o | 0 | 2 | 0 a = 

по | = | 0 | 0 =| 0 = = 

Пз(&) | 1 = me т ae 

На третьем этапе вычисляют ожидаемый доход E(k) для ка- 

ждои стационарной стратегии с учетом результатов, получен- 

ных на первых двух этапах реализации алгоритма (см. табл. 6.5 

и 6.6). Результаты вычислений приведены в табл. 6.7. 

На четвертом этапе находят (см. табл. 6.7) 

E(k*) = „ Мах В (к) = Е (2) = 2,26. 
— 1, yeeny
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Таблица 6.7 

|4 |671 
E(k) | —1 | 2,261 0,4 | -1 | 1,72 | -1 | 1,73 | 2,22 

Таким образом, оптимальной является вторая стационарная 
стратегия, реализация которой предполагает применение удоб- 

рений при любом состоянии почвы. # 

В примере 6.5 следует обратить внимание Ha линейную 3a- 

висимость трех первых уравнений системы линейных алгебраи- 

ческих уравнений для определения стационарных вероятностей 

П;(2). Это обстоятельство не является случайным, так как в 
общем случае требуется найти нетривиальное решение квад- 

ратной однородной системы линейных алгебраических уравне- 

НИИ 

(Py — Im) Tl" (k) = Omi, 

значения неизвестных в которой неотрицательны, т.е. [1;(k) > 

> 0, 1 = 1, т, а их сумма равна единице. Таким образом, необ- 

ходимым условием существования стационарных вероятностей 

для стационарной стратегии с номером К, К =1, К, является 

условие 

4е (Ру — In) = 0. 

Чтобы оценить трудности, связанные с практическим ис- 

пользованием метода полного перебора, предположим, что (см. 

пример 6.1) у садовника, множество G допустимых решении со- 

стоит не из двух, а из четырех элементов: Ху — решение о 

невнесении удобрений; X2 — решение о внесении удобрений 

один раз в сезон; Хз — решение о внесении удобрений дважды 

в сезон; X4 — решение о внесении удобрении трижды в сезон. 

В этом случае общее число стационарных стратегий, имеющих- 

ся в распоряжении садовника, равно 64. Сложно перечислить 

все стационарные стратегии в явном виде. Кроме того, велики 

вычислительные затраты, необходимые для практической pea- 

лизации метода, полного перебора.
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Метод итераций по стратегиям без дисконтирова- 

ния. При анализе марковской задачи принятия решений с ко- 
нечным горизонтом планирования № мы использовали понятие 

оптимального ожидаемого дохода f;(j) 3a этапы с номерами 
t,i+1,..., М, вычисляемого при условии, что после 1 этапов 

изучаемая система 5 находилась в состоянии 5;. При беско- 

нечном горизонте планирования удобнее использовать понятие 
ожидаемого дохода F,(j) за этапы с номерами 1, 2,..., 7 при 

условии, что к этапу с номером 7+1 изучаемая система 5 
будет находиться в состоянии 5;. В этом случае, предпола- 

гая однородность соответствующей цепи Маркова, для любой 
конкретной стратегии с матрицей переходных вероятностей 
P= (р) Е Mm (R) и матрицей доходов В = (гк) Е Ми(®) можно 
получить матричное рекуррентое уравнение 

при записи которого использованы следующие обозначения: 

F, (1) Vj т 

Е = : , v= : , и=У рагу j=l,m. (6.3) 

Е (т) Vm к=1 

Фактически уравнение (6.2) является матричным аналогом 

рекуррентного уравнения, лежащего в основе метода, итераций 

по стратегиям при конечном горизонте планирования (см. 6.2). 

Но оно позволяет исследовать асимптотическое поведение 

изучаемого процесса при неограниченном возрастании числа 

этапов, т.е. при 7) — +00. 

Для удобства дальнейших рассуждений введем матрицу- 

столбец 

J=(1 ... 1)" € Mmi(R) 

и вспомним, что сумма элементов любои строки матрицы 

переходных вероятностей Р равна единице, так же как и сумма,
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всех ее стационарных вероятностей, представленных матрицей- 

строкой 

П=(П, ... Wm) Е Mim(R). 

Таким образом, 

PJ=J, W=1. (6.4) 

А так как матрица-строка П стационарных вероятностеи Ma- 

трицы переходных вероятностей Р удовлетворяет уравнению 

П(Р- In) = 91m, 

или, что TO же самое, 

ПР =П, 

то, умножив уравнение (6.2) слева Ha матрицу-строку I], при- 

ходим к равенству 

N(F, — Fy-1) = Mv. 

Таким образом, ожидаемыи доход за один зтап при больших 

значениях номеров зтапов безотносительно к состоянию, в 

котором система 5 окажется в начале следующего зтапа, равен 

Е = Пи = SONY. 

j=l 

Если учесть, что при долгосрочном горизонте планирова- 

ния поведение однородного марковского процесса характери- 

зует его независимость от начального состояния системы 5, 

то можно предположить, что при больших номерах 7 зтапа 

значение ожидаемого дохода РЁ, (1) складывается из двух соста- 

вляющих. Первой составляющей является величина 7Ё’, завися- 

щая лишь от числа рассмотренных зтапов и ожидаемого дохода 

за один зтап безотносительно к состоянию системы в начале 

следующего зтапа. Вторая составляющая, которую обозначим 

Е(7), полностью определяется лишь состоянием 5;, в котором
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система будет находиться в начале (7+1)-ro зтапа. Ho в зтом 

случае 

Е (7) = nE+F(j), j=1,m, 

или 
Е, = nEJ + P, 

где F=(F(1) ... F(m))’, и уравнение (6.2) может быть пред- 
ставлено в следующем виде: 

nEJ+F=v+P((n-1EJ+F). 

A так как имеет место первое из равенств (6.4), то мы прихо- 

дим к матричному уравнению 

ЕЛ + (т-Р)Е=и 

относительно скаляра Ё и вектора Р, Т.е. имеем систему т 

линейных алгебраических уравнений 

E+F(j)-S pyeF(k)=v;, j=1,m, (6.5) 
k=1 

относительно m+ 1 неизвестных FE, F(1),..., Е(т). При arom, 
как и в случае конечного горизонта планирования, конечной 

целью является определение стратегии, приводящей к макси- 

мальному значению РЁ. 

В связи с тем, что в нашем распоряжении имеется систе- 

ма (6.5), состоящая из т уравнений с т-+1 неизвестными, 

оптимальное значение F не может быть определено за один 

шаг. Позтому используют итерационную процедуру, начиная с 

произвольной стратегии, а затем определяя новую стратегию, 

дающую лучшее значение Ё. Процесс решения завершают, если 

две последовательно определенные стратегии совпадают. 

Итерационный процесс состоит из двух основных зтапов, 

называемых этапом оценивания параметров и этапом 

улучшения стратегиц.
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Этап оценивания параметров. Предположим, что 

G ={х}}М, — множество допустимых решений. Выбираем 

произвольную стратегию т = (Хи Хь ... Xi.) 3 где X;, ЕС, 
j=1,m. Используя соответствующие стратегии т, матрицу 
переходных вероятностей P(r) = (рк(т)) и матрицу доходов 
Е(т) = (гк (г)) и полагая Е, (т) = 0, решаем систему линейных 
алгебраических уравнений 

Е, + Е,(1) - У pyelt) ЕЕ) = ит), G=1,m, 
k=] 

относительно E,, F,(1),..., А, (т -— 1). 
Этап улучшения стратегии. Для каждого состо- 

яния 5;, J = 1,m, находим допустимое решение X,; ЕС, на 
котором достигается 

т 

max (v;(Xi) +) pye(Xi) F-(A)). 
k=1 

Эти оптимальные решения образуют новую стратегию # = 

= (Xan, Х.2 ... Xem) - Если t=7T, TO стратегия г и является 

оптимальной. В противном случае нужно обозначить страте- 
гию t через т и вернуться к первому этапу — этапу оценивания 
параметров. 

Отметим, что, согласно (6.5), 

E, =и (Хх) + 9 aye Xi) F-(k) - F,(9), 
k=1 

т.е. задача максимизации Ha этапе улучшения стратегии экви- 
валентна задаче максимизации суммарного ожидаемого дохода 

за один этап по всему множеству допустимых решений С. 

Пример 6.6. Вернемся к задаче с садовником при беско- 

нечном горизонте планирования, рассмотренной в примере 6.5, 

и решим ее методом итераций по стратегиям.
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В качестве произвольной стратегии т используем страте- 

гию, исключающую использование удобрений (см. пример 6.5). 
В этом случае 

0,2 0,5 03 763 
Р(т)=| 0 05 05|, R(r)=]05 1 

оо 1 00 -1 

На этапе оценивания параметров, учитывая, что F,(3) = 
= 0, получаем систему линейных алгебраических уравнений 

(см. табл. 6.5, столбец k = 1) 

E, +(1-0,2) Е, (1) - 0,5 Е, (2) = 5,3, 
E, +0. Е.(1) +(1-0,5) Е, (2) = 3, 
Е, +0. Е. (1) +0.Е.(2) =-1, 

которая имеет единственное решение 

Е, =-1, Е, (1) = 12,54, Е. (2) =8. 

В рассматриваемой задаче множество G допустимых ре- 

шений содержит всего лишь два элемента (см. пример 6.3). 
Результаты соответствующих вычислений на зтапе улучшения 

стратегии приведены в табл. 6.8, где использованы уже найден- 

ные значения и;(Х;)} (см. табл. 6.5, столбцы k= 1 u k= 2). 

Таблица 6.8 

|5, Pi(Xs) = и (Xi) + yi (Xi) (И) + pja(Xi) Е (2) тах; | X,, 
t=] 1=2 

| 5,3 +0,2. 12,88 + 4,7+0,3- 12,88 + 13,36 X9 

+0,5.8 = 11,88 + 0,6 -8 = 13,36 

2 3+0. 12.88 + 3.14011. 12.88 + 919 | Хх. 
+0,5-8=7 +0,6. 8 = 9,19 

3 —1+0-12,88+ 0,4+0,05-12,88+ 4,24 X9 

+0.8=-—1 + 0,4. 8-+ = 4,24 
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Новая стратегия t = (X2 X2 Х2). предусматривает приме- 

нение удобрений при любом состоянии почвы. Она отличается 

от стратегии т = (Х! X, X1)', позтому возвращаемся Ha этап 

оценивания параметров, полагая т = (Х2 X2 Х2)°. 

Новой стратегии т соответствуют матрицы (см. пример 6.5) 

03 06 0/1 65 -1 
Р(т)=| 01 06 03|, R(r)=]7 4 «0 |, 

0,05 0,4 0,55 6 3 -2 

которые при F,(3) = 0 определяют следующую систему линей- 

ных алгебраических уравнений (см. табл. 6.5, k = 2): 

E+ (1- 0,3) Е, (1) - 0,62, (2) = 4,7, 

Е- 0,12, (1) + (1-0,6) Е. (2) = 3,1, 

Е- 0,05 Е, (1) 0,4 Е. (2) = 0,4. 

Эта система, ae бдинственное решение И | ) 

Е=2,26, F,(1)=6,75, F,(2)=3,79. 

Результаты вычислений Ha зтапе улучшения стратегии приве- 

дены в табл. 6.9. 

Таблица 6.9 

5, pi (Xi) = и(Х)) + ji (Xi) Е(1) + ру2(Х;) Fi(2) шахф; | Х.; 
t= 1 1=2 

l 5,3+0,2. 6,75 + 4,1+0,3.6,75 + 8,99 Xo 

+0,5-3,79 = 8,54 + 0,6 - 3,79 = 8,99 

2 3+0-6,75+ 3,1+0,1-6,75 + 6,05 Xo 

+0,5-3,79 = 4,89 +0,6-3,79 = 6,05 

3 —-1+0.6,75+ 0,4 +0,05.6,75 + 225 | X> 
+0.3,79 =-—1 +0,4-3,79 = 2,25 Ш 



6.3. Принятие решений при бесконечном горизонте планирования 265 

Новая стратегия t = (Х2 Х2 X2)', требующая применения 

удобрений независимо от состояния почвы, идентична преды- 
дущей, т.е. она является оптимальной. Этот результат совпа- 
дает с результатом, полученным методом полного перебора, 
(см. пример 6.5), как в смысле оптимальной стратегии, Так и в 

смысле суммарного ожидаемого дохода, за один этап, соответ- 
ствующего этой стратегии. # 

Отметим, что характерной особенностью метода итераций 

по стратегиям является его быстрая сходимость к оптимальной 

стратегии. 

Метод итерации по стратегиям с дисконтировани- 

ем. Метод итераций по стратегиям может быть обобщен на 

случай дисконтирования. Действительно, если © — коэффи- 

циент дисконтирования, то рекуррентное уравнение (6.2) при 

конечном числе этапов в условиях дисконтирования принимает 

BH 

F, =v+aPF,-1, 0<a<1l, (6.6) 

где 17 — число рассматриваемых этапов. Непосредственно из 
(6.6) следует, что для любого п Е N 

7% 

Ел = а?+1 prt Fy-14+ vy ab PF. 

k=0 

Таким образом, существует предел 

—1 
Е = lim Fyin = ¥Um — oP) ; 

где F=(F(1),..., F(m)) и Е(7) — приведенный к текуще- 

му моменту времени дисконтированный доход при условии, 

что система находится в состоянии 5; и функционирует в не- 

ограниченном временном интервале. Значит, при больших зна- 
чениях 7) значение F, перестает зависеть от номера 7. В этом
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и заключается принципиальное отличие рассматриваемого слу- 

чая от случая без дисконтирования, для которого имеет место 

равенство 

Е, =1Е/+ Е. 
Такого результата и следовало ожидать, так как в случае с 
дисконтированием влияние будущих доходов асимптотически 
уменьшается до нуля, а приведенный доход fF, с ростом 7 

стремится к Р. 

Исходя из вышеизложенных рассуждений, можно выделить 
следующие зтапы реализации метода итераций по стратегиям 
с дисконтированием. 

Этап оценивания параметров. Для произвольно 
выбранной стратегии т = (Хи Xi, ... Xtm) где Х1, ЕС, 7 = 

=1,m, с матрицей переходных вероятностей P(r) = (рук (т)) 
и матрицей доходов A(T) = (гк(т)) находим решение системы 
линейных алгебраических уравнений 

Е) -а > ри (Е) =), 1=Тт 

из (г) = У ранг) rye(7) 
К=1 

относительно F(k), К = 1, т. 
Этап улучшения стратегии. Для каждого состо- 

яния 5; изучаемой системы 5, 7 =1, т, находим допустимое 
решение X,; Е С, на котором достигается 

max (v3(X;) bay piel Xe F,(k)). 

Эти решения образуют новую стратегию t=(X,, Xx. ... Х..). 
Если {= т, то вычисления завершены и т — оптимальная 

стратегия. В противном случае обозначаем стратегию t через 
т и возвращаемся к первому этапу. 

Пример 6.7. Решим задачу с садовником при бесконеч- 

ном горизонте планирования (см. примеры 6.5, 6.6) с учетом
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дисконтирования, полагая, что коэффициент дисконтирования 

© = 0,6. | 

В качестве начальной выбираем стратегию т = (Х! Х! х,), 
исключающую использование удобрений. Матрицы P(r) и (т) 

(они приведены в примере 6.6) определяют систему линейных 

алгебраических уравнений 

(1-0,6-0,2) Е,(1) —0,6-0,5 F,(2) —0,6-0,3 F, (3) = 5,3, 

—0,6-0-F,(1) + (1 —0,6-0,5) F,(2) — 0,6 -0,5 F,(3) =3, 

—0,6-0-F,(1) -0,6-0F,(2)+ (1 —0,6- 1) F,(3) = -1, 

решение которой не вызывает затруднении: 

Е. (1) =6,6, Е,(2)=3,2, Е, (3) = —2,5. 

Результаты вычислений на зтапе улучшения стратегии отра- 
жены в Табл. 6.10, в которой использованы уже наиденные 
значения и;(Х;) (см. табл. 6.5, столбцы К = 1 и К=2) и пере- 
ходные вероятности рж(Х;), являющиеся элементами матриц 
Р; = P(X;) (см. пример 6.5). 

Таблица 6.10 

3 

5, p35 (X%) = u3(Xi) +а >. Pjk(X;) Е, (Е) maxy; | X,, 

i 1=2 

S, | 53+[0,2-6,6+ 4,7+(0,3-6,6+ 6,89 | X, 
+0,5.3,2+ + 0,6. 3,2+ 

+ 0,3(—2,5)] 0,6 = | +0,1(-2,5)] -0,6 = 
= 6,61 = 6,89 

$2 3+(0.6,6+ 3,14 [0,1-6,6+ 420 | Xo 
+0,5-3,2+ +0,6-3,2+ 

+ 0,5(-2,5)]-0,6 = | +0,3(-2,5)] -0,6 = 
= 3,21 = 4,20 

S3 —1+[0-6,6+ 0,4 + [0,05 -6,6+ 0,54 Хо 

+0-3,2+ +0,4.3,2+ 
+1-(—2,5)}-06= | +0,55(-2,5)] -0,6 = 

= —2,5 = 0,54 
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Новая стратегия t = (Х› Х2 X2)' ; требующая применения 

удобрений при любом” состояний почв. отличается от пре- 

дыдущей. Поэтому полагаем т = и возвращаемся на этап 

оценивания параметров, записав систему линейных алгебраи- 

ческих уравнений на основе матриц Р› и В2 (см. пример 6.5): 

(1 — 0,6 -0,3) Е, (1) — 0,6 -0,6 Е; (2) - 0,6 -0,1 F,(3) = 4,7 
~0,6-0,1 Е, (1) + (1 — 0,6 -0,6) F,(2) — 0,6 -0,3 F, (3) = 3,1, 
—0,6-0,05 F,(1) — 0,6 -0,4 F,(2) + (1 — 0,6 -0,55) F,(3) = 0,4. 

Таким образом, в рассматриваемом случае 

Е; (1) =8,9, Е; (2) = 6,6, Е, (3) = 3,4. 

Результаты вычислений на этапе улучшения стратегии отра- 

жены в Табл. 6.11. 

Таблица 6.11 

3 

5, #(Х) =и (Хх) to Do pjr(X;) Е› (Е) тахф; | Х.; 

i=l i= 2 

Si 5,3+(0,2-8,9+ 4,7 + [0,3 . 8,9 + 8,95 X 
+0,5.6,6+ +0,6.6,6 + 

+0,3.3,4] .0,6 = 8,95 | +0,1.3,4] 0,6 = 
= 8,88 

S2 3+(0-8,9+ 3,14 [0,1. 8,9 + 6,62 Xo 
+0,5-66+ +0,6.6,6 + 

+0,5 . 3,4] .06 =5,99 | +0,3. 3,4)] . 0,6 = 
= 6,62 

93 —1+(0.8,9 + 0,4 + [0,05 . 8,9 + 3,37 Х2 

+0.6,6 + +0,4-6,6+ 
+1-3,4]-06=1,04 | +0,55-3,4]-06= 

= 3,37 

T 
Новая стратегия t= (Х! Х2 Х2) , требующая применения 

удобрений лишь при удовлетворительном и плохом состояниях
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почвы, отличается от предыдущей. Поэтому полагаем т =Ёи 

возвращаемся Ha этап оценивания параметров, записав систему 

линейных алгебраических уравнений на основе матриц Ps и Rg 

(см. пример 6.5): 

) (1 — 0,6 -0,2) Е, (1) — 0,6 -0,6F;(2) — 0,6 -0,3 Е, (3) = 5, 
) ) 

—0,6-0,05 Е,(1) -0,6-0,4 Е, (2) + (1-0,6-0,55) Е, (3) = 0,4. 

Таким образом, в рассматриваемом случае 

Е, (1) =9,0, Е; (2) =6,6, Е, (3) 3,4. 

Результаты вычислений на этапе улучшения стратегии отра- 

жены в Табл. 6.12. 

Таблица 6.12 

3 

$ pj (Xi) =, (Х:) tod Pir(Xi) F,(k) тахф; | Х.; 
i=l — 1-2 

Si | 5,3+(0,2-9,04 4,7 +.(0,3-9,0 + 8,0 |X 
+0,5-6,6+ +0,6-6,6+ 

+0,3.3,4] .0,6 = 8,98 | +0,1-3,4]-06= 
= 8,91 

So 3+[0.9,0+ 3,1 +(0,1-9,04 663 | Х, 
+ 0,5 -6,6+ +0,6-6,6+ 

+0,5.34].06=6,00 | +0,3-3,4)]-06= 
= 6,63 

S;| -1+0.-9,0+ 0,4 + [0,05.9.0+ | 338 | Хх, 
+0.6,6+ +0,4-6,64 

+1-3,4]-0,6=1,04 | +0,55.3,4].06 = 
= 3,38 

T 
Так как t = (Х: Х. Х2) =т, TO оптимальная стратегия 

найдена, и исходная задача решена полностью. #
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Сопоставляя результаты теоретических рассуждений и вы- 
числительных экспериментов (см. примеры 6.6, 6.7), приходим 

к выводу о том, что дисконтирование может влиять на опти- 

мальную стратегию. 

6.4. Марковская задача принятия решении 
и метод линеиного программирования 

Вернемся к марковской задаче принятия решений при бес- 

конечном числе этапов без дисконтирования. Предположим, 
что © = {Х;}М, — множество допустимых решений и P(X;) = 

= (рж(Х;:)), Е(Х;) = (тк (Х;)) Е М.К — матрицы переходных 

вероятностей и дотодов, соответствующие допустимому ре- 
шению Х; ЕС, а т — число возможных состояний изучаемой 
системы 5, представленных множеством {5;}"*,. Тогда вели- 
чина ожидаемого дохода при принятии допустимого решения 

Xi, для состояния 5; определяется равенством 

v;(X1,) = У `рж(Хь) тук (Хь) 
К=1 

Пусть теперь Т = С” — множество стационарных страте- 

гий, причем стационарной стратегии 

т 
т= (Хи X15 ... Ха) ЕТ 

соответствует матрица переходных вероятностей 

P(r) = (р (т)) € М”(В), 

для KOTOpOH матрицу-строку стационарныт вероятностей 

П(г) = (T(r) П2(г) ... П»(г)) можно определить как решение 

однородного матричного уравнения 

I(r) (P(r) _ Im) = 01m,
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удовлетворяющее очевидным условиям: 

m 

Nj(r)20, j=i,m; SY Mj(r)=1, тЕТ. 
j=l 

Таким образом, если 

и(т) = (и (Хы) и (Хь,) vee Vin(Xtm)) 

то ожидаемый доход за один зтап безотносительно к состоя- 
нию, в котором система 5 окажется на следующем этапе, при 
реализации стратегии тЕТ равен 

Е(т) = П(т)ь(т), 

и в соответствии с методом полного перебора оптимальная 
стратегия т* Е Т определяется из условия 

E(r*)= max E(r). 

Для преобразования рассмотренной задачи к задаче линей- 

ного программирования воспользуемся следующими соображе- 
НИЯМИ. 

Пусть 4} — условная вероятность того, что будет принято 
допустимое решение Х; Е G, если изучаемая система 5 находит- 

ся в состоянии 5;. Обратимся к задаче минимизации скалярной 

функции 

при ограничениях 

j=) Пер, 1=1,т; 
k=1 

m M . 

УП; =1; У а = ’ j=1,m;
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где М — число элементов множества допустимых решений; 

П; и рк;, Е] =1, т, — функции выбранной стратегии и, Kak 

следствие, конкретных допустимых решений из множества G = 
— М (и — p(X. ={Х:} 1; и =и;(Х:). Отметим, что эта задача эквивалентна 
исходной лишь при условии, что 9; =1 для фиксированного 2, 

при каждом 7 = 1, т, так как в этом случае значение 

М 

оч) 
t=] 

совпадает со значением и, где Х;„ Е С — оптимальное pewe- 

ние для состояния 5; изучаемой системы 5. 

Для любых 1 = 1, т из = 1, М полагаем 

= ПП. а 

где W;; — вероятность пребывания системы 5 в состоянии 5; 

при принятии решения Х; ЕС. При этом для любого 7 =1, т 

M M | М 

> 4H = DTG = 0; Dg} = 0y. 
i=) t=1 =] 

Таким образом, 

и ограничение 
т 

) П; =] 

j=l 

эквивалентно ограничению 

т М 

У‘ =]. 

1=1 1=1
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Скалярная функция е может быть представлена в виде 

е = y у Vi Wii, 

j=1 i=] 

а исходная задача может быть сформулирована в виде задачи 

линейного программирования с переменными W,;: 

fm М 

SoS и (Хы — тах: 

1=1 i= 

М т М 

Ум; — У`У pkg (Xi )wei — 0, 1= 1, т, 

i= k=] 3= 

m M 

Dwi = 1 
j=11=1 

ша 2 0,1=1 т, 1=1М 

Для завершения наших рассуждений осталось показать, 

что оптимальное решение гарантирует выполнение равенства 

4: = 1 для фиксированного 7 при любом 1 =1; т. Система 

ограничений задачи линейного программирования содержит 

т + 1 ограничений типа равенства, одно из которых является 

избыточным (см. 6.3). Следовательно, в задаче должно быть 

т базисных переменных, и можно показать, что вероятность 

W;; должна быть строго положительной по меньшей мере при 

одном 1 для каждого J, т.е. 

ФЕЗИЕ {0, 1}, 
de Wii 
=1 

что и требовалось доказать. 

Пример 6.8. Сформулируем задачу с садовником в виде 

Задачи линейного программирования, для чего воспользуемся
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переходными вероятностями 7;4(X;), входящими в матрицы 

Р.=РИ(Х; (см. пример 6.5), а также вычисленными значениями 
ожидаемых доходов (см. табл. 6.5): 

5,Зил1 + 4,72 + 321 + 3,1422 — &з1 + 0,4 32 тах; 

(1 — 0,2) 11 + (1 — 0,3) 12 — 0,1422 — 0,0532 = 0, 

— 0,511 — 0,604 + (1 — 0,5) way + (1 — 0,6) woo — 0,4за = 0, 
—0,3w11 —0,1W12—0,5w2 - 0,3w29+ (1~1)wa (10,4) за =0, 

3 2 

SoS Cw =1, wy 20, 1=1,2,3,1=1,2. 
1=1 1=1 

Для этой задачи оптимальным является решение: WwW; = 0; 

ил2 = 6/59; wa, = 0; wee = 31/59; из: = 0; w3q = 22/59. Таким 

образом, 4: = 92 = 42 = 1 и оптимальной является стратегия 

т* = (Х. Xo X2) что совпадает с результатом, полученным 

методом полного перебора (см. пример 6.5) # 

В 6.3 мы показали, что марковская задача принятия реше- 

ний с дисконтированием фактически связана с рекуррентными 

уравнениями 

(ха pje(Xi) Fre(k)), 1=Тт, 

которые могут быть заменены эквивалентной системой нера- 

венств 

Е. (1) 2а pje(Xi) ЕЕ) +, (Х), f=1,m,i=1,M, (6.7) 
k=1 

при условии, что функция стратегии F,(j7) достигает своего 

наименьшего значения F,+(j7) на множестве стационарных стра: 

тегий Т при любом 7 = 1, т. При этом, если воспользоваться 
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целевой функцией 

э bj fF, (3); 

j=l 

где произвольные постоянные b;, 7 = 1, т, положительны, то 
становится понятным, что ее минимизация с учетом ограниче- 
ний (6.7) типа неравенства обеспечивает также и минимальное 
значение функции F,(j) при 1 =1, т. Но при этом задача 

Sb; F,(j) > min; 

j=1 

———— 

F,(j) a) pja(Xi) Fr(k) 2 ¥j(Xi), j=1,m 
k=] 

=
 И rr
 

в общем случае He является стандартной задачей линейного 

программирования, Tak как функции F,(j) не ограничены в 
знаке. Но двойственная к ней задача относительно перемен- 
НЫХ Wj; 

т М 

э э v;(X;)w;; > max; 
1=1 1=1 

М т М 

является стандартной задачей линейного программирования. 

При этом ее целевая функция имеет тот же вид, что и в анало- 
гичной задаче линейного программирования без дисконтирова- 

ния. А зто обстоятельство позволяет сохранить содержатель- 
ную интерпретацию переменных Wj. 

Пример 6.9. Рассмотрим задачу с садовником, в которой 

коэффициент дисконтирования равен а = 0,6. Если считать,
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что 6; =1, 1=1, 2,3, то соответствующую задачу линейного 

программирования можно представить в следующем виде: 

[5,3 и + 4,7wi2+ 3&21 + 3,1422 — ®з1 + 0,432 > тах; 

(1-0,6.0,2) wi; + (1—0,6-0,3) wiz — 0,6 -0,1w22 — 0,6-0,05%32 = 1, 

— 0,6 -0,5w41 — 0,6 - 0,612 + (1 — 0,6. 0,5) wor + 

+ (1 — 0,6 -0,6) 4222 — 0,6 -0,4wW32 = 1, 

— 0,6. 0,311 — 0,6 -0, 112 —0,6-0,5w2; — 0,6 - 0,352 + 

+ (1 —0,6- 1) w31+ (1 — 0,6 - 0,55) w32 = 1, 

3 2 

SoCo =1, wR 20, f= 1,2,3, 1= 1,2. 
. g=1i=1 

^
^
 

Для этой задачи оптимальным является решение 

269 
Wil = 3995, w32 = 0, 

2833 
Wei = 0, “222 = 3005! 

_ _ 893 
231 = 0, “232 = 3995 

v T 

Итак, оптимальной является стратегия т* = (Ху X2 X2) , что 

и было установлено в примере 6.7. 

Вопросы и задачи 

6.1. Сформулируйте в общем виде марковскую задачу при- 

HATHA решений. К каким классам задач исследования операций 

могут быть отнесены марковские задачи принятия решений? 

6.2. Сформулируйте стандартный принцип оптимальности 

для марковских задач принятия решений. 

6.3. В чем заключается принципиальное отличие задач 

принятия решений с конечным и бесконечным горизонтами 

планирования?
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6.4. Что называют стационарной стратегией? Докажите, 

что число злементов множества всех стационарных стратегий 

равно М”, где М — число допустимых решений, а тр — число 

возможных состоянии изучаемой системы. 

6.5. Пусть для некоторой марковской задачи принятия 

решений с конечным горизонтом планирования известны все 

элементы множества стационарных стратегий. Можно ли в 

этом случае определить оптимальную стратегию, не используя 

метод итераций по стратегиям? Ответ поясните. 

6.6. В чем заключается содержательный смысл введения 

коэффициента дисконтирования в марковскую задачу принятия 

решений? 

6.7. Поясните содержательный смысл стационарных веро- 

ятностей матрицы переходных вероятностей изучаемой систе- 

мы в марковской модели принятия решений. 

6.8. Чем принципиально отличаются методы нахождения 

оптимальных стратегий с использованием марковских моделей 

принятия решении при конечном и бесконечном горизонтах 

планирования? 

6.9. Почему при реализации метода итераций по стратегиям 

при бесконечном горизонте планирования Ha эТапе оценивания 

параметров мы полагаем, что Ё, (т) = 0? 

6.10. Возможно ли преобразование марковской модели при- 

HATHA решении при конечном горизонте планирования к модели 
Линеиного программирования? Ответ аргументируйте. 

6.11. В чем заключается принципиальное отличие метода, 

итераций по стратегиям с дисконтированием от метода, ите- 

раций по стратегиям без дисконтирования при бесконечном 

горизонте планирования? 

6.12. Фирма ежегодно оценивает положение со сбытом сво- 

ей продукции как удовлетворительное (состояние 51) или не-
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удовлетворительное (состояние 52}. Необходимо принять ре- 
шение о целесообразности рекламирования продукции с целью 
расширения ее сбыта при конечном (NV = 3) и бесконечном го- 
ризонтах планирования, если матрицы 

= 0,9 0,1 | р, = 0,7 0,3 

0,6 0,4 0,2 0,8 

определяют переходные вероятности рассматриваемой системы 
при наличии рекламы (допустимое решение X,) и без нее (допу- 

стимое решение X2) в течение любого года, а соответствующие 
им доходы заданы матрицами 

2 -1 4 1 
a= (7 3): в,= (5 1). 

При решении задачи планирования воспользуйтесь: 

в случае конечного горизонта, 

а} методом полного перебора; 

6) методом итераций по стратегиям; 

в случае бесконечного Горизонта планирования 

a) методом полного перебора; 

6) методом итераций по стратегиям; 
в} методами линейного программирования. 

Ответ: при конечном горизонте планирования в первые 

два года необходимо использовать рекламу лишь в случае не- 

удовлетворительного положения со сбытом, а в третий год 

рекламу не использовать. При бесконечном горизонте плани- 

рования рекламу нужно использовать лишь при удовлетвори- 

тельном положении со сбытом. 

6.13. Фирма может рекламировать свою продукцию с помо- 

щью радио (допустимое решение X,), телевидения (допустимое 

решение X 2) и газет (допустимое решение Хз). Недельные за- 
траты на рекламу с помощью этих средств равны 200, 900 и 300
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денежных единиц соответственно. Фирма может оценивать He- 
дельный объем сбыта как удовлетворительный (состояние 51), 
хороший (состояние 52) и отличный (состояние 53). Матрицы 

переходных вероятностей для каждого из трех средств массо- 

вой информации имеют вид 

0,4 0,5 0,1 07 0,2 0,1 
P,={0,1 07 02|], Р=|03 06 01], 

01 07 0,2 01 07 0,2 

02 05 03 
P3={ 0 0,7 03|, 

0 02 08 

а соответствующие им недельные доходы (в денежных едини- 
Wax) заданы матрицами 

400 520 600 1000 1300 1600 

Е = | 300 400 7001, Е2= | 800 1000 1700 |, 

200 250 500 600 700 1100 

400 530 710 

R3z= | 350 450 800], 

250 400 650 

в которых He учтены затраты Ha рекламу. Найдите оптималь- 
ную стратегию рекламы для последующих трех недель и при 
бесконечном горизонте планирования с использованием реко- 
мендации, сформулированных в задаче 6.12. 

Ответ: при конечном горизонте планирования нужно 
использовать радиорекламу, если сбыт удовлетворительный, a 
во всех других случаях использовать газетную рекламу. 

6.14 (задача управления запасами). Магазин электрото- 

Варов с целью немедленного удовлетворения спроса покупате- 

лей может размещать заказы на холодильники в начале каждого 

pecaua Каждое размещение заказа приводит к постоянным 3a- 

ратам в 100 денежных единиц. Затраты на хранение одного
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холодильника в течение месяца, составляют 5 денежных единиц, 

а, потери: магазина, при отсутствии холодильника оцениваются в 

150 денежных единиц в месяц за каждый холодильник. Месяч- 

ный спрос на холодильники — дискретная случайная величина 

€, принимающая значения 0, | и 2 с вероятностями 0,2, 0,5 

и 0,3 соответственно. Магазин реализует следующую страте- 

гию: максимальный уровень запаса, не должен превышать двух 

холодильников в Течение месяца. Определите оптимальную 

стратегию размещения заказов на холодильники на последую- 

щие три месяца. 

Ответ: если в начале месяца запас равен нулю, то нужно 

заказывать два холодильника. В противном случае заказы не 

размещать. 

6.15. Найдите решение задачи управления запасами 6.14 

при условии, что вероятности, с ко- 

Таблица 6.13 торыми случайная величина & при- 

Спрос Месяц нимает свои возможные значения, 

11213 зависят от месяца (табл. 6.13). 

0 0,1 | 0,3 | 0,2 Ответ: если в начале месяца 

l 0,4 | 0,5 | 0,4 запас равен нулю, TO нужно заказы- 

2 0,5 | 0,2 | 0,4 вать два холодильника. В против- 
ном случае заказы не размещать. 

6.16. Решите задачу 6.12 при № = 3 с учетом коэффициента, 

дисконтирования a = 0,9. 

6.17. Решите задачу 6.13 при N = со с учетом коэффициента 

дисконтирования a = 0,9.



7. ЗАДАЧИ ПРИНЯТИЯ 
РЕШЕНИЙ В УСЛОВИЯХ РИСКА 

И НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

Выше (см. 1) мы говорили о том, что один из принципов 

классификации задач исследования операций связан с типом UH- 
формационного состояния „лица, принимающего решения“. В 
соответствии с этим принципом все задачи исследования опе- 

раций могут быть разбиты на три класса: детерминированные, 

стотастические и неопределенные. 

Детерминированные задачи исследования операции возни- 
кают лишь при наличии всей необходимой информации. По- 
этому их также называют задачами принятия решений в 
условиях определенности. 

Ограниченность или неточность информации приводит к 
одной из двух возможных ситуаций: 1) принятие решений в 
условиях риска (задачи принятия решений в условият риска); 
2) принятие решений в условиях неопределенности (задачи 
принятия решений в условиях неопределенности). В первом 
случае степень неполноты исходной информации находит свое 
отражение в виде законов распределения случайных величин, 

входящих в стохастические модели принятия решений. Во 
втором случае априорная информация о законах распределения 
соответствующих случайных величин не известна. 

Таким образом, по отношению к исходной информации 
определенность и неопределенность представляют собой два 
крайних случая, a риск определяет промежуточную ситуацию. 

В данной книге мы уделили значительное внимание задачам 
принятия решений в условиях определенности и рассмотрели 
один из важнейших классов задач принятия решений в условиях 
риска — марковские задачи принятия решений. В настоящей
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главе мы ознакомимся с общими положениями теории принятия 
решении в условиях риска и неопределенности, т.е. в условиях 
неполной информации. При этом мы не будем касаться за- 
дач принятия решений в условиях неопределенности, в которых 
„лицу, принимающему решения“, противостоит мыслящий про- 
тивник. Теория, в которой рассматриваются подобные задачи 

принятия решений, известна как теория игр (см. 8). 

7.1. Одноэтапные процедуры 

принятия решении в условиях риска 

При анализе марковских моделей принятия решений (см. 
6) в качестве принципа оптимальности, формально совпадаю- 
щего с критерием оптимальности, был использован критерий 

максимальности ожидаемой прибыли. В общем случае в зада- 
чат принятия решений в условиях риска используют и другие 

принципы оптимальности, которые, как правило, базируются 
на следующих характеристиках: 

1) ожидаемое значение доходов, расходов и т.п.; 

2) комбинация ожидаемого значения и его дисперсии; 

3) заданный предельный уровень ожидаемого значения; 

4) наиболее вероятное событие в будущем. 

Основная цель этого параграфа заключается в анализе ска- 

лярных критериев, наиболее часто используемых при принятии 

решений в условиях риска, с тем чтобы для каждого из них 

определить области не только возможного, но и наиболее целе- 

сообразного применения. 

Критерии ожидаемого значения. Использование этого 

критерия, обусловленное стремлением максимизировать ожи- 

даемую прибыль или минимизировать ожидаемые затраты, 

представляет собой естественный переход в задачах принятия 

решений от условий определенности к условиям риска. Коли- 

чественно критерий ожидаемого значения можно выразить в 

денежных единицах или в единицах полезности денег. Для
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уяснения принципиального различия между денежной единицей 

и единицей полезности денег обратимся к следующему примеру. 

Пример 7.1. Предположим, что инвестиции в 20000 де- 

нежных единиц с равными вероятностями дают либо нулевой 

доход, либо доход в 100000 денежных единиц. В этом случае 

ожидаемый доход составляет 

100000 - 0,5 + 0 -0,5 — 20000 = 30000 

денежных единиц и на первый взгляд может показаться, что 

решение о вложении 20000 денежных единиц является опти- 

мальным. В действительности же подобное решение является 

приемлемым не для всех инвесторов. 

Например, инвестор А может полагать, что из-за ограни- 

ченности наличных средств потеря 20000 денежных единиц 

может привести его к банкротству, и, возможно, предпочтет не 

вкладывать деньги при сложившихся обстоятельствах. Напро- 

THB, инвестор В, располагающий бездействующим капиталом, 

значительно превышающим необходимую наличность, может 

охотно пойти на риск. 

Этот простой пример иллюстрирует значение отношения 

„лица, принимающего решения“ к ценности или полезности 

денег. Данный фактор можно проиллюстрировать еще более 

наглядно, если вновь обратиться к инвестору А. 

Предположим, что инвестор А не желает рисковать суммой 

более чем в 5000 денежных единиц иу него есть две возможно- 

сти: 1) вложить 20000 и с равными вероятностями получить 

либо 100000, либо 0; 2) вложить 5000 и с вероятностью 0,5 
получить либо 23 000, либо с той же вероятностью ничего не 

получить. Из этих условий следует, что инвестору ничего не 

остается, как выбрать второе решение, хотя ожидаемая в этом 

случае прибыль 

23000 -0,5 +0-0,5 — 5000 = 6500 

много меньше, чем при выборе первого решения. #
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Рассмотренный пример показываел, что полезность денег 

не обязательно пропорциональна их количеству. Отметим так- 

же, что понятие полезности сложно формализовать. На практи- 

ке влияние полезности денег может быть отражено введением 

дополнительных ограничений, отражающих поведение „лица, 

принимающего решения“. Эта ситуация встретилась в приме- 

ре 7.1, в котором был введен максимальный уровень потерь, 

приемлемый для инвестора А. 

Итак, в общем случае нецелесообразно использовать ожи- 

даемое значение стоимостного выражения как единственный 

критерий. Экстремальное значение зтого критерия может слу- 

жить лишь ориентиром, а окончательное решение может быть 

принято только с учетом всех существующих факторов, опре- 

деляющих отношение „лица, принимающего решения“, к полез- 

ности денег. 

Остановимся на формальном аспекте практического ис- 

пользования скалярного критерия типа „ожидаемое значение“ 

в задачах принятия решении в условиях риска. Пусть ()„(&) = 

= (€\(W) &2(%) ... 6, ())" — случайная выборка объема п из 

генеральной совокупности случайной величины &(%), имеющей 

математическое ожидание т и дисперсию 92, т.е. M[E(w)] = т 
и D[é(w)] = 07. В зтом случае выборочное среднее 

E(w) = Увы) 
k=1 

обладает следующими числовыми характеристиками | XVII]: 

МЕ(“)| = т, D[E(w)] = 0?/n +0 при п -+ сю. Таким обра- 
зом, использование критерия „ожидаемое значение“ допустимо 

лишь тогда, когда одно и то же решение приходится прини- 

мать достаточно большое число раз (значение п велико). Тогда, 

случайная величина, E(w) начинает проявлять свойство устой- 

чивости, являющееся основным содержанием закона больших 

чисел [XVI], и для любого = > 0 сушествует предел 

lim Р [|€(w) — m| <e] =1. 
m—>0O
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Пример 7.2. Каждый из п однотипных станков ремонти- 

руется индивидуально, если он остановился из-за неисправно- 

сти, а через ТГ единичных временных интервалов производится 

профилактический ремонт всех п станков. Необходимо найти 

оптимальное значение Т’, при котором минимизируются общие 

затраты на ремонт вышедших из строя станков и профилакти- 

ческий ремонт в расчете на один единичный временной интер- 

вал. 

Пусть ре — вероятность выхода из строя одного станка в 

k-M единичном временном интервале, k= 1,7, а пк — число 

станков, вышедших из строя в К-м единичном временном ин- 

тервале. Из условий рассматриваемой задачи следует, что Ny = 

= пк (&) — дискретная случайная величина, распределенная по 

биномиальному закону с параметрами п, р и математическим 

ожиданием M[nz(w)] = np, [XVI]. Пусть далее C) — затраты на 

ремонт одного вышедшего из строя станка, а С› — затраты на 

профилактический ремонт одного станка. Тогда общие затра- 

ты на ремонт вышедших из строя станков и профилактический 

ремонт в расчете на один единичный временной интервал пред- 

CTaBAAIOT собой случайную величину 

Т 

С“) = (с Уп, (w) + Ст) 
k=1 

Применение критерия ожидаемого значения в рассматриваемом 
случае будет оправданным, если станки рассчитаны на дли- 
тельную зксплуатацию. При зтом ожидаемые затраты на один 
единичный временной интервал составят 

Т Т 

M[Cin(w)] = a (Ci УМ] + Con) = (Ci ope + C2), 
k=1 

Для иллюстрации проведенных рассуждении в табл. 7.1 при- 

ведены вероятности р; выхода из строя одного станка и ре- 

зультаты расчетов ожидаемых затрат на один единичный вре- 

менной интервал при Cy = 100, С› = 10 ип = 50, из которых
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следует, что оптимальное значение Т равно 3, т.е. профилакти- 

ческий ремонт нужно проводить через три единичных времен- 

ных интервала. 3 

Таблица 7.1 

T 
T | &k Pk 2 Pr | M[Ciry(v)] 

| | 0,05 0,05 750 

2 2 0,07 0,12 590 

3 3 0,10 0,22 533 

4 4 0,13 0,35 562 

5 5 0,18 0,53 630 

Критерий „ожидаемое значение — дисперсия“. При 
анализе критерия ожидаемого значения мы выяснили, что его 

использование в задачах принятия решений в условиях риска 
оправдано лишь для многократно повторяющихся ситуаций. А 

так как этот критерий является весьма удобным при решении 
практических задач, в чем мы имели возможность убедиться 
при изучении марковских моделей принятия решений, то попы- 

Таемся адаптировать его для редко повторяющихся ситуаций. 

Предположим, что величина дохода €(wW) является случайной 
величиной с математическим ожиданием т и дисперсией 07. 
Введем функцию полезности дотода v(E(w)). Мы не бу- 

дем обсуждать зто трудно формализуемое понятие, a сошлемся 

на специальную литературу*: функция полезности нужна нам 

лишь для обоснования вида конструируемого критерия. Счи- 
тая, что скалярная функция Y(T) является достаточно гладкой 

в некоторой окрестности точки 1 = т, приближенно предста- 
вим функцию полезности дохода по формуле Тейлора: 

(E(w) = elm) + ol (rm) (E(w) — т) + фт) - т 
“Cm.: Исследование операций: модели и применение / Под ред. A. Мо- 

удераи С. Элмаграби. 
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Таким образом, ожидаемое значение функции полезности дохо- 

да определяется следующим приближенным равенством: 

Ме ( ет) + оф" (то. 
Полученное соотношение указывает на то, что целесообразно 
учитывать не только ожидаемую прибыль, но и ее дисперсию. 

Из-за сложностей формализации понятия функции полезно- 
сти дохода в задачах принятия решений в условиях риска для 
редко повторяющихся ситуаций, как правило, используют не 
критерий ожидаемого значения функции полезности дохода, а 
критерий „ожидаемое значение — дисперсия“ 

M[E(w)] — K D[é(w)] - max (min), 
где значение параметра К интерпретируют как уровень не- 

склонности к риску. 

Так, например, если случайная величина €(w) представляет 

собой прибыль, инвестор, особенно остро реагирующий Ha BO3- 

можные большие отклонения прибыли вниз от ее ожидаемого 

значения, может выбрать большое значение А. Это придаст 

больший вес дисперсии и приведет к решению, уменьшающему 

вероятность большой потери прибыли. 

Пример 7.3. Вернемся к примеру 7.2, но вместо критерия 

ожидаемого значения воспользуемся критерием „ожидаемое 

значение — дисперсия“. Для этого нам необходимо определить 

дисперсию затрат на один единичный временной интервал: 

T 

Си) = = (с У `пь() + Ст) 
k=1 

где {n,(w)} — независимые случайные величины, распределен- 
ные по биномиальному закону с математическим ожиданием 
МИ, (“&)] = np, и дисперсией D[nz(w)] = прь(1 - pe), kK =1,T.
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Следовательно | XVI], 

T 

ро] = FEY [rule] = 
T T 

— (St) "n> pe(t — Pk) = "(5 (3-2). 

и в рассматриваемом случае (см. пример 7.2) критерий „ожи- 

даемое значение — дисперсия“ имеет вид 

M[Cir(w)] + КО[Ст(“)] = 

= (Soca) +4(S)" (Som Sort) i. 
Обратим внимание Ha то, что в данном случае МС т) 

суммируется с К [Си], Так как речь идет о затратах, 

выражаемых этой суммой, и смысл задачи — свести затраты к 

минимуму. 

В табл. 7.2 приведены результаты расчетов для задачи из 

примера 7.2, выполненных с использованием критерия „ожида- 

емое значение — дисперсия“ и данных из табл. 7.1. 

Таблица 7.2 

T | Е! pe M[Cir}(w)} | D[Ciry(w)] | M/D | M+D 

| 1 | 0,05 790 23750 0,03 24500 

2 | 2 | 0,07 550 14075 0,04 14625 

3 | 3 | 0,10 533 11256 0,05 11789 

4 1410,13 562 9866 0,06 10428 

51510,18 630 9266 0,07 9896 

В данном случае 

M[Cir(w)] 

D[Cir\(v)] 
< 0,07



7.1. Однозэтапные процедуры принятия решений в условиях риска 289 

для Т=1,5, и характер изменения значений используемого 
критерия в зависимости от Т в значительной степени будет 

определяться параметром А, интерпретируемым как уровень 
несклонности к риску. Если считать А = 1 (зто означает „рав- 
ноправность“ математического ожидания и дисперсии), То в 

сумме математического ожидания и дисперсии последняя пода- 
вляет математическое ожидание (см. Табл. 7.2) и оптимальным 
становится решение 7J™ = 5, отличное от полученного с помо- 

щью критерия ожидаемого значения (см. пример 7.2). # 

Рассмотренный пример является наглядной иллюстрацией 

того, что корректное использование критерия „ожидаемое зна- 

чение — дисперсия“ при принятии решений в условиях риска, 

проблематично. Эффектность практического применения это- 

го критерия в значительной степени связана с обоснованным 
назначением уровня несклонности к риску, что весьма затруд- 
нительно. В основном это связано с тем, что компоненты 

критерия „ожидаемое значение — дисперсия“ не являются нор- 
мированными (см. табл. 7.2). 

Замечание 7.1. Для случайной величины &(%) с мате 

матическим ожиданием M и дисперсией o*, согласно второму 
неравенству Чебышева | XVI], имеем 

Р [| (5) — т| < 30] > -=0,89. 

© 
| 
OO
 

Поэтому в задаче из примера 7.2 в качестве критерия опти- 

мальности можно использовать минимум функционала 

f(T) = МС] +3 / 5 [Ст] 

В этом случае, согласно данным табл. 7.2, имеем f(1) = 1212; 

f(2) = 906; f(3) = 851; f(4) = 860; f(5) = 919. Оптимальным 
является решение J* = 3, которому соответствует минимальное 
значение функционала f(T).
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Критерии предельного уровня. Рассмотрим ситуацию, 

когда на продажу выставлен подержанный автомобиль. Указав 
предлагаемую цену, продавец должен в разумно короткий срок 
решить, приемлема, ли она для него. С этой целью он может 

установить цену, ниже которой автомобиль не может быть 

продан (предельный уровень), и согласиться с первым же 
предложением цены, превышающим этот уровень. 

В рассмотренной одношаговой процедуре принятия реше- 

ний использован критерий, который называют критерием 
предельного уровня. Использование критерия предельного 

уровня при принятии решений в условиях риска, в общем случае 
не приводит к нахождению оппирмального решения, например, 
максимизирующего прибыль или минимизирующего затраты. 
Скорее, он соответствует определению приемлемого способа 
действий. Деиствительно, если вернуться к ситуации с прода- 

жей подержанного автомобиля, то можно заметить, что одно из 
последующих предложений может оказаться более выгодным, 
чем первое предложение цены, превышающее предельный уро- 
вень. 

Одним из преимуществ критерия предельного уровня явля- 

ется То, что его практическое использование не предполагает 
обязательного знания законов распределения соответствующих 
случайных величин. Однако знание этих законов позволяет не 
только избежать трудностей, связанных с формализацией раз- 
личных понятий, но и более обоснованно назначать предельный 
уровень. 

Пример 7.4. Пусть величина спроса в единицу време- 

ни на некоторый Товар, называемая интенсивностью спроса, 

является случайной величиной &(%) с функцией плотности ве- 

роятностей 
20 

f(x) _ 72? LE [10, 20}; 

0, т@ [10,20]. 

Если в начальный момент времени запасы товара невелики, то в 

дальнейшем возможен дефицит товара, выражаемый случайной
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величиной a(w). В противном случае к концу рассматриваемо- 

го периода запасы нереализованного Товара могут оказаться 

слишком большими, т.е. могут образоваться излишки, KOTO- 

рые выражаются случайной величиной G(w). В обоих случаях 

неизбежны потери. В первом случае уменьшается потенциаль- 

ная прибыль и возможна потеря клиентов, а во втором случае 

возрастают издержки, связанные с приобретением товара, и 

затраты на его складирование. 

Возможный компромисс состоит в выборе решения, уста- 

навливающего определенный баланс между двумя видами по- 

терь. Определить потери, вызванные дефицитом товара, весь- 

ма сложно. Поэтому „лицо, принимающее решения“, может 
установить необходимый уровень запасов Ё таким образом, 

чтобы величина ожидаемого дефицита, не превышала A, a вели- 

чина ожидаемых излишков не превосходила В. Таким образом, 

в рассматриваемом случае 

M[a(w)] = [ce —L)f(z)dz<A, 

Г 

При этом из вида функции плотности вероятностей f(z) выте- 

кает, что Ё принадлежит отрезку [10, 20] и, как следствие, 

+ -1) < A, 20(In = += ~1) < В, 
или, что TO же самое, 

In L —0,05L > 120 —0,05A — 1, 
InL —0,1L >1n10—0,1B —1. 

20(In 

Предельные значения А ожидаемого дефицита и В ожидае- 

мых излишков должны быть выбраны так, чтобы оба получен- 

ных неравенства удовлетворялись хотя бы для одного значения
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Г. Так, например, если А =2 и В =4, то неравенства для опре- 

деления необходимого уровня запасов L принимают следующий 

ВИД: 

шЁ- 0,052 > 1,896, InD—0,1L > 1,102. 

‚ Значение L принадлежит отрезку [10,20], так как именно в 
этом диапазоне изменяется величина спроса в единицу времени. 

Результаты расчетов, содержащиеся в Табл. 7.3, показывают, 

что оба ограничения удовлетворяются для любого L € [13, 17], 

т.е. любые значения DL из замкнутого интервала [13, 17] удовле- 

творяют условиям исходной задачи. 7 

Таблица 7.5 

L 10 11 | 127 13 | 14715 [16 | 17| 18 | 19 | 20 
In L — 0,051} 1,80] 1,84 1,88 [1,91 [1,94 [1,961 1,97 | 1,98]1,99] 1,991 1,99 
In L—0,1L | 1,301 1,291 1,28 [1261 1,24 |1.2111.17| 1,131 1,09 11,04 | 0,99 

В общем случае критерий предельного уровня может быть 

использован и в задачах принятия решений в условиях неопре- 

деленности. 

Критерии наиболее вероятного исхода. В основе этого 

критерия лежит преобразование случайной ситуации к детер- 

минированной путем замены случайной величины ее единствен- 

но возможным значением, имеющим наибольшую вероятность 

реализации. 

Пример 7.5. Если доход C от некоторого изделия пред- 

ставляет собой дискретную случайную величину C(w) с мно- 

жеством возможных значений {C,}>_,, то величина C,, такая, 
что 

P[C(w) =C,] = max P[C(w)=Cy], 
k=1,N 

может рассматриваться как детерминированное значение дохо- 
да от этого изделия. 3
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Критерий наиболее вероятного исхода можно рассматри- 

вать как упрощенный вариант некоторого более сложного кри- 

терия для принятия решении в условиях риска. Но это упроще- 

ние не связано с чисто аналитическими соображениями, a обу- 

словлено прежде всего тем, что с практической точки зрения 

знание наиболее вероятного исхода обеспечивает потребность 

в информации для принятия решений. 

При использовании критерия наиболее вероятного исхода 

для принятия решений в условиях риска необходимо помнить о 

том, что, как и другие рассмотренные критерии, он не является 

универсальным. Чтобы понять это, достаточно представить 

две элементарные ситуации: 

1) €(w) — дискретная случайная величина, принимающая 

значения X,, общее количество п которых велико, причем 

P[E(w) = Xz] < 0,05, k = 1, п; 
2) наибольшую вероятность реализации имеют несколько 

возможных значений дискретной случайной величины. 

В обоих случаях критерии наиболее вероятного исхода явно 

не годится для принятия обоснованного решения. 

7.2. Использование экспериментальных данных 

при принятии решении в условиях риска 

При формализации задач принятия решений в условият 

риска, т.е. при построении стохастическихт моделей при- 

нятия решений, предполагается, что законы распределения 

соответствующих случайных величин либо известны, либо мо- 

гут быть определены (см. примеры 7.2, 7.4). Эти законы 
распределения называют априорными. Но бывают ситуации, 

когда в процессе принятия решений появляется возможность 

проведения эксперимента над изучаемой системой с целью по- 

лучения дополнительной информации и уточнения априорных 

законов распределения. Законы распределения случайных вели-
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чин, полученные с использованием экспериментальных данных, 

называют апостериорными. 

В общем случае привлечение дополнительной информации 

экспериментального характера при принятии решении в усло- 

виях риска может оказать значимое влияние на выбор обосно- 

ванного решения. Проиллюстрируем это утверждение следую- 

щим примером. 

Пример 7.6. Предположим, что предприятие выпуска: 

ет некоторую продукцию партиями фиксированного размера 

с фиксированным предельно допустимым процентом бракован- 

ных изделий. Но из-за случаиных сбоев в технологическом 

процессе возможен выпуск партии с недопустимо высоким про- 

центом бракованных изделий. Для удобства дальнейших рассу- 

ждений введем случайные события: 

AH, — число бракованных изделий в партии является допу- 
стимым; 

Hz — число бракованных изделий в партии недопустимо 

велико; 

n — наудачу извлеченное изделие бракованное. 

Будем считать известными априорные вероятности 

P[H,|=0,95, РЯ Н!=0,04, Р[ Н?2]=0,05, P[n|H2]=0,15, 

где случайные события Н! и Н2 образуют полную группу слу- 
чаиных событий, a Р[7| Н»| обозначает вероятность того, что 

наудачу извлеченное изделие из партии с допустимым (k = 1) 

или недопустимым (k = 2) процентом бракованных изделий ока- 

жется бракованным. 

Производителю известно, что при отправке потребителю 

партии с недопустимо большим числом бракованных изделий 

он будет оштрафован. Но при использовании критерия наи- 

более вероятного исхода производитель может сделать вывод, 

что вероятность выпуска партии с недопустимо большими Чи- 

слом бракованных изделий Р[Н?2] = 0,05 слишком мала и для
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отправки потребителю можно выбрать любую партию без до- 

полнительного контроля. 
Теперь предположим, что сумма штрафа достаточно велика 

и перед отправкой партии потребителю производитель решил 
случайным образом проверить два изделия из этой партии 

с целью получения дополнительной информации. Возможные 
результаты эксперимента таковы: 

Q, — оба изделия доброкачественные; 

Q2 — лишь одно изделие доброкачественное; 
— оба изделия бракованные. 

ри этом с учетом априорных вероятностей P[{n| H,| = 0,04, 

Ри! Н?] = 0,15 и случайной выборки объема 2 из генераль- 
ной совокупности биномиально распределенной случайной ве- 
личины (вид распределения случайной величины вытекает из 

предложенной схемы контроля), можно вычислить условные ве- 

роятности исходов: 

P [ay | Н!] = C20,96? . 0,040 = 0,922, 

P (a, | H2] = C?0,85? . 0,159 = 0,722, 

P [a2 | Hi] = C10,96' -0,04' = 0,077, 

P (a2 | H2] = C10,85! -0,15! = 0,256, 

P [a3 | H,] = C20,96° -0,04? = 0,002, 

P (a3 | H2] = C}0,85° - 0,15? = 0,022. 

Далее по формуле Байеса [XVI] 

P (a, | H;| РН] 
[a,x | Hi] P[Ai]+ Plo, | H2] P[H2]’ 

i=1,2, k=1,2,3, 

Р На] = р 

могут быть вычислены апостериорные вероятности 

P(A, | 1 | = 0,960, РН! | a2] = 0,851, РИ! | a3] = 0,575, 

P[H2|a1] = 0,040, РН. | a] = 0,149, РН. | as] = 0,425.
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Таким образом, если оба проверенных изделия окажутся 

доброкачественными, Т.е. при реализации случайного события 

о, TO вероятность того, ITO число бракованных изделий в 
партии является допустимым, равна 0,96. Если же оба прове 
ренных изделия окажутся бракованными, Т.е. при реализации 
случаиного события аз, То вероятности пригодности (случай- 

ное событие H;,) или непригодности партии (случайное собы- 

тие Н2) являются сопоставимыми. 
Рассмотренный пример наглядно показывает, что оконча- 

тельное решение может существенно зависеть от результатов 
дополнительного контроля, т.е. дополнительной информации 
экспериментального характера. 

7.3. Многоэтапные процедуры 

принятия решении в условиях риска 

Выше (см. 7.1) были рассмотрены одноэтапные процеду- 
ры принятия решений в условият риска на основе различных 
скалярных критериев. При их реализации предполагают, что 
решения, принимаемые в будущем, не зависят от решений, 
принимаемых в настоящий момент времени. Примеры много- 
этапных процедур принятия решений в условиях риска дают 
марковские модели принятия решений. 

В этом параграфе рассмотрен многоэтапный процесс при- 
нятия решений в условиях риска, в котором взаимозависимые 
решения принимаются последовательно. Подобные процедуры 
могут быть представлены графически с помощью Так назы- 

ваемого дерева решений, использование которого существенно 
упрощает формализованное описание самого процесса приня- 
тия решений в условиях риска. Мы не будем останавливаться Ha 
строгом определении понятия дерева решений с позиции теории 
графов*, так как содержательный смысл и принцип использова- 
ния дерева решений наглядно показаны в следующем примере. 

“См., например: Исследование операций: модели и применение / Под 
ред. A. Моудераи С. Элмаграби.
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Пример 7.7. Фирма может принять решение о строитель- 

стве крупного или небольшого предприятия. Небольшое пред- 

приятие впоследствии может быть расширено. Принимаемое 

решение определяется в основном будущим спросом на про- 

дукцию, которую предполагается выпускать на сооружаемом 

предприятии. Строительство крупного предприятия экономи- 

чески оправдано при высоком уровне спроса. Однако можно 

построить небольшое предприятие и через два года принять 

решение о его расширении. 

В рассматриваемом случае процедура принятия решений со- 

стоит из двух этапов. На первом этапе принимается решение о 

строительстве либо крупного, либо небольшого предприятия. 

Если на первом этапе принято решение о строительстве не- 

большого предприятия, то на втором этапе (через два года) 

принимается или не принимается решение о его расширении. 

На рис. 7.1 исходная задача представлена в виде дерева 

решений. Предполагается, что спрос на продукцию, которая 

будет выпускаться предприятием, может быть либо высоким (с 

вероятностью p= 0,75), либо низким (с вероятностью р = 0,25). 

Дерево решений имеет два типа вершин: решающие вер- 

шины, которые изображены в виде квадрата, и случайные 

вершины, изображенные в виде круга. Разветвление с ре- 

шающей вершины 1 означает принятие решения относительно 

размеров вводимого в строй предприятия. Случайная вершина 

2 соответствует реализации одного из двух вариантов спроса 

на выпускаемую продукцию (высокий и низкий), что диктует- 

ся ситуацией, сложившейся на рынке. Каждый из возможных 

вариантов отмечен значением его вероятности. Случайная 

вершина 3 реализует аналогичное разветвление для принятого 

решения о строительстве небольшого предприятия. 

Естественно, что фирма будет рассматривать вопрос о рас- 

ширении небольшого предприятия лишь в случае, если по исте- 

чении двух лет на выпускаемую продукцию установится вы- 

сокий уровень спроса. Решающая вершина 4 отражает это 

решение, из нее выходят две ветви, соответствующие возмож-
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ным решениям: „расширять“ и „не расширять“. Случайные 

вершины 5 и 6 имеют по две выходящие ветви и соответствуют 

двум возможным уровням спроса. 

Для принятия решений необходима следующая информация: 

1) о вероятности реализации каждого из возможных вариантов, 

изображенных ветвями, выходящими из случайных вершин; 

2) о доходах или расходах (в денежных единицах), получае- 

мых при реализации каждого допустимого решения. Далее 

будем предполагать, что для выбора оптимального решения 

фирма планирует использовать критерий суммарного ожидае- 

мого значения прибыли за 10 лет. Анализ рыночной ситуации, 

возможных доходов и затрат отражен Ha рис. 7.1. 

Вычисления начинаем с этапа 2, с последующим переходом к 

этапу 1. Для последних восьми лет планового периода решения, 

относящиеся к вершине 4, оценивают следующим образом (в 

денежных единицах): 

М прибыль | расширение] = 

= (900000. 0,75 + 200000. 0,25) - 8 — 4200000 = 1600000, 

M| прибыль | без расширения] = 

= (250000 - 0,75 + 200000 - 0,25) - 8 = 1900000. 

Таким образом, в вершине 4 выгоднее принять решение о 

нерасширении предприятия. В этом случае ожидаемая прибыль 

составит 1900 000 денежных единиц. 

Оставляем одну ветвь, выходящую из решающей вершины 

4, которой соответствует ожидаемая прибыль в 1900000 де- 

нежных единиц, и переходим к вычислениям, относящимся к 

решающей вершине 1 (в денежных единицах): 

М прибыль | крупное предприятие | = 

= (1000000. 0,75 + 300000 - 0,25) - 10 — 5000000 = 3250000, 

М[прибыль| небольшое предприятие] = (250000-0,75-2+ 

+ 1900000 + 200000. 0,25 - 10 — 1000000) = 1775000.
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Таким образом, в вершине 1 оптимальным является решение 
о строительстве крупного предприятия, исключающее необхо- 
димость принятия решении в вершине 4. 53 

В заключение заметим, что зффективность практического 

использования деревьев решении в многозтапных процедурах 

принятия решении в условиях риска заметно возрастает по 

мере усложнения задачи. Эти усложнения находят свое отраже- 

ние в расширении множества допустимых решений, увеличении 

числа зтапов и числа решающих и случаиных вершин дерева 

решении, а также в увеличении числа ветвеи, выходящих из слу- 

чаиных вершин. Во всем зтом нетрудно убедиться, проанализи- 

ровав содержательные примеры из специальной литературы”. 

7.4. Одноэтапные процедуры принятия 

решений в условиях неопределенности 

При анализе одноэтапных процедур принятия решений в 

условиях риска мы уже отмечали, что практическое примене- 

ние критерия предельного уровня в общем случае не предпола- 

гает знания законов распределения случаиных величин. Позто- 

му критерии предельного уровня может использоваться и при 

принятии решении в условиях неопределенности. В зтом пара: 

графе мы рассмотрим критерии, наиболее часто применяемые 

на практике: 

1) критерий Лапласа; 

2) минимаксный (максиминный) критерий; 

3) критерий Сэвиджа; 

4) критерий Гурвица. 

Основное различие между критериями, перечисленными вы- 
ше, определяется стратегией поведения „лица, принимающего 

*См.: Вагнер Г., а также: Исследование операций: модели и применение 

/ Под ред. Д. Моудера и С. Элмаграби.
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решения“, в условиях неопределенности. Tak, например, кри- 

терии Лапласа базируется на более оптимистичных предполо-' 

жениях, чем минимаксныи критерии, а критерии Гурвица, в 

свою очередь, можно использовать при различных подходах: 

от наиболее пессимистичного до наиболее оптимистичного. Та- 

ким образом, перечисленные критерии, несмотря на их количе- 

ственную природу, отражают субъективную оценку ситуации, 

в которои приходится принимать решения. 

К сожалению, не существует общих правил оценки практи- 

ческой применимости того или иного критерия при принятии 

решений в условиях неопределенности. Скорее всего, зто свя- 

зано с тем, что поведение „лица, принимающего решения“, обу- 

словленное неопределенностью ситуации, по всеи видимости, 

является наиболее важным фактором при выборе подходяще- 

го критерия. 

Напомним, что мы рассматриваем задачи принятия реше- 

ний в условиях неопределенности, когда выбор решения из мно- 

жества G допустимых решений осуществляется одним лицом. 

Специфической особенностью зтих задач является отсутствие 

У „лица, принимающего решения“, разумного противника. В 

случае, когда в роли противника выступает „природа“, нет 

основании предполагать, что она стремится принести вред „ли- 

цу, принимающему решения“. 

Информация, необходимая для принятия решений в услови- 

ях неопределенности, обычно представляется в форме матри- 

цы, 1-я строка которой соответствует решению Х; из множе- 

ства допустимых решений С = {Хь} |, а 1-й столбец соот- 
ветствует состоянию 5; изучаемой системы 5 с множеством 
возможных состояний {5,}",. Каждому допустимому реше- 
нию Х; ЕС и каждому возможному состоянию 5; изучаемой 

системы 5 соответствует результат 

из =и(Х;,9;), t=1,N, 7=1,m, 

определяющий выигрыш или потери при принятии данного 

решения и реализации данного состояния. Таким образом, если
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множество С допустимых решений состоит из № элементов, 

а система 5 может находиться в любом из т возможных 

состояний, то матрица, 

N(G,S) = (43) Е Mum (R) 

и является матрицей исходных данных для принятия решений 

в условиях неопределенности. 

Если величина и(Х;,5;) определяет доход (выигрыш), обу- 

словленный принятием решения Х; ЕС и реализацией системой 

5 возможного события S;, то матрица, N(G,S) является матри- 

цей дохода. Если же величина v(X;,5;) определяет затраты 

(потери, проигрыш), обусловленные принятием решения Х; и 

реализацией системой 5 возможного состояния S;, то матрицу 
N(G,S) называют матрицей потерь или матрицей за- 

трат. , 

Перейдем к рассмотрению конкретных критериев, наибо- 

лее широко используемых при принятия решений в условиях 

неопределенности. 

Критерии Лапласа. Для обоснования этого критерия, 

широко используемого в задачах принятия решений в условиях 

неопределенности, воспользуемся следующими соображениями, 

отражающими основную суть принципа недостаточного 

обоснования. 

° Поскольку вероятности пребывания изучаемой системы S в 

каждом ее возможном состоянии Sj, } =1, 7%, не известны, то 

отсутствует и необходимая информация AA вывода, о TOM, что 

эти вероятности различны. В противном случае имела бы ме- 

сто ситуация принятия решений в условиях риска. Поэтому мы 

можем предположить равные вероятности реализации любых 

возможных состояний системы 5. Таким образом, исходную 

задачу можно рассматривать как задачу принятия решений 

*См.: Тата X., т.2.
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в условиях риска, когда выбирают решение X, Е С ={Х;} М4, 

обеспечивающее наибольший ожидаемый выигрыш, т.е. 

l т 

BEE gm 253). 

Здесь учтено, что вероятности пребывания системы 5 в состоя- 

ниях S;,7=1, m, одинаковы и равны 1/т. Сформулированный 

критерий называют критерием Лапласа. 

Пример 7.8. Предприятие должно определить уровень 

предложения услуг таким образом, чтобы удовлетворить по- 

требности клиентов в течение предстоящих праздников. По 

предварительным прогнозам число клиентов может принять 

одно из следующих значений: 

$1 =200, 52=250, 53=300, 54 = 350. 

Для каждого из этих возможных значений существует наилуч- 

ший с точки зрения возможных затрат уровень предложений 

Х;, и совокупность этих уровней образует множество G из 

четырех элементов. Отклонения от уровней Х; приводят к до- 
полнительным затратам либо из-за, неполного удовлетворения 

спроса, либо из-за, превышения предложения над спросом. Мал- 

рица потерь в условных денежных единицах приведена ниже: 

5 10 18 25 

8 7 8 23 
N(G,S)= (и:) = 
= |1 18 12 21 

30 22 19 15 

В данном случае т = N =4, а и; = v(X;,5;) — потери при 

уровне предложений Х; и реализации состояний S;.
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Имеем 

1 1 
4 M(X1, 55) = 7(5+10+18+25) = 14,5, 

1 1 
5 LY ( Xa, 83) = 1(8+7+8+23) = 11,5, 

1 1 
7 oY (X3:5)) = 7 (21+ 18+ 12421) =18, 

4 
] 1 

j=l 
Таким образом, 

и наилучшим уровнем предложения в соответствии с критерием 

Лапласа будет Хо. 

Минимаксный (максиминный} критерии. Этот кри- 
терий является наиболее „осторожным“, поскольку его реали- 

зация предполагает выбор наилучшей из наихудших возможно- 

стей. 

Пусть С = {Хх}, — множество допустимых решений, а 

{5;}—, — множество возможных состояний изучаемой систе- 
мы. Если v(X;,5;) — потери „лица, принимающего решения“, 
при выборе им решения Х; Е С и реализации системой 5 воз- 

можного состояния S;, то наибольшие потери независимо от 

возможных состояний будут равны 

maxv(X;,5;), 1=ЬМ. 
j 

По минимаксному критерию выбирают решение X, Е С, 
обеспечивающее 

X;,5;). gain. maxv( 557)
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Аналогично, если v(X;,S;) — выигрыш, то по максиминному 

критерию выбирают решение X, € С, обеспечивающее 

ши(Хр 5). wax min y( 557) 

Пример 7.9. Вернемся к примеру 7.8. Так как в этом 

случае и(Х;,5;) отражают затраты, то воспользуемся мини- 
максным критерием. Для каждого допустимого решения X; 

найдем максимальные затраты: 

шахи(Х1,5;) — и(Х1, 54) — 25, 

2 

maxy(X2, 55) = и(Х2,54) — 23, 

2 

шахи(Хз, 5; — и(Хз, 91) — и(Хз, 94) — 21, 

2 

шахи(Ха, 55) = и(Ха, 51) = 30. 
2 

Затем из полученных значений найдем минимальное: 

min тахи(Х;,5;) = v(X3, 51) = и(Хз, 94) = 21. 
‚ЕС 5, 

Итак, оптимальным является решение X3. 

Критерий Сэвиджа. Минимаксный (максиминный) кри- 
терии является настолько „пессимистичным“, что может при- 
водить к нелогичным выводам. Необходимость использования 

менее „пессимистичного“ критерия обычно иллюстрируют за- 
дачей принятия решений в условиях неопределенности с матри- 
цеи потерь . 

11000 90 
N(G,S) = (му) = (((Хь 5) = 10000 10000 

Применение минимаксного критерия приводит к выбору реше- 
ния X2 и потерям в 10000 при реализации системой одного
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из возмажных состояний 51 или 52. Но интуитивно напра- 

шивается вывод о целесообразности выбора решения X 1, по- 

скольку не исключается возможность реализации состояния So 
И и(Х1, 52) = 90. 

Для устранения отмеченного недостатка минимаксного 
(максиминного) критерия вместо величины и(Х;,5;), харак- 

теризующей потери (выигрыши) при принятии решения Х; и 
реализации возможного состояния 5;, введем величину 

шахи(Х:,5;) —#и(Х.5;), v(Xi,S; — доход; 

г(Х,, S;) = 

и(Х;,5;) — min v(X;,5;), v(X;,S;) — потери. 
X;EG 

Фактически величина г(Х;,5;} выражает сожаление „лица, 

принимающего решения“, по поводу того, что оно не выбра- 

ло наилучшее решение относительно состояния 5; изучаемой 

системы. Поэтому матрицу 

R(G,S) = (г:;) Е МмтК, г) — r( Xi, 5), 

называют матрицей сожалений, а минимаксный (максимин- 

ный} критерий относительно этой матрицы — критерием 

Сэвиджа. При использовании этого критерия: 

a) если v(X;,5;) — затраты, то решение выбирают из усло- 
Вия 

min тахг(Х;,5; Х.ЕС $, ( a js 

r(Xj,5;) = v(Xi,5;) - min v(X;,55), i=1,N,7=1,™; 
a 

6) если v(X;,5;) — доход, то решение выбирают из условия 

max minr(X;,5;), 
X;EG 5, 

r(X;,5;) = max v(X;,55) —v(X;,5;), 1 || 
-
 = >
.
 | >
 =
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В частности, в рассмотренном выше примере, решение 

которого с использованием минимаксного критерия приводило 

к нелогичному выводу, 

gin v(Xi, 51) = 10000, fnin v(Xi, 52) = 90, 

и матрица сожалений имеет вид 

1000 0 
R(G,5) = 0 a910 ) 

Таким образом, 

maxr(X1, S;) =r(X1,51) = 1000, 
3 

maxr(X2,5;) = r(X2, 52) = 9910, 

1 

min maxr(X;,5;) =r(X,,5,) = 1000 
goin maxr(X;,53) (X1, 51) 

и по критерию Сэвиджа оптимальным является решение Xj. 

Заметим, что этот же результат мы получим и при использо- 
вании критерия Лапласа. 

Пример 7.10. Вернемся к примеру 7.8 и запишем матрицу 

сожалений 

0 3 10 1 

300 8 
R(G,S)= (r(Xi,5;)) — 16 11 4 6 

25 15 110 

Отсюда получаем 

шахг(Х1,5;) — r(X1,53) = 10, шахг(Х2,5;) = г(Х2, 54) = 8, 
3 J 

maxr(X3, 55) = г (Хз, 91) = 16, щахг(Ха, 5) = г(Х4а, 91) — 25, 

J J 

рву maxr(Xi, 53) = r(X2, 54) = 8,
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и оптимальным по критерию Сэвиджа является решение X2, KO- 

торое отличается от оптимального решения по минимаксному 

критерию (см. пример 7.9} и совпадает с оптимальным реше- 
нием по критерию Лапласа (см. пример 7.8). 

Критерий Гурвица. Этот критерий охватывает ряд 

подходов к принятию решений в условиях неопределенности 
от наиболее пессимистичного до наиболее оптимистичного. 
Если N(G,S) = (v(Xi,5;)) Е Мм.(®) — матрица выигрышей 
(доходов), то наиболее оптимистичному подходу соответствует 
критерий 

фахщахи(Х+,5;), 

a наиболее пессимистичному — критерии 

min minv(X;,5;). 
X;EG 5, 

Критерий Гурвица устанавливает баланс между наиболее 

оптимистичным и наиболее пессимистичным подходами путем 

взвешивания обоих вариантов принятия решений в условиях 

неопределенности с весами © и | - а, где 0 < а<1. Это значит, 

что если N(G,S) = (,(Х;,5;)} — матрица выигрышей, то по 
критерию Гурвица выбирают решение Х, Е G, обеспечивающее 

max (ащахи(Хь, 5) + (1 - a) minv(X;,5;)). 

Если же N(G,S) — матрица затрат, то no критерию Гурвица 

выбирают решение Х, Е С, обеспечивающее 

min (amin v X;,5;) + (1- а) maxv(X;,S; ). in (amin v(X;,53) + (1 ~ a) maxv(Xi,S;) 

Параметр a € [0,1] называется показателем оптимиз- 

ма. Его значение выбирается „лицом, принимающим решения“, 

в зависимости от опыта принятия решений в условиях неопре- 

деленности и личных склонностей к оптимизму (а 1—0) или
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пессимизму (а 0+0). При отсутствии ярко выраженных 
склонностей а = 0,5 представляется наиболее разумным. 

Пример 7.11. Воспользуемся критерием Гурвица для 
решения задачи из примера 7.8, полагая а = 0,5. Результаты 

расчетов приведены в табл. 7.4 

Таблица 7.4 

Х; пи; max ij amin; + (1-а) maxvij 

Х1 5 25 15 

X92 т 23 15 

Хз 12 2] 16,5 

xX, | 1 30 225 

Согласно результатам расчетов, оптимальное значение по 

критерию Гурвица равно 15 и обеспечивается допустимыми 

решениями X, и Х.. 

Вопросы и задачи 

7.1. Что объединяет задачи принятия решении в условиях 

риска и в условиях неопределенности? 

7.2. В чем заключается принципиальное различие задач 

принятия решений в условиях риска и в условиях неопределен- 

ности? 

7.3. Укажите основные недостатки критерия ожидаемого 

значения. В каких ситуациях принятия решений в условиях 

риска целесообразно использование критерия ожидаемого зна- 

чения? 

7.4. Изложите принципиальную схему обоснования крите- 

рия „ожидаемое значение — дисперсия“. Почему появилась не- 

обходимость в разработке этого критерия и в чем заключается 

принципиальная трудность его практического использования 

при принятии решений в условиях риска?
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7.5. Сформулируйте идею, лежащую в основе критерия пре- 

дельного уровня. Возможно ли использование этого критерия 

при принятии решении в условиях: a) риска; 6) неопределен- 

ности? 

7.6. Приведите обоснование возможности практического 

использования критерия наиболее вероятного исхода при при- 

нятии решении в условиях риска. 

7.7. Изложите принципиальную схему использования экспе- 

риментальных данных при принятии решении в условиях риска. 

7.8. В чем заключается принципиальное отличие скалярных 

критериев, используемых при принятии решений в условиях 

неопределенности, от скалярных критериев, используемых при 

принятии решений в условиях риска? 

7.9. Нужно ли в дереве решений заранее знать вероятности 

реализации всех используемых случайных событии и стоимост- 
ные оценки различных допустимых решений? 

7.10. Может ли в дереве решений из решающей вершины 

выходить более двух альтернативных ветвеи? 

7.11. Сформулируйте идею, лежащую в основе критерия 

Лапласа для принятия решений в условиях неопределенности. 

7.12. Какой из известных Вам критериев для принятия 

решений в условиях неопределенности является: а) наиболее 

пессимистичным; 6) наиболее оптимистичным? 

7.13. Является ли истинным следующее высказывание: «Ec- 

ли „лицо, принимающее решения“, располагает матрицей до- 
ходов, то выбор оптимального решения по критерию Сэвиджа 

основывается на условиях максимина»? 

7.14. Производитель выпускает партии изделий, содержа- 

щие 8, 10, 12 и 14% брака с вероятностями 0,4, 0,3, 0,25 и 0,05
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соответственно. Он связан контрактами с потребителями A, В 

и С, и в этих контрактах оговорено следующее: 

1) процент брака для потребителей А, В и С не должен 

превышать 8, 12, и 14% соответственно; 

2) если процент брака превышает обусловленный, то штраф 

составляет 100 денежных единиц за 1 % превышения. 

Кто из потребителей будет иметь наибольший приоритет 

при выполнении заказа, если партия не проверяется до отправ- 

ки, а производство партий изделий более высокого качества, 

чем требуется, приводит к дополнительным затратам произво- 

дителя в 50 денежных единиц за 1%? 

Ответ: потребитель ВБ. 

7.15. Автомат производит а тысяч изделий в сутки. Если 

а увеличивается, то возрастает и доля брака 0. Функция плот- 

ности вероятностей случайной величины 0 = B(w) известна: 

—1 fa(2) ат", 2«€ (0,1); 
вт) = 0, x ¢ (0, 1]. 

Каждое доброкачественное изделие приносит доход в 5 денеж- 

ных единиц, а каждое бракованное — убыток в 50 денежных 

единиц. . Определите значение а, при котором ожидаемый до- 
ход принимает максимальное значение. 

Ответ: a= 49. 

7.16. Наидите решение задачи 7.15 с использованием крите- 

рия „ожидаемое значение — дисперсия“. Сравните оптималь- 

ные решения для значений показателя несклонности к риску 
К =1,2, 5. 

7.17. Спрос на некоторое изделие является дискретной 
случаиной величиной, информация о которой представлена в 

Табл. 7.5.
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Таблица 7.5 

Lk 01112131415 
P (é(w) = ze] | 0,1 | 0,15 | 0,4 | 0,15 | 0,1 | 0,1 

Определите: 

а) уровень запасов, при котором вероятность их полного 

истощения не превышает 0,45; 

6) уровень запасов, при котором среднее значение дефицита 

не превосходит 1, а среднее значение превышения не более 2; 

в) уровень запасов, при котором ожидаемый уровень дефи- 

цита меньше уровня превышения хотя бы на 1. 

Ответ: а) уровень запасов {> 2; 6) 2<1<4; в) 124. 

7.18. Ежедневный спрос на булочки в продовольственном 

магазине представляет собой дискретную случаиную величину, 

принимающую значения 100, 120 и 130 с вероятностями 0,2, 

0,3 и 0,5 соответственно. Владелец магазина ограничен в 

выборе величины запаса одним из указанных уровней. Если он 

закупает больше, чем может продать, то должен реализовать 

излишек со скидкой в 0,55 денежных единиц за каждую булочку. 

С помощью дерева решений найдите оптимальный уровень 

запаса, если булочка закупается по цене 0,6 денежных единиц, 

а, продается за 1,05 денежных единиц. 

Ответ: оптимальный уровень запаса, — 130 булочек. 

7.19. В условиях задачи 7.18 владелец магазина, желает pac- 

смотреть задачу принятия решений на двухдневный период. 

Его решения для второго дня определяются следующим обра- 

зом: если спрос в первый день равен текущему запасу, то он 

закажет такое же количество булочек и на второй день; если в 

первый день спрос превысил запас, то на второй день он сде- 

лает запас на более высоком уровне; если в первый день запас 

превысил спрос, то на второй день он сделает заказ Ha более
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низком уровне. Найдите оптимальное решение с использовани- 

ем дерева, решений. 

Ответ: в первый день заказать 130 булочек. Если в первый 
день спрос составил 100 булочек, то на второй день заказать 

120 булочек. Если же спрос составил 120 булочек, то на второй 

день заказать 120 булочек, а при спросе 130 булочек заказать 

130 булочек. 

7.20. Известна матрица доходов (выигрышей) 

15 10 0 -6 17 
31489 2 
15 14 20 -3 

\7 19 10 2 0 

N(G,S)= 

Наидите и сравните оптимальные решения, полученные с ис- 

пользованием: а) критерия Лапласа; 6) максиминного крите- 

pus; в) критерия Сэвиджа; г) критерия Гурвица при a = 0,5. 

Ответ: а) Х4; 6) X2; в) Xo; г) Ха. 

7.21. Один из № станков нужно выбрать для изготовления 

партии изделий, объем которой ©) может принимать любые дей- 

ствительные значения из отрезка [()*, Q**]. Производственные 
затраты С; для станка с номером 1 вычисляются по формуле 

С; = K;+QD,,i=1, М, где К;, D; — постоянные величины, ха- 

рактеризующие зтот станок. Найдите и сравните оптимальные 

решения, полученные с использованием критериев: а) Лапласа; 

6) минимаксного; в) Сэвиджа; г) Гурвица при a = 0,5.
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В предшествующих главах мы рассмотрели задачи приня- 
тия решений, в которых выбор оптимального решения осу- 
ществлялся одним „лицом, принимающим решения“. В этой 

главе мы остановимся на задачах принятия решений в условиях 
неопределенности, в которых участвуют несколько „лиц, при- 

нимающих решения“, а оптимальное значение целевой функции 

для каждого из них зависит и от решений, принимаемых всеми 

остальными участниками. 

Математическую дисциплину, исследующую ситуации, в KO- 

торых принятие решения зависит от нескольких участников, 
называют теорией игр. Предметом теории игр являются та- 

кие ситуации, в которых важную роль играют конфликты и 
совместные действия. Типичными примерами подобных ситу- 

аций могут служить планирование боевых операции противо- 
борствующих армий и рекламирование конкурирующих това- 

ров. 

Теория игр хорошо развита, и имеет обширные приложения. 

В главе излагаются лишь некоторые сведения из зтой области, 
которые помогут при изучении специальной литературы. 

8.1. Основные понятия, 

классификация и описание игр 

В теории игр „лиц, принимающих решения“ называют 

игроками, а целевую функцию — платежной функцией. 

Каждый игрок располагает конечным или бесконечным на- 

бором допустимых решений называемых стратегиями. Вы- 

игрыш каждого игрока определяется его платежной функцией, 

значения которой зависят от стратегий всех участников игры.
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Фактически игра представляет собой совокупность правил, 
известных всем игрокам. Эти правила, с одной стороны, опре- 
деляют множества стратегий игроков, а с другой — послед- 

ствия и выигрыши в результате выбора каждой из стратегий. 
Заметим, что в теории игр понятие стратегии является одним 
из центральных. 

Классификацию игр проводят по различным признакам: 

a) по числу игроков; 

6) по числу стратегий; 

в) по свойствам платежной функции; 

г) по характеру предварительной договоренности между 

игроками. 

Игру, в которой участвует п игроков, называют игрой с п 

участниками. Количество п участников может быть равным 

2, Зи т.д. При наличии двух игроков могут возникать и 
конфликтные ситуации, и необходимость в координированных 
действиях (кооперация). Если в игре участвует не менее трех 
игроков, то могут создаваться коалиции, т.е. группы из двух 

или более игроков, имеющих общую цель и координирующих 
свои стратегии. 

По количеству стратегий различают игры конечные и 
бесконечные. Если хотя бы один из игроков располагает 
бесконечным множеством стратегий, то игру называют беско- 
нечной. Если же каждый из игроков располагает конечным 

множеством стратегии, то игру называют конечной. 

Еще один способ классификации игр — по свойствам пла- 
тежной функции. В игре с нулевой суммой общая сумма 

выигрышей всех игроков равна нулю. В игре с нулевой суммой 

и двумя участниками выигрыш одного из них равен проигрышу 

другого. Таким образом, в играх с нулевой суммой существу- 

ет конфликт между игроками, и поэтому их называют также 

антагонистическими играми. В общем случае в игре с 

нулевой суммой, как правило, имеют место и конфликты, и со- 
гласованные действия игроков. Прямой противоположностью
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играм с нулевой суммой являются игры двух игроков с по- 

стоянной разностью, в которых оба игрока выигрывают 

или проигрывают одновременно. Поэтому игрокам выгодно 

действовать согласованно. 

В зависимости от характера предварительной договорен- 

ности между игроками различают кооперативные и неко- 

оперативные игры. Игра кооперативная, если до ее начала 

игроки образуют коалиции и принимают взаимообязывающие 

соглашения о координации своих стратегий. В противном слу- 

чае игра будет некооперативной. 

Прежде чем переходить к рассмотрению основных способов 

описания и анализа любой конкретной игры, введем еще два, 

понятия, широко используемых в теории игр. 

Ход — это момент игры, когда игроки должны выбрать 

один из возможных вариантов действии, т.е. принять одно из 

допустимых решений. 
Партия игры — это определенная совокупность ходов и 

выборов возможных вариантов действий. 

Существуют два основных способа, описания и анализа, лю- 

бой конкретной игры. 

Первый способ предполагает следующее: 

1) перечисление ходов, которые могут делать игроки; 

2) определение информации, которой располагают игроки в 

процессе игры; 

3) определение возможных вариантов действий игроков; 

4) указание предельных размеров платежей в конце игры. 

Игру, описанную подобным образом, называют игрой в 

развернутой, или экстенсивной форме, a само описание, 

как правило, составляют в виде дерева игры, аналогичного 

дереву решений. Игры в развернутой форме называют также 

позиционными играми. 

Пример 8.1. На рис. 8.1 изображено дерево игры для 

упрощенного варианта, игры двух лиц в покер (карточная игра). 
В этой игре ставка каждого из игроков равна 5 денежным
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I IT III IV У 

II > 5 
В 

(С, С) << — У = 0 
Р — 0 

П > 5 
В 

(С, М) <= <— y — 10 

P - 5 
П —> 5 

В 

(М, С) <= — vy — —10 

P - -5 
п - 5 

В 

Р — 0 

Рис. 8.1 

единицам. После сдачи карт на руках у игроков остается 

определенное количество карт. Набор карт может быть либо 

„старшим“, который мы обозначим через С, либо „младшим“, 
который мы обозначим через М. У первого игрока имеются две 

возможности: либо раскрыть карты (P), либо повысить игру 

(В). При раскрытых картах старший набор карт выигрывает 

банк, если же карты у игроков равны, то банк делится пополам. 

Если первый игрок повышает игру, то он вкладывает в банк 

еще 5 денежных единиц. После этого у второго игрока имеются 

две альтернативы: либо пасовать (II), либо уравнивать (У). 

Если он пасует, то первый игрок выиграет банк при любых 

картах. Если же второи игрок уравнивает игру, TO вносит в 

банк еще 5 денежных единиц, после чего либо старшие карты 

выиграют банк, либо при равных картах банк делится пополам. 

На дереве игры (см. рис. 8.1) изображены все возможные 
ситуации игры и указаны соответствующие им платежи. Рим- 

скими цифрами обозначены стадии игры: 

| — первый случайный ход, обозначающий определение ста- 

вок и сдачу карт; 

I] — сложившаяся после сдачи карт ситуация: С обозначает 

старшую карту, а М — младшую, первая буква обозначает



318 8. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ИГР 

карту первого игрока, а вторая — второго. Например, (С, М) 
обозначает старшую карту у первого игрока и младшую — у 

второго; 
Ш — второй ход в игре, в котором решение за первым 

игроком: раскрыть карты (P) или повысить ставки (В); 

ГУ — третий ход в игре, в котором решение принимает 
второй игрок. Он может пасовать (П} или уравнять игру (У); 

\У — завершение партии, когда подводятся ее итоги. При 

этом положительное значение обозначает выигрыш первого 

игрока (и проигрыш второго), а отрицательное значение — 
выигрыш второго игрока (и проигрыш первого). # 

Игру в развернутой форме называют игрой с полной ин- 

формацией, если в ней нельзя делать одновременно несколько 

ходов и если участникам известны выборы, сделанные при 

предшествующих ходах, включая и случайные ходы. Приме- 
ром игры с полной информацией являются шахматы. Покер 

представляет собой игру с неполной информацией, так как 
игрокам неизвестно, какие карты находятся на руках у про- 

тивника. 

Второй способ описания игры предполагает рассмо- 
трение всех возможных стратегий каждого игрока и опреде- 
ление платежей, соответствующих любым возможным комби- 

нациям стратегий всех игроков. Игру, описанную вторым 
способом, обычно называют игрой в нормальной форме. 

Естественно, зная развернутую форму игры, всегда можно 
представить ее в нормальной форме. 

Нормальная форма игры двух участников состоит из двух 
платежныт матриц, содержащих суммы выигрышей и про- 

игрышей каждого из игроков для любой из возможных пар 
стратегий. Обычно эти две матрицы объединяются в одну, 

как это изображено на рис. 8.2. Если первый игрок располагает 

множеством стратегий {X/}™,, а второй игрок — множеством 
стратегий {X?}"_,, то на пересечении 1-й строки и 7-го столб- 
ца объединенной платежной матрицы находится пара чисел
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x? x3 x? 

Х1 [ (п, 2.) (П1», M72) (Ti, Nin) \ 

Хх} (ПЗ, 113; ) (П.., 1135) (Tons 113 ,,) 

x}, \(M,, 2.) (My, 122). (Mya Па, J 
Рис. 8.2 

(П},, 11?;), представляющих собой выигрыши первого и второго 
игроков при выборе ими стратегий Х} и Х? соответственно. 

Единая платежная матрица состоит из т строк и п столб- 
OB, где т — число стратегий первого игрока, а п — второго 

(имеется в виду конечная игра). Считается, что каждому из 
игроков известны все элементы единой платежной матрицы 

игры. 

8.2. Игры двух участников с нулевой суммой 

Игры двух участников с нулевой суммой представляют 
собой наиболее разработанный раздел теории игр. Если игра 

двух участников с нулевой суммой представлена в нормальной 

форме, то для BCeXi=1,muj=l,n 

ПП = 0, 

где Г}, и п — выигрыши первого и второго игроков при вы- 

боре ими стратегий X} и X? соответственно. При этом первый 
игрок располагает т стратегиями, а второй — п стратегиями. 
Поэтому в данном случае вместо единой платежной матрицы 

используют платежную матрицу первого игрока (рис. 8.3), в 

которой 
2 ‘ — . — 

и) tel,m, g=l,n. П;=П;, =-П
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Хх Х? Ха 
x} ( ПП: Ш Min \ 

x3} IT. 22 ... Hon 

Xin \ Пт Пт2 ... и ) 

Рис. 8.3 

Пример 8.2. Первый и второй игроки одновременно и 

независимо друг от друга показывают один, два или три 
пальца. Выигрыш или проигрыш (в денежных единицах) равен 
общему количеству показанных пальцев. Если это количество 
четное, то выиграет первый игрок, a второй ему платит. Если 

же оно нечетное, то выиграет второй игрок, а первый ему 
платит. Требуется построить платежную матрицу. 

В рассмотренном случае у каждого игрока имеется по 
три стратегии: показать один, два или три пальца. Если 
стратегия X* k-ro игрока заключается в том, чтобы показать 
п пальцев, k= 1,2, п = 1,3, то платежную матрицу можно 

записать следующим образом: 

2-3 4 

(П&) = | -3 4 5]. # 
4 -5 6 

Как мы уже знаем, в задачах принятия решений выбор кри- 
терия оптимальности в значительной степени предопределя- 
ется информацией, которой располагает „лицо, принимающее 
решения“. Игры двух лиц с нулевой суммой в определенном 

смысле представляют собой предельный случаи полного отсут- 

ствия информации, когда противники находятся в состоянии 

конфликта. Именно поэтому в играх двух лиц с нулевои сум- 
мой в нормальной форме, называемых также матричными 

играми, как правило, используют наиболее „пессимистиче- 
ский“ минимаксный (максиминный) критерий, рассмотренный
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выше при анализе задач принятия решений в условиях неопре- 
деленности. Но ситуация в играх принципиально отличается 
от ситуации в задачах принятия решений в условиях неопре- 
деленности, в которых „природа“ не рассматривалась нами 

как активный или недоброжелательный противник. В нашем 

случае каждый игрок действует разумно и пытается активно 
помешать противнику. Поэтому попытаемся уяснить для себя 
обоснованность использования минимаксного (максиминного) 
критерия в играх двух лиц с нулевой суммой. 

Сначала, предположим, что мы выступаем Ha стороне перво- 
го игрока. Мы располагаем стратегиями Х!, = 1, т, и делаем 
первый ход. Если мы выбираем стратегию Х!, то второй 

игрок, являющийся разумным противником, будет стараться 
минимизировать наш выигрыш из множества возможных вы- 

игрышей П.;, 7 = 1,7, выбирая одну из стратегий x?, j=l,n. 

Таким образом, величина, 

Пу = min i ;; 

представляет наш гарантированный наименьший выигрыш при 

выборе стратегии xX! безотносительно к решениям второго 

игрока. Естественно, что из всех возможных стратегий Х! мы 
выбираем ту, которая максимизирует наш гарантированный 

наименыпий выигрыш, равный 

П, = шахП;, = тах пит Пу. 
a a 7 

Величину П, называют нижней ценой игры, а соответству- 

ющую ей стратегию X/ — максиминной стратегией. 
Очевидно, что если мы будем придерживаться максиминной 

стратегии, то при любых действиях противника нам гаранти- 

рован выигрыш П, который, во всяком случае, не меньше П,. 

Поэтому величину I], и называют нижней ценой игры. 

Естественно, что аналогичные рассуждения можно прове- 
сти и за второго игрока, который является нашим противни- 
ком. Он заинтересован в минимизации нашего выигрыша, и,
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как следствие, для каждой своей стратегии X?, j= 1,7, on 

должен сначала, определить наш максимально возможный вы- 

игрыш: 

I; = maxlli;, j=l,n, 

а, затем минимизировать эти максимально возможные выигры- 

ши путем выбора соответствующей стратегии. Величину 

I" = min IT = пил тах П;; 
j 1 

называют верхней ценой игры, а соответствующую ей стра- 

тегию x?. — минимаксной стратегией. Придерживаясь 

минимаксной стратегии, противник имеет гарантии, что в лю- 

бом случае проиграет (а первый игрок выиграет) не больше 

чем П*. 

Пример 8.3. Система противовоздушной обороны (ПВО) 
обороняет от воздушного налета участок территории, распо- 

лагая двумя зенитно-ракетными комплексами (ЗРК), зоны дей- 

ствия которых не перекрываются (рис. 8.4). Каждый ЗРК с 

единичной вероятностью поражает самолет противника в зоне 

своего действия, если его система, наведения начинает отслежи- 

вать цель и вырабатывать данные для стрельбы еще 3a предела- 

ми зоны. Противник располагает двумя самолетами, каждый 

из которых может быть направлен в зону действия любого ЗРК. 

Цель 1 Цель 2 

т т 
oa ГА ( 

1` 
| 

| 

A 
\ 

A 

4 
1 

t 

Puc. 8.4
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В момент, когда система ПВО решает задачу целераспределе- 

ния, Т.е. решает, какому ЗРК по какой цели стрелять, самолеты 

противника могут применить обманный маневр (см. рис. 8.4) и 

изменить маршрут. Цель системы ПВО — поразить как можно 

больше самолетов противника, a цель противника — потерять 

как можно меньше самолетов. 

В рассматриваемом случае мы имеем игру двух лиц с 

нулевой суммой. В распоряжении первого игрока (система 

ПВО) имеются четыре стратегии: 

Xj] — система наведения каждого ЗРК отслеживает цель, 

направляющуюся в его зону, Т.е. К-му ЗРК назначена, k-a цель, 

k= 1,2; 

Х. — система наведения первого ЗРК отслеживает вторую 

цель, а система наведения второго ЗРК отслеживает первую 

цель; 
Хз — системы наведения обоих ЗРК отслеживают первую 

цель; 
Xj — системы ваведения обоих ЗРК отслеживают вторую 

цель. 

У второго игрока (противника) также имеются четыре 

стратегии: 

X? — оба самолета не меняют своего курса, т.е. К-й самолет 

следует в зону действия k-ro ЗРК, k = 1, 2; 

X} — оба самолета применяют обманный маневр и меняют 
курс, т.е. первый самолет следует взону действия второго ЗРК, 

а, второй самолет следует в зону действия первого ЗРК; 

X? — первый самолет применяет обманный маневр, a BTO- 
рой нет, т.е. оба самолета следуют в зону действия второго 

ЗРК: 

Х? — второй самолет применяет обманный маневр, a пер- 

вый нет, т.е. оба самолета следуют в зону действия первого 

ЗРК.
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Состазим платежную матрицу: 

i 
(Пи) = 

>
 

—
 

ee
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ee
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1) 
определим верхнюю и нижнюю цены игры, а Также минимакс- 

ную и максиминную стратегии игроков. 

Для первого игрока имеем 

Па. = Ihe = 0; Mo, = Nay = 0; 

M3. = Mg; = 1, 9 = 1, 4; Па» = M4; =1, 9 = 1,4. 

Нижняя цена игры равна П, = 1, а первый игрок располагает 

двумя максиминными стратегиями Хз, Х1. 

Для второго игрока имеем 

Ш = Пи = 2; MNS = Mog = 2; 

П; = Пз=1, 7= 1,4; Па = Па =1, 71=1,4. 

Верхняя цена игры равна П* = П, = 1, а второй игрок распола- 

гает двумя минимаксными стратегиями Х2, Х2. 
В данном случае верхняя и нижняя цены игры совпадают и 

равны единице. Это означает, что при использовании системой 

ПВО любои из максиминных стратегии она Гарантированно 

сбивает один самолет, a при использовании противником любой 

из своих минимаксных стратегии, он гарантированно теряет 

лишь один самолет. 5 

В теории игр оптимальность решения связывают с ситу- 

ациейи, в которой ни одному из игроков невыгодно изменять 
свою стратегию. В этом случае игра считается стабильной, 

или натодящейся в состоянии равновесия.
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В примере 8.3 рассмотрена игра, для которой нижняя цена 

равна верхней: 

П„ = max min П;; = шш тах П;; = I”. 
i 3. 8 

Это равенство является проявлением свойства устойчи- 

вости минимаксных (максиминных}) стратегий. Свойство 
устойчивости заключается в том, что если один из игроков при- 

держивается своей минимаксной (максиминной} стратегии, то 

другои игрок никак не может улучшить свое положение, отсту- 

пая от своей максиминной (минимаксной} стратегии. 

Игры, в которых нижняя цена равна верхней, занимают 

особое место в теории игр, их называют играми с седловой 

точкой. | 

В платежной матрице любои игры с седловои точкои всегда, 
существует элемент, являющийся одновременно минимальным 

в своей строке и максимальным в своем столбце. Такой элемент 

называется седловой точкой. Заметим, что седловая точка 

может быть и не единственной. Так, платежная матрица игры 

из примера 8.3 имеет четыре седловые точки, расположенные 

на пересечении двух ее последних строк и двух последних 

столбцов. 

В играх с седловой точкой общее значение нижней и верхней 

цены 

и = П. =I” 

называют чистой ценой цгры. Очевидно, что седловой точке 
соответствует максиминная стратегия первого игрока и мини- 

максная стратегия второго. До тех пор пока игроки будут при- 
держиваться этих стратегии, выигрыш остается постоянным и 
равным чистой цене игры. Если второи игрок отклонился от 

своеи минимаксной стратегии, то первыи игрок сразу получа- 
ет преимущество, так как элемент и является минимальным в 

своей строке и подобное отклонение не может быть выгодным 

для второго игрока. Проводя аналогичные рассуждения для
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первого игрока, приходим к выводу: в играх с седловой точкой 

максиминная стратегия первого игрока и минимаксная страте- 
гия второго являются оптимальными. Поэтому совокупность 
этих двух стратегий называют решенцем игры. 

Из минимаксного и максиминного критериев следует [ XIV], 

что верхняя цена игры всегда не меньше ее нижней цены, т.е. 

—w 1 ee 1 .’. —_— * Il, = тах пит П;; < min max Пи = П\, 

причем это неравенство превращается в равенство для игры 

с седловой точкой. Чтобы убедиться в Том, что существуют 

игры с нулевой суммой без седловой точки, Т.е. II, < П*, 
достаточно вновь обратиться к примеру 8.2. 

6 Пример 8.4. Продолжим анализ игры „три пальца“ из 

примера 8.2 и определим нижнюю и верхнюю цены игры с 

помощью платежной матрицы. 

Для первого игрока имеем 

Iie = П12 = -3, To. = Пзз=-5, 3, = Пз2 = 5. 

Таким образом, нижняя цена игры равна II, = —3, и еи соот- 
ветствует максиминная стратегия Х1 первого игрока. 

Для второго игрока имеем 

Il} = Is, = 4, По = П22 = 4, Пз = Пзз = 6. 

Верхняя цена равна [1* = 4, и ей соответствуют две минимакс- 

ные стратегии X? и X? второго игрока. 
В рассматриваемой игре 

П, =-3<4=П*, 

что означает отсутствие седловой точки. Для наглядности на- 

шего анализа, предположим, что каждый из игроков делает свой 

ход в порядке очередности. Пусть второй игрок выбрал мини- 

максную стратегию Х2. В ответ на это первый игрок, отступая
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от своей максиминной стратегии, может воспользоваться стра- 

тегией X4 и выиграет 4. Тогда второй игрок, продолжая игру, 
реализует вторую минимаксную стратегию X? и выигрывает 

5, на что первый игрок отвечает стратегией Х1 и выигрывает 

4. Таким образом, если один из игроков будет придерживаться 

своей минимаксной (максиминной} стратегии, то другой игрок 

может улучшить свое положение, отступив от своей макси- 

минной (минимаксной} стратегии. В рассматриваемом случае 

минимаксные (максиминные) стратегии не обладают свойством 

устойчивости. # 

В играх двух участников с нулевой суммой выигрыш одного 

из них равен проигрышу другого. Поэтому, если целью одного 

из игроков является максимизация своего выигрыша, то целью 

другого игрока является минимизация своего проигрыша. Если 

фиксированная стратегия одного из игроков (допустим, перво- 

го) не обладает свойством устойчивости, то она не может быть 

оптимальной, Так как в этом случае второй игрок может улуч- 

шить свое положение (увеличить свой выигрыш или уменьшить 

свой проигрыш} 3a счет улучшения положения первого игрока. 

Итак, среди игр двух лиц с нулевой суммой существуют 

игры без седловых точек. В таких играх нижняя цена игры 

строго меньше ее верхней цены, а, минимаксные и максиминные 

стратегии не являются оптимальными, Т.е. их совокупность не 

является решением игры. Анализу подобных игр и посвящен 

следующий параграф. 

8.3. Решение игр двух участников 

с нулевой суммой в смешанных стратегиях 

В теории игр элементы множеств допустимых решений 
игроков принято называть чистыми стратегиями. Как 

мы уже знаем, в игре двух участников с нулевой суммой при 

наличии седловыт точек решение игры находится в чистых
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сТратегиях, а оптимальными являются максиминная и мини- 

максная стратегии. 

На практике в играх двух участников с нулевои суммой го- 

раздо чаще встречается случаи, когда седловых точек нет, т.е. 

верхняя П* и нижняя Il, цены игры различаются. Если искать 

решения подобных задач в чистых стратегиях, то в расчете 

на разумного противника мы должны воспользоваться MUHU- 

максным (максиминным} критерием. В этом случае первый 

игрок гарантирует себе выигрыш, равный нижней цене игры 
П.. При зтом естественное желание первого игрока, гаранти- 

ровать себе выигрыш больше чем I], и естественное желание 

второго игрока, гарантировать себе проигрыш меньше чем П* 

при использовании чистых стратегии приводят к нарушению 

стабильности игры, что мы и наблюдали в примере 8.4. 
Для преодоления нестабильности игры используют сме- 

шанные стратегии, которые заключаются в случаином че- 

редовании чистых стратегий. С вероятностной точки зрения, 

если р: >20 — вероятность выбора первым игроком чистой 
стратегии X}, k=1, т, где 

т 

У pm = 1, 
k=1 

TO его смешанная стратегия — зто т-мерный вектор 
T — (ml pl i 5х1 = (Pt Р2 --- Pm) 

Таким образом, множество смешанных стратегий содержит 
в себе и все чистые стратегии, так как для любой чистой 

стратегии Хх можно залисать вектор Sx, с координатами 

1, 

0, 7k, 

Фактически смешанные стратегии представляют собой ма- 
тематическую модель гибкой, изменчивой Тактики; при при- 
менении зтой Тактики противник не знает и не может знать 
заранее, с какой ситуацией ему предстоит столкнуться. 

1=К Le 
р! = = 1, т.
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Пусть p}, t= 1,m, и p}, j =1,n, — вероятности выбора 

первым и вторым игроками чистых стратегий Х} и X?, т.е. 

_ (pl pl _ 
SX1 = (pj Pz ->: Pin) 

смешанная стратегия первого игрока, a 

т 

$х2 = (р ps ... р) — 

смешанная стратегия второго игрока. При зтом 

В этом случае платежная матрица игры имеет следующий 

ВИД: 

[ Пи П:2 ... п» \ 

(Thy) =f 2 Ne Ne 
\ Tina Пиз ... Пл 

При использовании смешанных стратегий выигрыш первого 

игрока есть дискретная случайная величина, множество воз- 
можных значений которой представлено матрицей (П;;). Игро- 
ки выбирают свои смешанные стратегии независимо друг от 

друга. Позтому вероятность того, что первый игрок выберет 
стратегию Х}, а второй игрок — стратегию ХУ, равна про- 

изведению р!р7. Так как этой паре стратегий соответствует 
выигрыш П;; первого игрока, То для определения ожидаемого 

выигрыша, первого игрока и ожидаемого проигрыша второго 

в случае использования ими смешанных стратегий $х: и $х2 
достаточно вычислить математическое ожидание дискретной 
случайной величины. Таким образом, ожидаемый выигрыш
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первого игрока (и ожидаемый проигрыш второго игрока} ра- 
вен 

т й 

и(5х1,5х2) = У`У pl pi Пу. 
t=1 9=1 

Мы предполагаем, что в игре участвуют разумные против- 
ники. Поэтому первому игроку целесообразно выбирать свою 
смешанную стратегию, Т.е. набор вероятностей р!, {= 1, т, 
выбора чистых стратегий Х!, исходя из условия максималь- 
ности своего наименьшего ожидаемого выигрыша. А так как в 

множестве его смешанных стратегий содержатся и все чистые 
стратегии, то ожидаемый выигрыш П! не может быть мень- 
ше нижнеи цены игры безотносительно к деиствиям второго 

игрока: 
m 

П. <П' = max min (Уп, ). 
р; J $=1 

Второму игроку целесообразно выбирать свою смешанную стра- 

тегию, исходя из условия минимальности своего наибольшего 

ожидаемого проигрыша. Проведя аналогичные рассуждения, 

мы приходим к выводу о Том, что этот проигрыш не может 

быть больше верхней цены игры: 

п 

ж 2: 27]... I" >’ = min тах ( ) pals). 
P; 1=2 

При зтом можно доказать, что, как и в случае чистых страте- 
`гий, выполняются неравенства, 

П. <П! < П? < П*. 

Мы можем также утверждать следующее. Если вероятности 

выбора чистых стратегий р!*, {=1, т, и р;*, J =1, п, опреде- 

ляют оптимальные решения игроков, То ожидаемый максимин- 

ный выигрыш П! первого игрока и ожидаемый минимаксный
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проигрыш П? второго равны между собой и равны ожидае- 

мой цене игры: 

™m п 

1 2 
и* = v(sy1,Sy2) = IT — IT? = SoS php Nj, 

t=1 2=1 

1» т 
2 

т 

5% =(pi" p pre), = (pi р"... р”) 

Известно не так много методов нахождения оптимальных 

смешанных стратегии Sy, и 52, Т.е. оптимальных вероятно- 
стей р!* и ps выбора чистых стратегии в играх двух участни- 

ков с нулевой суммой. Рассмотрим некоторые из них, начав с 

простейших. 

Аналитический метод для игр с платежной матри- 
цей второго порядка. В дальнейших рассуждениях под ак- 
тивными стратегиями игрока будем понимать те чистые 
стратегии, которые с ненулевыми вероятностями содержат- 
ся в его оптимальной смешанной стратегии. В играх двух 
участников с нулевой суммой, каждый из которых имеет две 
чистые стратегии, платежная матрица имеет порядок два. При 
отсутствии седловой точки решение может быть наидено в сме- 

шанных стратегиях и обе чистые стратегии каждого игрока, 
являются активными. 

Если первый игрок придерживается своей оптимальной сме- 

шанной стратегии 5%. = (р|" p4*) , то его выигрыш остается 
неизменным и равным ожидаемой цене игры #* независимо OT 
деиствий второго игрока. Таким образом, 

ж* 

Mp)" + П21р2* =v", Плорл”“ + П22р* =и*, р“+р2“=1, 

откуда, при Па: + П22 4 П12 + По: следует, что 

pi*= П>2 — П21 pl* = Пи - П12 

т (Wii +П22) — (П12+ Mar)’ 2 (11 + П22) — (M2 + M1)’ 

Пи: 022 — П12П21 

(Пи: + П22) — (П12+ Mei) 

ж 
и = 
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Аналогично, если второй игрок придерживается своей опти- 
>, жж (та 2 мальной стратегии Sy. = (pi* р2*) ‚ то его проигрыш остается 

неизменным и равным цене игры и* независимо от действии 

первого игрока. Таким образом, 

П;1р2* + П12р2* =v", П21р2* + П22р2* =v", р”+р2“=Т 

откуда 

p* = П22 — П12 p> = Пи — Wo 
1 (hia + Mea) - (П12+П21)’ "(Пи + M22) — (M2 + Mar)’ 

Завершая наши рассуждения, напомним, что отсутствие 
седловой точки означает выполнение неравенства, 

max пит П;; < min шах Пу;. 
3 2 2 3 

В рассматриваемом случае каждый из индексов ги J может 

принимать два значения: | и 2. Можно показать, что при 

отсутствии седловой точки выполняется условие Пит + П22 = 

7 П12 + Пэт, а также условия 

pe*>0, К,1=1,2. 

Пример 8.5. Предположим, что сторона А (первый игрок} 

посылает в расположение противника В (второй игрок) два 

бомбардировщика. Бомбардировщик 1 летит спереди, а бом- 

бардировщик 2 — сзади. Один из них (заранее не известно 

какой} несет мощную бомбу для поражения наземной цели, а 

второй выполняет функции сопровождения. В раионе располо- 

жения противника бомбардировщики подвергаются нападению 

истребителя стороны В, который атакует их со стороны зад- 

Hew полусферы (рис. 8.5). Если истребитель атакует задний 
бомбардировщик, то по нему ведут огонь пушки только этого 

бомбардировщика и поражают его с вероятностью 0,3. Если же 

истребитель атакует передний бомбардировщик, то по нему ве- 

дут огонь пушки как переднего, так и заднего бомбардировщи-
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ка; они поражают его с вероятностью 1 — (1- 0,3)? = 0,51. Если 

истребитель не сбит огнем бомбардировщика, то он поражает 

атТакованную цель с вероятностью 0,8. Задача бомбардировщи- 

ков — донести бомбу до цели, а задача истребителя — воспре- 

пятствовать этому. Необходимо наити оптимальные стратегии 

игроков. 

Бомбардировщики Истребитель 

Рис. 8.5 

В распоряжении каждого игрока имеются по две страте- 

ГИИ: 

Х! — сделать носителем бомбы бомбардировщик 7, 2 € 
Е {1, 2}; 

X? — атаковать бомбардировщик j, j Е {1, 2}. 

Составим платежную матрицу игры, для чего определим 

средний выигрыш П;;, 1, 1 = 1,2, первого игрока (вероятность 

непоражения носителя) при каждой возможной комбинации 

стратегий игроков. 

111] — вероятность непоражения бомбардировщика, 1, явля- 

ющегося носителем, при атаке истребителя. Носитель выпол- 

HUT свою задачу в случае, если истребитель будет сбит огнем 

бомбардировщиков, или же в случае, если они его не собьют, 

HO и OH не поразит свою цель. Таким образом, 

1,1 = 0,51 + (1- 0,51)(1 — 0,8) = 0,608. 

112 — вероятность непоражения бомбардировщика, 1, явля- 

ющегося носителем, при атаке истребителем бомбардировщи- 

ка 2. Очевидно, что П12 = 1.
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2: — вероятность непоражения бомбардировщика, 2, явля- 

ющегосЯ носителем, при атаке истребителем бомбардировщи- 

ка 1. Очевидно, что Па: = 1. 

[22 — вероятность непоражения бомбардировщика 2, явля- 

ющегося носителем, при его атаке истребителем. Носитель 

выполнит свою задачу, если истребитель будет сбит огнем но- 

сителя или же, уцелев от огня носителя, он не поразит свою 

цель. Позтому 

[22 = 0,3 + (1 — 0,3} (1 — 0,8) = 0,44. 

Записываем платежную матрицу 

0,608 1 
is) = ( | о). 

Нижняя цена игры равна II, = 0,608, а верхняя цена игры 

равна П* = 1. Игра не имеет седловой точки, позтому решение 

следует искать в смешанных стратегиях. Найдем оптимальные 

смешанные стратегии и цену игры: 

Па: + П22 — (П,2 + П21) = —0,952, 

0.44 - 1 0,608 — 1 I» ’ 1ж , 
= = 0,588, = = 0,412, Pr = 995g = 98% 22 = бод 20412 

0,44 — ] 0,608 — 1 2* =) _ Qe OM) —_ 

0,608 - 0,44 —1.1 

—0,952 

Оптимальные смешанные стратегии 

3% = 5% = (0,588 0,412)” 

найдены с точностью до третьего знака после запятой. Та- 

ким образом, сторона А (первый игрок) в 58,8 % всех случаев
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(с вероятностью 0,588) должна делать носителем бомбардиров- 

щик |, ав 41,2 % случаев — бомбардировщик 2. Оптимальная 

стратегия стороны В (второй игрок) состоит в том, чтобы 

в 58,8 % случаев истребитель атаковывал головной бомбарди- 

ровщик, в 41,2 % случаев — замыкающий. При этом носитель 

будет выполнять свою задачу с вероятностью 0,769 %, что боль- 

ше нижней цены игры IT, = 0,608 и меньше верхней цены игры 

П* = 1. 

Графический метод. Этот метод можно использовать, 

когда у одного из игроков в распоряжении лишь две чистые 

стратегии. В случае отсутствия седловой точки обе чистые 

стратегии будут активными. 

Рассмотрим игру двух участников с нулевой суммой, в 

которой нет седловой точки, а первый игрок может при- 

менять две чистые стратегии, т.е. (П;;} Е М2.(В). Пусть 
т 

Sy. = (pi" py") — оптимальная смешанная стратегия первого 

игрока. Тогда, 

py =1- р", 0<р*<1, 

и его ожидаемый выигрыш, соответствующий чистой страте- 
гии Х; второго игрока, j = 1, п, равен 

2 

У(Х?, 1") = Ур!" Па; = (Па; - Пр" + Maj, 9 = Thm. 
1=1 

Таким образом, ожидаемый выигрыш первого игрока при лю- 
бой стратегии второго игрока является линейной функцией 

вероятности р!* выбора первым игроком своей первой чистой 
стратегии. 

В соответствии с минимаксным критерием для игр двух 

Участников с нулевой суммой при отсутствии седловой точки 
первый игрок должен выбирать значение р!* так, чтобы мак- 
симизировать свой минимальный ожидаемый выигрыш. Эта
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задача, легко решается графически путем построения прямых, 

соответствующих ожидаемым выигрышам первого игрока при 

различных чистых стратегиях второго игрока и являющихся 

линейными функциями аргумента р! Е (0, 1). 
Если второй игрок располагает двумя чистыми стратегия- 

ми, Т.е. (П;;) Е Ми2 (В), то все проведенные рассуждения можно 

повторить для второго игрока. 

Пример 8.6. Рассмотрим игру двух участников с нулевой 

суммой и платежной матрицей 

is) = (1 : > 5). 

Нижняя цена этой игры 

I], = тахпи П;; =2 
2 

отличается от ее верхней цены 

П* = min maxI],; = 3, 
3 $ 

т.е. игра не имеет седловой точки. 

Чтобы определить оптимальную смешанную стратегию пер- 

вого игрока, представим его ожидаемые выигрыши для всех 

возможных стратегий X?, j = 1,4, второго игрока в виде ли- 
неиной функции вероятности р! выбора первым игроком своей 

первой чистой стратегии X}: 

У(Х!, р!) = -2р1+4,  У(Х2р)=-р +3, 

Y(X3,p1) =p, +2, Y(X},pt) = —7p} +6. 

На рис. 8.6 изображены графики линейных зависимостей 

ожидаемых выигрышей первого игрока от вероятности р! вы- 
бора им своей первой чистой стратегии Х!. Выделенная 

ломаная линия ANB определяет минимальный гарантирован-
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ный выигрыш первого игрока независимо от действий второго 
игрока. Таким образом, согласно максиминному критерию, 

*=05, v*=25, 

что соответствует точке №(0,5; 2,5). А так как в рассматри- 

ваемом случае первый игрок располагает лишь двумя страте- 

гиями, To pi* +р.* = | иего оптимальная смешанная стратегия 

s*, = (0,5 0,5). # 

У(Х& р!) J 6 

5 
УХ» р!)  ¥(X2p!) |4 

3 

2 

о
н
ь
о
ь
 

э
т
о
ю
 

Рис. 8.6 

При использовании графического метода для решения игр 
двух участников, один из которых имеет две стратегии, все по- 
строения в смешанных стратегиях соответствуют ожидаемому 
проигрышу второго игрока. 

т 

Пусть 52, = (р2* р2*) — оптимальная смешанная страте- 
гия второго игрока, располагающего стратегиями X? и Х2. 
Тогда 

2» __ 2% 2x 
Po —1-pr, 0< pj <], 

и его ожидаемый проигрыш, соответствующий чистой страте- 
гии Х1, 1 =1, т, первого игрока, равен 

2(Х 3 pi") )= Dov = — (Па — I ;2)p}* + I ;2, $ = ], т.
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Все дальнейшие рассуждения аналогичны предыдущим, если 

учесть, что второй игрок использует минимаксный критерий. 

Пример 8.7. Рассмотрим игру двух участников с нулевой 

суммой, в которой платежная матрица, равна, 

2 4 \ 

2 3 

3 240 

2 6) 
В данном случае нижняя цена игры П, = 2 отличается OT ee 

верхней цены П* = 3, т.е. игра не имеет седловой точки. 

Чтобы определить оптимальную смешанную стратегию вто- 

рого игрока, представим его ожидаемые проигрыши для всех 

возможных стратегий Х!, + = 1, 4, первого игрока как линейные 

функции вероятности р? выбора вторым игроком своей первой 
чистой стратегии Х?: 

Пи = 

2(Х1, р?) =-21+4,  2(X}, pj) = —pi +3, 

Z(X3,pi) = pi +2, Z(X}, pi) = —8pi + 6. 

На рис. 8.7 выделенная ломаная линия AMNB определяет 

максимальный гарантированный проигрыш второго игрока 

независимо от действий первого игрока. Таким образом, 
согласно минимаксному критерию, 

т 

* 2 ж 8 * 2 1 

Отметим, что графический метод позволяет находить не 

только ожидаемую цену игры и оптимальную смешанную стра- 

тегию одного из игроков, но и оптимальную смешанную страте- 

гию другого игрока, т.е. полностью решить исходную задачу. 

Действительно, рассмотрим игру двух участников с нуле- 

вой суммой, в которой первый игрок имеет две стратегии и
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2(X},p?) 
2(Xz, р!) 
M 

ч
 6 

45 
2(Хьр) + 4 
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Puc. 8.7 

нет седловых Точек. С помощью графического метода мы 

можем определить ожидаемую цену игры V* и оптимальную 

смешанную стратегию первого игрока sy, = (р1* pit)’. Ha 
рис. 8.8 изображены три возможных принципиально различных 

варианта ломаной, отражающей минимальный гарантирован- 
ный выигрыш первого игрока. Пусть анализируемая ломаная 

имеет горизонтальный участок, соответствующий стратегии 
X? второго игрока (см. рис. 8.8, а}, что возможно лишь при 

П,; = П>;. В этом случае р!* может принимать любое значение 

из отрезка [a, В] С (0, 1], а второй игрок имеет единственную 
оптимальную смешанную стратегию, которая является чистой 

Ys vt Ys 

y 

t 4 1 

0 —_—  о-- — 0 ——- 
4 pr ПР р; =0 Х р pr \ р 

а 6 6 

Puc. 8.8
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стратегией X?. Отметим, что из равенств Пи; = Пэ;, 7 = 1, п, 
вытекает равенство 

max min П;; = min тах П;;. 
$ 3 3 3 

Значит, ломаная Ha рис. 8.8, а соответствует игре двух участни- 

ков с нулевой суммой и с седловой точкой, не представляющей 

интереса, для нас. 

Предположим теперь, что ломаная является „пиковой“ с аб- 

сциссой, равной 0 или 1 (см. рис. 8.8, 6). Для определенности 

ограничимся случаем пиковой точки (0;5*), которой соответ- 

ствует оптимальная смешанная стратегия sy, == (0 1)" первого 

игрока, представляющая собой чистую стратегию. Ожидаемая 

цена игры и* есть ожидаемый выигрыш первого игрока. Так 

как в данном случае т = 2, р!* = 0, р1* = 1, то 

* = min П;;, 
J 

т.е. существует такой номер 1*, 1 < 7* <n, что v* = По». В то 
же время ожидаемая цена игры определяется равенством 

= ‘=> pe lis, 
1 71=1 

которое в данной ситуации имеет вид 

— Уп, 

=1 

Сопоставив это равенство с равенством и* = П2;„, приходим 
к выводу, что чистая стратегия ХУ, является оптимальной 
для второго игрока. ‘Таким образом, пиковой точке (0;v*) 
соответствует игра двух участников с нулевой суммой, решение 
которой может быть найдено в чистых стратегиях. Можно 

показать, что в этом случае игра является игрой с седловой
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точкой. Для нас она не представляет интереса. Переходим к 

анализу ситуации, изображенной Ha рис. 8.8, в. 

Если 0 < р!* < 1, то в точке (pl*;v*) пересекается He менее 

двух прямых, одна из которых имеет положительный наклон, a 

другая — отрицательный (см., например, рис. 8.6). Пусть эти 

прямые определены уравнениями 

У(Х; Pi) = (Пл — Maj, py + Пл, 1 

У(Х?, 1) = (Ш - Mojo) р + 022, 

где индексы 71, 72 обозначают номера чистых стратегии вто- 

рого игрока, (Па; — Пя) (Пи; — П2;.) < 0. Если второи игрок 
откажется от использования всех своих стратегий, кроме стра- 
тегий X?, X2, то в получившейся игре с нулевой суммой 

каждый игрок будет располагать двумя возможными стратеги- 
ями, а платежная матрица будет квадратной второго порядка. 
При этом единственная оптимальная стратегия первого игро- 

ка sy, = (р|* 1—pl*)" в игре с платежной матрицей второго 

порядка будет той же, что и в исходной игре. Таким обра- 

зом, используя только стратегии Хх}, Хх», второй игрок может 

помешать первому игроку получить выигрыш, больший чем 
и*. Следовательно, оптимальной для второго игрока является 

T 

стратегия 5%. = (0 ... 0 pi* 0... 0 ps" 0... 0) . Исполь- 

зуя аналитический метод для игр с платежной матрицей BTO- 

рого порядка, получаем 

2* 232 172 2 2* 
а — ) . = 1 — 7 

Pit (Пя + 125.) — (Па + Пя ) Pit Pi 

Пример 8.8. В игре из примера 8.6 для второго игрока 

возможны две оптимальные смешанные стратегии (см. рис. 8.6). 
Для первой из них 71 = 3, 12 = 4, 

6 — (-1 7 » 1 7 1\" 2* 2ж a = — — — — = [0 Ц 

Рз (3+6) — (2-1) 8’ Р4 8’ 5х? ( 0 ) 
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а цена игры 

540.02. Тб. 1 и =2.0+2.0+3.:-1 в=2,5 =4 0+3.0+2 g +6 5. 

Для второй оптимальной стратегии 11 = 2, jo = 3, 

а цена игры 

y* =2.0+2.0,5+3.0,5—1.0=2,5 = 

—=4.0+3-0,5+2.05+6:0. # 

Если платежная матрица имеет два столбца, т.е. второй 

игрок имеет лишь две возможные стратегии, то все рассужде- 

ния повторяются для первого игрока. В этом случае 

pi" _ IT,,2 — Пт pi* _ 1 —р!* 

ип. (22 —^ и’ 
(Пал + IT;,2) - (П;2+Пьз) 2 1 

Пример 8.9. В игре из примера 8.7 для первого игрока 

возможна одна оптимальная смешанная стратегия (см. рис. 8.7), 

для которой 11 = 1, а 12 =3. Таким образом, 

1 2 1 2 \ 1* __ — - lx _ * * — fo “ 

Pi = (24+2)-(443) 3° 7 ~ 3 9х! (; 03 0) | 

2 81 2 2.0+3---2.0=2=4.-+3.0+2.-=+6.0. +2-0+3.3 5=4:5+3-0+2.5+ 

Метод линейного программирования. —Использова- 

ние линейного программирования наиболее эффективно для игр 

двух участников с нулевой суммой без седловых точек и боль- 

шим количеством стратегий у обоих игроков. В принципе
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любая конечная игра двух участников с нулевой суммой мо- 

жет быть преобразована в соответствующую задачу линейного 

программирования и, наоборот, каждую задачу линейного про- 

граммирования можно интерпретировать как конечную игру 

двух участников с нулевой суммой. 

Действительно, пусть (П;;) Е Мп» (К) — платежная матрица, 

в игре двух участников с нулевой суммой без седловых точек. 

Как мы уже знаем, в этом случае оптимальная смешанная 

стратегия первого игрока определяется условиями: 

т т 
x __ Н aml 1 — 1 _— 

и =maxmin ) Пур, ) у. =1, р; 20, t=1,m, 
12“ 

' t=1 $=1 

где v* — ожидаемая цена игры; П;; — элемент платежной Ma- 

трицы, расположенный на пересечении ее 1-й строки и 1-го 

столбца и равный выигрышу первого игрока, если он использу- 

ет стратегию X}, а его противник использует стратегию Х 2; 

р! — вероятность выбора первым игроком стратегии Х!. При 

этом величина, 
т 

y= min Пр 
1 “ 

=] 

представляет собой ожидаемый выигрыш первого игрока при 
T 

использовании им смешанной стратегии Sy1 = (pj ро... ры) 
Таким образом, 

Поэтому задача об определении оптимальной смешанной стра- 

тегии для первого игрока может быть представлена в следую-
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щем виде: 

и — max; 

m 

У Пий 2 G=T 0; 
8=1 

т 

Yop =h; 
=] 

р > 0,” = п. 

Предположим, что ожидаемая цена игры #* этой задачи 

положительна, т.е. и* > 0. Введем новые переменные 

то мы приходим к задаче линейного программирования для 

первого игрока, 

т 

) Li min; 

i=l 

|| —
 

~~
 

т, 

У Пу, 21,1 1:20, += 1, т. 
3=1 

Заметим, что в этой задаче отсутствует ограничение типа 

равенства, связывающее вероятности выбора первым игроком 

своих чистых стратегий. Данное обстоятельство обусловлено 

наличием функциональной зависимости между координатами 

т! оптимального решения рассматриваемой задачи линейного 

программирования, координатами р!* оптимальной смешанной 

стратегии первого игрока и ожидаемой ценой игры:
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Таким образом, 

тогда и только тогда, когда 

т 
* 1 

т; — —. 
p* 

a1 

Найдя оптимальное решение (11... xx)" задачи линейного 

программирования для первого игрока, мы можем вычислить 
ожидаемую цену игры v* и затем оптимальную смешанную 

стратегию sy, = (р1* ... pit)” первого игрока. 
Для второго игрока оптимальная смешанная стратегия опре- 

деляется условиями: 

где р; — вероятность выбора вторым игроком стратегии x? 

В новых переменных 

приходим к задаче линейного программирования для второго 

игрока 

й 

Уи; —} тах; 

j=l 

nr 

У Пи $1, i=Tym, у20, 1=1п, 
= 1 

являющейся двойственной задачей по отношению к задаче 

линейного программирования для первого игрока.
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Прежде чем переходить к рассмотрению иллюстративного 
примера, отметим следующее. 

1. Если и < 0, то ко всем элементам платежной матрицы 

(П;;) можно прибавить настолько болышое положительное число 
К > maxIl;;, что все элементы платежной матрицы станут 

ij 
положительными. В этом случае цена, игры увеличится Ha А, а 

решение не изменится. 

2. Двойственность задач линейного программирования для 

первого и второго игроков приводит к тому, что решение одной 

из них автоматически приводит к решению другой. Учитывая 

это, как правило, решают задачу, имеющую менышее число 

ограничений. А это, в свою очередь, зависит от числа чистых 

стратегий, находящихся в распоряжении каждого из игроков. 

Пример 8.10. Вернемся к игре „три пальца“, которую мы 

рассматривали в примерах 8.2, 8.4. Для нее 

2 -3 4 

(П;)=|-3 4-5], П.=-3<4=1*. 
4 —5 6 

Прибавляя ко всем элементам матрицы (П;;) число К = 5, 

приходим к матрице модифицированной игры 

7 2 9 

(П;;)=|29 0}, 
9 0 11 

которой соответствует задача, линейного программирования 

Ly} +29 + хз >} min; 

721 +222+923 21, 2%7,;+9272+ 21, 9214+ 1123 21, 

т:>2® i=1,3. 

Воспользовавшись симплекс-методом, находим решение: 

1 1 1
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Таким образом, цена модифицированной игры 

1 1\ж 

(y ) — * * * — 5, 2+2} +23 
а цена исходной игры и* = (и!)* — 5 =0. При этом 

р:* = (v')*2;, i= 1,3, 

Т.е. оптимальная смешанная стратегия первого игрока 

(ЕТ!) 
XI N42 4) ° 

В рассматриваемой игре (П;;) "= (П;;) и $2 = 5%... Нетруд- 
но найти оптимальную смешанную стратегию второго игрока, 
решив соответствующую задачу линейного программирования, 

и убедиться в том, что она совпадает с оптимальной смешанной 
стратегией первого игрока. # 

Завершая рассмотрение игр двух участников с нулевой сум- 
мой без седловых точек, заметим, что при использовании сме- 
шанных стратегий перед каждой партией игры каждым игро- 

ком запускается некий механизм (бросание монеты, игральной 
кости или использование датчика случайных чисел), обеспечи- 
вающий выбор каждой чистой стратегии с заданной вероят- 

ностью. Как мы уже отмечали, смешанные стратегии пред- 
ставляют собой математическую модель гибкой тактики, при 

использовании которой противник не знает заранее, с какой 

обстановкой ему придется столкнуться в каждой следующей 

партии игры. При этом ожидаемые теоретические результаты 
игры, при неограниченном возрастании числа разыгрываемых 
партий, стремятся к их истинным значениям. 

8.4. Игры двух участников с ненулевои суммой 

В чграх двух участников с нулевой суммой интересы игро- 

ков являются диаметрально противоположными и им невыгод- 

но информировать друг друга о своих предполагаемых дей-
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ствиях. Иная картина может наблюдаться в играх двух участ- 

ников с ненулевой суммой. В частности, совершенно очевидна 

необходимость координированных действий игроков в цгре с 

постоянной разностью (см. рис. 8.2): 

П}; — П;, ЕС = const, =|1т, j=1,n, 

когда они выигрывают и проигрывают одновременно. При 
этом (П;} — платежная матрица k-ro игрока, k = 1,2. 

Пример 8.11. Два человека оказались в горящем доме. 

Они могут покинуть дом и спастись лишь через входную дверь, 

которую заклинило так сильно, что открыть ее можно только 
совместными усилиями. 

В данном случае каждый из игроков (k = 1,2) располагает 

двумя стратегиями: 

X* — толкать дверь и пытаться ее открыть; 

X* — не толкать дверь. 

Действуя вместе, игроки могут спастись — выигрыш каж- 

дого равен 1; в противном случае могут пострадать оба — 

выигрыш каждого равен 0. Takum образом, платежная матрица 

имеет вид 

((п!., 113) ) = 0 о 0 
} } 

и мы имеем игру с постоянной (нулевой) разностью, в которой 

игрокам целесообразно координировать свои действия. 7 

Выше было отмечено, что игры с ненулевой суммой могут 

быть кооперативными и некооперативными. В Hekoonepa- 
тивных играх, которые рассматриваются в этом параграфе, 

игроки принимают решения независимо друг от друга либо по- 
тому, что координация действий запрещена, либо потому, что 

она невозможна. Примером подобной ситуации могут служить 
антитрестовские законы, запрещающие некоторые виды согла- 

шений между крупными фирмами.
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Один из подходов к решению некооперативных игр двух 
участников связан с понятием точки равновесия игры. Пусть 
X}, i=1,m, и X?, 1 =1п, — чистые стратегии первого и 

второго игроков соответственно, а П* = (IF) Е Mnn(R) — пла- 

тежная матрица, k-ro игрока, К = 1, 2, в которой nr. — выигрыш 

k-ro игрока при использовании первым игроком стратегии X;, 
а вторым игроком — стратегии Х;. Обозначим через 5" и 
52? множества смешанных стратегий первого и второго игро- 
ков, т.е. 

Величина pk — это вероятность выбора k-M игроком своей 

чистой стратегии Х^. 

Под точкой равновесия некооперативной игры двух 

участников понимают пару оптимальных смешанных страте- 

ги s\. € 51 и $2 6 52, т.е. 

т l T 
$х: П 8х2 < (8x1) Пу, 35’, 

т. .2 т 
(3х1) IT S x2 < ($1) 128% 2, 5х2 Е 52. 

Таким образом, как и в играх двух участников с нулевой 

суммой, в рассматриваемом подходе к решению некооператив- 
ных игр оптимальность решения связывают с состоянием 

равновесия игры, т.е. с ситуацией, в которой ни одному из 

игроков невыгодно изменять свою стратегию. Следует от- 

метить, что в некооперативной игре может быть несколько 

точек равновесия и различным парам смешанных оптимальных 
стратегий игроков могут соответствовать различные значения 
ожидаемых выигрышей.
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Пример 8.12. Двое подростков (игроки с номерами | и 

2) едут на автомобилях навстречу друг другу, имея в своем 

распоряжении по две стратегии: ХК — свернуть в сторону; 
X* — не свернуть. Если один свернул в сторону, а другой 
поехал прямо, то выигравший (поехавший прямо) получает 

одно очко, а проигравший (свернувший в сторону) теряет 

одно очко. Если сворачивают оба, то их выигрыши равны 

нулю. Если же ни один из них не свернул в сторону, то игра 

заканчивается аварией и каждый игрок проигрывает 20 очков. 

Таким образом, платежная матрица игры имеет вид 

_ (0, 0) (—1, 1) cans 8) = (Sd) 
а платежные матрицы игроков равны 

0 —1 0 1 1 _ 2 _ О ™=(4, 49): 
Для определения точек равновесия рассматриваемой игры 

воспользуемся тем, что у каждого из игроков две чистые 
стратегии: 

py = 1— pt, k= 1,2. 

Таким образом, в соответствии с определением оптимальной 
смешанной стратегии имеем 

0 —1 р2* 
(1 1-1) (1 о) (242. ) <
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где pi, р: Е [0, 1], или, что то же самое, 

(р1* — 21) (19 — 20р1") 20, py € (0, 1], 

(21*— 21) (19 —20р1*) 20, pj € [0, 1]. 

Решив полученную систему неравенств, находим р!* =1, р2* =0 

ИЛИ pi" = 0, ps" =1. Значит, игра имеет две точки равновесия: 

((). (1). (Gr): (6) 
которым соответствуют платежи (—1, 1) и (1, —1). 

Вопросы и задачи 

8.1. Какие способы описания игр Вы знаете? В чем за- 

ключается их принципиальное различие? 

8.2. Дайте определение игры двух участников с нулевой 
суммой. Почему игры двух участников с нулевой суммой 

называют антагонистическими играми? 

8.3. Почему в играх двух участников с нулевой суммой 

участникам целесообразно использовать максиминные и мини- 
максные стратегии? Что представляет собой: а) нижняя цена 

игры; 6) верхняя цена игры? 

8.4. Докажите, что игра двух участников с нулевой суммой 

обладает следующими свойствами: 

а) седловая точка может быть не единственной, но чистая 

цена игры определена однозначно; 

6) чистая цена игры является неубывающей непрерывной 

функцией элементов платежной матрицы. 

8.5. Всегда ли оптимальное решение в играх двух участни- 
ков с нулевой суммой соответствует седловой точке?
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8.6. Докажите, что в любой игре двух участников с нулевой 

суммой выполняется неравенство 

8.7. Докажите, что в игре двух участников с нулевой 

суммой и без седловых точек верны следующие утверждения: 

а) если противник использует свою оптимальную смешан- 

ную стратегию, то никакая смешанная стратегия не может 

дать большего выигрыша, чем оптимальная стратегия; 

6) оптимальные смешанные стратегии не изменяются при 

монотонных линейных преобразованиях, а цена игры изменя- 

ется согласно использованному монотонному линейному пре- 

образованию; 

в) если $1 И 52 — две оптимальные смешанные стратегии 

игрока, то оптимальной является и смешанная стратегия $ = 

= as; + (1—a@)s2, ге0<а< 1. 

8.8. Докажите, что любая задача линейного программиро- 
вания может быть представлена как игра двух участников с 

нулевой суммой. 

8.9. В чем заключается принципиальное отличие игр двух 

участников с ненулевой суммой от игр двух участников с 

нулевой суммой? 

8.10. Имеются два игрока: игрок А прячется, а игрок В 

его ищет. Игрок А по своему усмотрению может спрятаться 

в любом из убежищ с номерами 1 и 2 соответственно. Если 

игрок В найдет игрока A в том убежище, где тот спрятался, 

то игрок А платит игроку В штраф в одну денежную единицу. 

Если игрок В будет искать игрока А не в том убежише, 

где тот спрятался, то игрок В платит игроку А такой же 

штраф. Для этой игры: a) постройте платежную матрицу
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игры; 6) установите, имеются ли седловые точки; в) найдите 

оптимальное решение. 

Ответ: a) (П;;) = (1 i) 6) седловых точек нет; 

8.11. Найдите седловую точку и чистую цену в игре двух 

участников с нулевой суммой, в которой платежная матрица, 

второго игрока имеет вид: 

8628 -0,5 -0,6 —0,8 
а) {8 9 4 5]; 6) | -0,9 -0,7 -08 |; 

75 35 -0,7 -05 -0,6 

Ответ: a) Пз! = —7; 6) П22 =0,7; в) M3 = Па = M33 = M34 = 
= Паз = аа = 1. 

8.12. Найдите оптимальное решение и цену игры в игре 

двух участников с нулевой суммой и платежной матрицей: 

2 1 5 
Оз т бб 04 07 1 

a) ; 6) ; В) 
122 131 1 0,7 0,5 

3 3 4 2 

Ответ: a) s}, = (0 1)", sy. = (0 1 0)", v= 5; 6) shi = 

35\" , 1, 3\" 5 . т 
Еее 0G) Y= в а. = 1-7) где 
pe В i] любое, 8%. = (0 1 0)", » =0,7.
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8.13.. Найдите оптимальное решение и цену игры с платеж- 

ной матрицей: 

0,8 0,2 0,4 3 -1 -3 

а) | 0,4 05 061; 6) | -3 3 -1 

0,1 0,7 0,3 —4 -3 3 

T T 

Ответ: a) si = (1 0) ; 52 = (2 - 0) ; y= то; 6) sy = 

= (© п 14)" sy = (4 и 20) „= 196 
~ \45 45 457° ~X? ~~ \45 45 45/7? 45° 

8.14. Ниже перечислен ряд принципов, лежащих в основе 

различных подходов к решению игр двух участников с ненуле- 
вой суммой: 

а) принцип максимина (максимизация своих минимальных 
выигрышей каждым игроком); 

6) принцип минимакса (каждый игрок минимизирует мак- 
симальный выигрыш своего противника); 

в) принцип максимальной суммы (максимизируется сумма 
выигрышей игроков); 

г) принцип максимальной разности (максимизируется раз- 
ность выигрышей игроков). 

Сравните эти подходы на примере игры двух подростков на 
автомобилях (см. пример 8.12).



9. ВВЕДЕНИЕ В ИМИТАЦИОННОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ 

До сих пор мы фактически не сталкивались с анализом об- 

ширного класса задач исследования операций известных как 

задачи организационного управления. В качестве при- 

мера рассмотрим задачу формирования инвестиционной по- 

литики крупной фирмы при перспективном планировании ее 

деятельности. Другие примеры подобных задач и их качествен- 

ный анализ можно найти в специальной литературе. 

Инвестиционная политика любой крупной фирмы должна, 

в частности, учитывать финансовое обеспечение научно-иссле- 

довательских и опытно-конструкторских работ при создании 

новых видов продукции, возможности расширения рынка сбы- 

та, критериальные оценки основных проектов, оценку степени 

риска при планировании тех или иных комплексов работ, ис- 

точники финансирования (кредит, привлечение капитала путем 

продажи акций и т.д.), увеличение фонда заработной платы, 

размещение и сокращение финансовых активов, сравнительную 

оценку вариантов слияния с другой фирмой и ее приобретения 

И Т.Д. 

Ознакомившись с этим далеко не полным перечнем требо- 

ваний, предъявляемых к инвестиционной политике любой круп- 

ной фирмы, мы должны для себя отметить следующее: 

1) инвестирование имеет стохастическую природу и дина- 
мический характер, поэтому рассматриваемая задача является 
многошаговой стотастической задачей принятия решений 

2) на каждом этапе в распоряжении „лица, принимающего 
решения“, имеется огромное количество альтернатив (dony- 
стимых решений); 

3) возможны трудности различного рода, связанные с фор- 
мализацией исходной задачи;
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4) математическая модель принятия решений будет иметь 

столь значительное число внутренних связей и обладать такой 
большой размерностью, что возможность ее практической ре- 

ализации в общем случае является весьма проблематичной. 

Таким образом, столкнувшись с задачей организационного 

управления, „лицо, принимающее решения“, вынуждено либо 

в значительной степени использовать свою интуицию и лич- 

ный опыт, либо искать иные подходы к ее решению. Наиболее 

эффективный из существующих в настоящее время подходов 

к решению задач организационного управления связан с ис- 

пользованием имитационного моделирования и вычислитель- 

ной техники. 

9.1. Основные понятия и этапы 

имитационного моделирования 

С "митационным моделированием в широком смы- 

сле наверняка знаком каждый, и многочисленные примеры его 
использования привести несложно. Поэтому мы лишь заметим, 

что при продувке модели летательного аппарата в аэродинами- 
ческой трубе имитируется его поведение в условиях реального 
полета, a различного рода войсковые учения и маневры связаны 

с имитацией боевых действий. Основная цель имитационно- 

го моделирования заключается в воспроизведении поведения 

изучаемой системы Ha основе анализа наиболее существенных 
взаимосвязей ее элементов. 

При использовании имитационного моделирования прежде 

всего строится модель изучаемой системы. Затем проводится 

сравнительный анализ конкретных вариантов ее функциониро- 

вания путем „проигрывания“ различных возможных ситуаций 

на модели. Таким образом, если основной задачей исследова- 

ния операций является нахождение оптимального решения из 

множества G допустимых решений изучаемой системы 5, то 
задача имитационного моделирования состоит в имита-
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ции функционирования этой системы в различных возможных 

ситуациях. 

При решении многих практически важных задач, в том чи- 

сле и задач организационного управления, имитация реальных 

действий, как это делается, например, в армеиских условиях 

во время учений и маневров, является слишком длительным и 

дорогостоящим предприятием. Позтому в настоящее время все 

шире используется компьютерное имитационное моделуц- 

рование. 

Практическое использование компьютерного имитационно- 

го моделирования предполагает построение соответствующей 

математической модели, учитывающей факторы неопределен- 
ности, динамические характеристики и весь комплекс взаимо- 

связей между элементами изучаемой системы. Имитирование 

системы начинается с некоторого вполне конкретного началь- 

ного состояния. В соответствии с принимаемыми решениями, 

а Также вследствие реализаций различных контролируемых и 

неконтролируемых событий, среди которых могут быть и собы- 

тия случайного характера, модель системы переходит в после- 

дующие моменты времени в другие свои возможные состояния. 

Этот эволюционный процесс будет продолжаться до конечно- 

го момента планового периода, т.е. до конечного момента 

имитирования. 

Компьютерное имитационное моделирование следует рас- 

сматривать как статистический эксперимент. В отличие 

от описанных в предыдущих главах математических моде- 

лей, результаты использования которых отражали устойчивое 
во времени поведение соответствующей системы, результаты 

компьютерного имитационного моделирования представляют 

собой наблюдения. А это означает, что любое утверждение 

относительно характеристик имитируемой системы является 

статистической 2unome3ou. 

Имитационное моделирование как эксперимент может быть 

полностью реализовано с помощью компьютера. Описывая 

взаимодействие элементов изучаемой системы с помощью ма-
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тематических соотношений, можно получить информацию об 

изучаемой системе, не обращаясь к натурным зкспериментам, 

в рамках тех упрощающих предположений, которые приняты 

для исходной модели. Следует отметить, что с точки зре- 

ния детализации поведения сложных систем имитационное мо- 

делирование по сравнению с „классическим“ математическим 

моделированием обладает большой гибкостью. Но при зтом 

создание имитационных моделей связано со значительными за- 

тратами средств и времени. Эти затраты резко возрастают, 

если имитационная модель предназначена для оптимизации по- 

ведения изучаемой системы. 

Результаты имитационного моделирования, как правило, 

представляют собой оценки значений функциональных харак- 

теристик имитируемой системы. Так, например, при ими- 

тационном моделировании системы массового обслуживания 

практический интерес могут представлять такие ее характери- 

стики, как средняя продолжительность обслуживания заявки, 

средняя длина очереди и т.д. [XVIII]. Позтому основой ме- 

тода имитационного моделирования является моделирование 

случайных величин с заданными законами распределения и слу- 

чайных событий с заданными вероятностями реализаций. 

Компьютерное имитационное моделирование используют 

при решении задач двух основных типов. 

1. Теоретические задачи в таких областях науки, как ма- 

тематика, физика и химия. Среди зтих задач отметим лишь 

следующие: 

а) вычисление кратных интегралов; 

6) обращение и псевдообращение матриц; 

в) вычисление различных констант, таких, как 7, еит.д.; 

г) решение различных задач для уравнений в частных про- 

изводных и их систем [XIII]; 

д) анализ диффузии частиц и нахождение пространствен- 

ных траекторий их движения.



9.1. Основные понятия и этапы имитационного моделирования 359 

2. Практические задачи организационного управления, воз- 

никающие в различных сферах человеческой деятельности. При- 

мерами подобных задач являются: 

а) задачи разработки и анализа производственно-техноло- 
гических процессов; 

6) задачи, связанные с изучением возможных режимов функ- 

ционирования систем зкономического характера, включая про- 

цессы планирования и зкономического прогнозирования; 
в) задачи анализа последствий реализации той или иной 

военной стратегии и тактики; 

г) задачи социального и социально-психологического харак- 
тера. 

Используя компьютерное имитационное моделирование при- 

менительно к задачам организационного управления, преследу- 
ют по крайней мере одну из следующих целей: 

1) углубленное изучение действующей функциональной си- 
стемы; 

2) анализ гипотетической функциональной системы; 
3) проектирование более совершенной функциональной си- 

стемы. 

Пример 9.1. Предположим, что некоторая промышленная 

фирма наряду с резким увеличением числа заказов на свою 

продукцию отметила заметное ухудшение качества обслужи- 

вания своих клиентов в части соблюдения сроков выполнения 

их заказов. Несоблюдение фирмой своих обязательств перед 

заказчиками может привести к ощутимым потерям как за счет 

штрафных санкций, так и за счет оттока клиентов. В рассма- 

триваемой ситуации у фирмы может появиться желание вос- 

пользоваться компьютерным имитационным моделированием, 

с помощью которого можно было бы выяснить, каким образом 

существующие процедуры определения сроков выполнения при- 

нимаемых заказов, календарного планирования производства и 

оформления заявок на поставки сырья порождают наблюдае- 

мые задержки.
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Пример 9.2. Руководство крупной клиники разрабатывает 

новую систему управления запасами лекарственных препара- 

тов. Использование имитационной модели, построенной на 

основе ретроспективных данных, позволит оценить, каким бу- 

дет средний уровень средств, необходимых для обеспечения 

запасов лекарственных препаратов, и как часто будут возни- 

кать нехватки различных видов препаратов при реализации 

новой системы управления. 

Пример 9.3. Рассмотрим предприятие с мелкосерийным 

производством, на котором производственные мощности рас- 

пределены в соответствии с приоритетами, присвоенными вы- 

полняемым работам. Может быть построена имитационная 

модель для нахождения эффективного способа определения си- 

стемы приоритетов для того, чтобы все работы могли вы пол- 

няться без больших задержек и при этом коэффициент исполь- 

зования оборудования был бы достаточно высок. 5 

Теперь перейдем к краткому описанию основных этапов 

построения и практического использования имитационной мо- 

дели. Более подробное описание и анализ каждого из этих 

зтапов приведены в последующих разделах. 

Этап 1. Построение модели. Содержание зтого эта- 

па практически не отличается от содержания этапа, построения 

модели исследования операций. Излишняя детализация модели 

может привести к слишком большим затратам машинного вре- 

мени при проведении вычислительного эксперимента и другим 

негативным последствиям. Поэтому при построении модели 

нужно помнить о том, что уровень ее сложности должен соот- 

ветствовать основной цели проводимых исследований. 

Этап 2. Планирование вычислительного экспери- 

мента. На этом этапе исследователь должен уяснить для себя, 

какие функциональные характеристики имитируемой системы 

планируется измерять, с помощью каких методов математиче- 

ской статистики [XVII] будут учитывать флуктуации экспери-
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ментальных данных, полученных в результате этих измерений, 

каковы должны быть вероятности совершения тех или иных 

ошибок и т.д. 

Этап 3. Разработка программного обеспечения. 

Компьютерное имитационное моделирование предполагает, что 

все стадии процесса функционирования модели, генерация слу- 

чайных величин и случайных событий протекают в компьюте- 

ре. Поэтому естественным является и этап разработки про- 

граммного обеспечения в компьютерном имитационном моде- 

лировании, который мы не будем далее обсуждать. Во-первых, 

эта проблема выходит за рамки нашего курса, а во-вторых, 

в связи с бурным развитием вычислительной техники интен- 

СИВНОСТЬ разработки ее программного обеспечения такова, что 

наши рекомендации в этой области теряют смысл. Прежде чем 

переходить к более детальному изучению элементов компью- 

терного имитационного моделирования, рассмотрим простей- 

ший пример имитационного моделирования игры на фондовой 

бирже. 

Пример 9.4. Биржевой игрок разработал свой порядок 

приобретения и продажи акции, состоящий в следующем: 

1) обладая пакетом акций, необходимо продать его, как 

только цены Ha эти акции начинают падать; 

2) как только цены на акции начинают возрастать, их 
необходимо покупать. 

Игрок не желает рисковать своими ограниченными сред- 

ствами в натурном эксперименте и хочет оценить прибыль- 

ность своей стратегии с помощью имитационного моделиро- 

вания. Для упрощения дальнейших рассуждений будем предпо- 

лагать, что: 

а) игрок покупает и продает только одни какие-нибудь 

акции; 

6) в рассматриваемый момент времени, принимаемый 3a на- 

чальный, игрок располагает пакетом в 100 акций, стоимостью
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в 10 денежных единиц каждая, и цена акции может ежедневно 

изменяться на 1 денежную единицу (если сегодня акция стоит 

10 денежных единиц, то завтра она будет стоить 9, 10 или 11 

денежных единиц); 

в) игрок совершает не более одной сделки в день и за 

каждую сделку платит комиссионные в размере 2 % стоимости 

купленных или проданных акций; 

Г) игрок не располагает иными средствами, кроме пакета, в 

100 акций. 

Для оценки прибыльности своей стратегии игрок построил 

модель суточных флуктуаций цен на акции с использованием 

ретроспективных биржевых данных. Эта модель представлена, 

в виде Табл. 9.1 и определяет вероятности изменения цен Ha 

акции. Согласно зтой модели, если в понедельник и во вторник 

цена одной акции равнялась 10 денежным единицам, то в 

среду (см. табл. 9.1, вторая строка снизу) она будет стоить 

11 денежных единиц с вероятностью 1/4, 10 денежных единиц 

с вероятностью 1/2 и 9 денежных единиц с вероятностью 1/4. 

Если же во вторник цена одной акции равнялась 9 денежным 

единицам, то в среду (см. Табл. 9.1, первая строка снизу) 

она будет стоить 10 денежных единиц с вероятностью 1/4, 

Таблица 9.1 

Цена одной акции Цена одной акции в п-й день 

в (п-1)-й день Возрастает Остается без Падает 
изменения 

Возросла по | | . 

сравнению с 5 i я 

(п-2)-м днем 

Осталась такой же, 
° 1 1 1 

Kak ив (n—2)-H у 5 ; 

день 

Упала по | | 

сравнению с - = = 
4 4 9 

(п-2)-м днем | 
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9 денежных единиц с вероятностью 1/4 и 8 денежных единиц 

с вероятностью 1/2. 
Прежде чем начинать процесс имитационного моделиро- 

вания, необходима генерация случайных событий, которые с 
соответствующими вероятностями их реализаций представле- 
ны в табл. 9.1. Не располагая ни вычислительной техникой, ни 
соответствующим программным обеспечением, наш игрок ре- 

шил воспользоваться простейшим способом, который заключа- 
ется в бросании двух монет. Соответствие между возможными 
исходами этого случайного испытания и генерируемыми слу- 
чайными событиями он отразил в табл. 9.2. 

Таблица 9.2 

Цена одной акции Цена одной акции в п-й день 

в (п-1)-й день Возрастает | Остается без Падает 
изменения 

Возросла по Герб и 
сравнению с  ешка Два герба Две решки 

(п-2)-м днем 

Осталась такой же, Герб и 
как ив (п-2)-й Два герба решка Две решки 
день 

Упала по 
сравнению с Два герба | Две решки к 
(п-2)-м днем 

Предположим, что игрок решил ограничить длительность 

периода имитации 20 днями и каждому дню поставил в соот- 

ветствие номер k = 1, 20. Эти номера, расположенные в порядке 

возрастания, образуют столбец [ в табл. 9.3, отражающей ре- 

зультаты имитирования изменения цен на акции. Столбец II 

в табл. 9.3 он заполнил после 20-кратного подбрасывания двух 

монет, воспользовавшись следующими обозначениями: ГГ — 

выпали два герба; ГР — выпали один герб и одна решка; РР — 

выпали две решки. Для определения изменения цен на акции не- 

обходимо задать начальные условия: цену одной акции в день с
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Таблица 9.3 

Ги Ш тп Ш ГУ. 
1 | ГР | Без изменения | 10 | 11| PP Рост 12 

2 | РР | Без изменения Эн 12} ГР Падение 11 

31 ГГ Падение 10 || 13 | PP Падение 11 

A) Fr Рост 10 || 14 | FF | Без изменения | 12 

5 | ГГ | Без изменения | 11 || 15 | FP Рост 13 

6 | ГР Рост 12 | 16 | ГР Рост 14 

7) ГР Рост 12 1 17 | РР Рост 13 

8 | РР | Без изменения | 11 || 18 | ГР Падение 12 

9] Fr Падение 12 | 19 | ГР Падение 11 

10 | ГР Рост 13 |} 20 | PP Падение 11 

номером К = 0 и направление изменения вчерашнеи цены. В 

соответствии с исходными предположениями начальная цена 

однои акции равнялась 10 денежным единицам и совпадала с 

ценои в предшествующии день. Это нашло свое отражение в 
первои строке столбца Ш табл. 9.3, в котором игрок фиксиро- 

вал направления изменения вчерашнеи цены акции. В столбце 
ГУ он фиксировал сегодняшнюю цену однои акции. 

Согласно табл. 9.2, при рассматриваемых начальных усло- 

виях выпадение герба и решки при первом бросании двух монет 

означает, что в первый день цена акции не изменяется (первая 

строка, столбец III) и остается равной 10 денежным единицам 
(первая строка, столбец [1У). Поскольку цены акций в первый 

день имитирования равны 10 денежным единицам, то выпаде- 
ние двух решек при втором бросании двух монет (вторая стро- 

ка, столбец |1) означает падение цены до 9 денежных единиц 

за акцию (вторая строка, столбец IV). Аналогично проверяет- 

ся правильность заполнения игроком двух последних столбцов 
Табл. 9.3. 

Воспользовавшись данными об изменении цены акции за 

двадцатидневныйи период, представленными в табл. 9.3, наш 

игрок составил табл. 9.4, в которои отразил результаты имита-
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Таблица 9.4 

Количество | Стоимость 

aivragun| акки | Решение | акций | пакета | “анти, у игрока акций 

1 10 _ 100 1000 0,00 

2 9 | Продать 0 0 882,00 

3 10 Купить 86 860 4,80 

4 10 _ 86 860 4,80 

5 11 - 86 946 4,80 

6 12 - 86 1032 4,80 

7 12 - 86 1032 4,80 

8 11 |Продать 0 0 931,88 

9 12 Купить 76 912 1,64 

10 13 _ 76 988 1,64 

11 12 | Продать 0 0 895,40 

12 11 _ 0 0 895,40 

13 11 _ 0 0 895,40 

14 12 Купить 73 876 1,88 

15 13 - 73 949 1,88 

16 14 _ 73 1022 1,88 

17 13 | Продать 0 0 931,90 

18 12 _ 0 0 931,90 

19 11 _ 0 0 931,90 

20 11 - 0 0 931,90 

ционного моделирования своей стратегии купли и продажи ак- 

ции на бирже. Прочерки в третьем столбце этой таблицы озна- 

чают отсутствие сделок, что может быть обусловлено как вы- 

браннои стратегией поведения игрока (дни имитации 1, 4, 7, 13, 

20), так и отсутствием у него либо наличных денег (дни имита- 
ции 5, 6, 10, 15, 16), либо акции (дни имитации 12, 18, 19). При 

определении наличных денег учитывались комиссионные с ка- 

ждои сделки. Tak, например, на девятый день имитации игрок, 

располагая наличностью в размере 931,88 денежных единиц, Ку- 

пил 76 акции по цене 12 денежных единиц за акцию, заплатил 

комиссионные в размере 0,02. 12.76 = 18,24 денежных единиц
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и у него осталось в наличии 931,88 — 12.76 — 0.02. 12.76 = 1,64 

денежных единиц. 

Проанализировав результаты имитационного моделирова- 

ния, записанные в табл. 9.4, можно сразу отметить, что, при- 

держиваясь своей стратегии, биржевой игрок останется в про- 
игрыше. Но это лишь первое впечатление. Действительно, 

если процесс имитирования оборвать на шестой или шестна- 
дцатый день, то он выиграет. А что будет, если повторить 

имитационный эксперимент или увеличить длительность пери- 
ода имитирования? # 

Даже этот простейший пример имитационного моделирова- 

ния игры на фондовой бирже порождает ряд весьма сложных 
вопросов относительно меры эффективности выбираемой стра- 

тегии и метода проектирования научно обоснованного экспе- 
римента по проверке этой эффективности. Кроме того, стано- 
вится очевидным, что, несмотря на простоту вычислительных 

процедур при имитационном моделировании, их объем весьма 
значителен. Поэтому конструктивное использование имитаци- 
онного моделирования практически невозможно без использо- 
вания быстродействующей вычислительной техники. 

Завершая назши общие рассуждения, отметим, что практи- 
ческое использование имитационного моделирования, как пра- 

вило, связано с необходимостью учета случайных событий и 
случайных величин (см. пример 9.4). В связи с этим рассмо- 
трим методы их математического моделирования. 

9.2. Моделирование случаиных величин 
и случайных событии 

В определенном смысле предшественником методов совре- 
менного имитационного моделирования можно считать метод 

Монте-Карло, известный достаточно давно и широко приме- 

няемый при решении теоретических задач до конца 50-х годов. 

Основная идея этого метода заключается в использовании слу-
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чайных выборок для получения искомых оценок. В свою оче- 
редь, процесс получения случайных выборок предполагает, что 
исходная задача была формализована с учетом соответствую- 
щих законов распределений входящих случайных величин. 

Имитационное моделирование, подобно методу Монте-Кар- 

ло, основано на использовании случайных выборок для оцени- 
вания результатов функционирования моделируемой системы. 

В этом плане многие идеи, возникшие в связи с разработкой 

метода Монте-Карло, нашли непосредственное применение в 
компьютерном имитационном моделировании. В первую оче- 

редь это относится к использованию псевдослучайныг чисел 
для получения реализаций случайных выборок из Генераль- 

ных совокупностей случайных величин с заданными законами 

распределения и к разработке способов уменьшения объемов 

случайных выборок, необходимых для надежной оценки полу- 

чаемых результатов. 

Отметим, что в настоящее время задача компьютерного 
моделирования случайных величин и случайных событий реша- 
ется с использованием различных программных средств, име- 

ющихся в распоряжении пользователя. Но мы считаем, что 
полезно иметь хотя бы общие представления о самом механизме 

моделирования. Эту цель и преследовали авторы при изложе- 
нии материала этого параграфа. 

В основе компьютерного моделирования случайных собы- 

тий и случайных величин лежит реализация на компьютере рав- 
номерно распределенных на отрезке [0,1] случайных величин, 
для чего используют два принципа: физический и алгоритми- 

ческий. Мы не будем касаться физического принципа, который 

основан на использовании различных физических явлений, до- 
статочно подробно описан в специальной литературе” и в на- 

стоящее время уже практически не применяется в компьютер- 
ном имитационном моделировании, а остановимся на втором 
принципе — алгоритмическом. 

*См.: Тата X., т.2.
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Для получения реализаций случаиных величин, равномерно 

распределенных на отрезке [0,1], широко используют различ- 
ные алгоритмические методы, причем главным образом те, ко- 

торые достаточно просто реализовать на компьютере. Среди 

них наиболее распространен метод мультипликативных 

конгруэнций, на обсуждении которого мы и остановимся. 

Далее будем говорить, что два числа ту Е М являются 

конгруэнтными по модулю т Е М (или равными по модулю т) 

и писать при этом 1 = у, если число |x — y| является кратным 
т, т.е. делится на него без остатка. В качестве числа уЕ №, 

конгруэнтного числу Е М по модулю m EN, можно взять, 

например, остаток от деления © на т. 

Пример 9.5. Пусть x = 43297 и т= 10. Тогда y=7 u 

432977. Если жев условиях рассматриваемого примера т = 2, 

тоу=1и 43297 = 1. # 

Метод мультипликативных конгруэнций состоит в получе- 

нии числовой последовательности {тк} с помощью рекур- 

рентной формулы 

т 
Тк+1 — ат, К =0, 1,2, ..., 

в которой а, т, 2g Е № — входные параметры. Полученные 

Таким способом числа т; называют псевдослучайными. Ре- 
ализация метода на компьютере приводит к тому, что числа, 
тк с какого-то момента начинают повторяться. Учитывая это, 

входные параметры подбирают так, чтобы количество псевдо- 

случайных чисел до того, как они начнут повторяться, было 
достаточно большим: его должно хватать для одного полного 

прогона имитационной модели. 

Предположим, что мы намерены генерировать десятичные 

дроби ух, К =0,1,2,..., с десятью знаками после запятой. 

Можно доказать, что если ух = 10-105», а = 100003, т = 10, 

а го — любое нечетное число, не делящееся Ha 5, то равенство
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т, = то впервые будет иметь место при п = 5: 108. Если при 

этом Zo = 123456789, то 

10 

ато = 100003 - 123456789 = 12346049270367 = 

10 6049270367=21, и = 0,6049270367; 
10 

az, = 100003 - 6049027367 = 604945 184511101 ‘= 

10" 5184511101=22, y2 =0,5184511101 

и т.д. Значения ук, К = 1, 30, приведены в табл. 9.5. Проверив 
соответствующие статистические гипотезы, можно убедить- 

ся в том, что эти числа — реализации равномерно распределен- 

ной на отрезке [0, 1] случайной величины. Вместе с тем все эти 

числа „определены“ заранее, как только заданы входные па- 

раметры а, т, то в исходной рекуррентной формуле. Именно 

поэтому полученные подобным образом числа называют псев- 

дослучайными в отличие от истинно случайных, для генерации 

которых используют физический принцип. 

Таблица 9.5 

k Ук k Yk k Yk 
| 0,6049270367 | 11 | 0,6956902556 || 21 | 0,7531391389 

2 0,5184511120 || 12 | 0,1126290699 | 22 | 0,1733065296 

3 0,6665535727 || 13 | 0,2448731491 || 23 | 0,1728751589 

4 | 0,3569329660 || 14 | 0,0495253020 || 24 | 0,0345180076 

5 0,3673940252 | 15 | 0,6787808067 || 25 | 0,9043107612 

6 | 0,5046996355 || 16 | 0,1170111628 | 26 | 0,7890546151 

7 0,4776453995 17 | 0,4673165634 || 27 | 0,8286741394 

8 | 0,9728847466 || 18 | 0,0582941814 || 28 | 0,8999650040 

9 0,3933189141 19 | 0,5930217271 | 29 | 0,2002926951 

10 | 0,0713648160 || 20 | 0,9517789780 || 30 | 0,8703832609 

Из теории функций случайных величин известно [ XVI], что 
для моделирования случайной величины & (47) с любой непрерыв- 

ной и монотонно возрастающей функцией распределения Fe (zx)
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достаточно уметь моделировать случайную величину 1 (%), рав- 

номерно распределенную на отрезке [0, 1]. Получив реализацию 
ух случайной величины 1 (4%), можно найти соответствующую ей 

реализацию гх случайной величины €(w), так как они связаны 
равенством 

a, = Fe" (yr). (9.1) 

Пример 9.6. Предположим, что в некоторой системе Mac- 
сового обслуживания время обслуживания одной заявки распре- 
делено по экспоненциальному закону с параметром р, где д — 
интенсивность обслуживания [XVIII]. Тогда функция распре- 

деления G(t) времени обслуживания имеет вид 

1-е *, t>0; 
G(t) = 

(1) 0, t<0. 

Пусть ук Е [0,1] — реализация случайной величины 7(w), 
равномерно распределенной на отрезке [0, 1], а $. — соответ- 

ствующая ей реализация случайного времени обслуживания од- 
ной заявки. Тогда, согласно (9.1), 

и =С (и) =-р (1). # 

'Гребование, чтобы функция распределения Fe (т) случайной 
величины €(w) была непрерывной и монотонно возрастающей, 
для равенства (9.1) не является принципиальным. Это непо- 
средственно следует из общей постановки и решения задачи о 
нахождении законов распределения функций случаиных вели- 
чин [XVI]. Но в общем случае Fo" (ть) — прообраз элемента 
гк при отображении Fe, и при практическом использовании ра- 

венства (9.1) может появиться определенная специфика. 

Пример 9.7. Пусть €(w) — число очков на верхней грани 

игральной кости при ее произвольном бросании. Если предпо- 

ложить, что игральная кость является правильной (т.е. являет- 

ся однородной, имеет форму куба и не может встать на ребро
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или вершину), то €(w) — дискретная случайная величина с MHO- 
жеством возможных значений {1, 2, 3, 4, 5, 6} и вероятностями 
событий Р [€(w) = К] =1/6, Е =1,6. Значит, функция распреде- 
ления этой случаиной величины имеет вид 

0, «<l; 

1/6, 1<:<2; 
2/6, 2<2< 3; 

Её (т) = P{€(w) < zt] = ¢ 3/6, 3<¢2< 4; 
4/6, 4<2<5; 

5/6, 5<2<6; 
1, 6<€2, 

и является кусочно постоянной. Поэтому непосредственное 
использование равенства (9.1) для определения реализации гк 
случайной величины €(W) по известной реализации ух случайной 

величины 7(W) становится проблематичным. Вместе с тем 

К — k _ PLAS <n) < =5=РЕЫ=И, &=Т6 
откуда следует, что если ур Е Е =), то г; = К, К=1,6. Так, 

например, если у). = 0,4, TOT, = 3. 

В ряде случаев для определения реализации х; случайной 
величины &(%) с заданной функцией распределения Ё#(т) быва- 

ет удобнее использовать ее вероятностно-статистические свой- 
ства, а не равенство (9.1). В первую очередь это относится к 
случайной величине €(wW), распределенной по нормальному за- 

кону с математическим ожиданием т и дисперсией o7, для 
моделирования которой может быть использована централь- 
ная предельная теорема. Действительно, если 7; (Ww), j =1,n, — 
независимые равномерно распределенные на отрезке [0, 1] слу- 

чайные величины, то M[n;(w)}] = 1/2, D[n;(w)} = 1/12, j =1, п, 
и при достаточно больших п случаиная величина 

$) =т- \ (уе) - 5)
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будет распределена по закону, близкому к нормальному с па- 

раметрами т и а? [ХУ]. При моделировании нормально рас- 
пределенных случайных величин с использованием центральной 

предельной теоремы обычно выбирают п > 12. 

Рассмотрим еще один пример, иллюстрирующий использо- 

вание вероятностно-статистических свойств функции распре- 

деления F(z) случайной величины &(%) для определения ее 

реализаций. 

Пример 9.8. Предположим, что необходимо определить 

реализации дискретной случайной величины, распределенной 

по закону Пуассона, с заданным параметром д = At. Эта задача, 

весьма актуальна в имитационном моделировании процессов 

массового обслуживания [XVIII]. 
Известно, что если частота, реализаций случайных событий 

имеет распределение Пуассона, то время между появлениями 

отдельных событий имеет экспоненциальный закон распреде- 

ления [XVIII]. Для случайной величины €(w), распределенной 
по закону Пуассона с параметром д = At, реализация — зто 

число событий п > 0, происходящих за период времени $. Поэто- 

му для реализации случайной величины & (4%), распределенной 

по закону Пуассона с параметром д = At, необходимо полу- 

чить столько реализаций случаиной величины, распределенной 

по экспоненциальному закону с параметром А, чтобы сумма, их 

минимального числа первый раз превысила $. В этом случае 

реализацию случайной величины E(w) берут равной числу pea- 

лизаций экспоненциально распределенной случайной величины 

минус единица. 

Например, если А =Зи {= 1,4, To (см. пример 9.6) реа- 
лизация t, экспоненциально распределенной с параметром A 

случайной величины определяется равенством 

1: = —A in ук. 

Замена 1 — yx € [0, 1] на ук Е [0, 1] произведена, для удобства вы- 
числений, а ее законность следует из определения равномерного
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закона, распределения. Используя реализации у„ Из табл. 9.5, 

получаем результаты, приведенные в табл. 9.6. Из табл. 9.6 

находим, что искомая реализация равна п =6—1=5. # 

Таблица 9.6 

п Yn tn у tk n Yn bn > ty 
k=1 k=1 

1 | 0,6049 | 0,1675 | 0,1675 0,3569 | 0,3434 | 0,8651 

0,5185 | 0,2190 | 0,3865 0,3674 | 0,3338 | 1,1989 

3 | 0,6666 | 0,1352 | 0,5217 0,5047 | 0,2279 | 1,4268 

Моделирование случайного вектора осуществляют путем 

последовательного моделирования его координат. При этом 

первую координату моделируют в соответствии с ее безуслов- 

ным законом распределения, а каждую последующую — в Co- 

ответствии с условным распределением при полученных ранее 

значениях всех предыдущих координат. 

Для моделирования случайного события А с вероятностью 

реализации р достаточно моделировать случайную величину 

n(w), равномерно распределенную на отрезке [0,1]. При по- 

падании реализации случайной величины 7(w) в отрезок [0,р] 

считают, что случайное событие А произошло, а при ее попа: 

дании в полуинтервал (р, 1] считают, что случайное событие А 

не произошло. 

Пример 9.9. В игре с монетой первыи игрок выигрыва- 

ет у второго одно очко, если выпадает герб (событие A) и 

проигрывает ему одно очко, если монета падает противопо- 
ложной стороной (событие В). При этом предполагается, что 
монета, является правильной и не может встать на ребро, т.е. 

P [A] = P[B] = 0,5. 

Поскольку числа ук, k= 1,30, в табл. 9.5 являются реали- 

зациями случайной величины 7 (4%), равномерно распределенной 

на отрезке [0, 1], то можно предложить следующее правило для
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моделирования итога игры: если ух Е [0, 0,5], то при К-м бро- 

сании монеты реализуется событие А; если ухЕ (0,5, 1], то при 

k-m бросании монеты реализуется событие В. 

Предположим, что игроки договорились о трех партиях, ка- 
ждая из которых состоит из десяти бросаний монеты. В соот- 
ветствии с правилом для определения итога игры воспользуемся 

таблицей псевдослучайных чисел (см. табл. 9.5). Итог первой 

партии определяется псевдослучайными числами ук, = 1, 10, и 
его можно представить в виде строки ВВВААВАВАА. Видно, 

что игроки набрали по пять очков. Итог второй партии опре- 
деляется псевдослучайными числами ух с номерами k = 11, 20, 

и ему соответствует строка ВАААВАААВВ. Первый игрок 

выигрывает у второго два очка. Итог третьей партии опре- 
деляется псевдослучайными числами ух с номерами k = 21, 30, 

и ему соответствует строка ВАААВВВВАВ. Первый игрок 

проигрывает второму два очка. 3 

Для моделирования полной группы событий А; с вероят- 

ностями P[A,] = py, К = 1, М, где pi + р2+:--+рм = 1, доста- 
точно смоделировать равномерно распределенную на отрезке 

[0, 1] случайную величину 7 (42) и считать, что событие A, про- 
изошло, если реализация случайной величины n(w) попала в 

отрезок [0, р1|; событие А› произошло, если реализация случай- 
ной величины 7(W) попала в полуинтервал (р1, py + po] и т.д. 
Событие Ам соответствует попаданию реализации случайной 

величины 7(W) в полуинтервал (р! + р2 +... + рм-1, 1]. 

9.3. Имитационное моделирование 
как вычислительный эксперимент 

При использовании компьютерного имитационного модели- 
рования для решения практических задач часто упускают из 
виду, что оно по своей сути представляет собой вычислитель- 
ный эксперимент, результаты которого должны интерпрети- 
роваться с позиций математической статистики [ХУП]. Нри
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этом необходимо помнить о TOM, что в соответствии с зако- 

ном больших чисел результаты компьютерного имитационно- 

го моделирования начинают проявлять свойство устойчивости 

лишь после многократного повторения вычислительного экспе- 

римента. 

Таким образом, для того чтобы результаты компьютерного 

имитационного моделирования действительно давали предста- 

вление о том, что же реально можно ожидать в будущем, вы- 

числительный эксперимент должен быть повторен достаточно 

болышое число раз. Ответ на вопрос, что представляет собой 

„достаточно большое число раз“, зависит от типа моделируе- 

мой системы и начальных условий вычислительного экспери- 
мента. 

Результаты имитационного моделирования игры в моне- 

ту, приведенные в примере 9.9, нельзя считать неожиданными. 

Естественно, что, воспользовавшись другими таблицами псев- 

дослучайныг чисел, мы могли бы получить и другие варианты 

исхода игры. Для иллюстрации приведенных выше рассуж де- 

ний рассмотрим еще один пример. 

Пример 9.10. Пусть требуется определить площадь круга 

К с центром в точке (1;2) и радиусом г = 5 (рис. 9.1). 

Для решения задачи воспользуемся методом Монте-Карло. 

Впишем исходный круг в ква- 

драт, который разобьем на эле- 

ментарные квадраты, площадь 
каждого из которых равна еди- 

нице (см. рис. 9.1). Примене- 

ние случаиных выборок при ис- 

пользовании метода Монте-Кар- 

ло основано Ha предположениио —-4 0 6 x, 
равноправности всех точек KBa- 
драта [—4,6] x [-3,7] с точки зре- -3 

ния возможностеи их реализа- Рис. 9.1 

x 2] 
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ции. Формально это означает, что координаты случаиного век- 

тора 7 (4) = (m(w) 72 (w))° являются независимыми случайными 
величинами, распределенными равномерно на отрезках [—4, 6] 
и [-3, 7] соответственно, т.е. 

fn(®1, 22) — Лт (71) Ing (22), 

где 

= 0,1, 21 €[—4, 6]; _ 0,1, 22 Е [--3, 7]; 

= | 0, m1 ¢[-4,6} ыы | 0, 22¢[-3,7]. 
В этом случае, если К = {(x1;22): 22 + 22 < 52}, то 

Plow) ЕК] | | fy(erse2)dzrdza= | [ 0,1%deydeq=0,01m(K), 

К К 

где т(К) — площадь круга К. Таким образом, 

т(К) = 100P[n(w) Е К], 

где коэффициент 100 выражает площадь квадрата, в который 

вписан круг К. 

С учетом принятых допущений определим п реализаций 
случайного вектора 7(W), которым будут соответствовать п 

точек в искомом квадрате, из которых т принадлежат кругу 
К. В этом случае [XVI] 

P[n(w) Е К] x =, m(K) = 100P[n(w) Е K] = 100—. 

В табл. 9.7 приведены результаты использования метода 

Монте-Карло для определения площади рассматриваемого кру- 

га для различных значении п. Кроме того, для каждого фикси- 

рованного п было проведено 10 вычислительных зкспериментов 

с использованием различных наборов псевдослучаиных чисел из 

отрезка [0,1].
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Таблица 9.7 

Номер Оценка площади круга при фиксированном п 
экспери- 
мента |п=100|п=200|п=500|п=1000п=2000|п=5000|п=10000 

1 78 79,5 | 77,4 76,2 78,80 | 78,22 78,77 

2 70 77,0 | 81,0 76,2 | 78,70 | 78,60 | 78,23 

3 80 79,5 | 77,2 79,0 78,15 | 77,72 78,88 

4 70 77,0 | 77,0 79,7 78,70 | 77,76 78,63 

5 79 77,0 | 79,4 77,0 79,45 | 79,00 78,21 

6 81 | 760 | 792 | 788 | 77,65 | 78,68 | 78,27 
7 77 78,0 | 79,0 77,3 78,40 | 79,08 78,64 

8 78 79,5 | 80,2 80,2 77,05 | 78,54 78,27 

9 82 76,5 | 80,4 79,5 79,75 | 78,34 78,67 

10 75 82,0 | 75,6 79,8 79,00 | 78,22 78,16 

Среднее | 77,1| 78,2 | 78,64] 78,37 | 78,56 | 78,42 | 7857 
Дисперсия| 18,3] 3,5 3,1 2,4 0,66 0,23 0,22 

Если полагать, что m = 3,14159, то m(K) = mr? = 78,5398. Ис- 
ходя из анализа результатов вычислительных экспериментов, 
представленных в табл. 9.7, можно утверждать следующее. 

1. С ростом используемого числа реализаций случайного 

вектора 7(W) оценка площади круга в среднем приближается 
к ее истинному значению. 

2. Десять вычислительных экспериментов, отличающихся 

друг от друга лишь использованными наборами псевдослучаи- 
ных чисел, дают различные значения оценок площади круга 

при одном и TOM же значении п. Каждый вычислительный 
эксперимент можно рассматривать как наблюдение в процес- 
се имитационного моделирования. 

3. При усреднении результатов по всеи серии вычислитель- 

ных экспериментов улучшается качество получаемых резуль- 
татов. Уменышение выборочной дисперсии в зависимости от 

числа испытании N, т.е. в зависимости от используемого чи-
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Cla реализаций случайного вектора 7(w), имеет нелинейный 
характер, что необходимо учитывать при планировании объ- 
ема испытаний. 5 

В завершение этого параграфа отметим, что утверждения, 

сформулированные в примере 9.10, полностью соответству- 

ют основным положениям математической статистики [XVII]. 

Кроме того, при значительном числе экспериментов (в примере 

9.10 число вычислительных экспериментов равно 10) на основа- 
нии центральной предельной теоремы стандартным способом 
можно находить не только точечные, но и интервальные оцен- 

ки интересующих нас параметров [XVII]. Так, в рассмотренном 

примере 9.10 при п = 10000 среднее значение площади круга 

m(K) = 78,57, выборочная дисперсия 5? = 0,22, число экспери- 
ментов № = 10. Таким образом, полуразмах симметричного 

доверительного интервала для оцениваемой площади круга 

2 
[= ht аз ~ 1) 0,27, 

rae 1-a=0,9 — доверительная вероятность, М а/2 (М —1)— 

квантиль распределения Стьюдента с (N—1)-i степенью свобо- 

ды [XVII]. 
Основной недостаток метода Монте-Карло и имитацион- 

ного моделирования связан с необходимостью использовать 
огромное число реализаций случайного вектора 1 (и?) и прово- 

дить значительное число вычислительных зкспериментов для 
получения хороших результатов. Если вернуться к приме- 

ру 9.10, то результат использования NN = 100000 реализаций 

случайного вектора 7(w), проведенных в 10 вычислительных 

экспериментах, вряд ли можно считать удовлетворительным, 
судя по точечной оценке m(K) = 78,57 и полуразмаху симме- 

тричного доверительного интервала | = 0,27, построенного с 

минимально используемой на практике доверительной вероят- 

ностью 1 -— а = 0,9.
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9.4. Построение и эксплуатация 

имитационных моделеи 

Первый этап создания любой имитационной модели — этап 

описания реально существующей системы в терминах характе- 

ристик основных событий. Эти события, как правило, связаны 

с переходами изучаемой системы из одного возможного состоя- 

ния B другое и обозначаются как точки на временной оси. Для 

достижения основной цели моделирования достаточно наблю- 

дать систему в моменты реализации основных событий. 

Для наглядности иллюстрации идеи использования основ- 

ных событий в компьютерном имитационном моделировании 

рассмотрим пример одноканальной системы массового обслу- 

живания [XVIII]. Как правило, целью имитационного моде- 
лирования подобной системы является определение оценок ее 

основных характеристик, таких, как среднее время пребыва- 

ния заявки в очереди, средняя длина очереди и доля време- 

ни простоя системы [XVIII]. Характеристики самого процесса 

массового обслуживания могут изменять свои значения либо 

в момент поступления новой заявки на обслуживание, либо 

при завершении обслуживания очередной заявки. К обслужи- 

ванию поступившей заявки система массового обслуживания 

может приступить немедленно (канал обслуживания свободен), 

но не исключена необходимость ожидания, когда заявке при- 

дется занять место в очереди (система массового обслуживания 

с очередью, канал обслуживания занят). После завершения об- 

служивания очередной заявки система массового обслуживания 

может сразу приступить к обслуживанию следующей заявки, 

если она есть, но может и простаивать, если таковая отсут- 

ствует. Необходимую информацию можно получить, наблюдая 

различные ситуации, возникающие при реализациях основных 

событий. Так, при поступлении заявки в систему массового 

обслуживания с очередью при занятом канале обслуживания 

длина очереди увеличивается на единицу. Аналогично длина
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очереди уменьшается Ha единицу, если завершено обслужива- 
ние очередной заявки и множество заявок в очереди не пусто. 

Для эксплуатации любой имитационной модели необходимо 

выбрать единицу времени. В зависимости от природы моде- 

лируемой системы такой единицей может быть микросекунда, 

час, год и т.д. Так, например, при моделировании процес- 
са функционирования крупного аэропорта в качестве единицы 
времени, как правило, используют минуту, а при моделирова- 
нии процесса, эволюции в изолированной популяции — среднюю 
продолжительность жизни одного поколения. 

Для иллюстрации принципа эксплуатации имитационных 

моделеи приведем простейший типовой пример. 

Пример 9.11. Рассмотрим одноканальную систему мас- 

сового обслуживания с простейшим входным потоком заявок 
[ХУШ] и интенсивностью А =3 (заявки в час). Время об- 

служивания одной заявки с вероятностью 0,5 равно 0,2 4 ис 

вероятностью 0,5 равно 0,6 ч. Заявки обслуживаются в порядке 
поступления. Длина, очереди и источник заявок не ограничены. 
Предполагается, что в начальный момент времени канал обслу- 
живания свободен и в очереди нет ни одной заявки. 

Для простейшего входного потока заявок с интенсивностью 
А = 3 (заявки в час) длительность временного интервала между 
двумя последовательно поступившими заявками — случайная 

величина, T(W), распределенная по экспоненциальному закону с 

параметром Л [XVIII]. Как показано в примере 9.6, если у; — 
реализация случайной величины, равномерно распределенной 

на отрезке [0, 1], то реализация 7, длительности временного ин- 
тервала, между двумя последовательно поступившими заявками 

определяется следующим образом: 

тЕ=-А ш(1- у) = - (1/3) (1 - yx). 

А так как по условию с вероятностью 0,5 время обслуживания 
одной заявки равно либо 0,2 4, либо 0,6 4, то реализация
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времени обслуживания (см. пример 9.9) 

0,2, УЕ Е [0, 0,5]; 
[обсл — вел (%) = | yg Е (0,5, 1. 

В рассматриваемой системе массового обслуживания воз- 

можны два основных события: поступление заявки и уход за- 

явки из системы в связи с окончанием обслуживания. Действия, 

связанные с этими событиями, можно охарактеризовать следу- 

ющим образом. 

|. Деиствия, связанные с поступлением заявки в систему 

массового обслуживания: 

1) генерация момента поступления следующей заявки на об- 

служивание путем определения реализации т; длительности 

T(w) временного интервала между двумя последовательно по- 

ступившими заявками и прибавлением т; к текущему времени 

моделирования; 

2) проверка состояния системы (процесс обслуживания или 

‚ простой): а) если система простаивает (канал обслуживания 
свободен), то следует начать обслуживание поступившей за- 

явки, для чего моделируется время обслуживания to6cea(Ye) и 

вычисляется время окончания обслуживания, добавляемое к те- 

кущему времени моделирования to6en (Ye). Состояние системы 
изменяется на рабочее и корректируется суммарное время ее 

простоя; 6) если система находится в процессе обслуживания, 

то следует поставить поступившую заявку в очередь, увеличив 

ее длину Ha единицу. 

I]. Действия по окончании обслуживания заявки в системе 

связаны с проверкой состояния очереди: а) если очередь пу- 

ста, Т.е. в ней нет заявок, то объявляется простой системы; 

6) если очередь не пуста, то необходимо начать обслуживание 

первой по очереди заявки, уменьшить длину очереди на еди- 

ницу, скорректировать время ожидания, сгенерировать время 

обслуживания {6сл(Ук) и вычислить время окончания обслужи- 

вания, прибавив {.6‹л(Ук) к текущему времени моделирования.
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Одноканальная система начинает работать при пустой оче- 

реди и свободном канале обслуживания, т.е. ее функционирова- 

ние начинается с простоя. Время 7; поступления первой заявки 

на обслуживание моделируется псевдослучайным числом, взя- 

тым, например, из табл. 9.5: 

т! =- (1/3) ш(1 - 0,60493) = 0,31 4 

(далее псевдослучайные числа извлекаются из этой таблицы 
по порядку). Таким образом, в момент времени & = 0-- 7; = 

= 0,31 происходит событие, состоящее в поступлении заявки 

на обслуживание. Вычисляем время поступления следующей 

заявки: 

t = 0,31 + г = 0,31 — (1/3) In(1 — 0,51845) = 0,55 ч. 

Поскольку в начальный момент времени система, простаивает, 

то в момент времени t = 0,31 начинается обслуживание первой 

заявки. Время обслуживания Ё&6сл(0,66655) = 0,6 4, т.е. время 
окончания обслуживания равно 

t = 0,31 -- 0,6 = 0,91 ч. 

Система объявляется работающей, а время простоя корректи- 

руется: 

простоя =0-+ 0,31 = 0,31 Ч. 

Следующее по времени событие связано с поступлением 

заявки на обслуживание в момент времени $ = 0,55 ч. Так 

как в это время происходит обслуживание первой заявки, 

то поступившая заявка становится в очередь, длина которой 

корректируется: 

r=0+1=1 (в момент t = 0,55). 

Следующая заявка поступает в момент времени 

t = 0,55 +73 = 0,55 — (1/3) In(1 — 0,35693) = 0,70 ч.
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А так как система все еще обслуживает первую заявку, то 

длина очереди увеличивается: 

r=1+1=2 (в момент t = 0,70). 

Далее определяется время поступления следующей заявки: 

| 
t = 0,70 — та = 0,70 — 3 in(l — 0,36739) = 0,85 4. 

А так как система все еще обслуживает первую заявку, TO 

длина очереди увеличивается: 

т=2+1=3 (в момент & = 0,85). 

Определим время поступления следующей заявки: 

t = 0,85 + ть = 0,85 — а — 0,50469) = 1,08 ч. 

Полезно отмечать новые события на рисунке по мере их ре- 

ализации (Ha рис. 9.2 символ © обозначает поступление заявки, 

символ В — время окончания обслуживания заявки). 

а а а а в 
| Ё ] 1 a on 1 ~~ 

0 0,31 0,55 0,70 0,85 0,91 t 

Puc. 9.2 

Следующее событие наступает в момент времени t= 0,91 4 

и представляет собой окончание обслуживания первой заявки. 

А так как очередь не пуста, то начинается обслуживание 

следующей заявки и корректируется длина, очереди: 

г=3-—1=2 (в момент & = 0,91). 

При этом суммарное время ожидания обслуживания равно 

ожидания — 0-- (0,91 Щ— 0,55) = 0,36 ч,
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а время обслуживания второй заявки равно #6сл(0,47764) = 

= 0,2 4. Таким образом, обслуживание второй заявки завер- 

шится в момент времени 

# = 0,91 +0.2 =1,11 4. 

Процедура повторяется до тех пор, пока не будет промоде- 

лирован весь отрезок времени [0,7] функционирования одно- 
канальной системы массового обслуживания. При зтом мож- 

но определить оценки основных характеристик зтой системы 

[XVIII] 4 установить зависимость их качества от величины T, 
т.е. от длительности времени моделирования процесса, функци- 

онирования системы. Так, например: 

a) доля времени простоя системы (в процентах) равна, от- 
ношению суммарного времени простоя к величине Т, умножен- 
ному на 100; 

6) среднее время ожидания обслуживания равно отношению 

суммарного времени ожидания к числу поступивших заявок; 
в) средняя длина очереди равна отношению т(А)/Т, где 

m(A) — площадь плоской фигуры A, ограниченной осью Bpe- 
мени и ступенчатой линией r=r(t), t € [0,7], отражающей 
зависимость длины очереди от времени $. 

9.5. Получение наблюдении при компьютерном 

имитационном моделировании 

Так как по своей сути компьютерное имитационное моде- 

Auposanue представляет собой вычислительный зксперимент, 

то его наблюдаемые результаты в совокупности должны обла- 

дать свойствами реализации случаиной выборки. Лишь в зтом 

случае будет обеспечена корректная статистическая интерпре- 

тация моделируемой системы. 
В любом физическом зксперименте оценка, его результата, 

как правило, базируется на среднем значении № независимых 
наблюдений. При зтом объем испытаний N планируют за- 
ранее в соответствии с заданным размахом доверительного
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интервала для оцениваемого параметра, величина которого и 
характеризует качество получаемой оценки при фиксированной 
доверительной вероятности [XVII]. При компьютерном ими- 
тационном моделировании оценки характеристик изучаемой 

системы также должны базироваться на результатах N неза- 

висимых наблюдений, но их получение значительно сложнее, 

чем в физическом зксперименте. Следует отметить, что при 

компьютерном имитационном моделировании основной инте- 
рес представляют наблюдения, полученные после достижения 

изучаемой системой стационарного режима функционирова- 

ния, Так как в зтом случае резко уменьшается выборочная 

дисперсия [XVIII]. Время, необходимое для достижения систе- 

мой стационарного режима функционирования, определяется 
значениями ее параметров и начальным состоянием. 

Поскольку основной целью является получение данных на- 

блюдении с возможно меньшей ошибкой, то для достижения 

зтой цели можно: 

а) увеличить длительность времени имитационного модели- 

рования процесса функционирования изучаемой системы. В 

зтом случае не только увеличивается вероятность достиже- 

ния системой стационарного режима функционирования, но и 

возрастает число п используемых псевдослучайных чисел, что 

также положительно влияет на качество получаемых результа- 

тов (см. пример 9.10); 

6) при фиксированной длительности времени Т имитацион- 

ного моделирования провести № вычислительных зксперимен- 

тов, называемых еще прогонами имитационной модели, с 

различными наборами псевдослучайных чисел, каждый из ко- 

торых дает одно наблюдение (см. пример 9.10). 

При практическом использовании компьютерного имитаци- 

онного моделирования необходимо иметь в виду следующее: 

а) затраты на проведение имитационного моделирования 

существенно зависят от его длительности, т.е. от продолжи- 

тельности прогона модели;
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6) выборочная дисперсия может быть уменьшена за счет 

использования специальных методов формирования случайных 

выборок. 

Переходим к рассмотрению трех наиболее распространен- 

ных методов получения данных наблюдений при компьютерном 

имитационном моделировании. 

Метод повторения. Каждое наблюдение получается в ре- 

зультате отдельного прогона модели. Все прогоны начинаются 

при одном и том же начальном состоянии моделируемой систе- 

мы, но с использованием различных наборов псевдослучайных 

чисел. Преимуществом этого метода является независимость 

получаемых наблюдений тк, К =1, М, параметра м моделиру- 

емой системы. Если число N прогонов модели достаточно 

велико, TO границы симметричного доверительного интервала, 

для параметра д определяются следующим образом [XVII]: 

где 

т = хоть = ан =), 

=! k=1 

1 —a@ — доверительная вероятность, ahi _ а (№ —1) — квантиль 
72 

распределения Стьюдента с N — 1 степенью свободы. Заметим, 
что если данные наблюдений соответствуют переходному ре- 
жиму функционирования моделируемой системы, то возможна 

их смещенность [ XVIII]. 

Метод подынтервалов. Этот метод ориентирован на 

уменьшение влияния переходных режимов функционирования 

моделируемой системы на данные наблюдений и основан на 

разбиении времени каждого прогона на равные промежутки 

(подынтервалы). Конец каждого подынтервала соответствует 

моменту записи информации о наблюдении. Преимущество рас- 

сматриваемого метода состоит в том, что со временем влияние
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переходного режима функционирования изучаемой системы на 

соответствующие данные наблюдений уменьшается. Основной 

недостаток метода подынтервалов связан с тем, что данные 

наблюдений являются зависимыми, поскольку результаты на- 

блюдений в каждом последующем подынтервале зависят от 

состояния системы в конце предыдущего подынтервала, т.е. 

существует автокорреляция [XVII]. Ее влияние можно умень- 

шить, но это связано с ростом затрат на моделирование. 

Пример 9.12. На рис. 9.3 показано изменение длины оче- 

реди г в зависимости от времени $, происходящее за один про- 

гон модели одноканальной системы массового обслуживания с 
очередью [ХУШ]. При использовании метода подынтервалов 

длина подынтервала должна быть достаточной для получения 

информации о наблюдаемой величине. В рассматриваемом при- 

мере время прогона модели Т`= 30, а длина подынтервала взята 

равной 5 (см. рис. 9.3), т.е. последовательные наблюдения реа- 
лизуются на подынтервалах [5k, 5(К + 1)), & =0, 5. 

r4 

1 2 3 4 5 1 

бо! 16! 13 
5 T= 5 т. = 5 Тз= 5 T= 5 52. Т5= 5. 

Е НА! п. 
3 F ; ! | A 
2F ; Г 
1 7 ГГ > 
0 5 10 15 20 25 30 + 

Рис. 9.3 

Основная цель этого примера — получение данных наблю- 

дении о средней длине очереди. Пусть гк+1 — результат k-ro 

наблюдения, представляющий собой отношение площади сту- 

пенчатой фигуры, изображенной на рис. 9.3, к длине подын- 

тервала [5к, 5(К + 1)). На основе этой информации находим
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~~ ae 

выборочное среднее 

1 57 
т = gj 7H = 30 = 1,9 (заявки) 

и исправленную выборочную дисперсию 

5 
1 358 S? = — У (тат) = —— =0,716 

Ga Da (№ 7)" = Fog = 04716, 
k=0 

при определении которой мы предполагаем, что влияние авто- 

корреляции пренебрежимо мало. # 

Как известно из математической статистики [XVII], при- 

ближенная формула для нахождения оценки дисперсии по дан- 

ным наблюдений ть, К =1, п, с учетом автокорреляций имеет 

ВИД 

й 1 n _ т, j 1 п-] _ _ 

$2 = nal — =)? +2) (1 _ =) nar У (ze — 2) (14+; —T), 
=] 1=1 k=1 

rye n>>m. Таким образом, для уменьшения влияния автокор- 

реляции необходимо увеличение объема выборки п. 

Метод циклов. При использовании метода циклов влияние 

автокорреляции уменьшается за счет выбора подынтервалов 

таким образом, чтобы в их начальных точках условия были 

одинаковыми. Так, в примере 9.12 (см. рис. 9.3) подынтервалы 
[0,7) и [7,15) можно использовать в качестве первых двух 

подынтервалов в методе циклов, поскольку оба они начинаются 

при одном и том же условии: длина очереди равна нулю. При 

использовании метода, циклов влияние автокорреляции меньше, 

чем при использовании метода подынтервалов, но, как правило, 

меньше и число наблюдений, поскольку удается использовать 

меньше подынтервалов.
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Завершая рассмотрение вопросов получения данных наблю- 
дений при компьютерном имитационном моделировании, еще 
раз остановимся на проблеме уменьшения выборочной диспер- 
сии, что напрямую связано с качеством получаемых результа- 
тов. При этом мы не будем касаться прямых методов умень- 
шения выборочной дисперсии, базирующихся на увеличении 

объема выборки и возрастании длительности прогона, модели, 
так как их практическая реализация приводит к резкому воз- 
растанию объема вычислений и росту затрат на имитационное 
моделирование. 

В практике компьютерного имитационного моделирования 
для уменьшения выборочной дисперсии широко используют 
метод дополнения. Основная идея зтого метода, заключа- 

ется в следующем. 

Если {ук} — последовательность псевдослучайных чисел 
(см., например, табл. 9.5), то {1 — ук} — также последователь- 
ность псевдослучайных чисел. Значит, возможна реализация 
двух прогонов модели с использованием двух наборов псевдо- 
случайных чисел уки 1 — ук,  =1,п. Если тк и 2, — соответ- 
ствующие результаты этих прогонов, то: 

а) оба рассматриваемых набора, псевдослучайных чисел име- 
ют одинаковые числовые характеристики; 

6) так как ук + (1-ук)=1, =1, п, то между множествами 
псевдослучайных чисел ук и 1 — ук существует отрицательная 
корреляция | XVII]; 

в) если uy, = (тк + 2%)/2, k= 1, п, то оценку 

la _ic 
и = ош Bm D(H + 2 

параметра ££ можно рассматривать как оценку, полученную по 
данным случайной выборки объема 2п [ХУП]; 

г) если 

2 (42) + 2(w) 
5 соу[2 (4); 2(4)] <0 и u(w)=
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то дисцерсии случайных величин 2(w), z(w), u(w) связаны 
неравенством [XVI] 

D[u(w)] = 0,25 (D[z(w)]+D[z(w)]}) +0,5cov[z(w);y(w)] < 

< 0,25(D[z(w)] + Dly())), 
т.е. оценка и параметра д обладает дисперсией, меньшей, 
чем дисперсия аналогичной оценки, полученной по данным 

случайной выборки объема 2. 

Вопросы и задачи 

9.1. В чем заключается основная цель имитационного моде- 
лирования и что является его основой? 

9.2. Сформулируйте основную задачу имитационного моде- 

лирования. Чем она отличается от задач исследования опера- 

ЦИИ ? 

9.3. Почему компьютерное имитационное моделирование 

можно рассматривать как статистический эксперимент и что 
представляют собой результаты этого моделирования? 

9.4. Назовите основные области применения компьютерно- 
го имитационного моделирования. 

9.5. Какие цели преследуют при использовании компьютер- 

ного имитационного моделирования применительно к задачам 

организационного управления? 

9.6. Назовите основные этапы построения и практического 

использования имитационной модели. 

9.7. Сформулируйте основную идею метода Монте-Карло. 

Что общего между компьютерным имитационным моделирова- 

нием и методом Монте-Карло? 

9.8. Для чего нужны псевдослучайные числа в компьютер- 

ном имитационном моделировании и в Чем заключается OCHOB- 

ная идея их использования?
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9.9. Изложите общую идею метода мультипликативных 

конгруэнций получения псевдослучайных чисел. 

9.10. Сформулируйте основные идеи, используемые при 

компьютерном моделировании случайных величин с заданными 

законами распределения. 

9.11. Как можно смоделировать с помощью компьютера: 
а) случаиный вектор; 6) случайное событие? 

9.12. Пусть G C В” — ограниченная область, в которой 
определена скалярная функция ф(Х) векторного аргумента 
Х ЕС. Сформулируйте основную идею использования метода 

Монте-Карло для вычисления интеграла 

y= [eax 

9.13. Каким образом случаиные события используют при 
построении и эксплуатации компьютерных имитационных мо- 
делеи? 

9.14. Каковы основные идеи методов повторения, подын- 

тервалов и циклов получения наблюдений в компьютерном ими- 

Тационном моделировании? Назовите их достоинства и недо- 

статки. 

9.15. Какие методы уменьшения выборочной дисперсии при 

компьютерном имитационном моделировании Вы знаете? В 

чем заключаются основные идеи этих методов? 

9.16. Используя из Табл. 9.5 первые 10 псевдослучаиных 
чисел, запишите результаты первых 10 исходов в игре с броса- 

нием игральной кости (см. пример 9.7). 
Ответ: 4, 4, 4, 3, 3, 4, 3, 6, 3, 1. 

9.17. В примере 9.4 игрок решил воспользоваться таблицей 

псевдослучайных чисел. Как он может это сделать? 

Ответ: если псевдослучайное число ук попадает в проме- 
жуток [0, 0,5), то при бросании двух монет выпадают герб
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и решка; если ук Е [0,5, 0,75), то выпадают два герба; если 

ук Е (0,75, 1], то выпадают две-решки. 

9.18. Пусть время обслуживания заявки в некоторой си- 

стеме массового обслуживания представляет собой случайную 

величину, распределенную по зкспоненциальному закону с па- 

раметром р = 10 (заявок в минуту). Построив модель системы 

с помощью псевдослучайных чисел из табл. 9.5, определите вре- 

мя обслуживания первых пяти заявок. 

Ответ: 0,09 мин; 0,07 мин; 0,11 мин; 0,04 мин; 0,04 мин. 
Указание: см. пример 9.6. 

9.19. В примере 9.11 продолжите процесс имитационного 

моделирования, Полагая T = 2,36 ч. Определите тип и вре- 

мя реализации основных событий на отрезке времени (0, 7). 
Вычислите среднюю длину очереди и среднее время ожидания 

обслуживания на (0, Т]. 

Ответ: тип и время реализации основных событий изо- 
бражены на рис. 9.4; средняя длина очереди — 0,7 заявки, а 

среднее время ожидания обслуживания — 0,6 ч. 

а a a a В a В B B B a a 
| Ко. ake соо mbt... 1 1 eee 1 сео А ое А ооо д ее =m 

0 0,31 0,55 0,70 0,85 0,91 1,08 1,11 1,31 1,51 2,11 2,28 2,37 ¢ 

Рис. 9.4 

9.20. На рис. 9.5 отражено изменение числа заявок г, Ha- 

ходящихся в одноканальной системе массового обслуживания. 

Время моделирования Т = 36, количество циклов 4. С довери- 

тельной вероятностью 0,95 определите интервальные оценки: 

а) для доли времени простоя системы; 6) для числа заявок, Ha- 

ходящихся в системе. 

Ответ: а) 0,364 + 0,096; 6) 1,004 + 0,511. 

9.21. Пусть время обслуживания в одноканальной систе- 

ме массового обслуживания является случайной величиной, 
распределенной по зкспоненциальному закону с параметром
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и = 0,5. Определите среднее время обслуживания одной заявки 

и исправленную выборочную дисперсию зтой оценки: 

а) по десяти наблюдениям с использованием псев дослучай- 

ных чисел ук, k =21, 30, из табл. 9.5; 
6) по десяти наблюдениям с использованием псевдослучай- 

ных чисел | — ук, К = 21, 30, из табл. 9.5; 

в) по первым пяти наблюдениям, взятым из а) и 6), с 
использованием метода, дополнения. 

Ответ: a) 2 = 2,45, 5? == 3,64; 6) == 1,89, S* = 4/17; в) w= 
= 2,31, 52 = 5,48.



Приложение 1. ВЕНГЕРСКИЙ 

МЕТОД РЕШЕНИЯ 

ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИЯХ 

При обсуждении постановки задачи о назначениях (см. 
5.3) было отмечено, что эта задача является частным случаем 
классической транспортной задачи и, как следствие, являет- 

ся задачей транспортного типа. Применительно к задаче о 

назначениях симплексный метод не эффективен, так как лю- 

бое ее допустимое базисное решение является вырожденным. 

Специфические особенности задачи о назначениях позволили 
разработать эффективный метод ее решения, известный как 
венгерский метод”. Прежде чем приступать к изучению 

этого метода, напомним основной результат, полученный в 5.3 

при анализе задачи о назначениях. 

Пусть С = (с;;) Е M,(R) — матрица стоимости задачи о 
назначениях (5.11) и С* = (с1;) Е M,(R) — эквивалентнал ей 
матрица стоимости, т.е. 

си = cj +d +l;, i=l1,n, 1=1, п, 

где d;,i=1,n, и [;, 7 =1,n, — некоторые постоянные. Тогда 

при замене в задаче (5.11) параметров с;;, входящих в матрицу 
стоимости С, параметрами с, i,j =1,n, из эквивалентной 
матрицы стоимости С* оптимальное решение исходной задачи 
останется неизменным. 

Основная идея венгерского метода заключается в переходе 

от исходной матрицы стоимости С' к эквивалентной ей матрице 
стоимости С* с неотрицательными злементами и системой п 

независимых нулей, т.е. с совокупностью нулевых элементов 

*См.: Раскин Л.Г.
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матрицы, из которых никакие два, не принадлежат одной и той 
же строке или одному и тому же столбцу. Понятно, что ква: 
дратная матрица порядка п не может иметь систему более чем 
из п независимых нулей. Согласно (5.11), можно утверждать, 
что для любого допустимого решения задачи о назначениях ма- 

трица переменных Х = (т;;} Е М„(®) содержит п(п -— 1) нулей и 
п единиц, из которых никакие две не принадлежат одной и той 

же строке или одному и тому же столбцу. Таким образом, если 
эти п единиц в матрице Х расставить в соответствии с располо- 

жением элементов системы п независимых нулей эквивалентной 
матрицы стоимости С*, то получим допустимое решение pac- 
сматриваемой задачи о назначениях. Более того, найденное 

допустимое решение является оптимальным решением, так как 
ему соответствует нулевое значение целевой функции, опреде- 
ляемой матрицей C*, которое не может быть уменьшено в силу 
неотрицательности элементов эквивалентной матрицы стоимо- 
сти C™. 

Алгоритм венгерского метода решения задачи о назначени- 
ях состоит из подготовительного этапа и не более чем п-2 
последовательно повторяющихся итераций. На подготовитель- 
ном этапе получают матрицу стоимости Со, эквивалентную 
матрице стоимости рассматриваемой задачи о назначениях и 
содержащую первоначальную систему независимых нулей. На 
каждой итерации число независимых нулей в преобразован- 
ной зквивалентной матрице стоимости увеличивается не менее 
чем на единицу. Через конечное число итераций система не- 

зависимых нулей в преобразованной эквивалентной матрице 
стоимости C™* будет состоять из п элементов, что означает 3a- 
вершение процесса, решения рассматриваемой задачи. 

Подготовительный зтап заключается в последовательном 
выполнении следующих трех шагов. 

Шаг 1. Для каждого столбца матрицы стоимости С' за- 
дачи о назначениях находят минимальный злемент 

= min ej, 7=1, п, 
t=l,n
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и формируют эквивалентную матрицу стоимости С" = CAE B 

которой 

/ 
Cj, = ci; — 1, 20, 1,j=1,n. 

В результате выполнения первого шага подготовительного 

этапа получают эквивалентную матрицу стоимости С”, в ка- 

ждом столбце которой имеется по краиней мере один нулевой 

элемент. 

Шаг 2. Для каждой строки матрицы стоимости С” нахо- 

дят минимальный элемент 

и формируют эквивалентную матрицу стоимости Со = (cf), B 

которой 

c&.=c..-d;>0, i,j=1,n. 

В результате выполнения второго шага подготовительного 

этапа получают эквивалентную матрицу стоимости Со с неот- 

рицательными элементами, в каждой строке и каждом столбце 

которой имеется по краиней мере один нулевой элемент. 

Шаг 3. В первом столбце матрицы Со выбирают любой 

нулевой элемент и обозначают его как 0*. Затем переходят 

ко второму столбцу матрицы Со, и если в нем есть нулевые 

элементы, не лежащие в одной строке с нулевым элементом 0* 

первого столбца, то выбирают любои из них и обозначают как 

0*. Далее процедуру повторяют для всех последующих столбцов 

матрицы стоимости Со и получают для нее первоначальную 

систему независимых нулеи, состоящую из нулевых элементов, 

обозначенных как 0*. 

Можно доказать, что первоначальная система, независимых 

нулей не может содержать менее двух элементов.
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Пример П1.1. Проиллюстрируем подготовительный этап 

алгоритма венгерского метода для следующей матрицы стои- 

мости: 

[ 5 7 | 

10 6 7 

8 35] 

\ 12 9 3 / 

Шаг 1. В первом столбце минимальным является элемент 

[1 = с11 =5, во втором — [5 = с22 = 4, в третьем — 713 = сзз = 
сл
 
м
ь
 

DH
 

= 3, в четвертом — 14 = с14 =1!. Вычитаем эти значения из 

соответствующих столбцов и приходим к матрице 

(0 2 4 0 

5 0 3 6 
yo 

C= 310 44° 

\ 7 167 ) 

Шаг 2. Находим минимальные элементы в строках ма- 
трицы С". В первой строке 41 = c,, =0, во второй — 42 = с. =0, 

в третьей — d3 = cy, =0, в четвертой — 44 = cy, = 1. Вычитая 

эти значения из соответствующих строк, получаем матрицу 

0240 
5036 

Co= 13 1 0 4]: 
605 6) 

Шаг 3. Отмечаем систему независимых нулей: 

0“ 2 4 0 (or 2 4 0 
[5 of 3 6 , {5 0 3 6 

Co=] 3 1 oe al? МИ CO=] 3g 1 ge gl # 
\6 0 5 6 L6 Of 5 6)
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Теперь перейдем к описанию итерации алгоритма венгер- 

ского метода, решения задачи о назначениях. Пусть проведено 
т итераций (т > 0), в результате которых получена эквива- 

лентная матрица, стоимости Ст. 

Шаг 1. В матрице С» подсчитываем число элементов в 

системе независимых нулей, которое обозначим через К. Если 
К = п, то переходим к шагу 2. Если К < п, то переходим к 

шагу 3. ° 

Шаг 2. В соответствии с системой п независимых нулей 

эквивалентной матрицы стоимости С* = С» в матрице перемен- 

ных модели Х расставляем п единиц, а остальные ее элементы 
заменяем нулями. Решение завершено. 

Шаг 3. Столбцы матрицы Ст, содержащие 0*, выделяем 

знаком „+“, их элементы называют выделенными (остальные 

элементы матрицы называют невыделенными). Переходим к 

шагу 4. 

Шаг 4. Если среди невы деленных злементов матрицы Си 

есть хотя бы один нуль, то переходим к шагу 5. В противном 

случае переходим к шагу 9. 

Шаг 5. Если строка, содержащая невы деленный нуль, со- 

держит также и 0*, то переходим к шагу 6. В противном случае 

переходим к шагу 7. 

Шаг 6. Наиденный невы деленный нуль обозначаем через 

0’, содержащую его строку отмечаем знаком „--“ и все ее эле- 
менты называем выделенными. Снимаем знак +“ со столбца, 

в котором расположен 0* из выделенной строки, и переходим к 

шагу 4. 

Шаг 7. Наиденный невы деленный нуль обозначаем через 

0’и, начиная с него, строим так называемую Ё-цепочку по 

следующему правилу: исходныи 0’; далее 0*, расположенный 

с ним в одном столбце (если такой найдется); затем 0’, pac- 
положенный в одной строке с предшествующим 0*; далее 0^, 

расположенный в одном столбце с предшествующим 0’ (если 

такой найдется) и т.д. Переходим к шагу 8.
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Замечание [1.1. Построение Ё-цепочки осуществляется 

однозначно. Действительно, в каждом столбце не может быть' 

более одного 0*, а в каждой строке не может быть более одного 

0’ (после того как в строке один нуль выделен штрихом, эту 
строку выделяют и никакие другие ее нули не могут быть 

вы делены). 

Замечание П1.2. [-цепочка всегда начинается с 0’ и за- 

канчивается 0’. Принципиальная схема построения Ё-цепочки 

представлена, на рис. П1.1. 

p’ HO строке „|... 

Рис. П1.1 

‚ по столбцу 
0 

Действительно, пусть Ст = (cf?) Е М»(К) и существует L-ye- 

почка вида, 

=(c™. сп. с”. тт . 
г = (cr, Cindi? бару °°) бы in) 

которая не может быть продолжена, причем Chi отмечен как 

0’, Cheatin отмечен Kak 0*. В этом случае в матрице С столбец с 

номером jx не выделен знаком , +“, так как в этом столбце есть 

элемент сх. типа 0’. В то же время этот столбец содержит 0* 

(так отмечен злемент Cat „)- Следовательно, знак выделения 
столбца с номером jx был снят и строка с номером 2441 содер- 

жит 0’, так как Ha шаге 6 ona была выделена. Таким образом, 

[-цепочка может быть продолжена, что противоречит сделан- 

ному предположению. 

Замечание П1.3. Число элементов в [-цепочке является 
нечетным. При этом [-цепочка может состоять из одного эле- 
мента, если в одном столбце с рассматриваемым 0' нет 0*. # 

Шаг 8. В Гцепочке все 0* заменяем нулями, а все 0’ — 

символами (0*, в результате чего в эквивалентной матрице 
стоимости С„ получаем новую систему независимых нулей,
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число элементов которой на единицу больше числа злементов в 

предыдущей системе независимых нулей (согласно замечаниям 

П1.2 и П1.3, в С-цепочке число элементов 0’ всегда, на единицу 

больше числа злементов 0*). Вне Г-цепочки все 0’ заменяем 

нулями и снимаем все выделения строк и столбцов матрицы 

Ст. Переходим к шагу 1. 

Шаг 9. Среди невыделенных элементов матрицы Са Ha- 

ходим минимальный элемент р (h > 0 всилу неотрицательности 

элементов эквивалентной матрицы стоимости С и отсутствия 

невы деленных нулей). Значение h вычитаем из элементов невы- 

деленных строк и прибавляем к элементам выделенных столб- 

цов. Вновь полученную эквивалентную матрицу стоимости с 

неотрицательными злементами, в которой по меньшей мере 

один из невыделенных элементов является нулем, обозначаем 

через Си и переходим к шагу 5. 

Пример П1.2. Вернемся к задаче о назначениях, для 

которой в примере П1.1 выполнен подготовительный этап вен- 

герского метода и получена эквивалентная матрица стоимости 

Со. Рассмотрим итерационный процесс венгерского метода pe- 

шения этой задачи. 

Первая итерация 

Шаг 1. Число k элементов в системе независимых нулей 

матрицы Co равно трем (см. пример П1.1). А так как п =4и 

К < п, переходим к шагу 3. 

Шаг 3. Выделяем столбцы матрицы Со, содержащие 0*: 

+ + + 
24 
5 0* 3 6 

Co=[3 1 04 
6 0 5 6 

Переходим к шагу 4.
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Шаг 4. Один из злементов невыделенного четвертого 

столбца матрицы Со является нулевым (в первой строке). Пе- 

реходим к шагу 5. 

Шаг 5. В первой строке матрицы Со наряду с невыде- 
ленным нулем (50, =0) есть элемент cf,, выделенный как 0*. 
Переходим к шагу 6. 

Шаг 6. Найденный невыделенный нуль обозначаем через 

0’и выделяем содержащую его первую строку. Снимаем знак 
выделения с первого столбца, в котором расположен 0* из 

первой строки: 

Переходим к шагу 4. 

Шаг 4. Среди невыделенных элементов матрицы Co нет 

нулей. Переходим к шагу 9. 

Шаг 9. Среди невыделенных злементов матрицы Со на- 

ходим минимальный элемент A = min {5, 3, 6, 6, 4, 6} =3. Зна- 

чение h = 3 вычитаем из злементов невыделенных строк с но- 

мерами 2, 3, 4 и прибавляем к злементам выделенных столбцов 

с номерами 2, 3. Вновь полученную эквивалентную матрицу 

стоимости обозначаем через Co: 

+ + 
+/0* 5 7 QO 

2 0* 3 3 
Co= |0 1 0* 1 

3053 

Переходим к шагу 5.
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Шаг :5. В третьей строке, содержащей невыделенный 

нуль (ch, = 0), есть и выделенный нуль (cz, = 0*). Переходим 
к шагу 6. 

Шаг 6. Найденный невыделенный нуль обозначаем через 

0’, содержащую его третью строку выделяем. Снимаем знак 
выделения с третьего столбца, в котором расположен 0* из 

третьей строки: 

+ 

+/0* 5 7 O 
2 0* 3 3 

бо =, 01 ol 
3053 

Переходим к шагу 4. 

Шаг 4. Среди невыделенных элементов матрицы Со нет 

нулей. Переходим к шагу 9. 

Шаг 9. Среди невыделенных элементов матрицы Со на- 

ходим минимальный элемент h = min {2, 3, 3, 3, 5, 3} =2. Зна- 
чение h = 2 вычитаем из элементов невыделенных строк с HO- 

мерами 2 и 4 и прибавляем к элементам выделенного второго 

столбца. Вновь полученную эквивалентную матрицу стоимости 

обозначаем через Co: 

+ 

+ (0 7 7 0 
0 o 1 1 

из oO 
\1 0 301 

Переходим к шагу 5. 

Шаг 5. Во второй строке, содержащей невыделенный 

нуль (cS, =0), есть выделенный нуль (c2, = 0*). Переходим к 
шагу 6. 

Шаг 6. Наиденный невыделенный нуль обозначаем через 
0’, содержащую его вторую строку выделяем. Снимаем знак
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выделения со второго столбца, в котором расположен 0* из 

второй строки: 

+ [0 7 7 0) 
+/0 of 1 1 
+] 0° 3 Of 1 
103 1) 

Co= 

Переходим к шагу 4. 

Шаг 4. Среди невыделенных элементов матрицы Со есть 

нуль (cf. =0). Переходим к шагу 5. 
Шаг 5. Так как четвертая строка, содержащая невыде- 

ленный нуль, не содержит 0*, то переходим к шагу 7. 

Шаг 7. Наиденный невыделенный нуль обозначаем сим- 

волом 0’ и строим Г-цепочку (c9,, c9,, 91, сб, с94): 

+ (40 7 7 “0 
cat 001 1 
6+ 0! 3} or 

1 073 1 

Переходим к шагу 8. 

Шаг 8. В Гцепочке все символы 0* заменяем нулями, 

a символы (’ заменяем на 0*. Вне Г[-цепочки все 0’ заменяем 

нулями и снимаем все выделения строк и столбцов. Полученную 

матрицу стоимости обозначаем через Су: 

0 7 7 OF) 
|" 1] 

0 3 Of 1 
1 03 1) 

Переходим к шагу 1 следующей итерации (т = 2). 

Вторая итерация 

Шаг 1. Число элементов k в системе независимых нулей 

матрицы С’ равно четырем. А так как К =4 = п, то переходим 

к шагу 2.
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Шаг. 2. В соответствии с эквивалентной матрицей стои- 
мости C* =С1 выписываем оптимальное решение рассматрива- 

емой задачи, представленное в виде матрицы ее переменных 

[о 0 0 1) 

ыы | 
\отоо/ 

Выше при анализе задачи о назначениях было отмечено 

(см. 5.3), что на практике встречаются задачи, для которых 

параметр с;; имеет смысл эффективности выполнения 1-й рабо- 

ты 7-м исполнителем, i,j =1,n. В таких задачах суммарная 

эффективность выполнения всех работ должна быть макси- 

мальной, что приводит к задаче (5.12). Для преобразования 

задачи (5.12) к стандартной задаче (5.11) можно воспользовать- 

ся приемом, рассмотренным в 5.3, или изменить первый шаг 

подготовительного этала венгерского метода, который в этом 

случае принимает следующий вид. 

Шаг 1. Для каждого столбца матрицы C = (c?.) Е M,(R) 
задачи о назначениях (5.12) находим максимальный элемент 

[; = тахс;, j=l1,n, 
t=1,n 

и формируем эквивалентную матрицу стоимости С" = (с;;), В 

которой 
р Щи. лари ¢,=l-c;, %]=1п. 

Пример П1.3. Рассмотрим задачу о назначениях вида 

(5.12) с матрицей 

107 69 

5973 

C= 7 8 10 5 

3 8 4 2
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В этом случае 

|1 = тах{10, 5, 7, 3} = 10, [5 = max {6, 7, 10, 4} = 10, 

[3 = max{7, 9, 8, 8} =9, [4 = тах {9, 3, 5, 2} =9 

и эквивалентная матрица стоимости имеет вид 

024 0\ 

= 5 0 3 6 

3104 

7 1 6 т 
Заметим, что эта матрица совпадает с матрицей С’, полу- 

ченной на первом шаге подготовительного этапа, венгерского 

метода в примере П1.1 (задача минимизации затрат). А Tak 

как последующие шаги подготовительного этапа не изменятся, 

то понятно, что решение Xo, полученное в примере П1.2, будет 

оптимальным решением и для рассматриваемой задачи о назна- 

чениях (задача максимизации суммарной эффективности).



Приложение 2. МЕТОД 

ДИСКРЕТНОГО ДИНАМИЧЕСКОГО 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Метод дискретного динамического программирования явля- 

ется одним из наиболее эффективных методов реализации мно- 
гошаговытх задач принятия решений в условиях определеннос- 

ти. Приступая к изучению этого метода, заметим, что каждая 
многощаговая процедура принятия решений в условиях опре- 

деленности соответствует вполне конкретной задаче выбора 
кратчайшего (или самого длинного) пути в некоторой ацик- 

лической сети. В любой ациклической сети есть лишь один 

узел-источник, т.е. узел сети, в который не входит ни одна ори- 
ентированная дуга. Это следует из того, что рассматриваемые 
нами системы имеют единственное начальное и единственное 

конечное состояния. Напомним, что к задаче выбора кратчай- 

шего пути была преобразована задача о замене оборудования 

(см. пример 5.6). 
Одна из специфических особенностей любой ациклической 

сети состоит в том, что возможна нумерация узлов сети, при 

которой для каждой ориентированной дуги (1, 7), выходящей 
из узла с номером 2 и входящей в узел с номером 7, будет 

иметь место неравенство : < 7. Процедура такой нумерации 

состоит из нескольких этапов. Сначала узлу ациклической 

сети, в который не входит ни одна ориентированная дуга, 

присваивают номер 1 и вычеркивают ориентированные дуги, 
выходящие из него. После этого в сети выделяется Ny узлов, 
в каждый из которых не входит ни одна из ориентированных 

дуг. Этим узлам (в любой последовательности) присваивают 
номера от 2 до п1 +1 и вычеркивают ориентированные дуги, 

выходящие из них. После этого в сети образуется Nz узлов, в
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каждый из которых не входит ни одна из ориентированных 

дуг, и рассуждения, проведенные выше, повторяют до тех 

пор, пока не будут пронумерованы все узлы рассматриваемой 

ациклической сети. 

Пример П2.1. Пронумеруем узлы ациклической сети, изо- 

браженной на рис. П2.1, так, чтобы для любой ее ориентиро- 

ванной дуги (2, 7) имело место неравенство 1 < 7. 

12 7 

Puc. П2.1 

В соответствии с описанной выше процедурой нумерации 

узлов ациклической сети, этапы которой частично отраже- 

ны на рис. [2.2, приходим к результату представленному Ha 

рис. П2.3. # 

Рис. П2.2 

12 7 

Рис. П2.3
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Далее будем предполагать, что для ациклической сети вы- 
полнены следующие условия: 

а) узлы сети пронумерованы так, что для любой ее ориен- 
тированной дуги (27, 7) имеет место неравенство 2 < 7; 

6) для каждой ориентированной дуги (3, 7) указана ее длина, 

cj; (например, на рис. П2.3 имеем с25 = 12, сво = 10). 

В этих условиях под длиной пути от 1-го узла ацикличе- 

ской сети до ее 1-го узла, где 2 <j, будем понимать сумму длин 
входящих в этот путь дуг. 

Пусть ациклическая сеть содержит N узлов и необходимо 

найти кратчайший путь от ее 1-го до №-го узла. Постановка 

этой задачи и метод ее решения уже известны (см. 5.4 и 5.5), 

но мы рассмотрим другой подход. 

Обозначим через f; длину кратчайшего пути от узла 1 

ациклической сети до ее узла, 1, и пусть f; =0. В этом случае 

Ё-+с:; — длина кратчайшего пути от узла 1 до узла 1, rgei < 7, 

при условии, что дуга (2, 1) является последней дугой этого 

пути. Кратчайший путь от узла 1 до узла 7 должен содержать 

некоторую дугу в качестве конечной, и поэтому 

f= = min (fit ess), (112.1) 
Е1(7) 

где [(7) — множество номеров тех вершин рассматриваемой 
ациклической сети, из которых выходят ориентированные ду- 
ги, входящие в узел 7. А так как для всех ориентированных 
дуг (t, 7), входящих в узел 7, имеет место неравенство 2 < J, 

то соотношение (П2.1) может быть использовано для последо- 
вательного вычисления значений fo, ]з, ..., fn, и мы приходим 

к следующему алгоритму нахождения кратчайшего пути в аци- 
клической сети. 

Шаг 1. Полагаем v; = 0, vy = 00, К =2, М, 1=2. Перехо- 

дим к шагу 2. 

Шаг 2. Вычисляем 

и; — jin, {v;, ис},
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где запись т + у означает, что переменное т принимает значе- 

ние у. Переходим к шагу 3. 

Шаг 3. Если 71 = №, To прекращаем вычисления. Если 

1 < №, то выполняем присвоение 7 + 7-+ | и переходим к Wary 2. 

Рассмотренный алгоритм позволяет находить не сам крал- 

чаишии путь, а его длину. Для нахождения кратчайшего пути 

необходимо запоминать номера дуг (2, 7), которые составляют 

путь длиной %;. В примере П2.2 такие дуги для наглядности 

дополнительно помечены штриховой линией. 

Пример П2.2. Используем изложенный алгоритм для на- 

хож дения кратчайшего пути от узла, | до узла, 9 в ациклической 
сети, изображенной на рис. П2.3. 

Шаг 1. Полагабм и =0, ик = со, К =2, 9, 1=2. Переходим 

к шагу 2. 

Шаг 2. Вычисляем vo¢-min{v2, 1+ с12 } = п {оо, 0+1} = 
=1, учитывая, что в узел 3 входит единственная дуга (1, 3). 
Фиксируем ориентированную дугу (1, 3), выделив ее штрихо- 

вой линией (рис. П2.4) и переходим к шагу 3. 

Рис. П2.4 

Шаг 3. Tak как 1 =2<9= М, то полагаем j=3 u 

переходим к шагу 2. 

Шаг 2. Вычисляем 93 ¢min{v3, 91 сз } = пи {o0, 0-2} = 

—=2, учитывая, что в узел 3 входит единственная дуга (1, 3). 

Фиксируем ориентированную дугу (1, 3), отметив ее штрихо- 
вой линией, переходим к шагу 3. 

Шаг 3. Так как 1 =3< 9 = М, полагаем 7 = 4 и переходим 

к шагу 2.
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Шаг, 2. Присваиваем 14 < min{vg, 02 + с24, 0з + сз4} = 

= min{oo, 1+6, 2+3} =5, учитывая, что в узел 4 входят 

дуги (2, 4), (3, 4). Фиксируем ориентированную дугу (3, 4), 

отмечаем ее штриховой линией и переходим к шагу 3. 
Шаг 3. Так как 1 =4 < 9 = №, полагаем 7 = 5 и переходим 

к шагу 2. 

Шаг 2. Присваиваем vs < пи {15, 02 + с25, 04 + Cas} = 

= min{oo, 1+12, 5+4} =9, учитывая, что в узел 5 входят 
дуги (2, 5), (4, 5). Фиксируем ориентированную дугу (4, 5), 
отмечаем ее штриховой линией и переходим к шагу 3. 

Шаг 3. Так как 71 =5 < 9 = №, полагаем 7 = 6 и переходим 

к шагу 2. 

Шаг 2. Присваиваем ve + min{ve, 03 + сз6, 04 + Cag} = 

= min{oo, 2+4, 5+2} = 6, учитывая, что в узел 6 входят 
дуги (3, 6), (4, 6). Фиксируем ориентированную дугу (3, 6), 
отмечаем ее штриховой линией и переходим к шагу 3. 

Шаг 3. Так как 1 =6 < 9 = №, полагаем 7 =7 и переходим 

к шагу 2. 

Шаг 2. Присваиваем v7 — min{v7, 04 + сат, Us + с57} = 

= min{oo, 5+ 15, 9+7} = 16, учитывая, что в узел 7 входят 
дуги (4, 7), (5, 7). Фиксируем ориентированную дугу (5, 7), 

отмечаем ее штриховой линией и переходим к шагу 3. 
Шаг 3. Так как 1 =7 < 9 = №, полагаем j = 8 и переходим 

к шагу 2. 

Шаг 2. Присваиваем vg < min{vg, 04 + сав, Ve + Cog} = 

= min{oo, 5+7, 6+7} = 12, учитывая, что в узел 8 входят 
дуги (4, 8), (6, 8). Фиксируем ориентированную дугу (4, 8), 

отмечаем ее штриховой линией и переходим к шагу 3. 
Шаг 3. Так как 1 =8 < 9 = №, полагаем 71 = 9 и переходим 

к шагу 2. 

Шаг 2. Вычисляем v9 + min{vg, 16-69, U7+C79, 8+ сво } = 

= min{oo, 6+15, 16+3, 12+10} = 19, учитывая, что в узел 9 
входят дуги (6, 9), (7, 9), (8, 9). Фиксируем ориентированную 
дугу (7, 9), отмечаем ее штриховой линией и переходим к 
шагу 3.
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Шаг 3. Так как 7 = 9 = №, вычисления прекращаем. 

Кратчайший путь найден: 135445579. Его длина 

(см. рис. [12.4) равна 2+3+4+{7-+3 = 19. Для наглядности 
для каждого узла укажем длину кратчаишего пути до него от 

узла 1 (рис. П2.5). Итак, рассмотренный алгоритм позволяет 
находить кратчайший путь от узла 1 до любого узла сети. # 

Алгоритм нахождения в ациклической сети наиболее 

длинного пути аналогичен рассмотренному алгоритму вы- 

бора кратчайшего пути и отличается от последнего лишь тем, 

что на Ware | начальные значения VE берутся равными —со 

(при К 2 1), а на шаге 2 вместо минимума нужно определять 

максимум. 

Пример П2.3. B ациклической сети из предыдущего 

примера (см. рис. П2.3) рассмотрим задачу поиска наиболее 

длинного пути от узла 1 до узла 9. 

На первом шаге полагаем vy = 0, их = —00, k= 2,9, ил = 2. 

Переходим к шагу 2. Присваиваем vo + max{v2, %1 + с12} = 

= max{—oo, 0+1} =1, учитывая, что в узел 2 входит един- 
ственная дуга (1, 2). Отмечаем зту дугу и переходим к шагу 3. 

На третьем шаге, так как ] =2 < 9 =М№, полагаем 1 =Зи 

снова переходим к шагу 2. Дальнейший ход решения не вы- 

зывает затруднений. Окончательный результат представлен 

на рис. П2.6, на котором для каждого узла указана наибольшая 

длина пути до него от узла 1. #
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Рис. П2.6 

В ряде случаев нумерацию узлов ациклической сети целе- 

сообразно проводить так, чтобы для каждой ориентированной 

дуги (3, 7) этой сети, выходящей из узла $ и входящей в узел 1, 

выполнялось неравенство 1 > 7. Процедура такой нумерации BO 

многом схожа с процедурои нумерации, рассмотренной выше, 

и состоит из нескольких этапов. Сначала узлу ациклической 

сети, из которого не выходит ни одна ориентированная дуга, 

присваивают номер | и вычеркивают ориентированные дуги, 

входящие в него. После зтого в сети образуется п1 узлов, из 

которых не выходит ни одна из ориентированных дуг. Этим 
узлам (в любой последовательности) присваивают номера от 2 

до п1 +1, вычеркивают дуги, входящие в них, и рассуждения, 

проведенные выше, повторяют до тех пор, пока не будут про- 

нумерованы все узлы рассматриваемой ациклической сети. 

Для уяснения описанной процедуры нумерации можно в 

качестве примера взять ациклическую сеть, изображенную на 

рис. П2.1. Результат нумерации узлов этой ациклической сети 

представлен на рис. П2.7. 

Рис. П2.7
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Заметим, что использование нумерации узлов ациклической 

сети, при которой для всех ориентированных дуг (2, 7) выпол- 
нено неравенство 1 > 7, приводит к изменению порядка отсчета 

узлов: в задаче поиска кратчайшего (наиболее длинного) пути 

длина пути отсчитывается не от его начала, а от конца. На 

рис. П2.8 представлено решение задачи выбора наиболее длин- 

ного пути для ациклической сети, изображенной Ha рис. П2.7 

Рис. П2.8 

Пусть для некоторой ациклической сети задан путь, ко- 

торый можно рассматривать как последовательность номеров 

узлов этой сети: (21, 12, .... tn). Любой путь вида 

(tk, , bio | ...) и), 

где |< К; <... < Км < №, называют подпутем исходного пути. 

В частности, для ациклической сети на рис. П2.3 путь 

(2, 4, 6, 8, 9) содержит несколько подпутей, включая (2, 4, 6) 
и (4, 6). 

Понятие подпути позволяет дать первую формулировку прин- 

ципа оптимальности дискретного динамического программи- 
рования в рамках ациклических сетей: подпуть оптимального 

(кратчайшего или наиболее длинного) пути сам является опти- 
мальным путем. В этой формулировке принцип оптимальности 

понятен и не нуждается в комментариях, но прежде чем обсу- 

ждать вторую, самую распространенную формулировку прин- 
ципа оптимальности дискретного динамического программи- 
рования, остановимся на следующем примере.



414 ПРИЛОЖЕНИЕ 2. ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Пример П2.4. Рассмотрим следующую задачу исследова- 

ния операций: 

nr 

У ce (2%) — max; 

st (112.2) 
У `чь(ть) <0, тЕЕ МО {0}, К = 1, п, 
k=1 

где $ — известное целое положительное число; функции 4+ (ть), 

К = 1, п, определены на множестве NU {0}, принимают значения 

из этого же множества, и 4 (0) = 0; сь (тк), К =1, п, — некоторые 

произвольные функции, удовлетворяющие условию ск (0) = 0. 

Функции вида Y(7),...,2n) = $1(11) +... + Yn(Fn) называ- 

ют аддитивными. В рассматриваемой задаче аддитивными 
являются целевая функция и функции, входящие в левую часть 

ограничений. Именно с видом этих функций связана специфика 

этой задачи. 

Поставленная задача может возникнуть в различных ситу- 

ациях. Например, пусть предприятие для производства п раз- 

личных продуктов использует некоторый ресурс, запасы кото- 

рого ограничены величиной 6. Для производства, гк единиц k-ro 

продукта нужно израсходовать 4% (ть) единиц ресурса, а доход 

OT этого составляет сь(тк) условных денежных единиц. Tor- 

да определение объемов производства продуктов хх, К = 1, п, 

обеспечивающих максимальный суммарный доход, приводит к 

сформулированной задаче исследования операций. 

Поставленная задача является статической задачей npu- 

нятия решений. Но если по каким-либо причинам производ- 

ство различных продуктов должно происходить последователь- 

но (сначала 1-й продукт, затем 2-й и т.д.), то мы приходим к 

многошаговой задаче принятия решений, которую и будем рас- 

сматривать далее. 

Проанализируем ситуацию, которая может сложиться после 

того, как завершено производство продуктов с номерами от 1
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док-1, 1<К-1<п. Прежде всего заметим, что в этом случае 

могут остаться недоиспольэованными у единиц ресурса, где 

уЕ {0, 1,..., 6}, так как по условию OE Ми 4%(т%) Е NU {0}, 
к =1, п. Эти у единиц ресурса необходимо распределить для 
производства продуктов с номерами от К до п так, чтобы 
суммарный доход был максимальным. При этом интуитивно 

NOHATHO, что сложившаяся ситуация может быть одноэначно 
охарактеризована с помощью пары (k, п). 

Пусть (у) — максимальная прибыль, которую можно 

получить за счет производства продуктов с номерами от k 
до п, имея в наличии у единиц ресурса. Тогда (5) — 

оптимальное значение целевой функции исходной задачи, и 

нужно определить } (у) Hy {0, 1,..., п}, К =1, п. 

Говорят, что производство Fy единиц К-го продукта допу- 
стимо, если 4к(тк) Зу, TE E NU {0}, т.е. если необходимое для 

этого количество единиц ресурса не превосходит его наличный 
запас y. Отметим, что величина 

сь(ть) + feria (у — 9*(тк)) (12.3) 

представляет собой максимально возможный доход, который 

можно получить за счет распределения наличного запаса, ре- 

сурса у для производства продуктов с номерами от k до п при 

условии, что произведено т; единиц К-го продукта. Интерпре- 

тация выражения (П2.3) является корректной, поскольку запас 

ресурса, после производства, К-го продукта, по предположению, 

распределен оптимально. Таким образом, 

Ль(у) = max (скан) + + (у- 4 (2+), (П2.4) 
ТкЕ 

где 

к = {26 Е NU {0}: qe (тк) ЗУ}. 

При этом (П2.4) справедливо и при К = п, если считать, что 

Inti (y) = 0, y= 0, 6. (112.5)
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Заметим, что предположение (П2.5) можно интерпретировать 

как бесполезность неиспользованного ресурса. Позтому при 

решении практических задач иногда вводят понятие издержек 

3a переход ресурса в следующий период. 

В (П2.4) сначала полагают К =п ис учетом (П2.5) находят 

(У) для каждого у = 0,5. Затем полагают k= n—1 и находят 

fn-i(y), y= 0,6, с учетом уже известных f,(y). Вычисления 

продолжают вплоть до нахождения Л (5). 7 

Задачу, рассмотренную в примере П2.4, можно интерпрети- 

ровать как задачу выбора наиболее длинного пути в ацикличе- 

ской сети. Действительно, каждой паре чисел (К, у), К =1,п, 

у = 0,6, поставим в соответствие узел сети. Из зтого уз- 

ла для каждого значения хх Е WE проведем ориентированную 
дугу, которая входит в узел (К-+1‚, у- 4к(тк)) и имеет длину 

ск(тк). Тогда рассматриваемая задача равносильна поиску са- 

мого длинного пути в зтой ациклической сети от узла (1, 6) 
до некоторого узла (n+ 1, =), где х — количество единиц неис- 

пользованного ресурса. 

Любую многошаговую процедуру принятия решений можно 

интерпретировать как процесс изменения состояния некоторой 
динамической системы с дискретным временем [XVIII]. Само 
понятие состояния играет важную роль в дискретном динами- 
ческом программировании и может иметь весьма, своеобразную 

интерпретацию. 

Так, для задачи нахождения кратчайшего пути, рассмотрен- 

ной в примере П2.2, состояниям системы соответствуют узлы 

ациклической сети (см. рис. П2.3), а совокупность ориентиро- 

ванных дуг, выходящих из узла с номером 7€ {1, 2, ..., 9}, есть 
не что иное, как множество допустимых решений для зтого 

состояния. Заметим, что для динамической системы буду- 

щее состояние определяется текущим состоянием и не зависит 

от ее состояния в прошлом, т.е. процесс изменения состояния 
зтой системы в определенном смысле можно рассматривать как 
детерминированный аналог марковского процесса. Это обстоя-
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тельство связано с тем, что ориентированные дуги, выходящие 
из любого узла ациклической сети (см. рис. П2.3), никак не за- 

висят от входящих в него ориентированных дуг. 
В дискретном динамическом программировании злементы 

состояния принято называть переменными состояния. Так, 
в задаче о распределении ограниченного ресурса из примера 
112.4 состояние представляет собой пару (К, у), ak wy — 

переменные состояния. 
Понятие зтапа, уже встречавшееся в марковских случайных 

процессах с дискретным временем, используют и в дискретном 

динамическом программировании. Так, в задаче о распределе- 
нии ограниченного ресурса, рассмотренной в примере П2.4, на 

К-м зтапе происходит переход из состояния (К, у) в состояние 

(k+1, =). В исследовании операций все многошаговые про- 

цедуры принятия решений основываются на понятии этапа 
(шага), который в конкретной задаче либо является естествен- 

ным злементом, либо вводится искусственно. 

Суть метода дискретного динамического программирова- 

ния применительно к многошаговым задачам принятия реше- 
ний с аддитивной целевой функцией заключается в позтапной 

оптимизации. Реализация идеи позтапной оптимизации была 
проиллюстрирована в примере П2.4 при решении задачи о рас- 

пределении ограниченного ресурса с использованием равенств 
(112.4), (112.5). 

Поэтапная оптимиэация состоит в TOM, что оптималь- 
ное решение принимается на каждом шаге. В задаче выбора, 

кратчаишего пути зто решение связано с выбором одной дуги 

из совокупности ориентированных дуг, выходящих из некото- 

рого узла ациклической сети (см. пример П2.2), а в задаче о 
распределении ограниченного ресурса — с выбором из мно- 

жества «к в ситуации, описываемой парой (К, у). Из зтих 

примеров следует, что принятие решений на каждом шаге, за, 

исключением последнего, должно осуществляться с учетом всех 
его возможных последствий в будущем (на еще предстоящих 
шагах).
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Среди множества шагов многошаговой процедуры приня- 

тия решений последний шаг занимает особое место. Это связа- 

но с тем, что на последнем шаге выбор решения из соответству- 

ющего множества допустимых решений можно осуществлять 

„без оглядки на будущее“. Именно поэтому при использо- 
вании метода дискретного динамического программирования 

сначала планируют последний шаг, исходя из максимально BO3- 

можной эффективности (в смысле значений целевой функции) 

принимаемого решения. 

В дискретном динамическом программировании выбор ре- 

шения из множества допустимых решений называют управле- 

нием. При выборе управления на последнем п-м шаге не- 

обходимо исходить из всех возможных вариантов завершения 

(n—1)-ro шага и для каждого из них найти такое управление, 

чтобы его эффективность Ha последнем шаге была максимально 

возможной. Решив эту задачу, находят условное оптималь- 

ное управление на п-м шаге, т.е. управление с максимально 

возможной эффективностью (в смысле значения целевой функ- 

ции), которое нужно применить на п-м шаге при условии, что 

(п-1)-й шаг завершился определенным образом. 

При определении условного оптимального управления Ha 

(п — 1)-м шаге необходимо исходить из всех возможных вари- 

антов завершения (п — 2)-го шага и для каждого из них найти 

такое управление, чтобы выигрыш (в смысле значения целевой 

функции) от его применения за последние два шага (из кото- 

рых последний уже полностью определен) был бы максимально 

возможным. Затем переходят к определению условного опти- 

мального управления на (n—2)-M шаге и т.д. 

В результате проведенных рассуждений мы пришли ко вто- 

рой формулировке принципа оптимальности в дискретном ди- 

намическом программировании, который больше известен как 

принцип оптимальности Беллмана: каково бы ни было состоя- 

ние динамической системы в результате реализации какого-то 

числа шагов, управление на ближайшем шаге нужно выбирать 

так, чтобы оно, в совокупности с оптимальным управлением на
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всех последующих шагах, привело к максимально возможному 

выигрышу на всех оставшихся шагах, включая данный. 

На практике при применении в дискретном динамическом 

программировании принципа оптимальности используют при- 

ем, называемый методом погружения. Он состоит в том, 

что вместо решения одной исходной задачи с заданным на- 

чальным состоянием 50 и известным числом шагов решают 

совокупность однотипных задач, различающихся начальным 

состоянием. Так, в примере П2.2 в процессе решения после- 

довательно находят кратчайшие пути от первого узла сетц до 

каждого из оставшихся узлов. Исходная задача (поиск кратчай- 

шего пути от узла 1 до узла 9) представляет собой последнюю 

из восьми однотипных задач. В примере П2.4 состояние опи- 

сывается парой (К, у), а пара (1, 5) соответствует начальному 

состоянию. 

Реализация рассматриваемого принципа оптимальности при- 

водит к появлению специфических функциональных уравнений, 

методы решения которых и составляют основу вычислитель- 

ных схем динамического программирования. В примерах П2.1 

и П2.4 такими функциональными уравнениями являлись урав- 

нения (П2.1) и (П2.4). 
Если известны условные оптимальные управления для каж- 

дого шага процесса изменения состояния некоторой динами- 

ческой системы то можно найти и безусловные оптималь- 

ные управленил, т.е. решение рассматриваемой задачи. Дей- 

ствительно, пусть известно начальное состояние So изучаемой 

системы. Но для первого шага, известно условное оптимальное 

управление, связанное с начальным состоянием 50. В резуль- 

тате реализации этого управления после первого шага, система 

перейдет в другое состояние 51. Но для второго шага извест- 

но условное оптимальное управление, связанное с состоянием 

S, и т.д. Таким образом, при реализации метода дискретно- 

го динамического программирования многошаговую процеду- 

ру принятия решений повторяют дважды: первый раз — „от 

конца к началу“ и находят условные оптимальные управления
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на каждом шаге; второй раз — „от начала к концу“ и находят 

безусловные оптимальные управления на каждом шаге. 

В заключение отметим, что при реализации метода диск- 

ретного динамического программирования многошаговую про- 

цедуру принятия решений можно сразу проводить „от начала, к 

концу“ и определять безусловные оптимальные управления. В 

вычислительном аспекте зта схема ничуть не хуже предложен- 

ной выше, но в смысле удобства описания и „прозрачности“ для 
понимания уступает ей. 

Для иллюстрации возможностей метода дискретного дина- 

мического программирования рассмотрим задачу о распреде- 

лении капиталовложений. 

Пример П2.5. Руководство фирмы изучает предложе- 

ния по наращиванию производственных мощностей на трех 

принадлежащих фирме предприятиях А!, Ag и Аз. Каждое 

предприятие представило Ha рассмотрение различные проекты 

наращивания своих производственных мощностей, реализацию 

каждого из которых характеризуют величины (в условных де- 

нежных единицах) суммарных затрат С и суммарных доходов 

В (табл. П2.1). Возможность отказа фирмы от наращивания 

производственных мощностей учтена проектом, для которого 

С =0и R=0. Для расширения производства на всех трех 

предприятиях фирма выделяет средства в объеме 5 условных 

денежных единиц. Их нужно распределить между предприяти- 

ями Так, чтобы с учетом представленных проектов получить 

максимальный доход от инвестиций. 

Таблица П2.1 

Номер Ay Ag Аз 
проекта сов Гота [С | В 

| 0 0 0 0 0 0 

2 1 5 2 8 1 3 

3 2 6 3 9 ~ _ 

4 — — 4 12 — _ 
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В рассматриваемой задаче каждому из предприятий Aj, 
А2, Аз ставим в соответствие зтап многошаговой процедуры 

принятия решений (распределение инвестиций или капитало- 

вложений), поскольку нужно выбрать оптимальный проект для 
каждого из них. Номер зтапа 7 будет соответствовать пред- 
приятию A;, j= 1,3. 

Пусть далее у; — объем капиталовложений, распределяемых 

на этапах 1, 2, 3; у› — объем капиталовложений, распределяе- 

мых на этапах 2 и 3; уз — объем капиталовложений, распреде- 
ляемых на этапе 3. Понятно, что конкретные значения Yo и уз 
не известны, но известно, что Yo, y3 € {0,1,..., 5}. Значение 
же у; равно суммарному объему капиталовложений, распреде- 
ленных Ha всех трех этапах, т.е. равно 5. 

На рис. П2.9 представлена, ациклическая сеть, соответству- 

ющая рассматриваемой задаче. Конечный этап (7 = 4) введен в 

рассмотрение для удобства вычислений. Каждому возможному 
значению 91, у2, уз поставлен в соответствие узел сети, ассо- 
циированный с одним из этапов. Длины ориентированных дуг, 

соединяющих узлы на зтапе 7 + 1 с узлами на этапе 7, числен- 

Этап |} Этап 2 Этап 3 Этап 4 

= cee
 

| © х 

4 
4 
1 
i] 
1 
1 
1 
6 
4 
5 
‘ 
1 
И 
‘ 
4 
1 
4 
1 
6 

Рис. П2.9
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но равны. доходам от реализации наилучшего допустимого (в 

смысле объема капиталовложений) проекта. В узлах сети про- 

ставлены возможные значения у1, Yo и уз. Это сделано лишь 

для удобства построения сети и никоим образом не связано с 

нумерацией ее узлов. 

Рассмотрим ориентированные дуги, соединяющие узел 0 на 

этапе 4 с узлами на этапе 3. Дуга (0, 0) соответствует случаю, 

когда капиталовложения на этапе 3 отсутствуют, т.е. допусти- 

мым является проект с номером 1 и Аз =0. Поэтому дуге 

(0, 0) соответствует длина, равная нулю. Дуга (0, 1) соответ- 
ствует единичному объему капиталовложений на этапе 3, и оба 

заявленных проекта, с номерами | и 2 являются допустимыми. 

Но (см. табл. 112.1) доход от реализации второго проекта Вз = 3 
больше дохода от реализации первого проекта Аз = 0. Таким 

образом, более предпочтительным является второй проект и 

дуге (0, 1) соответствует длина, равная 3. Рассуждая анало- 
гичным образом и учитывая тот факт, что предприятие Аз 

представило лишь два проекта, приходим к выводу: длина каж- 

OK из ориентированных дуг (0, k), К =2, 5, равна 3. 
Переходя к рассмотрению ориентированных дуг сети, со- 

единяющих ее узлы на этапе 3 с узлами на этапе 2, обращаем 

внимание на величину Yo — уз, значение которой равно объему 

капиталовложений, распределенных на этапе 2. Таким обра- 

30M, ориентированная дуга (уз, у2) является допустимой лишь 
для тех проектов предприятия Ag, затраты Ha реализацию ко- 

торых не превышают у2 — уз. Длина дуги (уз, у2) будет равна 

наибольшему значению Ro для всех таких проектов. В частно- 

сти, для ориентированной дуги (1, 5) объем капиталовложений, 

распределенных на этапе 2, равен y2 — уз = 5 — 1 =4, и все проек- 

ты, представленные предприятием, являются допустимыми. А 

так как тах {0, 8, 9, 12} = 12, то эта дуга имеет длину, равную 

12. Для ориентированной дуги (2, 4) объем капиталовложений, 

распределенных на этапе 2, равен yo — уз =4-2=2, и лишь 

первые два проекта, представленные предприятием Ao, явля- 

ются допустимыми. А так как тах {0, 8} = 8, ориентированная
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дуга (2, 4) имеет длину, равную 8. Заметим, что при уз > у2 
ориентированная дуга (уз, уз} не существует, так как объем 

капиталовложений, распределяемых на этапах 2 и 3, не мо- 

жет быть меньше объема капиталовложений, распределяемых 

на этапе 3. 

Анализируя ациклическую сеть, изображенную Ha рис. П2.9, 

видим, что каждая ее ориентированная дуга единственным 

образом связана, с некоторым конкретным проектом, a исход- 

ная задача заключается в отыскании самого длинного пути от 

узла 0 на этапе 4 до узла 5 на этапе 1. Кроме того, нетрудно 

заметить, что некоторые ориентированные дуги можно отбро- 

сить как заведомо неоптимальные, сократив тем самым объем 

вычислений при поиске оптимального решения. Так, например, 

можно исключить ориентированную дугу, соединяющую узел 0 

на этапе 3 с узлом 1 на этапе 2, так как у2 — уз =1-0= 1 иэти 

капиталовложения на этапе 2 не могут принести какой бы то 

ни было доход (см. табл. П2.1). Однако, чтобы не отвлекаться, 

мы не будем рассматривать процедуры подобного рода. 

В принципе можно воспользоваться уже обсуждавшейся 

процедурой нумерации ациклической сети и решить исходную 

задачу с помощью алгоритма нахождения наиболее длинного 

пути (см. пример П2.3). Но мы остановимся на методе дис- 
кретного динамического программирования, который обычно 

применяют при решении многошаговых задач в исследовании 

операций. 

Пусть К; — номер проекта на этапе 7. Этот проект будет 

допустимым на этапе J при заданном значении у;, если с;(К;) < 
< yj, где с;(Ё;) — величина суммарных затрат Ha реализацию 
проекта К;. Если В;(Ё;) — величина суммарного дохода, 

обусловленная реализацией проекта, а };(у;} — максимальный 

доход на этапе 7 при заданном у;, то, согласно (П2.4), (12.5) и 

примеру П2.4, 

Flys) = тах (ВДВ) + Лаба, с), 1=Т,3,
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где и; — множество номеров К тех проектов, для которых 
cj(k) <у;, а fa(ya) = 0 для всех значений ys = 0, 5. 

Процесс вычислений начинаем при 7 = 3, а результаты 
вычислений представим в табл. П2.2-П2.4. 

Таблица П2.2 

Условное оптимальное 

уз Ra(ks) управление 

k3=1 | kg3=2 f3(ys) k3 

0 0 — 0 l 

] 0 3 3 2 

2 0 3 3 2 

3 0 3 3 2 

4 0 3 3 2 

5 0 3 3 2 

Таблица 112.3 

Условное оптимальное 
yo На (Е) + fs (Y2—¢2(ka)) управление 

2 = ko =2 ko =3 ko =4 fa(y2) | 

0 10+0=0 - _ _ 0 | 

1 |0+3=3 - — _ 3 | 

2 |10+3=318+0=0 - _ 8 2 

3 10+3=318+3=1119+0=9 _ 11 2 

4 10+3=318+3=11|9+3=12112+0=12 12 3 или 4 

5 10+3=318+3=1119+3=12112+3=15 15 4 

Таблица П2.4 

Условное оптимальное 

У Ra (ki) + fa(yi — с) управление 

1 =1 ky =2 ki =3 fil) ky 

5 10+15=1515+12=1716+11=17 17 2 или 3 
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Чтобы найти оптимальное решение, проведем анализ полу- 
ченных результатов, начиная с этапа 1. При у! = 5 оптималь- 
ные проекты имеют номера kt = 2 и ki =3 (см. табл. П2.4). 

Сначала рассмотрим случай kj =2. С учетом данных, пред- 

ставленных в табл. П2.1, имеем с1(2) =Ти на этапах 2 и 3 
y2 = 91 - с1 (2) =5—1=4. Таким образом (см. табл. П2.3 при 

y2 =4), kj =3 или kj =4. Если kj = 3, то (см. табл. П2.1) 
с2(3) =Зи уз = y2 - с2(3) =4—-3=1. Поэтому (см. табл. П2.1 
при уз = 1) kj =2. Найдем оптимальный набор проектов kj = 

=2, kj = 3, КЗ =2, что соответствует суммарному доходу (см. 

табл. I12.1) в объеме 5 +9 3 = 17 условных денежных единиц и 

следующему распределению капиталовложений: для предприя- 
тия А! — 1; для предприятия А2 — 3; для предприятия Аз — 1. 

Схема нахождения всех различных оптимальных наборов про- 
ектов представлена, на рис. П2.10. # 

св К ЕЮ К. 

[ЗЕ 4-з= [2 (2,3, 2) 

а 4-4-0 +41 02, 4, 

У ky У> 

5-1=4 

Рис. П2.10 

Завершая рассмотрение метода, дискретного динамического 
программирования, заметим, что материал этого приложения 
предназначен лишь для первого знакомства как с самим мето- 
дом, так и с динамическим программированием в целом. Для 
более детального изучения зтих важных разделов исследования 
операции рекомендуем обратиться к специальной литературе*. 

*См.: Вагнер Г., тт.1-3; Тата X., т.1.
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