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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Предлагаемая читателю книга является девятым выпуском 

комплекса учебников „Математика в техническом университе- 

те“. В учебнике систематически изложен курс теории рядов — 

важный раздел математического анализа, широко применяе- 

мый в различного рода исследованиях и вычислениях как в 

самой математике, так и во многих ее приложениях. Под 

общим термином „ряд“ объединены определенные математи- 

ческие конструкции, применяемые к элементам совершенно 

различной природы: действительным и комплексным числам, 

деиствительным и комплексным функциям, элементам произ- 

вольных нормированных пространств. 

В главе 1 рассмотрены простейшие примеры рядов — число- 

вые ряды. Функциональные ряды, в том числе степенные ряды, 

ряды Тейлора, тригонометрические ряды Фурье и их приложе- 

ния, представлены в главах 2 и 3. В главе 4 изложена теория 

интеграла Фурье — важного обобщения тригонометрического 

ряда Фурье. Главы 5-7 знакомят читателя с теорией рядов 
в нормированных пространствах. В этих же главах в связи с 

потребностями теории в необходимом объеме развиты теория 

меры и интеграл Лебега. 

одержание учебника логически разбито на две части. 

Первая часть (главы 1-4) относится к основному курсу высшей 
математики, традиционно излагаемому студентам технических 

вузов. Материал второй части учебника (главы 5-7) входит в 
программы повышенного уровня подготовки и предназначен 

для студентов технических университетов, обучающихся по 
специальности „Прикладная математика“. 

Изучение курса теории рядов требует от читателя опре- 

деленного уровня подготовки. Предполагается, что читатель 

владеет материалом первых восьми выпусков комплекса, учеб- 

ников „Математика в техническом университете“. В тексте
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книги имеются ссылки на другие выпуски комплекса учебни- 
ков. Такой ссылкой служит номер выпуска. Например, [I-7.5] 
означает ссылку на пятый параграф седьмой главы в первом 
выпуске. Ссылки без римских цифр относятся только к это- 

му, девятому, выпуску. Так, (см. 1.2) отсылает читателя ко 

второму параграфу первой главы, а (см. Д.3.1) — к первому 
дополнению третьей главы этой книги. Ссылки в тексте на 
номера формул и рисунков набраны обычным шрифтом (на- 
пример, (2.1) — первая формула в главе 2, рис. 1.5 — пятый 
рисунок в главе 1). 

Большинство используемых обозначений помещено в переч- 
не основных обозначений. В нем наряду с их краткой расши- 
фровкой указаны глава и параграф, в которых можно найти 
их более подробное объяснение. Кроме того, приведены табли- 

цы с написанием и русским произношением букв латинского и 
греческого алфавитов. 

В конце книги помещены список рекомендуемой литературы 
и предметный указатель, в котором расположены в алфавит- 

ном порядке (по существительному в именительном падеже) 
все выделенные в тексте полужирным курсивом термины с 
указанием страницы, где они строго определены или описаны. 
Выделение термина светлым курсивом означает, что в данном 
параграфе он отнесен к ключевым словам и читателю долж- 
но быть известно значение этого термина. Читатель может 
уточнить это значение, найдя при помощи предметного указа: 
теля необходимую страницу, на которой используемый термин 

определен или описан. Если термин введен в другом выпуске, 
то дана ссылка на этот выпуск (например, I означает ссылку 
на первый выпуск, [-217 — на страницу 217 первого выпуска), 

а также указана курсивом страница предлагаемой книги, на 
которой имеются некоторые пояснения, относящиеся к этому 
термину. 

Глава 2 учебника написана совместно с Г.В. Гришиной. 

Большую помощь в подготовке издания учебника автору оказа- 
ли научные редакторы В.С. Зарубин и А.П. Крищенко, а также
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А.Н. Канатников и Ю.И. Малов. Всем им автор выражает глу- 

бокую благодарность. 

Перед чтением книги в целях самоконтроля предлагается 

выполнить приведенные ниже задания. В тексте заданий пря- 
мым полужирным шрифтом выделены термины, значение 
которых должно быть известно читателю, а в конце каждого 
задания указана ссылка на номер выпуска, в котором можно 
найти соответствующие разъяснения. 

Задания для самопроверки 

1. Найдите точные верхнюю и нижнюю грани множе- 
ства (0,1]. [I] 

2. Для всякого п Е № вычислите точную верхнюю и точ- 

ную нижнюю грани функции г” на отрезке [0, 1]. Докажите, 
что sup 12/(1-1) = +00 и inf 12/(1-1) =-ю. [IJ] 

тЕ[0,1) тЕ(1,2] 

3. Докажите, что счетное объединение счетных мно- 

жеств является счетным множеством. Какие множества име- 
ют мощность континуума? [| 

4. Докажите, что абсолютная величина (модуль) дей- 
ствительного или комплексного числа обладает следую- 

щим свойством: |5 +у| < |т| +9. [1] 

5. Приведите примеры различных промежутков число- 

вой прямой: конечных и бесконечных интервала и полу- 
интервала, отрезка. Какие точки являются граничными, 
внутренними для промежутка (0, 1]? [I] 

6. В чем отличие проколотой окрестности точки от 

окрестности точки? [1 
7. Найдите деиствительную, мнимую части и мо- 

дуль комплексного числа z = (3—1)/(4+3%). Изобразите 
на комплексной плоскости множество комплексных чисел, 

удовлетворяющих неравенству |2 —1+%| <1. Является ли это 
множество точек открытым (замкнутым)? Укажите его 

границу. [I]
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8. Какие функции называют периодическими? [1] 

9. Докажите, пользуясь методом математической ин- 

дукции, что для любого натурального числа п справедливо 
равенство 1+4-+--. +4” {= (1- 4")/(1-а), а721. [П 

10. Выпишите первые пять членов числовой последова- 
тельности {a,}°2, с общим членом a, = (1+1/п)" Дока- 
жите, что последовательность {a,,}°°, является возраста- 
ющей и ограниченной. [I] 

11. Сформулируйте и запишите в символическом виде опре- 

деления конечного и бесконечного пределов числовой 
последовательности. Какие последовательности называ- 

ют сходящимися, расходящимися? Перечислите свойства 

сходящихся последовательностей. [1] 
12. Для числовой последовательности {a,}P°, докажите 

справедливость утверждения: lim a,=0 <> lim |a,|=0. [I] 
nm— OO n—oo 

13. Сформулируйте признак Веиерштрасса сходимо- 
сти ограниченной монотонной последовательности. []] 

14. Докажите утверждение: если числовая последователь- 
ность {тв }©°_| сходится к числу 6, то любая ее подпоследова- 
тельность также сходится к числу 6. []] 

15. Запишите выражение для первого замечательного 

предела. [I] 
16. Используя второй замечательный предел, вычисли- 

те lim (="=3)” [I] 
noo \8n+1 

17. Сформулируйте и запишите определения (по Коши) 

двустороннего и односторонних (левого и правого) пре- 
делов действительной функции деиствительного пере- 

менного в точке а ER. [I] 
18. Сформулируйте теоремы об эквивалентных беско- 

нечно больших и бесконечно малых функциях (последо- 

вательностях). [I] 
19. Докажите, что функция zc’, В > 0, является бесконечно 

болышой более высокого порядка роста по сравнению с 
функцией ш‘ г, а > 0, при т $ +. [I] 
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20. Докажите, что функция rc’, Д > 0, является бесконечно 

большой более низкого порядка роста по сравнению с 
функцией а, а> 1, при т -$ +с0. [I] 

21. Каковы свойства непрерывных функции в точке, 

на отрезке? [I] 

22. Является ли точка x =0 точкой разрыва первого 

рода функции у = |1|/2? [1] 
23. Найдите производную п-го порядка функции у = 

= 1(1+5). [IT] 

24. Что понимают под левои и правой производными 

функции в точке? [П] 

25. Является ли функция y = 2” 

цируемои на отрезке [0,1]? [II] 
непрерывно дифферен- 

26. Докажите, что производная нечетной дифференци- 
руемои функции является четнои функцией. []|, [II] 

27. Запишите формулы Теилора и Маклорена с оста- 
точным членом в форме: а) Пеано; 6) Лагранжа. [II] 

28. Сформулируйте достаточные условия убывания 

(возрастания) дифференцируемои функции. [II] 

29. Приведите необходимые и достаточные условия 

существования экстремума дифференцируемои функ- 

ции. [II] 

30. Является ли функция у= шт строго выпуклой 

вверх в области определения? Постройте ее график. [IT] 

31. Найдите первообразную функции sindz. [УП 

32. Сформулируйте свойства определенного интегра- 
ла. Запишите формулу Ньютона — Леибница вычисления 

определенного интеграла. Является ли функция COSL инте- 

грируемои на отрезке [0,7]? [VI] 

33. Используя правило интегрирования по частям, 
п/5 

вычислите интеграл | (1? +2т-+3) соз5тат. [УП 
0
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34. Вычислите производную интеграла с переменным 
= 

верхним пределом f[cos*tdt. [УП 
0 

35. Укажите, при каких значениях параметра рЕ К несоб- 
+00 

v d ственный интеграл | = сходится. [VI] 
1 

36. Исследуйте на абсолютную и условную сходимость 

несобственные интегралы от функций xz! 3cosx m0 

промежутку [1, +00). [VI] 

37. Каковы свойства собственных и несобственных ин- 

тегралов, зависящих от параметра? При каких условиях 

такие интегралы можно дифференцировать и интегриро- 

вать по параметру? [УП 
38. Выясните, является ли несобственный интеграл 

+00 

| 1? созАхат сходящимся равномерно по параметру Л 
1 

на множестве R. [VI] 
39. Напишите общее решение дифференциального 

уравнения 21 = 2y. Найдите особые точки этого уравнения. 

Найдите решение задачи Коши: ту’ = 29, y(1)=1. [УП 
40. Назовите методы интегрирования обыкновенных 

дифференциальных уравнений второго порядка, разре- 
шенных относительно старшей производной. [VIII] 

41. Укажите какой-нибудь базис в линеином простран- 

стве многочленов степени не выше п с обычными операциями 
сложения и умножения на числа. Какова размерность этого 

линейного пространства? Является ли система многочленов 
р1 = 14+ 2t? — 3t3, po = 31-7Р, рз =2-+В линейно независи- 

мой? Какова размерность линеиной оболочки этой систе- 
мы? Докажите, что многочлен 3#— 3t? —7В является линейной 
комбинациеи многочленов ру, рэ, рз. [IV] 

42. Приведите примеры конечномерных и бесконечно- 

мерных евклидовых пространств. [IV] 
43. Запишите неравенство Коши — Буняковского. [IV] 

Sinz u т



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

чи №» — начало и окончание доказательства 

+ — окончание примера или замечания 

аеЕ А, АЭа — элемент а принадлежит множеству А (множе- 

ство А содержит элемент а) 1-1.1 

ag А — элемент а не принадлежит множеству А 1-1.1 

А = {т:...} — множество А состоит из элементов х, обладаю- 

щих свойством, указанным после двоеточия I-1.1 

A=@ — множество А пусто 1-1.1 

АСВ, ВА — множество А включено в множество В (В 

включает А) 1-1.2 

АСВ, BDA — множество А включено в множество В или 

совпадает с ним 1[-1.2 

N — множество натуральных чисел I[-1.3 

LZ — множество целых чисел [-1.3 

Q — множество рациональных чисел 1-1.3 

IR — множество деиствительных чисел I-1.3 

С — множество комплексных чисел 1[-4.3 

Е — множество R или С в утверждениях, где рассматри- 

ваются параллельно действительный и комплексный 

случаи 5.3 

[a,b] — — отрезок с концами в точкахаиф 1-1.3 

(a,b) — интервал с концами в точкахаиф 1-1.3 

la, 6), (a, 5] — полуинтервалы с концами в точках aud I-1.3 

|x| — абсолютное значение числа т 1-1.3
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eee, 

+oo, —со — бесконечные точки расширенной (пополненной) 

числовой прямой 1-1.3 

со — объединение бесконечных точек +00 и —со 1-1.3 

(—oo, +00), (—00, а), (5, +со) — бесконечные интервалы 
[-1.3 

(—oo, а], [6, +со) — бесконечные полуинтервалы I-1.3 

AUB — объединение множеств Au В 1-1.4 

АПВ — пересечение множеств Аи В 1-1.4 

А\В — разность множеств АиВ 1-1.4 
со со 
LJ) En, Г] En — счетное объединение и счетное пересечение 

n=l n=! множеств E, 7.1 

(] E, — счетное или конечное объединение множеств E,, 

(п) 7.1 
А = В — из высказывания А следует В 1-1.5 

А <= В — высказывания Аи В равносильны 1-1.5 

Эт: — существует такое Z, что I-1.5 

9! т: — существует единственное ZL, такое, что I-1.5 

Ут — для любого т [-1.5 

у = f(x) — переменное у — функция переменного х 1-2.1 

(а) = (т peg Значение функции f(z) в точкеа I-2.1 

b 
f(z) ‚ - Разность значений функции f(r) в точкахфиа VI 

fu — функция, обратная к функции } 1-2.3 

gof —— композиция функций Гид 1-2.4 

М(т;у) — точка М плоскости с координатами x (абсцисса) и 

у (ордината) 1-2.5 

X XY — произведение (декартово) множеств Хи У 1-2.5 

IR” — произведение (декартово) п множеств действитель- 

ных чисел ]-2.5
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п 

\`ак — сумма п слагаемых а1, ..., ак, ..., An 1-2.6 
k=1 

п 

Пак — произведение п сомножителей а1, ак, An 

k=1 [-2.6 

n! — произведение всех натуральных чисел от 1 до п 

включительно 1-2.6 

k=1,n — число К принимает последовательно целые значения 

от 1 до п включительно 1-2.6 

АТ — матрица, транспонированная к А III 

supX, зарт — точная верхняя грань множества Х ]-2.7 
ТЕХ 

inf X, int т — точная нижняя грань множества Х I[-2.7 

senx  — функция знака числа т 1-3.2 

[x] — целая часть числа х 1-3.2 

р — мнимая единица (12 =-—1) 1-4.3 

Rez — действительная часть комплексного числа z 1-4.3 

Im z — мнимая часть комплексного числа z 1-4.3 

2 — число, комплексно сопряженное числу z 1-4.3 

p(z,y) — расстояние между точками Z и у метрического 

пространства I[-5.1 

(т, М) — расстояние от элемента x гильбертова простран- 

ства до подмножества M 6.2 

sup f(z) — точная верхняя грань функции f(x) на множестве 

тех Х 15.7 
inf f(z) — точная нижняя грань функции f(z) на множестве 

meet X 15.7 
max f(z), min f(x) — наибольшее и наименьшее значения функ- 

ции f(x) на множестве Х 5.1, 6.1
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{rn}, {т}. — бесконечная последовательность элементов тп 

[-6.2, 1.1 

lim{z,}, lim т — предел последовательности {тв} элементов 
п—>оо 

нормированного пространства 5.1 

x—+>a — переменное т стремится к точкеа 1-7.1 

lim f(z) — предел функции f(r) в точке а (при x—-a) 1-7.1 
ra 

f(a+0), f(a—0) — пределы функции f(r) в точке a справа 

(+ + а-+0) и слева (x а—0) 1-7.2 

f(x) =о(9(т)), ca — функция f(x) более высокого порядка 

малости по сравнению с функцией g(x) при х > a 

I-10.1 

f(x) ~g(x), xa — функции f(x) и g(x) являются эквива- 

лентными при т фа 1-10.2 

y (x), у’, dy/dx — производная функции у = f(z) II 

fi.(a+0), 1’ (а—0) — обобщенные правая и левая производ- 
ные функции f(r) в точкеа 3.3 

Г" (а) и f(a) — значения производных второго и третьего 

порядков функции f(r) в Troukea IIT 

17) (а) — значение производной п-го порядка (п-й производ- 

ной) функции f(z) в точкеа II 

f(a), к (x) — производная п-го порядка (п-я производ- 

ная) функции f(r) II 

[е(х,9), > (x,y) — частная производная функции f(z,y) по 
переменному х У 

11 (х) аз — неопределенный интеграл от функции f(r) VI 
b b 

(Е) ] f(x) dz, J f(x)dx — определенный интеграл (Римана) от 
а а 

функции f(z) по отрезку [a,b] VI, 7.1
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V.p. { f(z)dx — главное значение несобственного интеграла 

~°° sor byukgunu f(x) по числовой прямой 4.4 

b 
(Г) [1(х)4т — интеграл Лебега от функции f(z) по отрезку 

° [a,b] 7.1 

(Г) Г f(x)dz, | f(z)dxz — интеграл Лебега or функции f(x) по 
Е Е 

множеству Ё 7.1 

> ап, Qn Е ® (a, € C), — действительный (комплексный) чис- 

n=l ловой ряд 1.1 

fn(z) — функциональный ряд 2.1 

u
t
e
 
i
t
 

In, Xn Е L — ряд из элементов нормированного простран- 

ства L 5.5 

Un(xz) > и(т), тЕХ — функциональная последовательность 

{un(x)} сходится к функции и(т) поточечно на 

множестве Х 2.1 

ип (т ) SF u(x ) — функциональная последовательность {и (т)} 

сходится равномерно на множестве Х к функции 

u(x) 2.2 

ип (т ) u(x ) — функциональная последовательность {и„(т)} 
не является равномерно сходящейся на множестве Х 

к функции и(т) 2.2 

(z,y) — скалярное произведение элементов Z и у евклидова 

или гильбертова пространства 3.1, 6.1 

|x|], [хх — норма элемента x нормированного пространства 

L 3.1, 5.1 
оо 

f~ > fev, — ряд справа является рядом Фурье элемента f 
k=1 по ортонормированной системе {фк} в евклидовом 

пространстве 3.1
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Eo{a,b] — евклидово пространство кусочно непрерывных на 

отрезке [a, 6] функций 3.1, 6.1 

ЕЯ (А), F-'[f](4) — прямое и обратное преобразования Фу- 

рье функции f(x) 4.5 

Ff), Fs[f](4) — косинус- и синус-преобразования Фурье 

функции f(x) 4.6 

C[a,b] — нормированное пространство непрерывных Ha OT- 

резке [а, 6] функций 5.1 

Co[a,b] — нормированное пространство многочленов, опреде- 

ленных на отрезке [a,b] 5.2 

m — нормированное пространство ограниченных число- 

вых последовательностеи 5.1 

lp, p 2 1, — нормированное пространство числовых последова- 
oo 

тельностей {т}, таких, что >, |тв|Р < {со 5.1 
n=1 

A — замыкание множества А 5.4 

<Q> — линейная оболочка системы © 5.6 

bo — гильбертово пространство числовых последователь- 
oo 

ностей {z,}, таких, что ). |zp|?<+00 6.1 
n=1 

xly — ортогональные элементы гильбертова пространства 

6.3 

21ГЁ  — элемент 2 ортогонален подмножеству L гильбертова 

пространства 6.3 

L+ — ортогональное дополнение к подпространству Ё 

гильбертова пространства 6.3 

L@L+ — ортогональная сумма подпространств Ё и L+ гиль- 

бертова пространства 6.3 

\`'а" — конечная сумма или ряд элементов a, 7.1 

(п)
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—— 

mE, т(Е) — мера Лебега множества Ё 7.1 

Е, т,Е — внешняя и внутренняя меры множества Ё 7.1 

L,[a,b] — банахово пространство функций, суммируемых на 

отрезке [а,6] 7.1 

Г2[а,6] — гильбертово пространство суммируемых с квадра- 

том на отрезке [a, 6] функций 7.2 

[2 ([а,6],Ф) — гильбертово пространство суммируемых с ква- 

дратом и весом ф на отрезке [а, 6] функций 7.5
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Буквы латинского алфавита 

Начертание | Произно- || Начертание | Произно- 
шение шение 

Aa Aa a Nn Nn эн 
ВЬ ВЬ бэ Оо Oo о 
Сс Сс ЦЭ Рр Рр 119 

Dd Dd ДЭ Ча Qq ку 
Ее Ее е Rr Rr 3p 
Ff Ff эф Ss Ss эс 
Gg Gq же Tt Те тэ 
Hh Hh alll Uu Uu y 
Ii 1$ и Vv Уч BO 
Jj Jj MOT Ww W wi дубль-вэ 
Kk Kk Ka Xx Хт MKC 
L1 Ll эль Уу Yy игрек 

Mm Mm эм Zaz 7х зэт 

Представлен наиболее употребительный (но не единствен- 

ный) вариант произношения (в частности, вместо „йот“ иногда 

говорят „жи“). 

Буквы греческого алфавита 

Начер- | Произно- || Начер- | Произно- || Начер- | Произно- 
тание | шение | тание | шение | тание | шение 

А а альфа, То иота, Рр ро 
ВВ бета K x Kalla La сигма 
Гу гамма A Л | ламбда | Тт тау 
A 6 | дельта | Ми ми Т v | ипсилон 
Е = | эпсилон | N v ни Фо фи 
С дзета с KCH Хх хи 
Нл эта О о |омикрон || V ф пси 

9 99 тэта Пл пи Q w омега 

Наряду с указанным произношением также говорят „лямб- 
[1 [$ cc да", MIO" MW „ню“. 



1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

Эта глава посвящена классической теории бесконечных 

сумм чисел, или числовых рядов. Понятие бесконечных сумм 

фактически было известно ученым Древней Греции (Евдокс, 
Евклид, Архимед). Нахождение бесконечных сумм являлось 

составной частью так называемого метода исчерпывания, ши- 

роко используемого древнегреческими учеными для нахожде- 

ния площадей фигур, объемов тел, длин кривых и т.д. Так, 

например, Архимед для вычисления площади параболическо- 

го сегмента (т.е. фигуры, ограниченной прямой и параболой) 

нашел сумму бесконечной геометрической прогрессии со зна- 

менателем 1/4. Ряд, как самостоятельное понятие, математики 

стали использовать в ХУП в. И. Ньютон и Г. Лейбниц приме- 

няли ряды для решения алгебраических и дифференциальных 

уравнений. Теория рядов в ХУШ-Х[Х вв. развивалась в ра- 

ботах Я. и И. Бернулли, Б. Тейлора, К. Маклорена, Л. Эилера, 

2K. Даламбера, Ж. Лагранжа и др. Строгая теория рядов была 

создана, в ХХ в. на основе понятия предела в трудах К.. Гаусса, 

Б. Больцано, О. Коши, П. Дирихле, Н. Абеля, К. Вейерштрасса, 

Б. Римана и др. 

1.1. Основные определения 

Определение 1.1. Всякое выражение 

а1 +а2 +аз+... tant... (1.1) 

представляющее собой последовательность действительных или 
комплексных чисел а1, а, Gn, соединенных знаками 
плюс, называют числовым рядом (или рядом). При этом 
члены последовательности {ав }^°, называют членами ряда
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(1.1), а общий член a, последовательности {а.}2°| — общим 
членом ряда (1.1). 

Отметим, что для ряда важен порядок суммирования его 

членов: изменив порядок суммирования членов ряда, (т.е. изме- 

HUB числовую последовательность, по которой строится ряд), 

мы получим другой ряд. 

Для обозначения ряда а1 + а2 +аз+... так -+... применяют 

следующую краткую форму записи: у An. 
n=1 

Обычно члены ряда нумеруют начиная с единицы (как 

в определении ряда (1.1)). Однако иногда бывает удобно 
начинать нумерацию членов ряда с нуля. В этом случае ряд 

имеет вид 
oo 

У и = a9 +0, +а2+...+ +... (1.2) 

n=0 

Более того, члены ряда можно нумеровать начиная с любого 

номера. Так, при всех К Е N выражения вида 

со 

San = Og + аи + ака +... tant... 

n=k 

наряду с выражениями (1.1) и (1.2), также называют рядами. 

Числовой ряд, членами которого являются действитель- 
ные (комплексные) числа, называют действительным (ком- 
плексным) числовым рядом. 

(© $) 

Пример 1.1. Выпишем первые четыре члена ряда >’ ав по 
n=1 

известному общему члену ряда dn = (5n+1)/(n?+2). Первый 
член ряда а1 наидем, подставив в формулу общего члена ряда 
число п = 1, т.е. 

5п+1| _5-1+1_6_, 
a, = ——— == 

О а 1242 3
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Второй член ряда а2 находим, подставляя в формулу определя- 

ющую ап, число п = 2, т.е. 

a= te _o-2t) И 

n2+2) _. 2242 

Аналогично получаем 

ag = te — 234i _ 16 

n?+2|,_, 32+2 11 

= ett _ 5.441 _ 21 7 

n?+2|,, 47+2 18 6 

Таким образом, имеем 

со со 5%--1 11 16 7 
че... 

dm evan: te tater 

Пример 1.2. Подберем один из возможных вариантов 

формулы общего члена ряда 

Sa ~7,2, 8,384 зи м 

по указанным первым его членам. Итак, имеем 

_ 2 _4 _ 6 _ 8 
5 2278 3—1 94 14. 

Нетрудно заметить, что числители написанных выше ApoOf en, 

являются первыми четными числами: 2, 4, 6, 8. Естествен- 

но предположить, что числителем дроби, равной п- .y члену 

рассматриваемого ряда, будет п-е по счету четное число, т.е. 

число 2п. Знаменатели же дробей 2/5, 4/8, 6/11, 8/14 таковы, 
что каждый последующий больше предыдущего Ha три едини- 

цы, т.е. являются первыми четырьмя членами арифметической
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прогрессии с разностью, равной 3, и первым членом, равным 5. 
Тогда п-ий член данной прогрессии можно вычислить по форму- 
ле 5+3(n—1) (и = +d(n—1), 4=3, 61 =5). Таким образом, 
общий член рассматриваемого ряда можно вычислять, напри- 
мер, по формуле 

2n 

5+3(n—1)’ 

поскольку все указанные начальные члены ряда вычисляются 

по этой формуле. 
Отметим, что по начальным членам ряда общий член ряда 

нельзя определить однозначно. Поэтому, вообще говоря, можно 
привести и другие формулы общего члена ряда, при которых 
начальными членами ряда будут те же числа 2/5, 4/8, 6/11 и 
8/14. Ряд в целом при этом будет уже другим. # 

an = пе №, 

Числовой ряд определен нами как чисто формальное вы- 

ражение вида (1.1) или (1.2), содержащее бесконечное число 
знаков сложения. Однако сложение бесконечного набора чи- 

сел не является элементарной арифметической операцией. Этой 

операции необходимо придать строгий математический смысл. 

Понятие суммы ряда можно определять многими способами, 

однако наиболее естественным является способ определения 

суммы ряда как предела последовательности сумм первых п 

его членов. Перейдем к точным определениям. 

Определение 1.2. Для всякого п Е М сумму S, = x ак пер- 

вых п членов ряда > Qn называют п-ий частичной суммой 
n=1 

этого числового ряда. 
со 

Таким образом, с любым числовым рядом >’ ап связана 
n=1 

числовая последовательность {S,}°°, его частичных сумм. 

Определение 1.3. Числовой (действительный или ком- 
со 

плексный) ряд D> ап называют сходящимся, если существует 
n=1
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конечный предел 5 последовательности {S,,}°°, его частичных 

сумм. При этом ‚Число 5 называют суммой числового ряда 

ат и пишут Yan = 5 
n=l 

Takum образом, по определению 

со 

2%=5 < lim 5,=5, бо. 
n=1 

Если числовой ряд является сходящимся и его сумма равна 5, 

то говорят также, что имеет место сходимость числового 

ряда к числу 5. 

Le, @) 

Замечание 1.1. Введенная выше запись ))a,=S для 
Le, @) = 

обозначения того факта, что суммой ряда D> ап  пвляется число 

S, соответствует тому, что одним и тем же. выражением 5 У ап 
n=1 

обозначается как CaM ряд, так и его сумма (если этот ряд 
©, <) 

сходится). Чтб обозначает выражение >’ a, (ряд или сумму 
n=1 

ряда), обычно ясно из контекста. 

Пример 1.3. Для числового ряда, 

111 = 
It+otgtgt: ++. (= 

412 

частичные суммы имеют вид 

1 1 1 
51 =1, 52 =1+5, Sr = =It+ pt. -T ona 1? 

Для всякого п Е № значение S, равно сумме первых п членов 

геометрической прогрессии с первым членом, равным 1, и зна- 

менателем, равным 1/2. Учитывая, что сумма п первых членов
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геометрической прогрессии с первым членом 61 и знаменателем 

4 вычисляется по формуле 5, = 61 (а" — 1)/(4- 1), имеем: 

_ (1/27) -1_ 1\_ 1 
Sn = (1/2) -1 =2(1- =) =2- se 

При п -+ со существует предел последовательности частичных 

сумм 5п, а именно: 

1 

im. Sn = im. (2 7 =) 7 

В силу определения 1.3 рассматриваемый ряд является схо- 

дящимся, и его сумма равна числу 2 — пределу последователь- 

ности частичных сумм этого ряда при п — со. Таким образом, 

можем записать 

ан 2-1 — 9 4 8 eee on е зо — ® 

Определение 1.4. Числовой (действительный или ком- 
оо 

плексный) ряд \}` ап называют расходящимся, если последо- 
n=1 

вательность его частичных сумм {5,}°C, не имеет конечного 
предела при п — со, т.е. либо этот предел не существует, либо 

он равен бесконечности. 

Для расходящихся рядов понятие суммы ряда не определено 

(эти ряды не имеют суммы). Если числовой ряд является расхо- 

дящимся, то говорят также, что имеет место растодимость 

этого числового ряда. 

Отметим, что определения 1.3 и 1.4 указывают на тесную 

связь между теорией числовых рядов и теорией числовых после- 

довательностей. Действительно, в соответствии с определени- 

ями сходимость (расходимость) числовых рядов эквивалентна 

сходимости (расходимости) числовых последовательностей их
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частичных сумм. С другой стороны, сходимость (расходи- 

мость) всякой числовой последовательности эквивалентна схо- 
димости (расходимости) некоторого числового ряда. Действи- 

тельно, каждой последовательности {s,} можно однозначно 
Oo 

поставить в соответствие некоторый ряд >>) ак, последователь- 
k=1 

ностью частичных сумм которого является последовательность 
OO 

{зп}. Таким рядом является, очевидно, ряд $1 + >> ($к — $к—1) с 
k=2 

членами а1 = $1, 42 = $2 — $1, ..., ак = Sk — $к_—1,..., HAA которого 
имеем 

п 

Sn = У ак = 81 + (82 — 81) + + (Sn —Sn-1)=Sn, ПЕМ. 
k=1 

Takum образом, любой результат, полученный в теории рядов, 

можно сформулировать на языке теории последовательностей, 

и наоборот. 

Уточним понятия сходимости и суммы для комплексных 

числовых рядов. 

OO 

Теорема 1.1. Комплексный числовой ряд >>) ап сходится к 
n=1 

комплексному числу S=A+iB, A, BER, тогда и только тогда, 
оо оо 

когда сходятся действительные ряды >> Rea, и >> Iman, а их 

суммы равны числам Аи В cOOTBETCTBEHHO. "= 

©, ©) 

< Рассмотрим комплексный ряд >»` ап. Для всякого ПЕ № 
обозначим п=1 

от = Rea, Е R, Bn = Ima, Е В. 

OO оо 

Пусть комплексный ряд >> ап = >> (оп +18.) сходится, 
причем n=l n=l 

San =S=A+iB, A, BER. 
n=1
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Частичные суммы данного ряда имеют вид 

п п п п 

n=) a=) (ак +16) = У ак +1) Be = An+iBn, 
k=1 k=1 k=1 k=1 

©. <) 

где A, — п-я частичная сумма действительного ряда >> Ready = 
n=1 

co 

>> Qn, а By — п-я частичная сумма действительного ряда, 
oo 

р Ima, = x Bn- 

" Напомним, что, согласно определению предела последо- 

вательности комплексных чисел [X], комплексное число 5 = 
= А+ В является пределом комплексной последовательности 

{Sp }P2, = {An -+3Вв } 291, если для любого положительного чис- 
ла Е найдется номер N, зависящий от Е и такой, что для любого 

номера п > М верно неравенство 

15 — S| = | Ав +В, — A—iB| = /(An—A)? (В,-В)? 

Отсюда следует, что для любого номера п > N выполняются 

неравенства, 

|A, — Al <e, |B, —B| <e. 

Значит, действительные последовательности {A,}P2, и {Ви} 2 

сходятся к действительным * числам А = Ке5 и | В = [15 соот- 

ветственно. Поэтому ряды > Rean = > An И > Ima, = x Bn 
n=1 n=1 n=1 

сходятся, причем 

n=1 

ore) со 

У = A=ReS, У Bn = B=ImS, 

n=1 

ИЛИ 
OO OO OO OO 

) Rea, = Re ) Qn, ) Ima, = Im ) ап. 

n=1 n=1 n=1 n=1
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OO 

Докажем ‹ обратное утверждение. Пусть ряды >> Rea, = 
n=1 

x On И > Iman = > Bn с действительными членами схо- 
n=1 

narra K числам А и В соответственно. В этом случае последо- 
п п 

вательности {A,—A} и {B,—B}, где An = >> On, Bn = D> Bn, 
k=1 = 

являются бесконечно малыми последовательностями. Отсюда 

в силу неравенства, 

|5» — (А+ЗВ) )| = |(An — A)+i(B,—B)| = 

= (An — A)? + (Bn - В)? < А,-А|+|В,-В| 

п 

последовательность {|S, —(A+iB)|}, где Sn = D> (о +181) = 

= А, +1Вь, также является бесконечно малой последовательно- 

стью. Это означает, что последовательность {S,} сходится к 

комплексному числу A+iB, и, следовательно, 

со со со 

У (an +161) = АВ = +1 Bh: > 
n=1 n=1 n=1 

Таким образом, сходимость ряда с комплексными членами 

эквивалентна одновременной сходимости двух рядов с действи- 

тельными членами, т.е. ряда, составленного из действительных 

частей членов исходного ряда, и ряда, составленного из мни- 

мых частей этого ряда. Поэтому теория числовых комплексных 

рядов естественным образом сводится к изучению числовых 

деиствительных рядов. 

В теории числовых рядов решают две основные задачи: ис- 

следуют ряд на сходимость, т.е. выясняют, сходится ряд или 

расходится, и вычисляют сумму сходящегося ряда. Для реше- 

ния первой задачи используют различные признаки сходимости 

и расходимости рядов (см. 1.2-1.9). Вторая задача, вообще 

говоря, является более сложной, поскольку общие приемы вы- 

числения сумм рядов существуют лишь для некоторых видов
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рядов. Поэтому в тех случаях, когда точное значение суммы 

ряда наити не удается, ограничиваются приближенными вычи- 

слениями. 

Пример 1.4. Исследуем на сходимость и (в случае сходи- 

мости) найдем сумму геометрического ряда 

со 

Sig", ЕВ. 
n=1 

Используя формулу для вычисления суммы п первых членов 
геометрической прогрессии, получаем 

n q” —] 

= dog t=ltqt@t...tqt=4 9-1’ 
k=1 n, q=1. 

Вычислим lim S, при различных значениях (. 
m—+ 00 

При |4| 4 1 имеем 

1—4" 1 4" —, lal < 1; lim ( — -)= 1—4 

поскольку 

При 4 = 1, очевидно, получим 

lim S, = lim п = сю. 
m—>O0O п—оо 

Наконец, при 4 = —1 рассматриваемый ряд принимает вид 

OO 

Yo(-1) 1 =1-141-14...41-14... 
n=1
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Последовательность частичных сумм данного ряда следующая: 

91 =1, 92=1-1=0, 53=1-1+1=1, 

Sor-1 =1, Sop =0, КЕМ. 

Поскольку две подпоследовательности {5251} и {52%} 
последовательности {5 }2°, имеют различные пределы: 

lim SoR-1 = 1, lim у = 0, 
k-+00 k-00 

то предел последовательности 5„ частичных сумм рассматри- 
оо 

ваемого ряда, при п -$ со не существует и ряд У`(-1)"-! рас- 
=1 

ходится. " 
Таким образом, исходный ряд сходится при |4| < 1 и pacxo- 

дится при |4| > 1, причем верно следующее равенство. 

1 —1 =, [9<1 

Пример 1.5. Найдем сумму ряда 

1 
rsh) 
n=1 

Последовательность {5;,,}°C, частичных сумм этого ряда имеет 
вид 

Sn = : + : +... + : 
п 1.2 2.3 0 0 n(n41) 

Учитывая, что 

1 1 1 
= — пе М,
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получаем 

Пример 1.6. Наидем сумму ряда, 

OO 
1 

ЕСТ n=1 

Рассмотрим п-ю частичную сумму данного ряда 

1 1 

_ 1.2.3 2.3.4 “Тео +2) 

Разложим общий член ряда на простейшие дроби методом 
неопределенных коэффициентов [ VI]: 

1 _A, в, с _ 
n(n+1)(n+2) п n+l n+2— 

A(n+1)(n+2)+ Bn(n+4+ 2) + Cn(n+ 1) 

n(n + 1)(n + 2) 

Приравнивая числители дробей, имеем 

1 = А(п+1)(п-+2) + Вп(п +2) + Сп(п +1).
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Подставляя в левую и правую части данного тождества, значе- 

ния п = 0, п = —1, п = —2, получаем: 

п=0: 1=2A — A=1/2; 
п=-1: 1=-В — В=-1; 

п=-—2: 1=-2C(-1) = C=1/2. 

Следовательно, 

1 1 1 1 

пп+1)(п+2) т п+1’ 2+2) _ 

=5(- 1 ) > ( 1 1 ) 

Xn п+1/ 2\n4+1 n42/ 

Отсюда (см. пример 1.5) 

nr nr 

(Ен) > (Ен 5) — 

Поэтому имеем 

lim Sq = lim (> - пт. )=1 
n—0o n—0o 

Takum образом, 

= 1 1 
eer) ~ 4" 

1.2. Необходимый признак сходимости рядов 

Сформулируем простейшее необходимое условие стодимо- 
CMU числового ряда, которое называют необходимым призна- 
ком сходимости ряда.
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Теорема 1.2 (необходимый признак сходимости pa- 
1 @) 

да). Если ряд >> ак сходится, To lim ар = 0. 
k=1 k- 00 

оО 

< Поскольку ряд 5) ах сходится, то существует предел после- 
k=1 

довательности частичных сумм этого ряда, т.е. jim S, = S, где 
— oo 

k 
5, = >> an. Тогда, используя арифметические свойства, сходя- 

п=1 

щихся последовательностей []-6.4], получаем 

jim ав = lim (5% — Si 1) = jim 5, — lim Sq 1=S-S=0. № 
k- 00 

Покажем теперь, что условие jim a, = 0 не является доста- 
—0o 

оО 

точным для сходимости ряда 5) ах. Рассмотрим, например, 
k=1 

ряд > 1/Vk. Для этого ряда необходимый признак сходимо- 
k=1 

сти выполнен: jim ак = jim 1/Vk =0. Покажем, однако, что 

ряд > 1/ Vk E pacnodumea Для последовательности частичных 
k=1 

сумм Spy, = > 1/Vk этого ряда справедлива следующая оценка: 
k=1 

1 1 
Sn =1+— e+. = Jn, ПЕМ, "у a 

поскольку 1/Vk > 1/\/п для любого К <n. Следовательно, 
согласно теореме о предельном переходе в неравенстве [I-6.4], 
имеем 

lim S, > lim /n= +00, 
n— Ooo n— oo 

оО 

т.е. lim 5, = +00, и ряд >< 1/\УЁ расходится. 
n— oo k=1 

Итак, стремление к нулю общего члена ряда является необ- 

ходимым, но не достаточным условием сходимости рядов. Это
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означает, что если необходимый признак сходимости ряда не 
выполнен, т.е. предел jim ак не существует или jim nak #0, то 

ряд > ак расходится. “Eom же необходимый признак выпол- 
k=1 

нен, т.е. jim п Ok = 0, то по одному только этому условию ничего 

ompenenennoro о сходимости ряда сказать нельзя — ряд > ак 
k=1 

может как сходиться, так и расходиться. 

Пример 1.7. Исследуем на сходимость ряд 

ео + 
8n4+2 5 8 Il 7” 

Проверим, выполняется ли необходимый признак сходимости 

ряда: 
2n — 1_ 

Jim on = jim seg = 3 FO 
Необходимый признак сходимости ряда не выполняется, и, 

следовательно, этот ряд расходится. 

Пример 1.8. Выясним, сходится ли ряд Дирихле 

9) 
1 

ert РЕК. 

n=1 

Для этого ряда необходимый признак не выполняется при р < 0, 

и, следовательно, ряд расходится. Если жер > 0, то Jim 1/пР = 

= 0, и необходимый признак выполнен. Но о сходимости ряда 

пока нельзя сделать никаких выводов — он может сходиться, a 

может и расходиться. Окончательный ответ мы дадим далее, 

после изучения достаточных признаков сходимости рядов. 

Пример 1.9. Докажем, что ряд 

OO OO 
2n2 — 3\n? 

Yan = > ( 2 ) 2п- +1 
п=] n=l
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расходится. Для этого проверим выполнение необходимого 

признака сходимости ряда: 

па. = lim (2, =3)" 7 | неопределенность _ 
n — 

— 

— 

n—00 noo \ 912 + 1 Tuna 15° 

—4 п? —4 anh ma 

= jim (1+5) tim (14; т) ~ 

2 
21241 lim —32— о —4n? 

—4 ae n—oo 20“ +1 lim 21241 
={ lim 1121 4+] — en—00 — 

(При вычислении предела мы воспользовались вторым замеча- 
т 

тельным пределом lim (1 + 1) =e [I-7.7] и тем, что верно 
т->>оо 

; | lim yn 
равенство lim (z,)¥" = ( lim tn)" в случае, когда ero пра- 

п—?оо п—оо 1 @) 

вая часть имеет смысл.) Таким образом, ряд )> Gp расходится. 
п=1 

1.3. Своиства сходящихся рядов 

Рассмотрим произвольный (действительный или комплекс- 
оО 

ный) числовой ряд >. ак. 
=1 

оО 

Определение 1.5. Числовой ряд >> ак, полученный из 
k=n+1 

ряда > a, путем отбрасывания первых п его членов, называют 
k=1 

п-м остатком ряда > ак и его сумму (при условии, что этот 
k=1 

остаток сходится) обозначают R,: 

R, = > Ak = ап-+1 + On4z2t.-- Тан -... 

k=n+1 

Приведем несколько простейших утверждений, относящих- 

ся к стодящимся рядам.
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оО 

Свойство 1.1. Если ряд >> ак сходится, то сходится и 
k=1 

любой из его остатков. Обратно, если сходится хотя бы один 

из остатков ряда, то сходится и сам ряд. При этом для всех 

п Е № справедливо равенство 

oo п оО 

Svan = > ак + э ак или S=S,+ Rp. 

k=1 k=1 k=n+1 

4 Пусть n € № произвольное число. Очевидно, что т-ю частич- 
оО 

ную сумму п-го остатка )) ак (обозначим ее Акт) можно 
k=n+1 

представить в виде 

Ram = Qn41 + @п+2 +... + апт = Эп-т — Sh, 

оО 

rye Sn, 9п+т — частичные суммы ряда >’ ак. Следовательно, 
k=1 

Sn+m = Sn + Ram, т Е №. (1.3) 

оО 

Пусть ряд >> ак сходится, т.е. при любых п Е N существует 
k=1 

предел при т -} со в левой части равенства (1.3). Тогда для 
всех п Е N существует предел при m— oo и в правой части 

этого равенства, т.е. все остатки ряда сходятся, причем 

lim бат = 9+ lim Ram, или S=S,+ Rp. 
m— Oo m— co 

оО 

Пусть, наоборот, хотя бы один из остатков ряда > ак 
k=1 

сходится, т.е. хотя бы при одном пЕ № существует предел 

при 77% —} со в правой части равенства (1.3). Тогда существует 
предел при т -} со в левой части этого равенства, и, значит, 

OO 

Ряд >` ay сходится, причем 
k=1 

lim Spim=Snt+ lim Ram, или S=S,4+ Rp. > 
™m— Ooo m— oo
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оО 

Следствие 1.1. Все остатки У»` ак, п=0,1,2,... ряда 
со =п-1 

>> ак сходятся и расходятся одновременно, т.е. если сходится 
k=1 

хотя бы один остаток, то сходятся и все остальные остатки 

(в том числе и сам ряд), а если хотя бы один из остатков 

расходится, то расходятся и все остальные остатки (в том числе 
и сам ряд). 

№ оО 

Своиство 1.2. Если ряд >> ак сходится, то последователь- 
k=1 

оО 
HOCTb {Е} | сумм его п-х остатков стремится к нулю при 
п >>? оо: 

lim R, = 0. 
m— 0O 

оО 

< Если ряд >> ак сходится, то в силу свойства 1.1 для всех пЕ № 
k=1 со 

верно равенство R, = S— Sy, где 5 — сумма ряда >} ак, т.е. 
k=1 

lim S, = S. Отсюда, 
n—0o 

lim В, = lim (S—S,)=S—- lim 5 =S-—S=0. > 
n—0oOo n—oo n— oo 

©, @) 

Свойство 1.3. Если в ряде >’ a, отбросить конечное число 
k=1 

членов или заменить конечное число членов другими, то это не 
отразится на его сходимости или расходимости. 

< Остатки первоначального и измененного рядов с номерами, 

превышающими номера отброшенных или замененных членов, 

совпадают, следовательно, сходятся или расходятся одновре- 

менно. Тогда из свойства 1.1 и следствия 1.1 вытекает, что 

одновременно сходятся или расходятся первоначальный и из- 

мененный ряды. > 

Свойство 1.4. Отбрасывание членов, равных нулю (с 

сохранением порядка оставшихся членов), не влияет на схо- 

димость или расходимость ряда, а в случае сходимости не 

изменяет сумму ряда. #
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Если ЛЕВ (ЛЕС) — некоторое число, то ряд $ (Лак) 
k=1 

называют произведением ряда > a, на число X. 
k=1 

OO 

Свойство 1.5. Если ряд >> ак сходится и имеет сумму 5, 
k=1 

TO ряд > Лак, ЛЕВ (ЛЕС), также сходится и имеет сумму AS: 
k=1 

оо оо 

(Лак) =ЛУ ‘ак. 
k=1 k=1 

п ~ п п 

4 Пусть 5, = >> ак, тогда Sy = 5 Aan =A YS ак =ASy. Поэто- 
k=1 k=1 k=1 

му в силу арифметических свойств сходящихся последователь- 
ностей [I-6.4] имеем 

OO _ OO 

У Лак = lim S, = lim \S, =A lim S, =AS = AS ах. > 
n—- co m—0oo nm—-0oo 

Ряд вида 

со 

У (ак + by) = (a1 +b) + (ag + bo) +... + (ак + OK) + 

k=1 

членами которого являются суммы Cy = ак + 6 членов рядов 
1 @) ©. ®) 

>> a, w >> be с одинаковыми номерами, называют суммой 
k=1 k=1 

оО $) $) 

рядов diay, u >> by. Говорят также, что ряд >, (ак + dx) 
k=1 k=1 k=1 

оО оО 

получен почленным суммированием рядов Da, HU Y_ Og. 
k=1 k=1 

©. ©) оО 

Своиство 1.6. Если ряды ‘аки > `В; сходятся и имеют 
k=1 k=1 

со 

суммы A u В соответственно, то ряд >, (ак +5.) также сходит- 
k=1
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ся и его сумма равна А + В: 

<) oo {© < 

> (ax + bh) = У а + Ув. 

k=1 k=1 k=1 

п п 

< Пусть Аз = У аки В, = D> by, NEN. Тогда 
k=1 k=1 

n 

Sr = У (ак + bx) = ath An+ Bn 

k=1 k=1 

и в силу арифметических свойств сходящихся последовательно- 
стей [1-6.4] получаем 

{© < 

У (ak + bx) = lim Sp = lim (An + Bn) = 
n— oo 

k=1 

= lim A, + jim Bn =А+В = Уи + Dobe. > 
m— 0O 

k=1 k=1 

Часто возникает необходимость , снять скобки“ в почленной 

сумме x (a, +68) рядов р аки > b,. Однако просто убрать 
k=1 

со 

скобки в ряде »` (ак + by), не задумываясь о сходимости рядов 
k=1 

oe) ©. ®) оО 

У лак, > bp w DS (ак +6), нельзя, поскольку ряд 
k=1 k=1 k=1 

{© < 

У (ак + by) = (a; +61) + (а2 + bo) +... + (ак + OK) + 

k=1 

и соответствующий ряд без скобок 

ал +6; +а2 ++... +ак-+ +... 

являются, вообще говоря, различными рядами. Общим членом 

первого ряда является величина су = a, + by, а общим членом
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второго ряда — величина 4%, равная а(}-1)/2, если К нечетно, и 

равная by/2, если К четно. Поэтому в общем случае сходимость 

первого ряда не гарантирует даже сходимости второго ряда, 

не говоря уже о равенстве их сумм. Например, 

S(1-1) =(1-1) + (1-1) +... 41 +... =, 
k=1 

в то время как ряд без скобок 

1-—1+1-1+...+1-1+... 

1 @) 

расходится (см. пример 1.4). Тем не менее, если ряды 5) аки 
со k=1 

by, сходятся, скобки в их сумме снимать можно. 
k=1 

оО оО 

Свойство 1.7. Если ряды >> a, w > by сходятся, то в их 
k=1 k=1 

почленной сумме можно снять скобки: 

со 

У (ак +) = (а1 +81) + (а2 +62) +... + (ag +) +...= 
k=1 

=a, +b, +а2 +62 +... +ак ++... 

< Рассмотрим ряды a} +0 -+а2+0+аз+0+ +а + 0+ 
со со 

u0+6,;+0+02+0+63+ +0+0,+ Ряды >> ay i >> by 
k=1 k=1 

получены из этих рядов путем отбрасывания нулей. Поэтому в 
соответствии со свойством 1.4 ряды с нулями сходятся и имеют 

место равенства 

OO 

a, +0+a2+0+a3+0+...+a,+0+...= > ag, 
k=1 

OO 

0+1 +0+b2+0+b3+...+ 0+, +...= > de.
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Сложив почленно ряды в левых и правых частях этих равенств, 
в силу свойства 1.6 получим 

1 @) 

(a, +0) + (04+b1) +... + (ак +0) + (0+ bg) +...= 5 (а + bx), 
k=1 

$) 

а + +42 +62 +...+% ++... =» (+4). = 
k=1 

Свойство 1.8. Если каждый член ак сходящегося ряда 
оО 

>> ак не превышает соответствующий член 6; сходящегося 
k=1 со 

ряда >> by, то сумма ряда > ак не превышает сумму ряда 
k=1 k=1 

У bey те < Lb 

< Действительно, если ах < by, КЕМ, то A, - у ак < x by = 
k=1 

= Bn, пЕ №. Переходя в этом неравенстве к пределу при n an со, 

получаем требуемое утверждение. > 

В частности, отсюда следует, что если a, 2 0, NEN, то 

оО 

У а» > 0 

n=1 

Теорема 1.3 (критерий Коши crodumocmu числового 
оО 

ряда). Числовой ряд >> ay сходится тогда и только тогда, 
k=1 

когда, для любого € > 0 найдется такой номер М, зависящий OT 

Е, Что для всех п > М и для любого натурального т выполняется 

неравенство 

n+m 

>. 
k=n+1 

ак| = \On41 + ап+2 +... + ап+т| < Е, 



1.3. Свойства сходящихся рядов 41 

т.е. 

УЕ>0 ЗМ(ёЕ) Уп> М(ёЕ) VmeN: 

lQ@n41 + ап+2 +... + ап+т| < &. 

< Утверждение этой теоремы следует непосредственно из кри- 
терия Коши сходимости числовых последовательностей [1-6.5]. 

В данном случае этот критерий необходимо применить к после- 
довательности {S,,} частичных сумм рассматриваемого ряда: 

©, ©) 

У а сходится <=> {5}. сходится <=> 
k=1 

<=> Ve>0 AN(e)EN Vn>N(e) УтЕМ: |Snim—Sn| <. 

Остается заметить, что 

Snim — Sn = @п+1 + @л+2 +... + апт. > 

Построив отрицание критерия Коши сходимости рядов, 
©. ®) 

получим критерий расходимости рядов: числовой ряд У», ак 
k=1 

расходится тогда и только тогда, когда найдется такое = > 0, 
что для всякого номера N найдутся номер п > N и натуральное 

число т такие, что выполняется неравенство 

n+m 

Dd, % 
k=n+1 

= |@n41 +Gn42+--.+@n4m| 2 €; 

ИЛИ 

ЗЕ >0 VNEN ЭЗп>М AmeEN: 

lan41 + ап+2 +... + An+m| 2 Е. 

Пример 1.10. С помощью критерия Коши докажем, что 
оо 

гармонический ряд >> 1/n расходится. 
n=1
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Покажем, что для данного ряда выполняется утверждение: 

1 1 1 Je>0 УМЕМ 3n>N ЭтЕМ |+ +... 
< ГР й n+l’ n+2~ т 

Пусть = = 1/2, и для любого натурального N положим п = М, 

т = п. Тогда 

SE 

+444 4 Е Е 
п+1 nt+2 —" пт п пе — Qn7 

1 1 1 1 1 
25,7 on rr =1 nm 2 ° 

Следовательно, гармоническии ряд расходится. 

1.4. Знакоположительные 

ряды. Признаки сравнения 

В этом и следующих трех параграфах рассмотрим ряды 
© ®) 

>> ак, все члены которых неотрицательны: a, 2 0, КЕМ. Ta- 
k=1 

кие ряды называют знакоположительными (или рядами 
с неотрицательными членами). Для знакоположительных 
рядов приведем достаточные условия (признаки), обеспечива- 
ющие их сходимость или растодимость. Заметим, что можно 

отдельно рассматривать знакоотрицательные ряды (или 
ряды с неположительными членами), однако равенство 

позволяет свести анализ знакоотрицательных рядов к анализу 

знакоположительных. Поэтому далее будем изучать только 
знакоположительные ряды. 

Последовательность {5 }°°| частичных сумм знакоположи- 
©, <) 

тельного ряда >»` ay, не убывает, так как 
k=1 

Sn41 — Sr = ап+1 20, пЕМ.



1.4. Знакоположительные ряды. Признаки сравнения 43 

Поэтому, согласно признаку Вейерштрасса, [I-6.5], последова- 
тельность {5} имеет конечный предел (и, следовательно, ряд 
оО 

У ак сходится) тогда и только тогда, когда последователь- 
k=1 
ность {S,,} ограничена сверху, т.е. когда найдется такое число 

М > 0, что S, < М, пЕ М. При этом для обозначения сходимо- 

сти знакоположительного ряда используют запись 

© @) 

У ‘а < +00. 

k=1 

©, <) 

Заметим, что если знакоположительный ряд У’ ак расхо- 
k=1 

дится, TO lim 5, = +00. Действительно, в силу сказанного 

выше расходимость знакоположительного ряда эквивалентна 
тому, что неубывающая последовательность {5} частичных 

сумм этого ряда не ограничена сверху. Отсюда вытекает 
сходимость последовательности {5} к +00 [1-6.7]. С другой 
стороны, из равенства, im Sy, = +00 автоматически следует 

расходимость ряда. Таким образом, для знакоположительно- 
го ряда (a, 20, КЕ М) имеем 

© @) 

Sai расходится <> ~~ lim S, = +. 
k=l n—- Ooo 

Поэтому часто для обозначения расходимости знакоположи- 

тельного ряда используют запись 

со 

> ap = +00 

k=1 

(такая запись одновременно указывает непосредственно Ha pac- 
ходимость ряда и на причину расходимости — бесконечность 
суммы).
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Теорема 1.4 (признак сравнения). Пусть для знакопо- 
ложительных рядов 

© @) 

Sak, ar~20, КЕМ; (1.4) 

k=1 

© @) 

So bk, be 20, КЕМ, (1.5) 
k=1 

и некоторого натурального числа N при всех К > N выполня- 

ется неравенство a, < by. Тогда: 

а) если сходится ряд (1.5), то сходится и ряд (1.4); 

6) если расходится ряд (1.4), то расходится и ряд (1.5). 

< Поскольку изменение конечного числа членов не влияет HA 

сходимость и расходимость рядов (см. свойство 1.3), то можно 

считать, что 

О<зак <, КЕМ 

(для этого достаточно заменить первые N членов ряда (1.4) 

нулями). Отсюда следует, что 

An<Bn, пЕМ, (1.6) 

п п 

где Ап = >> ак, Bn = D> dg. 
k=1 k=1 

Пусть ряд (1.5) сходится. Тогда существует конечный пре- 
дел последовательности { В; }, и, следовательно, последователь- 
ность { В» } ограничена. В силу соотношения (1.6) числовая по- 

следовательность {A,} также ограничена. Согласно признаку 
Вейерштрасса [1-6.5], существует конечный предел последова- 

тельности {Аз} (т.е. сходится ряд (1.4)), причем 

lim An < lim В», = или Scan <> в. 
n—0o
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Пусть теперь ряд (1.4) расходится. Тогда, lim An = +00, и 
п—>оо 

последовательность {An} не ограничена сверху. Отсюда в силу 

соотношения (1.6) следует неограниченность последовательно- 

сти {Bn}, что для знакоположительных рядов эквивалентно 
©. ®) 

равенству lim B, = +00. Значит, ряд 5. расходится. > 

Пример 1.11. Исследуем на сходимость знакоположитель- 

ный ряд 

Поскольку для любого натурального числа п > 2 верно неравен- 

CTBO 
1 1 

Inn? 
то в силу признака сравнения из расходимости гармонического 

©, <) ©, <) 

ряда У, 1/n (см. пример 1.10) следует, что ряд >> 1/шп также 
n=1 n=2 

расходится. 

Пример 1.12. Выясним, сходится ли знакоположительный 

ряд 
со 1 

>. 27 In(n + 1) 

Воспользуемся признаком сравнения. Для любого натурального 

числа п справедливо неравенство 

1 1 
< 

21 в(п +1) ~ 2" 12 

поскольку значение логарифма ш(п + 1) растет с увеличением 
© ®) 

номера п. Так как геометрический ряд >> (1/ 2)" сходится (см. 
n=1 

© @) 

пример 1.4), то в силу свойства 1.5 ряд >> 1/(2"In2) также 
n=1
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сходится. Отсюда, согласно признаку сравнения (см. теорему 
1.4), сходится и ряд 

= 1 
a= 2" In(n + 1) 

Пример 1.13. Применим признак сравнения для исследо- 

вания на сходимость ряда, 

Из неравенств In’n > ш72 и n® < п, верных при п = 2, 3, 

вытекает, что справедливо и следующее неравенство: 

118 п _ 1182 
> — 

па 7 п п =2, 3, 

©. ®) 

Так как гармонический ряд >) 1/n расходится (см. пример 
n=1 

oo 

1.10), то расходится и ряд >` (In? 2)/n (см. свойство 1.5). 
n=1 

В силу признака сравнения приходим к следующему за- 
ключению. 

In’ n 
Ряд > а расходится при а < 1, B20. 

=2 

Теорема 1.5 (предельный признак сравнения). Если 
©. ®) ©. ®) 

для знакоположительных рядов ‘ар и >> by с ненулевыми 

членами (a, > 0, В; > 0, КЕ №) справедливо соотношение 

lim № =С 0<С<о, 
К->оо bp 

то эти ряды либо оба сходятся, либо оба расходятся.
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ч В соответствии с условиями теоремы имеем 

lim ck = С. lim Pe 1 0<C< om. 
Ксю by k-00 ак С’ 

Поскольку последовательности {ак /6к } 2, {bk /ак} м сходят- 
ся, то они ограничены. Поэтому найдутся такие положитель- 
ные числа М и L, что 

0<%Ж<М 0<%<Е КЕМ 
by, Qk 

Следовательно, для любых натуральных чисел k верны неравен- 

ства 

<Mby, < Lag. 

Используя Свойство | 1.5 рядов и признак сравнения, заключаем, 

что ряды > аки > b, либо одновременно оба сходятся, либо 
k=1 k=1 

одновременно оба расходятся. № 

Отметим, что предельный признак сравнения применим не 

только для рядов с ненулевыми членами, но и для произволь- 

ных знакоположительных рядов. Для этого необходимо лишь 

предварительно отбросить все члены, равные нулю (при этом, 

согласно свойству 1.4, сходимость или расходимость рядов не 

нарушится). 

Следствие 1.2. Если знакоположительные последователь- 

ности {ак} и {b,} с ненулевыми членами (ак > 0, 6% > 0, КЕМ) 
являются эквивалентными бесконечно малыми, т.е. 

© @) 

то ряды 5) a, uw >> by сходятся и расходятся одновременно. 
k=1 k=1
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Пример 1.14. Исследуем на сходимость знакоположитель- 

ный ряд 

со 
] 1 

3" +п- шп’ on > 324 n—Inn’ 

Сравним этот ряд с геометрическим рядом )> 1/3”, В, = 1/37. 
n=1 

Найдем предел отношения общих членов этих двух рядов. Для 

этого воспользуемся следующими соотношениями сравнения 

скоростеи роста, основных элементарных функций: 

._ ШП 
ии nb = 0, В>0, а К; (1.7) 

nF 
lm —=0, а>1 BER. (1.8) 

n—+oo ап 

Учитывая (1.7) и (1.8), а также арифметические свойства 
сходящихся последовательностей, получаем 

ап _ 3” 1 
lim —= lim = lim =] 
noo би noo 32-+n— Inn по 1 +3; ne Inn n 

п 3 

Отсюда, согласно предельному признаку сравнения, исследуе- 
© ®) 

мый ряд >) ап сходится, поскольку сходится геометрический 
n=1 

eo @) 

ряд >> b, (cm. пример 1.4, g=1/3 < 1). 
n=1 

Пример 1.15. Выясним, сходится ли знакоположительный 

ряд 
>. Tn? +nJ/n +1 

* У9пб + 515 +2 

Поскольку имеют место следующие эквивалентности бесконеч- 

но больших последовательностей: 

Tn? +nJ/n+1~ 7n?, V9n8 + 515 +2~ V9n8 = 3n3,
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TO 

_ ПР+пуп+т 7? _7 
М9тё-+ 51542 3т3 3Зп’ 

В соответствии с предельным признаком сравнения исследуе- 

п? OO. an 

© ®) 

мый ряд >> ап расходится, так как расходится гармонический 
n=1 

OO 

ряд >, 1/п. 
n=1 

Пример 1.16. Исследуем на сходимость знакоположитель- 
© ®) 

ный ряд >> ап с общим членом 
n=1 

_ еп + п +1 

4" + In?(n+1)+sinn 
an 

Найдем такую бесконечно малую последовательность, эквива- 
лентную последовательности {ап}, для которой исследование 

на сходимость соответствующего ряда является элементарным. 
Согласно (1.7) и (1.8), имеем 

n> 1 _ In?(n4+1) 
lim — =0, lim — =0, lim 

n— oo еп n—0o еп п со 4n 
= 0. 

Кроме того, lim (sinn/4") =0, так как последовательность 
n— Oo 

{sinn/4”} представляет собой произведение бесконечно малой 

последовательности {1/4" } и ограниченной последовательности 
{sinn} [1-6.7]. Отсюда в силу свойств эквивалентных беско- 
нечно больших и бесконечно малых последовательностей [1-6] 
получаем 

an 
еп +п3+1 = (2 п 

— м —=- п —? сю. 

4" 4+In?(n+1)+sinn 47 i) 

со 

Так как геометрический ряд >> (e/4)” (см. пример 1.4, 
n=1 

а=е/4 < 1) сходится, то, согласно предельному признаку срав- 
©, <) 

нения, ряд >, ап также сходится. 
n=1
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1.5. Интегральный признак сходимости Коши 

Теорема 1.6 (интегральный признак Коши). Пусть 
действительная неотрицательная и непрерывная в промежутке 
1, too) функция f(z) не возрастает в этом промежутке. Тогда 

для стодимости ряда р f(n) необходимо и достаточно, чтобы 
=1 

сходился несобственный интеграл Г f(x) ат. 

< Введем обозначение: a, = { (п), пе №. Поскольку неотрица- 
тельная функция f(r) не возрастает в промежутке [1, +00), To 
для любого п Е N верны неравенства (рис. 1.1) 

0 < ап+1 = 1(п+1) < 1 (2) < п) =ж, ТЕПп+И. 

ya 

P
e
e
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©
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м4 

Согласно теореме о среднем значении для определенного 

интеграла [\]|, имеем равенства 

n+1 

An+1 < | Ноа «а, пЕМ. (1.9) 

CO 

Пусть ряд >> ап сходится. Тогда из правой части двойного 
n=1 

неравенства (1.9) в силу признака сравнения получаем, что схо-
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со n+l 

дится и знакоположительный ряд >, | ](т)ат. Это означает, 
n=l п 

что последовательность 

х п+1 k+1 

сходится и, следовательно, ограничена, т.е. найдется положи- 

тельное число М, для которого Г (т) ах <М, КЕМ. Функция 

-| f(z)dx не убывает в промежутке 1, +00), поскольку 

 подынтегральная функция является неотрицательной в этом 

промежутке. Докажем, что функция F(t) ограничена в [1, +00). 
Действительно, для любого действительного числа # > 1 наидет- 

ся натуральное число К > t, и, значит, 

t k 

| fleas < | лее <м 

Таким образом, функция F(t) не убывает и ограничена 
в промежутке [1, +0). Следовательно, согласно признаку 
Вейерштрасса для монотонной функции [I-7.4], существует 
конечный предел функции F(t) при & 4 +00. Это и означает, 
что несобственный интеграл сходится: 

[ када» = jim [ sae = tim РО. 

oo 

Обратно, пусть теперь сходится интеграл f{ f(x)dz. Тогда 
1 

сходится и ряд 

5 [1 ат = fin. | ла ат = jim 2 | Hees -|1 (x) dz.
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Используя левую часть двойного неравенства (1.9), в соот- 

ветствии с „признаком сравнения получаем сходимость ряда 

У‘ Qn41 = > ап. Отсюда следует, что и ряд > An, также схо- 
n=1 n=2 n=1 

Отметим, что если функция f(x) удовлетворяет условиям 

теоремы 1.6 в промежутке [т, +с0), то для сходимости ряда 
Co 

У f(n) необходимо и достаточно, чтобы сходился несобствен- 
n=m 

ный интеграл Г f(x) ах. 
т 

Пример 1.17. Исследуем на сходимость ряды: 

>< 1 < 1 
- 6 . 

а) Ут } Зет 
n=2 n=2 

Так как функции т, шт, ш?т в промежутке [2,+00) поло- 

жительны, непрерывны и возрастают, то функции 1/(тшт) 

и 1/(zln*z) в этом промежутке положительны, непрерывны и 
убывают. Следовательно, функции 1/(тшг) и 1/(тш? 5) в про- 

межутке [2, +00) удовлетворяют условиям теоремы 1.6. Соглас- 
но определению несобственного интеграла от ограниченной не- 
прерывной функции по бесконечному промежутку [VI], имеем: 

со К К 

» [= im | lim [<= _ 

тах о pin, zinz о pin, Int 
2 2 2 

= lim (InInR—Inln2) = +00; 
R—--+00 

га га а 
б | = = lim = lim = 

2 

ain?2 Roto] ттт Roto] In*z 
2 2 

= tim (ob) = 
— въ“ ША In2 In2
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—= 

oo 

Поскольку в случае (a) несобственный интеграл f{ dr/(rlnz) 
2 

расходится, то в силу интегрального признака Коши расхо- 
oo 

дится и ряд рэ 1/(nInn). В случае (6) несобственный интеграл 
=2 

Г ах | (тп? г) сходится, следовательно, в силу интегрального 

признака Коши ряд > 1/(nIn?n) также сходится. 
п=2 

Пример 1.18. Исследуем на сходимость ряд Диритле 

CO 
1 

> np’ РЕК. 

n=1 

Если p <0, то jim п 1/n? = Jim п РЭО, т.е. не выполнен 

необходимый признак  остодимости + ряда, и ряд > 1/пР pacxo- 

дится. n=l 

При р > 0 можно использовать интегральный признак Коши, 
поскольку функция f(x) = 1/1Р в промежутке [1, +00) удовле- 

творяет условиям теоремы 1.6, и а, = 1/п? = f(n). Исследуем 
Co 

на сходимость несобственный интеграл f 1/2? ах. 
1 

Если p #1, то 

OO 

1 ат , т Р+! 
— ат = lim — = lim 
ТР R++00J/ ТР R-++0\—pt+1 

1 

oO 

d d 
[= = lim we lim InR=-+oo. 

zr R-+00 zr R—+00 

1
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Таким образом, несобственный интеграл 

co 

dx _, J сходится прир> |; 

ТР расходится при р < 1. 

Согласно теореме 1.6, получаем следующее утверждение. 

Le @) 

1 сходится прир>1; 

Ряд Дирихле >. пр ^^ ] расходится при р < 1. 
n=1 

Пример 1.19. Исследуем на сходимость ряд 

со 

1 

> ря РЕК. 
п=2 

Отметим, что при р = 1 ир=2 сходимость данного ряда была 

проверена в примере 1.17. Выясним в общем случае, при каких 

значениях параметра р данный ряд сходится, а при каких — 

расходится. 

Так как последовательность {ш Рп}”_, прир < 0 не убыва- 
ет, то имеем 

1 шп Рп_ In ?2 
= > 
— > 

п пРп п п 
‚ n=2,3,... 

(при р = 0 неравенство обращается в равенство). Поскольку 
Oo 

гармонический ряд >. 1/n расходится (см. пример 1.10), в силу 
n=l Co 

свойства 1.5 расходится и ряд )> (In ?2)/n. Следовательно, 
n=2 

согласно признаку сравнения, при р < 0 расходится и ряд 
Co 

>> 1/(пшРп). 
n=2 

При р>0 функция 1/(rln?z) в промежутке [2, +со) He- 

прерывна, положительна и убывает (функции т и ШРт, р> 0, 

непрерывны, положительны и возрастают в [2, +с0)). Таким
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©. $) 

образом, исследовать на сходимость ряд D> 1/(пШРп) прир> 0 
n=2 

можно с помощью интегрального признака Коши. Выясним, 
oo 

сходится ли несобственный интеграл |1/(тшРх)4т. Согласно 
2 

определению несобственного интеграла от ограниченной непре- 

рывной функции по бесконечному промежутку [VI], имеем 

К К 
| ат — lim ат — lim / dinz 

ailnPx R->+c0/ ТШРТ Въ] ШРх. 
2 2 2 

Используя замену переменных в определенном интеграле [VI], 
получаем 

Е Ink 

dinz du 
lim = р = 2 = lim — = 

R>+00/ In? xz R-++00 uP 
2 In2 

oo 

_ [du . те прир > 1; 

~ J up расходится mpH p < 1 
In2 

(см. аналогичный интеграл в примере 1.18). Следовательно, 

CO 

dx _, J сходится прир> 1; 

т|пРт расходится при р < 1, 

и в силу интегрального признака Коши для положительных 
©. ©) 

значений р имеем расходимость ряда >> 1/(пшРп) при0<р<!1 
n=2 

и сходимость при р > 1. 

Итак, учитывая доказанную расходимость ряда при р < 0, 

получаем следующее утверждение. 

CO 
1 сходится прир> 1; 

Ряд 2. пшРи ^ | расходится при р < 1. 
n= 
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При исследовании рядов на сходимость часто используют 
со 

признаки сравнения с рядами Дирихле 5) 1/n? и геометри- 
п=1 

со 

ческими рядами >, 4”. Рассмотрим далее несколько таких 

примеров. mel 

Предварительно отметим, что при решении задач Ha иссле- 

дование сходимости рядов с использованием предельного при- 

знака сравнения необходимо иметь в виду следующие основные 

соотношения эквивалентности бесконечно малых функций (по- 

следовательностей) [I-10.2]. А именно, если и„ — бесконечно 
малая функция (последовательность), т.е. jim Un = 0, то при 
п —> со верны соотношения: 

SiNUn ~ Un} a“»—l1~(Ina)un, a>0, a#1; 

arcsinUn ~ Un; ет — 1 м ип; 

и 
ит ~ Un; logg(1+ ип) ~ —, a>0, a#1, Ina 

arctZ Un ~ Un; In(1 + Un) ^^ Un; 

2 
п. 

2’ 

Кроме того, для бесконечно малых функций (последовательно- 
стей) имеет место следующее утверждение [I-10.2]: 

1 —cosun ~ (1+ un)® —1~ aun. 

An ~ Bn, п $ CO — An = Bn +o(Bn), 

где о(В„) — функция (последовательность), являющаяся при 
п —} со бесконечно малой более высокого порядка малости по 

сравнению с функцией (последовательностью) Bp. 

Пример 1.20. Исследуем на сходимость знакоположитель- 

ный ряд 

со In(1 + sin ~ +el/n — cos > 
п 

2 ome n+In*n+arctgn?
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Рассмотрим общии член данного ряда. Числитель 

_ 1 1 
ва (1 +sin=) + е!" _ соз — 

п п 

есть бесконечно малая последовательность. Сравним числитель 

с бесконечно малой 1/n при п -} oo. Имеем следующие COOTHO- 

шения: 

. 1 _ 1 . 1 1 1 
in(1+sin—] = sin= + o(sin—] = - +0(=), п —> со; 

n n n n n 

el/" — сов = (e'/® 1) + (1-cos—) = 

1 1 1 1 1 1 
==+0(=)+55+0(-5) =-+0(=), п 00; 

п п/ 2п2 п? п п 

1 1 1 1 
In(1+sin—) +е/" — cos— = — +0(=) + 

n п п n 

1 1 2 1 2 
+-+0(=) ==+0(=) ==, п —> OO. 

n n n n n 

Знаменатель n+1n*n+arctgn? общего члена исследуемого ряда 

есть сумма бесконечно больших функций п, 112% и ограничен- 

ной функции arctgn? (0 < arctgn’? < 1/2, пЕМ), причем из (1.7) 
следует, что функция п является бесконечно большой более вы- 

сокого порядка, чем функция ш?п. Таким образом, согласно 

теоремам об эквивалентных бесконечно больших функциях (по- 

следовательностях) [1-10.4], имеем 

n+In*n+arctgn?~n, п. 

Следовательно, 

1 1 
5 5 ^^ -—, Пп->>0ою. 

n+In*n+arctgn n 

Окончательно получаем 

пп (1+5) +e/" — cos + 9 1 9 
n n — 5 5 м [= —2) m— Co. 

n+In*n+arctgn пп п
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oO 

Так как ряд >> 1 /n? сходится (это ряд Дирихле с параметром 
n=1 

р=2> 1), то в силу предельного признака сравнения сходится 

и исходный ряд. 

Пример 1.21. Исследуем на сходимость знакоположитель- 

ный ряд 
oo 

In? п 
>: ЕЕ, р>0. 

n=2 

Если q < 0, то для всех п > 3 верно неравенство In? n/n!t? < 

<1/n't?, так как шп > 1 при п>3. Поскольку ряд Дирихле 
оо 

> 1/n!*? при р> 0 сходится, то в силу признака сравнения 
n=1 oe) 

сходится и ряд >` In?n/n'+? при всех q<O0u p> 0. 
п=2 

Если 4 > 0, то, согласно равенству (1.7), имеем 

Сходящаяся последовательность {In?n/n?/?} ограничена, т.е. 
можно найти такое положительное число М, что 

09 п  ш9п 1 

ПРО nltp ПТР? © М, n= 2,9)... 

Следовательно, 

=2,3, 

со 

Поскольку ряд Дирихле >\1/ nitp/ 2 p> 0, сходится, TO, соглас- 
n=1 

но признаку сравнения, будет сходиться и ряд 

©, 

1729 п 
о: а>0, р > 0. 

п=2
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Итак, верно следующее утверждение. 

oO 
In?n 

Ряд э itp сходится при gE R, p> 0. 

n=2 

Пример 1.22. Докажем расходимость знакоположительно- 

го ряда 
OO 

1 
—;——, <1, R. 

>. п8 шРп В PS 
n=2 

Из (1.7) следует равенство 

nib 
im 

n—>+00 InPn 

которое по определению предела эквивалентно утверждению: 

nib 

In? n 
УЕ>0 ЗМ(Е)ЕМ > M(e): >Е. 

Пусть Е =1. Тогда для всех номеров п, больших некоторого 

натурального числа М, зависящего от ДВ и р, будет справедливо 

неравенство 

ПР. 
п шРп п  ШРп 

Следовательно, 
1 1 

— n>M. —х> 
niinPn”™ n 

© ©) 

Отсюда в силу расходимости гармонического ряда >> 1/n (см. 
n=1 

пример 1.10) и признака сравнения следует расходимость ряда 
со 

> 1/(п8 InP n). 
n=2 

Итак, приходим к следующему утверждению. 

CO 
1 

Ряд > вр” Расходится при р ER, B<l. 

n=2 
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Пример 1.23. Докажем сходимость знакоположительного 

ряда 
5 пр 

— РЕК, q>1. 

n=1 

Из равенства (1.8) следует, что при любыхрЕ Ru q > 1 верно со- 
отношение lim пР/ (/а)” =0. Сходящаяся последовательность 

nm—?OO 

{n? /(,/q)"} ограничена, т.е. можно найти такое положительное 
число М, что 

р 1 р 
— в = Г - <М, пПЕМ. 
a” (№) (v4) 

Следовательно, 
ПР 1 
—<M neN 

OO Oo 

Геометрический ряд >> 1/(./g)" = > (1/./а)” apa g>1 cxo- 
n=1 n=1 

дится (см. пример 1.4), поскольку при этом 0 < 1/,/q < 1. 

Таким образом, согласно признаку сравнения, приходим к 

следующему утверждению. 

©. ©) nP 
Ряд > qn сходится npn pER,qg>1. 

п=1 

1.6. Признак Даламбера 

Важным признаком сходимости знакоположительных чи- 

словыт рядов является следующий признак. 

Теорема 1.7 (предельный признак Даламбера). Пусть 
для числового ряда с положительными членами 

©. ©) 

У an, ат >0, ПЕМ, (1.10) 
n=1
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существует предел (конечный или бесконечный) последователь- 

ности отношений Gn41/an общего члена ряда Any1 к предыду- 
щему члену ап: 

. _ @л+1 
lim = > 0. а 2 492 0 

Тогда справедливы следующие утверждения: 

а) если 4 < 1, то ряд (1.10) стодящийся; 
6) если а > 1 или 4 = +00, то ряд (1.10) растодящийся. 

ча. Пусть lim Gn41/Qn =9<1. Для числа т = (9+1)/2 верно 
n-00 

неравенство 4 <тг<1. Поэтому lim (@n41/an—T) =а-т< 0. 
n— OOo 

Из свойств сходящихся последовательностей [1-6.4] вытекает, 

что а 
Эи ЕМ Vn2n0: antl <r<l. (1.11) 

an 

Учитывая (1.11), для любого натурального числа К имеем 

Qno+1 Qno+2 Qno+k 
< Г, ри < Г, < Г. 

Ano Qno+1 Ono+k—1 

Следовательно, 

@по-+1 \ /@по-+2 Ono+k Ono+k 
( not ) ( not?) ..( not ) <r, um —ot’ < fh 

ang Qno+1 Qno+k—1 @ по 

Отсюда получаем, что апо+к < апог*, КЕМ. 
Если п — произвольное натуральное число, для которого 

п > по, то, полагая k = п — по, получаем неравенство 

Qno п 
ал < —т". nS pno 

Это неравенство позволяет применить признак сравнения для 

доказательства, сходимости ряда (1.10). Действительно, в силу 
условия 0 <г< 1 геометрический pad 

со {© @) 

Что п _ Чпо п] 
—_—т=—_— т 
тпо тпо—1 

n=1 n=1
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сходится. Таким образом, согласно признаку сравнения, ряд 
(1.10) также сходится. 

6. Пусть jim an+1/@n = 4, причем q>1 или 4 = +00. Если 

q +00, то положим г = (9+1)/2, а если 4 = +00, то в качест- 

ве г возьмем любое число, большее единицы. Тогда 1 <г<4аи 

dim (ал /а» —т) = $, где 3 =а-г> 0 при а? -+со или $ = +со 

при 4 = +со0. Из свойств последовательностей, имеющих поло- 

жительный предел (конечный или бесконечный) [1-6] получаем 

Qn+1 

Qn 
IngEN Vn2en0: >г>21. (1.12) 

Тогда 

О < Ang < ато+1 < а+2 < За < 

Следовательно, предел последовательности {аи} не может быть 

меньше числа аз, > 0. Таким образом, не выполняется необто- 
димый признак стодимости ряда, и ряд (1.10) расходится. > 

Замечание 1.2. Теорема 1.7 не охватывает случай, когда 

. Qn+1 
lim 2 = 1, 
N00 An 

{© @) 

Здесь ничего определенного о сходимости ряда )> an, ап > 0, 
n=1 

заранее сказать нельзя (невозможно воспользоваться предель- 
ным признаком Даламбера). Для выяснения вопроса о схо- 

димости такого ряда требуется дополнительное исследование. 
{© @) 

Например, для расходящегося гармонического ряда >> 1/n пре- 
n=1 

дел последовательности отношений G,41/An равен единице: 

а 1 1 lim 2 
=——, а=- = lim 

ntl n+1’ "on N-+00 An n>on+ 1 
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оо 

Однако для сходящегося ряда >. 1/n? (это ряд Дирихле с 
n=1 

показателем степени р = 2 > 1) соответствующий предел после- 
довательности отношений аи-+1/а» также равен единице: 

_ 1 1 . Qn+1 _ 1 п? _ 
ат-+1 = (n+1)2’ 2 => Jim: an = lim nti? = 1. 

Замечание 1.3. Анализируя доказательство теоремы 1.7, 

замечаем, что выводы о сходимости и расходимости ряда (1.10) 

были сделаны из условий (1.11) и (1.12). Это позволяет сформу- 
лировать более общий по сравнению с предельным признаком 

Даламбера достаточный признак сходимости знакоположитель- 

ных рядов, который обычно называют признаком Далам- 

бера: 

1) если существует такое число q € (0,1), что для любого 

натурального числа п > по верно неравенство Gy41/An < 4, то 

ряд (1.10) сходится; 

2) если для любого натурального числа п > по верно нера- 

венство @n41/An21, то ряд (1.10) расходится. 

Пример 1.24. Исследуем на сходимость ряд с положитель- 

ными членами 
>. 2.5.8 ~Gn- 1) 
1 1-6-11-...-(5n— 4)" 

Используя предельный признак Даламбера, видим, что исход- 

ный ряд сходится: 

2.5.8..... (Зп —1) 

16.4 

2.5.-8-.... (3% —1)- (3З® +2) 3n+ 2 
an+1 = 1.6.1 - (5 4 — по, 

-6-11....- (5% —4). (5% +1) п +1 

] Gn+1 _ +23 

п Qn, n>oodont+l 95
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Пример 1.25. Исследуем на сходимость ряд с положитель- 

ными членами 
0O 

Ут ет рая 

Напомним, что по определению п! = 1-2-3-...-n. Применим 

предельный признак Даламбера: 

_ (т)! 
an = (n!)3 437 

ae (3(n+1))!  _ (3n + 3)! 2 

ano (n+ 1)!)° 43(n+1) 7 (п!(п + 1))° 43n+3 7 

_ (3n)!(3n-+1)(3n+2)(3n+3) aq (3n+1)(3n+2)(3n+3) 
) (n!)3(n+1)343".64  — 64(п-+ 1)3 

Angi — 4, (38+1(3п+2)(3п+3) _ 271? _27 
аа нь 64(n+1)3 = Gand = 64 <. 

В силу теоремы 1.7 заключаем, что исследуемый ряд сходится. 

Пример 1.26. Исследуем на сходимость знакоположитель- 

“nla” 
) an а>20. 

п=1 

ный ряд 

Очевидно, что при а = 0 ряд сходится. Пусть а>0. Тогда 

получаем ряд с положительными членами, для анализа которого 

воспользуемся предельным признаком Даламбера. Имеем 

= nia” — (n+1)la"*? 
п — nn ) Qn+1 — (п + 1+1 ) 

An+1 (n+1)!a"t!n an” ( n )" а 
= = = a\| ——— = 

An (n+1)"(n+1)n!a"™ (n+1)" n+1 (
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. п у vu 

Известно, что lim (1+1/n)" =e (второй замечательный 
n— oo 

предел [1-6.6]). Учитывая это, получаем 

Тогда из теоремы 1.7 следует, что если а <е, то исходный ряд 

сходится; если же а > е, то ряд расходится. 

Если а=е, то Jim GQn41/Qn = 1 и предельным признаком 

Даламбера нельзя воспользоваться. Исследуем этот случай 

отдельно. Известно, что последовательность {(1+1/n)"} мо- 
нотонно возрастает [1-6.6]. Следовательно, 

]1\п 

(1+-) <e, пЕМ. 
п 

Поэтому при а =е имеем 

Qn+1 е 
= > 1. п 

ат (1+=) 

Согласно признаку Даламбера (см. замечание 1.3), исходный 

ряд при а =е расходится. 

Итак, приходим к следующему утверждению. 

5 а” 
Ряд ) 

пп 

n=1 

сходится при 0 <а<е, 

расходится при a2 е. 

Из примеров 1.24-1.26 ясно, что предельный признак Да- 

ламбера особенно эффективно можно применять для исследо- 

вания на сходимость рядов с общим членом, представимым в 

виде дроби, числитель и знаменатель которой являются произ- 

ведениями п первых членов некоторых последовательностей.
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1.7. Радикальный признак Коши 

Важным признаком стодимости знакоположительных ря- 

дов является предельный радикальный признак Коши. 

Теорема 1.8 (предельный радикальный признак Ко- 
{< 

wu). Пусть для знакоположительного ряда )> ап, An 20, NEN, 
п=1 

существует (конечный или бесконечный) предел 

lim Ya, = q. 
n— oo 

Torya справедливы следующие утверждения: 
CO 

а) если 4 <1, то ряд D> an стодящийся; 
n=1 ee) 

6) если g > 1 или 4 = +00, то pad D> an растодящийся. 
n=1 

ча. Пусть lim Yan =q<1. Число г = (q+ 1)/2 удовлетворяет 
п—>оо 

неравенству 4 <г<1. Поэтому lim (а, -—т) =а-т<0. Из 
п—?оо 

свойств сходящихся последовательностей [I-6.4] следует, что 

ЭюеЕМ > т: За <г<1. (1.13) 

10 @) 

Отсюда adn <r” для любого п > по. Геометрический pad >> т” 
n=1 

сходится, так как 0 <тг<!1. Поэтому, согласно признаку 
{© @) 

сравнения, ряд >) ап также сходится. 
n=1 

6. Пусть lim t/a, = q, причем q>1 или g=-+00. Если 
п->оо 

4 # +00, то положим г = (q+ 1)/2, а если 4 = +00, то в качестве 
т возьмем любое число, большее единицы. Тогда l<r<qu 

lim (Yan — г) = $, где s=q—r>O при а 7 +с°, или $ = +00 

при gq = +00. 

В силу свойств последовательностей, имеющих положитель- 
ный предел (конечный или бесконечный) [1-6], заключаем, что 

ЭюеЕМ \\Уп>2т: Уа>2т>1. (1.14)
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Поэтому 

аа >21 n2zn = Ша ?1 
nm—> OO 

при условии, что этот предел существует. Таким образом, 
в любом случае (существует предел последовательности ап 
или нет) не выполнен необходимый признак стодимости ряда. 

(©. @) 

Следовательно, ряд »` ап расходится. > 
n=1 

Замечание 1.4. Так же как и в случае предельного npu- 

знака Даламбера, если 

lim ал =1, 
п-—>оо 

то предельный радикальный признак Коши использовать не- 
io ®) 

льзя, т.е. ряд >` ап, Gn 20, может оказаться как сходящимся, 
n=1 

(©. @) 

так и расходящимся. Рассмотрим, например, ряды >> 1/n u 
n=1 

OO 

> 1/n?. Первый ряд — гармонический он расходится; вто- 
n=l 

pou — ряд Дирихле с параметром р = 2, он сходится. Однако 

для этих рядов 

lim Ут = : =1 lim 4 1 _ : =1 noo Vin lim Yn” noo Vn? ~ lim Yn? 
m—> OO 

При решении задач с использованием предельного радикаль- 

ного признака Коши полезно помнить, что 

lm Упа=1 aeER. 
n—0o 

Действительно, 

ы . . a/n 

lim Yn* = lim n?/" = lim ей” / = 
n—->0O n—>0o n—0o 

| alnn lim °—= 

= limen =en-oc =e —l. 
n—0oo 
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Замечание 1.5. Анализируя доказательство теоремы 1.8, 

замечаем, что выводы о сходимости и расходимости знакопо- 
©, ®) 

ложительного ряда >> а» были сделаны из (1.13) и (1.14), что 
n=1 

позволяет сформулировать более общий по сравнению с пре- 

дельным радикальным признаком Коши достаточный признак 

сходимости знакоположительных рядов, который обычно назы- 

вают радикальным признаком Коши: 

1) если найдется число 4 < 1, такое, что для всех п, начиная 
с некоторого номера 7%, выполняется неравенство {ак < 4, TO 

©, ®) 

ряд >> ап сходится; 
n=1 

2) если же для любого п > по выполняется неравенство 
{© @) 

{fan 21, то ряд >) ап расходится. 
n=1 

Пример 1.27. Исследуем на сходимость с помощью пре- 

дельного радикального признака Коши знакоположительный 

ряд 

Вычислим 

п 1 

lim Ya, = lim Утв (+ )=e<1 
n—>00 n—0o 9n+5 9 

Следовательно, исследуемый ряд сходится. 

Пример 1.28. Исследуем на сходимость с помощью пре- 

дельного радикального признака Коши знакоположительный 

ряд
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Наидем 

о nf (0 +2\7* |. (п+2\п 
fim, Yan = tm. (3) = lim (“5 ) = 

nin 22 lim nin(i-—4,) 
= lime "+3 = еп nto! = 

п—>оо 

1 —п. 

= In(1- 1 )~-—, — епт 8 < 
п +3 п +3 

Таким образом, исследуемый ряд сходится. # 

Из примеров 1.27-1.28 ясно, что радикальный признак Ко- 

ши удобно использовать для исследования на сходимость рядов, 

общие члены которых в качестве сомножителей содержат п-е 

степени выражений, зависящих OT п. 

При анализе сходимости рядов часто бывает полезна также 

следующая асимптотическая формула Стирлинга*: 

п\п 

п! (=) 27, пою. 
е 

В частности, из формулы Стирлинга следует, что 

n п 
Уп! > -—, n-oo. 

е 

В приведенных выше формулах функции в левых и правых 

частях являются эквивалентными бесконечно большими функ- 

циями натурального аргумента (последовательностями). 

Пример 1.29. Исследуем на сходимость знакоположитель- 

ный ряд 

*См.: Никольский C.M., т.1.
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Используя эквивалентность Vn! ~n/e, n> со, вычисляем 

т! Vn! nie 
lim v/a — lim Hy = lim — = lim _—_— = + со 

п->оо пью VY nv¥n2 пью пИУп n>00n1/Vn ’ 

поскольку 

: Inn 
. on 1/ Jn lim == 
lim —=+00, lim ni/Vv” — lim el” 1" — enoo УП — ед =], 
n—0o е п—>оо п>оо 

Согласно предельному радикальному признаку Коши, иссле- 

дуемый ряд расходится. 

1.8. Абсолютная и условная сходимости 

В отличие от знакопостоянных (знакоположительных и зна- 

коотрицательных) рядов произвольные действительные ряды, 

членами которых являются числа разных знаков, называют 

знакопеременными рядами. В этом параграфе рассмотрим 
произвольные (знакопеременные) действительные ряды и ряды 

с комплексными членами. Отметим, что все утверждения, при- 

веденные в 1.2 и 1.3 (необтодимый признак стодимости ряда, 

свойства 1.1-1.8, критерий Коши стодимости числового ряда), 

справедливы как для действительных, так и для комплексных 

рядов. 

Определение 1.6. Действительный (комплексный) ряд 

©, ®) 

У а», Gn € R (an €C), (1.15) 
n=1 

называют абсолютно сходящимся, если сходится действи- 

тельный ряд 
©, ®) 

У [ан (1.16) 
n=1 

из абсолютных значений (модулей) членов ряда (1.15).
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Если числовой ряд является абсолютно сходящимся, то 

говорят также, что имеет место абсолютная сходимость 

этого числового ряда. 
CO 

Заметим, если у. а» — комплексный ряд, т.е. dn = An +16, 
n=1 

где Qn, Bn ЕВ, nEN, то |[ав| = a2 + 62 и 

со со 

> lan| = > Ма + Вл. 
n=1 n=1 

Теорема 1.9. Комплексный ряд > ап = x (Qn +iBn) яв- 
n=1 

ляется абсолютно сходящимся тогда и только. тогда, когда 

абсолютно сходящимися являются действительные ряды > An, 
и >в, п=1 

CO 

< Пусть ряд >> ап сходится абсолютно. Поскольку для любого 
n=1 

натурального числа N верны неравенства 

lon| < Vaz + Ва = [ап], |Bn| < Vaz + В; = lanl, 
©, @) 

то в силу признака сравнения из сходимости ряда У. |ап| 

следует сходимость рядов Y> |оп| и x |8; |. "= 
n=1 

Пусть теперь сходятся  бсолютно ряды > An и > Вл. 

Поскольку п=1 n=l 

as, + 62 = |an|* + [В]? < < lan|* + 2|an||Bn| + |Bnl* = (lan| + |Bn|)? ’ 

TO 

lon + iBn| = Vo? + В? < |an| + |Anl. 
©, 9) ©, 9) 

Поэтому из сходимости рядов 5. |an| и >> |G,| в соответствии 
n=1 n=1 

со свойством 1.6 и признаком сравнения следует сходимость 
oOo 

ряда ›` lan +iBn|. > 
n=l
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Теорема 1.10. Всякий (действительный или комплексный) 
абсолютно сходящийся ряд сходится. 

< Пусть ряд (1.15) сходится абсолютно, т.е. сходится ряд 
(1.16). Применив к ряду (1.16) критерий Коши сходимости 
ряда, получим утверждение 

n+m 

Ve>0 3№(=)ЕМ Wn>N(e) УтеЕМ: У lal <=. (1.17) 
k=n 

Поскольку 
п+т n+m 

Ук < У [а 
k=n k=n 

(в частности, для комплексных чисел это неравенство вытека- 
ет из неравенства треугольника [I-4.3]), то из (1.17) следует 
утверждение критерия Коши сходимости для ряда (1.15). Зна- 

чит, ряд (1.15) сходится. № 

Согласно данной теореме, анализ рядов на сходимость це- 
лесообразно начинать с их анализа, на абсолютную сходимость. 
Причем, поскольку исследование рядов на абсолютную сходи- 
мость связано с изучением сходимости знакоположительных 
рядов (рядов из модулей их членов), признаками абсолютной 
сходимости деиствительных или комплексных рядов являются 
признаки сходимости знакоположительных рядов, изложенные 

в предыдущих параграфах. 

В соответствии с теоремой 1.10 любой абсолютно сходящий- 
ся ряд сходится. Однако условие, что ряд не является абсолют- 

HO сходящимся, не означает, что этот ряд расходится. 

Определение 1.7. Действительный или комплексный ряд 
oo 

>, ап называют условно сходящимся, если он сходится, HO 
n=1 со 

не является абсолютно сходящимся, т.е. если >’ ап сходится, a 
CO — 

ряд »` |ап| расходится. =! 
n=1
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Если числовой ряд является условно сходящимся, то говорят 

также, что имеет место условная сходимость этого число- 

вого ряда. 

Замечание 1.6. Согласно теореме 1.9, комплексный ряд 
со 

\_ ап не является абсолютно сходящимся тогда и только тогда, 
п=1 

когда не является абсолютно сходящимся хотя бы один из рядов 

> On или x Bn, где Qn = Rean, By = 1тал, ПЕ №. Таким 
n=1 

образом, в силу определения 1.7 и теоремы 1.1 комплексный 
OO 

ряд >> ап является условно сходящимся тогда и только тогда, 
n=1 

когда оба действительных ряда > On И > В» сходятся и хотя 
n=1 n=1 

бы один из этих рядов сходится условно. 

Пример 1.30. Рассмотрим действительный ряд 

ye 
n=1 

171 

Ряд из модулей членов этого ряда является гармоническим 

рядом и потому расходится. Таким образом, исходный ряд не 

является абсолютно сходящимся. Тем не менее ряд сходится. 

Для непосредственного доказательства, сходимости и вычи- 

сления суммы данного ряда воспользуемся формулой Маклорена 

для функции ш(1 + т), x € (0, 1]: 

2 3 

11(1+2) =2-5-+=-...+(- yn + В, (т), 

где остаточный член в форме Лагранжа для функции f(r) = 

= 1(1 +1) имеет вид 

f+) (dz) ntl _ (—1)"+2n! gnrtl 

= 1. 
(n+1)! . (1+ 02)"+! (n+1)! 0<v< 
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Отметим, что при 0 <т<1 

ght 1 1 

прин! n+1 

Переходя к пределу при п — со в последнем неравенстве [1-6.4], 

получаем 

| В» (2) 

lim | В» (2)| =0, «€ (0, 1). 
п— оо 

При т =! 

1 1 —j)rtl 

In2=1-542-...4! + Ra(1) = Sq +В, (1), 

©, @) 

где 5„ — п-я частичная сумма ряда У` (—1)"+1 /п. Поскольку 
n=1 

lim |R,(1)| =0 и, значит, lim R,(1) =0, то lim S, = In2. 
NM— OO п—оо ™m—> 00 

Следовательно, 

и, в частности, рассматриваемый ряд сходится. Наконец, 

поскольку он не является абсолютно сходящимся, исследуемый 

ряд является условно сходящимся. 

Замечание 1.7. Обратим особое внимание на удобство 

использования признаков Даламбера и Коши для исследования 

ряда на абсолютную сходимость. 

Деиствительно, если при использовании признака Даламбе- 

ра или радикального признака Коши (см. замечания 1.3 и 1.5) 
для исследования ряда (1.16) на сходимость оказалось, что 

lan+1| 

lan| 
>1 или Yian| 21, n>n0, 

т.е. ряд (1.16) расходится, то будет расходиться и ряд (1.15). В 

этом случае не выполняется необходимый признак сходимости 

как для ряда (1.16), так и для ряда (1.15), поскольку 

lim ав =0 <> lim |a,| =0. 
™m—>00 п—оо
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Если при исследовании ряда (1.15) на абсолютную сходи- 

мость с помощью предельного признаки Даламбера или предель- 

ного признака Коши получили, что 

. ат-+1| . 
lim lentil um lim Vla,|>1 
n—co |@п| n—>00 | п , 

то ряд (1.16) будет расходящимся вследствие невыполнения 
необходимого признака сходимости (см. доказательства, теорем 
1.7 и 1.8). В этом случае в силу тех же соображений, которые 

изложены выше, будет расходиться и ряд (1.15). 

Пример 1.31. Исследуем на сходимость ряд 

OO . 

n(3i—1)” 
> т, БЕК, b>0. 

n=1 

Исследуем этот ряд на абсолютную сходимость. Для выяснения 
oo 

сходимости ряда У), 1п(3#—1)" /b"| воспользуемся предельным 
n=1 

признаком Даламбера. Обозначая a, = 2(3i—1)"/b", получаем 

— n|3i — 1|” _ ny 10” a (n+ 1)(3i _ |7 

lan| — bn — м’ Qn+1 = I 

_ (п+1) 31-171 — (n +:1)V10"41 
[@п+1| = ро — atl . 

Следовательно, 

lim Janta] _ lim (п + 1)10(*+1)/2 pr _ J10 in +1 Ji0 

N—+00 [ат — п-оо +1 п  107/2 О ре’ 

©, 9) 

Таким образом, если V10/b < 1, т.е. b> \У10, то ряд D> |ап| 
n=1 

сходится и, следовательно, исходный ряд сходится абсолютно. 
Lo @) 

Если же V10/b > 1, т.е. В < V10, то ряд > |an| расходится и, 
n=1 

следовательно, исходный ряд не является абсолютно сходящим- 

ся. Более того, исходный ряд в этом случае расходится в силу 

невыполнения необходимого признака сходимости ряда.
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При b= \У10 предельный признак Даламбера использовать 

нельзя. В этом случае |a,| = п, и поскольку |a,| = п не стре- 

мится к нулю при п -} +00, то не выполняется необходимый 
CO oo 

признак сходимости Kak для ряда > |ап|, так и для ряда D> an. 
n=l n=1 

Следовательно, в этом случае исходный ряд не является абсо- 

лютно сходящимся и не является сходящимся. # 

Рассмотрим теперь некоторые свойства абсолютно и услов- 

но сходящихся рядов. 

Теорема 1.11 (теорема о перестановке членов аб- 
<) 

солютно сходящегося ряда). Если ряд У», ап сходится 
со n=1 со 

абсолютно, то любой ряд У, 6, полученный из ряда >> ап пе- 
n=1 n=1 

рестановкой (изменением порядка суммирования) его членов, 

тоже абсолютно сходится. Более того, он имеет ту же сумму, 
CO oOo 

что и исходный ряд: > bn = DS ап. 
n=1 n=1 

©, @) ©, @) 

< Пусть ряд >> ап сходится абсолютно и >! an =S и, кроме 
n=1 со n=1 со 

того, произвольный ряд )_ В, получен из исходного ряда )> ап 
n=1 n=1 

путем некоторой перестановки его членов. Это означает, что 

члены бесконечной суммы (ряда) а! +а2+...+ав-+... сначала 
некоторым образом переставили, получив ряд ап, + ап. +... + 

+ап, +..., в котором на первом месте в бесконечной сумме 

стоит некоторый член ап, , на втором месте — некоторый член 

Qn, и т.д., а затем члены ряда переобозначили следующим обра- 

зом: М =an,, 62 =Qn,, bk = аль, В результате такой 

операции никакой член исходного ряда, не теряется, не повторя- 
ется, он просто, быть может, перемещается на какое-то другое 
место в бесконечной сумме. Разумеется, в преобразованном 

ряде не появляются никакие новые, посторонние члены, не явля- 

ющиеся членами исходного ряда.
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со 

Необходимо доказать, что ряд >> 6, сходится и имеет ту 
п=1 

CO 

же сумму S. Поскольку ряд >> |ап| сходится, то для этого ряда 
n=1 

выполняется утверждение критерия Коши, т.е. 

n+m 

Ve>0 3Ni(e)EN Vn>Ni(c) УтЕМ: У lal <5. (1.18) 
k=n 

оо 

Так как »`а„=5, то, согласно определению суммы ряда, 

имеем п=1 

\>0 3№()ЕМ \> №}: Soa - 8 <<. (1.19) 
k=1 

Если № = max{Nj, №2}, то из (1.18) и (1.19) следует, что 

n+m Е п Е 

21| < 5 и loa -5| <>, п> №, ТЕМ. 

k=n k=1 

Зафиксируем какой-нибудь номер No > No, тогда, 

no+m Е по Е 

>. |ак| < -— и У - 5] <>, тЕ №. (1.20) 
2 2 

k=no k=1 

n. 

Рассмотрим частичные суммы 5, = > by. Выберем нату- 
k=1 N 

ральное число N так, чтобы в сумму Sy = >. by входили в 
k=1 

качестве слагаемых все члены а1, а2, ..., ат. Если п > WN, то 

сумма 5, также будет содержать все члены а1, а2,..., ап. Оце- 
п 

ним разность | >> %-—5 | при п > М, используя (1.20): 
k=1 

n n no no 

Sob. - S =|(So%- Yeas) + (5-5) |< 

k=1 k=1 k=1 k=1 

n no no n no 

So bk — У ak ya - 5] < So bk - У ak 

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 

< + Е :
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Докажем, что первое слагаемое также меньше €/2. Сумма 
по 

> b, содержит сумму >, аки еще п-по слагаемых, каждое из 
k=1 k=1 
которых (согласно условию теоремы) есть член ах с некоторым 
номером К > no, т.е. 

п по 

So bk —S ay = Ay, Нав. +... + Qk, ng? 

k=1 k=1 

где kj > по, t1=1, n—no. Пусть число т Е М таково, что ng + т = 

= max{k, ka, у kn—no}- Тогда 

п-по notm 

|, ак, +... + inno | < > lax, | < > [ак |, 
$=1 К=по 

что в силу (1.20) меньше =/2. Отсюда 

п 

5-8 <e, п>М, 

что доказывает равенство Шт >. р; = S. Следовательно, ряд 

> by, сходится и его сумма равна 1S. 
k=1 

Покажем, что ряд > Бе сходится абсолютно, т.е. сходится 
k=1 

ряд > \b,,|. Из доказанного выше следует, что ряд, полученный 
k=1 

из знакоположительного сходящегося ряда (он автоматически 

является абсолютно сходящимся) путем перестановки его чле- 

нов, Также сходится и эти ряды имеют одинаковые суммы. 
OO 

Поскольку знакоположительный ряд У, |ак| сходится, a ряд 

> |b, |, очевидно, может быть получен 3 ряда У >> [ак| путем пе- 
k=1 k=1 
рестановки его членов, TO ряд > |6к| тоже ‚сходится (их суммы 

при этом равны).  Седовале о, ряд > b, сходится абсо- 
JIOTHO. № k=1
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Для условно сходящихся рядов теорема 1.11, вообще говоря, 

неверна. Вернемся к примеру 1.30. Известно, что 

> (=F? >. 
n=1 

= п2. 

После перестановки членов ряда и их группировки получаем 

(Este 
со (oe) 

=: ЕТ ав) (ит) = 
k=1 

1 1 1 1 3 (—1)"*! 1 

Группировка членов ряда по три в данном случае He влияет на 

его сходимость, так как общий член ряда стремится к нулю. 

Итак, в результате перестановки членов рассматриваемого 

ряда сумма уменьшилась вдвое. Этот результат, несмотря 

на то что кажется парадоксальным, совершенно не случаен. 

Более того, применяя различные перестановки членов условно 

сходящегося ряда, можно получить любую`сумму. 

Теорема 1.12 (теорема Римана). Пусть действитель- 
<) 

ный ряд >> ап сходится условно. Тогда для любого действи- 
n=1 

тельного числа S можно надлежащей перестановкой членов 
со ©, 9) 

ряда >> ap получить условно сходящийся ряд >> bn, сумма ко- 
n=1 n=1 

торого равна 5. # 

Доказательство теоремы приведено в Д.1.1. 

Отметим, что теорема Римана верна и в том случае, когда, 

5 равно +с0 или —со. Можно так переставить члены условно 
сходящегося ряда, что последовательность частичных сумм 
полученного ряда будет иметь предел, равный +00 или —OO.
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1.9. Знакочередующиеся ряды 

Определение 1.8. Действительный ряд, у которого лю- 

бые два соседних члена имеют противоположные знаки, назы- 

вают знакочередующимся рядом. 

Знакочередующийся ряд можно представить в виде 

OO 

> 3 (=1)" Нал = a) — a2 + a3 — ав >0, пЕМ, 

n=1 

если первый член ряда положителен, или в виде 

©, 9) 

> _(—1)”ав = —а1 +a2—a3+... >0, ПЕМ, 
n=1 

оо 

если первый член ряда отрицателен. Ряды >> (—1)"*'a, и 
oo n=l 

>> (—1)"an являются стодящимися или расходящимися одновре- 
n=1 

менно, поскольку первый ряд есть произведение второго на 

число —1. Поэтому в дальнейшем будем рассматривать только 
OO 

знакочередующиеся ряды вида >. (—1)"t!ay, an > 0. 
n=1 

Для знакочередующихся рядов верен следующий достаточ- 
ный признак сходимости. 

Теорема 1.13 (признак Лейбница). Пусть знакочереду- 
оо 

ющийся ряд >> (—1)"tlan, an > 0, пЕ М, удовлетворяет усло- 
n=1 

BHAM: 

1) a, 2a2> 2 An 2 ап+1 > 

2) lim a, = 0. 
п—>оо 

Тогда этот знакочередующийся ряд сходится. 

< Рассмотрим частичную сумму ряда с номером 2п. Ее можно 

представить в виде 

Son = а1 — 42 +аз —@а4-+... +а2п—1 — аж = 

= (а1 — а2) + (аз — a4) +... + (а21—1 — Gon).
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Поскольку (а2+-1 — ox) > 0 для всех КЕ М, то Son > 0. Кроме то- 

ГО, San — 52(п-1) = G@2n-1 — Gan 2 0, NEN, и последовательность 

{521 } 21 является неубывающей. Представляя частичную сум- 

му Son иначе, получаем, что последовательность {52 }°2, огра- 
ничена, сверху числом ал: 

Son =а1 — 42 + аз — а4 +... + а2п—1 — а2 = 

= a — (42 —аз) — (а4 —а5)— — (а2.-2 — Gan-1) — Gan € a1, 

поскольку (а2к_2 — а2к—1) > 0 для всех К =2,3,..., п. В силу при- 

знака Вейерштрасса о сходимости монотонной ограниченной 

последовательности [I-6.5] последовательность {S2,}?2, схо- 
дится. Пусть lim 521 = S. Поскольку 52141 = Sen + 42141, ТО 

п>осо 

lim 52141 = lim 52, + lim аж41=5+0=5. 
n—00 n—00 n—00 

В силу определения предела, имеем 

lim San =5 <=> We>0 ЗМ, =Ni(c) EN 
M—> OO 

Уп > М! (=): [San —- S| <e, 

jim п =S <> Ve>0 4JANo=No(e) EN 

Уп > №(Е): |Sen4i1 —S| <e. 

Пусть № = тах{2 М, 2№ +1}. Если т > № — четное число, то 

т = 2п, где п > №. Поэтому |5т — S| = |952. — 5| < Е. Аналогич- 
но рассматривается случай нечетного т > №. Таким образом, 

16.2) 

jim Sm = S, ряд >> (—1)"*!a, сходится и имеет сумму 5. > 
со n=1 

© @) 

Следствие 1.3. Если знакочередующийся ряд >`(—1)" ав, 
n=1 

ат >0, пЕ №, удовлетворяет условиям признака Лейбница, то 

его сумма 5 удовлетворяет неравенству 0 < 5 <Q}. 

< В ходе доказательства признака Леибница было показано, 
оо 

что последовательность частичных сумм {52} | является
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неубывающей и ограничена снизу нулем, а сверху — числом 
ai: O< 52 <a,. Переходя в этом неравенстве к пределу, 

получаем, что предел последовательности {52,}°,, равный 
S и совпадающий с суммой ряда, удовлетворяет неравенству 

0<S<a,. > 

CO 

Следствие 1.4. Если знакочередующийся ряд S\(—1)"* an, 
n=1 

ат > 0, пЕ №, удовлетворяет условиям признака Лейбница, 
OO 

то модуль суммы всякого ero остатка В. = > (—1)*tta, 
оценивается сверху числом Gn+1: k=n+1 

IRn|< аи, ПЕМ. (1.21) 

© 9) 

< Если ряд >> (—1)"*t'a, удовлетворяет условиям признака 
n=1 

Лейбница, то и любой его остаток с четным номером Ro, = 
со 

= >> (—1)*t!a, удовлетворяет условиям признака, Лейбница. 
k=2n+1 

В силу следствия 1.3 имеем оценку для суммы остатка с номе- 

ром 2n: 0 < Ron < а2п-+1, и, следовательно, |Ron| < а2п+1. 
оо оо 

Ряд (—1) >` (-1)* а, = > (-1)Как, противоположный ос- 
k=2n k=2n 

татку с нечетным номером, также удовлетворяет условиям 

признака Лейбница. В силу следствия 1.3 имеем 0 < —Ron-1 < 

< Gen, и, следовательно, |В2п_1| < Gen. Таким образом, для 

любого номера п справедлива формула (1.21). > 

Вернемся к произвольным знакопеременным рядам. Учиты- 

вая соотношения между сходимостью, условной стодимостью 

и абсолютной стодимостью рядов (см. 1.8), отметим, что при 

исследовании знакопеременных рядов на сходимость следует 

придерживаться следующего плана. 

1. Исследовать ряд на абсолютную сходимость. Если ряд 
© 9) 

>> |an| сходится, то исследование завершается, поскольку в 
n=1 со 

этом случае ряд >> ап сходится (абсолютно) (см. теорему 1.10). 
n=1
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—=—— 

© 9) 

Если ряд >> |a,| расходится вследствие невыполнения необ- 
n=1 

тодимого признака стодимости числового ряда ( lim [ап| 7 0), 
со m— 00 

то lim a, #0 u pag > a, расходится, a исследование заверша- 
п—оо 

n=1 
ется. 

io @) 

Если ряд >, |a,| расходится, но необходимый признак схо- 
n=1 

димости выполнен ( lim |a,|=0), то переходим к п. 2. 
m— 00 

2. Исследовать ряд на условную сходимость. Если при этом 

ряд является знакочередующимся, то при условии монотонного 

стремления к нулю последовательности {|a,,|} можно использо- 
вать признак Лейбница. 

Пример 1.32. Исследуем на сходимость знакочередующи- 

еся ряды: 

=. (—1)"+1 ыы _, №2 п 
) 6) > (-1)" —; 

= п \п = 3 \п 

в) (ни) г) (тт) 

а. Проверим сначала, сходится ли ряд абсолютно. Для этого 

составим ряд из модулей его членов: 

Seu 
n=1 vn n=1 vn 

Этот ряд, как ряд Диритле с параметром р = 1/2 <1, pacxo- 

дится (см. пример 1.18). Итак, исследуемый ряд не является 

абсолютно сходящимся. Но |(—1)° 1 / nl — 0 при п — со, и не- 
обходимый признак сходимости ряда выполнен. Исследуем ряд 

© 9) 

на условную сходимость. Данный ряд имеет вид >`(—1)" ав, 
n=1 

rye a, = 1//n, т.е. является знакочередующимся, причем после- 
довательность {1/\/п}°°, монотонно стремится к нулю. Усло-
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вия признака Лейбница выполнены. Согласно теореме 1.13, 
© 9) 

ряд >> (—1)"*!/./n сходится. Таким образом, исследуемый ряд 
n=1 

является условно сходящимся. 

6. Выясним, сходится ли ряд абсолютно. Составим ряд из 

модулей его членов: 

yp nn In? n 

п |. nn 
n=1 n=1 

Этот ряд расходится (см. пример 1.13), поэтому исследуемый 

ряд не является абсолютно сходящимся. Выясним, имеет ли ме- 

сто условная сходимость. Докажем, что для некоторого остат- 

ка исследуемого ряда выполняются условия признака Лейбница. 

Ряд имеет вид 

= = In? п У `(-1"На, = (17а, on = ——>0, n=2,3,... 
n=1 n=1 

значит, он является знакочередующимся, причем lim ав = 
n— oo 

= lim In?n/n=0. Покажем, что при некотором выборе нату- 
п—оо 

рального числа по последовательность {ш?п/ п} 22° будет не- 
возрастающей. Для этого рассмотрим функцию ф(т) = In? т/х, 

т>1, и вычислим ее производную: 

_ 2щ(1/т)5 — шт _ 2шт-— Шт _ 15(2- шт) 
/ 

ф (т) т2 — т2 — т2 

Видно, что ф’(т) < 0 при z > е?. Поэтому функция ф(т) убы- 
вает в промежутке (e”, +00) [II], а также убывает последова- 
тельность {ш’п/п}®_„, начинающаяся с номера по = 8 > е". 

оо 

Согласно признаку Лейбница, ряд >< (—1)"-! 1? п/п сходится, 
n=8 

со 

и, следовательно, сходится ряд »` (—1)"—!In?n/n. Итак, иссле- 
n=1 

дуемый ряд сходится условно.
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в. Исследуем ряд на абсолютную сходимость: 

со n n со n n 

о) 
n=1 

Проверим, выполняется ли необходимый признак сходимости 

ряда: 

| ( п )" = | 1 а: 1 _ 

оо n+1 — позе (Bti)" "ое (1+1) < 
п 

Необходимый признак сходимости ряда не выполнен, поэтому 
© 9) п п io @) n n 

ряды р (7) и Xu (-) расходятся. 

г. Исследуем ряд на абсолютную сходимость. Рассмотрим 

ряд, составленный из модулей его членов: 

>), У) 
n=1 

Воспользуемся радикальным признаком сходимости Коши: 

lim $/( 3 ) = lim 3 =0<1 
п—›со 2n-+1 — пою +1 | 

CO n 

Следовательно, ряд У` (т) сходится, и, значит, исследуе- 
n=1 

п )" также сходится, причем абсолютно. 
. со 3 

м _ 
ыи ряд x 2n+1 

1.10. Умножение рядов 

В 1.3 для рядов были введены арифметические операции 

сложения рядов и умножения ряда на число. Определим опера- 

цию умножения ряда на ряд.
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io @) io @) 

Рассмотрим два произвольных числовых ряда D> anu D> by. 
n=1 n=1 

Составим бесконечную таблицу (матрицу), элементами KOTO- 

рой являются всевозможные произведения Ab, членов этих 
рядов (рис. 1.2). 

a,b; — а162 —а163 —> а164 а1бк — 
ra a a a 

а261 а262 а263 а264 ab, 

ra a a ana va 
a3zb, a3zb2 — a3b3 a3zb4 a3 bp 

a va a ZY a 
a4by a4b2 a4b3 а464 а4бк 

ra a va a 

va a a a 
Amb, Qmb2 aGmb3 атба Am by 

17 Ta a 

Puc. 1.2 

Элементы таблицы можно различными способами зануме- 

ровать, представив таким образом таблицу в виде некоторой 

последовательности {v,}°°,. Например, нумерацию можно на- 
чать с верхнего левого угла, и далее продолжить по диагоналям, 

как показано стрелками Ha рис. 1.2: 

11 = а161, 12 =а1602, 13 =а20, 14 = аз, V5 = а26, 

16 = а163, V7 = а164, vg = а263, V9 = азб>, 910 = а461, 

Занумеровав элементы таблицы (см. рис. 1.2) каким-либо спо- 

собом (не обязательно продемонстрированным выше), получим 

некоторую числовую последовательность {vp,}C°,, любой член 
которой является произведением некоторых членов ат и 6х ря-



1.10. Умножение рядов 87 

CO CO 

дов >. @пи >, by. В соответствии с этой последовательностью 
n=1 n=1 

0° со 

{+„}22 составим ряд )) Un. Всякий числовой ряд >) Un, по- 
n=1 n=1 

лученный таким способом, называют произведением рядов 
OO CO 

Уи D> bp. 
n=l n=1 

Сходимость и сумма произведения рядов, вообще говоря, 

зависят от последовательности {чл }©°_| , т.е. от способа нумера- 
ции элементов таблицы (см. рис. 1.2). Однако если какое-либо 

Co oo 

произведение рядов У Gn u > by является абсолютно стодя- 
n=1 n=1 

щимся рядом и имеет сумму 5, то, согласно теореме 1.11, и 
©. 9) ©, <) 

любое другое произведение рядов У anu У} bp, использующее 
n=1 n=1 

иную нумерацию слагаемых Ay,b,, абсолютно сходится и имеет 
ту же сумму 5. 

Теорема 1.14 (теорема Коши). Если ряды р ап, И у bn 
=1 n=1 

сходятся абсолютно и имеют суммы Аи В соответственно, то 
любое произведение этих рядов сходится абсолютно и имеет 

сумму АВ. 

CO “CO (oe) 

< Пусть >> v, — произведение рядов Dian и >) bn. Для 
n=1 n=1 n=1 

любого натурального числа № рассмотрим первые № членов 

этого ряда: 11 = Am, бк, , V2 = ато бк, ...) Uy = Amy бк. Полагая 

N* = шах{ти,..., Ту, №1, ..., ky}, получаем 

She < (3>lon!) (Ув). (1.22) 

Согласно условию теоремы, ряды x lam| и > |b,| сходятся, 1, 
=1 

значит, последовательности их частичных сумм ограничены. 
 УЧитывая неравенство (1.22), видим, что последовательность
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частичных сумм знакоположительного ряда x |v, | ограниче- 

Ha, и, следовательно, ряд сходится (см. 1.4). " "Таким образом, 
co оо Co 

произведение >) Up рядов >) an u >> b, является абсолютно 
n=1 n=1 n=1 

сходящимся рядом. Обозначим его сумму 5. 
oOo 

В силу теоремы 1.11 любое другое произведение рядов >> an 
n=1 

и > би, также будет абсолютно сходящимся к числу 5 рядом. 
п=1 

co со 

Рассмотрим произведение рядов У) an u > bn, составлен- 
n=1 n=1 

ное следующим образом. Располагая всевозможные произве- 

дения a,b, в бесконечной таблице, занумеруем их, начиная с 

произведения а161, в соответствии с указанными в таблице на- 

правлениями стрелок (рис. 1.3). В результате такой нумерации 

элементов таблицы получаем следующее произведение рядов 
со со 

>> Gn US Dn: 
n=1 n=1 

со 

Soin = a,b; + а1б> + а262 + а261 + а1бвз + а263 +... (1.23) 

n=1 

my f 4 
a,b; | а162 m3 о a bp 

} 
— а261 + а26> а263 о ab, 

— a3, _ азб2 — a3b3 a3b4 аль, 

# # 
а461 —— а46> < a4b3 + адб4 agby 

} 

# 
ambi <— Am b2 <- Am b3 — @тб4 = _ Am dy 

Puc. 1.3
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Составим из этого ряда новый ряд, расставив скобки в ряде 
(1.23) следующим образом: 

a,b; + (а162 + а262 + а26! ) + 

+ (а163 + а263 + a3b3 + a3b2 + аз61) +... (1.24) 

(порядок членов исходного ряда при этом не изменяется). Оче- 

видно, что общий член 5„ последовательности частичных сумм 

ряда (1.24) равен произведению (а1-+а2+. +a) (by +bo+.. .+bn). 

Кроме того, последовательность {S,} является подпоследова- 
оо 

тельностью частичных сумм сходящегося к числу 5 ряда >> Un 
n=1 

и, следовательно, ‘также сходится ко: im S, = S. Однако, 

поскольку ряды у ап и у 6 имеют суммы, равные Аи В 
n=1 n=1 

соответственно, имеем 

lim (а1 +а2+... + ав) = А, lim (61 +52+... +6) = В. 
п—>оо n— oo 

Следовательно, 

9 = lim S, = = jim n (a1 +а2+.. Нав) (++... +) = 
п—осо 

= lim (а! +а2+...+ап) lim (6) +b2+...+6,)=AB. + 
n— Co n— Oo 

оо оо 

Если ряды >> a, u >! В, не являются абсолютно сходящи- 
n=1 n=1 

мися, TO сходимость и сумма произведения этих рядов зависят 
от способа нумерации членов атбь, составляющих это произ- 

ведение. На практике часто используют правило умножения 

рядов, которое заключается в том, что составляют ряд, члена- 

ми которого являются суммы элементов таблицы Ha рис. 1.2, 

расположенных по ее диагоналям: 

оо 

doen = ab; + (а162 + а261 ) + (a1b3 + а262 + a1b3) + 
n=1
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со 

Построенный таким образом ряд >> сп с общим членом сп = 
n=1 

= a,bn +agbn_-1 + +@n6, называют произведением рядов 
(oe) ©, <) 

>> an H >) bn в форме Коши. Для произведения рядов в 
n=1 n=l 

форме Коши справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.15 (теорема Мертенса)*. Если из двух схо- 
со со 

дящихся рядов >) @пи >> В, хотя бы один сходится абсолютно, 
n=1 n=1 

TO их произведение в форме Коши сходится и имеет сумму, рав- 

ную произведению сумм этих рядов. 3$ 

© 9) 

Пример 1.33. Рассмотрим произведение рядов У», ит и 

©. (—1)"—1 и 
>) 
=1 

и имеет сумму, равную 2 (см. пример 1.3). Второй ряд условно 

стодится, и его сумма равна ш2 (см. пример 1.30). Согласно 

теореме Мертенса, произведение этих рядов в форме Коши 

сходится и имеет сумму 212: 

в форме Коши. Первый ряд знакоположительный 

со п (—1)*-} 

Sy сок = 212. 
n=lk=1 

1.11. Оценки сумм рядов 

Часто, когда вычислить точную сумму ряда не представля- 

ется возможным, ограничиваются приближенным значением 

этой суммы. Для приближенного вычисления суммы S произ- 
CO 

вольного ряда >> by с заданной точностью д > 0 находят ero 
k=1 

частичную сумму Sy, с таким номером п, для которого модуль 

*См.: Ильин В.А., Садовничий B.A., Сендов Ba.X.
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суммы п-го остатка ряда не превышает заданной ТОЧНОСТИ: 

оо 

5 = Ув, ~ Sn, 

k=1 

где пЕ № таково, что |5 —S,|=|R,| <6. Maa экономии 
вычислений номер п при этом стараются выбрать минимально 
возможным. 

Наиболее просто оцениваются суммы знакочередующихтся ря- 
оо 

дов. В самом деле, если знакочередующийся ряд У`(—1)"+1ав, 
n=1 

Qn > 0, удовлетворяет условиям признака Лейбница, то, со- 

гласно следствию 1.4, абсолютная погрешность суммы ряда, 
вычисленной приближенно с помощью некоторой п-й частичной 

суммы этого ряда, не превышает модуля первого отброшенного 
члена ряда: 

|S —S,| = | Во < ап+1. 

Поэтому для обеспечения заданной точности д оценки 5 А Sp, 

достаточно найти такой номер п, что ап! < д. 

Пример 1.34. Докажем, что ряд 

оо 

> (—1)" 
n+1 

n=1 

сходится, и вычислим приближенное значение его суммы с 
точностью до 0,01. 

Данный ряд сходится абсолютно, поскольку сходится ряд 
оо оо 

Ут Jan| = >> 1/(n?+1) из модулей его членов. Это следует из 
п=1 n=1 

предельного признака сравнения, В котором в качестве ряда 

fore) 

сравнения нужно взять сходящийся ряд Дирихле >` 1/n°. 
n=1 

Вычислим теперь сумму исходного ряда с заданной точно- 
стью. Для этого необходимо найти такой наименьший номер
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оо 

п Е №, при котором для исследуемого ряда У` (—1)"/(n3+1) бу- 
n=1 

дет ВЫПОЛНЯТЬСЯ неравенство 

|5 — Sn| < 0,01, 

где 5 = > (—1)*/(k°41), S, = > (—1)*/(k? +1). Поскольку 
k=1 

исследуемый ряд является знакочередующимся и удовлетворяет 
условиям признака Лейбница (1/(n?+1) стремится к нулю при 

п —> со, монотонно убывая), то 

1 

(n+1)341 |S — Srl — || < ап+1 = 

Следовательно, достаточно найти минимальное число п Е №, для 

которого выполняется неравенство 

1 
(n+1)3+1 

< 0,01. 

Преобразуем это неравенство: (n+1)3+1> 100, n+1> 4/99, 
п > 9/99 -1=3,62... В результате находим, что п = 4. Таким 

образом, 

со (-1)" 111i 
54 = --+--— — + — ® -—0,41 тя “59 28165 

с точностью до 0,01. # 

Если сходящийся ряд не удовлетворяет условиям признака 

Лейбница, то модуль суммы R, его п-го остатка, вообще 

говоря, уже нельзя оценивать по формуле (1.21). Для оценки 

| В» при этом используют другие приемы. Например, если ряд 

знакоположительный, то его остаток оценивают сверху рядом, 

сумму которого можно вычислить.
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Пример 1.35. Оценим погрешность, возникающую при 

замене суммы ряда 
= 1 
<4 on! (2n + 1) 

суммой его первых п членов. Вычислим сумму ряда с точно- 

стью до 0,001. 

Рассмотрим сумму A, остатка с номером п: 

> 1 1 

На = 2 БЕК! (2+1) 5+ (п+1)! (2% +3) + 

1 1 

5 п+2) п +5) | 5 (и +3) п +7) 
_ 1 14 2n+3 + 

~ «Mtl (n +1)! (20 +3) 5(п+2) (2% + 5) 

21 +3 )- 

+ Bn +2)(n+3)(Qn+7) "`` 

+... = 

_ 1 0° 2n+3 

~ §2+1(n+41)!(2n4+3) ( ы 2. 5*(п-+ 2)...(n-+k+1)(2(n+k)+3) | 

Поскольку 

2п +3 <1 1 < 1 

2(nt+k)+3 ^* (n+2)(n+3)...(n+k4+1) ~ (п+2) 

то имеем оценку 

=, КЕМ, 

1 oo 1 
tn < 57+1(n + 1)!(2n + 3) 2. (5(n+2))* - 

_ 1 1 _ 1 5n+10 
M41 (n+1)!(2n+3) 1- т 541 (n41)!(2n+3) 5n+9 

on+10 

(см. пример 1.4, значение суммы геометрического pada при 

а= 1/(5п + 10)).
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Используя полученную оценку, определяем, сколько членов 

ряда необходимо просуммировать, чтобы обеспечить заданную 

точность: 

1 10 2 
п = 0, Ro < 539 =257 ® 0,074 (> 0,001); 

1 15 3 
n=l, Ri < 95-205 14> 700 © 0004 (> 0,001); 

1 20 2 п=) < ет T= ge “0,0002 (< 0,001). 

Следовательно, для достижения заданной точности достаточно 

просуммировать три члена ряда (п =2), что дает 

> 1 1 1 
^ — —— ^ 1.070. 

> Frnt Qn +i) м at wap ОТО 

Дополнение 1.1. Доказательство теоремы 

Римана об условно сходящихся рядах 

©о 

Докажем теорему 1.12 (теорему Римана). Пусть 5) an — 
n=1 

условно стодящийся ряд. Рассмотрим последовательность He- 

отрицательных членов ряда (перенумеруем эти члены, не нару- 

шая их естественного порядка следования, и обозначим полу- 

ченную последовательность {u;}S2,) и последовательность мо- 
дулеи отрицательных его членов (их также перенумеруем, He 

нарушая их естественного порядка следования, и обозначим 

полученную последовательность {v;}92,). Покажем, что обе 

эти последовательности бесконечны. Действительно, обе по- 

следовательности одновременно конечными, очевидно, быть не 

могут. Если только одна последовательность, например после- 
оо 

довательность неотрицательных членов ряда >` ап, оказалась 
n=1
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конечной, то, отбрасывая все первые члены этого ряда вплоть 

до последнего неотрицательного, получаем знакопостоянный 

(знакоотрицательный) ряд, который стодится и растодится 

одновременно с исходным рядом (см. свойства рядов в 1.3), т.е. 

является условно сходящимся рядом. Но знакопостоянный ряд 

не может быть условно сходящимся, если он стодится, то толь- 

ко абсолютно. Значит, последовательность неотрицательных 
осо 

членов условно сходящегося ряда >’ a, не может быть конеч- 
n=1 

ной. Аналогично можно доказать, что и последовательность 
осо 

отрицательных членов условно сходящегося ряда > ав не мо- 

жет быть конечной. n=l 
v {oo joo Составим теперь из последовательностей {u;}%, и {uj}, 

осо осо 

два, знакоположительных ряда: > щи >, v;. Поскольку исход- 
со 1=1 1=1 

ный ряд >) a; сходится, то, согласно необходимому признаку 
i=1 

стодимости числового ряда, выполняется равенство jim а; = 

= lim |а;| =0. Так как {u;}%, и {v;}92, являются подпосле- 
i> 

довательностями {|a;|}2,, то 

lim u; =0 и lim v; = 0. (1.25) 
t— 00 1—>00 

оо 

Докажем, что оба этих ряда расходятся, т.е. >> uj = +00 и 
со 1=1 

di = +00. Обозначим частичные суммы п-го порядка пер- 

BOrO ряда через U,, второго ряда через Ул. Тогда, если 

Sn = у a; — п-я частичная сумма исходного ряда > а;, TO, 
i=] i=1 

очевидно, S, = Ор — Vm, где К — число неотрицательных чле- 

нов в сумме Sy, а т — число отрицательных членов в сумме 

Sn, m+k=n. Числа К и т зависят от п и, увеличиваясь вме- 

сте с п, стремятся к бесконечности в силу доказанной выше 

бесконечности последовательностей {u;}%, и {%;:} 521.
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©.) ©.) 

Если оба ряда > u; и >> vj сходятся, то сходится и ряд 
ove) i=l i=l 

У |a;|, поскольку его п-я частичная сумма равна 5* = Ок + Ут 
i=1 

(см. обозначения выше) и, следовательно, 

oOo оо ©. ®) 

_ . * __ . . __ ; ; 

>. |а;| = dim бл = jim Ur + tim Vin = 2 + 2 < +00, 
1= = 1= 

оо 

что противоречит условной сходимости ряда D> aj. 
1=1 

©.) 

Если сходится один из рядов, например ряд >> uj, а другой 
со $=1 

ряд расходится, т.е. >) vj = +00, то имеет место равенство 
1=1 

co co oOo 

) а; = lim S, = lim Uz -— lim И =) ui— > Uj = —OO, 
—1 n— Ooo k— oo m—>0O 1 —1 
i= = = 

©.) 

что противоречит условию сходимости ряда >. a;. Если сходит- 
со = 

ся ряд \`%;, а ряд > и; расходится, TO аналогично имеет место 
i=1 ©.) = 

равенство а; = +00, которое также противоречит условию 

<ходимости ряда > Aj. 
$=1 

©.) со 

Итак, оба ряда расходятся: > uj = +00 и 1 = +00. 
i=1 i=1 

Отсюда, в частности, следует, что и все остатки этих рядов 
также расходятся (их суммы равны +00). 

Пусть задано произвольное число SER. Для доказатель- 

ства теоремы Римана необходимо провести такую перестанов- 
©.) 

ку членов ряда »`а;, при которой получится ряд с суммой 5. 
$=1 

Покажем, как это сделать. Поскольку неубывающая последова- 

тельность Ок стремится к +00 при К -} сю, то найдется такой
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—— 

номер К1, что 
k,-1 ky 

У ш<5, У и >5 

1=1 

(если К! =1, то первое неравенство отсутствует). Аналогич- 

но для возрастающей последовательности Уж, которая также 

стремится к +00 при т -} со, наидется такой номер ™ 1, что 

mi 1 k 

У`и< 5 Su >> ш-5 

i=l] ) $=1 

(если m, = 1, то первое неравенство отсутствует), что эквива- 

лентно неравенствам 

(если Ко = К! +1, то первое неравенство отсутствует). Выбор 
k 

возможен, поскольку >) u;— +с0 при k-> oo. Аналогично, 

так как ), 1; -›? +00 при т -> со, можно выбрать такой 
$—=т1-+1 

номер ™2, что 

ky my ko то—1 

У ш->н+ >. ш- >, wuz, 
i=1 1=1 1=k,+1 t=m,+1 

ky my) ko то 

(если та = т1 +1, то первое неравенство отсутствует).
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Продолжая далее таким же образом, последовательно выби- 
раем номера k, <<... <<... ип <т2<...<пц<... При 

оо 

этом, поскольку ряды > ми >, u; расходятся, процесс выбора, 
1=1 i=1 

не может прерваться, и мы получаем бесконечные последова- 

тельности {1} и {mi}. 
Согласно выбору последовательностей {К} и {ти}, для всех 

[ЕМ и всех К, таких, что К +1< К < +1, выполняются 

неравенства 

ky mi пи k 

У ш-У и +...- уз Vit 3 ui<S 

i=1 i=1 i=m,-1+1 i=k +1 

ky my m K+. 

Ущш-У и +...- уз я; + уз ui>S (1.26) 

i=l 1=1 =m |_-14+1 i=k,+1 

(если №141 = kj +1, то первое неравенство отсутствует), а для 

всех [Е № и всех т, таких, что п +1 < т < пц-1, выполняются 

неравенства 

Rigi т 

yu Yow. + > Ui — > >25 

i=k,+1 i=mt+1 

Ki41 7+1 

yu Yat. + уз и; — уз V<S (1.27) 

i=k +1 =m +1 

(если M41 = пу + 1, то первое неравенство отсутствует). 
осо 

Учитывая, что каждый член исходного ряда >’ а» совпада- 
n=1 

ет либо с некоторым членом u;, либо с некоторым членом —%,, 
рассмотрим следующую перестановку членов исходного ряда: 

oo 

У ы=ш+... + Ub, — Uy... Um, + UR, 41 +--- 

i=1 

НЕ. — Um 41 — +++ — то + Uk 41 +... + Uk —
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Докажем, что сумма полученного ряда равна 5. Разобьем 

множество натуральных чисел N на следующие отрезки: 

(1, k,—1], [К1, К-т! —1), 

[my +k1, mi+k—1l], [Ко-ти, ko+me—-1], 

пик, mitkigi—1],  [kigatmi, Ват -1 

В зависимости от того, в какой из этих отрезков попадает 

натуральное число N (а для вычисления предела достаточно 

рассматривать только большие значения М№), частичная сумма 
N 

>> 5; полученного ряда с номером NV принимает различный вид, 
1=1 
И, следовательно, по-разному оценивается расстояние от нее до 

числа 5. _ N 
График зависимости частичных сумм Sy = > b; этого ряда 

от номера N представлен на рис. 1.4. 1 

Sut 

ky 

Ум; |--------- 
my iS fre m A a 

hc ДЕТЕЙ 
uy fo ООВ ee ee ee 
= pepo tp bre bet ght ods 
ма [ОЕ ЕЕ ЕЕ аа 
ЕЕ fib pit tie hd 

К т К К a 0112 К, и mi m Ky N 

my, К. Mo ks M3 

Рис. 1.4 

Номер N может принадлежать для некоторого [Е N отрезку 

вида [пи-+К, m+kj41—1]. Если при этом окажется, что М = 

= пи + К, где ki +1 <k < 41 — 1, то (см. (1.26) ) 

my N ky mi k 

Уы=У`ш-У`и +... Yo ш+ > ш<8. (1.28) 
1=1 i=l i=l 1=m,-,+1 i=k,+1
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Тогда в соответствии с (1.27) 

Если № = ти + К, [Е №, то последняя сумма в (1.28) отсутствует, 
и, следуя приведенным выше рассуждениям, получаем, что и в 

этом случае верна та же оценка. Таким образом, 

N 

У <, N=mt+k, k<k<kj4i1-1, 1ЕМ№. (1.29) 

$=1 

Номер №, кроме того, может принадлежать также отрезку вида, 

[Ка -+ты, ki41+™141—1] для некоторого [Е №. Аналогично, если 

при этом М = (1+1 + т, где пи +1 <»т < пи 1 — 1, то частичная 

сумма ряда имеет следующий вид (см. (1.29)):
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С учетом (1.26) имеем 

N kt4i1-1 

s|= 8 _s= (de Yat. ay «)+ 
1=1 i=k,+1 

A 

S 
m 

+ Uk — > бои, —-0O-S =up,,,. 

i=m+1 
— 

V 

0 

Если N = kiti4+m,, [ГЕ №, то последняя суммав (1.30) отсутству- 
ет, и полученное неравенство снова выполняется. Следователь- 
но, при N=kjii +m, пы < т < пи+1 — 1, ГЕ №, справедливо 

соотношение 
N 

Ув - 5] ина. (1.31) 
i=1 

Наконец, поскольку kj. —} 00 и mj > со при [ > со, то из (1.25) 
получаем 

lim u = lim vm, = 0. 
I-00 it I-00 mt 

Это означает, что 

Ve>O AL=h(eJEN W>h: мы, |=, <6 

Ve>O 365 =Ь()ЕМ VI> la: [Эти | = Um, < Е. 

Тогда из (1.29) и (1.31) следует, что 

N 

[Soa-s| Um, <=, N €[m+k, m+k4i—-1, 1 >h; 

N 

Ув -5 Зин, <€, МЕ[-а-+ть, kigitmigi-l), > lr.
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Положим № = max{mj, 41 Ки 41, kin 42+, 41}. Тогда, 

№ 

[doo -5| <é, N2No, 

i=1 

N со 

и поэтому lim })b,=S. Таким образом, >> В = 5, что и 
N-00 j=] n=1 

требовалось доказать. № 

Дополнение 1.2. Признаки 

сходимости Дирихле и Абеля 

Приведем несколько достаточных признаков сходимости 
со 

знакопеременных рядов вида У’ UnVn. Предварительно дока- 
n=1 

жем важное тождество, широко используемое в теории рядов и 
называемое преобразованием Абеля. 

©. $) ©. $) Лемма 1.1. Пусть {ик} 21 и {9%} ©, — произвольные чис- 
ловые последовательности, и Sp= Uy +и2-+... Ник, KEN, So =0. 

Тогда для любых натуральных р и 4, таких, что 4 > р, имеем 

Ч 9—1 
У очко = 15% (Uk — Uk+1) + SqUq — 9 р—1р. 

k=p k=p 

< Поскольку uz, = Эр — 5—1 при всех КЕ №, то 

q q q q 
У unre = У (5% — бк 1)9к = У бк _ Убе. 
k=p k=p k=p k=p 

В последней сумме заменим индекс К суммирования Hal =k —1: 

=k-l1 => к=1+1. 9-1 q 
У > Se-10% = k=p = 1[=р-1| = > Sivis1 = 
k=p | k=4q => 1=9-—1 | l=p—1 

9-1 4—1 

— | — К] = > БЕЧЕ-+1 = У Seve + Sp-1Up- 

k=p-1 =p 
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Таким образом, 

Учи = = у SUE — Sin — Sp-1Up = 
k=p k= 

1 

= У, бь(уь — к) + 5994 — бр. № 
k=p 

Теорема 1.16 (признак Абеля — Дирихле). Пусть 
со 

для ряда >> upv_, с действительными членами выполняются 
k=1 

условия: 

1) последовательность {v,}?0, является невозрастающей, 
т.е. Up 2 чк+1, KEN; 

2) jim ик = 0; 
К—›оо 

3) последовательность {5„} частичных сумм ряда > Uk 
ограничена, т.е. существует такое число М, что k=1 

п 

15| = |У\ш| < М, вЕМ 
k=1 

со 

Тогда ряд >> икук сходится. 
k=1 

©. $) 

< Доказательство сходимости ряда >> икук проведем с помо- 
k=1 

щью критерия Коши crodumocmu числового ряда. Для этого 

выберем произвольное число = > 0. Поскольку jim vp, = 0, TO 
—0o 

для выбранного = > 0 найдется такой номер М№(Е) Е №, что 

Е 
УК > М№(Е): jug] < = 

где М — константа из условия 3 теоремы. Выберем произ- 

вольные п > N(c) итЕ МК и применим преобразование Абеля к 
п-т 

сумме > рук (в лемме 1.1 в этом случае р=п+1, а=п-+т, 
k=n+1
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k ©. $) 

и 5, = >> uw — частичные суммы ряда >> u)): 
[—=1 [—=1 

n+m n+m—1 

So uve = > Seve — кл) + Sntmntm — Этан. 
k=n+1 k=n+1 

Отсюда, учитывая, что Ue 2 41 и Ve >20 для всех KEN 

(второе неравенство следует из условия, что Vz; монотонно 

стремится к нулю при К - со), а также что частичные суммы 

5к ограничены по модулю константой М (условие 3 теоремы), 

для всех п > №(Е) итЕ К получаем 

n+m п-+т-—1 

| > UKUk| = =| > Эк (ик — Vk+1) + SnimUn+m — Этот | < 

k=n+1 k=n+1 

n+m—1 

< So 15 (вк — 1441) + [бат ант + [биты < 
k=n+1 

n+m—-1 Е 

< М (uz — М— M—— = >. (ук — Ue+1) + зм “Изм 
k=n+1 

2Е 
= М (vn+1 — Un+2 +Un4+2 —Un+3 +... +Un+m-1 —Unim) + 3 = 

2Е 2Е Е 2Е 
= М (1-1 — Untm) + = < < Minti + <Moy+3 75 

©. $) 

Таким образом, для ряда >> u,v, выполнено условие критерия 
k=1 

Коши сходимости рядов. Следовательно, он сходится. > 

Отметим здесь, что признак Лейбница (см. теорему 1.13) 
является следствием только что доказанной теоремы. Действи- 

©. $) 

тельно, знакочередующийся ряд У`(—1)*%», удовлетворяющий 
k=1 

условиям признака Лейбница (у, монотонно стремится к нулю 
при k + со), удовлетворяет также и условиям признака Абе- 

ля — Дирихле, если положить ик = (—1)*.
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со 

Теорема 1.17 (признак Абеля). Если ряд >> ик схо- 
k=1 

дится, а действительная числовая последовательность {vz }PC, 
©. $) 

монотонна и ограничена, то ряд >> икок сходится. 
k=1 

со 

< Во-первых, поскольку ряд >> их сходится, то последователь- 
k=1 

п 

ность его частичных сумм 5, = )> ик ограничена: 
k=1 

п 

IM>0 VnéN: Sul =| Sous] < М. (1.32) 
k=1 

Во-вторых, согласно теореме Вейерштрасса [I-6.5], монотон- 

ная и ограниченная последовательность действительных чисел 

{9} 22° | сходится, т.е. существует предел Jim VUE = VU, Pye — He- 
—0O 

которое конечное действительное число. Тогда, согласно кри- 

терию Коши сходимости числовой последовательности [I-6.5], 

имеем 

УЕ>0 3М(Е)ЕМ \Уп> М(>) УтЕМ: 
Е 

\Un+1 — Un+ml < 3M” (1.33) 

©. $) 

где М — константа из (1.32). Пусть сумма ряда )> ик равна 
п К=1 

5, т.е. lim 5, =5, где 5, = >> ug. Тогда, учитывая, что 

lim v,; =v, получаем lim S,v, = Sv. По определению предела 
n—- oo п>осо 

последовательности это означает, что 

Е 
УЕ>0 3№(Е) ЕМ \Уп> №(Е): |519 — Sv] < 3 

и, в частности, 

Уп > №(Е) УтЕМ: |5. тит - 59 < =. (1.34)
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Кроме того, lim 5101-41 = Sv, что эквивалентно утверждению 
n—- co 

Ve>0 3№()ЕМ \п> №(=): |Snvne1 — Sv] < =. (1.35) 

Взяв № = шах{ М1, №, №}, получим, что для всех п > № и 
для всех т Е № выполняются все неравенства, (1.33)- (1.35). 
Кроме того, в силу монотонности последовательности {эк} все 
ненулевые разности VU; — 9% 1, КЕ №, имеют один и тот же знак, 

следовательно, 

п-+т-—1 п+т-—1 

> \Uk — ve+1| = = | У ( (к — ve41)] = — [бл — Уп-+т |. 
k=n+1 k=n+1 

Тогда, используя преобразование Абеля и учитывая данное 

равенство и неравенства (1.32)-(1.35), для всех n> № и для 

всех т Е N получаем 

n+m n+m—1 

| у. ок =| > Sr (Up—UE41) +Sn4mUn+m—Svt+Sv— Snvnsi| < 

k=n+1 k=n+1 

n+m-—1 

<M > Uk — Ue+1| + |Sn4+mUntm — Sv| +|Sv— SnUnti| < 
k=n+1 

< М. — Untm| + = 5+3 <Мат+а+=Е 

©. $) 

Условие критерия Коши сходимости ряда >»` u,v, выполнено, 
k=1 

поэтому ряд сходится. № 

Пример 1.36. Докажем, что если невозрастающая после- 

довательность {аи }©°_| стремится к нулю, то ряд 

©. $) 

) Gn зтпа 

n=1 

сходится при любом аЕ К.
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Если а = 201m, тЕ Z, то sin27mn = 0 при всех пе №, и ряд 

сходится. 

Пустьа = 2лт, mE Z. Докажем, что частичные суммы ряда 

> sinka ограничены в совокупности. Пусть 5 = - у sinka. 
k=1 k=1 

Тогда 

. a . а. . а. . a, 
sin—-S, = ш — па + зш — sin2a+...+sin—sinna = 

2 2 2 2 

= : (cos ° cos 2) + : (cos За cos 22) + 
a. 2 2 2 2 2) 0°" 

+ 1 (cos (2n—1)a cos бита) _ 

“2 2 2 7 

_} (cos “ соз вита) = sin (n+ 1a sin — 
a, 2 2 7 2 2° 

Итак, 

. a _ (n+l)a . na 
sin, = sin‘ 7 ) sin. 

Отсюда, учитывая, что а # 2mm, тЕ №, и, следовательно, 

sin(a/2) = 0, получаем 

‚ (п+1а. na 
sin р) sin 1 

Sn = . a 1S . a 
По [sin =| 

Таким образом, для любой невозрастающей последовательно- 

сти {ав}, являющейся бесконечно малой при п - со, и любом 
со 

a€ER ряд >! аизшпа удовлетворяет условиям признака Абе- 
n=1 

ля — Дирихле и потому сходится. # 

Иногда для исследования знакопеременных рядов на схо- 

димость применяют признаки Абеля — Дирихле и Абеля не 

раздельно, а в комбинации.
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Пример 1.37. Исследуем на сходимость ряд 

со . 

sinna 
) arctg п. 

Jn 
n=1 

Из примера 1.36 следует, что ряд x 
sinna 

бом a € R, поскольку  последовательность 1/ Si не возрастает и 

является бесконечно малой. Возрастающая последовательность 

{агсёё п} ©, стремится к 7/2 при п -} со. Следовательно, в силу 
признака Абеля исследуемый ряд сходится при любом а Е К. 

сходится при лю- 

Вопросы и задачи 

1.1. Напишите одну из возможных формул п-го члена ряда, 

по указанным первым его членам: 

+++. 6) +844 ate... 16 ' 25 2°6° 12° 20° 30 
в) 3-3+3-34+3-34... 

1.2. Напишите 4-5 первых членов ряда по известной фор- 

муле для общего члена ав: 

3n— 2. 2+ (—1)” 
nat? 6) an = , а) а ) ay = S 

1.3. Докажите следующие равенства: 

а) += + +2 + +. 
5 25 мт 

1 1 1 (—1)" 3 
6) 1+9 7+ + тт + 4; 

1 5 1 5 (-1)""! 169 в) (5+5) + (1-2) t+ (Gat иг) t= oy 
1 1 1 1 

г) — + +... + +... = 
3.4 ' 4.5 °° (n+2)(n4+3)
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1 1 + 1 _Т 

57 1.4’ 4.7 (8n—2)(3n+1)°° 3’ 

) $44 : $= ) 3-5-7. 5.7.9 (2n+1)(2n+3)(2n+5) 60° 
©. $) ео 

1 1 1 2 

к) -3 6 Юва 35 = 2 
©. $) ©. $) 

2n+1 
3) ит =1; л) Ув (1- =) —In2 

n=1 n= 

ео ео 
1 ‚1 3 1. 

и) > ли) = 1; м) > этот 608 5, = 5 sin2. 
п=0 n=1 

4. Докажите расходимость следующих рядов: 
ie @) ae | со ie @) nn 

. _1\п п . >в; 92.1" Ув > 
n=1 n=1 n=1 

; хз 3n3 —2\" 

— 3n3 +4 

1.5. Пользуясь критерием Коши, докажите расходимость 

следукищих рядов: 

n+l 11111111 1 

Е +++ 6789 
1.6. Докажите, что если сходятся действительные ряды 

©, ®) Le.) 

> а? и x 2, то сходятся ряды р lanbn| и >> (an + bn)?. 
п=1 =1 n=1 

1.7. Пользуясь признаками сравнения, исследуйте Ha сходи- 
мость ряды: 

2) у Уп-1 3) 3 51n?(7n+1) + /In(8n2+5) 
: | 2 бура о 

6) у. | 3742 + In) (и 2) >> Vn?+8n + arctg® n 

22n+3 + 5 + cosln +1, */(3n3+ cos n)(2n+3)* 
n=1 У
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1.8. Используя интегральный признак Коши, исследуйте на 

сходимость знакоположительные ряды: 

Эн Я ин Le 9 дин 
1 

д) >. ninn(InInn)® 

1.9. Исследуите Ha сходимость данные знакоположительные 

ряды, используя признаки сравнения: 

oo oO . oO 

5 +2(—1)rtl sin* 5n arcten+./n 
а) >. as бу; у vn 

n= 

) 2 3 ) — 3” — пуп = п? + ш(1+ п) 

eo @) oOo oOo 
1 п? +4 n° 

г) (1 - cos =); д) Sn; e) > 
— n on? +8 — 37 + /n+Inn 

oo . оо co 
Inn+sinn [ 2" 1 ‚ arctgn? 

ж) >. п? +2 шп’ 3) >. п3п’ и) dynein nt +1’ 

О Fgaete ra oo(F) -1); M) 5 sin antl 
= 4n3 +5n+3 

n=1 

1.10. Исследуйте ряды Ha сходимость с помощью признака, 

Даламбера: 

42 (n!)3_ =. (2n+3)! | “7 13-19-...-(6n +1), 
>. (3n)! ’ ° > Gn eas" >. 1-8-27-...-n3  ° 

= — (2n)! 2.5.....(3п+2) 1 
г) >. n! (2, aT д) >. a 8 3 (n+2)! arcsin = 

п! (2п)! —1.3..... (2—1) 

ж) +28 >) >. 5"n!
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1.11. Исследуите Ha сходимость ряды с помощью радикаль- 

ного признака Коши: 

Bere oS oF 
n=1 

(Inn)” 

1.12. Исследуите ряды на абсолютную сходимость. Устано- 

вите, какие из указанных рядов расходятся в связи с невыпол- 

нением необходимого признака сходимости: 

со 
— п со 

а) (555) 6) yo a sin B) ХИ" ит" 

1.13. Исследуите на абсолютную и ‘условную сходимость 

следующие ряды: 

к (—1)" 2х (21+10(-1" с (т 1 
a) >. Inn ’ 5. n(n +2) ’ B) 2-1 +1) 798 Ta 

n=1 п 

( 1)"-!n? со Cn n22n 0° Cn 2 

г “+ (2+1/п)”’ д XD 3+1 ©) XY (cos—) 

< (-1)”". п. 100 (- yr (512 +1). 
*) 2. Vinn’ °) XD Па, и) 3 712 —п+3 › 
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1.14. Установите сходимость рядов и вычислите их суммы 

с точностью до 0,01: 

oo (—1)r-1 2 (-1)"-1 Co. (—1)"t! 

1.15. Докажите, что если последовательность {аи}! мо- 
нотонно стремится к нулю при п -} со, то при любом а # 2mm, 

oe) 

т Е ©, ряд >> ancosna сходится. 
n=1 

1.16. Исследуйте на сходимость ряд 

sinna 1 
— R. 

i InIn(n + 2) 3 © < 

1.17. Исследуите на сходимость ряды: 

oo соз (п + 7/4) — (—1)" arctg e” 

a) >. In?(n+1) ’ 6) >. Уп+1 — n=1 

OO OO 

1.18. Докажите, что ряд >> upv, сходится, если ряд >> Up 

сходится, а ряд >> (ук — ук+1) сходится абсолютно. 
k=1 

1.19. Вычислите с точностью до 0,001 суммы рядов: 

OO OO co 

1-3:-...:(2n—1) 5n+1 2” 

a) >. т 3” } n3.Qn’ B) — т! Inn 

1.20. Оцените погрешность, возникающую при замене сум- 
оо 

мы ряда >> ап суммой первых пяти его членов, если: 
n=1 

1 б (—1)"*! 

a) an = -5 1 ) an = n3” 
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1.21. Определите, при каких значениях параметра a Е К 

сходятся следующие ряды: 

И . 

24 3 4а 5 ба JF 7” 

piety dy d т,. 
1.22. Определите, при каких значениях параметра a € R не 

выполняется необходимый признак сходимости ряда 

и) 

5Vn3 +4\/п5 +3 

1.23. Определите, при каких положительных значениях 

действительного параметра 6 сходится ряд 

n=1 

со 
у + п10 + n3 + sintn 

47 + ш?(п+1)+п12` 
п=1 

1.24. Определите, при каких положительных значениях 
oe) 

параметра a € ЕВ сходится ряд »` an, если задан общий член 
n=1 

ряда: 

In(1 + sin(1/n® 4 1+tg(1/n° 2) n( +sin(1/n )). 6) ntte 13. ша ) | 
п + шп n&—7 1 + arctg(1/n@t+!) 

1)3 

r) aresin МАТ д) 1 — cos —. 

1.25. Определите, при каких значениях параметров a € Ки 

ВЕВЕ сходится ряд 

ыы 1 

> nal inn 

1.26. Исследуйте na сходимость в зависимости OT значений 

параметров a€ Ки ЕК ряд 

~. (—1)"(3n+ 1)! 
>. (7n+4)%b" © 
n=l
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1.27. Определите, при каких значениях параметра pC К 

сходится ряд 
оо 

5-...-(38n+5) 
>. р"(п+ 1)! ^ 
n=0 

1.28. Определите, при каких значениях параметра a Е R, 

© > 0, сходится ряд 

2 — (a? + 2)n+6 

1.29. Определите, при каких значениях параметра a € К 

сходится ряд 
co 
3 Зп + 5шЗп 

5па + 6 ш? Inn 
n=2 

1.30. Определите, при каких значениях параметра q Е К 
oo —1)"t+1z 

ряд У‘ у сходится: а) абсолютно; 6) условно.
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В этой главе рассмотрены ряды и последовательности, чле- 

нами которых являются действительные или комплексные 

функции, определенные на множестве Х действительных или 

комплексных чисел. Изучены некоторые функциональные свой- 

ства (непрерывность, дифференцируемость, интегрируемость) 

сумм таких рядов, возможность и методы разложения функций 

в ряды из степенных функции. 

2.1. Сходимость функциональных 

последовательностеи и рядов 

Пусть U = {u(z)}, Е X, — некоторое множество действи- 
тельных или комплексных функций u(r), определенных на MHO- 
жестве X C R(X CC). Тогда последовательность элементов 
множества И, т.е. всякое отображение множества натураль- 
ных чисел N в множество U, при котором каждому номеру n € № 

ставится в соответствие некоторая функция ив (т) Е 0, называ- 
ют функциональной последовательностью (или после- 
довательностью функций) и обозначают 

{ип (5)}, cEX, или u(x), ч2(т), ип(т), тЕХ. 

Множество Х при этом называют областью определения 

функциональной последовательности {из (т) }5°_1, а функ- 

ции ип (т) € U — членами (элементами) функциональной 

последовательности {из (т)} 521. 
При фиксированном Zo Е Х всякой функциональной после- 

довательности {и,(т)}°°,, Е Х, соответствует числовая (дей- 

ствительная или комплексная) последовательность {и (70) } 521, 
элементами которой являются значения и„(т0) функций ип(т) 

в точке Zo.
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Определение 2.1. Заданную на множестве ХСВ (ХСС) 
функциональную последовательность {и„(т)}<°_| называ- 
ют сходящейся в точке ту Е Х, если сходится числовая по- 
следовательность {1 (т0)}2°.. В противном случае, функци- 
ональную последовательность {и„(т)}°°, называют рас- 
тодящейся в точке To. 

Если последовательность {upn(z)}°2,, Е Х, сходится в ка- 
ждой точке некоторого множества М С X, то эту функцио- 

нальную последовательность называют сходящейся на 

множестве М. Множество Хо С X всех точек тЕХ, в 

которых последовательность {(т)}°°/, определенная на X, 
сходится, называют областью сходимости функциональ- 

ной последовательности {un(zr)}O°,. 
Если функциональная последовательность {Un(z)}P2, схо- 

дится на множестве М C X, то всякой точке т Е М можно 

поставить в соответствие предел числовой последовательности 
значений функций и„(т) в этой точке. Таким образом, если по- 
следовательность {и,(т)}°°, сходится на множестве М, то на 

М определена некоторая функция 

u(x) = lim и„(т), TEM, 
m—0O 

которую называют предельной функцией последовательнос- 

ти {un(xz)}P°, на множестве М. В этом случае говорят, что 
функциональная последовательность {и (т)}5°/ являет- 
ся сходящейся поточечно к функции u(r) на множестве М 
или что имеет место поточечная сходимость функцио- 

нальной последовательности {ип(т)}5°| на множестве М 
к функции u(r), и при этом используют следующие обозначе- 

ния: 

Un(xz) > и(т), ТЕМ. 

В соответствии с определением предела числовой последова- 

тельности [I-6.3] можно сформулировать эквивалентное опре-
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деление поточечной сходимости функциональной последова- 

тельности {uy,(z)}°°, к функции u(r) на множестве М: 

УтЕМ УЕ>0 ЗМ№(т,=)ЕМ Уп> М(т,Е): |un(z)—u(z)|<e. (2.1) 

Заметим, что номер №(т,Е) зависит и от элемента т Е Х, иот 
числа, € > 0. 

В дальнейшем, если из контекста ясно, о какой области 

определения Х идет речь, функциональные последовательности 
{un(r)}°°,, тЕХ, будем обозначать {и (т)}. 

Пример 2.1. Рассмотрим функциональную последователь- 

ность {и„(т)}, определенную на множестве Х = [0,1] следую- 
щим образом: 

и (т) = =, ПЕМ, xe (0, 1]. 

Покажем, что эта последовательность сходится BO всей области 
определения Х = [0,1], и ее предельной функцией является 

функция u(x) =0. Действительно, 

lim up(x) = lim - =х lim —=5.0=0, тЕХ = (0, 1] 

(множитель т, не зависящий от N, вынесен за знак предела). 

Пример 2.2. Рассмотрим последовательность функций 

ип (т) = 2", NEN, определенных на множестве Х = К. Для всех 
те (—1, 1] получаем 

lim un(z) = lim 2” = 11 те (-1,1); 
n—0o п—осо 1, I= 1, 

а при т < —-1 и т> 1 последовательность {x"} не имеет пре- 
дела. Takum образом, областью сходимости функци‹нальной 
последовательности {x”"} является множество Ху = (—1, 1], на 
котором эта последовательность сходится поточечно к функ- 
ции и(т), равной нулю во всех точках т Е (—1,1) и равной 

единице в точке т =1.
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Определение 2.2. Пусть на множестве X CR (X CC) 
определена последовательность действительных или комплекс- 
ных функций }1(т), ]2(т),..., fn(z), Выражение вида 

d Jnl (x) + fo(z) +...+ fa(z) +..., (2.2) 

в котором члены последовательности { f,(x)} соединены знака- 
ми плюс, называют функциональным рядом, определенным 

на множестве X, а функции }1(5), /2(т),..., fn(z), — чче- 
нами этого функционального ряда. 

При фиксированном то Е Х всякому функциональному ряду 

x fn(z) соответствует числовой (действительный или KOM- 

плексный) ряд р (то), членами которого являются значения 

р» (то) функций fn (x) в точке Zo. 

Определение 2.3. Функциональный ряд (2.2) называют 
стодящимся в точке Tp Х, если стодится числовой ряд 

> fn(zo) 
n=1 

из значении его членов в этой точке. В противном слу- 

чае функциональный ряд (2.2) называют расходящимся в 
точке то ЕХ. 

Если функциональный ряд (2.2) сходится в каждой точке 

некоторого множества М С Х, то говорят, что функциональ- 
ный ряд (2.2) является схтодящимся (поточечно) на мно- 

жестве М или что имеет место поточечная сходимость 
функционального ряда (2.2) на множестве М. Множество 
Хо С Х всех точек т из Х, в которых ряд (2.2), определенный 
на множестве X , сходится, называют областью сходимости 
функционального ряда (2.2).
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По аналогии с числовыми рядами для всякого функциональ- 
со 

ного ряда >> (т), тЕ Х, можно построить последователь- 
n=1 

ность {5,(т)}°°, функций вида, 

5п(т) = У Ле (x), тЕХ, n=1,2, 
k=1 

Функцию S,(r), ТЕХ, называют п-й частичной суммой 
oe) 

функционального pada »` (т), тЕ X. Таким образом, 
n=1 

каждому функциональному ряду соответствует функциональ- 
ная последовательность его частичных сумм. Верно и обрат- 

ное утверждение: каждой функциональной последовательности 

{3 (т)} 1, тЕ Х, можно поставить в соответствие функцио- 
oe) 

нальный ряд >> (т), ТЕ X, последовательностью частичных 
n=l 

сумм которого является функциональная последовательность 

{Sn(z)}°°,. Действительно, полагая }1(т) = 31(5) и (т) = 
= 51 (5) — Sn_i(z), п = 2, 3,..., получаем 5, (т) = s,(z), NEN. 

Указанное соответствие между функциональными рядами и 
последовательностями позволяет любое утверждение, справед- 
ливое для функциональных последовательностей, сформулиро- 

вать в терминах теории функциональных рядов, и наоборот. В 
частности, определение 2.3 можно сформулировать следующим 
образом: функциональный ряд (2.2) сходится в точке Fp Е Х то- 

гда и только тогда, когда в точке го сходится функциональная 
последовательность {5,(т)} его частичных сумм, и ряд (2.2) 
расходится в точке то в том и только том случае, если в этой 
точке расходится функциональная последовательность {5 (5)} 

его частичных сумм. 

Определение 2.4. Если функциональный ряд (2.2) сходит- 

ся на множестве X, т.е. 

VzEX JF lim 5,(т) =5(т), 
m— OO
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то определенную таким образом предельную функцию 5(т) 
называют суммой функционального ряда (2.2) на множе- 
стве Х и пишут 

У fn(z) =5(т), ТЕХ. 
n=1 

Определение 2.5. Для всякого п Е № функциональный ряд 
©, ®) 

}` f(z), тЕ Х, называют п-м остатком функциональ- 
k=n+1 

ного ряда x (т), тЕХ. 

©.) 

Поскольку сходимость функционального ряда »` [+(т) на 
k=1 

множестве Х означает сходимость в каждой точке Lo Е Х чи- 
©, ®) 

слового ряда >> }№(то), то в силу свойств 1.1 и 1.2 функцио- 
k=1 
©, ®) 

нальный ряд >> № (т) сходится на множестве Х тогда и только 

тогда, когда в каждой точке т Е Х сходится (к некоторому чи- 
©. <) 

слу А„(т)) всякий п-й остаток »` f;,(z) этого ряда. При этом 
К=п-+1 

имеет место равенство 

5(т) = 5,(т)+ В,(х), пЕМ ТЕХ, (2.3) 

где 5(т) = x f(x) — сумма функционального ряда; S,(xr) = 

=> f(x ) — п-я частичная сумма этого ряда. Кроме того, 

если функциональный ряд > f,(x) сходится Ha множестве X, 
k=1 

jim Rn(z) =0, тЕХ. (2.4) 
TO 

Как известно, для числовых рядов (см. теорему 1.3) имеет 
место критерий Коши стодимости числового ряда. Для схо- 

димости функциональных рядов используют следующий крите- 

рий.
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Теорема 2.1 (критерий Коши стодимости функцио- 
©. @) 

нального ряда). Функциональный ряд »` [+ (т) сходится на 
k=1 

множестве Х тогда и только тогда, когда для любых rE X и 

Е > 0 найдется натуральное число М(т,Е), зависящее OT т иЕ, 
такое, что для всех п > N(z,€) ирЕ № выполняется неравенство 

n+p 

ISntp(2)- Sn(z)|=| So fela)| <= 
k=n+1 

© @) 

Определение 2.6. Функциональный pad >> f, (x) назы- 
n=1 

вают абсолютно CLOOAWUMCA на множестве Х, если Ha 
© @) 

множестве Х сходится функциональный ряд У, | №(т)| из Mo- 

yeu его членов. п=1 

Согласно теореме 1.10, абсолютно сходящийся на множестве 

Х функциональный ряд сходится на этом множестве. Обрат- 

ное утверждение, вообще говоря, неверно. Функциональный 

ряд, сходящийся условно в каждой точке множества У, назы- 

вают условно стодящимся на множестве У 

Функциональный ряд обычно начинают изучать с иссле- 

дования его на сходимость, которое сводится к определению 

области сходимости этого ряда. При этом можно использовать 

известные свойства числовых рядов и признаки их сходимо- 

сти (см. 1). В результате такого исследования, как правило, 

оказывается, что в одних точках области сходимости функ- 

циональный ряд сходится абсолютно, а в других — условно. 

Поэтому для функциональных рядов в области сходимости вы- 

деляют области абсолютной и условной сходимости. 

Другой и, как правило, более сложной задачей теории функ- 

циональных рядов является нахождение суммы функциональ- 

ного ряда. Приведем некоторые примеры функциональных 

рядов.
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Пример 2.3. Рассмотрим ряд Дирихле 

©, ©) 
1 

’ nz 

n=1 

reER, 

как функциональный ряд. Областью сходимости ряда Дирихле 
является полуось 1 < x < со (заметим, что это область абсолют- 

ной сходимости). При x < 1 ряд Дирихле расходится. В самом 

деле, для x € (0, 1] это было показано в примере 1.18. Если xe 
т < 0, то не выполнен необтодимый признак сходимости ряда 

(см. теорему 1.2), и, следовательно, ряд Дирихле при т < 0 pac- 

ходится. 

Пример 2.4. Исследуем на сходимость функциональный 

ряд 

3 

reER. a 
Так как ряд Дирихле р 1/n* сходится при т > 1, то в этой 

=1 
области функциональный ряд > (—1)"/n* сходится абсолют- 

n=1 

но. В фиксированной точке zx Е (0, 1] числовой ряд > (—1)"/n? 
n=1 

сходится условно по признаку Лейбница (см. теорему 1.13). На- 

конец, при x < 0 общий член f, (x) = (—1)"n~* ряда не стремится 

к нулю при п -} со (не выполнен необходимый признак сходи- 

мости ряда), и, следовательно, ряд расходится. 

Итак, исследуемый функциональный ряд сходится при т > 0, 

причем при т > 1 сходится абсолютно, а при О<т<!1 

условно. 

Пример 2.5. Исследуем на сходимость функциональный 

ряд 

oO 

Soin! т т>0. 
n=1
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При фиксированном х > 0 он представляет собой геометриче- 
ский ряд с параметром 4 = Inz (см. пример 1.4). Следовательно, 

он сходится, причем абсолютно, при |4| < 1, т.е. при |Inz| < 1, 
и расходится при | шт| 21. Таким образом, областью сходимо- 

сти (причем, абсолютной) исследуемого функционального ряда 
является интервал (1/e, е), в котором имеем 

oO 

) 17-15 = i 
1—Inz 

n=1 

В остальных точках области определения рассматриваемый 

функциональный ряд расходится. 

Пример 2.6. Исследуем на сходимость функциональный 

ряд 

Tak как для всякого т Е R верно неравенство 

Е 1 

nn | ~ 3/2? 

© @) 

a ряд Дирихле >` п_3/2 сходится (см. примеры 1.18 и 2.3), то, 
n=1 

согласно признаку сравнения (см. теорему 1.4), исходный ряд 

сходится абсолютно в любой точке TER. # 

При исследовании функциональных рядов на сходимость 

наиболее часто используют предельные признаки Даламбера и 

Коши абсолютной сходимости числовых рядов. Действительно, 

если для функционального ряда (2.2) в его области определения 

Х существует один из пределов 

=y(2) ши lim УЛ@) = (о) 
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то область абсолютной сходимости функционального ряда (2.2) 

содержит все точки, в которых выполняется неравенство (т) < 
<1 или неравенство (т) < 1 соответственно. В тех точках 
x € X, в которых выполняется неравенство (xr) > 1 или нера- 
венство W(x) > 1, функциональный ряд (2.2) расходится (см. за- 
мечание 1.7). Чтобы установить сходимость или расходимость 

функционального ряда в точках, удовлетворяющих условию 
ф(т) = 1 или (xz) = 1, необходимо провести дополнительное ис- 
следование (в таких точках ряд может как сходиться абсолютно 
или условно, так и расходиться). Проиллюстрируем сказанное 
следующими примерами. 

Пример 2.7. Рассмотрим функциональный ряд 

1/5 —1\п 
(2) ТЕК, т2-1. 

n=l 

Исследуем этот ряд на абсолютную сходимость, используя 
предельный признак Даламбера: 

lim lfn+i (a x)| _ m |= 

n—0o lfn(x )| n>on+liz+l1 c+1l 

Решим неравенство |(2 —1)/(a4+ 1)| <1, выполняя следующие 

эквивалентные его преобразования: 

22И<|+1; (5-12 <(5+1)2; 5>0. 

Таким образом, неравенство |(z — 1)/(т +1)| >1 равносильно 
неравенству т < 0. Значит, исследуемый функциональный ряд 

сходится абсолютно при т >0и расходится 1 при т < 0. Если 

т =0, то получаем знакочередующийся ряд we )"/n, сходя- 
n=1 

щийся условно в соответствии с признаком Лейбница. 

Итак, рассматриваемый функциональный ряд сходится аб- 

солютно при т > 0 и условно при т = 0, а при т < 0 ряд расхо- 

дится.
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Пример 2.8. Найдем область сходимости функционально- 

го ряда 
©. 9) 

у. ne™, «ER. 
n=1 

При любом значении 1 Е К данный ряд является знакоположи- 

тельным числовым рядом, поскольку (т) = пе"? > 0 для всех 

x €R. Воспользуемся предельным признаком Коши. Поскольку 

lim \Упеп? = е*, рассматриваемый функциональный ряд схо- 
m— Ooo 

дится при e* < 1, т.е. при т <0, и расходится при е? > 1, т.е. 

при т > 0. В точке г = 0 функциональный ряд принимает вид 
OO 

\`п и, очевидно, расходится. 
n=1 

Takum образом, исследуемый функциональный ряд сходится 

при т < 0 и расходится при т 2 0. 

Пример 2.9. Исследуем на абсолютную сходимость функ- 

циональный комплексный ряд 

>. (2=")" ЕС. 

n=1 

Используя предельный признак Коши, получаем 

zZzt+nyn 
lim 

nm—-Cco 

== lim |* +1|= 5 < < 1. 
3 n-00 

Следовательно, функциональный ряд сходится абсолютно при 

всех 2 EC. 

Пример 2.10. Исследуем на абсолютную сходимость функ- 

циональный комплексный ряд 

ыы 1 
Е": ЕС. 
n=1
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Для этого воспользуемся предельным признаком Даламбера. 

Пусть fn(z) =1/(n(z+1)"), пЕМ. Тогда имеем 

fn4i(2) 

fn(Z) 

n(z+1)” 

(n+1)(2+1)"7! 

ОТ jim = : 
Jz+1[n50n+1 |#+1| 

lim = 
n—0o п>оо 

Решая неравенство 1/|2 + 1| < 1, заключаем, что функциональ- 

ный ряд сходится абсолютно при |2 + 1| > 1, т.е. вне замкну- 

того круга радиуса 1 с центром в точке —1. При |z+1]< 

<1, т.е. в открытом круге радиуса 1 с центром в точке —1, 

функциональный ряд расходится. Рассмотрим точки, принад- 

лежащие окружности |2 +1| =1. В любой такой точке ряд 
©. @) 

у` 1/(п(=+1)”) не является абсолютно сходящимся, посколь- 
n=1 

ку ряд, составленный из модулеи его членов, имеет вид 

= 1 ыы 1 1 
dine ti rest: т 

т.е. является гармоническим (расходящимся) рядом. Следо- 

вательно, областью абсолютной сходимости функционального 
eo @) 

ряда >> 1/(n(z+1)") является множество комплексных чисел 2, 
n=1 

удовлетворяющих неравенству |z + 1| > 1. 

Отметим, что среди точек границы этой области (окружно- 

сти |2 +1] = 1 в комплексной плоскости С) есть такие, в которых 
данный функциональный ряд расходится, например 2 = 0: 

>; cri, _)> > 

(ряд расходится, так как является гармоническим рядом), и 

есть точки, в которых данный ряд сходится (условно), напри- 
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мер 2 = —2: 

со со 00 (— п 

(ен 2) = Dace 7 
п=1 п=1 n=1 

(ряд сходится в соответствии с признаком Лейбница). 

2.2. Равномерная сходимость функциональных 

последовательностей и рядов 

Используя понятие поточечной стодимости функциональ- 
HIT последовательностей и рядов на множестве, нельзя раз- 
вить в полной мере теорию функциональных последовательно- 
стей и рядов, поскольку при поточечном предельном переходе 
не сохраняется даже непрерывность функций, не говоря уже 
о дифференцируемости. Примером может служить функцио- 
нальная последовательность {1 (5)} с общим членом ив (5) = 2”, 
те (0, 1]. Ее предельная функция 

lim ип (т) = u(x) — 1 РЕ 1); 

является разрывной на [0, 1], хотя все функции и„(т) непрерыв- 
ны на [0, 1]. 

Пусть функциональная последовательность {u,(z)} сходит- 

ся на множестве Х к функции u(z), т.е. в каждой точке TE Х 

числовая последовательность {u,(r)} сходится к пределу (т). 
Согласно (2.1), это означает, что для каждого т Е Х и про- 
извольного числа € > 0 найдется такой номер N(z,€), что для 

любого п > М№(т,=) верно неравенство |и„ (x) — и(т)| < Е. Можно 
показать, что достаточным условием непрерывности предела 
последовательности непрерывных функций является существо- 
вание номера N(e), общего для всех тЕ Х, т.е. такого, что при 

п > N(e) неравенство |и„(т) — и(т)| < Е выполняется для всех 
ТЕХ. Очевидно, что для обеспечения выполнения указанно- 

го условия в качестве М№(Е) необходимо выбирать наибольший
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из номеров М№(т,Е), где тЕХ. Если множество Х состоит из 
бесконечного числа точек, то такой наибольший номер может 

существовать, а может и не существовать. Приведем соответ- 

ствующие примеры. 
Рассмотрим функциональную последовательность {и„(т)}, 

определенную на множестве Х = [0, 1] следующим образом: 

Un(z) = =, пе М, 

(см. пример 2.1). Предельной функцией этой последовательно- 

сти на множестве Х является функция u(x) =0. Для каждой 

точки ТЕ [0,1] и любого числа = > 0 выберем номер N(z,€), 
используя формулу М№(х,=) = [т/=] ([1/=] — целая часть чис- 
ла 1/2). ‘Тогда для любого натурального числа п, такого, 

что п > М(т,=) + 1 = [1/Е] +1> т/Е, справедливо неравенство 
т/п < Е, или [ив (т) —ч(т)| < Е. Отметим, что выбранный номер 
М№(т,Е) +1 является наименьшим среди всех номеров, начиная 

с которых выполняется неравенство |и„(т) — и(т)| <=. Если 
положить М№(Е) = max [2 / = [1/=], то для любого п > № (=) +12 

TEL, 

> М№М(т,=) +1> т/Е неравенство т/п < Е, или |un(z) — u(z)| <e, 
будет выполняться одновременно для всех тЕ [0,1]. Итак, для 
данной последовательности удалось подобрать номер М = [1/ =], 
зависящий только от Е и общий для всех точек множества X. 

Рассмотрим теперь ту же функциональную последователь- 
ность {un(z)}, ив (т) = т/п, пЕ №, но определенную на множе- 
стве Х = [0, +00). Для каждого фиксированного zx Е [0, +00) 
имеем lim (5/п) =х lim (1/п) =0, т.е. предельная функция сно- 

m—>0o п—>оо 

ва является нулевой: u(x) =0, те [0, too). Как и в предыдущем 

случае, для любых Е > 0 u x € [0, +00) положим М№(т,=) = [x/e]. 
Тогда для любого п > N(x,€) верно неравенство |u,(r)—u(z)| < 
<Е. Однако для всякого Е > 0 подобрать номер N(e), общий 

для всех точек тЕ [0, +00), уже нельзя. Действительно, если бы 

для некоторого числа 0 < Е <1 нашелся такой номер № (Е), что 
при всех п > М№(Е) неравенство |и„(т) — и(т)| < Е, или т/п < Е,
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выполнялось бы для всех тЕ [0, +00) одновременно, TO это не- 

равенство выполнялось бы и для х=п > N(e): (z/n) | Ш, =l<e. 
Однако полученное неравенство = > 1 противоречит первона- 

чальному неравенству 0 <=Е<!1. Таким образом, для данной 

последовательности нельзя подобрать номер № (=), зависящий 

только от Е и общий для всех точек множества Х. 

Определение 2.7. Функциональную последователь- 

ность {u,(z)} называют равномерно crodawetica к функ- 
ции u(r) на множестве X, если для любого € > 0 найдется такой 

номер N(e) Е №, что для всех п > N(e) итЕ Х выполняется не- 
равенство 

и" (5) — и(5)| < =. 

В этом случае функцию u(r) называют равномерным пре- 
делом функциональной последовательности {и„(т)} на 
множестве Х, а также говорят, что сходимость функцио- 

нальной последовательности {и„(т)} является равномер- 
ной на множестве Х. 

Равномерную на множестве Х сходимость последовательно- 
сти {и,(т)} к функции u(x) обозначают следующим образом: 

(т) = (т), по, или ип (т) = uz). 

Соответственно, запись ип(т) 73 u(z) означает, что последо- 

вательность {и„(т)} не является равномерно сходящейся на 
множестве Х к функции u(Z). 

Поточечная сходимость функциональной последовательно- 

сти — более широкое понятие по сравнению с понятием равно- 
мерной сходимости. А именно, непосредственно из определения 

равномерной сходимости следует, что если функциональная по- 
следовательность {и„(т)} сходится к функции и(т) равномерно 
на множестве Х, то эта последовательность сходится к u(x) и 

поточечно на Х: 

(un(2) = u(z)) — (uin(2) +u(xz), rE x).
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Обратное утверждение, вообще говоря, неверно: наличие по- 
точечной сходимости функциональной последовательности на 
множестве Х не гарантирует ее равномерную сходимость на 
этом множестве. Если функциональная последовательность 
{ив (5)} сходится к функции u(z) поточечно на множестве X , но 
не является равномерно сходящейся на этом множестве, то го- 

ворят, что функциональная последовательность {и„(т)} 
сходится к и(т) неравномерно на множестве Х или что 
имеет место неравномерная стодимость функциональ- 
ной последовательности {и„(т)} к функции и(т) на мно- 
жестве Х. 

Понятие равномерной сходимости на множестве нагляд- 
но иллюстрируется геометрически. Пусть xz € X = [а, СК, 
ип (т) Е В, пЕ М, ии, (т) = uz). Построим графики функций 

у=чи(т) -ЕИ у = и(т) + Е, где u(x) = dim ив (5), ТЕХ. Тогда 

из равномерной на X = [а, 6] сходимости последовательности 
{и„(т)} к функции и(т) следует, что для всякого достаточно 

большого номера п и всех т Е [a, 6] 
уф uz) , будут верны неравенства u(r) — Е < 

re < Un(xz) < и(т) +=. Другими сло- 
вами, это означает, что, начиная 
с некоторого номера №(Е), графи- 
ки всех функций u,(xr), п > N(e), 
будут расположены в „Е-трубке“, 

окружающей график функции u(z) 
Рис. 2.1 (рис. 2.1). 

Теорема 2.2. Для последовательности функций {u,(z)} 
и функции u(r), определеных на множестве Х, справедливо 

следующее утверждение: 

О Q ©"
 
|-

--
--

--
--

- 
2% 

м 

Un (x) = u(z) —> jim, sup|tin (2) — (22 = 0. 

< Пусть последовательность {u,(xz)} сходится равномерно на 
множестве Х к функции (т). Тогда, согласно определению 2.7,
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получаем 

УЕ>0 ЗМ№(Е)ЕМ \п> М№М(Е) VrEX: |un(z)—u(z)|<e. (2.5) 

Отсюда следует, что. при всяком п > N(e) функция а„(т) = 
= |un(z) — u(z)| ограничена на множестве Х. Поэтому для 
всякого n > N(e) существует конечная точная верхняя грань 

от = sup ат (5) = sup |и„ (т) — u(z)). 
ТЕХ тЕХ 

Используя свойство точной верхней грани и соотношение (2.5), 

имеем 

О < а = sup |Un(z) — u(zx)| <e, n>N(e), 
тЕХ 

откуда и следует, что jim Qn = lim Sup ии т) — и(т 2) =0 
оо п—оо 

Пусть теперь ап = sup |и„ (5х) — и(т у. — 0 при n— oo. Тогда 
ТЕХ 

УЕ>0 AN(e)EN \> М№(Е): an<e. (2.6) 

Согласно свойству точной верхней грани, для всех г Е Х верно 

неравенство |и„ (т) — и(т)| < sup [ип (т) — и(т)| = an. С учетом 
ХЕХ 

этого из (2.6) следует, что 

и" (5) —u(z)| <An<e, n>N(e), ТЕХ, 

что и означает в силу определения 2.7 равномерную на MHO- 

жестве Х сходимость последовательности {ип(т)} к функции 

u(x). > 

Пример 2.11. Рассмотрим функциональную последова- 

тельность {z"}°.,, определенную на X = [0,1). Для любой 
точки x € Х имеем lim т” = 0, т.е. данная последовательность 

nm— co 

на множестве X = (0, 1) сходится поточечно к нулевой функции.
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Покажем, что эта сходимость является равномерной на 
любом отрезке [0, 4], 0<q< 1. Имеем: 

sup |z"|=q", пЕМ, lim sup |5"| = lim 4" =0. 
260,4] т 0,4] пс 

Согласно теореме 2.2, получаем 1" —0 при 0<q< 1. 
0,4 

Теперь покажем, что сходимость последовательности {1"} 

к функции u(r) = 0 на всем множестве Х = [0,1) не является 
равномерной. Действительно, 

sup |z"|=1, пПЕМ, lim sup |x£"|=10. 
z€(0,1) N00 rE[0,1) 

В силу теоремы 2.2 имеем x” = 0. 

Переидем к изучению функциональных рядов. 

© ©) 

Определение 2.8. Функциональный ряд >> м(т) на- 
n=1 

зывают равномерно сходящимся на множестве X, если 

функциональная последовательность {5,(5х)} частичных сумм 
этого ряда сходится равномерно на множестве Х: 

9 (т) = S(z). 

В этом случае также говорят, что имеет место равномерная 
© ©) 

сходимость функционального ряда > f,(x) на множе- 
n=1 

стве X. 
©. @) 

Если функциональный ряд >> (т) сходится Ha множестве 
п=1 

Х, но не является равномерно сходящимся на этом множестве, 
оо 

то говорят, что функциональный ряд >` f,(r) сходится 
n=1 

неравномерно на множестве X или что имеет место не- 

равномерная сходимость функционального ряда на MHO- 

жестве Х.
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Теорема 2.3. Если последовательность {S,,(r)} частичных 
©. ®) 

сумм функционального ряда )> fn(z) сходится равномерно на 
п=1 

множестве Х к некоторой функции 5(т), то функция 5(т) 
является суммой этого функционального ряда Ha множестве Х. 

< Так как 5„(т) —#5(т), то последовательность {5,(5)} схо- 

дится к функции 5(т) поточечно на Х. Это означает, что ряд 
©. <) fo @) 

>» fn(z) сходится Ha множестве Хи D> }„(т) = S(z), LEX. > 
n=1 n=1 

Из поточечной сходимости функционального ряда на MHO- 
жестве следует поточечная сходимость к нулю на этом множе- 
стве последовательности сумм остатков этого ряда (см. (2.4)). 
Для равномерной сходимости функционального ряда Ha множе- 
стве имеет место аналогичное свойство. 

© ©) 

Теорема 2.4. Функциональный ряд »` (т) сходится 
n=1 

равномерно на множестве Х тогда и только тогда, когда 
каждый его остаток сходится на Х, и последовательность 
сумм этих остатков {R,(r)}°°, равномерно на множестве Х 
сходится к нулю (В, (т) = 9). 

(oe) 

< Во-первых, функциональный ряд >> f,(r) сходится (поточеч- 
n=1 

HO) на множестве Х тогда, и только тогда, когда Ha X сходятся 
oo 

все его остатки У. (т), NEN (см. 2.1). При этом для 
k=n+1 

всех п Е N выполняется равенство R,(xr)=S(xr)—S,(x), тЕХ, где 
S(z), 51 (1) и В, (т) — сумма ряда, п-я частичная сумма ряда и 
сумма п-го остатка ряда соответственно (см. (2.3)). 

Во-вторых, используя теорему 2.2, получаем 

(5) = S(z) <> lim sup |5, (т) —S(z)|=0 <> 
X N00 тЕХ 

<— lim sup |R,(z)|=0 <=> Ry, (x) =. 
n—0oo rex
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© ©) 

Поскольку равномерная сходимость ряда )> 1(т) на множе- 
n=1 

стве Х равносильна равномерной сходимости последовательно- 

сти {5,(т)} частичных сумм этого ряда на множестве X, TO 

теорема доказана. № 

Пример 2.12. Рассмотрим геометрический функциональ- 
fo @) 

ный ряд >. x"—!, который сходится на множестве |z| <1 и 
п=1 

имеет сумму (см. пример 1.4) 

> 1 
S(z) = Soa" = Toa? x €(—1,1). 

n=1 

Покажем, что этот ряд сходится на Х = (—1, 1) неравномер- 
но. При z € (—1, 1) имеем: 

При любом п Е № функция |R,,(z)| не ограничена na Х = (—1, 1), 
поскольку 

п 

lim |R,(x)|= lim = +00. 
х-+1-—0 х>1-01-т 

Следовательно, sup |Rn(z)| =-+00 для всех n EN и, значит, 
хЕ(—1,1) 

lim sup|R,(z)| #0. Согласно теореме 2.2, R,(z) 30, а в силу 
n— oo ТЕХ reve) Хх 

теоремы 2.4 и сам ряд >> 1"! сходится на Х = (-1,1) также 

неравномерно. "= 

Заметим, что последовательность {Аз(т)} не является рав- 
номерно сходящейся к тождественно равной нулю функции и
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в любом промежутке (—1,6], -1<b<1. Действительно, для 

всякого фиксированного 7 Е № имеем 

sup |R,(x)|= sup ый > lim {zr = I —-1<b<1. 
тЕ(—1,6] тЕ(—1,5] 1 —-TZ х—>—1+0 1 — TZ 2’ 

Следовательно, lim sup |R,(z)| #0. Согласно теореме 2.2, 
N00 vE(—1,)] 

R,(z) Zo 0, а в силу теоремы 2.4 и сам ряд > т"! сходится 
— n=1 

на (—1, b], -1<b< 1, также неравномерно. 
Факт отсутствия равномерной сходимости функциональ- 

ной последовательности {R,(x2)} к тождественно равной нулю 
функции в промежутках (—1,1) и (-—1,8], -—1<b<1, можно 
проиллюстрировать геометрически: из рис. 2.2 ясно, что при 

= < 1/2 графики функций у = В,(т) = 1" /(1-— 5) не лежат цели- 
ком в Е-окрестности („Е-трубке“) графика предельной функции 

у = 0. 

(п четное) (п нечетное) 

Рис. 2.2 

Пример 2.13. Рассмотрим функциональный ряд 

—  (=1)"4 R. 
шеи TE 
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В соответствии с признаком Лейбница (см. теорему 1.13), этот 

ряд сходится в каждой точке т Е Х = К. В силу следствия 1.4 

имеем следующую оценку суммы остатка этого знакочередую- 
щегося при каждом тЕ В ряда: 

1 1 
= < , 

т2 + ш(п+2) ~ In(n+2) |Rn(z)| < |fn4i(2)| тЕХ. 

Следовательно, в силу свойства, точной верхней грани 

0 <sup|R,(z)| < пе №. 
zeR In(n + 2)’ 

Поскольку jim 1/In(n+2)=0, то и jim sup|Rn(z)| =0. Это 
т 

означает, что последовательность сумм остатков функциональ- 

ного ряда равномерно на Х = К сходится к тождественно 

равной нулю функции (R,(z) = 0). Таким образом, исход- 

ный функциональный ряд сходится равномерно во всей области 

определения Х =R. # 

Необходимым признаком поточечной сходимости функцио- 

нального ряда является поточечная сходимость к нулю общего 

члена этого ряда. Для равномерной сходимости имеет место 

аналогичное свойство. 

Теорема 2.5 (необходимый признак равномерной сгто- 
©, <) 

димости функционального ряда). Если ряд >> и (т) схо- 
n=1 

дится равномерно Ha множестве Х, TO последовательность его 

членов { f,(x)} равномерно сходится на множестве Х к нулю: 

[№ (т) = 9, п сю. 

< Согласно определению 2.8 равномерной сходимости функци- 

онального ряда, имеем 

Ve>0 IN(c)EN \>М(Е) УтЕХ: |S,(r) —S(z)| < >.
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где Sp(z) и 5(т) — частичная сумма и сумма функционального 
ряда соответственно. Но тогда для всех п > N(e) и всех тЕ X 

получаем 

|fn+1(2)| = |5п+1(5) — Sn(z)| < 

< |Sn41(z) — $(2)| + |5» (2) — S(2)| < 5+5 = Е. 
2 

Следовательно, (т) = 0. > 

Если для функционального ряда Ha множестве Х He выпол- 

нен необходимый признак равномерной сходимости, то этот 

функциональный ряд не является равномерно сходящимся на Х. 
© ©) 

Пример 2.14. Рассмотрим функциональный ряд D> 1771. 
n=1 

В примере 2.12 показано, что этот геометрический ряд при 
|z| <1 сходится, но неравномерно. Последнее можно доказать 

и с помощью необходимого признака равномерной сходимости. 

Действительно, для общего члена /м(т) = 2"! этого ряда име- 

ем sup |fnp(z)|= sup |z"|=1, пЕ М. Отсюда следует, что 
хЕ(—1,1) тЕ(—1,1) 

lim sup |fnp(z)| =1 0, и, значит, (т) 28. 0. Необходи- 
ПО тЕ(-1,1) 
мый признак равномерной сходимости функционального ряда 

на Х = (—1, 1) не выполняется, следовательно, исходный ряд не 

является равномерно сходящимся в интервале (—1,1). # 

Сформулируем простой для проверки достаточный признак 

равномерной сходимости функциональных рядов. Для этого 

введем следующие понятия. 
®.®) 

Определение 2.9. Числовой ряд >> ап с неотрицательны- 
п=1 

ми членами a, > 0, n EN, называют мажорирующим рядом 

или числовой мажорантой на множестве Х для функцио- 
oo 

нального ряда >> fn(x), тЕ Х, если для всех x Е Х справедливы 

неравенства, 

lfn(z)| <an, ПЕМ.
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Теорема 2.6 (признак Вейериитрасса равномерной 
сходимости функционального ряда). Если функциональ- 

©. ®) 

ный ряд >> (т) имеет на множестве Х сходящуюся числовую 
п=1 

мажоранту, то этот ряд сходится на множестве Х равномерно 

и абсолютно. 

© @) 

< Пусть числовой ряд >» an, Gn > 0, NEN, является мажори- 
© ©) n=1 

рующим для функционального ряда )` f, (x) на множестве X. 
n=1 

Тогда в силу признака „сравнения ряд р | (т )| сходится на 

множестве X, т.е. ряд > (т) сходится ‘на Х абсолютно. 
n=1 

Из абсолютной сходимости ряда > (т) на множестве Х 
п=1 
(© <) 

следует, что на Х сходится сам ряд >> (5) и каждый его п-й 
©. $) n=l 

остаток: R,(z)= S> fx(z), тЕХ, NEN. _ Кроме того, в силу 
k=n+1 

сходимости знакоположительного ряда у Gn последователь- 
п=1 

ность сумм его остатков стремится к нулю при п — со, т.е. 

Ve>0 AN(e)EN \>М(=): 0< SO <:. 

Выберем произвольное € > 0. Тогда, для любого номера п > N(e) 
и любого натурального числа р имеем 

n+p 

\fngi(t) +...+ fr4p(z)| << D> | fe(z) 
k=n+1 

n-+p 

<». an < 3 aR <= ТЕХ. 

k=n+1 k=n+1 

В случае произвольных фиксированных Е X u n> N(e) в 

неравенстве |]м-1(5) +... + [п-+р(т)| < Е/2 перейдем к пределу
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при p— oo. При этом для любых п > №(Е) ит Е Х получим 

<* [А (2) = <5 <Е, 

К=п-1 

где М(Е) зависит только от Е и не зависит OT ТЕХ. „Следо- 

вательно, В„(т) =, п — OO, и функциональный ряд х 11 (т) 
n=1 

сходится Ha множестве X равномерно (см. теорему 2.4). > 

Пример 2.15. Докажем, что функциональный ряд 

сходится равномерно на всей числовой прямой К. 

Действительно, для всех rE КипЕ № справедливо неравен- 
cosnz 1 1 

ство =| < — —2 . Поскольку ряд Диритле > —5 сходится, TO, 
п=1П 

согласно признаку Вейерштрасса, данный функциональный ряд 
сходится Ha всей числовой прямой равномерно и абсолютно. 3$ 

Итак, функциональный ряд со сходящейся числовой мажо- 
рантой сходится равномерно и абсолютно. Причем из хода 
доказательства признака Веиерштрасса ясно, что при этом ряд 
© @) 

>> |fn(z)| сходится на Х также равномерно. Однако условие 
n=0 

существования сходящейся числовой мажоранты для функцио- 

нального ряда является только достаточным условием для его 
равномерной и абсолютной сходимости, но не является необхо- 
димым условием. Понятия абсолютной и равномерной сходимо- 
сти, вообще говоря, не связаны между собой. Так, равномерная 
сходимость ряда на множестве Х может иметь место и без аб- 
солютной сходимости на этом множестве. Кроме того, может 

oo 

оказаться, что ряд >> fn(x) сходится абсолютно и равномер- 
n=1
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oo 

но на множестве X, a pag > |f,(x)| — неравномерно на этом 
п=1 

множестве. Приведем соответствующие примеры. 

Пример 2.16. Рассмотрим функциональный ряд 

у" ЕС. 2) = nt |2| 

Для любых фиксированных z Е С имеем 

(—1)" 
n+ |z|? 

= I : п — оо 
— п+|22 п’ | 

fo @) 

Так как гармонический ряд >> 1/n расходится, то в соответ- 
n=1 

ствии с предельным признаком сравнения ряд из модулеи членов 

исходного ряда расходится на всей комплексной плоскости С. 
© ©) 

Однако сам функциональный ряд >> (—1)"/(n + |212) схо- 
n=1 

дится на всей комплексной плоскости С, поскольку при всех 

& Е С удовлетворяет признаку Лейбница. Действительно, этот 

ряд является знакочередующимся, и для любого z Е С последо- 

вательность модулей его членов |(—1)"/(n + |z|?)| = 1/(п + |z|?) 
монотонно стремится к нулю при п — со. Таким образом, обла- 

стью сходимости данного функционального ряда является вся 

комплексная плоскость С. 

Покажем, что данный ряд сходится на множестве С рав- 

номерно. Согласно следствию 1.4 об оценке остатка ряда, 

удовлетворяющего условиям признака Лейбница, имеем 

ХС" |< 
п + |2|2 

1 1 
< lfr+1| — 

k=n+1 

= < т) Rn (2)| п+1+ 212 <n+1 
ЕС. 

Следовательно, 0 < sup|Rn(2)| < 1/(n+1) для всех nEN. По- 

скольку im о 1/(п + 1) = =0, то и lim n sup|Rn(z)| = =0. В силу
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——_- 

теоремы 2.2 получаем R,,(z) —=0 и, значит, функциональный 

ряд >`(—1)"/(п-+ |2|2) сходится равномерно на множестве С 
n=1 

(cm. Teopemy 2.4). 
Итак, рассматриваемый функциональный ряд сходится рав- 

номерно на всей комплексной плоскости, но при этом не явля- 
ется сходящимся абсолютно ни в одной ее точке. 

Пример 2.17. Докажем, что на ® функциональный ряд 
oo 

у` (—1)"2?/(1+ 27)" сходится равномерно, а функциональный 
n=1 

te @) 

ряд >> 27/(1+27)", составленный из модулей членов первого 
п=1 

ряда, сходится при каждом 1 Е R, но неравномерно на R. 
OO 

В самом деле, при каждом ЕВ ряд D> (—1)"2?/(1+ 27)" 
n=1 

удовлетворяет признаку Лейбница, так как является знакоче- 

редующимся, и последовательность модулей его членов 

(-1)"2*|_ st 

(14+22)"|~ +22)" 
монотонно стремится к нулю при n—> со для каждого 1 Е Е. В 
силу следствия 1.4 об оценке остатка ряда, удовлетворяющего 

признаку Лейбница, имеем для любого действительного 1 7 0 

2 

lfn(z)| = 

12 

а ат — |Rn(z)| < |fn+i(z)| 

12 52 1 
= < = —— 

1+ (п+1)12+...+52°+ `(п+1)52 п+1 

(здесь мы воспользовались формулой бинома Ньютона для 
представления выражения (1 + 12)"+1 в виде суммы). Кроме 
того, очевидно, что для любого п Е М имеет место следующее 

равенство: R,,(0) =0. Таким образом, 

1 
—— К М. Аа (т)| < т, тЕЕВ, ne
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Отсюда, как и в примере 2.16, заключаем, что Ю„(т) = 0. 

Следовательно, ряд >, (—1)"2?/(1+27)" сходится равномерно 
n=1 

на всей числовой прямой К. 

Рассмотрим функциональный ряд, составленный из модулей 

членов исходного ряда: 

x 

ая» > 2) а 

Этот ряд при т > 0 является геометрическим с параметром 

а= 1/(1+ 22) (см. пример 1.4). Поскольку g = 1/(1+ 27) Е (0, 1) 

при всех т Е R, x 0, то этот ряд сходится при всех Е R\ {0}. 
te @) te @) 

При т =0 имеем )> 2?/(1+ 27)" = >> 0=0. Таким образом, 
n=1 n=1 

te @) 

исходный функциональный ряд >. (—1)"22/(1+ 2)" сходится 
n=1 

абсолютно в каждой точке тЕ В. 
oe) 

Докажем, что сходимость ряда >` z2/(1+ 27)" на множе- 
n=1 

стве R не является равномерной. Обозначим п-й остаток этого 
ряда R,(z). Очевидно, что В» (0) =0. При х # 0 имеем 

т? т? т? 
R,(z) = (1 + g2)n+1 + (1+ 22)n+2 + (1 + g2)n+3 +... = 

Е (1+ + )= 
— (1 д2)7+1 1+ 22 (1+ 22)2 oa an 

12 1 1 

ан то (1422) 
1+2 

(см. пример 1.4). Отсюда для всякого номера п Е М получаем 

1 
su R, (2 = lim А, т = lim =1, 
supla(=) а 
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и, следовательно, lim sup|R,(z)| = 10. Согласно теореме 
N70 ЕК 

2.2, это означает, что R,(z) == 0, т.е. последовательность 

{Rn(z)} остатков ряда сходится к нулю Ha множестве К 

неравномерно. Тогда из теоремы 2.4 следует, что и ряд 
[®.®) 

У` 12/(1+12)" сходится на R неравномерно. 
n=1 

Замечание 2.1. Из равномерной сходимости функциональ- 

ного ряда на множестве Х следует его равномерная сходимость 
oe) 

на любом множестве У СХ. Действительно, если ряд »` f,(z) 
k=1 

сходится к функции f(x) равномерно Ha множестве X, то для 
любого = > 0 найдется такой номер N(e) Е №, что при всех 

п 

п > N(e) выполняется неравенство | >> }№(5) — f(x)| < Е для лю- 
k=1 

бого ТЕХ. Но тогда это неравенство будет справедливо и для 
oo 

любого ЕУСХ. И, значит, ряд >; (5) равномерно cxo- 
k=1 

дится на Y C X. Обратное утверждение неверно. Существуют 

ряды, сходящиеся, например, равномерно на любом отрезке, HO 

неравномерно Ha всей числовой прямой. 

oe) 

Пример 2.18. Покажем, что функциональный ряд >> х"/п! 
n=1 

сходится равномерно на любом отрезке [а, 6] С R и неравномер- 

но на всей прямой К. 

Рассмотрим произвольный отрезок [a,b] С ® и положим 
oo 

4 = max{|al, ||} > 0. Тогда числовой ряд >, q”/n! является 
n=l oe) 

мажорантой для исходного функционального ряда >, 2” /n! 
n=1 
oo 

на отрезке [a,b]. Знакоположительный числовой ряд >, 4"/п! 
n=1 

сходится при 4 > 0 в силу предельного признака Даламбера, 
ee, 

*Из доказательства ясно, что {В„(х)} будет сходиться неравномерно на 
любом подмножестве IR, содержащем некоторую окрестность точки г = 0.
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поскольку 

ght} q” 4 

li —— —)= li = ; 
tim (> | 1 0<1, 9>0 

Следовательно, согласно признаку Вейерштрасса равномерной 
te @) 

сходимости (см. теорему 2.6), ряд >. 2"/n! сходится равно- 
n=1 

мерно Ha любом отрезке [а, b] С В. 
oe) 

Поскольку ряд >> 2"/n! сходится на любом отрезке [a, 6] С 
n=1 

CR, то он сходится и на всей числовой прямой К. Покажем, что 

эта сходимость на R не является равномерной. Действительно, 
lim |fn(z)| = lim |5"/п!| = +00 для всякого п Е № Поэтому 
х—оо zr— Oo 

при каждом фиксированном п Е № функция |f,(x)| является 

неограниченной на К, следовательно, 

sup|fn(z)| = +0, пЕМ. 
тЕК 

Отсюда lim sup|f,(z)| 40. В соответствии с теоремой 2.2 
N00 тЕВ 

(т) = т" [п == 0, т.е. не выполняется необходимый признак 

равномерной сходимости функционального ряда (см. теорему 

2.5). Поэтому исходный ряд сходится на R неравномерно. # 

Признак Веиерштрасса равномерной сходимости функцио- 

нальных рядов очень прост, но для его применения необходим 

сходящийся числовой ряд, мажорирующий данный функцио- 

нальный ряд. Непосредственно „увидеть“ такой ряд не всегда 

удается. Очевидно, что наилучшей числовой мажорантой для 

функционального ряда >’ (т) на множестве Х является чи- 
со n=1 

словой ряд >> зир | п(5)|, требующий умения находить точные 
п=1тЕХ 

верхние грани функций на множестве. Одним ИЗ способов на- 

хождения (или оценки) точной верхней грани модуля общего 

члена функционального ряда является исследование его на экс- 

тремум. Проиллюстрируем это на примере.
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Пример 2.19. Исследуем на равномерную сходимость на 
oO 

v 4,2 

множестве К функциональный ряд >> те" * 
n=1 

Попробуем подыскать для этого ряда мажорирующий чи- 

словой ряд на К. Найдем максимум на множестве В дифферен- 
v — 4 p2 

цируемой на К функции | „(т)| = |z|e~" * при фиксированном 

значении п Е №. Так как |f,(x)| является четной функцией, то 
ограничимся изучением ее только при т 20. Если т >20, то 

—п412 
\fn(z)| = № (5) = ze ‚ поэтому при всех г > 0 

4.2 

|fn(z)|! = (we-"*#”)' = ег" “а (1 — 214?) = 
4 —п*т уе) 

Отсюда, следует, что |fn(zx)|' > 0 в интервале (0, V2/ (2n?)) и 

\fn(x)|' <0 в интервале (У2/(2п2), +00). Поэтому функция 
|/»(т)| в интервале (0, М2/ (2п?)) возрастает, а в интервале 

(V/2/(2n?), +00) убывает. Таким образом, точка т = /2/(2п?) 
является точкой локального максимума функции |f,(z)| в ин- 
тервале (0, +00) [II]. Поскольку |f,(0)| =0, что меньше зна- 
чения | (5)| в точке г = V/2/(2n7), то в этой точке функция 

| (5)| достигает наибольшего значения в промежутке [0, +00), 
которое и является ее наибольшим значением на всей оси R 
вследствие четности функции | }„(т)|. Следовательно, для лю- 

Soro z € R справедливо неравенство 

ле << et? <4 Qn2/\ 9п2 п2` 

со 

Итак, ряд Диритле > 1/ п? является мажорирующим числовым 
n=1 

рядом для ИСХОДНОГО функционального ряда на вси прямои R. 

Поскольку он сходится, то в силу признака Вейерштрасса (см. 

теорему 2.6) исходный функциональный ряд сходится равно- 

мерно на всей числовой прямой К. #
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Сформулируем критерий равномерной сходимости функци- 

онального ряда. 

Теорема 2.7 (критерий Коши равномерной сходимос- 
OO 

ти функционального ряда). Функциональный ряд >> fn(z) 
n=1 

является равномерно сходящимся на множестве Х тогда и толь- 
ко тогда, когда для любого числа € > 0 найдется номер №(=Е) Е №, 

зависящий только от Е, такой, что для любых п > М№М(Е), pENu 

x € Х выполняется неравенство 

\Sn+p(%) — 5 (5)| = |fn4i(z) +... + fn+p(2)| < =. (2.7) 

oe) 

< Необходимость. Пусть функциональный ряд >> fn(z) 
n=1 

сходится равномерно на множестве Х. Тогда R,(z) = 0, где 

А,(т) — сумма п-го остатка этого ряда. Это означает, что 

для любого = > 0 найдется такой номер №(Е) Е №, что для всех 
п > N(e) и всех Е Х справедлива оценка: |В„(т)| <=. Если 

S(x) и 5, (1) — сумма и п-я частичная сумма рассматриваемого 
ряда соответственно, то R,(z) = S(z) — 5,(т), пЕ М. Поэтому 
для любого п > N(e), любого рЕ М и всех x € Х имеем 

|fn+1(2) +... + fr+p(z)| = |Sn+p(x) — Sn(x)| < 

< |Sn+p(z) — S(z)| + |S(z) — Sn(z)| = |Rn+p(2)| + |Rn(z)| <2e, 

что соответствует (2.7). 
oo 

Достаточность. Пусть для ряда >. f,(x) выполня- 
n=1 

ется неравенство (2.7). Из этого неравенства в силу крите- 

рия Коши сходимости функционального pada (см. теорему 2.1) 
oo 

следует, что ряд >> 4(т) сходится на множестве X к неко- 
n=1 

торой сумме 5(х), Е Х. Следовательно, lim Sn(xz) = 5(х), 
n-?>00 

ТЕХ, и, в частности, для всякого п Е М справедливо равенство
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EK 

lim Sp+p(z) = S(xz), ТЕХ. Поэтому, переходя в неравенстве 
poo 

(2.7), т.е. в неравенстве |Sn+p() — Sn(z)| <Е, к пределу при 

р -? OO, получаем 

Уп >N(e) УтЕХ: |В,(2)|=|5(т) -— 5, (т)| < Е, 

т.е. В„(т) = 0. А это означает равномерную сходимость 
OO 

функционального ряда »` (т) на Х. № 
n=1 

Замечание 2.2. Как известно, из поточечной сходимости 
oo 

функционального ряда )> |f,(xz)| на множестве Х следует по- 
n=1 оо 

точечная сходимость на Х и функционального ряда >’ (т). 
n=1 

Аналогичное свойство верно и для равномерной сходимости: ес- 
oe) 

ли функциональный ряд >> |f,(z)| сходится Ha Х равномерно, 
n=1 

oe) 

TO и функциональный ряд )> „(т) также сходится Ha X равно- 
n=1 

мерно. Действительно, выберем произвольное = > 0. Тогда из 

критерия Коши равномерной сходимости для функционально- 
oo 

го ряда >> |fn(x)| следует, что найдется такой номер №(=) EN, 
n=1 

что для всех п > №(Е), рЕМите X выполняется неравенство 

|fn+1(x)| + |fn+e(z)| +... + [Упр (2) < =. 

Отсюда для произвольных п > М№(Е), рЕМитеЕХ получаем 

| fn41(z) +... + fn+p(x)| < | fn41(2)| +...+ lfn+p(z)| <Е, 

т.е. выполняется утверждение критерия Коши равномерной 
oo 

сходимости и для функционального ряда > f(z). Следова- 
со n=1 

тельно, функциональный ряд >, f(z) равномерно сходится на 
n=1 

множестве X.
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2.3. Своиства равномерно сходящихся рядов 

оо 

Теорема 2.8. Если оба функциональных ряда >> м(т) и 
оо n=1 

>> gn(z) стодятся равномерно на множестве Х, то всякая их 
n=1 

линейная комбинация 

оо 

S(afn(z)+Bon(z)), «ВЕВ (a,BEC), (2.8) 
n=1 

также является равномерно сходящимся на множестве Х рядом. 

При этом для сумм рядов верно равенство 

У (а Г» (=) + Bgn(2)) =а> fn(z) +В» 9" (т), тЕХ. (2.9) 
n=1 n=1 n=1 

oe) © ©) 

< Поскольку функциональные ряды >> f(z) u > gn(z) стодят- 
n=1 n=1 

ся (поточечно) на множестве X, то, согласно свойствам 1.5 и 

1.6, при любых a,f8 ER (а,ВЕС) функциональный ряд (2.8) 
сходится в каждой точке cE Х, причем его сумма связана с 
суммами исходных рядов формулой (2.9). Докажем, что ряд 

(2.8) сходится равномерно на множестве Х. Если а = В = 0, то 

это утверждение очевидно. Пусть теперь |а| + |6| #0. Так как 
oe) oe) 

ряды >> (5) и >> gn(x) равномерно сходятся Ha X, то в си- 
n=1 n=1 

лу критерия Коши равномерной стодимости функционального 

ряда (см. теорему 2.7) для любого = > 0 найдется такой номер 
N(e) EN, что для любых п > N(e), pe Мите Х одновременно 
выполняются следующие неравенства: 

нате) Дона) +--+ Л] < тар 

|9п-+1(2) + 91-+2(2) +... + 91+р(2)| < Е | 

ja] + |8 
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Отсюда, для всех п > N(e), ре Мите X получим 

P р 

У (анны) + Bon+e(2))| < lal У ны (| + 
k=1 k=1 

lale Ble 
+ = €, 

|| + [6] ja|+ |, 

т.е. для функционального ряда, (2.8) выполняется условие кри- 

терия Коши равномерной сходимости функционального ряда на 

множестве Х. Следовательно, этот ряд сходится равномерно FA 

множестве Х. > 

р 

+181 |)79n4e(2)| < 
k=1 

Рассмотрим некоторые свойства функциональных рядов, 

членами которых являются непрерывные действительные функ- 

ции, определенные в промежутке (конечном или бесконечном) 

X CR. 

Теорема 2.9 (теорема о предельном переходе для 
функциональных рядов). Пусть функции (т), пЕ №, опре- 

делены в интервале (а, 6) и имеют в некоторой точке го Е (а, 65) 
конечные пределы lim fn(z) =an, nEN. Тогда, если функцио- 

сю 40 ZO 

нальный ряд >> f,(x) сходится равномерно в интервале (а, 6), 
n=1 

TO справедливы утверждения: 
OO 

а) числовой pad >, an стодится; 
n=1 

6) lim > fa(2) = 5” an, или lim У fa(z) = р lim в (5). 
I—TZo n=1 n=1 I—TZo n=1 — 170 

< Из равномерной сходимости функционального ряда > fn(z), 
n=0 

согласно критерию Коши, следует, что для любого = > 0 суще- 

ствует такой номер N(e) Е М, что для всех п > N(e), pEN u 

ТЕ (а, 6) выполняется неравенство 

n+p 

| У. fr(z)| < =. 
k=n+1
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Переходя в данном неравенстве к пределу при т -+ хо [1-7.4], 
получаем 

n+p Е 

| ) ax| < —<e, n>WN(e), peEN, 
2 

k=n+1 

т.е. для ряда >> an выполнено условие критерия Коши стоди- 
n=1 

мости числового ряда (см. теорему 1.3), и, следовательно, он 
сходится. 

Обозначим 

У‘, =A, У ‘ак = An, У fn(2) = S(z), > fle 
n=1 k=1 n=1 

Тогда для любого nEN 

|S(xz) — = |S(z) — 51 (2) + 5, (2) — An + An -А|< 

< |5(2) — Sn(x)| + |5" (2) — А"| +|А-А»|. (2.10) 

oO 

Из равномерной сходимости функционального ряда D> п(т) и 
со n=1 

из сходимости числового ряда >’ an следует, что для любого 
n=1 

= > 0 найдется такой номер N(c) Е №, что для всех n> N(e) и 

тЕ (а, 6) одновременно верны неравенства 

15(=) — 5, (2)|<= и  |A-A,|< = (2.11) 

Поскольку lim S,(z) = An для любого п Е М, можно указать 
I—TZo 

такое д = 6(e,n) > 0, что для всех тЕ (a, b), удовлетворяющих 

условию 0 < |1 — 10| < д, выполняется неравенство 

|5, (2) — An| < =. (2.12)
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Выберем произвольное = > 0. Подберем номер N(e), который 

необходим для выполнения неравенств (2.11) при п > N(e) и 
тЕ (а, 5). Выберем произвольный номер п > N(e), укажем число 
(=) = 6(€,n), которое требуется для выполнения неравенства 

(2.12) при всех тЕ (a, b), таких, что 0 < |x — то| < 6(Е). Тогда 
для этих значений т будут выполняться неравенства (2.11) и 

(2.12). Следовательно, используя (2.10), получаем 

15(2) - И<+5+5=6 тЕ (а,5), 0<|т-то|<0(Е). 

Это означает, что lim 5(т) = А, или 
I—TZo 

zim, Yo fala) =n => Jin fal > 
Замечание 2.3. Отметим, что теорема справедлива и 

в том случае, если интервал (a,b) заменить произвольным 
промежутком Х, а пределы — односторонними пределами 
слева или справа. 

Теорема 2.10 (теорема о непрерывности суммы рав- 

номерно сходящегося ряда). Если функциональный ряд 
<) 

>> fn(z) сходится равномерно в промежутке Х С R и все его 

члены fn(z) являются непрерывными на Х функциями, TO 

сумма 5(т) функционального ряда > fn(x) также непрерывна 

на Х. = 

< Пусть +9 — произвольная фиксированная точка промежутка 
Х CR. Поскольку функции }„(т) непрерывны в точке то, то 

jim fn(z) = fn(z0o) (если то — граничная точка промежутка 
то 

Х, то предел следует понимать как односторонний). Тогда, 
согласно теореме 2.9 (см. замечание 2.3), имеем 

oo 

| lim Ste) = J Yo Fle) = Do ip fle) =D Sle) 56,
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что и означает непрерывность функции S(x) в точке то. По- 

скольку то является произвольной точкой промежутка X , функ- 

ция S(z) непрерывна в промежутке X. > 

Замечание 2.4. Условие равномерной сходимости функ- 

ционального ряда является достаточным для непрерывности 

суммы ряда из непрерывных функций, но не является необходи- 

мым, т.е. сходящийся к непрерывной функции функциональный 

ряд с непрерывными членами не обязательно должен быть рав- 

номерно сходящимся. 

Пример 2.20. Функциональный ряд 

{< 

1+4" 2-1), 26 (0,1), 
n=1 

с непрерывными членами имеет сумму 5(т) = 0, непрерывную 

в интервале (0, 1), но не является в этом интервале равномерно 
сходящимся. 

Действительно, для каждого 1 Е (0,1) последовательность 
{Sn(z)}, 5,(т) = 2", частичных сумм функционального ряда 

стремится к нулю при п -} со. Однако 

sup |S,(z)|=1, ПЕМ и lim sup |S,(z)|=10. 
тЕ(0,1) N09 те (0,1) 

Таким образом, согласно теореме 2.2, имеем 5„(т) С 0, и, зна- 
0,1 

чит, исходный ряд сходится к тождественно нулевой функции 
неравномерно в (0,1). # 

В силу взаимно однозначного соответствия между функци- 
ональными рядами и последовательностями (см. 2.1) теорему 
2.10 можно переформулировать следующим образом. 

Теорема 2.11. Пусть функциональная последовательность 

{S,(x)} сходится равномерно в промежутке Х С В к функции
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S(z), и пусть функции S,(zr), п Е №, непрерывны на Х. Тогда 

предельная функция $5(т) также непрерывна на Х: 

lim 5(т)=5(50), т EX, 
т>то 

или 

lim lim S,(z)= lim lim 5,(т), тЕХ. 
LIQ N—->0O n—>00 т-»то 

Теорема 2.12 (теорема о почленном интегрирова- 
оо 

нии ряда). Пусть ряд >> f(z), составленный из непрерывных 
n=1 

на отрезке [а, 6] функций f,(z), сходится равномерно на [а, 6] и 
имеет сумму 5(т). Тогда функция 5(т) интегрируема на [a, 6], 

и для произвольных с, тЕ [а, 6] верно равенство 

] S(t) dt = ] (> fult))at => ] f(t) dt. (2.13) 
с с n=1 n=1 С 

< Согласно теореме 2.10 о непрерывности суммы равномерно 
сходящегося на отрезке [а, 5] функционального ряда, составлен- 
ного из непрерывных Ha [a,b] членов, 5(т) является непре- 

рывной функцией на [а, 6], следовательно, интегрируемой на 
любом отрезке [c, x] С [а, 6] (в том числе и на любом отрезке 

[z, c] С [а, b], где х < с) [VI]. Рассмотрим функциональный ряд 
со х т 

> Г fn(t) dt и функцию F(x) = | S(t) dt, определенные на отрез- 
n=1le С 

п т 

ке [а, 6]. Обозначим Е, (т) = py Г fe(t) dt. Использовав свойства 
1с 

определенного интеграла [VI], получим 

Ри (=) = fi,(t) dt = кра = | Sn(t)dt, 2, | mow [Zmow |
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п 

где 5.(# = >> f(t), ЕЕ [а, 6]. Поскольку функциональный ряд 
со k=1 

> fn(t) сходится к функции S(t) равномерно Ha отрезке [a, b], 

то S,(t) aa S(t), или im, sup 186) _ Sn(t)| = 0 (cm. теорему 

2.2). Используя свойства определенного интеграла, [VI], для 
всех п Е N получаем 

0< sup |Е(т)- Е, (т)| = sup [se ва [st ра = 
тЕ[а,6] тЕ[а,6}] 

= sup [(s@- 5-6) |< sup fis S,(0)|at| < 
тЕ[а, 6] J x€(a, 5] 

< sup (=- с] sup |5(#) — 5» (1 |) < (b—a) sup |S(t) — 5,(1|. 
реа, b] +2 [a,b] tE[a, 5] 

Отсюда в силу того, что lim sup |S(t) — S,(t)| =0, справед- 
N+ OO tea, b] 

ливо равенство lim sup |F(z) — Е, (т)| =0. А это означает, 
N+ pela, 6] 

что F, (2) — F(a), и, следовательно, функциональный ряд 
a,b] 

> Г Fn(t) о равномерно на отрезке [а, 65] сходится к функции 
п=1с т 

F(z) = [ S(t)dt. > 

В случае использования равенства (2.13) говорят о почлен- 
©.) 

ном интегрировании функционального ряда >` (т). 
n=1 

Замечание 2.5. В ходе доказательства теоремы 2.12 было 
{< 

установлено, что если функциональный ряд >, f,(x) из непре- 
п=1 

рывных функций сходится равномерно на [a, M K функции 5(т), 

то при любом сЕ [a, 6] функциональный ряд > Г fn(t) dt сходит- 
n=lc 

ся равномерно ua [а, b] к функции Г S(t) dt. 
С
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Теорема 2.13 (теорема о почленном дифференци- 

ровании ряда). Пусть (т), пЕ М, — непрерывно диффе- 
ренцируемые на отрезке [a, b] функции; функциональный ряд 
oo 

у f,(£), составленный из производных этих функций, сходит- 
n=1 со 
ся равномерно на [а, 6]; функциональный ряд D> (т) сходится 

n=1 

при некотором Zo Е {a, 6]. Тогда справедливы следующие утвер- 
ждения: 

oO 

1) ряд >> fn(x) сходится равномерно на [а, 6]; 
п=1 со 

2) сумма 5(т) = >> f,(x) этого ряда — непрерывно диффе- 
n=1 

ренцируемая на [а, 6] функция; 
3) верно равенство 

52) = (>56) = ле) rela. — (024 
n=1 n=1 

io @) 

< Функциональный ряд ›` fi (rz) из непрерывных функций 
n=1 

Г. (т), пЕ №, равномерно сходится на отрезке [a, 6], следователь- 
{< 

но, согласно теореме 2.10, его сумма s(z}= )> f/ (x) является 
n=1 

непрерывной на отрезке [а, 6] функцией. В силу теоремы 2.12 
для точки Zo (см. условие теоремы) и любого тЕ [а, 6] имеем 

т 

[= У [| alte = (а) - мо), (025) 
n=155 n=l 

то 

причем последний ряд сходится равномерно на всем отрезке 

[a, b]. Ho по условию теоремы также сходится и числовой ряд 
Loe) 

> (50). Заметим, что этот числовой ряд можно рассма- 
n=] 

тривать как функциональный ряд, члены которого являются 

постоянными Ha [а, 6] функциями, вследствие чего он является
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eS 

равномерно сходящимся Ha отрезке [а, 6]. Тогда сумма функци- 

ональных рядов 

>. (11 (2) - Ле (то)) + > Лито) = D> fn(2) 
n=1 n=1 n=1 

также является равномерно сходящимся на отрезке [a, 6] функ- 

циональным рядом м теорему 2.8). При этом его сумма 5(т) 

равна 5(т) = х fr(z) = )= ¥ (Fale) — 1" (то)) + S(xo). Следова- 

тельно, равенство (2.15) можно переписать так: 

oo 

[so dt = У fa(z) ол = 5(т)-5(т0), тЕ|а,6]. 
n=1 

то 

Поскольку функция f s(t +) является дифференцируемои Ha OT- 
то 

резке [a, 6] (как интеграл с переменным верхним пределом от 
непрерывной функции [VI]), то и функция S(x) дифференци- 
руема ua [а, 6], причем 

s(x) = ( fa it) = (S(x) — S(ao))’ = S"(z), 2 € [a, 8. 

то 

Отсюда следует, что, во-первых, сумма S(z) является непре- 

рывно дифференцируемой на [a,b] функцией, поскольку 3(5) 
непрерывна Ha [а, 6], и, во-вторых, верно равенство 

(>26) = 5" (2 = 0 ), Е. = 

При использовании равенства (2.14) говорят о почленном 
{< 

дифференцировании функционального pada У` f,(z). 
n=1
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2.4. Комплексные степенные ряды 

Определение 2.10. Комплексным степенным рядом 
(или рядом по степеням 2 — 20} называют функциональный 

ряд 

У ^сл(= — 20)”, 2ЕС, 

п=0 

членами которого являются комплексные многочлены f,(z) = 

= с,(2 — 20)" от комплексного переменного z=2z+iyEC. При 
этом комплексные числа сп = Gn +, п =0, 1, 2,..., называют 

коэффициентами этого степенного ряда, а точку 2 = 

= Zo +14 ЕС — центром степенного ряда. 

Всякий степенной ряд определен на всей комплексной плос- 

кости С и сходится, по краиней мере, в своем центре, т.е. в 

точке 2 = 20 ЕС. Таким образом, область сходимости всякого 
степенного ряда является непустым множеством — она всегда, 
содержит центр ряда. 

CO 

Заметим, что если в степенном ряде >’ Cn(z — 20)" с цен- 
n=0 

тром в точке 2p сделать замену переменного W = х — 20, TO 

оо 

получим степенной ряд >> сли", шЕ С, с центром в нуле. По- 
n=0 

этому в дальнеишем, не ограничивая общности рассуждении, 

можно рассматривать только ряды с центром в нуле — ряды 
оо 

вида >’ сп2", 2 Е С. При этом все факты, доказанные для сте- 
п=0 

пенных рядов с центром в нуле без всяких затруднений можно 

перенести на степенные ряды С центром В произвольной точке 

Zz EC. 

Теорема 2.14 (теорема Абеля). Пусть степенной ряд 
со 

>> Caz” сходится в некоторой точке z= 2) EC, го 20. Тогда он 
n=0 

Ctodumca абсолютно в каждой точке открытого круга |z| < |20|
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комплексной плоскости и сходится равномерно в любом замкну- 
том круге |z| < г, rae r < |20|. 

oo 

Если степенной pad >> сп2" растодится в некоторой точке 
n=0 

21 Е С, то он расходится во всех точках 2 Е С, для которых 

|2] > [21]. 
CO 

< Пусть степенной ряд )>) cnz" сходится в точке 2 #0. В 
n=0 

силу необтодимого признака стодимости числового ряда (см. 
теорему 1.2) |с.20| > 0 при п - со. Значит, последовательность 

{|сп21|} является ограниченной [1-6.4], т.е. найдется такое 
число М > 0, что для любых пЕ № выполняется неравенство 

lcnzg| < М. Пусть произвольное число 2 Е С таково, что |2| < 
< |20|. Тогда 

п 2 
nm) — п 

\en2" | = |en20| || 
хп 

= < M|= neEN. 

oO 

При всех |2| < |20| ряд >> M|z/2o|" является геометрическим 
n= 

рядом с параметром 4 = |z/zo| < 1 и потому сходится. Согласно 
oo 

признаку сравнения (см. теорему 1.4), ряд >> |cnz"| также схо- 
п=0 

дится. Таким образом, в открытом круге |z| < |zo| комплексной 
{< 

плоскости С ряд >> сп" сходится абсолютно. 
n=0 

Рассмотрим произвольный замкнутый круг |2| <r, где 0 < 
< т < |25|. Для всех точек этого замкнутого круга верны 
неравенства 

т п 

м( [20] 
©.) 

Следовательно, ряд >», Caz” имеет сходящуюся числовую мажо- 
п=0 

ранту — геометрический ряд 

° г \п г 
> u(—) , 0<q=— <1], 
— \|z0! [20| 

z 
lenz”"| << М 

20
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и в силу признака Вейерштрасса равномерной сходимости 

функционального ряда (см. теорему 2.6) сходится равномерно 

(и абсолютно) в замкнутом круге |2| < г. 
оо 

Наконец, пусть степенной ряд >) сп2" расходится в некото- 
n=0 

рой точке 21 Е С. Тогда этот ряд расходится во всех точках 

2 ЕС, для которых |2| > |z,|. Предположим, что это не так, т.е. 

существует некоторая точка, 22 Е С, удовлетворяющая условию 
{< 

|z2| > |21| и такая, что в этой точке ряд >», сп" сходится. Но 
п=0 

тогда, согласно доказанному выше, ряд будет сходиться и в 

точке 21, что противоречит условию теоремы. Следовательно, 
оо 

предположение неверно, и степенной ряд У’ сиг" расходится во 
n=0 

всех точках 2 Е С, удовлетворяющих условию |2| > |21|. > 

© @) 

Итак, всякий степенной ряд >> Cpz" сходится как минимум 
n=0 

в одной точке комплексной плоскости — в центре ряда 20 = 0. 

Кроме того, характер сходимости степенного ряда в различных 

точках комплексной плоскости С определяется доказанной вы- 

ше теоремои 2.14. Однако, основываясь на теореме 2.14, можно 

доказать и более общую теорему об области сходимости сте- 

пенного ряда. 

{< 

Теорема 2.15. Для всякого степенного ряда )> сп2" су- 
n=0 

ществует действительное число* К, 0 < R< +00, такое, что 

справедливы следующие утверждения: 

1) при всех & Е С, для которых |2| < А, степенной ряд 
сходится, причем абсолютно; 

2) в любом замкнутом круге |2| <г, где г < В, степенной 

ряд сходится абсолютно и равномерно; 

3) при всех z Е С, для которых |z| > В, ряд расходится. 

“Строго говоря, число Е является точкой (возможно, бесконечной 

точкой) расширенной полупрямой [0, +00] [1-1.3].
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©.) 

< Всякий ряд >> сп2" сходится либо только в одной точке 
n=0 

комплексной плоскости — в центре ряда 20 = 0, либо на всей 
комплексной плоскости С, либо более чем в одной точке, но не 
на всей комплексной плоскости. Рассмотрим каждый из трех 

вариантов. 
оо 

а. Пусть ряд >> сп2" сходится только в одной точке ком- 
п=0 

плексной плоскости — в центре ряда Zp =0. Тогда условиям Teo- 
ремы удовлетворяет число Е = 0: первое и второе утверждения 
тривиальны, а третье утверждение верно по предположению. 

{< 

6. Пусть ряд >> сп2" сходится на всей комплексной плос- 
n=0 

кости С. Положим R=-+00 и докажем, что заданное таким 

образом значение В удовлетворяет условиям теоремы. Можно 

считать, что третье утверждение теоремы, выполняется, так 

как точек 2, удовлетворяющих условию |2| > R просто нет. До- 

кажем первое утверждение. Пусть 2 Е С — произвольная точка. 

Выберем такую точку 20, что |20| > |2|. Поскольку ряд в точке 
20 сходится (он сходится на всей комплексной плоскости), то в 

соответствии с теоремой 2.14 этот ряд сходится абсолютно и в 

точке Z, т.е. степенной ряд > сл2" абсолютно сходится в любой 
n=0 

точке комплексной плоскости. Наконец, в силу той же теоремы 

2.14 ряд сходится равномерно в любом замкнутом круге |z| <r 
(r — любое положительное число). Итак, второе утверждение 

теоремы также выполняется. 
oO 

в. Пусть ряд >> сп2" сходится более чем в одной точке KOM- 
п=0 

плексной плоскости, HO не на всей плоскости. Тогда существует 

хотя бы одна точка 21 Е С, в которой ряд сходится, причем 

21 #0, и существует хотя бы одна точка 22 Е С, в которой ряд 

расходится. Рассмотрим множество М значений x =|2| для 
oo 

тех точек z€C, в которых ряд D> cy2" сходится. Поскольку 
n=0 

всякий степенной ряд сходится в своем центре, в данном слу-
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чае в точке ло = 0, то число т = 0 принадлежит множеству М 

и, следовательно, множество М не пусто. Так как ряд рас- 

ходится в некоторой точке 52, то, согласно теореме 2.14, он 

расходится при всех z Е С, таких, что |z| > |22|. Следователь- 
но, множество М является подмножеством отрезка [0, |z2|] и 
потому ограничено. 

Для ограниченного непустого множества М существует его 

точная верхняя грань supM < +00 [I-2.7]. Положим А = зирМ 
и докажем, что число В обладает нужными свойствами. Во- 

первых, В > 0, так kak |21| Е М и в соответствии с определением 

точной верхней грани В? |21| >0. Далее, докажем, что если 
Oo 

|z| < В, To ряд >> cyz” сходится, причем абсолютно. Итак, 
n=0 

пусть Z — произвольное комплексное число, для которого 
|2| =x < В. Согласно определению точной верхней грани и ее 
свойствам [I-2.7], имеем 

УЕ >0 3%ЕМ: ИА>2т >зарМ -Е= В -Е. 

В частности, если € = В- || = В -т>0, то найдется такая 
точка хо Е М, что выполняется неравенство 5 < 5% < А. Так 

{®.®) 

как то Е М, то ту = |20|, где точка 20 Е С такова, что )> сп2 
n=0 

Le @) 

сходится. Согласно теореме 2.14, в точке z ряд >> сп2" также 
п=0 

сходится, причем абсолютно, поскольку |2| = т < ro = |2 |. 
Покажем, что в любом замкнутом круге |z| < г, гдег < В, 

|. ®) 

степенной ряд »` сп" сходится равномерно, т.е. докажем вто- 
п=0 

poe утверждение теоремы. Пусть 0 <т< А. Поскольку ряд 
©, 9) 

>> Cnz” сходится в открытом круге |z| < В, то он сходится и 
n=0 

в кольце r < |= < В. Пусть точка zp принадлежит указанному 

кольцу. Тогда т < |zo| и степенной ряд сходится в точке 20. В 
©, 9) 

силу теоремы 2.14 степенной ряд >> сп2” сходится равномерно 
n=0 

(и абсолютно) в замкнутом круге |z| <r.
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Наконец, докажем третье утверждение теоремы. Если |2| > 

> В = зирМ, то действительное число xr = |2| не принадлежит 
множеству М. А в силу определения множества М это означа- 

co 

ет, что в точке z ряд >> спа" расходится. № 
n=0 

Из приведенного доказательства вытекает следующее. Если 
co 

степенной ряд )> Cpz™ сходится только в одной точке 29 = 0, 
n=0 

то А=0. Если ряд сходится более чем в одной точке из 

С, но не на всей комплексной плоскости, то 0 < А< +00, 
Наконец, если ряд сходится на всей комплексной плоскости 

С, то В = +00. Для каждого степенного ряда число В в 
теореме 2.15 определяется однозначно. Это число называют 

co 

радиусом crodumocmu степенного ряда > сп2", а открытый 
n=0 

круг |2|<В в комплексной плоскости с центром в нуле и 

радиусом А — кругом сходимости этого ряда. 

Если радиус сходимости равен нулю (В = 0), то круг сходи- 
мости пуст (однако область сходимости при этом не является 
пустой — степенной ряд сходится в своем центре хо = 0), а если 

В = +00, то кругом сходимости является вся комплексная плос- 
co 

кость С. Если же радиус сходимости степенного ряда >> спа" 
n=0 

является конечным положительным числом (0 < В < +00), то 
этот ряд сходится, причем абсолютно, в открытом круге |2| < В 

и расходится при |2| > В. 
Отметим, что в теореме 2.15 ничего не говорится о поведе- 

нии степенного ряда на границе круга сходимости, т.е. в таких 

точках 2 ЕС, что |2| = В. В этих точках ряд может как схо- 
диться, так и расходиться, поэтому необходимо дополнитель- 

ное исследование. Таким образом, область сходимости любого 

степенного ряда > Cnz" с центром в нуле представляет собой 
n=0 

объединение его круга сходимости (открытого круга |2| < Re 

центром в точке 2 = 0 и радиусом RA, равным радиусу сходи-
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мости ряда) и некоторого 
Область Область 

множества (возможно, пу: абсолютной у абсолютной 
стого) точек комплексной сходимости и равномерной 

сходимости 
плоскости, принадлежащих 7777477 

> 

границе круга сходимости y Yay '| 
— ож |2| = В. Точками расходи- р. 77 А 

со РА 77, 050%", £55050 
LS MAESSY OO 

мости ряда >> Caz” явля- 
п=0 

ются все остальные точки 
комплексной плоскости С 

(рис. 2.3). 

Кроме того, нетрудно 

увидеть, что если степен- 

ной ряд сходится абсолют- 

но в какой-либо точке 2}, 

лежащей на границе кру- 

ra сходимости (|21| = В), то 

Я ИИ и Ce, UY A 
=77-< Область 

расходимости 
Отдельные точки 
сходимости на границе 
круга сходимости 

Рис. 2.3 

ряд сходится абсолютно на всей границе |2| = R этого круга. 
Действительно, для всякой точки 2, лежащей на границе круга 

сходимости, имеем равенство |z| = В = |21|. Следовательно, ряд 
{®.®) оо 

>> |en||z|", составленный из модулей степенного ряда У` сп”, 
n=0 n=0 

будет одинаковым для всех точек границы круга сходимости и 
Le 9) 

будет совпадать со сходящимся рядом )> |сп| [21 |". 
n=0 

Обратимся теперь к вопросу о TOM, как определить радиус 

сходимости конкретного степенного ряда. Поскольку внутри 
оо 

своего круга сходимости всякий степенной ряд >> с»2” схо- 
n=0 

OO 

дится абсолютно, то в этом круге ряд из модулей »` \Cnz”| 
n=0 

сходится, и к нему применимы признаки сходимости знакопо- 

ложительных числовых рядов. 

Предположим, что существует конечный или бесконечный 

предел lim |cp41/cn| = А. Рассмотрим произвольное фиксиро- 
n— Oo
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|. ®) 

ванное z #0 и применим к ряду >`|с„2"| предельный признак 
n=0 

Даламбера. Вычислим следующий предел: 

со 

Из предельного признака Даламбера следует, что ряд D> \cnz™| 
n=0 

сходится при Alz| < 1 и расходится при А|2| > 1. Следовательно, 
со 

если 0 < Л < +00, то ряд > Cnz” сходится абсолютно при всех 
n=0 

ZE C, удовлетворяющих неравенству 

1 1 
<= = lim ||, 

А lim Cn+1 N—->001 Cn41 

N—OO| Cn 

Это означает, что радиус сходимости степенного ряда R= 
= 1/А = lim |сп/Сп-+1|. Если А =0, то ряд сходится абсолютно 

п—>оо 

при всех 2 ЕС, и, значит, В = +0 = lim lCn/Cn+1|. Если же 
m— 00 

А = +00, то ряд расходится всюду, кроме одной точки z = 0, и, 
следовательно, А = 0 = jim [Св /Cn+1]- xo 

Итак, радиус сходимости степенного ряда )> C,z™ можно 
n=0 

определить, используя формулу 

= lm (2.16) 
n— oo со 

если предел справа существует. 

Предположим, что существует конечный или бесконечный 

предел lim %/|c,| =A. Рассмотрим произвольное фиксирован- 
nm— Oo 

OO 

Hoe z€C и применим к ряду > |cnz”| предельный признак 
n=0
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Коши. Для этого вычислим следующий предел: 

hd п п — ы п — 

dim V|cenz"| = |2] lim Ven| = Alzl. 

(o @) 

Согласно предельному признаку Коши, ряд >` |c,z"| сходится 
n=0 

при А|2| <1 и расходится при А|2| >1. Таким образом, если 
|9) 

0<A< +500, то ряд SS сп2" сходится абсолютно при 
n=0 

Je] < + =—— 
^ дву 

и расходится при 

> — 
^ lim, Weal 

Это означает, что радиус сходимости степенного ряда К = 
= 1/А = 1/ (lim Исп] ). Если A=0, To ряд сходится абсо- 

лютно на всей комплексной плоскости, и, значит, А = +00 = 

=1/ (lim °/lcn|). При Л = +00 ряд всюду, кроме нуля, pacxo- 

дится, и, следовательно, В = 0 = 1/( Ис»). 
|. ®) 

Таким образом, радиус сходимости степенного ряда >> Cp2z” 
п=0 

lim 
nm— Ooo 

можно вычислить, используя формулу 

R=—— (2.17) 
lim Исп 

nm— Ooo 

если предел справа, существует. 

Если пределы Шт и Ци \/ ля степенного ря- 
со ред ива len/en+1| пс len| A р 

да >`с„2” не существуют (как, например, для рядов только 
n=0 

с четными или нечетными степенями 2), TO формулы (2.16)
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и (2.17) применять нельзя. Однако непосредственное исполь- 
зование предельных признаков Даламбера и Коши для рядов 
|. ®) 

> спа” | часто позволяет определить радиус круга сходимо- 
n=0 
CTH. 

Рассмотрим несколько примеров исследования степенных 

рядов на сходимость. 

Пример 2.21. Наидем область сходимости степенного ряда 

Lavi Vn —1—i)2" 

Используя формулу (2.16) для нахождения радиуса сходимости, 

получаем 

27 (Уп-1-1)| _ 

ут В = lim || = lim 
п—>оо Сл--1 n— OO 

На границе круга сходимости, т.е. при |z| = 1/2, данный ряд 

расходится, так как последовательность |с»2"| не стремится к 
нулю при n— со. Действительно, 

lcnz"| = |2" (Уп- 1 —i)2”| = 2"|Уп-— ] —i| ||" = 

=2Vn—14t1 5 = Уп — oo. 

Итак, ряд сходится абсолютно при |2| < 1/2 и расходится при 

|2] > 1/2. 
Пример 2.22. Найдем область сходимости степенного ряд 

> 2 2 5". (2.18) 
n=1
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Согласно свойству 1.4, этот ряд можно рассматривать как 
OO 

степенной, если представить его в виде >` сь2*, где ск = 5* при 
k=1 

k=n?, пЕМ, и cy =0 при всех остальных К. Таким образом, 

получаем, что бесконечное число коэффициентов ск этого ряда 

равны нулю, и поэтому применение формул (2.16) и (2.17) для 
вычисления радиуса сходимости этого ряда в данном случае 

невозможно. Однако если ряд (2.18) рассматривать не как 

степенной, а как обычный функциональный ряд, то к ряду 

из модулей этого ряда вполне можно применить предельные 

признаки Даламбера и Коши. Применим предельный признак 

Коши: 

lim фа 20? = lim |52|” 
п—>>оо nm—0o 

При |2| < 1/5 последний предел равен нулю (меньше единицы), 
и, значит, ряд абсолютно сходится, а при |2| > 1/5 предел равен 

+oo (больше единицы), и, значит, ряд расходится. 
Следовательно, радиус сходимости К = 1/5. На границе кру- 

ra сходимости ряд расходится, так как при |2| = 1/5 все члены 
ряда по модулю равны единице, и не выполняется необходимый 
признак сходимости ряда. 

Пример 2.23. Наидем область сходимости степенного ряда 

OO 

) nl гп 

n=0 

Согласно формуле (2.16), имеем 

В = lm 
n—oo(n+1)! = Um = 0. 

Следовательно, ряд сходится только в одной точке z = 0. 

Пример 2.24. Найдем область сходимости степенного ряда 

(==) 
п=1 
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Центром данного ряда, является точка 20 =$. После замены 

и = #2 —1 получаем ряд р (w/n)” с центром в нуле. Используя 

формулу (2.17), находим | радиус сходимости ряда 

1 
R= = lim n=-+00. 

lim V/1/n™ 2-00 
nm—>0o 

Таким образом, ряд x (w/n)” сходится в любой точке ком- 

плексной плоскости с, следовательно, и ряд > (z —1i)"/n” cxo- 

дится всюду на комплексной плоскости С. ™ 

Пример 2.25. Исследуем на сходимость степенной ряд 

р 
rv: 
n=1 

с центром в точке z=1-—72. После замены w= z — 2 = 
CO 

= z—1+% получаем ряд >> w"/(n2") с центром в нуле. Для 
n=1 

него, применяя формулу (2.16), находим радиус сходимости 

n+1 Точка R= lim (n+1)2 

n—0o n2” 
= 2. 

Отсюда получаем, что ряд 
oo 

14/0 \` w"/(n2") сходится абсо- 
ПАРА, = MALLS LALLA LP 

22 И АА РИ, лютно в круге |w| <2, и, зна- 

i Yk чит, ряд >> (z—1+1)"/(n2”) 
“ML, 7 Точка n=1 

ЗЕ ПАХА расходи- СХОодДИиТСЯ абсолютно в круге 
Точка `` мости . 
условной Круг jz -—1+:| < 2 радиуса 2 с цен- 
сходимости абсолютной тром в 20 = 1 —7 (рис. 2.4). 

Выясним, сходится ли ряд 
Рис. 2.4 абсолютно на всеи границе
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круга сходимости, т.е. в точках комплексной плоскости, удо- 
влетворяющих условию |2 —1-+1| =2. Для всех таких точек ряд, 
составленный из модулей членов исходного ряда, имеет вид 

Полученный ряд является гармоническим (см. пример 1.10) и 

следовательно, расходится. Поэтому на границе круга схо- 

димости исследуемый степенной ряд не является абсолютно 

сходящимся. Однако среди точек этой границы могут быть 

точки, где ряд расходится, и точки, где ряд сходится услов- 

но. Выясним, сходится ли ряд в конкретных точках 21 = 3 —1, 

22 = —1-—ти 23 = 1+3, лежащих на границе круга сходимости. 

При z= #1 = 3—1 имеем гармонический ряд 

Следовательно, в точке 21 исходный ряд расходится. 

Пусть z = 22 = —1—1. Тогда имеем ряд 

п2п пт — п ° 
n=1 n=1 n=1 

который сходится условно в соответствии с признаком Лейбни- 

ца (см. теорему 1.13). Точка 22 — точка условной сходимости 
исходного ряда. 

Пусть теперь z = 23 =1+1. Тогда ряд принимает вид 

(1+i-14+i пт 
yo Gee oe es 
n=1 

Поскольку = = (-1)*, eS = i(—1)*-!, КЕМ, и действитель- 

ные ряды ae 1)* /2k, >С 1)^-1/(2К — 1) являются условно 
k=1
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сходящимися вследствие признака Лейбница, то в силу свойств 
1.5-1.7 имеем 

2k-1 со i” _ со 12 42k со (—1)* . 

Ут) = et 
n=1 =1 k=1 k=1 

Me
 

7 

|
 

| 
oo

) 
+=
 

| 
|
 

—
-
|
 |
 — 

Таким образом, согласно замечанию 1.6, комплексный ряд 
co 

>, i" /n является условно сходящимся. Следовательно, точка 
n=1 
23 — точка условной сходимости исходного ряда. 

2.5. Деиствительные степенные ряды 

В этом параграфе рассмотрены действительные сте- 

пенные ряды, т.е. ряды вида 

Le 9) 

У. апв(т — то)", 
n=0 

гдете В, а центр ряда Lo и коэффициенты pada an — заданные 

действительные числа. 

Рассмотрим этот же ряд (с теми же коэффициентами и с 

тем же центром), но не от действительного переменного х, 
а, от комплексного переменного 2 (такую операцию называют 
выходом в комплексную плоскость): 

So an(z — 10)", zE€EC. 
=0 

Как показано в 2.4, этот комплексный степенной ряд имеет 
некоторый радиус сходимости В, 0< Е < +00, т.е. абсолютно 
стодится внутри открытого круга Кв = {2 ЕС: |2 —10| < В} в 
комплексной плоскости (В > 0) и расходится вне замкнутого 

круга Kp = {2 ЕС: |2 — 10| < В} (при |2 - то| > В, В < +09). По- 

скольку множество действительных чисел К является подмно-



2.5. Действительные степенные ряды 171 
— 

жеством (действительной осью) комплексной плоскости С, то 
1 @) 

исходный ряд >> ап(5х — 10)" от действительного переменного 
п=0 

2 =ТЕ ЕВС С абсолютно сходится в интервале (то — В, го + В) С 

C Kr (т.е. при |x — 10| < А, В >0) и расходится вне отрезка, 
[zo — А, то +В] (т.е. при |5 — 10| > В, R < +00). 

Таким образом, для всякого действительного степенного 
1 @) 

ряда >>) a,(x — 20)" существует единственное число В, 0 < 
n=0 

< R< +00, такое, что этот ряд сходится, причем абсолютно, 

на интервале (то — А, 10 + А) CR и расходится вне отрезка 
(© 9) 

[о - А, ro +2]. При этом, если В =0, то ряд У ап(х — то)" 

n=0 

сходится в единственной точке то = 0, а при R= +00 областью 

сходимости ряда является вся числовая прямая R. 
©. ®) 

Радиус сходимости А, 0< В < +00, ряда >> ап(2—10)" от 
п=0 

комплексного переменного 5 Е С называют радиусом сто- 
©. ®) 

OuMOCMU действительного степенного ряда >> ап(5х — то)", а 
n=0 

интервал (то — А, x9 + В) CR — интервалом сходимости 

этого ряда. 

Не ограничивая общности рассуждений и получаемых ре- 

зультатов, далее будем рассматривать в основном только дей- 
1 @) 

ствительные степенные ряды У` апт" с центром в нуле (то = 0). 
n=0 

Поскольку множество действительных чисел является под- 

множеством комплексных чисел, то сформулированная ниже 

теорема является следствием теоремы 2.15 о комплексных сте- 

пенных рядах. 

Теорема 2.16. Пусть В — радиус сходимости действи- 
оо 

тельного степенного ряда )> авт”. Тогда этот ряд стодится 
n=0 

равномерно и абсолютно на любом отрезке [-г, 7], целиком ле- 
жащем в интервале сходимости: [-, r| C(-R,R). #
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Следствие 2.1. Сумма всякого действительного степенно- 
OO 

го pada >’ авт" является непрерывной функцией в интервале 
n=0 

сходимости (—R, В). 

< Рассмотрим произвольный отрезок [—7, 7] С (—R, В). Соглас- 

но теореме 2.16, ряд > a,c” на отрезке [—r, 7] сходится равно- 

мерно. Так как  тепенные функции (т) = апт" непрерывны, 
то в силу теоремы 2.10 о непрерывности суммы равномерно схо- 

OO 

дящегося ряда с непрерывными членами сумма ряда >, апт" 
n=0 

является непрерывной на отрезке [—7,7r]. Поскольку отрезок 

[-г, r] с (—R, В) произволен, то сумма ряда, непрерывна в лю- 
бой точке интервала (—R, В). > 

Теорема 2.17. Радиусы сходимости действительных сте- 

пенных рядов 

> a,z"t! =~ 1 
a) Sanz”, 6) у. +1, в) У ‘пазх” (2.19) 

=0 =0 n=1 

равны. 

< Обозначим через R,, В2 и Вз радиусы сходимости рядов (а), 
(6) и (в) соответственно и заметим, что 

арт?! 

a1 < |z||anz”|<2z?lannz”'|, пЕМ, ceR 

Из этих неравенств и признака сравнения (см. теорему 1.4) 
следует, что сходимость ряда (в) в некоторой точке то Е ® обу- 
словливает сходимость в этой точке ряда (а). А из сходимости 

ряда, (a) следует сходимость ряда (6). Это означает, что 

R3 < Ri < Ro. (2.20) 

) Докажем, что Ro < R3, т.е. что из сходимости ряда (6 

следует сходимость ряда (в). Пусть то # 0 и 29 € (—Ro, Ro),
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т.е. в точке то ряд (6) сходится. Покажем, что в точке то ряд 
(в) также сходится. Поскольку |т0| < Ro, то найдется такое 
г > 0, что [50| <г< Ro. Запишем модуль общего члена ряда (в) 

в точке Lo в виде 

n(n + 1) апт”+1 n+1 

2$ 

@вГ 

пая |= n+1 
пе М. | 

В соответствии с необтодимым признаком стодимости ряда из 

сходимости ряда (6) в точке х =т (эта точка принадлежит 

интервалу сходимости, поскольку 0 <г < Ro) следует, что 

общий член ряда (6) стремится к нулю: 

п-+1 

lim = 0. 
п—оо n+1 

В частности, последовательность {|(anr"t!)/(n+1)|} ограниче- 
на, т.е. существует такое число М > 0, что верно неравенство 

a,r”t} 
——|<М, пЕМ. 

| О О 

Пусть 4 = |то/т|. Отметим, что 0 <4<1, поскольку |то| < г. 
Тогда 

1 We < Rint ) Ман, neN. павто 

Обозначая через Cp правую часть последнего неравенства, по- 

лучаем 

1 2) Ма"? 8 2 
lim “+! — lim (n+ 1)(n+2)Mgq ~~ = lim qet* =q<l. 

N—-+0O Cy n—00 n(n+1)Mq"*!z¢ noo" 7 

Следовательно, в силу предельного признака Даламбера знако- 
OO 

положительный ряд >> сп сходится. Согласно признаку срав- 
n=0 1 нения (см. теорему 1.4), сходится и ряд > Inanzo |. Итак, 

n=1 

ряд (в) в точке то сходится, причем абсолютно. Это означает,
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что Ro < Аз. И, наконец, учитывая (2.20), получаем требуемое 

равенство: А! = Ro = R3. № 

Следствие 2.2. Ряды (а), (6), (в) из (2.19) сходятся 
равномерно на любом отрезке [—r,r], целиком содержащемся 
в их общем интервале сходимости (—В, В). # 

Заметим, что членами ряда (6) из (2.19) являются интегра- 

лы на отрезке [0, 2] от членов ряда (a) из (2.19): 

г 
п-1 

[ona az = =F, n=0,1,2,... 
n+1 

0 

Членами же ряда (в) являются производные членов ряда (a): 

(anz”)' = па,з" \, пПЕМ. 

Tak как ряды (a), (6) и (в) имеют один и тот же интервал сходи- 

мости (—R, В) и равномерно сходятся на любом отрезке [—7, Tr], 
ГЕ (0, В), то из теорем 2.12 и 2.13 следует, что любой сте- 
пенной ряд на всем его интервале сходимости можно почленно 
интегрировать и дифференцировать. Поскольку при почлен- 

ном интегрировании и дифференцировании степенных рядов 
получены степенные ряды с теми же интервалами сходимости, 
то к ним можно применить теорему 2.17. Следовательно, опе- 

рации дифференцирования и интегрирования степенного ряда 

внутри интервала сходимости можно повторять сколь угодно 
много раз, получая при этом степенные ряды с теми же интер- 
валами сходимости. Сформулируем сказанное в виде теорем. 

Функцию f(x), определенную в некоторой окрестности 
точки то, называют бесконечно дифференцируемой в этой 

точке, если в HeM она имеет производные любого порядка. 

Функция f(x) бесконечно дифференцируема в интервале, если 
она бесконечно дифференцируема в каждой точке этого интер- 

вала.
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Тени 

Теорема 2.18. Для всякого действительного степенного 
оо 

ряда >> апт" с суммой 5(т) и радиусом сходимости В справед- 
п=0 

ливо равенство 

у г / 22 ~ anti 
_ n — n — [swae= [ (SCout ) ae у` "т, 26(-В, В), 

0 0 n=0 n=0 

причем радиус сходимости ряда справа также равен R. 

Теорема 2.19. Сумма 5(т) действительного степенного 

ряда, > ат” с радиусом сходимости Ff является бесконечно 

 дифференцируемой в интервале (—А, В) функцией, причем 

имеет место равенство 

оо / <) 

5' (т) = (>: an”) = So nanz™', z €(—R, В), 
n=1 n=0 

где радиус сходимости ряда справа также равен А. # 

Дифференцирование и интегрирование часто применяют 

для нахождения сумм степенных рядов. 

Пример 2.26. Наидем сумму степенного ряда 

3 5 7 n—1,.2n-—1 ° 1 т (-1) 7" ‘т 
5(т) =x2-—+—-—-— +... ... (т) =2 Е + 

со (—1)7-152"-—1 

Применим к ряду >), 5 т предельный признак Да- 
n=1 nm— ламбера: 

(—1)"527+0-1  -1 . 12 (2п — 1) _ 12 

2(п-+1)-1 (-1)7-1527—1 | оо 2п +1 
lim 

m—0oo 

Согласно предельному признаку Даламбера, этот ряд сходится 
(а исходный ряд сходится абсолютно) при 1? < 1 и расходится
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при 1? > 1. Следовательно, (—1, 1) — это интервал сходимости 

исходного ряда. 

Рассмотрим ряд, полученный из данного ряда почленным 

дифференцированием в интервале (—1, 1): 

те +... + (-1)7" 1222 +... 

На основании теоремы 2.19 полученный ряд сходится в интер- 

вале (—1,1) к функции 5'’(т). Заметим, что члены последнего 
ряда образуют геометрическую прогрессию со знаменателем 

(—2”), и поэтому сумма этого ряда может быть легко найдена 

(см. пример 1.4): 

== (м - 2. = 1—(-2z?) 1+т 

Тогда при тЕ (—1, 1) 

9 (5) = / Ss =arctgzr+C. 

Постоянную С'найдем из очевидного условия S(0) = 0 (при rz = 0 
все члены исходного ряда равны нулю). Следовательно, C=0 и 

S(xz) =arctgz, ТЕ (-1,1). 

Рассмотрим точки, принадлежащие концам интервала, схо- 

димости: х=1 ит = —1. При т =1 исследуемый ряд имеет 
OO 

вид >. (—1)""!/(2n—1). Этот ряд сходится в силу признака 
п=1 

Лейбница (см. теорему 1.13). Его сумма подсчитана в 3.11: 

oo (—1)""! т 

> | = д = arctgi. 

n=1 

При т = —1 имеем ряд 

CO 7 _4\n-1/__ 69 ¢__1\n-1 п 
у 1) 9-5 1) = —— =arctg(—1). 
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Таким образом, при всех z € [-1, 1] 

3 тэ (—1)?—1z?n-! т 
5 + mol +... =arctg т, 

а при 2 $ [-1, 1] этот ряд расходится. # 

Примеры вычисления сумм рядов с помощью почленного 

дифференцирования и интегрирования рассмотрены также в 

2.7, 2.8. 

2.6. Ряд Теилора 

В этом параграфе рассмотрены действительные функции 
действительного переменного и функциональные ряды, членами 

которых являются степенные функции действительного пере- 
менного. 

Определение 2.11. Пусть функция f(r) задана в некото- 

POM окрестности точки то и имеет в этой точке производные 

любого порядка. Тогда степенной ряд 

УГ 

n=0 

(п) (20) 
— то)", «ER, 

называют рядом Тейлора функции f(x) в точке то. 

При то = 0 ряд Тейлора называют рядом Маклорена. 

Возникают следующие вопросы: каков интервал стодимо- 
сти ряда Тейлора функции f(r) в точке 10? сходится ли он к 
функции f(x), и если да, то существует ли другой степенной 

ряд, сумма которого на этом интервале совпадает с f(z)? 

Определение 2.12. Действительную функцию f(z) 

действительного переменного называют аналитической в 

точке то, если OHA определена в некоторой окрестности точки
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Io и ее можно представить в этой окрестности некоторым 

сходящимся степенным рядом: 

(т) = S| an (x — то)", те (ro —£,29 +=), €>0. 
п=0 

Такое представление аналитической функции называют ее раз- 
ложением в степенной ряд в окрестности точки то. 

Следующая теорема показывает, что разложение аналити- 
ческой функции в степенной ряд единственно и этим рядом 

является ее ряд Тейлора. 

Теорема 2.20. Если в некоторой окрестности точки 10 для 

функции f(r) справедливо разложение 

OO 

f(x)= У ‘ап(т — 10)", ТЕ (10-Е, то+ Е), Е >), 

п=0 

то функция f(z) бесконечно дифференцируема в этой окрест- 

НОСТИ И 

_ f(z) 
n! 

An ‚ n=0,1,2,... 

co 

< Пусть f(z) = >> an(x — то)" — некоторое разложение функ- 
п=0 

ции f(x) в степенной ряд в окрестности (10 — Е, 10 +=) точки I 
и В — радиус стодимости этого ряда. Тогда (10 — Е, то + €) С 

С (50 — В, x49 + В), и следовательно, В > 0. Согласно свойствам 
действительных степенных рядов (см. теорему 2.19), этот ряд 
можно почленно дифференцировать в интервале сходимости 
(то — В, x9 + В) любое число раз. Поэтому для любого числа 

тЕ (10 — €, то +=) имеем 

f™ (2) = S>k(k-1)...(k—-n+1)ax (2 — 20)", п=0,1,2,... 
k=n
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———0 

Полагая в этих равенствах т = то, получаем 

(то) =ао, f'(zo)=a1, f"(zo)=2!a2, (то) =т!аь, 

Следовательно, 

an 

(n) 
= 7 (о). п =0,1,2,... 

т! 

что и требовалось доказать. № 

Таким образом, аналитическую в точке то функцию можно 

определить как функцию, которая в некоторой окрестности 

точки Lo является суммой своего ряда Теилора. 
Теорема 2.20 утверждает, что всякая аналитическая в точке 

то функция бесконечно дифференцируема в некоторой окрест- 

ности этой точки. Однако не всякая бесконечно дифференци- 

руемая в окрестности точки функция является аналитической 

в этой точке, т.е. сумма ряда Тейлора бесконечно дифференци- 

руемой в окрестности точки то функции может не совпадать с 

ней ни в какой окрестности точки то. Это иллюстрирует сле- 

дующий пример. 

Пример 2.27 (пример Коши). Рассмотрим функцию 

fev 50; 
K(2)=4 0, т =0. 

Эта функция бесконечно дифференцируема в любой точке 

т 70. Докажем, что эта функция бесконечно дифференциру- 
ема и в точке то =0. При г £0 производные функции К (т) 

вычисляются по формулам 

2 2 6 2 4 2 К'(т) = —e7/2 К"(т) = ——e7 М + —e lz 

Применяя метод математической индукции, нетрудно пока- 
зать, что производная функции К(т) произвольного порядка п 
имеет вид 

К") (т) =P, (-) els" ,
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где P,(1/z) — некоторый многочлен относительно 1/т, т.е. 
К") (т) представляет собой линейную комбинацию слагаемых 
вида 

SF -tj2? е т О<жт < ты, 

где т» — степень многочлена P,(1/z). Делая замену t = 1/27, 
убеждаемся в том, что 

ym/2 

= lim — =0. 
to+oo ef 

lim Те x 
z—0|7™ 

Следовательно, для всех п = 0, 1,2,... 

1 2 
(п) = |} (-) —1/z = lim К (x) lim Ph =e 0. (2.21) 

Используя (2.21), с помощью метода математической индукции 

докажем, что функция K(x) в точке го = 0 бесконечно диффе- 

ренцируема и что для всех п = 0, 1,2,... 

К") (0) =0. (2.22) 

Действительно, при п = 0 это равенсто верно, поскольку по 
условию К (0) =0. Верно это равенство и при п = 1, так как 

—_ —1/т2 К(т)- K(0) — lim К(т) — lim ® 

т—0 т—>0 £ т>0 т 
K‘(0) = lim = 0. 

z—0 

Предположим, что равенство (2.22) имеет место для всех Ha- 

туральных п < К, КЕМ. Докажем, что равенство (2.22) имеет 

место и для п =К-+1: 

(К) — K(k) (К) 

т — т 

—1/z? 

— jim 22 /2)е — lim Q(—)e-¥/# —0, 
т-›0 т z—0 т
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где @(1/т) — многочлен от 1/z степени, на единицу большей 

степени многочлена P,(1/r). При этом последний предел ра- 

вен нулю, поскольку (2.21) верно не только для многочленов 

P,(1/z), но и вообще для всех многочленов Q(1/z) от 1/z. 
Следовательно, функция K(x) имеет в точке Lo = 0 все произ- 

водные, и для всех п = 0, 1,2,... выполняется равенство (2.22). 

Покажем, что функция K(x) не является аналитической 

в точке ту =0, т.е. ни в какой окрестности точки Zo = 0 

она не является суммой своего ряда Тейлора (см. теорему 

2.20). Действительно, в силу (2.22) все члены ряда Тейлора 

функции К (т) в любой окрестности точки то = 0 тождественно 

равны нулю. Следовательно, сумма ряда Тейлора в этой 

окрестности также равна нулю и, значит, не совпадает с 

функцией К(т). Таким образом, рассматриваемая функция 

К(т) бесконечно дифференцируема на множестве В, но не 

является аналитической в точке то =0. # 

Этот пример показывает также, что различные бесконечно 

дифференцируемые функции могут иметь один и тот же ряд 

Тейлора. Действительно, функция К(т) из примера Коши и 

не совпадающая с ней ни в однои точке, кроме Zo = 0, нулевая 

функция g(z) =0 имеют один и тот же ряд Тейлора в точке 
OO 

то =0, у которого все коэффициенты нулевые: 3.0.2”. От- 
n=0 

метим, что этот ряд сходится на всей числовой прямои К, т.е. 

его радиус сходимости бесконечен. Кроме того, существуют 

бесконечно дифференцируемые в любой точке т Е К функции, 

ряды Тейлора которых имеют нулевой радиус сходимости (см. 

задачу 2.17). 

Наидем условия, при которых бесконечно дифференцируе- 

мую функцию можно представить своим рядом Тейлора. Из 

курса математического анализа известно, что если функция 

f(z) бесконечно дифференцируема в окрестности (то—т, то + т ) 

точки т = то, то для нее в этой окрестности справедлива фор-
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мула Тейлора 

(К) 
f(z) => aa 0) (5 ao)* +R,(z), n=0,1,2,... (2.23) 

где Rp(z) — остаточный член формулы Тейлора. Заметим, 
что остаточный член можно представить, например, в форме 
Лагранжа: 

fern (6) 
(n+1)! R,(z) = (т 20)" "", ЕЕ (то, 2). 

Теорема 2.21. Пусть функция f(r) бесконечно диффе- 

ренцируема в интервале (xo — т, То + Г). Тогда ее ряд Тейлора, 
(п) 

>. (д — то)" сходится в интервале (xo —T,Zo+ r) K функ- 

ции f(z) в том и только в том случае, когда остаточный член 
Ю„(т) формулы Тейлора (2.23) для любого z E (50 — т, то + г) 
стремится к нулю при п - со. 

< Очевидно, что формулу Тейлора (2.23) для бесконечно диф- 
ференцируемой в интервале (то — г, хо +т) функции }(т) при 
любом п Е N можно записать в виде 

f(z) = 5,(х) + В, (т), тЕ (50 —г, то + т), (2.24) 

где S,(x) — п-я частичная сумма ряда Тейлора, функции f(z) 
в точке Zo. 

Тогда, если функцию f(z) в интервале (Zp —т, то +7) можно 
представить своим рядом Тейлора, то для всех точек из этого 
интервала jim Sn(x) = f(x). Из (2.24) следует, что R,(xr) = 

= f(z) — S,(z), поэтому 

jim Rn(z) = lim (f(z) —S,(z))=0, тЕ (50 — т, то +7). 

Обратно, пусть для остаточного члена формулы Тейлора 
(2.23) при всех тЕ (10 —т, хо +17) справедливо соотношение
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lim В»„(т) =0. Поскольку опять же из (2.24) следует равенство 
—00 

Sn(z) = f(z) — Ry(z), то 

lim 5,(2) = Jim (f(z) - Ra(z)) = f(z), ге (вот, 20+7), 
т.е. ряд "Тейлора функции f(r) в интервале (то — г, хо + Г) 
сходится, причем к самой функции f(z). > 

Следующая теорема формулирует достаточное условие то- 
го, что функцию f(x) можно представить своим рядом Тейлора. 

Теорема 2.22. Пусть функция f(x) бесконечно дифферен- 
цируема в интервале (то — г, хо +г) и ее производные в этом 
интервале ограничены в совокупности, т.е. существует такое 
М > 0, что 

[6 (2) <M, тЕ (150 -тг, то+т), п=0,1,2.... 

Тогда, в интервале (то —г, то +т) функцию f(r) можно предста- 
вить своим рядом Теилора в точке то, т.е. 

00 (п) (1 
е=У`7 (70) (5 тр)", те (то — г, го + т). 

< Возьмем произвольную точку т Е (то — т, To + г) и оценим 

остаточный член Ю„(т) формулы Тейлора (2.23), записав его в 
форме Лагранжа: 

7 fiery (Е) ntl М _ то" +1 pnt 

Rn (z)| = (n+ 1)! (z — 20} S (ntl)! + 

Здесь & — некоторая точка, лежащая между 10 и т. Так 
©. ©) 

как ряд >> r™+!/(n +1)! сходится при любом г > 0 (см. при- 
n=0 

мер 2.18), то в силу необходимого признака стодимости ряда 

имеем lim г?+!/(п +1)! =0. Поэтому, переходя к пределу при 
п $ 00 B полученном выше неравенстве, получаем равенство 
lim |В„(5т)| =0. Следовательно, lim R,(z) =0. Отсюда, со- 
п—оо nm—0o 

гласно теореме 2.21, получаем утверждение теоремы. >
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2.7. Разложение элементарных 

функции в ряд Теилора 

Сначала наидем разложения некоторых основных элемен- 

тарных функций в ряд Маклорена. 

1. Разложение в ряд Маклорена функции f(r) =e”. 

Поскольку 

17) (т) = (ег) () =e", пЕМ, ТЕ (-о, +00), 

то / (п) (0) = 1 при всех п Е М. Поэтому ряд Маклорена функции 
OO 

е? имеет Bug 5) т"/п! Покажем, что этот ряд сходится к самой 
n=0 

функции е? на всей числовой прямои. Рассмотрим для этого в 

формуле Maxnopena для функции f(r) = е* остаточный член в 

форме Лагранжа, 

СО) a еп 
(т) = Tay? "= (ВЕ " 

Учитывая, что = Vr, 0O< 0 <1, и, следовательно, её < elt, 

получаем оценку 

Поскольку lim j|"*1/(n+1)!=0 для всех т € Е (это предел 
п->оо со 

общего члена стодящегося pada >. |т|"*1 /(п-+ 1)! — см. пример 

2.18), то n=l 

lim R,(z)=0, z € (—oo, +00), 
n— oo 

OO 

и, следовательно, ряд >> 2” /n! сходится к функции е? на всей 

числовой прямой В. "=0
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Итак, для функции f(r) =e? справедливо следующее разло- 

жение. 

2. Разложение в ряд Маклорена функции f(z) = шт. 
Функция f(x) =зшт бесконечно дифференцируема на всей чи- 

словой прямой, причем п-я производная функции f(r) вычисля- 

ется по формуле [IT] 

f™ (т) = Е + >). пЕ М. 

Поэтому при г = 0 имеем 

1) (0) = 0, п = 2k; neN 

| (-1)*-!) n=2k-1, | 

Takum образом, ряд Maxaopena функции f(r) = sinz имеет вид 
CO 

>> (-1)?- 1 2?"-1/(2n—1)! Поскольку функция f(x) =sinz беско- 
n=1 

нечно дифференцируема и |f(")(x)| < 1 при всех x Е (—00, +00), 
т.е. все производные ограничены в совокупности, то в силу 

теоремы 2.22 данный ряд Маклорена сходится к функции 

f(z) = зшт на всей числовой прямой R. 

Итак, для функции f(r) = зпт имеет место следующее 

разложение. 

(—1)7—152"-—1 

(2n — 1)! 
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3. Разложение в ряд Маклорена функции }{ (т) =созх. 
Как и для функции f(r) =sinz, можно получить разложение 
в ряд Маклорена и определить интервал его сходимости для 
функции f(r) = созт. Однако можно поступить проще — по- 
членно продифференцировать ряд Маклорена (степенной ряд с 

радиусом сходимости В = +00) для функции зшт (см. теорему 
2.19): 

cos т = (sin x)’ >> 
“on — 

Причем, это равенство верно во всем интервале сходимости 
исходного ряда, т.е. на всей числовой прямой. 

Итак, для функции f(z) = созт верно следующее разложе- 

ние. 

2 (2n)! 2° 4! 

—])" 

oT ee. тЕ (—00, +00). 

4. Разложение в ряд Маклорена функции f(z) = 
=(1+2)%, «ЕВ. Если а =0, то f(z) = 1 и разложение в ряд 

со 

Маклорена тривиально: ](т) =1=1+ >` 0-17, ЕВ. 
n=1 

Если а =пЕ №, то разложение в ряд Маклорена можно 

получить, используя формулу бинома Ньютона: 

(т) = (1+х)" = ie: ооо ak тЕЕ, 
k=0 

где Ck = n!/(k!(n—k)!).
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Наконец, если 2 Миа? 0, то легко заметить, что п-я 

производная степенной функции f(z) для всех тЕ (—00, +00), 
т # —1, имеет вид 

f(z) =a(a—1)...(a—(n—-1))(1+2z)°", пЕМ. 

(В точке z= —1 n-a производная f(z) не существует, если 
п > а). Найдем значения производных функции { (т) при т = 0: 

17) (0) =a(a—1)...(a—(n—-1)), пЕМ. 

Следовательно, ряд Маклорена функции (1 +1)“ при а Ми 
© 2 0 имеет вид 

~~ a(a—1)...(a—n+1 1+ у. ( ) a ) тп 

n=1 

Заметим, что ряд Маклорена функции (1+ т)” для a = 0 
и аЕМ является частным случаем этого ряда, поскольку при 
с = 0 все коэффициенты этого ряда равны нулю, а при ac № 
эти коэффициенты равны нулю, начиная с номера п =а-+ 1. 

Итак, пусть ag Nu a0. Найдем радиус сходимости по- 
лученного ряда Маклорена функции f(r) = (1+ т)“, используя 

формулу (2.16). Полагая 

a(a—1)...(a—(n—1)) 
Га — nl ‚ ПЕМ, 

получаем 

R= lim Inyo = 
n— oOo Гота 

a(a—1)...(a—n+1)(n+1)! _ [ntl 
= lim | = lim Е 

n—ool a(a—1)...(a—n+1)(a—(n+1-1))n!1 n>c0la—n 
|= 1.
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Таким образом, pad Маклорена функции (1 + т)“ при |z| < 1 

абсолютно стодится, а при |z| > 1 растодится. 
Покажем теперь, что в интервале |r| <1 полученный ряд 

Маклорена функции (1+2)° сходится к самой функции (1+:)°. 

Для этого запишем остаточный член R,(x) формулы Теи- 

лора для этой функции в интегральной форме (см. Д.2.1): 

т 

В, (2) = aa — о. (а—п) [е- 9" dt = 

0 

= en OED) ("tat 

Для фиксированного £ из интервала (—1, 1) рассмотрим функ- 

цию 

xc—t ф-т х+1 
t) = —— = = 

Че Е +1, 
{ЕВ \ {1}. 

Графики функции 4:(#) (а это гиперболы) для отрицательных 

значений параметра г Е (—1, 0] и для положительных значений 

параметра, г Е [0, 1) изображены Ha рис. 2.5. 

ya ya 

хе (-1,0] 1+ xeé[0,1) 
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При любом тЕ (—1, 1) функция q,(t) убывает по переменно- 

my Ё в интервале (—1, 1). В частности, убывает она и на отрезке 
(0, z] C (—1,1) (или [2,0] при x < 0). Следовательно, если z € 
Е [0, 1), то для всех $ Е [0, z] верно неравенство 0 = 4; (т) < 4+(# < 
< qr(0) = т, и, значит, |9:(#)| < |r]. Если же те (-—1, 0], то для 

всех t € [т, 0] верно неравенство 0 = 4;(т) > z(t) > 4(0) = г, т.е. 
0 < —qz(t) < —z, и, значит, |q,(t)| < |x|. Таким образом, при 

всех значениях тЕ (—1, 1) верно неравенство 

lgz(t)| <|z|, ЕЕ [0,2]. 

Используя это неравенство, получаем 

ое.) 

n! 
|Rn(z)| = | 

мн 

/ qh (t)(1 +19" at < 
0 

< ate bss (a= n) | |" Га на _ 
0 

_ ola 1... (бт) п Пн т 
т! a a 

= [oo fot) an (1 +2)* - |= 

=|fno-12"||\(1+2)*—1], xe (—1, 1). 

Так как при |т| <1 сомножитель fp o-1 2” представляет собой 
общий член сходящегося ряда Маклорена функции (14+2)%' то 
lim р а—12” =0, тЕ (—1, 1). Переходя к пределу при п -} co в 

n— Oo 

HepaBeHCTBe 

0 <|Rn(x)| <|fna—1(z)||(1+2)% — Ц, 
согласно теореме о „зажатой“ последовательности [I-6.5], для 

любой фиксированной точки т Е (—1, 1) получаем lim | 18. (х)| = 
п 

= 0. Следовательно, lim R,(z) = 0 при любом z € (-1,1), ив 
Tt OO
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интервале (—1,1) ряд Маклорена степенной функции (1 + т)° 
сходится к ней самой. 

Таким образом, для степенной функции (1 + 1) с показате- 

лем a ¢ {NU {0}} справедливо следующее разложение. 

oo 

a(a—1)...(a—n+1) 
1 *=1 п = (1+:) +) 7 т 

—1 —1)...(a—- 1 
=1+ 00+ 99 Jar 4 ole la nt dara. 

2! n! 

те (-1, 1). 

Ряд \‘аклорена функции (1+ 1)“ обычно называют бино- 

миальным рядом. 

В точках г = +1 биномиальный ряд при различных значе- 

ниях показателя ох может быть как сходящимся, так и расхо- 

дящимся. Можно доказать, что в точке 5 = —1 биномиальный 

ряд сходится при а > 0, а в точке т =1 — при а > -—1. 

Найдем разложение в ряд Маклорена функции }(т)=1/(1-+т). 

Это разложение может быть получено как частный случай 

разложения степенной функции (1 + т)“ с показателем а = —1. 

: Уи" =1-5+27 — 13+ 
1+: 

n=0 

..+(-1)"2"4+..., xE(-1,1). 

Как видим, полученный ряд является геометрическим рядом с 

параметром 4 = —х. Он сходится только в интервале (—1, 1), а 
при |z| > 1 — расходится. 

5. Разложение в ряд Маклорена функции f(x) = 
= 1 (1+5). Разложение функции ш(1-+ т) можно получить, 

интегрируя почленно ряд Маклорена функции f(r) = 1/(1+т)
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(см. теорему 2.18): 

(1+5) = [tf У (1 dt = 1+2) = ] 1+; ~ 
0 о `п=0 

т р nine (ОН => [соли = — 
n=0 п=0 0 

оо 1 (—1)"a"+ 

= —1,1). 

n=0 

В точке т = —1 данная формула неверна (в этой точке и сама 

функция In(1+2) не определена, и ряд расходится, поскольку 

является гармоническим). В точке же т =1 полученная фор- 

мула справедлива. Действительно, функция f(z) = 1(1+ т) в 
этой точке определена и равна |п2, a ряд Маклорена при 5 = 1 

представляет собой сходящийся в силу признака Лейбница ряд 

с той же суммой (см. пример 1.30): 

со —1)" со —j)r+1 

yey! , = 12. 

п=0 n=1 

Таким образом, для функции ш(1+ 1) верно следующее 
разложение. 

оо 
(—1)"t1g" 52 13 

In(l+z)= > =7y-—-—+—- 
oar n 2 3 

—1 n+1,.n 

+ и +... z € (—1, 1]. 

Полученные пять разложений основных элементарных функ- 

ций в ряд Маклорена часто называют стандартными раз- 

ложениями. 

Обратимся теперь к вопросу о способах разложения произ- 

вольных элементарных функций в степенные ряды. Для раз- 

ложения элементарной функции в ряд Тейлора применяют два
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метода. Первый основан на непосредственном разложении 
функции в ряд Тейлора. Вычисляя производные всех порядков 

функции f(x) в точке то, формально составляют ряд Тейлора, 
затем находят его область стодимости и выясняют, в каких 
точках из области сходимости ряд сходится к данной функции. 
Примеры использования этого метода — пять стандартных 
разложений, полученных выше. 

Отметим, что непосредственное разложение часто приво- 
дит к трудновыполнимым громоздким вычислениям. Основная 
трудность — получение формулы общего члена ряда. Как пра- 
вило, это вообще невозможно. В таких случаях ограничиваются 
вычислением нескольких начальных членов ряда. 

Второй метод базируется на использовании стандартных 
разложений. Рассмотрим некоторые варианты этого метода. 

А. Замена переменного. Если f(r) = 9(а22), aE В, BEN, 
OO 

а 9(и) — функция с известным разложением g(u) = >~ gpur, 

цеЕО СВ, то = 

со со 

f(x) =g(ax")=g(u)| _ = Lge! oes = диет 

Полученное разложение функции f(r) справедливо для всех 

ЕВ, таких, что az’ ЕП. 

Например, для нахождения разложения функции е`(®-1” 
по степеням (т -—1), т.е. в ряд Тейлора в окрестности точки 
т = 1, воспользуемся известным разложением в ряд Маклорена 
функции e', сделав в нем замену переменного t = —(х — 1)?. 
Тогда для всех x € (—с0, +00) получим 

corel (GH) t=—(z-1)? С п! 
=0 

| 
+= (2—1)2 n=0 т. 

Поскольку разложение в степенной ряд единственно и совпа- 
дает с рядом Тейлора (см. теорему 2.20), данное разложение
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—(т—1)2 v 
является разложением функции e~(2—1)" в ряд Тейлора в точке 

g=l. 

Б. Арифметрические операции над рядами. Этот 

способ основан на том, что если имеются два степенных ря- 

да, x апт" и > ,т” с радиусами сходимости В1 и Ro, то 

B интервале (- "В, В) с радиусом В = шщ{В1, Е2} эти два ря- 
да можно складывать, вычитать и умножать на числа. Ряд 
оО 

>> (Aan + Bbn)z” с произвольными а, ВЕ R будет сходиться 
n=0 

в интервале (—К, В), R= min{R,, Ro}, причем для всех т из 
этого интервала будет выполняться равенство ао]! (т) + В/]2(т) = 

©.) ©. @) ©.) 

>> (QGn + Bbn)z”, где fi(z) = >> anz”, а fo(z) = SS bax”. По- 
n=0 п=0 n=0 

оо 

кажем, что если В1 7 Ro, то ряд У. (ма + Gb,)x" при |т| > Е 
n=0 

расходится. Действительно, при В < |т| < шах{А1, Ro} один из 
CO ©. @) 

рядов >’ апт" или >’ bar” будет сходиться, а другой — pacxo- 
n=0 n=0 

диться. Следовательно, Ha этом множестве будет расходиться 
©.) 

и ряд У, (adn + Bb,)z” (a 40, B40). Согласно теореме 2.15, 
oe 

pag xy (aa, + ВЬ,)т" будет расходиться при всех т, таких, что 

|z| > "Е. о 
Таким образом, если >, a,x” — ряд Маклорена функции 

n=0 

f(z) в интервале (—R,, В!) и x „т“ — ряд Маклорена функ- 

ции fo(z) в интервале (— Ry, Ro), то при всех a,8€R ряд 
©. @) 

>> (aan + ВЫ, )т" — это ряд Маклорена функции а] 1 (т) + Bfo(z) 
n=0 

в интервале (—R, В), В = min{ Rj, Ro}. 
Проиллюстрируем этот способ следующим примером. Наи- 

дем разложение в ряд Маклорена функции зт(т +2). Для этого 

представим ее в виде зт(т + 2) =sinzcos2+coszsin2. Зная раз-
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ложения функций зшт и cosz в ряд Маклорена на всей прямой 
К, получаем искомое разложение функции зщ (т + 2): 

1)7х 2n+1 

(2n + 1)! 
sin(z +2) =cos2 хе + 

yr 

ain a = Yio" R, 

где 

—1 п/2 

sin 2, n = 2k; 

an = п n=0, 1, 2, 
(—1)(1-1/2 

7 cos2, n=2k+1, 

В. Интегрирование и дифференцирование рядов. 

Способы с использованием интегрирования и диффернциро- 

вания рядов основаны на теоремах 2.18 и 2.19 и уже были 

продемонстрированы при разложении в ряд Маклорена функ- 

ций ш(1+:) и cosz. Приведем еще один пример. Разложим в 

ряд Маклорена функцию arcctgz. Для этого сначала разложим 

в ряд Маклорена производную этой функции: 

co 

(arcctg x)’ = = —> --S(-1 )” ra" = (1) 12", z €(—1, 1). 
n=0 n=0 

Здесь использовано стандартное разложение 

oe a Е (—1, 1), 

n=0 

в ряд Маклорена степенной функции (1+ y)~', в котором 
сделана замена, переменного у =1?. Проинтегрировав теперь 

OO 

почленно полученный степенной ряд >> (—1)"t!z2" на отрезке 
n=0
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[0, z], тЕ (—1, 1) (см. теорему 2.18), получим 

г со г 

Ш [1 +1 | 42 
еще 5 = | pat =) (-1)" [= 

0 n=0 0 
со (—1)"t1y2n41 

= >) ) те (—1, 1). 

“2 2n+1 

Отметим, что в силу теоремы 2.18 интервалом сходимости 

полученного степенного ряда является интервал (—1, 1). На 

концах интервала сходимости, т.е. в точках т = +1, ряд схо- 

дится к значениям функции агсоёрт в этих точках, поскольку 
OO 

>> (-1)"/(2n +1) = 7/4 (см. 3.11). Следовательно, областью 
n=0 

сходимости полученного ряда является отрезок [—1, 1]. 

Итак, имеет место следующее разложение. 

уп тат п = (-1 
arcctg т = > +2. тЕ|-1,1]. 

2+1 ° 

Приведем еще несколько примеров разложения функций в 

ряды Тейлора. 

Пример 2.28. Наидем первые четыре члена разложения 

функции tgz в ряд Тейлора в точке т = п/4. Для этого 

вычислим 

п 
—)=t 1; Из) бет 

Г “)= 1 —о. 
f (3 ` cos*r|,_ 2; 

=4 

" п) _ 2sin т — 4. 

7 (3 cos? z | я 

т (^) 2(cos‘ x + 3sin? 5 cos? т) 

4 cos® т т
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Подставив полученные значения производных в формулу 

пэ- (2) + е-Р* 
fl Л fi п 

"(3 -т) + (4) (=#-") +... 

получим представление 

щ2=1+2(=-7) +2(=-1) +3 (2-4) +... 

+ 

Используя методы теории функций комплексного переменного 

[X], можно показать, что это представление имеет место для 

всех точек интервала (0, 7/2). 

Пример 2.29. Разложим в ряд по степеням т — 2 функцию 

1 

9/4 — 32 

и определим интервал, в котором верно это разложение. 

Преобразуем функцию к виду, удобному для использования 

стандартного разложения в ряд Маклорена, степенной функции 

(1-+9)°: 

f(z) = 

1 

fe) = Ува = 
1 1 

| 2-3-2) 91-21 +8 (2—2) 

= -55 (1 + “(a — 2)) a = — Ба +у)-1, 

где у = (a — 2). Используя стандартное разложение в биноми- 

альный ряд степенной функции (1 + у)“ с показателем a = —1/3,
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получаем 

f(a) =- 5 ty)" 3 и 

1 — (—1/3)(—1/3—1)...(—1/3—n4+1) , 

(+ — ae y=3(0-2) 
1 1 —/(-1)”".1.4.7..... (3-2 

--95-98>.(. a = ту en)” 

у PA Tin?) 3" (-2)" = 

=" pT On gay" 

Использованное выше разложение функции (1 + у)-" 3B 

биномиальный ряд справедливо для —1 < y <1, а следовательно, 

и для т, удовлетворяющих неравенствам 

3 2 2 4 8 
“1<5(2-2)<1 —> -3<2-2<3 —> 3<2<3. 

Найденный интервал и является интервалом сходимости полу- 

ченного ряда Тейлора для функции f(z). 

Пример 2.30. Разложим в ряд Маклорена функцию 

f(x) = (x +1)(z — 2) 

и определим интервал сходимости этого ряда к функции f(z). 

Разложим f(r) на сумму простейших дробей [VI]: 

72) = Gyij@—d ^3@-2) "3@+0’ 
©.) 

Поскольку 1/(1 —q) = >> 4" при |4| <1 (см. пример 1.4), по- 
п=0 

лученные дроби необходимо представить в виде, удобном для
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применения этой формулы: 

1 1 1 1 

1) = 30—22) * 31-2) ~ 

("+ нии) (om) 
Используя формулу (2.16), получаем, что радиус сходимости 

OO OO 

ряда >> 2"/2” равен 2, а радиус сходимости ряда >> (—1)"2" 
n=0 n=0 

равен 1. Тогда радиус сходимости ряда Маклорена для функ- 
ции f(z), являющегося линейной комбинацией этих рядов, ра- 
вен В = шщ{1,2} =1, т.е. полученное разложение имеет место 

при тЕ (—1,1). 

Пример 2.31. Разложим в ряд Маклорена функцию 

х 

f(x) = Е(т) = fe* dt, «ER, 

0 

отличающуюся от так называемого „интеграла вероятности 

(или интеграла ошибок) erf(r) = -Ё dt только нормиро- Ут ale 
вочным коэффициентом. Воспользуемся разложением подын- 

тегральной функции в ряд Маклорена и почленно проинтегри- 

руем этот ряд (см. теорему 2.18): 

т Г. 2 oy [ES yr 

0 n=0 

2n+1 _ оо (—1)"42" _ со (—1)"x 

3] nl “=>. (п-т! , 

Поскольку используемое в данном случае разложение функции 
—+2 

e—* справедливо при всех t Е (—00, +00), то и полученное разло- 

жение имеет место при всех Z E (—сю, +00) (см. теорему 2.18). 
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2.8. Применение рядов 

в приближенных вычислениях 

Если функция f(x) является аналитической в точке Lo, т.е. 

в некоторой окрестности точки Lp представима степенным 

рядом 
©. @) 

f(z) = У an(x— то)", 
n=0 

то в качестве приближенного значения функции f(r) в точке г 
из окрестности точки то можно взять частичную сумму этого 
ряда: 

п 

f(z) = 5,(т) = У ax (т — то)". 
k=0 

Естественно, что при этом, чем меньше N, тем проще аппрокси- 
мирующая функция 5„(т), но больше, вообще говоря, погреш- 
ность такого приближения. Поскольку f(r) = 5,(т) + В„(т), 
при каждом фиксированном п точность приближения f(r) = 

= S,(x) оценивается суммой остатка ряда 

oo 

f(z) 5» (2) = |В»(2)| = | > ax(e—20)' 
k=n+1 

Поэтому при заданной погрешности 6 > 0 число слагаемых в 

частичной сумме 5„(т) необходимо выбирать так, чтобы оно 
было наименьшим среди таких п, для которых выполняется 

оценка 

|Rn(z)| < 5. 

Оценивать сумму остатка ряда можно различными спосо- 
бами. Можно использовать представления остаточного члена 
формулы Тейлора в форме Лагранжа, Коши [П] или в инте- 
гральной (см. Д.2.1). Можно, кроме того, строить для ряда 
числовую мажоранту, сумму которой несложно вычислить. В 

отдельных случаях можно применять признак Лейбница, если



200 2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

ряд в интересующих нас точках является знакочередующимся. 

Если степенной ряд в некоторой точке г удовлетворяет призна- 

ку Лейбница, то справедлива, оценка (см. следствие 1.4) 

Rn (2) < Jang1(t — оу = аи | — ао, 

Пример 2.32. Выясним, сколько членов разложения функ- 
OO 

ции е? в степенной ряд е? = У` т" /n! необходимо взять, чтобы 
п=0 

погрешность д вычисления числа е (т.е. значения функции е? в 

точке Z = 1) в соответствии с формулой 

1 1 
ея 5 =2+ +--+ „т 

не превышала, 10-4. 

Аппроксимирующим выражением для числа, е здесь является 
значение частичной суммы 5„_1(1) ряда Маклорена функции 

e* в точке т =1. Поэтому для оценки погрешности данного 
приближения необходимо оценить сумму А„_1(1) остатка с 

номером п — 1 ряда Маклорена функции e* при т =1 (см. 2.7): 

ет [== [5+ Gat 

— stot satan + ИВ +...) < 

<= (1+ + ) 
n! п+1 (п+12 Л 

Суммируя справа геометрический ряд с параметром g=1/(n+1) 

(см. пример 1.4), получаем 

1 1 n+1 
|Rn-1(1)| = Rn-i(1) < nll—1/(n+1)~ nin’ 
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Таким образом, погрешность д приближенного вычисления 

числа е по указанной формуле равна сумме А„_1(1) остатка 

ряда Маклорена функции е” в точке т =1 и удовлетворяет 

неравенствам 

n+1 
0<d< ——. 

nin 

Для выполнения неравенства 0 < < 10" —“ достаточно найти 

натуральное число п, для которого — 

из таких чисел является п = 8, MOCKONEKY 

< 10-4. Минимальным 

п +1 8 8 1 
—_—— = —_ = ——___ = —__ 50+, 
пп |7 7:7! 7.5040 4410 >t 

n+l 9 9 1 —4 
—— — — 1 

nin |,-, 8-8-5040 8.40320 < 32000 <10 

n+1 
и числовая последовательность { anf {(1 + +) < } убывает, 

как произведение убывающих последовательностей. 

Итак, для вычисления числа е с заданной погрешностью 

достаточно взять сумму первых восьми слагаемых разложения 
\®, <) 

е = >> 1/n!, т.е. 
n=0 

111 £121 1 4 
ex2totatatataty 2,7183, 0<5< 10%. 

Пример 2.33. Вычислим sin9° с точностью до 10-4. Пе- 

рейидем от градусной меры к радианнои: 9° = 7/20. Используя 
разложение функции sinz в ряд Маклорена, при г = 7/20 имеем 

равенство 

п 2n+1 
sin9° = sin = = >. (2n aon (55) 

Этот ряд удовлетворяет признаку Лейбница, поэтому абсо- 

лютное значение суммы его остатка можно оценить модулем
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первого из отбрасываемых членов (см. следствие 1.4). Следова- 

тельно, полагая 

n—-1 _ п _ (—1)^ д \ 2k+1 
зш9 = sin 50 = Sn-1 = 2. (2k +1)! (5) 

получаем погрешность 

) 

t <r (-1)F yan 

20 2 (ak+1)! (50) =| aera) 
для которой верна оценка 

1 WT \ 2n+1 
—|R,_1\< — 

Rn—1} +В) 

1 2n+1 
Tak как последовательность ет (=) \ убывает с ро- 

(2n +1)! 
CTOM пи 

1 WT 3 _4 (2 5 4 

3, (50) > 0,0006 > 10", = =) < 0,0000008 < 10-4, 

то можно ограничиться первыми двумя слагаемыми: 

т п 1 ил \3 
— —) +0,1564, 6<10-“. sin9° = = 915. = 50 — 3 (=) ‚1564 6<10 

Пример 2.34. Вычислим У 10 с точностью до 0,001. 

Преобразовав исходное число к виду 

ги 
У10 = 23 +2= =



2.8. Применение рядов в приближенных вычислениях 203 

воспользуемся разложением степенной функции (1+ z)'/3 в 

точке z= 1/4Е (—1, 1) в биномиальный pad: 

и С 
1/3(1/3 — 1)(1/3—2) /1\з + ИЗа/ Jes (2) 

1/3(1/3 — 1)(1/3 — 2)(1/3 — 3) /1\4 + 1/31 er )(1/ (1) 

+ BD OB nN.) 
n! 4 

2141.12 4 _ 2:5 258 

+В бт ..) 

= 2+ 0,1666... — 0,0138... + 0,0019... -— 0,0003...-+... 

Этот биномиальный ряд удовлетворяет признаку Лейбница. 

Поэтому абсолютная величина суммы остатка этого ряда, рав- 

ная погрешности 0 оценки суммы ряда его частичной суммой, 

не превышает модуль первого из отбрасываемых членов (см. 

следствие 1.4). Как видно, первым членом этого ряда, по моду- 

лю не превышающим 0,001, является пятый член. Следователь- 

но, для достижения заданной точности можно ограничиться 

суммой первых четырех членов ряда. Таким образом, 

У10=2+0,1666...- 0,0138... + 

+0,0019...=2,155, 6<0,001. # 

В случае приближенного вычисления с помощью рядов сле- 

дует иметь в виду, что всякое число можно представить рядом 

не единственным способом. Поэтому из всех возможных пред- 

ставлений следует выбирать ряд, имеющий наибольшую ско-
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рость сходимости, т.е. ряд требующий суммирования меньшего 

числа своих членов для достижения заданной точности оценки 

суммы. 

Например, для вычисления значения |п2 можно использо- 

вать ряд Маклорена функции ш(1-+ т) в точке 5 = 1: 

— 1 1 пт 
In2=1 5+3 -:.-+(]0 +... (2.25) 

Для вычисления |п2 с точностью до 10-3 придется суммировать 

не менее 103 членов ряда, что никак нельзя признать удачным 

способом вычисления, особенно при ручном расчете. 

Число In2 можно представить также в виде суммы другого, 

быстро сходящегося ряда. Сделать это можно, например, 

следующим образом. Рассмотрим сначала ряд Маклорена для 

функции ше при тЕ (—1, 1): 

1+т 

—т 
In = In(1+ 2) —In(1-—2) = 

Пусть 1+¢=(14+2)/(1—2), т.е. c=t/(2+¢t). Тогда преды- 
дущее разложение можно переписать следующим образом: 

со 1 t 2n—1 

n(1 +t) ies >A) 

а + +--+): (2.26) 

причем это разложение верно при всех —1 < t/(2+t) <1, т.е. 

t 2(#+1) 
tt о 7°" а 

<=> {> -1. 
t 

<1, _* <9, 2+t>0, 

2+1 2+1
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Подставляя в (2.26) значение t = 1, получаем новое предста. 

вление числа ш2 в виде суммы ряда: 

n2=2(5+5(5) +--+ maiz) +): (2.27) 

Этот ряд является уже быстро сходящимся. Действительно, 

сумму В. остатка этого ряда можно оценить следующим обра- 
зом: 

0< № = 2( 5 3)“ ы (3) +.-.)< 

_ 2 ЕТО 

1 

4(2т + 1) 32-1 — "" 

т.е. сумма остатка быстро убывает с увеличением номера п. 

Если 5, — частичная сумма ряда (2.27), то погрешность 
д приближения ш2 ~ S,, равная сумме R, остатка этого ря- 

да, удовлетворяет соотношению 0 < д = В; < тв, п =0,1,2.... 

Поскольку 

1 1 
S12, = 7 ©1993 EAN ‚001 ‚001; Е2 <тг2, 12 1.5. 33 540 > 0:00 8 > 0,00 

1 
Вз <тз, 13 4.7. 35 80а < 12008 5 < 

для вычисления In2 с точностью до 0,001 достаточно взять 

сумму первых трех ненулевых членов ряда (2.27): 

1 + 1 

3.33 5.3 
ш2 = 2(; + ) = 0,6667 +0,0247 + 0,0016 ~ 0,693.
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Напомним, что при вычислении значения |п2 с помощью ряда 
(2.25) для обеспечения той же точности требовалось суммиро- 

вать тысячу членов ряда. 
Аналогично нетрудно показать, что ряд (2.26) является бы- 

стро сходящимся не только при & = 1, но и при любом {Е (0, 1]. 
Это позволяет использовать ряд (2.26) для эффективного вычи- 
сления (т.е. обеспечения заданной точности при суммировании 
небольшого числа первых членов ряда), например, значения 
In(n + 1), если уже известно значение Inn. Действительно, 

In(n + 1) =In(n(1+ -)) =Inn+In(1+ =). ПЕМ, 

где 0 < 1/п < 1, и поэтому значение In(1+1/n) можно эффек- 
тивно вычислить с помощью ряда (2.26). 

Степенные ряды часто используются также для приближен- 
ного вычисления определенных интегралов. 

Пример 2.35. Вычислим с точностью до 10-4 определен- 

ный интеграл 
1 

[eo ат. 

0 

Первообразная подынтегральной функции е-?” не выражается 

явно через элементарные функции, поэтому для оценки этого 
интеграла поступим следующим образом. Разложим подынте- 
гральную функцию в ряд Маклорена в интервале (—со, +00) 
(см. 2.7) и почленно проинтегрируем этот степенной ряд (см. 
теорему 2.18): 

1 73 a" 15 1 ( 1)%_2n+1 1 

т — — — = 

о 30 5:21 (2n+1)n! |, 

—1)" 1,1 
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Пусть S, и А, — п-я частичная сумма и сумма п-го остатка 

этого ряда соответственно. Тогда погрешность приближения 
1 
f e* dr = S, равна 6 = |R,|. Полученный для интеграла 
0 
ряд является знакочередующимся и удовлетворяет признаку 

Лейбница. Следовательно, для суммы R, остатка этого ряда 

справедливо соотношение (см. следствие 1.4) 

1 1 

9 = Вы < (2(n+1)+1)(n+1)! = (2п + 3) (п-+ 1)! 

Проведя вычисления, получаем 

1 1 1 _ _ __ —4, _ —4 

15] < 93697 936010 5 18| < aE G09 < 10°. 
1 

—_л2 

Таким образом, заданная точность оценки [е” dr ~ Sy, 
0 

будет обеспечена, если вычислить сумму первых семи членов 

полученного ряда (п = 6): 

1 6 
де _ (—1)” —, 1 1 1 

| 2 One nl) 375-2! 73! 
0 — 

| 1 
— А —4. 

ом 11-1 +13. = 07468, 0<10. я 
+ 

Рассмотрим еще одну задачу, в которой применение ря- 
дов Тейлора позволяет быстро получить решение. Это зада- 
ча вычисления производной /(") (то) некоторой функции f(z) 
в точке то Е ® при условии, что ряд Тейлора функции f(r) в 
окрестности точки то известен. Действительно, если f(x) = 

oo 

= ¥ an(z — 20)" — вычисленный каким-то образом ряд Тейло- 
n=0 

ра функции f(r) в окрестности точки 1 = Zo, TO 

_f п) (то) 
n! 

an )
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следовательно, f (29) = nlan, где an — коэффициент при 
члене (т — 10)" ряда Тейлора функции f(z). 

Пример 2.36. Найдем значение /(25) (0) для функции 

1. 2 

0, т =0. 

Покажем, что в точке хо = 0 существуют производные любого 

порядка. Действительно, используя разложение синуса (см. 2.7) 

со (—1)"-1y2n-1 

вши =». ит! u ER, 

n=1 

и замену и = 13/3, при т 22 0 получаем 

1 3 1)" 1 13(2т- 1) 0° (—1)"-1z6n-5 

f(z) = ssin— = 
2 3 2G (2n — 1)!32n-1 = Gn 

А так как f(0) =0, то это разложение верно при всех тЕ В. 
Согласно теореме 2.20, функция f(r) бесконечно дифферен- 

цируема в точке го = 0, и полученный степенной ряд является ее 

рядом Тейлора. Поскольку коэффициент абп_5 при члене 1°"-° 

в ряде Тейлора функции f(r) определяется формулой 

(17 
von—5 — (2n — 1)!32"-1° ne, 

имеем (—1)5-1 1 

825 65-5 (2.5 1)1325-Г 91.39 
Следовательно, 

125) (0) = 25! ав = wat 

Заметим, что из полученного выше разложения функции 
f(x) в ряд Тейлора следует, что все ее производные порядка, 
отличного от бп — 5, пЕ №, в точке т = 0 равны нулю.
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2.9. Интегрирование обыкновенных 

дифференциальных уравнении 
с помощью рядов 

В том случае, если обыкновенное дифференциальное урав- 

нение проинтегрировать в квадратурах (т.е. выразить решение 

уравнения через элементарные функции или интегралы от них) 

не удается или принципиально невозможно, можно представить 

решение этого уравнения в виде степенного ряда. В этом па- 

раграфе разобраны основные приемы представления решения 

с помощью степенного ряда на примере обыкновенных диффе- 

ренциальных уравнений второго порядка. 

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение вто- 

рого порядка, разрешенное относительно старшей производной 

[УПИ 
п 

y = F(z,y,y’), (2.28) 

а также уравнение более общего вида 

p(z)y" = Fy(z,y,y’). (2.29) 

Уравнение (2.29) принципиально отличается от (2.28) тем, что 
оно может иметь особые точки, абсцисса то которых удо- 
влетворяет уравнению р(10) =0. В окрестности таких точек 

уравнение (2.29) нельзя разрешить относительно старшей про- 
изводной у’ и свести к виду (2.28). В окрестности осталь- 
ных (неособых) точек уравнение (2.29) можно привести к виду 

(2.28). 
Если функция F(2z,y,y') из правой части (2.28) в некоторой 

окрестности точки Р(то, yo, y1) Е 3 удовлетворяет определен- 
ным условиям гладкости* по совокупности независимых пере- 
менных т, уи 1’, то можно показать, что существует решение 
(общее или частное) уравнения (2.28), и это решение является 
(eee 

*См.: Карташев А.П., Рождественский Б.Л. 
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действительной аналитической функцией в некоторой окрест- 

ности точки Lo, т.е. его можно представить в этой окрестности 

в виде степенного ряда 

©. $) 

y(x) = У ‘апт — то)". (2.30) 
n=0 

Для этого необходимо, по крайней мере, существование в неко- 

торой окрестности точки Р(то, yo, yi) всех частных производ- 
ных функции Р(т,у,у’) любого порядка, по всем переменным. 

Если точка Р(то, yo, yi) является неособой для уравнения 
(2.29), т.е. р(то) 40, то при тех же ограничениях на функцию 
F,(z,y,y’), и при условии аналитичности функции р(т) в не- 
которой окрестности точки 10, существует решение у = у(т) 
(общее или частное) уравнения (2.29), и это решение является 
в этой окрестности действительной аналитической функцией, 

т.е. его можно представить рядом (2.30). 
Если же р(то) = 0, то в указанных условиях в окрестности 

точки Р(то, yo, yi) может существовать решение в виде обоб- 
щенного степенного ряда 

y(t) = У \ан(т — 20)" = (в 20)" У а(= 20)", (2.31) 
п=0 n=0 

где Y — некоторое (не обязательно целое и положительное) 
деиствительное число. (Таких решений может быть, вообще 

говоря, несколько.) 
Ниже описаны два конкретных метода нахождения решений 

уравнений (2.28) и (2.29) в виде степенного ряда и в виде 
обобщенного степенного ряда. 

Метод последовательных дифференцировании. Этот 

метод проиллюстрируем на задаче Коши 

y" = F(z,y,y’), 
| У(то) = yo, (2.32) 

| y! (x0) = 91,
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где функция Р(т,у,у’) такова, что решение у = у(т) этой задачи 
в некоторой окрестности точки то существует, единственно 
и является аналитической функцией (в частности, функция 

Е(т,у,У’) в некоторой области О С R?, содержащей точку 

P(z0,Yo,y1), имеет все частные производные любого порядка 
по всем переменным 5х, уиу). 

Тогда решение у = у(х) можно представить в этой окрест- 

ности своим рядом Тейлора 

у" (то) 
2! 

(n) 
47 (ео) 

п: 

у= 9(50) + (50)(5 — 20) + (x — 0)? +... 

(%—10)" +... (2.33) 

Чтобы явно найти это решение, достаточно вычислить зна- 
чения всех производных у") (50) функции y(z) в точке хо. В 
соответствии с начальными условиями имеем 

у(50) = у, y' (zo) =, 

а используя дифференциальное уравнение 1/" = Р(т,у, у’), нахо- 

Дим 

у" (xo) = F (x0, y(Zo),y'(20)) = Р(то, ус, 1 ). 

Далее, продифференцировав уравнение у” = F(z,y,y') по 
переменному т, получим 

у" = Fy(z,yy)+ Е (т,уу)у + Fy (ayy) y's 

откуда при х = Zo 

У" (xo) = Её (то, у, ул) + 

+ Е, (20, yo, y1) y' (Zo) + Ру (то, Yo, 41) У’ (50), 

где у'(70) = y1, а y" (zo) — вычисленное выше значение. Про- 
должая процесс дифференцирования уравнения у" = Р(х,у,у’),
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последовательно находим все производные функции у(т), вы- 

раженные через частные производные функции F(z,y,y') и 
производные функции y(z) меньших порядков. Подставляя в 

ряд Тейлора (2.33) значения полученных производных в точке 

То, получаем полностью определенный степенной ряд Тейлора 

функции у = y(z). 
Наконец, остается найти интервал (ту — В, то + В) стодимо- 

сти полученного ряда и выяснить, при каких значениях т из 
этого интервала, сумма полученного ряда (2.33) является реше- 

нием задачи (2.32). 

Полученное решение задачи Коши, разумеется, существен- 

но зависит от начальных условий, т.е. у(т) = у(т,уо,у1). Если 
числа yo и у! в задаче Коши (2.32) рассматривать как произ- 

вольные постоянные С1 и C2, то полученная описанным выше 

способом функция у = y(Z, yo, 41) = y(z,C1,C2) будет общим ре- 
шением дифференциального уравнения (2.28). 

Этот способ можно применять и для решения дифференци- 
ального уравнения любого порядка, разрешенного относитель- 

но старшей производной: 

y™ = F(z,y,y',...,y"). 

Не следует, однако, переоценивать возможности данного 

метода интегрирования дифференциальных уравнений. ‘Te- 

оретически здесь никаких проблем не возникает, однако на 

практике они могут появиться. Дело в том, что для нахождения 

всех производных необходимо получить функциональную или 

рекуррентную зависимость производной (7 (x9) от своего по- 

рядка п. Однако реально выявить такую зависимость удается 

не всегда. В этом случае нельзя определить весь ряд, задаю- 

щий решение дифференциального уравнения. Будет известна 

только часть степенного ряда, которая определяет не точное 

решение задачи, а приближенное. Однако в инженерных зада- 

чах, когда вполне достаточно найти приближенное значение,
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этот метод является эффективным способом решения задачи 

Коши. 

Пример 2.37. Наидем пять членов разложения в ряд 

Маклорена решения задачи Коши 

у’ =хуу,, 

y(0) = 1, 

y (0) =1. 

Решение у(х) данной задачи имеет разложение 

Ш 0 (п) 0 

y(z) = у(0) +у (0) + и +... + Мил... 

Вычислим значения производных у") (0), п=0,1,2, — Исполь- 

зуя начальные условия, получаем 

y(0)=1, y'(0)=1. 

Подставляя эти значения в уравнение y” = хуу', находим 

у" (0) =0-y(0) -y'(0) = 0. 

Дифференцируя уравнение у” = хуу' по г и учитывая при этом, 
что уи у’ являются функциями от LZ, находим 

у" = yy’ +2(у')* +туу", 

и, следовательно, у" (0) = 1. 
Далее дифференцируем уравнение у" = yy’ + г(у’)? + туу": 

Aout 1 (4) — (y')? + yy" + (y')? 4 2Qxyly” + уу" + туу + хуу" = 

= 2(y’)? + 2yy" + 3zy'y" +хуу".
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Подставляя сюда т = 0 и известные значения y(0) =1, у'(0) = 
=1, y"(0) =0, у" (0) = 1, получаем y“) (0) =2. Затем находим 

y) = Ay!y" + 2Qy'y" + 2yy” + 3y'y" + 

+ 3a(y")? + 32y'y! + yy!” + туч" + cyy — 

= 9y'y" + Зуи" + 32(y")? + Зхуу" + уу" + cyy™), 

откуда (5) (0) = 3. 

Таким образом, искомое разложение решения задачи Коши 
имеет вид 

a 25% 32° 
yzj=ltztat a tat. # 

Метод неопределенных коэффициентов. Этод метод 
проиллюстрируем на примере нахождения частного решения 
уравнения (2.29), т.е. при решении следующей задачи Коши: 

p(z) у’ — F,(z,y,y’), 

y(Zo) = yo, (2.34) 

у' (хо) = 1, 

где функция Ё!(т,у,у’) удовлетворяет тем же условиям, что 

и функция Е(т,у,у’) в задаче (2.32), a p(x) — действительная 
аналитическая функция в некоторой окрестности точки Zo. 

Метод заключается в том, что решение задачи ищут в виде 

обычного степенного ряда (2.30) (или обобщенного степенного 

ряда (2.31), если хо является нулем функции р(т)) с неопре- 

деленными коэффициентами. Чтобы найти неопределенные 

коэффициенты, нужно: 

1) дважды продифференцировав ряд (2.30) или ряд (2.31) с 
неизвестными коэффициентами, найти разложения в степенной 

(или обобщенный степенной) ряд для производных y'(z) uy" (т),
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а также найти разложение в степенной ряд аналитической 

функции р(т); 
2) подставить полученные для у(т), у'(т), у'(х) разложения 

с неопределенными коэффициентами и разложение р(т) в урав- 

нение р(т) у" = Fy (x,y, y'); 

3) представить получившееся при этом выражение F(z, y, 4’) 
в виде степенного ряда (это возможно, если функция Р! (т,у,7'), 
как функция от трех независимых переменных т, у иу, 
удовлетворяет определенным условиям гладкости, о которых 
говорилось выше); 

4) из полученного равенства степенных рядов, приравни- 

вая коэффициенты при равных степенях т — Xo, получить ре- 

куррентные уравнения; из этих уравнений найти коэффициен- 
ты ав; 

5) если решение ищется в виде обобщенного степенного ря- 

да (2.31), то сначала, приравнивая коэффициенты при наимень- 

шей степени г — хо, найти значение (или несколько значений) 
неизвестного параметра //; после этого для каждого найденно- 
го значения Y определить неизвестные коэффициенты ап, как 

описано выше; 

6) полученные ряды необходимо исследовать на сходимость; 
в области своей стодимости ряды являются решениями задачи 

Коши (2.34). 

Как правило, этот метод применяют при решении линейных 

дифференциальных уравнении 

po(z) у" + pi(x) y' + р2(т)у = f(z) (2.35) 

с аналитическими коэффициентами po(Z), р1(5), р2(т) и анали- 

тической же правой частью f(z). 

Приведем без доказательства, две теоремы. 

Теорема 2.23. Пусть в уравнении (2.35) коэффициенты 

Ро(т), pi(z), po(x) и правая часть f(z) являются действитель- 
ными аналитическими функциями в окрестности точки Zo,
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решение задачи Коши 

ро(т) у" + pi(z) y' + р2(т)у = f(z), 

y(zo) = 50, 

у (Zo) = 91 

существует, единственно и его можно представить в виде 

степенного ряда, 

y(z) = У а, (т — 20)" 
n=0 

с некоторыми коэффициентами a, CR. # 

Отметим, что при выполнении условий теоремы 2.23 общее 

решение уравнения (2.35) также можно представить в виде 

степенного ряда и найти по правилам, изложенным выше, если 

положить у(т0) = С1, у'(то) = Co, где Ci, С2 — произвольные 
постоянные. 

Прежде чем сформулировать вторую теорему, напомним, 

что точка Lo является нулем кратности s Е N аналитической 

в окрестности точки хо функции p(x), если в этой окрестности 

функцию p(z) можно представить в виде 

p(x) = (x — 20)°9(т), 

где q(x) — также аналитическая функция в окрестности точки 

Zo и 9(т0) 7 0. 

Теорема 2.24. Пусть функции po(z), pi (x) и р2(5) являются 
действительными аналитическими функциями в окрестности 
точки то и точка Lo является нулем кратности $ функции ро(т). 
Пусть, кроме того, точка Zp является нулем кратности не менее 

3—1 функции р1 (57) (при $ > 1) и нулем кратности не менее $—2 
функции po(z) (при s > 2). Тогда существует по крайней мере 
одно нетривиальное решение уравнения 

po(z) у" + р1(т)у' + р2 (т)у = 0, (2.36)
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которое можно представить в виде обобщенного степенного 

ряда 

y(t) = У `ал( — то)" = (2-10) У ‘ал(5 — 10)", (2.37) 
n=0 n=0 

где a9 #0, а у — некоторое действительное число, не обяза- 

тельно целое или положительное. $ 

Руководствуясь теоремой 2.24, для линейного однородного 

дифференциального уравнения (2.36) всегда можно найти не- 
тривиальное частное решение y;(z) вида (2.37), определенное 
в некоторой окрестности (возможно проколотой или односто- 
ронней) точки Zo при p(zo) =0. Как известно [VIII], общим 
решением уравнения (2.36) является совокупность всех линей- 

ных комбинаций двух линейно независимых частных решений. 

Второе решение yo(x), линейно независимое с у1(т), в неко- 
торых случаях также можно представить в виде (2.37) или в 

виде произведения обобщенного степенного ряда и функции 

In(z — го). 
Отметим, что теорема 2.24 не гарантирует существования 

какого-либо нетривиального решения всякой задачи Коши 

po(z)y" + ри(т)у + р2(т)у=0, 

y(Zo) = yo, 

у (20) = 1 

в виде обобщенного степенного ряда, поскольку, например, мо- 
жет не существовать ни одного решения вида (2.37) уравнения 

(2.36), определенного в точке хо (например, в случае, когда 

7<0). 

Пример 2.38. Найдем решение задачи Коши
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в виде суммы ряда и определим область сходимости получен- 
ного решения. 

Поскольку коэффициенты ро(т) =1, р!(т) =0 и р2(т) =: 
уравнения у” + ту =0 являются аналитическими функциями 
и значение функции ро(т) в точке Zo = 0 отлично от нуля, 

то на основании теоремы 2.23 решение этой задачи можно 

представить в виде обычного степенного ряда с центром в 

нуле: 

=> Anz” (2.38) 

Из начальных условий следует, что 

ао =y(0)=0, a, =y'(0) =1. 

Учитывая (2.38), представляем функции ry(z) и y" (xz) в виде 

степенных рядов: 

(2) = лана = Sonat eles 
k=1 n=0 

(oe) [Ш оо 

п=0 2 n=2 

со 

замена 

- an | => +2) (+ l)axy20* = 
k=0 

oo 

= 2a2+ У (к +2) (Е + 1)акох^ 

k=1 

Подставляя эти разложения в уравнение у” + ry = 0, получа- 

ем равенство 

© @) 

2а2 + (4% +2) (© +1) ак+2 +a4-1)2* = 0, 
k=1
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выполняющееся в некоторой окрестности точки 10 =0. Это 

равенство верно только в случае, когда а2 и все коэффициенты 

при членах z* равны нулю: 

аз =0; (К+2)(К+1)ак+2 +ак-1=0, KEN. 

Осуществляя замену п =К-—1, а также учитывая полученные 

ранее значения для ag и a), получаем систему 

ao = 0, a; = 1, а2 = 0, 

2.39 
on ‚ n=0,1,... ( ) 

n+3)(n+2) 
Qn+3 — —( 

Отсюда следует, что ag = 0, аз =0, ag =O ит. д., т.е. аз. = 0, 

п=0,1,2,..., а также а2 = 0, a5 =0, ag =Оит. д., т.е. азп2 = 0, 

= 0, 1,2,... Подсчитаем, используя рекуррентную формулу 

2.39), первые несколько коэффициентов азл+1 C номерами 

п =0: a,=1; 

—1 м 
т 44.3 3.4) 

п = 2: a7 = -—4 = 1 
ПТ 7.6 (3-4) (6.7), 

1 
n=3 a7 “1010-9 (3-4)(6-7)(9- 10)’ 

Эти вычисления позволяют сделать предположение, что для 

любого натурального п верна формула, 

— 
(=1)" Q3n+1 = (3 . 4) (6 . 7) (3n(3n + 1)) . (2.40) 

Докажем истинность этой формулы методом математической 

индукции. При п =1, 2 и 3 формула верна. Предположим,
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что она имеет место и для п = т, и покажем, что тогда она 

справедлива и для п = т-+ 1. Используя рекуррентную формулу 

(2.39), имеем 

_ (—1)™ —1 _ 
~ (3.4) (6.7)  (3m(3m+1)) (3m43)(3m+4) _ 

(—1)™*! 

~ (3-4)(6-7)  (3m(3m+1)) (3(m+1) (3(m41) +1) 

что и требовалось доказать. Следовательно, формула (2.40) 
верна при всех n EN. 

Итак, решением задачи Коши является (в области своей 
сходимости) ряд 

fore) _ (—1)7 537+! 

+ бт. Эт ти] 

Найдем область сходимости полученного ряда, пользуясь пре- 

дельным признаком Даламбера и формулой (2.39). Для всех 

те (—с®, +00) 

3(n+1)+1 3 

(3n + 4)(3n + 3) 

Q3(n+1)+12% 
=0<1. 

A3n4129"41 
= lim 

lm— co 

lim 
Nn— co 

Таким образом, ряд сходится (и является решением задачи 

Коши) на всей числовой прямой. 

Пример 2.39. Решим задачу Коши 

1-35. 

l+az’ 
2 —1)y" — 2ry! + 2y = 2In(1 +2) + 

y(0)=0, y'(0) =1. 

Коэффициенты ро(т) = 12 — 1, p(x) = —22, р2(т) = 2 и пра- 
вая часть f(x) =2In(1+2)+(1—32)/(1+2) дифференциального 

(x
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уравнения этой задачи являются аналитическими функциями 
в окрестности точки Zo = 0, причем значение функции ро(т) 

в точке то = 0 отлично от нуля (ро(0) = —1 #0). Поэтому на 
основании теоремы 2.23 решение этой задачи можно предста- 

oo 

вить в виде степенного ряда с центром в нуле: у(т) = >> сиг". 

Согласно теореме 2.19, в области сходимости этого ряда, 

oo со 

=У спа" и У’) = У can(n—1)2"?. 
n=1 n=2 

Функция ш(1-+ т) имеет следующий ряд Маклорена: 

©, <) тп 

ш(1+2) =» _(-1)" 1, зе (-Ь1. 
п 

n=1 

Разложим в ряд Маклорена функцию (1 — 3z)/(1+ 2): 

1-32 4-3(1+2) _ 4 _ 
itz l+z.°'1+z~ 

oo oo 

=-3+4% `(-1)" 1" =1+» `(-1)"42", те(-1,1). (2.41) 
n=0 n=1 

Подставив полученные разложения в дифференциальное урав- 

нение задачи Коши, получим равенство 

(x? —1) Sr ean(n (n—-—1)2"~ 2 22) ene” 1425 qe" = 

n=2 n=0 

> xz” 
=2» (—1)"" aa С 1)7 47, 

n=1 

верное в некоторой окрестности точки Zo = 0.
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—= 

Умножим ряды в левой части равенства на соответствую- 

щие коэффициенты, а ряды в правой части сложим: 

oo oo oo 

У ‘сот (п — 1)5" — У ‘сп (п = 1)2"~* — У 2canz” + 

=? n=1 n=2 

OO OO о 

my (4-=} ~1)"2". + 2D 2ent +2. — (-1)"2 

Сделаем во втором ряде левой части равенства замену перемен- 

ного К =п- 2, чтобы его общий член содержал степень т": 

© ©) © ©) 

So ean(n — 1) 57-2 = So cesa(k 4+2)(k+1)2* = 
n=2 k=0 

= У ‘сп-+2(п +2)(п +1)" 

n—0 

Теперь, возвращаясь к исходному равенству, получаем 

So ean(n —1)x2" — So cns+a(n + 2)(n+1)z" — 
п=2 n—0 

oO со со о 

_ n п — “итп п Seana” + У 2eqe 1+ (4 =) 175 
n=1 n=0 n=1 

Наконец, в рядах равенства, выделим члены с номерами п = 0 

и п = 1, а преобразованные таким образом ряды сложим: 

2(со — co) — безт + 

+ У (сы п - 1) — сп-+-2(п+2)(п+1- 2cnn + 2cn) 2” — 

n=2 

=1—2=+ У (4- =) (—1)"2" 
n=2
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Поскольку последнее равенство верно в некоторой окрест- 
ности точки то = 0, то остается приравнять коэффициенты при 

одинаковых степенях в левой и правой частях: 

д: 2(c9 —c2) =1; 

т: —6c3 = —2; 

т": Cn(n—2)(n—1) — en4o(n4+2)(n+1) = (-1)” (4 — =). п>2. 

© ©) 

Используя начальные условия для функции y = у(т) = > cpr”, 
п=0 

находим со = y(0) = 0, с1 =у (0) =1. Из равенств, полученных 
выше, имеем Co = —1/2 и сз = 1/3, anpun>2 

_ @- 0-2 - (4-2) (-1)" 
ante = (n+1)(n+2) 7 

_ п-0®-2) _ (4n—2)(-1)"} 
п+1)(®+2)”" n(n+1)\(n+2)~ 

Из полученной рекуррентной формулы найдем несколько 

первых коэффициентов помимо уже известных: с4 = —1/4, с5 = 

= 1/5, Итак, 

on =0 1 1 1 1 1 
= Сс = ) Сэ = —-, c= =, 67, ened СЕ = _, 0 » Cl 2 9 3= 3 4 qr O75 

Судя по вычисленным значениям, можно предположить, что 

общая формула для определения коэффициентов с„ имеет вид 

_31\n+1 

cn = | ) ‚ ПЕМ. (2.42) 

Докажем методом математической индукции, что данная 

формула действительно верна. Для номеров п = 1, 2, 3, 4и5 

Формула (2.42) справедлива. Пусть она верна при некотором
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ACs, 

n=m. Докажем ее истинность для номера п = т-+2. Для 

этого в рекуррентную формулу для Cm42 подставим значение 

ст = (—1)™t! /т: 

(т—)(т—2) (-1)™" (ат 2)" 
om? (т+1)(т+2) т ‘т(т+0(т+2) 

_ (—1)™t! ((m—1)(m—2) + 4m — 2) 7 

7 m(m + 1)(m 4+ 2) 7 

Сейнт) _ (yet _ (oy 
~~ m(m+1)\(m+2) m+2 m42— 

Значит, формула (2.42) справедлива и для п = m-+2. Так как 
формула (2.42) верна, для п = 1, она истинна для всех нечетных 

пЕ М. А поскольку формула (2.42) верна также и для п = 2, 
то из доказанного следует, что она истинна для всех четных 
пе №. Таким образом, формула (2.42) справедлива для всех 
натуральных п. 

Итак, решение поставленной задачи Коши можно предста- 
вить в окрестности нуля следующим степенным рядом: 

со —j1)rtl yen, 
п 

п 

n=1 

Заметим, что этот ряд представляет собой ряд Маклорена 
функции (1 + г) (см. 2.7), причем областью сходимости этого 

ряда, является полуинтервал (—1, 1]. 
Подставляя в исходное дифференциальное уравнение функ- 

цию y = ш(1 + г), окончательно убеждаемся, что она действи- 
тельно является решением данной задачи Коши, причем на всем 
интервале x Е (—1, +00). 

Замечание 2.6. Пример 2.39 показывает, что решение 

дифференциального уравнения, найденное с помощью рядов, 

является, вообще говоря, решением этого уравнения только
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в некоторой окрестности точки то, но не является решением 

этого уравнения в максимально возможной области изменения 

переменого т. 

Пример 2.40. Наидем решение дифференциального урав- 

нения 
3 

ту" — av +ту=0 (2.43) 

в промежутке [0, too) с начальными условиями y(0) =0 и 
y'(0) =0 в виде обобщенного степенного ряда. 

Коэффициенты ро(5) = т, pi (т) = —3/2 и po(z) = т уравнения 
(2.43) являются аналитическими функциями на множестве R, a 

точка Ip = 0 является нулем функции ро(т) порядка s =1. Зна- 
чит, уравнение (2.43) в окрестности точки Lp = 0 удовлетворяет 

условиям теоремы 2.24 и имеет по крайней мере одно нетриви- 

альное решение уравнения (2.43), которое можно представить 

в виде обобщенного степенного ряда 

© ©) © ©) 

y(z) = У ‘апт +" =” Sanz”, ад #0, yER. 
n=0 n=0 

Заметим, что, поскольку в данной задаче требуется най- 

ти решение, проходящее через точку т = 0, необходимо, чтобы 

720. При этом, если y — целое или рациональное число с 
{< 

нечетным знаменателем, то функция у(т) = 17 >>) апт" опреде- 
n=0 

со 

лена во всеи области сходимости степенного ряда > апт", В 

n=0 

IIDOTHBHOM случае — ТОЛЬКО В неотрицательных точках этой 

области (x > 0). 
{< 

Поскольку степенной ряд >. апт" можно почленно диффе- 
n=0 

ренцировать в интервале сходимости, то, применяя правило 

дифференцирования произведения, во всей области определе- 

ния решения у(т), за исключением точки r= 0 при 7 < 1 и,
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возможно, граничных точек, имеем 

/ 
oo / © ©) © ©) 

y' = (= >. anz”) = yr! 3 апт” + т” ( 3 an”) = 
n=0 n=0 n=0 

©. 9) со 

= 05771 + > авт" 71 +7 So annz™! = 

n=1 n=1 

со со 

= ann? + So(ytn)anz™* = У (упав 71. 
n=1 n=—0 

co 

Отметим, что если ряд у(т) = >> апт"\"7 продифференциро- 
n=0 

вать почленно, то получится ряд, который был найден выше 

для у'(т). Поэтому обобщенные степенные ряды, как и обыч- 
ные степенные ряды, в области сходимости (за исключением, 
возможно, точки г = 0 и граничных точек) можно почленно 
дифференцировать. 

Таким образом, почленно дифференцируя обобщенный сте- 

пенной ряд для функции у'’(т), во всей области определения 
решения y(xz), за исключением точки x =0 при 7 <2 и, воз- 
можно, граничных точек, имеем 

oo 

y= `(7+п)(7+п- Пал"? 
n=0 

Подставив полученные ряды для у(т), y/(r) и у"(т) в диф- 
ференциальное уравнение (2.43), получим равенство, которое 
выполняется в некоторой окрестности нуля (возможно, проко- 
лотой окрестности или правой полуокрестности): 

co 

doy tn) (74+ 2= Пава" 
n=0 

со {© 

->. (7 + п) ата" 1+ ава" 1 =0. (2.44) 
п=0 п=0
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Заметим, что 

Coo оо 
3 

Soy +n)(ytn — 1)апт” +71 _ > 5 (y+ n)ane™* 7 — 

п=0 
п—0 

5 5 
=> ytn)(y+n—5 ane"! = y(y— 5 aoa! + 

2 2 
n=0 

3 © 5 
1 ( — — 7 ( -5) п+7-1 — 

++ (7 ; Jaz + Ltn) Y+n— 5 )anz 

ae ( -5) 1+ ( +1 ( -5) 7 + 
k=n-2 = IVY 5] 407 Y 7-5] 

— 1 
+ + К + 2) (7+ К — ака +. 

Поэтому, возвращаясь к равенству (2.44), имеем 

5 7—1 3 
(7-3) 02 +(9+1) (7-5) + 

1 k+2)(y+k-=) ++ _ 0. +> (6 +K+ + 5 oxya-+ ax) 2 

Приравняем нулю коэффициенты при всех степенях т: 

5 
27": 7(>- > ) ao = 0; 

т": (7+1) ( — > = 0; (2.45) 

1 
+41. (vy +k+2) (y+k — =) бы +a, =0, 

k=0,1,2,... 

Учитывая, что ао 2 0, из первого уравнения получаем либо 

7=5/2, либо у = 0. Если у = 0, то из начального условия y(0) =0 

следует, что ау = 0, а этого быть не может.
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Итак, пусть y= 5/2 и ag #0. Заметим, что при y= 5/2 
© $) 

функция y(z) = 15/2 `` a,x" удовлетворяет начальным услови- 
n=0 

ям y(0) =0 uw y'(0) =0 при любых значениях коэффициентов ап. 
Поэтому эти начальные условия никак не влияют Ha определе- 

ние коэффициентов A,,. 

Далее, из второго уравнения системы (2.45) делаем вывод, 
что a, =0. Используя третье уравнение, получаем рекуррент- 

ную формулу 

_ ar 
Ok+2 =~ (E42)(k 49/2)’ k =0,1,2,... 

Tax как а1 = 0, то аз = 0 и а5 =0 и т.д., т.е. ак =0 для всех 

нечетных номеров k = 2. +1, п = 0, 1, 2.... 

Если же К — четное число, т.е. К = 2п, п = 0, 1, 2,..., то 

а — — Q2n _ Q2n 

"+ (2n+2)(2n+9/2) —(п+1(4п+9)' 
(2.46) 

Вычислим значения первых нескольких коэффициентов а2п: 

0. п ee 
279’ 179.13 9.9.13?’ 9 

a4 _ ao _ a6 _ ao 

3-17. 3!-9-13-17) > 4.21 4.9.13.17.21. 
ag = 

По найденным значениям строим формулу 

_ (—1)"ap 
an = 11. 9.13.17..... (1+5) 

пЕ М, (2.47) 

истинность которой докажем методом математической индук- 

ции. Для начальных значений п от 1 до 4 эта формула спра- 

ведлива (показано выше). Предположим, что она справедлива 

при п = т, и докажем, что она верна и при п = т -1. Для
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этого достаточно в рекуррентную формулу (2.46) подставить 

выражение для аэт из (2.47): 

Ga(m+1) = Cam+2 =~ + 1)(4т+9) > 

_ 1 (—1)™ao — 
(т +1) (4т +9) пи.9.13.17..... (4ъ +5) — 

(—1)™t* ap 
(m+1)!-9-13-17 = -(4m+4+5)-(4(m+1) +5). 

Таким образом, искомое решение имеет вид 

_ 15/2 = (—1)"ao an \ — y(z) =2 (нови aa") 

_ 75/2 = (-1)" an 
Cz (+в oe” ). (2.48) 

где С = ap 4 0 — произвольная константа. 

Чтобы найти область сходимости степенного ряда, восполь- 

зуемся, учитывая рекуррентную формулу (2.46), предельным 

признаком Даламбера. Получим, что 

2(n+1)+2 
. Q2(n41)% т. 1 
lim = 2° | =0<1 
n—0o Aon w2"t2 n оо (n + 1)(4n + 9) 

при всех Е (—с0, +00). Tak как множитель 15/2 определен 

при т >20, то полученный обобщенный степенной ряд (2.48) 
определен и является решением рассматриваемой задачи Коши 

при всех г > 0 и произвольной константе C = ay = 0. 
Итак, дифференциальное уравнение (2.43) имеет бесконеч- 

ное множество решений, удовлетворяющих начальным услови- 
ям y(0) =0 u y'(0) =0, которое описывается формулой (2.48). 
Все эти решения определены при x > 0 и отличаются лишь MHO- 
жителем C = а #0, который может принимать произвольное
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значение. Отметим, что при C = 0 формула (2.48) дает нулевую 
функцию y(rz) = 0, которая также является решением поста- 
вленной задачи Коши. 

Обратим внимание на то, что начальное условие у’(0) =0 
нашей задачи Коши никак не влияет на полученные решения. 

Дело в том, что в соответствии с видом дифференциального 
уравнения (2.43) всякое его решение, имеющее в точке r= 0 
значение y(0) = 0, всегда имеет значение производной у/'(0) = 0. 
В частности, дифференциальное уравнение (2.43) с начальными 

условиями y(0) = 0 u y'(0) = 1 не имеет решения. 

Дополнение 2.1. Остаточныи член 

формулы Теилора в интегральной форме 

Теорема 2.25. Пусть функция }(т) имеет в некоторой 
окрестности точки 10 непрерывную производную (п + 1)-го 
порядка. Тогда для любого г из указанной окрестности точки 
то имеет место формула Тейлора 

(n) (4 F(z) = (ао) + (ое — 20) +... + О (р a9)? + Ral) 
с остаточным членом R,(x) в интегральной форме: 

_i ] f+) (t) (a — 2)" at. 
то 

Rn(z) 
п 

< Пусть точка x принадлежит указанной в условии теоремы 

окрестности. Поскольку все производные до (п + 1)-го поряд- 

ка включительно непрерывны на отрезке [т0, т], то, согласно 
формуле Ньютона — Леибница, имеем 

f(x) — Нео) = / f'(t)dt = — / f'(t)d(x—2).
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——= 

Используя правило интегрирования по частям, получаем 

(2) - f (to) =- / (94-9 = 

т 

+ [(«-57'9 @ = 

то 

т 

= —f'(t)(z—-t) 
то 

т 

= f'(z0)(z— 0) + [2-97 

то 

Снова применяя правило интегрирования по частям, нахо- 

MM 

f(z) — (во) = (вое — 20) ~ 5 ] f"(t)d(x —t)? = 

т 

= (ода 20) о -0? "+5 [eH pat = 

и т.д. Применяя интегрирование по частям в п-й раз, оконча- 

тельно получаем 

F(x) — Цао) = (вода - 20) + ешо. 

n! 

(n) 
... + Л" (во) (x — то)" + = [role —t)" dt. 

А это и есть утверждение теоремы. №
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Вопросы и задачи 

2.1. Наидите области сходимости заданных функциональ- 

ных рядов. Исследуйте ряды на абсолютную сходимость: 

т—1 бб п-+1/ 4 \п м ат 

4" (т). (a) La у Е 2; рз т! >. п? \ш+1 ") Lng 

Z-2\n 2" cos” x n on. 2 

0 (22) > ит: ж) > _(пз)"; 3) > 3": 
n=1 n=1 n=1 n=1 

2.2. Найдите область абсолютной сходимости функциональ- 

ного ряда 

Ya ;\2n — n(z +i) 

Сходится ли данный ряд в точках z=0 un z=1-71? 

2.3. Докажите равномерную сходимость следующих функ- 

циональных рядов в заданных промежутках: 

©. 9) OO 
(х+1)7 arctg(1+nz) тп 

а) у. n ’ [-2, 0}; д) >в, [-1, 1}; 

n=1 n=1 

OO ©. 9) 
(—-1)7х п 

6 ’ —1, 1 ) е , 0, +00 ; 

со со 3 n(1+nz) arctg пт 
в) So ner 0, +00); x) > on ’ (—0о, +00); 

n=1 n=1 

со со . 
sinnz” + cosnz esinnt 

0, + со ; 3 3 0, +00 ) 

2. Мпа + 23 | i пуп-+т |
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— 

“1 т = т 
и) >, aa arctg 7 (—oo, +00); M) У (1+ oa) (0, 2]; 

n=l n=1 

еп? cosn(z + 1) ^^ (—1)” шп 
к) >. n° ’ [0, +00); H) У) en ’ (1, +00); 

n= n=1 

—  In(1 +n?) “gt 1 1 
’ 0, , ‘| oD 9 ++ (0, +00) а | 2 | 

2.4. Докажите, что если члены равномерно сходящегося на 
со 

множестве Х функционального ряда >> f,(z) умножить на од- 
n=1 

ну и ту же ограниченную Ha X функцию (т), то равномерная 

сходимость ряда не нарушится. 

2.5. Наидите круг сходимости следующих степенных рядов: 

оо nltivn п “ni(1+i)" 3, 
а) XV tin, - 6) >. mea in 

2.6. Найдите круг сходимости степенного ряда при произ- 

вольном значении параметра а. Выясните, сходится ли ряд в 

точках 21, 22, 23, 24 при указанных значениях а1 и а2 параме- 

тра a. Если ряд сходится, то уточните, как — абсолютно или 

условно. Нарисуйте круг сходимости. Выполните эти задания 

для следующих рядов: 

= (—1)" sin(1//n)(z — 382" a) So CDs // A — 83 
gr—1,/n% + cosn 

‚ a=5, а2=1 24=2+4+1, 

n=1 

22 =1, ze=34+%, 24=- Va’ (3-=)i 

oo . 

27 (= +3)" a 
6 =? = =—3+-, z = —2, 2 тая +1)? и =2, ag=8, 21 5, 22 

g=-24!) ще 272 4~ УС
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2.7. Найдите области сходимости следующих действитель- 

ных степенных рядов: 
со со 3 oo 

3° a” (x +2)” n° о 
а, ; 6 ‚В ——_— Tf n+l. 
aa erry: >. 37° | ices 
oo 

nig” 
г) т где (2n—1)!!=1-3-5-...-(2n—1). 

n= 

2.8. Укажите области сходимости следующих функциональ- 

ных рядов и найдите их суммы: 

on =. (x3 — 1)"+1 = n m—i1, 6 . | 

а) Xn ‚ 6) >. nat В пан 

2.9. Разложите по степеням т следующие функции и ука- 
жите интервалы, в которых эти разложения справедливы (если 
функция не определена при 5 = 0, то доопределите ее по непре- 
рывности): 

[1+ 22 1 37 —1 3 2). , , а) c°In(1+2*); 6) In 1—2; в) оо’ г) 2 

д) zcosz’; е) arctgz; ж) x” arctgz; з) т’агсзшх; и) cos(x°—3); 
т 

т sin 2$ 
к ‚ л)№(т+\/22+1); м) arccosz’; н / d; ен мы зы) › [= 

0 

т 

о) [Pentas п) 

0 

сот —зшт 

r2 

2.10. Разложите в ряд по степеням т — то следующие функ- 

ции и укажите интервал сходимости полученного разложения: 

1 
1 — ]: 6 ] ) — 1; ; = 2; a) ш(5т + 3), ro ; 6) Шт, 10 B) (= +3)(2z —5) то 

г) V2z,29=2; д) sin—, ro=~; e) arcsin(—2x* — 4x — 2), то = —1. 
3 2’
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2.11. Найдите первые четыре члена разложения в ряд Тей- 

лора в окрестности точки Xo для следующих функций: 

п 1 
а) 15$, 10 = 1; 6) tgz, То = 4’ в) (1+ 12)’ То = 1; 

\х+1 — _Ё. агсят 2 
г) е ‚ ZO 2} д) e ое, То =1. 

0 

2.12. Используя значения радиусов сходимости рядов Теи- 

лора основных элементарных функций, укажите интервалы схо- 

димости разложений в ряд Тейлора в окрестности точки 10 

следующих функций: 

1 
а) In(5+ 322), то =0; 6) awe то = —2; в) eb +2. Zo = 0; 

l+z 
| =-—1. 
ори 7 

2.13. Применяя различные приемы, найдите суммы следую- 

щих функциональных рядов: 

со 1 со a g2ntl 

a) >. g2n+1(2n + 1D? 6) XD (2n +1)!(2n + 1) | 

|. ®) 
1.3..... (21-1) 22°" 

в) +) 2.4. 90 т! 

СТЬЮ &: 

а) —=, Е= 108; 6) с0310°, Е= 10-4; в) sinl, Е= 10°; 

1 и 
Е = 10-3; д) arcsin =, Е = 10-3; е) 250, == 10 3; 

1 
x) 13, Е = 10“; 3) arctg == 10-3.



236 2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

2.15. Вычислите интегралы с точностью до 10-3: 

2 1 1/3 р 2 . 
sin Zz ‚о т е 

а) [Pas 6) [sina ат; в) ] Wrage г) [Sa 

0 0 0 1 
0,1 р 1/2 1/2 

—1 _ 
д) [* = dz; е) [ Уча ж) [- de. 

0 0 0 

2.16. Для заданных функций найдите значения производ- 

ных порядка п в точке x =0, пользуясь разложениями этих 

функции в ряд Маклорена, которые получены с помощью раз- 

ложений основных элементарных функций: 

т2 

a) т? 1+1, п=5; 6) т arctg т, п = 12, 13; в) Е’ п = 10; 

4 т an. 32 —5 _ 
г) т в (1-3), n=17; д) 2—3" 6 48. 

со 

2.17. Докажите, что функция f(z) = \`е "созп?х является 

бесконечно дифференцируемои на числовой прямой К. Наидите 

разложение этой функции в ряд Маклорена и покажите, что 

радиус сходимости полученного ряда равен нулю. 

2.18. Применяя метод последовательных дифференцирова- 

ний, найдите указанное число ненулевых членов разложения в 

степенной ряд решении следующих дифференциальных уравне- 

ний при указанных начальных условиях: 

а) y"=27+y’, y(0)=0, y/(0)=1 (четыре члена); 
6) у" = (у')? +ту, y(0)=4, у (0) =-2 (пять членов); 

2 ‚_ 1-2 
в) у +1, y(0)=1 (пять членов); 

г) у’ = езту’, y(x)=1, У(п) =т/2 (пять членов); 

д) у) =ту+у'т?, y(0) =y'(0) =y"(0) =" (0) =1 (семь членов).
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2.19. Наидите в виде степенного ряда решение уравнения 

у" — ту = 0, удовлетворяющее начальным условиям: 

а) y(0)=1, у'(0) =0; 6) у(0) =0, y/(0) =1. 

2.20. С помощью степенных рядов проинтегрируйте следу- 

ющие дифференциальные уравнения при заданных начальных 
условиях: 

а) у’+ту +у=1, y(0)=0, у(0)=0; 
6) (1-2°)у"-ху=0, y(0)=0, у(0)=1; 
в) (1—2*°)у" —5ту'—4у=0, y(0)=1, у(0)=0. 
2.21. Решите задачи Коши: 

у" +45’ + у = 4тсозх — 92 — 52-2, 

а) 4 (0) = 0, 
у (0) =0; 
(a? — 3)y" — 2ту' + 2y = (5-2) созх + 2хзшх, 

6) 4 y(0) =1, 
у (0) =0. 

2.22. Найдите частные решения следующих дифференци- 

альных уравнении в окрестностях их особых точек: 

a) ay" + ту +2‘у=0, y(0)=1, у(0)=0; 
6) ту" +у'+ту=0, y(0)=1, у(0) =0; 
в) ту" +2, +ху=0, y(0)=1, у(0)=0.
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Примерно с середины XVIII в. Д. Бернулли, Ж. Даламбер, 

2K. Лагранж и Л. Эйлер, изучавшие некоторые проблемы ма- 
тематической физики, оказались вовлеченными в дискуссию по 

поводу возможности представления „произвольной“ 2л-перио- 

дической функции в виде суммы тригонометрического ряда 
OO 

а0/2 + >> (axcoskz + bysinkr). В начале XIX в. работы фран- 
k=1 

цузского математика Ж.Б. Фурье открыли новую эпоху в 

развитии теории тригонометрических рядов. Фурье мог пред- 

ставить в виде суммы тригонометрического ряда (в настоящее 

время называемого рядом Фурье) любую функцию, которую 

ему в то время могли предложить. В его книге „Аналитиче- 

ская теория тепла“, вышедшеи в 1822 г., содержится много 

частных примеров таких представлений и их применения. По- 

пытки Фурье доказать, что любую функцию можно разложить 

в тригонометрический ряд, привели к углубленному исследо- 

ванию понятия функции и проблемы представимости функций 

тригонометрическими рядами такими учеными, как Дирихле, 

Лобачевский, Риман и др. Дальнейшее изучение рядов Фурье 

способствовало развитию теории интегрирования, послужило 

одной из предпосылок для создания ряда современных матема- 

тических дисциплин, таких, как дифференциальные уравнения 

с частными производными, теория функций действительного 

переменного, функциональный анализ. 

3.1. Ортонормированные системы и ряды Фурье 

В этой главе много внимания уделено бесконечномерным 

евклидовым пространствам. Напомним, что евклидовым про- 

странством называют линейное пространство Ё, в котором
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задано скалярное умножение, т.е. отображение f: L x LDR, 

ставящее в соответствие упорядоченной паре элементов ли- 

нейного пространства Ё число и удовлетворяющее аксиомам 

скалярного умножения: 

2) (т +у, 2) = (т, 2) + (у, 2), ту, 2Е Г; 
3) (Az, у) =A(z, у), т ye Г, AER; 
4) (т, z) 20, причем (z, +) = 0 лишь в случае, когда г = 0. 

Линейное (евклидово) пространство бесконечномерное, если 

в нем можно выбрать любое количество линейно независимых 
элементов. 

Линейное пространство образует множество всех кусочно 
непрерывных на отрезке [а, 6] функций, т.е. функций, непре- 

рывных всюду на отрезке (a, 6] за исключением конечного числа 
точек, в которых эти функции имеют разрывы первого рода. 
При этом под сложением элементов линейного пространства и 
умножением элемента на число понимаются обычные операции 

сложения функций и умножения функции на число. Нулевым 

элементом в этом линейном пространстве является функция, 

тождественно равная нулю на отрезке [а, 6], т.е. равенство f =0 
в этом линейном пространстве означает, что f(x) = 0 на [а, 6]. 

Отметим, что произведение любых двух функций f и д из 
рассматриваемого линейного пространства является кусочно 
непрерывной и, следовательно, интегрируемой Ha отрезке [а, 6] 

функцией. Значит, в этом линейном пространстве определено 
отображение, которое любым двум функциям f и д ставит в 
соответствие действительное число (f, 9): 

b 

(f, 9) = / f(a) 9 (а) de. (3.1) 

Легко проверить, что данное отображение удовлетворяет пер- 

вым трем аксиомам скалярного умножения. Однако последняя
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аксиома (четвертая) не выполняется. Действительно, 

b 

(f, f) = / f(x) dx =0 

для любой функции f(r), равной нулю на [а,6] всюду, кроме 
некоторого конечного числа точек. Такая функция кусочно не- 
прерывна на [а, 6], но не является нулевым элементом линейного 
пространства, так как она не равна тождественно нулю на всем 
отрезке (a, 6]. Чтобы обеспечить выполнение четвертой аксио- 

мы скалярного умножения для введенного отображения (}, 9), 
условимся рассматривать только те кусочно непрерывные Ha 
отрезке [a, 6] функции f(z), значения которых в каждой вну- 
тренней точке их разрыва, т; равны полусумме правого и левого 
пределов в этой точке: 

f (zi+0) + f(z;—0) f (i) = ee (3.2) 
а значения на концах отрезка [а, b] одинаковы и равны полу- 
сумме односторонних пределов функции в этих точках: 

f(a+0) + 1 (6-0) а = = РО (3.3) 
Докажем, что для суженного линейного пространства ку- 

сочно непрерывных функций введенное отображение (}, 9) удо- 
влетворяет четвертой аксиоме скалярного умножения. 

b 

Пусть (f, f) = f f?(z) dz =0 и точка Zp Е (a, b) — произволь- 
a 

ная точка непрерывности функции f, в которой f (ro) #0. To- 

гда /2(т) > 0 на [а, 6], {2(х) непрерывна в точке хо и /2(т0) > 0. 
Согласно свойствам определенного интеграла [VI], заключаем, 
что 

b 

[Pe dz > 0, 

a
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что противоречит предположениям. Следовательно, в любой 

точке т непрерывности функции f выполняется равенство 

j(z) =0. 
Пусть теперь Zo Е (а, b) — точка разрыва функции f(x). По- 

скольку точек разрыва у функции конечное число, то для любой 
точки разрыва хо найдется такая ее проколотая окрестность, в 
которой функция f(z) будет непрерывна и, значит, равна нулю. 
Поэтому 

f(eo—0) = lim f(z) =0, f(eo+0) = lim, f(z) =0, 

поскольку f(z) = 0 в точках непрерывности. Отсюда, согласно 
условию (3.2), имеем равенство { (то) =0. Аналогично для точек 
а и 6 наидутся интервалы (а, a9) и (bo, b), в которых функция 
f непрерывна. Следовательно, }(а+0) =0 и f(b—0) =0. В силу 
условия (3.3) получаем f(a) = f(b) =0. Таким образом, f(x) =0, 
те a, 5]. 

Итак, линеиное пространство всех кусочно непрерывных на, 
отрезке [а, 6] функций, удовлетворяющих условиям (3.2), (3.3), 
является евклидовым пространством со скалярным произве- 
дением (3.1). Это евклидово пространство будем обозначать 

через Еу|[а,6]. 
В каждом евклидовом пространстве Ё можно ввести евкли- 

д0ву норму по формуле 

ИЛ = У(Ь Л), fee. 

В случае евклидова пространства Ео[а,б] норма элемента f 
определяется следующим образом: 

b 

fll = У [У (=) |" de. (3.4) 

Два элемента { и д евклидова пространства называют 

ортогональными, если (}, g) =0. 
Пусть в евклидовом пространстве Ё задана, некоторая бес- 

конечная последовательность элементов 1, Wo, ..., Wn, --- Эту 
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последовательность называют ортонормированной систе- 
mot, если для любых натуральных фи 7, $527, 

_ ]0, 173; 
(Wi, W;) — - 

1, i= ] ’ 

т.е. элементы этой последовательности попарно ортогональны 
и все имеют единичную норму. 

Пример 3.1. Ортонормированной системой в евклидовом 

пространстве Ро[-л,л| является тригонометрическая сис- 

тема: 

1 cosx sing cosnz sinnz 
Von’ Sn’ Vm’ Jn ’ Jn ’ 

Легко проверить, что все функции тригонометрической систе- 

мы попарно ортогональны и норма каждой из этих функций 

равна единице. 

Действительно, первая функция тригонометрической систе- 

мы ортогональна каждой из последующих, поскольку для лю- 

бого п Е № имеем 

т 

(3.5) 

| cosnz 1 
ат = ——— 

J2n Vn и Ут 
—_л 

sinnz| =0; 

1 sinnz d 1 0 
r= ———cosnz| =0. 

J2nr ут дтп 
-л 

COS NZ COS MZ 
Попарно ортогональны и функции т, ут Vr’ 

поскольку 

us л 

1 
Е dc = — ] (cos(n-+m)s + cos(n—m): ах = 

Л У Ут an 
-л 

_ зи (п + т)х ” sin(n — т); 

2n(n+m) _ 2n(n — т) = 0. 



3.1. Ортонормированные системы и ряды Фурье 243 
————— 

sinnz sinmz 
Vn” Vn’ Далее, попарно ортогональны функции вида, 

п = т, так как 

у 

sinnz sinmz 1 
Tm Vt dz = On / (cos(n —m)z — cos(n + m)z) dx = 0. 

—л 

созлт sinmz 
п JT ) Jr ) ) 

Ортогональны также и функции вида 

поскольку 

т Е №, 

vis 

cosnz зштхт 

Ll VeVi 
(это интеграл от нечетной функции по симметричному OTHOCH- 
тельно нуля интервалу). 

Вычислим нормы функций тригонометрической системы 
п 2 

(3.5). Для первой функции имеем | (+) ат =1. Для 
п 

ат =0 

У2т 
остальных функций получаем 

vi vis 

cosnz \ 2 | 1 sin2nz \ |” 
[( Ti ) т sz | (i+00s nz) dz = z+ от _— 

—п —п 

Г узи 2 lf 1 in2nz\ |" 
(=) dz = >= [| сов) dz = —(s- =) =1, 

ут Qa Qa 2n _ 

rae n € № — произвольное число. # 

Рассмотрим произвольное бесконечномерное евклидово про- 
странство Е, в котором задана произвольная ортонормирован- 
ная система {4ь} > 1, и произвольный элемент f. 

Определение 3.1. Назовем рядом Фурье элемента f € E 
по ортонормированной системе {4}? | ряд (формально запи- 

санную бесконечную сумму) вида 

wins (3.6) 
k=1
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где }+ — коэффициенты Фурье, определяемые равенством 

Тк = (У, Wk), KEN. (3.7) 

OO 

Чтобы подчеркнуть, что ряд >’ fy, является не просто 
k=1 

произвольным рядом по ортонормированной системе 

{petri а именно рядом Фурье элемента, }, будем использовать 

запись 
OO 

У fede. 
k=1 

Для ряда Фурье (3.6) элемента f определим п-ю частичную 
сумму 

$ =У Seve: (3.8) 
k=1 

Говорят, что ряд (3.6) crodumca по норме к некоторому 
элементу g € Ё, если ||S, —9|| 0 при п - оо. 

Рассмотрим всевозможные линейные комбинации 

У cede (3.9) 
k=1 

для ортонормированной системы 1, 42, Wn с произволь- 

ными коэффициентами сх Е В, k=1,n. Выясним, при каких 
коэффициентах с» эта линейная комбинация наиболее близка к 

данной функции, т.е. норма разности имеет наименьшее зна- 

чение. 

Теорема 3.1. Пусть {фк },_| — ортонормированная систе- 
Ma евклидова пространства Ё и f ЕЁ. Тогда, 

min [вии [= Sn -Л= [Сл - J 
k=1 k=1 

СЕК
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где Sn = >> fx, — п-я частичная сумма ряда Фурье элемента 
k=1 

f по ортонормированной системе {ук} +_|. 

< Учитывая ортонормированность системы, равенство (3.7) и 

свойства, скалярного умножения, имеем 

Уоь- | = (Хам -л Хе) =D de we) - 

— 2S ‘вк (f, de) + (5, f) = а 2, Df) _ 
k=1 

лир де - лу они 

Отсюда следует, что минимальным значением | x crv, — f |" 
является значение 

иР- = [Сл -Л| =15.- ЛР. 
k=1 k=1 

которое достигается при ск = +, K=1,n. № 

Итак, из всех линейных комбинаций вида (3.9) п-я частич- 
ная сумма ряда Фурье осуществляет наилучшее приближение 

элемента } в смысле нормы, порождаемой скалярным умноже- 

нием евклидова пространства Ё. 

Следствие 3.1. Для любого элемента f € FE и любой 
ортонормированной в Ё системы {фк } ©? | верно неравенство 

иР-У Л < reve Л (3.10) 
k=1 k=1 

при всех пЕ Ми cj, с2,..., ПЕ ER.



246 3. РЯДЫ ФУРЬЕ 

Следствие 3.2. Для любого элемента f € FE и любой 

ортонормированной в Ё системы {к } ©? | при всех п Е М верно 
равенство 

[So feve— sf =I? Sou (3.11) 
k=1 k=1 

где f,, КЕ М, — коэффициенты Фурье элемента, f по ортонор- 

мированной системе {4} 52|. 

Теорема 3.2. Для любого элемента f Е Ё и любой орто- 
©, 9) 

нормированной в Е системы {фк}, ряд >. ]2, составленный 
k=1 

из квадратов коэффициентов Фурье элемента f, сходится. При 

этом справедливо следующее неравенство Бесселя: 

У fe < IFIP (3.12) 
k=1 

n 

< Из равенства (3.11) следует, что ||{ |? — >> f7 >0 для всех 
k=1 

пЕМ. (Следовательно, все частичные суммы знакоположи- 
{© @) 

тельного ряда У` f? ограничены одним и тем же числом ||} |? и 
k=1 

п 

ряд x [2 ctodumca (см. 1.4). Переходя в неравенстве Py f7< 

< 2 к пределу при n—> со, получаем неравенство Бесселя. > 

В евклидовом пространстве Ео|[-л,л| построим ряд Фурье 
по тригонометрической системе (3.5) для некоторой функции 

ТЕ Eo[—2,7]. Этот ряд, согласно (3.6), (3.7) и (3.1), имеет 
следующий вид: 

fla) ~ a 1 et (iS + + hae), (3.13) 

k=1
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где 

~ l р 
fo= ae | He) 

fe=—z | f(e)coskeds, КЕМ; 

"О 
=z | f(e)sinkede, КЕМ. 

Ряд (3.13) называют тригонометрическим рядом Фурье. 
Неравенство Бесселя для любой функции f Е Eo(—7,7] при- 

нимает следующий вид: 

Отметим, что наиболее употребительной является другая 

форма записи тригонометрического ряда Фурье: 

оо 

f(z) > oo 4 a,coskz +b, sinkz), (3.14) 
2 

k=1 

где коэффициенты Ao, a, и 6, определяются формулами: 

Ё - 2h - + [rey 

и 1 f основы КЕМ; (3.15) 

— т 

b= == / f(a)sinkede, КЕМ. 
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Неравенство Бесселя в этом случае принимает вид 

2 © т. 
ao 2 2 1 2 > + Dalat + bh) < „|1 (x) dz. (3.16) 

— —п 

Замечание 3.1. Из формулы (3.16) следует, что для любой 

функции f из евклидова пространства Ео[-л,п] коэффициен- 

ты a, и 6+ ее ряда, Фурье по тригонометрической системе (3.5) 

стремятся к нулю при k > со (необтодимый признак стодимо- 
сти ряда в неравенстве (3.16) слева). 

Для любого натурального К имеет место тождество 

ар соз кт + by sinkz = 

= \/ a2 + be ( ok cos ka + Ok sin = = 

v/a? + BR ag + bf 

= A, (cosy, coskx + siny, sinkr) = Аксоз(Кх — фк), 

где Ак = ,/a2+b2, a фь, O< YR < 27, — величина, однозначно 

определяемая из уравнений 

Qk by 
= COS фк, = SiN фх. 

,/ a2 + be \/ az + b2 

Следовательно, ряд (3.14) можно записать также в виде функ- 

ционального ряда 

оо 

ao 
f(z)~ > + dA cos(kz — yx), 

злены A; cos(kz — фк) которого называют гармоническими 
колебаниями (или гармониками). При этом Ак называют
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амплитудой колебания, К — циклической (круговой) 

частотой, ap, — начальной фазой колебания. Равенство 

оо 

_ @0 — f(z) = 7 +) Ancos(ke Yr), 

если оно имеет место, называют разложением функции f(r) 

в сумму гармонических колебаний (гармоник). 

Для произвольного бесконечномерного евклидова простран- 

ства Е введем понятия и сформулируем ряд теорем, с ними 

связанных. 

Определение 3.2. В бесконечномерном евклидовом про- 

странстве Е ортонормированную систему {фь}г°| назы- 

вают замкнутой, если для любого элемента f Е Е и для лю- 

бого числа = > 0 существуют такой номер п Е N и такие числа 

Ст, С2,..., Сп Е В, что 

[Се < 
k=1 

Другими словами, замкнутость ортонормированной систе- 

мы {ук} | вевклидовом пространстве Ё означает, что всякий 

элемент из Е можно сколь угодно точно (по норме евклидова, 

пространства Е) приблизить конечными линейными комбина- 

циями из элементов системы {фк}. 

Теорема 3.3. Если ортонормированная система {4к} 1 
замкнута в Ё, то для любого элемента, / Е Е верно равенство 

Парсеваля: 
оо 

2 2 Л = (3.17) 
k=1 

< Пусть ЕЁ и Е — произвольное положительное число. 

Поскольку {фк}, — замкнутая система, то найдутся пе № 
п 

И С1,С2,..., Сп Е К, такие, что | >> cee — fil’ <=. Отсюда, 
k=1
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п 

учитывая неравенство (3.10), заключаем, что ||/ |? — >> 12 <e, 

или ||/||? < >> ff7+e. Тогда, используя неравенство Бесселя 
k=1 

(3.12), получаем 

So fe SIF? <> fe +e. 
k=1 k=1 

Поскольку Е > 0 произвольно, то, переходя в последнем нера- 
oo 

венстве к пределу при Е > +0, получаем > f? = |||. > 
k=1 

Определение 3.3. В бесконечномерном евклидовом про- 

странстве Е ортонормированную систему {фь } ^^ | называ- 

ют полной, если единственным элементом в Ё, ортогональным 

всем элементам 1, этой системы, является нулевой элемент. 

Таким образом, свойство полноты ортонормированной си- 

стемы {фк}, означает, что верно утверждение 

(Vk EN (f, vx) =0) — f=0. 

Теорема 3.4. Любая замкнутая ортонормированная си- 

crema {ук}, бесконечномерного евклидова пространства Ё 
является полной. 

< Пусть {y,}?2, — замкнутая ортонормированная система, в 
евклидовом пространстве Ё и для элемента f Е Ё выполняются 

равенства, (f, дк) =0, КЕМ. Тогда, согласно (3.7), все коэф- 
фициенты Фурье элемента f равны нулю, т.е. f, =0, КЕ №. 

Поскольку система {4»}2 замкнута, то выполняется равен- 
co 

ство Парсеваля (3.17) и ||/|? = > {2 =0. Отсюда вытекает, 
k=1 

что f = 0 и, следовательно, система, {,}P0., является полной. > 

Теорема 3.5. Если ортонормированная система {фк}. в 

евклидовом пространстве ЕЁ полна (а тем более замкнута), TO
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любые элементы } идв Ё, имеющие одинаковые ряды Фурье 

по этой системе, совпадают: } = д. 

< Допустим, что элементы f и g имеют один и тот же ряд 

Фурье по полной ортонормированной системе {фк}: 

Le. @) Le. @) 

fr~ diced, и g~ Ус, 
k=1 k=1 

где ск =(f, Ye) = (9, Ye), KEN. Тогда 

(7-9, фк) = (Х, vr) — (9, к) = 0, КЕМ, 

т.е. элемент } — 9 ортогонален всем элементам к, КЕ №. Так 

как {фк}? , — полная ортонормированная система, To f —g =0 
uf=g.> 

Вернемся к евклидову пространству Lo|—7,7] и выясним, 
является ли тригонометрическая система (3.5) замкнутой. От- 

метим, что выражение вида, 

п 

T(x) = м + У (а созКт + Вьзшкт), |an|+|8,| > 0, 
k=1 

обычно называют тригонометрическим NOAUNOMOM, а па- 
раметр п в этом выражении — порядком тригонометри- 
ческого полинома. Говорят, что действительную функцию 
f(z), определенную на отрезке [а, 6], можно равномерно прибли- 
зить тригонометрическими полиномами на указанном отрезке, 
если для любого числа € > 0 найдется такой тригонометриче- 

ский полином Т(т), что 

\f(z) —Т(т)| <=, тЕ|[а,6. 

Легко видеть, что данное определение равномерного приближе- 

ния функции } тригонометрическими полиномами эквивалент- 

но существованию последовательности тригонометрических
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полиномов {T;,(r)}P°_,, равномерно стодящейсл на, [а, 6] к функ- 
ции f: 

Tin(z 2) —& f(z). 

Теперь сформулируем теорему, с помощью которой доказы- 

вается замкнутость тригонометрической системы. 

Теорема 3.6 (теорема Вейериитрасса). Если функция 
f(z) непрерывна Ha отрезке [-т, т] и удовлетворяет условию 
f(x) = f(—7), то эту функцию можно равномерно на отрезке 
[-т, x] приблизить тригонометрическими полиномами. 

Теорема 3.7. Тригонометрическая система (3.5) замкнута, 
т.е. для любой функции f € Е(|[-п,‚л| и для любого числа, = > 0 
существует такой тригонометрический полином T(z), что 

lf -TIl= [\s- Pde ce. 

< Теорема 3.7 в общем случае доказана в 7.6. Здесь приведем 

доказательство в случае непрерывной функции }. Поскольку 
ТЕ Ео[-п,п|, то }(—п) = f(x). Согласно теореме 3.6, для про- 
извольного числа Е > 0 найдется тригонометрический полином 

T(x), такой, что 

(=) -Т(т)| < —^, +Е [-т, 7] ar’ ) ° 

Используя свойства определенного интеграла [VI], получаем 

ут | Ди? Рае < 
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Из теорем 3.7 и 3.4 следует, что тригонометрическая си- 

crema полна в Eo|—7,7], и в силу теоремы 3.3 имеет место 

равенство Парсеваля: 

2 © ; 
ao 2 1 2 

k=1 ‘т 

где Qo, ак, 6, — коэффициенты тригонометрического ряда, 

Фурье функции f € Е‹[-п,л] (см. формулы (3.14) и (3.15)). 
Если две функции } и д из евклидова пространства Eo|—7, 7] 

имеют одинаковые тригонометрические ряды Фурье, то, со- 
гласно теореме 3.5, эти функции как элементы евклидова, про- 
странства Eo|—7,7] равны, т.е. для любого z Е [—7, 7] выполня- 
ется равенство f(z) = g(z). 

Заметим в заключение, что поскольку определенный инте- 
грал не зависит от значений функции в конечном числе точек, 
то равенство Парсеваля (3.18) верно не только для функций из 

евклидова пространства Еб[-л,л|, но и для произвольных ку- 
сочно непрерывных на отрезке [—7, 7] функций (не обязательно 
удовлетворяющих условиям (3.2) и (3.3)). 

3.2. Комплексная форма записи 

тригонометрического ряда Фурье 

Общим тригонометрическим рядом называют функ- 
циональный ряд вида, 

М
 

+ > (a, coskx + by sinkz), (3.19) 

> || 1 

гдете В, а {ак} ^ у, {6%}, — произвольные последовательно- 
сти комплексных (действительных) чисел. 

Если функциональный ряд (3.19) стодится к какой-либо 

функции 5(т) на всей числовой оси, то предельная функция
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5(т) является периодической с периодом 27 (возможно, с мень- 

шим периодом), поскольку такой период имеют все члены ря- 

да (3.19). 

Согласно формулам Эйлера, для любого КЕ N имеем 

ikx —tkz ikx _ „т 

a, coskx + by sinks = ак re 4+ bee = 
2 21 

1 . tka 1 — 1х ikz —ikz = 5 (ae — ib, je” + 5 (ae +ib,)e °"* = che” +c_pe *”," 

где 

1 1 
сь = 5 (ae —iby), CL= 5 (ae +ib,), КЕМ, (3.20) 

a7 — мнимая единица. Наоборот, если cy и с_к — произвольные 

комплексные числа, то для любого КЕ № 

сре? 4 c_pe "7 — 

= ск (созкх + тзшЁт) + c_,(cos(—kz) +7 sin(—kz)) = 

= (ск + ск) coskx + 1 (ск — ск) sink = аксоз кт + bysinkz, 

где 

ар =ск-+ ск, Ob, =1 (сх — СК). (3.21) 

Докажем эквивалентность формул (3.20) и {3.21): 

ак- бк _ 

ак = CetC_r, ак = Ск Ск, 2» 

в, =1 (cy—Cc_k); ab, = —Cy+c_ x3 акб с 
= 

Если в дополнение к формулам (3.20) обозначить су = ag/2, то 

наряду с формой (3.19) любой тригонометрический ряд
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может быть записан в комплексной форме: 

OO 

+ У (а с08 kz + b, зткх) = 
2 

k=1 

oo . . . 

= со + У (cue + све) = со + (лее + c_1e~**) +... 

k=1 

... + (ке + се =) + ..., (3.22) 

где коэффициенты a, и В, общего тригонометрического ряда 

связаны с коэффициентами Cy и C_p тригонометрического ряда, 

в комплексной форме с помощью формул (3.20) и (3.21). По- 
скольку 

со 

со + > (кей + се) = 

k=1 

n k=n 

= lim («+ ) (che'* ее”) J = lim ) сре, 
п—>оо k i п, 

= =—п 

тригонометрический ряд в комплексной форме (3.22) можно за- 

писать в виде следующего функционального ряда, бесконечного 

в обе стороны: 

со k=00 

со + у. (cyei** + се) = у. сре", (3.23) 
k=1 k=—00 

причем сумму ряда справа понимают только в смысле суммы 

функционального ряда, слева. 

Ряд Фурье произвольной функции f(z) Е Eo[—7,7], явля- 
ющийся тригонометрическим рядом, можно представить и в 

комплексной форме. Коэффициенты этого ряда в комплексной 

форме записи (3.23) можно вычислить непосредственно, минуя 

нахождение a, и 6, по формулам (3.15). Используя соотношения
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(3.20) и (3.15), для любого натурального Ё находим 

т 

1 1 .. 
Ch = 5 (4k — 16%) = РИ sinkx) dz = 

ле f (x) (соз(—Ёт) +isin(—kz)) Е [ля f(x)e—*** da; 

ск = 
1 
2 = (ак + 16%) = и f(z)(coskz +i sinkz) ат 

_1 ИИ В - (кг) = Lf sta dx = Lf He) ат. 

т 

Кроме того, со = ao/2 = (1/(27)) | /(х) ат. Следовательно, для 
—т 

любого целого числа k справедлива формула, 

= = ] {(=)е "ат, КЕЙ. (3.24) 

Ряд (3.23) с коэффициентами (3.24) называют рядом Фу- 
рье в комплексной форме функции f(x) и используют запись 

3.3. Ряды Фурье по тригонометрической системе 

Пусть f(z) — произвольная действительная функция, ин- 
тегрируемая на отрезке [—7,7]. Ряд Фурье (3.14) функции 

f(z) по тригонометрической системе (3.5) с коэффициента- 
ми, вычисляемыми по формулам (3.15), можно рассматривать
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как функциональный ряд, заданный Ha отрезке [-х, 7]. Изучим 

ряды Фурье с точки зрения их поточечной сходимости. 
Несмотря на то что ряд Фурье и строится по функции f(z), 

но априори нет оснований считать, что этот функциональный 
ряд в какой-то точке т Е [-п,л| будет сходиться, и тем более, 
что он будет сходиться к значению f(z). Однако в матема- 
тической физике и ряде других разделов математики важную 
роль играет вопрос об условиях, при выполнении которых три- 
гонометрический ряд Фурье функции f(x) сходится в точке г 

отрезка [—7, 7] именно к значению f(r). Еще в конце прошлого 
века было известно, что существуют непрерывные на отрезке 
[-т, x] функции, удовлетворяющие условию / (—л) = { (п), mpu- 
гонометрические ряды Фурье которых растодятся в наперед 
заданной точке отрезка (—7, 7] (или даже расходятся на беско- 
нечном множестве точек отрезка [—7, 7]). 

Таким образом, даже непрерывность функции f(r) на от- 
резке [—7, 7] без дополнительных условий не обеспечивает рав- 
номерную стодимость (часто используемое свойство функцио- 
нальных рядов) тригонометрического ряда Фурье этой функ- 
ции на указанном отрезке, более того, сходимость этого ряда 
в наперед заданной точке данного отрезка. 

Анализ поточечной сходимости рядов Фурье по тригономе- 

трической системе начнем со следующей теоремы. 

Теорема 3.8. Пусть тригонометрический ряд 

1. @) 

Co, У (an cosnz + b, sinnz) (3.25) 
2 n=1 

сходится равномерно Ha отрезке [—7, 7] к некоторой функции 
f(z). Тогда этот ряд является рядом Фурье функции f(x) по 

тригонометрической системе (3.5). 

< Из теоремы о непрерывности суммы равномерно сходяще- 
гося функционального ряда с непрерывными слагаемыми (см. 
теорему 2.10) следует, что функция f(x) непрерывна Ha [-л, 7],
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кроме того, f(—7) = f(7). Значит, она принадлежит евклидову 

пространству Eo|—7,7] и может быть разложена в ряд Фурье 

по тригонометрической системе (3.5). Найдем коэффициенты 
Фурье этого разложения. Поскольку, согласно условию теоре- 

мы, 

ee) 

f(x)= > + У (an cosnz+b,sinnz), 2x €([—7, 7], 
n=1 

TO для всех КЕ N имеем равенства, 

1(х)созкх = > cos kx + 

ie @) 

+ У (an cosnz coskz + 6, sinnz cos kz) ‚ (3.26) 

n=1 

f(x)sinks = > sinkz + 

oo 

+ У (а, cosnzsinkz +6, sinnzsinkz). (3.27) 
n=l 

Докажем, что ряды справа сходятся равномерно Ha отрез- 

ке [-л, 1]. Так как ряд (3.25) сходится на [—7, 7] равномерно, 
то, согласно критерию Коши равномерной стодимости функ- 

ционального ряда (см. теорему 2.7), для любого Е > 0 найдется 

такое N(e) Е №, что для любых т > N(e), рЕМитеЕ [—7,7] 

выполняется неравенство 

т-р 

> (a, cosnz + b,sinnz)| < Е, 
n=m+1 

|Sm+p(2) — Smn(z)| = 

где Sm+p(z) и Sm(x) — частичные суммы pada (3.25). Обозна- 

чим бт(т) и Эт-+р(т) частичные суммы с номерами т и т-+р 

ряда (3.26), а 5т(т) и 5т+р(т) — соответствующие частичные
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суммы ряда (3.27). Поскольку для любых k € N uz € [—7, 7] вер- 
ны оценки |coskz| <1 u |sinkz| < 1, для всех тЕ [—7, 1] имеем 

т-р 

) (a, cosnzcoskz + b,sinnxcoskz) 
п=т-{1 

|5т-р(2) —Sm(x)| = 

т-р 

cos kz ) (a, cosnz + b, sinnz) 
п=т-+1 

= |coskz| |Sm+p(x) — Sm(x)| < |5т+р(2) — бт(2)| < Е 

и аналогично 

|Sm+p(Z) — Sm(z)| <é, x€([-7, 7]. 

Отсюда, согласно критерию Коши равномерной сходимости 

функционального ряда, ряды, стоящие в правых частях ра- 
венств (3.26) и (3.27), сходятся равномерно на отрезке [—7, 7]. 
Следовательно, на отрезке [—7, 1] их можно почиенно интегри- 
ровать (см. теорему 2.12). Проинтегрируем обе части равенств 

(3.26) и (3.27) на отрезке [—7, 7]: 

т т 

| coskrdz = | coskade + 

—п —т 

со Tv Tv 

+ > («, ] cosnz с0$ Кт ат + by, / sinnz coskzr ir) , 

n=1 —п —л 

п т 

] f(z) sinkrdz = > ] sinka dz + 
—T Л 

т со Tv 

+ («, [ с пт sinkr dz + by, | sinna sinkz ir) . 

n=1 —п —п
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Учитывая, что тригонометрическая система является орто- 
нормированной, т.е. при всех К, пЕ NU {0}, k#n, 

т т 

[ cosns со; кт ат = 0, [ sinna со; кт ат = 0, 

т 

| sinna sinkzdz = 0, 

Л 

а при всех КЕ М 

т т 

[ сова ктат = [ sin’ krdz = 7, 

т Л 

приходим к формулам 

т т 

[1@ со; кт ат = пак, [t@ эт Ат dx = mb x. 
ain a 

Аналогично, проинтегрировав на отрезке [—7, 7] равномерно 
т 

сходящийся ряд (3.25), получим | f(x) dz = пад. 
—TT 

Таким образом, все коэффициенты ак и 6; тригонометриче- 

ского ряда (3.25) совпадают с соответствующими коэффициен- 

тами Фурье разложения функции f(r) по тригонометрической 

системе (3.5) (см. формулы (3.15)). Следовательно, согласно 
теореме 3.5, ряд (3.25) является рядом Фурье функции f(z) по 

тригонометрической системе (3.5). №» 

В следующей теореме приведены достаточные условия рав- 

номерной сходимости общих тригонометрических рядов. 

Теорема 3.9 (теорема о равномерной сходимости 

тригонометрического ряда). Если для последователь-
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——== 

co 

ностей коэффициентов {an}, и {bp}, ряд >> (ат + |bn|) 
n=1 

сходится, TO тригонометрический ряд 

oo 

ao . 
> + > (a, cosnz + b, sinnz) 

n=1 

сходится абсолютно и равномерно Ha всей числовой прямой. 

< Для любого действительного т выполняется неравенство 

la, cosnz + by, sinnz| < |a,||cosnz| + |6 | |зтпх!| < |ав| + |4. 

co 

Следовательно, ряд |do|/2+ >> (|| + |bn|) является мажори- 
n=1 
co 

рующим для рядов ao/2+ >> (an,cosnz + b,sinnz) и |jao|/2 + 
n=1 

co 

+ > (lan cosnz|+|bpsinnz|). Согласно признаку Вейерштрасса 
n=1 

равномерной стодимости функционального pada (см. теорему 

2.6), эти ряды сходятся абсолютно и равномерно на К. № 

Используя результаты теоремы 3.8, непосредственно полу- 

чаем следствие теоремы 3.9. 

Следствие 3.3. Если для некоторых последовательностей 
co 

коэффициентов {an} и {и}, ряд >> (lan|+|bn|) сходит- 
n=1 
co 

ся, то тригонометрический ряд @а0/2 + >> (ап cosnz + by sinnz) 
n=1 

является рядом Фурье своей суммы Ha отрезке [—7, 7]. 

Замечание 3.2. Из условии теоремы 3.9 также следует, 

что ряд 
co 

a . 
eo +) (lan cosna| + |b, sinnz|) (3.28) 

n=1 

сходится равномерно на всей числовой прямой. F#
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Выясним условия, которым должна удовлетворять функция 

f(x), чтобы ee ряд Фурье по тригонометрической системе схо- 
дился к ней. Ниже приведено несколько достаточных признаков 

сходимости тригонометрических рядов Фурье, содержащих та- 
кие условия. 

Прежде всего покажем, что любую частичную сумму ря- 
да Фурье всякой кусочно непрерывной (на самом деле любой 
интегрируемой) на отрезке [—7, 7] функции можно предста- 

вить в виде некоторого интегрального выражения. Для этого 
введем следующую функцию, которую будем называть ядром 

Дирихле: 

1 
О»(т) = 5 +cosz+cos2z+...+cosnz. (3.29) 

Для всех x # 27m, тЕ ©, ядро Дирихле можно записать в виде 

. 1 
D, (2) _ sin(n+ 5) 

— (3.30) 
2515 

так как 

п 

2sin 5 D,(z) = sin 5 + 2 2sin5 coskx = sin 5 + 

+ (т (Е + 5) — sin (*- :)=) = sin (n+ 5 

k=1 

Отметим, что 

- / Dp (2) dx = 1. (3.31) 

Это следует из равенства | cos(nz)dxz=0, верного для всех 
Л 

п Е №, и определения (3.29) ядра Дирихле.
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a 

Лемма 3.1. Для любой 2л-периодической и кусочно непре- 

рывной на отрезке [—7, 7] функции f(z) частичную сумму 

п 

9 (5) = > + CP coskz + by sinkz) (3.32) 
k=1 

ее тригонометрического ряда Фурье в форме (3.14) можно 

представить следующим образом: 

us 

Sp(z) = = | (s(e+w + f(z—u)) D,(u)du, тЕВ. (3.33) 

0 

< Подставляя в формулу (3.32) выражения для a, и 6 из 

формул Фурье (3.15), находим 

5.(2) = 5; | f(t)ae+ 

n 1 п 
п 

+ (- f (t) cos(kt) it) coskz + (; f(t) sin(kt) it) sink = > | 
— ~ | #0 (5 + У cos Кфсоз Кх + sinktsinkr) ) dt = 

k=1 

hie eed sfimnnoe 

Л 

[ло sin (n+ 5 5) _ 

. 2х 
2sin ——
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(сделаем замену переменных: и ={— т, = + ц, dt = ди, преде- 

лы интегрирования можно не менять, так как подынтегральная 
функция периодическая, а замена линейная) 

1] _ sin(n+5)u 

== | tu+2) au = 

had 2sin — 
—T 

(сделаем замену переменных BO втором интеграле и = —Y, у = 
= —и, du = —dy, затем переобозначим переменное у вновь на \) 

п . 1 
1 sin (n + 5 и 

аи. > == | (fe+u)+ few) . U 
sin — 

0 2 2 

Сформулируем еще одну вспомогательную теорему, доказа- 

тельство которой приведено в Д.3.1. 

Теорема 3.10 (лемма Римана). — Если функция f(z) 
кусочно непрерывна на отрезке [а, 6], то 

b b 

Jim | Ле) соз(ег) dx = tim | f(a) sin(f{z)dr=0. # (3.34) 

Для формулировки основной теоремы введем следующие 
понятия. Обобщенной левой производной функции f(z) 
в точке то называют значение предела, 

f(zo—h) — 1(т0—0) 
h>+0 —h 

если такой существует, и обозначают ero f! (rp—0). Аналогич- 
но обобщенной правой производной функции f(z) в точке
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то называют значение предела, 

lim f(Zo+h) — f(zo+0) | 
h>+0 h 

если такой существует, и обозначают его } (%9+0). Напомним, 
что f(zo—0) = lim f(zo—e) и }(т0+0) = lim f(zo+e). Если 

E—>+0 E—+0 

функция f(z) дифференцируема в точке Zo, то обе обобщенные 
производные существуют и равны производной }’(то), т.е. 

Ё (20-0) = f4 (0+0) = Л (хо). 
Теорема 3.11. Пусть функция f(z) удовлетворяет следую- 

щим условиям: 

1) f(z) определена при всех x € R и имеет период 27; 
2) f(z) кусочно непрерывна на отрезке [—7, 7]; 
3) в любой точке тЕ R существуют конечные обобщенные 

правая и левая производные. 

Тогда тригонометрический ряд Фурье функции f(x) схо- 

дится в любои точке т Е R и имеет в этои точке сумму, равную 

(f(z+0) + f(x—0)) /2. 

< Составим для функции f(r), удовлетворяющей условиям 
теоремы 3.11, тригонометрический ряд Фурье в форме (3.14): 

со 
ao . 

f(z)~ > + >. (ак coskz +b, sinkz), 

где ак, 6, — коэффициенты Фурье функции f(r). В силу лем- 

мы 3.1 частичную сумму 51(т) (3.32) ряда Фурье функции f(z) 
можно представить в виде (3.33). Из условия 2 теоремы 3.11 

следует, что в любой точке т Е К существуют односторонние 

пределы f(z+0) и }(т—0) функции f(r). Используя соотноше- 
ние (3.31), запишем: 

— — u. (3.35) 
sin ~ 

п . 1 

(2+0) + /(2—0) _1 [enna sin(n+5)u F 
2 п) 2 5
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Введя обозначение А,(т) = 5 (т) — (f(x +0) + f(z — 0))/2, из 

равенств (3.33) и (3.35) будем иметь 

Ле (ти) +f (—и)) _ 

sin(n+ >) 

— du = 
2sin 5 

1 
-1/(4 2+) — — He +9) 4 x) sin(n + иди + 

п J 2sin 5 2 

lf f(z—u)-—f(z—-0) и 1 _ 

== и saint )sin(n-+ 5 udu = 

Vv 

- (^ (+0) + f(x— -0))] 

1 1 
~ | 922) sin(n + 5 udu, 

0 

a
e
 1 

=f a u,x) sin (n+ 5 )udu+ 

0 

Согласно условию теоремы, функция f(x) является кусочно не- 
прерывной в любом конечном промежутке из R и в каждой 

точке т Е В существуют обобщенные левая и правая производ- 

ные функции f(x). Кроме того, lim im aad = = 1. Следовательно, 

обе введенные выше функции 

(зи) — /(т+0) и 
91(и,=) = и 2sin—’ 

2 

z—u)—f(z—0) и go(u,x) = 2! ) — f (z—0) us 
и 2sin — 

2 

как функции переменного и при фиксированном переменном 

т, удовлетворяют условиям теоремы 3.10 (являются кусочно
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непрерывными). Поэтому с учетом леммы Римана имеем 

(sa(2) - Повалий lim 
n—-0oo 

= lim R,(z) = 
n—- co 

us 

= lim 1 (91 (u, т) +92(u,2) sin (n + = udu = 0. 
N—00 TT 

0 

(Параметр & здесь соответствует величине п + 1/2, стремящей- 

ся к бесконечности при п -} со.) № 

Таким образом, если для функции }(т) выполняются усло- 
вия теоремы 3.11, то в каждой точке, где она непрерывна, 

ее тригонометрический ряд Фурье сходится к значению са- 

мой функции в этой точке (поскольку в этих точках }(т) = 
= (f(z+0) + f(z—0)) /2), а в каждой ее точке разрыва тригоно- 
метрическии ряд Фурье сходится к среднему арифметическому 

значений пределов этой функции в точке слева и справа. Ес- 
ли функцию f(x) выбрать из евклидова пространства Lo[—7, 7] 

(периодически продолжив с периодом 27 на всю числовую пря- 
мую), то при выполнении условий теоремы 3.11 тригономе- 

трический ряд Фурье функции f(z) будет сходиться к этой 

функции в каждои точке т Е К. 

Отметим два очевидных следствия теоремы 3.11. Первое из 

них относится к кусочно дифференцируемым на конечном 

отрезке [а, 6] функциям, т.е. к таким функциям, для которых 
отрезок [a,b] можно разбить на конечное число частичных 

промежутков, внутри которых функция дифференцируема, на 
концах имеет предельные значения и обобщенные левую и 

правую производные соответственно. 

Следствие 3.4. Если функция } определена на К, имеет 

период 27, кусочно дифференцируема на отрезке [—7, 7], то ее 

ряд Фурье сходится в каждой точке т Е К и его сумма равна, 

(f(x+0) + f(z—0)) /2.
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Следствие 3.5. Если 2л-периодическая функция всюду 

дифференцируема на К, то ее тригонометрический ряд Фурье 

всюду на R сходится к функции f(z). 

Замечание 3.3. Если функция f удовлетворяет условиям 

1 и 2 теоремы 3.11 и в некоторой точке тЕ [-л,л] суще- 
ствуют конечные обобщенные левая и правая производные (не 

обязательно в любой точке т Е В, как в условии 3), то три- 

гонометрическии ряд Фурье сходится в этой точке и имеет 

сумму (f(x+0) + } (т-0))/2. Это ясно из доказательства, те- 
оремы 3.11, в которой свойства функции f(z), обозначенные в 
условии 3, использованы только применительно к конкретной 

точке т, в которои исследуется сходимость ряда Фурье. На са- 

мом деле имеет место так называемый принцип локализации 

Римана: сходимость или расходимость в точке т Е Е триго- 

нометрического ряда Фурье функции f(x) зависит только от 

поведения этой функции в любой малои окрестности этой точ- 

ки т. Действительно, поскольку частичная сумма ряда Фурье 

функции f(z) имеет вид (3.33), то 

п . 1 и 

5(т)= lim 5,(т)= lim i (Лени) + f(e—u)) ( +5) аи = 

0 
n—0Co посол 2815 

1 0 sin(n+5)u 
= lim — (f(a-+u) + f(z—u) 2) du + 

n—0o TT 2 sin — 
0 2 

п 

+ Ша + (Лечи) + f(e—u)) 
sin(n+ >) 

du = 
п->00 Л 2sin — 

5 2 

1 о sin (n + >) и 
= lim — (Лени) + f(z—u)) —-— du. 

N—00 TT 2sin — 
0 2 

Здесь д — произвольное положительное число, а предел в 

предпоследней строке равен нулю на основании теоремы 3.10, 

так как подынтегральная функция кусочно непрерывна, на, 
отрезке [6,7] в силу кусочной непрерывности функции f(z).
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Кроме того, последний предел зависит только от значения 

функции f(z) в д-окрестности точки т, а д произвольное 

положительное число. F# 

Сформулируем еще один достаточный признак сходимости 
тригонометрических рядов Фурье (подробнее см. Д.3.2). 

Функцию f(r) называют кусочно монотонной на отрез- 
ке [а, 6], если существует конечное число точек а = то <2} <... 

< гп = b, таких, что в интервалах (т;—1,5;), j =1, п, функция 
f(z) монотонна (не убывает или не возрастает). 

Теорема 3.12 (признак Диритле). Пусть функция f(z), 
определенная на К, удовлетворяет условиям: 

1) имеет период 27; 
2) кусочно непрерывна на отрезке [—7, 7]; 
3) кусочно монотонна на отрезке [—7, 7]. 
Тогда тригонометрический ряд Фурье функции f(x) схо- 

дится в любой точке г Е R и имеет в этой точке сумму, равную 

(f(z+0) + /(=—0))/2. # 
Признак Дирихле называют также теоремой Дирихле. 

Условия 2 и 3 теоремы 3.12, накладываемые на функцию f(z), 
часто называют условиями Диритле и говорят, что функция 

f(x) удовлетворяет условиям Дирихле. Условие 3 признака Ди- 

рихле иногда заменяют требованием конечности числа локаль- 

ных экстремумов на отрезке [—7, 7], что для кусочно непре- 
рывной функции эквивалентно условию 3. Действительно, если 
функция }(т) кусочно непрерывна на отрезке [—7, 7] и имеет 
на этом отрезке конечное число точек локального экстрему- 
ма, то на отрезке [-л, 7] можно указать конечное число точек 
—п=1<1т1< <Zp=7, таких, что в интервалах (т;—1, ту), 
j =1,n, функция f(r) ограничена, непрерывна и монотонна, 
причем на отрезке [—7, 7] функция f(x) имеет разрывы только 
первого рода, что означает кусочную непрерывность и кусоч- 
ную монотонность функции f(x) на отрезке [—7, 7]. С другой 
стороны, очевидно, что если функция кусочно монотонна на 

отрезке [—7, л|, то она на этом отрезке имеет конечное число 
точек локального экстремума.
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3.4. О порядке малости коэффициентов Фурье 

Как показано в 3.1, для функций f(r) из евклидова про- 
странства Ео|-п‚л| их коэффициенты Фурье ап и В, (см. фор- 
мулы (3.15)) по тригонометрической системе (3.5) стремятся 
к нулю при п - со. 

Оказывается, что скорость сходимости коэффициентов Фу- 
рье к нулю (т.е. порядок их малости) зависит от степени глад- 
кости (дифференцируемости) разлагаемой в тригонометриче- 
ский ряд Фурье функции. 

Говорят, что функция f(z) имеет на отрезке [а,6] кусоч- 
но непрерывную производную*, если существует конечное 
число точек а = т0 <11< <2“, =6, таких, что в интервалах 

(т;—1, 2;), j = 1, п, существует и непрерывна производная }'(т), 
а в самих точках т; существуют конечные односторонние пре- 
делы lim f(z) и Шт _f'(z). Будем говорить, что функция 

r—+2;+0 r—z;—0 

f(z) имеет на отрезке [a, b] кусочно непрерывную производную 
порядка n > 1, если функция / ("1 (т) (функция f(x) при п = 1) 
имеет на отрезке [а, 6] кусочно непрерывную производную. 

Теорема 3.13. Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
[-т, п], удовлетворяет условию f(—7) = f(7) и имеет на [—7, 7] 
кусочно непрерывную производную, то тригонометрический 
ряд Фурье функции f(z) сходится равномерно на отрезке 

[[-л,л| к самой функции f(z). Более того, ряд, составленный 
из модулей членов тригонометрического ряда Фурье функции 
f(z), также сходится равномерно Ha отрезке [—7, TI. 

< Пусть функция f(z) непрерывна на [—7, 7], удовлетворяет 
условию f(—7) = }(п), а ее рядом Фурье является ряд 

ao 
© @) 

5 + > (a;,coskz +b, sinkz). (3.36) 
k=1 

*Отметим, что условие существования кусочно непрерывной производ- 
ной сильнее, чем условие кусочной дифференцируемости: если выполняется 
первое условие, то выполняется и второе. Однако кусочно дифференциру- 
емая функция может и не иметь кусочно непрерывной производной.
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Докажем, что сходится числовой ряд 
Le. @) 

a + (ен + Ibu. (3.37) 

Согласно условию теоремы, производная ]'(т) существует BCIO- 
ду на отрезке [—7,7] за исключением конечного числа то- 
чек —л = 50 < 11 < < т, = т, причем в каждом интервале 

(т;-1, 2;), j =1,n, функция }'(т) непрерывна, а в точках х; су- 
ществуют односторонние пределы этой функции. Доопределим 
функцию ]'(т) в точках т; произвольным образом (тогда полу- 
чим кусочно непрерывную на [-л, 7] функцию} и рассмотрим ее 

oo 

тригонометрический ряд Фурье ag/2+ >> (a,coskz + 6, sinkz). 
k=1 

Используя формулы (3.15), коэффициенты Фурье a, и By, функ- 
ции }'(т) при КЕ № можно вычислить следующим образом: 

“ifr (2) coske dx = = $ | оон 

2 [tea LS fe )coskz ” 

п =1 

ke k 
— , =— ] — kb ao / f(x) sinkz dz E ежа к) 

=1 - 

Вь = ~ | #"(2)sinke de = ~ = > | f'(z)sinkz dz = 

Т;-—1 

т; 
i . 

==>. 7 sate г )sinkz| 

1=1 1; 

п т; т, 

--»> ] f(x)coskada = —= | f(2)coskedz = ~kay 

1=1х, 1 —т
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(здесь использованы правило интегрирования по частям и усло- 
вие f(—7) = }(л)). Следовательно, при всех КЕ № 

lax| . [Axl 
Ty Jax| + [be] = 

и доказательство сходимости ряда (3.37) сводится к доказа- 
оо 

тельству сходимости ряда >> (|| /К- |В%|/К). 
k 

Используя неравенство 

2 b2 

jab] < ‚ a,beER, 

4 < (4+ pe) ® <5(+ в), FEN 
Поскольку ряды р 1/k?, > at, > G2 сходятся (последние два 

=1 k=1 k= 1 
в силу равенства Парсеваля (3.18) для f'(z)), то и ряд (3.37) 
также сходится: 

leo => lax | + |e) =e tl) < < 

k=1 

ag| 1 > 2 1 > 2 > 1 

= оч t+ а < 
k=1 k=1 k=1 

Итак, ряд (3.37) сходится. Следовательно, согласно теореме 

3.9, тригонометрический ряд Фурье (3.36) и ряд 

oo 

leo + 2 [ак coskx| + |b, sinkz})



3.4. О порядке малости коэффициентов Фурье 273 

сходятся равномерно на R и, кроме того, ряд (3.36) является 
тригонометрическим рядом Фурье своей суммы (см. теоре- 
му 3.8). Обозначим сумму ряда (3.36) через 5(х). Функция 
S(xz) непрерывна на [-л, 7] как сумма равномерно сходящегося 
функционального ряда с непрерывными слагаемыми (см. теоре- 
му 2.10). Кроме того, S(x) является периодической функцией 

с периодом 27, поскольку таковыми являются все члены три- 
гонометрического ряда Фурье (3.36), и, значит, 5(—п) = 5 (п). 
Отсюда следует, что функция 5(т) принадлежит евклидову 
пространству Ео|[-п,7л]. Непрерывная функция f(r) с услови- 
ем f(—7) = f(x) также принадлежит евклидову пространству 
Ео[-п,п]. Так как тригонометрические ряды Фурье функций 
f(z) и 5(5) совпадают, то в силу полноты тригонометриче- 
ской системы в евклидовом пространстве Е\[-л,л| из теоремы 
3.5 следует, что и сами функции f(z) и 5(т) совпадают, и, 

значит, тригонометрический ряд Фурье (3.36) функции f(z) 

сходится на [—7, 7] к самой функции f(z). № 

Замечание 3.4. В ходе доказательства теоремы 3.13 для 

функции f(z) и ее производной /'(т) были получены формулы 

a,=kb, бь=-фКак КЕМ, (3.38) 

где ар и by — коэффициенты Фурье функции f(z), a ок 
и 3, — коэффициенты Фурье функции /'(т) (функция f(z) 

удовлетворяет условиям теоремы 3.13). 

Теорема 3.14. Пусть функция f(x) имеет на отрезке 
|—7, 7] непрерывные производные до порядка т включительно 
и кусочно непрерывную производную порядка т + 1, причем 

выполняются условия: 

f(-—m)=f(m), Г (—п)=Х (тп), f°) (п) =f (п). (3.39) 

Тогда сходится ряд 

©, ®) 

Ук” (lanl + [вн |), (3.40) 
К=1
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где аки 6, — коэффициенты тригонометрического ряда Фурье 

функции f(z). 

< Доопределим функцию f'"+))(z) в точках разрыва произ- 
вольным образом. Тогда /(т+1) (т) будет кусочно непрерывной 
на отрезке [—7, 7], а все функции /(®) (т), К =Т, т, будут непре- 
рывны на [—7, 7]. Для каждой из этих функций выполняются 
условия теоремы 3.13. Следовательно, можно использовать 

формулы (3.38). Обозначим через al”), B, s=1,m+1, коэф- 

фициенты тригонометрического ряда, Фурье функций } (8) (5 ). 

Тогда в соответствии с формулами (3.38) получим 

of 4}) = кВ" = —kgi™)) — 

(—1)"+/2 71а, т нечетное; 

7 (—1)™/2K™+15, т четное. 

Аналогично 

pent) = — Ка" — — Kg?) — 

(—1)07+9/2 715, т нечетное; 

(—1)07+2)/2 "+19, т четное. 

Следовательно, jot) +|6 pent) = oo + ||) и 

т a 

Как и в доказательстве теоремы 3.13, устанавливаем, что 

k™ ([ак| + |bel) = 

ряд x (Jat?) | /k+\|6 pot) |/k) сходится. Следовательно, схо- 

дится и ряд x кт ([ак| + |be|). > 

Используя равенство lat m+) + ant) | = k™+1 ([а%| + [6% |) и 
v m+1 

свойство стремления к нулю коэффициентов Фурье af ) и 
pent 1) 

при К — со, получаем следующее утверждение о порядке 

малости коэффициентов Фурье.
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Следствие 3.6. Если функция f(x) удовлетворяет услови- 

ям теоремы 3.14, то ее коэффициенты Фурье по тригонометри- 

ческой системе (3.5) удовлетворяют соотношениям: 

an =о (тт); be от). К со. 

3.5. Дифференцирование и интегрирование 

тригонометрических рядов Фурье 

С условиями гладкости (дифференцируемости) разлагаемой 
в тригонометрический ряд Фурье функции (и, значит, с усло- 

виями малости ее коэффициентов Фурье) непосредственно свя- 

зана такая важная задача, как почленное дифференцирование 

тригонометрического ряда Фурье. 

Теорема 3.15. Пусть функция f(z) удовлетворяет усло- 
виям теоремы 3.14. Тогда тригонометрический ряд Фурье 

функции }(т) можно т раз почленно дифференцировать на от- 

резке [—7, 7], т.е. для любых x € [—7, 7] 

oo 

f(z) = У (ак cos‘) ka + bj sin’) kz), s=0,m, 
k=1 

где ах и by — коэффициенты Фурье функции f(z). 

< Для каждого s = 0, т рассмотрим ряды: 

©, ®) 

У ‘(ак cos‘) ka + b, sin’) kz) = 

k=1 

> 1S TS 
= Sok («. Cos (= + =) + 6% sin( ke + a) 

k=1 

Здесь использованы тригонометрические формулы 

sin'”)(z) = sin (2 + =): cos‘") (5) = cos (2 + =) ‚ ПЕМ.
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Все эти ряды на всем отрезке [—7, л| мажорируются сходящим- 
ся рядом (3.40) (см. теорему 3.14). Поэтому, согласно признаку 
Вейерштрасса равномерной стодимости функционального pa- 

да (см. теорему 2.6), каждый из этих рядов (при всех $ = 0, т) 
сходится равномерно на отрезке [—7, 7]. Это означает, что все 
эти ряды (и их суммы) удовлетворяют условиям теоремы 2.13 
о почленном дифференцировании функционального ряда. При- 

меняя эту теорему поочередно ко всем рядам (для 3 =0, т-Т), 

получаем, что исходный тригонометрический ряд Фурье функ- 

ции f(z) можно т раз почленно дифференцировать, причем 
каждый раз сумма полученного ряда будет совпадать с произ- 
водной функции f(x) соответствующего порядка (в силу тео- 
ремы 3.11 сумма исходного тригонометрического ряда Фурье 

функции f(z) на [-п, 7] равна самой функции f(z)). №» 

Изучим возможность почленного интегрирования тригоно- 
метрических рядов Фурье кусочно непрерывных функции. Мы 

допускаем, что тригонометрический ряд Фурье функции f(z) 
может расходиться в некоторых точках отрезка [—7, 7], ав 
точках сходимости его сумма может отличаться OT f(z). 

Теорема 3.16. Для любой кусочно непрерывной на отрезке 

[[-п, п] функции f(r) ее тригонометрический ряд Фурье 
co 

f(z)~ > + 3 (an cosnz + b, sinnz) 

n=1 

можно почленно интегрировать на любом промежутке (a, 6] из 

этого отрезка: 

[поме | + (a, с [—7, т]. 
. b 

098 пт sInnNzr 
+ (- +n n 

< Рассмотрим функцию 

F(2) = ] КО, тет, т, 
0
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которая является непрерывной на отрезке [-л, 7] и дифферен- 
цируемой в каждой точке непрерывности функции f(z) [VI]. 
Производная функции Р(т) за исключением, быть может, ко- 
нечного числа точек существует и совпадает с кусочно непре- 
рывной функцией }(т). Кусочно непрерывную производную 
будет иметь и непрерывная на отрезке [—7, л| функция 

$2) = F(a) - 2s, -t/ f(t) dt. 

Функция P(r) удовлетворяет условию Ф(л) = Ф(—п), поскольку 

Ф(л) — Ф(—п) = F(z) — Е(—п) — пад = 

= | f(t)dt— f(t) dt — nag = f (t) dt — rap = 0. [м [roar ] 
Таким образом, функция Ф(т) удовлетворяет условиям те- 

оремы 3.13. На основании этой теоремы тригонометрический 

ряд Фурье функции P(r) сходится к Ф(т) равномерно на отрез- 
ке [-п, 7]: 

А оо 

F(z) — 7 =6(z)= ыы +» ( (A,cosnz+Bysinnz), ТЕ|[-п, т]. 
2 2 2 

Кроме того, для коэффициентов Фурье A, и В, функции Ф(т) 

и коэффициентов Фурье a, и b, функции f(z) имеют место 
соотношения (см. замечание 3.4): 

An = —~*, Bn=—, пЕМ 

Следовательно 

ao ао Ад < cos ПТ sinnz 
F(a) = P24 (2) = Sat S+ So (bn - + ап ),



т оо . 

_ 04 cosnz sinnz _ 
[ лов-= 2 Tt (- + — ), x € [—7, 7]. 

0 

И, наконец, получаем равенство 

cosnz siInnz b 
+ > (—bn + ап ) 

n a 

правая часть которого является, как нетрудно видеть, резуль- 
татом почленного интегрирования тригонометрического ряда 

Фурье функции f(z). №» 

? [i ede = al 

3.6. Разложение функции в тригонометрические 

ряды Фурье на отрезке [—7, 7] 

В 3.3 описаны условия, при которых функцию, определен- 
ную на всей числовой прямой К, можно разложить в сходящийся 

тригонометрический ряд Фурье. Рассмотрим функцию f(z), 

определенную и интегрируемую только на отрезке |—7, 7], и 
поставим задачу ее разложения в тригонометрический ряд Фу- 
рье. Естественно, что функция f(r) должна удовлетворять на 
этом отрезке некоторым дополнительным условиям. Каким? 
Ответ на этот вопрос дают следующие две теоремы, первая из 
которых является следствием теоремы 3.11, а вторая — след- 

ствием теоремы 3.12. 

Теорема 3.17. Пусть функция f(x) определена на отрезке 
[-п, 7] и удовлетворяет условиям: 

1) f(x) кусочно непрерывна на отрезке [—7, 7]; 
2) в любой точке x E (—7, 7) существуют конечные обобщен- 

ные правая и левая производные, в точке г = —T существует 
конечная обобщенная правая производная, а в точке т=л — 

конечная обобщенная левая производная.
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Тогда тригонометрический ряд Фурье функции f(z) cxo- 
дится в любой точке т Е [—7, 7] и для него справедливо равен- 

ство 
оо 

а 
> + ) (a, cosnz + b,sinnz) = $(x) = 

n=1 f (z+0) + f(z—0) re (-л п); 
_ у р } р 

— ) /(-п+0) + f (1-0) РИ 

2 | 
В частности, если тЕ (—7, 7) — точка непрерывности функции 

f(x), то S(x) = f(z). 
< Изменим, если необходимо, значения функции f(r) на кон- 
цах отрезка |[—7,7] так, чтобы они совпали, т.е. вместо f(z) 
рассмотрим функцию 

~ ._ [/1@), =Е(-л,т); 
jte)=| С, т=-+лт, 

где С’ — произвольная числовая константа. Функцию f(z) 
можно периодически продолжить на всю числовую прямую К. 
Изменение функции f(x) в двух точках отрезка [—7, 7] не вли- 
яет на значения интегралов (3.15), через которые выражаются 
ее коэффициенты Фурье. Следовательно, тригонометрические 

ряды Фурье функций f(x) и } f (x) совпадают. Функция f f (x) 
удовлетворяет всем условиям теоремы 3.11. Поэтому ee триго- 

нометрический ряд Фурье сходится всюду на К (в том числе и 

на отрезке |—7, 7]), а сумма этого ряда во всех точках г Е К рав- 
на (f(z+0) + f(z—0))/2. Поскольку тригонометрические ряды 

Фурье функций f(z) и f(z) совпадают, a на интервале (—7, 7) 
и сами функции f(z) и f(r) совпадают, то утверждение тео- 
ремы для всех внутренних точек отрезка [—7, 7] доказано. На 
концах отрезка [—7, п] в силу периодичности функции f f (x ) име- 

ем f (+0) = f(—1+0) = f(—x+0), 1(-п-0) = f(n—-0) = f(n—0), 
откуда получаем утверждение теоремы и для точек т = —7, 

Т = Л. №
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Теорема 3.18 (признак Дирихле). Пусть функция f(z) 
определена на отрезке [—7, 7] и удовлетворяет условиям: 

1) кусочно непрерывна на отрезке [—7, 7]; 
2) кусочно монотонна на отрезке [—7, 7]. 

Тогда тригонометрический ряд Фурье функции f(z) схо- 
дится в любой точке x € [—7, 7] и для него справедливо равен- 
ство 

оо 

ao . 
> + ) (a, cosnz + b, sinnz) = 5(т) = 

™ f(a+0)+f(2-0) en a) 
_ 9 ) ) ) 

| fer+0)+f(r-0) 
2 

В частности, если x € (—7, п) — точка непрерывности функции 

f(z), то 5(т) = f(z). 
<q Доказательство теоремы аналогично доказательству теоре- 

мы 3.17, но основано на том, что периодически продолженная 

функция f(z) будет удовлетворять условиям теоремы 3.12. > 

Как и теоремы 3.11, 3.12, теоремы 3.17 и 3.18 не связаны 

никаким отношением следствия (см. Д.З.2). 

Пусть функция f(r) определена на отрезке [—7, 7] и удо- 
влетворяет условиям теоремы 3.17 или 3.18. Сумма 5(х) ee 
тригонометрического ряда Фурье (3.14), в отличие от самой 

функции f(z), определена уже не только на отрезке [—7, 7], 
но и на всем множестве действительных чисел К, причем пе- 
риодична с периодом 27. Согласно теоремам 3.17 и 3.18, в 

тех точках интервала (—7,7), в которых функция f(z) не- 
прерывна, сумма 5(т) совпадает со значением f(z), а в тех 
точках интервала (—7, 7), в которых функция f(z) разрывна, 
сумма 5(т) равна (f(z+0) + f(z—0))/2. И, наконец, на кон- 
цах отрезка S(—m) = S(m) = (/(-п-+0) + /(п-0))/2. Для того 
чтобы построить график функции 5(т) во всей области опре- 

деления К, необходимо на отрезке [—7, 7] построить график
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функции f(z), заменив значения функции f(r) в точках разры- 

ва т (—л, п), если они есть, соответствующими значениями 
(f(z+0) + f(z—0))/2, а значения функции на концах отрезка 
[-т, 7] — значением (f(—7+0) + }(л—0))/2, и продолжить по- 
лученный график периодически на всю числовую прямую с 
периодом 277. 

Заметим, что если функция f(z) определена на отрезке 
[—7, 1] и на некотором множестве вне этого отрезка (например, 
на всем множестве R), но не является периодической с периодом 
27, то вне отрезка [—7, 7] она будет отличаться от суммы свое- 

го тригонометрического ряда Фурье. Действительно, при фор- 

мировании тригонометрического ряда Фурье (3.14) значения 
функции f(r) вне отрезка [—7, 7] не используются и, значит, 
не влияют на сумму 5(т), которая вне отрезка [—7, 7] являет- 
ся простым периодическим продолжением своих значений на, 
отрезке [-л, 7]. Таким образом, периодическая с периодом 27 
функция 5(т), являющаяся суммой тригонометрического ряда 
Фурье функции f(x), будет описывать функцию f(z) вне от- 
резка [-л, 7] тогда и только тогда, когда сама функция f(z) 

является периодической с периодом 27. 

Пример 3.2. Разложим функцию f(r) = т, заданную на 
отрезке |—7, 7], в тригонометрический ряд Фурье. 

Вычислим коэффициенты Фурье этой функции (см. (3.15)): 

1 1 x? 
от [242 = 15 

п п 2 
—T 

vig 

1 1 sinnz 
Qn = — | тсозлтат = —| 2 

п п 

т 

т 1 r 

— ~ [ sinnzde = 0, 
—л n n 

—л —л 

л п 

1 | 1 cosnz |7 1 
bn = — тзшпт ат =-|-т + — cosnzdz | = 

T T п —л п, 
—л —л 

2 2 
= —^ созпл =(-1)"t'-, пЕМ. 

п п
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Отсюда следует, что тригонометрический ряд Фурье функции 
f(z) = х, заданной на отрезке [—7, 7], имеет вид 

= 1 
т 2> (-1" "= вита = 

n=1 

(—1)7+1 1. 1. 
= 2(sinz — 581125 + — 31135 —...- sinn ...). 3 r+ ) 

Так как функция f(z) = т непрерывна и дифференцируема в 
интервале (—7, 7), а на концах отрезка [—7, 7] имеет соответ- 
ственно левую и правую производные, то она удовлетворяет 
условиям теоремы 3.17. Поскольку функция f(r) = т непре- 

рывна Ha (—7, 7), то в силу теоремы 3.17 сумма 5(т) ее три- 
гонометрического ряда Фурье в интервале (—7, 7) совпадает с 
f(x): S(x) = f(x) =т, те (—7, 7). На концах же отрезка [—7, 71] 
имеем $(—7) = 5(п) = (f(—7+0) + f(a—0))/2 = (-л+л)/2 = 0. 
Наконец, учитывая 2л-периодичность функции 5(т), получаем 

т— Ея | т, т (2т-+1т, тЕС; 
y4 S(z) — 27 

тт 0, = (2т-+1)л, meZ. 

—л Г _ фл 

0 л x (Запись Е обозначает целую часть 
r+7 

eee = числа, a т.е. наибольшее целое, не пре- 

восходящее это число.) Графики функций 
Рис. 3.1 f(z) и S(x) представлены на рис. 3.1 и 3.2. 

у} 

А
 |

 в a
n
 

e
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ea eee =
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Уф yA 
5 (x) ar 58(х) ar 

м
1
 

| > а м4
 —л 0 л 

—Jt bm —л * 

ya ya 
aT aT 

S,(z) Soo(x) 

—л 0 л x - 0 л x 

я п F 

у 
53(х) 7 

—п 0 л x x 

| 

Рис. 3.3
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Заметим, что если продолжить функцию f(r) = г с отрезка 
[—7, 7] на всю числовую прямую по той же формуле f(z) = т, 
то вне отрезка [—7, 7] сумма S(z) уже не будет представлять 
собой функцию f(r) (будет от нее существенно отличаться). 

Для геометрической иллюстрации свойства сходимости по- 

следовательности {5,(т)}, 5»(т) =2 у ((-1)**1/&) sinkz, ча- 
k=1 

стичных сумм ряда Фурье функции f(r) = т на рис. 3.3 пред- 

ставлены графики частичных сумм у = 5,(т), тЕ ([—7,7], с 
номерами п = 1, 2, 3, 8, 20 и 100. Рис. 3.3 наглядно показы- 

вает, что во всех внутренних точках отрезка [—7, 7] (точках 
непрерывности функции f(r) = x) последовательность {S,(x)} 

сходится к функции f(x) = т, а на концах отрезка такой сходи- 

мости нет. 

Пример 3.3. Разложим функцию 

-1, —л<х<-п/3; 

(т) =‹ 0, —п/3<:<лт/2; 

11 л/2<т<тл, 

заданную на отрезке [—7, 7], в 
У | тригонометрическии ряд Фурье. 

1|------ —— График функции f(z) приведен 
_2 | ! на рис. 3.4. Функция f(r) явля- 

о 2 xy ется кусочно постоянной и удо- 

2 

| 

влетворяет всем условиям теоре- 

ne - --| 1 мы 3.17. 

Вычисляя для данной функ- 

ции коэффициенты Фурье 
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_= п 

if г? lf 
ых | (-loosnede+= || 0-cosnzds+ = [ cosnads = 

п п п 
т _= a 

3 2 

e us e 

1 sinnz|—3 , sinnz|™ 1 и. мл . пл 
=-|- + т = — (sin -sin—), 

п п 1 5 тп 3 2 

_П п. 

if в / if 
ых f (-I)sinnede += | 0-sinnzde += | sinneds = 

п п т 
т a a 

_3 2 
Tv 

1 — — _1fcosnz|—3  cosnz 7 _ ~ (cos — 2(-1)" + сов"), 

п п [| п тп 3 2 

получаем, что тригонометрическим рядом Фурье функции f(z) 
является следующий ряд: 

1 1 ‚ пл пл 
Е ( (sin sin 3) omnes 

+ (cos > + 2(—1)"*! + cos =) inne , 

График суммы ряда Фурье 5(т) изображен на рис. 3.5. 

<> | ----- <> <- 
_ in ° _л ® 5л ° 

3 : зе 3 = > 

_ Зл ‚ -л 0 л ‚п ' 5л x 
: 2 ° 2 : 2 

--> =— > ---1-! <> 



286 3. РЯДЫ ФУРЬЕ 

3.7. Сдвиг отрезка разложения 

До сих пор мы изучали множество кусочно непрерывных 

функций, определенных на отрезке [—7, 7], евклидово простран- 

ство Eo|—7,7] и ортонормированную систему в этом евклидо- 

вом пространстве: 

: COS т, sin, —cosnz, —=sinnz Te RM ут Janey уд, 
Рассмотрим теперь евклидово пространство Eola, b] функций, 
определенных Ha сдвинутом отрезке (a, 6], b—a = 27. Приведен- 

ная выше система функций будет ортонормированной и в этом 

евклидовом пространстве, так как интеграл от периодической 
функции »(z) с периодом Т по отрезку длиной Т не изменяется, 
когда отрезок интегрирования сдвигается вдоль числовой оси. 
Другими словами, если ф(т) = ф(т-+Т) для всех тЕ В, то для 
любых 7, ЛЕК 

э+Т +Т Т/2 

] ф(т) ат = / ф(т)ах = / ф(т) ат. (3.41) 

7 r _T/2 

Действительно, для любого y Е К 

y+T 0 T y+T 

ф(т)ах = (т)4т+ | Ф(т)аз+ | ф(т)атх = jon fina ны 
= - [ota dx + орда + | p(u)du = ба 

0 0 0 

Положив в этом равенстве Y = A uy = —Т/2, получим равенство 

(3.41).
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Поскольку функции запт и созпт периодические с пери- 
одом Т = 27, то в силу соотношения (3.41) рассматриваемая 
тригонометрическая система (3.5) будет ортонормированной 
в любом евклидовом пространстве Еб[а,6], b—a= 27, или, дру- 

гими словами, будет ортонормированной системой функций на, 

любом отрезке [а, а + 27], являющемся сдвигом отрезка [—7, 7]. 
Если функция f(z) определена на всей числовой прямой 

К и является периодической с периодом 27, то соотношение 

(3.41) позволяет вычислить коэффициенты Фурьеее ряда Фурье 

по полной ортонормированной (тригонометрической) системе 
(3.5) на отрезке [а, a+ 27] с помощью значений функции f(z) 
на отрезке [—7, 7]: 

oo 

f(z)~ ++ S| (a4 cos ka + bj, sinkz), те (a, a+ 2m], 
k=1 

где 

а+2т п 

ч=- / f(x)coskada = — | f(x) coske dx k=0,1,2,..., 

a —л 

а+2т п 
1 1 

b= = / f(x)sinke ds =~ | f(x)sinke ds k=1,2,... 

a —T 

Впрочем, иногда удобно, наоборот, определять коэффи- 

циенты тригонометрического ряда Фурье (2т)-периодической 

функции f(x) с помощью ее значения на каком-либо отрезке 

la, а+2”]: 

а+2п 

a= | f(c)coskeds, k=0, 1, 2,... 

a cit (3.42) 
b= — | f(c)sinkeds, k=1,2,... 

a
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Пример 3.4. —Наидем разложение в ряд Фурье на отрезке 

[-л, 7] функции, определенной следующим образом: 

_ +271, —п<1<0; 

ие) ={ т, О0<т<л. 

Продолжим функцию f(r) на всю числовую прямую до пе- 
— 

риодической (с периодом 27) функции f(z). Тогда разложения 
~w 

функций f(r) и } (т) в тригонометрический ряд Фурье на OT- 

резке [-л, 7] будут совпадать. В интервале (0, 27] функция f(z) 
совпадает с функцией т. Поскольку аналитическое выражение 
функции f(r) на отрезке [0, 27] более простое (f(z) = т), чем 

~w 

выражение этой функции на отрезке [—7, 7] (f(x) = f(z)), то 

для вычисления коэффициентов Фурье функции f(z) (и, зна- 

чит, функции f(xr)) удобнее использовать значения функции на 

отрезке [0, 27] и формулы (3.42). При этом значение функции 

f(z) в единственной точке разрыва т = 0 на ее разложение в 
ряд Фурье никак не влияет. В результате получаем: 

20 vis 

1 [ ~ 1 
An = ~ | F(2)cosnads = = | scosneds = 

п 1 
—л 0 

; On 27 

sInnzr 1 
x —— | sinnzdz | = 0, 

п |0 п 
0 

[f@ sinnzdz = | ssinnzds = 

21 2m 1 | 2 
+ — | cosnzdz | = --. 

0 n J n 

| 5 > 



3.7. Сдвиг отрезка разложения 289 
————— 

Таким образом, функция f(r) на отрезке [—7,7] имеет 

следующий ряд Фурье: 

1 1 
f(z) ~ S(z) = n—2(sinz+ 5 sind +... + —sinnz +...). 

Наконец, Tak как функция f(r) удов- 

летворяет условиям теоремы 3.15, то on y=f(x) 

s(a) = { 1) e
e x #0; 

/ 

а вне отрезка [—7, 7] функция 5(т) 
продолжается периодически. Графи- 

ки функций f(r), f(x) и 5(т) пред- 
ставлены на рис. 3.6-3.8 соответ- 

ственно. 

м } y= fiz) 

a
N
 

| y м}
 

“ 
` 

a
N
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3.8. Разложение функции в тригонометрические 
ряды Фурье на отрезке |[-1Й 

Теорию тригонометрическит рядов Фурье 2т-периодиче- 

ских функций и функций, определенных на отрезке [—7, 7], с 

помощью линейного отображения (замены переменного) 

п 
У=Т (-1<2<1 —> -т<у< т) 

можно перенести на случай произвольных 2[-периодических 
функций и функций, определенных на произвольном отрезке 

[- 1. Действительно, при замене переменного z = yl/m функ- 

ция f(x) становится функцией ф(у) = (и /т), т.е. 2л-периоди- 
ческой, если f(z) была 21-периодической, или определенной на 
отрезке [—7, 7], если f(x) была определена на отрезке [—I, I]. 

Рассмотрим тригонометрический ряд Фурье функции ф(у) = 

= f(yl/m) на отрезке [—7, я]: 

oo 

a . 

ply) ~ 5+» ‘(ав cosny + by sinny); 2 
n=1 

1 т 

an = = | e(y)cosnydy, n=0, 1,2, 

_л 

1 T 

bn = = | ov sinnydy, n=1, 2, 
—л 

Выполняя обратную замену переменного у = лх/[ в тригоно- 

метрическом ряде Фурье и заменяя функцию ф(пт/1) функцией 

f(x), заключаем, что 21-периодической функции f(r) соответ- 

ствует ряд Фурье вида 

Le. 9) 
ао NTL . Anz 

f(z)~ 5 + ) (an cos —— + В, sin —). (3.43) 

n=1
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В формулах для коэффициентов Фурье a, и bn также можно 

перейти от функции ф(у) к функции f(z): 

an = 1 f (2) cosny dy = 

| 

= 7 [ #2) сов — dey, п = 0, 1, 2, (3.44) 

— 

b, = 2 f(y) sinny dy = 

—л l 

NTL 
= | #(2)sin™ ae, n=1,2,... (3.45) 

=| 

Этот же ряд можно получить иначе: рассмотреть евклидово 
пространство Ео[-[ и полную ортонормированную систему 
функций 

т. пт 1 пт 1 
, —cos—, — 

va м 

sin —, (3.46) 

в нем (с помощью замены у = 72/1 доказательство полноты 

и ортонормированности этой системы в Ро[-[Й сводится к 
доказательству полноты и ортонормированности системы (3.5) 
в Eo(—7,7]). 

Поскольку между 2л-периодическими функциями (функци- 
ями, определенными на отрезке |—7, 7]) и 21-периодическими 
функциями (функциями, определенными на отрезке [-[ 1) су- 
ществует взаимно однозначное соответствие, задаваемое стро- 
го монотонной, сколь угодно раз дифференцируемой линейной 

заменой переменных у = 72/1, то все изложенные выше фак- 
ты теории тригонометрических рядов Фурье вида (3.14) можно
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перенести на тригонометрические ряды Фурье вида (3.43). В 

частности, для тригонометрических рядов Фурье вида (3.43) 
21-периодических функций и функций, определенных на от- 

резке [-[Й, верны соответствующие аналоги всех теорем и 
утверждений из 3.3-3.7 относительно тригонометрических ря- 

дов Фурье вида (3.14) 2л-периодических функций и функций, 

определенных на отрезке [—7, 7]. Эти аналоги теорем и утвер- 

ждений получаются простой заменой условия 2л-периодично- 

сти условием 2[-периодичности, отрезка [-л,л| — отрезком 

[-1 1], условий функции в точках —л и л — условиями функции 
в точках Ги [, и, наконец, заменой тригонометрического ряда 

Фурье (3.14) тригонометрическим рядом Фурье (3.43). 
В частности, если таким образом изменить содержание 3.7, 

то получим теорию тригонометрических рядов Фурье на про- 

извольном отрезке [a,b]. В самом деле, произвольный отре- 
30K [a,b] можно рассматривать как сдвиг отрезка [-1,Й, где 
[ = (6 -а)/2. А поскольку функции зт(плх/Г) и соз (плт/1) 
являются 2[-периодическими, то в силу соотношения (3.41) три- 

гонометрическая система (3.46) является ортонормированной 

системой не только на отрезке |[-[,[, но и на любом сдвину- 

том отрезке [а, a+ 21]. Следовательно, для функции f(x) можно 
построить тригонометрический ряд Фурье вида (3.43) на про- 
извольном отрезке [а, 6] = [а, a+ 21, где 1 = (6 -а)/2. Кроме 
того, если функция f(x) определена на всей числовой прямой 

В и является 21-периодической, то в силу того же соотношения 

(3.41) ее коэффициенты Фурье по тригонометрической систе- 

ме (3.46) Ha сдвинутом отрезке [а, а +2] можно определить с 
помощью значений функции f(x) на отрезке [-[ [: 

l 

a= 7 | ооо т аз, k=0,1,2,...; 

— 

1 k 
be = 7 | f(2)sin de, k = 1, 2, 3,... 

— 

(3.47)
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Если функция f(x) определена только на отрезке [а, 6] = 

= [a, a+ 2l], [= (6 —а)/2, то коэффициенты ее ряда Фурье 

(3.43) по тригонометрической системе (3.46) можно получить 
с помощью интегралов на этом отрезке, а также на отрезке 
[- Й, предварительно продолжив эту функцию периодически 

с периодом 21 на всю числовую прямую К. Для такого продол- 

жения требуется, чтобы выполнялось условие f(a) = f(b). Если 
функция f(r) не удовлетворяет этому условию, то ее следует пе- 

реопределить в точках a wu b=a+ 21, положив f(a) = f(b) =С, 
где С — произвольная константа. Интегралы в (3.47) при та- 
ком переопределении не изменяются, значит, не изменяется и 
ряд Фурье (3.43) функции f(z). 

Итак, если 2[-периодическая функция f(r) удовлетворяет 
условиям аналогов теорем 3.11 или 3.12, то ее тригонометриче- 

ский ряд Фурье (3.43) будет сходиться в каждой точке TEC R к 

значению (f(2+0) + f(z—0))/2. Если же функция f(r) опре- 

делена только на отрезке [a, b] = [ал а+21 и удовлетворяет 
на нем условиям аналогов теорем 3.17 или 3.18, то ее ряд 

Фурье (3.43) будет сходиться в каждой точке тЕ [а, 6], при- 

чем во всех внутренних точках этого отрезка — к значению 

(}(т-0) + f(z—0))/2, а на его концах  =аит=ф — к значе- 
нию (f(—a+0) + f(b—0))/2. Сумма S(x) тригонометрического 
pada Фурье (3.43) функции, определенной только на отрезке 

[а, 6] = [a, а+21, так же как и сумма ряда Фурье 21-периодиче- 
ской функции, определенной на К, определена, Ha всей числовой 

прямой К и является 2[-периодической. Ее график на К явля- 

ется периодическим продолжением графика 5(т) на отрезке 

la, 6] = [a, а+20. 

В заключение отметим, что комплексная форма тригономе- 
трического ряда Фурье (3.43) в данном случае имеет вид
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Пример 3.5. Найдем разложение в ряд Фурье функции 

f(x), заданной на отрезке [-2, 2], где 

0 —2<т<-Г 

f(z) = 1, -1<:<1; 

12, —1<1<2. 

График функции f(z) изображен Ha 
рис. 3.9. Функция f(z) является ку- 

сочно непрерывной на отрезке [—2, 2], 

дифференцируемой в каждой точке 

интервала (—2,2), за исключением 

точек —1 и 1, в которых, однако, Cy- 

ya 

to
 
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
2
 

—L ществуют обобщенные левые и пра- 
ts. i] 

‚>. вые производные. Кроме того, в точ- 
| °.., . | __ 

Що > 0 1 x кКет=-2 существует правая произ- 
Puc, 3.9 водная, ав TY = 2 — левая производ- 

ная. 

Таким образом, функция f(z) на отрезке [-2,2] удовле- 

творяет условиям аналога теоремы 3.17, следовательно, ее ряд 

Фурье (3.43) в любой точке те (—2, 2), г # —1 (это точки непре- 

рывности функции f(xr)) будет сходиться к значению функции 

f(x), во внутренней точке разрыва © = —1 будет сходиться к 

значению (f(—1+0) + f(—1—0))/2 = (0+ 1)/2 = 1/2, а на кон- 

wax т =-2 и т=2 — к значению (f(—2+0) + f(2—0))/2 = 

= (0+4)/2 = 2. 

По формулам (3.44) вычисляем коэффициенты Фурье a, в 

разложении функции f(z). Первый коэффициент вычисляется 
достаточно просто: 

2 1 2 
1 1 3 

a= | fl)de=5 | 2+5 [в =1+5 

2 —1 1 
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Для вычисления остальных коэффициентов а, нужно дважды 

применить интегрирование по частям: 

2 1 2 
1 NTL 1 NNZX 1 плт 

ап, = 5 [ооо аа = [сот ae + 5 | 2200s ae = 

—2 —1 1 

2 
1 плх |1 т2  плт|? 2 | NTL 

= — sin —— — $11 ——| — — |] xsin—dz = 
пт 2 | п 2 || т 2 

1 

2 2 
_ 2 sin n 1 a пл + Ar о NTL 4 / cos NTL de = 

nt 2 2 nr? 2 |, nn? 2 7 
1 

1 sin mn + cosn cos nn 3 $1 РЕ = — $1 — п — in = 
пл 2 22 22 2 nix3 2 |1 

1 пл 8 4 пл 8 
= — sin — + —~(-1)” — 5 cos — + — зщ —. 

пл 2 ner? (-1) п2п2 2  лзлз 2 

Аналогично с помощью формул (3.45) вычисляем и коэффици- 

енты Фурье В: 

. плт 
2’ sin —_ ат = oO

o 
3 

|| 
|
 > &
 2 =|
 Е
 8 

>.
 

8 || 

| 
N
i
e
 

у
.
 

2.
 

=)
 >.
 

8 +
 

|
 

—
 

Ё
—
 

2 
1 плт x nrz\* 2 плт 

= ——— cos —— — —cos—| + — / rcos—dz = 
пл 2 | пл 2 1 пт 

1 

2 2 
— пт Ar . Orr 4 . nner 

= —cosn7 + — cos + ——5rsin 55 sin —— dz = 
п 2 nT 2 | nn 
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Таким образом, тригонометрический ряд Фурье функции 
f(x), заданной на отрезке [-2, 2], имеет вид 

13 п212+8 пл 8(—1)"—4cos + NTL 
S(z) = в+> ( 73,3 sin —- + a) еси + 

4 4(-1)"*?+cos 4 . пт "008 sin om 

пл neqe > 2 ni73 2 | 

График суммы 5(5) этого ряда представлен Ha рис. 3.10. 

1 

Рис. 3.10 

3.9. Разложение четных и нечетных функции 

Напомним, что если функция f(z) определена на отрезке 
[a, —a] и является четной - е. для всех 2 Е [—a, a] выполняется 

равенство f(x) = f(—z)), To Jie \de =2f f (x) dz, а если явля- 
0 

ется нечетной (т.е. для всех т Е [-а, a] выполняется равенство 
а 

[(х) = — /(-т)), то | 1(х) 4х =0. Легко проверить также, что 
—а 

произведение четной функции на четную или нечетной Ha не- 

четную является четной функцией, а четной на нечетную есть 
нечетная функция.
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Пусть на отрезке |—7, 7] задана четная кусочно непрерывная 
функция f(z). Тогда при любом натуральном п произведе- 

ние f(z)sinnz является нечетной функцией, а произведение 

1 ($) созпх является четной функцией, и верны равенства: 

т т 

| t2)cosneds = 2 | f(2)cosneds, п=0,1,2...; 

“т о 
т 

| #(@)sinnzaz =0, n=1,2... 

—т 

Поэтому все коэффициенты b, тригонометрического ряда Фу- 

poe (3.14) функции f(r) равны нулю, все коэффициенты ав 
определяются с помощью удвоенных интегралов на отрезке 

(0, л], а сам тригонометрический ряд Фурье четной на отрезке 
[-л, 7] функции принимает следующий вид: 

©, 9) 

а0 
f(z)~ 2 tL ancosns, 

п (3.48) 

ат = = [ f(x) cosnede, n=0,1,... 

0 

Если же кусочно непрерывная функция f(r) определена Ha 
[-л,л] и нечетна, то при любом натуральном п произведе- 
ние }(т)созпх является нечетной функцией, а произведение 

f(x)sinnz — четной функцией, и верны равенства 

ris 

[ t(@)cosnads =0, n=0,1,2...; 

—п 

т т 

| t@)sinnads =2 | f(2)sinns dr, n=1,2... 
т о
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Поэтому все коэффициенты аз тригонометрического ряда Фу- 

рье (3.14) функции f(r) равны нулю, все коэффициенты 5, 
определяются с помощью удвоенных интегралов на отрезке 

(0, л|, а сам тригонометрический ряд Фурье нечетной на от- 

резке [—7, 7] функции принимает следующий вид: 

со т 

f(z)~ У bnsinnz, bn, = = [ #2) sinnzdz, n=1,2,... (3.49) 
n=1 0 

Аналогично, если функция f(x) определена на отрезке [—I, |, 
кусочно непрерывна и является четной, то изложенные выше 
рассуждения приводят к тому, что тригонометрический ряд 
Фурье (3.43) этой четной функции с коэффициентами, вычисля- 

емыми по формулам (3.44), (3.45), принимает следующий вид: 

f(z)~ ат 

=? [одеты n=0,1,... 

0 

Если же кусочно непрерывная функция определена, на [—I, I] и 

является нечетной, то ее тригонометрический ряд Фурье (3.43) 

с коэффициентами, вычисляемыми по формулам (3.44), (3.45), 
принимает следующий вид: 

(3.50) 

(3.51) 

Наконец, пусть функция f(z) задана на отрезке [а, a+ 21, 
где а = К! — некоторое кратное числа [> 0 (k € Z), кусоч- 
но непрерывна и является четной относительно середины от-
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резка разложения (рис. 3.11), т.е. 
f(z) = f(2(a+l)—z), те [a, а+721. 
Тогда периодическое продолжение 

этой функции с периодом 21 на всю 

действительную прямую R будет 

четной функцией на В и, в частно- 

сти, на отрезке [-[[. Используя 0 
формулы (3.47), с помощью рас- 
суждений, аналогичных приведен- 

ным выше, получаем, что тригонометрический ряд Фурье 

(3.43) этой функции принимает вид 

о + 3 an COS —, 

a+l (3.52) 

ат =~ 4 f(x) cos —— dz, n=0,1,2,... 

yh 

Puc. 3.11 

В том случае, если кусочно непрерывная на отрезке [a, a+ 21] 
(а = kl) функция f(x) нечетна относительно середины отрез- 

а (рис. 3.12), т.е. f(x) = -/(2(а+)-т), те [a, а+21 (при 

этом верно равенство f(a+l) = 0), 
uv Ya 

TO тригонометрический ряд Фу- = |[---------- 4-------- 

рье (3.43) этой функции принимает 

следующий вид: <> |! 

NTE Poo 
(x) ~ yk sin —— ——_4—_1_ 1 > 

О| ia 'а+1 a+2l x 

a! ! 
ПХ | (3.53) <> 

J © т, ' 1 

n=1,2, Puc. 3.12 

Действительно, в этом случае периодическое с периодом 21 

продолжение функции f(x) на всю числовую прямую К будет
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нечетной функцией на R и, в частности, на [-[Й. С помощью 
рассуждений, аналогичных приведенным выше, получаем, что 
все коэффициенты Фурье a, (см. формулы (3.47)) будут равны 

нулю, а все коэффициенты Фурье b, будут равны удвоенным 

интегралам по половине отрезка разложения, т.е. получаем 

(3.53). 

Пример 3.6. Разложим в ряд Фурье на отрезке |-1, 1] 
функцию f(r) =е!!. График этой функ- 
ции изображен Ha рис. 3.13. 

Функция e!*! непрерывна на отрезке 

[-1, 1], дифференцируема на интервале 
(—1,1), кроме точки т =0, где суще- 
ствуют левая и правая производные, и 
является четной на отрезке [—1, 1]. Сле- 
довательно, ее тригонометрический ряд 
Фурье имеет вид (3.50) при [= 1, причем 
в силу непрерывности раскладываемой 

функции f(x) этот ряд будет стодиться к f(x) в каждой точ- 
ке отрезка [-1, 1]. Найдем коэффициенты Фурье этого ряда. 

Имеем 

e ® 
> 

= 
2 
о
.
.
.
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e ® О 
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e
e
 
q
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e
e
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e
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e
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e
e
e
e
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e
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= 
= 

® ® 

| 
—
 0 =
 

4 

Рис. 3.13 

1 

ap =2 | eda = 2-2. 

0 

Для вычисления остальных коэффициентов ап дважды приме- 

ним интегрирование по частям: 

1 

ап =2 / e” cosnmz dz = 2е?* созплт 
, 0 

1 1 

+2пл / е’ зшллт ах = 

0 

= 2((-1)"e — 1) + 2пле? sinnrz 

| 1 

— 21212 / е?* cosnrz dz = 
0 

0 

= 2(-1)"e—2—n? ray.
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Таким образом, аи = 2(—1)'е—2-—п?л?ат, откуда находим 

_ 2(-1)"e-2 

1 +n2q 

Итак, тригонометрический ряд Фурье функции e'*!, задан- 

ной на отрезке [—1, 1], имеет следующий вид: 

ele 1 (—1)"e—2 
lve— +p 14 nen COSNTL. 

График суммы 5(т) этого ряда изображен на рис. 3.14. 
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Рис. 3.14 

3.10. Разложение функции в ряды 
Фурье по синусам и по косинусам 

Рассмотрим функцию f(z), заданную на отрезке [0,7] и 
удовлетворяющую на нем условиям теоремы 3.17 или теоремы 

3.18. Поставим себе задачу разложения этой функции на 

отрезке [0,7] в тригонометрический ряд Фурье. В такой 
постановке задача не имеет однозначного решения, так как она, 
многовариантна. 

В самом деле, во-первых, эту функцию можно разложить 
в тригонометрический ряд Фурье на отрезке [0,7], как Ha
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произвольном отрезке вида [а, a+ 2/1] ca=Oul=7/2, используя 

формулы (3.47). В этом случае сумма 5(т) полученного ряда 

будет л-периодической функцией. 

Во-вторых, можно доопределить данную функцию в полу- 

интервале [-л, 0) произвольным образом, лишь бы полученная 
функция на отрезке [—7, 7] продолжала удовлетворять услови- 

ям теоремы 3.17 или теоремы 3.18. Разложим эту функцию в 

тригонометрический ряд Фурье на отрезке [-л,л| и, рассмо- 
трев сумму данного ряда только на отрезке (0, 7], получим еще 

одно представление исходной функции f(x) на отрезке (0, 7] в 
виде тригонометрического ряда Фурье. В этом случае сумма 

5 (5) полученного ряда будет 2л-периодической функцией. 

Наконец, в-третьих, можно доопределить данную функцию 
на произвольном отрезке [-[,Й, содержащем отрезок [—7, 7], 

так, чтобы полученная функция продолжала удовлетворять 

на отрезке [-[,Й условиям аналогов теорем 3.17 или 3.18, 
разложить доопределенную функцию в тригонометрический 

ряд Фурье на отрезке [-[ 1 и рассматривать его сумму только 

на отрезке [0,7] Сс [-[Й. Сумма этого, третьего, варианта 
тригонометрического ряда Фурье функции f(r) на отрезке 

(0, x] будет 21-периодической функцией, причем 21 > 27. 

Приведенные варианты разложений определенной на отрез- 

ке [0,7] функции f(z) в тригонометрический ряд Фурье, во- 

первых, имеют различные периоды своих сумм, а во-вторых, 

зависят от того, каким образом функция f(z) доопределяется 
на отрезке [—7, 7] или отрезке [—I, Й, содержащем отрезок [0, 7]. 

Поэтому, чтобы получить для функции f(r) не просто какое- 
то разложение в тригонометрический ряд Фурье, а разложение 

со специальными свойствами (разложение специального вида), 

необходимо, во-первых, уяснить требуемую периодичность сум- 

мы ряда Фурье (и, следовательно, определить отрезок разложе- 
ния — (0, 7], [—7, 7] или [—I, 1] D [0, 7]), а во-вторых, подобрать 

такое продолжение функции f(x) на [—7, 7] или [—I, 1] 2 (0, м], 
с помощью которого можно получить желаемый результат.
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Итак, пусть функция f(r) задана на отрезке (0, 7] и удо- 

влетворяет на нем условиям теоремы 3.17 или теоремы 3.18. 

Рассмотрим два специальных разложения функции f (xr) в 2л-пе- 
риодические (т.е. полученные с помощью разложения на отрез- 

ке [—7, 7]) тригонометрические ряды Фурье. Первое разложе- 

ние — это разложение в 2л-периодический тригонометрический 

ряд Фурье, не содержащий членов с синусами, т.е. в ряд, у 

которого все коэффициенты Фурье b, равны нулю. Такое 

разложение функции называют разложением в тригономе- 

трический ряд Фурье по косинусам кратных дуг (или по 
косинусам). Второе разложение — это разложение в 2л-пе- 

риодический тригонометрический ряд Фурье, не содержащий 

свободного члена и членов с косинусами, т.е. в ряд, у которо- 

го все коэффициенты Фурье ап равны нулю. Такое разложение 

функции называют разложением в тригонометрический ряд 

Фурье по синусам кратных дуг (или по синусам). 

Как показано в 3.9, такие разложения имеют четные и 

нечетные на отрезке [-л, 7] функции соответственно. Поэтому 

для разложения функции f(z), определенной на отрезке (0, a], 

по косинусам кратных дуг (и с 2л-периодической суммой ряда 
Фурье) необходимо продолжить функцию f(x) на промежуток 

[[-т, 0) по четности, т.е. положить 

f(z) = f(-z), те [-л, 0). 

Построим на отрезке [—7, x] тригонометрический ряд Фурье 
полученной четной функции (см. (3.48)) и, рассмотрев его 
сумму только на отрезке [0, 7], получим разложение исходной 

функции f(r) на отрезке [0,7] по косинусам. Для разложения 
функции f(x), определенной на отрезке [0, 7], по синусам крат- 
ных дуг (ис 2л-периодической суммой ряда Фурье) необходимо 
продолжить функцию f(x) на промежуток [—7, 0) по нечетно- 
сти, т.е. положить 

f(z) =-/(-т), те [-т, 0).
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При этом, возможно, потребуется переопределить значение 
функции в нуле, поскольку для всякой нечетной функции f (0) = 

=0. Это никак не повлияет на ряд Фурье функции f(z). 
Построим на отрезке [-п,л] тригонометрический ряд Фурье 
полученной нечетной функции (см. (3.49)) и, рассмотрев его 
сумму только на отрезке (0, 7], получим разложение исходной 
функции f(z) на отрезке [0, 7] по синусам. 

Аналогично можно разложить функции, заданные на произ- 
вольном отрезке [0, [], в 2[-периодические тригонометрические 

ряды Фурье, содержащие только косинусы или только синусы. 
В первом случае функцию необходимо доопределить в проме- 
жутке [—I, до четной функции и воспользоваться формулами 

(3.50). Во втором случае функцию следует доопределить до 

нечетной на [-[ 1 функции и применить формулы (3.51). 

Пример 3.7. Разложим по косинусам и синусам функцию 

_f т 0<%<5<71/2; 
f(z) = tay п/2 <х<л. 

yh Доопределим сначала функ- 

л цию f(z) на отрезке [—7,7] до 
----2------ четной функции /[.(т) (рис. 3.15): 

i п/2, —п<5<-пт/2; 
л —-z 0 a nxn * —z, —7/2<2<0; 

2 = 

2 (2) т 0<:<лт/2; 
Рис. 3.15 п/2, п/2 < т < т. 

Функция /[.(т) на отрезке [—7, 7] удовлетворяет условиям 
теоремы 3.15, поскольку она непрерывна, в любой точке ин- 
тервала (—п,л) имеет левую и правую производные, в точке 
т = —п имеет правую производную (f,,(—7) =0) и в точке 
т =л имеет левую производную (}_(т) =0). Кроме того, 
[«(—п) = Га(п) = [«(—п-+0) = }4«(п-0) = 7/2. Поэтому, соглас- 
но формулам (3.48), получаем следующие коэффициенты Фурье
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для четной функции fy(z): 

т 

2 

0 

Ш 
2 e 

2 т 2тзшлт 
ап = — xcosnzdx+ | —созпхах | = 

т 2 пт 

0 п 
2 

п 

р] T 

2 sinnz 1. пл 2 2 
— — | sinnzdz+ = —sin— + ——cosnz| — 

пл т п 2 nn 0 
0 2 

1 пт 2 nT 
— —sin — = — cos — 1) пе М. 

п 2 nn ( 2 

Поскольку функция [.(т) непрерывна на отрезке [—7,7] и, 
кроме того, f4(—7+0) = {..(л-—0) = 7/2, то в силу теоремы 3.17 
для любого т Е [0, 7] верно разложение 

f(x) = fa(z) = 5(т) = om + > -— (cos = — 1) cOsnz. 
1 

График суммы ряда Фурье 5(т), определенной на всей 
числовой прямой, представлен Ha рис. 3.16. 
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Рис. 3.16
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| Разложим функцию f(r) вряд 
у: 

л|___.. Фурье по синусам, доопределив 

2 ее до нечетной на отрезке [—7, 7] 
л > Л. ' ' 

2 ‚ функции fy(z) (рис. 3.17): 

| л x 
| 5 * —п/2, —n<ga<—n/2; 

fa(z)=4 т -т/2<т<1т/2; 
Рис. 3.17 п /2, п/2<:<т. 

Вычислим коэффициенты Фурье функции fy(x) по формулам 

(3.49): 
т 

2 ? р о 
by = 2( [ssimede+ ] $sinnzde) _ _ 2£Cosnr 

0 

т 

2 

п пл + т 0 

2 

т 

2 п 
2 08 Пт 1 пл 2 

+ — | созлтат — = —- с08 > +—— sinnz| — 
пл п. 2 0 

0 2 

1 1 ont . nn (-1)" 
— — с08пл + — cos — = —— sin — ‚ ПЕМ. 

п п 2 пл 2 п 

Функция f,(r) на отрезке [—7, 7] также удовлетворяет усло- 
виям теоремы 3.17 и является непрерывной, поэтому для любо- 

ro xz € [0, 7) имеем 

f(a) = fala) = S(c) = У (—-sin ™ — Е sinne. 2 a п^т 2 

Поскольку 

fa(—_7+0)+fa(r—0) 1/ a т п 
S = = —| —— — | —= — — 

(т) 2 5 ( sts) 0, f(r) 2’ 

то в точке г = 7 сумма ряда Фурье He совпадает со значением 
функции f(z).
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График суммы S(z) ряда Фурье изображен Ha рис. 3.18. 
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Рис. 3.18 

Пример 3.8. Разложим в тригонометрические ряды по 
косинусам и по синусам на отрезке [0, 2] функцию 

1 O<az<il; 

= 1<5<2. 

Четная функция (рис. 3.19) yh 

0, —2<2<-1; 

fa(z) =¢ 1, -1<5<1 2 ~-1 of Г 2х 

0, 1<5<2, Puc. 3.19 

определена на отрезке [—2, 2] так, что f(z) = }(т), z € [0,2]. 

Используя формулы (3.50) при [ = 2, получаем 

2 1 

ay = fula)de = [| do =1, 

0 0 
2 1 

An = Пров == dx = | cos“ de = 

0 0 

2 . пл! 2 пт 
= —sin——| =—sin—, ПЕМ 

пт 2 0 тм 2 
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Поскольку функция fy(x) непрерывна во всех точках интервала 

(0, 2), кроме точки г = 1, то, согласно аналогу теоремы 3.17 для 
отрезка [-2, 2], получаем 

f(a) = fa(2) = (а) =5+ = sin сов Е, z € (0, 1) U(1, 2]. 
n=1 

В точке разрыва т = 1 имеем 

ва) = [а (1+0) + /(1-0) _ 0+1 1 
2 2 2’ 

в то время как {(1) =1. Следовательно, сумма полученного 

тригонометрического ряда Фурье в точке т = 1 отличается от 

значения функции в этой точке. 

График периодической с периодом Т = 4 функции 5(т), 

являющейся суммой ряда Фурье, представлен на рис. 3.20. 

У} 

| Pip Е 
= =——> = 

-3 -1 0 1 3 x 

Puc. 3.20 

Для геометрической иллюстрации свойства, сходимости по- 

следовательности {5,(т)}, 

Sn(z) = : + >. ~ sin cos “ae, те [—2, 2], 

частичных сумм тригонометрического ряда Фурье функции 
«(т) на рис. 3.21 представлены графики частичных сумм у = 

= S,(r), тЕ [-2, 2], с номерами п = 1, 3, 5, 10,20 и 100. Из 
рисунка ясно, что во всех точках отрезка [-2, 2], являющих- 
ся точками непрерывности функции }(т), последовательность
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У S (x) У! 510(5) 

1 1 

_2 2 

— -1 о 1 хо -1 0 1 2х 

yh 520(2) 

[ 

—2 —1 0 1 2x 

yi 5100(2) 

1 

2 -1 0 Г 2x 

Puc. 3.21 

{Sin(z)} сходится к функции f(x), а в точках разрыва (точках 
т = Ти т = 1) такой сходимости нет. 

Итак, функция f(z) на отрезке [0, 2] в ряд по косинусам раз- 
ложена. Разложим f(z) в ряд по синусам. Функция (рис. 3.22) 

0, —-2<2<-1; 

—1, -l<2z<0O; 

fa(z)=¢ 0, x=0; 

‚ O<2r<l; 

0, 1<:<2, Puc. 3.22 

нечетная и определена, так, что f(x) = (т), тЕ (0, 2]. 

Отметим, что кусочно постоянная на отрезке [-2,2] функ- 

yur }„(т) удовлетворяет аналогу теоремы 3.17 для отрезка
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[-2, 2] (1 = 2). Используя формулы (3.51) при [ = 2, получаем 

2 1 

bn =f fa(z)sin de = f sin ae = 
2 2 

0 

2 
“св == (1-сов""), пе м 

пл 2 о Пл 2 

Поскольку функция f, (x) непрерывна во всех точках интервала 

(0, 2), кроме точки z= 1, то в силу аналога теоремы 3.17 для 
отрезка [-2, 2]) при всех тЕ (0,1) 0 (1, 2) получаем 

f(a) = fala) = S() => = (1 сов sin 
n=1 

В точке разрыва + = 1 и на концах т =0 и т=2 отрезка 

(0, 2] имеем 

_ +а+0)+Лла-0) _ 0+1_1 
S(1) = 2 ~— QQ? 

5(0) = Oy _ = =0, 

5(2) = С++ x0) _ о о, 

в то время как f(1)=1, f(0) =1, f(2) =0. Следовательно, сумма 
полученного тригонометрического ряда Фурье совпадает со 
значением исходной функции f(z) в точке г = 2 и не совпадает 

в точках т =Оит=1. 

График периодической с периодом Т = 4 функции S(xr) — 

суммы тригонометрического ряда Фурье функции },(т) — 
изображен на рис. 3.23. 

Пример 3.9. Разложим функцию f(x) = 1? в ряды Фурье 

по косинусам и по синусам в интервале (1,2). Разложение 
построим так, чтобы сумма S(x) получившегося ряда Фурье 
имела наименьший период.
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yi 

> 1 <—> 

} -1 } 
CL$ > ———>—— 

_3 ; 0 1 :3 х 

=—> -! < - 

Рис. 3.23 

Для того чтобы разложить функцию f(z) в ряды по си- 
нусам или косинусам, ее необходимо продолжить до нечетной 
или четной на каком либо отрезке [—I, 1]. Это можно сделать 
многими способами, но сумма 5(т) 
ряда Фурье будет иметь наимень- 

ший период, равный 2, только в том 

случае, если доопределить функцию 

f(z) так, чтобы функция f(z +1) 
стала, четной или нечетной на отрез- 

ке [-1, 1]. Период функции 5(т) при 
этом будет равен 2. 

Сначала разложим функцию f(z) 
по косинусам, доопределив ее в ин- 

yh 
4 wee ew ew ew ew ew ew ow = 

bo
f 
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
 

=
e
 

1 тервале (0, 1) до четной относитель- * “= Хх 
но х=1 (cm. 3.9) функции }.(т) 

(рис. 3.24): Рис. 3.24 
fale) (x — 2), 0<z2r<l; 

me 12  1<1<2 

Коэффициенты Фурье четной относительно ZT =1 функции 

f4(z) можно вычислить по формулам (3.52) при [ =1. Сперва 
находим коэффициент ад: 
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Остальные коэффициенты вычисляем двукратным интегриро- 

ванием по частям: 

2 

2 x? An =2 | т“созплтат = —зшплт 
пт 

2 2 
4 

— — | тзиплтат = 
1 пт 

1 1 

2 4 Г 
— хз | cosnnede = 

‚ nn 
1 

Поскольку f(z) = f,(x), тЕ (1,2), и функция [.(т) удовлетво- 
ряет аналогу теоремы 3.18 для отрезка [0, 2] (является непре- 
рывной и кусочно монотонной на этом отрезке), и, кроме того, 
f4(0) = {.(2) (значения на концах отрезка разложения совпада- 
ют), то функция f(r) = 1? на всем отрезке [1,2] может быть 
представлена, своим тригонометрическим рядом Фурье, кото- 
рый имеет вид 

4(2—(-1)") 4т 
=——_созплт 

1212 пт? 
‚ ПЕМ. 

д? = f,(x) = S(z) = an у. 42 ao") созплх, zx € (1, 2]. 
n=1 

График суммы 5(т) этого ряда, определенной Ha всей число- 

вой прямой К и периодической с периодом Т = 2, изображен на 

рис. 3.25. 
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Рис. 3.25
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Разложим данную функцию f(r) = 27 на 

отрезке [1,2] в ряд по синусам. Для этого 
доопределим ее в интервале [0,1) до нечет- 
ной относительно точки т = 1 функции },(т) 
(рис. 3.26): 

—(х—2)?, 0<2<1; 

fa(z) = 0, z=1; 

т, 1<т:<2. 

Функция fy(z) отличается от f(x) в точке 
т =1, но это не влияет на разложение этих 

Рис. 3.26 

функции в ряд Фурье. Используя формулы (3.53) при [=1, 

вычисляем коэффициенты Фурье функции }„,(т): 

2 д 
+ — 

NUN 

2 
2 

2: т bn, =? [+ зшллтат = ——— созплт 
пт l 

1 

2 4 2(4 — (-1)”) 4 . 
= — + тзшплт 

пт n2 72 272 1 UT 

_ _2(4-(-1)") | 4 
+ COSNTL 

пт nin3 

2 

| scosnmade = 

1 

2 

[sinnze dx = 

1 

2 

1 

(-1)"2-8 | 4(1~(-1)") 
NT 

Поскольку f(z) = fy(x) при тЕ (1,2), a 

n313 

]н(т) — кусочно 
монотонная и кусочно непрерывная на отрезке [0,2] функция 
(т.е. удовлетворяет аналогу теоремы 3.18 на отрезке [0, 2]), 

причем непрерывная в интервале (1, 2), то тригонометрический 

ряд Фурье функции f(r) = т? в каждой точке интервала (1, 2) 
сходится к ней самой. Таким образом, разложение функции 

f(z) = 12 в тригонометрический ряд Фурье в интервале (1, 2)
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имеет вид 

пл nin3 
12 = 5(т) = ее + ве зшплх, тЕ (1,2). 

n=1 

В точках г =1 ит = 2, согласно аналогу теоремы 3.18 для 

отрезка , [0, 2], имеем 

5) = ла +0 _ ре о, 

5) = ооо _ а ~0, 

в то время kak { (1) =1и f(2)= 
=4. Поэтому сумма получен- 

ного тригонометрического ря- 

да Фурье в точках х =1ит= 

= 2 не совпадает со значением 

исходной функции f(r) = т? в 
этих точках. 

График суммы 5(т) этого 
ряда, определенной Ha всей чи- 

словой прямой К и периодиче- 

ской с периодом Т = 2, изобра- 

жен Ha рис. 3.27. Рис. 3.27 

3.11. Вычисление сумм числовых 

рядов с помощью рядов Фурье 

В этом параграфе рассмотрено несколько примеров, в кото- 

рых показано, как можно использовать разложение функций в 

тригонометрические ряды Фурье для вычисления сумм некото- 

рых числовых рядов. Если выше (см. 1) мы в основном касались 

вопросов стодимости числовых рядов, то теперь можем найти 

и суммы некоторых из них.
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приращения 

Пример 3.10. Вычислим суммы следующих числовых 
рядов: 

В примере 3.2 функция f(r) = 2, тЕ (—7, п), была разложена в 
тригонометрический ряд Фурье 

(—1)"*1! 1 1 
z= 2(sinz — — 31125 + —sin32—...+ 5 3 sinnz + ...). 

Если положить в данном равенстве х = 77/2, то получим 

1 —1 п-+1 

м2 (1-д+...+ +...), 
2 3 2п—1 

т.е. 

3 (—1)"+1 _п 

Qn-1 4. 
n=1 

Для вычисления суммы второго ряда можно использовать 
равенство Парсеваля (3.18) для ряда Фурье функции f(x) = т: 

Е fata 
— п? 7 mJ 

Отсюда находим 

м 1 1 23|" x? 

тж, 7 6 

Пример 3.11. Разложим функцию f(x) = x? в промежутке 

[-л, | в ряд Фурье. Функция является четной, следовательно,
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в соответствии с формулами (3.48) имеем: 

п 

2 212 
а0 = — / 2 т = ally 

п 3 
0 

п п 
2 п 2 Г. т“. 4 

ал = — | x cosnzdz = —sinnz| — — | тэшпхт ат = 
п пт о nn 

0 0 
п vil 

Ar 4 
=~ cosnz}| — —— cosnz ат = 

nT о nn 
0 

4(—1)” 4 . " 4(-1)" 
= 5——-з_8шпх| = 5—. 

п пт 0 n 

Поскольку функция т? дифференцируема на [—7, л| и ее значе- 

ния на концах этого отрезка совпадают, имеем разложение 

oO 

2 у [© п COSNIT == 445 \(-1 _n, т]. т + (—1) 72 те [-т, 7] 

Если же записать равенство Парсеваля для данного разло- 

жения функции 12, то получим формулу 

1/212\2 1 of 
5 (--) +1690 == [2142 

Следовательно,



3.11. Суммирование числовых рядов с помощью рядов Фурье 317 

Пример 3.12. Вычислим суммы рядов 

111 1 1 1 1 1 1 1 1 

т ПВ tT ПВ м 
различающихся лишь знаками своих членов. Для этого ис- 

пользуем разложение функции f(r) = 7/4 в интервале (0,7) в 
тригонометрический ряд Фурье по синусам. Такое разложе- 
ние можно получить, если в тригонометрический ряд Фурье на, 
отрезке [—7, 7] раскладывается функция, полученная из f(z) 
путем ее продолжения на [-л‚л| до нечетной (см. формулы 
(3.49)). Поскольку функция f(r) = 1/4 дифференцируема в 
интервале (0,7), то ее разложение в тригонометрический ряд 

Фурье по синусам имеет вид (см. теорему 3.17) 

co 

+ = > и [с зшпх. (3.54) 
n=1 

Действительно, в соответствии с (3.49) имеем 

т 
п _ (_.1\n 

_} (=1) ‚ neENnN. 
0 2n 

п. 1 
bn = [| штат = — > cosne 

0 

Положив + = 7/2 в равенстве (3.54), получим 

=e 1 1 1 ыы 

palate ate =a 
oo 

Умножим ряд >. (-1)"+1 /(2п-1) на 1/3 и добавим к нему 
n=1 

нули следующим образом: 

1 1 1 1 
0+5 +0+0- о +0+0+1: +0+0- 5: +0+0+... 

Согласно свойствам 1.4 и 1.5 числовых рядов, этот ряд сходится 

и его сумма равна 7/12.
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Сложим этот ряд с рядом, из которого он был получен: 

1 1 1 (0+ 5+0+0-5+0+0+ — +0+0+.. .) + 

вает ат, 
$55791 13 1 1 19 

1 

9 ~(0+1)+(§-$)+(0+2)+(0-4) +48) 
но) 48) +03) 

ae ee ee re re ee 
~~" § F 13 17 9“ 

Согласно свойству 1.6 числовых рядов, сумма последнего ряда 
равна, л/12 + 7/4. 

Итак, 
111 1,445 _ 

5 7 13 17 7 
Положим xz = 7/3 в равенстве (3.54): 

п 1 - (-1)" . m_ УЗ У3 + V3 V3 
=>. an 3 р 2-11~ 

©2
15
3 

= 3 «2 527 2.1 

3 3 3 111 ~=1 «1 
+ _ 53 += ЗЕЕ, .). 

2.13 2.17 2 5° 7 ll 13 17 
Тогда 

т, Ця 
5 7 11 13 #17 7 о 

Раскладывая в тригонометрические ряды Фурье (в общие 

или по синусам, или по косинусам) другие (кусочно непрерыв- 
ные) функции f(r), выписывая для них равенство Парсеваля и 
подставляя в полученные соотношения различные конкретные 
значения т = то, можно найти суммы и других числовых ря- 

дов. Данный способ вычисления сумм числовых рядов требует 

определенного искусства и, вообще говоря, применим не для 
всех рядов.
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3.12. Дискретное преобразование Фурье. 
Быстрое преобразование Фурье 

Пусть функция f(r) с периодом 21 = Т непрерывна Ha всей 

числовой прямой и имеет кусочно непрерывную на В производ- 

ную. Тогда она удовлетворяет условиям аналога теоремы 3.13 

для 21-периодических функций (см. 3.8) и ее можно разложить 

в тригонометрический ряд Фурье на всей числовой прямой. Ее 

ряд Фурье сходится в каждой точке тЕ R к значению функции 

f(z). Итак, для любой точки тЕ R имеет место равенство 

1(т) = > се" Т (3.55) 

где 1 — мнимая единица, а коэффициенты разложения сх можно 

вычислить, используя следующие формулы: 

T/2 

1 эр = 1 ff) а 
Ck = 7 / f(xzje T == т: | 1) Т dz, КЕЙ. (3.56) 

-T/2 0 

Здесь мы использовали запись тригонометрического ряда 

Фурье для 2[-периодической (21 = Т) функции в комплексной 
форме (см. 3.2 и 3.8) и свойства определенных интегралов 
от периодических функций (см. 3.7). Кроме того, поскольку 

функция f(x) имеет кусочно непрерывную на R производную, 

то, согласно аналогу теоремы 3.13 для 2[-периодических функ- 

ций (см. 3.8), ряд Фурье функции f(x) сходится абсолютно и 
равномерно на В, причем 

+00 +00 

У ен = + (ен + Ice) < +00. 
К=Ь—осо k=1 

Зафиксируем некоторое натуральное число М и рассмотрим 

значения функции f(z) на сетке из действительных точек
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2; =jT/N, j =0, М-1: 

+00 +00 _ И 

Ка)= Do ске"®тИТ = У ` се" ®ИМ, у=0,М-Т. (3.57) 
k=—00 k=—0o 

Tak как ряд Фурье функции f(x) сходится абсолютно в каж- 

OM точке, то его члены можно переставлять любым способом, 

сохраняя при этом сумму (см. теорему 1.11). Это обстоятель- 
ство позволяет в ряде (3.57) привести подобные члены, т.е. 

сложить члены с одинаковым значением экспоненты e27**I/N 
Если kj — К = тМ, где me Z, то число Кт;/Т — К2х;/Т = 
= тМ№т,;/Т = т] является целым. А поскольку функция е?"й — 

= cos2nt+isin2nt, Е В, имеет период, равный единице, то для 

всех 7 = 0, N-1 

e2tiki x; /T — епт; /Т. ky _ ko — mN, me Z. 

Так как любое целое число К можно единственным образом 
представить в виде K=1+mMN, где [Е {0,1,...,N—1}, me 2, 
и e2ti(l+mN)z;/T — e2nilt;/T для всех 7 =0, М-1 и тЕ Z, то 
получаем 

+00 
f(z;)= >. ске?"®тУ/Т — 

К=Ь—со 

N-1 +0 N—1 +00 
=») > с „ме? ч+тМ)ту/Т — > 3 Clam yermts/T — 

[=0 т=-—со [=0 т=р-—со 

N-1 N-1 
= So ePnila;/T Ss ClimN = }`ае?"из!Т, 

[=0 т=—осо [=0 

где 
+00 

> cmv, 1=0, М- (3.58) 
т=-со
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и коэффициенты с14тм вычисляются по формуле (3.56). Итак, 
если f(x) — произвольная 21-периодическая функция, непре- 

рывная на К и имеющая на R кусочно непрерывную производ- 
ную, то ее значения в точках т; = jT/N, j = 0, N—1, могут 

быть представлены в виде суммы, коэффициенты C; в которой 

определяются формулой (3.58): 

N-1 

f (aj) = У ети Т (3.59) 
l=0 

Несмотря Ha то что формула (3.59) задает представление 

функции f(r) только на конечной сетке точек 

BW N 
{ T 2T Мг 

ее коэффициенты, вычисляемые по формулам (3.58) и (3.56), 
определяются значениями функции f(x) на всем отрезке [0, Т]|, 
а в конечном счете — на всей числовой прямой. Однако для 

представления функции f(r) в виде суммы (3.59) на конечной 
сетке точек совершенно не обязательно знать значения функ- 

ции f(z) на всей числовой прямой, а достаточно знать лишь ее 

значения в точках самой сетки. 

В самом деле, пусть функция f(x) определена не на всей пря- 
мой В, а лишь в узлах сетки {0, T/N, 2T/N, ..., (N-1)T/N} 

(такую функцию называют сеточной). Тогда представле- 
ние в виде суммы (3.59) для нее можно получить, например, 

следующим образом. Доопределим сначала сеточную функ- 

цию f(z) на отрезке [0, Т] до непрерывной, кусочно линейной 
функции, удовлетворяющей условию f(T) = f(0). Графиком 
этой функции на отрезке [0, Т] является ломаная с вершина- 
ми в точках (2;;f(r;)), 1 =0, М-1, а также в точке (T; f(0)). 

Продолжим затем полученную функцию периодически на всю 
числовую прямую с периодом 21 = Т. В итоге получим непре- 

Рывную на множестве К 21-периодическую функцию, имеющую



322 3. РЯДЫ ФУРЬЕ 

кусочно непрерывную производную. Для такой функции имеет 
место разложение (3.55), а в точках х; = jT/N, 1 =0, М-1, — 
представление (3.59). 

Отметим, что тригонометрический полином 

N-1 . 
Sn(z) — У. ае2"И=/Т 

[=0 

из правой части (3.59) является интерполяционныем для 
сеточной функции f(x), т.е. обладает свойством 

бм (ту) =f(zj), 1=0, М-1. 

Представление сеточной функции в виде суммы (3.59), по- 

лученное с помощью непрерывной, кусочно линейной интерпо- 

ляции имеет существенный недостаток: для вычисления М ее 

коэффициентов разложения Си, [ = 0, N—1, необходимо предва- 

рительно вычислить бесконечное число коэффициентов Cj4mN; 

те 2. Однако должен существовать алгоритм расчета, коэф- 

фициентов C; без предварительного вычисления коэффициентов 

с+тм. Этот алгоритм действительно есть, и его называют 

дискретным преобразованием Фурье. Переходим к его 

изложению. 

Итак, рассмотрим линейное пространство Ом комплексных 

сеточных функций, определенных в узлах сетки 2; = 7Г/М, 

1 =0, N-1, где № — фиксированное натуральное число. Это 

М№-мерное комплексное линейное пространство. Отображение, 

которое всякой функции f € Dy ставит в соответствие вектор 

ее значений 

f=(f(zo) f(z1) — /(тм-1)) ЕСМ, 

устанавливает изоморфизм между линейным пространством 

Ом сеточных функций и комплексным линейным арифметиче- 

ским пространством СМ.
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Введем в этом комплексном линейном пространстве скаляр- 

ное умножение 

N-1 

(f= D Ладе, fgeDy, = (3.60 >. 
где черта, сверху означает операцию комплексного сопряжения. 
Аксиомы скалярного умножения для комплексных линейных 
пространств те же, что и для действительных линейных про- 
странств (см. 3.1), за исключением аксиомы коммутативности, 
которую заменяют следующей: (f, 9} = (9, 1). Комплексные 
линейные пространства со скалярным умножением называют 
унитарными пространствами. Нетрудно проверить, что 
все четыре аксиомы для введенного выше скалярного умно- 
жения выполняются. Таким образом, линейное пространство 
Dy становится унитарным пространством. Система сеточных 
функций 

физ) = "ТТ, 1=0, М-1, 
где © принимает значения 7Т/М№, 7 =0, N—1, является ортонор- 
мированным базисом в унитарном пространстве Ом. 

Действительно, для любых целых К и т имеем 

N-1 

(ры Pm) = д; У ет фиат = 
= 

7 1 N-1 1 N-1 

_ = 2ni(k—m)2;/T _ = 2ni(k—m)j/N = >. en Tis) = м 2. е 

j= JF 

При К = т получаем (фт, фт) = 1 для всех целых чисел т. 

Если К 2 т, то, используя формулу для вычисления суммы N 

первых членов геометрической прогрессии со знаменателем 4 = 

= e2mi(k—m)/N (4 41 при k 4m) и первым членом 61 = 1 (см. 1.1), 
получаем 

N-1 ет (к-т) —_1 
_ 1 Qni(k—m)/N\J — __ 

j= 

так как e27(k—m) — 1 для любых целых К и т.
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Таким образом, система сеточных функций ДМ пред- 
ставляет собой ортонормированный базис в унитарном про- 

странстве Ом. 

Для любой функции f Е Ом имеет место представление 

(3.59). Учитывая введенное обозначение yi (x;) = е?"И=;/Т, | = 
= 0, N—1, представление (3.59) можно переписать так: 

N-1 N-1 

Ца) = Glas) = SL aeGTIN), 5 =0,N=-T. 
l=0 l=0 

Иными словами, для всякой функции f € Dy имеет место 

разложение 

(т) = › a(t), ==, 1=0, М-1. (3.61) 

Это означает, что представления (3.59) и (3.61) являются раз- 
ложениями сеточной функции } Е Ом по ортонормированному 

базису (Фо унитарного пространства Ом, а коэффициенты 
разложения <, [=0, N—1, — координатами функции (вектора) 

f в этом ортонормированном базисе, т.е. 

N-1 . _ T 7 
a=(f.0) =~ > (г: ем (3.62) 

= 

Следовательно, коэффициенты C; не зависят от способа 

продолжения сеточной функции на всю числовую прямую до 
Т-периодической, определяются лишь значениями функции в 

узлах сетки. 
Соотношение (3.61) обычно называют дискретным (ко- 

нечным) рядом Фурье сеточной функции f € Ом, а коэффи- 

циенты с, — ее дискретными коэффициентами Фурье. 

Разложение сеточных функций в дискретный ряд Фурье 

(3.61) определяет линейное отображение F: Dy 3 СМ, которое
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каждой функции } из унитарного пространства Ом, т.е. сеточ- 

ной функции f, определенной на сетке х; = jT/N, 1 =0, №М-1, 

ставит в соответствие комплексный вектор 

c=F(f)=(% а  Gy-1) ЕС\ 

Координатами этого вектора являются дискретные коэффици- 

енты Фурье функции f. Так как для любой функции ГЕ Dn 

вектор с ее координат в ортонормированном базисе де 
унитарного пространства Ом определяется однозначно, и, на- 
оборот, каждый вектор координат с Е СМ однозначно опреде- 
ляет функцию f € Dy [IV], то отображение Л является вза- 
имно однозначным отображением Dy на C™ Таким образом, 
отображение Л: Dy > СМ является невырожденным линейным 

оператором, действующим из М№-мерного унитарного простран- 
ства Dy в СМ Линейный оператор Л называют прямым 

дискретным преобразованием Фурье. 

Пусть в пространстве Ом выбран базис из сеточных функ- 
ций {ек(т)} |, где для любого К = 1, М выполняются условия 

ек(т,) = 0 при j =0, №М-—1, 1 К-—1, и ек(ть-1) =1. Для любой 

сеточной функции f Е Ом имеем разложение 

a jT a 
(=) = >of (ee-rex(z), t=, §=0,N-1. 

k=1 

Столбец координат сеточной функции f € Dy в ортонормиро- 

ванном базисе {ех(т)}№_| унитарного пространства Ом имеет 

ВИД 

{= (/(20) 1(т1) f(z2) (тм) 

Согласно формулам (3.62), в стандартном базисе арифметиче- 

ского пространства С^ столбец с координат образа сеточной 

функции f при отображении F (вектор дискретных коэффици- 
ентов Фурье функции f) можно представить следующим обра-
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30M 

f $ 2ni-0-2; /T \ : F(aj)e 0 
Co \ j=0 7 

C1 N-1 
_ 1] > f (xj)e~27* 1 24/7 

c= C2 =— —0 = 
N J 

ead [teh 
CN-1 > {(т;)е "МПТ 

j=0 } 

_ 2ni-O-z _ 2ni-0-z _ 2110-51 

ети ее ети VL f(a) \ 
25.1: 215.1: 213.1. М1 е- mi zo е- ni 3 е- = (ал) 

9. 9. Qri-2-2 Ny _ =H enor oF 5] е- wt = 1 f (x2) | 

2nri(N-1 2nri(N-1 2ri(N—1l)zn_ G м5 ( - )= е- п ( - ES е- = N * | \ ам 1)] 

или 

с=ЕТ, 

где f =(f(t0) /(11) /(22)  Л(тм-1)) Матрицу F назы- 
вают матрицей прямого дискретного преобразования 

Фурье. Учитывая равенства 2; = jT/N, 1 =0, N—1, и вводя 

параметр а =е`2"ИМ, матрицу Ё прямого дискретного пре- 

образования Фурье можно записать в виде 

1 1 1 1 
й 1 а 42 gN-1 

F=5|1 ¢ + gin) (3.63) 
1] gN-} g2\N-1) g(N-1)? 

Так как линейный оператор Л взаимно однозначно OTO- 

бражает унитарное пространство Ом на СМ, то существует 
обратный к нему оператор Л`1: СМ + Dy. Линейный опе- 
ратор Л-! каждому комплексному вектору сЕ С” ставит в
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соответствие сеточную функцию f € Ом, для которой коорди- 
наты вектора, с являются дискретными коэффициентами Фурье 

функции f. Отображение Л-! называют обратным дис- 
кретным преобразованием Фурье. Оно определяется фор- 

мулами (3.59), которые эквивалентны следующему матричному 
равенству: }=Р`!с. Матрицу F-! называют матрицей 
обратного дискретного преобразования Фурье. Из фор- 
мул (3.59) следует, что матрица обратного дискретного пре- 
образования имеет вид 

Г. 1 1 1 \ 
1 qu! а? g7(N-1) 

Е! — 1 q=? а“ а 2-1 (3.64) 

| g-(N-1) g-2(N-1) g7(N-1)? } 

Обратимся теперь к вычислительным аспектам осуществле- 

ния прямого и обратного дискретных преобразований Фурье. 

Выполняя прямое или обратное преобразование Фурье, нам 

приходится умножать квадратную матрицу F или F-! no- 

рядка N на столбец из № чисел. При этом для определения 

всех дискретных коэффициентов Фурье сеточной функции } 

из унитарного пространства Dy требуется порядка №? ариф- 

метических операций* (матрицы F u Р`! считаются вычислен- 

ными заранее). Однако если М№ является составным числом, 

то количество выполняемых арифметических операций мож- 

но значительно сократить. Существует алгоритм вычисления 

дискретных коэффициентов Фурье сеточных функций, назы- 

ваемый быстрым дискретным преобразованием Фурье, 

который позволяет уменьшить число производимых арифмети- 

ческих операций до порядка N(N, + № +... + Nm), где М = 

= N, №... Мт — разложение числа, N на простые сомножители. 

“Под арифметической операцией понимается умножение двух комплекс- 
ных чисел с последующим сложением.
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Рассмотрим идею быстрого преобразования Фурье на при- 

мере вычисления прямого преобразования Фурье функции f 

из унитарного пространства Ом в случае, когда N = М №. 

Перепишем формулы (3.62) для вычисления дискретных коэф- 
фициентов Фурье в следующем виде: 

1 N-1 

а = Go 1= —1 l NiN> >. (та ’ l 0, № ’ 

roe qg=e2™/N Обратим внимание Ha To, что g™ = 1 для всех 

те 2. 

Отметим, что любой номер | = 0, N—1 можно представить в 

виде [ = [1 Ny + 1%, где [1 < № ulo < М! — неотрицательные це- 

ane числа. Также любой номер 7 = 0, N—1 можно представить 

в виде 7 = Л № + Jo, где л < Ny и jo < No — неотрицатель- 

ные целые числа. С учетом этих представлений для любых 

l,j =0, N—1, имеем 

11 = Кл № + jo) =171№ +15 = (1 M1 +6) л №2 +15 = 

= 119, N № + Юл № +10 =ИЛМ Юл № + lio, 

и, следовательно, 

ай = qhiN gloi № — дол № glo, 

Отсюда для любого [ =0, N—1 получаем 

№—1 М! -—1 

~~ = У f(z; .) loji №2 120 — 
Cl = ClyNi+lo = №, № L5,4No+jo) 4 q = 

jo=—0 71=0 

l No-1 1 N,-1 1 №—1 

— — — .) giogiN2 | 1% — — а = > (№ > Лелнныь) dN a= п. У olla) a 
jo=0 ji=0 jo=—0
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где введено обозначение: 

Ni-1 

c(lo,jo) = w > f (25,No+j0)4 ол ‚ 0 =0, No- —1, lo = 0, N,-1. 

1 л=0 

При известной матрице Ё дискретного преобразования Фу- 

рье, т.е. при известных значениях 671 № /N,, для вычисления 

каждого коэффициента с(1,710) требуется № арифметических 

операций. Общее число таких коэффициентов № № = №. Та- 

ким образом, для вычисления всех коэффициентов с([0,7) не- 

обходимо порядка N,N арифметических операций. Далее, при 

известных коэффициентах C(lo,70), jo = 0, No—1, и величинах 

42° /М№ для вычисления каждого коэффициента @& требуется 
осуществить порядка № операций. Всего таких коэффици- 

ентов М№, значит, следует добавить еще №№ операций. Сле- 

довательно, для вычисления всех коэффициентов дискретного 

преобразования Фурье необходимо №№ + N,N операций. Так 

как №М(М! + №) < №? при М > 4, то получаем более выгодный 
способ вычисления дискретного преобразования Фурье. Эко- 

номия в количестве вычислений стала возможной благодаря 

выделению коэффициентов с([0,70), которые используются для 

вычисления нескольких различных коэффициентов Cj. 

В общем случае, когда, N = М! №... №т, удается аналогич- 

ным образом выполнить дискретное преобразование Фурье 

всего за №М(М№ + №+...+ №.) операций. Более подробно оста- 

новимся на случае, когда N является степенью числа 2, т.е. 

N=2™, тЕМ. 

Разложим числа [ = 0, N—1 и 7 =0, N—1 по степеням числа 

2, т.е. представим их в виде 

т-—1 т-—1 

>, =>. Я, (3.65) 
k=0 r=0 

где все коэффициенты |, и 7. принимают одно из двух значений: 

0 или 1. Для произвольной сеточной функции f € Dy положим
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10) (9,...,]т-1) = f (xj), где j имеет разложение (3.65). Коэф- 
фициент Фурье C; с произвольным номером | равен 

т хх Ули. (8:66) 
jm-1=0jm-2=0 jo=0 

Заметим, что g = e~277/2™ 
равенство g? ? = 1. 

Рассмотрим теперь произведение целых чисел 17. С учетом 

представления (3.65) имеем 

Поэтому для любого целого р верно 

т-—1 т-—1 т—1т-—1 

i= (Dut) (Ух) = Тин" = 
k=0 r=0 k=0 r=0 

т—1т-т-—1 т—1 m-1 

УТУ wate У вы" 
r=0 k=-0 r=0 k=m-r 

m—lm-r-1 m—-1 т-1 

SS вики У njakom = 
r=0 k=0 r=0 k=m-r 

т-—1 т—г-—1 т-—1 

=\`;.2 ,2*+2"s = У ` 7,2" а, + №, 
r=0 k=0 r=0 

rye 

m—r-1l m—-1 т-1 

dr =A(Io,.--5lm-r-1) = > 12%, s= 6.2 (т-"). 
k=0 r=0 k=m-r 

Учитывая, что 4^* = (4^)* = 1, получаем 

т-—1 

ая _ =I gir?" org Ns __ -П gine в". 

=0
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Тогда, используя (3.66), имеем 

1 т-—1 

c= ni “= » S| Це" = 
jm- a jo=0 =0 

jo=0 jJm—-1=0 

= 15> gino, > > а ата 0) (59,...45m—1)- (3.67) 
jo=—0 2 to 

Если ввести следующие обозначения: 

0) (70,71 ,...)т Обь Лт 1) =/(т т), 

c) (10,5... Лт 2) 1 yy gn та) с) (50,51, т 1), 

2° i“ 

сб?) (1011,50... т 3) >> а?"- 2 “allots () (Ig, о... эт 2), 

2 2=0 

cl) (lo,l1,.-. ‚т 1) =1 yg itm —1) clm— Y (loli... slm—2,Jo), 

2—9 

то процесс вычисления дискретных коэффициентов Фурье (С! 

по формуле (3.67) сведется к быстрому алгоритму вычислений 
с использованием следующих рекуррентных формул: 

с(®) (Ig, ... 5(Е—1, 20, ... :Jm—k-1) — 

1 
1 . m—k _ . . — 5 ) } gim—k? Om—k alk 1) (10,... 1—2, 20)... тв), (3.68) 

jm—k=0 

где 

Am—k = A(lo,l1,...,lk—1) -> 1,2", а=е ИМ, k=l.
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Начальными значениями (К = 0) для этих формул являются 
значения функции f Е Ом в узлах сетки х; =jT/N, 1=0, N-1: 

т-—1 

с®) (0,1... та) = 1 (2), = D> 572", 
r=0 

а, конечными значениями (К = т) — искомые дискретные коэф- 

фициенты Фурье функции {: 

ст) (Ig,d1,..-,lm—1) = %, [= 1:2“ 

Определим количество арифметических операций, необхо- 

димых для вычисления дискретных коэффициентов Фурье с ис- 

пользованием описанного алгоритма. На каждом k-m шаге для 

вычисления одного коэффициента, cl) (Ig, ... lb—15905+++5Jm—k—-1) 

при известных коэффициентах cfk-1) требуется выполнить две 

арифметические операции (как и выше, считаем, что значе- 

ния тк" Тат /2 известны заранее). Таких коэффициентов 

насчитывается 2". Поэтому на К-м шаге совершается 2™ 2 

арифметических операции, а всего за т шагов нужно выпол- 

нить 2™-2m=2N log. N операций. 

Рассуждая аналогично, приходим к рекуррентным форму- 

лам быстрого алгоритма обратного преобразования Фурье: 

cl) (lo, ... 56—10, one \Jm—k-1) = 

1 
4 m—k _ . . — > 4 Im—k2 ат o(k 1) (Ig, ...5Ue—2s09++*3Im—k)s (3.69) 

дт-—в=0 

где 

k-1 

am—k = а(10,(1,... 1) = 1.7", q=e min k= » mn. 

=0
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Начальными значениями (К = 0) для этих формул являются 
значения дискретных коэффициентов Фурье сеточной функции 
f E Dn: 

т=т-—1 

cl) (Jo, /1,. .. ‚Лт-1) — Су j = > jr2', 

r=0 

а конечными значениями (К = m) — значения функции f € Dy 
в узлах сетки 11 = Г/М, [=0, N-1: 

k=m-1 

ст) (0,11,... т) = =) 1,2" 

Итак, вместо необходимых №? операций при использовании 

обычного алгоритма преобразования Фурье, приведенный ал- 

горитм быстрого (прямого и обратного) преобразования Фурье 

требует выполнения всего порядка 2N log. N арифметических 

операций, давая тем самым не только существенный выигрыш 

в затратах машинного времени (при реализации этого метода 

на компьютере), но и увеличивая надежность вычислений. 

Отметим, что процедура последовательного вычисления ве- 

личин cl*)(1,,...,lh-1,J0,--»)Jm—k-1) по рекуррентным форму- 
лам (3.68) эквивалентна процедуре последовательного вычисле- 
ния 2"-мерных комплексных векторов 

с(®) (0,0,0,...,0) 
“0 (1,0,0 А 
(^)(0.1.0.....0 С 9 9 9° ee 9 <) — ) 

с(®) (0,1,1,...,1) 
e(¥)(1,1,1,...,1)) 

с помощью линейных отображений 

с) = Ес), с(2)=ВБс®, ..., с(т) = Р.ст- И.
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Таким образом, матрицу Е (прямого или обратного) дискрет- 
ного преобразования Фурье (см. (3.63)) можно представить в 
виде произведения т квадратных матриц порядка 2”: 

P=Fy)Fy-1... FoF}. 

Матрицы Ру, Fo, ..., Fj, замечательны тем, что каждая из них 

имеет лишь по два ненулевых элемента в каждой строке (и 
каждом столбце). За счет отбрасывания (не выполнения) опера- 
ции умножения на нули этих матриц и достигается выигрыш в 
необходимом числе операции при выполнении дискретного пре- 

образования Фурье по быстрому алгоритму. 

Можно показать, что элементы каждой матрицы РЁ = ( f ”), 

n=1,m, имеют следующий вид. Пусть 0< k <2", 0S 0 < 27-1, 

параметр о имеет значение 0 при вычислении прямого дис- 
кретного преобразования Фурье, и значение 1 при вычислении 
обратного дискретного преобразования Фурье. Тогда: 

fo) =1 при 1 = 2" 4041, 1= 2-1 +9 +1 или 7 = 2” + 

+2714 0+1, [= 2271 +о+1; 

Дт =9(717°2"" при у = 2" +041, 1 =27 142"! 4041; 

р = —9( 70m" при д = К27 + 27 14041, l= 2am + 

+ 2—1 +и+1; 

f? = 0 в остальных случаях. 

Численную реализацию прямого и обратного дискретных 

преобразований Фурье можно проводить в соответствии со 

следующим алгоритмом. 

Алгоритм быстрого прямого (обратного) 
дискретного преобразования Фурье 

1. Входные данные: N = 2" — количество узлов; A(N), 
B(N) — М№-мерные массивы действительных и мнимых частей 
комплексного М№-мерного вектора X(N). Вектор X(N) в случае
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вычисления прямого дискретного преобразования Фурье явля- 
ется вектором значений сеточной функции в узлах 0, Т/М, 
(N-1)T/N. Вектор X(N) в случае вычисления обратного 
дискретного преобразования Фурье является вектором дис- 
кретных коэффициентов Фурье некоторой сеточной функции, 

которую и необходимо восстановить. Параметр о принимает 
значения: o = 0 для прямого дискретного преобразования Фу- 

рье и о = 1 для обратного дискретного преобразования Фурье. 

2. п=1. 

3. К =0. 

4. %=0. 

5. 97 =k2" ++ 1, [= 2271 4041, р=то/27-1. 
6. Если о =0, то 3 = зшр, если о = 1, то $ = —Sinp. 

7. с = сор. 

8. Ц = 2т—1 +1, 91 =7+2"-1, 

9. АА(7) = A(l) + А(11)с + B(li)s, BB(j) = B(l) — A(li)s + 

1)с, AA(j1) = A(1) — A(li )e— B(h)s, BB(j1) = BY) + A(i)s — 

10. v=v+1. 

11. Ecan v — 2"! <0, то вернуться к шагу 5, если v—2"-! > 

> 0, то перейти к шагу 12. 

12. К=К-+1. 

13. Если k-2™~-" <0, то вернуться к шагу 4, если kk -—2™- "> 

> 0, то перейти к шагу 14. 

14. A(l) = АА, B(l) =ВВ(,1=1М. 
15. n=n+1. 

16. Если п — т < 0, то вернуться к шагу 3, если п — т > 0, 

то перейти к шагу 17. 

17. Если o = 1, то перейти к шагу 18. Если о = 0, то АА(1) = 
= AA(l)/N, BB(l) = BB(l)/N, 1 =1, М, и перейти к шагу 18. 

18. Выходные данные: AA(N), BB(N) — М-мерные мас- 
сивы действительных и мнимых частей комплексного вектора 

Y(N), полученного путем применения прямого или обратного 
дискретного преобразования Фурье к вектору X(N).
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Дополнение 3.1. Доказательство леммы 

Римана для определенных интегралов 

Докажем теорему 3.10 (лемму Римана). Нам необходимо 

показать, что для всякой кусочно непрерывной на отрезке [а, 6] 
функции f(z) имеют место следующие соотношения: 

b 

Jim [16 )coséxdx = 0, lim | позе =0 
E—00 

a 

Пусть сначала f(r) — кусочно постоянная (ступенча- 
тая) функция. Это означает, что существует такое разбиение 
отрезка [а, 6] точками тд, т1, ..., In, а=10 << <1т=6, 
что f(z) = Сь, если тЕ (ть—1, тк), К =Т, п, где СьЕЕ — неко- 
торые постоянные. Тогда имеем следующие равенства: 

b 

[1 ровная = >. [1 )cos(€x) dx 

a 

= с, / costrda = Ушли — sing). 
k—1 

Поскольку синусы ограничены по модулю единицей, то при 

& — oo получаем 

№ ) созётат| < 

Заметим, что значения функции f(r) в самих точках разби- 
CHUA 10, т1, ..., Ln В доказательстве не используются и могут 

быть произвольными. 

Пусть теперь f(z) — произвольная кусочно непрерывная на 
отрезке [а,6] функция. Покажем, что для любого числа = > 0 

<a: С, +0, & +0. 
=1
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найдется такая ступенчатая функция 9(т), что 

Е 
2(b—a)’ If (z) — g(z)| < x € [a, 6]. (3.70) 

Выберем произвольное число € > 0. Из кусочной непрерыв- 

ности функции f(x) на отрезке [а, 6] следует, что Ha [а, 6] можно 
указать конечное число точек A= Yo <у! <... <ум =), таких, 

что в интервалах (у;—1, у;), j = 1, №, функция f(x) непрерывна 
и существуют конечные пределы 

f(yj-1+0)= Ша f(z) и f(y;—0)= Шо f(z). 
т—9;-1+0 z—y;—0 

Прежде всего определим функцию g(x) в точках y;, j = 0, М, 
положив 

9(и;) = f (yj). 

Для каждого номера j = 1, N рассмотрим отрезок [у;—1, yj] и 
определенную на этом отрезке функцию f;(r), равную f(z) в 
интервале (у;_1, ;), а на концах отрезка доопределенную по 

непрерывности: 

f(yj-1+0), 2=yj-1; 

fj(z) = f(z), = © E (yj-1, 5); 
f(y;—0), L= Yj; 

Все функции },(т) на своих отрезках [у;—1, yj] являются непре- 
рывными. Следовательно, каждая такая функция равномерно 

непрерывна на своем отрезке []-5.9]. Поэтому для каждого 
j=1,N найдется число д,;(=) > 0, такое, что для любых то- 
чек x’ u т” из отрезка [y;-1,y;], удовлетворяющих условию 

jz’ — x"| < 6,(Е), верно неравенство 

\f;(2') — f;(2")| < 6 a) (3.71) 
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Подберем такие натуральные числа К;, чтобы выполнялись 

неравенства, 

A, = 2 eo <6;(e), 1=1М. 

Разбив интервал (y;-1, yj) Ha полуинтервалы 

Tim = (yj-1 + (m—1) Aj, yj-1 + mA], m=1,kj-1, 

и интервал Г;к, = (у;—1 + (kj—-1)A;, yj-1 + kj;4;), определим в 
интервале (y;-1,y;) функцию g(r) следующим образом. На 
каждом промежутке Ij,,, т = 1, Ё;, эта функция постоянная и 
совпадает со значением /[;(у;—1 + тДА;) функции ];(т) в правом 
конце промежутка [;т. Функцию 9(т) определим указанным 
образом на всех интервалах (y;-1,y;). Тогда она в силу (3.71) 
в каждом интервале (у;_1, yj) удовлетворяет неравенству 

Поскольку f(x) = };(т) при тЕ (у;—1, yj), то 

(а) 92) < во» те -ЬШ), = (872) 
и это верно для каждого интервала (у;—1, yj). Учитывая, что в 

точках Yo =а, Yi, Ya, ..., Ум = ранее положили g(y;) = f(y;), 
заключаем, что неравенство (3.72) выполняется для всех точек 
те [а, 6]. Таким образом, существование кусочно постоянной 
функции g(r), удовлетворяющей неравенству (3.70), доказано. 

Продолжим доказательство леммы Римана. Согласно до- 
казанному ранее, для всякой ступенчатой функции 9(т) верно 
равенство 

b 

lim [oe соз &т dz = 0. 
&— оо 

а 

Поэтому найдется такое £9 > 0, что при |&| > & будет выпол- 
b 

няться неравенство |/9(т) costa de <Е/2. Учитывая это, a 
а 
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также неравенство (3.70), при |&| > & получаем 

b 

| £2) cosee da = 

° b 

= (ея) cosgrde + | g(x) cosgzdz < 

ь " b 

< | |f(2)- овен | (2) cosedz < 

Е Е 
< Въ) +5 == 

b 
Это означает, что lim /](т)созётах =0. Аналогично доказы- 

—00 а b 
вается и второе равенство а Г f(z)sin€rdz = 0. > 

—> 09а 

Дополнение 3.2. О достаточных 

признаках сходимости ряда Фурье 

Теорема 3.11 является следствием более общеи теоремы. 

Сформулируем эту теорему. 

Теорема 3.19 (признак Дини). Пусть функция f(z) 
определена на К, имеет период 27 и является кусочно непре- 
рывной на отрезке [—7, 7]. Если в точке z Е R при некотором 
значении 6 > 0 существует (конечен) интеграл 

du, 
и 

/ eto teow 2400) 
0 

то тригонометрический ряд Фурье функции } стодится в 

точке Z к значению (] (5+0) + f(xz—0))/2. #
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Нетрудно показать, что любая функция, удовлетворяющая 

условиям теоремы 3.11, также будет удовлетворять и условиям 

признака Дини (для любой точки т Е К). Таким образом, тео- 

рема 3.11 действительно является следствием признака Дини. 

Признак Диритле (см. теорему 3.12) также является след- 
ствием другой общей теоремы. Прежде чем сформулировать 
эту теорему, введем следующее понятие. Функцию f(z), задан- 

ную на отрезке [а, 6], называют функцией с ограниченным 

изменением, если существует такая постоянная М > 0, что, 

каково бы ни было разбиение отрезка [а,6] точками а = Zo < 
<т1< < тр = 6, справедливо неравенство 

У | (ee) — Л(ть-1)| < М. 
k=1 

Всякая функция, монотонная на отрезке [а, 6], имеет ограничен- 
ное изменение, причем сумма, стоящая в последнем неравенстве 
слева, не зависит от выбора точек разбиения и всегда равна 

|1 (5) — /(а)|. Ограниченная кусочно монотонная на отрезке 
функция также имеет на этом отрезке ограниченное изменение. 

Теорема 3.20 (признак Жордана). — Пусть функция 
f(x) определена на R, имеет период 27 и является кусочно He- 
прерывной на отрезке [—7,7]. Если точка тЕ R такова, что 
при некотором значении 6 > 0 функция f(r) имеет ограни- 
ченное изменение на отрезке [т — 6, т+6], то тригонометри- 
ческий ряд Фурье функции f сходится в точке т к значению 

(f(z+0) + f(x—0))/2. # 

Из этой теоремы, в частности, следует, что если 2л-пе- 

риодическая и кусочно непрерывная на отрезке [—7, 7] функ- 

ция имеет на этом отрезке ограниченное изменение, то ее 

ряд Фурье будет сходиться в любои точке тЕ R к значению 

(f(2+0) + /(=—0)) /2. 
Покажем, что признаки Дини и Жордана не сводятся один 

к другому, т.е. существуют функции, которые подпадают под 

один признак, но не подпадают под другой.
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Рассмотрим кусочно монотонную и непрерывную на отрез- 
ке [—7, 7] функцию 

1 
||? тЕ]| п, 0) 0 (0, я]; 

г) = в 
0, т=0 

Покажем, что эта функция удовлетворяет условиям призна- 

ка Дирихле (а значит, и условиям признака Жордана), но не 

удовлетворяет условиям признака Дини в точке т =0. Деи- 

ствительно, эта функция непрерывна в любой точке x #0 на 

отрезке [-л,л]. В точке x = 0 она тоже непрерывна, так как 

1 
lim f(z) = = 0. 

_ 1 

2—0 lim fn | оо 
т—0 

Функция f(r), как нетрудно заметить, не убывает на интервале 
(0, 7) и не возрастает на интервале (—л, 0), а потому кусочно 
монотонна на отрезке [—7,7]. Значит, она удовлетворяет 
условиям признака Дирихле (в формулировке теоремы 3.18). Ее 

ряд Фурье сходится к самой функции всюду на отрезке [—7, 7] 
(отметим, что f(—7) = f()), и в частности в точке х = 0. 
Однако условия признака Дини в точке г = 0 не выполняются, 

поскольку для любого 6 > 0, 0< 6 < 7, имеем 

U 

Г а 
=-2 | ый =— 

ип — 
0 

U 

= -2Inin +2 lim In) in =| = +00. 
u—>+0 21 

р 40) + 0-м) 210 _, / 
0 
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Рассмотрим другую 2л-периодическую функцию ф(т), ко- 

торая на отрезке [—7, 7] определена, следующим образом: 

п 
oan z € [—7, 0) U (0, a]; 

0, xr=0. 
ф(т) = 

Функция v(x) дифференцируема в каждой точке г # пл, NEN, 
а в точках 5 = пл, п 2 0, она имеет односторонние производные. 
Функция (т) также дифференцируема и в точке x = 0: 

— Aa-40 Az = wim Arcos Ths yz =". 
Поэтому функция ф(т) удовлетворяет условиям теоремы 3.11, 
а значит, и условиям признака Дини. Ее ряд Фурье сходит- 
ся в любой точке тЕ В к значению функции в этой точке. 

Однако функция ф(т) не имеет ограниченного изменения на 
отрезке [-а, а] при любом а > 0. В данном случае доста- 
точно рассмотреть отрезок [0, а], причем можно считать, что 
а <т. Пусть К — произвольное натуральное число, боль- 

шее 1/а?. Выберем некоторое натуральное число т и рас- 
смотрим разбиение 0 = то <11< <тт-+2 =a отрезка [0, а] 
точками т; = 1/V/k+m+1—i, i=1,m+1, которые являются 
точками экстремума функции с0з(п/т?). При этом ф(т;) = 
= (—1)*+71-/(Е+т-+1-—9). Следовательно, 

1 1 

рт т! 

поскольку значения функции (т) в соседних точках т; проти- 

воположны по знаку. Суммируя, находим 

т 1 1 

о (7+1 — (| = Nieman teem) ~ 

1 1 1 1 . 1 

- 2. (Ри? ОГ 

(1+1) — 9(т;)| = 
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Используя это соотношение заключаем, что 

m+1 ktm—ly 

2. lp(ri41 — ф(т; | > Do |p(@i41 — ф(т:)| > 2 У: т. 
l=k+1 

+00 

Поскольку pad >> 1/1 pactodumca, как остаток гармоническо- 
l=k+1 

го ряда, TO последовательность его частичных сумм стремится 
к +oo. Следовательно, для любого числа М > 0 можно выбрать 

такой номер т, что №» 1/1 > М/2. Для выбранного номера 

т справедливо неравенство 

m+1 

У ly(ai41) — 9(ai)| > М. 
i=0 

Итак, функция ф(т) на отрезке (0, a] не является функцией 

с ограниченным изменением, поскольку такое т можно подо- 

брать для всякого числа М > 0. Таким образом, в точке r = 0 

признак Жордана не применим. Тем более не применим и при- 

знак Дирихле. 

Вопросы и задачи 

3.1. Наидите ряд Фурье в комплексной форме функции 

_jJ 1 -п<:<0; 
нд О<т<л. 

3.2. Выясните, являются ли следующие тригонометрические 

ряды рядами Фурье каких-либо функций евклидова простран- 

ства Eo[—7, 7]: 
oo со oo о) oo 

a) о 8117. ) COSTE в) у` sin — p> 1. г) У ‘`вшиг; 

n=1 n=1 n=1 
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3.3. Не вычисляя коэффициенты Фурье функции f(r) = 

= т — т|т|, выясните, сходится ли ряд Фурье этой функции на 
отрезке [—7,7] равномерно. Постройте графики сумм продиф- 

ференцированного и дважды продифференцированного ряда 
Фурье данной функции. 

3.4. Почленным интегрированием разложения 

оо . 

$31п5х 
т = 2> (-1"#" —— те (—п, п), 

n=1 

2 3 и 74 получите ряды Фурье функций г“, rc’ ит”. 

3.5. Разложите в ряд Фурье на отрезке [—7, 7] заданную 
функцию f(x), постройте графики функции f(r) и суммы ее 

ряда Фурье; найдите сумму ряда Фурье в указанной точке Zo: 

0, —л<т<0; 

—2т —п<т<0; 

6) fe) =| 73 O<nen, 7% 

1 —-~™<2<-7/2; о ees mate 
—1, —t <2 <Q -—17/2; 

г) f(z) = х-л/3З, —п/2<т<1т/2; so =7/3; 
T— TZ, п/2<т<т, 

д) f(z) = е”, т Е [-^, п |, 0 = - Л. 

3.6. Разложите в ряд Фурье заданную функцию f(r) в 

указанном промежутке; постройте графики функции f(r) и 

суммы ее ряда Фурье: 

_ Га, -n/2<2< 1/2; п 30 

a) f(z) = ] b, п/2<т<3т/2, (->. >.) 

6) f(z) =2°, (0,2m); в) f(z) =|#-т|, (0, 2”). 

)
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3.7. Разложите в ряд Фурье функцию f(z) в промежутке 
[-Ь1] и постройте графики функции f(r) и суммы ее ряда 
Фурье: 

0, —-3<2 <0; 

8) мч, 0<=<3 1=% 9) fart) I=) 
_—1, —4<т<-2; 

в) f(z)=4 1 —2<:<2; 1=4. 
0, 2<:<4. 

3.8. Разложите в ряд Фурье функцию f(r), периодически 
продолженную на всю числовую ось с периодом 3, постройте 
графики функции f(r) и суммы ее ряда Фурье: 

т, О<х<г; 

f(z) = 1 1<5<2; 
3—1 2<т<3. 

3.9. Найдите комплексную форму ряда Фурье периодиче- 

ской с периодом 7 функции 

_ Г с08%, 0<:<л/?2; 

на) =] 0, лп/2<т<л, 

и сумму полученного ряда в точке т = т. 

3.10. Разложите в ряд Фурье в комплексной форме перио- 

дическую с периодом 3 функцию 

1/2, т=0; 
1 O<z<\il; 

f(z) = 1/2, 5=1; 
0, l<z<3. 

3.11. Разложите в ряд Фурье следующие функции Ha отрез- 

ке [-п, л|; постройте графики функций и сумм их рядов Фурье: 
a) sin? г; 6) zcosz; в) 17.
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3.12. Разложите в ряд Фурье следующие функции на отрез- 

ке [—1, |]; постройте графики функций и сумм их рядов Фурье: 
а) 23,1=1; 6)shz,!=2; в) cha, /=2. 

3.13. Разложите в ряд Фурье на отрезке [а, b] функцию f(z), 
постройте графики функции и суммы ряда Фурье: 

a) f(x) = #-2, а=16=3; 6) f(z) = (2-2), a=0, b=4. 
3.14. Разложите в ряд Фурье заданную функцию. Построй- 

те графики функции и суммы ее ряда Фурье: 

а) Г y= 45" 0<xr<n/2; = 
. | 

0, «m/2<a2<n, 7 POO (0, 7) по синусам; 

2, O0<2<2; 
6) f(x) =< -2, 2<т<3; на отрезке (0, 4] по синусам; 

0, 3<т:<4, 

0, О<х<1; 

в) f(z) =< 1-2, 1<1<3; на отрезке (0, 6] по косинусам; 
—2, 3<т<6, 

_ т, 0O<z<l; 
г) f(x) = | 2-2, 1<:<2 на отрезке [0, 2] по косинусам; 

0, О<тхт< Е; 

д) }(т) =‹т-1 1<:<2; винтервале (0, 3) по синусам; 

1, 2<т<3, 

е) f(z) =z в интервале (7/2, 7) по косинусам. 

3.15. Разложите функцию f(r) =sinaz, 0 <т<тл, в ряд 
Фурье по косинусам. 

3.16. Разложите функцию f(r) = e**, 0 < т <л, в ряд Фурье 

по косинусам и в ряд Фурье по синусам. 

3.17. Докажите, что 

312 — блх + 212 . cosnz 
3 =) a тЕ [0, x]. 
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1 _ п? 
=’ используя ра- 3.18. Докажите равенство р Gna 

венство Парсеваля для функции 

—п/4, —п<т<0; 
pea) ={ 7h О<тх<л. 

п 2 

3.19. Докажите равенство > $= С 1 = = ‚ используя раз- 
n=1 

ложение в ряд Фурье функции 

f(z) = —тх -тп<т<0; 

| 52/п, 0<х<л. 

оо 

3.20. Докажите равенство py ; И =i, 

жение в ряд Фурье функции F(a ;) = [3105]. 

используя разло- 

3.21. Используя сумму ряда Фурье функции f(z) = |1|, 

Е (—1, 1), вычисленную в точке хо = 1/4, докажите тождество 

~ 2n—1 п? 

ры (4n—3)?(4n—1)? 32/2 

3.22. Используя разложение по синусам функции f(r) = 

= z(xz —7) в интервале (0, 7), докажите равенство 

= 
“= ( 

1)n+1 T°? 

(2n — 32°
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При изучении рядов Фурье речь шла о представлении дей- 

ствительных периодических функций, определенных на всей 
числовой прямой (или функций, заданных на отрезке), триго- 

нометрическим рядом вида 

со 
ao 
> + >. (ак cos шкх + bysin wkz) , 

где w — константа, обратно пропорциональная длине отрезка 

разложения. В этой главе изучается интеграл Фурье, который 

можно считать обобщением ряда Фурье на случай непериодиче- 

ской действительной функции, определенной на всей числовой 

прямой, при котором операция суммирования по дискретно- 

му параметру КЕ М заменяется операцией интегрирования по 

непрерывному параметру ЛЕК. Интеграл Фурье, впервые вве- 

денный в 1822 г. Ж. Фурье в книге „Аналитическая теория 

тепла“ для решения некоторых задач математической физики, 

в настоящее время широко используют в прикладной матема- 

тике. 

4.1. Определение интеграла Фурье 

Действительную функцию f(x), заданную на бесконечном 
промежутке Х С В, называют абсолютно интегрируемой 

на X, если она интегрируема на любом конечном отрезке [a, 6] С 

СХ, и сходится несобственный интеграл 

лее 
Хх
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В качестве промежутка можно взять, например, бесконечный 

полуинтервал [а, +с0) или всю числовую ось (—со, +00). В 
последнем случае также говорят, что функция абсолютно ин- 

тегрируема на числовой оси. Заметим, что абсолютно инте- 

грируемые на К функции являются непериодическими* Для 

абсолютно интегрируемой на К функции f(x) рассмотрим сле- 

дующие несобственные интегралы с параметром Л > 0: 

+00 +90 

(a) =— | f(t) cos rtd, == | s(@)sin rede. (4.1) 

Формулы (4.1), по которым вычисляют функции а(Л) и D(A), 

А > 0, называют формулами Фурье. 

Поскольку для всех ЛЕ [0, +00) итЕ R верны оценки 

[1 (5) сов Аз| < |1 (=),  |f(x)sinAz| < |7 (2), 

oo 

и интеграл у |f(z)|dz сходится, то на основании признака 
—0o 

Вейерштрасса равномерной сходимости интеграла по параме- 

тру [VI] несобственные интегралы (4.1) также сходятся, при- 
чем абсолютно и равномерно по параметру: Л на полуинтервале 

[(0, оо). Поэтому функции а(Л) и (Л) корректно определяются 

формулами (4.1) для любого ЛЕ [0, +00). 
Функции а(Л) и В(Л) непрерывны в промежутке [0, +00). 

Это вытекает из следующего утверждения. 

Теорема 4.1**. Пусть функция f(x) абсолютно интегри- 
руема на К, функция двух переменных 9(т,А) непрерывна на 
множестве 

Р=Вх [a,b] = {(z, Л) ЕВ: ЕВ, A€ [a, 6} 

“За исключением вырожденных функций, почти всюду на К равных 

нулю (см. 7.1). 
“" Доказательство теоремы см. Д.4.1. 
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и ограничена на нем, т.е. существует такое число М > 0, что 

19(%,^)| < М для всех (т, A) ЕР. Тогда функция 

+00 

p(X) = ] (ХУ) de 
—_—со 

непрерывна на отрезке [а, 6]. # 

Поскольку функции двух переменных соз Лт и зшАт непре- 

рывны и ограничены на R?, значит, и на всяком множестве 
Р=Вх [а,6], а функция f(z) абсолютно интегрируема на К, то 
на основании теоремы 4.1 функции а(Л) и 6 (Л) являются непре- 
рывными Ha всяком отрезке [а, 6] С [0, +00), а следовательно, в 

любой точке промежутка [0, +00). 
Для абсолютно интегрируемой на числовой прямой R функ- 

ции f(x) в соответствии с формулами (4.1) построим непре- 
рывные на [0, +со) функции а(Л) и 6(Л). Поскольку функция 
а(Л) соз Ах + (Л) зт Ах, как функция от Л, непрерывна Ha мно- 
жестве [0, со) и, значит, интегрируема на любом конечном 
отрезке [0, A] С [0, +00), то можно рассмотреть следующий не- 
собственный интеграл: 

оо 

Ф(т) = ] (а(^) соз Ах + (Л) зт Лт) dA, «eR, (4.2) 

0 

который в зависимости от значений параметра т может как 

сходиться, так и расходиться. 

Определение 4.1. Пусть f(x) — произвольная абсолют- 

но интегрируемая на R функция и функции а(Л) и ВЛ), A 20, 
определены формулами Фурье (4.1). Несобственный интеграл 

(4.2), являющийся функцией параметра г Е К, называют инте- 

гралом Фурье функции f(z). 

Не касаясь пока вопроса сходимости интеграла Фурье, пред- 

ставим его подынтегральную функцию в другом, более удоб-
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ном виде. Для этого вместо функций а(Л) и b(A) используем их 
выражения из (4.1): 

а(Л)соз Ах + (Л) зт Ах = 

ОК (t) cos td) cos Aa + 1 (ло () sin edt) sin Az = 

о ) (сов AtcosAx+sinAtsin ds) d rt fi t)cosA(t— т) dt. 

—oo 

Используя это представление, интеграл Фурье можно запи- 

сать в виде 

+00 +00 

(a) == | aa | f(t)cosA(t— =) at (4.3) 

0 

4.2. Представление функции интегралом Фурье 

Kak и в теории рядов Фурье, основной задачей в теории 

интегралов Фурье является выявление условий сходимости ин- 

теграла Фурье абсолютно интегрируемой функции }(т) к ней 

самой. Для интегралов Фурье верна теорема, аналогичная те- 
ореме 3.11 для рядов Фурье. Упрощая дальнейшее изложение, 

будем говорить, что функция f(r) кусочно непрерывна на 
бесконечном промежутке Х, если эта функция кусочно непре- 

рывна на любом отрезке [a, b] СХ. 
Прежде чем приступить к обсуждению условий сходимости 

интеграла Фурье, докажем следующее утверждение. 

Теорема 4.2 (лемма Римана для несобственных ин- 
тегралов). Если функция f(x) кусочно непрерывна в полуин- 

тервале [а, +со) и абсолютно интегрируема в этом полуинтер-
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Basle, то 

E—+00 

+00 +90 

lim [| t(2)cos(gz) dz =0, lim | f(2)sin(¢2)de = 

< Выберем произвольное = > 0. Так как функция f(z) абсо- 
+00 

лютно интегрируема, т.е. интеграл | |{(т)|4х сходится [VI], 

+00 
то найдется такое число А = A(e) >a, что | |{(т)|ат < €/2. 

А 

+00 

< [14 <= 
А 

Согласно лемме Римана для определенных интегралов (тео- 
рема 3.10), примененной на отрезке [а, А], заключаем, что 

Для любого € Е К имеем 

т) cos(€z) dz 

_ lim ‚1 f(z) cos(€x) dz =0. Поэтому найдется такое число В > 0, 

Гл ) соз(&5) dz| < 5. что пи & > В будет верным неравенство 

Теперь для всякого числа € > В имеем 

Re 
A 

|] $(e)c0s(e2) da < | [ #2) eos(ee) + 

(x) cos(€z) ах Зее 
2° 2 

+00 
Это и означает, что lim | f(zx)cos(éx)dz =0. 

fore а 

Равенство lim Т f(z)sin(€x)dz = 0 доказывается анало- 

ГИЧНО. №
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Теорема 4.3. Пусть функция f(x) удовлетворяет следую- 
щим условиям: 

1) f(z) абсолютно интегрируема на К; 
2) f(x) кусочно непрерывна на R; 
3) в каждой точке т Е В существуют конечные обобщенные 

правал и левая производные. 

Тогда для любого т Е R интеграл Фурье (4.3) функции f(z) 

сходится и имеет место равенство 

оо + 

1(52-+0) + f(z—0) == | a | s(e)cosr(t—z)at. (4.4) 
2 

0 

4 Для любого положительного числа A рассмотрим определен- 
ный интеграл, зависящий от параметра т: 

А +00 
1 

Ф(т, А) = - | dd | f(t)cosA(t—2z) dt. 

Несобственный интеграл Фурье (4.3) в точке х сходится, если 

существует конечный предел lim Ф(т,А), который и будет 

значением интеграла Фурье: 

Ф(т) = аи Ф(т, A). (4.5) 

Зафиксируем число А > 0. Поскольку для всех t, ти 

If (t) cos A(t — x)| < |7 (8 

и функция f(t) абсолютно интегрируема Ha R, то, согласно 
признаку Вейерштрасса равномерной сходимости интеграла по 

00 
параметру [VI], несобственный интеграл | f(t)cosA(t—z) dt 

—oo 

сходится в любой точке тЕ В равномерно по параметру A на 

отрезке [0, +00). Это по определению означает, что для любой 
точки z € и любого Е > 0 найдется такое число Во(т,Е) > 0, что 

для всех By < —Bo(z,€), Bo > Во(т,Е) иЛЕ (0, +00) выполняется
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неравенство 

feos \(t—a)dt— | f(t) cosA(t— =) < =. 

Для таких B, и Bo имеем 

А +00 A Bo 

| dr | f(t)cosA(t—az)dt— | dr J(t)eosAt—2) at < fa] [1 
А +00 

< | ал [* 
Это означает, что для любого т Е К существует предел 

Bo A 

toosN(t—z) at ~ | f(t)c0s,(t-2) a < | Gar=e. 

В1 0 

ви | рол $) соз A(t — +) dt = 

A +00 

=+ ] dd / f(t)cosMt—x)dt = $ (т, А). (4.6) 
0 —со 

Выберем произвольные числа By < 0 и Bo >0. Разобьем 

отрезок [В1, Bz] на конечное число таких отрезков, на каждом 
из которых функция f(r) непрерывна, за исключением, быть 
может, концов отрезков. Такое разбиение возможно, поскольку 
f(z) кусочно непрерывна на [В1, Bo]. Пусть [61, 62] — один из 
таких отрезков. Переопределим (если необходимо) значения 
функции f(r) на концах этого отрезка так, чтобы функция 
f(x) была непрерывна и в этих точках, а значит, и на всем 
отрезке [61, 62]. Это сделать можно, поскольку по определению 
кусочно непрерывная функция f(z) может иметь разрывы 
только первого рода. Причем при таком переопределении
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(в конечном числе точек) интегралы не изменятся. Тогда 
функция }(#) созЛ(Ё-— т) непрерывна на множестве 

[bi, 62] x [0, A] = {(#, A) € R*: ЕЕ (by, ba], ЛЕ (0, A]} 

и можно изменить порядок интегрирования в повторном инте- 
грале [VI]: 

А 

fof К cos A( ayaa fae t)cos A(t — x) dA = 

= fas) [вв ах = fr sina — =") 4. (4.7) 
0 

Заметим, что 

А sin A(t — 2) г: 
[ со ^(#— т) ал = t— (4.8) 

0 A = т. 

Поскольку lim sin A(t ~ 2) 
ta $ —т 

А г-—>а 

Г соз (1-х) dd является непрерывной функцией переменных # 

= А для любых а, АЕ В, то интеграл 

0 
и т при всех значениях этих переменных, в том числе и при 

{=т. Эта непрерывная функция, которая имеет вид (4.8), в 
sin А(#-—т) 

обозначении ; входит в подынтегральное выражение в 
_—т 

правой части равенства (4.7). 

Далее, учитывая свойство аддитивности определенного ин- 
теграла, для всего отрезка [B,, Bo] получаем аналогичное ра- 
венство: 

А Во Bo 

in A(t — 2) 
dd | f(t)cosA(t—2) dt = | f(t) dt. 
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На основании равенства (4.6) имеем 

А + оо 

=~ [^^ | f(t)cosxt—2)dt = 
0 —0o 

+00 . 
— lim yy Ее Sa = [Ва = 

Bi—-oo Л vie t—2Zz 
B2->+00 Bi —со 

`замена переменного | +90 , 
1 sin A 

=|t=u+a, dt=du =— | flute) a du = 

| (5 постоянно) | У 

iP A 1 A sin Au sin Au == | pute) aut = | puts) au 
0 —со 

Во втором интеграле сделаем замену и = —v переменного 
интегрирования: 

А у А sin Au sin Av почти аи = | отв 
—со 0 

Используя это равенство, получаем следующее представление 
функции Ф(т, А): 

=} [0s ) sin Au +2 [= Г _ 

+00 

== у (Лечи) + f(e-u)) 
0 

sin Au 
du. (4.9) 

Выберем произвольную точку z€R. Согласно условию 

теоремы, существуют конечные пределы }(т-+0) и f(x—O0).
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Используя интеграл Дирихле 

+00 

ивы т А> 0, 

U 

0 

дробь (f(z+0) + f(xz—0)) /2 можно представить в виде 

Лено) + -1 Г 1(х-0) + /(х-— 0) sin Au du. (4.10) 

0 

Вычитая (4.10) из (4.9), находим 

1 у sin Au 
=- ] (Печи) + f(e—u)) = du — 

0 

1 у sin Au -= | (#(@+0)+ f(e-0)) =" au = 
0 

1 [ie = $640) | Hew) 7-0) an and 
0 

Заметим, что функция 

аи) — 0+0) , (аи) - 2-0) 
и и 

g(z,u) = 

при всех т Е R является кусочно непрерывной функцией пе- 
ременного и в промежутке [0, +со). Действительно, функции 

(т + и) и f(x — и) кусочно непрерывны на R, так как кусочно 
непрерывна функция f(u). Поэтому функция g(z,u) кусочно 
непрерывна в интервале (0, +00), и остается проверить суще- 
ствование конечного правостороннего предела этой функции в
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точке и = 0. Но это утверждение, как легко заметить, эквива- 

лентно существованию во всех точках т Е К конечных обобщен- 

ных левых и правых производных 

f(x+h) — f(x+0) 

о h 
) 

(a0) = tim 1 = S(e-0) 
h->+0 —h 

что гарантируется условиями теоремы. Однако применить 
лемму Римана (см. теорему 4.2) к полученному несобственному 
интегралу нельзя, поскольку не известно, является ли функция 
g(z,u) абсолютно интегрируемой по переменному и в проме- 
жутке [0, +00). 

Выберем произвольное положительное число д и представим 
полученный интеграл в виде суммы трех интегралов: 

+00 

/ g(z,u) sin Audu = I; + Io + Is, 

0 

o(2,4) ее 1 

где 

д 
1 

I, =  [ 92.4) sin Audu, 

sin Audu, 
и 

1 f f(zt+u)+f(z—u) ь=- :| 
+00 

I f (x+0) mal z—0) та 3=- 

д 

Рассмотрим эти три интеграла. Поскольку функция 9(т, и) 

кусочно непрерывна в промежутке [0, +00) и, следовательно,
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на отрезке [0, 6], то, согласно лемме Римана для определенных 

интегралов, интеграл [1 стремится к нулю при А — +00. 
Функция ф(т,и) = (f(zt+u) + /(т—и)) /и в интеграле [2 при 

каждом фиксированном т Е R является кусочно непрерывной 
функцией переменного и в полуинтервале [5, +00). Поскольку 

для любых u € (9, со) верна оценка 

оны + flew) < Ионы l +1se-w) 
и № 6 

и функции }(т-+и) и f(c—u) абсолютно интегрируемы по пе- 
ременному и на К, то функция ф(т,и) является абсолютно 
интегрируемой по переменному и во всем промежутке [d, +00), 
6>0. Поэтому в силу теоремы 4.2 интеграл [5 стремится к 

нулю при А -} +00. 

Наконец, для интеграла I; имеем 

+00 Г 7 +00 +00 
| sin Au замена | Asint dt _ | sint 

du=|u=t/A, |= = | —dt. 
и du = dt/A t A t 

[du=dt/A] сд 5A 

И, следовательно, 

+00 A +00 
sin Au sint 

lim ди = lim ] —— %&=0, 
A-—>+00 U A-++00 t 

6 6A 

оо . 

поскольку интеграл Дирихле | dt сходится (равен 7/2). 
0 

Значит, интеграл [3 также стремится к нулю при А -} +00. 

Таким образом, учитывая полученные пределы для интегра- 

лов [1, Ig и J3, приходим к следующему выводу: 

и (2,4) - ES) -0, sR 
или 

lim 6(zr,A) - Je +120) сер 
A—-+00 2
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Это означает (см. (4.5)), что при всех т Е В несобственный 
интеграл Фурье сходится и равен полученному значению: 

+00 +00 
1 (2+0) + f(z—0) 

Ф(т) =- | dd | f(t)cosX(t—z) dt = ; > 
п | ] 2 

Заметим, что если 1 является точкой непрерывности функ- 
ции f(z), то 

ео) +10) _ 9+ _ yy 

и равенство (4.4) принимает вид 

+00 +00 
1 

f(xz)=— Гал | f(t)cosA(t—z) dt. (4.11) 

Следствие 4.1. Если функция f(r) кусочно дифференци- 

руема в каждом конечном промежутке числовой прямой К и 

абсолютно интегрируема на К, то ее интеграл Фурье (4.3) в 

любой точке z Е К сходится и 

+00 + 

- / а Г Конда ва 
0 

f (z+0) + f(z—0) 
, 

Следствие 4.2. Если функция f(x) дифференцируема и 
абсолютно интегрируема на В, то ее можно представить своим 
интегралом Фурье: 

+00 — + 00 

f(a) == | ar | Посев - =) ЕВ. 
0 —со 

Сформулируем еще один часто применяемый на практике 

достаточный признак сходимости интеграла Фурье, аналогич- 
ный признаку Дирихле для рядов Фурье.
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Теорема 4.4. Пусть функция }(т) кусочно непрерывна и 

кусочно монотонна в каждом конечном промежутке числовой 

прямой R (т.е. удовлетворяет условиям Дирихле на беско- 

нечном промежутке (—с0, +00) ) и абсолютно интегрируема 

на R. Тогда в любой точке т Е R ее интеграл Фурье сходится 

и имеет место равенство 

+00 +00 

1 _ f(z+0) + f(z—0) 
= | af f(t) cosX(¢t — x) dt = 5 

Пример 4.1. Представим функцию 

0, тх>0 

интегралом Фурье. График функции изображен на рис. 4.1. 

Функция f(r) имеет единст- 
венную точку разрыва первого 
рода, 5 = 0, в промежутке (—oo, 0] 
монотонно возрастает, а в проме- 
жутке (0, +со) постоянна. Сле- 0 

довательно, в каждом конечном 
промежутке числовои прямой R 

функция f(x) интегрируема, кусочно непрерывна и кусочно мо- 
нотонна. 

Проверим абсолютную интегрируемость функции f(z): 

у 

1 

ху
 

Рис. 4.1 

+00 0 0 

[еек = | ear=e = 1. 

—со —0o a 

Takum образом, функция f(r) удовлетворяет условиям теоре- 
мы 4.4 (отметим, что f(z) удовлетворяет и условиям теоре- 

мы 4.3). Поэтому интеграл Фурье функции f(r) в каждой
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точке тЕ Е сходится к значению (](т+0) + f(z—0)) /2: 

+00 +00 

МНО) + ео) 1 / dd ] f(t)cos A(t — 2) dt = 
0 —со 

+00 0 

== | ar [ “оовме- г). 

0 —со 

Для получения интеграла Фурье в явном виде вычислим 

внутренний интеграл, применяя для этого два раза метод 

интегрирования по частям: 

0 0 

ГА, 2) = ] ef Cos A(t — т) dt = ] cos A(t _ т) det — 

—oo 
“oo 

—0oo 

; 0 

=e! cosA(t— =) _ | ea(cos (t-a)) = с08 Ах + 

—со 

0 0 

+2 | etsinat—2)dt = сов + | sind(t—2) det = 

—со —0oo 

0 

= f e'd(sind(t—2)) = 

—со 

0 

= соз Ах — Азш Ах — Л? ] е' cos \(t—z) dt = 

—-OO 

0 

= cos Ах + det sin A(t — г) 
—OO 

= с08 Ах — Азш Ах — A? I (A, 2). 

Итак, Г(Л,т) = cosAz — AsinAz — А2Г(Л,т) и, следовательно, 

со$ Ах — Азш Ат 
I(A,z) = it? 



4.2. Представление функций интегралом Фурье 363 

Таким образом, для всех тЕ К 

+00 

f(z+0)+f(z—-0) _1 / cos Ах — AsinAz - == yO. (4.12) 
0 

И, наконец, поскольку все точки тЕ R, кроме x = 0, являют- 

ся точками непрерывности функции f(z), т.е. 

О = f(a), 2 £0, 
то на множестве В \ {0} функцию f(x) можно представить 
следующим образом: 

+00 

1 cosAzr — AsinAr 

fe)=> | Е “^ 
0 

причем для всех т Е (—oo, 0) 

ал =е", 

+00 

1 / cos Az — AsinAx 

1+ 2 
0 

а для всех x E (0, +00) 

1 ‘Г cosA\x — Asind [= xz — Asin 0 

п 1+ 2 
0 

В точке г = 0 формула (4.12) сводится к следующему: 

1 (0-0) + /(0-0) _1_1 Г Ч 
2 2 п] 1+2. 

0 

Значение интеграла Фурье 1/2 отличается от значения функ- 

ции [ (0) = 1.



364 4. ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

4.3. Интеграл Фурье в случае 

четных и нечетных функции 

Пусть абсолютно интегрируемая Ha ® функция f(x) явля- 
ется четной: 

f(-z) — f(z), LE (—o0, +00). 

Torga при любом ЛЕЕ функция f(z)cosAx переменного Z 
является четной на R, а функция f(z)sinAz — нечетной на К. 

Это обстоятельство приводит к следующим формулам для 
вычисления функций а(Л) и 6(^) (см. (4.1)): 

ir 2” 
a(A) = = ] Л (Е) cosAtdt = = ] f(t)cosAtdt, AER; 

—со 0 

+00 

b(A) = - ] (Е) зп Аа = 0. 

В соответствии с определением 4.1 интеграл Фурье четной 

функции f(x) принимает вид 

+00 

O(zr) = / (a(A) cos Ах + (Л) зт Ах) dA = 

0 
о +00 +00 

== | cosrrar | s(t) cosa, тЕВ. (4.13) 

0 0 

Если четная функция f(r) удовлетворяет условиям теоремы 4.3 

или 4.4, то верно равенство 

9 +00 +00 

= ] cosAzdX | f(t)cosAtdt = 

0 0 

f(x+0) + f(x—0) 
2 

‚ «ER.
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Пример 4.2. Представим функцию 

f(z)=e* те € (—00, +o), 

интегралом Фурье. График функ- 

ции изображен на рис. 4.2. у 

Функция f(z) является четной и 
дифференцируемой на К. Нетрудно 7 — 

убедиться в том, что она абсолютно 
Рис. 4.2 интегрируема: 

+00 +00 
2 +00 

f(z)|\dza =2 [ет dxr<2 e!-Tdr = 9е. | 
; 0 

—со 0 

На основании следствия 4.2 функцию f(z) = е-=° всюду на 

К можно представить своим интегралом Фурье, который для 
У 2 У 

четной функции f(r) =е “ задается формулой (4.13): 

9 +00 +00 

f(z) = er = = ] cos Ar dr ] е-® cos Atdt, ТЕК. 

0 0 

Представим этот интеграл Фурье в явном виде, т.е. вычи- 

слим его внутренний интеграл 

+00 

Гл) = ] е-® cos At dt. 
0 

Для этого, используя дифференцирование несобственного ин- 

теграла по параметру, составим дифференциальное уравнение, 

решением которого является функция I(A). Подынтегральная 
функция v(t,A) = e-"’ cos At, a также ее частная производная 

y\ (, Л) = —е-# sin\t непрерывны в области Р = [0, +00) x В.
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Кроме того, 

—f? 

(< елке" —(t, A EP, 
д —f2 —+2 

и интегралы от мажорирующих функций е* ие сходятся: 

+00 +00 

[Pa [ ertat=e 

0 0 

+00 1, | 1 

{оо 
t Pat=—5 | -ба(-2) = —-e-# -. 

[= gfe 94(-#) =-5е" |, =5 
0 0 

Поэтому на основании признака Вейерштрасса равномерной 

сходимости интеграла по параметру [VI] несобственные инте- 
гралы 

+00 90 

] ecos\tdt и ] te-*’ за \t dt 
0 0 

сходятся равномерно по параметру Л на всеи числовой пря- 

мой К. Следовательно, несобственный интеграл 

+00 +00 

I(A) = | вых = се cosatat 

0 0 

является непрерывной и дифференцируемой функцией на R 

[VI], а ее производная Г’(Л) непрерывна на R и определяется 
формулой 

+00 оо 

I'(Q) = / (Ел dt = — / te-” sin Atdt. 
0 0
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Применим к интегралу ['’(Л) формулу интегрирования по ча- 

стям: 

+00 +00 
/ —{2.. 1 . —t? 1 —#2 . 

I'(A)=— | te~* sinAtdt = 5 sinAtd(e )=5e sin At о - 

0 0 

в Г ЛГ А 
—- ] et d(sinAt) = -—— / e~* cos At dt = ——I(X). 

2 2 2 
0 0 

Итак, функция [(А) является решением следующего линей- 
ного однородного дифференциального уравнения первого по- 

рядка [VIII]: I’(A) + a (A) =0. Это уравнение можно решить 

разделением переменных. Имеем 

dI А 

Проинтегрировав обе части уравнения, находим 

2 

In|I(A)| = -1 +In|C|, 

где С — любая константа, не равная нулю. Последнее урав- 

нение можно преобразовать к виду [ = Се-Х! 4, в котором С 

уже может принимать любые значения, так как значение C = 0 

соответствует решению Г[(Л) = 0, потерянному при разделении 

переменных. 

Учитывая начальное условие 

+00 
т 

0) = ] е dt = vn 
2 

0 

(это интеграл Эйлера — Пуассона), находим постоянную ин- 
тегрирования С’ = \/л/2. Окончательно получаем 

Гл) = Ут 9/4 
2
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Подставляя найденное выражение для функции Г[(Л) в инте- 
грал Фурье функции f(r) = е-т', заключаем, что эта функция 

имеет следующее представление: 

+00 +00 
2 

e* == | 1(d)cosAeda=— || e™*/*cos rd ТЕЮ. # 
п п 

Пусть абсолютно интегрируемая на действительной число- 

вой прямой К функция f(x) является нечетной: 

f(-z) — —f(z), ТЕК. 

Тогда при любом A€R функция }(т)созАт переменного т 
является нечетной на R, а функция f(r)sinAz — четной на В. 
Формулы (4.1) для вычисления функций а(Л) и 6(Л) сводятся к 
следующим: 

if 
=; | жми 

b(A) = t [16 t)sinAtdt = — 2 ло t)sinAtdt, AER. 

Интеграл Фурье нечетной функции f(x) принимает вид 

+00 

Ф(т) = ] (a(A) cos Ах + (Л) зт Аг) dA = 

0 

+00 

= [клев [ло t)sinAtdt, ТЕВ. (4.14) 

0 

Если функция удовлетворяет условиям теоремы 4.3 или 4.4, 

то 

+00 о +00 

= f sindzad | очима = 

0 0 

f(z+0) + f(z—0) 
2 

‚ ТЕК.
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Пример 4.3. Представим функцию 

1(х) = ellsing, xe R, 

интегралом Фурье. График функции изображен на, рис. 4.3. 

У 

Рис. 4.3 

Функция f(r) является нечетной и дифференцируемой всю- 

ду на R. Деиствительно, во всех точках x #0 функция f(z) 
дифференцируема как произведение дифференцируемых функ- 

ций е | и sinz, а дифференцируемость в точке т = 0 можно 

проверить непосредственно: 

—|Az| с; _ f'(0) = lim е зп Ат 0 _ -|A2l jim sin Az 

Az—0 Az Azr->0 Az>0 Ат 

Кроме того, je~!*!sinz| < e“*!, cE R, те. функция f(r) по 
модулю оценивается сверху функцией е_ "|, являющейся инте- 
грируемоий на В: 

+00 оо 
+00 

] е ат =2 ] е “ат = —2е`? о = 2 

—со 0 

Поэтому на основании признака сравнения для несобственных 
интегралов [VI] функция f(x) = е 'зшх является абсолют-
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но интегрируемой на числовой прямой R и ее, согласно след- 

ствию 4.2, всюду на К можно представить своим интегралом 
Фурье, который в данном случае задается формулой (4.14): 

+00 +00 

f(z) = e~ltl sing = ] зтАхал / е Изшёзш АЕ «ER. 

0 0 

Чтобы представить этот интеграл Фурье в явном виде, 

нужно вычислить его внутренний интеграл 

+00 +00 

| eMsintsin atat = fe cos (1=A)t — сов (НА g, _ 
0 0 ? 

+00 +00 

= 5 [ "вова — Ха 5 | e-toos(1+ Хуа 

0 0 

Для этого найдем интеграл 

+00 

I(b,a) = ] e'cosatdt, a€R, 5> 0, 

0 

применив дважды формулу интегрирования по частям: 

+00 1 +90 

I(b,a) = | e*eosatat=-= | cosatde = 

0 0 
1 + 1 +00 1 +00 

<) 

=-7e" сова! | +7 [ eMdcosat=5- | eMsinatdt = 

0 0 
1 +00 1 +00 

+00 

Е | sinatde# = ет за]. - 5 | eMasinat= 

0 0 
+00 

1 a? bt 1 a? 
— — — — — = - — — (6 ‚в Je cos at dt ‚в (6, a) 

0
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Из полученного равенства находим 

1 а? b 
I(b,a) = 7 — 5 Ца), I(b,a) = аа. 

Таким образом, 

+00 \ 

—t — — — — [в cos (1 — A)tdt = Г[(1,1- Л) i+ (an)? 

0 
+00 \ 

= tdt= — | cos (1 + A)étdt = I(1,1+ A) i+ +a 

и 

+00 1 +00 

J esintsin reat = 5 || e-*cos(1—r)tdt- 

0 0 
+00 

= 5 | ‘сова a)tat = : — 
2 J _ 2(1+(1—A)?) 

1 2X 

2(1+(1+A)2) (1+ (14+A)?) (14+ (1-A)?) 

Итак, функцию e~!*! sing на всей прямой R можно предста- 

вить следующим образом: 

+00 
ош Ш 2 2Азт Ах _ 

f(z) =e ше =; / (+G+2)(14+(1-a) 

+00 
4 Asin Ат 

=F] (++) (140-02) TER #* 

Интеграл Фурье был определен для функций, заданных на 

всей числовой прямой К. Однако интеграл Фурье четных и
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нечетных функций можно вычислить, используя значения этих 
функции только на положительной полуоси [0, со). Очевидно 
также, что интеграл Фурье можно определить и с помощью зна- 
чения этих функций только на отрицательной полуоси (—со, 0]. 

Это наводит на мысль, что интегралом Фурье можно предста- 
вить и функции, определенные только на положительной (или 

отрицательной) полуоси. Функции, заданные только на одной 
полуоси, например на [0, +со), можно доопределять на другой 

полуоси (—oo, 0) любым способом. Вообще говоря, можно до- 

определять произвольно (например, нулем), однако, учитывая 
простоту выражений интегралов Фурье четных и нечетных 

функции (см. (4.13) и (4.14)), более естественным способом 
является доопределение функции до четной или нечетной. При 

этом в интеграле Фурье для полученной четной или нечетной 

функции остается ограничиться рассмотрением того полуин- 

тервала (—oo, 0] или [0, +00) значений аргумента т, в котором 

определена исходная функция f(z). 

Рассмотрим, например, функцию f(r), заданную только 
на положительной полуоси [0,+00). Пусть f(z) абсолютно 

интегрируема в этом промежутке. 

Продолжим функцию f(r) на отрицательную часть число- 
вой оси так, чтобы полученная функция стала четной, т.е. для 

всех т < 0 положим 

f(z) = f(-2). 

Доопределенная таким образом функция f(r) задана на всей 
числовой прямой К, четна и абсолютно интегрируема на К. 

Поэтому ее интеграл Фурье можно вычислить по формуле 

(4.13). Если функция f(z) в полуинтервале [0, со) удовлетво- 

ряет условиям теоремы 4.3 или 4.4 (кусочно непрерывна, обла- 

дает односторонними производными или кусочно монотонна 

на каждом отрезке), то, очевидно, доопределенная на К функ- 

ция f(z) удовлетворяет условиям теоремы 4.3 или 4.4 на всей 

прямой К, и, следовательно, для функции f(z) при тЕ (0, +00)
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выполняется соотношение 

+00 +90 
Aerts) = = ] с05 Ах аА ] (Е) cos Atdt. (4.15) 

0 0 

(рассмотрены точки т Е (0, +00), поскольку исходная функция 

f(z) определена только на [0,+00)). В точке г = 0 доопре- 
деленная четная функция f(x) имеет, очевидно, равные одно- 

сторонние пределы f(+0) = f(—0), поэтому в точке z= 0 это 
разложение исходной функции f(r) в интеграл Фурье можно 

уточнить следующим образом: 

+00 +00 

Ио) == [arf f(e)cos reat 

0 0 

Пример 4.4. Представим интегралом Фурье функцию 

11 0<:<1; v4 

= 2>1, | 
a 0 , x 

доопределив ee до четной функции 

в интервале (—со, 0). График до- 
определенной функции изображен на рис. 4.4. 

Запишем ее интеграл Фурье 

Рис. 4.4 

о +00 +00 о +00 1 

Ф(т) = - / cosArdA | f(t)cosAtdt = - / cos xd) | сова 

0 0 0 0 

и вычислим внутренний интеграл: 

1 sin A 
‚ AFD; 

[ се Atdt = А 7 (4.16) 

0 1, А — 0.
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1 
Поскольку lim (sinA)/A = 1, то интеграл fcosAtdt является 

=> 

0 
непрерывной функцией от Л при всех значениях ACR. Для 

краткости функцию (4.16) обозначим (зтЛ)/Л. Тогда интеграл 
Фурье доопределенной на R функции f(r) принимает вид 

= ЗА поза, ЕК. 

Доопределенная функция f(x) кусочно непрерывна, кусочно 
монотонна на каждом отрезке и абсолютно интегрируема на К, 
т.е. удовлетворяет условиям теоремы 4.4, следовательно, верна, 

формула (4.15). Учитывая, что все точки z Е К, кроме г = —1и 
т = 1, являются точками непрерывности доопределеннои функ- 

ции f(r), а также то, что исходная функция f(z) задана, только 
на положительной полуоси [0, +00), получаем следующее пред- 
ставление исходной функции f(x) интегралом Фурье: 

+00 

f(z)= - / at cos Ard, z € (0,1) U(1, +00). 

0 

В точке z = 1 интеграл Фурье (4.15) равен 

2 Psi d- f(1+0)+f(1-0) 1 sin +U) + — 

a] Cada = 2 = 
0 

и не совпадает со значением исходной функции (f(1)=1). # 

Функцию f(r), определенную первоначально только Ha по- 
ложительной полуоси (0, +со) (и абсолютно интегрируемую Ha 
ней), на отрицательную полуось (—со, 0] можно продолжить до 
нечетной, положив
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Если первоначально функция f(z) была определена, в точке г = 0 
и имела в этой точке ненулевое значение, то в этой точке ее 
придется переопределить, положив }(0) =0. Доопределенная 
таким образом функция f(x) задана на всей числовой прямой 
(—со, +00), нечетна и абсолютно интегрируема на R. Поэто- 
му ее интеграл Фурье можно вычислить, используя формулу 
(4.14). Если функция f(z) в интервале (0, +со) удовлетворяет 
условиям теоремы 4.3 или 4.4 (кусочно непрерывна, обладает 

односторонними производными или кусочно монотонна на ка- 
ждом отрезке), то доопределенная функция f(x) удовлетворяет 
условиям теоремы 4.3 или 4.4 на всей прямой К. Следовательно, 

для функции f(z) при те (0, со) выполняется соотношение 

+00 +00 

f ел (=—0) == / sinAz dX / f(t)sinAtdt (4.17) 
0 0 

(рассмотрены точки 5 Е (0, +00), поскольку исходная функция 
f(z) определена только на (0, +со)). Заметим, что в точке 
x = 0 доопределенная нечетная функция f(z) имеет противопо- 
ложные односторонние пределы f(—0) = —/ (+0), а разложение 

+00 

(4.17) представляет собой тривиальное тождество 0 = - f Odd. 
0 

Пример 4.5. Представим интегралом Фурье функцию 

+ (2) 1, О<х<Г 
т) = 

0, т>1, 

доопределив ее при т < 0 нечет- 

ным образом. ри этом необхо- 

димо изменить ненулевое значение 

функции в точке х =0 (f(0) =1), 
положив }(0) =0. График доопре- 

деленнои на К нечетной функции 

f(z) изображен ua рис. 4.5. 



376 4. ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

Запишем ее интеграл Фурье 

2 +00 +00 о +00 1 

Ф(т) = = / sinArd\ | f(t)sinAtdt = = J sinrcdx [ sinrtat 

0 0 0 0 

и вычислим внутренний интеграл: 

1 1 — соз А 
А . 

[ зале = л ? #0 (4.18) 
0 0, А — 0. 

1 
Поскольку lim (1—cosA)/A = 0, то интеграл fsinAtdt явля- 

=> 

0 
ется непрерывной функцией переменного Л при всех значениях 

AER. Функцию (4.18) для краткости обозначим (1 —cosX)/A. 
Тогда получим 

+00 

$ =2 [| 18 snared, TER 
TT A 

0 

Доопределенная функция f(x) кусочно постоянна и абсолютно 
интегрируема на К, следовательно, удовлетворяет условиям те- 
оремы 4.3, а значит, верна формула (4.17). Учитывая, что все 
точки ТЕЕ, кроме т = 0, х = -1 и т=1, являются точками 

непрерывности доопределенной функции {}(т), а также TO, что 
исходная функция f(r) определена только на положительной 
полуоси (0, +00), с помощью интеграла Фурье получаем следу- 

ющее представление исходной функции f(z): 

+00 

ря | АА видах, тЕ (0,1) 9 (1, +00). (4.19) 

В точке z = 1, согласно (4.17), имеем 

+00 

2 | 1—cosr yay 1140) +10) 1 (4,20) 

А 2 2’ 
0
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т.е. значение интеграла Фурье в этой точке не совпадает со 
значением исходной функции (](1) =1). В точке т =0, как 
отмечалось выше, равенство (4.17) вырождается: 

+00 

o== | oar 
п 

0 

Значение интеграла Фурье и в этой точке не совпадает со 
значением f(z), поскольку / (0) =1. # 

С помощью интегралов Фурье можно находить значения 

некоторых несобственных интегралов. Вычислим, например, 

интегралы 

+00 +00 
: 3 - 3 

sin’ t t cost 
[= dt и [=> dt. 
0 0 

Первообразные подынтегральных функции этих интегралов не 

являются элементарными функциями, поэтому рассматривае- 

мые интегралы не могут быть вычислены прямым способом (с 

помощью формулы Ньютона — Лейбница). 

Для вычисления первого интеграла используем функцию из 

примера 4.5 и ее представление интегралом Фурье (4.19): 

2 Ро 4, 2 25. Л — cos 
f 5 - | > sin 5 dA - | > sin 5 dA 

0 0 
`замена переменного | 4 +00 | 4 , 

= | \=2t, ЗЕ (0, +00), = [= dt, 
| ал = 24 | 73 

откуда 
+00 
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Второй интеграл можно получить, если воспользоваться 

значением интеграла Фурье той же самой функции в точке 
xz =1 (см. (4.20)): 

1 2 f-1—cosr от =) 1_2 —cosr , _2 [28 .л A 
5 - | > зшлал = = | > 2sin 5 cos 5 А = 

0 0 
`замена переменного’ +00 | 3 

t 
=| \=2t, t€(0,+00), | == / — — dt. 

| dd = 2dt | "о 

В результате находим 

+00 

> п 

t _ 167 
0 

4.4. Комплексная форма интеграла Фурье 

Для дальнеишего изложения рассмотрим некоторые свой- 

ства комплексных функций действительного перемен- 
ного, т.е. отображений, область определения которых явля- 

ется подмножеством R, а область значений — подмножеством 
С. Для краткости такие функции будем называть комплекс- 
нозначными функциями. Отметим, что комплекснозначную 
функцию можно рассматривать как частный случай функции 

комплексного переменного, у которой и область определения, и 
область значений включаются в С. 

Всякую комплекснозначную функцию f(x), ТЕ В, можно 

представить в виде f(z) = u(x) + 10(х), где действительные 
функции действительного переменного u(z) и u(r) представля- 
ют собой действительную часть Re f(z) имнимую часть 

Im f(z) комплекснозначной функции f(z). 

Комплекснозначную функцию f(z) = u(z)+iv(z) на- 
зывают ограниченной на множестве X С Е, если на этом
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множестве ограничена действительная функция действитель- 
ного переменного | f (x)| = \/u2(z) + 9? (т), т.е. существует такое 
число М > 0, что для всех те Х выполняется неравенство 

\f(z)| < М. Очевидно, что действительная и мнимая части 

ограниченной комплекснозначной функции являются, в свою 
очередь, ограниченными действительными функциями, и на- 
оборот. 

Комплексное число с =а-+1 называют пределом ком- 

плекснозначной функции f(r) при т -} 10 и пишут 

lim f(z) = с, 
I—Zo 

если действительная функция действительного переменного 
| f(z) —c| является бесконечно малой при г —> Zo, т.е. 

УЕ>0 36=0(=)>0 VreER: 

0<|5-1%|<д = 1|1(2)-<<.. 

Предел функции f(z) = и(т) + 10(5%) при т -} то существует 
и равен с =а-+ 1 тогда и только тогда, когда существуют 
пределы lim u(z)=an lim v(x) =65. Действительно, так как 

хто хто 

u(x) — а] < У(щ=) —а)? + (v(x) — 6)? = |f(z) — с], 

(2) — b| < У (и(2) — а)? + (v(x) — 6)? = (f(z) — с 

то из условия | f(x) — с| +0 при г > то следует, что |и(5) —а| #0 
и (т) —b| +0 при г +10. А это и означает существование 
указанных пределов у функций и(т) и v(x). Наоборот, если 
jim u(z) =аи jim v(=) = b, To функции |u(z) —al и |v(x) — В 

являются бесконечно малыми при т -} то. Следовательно, 

функция f(r) с также будет бесконечно малой при т — Zo, 
так как 

If (x) — | = У (и(т) — a)? + (v(x) — b)? < |u(x) — a] + |v(z) -Ы 
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(здесь мы использовали неравенство V a2 + 52 <a+b, верное для 
любых a, b > 0). 

Основные свойства пределов действительных функций (пре- 
дел суммы, разности, произведения, частного) распространя- 
ются и на комплекснозначные функции. 

Комплекснозначную функцию f(r) = и(т) + п(т) назы- 
вают непрерывной в точке ту Е В, если jim f(x) = f (50). 

Из сказанного выше следует, что комплекснозначная функция 
f(z) = и(т) + и (т) непрерывна в точке хо тогда и только тогда, 
когда в этой точке непрерывны действительные функции и(т) 
и (т). 

Комплекснозначную функцию называют кусочно не- 
прерывной в некотором промежутке, если кусочно непрерыв- 
ными в этом промежутке являются и действительная, и мнимая 
части этой функции. Производной комплекснозначной 
функции f(r) = u(x) + (т) т в точке Zo Е В называют пре- 
дел (если он существует) 

f'(xo) = lim f(z) = f (Zo) 

т.о т - то 

Из свойств пределов следует, что }'(т) = и (5) + (т), причем 
производная функции f(x) в точке то существует тогда и 
только тогда, когда в этой точке существуют производные 
функций и(т) и v(z). 

Пусть комплекснозначная функция f(r) = u(x) +iv(x) опре- 
делена на отрезке [a,b] числовой прямой. Говорят, что ком- 
плекснозначная функция f(r) интегрируема на отрез- 
ке [а, b], если на этом отрезке интегрируемы ее действительная 

и мнимая части u(z) и (т). При этом определенным инте- 
гралом от комплекснозначной функции f(x) по отрезку 
(a, 6] называют число 

b b 

[дал = [uceyae +i [ tea 

a a
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Аналогично вводят понятие несобственного интегра- 

ла от комплекснозначной функции, рассматривая несоб- 
ственные интегралы действительной и мнимой частей этой 

+00 

функции. Несобственный интеграл | f(r)dxz от ком- 
а 

плекснозначной функции f(x) = и(т) + и(т), определенной 
на промежутке [а, +00), называют сходящимся, если сходятся 
несобственные интегралы 

+00 +00 

/ u(x) dx и / v(x) dz. 

При этом полагают, что 

+00 +00 +00 

[ s@ac= [ ulayae+i [| зада 

Ha определенные и несобственные интегралы OT комплекс- 

нозначных функций распространяются основные свойства, ин- 

тегралов от действительных функций. Например, несобствен- 

ный интеграл обладает свойством линейности 

+00 

/ (af (x) + Bg(x)) dx =a fs (т)4т +В le dz, 
a 

где а, ВЕС. Кроме того, для обоих типов интегралов имеет 

место свойство, связанное с операцией комплексного сопряже- 

ния: 
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Действительно, 

+00 +00 +00 

/ u(x) + (т) dx = ] u(r) ах +1 / v(x) dz = 

; +00 ; +00 у +00 

= ] u(x) 4х —1 ] (т) ах = / (u(x) —iv(x)) ах. 

+00 

Несобственный интеграл | f(r)dx от комплексно- 
а 

значной функции f(x) = u(x) + и(т), определенной Ha про- 
межутке [а, +00), называют абсолютно сходящимся, если 

сходится несобственный интеграл от действительной функции 

(=)|: 
+00 

[ee jaz = | Var) + 52 (т) 4х < +00. 

а 

Интеграл И f(z)dx от комплекснозначной функции f(r) = 
а 

= и(т) + (5) абсолютно сходится тогда и только тогда, когда 

абсолютно сходятся интегралы Tu x)dxz и Pu x)dx от ee 
a 

действительной и мнимой частей. Это следует из очевидных 
неравенств 

|м(2)| < |1 (2), — |9(т)] < |7 (т), Пе) < и] + |5 (т), 
которые уже были использованы при обсуждении пределов, и 

признаков сходимости несобственных интегралов от действи- 

тельных функций [VI]. 
Как и в случае действительных функций, если несобствен- 

ный интеграл от комплекснозначной функции сходится абсо- 

лютно, то он сходится. При этом 

+09 +00 

[ деф < [плед 
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Пусть действительная функция f(x) определена Ha всей чи- 

словой оси К. В случае, когда несобственный интеграл от этой 

функции по бесконечному промежутку (—oo, +00) расходится, 
часто используют гиавное значение этого несобственного ин- 
теграла. Напомним, что так называют предел 

А>-оо 

—А 

+00 A 

Vp. | f(a)de = lim [ Ноа. 

Символы V.p., указывающие на то, что используется глав- 

ное значение несобственного интеграла, берут свое начало от 

начальных букв французского выражения valeur principal (глав- 

ное значение). Если этот предел существует, то говорят о 
несобственном интеграле, стодящемся в смысле глав- 

ного значения. 

Отметим, что если несобственный интеграл сходится, то 

он сходится и в смысле главного значения, причем обычное 

значение несобственного интеграла и его главное значение со- 

впадают. Поэтому для сходящихся интегралов понятие глав- 

ного значения на самом деле не дает ничего нового. Главное 

значение несобственного интеграла, позволяет расширить круг 

используемых интегралов, вовлекая в оборот часть расходя- 
+00 

щихся интегралов. Например, несобственный интеграл | xrdx 
—со 

сходится в смысле главного значения, так как 

+00 A 2 А 

V.p. / тат = lim тат = lim (5 ) = 

—0o _ 

Однако в обычном смысле этот интеграл расходится, поскольку 
0 +00 

расходятся оба интеграла | хати | тат. 
—со 0 

Пусть комплекснозначная функция f(r) = u(r) +19(т) опре- 
делена, Ha всей числовой оси и интегрируема на любом отрезке
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[a, 6]. По определению полагаем, что 

+00 +00 +00 

vp. | Де = Ур. | u(x)dc+iven. | эф 

при этом будем говорить, что несобственный интеграл от ком- 

плекснозначной функции сходится в смысле главного значения, 

если сходятся в смысле главного значения несобственные инте- 

гралы от действительной и мнимой частей комплекснозначной 

функции. 

Нетрудно убедиться в том, что и для комплекснозначной 

функции понятие сходимости несобственного интеграла, в смы- 

сле главного значения расширяет понятие его обычной схо- 

димости: если несобственный интеграл от комплекснозначной 

функции сходится, то он сходится и в смысле главного значе- 

ния, причем к тому же самому числу. 

Понятие главного значения несобственного интеграла He- 

обходимо для того, чтобы представить интеграл Фурье в ком- 

плексной форме. 

Теорема 4.5. Пусть действительная функция f(x) абсо- 
AIOMHO интегрируема на числовой прямой К, а также удовле- 

творяет всем остальным условиям теоремы 4.3 или 4.4. Тогда 

для всех тЕ К имеет место равенство 

+00 +00 

ieee) = УР / ал ] Кое 4. (4.21) 

< Поскольку функция f(x) удовлетворяет условиям теоремы 

4.3 или 4.4, то интеграл Фурье (4.3) функции f(r) сходится и 

имеет место разложение 

+00 +00 

Ler0) + Лео == | a | Мосс) тЕВЮ. (4.22) 

0 —со 
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Зафиксируем т Е R и рассмотрим следующие функции перемен- 

ного AER: 

+00 +00 

ye(d) = / f(t)cos\(t—2)dt, (= ] f(t)sin A(t — 2) dt. 

Функция f(r) является абсолютно интегрируемой Ha R, a 
функции v,(t,A) = cosA(t—x) и иг (ЬА) = sinA(t—z) при всех 

x € R непрерывны и ограничены по совокупности переменных 
tu Лв R?*, так как 

|соз Л(Ё-— 5)|<1, |sindX(t—2)| <1, (¢, A) ER. 

Согласно теореме 4.1, при всех + Е R функции ф.(Л) и ф.(Л) 
являются непрерывными в каждой точке ЛЕ R и, следователь- 

но, интегрируемыми на каждом конечном отрезке [A, В]. Кро- 

ме того, функция ‹ф.(Л) четная: 

+00 

~2(—A) = | #)c08(-X(t- 2) dt = 

+00 

= | Носов га) 

а функция у. (Л) нечетная: 

+00 

Px(—A) = / f(t)sin(—A(t— 2) dt = 

+00 

—_ / f(t)sin A(t — 2) dt = —,(d).
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Формула (4.22) означает сходимость (при всех тЕ Е) несоб- 
+00 

ственного интеграла | y,(A)d\, причем 
0 

Tak как функция ф.(Л) является четной, то ее несобственный 
0 +00 

интеграл | yz(A)d\ сходится и равен интегралу / фг(Л) АХ. 
—со 0 

Следовательно, при т Е К 

—со 

if 1 oof 
=5 | 4 = ЗУ. | ve(yor. (4.23) 

—00 —0oO 

Для нечетной непрерывной функции W,(A) при всех А>0 
интеграл по симметричному отрезку [—A, А] существует и 

равен нулю: 
А 

/ (ла =0. 
<A 

Поэтому для всех Е Е сходится в смысле главного значения 
+00 

несобственный интеграл | ,(A)d\, причем 
—со 

+00 A 

Ур. / e(d)dd = lim / 4.(Х)ал=0. = (4.24) 
А>—-оо 

—со _А 

+00 

(Заметим, что несобственный интеграл | wz(A)dA в обычном 
—0o 

смысле может расходиться.)
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Учитывая (4.23) и (4.24), находим 

+00 
er +e) 1 fy yan 

0 

= Тур. о ал — ур [oo ал = 
20 4. 20 у. 

= Ту р i — i,(A)) dA = 2 

_ly ote - _ 
= 5- УР. / ал ] f (t)(cosA(t—2) —1зтА(1—т)) dt = 

= Тур. Го Г (/е“-=) de. 
21 Js 

При переходе к последнему равенству использована формула 

Эйлера |X], согласно которой 

cos (—A(t—x)) + isin (—A(t—-z)) = е 1-2) NV. tc ER. 

Takum образом, формула (4.21) доказана. № 

Определение 4.2. Интеграл 

] +00 +00 

(x) = — УР. / ах / fie Or da, «eR, (4.25) 

—со —со 

входящий в правую часть равенства (4.21), называют инте- 

гралом Фурье в комплексной форме функции f(z), абсо- 

лютно интегрируемой на К.
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Замечание 4.1. Следует обратить внимание на то, что 

формула (4.25) определяет не какой-то новый интеграл Фурье, 

аа лишь другую, комплексную, форму его записи. Действитель- 

ная часть интеграла Фурье в комплексной форме совпадает с 

интегралом Фурье в обычной (действительной) форме (4.3), а 

его мнимая часть равна нулю. 

Замечание 4.2. Как видно из хода доказательства тео- 

ремы 4.5, необходимость использования главного значения не- 
собственного интеграла в формулах (4.21) и (4.25) возникает 

+00 

только потому, что несобственный интеграл | 4.(Л)АЛ может 
—со 

расходиться. Если же этот интеграл сходится, то интеграл Фу- 
рье в комплексной форме (4.25) также сходится, и в этом случае 

можно вместо (4.21) использовать формулу 

+00 +00 

f +0 +7 (2—0) == / ал | Ге dt, eR. (4.26) 

Кроме того, в силу замечания 4.1 при выполнении условий тео- 

ремы 4.5 действительная часть интеграла Фурье в комплексной 

форме всегда сходится. Поэтому при проверке возможности 

представления функции интегралом Фурье в соответствии с 

формулой (4.26) достаточно проверить сходимость (в обычном 
смысле) мнимой части комплексной формы интеграла Фурье. 

Замечание 4.3. При получении формулы (4.21) интеграл 

(4.24), равный нулю, можно было не вычитать из интеграла 
(4.23), а, наоборот, добавлять. Равенство при этом не наруша- 

ется. Это изменение приведет лишь к тому, что в экспоненте 
интеграла Фурье в комплексной форме показатель изменит 
знак, т.е. в комплексной форме интеграла Фурье показатель 
можно выбирать как со знаком минус, так и со знаком плюс. 

Общепринятой является формула со знаком минус, т.е. форму- 

ла (4.25).
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Пример 4.6. Представим интегралом Фурье в комплексной 
форме функцию 

1 -l<a<l; 4 

0, |x| >, i 

У —> —щ=——— 

график которой изображен на 0 l x 

puc. 4.6. Puc. 4.6 
Функция f(r) абсолютно ин- 

тегрируема и кусочно постоянна на R, следовательно, она 

удовлетворяет условиям как теоремы 4.3, так и теоремы 4.4. 

Поэтому ее можно представить интегралом Фурье в комплекс- 

ной форме: 

0 о 1 У 
f (a+ )+f(z- ) — — V.p. / ах (ве) dt — 

2 27 
—co —0o 

1 +00 l 

= — Ур. (2) р. 5, УР [afe 

—со —l 

В этом интеграле вычислим внутренний интеграл: 

| eiA(t-z) | 

[ove dt = — ir Г A # 0; 

— 21, А = 0. 

Поскольку 

е—3А(#—2) |! е—*^(1-=) _ е(Н:=) 

И И id ~ 
ert (e! _ e~!) езАт „Эш Xl 

ir A! 
TO 

l 2е1А= sin А] 
А = 0; 

/ е- (=) ge = А ‚АЯ (4.27) 

— 21, А = 0. 
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Заметим, что 

2 АТ с: , : 

lim 22 М р time tim SO! 
40 А 40 10 Al 

= 24. 

Поэтому интеграл (4.27) (a также его действительная и мнимая 

части) как функция от А является непрерывной функцией при 

всех значениях ACR. Для краткости обозначим эту функцию 

(2е^^= зп ЛИ) /Л. Тогда с учетом этого обозначения получаем 
следующее представление функции f(z): 

+09. 

f(x+0)+f(z-0) 1 = sin Al 

2 — № 
dA = 

—со 

1 f sind 
У. [| Sear тЕЮ. (4.28) 

—0oo 

Kak мы уже отмечали, интегралы, сходящиеся в смысле 

главного значения, могут, вообще говоря, и не сходиться в 

обычном смысле при всех значениях © Е R или хотя бы при не- 

которых. Поэтому необоснованная замена главного значения 

интеграла его обычным значением может привести к ошибке. 

Рассматриваемая функция как раз является примером такого 

рода: существуют точки т Е R, в которых замена несобствен- 

ного интеграла в смысле главного значения несобственным 

интегралом в обычном смысле недопустима. 

Покажем, что при всех г # - можно утверждать, что не- 

собственный интеграл в формуле (4.28) сходится не только в 

смысле главного значения, но и в обычном смысле, в то время 

как в точках © = - интеграл (4.28) сходится только в смысле 
главного значения, т.е. в обычном смысле расходится. Дей- 

ствительно, согласно замечанию 4.2, достаточно рассмотреть 

и исследовать на сходимость мнимую часть интеграла, (4.28) —
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интеграл 

1 ва Мешл = sin 2) (4.29) 

T А 
—Co 

Как отмечалось выше, подынтегральная функция непрерывна 

при всех AER. Следовательно, для всякого € > 0 существует 

определенный интеграл 

dn. 
1 | sinAlsinAr 

п А 
— 

Исследуем на сходимость несобственный интеграл 

1 замзал 1 сов (1 XI ~/[= sin тала | (1—х) -— соз (1+2) 4 (4.30) 
п А Qn А 

Е Е 

Если г # +l, то этот интеграл представляет собой разность 

двух сходящихся несобственных интегралов вида [VI] 

1 созЛА СОЗ — | “a, Аз 
Е 

Следовательно, интеграл (4.30) сходится. И в силу нечетности 

подынтегральной функции интеграл (4.29) также сходится. 

Поэтому при всех х # 3 символы V.p. в формуле (4.28) можно 
опустить и рассматривать сходимость интеграла в обычном 

смысле. 

Если т = [ или т = —l, то интеграл (4.30) представляет со- 
бой разность двух несобственных интегралов, один из которых 

+09 cos 2XI 1 вида | —— dA сходится, а второй вида f х ЧА расходится. 
Е Е 

Отсюда вытекает, что интеграл (4.30) расходится и, значит,
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расходится интеграл (4.29). Таким образом, при x =  инте- 
гралы (4.29) и (4.28) сходятся только в смысле главного значе- 
ния. Итак, 

+00 

- ] mee 4 «£4; 
f (x+0) + f(z—0) _ —со ; ~ 

i ] snl ed), Е 
т А 

—со 

Учитывая, что функция f(z) непрерывна всюду на числовой 

оси, кроме точек т = +l, получаем следующее представление 

функции f(z): 

т.е 

ох [== Ded |x| >1, 
п А 
—со 

и 

1=+ / sin Pdr, Jal <1 
п А 

—оо 

В точках z= -[и т = [ интеграл Фурье рассматриваемой 

функции принимает значения 

+00 
j +l— 1 ур. ] = cil gd) = LEO + I 0) >, 

которые отличаются от значений функции f(z).
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4.5. Преобразование Фурье 

Как показано в примере 4.6, интеграл Фурье в комплексной 
форме функции f(r) приводит к представлению этой функции 
в виде несобственного интеграла 

с некоторой константой С и некоторой функцией g(A). При 
этом функция 9(Л) выражается через функцию f(r) аналогич- 
ным интегралом. 

Если для комплекснозначной функции f(r) несобственный 
интеграл 

+00 

FQ) = =v. ] ве dt (4.31) 

сходится в смысле главного значения при любом AER, то 

определяемую этим интегралом комплекснозначную функцию 

f(A) называют прямым преобразованием Фурье функции 

f(z). Аналогично функцию 

+00 

jd) = У / f(t)e*dt, (4.32) 

которая определена Ha К, если несобственный интеграл схо- 
дится в смысле главного значения при любом ЛЕ R, называют 

обратным преобразованием Фурье функции f(z). 

Отметим также, что прямое и обратное преобразования 
Фурье очень близки друг к другу и их можно поменять ме- 

стами. Выбор знака минус в показателе экспоненты прямого 
преобразования Фурье и знака плюс в показателе экспоненты 

обратного преобразования Фурье условный и является лишь да- 
нью традиции.
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Если комплекснозначная функция f(r) абсолютно unmeepu- 

руема на R, то в силу оценок |f (t) e~*| < | f (t)|, | f(t) ee] < |F (0), 
1 ЛЕК, несобственные интегралы в формулах (4.31) и (4.32) 
сходятся абсолютно при любом ЛЕ К и, следовательно, сходят- 

ся. Поэтому в этих формулах можно снять символы главного 

значения. В результате формулы прямого и обратного пре- 

образований Фурье примут вид 

+00 +00 

К» = = / (ве dt, о) = == ] (6 е^ dt. 

Прямое и обратное преобразования Фурье фактически явля- 

ются отображениями, область определения и область значении 

которых являются некоторыми множествами функций, опре- 

деленных на всей числовой оси. Функции выступают как ар- 
гументы преобразований, но в свою очередь имеют аргумент. 

Поэтому удобно прямое преобразование Фурье функции f(z) 

обозначать через Е[/|(Л), где в квадратных скобках указан 
аргумент преобразования Фурье, т.е. функция f, а в круглых 

скобках — аргумент функции, которая является образом f(z) 

при преобразовании Фурье. Аналогично обозначают и обрат- 

ное преобразование Фурье: F—![f](X). 
Если интеграл Фурье Ф(х) действительной абсолютно инте- 

грируемой на К функции f(r) сходится в каждой точке г, то 

его можно представить в виде композиции прямого и обратного 

преобразований Фурье: 

+00 +00 

Ф(х) = = VP. ] а» / (6 е 2) dt = 

— = V.p. fom (= ло et it) d\ = F~"|F[f]] (2). 

—со 

Вообще говоря, обратное преобразование Фурье не являет- 

ся обратным отображением к прямому преобразованию Фурье,
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так как область определения обратного преобразования Фурье 

и область значении прямого преобразования Фурье не совпада- 

ют: даже если функция f(r) абсолютно интегрируема, то для 

ее преобразования Фурье F(A) обратное преобразование Фурье 

F-[f], определяемое формулой (4.32), может и не существо- 
вать. Кроме того, равенство f(r) = ЕР 1[Е[]|| = f означает, 
что функция f(x) совпадает со своим интегралом Фурье во всех 

точках те Е. Но из теоремы 4.4 следует, что существуют функ- 

ции, которые в некоторых точках (точках разрыва) отличают- 

ся от своего интеграла Фурье. Тем не менее, если ограничить 

область определения прямого преобразования Фурье, напри- 

мер, абсолютно интегрируемыми непрерывными функциями, 

удовлетворяющими условиям Дирихле, то, согласно теореме 4.4, 

будем иметь f(r) = F—'|F[f]](z), т.е. отображение, обратное 
прямому преобразованию Фурье будет обратным преобразова- 

нием Фурье. Это объясняет, почему два преобразования так 

названы. 

Описанная связь между прямым и обратным преобразо- 

ваниями Фурье позволяет получить для этих преобразований 

формулы обращения, т.е. формулы, по которым можно восста- 

новить функцию по ее прямому (обратному) преобразованию 

Фурье. 

Теорема 4.6 (теорема обращения преобразования 

Фурье). Пусть действительная функция f(x) абсолютно ин- 

тегрируема на числовой прямой К, удовлетворяет условиям 

теоремы 4.3 или 4.4 и, кроме того, во всех своих точках разрыва 

удовлетворяет условию 

z+0) + /(т-—0 

Тогда верна формула обращения прямого преобразова- 

ния Фурье 

f(z) = a 

оо 

УР. | 7 eT dy, «ER, 

—0o
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а также формула обращения обратного преобразования 

Фурье 

f(z) = Fave [ Foreman ЕЮ. 

< Формула обращения прямого преобразования Фурье вытека- 

ет из теоремы 4.3 или 4.4 (в зависимости от условий, которым 

удовлетворяет функция ](т)). Действительно, если функция 

f(x) удовлетворяет условиям теоремы, то, согласно теореме 

4.5, ее интеграл Фурье Ф(т) сходится всюду на R, причем 

®(x) = f(z), тЕВ. Но, как показано выше, Ф(5) = F-![F[f]] (2). 

Поэтому f(x) = F~1[F[f]] (=) = Е-ЦКЛ)(2), что и дает форму- 
лу обращения прямого преобразования Фурье. 

Докажем справедливость формулы обращения обратного 

преобразования Фурье. 

Пусть 

1 7 
fr) = — ] 1(т)е 4х, AER. 

van J 

Тогда 

fQ)= Fg | TPR = He | sepa 

Это означает, что функция } F(X) является прямым преобра- 

зованием Фурье f(z), т.е. fA) = F()). Используя формулу 
обращения прямого преобразования Фурье, получаем 

+00 

f(a) = УР. / f(A)e?* а. 

Следовательно, 

+00 +00 

7 ee #7) pidt dq) a 7) e-ide f(a) =f) = av? | (М) етал= va? | F()e-* dd.
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Это доказывает справедливость формулы обращения и для 

обратного преобразования Фурье. №» 

Теорема 4.6 верна для комплексных функций действитель- 

ного переменного (см. 4.7). 
Пусть функция f(r) удовлетворяет условиям теоремы обра- 

щения преобразования Фурье. Функцию 

+00 

S(A) = 5- ] f(t)e-™* at 

называют спектральной функцией исходной функции f(z). 
С точки зрения механики функция e* есть аналитическое 
представление гармонического колебания. Поэтому формулу 

обращения прямого преобразования Фурье 

+00 

f(z) =V.p. ] S(A)e** dr 

можно понимать как разложение механического движения, опи- 
сываемого функцией f(r), в суперпозицию бесконечного числа 
независимых колебаний с различными частотами, а спектраль- 
ную функцию 5(Л) — как меру интенсивности отдельных ко- 
лебаний, соответствующих различным значениям частот А. 

Пример 4.7. Найдем преобразование Фурье функции (см. 
пример 4.6) 

1 —[<т<й 
f(z) = a 

0, |z|>U. 

Поскольку функция f(x) абсолютно интегрируема на К, 
ее преобразование Фурье выражается несобственным интегра- 

лом, сходящемся в обычном смысле. Поэтому 

| + оо 
~ 1 
f(A) = = ] f(z) et ах = Te / eZ da.
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Вычислим интеграл при Л 7 0 и преобразуем его, используя 
формулу Эйлера: 

1 ем ем 2 sinAl 

I ~ Уж 1A = Vin Л 

Итак, 

_ ыы А 0. 

Кл) . : 
—I, A=0 
п 

~~ 

Заметим, что функция f(A) непрерывна при всех ЛЕ К. 

Вычислим обратное преобразование Фурье функции f(A). 
Так как функция f(r) удовлетворяет, например, условиям те- 
оремы 4.3, а композиция прямого и обратного преобразований 

Фурье есть интеграл Фурье, то 

1 -l<a<l; 

0, || >. 

Заметим, что образ функции f(x) при последовательном 
применении прямого и обратного преобразований Фурье, т.е. 
функция Р`—1[Е[]|| (т), не во всех точках совпадает с исходной 
функцией f(z). Причина этого очевидна — для функции f(z) 

не во всех точках выполняется условие (4.33).
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4.6. Косинус-преобразование 

и синус-преобразование Фурье 

Рассмотрим действительные функции действительного ар- 

гумента. Как показано в 4.3, интегралы Фурье четных и 

нечетных действительных функций приводят к представлени- 

ям исходной функции вида, 

+00 +00 

С | Восс Ard) и с | (a)sindxdd 

0 0 

с некоторой константой С и некоторыми функциями Д(Л) и 

(Л). Эти функции выражаются через исходную функцию 
интегралами того же вида. Поэтому здесь, как и в случае 
интеграла Фурье в комплексной форме, можно ввести прямые 
и обратные преобразования, а интеграл Фурье рассматривать 

как композицию прямого и обратного преобразований. 

Если действительная функция f(x) абсолютно интегриру- 
ema в промежутке [0, +со), то определяемые несобственными 
интегралами функции 

+00 

7.00) = [2 1(e)cos reds (4.34) 

0 

+00 

ЕО) = 2 / f(z)sinAzdz, (4.35) 

0 

заданные в промежутке [0, +00), называют косинус-преобра- 
зованием Фурье и синус-преобразованием Фурье функ- 

ции f(z). Для косинус-преобразования Фурье и синус-пре- 
образования Фурье также используют обозначения Ес[]|(Л) и 

ВАЛ(^).
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В силу абсолютной интегрируемости функции f(r) и оценок 
| f(t) cosAt| < | f(t)|, |1 (&) зв А# < | f(t), ЕЕ (0, +00), ЛЕЕВ, несоб- 
ственные интегралы в (4.34) и (4.35) сходятся абсолютно при 
любом ЛЕК. 

Отметим следующую очевидную связь между преобразова- 

нием Фурье и косинус- и синус-преобразованиями Фурье. Пре- 

образование Фурье четной действительной функции f(z), аб- 
солютно интегрируемой на К, совпадает с косинус-преобразо- 
ванием Фурье функции f(r), рассматриваемой на луче [0, +00): 

+00 

FUN) == | fee = 

+00 +90 

=e | fe) costae i | f(e)sindvde = 
п п 

+00 
2 

= Jam | Лене = RAs) ЛЕ [0, +00) 

(здесь использованы свойства четности функции }(т)созАт и 
нечетности функции f(z)sinAz на К). Аналогично преобразо- 

вание Фурье нечетной действительной функции f(r), абсолют- 

но интегрируемой на К, равно синус-преобразованию Фурье 

этой функции, умноженному на комплексное число —1: 

+00 

FINO) == | fee ae = 

+00 +90 

al {(a)eosdeds— ize | f(z)sinArdz = 

+00 
2 | _|,
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(здесь использованы свойства нечетности функции {(т) соз Ах 

и четности функции f(r)sinAr на Е). 
Рассмотрим функцию f(r), определенную в полуинтервале 

[0, +со). Ее можно продолжить на всю числовую прямую R до 

четной, положив f(r) = f(—z), тЕ (—oo, 0), или до нечетной, по- 
ложив f(z) = —](—1), x € (—со, 0) (во втором случае, возможно, 
необходимо переопределить функцию в нуле: }(0) =0). Если 
функция f(z) в промежутке [0, +со) удовлетворяет условиям 
теоремы 4.3 или 4.4, то с помощью этих продолжений и фор- 

mya (4.15), (4.17) можно получить разложения функции f(r) в 
интеграл по косинусам и по синусам: 

+00 

(2+0) + f(z—0) =\/2 / fe(A)cosArdA, 2 € (0, +00); 
0 

2 

+00 

Иен +1 (2—0) - ] РО)зт Ат ал, тЕ (0, +00). 
0 

Наконец, если функция f(z), кроме условий теоремы 4.3 

или 4.4, во всех своих точках разрыва удовлетворяет условию 

(4.33), то для нее верны формула обращения косинус- 

преобразования Фурье 

2 PF 
f(x) = V2 / fel) cosArdi, те (0, +00) (4.36) 

0 

(в точке z = 0 формула обращения верна, если f(0) = f(+0)) и 

формула обращения синус-преобразования Фурье 

+00 

f(z) = У? ] ДО) sinAzdA, теЕ (0, +00) (4.37) 

0 

(в точке г = 0 формула обращения верна, если f(0)=0). Эти 
формулы обращения кратко можно записать так: 

F.[F.[f]] =f и В [Е [1] = $.
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Пример 4.8. Функция 

(1) =е М, 2 € {0, +00) 
при 6 > 0 абсолютно интегрируема в промежутке [0, +00). По- 
этому в соответствии с определением косинус-преобразование 
функции f(r) имеет вид 

+00 +00 

F.[f](A) = 2 ] f(x) сов Ах ах = 2 ] e~* cos Ах ах. 

0 0 

В примере 4.3 был вычислен интеграл 

+00 

I(b,a) = / е-? созах dx = 

0 

b 
Ба?’ aéR, b>0. 

С помощью этого интеграла получаем 

О = rats, r€ (0,400) 
Аналогично синус-преобразование функции f(r) имеет вид 

(см. формулу (4.35)) 

Ff] = 2 Ги мамы. 2 fe * sin Ах dz. 

Используя интеграл I(b,a), для всех a € Ru b> 0 находим 

+00 1 +00 

J(b,a) = ] e~* зптахат = “5 ] зтат4е ®? = 

0 0 
+00 1 +00 

= —-sinare™ += | е dsinaz = 
b 0 b 

0 
+00 

_ а —bz — а =F [- cosaz dz = +1, а) = аа 

0
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Таким образом, 

ВАЛА) = у 50.9) = = a d € [0, +00). 

Функция f(r) = e—°*, b> 0, абсолютно интегрируема в про- 

межутке [0, +00), непрерывна в этом промежутке и дифферен- 

цируема в интервале (0, +00), а в точке 5 = 0 имеет обобщенную 

производную. ‘Таким образом, функция f(x) удовлетворяет 

условиям теоремы 4.3. Непрерывность функции означает и 

выполнение условия (4.33). Поэтому для нее верны формулы 

обращения косинус-преобразования Фурье 

+00 +00 
2 [- 2 [ Бсоз Ах —b _ —_ 

е =f? [одевала а dX, теЕ [0, +00), 

0 0 

и синус-преобразования Фурье 

+00 +00 
2 ~ 2 АзшАт —b _ . _ 

е =? [ foysinrean=2 | Ава Fae dr, «x € (0, +00) 

0 0 

(в точке + = 0 разложение не выполняется, поскольку функция 
f(x) =e—"* в нуле не равна нулю). 

Заметим, что с помощью этих разложений можно вычислить 
интегралы Лапласа: 

+00 

Да = fe, a>0, 6> 0; 

0 

+00 

(a> dx = Te, а>0, b>0. 

0 

Для этого достаточно в полученных выше разложениях поло- 

жить I =а и заменить (переобозначить) переменное интегри- 

рования A на т.
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4.7. Своиства преобразования Фурье 

Отметим некоторые свойства преобразования Фурье. 

Теорема 4.7 (теорема о линейности преобразования 

Фурье). Если комплекснозначные функции } и д определены и 

абсолютно интегрируемы Ha числовой прямой R, то для любых 

комплексных чисел a и В справедливо равенство 

Flaf + В9] = oF [f| + ВЕ|9]. 

< Очевидно, что из абсолютной интегрируемости функций 

f и 9 следует абсолютная интегрируемость функции af + Bg 
для любых аЕ С и ВЕС. Вычислим преобразование Фурье 
этой функции, используя свойство линейности несобственного 
интеграла, | VI]: 

+00 

Flaf + 69](X) == | (af(t) + 6a(t)) eat = 

в 17 И м i id ay Ш =a от (бе 4+ В vm | 9° dt 

=аЕР [7 (^) + ВЕ] (^), ЛЕК. b> 

Следует заметить, что аналогичным свойством обладает и 

обратное преобразование Фурье. 

Покажем, что теорема 4.6 обращения прямого и обратного 

преобразований Фурье, доказанная для действительных функ- 

ций, верна и для комплексных функций. В самом деле, если 

комплексная функция f(x) = и(т) +iv(x) удовлетворяет усло- 
виям теоремы 4.6, то этим же условиям будут удовлетворять 

действительные функции u(r) и v(z). Следовательно, для них 
справедливы формулы 

Е-ЦЕм] =u, РОЧЕ] =, F[FOuJjJ=u, РЕЦ] =.
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Отсюда в силу доказанной линейности преобразований Фу- 

рье имеем 

F"F[f]] =F" [F[u + | = Fo! [F[u] +iF[v]] = 

=Е ЦЕ] +iF | [F[v]] =u+iv= f, 

F[F"'[f]]) =F [FO [ut+io]] = F[F | [u] +iF[o]] = 

= F[F™ [ul] +iF[F 7! [v]] = ut iv = f. 

Teopema 4.8. Если комплекснозначная функция f(x) опре- 
делена и абсолютно интегрируема на числовой прямой В, то 

o~ 

ее преобразование Фурье f(A) является непрерывной и ограни- 

ченной функцией на К. Кроме того, если функция f(r) кусочно 

непрерывна на прямой К, то выполняется равенство 
o~ o~ 

lim f(A) = jim f(A) =0. 
A> +00 

< Докажем сначала теорему для действительной функции f(z). 

Непрерывность функции 

+00 

Fa) = == | eae = 
—со , too tee 

=v | мур; | f(t) sinAt dt 

на К непосредственно следует из теоремы 4.1, поскольку функ- 

ция f(t) абсолютно интегрируема на R, а функции cos At и sin At 

непрерывны на Е2 по переменным Л и # и ограничены на R? 
(|cosAt| < 1, |sinAt| <1, A,t E В). . 

Стремление к нулю на бесконечности функции f(A), т.е. 
условие 

o~ 

lim f(A) =0, 
A 00
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в силу кусочной непрерывности функции f(t) вытекает из 

теоремы 4.2 (леммы Римана для несобственных интегралов). 
o~ 

Ограниченность функции f(r) на В следует из оценки 

o~ 

+00 

= |555 [soca 
+00 

1 <. ] If (t)|dt < оо. (4.38) 

Пусть теперь f(z) = u(x) + (5) — комплексная функция. 
Если f(x) абсолютно интегрируема на В, то в силу оценок 

ju(z)| <|f(z)|, — [9(2)| < |7 (z)| 

функции u(r) и (т) также абсолютно интегрируемы на К. 

Кроме того, из кусочной непрерывности функции f(r) = u(r) + 
+ (5), согласно определению, следует кусочная непрерывность 
функций u(r) и v(x). В этом случае действительные функции 
u(x) и v(x) удовлетворяют условиям данной теоремы и, следо- 

вательно, их преобразования Фурье подчиняются доказанным 
выше свойствам непрерывности, ограниченности и стремления 
к нулю на бесконечности. Воспользуемся этими свойствами. 

Во-первых, на основании теоремы 4.7 

F(f)(A) = Flu + tv](A) = Ри (А) +ЗЕ (А) 

и, следовательно, функция f(A) = F[f](A) непрерывна kak сум- 
ма двух непрерывных функций Р[и|(Л) из Е№|(^). 

Во-вторых, 

Ша РИА) = im Ри+ (А) = 

= im (Е) + Е) = lim Flul() +i Ша Е (^) =0, 

o~ 

т.е. функция f(A) = F[f](A) стремится к нулю Ha бесконечности. 
o~ 

Ограниченность f(\) на В можно доказать с помощью той 

же оценки (4.38) для интегралов, которая справедлива и для 

комплексной функции f(t). >
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Замечание 4.4. Можно показать, что доказанное для 
абсолютно интегрируемой кусочно непрерывной функции f(t) 

равенство Jim f(A) = 0, вообще говоря, верно и для функций 
—0o 

f(t), обладающих лишь свойством абсолютной интегрируемо- 
сти. # 

Часто в прикладных задачах приходится вычислять пре- 

образования Фурье не от самой функции f(r), а от ее произ- 

водных. Оказывается, существует простая взаимосвязь между 
преобразованиями Фурье функции f(r) и ее производных. Пре- 
жде чем перейти к изучению данного вопроса, докажем лемму. 

Лемма 4.1. Пусть действительная функция f(r), а также 
ее производная /’(т) непрерывны и абсолютно интегрируемы 
на R. Тогда функция f(r) на бесконечности стремится к нулю: 

гц) = 
< В силу формулы Ньютона — Лейбница имеем 

0 +f fat, ЕК. 

0 

Поскольку функция f'(t) абсолютно интегрируема на К, то 

несобственные интегралы Т | ( (|4 и Г |1’ (Е) |4Ё сходятся, 
—со 0 

а значит, сходятся и интегралы Т f'(t)dt um f f'(t)dt [VI]. 
—со 

Takum образом, существуют конечные пределы 

+00 
} „Ви _ f(z) = 0+ | seat и lim f(z o-[7 (t) dt. 

0 

Докажем, что оба эти предела равны нулю. Допустим, что 
хотя бы один из них не равен нулю, например первый: 

lim f(z)=C, C#0. 
r—>+00
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Тогда, согласно теореме о сохранении функцией знака своего 
(ненулевого) предела [I-8.4], найдется такое число М > 0, что 
для всех 5 > М выполняется неравенство f(r) >C/2>0 (C >0) 
или f(z) <С/2<0 (С <0). Другими словами, для всех т > М 
выполняется неравенство 

If(z)| 2 cl > 0. 

Отсюда на основании признака сравнения для несобствен- 
+00 

ных интегралов [VI] получаем | |f(t)|dt=-+00. Следователь- 
M 

mo +00 M +00 

/ = ] а + ] IF (t)|dt = +00, 
ed ©. @] ed ©. @] M 

что противоречит условию абсолютной интегрируемости функ- 

ции f на прямой R. 

Рассуждая аналогично, получаем противоречие и в случае, 

когда, не равен нулю второй предел. Таким образом, предполо- 

жение неверно и действительно оба предела равны нулю: 

lim f(x) =0, lim f(z) = 0. > 
т>-+со 

Теорема 4.9 (теорема о преобразовании Фурье про- 

изводной). Если комплекснозначная функция f и ее производ- 

ные до п-го порядка включительно существуют, непрерывны и 

абсолютно интегрируемы на числовой прямой В, то справедли- 

вы следующие равенства: 

Е] = ЕЛ, k=T,n. (4.39) 

< Докажем теорему для случая п = 1. Пусть функция f(t) и ee 
производная первого порядка /'({) определены, непрерывны и 
абсолютно интегрируемы на всей числовой прямой R. 

Рассмотрим случай, когда функция f(t) действительная. 
Вычислим преобразование Фурье от производной }'’(т), при- 
меняя метод интегрирования по частям для несобственного
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интеграла: 

1 у ny — ! АЛЕН — —int — Е и ое ved df(t) 

= Tia >] (бе dt = iAF[f]. 

Здесь использованы равенства 

e™ и” = lim (e~™* F(z) — jim. (e~™* Ff (t)) =0—0=0, 
—©со t—++00 

которые выполняются, поскольку функция е`*^ ограничена по 
модулю, а функция f(t) в силу леммы 4.1 стремится к нулю на 

бесконечности: 

] li К =0. Him FH =0, Tim LO 
Пусть функция f(t) является комплекснозначной, т.е. f(t) = 

= u(t) +iv(t), где u(t) w v(t) — действительные функции. Тогда, 
согласно теореме 4.7 и формуле (4.39), для действительных 

функций имеем 

Е] = Е и +] = Flu] + iF[v'] = iAF[u] + 2^) Flv] = 

= id(F[lu] +iF[v]) =АЕи+и] = iF [f]. 

Итак, теорема для случая п = 1 доказана. Справедливость 
формулы (4.39) для произвольного п Е № можно доказать с 

помощью метода математической индукции. > 

Пример 4.9. Найдем преобразование Фурье функции 

d® 1 
ве) = 5 (==), тЕЕ, b>0.
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Поскольку знаменатель 62 + 2 рациональной функции f(r) = 
= 1/(52+:2) ни при каком т Е R не обращается в нуль, то эта 
функция непрерывна и бесконечно дифференцируема на всей 

числовой прямой К. В частности, ее первые шесть производных 
существуют и также непрерывны на К. Кроме того, функция 

f(x) абсолютно интегрируема на R: 

+00 ра [tate (aoe Tale Rage 55 
©, $) 

Нетрудно показать, что производная п-го порядка функции 
f(z) = 1/(2 +z?) при т -+ со эквивалентна функции 1/271". 
Следовательно, все производные (в том числе первые шесть) 

также абсолютно интегрируемы на R [VI]. В силу теоремы 4.9 

имеем 

+00 

ul =. 
— OO 

Fly] = F[f] = АЕ. 
Вычислим преобразование Фурье функции f(z). Поскольку 

эта функция является четной, то ее преобразование Фурье 

совпадает с косинус-преобразованием Фурье: 

Роу= ВАЛО)= 2 [ cook at= yf? ] Sl ay AER 

Полученный интеграл, являющийся интегралом Лапласа, 

был вычислен ранее (см. пример 4.8): 

+00 ) 

] Со м, 650. 
b2 + ¢? 2b 

0 

Поэтому 

cos|A|t -/22 нм = [Ee 
PUPA = 2 fe m2 V2 6 
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Окончательно получаем 

пе lAlb п Аб Ева) = ЕО) = w/z — = -f% Xe, AER 

Теорема 4.10. Если комплекснозначная функция } и ее 
производные до п-го порядка включительно существуют, не- 
прерывны и абсолютно интегрируемы на числовой прямой К, 

то ее преобразование Фурье F(A) = F{f](A) удовлетворяет усло- 
Вию 

FIf](A) = (am): A оо. 

< Функция f удовлетворяет условиям теоремы 4.9, поэтому 

F[f™] = (ЗА) ЕД, откуда заключаем, что 

(п) FIN) =“, ago. 
Следовательно, 

РА = [РИ т £0. (4.40) 

Поскольку по условию функция / (п) (т) непрерывна и oe 
интегрируема, на К, то в силу теоремы 4.8 tim РУ] (^) = 

A—>00 

или jim а |F | 1) ( (A)| = =0. С учетом этого равенства из (4. 0 

получаем, что 

РИ =о(5=) и РАО =о(), +. > 
Теорема 4.11. Если комплекснозначная функция f(z) 

непрерывна на В, а функции f(z), х{(т),..., т"}(т) абсолютно 
интегрируемы на R, то преобразование Фурье F[f](A) имеет на 
В производные до п-го порядка включительно, причем 

(FIFA) = (-a*Fl2* (2) (^), Е=Тт. (4.41)
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< Докажем теорему для случая п = 1 и деиствительной функ- 

ции. Пусть действительная функция f(r) непрерывна Ha число- 
вой прямой К и функции f(z) и т{(т) абсолютно интегрируемы 

на К. В силу абсолютной интегрируемости функции f(z) су- 

ществует ее преобразование Фурье Е[/|(Л), причем, согласно 
теореме 4.8, функция Р|[}|(Л) непрерывна на К. Докажем, 
что она дифференцируема на К. Функции двух переменных 

f(tje™' и Ma (f(t)e~**) = —itf (t)e-* непрерывны на R?. Kpo- 
ме того, в силу равенства 

tf (t)e “| =|tf(|,  Q, t) ER’, 

и абсолютной интегрируемости функции tf(t), а также при- 

знака Вейерштрасса равномерной сходимости интеграла, по па- 
+00 

раметру [VI] несобственный интеграл | tf(t)e~' dt сходится 
—со 

равномерно по параметру A на R. Поэтому, согласно теореме 

о дифференцировании несобственного интеграла по параметру 

[VI], функция F[f](A) является дифференцируемой на К, при- 

чем для всех ЛЕК 

+ ! 

(FLFI(A))' = (= / Печ) = 

== [ хе) a= 
oe 

__ = / tf (te! dt = -iF [xf (a)](A). 

Пусть функция f(t) является комплекснозначной, т.е. f(t) = 
= u(t) +iv(t), где u(t) и u(t) — действительные функции. Тогда 
на основании теоремы 4.7 и полученной выше формулы для
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действительных функций имеем 

(ЕЛ) = (Flu + 0))' = (Ful) +42) = 
= (Е (^))'+ (ЕС) = 

= —iF [zu(z)](A) + i(-iF[rv(z)](A)) = 

= —iF |ru(z) + 1ту(т)| (Л) = -iF[xf(z)}(A), AER. 

Итак, теорема для случая п = 1 доказана. Справедливость 

формулы (4.41) для произвольного п Е № можно доказать с 

помощью метода математической индукции. > 

Пример 4.10. Найдем преобразование Фурье функции 

(т) = т2е тЕК. 

Функция f(z) =e"! непрерывна на R, а функции те и 
т2е—!| абсолютно интегрируемы на В. Поэтому в силу теоремы 

4.11 верно равенство 

(FLAIA))" = (-9? Е? (=) (А) = ЕО). 
Отсюда 

Е») =- (Е) 
Функция f(z) =е |, ЕВ, является четной, поэтому ee 

преобразование Фурье F[f](A) совпадает ‘с ее косинус-преобра- 
зованием в промежутке [0, +со). Учитывая результаты приме- 
ра 4.8, получаем 

+00 
2 

PUAN) = File“) = f= | e-* cos dvds = те AER. 

0 

Следовательно, 

(РА = (нае) == (пез) = 
__»./2 (142)? — 42 (1+2) о (2 1-3)? 
ONG (1+.2)* п (1+ 2)* 
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Таким образом, окончательно имеем 

_ 9}2 

Ро) = (Ло) = 2/2 ae ЛЕВ. # 

При решении многих задач, связанных с дифференциаль- 

ными уравнениями, часто приходится рассматривать специаль- 

ную операцию над функциями. Сверткой функций {Г ибд, 

заданных на К, называют функцию 

+00 

1+9) = / f(t)g(e—t)dt, ЕВ, 

при условии, что интеграл справа сходится при всех тЕ В. 

Теорема 4.12. Если функции } и g непрерывны, ограни- 

чены и абсолютно интегрируемы Ha всей прямой R, то свертка 

}*9 функций f и д также непрерывна, ограничена и абсолютно 

интегрируема на всей прямой R, причем 

Е *9] = УтЕ[Л ЕЦ]. # 

Таким образом, преобразование Фурье свертки функций } 

и д есть произведение преобразований Фурье функций } и д. 

Дополнение 4.1. Некоторые своиства 
несобственных интегралов с параметрами 

Пусть действительная функция ф(т,А) двух переменных 

определена, Ha множестве 

P={(z, ЛЕВ: EX, ЛЕЛ}, 

где Х и Л — некоторые числовые промежутки. Функцию 

ф(т,А) называют равномерно сходящейся по переменному
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ани 

т на множестве Х к функции ф(т) при стремлении A -} №, 
Ло Е A, если 

УЕ>0 30=0(Е)>0 УЛЕЛ VrEX: 

0<|^-№| <б = |y(z,A)—Y(z)| <e. 

Равномерная на множестве Х сходимость функции ф(т,Л) 
к w(z) при А -+ № отличается от сходимости ф(т,Л) к (т) 
в каждой точке тЕ Х тем, что величина д, существование 
которой декларируется в определении сходимости, зависит 
ТОЛЬКО ОТ Е и не зависит от тЕХ (т.е. одинаковая для всех 
тЕХ), в то время как при сходимости в каждой точке TE Х 
эта величина зависит от € и, вообще говоря, от ТЕХ. Факт 

равномерной на множестве Х сходимости функции Y(z,A) к 
функции (т) при Л -+ Ао обозначают следующим образом: 

ф(т,^) =34(т), Л №. 

Напомним, что сходящийся в каждой точке AC ACR не- 
+00 

собственный интеграл | ф(т,А)4т называют равномерно схо- 
а 

дящимся по параметру Л на множестве A [VI], если 

+00 

/ yp(z,A)dz 

A 

УЕ>0 JA=A(e) za VASA VAEA: <Е 

(т.е. величина А(=) одинаковая для всех ЛЕЛ). Понятие рав- 
номерной сходимости несобственного интеграла, естественным 
образом можно свести к понятию равномерной сходимости 

+00 

функции двух переменных: интеграл | ф(т,А)4х сходится 
а 

равномерно на множестве А тогда и только тогда, когда, 

t +00 

F(a) = [ o(e,ae=s [ e@,ra2, t > +00. 

a a
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Теорема 4.13 (теорема о предельном переходе под 
знаком несобственного интеграла). Пусть функция ф(т, Л) 
определена на множестве Р = { (т, Л) Е В?: тра, ЛЕ A}, где 

ACR, функция (rz) — в промежутке [а, +оо) и функция 
ф(т,А) сходится к функции (rz) при Л -} Ло равномерно по 
переменному Z на любом конечном отрезке [а, A], Ao ЕЛ: 

ф(т,^) = (т). 
(a, А] 

+00 

Кроме того, пусть несобственный интеграл | y(z,)dz cxo- 
а 

дится равномерно по параметру A на множестве A; на каждом 

конечном отрезке [а, А] функция (zx) интегрируема и несоб- 
+00 

ственный интеграл / ф(т)4т сходится. Тогда 
а 

+ оо +00 +00 

jim ©.) = [| бек = | (шах) ат. 

а 

< Выберем произвольное = > 0. В силу определения равно- 
oe) 

мерной сходимости несобственного интеграла | ф(т,А)ат по 
а 

параметру Л на множестве Л найдется такое число А = A(e) >a, 
что для любого числа А > А(Е) и любого ЛЕ Л выполняется не- 
равенство 

+00 

] ф(т,^)ат| < 

А +00 

Из условия сходимости несобственного интеграла | (x) dz 

(4.42) 

|
 
о 

а 

следует, что существует такое число Ag = Ао(Е) 2 а, что для 
любого числа А > До(Е) верно неравенство 

(4.43) 
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Выберем A > шах (Д(5), Ао(Е)). Тогда справедливы оба нера- 

венства (4.42) и (4.43), причем (4.42) выполняется для всех 
ЛЕЛ. Согласно условию теоремы, на отрезке [а, A] имеет место 

равномерная сходимость: 

p(x, A) aa W(x), Л №. 

В частности, это означает, что для Е = €/(3(A—a)) > 0 найдется 
такое число 6(€) > 0, что для любого ЛЕ А, удовлетворяющего 
неравенству 0 < |^ — № | < (Е), и любого тЕ [а, А] выполняется 
соотношение 

ie(2,d) -¥@)| <<Е=3 = 7" (4.44) 

Используя арифметические свойства и свойства оценок по 

модулю несобственных интегралов [VI], для всех ЛЕ Л, удовле- 
творяющих неравенству 0 < |A — Ло| <0д(Е), имеем 

+00 +00 

] yp(z,A)dz— | (т) ат 

а 

А +00 A +00 

=| [o(e,r)de4 [ e@,r)ax- | че - [ еда» < 

a A a A 

< J (et220-vea) ат| + | ры, ат! + даа < 

а А А 

«ео рая + даа < 

А А а 

Е Е Е 
< — — = < [зат +3 Е
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es 

« 

(в последнем неравенстве учитывались оценки (4.44), (4.42) и 
(4.43)). Полученная оценка означает, что, согласно определе- 

+00 +00 
нию предела по Коши, lim | y(z,A)dz= | (т) ат. > 

А № а а 

Докажем теорему, из которой следует теорема 4.1. 

Теорема 4.14. Пусть выполняются условия: 

1) действительная функция f(r) абсолютно интегрируема 
на [0, +00); 

2) действительная функция 9(т,А) двух переменных непре- 

рывна на множестве Р = {(z, A) Е R?: 20, ЛЕ [a, 8] }; 
3) функция 9(т,А) ограничена на множестве P, т.е. суще- 

ствует такое число М > 0, что для всех (т, A) Е Р выполняется 
неравенство | g(z, A)| <M. 

Torga функция 

+00 

(= / (в, №) f(a) de (4.45) 
0 

непрерывна Ha отрезке (a, 6. 

< Докажем, что в каждой точке Ag Е [a, 6] 

jim (A) = (Ao), 

+00 +00 

tim f g(r) ада» = | у) f(z) dx 
A—Ao 

0 0 

Проверим, что для функций ф(т,^) = g(z,r) f(z) и (zx) = 
= 9(т, ло) f(x) выполняются условия теоремы 4.13 о предельном 
переходе под знаком несобственного интеграла. Во-первых, 
функция ф(т, Л) определена на множестве P, а функция (т) — 
при т >20. Во-вторых, абсолютная интегрируемость функции 

f(z) на [0, +оо) предполагает ее интегрируемость на всяком
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конечном отрезке [0, A], а значит, и ограниченность [VI]. 
Поэтому 

ЗКА>0 \Е[0, А]: |/(т)| < КА. (4.46) 

Функция двух переменных g(z, A) непрерывна на множестве 
Р. Следовательно, ona непрерывна и на прямоугольнике Ра = 
= {(z, Л) € R?: x € [0, А], € [a, 6} СР, где А — произвольное 
положительное число. Прямоугольник Рад является компакт- 

ным множеством в Е? [1-5.6]. Поэтому функция 9(т,^), не- 
прерывная на компакте Ра, равномерно непрерывна на нем. 
Следовательно, для всякого Е > 0 найдется такое 6 =д(ё) > 0, 
что для любых (т, Л) Е РА и (т', Л') Е Pa, удовлетворяющих 
условию 

р((х, А), (т, Х)) = М (т — т’)? + (A — А)? < 6(=), 

выполняется неравенство 

Е _ ryt 
|g(x, A) SAN < к, 

где константа Кд взята из (4.46). В частности, для произволь- 
ного тЕ (0, A] и любого ЛЕ [a, b], удовлетворяющего условию 

|A — №| <0(Е), имеем 

|9(2, A) — 9(2,№)] < =, (4.47) 
А 

так как в этом случае р((т, A), (т, Ao)) =|^- № | < 6(2). 

Выбрав произвольное = > 0, определяем, как указано выше, 

число д =0(=) > 0. В результате с учетом соотношений (4.46) и 
(4.47) получаем, что для любого ЛЕ [a, 6], |^- Ao| <04(=), и для 

всех тЕ [0, A] выполняется неравенство 

Ке(х,Х) — ¥(2)| = (=, (@) — 9(@, Ao) f(2)| = 
= |g(z,d)  (е, №) И < gKa=e. (4-48)
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Соотношение (4.48) и определяет равномерную на отрезке [0, A] 
сходимость функции ф(т,А) к функции (т) при А -} Ло. А это 

есть второе условие теоремы 4.13. 

Наконец, поскольку 

[9(2, ^)У(т)| < М|У(=)|, (т, Л) ЕР, 

и, в частности, 

[9 (2, о) f(x)| < M|f(z)|, x € [0, +00), 

а функция M f(z) абсолютно интегрируема ua [0, +00), то, со- 

гласно признаку Вейерштрасса [УТ] равномерной сходимости 

несобственных интегралов, интеграл (4.45) сходится равномер- 
но по параметру A на множестве A = [а, 8], функция (т) инте- 
грируема на каждом конечном отрезке [0, A] и несобственный 

+00 

интеграл | w(x) dz сходится. 
0 

Итак, для функций ф(т, Л) = g(x, A) f(z) и ф(т) = 9(т, ro) (т) 
выполняются все условия теоремы 4.13 о предельном переходе 

под знаком несобственного интеграла. На основании этой 
теоремы для любой точки Ag Е [а, 8] имеем 

+00 

dim фо) = Ша | обо.) f(a) de = 
+00 оо 

= | (зоб, (2) de = | я) f(2) dz = Фо) 
0 0 

что и означает непрерывность функции ‹(Л) Ha [а, 6]. > 

Покажем, что из доказанной теоремы вытекает теорема 4.1. 

Пусть функции f(z) и 9(т, А) удовлетворяют условиям теоремы 
4.1, т.е. функция f(x) абсолютно интегрируема на К, а функция
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g(x,A) непрерывна и ограничена на множестве Р = R x [а,6.. 

Имеем 

+00 0 +00 

p(d) = ] (в, А) (в) dz = ] g(a) f(z) dx+ | g(x,d) f(a)de = 

66 ~ +00 у 

= | 9(-2,a)t(-2)ae + [ 9(e,2)(@) dz = 10) + 9200). 
0 0 

Функции f(z), g(z,r) и }(—т), 9(—х, A) удовлетворяют условиям 
теоремы 4.13. Поэтому функции ф1(Л) и ф2(Л) непрерывны на 

[a, 6]. Следовательно, непрерывна Ha [а, 65] и функция (Л). 

Вопросы и задачи 

4.1. Представьте функцию f(z) интегралом Фурье: 

-1, 1<2<¢2; 1 

а) f(z) = 2, —-0<5<1; 6) f(z) => 2 FO; 

1, —-l1<2<0; а тт 

в) f(z)= 6 и 5 г) f(z) = e~**lcosbz, a > 0; 

2 

д) f(z) =sgn(r—a) —sgn(z—b), а<б; e) f(x) =2ze” 

4.2. Представьте интегралом Фурье функцию f(z), продол- 

жив ее четным образом на интервал (—oo, 0): 

4 
4—5, O0<2€ 5; пт O<2z2<7: 5) Ла) = Ро" 0) @>T; 

0, Ts; 

1, O<z<l; 

в) f(z)= <4 2, 1<r<2; 
0, xr>2.
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4.3. Представьте интегралом Фурье функцию f(x), продол- 

жив ее нечетным образом на интервал (—с0, 0): 

cos O<2zcT: 1, 0$2<1; 
a) f(z) = vy SES 6) f(x)=4 2, 1<1<2; 

0B >; 0, r>2 

4.4. Представьте функцию f(x) интегралом Фурье в ком- 
плексной форме: 

=? _fe“sinbz, 20; 
а) f(z) = те 6) fe) ={ 0, 2 <0, а > 0. 

4.5. Найдите преобразование Фурье функции f(z): 

а) f(z) — 15, |z| <1; е) f(z) — (x?e7I2l)'; 

|| > т; 

6) f(x) =е 7; ж) f(z) = тЫ : > т 
2 

в) f(z) =e" */2 cosaz; 3) fea) = {4 ISL 

г) f(x) =се 741; и) f(z) = 2%e—!*| sinba; 

д) f(z) = (rel), к) f(x) =2e7-*/? + Зе. 

4.6. Найдите косинус-преобразование Фурье и синус-пре- 

образование Фурье функции f(z): 

2, 0O<zr<l; 

a) f(a)= 4 atl, 1<2<2 6) 2) =| 
0, «>2; 

4.7. Докажите справедливость следующих равенств: 

a) Fly (b2)|() = ут) b #0; 
6) Fle f(x)\(A) = F[f(2)](— 6), BER;
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в) Р/(х—5)](^) =e F[f(z)|(d), БЕК; 

г) Flcosbe f(2)}(a) = И db) +2 (2+5) 
2 

ЕК; 

д) Flsinbaf(2)|(d) = Е) Е) bE R. 
2 

4.8. Найдите преобразование Фурье функции 

+00 = 
Ме = | ета 2 ER. 

—со
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ПРОСТРАНСТВАХ 

Понятия линеиного и евклидова пространств известны чи- 

тателю из курса линейной алгебры [ТУ]. Введение в линейном 
пространстве нормы элемента позволяет наделить это линей- 

ное пространство структурой метрического пространства [I]. 

При наличии же метрики можно распространить на нормиро- 

ванные пространства такие метрические (т.е. требующие уме- 

ния определять „близость“ элементов) понятия, как сходимость 

последовательностей, непрерывность и дифференцируемость 

функций и др. В частности, Ha линейные пространства с нор- 

мой переносится и теория рядов: можно определить понятие 

ряда, а при наличии нормы (и, значит, метрики) поставить и 

проанализировать важнейшие вопросы их сходимости. 

5.1. Нормированные пространства 

Действительное (комплексное) линейное пространство L на- 
зывают нормированным пространством, если в этом про- 
странстве задана норма, т.е. функция, которая каждому эле- 

менту x Е Г ставит в соответствие действительное число ||т|| и 
которая удовлетворяет аксиомам нормы: 

1) ||| 20, причем равенство ||z|| =0 возможно только при 
т = 0; 

2) |А=|| = [А ЛЕВ A € C); 
3) |= +у| < [|| + [ч| (неравенство треугольника). 

Из неравенства треугольника вытекает следующее полезное 

неравенство: 

|| — ПУ < 2-9, 2, ye. (5.1)
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И нии 

Иногда в одном линеином пространстве рассматривают не- 

сколько норм, вводя таким способом несколько нормированных 
пространств. В этом случае разные нормы различают с помо- 
щью индекса. Часто в качестве индекса используют обозна- 
чение соответствующего нормированного пространства, т.е. 
норму элемента г в нормированном пространстве Г, записыва- 
ют в виде ||т||г. 

Если в нормированном пространстве L ввести функцию 

р(т,у) = |#-—уУ], т, ye, 

то нетрудно показать, что эта функция удовлетворяет аксио- 

мам метрики. Таким образом, любое нормированное простран- 

ство можно рассматривать как метрическое пространство с 
указанной метрикой (ее при этом называют метрикой, ин- 

дуцированной нормой). 

Отметим, что не всякая метрика в линейном простран- 

стве является индуцированной некоторой нормой, т.е. линейное 
пространство с метрикой не обязательно есть нормированное 
пространство. Дело в том, что если метрика р индуцирована, 
нормой ||z||, то верно равенство ||z|| = р(т,0). Однако функция 

f(x) = p(z,0) может и не удовлетворять аксиомам нормы, и в 
этом случае метрика р не может индуцироваться какой-либо 

нормой. Например, в действительном линеином пространстве 

К метрике 

Iz —y| r,y)= 

соответствует функция 

|x| 
p(z,0) 1+|2| 

которая He удовлетворяет аксиомам нормы (аксиома 2 He вы- 

полняется).
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Определение 5.1. Последовательность {т,}°°| эле- 
ментов нормированного пространства [, называют сходящей- 
ся по норме к элементу тЕ Г (сходящейся в нормиро- 
ванном пространстве L), если числовая последовательность 
{||2n — 2||}°°, является бесконечно малой, т.е. 

lim ||z, —x|| = 0. 
n—>0o 

При этом элемент x Е L называют пределом последователь- 
nocmu {тп }°° |, сходящейся по норме в нормированном про- 
странстве L, и обозначают lim £2, = 7 или Ln > т, п} +00. 

п—оо 

Если последовательность {2,,}?2., элементов нормированно- 
го пространства Ё сходится по норме к элементу тЕ Г, то в 
этом случае говорят о сходимости по норме (сходимости 
в нормированном пространстве). 

Как и для числовых последовательностей, предел сходящей- 
ся последовательности в нормированном пространстве единст- 
венный. Если последовательность в нормированном простран- 
стве сходится, то всякая ее подпоследовательность также схо- 
дится, причем к тому же самому пределу. Кроме того, нетруд- 
но показать, что если последовательности {ти } | и {yn}, 
элементов нормированного пространства Ё сходятся по норме, 
заданнной в Г, а последовательность {А„}2°, является сходя- 

щейся числовой последовательностью, то последовательности 
{tn Е т } >21 и {AnTn}O2, также сходятся по норме в Г и верны 
равенства: 

lim (tn Е у) = lim 51 lim yn, Шт (№251) = lim Ay lim Zp. 
п>оо п— осо m— 00 п—осо п—оо п—оо 

Понятие сходимости последовательностей определено и для 
произвольных метрических пространств [I]. Напомним, что 
элемент 1 метрического пространства Х с метрикой р является 
пределом последовательности {т }°°| элементов из X, если 

lim p(tn,x) = 0. 
п—оо
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В силу равенства p(rn,2) = ||т, — z|| для метрики, индуциро- 
ванной нормой в нормированном пространстве L, сходимость 
по норме всякой последовательности {тв} элементов из L к эле- 
менту т Е Ё эквивалентна сходимости этой последовательности 
к элементу Z по метрике р. 

Наличие индуцированной метрики в нормированных про- 
странствах позволяет перенести в нормированные простран- 
ства важнейшие понятия метрических пространств, а именно: 
ограниченность, замкнутость и компактность множеств, огра- 
ниченность и непрерывность функций и т.д. Проиллюстрируем 

это на примере некоторых понятий. 

Множество М нормированного пространства Ё называют 

ограниченным, если 

AK>0 У ЕМ: |1|<К. 

Точку т нормированного пространства L называют предельной 

точкой множества Х С Г, если 

УЕ >0 Эх. ЕХ: 0б<|:-т:| <e. 

В нормированном пространстве L точка х является предельной 

точкой множества Х С Ё тогда и только тогда, когда существу- 

ет последовательность {т, }°°, отличных от г элементов из Х, 
сходящаяся к элементу т по норме в L. 

Множество Х нормированного пространства Ё называ- 

ют замкнутым, если оно содержит все свои предельные точ- 
ки. Отображение (функцию) ф: Гл > Lo нормированного про- 
странства, DL, с нормой ||. |1 в нормированное пространство Lo 
с нормой || - |2 называют непрерывным в точке a € Lj, если 

УЕ>0 30=0(=)>0 УтЕ Гл: 

Iz —alli<d => |$(=) — v(a)lle <e. 

Отображение vp: Гл — Lz, непрерывное в каждой точке нор- 

мированного пространства [1, называют непрерывным на 

нормированном пространстве [1.
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Напомним, что нормированное пространство Ё называют 

п-мерным, если оно п-мерно как линейное пространство, и 

называют бесконечномерным, если оно бесконечномерно как 

линейное пространство [ТУ]. 
Рассмотрим примеры некоторых конкретных нормирован- 

ных пространств. 

Пример 5.1. Евклидово пространство Ё можно рассма- 

тривать как нормированное пространство, если в нем ввести 

евклидову норму 

[|| = У (5, 2), зЕЁЕ. 

В частности, нормированным пространством является арифме- 
тическое евклидово пространство В" с евклидовой нормой 

п 

[| = | >> 2. 
\ k=1 

Аналогично в комплексном линейном пространстве С” всевоз- 

можных упорядоченных совокупностей х = (21, ..., 21) KOM- 
плексных чисел, которое является унитарным пространством 

со скалярным произведением 

п 

(x, y) = тие, т — (тт, ...) In), y= (ул, coy Yn); 

k=1 

норму можно задать формулой 

© ©) © ©) 

|= =| У 26% =, | У lel. 

Эту норму называют унитарной. 

Пример 5.2. Рассмотрим линейное пространство С|а,6] 
функций, непрерывных на отрезке [a,b]. В этом линейном
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пространстве определим норму следующим образом: 

||| = max |2({)|, теЕС],Ы. 
#2 [а,6] 

Поскольку любая непрерывная на отрезке функция дости- 
гает своего наибольшего значения [1-9.5], определение нормы 

корректно. Проверка первых двух аксиом нормы не вызывает 
затруднении. Выполнение третьей аксиомы следует из свойств 

модуля действительного числа. Действительно, для любого 
фиксированного $ Е [а, 6] имеем 

[2 (8) + y(t)| < [50| + |y(t)| < max |x(t)| + max |у(0|. 
Е [а,5] t€[a, 5] 

Выбрав в качестве ¢ то значение, в котором непрерывная 
функция |x(t) + y(t)| на отрезке [a,b] достигает максимума, 
заключаем, что 

max |x(t) + y(t)| < max |x(t)|+ max |у(0|. 
+2 [а,6] t€[a, 5] t€[a, b] 

Это и есть неравенство треугольника, так как с помощью 
нормы оно записывается в виде ||т + y|| < ||z|| + 19|. 

Таким образом, линейное пространство непрерывных на 
отрезке [a, b] функций с введенной нормой становится норми- 

рованным пространством. Это нормированное пространство 
имеет стандартное обозначение С|а,6]. 

Последовательность элементов нормированного простран- 
ства Cla,b] фактически является функциональной последова- 
тельностью. Покажем, что сходимость по норме в С|а,6] 
совпадает с равномерной стодимостью функциональной после- 

довательности на отрезке. Пусть последовательность {Zn}, 

из С[а,6] сходится по норме к функции x Е С| а,6]. Тогда 

(5. — z|| = max |z,(t)-—2(t)| 370, пою. 
te{a, b] 

Поскольку 

sup |rn(t) — х(1]| = max |z,(t) — x(¢)|, 
Е [а, 6] а, 8]
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то в силу теоремы 2.2 имеем равномерную сходимость функ- 
циональной последовательности {r,(t)}°°, к функции z(t) на 
отрезке [а, 6]. Согласно теореме 2.2, верно и обратное утвер- 

ждение: если последовательность {т„(#)}<°, функций из С[а,6] 
равномерно на [а, 6] сходится к функции z(t), то эта последова- 
тельность сходится и по норме в С|а,6]. 

Пример 5.3. Множество ограниченных числовых последо- 

вательностей является линейным пространством относительно 

операций почленного сложения последовательностей и почлен- 

ного умножения последовательностей на числа. В этом линей- 

ном пространстве зададим норму формулой 

[|| = зир|5к]) © = {2} 1. 
КЕМ 

Поскольку числовое множество, состоящее из членов последо- 

вательности {т^}2°_,, ограничено, то, согласно теореме о суще- 

ствовании точных верхней и нижней граней []-2.7], величина 
sup|z,| конечна, следовательно, норма задана корректно. Не- 
КЕМ 
трудно доказать, что аксиомы нормы выполняются. При этом 
неравенство треугольника можно доказать, как и в примере 
5.2, используя свойства модуля действительного числа. Нор- 

мированное пространство ограниченных последовательностей 
обычно обозначают через па. 

Изучим сходимость по норме в нормированном простран- 

стве m. Пусть имеется последовательность {х(")}°°, элемен- 
тов нормированного пространства па, т.е. для каждого но- 

мера, п Е М элемент х(") = {27}, — ограниченная числовая 

последовательность. Предположим, что последовательность 
{5 } о, сходится по норме в M к ограниченной числовой по- 

следовательности x = {ть} 52|, т.е. 

157) — || = sup|2\” —2,| 70, n—- oo. 
КЕМ
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Поскольку для любого номера К Е М имеет место неравенство 

la”) — x,| < sup la”) — Zx\, 
КЕМ 

то при каждом фиксированном значении К Е № последователь- 
п У 

HOCTb {|2 ) _ тк|}2°; является бесконечно малой при п - со. 
п 

Значит, числовая последовательность {a )}oo состоящая из 

k-x членов последовательностей x"), сходится к числу ть — 
К-му члену последовательности г Е т. Отметим, что эта, схо- 
димость является равномерной* по переменному К, так как все 

числовые последовательности {2 — тк |} >| имеют мажориру- 

ющую бесконечно малую последовательность {зир la”) — тк}. 
КЕМ 

Пример 5.4. Пусть р — некоторое число, причем р > 1. 

Рассмотрим множество последовательностей действительных 
оо 

чисел г = {z,}P2,, таких, что ряд >, |тк|Р сходится. Это мно- 
k=1 

жество обозначим символом £,. В множестве £, введем почлен- 
ные операции сложения последовательностей и умножения их 
на числа. Очевидно, что для любого ЛЕ R последовательность 

Ах = {Атк} 2, также принадлежит множеству @,. Для дока- 
зательства того, что сумма любых двух последовательностей 
из #, также принадлежит fj, воспользуемся неравенством 

Минковского для рядов (см. Д.5.1) 

со 1 бо 1 00 1 
P р P 

(Soles +m?) < (Sol?) + (Sim?) 
kal k=l k=l 

верным при p>1 для любых последовательностей {тк}; и 
{ук}, принадлежащих множеству ¢,. В этом неравенстве из 
сходимости рядов справа следует сходимость ряда, слева, а это 
и доказывает, что последовательность {тк + ук}>_| входит в 

*Последовательность {27}, можно рассматривать как функциональ- 
ную последовательность, определенную на множестве № (k = 1, 2,...).
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множество £,. Итак, относительно рассмотренных операций 
множество £, является линейным пространством. 

Введем в &, норму, используя формулу 

© ДР lal, = (Yolen? (5.2) 
k=1 

Выполнение первых двух аксиом нормы очевидно. Как и ранее, 
выполнение третьей аксиомы следует из неравенства Минков- 
ского. Таким образом, #› является нормированным простран- 

ством. 
Аналогично можно определить комплексные нормированные 

пространства £,, состоящие из последовательностей комплекс- 
oo 

ных чисел {z;,}72,, таких, что >) |Zn|? < со. Норма в этом 
n=1 

линейном пространстве определяется формулой 

1 

lzll., = (вн) (5.3) 
k=1 

5.2. Банаховы пространства 

Выделим один важный класс нормированных пространств. 
Этот класс появляется в результате попытки перенести на нор- 
мированные пространства критерий Коши сходимости число- 
вой последовательности [1-6.4], который звучит так: числовая 
последовательность сходится тогда и только тогда, когда она 
фундаментальна. 

Понятие фундаментальной последовательности без труда 
переносится на произвольные метрические пространства. МЕ- 
трические пространства, в которых любая фундаментальная 
последовательность сходится, называют полными. Понятия 
фундаментальной последовательности и полноты можно вве- 
сти и в нормированных пространствах, которые можно считать 
частным случаем метрических пространств.
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Определение 5.2. Последовательность {т }° | эле- 
ментов нормированного пространства L называют фундамен- 

тальной, если выполняется следующее условие: 

УЕ >0 AN(e)EN \>М(ёЕ) VEEN: |1, -тп-ь| < Е. 

Теорема 5.1. Если последовательность {rp }O°, элементов 
нормированного пространства L сходится по норме к неко- 
торому элементу то Е Г, то эта последовательность является 
фундаментальной. 

< Поскольку последовательность {т }©° | сходится по норме к 
xo Е Г, то lim ||zn — 20| =0, т.е. в соответствии с определением 
предела, 

Е 
5. 

Возьмем произвольные числа п > N(c) wk EN. Тогда, согласно 
свойству нормы, имеем 

Ve>0 JAN(e)EN \ > М№(Е): |ть-— то < 

= = 

Zn — Znzell < |5 — Lol] + |50 — тп < 5 +5 =, 

т.е. последовательность {2,}°°, фундаментальна. > 

Обратное теореме 5.1 утверждение, вообще говоря, неверно: 

существуют нормированные пространства, в которых не всякая 

фундаментальная последовательность сходится. Однако имеет 

место следующая теорема. 

Теорема 5.2. Если последовательность {ти }©°_| элементов 
нормированного пространства, L фундаментальна и некоторая 
ее подпоследовательность {хп„„ }O°_, сходится по норме (к неко- 
торому элементу т Е Г), то последовательность {rp}, также 
сходится по норме (к тому же элементу г). 

< Сходимость подпоследовательности {тв„ }>_, означает, что 
lim ||Zn,, — || = 0, т.е. m-300 || Пт || ’ 

Ve>0 ЗМ(=)ЕМ Vm>M(e): 2am — all < 5.
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Используя ту же величину Е, в силу фундаментальности после- 
довательности {т} получаем 

Е 
AN(e)EN \п> М№(Е) Упп>п: |lzn,, - 21| < 7 

Зададим натуральное число К(=) по формуле 

К (=) = шах{ N(e), пм(=)}. 

Выбирая любой номер п > К(Е), находим какой-нибудь номер 

пт > п (при этом, очевидно, т > M(e)). Тогда, 

Е 
97 © 

E 
[tn — 2I| < |5 —2n,,|| + llen,, — ZI < 5 + 

Окончательно имеем 

УЕ>0 ЗК(Е)ЕМ Vn>K(e): |11-+|<Е, 

что означает lim ||т, —2z|| =0, т.е. последовательность {тп} 
nm—0o 

сходится к тЕ L по норме в L. № 

Приведем пример нормированного пространства и фунда- 

ментальной последовательности в нем, не сходящейся ни к од- 

ному элементу этого нормированного пространства. 

Пример 5.5. Рассмотрим нормированное пространство 

С [0,1] многочленов с нормой 

|2] = max [p(t)|, РЕ Co(0, 1). (5.4) 

Это нормированное пространство является подмножеством HOp- 

мированного пространства С| 0,1] функций, непрерывных на 
отрезке [0,1], причем норма в C)(0,1], заданная соотношени- 
ем (5.4), совпадает с нормой в C/(0,1]. Поэтому сходимость 
последовательностей многочленов по норме (5.4) эквивалентна 
равномерной сходимости этих последовательностей на отрезке
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(0, 1]. Покажем, что последовательность {p,(t)}?2, многочле- 
нов 

t? t” 
Pn(t) = р 

является фундаментальной, но не сходится по норме (5.4) ни 
к какому многочлену. Последовательность {р„(#)}°°\, являясь 
последовательностью частичных сумм ряда Тейлора функции 

e', сходится к непрерывной функции е' равномерно Ha отрез- 
ке [0, 1] (см. 2.5), а значит, и по норме (5.4) в нормированном 
пространстве С|0,1]. Согласно теореме 5.1, эта, последователь- 
ность фундаментальна в нормированном пространстве C0, 1], 

и, следовательно, в нормированном пространстве Су[0,1]. Од- 
нако последовательность {p,(t)} в нормированном простран- 

стве Су[0,1] не имеет предела, Tak как такой предел будет 
пределом этой последовательности ив С| 0,1]. Но в этом норми- 
рованном пространстве пределом последовательности является 
функция e’, не принадлежащая Co(0,1] (не является многочле- 
ном). # 

Выделим класс нормированных пространств, в которых 

фундаментальность последовательности означает и ее сходи- 

МОСТЬ. 

пе М, 

Определение 5.3. Нормированное пространство Г, 

называют полным, или банатовым пространством», если 

в нем любая фундаментальная последовательность сходится. 

Примером нормированного пространства, не являющегося 
полным, является линейное пространство многочленов из при- 
мера 5.5. Приведем примеры банаховых пространств. 

Пример 5.6. Нормированное пространство К с нормой 

|2|| = |z|, ЕВ, является банаховым в силу критерия Коши 
сходимости числовых последовательностей [I-6.5]. 

*С. Банах (1892-1945) — польский математик, один из создателей 

современного функционального анализа.
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Пример 5.7. Нормированное пространство В” с евклидо- 

вой нормой 

[|| = 
п 

\ S522, т = (21, ..., Zn) Е Е", 
k=1 

также является банаховым, поскольку сходимость в R” эквива- 
лентна покоординатной сходимости, причем в Е” верен крите- 

pun Коши сходимости последовательностей [У]. 

Пример 5.8. Нормированное пространство С[Га,6] (см. при- 
мер 5.2) также является банаховым пространством, так как 
сходимость по норме этого нормированного пространства — 
это равномерная сходимость функциональных последователь- 
ностей, а для равномерной сходимости функциональных после- 

довательностей верен критерий Коши, который можно сформу- 

лировать следующим образом. Функциональная последователь- 
ность {u,(t)}, ¢ € [а, 6], сходится равномерно на отрезке [а, 6] 
тогда и только тогда, когда для любого € > 0 существует такой 
номер N = N(e), что для любых номеров п, т > N(e) и лю- 
бого числа, t € [а, 6] верно неравенство |и„(#) — Um(t)| <=. Дей- 
ствительно, любая функциональная последовательность {и (#)}, 
t€[a,b], может рассматриваться как последовательность ча- 
стичных сумм некоторого функционального ряда (см. 2.1). 
Поэтому критерий Коши равномерной сходимости функцио- 

нальной последовательности можно свести к критерию Коши 
равномерной стодимости функционального ряда. 

Отметим также, что равномерный предел функциональной 
последовательности, состоящей из непрерывных функций, со- 
гласно теореме 2.11, является непрерывной функцией. Следова- 

тельно, если функциональная последовательность из элементов 
нормированного пространства С|а,6] сходится на [a, b] равно- 
мерно, то предельная функция принадлежит С| а,6], т.е. функ- 

циональная последовательность сходится в С[а,6] по норме. # 

Не доказывая, отметим, что банаховыми являются также 
нормированные пространства m и 4, (см. примеры 5.3 и 5.5).
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5.3. Подпространства 

нормированных пространств 

Обсудим некоторые свойства конечномерных нормирован- 

ных пространств. Значительная часть материала будет в рав- 

ной степени относиться и к действительным, и к комплексным 

нормированным пространствам. Чтобы упростить изложение, 

условимся далее обозначать п-мерное нормированное простран- 

ство через Е", понимая под этим как действительное норми- 

рованное пространство Е”, так и комплексное нормированнг 2 

пространство С”. Любое суждение о F” на самом деле есть два, 

высказывания, первое — о В”, а второе — о С”. Условимся 
также вместо Е! писать просто Е, что подразумевает и В, и С. 

Теорема 5.3. Пусть Ё — произвольное п-мерное действи- 

тельное (комплексное) нормированное пространство, в котором 

выбран некоторый базис Qj, а2, an. Если Л: БЕ" — 

линейное отображение, ставящее в соответствие элементу I = 

= &1а1 + &24а2+ —+ а Е L вектор-столбец его координат 

F(x) = (&1, &, ..., &®) Е ЕП, то существуют такие положитель- 
ные числа а и GZ, что для любого т Е Ё верно неравенство 

al|F(x)Iln < [|| , < В] (=), 

где || ||, — норма в L, a || ||, — норма в Е" (евклидова в 
действительном нормированном пространстве и унитарная — 
в комплексном). 

< Отметим, что отображение 7 является линейным и взаимно 
однозначным [IV]. Для любого x € Г, используя свойства нормы 
и неравенство Коши — Буняковского [IV], получаем 

п 

lll, = [Ува 
i=1 

n 

«У ЕИЮ, < 
=1 

<4) 1G?) У а? = ВИ (=), (5.5) 
\ i=1 \ i=l
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п 

где B= У Па — постоянная, не зависящая от т. Итак, 
i= 

справедливость правого неравенства доказана. 

Докажем справедливость левого неравенства. С этой це- 

лью рассмотрим функцию 9: Е" + К, определенную следующим 

образом: 

= [1 
L 

9(2) = 9(&1,...,&) = [во 
$=1 

п 

где z= >, a; = F—!(Z) Е Г. Покажем, что отображение g не- 
$=1 

прерывно на нормированном пространстве Е". Действительно, 

для любых векторов Z и 1, используя неравенства (5.1) и (5.5), 
получаем 

|9 (2) — 9(9)| = |||, — Ilyll. | < 

< | -у1, < В (z —y) ln = BIIF (<) - Л) = В — У, 

где c= F(z), y= F-1(y). Выберем ЕЕ” и произвольное 
= >0. Положим д =Е/ 6. Тогда для любого y € Е", удовлетворя- 
ющего условию || —У||п < 6, выполняется неравенство 

(2) — 9(9)| < BIZ — Я» < В ы 
В 

Это и означает, что функция 9 непрерывна в любой точке 
ТЕЕ". 

Отметим, что из равенства g(Z) = 0 вытекает равенство T = 

= 0, так как по определению g(Z) = ||F—!(Z)||_. Но |7 '(5) | = 
= 0 только лишь при F—'(z)=0, а последнее равносильно 
равенству Z = 0. 

Рассмотрим функцию д на единичной сфере S”—! в ЕП, т.е. 
на множестве 5"-" = {2 ЕЁ": ||Z||, =1}. На этом множестве 
функция д не обращается в нуль, т.е. g(Z) > 0 притЕ 5" 1. 

Множество S"—! является ограниченным и замкнутым под- 
множеством в Е" и, значит, компактным множеством [1-5.6]. 

= €E.
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Действительная непрерывная функция g на компактном мно- 
жестве 5"! достигает своей точной нижней грани [I-5.7], т.е. 
существует такая точка Zo, что значение а в этой точке явля- 

ется наименьшим в 5"-1:; 

_min 9(2) = 9(50) =а> 0. 
ФЕ"! 

В соответствии с определением минимума получаем 

g(x) =||z|_, 2а>0, eS", £=F(z). 

Поэтому для любого ненулевого элемента, г Е Г, и соответству- 
ющего вектора ZT = F(z) ЕЕ” в силу очевидных соотношений 

т т ия т 
вр=2 Gar) Е gr! (az) = 
а ТЕТЕ | 2 [In 

имеем следующую оценку: 

т 

[2 L 

[51| ~ _ т _ _ = (=-) а > аа. Е 
т 

eal 

Итак, теорема доказана. > 

Следствие 5.1. Отображение Л, определенное в теореме 

5.3, и обратное к нему отображение F—! являются непрерыв- 
ными отображениями Г на Е" и Е" на L соответственно. 

< Из теоремы 5.3 следует, что для всех x Е Г, верно неравенство 

|7 (х)||» < ы ‚. Используя это неравенство, покажем, что 
отображение F непрерывно на нормированном пространстве Г. 

Выберем х Е Г, произвольное число € > 0 и положим д = Ae. 
Тогда, для всех уЕ Г, таких, что ||т-у||, <д = аЕ, имеем 

1 1 
IF (z) — F(y)Iln = F(z) ln < = |Е-У < 5 Oe =. 

Это означает, что функция F непрерывна в точке т, a в 

силу произвольного выбора т Е Ё — на всем нормированном 

пространстве L.
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Из теоремы 5.3 также следует неравенство ||z\||7 < 87 (т), 
тЕГ, которое равносильно неравенству ||F—+(Z)\|_, < В п, 
тЕЕ”. Используя это неравенство, можно установить непре- 

рывность отображения Л! так же, как была доказана непре- 
рывность F. № 

Следствие 5.2. Любые две нормы || |1 и || |2 в ко- 
нечномерном линейном пространстве L эквивалентны, т.е. для 
некоторых положительных аи PB 

о |т||1 < |lzlle < В|<|1, «ce LD. 

< Нормы ||. ||; и ||. |2 определяют два конечномерных нормиро- 
ванных пространства L; и Го, элементами которого являются 

элементы одного и того же линейного пространства L. Выбрав 

в Ё некоторый базис, зададим тем самым отображение F из L 

(а значит, из Ё1 и [2) в нормированное пространство Е”. Co- 
гласно теореме 5.3, найдутся положительные константы Qj, 01 

и Q2, (2, такие, что для всех © Е Ё выполняются неравенства: 

он | (х) п < [| < В (а), оо (т) < [2 < PellF (2) ln. 

Отсюда для всех x Е Ё имеем 

Bo al 
IZ ll2 < 627 (2) | < о, И, [|2 2 o2||F (2) ||n 2 B, (ehh. 

Обозначая & = а2 / 61 и д = 2/1, получаем требуемые HepaBeH- 

ства. № 

Пусть Б — линеиное пространство. Непустое множество 

Lo С Ё называют линейным многообразием, если вместе с 

любыми своими элементами 11, 12, ..., In (в любом конечном 

числе) множество Lo содержит и всякую линейную комбинацию 

этих элементов: 

п 

$1, 2,.... 28 Е [0 => (УЛ, №...» ЕЕ: У\ны € Lo). 
i=l
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В частности, само линейное пространство Ё является линеиным 

многообразием. 

Отметим, что определение линейного многообразия сводит- 

ся к определению линейного подпространства, которое вводит- 

ся в курсе линейной алгебры [У]. Определение в линейной 
алгебре ориентировано на конечномерные линейные простран- 

ства, а в бесконечномерном случае различают линейное много- 

образие (линейное подпространство по терминологии линейной 

алгебры) и линейное подпространство, которое представляет 

собой линейное многообразие с дополнительными свойствами. 

В конечномерном случае оба понятия совпадают. 

В нормированных пространствах большую роль играют во- 

просы, связанные со сходимостью последовательностей. По- 

этому, выделяя множества, замкнутые относительно линейных 

операций, т.е. линейные многообразия, естественно дополни- 

тельно требовать, чтобы эти множества были замкнуты и 

относительно сходимости последовательностей элементов этих 

множеств, т.е. представляли собой замкнутые множества в 

метрическом пространстве. 

Определение 5.4. Подпространством нормирован- 

ного пространства L называют замкнутое линеиное много- 

образие в L, т.е. линейное многообразие, которое содержит все 

свои предельные точки. 

Теорема 5.4. Всякое конечномерное линейное многообра- 

зие нормированного пространства, Ё является его подпростран- 

ством, т.е. замкнуто в L. 

< Пусть Го — п-мерное линеиное многообразие нормированно- 
го пространства L и элемент г Е L является предельной точкой 

линейного многообразия Lo. Тогда найдется последователь- 

ность {тк}, элементов из Го, crodawaaca по норме в Ё к 
элементу т. Согласно теореме 5.1, последовательность {ть} | 

фундаментальна в Г. 

Линейное многообразие Lo можно рассматривать как п-мер- 
ное нормированное пространство с той же нормой, что и в
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нормированном пространстве Г, т.е. |lyl|,, = ||, , УЕ Го. Вы- 
брав в Го некоторый базис, построим отображение Л: Lo > ЕП, 
ставящее в соответствие каждому элементу уЕ Lo столбец его 
координат в выбранном базисе. В силу теоремы 5.3 найдутся 

положительные константы а и д, такие, что верны неравенства, 

о (у) |" < llyll, < В (У), УЕ Lo. (5.6) 

Для определенной выше последовательности {тк } | элемен- 
тов из [о рассмотрим соответствующую ей последовательность 
векторов {к} | из Е", где 2, =F (zx), КЕМ. Так как после- 

довательность {ть}, фундаментальна, т.е. 

УЕ >0 AN(e)EN УК>М() УтЕ№: |ть-тьт| <, 

то в силу неравенств (5.6) заключаем, что 

У" >0 3N(e)EN Vk>N(e) УтеЕМ: к-т < = 

~ © ®) Следовательно, последовательность {7,}72, является фунда- 
ментальной в Е". Поскольку Е" является банатовым npocmpan- 

ством, эта последовательность имеет некоторый предел т, в 

Е”. Это означает, что 

УЕ >0 ЗМ(Е)ЕМ УЁК>М(ё): 15-2, < Е. 

Отсюда, учитывая (5.6), имеем 

УЕ >0 ЗМ(Е)ЕМ VkE>M(e): |тк-т,|, < Be, 

где т, = Л 1(2,) Е Lo. Полученное утверждение означает, 
что jim те =т.. Однако напомним, что последовательность 

со 

{тк}, уже имеет предел т Е Г. Учитывая единственность 

предела последовательности в нормированном пространстве, 

получаем т =хт, Е Lo. Итак, всякая предельная точка конеч- 

номерного линейного многообразия Lo принадлежит ему же. 

Следовательно, Lo замкнуто. №
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Из теоремы 5.4, в частности, следует, что в конечномерном 

случае понятия линейного многообразия и линейного подпро- 

странства совпадают, так как все линеиные многообразия ко- 
нечномерного нормированного пространства являются конеч- 
номерными, а потому замкнутыми. ‘Takum образом, введенные 

нами понятия не противоречат определению линейного подпро- 
странства из курса линейной алгебры. 

Бесконечномерные линейные многообразия в отличие от ко- 
нечномерных могут не быть замкнутыми. Например, в нор- 
мированном пространстве С|0,1] (см. пример 5.2) линейное 
многообразие всех многочленов Су[0,1] является бесконечно- 
мерным. Как было показано в примере 5.5, существует по- 

следовательность многочленов, сходящаяся по норме в С|0,1] 
к непрерывной функции, не принадлежащей Сь[0,1] (не явля- 

ющейся многочленом). Следовательно, линейное многообразие 
Со [0,1] не является замкнутым в C(O, 1). 

5.4. Сепарабельные пространства 

Пусть L — нормированное пространство. Множество, по- 

лученное путем объединения множества У С Ё с множеством 

всех его предельных точек, называют замыканием множе- 

ства У в Г и обозначают У Операция замыкания множества 

обладает следующими свойствами: 

1] ADA; 

2) А=А, т.е. замыкание множества является замкнутым 
множеством; 

3) AUB=AUB; 

4) G=@; 

5) L=L. 

Теорема 5.5. Замыкание М линейного многообразия М 
в нормированном пространстве Ё является подпространством 

нормированного пространства Г.
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< Поскольку М является замкнутым множеством в Г, то, 
согласно определению подпространства нормированного про- 
странства, достаточно доказать, что множество М есть линей- 
ное многообразие в L. 

Любой элемент + Е М можно рассматривать как предел по- 
следовательности {ти}? | элементов, принадлежащих М. Дей- 

ствительно, условие xz Е М означает, что либо тЕ М, либо т 

является предельной точкой множества М. В первом случае 
т является пределом постоянной последовательности с общим 
членом In = т, а во втором случае т является пределом неко- 
торой последовательности в М в силу определения предельной 

точки множества. 
Рассмотрим произвольные элементы 1 и у из М. Существу- 

ют последовательности {z,} и {уп} элементов М, сходящиеся 
ктиу. Поскольку М является линеиным многообразием в L, 

то для любых а ВЕЕ имеем от, + Ву, Е М, nEN. Последо- 
вательность {ат» + Вук} сходится по норме в нормированном 

пространстве L (см. 5.1), причем 

lim (отп + Byn) =а lim т, + В lim yn = az + By. 
п—>оо Tl— 0O ™— 0O 

Однако предел последовательности {ат + Ву» } элементов MHO- 
жества М принадлежит М. Следовательно, ar + By € М. 

Мы показали, что линейная комбинация произвольных эле- 
ментов x и у из М принадлежит этому множеству. Рассужде- 
ния можно повторить с произвольным количеством элементов. 

Это доказывает, что множество М является линейным много- 
образием в нормированном пространстве L. № 

Определение 5.5. Множество У в нормированном про- 

странстве [ называют всюду плотным, если У = Г. 

Другими словами, множество У С Ё является всюду плот- 

ным в L, если для всякой точки т Е L в любом открытом шаре 

U(z,e) = {y € Г: |т-у| <=} содержится хотя бы один элемент 
из У.
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Определение 5.6. Нормированное пространство Г, 

называют сепарабельным, если в нем существует счетное 

всюду плотное подмножество. 

Напомним, что множество называют счетным, если суще- 

ствует взаимно однозначное соответствие между этим множе- 
ством и множеством натуральных чисел. Счетное множество 
можно записать как последовательность. Поэтому нормирован- 
ное пространство Ё сепарабельно тогда и только Tora, когда 
существует последовательность {гл }©°_| элементов из L, для ко- 
торой верно утверждение 

УтЕЁ Ve>0O ЗКЕМ№: |ть-т|<Е 

То же самое можно сформулировать иначе: в сепарабель- 

ном нормированном пространстве Ё существует последователь- 

ность {т.} 22|, такая, что всякий элемент т Е Ё либо совпадает 
с одним из членов этой последовательности, либо является пре- 
делом некоторой ее подпоследовательности. 

Пример 5.9. Множество рациональных чисел Q является 

счетным всюду плотным множеством в нормированном про- 

странстве R с нормой ||| = |т|, тЕ В. Действительно, для 
любого т Е Е и любого числа, Е > 0 интервал (т-Е, т +) со- 
держит хотя бы одно рациональное число: достаточно выбрать 

натуральное число 4 > 1/(2Е) и тогда расстояние между сосед- 
ними рациональными числами вида m/q будет равно 1/4 < 2e, 
так что хотя бы одно такое число попадет в любой интервал 

длины 26. 

Множество действительных чисел R с нормой ||т|| = |z| явля- 
ется банаховым пространством, сходимость по норме которо- 

го совпадает с обычной сходимостью числовых последователь- 

ностей. В этом банаховом пространстве множество Q является 

счетным всюду плотным. Значит, К является сепарабельным 

банаховым пространством.
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Пример 5.10. Банахово пространство R” с евклидовой 
нормой 

п 

21, т = (т1, ...) tn) Е В", 

i=1 

также является сепарабельным. Счетным всюду плотным MHO- 

жеством в этом банаховом пространстве будет, например, 

множество 

©” = {+ ЕВ": т= (м, то, Tn), rr EQ, kK=I,n}. HH 

Teop~ma 5.6 (теорема Вейериитрасса)*. Для любой He- 
прерывной на отрезке функции существует последовательность 

многочленов, стодящаяся к данной функции равномерно Ha дан- 

ном отрезке. 

Пример 5.11. Теорема Вейерштрасса позволяет доказать, 

что банахово пространство C[a, b] непрерывных на отрезке [а,6] 
функций является сепарабельным. Счетным всюду плотным 
множеством в С|[а,6] является множество многочленов с рацио- 
нальными коэффициентами. Покажем это. 

Согласно теореме Веиерштрасса, для любой непрерывной 

на отрезке [а,6] функции x(t) существует последовательность 

многочленов, которая равномерно на [а, b] сходится к x(t), т.е. 
для любого числа € > 0 найдется многочлен p(t), такой, что 

|2 

max |e(t) ~ Pt) < 5. 

Пусть p(t) = ant” +an_1t" 1 +...+a,t+a9, rae a; Е R,i=0, п, — 
коэффициенты многочлена p(t). Положим с = тах{|а|, |6] }. По- 

скольку @ = Е, для каждого коэффициента а, i = 0,n, можно 

*См., например: Г.М. Фиттенгольц.
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выбрать такое рациональное число 7;, что 

Е 
(сп + сп-1+...+с+1). 

la; —1;| < 5 

Оценим модуль разности многочленов p(t) и po(t) = ттЁ + 
+71 +... + то на отрезке [а, 6]: 

п п п 

p(t) ~ po(t)| = Уве - Sorat] < Ури ти < 
1=0 1—0 1=0 

п 

Е ‚ Е 
< c=. 
eet ber) 2 2 

Из этой оценки вытекает, что 

Е 
— ри = t) — po(t)| < —. lp — poll jax |p(t) po(t)| 2 

Оценим расстояние от функции z(t) до многочлена po(t) в 
нормированном пространстве С[а,6]: 

[|5 — ро|| = max |x(t) — po(t)| < 
tE[a, b] 

Е Е 

< — — — — =&. дах |2) P(t)| + mar, |p(t) polt)| < 5+5 Е 

Итак, для любого элемента, г Е Ca, b] существует такой мно- 
гочлен ро с рациональными коэффициентами, что ||т —ро|| < Е. 
Значит, множество всех многочленов с рациональными коэф- 
фициентами всюду плотно в С|а,6]. Это множество счетно, 
так как является счетным объединением (по степеням много- 
членов) счетных множеств RZ многочленов с рациональными 
коэффициентами степени п. Каждый многочлен из множества 

Во однозначно определяется своими коэффициентами, т.е. на- 

бором из п +1 рационального числа, и поэтому соответствует 

некоторому элементу множества Q"™t!, Поэтому множество 

счетно, так как находится во взаимно однозначном соответ- 
ствии с некоторым подмножеством счетного множества, "+1.
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Пример 5.12. Покажем, что банахово пространство па 

ограниченных последовательностей (см. пример 5.3) не явля- 

ется сепарабельным. Доказательство проведем от противного. 

Предположим, что в M существует счетное всюду плотное мно- 

жество Ро. Для каждого элемента, © Е Eg рассмотрим множе- 

ство 

K, = jy em lz — yl| < s}- 

Так как Eo всюду плотно, TO для любого элемента Zz Е т 

найдется такой элемент т Е №, что |т —2|| < 1/3, т.е. Е К; 

для некоторого т Е Ep. 

Поскольку Eg счетно, его можно записать в виде последова- 

тельности: Ро = {2}. Пусть последовательность х() имеет 

вид x") = {27} >, пе №. Для каждого п Е № выберем число гп 
(п) на отрезке [0, 1], которое отличается от тк ’ не менее чем на 1/3. 

Это можно сделать, так как интервал (2) — 1/3, хп) + 1/3) 

имеет длину 2/3 и не накрывает отрезок [0, 1]. Последователь- 

НОСТЬ 2 = {2. } принадлежит па, так как все ее члены принадле- 

жат отрезку [0, 1], и потому последовательность ограничена по 

модулю числом 1. Однако эта последовательность не попадает 

ни в одно из множеств Ку, x € Eo. Деиствительно, для любого 

пЕМ 

п) — (п) п 1 
[2—2 )|| = sup |Z — Ly | 2 |2n — = ) 2 3 

КЕМ 

и2@ К, при т = 2"), Но выше, исходя из того, что множество 

Eo всюду плотно, мы пришли к выводу, что каждый элемент 

< Е па принадлежит хотя бы одному из множеств Ах. Tem 

самым получено противоречие, которое доказывает, что в M 

нет счетных всюду плотных множеств и что это банахово 

пространство является несепарабельным.
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5.5. Сходимость рядов 

в банаховых пространствах 

Пусть {т,}°°, — некоторая последовательность элементов 
нормированного пространства Г. По аналогии с числовыми ря- 

Lee) 

дами выражение вида т1 +12 +...+1т,+..., или >> тп, называ- 
n=1 

ют рядом элементов нормированного пространства L. 

Рассмотрим последовательность частичных сумм данного ря- 
да, т.е. последовательность {5 }2°/ элементов S, Е Г вида 

Syn = 11+ 12+.:. + тп, пе М. 

oo 

Определение 5.7. Pad )> ть элементов нормированного 
n=1 

пространства Ё называют сходящимся по норме в Г, если 

в Ё сходится последовательность {5 }2°| его частичных сумм. 
В этом случае предел SEL последовательности частичных 

. LS сумм называют суммой данного ряда и пишут 5 = )> тв, или 
со n=1 

S= >; тп, если из контекста понятно, в каком нормированном 
n=1 

пространстве (по какой норме) рассматривается сходимость 

ряда. 

© ®) 

Таким образом, ряд >> тп элементов нормированного про- 
n=1 

странства Г, сходится к элементу S Е Г, тогда и только тогда, 

когда 

lim S,=S, или lim |S, —S||, =0. 
Nm— Ooo п—оо 

Теорема 5.7 (необходимый признак сходимости pa- 
© ®) 

да). Если ряд >> т» элементов нормированного пространства 
n=1 

Г, сходится, то последовательность {гл } этих элементов сходит- 
ся к нулевому элементу ОЕ Г.
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©.) 

< Ряд >’ 2, сходится, следовательно, существует предел по- 
n=1 

следовательности его частичных сумм: lim S, = S. Поэтому 
п—оо 

п—оо п—оо п—оо п—оо 

Пусть теперь L — банатово пространство. Для рядов в 

банаховых пространствах, так же как для числовых и функци- 

ональных рядов, имеет место следующий критерий сходимости. 

Теорема 5.8 (критерий Коши стодимости ряда в 

банаховом пространстве). Пусть Г — банахово простран- 
oo 

ство. Для того чтобы ряд > ть элементов из Г сходился в L, 
n=1 

необходимо и достаточно, чтобы для него было верным yTBep- 

ждение 

n+p 

\>0 AN(e)EN Vn>N(e) VEN: | > ze <=. 
=п+1 

©.) 

< Сходимость ряда >’ тп эквивалентна, сходимости последова- 
n=1 

п} 1. Вб - тельности его частичных сумм {S,,}°°,. В банаховом простран 
стве сходимость последовательности эквивалентна ее фунда- 
ментальности: 

УЕ>0 3М№(=)ЕМ Wn>N(e) УрЕМ |914, - 91| < Е. 

n+p 

Поскольку ||Snip — 5п|| = | у. г | то получаем требуемое. № 
К=п-+1 

Для рядов в банаховых пространствах имеет место следую- 

щий достаточный признак сходимости. 

oo 

Теорема 5.9. Пусть }) 2, — ряд элементов банахова, 
n=1 

пространства L, причем выполняются условия: 1) ||z_|| < an,
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oo oo 

пЕ М; 2) числовой ряд >` a, сходится. Тогда ряд >> тп также 
n=1 n=1 

сходится. 

ie, @) 

4 Заметим, что числовой ряд >` ап состоит из неотрицатель- 
п=1 

ных слагаемых, так как ап > ||т.|| 20, пЕ №. Поскольку этот 
числовой ряд сходится, то, согласно критерию Коши стодимо- 

сти числового ряда (см. теорему 1.3), имеем 

УЕ >0 3М№=)еЕМ VWn>N(e) УрЕМ: 

lQ@n41 + Qn+2 +... + An+p| = Qn+1 + Qn+2 +... + Qn+p <E. 

Для всех n> N(e) ирЕ №, используя аксиомы нормы, получаем 

[аа дачное очной <[lensill+ [lensall+.-.+llentpll < 

< On+1 + @п+2 +... + апр < Е. 

Итак, выполнено условие критерия Коши сходимости ряда 

из элементов банахова пространства. Следовательно, этот ряд 

сходится. № 

Замечание 5.1. Теорема 5.9 в применении к банахову 

пространству С|Га,6б] соответствует признаку Вейерштрасса 
равномерной стодимости функциональных рядов. Обратим 

внимание на то, что этот признак можно использовать для 
произвольных функциональных рядов. В случае же применения 
теоремы 5.9 к нормированному пространству СГа,б] можно 
доказать признак Вейерштрасса только для функциональных 

рядов, состоящих из непрерывных функций. 

©, @) 

Следствие 5.3. Пусть >> т» — ряд элементов из банахова 
n=1 со 

пространства LL. Если числовой ряд »` ||тпв|| сходится, то ряд 
n=1 Oo 

>> tpn также сходится в Г. 
n=1
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<4 Полагая a, = ||, ||, п Е №, получаем сходящийся числовой ряд 
©, @) 

>> ап, причем |5. || Зап, пЕ М. Таким образом, выполняются 
n=1 со 

условия теоремы 5.9, следовательно, ряд > Тв сходится. > 

n=1 

оо 

Определение 5.8. Пусть >` 2, — ряд элементов нормиро- 
n=1 oe) 

ванного пространства L. Если сходится числовой ряд D> ||. ||, 
со n=1 

то ряд >} Lp называют абсолютно сходящимса. 
n=1 

Согласно следствию 5.3, в банаховом пространстве всякий 

абсолютно сходящийся ряд является также сходящимся. Ока- 

зывается, что сходимость абсолютно сходящихся рядов — OT- 
личительный признак банаховых пространств. 

Теорема 5.10. Если в нормированном пространстве L ка- 

ждый абсолютно сходящийся ряд сходится, то нормированное 
пространство Ё является банаховым. 

< Необходимо доказать полноту L, т.е. показать, что любая 
фундаментальная последовательность в L сходится. Пусть 

{т.} >| — произвольная фундаментальная последовательность 
в Г. Это значит, что верно утверждение 

УЕ >0 ЭЗМ№(=)ЕМ \>М() Ут>п: |тт— т <=. (5.7) 

Для Е = 1/2 найдется такой номер Nj, что ||тт — т.|| < 1/2 при 
п > М! ит > п. Выберем какой-нибудь номер п, > №. Тогда 

[Cm — хп, || < 1/2 при т > т. 
Положим € = 1/22. В силу утверждения (5.7) найдется такой 

номер No, что ||2m — Zn|| < 1/2? при п > № и т > п. Выберем 

номер п2 > тшах{ №, ni}. Тогда |2 по — Ln || < 1/2 И |5 т —тп.| < 

< 1/2? при т > по. 
Продолжая так и далее, на k-m шаге для € =1/ 2* определяем 

такой номер Nx, что |тт — 2.|| < 1/2* при п > № ит>п. 

Затем выбираем номер nx > шах{ №, пь_1}. При таком выборе
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будем иметь ||Zn, — In,_,|| < 1/21 и lam — 2, || < 1/2* при 
т > пк. В результате получим подпоследовательность {гп, } | 
последовательности {т }°°|, такую, что 

1 
| 1,:: — Флок || < 5 КЕМ. (5.8) 

Составим следующий ряд элементов из Г: 

Ln + (Lng — Ln.) + (Lng — ng) +... + (Тпь.: — Tay) +... 

Этот ряд абсолютно сходится, поскольку числовой ряд 

со 

n+ Утка — 2, | 
k=1 

почленно мажорируется сходящимся числовым рядом 

1 
аи + 90 og = [| +1. 

k=1 

Так как всякий абсолютно сходящийся ряд, согласно условию 
© 9) 

теоремы, сходится, то сходится и ряд Lp, + >) (In,,, — Тп,). 
k=1 

Обозначим сумму этого ряда S, 5Е Г, и найдем частичные 

суммы этого ряда: 

m—1 

Sm =n, + > (Тора —тп,) — 

k=1 

= Тп, +Тп. — Тп, + 2nzg —-Тл. +--- +n, — Тли_, = Inm: 

Итак, для всех т Е М справедливо равенство: бт = In,,- 

Сходимость ряда к элементу 5 Е Г означает, что последова- 
тельность {5т} = {2n,,} его частичных сумм сходится к эле- 
менту 5 по норме в Г. Таким образом, подпоследовательность 
{In,,}°_, фундаментальной последовательности {т.}°?| схо- 
дится (к элементу 5Е Г). Согласно теореме 5.2, последова- 
тельность {т }<°/ также сходится (к тому же элементу SEL). 
Поскольку последовательность {7,}°°: произвольная, норми- 

рованное пространство Ё является банаховым. №
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5.6. Банаховы пространства 

со счетным базисом 

В конечномерном нормированном пространстве всякая мак- 

симальная линеино независимая система является его базисом 

[IV], т.е. всякий элемент нормированного пространства един- 

ственным образом можно представить в виде линейной ком- 

бинации элементов этого базиса. Распространение понятия 

базиса на бесконечномерное нормированное пространство не- 

избежно приводит к бесконечным (по крайней мере, счетным) 
системам элементов этого нормированного пространства и к 

рядам в нем. 

Определение 5.9. Пусть L — бесконечномерное банахово 

пространство. Последовательность {ек }^_| элементов банахова 

пространства Ё называют счетным базисом в Г, если для 

любого элемента т Е Ё существует единственный ряд вида 
© 9) 

>> Beek, тк ЕЕ, сумма которого равна Z: 
k=1 

oo 

r= У tek. (5.9) 
k=1 

При этом числа 21, To, ..., ть называют координатами 
элемента т банахова пространства L в базисе {ex}, 
а представление (5.9) — разложением элемента т в ряд 
по базису {ек} 1. 

Обратим внимание на то, что базис {ек } | — это не просто 
множество элементов нормированного пространства Г, для ко- 
торого при некотором упорядочивании выполняется свойство 

(5.9), а последовательность элементов {e,}72, с данным, за- 
фиксированным порядком элементов в ней. Изменение порядка 
элементов в последовательности {e,}°°, изменяет последова- 
тельность, и приводит к другому базису. Более того, изменен- 
ная таким образом последовательность может вообще не быть
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базисом” в Г. Отметим также, что He во всяком банаховом 
пространстве существует счетный базис. Примеры будут при- 

ведены ниже. 
Пусть {e,}?2, — счетный базис банахова пространства Г. 

Тогда {ек}>°, является линейно независимой системой, 
т.е. линейно независимой является всякая конечная подсистема, 
ее элементов. Это следует из единственности разложения эле- 
ментов банахова пространства L по базису. Действительно, ес- 

ли какая-нибудь конечная подсистема ex, , ky, ..., Ck, элементов 

базиса {е’}<°, банахова пространства, L линейно зависима, то 
можно найти такие коэффициенты Aj, A2, ..., Ап, одновремен- 

но не обращающиеся в нуль, что 0 = Aj ex, + Лек, + --: + Апек,. 

В этом случае нулевои элемент банахова пространства будет 

иметь два разных разложения по базису {ex } >| (второе разло- 
жение имеет только нулевые коэффициенты). А это противо- 

речит определению базиса. 

Отметим, что в отличие от конечномерного линейного про- 

странства, где всякая максимальная линейно независимая си- 

стема является базисом, в бесконечномерном банаховом про- 

странстве счетная линейно независимая система, вообще гово- 

ря, не обязательно является базисом. Действительно, во всяком 

бесконечномерном банаховом пространстве всегда существует 

счетная линейно независимая система, а базис, как отмечалось 

выше, существует не всегда. 

Пример 5.13. Рассмотрим банахово пространство fy, 

p21 (см. пример 5.4), и счетную систему {e,}?2, элементов 
этого банахова пространства, где ех — последовательность, у 
которой К-й член равен единице, а остальные равны нулю, т.е. 

ек = {0,0,...,0, 1,0, 0,...}. Покажем, что последовательность 

k-1 

{e,}?2, является базисом в bp. 

“Базисы банахова пространства L, которые остаются базисами при лю- 
бой перестановке его членов, называют безусловными базисами. Известно, 

что, например, в банаховом пространстве С( а,6] безусловных базисов нет.
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Всякий элемент т € £, — это числовая последовательность 
<) 

{тк}, для которой > |z;,|? < с. При этом норма элемента, 
k=1 бо 1 

т задается формулой ||| = (5 зы)? Покажем, что т = 
k=1 

eo.) п 

= У, тьек. Частичная сумма 5, = >> тьек этого ряда пред- 
k=1 k=1 

ставляет собой последовательность {11,22,..-,2n,0,0,...}, в ко- 
торой первые п членов совпадают с первыми п членами по- 
следовательности 2, а остальные равны нулю. Поэтому по- 
следовательность 1 — 5, имеет вид {0,..., 0, 241, 2n42,---} и, 

—— 
следовательно, м 

> р lc — Sall = (5 вы?) 
k=1 

oe) 

Поскольку числовой pad >> |z,|? сходится, TO последова- 
n=1 

—
 

Oo 

тельность сумм R, = D> |Zniz|? ero п-х остатков стремится 
k=1 

к нулю при п — со (см. свойство 1.3). Поэтому 

lim |/z —S,|| = lim ВУР=0, 
п—оо п—оо 

а это означает, что элемент х Е &, является суммой ряда 
© 9) 

> DREek. 

k=1 

Покажем, что полученное разложение элемента T по системе 

{ек} >>, единственно. Действительно, пусть существует другой 
оо оо оо 

ряд >> укек, для которого 5 = D> укер. Тогда ряд >> 2кек, где 
k=1 k=1 k=1 

2к = Ze — ук, KEN, сходится к нулевому элементу в £y, т.е. к 

последовательности, составленной из одних нулей. Покажем, 
что все коэффициенты 2х ряда равны нулю, или т; = ук, KEN. 

oo 

Фиксируем некоторый номер т. Поскольку ряд »` 2кер схо- 
k=1 

AMTCA, для любого Е > 0 можно выбрать такой номер N(e), что
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———— 

© 9) 

при n> N(e) будем иметь | у. zen | <e. Из равенства 0 = 
k=n+1 

~ ~ оо ~ 

= S,+ Rn, где 0 — сумма ряда »` 2керк, Sp — ero п-я частичная 
~ со k=1 

сумма, а В, = >> apex — сумма п-го остатка, заключаем, 
_ k=n+1 _ 

что ||S,||<¢ при п > N(e). Ho S, представляет собой после- 
довательность {21, 22,..., Zn,0,0,...}, а норма этой последова- 

тельности равна 

_ n р 
18.1 = (So ea? 

k=1 

Из этого представления находим, что |2т| < ||S_|| при п > т. 
Выбрав п > max{m, №(=)}, заключаем, что |2т| < =. Поскольку 
= > 0 выбиралось произвольно, то на самом деле |2т| = 0, а так 
как и т — произвольно выбранный номер, то все коэффициен- 

ты Zm равны нулю. # 

Банаховы пространства со счетным базисом обладают сле- 
дующим важным свойством. 

Теорема 5.11. Банахово пространство со счетным базисом 

сепарабельно. 

< Ограничимся доказательством для случая действительного 

банахова пространства. Пусть в банаховом пространстве DL 

имеется счетный базис {e,}72,. Множество М всевозможных 
линейных комбинации элементов базиса с рациональными ко- 

эффициентами, т.е. множество 

п 

M={reL r= У грек, TRKEQ, k=Tn} 
k=1 

является счетным как счетное объединение счетных множеств. 

Докажем, что М = Г, т.е. М всюду плотное множество в L. 

Выберем произвольный элемент т Е Г. Поскольку система 
оо 

оо — {ек } <, — базис, то имеет место разложение т = 2 Тьек, где
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ть — координаты элемента т в базисе {e,}72,. Из сходимости 
ряда следует, что 

п 

lim || — 5. || = lim | — | = 0. 
п—оо п>?оо k=1 

Следовательно, для произвольного = > 0 можно выбрать такой 

номер п, что будет выполняться неравенство 

п 
Е 

| < 5. (5.10) 

Так как множество рациональных чисел @ всюду плотно 

в ® (см. пример 5.9), для каждого числа тк, К =1, п, можно 
выбрать рациональное число г}, при котором будет справедливо 

неравенство 

ТЕ < ——. 

rk — Tl < ое] 
При таком выборе имеем 

Tm Tm Tr 

done — | = |S — где | < 
k=1 k=1 k=1 

Tm n 
& 

< ) "|tx — гк! [ек| < ) Trea Faller || lle «|| = a= (5.11) 

k=1 k= 

Используя неравенства (5.10) и (5.11), получаем 

п п п п Е Е 

[5 тьен] < [2-— Уве | + donee | < 5 + р] =€E 

k=1 К=1 k=1 k=1 

Таким образом, для любого числа Е нашелся такой элемент 
п 

г = >. rpex, принадлежащий множеству М, что ||z —т| < Е, а 
k=1 

это означает, что множество М является всюду плотным в С. 

Следовательно, банахово пространство L сепарабельно. №
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Отметим, что любое конечномерное банахово пространство 

является сепарабельным. 

Как отмечалось выше, существуют банаховы пространства, 

не имеющие счетного базиса. Такими, например, являются все 

несепарабельные банаховы пространства. В частности, бана- 

хово пространство па ограниченных последовательностей не 

имеет счетного базиса, поскольку не является сепарабельным. 

Итак, счетный базис могут иметь только сепарабельные 

банаховы пространства, однако не все сепарабельные простран- 

ства имеют счетный базис. Сепарабельное банахово простран- 

ство, не имеющее счетного базиса, в 1972 г. построил М. Энфло. 

Для банаховых пространств введем следующее понятие, тес- 

но связанное с понятием базиса. 

Определение 5.10. Систему О элементов банахова про- 

странства Г называют замкнутой, если ее линейная оболочка, 

п 

<Q>=42EL: T=) Льфь, ФЕ О, MEF, К=Тп 
К=1 

является всюду плотным множеством в L. 

Отметим, что для нормированных пространств со скаляр- 
ным умножением (евклидовых пространств) понятие замкну- 

той системы уже было введено (см. определение 3.2). 

Замкнутость системы @ в банаховом пространстве Г озна- 
чает, что для каждого элемента т Е Г можно указать та- 
кой набор элементов ф1, ф2,..., Yn Е О и такой набор чисел 

А1, А2,..., Ал ЕЕ, что справедливо неравенство 

п 

> Ak Yk — z| < Е. 

k=1 

Другими словами, всякий элемент из Г, можно сколь угодно точ- 
но (по норме 6aHaxoBa пространства, Г) приблизить линейными 
комбинациями элементов системы О.
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Теорема 5.12. Всякий счетный базис банахова простран- 

ства является замкнутой системой. 

< Пусть {ек} >| — счетный базис банахова пространства Г. 
Тогда всякий элемент г Е Н является суммой некоторого ряда 

со 

по системе {ек} >|, т.е. х = У. ткер. Это означает, что после- 
k=1 п 

довательность частичных сумм 5, = )>) ткек, принадлежащих 
k=1 

линейной оболочке системы {e,}72,, сходится no норме в L к 
элементу тЕ Ё. Иначе говоря, элемент х можно сколь угодно 

точно приблизить линейными комбинациями элементов базиса. 

Поэтому линейная оболочка системы {ex }7°., всюду плотна в Г, 

а сама система {e,}70, замкнута. № 

Согласно теореме 5.12, понятия базиса и замкнутой систе- 

мы тесно связаны между собой. Однако они полностью не 

совпадают — не всякая замкнутая счетная линейно независи- 

мая система является базисом банахова пространства. ‘Tak, 

например, счетная линеино независимая система одночленов 1, 
t, т, замкнута в банаховом пространстве С|0,1], по- 
скольку в С[0,1] всюду плотно множество всех многочленов (см. 

пример 5.11), а это множество представляет собой линейную 
оболочку рассматриваемой системы одночленов. Однако систе- 
ма одночленов {t*}°°, не является базисом в C(0, 1], так как это 
предположение означало бы, что любую непрерывную на отрез- 

ке [0, 1] функцию можно представить равномерно сходящимся 
степенным рядом. Но тогда любая непрерывная функция явля- 
лась бы аналитической и, в частности, дифференцируемой, что 

неверно — примеров непрерывных недифференцируемых функ- 

ций можно привести множество. 

Тригонометрическая система 1, созт, зшт, с08 пт, 

sinnz, также является линейно независимой и замкнутой 
в подпространстве С”|[-п,п|] нормированного пространства 

С|-п,п], состоящем из таких непрерывных на отрезке (0, 1] 
функций, что т(—п) = т(л). Деиствительно, сходимость по 
норме в нормированном пространстве С*|-л,л| равносильна
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равномерной сходимости на отрезке [—7, 7]. Согласно теореме 

3.6 любая непрерывная на [—7, 7] функция c(t) является рав- 
номерным пределом последовательности тригонометрическит 
полиномов 

n 

Pn(t) = aon + У (акт cos kz + ben зш кт). 

k=1 

Однако тригонометрическая система не является базисом в 

банаховом пространстве C*|—7z,7]. Действительно, это пред- 

положение означает, что любую функцию из C*[—7,7] можно 

представить равномерно сходящимся к ней на отрезке [—7, 7] 

тригонометрическим рядом, который, согласно теореме 3.9, 
будет совпадать с ее рядом Фурье (см. 3.1). Но это неверно, так 

как существуют непрерывные функции, ряды Фурье которых 
растодятся хотя бы в одной точке. На самом деле существу- 
ют непрерывные функции, ряды Фурье которых расходятся 
на всюду плотном в [—7, 7] множестве, на множестве мощно- 

сти континуума, а также существуют примеры непрерывных 
функций, ряды Фурье которых стодятся всюду на [—7, 7], но 

неравномерно в любом интервале, лежащем в отрезке [—7, TI]. 
Все эти примеры достаточно сложны, их подробное описание 

можно найти в специальной литературе* 

5.7. Счетные базисы в пространстве 

непрерывных функции 

Первым примером счетного базиса в банатовом простран- 

стве С|0,1] является система Фабера — Шаудера, построенная 

Г Фабером в 1910 г. Эта система представляет собой простей- 

ший базис в семействе базисов банахова пространства C(O, 1], 

открытом в 1927 г. Ю. Шаудером. 

*См., например: Бари Н.К.
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Определим две начальные функции системы Фабера — 
Шаудера (рис. 5.1): 

yo(t)=1 и gi(t)=t при 1Е (0,1. (5.12) 

У g(t) Ya 
1 ' 1р-----------7 к 

p(t) 

0 it 0 1 t 

Puc. 5.1 

Для построения остальных функций системы определим на 

отрезке [0, 1] функцию 

25, {Е 0, >}; 

9(#) = ' 
2-2, te (5,11, 

которая обращается в нуль на концах отрезка [0,1], а на 
отрезках [0, 1/2] и [1/2, 1] является линейной (рис. 5.2). 

Для каждой пары чисел К = 0,1,2,... 21 =1,2,...,2* рас- 

смотрим функцию g(2*t - (1-1)), определенную на отрезке 
[((—1)/ 2, 1/2"]. Эта функция является композицией линейной 
функции 

x = 2*t— (1-1) = 2*(t — (1-1) /2^), 

взаимно однозначно отображающей отрезок [(J — 1)/2*, 1/2*] на 
отрезок [0, 1]), и функции g(r). График функции g(2*t — (1—1)) 
при некоторых значениях К и [ представлен Ha рис. 5.3. 

Очевидно, что любое натуральное число п > 2 можно одно- 
значно представить в виде 

п= 2+4, (5.13)
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YA Ув 

1}----- 1}---- 

: | ke — (]- | \ 96 9(2*#-—(1-1)) 

> 1 a 
0 } 1 t O' ll Г 1% 

ak ok 

Рис. 5.2 Puc. 5.3 

где К — неотрицательное целое число, a2 — натуральное число, 

не превосходящее 2, т.е. 1 <i<2*. Например, 2 = 2°+1, 

3 = 21+1, 4=21+2, 5=22+1 и т.д. Вводя для функций системы 

Фабера — Шаудера с номерами п 2 2 двойную нумерацию 

Фи (Е) = ott (t), rae n=2* +i, определяем эти функции следующим 
образом: 

9
 

© 

8—1 #1 
| 0, t€ | Е oe (г) = va ии (5.14) 

g(2*t — (#—1)), tE oR? ok |" 

Рассмотрим подробнее несколько первых функций g(t). 

Функция Y2(t) = of) (+) совпадает с функцией g(t) (см. рис. 5.2). 

Функции $3(#) =} (t) (8=2'+1, k=1, i=1) и galt) =) (0 
(4=2'4+2,k=1, i=2) задаются формулами: 

. 17 -1 - 

0, t¢ 0,5 } 0, t¢ 97} ) 

p3(t) = ст a(t) = a 
g(2t), te 0,5 ; g(2t—1), te 571 , 

Графики функций ‹рз({) и y(t) представлены на рис. 5.4. 

Заметим, что функции ‹з(Ё) и ya(t) — это функции, кото- 

рые в двойной нумерации имеют индекс К =1. Функции систе- 

мы, имеющих в двойной нумерации индекс К = 2, будет четыре:
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У} 
1/-- 

$3(t) 

Рис. 5.4 

ys(t) = y(t), ve(t) = ФА (t), vr(t) = oP (t) и 08) = of? (2). 
pacar этих функций представлены на рис. 5.5. 

YA Ys 
1} 1}---- 

ф5(®) | Pg(t) 

ОГ: 1 lt ОГ 131 It 
8 4 482 

yA yA 

1 }------- 1 [---------- 

; P7(t) фз(#) | 

0 151% 0 371 ¢ 
284 48 

Рис. 5.5 

Обратим внимание Ha то, что для любой пары индексов К и 

i (Е =0,1,2,..., =1, 2*) верны равенства 

Р-Р) -ь Gat) = 
а на отрезках [(i—1)/2*, (2i—1)/2**1] и [(2i—1)/2*t, /2^ | 
функция o (t +) линейна. Кроме того, построенные по формуле 
(5.14) функции ф»(#) непрерывны на всем отрезке [0, 1]. 
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Определение 5.11. Систему Ф = {ф„(# } 22° непрерывных 
на отрезке [0, 1] функций, определенных формулами (5.12) (при 
п =0, 1) и (5.14) (прип>2), называют системой Фабера — 
Шоаудера. 

Теорема 5.13. Система функций Фабера — Шаудера 

является базисом в банаховом пространстве C(O, 1]. 

< Пусть функция f(t) непрерывна на отрезке [0,1]. Рассмот- 
рим последовательность кусочно линейных функций {о%(#) } 22, 
графики которых представляют собой ломаные, вписанные в 
график функции f(t), так, что 

г \_ 1 
о (зв = (сын) 

для всех $ = 0, 2+1, где k =0, 1, 2, 
(рис. 5.6). Последовательность {o;(t)} 
равномерно на отрезке [0,1] сходится к 
функции f(t), т.е. 

у: 

[ов — Л|| = max [0% (8) — (|0, К оо. 
te(0, 1] 

Действительно, так как функция f(t) непрерывна на отрезке 
(0, 1], то она равномерно непрерывна на этом отрезке [I-5.9], 
т.е. для произвольного числа € > 0 существует такое число 
0(Е), что для любых ty, to € [0,1], удовлетворяющих условию 
|1 — to| < 6(Е), выполняется неравенство |] (#1) — f (t2)| < =. 

Зафиксируем Е и выберем такое натуральное число К’, что 
1/2К+1 < 6(e). Тогда, |f(t1) — f(te)| < Е, если НН — te] < 1/2 и 
k>K. 

Пусть k > К. Выберем произвольную точку &Е [0,1]. Для 

этой точки найдется номер i, 1 <i < 2*^+1, при котором & Е 

Е [(ti-1,45 В к], где 

k=0,1,..., 1=0, 241.
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Tak как o,(t) на каждом отрезке [#1 к, &к| является линейной 

функцией, то 

on(t) = 2*t? (f (tik) — Лак) вк) + (к) (5.15) 

при {Е [#-1к,&»к|. Поскольку для точек отрезка [t;_1 4, tik] 

верна оценка |t — &_1к| < 1/2^+1, то в силу выбора К получаем 

lon(t) — f(2)| = 

= |2° +1 (f (tin) — Лель) (t - tak) + Дек) - 10| < 

< 

< | f (tin) — f (ti-1,¢)| + Ук) — 1@)| < e+€ =2e. 

Поскольку ¢t — произвольная точка отрезка [0,1], a число 
К зависит только от выбора числа Е > 0, полученное нера- 

венство означает равномерную сходимость последовательности 
{ск(#)} о к функции f(t) на отрезке [0, 1], т.е. 

тах |ок(#) — f(t)| 70, Ксю. 
180, 1] 

oo 

Поэтому и функциональный ряд oo(t) + >> (on (t) — ок-1(1)) рав- 
k=1 

номерно на отрезке [0,1] сходится к функции f(t), поскольку 
его т-я частичная сумма равна от(#: 

т 

00(#) +» `(0%(#) — ок-1(8)) = om(t). 
k=1 

Итак, в C[0,1] имеет место разложение 

f(t) =o0(t) + У > (ox(t) — ox-1(t)). 
k=1 

Для произвольных индексов КЕ М u i=0, 2* выполняются pa- 
венства ок (&к—1) = ок-1(Е к—1) (рис. 5.7). Поэтому на отрезке
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[ti-1,4—-1) в к—1], i= 1, 2*, разность (0%(#) — ок-1(#)) можно пред- 
ставить следующим образом: 

on(t) — вк (И = (+ (вт) —OK-1 (at) ) gt? (t) = 

(ит о (Ger) oP 
(7) где ф; (t) — функция системы Фабера — Шаудера. 

у 

0,,(t) 

\ O;,_,(t) 

O| #1 2-1 т “ 
‘9k ОК 9k 

Для вычисления значения функции o,_1(t) в точке t = 

= (2i—1)/2**! воспользуемся формулой (5.15): 

ves Sat) = (9-5) 67-5). 
A) =H) +P) 

Отсюда при К > 1 для Е [(i—1)/2*, i/2*], i =1, 2*, получаем 

ax (t) — o4-1(t) = Be svy (8), (5.16) 
где константы 

вы (seat) (8) +7)
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не зависят от последовательности функций o;(t), а определя- 

ются исходной функцией f(t). 

При фиксированном К > 1 всякая точка $ Е [0,1] попада- 
ет в один из отрезков вида [(i—1)/2*,i/2*| с некоторым но- 
мером i, 1<i<2*. Следовательно, выполняется равенство 
(5.16). Согласно определению функций Фабера — Шаудера, для 

остальных номеров 7 = 1, 2k, 4 #1, значение функций Фабера — 

Шаудера в этой точке # будет нулевым: 

© (#)=0, 1=1,2, 11 

Поэтому при К > 1 

оъ(#) — дъ-1() = Brae ( = Tae ), t€ 0,1}. (5.17) 

Функцию 00(#) с индексом К = 0 можно 

7 о (9 представить в виде 

a g(t) = o(t) + (o0(t) — o(t)), 
o(t) : 

В где o(t) = f(0) + (F(1)—F(0))t — функ 
0 + 11 ция, определяющая хорду АВ кривой 

рис. 5.8 f(t), ЕЕ [0,1], с точками А = (0;/(0)) и 
= (1;/(1)) (рис. 5.8). Используя вид 

функций ‹фо(#) и ф1(#), можем записать 

a(t) = / (0) Фо (9 + (1(1) — F(0)) 21 (9. 

Кроме того, из соотношений 00(0) = 0(0), oo(1) =o(1) и из 

определения функции Фабера, — Шаудера ф2({) следует, что 

oo(t) - o(t) = (7(5) - 9+! = pat 
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Поэтому 

oo(t) = a(t) + (00(#) — o(t)) = Г(0) фо (8) + 

+ (f(1) — f(0)) gilt) + (7(5) _ 10) ГК = 2 

= Вофо(1) + Bigi(t) + Boye(t), (5.18) 

где коэффициенты Bo = f(0), В! = } (1) - 1 (0) и Bo = К1/2) — 
— (f(0)+f(1))/2 зависят только от исходной функции f(t). 

Используя формулы (5.17) и (5.18), получаем следующее 
разложение функции f(t) на отрезке (0, 1]: 

f(t) = a0(t) + У `(ок(#) — вь-1(1)) = 
k=1 

oo 

= Boyo(t) + Biyi(t) + Bayo 9+ вьнРа )), (5.19) 
k=1 ‘j=1 

причем функциональный ряд в правой части этого равенства, 
стодится равномерно на отрезке [0, 1]. Членами ряда в пра- 
вой части равенства (5.19) являются суммы последовательных 

Le @) 

членов ряда >) Bnyn(t), Bn = Bey, n= 245, n>2, сгруп- 
n=0 

пированных по признаку равенства индекса К в их двойной 

нумерации. Поэтому только разложения функции f(t) в ряд 

по формуле (5.19), вообще говоря, еще не достаточно для дока- 

зательства истинности разложения 

1(8 = У`Выфь(, te [0,1 (5.20) 

в банаховом пространстве С[0, 1]. 

Докажем, что из равномерной сходимости на [0,1] ряда 

(5.19) к f(t) следует также и равномерная сходимость на (0, 1] к
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f(t) ряда (5.20). Действительно, частичные суммы ряда, (5.20) 
с номерами 2", т > 2, имеют вид 

„= 
Som (t) = У) Bunt) = Boyo(t) + 

п=0 

+ В1ф1(® ) + Boye (t) + у (& By jo) (t t)) = Sm-1(t), 

где Sm-1(t) — частичная сумма ряда (5.19) с номером т-—1, 

т >22. Частичные суммы с номерами 2"-Ы, [=1,2т, будут 

следующими: 

Som4i(t) = бот (t куни бт 1(# ое 568) 

Всякая точка & из отрезка [0,1] попадает в некоторый 

отрезок [(i—1)/2™, 1/2™], где номер 1 = 1, 2” зависит от точки $. 
В соответствии со своиствами функций Фабера — Шаудера 
имеем 

| 0, [<1; 
. от 

p(t) = 
> BmniPin (t) — У Bm ie? (t), t< l < от 

= — 

Следовательно, 

Som (t j=S. an l<i; 
Som 4i(t) = m (5.21) 

Som+i(t) = Sm(t), i<l <2 

Учитывая представление (5.21), для любого п = 2™+1, т > 2, 
{=1,2™, имеем 

Sn — Г < Sn — Sm-1|| + |Sm—1 — fil < 

< ||Sm— бт- + |[Sm-1 — fll. (5.22)
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Разложение (5.19) означает, что последовательность {5щ(#)} 
стодится к функции f(t) по норме банахова пространства 
C[0, 1], т.е. jim |5т-1-— = (0. Разность Sp(t)—Sm-1(t) явля- 

ется т-м членом сходящегося ряда (5.19). Согласно необтоди- 
мому признаку стодимости ряда в нормированном простран- 
стве, общий член ряда (5.19) сходится по норме в C0, 1] к нулю, 
т.е. jim |5бт—т-1| = 0. Из (5.22) следует, что 

dim |5 — f|| =0, 

и разложение (5.20) доказано. 
Итак, всякую непрерывную функцию f(t) можно предста- 

вить в виде равномерно сходящегося Ha отрезке [0, 1] ряда по 
системе Фабера — Шаудера. Докажем, что такое представле- 

ние единственно. 
Le @) Le @) 

Пусть имеются два различных ряда >> Gnyy(t) wu >> bnyn(t) 
n=0 n=0 

по системе Фабера — Шаудера, которые равномерно сходятся 

на отрезке [0, 1] к одной и той же функции f(t) Е С|0,1]. Тогда 

наидется такой номер М > 0, что ап = bn, п =0, N—1, nan 4 bn 

(если ag 5 bo, то N = 0). Для всякого т = 0, N—1 получаем 

У ‘апфл(#) = У bnva(t), t€ (0, 1]. 
п=0 n=0 

Учитывая, что для всякого N > 2 имеет место разложение 

N=2* +i, k>0,i=1, 2% (см. (5.13)), полагаем 

1, N = 0 или N =1; 

ОЕ+1 , N = 2 +2 > 2. 

В силу свойств функций системы Фабера — Шаудера при 

любом М№ верно равенство yy, (у) =1. Поэтому ayy, (tn) # 
# by py (м) при a, #b,. Следовательно, 

N N 

У ‘апт (tn) # So bnvn(ty). (5.23) 
n=0 п=0
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т 

Заметим, что >) азфь(&м) = 0 для всякого номера m>N, 
n=N+1 

поскольку для любого п > 2* +1 в соответствии со свойствами 

функций Фабера, — Шаудера vy, ((2i—1)/2*+') =0. Значит, 

т № 

У > anYn(tn) = У > an¥n(tn), т > М. 
n=0 n=0 

Аналогично получаем 

т № 

У выфи (м) — У bnvn(tn); т > М. 

n=0 n=0 

Le @) со 

Из равномерной сходимости рядов У‘ апф»(Ё и >> bnyn(t) 
п=0 п=0 

к функции f(t) следует их сходимость к f(t) в каждой точке 
t € (0, 1]. Поэтому 

т N 

Дам) = lim 7 angn(tw) = У anpn(tw), 
n=0 n=0 

f(tn) = jim 1 Da baa tn) ) lim Suva tn). 

"0 

Таким образом, 

N N 

> anPn (tn) = > On Yn (tn), 
n=0 п=0 

что противоречит неравенству (5.23). (Следовательно, пред- 
Le @) 

положение о существовании различных рядов )> GnYn(t) и 
n=0 

co 

>> bnYn(t) по системе Фабера — Шаудера, сходящихся равно- 
n=0 

мерно на (0, 1] к одной и той же функции f(t) Е C[0,1], неверно 

и разложение (5.20) единственно.
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В силу существования разложения (5.20) для любой непре- 
рывной функции из С|0,1] и единственности этого разложения 
система Фабера — Шаудера является базисом в банаховом про- 

странстве С10, 1]. > 

В банаховом пространстве С|0,1] можно построить систе- 
мы, аналогичные системе Фабера — Шаудера, которые также 

будут базисами в С|0,1]. Покажем, как это можно сделать. 
Пусть действительная последовательность а с двойной нумера- 

цией (К =0,1,..., 1 =0, 2*) удовлетворяет следующим условиям: 

a’. < al при a < J k т ok эт ? (5.24) 

a, =a? при Е — от 

Пусть также 

Ль = max (ai -а 1!) +0, ko. (5.25) 
1<i<2k 

С помощью точек последовательности {ai} определим на OT- 
резке [0, 1] систему типа Фабера — Шаудера. Положим 

folt)=1, filt)=t, 160,1. 
Для n >2 с разложением п = 2* +i, k=0,1,2,..., 1 = 1,25, 
определим функцию фи (#) = 2 p(t t), которая: 

1) равна единице при t = о, 

2) равна нулю вне интервала (a, 1 ‚а; В 
3) линейна и непрерывна на отрезках [а "арт и [az' , а]. 

Теорема 5.14*. Система функций {фл }2°о типа Фабера — 
Шаудера, построенная с помощью последовательности действи- 

тельных чисел {ai}, удовлетворяющих условиям (5.24) и (5.25), 
является базисом в банаховом пространстве С1|0,1]. # 

*См., например: Кашин Б.С., Саакян А.А.
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Дополнение 5.1. Неравенства 

Минковского и Гельдера 

Теорема 5.15 (неравенство Гельдера для конечных 

сумм). Для любых комплексных чисел 11, ..., 2m HW Yi, ..., Ут, 
произвольных действительных р > 1 u gq > 1, удовлетворяющих 

условию - + : = 1, справедливо неравенство 

У |eatnl < (Увы) (5 vn) (5.26) 
п=1 п=1 п=1 

< Докажем вспомогательное неравенство 

р м 
ab< — + —, (5.27) 

р Ч 

верное для любых а>20, 620, р> 1 иза>1, для которых 

141 =1. 
р 4 

В силу того, что функция шх в промежутке (0, +со) вы- 
пукла вверх, для всяких т > 0, у> 0 и любого аЕ (0,1) верно 

неравенство 

In(az + (1-а)у) 2 alnz + (1-а) Шу. 

Пусть а>0, 6 > 0, а числа p>1, g>1 связаны равенством 
1 

Е =]. Используем выпуклость логарифма, полагая в не- 

равенстве а = 1/р (при этом 1-—а = 1/4), т=а? иу= М. В 

результате получим 

(а + 59) > Lina? + tino! = па + 16 = штаб. 
р Ч р Ч 

Поскольку функция шт возрастает в области определения, TO 

из записанного неравенства вытекает неравенство (5.27) при
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а >0иб> 0. Справедливость неравенства (5.27) при а =0 или 

b = 0 проверяется непосредственной подстановкой. 

Вернемся к неравенству Гельдера. Введем обозначения: 

\= (Soa) „= 5) (5.28) 
n=1 

Если A =0 или и = 0, то неравенство Гельдера очевидно, так 

как в этом случае либо т! =... = тт = 0, либо у1 =... = ут = 0. 

Пусть А>Оинй>0. Полагаем 

a, = al ы = [ual п=1, т. 
А Г’ 

Тогда, используя неравенство (5.27) для неотрицательных чи- 

сел ал и b,, получаем серию неравенств 

|2 пУп| < |zn|? [уп 9 n=Lm 

Aue р а’ о 

Умножая эти неравенства на Ай и суммируя их, а также 

учитывая (5.28), находим 

Yolen <u 55 Delon + oD lum) = 2 nYn| S AL pr? A n а Yn 

км) == (р), (в); > 
n=1 

Теорема 5.16 (неравенство Гельдера для рядов). 
Пусть действительные числа р >1ид> 1 связаны равенством 

Le @) Le @) 

“+ Е =1. Если числовые ряды >> |rn|? и >> |уп|9 crodamca, то 
п=] n=1 

справедливо неравенство 

У Ienual < ($toa?)? (> wt)" (5.29) 
n=1
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< Воспользуемся неравенством Гельдера для конечных сумм. 

В условиях теоремы при любом т Е N справедливо неравенство 

(5.26). Следовательно, 

5 Intnl < (Soa)? (55) 
n=1 n=1 

co 

так. как частичные суммы знакоположительных рядов D> |ть|Р 
n=1 

и > |ук|Р не превосходят сумм этих рядов. Из этого неравен- 
n=1 

ства видно, что последовательность частичных сумм знакопо- 
co 

ложительного ряда »` |тькук| ограничена сверху, a потому этот 
n=1 

ряд сходится (см. 1.4). Переходя в последнем неравенстве к 

пределу при т -} +00, получаем неравенство (5.29). > 

Теорема 5.17 (неравенство Минковского для конеч- 

ных сумм). Для произвольных комплексных чисел т1, 12, 

Lm Ил, 12, ..., Ут и любого р 2 1 справедливо неравенство 

р р p 

(> [ти + in?) < (> |Zn ,) + (> vn?) (5.30) 
n=1 n=1 n=1 

< При p=1 неравенство (5.30) очевидно, поскольку 

Ita + Уп < [21| + |) ПЕЪ т. 

Пусть р> 1. Тогда имеет место очевидное неравенство: 

т т 

>. [с + уп? = У. IZn Ну Р [тп + | < 
n=1 n=1 

m т 

< у. [Zn + yn|P-*|zn| + >. |Zn + ут Уп. (5.31) 
n=1 n=1
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——_——= 

1 1 у v 
Полагая - = 1 — -, к первой сумме в правой части неравенства 

(5.31) применим неравенство Гельдера, для конечных сумм: 

т т 1 m 1 

У [п [п + у | < (Увы) (Sen + unl) — 

п=1 
n=1 nal 

m Lm 

— (> jen? (> [п + in?) 

n=1 n=1 

Здесь мы использовали тождество (p—1)q=p. Аналогично 

2 а g)S 
lyn| lon + Yn|?—! < (> vn?) (>: |2 + in?) 

n=1 n=1 n=1 

Учитывая эти неравенства в (5.31), находим 

+ < (Sout) "(5 вы)" + (Slur?) 
n=1 n=1 n=1 

Q 
|
 

т 

При >> |2n + упР =0 неравенство Минковского очевидно. 
n=1 

т 

При >> |5» + уп|? 72 0 разделим обе части предыдущего неравен- 
n=1 

т —_ 

cTBa Ha ( >> т, + val?) 1 Учитывая, что 1 — 
n=1 

неравенству (5.30). > 

‚ приходим к 

Q
l
 

=
 

м3
 
|
 

Теорема 5.18 (неравенство Минковского для рядов). 
т т 

Пусть р21. Если ряды У`|тпР и >, lyn|? сходятся, то 
=] =} 

справедливо неравенство " " 

1 

(> |tn + vn?) < (> jen? + (x vn?) р (5.32) 
n=1 n=1
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< Доказательство теоремы опирается Ha неравенство Минков- 

ского для конечных сумм. В условиях теоремы для любого 

натурального т верно неравенство (5.30). Заменяя в правой 
т 

части этого неравенства частичные суммы рядов »`|тп|Р и 
т n=1 
>> |yn|? суммами этих рядов, получаем 
n=1 

р р р 

( ‚|5 т +) < (> en?) + (> ua 

n=1 n=1 n=1 

Следовательно, частичные суммы знакоположительного ряда 
OO 

>> |tn + yn|? ограничены в совокупности, а потому этот ряд 
n=1 

сходится (см. 1.4). Переходя в неравенстве (5.30) к пределу 
при т — +00, получаем неравенство Минковского для рядов. № 

Вопросы и задачи 

5.1. Докажите, что в любом нормированном пространстве 

[, справедливо неравенство 

| — УИ < 5-9] 2, yeL. 
5.2. Докажите, что если в нормированном пространстве 

последовательности {ти} и {уп } сходятся по норме к элементам 
т иу, а числовая последовательность {A,,} сходится к числу Л, 
то последовательности {Zp + Yn} и {AnYyn} сходятся по норме к 
элементам т +уи Ат. 

5.3. Докажите, что если в нормированном пространстве 

последовательность {т} сходится по норме к элементу т, TO 

lim |7, || =|т||. im [= [|x| 
5.4. Докажите, что функция 

1 
nr =— 

p 

||] = (ole) , t= (21, ...) In) ER", 

1=1 

является нормой в R”.
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нии 

5.5. Выясните, сходится ли в нормированном пространстве 

m последовательность {х(")}, где 2) = {27}, если: 

7") = k= pn (n)_ 1 

5.6. Докажите, что следующие функции являются нормами 

в арифметическом пространстве Е": 

n i 5 k 

a) el=(Sodole?)* 6) [el = max | ox 
i=1 1=1 К=1 

5.7. Выясните, являются ли заданные функции нормами 
в линеином пространстве непрерывно дифференцируемых на 
отрезке [а,6] функций, и если да, то определите, является ли 

соответствующее нормированное пространство банаховым: 

a) max (6) 6) (а + max 0 
b 

в) max, |2'(t)| г) \e(®lat-+ max О 
a 

a) |2(b)—2(a)|+ max |a'(®| 
5.8. Докажите, что линейные пространства £,, п, C[a,b] 

являются бесконечномерными. 

5.9. Докажите, что любое конечномерное линейное много- 

образие нормированного пространства является его подпро- 

странством. 

5.10. Выясните, являются ли подпространствами нормиро- 

ванного пространства С|0,1] множества следующих функций: 

а) монотонные функции; 

6) четные функции; 

в) многочлены степени не выше k; 
г) непрерывно дифференцируемые функции;
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д) функции x(t), удовлетворяющие условию 1(0) = 0; 
1 

е) функции z(t), удовлетворяющие условию / x(t) dt = 0. 

—1 

5.11. Докажите, что любая фундаментальная последова- 

тельность метрического пространства ограничена. 

5.12. Докажите, что нормированные пространства, m и £, 

являются полными. 

5.13. Пусть x In Ul > Yn — ряды в нормированном про- 
=1 n=1 

странстве L, а элементы ТЕГиуе Г — их суммы. Докажите, 

что 

со 

‘(ти Ну") = 2+, У (ен) = dz, ЛЕК (AEC). 
n=1 

Le @) Le @) 

5.14. Докажите, что если ряды >> Zn MU D> Yn в нормиро- 
n=1 n=1 

ванном пространстве L абсолютно сходятся, TO для любых а и 
Le @) 

В ряд >` (atn + Byn) также сходится абсолютно. 
n=1 

5.15. Докажите, что в подпространстве C*(—7, 7] нормиро- 
ванного пространства C[—7,7]|, которое состоит из функций 
z(t), удовлетворяющих условию т(—т) = т(т), система 1, cosz, 
cos2z, ..., cosnz, не является замкнутой. 

5.16. Докажите, что в подпространстве нормированного 

пространства С|0,л/2], состоящем из тех функций x(t), кото- 
рые удовлетворяют условию 1(0) = 0, система sinz, зт3х, ... 

зт (2 +1), ... замкнута.



6. ОРТОНОРМИРОВАННЫЕ 

СИСТЕМЫ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ 

Гильбертовы пространства, представляющие собой част- 

ный случай банатовыт пространств, гармонично сочетают в 

себе характеристики как банаховых, так и евклидовыт про- 

странств. Это дает ряд замечательных свойств, выделяющих 

их и из банаховых, и из евклидовых пространств. Гильбер- 

товы пространства составляют наиболее распространенный и 

широко используемый в приложениях класс бесконечномерных 

линейных пространств. 

6.1. Гильбертовы пространства 

Ранее (см. 3.1) были рассмотрены бесконечномерные ев- 
клидовы пространства и некоторые их свойства. Введение в 
евклидовом пространстве евклидовой нормы превращает его 
в нормированное пространство. ‘Тем самым на евклидовы 
пространства распространяется все, что было сказано о нор- 
мированных пространствах. В частности, можно говорить о 
полном евклидовом пространстве, которое (относитель- 
но евклидовой нормы) является полным нормированным, или 
банатовым, пространством. В дальнейшем, говоря об евкли- 

довых пространствах как о нормированных пространствах, мы 
будем иметь в виду норму, индуцированную скалярным произ- 

ведением. 

Отметим, что наряду с евклидовыми пространствами, т.е. 
действительными линейными пространствами со скалярным 

умножением, можно рассматривать и комплексные линейные 
пространства со скалярным умножением, которые называют
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A 

унитарными пространствами. В унитарном простран- 
стве U скалярное умножение (т, у) удовлетворяет тем же ак- 
сиомам, что и в евклидовом пространстве, за исключением 
аксиомы коммутативности, которая заменяется следующей: 

(т, у) = (у, 1), t,y EU. 
Определение 6.1. Бесконечномерное полное евклидово 

(унитарное) пространство называют действительным (комплекс- 
ным) гильбертовым пространством* 

Другими словами, гильбертово пространство — это беско- 

нечномерное банахово пространство, норма в котором индуци- 

рована скалярным умножением. Приведем пример гильбертова 

пространства. 

Пример 6.1. Рассмотрим действительное нормированное 

пространство 42 (см. пример 5.4 для случая р=2). Покажем, 

что в этом нормированном пространстве можно ввести скаляр- 

ное умножение таким образом, чтобы норма в 42, определяемая 

формулой (5.2), была индуцирована этим скалярным умноже- 
нием. Зададим скалярное умножение в #> следующим образом: 

для любых двух элементов т = {тк}, иу= {ук} | этого нор- 

мированного пространства положим 

(т, у) = У tnYn: (6.1) 

n=1 

oo 

Это определение корректно, поскольку числовой pad >> тпуп 
n=1 

стодится, причем абсолютно. Это следует из сходимости ря- 
OO OO 

дов >` |tn|*, >> |уп|? и неравенства Гельдера для рядов при 
n=1 n=1 

p=2: 

со со со 

У тут < | Ут 4] Ут. 
n=1 \ n=1 \ n=1 

*Д. Гильберт (1862-1943) — крупнейший немецкий математик конца 

XIX — начала ХХ в. 
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—_— носнииии 

Выполнение же аксиом скалярного умножения для функции 

(т, у) очевидно. 

Индуцированная скалярным умножением (6.1) норма в 42 

задается следующим образом: 

со 

[5] = М (5, 2) = \ У leal? = ||, 2= {т}. ЕВ, 
n=1 

т.е. совпадает с нормой, заданной в нормированном простран- 

стве 42. 

Как отмечалось ранее (см. 5), все нормированные простран- 

ства £,, p21, полны, т.е. являются банаховыми. Следова- 

тельно, бесконечномерное нормированное пространство £2 со 

скалярным произведением (6.1) является гильбертовым про- 

странством. Это гильбертово пространство, как и соответ- 

ствующее нормированное пространство, обозначают символом 

bo. 

Так же можно ввести комплексное гильбертово простран- 

ство #2, состоящее из комплексных последовательностей Zz = 
CoO 

= {2}, 2 EC, nEN, таких, что У` [zn|? < со. В этом 
n=1 

линеином пространстве скалярное произведение двух последо- 

вательностей z= {2% } >| им = {шк} | определяют формулой 

Индуцированная таким скалярным умножением норма также 

совпадает с нормой, деиствующеи в fy, которая задается фор- 

мулой (5.3). # 

Бесконечномерное евклидово пространство не является гиль- 

бертовым, если оно не полное. Приведем пример такого евкли- 

дова пространства.
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Пример 6.2. Рассмотрим бесконечномерное евклидово 

пространство Ро[а,6] кусочно непрерывных функций. Скаляр- 

ное умножение в нем задается формулой 

b 

(x, y) = / r(t)y(t)dt, 2, y € Eola,b). 
a 

Можно показать, что относительно нормы, индуцированной 

этим скалярным умножением, евклидово пространство Ро (а, 6] 
не является полным и, следовательно, гильбертовым простран- 

ством. # 

Приведем два важных свойства произвольных евклидовых 

(унитарных) пространств, которые будут использованы в даль- 

нейшем. Следующая теорема фактически утверждает, что ска- 

лярное умножение, как функция двух переменных, непрерывно 

относительно нормы, индуцированной скалярным произведе- 

нием. 

Теорема 6.1. Пусть последовательности {тп} и {y,} эле- 
ментов произвольного евклидова (унитарного) пространства Н 
сходятся к элементам т Е H uy€ Н по норме, индуцированной 

скалярным умножением в Н. Тогда числовая последователь- 
ность скалярных произведений { (тп, уп) } сходится к скалярно- 
му произведению (т, у). 

< Так как lim 2, = г, числовая последовательность {||т, — ||} 
п—оо 

сходится к нулю и, следовательно, является ограниченной. В 
силу свойств нормы для всякого п Е N имеем 

[| = |5. —2 +2 < [51-21 + |||. 

Значит, последовательность {||т„ ||} также ограничена. Исполь- 
зуя неравенство Коши — Буняковского, получаем 

| (Zn; Уп) — (т, y) | — | (tn, Уп) — (In, y) + (тп, у) — (т, у) | — 

= | (тп, Yn — 9) + (Zn — т, У) | < | (Zn, yn —Y) [+] (Zn - т, у) |< 

< [туп — yll + [lan — =].
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Каждая из последовательностей {|2 || lun —y||} и {||rn —2|| УИ} 

является бесконечно малой как произведение бесконечно малой 
на ограниченную []-7.5]. Поэтому 

| (Zn, Уп) — (т, y)|— 0, п — 00, 

например, в силу теоремы о „зажатой“ последовательности 

[1-6.5]. Отсюда сразу следует, что числовая последовательность 

{(2п, уп) } сходится к числу (т, у), т.е. 

lim (т = (т, у). > jim ( n> Yn) ( ‚ у) 

Теорема 6.2. Bo всяком евклидовом (унитарном) про- 

странстве Н справедливо равенство параллелограмма 

Iz + yl’ + lz —yll? =2|= +2, 2, ye A. 

< Используя определение нормы и свойства скалярного умно- 

жения, получаем 

[2 +9]? + |5 -у|* = (2+, 2+9) +(т-ут-у)= 

= (т, т) + (у, т) + (т, у) + (у, у)-+ (т, т) — (у, 1) - (т, у) + (у, у)= 

= 2(z, z) +2 (у, y) = +2 > 

Замечание 6.1. Равенство параллелограмма важно пото- 

му, что дает критерий для норм, которые являются индуци- 
рованными некоторым скалярным умножением. В самом деле, 
если норма ||x|| индуцирована скалярным умножением, то, со- 
гласно теореме 6.2, для этой нормы справедливо равенство 
параллелограмма. Пусть норма |т| в нормированном про- 
странстве Г, удовлетворяет равенству параллелограмма. Тогда, 
можно показать, что функция, которая в действительном слу- 
чае определяется равенством 

Iz + yll? = Ix — yl? 
(x, y) = 4 ? 



486 6. ОРТОНОРМИРОВАННЫЕ СИСТЕМЫ 

а в комплексном случае — равенством 

Iz+yll*—lz—yll? |. le +eyll? - Ile —tyll? @, 4) ив, Дети НР. 
4 4 

является скалярным умножением, причем это скалярное умно- 
жение индуцирует норму ||т||. Тем самым нормированное про- 

странство Г превращается в евклидово (унитарное) простран- 

ство. # 

Пример 6.3. Покажем, что в нормированном пространстве 

C0, 1] нельзя ввести скалярное умножение, которое индуцирует 
его норму. Для этого достаточно показать, что норма в С\0, 1] 

не удовлетворяет равенству параллелограмма. 
Норма в C[(0,1] определяется следующим образом: 

12| = max (0. 2600,1] 

Рассмотрим, например, функции c(t) =tu y(t) =1—t. Для этих 

функции имеем 

т = max {| =1, = max 1-Й = 1, ||| max lt lly ll max | | 

х-+у| = max №+ (1-®| =1, 

— y|| = max $ -— (1-®| =1. 2 = max | (10) 
Прямой проверкой легко установить, что равенство параллело- 

грамма для функций т(#) и y(t) не выполняется. 

6.2. Расстояние до подпространства 

Пусть Н — гильбертово пространство, М — его подмно- 

жество. Тогда для любого т Е Н расстоянием от элемента 

т до множества М называют число 

р(т, М) = inf [= — ull.
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Отметим, что если x € М, то р(х,М) = inf || — u|| = |lz —2|| = 
и 

= 0. В каких еще случаях расстояние от элемента до множества 

равно нулю? 

Лемма 6.1. Пусть Н — гильбертово пространство. Рас- 

стояние от элемента т Е Н до множества М С Н равно нулю 

тогда и только тогда, когда © принадлежит М или является 
предельной точкой этого множества, т.е. 

р(т,М) =0 <= тЕМ. 

< Пусть р(т, М) = 0, т.е. inf [5 —и|| =0. Если тЕ М, то в силу 
ue 

свойства замыкания тЕМСМ. Если xe xz ¢ М, то, соглас- 
но определению точной нижней грани, для любого числа = > 0 
можно указать элемент иЕ М, и? т, для которого |и-—х| < =. 

То же самое можно сказать по-другому: любая Е-окрестность 
О. (т) = {ue H: |и-т| <=} содержит точки иЕ М \{:т}. Это 
значит, что элемент т является предельной точкой множе- 

ства М. 

Доказательство обратного утверждения аналогично. № 

Следствие 6.1. Если М — замкнутое подмножество 

гильбертова пространства Н ит ¢ М, то р(т, М) > 0. 

Пусть х иу — элементы действительного (комплексного) 

линеиного пространства Ё. Множество 

(z, у] = {2 Е [: == (1-а)т + ау, аЕ В, 0%а<1} 

назовем отрезком, соединяющим точки т иу. Множество 

М линейного пространства Ё называют выпуклым, если оно 

вместе с любыми своими точками 11 и т2 содержит и весь 

отрезок, соединяющий эти точки, т.е. для любых 11, 12 Е М 

nuaéR,0<a< 1, имеем (1-а)х1 tar. Е М. 

Теорема 6.3. Пусть М — замкнутое выпуклое множество 

в гильбертовом пространстве H итЕН. Тогда существует,
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причем единственный, элемент уЕ М, такой, что 

р(т, М) = |5 — yl. (6.2) 

< Если тЕ М, то р(х, М) =0=р(х,т) = ||z -—т]||, т.е. в качестве 
УЕ М можно взять сам элемент т. Единственность у очевидна, 
поскольку для любого z Е Н, отличного от 2, имеем |т— z|| > 0. 

Пусть М. Так как М замкнуто, то d= р(т,М) > 0. 
По определению 4 = р(т, М) = inf |5 —ul|. Значит, согласно 

свойствам точной нижней грани, для всякого п Е № можно 

выбрать такой элемент из Е М, что 

1 
а< p(x, ив) = | — un|| < d+ = (6.3) 

Докажем, что последовательность {un} является фундамен- 

тальной. Выберем два произвольных элемента ил и ит этой 

последовательности и для элементов т — Un и т — ит гильберто- 

ва пространства Н запишем равенство параллелограмма: 

|(2—и) + (tum) ||? + (2-и») — (2m) ||? = 

= 2||c — и +25 — uml? 

Отсюда находим 

[tin — yn |? = 2145 — мо? + 25 — tem ll? — [25 — Un — шт = 
Unt+Um ||? = 2 — un||? +22 — ull? — 4|l2— ВИ 6.4) 

Так как М — выпуклое множество, а элементы Un И Um 

принадлежат М, то (и„+ит)/2 Е М. Следовательно, согласно 

определению числа 4, имеем 

UntUm 
Zz — >d. 6.5 5 (24 (6.5
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Используя неравенства (6.3) и (6.5), из (6.4) получаем 

UntUm ||? [tn — Urn |? = 2 — tn||? + 2 2— ty |? — 42 т |< 

<2(а+ =) +2(d+—) — 4d" = 

d 2 
= 2d? +4947 40d? 445 47 ав = 

п п т т 

а а 1 1 1 1 
=4(=+ =) +2(5+-—5) < (4d+2)(-+—), 

п т пт т п т 

Возьмем произвольное = > 0 и выберем N = № (Е) так, чтобы 

М > (8d+4)/e*. Тогда при п > М ит > М имеем 

1 ~) 84+4 » 
— uml? < (44+2)(=+—) < < I|Un Um|| ( + ) тт № Е 

Таким образом, 

УЕ>0 AN=N(e)EN \>М Ут>М: |щш-и| < Е, 

что и означает фундаментальность последовательности {ип }. 

Далее, поскольку Н — гильбертово пространство и, зна- 

чит, полно, существует предел уЕ Н фундаментальной после- 

довательности {и„}. Покажем, что элемент у удовлетворяет 

требуемым условиям. Во-первых, y € М, так как {ии} СМ и 

М замкнуто. Во-вторых, учтем, что на основании теоремы о 

предельном переходе в скалярном произведении 

jim [|5 — unl = |5 — yl. 

Переходя к пределу в неравенстве (6.3) при п — со, получаем 

. . 1 —_ d< lim | -ш = 2-9 < Ша (d+ —) =4, 
п—оо 

т.е. ||x — y|| = 4.
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Наконец, установим единственность элемента уЕ М, для 

которого выполняется условие (6.2). Пусть некоторый элемент 
y* ЕМ также удовлетворяет условию (6.2), т.е. ||z —у*|| =d 
Запишем равенство параллелограмма для элементов Z— y и 
т-у: 

2 
|(2—)+(=-у)Г+|(2-у-@а-у)Р= 

= Oj — yl? + 2k —y" I? = 4d 
Отметим, что у, y* € M и, следовательно, (y+ y*)/2 Е М, так 
как множество М выпуклое. Поэтому ||z — (y+y*)/2|| > а. Учи- 
тывая это, находим 

Ф = |(1-у)+(т-у")Р + (2-у-@-у= 

= |2 — (учу +)" = 

yty" = 42 ri + lly —y*)I? > 4a? + Ily — "Il? 

Таким образом, 02 |ly—y AP. что возможно лишь при ||y— y* || = 
= 0, откуда y=y"* № 

Напомним, что гильбертово пространство Н в то же время 

является и нормированным пространством. Множество [СН 

называют подпространством гильбертова простран- 

ства Н, если оно является подпространством нормированного 

пространства Н. 

Следствие 6.2. Для любого подпространства, L гильберто- 

ва пространства Н и произвольного элемента Z Е Н существу- 

ет, причем единственный, элемент уЕ L, такой, что 

p(x, Г.) = ||x— yl]. 

< Согласно определению, подпространство гильбертова про- 

странства замкнуто. Кроме того, подпространство выпукло, 

что следует из определения линейного многообразия. Значит, к 

подпространству гильбертова пространства можно применить 

теорему 6.3. №
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6.3. Ортогональность 

Напомним, что элементы т и у евклидова (унитарного) 

пространства Н называют ортогональными (мы будем обо- 

значать это так: х 19), если (т, у) =0 [IV]. Элемент ЕН 
называют ортогональным подпространству ГС Н, если 

zz для всех те L, что будем обозначать z -1 LD. 

Теорема 6.4. Если Г, — подпространство гильбертова 

пространства H, то множество L+ = {2 ЕН: 2-1 Г} также 

является подпространством Н. 

< Выберем произвольные элементы 21, 52 Е L+. В силу опре- 

деления множества L+ для всех х Е Г справедливы равенства 

(21, 2) =0, (22, 2) =0. Поэтому для любых чисел о1, 02 € F 
имеем 

(121 + 0222, т) = 04 (21, 2) + а2 (22, т) =0, ТЕГ. 

Следовательно, 012) - 222 Е D+, т.е. L+ — линейное многообра- 

3ue. 

[+ Il do- Докажем, что множество замкнуто. Пусть последо 

вательность {z,} элементов множества L+ сходится по норме 

гильбертова пространства Н к некоторому элементу z ЕН. По- 

скольку (2, z) =0, тЕ Г, для всех п Е №, то, согласно теореме 
6.1 о предельном переходе в скалярном произведении, имеем 

(2, +) = Ша (21, 2) =0, EL. 
пою 

С L+. Т 6 - ледовательно, z Е L--. Так как любая предельная точка множе 

ства L+ является пределом некоторой последовательности эле- 

ментов из DL, то L+ = L+ и множество L+ является замкнутым. 

Итак, множество L+ — замкнутое линейное многообразие, т.е. 
подпространство гильбертова пространства Н. № 

Подпространство L+ называют ортогональным допол- 

нением к подпространству Ё в гильбертовом пространстве Н.
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Отметим, что LN L+ =0, поскольку для любого х Е LN L+ no 

определению множества, L+ имеем (т, т) = 0, откуда т = 0. 

Теорема 6.5. Пусть Ё — подпространство гильбертова 

пространства Н, тЕ Н, а элемент у — тот элемент из L, для 

которого p(z,L) = ||z —y||. Тогда т-уЕ Lt. 

< Необходимо доказать, что (x—y,h) =0 для всех hE Г. 

Возьмем в С произвольный элемент h #0. Так как элемент 

у, согласно условию теоремы, также принадлежит L, а L — 

подпространство, тоу— АЛЕ L для любого числа A €F. Значит, 

lz — (y — Ah) || > р(х,Г,) = ||z — y|l- 

Возведем полученное неравенство норм в квадрат и запишем с 

помощью скалярного произведения: 

(х-у-+ АА, т-у-+ АА) > (-ут-Уу. 

Преобразуем неравенство, используя свойства скалярного ум- 

ножения: 

(т-у, т-у) + Л(В, х-у) +A(z—y, В) +AA(h, В) 2 (1-9, т-у). 

Упростив неравенство, находим 

A(h, f—y)+A(z—y, В) + МЕР > 0. (6.6) 

Учитывая, что h 72 0 и, следовательно, ||}|| 4 0, полагаем 

(т-у, h) TY (h, т-у) А=- и А=- 
[|r| [1.2 

После подстановки этих значений в (6.6) приходим к неравен- 

ству 

_ | (Л, т—у) |? _ | (^, т—9) |? 4 | (A, т—у) |? 

|||? ИР tol 
которое сводится к неравенству |(h, z — y) |? <0, справедливому 

для любого элемента h € Г. Но так как левая часть этого не- 

2 0,
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——= 

равенства всегда неотрицательна, то (h, —у) =0 для любого 

РЕГ, т.е. хт-уЕ Г. 

Теорема 6.6. Пусть L — подпространство гильбертова 

пространства Н. Тогда для любого элемента z Е Н найдутся 

такие элементы y € L u z € L+, что будет справедливым разло- 

жение 

т=Уу- 2, 

причем это разложение единственно. 

< Пусть ЕН. Выберем, согласно следствию 6.2, элемент 

y € Г, для которого ||z — y|| = р(т,Г). Тогда по теореме 6.5 
имеем т —уЕ Lt. Положив 2 =т-— у, получим т =у+ 2, где 

УЕ изЕГ-. Докажем, что это представление единственно. 

Допустим, что существуют два разложения элемента т, т.е. 

т = +21 = у + 22, yi, у Е L, az, 22 Е L+. Из равенства двух 

сумм находим Yj — Y2 = 22 — 21, причем yj —у2Е Lu 22—21 Е Lt, 

поскольку Ги L+ — подпространства. Выше было отмечено, 

что LNL+ =0. Значит, 91 — yo = 22—21 =O ny = yo, 21 =22. Мы 

пришли к выводу, что два произвольных разложения элемента г 

совпали. Поэтому элемент г имеет единственное разложение. № 

В разложении х =y+z, уЕ Г, 2 Е L+ элемент у в подпро- 

странстве Ё гильбертова пространства Н называют ортого- 

нальной проекцией элемента т на подпространство L. 

Теоремы 6.4 и 6.6 переносят на бесконечномерные евкли- 

довы пространства аналогичные утверждения из линейной ал- 

гебры [IV]. Используя понятие прямой суммы, утверждение 

теоремы 6.6 можно сформулировать следующим образом: гиль- 

бертово пространство Н можно представить в виде прямой 

суммы произвольного подпространства Ё и его ортогональ- 

ного дополнения L+: H=L@L+. Это утверждение верно 

для любого конечномерного евклидова пространства [IV], но 

если евклидово пространство бесконечномерно, то утвержде- 

ние сохраняет силу лишь при дополнительных требованиях: 

пространство должно быть полным, а подпространство (в тер-
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минологии бесконечномерных пространств — линейное много- 

образие) — замкнутым. В конечномерных пространствах оба, 
дополнительных требования выполняются автоматически. 

В дальнейшем прямую сумму Н = L@®L+ в гильбертовом 

пространстве Н будем называть ортогональной суммой. 

Теорема 6.7. Линейное многообразие М гильбертова про- 

странства Н всюду плотно в Н тогда и только тогда, когда 

единственным элементом xz Е Н, ортогональным М, является 

нулевой элемент: 

M=H <=> (cL M => 2=0). 

< Необходимость. Пусть линеиное многообразие М всюду 

плотно в Н (т.е. М =Н) ит 1 М. Тогда существует последо- 
вательность {у„} элементов из М, сходящаяся к т по норме в 

Н. Поскольку z 1 М, то (2, yz) =0, пЕ №. Значит, согласно 
теореме 6.1 о предельном переходе в скалярном произведении, 

lim (z, Yn) = (т, x) =0, откуда z = 0. 

Достаточность. Пусть в Н единственным элементом, 

ортогональным всем элементам из М, является нулевой эле- 

мент. Множество М является подпространством гильбертова 

пространства Н (см. теорему 5.5). Рассмотрим его ортого- 
— — |. — 

нальное дополнение М Если ЕМ`,, т.е. 2 Е М, то & Е М. В 
—1 

этом случае по условию теоремы z = 0. Следовательно, M = 0. 

Выберем произвольный элемент xz € H. Согласно теореме 6.6, 

имеет место разложение 5 =у+ 2, геуЕ М, 2Е М = 0. Таким 

образом, х =уЕ М, иН =М. № 

6.4. Ортонормированные системы и ряды Фурье 

Рассмотрим базисы в гильбертовых пространствах (о ба- 

зисах в банатовыт пространствах см. 5.5). 

Определение 6.2. Произвольное множество Ё (не обяза- 
тельно счетное или конечное) ненулевых элементов гильбертова
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пространства Н называют ортогональной системой, если 

любые два различных элемента этого множества ортогональ- 

ны: (е1, €2) =0 при е1, е Е Е ие! #е2. 

Определение 6.3. Ортогональную систему Е элементов 

гильбертова пространства Н называют ортонормированной 

системой, если норма каждого элемента этой системы равна, 
единице: ||е| =1, еЕ E. 

Отметим, что понятие конечной ортогональной (ортонор- 

мированной) системы введено в [IV], а счетной системы — в 
3.1. И в том и в другом случае ортогональная (ортонормиро- 
ванная) система понимается как упорядоченный набор элемен- 

тов (конечная или бесконечная последовательность элементов). 
Поэтому и в общем случае такую систему следует считать упо- 
рядоченной и записывать как „несчетную последовательность“ 

{€asaer, где Г — некоторое множество индексов. 

Мы ограничимся только счетными ортогональными и орто- 
нормированными системами. В этом случае [ = №, а систему 

можно записать как последовательность: {€,}?2). 

Пример 6.4. В деиствительном гильбертовом простран- 

стве 42 (см. пример 6.1) со скалярным умножением (6.1) орто- 
нормированной является, например, такая система, последова- 
тельностей: 

е! = {1,0,0,...,0,0,...}, 

ео = {0,1,0,...,0,0,...}, 

e, = {0,0,0,...,0,1,0,...}, 
—— 

п-—1 

“ п п) (п) _ 
В этой системе en = {at )}00 где a”) =, пЕМи т, =0 для 
всех К 72 п. Ортонормированность этой системы очевидна.
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Пример 6.5. В бесконечномерном евклидовом простран- 

стве Eo[—7, 7] кусочно непрерывных функций на отрезке [—7, 7] 
со скалярным умножением 

п 

(f, 9) = ] f(x) (а) 4, f,9 € В [-т, п 

ортонормированной системой является тригонометрическая 

система 

1 cosx  зшт cosnz  зшпт 

Уж’ Ут’ мт’ Мл’ Vn’ 

Это доказано в 3.1. # 

Если {е„}5° — счетная ортонормированная система, гиль- 
бертова пространства Н, то произвольная числовая последова- 
тельность {ах } |, a, ЕЕ, KEN, позволяет составить ряд по 

©. $) 

этой системе вида )` хех, представляющий собой ряд элемен- 
k=1 

тов нормированного пространства Н. 

Определение 6.4. Пусть Н — гильбертово пространство 

и {e,}0°, — счетная ортонормированная система в Н. Для 
любого элемента г Е Н числа су = (х, eg), КЕ М, называют ко- 
эффициентами Фурье элемента т по ортонормированной 

OO 

системе {e,}°2,, a ряд >> скек, построенный с помощью этих 
k=1 

коэффициентов, — рядом Фурье элемента, г по этой ортонор- 

мированной системе. 

п 

Определение 6.5. Частичную сумму >> chez, ряда Фурье 
k=1 

элемента z Е Н по ортонормированной системе {e,,}?2., назы- 
вают многочленом Фурье п-го порядка, элемента, х. 

Основная цель этой главы — изучение рядов Фурье в гиль- 

бертовых пространствах. Выясним предварительно некоторые 
свойства многочленов Фурье.
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Нетрудно доказать, что любой конечный набор элементов 

ортогональной (ортонормированной) системы {еп }2°_| является 
линейно независимой системой. Следовательно, для всякого 

пЕМ линейная оболочка Г» = (е1,..., €n) является п-мерным 

линейным многообразием, которое замкнуто (см. теорему 5.4), 

а потому является п-мерным подпространством в Н. При 
этом система элементов е1, е2, е’ составляет базис в Гл. 
Всякий элемент и Е Ly, можно единственным образом разложить 
по этому базису, т.е. представить в виде 

п 

и = уз Окек, 

k=1 

где коэффициенты разложения A, определены однозначно. Co- 

гласно теореме 6.3, для любого элемента x Е Н существует, 
п 

причем единственный, элемент ur = >»; отек Е Ln, такой, что 
k=1 

п 

p(z, Ln) = | — > akex|| 
k=1 

Следующая теорема показывает, что представляют собой 

элемент ил и его коэффициенты а. 

Теорема 6.8. Пусть Н — произвольное гильбертово про- 

странство, {е1,..., €n } — конечная ортонормированная система 
в Ни Ly, = (е1, ..., ев) — линейная оболочка этой системы. To- 

гда для любого элемента, x Е Н верны формулы 

п 

р(т, Ly) = [2 Усе | (6.7) 
k=1 

и 
п 

Е — >> lee’, (6.8) 
k=1 

где ск = (т, ex), К = 1, п, — коэффициенты Фурье элемента г.
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п 

< Выберем произвольный элемент и = )> акек Е Г. и рассмо- 
k=1 

трим скалярный квадрат элемента, т — и: 

2 п 9 n n 

2 — ull? = [=- ) ayer] = (2 -Dvaree, == Yraner) = 

n п п п 

==? - У ан (еь, =) - У`ак(т,ек) + >_> ‘акк (ex, ei) = 
k=1 =1 k k=11=1 

п п п 

= ||? ‘оке У > Gece + У laxl?. (6.9) 

Здесь сх = (5, ex), К =1, п. Для любых двух комплексных чисел 

ак и Ch верны соотношения 

[ск — On|? = (ск — ак) (ск — ак) = (Ch — ак) (ск — OE) = 

= СкСь — “ск — @ксь + акак = cx? — ApCe — AKCE + lor”, 

из которых находим 

—акск — HECK + |[ак|? = [ск — ак? — [ск 

Учитывая это тождество в правой части равенства (6.9), полу- 
чаем 

п 2 п п 

|—Уаеь| = lel? + У к-р. = (6.10) 
k=1 k=1 k=1 

n 

Очевидно, что сумма У` |сх — ок|? достигает своего минималь- 
k=1 

ного значения, равного нулю, при ар = ск, K=1,n. Значит, 
и минимальное значение ||т — ul|, иЕ Г, достигается при этих 

условиях, т.е. когда числа ах являются коэффициентами Фурье 

элемента т. Это доказывает соотношение (6.7). Согласно опре-



6.4. Ортонормированные системы и ряды Фурье 499 
——— 

делению расстояния OM элемента до подпространства, имеем 

p*(2,Ln) = min | Убе =|з УЗ = lal? ую, 
оз ЕЕ. 

= п 

что совпадает с равенством (6.8). > 

Таким образом, элементом подпространства [= (е1, ..., ев) 

гильбертова пространства Н, реализующим расстояние от эле- 

мента т ЕН до Ly, является многочлен Фурье порядка п эле- 

мента х по ортонормированной системе {е}5°_|. 

Следствие 6.3. Пусть Н — гильбертово пространство, 

{e,}2°, — счетная ортонормированная система в Н. Тогда 

т п 

[= — den | < [= — Усе | т > п, 

k=1 k=1 

где сх = (xz, ex), КЕМ, — коэффициенты Фурье элемента т по 

системе {er }5°_1. 

< Из теоремы 6.8 следует, что 

т п 

[5 Усе | = р(т, т), [2 Усе | = p(z, Ln), 
k=1 k=1 

где Ly = (e1, .-., en) и Lm = (е1, ..., ев). Поскольку Ln С Lm 

при т > п, то 

p(x, Lp) = min |2 — ull > min Iz -—ull=p(z,Lm). >» 

Теорема 6.9. Пусть Н — гильбертово пространство и 

{еп} — счетная ортонормированная система в Н. Тогда для 

любого элемента г Е Н верно неравенство Бесселя: 

со 

rll? > У [с 
k=1 

где ск = (т, ex), КЕМ, — коэффициенты Фурье элемента zx по 
системе {e, }°°,.
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< Неравенство Бесселя является следствием равенства, (6.8), 

и его доказательство дословно совпадает с доказательством 
неравенства Бесселя для бесконечномерных евклидовых про- 
странств (см. теорему 3.2). > 

Отметим, что теоремы 6.8 и 6.9 верны для произвольных 

бесконечномерных евклидовых и унитарных пространств, а не 

только для полных (т.е. гильбертовых). 

6.5. Ортонормированные базисы 

Все сказанное о счетных базисат в банатовыт простран- 

cmeaz (см. 5.5) относится и к гильбертовым пространствам, 

являющимся частным случаем банаховых пространств. Одна- 

ко, как и в конечномерных евклидовых пространствах, наи- 

больший интерес представляют счетные базисы, относящиеся 

к ортогональным (ортонормированным) системам. Такие ба- 

зисы обладают рядом важных свойств, среди которых следует 

отметить простоту процедуры разложения элементов гильбер- 

това пространства по этим базисам. Кроме того, для проверки 

базисности ортонормированных систем существуют простые и 

эффективные критерии. 

ы © @) Определение 6.6. Счетный базис {e,}°2, гильбертова 
пространства Н, являющийся ортогональной (ортонормиро- 
ванной) системой, называют ортогональным (ортонорми- 
рованным) базисом в Н. 

Теорема 6.10. Счетная ортонормированная система {е„} 
в гильбертовом пространстве Н является ортонормированным 

базисом тогда и только тогда, когда любои элемент ТЕН 

является суммой своего ряда Фурье по этой системе: 

© @) 

т = У cree: (6.11) 
k=1 

где ск = (т, ex), KEN.
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< Необходимость. Пусть система {e,}02, является ор- 
тонормированным базисом в гильбертовом пространстве H. 
Тогда всякий элемент xz Е Н единственным образом можно пред- 

oo 

ставить в виде сходящегося ряда: т = > акек. Покажем, что 
k=1 

коэффициенты ах, КЕ №, являются коэффициентами Фурье эле- 

мента т. Для этого заметим, что в силу ортонормированности 

системы {e, }°°., при всех n > k верно равенство 

п п 

(>. Amem, ex = э от (ет, €k) = A. 
т=1 т=1 

Согласно теореме 6.1 о предельном переходе в скалярном про- 

изведении, имеем 

co n 

Ck = (т, ex) — (У. AmEm ex | — (lim >. Отт › ex) — 

т=1 т=1 

п 

= lim ( ) AmeEem, ex = lim a, =ax, КЕМ. (6.12) 
N— Co N— Oo 

т=1 

OO Достаточность. Пусть {e,}°2, — ортонормированная 
система и всякий элемент x € Н является суммой своего ряда 
Фурье (6.11). Ряд Фурье элемента т представляет собой 

разложение этого элемента по системе {ев }°C,, что доказывает 
существование разложения всякого элемента, xz Е Н по системе 
{е„,} 2. Осталось доказать, что для всякого элемента тЕН 
разложение единственно. 

co 

Пусть z= >}; окек — разложение элемента т по ортонор- y kek 
k=1 

мированной системе {e,}°°,. Повторяя вычисления в COOT- 
ветствии с равенствами (6.12), получаем ск = ак, KEN, т.е. 
произвольно взятое разложение элемента, г по системе {ев }°° | 
совпадает с рядом Фурье элемента х по этой системе. > 

Отметим, что в теореме 6.10 доказано более общее утвер- 

ждение: если {e,}°°, — произвольная ортонормированная си-
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crema (не обязательно являющаяся базисом) гильбертова про- 
странства, Н и элемент г Е Н является суммой некоторого ряда, 

по этой системе, то этот ряд есть ряд Фурье элемента т Е Н по 

системе {ев } 52|. 
Для любой ортонормированной системы в гильбертовом 

пространстве Н выполняется неравенство Бесселя (см. теоре- 

му 6.9). Если ортонормированная система является базисом в 

Н, то это неравенство становится равенством. 

Теорема 6.11. Для того чтобы ортонормированная сис- 

тема {e,}°2, гильбертова пространства Н была его базисом, 

необходимо и достаточно, чтобы для любого элемента zc ЕН 

выполнялось следующее равенство Парсеваля: 

$) 

rll? = > |+, 
k=1 

где сх = (x, ex), КЕМ, — коэффициенты Фурье элемента т по 

системе {ев } 52|. 

< Необходимость. Пусть {e,}?2, — ортонормирован- 

ный базис гильбертова пространства Н. ‘Тогда для любого 
$) 

тЕН в силу теоремы 6.10 имеем представление т = )> скек, 
k=1 

где сх = (т, ex), КЕМ. Сходимость этого ряда к элементу т 

означает сходимость к т последовательности его частичных 
п п 

сумм >> che, по норме в Н, т.е. lim |=- > cree | = 0. Учиты- 
k=1 ‘ k=1 n—Oco 

вая формулы (6.7) и (6.8), получаем 

п 

Jim (|? -У ен?) =0, 
k=1 

что и доказывает справедливость равенства Парсеваля. 

Достаточность. Пусть {e,}o2, — ортонормирован- 
ная система гильбертова пространства Н, для любого элемента
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a 

Le < 

ЕН числовой pad У` |ск|? сходится и, кроме того, выполняет- 
k=1 [© © 

ся равенство Парсеваля ||т||? = D> |ск|2, где ck = (т, ex), КЕМ, — 
k=1 

коэффициенты Фурье элемента г по системе {e,}°2,. Тогда, 

используя соотношения (6.7) и (6.8), получаем 

2 › п , , со 

= lim (|= -У |< = 1:21 -У ен —0. 

k=1 k=1 

n 

lim |=- ) Chek 
n—oo 

k=1 

ео 

Это означает, что ряд У, Chex сходится к элементу тЕН по 
k=1 , 

норме в Н. Таким образом, элемент г Е Н является суммои 

своего ряда Фурье. Поскольку © — произвольный элемент 
гильбертова пространства Н, то, согласно теореме 6.10, ор- 

тонормированная система {e,}°C, является базисом в Н. № 

В силу теоремы 5.12 любой базис {e,}°2, банахова про- 
странства В является замкнутой системой, т.е. линейная обо- 

лочка этой системы всюду плотна в В. Однако в произвольном 

банаховом пространстве не всякая замкнутая система является 

базисом. Следующая теорема показывает, что в гильбертовом 

пространстве понятия базисности и замкнутости для ортонор- 

мированных систем эквивалентны. 

Теорема 6.12. Ортонормированная система {e,}°°, гиль- 
бертова пространства Н является базисом тогда и только то- 

гда, когда она замкнута в Н. 

<4 Замкнутость всякого, в том числе ортонормированного, ба- 
зиса в гильбертовом пространстве следует из теоремы 5.12. До- 

кажем обратное. Пусть линейная оболочка Г, системы {en}°°, 
является всюду плотным множеством в Н. Покажем, что 
{en }°°, — ортонормированный базис в Н. Условие плотности 
Г в Н означает, что для любого элемента т Е Н и любого чис- 

ла Е > 0 можно указать такой элемент т: Е L, что |т-т.|| <Е 

(см. 5.4). Элемент т; принадлежащий линейной оболочке Г,
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sa 

является линейной комбинацией элементов системы {e;,}, т.е. 
М 

т: = >, Ope, для некоторых чисел ay, К =1, М. Согласно тео- 
k=1 

реме 6.8, примененной к конечной ортонормированной системе 

е1,..., ем, заключаем, что 

[= -Yrasl- 

где ск = (т, ex), КЕМ, a Гм = (e1,..., ем). Отсюда в силу 

следствия 6.3 получаем 

п N 

Jz — У\ске < =- even] <e, п > М. 

k=1 k=1 

Таким образом, для произвольного x Е Н установлена ис- 

тинность следующего утверждения: 

р(т,Ём) < | -Yoaval = = || — z-|| <e, 

n 

Ve>0 IN = N(e) EN Уп > М: |8 Sener 

п 

что означает существование предела lim [= _У` сне, | = 0. 

Следовательно, т = >> Chex. Согласно теореме 6.10, система 
k=1 

{€n}P°, является ортонормированным базисом в Н. № 

Доказанное утверждение можно перенести на произвольные 

ортогональные системы, т.е. условие нормированности элемен- 

тов системы в этом случае несущественно. 

Теорема 6.13. Ортогональная система {ф»}>^_| в гильбер- 
товом пространстве Н является счетным базисом в Н тогда и 

только тогда, когда она замкнута в Н. 

« Замкнутость всякого базиса в гильбертовом пространстве, 

в том числе ортогонального, следует из теоремы 5.12. До- 

кажем обратное. Пусть {ф„}<°; — замкнутая ортогональная
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система в Н. Поскольку элементы фз ортогональной систе- 

мы отличны от нуля, то ее можно пронормировать, полагая 
en = фт /||21 |, ПЕ М. В результате получим ортонормирован- 

ную систему {e,}°°,, которая является замкнутой в Н, так 

как линейные оболочки систем {y,} и {ев} совпадают. Зна- 
чит, ортонормированная система {e,} является базисом в Н. 
Поэтому любой элемент тЕ Н единственным образом можно 

со 

представить сходящимся рядом т = > Chen — рядом Фурье 
n=1 

этого элемента. Ho этот ряд легко преобразовать в ряд по 
системе {ри}: 

©.) ©.) Cn 

t=) jentn=) Tom n=1 n=1 

Очевидно, что любой ряд по ортогональной системе {р} 
преобразуется в ряд по системе {e,}. Значит, предъявленное 
разложение г по системе {фи} единственно. 

Итак, любой элемент т Е Н имеет разложение по системе 
{п}, и притом единственное. Следовательно, эта система — 
счетный базис в A. № 

Рассмотрим еще одну характеристику ортонормированных 

систем. Как и в случае бесконечномерных евклидовых прост- 

ранств (см. определение 3.3), ортонормированную систе- 

му {e,}°°, гильбертова пространства Н называют полной, 
если единственным элементом в Н, ортогональным всем эле- 

ментам системы {e,,}°°,, является нулевой элемент. 

Теорема 6.14. Для того чтобы ортонормированная систе- 

ма {e,}°2, гильбертова пространства Н была базисом в Н, 

необходимо и достаточно, чтобы она была полной в Н. 

<4 Эта теорема — простое следствие теорем 6.7 и 6.12. Действи- 
тельно, на основании теоремы 6.12 ортонормированная система 

{е,}°| является базисом тогда и только тогда, когда она за- 
мкнута, т.е. линеиная оболочка Г этой системы всюду плотна
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в Н. В свою очередь, согласно теореме 6.7, линейное мно- 

гообразие Г всюду плотно в Н тогда и только тогда, когда 

единственным элементом в Н, ортогональным всем элементам 
линейного многообразия L, является нулевой элемент. Нам 

остается показать, что если т Те;, KEN, то т + КЁ, так как 

элемент, ортогональный [,, ортогонален всем элементам в Ё, в 

том числе и элементам системы {ев}. 
Пусть т — элемент из H, ортогональный всем элементам 

системы {e,}, т.е. (т, ex) =0, КЕМ. Любой элемент y € L 
является линейной комбинацией элементов системы {en}, т.е. 

п 

у = >> Qe, для некоторых ак. Поэтому 
k=1 

n n n 

(т, у) — (>, У оке) — У о (т, ек) — У а ‘0 =0. 

k=1 k=1 k=1 

Это означает, что элемент х ортогонален Ё. №» 

Пример 6.6. В гильбертовом пространстве 4 (см. пример 

6.1) ортонормированная система последовательностей 

е1 = {1,0,0,...,0,0,...}, 

eo = {0, 1,0,...,0,0,...}, 

en = {0,0,0,...,0,1,0,...}, 
—— 

n—l 

является ортонормированным базисом. Действительно, как по- 

казано в примере 5.13 (случай р = 2), эта система является 

счетным базисом в банаховом пространстве 45, норма в котором 

индуцирована скалярным умножением гильбертова простран- 

ства. Нетрудно увидеть, что эта система является ортонор- 

мированной, а потому — ортонормированным базисом. В том 

же примере показано, что последовательность т = {тк} 2 Е £2 
OO 

имеет разложение т = )>) Lnen по заданной системе. Согласно 
k=1 

теореме 6.10, этот элемент имеет разложение в ряд Фурье по
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заданной системе. В силу единственности разложения элемен- 
со 

та по базису ряд т = )> тпе„ является рядом Фурье элемента 
k=1 

т по ортонормированной системе {e,,}, а члены ть последова- 
тельности т Е > — коэффициентами Фурье элемента ZF по этой 

системе. 

6.6. Ортогонализация и существование 

ортогонального базиса 

Как показано в 6.5, если счетная система в гильбертовом 

пространстве является ортогональной (ортонормированной), 

то проверка того, является ли эта система базисом, заметно 

упрощается. Поэтому в гильбертовых пространствах важно 

уметь строить именно ортогональные (ортонормированные) 

системы. Обычно не составляет труда указать в гильберто- 

вом пространстве какую-нибудь счетную линейно независимую 

систему элементов. Ортогональную систему можно строить, 

отталкиваясь от такой линейно независимой системы. Широко 

известен алгоритм преобразования произвольной линейно неза- 

висимой системы в ортонормированную систему, называемый 

процессом ортогонализации Грама — Шмидта (или процессом 

ортогонализации Шмидта). Этот алгоритм применяется для 

построения ортонормированных базисов в конечномерных ев- 

клидовых пространствах [IV], но без изменений переносится 
и в бесконечномерные евклидовы и унитарные пространства. 

Суть процесса ортогонализации Грама — Шмидта состоит в 

TOM, что исходную систему {9%}, заменяют эквивалент- 

ной ей ортонормированной системой {ex }P°,, т.е. такой, что 
любой элемент ех является линейной комбинацией элементов д; 

с номерами 1 < К и, наоборот, любой элемент дк является линей- 

ной комбинацией элементов е; с номерами i < К. Существование 

для произвольной счетной линейно независимой системы экви- 

валентной ей ортонормированной системы утверждает следу- 

ющая теорема, однако заметим, что в данном случае важна
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не столько формулировка этой теоремы, сколько ход ее до- 

казательства, так как именно в доказательстве раскрываются 

детали процесса Грама — Шмидта. 

Теорема 6.15. Пусть {g,}?2, — произвольная линейно 
независимая система элементов гильбертова пространства Н. 
Тогда в Н существует ортонормированная система элементов 

{ек} 1, связанная с системой {9%} соотношениями 

Ck = ак191 + ак292 +...+акк9дк, КЕМ; 
(6.13) 

Ok = быте: + бкоез +...+бкек, KEN, 

в которых а, by; ЕЕ, i=1,k, КЕМ, причем az, 40 и dy, £0, 

КЕМ. 

< Доказательство удобно проводить в два этапа. На первом 
этапе мы построим ортогональную систему, удовлетворяющую 
соотношениям вида (6.13) (построение такой системы и есть 
собственно процесс ортогонализации Грама — Шмидта). На 
втором этапе мы пронормируем каждый элемент ортогональ- 
ной системы так, чтобы все элементы имели единичную норму. 

Итак, построим ортогональную систему { № } ©? |, для кото- 
рой выполняются соотношения 

[к = ак191 + @к292 +...+акк9дк, КЕМ; (6.14) 
9k = Вы Л1 + Вк 2 +...+ Вкк Лю, KEN, 

где ap, £0, Bex 40, КЕМ. Отметим, что элементы f, определя- 

ются с точностью до числового множителя, так как умножение 
этих элементов на число не нарушает ни вида соотношений 
(6.14), ни условий их взаимной ортогональности. Поэтому мы 

можем считать, что бук =1, КЕМ, и строить элементы f, ис- 

ходя из второй группы соотношений (6.14), т.е. искать [к в 
соответствии с формулой 

fk = 9% — Вы Л -—...- Beye-ife-1, КЕМ. (6.15)
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Для К =1 находим, что f} = 091. При этом а11 =170. Для 

k =2 в силу уравнений (6.15) элемент fo следует искать в виде 

fo = 92 - ВЛ, 

причем этот элемент должен быть ортогонален уже наиденному 

элементу }1. Следовательно, 

0 = (fo, fr) = (92 — Ва Л, Л) = (92, fr) — Ва (fi, Я). 

Отсюда находим, что 

(92, fi) 

Pas 7 (fi, fi) 

_ (92, fi) (92, fi) 
= 9 (Л, fi) (fi, fi)?” 

т.е. верно первое соотношение (6.14) в случае К = 2, причем 
Q22 = 10 (второе соотношение, напомним, равносильно ра- 
венству (6.15), исходя из которого и был построен элемент fo). 

Далее мы можем построить элемент f3 = 93 — бз1  — Вз2 р, 

используя для определения коэффициентов 031 и G32 условия 

ортогональности f3 1 ди fs + fy. 

Продолжая процесс ортогонализации в соответствии с ме- 
тодом математической индукции, полагаем, что построены 

первые п — 1 попарно ортогональных элементов fj, fo, 

fn—1 Е H, удовлетворяющих условиям (6.14) при k= 1,n—1. По- 
строим элемент f, € H вида (6.15) при k = п, ортогональный 

элементам 1, fo, fn—-1. Условие [к 1 fn (К < п) означает, 
что 

fi=g2- 

n—1 

0 = (ль, fr) = (%- > Brifis №) = j=l 
п-1 

— (Gn, fk) -У Вы; (fj; fk) — (On; fr) — Bnk (Тк, fr). 

j=l



510 6. ОРТОНОРМИРОВАННЫЕ СИСТЕМЫ 

Это позволяет найти все коэффициенты бк, К =1,п-1. В 

результате получаем 

“А (9ns Fr) 
in = Gn >. р) (6.16) 

Из этого соотношения, а также из соотношений (6.14) при k = 
= 1, п-1 заключаем, что выполняется первое соотношение (6.14) 
при К = п. Действительно, в представлении (6.16) в правой 
части достаточно заменить каждый элемент |, линеиной ком- 

бинацией элементов J), 92, ..., дк, что возможно в силу первого 

соотношения (6.14). В результате получим представление эле- 

мента f, в виде линейной комбинации элементов 01, Qn) 

причем коэффициент при gn равен единице, т.е. в первом COOT- 

ношении (6.14) при К = п имеем ann = 140. Отметим, что из 
этого представления вытекает, что f, 7 0, так как этот элемент 

является линеиной комбинацией линеино независимой системы 

элементов и в этой линейной комбинации есть ненулевые коэф- 

фициенты. 

Итак, если ненулевые элементы f1, ..., fn—1 попарно орто- 

гональны и удовлетворяют соотношениям (6.14) для k =1, п-1, 
то существует элемент f, 7 0, определяемый формулой (6.16), 

такой, что система элементов fj, fn ортогональна и для 

нее верны равенства (6.14). Согласно методу математической 

индукции, существует счетная ортогональная система {}} 52|, 

удовлетворяющая условиям (6.14). Тем самым первая часть те- 

оремы доказана. Элементы f, определяются последовательно 

по возрастанию номеров с помощью формулы (6.16). 
Чтобы завершить доказательство теоремы, требуется по- 

строить не просто ортогональную систему элементов, а орто- 

нормированную систему. Поскольку все элементы } ненуле- 

вые, то для этого достаточно их пронормировать: 

tr 
ег = -—, КЕМ. 6.17 
ТЯ (6.17)
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Построенная ортонормированная система {e,})-; является ис- 
комой, поскольку с учетом (6.17) равенства (6.14) можно запи- 
сать в виде (6.13), если положить 

OK; 
On, = —, bei = Beillfell, KEN, t=1,k. > 

lI Fell 

Из доказательства теоремы 6.15 вытекает, что каждый 

очередной элемент строящейся ортонормированной системы 

определяется с точностью до множителя +1. Таким образом, 

элементы любой другой такой системы будут отличаться от 

элементов построенной системы только знаком. Отметим так- 
же, что для исходной линейно независимой системы {9%} и 
эквивалентных ей ортогональной {№ }P° , и ортонормированной 
{e,}2, систем линейные оболочки систем е1, ..., ев, fi, ..., fn 
и 91,..., Jn совпадают для любого натурального п: 

(€1, ...) еп) — (fi, у fn) = (91, ...) 9п). (6.18) 

Теорема 6.15 позволяет получить следующий важный ре- 

зультат. 

Теорема 6.16. В гильбертовом пространстве Н существу- 

ет счетный ортонормированный базис тогда и только тогда, 

когда Н является сепарабельным пространством. 

< Необходимость. Поскольку гильбертово пространство 

является банаховым, сепарабельность гильбертова простран- 

ства со счетным ортонормированным базисом следует из те- 

оремы 5.11. 

Достаточность. Пусть Н — сепарабельное гильбер- 
тово пространство. Докажем, что в нем существует счетный 

ортонормированный базис. Из сепарабельности Н следует, 

что в этом гильбертовом пространстве существует последова- 

тельность элементов М = {9%} |, являющаяся всюду плотным 
множеством. Не ограничивая общности рассуждений, будем 

считать, что первый элемент 91 отличен от нуля (иначе нужно 

изменить нумерацию элементов М).
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Обозначим 1 = 41 и рассмотрим последовательность остав- 

шихся элементов {9% } о. Пусть gy — первый элемент в этой по- 
следовательности, линейно независимый с 1/1 = gi, Т.е. дк F Лд1 

ни при каком ЛЕГ. Такой элемент g, существует, посколь- 

ку иначе последовательность {9к}°?°, являлась бы подмноже- 
ством одномерного подпространства (gi) гильбертова про- 

странства Н (см. теорему 5.4). Поскольку подпространство 
гильбертова пространства — замкнутое множество, то в этом 

случае выполнялось бы включение М С (91), откуда (91) = H, и 
Н было бы одномерным пространством. Но это противоречит 

определению гильбертова пространства. 

Обозначим Wo = дк и снова рассмотрим последовательность 

оставшихся элементов 9+1, 9к+2, Пусть 91 — первый эле- 

мент в этой последовательности, линейно независимый с 1/1 = 91 

и 12 = 9%. Такой элемент g; найдется, поскольку иначе гильбер- 

това пространство Н будет совпадать с линейной оболочкой 

(41, 42), т.е. являться двумерным, что противоречит определе- 

нию гильбертова пространства. Обозначим w3 = 91. 

Продолжая процесс, построим бесконечную линейно незави- 

симую систему элементов {1 }2°, С М. Такая система будет 

бесконечной, поскольку для построенных М линеино независи- 

мых элементов YW), 4о,..., WN в оставшейся части системы {gx } 
можно найти элемент 9., линейно независимый с элементами 

1, 42, ..., WN, так как иначе гильбертово пространство Н co- 

впадало бы с линейной оболочкой (1, о, ..., фм) и являлось 

бы конечномерным линейным пространством, что противоре- 

чит определению гильбертова пространства. Система {tp } 521 
линейно независима, т.е. любая конечная ее подсистема Yn; 

Wno, +++) ть) M1 < П2 < — < пу, является линейно независимой, 

поскольку линейно независима система фт, 12, ..., Yn, [IV]. 
Кроме того, любой элемент д, либо совпадает с одним из 

элементов W,, либо является линейной комбинацией элементов 

Чл, 142, ..., Wn—-1 для некоторого номера п. Следовательно, 

множество М = {9% }2°_| является подмножеством линейной обо- 
лочки элементов 1, 12, ..., Wn, ... Значит, замыкание линей-
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ной оболочки элементов 1, 1, Wn, содержит в себе 
множество М = Н, а построенная система {y,}%, является 
замкнутой счетной линейно независимой системой элементов 

гильбертова пространства Н. 

Применим к системе {1} >| процесс ортогонализации Гра- 

ма — Шмидта. В результате получим эквивалентную ортонор- 
мированную систему {ев }°_|, т.е. такую, что 

(е1, е2, ...) Cn) = (41, 2, ..:9 Un); пе №. 

Следовательно, линейные оболочки систем {еп} и {4} также 
совпадают. Поскольку линейная оболочка системы {W,} всюду 
плотна в Н, то и линейная оболочка, системы {e, } всюду плотна 
в Н. Согласно теореме 6.12, ортонормированная система {e,} 
является счетным ортонормированным базисом сепарабельного 
гильбертова пространства Н. № 

Следствие 6.4. Применение процесса ортогонализации 

Грама — Шмидта к произвольной замкнутой счетной линей- 
но независимой системе элементов сепарабельного гильбертова 
пространства Н позволяет получить счетный ортонормирован- 
ный базис в Н. 

6.7. Изоморфность гильбертовых 

сепарабельных пространств 

Напомним, что линейные пространства Г и Lo называ- 

ют изоморфными, если существует биективное отображение 

ф: [1 + Lo, сохраняющее алгебраические операции, т.е. удовле- 

творяющее следующим условиям: 

1) p(x+y) = ф(т) +Ф(у), зуЕ Li; 
2) p(Az) = Лр(т), тЕ 4, ЛЕЕ. 

При этом само отображение ф называют изоморфизмом 

линейных пространств Гл и Lo. 

Определение 6.7. Гильбертовы пространства Н\ и 

Н2 со скалярными произведениями (-, -) 77, и (-, +), называют
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изоморфными, если существует такое биективное отображе- 

ние ф: H, — Н2, что верны равенства: 

1) p(zt+y) =9(z)+9(y), тзуЕНи; 
2) p(Az) = Аф(т), TEM, ACF; 

3) (p(x), Ф(у)) н, = (2, У) н,› BY EM. 

При этом отображение ;ф называют изоморфизмом гильбер- 

товытх пространств Н1 и Ao. 

Изоморфизм гильбертовых пространств сохраняет не толь- 

ко алгебраические операции этих гильбертовых пространств, 

но и их скалярные произведения. 

Теорема 6.17. Всякое действительное (комплексное) сепа- 

рабельное гильбертово пространство Н изоморфно действи- 

тельному (комплексному) гильбертову пространству 42. 

< Пусть Н — сепарабельное действительное (комплексное) 
гильбертово пространство. 'Тогда, согласно теореме 6.16, в 

Н существует некоторый счетный ортонормированный базис 

{ex}?2,. Всякий элемент x € Н единственным образом можно 

разложить в ряд по ортонормированной системе {ex}: т = 
OO 

>> Cheek, ск = (тк, Ck), КЕМ (ряд Фурье элемента т по этой 
k=1 

системе). При этом имеет место равенство Парсеваля ||x||? = 
OO 

`` |ск|?2. Согласно этому равенству, последовательность 

С “O. wees Сп; коэффициентов Фурье любого элемента x Е Н 

принадлежит гильбертову пространству 42. 

Зададим отображение ф: Н -} #2 следующим образом: ка- 

ждому элементу г Е Н поставим в соответствие числовую по- 

следовательность 2 = {ск } >, его коэффициентов Фурье по ор- 
тонормированной системе {e,}. Докажем, что отображение ф 

биективно. 

Пусть 5 и у — два произвольных различных элемента, гиль- 

бертова пространства Н, т.е. z—y #0. Поскольку система 

{ек} является ортонормированным базисом в Н, то она полна
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в Н (см. теорему 6.14). Следовательно, найдется такой номер 

КЕМ, что (x—y, e,) 20. Отсюда (т, ex) # (y, ex), т.е. коэф- 
фициенты Фурье с номером k для элементов Z и у различны и 
двум разным элементам гильбертова пространства Н соответ- 

ствуют две разные последовательности коэффициентов Фурье 

по системе {e,}. Таким образом, отображение ф представляет 
собой инъекцию. 

Убедимся, что отображение ф является сюръекцией, т.е. 

множеством его значений является все гильбертово простран- 
ство fo. Для этого докажем, что любой элемент т = {ть} гиль- 

со 

бертова пространства 45 является образом элемента х= > ` TREK 
гильбертова пространства Н. k=1 

1) 

Так как 2 € £9, To ряд У` |ть|? сходится. Значит, последова- 
k=1 

тельность частичных сумм этого ряда фундаментальна, т.е. 

п 

Ve>0 AN=N(e)EN Ут>М Vn>m: у. 12%? <e. 
k=m+1 

oo 

Для последовательности {S,,} частичных сумм ряда >> хкех в 
k=1 

силу того, что система {e,,} ортонормированная, имеем 

п 

15,51 =|] 3 sie] = | Do ta nm 
k=m+1 k=m+1 

Отсюда следует, что последовательность {S,,} фундаменталь- 

на, так как 

УЕ>0 ЭМ = М№(Е) ЕМ \Упт> М: |5 - 5т| < УЕ. 

В силу полноты гильбертова пространства последовательность 
со 

{Sp} сходится. Значит, и ряд У`ткек сходится к некоторому 
k=1 

элементу тЕН.
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Так как система {e,} — ортонормированный базис, то лю- 
бой элемент в H, в том числе и элемент т, можно разложить 
в ряд Фурье по этой системе (см. теорему 6.10). В силу 
единственности разложения элемента по счетному базису ряд 
© @) 

>) тьек и есть ряд Фурье элемента х, т.е. последовательность 
k=1 
{тк} является последовательностью коэффициентов Фурье эле- 
мента x. Поэтому, согласно определению отображения фр, после- 
довательность 2 = {тк} € 42 является образом элемента т ЕН: 
т = ф(т). Таким образом, отображение ;ф является инъектив- 
ным и сюръективным, а значит, биективным. 

Докажем, что отображение ;ф сохраняет алгебраические 

операции гильбертова пространства Н. Пусть т и у — про- 

извольные элементы гильбертова пространства H, а их разло- 
жения в ряд Фурье имеют вид 

CO CO 

c=) лье, y= >_yeer- 
k=1 k=1 

Тогда 

со со со 

+у= У (ль + уе, Ac =A) тек =) (Are)ex, AEF. 

k=1 k=1 k=1 

Это значит, что элементу x+y € Н соответствует последова- 

тельность {тк + ук} Е lo, а элементу Ат — последовательность 

{Лтк} € 42. Поэтому, согласно определению отображения ф, 

имеем 

(т +9) = {тк + ук} = {тк} + {ук} = v(x) + (у), 

p(Ax) = {Are} = {тк} =Av(z), AEF. 

Наконец, установим соответствие скалярных произведений. 

С одной стороны, по определению скалярного произведения в 
со 

гильбертовом пространстве [> для произвольных 5 = D> те и 
k=1
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y= >, укек имеем 
k=1 бо 

(+ (2), ply), =F Dy = YL ae. 
k=1 

С другой стороны, в силу теоремы 6.1 о предельном пере- 

ходе в скалярном произведении и вследствие попарной ортого- 
нальности элементов системы {e,} получаем 

CO $) п п 

(т, у), = (oseen dimer) = (tim Dott Jim dimer) = 

В результате приходим к равенству 

(y(z), y(y)),, = (т, у), ty eH. 

Итак, биективное отображение ф: H -} fp сохраняет алге- 

браические операции и скалярные произведения гильбертова 

пространства Н, а потому является изоморфизмом гильберто- 

вых пространств Н и lo. № 

Следствие 6.5. Любые два действительных (комплексных) 

сепарабельных гильбертовых пространства изоморфны. 

< Пусть H,, Ho — произвольные сепарабельные гильбертовы 

пространства и {ex } 2 |, {9%}, — некоторые ортонормирован- 
ные базисы в Hy; и Но соответственно. Зададим изоморфизмы 

ф: Н1 > lo uw: Ho > #2, как в теореме 6.17. Тогда отображение 

poy: H, > Hp, (6.19) 
oo 

ставящее в соответствие каждому элементу е = )_ скек из Ay 
со k=1 

элемент g = ) > скдк из Ho, является изоморфизмом сепарабель- 
k=1 

ных гильбертовых Н1 и Ao. №
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Изоморфизм (6.19) назовем естественным изоморфиз- 

Mom сепарабельных гильбертовых пространств Н1 и Ho с 

выделенными в них ортонормированными базисами {ек} | и 

{9%} >| соответственно. Естественный изоморфизм гильберто- 
вых пространств HM, и Н2 сохраняет все коэффициенты Фурье 

соответствующих друг другу элементов из Н1 и Ao по выде- 

ленным в них ортогональным базисам. 

Всякие два ортогональных (не обязательно ортонормиро- 
ванных) базиса {e,}?2, и {9%}, гильбертовых пространств 
Н1, и Ho также порождают изоморфизм этих гильбертовых 

пространств. Действительно, ортогональным базисам {e,} и 

{9к} соответствуют ортонормированные базисы {ек/|ек |} и 
{9к/||9к||}, которые порождают изоморфизм ф гильбертовых 

пространств. При этом 

= (бы) = o(Xevleetis 2) = 

(eo @) 

=) celles ‘а le Healt еЕН\. (6.20) 
ramet к || * gull k=1 

Изоморфизм (6.20) назовем естественным изоморфиз- 

MOM сепарабельных гильбертовых пространств Н\ и Ho с вы- 
деленными в них ортогональными базисами {ex} и {gp}. 

Если при естественном изоморфизме гильбертовых про- 

странств Н\ и Н2 с выделенными в них ортогональными базиса- 
со 

ми {ек} 2? и {9к}2°, элементу е = >; скек из Н! соответствует 
со k=1 

элемент g = >. Скдь из Ho, то между коэффициентами ск и Ch 
k=1 

разложений элементов е и д по базисам {e,} и {g,}, согласно 
(6.20), имеет место следующая связь: 

~ ев, 
КЕМ. 6.21 

= Hoel * (6.21)
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Верно и обратное утверждение: если некоторое отображе- 

ние ф: H, -} Н2 гильбертовых пространств Н1 и Но с выде- 

ленными в них ортогональными базисами {e,}?2, и {9%} 
со 

всякому элементу е = )> скех из Н! ставит в соответствие такой 

элемент 9 = У. Chg, из Ho, что коэффициенты ск и Cp связаны 
k=1 

соотношениями (6.21), то отображение ф является естествен- 
ным изоморфизмом гильбертовых пространств Н1 и Н2. Та- 

ким образом, (6.21) является характеристическим свойством 

естественного изоморфизма гильбертовых сепарабельных про- 

странств с выделенными в них ортогональными базисами. 

В заключение приведем теорему, справедливую для про- 

извольных (не обязательно сепарабельных) гильбертовых про- 

странств. 

Теорема 6.18 (теорема Рисса — Фишера). Пусть 
{4}, — произвольная ортонормированная система в гиль- 
бертовом пространстве H и числа с, ЕЕ, пЕ №, таковы, что 

©. 9) 

ряд >> |сп|? сходится. Тогда справедливы утверждения: 
n=1 

© @) 

1) ряд >> cnn сходится и является рядом Фурье некоторо- 
n=1 со 

го элемента г Е Н, т.е. х = D> Can, Cn = (5, Yn), NEN; 
=1 

2_ << 2 | 2) |“ = 2 [©] ; 
n= 

< Последовательность {св}, в соответствии с условием тео- 

ремы является элементом гильбертова пространства #2. Рас- 

смотрим в гильбертовом пространстве Н подпространство 

Но, полученное путем замыкания линейной оболочки ортонор- 

мированной системы {у} (см. теорему 5.5). Подпространство 
Но является сепарабельным гильбертовым пространством, а 

система {w,} — счетным ортонормированным базисом в нем. 

Согласно теореме 6.17, подпространство Но изоморфно гиль-
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бертову пространству 42, причем этот изоморфизм (см. до- 

казательство теоремы 6.17) ставит в соответствие каждому 
со 

элементу 5 = )) т,» из Но последовательность {rp} Е 45, и 
n=1 

наоборот. Следовательно, любой последовательности {c,} при 
со 

этом изоморфизме соответствует элемент D> сиу, =: из Но (а 
n=1 

значит, и из Н). Поскольку {y,} — счетный ортонормирован- 
ный базис в гильбертовом пространстве Но, то для найденного 

элемента х выполняются требуемые условия: 1) сп = (5, Wn), 
©. 9) 

пПЕМ 2) |lz||? = >. len|?. > 
n= 

Вопросы и задачи 

6.1. Докажите, что евклидово пространство Ео[а,6] не явля- 
ется полным. 

6.2. Докажите, что в нормированном пространстве #,, p 2 1, 

при р = 2 нельзя ввести скалярное умножение, индуцирующее 

норму этого нормированного пространства. 

6.3. В гильбертовом пространстве #2 найдите расстояние 

от элемента y € fo до ортогонального дополнения Г." к подпро- 

странству L, если: 

а) y= | А L= { {tn} Е bo: тз =0}; 

5 
6) y={0,1,0,0,...,0,...,}, Бен Еф: »` ran =O. 

n=1 

6.4. Докажите, что если в действительном нормированном 

пространстве Ё для всех т, y € Ё выполняется равенство парал- 

лелограмма || + y||? + |2 — y|l? = 2\|x|? +22, то функция 

z+ y\\* —|lz—yll? 
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является скалярным умножением в Ё, индуцирующим норму 

в С. 

6.5. Докажите, что если в комплексном нормированном про- 

странстве L для всех т, уЕ Ё выполняется равенство паралле- 

лограмма ||z + y||* + ||z — yl|* =2| | +2[у|2, то функция 

_ Деу - Е -УР ЕР - | - 
(т, у) = 4 1 4 ’ т, уЕ Г, 

является скалярным умножением в Ё, индуцирующим норму 

BL. 

6.6. Пусть {y,}°2, — ортогональная система в гильберто- 
©. 9) 

вом пространстве Н. Докажите, что ряд >! фи сходится в Н 
п=1 оо 

тогда и только тогда, когда сходится числовой ряд D> ||4т ||. 
n=1 

6.7. Пусть {e,}°°2, — ортонормированная система в дей- 
ствительном (комплексном) гильбертовом пространстве Н, а 
{An }>° 1 — последовательность действительных (комплексных) 

©. 9) 

чисел. Докажите, что ряд >> Апев сходится в Н тогда и только 
oo = 

тогда, когда >` |A,|? < +00. 
n=1 

6.8. Докажите, что для того чтобы элемент тг гильбертова 

пространства Н был ортогонален подпространству LC H, 

необходимо и достаточно, чтобы для любого элемента y € L 

выполнялось неравенство ||т|| < ||xz -у|. 

6.9. Докажите, что в гильбертовом пространстве #> множе- 

CTBO 
©о 

со _ М = { (ena E blo: > tn = о} 
n=1 

является линейным многообразием, всюду плотным в 42. 

6.10. Докажите, что при фиксированном п Е N множество 

п 

M, = р Elo: У у ть = o| 
k=1
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является подпространством гильбертова пространства #2. Наи- 

дите ортогональное дополнение к МЛ в 42. 

6.11. Приведите пример бесконечномерных подпространств 

М и М гильбертова пространства 42, для которых 4 = MON. 

6.12. Докажите, что линейная оболочка последовательности 

{x'")}°° | элементов гильбертова пространства 465, где т”) = 

= {2-9}, п Е №, всюду плотна в 42. 

6.13. Докажите, что если евклидово пространство является 

сепарабельным, то всякая его ортогональная система не более 

чем счетна. 

6.14. Пусть {e,}°°, — произвольная ортонормированная 
oo 

система элементов гильбертова пространства Н и )> спел = 
n=1 

= то — сумма ряда Фурье элемента тЕН. Докажите, что 

разность © — Zp ортогональна, всем элементам системы {еп}. 

6.15. Пусть {y,}P°, — линейно независимая система в 
бесконечномерном евклидовом пространстве Ё, а {м}; — 
ортогональная система в Е, которая связана, с системой {pp} 

равенствами 

Un =Onifit...+@nnfn, ПЕМ; 

fn = Oni t+... + бит п, пе М, 

где ал ZO и ban #0, NEN. Докажите, что если другая 

ортогональная система {g,}°, в Е связана с системой {tn} 
теми же равенствами, то при всех п Е N элемент gp отличается 

от элемента f, только постоянным множителем.



7. РЯДЫ ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ 
СИСТЕМАМ В L,[a,b! 

Важнейшими нормированными пространствами являются 

различные функциональные пространства, т.е. линейные про- 

странства, элементами которых являются функции. К такого 

рода линеиным пространствам относится, например, бесконеч- 

номерное евклидово пространство Ро[а,6] кусочно непрерывных 

на отрезке [а, 6] функций. В этих линейных пространствах нор- 
ма задается с помощью определенного интеграла. Однако если 

для этого использовать интеграл Римана, то получаются нор- 

мированные пространства, не являющиеся полными (пример — 

уже упомянутое евклидово пространство Ро[а,6]). Обеспечить 
полноту функциональных пространств можно, расширив класс 

интегрируемых функций. Для этого нужно пересмотреть по- 

нятие определенного интеграла и вместо интеграла Римана 

ввести другой тип интеграла — интеграл Лебега. Интеграл 

Римана можно использовать только для непрерывных функ- 

ций или функций, имеющих „не слишком много“ точек разры- 

ва. Интеграл Лебега применим к значительно более широкому 

классу функций, который, в частности, включает неограни- 

ченные функции. Класс интегрируемых по Лебегу функций 

настолько широк, что построение неинтегрируемой функции 

становится весьма сложной задачей. 

В этой главе определен интеграл Лебега и с его помощью 

введены гильбертовы пространства, [.2[а,6] и [22 ([а,6], 9). Вэтих 
линейных пространствах рассмотрены различные ортогональ- 

ные и ортонормированные системы и ряды по ним. 

В интеграле Лебега интегральные суммы строятся Ha осно- 

ве разбиения отрезка интегрирования, но не на смежные проме- 

жутки, как в интеграле Римана, а на множества весьма общего



524 7. РЯДЫ ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ СИСТЕМАМ В Г2[а,6] 

вида. В связи с этим возникает необходимость в развитой 
теории измерения таких множеств, так как в интегральных 

суммах длины смежных отрезков в случае интеграла Римана 
становятся мерами множеств разбиения в случае интеграла Ле- 
бега. 

7.1. Мера Лебега 

На числовой прямой меру можно вводить множеством спо- 
собов. Мы определим одну из возможных мер — меру Лебега. 

Эта мера обобщает понятие длины отрезка. Поэтому есте- 

ственно назвать мерой Лебега отрезка его длину. Более того, 

назовем мерой Лебега произвольного конечного промежутка с 

концами а и 6 длину этого промежутка, т.е. число 6 — а: 

т([а, b]) = т ((а, b)) = т([а, b)) = т((а, b]) = b—a. 

Отметим, что в этом случае мера любой точки (точнее, множе- 

ства, состоящего из одной точки) равна нулю, поскольку точку 
можно рассматривать как отрезок с совпадающими концами. 

Также естественно считать равной нулю меру пустого множе- 
ства. 

Введем для всех промежутков с концами в точках а и 6, 
т.е. для отрезка [а, 6], интервала (a,b) и полуинтервалов [а, 65) 
и (а, 6], общее обозначение (a,b). Для промежутка a = (a, 6) 
имеем 

т(а) = т((а, b)) =b—a. 

Можно доказать, что мера Лебега на множестве промежутков 

обладает счетной полуаддитивностью: 

(c,d) С) (ам) => m((c,d)) < У > m((an, bn), 
(n) (n) 

где объединение и сумма берутся либо по конечному набору 

индексов п = 1, К, либо по счетному набору n=1, 2,...
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Рассмотрим произвольное множество Е С R. Конечное 

или счетное множество промежутков” ап = (dn, bp) назовем 
системой промежутков, накрывающей множество Е, 

если 

ЕС U От. 

(п) 

Для всякого ограниченного множества Е CR всегда суще- 

ствует хотя бы одна накрывающая его система промежутков. 

Такая система может состоять, например, из одного отрезка 

А = [ao, bo]. Сумма длин промежутков )>m(a,) каждой на- 
(п) 

крывающей Ё системы {a,,} есть величина неотрицательная 
(она равна неотрицательному числу, или +00). Следователь- 

но, непустое множество всех возможных значений таких сумм, 
соответствующих различным системам промежутков, накры- 

вающим данное множество Ё, ограничено снизу и потому имеет 
конечную точную нижнюю грань. Эту точную нижнюю грань, 
зависящую только от множества Ё, называют внешней мерой 

множества ЕЁ и обозначают т*(ЁЕ): 

пт*(Е) = шо У та»). 
(6 an) DE (n) 

Внутренней мерой т,(Е) ограниченного множества Ё С 

С В называют разность между длиной отрезка A = [00, bol, 
накрывающего ЕЁ, и внешней мерой дополнения к Ё в А, т.е. 

т, (Е) =т(А)-т(А\Е), ЕСА. 

Нетрудно показать, что значение внутренней меры не зависит 

от выбора накрывающего отрезка A. 

Рассмотрим некоторые свойства внешней и внутреннеи мер. 

“Для удобства дальнейшего изложения будем допускать, что в системе 

могут быть пустые промежутки вида (a, а).
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1° Внешняя и внутренняя меры неотрицательны: 

т’(Е) >20, т,(Е)>20, ECR. 

< Так как сумма длин произвольной системы промежутков, 
накрывающей Ё, является неотрицательной, то и точная ниж- 
няя грань сумм длин по всем таким системам — внешняя мера 
множества Ё — неотрицательна. Пусть отрезок А накрыва- 

ет множество Ё. Тогда система из одного отрезка А является 

накрывающей для множества А \ Е. Следовательно, согласно 
определению внешней меры, т*(А \ Е) < m(A), откуда в силу 

определения внутренней меры т,(Е) =т(А) -т(А\Е) > 0. > 

2° Внутренняя мера любого ограниченного множества 
E CR не превышает его внешнюю меру: т,Е < m* E. 

< Пусть отрезок А накрывает множество Е. Так как по опре- 

делению т,(Е) =т(А)-т*(А\Е), доказываемое неравенство 

эквивалентно следующему: 

m*(E)+m*(A\ FE) 2 п(А). 

Пусть Е > 0 — произвольное число. Выберем такую систему 

{a,} промежутков, накрывающую ЕЁ, что 

) M(an)<m*E +e. 

(n) 

Это возможно, так как по определению верхняя мера множе- 
ства есть точная нижняя грань таких сумм. Выберем также 
систему {3,} промежутков, накрывающую множество A \ Е, 

для которой 

> m(Bn) < т*(А\ Е) +e. 
(п) 

Тогда 

>> m(an) + 5 ‘т(В,) <m*E+m*(A\ E)4+2e. (7.1) 

(n) (n)
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Поскольку A= EU(A\E)C(U an) (|) Bn), то в силу свой- 
(п) (п) 

ства счетной полуаддитивности меры Лебега на множестве 

промежутков имеем 

m(A) < У ̀пца») + У пир»). 
(п) (п) 

В результате из неравенства (7.1) получаем 

т(А) <m*(£)+m*(A\ EB) +2. 

Tak как Е — произвольное положительное число, то последнее 

неравенство верно для любого = > 0 только при т(А) < т*(Е) + 

+m*(A\ Е). > 

3° Внешняя и внутренняя меры обладают следующим свой- 

ством монотонности: если Е1 С Bo, где Ё1 и Eo — про- 

извольные ограниченные множества в R, то т,Ё1 < т,Ео и 

m* By < m* Eo. 

«< Докажем монотонность внешней меры. Любая система про- 

межутков, накрывающая множество Ё2, накрывает и множе- 

ство Ё1. Это значит, что множество А сумм длин промежутков 

для всех систем, накрывающих Ё1 включает в себя множество 

В сумм длин промежутков для всех систем, накрывающих Ko, 

т.е. AD В. Следовательно, 

т” (Е) = ШЁА < inf B = т” (Eo). 

Пусть отрезок А накрывает множество Е2. 'Тогда он Ha- 

крывает и множество Е!1, причем (А \ EF.) С (А \Е!). Согласно 
доказанному свойству монотонности внешней меры, имеем 

m*(A\ Eo) <т’(А\Е!\). 

Отсюда получаем монотонность внутренней меры: 

т. (Е1) =т(А)-т’(А\ Е!) <т(А)-т’(А\Е>) = т,(Е?). >
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4° Внешняя мера обладает свойством полуаддитивно- 

сти: 
k k 

ECU En => т"(Е) < У`т"(Е 
n=1 n=1 

< Пусть = > 0 — произвольное число. Для каждого множества 

En, п =1, К, выберем систему {а} промежутков, накрываю- 
щую Ёл, для которой 

Ут mia (n)) m*( Е») + . 

(1) kL 

Torga объединение этих систем накрывает множество () Ex, а 

значит, и множество Ё. Поэтому п=1 

k k 

*(Е) < У`У`т(а < Ут" 

n=1 (1) n=1 

Tak как Е > 0 — произвольное число, заключаем, что 

k 

“(E)< So m*(En). > 
n=1 

5° Если ограниченное множество Ё С ® является объеди- 

нением конечного числа попарно не пересекающихся проме- 
k 

жутков, т.е. Е = (J En, где En = (Gn, bn), то ero внешняя и 
n=1 

внутренняя меры совпадают и равны сумме длин промежутков, 

составляющих это множество: 

< Совокупность промежутков FE, представляет собой систему 

промежутков, накрывающих Ё. Поэтому, согласно определе- 

нию внешнеи меры множества, имеем 

k 

*(Е < Е». 
n=1
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Докажем, что на самом деле это неравенство является равен- 

CTBOM. 

Выберем произвольную систему {о} промежутков, накры- 
вающих множество Ё. Для каждой пары индексов [ и п поло- 

(п) _ жим а ‘’=04ПРЕл. Тогда 

LJ а") =(J ain Ра = (U а NE, = En, 

(1) (1) (1) 

т.е. для фиксированного п система промежутков af”) накрыва- 

ет промежуток ЕЁ». Согласно свойству счетной полуаддитив- 

ности меры на системе промежутков, имеем 

m(En) IC (п), n=1,k. (7.2) 

(1) 

При фиксированном | промежутки al”), = 1,k, попарно 

не пересекаются, так как о" MC En,.n=1,k, и En, NEn, = © 
при nj 7 п2. Все эти промежутки содержатся в промежутке QQ. 

Поэтому 

Ут may). (7.3) 

Комбинируя неравенства (7.2) и (7.3), заключаем, что 

k 

Yomi, < Уи (a\””) = У`У `пка") < S>m(ay). 

n=1 (I) (1) n=1 (0 
Поскольку полученное неравенство верно для любой системы 

{м}, накрывающей Е, а точная нижняя грань — это наиболь- 

шая нижняя грань, то 

k 

> m(En) < m*(E). 
n=1 

Итак, мы доказали, что внешняя мера множества Ё равна 

сумме длин составляющих его промежутков. Так как Ё огра- 

ничено, существует отрезок А, включающий в себя Е: ЕСА.
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Множество A \ Е представляет собой конечное объединение 

промежутков, а потому его внешняя мера равна сумме длин 

составляющих его промежутков. Но сумма длин промежутков, 

составляющих Ё, и длин промежутков, составляющих А \ Е, 
равна длине отрезка А. Отсюда следует, что внутренняя мера 

множества Ё равна сумме длин промежутков E,, составляю- 

щих Ё[. № 

Из последнего свойства вытекает, что внешняя и внутрен- 

няя меры промежутка совпадают с его длиной, или мерой Ле- 

бега. 

Понятие меры обобщает понятие длины промежутка и ассо- 

циируется с такими понятиями, как площадь, объем. Поэтому 

мера должна обладать свойством аддитивности: при объедине- 

нии непересекающихся множеств их меры должны складывать- 

ся. С помощью установленных свойств внутренней и внешней 

мер можно показать, что внешняя мера (как и внутренняя) 

обладает свойством аддитивности в классе множеств, являю- 

щихся объединением конечного числа промежутков. Однако 

это свойство теряется, если внешнюю меру использовать для 

произвольных множеств. Возникает задача: выявить класс 

множеств, в котором сохраняется свойство аддитивности, но 
при этом этот класс множеств должен быть максимально ши- 

роким. 

Ограниченное множество Е С К называют измеримым 

no Лебегу, или просто измеримым, если его внешняя и вну- 

тренняя меры совпадают: т,Е =п"Е. При этом общее зна- 

чение мер m*E и т,Е называют мерой Лебега (лебеговой 
мерой, или просто мерой) измеримого множества Ё. Лебего- 
ву меру множества ЕЁ будем обозначать т(ЁЕ). Таким образом, 

т(Е) =т, (Е) =m*(£). 

Отметим, что из измеримости множества ЕЁ, включенного 
в отрезок A, следует измеримость множества А \ Е. В самом 

деле, если ЕЁ измеримо, то т(Е) = т, (Е) = т(А) -т(А\Е) и
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m*(A\ E) =т(А) —т(Е). Однако т, (А \ Е) = т(А) -т*(Е ) 
= m(A) —m(E) и, следовательно, m*(A \ Е) =т,(А \ `В), т.е 
множество А \ Ё измеримо. 

Без доказательства отметим некоторые основные свойства 
измеримых по Лебегу множеств и самой меры Лебега. 

1. Если множества Ё1 и Ho измеримы, то измеримы и 

множества Ё1 U Bo, £0 fo, Fy \ Eo. 

2. Любое подмножество измеримого множества, имеющего 

меру нуль, измеримо, и его мера равна нулю. 

3. Мера, Лебега обладает свойством аддитивности: если 

множества Ё1 и Е измеримы и не пересекаются, то 

m(E, U Е?) = т(Ё1) + m( Eo). 

со 

4. Объединение Е = |) E, счетного набора измеримых MHO- 
n=1 

жеств {F,,}?°,, являющееся ограниченным множеством, есть 
множество измеримое. 

5. Мера Лебега обладает свойством счетной аддитив- 

ности (или в-аддитивности): если {E,}?2, — последова- 
тельность попарно непересекающихся (т.е. Ej Ej =O, 1 #7) 
измеримых множеств, объединение которых является ограни- 
ченным множеством, то 

"(0 В») = >. "(Е 

©, <) 

6. Пересечение Е = [|] Е, счетного набора измеримых мно- 
п=1 

жеств {Е„}°°, есть также множество измеримое. 

7. Пусть на отрезке А задана монотонно неубывающая 

последовательность измеримых множеств {Ел} 52|, т.е. 

последовательность, удовлетворяющая условию Ёп С Ёт-1 CA, 

п Е №. Тогда
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8. Пусть задана монотонно невозрастающая после- 

довательность измеримых множеств {E,,}°°,, т.е. после- 
довательность, удовлетворяющая условию EL, 2 Ёл+1, ПЕ М. 

Тогда 
со 

"(П В») = jim m(En). 

Свойства 7 и 8 называют непрерывностью меры. 

Рассмотрим простейшие примеры измеримых множеств. 

Всякий промежуток (а, 6) является измеримым по Лебегу мно- 

жеством, причем его мера совпадает с длиной (длина проме- 

жутка уже была названа его мерой). Пустое множество изме- 

римо, и его мера равна нулю. Любое множество, состоящее из 

конечного числа точек, измеримо, и его мера равна нулю. Лю- 

бое ограниченное счетное множество в В также измеримо, и его 

мера равна нулю. Множество иррациональных чисел на отрезке 

А измеримо и имеет меру m(A), так как является дополнени- 

ем к счетному множеству рациональных чисел этого отрезка, 

которое является измеримым и имеет лебегову меру нуль. 

Из теории действительных чисел известно*, что всякое от- 

крытое множество на числовой прямой В является объедине- 

нием конечного или счетного числа попарно непересекающихся 

интервалов (конечных или бесконечных). Следовательно, вся- 

кое ограниченное открытое множество, будучи объединением 

конечного или счетного набора попарно непересекающихся ко- 

нечных интервалов ах = (ак, 6%), является измеримым по Лебегу 

множеством, и его мера равна сумме длин этих интервалов 

>> m(an). 
(n) 

В заключение приведем понятие, которое понадобится в 
дальнейшем. Говорят, что некоторое свойство С, зависящее 

от параметра тЕ ЕС В, выполнено на Е почти всюду, 

если мера множества точек те Ё, для которых это свойство 

не выполняется, равна нулю. 

*См.: Колмогоров А.Н., Фомин С.В.
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7.2. Измеримые функции 

Определение 7.1. Пусть ЕС В — измеримое по Лебегу 

множество. Функцию f: Е > К называют измеримой на 

Е, если для любого числа АЕ ® прообраз интервала (A, +00), 
т.е. множество f—!((A,+00)) = {т € E: f(x) > A}, измерим по 
Лебегу. 

Приведем без доказательства основные свойства измеримых 

функций. 

1. Всякая функция, определенная на множестве меры нуль, 
измерима. 

2. Если функция }, определенная на измеримом множестве 

ECR, измерима, то измеримыми являются прообразы любых 

промежутков, т.е. множества, заданные следующими соотно- 
шениями: 1) }(т)2А; 2) f(z)<A; 3) f(z) <A; 4) B<f(z)< 

<A; 5) B< f(z) <A; 6) B< f(x) <A; 7) B< f(z) <A; 
8) f(z) = A. Кроме того, верно и обратное утверждение: ес- 

ли измеримы все множества хотя бы одного из первых семи 
указанных здесь типов, то функция f измерима на Е. 

3. Сумма, разность и произведение двух измеримых на 
Е функций измеримы на Е. Частное измеримых функций 

измеримо, если знаменатель нигде на Ё не обращается в нуль. 
4. Композиция go f(x) = 9(1(т)) измеримой на Е функции 

f(z) и непрерывной на R функции 9(у) является измеримой 
функцией на EL. 

5. Если f “ д — измеримые функции на множестве Ё, то 

множество, заданное неравенством f(x) < g(x), измеримо. 
6. Пусть для любого x Е Е существует предел Jim fn(z) = 

= f(z). Если все функции [и (т) измеримы на Ё, то и предельная 

функция f(r) также измерима на Е. 

7. Если функция f(z) измерима на Е и f(x) = g(x) почти 
всюду Ha Ё, то функция 9(т) также измерима на Е. 

Отметим, что все использующиеся на практике функции 

являются измеримыми. Например, все непрерывные, кусочно
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непрерывные и интегрируемые по Риману на отрезке [а0, bo] 

функции являются измеримыми на этом отрезке. Класс неиз- 

меримых функций связан с неизмеримыми множествами. Если 

функция } не является измеримой на ограниченном множестве 

Е, то для некоторого числа А множество {т Е Е: f(r) > А} не 
является измеримым. Наоборот, если М — неизмеримое по Ле- 
бегу ограниченное множество, содержащееся в ограниченном 

промежутке А, то функция 

f(z) = 1, ХЕМ; 

0, ЕА\М 

(функция-индикатор множества М) не является измеримой Ha 
множестве М, так как не является измеримым множество 

{re A: f(z) =1} = М. Пример ограниченного неизмеримого 
множества построить непросто* 

7.3. Интеграл Лебега 

Как и интеграл Римана, интеграл Лебега зависит от двух 

составляющих — интегрируемой функции и области интегри- 

рования. Областью интегрирования в интеграле Лебега, явля- 

ется измеримое множество, а интегрируемой функцией — 

измеримая функция. Отличительной особенностью интеграла 

Лебега является то, что при составлении интегральных сумм 

разбиение строится не в области определения функции, а в 

области ее значении. Интеграл Лебега будем вводить в несколь- 

ко этапов, последовательно расширяя класс функции. Сначала 

определим интеграл Лебега от ограниченных измеримых функ- 

ций. 

Итак, пусть действительная измеримая функция f(r) опре- 
делена и ограничена на ограниченном измеримом множестве Ё, 

т.е. выполняются неравенства А < f(z) < В, ЕЕ, где Аи В — 

“Пример неизмеримого множества см., например: Колмогоров A.H., 

Фомин С.В.
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некоторые числовые константы. Выберем некоторое разбиение 
т отрезка [А, В], т.е. множество точек 

А=у < и < у < < т-1 < Yn = B, 

которое разделяет отрезок на меньшие непересекающиеся про- 

межутки 

[A, Yi); [yi y2), [Уп—2, Yn-1); [Yn—1; В]. 

Напомним, что величину 

о(т) = тах (у+1 —9;) 
1=0,n-1 

называют диаметром разбиения т. 
Пусть 

Е; = {т Е Е: у; < f(z) <у:+1}, 1=0,п-2; 

En-1 = {ТЕ Е: yn-1 < f(z) < yn}. 

Сумму 
п 1 

S-(f) = У `утиЕ), 
1=0 

где т(Ё;) — мера Лебега множества ЁЕ;, называют инте- 

гральной суммой Лебега для функции f(z) при заданном 
разбиении т. 

Определение 7.2. Интегралом Лебега от ограничен- 

ной измеримой функции f(r) на измеримом множестве ЕЁ назы- 

вают предел 

| s@)ax= lim S,(f) 
a(r)—0 

E 

интегральных сумм Лебега 5,(}) при стремлении диаметра, 
разбиения a(T) к нулю, если этот предел существует. Функ- 
цию f(x), для которой определен интеграл Лебега, называют 
интегрируемой по Лебегу на множестве Ё.
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Для интеграла Лебега используют общепринятое обозна- 

чение интеграла. Однако в тех случаях, когда необходимо 

подчеркнуть, что записанныи интеграл следует понимать как 

интеграл Лебега, перед знаком интеграла ставят специальное 

обозначение (Г). Итак, интеграл Лебега от функции f(r) на 
множестве Ё обозначают следующим образом: 

(L) | 4 или [faz 

E E 

Если множество Ё есть промежуток (a, b), то часто используют 

обозначение интеграла, Лебега, с двумя индексами: 

a f sepa ИЛИ [Heya 

Теорема 7.1*. Всякая ограниченная функция f(r), изме- 

римая на ограниченном измеримом множестве Ё интегрируема 

по Лебегу на E. 

Пример 7.1. Функция Диритле 

_ ] 1, т рационально; 

D(x) = ] 0, т иррационально, 

не интегрируема по Риману | VI] ни на каком отрезке {a, 6] С R. 
Однако, согласно теореме 7.1, эта функция интегрируема по 

Лебегу на любом отрезке числовой оси. Вычислим интеграл 

Лебега от функции Дирихле, например, на отрезке [0, 1]. Для 
этого выберем произвольное разбиение т отрезка (0, 1] точка- 
ми yo =0, 91, 12, ..., Yn—1, Yn =1 (отрезок [0, 1] содержит все 
значения функции О(т)). Тогда при п > 2 прообразы проме- 
жутков [ук, Ук+1), = 1, п-2, являются пустыми множествами, 
прообраз промежутка [yo, yi) есть множество [0,1] \ О меры 

*См.: Вулит B.3.
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т ([0, 1] \ О) =1, а прообраз промежутка [уп_1, yn] есть множе- 

ство [0, 1] ПО меры нуль. Поэтому 

S;(D) = 0. т ([0, 1] \ Q) + Уп-1 ‚т(ОП (0, 1) = yn-1°0=0. 

Значит, 
1 

(L) | D(a)ae = | lim S,(D)=0. # 

0 

Отметим без доказательства некоторые свойства интеграла 

Лебега от ограниченных измеримых функций, которые пона- 

добятся в дальнеишем. 

1. Если f — неотрицательная ограниченная измеримая функ- 

ция на ограниченном измеримом множестве Ё, то 

В [ ®)аг>0 

Е 

2. Если f “4 д — ограниченные измеримые функции на, 
ограниченном измеримом множестве Е и f(z) < 9(т), тЕЁ, то 

L) [ее < (t) [ (x) de. 
E E 

3. Если Г ид — ограниченные измеримые функции на огра- 

ниченном измеримом множестве ЕЁ, то для любых действитель- 

ных чисел с и Д верно равенство 

(L) | (af (e) + Bola) de = а- (0 [s@)ae+8-0) [ обода 
E E Е 

В отличие от интеграла Римана интеграл Лебега можно 

определить и для неограниченных функций, хотя и не для всех. 

Введем интеграл Лебега от неотрицательных неограниченных 

функций.
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Пусть f(x) 20, тЕЁЕ. Для всякого натурального N рассмо- 
трим функцию ]м(т) = min{f(z), №}, являющуюся измеримой 
ограниченной функцией. При этом /м(т) < {м+1(т), NEN, и 

jim Ум(т) = (т), те Е. 

Для функций }м(т) в силу теоремы 7.1 И интеграл 

Лебега. Последовательность интегралов ( 0] /м(т)ах не y6ut- 

вает и поэтому имеет предел (конечный или бесконечный) при 

N > oo. 

Определение 7.3. Конечный предел последовательности 

интегралов (Г) | fv(z)dz при N > +00 называют интегра- 
Е 

лом Лебега от неотрицательной измеримой функции f(x) по 

измеримому множеству В: 

L) / f(a)de= tim (Е ] (< (7.4) 
Е 

Как и выше, функции, для которых определен конечный 

интеграл Лебега, называют интегрируемыми по Лебегу, или 

суммируемыми функциями. 

Рассмотрим произвольную измеримую функцию f(z), за- 

данную на ограниченном измеримом множестве Е. Для этой 

функции введем две функции }+(т) = шах{{(т), 0} и f_(z) = 
= max{—f(z),0}. Нетрудно показать, что обе введенные функ- 
ции измеримы на Е и неотрицательны. Кроме того, они связа- 

ны с функцией f(r) равенством f(z) = f,(x) — f_(z), EE. 

Определение 7.4. Измеримую функцию f(x) называют 
интегрируемой по Лебегу, или суммируемой, если суммируе- 

мы функции }+(т) и }_(т). При этом число 

Г) ] f(x) dx = (Е) ] f(x) de (1) / f-(e)de (7.5) 
E E E 

называют интегралом Лебега от функции f(z).
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Замечание 7.1. Если для неотрицательной измеримой 
функции предел (7.4) бесконечен, то можно считать, что функ- 

ция имеет бесконечный интеграл Лебега, равный +00. Для зна- 

копеременной функции f(z) также можно расширить понятие 
интеграла, Лебега, считая, что он равен +00, если f_(z) сумми- 
руема, а ]+(т) не является суммируемой (имеет бесконечный 
интеграл Лебега). Аналогично в случае, когда }+(т) сумми- 
руема, a f_(z) не является суммируемой, интегралу Лебега, от 

функции f(r) можно приписать значение —со. При такой рас- 

ширенной трактовке интеграла Лебега интегрируемыми сле- 
дует считать в том числе и функции, имеющие бесконечный 
интеграл Лебега. Смысл термина ‚„суммируемая функция“ при 

этом не изменяется: он означает, что функция имеет конечный 
интеграл Лебега. # 

Итак, введение интеграла, Лебега завершено и охватывается 
тремя определениями 7.2, 7.3 и 7.4. Остается проверить, что 

эти определения не противоречат друг другу. 

Пусть измеримая на Е функция f(r) ограничена и неотри- 

цательна. Построим последовательность }м(т) в соответствии 
с определением 7.3. Так как f(z) ограничена, то существует та- 
кой номер К, что f(z) < К, x€ E. Поэтому при М > К имеем 

1м(т) = min{f(z), М} = f(z), ЕЁ, т.е. функции }м(т), начи- 
ная с некоторого номера, совпадают с функцией f(x). Значит, 
последовательность интегралов (L) | /м(т)ах с некоторого Ho- 

Е 
мера становится постоянной и имеет своим пределом интеграл 
(L) [ 1(х) ат, вычисленный согласно определению 7.2. Пусть из- 

Е 
меримая функция f(r) неотрицательна на Ё. Тогда f_(r) =0 

и определение 7.4 сводится к определению 7.3. Если измеримая 

функция f(x) ограничена на Ё, то функции }+ (т) и }_(т) также 
ограничены. Значит, интегралы от этих функций в равенстве 
(7.5) можно понимать в смысле определения 7.2. В этом слу- 

чае равенство (7.5) превращается в одно из свойств интеграла 
Лебега от ограниченных функций.
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Приведем без доказательства, основные свойства интеграла 

Лебега. Все рассматриваемые ниже множества и функции 

будем считать измеримыми. 

1. Суммируемая на Е функция почти всюду конечна на Ё. 

2. Функция, суммируемая на Ё, суммируема на всяком его 

измеримом подмножестве. 

3. Если т(Е) = 0, то |] (т) dz =0 для любой функции f(z). 
Е 

4. Если п(Е) > 0, f(x) 20и | f(x) ах =0, то f(x) = 0 почти 
Е 

всюду на Ё. 

5. Если f(z) и 9(т) суммируемы на Ё, то при любых a, BER 
функция af (x) + В9(т) также суммируема на Е и 

[ (af =) + Ва) dz =a | Ле) + | o(z)dz 

Е Е Е 

6. Если А < f(x) < В почти всюду на Е, то 

Ат(В) < | 1) 42 < Bm(E). 
Е 

В частности, если f(x) > 0 почти всюду на множестве Ё, то 

Г f(z) ах > 0. 
Е 

7. Если функции f(z) и 9(т) суммируемы на Е и f(z) < 9(т) 
почти всюду на Ё, то 

] (г) аз < ] (2) аз. 

8. Интеграл от постоянной функции по измеримому множе- 

ству ЕЁ равен произведению значения функции на меру множе- 

ства Ё: 

[eas =c:-m(E). 

E
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9. Пусть Е = |) Е, — конечное или счетное объединение 
(п) 

попарно непересекающихся измеримых множеств, являющееся 
ограниченным множеством, и функция f(r) измерима на EL. 
Тогда, 

| адаг = У} || s(a)ac. 

Е (п) Е. 

10. Если f(z) = g(z) почти всюду на ЕЁ, то 

] f(a) dz = / g(x) de. 
E E 

11. Если |}(т)| < g(x) почти всюду на Е и функция 9(т) 
суммируема на Е, то функция f(x) также суммируема на Е и 

/ \f(z)|dx < / g(x) dz. 

Е Е 

Кроме того, имеет место следующий критерий суммиру- 

емости функции. 

Теорема 7.2. Для того чтобы измеримая на Ё функция 

f(z) была суммируемой на Е, необходимо и достаточно, чтобы 

суммируемой на Ё была функция |}(т)|. При этом выполнятся 
неравенство 

| / f(x) dz 

E 

Наконец, приведем две теоремы*, устанавливающие связь 

между интегрируемостью по Риману и Лебегу. 

< | isf(@)laz 
E 

Теорема 7.3. Если функция f(z) интегрируема по Риману 
на отрезке [а, 6], то она интегрируема по Лебегу (суммируема) 

"Доказательство теорем см., например: Натансон И.П. 
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на отрезке [а, 6], и соответствующие интегралы равны: 

b b 

(L) | #(e)de=(R) | f(a)ae. # 
a a 

Функция Дирихле (см. пример 7.1) показывает, что функ- 
ция, интегрируемая по Лебегу, может быть неинтегрируемой 

по Риману, даже если она ограничена. Известная теорема Ле- 

бега* утверждает, что, для того чтобы определенная на отрезке 

(a, 6] действительная функция была интегрируемой по Риману, 
необходимо и достаточно, чтобы она была ограниченной и по- 

чти всюду Ha [а,6] непрерывной. Класс измеримых функций, 
для которых существует интеграл Лебега, значительно шире. 

Напомним, что интеграл Римана существует только для 

ограниченных функций [VI]. На неограниченные функции он 

переносится с помощью несобственного интеграла. Принципи- 

альное различие между несобственным интегралом и интегра- 

лом Лебега состоит в том, что первый можно определить лишь 

для функций, имеющих конечное число точек, в достаточно ма- 

лой окрестности которых функция не является ограниченной, в 

то время как интеграл Лебега может существовать для функ- 

ции, которая является неограниченной в сколь угодно малой 

окрестности каждой точки. 

Теорема 7.4. Пусть f(z) — неограниченная на отрезке 
b 

(a, b] функция и несобственный интеграл (К) / f(z) 4х сходится. 
а 

Функция f(x) является суммируемой на отрезке [а,6] тогда 
b 

и только тогда, когда несобственный интеграл (К) | f(r) dz 
сходится абсолютно. При этом а 

(о [оч an [да 

*См.: Натансон И.П.
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7.4. Банахово пространство Ё1[а,6] 

Рассмотрим некоторую измеримую функцию f(z), задан- 
ную на измеримом множестве Е. Обозначим через Ск(}) класс 
всех измеримых функций, почти всюду на Е равных функ- 
ции f(z). Согласно свойствам суммируемых функций (см. 7.3), 
функции, равные почти всюду Ha Ё, с точки зрения суммиру- 
емости и интеграла Лебега, не различаются: они одновременно 
суммируемые или несуммируемые, и их интегралы Лебега рав- 
ны. Кроме того, нетрудно видеть, что выполнение одних и тех 

же арифметических операций (сложение и умножение на чис- 
ло) над различными представителями классов C'p(f) и СЕ(9д) 
приводит к одному и тому же классу функций: 

Vfi€Cr(f) Уч Е СЕ(9) Уа,ВЕВ: 

а + В91 Е Cr(af + В9). (7.6) 

Это позволяет при рассмотрении функций, суммируемых на 
множестве Ё, отождествлять все функции одного класса, т.е. 
считать одной функцией любые две функции, равные почти 
всюду на Е. В частности, все функции, отличные от нуля 
лишь на множестве меры нуль, можно считать одной и той же 
нулевой функцией. 

Множество всех функций, суммируемых на отрезке [а, 6] (с 
отождествлением функций, равных почти всюду на этом отрез- 
ке), образует линейное пространство относительно обычных 
операций сложения функций и умножения функции на число. 
Это линейное пространство называют пространством сум- 

мируемых на [a,b] функций и обозначают Г1[а,6]. 
Введем в линейном пространстве Ё1[а,6 ] норму, полагая 

b 

ne ] (аз, ЛЕ Ly[a,b). 

В силу теоремы 7.2 функция |f(z)| суммируема, поэтому опре- 
деление нормы функции f корректно. Нетрудно показать, что
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все аксиомы нормы выполнены. В частности, выполнение пер- 

вой аксиомы (а именно ||] || =0 <— f =0) обеспечено тем, что 
в [1[а,6] отождествлены все функции, равные почти всюду на 
[a, 6]. Следовательно, линейное пространство Г1[а,6] является 
нормированным пространством. 

Сходимость последовательности функций {f;,} в нормиро- 
ванном пространстве Г1[а,6] к некоторой функции }, т.е. сто- 

димость последовательности элементов нормированного про- 
странства Ё1[а,6] по норме, введенной в [1[а,6], означает, что 

b 

[tela — f(x)|dz 40, k—- oo. 

Такую сходимость называют сходимостью в среднем. Име- 

ет место следующая теорема. 

Теорема 7.5*. Нормированное пространство Ё1[а,6] сум- 

мируемых на отрезке [a,b] функций является сепарабельным 

банатовым пространством. # 

Отметим, что всюду плотным подмножеством в норми- 

рованном пространстве Ё![а,6] является, например, множество 

непрерывных на отрезке [а, 6] функций, а счетным всюду плот- 

ным подмножеством в L,(a,b] — множество многочленов с ра- 

циональными коэффициентами. 

7.5. Гильбертово пространство Г2[а,6] 

Для многих приложений функционального анализа, более су- 
щественную роль по сравнению с пространством суммируемых 
функций играет другое функциональное пространство, явля- 
ющееся евклидовым (а не только нормированным) простран- 

ством. 

* Доказательство см.: Колмогоров А.Н., Фомин С.В.
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Определение 7.5. Измеримую на отрезке [a,b] функцию 
Г: [a,b] > R называют функцией, суммируемой с квадра- 
том на отрезке [a, 6], если на [а, ] суммируема функция f7(z). 

Множество всех функций (с отождествлением любых двух 
функций, равных почти всюду), суммируемых с квадратом на 
отрезке [а, 6], образует линейное пространство, которое назы- 
вают пространством функций, суммируемыт с квадра- 
том, и обозначают Г2[а,6]. Таким образом, 

f(z) Е Г2[а, ] <= > f?(x) Е Ly {a,b}. 

Докажем, что Ё2[а,6] действительно является линейным 
пространством. Из свойств интеграла Лебега и очевидного 

неравенства, 

< f?(z)+9"(z) 
|f (x) 9(x)| 5 те [a, bj, 

следует, что произведение f(r) g(z) двух суммируемых с ква- 
дратом функций f(z) и g(x) является суммируемой функцией. 
Отсюда, положив 9(т) =1, заключаем, что всякая суммиру- 
емая с квадратом функция f(r) является суммируемой, т.е. 
Г2[а,6] C [1 [а,6]. 

Из равенства 

(f(x) + 9(=))* = 12(т) + 2f (x)g(z) + 97 (2) 

и свойства линейности интеграла Лебега следует, что сумма 

двух суммируемых с квадратом функции также является функ- 

цией, суммируемой с квадратом. Очевидно, что если f(z) 

суммируема с квадратом, то и функция К](т), КЕ R также 

суммируема с квадратом. Это доказывает, что множество 
Г2[а,6] замкнуто относительно операций сложения функций и 
умножения функции на число. Нетрудно проверить, что эти 
операции удовлетворяют аксиомам линеиного пространства и 

что Ё2[а,6] является линейным пространством. Отметим, что
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линейное пространство [2[а,6] бесконечномерное, поскольку в 

нем имеются бесконечные линейно независимые системы эле- 

ментов. Например, система одночленов 1, т, 2’, x” 

принадлежащих Г2[а,6], линейно независима. 

Зададим в линейном пространстве Г2[а,6] скалярное умно- 

жение, положив 

) 

b 

(f, 9) = ] f(z)g(a)dz, РЕ. 

Выполнение аксиом скалярного умножения проверить неслож- 

но. Отметим, что выполнение аксиомы (f, /) =0 <— /=0 
обеспечивается тем, что в [2[а,6] отождествлены все функции, 
равные почти всюду на [а, 6]. В частности, в качестве нулевого 
элемента (‚нуля“) линейного пространства Г2[а,6] можно ис- 
пользовать не только функцию f(r) = 0, но и любую функцию, 

равную нулю почти всюду Ha [a,b]. Таким образом, линейное 
пространство ГЁ2[а,6] является бесконечномерным евклидовым 

пространством. 

В Г2|а,6], как и во всяком евклидовом пространстве, выпол- 

няется неравенство Коши — Буняковского, которое для [,2[а,6] 

принимает вид 

b » » b 

([ #2) 9(2)ar) < [ Pode | 9°(2) ae. 

Норма, индуцированная этим скалярным умножением в Lola, d}, 

определяется формулой 

b 

l= VhD= / f?(a)dx, Ее, \ 

Сходимость функциональной последовательности { fi, }P2) к 
функции f(z) в Го[а,6], т.е. стодимость последовательности
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элементов {+} нормированного пространства Г2[а,6] к элемен- 
ту f по норме в Г2[а,6], означает, что 

b 

[ne — (=) "аз + 0,k - сю. 

а 

Такую сходимость называют сходимостью в среднем ква- 

дратичном. 

Теорема 7.6*. Евклидово пространство Г2[а,6] полно, т.е. 
является гильбертовым. # 

Гильбертово пространство [2[а,6], как и банатово про- 
странство Гл[а,6], является сепарабельным, т.е. обладает счет- 

ным всюду плотным подмножеством. Таким подмножеством 
для [2[а,6] является множество многочленов с рациональными 

коэффициентами. 

Напомним, что числовую функцию f(z), заданную Ha OT- 
резке [а, 6], называют кусочно постоянной (также ступенча- 
той), если отрезок [a,b] можно разбить на конечное число 

таких отрезков [a, ai], [1,02], ..., [@н_1, =], [@=,6], внутри 
которых (т.е. в интервалах (а;, aj41), 1 =1,n) функция f(z) по- 
стоянна. 

Теорема 7.7**. Каждое из перечисленных ниже множеств 

функций, заданных на отрезке [а, 6], является всюду плотным 
множеством в гильбертовом пространстве Г2[а,6]: 

1) множество измеримых ограниченных функций; 

2) множество непрерывных функций; 

3) множество многочленов; 

4) множество кусочно постоянных функций; 
5) множество функций, принимающих на [a,b] конечное 

число значений. 

*Доказательство см.: Колмогоров А.Н., Фомин С.В. 

** Доказательство см.: Натансон И.П.
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Кроме того, класс тригонометрических полиномов, задан- 

ных на отрезке [—7, 7], является всюду плотным подмноже- 
ством в гильбертовом пространстве Ё2[-л,л|. # 

Поскольку для различных отрезков [а, 6] гильбертовы про- 

странства Г2[а,6] сепарабельны, то, согласно теореме 6.17, все 

они изоморфны гильбертову пространству 42, и, следовательно, 
изоморфны между собой. 

Для любого отрезка [a,b] в сепарабельном гильбертовом 
пространстве [Ё2[а,6], согласно теореме 6.16, существует счет- 
ный ортонормированный базис. Если {y,}P2, — некоторый 

счетный ортонормированный базис в [2[а,6], то в соответствии 

с общими результатами (см. 6) каждую функцию f € Lo[a,)] 
можно единственным образом разложить в ряд по этому ба- 
зису. Этим рядом является ряд Фурье функции f по системе 

{п} 1: 

со b 

F(x) = Srenvn(2), en =, фи) = | F(e)en(z)dz, nEN, 
n=1 a 

Для функции f € Lola,b] и ее коэффициентов Фурье cp по 

системе {фр}, выполняется равенство Парсеваля: 

со b 

уче = = / P(a)de. 
n=1 a 

7.6. Тригонометрическая система 

Рассмотрим гильбертово пространство Г2[-п,п| функций, 
суммируемых с квадратом Ha отрезке [—7, 1]. Тригонометри- 
ческая система 

1 с05 т sinz созпт зшпх 

Von Ут’ fm м’ у’ 
(7.7)
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является ортонормированной системой в сепарабельном гиль- 
бертовом пространстве Г2|-л,л]. Действительно, ортонорми- 

рованность этой системы была установлена, когда она рас- 
сматривалась в евклидовом пространстве Eo|—7,7], скалярное 
произведение в котором то же, что ив [2[а,6] (различие в типах 
интеграла не в счет: интегралы Римана и Лебега от кусочно 

непрерывных функций совпадают). 

Теорема 7.8. Тригонометрическая система (7.7) является 
счетным ортонормированным базисом в гильбертовом про- 
странстве Lo[—7,7]. 

< В силу теоремы 6.12 для доказательства утверждения тео- 

ремы достаточно доказать замкнутость тригонометрической 
системы (7.7). Иными словами, достаточно доказать, что ли- 

неиная оболочка системы (7.7), т.е. множество Т всех триго- 

нометрических полиномов вида, 

п 

Р(т) =ag+ У (ак coskz + БьзшКт), 
k=1 

является всюду плотным в Г2[-п,п|. Доказательство этого 
утверждения проведем в два этапа: произвольную функцию 
f(z) из Г2[-п,п| аппроксимируем непрерывной функцией 9(т), 
затем функцию g(z) аппроксимируем непрерывной функцией 

h(x) с равными значениями на концах отрезка [—7, 7]. Приме- 
нив к функции А(т) теорему Вейерштрасса, придем к утвер- 

ждению теоремы. 
Итак, пусть f(z) — произвольная функция из Lo[—7,7]. Так 

как множество всех непрерывных на отрезке [—7, 7] функций 
всюду плотно в Le[—7,7] (см. теорему 7.7), то для любого числа 
= > 0 найдется непрерывная Ha отрезке [—7, 7] функция 9(т), 

такая, что 

1—9} = ле — 9(т)|? ах < = 
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Непрерывная на отрезке [-л,л] функция g(x) ограничена Ha 

нем, т.е. для некоторого числа М > 

У} > 0 верно неравенство 

9(-л) 
eee @Geeeeaee a 

lg(z)|<M, xe[-n,_q]. 

Выберем положительное число 

и рассмотрим непрерывную Ha от- 
резке [-л,л] функцию (рис. 7.1) 

9(т), —л<т<л— д; 

о (т-т)-+9(-тп), пл-д<т<л 

График функции (т) на промежутке [л — 6, п|, представля- 
ет собой отрезок прямой, соединяющий точки В(п;9(—п)) и 
А(п-0;9(п-0)). Из построения следует, что функция h(z) 

ограничена, причем той же константой, т.е. |1(т)|< М, re 

Е [-п,л]. Оценим расстояние в гильбертовом пространстве 
Г2[-п,п|] между функциями g(r) и h(x): 

lg — Al? = [ve Ig(2) — h(a) |2 dx = J (2) —h(2) 2d < 

< | (lg(2)/? + 21A(2)||9(z)| + (2) de < 
r—0d 

2 oe? 

36м? 9’ 
< (M? +2M? + M’)6 <4М? 

Значит, ||9—1|| < €/3.
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Поскольку функция h(z) непрерывна и h(—7) = h(x), то, 
согласно теореме Вейерштрасса, существует тригонометриче- 

ский полином P(x), такой, что 

|h(z) — P(z)| < 
Е 
— Е -л,л. 
3/27’ [om 7 

Оценим расстояние между функцией h(x) и этим полиномом 

Р(т) в Г2[-п,п]: 

п 

РР = [112 пе уе 

Следовательно, ||h — Р| < €/3. 
Tenepb, наконец, получаем 

-Р| = КЛ - 9) +(9-№) +®-Р)| < 

< 91+ 19-1 + А Р| < +345 =, 
т.е. во всякой =Е-окрестности функции f(z) Е Г2[-п,п| есть хотя 
бы один тригонометрический полином P(x). Это означает, 

что множество Т всех тригонометрических полиномов всюду 
плотно в Lo[—7,7]. № 

Поскольку тригонометрическая система (7.7) является ба- 
зисом в Г[2[-л,л|, то любую функцию } Е Г2[-п,л| можно раз- 
ложить в ряд Фурье по этому базису: 

(7.8) Co (1) 60875 (9) sINNZ 
— + —= + 
У2т aC Vr" Jr 

где нулевой коэффициент Фурье со функции f по базису (7.7) 

в соответствии с общей теорией вычисляется по формуле 

f(x) = 

о (лу) Fg | 104



552 7. РЯДЫ ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ СИСТЕМАМ В L,|[a,}] 

а остальные коэффициенты cf) и с) — по формулам 

п 

(1) — COSNZ == | 
Cy, (yf, Ta ) Ta f(z)cosnzdz, пЕМ; 

— 

п 

(2) _ зшлх _ 1 
Ct (yf, Ti ) Fe | f(a) sinnede, neN. 

Отметим, что равенство функции f(r) сумме своего ряда 
Фурье — равенство (7.8) — следует понимать как равенство 

элементов в гильбертовом пространстве L2[—7,7]. Кроме того, 
сходимость ряда в правой части равенства (7.8) к своей сумме 
также нужно понимать не в смысле поточечной сходимости 
функционального ряда, а в смысле стодимости в гильбертовом 

пространстве L2|—7,7], т.е. в среднем квадратичнои: 

п, N . 2 
. _ 60 _ (1) Cosnz (2) ПХ _ 

yim, | f@)— Fe Xs Jn 1 ™ az) ат = 0. 
—T7T — 

Обозначая 

м /аь a ИИ 
0 7? п Vm’ n Vr’ 

получаем разложение функции f Е Lo|—7,7] в тригонометри- 

ческий ряд Фурье: 

Le @) 

f(z) 2 > + > an cosnz + by sinna, (7.9) 
n=1 

где коэффициенты a, и b, определяются формулами: 

п 

1 
an = | f(2)cosnedr, n=0,1,... 

—7 

п 

1 
bn = = | f(2)sinnedr, n=1,2,... 

п 
Л



7.6. Тригонометрическая система 553 

При этом равенство (7.9) и сходимость ряда в правой его части 

по-прежнему следует понимать не в смысле поточечного равен- 
ства и поточечной сходимости, а в смысле равенства элементов 
в [2[-п, п] и сходимости ряда в среднем квадратичном. 

Поскольку тригонометрическая система (7.7) является ор- 

тонормированным базисом в [2|-п,п], то для всякой функции 
f(z) Е Г2[-п,п] выполняется равенство Парсеваля: 

со + >. (< (с)? + (c))”) = |7 Р, 

которое, используя коэффициенты ап и В; и вид нормы ||} || в 
Г2[-п,п], можно переписать так: 

Верно и обратное утверждение: если деиствительные числа Qo, 
Le, @) 

ап, bn, NEN, таковы, что ряд 5 (a2 +2) сходится, то, согласно 
n=1 

теореме Pucca — Фишера, тригонометрический ряд 

oO 
ag 
> + > An cosnz + by sinnz (7.10) 

n=1 

стодится по норме в Lo|—1, 7] к некоторой функции f(z) этого 
гильбертова пространства, причем ряд Фурье функции f(z) 
по тригонометрической системе (7.7) будет совпадать с этим 

тригонометрическим рядом. 

Можно показать, что из сходимости в среднем квадратич- 
ном следует стодимость в среднем. Поэтому для любой функ- 

ции [Е Г2[-п,п] ее ряд Фурье сходится к функции f(r) н 
только в среднем квадратичном, но и в среднем. Несмотря 
на то что нормированное пространство L;(—7,7] не являет- 
ся линеиным пространством со скалярным умножением (в том
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смысле, что норма в Г1[-п‚л] не индуцируется никаким ска- 

лярным умножением), тригонометрический ряд вида (7.10) для 
любой функции из [1|-п‚л|] формально составить можно, по- 
скольку все интегралы Лебега, используемые при вычислении 
коэффициентов ап и b,, существуют. Однако утверждать, что 
ряд Фурье по тригонометрической системе (7.7) для любой 
функции из L,|—7,7] будет сходиться в Li[—7,7] к ней самой 
уже нельзя. Это показывает следующее утверждение. 

Теорема 7.9*. Тригонометрическая система (7.7) не явля- 

ется базисом в Li[—7,7]. # 

Таким образом, формально составленные ряды Фурье функ- 

ций из Lj(—7,7] могут и не сходиться к раскладываемой функ- 

ции в Г1[-л,л|. Более того, существуют функции из L,[—7,7], 

ряды Фурье которых расходятся почти всюду Ha [—7, 7]. Пер- 
вый пример такого рода был построен в 1923 г. А.Н. Колмого- 

ровым**, когда ему не было еще и двадцати лет. В его примере 

частичные суммы ряда являются почти всюду неограниченны- 

ми. Позднее И. Марцинкевич построил суммируемую функцию, 

ряд Фурье которой расходится почти всюду на [—7, 7], а ча- 

стичные суммы ограничены. 

Обратимся теперь к проблеме сходимости рядов Фурье от 

непрерывных функций. Ранее мы отмечали, что тригономе- 

трическая система (7.7) не является базисом в C[—7,7]. Тео- 
ремы 3.17, 3.18 (признак Дирихле), 3.19 (признак Дини) и 3.20 
(признак Жордана) дают лишь достаточные признаки сходи- 

мости ряда Фурье непрерывной функции, удовлетворяющей 

дополнительным условиям типа дифференцируемости или огра- 

ниченного изменения. Если на непрерывные функции не накла- 

дывать дополнительные ограничения, то, вообще говоря, нет 

оснований полагать, что ряды Фурье этих функции будут схо- 

* Доказательство см.: Кашин Б.С., Свакян А.А. 
*“Колмогоров Андрей Николаевич (1903-1987) — выдающийся русский 

математик.
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диться. И действительно, в 1873 г. II. Дюбуа-Реймон установил, 

что существуют непрерывные в точке функции, ряды Фурье 

которых в этой точке расходятся. Вплоть до 1966 г. не было 

известно, сходится ли ряд Фурье каждой непрерывной функции 

хотя бы в одной точке. 

Эта проблема была решена в 1966 г., когда Л. Карлесон 

доказал следующую теорему. 

Теорема 7.10 (теорема Карлесона). Для любых дей- 
®.) 

ствительных чисел ао, ап, bn, NEN, таких, что ряд У` (a2 +) 
сходится, тригонометрический ряд n=l 

оо 

ao . 
> + ) Gn cosnz + b, sinnz 

n=1 

сходится почти всюду на отрезке [—7, 7]. # 

Из теоремы Карлесона следует, что ряды Фурье (7.10) по 

тригонометрической системе (7.7) сходятся почти всюду на 
отрезке [-л, 7] для всякой функции из Lo[—7,7], и в частности 
для всякой непрерывной функции. 

7.7. Многочлены Лежандра 

Наряду с тригонометрической часто используют и другую 
систему элементарных функций — систему многочленов. По- 

строим, например, базис гильбертова пространства Г[-1,1], 

состоящий из многочленов. Для этого рассмотрим последова- 
тельность одночленов 1, г, 27,...,2", | как систему элементов 
гильбертова пространства, 22[-—1,1]. Линейной оболочкой этой 
системы является множество всех многочленов, которое по те- 
ореме 7.7 всюду плотно в [2[-1,1]. Это значит, что система 
одночленов {r*}% , является замкнутой системой в L2[—1,1). 

Однако замкнутая система может и не быть базисом в гильбер- 
товом пространстве.
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Теорема 7.11. Система одночленов {r*}°, не является 
базисом в гильбертовом пространстве Г.2[-1,1]. 

< Пусть f(x) — произвольная функция из [.2[-1,1]. Если пред- 
положить, что система {x*}% , является базисом в Г2[-1,1], то 
функция f(x) должна иметь единственное разложение в ряд по 
этой системе, т.е. 

<) 

f(z) 2 Уса", (7.11) 
k=0 

причем сходимость ряда здесь необходимо понимать по норме 

гильбертова пространства, L2[—1,1], т.е. в среднем квадратич- 

ном. Это значит, что последовательность частичных сумм 
п 

Sn = >> cc" в среднем квадратичном сходится к функции f(z): 
k=0 

1 n , 

М Зы = | | [f@)- Doaest| 4-0, m+ +00. 
—1 k=0 

Из сходимости последовательности в среднем квадратичном 

следует стодимость этой последовательности в среднем. По- 

этому 

1 п 

lf — Sallz, = [ие - ast |ae 0, п} +00. (7.12) 

Согласно свойствам интеграла Лебега, функция f(r), сум- 

мируемая с квадратом на [—1,1], является суммируемой на 

[-1,1] и, следовательно, является суммируемой на любом из- 

меримом подмножестве отрезка [—1, 1]. В частности, Ha любом 

отрезке [a, В] С [-1, 1] существует конечный интеграл Лебега 
от функции f(x). Введем интеграл Лебега с переменным верх-
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ним пределом, полагая 

] Га) = (L) ] f(«) dx 
0 (0, s] 

при $ 20и 
8 

[ Нада =-—() | Гада» 
0 [3,0] 

при $ < 0. Рассмотрим функцию 

8 

F(s) = | Гада 3Е [-1, 1] 

0 

и функциональную последовательность {F,(s)}°2, с общим 
членом 

Е, (3) = [сы dz, s€[-1,1], 

где коэффициенты Cc, Te же, что и в равенстве (7.11). 

Докажем, что если для функции f(x) верно разложение 

(7.11), то функциональная последовательность {F,(s)} cxo- 
дится поточечно на отрезке [—1,1] к функции F(s). Дей- 
ствительно, используя свойства интеграла Лебега и сходимость 
(7.12), для всех s € [-1, 1] получаем 

[© 

леса < [о-в +9 

0 k=0 “1 k=0 

при п — со, откуда и следует поточечная сходимость последо- 
вательности {F,,(s)}. Из этой сходимости с учетом линейных 

|8, (8) — Е(3)| < < on ) dof ода 

0 

< 
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свойств интеграла Лебега, и его связи с интегралом Римана при 

s € [-1, 1] имеем 

0 0 

Таким образом, если система одночленов {x*}°, является 
базисом в Г2[-1,1], то для всякой функции f € Г2[-1,1] постро- 
енную по ней функцию F(s) на отрезке [—1, 1] можно пред- 
ставить степенным рядом, сходящимся к Р($) поточечно на 
этом отрезке. Но тогда функция F(s) является действитель- 
ной аналитической функцией на отрезке [—1, 1] и, в частности, 

бесконечно дифференцируемой в интервале (—1, 1) (см. теорему 
2.19). Однако можно привести примеры функций из [/2|-1,1], 

для которых функция Р(3) не будет аналитической Ha отрезке 
[-1, 1]. Например, для функции f(r) =sgn(x) в силу ограничен- 
ности принадлежащей Г[,2[-1,1] функция 

8 

F(s) = | sen(a) dz =|s|, s€[-1,1], 
0 

He дифференцируема в нуле. Полученное противоречие дока- 

зывает, что система одночленов {r*}°, не является базисом в 

Г2[-1, 1}. > 

Нетрудно показать, незначительно изменив доказательство 
теоремы 7.11, что система {r*}%, не является базисом ни в 
каком другом гильбертовом пространстве Г.2[а,6]. 

Хотя система {z*}°, не является базисом в гильберто- 
вом пространстве Г2[-—1,1|, она, как мы отмечали ранее, есть 
замкнутая линейно независимая система в Г2[-1,1], т.е. замы- 

кание ее линейной оболочки совпадает с Г2[-1,1]. Для таких
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систем имеется простой способ получения на их основе ба- 

зисов гильбертова пространства — процесс ортогонализации 

Грама — Шмидта. Применим к системе одночленов {2} 

процесс ортогонализации, в результате которого получим ор- 

тонормированный базис 

Qo(z), Q(z), Q: (2x), (7.13) 

в сепарабельном гильбертовом пространстве Г2[-1,1] (см. 
следствие 6.4). Заметим, что наряду с системой (7.13) орто- 
нормированным базисом будет и любая другая система, чле- 

ны которой отличаются от соответствующих членов системы 
(7.13) только знаком. В соответствии с процессом ортогонали- 
зации каждый элемент Оь(т) полученного ортонормированного 
базиса является линеиной комбинацией первых k + 1 элементов 

1, т, 12,..., тк исходной системы, т.е. является многочленом 

степени К. Таким образом, ортонормированный базис (7.13) 
состоит из многочленов. 

Учитывая вид скалярного произведения в L2[—1,1], вычисля- 

ем в явном виде несколько первых членов ортонормированного 

базиса (7.13): 

Qo(x) = 1; 
1 
| тах 

Он) == - FESO) ибо ==- По 1 
° f dz 

“1 

2 2 
02(т) = 2° — ao Qo(z) — ane Qi(z) = 

Га | 23ах 

= 2? -— 1-7 B= 2 5
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3 3 
Q3(x) = 2° - eae) Qo(z) — aes Qi(z) — 

1 
3 4 (23, Qs) Je dx Je dx 

ев = рая 

Продолжая вычисления, в принципе можно вычислить в AB- 
ном виде любой член Q;,(x) ортонормированного базиса (7.13). 

Однако этот путь технически сложен, сопряжен с громоздкими 
вычислениями и не приводит к легко устанавливаемому явно- 
му представлению многочлена Q,(r). Как отмечалось, точные 
выражения для Q;,(x) не обязательны. Достаточно построить 
систему, члены которой совпадали бы с членами системы (7.13) 

с точностью до постоянного числового множителя. Тогда, про- 
нормировав эту систему, получим требуемый ортонормирован- 
ный базис. Покажем, что всякий многочлен (), (т), k=0,1,..., 

с точностью до постоянного множителя совпадает с многочле- 

HOM 
dé 

dak 
(при К =0 считаем, что Ro(z) =1). Причем докажем это 
утверждение не путем явного вычисления многочленов Вк(т), 
а используя только свойства системы функций {Ак(т)} 2. 

Вь(т) = 5 (2° -1)* 

Теорема 7.12. Система функций {Ак (т)}©°, является ор- 
тогональной системой в гильбертовом пространстве L2[—1, 1]. 

< Для всякого k функция В,(т) является многочленом k-u 
степени, т.е. непрерывной функцией, не равной тождественно
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нулю на отрезке [-1, 1]. Таким образом, при любом К функция 

Вьк(т) не является нулевым элементом в [,2[-1,1]. 
Докажем, что 

1 

(Ry, Rn) = ] Вь(2) Е, (т) 4 =0, Км. 
—1 

Пусть для определенности k < п. Тогда вследствие того, что 

многочлен (т? — 1)" = (x —1)"(z +1)" имеет корни —1 и +1 крат- 
ности п, производная порядка т < п этого многочлена будет 

иметь корни —1 и +1 кратности п — т > 1. Следовательно, 

4 (12 _ 1)" om =0, ——(z*-1)"| =0 
т=—1 dx™ т=1 

для всех* т = 0, п-1. Учитывая эти равенства, проинтегрируем 

по частям** скалярное произведение функций В, (т) и В„(т): 

“Напомним, что „нулевой“ производной от функции считается сама 
функция. 

*“Интегрирование по частям возможно, поскольку интеграл Лебега для 

многочленов совпадает с интегралом Римана.
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Повторяя процесс интегрирования по частям п раз, получаем 

(Rk, Rn) = (—1)" ] (2 (2? -1)*) (a? — 1) de. 
—1 

Многочлен (т? —1)* степени 2k имеет нулевую производную 

порядка К + п > 2k. Поэтому и интеграл в последнем равенстве 

справа, равен нулю, т.е. (Ry, R,) = 0 при К < т. № 

Сравним теперь системы {@ь(т)} о и {Аь(т)} о. Всякая 

функция В; (т) = =; (2 —1)*, будучи К-й производной много- 

члена степени 2k, сама является многочленом степени К, т.е. 

принадлежит подпространству, порожденному первыми k + 1 
элементами системы {z*}%,. Наоборот, любой одночлен т“ 
принадлежит подпространству, порожденному первыми k + 1 
элементами системы {Ах(т)}. Поэтому две ортогональные 
системы многочленов {Q;(xz)} и {Вк(т)} связаны с системой 
одночленов {z*} следующим образом (см. теорему 6.15): К-е 

элементы обеих систем принадлежат линейной оболочке эле- 

ментов 1, т, т“ системы {х"}. Отсюда следует, что два 
k-x элемента систем {Ах(т)} и {Ок(т)} могут отличаться как 
элементы гильбертова пространства, [2[-1,1] только постоян- 

ным числовым множителем. Поскольку Вь(т) и Ок(т) являются 
многочленами (непрерывными функциями), то они как функ- 

ции различаются только постоянным множителем. 
Чтобы из ортогональной системы {А;(т)} получить орто- 

нормированную, нужно элементы этой системы пронормиро- 
вать. Применяя уже использовавшийся прием многократного 
интегрирования по частям, получаем 

1 1 

Rel? = | Веда | (ей 1%) (Ae?) ae=
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Вычислим интегралы 

1 

В, = | (2? - 1) de, k=0,1,... 

—1 

используя рекуррентные формулы. 
1 

При k = 0 получаем Ip = [ (x? — 1)‘ ах =2. А при К> 1 имеем 
—1 

1 = = 1 ор ad(xz* — 1-11 = 

—] 

1 

т(т2-1 1 р 1 
= ~1)¥ dr -,_) Ь-1 

2k Lo ok (2° — 1) de — Tt 5) ae 
—1 

Отсюда заключаем, что 

2k 
lL.=- | k . 

k= oe qbh KEN 
Применяя полученную формулу п раз, находим 

—2)...2 1 In =(—1)” (2n)(2n — 2) Ip =(-1)" 2rtin n=0,1...., 

(Qn +1)(2n—1)...3 

где по определению (2k +1)!! =1.3.5..... (2+1). 

С помощью найденного интеграла, вычисляем норму много- 

члена Ах (т): 

2+1 (2 2+ (2Ю)И 2241 (KI)? 
В. = (-1)F (2k), = — — 

Hall! = (1) а) (2k + 1)! 2k +1 2+1’ 
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где (2k)!! =2-4-...-(2k). Таким образом, 

/ 2 
| = k!2* 2k+1? k =0, 1, 2, 

а система пронормированных многочленов имеет вид 

Вь(т) _ 1 2k+1 

Rell KI2kV 2 

1 /2k+1 d* k 
= ев \/ 5 ax (2—1) k=0,1,2,..., (7.14) 

и представляет собой ортонормированный базис в гильберто- 

вом пространстве L2[—1, 1]. 
Обычно в качестве базиса в Г,2[-1,1] используют не ор- 

тонормированную систему многочленов (7.14) с громоздким 
2k+1 

радикалом \/ = , а более простую ортогональную (HO He ор- 

тонормированную) систему многочленов 

Вь(т) = 

1 d* 

Pe(2) = зто ое (12-1) k=0,1,2,... (7.15) 

Многочлены P;(r) называют многочленами Лежандра*, a 
их представление (7.15) — формулой Родрига. 

Многочлены Лежандра попарно ортогональны, однако их 

нормы не равны единице: 

2n+1’ 

Поскольку система {Р»(т)} является ортогональным бази- 
сом в гильбертовом пространстве [2[-1,1]|, то каждую функ- 

*Лежандр Адриен Мари (Legendre A.M.) (1752-1833) — французский 
математик.
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цию f(z) Е Г2[-1,1] можно однозначно представить своим ря- 

дом Фурье по системе многочленов Лежандра: 

f(x) 2 У ̀сьРь (2), 
k=0 

где сходимость ряда справа рассматривается относительно 

нормы в [2|-1,1|, т.е. в среднем квадратичном, а равенство 
выполняется почти всюду на отрезке [—1, 1]. Коэффициенты 

Фурье cy определяются по формулам 

1 

_ 2+1 
Ck <= | а) Ра, k=0,1,2,... 

—1 

Как производные четных функций (x? _ 1) /(k!2*), многочле- 
ны Лежандра являются попеременно четными и нечетными 
функциями. Поэтому в силу симметричности отрезка интегри- 
рования [—1, 1] четные функции из [2[-1,1|] можно разложить 
в ряд Фурье по многочленам Лежандра с четными номерами: 

f(z) = > C2mP2m (т), 
т=0 

где 

1 

Cam = =m 1 [i@ Pom (x) ах = 

—1 

1 

= (4т +1) | f(x) Pom(z)dz, т=0,1.... | 
Нечетные функции из L2{[—1,1] имеют ряд Фурье по много- 

членам Лежандра с нечетными номерами: 

f(z) 2 > Com+1P2m41(2), 
т=0
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где 

1 

ant 3 [ла Pom+1 (x) ат = 

—1 

1 

= (4т+3) || f(2) Pamsi(2) dr m=0,1,2,... 

0 

Пример 7.2. Разложим в ряд Фурье по многочленам Ле- 

жандра в гильбертовом пространстве [2[-1,1] функцию 

100, =—1; 

—1 -l<2z<0; 

f(x) = ¢ -500, х=0; 

1, 0<2<1; 

300, т=1. 

В L2[-1,1] любую функцию можно произвольно изменить на 

множестве меры нуль, сохраняя ее неизменной как элемент 

этого гильбертова пространства. Учитывая это, заменим за- 

данную функцию более простои: 

Функции f(x) и g(x) представляют собой один и тот же 
элемент гильбертова пространства L2[—1,1]. Поэтому их ряды 
Фурье по ортогональному базису в Г2|[-1,1], состоящему из 
многочленов Лежандра, совпадают. Функция g(r) нечетна на 

симметричном отрезке |[-1, 1], поэтому она имеет ряд Фурье по 
многочленам Лежандра с нечетными номерами: 

оо 

Г 
g(x) = У ` com41Pom4i(2); 

m=0
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где 

1 

Cam+1 = (4т + 3) [a (x) Рт--1 (т) dr = 

0 

= (4m+3) || Panes (2) dr m=0,1,... 

Используя формулы Родрига, находим 

1 
4m+3 | ат 2 2т-+1 1. __ 

(2т + 1)! 22т-1 ат2т-+1 (т — 1) ат = 

0 

C2m4+1 = 

_ 4т + 3 ат 2 2т-+1 1 _ 

(2m + 1)!22m41 д4х2т (2-1) 7 

4m+3 

~ (2m-+1)!22m41 (Fm(1) — 

где 

42" 

ат2т 

Вычислим значения F,,(1) и F,,(0). При дифференцирова- 
нии многочлена кратность всякого его корня уменьшается на 
единицу. Поэтому при (2т)-кратном дифференцировании мно- 

гочлена (x? —1)?"+! с корнем x =1 кратности 2m+1 получим 

многочлен, для которого число 1 является корнем кратности 1. 

Следовательно, Ёщ (1) = 0. 

Для вычисления значения F,,(0) используем равенство 

Fin(z) = (12 —1)?"*! m=0,1,... 

р (26) (2—1)... (26 -2m+1)27*-2", m<k; 
т 

Ч (a2) = 4 (2k)! = (2m), m =k; 
0, т > К. 
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Из этого равенства, следует, что значение функции (12*)(27) в 

точке г = 0 отлично от нуля только при т = К, причем в этом 

случае оно равно (2т)! Учитывая это и применяя к многочлену 

(т? —1)?™+! формулу бинома Ньютона, получаем 

42" 
F,,(0) — Эт (т? _ 1271 

т=0 

ка k 2 1—k фт 2k 
= > Chnaui(-1)?"- Чат (2) 

k=0 т=0 

_ +1 _ +1 (2m + 1)! = ры" (2m)! = (1) (2m)! Е 

Следовательно, 

4т + 3 
С2т-1 = (2m + 1)!22m+41 (Fm (1) — Ет(0)) — 

| =(-1)" (4m + 3) (2m)! m =0, 1,2, 

т! (т + 1)!22m+1? 

Так как функции g(r) и f(r) представляют собой один и 

тот же элемент гильбертова пространства L2[—1,1] и их ряды 

Фурье по многочленам Лежандра, совпадают, то функция f(z) 

имеет следующее разложение в ряд Фурье по многочленам 
Лежандра в Г2[-1,1]: 

ти (т + 1)!22т-+1 2m+1 (2), 
m=0 

где сходимость ряда справа рассматривается относительно 
нормы в Lo[—1,1], т.е. в среднем квадратичном. #
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В заключение приведем несколько первых многочленов Ле- 

жандра в явном виде: 

Ро (т) = 1, Рз(т ) = > (52° — 32), 

Р!(т) = т, Ра(т) = = (3524 — 302? + 3), 

P(r) = > (32° —1), P(x) = = (632° — 7053 + 155), 

(сравните с первыми многочленами системы {@к(т)} 3). 

7.8. Многочлены Чебышева 

Пусть (т) — некоторая фиксированная неотрицательная 
суммируемая на отрезке [-1,1] функция, не являющаяся Ha 

[-1,1] почти всюду равной нулю. Рассмотрим на [—1, 1] из- 
меримые функции, суммируемые с квадратом и весом 
$ (=), т.е. такие функции f(r), для которых интеграл Лебе- 

га J f?(z)y(x)dz конечен. Совокупность всех таких функций 

f(a о, с условием отождествления функций f(r) и g(r), для кото- 
рых функции }(т)\/ф(т) и 9(т)\/ф(т) совпадают почти всюду 

на отрезке [—1, 1], обозначим через Г2([-1,1], ф). Очевидно, 
что 

f(x) Е Г2([-1,1],Ф) <=> f(x)V (2) € Le[-1, 1. 

Легко видеть, что множество [2 ([-1,1], y) является деийстви- 

тельным линейным пространством. Оно бесконечномерно, по- 

скольку содержит бесконечную линейно независимую систему 

элементов 1, z, 2”, ..., 2”, ... Кроме того, из неравенства Ко-
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ши — Буняковского для Г2|-—1,1] следует, что 

[ева = (лем) (9(2) (2) del < 

ый Л 

1 1 

< ] 12 (2) o(a) dex ] 92(2) (2) de. 
\- 

Следовательно, для любых функций f,g Е [2([-1,1], ф) суще- 
1 

ствует и конечен интеграл | f(z) g(x) p(x) dz. Положим 
—1 

1 

(f, 9) = / f(x) g(x) ole)de, f,9 € Lo([-1,1], 9). 
—1 

Нетрудно показать, что для (}, 9) выполнены все аксиомы 

скалярного умножения. Таким образом, линейное простран- 

ство [2 ([-1, 1], y) становится евклидовым пространством. Ин- 

дуцированная скалярным умножением норма в этом евклидо- 

вом пространстве определяется равенством 

1 

и = МА = [ Pe@vle)dz, fe La((-1,11, 9) 
—1 

Теорема 7.13*. Бесконечномерное евклидово простран- 

ство [2[-1,1] является гильбертовым пространством. Систе- 

ма всех многочленов, определенных Ha отрезке [-1, 1], является 

его всюду плотным подмножеством. F# 

*Эта теорема является следствием полноты гильбертова пространства 
L2(X,p) при Х = [-1, 1] и мере р, которая для любого измеримого мно- 

жества ЕС [-1, 1] определена формулой и(Е) = ] ф(т)ах. См.: Колмого- 
ров А.Н., Фомин С.В. Е
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Рассмотрим систему одночленов 

erg 

как счетную линейно независимую систему элементов гиль- 
бертова пространства Г2([-1,1], ф). Подвергнув эту систему 
процессу ортогонализации, получим некоторую замкнутую ор- 
тогональную или ортонормированную (по желанию) систему 
{9 (<)} >, многочленов в Г2([-1,1], $), т.е. базис этого гиль- 
бертова пространства. Условие ортонормированности системы 

{9 (1) } 25 в Г2([-1,1], Ф) в этом случае определяется форму- 
лами 

1 

| 2x(2) Qm(2) (2) dx = 1 Кут; 
К =т. 

—1 

Неотрицательную суммируемую на отрезке [-1,1|] функ- 
цию ф(т), не являющуюся на этом отрезке почти всюду рав- 
ной нулю, с помощью которой определяют гильбертово про- 
странство [2 ([-1,1], y), называют весом, или весовой функ- 
цией, а функции, ортогональные в гильбертовом простран- 

стве Г2([-1,1], ©), — ортогональными с весом ф(т). 

Система одночленов {1^} > в результате процесса орто- 
гонализации в гильбертовом пространстве [2 ([-1,1], ф) ДЛЯ 

различных весовых функций ф(т) приводит к различным систе- 
мам ортогональных многочленов. В частности, если в качестве 

весовой взять функцию 

(2) = = А 

то процесс ортогонализации системы одночленов {rk ов 

Г.2([-1,1],Ф) приводит к ортогональной системе, элементы 
которой с точностью до постоянного множителя совпадают с 

многочленами Чебышева 

тЕ (-1, 1), 

] . 

To(z)=1, Ть(т)= 51-1 Co8(narccos 2), пЕ М. (7.16)
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Многочлены T,(2z) впервые были получены П.Л. Чебыше- 
вым* при решении задачи об отыскании среди всех приведен- 
ных (т.е. с коэффициентом 1 при старшей степени) многочленов 

п-й степени такого многочлена, который на отрезке [—1, 1] 
имеет наименьшую максимальную абсолютную величину. Че- 
бышев показал, что решением поставленной задачи являются 
многочлены (7.16), в дальнейшем названные его именем. 

Приведем несколько первых многочленов Чебышева в явном 

виде: 

To(z) =1, T} (т) = 2, 

Т2(х) = = (22° —1), Тз(х) = 7 (42° —3z), 

Т4(х) = (82 — 827 + 1), T5(xz) = = (162° — 202° +55), 

Теорема 7.14. Система многочленов Чебышева является 

ортогональной с весом ф(т) = 1/У1-— т? системой элементов в 

[2 ([-1, 1], y) . 

< Покажем, что многочлены Т»„(т) принадлежат гильбертову 
пространству L2({—1,1], ф) с весом v(x) = 1/71 -— 2, т.е. 

1 
2 

[38 dx <+0, n=0,1,2,... (7.17) 
1 — 212 

—1 

Интегралы (7.17) следует рассматривать как интегралы Ле- 

бега. Но подынтегральная функция каждого такого интеграла 

непрерывна и неотрицательна на (—1, 1), а поэтому сходимость 
интеграла, Лебега равносильна сходимости несобственного ин- 

теграла Римана от той же функции (теорема 7.4). Многочлены 

*Чебышев Пафнутий Львович (1821-1894) — один из крупнейших 

русских математиков ХХ в.
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Т2(т) являются непрерывными ограниченными функциями на 
отрезке [—1, 1], a несобственный интеграл на этом отрезке OT 
весовой функции сходится: 

. 1 п п 
= arcsinz, = — — (-=) =л < +00. 

] dx 

М1 - т? - 2 
-1 

Следовательно, при любом п несобственный интеграл (7.17) 
сходится в силу признака сравнения для несобственных инте- 
гралов: 

< | 
где M, = max 122) 

ат < +00, 

Теперь покажем, что многочлены Чебышева, попарно орто- 
гональны с весом ф(т) =1/У1- 12, т.е. 

т) _ 
] = ат =0, пт. (7.18) 

Интеграл в равенстве (7.18), понимаемый как интеграл Лебега, 

можно рассматривать и как несобственный интеграл Римана. 

Это следует из того, что подынтегральная функция предста- 

вляет собой произведение непрерывной на отрезке [—1, 1] (сле- 
довательно, ограниченной) функции на интегрируемую на этом 

отрезке в несобственном смысле неотрицательную функцию 

ф(т). Несобственный интеграл Римана от такой функции схо- 

дится абсолютно, а интеграл Лебега конечен (см. теорему 7.4), 

причем оба интеграла равны. 

Чтобы вычислить несобственный интеграл Римана, исполь- 

зуем представление (7.16) для многочленов Чебышева: 

ат. Vi—2 = тр Ил 7 

1 
Tm(x)Ty (т) / cos(marccos т) cos(n агссоз г) 

-1
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В интеграле справа выполним замену переменного г = cost, 

t € 0, x] (при этом dz = —sintdt и sint > 0 при $ Е (0, z)): 

1 
/ cos(marccos т) cos(narccos г) р 

т = 

У1 - 12 

1 | i of cosmtcosnt , 
= aa | [sind sintdt = отт [ совты cos nt dt. 

0 

Вычисляя последний интеграл с использованием формул для 

произведения косинусов, находим 

r 0, men: 
fees 7) р = = | п и (7.19) 

—1 

Полученные формулы верны для натуральных значений т 

un. Если же т = 0, то аналогично получаем 

1 

ДЕ FA de gs [ма {3 n> 0; 
п, n=O. 

—1 

Из выполненных вычислений следует, что система {T;,(x)} в 
гильбертовом пространстве Г2([-1,1], 1/У1-—=2) ортогональ- 

на. № 

Из формул (7.19) при т = п определяем нормы многочленов 

Чебышева, в гильбертовом пространстве [2 ([-1,1], 1/У1-— 22): 

V 20 
|7] = о ПЕМ (7.20) 

Норму многочлена Т0(х) легко вычислить непосредственно: 

2 т то = | [ 2 ar = \ [Se-—— am 
a | 
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Всякая функция из Г2([-1,1], 1/У1—22) может быть раз- 
ложена в ряд Фурье по ортогональному базису из многочленов 
Чебышева: 

f(z) = У enTn(2), (7.22) 
n=0 

где коэффициенты Фурье Cp определяются формулами 

1 
_1f_ f(z) _ 271 f(z) com = | de, Cn = —— деят пЕ М, 

а сходимость ряда в (7.22) следует понимать как сходимость 

по норме гильбертова пространства [2 ([-1, 1], 1/1 -— т2), т.е. 

сходимость равносильна условию 

lim ат = 0, 
m— oo 1 — т2 

—1 

где Si,(z) — частичные суммы ряда Фурье функции f(z) по 
многочленам Чебышева. 

Многочлены Чебышева являются попеременно четными и 

нечетными функциями, так как для любого п Е № 

1 1 
Tn(—-z) = 2т—1 соз (пагссоз(—х)) = отт 608 (п — narccos 5) = 

1 
— on=1 (—1)7 соз(пагссоз 5) = (—1)"7,(xz), 2x € [-1, 1]. 

Поэтому четные на [—1, 1] функции имеют ряд Фурье по много- 
членам Чебышева с четными номерами, а нечетные функции — 

с нечетными номерами. 

Пример 7.3. Разложим в ряд Фурье по многочленам 

Чебышева функцию 

f(z)=|z|, 2 ¢€[-1, 1].
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Это четная функция, поэтому ее ряд Фурье по многочленам 

Чебышева, содержит слагаемые только с четными номерами: 

=] = >> ComT 2m (x 
т=0 

где 

Com = 2 r ar] Lom 

" ты J М1 - 22 

При т = 0 имеем 

1 
1 2 

m= = [| de =—=J1—a| =-. 
п 1 — т2 п ол 

0 

5 т, m=0,1,... 

Если же т > 0, то 

ат = ат. 
М1 - т? mJ У1- :? 

1 1 
р 24т / || Tom (т) 22т+1 | т cos(2marccos г) 
2т — — 

п 

Полученный интеграл можно вычислить с помощью уже при- 

менявшейся подстановки x = cost, t € [0, 1/2]: 

1 п 

22т-+1 cos(2marccos x gem+1 
г (2m ) dn = J cost cos2medt = 

п 1— 72 п 
0 0 

2 
2m ы 

“о (cos (2m—1)t + cos (2m+1)t) dt = 

n @т —1)r - (2m+1)x 92m (= 5 т -— 

Этот | Im+l 

g2m (—1)™*! (—1)™ (—1)™*! g2m+1 

= — + — 
п 2т —1 т) п (4т? — 1)
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Таким образом, разложение функции |т| на отрезке [-1, 1] в 
ряд Фурье по многочленам Чебышева имеет следующий вид: 

о 0° (—1)™+1 g2m 
2 — 
пл (4m? —1) Tom (x), 

где сходимость ряда следует понимать как сходимость по норме 
гильбертова пространства Le([—1,1],1/V1—2?). # 

Тригонометрическая система {cosnt}°°, является ортого- 

нальным базисом в гильбертовом пространстве [2[0,л]. Сле- 
дующая теорема устанавливает связь между гильбертовыми 

пространствами Г2([-1,1], 1/1 -—г2) и L2[0,7] с выделенными 
в них ортогональными базисами {Т»(т)} и {cosnt}. 

Теорема 7.15. Замена x = cost независимого перемен- 

ного функций определяет естественный изоморфизм между 

гильбертовым пространством [,2([-1,1], 1/У1—22) с ортого- 
нальным базисом {Ть(т)}°°5 и гильбертовым пространством 
Г2[0, п] с ортогональным базисом {с0$74} 9. 

< Замена переменного г = cost определяет отображение, ко- 

торое каждой функции f(x), определенной на отрезке [—1, 1], 

ставит в соответствие функцию y(t) = f(cost), определенную 

на отрезке [0,7]. Покажем, что это отображение функции 

ГЕ Le([-1,1], 1/V1—2z?) ставит в соответствие функцию фе 
Е Г.2[0, 7], т.е. может рассматриваться как отображение из од- 

ного гильбертова пространства в другое. Чтобы не усложнять 

изложение дополнительными фактами из теории интеграла Ле- 

бега, докажем это утверждение лишь для тех функций, которые 

интегрируемы по Риману. 

Если функция f(x) Е Г2([-1,1], 1/V1—2?) интегрируема по 
Риману, то для функции f(cost) получаем 

= 

п. t = агссо$ т, L 

2 х=е[-1,1|, | _ [Г f*(2) cost) dt = | = ат < +00, 

i 1-12] —
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т.е. неотрицательная функция yy? (#) = f2(cost) интегрируема по 
Риману в несобственном смысле, а потому 4 (# Е Г2(0,*{. 

Теперь покажем, что при отображении f(x) > f(cost) коэф- 
фициенты с„ Фурье функции f(x) по системе {Т»(т)} и коэф- 
фициенты C, Фурье функции 7)(t) = {(соз#) по системе {cosnt} 
связаны соотношениями (6.21). Это и будет означать, что такое 
отображение является естественным изоморфизмом гильберто- 
вых пространств. 

Нормы многочленов Чебышева вычисляются по формулам 
(7.20) и (7.21). Нормы функций cosnt € Г2[0,п] таковы: ||1|| = 
= ул, ||cosnt|| = \/л/2, пЕМ. Поэтому необходимо доказать, 

что 
_ | УИ % =й: 

To(x о( й (7.23) 

созт |1 — n-1~ 
= Ch = 2 ‚о =n Е №, 

|Z (x)|l2 

где ||-||, 2 ||-||, — нормы в гильбертовых пространствах L2(0, 7] 
и [2([-1,1], 1/У1-22). Докажем соотношения (7.23). Пусть 

функция f € Lo({—1,1],1/V1—2z?) интегрируема по Риману. 

Тогда для нулевых коэффициентов Фурье имеем 

1 5 =cost т. 
| f(z) 1 ~ 

Co = — dx = | &Е (0, x], == | t(cost) =. 
"dy 1-27 | dx = — зп 4 | md 

Для остальных коэффициентов также используем зэмену пере- 

менного. В результате для всех п Е N имеем 

2211 [tone da apie соз(пагссозт) | 

J 1-2? 

_ | = cost, t € [0, м], т Г _ 
ат = —sintdt | — = || f(cost)cosntdt = 27—15, > 

0
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Отображение f(r) > f(cost) является естественным изо- 
морфизмом гильбертовых пространств [2 ([-1, 1], 1/1 — т?) и 

[2[0, п] с ортогональными базисами {Ть(т)}°°0 и {с0$1} 9. 

Следовательно, замена, 

cos nt 

gn—-1? 
Tn(x) > T, (cost) = пе М, 

в ряде Фурье > CnIn(x) функции f(x) Е Г.2([-1,1], 1/V1—2?) 
n=0 

приводит к ряду Фурье )> c,cosnt функции f (cost) Е L2(0,7] 
n=0 

(см. 6.7). Это позволяет свести анализ рядов по многочле- 

нам Чебышева к анализу соответствующих рядов по более 

изученной тригонометрической системе {cosnt}° 4. А посколь- 
ку замена г = cost является непрерывно дифференцируемой, 

то на ряды по системе многочленов Чебышева переносятся 
дополнительные свойства, касающиеся различных видов схо- 
димости (сходимость почти всюду, равномерная сходимость, 

сходимость в L;(0,7], и т.д.) и которые могут быть доказаны 
©, 

для рядов >, Спсозт в [2[0,я]. 
n=0 

7.9. Система Xaapa 

Рассмотрим теперь гильбертово пространство Г.2[0,1]. Од- 

ной из простейших полныт ортонормированных систем (бази- 

сов) в Г2[0,1] является система Хаара. Эту систему впервые 
построил и начал изучать А. Хаар в 1909 г. в связи с задачей 

построения ортонормированной системы функций, ряды Фурье 

непрерывных функций по которой сходились бы равномерно на, 

[0, 1]. Простота и естественность системы Хаара объясняют ее 
широкое применение в теории функций, теории вероятностей 

и вычислительной математике. 

Система Хаара состоит из кусочно постоянныт на [0,1] 
функций и определяется следующим образом. Как и для функ-
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ций системы Фабера — Шаудера, для функций системы Хаара 

наряду с одинарной (порядковой} нумерацией удобно ввести и 
двойную нумерацию с помощью представления натурального 

числа п 22 в виде п = 2" + К, где т — неотрицательное це- 

лое число, а К — натуральное число, не превосходящее 2™ (см. 

(5.9)). С помощью представления 1 = 20 +0 (т.е. m=0, k =0) 
двойную нумерацию получит и первая функция системы Хаара. 

Таким образом, для каждой функции Хаара будут использова- 

ны два равноценных обозначения х„(т) и xt (x), где числа п, 

т и К связаны соотношением п = 2™ + k. 

Первая функция системы Хаара постоянна: 

x(a) =1 ce (0, 1, 

а вторая имеет вид 

1, rE 

r
e
 3) 

xo (a) = 40, 2=53 

; re (1,1. —
 

Эти две функции представлены Ha рис. 7.2 и 7.3 

| yi ХХ) ya my (=) 

1 1 | 

>
 

—
 

ra H 1 1 1 1 1 

|
 

Рис. 7.2 Рис. 7.3
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Последующие функции ik (zr) системы Хаара с номерами 

те №и К = 1, 2т определяются равенством 

Ут, те (A, м, 

M(e)=) ат, ве (“TF *), (7.24) 

от] 
В точках разрыва х = (k—1)/2™ (kK ~1), х= (Е - 1/2) /2” и 

т=К/2" (К #2”) функция xh) (x) доопределяется как полусум- 
ма односторонних пределов, а в крайних точках отрезка © =0и 
т = 1 — как соответствующий односторонний предел. Графики 

(К) функций Ym (т) при т = 1, 2 представлены Ha рис. 7.4. 

Теорема 7.16. Система Хаара является счетным ортонор- 

мированным базисом в гильбертовом пространстве Г[0,1]. 

< Сперва докажем, что у всех функций системы Хаара норма 

в Г2[0,1] равна единице. Для первых двух функций x (x) и 
(1) Xo (т) это очевидно, а для остальных имеем 

1 k/2™ 

Ix? = [G®@)? az = / 2т р = 1. 
0 (k—1)/2™ 

Tenepb покажем, что функции системы Xaapa попарно ор- 

тогональны. Ортогональность первых двух функций x" Nx )u 
x (1) т) ко всем остальным функциям очевидна. 

0 Рассмотрим произвольные функции x) (x) 4 Xm (x) содним 

и тем же индексом т 2 Ти различными индексами ти 7. Их 

произведение xii )(5) x Ma ) всюду на отрезке [0, 1], кроме, быть
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может, одной точки, равно нулю. Следовательно, 

1 

(x! (2), x9 (2)) = [& (x) (7 (5) ат =0. 

0 

Рассмотрим функции x) (x) и x2) (2) с различными ин- 
дексами т>21 ип>1 и произвольными индексами фи 7. 

Для определенности считаем, что п > т. В этом случае из 

определения функций системы Хаара следует, что интервал 

((i —1)/2", /2"), в котором функция x) (2) отлична OT нуля, 

целиком лежит в интервале, в котором функция x) (x) постоян- 

на и равна некоторой константе Л (в зависимости OT значений 

индексов фи ] А = 0 или Л = +2”). С учетом этого имеем 

1 i/2” 

(x4) (2), x9 (2)) = / х@ (x) x9 (x) dx =r / (2) dx = 
0 (i—1)/2” 

(i— 5) /2" i/2” 

= ) / V2" dx —X / V2" dx =0. 

(i—-1)/2” (i—4)/2" 

Takum образом, ортонормированность системы функций Xaapa 

установлена. 

Докажем замкнутость системы функций Хаара. Для этого 

сначала произвольную функцию из [2|[0,1| аппроксимируем 
непрерывной функцией, а затем для этой непрерывной функции 

подберем многочлен по системе Хаара, приближающий ее по 

норме гильбертова, пространства, Г.[0, 1]. 

Пусть ф(т) — произвольная функция гильбертова простран- 

ства Г2[0,1]. Поскольку множество непрерывных на отрезке 

(0, 1] функций всюду плотно в Г2[0,1] (см. теорему 7.7), то 
для всякого числа € > 0 найдется непрерывная на отрезке [0, 1]
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функция g(r), такая, что 

Е 

2-91 < 5- (7.25) 

Покажем, что для непрерывной функции 9(т) найдется 

многочлен по системе Хаара 

f(x) = а1х1(т) + а2х2(т) +... +авхи (т), a, ЕВ, += п, 

такой, что 
Е lp <=. (7.26) 

Для этого рассмотрим множество Отш-+1 всех таких функции из 

L2[0,1], которые постоянны в каждом (в отдельности) из ин- 
тервалов ((1-— 1) /2” 1, [/2™*!), 1=1,2,3,...,2™*!. При этом 
значения функций на концах этих интервалов могут быть про- 

извольными, поскольку в гильбертовом пространстве L2(0, 1] 

пары функций, отличающиеся на множестве меры нуль, ото- 

ждествлены. Поэтому на значения функций из От-1 в точках 

разрыва, (на концах указанных интервалов) обращать внимание 

не будем. Множество От-1 является, очевидно, линеиным про- 

странством. Каждой функции f(z) из От+1 можно поставить в 
соответствие арифметический вектор (}1, fom+i) Е В2”*` ее 

значений в интервалах постоянства (количество интервалов по- 

стоянства равно 2™*!), Нетрудно заметить, что такое отобра- 

жение Пт: на R2"*" является изоморфизмом двух линейныт 

пространств. Таким образом, От-+1 является подпростран- 

ством в [2[0,1] размерности 2" +1. 
Все функции Х„(т) системы Xaapa с порядковыми номерами 

п от 1 до 27+! включительно (т.е. все функции x”) (т) с номе- 
рами $ = 0, ти К =0, 2™) принадлежат подпространству От+1. 
Конечная система этих функций Хаара ортонормирована, ли- 

нейно независима (потому что ортонормирована), состоит из 
2т+1 функций (что равно размерности подпространства От+1) 
и потому является ортонормированным базисом в подпростран- 
стве От-1 гильбертова, пространства, [2[0,1]. Поэтому всякую
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функцию f(z) из От-1 можно представить в виде линейной 

комбинации функций х1(т), Х2(т), ..., X¥n(z), где п = 2741. 

Таким образом, для того чтобы подобрать многочлен по 

системе Хаара с условием (7.26), достаточно найти функцию 
f(z) из От+1, удовлетворяющую тому же условию (7.26). Так 

как функция g(r) непрерывна на отрезке [0, 1], то она также и 
равномерно непрерывна на этом отрезке [1-5.9], т.е. 

УЕ>0 36=0(=)>0 Ут1, 12Е [0,1]: 
Е 21—22] <8 => |9(21) —9(22)| <>. (7.27) 

Для заданного числа = > 0 на основании (7.27) подберем со- 
ответствующее д = 6(€) > 0. Возьмем т емщрш настолько боль- 

шим, чтобы выполнялось неравенство 1/2™+! < 6, и рассмотрим 

функцию f(r), определенную на отрезке (0, 1], полагая, что 

Ле) =9 (=) при 2 (о, ит), 1-12. 

Значения функции в концах интервалов роли не играют и 
могут быть выбраны произвольно. Функция f(r) принадлежит 

подпространству От+1. Покажем, что она удовлетворяет 
условию (7.26). Если те ((J—1)/2™*!, 1/2" +1), то 

1—1 

— 9m+l 

1 тнт <4 2” < 
и с учетом (7.27) имеем 

(2) -9(5=н)| = |9(т) — f(x)| < =. 

Поскольку интервалы ((1- 1) /2" +1, | /2™) накрывают весь от- 
резок [0,1], за исключением конечного числа точек (концов
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интервалов), то почти всюду на [0, 1] выполнено неравенство 

Е lolx) — fla) <. 
Используя свойства интеграла Лебега, отсюда для функции 
f(z) получаем условие (7.26). 

Из оценок (7.25) и (7.26) окончательно находим 

[ел = Ф-9+9- Л < - 9+9 -Л| <. 

Итак, в любой €-oKpeCTHOCTH всякого элемента ф(т) Е Г2[0,1] 
существует элемент 

f (x) = а1х1(т) + а2Х2(т) +... + апХп(т), a, €R, 1=1, п, 

принадлежалции линейной оболочке системы Хаара. А это озна- 

чает замкнутость системы Хаара в гильбертовом пространстве 
Г2[0,1]. Поскольку система Xaapa ортонормирована, то в силу 

теоремы 6.12 она является счетным базисом в [20,1]. > 

Так как система Хаара является базисом гильбертова про- 

странства Г.2[0, 1], то всякая функция ф(т) Е Г2[0,1] может быть 
разложена в ряд Фурье по системе Хаара: 

со со 2m 
Г 

p(x) = У caxn(a) = ch x$ (2) + D> Sch) x) (x) 
n=1 m=0k=1 

с коэффициентами Фурье 

en = oll) = [еж (ва, n=2"+k, m=0,1,2,..., K=1,2™. 

0
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Равенство элемента (zx) Е Г2[0,1] своему ряду Фурье надо 
понимать как равенство почти всюду на [0, 1], а сумму ряда 
Фурье — как сумму ряда в гильбертовом пространстве Г[0,1], 

стодящегося в среднем квадратичном. 

Рассмотрим теперь банахово пространство [1[0,1] сумми- 

руемых на отрезке [0,1] функций. Xora L,[0,1] и не является 

гильбертовым пространством, но формально составить ряды 
Фурье по системе Хаара можно для любой суммируемой функ- 

ции ф(т) Е Г! [0,1], поскольку все интегралы Лебега, для вычи- 

сления соответствующих коэффициентов Фурье существуют в 

силу суммируемости (x) Е Г1[0,1] и ограниченности (a значит, 
и суммируемости) любой функции Хх„(х) системы Хаара. На- 

помним, что аналогичная операция формального распростра- 
нения рядов Фурье по тригонометрической системе (7.7) с 

функций из Г2|[-пл,л| на функции из Г![-л,л| не дает ничего 
хорошего, так как тригонометрическая система (7.7) не явля- 

ется базисом в L;|—7,7] (см. теорему 7.9). Ряд Фурье функции 

из L,(—2,7] по тригонометрической системе (7.7) может He 
сходиться к функции в банаховом пространстве Г:[-л,л] (т.е. 

в среднем). Более того, этот ряд может растодиться почти 
всюду на [—7,7]. В отличие от тригонометрической систе- 
мы (7.7) система Хаара обладает следующими замечательными 

свойствами. 

Теорема 7.17*. Система Хаара является счетным базисом 

банахова пространства Г:[0,1]. Для любой суммируемой на 
0,1] функции ф(т) Е [10,1] ее ряд Фурье по системе Xaapa 

стодится в среднем на [0, 1] к самой функции (т). 

Теорема 7.18. Ряд Фурье по системе Хаара любой сум- 

мируемой на [0, 1] функции ф(т) Е Г1[0,1] сходится к функции 

(x) почти всюду на (0, 1]. 

*Доказательства этой и следующих двух теорем см.: Кашин Б.С., Caa- 
кян А.А.
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Теорема 7.19. Ряд Фурье по системе Хаара любой не- 

прерывной на [0,1] функции ф(т) Е С]0,1] равномерно на (0, 1] 
сходится к функции ф(т). # 

Заметим, что равномерная сходимость на отрезке (0, 1] 

совпадает со стодимостью по норме в банаховом пространстве 
C0, 1] непрерывных на отрезке [0, 1] функций. Поэтому данное 
утверждение можно было бы считать утверждением о том, что 
система Хаара является базисом банахова пространства С\0, 1]. 
Но функции системы Xaapa разрывны, и поэтому система 
Хаара не может рассматриваться как базис в C(O, 1]. 

В заключение отметим, что, проинтегрировав функции 

системы Хаара 

т 

n(x) = | xn(tdt те [0,1], n=0,1,..., 

0 

получим с точностью до постоянного множителя функции cu- 

стемы Фабера — Шаудера. Напомним, что система Фабера — 

Шаудера является базисом в банаховом пространстве C(0, 1] не- 

прерывных на отрезке [0, 1] функций. 

Система Фабера — Шаудера, если ее рассматривать как 

систему элементов в гильбертовом пространстве [2[0,1], не 

является ортонормированной системой. Однако она являет- 

ся линеино независимой, и к ней можно применить процесс 

ортогонализации. В результате получим некоторую полную 
ортонормированную систему (базис) в [210,1], которую назы- 
вают системой Франклина. Система Франклина состоит из 

непрерывных функций и обладает теми же свойствами, что и 
система Хаара: является базисом в Г1 [0,1], всякий ряд Фурье 

по системе Франклина для функции из Г,:[0,1] сходится к ней 

почти всюду на [0, 1]. Кроме того, система Франклина явля- 
ется базисом в нормированном пространстве C0, 1], поскольку 

состоит из непрерывных функций. Эта система была построе-
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на Ф. Франклином в 1928 г. Исторически она является первым 

примером ортонормированного (в Г2[0,1|) базиса в линейном 

пространстве непрерывных функций. 

7.10. Системы Радемахера и Уолша 

Система Хаара, обладая рядом замечательных свойств, 

обладает и существенным с точки зрения некоторых приложе- 

ний недостатком — ее функции, будучи ограниченными в OT- 

дельности, в совокупности неограниченно растут (не являются 

равномерно ограниченными). Кроме того, для многих прило- 

жений (вычислительной математики, теории кодирования, ци- 

фровой обработки сигналов и т. д.) важным требованием явля- 

ется простота (т.е. конечность множества значений) функций 

ортонормированных систем. В этом параграфе познакомим- 

ся с двумя системами функций в гильбертовом пространстве 

[210,1], свободными от указанного недостатка и обладающими 

указанным достоинством. 

Первая из этих систем — система Радемахера — стро- 

ится на основе системы Xaapa хе Mx ) путем сложения и норми- 

рования функций Хаара с одинаковыми нижними индексами: 

(ro(x) = xf (x) = 1; 

г: (т) = xh (2); (7.28) 

(k) (т Tne) хе ), тЕМ, 

где тЕ (0,1). Поскольку для функций гильбертова простран- 

ства Г.2[0,1] не существенно, как они определены в любом ко- 

нечном числе точек, то для определенности положим 

Пт (0) = тт(1) =0, т=0, 1,2,...
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Нетрудно видеть, что определенные таким образом функции 
системы Радемахера т„(т) с номерами т > 1 имеют вид 

2—2 2—1 — 
— т-—1. 

1, ( от } т ), k=1,2 ’ 

2k—1 2k ——— 
тт (т) = —1, rE (=. sa) k=1, отт, 

k —__ 
0, — от К =0, 2т, 

т.е. на интервалах вида ((k —1)/2",k/ 2™) попеременно прини- 

мают значения +1 и —1, а во всех точках разрыва равны нулю. 

Все функции Радемахера, в том числе и функцию го(т), можно 

задать одной компактной формулой: 

тт (т) =sgn(sin2”rz), ТЕ [0,1], m=0,1,2,... 

где 
1, u>QO; 

sgn(u)=< 0, и=0; 
—1, и<0. 

Система функций {7r,(r)}°_,) была построена Г Радемахером 
в 1922 г. 

Выясним свойства системы Радемахера. Во-первых, в си- 

лу равенств (7.28), выражающих функции Радемахера через 
функции Xaapa, из ортогональности системы Хаара следу- 

ет ортогональность системы Радемахера, так как скалярное 
произведение функций Радемахера с различными номерами 

есть конечная сумма скалярных произведении функций Хаа- 

pa с различными номерами. Во-вторых, поскольку г2. (т) =1 
noumu всюду на [0, 1] для всех номеров т, то функции Радема- 

хера в Г.2[0,1] имеют нормы, равные 1. Таким образом, система, 

Радемахера, является ортонормированной. 

Однако система Радемахера не является полной системой 

и, следовательно, не является базисом в Г2[0,1]. В самом деле,
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нетрудно видеть, что для всех т = 0, 1, 2,... верно равенство 

1 

(rm, т1т2)) = та г1(т)т2(т) dz = 0, 

0 

т.е. функция 9(т) = т1(т)т2(т), являясь ненулевым элементом 
гильбертова пространства Г2[0,1] (она не является функцией, 
равной нулю почти всюду на [0, 1], — см. график этой функ- 
ции на рис. 7.5), ортогональна всем 

Уф T(x) p(x) 
функциям системы Радемахера. По- ‚-—> <— 

этому система Радемахера He пол- to 
на. Согласно теореме 6.14, система И 
Радемахера не является базисом в | И 
Г.2[0,1]. Следовательно, ряд Фурье 0 i? a3" 

т, > 1, 1 x 
функции f(r) из Г2[0,1] по системе А: 
Радемахера даже в случае его сго- ОО: 
димости в гильбертовом простран- -}|----- <—><—> 

стве L2/0,1] (т.е. в среднем квадра- 
тичном) не всегда представляет ис- 
ходную функцию f(z). Тем не менее система Радемахера, обла- 

дает рядом интересных свойств. 

oo 

Теорема 7.20. Если числовой pad >. c*, сходится, TO ряд 
со т=1 

>> сттт(т) по системе Радемахера сходится почти всюду на 
т=1 

отрезке [0, 1]. 

< Положим 
(К) _“” Тот ст’ = Tain k=1,2™. 

со 2т (k)\2 
Тогда ряд >> >> (ст ) сходится, поскольку 

m=1k=1 

со 2т со 2т 

2-0) = 4 < +00. 
m=lk=1 m=1k=1
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Так как система Хаара {х®(+)} ортонормирована, то в силу 
со 2% 

теоремы Pucca — Фишера ряд Фурье D> У` с(®) хе) (x) по си- 
т=1 К=1 

creme Хаара сходится в гильбертовом пространстве Г2[0,1] к 

некоторой функции f(r) Е Г2[0,1]. Согласно теореме 7.18, этот 

ряд сходится к f(z) почти всюду на (0, 1]. Но, учитывая пред- 
ставление (7.28) функций системы Радемахера через функции 

системы Xaapa, для всех точек гЕ [0,1], в которых сходится 

ох к (4) ряд >», >> Cm’ Xm (5), т.е. почти всюду на [0, 1], имеем 
т=1К=1 

со 2т со со 

(К) x) (F) (т = in Xin (2) = ХЗ ут: Sh = > emTm(2) 
m=1k=1 =1 т=1 

со 

Следовательно, ряд по системе Радемахера > СтГт (x) также 

т=1 

сходится почти всюду на отрезке [0, 1]. > 

©, 

Сходимость ряда > c2, из квадратов коэффициентов явля- 
т=1 

ется критерием сходимости ряда по системе Pagemaxepa почти 
всюду на [0, 1], т.е. при нарушении этого критерия ряд по систе- 
ме Радемахера уже не будет почти всюду сходящимся. Более 

того, в отличие от рядов по системе Хаара, для рядов по систе- 

ме Радемахера верно следующее утверждение. 

Теорема 7.21*. Если числовой ряд Sc, расходится, 
со т=1 

то ряд >> сптт(т) по системе Радемахера растодится почти 
т=1 

всюду на отрезке [0, 1]. # 

С помощью функций системы Радемахера можно построить 

еще одну ортонормированную систему в Г2[0,1], о которой шла 

речь в начале параграфа. 

*Доказательство см., например: Алексич Г.
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Положим 

wo(z)=1, xe (0, 1]. (7.29) 

Заметим, что всякое натуральное число п > 1 может быть 
единственным способом разложено по возрастающим степеням 
числа 2: 

n= +22 4+... 42%, (7.30) 
где 0<и < <... <и,. Например, 1 = 20, 2=21, 3 = 2°42!, 
4=22, 5 = 2942? ит.д. 

Для номера п > 1 с разложением (7.30) положим 

(т) = Гы +1 (т) ти, +1 (т)... Ть,+1(т), 2 € [0, 1], (7.31) 

где ть, +1(5), =1, р, — функции системы Радемахера. Систему 
{ип (т) } < функций, определенных формулами (7.29) и (7.31), 
называют системой Уолша. Ona впервые была введена, 
Дж. Уолшем в 1923 г. 

Докажем, что функции системы Уолша в гильбертовом 

пространстве L2{0,1] попарно ортогональны. Для различных 
номеров п и [, имеющих разложения п = 2" + 272 + +2, 

где 0$ и << <, и1=2т +27 +... + 2, где OSM < 

< 12 <... < Па, находим 

1 

(wn, ил) = | w(x) и (г) de = 

1 

=| ( Ги +1 (7 ) ..-Typ41(z)) (пана) ‚. точ) ) dz. 

0 

Преобразуем подынтегральное выражение. Сначала из про- 

изведения 

(р (x) .. -tv,41(z)) (rn 41(2) т (z)) 

вычеркнем (удалим) все пары функций с одинаковыми номе- 
рами. Такое вычеркивание не изменит интеграла, поскольку
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квадрат любой функции Радемахера равен единице почти всю- 

ду на [0,1]. Оставшиеся функции в произведении переставим 

таким образом, чтобы их номера возрастали. В итоге получим 

(пли) ‚.тича(2)) (ти (x) ‚тт = 

= 1;,(z) rj,(z) ... ту (т), 

где 1 <j <jo<...< J, и равенство выполняется почти всюду 

на отрезке [0, 1). 
В соответствии с определением функций системы Радема- 

хера произведение функций Радемахера с меньшими номерами 
гл (т)т» (т). ‘тл_,(т) является кусочно постоянной функцией 
со значениями Л =4 или Л = —1 каждый ее интервал посто- 

янства Е; = (а;, &) разбивается функцией г; (т) с большим но- 
мером на четное число интервалов равной длины, на которых 
функция г; (т) попеременно принимает значения +1 и —1. По- 
этому для любого интервала FE; = (a;, 6;) постоянства функции 
гл (x) rj.(x)...7j,_,(z) имеем 

/ (ri (2)т (2). Tina (2)) Tin (т) 4х =A ] г; (2) dx =0. 

Е; 
Е, 

мировая эти равенства по всем интервалам постоянства 

= (a;, 6;), получим 

1 

[rs (т)т;›(т)...ту, (т) dz = 

0 

— > [ (ral (r5,(2) т)т;, (т)... Tip (z)) г;, (2) dx = 0. 

(i) Е. 

Следовательно, для всех п # | 

1 1 

(Wn, ил) = | enlaur(a) ах = [os (x) rj,(r)...73,(2) dx = 0. 

0 0
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Поскольку квадрат любой функции Радемахера равен еди- 

нице почти всюду на [0, 1], то 

Wh (т) = гы +1(7) ги» +1(7) ги +1(7) =1 

почти всюду на [0, 1]. Значит, для всех п = 0, 1,2,... 

1 

\|wn || = [Xo dz = 1. 

0 

\ 

Итак, система Уолша {w,(xr)}°, является ортонормиро- 
ванной системой функций в Г2[0,1]. Как нетрудно заметить, 

система Радемахера является подмножеством и подпоследова- 

тельностью системы Уолша, а именно 

Tm+i1(Z) =ш (т), «2El[0,1], т=0,1,2.... 

Однако, в отличие от системы Радемахера, система Уолша 

полна. 

Теорема 7.22. Система функций Уолша является счет- 

ным ортонормированным базисом в гильбертовом простран- 

стве Г.2[0, 1]. 

< Доказательство базисности системы Уолша аналогично до- 

казательству базисности системы Хаара (см. теорему 7.16). 
Во-первых, из определения функций Уолша следует, что 

все функции Уолша ш»„(т) с номерами 0 <n < 2” постоянны 

в каждом из интервалов 

(A= RK ), 1<k<Q™. 
gm > 9m 

Поэтому все эти функции w,(z) с номерами 0 <n < 2™ при- 
надлежат подпространству От С Г2[0,1] (см. доказательство 
теоремы 7.16) функций, постоянных в каждом из интервалов
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((k —1)/2™,k/ 2™) »l1<k<2™. Подпространство От имеет раз- 

мерность 2", и функции и„(т), 0 <п < 2”, как раз составляют 

ортонормированный базис в подпространстве Дж. 

Во-вторых, учитывая, что множество всех непрерывных 
функций является всюду плотным в Ё2[0,1], для любого Е > 0в 

=-окрестности всякой функции ф(т) Е [210,1] можно найти не- 
прерывную функцию 9(т), ав Е-Оокрестности функции g(r) — 

функцию f(r) из D,, (см. доказательство теоремы 7.16), явля- 

ющуюся многочленом по системе Уолша, т.е. 

2т—1 
f(z) = У agux(z). 

k=0 

Функция f(x) принадлежит линейной оболочке системы Уолша. 
Это доказывает замкнутость системы Уолша в гильбертовом 
пространстве Г2[0,1]. И, наконец, поскольку система Уолша 
ортонормирована, то, согласно теореме 6.12, она является 

счетным базисом в Г.2[0, 1]. > 

Итак, система Уолша, как и система Хаара, является счет- 

ным базисом в гильбертовом пространстве Г[,1[0,1]. Однако 
свойства сходимости рядов Фурье по системе Уолша, не так хо- 

роши, как соответствующие свойства рядов по системе Xaapa. 

Теорема 7.23*. Система Уолша не является базисом в 

банаховом пространстве Г1[0,1]. # 

Кроме того, существуют, например, непрерывные функции, 

ряд Фурье которых по системе Уолша расходится в некоторой 

точке отрезка [0, 1], чего не может быть в случае рядов Фурье 

по системе Хаара (см. теорему 7.19). Существуют также 

суммируемые на отрезке [0,1] функции, ряд Фурье которых по 

системе Уолша всюду на отрезке [0,1] расходится (сравните с 

теоремой 7.18). Однако для рядов Фурье по системе Уолша 

справедлива следующая теорема. 

* Доказательства этой и следующей теорем см.: Кашин Б.С., Саакян А.А.
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Теорема 7.24. Для любой функции f(x) Е Г2[0,1] ее ряд 

Фурье по системе Уолша, сходится к самой функции f(x) почти 

всюду на [0,1]. # 

Как видим, свойства системы Уолша во многом аналогичны 

свойствам тригонометрической системы. 

Вопросы и задачи 

7.1. Докажите, что банахово пространство Ё!1 [0,1] не явля- 
ется евклидовым, т.е. в L;(0,1] не существует скалярного yMHO- 
жения, индуцирующего норму этого банахова пространства. 

7.2. Докажите, что для любых функций f(z) и 9(т) из 

гильбертова пространства Г2[а,6] выполняется неравенство 

2 
b 

[ (#@) +9) в < \ Г + вода 
а а 

7.3. Докажите, что для любой функции f(r) Е Г2[а,6] вы- 

полняется неравенство 

fll, < Убе, 
где ||. г, и ||. |1) — нормы в банаховых пространствах Г1[а,6] 

И Г2[а,6]. 

7.4. Докажите, что если последовательность { №(х)} функ- 
ций банахова пространства [1 [а,6] сходится в среднем к сумми- 

руемой Ha отрезке [а, b] функции f(z), то она сходится к f(r) и 

по мере Лебега, т.е. 

УМЕ > 0: jim m {z Е [a, 6]: | fx(x) — f(x)| >=} =0, 

где т — мера Лебега.
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7.5. Докажите, что если последовательность { f;,(x)} функ- 
ций банахова пространства Г2[а,6] сходится к функции f(z) в 
среднем квадратичном, то она сходится к f(z) и в среднем. 

7.6. Приведите пример функции, принадлежащей [1 [0,1], но 
не принадлежащей Г[0,1]. 

7.7. Докажите, что если последовательность { }№(т)} функ- 
ций банахова пространства [2[а,6] сходится равномерно на OT- 

резке [а, 6], то она сходится и в среднем квадратичном. 

7.8. Приведите пример последовательности {}№(т)} функ- 
ций из Г: [0,1], сходящейся к некоторой функции f(z) Е Г1 [0,1] 
в среднем, HO не сходящейся к f(z) почти всюду на отрезке 

[0, 1]. 

7.9. Приведите пример последовательности {/к(т)} функ- 

ций из Г[1[0,1], сходящейся к некоторой функции f(z) Е Г! [0,1] 
почти всюду на [0, 1], но не сходящейся к f(z) в среднем. 

7.10. Докажите, что функция f(r) = 1/\/т не является 
пределом в среднем квадратичном на отрезке [0,1] никакой 
последовательности непрерывных функций. 

7.11. Докажите, что последовательность функций f,(r) = 
= п?те-"*, гЕ [0,1], сходится к функции f(r) =0 в каждой 

точке отрезка [0,1], но не сходится к ней в гильбертовом 
пространстве Г[2[0,1]. 

7.12. Найдите угол между элементами x(t) = sint u y(t) =} 

гильбертова пространства, L,(0, 7]. 

7.13. Докажите, что множество многочленов p(t), для кото- 

рых р(1) = 0, является выпуклым всюду плотным множеством 

в гильбертовом пространстве [.2[0, 1]. 

7.14. Осуществите ортогонализацию системы элементов 
10(#) =1, 11(8 =t, ro(t) = t?, г3(# = В гильбертова простран- 

ства Г2[-1, 1].
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7.15. Докажите, что система функций 1, cost, cos2t, ..., 

cosnt, — образует ортогональный базис в [2[0,л|, ав Le[—7,7] 

является ортогональной системой, но не базисом. 

7.16. Докажите, что система функций 

2 / 2 / 
—sint, — sin 2$, 2 sinnt, 
п п п 

образует ортонормированный базис в Г2[0,л|, ав Г2[-п, п] 
является ортогональной системой, но не базисом. 

7.17. Пусть fp и gn — коэффициенты Фурье функций f(z) 
и g(x) гильбертова пространства Г2[а,6] по некоторой полной 
ортонормированной системе в [2[а,6]. Докажите равенство 

7.18. В гильбертовом пространстве Ё2|-1,1] разложите 
функцию f(r) = |r| в ряд Фурье по системе многочленов Ле- 

жандра. 

7.19. Докажите, что многочлены Лежандра Р,(т) удовле- 

творяют дифференциальному уравнению 

(1—2*) Pi! (x) -2.Р/(т) + k(kK +1) P(x) =0. 

7.20. Докажите, что многочлены Чебышева T,(r) удовле- 

творяют дифференциальному уравнению 

(1 —27)T" (x) — 2T) (x) + п? Т, (5) =0. 

7.21. В гильбертовом пространстве [2[0, 1] разложите функ- 
цию f(x) =z в ряд Фурье по системе Хаара.
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Координаты вектора ГУ 

— элемента банахова пространства 

в базисе 454 

Косинус-преобразование Фурье 399 

Коэффициенты степенного ряда 157 

— Фурье 244, 496 

—- дискретные 324 

Кратность нуля аналитической 

функции X, 216 

Критерий Коши равномерной 

сходимости функционального 

ряда 146 

—— сходимости ряда в банаховом 

пространстве 450 

—--- функционального 121 

—-—-- числового 40
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Критерий суммируемости функции 

541 

Круг сходимости 162 

Лемма Римана 264 

—— для несобственных интегралов 

351 

Мажоранта числовая 137 

Матрица дискретного преобра- 

зования Фурье обратного 327 

—--- прямого 326 

Мера 530 

— внешняя 525 

— внутренняя 525 

— Лебега (лебегова) 530 

Метрика [-177 

— индуцированная нормой 425 

Многообразие линейное 440 

Многочлен Фурье 496 

Многочлены Лежандра 564 

— Чебышева II, 571 

Множество всюду плотное 444 

— выпуклое 487 

— замкнутое I-186, 427 

— измеримое 530 

—- по Лебегу 530 

— ограниченное [-183, 427 

Монотонность меры 527 

Непрерывность меры 532 

Неравенство Бесселя 246, 499 

— Гельдера для конечных сумм 474 

—-- рядов 475 

— Коши — Буняковского ГУ 

— Минковского для конечных сумм 

476 

—-- рядов 431, 477 

Неравенство треугольника IV, 424 

Норма IV, 424 

— евклидова IV, 241 

— унитарная 428 

Нуль аналитической функции Х, 

216 

Область значений 1-70 

— определения I-70 

—- функциональной 

последовательности 115 

— сходимости функционального 

ряда 118 

—- функциональной 

последовательности 116 

Остаток ряда функционального 120 

—- числового 34 

Отображение I-70 

— биективное I-74 

— непрерывное Ha нормированном 

пространстве 427 

— (функция) непрерывное в точке 

I-191, 427 

Отрезок 1-47, 487 

Подпространство нормированного 

пространства 441 

Полином тригонометрический 251 

—— интерполяционный 322 

Полуаддитивность внешней меры 

528 

— меры счетная 524 

Порядок тригонометрического 

полинома 251 

Последовательность множеств 

монотонно невозрастающая 532 

—-—- неубывающая 531 

— сходящаяся в нормированном 

пространстве 426 

—- по норме 426
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Последовательность 

фундаментальная [-232 

— функций 115 

— функциональная 115 

—— расходящаяся в точке 116 

—-— сходящаяся в точке 116 

—-—- на множестве 116 

—-- неравномерно 130 

—-- поточечно 116 

——- равномерно 129 

— элементов множества I-71, 115 

Предел комплекснозначной 

функции 379 

— последовательности, сходящейся 

по норме 426 

—- функциональной равномерный 

129 

Преобразование Абеля 102 

— Фурье дискретное 322 

—-- быстрое 327 

—-- обратное 327 

—-- прямое 325 

—- обратное 393 

—- прямое 393 

Признак Абеля 105 

— Абеля — Дирихле 103 

— Даламбера 63 

—- предельный 60 

— Дини 339 

— Дирихле 269, 280 

— Жордана 340 

— Коши интегральный 50 

—— радикальный 68 

—-- предельный 66 

Лейбница 80 

— равномерной сходимости 

функционального ряда 

Вейерштрасса 138 

----- необходимый 136 

Признак сравнения 44 

—— предельный 46 

— сходимости ряда необходимый 

32, 449 

Пример Коши 179 

Принцип локализации Римана 268 

Проекция ортогональная IV, 493 

Произведение ряда на число 37 

— рядов 87 

—- в форме Коши 90 

Производная комплекснозначной 

функции 380 

— кусочно непрерывная 270 

— левая обобщенная 264 

— правая обобщенная 264 

Пространства гильбертовы 

изоморфные 513 

— линейные изоморфные IV, 513 

Пространство банахово 435 

— гильбертово 482 

— евклидово арифметическое ТУ, 

428 

—- полное 481 

— метрическое |[-177 

—— полное 1-314, 432 

— нормированное ГУ, 424 

—- полное 435 

—— сепарабельное 445 

— суммируемых функций 543 

— унитарное 323, 482 

— функций, суммируемых с 

квадратом 545 

Процесс ортогонализации Грама — 

Шмидта IV 

Равенство параллелограмма 485 

— Парсеваля 249, 502 

Радиус сходимости 162, 171 

Разбиение отрезка VI, 535
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Разделение переменных VIII 

Разложение в степенной ряд в 

окрестности точки 178 

— стандартное 191 

— функции в сумму гармонических 

колебаний (гармоник) 249 

—- по косинусам кратных дуг 303 

—-- синусам кратных дуг 303 

— элемента банахова пространства 

в ряд по базису 454 

Расстояние [-177 

— от элемента до множества 486 

Расходимость ряда числового 24 

Ряд абсолютно сходящийся 452 

— биномиальный 190 

— гармонический 41 

— геометрический 28 

— Дирихле 33, 53 

— знакоотрицательный 42 

— энакопеременный 70 

— знакоположительный 42 

— знакочередующийся 80 

— мажорирующии 137 

— Маклорена 177 

— по ортонормированной системе 

244 

—— степеням 2 — 20 157 

— с неотрицательными членами 42 

—— неположительными членами 42 

— степенной действительный 170 

—- комплексный 157 

—- обобщенный 210 

— сходящийся абсолютно 70 

—- по норме 244, 449 

—- условно 72 

— Теилора 177 

— тригонометрический в 

комплексной форме 254 

—- общий 253 

Ряд функциональный 118 

—— расходящийся в точке 118 

—- сходящийися в точке 118 

—-- на множестве 118 

----- абсолютно 121 

----- неравномерно 132 

----- равномерно 132 

----- условно 121 

—-- поточечно 118 

— Фурье 243, 496 

—- в комплексной форме 256 

—- дискретный (конечный) 324 

—- тригонометрический 247 

— числовой действительный 20 

—- комплексный 20 

—- расходящийся 24 

—- (ряд) 19 
—— сходящийся 22 

— элементов нормированного 

пространства 449 

Свертка функции 414 

Свойство, выполняющееся почти 

всюду 532 

Сетка VIII 

Синус-преобразование Фурье 399 

Система замкнутая 459 

— линейно независимая 455 

— ортогональная 495 

— ортонормированная 242, 495 

—- замкнутая 249 

—-— полная 250, 505 

— промежутков, накрывающая 

множество 525 

Радемахера 589 

— тригонометрическая 242 

Уолша 593 

Фабера — Шаудера 465 

— Франклина 588
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Система Xaapa 579 

Системы эквивалентные 507 

Сумма интегральная VI 

—- Лебега 535 

— ортогональная 494 

— прямая IV 

— ряда 449 

—- функционального 120 

—-—- частичная 119 

—— числового 23 

—-- частичная 22 

— рядов 37 

— частичная 244 

Суммирование рядов почленное 37 

Сходимость в нормированном 

пространстве 426 

—-— среднем 544 

—-- квадратичном 547 

— по норме 426 

— ряда числового 23 

— функционального ряда 

неравномерная 132 

—-- поточечная 118 

—-- равномерная 132 

— функциональной 

последовательности 

неравномерная 130 

—-—- поточечная 116 

—-- равномерная 129 

— числового ряда абсолютная 71 

—-- условная 73 

Сюръекция I-73 

'Георема Абеля 157 

— Веиерштрасса 252, 446 

— Дирихле 269 

— Карлесона 555 

— Коши 87 

— Мертенса 90 

Теорема обращения преобразования 

Фурье 395 

— о линейности преобразования 

Фурье 404 

—— непрерывности суммы 

равномерно сходящегося ряда 

151 

—— перестановке членов абсолютно 

сходящегося ряда 76 

—— почленном дифференцировании 

ряда 155 

——- интегрировании ряда 153 

—— предельном переходе для 

функциональных рядов 149 

—--—- под знаком несобственного 

интеграла 416 

—- преобразовании Фурье 

производной 408 

—- равномерной сходимости 

тригонометрического ряда 260 

— Римана 79 

— Pucca — Фишера 519 

Точка множества предельная 1-185, 

487 

Узел сетки УШ 

Умножение скалярное IV, 239 

Условия Дирихле 269 

—- на бесконечном промежутке 361 

Фаза начальная колебания 249 

Формула обращения 

косинус-преобразования Фурье 

401 

—- преобразования Фурье 

обратного 396 

—--- прямого 395 

—- синус-преобразования Фурье 

401
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Формула Родрига 564 

Стирлинга 69 

Формулы Фурье 349 

Эйлера Х 

Функции ортогональные с весом 

Функция абсолютно интегрируемая 

571 

элементарные 1-131 

— основные |-126 

348 

бесконечно дифференцируемая 

174 

весовая 571 

действительная I-71, 115 

— аналитическая 177 

Дирихле VI, 536 

измеримая 533 

интегрируемая по Лебегу 535 

—- Риману VI 

комплексная X, 115 

— деиствительного переменного 

378 

комплексного переменного Х 

комплекснозначная 

интегрируемая на отрезке 380 

— кусочно непрерывная 380 

— непрерывная в точке 380 

кусочно дифференцируемая 267 

— монотонная 269 

— непрерывная 239 

— постоянная 336 

мажорирующая VI 

непрерывная равномерно Ha 

множестве I-206 

ограниченная на множестве 378 

предельная 116 

Функция сеточная 321 

— с ограниченным изменением 340 

— спектральная 397 

— ступенчатая 336, 547 

суммируемая 538 

—- с квадратом 545 

—-—-- и весом 569 

— сходящаяся равномерно на 

множестве 414 

Центр степенного ряда 157 

Частота колебания циклическая 

(круговая) 249 

Часть действительная 

комплекснозначной функции 378 

— мнимая комплекснозначной 

функции 378 

Член остаточный в форме 

интегральной 188, 230 

—--- Лагранжа II, 182 

—-— формулы Тейлора II 

— ряда 19 

—- общий 20 

—- функционального 118 

— функциональной 

последовательности 115 

Элемент ортогональный 

подпространству 491 

— функциональной 

последовательности 115 

Элементы ортогональные 241, 491 

Ядро Дирихле 262 

б-аддитивность меры 531



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Предисловие 

Основные обозначения 

1. Числовые ряды 

1.1. 

1.2. 

1.3. 

1.4. 

1.5. 

1.6. 

1.7. 

1.8. 

1.9. 

1.10. 

1.11. 

Д.11. 

Д.1.2. 

Основные определения.................. 
Необходимый признак сходимости рядов ....... 

Свойства сходящихся рядов ............... 
Знакоположительные ряды. Признаки сравнения 
Интегральный признак сходимости Коши ...... 
Признак Даламбера......... еее... 

Радикальный признак Коши .............. 
Абсолютная и условная сходимости .......... 
Знакочередующиеся ряды ................ 
Умножение рядов ....... еее еее. 

Оценки сумм рядов... ее еее. 

Доказательство теоремы Римана об условно сходящих- 
ся рядах ..... еее еее 
Признаки сходимости Дирихле и Абеля........ 

Вопросы и задачи. ....... te es 

2. Функциональные ряды 

2.1. 

2.2. 

2.3. 

2.4. 

2.0. 

2.6. 

2.7. 

2.8. 

2.9. 

Д.2.1. 

Сходимость функциональных последовательностей и 
рядов ...... ee ee ee 
Равномерная сходимость функциональных последова- 
тельностей и рядов ...... еее. 

Свойства равномерно сходящихся рядов........ 
Комплексные степенные ряды.............. 

Действительные степенные ряды............ 

Ряд Тейлора ........ еее еее 

Разложение элементарных функций в ряд Тейлора 

Применение рядов в приближенных вычислениях 
Интегрирование обыкновенных дифференциальных 

уравнений с помощью рядов. .............. 

Остаточный член формулы Тейлора в интегральной 
форме.......... еее 

102 
108 

115 

115 

127 
148 
157 
170 
177 
184 
199 

209 

230 
232



610 ОГЛАВЛЕНИЕ 

3. Ряды Фурье 

3.1. 

3.2. 

3.3. 

3.4. 

3.0. 

3.6. 

3.7. 

3.8. 

3.9. 

3.10. 

3.11. 

3.12. 

A.3.1. 

Д.3.2. 

Ортонормированные системы и ряды Фурье..... 

Комплексная форма записи тригонометрического ряда 

Фурье. ......... еее еее: 

Ряды Фурье по тригонометрической системе 

О порядке малости коэффициентов Фурье ...... 

Дифференцирование и интегрирование тригонометри- 

ческих рядов Фурье ..... 2.2... ee ee ee es 

Разложение функций в тригонометрические ряды Фу- 
рье на отрезке [—7,7] ..... еее. 

Сдвиг отрезка разложения ............... 

Разложение функций в тригонометрические ряды Фу- 
рье на отрезке [-I,/] ...... еее. 

Разложение четных и нечетных функций ....... 

Разложение функций в ряды Фурье по синусам и по 
косинусам ..... еее. 

Вычисление сумм числовых рядов с помощью рядов 
Фурье. ....... еее еее 

Дискретное преобразование Фурье. Быстрое преобра- 

зование Фурье......... еее. 

Доказательство леммы Римана для определенных инте- 

гралов ..... еее, 

О достаточных признаках сходимости ряда Фурье . 

Вопросы и задачи. ..... ee 

4. Интеграл Фурье 

4.1. 

4.2. 

4.3. 

4.4. 

4.5. 

4.6. 

4.7. 

Д.4.1. 

Определение интеграла Фурье ............. 

Представление функций интегралом Фурье...... 

Интеграл Фурье в случае четных и нечетных функций 

Комплексная форма интеграла Фурье......... 

Преобразование Фурье.................. 

Косинус-преобразование и синус-преобразование Фу- 

Phe .... еее еее 

Свойства преобразования Фурье............ 

Некоторые свойства несобственных интегралов с пара- 

метрами ........ ee ee 

Вопросы и задачи. ...... еее. 

238 

238 

253 

256 

270 

275 

278 

286 

290 

296 

301 

314 

319 

336 

339 

343 

348 

348 

351 

364 

378 

393 

399 

404 

414 

421



611 

5. Ряды в нормированных пространствах 

5.1. Нормированные пространства ............. 

5.2. Банаховы пространства ................. 

5.3. Подпространства нормированных пространств 

5.4. Сепарабельные пространства.............. 

5.5. Сходимость рядов в банаховых пространствах. ... 

5.6. Банаховы пространства со счетным базисом ..... 

5.7. Счетные базисы в пространстве непрерывных функций 

Д.5.1. Неравенства Минковского и Гельдера......... 

Вопросы и задачи. ..... ee 

6. Ортонормированные системы в гильбертовых про- 

странствах 

6.1. Гильбертовы пространства ............... 

6.2. Расстояние до подпространства ............ 

6.3. Ортогональность .... еее еее. 

6.4. Ортонормированные системы и ряды Фурье..... 

6.5. Ортонормированные базисы .............. 

6.6. Ортогонализация и существование ортогонального ба- 

BUCA... 

6.7. Изоморфность гильбертовых сепарабельных прост- 

PAHCTB ..... еее еее, 
Вопросы и задачи... ... еее. 

7. Ряды по ортогональным системам в Г2[а,5] 
7.1. 
7.2. 
7.3. 
7.4. 
7.5. 
7.6. 
7.7. 
7.8. 
7.9. 

Мера Лебега.......... еее 

Измеримые функции ......... еее. 

Интеграл Лебега ........ еее еее. 

Банахово пространство Ё1[а,6 ]............. 
Гильбертово пространство Г2[а,6] ........... 
'Тригонометрическая система.............. 

Многочлены Лежандра.................. 

Многочлены Чебышева. ....... еее... 

Система Xaapa ........ еее еее. 

7.10. Системы Радемахера и Уолша ............. 

Вопросы и задачи. . . еее» 

Список рекомендуемой литературы 

Предметный указатель 

424 
424 
432 
437 
443 
449 
454 
461 
474 
478 

481 
481 
486 
491 
494 
500 

507 

513 
520 

523 
524 
533 
534 
543 
544 
548 
555 
569 
579 
589 
597 

600 

603



ISB 

9"785 
| 

Учебное издание 

Математика в техническом университете 

Выпуск [X 

Власова Елена Александровна 

РЯДЫ 

Редактор Г.А. Нилова 
Художник С.С. Водчиц 
Корректор Е.В. Авалова 

Оригинал-макет подготовлен в издательстве 
МГТУ им. Н.Э. Баумана, 

под руководством А.Н. Канатникова 

Санитарно-эпи демиологическое заключение 
№ 77.99.02.953.Д.005683.09.04 от 13.06.2004 г. 

Подписано в печать 20.06.2006. Формат 60х88 1/16. 
Печать офсетная. Бумага офсетная. 

Усл. печ. л. 38,5. Уч.-изд. л. 38. 
Тираж 3000 экз. Заказ № 728. 

Издательство МГТУ им. Н.Э. Баумана, 
105005, Москва, 2-я Бауманская, 5. 
Отпечатано с готовых диапозитивов 

Издательской группой «Логос» 

на базе ООО «Печатный Дом «Современник» 

105318, Москва, Измайловское ш., 4. 

445043, г. Тольятти, Южное шоссе, 30. 

5-7038-2884-8 

85703'828847



Издательство МГТУ им. Н.Э. Баумана 
предлагает серию учебников для студентов 

высших технических учебных заведений 

«Математика в техническом университете» 

21 выпуск 

В. Д. Морозова 

Введение в анализ (Вып. Г) 

Е.Е. Иванова 

Дифференциальное исчисление функций одного переменного 

(Вып. ID) 

А.Н. Канатников, А. П. Крищенко 

Аналитическая геометрия (Вып. Ш) 

А. Н. Канатников, А.П. Крищенко 

Линейная алгебра (Вып. IV) 

А.Н. Канатников, А. П. Крищенко, В.Н. Четвериков 

Дифференциальное исчисление функций многих 

переменных (Вып. У) 

В. С. Зарубин, Е.Е. Иванова, Г.С. Кувыркин 

Интегральное исчисление функций одного 

переменного (Вып. VI) 

В.Р. Гаврилов, Е. Е. Иванова, В. Д. Морозова 

Кратные и криволинейные интегралы. 

Элементы теории поля (Вып. УП) 

С.А. Агафонов, А. Д. Герман, Т.В. Муратова 

Дифференциальные уравнения (Вып. УПО 

Е. А. Власова 

Ряды (Вып. TX) 

В. Д. Морозова 

Теория фунцкций комплексного переменного (Вып. Х)



И. К. Волков, A. H. Канатников 

Интегральные преобразования и операционное 

исчисление (Вып. XI) 

Л. К. Мартинсон, Ю. И. Малов 

Дифференциальные уравнения математической 

физики (Вып. ХП) 

Е. А. Власова, В.С. Зарубин, Г.С. Кувыркин 

Приближенные методы математической физики (Вып. ХШ) 

А. В. Аттетков, С. В. Галкин, В.С. Зарубин 

Методы оптимизации (Вып. XIV) 

В. И. Ванько, Г.С. Кувыркин, О.В. Ермошина 

Вариационное исчисление и оптимальное 

управление (Вып. ХУ) 

А. В. Печинкин, О. И. Тескин и др. 

Теория вероятностей (Вып. XVI) 

В. b. Горяинов, И. В. Павлов, Г. М. Цветкова и др. 

Математическая статистика (Вып. ХУП) 

И. К. Волков, С. М. Зуев, Г. М. Цветкова 

Случайные процессы (Вып. XVITD 

А. И. Белоусов, С.Б. Ткачев 

Дискретная математика (Вып. XIX) 

И. К. Волков, Е. А. Загоруйко 

Исследование операций (Вып. ХХ) 

В. С. Зарубин 

Математическое моделирование в технике (Вып. XXI) 

Адрес: 105005, Москва, 2-я Бауманская ул, д. 5 

Тел: (495)263-6798 Факс: (495)261-4597 

E-mail: press@bmstu.ru Веб-сайт: http://www.press.bmstu.ru


	обложка
	серия
	титул
	Предисловие.
	Основные обозначения.
	1. Числовые ряды.
	2. Функциональные ряды.
	3. Ряды Фурье.
	4. Интеграл Фурье.
	5. Ряды в нормированных пространствах.
	6. Ортонормированные системы в гильбертовых пространствах.
	7. Ряды по ортогональным системам в L2[а,b].
	Список рекомендуемой литературы.
	Предметный указатель.
	Оглавление.
	типографский листок

