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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Точное аналитическое решение задач математической физи- 

ки обычно требует интегрирования дифференциальных урав- 

нений с частными производными, включающих искомые функ- 

ции. Эти уравнения в общем случае необходимо проинтегри- 

ровать в некоторой пространственно-временной области, на 

границе которой искомые функции подчинены заданным крае- 

вым условиям. 

Реализация такого подхода, связана, обычно с большими и 

не всегда преодолимыми трудностями. Но с прикладной точ- 

ки зрения наряду с аналитической формой точного решения 

задачи не меньшее значение имеет получение приближенного 

аналитического решения или приближенных числовых значений 

искомых величин. Математические модели ряда физических 

процессов содержат интегральные или интегро-дифференци- 

альные уравнения, в которых искомые функции входят и под 

знак интеграла. Точное аналитическое решение таких уравне- 

ний возможно лишь в редких случаях, что также подчеркивает 

значимость приближенных методов решения. 

Дифференциальные уравнения, описывающие законы сохра- 

нения и переноса физических субстанций и используемые при 

постановке задач математической физики (они приведены в 

первой части книги), можно рассматривать как операторные, 

деиствующие в тех или иных функциональных пространствах. 

В связи с этим во второй части кратко изложены необходимые 

сведения из функционального анализа и рассмотрены свойства, 

некоторых операторов, характерных для таких задач. Эти 

сведения использованы затем при изложении приближенных 

аналитических и численных (в третьей и четвертой частях) ме- 

тодов решения задач математической физики.
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Значительное число примеров, иллюстрирующих рассма- 

триваемые методы, связаны с процессами теплопроводности в 

твердом теле. В силу прозрачности физической постановки та- 

ких задач и предсказуемости качественного характера, решения 

они являются хорошим „полигоном“ для проверки эффективно- 

сти методов и сопоставления различных подходов к получению 

количественного решения краевых задач, описываемых диффе- 

ренциальными уравнениями эллиптического и параболического 

типов. Методы, применяемые для решения краевых задал, 

описываемых уравнениями гиперболического типа, проиллю- 

стрированы Ha примерах, связанных с волновым уравнением. 

Ссылкой в тексте на конкретный выпуск комплекса, учеб- 

ников „Математика в техническом университете“ является его 

номер, записанный римскими цифрами. Например, [ [-7.5 | озна- 

чает ссылку на пятый параграф седьмой главы в первом вы- 

пуске, тогда как (см. 1.2) отсылает читателя ко второму па- 

раграфу первой главы этой книги, а (см. Д.4.1) — к первому 

дополнению четвертой главы этой книги. Ссылки в тексте на 

номера формул и рисунков набраны обычным шрифтом (на- 

пример, (2.1) — первая формула в главе 2, рис. 1.5 — пятый 

рисунок в главе 1). 

За предисловием следует перечень основных обозначений, 

где наряду с их краткой расшифровкой даны ссылки Ha разделы 

этого или других выпусков серии, в которых можно найти 

более подробное объяснение каждого обозначения. После этого 

перечня приведены написание и русское произношение букв 

латинского и греческого алфавитов. 

В конце книги помещены список рекомендуемой литерату- 

ры и предметный указатель, в который входят в алфавитном 

порядке (по существительному в именительном падеже) все 

выделенные в тексте полужирным курсивом термины с ука- 

занием страницы, где они строго определены или описаны. 

Выделение термина, светлым курсивом означает, что в данном 

параграфе он отнесен к ключевым словам и читателю для пони- 

мания излагаемого материала должно быть известно значение
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этого термина. Читатель может уточнить это значение, най- 

дя при помощи предметкого указателя необходимую страницу, 

на которой используемый термин определен или описан. Если 

термин введен в другом выпуске, то указан его номер римской 

цифрой. Курсивом в предметном указателе даны ссылки, ука- 

зывающие на дополнительную информацию о термине. 

Изучение приближенных методов математической физики 

опирается на знание практически всех разделов общего курса 

высшей математики. Поэтому перед чтением этой книги необ- 

ходимо в целях самоконтроля выполнить следующие несложные 

задания. В конце каждого задания приведена, ссылка Ha TOT вы- 

пуск, в котором при возникновении затруднений можно найти 

все необходимые сведения. Значения терминов, выделенных в 

тексте этих заданий прямым полужирным шрифтом, далее 

будем считать известными (в основном тексте книги эти тер- 

мины не выделены и не входят в предметный указатель). 

Задания для самопроверки 

1. Как определить множества целых Ё и рациональ- 

ных © чисел при помощи множества N натуральных чи- 

сел? Что такое абсолютное значение действительного числа 

и модуль комплексного числа?’ Каковы свойства точ- 

ных верхней и нижней граней подмножества множества 

действительных чисел R? [I] 
2. Из каких этапов состоят доказательства от против- 

ного и по методу математической индукции? [I] 
3. Что такое объединение, пересечение, разность и 

прямое (декартово) произведение множеств (подмно- 

жеств), дополнение множества? [1] 
4. Какие точки множества в К” называют внутренни- 

ми, граничными, предельными, изолированными? Что 

такое открытое, замкнутое, ограниченное, компактное 

множества в л-мерном евклидовом арифметическом про- 

странстве К”? [У]
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5. Запишите с помощью неравенств условия принадлежно- 
сти точки т промежуткам числовой прямой: отрезку 
[a,b], интервалу (a,b), полуинтервалу (а, 6], бесконечно- 

му интервалу (—с0,65) и бесконечному полуинтервалу 

[а, too). [I] 
6. Изобразите на числовой прямой окрестности конеч- 

ной и бесконечной точек расширенной числовой пря- 

мои. В чем отличие этих окрестностей от проколотых ок- 

рестностеи и полуокрестностеи? [1] 

7. Какими свойствами обладает взаимно однозначное 
отображение двух множеств? Чему равна композиция 

прямого и обратного отображений двух множеств? []] 

8. Приведите примеры составной и периодической дей- 
ствительных функций деиствительного переменного и 
укажите их области определения (существования) и зна- 
чении. Как расположены относительно начала координат 
графики четной и нечетной функции? [1] 

9. Сколько нулеи имеет многочлен степени п? В чем 
различие между простым и кратным нулем? [|] 

10. Сформулируйте определения предела, производной 

и дифференциала деиствительной функции действитель- 

ного переменного в точке. Всякая ли функция, непрерыв- 
ная в точке, является дифференцируемой в этой точке? 

Приведите примеры функций, имеющих точки: а) устра- 
нимого разрыва; 6) разрыва первого рода; в) разры- 

ва второго рода. Каковы свойства функции, непрерыв- 
ной (дифференцируемой) на отрезке? Как вычислить 

производную сложной функции? Что называют вектор- 
функцией? [1|, [II] 

11. Является ли сходящаяся числовая последователь- 
ность ограниченной? В чем различие между монотонной 

и строго монотонной последовательностью? Сформу- 
лируйте признак Веиерштрасса сходимости последователь- 
ности. [I]
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12. В каких точках числовой оси функции эп х, 1/5 являют- 

ся бесконечно малыми, а функции 12, ctex — бесконечно 

большими? [|] 

13. В чем различие между монотонной и строго моно- 
тонной в некотором промежутке функциями? Каковы усло- 
вия существования в нем непрерывной и строго монотонной 
функции, обратной заданной функции? Изобразите графики 
возрастающей, убывающей, невозрастающей и неубыва- 
ющей в промежутке функции. [I] 

14. Приведите примеры бесконечно малых при т —} а функ- 

ций: а) одного порядка; 6) первого порядка малости одной 

относительно другой; в) несравнимых; г) эквивалентных. 
Каковы свойства эквивалентных бесконечно малых функций? 

В каком случае главную часть функции, бесконечно малой 
при © + а, можно представить степенной функциеи? Каков 
смысл символов „о малое“ и „О большое“? [1] 

15. Что такое абсолютная и относительная погрешно- 

сти? [II] 

16. Каковы правила вычисления скалярного, векторно- 
го и смешанного произведений векторов? Что такое 

нулевой, единичный и коллинеарные векторы, радиус- 
вектор точки в пространстве? [III], ПУ] 

17. Что такое квадратная, прямоугольная, блочная, 

симметрическая, нулевая, единичная, верхняя (нижняя) 
треугольная, вырожденная матрица? Что представляют 

собой транспонированная и обратная матрицы по отно- 
шению к данной матрице? Как вычислить ранг матрицы? 
Чему равен определитель диагональной матрицы? При 

каком условии однородная квадратная система линеиных 
алгебраических уравнении (СЛАУ) имеет ненулевое реше- 

ние? [III] | 

18. Перечислите аксиомы линейного пространства, ко- 
торым подчиняются линейные операции в этом простран- 
стве. Что называют базисом и размерностью линеиного
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пространства? Каковы аксиомы расстояния между эле- 
ментами метрического пространства и нормы элементов 
нормированного пространства? В чем состоит отличие 
этих пространств? Дайте геометрическую интерпретацию не- 
равенства треугольника в трехмерном евклидовом ариф- 

метическом пространстве R°. Что такое ортонормиро- 

ванный базис BR”? [I], [IV] 

19. Kak наити собственные значения и собственные 

векторы линеиного оператора в конечномерном линей- 
ном пространстве? Что такое собственное подпрост- 
ранство линейного оператора, характеристические мно- 
гочлен и уравнение матрицы? Какую квадратичную 
форму называют положительно (отрицательно) опреде- 

ленной? Сформулируйте критерии Сильвестра. [IV] 

20. Запишите выражение для тривиальной линеинои 
комбинации п векторов (функции) и сформулируйте опре- 
деление линейно зависимой (независимой) системы век- 
торов (функции). [III], [IV], | VII] 

21. Что называют векторной функцией многих пе- 
ременных и ее координатной функцией, частной про- 

изводной и производной по направлению? Запишите 

формулу Теилора для скалярной функции многих пе- 

ременных. При каком условии смешанная производная 
не зависит от последовательности дифференцирования? Что 
понимают под внешней нормалью к кусочно гладкои кри- 

вой, ограничивающей область на плоскости? Что понимают 

под внешней нормалью к кусочно гладкой поверхности, 

ограничивающей область в пространстве? [У] 

22. Что такое неопределенный интеграл? Напишите 

формулу интегрирования по частям и формулу Ньюто- 

на — Лейбница. Чему равна производная определенного 

интеграла по переменному верхнему пределу? Что такое 

абсолютно сходящийся несобственный интеграл? В чем 

разичие интегралов Римана и Лебега? [УП [IX]
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23. Что называют кратным (в том числе двоиным и 

троиным), криволинеиным и поверхностным интегра- 

лами, скалярным и векторным, безвихревым, потенци- 

альным, соленоидальным и лапласовым полями, пото- 

ком и циркуляцией вектора, телесным углом? Напишите 

выражения для операторов Гамильтона и Лапласа в де- 

картовой прямоугольной системе координат. Как при 

помощи оператора Гамильтона записать операции диверген- 

ции, градиента и ротора? Что понимают под элементар- 

ным объемом? [УП] 
24. Что такое сходящийся числовой ряд? При каких усло- 

виях функциональный ряд сходится на данном множестве 

поточечно, равномерно, абсолютно, условно? Что такое 

радиус сходимости степенного ряда? Запишите частич- 

ную сумму и остаток ряда Теилора. В чем различие между 

ортогональной и ортонормированной системами функ- 
ции? Как вычислить коэффициенты Фурье разложения 

функции вряд Фурье? Каков смысл выражения почти всю- 

ду? Что понимают под замыканием множества? [IX] 
25. Что называют линеиным дифференциальным опе- 

ратором и линеиным обыкновенным дифференциаль- 

ным уравнением (линейным ОДУ), нормальной системой 
ОДУ, уравнениями с частными производными эллипти- 

ческого, параболического и гиперболического типов? 

Напишите уравнения Лапласа, Пуассона, теплопроводно- 

сти и волновое уравнение. В чем различие между задачей 

Коши и краевой задачей? Что такое начальные и гранич- 

ные условия? [VIII], [XII]



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

чи »> — начало и окончание доказательства, 

+ — окончание примера, замечания, теоремы, следствия 

аЕА — элемент а принадлежит множеству А 1-1.1 

A = {a,b,c} — множество А состоит из элементов a,b,c 1-1.1 

D — Пустое множество 1-1.1 

АСВ, ВА — множество А включено в множество В I-1.2 

М — множество натуральных чисел 1-1.3 

и — множество целых чисел I[-1.3 

Q — множество рациональных чисел I-1.3 

К — множество действительных чисел I[-1.3 

С — множество комплексных чисел I[-4.3, X 

XxY — декартово произведение множеств X uY 1-2.5 

К” — произведение (декартово} 2 множеств действитель- 

ных чисел (п-я декартова степень множества К); 

п-мерное линейное арифметическое пространство 

I-2.5, IV 

[a, 6], (a,b) — отрезок, интервал с концами в точках аи ф 
I-1.3 

[a, b), (a, 6] — полуинтервалы с концами в точкахаиб I-1.3 

|5] — абсолютная величина (модуль) числа х I-1.3 

CO — объединение бесконечных точек +00 и —со [-1.3 

А = В — из высказывания А следует высказывание В (А — 

достаточное условие В, а В — необходимое условие 

А) 1-1.5 
А < В — высказывания Аи В равносильны 1-1.5
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4 — квантор существования (Jr — существует такое х, 

что ...) 1-1.5 

V — квантор всеобщности (Vz — для любого т) 1-1.5 
п 

>> a, — сумма п слагаемых а1, аз, .... аи 1-2.6 
k=1 

п 

I] ам — произведение п сомножителей а1, а2,.... аи 1-2.6 
т=1 

k=1,n — число К принимает последовательно все значения 

из множества натуральных чисел от 1 до п включи- 

тельно 1-2.6 

sup X, зирт — точная верхняя грань множества Х 1-2.7 
хЕХ 

inf X, inf x — точная нижняя грань множества X I[-2.7 
rE 

риф — полярные координаты (радиус и угол) точки Ha 

плоскости [-4.3 

lim f(x) — предел функции f(z) в точке а (при ra) I-7.1 

dz иду=0{ (т) — приращения аргумента т и функции у = 

= ] (1) I-9.1 

f'(a) — производная функции f(z) в точееа II 

у' (1), у., dy/dz, у’ — производная функции у = f(z) II 

ах и dy=df(z)|z=<4 — дифференциалы аргумента г и функции 

у = } (1) в точкееа II 

f(a) — производная п-го порядка (п-я производная) функ- 

ции f(z) в TouKea II 

f — знак интеграла VI 

U — замыкание области U IX 

т1, 2, Хз — координаты точки в декартовой прямоугольной 

системе координат Ox ,XxX2x3 1.2 

е1, ез, ез — орты декартовой прямоугольной системы коорди- 

нат Ox, x9x3 1.2
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V — дифференциальный оператор Гамильтона VIT,1.3 

У? = А — дифференциальный оператор Лапласа УП, 2.1 

0 — нулевой элемент линейного пространства IV, 4.1 

[-] — скачок значений функции при переходе через по- 
верхность разрыва 2.2 

C[a,b] — нормированное пространство функций, непрерыв- 

ных на отрезке [a,b] IX 

C*[a,b] — нормированное пространство функций, непрерывно 
дифференцируемых К раз на отрезке [a,b] 4.1 

L2[a,b] — гильбертово пространство функций, суммируемых 

с квадратом Ha отрезке [a,b] IX 

L2(Q) — гильбертово пространство функций, суммируемых 
с квадратом в области ® 5.1 

{un}n — система N функций uz,n=1,N 4.1 

{u,} — последовательность функций u,,nEN 4.1 

|. || — норма элемента или оператора в нормированном 

пространстве 4.1 

p(u,v) — расстояние между элементами U и ® в метрическом 

пространстве U 4.1 

D(f), R(f) — область определения и область значений функ- 

ции (оператора, функционала) f 4.2, 4.4 

AoB, AB — композиция, произведение операторов А и В 

4.2 

Ty — тождественный оператор [: М М 4.2 

А — оператор, обратный к оператору А 4.2 

L(U,W) — линейное пространство линейных операторов, дей- 

ствующих из линейного пространства U в линейное 

пространство У’ ТУ, 4.5 

КегА -- ядро линейного оператора А ТУ, 4.5 

(u,v) — скалярное произведение элементов U и V евклидова, 

(гильбертова) пространства 5.1
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и [о — элементы м и о евклидова (гильбертова) простран- 

ства ортогональны 5.1 

w lM — элемент w в евклидовом (гильбертовом) простран- 

стве ортогонален подпространству М 5.1 

Единицы измерения физических величин 

кг, M,C — килограмм, метр и секунда — основные единицы 

измерения массы, расстояния и времени 1.2 

Дж, Кл, H — джоуль, кулон и ньютон — единицы измерения 

энергии, электрического заряда, и силы 1.2 

Вт, А, В, Ом — ватт, ампер, вольт и ом — единицы измерения 

мощности, силы электрического тока, электриче- 

ских напряжения и сопротивления 1.3 

К — кельвин — основная единица измерения температу- 

ры 1.3 

Па, — Паскаль — единица, измерения давления и механиче- 

ского напряжения 1.3 

Используемые сокращения 

ГИУ  — граничное интегральное уравнение 12.1 

PO — граничныйи элемент 12.2 

KO — конечный элемент 10 

МГЭ — метод граничных элементов 12 

МКР — метод конечных разностей 7.1 

МКЭ — метод конечных элементов 10 

ОДУ — — обыкновенное дифференциальное уравнение 4.2 

СЛАУ — система линейных алгебраических уравнений 6.1
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Буквы латинского алфавита 

Начертание | Произно- || Начертание | Произно- 
шение шение 

Аа Аа а, Nn Nn 3H 
Bb Bb бэ Оо Oo re) 
Ce Ce ЦЭ Рр Рр ПЭ 

Dd Dd ДЭ Qq 91 ку 
Ее Ее е Rr Rr эр 
ЕЕ F f эф Ss Ss эс 
Ge Gg же Tt Tt тэ 
Hh Hh alll Uu Оч y 
li J. и Vv Vou : 
Jj JQ HOT Ww W wt дубльвэ 
Kk Kk Ka Xx X 2 ИКС 
L1 Ll эль Уу Уу игрек 

Mm Mm эм ZZ 22 39T 

Представлен наиболее употребительный (HO He единствен- 
ный) вариант произношения (в частности, вместо „йот“ иногда 
говорят „жи“). 

Буквы греческого алфавита 

Начер- | Произно- || Начер- | Произно- || Начер- | Произно- 
Тание | шение || тание | шение тание | шение 

альфа, Te иота, Рр ро 
ВБ бета, K x Kanna uo сигма, 
Гу гамма A Л | ламбда | Тт тау 
Ао | дельта | Ми МИ YT о | ипсилон 
Е = | эпсилон N v НИ Фо фи 
ZC дзета, =€ KCH Хх XH 
H 7 эта, Оо | омикрон || V pw Пси 

9 99 тэта Пл ПИ Ош омега, 

Наряду с указанным произношением также говорят „лямб- 

да“, „мю“и „ню“. 
).



ЧАСТЬ 1 

Математические 

модели физических 

процессов





1. ОСНОВНЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ 

СУБСТАНЦИИ 

1.1. Особенности постановки 

задач математической физики 

Предметом изучения математической физики является тео- 

рия математических моделей физических явлений. Эта теория 

находится на стыке математики и физики, поскольку такие мо- 

дели описывают конкретные физические процессы, а, методы 

построения и исследования этих моделей являются математи- 

ческими. 

Однако методы, характерные для математической физи- 

ки, применимы для изучения не только физических явлений. 

Эти методы в настоящее время используют в химии, геоло- 

гии, биологии, экологии, экономике. Находят они применение 

и в технике при математическом моделировании различ- 

ных технических систем и устройств, под которым понимают 

адекватную замену исследуемого технического объекта, его Ma- 

тематической моделью и ее последующее изучение методами 

вычислительной математики с привлечением современных вы- 

числительных средств. 

Столь широкое распространение методов математической 

физики связано с большой общностью математических моделей, 

базирующихся на фундаментальных законах природы, в том 

числе на законах сохранения таких физических субстанций, 

как масса, энергия, заряд, количество движения и момент 

количества движения*. Это приводит, в частности, к тому, 

“Довольно часто в физике и механике наряду с термином „количество 
движения" используют термин „импульс“.
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что одни и те же математические модели описывают явления 

различной природы. 

Для математической физики характерно исследование про- 

цессов в системе, представляющей обычно некоторую про- 

странственную область, заполненную непрерывной материаль- 

ной средой (так называемой сплошной средой). В такой 

области величины, описывающие состояние среды и протекаю- 

щие в ней физические процессы, зависят, как правило, от про- 

странственных координат и времени. Теоретической основой 

построения математических моделей таких процессов являются 

механика и электродинамика сплошных сред. В общем случае 

модели математической физики описывают поведение системы 

на трех уровнях: взаимодействие системы в целом с внешней 

средой; взаимодействие между элементарными объемами сис- 

темы и свойства отдельно взятого элементарного объема. 

Взаимодействие на первом уровне находит отражение в 

формулировке краевых условий, т.е. условий на границе 

области решения задачи, включающих в общем случае гранич- 

ные и начальные условия. Второму уровню отвечает описание 

взаимодействия элементарных объемов Ha OCHOBe законов со- 

хранения физических субстанции и их переноса, в пространстве, 

что позволяет построить математические модели процессов 

переноса этих субстанции. Наконец, третий уровень соот- 

ветствует установлению уравнений состояния среды, т.е. 

построению математических моделей поведения среды в эле- 

ментарном объеме. 

В упомянутые математические модели входят характерные 

для задач математической физики уравнения с частными про- 

изводными [XII], а в некоторых случаях — интегральные и 
интегро-дифференциальные уравнения. Такие уравнения от- 

носят к классу функциональных, решением которых являются 

функции (в отличие от уравнений, решением которых являют- 

ся числа). Эти модели могут содержать также интегральные 

функционалы от искомых функций [ХУ]. На допустимом мно- 

жестве функций функционал достигает так называемого ста-
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ционарного значения, которому отвечает стационарная точка 

функционала, т.е. искомое решение рассматриваемой задачи. В 

некоторых случаях это значение может соответствовать экс- 

тремуму функционала, что обычно связано с формулировкой 

задачи на основе некоторого вариационного принципа, имею- 

щего определенное физическое содержание [ХУ]. 

1.2. Плотность физических субстанции 

Количественной характеристикой любой физической суб- 

станции является е объемная плотность, т.е. количество 

этой субстанции в единице объема. Рассмотрим окрестность 

точки М Е ОС ®$, имеющую диаметр 4 и объем АУ. Пусть в 

этом объеме находится Macca Ат некоторой сплошной среды. 

Предел 

lim —— = p(M) (1.1) 

называют плотностью среды в той точке М пространства, 

к которой стягивается рассматриваемая окрестность при 4-0. 

Основной (стандартной) единицей измерения плотности среды 

является кг/м. 
Аналогично можно ввести понятие объемной плотности 

энергии как предел 

Е 
=(М) = lim — > (1.2) 

где АЁ — количество энергии в объеме AV. Основной едини- 

цей измерения объемной плотности энергии является Дж/м?. 

Если объем АУ содержит электрический заряд АО, то предел 

ре(М) = lim 22 (1.3) 

называют объемной плотностью электрического зарл- 

да, основной единицей измерения которой является Кл/м?.
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Напомним [VII], что если функции p(M), Е(М) и ре(М) 

ограничены в ограниченной замкнутой области 2 С R° и непре- 

рывны в &2 всюду, кроме, быть может, некоторого множества 

точек объема нуль, то эти функции интегрируемы в области 22. 

В дальнейшем пространственную область & будем обозначать 

так же, как и ее объем У. Тогда для массы т, энергии Ё и 

электрического заряда () в этой области можно записать 

m= | мау B= | e(myav, О | мм (1.4) 
V 

Понятие объемной плотности применимо не только к фи- 

зическим субстанциям, выражаемым скалярными величинами 

(массе, энергии, заряду), но и к субстанциям, выражаемым 

векторными величинами. Пусть векторное поле скорости дви- 

жения среды задано векторной функцией v = v(t,x), завися- 

щей в общем случае от времени # и координат х;, 1 = 1, 2,3, 

радиус-вектора х = т1е! + х2е>2 + тзез, определяющего положе- 

ние точки пространства, относительно прямоугольной системы 

координат Ох!х2хз с ортами е; (рис. 1.1). Тогда произве- 

дение ро можно назвать вектором объемной плотности 

количества движения среды. Аналогично векторное про- 

изведение x X (pv) назовем вектором объемной плотности 

момента количества движе- 

ния среды относительно начала 

координат. Основными единицами 

измерения модулей ЭТИХ векторов 

Н.с H-c 
И 

м3 

кг кг 
ЯВЛЯЮТСЯ —— HW ——, HIM 

M* °С M:C 

соответственно. 

м2 

Если pv — непрерывная функ- 

ция координат в пространственной 

области объемом У всюду, кроме, 

Рис. 1.1 быть может, некоторого множест- 
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Ba точек объема нуль, то для находящейся в этой области среды 

векторы количества движения J и момента количества движе- 

ния К можно представить в виде 

I= | pwav K = | 2x poav. (1.5) 

V V 

Замечание 1.1. Подынтегральные функции в (1.4) и (1.5) 
могут в общем случае зависеть от времени #. Тогда значения 

соответствующих интегралов также могут изменяться во вре- 

мени. Пусть действительная функция С = С(Ь 2) непрерывно 

дифференцируема по Ё и задает в текущий момент времени 

зависимость от пространственных координат объемной плот- 

ности некоторой физической субстанции. Количество C(t) этой 

субстанции в фиксированный момент времени t в объеме V вы- 

ражает интеграл 

C(t)= | СЕ =) dV, (1.6) | 
зависящий от параметра, # [УП]. 

Пусть точки поверхности 5, ограничивающей объем У, дви- 
жутся вместе с частицами среды, находящимися в этих точках, 
с заданной скоростью u(t, т) относительно системы координат 
Ox1X2x3 (рис. 1.2). Тогда в момент времени t+ At поверхность 

х. |1>(Р)| At 

f n(P) 
у’ 

45-24  v(P) 
Ss! v(t,r) dV 

ез т 

— (t,x) — 
е\Хо e хо 

Х| 

Рис. 1.2
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переместится в положение 5’ и будет ограничивать объем У”. 

Сначала рассмотрим случай, когда У СУ’. Предполагая, что 

интеграл в (1.6) дифференцируем по параметру &, найдем ско- 

рость изменения количества субстанции. Согласно определе- 

нию производной [IT], 

dC(t) _ а — 
= 5, | Сэ) ау = 

V 

= Jim a7( [cet ateyav - [ct,e)av) = 

у! V 

= lim I ,x@)— ‚т ‚т = = | ( [creas )-C(t nav сем av) 
Ato At 

= [( lin eg! ays 
At—+0 At 

+ Jim < [| Се, в) ау, (1.7) 

Vy 

где V* = V'\ У — объем, который ометает поверхность 5 при 
перемещении в положение 5’. Этот объем представим состоя- 
щим из элементарных цилиндров, каждый из которых имеет 

основание dS и образующую длиной |v(P)|At, параллельную 

вектору v(P) = v(t,a(P)) скорости среды в точке РЕ 5, при- 

чем n(P) — единичный вектор внешней нормали к поверхности 
S в точке РЕФ (см. рис. 1.2). Тогда элементарный объ- 
ем во втором интеграле в правой части (1.7) запишем в виде 
dV = v(t,x)n(P)AtdS 2 0, РЕ 5, и получим 

. ] 
dim Ag C(t+ At, az) dV = 

Ve 

. , _ 
= Jim <5 | С@+ At.e)v(t,2)natas= | C(t,2)v(t,e)nds 

S S
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поскольку C(t+At,ax2) > С(Ь =) при At > 0 в силу непрерывно- 

сти функции C(t, т). 

Предполагая непрерывную дифференцируемость по коорди- 
натам функций Си v, преобразуем интеграл в правой части 
последнего равенства по формуле Остроградского — Гаусса. В 
итоге, учитывая, что подынтегральная функция первого инте- 

у . „ OC(t,z) грала, в правой части (1.7) равна частной производной — 

т Е У, получаем формулу дифференцирования по времени $ ин- 

теграла, взятого по изменяемому во времени объему: 

dC(t) 4 
—— = — | С(Ьж)ау = 

dt dt ] (6,2) 
V 

— Пе + V(C(t,#)v(t,2))) dV, (1.8) 
У 

где У — дифференциальный оператор Гамильтона, 

д д д 
= 92,1 дао? * Bayo (1.9) 

зв 

е;,1=1,2,3, — орты системы координат Ох!хохз (см. рис. 1.2). 

Напомним, что действие этого оператора, Ha векторную функ- 

цию соответствует операции дивергенции. 

Отметим, что к (1.8) можно прийти и в случае, когда, 

У' СУ, но при этом во втором интеграле в правой части (1.7) 

dV = v(t,z)n(P)AtdS < 0, PES. Можно показать*, что (1.8) 
применимо при произвольном изменении объема У во времени. 

Для фиксированного объема Vo, ограниченного неподвижной 

относительно системы координат Ох1х2хз поверхностью So, 

вместо (1.8) будем иметь 

“0-4 [cuaav= [29 ау. (1.10) 

“Cm.: Седов Л.И.
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1.3. Перенос физических субстанции 

Большинство изучаемых в математической физике процес- 

сов связано с переносом в пространстве конкретных физиче- 

ских субстанций: массы, энергии, электрического заряда, ко- 

личества движения или его момента. Интенсивность переноса, 

физической субстанции определяют плотностью потока, 

равной количеству субстанции, переносимой в единицу време- 

ни через единичную площадку, перпендикулярную направлению 

переноса. Среди механизмов переноса, выделяют конвективный 

(или молярный) и диффузионный (или молекулярный). 

Первый из них связан с движением сплошной среды, опре- 

деляемым векторным полем ее скорости v = ®(& М), МЕ ®3, в 

момент времени t. Для физической субстанции, выражаемой 

скалярной величиной, плотность потока конвективного пере- 

носа является вектором, коллинеарным вектору скорости ® и 

равным произведению ® и объемной плотности этой субстан- 

ции. Так, направление и интенсивность конвективного перено- 

Ca массы определяет вектор плотности потока массы pv, 

где р — плотность среды. Модуль этого вектора, равен количе- 

ству массы, переносимой в единицу времени через единичную 

площадку, перпендикулярную направлению вектора, скорости. 

Основная единица измерения плотности потока массы (как и 

модуля вектора объемной плотности количества движения 

среды) — 
м2.с. 

Направление и интенсивность конвективного переноса, энер- 
гии и заряда определяют векторами EV и ре® плотности 
потока энергии и плотности электрического тока, 
re € и р: — объемные плотности энергии и электрическо- 
го заряда соответственно. Модули этих векторов измеряют в 
Вт/м? и А/м? соответственно. 

Диффузионный перенос физических субстанций может про- 
исходить и при отсутствии направленного движения среды (на- 
пример, при хаотическом молекулярном движении в жидкости,
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газе или плазме и тепловом движении ионов, атомов и моле- 

кул в твердом теле). При неравномерном пространственном 

распределении в среде объемной плотности С’ некоторой физи- 

ческой субстанции хаотическое движение микрочастиц среды 

постепенно приводит к выравниванию этого распределения. В 

изотропной среде, свойства которой одинаковы во всех на- 

правлениях, диффузионный перенос физической субстанции, 

вызванный неравномерным пространственным распределением 

скалярной величины С’, происходит в направлении убывания 

объемной плотности, т.е. в направлении, противоположном на- 

правлению градиента УС скалярного поля, задаваемого в про- 

странстве в текущий момент времени t функцией С = C(t, М). 

При построении математических моделей в математической 

физике широко используют эмпирический закон диффузионно- 

го переноса, 

JO =-KOVC, (1.11) 

где 7°) — вектор плотности потока физической субстанции 

при диффузионном переносе; К(С) — эмпирический коэффици- 

ент диффузионного переноса, этой субстанции. Функцию С = 

=С(Ь =) обычно предполагают непрерывно дифференцируемой 

необходимое число раз по всем ее аргументам. Она выполня- 

ет роль потенциальной функции по отношению к векторному 

полю плотности потока этой субстанции при ее диффузионном 

переносе. 

Например, функция С =C(t,M) может задавать распреде- 

ление в среде объемной плотности некоторого вещества, (при- 

меси в жидкости или газе, ионов в плазме, легирующего эле- 

мента, в сплаве). В этом случае К(©) называют коэффициентом 

диффузии данного вещества в этой среде, а (1.11) выражает 

известный в физике закон Фика». 

Интенсивность диффузионного переноса физической суб- 

станции не всегда связывают с градиентом скалярного поля 

объемной плотности этой субстанции. Так, в математических 

`А.Э. Фик (1829-1901) — немецкий физик.
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моделях процесса, распространения в среде теплоты как одной 

из форм энергии в качестве потенциальной функции вместо = 

используют функцию T= T(t,M) распределения в простран- 

стве в текущий момент времени t температуры, характеризую- 

щей при определенных условиях объемную плотность тепловой 

энергии среды. Это приводит к установленному французским 

математиком и физиком Ж.Б.Ж. Фурье (1768-1830) эмпири- 
ческому закону теплопроводности [ХП] 

а = -AVT, (1.12) 

где 4 — вектор плотности теплового потока, А — теплопровод- 

ность среды. 

Линейную связь вектора, плотности потока физической суб- 

станции с градиентом некоторой потенциальной функции ис- 

пользуют и в тех случаях, когда, перенос этой субстанции про- 

исходит путем движения микрочастиц под действием внешнего 

поля. Так, под действием электростатического поля, описы- 

ваемого потенциальной функцией U = U(M) электрического 

напряжения, в электропроводящей среде возникает электриче- 

ский ток, вектор плотности которого равен 

79) = -о VU, (1.13) 

где дв — электрическая ПРОВОДИМОСТЬ среды. Если ввести 

вектор Ё = —VU напряженности электростатического поля, то 

из (1.13) получим уравнение 

jo =ocE, (1.14) 

обобщающее закон Ома” Ha случай сплошной среды (модули 

векторов 7(°) и Е измеряют в А/м? и В/м соответственно). 

При неравномерном распределении давления, заданном функ- 
цией р = р( М), через пористую среду может просачиваться 

"Г.С. Ом (1787-1854) — немецкий физик.
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жидкость или газ. Тогда вектор скорости частиц` жидкости 

или газа подчиняется закону Дарси* 

и = —xVp, (1.15) 

где х — коэффициент фильтрации. 

Потенциальная функция в соотношении (1.11) может зави- 

сеть от пространственных распределений нескольких физиче- 

ских величин. Например, для многокомпонентной смеси хими- 

чески реагирующих веществ диффузионный перенос физиче- 

ских субстанций связан с выравниванием неравномерного про- 

странственного распределения так называемого химического 

потенциала, который зависит от концентрации этих веществ, 

температуры и давления. В этом случае вектор плотности по- 

тока конкретной субстанции будет линейной комбинацией век- 

торов, коллинеарных градиентам концентрации, температуры 

и давления соответственно. Тогда, говорят о концентрационной 

диффузии субстанции, ее термо- и бародиффузии. 

Не затрагивая особенностей различных процессов диффузи- 

онного переноса, ограничимся лишь констатацией того, что в 

большинстве случаев вектор 7(С) плотности потока конкретной 

физической субстанции можно считать линейно зависящим от 

градиента некоторой потенциальной функции P(t, М), которая 

не всегда, совпадает с объемной плотностью С' этой субстанции. 

Эту зависимость можно записать в общей форме 

JO =-к®)Уф, (1.16) 

где К(®) — коэффициент пропорциональности. Если среда, ани- 
зотропна, т.е. ее свойства, различны в различных направлениях, 
то вместо (1.16) используют соотношения 

- 9Ф Я =-У`К®, 1=12,3, (1.17) 
Jj j=1 

“A. Дарси (1803-1858) — французский инженер.
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где 9) — проекции вектора, 7) на координатные оси Ох; пря- 

моугольной системы координат Ох1х2хз; к) — компоненты 

тензора второго ранга коэффициентов переноса конкретной 

субстанции. 

Представленные соотношения характерны для диффузион- 

ного переноса, субстанций, объемная плотность которых явля- 

ется скалярной величиной. Объемные плотности количества 

движения и момента количества движения являются вектор- 

ными величинами, Что усложняет выражения для плотностей 

потоков этих субстанций при диффузионном переносе. 

Дополнение 1.1. Некоторые 

формулы векторного анализа 

При постановке задач математической физики и преобра- 

зовании описывающих их уравнений часто приходится исполь- 

зовать формулы векторного анализа, в том числе формулу 

Остроградского — Гаусса. Напомним, что она связывает меж- 

ду собой интеграл по пространственной области У С R® от 

дивергенции векторного поля, задаваемого векторной функ- 

цией и(М), МЕХ, и интеграл по ограничивающей У кусочно 

гладкой поверхности S от проекции u,(P)=u(P)n(P) вектора, 
и(Р) на направление единичного вектора, n(P) внешней норма- 

ли ко в точке РЕБ: 

| Ушау = funds [unas (1.18) 

V S S 

При этом полагают, что векторная функция u(az) непрерыв- 

но дифференцируема на замыкании У =VUS области У по 

всем координатам х;, # = 1,2, 3, радиус-вектора, x Е R°, опреде- 

ляющего положение точки пространства относительно прямо- 

угольной системы координат Ох1хохз (см. рис. 1.1). Отметим, 

что поверхностный интеграл в (1.18) берется по всем участ- 

кам поверхности 5, ограничивающей область У. Ясно, что в
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двумерном случае У соответствует плоской области (He обя- 

зательно односвязной), ограниченной замкнутыми плоскими 

кривыми (контурами), составляющими ее границу 5. 

М.В. Остроградский в 1834 году получил формулу (1.18) 

для произвольного многомерного случая. Пусть ограничен- 

ная область ‘2 С К” имеет границу 0%, заданную уравнением 

f(M) = 0, M €Q, причем функция f непрерывно дифференци- 

руема по координатам 2z;(M), 1=1,m, точки М. При этом 
д 

частные производные 57 не обращаются одновременно в НУЛЬ 
т: 

ни в одной точке на 0%, т.е. 

УЛ = 
mora 

| (=. 70, 

где У — дифференциальный оператор 

~ т д 
Va) се: (1.19) 

1=1 

Здесь €; — орты ортонормированного базиса в К”. Поэтому в 

любой точке РЕ OQ границы OQ существует единичный вектор 

внешней нормали к OF, если знак функции f выбрать так, что- 
бы было f < 0 для точек, принадлежащих области 9. Поскольку 

частные производные функции f непрерывны, TO направляю- 

щие косинусы 

1 Of | ee 
|УЛ Ori 

ry 

— 

вектора n(P) относительно ортов е; также непрерывно зависят 

от координат т;(Р), += 1, т, точки Pe ON.
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Представим интеграл по области 22 от непрерывной Ha ee 

замыкании Q = QUOQ действительной функции w(M), MEQ, 

в виде т-кратного интеграла: 

[ware ff польз... (1.21) 

Q Q 

Если область © в В" является прямоугольным параллелепипе- 

дом, т.е. т; Е (а;, 5;), 1=1, т, то интеграл в (1.21) можно найти 

последовательным вычислением определенных интегралов: 

b; bo bm 

[wane | ax fae: = [ата dem. 

2 a} a2 am 

В более общем случае предположим, что точки, принадле- 
жащие области QC К", образуют в линейном пространстве 

К" выпуклое подмножество, т.е. при произвольно выбранных 

двух точках М’, М" Е О с координатами 2;(M") и 2;(M"), i= 

= Т, т, соответственно точка, М с координатами 

ee — 

х:(М) = аз: (М') + (1-а)=(М"), i=I,m, ae [0,1], 

также принадлежит замыканию ® области Q и для этой точки 

f(M) < 0 при любых a Е [0, 1]. Геометрически это означает, что 

прямая, параллельная, например, орту еж и проходящая через 

любую точку М Е 0, пересечет границу OO не более чем в двух 

точках M,, М* Е an (рис. 1.3). 

Иными словами, если координаты £1, 12,..., Lm—1 фиксиро- 

ваны, то при движении точки М Е & по этой прямой координа- 

та т„ пробегает интервал (5/,, 2"), где т’, = },(11,12,....,Хт-1) 

и 1" = [(11,12,....2т-_1). Ясно, что подстановка zi, и al! 

вместо т„ в уравнение f(x) = 0 границы ОО обращает его в



Д.1.1. Некоторые формулы векторного анализа 33 

n(M*) 

Рис. 1.3 

тождество. Тогда No аналогии с вычислением тройных инте- 
гралов вместо (1.21) можно записать 

1*(т! ‚Т2,...Тт-1) 

[vane |..-] але. ати ] ахти, (1.22) 

Q D fe (x, ‚2, „ФТт-1) 

где РС К”-'! — область, которая является проекцией обла- 
сти ОС R™ на гиперплоскость В”-!, ортогональную орту ет 
(см. рис. 1.3). 

OUm 
Пусть w= 5- 1 ГДе ит (£1,22,---;2m) — функция, непрерыв- 

т 

uv bed Ou Dn 

Hafli вместе CO своеи ITDOH3BO HON dr. Ha замыкании (). B ЭТОМ 
Im 

случае (1.22) примет вид 

1*(т1,52,...Тт--1) 

ит 49 — ] ар ] дит dtp, = 
Отт 

р /.(т1,.т2,..„Фт-1) 

ола. атль зы ат а))аР — 

р 

= fy (215225425 mts вьзь ата) ЧР. 

D
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Так как аргументы подынтегральной функции ит интегра- 
лов в правой части этого равенства являются координатами 

точек М* и М, границы 02, то в первом из этих интегра- 

лов а) = пт (M*) 4(99(М*)), а во втором интеграле dD = 

= —п(М.)4(90(М.)), где п» является направляющим коси- 

нусом (относительно орта еж) единичного вектора 7 внешней 

нормали к ОО в соответствующих точках, а 4(0%) — элемен- 

Тарным участком границы OF в окрестности каждой из этих 

точек. Поэтому эти интегралы можно заменить одним инте- 

гралом по границе OF и в итоге записать 

OUm 
dQ = [ ent d(0Q). (1.23) 

AQ 
Отт 

Ясно, что произвольную область 12 C R™ можно разбить 

внутренними границами на такие подобласти, для которых 

сохраняет силу (1.23). Объединяя интегралы по этим под- 

областям и учитывая, что интегралы по участкам внутренних 

границ взаимно уничтожатся, поскольку направляющие коси- 

нусы внешних нормалей в точках таких границ имеют про- 

тивоположные знаки, заключаем, что (1.23) справедливо для 

произвольной области с гладкой границей. Но интеграл в пра- 

вой части (1.23) не изменит своего значения, если множество 

точек, в которых подынтегральная функция терпит разрыв, 

имеет меру Лебега, равную нулю. Поэтому (1.23) верно и в 

случае кусочно гладкой границы 0%. 

Аналогично (1.23) для любой функции ч;(т11,52,....Хт), t= 
— v v „ ди; 

— 1, т, непрерывной вместе со своеи производнои ae Ha замы- 
т: 

кании (2, можно записать 

Ou; 

Oz; 
Q 

9 = | un;d(00), 1=1,m. (1.24) 

AQ 
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Суммируя по {эти равенства, получаем формулу Острограод- 

ского 

] Doe _ ] У ‘шт: 4(99) (1.25) 
да t=! 

для области Q“ С К” в т-мерном пространстве К”. Обозначая 

и = ще; + изе2+...+итет и учитывая (1.19) и правила, скаляр- 

ного умножения в евклидовом арифметическом пространстве 

К”, вместо (1.25) приходим к формуле Остроградского в виде 

] Учай = ] un 4(90), (1.26) 
Q AQ 

где n= nye; + пе +...+лтежт. 

Пусть в (1.26) и = оу а, где u, о — действительные функ- 

ции, дважды непрерывно дифференцируемые на замыкании О. 

Тогда, выполняя в соответствии с (1.19) дифференцирование, 

находим Vu = 0V(Vu) + (Vo) У = Vat (V0) Va и после под- 
становки в (1.26) получаем 

] (52% + (Vd) Vi) а@ = ] 0(Уя) п 4(90), 

Q AQ 

ИЛИ 

] 02140 = ] 5(У1) п 4(90) — | (У5)Узао. (1.27) 
Q 9$ — 

Меняя в (1.27) местами функции и MU VM вычитая полученный 
результат из (1.27), имеем 

| OW a as) an — ] (Уи 155)14(97). = (1.28) 
О 

90
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В трехмерном случае (т = 3) оператор V соответствует 

дифференциальному оператору Гамильтона, У, a Vv? — опера- 

тору Лапласа V?, часто обозначаемому А. Обозначив в (1.27) 

и (1.28) трехмерную область 2 символом У, а поверхность O02 

символом 5, приходим к известным первой и второй формулам 

Грина 

vViudv = | v(Vu)nds— | (У) шаУ (1.29) 

5 V 

(vV7u—uV2v) dV = [ov —uVv)nds, (1.30) 

S 

—
,
 

установленным английским математиком и физиком Дж. Гри- 

ном (1793-1841) в 1828 году в связи с его исследованиями по 

теории потенциала. Здесь и и и — действительные функции, 

дважды непрерывно дифференцируемые на замыкании У обла- 

сти И; п — единичный вектор внешней нормали к 5. Равенство 

(1.29) иногда называют предварительной формулой Грина. Та- 

ким образом, (1.27) и (1.28) можно рассматривать как обобще- 
ние первой и второй формул Грина на т-мерный случай. 

Отметим, что при приближенном решении задач матема- 

тической физики нередко возникает необходимость в преобра- 

зовании интегралов по области У, содержащих вместо \У?и 

выражение вида, V(AV wu), где ^(М) — действительная функция, 

имеющая на замыкании У кусочно непрерывные производные 

по координатам точки М ЕУ. В этом случае вместо формул 

(1.29) и (1.30) будем иметь 

vV(AVu) dV = | Av(Vu)ndS— | A(Vv)VudV, (1.31) чт [ине | 
vV(AVu) = | uV(AVv) dV + | А^(5Уи- чУи)та5. (1.32) posers ботом]



Вопросы и задачи 37 

Ясно, что при A=const эти формулы переходят в формулы 
(1.29) и (1.30). 

Вопросы и задачи 

1.1. Доказать, что если функция f(r) дважды непрерывно 

дифференцируема и г = \/11 + 12 +22, то УД (г) = f'(r)z/r и 

V7 f(r) =f" (г) +21 (г) /г, где х = ле! + х2е2 + 73€3 ие) i= 
= 1, 2,3, — орты прямоугольной системы координат Ох1х2хз. 

1.2. Доказать, что объем У, ограниченный поверхностью 5, 

можно вычислить по формуле 

и ; | (v2?)nas, 
S 

где х — радиус-вектор точки поверхности, ап — единичный 

вектор внешней нормали к поверхности в этой точке. 

1.3. Доказать справедливость формул (1.31), (1.32).



2. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 

ФИЗИЧЕСКИХ СУБСТАНЦИИ 

2.1. Закон сохранения массы 

Пусть скалярное поле плотности среды и векторное по- 

ле скорости движения этой среды заданы в некоторой обла- 

сти 9 С R° непрерывно дифференцируемыми функциями р = 

= p(t,M) и v=v(t,M) времени t и координат т;, += 1, 2, 3, 
точки М ЕО в прямоугольной системе координат Ох\1х2хз. Pac- 

смотрим в этой области произвольную подобласть У, объем 

которой обозначим тем же символом У. В этой подобласти в 

некоторый момент времени t находится в соответствии с (1.4) 

масса сплошной среды 

т = ] p(t, М) dv. 

V(t) 

Пусть точки поверхности 5, ограничивающей объем У, дви- 
жутся вместе с частицами среды. Тогда масса, среды в этом 
изменяющемся во времени объеме V(t) остается постоянной, 
поскольку частицы среды не пересекают поверхность 5. По- 
этому в соответствии с (1.8) имеем 

m= p(,myav= | (L+V(pv))av =. (2.1) 
V(t) V(t) 

Это равенство является одной из интегральных форм закона 

сохранения массы. 

В фиксированный момент времени { выделим некоторый 

объем .V,(t) C V(t), ограниченный поверхностью S,, точки ко- 

торой также движутся вместе с частицами среды. Поэтому
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(2.1) сохраняет силу и для объема V,(t). Обозначим через а» 

диаметр области, соответствующий этому объему. Пусть по- 

следовательность {V,,(t)} объемов V,(t) C V(t), пЕ №, такова, 
что при d, > 0 они стягиваются в точку М ЕО. Тогда при усло- 

вии непрерывности подынтегральной функции в (2.1), согласно 

теореме о среднем значении для тройного интеграла [УП], из 

(2.1) следует, что 

lim ] (2+ v(pv)) av = 
d,-40 V,,(t) 

Vn (t) 

Op(t,M | 
= a + V(p(t, M)v(t,M)) = 0. 

Отсюда получаем локальную форму закона, сохранения массы 

д 
ar +У(р) = 0. (2.2) 

В системе координат, движущейся вместе с частицей сре- 

ды, изменение плотности во времени описывается полной про- 

изводной dp/dt = ое + v(Vp), равной сумме локальной se и 

конвективной (или переносной) производных. Так как V(pv) = 
= pVv+v(Vp), то вместо (2.2) можно написать 

op + pVv=0. (2.3) 
dt 

В механике сплошной среды (2.2) и (2.3) называют уравнени- 
ями неразрывности. 

Если среда несжимаема, то ее плотность неизменна, хотя в 
случае неоднородной среды в различных точках пространства 
и в различные моменты времени она может иметь разную 
плотность. Но в системе координат, движущейся вместе с 
любой частицей несжимаемой среды, 4р/ 4 = 0. В этом случае 

уравнение неразрывности принимает наиболее простой вид 

\о = 0. (2.4)
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Ясно, что (2.4) справедливо и для однородной несжимаемой 

среды при p=const, что следует и из (2.2). 

Отметим, что в случае несжимаемой среды операции инте- 

грирования по изменяемому во времени объему и дифференци- 

рования по времени можно менять местами. Действительно, 

для объемной плотности С’ некоторой физической субстанции, 

используя (1.8) и выражение для полной производной, имеем 

а [ С4у= [ (57 +5ь)) w= | (че +с%») dV. (2.5) 
V V V 

Отсюда в случае несжимаемой среды с учетом (2.4) заключаем, 

что 

d dC’ 
— = | —dV. я | 4% IS V 

V V 

Если в (2.5) положить С! = 1, то в случае сжимаемой среды 

с учетом формулы Остроградского — Гаусса будем иметь 

чи = | Yoav = [ons 
dt 

V 5 

Таким образом, дивергенция Vvu(t, М) является локальной ско- 

ростью относительного увеличения элементарного объема в 

окрестности точки М в момент времени t. Очевидно, что для 

несжимаемой среды в соответствии с (2.4) эта скорость равна, 

нулю, т.е. объем области, занятой средой, остается постоян- 

ным, но область может изменять свою форму. 

Пусть С = рСт, где Cm = Си(ЬМ) — количество физиче- 

ской субстанции, приходящейся на единицу массы среды, нахо- 

дящейся в момент времени # в окрестности точки М. Тогда, 

заменяя в (2.5) С на pCi, и учитывая (2.3), в случае непре- 
рывной дифференцируемости по времени t функций p(t,M) и
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Cm(t,M) получаем 

d _ d(pCm) _ 

dC’ d dC’ = | pv + | Сы (= +pVv) dV = [oe dV. (2.6) 
ОА Е dt 

V V 

Пример 2.1. Пусть скорость среды, заполняющей внеш- 

ность 2 С В 3 сферы радиуса, го с центром в начале прямоуголь- 

ной системы координат Ох1х2хз, задана векторной функцией 

(2.7) 

времени # и радиус-вектора х точки М Е О области 2, причем 
Uo(t) имеет смысл модуля вектора скорости на поверхности 
этой сферы. Так как вектор UV скорости среды в любой точке 
М Е 2) сонаправлен радиус-вектору х этой точки, а модуль |v| 

зависит лишь от расстояния точки M Е ® от начала, координат. 
то векторное поле скорости среды является центральным [ VII]. 

С учетом того, что проекция вектора, скорости Ha ось Ох;, 

1=1,2, 3, равна v; = vo(t)réz;/|a/o и |x| = 2? +12 + 12, найдем 
дивергенцию этого поля: 

3 3. 
Ov; д т; /| |3 

\о = - = 00 (Е) го ) ( Dn, = 

1=1 i=l 

3 
_ 3u0(t)ré 7 3u9 (t)r2 S20? 

[| 2|x\° 

Итак, в любой точке области функция V = v9(t)r2a2/|x|° удовлет- 
воряет (2.4), т.е., согласно (2.3), среда является несжимаемой 

(но не обязательно однородной). 

Нетрудно убедиться, что ротор этого поля скорости равен 

ях (oe ae (2 ве + (oe oh Yes =0, 

Ory O23 Отз Oz Or, O22
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т.е. векторное поле является не только соленоидальным (в силу 

Vv = 0), но и безвихревым, a так как область $} поверхностно 

односвязна, то и потенциальным [УП]. По определению по- 

тенциального поля существует такая действительная функция 

(т), что v(t,xz) = Уф(Ьт). Эту функцию называют ска- 
лярным потенциалом векторного поля скорости, или коротко 

потенциалом скорости. В этом случае (2.4) переходит в 

уравнение Лапласа, 

Уф = 0, (2.8) 

где У? = А — дифференциальный оператор Лапласа. Гранич- 

ное условие для (2.8) на поверхности сферы || = го с учетом 

(2.7) имеет вид 

ren т 
(Vy)n = vn = vo( (5 =| = u(t) (2.9) 

jx|? |x| |z|=ro | 

где п = т/|т| — единичный вектор внешней нормали к сфе- 
ре. Таким образом, (2.8) и (2.9) в сочетании с условием 
ограниченности ф при |ж| -} со составляют вытекающую из 
закона сохранения массы математическую формулировку кра- 
евой задачи для нахождения потенциала скорости. Несложно 
проверить, что задаче (2.8), (2.9) удовлетворяет функция Y= 

= —v9(t)r2/|z| + Со, где Co = const. 
Если несжимаемая среда неоднородна, TO зависимость ее 

плотности p(t,z) от времени Ё в точке пространства с ради- 
ус-вектором Z описывается уравнением неразрывности (2.2), 

д 

которое можно записать в виде 5, = —V(pVy). При установив- 

v д 
шемся движении такой среды, т.е. при 5, = 0, векторное поле 

плотности рУф = ру потока массы является соленоидальным. 
Если же поле скорости потенциально, но среда сжимаема, TO по- 
тенциал ф поля скорости не удовлетворяет (2.8), а (2.2) и (2.3) 
переходят в равенство
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Закон сохранения массы можно применить не только к од- 

нородной среде, но и к смеси п разнородных веществ, заполня- 

ющих некоторый объем У. Для каждого k-ro вещества, К = 1, п, 

можно ввести плотность р(*), характеризующую его объемную 

концентрацию в смеси, а при помощи векторной функции %(*) = 

= v'*)(t,2) задать векторное поле его скорости. ‘Тогда для 

плотности смеси получим 

р= У ̀р(®, (2.10) 

а из условия, что вектор ро плотности потока смеси при 

конвективном Переносе равен сумме векторов р) (®), k= 1, п, 

плотностей потоков отдельных веществ, найдем вектор средней 

скорости смеси 

о=- So plyl*), (2.11) 
Р k=1 

Пусть в смеси не происходит превращения веществ. Тогда 
для каждого k-ro вещества справедлив закон сохранения массы 
в виде (2.1): 

(r) 
dk ] (75+ вы) ) dV =0. (2.12) 

Рассуждения, аналогичные проведенным при получении (2.2) 

и (2.3), в случае непрерывности в (2.12) подынтегрального 

выражения позволяют записать при k= 1, п 

apt) 
Ot 

dp\*) 
rr р) У =0. (2.13) +У (р). =0, или 

Ясно, что, суммируя по К первые равенства в (2.13) и учитывая 

(2.10) и (2.11), получаем уравнение неразрывности смеси в 

виде (2.2).
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Если же в смеси происходит превращение веществ за счет 

химических реакций или ионизации, то для каждого k-ro веще- 

ства этот процесс характеризуется скоростью т) изменения 

массы этого вещества в единицу времени в единице объема, 

причем из условия сохранения массы смеси следует, что 

So ml) =0. (2.14) 
k=1 

В этом случае вместо (2.12) получим выражение, COOTBETCTBY- 

ющее закону сохранения массы k-ro вещества: 

ат др(*) . (к 77 = | ( a + V (elo) } av = ау. 
V(t) V(t) 

Отсюда приходим к локальной форме закона сохранения массы 

k-ro вещества: 

др(*) 

Ot 

Суммирование (2.15) по К с учетом (2.10), (2.11) и (2.14) снова, 
приведет к (2.2). 

+У (р) =m, ЕЕТ,п. (2.15) 

Величина р(®)ъ является вектором плотности потока k-ro ве- 

щества при конвективном переносе, определяемом движением 

смеси в целом, а величину J*) = pl*)(y* —®) можно рассматри- 

вать как вектор плотности потока, этого вещества при диффу- 

зионном переносе, вызванном отличием скорости К-го вещества 

от средней скорости смеси. Тогда (2.15) можно представить в 

виде 
др) 

Ot 

Принимая во внимание (2.10) и (2.11), нетрудно установить, что 

сумма по К всех векторов J‘*) равна нулевому вектору 0. 

Скорости отдельных веществ в смеси обычно неизвестны. 

Но для описания диффузионного переноса k-ro вещества в 

+ Ур = т -УЛ®, КЕТЬ. (2.16) 
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смеси можно использовать эмпирический закон Фика (см. 1.3). 
Обозначим объемную концентрацию k-ro вещества через С’, т.е. 

С = р(®. Тогда с учетом (1.11) вместо (2.16) получим 

У (Се) = V(KO VC) + 7. (2.17) 

Здесь К(С) — коэффициент диффузии данного вещества в 

смеси, который в общем случае может зависеть от С’, времени 
(C)  „; (k) и пространственных координат, a /, = my’. Если средняя 

скорость смеси равна нулю, т.е. v =0, a KO) не зависит от С! 

и пространственных координат, то из (2.17) следует, что 

OC = KOWVC 4 1), (2.18) 
Ot 

Для нахождения объемной плотности C=C (t,x) в объеме Vo, 
ограниченном неподвижной поверхностью So, необходимо ре- 
шить (2.18) при заданных краевых условият. В эти условия 
должны войти функция Со(ж) = С (0,1), задающая в У распре- 
деление C' B момент времени, принимаемый 3a начальный, т.е. 
начальные условия, и граничные условия на 5. 

С ¥ 
Если т ) не зависит от С или же зависит линейно, то (2.18) 

является линейным уравнением параболического типа. При 
Oc (C) 
—- =0 и линейной зависимости Г,’ of С из (2.18) следуют 
ot 

* OC _ (C) уравнение Гельмгольца», a если > = Ou Г/’ не зависит 

от С, то — уравнение Пуассона**, относящиеся к уравнениям 
OC C 

эллиптического типа. Наконец, при a = =Ои Г ) =0 имеем 

уравнение Лапласа.. Подчеркнем, что все эти варианты урав- 

нений следуют из локальной Формы | закона сохранения массы 

некоторого вещества в смеси. 

*Г.Л.Ф. Гельмгольц (1821-1894) — немецкий физик, математик, физио- 
лог и психолог. 

““С.Д. Пуассбн (1781-1840) — французский механик, физик и матема- 

тик.
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2.2. Дивергентная форма 

уравнения неразрывности 

Пусть в каждой точке трехмерного пространства, опреде- 
ляемой радиус-вектором 5 в прямоугольной системе координат 

Ox 1X2X3 (см. рис. 1.1), плотность p(x) среды и вектор v(z) ее 
скорости не зависят от времени &, т.е. процесс переноса, массы 

9 
является установившимся. Тогда x = Ои из (2.2) получим так 

называемую дивергентную форму 

V(pv) =0 (2.19) 

уравнения неразрывности. Используя выражение (1.9) для 
дифференциального оператора Гамильтона и представление 

v = и1е! + ч2е_ + изез вектора скорости среды в координатной 

форме, где v; — проекция вектора U Ha ось Ох;, 1=1, 2,3, ae; — 

единичный вектор, задающий направление этой оси, запишем 

(2.19) в координатной форме: 

O(pv1) ‚ A(pv2) | A(pvs) 
Ox ы От2 ы Отз 

=0. (2.20) 

Рассмотрим произвольный объем У Е В 3, ограниченный по- 

верхностью S (рис. 2.1) и заполненный сплошной средой. В 
окрестности каждой точки этого объема справедливо равен- 

ство (2.19). Интегрируя это равенство по объему У и используя 
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формулу Остроградского — Гаусса, запишем 

[ рота = | V(pv)av =0, (2.21) 
5 V 

где п — единичный вектор внешней нормали к поверхности S. 

Если в области У существуют такие точки, в которых функ- 

ции p(x) и ®(т) не имеют непрерывных производных по про- 

странственным координатам или не являются непрерывными, 

то вэтих точках (2.19) не имеет смысла, а формула Остроград- 

ского — Гаусса не применима к области У в целом и первое 

равенство в (2.21) в общем случае теряет силу. Вместе с тем 

следует отметить, что если множество таких точек в УЕ ЮЗ 

имеет меру Лебега, равную нулю, в частности образует в У 

линию или поверхность, то значение интеграла, по V в (2.21), 

равное нулю, остается неизменным. 

Пусть поверхность 5S*, в точках которой функция pv не 

является непрерывной и которую называют поверхностью 

разрыва, делит область У на две подобласти У! и V2 так, 

что ИН \ Ц 5* =У и ИПУП5* = © (см. рис. 2.1). Выяс- 

ним, при каких условиях на поверхности S* сохраняет силу 

(2.21). Обозначим через 51 и 52 части поверхности 5 = 51 US), 

ограничивающие вместе с S* объемы V; и V2 соответственно. 

Предположим, что в У; и Vo функция pv, которую обозначим 

р191 и р2%02 соответственно, непрерывно дифференцируема по 

пространственным координатам. Тогда к каждой из областей 

И и V2 можно применить формулу Остроградского — Гаусса, 

и написать 

[ovwinds+ [ рт” as = | У(риваУ =o, 

51 5* у! 

| рот 48+ | pyv2(—n")as = | (роз) av =0 

V2 52 5*
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где n* — единичный вектор нормали к поверхности .5*, на- 

правленный в сторону области У2. Складывая почленно эти 

равенства и учитывая, что 5* является в У множеством то- 

чек объема нуль, получаем 

[ovinas + | рзозть9 + | pyvin" 49+ | pava(-n") 49 = 

5 So s* 5* 

= [ рота + | (рты — p2v2)n"* dS = 

S* 

Vi у, $ V 

Следовательно, (2.21) как интегральная форма закона, сохране- 

ния массы остается в силе при условии 

[tow — p2v2)n" dS = 0. (2.22) 

S* 

Пусть У является окрестностью некоторой точки M* € S* c 

радиус-вектором %(М*) (см. рис. 2.1). Стягивая У к точке М*, 

из (2.22) получаем, что 

Pivjn = р5и5т” на 5”, (2.23) 

где pj, Uj и р2, vy — пределы функций p(w) и v(a) при стрем- 

лении к точке М* Е S* точек М1 Е Vi и Me € V2 соответствен- 

но. Следовательно, (2.23) устанавливает условия в точках на 

поверхности разрыва, не противоречащие закону сохранения 

массы. 

Таким образом, векторная функция ру может не быть не- 

прерывной в точках поверхности S*, но должна сохранять 

непрерывность проекции на нормаль n* при переходе через 

эту поверхность. При этом допустим разрыв проекции этой 

функции на плоскость, касательную к S* в точках разрыва.
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Отметим, что это свойство любого соленоидального векторно- 

го поля, дивергенция которого равна нулю. В частности, в 

точках поверхности, ограничивающей векторную трубку в та- 

ком поле, допустим разрыв векторной функции, но ее проекция 

на нормаль к этой поверхности равна нулю. 

Условие вида (2.23) позволяет строить так называемые не- 

гладкие и разрывные решения задач математической физики, 

не удовлетворяющие (2.19) во всех точках рассматриваемой 

области, путем „сшивания“ гладких решений, полученных в 

подобластях, где (2.19) сохраняет силу. Такие задачи возни- 

кают при изучении процессов переноса массы, например, в 

неоднородной несжимаемой среде с резким или скачкообраз- 

ным изменением плотности, в сжимаемой среде со скачками 

уплотнения и ударными волнами. 

Эти соображения вызывают естественное стремление по- 

пытаться использовать дивергентную форму уравнения нераз- 

рывности для общего случая неустановившегося во времени 

движения сплошной среды. В этом случае функции ритв 

уравнении неразрывности (2.2) зависят не только от простран- 

ственных координат, но и от времени &. 

Аналогично (2.20) запишем (2.2) в координатной форме: 

др, A(pr1) | A(pv2) | A(pvs) 

Наличие в левой части (2.24) четырех частных производных 

позволяет придать еи компактную форму, которую удобно 

использовать в дальнеишем при рассмотрении ряда вопросов. 

В четырехмерном евклидовом арифметическом простран- 

стве В“ с ортонормированным базисом е = (e;, €1, €2, €3) опре- 

делим вектор 

п = p(voer+ ve) + v2e2 + озез) = p(voer +5), (2.25) 

где Up — произвольная константа, имеющая размерность ско- 
рости (эту константу можно принять равной 1 м/с), и введем
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дифференциальную операцию дивергенции при помощи опера: 

тора, 

дез — U0 ot } (2.26) 

который аналогичен дифференциальному векторному операто- 
ру (1.19) (см. Д.1.1). В соответствии с правилом стандартного 

скалярного умножения, учитывая (2.25) и (2.26), вычислим 

~~ др др  Opve дръз 

Vr = Ot O21 От2 + Отз | 

Сравнивая правую часть этого равенства с (2.24), приходим 

к выводу, что уравнение неразрывности в пространстве R4 

можно записать в виде 

Ут =0. (2.27) 

Такую форму представления уравнения неразрывности бу- 

дем называть обобщенной дивергентной. 

Пусть У — произвольный изменяющийся во времени объем, 

ограниченный движущейся поверхностью S$ (см. рис. 1.1), точ- 

ки которой перемещаются со скоростью v(t, x) среды. В таком 

объеме Macca т среды будет неизменной во времени (см. 2.1). 

Обозначим через 9 C [&%,Н) промежуток времени &, в течение 

которого происходит движение среды, и рассмотрим область 

Q=OxVCR‘c границей OQ (рис. 2.2). Интегрируя (2.27) 

по области 2 и применяя в ®* формулу (1.26) Остроградского 

(см. Д.1.1), получаем 

[Fata = [ FFan=0 (2.28) 

AQ $9) 

где nm — единичный вектор внешней нормали к OF (в данном 

случае dQ = dtdV и 4(90) = dtdS). 

Пусть в области < существуют точки М (#; 51; 12; 23) EQ), 

в которых функция r(M) не является непрерывной или же
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Рис. 2.2 

не имеет непрерывных частных производных по координатам 

этих точек. Тогда интеграл по области 2 в (2.28) аналогич- 

но интегралу по трехмерной области V в (2.21) сохранит свое 
значение, равное нулю, если такие точки образуют множество 

Q* СО с мерой Лебега, равной нулю. Но при этом первое 

равенство в (2.28) может не иметь места. Пусть такое множе- 

ство 0Q* CQ является в ®* гладкой поверхностью [V] и делит 

область {2 Ha две подобласти {21 и “5 так, что 91 UN, UAN* =O) 

И п 92 пП00* = @. 

Множество 0%* С R4 зададим уравнением 

y(t,x) =0, (2.29) 

где y(t,x) — деиствительная функция, непрерывно диффе- 

ренцируемая по времени ¢t и пространственным координатам 

1, 1=1,2,3, радиус-вектора х точки М Е 3, причем част- 

ные производные этой функции по пространственным коор- 

динатам не обращаются одновременно в нуль в любой точке 

M*(t; х1; 12; тз) Е OO", т.е. |Уф| 40. Тогда по аналогии с выра- 

жением для вектора, нормали к поверхности в №3 [У] получим 

с учетом (2.26) выражение 

1 Op Op Op Op 
о Rett an. eit a en + 5 es = Уф (2.30) 

определяющее в К“ вектор, который можно рассматривать как 

—ж 

вектор нормали к 042* в произвольной точке М*Е 0%*.
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ф(Ьх)=0 

п*(М”) 

Xo 

Рис. 2.3 

a Уж илл Если через ry и 75 обозначить пределы функции Т(М) 

при стремлении к точке М*Е 04)* точек М! Е 1 и М2 Е Qo 

соответственно, то, используя ту же процедуру, что и в случае 

установившегося переноса массы, в произвольной точке М* Е 

Е OQ* приходим к условию 

ых ^^ 

rin =г.п” на OO", (2.31) 

при выполнении которого сохраняет силу первое равенство в 
(2.28). 

Теперь в трехмерном пространстве ® 3 с системой координат 

Ох!х2хз рассмотрим подвижную поверхность, заданную тем же 
уравнением (2.29). Пусть в момент времени # эта поверхность 

занимает положение S* и за время At переходит в положение ST 

(рис. 2.3). Вектор скорости v*(t, М*) перемещения поверхности 

S* в точке M* Е S* определим как предел 

2(М!) - =(М*) “(Е М*) = li 2.32 (Е, М”) = jim, AG ; (2.32) 

где My Е 5: — точка пересечения 57 с прямой, лежащей Ha 

направлении единичного вектора, 

Уф(Ех 
n*(M*) = 262) (2.33) 

|Уф(ё, =) z=2(M*)
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нормали к 5* в точке М*Е 5*, a *(М!) и =(М*) — радиус- 

векторы точек My и М* соответственно. Так как (Е ж(М*)) = 
=биф(Е-+-АЬ=(М!)) =0, то в линейном приближении с учетом 
(2.33) получаем 

* . Ov(t,x p(t+At,e(Mz)) — (6, =(м")) = 269) 
z=2(M*) 

dv(t, +Vote} (w(Mj) -2(m*)) = Po Att 
т=т(М*) z=2(M*) 

+|Уф(=)| м ИМТ (@ (Mr) - @(M")) = 0. 

Отсюда в силу Toro, что векторы (М!) — ж(М*) и n*(M*) 
являются коллинеарными, имеем 

1 . мы Op(t, x) 
(=(М;) - #(M )) — [Ур =) Ot 

и после подстановки в (2.32) находим 

Oy(t 1 
v"(t,M*)=— elt, 2) n*(M*). (2.34) 

dt |Уф(ьт)| n=2(M*) 

Учитывая, чтов (2.30) Ves— Ре, Уф, и используя (2.33) 
0 

и (2.34), запишем 

~*x (NA * Е, М* * * 
n*(M*) = —- we Levin (М*). (2.35) 

0 

Тогда вместо (2.31) с учетом (2.25) и обозначения [-] скачка 

значений функции при переходе через поверхность разрыва S* 
в направлении, противоположном вектору n*, в любой точке
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М*Е S* имеем 

[p(t,2(M*))v(t,a(M*))n*(M*)]| = 

= [p(t,e(M*))}o*(t,M")n*(M"). 
Отсюда следует, что если поверхность 5* неподвижна OTHOCH- 
тельно системы координат Ox ,x2X3, т.е. функция ф не зависит 
от фи |v*(M*)| = 0, то для любой точки М*Е S* верно условие 
(2.23). Если же для каждой точки М* Е S* в фиксированный 
момент времени $ ввести свою сопутствующую систему 
координат, начало которой имеет скорость, определяемую 
вектором v*(t, М*), то в такой системе координат будем иметь 

[p(t,x(M*))w(t,x(M*))n"(M*)] =0, М*Е5", — (2.36) 

ГДе w= v—v* — вектор скорости движения среды относитель- 

но точки M* € 5*. 

Пример 2.2. Пусть среда разнородна и состоит из смеси 

п веществ, плотность и скорость которых описывают функции 

р(®) (2) и °(® (Е т), k=1,n, непрерывно дифференцируемые 

в области О С R‘* по всем своим аргументам. Тогда для 

каждого К-го вещества вместо (2.15) получим обобщенную 

дивергентную форму закона, сохранения массы в виде 

Vr) = mi), (2.37) 

‚ (К 
где ma) (t, =) — непрерывная в области 2 С R4 функция, харак- 
теризующая скорость образования этого вещества в единице 

объема 3a счет превращения из других веществ, а 7(®) отлича- 
ется от Тв (2.25) лишь верхним индексом К у функций р их. 

Интегрируя (2.37) по области Q и используя формулу Остро- 

градского в виде (1.26), получаем 

] 2“) 4(90) = ] Ут(®) dQ = ] т.) dQ, (2.38) 

9$ Q Q
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где, по-прежнему, OQ — граница области Q, an — единичный 

вектор внешней нормали к 049. 

Пусть теперь множество 0%2* С 2 точек, в которых функция 

Г(®) не имеет непрерывных производных или разрывна, делит 

область Q на две подобласти 91 и OQ, = (9 \ 9%*) \О1, причем 

Ha OQ* может происходить образование k-ro вещества, 3a счет 

превращения из других веществ со скоростью mY), Если 

OQ* является в §2 множеством, мера Лебега которого равна, 

нулю, то интеграл по {2 в (2.38) не изменит своего значения и 

второе равенство в (2.38) сохранит силу, но первое равенство в 

общем случае не будет иметь места. Действительно, из условия 

сохранения k-ro вещества в области “2 теперь следует, что 

] п а(90) = ] mY) d+ ] mY) 4(99”). (2.39) 
99 Q 9$2* 

Обозначим через 091 и OQ, = ON \ OQ, части границы OD 

области ®, ограничивающие извне подобласти 1 и 5 соответ- 

ственно, и предположим, что BQ, и 92 функция P\*), которую 
(Е) (К) обозначим г’ и 1, соответственно, непрерывно дифферен- 

цируема по всем своим аргументам. Тогда к каждой из этих 

подобластейи можно применить формулу Остроградского (1.26) 

и написать 

] пя d(OQ) + + | тя“ 4(99") = ] У) aa, 
OQ, on" $21 

] пя d(OQ) + + | 7) (—п") а(99*) = ] vrs dQ, 
AN» on" Q 

ж 
где n* — единичный вектор нормали к OX*, направленный в 

сторону подобласти Qe. Складывая почленно эти равенства, 

и считая O02* С О множеством, имеющим равную нулю меру
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Лебега, с учетом второго равенства в (2.38) получаём 

OQ, 9$12 

+ | тя" d(OQ") + ] 7) (-п*) 4(90*) = 
90* 

[+ п d(OQ) + ] Я)" 4(09*) = 
94)* 

_[ Vr) аа + ] Vr) аа = ] У7(®) dQ = [a ml 

1 Qe 

Отсюда с учетом (2.39) следует, что второе равенство в (2.38) 

сохраняет силу при выполнении условия 

] (7 =) п 4(99*) + ] т) 4(99*) = (2.40) 
00" 00" 

Рассматривая область 2) как окрестность некоторой точки 

М* Е 0$2* и стягивая эту окрестность к данной точке, из (2.40) 

заключаем, что 

(ит =0 на S*, (2.41) 

=), =(®) где rt и т — пределы функций т ит. при стремлении 

к точке М* Е д0* точек М! ЕЯ: и М. Е {22 соответственно. 

Если множество 0®* задано в В“ уравнением (2.29), то точке 

М* Е д9* в момент времени # соответствует точка M* € S* 

на поверхности разрыва S*, заданной тем же уравнением в 

К? (см. рис. 2.1). Тогда с учетом (2.35) и обозначения скачка, 

функций при переходе через поверхность разрыва S* в любой 

точке M* Е S* получаем 

[р(®) (в, =(М*))5(® (t,2(M*))n*(M*)] +т (t,a(M*)) = 

= [p'*) (,=(М*))|*(&, М*) п” (М*). (2.42)
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Для записанного в виде (2.17) закона сохранения k-ro веще- 

ства, имеющего в движущейся со скоростью U среде объемную 

концентрацию С’ = р(®), вместо (2.37) будем иметь 

veal), (2.43) 

где С =Cwe,+Cv —- KOVC (KO) — коэффициент диффу- 

зии); И) = ml, В этом случае вместо (2.42) получаем 

[(C@,2(M*))v(t,2(M*)) - КОУС(Ь=(М*))) п” (М*)] + 

+1) (t,@(M*)) = [С(&=(м*))]5*& M*)n*(M*), (2.44) 

k uw 

С. Отсюда в сопутствующей для точки M* € S* 

системе координат приходим к условию 

[С(6=(мМ*®) в (ь =(М*))т*(М*)] + 19° (t,2(M"*)) = 

= [KO VC(t,2(M*))n*(M"*))]. 

2.3. Законы сохранения электрического заряда 

и тепловой энергии 

Пусть в области Vo С R°, ограниченной поверхностью So, 

неподвижной относительно прямоугольной системы координат 

Ox X2X3 (рис. 2.4), существуют источники электрического заря- 
е ` v о. 

да интенсивностью 19), равнои изменению его объемной плот- 

(е) ности ре в единицу времени. Через 7,,° обозначим проекцию 

вектора 7(°) плотности электрического тока в точках поверх- 

НОСТИ So Ha направление в этих точках единичного вектора n 

внешней нормали к 50. Тогда, учитывая (1.4), условие сохране- 

ния заряда, в объеме Vo можно представить в виде 

44) _ а _ f[ 7) -(e) Е p.dv = [1 wv - [ih dS. 

Vo Vo So
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Рис. 2.4 

Отсюда, используя (1.10) и формулу Остроградского — Гаусса, 

получаем интегральную форму закона сохранения электриче- 

ского заряда: 

Ope (e) _ 7(€)\ ayy — 

Vo 

Так как объем У произволен, то при условии непрерывности 

подынтегральной функции из (2.45) находим локальную форму 

этого закона: 

Оре е a +УЛ9 = 1), (2.46) 

Выделив конвективную и диффузионную составляющие пе- 
peHoca электрических зарядов (см. 1.3), запишем 7°) = pov + 

+oE, где v и о — вектор скорости и электрическая проводи- 
мость среды; Ё — напряженность электрического поля. Тогда, 
вместо (2.46) получим 

Ope ap + WV (pev) = I!) _ V(cE). (2.47) 

В отличие от (2.18), куда входит лишь одна неизвестная функ- 

ция С, в (2.47) помимо неизвестной функции р. входит еще 

и напряженность Ё, которая, вообще говоря, зависит от ре
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<7 

(см. 3.5). Поэтому даже при заданных функциях i) и %, как 

правило, формулы (2.47) недостаточно для получения полной 

формулировки задачи. 

В четырехмерном евклидовом арифметическом простран- 

стве В“ с ортонормированным базисом е = (€;, €1, €2, ез) опре- 

делим вектор Ге = ретое; + Pev + GE, где, как и в (2.25), up — 

произвольная константа, имеющая размерность скорости. То- 

гда обобщенная дивергентная форма закона, сохранения заряда 

примет вид Ут. = 9) 

вергенции задана в №“ при помощи оператора (2.26). Пусть 

векторная функция Г. (1, М) не имеет непрерывных производ- 

ных или не является непрерывной в точках М* Е S* некоторой 

поверхности S*, делящей область Vo Ha подобласти Ут и V2. То- 

гда по аналогии с (2.44) в любой точке М* Е 5* получим для 

этой поверхности разрыва условие 

‚ причем дифференциальная операция ди- 

[(pe(t, M*)v(t, M*) + o E(t, M*))n*(M*)] 4 

+I) (t,M*) = [pe(t,M*)]v*(t, M*)n*(M*). (2.48) 

Здесь 1) — поверхностная интенсивность источников заряда, 
равная изменению заряда, в единицу времени на единице площа- 
ди поверхности 5*, v*(t, М*) — вектор скорости перемещения 
точки М*Е 5* вместе с поверхностью S*, a символ |-] обозна- 
чает скачок значений функции при переходе в точке М*Е S* 
через поверхность .5* в направлении, противоположном единич- 
ному вектору n*(M*) к этой поверхности. 

Условие (2.48) позволяет „сшивать“ Ha поверхностях раз- 
рыва так называемые гладкие решения, полученные в отдель- 
ных подобластях и удовлетворяющие закону сохранения заряда, 
(2.47). Необходимость в этом возникает, например, при пере- 

носе заряда, в неоднородной среде и при возникновении источ- 
ников заряда, Ha границах контакта разнородных материалов. 

Перейдем к рассмотрению закона сохранения тепловой энер- 
гии в неподвижной несжимаемой среде, занимающей неизменяе-
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мый во времени объем Vo, ограниченный поверхностью So, фик- 

сированной относительно системы координат Ох1х2хз. Пусть в 

среде действуют источники тепловой энергии объемной мощно- 
(а) стью Гу . Через g, обозначим проекцию вектора 4 плотности 

теплового потока в точках поверхности Sop на направление в 

этих точках единичного вектора п внешней нормали к So. То- 

гда условие сохранения тепловой энергии в объеме У примет 

ВИД 

a erdv= | 1 av— | qnas (2.49) 

Здесь ЕТ — объемная плотность тепловой энергии. 

Применяя (1.10) и формулу (1.18) Остроградского — Гаусса, 

из (2.49) получаем интегральную форму закона сохранения 

тепловой энергии в виде 

ДЕТ (а) _ [(Gi+va-1 ) dv =0. (2.50) 
V 

В силу произвольности объема, Vo из (2.50) при условии непре- 

рывности подынтегральной функции следует локальная форма 

этого закона. 

Oe = tVa= ly. (2.51) 

Примем, что ЕТ в (2.51) зависит лишь OT температуры Т, 

причем 
Т 

er = | саг. (2.52) 

0 

где c > 0 — теплоемкость единицы объема среды. Тогда, под- 
ставляя (1.12) и (2.52) в (2.51) и используя правило дифференци- 

рования интеграла, по верхнему пределу, получаем нелинейное 
(в общем случае) дифференциальное уравнение нестационарной
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теплопроводности 

OT 1 1? 

Ot С (А ) С } 

Если теплопроводность среды A не зависит от температуры и 
пространственных координат, то вместо (2.53) имеем анало- 
гичное (2.18) уравнение 

— =4V°T+—, 2.54 
at" ы С (2.54) 

гдеа = A/c — температуропроводность среды. Примем, что a 

не зависит от температуры. Тогда, если Г;’ не зависит от Т 

или зависит линейно, то (2.54) будет линейным уравнением па- 
ОТ 

раболического типа. Если > = Ou 19 Je не зависит от ТГ, то из 

(а) 
у 

(2.54) следует дифференциальное уравнение стационарной те- 

плопроводности, являющееся уравнением Пуассона. Наконец, 

при oF =0и 19) = 0 (2.54) переходит в уравнение Лапласа. 

Отметим. что все перечисленные типы уравнений получены из 

локальной формы закона сохранения тепловой энергии непо- 

движной несжимаемой среды. 

В уравнение (2.53) входит единственная неизвестная функ- 

ция T=T(t,M), МЕ Vo, описывающая изменение во времени t 

распределения температуры в области Vo (рис. 2.5). Для ре- 

шения уравнения (2.53) необходимо задать краевые условия. 

Начальным условием будет распределение в Vo температуры 
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То(М) =Т(0, М) в момент времени t= 0, принимаемый 3a на- 

чальный, а на ограничивающей Vo неподвижной поверхности So 
должны быть заданы граничные условия. Рассмотрим некото- 
рые типы граничных условий. 

Если в точках МЕ 51 на участках 51 С So поверхности So в 

любой момент времени # > 0 функция } (1, М) задает значения 
температуры этой поверхности (см. рис. 2.5), то говорят о 
граничных условиях I рода [ XII] и записывают 

ТЕМ) = АМ), МЕЗ.. (2.55) 

Ha остальных участках 52 = 50 \ 51 поверхности Spo граничные 

условия в общем случае могут иметь вид 

A(VT(t, P))n(P) = fo(t,P,T(t,P)), Pe So, (2.56) 

где n(P) — единичный вектор внешней нормали к So в точ- 

ке РЕ52. Функция fo (t, P,T(t, P)) имеет смысл проекции на 

направление n(P) вектора плотности теплового потока, подво- 

димого извне к поверхности 52 в окрестности точки РЕ So. 

Если эта функция не зависит от T(t, P), то (2.55) называют 

граничными условиями II рода [XII], а если 

fo(t, P, T(t, P)) = (6 Р)(Т(ЬР) -T(t,P)), РЕ52, (2.57) 

то граничными условиями Ш рода, причем Ти a > 0 — 3a- 

данные температура, внешней среды и коэффициент теплооб- 

мена с этой средой. При а =0 имеем fo = 0, что соответству- 

ет частному случаю граничных условий I] рода на идеально 

теплоизолированной поверхности. Поскольку значения fo по 

физическому смыслу задачи конечны, то при увеличении ин- 

тенсивности теплообмена (© —} со) имеем T(t, P) > T.(t,P). В 
этом случае граничные условия II] рода, переходят в граничные 

условия [ рода. 

Пример 2.3. Рассмотрим прямой стержень, поперечное 

сечение которого является правильным шестиугольником со
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стороной [ (рис. 2.6). Примем, что хо | 
a 

объемная мощность 17) источников aa Т. 

энергии в стержне, коэффициент те- ca 
e 

плообмена с Ha его поверхности и 19 2 й 
у 

температура, Тс внешней среды не из- то > T > 

меняются по длине L стержня. ~V3 9 1/32 | 1 

Если [< L, то поперечные ce- 

чения стержня, достаточно удален- > 

ные от его торцов, будут находить- -l 

ся примерно в одинаковых условиях, Рис. 2.6 

так что переносом тепловой энергии 

вдоль стержня можно пренебречь. Поэтому процесс переноса, 

тепловой энергии в каждом из таких сечений можно рассма- 

тривать независимо от процесса, в соседних сечениях, а задачу 

переноса тепловой энергии сформулировать как двумерную в 

системе координат Ох!х2. Тогда, искомой будет функция Т = 

= Т(+, 11,52), описывающая нестационарное температурное по- 

ле в попёречном сечении стержня. В этом случае (2.53) примет 

ВИД 

С 

На контуре шестиугольного поперечного сечения имеем гра- 

ничные условия [Ш рода, 

^(УТ)п(Р) = “(Те - ТУ), (2.59) 

причем в данном случае 

ОТ ОТ 
VT)n(P)= — —— по, (УТ)п(Р) да Aa"? 

где ny И ng — направляющие косинусы единичного вектора 

внешней нормали к контуру. В математическую формулиров- 

ку задачи должно входить начальное условие в виде заданного 

начального распределения температуры в рассматриваемом по- 

перечном сечении стержня: 

Т(0, 71,72) = To(21,2%2). (2.60)
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(а) Если То(т1,12) =const, а Гу’, a, Тс, си A не зависят от коор- 

динат, то в силу симметрии поперечного сечения стержня ре- 

шение задачи достаточно наити для треугольника ОАВ с иде- 

ально теплоизолированными сторонами ОА и ОВ (см. рис. 2.6). 
В этом случае вместо (2.59) имеем 

AS = ат. -Т) на АВ; 

ОТ 
— = А; 2.61 Aon 0 на OA; (2.61) 

OT , OT ,\ | 
Maan + 5m) =0 на OB, 

причем ni = —1/2un,=V3/2. # 

В процессе теплопроводности возможно возникновение по- 

верхности, для точек которой не будет выполнено условие 

непрерывности функции температуры или производных этой 

функции. Рассмотрим сначала эту ситуацию на примерах. 

Пример 2.4. Пусть хвердое тело объемом Vo ограничено 

поверхностью So и разделено на две части У! и V2 поверхностью 

S* (рис. 2.7), причем Ay и А2 — коэффициенты теплопроводно- 

сти материала, частей У! и V2 соответственно. В точках РЕ So 

заданы постоянные во времени значения температуры Т(Р) = 

= f;(P), а в каждой из частей V; и V2 тела установившееся 
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распределение температуры при отсутствии объемных источ- 

ников тепловой энергии удовлетворяет уравнениям 

У(^1УТЕ(М!1)) =0, М! € Vi, (2.62) 

У (A2VT2(M2)) — 0, Мо Е и, 

которые следуют из (2.53) при ~ =Ои 1?) = 

Предположим, что в точках M* € 5* тепловой контакт 

частей V, и V2 тела является идеальным, т.е. Т1(М*) = Т2(М*) 

и функция 

Г (М), М Е и; 

T(M) = T2(M), МЕИ;; (2.63) 
T,(M)=T2(M), МЕ5*, 

непрерывна в точках МЕ 5*. Рассмотрим баланс тепловых 

потоков, проходящих через элементарный участок 4.5* поверх- 

ности 5* в окрестности некоторой точки М*Е 5* (см. рис. 2.7). 

"Из И! к этому участку в соответствии с (1.12) (законом Фу- 

рье) поступает тепловой поток dQ, = —А1 (УТ!) п. (М*) dS*, где 

п1(М*) — единичный вектор нормали в точке M* € 5*, внеш- 

ней по отношению к части V; тела. Аналогично из части 

V2 тела к данному участку поступает тепловой поток 402 = 

= —A2(VT2)n2(M*)dS*. В сумме эти тепловые потоки равны 
нулю: dQ; + 402 =0. Отсюда имеем 

А (VT\)n (М*) + A2(VT2)n2 (М*) — 0, 

или, учитывая, что Ny = —N2, получаем 

OT, OT» 
А = A4o—.. 2.64 
‘a 1 "On, ( 

Таким образом, если через поверхность передается тепловой 
OT; OT? 

поток и А! = А2, то Om x Oni 

влению вектора n,(M*) функции (2.63), непрерывной в точке 

ОГ 
‚ Т.е. производная Bn, По напра- 

ni
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М* Е S*, терпит в этой точке разрыв. Равенство Т!(М*) = 

= T2(M*) и (2.64) составляют граничные условия ТУ рода, или 

граничные условия идеального теплового контакта. 

Отличие теплового контакта между частями V; и У) тела 

в окрестности точки M* € S* от идеального можно характе- 

ризовать некоторым конечным значением A, > 0 коэффициен- 

та контактной проводимости (идеальному тепловому контакту 

соответствует ак -$} со, а значение a, = 0 отвечает идеально 

теплоизолированному участку поверхности S*). Тогда вместо 

(2.64) для точки М* Е S* имеем 

АА— = Qk (Т: — T2) = \ 2 (2.65) 
On, 

Отсюда, следует, что при конечном значении Q, передачу через 

поверхность 5* теплового потока, сопровождает скачок темпе- 

ратуры [Т(М*)] = Т,(М*) - Т2(М*), М*Е 5*, в направлении, 

противоположном вектору п1(М*), где под Т1(М*) и Т2(М*) 

в данном случае надо понимать пределы функций Т! (М!) и 

Т2( М2) при сближении с М* точек М\ и М2 соответственно. 5 

Если при переходе через некоторую поверхность paccMa- 
триваемая функция не является непрерывной, то говорят о 
поверхности сильного разрыва по отношению к этой функ- 
ции, а если функция непрерывна, a разрывна хотя бы одна, из 
ее частных производных, то говорят о поверхности слабо- 
го разрыва. При идеальном тепловом контакте частей тела, с 
различными значениями A, и А2 контактная поверхность S* в 
примере 2.4 является поверхностью слабого разрыва по отно- 
шению к функции (2.63) температуры Т(М), М eV. В случае 
неидеального теплового контакта S* будет поверхностью силь- 
ного разрыва по отношению к функции температуры. 

Пример 2.5. Рассмотрим двухслойную пластину, слои ко- 

торой имеют различные значения коэффициентов теплопровод- 

ности А! 2 А2, и примем, что температурное поле в пластине 

одномерно, т.е. изменяется лишь в направлении координатной
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оси Ox, (рис. 2.8). Пусть при уста- Th 

новившемся процессе теплопроводно- a 

сти через пластину в положительном 

направлении этой оси проходит те- 

пловой поток плотностью 4. Тогда 

в случае идеального теплового кон- 

такта между слоями в соответствии 

с (2.64) в плоскости контакта, (zr; = 0) 
имеем 

Рис. 2.8 

Ясно, что при постоянных значениях Ay и Ag температура 

по толщине hy; первого слоя и по толщине hy второго слоя будет 

изменяться линейно (на рис. 2.8 изображено распределение 

температуры для случая А! < А2). При заданных значениях 4, 

температуры Тс внешней среды и коэффициента, a теплообмена, 

на поверхности пластины при 11 = hg из (2.66) несложно найти, 

что T2(h2) = Тс + т. Т2(0) — T; (0) = T2(h2) + sn И Т.(-В1) = 

= T,(0) + чи Отсюда получаем 
А! 

_ _ qhy _ _ 412 
AT; = T;(—hy) — Г (0) = А И АТ> = Т2(0) — T2(h2) = А. ° 

2 

При 2 < перепадом AT, температуры по толщине BTO- 
2 1 

рого слоя можно пренебречь по сравнению с перепадом AT; 

по толщине первого слоя и принять температуру второго слоя 

однородной по его толщине, т.е. То(т1) = const. Таким обра- 
В 

30M, существенное различие термических сопротивлении x И 

ho 
LY слоев позволяет Упростить математическую модель про- 

2 . 

цесса, установившейся теплопроводности В двухслойной пла- 

стине. Возникающая При ЭТОМ погрешность пропорциональна, 

hor, 

hi Ad 
НОСТИ отличаются Ha два и более порядков (это характерно, 

. Если при сопоставимых толщинах слоев их теплопровод- 
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например, для металлов и теплоизолирующих материалов), то 

погрешность вычисления температур не превышает процента 

от AT}. 

Принятое упрощение можно использовать и в случае неста- 

ционарного процесса, теплопроводности, описываемого в слоях 

пластины уравнениями 

ЭТ, _ OT, OT, _ 0°T, 
Ot} Oa?’ Ot” Oa?’ (2.67) 

rye @y = А, /с1 и G2 = А2/с2› — температуропроводности пластин, 
а, Cj и с2 — их объемные теплоемкости. Помимо начальных pac- 
пределений Т!(0, 5х1) = Т?(х1) и Т2(0,х1) =Т2(х1) температуры 
в слоях в момент времени t = 0 для решения (2.67) необходимо 
задать граничные условия: 

OT; АЕ _— jn, = Ly hy; 

OT; OT» 
T, =T: Ay = A= = 0; 2.68 1= 12 и т, 9’ 7 0; (2.68) 

ОТ 
р, = а(Тсе — Т2), Ly =hg 

Интегрируя второе уравнение (2.67) по толщине #2 второго 
слоя и учитывая (2.68), получаем 

he hg h 
[a _% [Ae _ А2 OT2(t, 71) , _ 

Ot as Ox? ‘eg бы |g 
0 

Q А1 OT; (t, 0) 
= — Т‹- т t,h ~~ . 

> | 2( 2)) со Oxy 

Отсюда, полагая при #2/Л2 < h1/A, температуру по толщине 

этого слоя однородной, т.е. Т2(, 11) = Т2(#) = ТЕ (Ё 0), находим 

OT; OT 
hace = a(T, — T;) — А, при 11- 0. (2.69)
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Это равенство и первое равенство (2.68) 

являются в принятом приближении гра- 

ничными условиями для первого урав- 

нения (2.67). Отметим, что мы, пре- 

небрегая термическим сопротивлением 

второго слоя пластины, учитываем его 

теплоемкость. Характер распределе- 

ния температуры по толщине пластины 

в некоторый момент времени t в этом Рис. 2.9 

приближении показан Ha рис. 2.9. 

Тажим образом, плоскость 11 = 0 остается и при принятом 

приближении поверхностью слабого разрыва, по отношению как 

к установившемуся, так и к нестационарному распределениям 

температуры в рассматриваемой двухслойной пластине. 

Пример 2.6. Поверхность слабого разрыва, по отношению 
к распределению температуры может возникнуть при фазовом 
переходе в среде (например, в процессах плавления, испарения, 
сублимации, затвердевания или конденсации), причем эта, по- 
верхность может перемещаться во времени $ относительно ча- 
стиц среды. Примем, что переход среды из одного агрегатного 
состояния в другое происходит при фиксированной температу- 
ре Т* =const и сопровождается поглощением единицей массы 
среды тепловой энергии г (величину г называют теплотой пла- 
вления, испарения или сублимации и для этих процессов обычно 

г> 0). 

Рассмотрим в неподвижной среде одномерное поле темпе- 
ратуры, изменяющейся лишь в направлении координатной оси 

Ох!. Тогда плоскость 11 = 1*, в которой температура сре- 
ды равна Т*, будет поверхностью слабого разрыва OTHOCH- 

тельно распределения температуры в среде, если в процессе 
фазового перехода, тепловой контакт между различными агре- 

гатными состояниями этой среды сохраняется идеальным, т.е. 

Т1(,5*) = To(t,z*) = T* (рис. 2.10). Эта плоскость разделяет 
два агрегатных состояния среды с теплопроводностями А! и А2,



70 2. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ ФИЗИЧЕСКИХ СУБСТАНЦИЙ 

существующие при температурах 

Tt = соответственно выше и ниже Т*. 
о Скорость v* = dz*/dt движения по- 

—— верхности слабого разрыва, в дан- 
т. |------- . HOM случае можно найти из баланса 

Neca тепловой энергии при т1 = 1*. С, 

№: | 2 _ учетом (1.12) запишем 
О т. Xy 

Puc. 2.10 — м + №22. = prv, (2.70) 
Ly Ly 

где р — плотность среды перед изменением ее агрегатного со- 

стояния. Ясно, что v* > 0 при г > 0, если левая часть (2.70) 

положительна, и наоборот. Таким образом, движущаяся плос- 

кость фазового перехода, при г = 0 является поверхностью силь- 

ного разрыва по отношению к функции плотности теплового 

потока. 5 

Условия на поверхности 5* разрыва в процессах теплопро- 

водности можно сформулировать в более общем виде. Для это- 

го в четырехмерном евклидовом арифметическом пространстве 

R* с ортонормированным базисом е = (e;, €1, €2, ез) введем 

вектор 4 ==т\ое, + 4, причем, как ив (2.25), vp — произвольная 

константа, имеющая размерность скорости. При этом локаль- 

ная форма (2.51) закона сохранения тепловой энергии перейдет 

в обобщенную дивергентную форму Уа = ИЗ. 

Пусть векторная функция 4(%М) не имеет непрерывных 

производных или не является непрерывной в точках М*Е5* 

поверхности 5*, делящей область Vo на подобласти V; и Vo. 

Примем, что эта поверхность может перемещаться, причем ее 

точки М* Е S* имеют скорость v*(t,M*). Тогда аналогично 
(2.44) в любой точке М* Е 5* получим 

[q(t, M*)n*(M*)] + 12) (t,M*) = 
= [er(t, M*)|v*(t, M*)n*(M*), (2.71)
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где 19) — поверхностная интенсивность источников тепловой 

энергии. Если поверхность 5* неподвижна, то |9*| = 0 и из 

(2.71) следует условие 

[4 (6, =(М*)] + I$? (6. =(М*)) =0 (2.72) 

для скачка значений gy, = q(t, М*)п*(М*) проекции вектора 
4 на направление единичного вектора n*(M*) нормали к S* 

при переходе в точке М* Е 5* через S* в противоположном 

направлении. 

В примере 2.5 плоскость 2; = 0, разделяющая слои двух- 

слойной пластины, неподвижна. Поэтому при отсутствии в 

этой плоскости источников тепловой энергии равенство (2.66) 

в случае установившегося процесса, теплопроводности и второе 

равенство при 51 = 0B (2.68) в случае нестационарного процесса, 

соответствуют условию (2.72) при 1 = 0. Если же в нестаци- 

онарном процессе теплопроводности пренебречь термическим 

сопротивлением второго слоя пластины и учитывать лишь его 

теплоемкость, то это равносильно появлению в плоскости 2; = 0 

источника тепловой энергии с поверхностной интенсивностью 

19) — —Вс9 п. В этом случае граничное условие (2.69) также 
5 Ot 
соответствует (2.72), если учесть, что g, = —a(T, — Т!) перед 

переходом через плоскость 11 =0 в направлении, противопо- 

ложном положительному направлению оси Oxy. 

Пусть плоскость x; = 1* фазового перехода, в которой при 

фиксированной температуре Т* = сопз& происходит изменение 

агрегатного состояния среды, имеет в момент времени $ ско- 

рость v* (см. пример 2.6). В этой плоскости при v* > 0 проис- 

ходит скачок [ЕТ] = pr объемной плотности тепловой энергии 

ET, что в соответствии с (2.71) при 19) = 0 связано со скачком 

[g,] плотности теплового потока, учитываемым условием (2.70). 

В сопутствующей системе координат, движущейся вместе с 

плоскостью фазового перехода, трактовка условия (2.71) будет 

иной. Теперь относительно системы координат, движущейся
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вместе с этой плоскостью, не происходит затрат тепловой энер- 
гии на изменение значения ET, HO в этой плоскости действует 
источник тепловой энергии с поверхностной интенсивностью 
—prv*, что также приводит к (2.70). 

2.4. Закон сохранения количества движения 

Согласно второму закону Ньютона, скорость изменения ко- 

личества, движения любого тела, равна, сумме всех сил, действу- 

ющих Ha это тело. Для сплошной среды, находящейся в объеме 

У, ее количество движения в соответствии с (1.5) равно 

r= [ pw dV, (2.73) 

V 

гдерих — плотность и вектор скорости среды. Действующие 

на среду силы распределены по ее объему и ограничивающей 

его поверхности. Такие силы называют соответственно объем- 

ными и поверхностными. Примером объемной силы является 

сила тяжести, а поверхностной — сила давления. 

Объемные силы будем характеризовать вектором объемной 

плотности 
R 

b = lim —— 2.74 
4-0 АУ’ | } 

где В — вектор равнодействующей сил, распределенных по 

объему AV среды, а 4 — диаметр области, занятый этим 

объемом. Аналогично вектором плотности поверхностных сил 

будет предел 

. Р 
p= lim — (2.75 

d'+0 AS’ 

где Р — вектор равнодействующей сил, распределенных по 

участку AS поверхности 5, ограничивающей рассматриваемый 

объем У среды, а 4’ — диаметр области, соответствующий 

этому участку поверхности. Модули векторов 6 и р измеряют 

в Н/м3 и Н/м? (или в Па — паскалях) соответственно.
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Пример 2.7. Если среда находится в однородном поле 

тяготения, характеризуемом вектором g ускорения свободного 

падения, то на массу Ат в объеме АУ будет действовать сила 

тяжести R=gAm. Тогда, согласно (1.1) и (2.74), найдем 

‚ 9Ат 
b= lim =9 lim ——=pg. дуло AV. Злую ду 9 

При действии на плоский участок поверхности AS внешнего 

давления р равнодействующая будет равна Р = —pASn, где 

п — единичный вектор нормали к участку AS, внешней по 

отношению к объему, занятому средой. В этом случае из (2.75) 

следует, что 
т —pASn _ 

P~ asso д РР 

Можно показать, что и в случае произвольной криволинейной 

поверхности при действии внешнего давления вектор плотности 

поверхностных сил в точке поверхности с единичным вектором 

внешней нормали n будет равен —pn. 3 

Равнодействующие сил, распределенных по объему У и 

ограничивающей его поверхности 5, будут соответственно 

[oa И [pas 

V 5 

поскольку силы, действующие между отдельными частями сре- 

ды внутри объема У, взаимно уравновешены. Тогда, согласно 

второму закону Ньютона и равенству (2.73), получим инте- 

гральную форму закона сохранения количества движения 

d 
a | 2? dV = [rave [pas (2.76) 

V 

Ясно, что если в некоторых точках объема У и поверхности 

5 приложены сосредоточенные силы, то в правую часть (2. 76) 

должна войти также и равнодействующая таких сил.
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Заменяя в (2.6) Си на проекцию vj; вектора Uv на ось OX;, 

i= 1, 2,3, прямоугольной системы координат Ох1хохз с ортами 

е;, имеем 

а dv; 

V V 

Поскольку v = 1е! + v2e@2 + чзез, TO 

d dv 
— dV = — dV. 
dt | P° ] Pat.’ 

V у 

так что вместо (2.76) для произвольного объема V, ограничен- 
ного поверхностью S, можно написать 

[CF -b) dV = | pas. (2.77) 
V 5 

Понятие плотности поверхностных сил применимо к любой 

точке М Е V объема У среды, если в этой точке задать еди- 

ничный вектор 7 и провести через нее перпендикулярно этому 

вектору элементарную площадку AS. В этом случае вектор 

р, определяемый согласно (2.75), принято называть вектором 

напряжения. При этом сила pAS будет действовать со сторо- 

ны части среды Ha ту ее часть, для которой вектор nN является 

внешней нормалью к площадке AS. 

Ясно, что вектор р в фиксированной точке среды зависит 

от ориентации площадки AS, задаваемой единичным вектором 

п, = пе! + п2е2 + пзез с направляющими косинусами 71, N2, пз 

относительно координатных осей Ох1, Ох2, Ox3 соответствен- 

но (рис. 2.11). Рассмотрим пирамиду с треугольным основа- 

нием AS, боковые грани которой параллельны координатным 

плоскостям. Объем такой пирамиды равен АУ = hAS/3, где 

h — высота, опущенная из вершины пирамиды на основание 

AS в точку М Е AS, а площади боковых граней, перпендику- 

лярных координатным осям, равны соответственно 

AS,;=ASn, ASz = AS ng, AS3 = ASn3.
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X3 A 

es A 

Xj 

Рис. 2.11 

Применяя теоремы о среднем значении для тройного и двой- 

ного интегралов к интёгралам по объему АУ и ограничиваю- 

щей его поверхности [VII], в соответствии с (2.77) имеем 

dv hAS hAS 
Pa b— = pAS + pp Абп! + popAS ne + рзАбпз, 

где pi, р2, рз — векторы напряжений Ha боковых гранях пи- 
рамиды, перпендикулярных соответствующим координатным 
осям (чертой сверху обозначены средние значения параметров 
в объеме и на соответствующих участках поверхности). Сокра- 
щая это равенство на А5 и затем стягивая объем пирамиды в 
точку М так, что при № +0 пирамида, сохраняя ориентацию 
относительно координатных осей, остается подобной сама, себе, 
получаем 

P+ pin + pong + рзпз = 0. (2.78) 

Равенство (2.78) должно быть выполнено для любой пло- 

щадки, проходящей через любую точку в объеме У или на 

ограничивающей его поверхности 5. Рассмотрим квадратную 

матрицу (0;;} третьего порядка с такими ее элементами Oj;, 

1,1 =1,2, 3, что 

— р! = дите! + 912е2 + 013€3, 

— P2 = 921€1 + 022е2 + д2зез, (2.79) 

— рз = 031€1 + 032€2 + 033€3.



76 2. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ ФИЗИЧЕСКИХ СУБСТАНЦИЙ 

Тогда, для проекций вектора р = р1е! + peo + рзез на коорди- 

натные оси, согласно (2.78), имеем 

Pi = 21011 + П2021 + 23031, 

р2 = 21012 + N2022 + 23032, (2.80) 

рз = 21013 + 22023 + 23033. 

Эти соотношения, устанавливающие линейную зависимость 
проекций вектора напряжения в площадке от проекций вектора, 
нормали к этой площадке, составляют содержание фундамен- 
тальной леммы Коши. 

Матрица (©;:) = (oi;) преобразует проекции n;, j = 1, 2,3, 

вектора 7 в проекции p;, i= 1, 2,3, вектора р в соответствии с 
соотношениями (2.80), которые можно записать в виде 

3 

р; = У `п;он, = 1,2, 3, 

j=l 

или, используя правило суммирования слагаемых по повторяю- 

щимся индексам (здесь по индексу 7), в виде 

р=п;0н, %1=1,2,3. (2.81) 

Известно [IV], что такая матрица, соответствует тензору BTO- 

рого ранга. В данном случае его называют тензором на- 

пряжений. Из (2.81) видно, что элемент о; матрицы (0) — 
компонента тензора напряжений — является проекцией на 

координатную ось Ох; вектора р напряжения в площадке, еди- 

ничный вектор внешней нормали к которой совпадает с ортом 

е;, Т.е. п; =1. Диагональные элементы 011, 022, 933 ЭТОЙ 

матрицы называют нормальными напряжениями, а вне- 

диагональные — касательными к площадке, причем первый 

индекс элемента о; указывает Ha отмеченную выше ориента- 

цию площадки. Если о’; > 0, то считают, что соответствующее 

напряжение действует в положительном направлении оси Ох;,
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2=1,2,3, a при oj; <0 — в противоположном. На рис. 2.12 

показаны направления действия нормальных и касательных на- 

пряжений для случая oj; > 0,11=1,2, 3. 

хз} 733 
О. 

023 
es | O13 

3 A о > о. |2? 

011 12 

en a 9 

Ux? 
“2 *2 

x) 3 

Puc. 2.12 

Из (2.80) следует, что 

Pi = (011€1 + оже2 + оз:ез)т = pn, 1= 1,2, 3, (2.82) 

т.е. р; является проекцией вектора 

Р® = спе! + онез + озез (2.83) 

на направление единичного вектора nm нормали. Поскольку 

(2.82) верно и для точек на поверхности S, ограничивающей 

объем У, занятый средой, то (2.77) можно записать в проекциях 
на координатные оси в виде 

Г» - : w= | p.as= | pnas, i= 1, 2,3, 

V S S 

где v; и 6; — проекции векторов v и b на координатные оси 

Ox;,7=1, 2,3. Отсюда, используя. формулу Остроградского — 

Гаусса, находим 

dv; , 
IC a“ — b; — vp!) dV = 0, ww 1, 2, 3. (2.84) 

V
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В прямоугольной системе координат с учетом правила, сум- 

мирования по повторяющимся индексам 

001; 002; 003; до; 
(7) — — 

УР Ox + Ox + дтз дт;’ 
j=1,2,3. 

Тогда в случае непрерывности подынтегральной функции в 

(2.84), учитывая произвольность рассматриваемого объема V, 

получаем локальную форму закона, сохранения количества, дви- 

жения в проекциях на координатные оси 

dv; до.: 
——p,-—+ 

Р dt Oz; 
=0, i,7=1,2,3, (2.85) 

называемую уравнениями движения. В векторной форме 
(2.84) и (2.85) с учетом правила суммирования по повторяю- 

щимся индексам 2,7 =1,2,3 примут вид 

dv да.: dv да. 
— —b- — i d p— -6— — 21 е; —ч. . | (¢ dt д; ei) = 0, Ра On; 0. (2.86) 

V 

Если среда неподвижна, то (2.85) переходят в уравнения 

равновесия 

до; —_ до’: —_ woe 
i, +6;=0, или 92,11 O=% 1,7= 1,2, 3. (2.87) 

При этом (2.84) принимает вид 

|| ур® +b;)dV=0, i=1,2,3. (2.88) 
у 

Отметим, что (2.88) сохраняет силу и в случае, если множе- 

ство точек в УЕЕЗ, в которых векторная функция р(® не имеет 

непрерывных производных по координатам радиус-вектора т 

или Даже не является непрерывной, имеет меру Лебега, рав- 

ную нулю. Если множество таких точек образует некоторую
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повертность разрыва S*, делящую У на две подобласти У] и 

V2 (см. рис. 2.1), то процедура, аналогичная использованной в 

2.2, дает условие для скачка, [р()т*] проекции вектора p) на 

направление единичного вектора n* нормали к S* в виде 

[р] + =0, i=1,2,3, (2.89) 

где р’ — проекции на координатные оси Ох; вектора р” плот- 

ности внешних поверхностных сил, которые могут быть при- 

ложены Ha этой поверхности. Такие силы могут возникнуть, 

например, при взаимодействии среды с электромагнитным по- 

лем*. Умножая (2.89) на направляющие косинусы n;, $ = 1, 2, 3, 

вектора нормали n*, суммируя по индексу 7 и учитывая (2.83), 

приходим к условию 

[оитт:] + рп” = 0, $ 1=1,2, 3, (2.90) 

выраженному через компоненты тензора напряжений и запи- 

санному с учетом правила суммирования По Пповторяющимся 

индексам. 

Чтобы получить условия Ha поверхности разрыва в случае 

движущейся среды, в уравнении неразрывности (2.2) перейдем 

к координатной записи дифференциальной операции диверген- 

ЦИИ. 

Op | Эро; 
Ot Oz; 

a также учтем, что 

dv; _ Ov; Ov; 

= 0, 1,7 = 1, 2, 3, 

dt Ot) да 515143. 

Тогда, вместо (2.85) будем иметь 

дру; д 
о 

бе + gy (м-он) -Ы=0, 1,3=1,2,3. — (2.91 

“См.: Седов Л.И.
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В четырехмерном евклидовом арифметическом простран- 
стве R* с ортонормированным базисом е = (е;, €1, €2, ез) вве- 

дем векторы 

5 = 0U;V0Et + (pv; v; — о)е;, 1,7 — 1, 2, 3, 

где, Kak ив (2.25), vp — произвольная константа, имеющая 

размерность скорости. Используя векторный оператор (2.26), 

перейдем от (2.91) к обобщенной дивергентной форме закона 

сохранения количества, движения в виде 

Vp” —b; =0, i=1,2,3. (2.92) 

Теперь процедура, аналогичная использованной в 2.2, при- 

ведет к следующим условиям на поверхности разрыва S*: 

[(pvjv; фон)т*] = [puijv*n*+ pi, 1=1,2,3, (2.93) 

где v* — вектор скорости перемещения точек поверхности 5*. 

Умножая (2.93) Ha п* и суммируя не только по индексу J, но и 

по индексу 2, получаем условие 

[p(vn*)* — отт] = [pun*]v*n* + p*n*, i,7=1,2,3, (2.94) 

обобщающее (2.90) на, случай движущейся среды. Если поверх- 

ность 5* неподвижна, т.е. |v*| = 0, то первое слагаемое в правой 

части (2.94) исчезает. Тот же результат имеет место, если сре- 

да несжимаема, так как в этом случае в соответствии с (2.23) 

[роп*] = 0 на 5*. 

Вектор момента К количества движения среды, находящей- 

ся в объеме У, можно представить в виде (1.5). Интегральная 

форма, закона сохранения момента количества движения отно- 

сительно некоторой фиксированной точки устанавливает pa- 

венство скорости изменения вектора А моменту относительно 

этой же точки всех действующих объемных и поверхностных 

сил. Можно показать*, что при отсутствии моментов, распре- 

*См.: Седов Л.И.
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деленных по объему У или ограничивающей его поверхности 

5, из этого закона следует симметрия тензора напряжений, 

т.е. д; =вн,11=1,2,3. Однако в общем случае может воз- 

никнуть необходимость учитывать распределенные по объему 

и поверхности моменты (в частности, при движении среды в 

электромагнитном поле*). 

Дополнение 2.1. Формулы векторного 

анализа в случае неоднородной среды 

Законы сохранения физических субстанций в неоднородной 

сплошной среде при постановке задач математической физики 

приводят к дифференциальным уравнениям с переменными ко- 

эффициентами. Например, в уравнении (2.53) нестационарной 

теплопроводности, следующем из закона сохранения тепловой 

энергии (см. 2.3), теплопроводность A(M) среды может быть 

функцией координат точки МЕ В3. Более того, если среда 

еще и анизотропна, т.е. ее свойства, передавать тепловую энер- 

гию различны в различных направлениях, то вместо А в (2.53) 

войдет тензор 1(M) теплопроводности. Он является тен- 
зором второго ранга и в прямоугольной системе координат 

Ох1х2хз имеет вид квадратной матрицы третьего порядка: 

_ А11 А!2 Аз 
A= | Aq А22 Ag3 , (2.95) 

A31 Аза Азз 

причем Л;; = Ал, 2,3 =1,2,3. Каждая из компонент этого 

тензора может быть функцией координат т; точки МЕ R°. 
В этом случае (2.53) примет вид 

эт ад, вт) 1%) van = (№8) + —; (2.96) 

*См., например: Можен Ж. 
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где Г — искомая функция температуры; с > 0 — теплоемкость 

единицы объема среды; 19) — объемная мощность источников 

тепловой энергии. 

Замечание 2.1. Напомним, что симметрическую матрицу 

вида (2.95) ортогональным преобразованием можно привести к 

диагональному виду. Координатные оси, задаваемые ортонор- 

мированным базисом, в котором матрица (2.95) является диа- 

гональной, называют главными осями тензора, которому 

соответствует эта матрица. Тогда при совпадении координат- 

ных осей Ох;, 1=1, 2, 3, с главными осями тензора А(М) вместо 

(2.96) получим 

где A; — диагональные элементы матрицы (2.95) после ее при- 

ведения к диагональному виду, называемые в данном случае 

главными коэффициентами теплопроводности анизо- 

тропной среды. 3 

Уравнения с переменными коэффициентами могут быть ре- 

зультатом линеаризации нелинейных математических моделей 

физических процессов. При приближенном решении нелиней- 

ных задач методом итераций обычно приходится решать та- 

кие уравнения на каждой итерации. 

Выражение в виде двойной суммы в правой части (2.96) 

характерно для многих уравнений с переменными коэффици- 

ентами, встречающихся в задачах математической физики. 

В более общем случае т-мерного евклидова арифметического 

пространства К” рассмотрим интегралы
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по конечной области & С R™ с границей 0%. Здесь u uv — 

действительные функции, дважды непрерывно дифференциру- 

емые по всем своим аргументам 2], 12, ..., Im Ha замыкании 

Q области Я, а переменные коэффициенты а;; = ал, &1=1,т, 

непрерывно дифференцируемы по тем же аргументам на 2). 

Если в (1.25) принять 

т 
ди ee 

ui => Qi; дю tl=1i,m, 
Tt 

j=1 д J 

то интеграл в левой части (1.25) совпадет с первым из pac- 

сматриваемых интегралов. Тогда, получим обобщение формулы 

Остроградского на случай переменных коэффициентов: 

= (255) )d2= р п: 4(0%). (2.97) 
1=1 7= aq 1=1 1=1 

Используя (2.97) и равенство 

т т д 
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Меняя в (2.98) местами функции и и ти вычитая полученный 

результат из (2.98), с учетом равенств а; = ал, 21,7 = 1,m, 

получаем 

т т д 

[Ук (аз, - чад (вв) 

= [S05 (2 ре) nian). (29 
30 1=1 j=1 

Таким образом, (2.98) и (2.99) можно считать обобщением пер- 

вой и второй формул Грина соответственно на случай т-мер- 
ного пространства и переменных коэффициентов. 

Вопросы и задачи 

2.1. Поле скорости несжимаемой среды задано функцией 

_ Ата 

где |x| = fr? 4+ 22. Найти функцию v2(z1,22), если v2(0,22) = 0, 
и проверить, является ли поле скорости потенциальным. 

2.2. В проходящих через фиксированную точку площадках 
с единичными векторами нормали т и п’ действуют векторы 
напряжений ри р’ соответственно. Доказать, что рт’ = рп. 

2.3. Найти зависимость вектора плотности объемных сил 

от координат точки, если тензор напряжении в неподвижной 

среде задан матрицей 

Зат1т2 5ат2 0 

Sars 0 2az3 |, а = соп$$. 

0 Затз 0



3. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 

МОДЕЛИ НЕКОТОРЫХ СРЕД 

В общем случае количество неизвестных функций, входя- 

щих в уравнения, полученные из законов сохранения физиче- 

ских субстанций, превышает количество этих уравнений. По- 

этому таких уравнений обычно недостаточно для построения 

замкнутой формулировки задач математической физики. Так, 

для получения из закона сохранения тепловой энергии диффе- 

ренциальных уравнёний (2.53) и (2.54) нестационарной тепло- 

проводности, содержащих единственную неизвестную функ- 

цию температуры среды, пришлось использовать эмпирический 

закон (1.12) теплопроводности и зависимость (2.52) объемной 
плотности тепловой энергии от температуры. Эта зависи- 

мость является характерным примером уравнения состояния 

среды. 

Чтобы использовать (2.85) для формулировки задач мате- 

матической физики, полагая заданным поле вектора 6 плотно- 

сти объемных сил, необходимо установить связь между век- 

тором UV скорости среды и тензором напряжений. Эта связь 

также может быть выражена соответствующим уравнением со- 

стояния среды, часто называемым математической моделью 

среды. Рассмотрим некоторые из таких моделей. 

3.1. Модели идеальной жидкости (газа) 

К жидкости (или газу) относят такую среду, вектор на- 

пряжения в любой точке которой в состоянии покоя всегда 

коллинеарен вектору нормали к любой площадке, проходящей 

через эту точку. Для твердых тел это имеет место лишь в 

условиях всестороннего сжатия или растяжения.
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Идеальной (невязкой) жидкостью (или идеальным газом) 

считают среду, для которой указанное свойство сохраняется 

и при движении. При этом в любой точке такой среды тензор 

напряжений с компонентами O;;, $1 =1,2,3, является шаро- 

вым, т.е. Oj; = 90° приз =туи Oj; =O при 17. В этом случае 

величину 0°, взятую с обратным знаком, называют давлением 

жидкости (или газа, и обозначают р, т.е. p= —o°. Тогда вместо 

уравнений движения (2.85) получим в прямоугольной (декарто- 

BOM) системе координат Ox,X2X3 соотношения 

dv; _ Op 

Pa i— By, += 1, 2,3, (3.1) 

называемые уравнениями Эйлера. Они установлены Л. On- 

лером в 1755 году. Их можно представить в векторной форме: 

р-— =6 -— УР. (3.2) 

Принимая во внимание, что [УП] 

dv до Ov 
Tt = 5, + (© У) =5 +5 Vv? —vx(V xv), 

можно записать (3.2) также в виде 

b 
ve +—=-+vx(Vxv). (3.3) 

р Р 

При умеренных давлениях жидкость обычно считают не- 

сжимаемой. Если несжимаемая жидкость однородна, Т.е. р = 

= р° =const, то при заданном значении р° (3.1) и уравнение 
неразрывности Vv = 0 (2.4) образуют замкнутую систему че- 

тырех уравнений относительно четырех неизвестных функций 

vi, 1=1,2,3, и р. Несжимаемая жидкость может быть неод- 

нородной, т.е. состоять из частиц, имеющих различную плот- 

ность, но сохраняющих ее в процессе движения неизменной (т.е.
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—- =0). Тогда к указанным четырем следует добавить урав- 

нение se + V(pv) =0 (2.2). Оно позволяет найти функцию р = 

= p(t,z), описывающую распределение плотности неоднородной 
несжимаемой жидкости в пространстве в различные моменты 
времени &, если в момент времени t = 0, принимаемый за Ha- 

чальный, задано начальное распределение ро(х) = p(0,z). 

Пусть при р = р° = сопз% векторные поля скорости однород- 
ной несжимаемой жидкости и объемных сил являются потен- 

циальными, т.е. Ухо = 0, о = Уф и БВ = УВ, где фи В — 

действительные функции, зависящие в общем случае от време- 
ни и пространственных координат. Тогда (3.3) принимает вид 

др 1 „› Р-В пы ——) = 0. .4 Уи +595 pe (3.4) 

Отсюда следует интеграл Коши — Лагранжа 

И ИИ =gqit . У =900, (3.5) 

причем для нахождения функции g(t) достаточно располагать 

зависимостью OT # левой части (3.5) в какой-либо одной точке 

области движения жидкости. Из (2.4) получаем, что потенциал 

скорости ф удовлетворяет уравнению Лапласа \У?ф = 0, т.е. 

является гармонической функцией. 

При установившемся движении of = 0 u (3.5) переходит в 

известный интеграл Бернулли* 

2 v p—B 
— + —— =const. 3.6 

Это уравнение Д. Бернулли установил в 1738 году для течения 

жидкости в поле силы тяжести, т.е. при В = —p°gor3, где go — 

°*Д. Бернулли (1700-1782) — швейцарский математик и механик.
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ускорение свободного падения, а 23 — координата, отсчитыва- 

емая вертикально вверх. 

Если плотность среды зависит только от давления, то про- 

цесс B такой среде Называют баротропным. Газ называют 

совершенным, если он Подчиняется уравнению состояния 

p= pRT, (3.7) 

где Я — удельная газовая постоянная для данного газа. Дви- 

жение совершенного газа, является баротропным процессом при 

известной температуре Т газа или же при отсутствии теплооб- 

мена частиц газа, между собой и с внешней срёдои, т.е. в случае 

адиабатического течения. Действительно, в этом случае для 

единицы массы газа, 

с, dT’ + ра(1/р) = 0, (3.8) 

где с, — удельная теплоемкость газа при постоянном объеме. 

В (3.8) первое слагаемое характеризует изменение внутренней 

энергии газа, а второе — работу давления при изменении 

объема 1/р единицы массы газа. Из (3.7) находим 

и, подставляя в (3.8), получаем дифференциальное уравнение с 

разделяющимися переменными 

oe (Et) = 
интегрирование которого приводит к зависимости 

p=Cp’, C=const, (3.9) 

= 2 где y= 1+7 показатель адиабаты; с, — удельная 

теплоемкость’ газа, при постоянном давлении.
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Таким образом, в случае баротропного движения газа, зави- 
симость p= f(p), уравнения Эйлера (3.1) и уравнение неразрыв- 

ности (2.2) образуют замкнутую систему относительно пяти 
неизвестных функций %1, 12, 93, рир. Если векторное поле 
плотности 6, = b/p объемных сил, приходящихся на единицу 
массы газа, является потенциальным, т.е. 6, = VB,, где В, — 
действительная функция, зависящая в общем случае от времени 
и пространственных координат, то при потенциальном движе- 
нии Газа, когда v = Vy, можно получить интеграл Коши — 
Лагранжа (3.5). Для этого введем функцию давления 

.“’ P d 

pP=/—, 
p 

Po 

где ро — некоторое заданное значение давления, полагая, что 
ар 1 
— =——— > 0. 

; ар f'(p) 
Тогда, с УР = VP, так что из (3.3) при У хо = 0 следует 

плотность газа возрастает с ростом давления, т.е. 

д 1 
<? + =(Vy)?+ P-B,=h(t), (3.10) 
Ot 2 

причем функцию A(t) можно найти тем же путем, что и функ- 

цию g(t) в (3.5). 
Дифференциал функции давления можно представить в 

виде 

dp ado > dp 
dP=—= ; a“ = —= f'(p)>0. р о dp (p) 

Отсюда следует, что 

1 @ _ ТаР 

pdt а? dt’ 

Тогда, используя уравнение неразрывности в виде (2.3) и зави- 

симость v = Vy, имеем 

1 dP 
aq tv =. (3.11)
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Система (3.10), (3.11) замкнута относительно неизвестных 
действительных функций Ри y, поскольку а? можно также 

представить как функцию Р. Например, в случае адиабатиче- 
ского течения, учитывая (3.9), получаем 

= T= Cp" = (3.12) 

a для функции давления 

Г С р 2 С 
Р= I GP _ ref 7-2 р = Tey! __% 7 oy} 

p y-1 ю 7-Е 7-1 ° 

2 — 

С 

= (y-1)P+Cpy t= (7- ПРОМ М”. 
В ряде прикладных задач аэродинамики и акустики тече 

ние Газа можно рассматривать как возмущенное относительно 

известного движения или состояния покоя. Так, при малых воз- 

мущениях около состояния покоя систему (3.10), (3.11) можно 

линеаризовать и привести к виду 

1/7 
где ро = (2) . Отсюда следует линейная зависимость а 

д 1 ОР 
“? 4+P=0, at Ve=0 

dp 
dp ) 

СОСТОЯНИЯ. Исключая отсюда, Р, получаем Так Называемое 

волновое уравнение 

2 — 
где аб = const — значение вычисленное для невозмущенного 

na arV7y, (3.13) 

которое является дифференциальным уравнением гиперболи- 

ческого типа. Значение ао Имеет смысл скорости распростра- 

нения волн в Газе и Носит название скорости звука. Если в 

невозмущенном состоянии газ имеет температуру Г, TO ДЛЯ
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адиабатического течения из (3.7) и (3.12) следует известная 

формула ао = \/УЕТГ. И. Ньютон предполагал, что при рас- 

пространении звуковых волн течение газа, изотермическое, и 

получил для скорости звука выражение УВТ. Эта ошибка позд- 

нее была, исправлена П.С. Лапласом. 

При установившихся колебаниях с некоторой частотой w 

функцию д можно представить произведением зависящей толь- 

ко от времени { периодической функции вида, sinwt или coswt 

(или линейной комбинации этих. функций) и функции и, зави- 

сящей лишь от пространственных координат и описывающей 

форму волны. Тогда (3.13) переходит в уравнение эллиптиче- 

СКОГоО Типа, 
2 

У? +5 и=0, (3.14) 
29 

называемое уравнением Гельмгольца. 
При взаимодействии идеальной жидкости (идеального га- 

за) с непроницаемой границей области течения из-за, того, что 
вектор напряжения коллинеарен вектору nN нормали к границе, 
возможно проскальзывание частиц, т.е. отсутствует их при- 
липание к границе. Поэтому на таких границах совпадают 

проекции векторов скорости жидкости (газа, и заданной скоро- 
сти 95° границы на направление нормали, т.е. vn = vV°n, или (в 
случае потенциального поля скорости) (Уф)п = v°n. Ha сво- 
бодной границе области должно быть задано давление, a Ha 
проницаемых границах — вектор скорости или давление. 

3.2. Модели вязкои жидкости 

В отличие от идеальной (невязкой} жидкости при движе- 

нии вязкой жидкости компоненты тензора напряжений в вы- 

бранной прямоугольной системе координат Ох1х2хз в общем 

случае могут принимать произвольные значения. Рассмотрим 

наиболее простую модель изотропной вязкой жидкости, связы- 

вающую компоненты O;; тензора напряжении с компонентами
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тензора скоростей деформаций 

1 / Ov; ov) .. ВЫ 47 =1 2,3, 15 Si (ба, + в ‚2 (3-15) 

линейными соотношениями 

Oi; = —рд:; + К(У5)6;; 216, 1,7 =1, 2,3, (3.16) 

где коэффициенты К и 1 характеризуют вязкое сопротивле- 
ние при движении среды, а 6;;= 1 при += ри 6;; =0 при 

17 (тензор второго ранга с компонентами д;; называют 

единичным). В этой модели предполагают отсутствие про- 
скальзывания частиц жидкости на границе с твердым телом, 
т.е. векторы скоростей жидкости и твердого тела в точках 
такой границы совпадают (в точках неподвижной границы ско- 
рость жидкости равна нулю). 

Из (3.16) следует, что среднее нормальное напряжение равно 

o 911 1022 | 033 _ 
3 —p+ (кат) Vo. (3.17) 

3 

Tak как Vv характеризует скорость изменения единицы объема, 
2 

среды в окрестности точки с радиус-вектором z, то k+ 31 В 

(3.17) называют коэффициентом объемной вязкости. 

Тензор напряжений, для которого o° = 0, называют де- 

виатором напряжений. Любой тензор напряжений можно 

представить суммой шарового тензора и девиатора с компо- 

нентами $5;; = 0;; — 0°0;;. Из (3.16) следует, что 

~ ~ 1 i, 
ij = 2161, би = bij — g(V 0) dij, 1,7 = 1,2, 3, (3.18) 

где €;; являются компонентами девиатора скоростей де- 

формаций. Они характеризуют скорость изменения формы 

частицы среды постоянного объема путем сдвиговых деформа- 

ций. Поэтому 7 называют коэффициентом сдвиговой вязкости.
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Если подставить (3.16) в уравнения движения (2.85), то с 
учетом суммирования по повторяющемуся индексу 7 получим 

dv; Op OkVv От: .. Ч. OP | ORNY | ONS; ~1,2,3. 3.19 

Отсюда при постоянных k и 1 с учетом (3.15) приходим к 

векторной форме уравнений Навье — Стокса 

dv | 2 
pa = 6 - УР (Е +1) У (У) + пУ v. (3.20) 

Уравнения движения вязкой жидкости при упрощенных пред- 

положениях вывел в 1822 году, французский инженер и механик 

А. Навье (1785-1836). Эти уравнения в виде, соответствую- 

щем (3.20), были получены в 1845 году английским физиком и 

математиком Дж.Г. Стоксом (1819-1903). 
В отличие от идеальной жидкости при контакте вязкой 

жидкости с твердым телом отсутствует проскальзывание, воз- 

никает эффект прилипания. Поэтому при задании граничных 

условий должны совпадать векторы скорости частиц жидкости 

и точек такой границы (а не только их проекции на направле- 

ние нормали к границе). 

Для несжимаемой (Vv = 0) неоднородной вязкой жидкости 

с постоянным значением 1 уравнения неразрывности (2.2), (2.4) 
и уравнение (3.20) в виде 

du 
p—-=b-Vp+nV'v (3.21) 

образуют замкнутую систему относительно неизвестных фун- 
кций p(t,v), %( =) и р(Ь=). Неоднородность несжимаемой 
жидкости может быть вызвана зависимостью ее плотности от 
температуры или от концентрации растворенной в жидкости 

примеси. В поле тяготения такая неоднородность приводит 
к изменению векторного поля объемных сил. Если несжимае- 
мая жидкость однородна, т.е. р = сопз&, то в указанной системе
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уравнения (2.2) и (2.4) равносильны и система (2.4), (3.21) будет 
замкнута относительно функций v(t,x) и p(t,x). Рассмотрим 

один из путей модификации математической модели, содер- 
жащей систему (2.4), (3.21), на сравнительно простом примере 
двумерного течения. 

Пример 3.1. При достаточно медленном движении вязкой 

жидкости можно пренебречь в (3.21) инерционными силами, 

приравняв правую часть нулю. Тогда в частном случае течения 

однородной несжимаемой вязкой жидкости параллельно коор- 

динатной плоскости х1Ох2 получим систему уравнений 

b, OP 5 (2% +o) ~0, 
Ox Ox? 012 

Op 02% 022 
— —— — 3.22 

2 ба; +" (‘1 t at ) Ys (3.22) 
Ov} Ov2 _ 

O21 ы От2 =0. 

Ясно, что последнее уравнение в (3.22) превращается в то- 

ж дество, если ввести функцию W, удовлетворяющую соотноше- 

НИЯМ 

м = ——, иг = ->~— (3.23) 

(ее называют функцией тока). Физический смысл этой 

функции состоит в том, что она постоянна вдоль каждой 
линии тока, которая при установившемся течении совпадает с 
траекторией частиц жидкости, a расход жидкости между двумя 
любыми линиями тока пропорционален разности значений 1), 
соответствующих этим линиям. 

ду? Ov 
Функцию (С = 5- - Dep? Характеризующую угловую ско- 

rj 2 

рость вращения частиц жидкости при движении в плоскости, 

называют завихренностью. Учитывая (3.23), получаем урав- 

нение 

= С. (3.24)
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связывающее функцию тока и завихренность. Если продиффе- 

ренцировать первое уравнение в (3.22) по z2, а второе — по 21, 

и из второго результата, вычесть первый, то получим уравне- 

ние Пуассона, 

a Or (FS, SE) <0, (3.28) 
02, O29 

не содержащее давления р. 
По найденной из (3.25) функции С затем из (3.24) можно най- 

ти функцию тока, $ и из (3.23) вычислить проекции 1; вектора, 
скорости Ha координатные оси Ox, Ох2. Если необходимо най- 
ти поле давления, то дифференцированием первого уравнения 
(3.22) no 21, второго — по 12 и сложением результатов с учетом 
третьего уравнения (3.22) приходим к уравнению Пуассона, 

Op, Bp _ ды | dbs 922 + 922 — 9х, + Это" (3.26) 

Обычно контур Г, ограничивающий двумерную область РЁ, 

в которой ‚рассматривают течение жидкости, содержит участ- 

ки, соответствующие твердым стенкам. Ha таких участках не 

удается задать в корректной форме граничные условия для за- 

вихренности и давления и при решении прикладных задач эти 

условия обычно получают последовательными приближениями 

из (3.24) и первых двух уравнений (3.22) соответственно. Отме- 

ченные трудности можно частично преодолеть, если из (3.24) и 

(3.25) исключить завихренность и получить уравнение четвер- 

того порядка, 

2 2 2 ен - Ноа 12 012/\051 Ox? Oz, Ox2 

относительно функции тока. . 

Для левой части (3.27) используют запись У2(У24) (иногда 
Viv или А?ф, если оператор Лапласа, обозначают А), имея в ви- 

ду, что в данном случае оператор Лапласа, действует в плоско- 

сти. При этом оператор У?У? называют бигармоническим. 
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Если векторное поле объемных сил является потенциальным, 

— Ob, _ ды 
т.е. 6 = VB, то Dn, = Ons 

ское уравнение У\?(\?) = 0. Функцию, удовлетворяющую 

Такому уравнению, называют бигармонической. 

Несмотря на высокий порядок бигармонического уравне- 

ния, математическая модель течения вязкой жидкости на, осно- 

ве функции тока имеет то преимущество, что появляется воз- 

можность корректно сформулировать граничные условия. Со- 

гласно физическому смыслу функции тока, на непроницаемом 

для жидкости участке контура ее значение не изменяется, т.е. 

р =const. Если весь контур Г, ограничивающий односвязную 

область Р (рис. 3.1), является непроницаемым, то Ha нем можно 

принять 4 =0. На участке Г, (рис. 3.2), через который жид- 

кость вытекает из области F (или поступает в эту область) и 

на котором задана, скорость течения v°(P), РЕГ., нетрудно 

вычислить изменение функции тока, 

и (3.27) переходит в бигармониче- 

s(P) 

w(P) = (A) + ] v°(P’)n(P’)ds(P’), РЕГ.., 

0 

где (А) — значение функции тока в точке АЕ Г,, от которой 
отсчитывают длину s(P’) дуги до текущей точки Р’ЕГ, с 

единичным вектором п(Р”) внешней нормали. 

ЕТУ 
/ 
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Если в области F до решения задачи можно установить 

линию Го симметрии течения (см. рис. 3.2), то она будет совпа- 

дать с одной из линий тока, на которой ф = Со = соп3%, a в точ- 

ках РЕ Го частицы жидкости не будут вращаться, т.е. C(P) = 0, 

и в соответствии с (3.24) У2ф(Р) = 0. Совмещая в любой точке 
РЕ Го оси координат с направлениями t(P) касательной и n(P) 

нормали к линии симметрии, в силу инвариантности оператора 

Лапласа, относительно поворота ортогональной системы коор- 

динат [УП] получаем 

O*y(P) | 9°+(Р) 
= 0. Э(Р) " On2(P) 

Ho так как #(P) =const, РЕ Го, то 

02% (Р) _ | 
Ot? (P) 

и, следовательно, в качестве граничного условия можно взять 

02 (Р) _, 
On?(P) 

Аналогичные рассуждения можно провести применительно 

к свободной поверхности жидкости (участок Г на рис. 3.1), ес- 
ли пренебречь трением жидкости с воздухом (или иным газом) 
на этой поверхности. Однако на, участке Г*, соответствующем 
твердой стенке, происходит прилипание частиц жидкости и в 
точках РЕГ* вектор v(P) скорости жидкости равен заданно- 
му вектору %*(Р) скорости стенки (например, при вращении 

сосуда с жидкостью). Поэтому в соответствии с (3.23) имеем 
на такой стенке 

дФ(Р) 
=v"(P)\t =v;(P Pel" , 

где t(P) — единичный вектор в направлении касательной к 

контуру в точке РЕ Г*, повернутый относительно единичного 

вектора n(P) внешней нормали против хода часовой стрелки. 

Ясно, что в случае неподвижной стенки %*(Р) = 0.
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Таким образом, модель вязкой жидкости позволяет задать 

в каждой точке контура Г по два граничных условия для 

функции тока 12, необходимых для решения уравнения (3.27) с 

бигармоническим оператором. Эти граничные условия можно 

записать в достаточно общем виде следующим образом: 

ф(Р) = fo(P), БВ, = HP), РЕГ: СГ; 
(3.29) 

w(P) = 14° = const, se =o Pel,=P\fi, 

где fo(P) и fi(P) — заданные функции точки Ha контуре Г, 

ограничивающем область F’, a число 12° можно принять равным 
нулю. 

3.3. Упругое твердое тело 

Переходя к уравнению состояния твердого тела, ограни- 

чимся математической моделью линеино упругой изотропной 

среды. Эта модель в выбранной прямоугольной системе коор- 

динат Ох1х2хз связывает компоненты O;; тензора напряжений 

с компонентами тензора деформаций 

1 (Se ди; 
17 = a ) ‚Л = ‚2, ’ ° i= (9 an) i,j =1,2,3 (3.30) 

где и; — проекции вектора м перемещения точек тела, линей- 

ными соотношШшениями 

Oi = ^05;; +20=;, О9=Е!1 +Е22 + Езз = Ен = Vu. (3.31) 

Здесь 9 — объемная деформация, Ли й — константы Ла- 

ме*. Соотношения (3.31) выражают так называемый обоб- 
ценный закон Гука“”*, а (3.30) называют соотношениями 

Коши. 

"Г. Ламе (1795-1870) — французский математик и инженер. 
*"Р. Гук (1635-1703) — английский ученый.



3.3. Упругое твердое тело 99 

Из (3.31) для среднего нормального напряжения находим 

— 2 . 

o° = (^+37)е = ке, (3.32) 

а для компонентов девиатора напряжений получаем 

~~ ~ 1 .. 
Si; = 2pe;;, Е = Erp — 39% 1,71 =1,2, 3. (3.33) 

Коэффициент К = А+ aT называют модулем объемного сжа- 

тия, а Д — модулем сдвига. В инженерных задачах чаще 

используют коэффициенты 

_ЗА+Н2й А 
F=p At eH y= ——_ , (3.34) 

A+ pt 2(A+ И) 
называемые модулем упругости, равным отношению 011/811 
нормального напряжения 011 при растяжении образца матери- 
alla тела вдоль оси Ox, к соответствующему удлинению Е11, 
и коэффициентом Пуассона, равным взятому с обратным зна- 
ком отношению =22/=11 удлинений также при растяжении вдоль 
этой оси соответственно. 

После подстановки (3.30) в (3.31) и затем в уравнения дви- 
жения (2.85), полагая линейно упругое тело однородным, т.е. 
константы Ламе не зависящими от координат, получаем век- 
торную форму уравнений Ламе 

dv 

rat 
причем Vu=Q0. В соотношениях Коши (3.30) компоненты 
тензора деформаций предполагают малыми по сравнению с 
единицей. Поэтому изменение плотности р твердого тела также 
мало и при использовании (3.35) уравнение неразрывности 
можно не рассматривать, положив р А р° = const. 

При малых деформациях перемещения, скорости и ускоре- 
ния частиц тела могут быть, вообще говоря, значительными. 

Однако на практике часто встречаются задачи, в которых ма- 
лы и эти величины. Тогда в (3.35) левую часть заменяют Ha 

=b+(A+f)V(Vu) + 2V2u, (3.35)
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9? и e 
par И получают уравнение относительно единственнои неиз- 

вестной функции и = u(t,z): 

Ou Ь Л+р ji 5 
— = — V — Bt = ро + 5 V(Vu) + ое и (3.36) 

Учитывая, что Уи = У (Уи) — Ух (Ухи) [УП], это уравнение 
можно записать в следующем виде: 

02 В А+ 20 ji | де = pet р V(Vu) - „Ух (Ухи). (3.37) 

Помимо (3.36) или (3.37) в формулировку задачи должны вхо- 
дить векторные поля начальных перемещения и скорости, a Ha 
границах тела должны быть заданы векторы перемещения или 
напряжения. 

Любое векторное поле в односвязной области можно пред- 

ставить как сумму потенциального и соленоидального вектор- 
ных полей [ VII], т.е. 

b 
—=VV+VxB, (3.38) u=u+t+u,=VO+V x w, = = 

где Ф, Фи w, В — скалярные и векторные потенциалы полей 

перемещений м и массовых сил 6 /р° соответственно, u* = УФ 

и м, = V xX w. Подставляя (3.38) в (3.37), получаем 

д2\УФ + eV хм 

Ot? Ot? 
=VV+VxB+ 

— A+ 2p | АА у (у2Ф) — nv x (Ух (Vx w)), + 

или, считая a? = (A+ 27) /p° и aS = #/р° константами, 

где 0 — нулевой вектор.
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Если теперь к (3.39) применить операцию дивергенции и 

учесть, что V(V x f) =0 для любой дважды непрерывно диф- 

ференцируемой векторной функции }, то получим 

д2и* 
=У — а Ум" — VV) = VC, =0. 

012 

Так как У хи* = Ух (УФ) =0, тои Vx C, =0. Известно 
[УП], что если в некоторой области дивергенция и ротор 

некоторого вектора являются нулевыми, то этот вектор в 

данной области тождественно постоянен. Обозначая Cy = 

= УНР, где Н — некоторая гармоническая функция, для которой 

У?Н = 0, приходим к неоднородному волновому уравнению 

д02и* 

Ot? 

описывающему распространение со скоростью а1 волн, сопро- 

вождаемых растяжением и сжатием среды, но не вызывающих в 

силу Ухи* = V x (УФ) = 0 изменения формы ее элементарного 

объема. 

Если же применить операцию ротора, к (3.36) и учесть, что 

(\+ ji) /p° = const, a V x (УГ) =0 для любой дважды непрерывно 
дифференцируемой действительной функции f, то будем иметь 

= У? и* НУ (+ 4), 

2 O° Us =Ух (55-3 У?и. -Ухв) —0. 

Выполнение этого равенства можно обеспечить, если ПОЛОЖИТЬ 

O07 u, 

Ot? 
= а2\У? и, + Ух В.
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Таким образом, пришли к неоднородному волновому уравне- 
нию, описывающему распространение со скоростью G2 волн 
сдвига, не вызывающих в силу Ум, = V(V xX w) = 0 изменения 
элементарного объема среды, но изменяющих его форму. 

Отметим, что в установившемся состоянии, когда пере- 
мещения не зависят от времени, из (3.36) следует векторное 
уравнение теории упругости в перемещеният 

b “_vO+2=0. (3.40) 
1 — 2y | 

У? и, + 

В проекциях На оси Ох; оно Переходит в уравнения 

о 112,3, (3.41) Vu; — += 
“+ Top On, |7 

полученные в 1821 году А. Навье для частного случая A= Й, 

что соответствует и = 1/4, а в 1828 году О. Коши для общего 

случая. 

Применяя к (3.40) операцию дивергенции и учитывая, что 

© = Vu, получим 

Vo+——” vb=0. 
2u(1 — v) 

Отсюда следует, что при отсутствии объемных сил объем- 

ная деформация и в соответствии с (3.32) среднее напряжение 

являются гармоническими функциями. В этом случае, исполь- 

зуя (3.41), получаем трехмерное бигармоническое уравнение 

V?(V2u;) = 0, {=1,2,3, т.е. проекции перемещений являются 

бигармоническими функциями. Так как в соответствии с со- 

отношениями Коши (3.30) и обобщенным законом Гука (3.31) 

компоненты тензоров деформаций и напряжении являются ли- 

нейными комбинациями производных перемещений, то эти ком- 

поненты при отсутствии объемных сил также будут бигармо- 

ническими функциями. 
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3.4. Уравнение переноса энергии в среде 

Рассмотренные выше (см. 3.1-3.3) модели идеальной жид- 

кости, вязкой жидкости (газа) и линейно упругого твердого 

тела позволяют формулировать задачи математической физи- 

ки в тех случаях, когда поведение среды не связано существенно 

с теплофизическими и электромагнитными явлениями. Необ- 

ходимость учитывать влияние теплофизических явлений при 

постановке задач математической физики вызвана, прежде все- 

го тем, что процессы в реальной среде часто сопровождает 

преобразование одного вида энергии в другой. Это приво- 

дит к изменению температуры, от которой могут существенно 

зависеть свойства среды. Изучение процессов преобразова- 

ния энергии требует привлечения сведении из термодинамики. 

Здесь мы ограничимся лишь рассмотрением уравнения перено- 

са энергии. 

Из закона сохранения энергии следует, что скорость из- 

менения полной энергии Ё любого тела равна подводимой к 
нему мощности от внешних источников энергии. Пусть тело 
имеет изменяющийся во времени t объем V(t), ограниченный 
подвижной поверхностью S (см. рис. 1.1), точки которой пере- 
мещаются вместе с частицами тела. Поле скорости частиц тела 
описывает векторная функция v = v(t, М) времени и координат 
1;,1=1,2, 3, точки М Е В? в прямоугольной системе координат 

Ox,X2X3 с ортами е;, а распределение в У плотности среды — 

функция р = р(Ё,М). 
Объемную плотность Е энергии среды в V(t) представим 

как сумму объемных плотностей ру?/2 и ри кинетической и 
внутренней энергий соответственно, где и = u(t, М) — внутрен- 
няя энергия единицы массы среды. Тогда полная энергия тела 

будет 

2 
Vv Е= [ ew = | o(S+u)av. (3.42) 

V(t) V(t)
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Заменяя в (2.6) Ст на 92/2 + и, имеем 

ena | е(чнуаи = [oF av. (5.3) dt dt dt 
V(t) V(t) 

Мощность, подводимая от внешних источников энергии, 

включает совершаемую в единицу времени работу 

И = ] оу + | pods (3.44) 

V(t) $ 

объемных би поверхностных р сил, поток энергии 

Оз = - fa nas, (3.45) 

S 

передаваемый через поверхность 5 (4(Е) — вектор плотности 
потока энергии, № — единичный вектор внешней нормали к 
ЭТОЙ поверхности), и количество полной энергии 

Оу = ] I?) av, (3.46) 

V(t) 

выделенное В объеме У в единицу времени источниками с 

¥ (Е) объемной мощностью [;’. Тогда в силу закона сохранения 

энергии имеем sr =W+Qs5+ Оу, откуда, учитывая (3.43) - 

(3.46), получаем 

4(%2/2 + и) dv du 
Je Tt dV = обра | ричи = 

V(t) V(t) V(t) 

— | wavs | pods fq nas+ | av. (3.47) 

V(t) 5 5 у 
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Приняв во внимание (2.81), запишем с учетом правила 

суммирования по повторяющимся индексам 2,7 = 1,2, 3 

pv = ре; о = п; ди; = олцеут, 

где 0;; — компоненты тензора напряжений. Тогда, применяя 

формулу Остроградского — Гаусса, получаем 

[peas = [ онщезтаб = | 

5 5 

= [ Уохиедау = | Sav. (48 
V(t) V(t) 

Используя Ty же формулу, имеем 

] а(Е)т, 45 = ] Уа(Р) ау. (3.49) 

5 V(t) 

Умножив второе уравнение (2.88) скалярно на вектор v и 
проинтегрировав результат по объему V(t), запишем 

dv дол 

V(t) V(t) V(t) 

Подставляя (3.48)—(3.50) в (3.47), находим 

du Ov; ~~ 4 та(Е) — (Е) ~ = oU и — 

V(t) 

Используя представление (3.15). компонентов €;; тензора 

скоростей деформаций, получаем 

г 17 ды до; dv; до dv; dv, 
Fe = 3 geet (в 9) 85 (Gee - 8). 
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Отсюда с учетом правила суммирования по повторяющимся 

индексам и симметрии тензора напряжений (0;; = 0;;) находим 

oe Ov; — oe oe ‘из = 0;;€;;, поскольку 
3 

— O.-; — С:: — 

jt 2.) ; 
Oz; Ox; Oz; От; 

Ov; 0%; Ov; Ov; 
91 = 0. 

Таким образом, вместо (3.51) приходим к интегральной форме 

закона, сохранения энергии в объеме V: 

du 
] (2. + Vq'") — 1) — vj) dV =0. (3.52) 

V(t) 

В случае непрерывности подынтегральной функции в (3.52) 

рассуждения, аналогичные проведенным при получении (2.2) и 

(2.3), приводят к локальной форме этого закона, представляю- 

щей собой уравнение переноса, энергии 

d .. pat = oij6j;- 94®+ КР, &1=1,23. — (353) 
Наличие в правой части (3.53) слагаемого 0;;&;;, характеризу- 
ющего объемную мощность источников энергии, связанных с 

работой напряжений, заставляет в общем случае рассматри- 

вать это уравнение вместе с уравнением переноса количества, 

движения (см. 2.4). 
Если в неподвижной среде происходит перенос только теп- 

ловой энергии, Т.е. &;; = 0, а(Е) = 4, 1) = Г, и массовая 

плотность внутренней энергии зависит лишь от температуры 

Т, то (3.53) переходит в дифференциальное уравнение (2.53) 

нестационарной теплопроводности. В более общем случае и 

может зависеть не только от температуры, ИР) может харак- 

теризовать объемную мощность выделения не только тепловой 

энергии, а 4(Ё) быть суммой векторов плотности потоков раз- 

личных видов энергии (например, тепловой и энергии электро- 

магнитного излучения). Однако при этом могут возникнуть
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распределенные по объему и поверхности моменты (в частно- 
сти, при взаимодействии среды с электромагнитным полем*), 
что может нарушить симметрию тензора напряжений (см. 2.4, 
3.3) и потребовать уточнения уравнения (3.53). 

Вернемся к закону сохранения энергии в виде = =W+Qst+ 

+ Су и снова используем (3.44)-(3.46), (3.48) и (3.49). Тогда, 
заменяя в (2.5) С объемной плотностью € энергии и учитывая 
(3.42), получаем 

4Е da ау = || (2 +V(ev)) av = 
dt dt Ot 

V(t) V(t) 

= | woav+ [ poas— [ q'?nas+ ] [Е АУ = 

V(t) 5 5 V(t) 

= ] (Бо + V(a;;0;e;) — Vq'*) + ИР) dV, 

V(t) 

ИЛИ 

Ot J 

д 
[(Grvevta® - ones — IY) + bv) dV = 0. (3.54) 

V 

Отсюда следует, что 

x + V(ev+q™) — o;;v;e;) = ЦЕ) — bv, 1,7 =1,2,3. (3.55) 

Интегральная форма (3.54) закона, сохранения энергии оста- 

ется в силе и в том случае, если множество точек в УЕ 3, в 

которых подынтегральная функция не является непрерывной, 

имеет меру Лебега, равную нулю. Пусть это множество образу- 

ет поверхность .5*, которая делит область У на две подобласти 

*См., например: Можен DK.
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Vi и\.. Для получения условий Ha такой поверхности разры- 
ва введем в четырехмерном евклидовом арифметическом про- 
странстве R* с ортонормированным базисом е = (ej, е1, €2, ез) 

вектор е = Evpe; + Ev + 4(Е) — оние;, где, как ив (2.25), 50 — 

произвольная константа, имеющая размерность скорости. Ис- 
пользуя векторный оператор (2.26), вместо (3.55) запишем 

УЕ = 1) — bv. (3.56) 

Теперь процедура, аналогичная использованной в 2.2, приведет 

к следующим условиям на поверхности разрыва 5*: 

[(ev + ql) — o,:vje;)n*| =[e]v*n* + 17) —p'v, (3.57) 

где v* — вектор скорости перемещения точек поверхности 

S*; п* — единичный вектор нормали к 5S*; ИР) — мощность 

источников энергии, действующих на поверхности S*; p* — 

плотность внешних поверхностных сил, которые могут быть 

приложены на этой поверхности (см. 2.4). 

3.5. Уравнения Максвелла 

Математические модели, описывающие электромагнитные 

процессы в сплошной среде, используют ряд известных физи- 
ческих понятий и законов. 

Электромагнитное поле характеризуют векторными функ- 
циями Е = E(t,z) и H =Н(Ьт) напряженности электриче- 

ского и магнитного полей соответственно, где t — время, 
х — радиус-вектор точки в прямоугольной системе коорди- 

нат Ox,X2x3. Для среды, обладающей диэлектрической Е и 

магнитной р проницаемостями, вводят также векторы электри- 
ческого смещения О == Е и магнитной индукции В = ии Н 

eg © 8,8542- 10-12 ALS и no = 4m-10-7 = 1.2566 .10-6 В-< (Ео ® 8,8542 10 В. м И по = 47 10 ^ 1,2566 10 Am 
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1 
электрическая и магнитная Постоянные, причем ТТТ =CAR 

0#0 

~ 2,9979 - 108 м/с — скорость света в вакууме). Электромагнит- 

ные процессы в такой среде описывают уравнения Максвелла” 

Ух B+ =0, VB=0, 
(3.58) 

` ОО -(e) 
УхХН- 5 =1 ‚ УВЕрь, 

где 0 — нулевой вектор; 7(°) — вектор плотности электриче- 
ского тока; ре — объемная плотность электрического заряда. 
В (3.58) модули векторов Е и Н измеряют в В/ми А/м соот- 
ветственно, что предписано системой единиц СИ. Связь между 

7) и Е для изотропной среды при отсутствии распределенных 
сторонних источников электродвижущей силы (ЭДС) устана- 

вливает закон Ома в виде (1.14). В случае анизотропной среды, 
свойства которой зависят от направления, вместо электриче- 
ской проводимости o в (1.14) следует использовать тензор 

второго ранга коэффициентов электрической проводимости. 
Запись (3.58) предполагает, что среда неподвижна относи- 

тельно системы координат Ох1хохз, a эта система инерциаль- 
на, т.е. неподвижна или движется поступательно с постоянной 
скоростью. Отметим, что вакууму соответствуют значения = = 

=и=1. Кроме того, в вакууме jf) = 0, т.е. c=0, и обычно 

Pe =0. Можно показать [XII], что тогда при возникновении 

электромагнитных колебаний каждая из проекций векторов 
напряженности электрического и магнитного полей, соответ- 
ствующая функции ф времени и пространственных координат, 
будет удовлетворять волновому уравнению вида 

2 = eV py. (3.59) 

При установившихся колебаниях с некоторой частотой Ww фор- 

ма волны для каждой из этих проекций, описываемая функцией 

*Дж.К. Максвелл (1831-1879) — шотландский физик и математик.
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и только пространственных координат, удовлетворяет уравне- 

нию Гельмгольца 
2 

У?и+-и=0. (3.60) 

В среде с электрической проводимостью o > 0 колебания будут 
затухающими, а вместо (3.59) при = Тир :1 получим так 
называемое телеграфное уравнение 

Ap о Ip cy, 
aa t+ =; = ave. (3.61) 
Ot EEp Ot ЕЙ 

В частном случае постоянного электрического поля в по- 
коящейся среде, называемого электростатическим, из (3.58) 

следует система уравнений электростатики 

УхЕ=О, УБЕр. (3.62) 

В случае постоянного магнитного поля в неподвижной среде из 

(3.58) имеем систему уравнений магнитостатики 

VxH=j", VB=0. (3.63) 

Первое уравнение (3.62) есть условие потенциальности элек- 

тростатического поля, для которого с помощью соотношения 

Е = —УО можно ввести потенциал U. Из второго уравнения 

(3.62) при О = ЕЕ (Е получаем 

V(VeU) + =0. (3.64) 

Если диэлектрическая проницаемость среды € = const, то из 

(3.64) следует уравнение Пуассона, 

Pe V7U+— =0. (3.65) 
220 

Так как объемная плотность р. электрических зарядов в 

электростатическом поле не изменяется во времени, то в среде 

отсутствует электрический TOK. Поэтому в средах с электри-
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ческой проводимостью o > 0 (например, в металлах) в соот- 

ветствии с (1.14) должно быть Е = —VU = 0, т.е. U = сопз$ и, 

согласно (3.65), ре =0. Это означает, что если металлическое 

тело объемом У, ограниченным поверхностью 5, имеет элек- 

трический заряд (@)., то он будет сосредоточен на поверхности 

тела. 

Пример 3.2. Пусть в полости заземленного металличе- 

ского тела с внутренней поверхностью So расположено тело из 

металла, ограниченное замкнутой поверхностью S, (рис. 3.3). 

В области У между этими телами находится среда, с диэлектри- 

ческой проницаемостью &(М) и объемной плотностью р.(М) 

электрических зарядов, a внутреннее тело заряжено до потен- 

циала, U, относительно заземленного тела. В этом случае рас- 

пределение потенциала, U(M) ‘описывается уравнением (3.64) с 

граничными условиями 

U(P')=Us=0, РЕ5; » И(Р.)=И., Р,Е$.. (3.66) 

Рис. 3.3 

Интегрируя второе уравнение (3.62) по области У, с учетом 

формулы Остроградского — Гаусса находим 

[ypu dV = РР") 45+
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где n(P) — единичный вектор внешней (относительно области 

У) нормали в точках Р поверхностей S, и So. Это соотношение 

останется верным и в частном случае р. (М) = 0. В этом случае 

получаем равенство 

[pen dS = - | (Руж) 45. (3.67) 
Se So 

Если ввести поверхностную плотность электрического заряда, 

р) (Р) = D(P)n(P), то (3.67) можно интерпретировать как 
равенство по абсолютной величине электрического заряда Q, 
сосредоточенного Ha поверхности S, внутреннего тела, и наве- 
денного электрического заряда, Ha поверхности Sp заземленного 
тела. 

Таким образом, решение краевой задачи (3.64), (3.66) по- 
зволяет определить векторную функцию В(Р)==(Р)Ео Е(Р) = 

=-—e(P)egVU(P), РЕ 5 = 5, Ц 50, электрического смещения и 

поверхностную плотность р) = D(P)n(P) электрического за- 

ряда, а затем, используя (3.67), вычислить заряд внутреннего 
тела 

Q= | Б(Р)п(Р)а5 = | ,®(Р) а5. (3.68) / / 
При ре(М) = 0 рассматриваемую систему характеризуют элек- 
трической емкостью C=Q/U,. # 

При изучении электромагнитных процессов в поляризую- 

щихся и (или) намагничивающихся средах уравнения (3.58) 

Максвелла, рассматривают совместно с соотношениями 

D=6E+P и В=ш(Н+М), (3.69) 

где Ри М — векторы электрической поляризованности и 

намагниченности среды соответственно. В некоторых случаях 

для сред, называемых диэлектриками, можно принять 

Р = egy’? Е, О = ЕЕбЁ, Е=1-+ х(е), (3.70)
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где х() — электрическая восприимчивость среды. Для сред, 

относящихся к диамагнетикам и парамагнетикам, можно так- 

же использовать линеиные соотношения 

где x") — магнитная восприимчивость. Ясно, что для ани- 

зотропных сред х(®) и х("), а, значит, Е и и будут тензорами 

второго ранга, a единицу в последних равенствах (3.70) и (3.71) 

заменит единичный тензор второго ранга. 

Для некоторых сред зависимость Рот Е 

и М от Н нелинеина и даже не является Pa 

однозначной функцией. Tak, для сегнетоэлек- 

триков график зависимости Р от Е имеет 

вид петли гистерезиса, (рис. 3.4). На рисун- О Е 

ке стрелками отмечено направление движения й 

точки по кривой при возрастании и убывании 

модуля Ё =|E| с учетом смены направления 

вектора Ё на противоположное, что условно 

соответствует значениям Ё <Q. При этом с некоторым запаз- 

дыванием происходит смена на противоположное направление 

и вектора Р’, что также условно соответствует значениям Р<0 

модуля Р = |Р]. Аналогичный вид имеет график зависимости 

М от Н для ферромагнетиков. Ha характер указанных зависи- 

мостей могут повлиять механические напряжения в среде (так 

называемые пьезоэлектрический и пьезомагнитный эффекты*, 

которые Широко используют в технических устройствах). В 

этом случае возникают дополнительные составляющие элек- 

трической поляризованности и намагниченности, выражаемые 

векторами 

Рис. 3.4 

где о — тензор напряжений второго ранга; а) и ат) — 

тензоры третьего ранга, пьезоэлектрических и пьезомагнитных 

коэффициентов. 

*См.: Сиротин Ю.И., Шаскольская М.П.
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Следует отметить существование и обратных пьезоэлектри- 

ческого и пьезомагнитного эффектов, когда электрическое и 

магнитное поля вызывают деформацию среды. В некоторых 

средах возникает деформация, пропорциональная квадрату на- 

пряженности электрического или магнитного поля и неизме- 

няемая при изменении направления вектора напряженности на 

противоположное. Эти явления называют соответственно элек- 

трострикцией и магнитострикцией. Они, в свою очередь, мо- 

гут повлиять Ha поляризуемость и намагничивание среды. 

Некоторые среды обладают так называемыми прямым и 

обратным магнитоэлектрическими эффектами: поляризуются 

под действием магнитного поля и намагничиваются под дей- 

ствием электрического поля. Дополнительные составляющие 

электрической поляризованности и намагниченности в этом 

случае можно представить в виде 

P™=GH и M“)=G"'BE, 

где G — тензор второго ранга магнитоэлектрических коэффи- 

циентов. 

Таким образом, математические модели взаимодействия 

среды с электрическим и магнитным полями достаточно слож- 

ны и многообразны. Дополнительное усложнение таких моде- 

лей связано с необходимостью учитывать влияние температур- 

ного состояния среды на, ее свойства. Но при всем разнообразии 

этих моделей уравнения Максвелла, остаются в силе, являются 

универсальными и сохраняют свое фундаментальное значение. 

Отметим, что если к третьему уравнению (3.58) применить опе- 

рацию дивергенции и использовать четвертое уравнение (3.58), 

то придем к локальной форме закона, сохранения электрическо- 

го заряда (2.46) при условии, что в среде отсутствуют источ: 

ники заряда (I, = 0). 

Силы воздействия электромагнитного поля на среду на- 

зывают пондеромоторными. На неподвижную относительно 

выбранной инерциальной системы координат среду при отсут-
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ствии электрической поляризации и намагниченности (х(®) = 

= y'") = 0, т.е. = р =1) действует так называемая сила Ло- 

ренца, вектор объемной плотности которой равен 

5) = p, Е + мол (°) x H. (3.72) 

Для электрически поляризованной и намагниченной неподвиж- 

ной среды с учетом правила суммирования по повторяющемуся 

индексу имеем* 

Бе =p. B45 x B+ 
^ 

+ (РУЕ; — Е;УР; + юМ;УН; - poH;VM;), (3.73) 

K
O
 

| 
-
 

где индекс 1 = 1,2,3 указывает номер координатной оси Ох;, 

на которую спроектирован соответствующий вектор. Если 

для среды справедливы (3.70) и (3.71), причем электрическая и 

магнитная восприимчивости являются скалярами и не зависят 

от координат, то выражение в круглых скобках в (3.73) равно 

нулю. Это выражение может быть отлично от нуля для анизо- 

тропной среды или в случае, когда электрическая и магнитная 

восприимчивости зависят от координат. 

Ясно, что при взаимодействии среды с электромагнитным 

полем пондеромоторные силы должны быть учтены в уравне- 

ниях движения или равновесия (см. 2.4). Более того, в общем 

случае при таком взаимодействии возникают распределенные 

в объеме среды моменты (пары сил), что приводит к утрате 

свойства симметрии тензором напряжений**. 

Известно, что объемная плотность энергии электромагнит- 

ного поля в вакууме равна, w= (0 Е? + po H’)/2. Направление 

и интенсивность переноса этой энергии характеризуют век- 

тором 5 = Ех Н Умова — Пойнтинга, введенном в работах 

русского физика, Н.А. Умова (1846-1915) и английского физика, 

*См.: Седов Л.И. 

**Cm.: Можен Ж.
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Дж. Г. Пбоинтинга (1852-1914). Если первое и третье уравнения 

(3.58) скалярно умножить на Н и Е соответственно и затем, 

приняв для ваккума Е = и =Ти 7(*) = 0, из первого результата 
вычесть второй, то получим 

Н Е 
Н(У Xx E) — E(V xX H)= шнНдЯ — ey BE. 

Ot Ot 

Отсюда в силу H(V x Е) - E(V xX H)=V(E x B) [VII] прихо- 
AMM к уравнению Умова — Пойнтинга, 

Ow 

Ot 

которое является локальной формой закона, сохранения энергии 

электромагнитного поля в вакууме. 

Аналогично из (3.58) следует уравнение Умова — Пойнтинга, 

М р В 
+4 VS+j°E =0, w= BoP 4 ye (3.75) 
Ot Ot Ot 

для электрически поляризуемой и намагничиваемой среды. 

Слагаемое j()E характеризует для неподвижной среды так 

называемое джоулево тепло, т.е. объемную мощность i?) ис- 

точников тепловой энергии, передаваемой среде при ее взаимо- 

действии с электромагнитным полем. Эти источники должны 

быть учтены в уравнении (3.53) переноса, энергии. 

В среду также поступает энергия, затрачиваемая на, элек- 

трическую поляризацию и намагничивание. Объемная мощ- 

ность источников этой энергии равна 

O(w— w) _ 

Ot 
E= _— (= - ОН 

ar 205 № г) = 1Р+1м, 

где с учетом (3.69) 

ue OM
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Если зависимость P ot Е (или М от Н) имеет вид петли ги- 

стерезиса (см. рис. 3.4), то часть затрачиваемой на процессы 
поляризации (или намагничивания) энергии электромагнитно- 
го поля может переходить в теплоту, что также следует учи- 
тывать в уравнении (3.53) переноса, энергии. 

3.6. Электромагнитные процессы 

в медленно движущейся среде 

Выше (см. 3.5) приведены уравнения (3.58) Максвелла для 

электрически поляризованной и намагниченной среды, непо- 

движной относительно некоторой инерциальной системы коор- 

динат. Их запись будет неизменна (инвариантна), если при пе- 

реходе к другой инерциальной системе координат, движущейся 

относительно прежней поступательно с постоянной скоростью, 

применить преобразование, предложенное в 1904 году нидер- 

ландским физиком и математиком Х.А. Лбренцом (1853-1928). 

Пусть оси системы координат О’х!х2хз параллельны соот- 

ветствующим осям системы координат Ox,X2xX3 и точка О’ 

движется относительно точки О вдоль оси OX, с постоянной 

скоростью т в положительном направлении этой оси (рис. 3.5). 

Тогда при преобразовании Лоренца, время и координаты в этих 

системах будут связаны соотношениями 

‚_ t-—va,/c? 

7 \/Т- v2/c2 

Ly — vt , 

\/1 — 02 /с2' 

/ 
Ly = 

X3 | 

Рис. 3.5
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где с — скорость распространения электромагнитных волн в 

вакууме. Эти соотношения отличаются от формул преобразо- 

вания [Г`алилея* 

/ 
t' =t, t= 2-vt, To = 22, Lz = 23, 

относительно которого инвариантны уравнения классической 

(нерелятивистской) механики. 
При сравнительно медленном движении среды можно пре- 

небречь значением у2/с? по сравнению с единицей и при пре- 

образовании системы координат использовать приближенные 

формулы. В этом случае (3.58) будут инвариантны относитель- 

но преобразований Галилея, если в новой инерциальной системе 

координат, движущейся относительно прежней со скоростью 

У, принять** 

УХЕ Г УХЕ (9 у go 2“ =) Per (3.77) 

D'=D+e9V xB, H’'=H-VxD, Do = ре, 

E'=E+VxB, B'=B- 

где величины CO штрихом относятся к новой системе коорди- 
нат, a соответствующие им величины без штриха, — к прежней 
системе. 

Г. Минковский*** сформулировал принцип, позволяющий 
использовать (3.77) при произвольном поле скорости среды, за- 
даваемом в прежней системе координат векторной функцией 
v =v(t,ax), если в (3.77) У заменить на ©. Тогда в рассматри- 
ваемом приближении уравнения (3.58) будут справедливы для 

элементарного объема движущейся среды в сопутствующей сис- 
теме координат, движущейся вместе с этим объемом. 

В частном случае, когда |H|<|v||D| u |B] <|v||E|, в (3.77) 
можно принять Е’ = Еи О’ = О, а (3.58) привести к виду 

ж 

УхЕ=О, УБ=р,, Vx Ha +19 VB=0. 

“Г. Галилёй (1564-1642) — итальянский физик, механик и математик. 
**См.: Можен Ж. 
“Г. Минковский (1864-1909) — немецкий математик и физик.
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В этом приближении изменение электрического поля порожда- 

ет магнитное поле, но обратным эффектом (электромагнитной 

индукцией) пренебрегают. С учетом (3.77) в прежней системе 

координат для движущейся среды имеем 

D=ce9E+P, В=рш(Н+4тМ), j=cE+p.v, 

где о — электрическая проводимость среды. 

В случае, когда |Е| < ®||В]и |v||D| < Н}|} в (3.77) допу- 
стимо принять Н’=Ни В' = В, а (3.58) записать в виде 

| В | 
Vx B= Ур=р.. VxH=j", VB=0. 

Здесь учитывается эффект электромагнитной индукции, поро- 

ждающий электрическое поле при изменении магнитного поля, 

HO пренебрегается обратным (магнитоэлектрическим) эффек- 
том. Принимая во внимание (3.77), получаем 

ГР ==Е-+Р, 

‹ B=po(H+M), (3.78) 
|g) =o(E+vx B)+pev. 

Пример 3.3. В математической модели магнитной гидро- 

динамики обычно принимают*, что в движущейся проводящей 

среде отсутствуют поляризация и намагниченность, т.е. О = 

== Е и В = шрН, но может протекать электрический ток 

(7°) 20), причем |v||D| < |Н]|, так что приближенно Н’=Н. 
Будем считать, что среда идеальная (невязкая) и имеет плот- 

ность р. Тогда уравнение неразрывности имеет вид (2.2) 

ce + V(pv) =0, (3.79) 

*См.: Седов Л.И.
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а, вместо векторной формы (3.2) уравнений Эйлера получим 

dv 

at 
где р — давление, и в соответствии с (3.72) и (3.77) (с заменой 

У на 9) в инерциальной системе координат вектор объемной 

плотности силы Лоренца, 

+ Ур=Ьь+Ь®), (3.80) 

Бе) — pe(E+v x В) + 7) x B, 

причем вектор 7(®) плотности электрического тока задан по- 
следним равенством в (3.78). В уравнении (3.53) переноса энер- 
гии мощность объемных источников энергии, обусловленных 
выделением джоулева, тепла (см. 3.5), равна, 

Ip =j(E+vx B). 

К указанным соотношениям необходимо добавить уравнения 

Максвелла (3.58), записанные с учетом приближенного равен- 

ства Н’ = Н в сопутствующей системе координат, движущейся 

с элементарным объемом среды: 

Н 
Vx B+ 405 =0, УН =0, 

(3.81) 
Е’ . 

LV x H- 50, — 7) VE'= pe. 

В частном случае бесконечно большой электрической прово- 

димости (с —} со) среды математическую модель магнитной ги- 
дродинамики удается упростить. Так как плотность электри- 
ческого тока должна быть конечной, из последнего равенства, 
(3.78) следует, что Е = —v xX B=—pov X Н, т.е. напряженность 

электрического поля в идеальном проводнике в сопутствующей 
системе координат равна нулю (Е’ = 0). Тогда из третьего и 
четвертого уравнений (3.81) имеем 

jt?) =Vx Н, ре — 0, (3.82)
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а, первое и второе уравнения (3.81) дают 

Ух (vx H), VH=0. (3.83) 

Ясно, что для идеального проводника Jz = 0, ав (3.80) Ь(е) = 

= (Ух Н) хВ= ш(УхН)хН. 
Используя формулы векторного анализа [УП], с учетом 

второго уравнения (3.83) находим 

V x (vx H)=(HV)v— (vV)H +0(VH) - H(Vv) = 

= (HV)v—-(vwV)H—- A(Vv), 

_ 1 
(Vx H)x H=(HV)H- 5УН”. 

Тогда из (3.80) и первого уравнения (3.83) получим два вектор- 

ных уравнения 

94 Vp =b + po( HV) H — HV? dt 2 (3.84) 

= = (HV)v—-(vV)H - Н(Уъ) 

относительно двух векторных функций v и Н и двух действи- 

тельных функций рир. Вместес (3.79) и уравнением состояния 

p= p(p) уравнения (3.84) составляют замкнутую систему. 

Предположим, что все неизвестные функции зависят лишь 

от одной пространственной координаты £1, причем вектор Uv 

скорости среды имеет лишь одну ненулевую проекцию v на 

координатную ось Ox;, аб =0. Применяя к первому уравнению 

(3.83) операцию дивергенции и учитывая, что V(V x f) = 

= 0 для любой дважды дифференцируемой векторной функции 

f, имеем ий = 0. Из второго уравнения (3.83) следует, 

что uni = 0, где H, — проекция вектора Н на ось OX}. 
1 

2 

Следовательно Oey 0, т.е. Hy =const. Примем H,; =0, a 
ООт1
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проекцию вектора Н на направление, перпендикулярное оси 
Ox,, обозначим Н. Тогда (НУ)Н = би (HV)v = 0, а вместо 
(3.79) и (3.84) с учетом уравнения состояния р = р(р) получим 
систему трех уравнений 

д а д OH OvH py SPY = + =—(p(p) + PH?) =0, =0 a dn, Pat ae, (РТ ot On = 
относительно трех искомых величин р, U H Н. 

Дополнение 3.1. Поверхности разрыва 

в электромагнитном поле 

Используя формулу Остроградского — Гаусса и теорему 

Cmoxca, уравнения Максвелла в некоторой инерциальной сис- 

теме координат можно представить в интегральной форме: 

So и 

[вау = [в dS = 0 

7% °° В (3.85) 
| — “dS, 

Ot 
Lo 

[ies 

где Lo u Sy —  омкнутый к контур и натянутая Ha него поверх- 

ность; Vo и So — объем и ограничивающая его поверхность (все 

они неподвижны относительно выбранной системы координат); 

1 — радиус-вектор точки МЕ Lo в этой системе координат; Е 

и Н — векторы напряженности электрического и магнитного 

полей соответственно; Pe — объемная плотность электрическо- 

го заряда. Нижний индекс n обозначает проекцию Ha направле- 

ние единичного вектора тп внешней нормали к S или нормали 
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к Sz векторов О, В и 71°) электрического смещения, магнит- 
ной индукции и плотности тока, соответственно (нормаль к Sy 
выбрана так, что наблюдаемый с ее стороны обход контура L 
осуществляется против хода часовой стрелки). К уравнениям 
(3.85) следует добавить закон сохранения заряда в интеграль- 
ной форме (см. 2.3) 

(e) 
] 1945 = (7 _ "5 ау, (3.86) 

где Г) — интенсивность объемных источников электрического 

заряда. 

Так как (3.58) справедливы для среды, неподвижной отно- 

сительно выбранной системы координат, то применение (3.85) 

также ограничено этим случаем. Пусть М* Е S* С Vo — неко- 

торая точка, Ha поверхности 5* сильного разрыва относительно 

функций, входящих в (3.85) - (3.86). Условие (2.48) на, поверх- 
ности разрыва, которое следует из закона сохранения заряда, 

в движущейся среде, установлено выше (см. 2.3). В данном 

случае для среды, неподвижной относительно сопутствующей 

системы координат, с учетом равенства, 1(°) =сЕ вместо (2.48) 

получаем 

(7! n*] + Ops =0 на 55*, (3.87) 
Ot 

где р) — поверхностная плотность зарядов, расположенных 

на 5” в окрестности точки M* € S*, а символ [-] обозначает 

скачок значений функции при переходе в точке M* Е 5* через 

поверхность S* в направлении, противоположном единичному 

вектору n*(M*) к этой поверхности. Аналогично, используя 

рассмотренную выше (см. 2.2) процедуру, из (3.85) в сопут- 

ствующей для точки М* Е 5* системе координат находим 

[Dn*] = р, [Bn*]=0. (3.88)
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Проведем к поверхности 5* касательную в точке M* Е S* в 

направлении единичного вектора #* и выберем в качестве по- 

верхности 5т участок плоскости, содержащей векторы n”* и #* 

и ограниченной прямоугольным контуром Lo протяженностью 

2h в направлении единичного вектора n* (рис. 3.6). Обход это- 

го контура, против хода, часовой стрелки будет соответствовать 

условию, что векторы n*, #* и единичный вектор п нормали 

к Sy образуют правую тройку некомпланарных векторов, т.е. 

n=n*xt*. 

хз } 

x} 

Puc. 3.6 

При h — 0 интегралы no Sz; в (3.85) также стремятся к Hy- 

лю, и при последующем стягивании контура Lo в точку М* 

для произвольного направления касательного вектора #*, пер- 

пендикулярного вектору n* в точке M* € S*, при отсутствии 

поверхностных токов получаем 

[Е] =0,  [Ht*]=0. (3.89) 

Елце раз подчеркнем, что условия (3.87)- (3.89) справедливы в 
случае неподвижной относительно сопутствующей для точки 

М* Е S* системы координат. При сравнительно медленном от- 
носительно этой системы координат движении среды векторы, 

входящие в (3.87)- (3.89), можно преобразовать в соответствии 
с (3.77). Если векторы скорости среды на обеих сторонах по- 
верхности S* перпендикулярны S* в точке М* Е S*, то из (3.77)
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следует, что условия (3.88) не изменятся, а если эти векторы 

касательны к S* в этой точке, то не изменятся условия (3.87) 

и (3.89). 

Установленные условия на поверхности разрыва дают по- 

лезную информацию для корректной формулировки граничных 

условий при решении задач математической физики в областях 

непрерывного изменения искомых функций и их производных. 

В частности, из (3.87)-(3.89) следует, что при решении уравне- 
ний Максвелла в дифференциальной форме (3.58) в сочетании с 
локальной формой (2.46) закона, сохранения электрического за- 

ряда можно задать на границе области проекции векторов О, 

В, 7°) на нормаль к этой границе и проекции векторов Еи Н 

на направление касательной к ней. 

Дополнение 3.2. Примеры задач, 

описываемых интегральными уравнениями 

‹ Математические модели ряда физических процессов могут 
содержать не только дифференциальные уравнения с част- 
ными производными, но и интегральные и интегро-диф- 
ференциальные уравнения, в которых искомые функции 
(а иногда и их производные) входят и под знак интеграла. 

Характерным примером интегрального уравнения является UN- 

тегральная формула Грина, содержащая объемный потенциал 
и потенциалы простого и двойного слоя, которой удовлетворя- 

ет решение задачи для дифференциального уравнения Пуассо- 
на [ХП]. В некоторых случаях математическая формулировка 
задачи в виде интегрального уравнения оказывается более про- 

стой и может быстрее привести к цели, нежели использование 

соответствующих дифференциальных уравнений. 

Пример 3.4. Вернемся к системе металлических тел, рас- 

смотренной в примере 3.2. Возможен иной подход к построе- 

нию математической модели такой системы.
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Из физики известно, что, соглас- 

*34 M но закону Кулона*, неподвижный TO- 

т х-х’ чечный электрический заряд 4, Ha- 
мм’ ходящийся в точке М’Е R? с ради- 

О - ус-вектором т’, определяющим поло- 

жение этой точки относительно на- 

чала прямоугольной системы коор- 

динат Ox,X2x3 (рис. 3.7), создает в 

точке М Е В? с радиус-вектором х электростатическое поле с 

вектором напряженности 

xy 

Puc. 3.7 

q «2-2 
E = 

(=) 4тЕЕо |x — a! |8 

и потенциалом 
4 1 

U(x) = _ Ameey |x — a’ |’ 
где = — диэлектрическая проницаемость среды; о — электри- 
ческая постоянная (см. 3.5). Заменим 4 зарядом р.(х’) аУ (х') в 
элементарном объеме dV (х') в окрестности точки с радиус-век- 
тором т’, находящейся в некоторой области У, ограниченной 

замкнутой поверхностью 5, или зарядом р) (=') 45 (т') Ha эле- 
(е) ментарной площадке 45 (х'), где реи ру’ — объемная и поверх- 

ностная плотности электрического заряда. Тогда, суммируя 
действие таких зарядов и полагая = = const, получаем 

/ / (e) 7s / ue) -— [eee [’ (2') 45 (2) 
_ 4ПЕЕО т-ж! ATEEO la — x’ | 

V 5 

(3.90) 

В соответствии с граничными условиями (3.66) значения 

U в. точках Р, Е 5, и P€ So поверхности 5 = S,U So, orpa- 

ничивающей область У, заключенную между металлическими 

телами (см. рис. 3.3), заданы. Приравнивая этим значени- 

ям левую часть (3.90), приходим к интегральному уравнению 

*Ш.О.Кулбн (1736-1806) — французский инженер и физик.
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(е) относительно неизвестной поверхностной плотности ру элек- 
трического заряда в точках поверхности 5. После решения 

этого уравнения из (3.90) можно найти потенциал U(a) элек- 
тростатического поля в любой точке М Е У с радиус-вектором 

2, а при помощи (3.68) вычислить электрический заряд () вну- 

треннего металлического тела. 3 

Пример 3.4 иллюстрирует возможность свести математиче- 

скую формулировку задачи, содержащую одно или несколько 

дифференциальных уравнений, к интегральному уравнению. 

Приведем примеры задач, интегральная формулировка KOTO- 

рых следует непосредственно из их физической постановки. 

Пример 3.5. Рассмотрим замкнутую тонкостенную обо- 

лочку с поверхностью S (рис. 3.8), в полости которой находится 

диатермичная среда, т.е. среда, полностью прозрачная для те- 

плового излучения. Извне оболочка, поглощает тепловой поток 

с заданной плотностью 9(М), МЕ 5, а внутри оболочки проис- 

ходит лучистый теплообмен между ее отдельными участками. 

Построим математическую модель такого процесса, переноса 

тепловой энергии. 

Рис. 3.8 

Выделим в окрестности точки М Е $ участок оболочки с 

площадью 45 (М) внутренней поверхности и составим для этого 

участка уравнение баланса, тепловой энергии. Примем, что по 
толщине оболочки температура Г(М) однородна. Согласно 3a-
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кону Стефана, — Больцмана” теплового излучения, внутренняя 
и внешняя поверхности рассматриваемого участка излучают 
тепловые потоки плотностью 9(М) = =(М)ооГ“(М) и 4*(М) = 

= e*(M)ooT*(M) соответственно, где =(М) и =*(М) — коэффи- 
ИИ _8 Вт 

циенты излучения этих поверхностей, a со = 0,67 - 10 > Ка 
. М7. 

постоянная Стефана — Больцмана. Плотность теплового по- 

тока, проходящего через диатермичную среду и падающего на, 
этот участок с внутренней поверхности оболочки, обозначим 
а'(М). Этот поток частично поглощается, а частично отража- 
ется, т.е. 4'(М) =А(М)а(М)+Е(М)а'(М), где A(M) и R(M) — 
коэффициенты поглощения и отражения внутренней поверхно- 
сти данного участка. 

В итоге для рассматриваемого участка (если не учитывать 
перенос тепловой энергии между соседними участками тонко- 
стенной оболочки путем теплопроводности) получаем g(M) + 

+А(М)9 (М) = (М) +4(М), или 

М) + A(M)q'(M) = (e(M) +e"(M))ooT*(M). (3.91) 
В (3.91) входят две неизвестные функции положения точки 

М Е 5: температура Т(М) этого участка и плотность 4'(М) 

падающего на него теплового потока. Это означает, что по- 

CTaHOBKa задачи пока не замкнута, и необходимо использовать 

дополнительные соотношения. 

Примем, что распределение по направлениям излучения, 

отраженного от внутренней поверхности оболочки, является 

рассеянным (диффузным) и подчиняется закону Ламберта»* 

dQi,(M) = р cospydS(M)dQ, МЕ5, (3.92) 

где dQ\,(M) — проходящий через телесный угол dQ поток излу- 

чения, отраженного от площадки 45 (М) под углом фм к напра- 

влению внутренней нормали к оболочке в точке M Е 5 (рис. 3.9). 

*Й. Стёфан (1835-1893) и Л. Больцман (1844-1906) — австрийские 
физики. 

*“И.Г. Ламберт (1728-1777) — немецкий математик и физик.
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F \D dQ(M) 
PMN /-А-аЕ 

Puc. 3.9 

Закон Ламберта строго справедлив для поверхности, облада- 

ющей свойствами абсолютно черного тела, но его допустимо 

применять и в случае достаточно шероховатой поверхности (в 

противоположность гладкой поверхности, отражение от кото- 

рой является зеркальным). 

Будем считать, что распределение по направлениям соб- 

ственного излучения также подчиняется закону Ламберта, 

` @а@2М)= um cospydS(M)dQ, МЕ5. (3.93) 

Нетрудно убедиться, что интегрирование (3.93) по поверхности 

Е полусферы радиуса г с центром в точке М Е 5 приведет к 

значению 9(М) 45 (М), соответствующему потоку собственного 

излучения площадкой 45(М). Действительно, для телесного 

угла имеем 49 = аЕ/г?, где dF =r’*sinyy dyy dy — площадь 
элементарного участка, полусферы, Ha который опирается этот 

телесный угол (см. рис. 3.9). Тогда получим 

QT п/2 

d 
[eae dF = HO fay [ sin ou cosyydyy = 

F 0 0 

п/2 

—24(М)а5 (м) ] sin yy d(sin ey) = g(M) dS(M). 
0
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Аналогичный результат можно получить и для отраженного 

излучения. . 

В окрестности точки NES выделим участок оболочки с 

площадью внутренней поверхности dS(N) (см. рис. 3.8). С 
этого участка, на площадку 45 (М), согласно закону Ламберта, 

направлен поток dQy(N) = 1. совм а5 (№) а@м собственно- 
} № 

го излучения и поток dQy’(N) = R(N) (9 cosy 45 (№) dQu 
т 

излучения, отраженного от этого участка. В данном случае 
_ Cos~M 2 ам = 45(М) 5, где ум — расстояние между точками № 

NM 5 

и М, афмифм — углы прямой NM с внутренними нормалями 
к оболочке в точках М и М соответственно. 

В итоге на единичную площадку внутренней поверхности 
оболочки в окрестности точки М Е 5 падает посылаемый пло- 
щадкой 4.5 (№) поток плотностью 

q(N)+R(N)q'(N) созфм созфм dS(N). 

Если проинтегрировать правую часть этого равенства, по всей 

поверхности 5, то найдем плотность суммарного теплового 

потока, падающего Ha площадку в окрестности точки МЕБ: 

7 

“(м)= ] (q(N)-+R(N)q'(N))w(M,N)dS(N). = (3.94) 
5 

Здесь 
созфм COSYN 

2 ПМ 
w(M,N)= 

Отметим, что при вычислении интеграла в (3.94) точка MES 

фиксирована. 

_ Обозначим 9°(М) = соТ*(М). Тогда g(M) = =(М)4°(М), 
4*(М) =e*(M)q°(M) и вместо (3.91) можно записать 

q(M) + A(M) q'(M) = (Е(М)+=*(М)) а°(М). (3.95)
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Выражая 4’ из (3.95) и подставляя в (3.94), приходим к инте- 
гральному уравнению относительно функции 4°(М), MES: 

=(М) +=” (М) 
А(М) 

-| = A OPN (MN )dS(N) = 

(М) - 

_ М) _ ] FUN) (мым, м) а (№). (3.96) 

Решение этого уравнения позволяет 

найти установившееся распределение 

температуры Т(М) = (q°(M)/o)'/" 
по поверхности 5 рассматриваемой 
оболочки. a= N 

и Для сферической оболочки фм = 
= фм и w(M,N) = 1/(4тг2) = const 
(рис. 3.10), где го — радиус оболочки. 

В этом случае из (3.94) следует, что 

1 

2 4пто 

Рис. 3.10 

q(M) = Jer + R(N)q'(N)) dS(N)=q' =const, 

So 

т.е. в окрестности любой точки М Е So внутренней поверхно- 

сти So сферической оболочки плотность 4’ падающего потока 

одинакова. Подставляя в это равенство 4°(М№) из (3.95), нахо- 

AMM 

‚_ [| PeNVAWN) 48)" ГЕММА) dS (М) 
и= (бо) | Е 899 

So So 

и затем при помощи (3.95) вычисляем 

_ 4 (М) _ 4 

Я и = | (€(M) +e*(M))o0" 
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Пусть свойства внутренней и внешней поверхностей оболоч- 

ки соответствуют серому телу, т.е. (М) = А(М) = Е = const 

и =*(М) = =* = соп$%, МЕ 50. Тогда, согласно (3.97), в (3.98) 
имеем 

] №) dS(N). (3.99) 

Примем, что 9 (М) — плотность поглощенного внешней поверх- 
ностью сферической оболочки потока, солнечного излучения на 
околоземной орбите. Если направить ось Oz отсчета, угла, @ на 
Солнце (рис. 3.11), то получим при 0< < 27 

ы 
2 (3.100) 
п ) 

_ e“qscosa, 0<aKc 
С — п 

0, 2 <а < 

где qs — солнечная постоянная, ха- 
рактеризующая плотность потока сол- 
нечного излучения Ha среднем рассто- 
янии Земли от Солнца (примем, что 

(qs/o0)'/4 = 390К). Полагая для сфе- 

ры dS = газ ада аб, из (3.98)- (3.100) 
при =* == находим, что установивше- 

еся распределение температуры, сим- 
метричное относительно оси Oz, Ha 
освещенной стороне оболочки будет 

Рис. 3.11 1 
T (a) = 9284/1 + cosa K. 

Наибольшая температура, Tmax = 347 К соответствует значению 

a= 0, a BCH неосвещенная сторона, оболочки имеет температуру 

Tmin = 232 К. 

Пример 3.6. Пусть рассмотренная в примере 3.5 сфери- 

ческая оболочка, So радиуса, го имеет толщину h, а материал 

оболочки обладает теплопроводностью A. Составим уравнение
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переноса тепловой энергии излучением с учетом передачи те- 
плоты путем теплопроводности, считая по-прежнему темпера- 
туру по толщине оболочки однородной. Теперь баланс тепловой 
энергии участка оболочки в окрестности точки М Е So вместо 
(3.91) примет вид 

АВУ?Т (М) М) + A(M)q/(M) = 
= (Е(М) +e"(M))ooT*(M), (3.101) 

причем в данном случае оператор Лапласа, от искомой функции 

Т(М) температуры следует вычислять по поверхности сферы 

[УП]: 

1 ОГ ОТ 1 0°T 
VT= 5 (sina) 5 

r6sina da да г2 зп? a ОВ 

где a, В — угловые координаты точки М Е So (см. рис. 3.11). 

Отметим, что У?Т = =o при а =иа=лт. 

Используя (3.101), вместо (3.97) теперь получаем 

№) + АЬУ?Т (М). | feo Ty pen) ASN) 

7 = [EQnAaDas@) 
e(N) +e*(N) 

So 

и, подставляя в (3.101), приходим к интегро-дифференциально- 

му уравнению 

АВУ"Т(М) = (e(M) +=" (М))соТ“(М) — (М) - 
М) + ARV2T(M) 

fo e(N) +e*(N) 45 (№) 

~ AM) [i =*(N)A(N)dS(N) 
J ам +e) 

относительно искомой функции Т(М), М Е So.
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Вопросы и задачи 
>> 

3.1. Доказать, что для идеальной жидкости (газа) мощность 
wu d 

напряжении можно представить в виде Е 

3.2. Показать, что равновесие покоящейся идеальной жид- 
кости (или газа) возможно лишь при условии b(V x b) = 0. 

3.3. Доказать, что разложение тензора, напряжений на, ша- 

ровой тензор и девиатор единственно. 

3.4. Значения компонент (в МИа) тензора напряжений в 
некоторой точке среды заданы матрицей 

10 0 -20 

0 50 0 

—-20 0 40 

Разложить его Ha шаровой тензор и девиатор. Найти вектор 
напряжения, действующий в проходящей через эту точку пло- 
щадке с единичным вектором нормали n = 2e, /3 — 2e2/3+e3/3, 
где e;, 1=1,2,3, — орты прямоугольной системы координат 
Ох!х2хз. Вычислить модуль этого вектора, его проекцию Ha 
направление вектора нормали и угол между этими векторами. 

3.5. Вывести (3.20) из (3.19). 

3.6. Используя (3.31), получить зависимости компонентов 
тензора деформаций от компонентов тензора напряжений и 
вывести (3.34). 

3.7. В некоторой точке среды известен тензор скоростей 

деформаций. Записать выражения для объемной мощности 

источников энергии, связанной с работой напряжений в иде- 

альной и вязкой сжимаемой и несжимаемой средах. 

3.8. Вывести волновое (3.59) и телеграфное (3.61) уравнения 

из уравнений (3.58) Максвелла.
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4. НОРМИРОВАННЫЕ 

ПРОСТРАНСТВА И ОПЕРАТОРЫ 

Постановки задач математической физики, рассмотренные 

в части [ этой книги, включают функциональные уравнения, 

связывающие искомые и заданные функции, принадлежащие 

некоторым множествам функций. Поэтому при изучении при- 

ближенных методов математической физики возникает необхо- 

димость использовать некоторые понятия и методы функцио- 

нального анализа. Одними из основных объектов изучения в 

функциональном анализе являются бесконечномерные норми- 

рованные пространства, элементами которых во многих слу- 

чаях являются функции. В этой главе использованы некоторые 

положения функционального анализа, изложенные в [IX]. 

4.1. Нормированные пространства 

Множество, между элементами которого установлены опре- 
деленные соотношения, часто называют пространством. Если 
такое множество состоит из функций, то говорят о функци- 
ональном пространстве. Так, если множество функций 
удовлетворяет аксиомам линейного пространства [IV], то ero 
часто называют линейным функциональным пространством. 
Его элементами могут быть, например, скалярные или вектор- 
ные (действительные или комплексные) функции. Векторные 
функции будем обозначать так же, как и векторы — полужир- 
ным курсивом (например, }, и, v), а скалярные — светлым 
курсивом (например, f, и, Vv). 

Пример 4.1. Множество всех определенных на числовой 

прямой К многочленов Р»(х) = agz*® +a,2*-! + ap_jx + ак сте- 

пени не выше некоторого натурального числа, К Е М с произ- 

вольными действительными или комплексными коэффициента-
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ми (с обычными операциями/,сложения функций и умножения 

на числа) является линейным функциональным пространством. 

Множества скалярных действительных функций или вектор- 

функций, непрерывных или непрерывно дифференцируемых на 

отрезке [a,b], удовлетворяют аксиомам линейного простран- 

ства и поэтому являются линейными функциональными про- 

странствами. 3 

В дальнейшем, если специально не оговорено, будем рассма- 

тривать линейные функциональные пространства, элементами 

которых являются скалярные действительные функции с опера- 

циеи умножения только Ha деиствительные числа. Если система, 

{и„}м элементов линейного функционального пространства, U 

является в М линейно зависимой (независимой) [IV], то для 

краткости эту систему будем называть линейно зависимыми 

(независимыми) функциями в. В основном будем изучать бес- 

конечномерные линейные функциональные пространства, т.е. 

такие, в которых можно указать сколь угодно большое число 

линеино независимых функций. 

Под линейной оболочкой системы функций и Е И, пЕ №, 

образующих (бесконечную) последовательность {u, }, будем по- 

нимать множество всевозможных (конечных) линейных комби- 

наций функций этой системы. Систему {м„} функций из U 

называют линейно независимой, если любая ее конечная под- 

система линейно независима. Линейная оболочка бесконечной 

линейно независимой системы {u,} функций является беско- 

нечномерным линейным функциональным пространством. 

Пример 4.2. Множество всех действительных функций 

одного действительного переменного, непрерывных Ha отрез- 
Ke [a,b], является линейным пространством (см. пример 4.1), 
причем бесконечномерным, поскольку для любого N Е М cy- 

ществует N линейно независимых элементов этого линейного 
пространства. Например, многочлены 5", п =1, №, линейно 
независимы. Линейное пространство многочленов степени не 
выше некоторого натурального числа, N конечномерно [IV]. #
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Говорят, что в линейном пространстве (4 задана, норма, если 
каждому элементу м Е М поставлено в соответствие действи- 
тельное число ||м||, причем верны три аксиомы нормы: 

1) |“ 20и ||“ || = 0 тогда и только тогда, когда ||м|| = 0; 

2) [са] = lal А, « € В: 
3) |“ ч|| < |м|| + |||, ч, » €l¢ (HepaBencTBo треугольника). 

Линейное пространство, в котором задана, норма, называют 
нормированным пространством. В случае линейного функцио- 
нального пространства, в котором определена норма, говорят 
о функциональном нормированном пространстве, а нор- 
му элемента (функции) в таком функциональном пространстве 
называют нормой функции. 

Чтобы подчеркнуть, что речь идет о норме функции и 
в пространстве 4, будем писать |м|м, а правило, которое 

устанавливает соответствие между функцией м Е М иее нормой 
BU, будем обозначать ||. ||. 

Отметим, что в нормированном пространстве М справедли- 
во неравенство 

0 < [|] — [loll] <llutoll < мы loll, weed. = (4.1) 

Действительно, если в неравенстве треугольника (аксиома, 3) 
заменить сначала, и на и —, а затем V Ha ® — и, то получим 

неравенства |lull — [51| < ши [lvl] — [| < | — ul]. Yaw 
тывая равенства, || — v|| = ||v|| и ||w —v|| = ||v — w|| (аксиома 2), 
приходим к (4.1). 

Нормированное пространство М является метрическим про- 
странством с метрикой, индуцированной нормой, т.е. p(w, v) = 

= ||w—v||, м, $ ЕЦ. Под сходимостью последовательности {tp } 
по норме ||. |+ понимают сходимость этой последовательности 

по метрике р, индуцированной нормой ||. ||м. Элемент м Е М на- 
зывают пределом последовательности {ии} С И, сходящейся 

по норме, если 

lim ||. —м!| = 0. (4.2) 
n— co
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Понятия окрестности точки, внутренней, изолированной, 

граничной и предельной точки множества, фундаментальной 

последовательности, ограниченности, замкнутости и компакт- 

ности множества, введенные для метрического пространства 

[1], применимы и для нормированного пространства. 

Определение 4.1. Последовательность {u,} С И назы- 

вают фундаментальной в нормированном пространстве UL, 
если для любого числа = > 0 можно указать такое число N EN, 
что при всех т > Мип> М верно неравенство ||мт — м.|| < Е. 

В полном нормированном (банаховом”) пространстве лю- 

бая фундаментальная последовательность сходится по норме. 

Банахово пространство будем обозначать символом ВБ. 

Пусть М — нормированное пространство. Напомним [IX], 

что если для множества, Х С И его замыкание X, т.е. объеди- 

нение Х со всеми предельными точками Х из М, совпадает с 

U, то множество Х называют всюду плотным BU. С уче- 

том определения предельной точки множества в метрическом 

пространстве [I] можно дать следующее эквивалентное опреде- 

ление. 

Определение 4.2. Множество Х СИ называют всюду 

плотным в нормированном пространстве UU, если для любого 

и Е и любого = > 0 найдется такой элемент м’ Е Х, что 

[и — w’|| < Е. 

Нормированное пространство И называют сепарабельны.м, 

если в этом пространстве существует счетное всюду плотное 

подмножество. 

Пусть Uy СИ — линейная оболочка некоторой системы эле- 

ментов u,, ПЕ №, нормированного пространства М. Если 

эта оболочка — замкнутое множество, то она является поод- 

пространством нормированного пространства И. Напомним, 

что систему элементов называют замкнутой в банаховом про- 

странстве, если ее линейная оболочка является всюду плотной в 

*С. Банах (1892-1945) — польский математик.
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этом пространстве. Замкнутость системы {м„} означает, что 

любой элемент и Е [М можно сколь угодно точно (по норме этого 

пространства) представить конечными линейными комбинаци- 

ями элементов данной системы, т.е. для любых wEU ue>O 

можно подобрать такой номер МЕ М и такие коэффициенты 

a, Е ®, п= 1, №, что для элемента 

№ 

UN — > Оп, 

n=1 

будет выполнено неравенство ||м — им || < =. 

Пример 4.3. Функциональное пространство непрерывных 

на отрезке [а, 6] действительных функций f(x) одного действи- 
тельного переменного х является линейным (см. пример 4.1). 
Оно будет банаховым [IX], если ввести норму 

fll = max |2) (4.3) 
Это банахово пространство обозначают Ca, dj. 

В линейном функциональном пространстве СГа,б] можно 

ввести и другую норму. Из свойств интеграла Римана и нера- 

венства треугольника для действительных чисел следует, что 

соотношение 

b 

ne ] (аа, ЛЕ Clad], (4.4) 

задает норму в С[а,6]. Но полученное нормированное простран- 

ство с нормой (4.4) не является полным. Покажем это для 

случая [а, 6] = [0, 1]. Например, нетрудно убедиться, что после- 

довательность непрерывных на отрезке [0, 1] функций (рис. 4.1) 

0, О0<г:< 1/2 - 1/п; 

Yn(z) = 4 nz+1—n/2, 1/2-1/n<2< 1/2; (4.5) 

1, 1/2<5<1,
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в нормированном пространстве С[а,6] с нормой (4.4) является 

фундаментальной. Действительно, для любого € > 0 при любых 
1 

n> x и т > п имеем 
Е 

Ken — Pall = | heal) - "(4 = 

1/2 

= | \pale)-vle)mldz < 
1/2-1/n 

1/2 
| n 1 

< ] (nz +1-5)de=—<e. 

1/2—1/п 

Однако эта фундаментальная последовательность не имеет пре- 

дела в С[а.б]. Предположим противное: пусть существует 

непрерывная Ha отрезке [0, 1] функция Yo, для которой 

1 

Jim ры — oll = Jim, | |pn(e) — vo(a)|dz =0. 
0 

Заметим, что для разрывной в точке 5 = 1/2 функции 

0, 0О<:< 1/2; 
(=) = 1, 1/2<5<1,
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справедливы равенства, 

+ Tim, | |pal2) - аа = 
n—-Co 

0 р 

1/2 
1 

= lim ] п2+1-5 42 = lim —=0. 
п-} со 2 п-—}с0о 2n 

1/2—1/п 

Поскольку |yo(x) — y(x)| > 0 дляхЕ [0,1] и 

1/2 

Гроба) - (e)|de = | |po(e) — y(e)|de + | |po() - $42) 4 
1/2 

то каждый из двух последних интегралов равен нулю. Отсюда 

в силу неотрицательности и непрерывности подынтегральной 

функции |ф0(т)-— ф(х)| на каждом из промежутков [0, 1/2) и 
[1/2,1] получаем фо(х) = p(x) для всех x € [0, 1/2) U[1/2, 1]. То- 
гда, c= 1/2 является для функции ф0(1) точкой разрыва, первого 

рода, что противоречит предположению непрерывности ‹ро на 

отрезке [0, 1]. | 

Таким образом, последовательность {фр}, фундаментальная 

в линейном нормированном пространстве Са, 6] с нормой (4.4), 

не является сходящейся BU по этой норме, т.е. C[a,b] с нормой 

(4.4) не будет полным нормированным пространством.
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Можно показать*, что банаховым является пространство 
суммируемых (или интегрируемых no Лебегу“*) Ha отрезке [а, 6] 
функций f(x), обозначаемое Г1[а,5] и имеющее норму [IX] 

b 

= ] а) |4, (4.7) 

которая определена при помощи интеграла Лебега. Элемен- 

тами пространства, Ё1[а,6] являются классы функций, равных 

почти всюду на отрезке [0,1]. В частности, этому простран- 

ству при [а, 6] = [0, 1] принадлежит не интегрируемая по Риману 

на отрезке [0, 1], но интегрируемая по Лебегу на этом отрезке 

функция Диригтле 

_]Ъ 6910,1}; 

= 1 9 зе, 1] © 
причем ||х(5)|| = 0, поскольку эта функция почти всюду равна 
нулю. 

Пример 4.4. Функциональное пространство М действи- 

тельных функций одного действительного переменного, k раз 

непрерывно дифференцируемых Ha отрезке [а, 6], является ли- 
нейным (см. пример 4.1). В этом функциональном простран- 

стве можно вводить следующие нормы: | 

ИЛ№ю = max |f(x)|, 
x€[a,b] 

— (т) IF ll pmax, max |7 (2)|, 

k 

= >, max |1 (2)|, 
mao Tele] 

*См.: Колмогоров А.Н., Фомин С.В. 
*“А. Лебёг (1875-1941) — французский математик.
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где /(”) (5), т> 1, — производная порядка т функции f(z), а 

f(x) = f(z). 
Функциональное пространство {4 с нормой ||. ||o является ли- 

нейным многообразием банахова, пространства Ca, 6] (см. при- 
мер 4.3). Поскольку это линейное многообразие не является за- 
мкнутым в Ca, b] (существуют последовательности непрерывно 
дифференцируемых функций, сходящиеся в Са, 6], т.е. по нор- 

ме ||. |0, к непрерывной функции, которая ни в одной точке 

отрезка [a,b] не имеет конечной производной*), то функцио- 
нальное пространство (4 с нормой ||. || не является банаховым. 

Нетрудно показать, что нормы ||- ||; и ||. ||2, действующие 
в функциональном пространстве UU, являются эквивалентными, 
т.е. найдутся такие положительные числа a и В > 0, что 

allflle < | ЛЬ <Allflle, feu. 

Отметим, что последовательность { f,} СИ сходится по нормам 

|: или || - |2 тогда и только тогда, когда, функциональные по- 

следовательности {1 (=)} производных сходятся равномерно 

на отрезке [а, b] при любом т = 0, k [IX]. Отсюда, в частности, 
ясно, что из сходимости последовательности {f,} СИ по нор- 
мам || ||1 или || - ||2 следует сходимость этой последовательности 
по норме ||. ||о. Обратное утверждение неверно. Так, например, 

2 . 1. 
последовательность функций /, (x) = — sinn’z, пе №, равномер- 

но сходится на отрезке [0,1] к нулевой функции, поскольку 
1 

max |1 (2) < - 0 при п — со и, следовательно, сходится 
ТЕ 0,1 п 

к нулю по норме ||. |0. Функциональная последовательность 

{ fi (=) } = {псозп?т} первых производных не является равно- 
мерно сходящейся на отрезке [0, 1]. Более того, она расходится 
при 5 = 0, так как / (0) =п. 

Функциональное пространство (4 с нормой || - ||; или нормой 

|| - |2 является банаховым и его обозначают С*[а,6]. 

*Cm.: Фиттенгольц Г.М.
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4.2. Операторы в нормированных пространствах 

Пусть М и W — некоторые множества. Если множества М и 

W наделены некоторой структурой, например, являются функ- 

циональными пространствами (линейными, нормированными 

и т.п.), то обычно отображение А: 4 + W называют опера- 
тором. При действиях с операторами используют термино- 

логию, связанную с отображениями множеств. В частности, 

И называют областью определения оператора A, обычно 

обозначаемую D(A), а подмножество 

В(А) = {we W: Зи ЕИ (ш=А(и))} — 

областью значений оператора А. 
Если заданы операторы А: М } У и В: У У, где И, 

W, Wi, У — некоторые множества, а R(A) C D(B) = Wy, 
то говорят о композиции операторов BoA с областью 
определения D(BoA)=U. Если включение R(A) C D(B) не 
имеет места, но (А) ПО(В) 4 ©, то композицию операторов 
BoA можно определить на более узком множестве D’ C М, 
таком, что для любого и Е О’ элемент А{м) Е D(B). 

Если заданы два оператора Ат: 41 4 Уи А.: Ug > W, при- 

чем 1 С № и А! (м) = А2 (и) для любых м Е U4), то оператор A, 
называют сужением оператора Аз, а оператор А2 — рас- 

ширением Aj. 

Определение 4.3. Оператор 1: И > И, который перево- 

дит любой элемент и CU в себя, т.е. Iy(u) = и, u CU, называют 
тождественным. Оператор А: И > W, В(А) = W, называ- 
ют взаимно однозначным, если каждому элементу w Е В (А) 

отвечает единственный прообраз и Е D(A), т.е. для каждого 

12 Е W существует и притом единственное решение уравнения 

A(u) =, (4.8) 

называемого операторным. Если оператор A: М -} W явля- 

ется взаимно однозначным, то оператор А-!: У -+ И, удо-
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влетворяющий условию А“! (и) = м тогда и только тогда, ко- 

гда выполнено (4.8), называют обратным к А. При этом 
D(A!) = В(А) и R(A7!) = D(A). Композиции Ао А= ми 
Ао А-! = Jy являются тождественными операторами, преобра- 

зующими любой элемент множества, U/ или W в себя. 

Примером взаимно однозначного оператора, является линей- 

ное преобразование линейного (векторного) пространства К” в 

себя, имеющее в некотором базисе невырожденную матрицу. В 

этом случае обратному оператору в том же базисе будет соот- 

ветствовать обратная матрица. Произведение невырожденной 

матрицы на обратную к ней равно, как известно, единичной 

матрице, которая соответствует тождественному оператору. 

Пример 4.5. Пусть оператор А: C[a,b] > C[a,b] каждой 
непрерывной Ha отрезке [а, 6] функции f ставит в соответствие 
непрерывную функцию фЕ С[а, 6] по правилу 

ф(т) = [ло dt, «x €[a, bj. 

Тогда R(A) =U C C[a,b] — множество всех непрерывно диф- 
ференцируемых на отрезке [a, b] функций с условием ф(а) = 0. 
Если рассматривать оператор A как действующий из С|[а,6] в 

И, то он имеет обратный оператор A7!: И > С[Га, 6], причем ра- 

венство A~'(y) = f, ФЕИ, эквивалентно тому, что f(z) =$'(х), 
x € [a, 6]. 

Пример 4.6. Покажем, что оператор А: C[0,1] > C(0, 1], 
который каждой непрерывной Ha отрезке [0,1] функции f 
ставит в соответствие непрерывную функцию y= A(f) по 
правилу 

o(e)= [0+ f(z), 261,1] (4.9) 

имеет обратный оператор A7!: C[0,1] 3 C[0, 1].
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Рассмотрим сужение оператора А на множество М непре- 

рывно дифференцируемых на отрезке [0,1] функций. Если 

функция f CU, то функция y= A(f) также принадлежит мно- 

жеству М. В соответствии с (4.9) имеем 

e(2) = f(z) +12), 260,1, (4.10) 
причем (0) = f(0). Разрешим (4.10) относительно функции 
f. Оно является линейным неоднородным обыкновенным диф- 
ференциальным уравнением (ОДУ) относительно неизвестной 
функции }, удовлетворяющей начальному условию f(0) = (0). 

Общее решение соответствующего однородного ОДУ имеет вид 
f(x) =Ce-*. Решая (4.10) методом Лагранжа [VIII], получаем 

т 

f(z) = г AO + Се“ ®. 

0 

Интегрируя по частям, получаем 

т 

— гг [+09 dt+Ce "= 

0 

т 

f(z) =е *9(t) 0 

= v(x) — p(0)e"* — of eott dt+Ce”. 

0 

Отсюда, используя начальное условие f (0) = y(0), находим С = 
= +(0). Значит, решение уравнения (4.10) имеет вид 

т 

Иа) = (о) - fe*p(tydt, 260,1. (4.1) 
0 

Таким образом, для любой функции фЕ И существует един- 

ственная функция ГЕ М, удовлетворяющая уравнению А(}) =, 

причем функция f определена равенством (4.11).
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Докажем, что оператор В: C[0,1]  С[0,1], ставящий в co- 

ответствие всякой функции ФЕ C[0,1] функцию f = B(y) по 
правилу (4.11), является обратным к оператору А. Найдем 

образ функции ФЕ C[0,1] при действии оператора Ао В. Ес- 

ли ф1 = Ao B(y) = A(B()), то 

y(t) = / (+ (г) - | eT y(t) 4) dr + (=) — / e* y(t) dt = 

= [6 tr [= ir [0 dt +(x) — a= [6 dt. 

Так как функция g(7,t) =e’ 7y(t) непрерывна в замкнутой 

области D= { (т, ИЕВ?: 0 <т< т, 0<Е< т}, то можно поме- 

нять порядок интегрирования в повторном интеграле [УП] 

fe ar [соб = | оба [< ат = 

0 0 0 

— = еее) dt = ее fetgit) art f v(t dt. 

0 0 0 

Итак, возвращаясь к вычислению 1 (т), получаем +! (rz) = (т), 

се [0, 1], т.е. Ао B(y) =, ФЕ [0, 1]. 
Аналогично можно показать, что Bo А(}) = }, f € C[0,1]. 

Takum образом, оператор В является обратным к оператору A, 

т.е. B= Aq}. 

Определение 4.4. Операторы Ay: WU xn AT!: Ws 

— U называют соответственно левым и правым обратным 

к оператору А: М > W, если 

Ао А=мМ и АоА;! = [, (4.12) 

где ly и lw — тождественные операторы в Ми W.



150 4. НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ОПЕРАТОРЫ 

Отметим, что если существует оператор А7!, обратный к 

оператору А, то, согласно определению 4.3, оба эти операто- 

ра являются взаимно однозначными и уравнение Au = } имеет 

единственное решение м = A! f EY. Существование оператора, 

Ay не означает, что оператор А сюръективный, a существова- 

ние оператора А! не означает, что оператор А инъективный. 

Теорема 4.1. Если существует правый обратный оператор 

A>! к оператору А: М > W, то операторное уравнение 

А(и) =} (4.13) 

для любого f € W имеет решение и = А;! ($) ЕЙ, а если су- 

ществует левый обратный оператор АГ", то уравнение (4.13) 

имеет не более одного решения. Если существуют и правый 

и левый обратные операторы, то они единственны и совпада- 

ют с обратным оператором А7!, a (4.13) имеет единственное 

решение. 

< Пусть существует А;!. Тогда элемент м = А; (}) EU 
обращает (4.13) в тождество, так как 

А(А; "(Х)) = (Аз А;") (1) = Iw(f) = f EW. 

Допустим, что существует АГ". Если м Е М является решением 

уравнения A(u) = f, то АГ'о А(м) = А!" (}), или и= А!" (}), 
т.е. решение м является образом элемента f Е W при действии 

оператора, АГ" и определено однозначно. 

Из существования и правого, и левого обратных операто- 

ров следует, что (4.13) имеет и притом единственное решение, 

т.е. оператор А взаимно однозначный и имеет, согласно опре- 

делению 4.3, обратный оператор А-1. Пусть наряду с Ay! 

существует еще один левый обратный оператор В, т.е. Ay! oA= 

=BoA=Iy. Тогда Аг ' о Ао А-! = Во Ао А-1, или Ap! olw= 

= Во[у. Следовательно, АГ" = В, что доказывает единствен- 

ность АГ". Аналогично можно доказать единственность А; .
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Так как АГ" и А-! единственны, а A~! — оператор, одновре- 
“ “ “ — —] — 

менно и левый, и правый обратный к A, то А! = A, =A; 1 > 

Пусть теперь U и W — нормированные функциональные про- 

странства с нормами || - [ми ||. |и› соответственно, a область 
определения D(A) оператора А: М > W содержит проколотую 

о 

окрестность U точки Uo (в этой точке оператор А может быть и 

не определен). Элемент Wo Е W называют пределом оператора 

А в точке о, если для любого = > 0 найдется такое 6 =0(=), что 
о 

для любого и Е U при условии || — 0 || < д будет выполнено 
|| А (м) — wollw < =. При этом пишут A(u) > wo при U-> Uo. 

Это определение соответствует понятию предела, отображе- 

ния метрических пространств И и У с метриками, индуци- 

рованными нормами этих пространств. 

Определение 4.5. Оператор А: И УХ, где Ми W — 

нормированные пространства, называют ограниченным, ес- 

ли он преобразует всякое ограниченное множество из своей 

области определения D(A) =U во множество элементов, огра- 

ниченное BW. 

Определение 4.6. Оператор А: М —} У, где Ми W — 

нормированные пространства и D(A) = М, называют непре- 

рывным в точке Up € D(A), если для любой окрестности 
W CW точки Wo = А(що) существует такая окрестность U CU 

точки Ug, что А(и) Е И’ для любой точки и Е 0 (кратко пишут 

А(м) yy А(ио) при и? мо). Оператор, непрерывный в каждой 

точке Up Е D(A), называют непрерывным. 

Эти определения соответствуют определениям непрерывно- 

сти отображения в метрических пространствах [1]. 

Пример 4.7. Покажем, что оператор А: С[0,1] — С[0,1], 
заданный правилом 

p=A(f) <> (1) =Г (т), 2 € [0,1],
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является ограниченным и непрерывным. Действительно, если 

И — ограниченное множество в C(0, 1], то найдется такое число 

М > 0, что для любых функции f CU справедливо неравенство 

ИЛ = max |f(@)| < М. Тогда, если p= A(f), ГЕИ, то |+] = 
= тах f?(z) < M’, и множество А(М), состоящее из образов 

тЕ(0,1] 

всех элементов f Е, ограничено. 
Покажем, что оператор А является непрерывным. В самом 

деле, для любых функций f, fo € C[0,1] имеем 

|A(f) — A(fo) || = max |1 (=) — Х(=)| = 
тЕ(0,1] 

= max If() — fo(z)||F(2) — Л(=) + 2fo(z)| < 

< max |f(x) — fo(x)|*+2l|foll max, | f(x) — fo(z)| = 
] тЕ(0,1] тЕ(0,1 

= ||f - foll? + 2I\| foll - foll- 

Если для произвольного числа = > 0 положить 

= 
6 = min { ; if, 

1 + 2|| fol| 

то при условии ||f — fol| < 6 будет справедливо неравенство 

I|A(f) - A(fo)|| <=. Согласно определению 4.6, оператор A 
является непрерывным. 5 

Прежде чем ввести следующий важный класс операторов 

в банатовыт пространствах, дадим некоторые определения, 

связанные с компактными множествами в метрических (нор- 

мированных) пространствах. 

Определение 4.7. Множество Х С М, где М — метриче- 

ское пространство, называют компактным в М, если из всякого 

бесконечного подмножества этого множества можно выделить 

последовательность, сходящуюся к некоторому элементу из Х.
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Отметим, что это определение эквивалентно определению 
компактного множества в метрическом пространстве, введен- 

ному при помощи понятия открытого покрытия множества 
[1]. Множество Х в метрическом пространстве М называ- 
ют относительно компактным (или предкомпактным) 

в М, если его замыкание Х компактно в М. 

Определение 4.8. Оператор А: U > W, где М, W — нор- 

мированные пространства, называют вполне непрерывным, 

если OH непрерывен BU/ и преобразует любое ограниченное мно- 

жество из U в множество, относительно компактное в У. 

Иными словами, из любой ограниченной в (4 последователь- 
ности можно выбрать подпоследовательность, которую вполне 

непрерывный оператор преобразует в сходящуюся к некоторо- 
му элементу из W. 

Не всякий непрерывный оператор является вполне непре- 
рывным. Так, тождественный оператор Jy вполне непреры- 
вен в нормированном пространстве М лишь при условии, что 

пространство [4 конечномерно. В таком пространстве любое 
ограниченное множество относительно компактно [1X ]. Поэто- 

му оператор /y является вполне непрерывным. В бесконеч- 
номерном нормированном пространстве М этот оператор не 
будет вполне непрерывным, поскольку он преобразует единич- 
ный шар (ограниченное множество) в себя, а единичный шар не 
является относительно компактным в бесконечномерном про- 

странстве. Это утверждение вытекает из следующей теоремы. 

Теорема 4.2. Пусть последовательность {u,} образует 
линейно независимую систему элементов нормированного про- 
странства, (4, а М, — подпространство, которое совпадает с 
линейной оболочкой системы элементов и; #= 1, п. Тогда 
существует последовательность {v,, } элементов v, Е И, удовле- 

творяющая условиям: 1) ||| =1; 2) v, Е М,,; 3) p(n, Un-1) = 
= inf — 1/2. и lfm — ull > 1/
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< Так как {и„} — линейно независимая система в М, то и, ¢ 
¢Un—-1, пЕ №, и, следовательно [IX], 

pP(Un,U4n-1)= inf |lu, -м||=а> 0. 
Е. —1 

В силу свойств точной нижней грани существует такой элемент 

ur Е Ми-1, что 

a< |lu, — м, || < 2a. (4.14) 

Поскольку для любого элемента м Е U,_; элемент м» + иЕ 

EUn,-1 (U»-1 — подпространство BU) и и, — м* 40 (м, EUn-1, 

и Е U,-1), TO 

p(tUn,Un—-1)= inf |lun — м, — ull = plea — Ми, Un-1). 
uel, —1 

Следовательно, p(u, — u*,U,-1) =a. Очевидно, что эле- 

менты 

ok 11 Un — м» 
91 = =—— Uv, = 

| ^ 
EU,, n=2,3,..., 

[ши — м || 

удовлетворяют условиям 1 и 2 теоремы. Учитывая (4.14), 

проверим выполнение условия 3: 

Un — м» 
P(Un,Un-1) =o и, — 

[ши — wall 
 P(Un— мя 1) _ a >= 1 

[ши — uF || [м — wal] 2% 2’ 

что завершает доказательство теоремы. » 

Таким образом, согласно теореме 4.2, в единичном шаре 

бесконечномерного нормированного пространства можно вы- 

брать последовательность {vn}, для которой р(9„, Un-1) > 1/2, 

n= 2,3,..., и, значит, никакая ее подпоследовательность He 

может быть сходящейся (не является фундаментальной). Сле- 

довательно, единичный шар в нормированном пространстве
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является относительно компактным множеством тогда, и толь- 

ко тогда, когда это пространство конечномерно. 

Прежде чем привести примеры вполне непрерывных опе- 

раторов, сформулируем без доказательства” критерии относи- 

тельной компактности множеств в некоторых нормированных 

пространствах. 

Теорема 4.3 (теорема Арцела“*). Для того чтобы мно- 

жество Х в С[а,6] было относительно компактным, необходимо 

и достаточно, чтобы были выполнены следующие условия: 

1) множество Х должно быть равномерно ограниченным 

множеством функций, т.е. существует такое число М > 0, 

что для каждой функции ФЕ X верно соотношение |y(xr)| < М, 

x € [а, 6] 
2) множество Х должно быть равностепенно непрерыв- 

ным множеством функций, т.е. для всякого € > 0 существу- 

ет такое число д =0(=) > 0, что для любой функции фЕ Хи 

любых точек 11, го Е [а, 6], таких, что |x, — 12| < д, верно Hepa- 

венство |(p(21) — $(12)| < Е. 

Для нормированного пространства L,[a,b] функций f, для 
b 

которых конечен интеграл Лебега | |f(t)|?dt, p> 1, и норма 
а 

определена равенством [IX] 

fll = ( | spac) 

справедлива следующая теорема, доказанная М. Риссом***. 

Теорема 4.4. Для относительной компактности в Ё[»[а,6] 
множества Х С L,[a,b] функций необходимо и достаточно, что- 

бы были выполнены следующие условия: 

*Доказательство см.: Люстерник Л.А., Соболев В.И. 

**Ч. Арцела (1847-1912) — итальянский математик. 

***М. Рисс (1886-1969) — шведский математик, венгр по национальности. 
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1) множество Х ограничено в L,/a,b], т.е. существует такое 
число М > 0, что ||} || < М, fex. 

2) для всякого = > 0 найдется такое число д = d(€) > 0, что 

b 

] f(t+h) — ДОР <e 

для всех чисел h, таких, что 0 <A <, и для всех f € X (считаем, 
что f(t) =0 для всех Ё € R \ [а,5]). 

Пример 4.8. Покажем, что в C[a,b] вполне непрерывным 
является оператор A: C[a,b] > С[а,6], действующий по правилу 

b 

ФА) => v= [KOs e)ds, te [a,b] 
a 

где K(s,t) — действительная функция двух переменных, непре- 

рывная на замкнутом квадрате D = { ($, t) € R*: s,t € [a, b]}. Из 

свойств интегралов с параметрами [VI] следует непрерывность 
оператора А. Докажем, что оператор А любое ограниченное 
множество в С[а,6] переводит в относительно компактное. 

Так как функция K(s,t) непрерывна на ограниченном за- 

мкнутом множестве D С R?, то она ограничена на этом множе- 
стве [\ |, т.е. |K(s,t)| < С для всех точек (s,t) Е О, где С — не- 
которое число. Пусть Х С С[ а, 6] — произвольное ограниченное 
множество непрерывных функций. Тогда для некоторого числа, 
В > 0 для всех f € X верно неравенство ||] || = max | (8) < В. 

5 ’ 

Если p= A(f), f € X, To для всех Ё Е [a, 6] имеем 

nis fix (s,t)| max |f(s s)|ds< CR(b-—a)=M. 

Следовательно, условие | теоремы 4.3 выполнено и MHO- 

жество A(X), состоящее из образов элементов множества Х,
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равномерно ограничено. Докажем равностепенную непрерыв- 

ность этого множества. Tak как ограниченное и замкнутое 

множество D С Е? является компактным в ® 2, а функция К (s,t) 

непрерывна Ha [), то она равномерно непрерывна на множе- 

стве D [I]. Следовательно, для любого числа = > 0 найдется 

такое число д = d(€) > 0, что |K(s,t,) — К ($,12)| < Reza ДЛЯ 

всех #1, № Е [a, 6], для которых |t; —#2| <6, и для всех $Е [а,6]. 
Тогда для p= A(f), ГЕ Х, имеем 

b b 

(ts) - 96а = | f(s.) Fo) ds— | Кез) Ле 
а а 

< 

= 
< fi (s,ty) ~ K(s,t2)| max [f(s Nas< | a 7) eds = € 

для всех #1, tg € [a, b], таких, что |t; — te| < 6. 

Таким образом, множество A(X) равностепенно непрерыв- 
но. Условия 1 и 2 теоремы 4.3 для множества A(X) выполнены 

и, следовательно, А(Х) — относительно компактное множе- 
ство, а оператор А — вполне непрерывный. 

Пример 4.9. Покажем, что оператор А: [2[а, 6] > [,2[а,6], 

деиствующий по правилу 

t 

=A) => += | Медь, ве, 

вполне непрерывен. При любых функциях fi, fo Е [2[а,6] для 

1 = А(Л) и ф2 = А(]2) имеем 

ler — vall* = |( [ae - [i(eée) a
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Применяя далее к внутреннему интегралу неравенство Коши — 
Буняковского для [,2[а,6] [IX], получаем 

b t 

es ФР = | ((t-0) | (2) - вв) ar < 
a a 

b 

< (6- a)? | (fi(@) - flo)? de = 6-9 - МР, 
a 

что и доказывает непрерывность оператора A. Докажем, 

что любое ограниченное в Г[2[а,6] множество он переводит в 

относительно компактное. 

Пусть Х — произвольное ограниченное множество в [,2[а, 6], 

т.е. для некоторого числа С’> 0 для всех ГЕ Х справедливо 

неравенство 

b 1/2 

= ( / (2) Paz <С. 

Если ф=А(}), f € X, To имеем 

bt 2 4/2 

нии = (| [= «) < 

< ( | / fla)|de) a) "= Убе | га. 

Применяя к последнему интегралу неравенство Коши — Буня- 

ковского, получаем 

ell = (6—2) ( | лева) <C(b—a). 

Следовательно, множество A(X) образов элементов множества, 
Х ограничено: в [2[а,6], т.е. выполнено условие 1 теоремы 4.4.
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Пусть 0<h<d u p=A(f), ГЕХ. Тогда, вновь используя 

неравенство Коши — Буняковского, получаем 

flere (Г = || [ve ae fre аа 

ith ; 

= ||] soya as [ (ие) dt < 

< [ (лога) ars [o( Плеве) dt < а) СЗ. 

Если для произвольного = > 0 выбирать д = 

t+h 

[2 
то условие C2(b-a)’ > 

2 теоремы 4.4 будет выполнено. Согласно этой теореме, MHO- 

жество A(X) является относительно компактным в [2[а,6] и 
следовательно, оператор А вполне непрерывен. 5 

Пусть оператор Р отображает нормированное простран- 

ство М в себя. Запись Р” (м), m EN, означает, что оператор 

Р деиствует последовательно M раз: сначала, Ha элемент u Е И, 

затем на элемент P(u), потом на Р(Р(и)) = Р? (и) и, наконец, 

Ha Р"-1 (м), т.е. P™ = РТ-ТоР. Таким образом, определен но- 
вый оператор P™: М } М, который называют т-и степенью 

оператора. В случае т = 0 полагают, что Р® = [4. 

Рассмотрим оператор Р: М ИМ, удовлетворяющий для не- 

которого' числа, М > 0 условию 

|P(u) — Ри < M|lu—vllu, u,v eu. 

Если это условие верно для некоторого числа, М < 1, то onepa- 

mop Р называют сжимающим BU, а число М — коэффици- 

ентом сжатия. Для сжимающего оператора Р выполняется 

неравенство ||Р(м) — Р(®)|и < |lu—vlly, u,v Е И, т.е. рассто- 
яние между образами любых элементов (точек) из М меньше
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расстояния между этими элементами. Элемент u* Е И, удо- 

влетворяющий условию P(u*) = u*, называют неподвижной 

точкой оператора Р в U, т.е. при отображении Р образ 

неподвижной точки совпадает с этой точкой. Любой опера- 

тор имеет некоторое множество неподвижных точек, причем 

это множество может быть пустым. В полном нормированном 

пространстве сжимающий оператор имеет единственную непо- 

движную точку [I]. 

Пример 4.10. Докажем, что уравнение 

1 

f(y) dy 4 f(x) + =f (4.15) 
Jat VJit+y? 

имеет единственное решение в банаховом пространстве C(0, 1]. 
Для этого покажем, что оператор P: С[0,1] + С[0, 1], действу- 
ющий по правилу 

1 

а e=P(f) <> ов SS 2 € (0, I], 
0 

является сжимающим в банаховом пространстве C0, 1]. 
Для любых функций f, я € C[0,1] имеем 

1 

24+ g(y) dy 2 < Е J o4Jity? 

< max |9) — g(y)| dy < 
ге.) s+ ry 

IP(A)-P(g 9) |= max 

< max — т max (у) ав - aa 

dy | 
< -gll = ||f -э№а+У2). | Vite
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Так как М =In(1+ М2) < 1, то оператор Р является сжимаю- 

щим в банаховом пространстве С|0,1] и, следовательно, имеет 

одну неподвижную точку, т.е. (4.15) имеет единственное ре- 

шение. 

4.3. Линейные операторы 

Переидем к изучению линейных операторов в нормирован- 

ных пространствах. Пусть М и W — нормированные простран- 

ства. Поскольку нормированное пространство является линей- 

ным, то для него остается в силе определение линейного опера- 

тора, действующего в линеином пространстве. Напомним, что 

если оператор А: U —} W линеиный, то по определению 

А(Ли- ро) = ЛАи+ рАз, u,veu, ЛиЕК, (4.16) 

и вместо (4.8) обычно пишут Ам = №, we W. Область значе- 

ний В(А) С W любого линейного оператора А: М > W является 
линейным многообразием. Действительно, выберем произволь- 

ные 14/1, у2 Е R(A) и А, WER. Пусть x; — прообраз у1 и vg — 

прообраз у2, т.е. Аз! = yy и Ато = Yo. Используя (4.16), полу- 

чаем 

у = Лу + bye = ЛАз! + иАг2 = А(Лх! + pa). 

Поэтому у = Ay; + ру2 Е В (А), и в силу произвольного выбора 
Yi, Yo и чисел А, и заключаем, что R(A) — линейное много- 
образие. 

Линейный оператор А: М > W отображает нулевой элемент 

ОЕМ в нулевой элемент ОЕ W, т.е. А0 =0. Оператор О: И > 

+ W, отображающий любой элемент х Е М в элемент 0 € W, 

называют нулевы.м. 

Теорема 4.5. Линейный оператор А: М -+ W, где М и У — 

нормированные пространства и D(A) =U, непрерывен в любой 
точке uo Е D(A), если он непрерывен в точке 0 Е М.
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< Пусть u— мо в нормированном пространстве YU. Тогда v = 

= м — що —} ОЕМ. Поскольку оператор А: М > W непрерывен 

в точке 0, то, согласно определению 4.6, Av > 0€ W при 

v +0, и, следовательно, A(u— up) 30 при м — uo. В силу 
линейности оператора А имеем А(м — що) = Аи — Aug, т.е. 

Аи — Aup 0 при w— чо, или Ам -} Амо при м -} Uo, что, 

согласно определению 4.6, доказывает утверждение теоремы. № 

Рассмотрим свойства ограниченного линеиного оператора. 

Теорема 4.6. Линейный оператор А: М } W, где Ми W — 

нормированные пространства, является ограниченным тогда, и 

только тогда, когда он ограничен на единичном замкнутом 

шаре 

0(0,1) = {и eu: [ми < 1} (4.17) 

с центром в точке 0 Е (М, т.е. если существует такое число М > 0, 

что 

|Aullyw <M, ичЕЦ(О, 1). (4.18) 

< Если линейный оператор А является ограниченным, то, оче- 
видно, он ограничен на шаре (0,1) (см. определение 4.5). Если 
же выполнено (4.18), а Х СИ — произвольное ограниченное 

множество, то Х С 0(0, В) = {иЕИ: ||ully < В} для некоторого 

числа, В > 0. Для любого элемента м Е Х имеем au € U(0,1), а 
значит, 

Aue Да) (Ам 
Таким образом, оператор А является ограниченным. № 

Отметим, что если оператор А не является линейным, то 

(4.18) нельзя использовать в качестве критерия ограниченности 

этого оператора. 

Теорема 4.7. Линеиный оператор А: М - W, где М, W — 

нормированные пространства, является ограниченным тогда и
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только тогда, когда, 

||Aullw < М| мм, weu, (4.19) 

где М > 0 — некоторое число. 

< Согласно теореме 4.6, оператор А ограничен тогда и только 

тогда, когда он ограничен на единичном шаре (4.17). Поэтому 

докажем эквивалентность утверждений (4.18) и (4.19). 

При w=0€U имеем Au=0€ W, так что выполнение (4.18) 

и (4.19) очевидно. Пусть и 7 0 и выполнено (4.18). Положим 
о = и/||м||м. Тогда |®|и =1, и поэтому в соответствии с 
(4.18) ||Аз||у < М, или, учитывая линейность оператора и 
однородность нормы (см. 4.1, аксиома 2 нормы), имеем 

ва = (те = lat 
Отсюда, следует (4.19). Обратно, если верно (4.19), то при 
||“ <1из (4.19) следует (4.18). > 

< М. "|= _ ||Aullw 
| lea 

Теорема 4.8. Линеиный оператор A: М - W, где М, W — 

нормированные пространства, непрерывен тогда и только то- 

гда, когда, он ограничен. 

< Пусть А непрерывен. Допустим, что он неограничен. Тогда 
множество элементов Au Е W, rae иЕ 0(0,1), 0(0,1) CU — 
единичный замкнутый шар с центром в точке 0, неограничено. 
Поэтому в силу отрицания условия (4.18) для любого пЕ № 
существует такой элемент u, Е И, |lun|la < 1, что || Ам, |уу > п. 
Отсюда, для элемента Vv, = и„/п имеем как 

| 1 

| Avnlb = | - Ам» ||; = Ам > 1 
nr W Tr 

таки ||v_l|l = ~ |[un lle < ~ Тогда ||v,|| > 0 при n— со, и в силу 

непрерывности оператора А имеем || Аз, ||у/ — 0 при n—- со, что
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противоречит неравенству ||Av,||w > 1, пЕ М. Это доказывает, 
что непрерывный оператор ограничен. 

Пусть теперь А ограничен. Тогда, согласно теореме 4.7, 
справедливо неравенство (4.19). Следовательно, если ||| > 0, 

тои ||Ам||у/ 0, аэто равносильно тому, что Аи-30 при и -} 0, 

т.е., согласно определению 4.6, оператор А непрерывен в точке 

ОЕМ и поэтому в силу теоремы 4.5 непрерывен. № 

4.4. Линеиные ограниченные функционалы 

Рассмотрим важный частный случай линейного оператора. 

Определение 4.9. Линеиныи оператор Р: М > К, опреде- 

ленный на нормированном пространстве М, называют линей- 

ным функционалом. 

Линейный функционал Е: И ЕК является ограничен- 

ным, если образом любого ограниченного в М множества бу- 

дет ограниченное числовое множество, или, согласно теоре- 

ме 4.6, если функционал ЁР переводит единичный замкнутый 

шар (4.17) в ограниченное числовое множество. В силу общих 

свойств линейных операторов линейный функционал Р: 4 +R 

непрерывен в U/, если OH непрерывен в какой-либо одной точке 

из (4 (например, в точке OCU). Для непрерывности линейного 

функционала, необходимо и достаточно его ограниченности на 

единичном шаре. 

Точную верхнюю грань значений |Ри| Е К на единичном 
замкнутом шаре называют нормой линейного функционала 

Е, т.е. 

ИЕ = sup |Ful. (4.20) 
|< 

Так как для линеиного функционала, Ta = F( =) , TO 

Ем 
| 

|| = sup (4.21) 
uz0
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Действительно, учитывая (4.20), с одной стороны, 

Е 
sup HH! eup F(_—)|< sup [Fel < IF. 
ux0 Ile uxo! м] Jol =1 

< [Ful 
Tell 

Так как |F'ul < при ||м|| < 1, и-2 0, то, с другой стороны, 

F Е 
НЕ = sup |Ful < sup [Fu < su [Puy 

lul|<1 uji<i Hell ~ azo [lel 
uZ0 

Из (4.21) следует, что ||F'|| > Te и 2 0, т.е. для любого и ECU 

справедливо неравенство 

[Ри] < ПЕ (4.22) 

Пример 4.11. Покажем, что интеграл 

определяет ограниченный линейный функционал в нормирован- 

ном пространстве C{a, bj. 

Поскольку 

= | fo at < 

то этот функционал ограничен и, согласно теореме 4.8, непре- 

рывен. С учетом (4.21) и (4.23) имеем, с одной стороны, 

b—a) тах |a(t)|=(b~a)|lzl|, (4.23) 

ты < | = sup
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а с другой стороны, |[(5)| =6-а при х(# =Ти ||| 26 -а. 
Следовательно, норма этого функционала, ||1|| = b —а. 

Пример 4.12. Докажем, что интеграл 

Г) = [ra dt 

задает ограниченный линеиный функционал в нормированном 

пространстве С] -1,1]. Пусть x € С[-1,1] — произвольная 
функция, принадлежащая единичному шару, т.е. ||z|| < 1. Тогда 

1 1 

(2) < / Ite (t)| dt < [21| ] It| dt = |2 < 1. 
—1 —1 

Следовательно, функционал I(r) ограничен, причем в силу 
(4.20) имеем неравенство ||/|| < 1. 

Заметим, что значение интеграла J(x) от функции Zo = 
= £o(t) =sgnt, ЕЕ [-1, 1], равно единице: 

1 1 

I(20) = [| tsgntdt = | |elat=1. 

—1 —1 

Однако функция то не принадлежит C[—-1,1]. Рассмотрим по- 

следовательность непрерывных на отрезке функции, определен- 

ных следующим образом (рис. 4.2): 

—1, Е [-1, —1/п}; 

2" (1) = { nt, ВЕ [—1/n,1/n); 
1, Ее [1/п,1]. 

Предельной функцией (в смысле поточечной сходимости) на 

отрезке [-1, 1] для функциональной последовательности {ти (#)}
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как раз и является функция Zo(t). Поскольку tz,(t) — четная 
функция, для любого п Е N имеем 
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Так как |J(zp)| 3 1 при п + сои ||1.|| =1, пЕ №, то 

ИИ = sup |J(x)| > зар|Г(2„)| = 1. 
ore neN 

Учитывая полученное выше неравенство ||/|| < 1, приходим к 
выводу, что ||[|| =1. 

Пример 4.13. Вычислим норму линейного функционала, 

Е: C'[-1,1]— В, заданного следующим образом: 

F(2) = [eo dt—2(-1), 2€C{-1,1).
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В нормированном пространстве С1[-1,1] норма определена 

равенством (см. пример 4.4). 

— / Па ах] max (0), max le"()|} 

Пусть ||| < 1, т.е. 

max |z(t)| < 1, (t)| <1. „тах, (t)| < ‚тах le (I< 

Так как функция x € C![—1,1] удовлетворяет на отрезке [—1, ¢], 
ЕЕ (—1, 1], условиям теоремы Лагранжа [II], то |z(t) — +(-1)| = 

= |x’(c)||t+ 1], гдесЕ (-1,t). Тогда 

1 1 

F@\l=|[(e-2(-») a < [ie'(olt+ atc 
0 0 

1 1 

<| max e(gl(t+t)ae< f (t+1)de= 5. 

0 
сЕ[-1,1] 

Следовательно, в соответствии с (4.20) получаем ||Е || < >. 

Для функции то({) = Ес нормой ||то|| = 1 справедливо равен- 

ство 

Отсюда, согласно (4.20), имеем ||F'|| > >. В итоге ||Е | = 3 5. 

Пример 4.14. Интеграл
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определяет линейный функционал в нормированном простран- 
стве L,[—1,1] суммируемых (интегрируемых по Лебегу) Ha от- 
резке [-1,1] функций с нормой 

= ее 

Найдем норму этого функционала. Если ||z|| < 1, то 

1 

По < | ера < [e()|ae= а < 1. 

Поэтому в соответствии с (4.20) ||J|| < 1. 

xa 

п|---1 1 

1 > — 

-1 0) 1_1 1 t 
nr 

Puc. 4.3 

Рассмотрим последовательность {z,} функций вида 

0, ЗЕ [-1,1- 1/п); 
т (И) = 

п, ЕЕ [1 -1/п, И, 

(рис. 4.3). Все эти функции принадлежат [1[-1,1]. Для каждо- 

ron € N вычислим норму функции ‘ти (Ё): 

1 1 

lenll= [ебу = | паи 
—1 1-1/n



170 4. НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ОПЕРАТОРЫ 

Так как 

1 

1(2)|=| [2=-а = 

| 
7 

` 
—
 

3 oo
 

. 
>
 

Qu
 

o
o
 

при n— oo, To 

ИИ] = sup |1(5)| 2 sup |1 (и) = 1. 
||5||<1 

Учитывая ранее установленное неравенство ||/|| < 1, получаем 

Ш =1. # 
Норма линейного функционала имеет простую геометриче- 

скую интерпретацию. Множество элементов нормированного 
пространства М, удовлетворяющих уравнению Ри = 1, \назо- 
вем гиперплоскостью. Расстояние до этой гиперплоскости 
от нулевого элемента 0 Е И обратно пропорционально норме 
функционала F’, т.е. 

Действительно, согласно (4.21), имеем 

1 1 
Ее зар 1 sup sup = v0 [ull yo J тЫ Sel 

Рио Е(и) Е(и) 

1 1 
aul = ТО 

Fv=1 

Пусть 4 — подпространство нормированного простран- 

ства Ч и Fo — ограниченный линейный функционал в Up. 

Тогда продолжением этого функционала Ha все простран- 

ство U называют линеиный функционал РЁ, определенный Ha U
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и такой, что Ри = Fou, ие Uo. Одной из центральных тео- 

рем о функционалах в нормированных пространствах является 

следующая. 

Теорема 4.9 (теорема Хана” — Баната). Любой ли- 

нейный ограниченный функционал Fo, определенный Ha под- 

пространстве (4 нормированного пространства, 4, имеет такое 

продолжение ГР на все нормированное пространство, что линей- 

ный функционал Р ограничен в Ми ||Folly = ||F ilu. # 

Доказательство этой теоремы можно наити, например, в 

учебниках А.Н. Колмогорова и С.В. Фомина или Л.А. Люстер- 

ника и В.И. Соболева. Ее геометрический смысл состоит в том, 

что всякий линейный ограниченный функционал Fo, опреде- 

ленный на подпространстве Up С М, может быть продолжен до 

линейного ограниченного функционала, Р, определенного Ha U 

таким образом, что гиперплоскость BU, заданная уравнением 

Ги = 1, будет находиться от точки OCU на том же расстоя- 

нии 1/||Fo||, что и гиперплоскость в Up, заданная уравнением 
Ром =1. 

4.5. Нормированное пространство 

линеиных операторов 

Пусть А, В, С, ... — линейные ограниченные onepamo- 

ры, областью определения которых является нормированное 

пространство U, а множество значений лежит в нормирован- 

ном пространстве W. Множество этих операторов обозначим 

С(И, У) и положим 

(А+ В)м = Аи+ Ви, (AA)u=AAu, wel, ЛЕК. (4.24) 

Несложно проверить, что операторы A+B и ЛА являются 

линеиными ограниченными и также принадлежат множеству 

L(U,W). Таким образом, на множестве L(U,W) заданы опе- 

рации сложения элементов и умножения элемента Ha число, и 

“Г. Хан (1879-1934) — австрийский математик.
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легко убедиться в том, что для этих операций выполнены все 
аксиомы линейного пространства. Значит, множество операто- 
ров С (М, У) является линейным пространством [ТУ]. Отметим, 

что нулевым элементом этого линейного пространства, являет- 
ся нулевой оператор. 

Норму в С (И, У) введем аналогично тому, как вводили нор- 
му для линейных функционалов (см. 4.4). Нормой линейного 

оператора АЕ L(U,W) назовем число 

ПА] = sup ||Aullw, (4.25) 
< 

т.е. точную верхнюю грань значений ||Ам|у) на единичном 

замкнутом шаре U(0,1) (4.17) с центром в точке OCU. Как 
и для линейных функционалов, нетрудно доказать, что 

|| Aullw 
All = sup 

[м [4 

и что нормой оператора А является точная нижняя грань 
множества всех чисел М, удовлетворяющих (4.19). Отсюда 
следует справедливость неравенства, 

ПА у < Ам, wed. (4.26) 
Проверим выполнение аксиом нормы (см. 4.1) в линейном 

пространстве L(U,W). Пусть ||А|| =0. Тогда из (4.26) следует, 
что Аи = 0 для всех м Е (М, т.е. А = О. Верно и обратное: если 

оператор А нулевой, то для всех м Е М имеем ||Ам||уу =0и из 
(4.25) находим ||А|| =0. Согласно (4.25), имеем 

[А] = sup |loAully =a] зар |Ащуу = [а] |All. 
[ы|<1 и |< 1 

Наконец, используя (4.25), получим неравенство треугольника 
для норм операторов A, ВЕ L(U,W): 

А-В] = cu (A+ B)ullw < 
u||<1 

< cue ПАШИ sup, ||Bullw = А] +В]. 
и||<1
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Таким образом, пространство C(U,W) линейных ограниченных 

операторов является нормированным с нормой, определяемой 

(4.25). 

Пример 4.15. Оператор А: C[a,b] > C[a,b], рассмотрен- 
ный в примере 4.8, является линейным ограниченным. Линей- 

ность его очевидна, а ограниченность следует из непрерыв- 

ности (см. теорему 4.8). Найдем норму оператора A, если 

K(s,t) = e5*', s,t € [a,b]. Тогда оператор А определяется пра- 

ВИЛОМ 

b 

p=Af => elt) = [ett Леда Ее [a, 6]. 

а 

Пусть f — произвольная непрерывная функция, такая, что 
ИХ = мах |f(s)| < 1. Тогда получим 

s€[a,b] 

b b 

AF || ~ telat] еда = max е [ero 45| < 

b b 

< eb [ела < eb | etds = е’ (е? — е°). 

Следовательно, ||А|| < e’(e® - e*). Если fo(s) =1, s € [a,b], то 

b 

||А fol| = max ен (e° — еп). 

Так как ||fo|| = 1, то ||Al| > e®(e® — e*). В итоге получаем ||А|| = 

=е’(е? — еп). | 

Теорема 4.10. Если пространство W банатово, то и 

пространство £(U,W) линейных ограниченных операторов ба- 
нахово.
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< Пусть {A,} — фундаментальная последовательность элемен- 
тов A, Е С (И, №). Тогда, согласно определению 4.1, для любого 
= > 0 существует такой номер № (=) Е №, что для любых т > М№(=) 

и n> N(e) выполнено неравенство ||Ат — А‚|| <=. Выберем 
произвольный элемент м Е М и рассмотрим последовательность 
{A,u} элементов Али Е W. Она также фундаментальна в 

банаховом пространстве W, поскольку, согласно (4.26), для 
т > №(Е) ип> N(e) 

[Атм — Anullw = ||(Am — An)ullw < | Am — Аи < ellulle. 
Так как пространство W банахово, то {Аи} сходится к неко- 

торому элементу w из W. Любому элементу м Е М поставим в 

соответствие единственный (в силу единственности предела, по- 

следовательности) элемент w Е W, который является пределом 

последовательности {Ави}, т.е. определим оператор A, удовле- 

творяющий равенству 

lim Али = Au. (4.27) 
п—}со 

Оператор А является линейным в силу линейности опера: 

торов A, и свойств предела в банаховых пространствах [IX]. 

Покажем, что он ограничен. Из неравенства (4.1) имеем 

||| Am a || Anl| < || Am — An|l. 

Следовательно, числовая последовательность {{|A,||} фунда- 
ментальна, и, значит, является сходящейся [I]. Поэтому {||A,||} 
ограничена, т.е. существует такое число с > 0, что ||А„|| < с, 
пе М. Отсюда, учитывая (4.26), имеем ||Anullw < |. Пре- 
дел при n— со левой части этого неравенства, равен ||Ам|уу, 
поскольку в соответствии с (4.1) 

||| Antellw — ||Aullw| < [Аль — Aullw, 

а из (4.27) следует, что ||Апи — Ам|уу +0 при п + со. Таким 
образом, получаем ||Ам||уу < с|м||, т.е. оператор А ограничен 
и АЕД(М, И).
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Докажем, что оператор А является пределом последователь- 
ности {A,} в пространстве L(U,W), т.е. ||A, — Al] 0 при 
п —} oo. Выберем произвольное число = > 0. Tak как после- 

довательность {А„} является фундаментальной в L(U,W), то 

|An — Аж|| <=/2 для всех натуральных чисел п и т, превыша: 

ющих некоторое число М№(=) Е М. Для произвольного элемента 
иЕМи т, п > М имеем 

E 

(An — Am)ullw < [Ав — Amll [eller < Ши. 

Так как ||(An — Аж)и - (А, — A)ullw = |(Ат — A)ullw — 0 при 
т —} со, то ||(An — Аж) му > ||(An — A)ullw при т - со. По- 
этому, согласно теореме о предельном переходе в неравен- 
стве [I], получаем ||(A, — A)ullw < 5. Отсюда находим, 

что ||A, — Al|= sup ||(A, — A)ullw < 5 «Е. Следовательно, 
[м[ы<1 

An + А при п - со по норме в L(U,W). 

Итак, любая фундаментальная последовательность {A,} 
элементов из L(U,W) сходится к элементу этого пространства. 
Следовательно, С (М, У\) является банаховым пространством. P 

Последовательность операторов {Ап} С L(U,W) назы- 
вают стодящейся поточечно к оператору А, если для любой 

точки и Е (4 имеем A,u— Au при п -} со по норме в W. Отме- 

тим, что если последовательность операторов {А„} С L(U,W) 
сходится по норме пространства, L(U,W) к некоторому опера: 
тору АЕ L(U,W), т.е. |А„-А|| 0 при п — со, то она сходится 
поточечно к оператору А. Действительно, согласно (4.26), 

|| Али — Aullw < |А, - Ами 0, по, uel. 

Обратное утверждение неверно. Например, рассмотрим 
последовательность операторов {A,} С L(U,W), И = С, 1, 
У’ = КБ, причем 

1/n 

Anu=n | u(s) ds, u € C(0, 1]. 

0
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В силу свойств интеграла с переменным верхним пределом [VI] 

для любой функции u € C[0, 1] имеем 

1/n 

lim A,u= lim в [45 =: | “9 ds = 
п} со п} со 10Ё 

0 
t 

=| [ 8) 43] _ „= UO). 

0 

Определим оператор А: С|0,1] В равенством Au = u(0), 

u €C([0,1]. Нетрудно показать, что АЕ L(U,W). Последова- 

тельность {А„} сходится поточечно к оператору A, поскольку 

lim Anu = u(0) = Au, цЕС]0,1]. Однако последовательность 
n-—-?>0O 

{An} в данном случае не является сходящейся к оператору по 
норме пространства L(U,W), т.е. lim ||A, — А|| 40. Действи- 

п—со 

тельно, если 

2n?s—1, зЕ [0, 1/1]; 
ив ($) = 9 

1, s € (1/п^, 1], 

то ||. || = max |Un(s s)|=1, и при любом пЕ М 

|An— А] = sup |(An— A)ul 2 
Ши <1 

1/n 

> |(An — A) uy] = п [ un(s) 45 un(0) — 

0 

1/n? 1/n 

=n f (n?s—1)ds+n [ ds+1=2-—>1 
n 

0 1/n? 

Следовательно, оператор А не является пределом последова- 

тельности {A,}C L(U,W).
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Сформулируем один из основных принципов функциональ- 

ного анализа — принцип равномерной ограниченности. 

Теорема 4.11 (теорема Banaza — Штейнгауза»”). 

Если последовательность {А„} операторов A, Е L(U,W) orpa- 

ничена в каждой точке м Е М банахова, пространства, UY, т.е. 

УиЕИ ЗК, >0 \ЕМ: ||Апм| < Kua, 

то числовая последовательность {|| А„||} норм этих операторов 
ограничена. 

Доказательство этой теоремы можно найти, например, в 

учебнике Л.А. Люстерника и В.И. Соболева. 

Следствие 4.1. Если последовательность { А» } операторов 
An Е С(И,\), где М — банахово пространство, поточечно 
сходится к оператору А: М — W, то последовательность {|| A,||} 
ограничена. 

< Так как A,u— Au при п - ov, то [IX] 

Jim ||Awullw = Ар, wet (4.28) 
и числовая последовательность {||A,ul|} ограничена, для любого 
элемента м Е М. Поэтому в силу теоремы 4.11 последователь- 

ность {|| А„||} ограничена. > 

Теорема 4.12. Если М и W — банаховы пространства, a 

последовательность операторов A, Е L(U,W) такова, что для 

каждого элемента, и Е М последовательность {Ам} фундамен- 
тальна, то {А„} сходится поточечно к некоторому оператору 

АЕС(И, М). 

< Так как {A,u} — фундаментальная последовательность, а 

W — банахово пространство, то для каждого и Е И существует 
———=——=— 

“Г. Штейнгауз (1887-1972) — польский математик. 
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предел w Е W этой последовательности. Тем самым определен 
оператор A: М > W, где 

Аи = lim A,u, wel. 
noo 

В силу свойств предела и линейности операторов A, Е L(U, W) 

оператор А линейный. Согласно следствию 4.1, последователь- 
ность {|| А„||} ограничена, т.е. найдется число М > 0, такое, что 
[Азы [уу < M|lully, чЕИ, ne №. Отсюда, переходя к пределу 
при п — со и учитывая, что в силу условия Аим —} Ам при n— со 
справедливо (4.28), получаем || Ам||уу < M||ully, чЕИ. Следова- 
тельно, {A,u} сходится поточечно к оператору АЕ L(U,W). > 

Перейдем к изучению операторов, обратных к линейным 

ограниченным операторам. Обратный к линейному оператору 

А является также линейным оператором. Действительно, со- 

гласно (4.16), для любых чисел о, 2 Е К 

А(о1и1 + @2и2) = 1 Ам! + а2Ам2, щ1, из Е D(A). 

Отсюда при wy = Au), we = Аи2 и любых 01, Bo Е В с учетом 

определения 4.3 имеем 

Aq! (Вим: + Bw) = А”! (В, Аи: + В2Ам2) = 

= АТ А(В1 м1 + Bou) = Вим: + В2и2 = В Аим + B.A wo. 

Множество тех элементов u Е D(A) =U, для которых Ам = 

=0€ W, называют ядром оператора АЕ С(И, У) и обозначают 

КегА. Множество Кег А не пусто, так как А0 = 0 и ОЕ kerA. 

Нетрудно показать, что множество Кег А является линейным 

многообразием. 

Теорема 4.13. Для любого ограниченного линеиного опе- 

ратора АЕ L(U,W) ядро Кег А является подпространством. 

<q Докажем, что множество Кег А замкнуто в М. Пусть v — 

предельная точка множества Кег А. Тогда существует последо- 

вательность {v,,} С ker A, для которой v, > ® при п -} со. Так
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как А — линейный ограниченный оператор, то, согласно тео- 

реме 4.8, OH непрерывен. Следовательно, Av, — Av при п -} ov, 

HO Av, =0EW, п Е №, и, значит, Av =0. Итак, v Е КегА. В 

силу произвольности предельной точки v многообразие ker А 

замкнуто и ker А — подпространство. № 

Теорема 4.14. Линейный оператор А: М -} W, где М и 

W — линейные пространства и Е (А) = W, взаимно однозначен 
тогда и только тогда, когда его ядро состоит лишь из нулевого 
элемента, т.е. Кег А = {0}. 

< Пусть КегА = {0}, но допустим, что существует элемент 
w € В (А), имеющий два прообраза и, v Е D(A), таких что м 5. 
Но тогда Аи = м и Av=w. Отсюда следует, что А(м -— 5) = 

—=0€W, т.е. существует отличный от нулевого элемент U— v, 

принадлежащий Кег А. Это противоречие доказывает взаимную 

однозначность оператора, А при условии ker A = {0}. 

Пусть теперь оператор А взаимно однозначен. Тогда любой 

элемент в W имеет только один прообраз. В частности, элемент 

0 € W имеет единственный прообраз 0 Е UYU, т.е. ядро kerA 

оператора А состоит из одного элемента, ker А = {0}. > 

Замечание 4.1. Согласно теореме 4.14 и определению 4.3, 

для существования у линейного оператора, АЕ L(U,W), R(A) = 

= W, обратного оператора А”! необходимо и достаточно, что- 
бы Кег А ={0}. # 

В функциональном анализе важное место занимает следую- 

щЩая теорема. 

Теорема 4.15 (теорема Баната об обратном опера- 

торе). Допустим, что U и W — банаховы пространства, a 

Aé L(U,W) — линейный ограниченный взаимно однозначный 
оператор, для которого D(A) =U u В(А) = У. Тогда обратный 

оператор A~! ограничен. # 

Доказательство теоремы можно найти, например, в учебни- 

ке А.Н. Колмогорова и С.В. Фомина. Здесь докажем следую- 

щую теорему.



180 4. НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ОПЕРАТОРЫ 

Теорема 4.16. Пусть АЕ L(U,W) — линейный ограни- 

ченный оператор и У = Е(А). Тогда для существования и 

ограниченности в W оператора А7-!, обратного к оператору 

А, необходимо и достаточно, чтобы для некоторой константы 

т > 0 для всех uC UY было выполнено неравенство 

[Ами 2 ти. (4.29) 

< Необходимость. Пусть оператор A! существует и 

ограничен в W. Тогда в соответствии с (4.19) найдется такое 

число с > 0, что ||Aq! oly < ellv||lw, Е У = В(А). Полагая v = 
= Au ит= 1/с, приходим к (4.29). 

Достаточность. Пусть выполнено (4.29). Тогда Ам = 

= 0 € W возможно лишь при u=O0 EU, т.е. ker А = {0}. Поэтому, 
согласно замечанию 4.1, у оператора А существует обратный 
оператор А7!. Полагая в (4.29) и = A7!v, получаем || Ави < 

1 _ 
< = \|v|lw, т.е. в силу теоремы 4.7 оператор А”! ограничен. № 

Замечание 4.2. Из (4.26) и хода доказательства Teope- 
мы 4.16 следует, что при выполнении условия (4.29) для нормы 

обратного оператора справедлива, оценка, 

ПА < - (4.30) 

Пример 4.16. Наидем решение интегрального уравнения 

П рода г 

u(t) + | etuls ds=wi(t), ЕЕ [0,1], (4.31) 

где u,w € C[0,1] — непрерывные на отрезке [0,1] неизвестная 

и заданная функции соответственно. Пусть функция u € C(O, 1] 

является решением этого уравнения. Обозначим 

| e°u(s) ds =C(u).
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Покажем, что число C'(u) однозначно определено правой частью 
(4.31). Подставляя функцию u(t) в (4.31), получаем тождество 

u(t) +C(u)e’= w(t), Е [0,1]. (4.32) 

Умножим обе его части на функцию е' 

отрезку [0, 1]: 

и проинтегрируем по 

ИЛИ 

Подставив C'(u) в (4.32), получим, что любое решение уравне- 

ния (4.31) однозначно определено его правой частью: 

1 
2 
День ds, Е [0,1]. (4.33) +1 
0 

u(t) = w(t) — 2 

Нетрудно проверить, что верно и обратное утверждение. 

Для любой непрерывной Ha отрезке [(0, 1] функции w(t) непре- 

рывная функция u(t), определяемая равенством (4.33), является 

решением уравнения (4.31). 

Заметим, что линейный ограниченный оператор А: С'0,1] 

+ C[0,1], определяемый в соответствии с (4.31) равенством 

Аи = ш, имеет линейный ограниченный обратный оператор
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A~!: C[0,1] > C[0, 1], определяемый в соответствии с (4.33) pa- 
венством A~!w = и (линейность и ограниченность операторов 

Аи Aq! несложно проверить). # 

Пусть AE L=L(U,W) и ВЕД! = С (№, У), где И, У, W — 

нормированные пространства. Композиция линейных операто- 

ров Во А сохраняет свойства, линейности, поскольку для любых 

элементов u,v Е М и любых чисел Л иЕК 

(Bo А) (Ли + pv) = В(ЛАм + pAv) =ЛА(Во Адли-+ (Во А)ъ. 

Дважды используя (4.26), для любого элемента u Е М получаем 

|| Во Aully = ||В(Ам) | < ПВА < ВТА чм. 

Вычисляя при ||м||/ < 1 точные верхние грани левой и правой 

частей этого выражения и учитывая (4.25), приходим к нера- 

венству 

ПВо All < [Bile АЙс (4.34) 

для нормы композиции операторов. Таким образом, компози- 

ция Bo А является элементом нормированного пространства 

С(И,У) линейных ограниченных операторов. 

Рассмотрим нормированное пространство L(U) линейных 

ограниченных (а значит, согласно теореме 4.8, непрерывных) 

операторов, отображающих нормированное пространство М в 

себя. Если U — банахово пространство, т.е. М = В, то в силу те- 

оремы 4.10 £(B) также является банаховым пространством. В 

С(В) наряду с операциями (4.24) сложения операторов и умно- 

жения оператора Ha число можно ввести операцию умножения 

операторов как их композицию, отображающую В в себя. 

Пусть А, ВЕ (В). Тогда по определению АВи = (Ао B)u, 
и Е В. В общем случае АВи + BAu, т.е. умножение операторов 

в С (В) не обладает свойством коммутативности. О произве- 

дении АВ говорят, что оператор В умножен слева на А, или 

оператор А умножен справа на В. Произведение операторов
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A,B €L(B), будучи их композицией, ограничено, причем в со- 

ответствии с (4.34) имеем 

ABI] < ПАВ и ВАЙ < ВИ] (4.35) 

(здесь и далее норма ||. || определена в С(В)). Таким образом, 

если А, ВЕ Д(В), тои АВ, BAEL(B). 

Теорема 4.17. Если Ап, В, Е С(В), neEN, и lim An = 

=Ae€EL(B), lim В, = Be€EL(B), то 

lim A,B, = AB. (4.36) 
n— Oo 

< Используя (4.1) и (4.35), запишем 

|| An Bn-AB|| = ||(AnBn-AnB) + (AnB-AB)|| < 

< || An Bn-AnB||+||AnB-AB|| <|[Anll||Bn— ВВ, - All. 

Поскольку последовательность { А„} операторов A, Е С(В) cxo- 
дится в банаховом пространстве С(В), она ограничена. Сле- 
довательно, числовая последовательность {|| А„||} также огра- 
ничена. Tak как ||A, — Al| 0и || В, — B|| > 0 при п - со, то 
и ||A,B, — АВ| > 0 при п — со, что доказывает утверждение 

теоремы... №» 

Теорема 4.18. Если АЕД(В) и ||А|| <9< 1, то опера: 
тор [- АЕ Д(В) имеет обратный ограниченный оператор 5 = 
= (1- A)7!, причем 

1 
< ——. . 19 Ш (4.37) 

ч В банаховом пространстве £(B) рассмотрим ряд 

1+ АЗ А? АЗ+...+ А"+...= У А^. (4.38) 
k=0
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В силу (4.35) и условия теоремы для произвольного К Е М имеем 

A* ll < [4 <9°. Ряд 

сходится при 4 < 1. Поэтому к некоторому элементу 5 Е Д(В) 

сходится и ряд (4.38) [IX]. 
Для частичной суммы 

Sn =1+А+ А? + АЗ+...+ A” (4.39) 

ряда (4.38) находим 

Sn(I- А) =1+А+ А+... А" — 

—-А- А?-...— АТ АТ = | - АП. 

Аналогично (I — A)S, = Г- A™t!. Поскольку || А" || < || A||?*! < 
<q™t!, < 1, то ||A"*t!|| +0 при п + со, а значит, А"! 
стремится при п — со к нулевому оператору О Е С(В). Переходя 
в двух последних равенствах к пределу при п -} со, получаем 
5(1- А) = (1- А)5 = Г. В силу теоремы 4.1 заключаем, что 

оператор J — А имеет обратный оператор, причем (J — А)-! = 
=5. 

Из (4.39) с учетом (4.1) и формулы для суммы геометриче- 

ской прогрессии следует 

ТЫ 
1- [|4] 

Sal < 1+ АР +... + All" = (4.40) 

Переходя в (4.40) к пределу при п — со и учитывая, что ||А|| < 
<а< 1, приходим к (4.37). > 

Пример 4.17. Рассмотрим интегральное уравнение II рода 

b 

(9 — 2 ] K(E,t)u(t)dt= f(Q), u,feCla,b], (4.41)
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где K(€,t) — ядро этого уравнения, являющееся функцией, 

непрерывной Ha декартовом произведении отрезка (а, 6] на себя, 

а A#0 — параметр данного уравнения. Представим (4.41) 

в виде операторного уравнения (J — А)и = }, где оператор А 

преобразует искомую функцию u(E) в функцию 

b 

v= Af K(E,t)ult) dt, 
a 

т.е. действует из С[а,6] в C[a,b], так как v(€) Е С|а,6]. 
Используя свойства определенного интеграла, | VI], для функ- 

ции о = Аци любой точки € € [а, 6] находим 

[xen t) dt} < «в t)| dt < 

< |A|(b-—a) max ИК (€,t)| тах |u(€)|. (4.42) 
€,t€ [2,6] €€[2,6] 

Пусть 

а=|А|(6-а) max |K(E,t)| < 1. (4.43) 
€,tE[a,b] 

Тогда с учетом (4.42) получим 

ПАщ[сь,ы = max |5 (6) < 9 т ax |u(s У = allullcta,s)- 

Отсюда в соответствии с (4.43) и введением нормы оператора 

при помощи (4.19) следует, что ||А|| <9< 1. 

Таким образом, согласно теореме 4.18, существует опе- 

ратор 5, обратный к оператору [- А, т.е. рассматриваемое 

интегральное уравнение при выполнении условия (4.43) имеет 

единственное решение u° = Sf, причем в соответствии с (4.26) 

и (4.37) |ч°Псены < SIF llofa < Ив. o> где || са ы = 

— max [P(E €)|.
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4.6. Спектр линейного оператора 

Рассмотрим операторное уравнение 

Ам — Ли=ф}, или (A-Alhu=f, ми ЕВ, (4.44) 

где А — линеиный оператор, отображающий линейное много- 

образие D(A) банатова пространства В в В, а А — некоторый 

числовой параметр. Соответствующее (4.44) однородное опе- 

раторное уравнение 

Аи — Ли=0, или (А-Л)и=0 (4.45) 

всегда имеет тривиальное решение u = 0. 
Пусть для некоторого фиксированного А оператор A — AI 

имеет обратный (А- ЛГ)! = Ry (A), называемый резольвент- 
ным оператором (или резольвентой оператора А). То- 

гда для этого А уравнение (4.44) имеет при любом f € В един- 
ственное решение и = R)(A)f, а (4.45) — лишь тривиальное 

решение м = 0. Если в этом случае оператор R)(A) ограничен, 
то такое фиксированное Л называют регулярным значением 
оператора А. 

Если при фиксированном А уравнение (4.45) помимо триви- 
ального имеет решение Е D(A), м0, то такое Л называ- 

ют собственным значением (или тарактеристическим 
числом), а и — соответствующим этому значению Л соб- 
ственным элементом (или, в случае функциональных про- 
странств, собственной функцией) оператора А. 

Пусть Аи we D(A) — некоторое собственное значение 
оператора, А и соответствующий этому A собственный элемент, 
а (4.44) имеет при некотором } решение м’, т.е. 

Аи — Ли = 0, Au’ — Ли = f. 

Складывая почленно эти два соотношения, получаем А(и- и’) — 

— Ли м’) = }, т.е. + м’ также является решением (4.44).
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Отсюда видно, что уравнение (4.44) в случае собственного 

значения А имеет несколько различных решений. 

Совокупность всех значений А, не являющихся регулярны- 

ми, называют спектром оператора А. В частности, все 

собственные значения принадлежат спектру. Действительно, 

если А — собственное значение оператора А, то ядро операто- 

ра А - AI содержит наряду с нулевым элементом 0 € D(A) по 

крайней мере один собственный элемент и Е D(A), соответству- 
ющий этому собственному значению, т.е. Кег(А — AJ) # {0}. Ho 
тогда, согласно теореме 4.14, не существует оператора, обрат- 

ного к оператору A— АГ, и A не является регулярным значением 

оператора А. 

Отметим, что в конечномерном банаховом пространстве 

спектр любого линейного оператора состоит только из соб- 

ственных значений. Если линеиный оператор А определен в 

бесконечномерном банаховом пространстве, то его спектр мо- 

жет включать: 

1) точечный спектр, состоящий из множества собствен- 

ных значений оператора A; 

2) непрерывный спектр, содержащий те значения A, для 

которых Ha множестве УС В значений оператора, А — Al опреде- 

лен обратный оператор (A—AJ)~!, причем У # В, но замыкание 

У = В; 
3) остаточный спектр, состоящий из тех значений А, 

для которых оператор (А — ЛГ)! определен на множестве 

У СВ, причем У = В. 

В случаях 2 и 3 оператор (А -— ЛГ)! может быть неограни- 

ченным. Таким образом, спектр линейного оператора является 

объединением трех непересекающихся множеств: точечного, 

непрерывного и остаточного спектров. 

Теорема 4.19. Если А — линейный ограниченный опера- 

тор в банаховом пространстве В и |X| > ||А||, то А — регулярное 
значение оператора А.
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All — 
[Al 

A-AlI= -A(J — *) в силу теоремы 4.18 имеет обратный 

< Из условия теоремы ясно, что Аи q < 1. Оператор 

ограниченный оператор и при этом 

] А 4? 43 | 
ВА) = -5 (1+5+55+55 +...) (4.46) 

что доказывает утверждение теоремы. P 

Следствие 4.2. Если АЕД(В) и Л — точка спектра 
оператора A, то |A| < ||А||, т.е. точки спектра оператора A 

принадлежат кругу радиуса ||А|| с центром в нуле. 

Теорема 4.20. Регулярные значения линейного ограничен- 

ного оператора A € £(B), действующего в банаховом простран- 

стве В, образуют открытое числовое множество. 

< Если Л — регулярное значение оператора A, то существу- 

ет ограниченный резольвентный оператор Вл(А) = (А- ЛГ)", 

определенный на, всем банаховом пространстве В. Пусть |AA| < 

< (18^(4) ||)’. Рассмотрим оператор А — (А+ АЛ)Г, записав 
его в виде 

А- AI - Ad(A—XI)Ry(A) = (A— AI) (I — AAR)(A)). 

Для Toro чтобы существовал ограниченный обратный оператор 

(А — (А+ AA)I)~*, достаточно, чтобы существовал ограничен- 

ный обратный оператор (J — AXR,(A))~. Согласно Teope- 

ме 4.18, ограниченный обратный оператор (J — АЛВ)(А)) 

существует, поскольку из условия |AA| < (18^(А)||) следует, 

что |[AAR)(A)|| < 1. Таким образом, вместе с Л совокупность 
регулярных значений оператора A включает окрестность X ра- 

—1 v 
диуса (||R)(A)||), т.е. совокупность регулярных значений — 
открытое числовое множество. >
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Следствие 4.3. Спектр линейного ограниченного опера- 

тора АЕ L(B), действующего в банаховом пространстве В, 

является замкнутым числовым множеством. 

< Спектр оператора, А Е (В) является дополнением множества 

регулярных значений, которое, согласно теореме 4.20, откры- 

то в К или в С. Дополнение же открытого множества, всегда, 

замкнуто [I]. > 

Пример 4.18. Пусть в банаховом пространстве C[—7,7] 

оператор А определен равенством Аи = и(—х), Е [—7, 7]. То- 

гда операторному уравнению Au — Ли = 0 помимо функции 

u(x) =0 при A, =1 будут удовлетворять все четные функции 

u(x) = и(—х), принадлежащие C[—7,7], а при А2 = —1, — все 

нечетные функции u(r) = —и(—х) из Cl[—7,7]. Следовательно, 
A; =Т и А2 = -1 являются собственными значениями рассма- 

триваемого оператора, и принадлежат его спектру. 

Покажем, что спектр оператора А содержит лишь два соб- 

ственных значения А! =Т и А2 = -1 и, следовательно, совпа- 

дает с точечным спектром. Пусть 9 Е C[—7,7] — произволь- 

ная функция из C[—7,7]. Операторное уравнение Ач -— Ли = 9 

эквивалентно уравнению u(—z) — Ли(т) = g(z), « € [—7, 7], или 
уравнению (т) — Au(—z) = 9(—х), Е [-т,п]. Умножая пред- 
последнее уравнение на, Л и складывая с последним, получаем 

(1- Л?) (5) =9(-=) + Л9(2), тЕ[-т,л]. 

Если Л = +1, то непосредственной проверкой можно устано- 

вить, что резольвентный оператор Ал(А) определен равенством 

9(—т) + Ag(z) 
1— 2 Ry(A)g= (A-AI)"g = 

и является ограниченным в C[-7,7]. Следовательно, любое 

число А 2 +1 является регулярным значением оператора A. 

Пример 4.19. В банаховом пространстве С10,1] равенст- 

вом Аи = ти(х) определен линейный ограниченный оператор А.
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Операторное уравнение Ам — Ли = f, где f € C[0,1] — задан- 
ная функция, эквивалентно уравнению ти(х) — Ли(т) = f(z), 

тЕ [0,1], где искомой является непрерывная Ha отрезке [0, 1] 

функция u(r). При ЛЕЖ \ (0, 1] решение этого уравнения суще- 
ствует и единственно для любой функции f € C[0,1] и опреде- 

лено равенством u(z) = Ле. Таким образом, при ЛЕК \ [0,1] 

существует ограниченный резольвентный оператор R)(A), и A 

является регулярным значением оператора А. 

Пусть ЛЕ (0, 1]. Если непрерывная на отрезке [0, 1] функция 
и(т) является решением уравнения (xz — Л)и(х) = f(z), тЕ [0, 1], 
то при z = А левая часть уравнения обращается в нуль. Следова- 

тельно, необходимым условием существования решения в этом 

случае является f(\) = 0. Таким образом, при ЛЕ [0, 1] резоль- 

вентный оператор R)(A) определен на множестве Y) С С|0,1], 

состоящем из функций, равных нулю в точке х = A. Кроме то- 

го, можно показать, что оператор A)(A) не ограничен на У». 

Итак, отрезок [0, 1] является спектром оператора A, причем 

остаточным, поскольку Ух = C[0, 1]. 

4? 

dx? 
определен Ha линейном многообразии D(A) банахова простран- 

ства, С[0, 1], состоящем из функций u(r), дважды непрерывно 

дифференцируемых Ha отрезке [0, 1] и принимающих значения 

и(0) = u(1) =0. Операторное уравнение Au — Ли = 0 являет- 

ся линеиным однородным обыкновенным дифференциальным 

уравнением (ОДУ) 

Пример 4.20. Дифференциальный оператор А = — 

и+ Ли=0 (4.47) 

с постоянными коэффициентами. Если А = 0, то общее решение 
этого ОДУ имеет вид u(r) =С1-+Сох. Из условий u(0) = u(1) = 

= 0 получаем C) = C2 =0 и u(r) Е 0, хЕ [0,1]. Следовательно, 
А = 0 не является собственным значением оператора А. 

Если A < 0, то характеристическое уравнение для (4.47) 

имеет корни -\/-Л Е В, а общее решение OY (4.47) примет
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ВИД 

u(x) = C¥ exp(xV—A) + С*ехр(-х\/-Л). 

Так как u(0) = u(l)=0, то С*+С* =0 и Cfexp(V—A) + 

+ Схехр(-/-Л) =0. Отсюда находим Cf = Cz = 0, так что 
А < Оне является собственным значением оператора A. 

Если А > 0, то, решая для (4.47) характеристическое уравне- 

ние, находим его комплексно сопряженные корни +1, где > 0 

и 2? =). В этом случае общее решение ОДУ (4.47) имеет вид 

u(x )=Cicoswz+Csinwz. Из условий u(0) = u(1) = 0 получаем 

С = =бОи С cosw + Cosinw = = 0. Следовательно, 

Созть = 0. (4.48) 

Если в (4.48) принять C2 = 0, то придем к тривиальному 

решению u(z)=0 ОДУ (4.47). Если же положить С. £0, то 
из (4.48) получим sinw = 0, т.е. w=k7, КЕ М, поскольку w > 0. 

Таким образом, имеем бесконечное множество нетривиальных 

решений 

ик (т) = Cosinkrz, СЕ R \ {0}, (4.49) 

уравнения Au—Au=0 при Л = (Ёт)?, KEN. 

Итак, Л, = (Ёт)?, КЕ М, являются собственными значени- 

ями оператора А, причем каждому из них соответствует од- 
номерное подпространство, состоящее из собственных элемен- 
тов (собственных функций} ик (т), определяемых соотношением 

(4.49), и нулевой функции и(т) =0. # 

Рассмотрим спектр вполне непрерывного линейного опера- 

тора A, действующего в бесконечномерном банаховом про- 

странстве В. Такой оператор, будучи непрерывным. в силу 

теоремы 4.8 является и ограниченным. Отметим, что для та- 

кого оператора, нуль будет точкой спектра. Действительно, в 

противном случае существует непрерывный линейный опера- 

тор А-!: В - В, обратный к А. Тогда, поскольку Аи А! — 
непрерывные отображения, оператор А открытый единичный
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шар переведет в открытое множество из В, обязательно со- 

держащее некоторый замкнутый шар положительного радиуса. 

Так как оператор А вполне непрерывен, то этот замкнутый 

шар является относительно компактным, из чего следует конеч- 

номерность В (см. 4.2), а это противоречит первоначальному 

условию. 

Таким образом, точка 0 Е К принадлежит спектру вполне 

непрерывного оператора А. Выясним некоторые свойства 

точечного спектра такого оператора. 

Теорема 4.21. Вполне непрерывный линеиный оператор 

А в банаховом пространстве В при любом 0 > 0 имеет лишь 

конечное число линейно независимых собственных элементов, 

отвечающих собственным значениям, превышающим по моду- 

лю 0. 

< Предположим противное. Пусть для некоторого 6 > 0 суще- 

ствует последовательность линейно независимых собственных 

элементов у„ линейного оператора A, для которых Ayn = AnYn 

и |A,| > 6, n € N. Согласно теореме 4.2, найдется последо- 

вательность {v,} С В, такая, что для любого номера n Е № 
справедливы утверждения 

1 
[5„||=1; wm € Bn; р(®В,—1)= Ш | -у|>-, (4.50) 

УЕВ 2 п-1 

где В, — линейная оболочка элементов yx, K=1,n. Tak как 
Vv Vv 1 1) 

|An| > 6, To |] || = ||| -, Т.е. последовательность =} 
Ап |An| 6 An 

ограничена в В. Рассмотрим последовательность {uy}, где 
Vv 

Un = A( 3), пеЕ М. Так kak v, Е B,, a элементы Y1, Yo, ..., 
п 

Yn составляют базис в В», то 

n 

Vn = э al” yp. 
k=1
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Кроме того, учитывая соотношения Ay, = Акук, К = 1, п, имеем 

n (n) n—-1 

ть AkYk — Un + Vy = 5 a(”) (94 — 1) yn +v Nn n п — k Xn п. 

k=1 k=1 

Поэтому для любого номера п Е № справедливо представление 

Un = Unt Zn, Где 

Zn = Sal”) (5% — 1) ye Е Bn-1. 

Пусть [и т, [< т, выбраны произвольно. В силу разложе- 

НИЙ Um = м + 2щ, Где Zm Е Вил, и = 91+ 21, Где 21 Е Bi} С 

С Ви_1, имеем у =%!+ 21 -— 21 Е Вт-1. Отсюда, учитывая 

условия (4.50), приходим к соотношениям 

1 
[шт — tl] = |9 + 2 — Vi 21| = [lem — У > 5. 

Итак, из последовательности {и„}, являющейся при действии 

вполне непрерывного оператора А образом ограниченной по- 

следовательности {v,,}, нельзя выбрать сходящуюся подпосле- 

довательность, т.е. пришли к противоречию, что доказывает 

теорему. № 

Следствие 4.4. Число линейно независимых собственных 

элементов, отвечающих данному собственному значению A + 0 

вполне непрерывного оператора, А Е £(B), конечно. 

< Достаточно применить теорему 4.21 для д = A > 

Следствие 4.5. Для любого вполне непрерывного операто- 

ра АЕД(В) число собственных значений конечно или счетно.
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Все собственные значения можно представить в виде конечной 

или бесконечной последовательности {Л„}, причем 

Ai] > [Aa] >... 212 А+ >... 
(собственные значения в этой последовательности повторяются 
столько раз, какова, размерность собственного подпространст- 
ва). Если {Л„} бесконечна, TOA, > 0 при п $ со. # 

Спектр вполне непрерывного линейного оператора в банахо- 

вом пространстве состоит только из точечного спектра, и точки 

нуль, которая может принадлежать спектру любого вида. Это 

утверждение следует из теоремы, которую называют альтер- 

нативой Фредгольма». 

Теорема 4.22. Пусть В — банахово пространство, A: В 

— В — линейный вполне непрерывный оператор и Л: 0. Тогда, 

для операторных уравнений Ам — Ли = фи Аи - Ли = 0 имеет 

место одна из следующих возможностей: 

1) однородное уравнение имеет только тривиальное реше- 

ние, а Л является регулярным значением оператора А. В этом 

случае неоднородное уравнение для любого элемента, f € В име- 

ет решение u = (А — АГ): и притом единственное; 

2) однородное уравнение имеет хотя бы одно нетривиальное 

решение. В этом случае неоднородное уравнение либо не имеет 

решения, либо имеет более одного. 

Пример 4.21. Найдем спектр оператора, А: C[0, 1] > C[0, 1], 
действующего по правилу 

р=А(и) = Ф(И= лещ) ds, ЕЕ [0,1]. 

Согласно выводам примеров 4.8 и 4.15, оператор А является 

вполне непрерывным линейным оператором. 

*Э.И. Фредгольм (1866-1927) — шведский математик.
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Если A+ 0 является собственным значением оператора A, то 

существует отличное от нулевого решение и Е C([0, 1] уравнения 

t | s*u(s)ds= u(t), ЕЕ [0, 1]. (4.51) | 
Этим решением будет собственная функция, отвечающая Ли 

имеющая вид u(t) = =, где а 0, что следует из (4.51), если 

обозначить 

at v 
Подставляя u(t) = — в последний интеграл, получаем уравнение 

А 

1 

=| 
0 

относительно аи А: 

1 
Решая его, находим а (1 — x) = 0. Так как a#0, то Л = 1/4. 

Если функцию u(t) =$ подставить в (4.51) при Л = 1/4, то 
получим верное тождество. 

Таким образом, единственное собственное значение опера- 
тора A, отличное от нуля, равно 1/4, a собственные функции, 
отвечающие этому значению, имеют вид Ct, где C40, и вме- 

сте с нулевой функцией образуют одномерное подпространство 

в С[0,1]. Следовательно, спектр оператора А состоит из двух 
значений 0 и 1/4, принадлежащих точечному спектру. Соб- 
ственному значению Л = 0 отвечает любая ненулевая функция 
u(t), t [0, 1], для которой 

1 

ещо dt = 0, 

0 

53 аз. 

>
|
 2 

например, u(t) = 41 — 3.
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4.7. Пополнение нормированного пространства 

Если последовательность {м„} элементов банатова прост- 

ранства В такова, что любой элемент м Е В можно единствен- 

ным образом представить в виде сходящегося ряда 

©о 

и = У ати, а, Е К, (4.52) 

n=1 

TO последовательность {м„} называют счетным базисом в В. 
При этом равенство (4.52) называют разложением элемента 

и по базису {u,}, а коэффициенты a, в этом равенстве — 

координатами элемента и в данном базисе. 

Счетный базис является последовательностью линейно не- 

зависимых элементов. Банахово пространство со счетным ба- 

зисом сепарабельно [IX], но не всякое сепарабельное простран- 

ство имеет счетный базис. 

Обсуждение математических моделей физических процес- 

сов в части | показывает, что в этих моделях, как правило, 

приходится иметь дело с решением операторного уравнения 

вида 

P(u) =f, (4.53) 
где Р — некоторый оператор в банаховом пространстве В, 

ué€D(P), f € R(P). На практике элементами банахова, про- 
странства являются функции u(az), определенные в некоторой 

области У СК” и удовлетворяющие краевым условиям Ha гра- 

нице ОУ этой области. Большинство приближенных методов 

решения подобных уравнений основано на построении такой 

последовательности {un}, что 

lim Р(им) = f. (4.54) 
№ со 

При этом изучают вопросы, имеет ли последовательность {wy } 

предел, принадлежит ли этот предел D(P) и является ли он 

решением уравнения Р(и) = f.
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Учитывая (4.52), можно положить 

N 

tin =) а» (№)и,, adn(N) ER, (4.55) 
n=l 

где функции u, Е В, п = 1, М, являются элементами счетного 

базиса, {и„} в банаховом пространстве В. 

Если область определения D(P) оператора, Р является под- 

пространством и и, Е D(P), пЕ №, To при выполнении условия 

(4.54) в некоторых случаях (см. 5.2) можно ожидать, что по- 

следовательность {un} будет сходиться к искомой функции 
uo Е D(P), удовлетворяющей (4.53). Но если u, ¢ D(P), то и 
un ¢ D(P), так что выражение Р(им) в (4.54) не будет опреде- 
лено. Поэтому следует использовать такие функции u, Е D(P), 

n Е №, которые бы составляли счетный базис {u,} в О(Р). 

Однако D(P) может и не быть подпространством. Тогда 

последовательность {им} С D(P) может сходиться к элементу 

и ¢ D(P), не являющемуся решением уравнения (4.53) в обыч- 

ном смысле. Кроме того, (4.53) не имеет решения в D(P), если 

f € R(P), что характерно для прикладных задач. 

Эти трудности можно преодолеть, расширив понятие ре- 

шения операторного уравнения. Такое решение, называемое 

обобщенным в отличие от классического решения Up Е 

Е D(P), рассматривают в пространстве, получаемом расши- 

рением области D(P) определения оператора P, пополняя ее 

некоторыми особыми элементами. 

Напомним, что линейные пространства D и 0’ называ- 

ют изоморфными, если существует такое взаимно однознач- 

ное отображение ф: D> 0’, что (Ли + pv) = Ло(и) + иф(ъ), 

А, ЕВ, u,veD. Такое отображение называют изоморфиз- 

мом этих пространств. 

Определение 4.10. Нормированные пространства D 

и 0’ называют чзометричными и говорят, что О’ изоме- 

трично D (и наоборот), если существует их изоморфизм ф как
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линейных пространств, удовлетворяющий условию ||ф(м)||р’ = 

= ||м||р, we D. При этом изоморфизм ф называют изомет- 

puet. 

Определение 4.11. Банахово пространство В называют 

пополнением нормированного пространства 0, если су- 
ществует линейное многообразие D’ C В, изометричное D и 

являющееся множеством, всюду плотным в В (D! = B). 

Теорема 4.23. Любое нормированное пространство D име- 

ет некоторое пополнение В. Любые два пополнения В1 и By 

нормированного пространства D изометричны. 

< Две фундаментальные последовательности {ми} и {ul} эле- 

ментов из D назовем эквивалентными и будем писать {u,} ~ 

~ {ul}, если 
lim ||u, —w,||p = 0. (4.56) 

n— oo 

Для отношения ~ из (4.56) следуют свойства рефлексивности 

({un}~ {un}, так как ||u, — м» |р = 0), симметричностии (если 

{un} ~{u,}, то {u,} ~ {un} в силу |lun — м, [р =||u, — м„[|р) и 
транзитивности: если {ии} 4} и {м} > {м}, то {un} > 

~ {ип}, так как из (4.1) имеем 

0 < |lun — м, |р = ||(м- м) + (uw, -— м,)|р < 

< ми - м, |р+ [м — м, |р 

и после перехода в этом неравенстве к пределу при п -} © 

получаем 

Jim, ша — мир = 0. 
Следовательно, отношение ~ является отношением эквива- 

лентности. Поэтому множество всех фундаментальных после- 

довательностей элементов из D распадается Ha непересекающи- 

еся подмножества, каждое из которых составляет некоторый 

класс эквивалентности. Множество классов эквивалентности 

фундаментальных последовательностей из D обозначим В и



4.7. Пополнение нормированного пространства 199 

покажем, что его можно наделить структурой банахова, про- 
странства. 

Начнем с определения в В операции сложения. Пусть м и 

v — классы эквивалентности по отношению, введенному в D. 
Выберем из этих классов эквивалентности фундаментальные 
в D последовательности {u,} € un {v,} Е 5. Нетрудно прове- 

рить, что последовательность {м„-+ 0 } также фундаментальна 

в 2. Поэтому она входит в некоторый класс эквивалентности, 
который обозначим U+ v. Покажем, что определение этого 

класса корректно, т.е. оно не зависит от выбора последователь- 
ностей из классов u uv. Пусть {ми} > {ul} и {vn} ~ {vf}. 
Докажем, что {u,+v,}~ {м +9’ }. Наряду с (4.56) будет вер- 
HO и 

lim ||v, — v,||p =0. (4.57) 
N—> 0O 

Используя (4.1), получаем 

О |[(tn +n) — (мы + о) |р = ||(Un — U,) + (Un — Va) ILD < 

< [ма — ми [р + [ln — в, |. 

Переходя в этом неравенстве к пределу при n— со и учитывая 
(4.56) и (4.57), имеем 

fim, Ишь + Pn) — (ah +5) |р = 0 
т.е. {ми Но} > {м +0, }, а значит, и {м фо’ } Ем -{ 5, что 
доказывает корректность определения в В операции сложения 
элементов. 

Введем операцию умножения элементов из В на числа. Если 
последовательность {ми} Е м фундаментальна в D, то легко 

проверить, что последовательность {Ам„}, где ЛЕК, также 

фундаментальна в О. Следовательно, она входит в некоторый 
класс эквивалентности, который обозначим Ам. Проверим, что 

определение этого класса корректно, т.е. оно не зависит от 
выбора последовательностей из класса и. Пусть {un} ~ {ul}.
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Докажем, что {Au,}~ {Аи} для любого ЛЕК. Используя 

(4.56), находим 

Jim | Ашя — Хм [р = [A] lim. мы — р = 0, 

т.е. {Aun} ~ {Au,,}, а значит, и {Ам/ } Е Ам, что доказывает 
корректность определения в В операции умножения элемента 

на, число. 
Итак, в В введены линейные операции. Так как они опреде- 

лены через линейные операции в О, то можно показать, что в 
В выполнены все аксиомы линейного пространства. Поэтому В 
является линейным пространством. Роль нулевого элемента в 

В выполняет класс 0, определяемый условием и+0=14, Е В. 

Представителем этого класса, является фундаментальная после- 
довательность, все члены которой равны нулевому элементу 
ОЕД. Отсюда, учитывая (4.56), получаем, что последователь- 

ность {мл } Е 0 тогда и только тогда, когда || м» || 3 0 при п — со. 
Введем норму в линеином пространстве В. Для любого клас- 

са эквивалентности и выберем фундаментальную последова- 
тельность {Uy} Е м и положим 

пм [в = lim ||“. (4.58) 
п—}со 

Так как в соответствии с (4.1) 

|» Пр — || |2 < ||um — Un||D, 

то числовая последовательность {||м„||} в силу определения 4.1 
фундаментальна и, согласно критерию Коши [1], сходится к 

некоторому пределу. Значение этого предела не зависит OT 
выбора последовательности из класса uU. В самом деле, для 
произвольных последовательностей {u,} и {uw } из класса экви- 

валентности U в соответствии с (4.1) имеем [м — |e, [2 < 

< м» — м, ||р и, используя (4.56), получаем || ||р — ||w/, || p 4 0 
при п — со, или Пт ||м/ |р = lim |м,|р. 

п—} со п—}оо
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Для (4.58) выполнены аксиомы нормы (см. 4.1). Действи- 
тельно, ||м||в > 0, причем если || ||в = 0, то для любой последо- 
вательности {им} Е и в соответствии с (4.58) ||м»„|р — 0 при 

п > co. Таким образом, {ми} Е 0, те. и =0. Очевидно и 

обратное: если & = 0, то ||||в =0. Из аксиом нормы имеем 

ualld = [ща и [lun + Pall < [luall + llvallo, где ЛЕВ, 
{и} Е ии {v,} Е 5. Переходя в этих соотношениях к пределу 

при п -> со, получаем || [в = [| [м] ви [ив < М8 ||. 
Таким образом, (4.58) определяет в линейном простран- 

стве В норму, т.е. В является нормированным пространством. 
Покажем, что оно включает линейное многообразие 0’, изоме- 

тричное О. Прежде всего убедимся, что существует инъектив- 
ное отображение ‹2, переводящее [) в В. Любому элементу u € D 

поставим в соответствие класс y(u) = м’ Е В фундаментальных 
последовательностей, которому принадлежит стационарная по- 
следовательность {u,} с элементами u, =иЕ D, пЕ №. Ясно. 

что эта последовательность сходится к элементу Е D. Но 
если в классе эквивалентности U’ Е В хотя бы одна последова- 

тельность {и } Е м’ сходится к некоторому элементу и Е О, то 
все последовательности этого класса, сходятся, причем к этому 
же элементу Е О. В самом деле, пусть {м/ } Е м’. Тогда с 
учетом аксиомы 3 нормы (см. 4.1) запишем 

[ии — м [р < [м — ми [р + [lun — м]. 
Переходя в этом неравенстве к пределу при п — со и учитывая 
(4.56), получаем, что ||w, — м||р > 0 при п — oo. Поэтому, если 
(м) = y(w) для некоторых u,w Е О, м > №, то класс экви- 

валентности ф(и) состоит из последовательностей, которые 
сходятся как к U, так ик W, что невозможно. Следователь- 
но, отображение Y инъективно. 

Из (4.58) вытекает, что если uC Вим’ = (м), то 

м’ lls = [м р. (4.59) 

Обозначим область значений отображения ф через 0’. Соот- 
~ / ветствие ф между элементами и Е D и классами u’ Е D' CB,
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удовлетворяющее (4.59), является биективным (взаимно одно- 
значным} отображением D в 0’. Это отображение линейно 

в силу определения в В линейных операций с классами экви- 

валентности, и поэтому О’ — линейное многообразие в В, a 
отображение y — изоморфизм между О и 0’. В качестве 

нормы в О’ используем норму в В. С учетом (4.59) ||ф(м)|| р’ = 
= ||Ф(м)||в = |м|р. Согласно определению 4.10, это означает, 
что ри 0’ изометричны. 

Итак, множество О’ всех классов и’, содержащих стацио- 
нарные последовательности, члены каждой из которых равны 
соответствующему элементу из О, является линейным много- 
образием в В, изометричным D. Покажем, что это многообра- 
зие всюду плотно в В. Выберем произвольное = > 0 и в любом 
классе u Е В рассмотрим некоторую фундаментальную последо- 
вательность {и } Е и элементов из О. В силу определения 4.1 
фундаментальной последовательности существует такой номер 

№ Е М, что 
= 

2 

при т > № ип > №. Зафиксируем номер т > WN. Тогда класс 

Ф(ит) = Um € О’ содержит стационарную последовательность, 

все элементы которой равны ит. В соответствии с (4.58) и 

(4.60) получим 

lun — мт ||р < (4.60) 

ОО Е 
|| — м | в = jim || —ит||р < 5 <Е. (4.61) 

Это означает, что в любой =-окрестности точки и Е В найдется 
хотя бы одна точка из 0’. Таким образом, согласно определе- 
нию 4.2, линейное многообразие О’ всюду плотно в В. 

Наконец, покажем, что нормированное пространство В яв- 
ляется полным, т.е. банаховым. Пусть задана фундаментальная 
в В последовательность {u, } элементов из В. Так как О’ всюду 
плотно в В, то для каждого uy, Е В можно найти такой элемент 
7, Е О’, что 

~ ~ ] 
|на, [в < =. (4.62)
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Тогда, используя (4.1), получаем 

Pm — Эа [в = || (9 — Um) + (Un — Pn) + (Um — Un) Ila < 

< [т — т |8 + [Ма — 9 | + [т — Ualls < 

< — + - + ||Um — и„||в. (4.63) 

Согласно определению 4.1 фундаментальной последователь- 

ности, для произвольного = > 0 существует такой номер №, что 

\|em — 9. ||в < 5 при т > №Мит > №. Выберем т > шах{ 4, №} 

5 
Е 

ип> max { * м}. Тогда из (4.63) имеем 

~ ow = = = 
Wm — ЗВ < до =e (4.64) 

что, согласно определению 4.1, означает фундаментальность 
последовательности {v,} в В. Благодаря изометричности 0" и 

D каждому элементу v, Е О’ соответствует единственный эле- 

мент v,, Е.О, причем в силу фундаментальности последователь- 
ности {v,} последовательность {v,,} также фундаментальна и 
ей соответствует некоторый класс эквивалентности v Е В. 

Учитывая (4.1) и (4.62), запишем 

~~ ~~ ~~ 1 
0 < [ши — 98 < [Ша — Palla + |8 — Valls < — + ||v — в. (4.65) 

Tak Kak ||v — v_|/p = lim ||¥m — pile, To lim ||v — v,||B = 0. 
™m— oo т-—} оо 

Переходя в (4.65) к пределу при п —- со, получаем 

lim |2, — 5|в = 0, 
п—} оо 

т.е. на основании (4.2) заключаем, что lim u, =v. Это озна- 
п>со 

Чает, что произвольная фундаментальная последовательность 
элементов из В сходится по норме ||. ||в к элементу, также при- 
надлежащему В, т.е. нормированное пространство В является 

полным (банаховым) пространством (см. 4.1).
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Таким образом, все условия определения 4.11 выполнены, 

а это значит, что В является пополнением нормированного 

пространства, [). № 

Вопросы и задачи 

4.1. Доказать, что в функциональном пространстве U не- 

прерывно дифференцируемых на отрезке [а,6] функций f(z) 

можно ввести следующие нормы: 

b 

Wh =(6(@)|+ пахло), ИЛЬ = де + шаха. 

Показать, что нормы ||. |1 и || - ||2 эквивалентны норме 

= max max |f(z)|, max 1} feu, 
тЕ[а,6] тЕ[а,5] 

т.е. найдутся числа, a;, 0; > 0, 1= 1,2, такие, что 

с Го < ПЛ < Gillfllo, ГЕИ. 

4.2. Доказать неравенство Гельдера” для интегралов при 

p>1,1/p+1/q=1: 

; 1/p ь 1/q 

[imams (лба) (flora) © 

4.3. Доказать неравенство Минковского для интегралов при 

р21: 

р 1 ; 1/p , 1/p 
(firm+ora) < (лоте) +( flower)” 

*О. Гёльдер (1859-1937) — немецкий математик. 
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4.4. Показать, что множество L,[a,b], р21, функций f, 

определенных на отрезке [a,b], для которых существует ко- 
b 

нечный интеграл Лебега [| f(t)|?dt, является нормированным 
а 

пространством с нормой 

1/p 
иль = (ЛлоРа) 

4.5. Доказать, что нормированное пространство С*[а,6] 

функций f, имеющих на отрезке [a, 5] непрерывные производ- 

ные до k-ro порядка включительно, с нормой 

k 

he max |" (=) ГЕ С*[а, 6], 
m=O у 

является банаховым. 

4.6. Доказать, что оператор А: С"[0,1] > C[0,1], действу- 

ющий по правилу ф = А} <—> (т) = ws Е [0,1], является 
непрерывным. 

4.7. Является ли оператор А: М  С[ а,6], где М — нор- 
мированное пространство непрерывно дифференцируемых на 

отрезке.[а, 6] функций с нормой 

ИЛ] = max |f(z)|, ЛЕМ, 
тЕ[а,5] 

действующий по правилу ф= А} <= (zr) = =, z € [a, 6], 

непрерывным? 

4.8. Пусть Q[0,1] — нормированное пространство непре- 

рывных на отрезке [0,1] функций f (с обычными операциями 
сложения и умножения на число) с нормой 

ПА = (Плеве) f € 90, 1].
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Доказать, что оператор А: у) ‚1] 3 Q[0,1], действующий по 

правилу p=Af <> (т) = / (т), тЕ [0,1], не является непре- 
рывным, а оператор А: C[0,1]— Q[0,1], действующий по тому 

же правилу, непрерывен. 

4.9. Доказать, что оператор A: С|0,1]  С[0,1], действую- 
щий по правилу 

paAf => = [cP Hy (o)ds+tf(0) + F(1/2) +8 

при t € (0, 1], является вполне непрерывным. 

4.10. Является ли оператор А: C[0,1] 4 C[0,1], действующий 
по правилу ф= А] => y(t) =H f(t), ЕЕ [0,1], вполне непре- 
рывным? 

4.11. Выяснить, будет ли вполне непрерывным оператор 

A: С\[0,1] > C[0,1], определяемый равенством (Af)(t) = df(t) 

ЕЕ [0,1]. 

4.12. Доказать, что оператор A: L,[a,b] + L,[a,b], p> 1 

(см. задачу 4.4), действующий по правилу 

t 

paAf = #0 = [04 f € Lpla,b], 
a 

является вполне непрерывным. 

4.13. Доказать, что для линейного ограниченного функци- 

онала, ЁР: 4 + К, определенного в нормированном пространстве 

И, норма ||Е|| =inf M = ШЕК, где М и К — множества, всех чи- 

сел М и К, таких, что |[Ри| < М|м||и для всех и Е Ми |Ful < К 
для всех u Е М, удовлетворяющих условию ||| < 1.
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4.14. Найти норму линейного функционала, F’, определенно- 

го в нормированном пространстве И: 

а) F(z) =2х(1) - (0), г==(, #ЕИ=С[-11} 

a(t) (21-14 ==(, ФЕИ =С|0,1]; 

tz(t)dt —2(0),r=2(t),z €U=C(0~/ 1); 

г) F(z) = t? x(t) dt, x =x(t),zc €U=L,[-1,1]); 

д) F(x)= [ee dt, r=2(t), rc €U=L,[-2,2]. 

—2 

4.15. Доказать, что оператор А: М У (И, У — нормирован- 

ные пространства) является линейным ограниченным, и найти 

его норму, если: 

а) (Au) (t) = [x 45, U=C[0,1], V=C(0, 1); 

(t), 4¢=C[-1,1], ¥=C(0, 1); 

в) (Au)(t) =t°u(0), И=С4[0, 1], У = С[0, 1); 
*) U=C[0, 1], V=C[0, 1). 

4.16. Доказать, что оператор A: C[0,1]— C[0, 1], определя- 
емый равенством 

1 

(Au) (t) = u(t) + | t3*u(s) ds, ФЕ [0,1], 

0 

является линейным ограниченным. Доказать, что существует 

оператор А-!, обратный к оператору A, причем этот оператор 

также является линейным ограниченным. Найти А-1.
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4.17. Для каждого значения параметра © Е К найти спектр 

оператора А: C[0,1]—> C[0,1], определяемого для любой функ- 
ции f € C[0,1] равенством (А}) (т) = х{ (т) + а{ (0), те [0, 1]. 
Какие точки спектра принадлежат точечному, остаточному, 
непрерывному спектрам? Имеет ли этот оператор собственные 
функции? 

4.18. Доказать, что операторы, определяемые соотношени- 

ями (4.31) и (4.33), являются линейными и ограниченными. 

4.19. Доказать, что следующие уравнения имеют единствен- 

ное решение в банаховом пространстве С10,1]: 

he y) arctg(e (ent —In(1+,/zy)) 

++ 1 
ау = 0; 

о [т wees +9 — f(z) =e*. 

4.20. Доказать, что оператор A: L,[a,b] > L,[a,b], действу- 
ющий по правилу 

b 

Ap=f=—> f(t) = | K(t,s) (3) ds, t € [a, 6], 

a 

где К (t,s) — функция, непрерывная в квадрате [а, 6]2, является 

вполне непрерывным. Найти спектр этого оператора, если: 

а) К(Ё 5) =ts*,a=0,b=1: 

6) К ($, $) =#-за=0,6=1; 

в) K(t,s) =ts(1—ts),a=0, b=1; 

 sinkt sinks: 
г) К(ь 3) = У `— = ~ a=0,b=7. 

k=1 



5. ОПЕРАТОРЫ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ 

5.1. Гильбертово пространство 

Бесконечномерное банахово пространство, в котором вве- 
дена операция скалярного умножения, индуцирующая норму 

этого пространства, называют гильбертовым*. Мы будем обо- 
значать его, как правило, символом H (по первой букве фами- 
aun Д. Гильберта). Скалярное произведение элементов м и ® 
будем обозначать (м, v). 

Напомним, что операция скалярного умножения удовлетво- 
ряет следующим аксиомам скалярного умножения (в их фор- 
мулировках м, ©, м — произвольные элементы линейного про- 
странства, а @ — произвольное действительное число): 

1) (u,v) = (®, м) (симметрия); 
2) (и м, и) = (и, и) + (w, v) (дистрибутивность); 
3) (au, v) =a(u, v) (однородность); 
4) (м, и) > 0, причем (м, и) = 0 тогда и только тогда, когда, 

и = 0 (неотрицательность скалярного квадрата). 

В случае комплексного гильбертова, пространства, аксиома, 

симметрии принимает вид (м, v) = (©, м). 

Норма в гильбертовом пространстве, порожденная скаляр- 
ным умножением, выражается через скалярный квадрат (и, и): 

[м] = М (м, м). (5.1) 

Неравенство Коши — Буняковского 

(uw, 5) | < У (и, м) У (о, 5) (5.2) 
“Tl. Гильберт (1862-1943) — немецкий математик. 
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справедливо для произвольного евклидова, пространства, в TOM 
числе и для гильбертова пространства, (в последнем случае его 
иногда называют неравенством Шварца*). Отметим, что 
неравенство Коши — Буняковского превращается в равенство 
тогда и только тогда, когда, элементы U и ® линейно зависимы, 
т.е. один из них может быть получен умножением другого Ha 
число. В частности, это верно, когда, хотя бы один из элементов 
и, ® является нулевым. | 

С учетом (5.1) неравенство(5.2) принимает вид 

|(м, v)| < м. (5.3) 

Пример 5.1. В линейном пространстве Х функций, непре- 

рывных на отрезке [0, 1], скалярное умножение можно ввести 
соотношением [IX] 

(f,9) = ] /(2) 9(2) 4, f,g eX. (5.4) 
0 

Несложно проверить, что для формулы (5.4) выполнены все 

аксиомы скалярного умножения. Это пространство, являясь 

линейным (см. пример 2.1), будет нормированным. При этом 

норма, индуцированная скалярным умножением, определена, 

соотношением 

т 1/2 
= / f(z) de)  fex. 

0 

Последовательность функций из Х, фундаментальная в 
нормированном пространстве Х, может не иметь предела в 
Х, т.е. нормированное пространство Х со скалярным умно- 
жением (5.4) не является полным (а значит, и гильбертовым). 
Например, нетрудно показать, что последовательность {фа } не- 

“Г. Шварц (1843-1921) — немецкий математик.
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прерывных на отрезке [0, 1] функций ф»„(т), рассмотренных в 

примере 4.3 (см. рис. 4.1), фундаментальна, в Х , но не является 

сходящейся BX. 

Известно*, что гильбертовым является пространство фун- 

кций f(z), суммируемых на отрезке [0,1] с квадратом. Это 

пространство обозначают [,2[0,1]. Скалярное умножение в нем 

определяют соотношением 

(f,9)= ] f(x) 9 (2) 42, f,g € 1,1, (5.5) 
0 

а норму — соотношением 

= ( | Pa) in) f € 120,1]. (5.6) 
0 

Равенство (5.5) аналогично (5.4), но теперь интегралы в (5.6) и 
(5.5) следует понимать как интегралы Лебега. Нетрудно убе- 
диться, используя свойства, интеграла Лебега [IX] (они анало- 

гичны свойствам определенного интеграла), что для (5.5) вы- 
полнены все аксиомы скалярного умножения. 

Стодимость в среднем квадратичном фундаментальной по- 
следовательности {g,(z)} функций 9и(х) Е Г2[0,1] к функции 
9(т) Е [2[0, 1] означает, что 

1 
, 2 
lim т) —g(x)) dz =0. tim [ (gn(2) — 9(2)) 

0 

Отметим, что непрерывные, непрерывно дифференцируемые 
заданное число раз, кусочно постоянные и измеримые огра- 

ниченные функции (в том числе принимающие на [0,1] конеч- 
ное число значений) составляют всюду плотные подмножества 
гильбертова, пространства [2[0,1] [IX]. Поскольку в L[0, 1] су- 

*См., например: Колмогоров А.Н., Фомин С.В.



212 5. ОПЕРАТОРЫ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

ществуют счетные всюду плотные подмножества (например, 
многочлены с рациональными коэффициентами), то простран- 

ство [,2[0, 1] будет сепарабельным. # 

Гильбертовым пространством является множество L2(Q) 
действительных функций, суммируемых с квадратом на изме- 
римом множестве Q С В" [ХУ]. Скалярное умножение в [,2(8) 
вводят соотношением 

(f, 9) = ] (=) g(a) de, f,9 € Lo(O). 
Q 

Для этих функции конечен интеграл Лебега 

= ] F(a) Pde, 
Q 

который определяет норму в L2(Q). 

Обобщением пространства L2(Q) является гильбертово про- 

странство [2(,0) функций, суммируемых с квадратом и с 
весом o, где o(x) — неотрицательная измеримая Ha ® действи- 
тельная функция. Для функций из [2(, 0) конечен интеграл 

= ] ео (=) de. 
Q 

Скалярное произведение в L2(Q) имеет вид [XV] 

(f,9) = ] (=) 9 (2) о(в)4е, 9612,0). 
п 

Гильбертовым будет и линейное пространство Г”) (©) век- 

торных функций {: ‘2 >} К”, определенных на измеримом мно-
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жестве <) С R”, для которых конечен интеграл 

МР = | (2), Хе), 
2 

где (-,-) обозначает операцию стандартного скалярного умно- 

жения векторов т-мерного евклидова арифметического про- 
(т) странства. Правило скалярного умножения BL, ($) задает 

формула [XV] 

(f,9) = ] (F(x), g(e))dx, f,g € LY (A). 
$) 

Отметим, что в [2[0,1], [2(9) и Lk”) (9) считают равными 
любые две функции, отличающиеся на множестве, для кото- 
рого мера Лебега равна нулю (говорят также „на множестве 
меры нуль“). Это обеспечивает выполнение аксиомы скаляр- 
ного умножения (и соответственно нормы), согласно которой 
(и, и) = 0 только в случае, если м является нулевым элементом 
линейного пространства. ` 

Напомним, что если элементы м, и v гильбертова простран- 
ства H связаны соотношением (u,v) = 0, то их называют ор- 
тогональными. В этом случае используют запись u lv (или 
v lw). Если элемент w Е H ортогонален каждому элементу 
и подпространства М CH, т.е. w lu, и ЕМ, то этот эле- 

мент называют ортогональным подпространству М и пишут 
wl М. 

Если последовательности {u,,} и {v,} элементов гильберто- 
Ba пространства, H по норме сходятся к элементам м и ъ, то 
существует предел [1X] 

lim (мт, ©.) = (u,v), мо ЕЯ. (5.7) 
п—}со 

Полагая в (5.7) сначала v, =v, пЕ М, а затем v=w HU Vy = Un, 

п Е №, получаем 

Jim (ши, 5) = (и, 5) и Ша [м = lull, (5-8)
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в частности при v = и из первого равенства (5.8) имеем 

2 jim (tn, м) = (м, м) = |. (5.9) 

Замечание 5.1. Элемент м Е H, ортогональный множеству 

M, всюду плотному в гильбертовом пространстве H, является 

нулевым элементом H, т.е. U=OEH. Деиствительно, если 

и [ Ми М = Я, то существует последовательность {м} С М, 

Такая, что и„ > м при n—- oo, и для любого п Е М имеем 

(un, м) =0. Тогда 

__ . __ . __ __ 2 
0= jim (Un, м) = (lim un, и) = (м, м) = |м ||", 

т.е и = 0. Таким образом, если для некоторого элемента м Е HL 

при любом v Е М справедливо (u,v) = 0, то vw=O0 EH. 

Теорема 5.1. Пусть последовательность {9%} в гильберто- 

вом пространстве H образует счетный базис. Если для неко- 
торого элемента, м Е 7 выполнены равенства, (м, vp) = 0, КЕ М, 
то и = 0. 

< Множество M всех элементов вида, 

v= У bevy (5.10) 

k=1 

будет всюду плотным в H, так как эти элементы образуют 

линейную оболочку счетного базиса [1Х]. По условию теоремы 
(и, вк) =0 при произвольном КЕ №. Поэтому с учетом линей- 

ности скалярного умножения, согласно (5.10), 

(ии) = (u, > deve) = So by (u,v,)=0, nEN, vem. 

k=1 k=1 

Отсюда в соответствии с замечанием 5.1 следует, что и = 0. PD
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В любом сепарабельном гильбертовом пространстве H су- 

ществует ортонормированный базис [IX]. Напомним схему по- 

строения ортонормированного базиса BH. Если Я сепарабель- 

но, то можно выделить счетное множество М С H, такое, что 

М =Я. Располагая элементы из М в виде последовательности 

и удаляя из нее все элементы, являющиеся линейными комби- 

нациями предыдущих, получаем линейно независимую систему 

{un} С М, замкнутую в Я. 

Используя процесс ортогонализации Грама — Шмидта, эту 

систему можно ортонормировать и получить ортонормирован- 

ную систему {w,} функций w, Е М, КЕ М, причем также замк- 

нутую в H. Ортонормированная замкнутая система, и является 

ортонормированным базисом BH. Отметим также, что эта, сис- 

тема будет полной ортонормированной системой. Для такой 

системы справедливо, что в H нет элемента, кроме нулевого, 

ортогонального всем элементам этой системы. 

. 5.2. Операторы и функционалы 

в гильбертовом пространстве 

Рассмотрим линейный оператор А: D(A) > H, область on- 

ределения D(A) которого является всюду плотным множе- 

ством в гильбертовом пространстве H. 

Определение 5.1. Линейный оператор А называют сим- 

метрическим, если для произвольных элементов м, v Е D(A) 
справедливо равенство (Au, v) = (м, Av), и положительным, 
если к тому же (Ам, м) >0 для любого элемента u € D(A), 
причем (Ам, и) =0 тогда и только тогда, когда и = 0. При 
выполнении неравенства, 

(Au, м) > 77||ull?, we D(A), (5.11) 

где y #40, положительный оператор А называют положи- 

тельно определенным.
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Таким образом, любой положительно определенный опера- 

тор является положительным, а значит, и симметрическим, но 

обратное, вообще говоря, неверно. Отметим, что для положи- 

тельно определенного оператора А ядро ker A = {0}. 

2 а 
Пример 5.2. Рассмотрим оператор A = — = на множест- 

ве D(A) дважды непрерывно дифференцируемых на отрезке 

[0,1] функций w(z), удовлетворяющих однородным граничным 

условиям 

и (0) = w(1) = 0. (5.12) 

Множество D(A) является линейным многообразием в гильбер- 

товом пространстве [2[0,1] функций, суммируемыт с квадра- 

том и определенных Ha отрезке [0,1]. В самом деле, для любых 

функций f(z), g(z) Е D(A) и произвольных чисел a, ВЕ ® имеем 

(a f(z) + В9(т)} € D(A), поскольку любая линейная комбинация 

дважды непрерывно дифференцируемых функций дважды не- 

прерывно дифференцируема, а 

af (0) + 69(0) = af(1) + 69 (1) =0, 
если f(0) = 9(0) = f(1) =9(1) =0. Множество D(A) является 
всюду плотным в [2[0,1] (см. пример 5.1). 

Отметим, что если в (5.12) хотя бы одно из граничных усло- 

BUM неоднородное, то множество D(A) уже не будет линейным 

многообразием. Пусть, например, вместо (5.12) заданы гранич- 

ные условия w(0)=0u (1) =1. Тогда для f(x), g(x) € D(A) 
имеем {(1) = 9(1) =1. Можно подобрать такие числа с, BER, 

что (af(1) + В9(1)) =0+8 41, те. («/(=) + В9(2)) ¢ D(A), a 
это означает, что множество D(A) не является линейным мно- 

гообразием. 

Линейность оператора А следует из свойств линейности 

множества D(A) и линейности операции дифференцирования. 

Убедимся, что оператор А симметрический. Ясно, что для 

функций из D(A) интеграл в (5.5) достаточно рассматривать 

в смысле Римана. Используя (5.5) и интегрируя по частям с
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учетом условия вида (5.12), для функций u,v € D(A) получаем 
1 1 1 

1 
(Au, v) = - [м 4т= —wv , + ша = ша = 

0 0 0 
1 1 

] wy" de = ] u(—v") de = (в Av), (5.13) 
0 0 

т.е. оператор А — симметрический в D(A). 

Из (5.13) следует, что 

1 

(Aw,w)= [(ы')24=20, we D(A) 
0 

причем если (Aw, w) = 0, то w’(z)=0, z € [0,1], а значит, ш — 
постоянная на отрезке [0, 1] функция, и в соответствии с задан- 

ными граничными условиями имеем (т) =0, z € [0,1]. Таким 

образом, оператор .А является положительным в D(A). В при- 

мере 5.10 показано, что этот оператор является и положительно 

определенным в D(A), т.е. для него справедливо неравенство 

(5.11), которое в данном случае имеет вид 

1 1 

(Aw, w) = [ (wae > у? [чз dz, we€ED{(A). (5.14) 

0 0 

Если расширить область определения оператора A, сняв 
граничные условия (5.12), то он утратит свойство симметрич- 
ности. В самом деле, рассмотрим функции и(т) =ти v(z) = 
=1(1-—т), которые дважды непрерывно дифференцируемы Ha 
отрезке [0, 1], но функция u(r) не удовлетворяет условию (5.12). 

Тогда вместо (5.13) получим 

1 1 1 

(Au, r)=— [ ulvde=o, (м, Ао) = — | w'de= [2245 =1 40, 

0 0 0 

т.е. (Au, о) # (и, Av). #
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Выясним, каков общий вид линейного ограниченного функ- 

ционала в гильбертовом пространстве 7. Для такого функци- 

онала справедлива следующая теорема. 

Теорема 5.2 (теорема Ф. Рисса*). Для любого линейно- 

го ограниченного функционала, J в гильбертовом пространстве 
H существует единственный элемент v Е Hc нормой ||®|| = || JI, 
такой, что 

Ум = (и, ®) ЕК, иЕЖ. (5.15) 

< Рассмотрим ядро kerJ линейного ограниченного функцио- 
нала J, являющегося частным случаем линейного оператора. 
Согласно теореме 4.13, Кег.] является подпространством BH. 

Если kerJ =H, то J =0и равенство (5.15) справедливо при 
2 =0. В случае kerJ 4 H существует отличный от нулевого 
элемент Uo 1 kerJ [IX]. Тогда для любого и Е H выберем эле- 
мент 

w = (Ум) то — (Jvo)u, 

для которого 

Jw = (Ju)(Jvo) — (Лоо) (Ум) = 0, 

Т.е. w Е kerJ, и поэтому w 1 vo, или 

(w, о) = 0 = (Ju) (v0, vo) — (Лоо) (м, vo). 

Отсюда 
J vo 

Ju= (и, Vo). 
(vo, Vo) 

(J v0) vo 
При v = согласно аксиоме однородности скалярного 

(Yo, Vo)’ 

умножения (см. 5.1), приходим к (5.15). 
Если бы существовало два, элемента, ® и %1, удовлетворяю- 

щих (5.15), т.е. Ju = (м, v) = (м, v1), то в силу дистрибутивно- 

*Ф. Рисс (1880-1956) —венгерский математик.
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сти скалярного умножения для всех м Е H былобы (м, ® — 1) = 

= 0 u vj =v (см. замечание 5.1). 
Из (5.15) с учетом неравенства Коши — Буняковского (5.3) 

получаем || = | (м, v)| < |м]| |||, причем неравенство перехо- 
дит в равенство при и = А®. Отсюда, согласно (4.20), находим 

|J||= sup [Ум = |6]. № 
[e[}<1 

Отображение Р: С х LR, где С — линейное простран- 

ство, называют функционалом, зависящим от двух элементов 

линейного пространства Г. Функционал J(u, v], зависящий OT 

двух элементов u,v Е L линейного пространства L, называют 

билинейным, если при любом фиксированном WV он является 

линейным по U, а при любом фиксированном им — линейным по 

v, т.е. для произвольных действительных чисел @1 и а2 

Л[олмл + аи, v] = ayJ [u,v] + а /[м2,5], 

J[u, a1; + @202] = от [u,v] + @2/[м, vo]. 

Полагая в билинейном функционале v = м, получаем квад- 
ратичный функционал Ли] = Лим, и]. Этот функционал на- 
зывают положительно определенным, если для любого ненуле- 
вого элемента, м Е [ выполнено неравенство J(u] > 0. Частным 

случаем квадратичного функционала, является функционал ви- 
да /[м|= (Ам, и), u€ D(A) CH, который, согласно (5.11), будет 
положительно определенным, если линейный оператор А — 
положительный. Квадратичный функционал J[u] сильно по- 
ложителен, если существует такое постоянное число К > 0, что 

Л[м] > Км ||? для любого элемента, м Е D(J). 
В гильбертовом пространстве H рассмотрим операторное 

уравнение 
Ам = f, (5.16) 

где A — положительный оператор. Такое уравнение характер- 

но для линейных задач математической физики.
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Теорема 5.3. Если оператор А положительный; то уравне- 
ние Ам = f имеет не более одного решения в D(A). 

< Допустим, что операторное уравнение имеет два решения Uy 

И U2, т.е. выполнены равенства, 

Au, = f И Auy2 = f. 

Вычитая второе равенство из первого и учитывая, что А явля- 

ется положительным (и поэтому линейным) оператором, полу- 

чаем A(uw; — и2) = 0, что равносильно равенству 

(А(м1 — U2), (м1 — м2)) =0. 

Отсюда, согласно определению 5.1 положительного оператора, 

UW; — U2 = 0, или м: = U2. № 

Функционал вида, 

J(u] = (Аи, u) — 2(f, и) (5.17) 

с квадратичным слагаемым (Au, и) и линейным по м BTO- 

рым слагаемым обычно также называют квадратичным. Связь 

между решением операторного уравнения (5.16) и точкой мини- 

мума функционала (5.17) устанавливает следующая теорема 

о квадратичном функционале. 

Теорема 5.4. Пусть оператор А, определенный на всю- 

ду плотном множестве D(A) в гильбертовом пространстве H, 
является положительным. Элемент Up Е D(A) является реше- 
нием уравнения Ам = } тогда и только тогда, когда квадра- 
тичный функционал J(u] = (Ам, и) —2(}, и) принимает на мо 

минимальное значение в D(A), т.е. J[u] > /[мо] для любого эле- 
мента м Е D(A) \ {мо}. 

< Функционал /[м] определен при всех и Е D(A). Пусть эле- 
мент чо Е D(A) удовлетворяет (5.16), так что f = Ащо. Под- 
ставляя это выражение для f в (5.17), с учетом симметрии
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и дистрибутивности скалярного умножения (см. 5.1) и симме- 

тричности положительного оператора А (см. определение 5.1) 

получаем 

[м] = (Au, м) — 2 (Амо, м) = (Ам, и) — (Aug, м) — (и, Ащо) = 

= (Ам, и) — (Aug, м) — (Au, мо) + (Ato, мо) — (Амо, мо) = 

= (А(м — чо), м — мо) — (Aud, мо). 

Следовательно, /[10| = — (Ato, мо), а 

Ли] — чо] = (A(u — uo), м — uo) > 0 

в силу положительности оператора A, причем /и = /мо лишь 

при № = Uo. | 
Пусть теперь функционал (5.17) принимает минимальное 

значение в D(A) на элементе Ug, т.е. 

J[uo + №] > м], Е D(A), teER. 

Используя аксиомы скалярного умножения и симметричность 

положительного оператора A, получаем 

J[uo +] = (А(щ +), шв) - 2( р ш +) = 

= (Aug +tAv, up t+tv) —2(f, uo) - 2t(f,v) = 

= (Auo, uo) + 2t(Auo, v) +Р (Av, v) — 2¢(f, v) — 2(f, uo). 

При v 40 правая часть этого равенства является квадратным 

трехчленом по Ё и при фиксированных Uo, f и V достигает 

минимума в точке t = 0. Следовательно, 

а 
. 

Е мо + te eg 2 (Ао, 9) — 241,5) =0, 

или (Aug — f, v) =0. Поскольку элемент v Е D(A) выбран про- 
извольнои D(A) всюду плотно BH, то, согласно замечанию 5.1,
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Aug — f =0, т.е. элемент Ug Е D(A) является решением уравне- 

ния Аи = 7}. № 

Пример 5.3. Обыкновенное дифференциальное уравнение 

(Ее) = (2), 260,0, (5.18) 
с граничными условиями 

w(0)=w(l)=0, w'(0)=w'(l)=0 (5.19) 

описывает изменение вдоль жестко закрепленной Ha концах бал- 
ки ее прогиба w(x), вызванного распределенной поперечной 
нагрузкой q(x) (рис. 5.1), непрерывной в интервале (0, [). Бал- 
ка имеет длину [, модуль Ё = const > 0 упругости материала, 
a момент I(x) инерции ее поперечного сечения является два- 
жды непрерывно дифференцируемой Ha отрезке [0, функцией 

координаты т, причем I(x) > 0, тЕ (0, J]. 

q(x) 

Ау 1 

(x) w EI(x) WA 

Рис. 5.1 

Задачу (5.18), (5.19) можно представить операторным ypaB- 

нением Aw = 4, где оператор 

42 4? A=—,(EI(2)—5) 5.20 72 EL (2) 53 (5.20) 

определен Ha множестве D(A) С L2(0,/] функций, непрерывных 

на [0,/] вместе со своими производными до четвертого поряд- 

ка включительно и удовлетворяющих (5.19). Множество D(A)
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является линейным многообразием, всюду плотным в гильбер- 

товом пространстве [,2[0,Й (см. пример 5.1). 

Ясно, что оператор А является линейным в силу линейности 
операции дифференцирования. Используя (5.4) и интегрируя 
по частям с учетом (5.19), для любых f,g € D(A) имеем 

l 

- [ (e1f" gaz = 
0 

l 

(Af,9) = ] (BI f"\"gdx =(EIf")'g 
0 

—EIf"g / 

| | 

+ [ Еглата = || ВЕ (5.21) 

0 0 

Аналогично получаем 

l l 

(д) = | цена» = | ВЕ" 
0 0 

т.е. линейный оператор A, согласно определению 5.1, является 
симметрическим в D(A). 

Из (5.21) следует, что 

l 

(Aw, w) = [ ВКы а >20, we D(A), (5.22) 

0 

причем если (Aw, w) =0, To ш"(т) = 0 на (0, J]. Отсюда w(x) = 
= Аг + В, но, согласно (5.19), А = В =0, a значит, w(zr) = 0, т.е. 

в соответствии с определением 5.1 симметрический оператор А 
является в D(A) положительным. 

Квадратичный функционал (5.17) в данном случае с учетом 
(5.22) имеет вид 

l l 

Ли] = (Aw, w) — 2 (4, w) = ДЕК" ах — 2 | au dx (5.23) 

0
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и при заданной функции w Е D(A) прогиба балки равен удвоен- 
ной полной потенциальной энергии этой балки. Первое слагае- 
мое в правой части (5.23) отвечает удвоенной упругой энергии 
балки, а второе — взятой с обратным знаком удвоенной рабо- 

те внешних сил, т.е. заданной распределенной нагрузке q(x). В 
связи сэтим (5.23) обычно называют функционалом энергии. 

Это название часто переносят и на общий случай квадратич- 
ного функционала (5.17). | 

Пусть wo Е D(A) — решение (5.18). Подставляя q = (Е 16)" 
в (5.23) и учитывая, согласно (5.21), что 

l l 

(ети = | ЕТоби de, w € D(A), 

0 0 

получаем 

l l 

Ju] = || Е Ци 4 2 || Види" = 

0 0 

l l 

= [ B1(w"~ шва» — f Боба. 

0 0 

Поскольку (w” — ий)? > 0, то функционал J[w] достигает mu- 
нимума в D(A) лишь при условии w” — wo = 0, т.е. при ш(т) = 
= %0(т) + А1з + В!1. Но в силу (5.19) А, = В; =0, и (как это 

и следует из теоремы 5.4) функционал /[1] минимален в D(A) 

при w(x) = 0 (т), тЕ [0,1. 

Элемент Wo Е D(A), минимизирующий (5.23), является ре- 
шением уравнения (5.18), что следует из теоремы 5.4. 

Замечание 5.2. Теорема 5.4 утверждает лишь эквивалент- 

ность задач нахождения решения Ug Е D(A) операторного урав- 

нения (5.16) и поиска, элемента, и*, минимизирующего функци- 

онал (5.17). При этом предполагается, что D(A) всюду плотно
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в H. Но нередко возникают ситуации, когда элемент f B (5.16) 

не принадлежит области R(A) значений этого оператора, и ре- 
шения (5.16) в обычном смысле не существует. Так, в случае 

разрывной функции g(r) в (5.18) (см. пример 5.3), что харак- 
терно для прикладных задач, это уравнение не имеет решения 
в D(A), а значит, и функционал (5.23) не достигает минимума 

в D(A). 
Пусть {un} — последовательность элементов м» Е D(A), 

минимизирующаля функционал (5.17). Эта последовательность, 
будучи фундаментальной в D(A), может сходиться к элементу 

u* ¢ D(A). Тогда можно рассмотреть некоторое расширение 

функционала (5.17). В этом случае 

Ли”] = lim ((Aun, un) — 2(f, un)), 
п—}со 

и Такой функционал может принимать минимальное значение 
в некотором расширенном по отношению к D(A) множестве. 
Элемент u* ¢ D(A), минимизирующий этот функционал, явля- 
ется примером обобщенного решения операторного уравнения 
(5.16) в отличие от его классического решения Up Е D(A). Необ- 
ходимость построения такого расширенного множества, может 
возникнуть, например, в случае, когда в (5.16) элемент f не 
принадлежит области значений оператора А (f ¢ R(A)). 

В более общем случае операторному уравнению 

Р(и) =1, ТЕЖ, (5.24) 

с оператором Р, не обязательно положительным, но непрерыв- 
ным, не удается поставить в соответствие минимизируемый 

функционал. Если uo Е D(P) — классическое решение (5.24), 

то оно при и = мо удовлетворяет равенству 

(Р(и),ъ) = (1,5), vEeH. (5.25) 

Но (5.24) может и не иметь классического решения (например, 

при f Е(Р)). В этом случае может существовать элемент
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и„ ¢ D(P), являющийся пределом последовательности {un} с 
элементами и„ Е D(P), причем 

lim (Р(и„), 5) = (1,9), ®ЕЯ. 

Такой элемент u, Е 7 называют слабым решением опера: 
торного уравнения (5.24). Если и, Е D(P), то слабое решение 
совпадает с классическим. Слабое решение можно рассматри- 
вать как частный случай обобщенного и для его нахождения 
необходимо каким-то образом расширить область возможных 

решений уравнения (5.24). 

5.3. Энергетическое пространство 

Пусть на линейном многообразии D(A) С Н, всюду плотном 

в гильбертовом пространстве H, задан положительно опре- 

деленный оператор А. Определим на D(A) новое скалярное 

произведение 

(u,v), =(Au,v), u,v Е D(A). (5.26) 

Нетрудно проверить, что для него выполнены все аксиомы 

скалярного умножения. В самом деле, в силу симметричности, 

а, значит, и линейности положительно определенного оператора 

(см. определение 5.1) для произвольных u,v Е D(A) 

(u,v), = (Au, v) = (м, Av) = (Av, и) = (в, и), 

что доказывает симметричность нового скалярного умноже- 
ния. Аналогично для любых u,v, м1 Е D(A) иа, м ЕК 

(ми ол, 5) =(А(аи- о1м1), 0) = («Аи 1 Аш, v) = 

= а (Ам, v) +01 (Аш, v) =a (u,v), + о1 (U1, 5) д, 

что доказывает дистрибутивность и однородность нового ска- 
лярного умножения. Неотрицательность скалярного квадрата 
и его невырожденность следуют из определения 5.1 и (5.26).
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Скалярное произведение (5.26) определяет новые норму 

[м [д = 4/(u, м) д = (Ам, м), we D(A), (5.27) 

И расстояние 

pa(u,v) =||u—vlla, u,v € D(A), (5.28) 
Скалярное произведение (u,u), и норму ||ul|4 обычно 

называют энергетическими. 
Для положительно определенного оператора, А связь между 

новой и прежней нормами устанавливает соотношение 

| 
[я > Ум, или |lull < М, (5.29) 

с той же самой постоянной y = 0, что ив (5.11). 
Квадратичный функционал J[u] = (u,v), — 2(f,u) (5.17), 

или функционал энергии (см. пример 5.3), с учетом (5.26) и 

(5.27) можно записать в виде 

Ли] = |lull4 — 2($, м). (5.30) 
Пример 5.4. В гильбертовом пространстве [2[0,1] фун- 

кций, суммируемых с квадратом Ha отрезке [0,1], рассмотрим 
2 

9 
dx?’ 

ется линейным многообразием дважды непрерывно диффе- 

ренцируемых функций u(x), удовлетворяющих условию u(0) = 

= u(1) =0 (см. пример 5.2). В примере 5.10 показано, что этот 
оператор положительно определен, a из (5.13) и (5.26) следует, 
что 

оператор A = — область определения D(A) которого явля- 

1 

(u,v), = (Au, = [миаз = (м, и), u,vED(A). (5.31) 

0 

Таким образом, новое скалярное произведение функций из 
D(A) совпадает с прежним скалярным произведением их про- 

изводных. Ясно, что энергетическое скалярное произведение,
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заданное равенством (5.31), можно распространить на более 

широкое по сравнению с D(A) линейное многообразие, содер- 

жащее, например, функции, имеющие кусочно непрерывную 

производную на отрезке [0, 1]. 
Для новых нормы и расстояния, согласно (5.27), запишем 

[а = М (м, м) = | (waz и (5.32) 

pa(u,v) = |lu— lla = ( | шли) (5.33) 

Функционал энергии (5.30), заданный на множестве D(A), 

в Данном случае имеет вид 

Ли = [ow 2 da — 2 [ut 

Отсюда видно, что функционал /[м], как энергетические CKa- 

лярное произведение (5.31) и норма (5.33), может быть опреде- 

лен Ha более широком, чем D(A), линейном многообразии. 5 

Множество D(A) с энергетическим скалярным произведени- 

м (5.26) является евклидовым пространством. Обозначим его 

Ид. Из (5.29) следует, что если последовательность функций 

un Е Ид, NEN, является фундаментальной в пространстве Ug, 

то она фундаментальна, и BH, а если она сходится к элементу 

и Е Мд, то, конечно, она сходится к этому элементу и BH, но 

обратные утверждения, вообще говоря, неверны. 

Последовательность {u,}C D(A) может быть фундамен- 
тальной в гильбертовом пространстве 7 (относительно нормы 

||. || этого пространства), но не быть фундаментальной в ев- 

клидовом пространстве Мл (относительно нормы ||: |л). Дей- 
ствительно, вернемся к примеру 5.4, в котором H = [210,1], А = 

а? 

=-T5 D(A) — линейное многообразие дважды непрерывно
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дифференцируемых на отрезке [0,1] функций u(x), удовлетво- 
ряющих условиям u(0) = (1) =0. Последовательность функций 

и (т) = ~sin птт, пе №, принадлежащих D(A), является фунда- 

ментальной в [,2[0,1], поскольку сходится к функции и(т) = 0: 

1 
- 2 

sin’ n72z 1 
ыыы? = [ — dz< 770 при п} со. 

0 

Однако эта последовательность не является фундаментальной 
в евклидовом пространстве U4, поскольку с учетом равенства, 
(5.32) при ne № 

1 

2 Jun мА = f (uf (2) — thn (2) )? de = 
0 

1 1 
2 1+ ae 

= | (псозплх — псоз2пл 5)? 4х =т — 

0 0 

— 2созплх cos2nrxz + 5 
1+ ore | 2 

dx = п“. 

В частности, последовательность {и„} не сходится по энерге- 

тической норме, и функция u(z)=0, хЕ [0,1], не является ее 
пределом по энергетической норме. 

Нормированное пространство Ма с нормой ||м||д (5.27) не 
обязательно будет полным. Пополнение Мд называют anepze- 

тическим пространством и обозначают Hy. Если же Мд 

полное, то оно совпадает с энергетическим пространством, но 

этот случай обычно не представляет практического интереса. 

Перейдем к более общему случаю, когда нормированное про- 
странство Мд с нормой ||ul|4 (5.27) не является полным. Boc- 

пользуемся рассмотренной в теореме 4.23 процедурой построе- 
ния пополнения нормированного пространства. Пространство
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НА со скалярным произведением (-,-), является частным слу- 

чаем нормированного пространства с нормой ||м||д = \/(м, м) д. 
Пополнив U4, как нормированное пространство, согласно Te- 

ореме 4.23, придем к банахтову пространству В, элементами 

которого являются классы и эквивалентных фундаментальных 

относительно энергетической нормы последовательностей {ин } 

элементов из D(A). В силу полноты В это пространство ста- 

нет гильбертовым (обозначим его 71,4), если в нем операцию 

скалярного умножения ввести равенством 

(и, V)y = dim (tn, Un) 4,U,v E Ha, (5.34) 

где {u,}u {v, } — произвольные последовательности из классов 

эквивалентности U HD. 
Покажем, что предел в (5.34) существует и конечен, т.е. 

последовательность {(Un, ®„)„} фундаментальна. Используя 

неравенство треугольника и аксиомы скалярного умножения 
(см. 5.1), запишем 

| (tm Vm) 4 — (Un; Un) | < 

< | (мт Um) д — (Um, Un) a| + | (tm Yn) д — (Uns Un) | — 

= Кит, Vm — Un) 4| + (ит — Uns Pn) al < 

< [ми [ет — Palla + [м — Unlla [© |4. (5.35) 

Фундаментальные последовательности {u,} и {v,} ограниче- 

НЫ, Т.е. существует такое с > 0 и такой номер N Е М, что 

|1“ [д Зси ||. |д < с при п > №. Тогда при т > Мип> М 
будем иметь 

| (мт, Um) 4 — (Un; Un) a < c(||m — [А+ [Чт — ип [А). (5.36) 

Таким образом, из фундаментальности {u,} и {vz} следует, 
согласно определению 4.1, фундаментальность последователь- 
ности {(tUn, Un) д}.
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Покажем также, что значение предела в (5.34) не зависит 

от выбора последовательностей из классов и и ®. Выберем 

произвольные последовательности {м} Е ми {v,} ev. Тогда 
аналогично (5.35) и (5.36) имеем 

| (uns Un) A — (м, vi) 4| < [мл |lvn — 5 [А + 

+ [м — ма [д [9 <e(llon— villa + [мы — м,|л). (5.37) 

Так как {u,}~ {ul} и {vn} ~ {vi} (см. теорему 4.23), то 

справедливы (4.56) и (4.57) в виде 

lim |lan—w,||4=0 и lim [ви - [А =0. (5.38) 

Переходя в (5.37) к пределу при п — со и учитывая (5.38), 
получаем 

Jim |(tn, Un) 4 — (Uns Pn) 4| = 0. 

Отсюда с учетом (5.34) следует jim (Uns Un), = jim: (Why Un) A: 

Для (5.34) аксиома симметрии скалярного умножения вы- 

полнена в силу симметрии (-,-),4 (см. 5.1), а аксиомы дистрибу- 
тивности и однородности — в силу соответствующих свойств 
(-,-)4 и свойств пределов. Ясно, что аксиома неотрицательно- 
сти скалярного квадрата (и, и) 20 верна, поскольку левая 
часть неравенства является пределом последовательности не- 

отрицательных чисел (ии, Un) д. Если м = 0, т.е. 4% — нулевой 
элемент в 714, то такой класс содержит стационарную последо- 
вательность, все члены которой равны нулевому элементу 0 в 
D(A). Поэтому, согласно (5.34), (и, м), =0. Обратно, если 

О (и, yy, = lim (tp, tn) 4 = lim мы 
то это означает, что последовательность {u,,} эквивалентна 
стационарной последовательности, все члены которой равны 

нулевому элементу 0 в D(A), т.е. {u,} Е& =О. 
Отождествим элемент иЕ D(A) с классом иЕ Ha, содер- 

жащим стационарную последовательность, все члены которой
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равны uw. Тогда можно считать, что D(A) C Ha, причем 

(и, 5), = (U,V) y, = И. (u,v),=(u,v),, u,v € D(A), 
Tr 

т.е. для любых элементов из D(A) операции энергетического 

скалярного умножения, определенные в D(A) и Ha, совпадают. 

Отметим, что из теоремы 4.23 следует, что D(A) всюду плотно 

в ДА. 

Таким образом, для #4 выполнены все условия определе- 

ния 4.11 пополнения нормированного пространства, т.е. по- 

строенное гильбертово пространство 714 является пополнением 

евклидова пространства Ад. 

Замечание 5.3. Описанная процедура пополнения евкли- 

дова пространства, до гильбертова применима для любого (не 

только энергетического) евклидова пространства. 3 

Из процедуры этого построения следует, что D(A) =U, C 

CHa, МА = ЖА (замыкание по энергетической норме). Если 

рассмотреть евклидово пространство D(A) со скалярным про- 

изведением (-,-) гильбертова пространства 7[ и повторить опи- 

санную выше процедуру пополнения (относительно нормы в 7), 

то получим само гильбертово пространство 7{. Поскольку мно- 

жество всех фундаментальных последовательностей элементов 

из D(A) относительно нормы в 7 включает множество всех 

фундаментальных последовательностей элементов из D(A) от- 

носительно энергетической нормы, то Hy CH. 

Теорема 5.5. Если положительно определенный оператор 

А определен на множестве D(A), всюду плотном в энергети- 

ческом пространстве Яд со скалярным произведением (-, -) д 

(5.26), то функционал энергии J[u] = (и, uw), —2(f,u) (5.30) 
достигает минимума на элементе м* Е Я{д, однозначно опре- 

деляемом равенством 

(и, и) =(}, м), МЕНА. (5.39)
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< Функционал (}, и) при любом фиксированном элементе f € H 

является линейным ограниченным в гильбертовом пространстве 

H, причем 

MF м) [< ПИ, ue HX. (5.40) 

Но при любом иЕ {д справедливо (5.29). Тогда вместо (5.40) 

IF || можно написать | (}, м)| < т |1м || д, Т.е. этот функционал, если 

его сузить на 74, будет ограниченным линейным функциона- 

лом в #4. Поэтому, согласно теореме 5.2 Ф. Pucca, существует 

Такой элемент м* Е H4, однозначно определяемый элементом 

ТЕ Я, что справедливо (5.39). Тогда вместо (5.30) получим 

т.е. функционал энергии достигает минимума при условии 
|| — м*||^ =0, что в силу аксиомы 3 нормы (см. 4.1) отвечает 

равенству м = м* в НА. № 

Замечание 5.4. Из хода доказательства теоремы 5.5 сле- 

дует, что функционал энергии (5.30) имеет в энергетическом 
пространстве #14 единственный минимум, достигаемый Ha эле- 

менте wu” Е 7[д, являющемся единственным обобщенным реше- 

нием операторного уравнения (5.16) с положительно определен- 
ным оператором А. 

Напомним, что если u* ¢ D(A), то элемент м* называют 
обобщенным решением операторного уравнения (5.16). Если же 

u* Е D(A), то элемент U* совпадает с классическим решением 

этого уравнения. Если м* ¢ D(A), то (5.16) не имеет классиче- 

ского решения Uo Е D(A). В самом деле, элемент Uo, удовлетво- 
ряющий уравнению Au = f, согласно теореме 5.4, есть точка 

минимума функционала (5.17), который совпадает с (5.30) в 

D(A), т.е. должны совпадать элементы мо Е D(A) и u* ¢ D(A), 
что невозможно.
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5.4. Однородное операторное уравнение 

Перейдем к рассмотрению однородного операторного урав- 

нения 

Ам — ЛВи = 0, (5.41) 

roe Аи В — симметрический и положительно определен- 
ный операторы соответственно, действующие в гильбертовом 
пространстве H, причем D(A) C D(B). Число А назовем соб- 
ственным значением этого однородного уравнения, если 
при этом A оно имеет решение, отличное от тривиального 
решения и =0. Такое нетривиальное решение называют соб- 

ственным элементом операторного уравнения (5.41), 

соответствующим собственному значению Л. 

В частном случае В = Г, где [ — действующий BH тожде- 

ственный оператор, (5.41) переходит в (4.45). Напомним, что 
в этом случае значение A и соответствующее ему решение (4.45) 
называют собственными значением и элементом оператора А, 
а, не операторного уравнения. 

Пусть че D(A) — собственный элемент уравнения (5.41), 

соответствующий собственному значению A, т.е. 

Ам = ABu. (5.42) 

Если умножить обе части (5.42) скалярно на м Е D(A), то из по- 

лученного равенства, (Au, и) = A(Bu, и) следует, что в случае 

положительного (а тем более, положительно определенного) 
оператора А собственные значения A уравнения (5.41) поло- 

жительны. _ 
Некоторому собственному значению А операторного урав- 

нения (5.41) могут соответствовать несколько линейно неза- 

висимых собственных элементов, число которых определяет 
кратность этого собственного значения. Собствен- 

ное значение называют простым, если его кратность равна 
единице, а в противном случае — кратным. Если линейная
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оболочка собственных элементов, соответствующих некоторо- 

му собственному значению A, является замкнутым множеством 

BH, т.е. подпространством (так, в частности, будет при конеч- 

ной кратности А), то говорят о собственном подпростран- 

стве операторного уравнения. 

Пусть Hp — энергетическое пространство, являющееся 

пополнением нормированного пространства D(B) по энерге- 

тической норме 

||“ [в = \/ (м, и) в = \/(Вм, и), (5.43) 

индуцированной энергетическим скалярным произведением 

(u,v) p = (Bu, v). (5.44) 

Рассмотрим два различных собственных значения Ay и А2 с 

соответствующими собственными подпространствами ,51 И So. 

Эти подпространства будут ортогональными в Hp, Т.е. 

(u,v) pg = (Ви, v) = (Ву, и) =0, иЕ5:, %Е52. . (5.45) 

Действительно, умножив скалярно обе части равенств 

Ами =АЛ!Ви, we Si, И Av=A2Bv, ve So, 

Ha v € So имЕ 51 соответственно, получим 

(Au, v)=A,(Bu,v) и (Av, u)=A2(Bv, м). 

В силу симметричности оператора A имеем (Au, v) = (Av, и). 
Поэтому А! (Ви, v) = Л2 (Въ, и), или (Л! — А2) (u,v) p =0. По- 
скольку А! # Ag, то приходим к (5.45). 

Предположим, что у уравнения (5.41) все собственные значе- 

ния простые, a их множество счетно. Тогда набор собственных
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значений можно представить в виде возрастающей последова- 
тельности {A,,}. Пусть каждому из этих собственных значений 

An отвечает одномерное собственное подпространство 5, со- 
держащее собственный элемент Vy, Е 5, пЕ М. Тогда в соответ- 
ствии с (5.45) будем иметь (Um, Un) в = 0 при MF п, Т.е. система 
{v,} ортогональна в энергетическом пространстве Hg. Если 
эта система к тому же является полной в в, то она будет в 

Hp счетным базисом. 

Ясно, что если ®„ — собственный элемент уравнения (5.41), 
Vn 

[nile 
также является его собственным элементом, соответствующим 

А... Если система {v,} полна в Hg, то система {w,} собствен- 

ных элементов WwW, будет в Ив ортонормированным базисом, 

т.е. (Wm, Wn) =0 при т пи ||. || =1, пЕМ. В этом случае 
любой элемент и Е D(A) можно представить в Hg рядом Фурье 

соответствующий собственному значению A,, то Wy = 

и = У. An Wn (5.46) 

n=1 

с коэффициентами a, = (м, Wr) в = (Bu, w,). Согласно равен- 

ству Парсеваля, получим 

oo 

[мы] = (a, м)в = (Bu, м) =) ал. (5.47) 
n=1 

Отметим, что ряд в (5.46) сходится не только в в, HO и в 

H, поскольку для нормы в 7{ справедливо неравенство ||м|| < 

< yilelle, 7 > 0. 

Для фиксированного МЕ N u произвольного и Е D(A) с уче- 

том равенства Aw, = A,Bw,, пЕ М, а также симметричности 

операторов А и В и линейности скалярного произведения имеем 

N N N N 

(Au, У ани, ) = У а, (и, Аш.) = У а, (и, Bwn) А. = У a2 An. 

n=1 n=1 n=1 n=1
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Отсюда при N - со в силу непрерывности скалярного произ- 

ведения, используя (5.46), получаем 

oo 

(Au, и) = Sa? An. (5.48) 

n=1 

Замечание 5.5. Любой собственный элемент U уравнения 

(5.41), соответствующий собственному значению А, является 

собственным и для уравнения 

(А+сВ)и = ЛВи, (5.49) 

где сЕ К, но будет соответствовать собственному значению 

А(с) — А+ с. Действительно, подставляя в (5.49) ми A(c) вместо 
ии A соответственно и учитывая (5.42), приходим к тождеству. 

Таким образом, путем выбора константы с > 0 можно добиться, 

чтобы в неубывающей последовательности {А„ (с) } собственных 

значений Л„(с) уравнения (5.49) наименьшее из них было бы 

положительным, т.е. А! (с) > 0, а оператор A+cB в (5.49) — 
положительно определенным. В самом деле, используя (5.47) и 

(5.48), при А! (с) > 0 запишем 

((A+cB)u, и) = У a2 Л, (с) > А! (с) У а? = А! (с) (Ви, и). 
n=1 n=1 

Ho для положительно определенного оператора В верно Hepa- 
венство (Ви, и) > 72||ч||?. Поэтому при выполнении условия 
А: (с) > 0 оператор А + сВ будет положительно определенным. 

Нахождение собственных значений и соответствующих им 
собственных элементов операторного уравнения составляет со- 

держание задачи на собственные значения. Эти задачи 

для (5.41) с симметрическим оператором А и для (5.49) с по- 

ложительно определенным оператором А+ сВ эквивалентны в 
том смысле, что собственные значения связаны простым соот- 
ношением А» (с) = А, + с, ПЕ №. Поэтому без потери общности
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примем, что оператор А в (5.41) является положительно опре- 
деленным. Тогда наряду с энергетическим пространством в 
можно ввести энергетическое пространство Hy с энергетиче- 
ской нормой ||u||4 = (м, wv), = (Au, м), в котором система, {w,} 
будет ортогональной: 

(Wm Wn) A — (Ат, Wn) — Ат (Bw, Wn) — 

= Ат (Wm, Wn) B = Атдтю. # 

Важные свойства собственных значений для операторного 

уравнения (5.41) с положительно определенными операторами 

А и В устанавливает следующая теорема. 

Теорема 5.6. Пусть все собственные значения однород- 

ного операторного уравнения Ам — ЛВи = 0 (5.41) образуют 

возрастающую последовательность {Л„}, а соответствующие 

собственные подпространства 5„ одномерны. Тогда для лю- 

бого собственного значения этого уравнения с положительно 

определенными операторами А и В справедливы равенства, 

(Ам, м) 
АА = min ; An = min ; 

uéD(A)\{0} (Bu, и) ucln (Bu, м) 
n>1, (5.50) 

где U,, — множество ненулевых элементов из D(A), ортогональ- 

ных в {в собственным элементам w,, К = 1, п- 1, т.е. удовле- 

творяющих условиям (Bu, 0) =0. При этом минимум в (5.50) 
достигается тогда, и только тогда, когда м — любой элемент, 

принадлежалций собственному подпространству 5„ уравнения 

(5.41), соответствующему Ap. 

< Рассмотрим сначала в (5.50) случай п =1. Используя (5.47) 
и (5.48), запишем 

= 2 

(Au, и) > ат > d 

— “co 7/1, 
(Bu, и) У`а2 

п=1 
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причем равенство возможно лишь при условии a, = 0, n> 1. 

Но тогда, согласно (5.46), и = а1161 Е 51, т.е. минимум в (5.50) 

может быть достигнут только на элементе, принадлежащем 

одномерному собственному подпространству 51, соответству- 

ющему собственному значению A. 

При п > 1 для элемента и Е М, C D(A), удовлетворяющего 

условиям теоремы, в (5.46) коэффициенты ах = (м, we) = 0, К = 

=1,n—1, так что 

и= У ‘ар. (5.51) 

k=n 

Тогда, снова используя (5.47) и (5.48), запишем 

(Au, и) pe apr 
— = >A 

Bu, UL со ях ny (Bu) а 

причем равенство возможно лишь при a, =0, К > п, T.e., co- 
гласно (5.51), минимум в (5.50) может быть достигнут только 

на элементе и = An Wy Е Sp, принадлежащем одномерному соб- 
ственному подпространству S,, соответствующему собствен- 
ному значению Ap. № 

Теорема 5.6 устанавливает свойства собственных значений 

уравнения (5.41) в предположении, что они существуют. Рас- 

смотрим частный случай (5.41), когда В = Г. Тогда эта, теорема 

устанавливает условия существования последовательности {A,} 

собственных значений A, положительно определенного опера- 

тора А и полноту системы {w,} соответствующих им собствен- 

ных элементов W,,. В этом случае собственные элементы опера- 

тора A можно рассматривать как нетривиальные обобщенные 

решения Ww, операторного уравнения Ам = Лии в энергетиче- 

ском пространстве H,4. Равенство Aw, = A,W, справедливо 

тогда и только тогда, когда 

(ит, м) д = Ап (Ши, м), ШЕМНА. (5.52)
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Теорема 5.7. Пусть любое множество элементов и Е Ha 
энергетического пространства, {д положительно определенно- 
го оператора, A, ограниченное по энергетической норме ||u|| 4 = 
= (Ам, м), является относительно компактным в гильберто- 
вом пространстве H. Тогда этот оператор имеет неограничен- 
ную неубывающую последовательность {Л„} положительных 
собственных значений Ли, а соответствующие им собственные 
элементы W, Е H4 образуют систему {w,}, полную как в Ha, 
так u BH. | 

< Рассмотрим ограниченный снизу функционал 

2 

лы] = ММА ве, ull >0, (5.53) 

и обозначим через А; его точную нижнюю грань, причем А: > 

> 72 > 0, где 72 — константа в неравенстве (Au, и) > 7?||м||? для 
положительно определенного оператора А. Сначала докажем, 

что существует элемент 161 Е Ha, для которого Jo[wy] = Aj. 

По свойству точной нижней грани для любого т Е N можно 

найти такой элемент ми Е Я{д, что 

Переходя в неравенстве Ay < Jolum| < Ay + 1/т к пределу при 
т —} со, находим 

2 

lim бы] = lim 1 _ y,. (5.54) 
т-оо т-$оо || tm ||? 

В неравенстве 

|| tm + Фи |2 

ln + tu||? 
заменим квадраты норм скалярными произведениями и запи- 

шем 

Ло[мт, + tu] = 221, МЕЯА, ЕК, 

(Um + Ни, Um +tu), 2 А! (ит + tu, Um + tu),
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ИЛИ, ИСПОЛЬЗУЯ свойства, скалярного умножения, 

(нА — ХР) +2 (ин, 24) 4 — At (ит, м) + 
2 2 

+ || || А — А1 [мт || 2 0. 

Если квадратный трехчлен относительно произвольного t Е К 

не меняет знака, то его дискриминант неположителен, т.е. 

((tm, и) д — А! (Um, и))* < 

< (ма — МР) (м а — аш) < 

РТ < a (Ut I~ о) = a (Я № вы 
m 

Очевидно, что это неравенство справедливо и для элементов 

Um = Teel Е Ha, последовательности {v,}, т.е. 
т 

нь, tt) 4 — Ал (от, | < oul] a4/llOmll — Ad. (5.55) 

При этом ||9т |2 > А1. Равенство (5.54) запишем в виде 

lim Ло[шт] = lim Лови [м |] = lim |9» | = 1. (5.56) 

Положим и =v», — VE и подставим в (5.55): 

[Wms Um — Vk) — № (бт Um — 95| < [6 — Vella вт — Ал. 
Меняя в этом неравенстве местами индексы ти К, запишем 

| (ve, Uk — Um) A — Ay (Uk, Uk — Um)| < |7 — от А/ lleall? = Ay. 

Сумма левых частей этих неравенств с учетом неравенства 

треугольника дает 

|(Vimy Um — Uk) 4 — (Um) Um — v;)| + 

+ | (Vk, Vk — Um) 4 — А1 (VE, Vk — Um) | 2 

2 (Pm — Vk, Um — Vk) 4 — А1 (Vm — VE, Vm — vz)| — 

= [2 — за — А — 95| |.
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Итак, после почленного сложения упомянутых неравенств по- 

лучаем 

| — ФА — Аа — vell?| < 

< [lem — о (УЛ — № + Лей — №). (5.57) 
Согласно (5.56), последовательность {v,,} ограничена по 

энергетической норме, т.е. ||vm||4 < с = соп$%, те М. Значит, 
в соответствии с неравенством треугольника ||9т — veEllA < 

< |6 ||д + чл < 2c. Из (5.57) с учетом (5.56) вытекает, 
что для произвольно выбранного числа = > 0 существует такой 
номер Nj, что при k > т > М! справедливо неравенство 

Е 
5" 

По условию теоремы ограниченное по норме ||. ||4 множество 
элементов Uz, Е 72.4 относительно компактно в H, Т.е. из лю- 

бого подмножества, этого множества, можно выделить последо- 
вательность, сходящуюся по норме ||. ||. Такую подпоследова- 
тельность обозначим {9„}. Тогда {v,,} является фундамен- 
тальной последовательностью BH, и поэтому для выбранного 
числа € > 0 существует такой номер № > Ny, для которого 

[Pm — Vell < 5х. при Ё > т > №. Но из неравенства (5.58) вы- 

[от — Vella — Ат — 98| | < (5.58) 

текает, что ||9т — 9% ||д <Е при К > т > Nog, т.е. последователь- 
ность {9 } фундаментальна, в {д и в силу полноты {д сходит- 

ся к некоторому элементу wy Е H4, так что ||v,, — 421 ||д 4 0 при 

т — со. Поскольку |9т — wi||4 27| — wi||, то эта, последо- 

вательность сходится к TOMY же элементу 101 ив 7. Так как 

[9 || =1 и |9 ||^ > Ла, то с учетом (5.56) имеем 

оз = im |5» =Т и [че = lim. [fol = As, 
т.е. Jo[wy] = А1. 

Покажем теперь, что элемент 1. Е {д является обобщен- 
ным решением операторного уравнения Ам = А1 м в энергети- 
ческом пространстве #д. Полагая в (5.55) vm = Vm, при т - со
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с учетом (5.56) и Uv, > w, как в Ha, так и BH, находим 

(ил, м) =А,! (м1, м), МЕЯА, (5.59) 

что совпадает с (5.52) при п=1. Takum образом, ненуле- 

вой элемент 161 Е HA является нормированным собственным 

элементом оператора А, соответствующим собственному зна- 

чению Aj. 

Если Ли © — собственное значение и соответствующий ему 

собственный элемент оператора, А, то справедливо неравенство 

поскольку А! по предположению является точной нижней гра- 

нью функционала (5.53). Следовательно, A, является наимень- 

шим собственным значением оператора, А и оно положительно. 

Обозначим теперь через А2 точную нижнюю грань функци- 

онала, Jo[u] при дополнительном ограничении (u, %1) =0. Это 

ограничение сужает множество элементов м Е 714, на котором 

следует искать минимум в (5.53). Поэтому Ag > А!. Повто- 

ряя с учетом дополнительного ограничения предшествующие 

рассуждения, можно установить, что Ag является вторым соб- 

ственным значением оператора A и что этому значению со- 

ответствует нормированный собственный элемент 12, ортого- 

нальный Wy. 

Продолжая этот процесс, построим неубывающую последо- 

вательность положительных собственных значений Аи, NEN, 

и соответствующую им последовательность {w, } нормирован- 

ных собственных элементов W,, оператора А. В общем случае 

в последовательности {А„} некоторые элементы могут совпа- 

дать, т.е. соответствующее им собственное подпространство 

оператора А может быть неодномерно, причем собственные 

элементы с этими номерами образуют в нем ортонормирован- 

ный базис, если оно конечномерно. 

Это подпространство не может быть бесконечномерным, 

поскольку A, + со при п -} со. Докажем это от противного.
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Допустим, что последовательность {А„} ограничена, ‘т.е. An < 
< A*=const, пЕ М. Тогда для любого номера п Е М из (5.52) 

при м = 10, Е Жд имеем 

(ии, Wn) д = [ши = An (Wn; Wn) = An||wall” = Ans 

т.е. ||| д = МА, < A. Таким образом, элементы последователь- 
ности {w,} образуют в 74 ограниченное по энергетической 
норме множество, которое по условию теоремы компактно в 
H, т.е. из любой части этого множества, можно выделить сходя- 
щуюся в H подпоследовательность, которую обозначим {10 }. 
Она фундаментальна BH, и поэтому |149 — шк ||? < 1 для доста- 

точно больших номеров т и К. Но это невозможно, поскольку 
собственные элементы W,, ортонормированы BH и 

|Win — Wel |? = (Wm — WE, Wm — We) = 

= ||@m||? — 2(tm, We) + || ee? = 2. 

Отсюда, следует, что A, 4 со при n—-> со. 

Покажем, что система {w,,} ортогональных в H4 собствен- 

ных элементов оператора А полна в Hy, Т.е. является в Ha 

счетным базисом. Любое собственное значение A, является 

точной нижней гранью функционала Jo[u] на множестве эле- 

ментов м Е 1.4, удовлетворяющих дополнительным ограничени- 

ям (м, wy) =0, =1, п-1. Если бы система {w,} была, неполна 
в 7[д, то нашлись бы отличные от нулевого элементы, ортого- 

нальные в 7/д всем w,. Обозначая через А точную нижнюю 

грань /о[м]| на указанных ненулевых элементах, из предыду- 

щих этапов доказательства этой теоремы получаем, что А — 

собственное значение оператора A, большее любого Ли, п Е М. 

Но это невозможно, поскольку A, — со при п -$ со. 

Система {w,,} собственных элементов w,, Е {д оператора, А 

полна u BH. Деиствительно, энергетическое пространство H 4 

шире области D(A) определения оператора A, всюду плотной в 

H. Поэтому Лад также всюду плотно BH. Для произвольных 

Е > 0и f Я выберем элемент g € Ha, так, чтобы выполнялось
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Е 
неравенство ||} — g|| < 5. Для этого элемента выберем такую 

линеиную комбинацию 61101 + 6242 +... +В мм с коэффициен- 

тами 6, Е К, п = 1, №, что выполняется условие 

N 

| = уз bn Wn 

n=1 

где y >0 — константа в неравенстве ||ul||4 > y||w||. Тогда, 
используя неравенство треугольника, можно записать 

№ 

| = У би 

n=1 

N 

+ | ._ У `В, 

n=1 

Итак, для произвольного = > 0 существует линейная комбина- 

ция элементов системы {w,,}, которая отличается OT f по норме 

‚пространства Я{ меньше чем на =. Это означает, что система 

{w,, } собственных элементов оператора А является замкнутой 

BH. Но замкнутость ортонормированной системы в гильберто- 

вом пространстве равносильна ее полноте [IX]. Значит, система 

{w,} полна BH. Она также полна ив Ha, поскольку Ча CH. № 

EY 
<=, 

А 2 

N 
=|(f-9)+9- Ув, < ||f -— || + 

n=1 

N 
1 

< If all +—l]o- So bn, 

n=1 

ЕР Е 
A 2 2 “ 

Если положительно определенный оператор A удовлетворя- 

ет условию теоремы 5.7, то говорят, что он имеет дискрет- 

ный спектр. Можно показать*, что эта теорема, верна, если 

оператор А симметрический и положительный, а для общего 

случая операторного уравнения (5.41) она имеет следующую 

формулировку. 

Теорема 5.8. Пусть положительно определенные операто- 

ры А и В в гильбертовом пространстве Н таковы, что любое 

множество элементов энергетического пространства, 7{д, огра- 
ниченное по энергетической норме ||. || 4, является относительно 

*См.: Митлин С.Г., 1970.
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компактным в энергетическом пространстве Я#в. Тогда соб- 

ственные значения уравнения (5.41) образуют неограниченную 

неубывающую последовательность {А„} положительных чисел, 

а, из собственных элементов этого уравнения можно сформиро- 

вать систему {v,,}, полную как в 714, так ив He. 

5.5. Уравнения с вполне непрерывными 

симметрическими операторами 

Пусть 7H — гильбертово пространство, а А — вполне 

непрерывный симметрический оператор, действующий в 7. 

Рассмотрим операторные уравнения 

Ам — Ли =} (5.60) 

Аи — Ли = 0. (5.61) 

В случае конечномерного евклидова, пространства, для любого 
симметрического оператора существует ортонормированный 
базис, состоящий из собственных векторов данного оператора, 
и решение уравнений (5.60) и (5.61) при их записи в этом базисе 
не вызывает затруднений. В бесконечномерном пространстве 
для произвольного линейного симметрического оператора, та- 
кое утверждение сделать нельзя. Однако если оператор к тому 
же является вполне непрерывным, то аналогичное утвержде- 
ние можно сделать и в случае бесконечномерных пространств. 
Итак, выясним свойства собственных элементов и собствен- 
ных значений симметрического вполне непрерывного оператора 
в гильбертовом пространстве. | 

Теорема 5.9. Если А — симметрический линейный огра- 

ниченный оператор в гильбертовом пространстве H, то наи- 

меньшее число С’ > 0, для которого выполнено неравенство 

(Ам, u)|<Cllul?, шЕН, (5.62) 
равно ||А||.
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< Если наименьшее число, для которого выполнено неравен- 
ство (5.62), обозначить С’д, то, имея, согласно (4.26) и (5.2), 

неравенство 

|(Au, м) | < [Aull [lel] < ПАГ, 

приходим к соотношению С’ < ||А||. Отметим, что последнее 
неравенство справедливо для любого ограниченного оператора 

BH. 

Для симметрического оператора A и любых u,v,w Ee H 
имеем (А? и, м) = (Au, Au) и 

(A(w+v),w+v)— (A(w—v), 4—5) = (Аш, w) + (Av, w) + 

+ (Aw, v) + (Av, v) — (Aw, w) + (Av, w) + (Аш, о) — (Av, v) = 

= 2 (Av, м) +2(Aw, v) =2(%, Aw) +2(Aw, v) =4 (Av, v). 

Положив w= Ли, v = (1/A)Au, \4 0, получим 

(Aw, v) = (Adu, + Au) — || Аа. 

Используя (5.62) и равенство параллелограмма, [IX], имеем 

|| Ам ||? = т (А(м+ Аи). Аи + Ам) — 

— {(A(Aw — x Au) Au — x Au) < {Cal|\ut x Au) + 

1 И 1. fa, 9, 1 ; + Са № 5 Au - =Ca(A ful)? + 5 1Ам] ). 

Для произвольного u #0 положим A= \/||Ам||/||м||. Тогда 

[Ам ||? < СА Ам||||ч||, откуда ||Ам|| < СА|м||. Следовательно, 
|4] < C4. Имея ранее полученное неравенство СА < ||4||, 
заключаем, что ||А|| = СА. №
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В предыдущей главе (см. 4.6) рассмотрены свойства, спек- 

тра вполне непрерывного оператора в банатовом простран- 

стве. Все отличные от нуля точки спектра, для такого операто- 

pa являются собственными значениями. Однако существование 

отличных от нуля собственных значений не гарантировалось. 

Если вполне непрерывный оператор в гильбертовом простран- 

стве 71 является к тому же симметрическим, то он всегда имеет 

ненулевое собственное значение. 

Теорема 5.10. Всякий вполне непрерывный симметриче- 

ский линейный ненулевой оператор А имеет хотя бы одно от- 

личное от нуля собственное значение Л, причем |A| = || All. 

Согласно теореме 5.9, имеем 

sup |(Au, м)| < [|4]. 
|| =1 

Обозначим через С' левую часть записанного неравенства. Тог- 
да С — это наименьшее из всех чисел, для которых | (Ам, м) | < 

< С при ||м|| = 1. Пусть v — произвольный элемент, отличный 
от нуля. Тогда для u=v/||v|| имеем 

Vv 

(ATT Te) <<, 

или | (Аъ, 5) | < Cl|v||?. Согласно теореме 5.9, C > ||А||. Таким 
образом, 

sup (Ам, u)| = |All, 
[|e||= 

причем ||А|| > 0, так как АО. В силу свойств точной верх- 

ней грани существует последовательность {un} С H, такая, 
что ||» || =1, n EN, w | (Ам, и) | > ||Al| при п -+ со. Из по- 

следовательности {и„} можно выбрать подпоследовательность 

{и„, }©2 1, для которой (Ами, и„,) + A при К > со, причем Л 

равно либо || ||, либо —||4||.
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Обозначим 9; = и„,, KEN. Тогда, учитывая равенство 
[6 „|| = 1, КЕ №, имеем 

0 < || Avg, — Лю, ||? = || Avgl|? — 2A (Avg, vg) + А". (5.63) 

Поскольку 

2A (Avg, VE) — A* < ||Avg||? < | А]? = 2 

lim (Avr, Vk) = А, 
k-+00 ' 

существует Jim ||Av,|| = A. Переходя к пределу в (5.63) при 
—}со 

k > со, получаем 

lim || Av, — Люк |2 = 0, 
k-+00 

ИЛИ 

Аз; — Аб 0 при Кс. (5.64) 

Tak как оператор А вполне непрерывный, a последователь- 
ность {v,} ограничена BH, то последовательность { Аз» } обра- 
зует множество, относительно компактное BH. Поэтому из 
нее можно извлечь сходящуюся подпоследовательность { Av; }. 
Учитывая (5.64), имеем сходимость последовательности {vz,, }. 
Обозначим ее предел v. Тогда Av;,, + Av при т -— со, причем 
|v || = jim |? k,n || = 1. Согласно (5.64), Av = Av, v £0, т.е. А — 

собственное значение оператора А и |A|=||Al|. > 

Согласно теореме 4.21 и ее следствиям, вполне непрерыв- 

ный симметрический оператор в гильбертовом пространстве 

H имеет конечную или счетную последовательность {A,,} соб- 

ственных значений A, #0, пЕ М, где каждое из них повторяется 

столько раз, какова, размерность собственного подпространст- 

ва, оператора (все его собственные подпространства, конечно-
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мерны), причем 

Аи > [> --.2 ыыы 2-4. и Ша An =O, 

если последовательность {A,,} бесконечна. В силу теоремы 5.10 
и следствия 4.2 ||А|| =|Л!|. Последовательности {А„} отвечал 
ет ортонормированная система {ф»} собственных элементов. 

Ортонормированности всегда можно добиться, поскольку соб- 
ственные элементы, отвечающие различным собственным 3Ha- 
чениям, ортогональны, a собственные подпространства, отве- 
чающие различным собственным значениям, конечномерны и в 
каждом из них можно выбрать ортонормированный базис, при- 
меняя процесс ортогонализации Грама — Шмидта. 

Теорема 5.11. Пусть А — вполне непрерывный симмет- 

рический линейный оператор, действующий в гильбертовом 

пространстве H, а {х„} — ортонормированная система соб- 

ственных элементов (не обязательно бесконечная), отвечающая 

последовательности {А„} собственных значений A, #40. Тогда 

для любого элемента и Е H справедливо разложение 

Аи = > An (и, Ln) тп. 

< Пусть сначала, система, {x, } бесконечна. Для произвольного 

элемента, м Е H положим 

к 

=и- У (u, т.) т, КЕМ. (5.65) 
n=1 

Так как {x,} — ортонормированная система, TO (vz, Zn) = 0, 

п =1, К, т.е. vz принадлежит подпространству Их, образован- 
ному элементами, ортогональными т1, 12,.... жк. Очевидно, 

что Hy — линейное многообразие, a его замкнутость следует 
из непрерывности скалярного умножения. Значит, 7/; можно
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рассматривать как гильбертово пространство. Если Ар — cy- 

жение оператора А на подпространство Я», то оператор Ах 

действует из {к в 1. Действительно, так как Ако = Av для 

любого v Е Ну, то при n=1,k uv € Hy имеем 

(Ако, т.) = (Av, ж.) = (v, Аж.) = (в, Аж) = An (©, En) = 0. 

Согласно теореме 5.10, верно равенство ||А»|| = |Ак+1|. По- 
этому в соответствии с (5.65) для ®, получаем 

||Аок|| = [Ако || < [Ак = | Ак к. 

Кроме того, в силу ортонормированности системы {х„} имеем 

k 

eal? = м — У (м, an) |? < Jel]? 
n=1 

Поскольку Ax41 — 0 при k > со, a последовательность {||v;,||} 
ограничена, имеем 

= ||Av,||370 при k-oo. | Ам — > (м, т.) An 

n=1 

Следовательно, 

k 

er (ит), > AU при k—-oo, 

n=1 

и справедливо разложение 

Ам = э Ап (и, Ln) эп. 
n=1
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Пусть теперь система {ж„} конечна, т.е. {2,} = {жи} 1. 

Тогда, элемент 

k 

v=u-)> (м, Ln) Ly 
n=1 

принадлежит подпространству +, которое образуют элемен- 

ты, ортогональные 21, 22,....ж;. Если A, — сужение опера: 

тора А на 7{[;, то в силу теоремы 5.10 оператор Ах является 

нулевым, поскольку ни один собственный элемент оператора, 

А, отвечающий отличному от нуля собственному значению, не 

принадлежит H,. Таким образом, Hy = КегА uv € Кег А. Тогда, 

k 

Au = Sdn (u,2n)2n, 

n=1 

что завершает доказательство теоремы. > 

Теорема 5.12 (теорема Гильберта — Шмидта). Для 
любого вполне непрерывного симметрического линейного опе- 

patopa А в гильбертовом пространстве H существует ортонор- 

мированная система {a,,} собственных элементов, отвечающих 

собственным значениям A, #0, такая, что любой элемент и Е H. 

единственным образом можно представить в виде 

и = > свт tv, 

п 

где Е КегА. При этом cy, = (м, т,) для всех возможных 

номеров п. 

4 Для любого элемента м Е H его ряд Фурье по ортонормиро- 

ванной системе {ж„} собственных элементов сходится к неко- 
торому элементу w Е H [IX]: 

w= Sou, Ln) тп.
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Учитывая, что Ax, = Any, получим 

Аш = Son (и, Ln) Ln, 

поскольку оператор A непрерывный. Согласно теореме 5.11, 

также имеем 

Au = >. Ап (и, Ln) тп. 

Следовательно, Аи —- Аш = ОЕ H и элемент и — 4 = Е kerA. 

Таким образом, 

иЕШНЬ=» (и, т) т, Но = си, +5, 

п 

гдеое ker A, aw tv, поскольку v как собственный элемент, от- 
вечающий нулевому собственному значению, ортогонален лю- 
бому собственному элементу ж„. Итак, искомое представление 
элемента м Е 7{ получено. 

Докажем единственность этого представления. Пусть су- 
ществует еще одно представление м = w'+v’, где w’ 1 v’, 

v' Е КегА. Torgawtv=w'+v' и w-—w'=v'—v, причем 

(w—w',v’—v)=0. Следовательно, 12 — 2 = v'—-v=O0€ H, 
a для элемента 12 разложение по ортонормированной системе 

{x,} совпадает с рядом Фурье элемента w [IX], что и доказы- 

вает единственность полученного выше представления. > 

Следствие 5.1. Если 2 — гильбертово сепарабельное npo- 

странство, А — вполне непрерывный симметрический линей- 

ный оператор в 7, то в H существует ортонормированный 

базис, состоящий из собственных элементов оператора, А. 

4 Для доказательства утверждения достаточно к ортонорми- 

рованной системе {ж„} собственных элементов оператора A, 

отвечающих его ненулевым собственным значениям, добавить
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счетный или конечный ортонормированный базис подпростран- 

ства Кег А, который в сепарабельном гильбертовом простран- 

стве всегда, существует [IX]. > 

Следствие 5.2. Если нуль не является собственным зна- 

чением вполне непрерывного симметрического линейного опе- 

ратора А в гильбертовом пространстве H, то в H существует 

ортонормированный базис, состоящий из собственных элемен- 

тов оператора А. # 

Переидем к изучению неоднородного операторного уравне- 

ния (5.60), в котором Л 520 и А — вполне непрерывный сим- 
метрическийи оператор в гильбертовом пространстве 7H. Пусть 

собственные значения A, #0 и соответствующие собственные 

элементы х„ оператора А известны, и элемент и Е H являет- 

ся решением уравнения (5.60). Тогда, согласно теореме 5.11, 

имеем 

So An (U, Ln) Ln — Ам = f. (5.66) 

Умножим скалярно обе части (5.66) Ha жь: 

Ак (м, ть) —- Л(и, ть) = (Ff, ez). (5.67) 

Если A не равно ни одному собственному значению Ак, то для 

любого возможного К получим 

Тогда в соответствии с (5.66) искомое решение имеет вид 

1 wld 
nr 

Наоборот, если ряд в (5.68) сходится, то элемент м в (5.68) 
является решением уравнения (5.60). Рядв (5.68) действитель- 

но сходится для любого f € H, поскольку последовательность 

An 1 
i, “5 (1,2) т, — yf. (5.68)
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{S,} его частичных сумм фундаментальна. Tak как последо- 

вательность {Л„} сходится к нулю при п -$} со, то сходится и 

An 
An — A) 

ется ограниченной. Поэтому для [> К имеем 

2 

последовательность {( ) | и, следовательно, она ABJIA- 

l \n l 

Si ЗЫ? = 55 > || Кл =)? < м > Mf, an)", 

n=k+1 n=k+1 

d 2 
где М — верхняя грань последовательности | ( = ) \. 
Pan N(An — A) 

УХ, =„) | 
n=1 

сходится [IX]. Поэтому для произвольного числа = > 0 найдется 

такой номер №, что 

1 

УКР < = при I>k>N, 
n=k+1 

a значит, и ||51 — S,||?<e при [> К < М. 
Если Л совпадает с некоторым собственным значением, ко- 

торому отвечает собственное подпространство размерности т, 

то A=A,, n=k,k+m-1. В соответствии с (5.67) элемент 
f должен быть ортогонален собственным элементам т, п = 

=k,k+m-—1, а значит, и собственному подпространству, отве- 

чающему А. В этом случае решение имеет вид 

| 1 
и = сын — У, (5.69) 

nr 

где Cy, — произвольные действительные числа, для п =k, k+m—-1 

ис = ^" (F =") ля остальных номеров n. Наоборот, если пал д Pp рот, 

(1, @,) =0, n=k,k+m-—1, коэффициенты c, для номеров п = 

= К, К+т-—1 выбраны произвольно, а для остальных номеров 
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Ch = an fen), TO рядв (5.69) сходится, и элемент и, определя- 

емый (5.69), является решением уравнения (5.60). 
В случае, когда, А совпадает с некоторым собственным 3Ha- 

чением, но элемент } не ортогонален соответствующим соб- 
ственным элементам, уравнение (5.60) не имеет решений. 

Пример 5.5. Наидем решение интегрального уравнения П 
рода 

t 
[а + #3) и (3) ds — Au(t) = 2t? — 37 (5.70) 

© 
| 
db
 

Оно эквивалентно операторному уравнению Au — Ли = f, опре- 

деляемому функцией f = 2t? — . — Е и оператором А: Ё2[-1,1] 

— [,2[-1,1], действующим по правилу 

1 

(Au) (t) = ] К (1,3) (8) 48, ие Lo[-1)1], 
—1 

где К (1,5) = 1+ {5 — непрерывная в квадрате [—1, 1]? функция, 
удовлетворяющая условию К ($, 5) = K(s,t). Нетрудно доказать, 

что в этом случае А является симметрическим вполне непре- 
рывным линейным оператором. 

Сначала найдем ненулевые собственные значения операто- 
ра А. Так как 

1 1 

(Au) (t) = [ us) ds+t [ su(s) ds=a+bt, we L[-1,1], 

—1 —1 

то собственные функции необходимо искать в виде v(t) = 
—=а+ bt. Подставляя функцию y(t) =а+Ы в уравнение Аф= Ay, 

получаем 

1 

[(a+bs)ds+t | s(a-+bs) de=da+6e), 

—1 —1
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или (A —2)a+ (A — 2/3)bt = 0, ЕЕ [-1,1]. Таким образом, соб- 
ственным значениям A, =2 и Л. =2/3 отвечают собственные 

функции Y(t) = 4 и a(t) = \/ 3 (при условии || = [№2] = 1) 
и соответствующие одномерные собственные подпространства. 
Тогда при A 4 2, 2/3 интегральное уравнение (5.70) имеет един- 

ственное решение, определяемое (5.68): 

“9х a] 0?-§-D 4+ 

2/3 lee [( > 8 ТЕ р 7 
+ 373 — > ‚бы -3 —-- sds— 2? +245 = 

1 1 /2s% 2Qs\]1 ЗЕ 531 рые +2) - A\2-AK 3 3/1-1 2-—3A 9 3 

1 At 2 
= —(-2t? — —). х(-2" say +3) 

При A= 2 функция f(t) = 2t? — > — : ортогональна функции 

y(t) = = т.е. (},ф1) =0. Следовательно, в соответствии с 

(5.69) имеем решение 

u(t) = Fe 73 +a 5 НС -=-=) 2) 1/3 sas 

2 3 3/ Wa 12 6° 3 4’ 

roecy € Ru C= +3 + 1 произвольное действительное число. 

При А = Е функция f(t) = НР Е не ортогональна, функции 

фа(Е) = уЗь так что интегральное уравнение (5.70) решений 

не имеет. #
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Линейные дифференциальные операторы, как правило, яв- 

ляются неограниченными, и, следовательно, не являются не- 

прерывными. Однако в ряде случаев эти операторы имеют 

обратные операторы, оказывающиеся вполне непрерывными. 

Сформулируем теорему, затрагивающую такие случаи”. 

Теорема 5.13. Пусть А — неограниченный линейный сим- 

метрический оператор в сепарабельном гильбертовом прост- 

ранстве H, а его обратный оператор AW! является вполне не- 

прерывным. Тогда всегда можно выбрать ортонормированный 

базис {z,} BH, состоящий из собственных элементов операто- 

ра А-!, причем нуль не является собственным значением этого 

оператора, а последовательность {и„} собственных значений 

А-' (Аж, = их) содержит бесконечно много различных 

значений. Спектр оператора А совпадает с последовательно- 
1 

СТЬЮ {An}, An =-—, a Ly — собственные элементы оператора, 
Ип 

A, отвечающие собственным значениям A,. Если А — регу- 

лярное значение оператора A, то для всех м Е Я справедливо 

равенство 

— 1 
(А — ^Г) Ти = У. ох (м, т) Ln. 

п=1 ™ 

Дополнение 5.1. Сопряженные пространства 

и сопряженные операторы 

Рассматривая линейные ограниченные функционалы, опре- 
деленные в нормированном пространстве 4, как частный слу- 
чай линейных ограниченных операторов с областью значений, 
лежащей в банатовом пространстве К, заключаем, что множе- 

ство линейных ограниченных функционалов образует банахово 
пространство (см. 4.5). Его обозначают U/* и называют conpa- 

женным с Ц. Норма любого функционала РЕ М* определена, 

*Доказательство теоремы CM., например: Хатсон B., Пим Дж.
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равенством 

ПЕ = sup |F(u)|. 
[ии <1 

Пример 5.6. Найдем пространство, сопряженное с К”, где 

норма, задана, равенством 

|z|| Rn ~\ 22, х = (11, 12, ..., In) ЕВ". 

Пусть e;, 1=1,п, — стандартный базис BR". Тогда для 

любого элемента, х Е К” справедливо разложение 

nr 

r= ) т.е.. 

=1 

Если fF — произвольный линейный функционал, действующий 

BR”, To 

F(x) = в ге) = а Р(е.) 
1=1 1=1 

и, согласно неравенству Коши — Буняковского, 

nr 

т:Е(е;)| < ИЕ = sup |F(a#)|= sup 
lzllRn<1 |zllRn<1 1=1 

< su тв” F(e;))? = Е(е;))?. ноев | (Flea? Ре 

Причем, если
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то ||%0|в* =Ти 

Е(то) = \ >_(F(e:))?, 

a значит, для любого F € U* = (R”)* имеем 

ИЕ = \ >_(F(e:))?. 
7=1 

Таким образом, любой линейный функционал РЕ (R"”)* од- 

нозначно определен вектором (F(e1), Е(е2), ..., F(en)). Ha- 

оборот, любой вектор (Д, fo, ..., fr) Е В" задает линейный 

функционал РЕ (К”)*, действующий по правилу 

nr 

F(z) =) aifi, 1 = (24, LQ, «+6; Ln) ER", 

=1 

причем 

1=1 

Нетрудно показать, что соответствие между функциона- 
лами Ри (F(e1), Е(е2),..., F(en)), где ЕЕ (R")*, является 
изоморфизмом, сохраняющим нормы соответствующих элемен- 
тов, Т.е. пространства (R")* и В" изометричны. Поэтому 

можно считать, что с точностью до изометрии (R")*=R”. # 

Рассмотрим банахово пространство L,|a,b], р > 1, функ- 
ций, суммируемых с р-й степенью, норма в котором опре- 
деляется равенством 

b 

= (/ вора)” 
а
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Можно доказать*, что банахово пространство, сопряженное с 
L,[a,b], изометрично банахову пространству L,[a,b], где 1/p+ 
+ 1/4 = 1, т.е. [*[а,6] = L,[a, 6]. Любой линейный ограниченный 

функционал РЕ [%[а,6] можно представить в виде 

b 

F(z) = [eos dt, «x €L,|a,)], 
a 

где f — некоторая функция из L,[a,b], причем ||F'|| =||f\l>. В 
частности, [%[а,6] = Г2[а,6]. 

С банаховым пространством Г1[а,6] суммируемых функций 

сопряжено банахово пространство Г»|а,6] функций f, по- 

чти всюду ограниченных на отрезке [а, 6], с нормой ||} ||», 
которая определяется формулой 

ПУ = inf sup |f(é)|, 
HE=0 te[a,b]\E 

где pE обозначает меру Лебега множества Е С [a,b]. Любой 

функционал Р = [1[а,6] имеет вид 

b 

F(z) = [eo ло dt, x €L,{a,), 

a 

где f — некоторая функция из Ёо|а,6], a ||F'|| = || Ло. 
Согласно теореме Ф. Pucca, любой линейный ограниченный 

функционал Р в гильбертовом пространстве 7{ имеет вид 

F(x) = (a, u), « € H, где м — некоторый элемент из H, причем 

|Е| = || ||. Несложно установить, что H* изометрично H, при 
этом используют запись H* = H. 

В пространстве U*, сопряженном с нормированным про- 

странством М, рассматривают два вида сходимости: силь- 

ную — сходимость по норме в U* (в этом случае сходи- 

мость последовательности {F,,} к функционалу Р означает, что 

*См., например: Люстерник Л.А., Соболев В.И.
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|2 — Е|| +0 при п $ со) и слабую — поточечную стодимость 
(в этом случае сходимость последовательности {Ё»} к функци- 
оналу F означает, что Е„(ж) > F(x) при п -} со для любого 
элемента, z Е (М). 

Из сильной сходимости последовательности {F,,} С М* вы- 

текает ее слабая сходимость, причем к тому же пределу. Дей- 
ствительно, пусть ||F, — Ё| +0 при n- со. Тогда для любого 
az €U имеем |ЁР, (=) — F(x)| < ||F, - Е|||=н — 0 при п — со. Сле- 
довательно, Е» (ж) + F(a) при п - oo. 

В случае гильбертова пространства H, учитывая, что H = 

= H*, а любой линейный ограниченный функционал имеет 

специальный вид (см. теорему 5.2), можно утверждать, что 

слабая сходимость последовательности {u,} к элементу u € H. 
равносильна, условию: (ми, 2) > (и, ж) при n—- со для любого 
ТЕЛ. 

Пример 5.7. Покажем, что последовательность, сходяща- 
яся слабо, может не сходиться сильно. Рассмотрим гильбер- 
тово пространств [,2[0, п] и в нем последовательность функций 
fr(t) =sinnt, пЕ М. Так как (fm, fr) = 0 при пи 

т 

fol? = | sin?ntat == пе М, 

0 

TO || — fall? = |+ =. Значит, в силу определе- 
ния 4.1 последовательность { }, } не является фундаментальной 

в [,2[0,п] и не сходится сильно. В то же время {f,,} сходится 

слабо к нулевой функции из L2[0,7]. В самом деле, для любой 

функции x Е L2[0,7] имеем 

п 

(т, fn) = [ зол = сы, 

0 

где с, — коэффициенты Фурье функции т Е [/2[0,п] по орто- 
со 

гональной системе {f,}. Так как ряд >` с? сходится [IX], то 
n=1
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с, +0 при п + со. Это и означает, что последовательность 
{fn} сходится слабо в L2[0,7] к нулевой функции. 3 

Пространство, сопряженное с U*, называют вторым 

сопряженным с нормированным пространством М и обозна- 

чают ({**. Таким образом, U/** = (М*)*. Выясним, какова связь 
между М и М**. Предварительно докажем теорему, которая 

является следствием теоремы Хана — Баната. 

Теорема 5.14. Пусть М — нормированное пространство и 

элемент Up Е М не является нулевым. Тогда, существует линей- 

ный ограниченный функционал Р, такой, что Е(мо) = || м0 ||, 

ИЕ = 1. 
< Пусть 2 = {Ию}, ЕЕ В, т.е. С — одномерное подпространство 

BU. Зададим на, С линейный функционал Р(Иш) =# |0 ||м, ЕЮ. 
Отметим, что Fug) = ||wolly. Тогда для любого элемента, м Е L 
имеем F(a) = ||м||м. Следовательно, норма ||Е|| функционала, 
Е, определенного Ha одномерном нормированном пространстве 

С, равна единице. По теореме Хана — Банаха функционал РГР 

можно продолжить до линейного ограниченного функционала, 

заданного Ha (4, с нормой, равной единице. № 

Теорема 5.15. Пусть М — банахово пространство. Тогда, 

И изометрично некоторому подпространству BU**, 

< Любому элементу мо Е М поставим в соответствие функци- 
онал Jy,, определенный Ha сопряженном с М пространстве U* 

— ж соотношением Jy,(F) = F(uo), РЕМ*. 
Функционал Jy, является линейным. Действительно, для 

любых Ри, Ро Е U* ua, ВЕК имеем 

Ju. (aF + BF) = (м Е! + ВЕ>) (мо) = 

= aF\ (мо) + ВЕ>2 (мо) = аш (Fi) + ВЛ, (Е). 

Функционал Jy, ограниченный, поскольку для любого элемента 
F €U* с нормой ||Ё|| < 1 справедливо неравенство |Jy,(F)| = 
=|F(uo)| < Е ||ollu < ||чо||м. Из этих неравенств также 3a- 
ключаем, что || Л. || < мощ.
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Итак, определено отображение ‹ф: М > М** банахова про- 

странства U/ на некоторое подмножество (4**. Докажем, что 

это отображение линейное. В самом деле, для любых о, Vo CU 

и a, ВЕК имеем 

Jaug+ vo (Е) = F(auo + vo) = oF (uo) + BF (vo) = 

=aJy,(F)+BJy(F), FEU". 

Согласно теореме 5.14, из условия Jy, =O Е U* следует 

Up = О ЕМ, и отображение ‹ф является взаимно однозначным. 
Легко показать, что образом банахова пространства М при 
отображении ‹2 будет некоторое подпространство (\**. 

Докажем, что отображение ф сохраняет нормы соответ- 

ствующих элементов. Выше было показано, что ||/ш || < ||wollz- 
Согласно теореме 5.14, для любого ненулевого элемента, мо Е М 
существует функционал Fo Е U*, такой, что || || =1и Ро (що) = 

= мои. Тогда Jug (Fo) = Fo(to) = [мо и 
[о | = sup |Jug(F)| 2 |Fuo(Fo)| = мощ. 

ПЕ <1 

Следовательно, ||Ju,|| = || oll. > 

Если U** =U, то банахово пространство М называют 

рефлексивным. Таким является любое гильбертово простран- 

ство H, поскольку H*™* = (H*)* = H* = Я. Рефлексивными так- 

же будут и пространства L,[a,b], 1 <р< оо. 

Перейдем к определению сопряженного оператора. Пусть 

А — линейный ограниченный оператор, переводящий норми- 

рованное пространство М в нормированное пространство У. 

Поставим произвольному функционалу J Е \У* в соответствие 

функционал РЁ, определенный BU по правилу 

J3F <> Е(и) =Л(Аи), wel. (5.71) 

Докажем, что функционал РГР, соответствующий функционалу 
ЛЕ \У”*, является линейным ограниченным, т.е. РЕ М*. Дей-
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ствительно, для любых U1, U2 Е Ми Qa, в Е К имеем 

F(au, + Bu) = J(A(auy + Bu2)) = («Ам + ВАм>) — 

= а (Ам: ) + В/(Ам2) = oF (u1) + BF (uz). 

Следовательно, F — линейный функционал. 

Для любого элемента м Е М, удовлетворяющего условию 

[| |^ < 1, имеем 

|[Е(м) | = |J(Aw)| < ЛА < АИ < АТ, 

где ||. ||ми ||. ||») — нормы в пространствах М и У, а ||А|| — норма 
оператора А в нормированном пространстве С(М,У) (см. 4.5). 
Таким образом, РЕ М*, причем ||Ё|| < ||» || Al]. 

Итак, рассматриваемое соответствие между функционала- 
ми из У* и U* определяет отображение А*: Y* + U*, которое 

называют оператором, сопряженным с линейным ограни- 
ченным оператором А. При этом используют обозначение F = 
= A*J, так что равенство в (5.71) принимает вид 

(А*.Л) (м) = (Ач), well, Jey". (5.72) 

Теорема 5.16. Оператор А*, сопряженный с линейным 

ограниченным оператором А: М — У, где И и У — нормирован- 

ные пространства, является линейным ограниченным, причем 

|A*|] = ПА. 
< Докажем линеиность оператора A*. Для любых Л, Jo Е У*, 

и, ВЕКичиЕМЦ с учетом (5.72) имеем 

(А* (а Л + В.Л2)) (м) — (а. + В.Л>) (Ам) — ad; (Aw) + В.Л (Ам) — 

= а(А*Л) (м) + В(А*Л») (м) = (@A* J, + ВА*.Л) (м). 

Теперь докажем ограниченность оператора А*. Для всякого 
элемента и Е И, ||м||м < 1, учитывая (5.72), получаем 

(А.Л) (u)| = (Ам) < Аа < 

< Ми < ПА].
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Следовательно, 

|A*J|lee = sup |(А“.) (м)| < |]. 
ыы <1 

Отсюда, 

JA] = зар ||1А“Лйиь < |All. 
+ <1 

Для произвольного элемента Up Е М с нормой || |м < 1, 
согласно теореме 5.14, существует функционал „Ло Е У*, такой, 

что || |+ = 1 uw Jo(Auo) = || Ащо||у. Поэтому с учетом (5.72) 

имеем 

|| Awolly = Jo(Auo) = (A*Jo) (що) < ПА” Ли моЙи < 

< ||A* Jollee < И = ПА”. 

Следовательно, 

ПА] = зар ||Auolly < ||". 
[мо ||м<1 

Отсюда, учитывая доказанное выше неравенство ||А|| > ||А*||, 
приходим к равенству ||A*|| = || All|. > 

Пусть ЯД — гильбертово пространство и А — линеиный 

ограниченный оператор, действующий BH. Так как H* = H, 

то сопряженный с А оператор А* действует также в H. Про- 

извольный функционал J € H*, согласно теореме 5.2 Ф. Pucca, 

можно представить в виде J(u) = (u,v), где v — некоторый 
фиксированный элемент из 7(. Оператор A*, сопряженный с А, 

ставит функционалу J в соответствие линейный ограниченный 

функционал F no правилу 

Е=А*] < Е(и) = (Аи) = (Аи, 5), иЕЧ. 

Однако, согласно теореме 5.2 Ф. Pucca, F(u) = (м, v*), где 
v* Е H — элемент, однозначно определяемый функционалом РГ.
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Тогда имеем (Au, v) = (u,v*), wEH. Так как v Е H отожде- 

ствлено с ЛЕ 7{*, а э* ЕЯ —с FEH*, и Е = A*J, то можно 

положить v* = A*v. Следовательно, получаем 

(Au, v) = (м, А*о), u,v ЕЯ. (5.73) 

Равенство (5.73)- соответствует определению сопряженного 

оператора, в евклидовом пространстве [IV] и однозначно опре- 

деляет оператор А*, сопряженный с А. 

Пример 5.8. Рассмотрим в гильбертовом пространстве 

[20,1] линейный ограниченный оператор 

(Au) (В = |] Ка,зуще) ds, \иЕ [20,1], ЕЕ [0,1], 

где K(t,s) — функция, непрерывная в квадрате [0, 1]2. Для 

любых функций и, Е [,2[0, 1], учитывая (5.73), имеем 

1 ads чо) {xtra 
0 

- [кызы t, 5) u(s)dsdt =. 

ры it) 45 = (и, A*v). 

Таким образом, сопряженный с А оператор А* действует по 

правилу 

1 

(A*u)(s) = ] K(t,s)u(t)dt, ue 1,1], Е 0,1. #
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Найдем оператор А**, сопряженный с оператором А*. Для 

любых u,v Е Hc учетом (5.73) имеем 

(и, A**v) = (A*u, v) = (wv, A*u) = (Av, и) = (м, Av). 

Следовательно, А** = А. 

Линейный ограниченный оператор А: H — H называют 

самосопряженным, если А* = А. Тогда для любых u,v Е H, 

согласно (5.73), справедливо равенство (Ам, v) = (м, Av). Это 
соответствует определению симметрического оператора, и опре- 

делению самосопряженного оператора в евклидовом простран- 

стве. Самосопряженными являются операторы многих урав- 

нений математической физики. Например, самосопряженные 

операторы, действующие в комплексном гильбертовом про- 

странстве, находят применение в квантовой механике. 

Дополнение 5.2. Критерий базисности 
системы функции 

Пусть В — банахтово пространство, а В* — его сопрл- 

женное пространство, т.е. пространство всех линейных непре- 

рывных функционалов в В. Напомним, что система {ж„} с В 

является замкнутой в В, если замыкание линейной оболочки 

этой системы совпадает с В [IX]. 

Систему {т„} С В называют минимальной в В, если для 

любого К Е М элемент a, ¢ Ху, где Ху — замыкание линейной 

оболочки элементов {z,} при п К. Систему {zn, yn} пар 

элементов @, € Bu y, € B* называют биортогональной, если 

Ym(@n) = 0 при п = т, и биортонормированной, если 

1, п=мт; 
Ут (ть) = 0, пт. 

В конечномерном линейном нормированном пространстве эле- 
менты биортонормированной системы образуют биортогональ- 
ные (или взаимные) базисы [IV].
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Пусть {2,, yn} — биортонормированная система. В этом 

случае {y,} называют системой, сопряженной с системой 
{т„}. Если {т„} — замкнутая система в банаховом простран- 
стве В, то сопряженная с ней система (если она существует) 
единственна. Для существования у данной последовательности 
{x,} С В последовательности {y,} С В*, образующей с {хи } би- 
ортонормированную систему, необходимо и достаточно, чтобы 
система {т„} была минимальной в В. 

Напомним, что систему {т„} С В элементов 6aHaxoBa про- 
странства В называют базисом, если для любого элемента x Е В 
существует единственный ряд 

со 

z=) вит», (5.74) 
n=1 

сходящийся к т по норме пространства В, где a, (x2) — функци- 
оналы, определенные в В. Сформулируем критерий базисности 

системы функций в банаховом пространстве. 

Теорема 5.17. Для того чтобы система {z,}C В была, 

базисом в банаховом пространстве В, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись три условия: 

1) {x,} замкнута в В; 
2) {x,} минимальна в В; 
3) существует такое число М > 0, что для любых 2 € Bu 

N Е № верно неравенство 

N 

[зна 

где {y,} — система, сопряженная с {жи}. 

< М]||, 

Следствие 5.3. Если {z,} — базис в В, то функционалы 

ак (т) в (5.74) являются линейными ограниченными функциона- 
лами и определяются в В равенствами а, (т) = у„(т), где {yn} — 
система, сопряженная с {т}.
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Дополнение 5.3. Положительная определенность 

эллиптического оператора 

В ограниченной области 922 € К” с кусочно гладкой грани- 

цей 05) рассмотрим линейное дифференциальное уравнение с 

переменными коэффициентами 

(=) =0, 2609; (5.76) 

55> oa (=) ete )+0(=)и(=2)=0, 2609», (5.77) 

на участках 02; С OQ и AD, = 09 \ 001. Здесь u(x 

искомая функция; а;;(2) = а(т) Е C1(Q), с(=), f(x) Е C(O 

и о(т) Е C(OQ2) — заданные функции; п;(т), 
направляющие косинусы единичного вектора, n Е 

нормали к OQ. Далее ограничимся случаем с(х) 20, ЕО, и 
(т )> > 0, re OD». 

Рассмотрим гильбертово пространство H = L2(Q) функ- 

ций, суммируемых на О с квадратом, в котором скалярное 
произведение и норма, определены соотношениями 

(м, о) = [wan и ul? = f u? ao. (5.78) 

92 92 

В соответствии с (5.75), (5.76) и (5.77) при помощи равенств 

Ува (tgs) че ино aszens (6.79 
t=1 71=1
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введем операторы А и №, которые имеют области определения 
D(A) = C*(Q) и D(N) = С (092) соответственно, являющиеся 

линейными многообразиями в L2(Q). Нетрудно проверить, что 
эти операторы являются линейными. 

Убедимся в том, что А является симметрическим операто- 
ром. Используя (5.79), (5.78) и (2.99), получаем 

(Au, v) — (Av, и) = 

-- [2 (59, ) 9 (659. ) ) d= 

= [оао - use) +09) = 

поскольку на O2,, согласно (5.76), u=v=0, a на ON2, согласно 

(5.77), 

ди Ov 
y y ai; (55 — u=—) nj =vNu—uNv=—vou + uv = 0. 

Oz; 
1=1 j=1 

Следовательно, (Au, v) = (Av, и), т.е. оператор А является сим- 
метрическим. 

В соответствии с (2.98) и (5.76)- (5.78) запишем 

(Au, и) - [>> (5. ( so) си) dQ = 
О 1=1 j=1 1 

-- [uy Увы п; 4(00) + 

a0 1=1 j=1 

(Ou ди 2 

+ /OUG: jg, tow) ®= 
Q t=15=1 1 

aT ди ди 2 2 

Q 121 Q aN»
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Если существует такое число ро > 0, что при любых w ELD 

для произвольных наборов чисел &1,$2,..., п Е К выполняется 

неравенство 
т т 

У а; (=) > me (5.81) 
1=1 j=1 

то оператор А называют эллиптическим Ha замыкании ©. 

В этом случае (5.75) относят к уравнениям эллиптического ти- 

па. Отметим, что левая часть (5.81) является квадратичной 

формой, а коэффициенты а;; = a;;, 21,7 = 1,m, — элементами 

симметрической матрицы этой квадратичной формы. Тогда 

выполнение (5.81) означает, что эта квадратичная форма явля- 

ется положительно определенной. 

Если существует такое ро > 0, что для любых ЕП 

т т 

У У а (=) <-m Doth 

t=1 7=1 

то оператор А также называют эллиптическим. При этом 
квадратичная форма, стоящая в левой части этого неравенства, 
является отрицательно определенной. Но при изучении свойств 
оператора А при выбранном в (5.75) знаке перед символами 

сумм и условии с(2) > 0, ЕО, существенно выполнение условия 
эллиптичности оператора именно в виде (5.81). 

Если оператор А эллиптический, то из (5.80) и (5.81) с 
учетом неотрицательности функций си о получаем 

(Au, и) > 0 (58 on) ) + 

+ | cu! dQ + ] ou d(0Q) >20. (5.82) 

92 ON2 

При (Au, и) =0 каждый из интегралов в (5.82) должен обра- 
титься в нуль. Тогда из равенства нулю первого интеграла



Д.5.3. Положительная определенность эллиптического оператора 273 

следует, что и = Со =const, но из граничного условия (5.76) на 

участке 0%: границы области Q имеем Со = 0, так что и = 0 на 

замыкании ©. Поэтому, согласно определению 5.1, А является 

положительным оператором. 

Но возможен случай, когда OQ; = @, т.е. 90. = OQ. В этом 

случае равенство нулю второго и третьего интегралов в (5.82) 

даст 

3 | свв =o и 3 | ‹4(9®) =0 

22 A 

Если одна из непрерывных и неотрицательных функций с или о 

отлична, от нуля хотя бы в одной точке области (2 или границы 

OQ соответственно, то снова, имеем Cp = 0, а оператор А будет 

положительным. Однако это утверждение теряет силу, если 

с=0в 9 ибо =0 на OL“. При этом решение задачи (5.75)- 
(5.77) может и не существовать или быть неединственным. 

Рассмотрим этот случай подробнее. 

Интегрируя (5.75) при с = 0, о = 0 по области 2, получаем 

-/ am (a5) ) d= [re 
1=1 7=1 

Преобразуя интеграл в левой части этого равенства по формуле 

Остроградского (1.26) и учитывая, что в данном случае №Ми = 0 

на 0%), устанавливаем необходимое условие 

[ 149 - Усе п; 4(90) = > уче (90) =0 (5.83) 
до 1=12=1 

существования решения задачи. Но даже если условие (5.83) 

выполнено и решение и существует, то функция, отличающаяся 

OT U на произвольную константу, также является решением 

этой задачи. Подчиним решение и дополнительному условию,
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аналогичному (5.83): 

] udQ =0. (5.84) 
2 

Тогда при и = Со имеем Со = 0, т.е. и в этом случае (при c=0B 

Quo =0на OQ) оператор А будет положительным. Следовате- 
льно, если решение и € D(A) существует, то в силу теоремы 5.3 
оно единственно в D(A). 

Выясним, при каких условиях оператор A, будучи эллипти- 
ческим, является положительно определенным оператором. 
Так как первый и третий интегралы в правой части (5.82) нео- 

трицательны, то при c(x) > со > 0, ЕО, с учетом (5.78) имеем 

(Au, и) > [ewtan> co [мк = cellu 

92 92 

Таким образом, если o(x2) > 0 на OQ2 C OD и c(x) 2 со > 0 BQ, TO 
оператор A, согласно определению 5.1, является положительно 

определенным. 

Если же со =0, то второй интеграл в правой части (5.82) 

неотрицателен, так что получаем 

(Au, и) = (5%). in+ | ow’ d(0Q). (5.85) 

ON2 

Положим и = UW и вычислим 

(в rows Bt 38 4 wr S( 20) 
=O (5) tLe Ges Bar (вы) 8.) = 

2 (wn) -w 
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Отсюда, отбрасывая первую (неотрицательную) сумму в пра- 

вой части равенства и интегрируя по области 22, получаем 

д Ov [5 an) "аа > > | Lal 2y 5) [wrod sda 
Q = 

Положив в формуле Остроградского (1.25) и; = wy, пре- 

образуем первый интеграл в правой части этого неравенства: 

[Laat ‘v v5~) d0= 

= [eae 
аа =! an 

d(8Q) = ] wre? (60). 

где п;, + = 1, т, — направляющие косинусы единичного вектора, 

v Ov 
п внешнеи нормали К Границе области (0, а On — производная 

п 
функции V по направлению этой нормали. Тогда, вместо послед- 

него неравенства, будем иметь 

2 =r" а = an 

< [оао 
92 t=1 an 

ду 
2 ——— wiz i (5.86) 

Начало координат в К” можно выбрать так, что все точки 

из Q будут внутренними точками декартова произведения т 

отрезков [0, 6,], # =1, т, т.е. область 2 вместе со своей границей 
OQ будет полностью погружена в т-мерный прямоугольный 

параллелепипед со сторонами 65;, = 1, п. Положим 
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И ВЫЧИСЛИМ 

ЕП = == 
1=1 ® i=l =1 * 

Тогда, для интеграла, в левой части (5.86) получим 

сы 5 dQ = [м ива [ u?d0. (5.87) 
92 2 

Так как функция 1 в любой точке границы OL положитель- 

на, то для второго интеграла, в правой части (5.86) имеем 

112 

[wo a()] = | [= a(a0) <] [5 —| 4(99). 
On 

9$ 90 

од 

1 | Ov 
Ясно, что Ha границе 0® величина - >| ограничена, т.е. 

Uv п 

1|д% 
и | дп 

< С1 =const > 0, что приводит к оценке 

] wna? (09) < С! ] и? 4(90). (5.88) 

AQ AQ 

Подставляя (5.87) и (5.88) в (5.86) и обозначая через С' большее 
из чисел 1/4 и C/q, получаем неравенство 

[fens (XG) 

Tak как функция u € D(A) удовлетворяет граничным условиям 

(5.76) и (5.77), то OOD в (5.89) следует заменить на 092. 
Если функция о в неравенстве (5.85) ограничена снизу 

значением Og > 0, то, обозначая через и меньшее из чисел ро 

и Oo, из (5.85) находим 

(Au, и) >= ( [> oe) «0+ fw 4(@9)), и> 0. 
OQ2 

(=) “dO. + ] 299), C>0. (5.89) 

A 
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Сравнивая это неравенство с (5.89) при замене 05 на 092 и 
учитывая (5.78), в итоге получаем 

(Au) в | паа=оши, т=е. = (5.90 
Q 

Таким образом, в случае со = 0 оператор A является положи- 
тельно определенным при условии, что о > до > 0 на 0%. C ON. 

При c=0 BQ и 0% = © из (5.85) и (5.89) следует, что 
оператор А остается положительно определенным. Можно 

показать*, что А является положительно определенным при 
c=0 в области Q и со =0 на части 002 С О границы этой 

области. Если же при этом 02 = OQ, то оператор А сохраняет 
положительную определенность лишь на множестве D,(A) С 
C D(A) функций, удовлетворяющих дополнительному условию 
(5.84). 

Итак, оператор A, определенный первым равенством (5.79), 
будет положительно определенным, если он является эллиптиче- 
ским, т.е. для него выполнено (5.81), и при этом с? со >0вОи 

о 2 Она 002. При c=0 8B Q оператор А, будучи эллиптическим, 

сохранит положительную определенность, если либо OD. = ©, 
либо о > об > 0 на 04. C AQ, либо в = 0 на 09. С OQ. (т.е. при 

OQ, 2 ©). Наконец, при с= 0 в Я ис= 0 на OL необходимо 
выполнить дополнительное условие (5.84). 

Пример 5.9. Несложно проверить, что оператор Лапласа, 

представленный в виде 

3 
92 и 

_ =, 

: I: 
1=1 д йе 

является эллиптическим, поскольку для выполнения условия 

(5.81) достаточно принять о =1. Установлено [XV], что этот 

*См., например: Митлин С.Г., 1968 wm Ректорис К.
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оператор является симметрическим и положительным при усло- 

вии и = 0 на всей границе области. Изложенное выше показы- 

вает, что при этом условии оператор Лапласа, определенный на 

множестве функций, дважды непрерывно дифференцируемых в 

области Q и удовлетворяющих однородным граничным услови- 

ям вида (5.76), (5.77), будет и положительно определенным при 

указанных выше ограничениях для ов на OD2 (при c=0B 2). 

Эллиптическими являются и операторы дифференциальных 

уравнений, описывающих перенос физических субстанций в 

неоднородных и анизотропных средах и вытекающих из со- 

ответствующих законов сохранения (см. часть I). Например, 

в уравнении (2.96) нестационарной теплопроводности тензор 

теплопроводности А может быть представлен положительно 

определенной матрицей (2.95) третьего порядка. Квадратичная 

форма с такой матрицей в декартовой прямоугольной системе 

координат соответствует в общем случае третосному эллипсо- 

иду, a элементы A;;, 1, 1 = 1, 2, 3, этой матрицы удовлетворяют 

неравенству (5.81). Таким образом, из вышеизложенного следу- 

ет, что оператор А, определенный первым равенством в (5.79) 

при a;; = Ajj, является положительно определенным на множе- 

стве функций, дважды непрерывно дифференцируемых в обла- 

сти ® и удовлетворяющих граничным условиям (5.76), (5.77) 
при указанных выше ограничениях для св О ид на OQ. Ac- 

но, что при а;; (2) = A(z) > 0, Е ©, это свойство сохраняет на 
указанном множестве и оператор A, определенный равенством 

Аи = -У(ЛУи). 

Пример 5.10. Изложенный выше подход можно применить 

к исследованию оператора Штурма — Лиувилля A, который 

на множестве D(A) дважды непрерывно дифференцируемых 

на отрезке [0, 1] функций u(x), обращающихся Ha концах этого 
отрезка в нуль (множество D(A) — линейное многообразие в 

L2[0,1]), определен равенством 

Au = —(p(z) u!(x))'+ q(z) u(x), «x € (0, 1]. (5.91)
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Используя интегрирование по частям и учитывая, что u(0) 

= v(0) = и(1) = (1) = 0 для функций u,v Е D(A), находим 

1 

(Au,v) = f (= (рем (а) +4(2) u(z)) (2) de = 

= —p(2)u (2) o(2)), [| а) м (в) v"(@) de + 

°
—
_
.
.
 

HQ
 

e
n
 

8 
—
 = 

e
n
 

8 
—
 © 
—
 8 
—
 a
 

8 | 

= p(2)o"(x)u(a)|, | (p(e)v'@))'u(e) ae + 

+ | a(2)u(z2) (2) de = (Av, u). 

Следовательно, оператор А является симметрическим Далее 

ВЫЧИСЛИМ 

(Au, и) = 

`
—
-
 

+
 

HQ
 

®
B
 

&
 

=
 

&
 

—
 

= 
e
e
 

8 
—
 a
 

8 | 

1 1 

= [re (u'(x))° de + io и*(т) 4х. (5.92) 

0 0 

Примем, что 0 < ро < p(x) HO < q(x) < 4 при любых z € [0, 1)] 
Тогда, вместо (5.92) получим 

1 

(Au, и) > po | (ul(e))°de+ | 9(2)w*(e) da > 0. (5.93) 

0 

При (Au, и) = 0 каждый из интегралов в правой части (5.93) 

обращается в нуль. Из равенства, нулю первого из них следует
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что u(x) = Co =const, x € [0,1], а из условия u(0) = и(1) = 
=0 — что Со =0. Таким образом, оператор А является 

положительным. Ясно, что при g(x) > 4 > 0, тЕ (0, 1), оператор 

А будет положительно определенным, причем (Au, и) > 40 ||ч||. 
Покажем, что оператор А может остаться положительно 

определенным при выполнении условий p(x) > ро > 0, g(x) > Qo, 

тЕ (0,1), и в случае go < 0, если значение |40| не слишком велико. 
Положим u(x) = (т) (т) и, опуская обозначение аргумента, х, 
ВЫЧИСЛИМ 

(и’)? — 02 (и)? Ч 2’ или + (v')?w? — 02 (0)? 4 (vu'w?)' —_ 10102. 

Отбрасывая первое (неотрицательное) слагаемое в правой ча- 

сти этого равенства, получаем (vu'w?)! — vw? < (u’)? и, инте- 

грируя по отрезку [0, 1], находим 

v(z) 5" (=) w?(2)| _ | v(a) 5" (2) i 24. (5.94) 

Выберем v(x) = эплт. Тогда (5) = —r’* sine u 

и(х) и” (2) ш* (2) = -п22 (5) 4? (x) = —-п?и? (т), 

а, вместо (5.94) будем иметь 

2 [eae [мора (5.95) 
0 0 

Отметим, что увеличение множителя перед интегралом в левой 
части (5.95) невозможно, поскольку при (5) = 1, т.е. при u(z) = 

= v(x) = зшлх (5.95) переходит в равенство. 

Из (5.93) с учетом (5.95) следует 

1 1 

(Au, и) > nf a)de+ | a(2)u! (17 p0 +40 ) [шее 

0 0
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Таким образом, при условии п?ро + go > 0 

(Au, и) > (п2ро + 90) |||? > 0, (5.96) 

и оператор А является не только положительным, но и положи- 

тельно определенным. Если в (5.91) g(z) = 9% = ир(т) = рю = 1, 
2 . а 

то имеем положительно определенныи оператор А = — 2 5 С. 
zr 

областью определения D(A). 

Несложно проверить, что рассмотренные в этом примере 

операторы сохранят свойство положительной определенности 
на множестве D(A) функций u(r), удовлетворяющих не только 
условиям и(0) = и(1) =0, но и условиям u(0) = и’ (1) =0 или 
и! (0) = u(1) = 0. 

Вопросы и задачи 

а 
dz’ 

действующий из нормированного пространства U непрерывно 

дифференцируемых Ha отрезке [a, 65] функций и в нормирован- 

ное пространство У непрерывных Ha [a, 6] функций ус нормами 

5.1. Доказать, что оператор дифференцирования D = 

b b 

|“ | = О иЕМ, и || = обед vey, 

\: \- 
соответственно, не является ограниченным. 

5.2. Доказать, что оператор А: [/2[0,1] > [,2[0, 1], действую- 

щий по правилу 

1 

Ayp=f=> f(t) = [кб 5) ds, Е (0, 1], 

0 

где К (1,5) — функция, непрерывная в квадрате [0, 1]2, является 

симметрическим тогда, и только тогда, когда K(t,s) = K(s,t),
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Е, $ Е [0,1]. Выяснить, будет ли оператор А симметрическим, 

если: 

a) K(t,s)=t?+s7+1, t,s€ [0,1]; 

6) K(t,s)=t?+ts*+s°-—s, t,s€[0, 1]. 

5.3. Наити собственные значения и собственные элемен- 
2 

ты оператора A = определенного на множестве функций 
dx?’ 

u(x), непрерывно дифференцируемых Ha отрезке [0, 1] и при- 
нимающих значения: a) и(0) = и'(1) =0; 6) и'(0) = u(1) =0; 
в) и’(0) =’ (1) =0; г) и(0) = u(1) =0, и (0) =и'(1). 

5.4. Доказать, что спектр вполне непрерывного симметри- 
ческого оператора А целиком лежит Ha отрезке [т, М], где 

т = inf (Ам, и), М = sup (Аи, и), 
[м |=1 |“ ||=1 

причем т, М — точки спектра. 

5.5. Найти решение интегрального уравнения II рода, 

у(т) = af u(s) sin(z +s)ds+sinz — созх. 

0 

5.6. Показать, что оператор A, заданный равенством (5.91), 
является положительно определенным на множестве дважды 
непрерывно дифференцируемых Ha отрезке [0, 1] функций u(z), 
удовлетворяющих условиям u(0) = и (1) = 0. | 

5.7. Используя (5.95), показать, что оператор А (5.20), рас- 

смотренный в примере 5.3, является положительно определен- 
ным на множестве D(A) четырежды непрерывно дифференци- 
руемых в интервале (0,1) функций, удовлетворяющих (5.19). 

5.8. Каким вариантам граничных условий (помимо вариан- 

та (5.19)) должны удовлетворять функции из множества D(A) 
четырежды непрерывно дифференцируемых в интервале (0, [) 

функций, чтобы оператор А (5.20), рассмотренный в приме- 

ре 5.3, был положительным Ha D(A)?



6. ПРИБЛИЖЕННЫЕ 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

В связи с развитием и совершенствованием вычислитель- 

ной техники возросла роль численных методов приближенного 

решения задач математической физики. Но при этом не утра- 

тили своего значения приближенные аналитические методы, 

позволяющие получить в конечном виде соотношения между 

искомыми функциями и заданными параметрами рассматри- 

ваемой задачи. 

Существует много подходов к построению приближенных 

аналитических методов решения задач математической физи- 

ки. В этой главе рассмотрены общая схема, такого построения и 

оценки возникающих при этом погрешностей, a также проекци- 

онные методы и методы, связанные с представлением искомого 

решения в виде разложения по малому параметру. 

6.1. Общая схема построения 

приближенных методов 

Рассмотренные в этой части свойства функциональных про- 

странств и действующих в этих пространствах операторов 

позволяют наметить достаточно общую схему построения при- 

ближенных методов решения операторного уравнения 

А(м) =Х, чЕБ(А) СЯ, ХЕХ, (6.1) 

к которому можно свести формулировку большинства задач 

математической физики. Для определенности будем предпо- 

лагать, что существует единственное решение м°. Это реше- 

ние может быть либо классическим, т.е. принадлежать области
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D(A) оператора, А (необязательно линейного} и поэтому удовле- 

творять (6.1) непосредственно, либо обобщенным (в частности, 

слабым), т.е. u° ¢ D(A) (см. замечание 5.2). 
Существо приближенного метода нахождения м° Е D(A) 

обычно состоит в построении для (6.1) последовательности 

{и„} приближенных решений u, Е D(A), п Е №, сходящейся по 
норме к u°. При практической реализации такого подхода при- 

ходится ограничиваться конечной последовательностью {ив } м, 

но тем не менее важно знать, что последовательность {м } схо- 

дится к элементу м°. Кроме того, желательно получить оценки 

для величины Oy = ||Un — м°||р(д) (например, в виде неравенства, 

An < CBr, где С — некоторая константа, a 0„ > 0 — элементы 

последовательности, сходящейся к нулю). Если при нахожде- 

НИИ Up, используют элемент и„_1 (при п = 1 этот элемент будет 

нулевым приближением), то говорят о методе итераций, или 

методе последовательных приближений. Наличие оценок мо- 

жет иногда при заданной погрешности приближенного решения 

UN указать необходимое число итераций N. 

Чтобы найти и„, заменим (6.1) приближенным уравнением 

А, (тп) =Yn, ЖЕ (А), ЧЕ R(An), (6.2) 

где оператор A, в некотором смысле аппроксимирует оператор 

А, а у, — элемент f (во всяком случае для упрощения поиска Uy 

желательно, чтобы A, был линейным оператором, у которого 

существует обратный оператор А;!). При этом пространства, 

D(A,) и R(A,) могут быть и конечномерными. В этом случае 

существование у линейного оператора A, обратного означает, 

что матрица оператора A, квадратная, a размерности D(A,,) и 

R(A,) одинаковы. 
Введем операторы X, и У», осуществляющие отображе- 

ния X,: D(A) > D(A,) u Yn: В (А) > R(A,), причем цу, = Yn(f). 

Эти операторы могут, например, отображать бесконечномер- 

ное функциональное пространство в конечномерное или фор- 

мировать либо сетку конечных элементов, либо конечно-раз- 

ностную сетку. Пусть уравнение (6.2) имеет единственное ре-
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шение 2° Е D(A,). Вообще говоря, =° ¢ D(A), и поэтому x? 
нельзя отождествлять с Uy, Е D(A) и считать приближенным 

решением (6.1). Но при помощи оператора U, можно перей- 

ти к этому решению: u, = U,(z5). В частности, U, может 

быть оператором интерполирования, который по дискретному 

представлению элемента x, Е D(A,) восстанавливает его образ 

и, Е D(A). На рис. 6.1 условно показана, связь рассматривае- 

мых пространств и их элементов. 

Рис. 6.1 

Будем говорить, что последовательность {52°} сходится, 
если выполнено условие ||; — Хи (м°)||р(д„) 9 0 при п > со, при- 

чем элементы Х„(м°) в каком-то смысле приближают элемент 
и°. Полагая далее A, линейным оператором, имеющим обрат- 
ный оператор A>‘, примем, что A, аппроксимирует оператор 

А на элементе ме D(A), если 

Yn(w) = | АХ (м) — 7У„(Ам)||в(А„) +0 при noo. (6.3) 

Значение 7„(м) — это расстояние в R(A,) между элементами 
А, Хи (м) и У, (Ам) (см. рис. 6.1). 

Теорема 6.1. Если 

Un = Ар |9» (м?) 0 при п — о, (6.4)
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то последовательность {12° } сходится, причем 

lz, — Xn(u’)||D(An) <, NEN. (6.5) 

< В силу равенств А„=° = У„ (7) =У,„(Ам°) с учетом (6.3) имеем 

[2% — Xn(u°) IID an) = ПА» An (2 — ae < 

< An [Аж — An (Xn(u?)) |] = 
= || Аз" НУ» Ам” ) — An(Xn( (м° а, 

что доказывает теорему. № 

В частности, если операторы A,, пЕ №, аппроксимируют 

оператор А Ha элементе м” и операторы A>! ограничены, то 

последовательность {25°} сходится. Но, согласно теореме 6.1, 

если выполнено условие (6.4), то последовательность может 

сходиться и в случае, когда либо отсутствует аппроксимация, 

либо оператор A>! не является ограниченным. 

Теорема 6.2. Если v, > 0 u U,(X,(u°))  м° при п — со, 
а, оператор U, является линейным и ограниченным, то последо- 

вательность {и„} элементов u, = И, (=2°) сходится к искомому 

элементу U°, причем 

[un — м |рса) < [Tall on + 19°) — мл), TEN. (6.6) 

4 Действительно, учитывая равенство и„ = И„(2°) и неравен- 

ство треугольника, находим 

ми — м Пр) = Чл (2) — м°|р(А) = 

= КО, (а) — UnXn(u?)) + (UnXn(u°) — и?) | (4) < 

< [Un (en) — ых (и°) [5 ay + ОХ» (и) — w || д} Л
 

< ||Unll — Xn(u°) | ед.) + Un Xn(w?) — | cay:
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Отсюда получаем (6.6), так как в случае v, 0 при n—- со 

справедливо утверждение теоремы 6.1 в виде (6.5). № 

Пусть оператор U,,, не являясь линейным, может быть пред- 
ставлен в виде (Л. (5) = Ух + B(f), где Vn: D(An) 4 D(A) — 

линейный ограниченный оператор и В: В (А) + D(A) — неко- 
торый оператор. Тогда, нетрудно проверить, что теорема 6.2 
сохраняет силу после замены в (6.6) ||U,,|| на ||V,||. Практиче- 
ское применение теорем 6.1 и 6.2 обычно затруднено, так как 

элемент U° неизвестен, но они оказываются полезными при по- 
строении приближенных методов. 

Пример 6.1. В примере 4.17 установлено, что интеграль- 

ное уравнение П рода | 

b 

ule) - [ KE,tult) d= sO), (6.7) 

где бе [a, 6], u(€), f(€) Е Cla, 6], К (€,t) — ядро этого уравнения, 
непрерывное в квадрате [a, b]?, имеет единственное решение 
и° (<) при задании действительной функции /(<) и выполнении 
условия (4.43) | 

q = (5 a) max |К (6,1) <1. (6.8) 

Один из методов приближенного решения (6.7) состоит в 
разбиении отрезка, [a,b] на n—1 частей точками €;,i=1,n, и 
приближенной замене определенного интеграла, квадратурной 
суммой. Тогда вместо (6.7) получим систему линейных алгеб- 
раических уравнений (СЛАУ) 

и-> ОК) =и, 61=Тт и=Л@), (69) 
j=l 

относительно значений 2; = и(&;) искомой функции и(&) в y3- 

лат €; соответствующей квадратурной формулы (здесь 0); — 

весовые коэффициенты этой формулы).
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В данном случае линейные операторы Аи A, определены 

левыми частями (6.7) и (6.9) соответственно. Из (6.7) следу- 
ет, что D(A) = В(А) = С[а,6]. Операторы X, и Y, совпада- 
ют, т.е. Xn = Y,, и отображают бесконечномерное множество 
Ca, b] непрерывных на отрезке [а, 6] функций на подмножество 
D(An) = R(An) п-мерного арифметического пространства К” 
значений т; = X,(u;) иу; = Yn(f;) в узлах &; квадратурной фор- 

мулы, где uj = и(&;), fi = f(&), 2= 1, п. 

Запишем СЛАУ (6.9) в виде 

Авт = Yn; А, =Т- В, 

где т» и Yn — векторы с координатами хи у, &=1,п, I — 

тождественный оператор, а В, — оператор, матрица (B;;) 

которого имеет элементы В;; = О;К (&;,&;), +1=1,п. Норму 

этой матрицы, соответствующую кубической норме векторов 

Ln и Yn, наидем как наибольшую сумму абсолютных значений 

элементов В;; в строке, т.е. 

(Ве) = max > |Р;К (6,6; | < тах _| К (&,&,)|. 
= May 1 j=l,n 

Для большинства применяемых квадратурных формул весовые 

коэффициенты положительны, и их сумма равна b—a [VI]. 

Поэтому с учетом (6.8) получим следующую оценку для нормы 

оператора Ви: 

|| Ball = ИВ; < (6 -а) max |К(&,1)| =9<1. 
€,tE[a,b] 

Согласно теореме 4.18, заключаем, что оператор A, = Г- B, 
_ 1 имеет обратный оператор Az7!, причем ||А;!|| < =. Это 

_94 
означает, что существует вектор т, с координатами т?, $ = 

=1, п, который является единственным решением СЛАУ (6.9). 

Попытаемся теперь применить теорему 6.1 для проверки 

сходимости последовательности {ze}. Предварительно при
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помощи (6.3) найдем выражение для Yp(u), для чего с учетом 

(6.7) и (6.9) запишем при {= 1, п 

b 

(У (А); = X7n(Au;) =; -— [R60 u(t) dt 

(A, Xy(u) — ‚р К( (€:,€5) 2; 

j=l 

Следовательно, 

b 

(AnXn(u));~ (Ya(4u)),= | Кд щие - Урук) ще. 
а 

Отсюда в соответствии с (6.3) получаем 

b 

al max | K (Gist) u(t) dt - Dj K (6,8) w(&)] = 
j=1 

= max|R,|, (6.10) 
t=l1,n 

где А; — погрешность используемой квадратурной формулы 
при фиксированном аргументе &; ядра K(€;,t) в (6.10). 

При равномерном разбиении отрезка, [а, 6] на четное число 
b—a n—1 (n23) частичных отрезков разбиения длиной № = я 

. п — 

можно использовать квадратурную формулу парабол, для ко- 
торой [VI] 

— п)5 
max |R;| < (6 = a) Па S Taq = 14 (6.11) | 

где M4, — наибольшее значение на [a,b] абсолютной вели- 
чины четвертой производной по t подынтегральной функции 

К (в) u(t) в (6.10). В данном случае применение теоремы 6.1 
возможно, если располагать оценкой для 7„ (м°). Покажем, что
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эту оценку можно получить, если функции K(E,t) и f(€) четы- 

режды непрерывно дифференцируемы по своим аргументам, 
т.е. покажем, как в таком случае можно найти значение My, в 
(6.11). Тогда интеграл в (6.7) можно рассматривать как за- 
висящий от параметра & и дифференцировать его по этому 
параметру [VI]. 

Поскольку функция u°(€) удовлетворяет (6.7), т.е 

o= [x (Е u°(t) dt + f(€), (6.12) 

дифференцированием этого выражения находим 

4” Г (Е) 
dem u°(t) dt + 

b 

d™u 9 [* К (6,1) ‚ m=1,4, (6.13) 
45” дб” 

а 

и убеждаемся, что функция u°(€) также четырежды непрерыв- 

но дифференцируема. Учитывая, что (см. пример 4.17) 

WF llofa, Ы 1 
1-4 1-9 —q Ее и 

[1® | ofa,o] = max |м°(&)| < ах | f(€)], 
€€[a,b] 

и располагая оценками для наибольших абсолютных значений 

производных функций К (&,Ё) и f(€) по &, можно найти такие 

оценки и для р в (6.13), а затем получить оценку My, для 

производной 

4K (E,t)u оО биты 
044 -> Ca em Ot4—m 

подынтегральной функции в (6.10). 
В итоге из (6.10) и (6.11) получаем 

(b— a)? М. 
180 (п — 1)4 “’ Yn (и°) <
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т.е. в соответствии с (6.3) оператор A, аппроксимирует опера- 

тор А на элементе w°. Поскольку 

Ма (b — а)? 

1-4 180(п — 1)4' 
< 

' 

TO Uv, 37 0 при п $} oo, а значит, согласно теореме 6.1, по- 

следовательность {12°} сходится, причем из (6.5) следует, что 
координаты (15°); вектора 15° при n— со стремятся к значе- 

ниям u°(€;) искомой функции и°(&) в соответствующих узлах 

формулы парабол. 

В простейшем случае можно принять, что приближенное 

решение (6.7) является непрерывной действительной функцией 

un(€) =U, x), совпадающей в узлах €; со значениями (1°); и ли- 

нейной между соседними узлами, т.е. воспользоваться линейной 

интерполяцией. Тогда для нормы определенного таким обра- 

зом оператора U,, имеем ||U,||= 1, причем функция Ир Хи (и°) 

совпадает в узлах &; с искомым решением u°(€), a между сосед- 

ними узлами линеина. Поэтому в случае линейной интерполя- 

ции [|] 

h? (b—a)? 
U,Xn °) — ° a < М. — = М. } || (и ) и ler ,b] 2 8 (п — 1)? 

где 

4? и° (&) 
Мо = |. 

; ela. dE? | 

Итак, uv, 30, и U,X,(u°) 3 и° при п —+ со. Следовательно, 
согласно теореме 6.2, последовательность {u,(€)} приближен- 
ных решений (6.7) сходится к искомой функции и°(&), причем 
в соответствии с (6.6) 

Пи» (6) — uP (E)Ilctaso] = max и» (§) — 42 (6)| < 

Ма (6 — а)? р в)? 
“1-94 180(п - 1) 8(п — 1)2` 

+ М2
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Более быструю сходимость последовательности {ин (Е )} к 

искомому решению можно обеспечить, если оператор О» задать 

соотношением 

=> DK (E,&)(#2)i + (8), (6.14) 
1=1 

т.е. Un = U, (#0) = У, + ГД, где У, — линейный ограниченный 

оператор, заданный выражением 

=У`Р:К(Е, Е: (2%): 
1=1 

В этом случае, учитывая (6.8), имеем 

[И = |< У_12:К(Е, (25) < alle’, 
1=1 

где || || = max |(52);| — кубическая норма вектора x. Отсюда 
1=1,n 

в соответствии с (4.26) следует, что ||V,|| <q < 1. Теперь 

Un(Xnu°) = У DiK (E,&) u°(&) + (6) =, (©), 
1=1 

так что, принимая во внимание (6.10), (6.11) и (6.12), получаем 

Un (Xnur) = и св = ах |tn (6) — № (6) | = 

b 

[ix Е.) (Е) -| K (E,t) u°(t) dt 
a 

(b-a)° <M , 
< *780(n—1)4 

= max 
€€[a,0] 

Таким образом, и в этом случае справедливо утверждение Teo- 

ремы 6.2 о сходимости последовательности {ue (&)} к искомому
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решению u°(€), но теперьв (6.6) ||U,|| следует заменить Ha ПУ», 

что приводит к неравенству 

||» (2) — и” (В) Сре < И + Си) — и” | Са,5] < 

Ma4q_ °(b- а)? LM (6 —а)° _ М4 (b-a)? 
“1—9 180(n—1)4 | *180(n—1)4 1-4 180(п- 1)“ 

Таким образом, при линейной интерполяции скорость схо- 
димости последовательности {и° (&)} была пропорциональна, 

1 

1’ 
1 

(п—1)4` 

a при использовании (6.14) стала пропорциональной 

6.2. Погрешности приближенных методов 

При поиске приближенного решения операторного уравне- 
ния вида (6.1) неизбежно возникновение погрешностей. Их 
источники связаны со следующими основными причинами: не- 
точностями в задании оператора и правой части (6.1) при 
постановке задачи, погрешностями применяемого метода, ре- 
шения (6.1) и вычислительными погрешностями. 

Рассмотрим сначала первую причину возникновения по- 
грешностей, записав вместо (6.1) уравнение 

(А+АА)и = {+ АХ чЕБ(АСЯ, feER(A)CH, (6.15) 

где ААи Af € R(AA) — искажения в операторе и правой части 

(6.1) соответственно, причем D(AA) > D(A) и В(АА) Сс R(A). 
Предположим, что операторы А и АА являются линейными 

ограниченными и существует обратный оператор A—!, a иска 

жения в операторе А достаточно малы, т.е. ||АТАА|| <q < 1. 
Тогда, согласно теореме 4.18, оператор A+ AA имеет обрат- 

ный оператор 5 = (A+ AA)7!=A7!(I1+A7!AA)~!, причем с 
—1 

учетом (4.35) и (4.37) ||5|| < ae Это означает, что суще-
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ствует единственное решение м*, удовлетворяющее (6.15): 

(A+AA)u* = + А}. (6.16) 

Из (6.16) вычтем равенство Au° = f, где u° — решение (4.37) 
и запишем 

A(u* — и’) = -ААи” + А}. 

Отсюда, учитывая неравенство треугольника и (4.26), получаем 

[ше < ААА [м | + АГ АЯ| < 

< ам” | + ПАЗ ИА. (6-17) 

Такую оценку погрешности ||u* — u°|| называют апостери- 
орной (по латыни a posteriori — из последующего), поскольку 
ее можно получить лишь после решения (6.15), уже располагая 
элементом м”. 

Из (6.15) с учетом оценки нормы оператора 5 = (А+АА)-! 
имеем 

ПАУ мА) и м f+ AF]. 

Тогда, подставляя ||u*|| в (6.17), находим априорную оценку 
погрешности (по латыни a priori — из предыдущего) 

|| A7"]| 
1—4 

(ИЛИ + ПАЛ). (6.18) Ju" — м |< 

Для практического применения оценок (6.17) и (6.18) необ- 

ходимы значения ||А-! || и 4, нахождение которых часто являет- 
ся непростой самостоятельной задачей. Из (6.16) и равенства 
Au° = } получим 

(A+ AA)(u* - и”) = -ААи° + А}.
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Отсюда с учетом неравенства, треугольника, (4.26) и оценки 

для нормы оператора, 5 находим 

||1ш* — u°|| < |(А+ AA) TAA] ||м°|| + |(4+ АА) ПАЛ < 

: < lA "|| 

1-9 
(ПА [м° | + AFI). (6.19) 

Обозначим и(А) = ||А||||А-'|| (в конечномерном случае p(A) 
называют числом обусловленности матрицы оператора А). 
Тогда, если ||A~!||||AA]| < 1, приняв 4 = || А-П А], из (6.19) 
получим 

АА] ло ПАЛ + 

AL el JAIL 
AA 

1 H(A) а 
[м — wl] < (A) 

Поскольку ||} || < |А||. |“°||, приходим к априорной оценке для 
относительной погрешности 

вы < ы (al, Las) 
Ты тат ПАЙ Te (6.20) 

Отметим, что оценка (6.20) зависит от относительных по- 
грешностей в операторе и правой части (6.15). Ясно, что при 

АА] 
|All 

(A) правая часть (6.20) может существенно превысить сумму 

WAAll „ [АЛ 
АТ Я” 

Прежде чем рассматривать остальные причины возникно- 
вения погрешностей, предположим, что мы располагаем при- 
ближенным решением и„ уравнения (6.1), полученным в дей- 
ствительности как итог приближенного решения уравнения 

(6.15). Пусть при подстановке и» в (6.15) возникает невязка 

6=(A+AA)u, —f+Af, т.е. и, удовлетворяет не (6.15), a 
уравнению (A+ AA)u, = + АХ +0. Поэтому, зная невязку д, 

выполнении условия (А) =9< Ти болыших значениях
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можно получить апостериорную оценку относительной погреш- 
ности приближенного решения ии, если в (6.20) заменить ||Af|| 

на |[Af || + ||]: 

БМ (all НАЯ) 
rel Tay ata as) 2) 

Погрешность метода приближенного решения (6.1) путем 

замены этого уравнения на (6.2) можно оценить при помощи 

теоремы 6.1. Но в действительности при замене (6.1) на (6.2) 

возникают дополнительные погрешности, так что вместо (6.2) 

приходится решать „возмущенное“ уравнение 

(А, + AAn)&n =Yn+Ayn, Ау, € R(An), (6.22) 

причем D(AA,,) C D(A,) и R(AA,) > R(A,). Сравнивая (6.22) 
с (6.15), приходим к выводу, что по аналогии с (6.20) будем 
иметь априорную оценку относительной погрешности решения 
(6.2) в виде 

ен 22| (An) (ле , [aval 
Feel бт, ИАА ПАьЙ Tell ). (6.23) 

где 2) ит, — решения (6.2) и (6.22) соответственно, a (A,) = 

= А, Ах |. 
В действительности 3a счет вычислительных погрешностей 

при решении (6.22) вместо 2, получим элемент @, Е D(A,), под- 

становка которого в (6.22) приведет к невязке д„. Замена в 

(6.23) ||Ay,|| на |Ау„|| + Sal позволяет получить апостериор- 

[tn — Trl 
[27| 

ную оценку относительной погрешности ) вызванной 

совместно второй и третьей причинами. 

Наконец, следует оценить погрешность Au,, возникающую 
при переходе от решения 12° уравнения (6.2) к приближенному 
решению u, = И„(т°) уравнения (6.1). Учитывая возможное
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искажение AU, оператора U, и погрешность Az) =z, — Zz, 

решения (6.2), находим 

Un + Аи» = U, (x?) + Aun = (Un + AU,) (x? + Ax?), 

или, считая операторы (Л, и AU, линейными, 

Aun = (Un + AUpn) Av? + ДИ, 2°. 

Отсюда с учетом неравенства треугольника и (4.26), получаем 

априорную оценку абсолютной погрешности 

[Аи || = (0, + АО») Аг, + ДО || < 

|0), |AUn| 
< [1+ U,,|| || Aa? || + U,,|| ||z7 || < Сто ) Mal well + HCl esl 

И < 1+ + U,|| \|x> I. (+ ita) esi * goad) 2 a 
Чтобы учесть еще и вычислительную погрешность, достаточно 
к ||А° || добавить норму невязки ||д. ||, где 

On — Un — (Un, + AU,,) (т. + Az’), 

а un Е D(A) — элемент, вычисленный в итоге перехода, от 

решения (6.2) к приближенному решению (6.1). Тогда придем 

к апостериорной оценке абсолютной погрешности 

АО Az? |+ |1 lav 
+ U,,|| ||z,,|I- 

Ta) eel 17 

6.3. Метод малого параметра 

1, < (1+ 

Пусть в банаховом пространстве В задано операторное 

уравнение Ви = р}, м, } Е В, где В — линейный ограниченный 
оператор из банахова пространства С(В) линейных ограничен- 

ных операторов. Пусть оператор В можно представить в виде
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В = Ви -ЛА, Л2 0, где Во имеет известный или достаточно 

просто получаемый обратный оператор Ву" Е С(В). Посколь- 

ку в C(B) определено умножение операторов, запишем 

Ви = (Во - ЛА)и = Во(1- ЛВ Ад)и=}, РЕВ, — (6.24) 

где I — тождественный оператор. 

Согласно теореме 4.18, оператор / — АВА Е С(В) при 

|A|||Bp "All < 9 < 1 имеет обратный оператор 

3 = (I -ABz!A)7 ‘ивы A)* (6.25) 

причем (В! А)° = Г. Таким  бразом, выбирая параметр А до- 

статочно малым по абсолютному значению, можно обеспечить 
существование обратного оператора 5 Е L(B). 

Используя (6.24) и (6.25), из равенств 

BSBj' = Во(1- АВ" А)(Т- AB’ А)" Bo’ = Г, 

SBy'B=(I-ABy'A)7'Bj' Во(Г- АВА) =1 

и теоремы 4.1 устанавливаем, что оператор SB" является 

обратным к В. Поэтому, учитывая (6.25), находим решение 

уравнения (6.24) в виде 

и = 5 Вы! = Е: B51 A)*Bo'f = Sa Ata, (6.26) 
k=0 

где А= By’ Аии= Во! f. Из условия существования обратного 

оператора 5 получаем, что ряд в (6.26) сходится, если |Л| < 
1 

< ——. 
[Во All 
Из (6.26) получим приближенное решение 

№ 

A= SoM Aba. (6.27)
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Вычитая (6.27) из (6.26) и оценивая полученную разность по 

норме, найдем оценку погрешности приближенного решения 
(6.27): 

Ju—unlle=|] So №248] < So АМАН < 
k=N+1 k=N+4+1 

°° ~ MIAN) + 
< У IAAF = LAUD ails. (6.28) ae 1— |Al|lAl 

Пример 6.2. Пусть для интегрального уравнения П рода 

b 

ще | K(E,t) u(t) dt = д, (6.29) 

где A#0, и, f € Cla,b], ядро К(&,4) является непрерывной в 
квадрате [а, 6]? функцией и выполнено условие 

— |1 (6 — K(€.t)| <1. q=|Al( a) max | (E,t)|< (6.30) 
’ ’ 

Представим (6.29) в виде операторного уравнения (Во — AA)u= 
= Л, где Во = Г, а А — оператор, который ставит в соответствие 

функции u € Cla,b] функцию v € C[a, 6] по правилу 

b 

= [Keown dt. 

Таким образом, A: C[a,b] > C[a, 6]. 
С учетом (6.30) и примера 4.17 имеем 

b 

[ K(E,t) u(t) dt 
a 

Aull ofa] = max |v(€)| = max < 
&Е[а,5] ЕЕ[а,6] 

b 

q\lul|cfa,b} 
< | max |K(€,t dt < — | pax Кедра < 

a
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Отсюда в соответствии с (4.26) следует, что ||А|| < ay ИЛИ 

[Al ||Bo All <9<1, так как в данном случае Во = Г. Таким 

образом, полагая в (6.26) А=Аий= Вы‘ = Г} = Г, для 

искомой функции получаем 

и= У MATS, (6.31) 
k=0 

причем в данном случае AP f= f, Af =, где 

b 

vil) = ] КЕ f(t) dt. 
a 

Представим в явном виде оператор A*, k > 1. Обозначим 
Ky(€,t) = К (6,1). Тогда можно записать А? } = yo, где 

b b b 

pl) = [ кей = [ке а ar [к K,(r,t) f(t) dt = 

b 

= [ле jae [KC т) Ky( (т ,t) dr. 

Обозначая 
b 

K2(€,t) = [ ке”) K,(7,t) ат, 

приходим к равенству
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Используя метод математической индукции, нетрудно пока- 

зать, что AK f = wR, где 

b 

os l(é)= ] Ky(E,t) f(t) dt 
a 

причем для нахождения ядра Ky(€,¢t) имеем рекуррентную фор- 

мулу 
b 

КЕЙ = [Kr Kealrstdr, k= 2,3,, 
a 

Так как сходимость последовательности функций Kak эле- 
ментов банахова, пространства Ca, 6] эквивалентна, сходимости 
этой функциональной последовательности Ha отрезке [а, 6], то 
(6.31) равносильно равенству 

(© = f(E)+ > № фь®, €€ [a, 11 (6.32) 
k=1 

причем ряд в правой части этого равенства, сходится к функ- 

ции u(€) равномерно на отрезке [a,b]. Рассмотрим некоторые 
частные случаи. 

В уравнении (6.29) положим а = 0, 6 =Ти К (&,#) = её -*. Так 
как max |К (€,t)| =e, то условие (6.30) будет выполнено при 

Е 

|A| < 1/е. В данном случае К\(&,#) = е и 

1 1 

Ko( (&, t) )= [ KE) т) Ky ( (т ,t) dr- = [ere tar =e 

0 0 

Значит, для любого номера К имеем K;,(E,t) =е и AF =A. В 
соответствии с (6.32) и формулой для суммы членов геометри-
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ческой прогрессии получаем 

у 1 

це = лоу [eH a= 1045 [да 
k=1 0 0 

Пусть теперь в (6.29) a= 0, b= 1 u K(E,t) = 2€-—t. Тогда 

условие (6.30) будет выполнено при |A| < >. Наидем приближен- 

ное решение уравнения (6.29) для f(€) =1. В (6.27) ограничимся 
значением N =2 и в соответствии с (6.32) вычислим 

ф1(8) = [(eg-oae=2¢-5, 

0 

Ko(€,t)= | (26 —7)(27 —t) dr = 2€ — +5, 

—
-
 

1 

gale) = | (28-е) ЕЕ 
0 

Тогда приближенное решение примет вид 

и2(&) =1+ (2=- 5)^+ (e- 2) 
asi 2 12)" ° 

Нетрудно проверить, что точным решением уравнения (6.29) 
В рассматриваем случае является функция 

22 —1/2-—A/6 14+ 2£A-— Л 

u(g)=14 A SoA VE _ NA A T—A/24+22/6  1-d/242/6 

При => различие при- 

¥ 5 31 
ближенного и точного решений существенно: и2(&) = aot 18 

= 1,2500 + 0,6456 и u(€) = ae 4 = ~ 1,4118€ + 0,7059, но уже 

которая также является линеиной.



6.4. Общий случай метода малого параметра 303 

при A= у имеем из(@) = E+ тор = 0,56256 + 0,8490 и u(é) = 

= —¢ + = ~ 0,5783€ + 0,8675, т.е. коэффициенты отличаются не 

более чем на 2%. # 
с 

Рассмотренная сравнительно простая процедура построе- 

ния приближенного решения носит название метода малого 

параметра. Однако если в операторном уравнении Ви = 

= } оператор В не является линейным ограниченным, то этот 

метод становится более громоздким. Модификация метода, по- 

требует введения ряда дополнительных понятий. 

6.4. Общий случай метода малого параметра 

Пусть Л — некоторый промежуток числовой прямой, U — 
нормированное пространство, a и: Л М — функция действи- 
тельного переменного Л, имеющая область определения Л и 
область значений BU. В нормированном пространстве U с нор- 
мой ||. || элемент а Е М называют пределом функции и(Л) в точке 
Ло Е А, если ||“ (Л) -а|| > 0 при Л -+ Ao, и пишут 

а = lim u(A), или u(A) за при ЛА - Xo. 
A>Ao 

Функцию u(A) называют непрерывной в точке Ag Е A, ec- 

ли ||им (Л) — w(Ao)|| + 0 при А $ №. Отметим, что функция и 
является отображением метрических пространств. Поэтому 
введенные выше понятия предела, и непрерывности функции в 
точке соответствуют понятиям предела и непрерывности ото- 
бражения метрических пространств в точке [1]. 

Если существует предел 

lim u(A) — u(Ao) . 

Ao A — № 

то элемент м’(Ло) называют производной функции u(A) в точ- 

ке Ло. Производные высших порядков определяют (как и для
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действительной функции действительного переменного} после- 

довательно. Если u(A) имеет в точке Ло производные любого 

порядка, то говорят, что функция U(A) бесконечно дифферен- 

цируема, в точке Ао. 

Пусть {м„(Л)} — последовательность функций ми: ACR- 
—+U. Тогда можно рассматривать функциональный ряд 

Ум» (^), (6.33) 
n=1 

элементами которого являются функции действительного пере- 
менного ЛЕ Л собластью значений в нормированном простран- 
стве М. На такие ряды можно перенести все понятия, введенные 
для функциональных рядов в случае U = В [IX]. 

Напомним, что при фиксированном ЛЕЛ ряд (6.33) как 

ряд элементов нормированного пространства U сходится к 
некоторому элементу и(Л) Е И, если к этому элементу сходится 
последовательность {.5%(Л)} частичных сумм 

этого ряда, т.е. 

К 

lim [doa _ (| —0. 
К—со _ 

Если при некотором ЛЕ A сходится числовой ряд с элементами 

[en (^)||, то ряд (6.33) называют абсолютно сходящимся в точке 
ЛЕЛ. Отметим, что если (4 — банатово пространство, то 

абсолютно сходящийся ряд сходится к некоторому элементу 

u(A) ЕЦ [IX]. 

Множество всех точек A € A, для которых ряд (6.33) cxo- 

дится, называют областью сходимости этого ряда, а множе- 

ство всех Л, для которых он сходится абсолютно — областью
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абсолютной сходимости. Говорят, что ряд (6.33) сходится к 

функции u(A) равномерно Ha множестве Л С К, если для любо- 

го € > 0 найдется номер №, зависящий только от Е, такой, что 

для всех ЛЕ Awk> М справедливо неравенство |S; — u(A)|| < Е. 
Для рядов вида (6.33) в банаховом пространстве М справедли- 

ва теорема, аналогичная признаку Вейерштрасса равномерной 

сходимости функционального ряда [IX]: если для всех AEC A 
©.) 

справедливы неравенства ||м„(Л)|| < an, ПЕ М, и >) an < ©, TO 
n=1 

ряд (6.33) равномерно и абсолютно сходится Ha множестве A. 

В дальнейшем эту теорему также будем называть признаком 

Вейерштрасса, равномерной сходимости ряда. 

Ряд 

У чь(л- №)", щЕИ, A,AER, (6.34) 
k=0 

элементов нормированного пространства U назовем степенным 

рядом с коэффициентами из нормированного пространства, UU. 

Определение 6.1. Функцию u(r) ЕИ называют ana- 
литической в точке № Е К, если ее можно представить в 
некоторой окрестности этой точки сходящимся (по норме || - ||) 
рядом вида (6.34), т.е. 

u(r) = Уи, (^— №)". (6.35) 
n=0 

Tak как в (6.35) можно ввести новое переменное A — Ло = LL, 

то в дальнеишем без ограничения общности принимаем Ло = 0 
и вместо (6.35) будем рассматривать ряд 

u(r) = бин". (6.36) 

Как и в случае действительных рядов, здесь справедлива, тео- 

рема Абеля [IX], которую можно сформулировать следующим
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образом: если степенной ряд (6.36) с коэффициентами из ба- 

HaxoBa пространства, U сходится в некоторой точке Ло = 0, то 
он сходится абсолютно в каждой точке интервала, (—|Ло|, |Ло|} и 
сходится равномерно Ha любом отрезке [-—г, г|, гдег < |Ло|; если 
же этот ряд расходится в некоторой точке Aj, то он расходит- 
ся и в любой точке A, для которой |A| > |А!|. Отсюда следует, 
что для всякого степенного ряда (6.36) с коэффициентами из 
6aHaxoBa пространства [4 существует такое число К > 0, что: 

1) при |А| < Е этот ряд сходится, причем абсолютно; 

2) при |A| <г< R он сходится абсолютно и равномерно; 

3) при |A| > Е этот ряд расходится. 

Число В при этом называют радиусом сходимости этого 

ряда, а промежуток (—R, Е) — интервалом сходимости. Из 

теоремы Абеля следует, что радиус сходимости можно опреде- 

лить соотношением 

R=sup|A| > 0. 
AED 

При R=0 ряд (6.36) сходится в единственной точке Л = 0, a 

при А = со этот ряд сходится при любых значениях A. Оценку 

снизу для радиуса, сходимости устанавливает следующая лемма. 

Лемма 6.1. Для радиуса, сходимости степенного ряда (6.36) 

с коэффициентами из банахова пространства ( справедлива, 

оценка К > —, если существуют такие постоянные М > 0ид>О0, 
1 
k? 

что в (6.36), начиная с некоторого номера, п EN, ||| < Mk”. 

< Достаточно показать, что при |A| < г ряд (6.36) сходится. 

Пусть |A|k=q< 1. Тогда, начиная с некоторого номера, п Е М, 

имеем 

[и A" | = [м НА < ММ)" = МФ. 

Так как члены геометрической прогрессии М4” образуют при 

4 <1 сходящийся числовой ряд, то ряд (6.36) в силу признака 

Вейиерштрасса, сходится, причем абсолютно и равномерно. №
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Теорема 6.3. Сумма и(Л) степенного ряда (6.36) с коэффи- 

циентами из банахова, пространства, ({ непрерывна при |А| < А, 

где А. — радиус сходимости этого ряда. 

< Поскольку ряд (6.36) в интервале (—R, Е) сходится абсолют- 

но, то ряд с действительными членами ||wz,,|| А” также сходится 
при |A| < R, и его можно почленно дифференцировать в этом 
интервале [IX]. Ряд с членами п||м„ ||”! сходится при |A| < В. 

Пусть Ao € (—R, Е). Тогда для некоторого числа рЕ (0, В) 

справедливо неравенство |Ло| < р. Обозначим 

Co 

C(p) = У nllunlle™. (6.37) 
n=1 

Выберем любое число A, для которого |A| < р. Поскольку 

u(A) — сумма ряда (6.36) для ЛЕ (—R, В), то 

и (Л) — и (Ло) = Ум, (^" — №) = 
n=1 

— Уи, (A) м... FART) (A= о). 
n=1 

Отсюда, учитывая (6.37), получаем 

[м (^) — w(Ao) || < 

«У чо Но" [A= Aol «С (РА Aol, 
n=1 

и поэтому функция u(A) непрерывна при |A| < В. № 

Степенные ряды вида (6.36) с коэффициентами из банахова, 
пространства, (4, так же как и ряды с действительными члена- 

ми, можно бесконечно много раз дифференцировать почленно 
в интервале сходимости. Справедлива, следующая теорема». 

*См.: Треногин B.A.
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Теорема 6.4. Сумма u(A) степенного ряда (6.36) с коэффи- 

циентами из банахова, пространства, U, имеющего радиус схо- 
димости R, является бесконечно дифференцируемой функцией 
в любой точке интервала (—R, Е), причем для любого КЕ М 
имеем 

у —1)...(n—k+1)u,r"-*, ЛЕ(-В,В), (6.38) 

где u'*)(\) — производная k-ro порядка функции u(A). # 

Пусть функция и(Л) со значениями в банаховом простран- 

стве [4 бесконечно дифференцируема в точке Л =0. Тогда 

степенной ряд 

о ay (п) 
u(r) = yO) (6.39) 

где м(”) (0) — производная n-ro порядка функции u(Ad) в точке 

Л= 0, причем (0) (0) = м(0) и 0! = 1, называют рядом Тейлора 
функции u(A). 

Теорема 6.5. Степенной ряд (6.36) с коэффициентами 

из банахова пространства, 4, сходящийся в интервале (—R, К), 

является рядом Тейлора, своей суммы u(A). 

< Если при ЛЕ (—R, В) справедливо (6.36), то в силу теоре- 

мы 6.4 в любой точке А интервала (—R, Е) существуют произ- 

водные и(*) (Л), ЕВ, функции u(A). С учетом (6.38) имеем 
и(®) (0) 
—— и и(®) (0) = kluy. Следовательно, uz = тт 

Sou," = — у. т) № op 
n=O n=0 

Следующая теорема, играющая важную роль применитель- 

но к методу малого параметра, является очевидным следстви- 

ем теоремы 6.5.
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Теорема 6.6. Если в нормированном пространстве U два 

степенных ряда 

| би," = Sed", Un, Un EU, (6.40) 

n=0 n=0 

равны при |A| < Е для некоторого числа К > 0, то равны и их 

коэффициенты при одинаковых степенях A, т.е. Up = VE для 
любого К. # 

Пусть £(B,W) — банахово пространство линейных ограни- 
ченных операторов, действующих из банахова, пространства В 
в банахово пространство W. Отображение В: AC R- L(B,W) 

будем называть оператор-функцией. Отметим некоторые 

свойства, оператор-функций, связанные с понятием аналитич- 

ности. | 

1. Если оператор-функции В, (Л), Bo(A), ЛЕ Л, со значени- 

ями в C(B,W) являются аналитическими в точке Ло Е A, то 

оператор-функция В! (Л) + Bo(A), ЛЕЛ, также аналитична в 

этой точке. 

2. Если оператор-функции В1 (Л), Bo(A), ЛЕ Л, со значени- 

ями в L(B,W) L(W,B) соответственно аналитичны в точке 
Ао Е A, то опеоатор-функция В1 (Л) о В. (Л) также аналитична, в 

этой точке. 

3. Если оператор-функция B(A), ЛЕ A, со значениями в 

С(В) аналитична в точке Ag Е Л и ||В(^)|| < 1 в некоторой 

окрестности этой точки, то оператор-функция (J — В(^)) ', 

где [ — тождественный оператор в В, аналитична в точке Ло. 

4. Если оператор-функция В: A CR—- L(B,W) и функция 

и: ЛСК - б авелитичны в точке Ag € A, то функция В (Л) м (Л), 
ЛЕЛ, анали‘гична в этой точке. Более того, если в некоторой 

окрестности точки Ао справедливы разложения 

В(^) = У Bay и uA) = Soup’, 
k=0 k=0



310 6. ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

то в этой окрестности справедливо разложение 

Co 

B(A)u(A) = S| (Beuo + Вышла +... + Bowg) №. (6.41) 

k=0 

Пусть задано операторное уравнение 

В(Л)и = (Л), weB, AER, (6.42) 

причем B(A) Е С(В, У), f(A) Е W и В, У — банаховы про- 
странства,. Покажем, что если B(A) и u(A) аналитичны в точке 

А = 0, а оператор Во = В(0) имеет ограниченный обратный опе- 

ратор, то в некоторой окрестности точки Л = 0 у оператора, 

B(A) существует ограниченный обратный Bo!(A), являющийся 

аналитической оператор-функцией. При этом уравнение (6.42) 

имеет единственное решение u(A) = В-1 (Л) f(A), которое также 
является аналитической функцией в точке Л = 0. 

Представим оператор B(A) в виде 

B(A) = Bo — (Во — B(A)) = 

= Boe (I — By’ °(Bo— B(A))) = Boe (I — A(A)), (6.43) 

где А(Л) = Bj‘ o(Bo— B(A)) — оператор, отображающий В в ce- 
бя и являющийся ограниченным как композиция ограниченных 
операторов. 

Из аналитичности оператора B(A) в точке Л = 0, согласно 
теореме 6.3, вытекает его непрерывность в этой точке. Поэто- 
му существует такое число г > 0, что при |А| <г 

[АХ < Bo Пе ИВ() — Bolle < 1. (6.44) 

Следовательно, согласно теореме 4.18, при |А| < г оператор 

I — A(A) имеет ограниченный обратный оператор (IJ — А(Л))-1. 
Но тогда и у В(Л) существует ограниченный обратный опера- 

тор В-1(Л) = (1- А(Л))-'° Bp’. Так как A(A) является анали- 

тической в точке A = 0 оператор-функцией, то В-'(Л) также 

аналитическая оператор-функция в этой точке.
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Таким образом, уравнение (6.42) при |A| <r имеет един- 

ственное решение u(A) = В! (Л) }(^). Если функция f(A) ана- 

литична в точке А =0, то решение и(Л) — аналитическая в 
точке Л =0 функция, т.е. при |A| < В для некоторого В > 0 в 
соответствии с (6.36) имеем 

u(A)= У мкА", up ЕВ. (6.45) 
k=0 

Покажем, как можно найти коэффициенты uz в (6.45), если 

известны представления оператор-функции В(Х) и функции 

f(A) в виде степенных рядов с коэффициентами из банахова 

пространства. Пусть при |A| < р 

В(^) = УВ и FA) =У М. (6.46) 
k=0 k=0 

Тогда R=min{p,r}. Подставляя (6.45) в (6.42) и учитывая 
(6.46), приходим при |A| < В к тождеству 

(37 Biv) Sousa = fiat 
k=0 k=0 k=0 

или в соответствии с (6.41) 

(By uo + Вили +... + Воик) * = ine 

0 k=0 

Me
s 

o
a
 || 

Приравнивая, согласно теореме 6.6, коэффициенты при оди- 

наковых степенях А, получаем систему операторных уравнений 

Вош = fo, > Brtn-k=fn ТЕМ. (6.47) 
k=0
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Решая эти уравнения последовательно, имеем 

Uo = ВХ, 

u; = Bp’ o(f1 — Biuo), 

Вычислив n+ 1 первых элементов uz, К =0,n, наидем п-ю 

частичную сумму ряда (6.45), которую можно принять за при- 

ближенное решение 

и (Л) = мо + Sour, |A| < R=min{p, r} (6.48) 
k=1 

уравнения (6.42). 

Пусть B(A) и f(A) в (6.42) таковы, что для коэффициен- 
тов By, и к в разложениях (6.46), начиная с некоторого номера, 

k > 1, справедливы оценки || №» |уу < Ма и ||Beo Во ||| < МВ". 
Тогда (6.42) имеет единственное решение в виде степенного 

ряда с радиусом сходимости R> min { + agin b- Действи- 

тельно, при а|А| = 4 < 1, начиная с некоторого номера К, имеем 

Fe" lw = АРА < Мло [М = Ma". 

1 
Отсюда, согласно лемме 6.1, следует оценка снизу р > — Для 

радиуса, сходимости степенного разложения f(A) в (6.46). Кро- 

ме того, если |A| < М а, значит, и |А|В < 1, то, используя 

(6.43), первое разложение (6.46) и формулу для суммы членов
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убывающей прогрессии, получаем 

|AQ)I|= [B57 > (BQ) — Bo)]| < Ву" (У`вь№)| = 
k=1 

= 50 B51 Вьл* | < ММУ 8) = 
k=1 k=1 

M|A| мА =. = |A|(M-+ B) < 1. T= [ala “тв IM) 
M+, 

Таким образом, при r= eH выполнено условие (6.44), и 

(6.42) имеет единственное решение, которое при |A| < г можно 

представить в виде степенного ряда (6.45) с радиусом сходи- 
MOCTH 

R>min{ =, в}. (6.49) 

Пример 6.3. Линейное интегральное уравнение 

1 эр | ult) cos(E-t+ Ag) d= FO), (650 
Л 

определяемое параметром Л 320 и функцией f € C[—7,7], не 
зависящей от A, рассмотрим как операторное уравнение с 
линейным оператором B(A): C[—7,7]— C[—-7,7], являющимся 

ограниченным для любого ЛЕ К. Так как f не зависит от А, то 

в данном случае в (6.47) fo(€) = f(€) и },(&) Е 0, n EN. 
Найдем разложение оператор-функции В(Л) в степенной 

ряд. Поскольку 

——- с03(& —t+ A&t) И = 

= (Et) сов (Е — Е + ЛЕ k=) = (ét)* cos(é —t+ k=), 
A=0
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то получим разложение в ряд Тейлора, [IX] 

со k 

cos(€ —t+ Aét) = У (Et) cos(é —t+ ke | a AER. 

k=0 | 

Следовательно, для любого элемента и Е C[—7,7] имеем 

п 

B(A) u(€) = u(€) - a | 6 (S ter keos(¢ —t+ k=) ~) dt. 
k 

Поскольку при t, ЛЕ [—7, 7] 

= ще" М, 
— |u(t) (€tA)* cos(€ — t + km /2) |||] 2*| A хх ы | < > | - 

=0 k=0 

то символы суммы и интеграла, можно поменять местами [IX]. 

В итоге для любого ЛЕ К имеем 

> k Г COs — Л B(A) ul) = wl) - 0 || «от a, г 2 | к! 

или B(A) = > BAF, где 
k=0 

Bou(€) = u(€) — > ] u(t) соз(& — t) dt, 

Byu(€) = _ ] u(t) ("5986 a т/2) 4 Кем. 
-л 

Будем искать решение уравнения (6.50) в виде 

wl) = Уоиь(Е) >", ЕЕ [-т,т], ще С[-п,т]. — (6.51)
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Первое уравнение в (6.47) примет вид 

wo(é) ~ 57 [ wolt) cos(é - 4 = Л) (6.52) 

„(© -=У` ] инь (#] (ent OS" т?) 4-0. (6.53) 

Так как cos(€ —t) = cos€ с0${ + зт&зшь равенство (6.52) 
можно записать в виде 

uo(€) = f(€) + С1соз& + Cosin€, (6.54) 

где 

И 2 fuo(t)sinea 1= 57 ug(t) cost dt, 2= 5 | wolt) sin , 

Умножим (6.54) поочередно Ha созё и sin€ и после интегриро- 
вания по € от —л до л найдем 

И 
a==/ 9 cost dt, G=— | 16 sint dt. 

п 

Таким образом, (6.54) эквивалентно уравнению 

шо (©) =F) += | ЛО сов - 04 (6.55)
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е. (6.52) для любой функции f € C[—7,7] имеет и при том 
единственное решение в C[—7,7]. Поэтому существует опера- 

тор By’, обратный к оператору Bo, причем для норм BC([-7,7] 

имеем 

пор = 185" H+ ах | ] F(t) cos(é - 4 < 
п 6Е[-п 

ISI дах Jeos(t—€))a(¢ - «ИЛИ max | сов 14-6) < 

Ill Г 4 < If + | lcose|at < (1+). 

Следовательно, ||Bo'|| < 1+ =. 

При п =1в (6.53) имеем 

и1(&) — se [| wilt) cost -t) az [ws (‘)étcos(€-t+ 5 п) dt=0, 

Л 

т.е. интегральное уравнение, аналогичное (6.52). Таким обра- 

зом, функция и1(&) также представима в явном виде. Подоб- 

ным образом можно найти решения уравнений, получаемых из 

(6.53) для последующих значений п. 

Можно показать, что для нормы оператора By, КЕ М, 
k-1 справедливо соотношение ||В; || < = 2h = 2n(1*)*—!, и поэтому 

|В»Во ‘|| < (2+ 8) (п?) "1, т.е. в (6.49) M=27+8 и В=л?, а 
так как в данном случае в (6.46) f, =0, КЕ М, тов (6.49) a=0. 
Таким образом, существует и единственно решение уравнения 

(6.50) в виде степенного ряда (6.51), который в соответствии с 
1 

(6.49) имеет радиус сходимости В > а” 0,0414.
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Пример 6.4. В качестве иллюстрации применения метода, 

малого параметра к решению краевой задачи рассмотрим на- 

хождение приближенного установившегося распределения тем- 

пературы Т(г,2) в тонкой оптиче- 

ской линзе (рис. 6.2). Неоднородное п. 24 

температурное поле, возникающее 1 

при воздействии на линзу различ- у Tey 

ных энергетических факторов, вы- у С Sr 

зывает термоупругие напряжения, у 

которые влияют на качество изо- О 

бражения в оптической системе в 

связи с появлением термооптичес- Рис. 6.2 

ких абберации*. 

Пусть объем У, занимаемый осесимметричной линзой тол- 

щиной Н, ограничен участком SR круговой цилиндрической 

поверхности радиуса, К и двумя гладкими преломляющими по- 

верхностями 5; и 52, образованными вращением вокруг оси 

линзы кривых, заданных зависимостями 2 = fy(r) и z= fo(r) 

соответственно (см. рис. 6.2). При постоянных значениях ко- 

эффициента А теплопроводности линзы и объемной мощности 

И? энерговыделения установившееся осесимметричное распре- 

деление температуры в линзе, описываемое функцией Т(г,2), 

зависит от двух координат: радиальной г и осевой 5. Эта функ- 

ция удовлетворяет уравнению Пуассона 

by
 |

 -
 

a
k
 | 

107, 0T, or 19 
rOr\ Or Oz А 

Температуру на поверхности SR примем равной Тв, т.е. гра- 

ничное условие Ha этой поверхности имеет вид 

T(R,z)=Tr. (6.57) 

На преломляющих поверхностях происходит теплообмен с окру- 

жающей средой, имеющей постоянную температуру Т,. Его 

“См.: Зино И.Е., Тропп Э.А.
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интенсивность на поверхностях 51 и 52 характеризуют коэф- 
фициенты теплообмена @1 и Q@2 соответственно, входящие в 
граничные условия третьего рода [ XII] 

= о (Т. -Т) } A—— =a,(T.—-T)| . (6. . . = a2(T, — T) (6.58) 
So 52 

Производные функции T(r,z) по направлениям п1 и Ng, опре- 

деляемым единичными векторами 11 и п2 внешних нормалей в 

точках поверхностей 51 и 52 соответственно, можно выразить 

через производные по координатам г и Z, используя направля- 

ющие косинусы этих нормалей относительно осей Оги Оз: 

cos(71,7) = fil") соз(п1, 2) = — 
J1+ fP(r) J1+ (г) 

—_ f(r) —_ 1 
с0$ (12, г) =— ‚ с03(п2, 2) = 

М1+ 17 (6) JV1+ 17 (6) 
г 2 

ведем безразмерные координаты р = ки C= я и обозна- 

ЧИМ Е = = Q= Е . Тогда краевая задача (6.56)- (6.58) будет 

эквивалентна, следующей краевой задаче для функции T(p,C). 

Уравнение (6.56) примет вид 

=” 2 (27) + OT _ 
р Op\ dp)" ac? ^ 

условие (6.57) — T(1,¢) = Те, а вместо (6.58) получим 

—=?0, (6.59) 

У +2272 (р) (6.60) 

=) | 

= ВЫ (Т.-Т)| _ =, 1 +e2Fi2(p), (6.61) 
—~J2 
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где fi(p) = Lite) fo(p) = fire) и Bi; = a, Biz = oe Отме- 
v . aH 

тим, что безразмерный параметр Bi = —\ является отношением 

Н . 
термического сопротивления TY пластины толщщинои Н, ВЫПОЛ- 

ненной из материала, линзы, к термическому сопротивлению - 

теплообмена с окружающей средои*. 

В данном случае (6.59) соответствует операторному уравне- 

нию В(Е)Т = f(e), где f(e) = —Е?О и В: C?(V) + С(У), причем 
В = (Ви +Е? В) Е С(С?(У), C(V)), где 

, 2 H\? 
Для тонкой линзы параметр =“ = R <1, Т.е. является Ma- 

лым. Поэтому в (6.60), (6.61) примем 

1 .~ 
V1 +e2FP(o) 1+ =? (р) уе), (6.62) 

] ~ 

Иер) 1+ =? р) уе). (6.68) 
Решим сначала задачу (6.59)- (6.61), не принимая во вни- 

мание граничное условие на поверхности Sr. Распределение 
температуры с учетом вида функций В\(Е) и }(>) будем искать 

в виде 

T(p,6) = =*То(р, С) +=“Ти(р, ©) +... (6.64) 
считая, что числа, Био Bi; и Big имеют порядок единицы. Под- 

ставляя (6.64) в (6.59) и учитывая приближенные равенства, 

(6.62) и (6.63) в уравнениях (6.60) и (6.61), после приравнива- 
ния нулю выражений при каждой степени параметра = получим 

*Этот параметр называют числом Био в честь французского физика 
Ж.Б. Био (1774-1862).
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последовательно решаемую совокупность краевых задач OTHO- 

сительно функций To(p,C), Т, (р,С) и т.д. Tak, для нахождения 
первой из этих функций имеем уравнение 

92Т 
re =-Q (6.65) 

с граничными условиями 

OT, -. Т. - 
- © = Bi, (T. — To), OT _ Bi2(T. — To) (6.66) 

при ¢ = fi(p) u¢= fo(p) соответственно. Функция Т, (р, с) 

должна удовлетворять уравнению 

OT, 1 2 ото 
9? p dp\” др 

И Граничным YCAOBUAM 

_ OT; 8T, Bi, x, = 
ra +в =-Л(р Oh aa’ 1 (p)To, 

aT, ~, 0 Biro, = 
Ya + Bi2T; = fr(e) 3 — > 2 (p)To 

при ¢ = Я (р) ис = Р (р) соответственно. 
Дважды интегрируя уравнение (6.65), получаем 

To(p.6) = - SC? + Cr(p)6-+ Co(0). (6.67) 
Подстановка этого представления в граничные условия (6.66) 

приводит к системе алгебраических уравнений относительно 

функций C(p) и Co(p). Решая систему, находим 

fi Biz + foBi, + ~ Bi Bia( f2 — f?) 

Bi, + Bi + Bi, Big( fo — fi) 
Ci(p) =Q
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ln- ро rs . . ~ ~ ВИ В! (р — fi) — Ви — Bie 
Co(p) = Ви 

Bi; + Big + Ви В1>( fo — Л) 

fit Mein P+ Bil 
Bi, + Big + Bi Bio( fo — fi) 

В этих формулах у функций hi И fo опущен аргумент р. Далее 

можно перейти к нахождению функции Т! (р,С) ит.д. 

Подчеркнем, что функции То(р,С), Т!(р,С), ... найдены без 

учета граничного условия на поверхности Sr. Поэтому и 

решение Т(р,С) в виде (6.64) не обязательно удовлетворяет 
этому условию. 

Найдем теперь решение Т(р,С) краевой задачи для однород- 

ного уравнения, соответствующего (6.59), и однородных гра- 

ничных условий, соответствующих (6.60), (6.61), но потребуем, 

чтобы было выполнено условие Т(1,0 +Т(1,С) = Тв на поверх- 

ности Spr. При решении этой задачи используем безразмерные 

координаты & = — #2 и С. Тогда решение и(&,С) =Т(1 - ЕЁ, С) на 

поверхности SR должно удовлетворять равенству 

u(0,¢) +Т(1,0) =Tr. (6.68) 

Решение u(€,C) будем опять искать в виде 

(Е, С) = Е (Е, С) + Е‘ (E,0) +..., (6.69) 

причем и„(&,С) 90 при & $ со для п = 0, 1,2,..., и в соответ- 

ствии с (6.64) и (6.68) шо(0,С) = TR —To(1;C), щ (0,6) = -Т,а,0 
и т.д. Кроме того, функция и(&,С) должна удовлетворять од- 

нородному уравнению 

92 и = ди 0?и
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которое соответствует неоднородному уравнению (6.59) после 

1-—р замены & = —^, и однородным граничным условиям 

—,,,,.0u Ou a 
Pil) ge - эс t Buy ite Лт (5) =0, (6.71) 

ди ди _ 
7-Е + Ge + Biow/1 +e°F FO) =0 (6.72) 

при ¢=f,(€)=fi(1 —e€) uC = fo(€) = fo(1 —e€) соответственно, 
которые следуют из условий (6.60), (6.61) после указанной 
замены. 

Если подставить (6.69) в (6.70), то, приравнивая нулю вы- 
ражения при каждой степени параметра =, для нахождения 
функции ио(&,С) получим уравнение Лапласа 

07 up 020 
ег + са = 9 (6.73) 

Введение безразмерной координаты & привело к растяжению 

области, прилегающей к поверхности Sp, в направлении изме- 

нения этой координаты. Поэтому эту область можно прибли- 

женно представить полубесконечной полосой, заданной нера- 

венствами 

0<E<a, f,(0)<C< f,(0), 

и (6.73) рассматривать в такой полосе. Тогда, подставляя раз- 
ложение (6.69) в уравнения (6.71) и (6.72), а затем приравнивая 

нулю выражение при =?, можно положить } (&) = f5(€)=0 u 

для функции ио(&,С) получить однородные граничные условия 

— Fo + Bist = 0, Ou Ви 0 (6.74) 

при С = {1 (0) и С = f,(0) соответственно. Краевая задача, для 

(6.73) с граничными условиями (6.74), ио(0,С) = Тв-— To(1,C)
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и uo(€,¢) +0 при & со может быть решена методом Фурье 

(разделения переменных) [ XII] или при помощи интегрального 

преобразования либо на отрезке [f,(0), f2(0)], либо в полуогра- 

ниченном промежутке [0, co] [XI]. Формулировки краевых за- 
дач для нахождения функций u,(E,C), пЕ М, входящих в правую 

часть (6.69), являются более громоздкими, но решение этих за- 

дач можно получить теми же методами. 

В итоге, согласно принципу суперпозиции решений [ХП], 

функция 

T(p,6) = Тр +Т д = F(0,6) + u(—*. 6) 
будет решением исходной краевой задачи (6.56)—(6.58). 

6.5. Метод ортогональных проекции 

Пусть искомая функция и удовлетворяет операторному 

уравнению 

Ам = }, (6.75) 

где А — линеиный непрерывный оператор, области определе- 

ния D(A) и значений В (А) которого являются всюду плотными 
подмножествами гильбертова пространства H со скалярным 
произведением (-,-). Если перенести заданный элемент f в ле- 
вую часть этого уравнения, то получим равенство 

Au — f = 0, 

где 0 — нулевой элемент BH. Выберем BH счетный базис {vz}. 

Тогда это равенство, согласно теореме 5.1, можно заменить 

системой эквивалентных равенств 

(Аи Рой =0, КЕМ. (6.76) 

Пусть последовательность {м„} образует в D(A) счетный 
базис. Тогда в соответствии с (4.52) искомый элемент м Е D(A)
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можно единственным образом представить в виде 

и — У али», ЕК щш Е D(A). (6.77) 

n=1 

Подставляя (6.77) в (6.76) и учитывая свойства скалярного 
произведения и оператора A, получаем 

©о N 

(Au, Vk) — (Асан) — (A im > antin v) — 

n=1 

N N 

= (lim, San At, ) = jim Dan (Aun, Vk) — 

n= п=1 

— У an (Attn; UE) =(f,vz), КЕМ. 
n=1 

Таким образом, система равенств (6.76) равносильна, сис- 

теме 
со 

У а» (Atn, Vk) =(f, 0k), KEN, (6.78) 
n=1 

представляющей собой бесконечную систему линейных алге- 

браических уравнений относительно координат a, элемента 

и в базисе {uy}. Если в (6.77) ограничиться первыми М эле- 

ментами U, счетного базиса, т.е. приближенно принять \ 

N 

им = ) AnUn, Un Е D(A), (6.79) 

n=1 

ив (6.78) ограничиться первыми № равенствами, в которых 

суммирование выполняется от 1 до N, то получим конечную 

систему N линеиных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

N 

Sian (Atn, UE) = (Ff, VE), k= LN, (6.80) 

n=1
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относительно N первых координат а». Элементами матрицы 

такой системы будут скалярные произведения (Ами, к). 

Решения СЛАУ (6.80) при различных N естественно pac- 
сматривать как приближения неизвестного решения уравнения 
(6.75). Если, в частности, {v,} является ортонормированным 
базисом в #, то решению СЛАУ (6.80) соответствует реше- 

ние Uy вида (6.79) уравнения Ами = fx, где Ам — оператор, 
действующий из М№-мерного подпространства Ом(А), совпа- 

дающего с линейной оболочкой системы {и„}м, в №-мерное 

подпространство Ry(A), совпадающее с линейной оболочкой 

системы {5;}м. При этом Ами совпадает с М-й частичной 

суммой разложения элемента, Aw по базису {vz}, а fx является 
©. ®) 

№ -й частичной суммой ряда f = >> рок, где fe = (}, ve). 
k=1 

Однако в случае произвольного базиса, {v;,}, даже если опре- 
делитель матрицы СЛАУ (6.80) отличен от нуля, нельзя утвер- 

ждать, что последовательность {им} приближенных решений 

вида (6.79) при N -} со сходится к классическому Up или слабо- 
MY Ux решениям уравнения (6.75). При некоторых ограничениях 

ответ на вопрос о сходимости {им} к мо или к Uy удается ре- 
шить теоретическим путем (см. Д.6.1). Однако на практике 
часто приходится ограничиваться лишь сравнением между со- 
бой нескольких приближенных решений. 

Описанная схема построения приближенного решения урав- 
нения (6.75), приводящая к СЛАУ (6.80), лежит в основе боль- 
шой группы приближенных аналитических методов, которые 
обычно объединяют под общим названием метод ортого- 
нальнытг проекций. Такое название объясняется тем, что pa- 

венства (6.80) представляют собой условия ортогональности 

элемента, Ам м — } всем базисным элементам v; М№-мерного под- 

пространства Ry(A). При этом функции u,, п =Т, №, которые 

используют для представления приближенного решения (6.79), 
называют базисными, а функции vz, в СЛАУ (6.80) — проек- 

ционными. 
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Метод ортогональных проекций является частным случа- 
ем проекционного метода, в котором условия равенства ну- 
лю проекций невязки Аим — f операторного уравнения 

на элементы vz, А =1, №, базиса, №М-мерного подпространства, 
Hn C В(А) имеют более общий вид (см. Д.6.1). Если R(A) С 
C Ё2(®), то чаще метод ортогональных проекций называют ме- 

тодом взвешенных невязок. В этом случае счетный базис в 

R(A) будет образован последовательностью {1%} действитель- 
ных функций vz, КЕ №, так что (6.80) можно рассматривать 
как N условий равенства, нулю определенного в Г[/2(К) скаляр- 
ного произведения невязки операторного уравнения и весовых 
функций vz, К =1, М. Иногда процедуру применения (6.80) 
называют методом моментов, или методом Галеркина — 
Петрова». 

Особенности каждого конкретного метода в группе мето- 
дов, определяемых условиями (6.80), зависят от выбора счетных 
базисов в D(A) и R(A). Такие методы рассмотрены ниже. 

6.6. Коллокации в подобластях и в точках 

Рассмотрим один из наиболее простых приемов нахожде- 
ния приближенного решения операторного уравнения Ам = f 
(6.75). Пусть области определения D(A) и значений В(А) one- 
pamopa A, входящего в (6.75), являются всюду плотными под- 
множествами гильбертова пространства Lo(V) функций, сум- 
мируемыт (интегрируемых по Лебегу) с квадратом в области 
УСК”. 

Разобьем У на N подобластей Vi, К =1, М, так, чтобы 

выполнялось равенство 

N 

UJ Vi — Vo, 

k=1 

*Б.Г. Галёркин (1871-1945) — российский инженер и ученый в области 

механики. Г.И. Петров (1912-1987) — российский ученый в области меха- 
ники. 
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где УПИ = © при k = 1, причем мера Лебега, множества, У \ Vo 

равна нулю. Для любого k= 1, N примем 

ее 2 (6.81) ©) — . 

* 0, #ЕИ\ И. 

Используя схему построения метода ортогональных проек- 

ций, приближенное решение уравнения Ам = } будем искать в 
виде (6.79) 

N 

UN = > An Un , 

n=1 

где u,, m= 1, М, — первые № элементов счетного базиса в 

D(A), а № .коэффициентов a, являются решением системы 

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) вида (6.80) 

N 

ra, | Aun dv = | Fav, k=1,N, (6.82) 
n=1 У, У, 

поскольку в [2(У) с учетом (6.81) 

(Atm, v2) = | Aunvs ау = | Au, dV, 

V у, 

(f, vz) = ] foxdV = Г fav. 

Описанную процедуру поиска приближенного решения урав- 

нения Ам = } называют методом коллокации в подобла- 

cmaz У, k=1,N (по латыни collocatio — размещение, расста- 

HOBKa), или методом разделения области V. 

Пример 6.5. Особенности применения метода коллока- 

ции в подобластях рассмотрим на примере хорошо известной



328 6. ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

Ч 

Рис. 6.3 

задачи из курса сопротивления материалов, имеющей точное 

решение. Пусть шарнирно закрепленная на концах балка имеет 

постоянную по ее длине [ жесткость El, на изгиб (Е — мо- 

дуль упругости материала, балки, J, — геометрический момент 

инерции ее поперечного сечения) и нагружена, равномерно рас- 

пределенной по длине поперечной нагрузкой 4 =const (рис. 6.3). 

Зависимость поперечного прогиба w(x) балки от продольной 

координаты х удовлетворяет обыкновенному дифференциаль- 

ному уравнению (ОДУ) четвертого порядка, 

d+ (т) 
* — } } l } ° EI 174 q, ТЕ (0,1) (6.83) 

и граничным условиям 

42 (т) а (т) 
= l = ——_—_ = —— — . 

(0) m( | dx? т=0 dx? ral у 

Перейдем в (6.83) и в граничных условиях к безразмерным 

величинам, обозначив & = т и u(€) = Не: 

(5) _ Ще -Ь €€ (01), cen 
— гл 4% ()| _ 48| _ | u(0) = u(1) 4 | = ЧЕ № = 0. 

Решение краевой задачи (6.84) можно получить последователь- 

ным интегрированием и нахождением произвольных постоян- 

ных из граничных условий.
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Дважды интегрируя дифференциальное уравнение в задаче 

(6.84), получаем 

d*u(€) _ 1,2 == CyE+C dé? 56 + C1€ + C2 

d’u(f)| _ и из условия — > го = 0 находим С. = 0, а затем из условия 

2 

= а = О вычисляем С1 = 5. так что можно записать 

промежуточный результат в виде ОДУ второго порядка 

Ри (8) _# & =-—--, 0,1), 6.85 

с граничными условиями u(0) = и(1) =0. В свою очередь 
двукратное интегрирование (6.85) дает 

4 3 

и(&) = од — 15 + 038 + Са. 

Из условия и(0) =0 следует, что С4 =0, а затем из условия 
1 и(1) =0 вычисляем C3 = ve В итоге получаем 

ff Е 
ule) = 4-12 +24: (6.86) 

Наидем теперь приближенное решение краевой задали (6.84) 

методом коллокации и сравним с точным решением. Точность 

приближения будем оценивать по отличию приближенного ре- 

шения от точного в точке максимального прогиба балки. Для 

точного решения из необходимого условия экстремума функ- 

ции %(5) 
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1 v 
находим стационарную точку € = 5, В которой эта функция 

Фи(Е) 
dé? 

СЕ (0,1). В этой точке максимальное значение безразмерного 
прогиба, балки в соответствии с (6.86) равно 

имеет максимум, так как из (6.85) следует, что < 0 при 

5 
и“ = —— А 0,01302. 6.87 

384 } 

Оценим теперь это значение при помощи метода, коллокации. 

В (6.84) операторное уравнение содержит линейный опера- 
4 

а Lad uw 

Тор А = dé?’ определенный Ha всюду плотном линеином мно- 

гообразии Х С Г2[0, 1] четырежды непрерывно дифференциру- 
емых на отрезке [0,1] функций. В качестве счетного базиса 
в этом подпространстве выберем систему функций зтплё Е 
€ D(A), пЕ №, удовлетворяющих однородным граничным усло- 
виям краевой задачи (6.84). 

В методе коллокации сначала, ограничимся случаем N = 1. 
Тогда в представлении (6.79) имеем и(&) = и1(&) = а1зшл&, ав 
(6.82) V; = = (0, 1] ид\ = d€, так что из (6.82) получим 

1 1 

А зтлё . _ a | ae = | ag 
0 0 

ИЛИ 

d? sin r€ |’ 

423 
3 1 

= —a,T cosmé = 1. 
0 

ay 
0 

1 
Отсюда, a, = 53 0,01613, т.е. вэтом приближении максималь- 

т 

ный безразмерный прогиб uj = балки примерно на четверть 

превосходит его точное значение и* в (6.87). 

При № = 2 имеем uo(€) = а1 зп л& + аззт2л&. Точкой & = 

= 1/2 разобьем отрезок [0, 1] на два промежутка У! = [0, 1/2] и
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V2 = (1/2, 1] и в соответствии с (6.82) запишем СЛАУ относи- 
тельно коэффициентов а1 и ag: 

1/ 1/2 
„|“ ans ag + ft sin 276 ae = [4 

0 

d4 зтлё d4 sin 27 sin 7 sin 27 

a | aces / ie = | a 
1/2 1/2 1/2 

Учитывая, что 

4 sin лё 3 d? sin 27 3 
ЧЕ = —7 cosT€, dé = —8л^ с0о$2л&, 

определим коэффициенты записанной СЛАУ: 

112 1/ 
d* sin w€ “Sin 2né 3 

] dé4 48 = n° pee dé = 167 

0 

d4 sin те ag sin ong 
| dé = fase dé = —16r°. 

1/2 1/2 

Tak как правые части обоих уравнений равны 1/2, окончатель- 
но получаем СЛАУ 

ал + 1ба2 = a, — 1ба2 = 
1 

2тз’ 213’ 

из которой следует, что а2 = 0 и снова a, = Итак, при рав- 
1 

2 п 973° 

номерном разбиении отрезка, Ha две части (N = 2) получили то 

же решение, что и при № =1. Такой результат не является слу- 

чаиным. Дело в TOM, что функция sin 27€ нарушает симметрию 

прогиба симметрично нагруженной балки (см. рис. 6.3).
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При N = 3 используем равномерное разбиение отрезка [0, 1] 
на три промежутка, У! = [0, 1/3], Vo = (1/3, 2/3) и V3 = [2/3, 1]. 
В этом случае 

u3(€) = а1 зп ré + agsin 27€ + agsin 37€, (6.88) 

и система (6.82) принимает вид 

1/3 р 1/3 р 1/3 р 1/3 
d* sin w€ d* sin 27€ d* sin 37€ ] a f Sere ae tar | ae tag | ae || 46 

0 0 0 0 

2/3 р 2/3 . 2/3 2/3 
d* sin 7& d* sin 27€ d‘sin 3 ] 

а a | an +a; ] +a ‚| 4 = | a 
1/3 1/3 1/3 1/3 

44 E d4sin 27€ 4 sin 37€ sin 7 sin 27 sin 37 a | Se ag tar | eae tas | ae = fag 
2/3 2/3 2/3 2/3 

Вычисляя интегралы, получаем СЛАУ 

a, + 24a2 + 108аз = 373 

— 54аз = 7 

a, — 24а2 + 108a3 = 373 

решением которой являются а1 = 5,3) @2 = 0, аз = =. При 

& = 1/2 вычислим максимальный безразмерный прогиб балки 

4 1 _ 215 
W3 = 1 43 — 973 — 4863 48673 

~ 0,01427, 

превышающий примерно Ha 10% его точное значение Uu*.
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Теперь применим метод коллокации в подобластях к реше- 
нию ОДУ (6.85) второго порядка. При М№ =1 имеем %1(&) = 

= а1 511 лё и в соответствии с (6.82) запишем 

1 1 
_ f[ d*sinn€é 1 о _ азтлё|1 1 
a, | dé? «= [© — <) 45, ИЛИ ЧЕ 0 12 

0 0 

Отсюда —2ла1 = -<, или a, = a ~ 0,01326. В этом прибли- 

жении максимальный безразмерный прогиб uj = 0,01326 балки 

лишь на 2% выше его точного значения u*. В случае N = 2 

возникает ситуация, аналогичная рассмотренной выше. 

При N = 3 приближенное решение имеет вид 

U3 (&) — a1 sin TE + a2 sin 271& + аз sin 3T7€. (6.89) 

Тогда, разбивая отрезок [0,1] равномерно Ha три промежутка 

и используя (6.82), приходим к СЛАУ 

~ ~ ~ 7 
a; + баз + 12a3 = ——— 

1627’ 

а1 — баз = Sac 

a, — 6a, + 12аз = 1627. 

Отсюда, сначала, находим а2 = 0, а затем а! = 542 И аз = —— 

Максимальный безразмерный прогиб балки 

U3 = a — @з 10 1 239 ~ 0,01305, 
— 2431 58321 58327 

что всего Ha 0,23% отличается от его точного значения и*. 

Таким образом, применение метода, коллокации по подобла- 

стям к решению одной и той же задачи о прогибе балки, но 

описываемой ОДУ различных порядков, дает более точный ре- 

зультат в случае уравнения более низкого порядка. 3
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Перейдем к рассмотрению другого пути построения при- 

ближенного решения операторного уравнения Ам = f. Коэф- 

фициенты a, в представлении (6.79) будем искать из условия 

равенства, нулевому элементу 0 невязки Au — } этого оператор- 

ного уравнения в заданной системе № точек жк Е\, = 1, М. 

Тогда вместо (6.82) получим СЛАУ 

N 

S| dn Attn (ae) = f (zx), k= 1, М. (6.90) 

n=1 

Такую процедуру поиска приближенного решения уравнения 

Au = } называют методом коллокации в точкат, а точки 

т, ЕУ — точками коллокации. 

Пример 6.6. Применим метод коллокации в точках к ре- 
шению краевой задачи (6.84). При N = 1, приняв как и в при- 
мере 6.5 и: (&) = а1зшл&, для точки €; = 1/2 в середине отрезка, 

[0, 1] вместо (6.90) запишем 

р d4 зтлё 1 
1 — 4, 

dg" le=1/2 

или ay74=1, т.е. ay = = < 0,01027. В этом случае макси- 

мальный безразмерный прогиб uj = a; балки примерно на 20% 

ниже его точного значения и* в (6.87). Отметим, что резуль- 

тат весьма чувствителен к выбору точки коллокации. Так, 
V2 

выбрав €; = 7 получим и1 = a 0,01452, a при &1 = Е полу- 

чим Uj = = = 0,02053. Ясно, что существует точка &1 Е (0, 1), 

обеспечивающая совпадение значения и1 с и*, однако ее можно 
наити, лишь зная заранее значение u*. Но и в этом случае при- 

ближенное решение и! (&) не будет совпадать на отрезке [0, 1] с 
точным решением (6.86). 

Нетрудно проверить, что при N =2 и симметрично располо- 

женных на отрезке [0,1] точках коллокации &1 =t u &2 =1-&в 
приближенном решении %2(&) = ay зп л&- agsin 27€ всегда, ag =0
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2 
Так, при а=а и &2 = = имеем = я 

3 V314 
HY а = —_. 

1 v4 sin ЛЕ 

~ 0,01185. 

В случае № =3 функция из(&) имеет вид (6.88) и при выборе 

равномерно расположенных на отрезке [0,1] точек коллокации 

&1 = :. &2 = 5 и &3 = т, используя (6.90), приходим к СЛАУ 

(1 [аз 1 
— + 16а. + —= = 
М" М rf? 

1 
a; — 8la3 = =e 

(1 81аз 1 
— — 16ба2 + — = 
и" м 

¥ V2+1 2—1 из которой находим a) = ——7-, аз = Ои аз = 16а Прибли- 

женное значение максимального безразмерного прогиба, балки 

равно 

\2+1 \У2-1_ 40\/2+41 
214 — 16214 8114 

что на 5 % меньше его точного значения u* в (6.87). 

Применим теперь метод коллокации в точках к решению 

ОДУ (6.85) второго порядка. Используя при N = 1 приближен- 
ное решение в виде %1 (&) = a, зтлё и точку коллокации &1 = 1/2, 

в соответствии с (6.90) запишем 

ux =a) — аз = ~~ 0,01237, 

_ d*sinm€ 1 
a} 2 = 5 (6 ~~ E) ° < €=1/2 €=1/2 

Отсюда —л?а1 = =: или a, = _ ~ 0,01267. В этом прибли- 

жении максимальный безразмерный прогиб uj = 0,01267 балки 

лишь на 2,7 % ниже его точного значения u* в (6.87). При М=2 
ситуация аналогична рассмотренной выше. В частности, при 
равномерно расположенных на отрезке [0, 1] точках коллокации 

~ ~ ~ x 2 

€;= 1/3 и 2 = 2/3 имеем a2 =0 u a) = uy = Sage © 0,01300.
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Используя при № =3 (6.90) и (6.89) и принимая &1 = 1/4, 

&2 = 1/2 и &з = 3/4, получаем СЛАУ 

ay ~ 9a3 3 
—-+ 4a2 + — = 

м2 /2 32п?' 

~ 1 
a, — Заз = — 

812! 

ay ~ 9a3 3 
—_- 442 — = 5 

V2 \/2 320 

~ ~ 3V24+4 ~ 
Отсюда находим сначала dg = 0, а затем a; = У2+ — 

6474 

3V2—4 , р 
= 7672 Вычисляя максимальный безразмерныйи прогиб балки 

~~ д 3\2+4 372-4 37245 
из = a, — аз = — = ~ 0,01301, 

: 6472 57672 T7272 

устанавливаем, что он менее чем на 0,1 % отличается OT точно- 

го значения u* в (6.87). 
Итак, применение метода коллокации по точкам дало луч- 

шие результаты (как и в примере 6.5) при описании прогиба 

балки при помощи ОДУ более низкого порядка. 

Пример 6.7. Рассмотрим применение метода коллокации 

для решения уравнении в частных производных. Остановимся 

на сравнительно простом примере линейной одномерной зада- 

чи нестационарной теплопроводности в пластине толщиной Ah. 

Пусть зависимость температуры Т(+,х) от времени # и коорди- 

наты х удовлетворяет уравнению теплопроводности 

or _ ет 
9% Ox?’ 

с начальным условием Т(0,х) = То при # =0 и граничными 

условиями 

#>0, ТЕ (0,1, (6.91) 

OT . 
Or и =0, T(t,h)=T", (6.92)
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гдеа — коэффициент температуропроводности материала, пла- 

стины, а Г* — заданная температура поверхности пластины 

при z=h. Отметим, что первое условиев (6.92) по физическому 

смыслу означает идеальную тепловую изоляцию поверхности 

пластины при т = 0. 

Приближенное решение задачи будем искать в виде 

F(t,2) =T* — РЭ (1- (>). (6.93) 

удовлетворяющем (6.92). Неизвестную функцию D(t) снача- 

ла найдем приближенно методом коллокации в подобластях, 

положив N=1. Для этого после подстановки (6.93) в (6.91) 
проведем осреднение по всей толщине пластины: 

В результате приходим к однородному ОДУ 

dD(t) 3a. | 
dt + 72 P(t) = Q, (6.94) 

решение которого имеет вид 

at D(t) = D(0) exp(—3—5 ] — D(0) exp(—3Fo), (6.95) 

Fo = 2 Ф 6 где О = 2 — ЧИСЛО урье, имеющее СМЫСЛ езразмерного 

времени, а D(0) — пока неизвестное начальное значение функ- 

ции D(t). 
Отметим, что в данном случае осреднение (6.91) по тол- 

щине пластины соответствует выполнению закона сохранения
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тепловой энергии для этой пластины. Поэтому применительно 
к задачам теплопроводности метод коллокации в подобластях 
при М = 1 иногда называют интегральным методом теплового 
баланса. 

Для нахождения значения D(0) в (6.95) можно потребовать, 

чтобы распределение T (t,z) (6.93) температуры при t = 0 удо- 

влетворяло в среднем по толщине пластины начальному усло- 
ВИЮ: 

Отсюда D(0) = = (T* — То) и в итоге, подставляя (6.95) в (6.93), 

получаем приближенное решение 

T(t,2) =Т*- 5 (т - То) (1- +5 ) exp(—3Fo). 

Введем новую функцию 
~ 

~ T* —T(t,z) 
O(F = ( о, €) T* — Т. ’ 

где & = 7 и представим полученное приближенное решение в 

безразмерной форме: 

~ 1 — &2 
9, (Ео,&) =3 exp(—3Fo), &Е [0,1]. (6.96) 

2 

Известно точное решение Т(ф,тх) рассматриваемой задачи. 

Это решение в безразмерной форме имеет вид* 

T* —T(t,z) 
Е = = 

9( о, ) T* _ To 

—4Qn(-1I)™!  %m-1 (2m —1)?x? 
== 2. Im 89 mE EXP (- у Ро) (6.97) 

*См., например: Зарубин B.C., 1983.
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Таблица 6.1 

Точное решение Приближенное решение ©, (Fo,€) 

Fo | O(Fo,€) (6.97) | (6.96) | (6.98), &=* | (6.100), (6.101) | (6.125) 

ЕО | Е=& [Е=0[Е=0&=&|  Е=0 Е=0 
0,00| 1,000 1,000 | 1,500 | 1,234 | 1,000 1,000 1,250 

0,02} 1,000 0,995 | 1,413 |1,175| 0,952 1,000 1,189 

0,04} 0,999 0,954 | 1,330 | 1,118} 0,906 1,000 1,131 

0,06} 0,992 0,897 | 1,253 | 1,063} 0,862 1,000 1,076 

0,08} 0,975 0,842 -| 1,180 | 1,013} 0,821 1,000 1,023 

0,10| 0,949 0,792 | 1,111 |0,964| 0,781 0,951 0,974 

0,20| 0,772 0,605 | 0,823 10,753 | 0,610 0,705 0,758 

0,30} 0,609 0,471 | 0,610 10,588 | 0,477 0,522 0,590 

0,40| 0,474 0,368 |0,452 | 0,460 | 0,373 0,387 0,460 

0,50| 0,371 0,287 | 0,337 10,359 | 0,291 0,288 0,358 

0,60} 0,290 0,225 | 0,248 | 0,281 | 0,228 0,212 0,279 

0,80} 0,177 0,137 | 0,136 10,1711 0,139 0,116 0,169 

1,00) 0,108 0,084 | 0,075 |0,105| 0,085 0,064 0,103 

1,50} 0,032 0,024 | 0,017 |0,031} 0,025 0,015 0,029 

2,00} 0,009 0,007 10,004 10,009| 0,007 0,003 0,008 

В табл. 6.1 приведены результаты расчета (с точностью 

до трех знаков после запятой) значений функций ©! (Ео, =) и 
О(Ео,&) при & =0 по формулам (6.96) и (6.97) для различных 

значений Fo. Сравнение этих результатов показывает, что при- 
ближение (6.96) является довольно грубым, особенно при малых 
значениях Fo (при Fo < 0,1 результаты расчета по формуле 
(6.96) противоречат физическому смыслу задачи). 

Погрешность приближенного решения можно уменьшить 
вдвое, если значение D(0) в (6.95) найти, исходя из условия, 
что среднеквадратичное отклонение 

h 

AR= = | (F(0,2) - To)’ do 
0 

распределения температуры в момент времени = 0 от задан- 

ного начального значения То достигает минимума. Вычислим
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это отклонение, используя представление (6.93) распределения 

температуры: 

ana | (ть уе 

T* —T, 8 
3 - D(0) + —D?(0). — (T* —T,)* —4 (Т* — To) ТЕ 

dAR _ Ш брт _ 
Из условия ар} = 0 получим D(0) = (LP То). Однако и в 

этом случае большое отличие коэффициента, 3 при числе Фурье 

в отрицательном показателе экспоненты приближенного реше- 
2 

ния (6.96) от соответствующего коэффициента = ~ 2,4674 в 

первом слагаемом точного решения (6.97) приводит к значи- 
тельной погрешности. 

Теперь для нахождения функции D(t) в приближенном пред- 

ставлении T (t,x) (6.93) распределения температуры используем 
метод коллокации в точках. Потребуем, чтобы оно удовлет- 
воряло уравнению (6.91) и начальному условию в одной точке 
коллокации с координатой т! Е [0,1№). Тогда, подставляя (6.93) 

в (6.91) и полагая г = 51, получаем однородное ОДУ 

(1 #1) aD) 28 Hy) 0 
У № 

Отсюда 

at 

D(t) = D(0) exp (-» a = D(0) exp (-» a 

Начальное значение D(0) находим, используя (6.93) при t= 0, 

из условия T (0,21) = То: 
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В итоге получаем 

_ _ 2 Е 
92 (Е, &) — ae (-27—a), 1 — =. (6.98) 

Ясно, что лучшие результаты (6.98) даст при расчете из- 

менения температуры во времени в точке коллокации, т.е. при 

€=€,. Если значение €; выбрать из условия равенства, показа- 

телей экспонент в (6.98) и в первом слагаемом точного решения 

(6.97), то получим &1 =4/1—- = ^ 0,4352, что приводит к удов- 

летворительным результатам расчета по этим формулам при 

Fo > 0,1 не только в точке & = &1, но и на поверхности пластины 

при & =0 (см. табл. 6.1). 

Для уменьшения погрешности приближенного решения при 

малых значениях числа Фурье можно добавить в правую часть 

(6.93) дополнительные слагаемые с зависящими от времени ко- 

эффициентами, для нахождения которых потребуется исполь- 

зовать методы коллокации в подобластях или в точках при 

№ > 1. В этом случае придется решать систему из N ОДУ. 

Если начальное распределение температуры в пластине одно- 

родно, то понизить погрешность приближенного решения при 

малых значениях числа Фурье можно также путем условного 

разбиения процесса, нестационарной теплопроводности на две 

стадии (рис. 6.4). Первая стадия соответствует распростра- 

нению возмущения температурного поля 

от поверхности при т =, вызванного 

скачкообразным изменением температу- 
T* 

ры OT начального значения То до значе- 

ния [*, а вторая стадия — изменению 

температуры по всей толщине пластины Ту 

одновременно. 

Величина h,(t) на рис. 6.4 характе- 

ризует глубину проникновения темпера- Рис. 6.4
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турного возмущения и изменяется на первой стадии от 0 до В. 

В наиболее простом виде распределение температуры на этой 

стадии можно приближенно представить в виде 

рт i) h—h.(t)<a<h. (6.99) Ти (Е) = То+ (T* — To) (1 — 

Подставляя (6.99) в (6.91) и интегрируя по переменному Z в 

пределах от h—A,(t) до №, в соответствии с интегральным 

методом теплового баланса, получаем 

h h 

[ (‘5-я eer — To) ] ва -е) tm 

h—h.s(t) h—h.(t) 

Г д h ~ —2x\? 

~ a(T" — To) / (1-0) ат 
h—h,(t) 

Пр 14%. 2% \_ 
= (7 1.) (3 dt an) =o 

или ОДУ h,(t)dh,(t) = 6adt с начальным условием h,(0) = 0. 

После подстановки решения h,(t) = У12аё этого ОДУ в (6.99) 

при 1—V12Fo< & < 1 имеем 

1 (1- 1-& ) 

Г*-Т V12Fo/ _ 

Температурное возмущение достигает противоположной по- 

верхности пластины (& = 0) за время #1, которое соответствует 
at, 1 

h2 12. 
Примем, что распределение температуры Ha второй стадии 

процесса имеет вид (6.93). Поэтому функция D(t) в (6.93) 

снова будет удовлетворять однородному ОДУ (6.94). Однако 
значение D(0) в решении (6.95) этого OY теперь следует 
искать из условия совпадения распределений температуры в 

9, (Ео, &) = (6.100) 

значению Fo, =
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. 1 . . 
конце первой (при Ео = 79) и начале второй стадии процесса, 

1 
теплопроводности, что дает D(0) =Т* -—То. В итоге при Fo > — 

12 
получим 

0. (Ео,&) = — Mee) — (1—€)exp (-3(Fo- =). (6.101) 

Эту формулу можно записать также в виде 

— 

Т*-Т(Ьт) 

Т* - То 
Q3(Fo,€) = = A'(1 — =?) ехр(—3Ео), (6.102) 

где A’ = ехр(0,25) = 1,2840 довольно близко к значению коэф- 

фициента A, = = ^ 1,2732 при первом члене точного решения 

(6.97). Результаты расчетов по (6.100) и (6.101) при & = 0 пред- 
ставлены выше (см. табл. 6.1) и достаточно хорошо согласуются 
с точным решением. 

6.7. Метод наименьших квадратов 

Рассмотрим еще один метод приближенного решения опе- 

раторного уравнения Ам = }, где А — линейный непрерывный 

оператор, области определения D(A) и значений R(A) которо- 
го являются всюду плотными подмножествами гильбертова 

пространства H. Пусть система {м„} С D(A) образует счет- 
ный базис в D(A). Приближенное решение 

N 

tin = У anUn, a, ER, (6.103) 

n=1 

уравнения Au = } будем искать из условия минимума нормы 

||Aun — f|| невязки этого операторного уравнения, в котором 
коэффициенты A, принимают любые действительные значения.
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Из этого условия получаем 

N 
eo ~ 

2 _ . 
— 2 

Ам — Fl = min он At fl. (6.104) 

Для произвольных значений a, Е К, п = 1, №, имеем 

x 2 N N 

n=1 п—1 = 

N N N ; 

= So an) ак (Ами, Aux) -2 ay (f, Aur) +(f, f). (6.105) 

= k=1 k=1 n=1 

Таким образом, нужно найти минимум неотрицательной 
функции N переменных a,, п =1, М. Необходимыми услови- 
ями достижения этого минимума [У] будут равенства нулю 
частных производных правой части (6.105) по переменным ах, 

К =1, №, что приводит к системе линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) 

N 

Sdn (Ами, Aug) = (1, Aus), k=1,N, (6.106) 
n=1 

относительно коэффициентов а», совпадающей с (6.80) при vz, = 

= Аи, Е R(A) CH. 
Если однородное операторное уравнение Au = 0, где 0 — 

нулевой элемент в 7/, имеет лишь нулевое решение u = 0, 

т.е. ядро линейного оператора А состоит только из нулевого 

элемента, то система { Аи» } м является линейно независимой в 

H при любом N, так как последовательность {u,} образует в 

D(A) счетный базис. В противном случае из элементов системы 

{Аи„}м можно было бы составить равную 0 нетривиальную 

линейную комбинацию 

N N N 

У bn Ам, =A би, = 0, 18. > 0, 

n=1 n=1 n=1
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но это означало бы, что существует ненулевое решение урав- 

нения Ам = 0, поскольку функции и» счетного базиса линейно 

независимы и их нетривиальная линейная комбинация отлична, 

oT 0. 

Скалярные произведения в левой части (6.106) являются эле- 

ментами матрицы Грама системы функций Ами, п = 1, М. Ho 

для линейно независимой системы функций определитель этой 

матрицы отличен от нуля [Ш]. Поэтому СЛАУ (6.106) при лю- 
бом М№ имеет единственное решение относительно неизвестных 

аа, п=1, №. Описанный способ нахождения коэффициентов 

а, В (6.103) называют методом наименьших квадратов 

приближенного решения операторного уравнения Ам = f. При 

этом (6.104) можно трактовать как условие наилучшей по нор- 

ме аппроксимации элемента, } линейной комбинацией элементов 

Aun, п =1, М. Если система { Ам» } м является ортогональной в 

H, т.е. (Ами, Ащь) = 0 при п = К, то СЛАУ (6.106) имеет един- 
А —_—_ 

ственное решение a, = ConA n=1,N. 
п 

Пусть для оператора А область определения D(A) CH= 
= [2(У). Тогда вместо (6.106) можно написать 

N 

Sram | (Аи) Ашьау = | f(Aus)aV, k=1,N. (6.107) 

n=l у у 

Если система { Ам, } м ортогональна в L2(V), то из (6.107) сразу 

получаем 

в An = f(Au,)dV, n=1,N. (6.108) [Awal? J 
Пример 6.8. Применим метод наименьших квадратов к 

приближенному решению задачи (6.84). Это решение будем 

искать (как и в примере 6.5) на всюду плотном линейном мно- 

гообразии Х С L2[0,1] четырежды непрерывно дифференциру- 
емых на отрезке [0,1] функций, удовлетворяющих граничным
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условиям (6.84). В качестве счетного базиса в Х рассмо- 

трим систему функций и„(&) = эпплё, п Е М. Отметим, что 

Un(€) € D(A) образуют ортогональную в [2[0,1] систему функ- 

ций, так как при п 2 К 

1 

(Un, Uk) = [si nr€ зш Клё dE = 0. 

0 

Функции Au, (&) = (nz) эп пл&, n € М, также ортогональны 
на отрезке [0,1]. Кроме того, учитывая, что правая часть } 
дифференциального уравнения в задаче (6.84) равна единице, 
получим 

(f, Aus) = | Aun(é)dg=(")" [ sinnngdg = (=) "= (-1)"), 

1 

Au? = | (Aun(6))?dg = (=) [ sin? ng ag = OD 
0 

Отсюда следует, согласно (6.108), что a, = 0 для всех чет- 

ных n= 2т, MEN, а для всех нечетных п = 2т — 1 находим 

(2т aE Tak, а1 = 4x 0,0130709 и аз = вх 
On = @2т—1 = Wr 24375 

< 0,0000537. Уже в первом приближении максимальный без- 

размерный прогиб uj =a; = = балки (см. рис. 6.3) менее чем 

на 0,4 Ж превышает его точное значение (6.87), равное u* = 
5 

— 384 ~ 0,0130208, а в следующем приближении значение из = 

968 

243пз 

на 0,04 %. Нетрудно проверить, что решение уравнения (6.85) 
2 

второго порядка с дифференциальным оператором А= a при- 

=a, — аз = ^ 0,0130162 отличается от точного менее чем 

ведет к тому же результату.
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Итак, приближенное решение задачи (6.84) можно предста- 

вить в виде 

N . 
‘iy (€) = ут т = re (6.109) 

Ясно, что получающийся из (6.109) при № +00 ряд 

—\ 4sin(2m — 1) мё | 
= (6.110) 

от туз) т=1 

сходится на отрезке [0,1], причем равномерно, так как ряд 

Ё4 < 1 52. (Gm ays ЯВЛяется мажорирующим для ряда (6.110). 

Выясним, к какой функции v(€) сходится ряд (6.110). После 

почленного четырехкратного дифференцирования (6.110) полу- 
чим ряд 

4 < sin(2m— 1)r€ 
=>. (6.111) 

который сходится к единице поточечно в интервале (0,1) и 
является рядом Фурье функции ф(т) = 1 вэтом интервале [IX]. 
Поэтому функция v(x) является в этом интервале четвертой 
производной суммы ряда (6.110), т.е. функции v(€). Таким 

образом, To = 1, СЕ (0,1), и, следовательно, функция v(€) 

удовлетворяет уравнению в (6.84). Ho она удовлетворяет и всем 

граничным условиям задачи (6.84) при €=0 un €=1, что следует 

непосредственно из (6.110), а также из ряда, полученного 

двукратным дифференцированием (6.110). Отсюда заключаем, 

что функция v(€) как сумма ряда (6.110) совпадает с точным 

решением (6.86) задачи (6.84), а им(&) сходится к точному 

решению и(&) при М№ -» со равномерно на отрезке [0,1], а 

следовательно, и в [.2[0,1]. 
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Оценим скорость сходимости по норме || — им||. Так как 
М№-й остаток функционального ряда (6.110) 

(ЕЯ _ — 4sin(2m — 1)лё 

OM 2 (@m= Tay 
сходится на отрезке [0,1] абсолютно и равномерно [IX], то 

сходится и квадрат этого остатка. Поэтому в силу ортого- 
нальности на отрезке [0,1] функций u,(€) = зп пл& имеем 

1 со . 2 
ыы? = | ( у` ие i= 

0 m=N+1 ((2m i 1)7) 

4 

Если в дифференциальное уравнение oe = 1 задачи (6.84) 

подставить приближенное решение им из (6.109), то получим 
невязку 

ам У 4 эт (2т — 1)7€ 
1 Ам =1- uN ae (2m —1)n 

т=1 

Тогда, принимая во внимание ортогональность на отрезке [0, 1] 

функций и. (&) = зп плё, находим [1X] 

1 N . 2 
~ 2 _ у` Asin(2m — 1)7€ — 

0 т=1 

N 

еее (ет a 
1 

1— 

N N N 
16 8 8 

1 — =1- >. (2m — 1)?x? т >. (2т — 1)2л2 1 >. (2m — 1)2x? 
m=1 m=1 т=1 
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Учитывая, что* 
со 2 

(2т_1)2 8° 
т=1 

в итоге Получаем 

8 ©.) 

1 — Aty||* = = 
unl п2 2 i 1)? 

Таким образом, для данной задачи скорость сходимости при- 

ближенного решения к точному при N -} со существенно выше 

стремления к нулю нормы невязки. 7 

Ясно, что пример 6.8 носит иллюстративный характер, по- 

скольку задачу (6.84) легко решить точно последовательным 

интегрированием (см. пример 6.5). В общем случае установить 

сходимость к точному решению приближенного решения, полу- 

ченного методом наименьших квадратов, довольно сложно. 

Теорема 6.7. Пусть А — линейный непрерывный оператор 

в гильбертовом пространстве 7{, область определения D(A) и 

область значений R(A) которого всюду плотны BH, {u,} — 

счетный базис в D(A). Тогда, построенное по методу наимень- 
ших квадратов приближенное решение (6.103) сходится BH 
при N — со к классическому решению операторного уравнения 
Ам = }, ГЕ R(A), если система {Au,} является счетным бази- 

сом в R(A) и для некоторого т > 0 выполнено условие 

Аш > м], we D(A). (6.112) 

<4 При выполнении условия (6.112), согласно теореме 4.16, суще- 

ствует ограниченный обратный оператор А7!, т.е. оператор- 

ное уравнение Ам = }, f € R(A), имеет единственное решение 

up = А-1Ё. В силу свойств счетного базиса {Aun} систе- 
ма {Ам„}м является линейно независимой при любом N EN, 

*См.: Градштейн И.С., Рыжик И.М.
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т.е. СЛАУ (6.106) при любом № имеет единственное решение 

относительно коэффициентов a,, п=1, М. Кроме того, для 
произвольного f € R(A) при заданном = > 0 можно найти такое 

N, Е Ми такие коэффициенты a, Е В, п = 1, N,, что справед- 

ливо неравенство 

№. 

| -У`а„Аил || < re. (6.113) 
n=l 

Если в (6.113) a, заменить соответственно Ha коэффициен- 

ты dn, п=1, М,, найденные из условия (6.104), то неравенство 

останется верным, поскольку в этом случае его левая часть 

достигает минимума. Но и при N > №, будет выполнено не- 

равенство 
N 

| — У ‘а. Аи, || < те, (6.114) 
n=1 

если коэффициенты a,, п = 1, №, найдены из условия (6.104). 

Действительно, при ап = An, N= 1, №, и =0, п= М, +1, М, 

левые части (6.113) и (6.114) совпадут, а при нахождении 
коэффициентов a, из условия (6.104) левая часть (6.114) может 

только уменьшиться. 

Таким образом, с учетом (6.79), (6.114) и равенства f = Aug 

получаем 

|| Ato — Аим|| = || А (мо — wn) || < ТЕ. 

Отсюда, учитывая (6.112), имеем || — wn|| <=. Следователь- 

HO, UN — мо при N > со. № 

Отметим, что при выполнении условий теоремы 6.7 для по- 
строенного по методу наименьших квадратов приближенного 

решения им (6.103) имеем Аим > } при N - со, т.е. стремит- 

ся к нулю норма ||Auy — Л || невязки операторного уравнения, 
возникающей при подстановке им в уравнение Ам = }. Это
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позволяет при помощи вытекающего из (6.112) неравенства, 

~ 1, j~ [atx — мо < А — | (6.115) 
оценивать по норме погрешность приближенного решения. В 
заключение заметим, что (6.112) верно для положительно опре- 
деленного оператора А. В самом деле, в этом случае в соответ- 
ствии с (5.2) и (5.11) имеем || Ам||||м| > (Ам, м) > 72|“ |2, откуда 
при 1/2 = т следует (6.112). 

6.8. Методы Бубнова — Галеркина и Ритца 

Рассмотрим частный случай метода ортогональных проек- 
ций приближенного решения операторного уравнения Au = }. 
Пусть области определения D(A) и значений В(А) оператора 
А являются всюду плотными подмножествами сепарабельно- 
го гильбертова пространства H, а система {uz} — счетным 
базисом в D(A) и Е (А). Приближенное решение wy вида (6.79) 
уравнения Ам = }, согласно методу ортогональных проекций 
для случая, когда проекционные функции совпадают с базисны- 

ми, т.е. Vi = му, К = 1, М, находим, решая получаемую из (6.80) 

систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

№ 

Ут (Attn; Uk) = (f, Uk), k=1,N, (6.116) 

n=1 

относительно коэффициентов Ay. 

Такую процедуру нахождения приближенного решения опе- 

раторного уравнения Ам = } называют методом Бубно- 

ea* — Галеркина. Поскольку метод ортогональных проек- 

ций является, в свою очередь, одним из вариантов проекцион- 

ного метода, то условия существования решения СЛАУ (6.116) 
и сходимости приближенного решения следуют из теорем 6.11, 

*И.Г. Бубнов (1872-1919) — русский инженер.



302 6. ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

6.12 и замечаний 6.3, 6.4 (см. Д.6.1). Отметим, что метод 
Бубнова — Галеркина можно использовать, не накладывая на, 

оператор А существенных ограничений: он может не быть 

положительно определенным оператором, симметрическим и 

даже линейным. 

Рассмотрим более подробно практически важный случай, 

когда оператор А является положительно определенным. В 

этом случае элементы и„ счетного базиса {u,}, используемого 

при построении приближенного решения им вида, (6.103), мо- 

гут и не принадлежать области D(A) определения оператора А, 

т.е. Un ¢ D(A), п= 1, №. Это существенно расширяет возмож- 

ности метода, Бубнова, — Галеркина, по сравнению с методами 

коллокации и наименьших квадратов. 

Пусть Яд — энергетическое пространство, которое явля- 

ется пополнением нормированного пространства D(A) по энер- 

гетической норме 

Па = / (м, м), 
индуцированной энергетическим скалярным произведением 

(м, v) A = (Au, v). 

Теперь приближенное решение операторного уравнения Au = 

= f с положительно определенным оператором А вместо (6.79) 

можно искать в виде 

N 

tin = У али, ит Е Ha, (6.117) 

n=1 

где функции u,, пЕ М, образуют счетный базис в энергетиче- 

ском пространстве #4. При этом коэффициенты ап, п = 1, М, 

находят из решения СЛАУ (6.116), которая принимает вид 

N 

У ан (Un, Ue) д = (Ff, ue), КЕТ, М. (6.118) 
n=1
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Элементы (ии, UE) 4, К, п = 1, М, в (6.118) составляют матрицу 

Грама системы функций {м } №, которая в силу свойств счетно- 

го базиса, {м„ } является линейно независимой в энергетическом 

пространстве 74. Следовательно, определитель этой матрицы 

отличен от нуля, а СЛАУ (6.118) имеет единственное решение 

относительно коэффициентов ав, п = 1, №. 

Рассмотрим еше один метод приближенного решения урав- 

нения Аи = } с положительно определенным оператором А, в 

конечном итоге опять приводящий к решению СЛАУ (6.118). 

Обобщенное решение и„ этого уравнения единственно и мини- 

мизирует квадратичный функционал Л[м| = (Аи, и) —2(f, и), 
который называют также функционалом энергии. Если элемен- 

ты минимизирующей последовательности {им} искать в виде 

(6.117), то при нахождении коэффициентов a,, п =1, №, придем 

к совпадающей с (6.118) СЛАУ. Такую процедуру нахождения 

коэффициентов принято называть методом Ритца*. 

Таким образом, методы Ритца и Бубнова — Галеркина, при- 

ближенного решения уравнения Ам = } в случае положительно 

определенного оператора, А приводят к решению одной и той же 

СЛАУ (6.118). Однако метод Бубнова, — Галеркина в отличие 
от метода Ритца можно применять и для решения уравнения 

Au = } с произвольным оператором A. 

Пусть {u,} — базис в НА, ортонормированный относи- 

тельно энергетического скалярного произведения. В этом 

случае приближенное решение (6.117) с коэффициентами a, = 
= (f, Wn) 4, полученными методом Ритца, будет частичной сум- 

мой ряда Фурье [ХУ] 

со 

и, = У OnUn, On = (Т, Wn) д, Un Е Ha, (6.119) 

n=1 

обобщенного решения Uy уравнения Au = f. Это означает, что 

в случае ортонормированного в Hy базиса, {u,} приближенное 

*В. Ритц (1878-1909) — немецкий физик и математик.
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решение (6.117) уравнения Ам = } с положительно определен- 

ным оператором А сходится в Яд к обобщенному решению 

(6.119) этого уравнения по энергетической норме, причем в си- 

лу свойств ряда, Фурье [1X] 

ju. — м4 = >. ад. (6.120) 
n=N+1 

Но для положительно определенного оператора A обобщен- 
ное решение и„ уравнения Ам = } совпадает со слабым реше- 
нием этого уравнения, удовлетворяющим равенству (Ux, U) 4 = 
= (f,v) для любого v Е Hy. Это следует из совпадения СЛАУ 

для нахождения коэффициентов приближенного решения мето- 
дами Ритца и Бубнова — Галеркина. Поэтому приближенное 

решение uy сходится при N —- со и к слабому решению u, Е HA 
уравнения Ам = } по энергетической норме. Поскольку для 
энергетической нормы ||м|д > 7||u||, то чм сходится к м, и по 
норме || - || в гильбертовом пространстве. 

Замечание 6.1. Выбор в (6.117) и (6.118) в качестве ба- 
зисных функций (и совпадающих с ними проекционных} соб- 
ственных элементов положительно определенного оператора A 
обеспечивает сходимость не только приближенного решения к 
слабому решению уравнения Ам = }, но и сходимость к нулю 
нормы невязки этого операторного уравнения. Действительно, 
пусть u,, n € №, — собственные элементы оператора A, соот- 
ветствующие собственным значениям Л, > 0, образующие BH 
ортонормированный базис. Если несколько различных линейно 
независимых собственных элементов соответствуют одному и 
тому же собственному значению, то положим, что в этом слу- 
чае существует столько же равных между собой собственных 
значений, т.е. различными значениями индекса п обозначим 
различные собственные элементы. Умножая скалярно равен- 
ство Ам» = AnUn на мк и учитывая, что (Ами, мк) = (Un, Uk) 4; 

запишем 

(Аи, Uk) = Ап (Мп, Uk) = Andnk = (Un; Uk) д,
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где дик = 1 при n=ku дик = 0 при п = К. Отсюда следует, что 

(Un, Un) д = Ан и (Un, мк) д = 0 при КА п, т.е. в соответствии с 

(6.118) a, = и), так что вместо (6.117) будем иметь 

> (fs ttn) tin = an. (6.121) 

Подвергая (6.121) действию оператора, A, получаем 

Айк = y hu Pte 4 Уд (6.122) 

Правая часть (6.122) является конечной суммой разложения 

элемента } в ряд Фурье по ортонормированной системе {up } 

функций u,, пЕ №. Поэтому Аим > f при М > oo. 

Пример 6.9. Используем метод Бубнова — Галеркина, для 

приближенного решения краевой задачи (6.84), уравнение ко- 
4 

des 
Решение будем искать BO всюду плотном подмножестве Хс 
С L2[0, 1] четырежды непрерывно дифференцируемых Ha отрез- 
ке [0,1] функций, которое является линейным многообразием. 
Как и в примере 6.5, в качестве счетного базиса в Х выберем 
систему функций и„(&) = эп плё € D(A), пЕ М, удовлетворяю- 

щих граничным условиям в (6.84). 

Так как функции и„(&) Е D(A) ортогональны на отрезке 
[0, 1] (см. пример 6.8), то при п = К 

торой содержит положительно определенный оператор А = 

1 1 

(Ами, Uk) = [ (4s (€)) ик (&) dé = (ол)* f sin птё sinkn&£d€é = 0. 

0 0 

В случае п = К находим 

1 1 

(Atin Un) = | (Aun(€ (€) dé = (п п)“ [ si’ n7€ d& = 

0 0 

(nm)* 5—. 
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Учитывая, что в задаче (6.84) правая часть f дифференциаль- 

ного уравнения равна единице, для нечетных k = 2т -— 1 имеем 

1 

(f, ux) = || sin kre de р. 
0 

и в соответствии с (6.116) для нечетных п = 2m — 1 получаем 
4 

(2т — 1) 75 

=2m. Это означает, что для рассматриваемой задачи метод 

Бубнова, — Галеркина, и метод наименьших квадратов приводят 

к одинаковому результату. Несложно проверить, что к тому же 

результату приведет и решение уравнения (6.85) с граничными 

условиями и(0) = и(1) =0. # 

Qn = а2т—1 = и а, = а2т =0 для всех четных п = 

Метод Бубнова — Галеркина, широко применяют и для при- 

ближенного решения тех операторных уравнений, в которых 

оператор не является положительно определенным. 

Пример 6.10. Применим метод Бубнова — Галеркина как 

вариант метода взвешенных невязок к приближенному реше- 

нию задачи, рассмотренной в примере 6.7. Приближенное ре- 

шение сначала, будем искать в виде (6.93), а в качестве весовой 

функции возьмем входящуюв (6.93) функцию %1 (1) = 1—(2/h)?. 
Эта функция при использовании метода Бубнова — Галерки- 

на выполняет одновременно роль и базисной и проекционной 

функций. 

Подставив (6.93) в (6.91), приравняем нулю взвешенную 

невязку 

h ~ ~ h 
т @°T _ 22\240(1) 

| Gertie) ee=—[ (0-H) “a 
0
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Отсюда следует обыкновенное дифференциальное уравнение 

+5» D(t) =0, (6.123) 

решение которого представим в виде 

| oat 
D(t) = D(0) exp(—>5) = D(0)exp(—2,5Fo), (6.124) 

где Fo = ms — число Фурье (безразмерное время), а D(0) — 

начальное значение функции 0 ($), которое найдем из равенства, 

нулю взвешенной невязки в начальном условии задачи: 

— То) v1 (т )dz = 

=
 

После вычислений получим D(0) = >(T* — To) и, подставляя 

(6.124) в (6.93), запишем 

T*-T(tt) _ 1-2 ~ т 
O(Fo,€) = тт = д exp(—2,5Fo), c= 7. (6.125) 

Результаты расчета, по (6.125) при € = 0 приведены в табл. 6.1. 

6.9. Задачи на собственные значения 

Рассмотрим однородное операторное уравнение вида (5.41) 

Au—ABu=0, и, 0Е (А) СЯ, (6.126) 

где Аи В — линейные операторы, действующие в гильберто- 

вом пространстве H, причем D(A) с D(B) и D(A) — всюду
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плотное в { подмножество. Напомним, что число А назы- 

вают собственным значением этого операторного уравнения, 

если (6.126) при этом А имеет решение, отличное от тривиаль- 

ного решения м = 0. Выше (см. 5.5) показано, что если А — 
симметрический оператор, а В — положительно определен- 

ный, то при решении задачи на собственные значения в (6.126) 

без потери общности можно принять оператор А также поло- 

жительно определенным. Как и выше (см. 5.5) предположим, 

что все собственные значения операторного уравнения (6.126) 

простые, образуют счетное множество и их можно предста- 

вить в виде элементов возрастающей последовательности {Аш}. 

Тогда каждому из этих собственных значений Аи отвечают 

собственный элемент W,, ||| = 1, и одномерное собствен- 
ное подпространство Sm, совпадающее с линейной оболочкой 

этого элемента. 

В прикладных исследованиях задачи на собственные зна- 

чения уравнения (6.126) возникают, например, при анализе 

колебаний различных динамических систем. В этом случае 

собственные значения пропорциональны квадрату частот соб- 

ственных колебаний. При исследовании условий перехода сис- 

темы из одного состояния в другое собственные значения ха- 

рактеризуют уровень внешних воздействий на систему, при 

котором такой переход возможен. В частности, собственные 

значения могут иметь смысл критических нагрузок, вызываю- 

щих потерю устойчивости равновесия или движения системы. 

Приближенное решение задачи на собственные значения 

уравнения (6.126) можно найти с помощью метода Бубнова — 
Галеркина. Искомый собственный элемент приближенно пред- 

ставим в виде 

N 

un = У ann, a, ЕК u,€ D(A), NEN, (6.127) 

n=1 

где u, Е D(A) — элементы последовательности {u,}, образу- 

ющей в D(A) счетный базис. Подставляя (6.127) в (6.126) и
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используя (6.76) при vy, = uz, К = 1, №, приходим к однородной 

системе линейных относительно коэффициентов а» алгебраиче- 

ских уравнений (СЛАУ) 

N 

San (Attn —ABUn, Ue) =0, К=Т,М, (6.128) 
n=1 

HO содержащей неизвестное число A. 

Эта СЛАУ имеет нетривиальное решение относительно ко- 

эффициентов a, при условии 4е См = 0, где См — симме- 

трическая матрица порядка, N с элементами (Au, — ABun, ug), 

(№) | К, п =1, №. Каждое значение Ли’, т = 1, №, удовлетворяющее 

уравнению detGy = 0, примем в качестве приближения к соб- 

ственному значению Ли, уравнения (6.126) при условии, что WN) 

(каки Аш) занумерованы в порядке возрастания т. Ясно, что 

при фиксированном № можно найти приближенные значения 

лишь для N собственных значений уравнения (6.126). 

Замечание 6.2. Можно показать*, что при любом т < М 

ве (№) >A N PHO неравенство Ам’ > Am и при возрастании значения 
N N 

Хо ) для фиксированных т He возрастают, причем Хо ) > Аи 

Iw? — мт |+ 7 0 при М - со, где в соответствии с (6.127) 

N 

wl) = Sal un, Un € D(A), 
n=1 

(т) (№) 
И an — координаты единичного вектора 1„ , удовлетворя- 

ющего СЛАУ (6.128) при A= №). Отметим, что в частном 
случае В = Г, где Г — тождественный оператор в H, числа 
WN) т, Т=1, №, являются собственными значениями симметри- 

ческой матрицы А с элементами (Ами, Uz), К, п =1, №, и служат 

*См.: Гавурин М.К.
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приближением к собственным значениям симметрического опПе- 

patopa A [ХУ]. При этом wh) будет единичным собственным 

вектором матрицы A, отвечающим ее собственному значе- 

НИЮ (№. 

Таким образом, из решения уравнения detG = 0 можно по- 

лучить значения WN) m=1, М, дающие оценки сверху для соб- 

ственных значений Л» уравнения (6.126). В ряде прикладных 

задач не менее важным является получение для Ат, оценок снизу 

(в частности, для выяснения возможной погрешности прибли- 

женного решения вариационной задачи [ХУ]). Такую оценку 

для А! несложно получить, если известно или легко вычисляемо 

собственное значение А! операторного уравнения A’u = Л! Ви, 

где A’ — симметрический оператор с областью определения 

D(A‘) Cc D(A), В' — положительно определенный оператор, для 

которого О(В') > D(B), причем 

(А’и, м) (Аи, м) 

(Blu, м) < (Bu, м)’ 
ué D(A’). (6.129) 

В`этом случае, согласно теореме 5.6 и замечанию 5.5, имеем 

1 <Л,!. Ясно, что аналогичный прием можно использовать 
с целью получения для А! оценки сверху. Для этого необ- 

ходимо располагать собственным значением Aj операторного 

уравнения А”и = А"В"и, где А” — симметрический оператор, 

для которого D(A”) > D(A), а В" — положительно определен- 
ный оператор с областью определения D(B”) C D(B), причем 

D(A") С D(B"”) и 

(Аи, м) > (Au, и) Bau) > (Вии) 9 POA): (6.130) 

Тогда, согласно замечанию 5.5 и теореме 5.6, получим, что 
и 

Пример 6.11. Из условия равновесия шарнирно оперто- 

го упругого стержня длиной [, сжатого вдоль оси Ох силой
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O Lp 

<< u(x) ER x 

u 

Puc. 6.5 

Р (рис. 6.5), следует обыкновенное дифференциальное уравне- 

ние (ОДУ) 

B1.(2) 2) +Pu(z)=0, тЕ(0,1), (6.131) 

с граничными условиями u(0) = u(l) = 0, где Ё — модуль упру- 

гости материала стержня; I(x) = а"“ (=) — момент инерции 
кругового поперечного сечения стержня с зависящим от коор- 

динаты т радиусом г(т); u(x) — отклонение точек оси стержня 
от оси Ох (при отсутствии силы Р ось стрежня совпадает с 
осью ОХ). 

Примем r(z)=a,/1+ ~ и, обозначив & =“ un A= РР. от 
lL? l пЕа* ’ 

(6.131) перейдем к краевой задаче 

_ Pu), 4u 
5=9, €€ (0,1); 

dg? (1+€) (6.132) 
u(0) = u(1) =0 

для однородного ОДУ с однородными граничными условия- 
_ _ а? _ Au 

ми. Пусть A= qe и Ви = (+8 > 0. Оператор А является 

положительно определенным на линейном многообразии D(A) 
дважды непрерывно дифференцируемых Ha отрезке [0, 1] фун- 

кций, обращающихся Ha концах этого отрезка в нуль (CM. при- 

мер 5.10). Оператор В также положительно определенный, но 

на множестве D(B) функций, непрерывных на отрезке [0, 1], по- 
2 

т > ||u|/?. Таким образом, D(A) © D(B), 

и задача (6.132) является задачей на собственные значения опе- 
раторного уравнения (6.126). 

скольку (Ви, и) =4
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При заданных граничных условиях наряду с тривиальным 
решением u(€) =0, СЕ [0, 1], краевая задала (6.132) может иметь 
решения и„(&) #0, соответствующие собственным значениям 

А». В данном случае важно оценить наименьшее собственное 
значение Л!, пропорциональное наименьшей сжимающей силе, 
вызывающей потерю устойчивости прямолинейной формы рав- 
новесия стержня. 

Для оценки значения Л! сверху используем функцию %(&) = 

= €(1 —€), дважды непрерывно дифференцируемую Ha отрезке 
[0, 1] и удовлетворяющую граничным условиям u(0) = и(1) = 0, 
и вычислим 

(АЕ - (ее dé = 2 | €( _e)de=+ 
0 

3’ 

0 

1 

~~ =2(1- &)? 25 — 3612 
Ви, и) =4 d& = 4 . (Ba, =4 | ar 3 

0 

Тогда, согласно теореме 5.6, получим 

(Ай, & 1 
Х, < = ~ 5.3532. (6.133) < —— = 

(Вии) 4(25 — 3612) 

Оценку снизу значения А! можно получить, если рассмо- 

треть стержень с круговым поперечным сечением постоянного 

радиуса К’=а < т(т). Для такого стержня вместо задачи 
(6.132) имеем 

d*u(€) ; - 4 4\u(€)=0, &Е(0,1}; (6.134) 

u(0) = u(1) = 0 

Несложно проверить, что собственными функциями задачи 

(6.134) будут и„(т) = япплё. Этим функциям соответствуют
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собственные значения 

(6.135) 

2 

причем наименьшее из них (при п = 1) равно А! = — ~ 2,4674 

и соответствует значению эйлеровой (или первой критической) 
Ал пЕа* п3ЕБа* v . 

силы Ркр = в = [VIII], вызывающей потерю устойчи- 

вости прямолинейной формы равновесия стержня с постоянным 
круговым поперечным сечением (задача, нахождения этой силы 

была, впервые рассмотрена, Л. Эйлером в 1744 году). 
2 

Из сравнения (6.134) с (6.132) следует, что А’ = А = = 

и В' =4> 0, причем (A’u, и) = (Au, и) и (В'и, и) > (Ви, и) для 
любого элемента иЕ D(A), т.е. выполнено неравенство (6.129). 
Тогда с учетом (6.133) получаем двустороннюю оценку 

МЕТ << 
14 “У 4(25 — 3612) 

А 9,3932. (6.136) 

Оценка (6.136) является довольно грубой, поскольку верхняя 

граница превышает нижнюю более чем в два раза. Отметим, 

что для стержня с круговым поперечным сечением постоянного 
2 

радиуса В” = За? тг(т) получим A” = А = - 55 и В" =1> 0, 

причем (А"и, и) = (Au, и) и (В"и, и) < (Ви, и), u € D(A), т.е. 
будет выполнено неравенство (6.130). Но для такого стержня 

А! = п? ~ 9,8696, что почти в два раза, выше верхней границы в 

(6.136). # 

Для улучшения верхней границы собственных значений сле- 

дует увеличивать число N базисных функций при приближен- 

ном представлении собственных функций (см. замечание 6.2). 

Покажем, как можно улучшить нижнюю оценку. Сначала, рас- 

смотрим случай, когда оператор В в (6.126) является тожде- 

ственным, т.е. В = Г.
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Теорема 6.8. Пусть А — симметрический неотрицатель- 

ный оператор с областью определения D(A) С H в гильберто- 

вом пространстве H и для некоторого и > 0 отрезок [0, и] He 

содержит точек спектра этого оператора. Тогда оператор 

А, =A-—vI является положительным, т.е. (Ари, и) > 0 для лю- 

бого ненулевого элемента, м Е D(A). 

« Согласно условию теоремы, любое ЛЕ [0, v] является регуляр- 
ным значением оператора А и поэтому существует обратный 

оператор Вл = Ах" = (А-ЛГ)-!. Из области определения D(A) 

оператора, А выберем любой ненулевой элемент u 2 0 и положим 

9 = Ами. Тогда g 0, поскольку в противном случае элемент 

и был бы собственным для оператора A, а и — собственным 

значением этого оператора. 

Пусть v = v(A) = Ryg — решение операторного уравнения 

Ал = 9. Введем вспомогательную функцию 

Ф(Л) = (9, 5) = (Аль, v). 

В частном случае Л=и имеем о = ми y(v) = (Ари, и). Таким 
образом, необходимо доказать, что (и) > 0 для любого нену- 

левого элемента u Е D(A). 

Обозначим Vy = (A) = Ал, ди 02 =5(Л2) = Ел. 9 — решения 

операторного уравнения Ао = 4 для двух значений Лу, А2 Е 

Е [0, и]. Тогда, учитывая, что оператор А симметрический, 

получим 

Ф(А2) — Ф(А1) = (9, 52) — (9, 91) = ((А- А! Г) v1, v2) — 

— ((A — Agl) v2, v1) = (Аз1, 52) — А, (91, V2) — 

— (Av2, 01) + Az (02, 01) = (A2— А1) (52,91). (6.137) 

Так как g = (A — Ag/)v2 = (A— A, I) v4, то 

(A — А1Г) (92 — 91) — (А — А1Г) 52 — (А — Aq!) v2 = (A2 — Ai) 92,
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ИЛИ V2 — Vv) = (Л2 — А!) Ел, 92. С учетом неравенства, треуголь- 

ника имеем 

[92 — 01 || < [А2 — Ai [| Ra, [92| = 

= [А — А! ||Вл, [92 — v1 +51 < 

< |А2 — В, (92 — 91| + [lerl|). (6.138) 

Значение A, является регулярным для оператора A, и поэтому 
оператор Кл, ограничен, так что при А2 -+ А! справедливо 
неравенство |Л2 — А1|||Вл, || < 1/2. Тогда из (6.138) следует, что 

[92 — vill < 21А2 — Аи [В [1 ll. 

Отсюда получаем, что 92 —} Vv] при A2— Aq, и поэтому (v2, 91) > 

— [|1 ||? при A234 Ay. Заменяя в (6.137) Л! на Л и vy на ъ, в 
соответствии с определением производной находим 

= jj = ||v||?. lim, (v2, v) = [lvl 

Так как g #40, то и v #0, a значит, y’(A) > 0 при ЛЕ [0,и| 

и функция ф(Л) возрастает Ha отрезке [0, и]. Для неотрица- 
тельного оператора А имеем (0) = (Асю, v) = (Av, v) > 0 для 
любого элемента v Е D(A). Следовательно, ф(и) > 0 для любого 
ненулевого элемента, м Е D(A). > 

Теорема 6.9. Пусть А — симметрический оператор, дей- 
ствующий в гильбертовом пространстве H, и отрезок [а, 6] 
не содержит точек спектра, этого оператора. Тогда, оператор 

А. Аь= (А -аГ) (А - БГ) является положительным. 

4 Положим т = “+, и = 7-4 и введем оператор Wy = Ami) = 

=A-—(m+A)I. Значение ЛЕ [-р, и] является регулярным для 
оператора, Wo = Аж, и поэтому оператор W) = Wo - ЛГ, а так- 

же оператор W,W_) = И/? — Л? ][ имеют ограниченные обратные
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операторы Wy! и (И/И/_^)-! соответственно. Это означа- 

ет, что отрезок [0, 2] не содержит точек спектра оператора 
W@, который, являясь квадратом симметрического операто- 
ра A, = А — ml, будет неотрицательным, так как для любого 

u € D(A) 

(Иби, и) = (Аж(Атм), м) = (Amt, Атм) = ||Amul|’? > 0. 

Таким образом, для оператора W? на отрезке [0, 42] выполнены 

условия теоремы 6.8. Поэтому оператор И! — u?l =W,W_, = 

= A, Ab является положительным. }> 

Теорема 6.10. Пусть А — симметрический оператор в 

гильбертовом пространстве H и элемент м Е H удовлетворяет 
7 Au, и 

условию Au+O0. Если число Ay = “ ГЕ принадлежит интерва- 
U 

лу (a,b), причем на отрезке [a, 6] находится единственная точка 

ЛЕ (а, 6) спектра оператора, A, являющаяся собственным значе- 

нием этого оператора, то справедливо неравенство 

46) <A< V(a), (6.139) 
где 

— # (Ам, м) — || Az||? 

PO) = ры — (au, u) 
< Оператор А на отрезках [а, \—e] и [A+¢, 6] при достаточ- 
но малом = > 0 удовлетворяет условиям теоремы 6.9. Поэтому 
операторы A; = А. А»-. = (А-аГ)(А-(Л-=)Г] и А. = А+. Ab = 

= (А- (A+e)I)(A— 6Г) являются положительными. Следова- 
тельно, 

(Ayu, м) = ( (А? — (а+л-=)А+а(Л- =) Гм, и) = 

= |Ащ[? - (а+л-е) (Аи, и) а(л-в)|щ = 

= (А =) (Ч шГ - (Au, и)) — (а (Аш, u) — | Ащ) > 0
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(Agu, м) = ((А? - (^+Е+БА-а(Л+ Е) Гм, и) = 

= Ач? — (A +e 4+) (Ам, и) +0(A +e) |[u||? = 

= (A +=) (м? — (Ам, и)) — (6 (Ам, и) _ || Az||7) > 0. 

Из этих неравенств, учитывая, что, согласно условию теоремы, 

а < ae <b, т.е. allul|? — (Au, м) <0 u м? — (Au, м) > 0, 

находим 

a(Au, и) — || Ам||2 х— = 
© <“affull?— (au, uy = 

b(A — ||Au||? ves Amt) = ПА yoy) 
b||u||?— (Ам, м) — 

Переходя к пределу при € > 0, получаем (6.139). > 

Теорему 6.10 можно применить для двусторонней оценки 

наименьшего собственного значения Ay симметрического опе- 

paTopa A, если известна Такая Гарантированная оценка, A» 

(Au, u) 
=, < 

[м2 
< А. < Ag. Эта теорема верна для любого а < 0, причем в 

соответствии с (6.139) 

снизу следующего собственного значения AQ, что Ay 

‚ t(Au,u)—||Aull*  (Au,u)  ~ 

P(-0o) = Am ful? — (au, и) = ul? 
и поэтому 

_ Аз (Аш, м) — ||Aull? т _ b(A2) = Yul? — (Ами) <A < AL =4(-00). = (6.140) 

В случае положительного оператора А имеем (Au, м) > 0и 

A; > 0, так что вместо (6.140) получаем 

— _Л — Аи? 

A, — А! (Ам, и) 
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Ясно, что (6.141) имеет смысл при условии А! < и, выполняю- 

щимся в силу неравенства Коши — Буняковского | (Ам, м) < 

< ||Aw|| |||]. Поскольку для положительного оператора, Л! > 0, 
то использование (6.141) эффективно только при условии хх < 

< Aj, так как в противном случае левая часть в (6.141) не будет 

положительной. 

Отметим, что оценки (6.140) и (6.141) сохраняют силу и 
в том случае, если собственное значение A, кратное, но изо- 

лированное. В этом случае под Ay следует понимать гаран- 

тированную оценку снизу наименьшего собственного значения 

А2 > А!. Аналогично можно получить двустороннюю оценку для 

А2 ит.д. 

Теперь вернемся к операторному уравнению (6.126). Можно 

показать*, что неравенство (6.141) применимо для двусторон- 

ней оценки наименьшего собственного значения А! этого урав- 

нения, если положить 

(Ам, м) я Ц (Au, f) 

(Bu, и)’ (Au, м)’ 
(6.142) 

где ненулевые элементы u € D(A) и f € D(B) удовлетворяют 
равенству Ам = Bf. При этом по-прежнему гарантированная 
оценка Ay снизу собственного значения AQ должна превышать 

значение x, а оценка (6.141) применима при условии А! < 3 < Ao. 

Пример 6.12. Используем (6.141) и (6.142) для уточнения 

двусторонней оценки собственного значения А! однородного 

уравнения (6.132), рассмотренного в примере 6.11. Для функ- 

ции u(€) =&(1-&), удовлетворяющей однородным граничным 

условиям и(0) = u(1) = 0, найдем f из условия Ай = Bf. Имеем 

*См.: Ректорис. К.
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откуда / = (1+5)2/2. Далее вычисляем 

1 _ 2 
(ль Ff) = [299 dé= 

0 

и, используя найденное в примере 6.11 значение (Au, и) = 1/3, 
в соответствии с (6.142) находим 

=7. (6.143) 

В качестве гарантированной оценки снизу собственного 

значения А2 используем (6.135) при п =2, т.е. 

р) 2 

do = =) — 7? 9 8696, (6.144) 

а в качестве А! примем верхнюю оценку в (6.136): 

т 1 
`` 4(25 — 3612) 

25,3532. (6.145) 

Таким образом, условие Л! < х < Л, выполнено. Подставляя 
(6.143)- (6.145) в (6.141), получаем 

3,4021 < Л, < 5,3532. (6.146) 

Сравнение с (6.136) показывает, что при совпадении верхних 

оценок нижняя оценка 3,4021 несколько улучшена, по отноше- 

нию к прежнему значению 2,4674. 

Попытаемся улучшить верхнюю оценку А1, используя функ- 
цию u*(£) = u(€) +Cu?(€), также удовлетворяющую граничным 
условиям u(0) = и(1) =0. Константу С' найдем, согласно теоре- 

(Аи*, и") 

(Ви*, и*)` 
ме 5.6, из необходимого условия минимума отношения
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Предварительно наидем 

Фи” (Е) Е =2+4СЕ(1-& — 2C(1 — 2€)*= Au* = — 

= 2(1-C+6CE€(1 - &)) 

И ВЫЧИСЛИМ 

1 

(Au, u*) =? | ( 1-C+6CE( (1-€)) x 
0 

35+ 14C + 2C? х (E(1-€) +C@(1-)?) da = 

Аналогично 

2 1 

‚и _ Г, (1-8) +682 (1-8)?)° __ (But,ut)= [4 +6? dé = 

0 

ot or SS oc’). 

7 300 10 35 

В результате получаем 

(Аи, м”) _ 35 + 14C + 2C? 

(Bu*,u*) ~~ 6,5391 + 2,7653C + 0,3132С?` 

Наименьшее значение этого выражения AT & 5,3028 соответ- 

ствует значению С А 0,9785. Таким образом, замена, функции 

u(x) более сложной функцией и*(т) позволила понизить верх- 

нюю оценку наименьшего собственного значения A, менее чем 

на 0,5%. 

Для уточнения нижней оценки значения А! запишем 

4f*(x) 
BL =п+8? = Au* =2(1-С+6СЕ(1 - &)).
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Отсюда найдем 

= 9 -с+всеи-9)) 
а затем с учетом полученного значения С вычислим 

_ 245 -7С+50С? 

— 105 | (лиг, fr) = [а+о а-с+есва 9) 

Таким образом, 

vn (Аи, ft) _ 245 -— 7C +500? _ _ ~~ 5 6511. 
(Au*,u*) 354+14C' + 2C? 

Заменяя в (6.141) Ay на At, х на м” и подставляя (6.144), 
получаем 

4,8983 < Л, < 5,3028. 

Сравнение с (6.146) показывает, что нижняя оценка возросла, и 

теперь отличается от верхней оценки менее чем на 8%. 

6.10. Особенности выбора базисных функции 

Из рассмотрения различных вариантов метода ортогональ- 

ных проекций видно, что базисные функции Uy в гильбертовом 

пространстве H, которые входят в представление приближен- 

ного решения операторного уравнения Аи = }, должны удовле- 

творять ряду требований. Сформулируем некоторые требова- 

ния к этим функциям, предполагая, что ищется приближенное 

решение вида 
№ 

un = У али, (6.147) 
n=1 

1. Конечная система {и„}м используемых функций долж- 

на быть линейно независимой. Тогда такая система функций
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образует базис в N-mMepHom подпространстве Нм С H, которое 

является линейной оболочкой этой системы, а un Е Нм. 

2. Для сходимости приближенного решения им Е Нм к сла- 

бому решению u, Е М уравнения Аи = } можно потребовать, 

чтобы система {и„}м используемых функций входила в сис- 

тему {из}, являющуюся ортонормированным (или ортогональ- 

ным) базисом BH. Для того чтобы гарантировать, что норма, 

невязки операторного уравнения при № — со стремится к Hy- 

лю, можно потребовать выполнения некоторых дополнитель- 

ных условий. 

3. Базисные функции Uy, должны принадлежать области 

определения D(A) оператора A, так как для нахождения коэф- 
фициентов a, в (6.147) необходимо предварительно вычислить 

значения (Aun, VE), где ve, К =1, М, — проекционные функции. 

а, это возможно лишь при выполнении сформулированного тре- 

бования. 

Переидем к обсуждению перечисленных требований. 

Необходимость выполнения условия линейной независимо- 

сти конечной системы {м„}м выбранных базисных функций 
очевидна. При нарушении этого условия матрица СЛАУ (6.80) 

будет вырожденной. Однако даже если базисные функции ли- 

неино независимы, увеличение их количества, N, преследующее 

цель уменьшить погрешность приближенного решения (6.147), 

может привести из-за возрастания порядка СЛАУ к росту вы- 

числительной погрешности. Например, если с увеличением NV 

эти функции становятся все более близкими (т.е. нормы их 

разностей уменьшаются), то увеличивается число обусловлен- 

ности матрицы и растет чувствительность решения СЛАУ к 

погрешностям в коэффициентах и правых частях уравнений 

СЛАУ [IV]. Поэтому при ограниченном числе № выбор этих 
функций связан с проблемой минимизации возникающей по- 

грешности. Так, если в случае линейной задачи в качестве 

одной из базисных функций использовать какое-либо частное 

решение этой задачи, то его дополнение до полного решения
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может быть достаточно точно аппроксимировано меньшим чи- 

слом базисных функций. 

Выбор в качестве базисных функций элементов ортонор- 

мированного (или ортогонального} базиса в 7/ гарантирует 

сходимость при N — со приближенного решения, полученного 

при помощи метода ортогональных проекций. При использова- 

нии метода наименьших квадратов условия сходимости уста- 

навливает теорема 6.7. Одно из этих условий требует, чтобы 

функции и„ принадлежали счетному ba3ucy BH. В этом случае 

норма невязки операторного уравнения при N — со стремится 

к нулю. 

Если используются методы Бубнова — Галеркина и Рит- 

ца, то, согласно замечанию 6.1, для стремления к нулю невязки 

операторного уравнения необходимо, чтобы функции м» бы- 

ли собственными элементами положительно определенного 

оператора А, хотя для сходимости приближенного решения 

достаточно принадлежности этих функций базису в энергети- 

ческом пространстве Дд, ортонормированному относительно 

энергетического скалярного произведения. В более общем виде 

условия сходимости приближенного решения сформулированы 

в рамках проекционного метода (см. Д.6.1), частным случаем 
которого является метод ортогональных проекций. 

Однако при приближенном решении прикладных задач ба- 

зисные функции не всегда удается выбрать так, чтобы они 

были элементами ортонормированного (или ортогонального) 

базиса в 7{ или Hy. Тогда можно ограничиться более слабым 

требованием, чтобы функции U, принадлежали некоторому 

счетному базису. Напомним, что система {и„} является ба- 

зисом в гильбертовом пространстве лишь в том случае, если 

она является замкнутой в этом пространстве [IX]. 

При приближенном решении уравнения Ам = } с положи- 

тельно определенным оператором А методами Бубнова — Га- 

леркина или Ритца требование выбора базисных функций из 

области D(A) определения этого оператора можно ослабить. 

Дело в том, что в общем случае речь идет о поиске слабого ре-
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шения Ux Е {д этого уравнения в энергетическом пространстве 
{л, так что, вообще говоря, и, & D(A). Но тогда функции uy, 
в (6.147) можно выбирать не только из D(A), но и из Ha. 

Пример 6.13. Рассмотрим краевую задачу 

] — (p(x) и (=) +9(=) и (=) = f(x), 2 € (0,1); 
(6.148) 

и(0) = u(1) = 0. 

Пусть 0 < ро < p(x) < р, [р'(т)| < р! и 0 < q(x) < 9 при любых 
те (0,1), ро, РФ, р1, 9 — положительные константы. Оператор 
Штурма — Лиувилля A, вводимый равенством Au = —(ри’)' + 

+ 4и, определен на множестве D(A) дважды непрерывно диф- 
ференцируемых на отрезке [0,1] функций, обращающихся в 
нуль Ha концах этого отрезка. Это множество является линей- 
ным многообразием гильбертова пространства Г[2[0,1] функ- 
ций, суммируемых с квадратом Ha отрезке [0,1]. 

На множестве D(A) оператор А положительно определен- 
ный (см. пример 5.10), но краевая задача (6.148) не будет 
иметь классического решения в классе функций из D(A), ес- 
ли функция f(r) не принадлежит области В(А) значений этого 

оператора (например, имеет в интервале (0, 1) точки разрыва). 

Для нахождения слабого решения операторного уравнения Au = 
= f необходимо пополнить множество D(A). Пополнение Ha 
этого множества можно построить по энергетической норме 
||- д, индуцированной энергетическим скалярным произведе- 
нием, определяемым для функций u,v Е D(A) равенством 

(бл = (Au, v) = f (- (ое) ме) 94а) ще) (5) de. 

Отсюда, интегрируя по частям, с учетом граничных условий 

находим 

(u,v) 4= ] (p(2) u'(x) (=) +9(2) =) v(2)) de.
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В результате для энергетической нормы с учетом (5.95) и 
оценок функций p(x) и q(x) получим 

[ull = (usw) 4 = | (pe) м) + g(x) u(2)?) аз < 

и (=) 42+ | u2(2)de < (p+) | (u'(e))Pae. (6.149) <p 

o
C
 

Оператор В = -= также положительно определен Ha MHO- 

жестве D(A) (см. пример 5.10). Это множество, согласно те- 
ореме 4.23, всюду плотно в энергетическом пространстве 7 в, 
которое является пополнением множества D(A) по норме || - | в, 
индуцированной энергетическим скалярным произведением, ко- 
Topoe для функций u,v Е D(A) определяется соотношением 

(u,v) в = (Ви, v) = (сие) v(x) ат. 

Отсюда интегрированием по частям с учетом граничных усло- 

вий получим 

1 

(и, и) в = [беду ее Kalbe = иду (6.150) 

0 

Функции ии (x) =зтплх, x € [0, 1], пЕ М, являются собствен- 

ными элементами оператора В (см. пример 4.20) и образуют в 

D(A) ортогональный базис [IX]. Поэтому система этих функ- 

ции является замкнутой в D(A), а значит, и в Hp, поскольку 
множество D(A) является всюду плотным в Hg (см. опреде- 
ление 4.11 и теорему 4.23). Но из (6.149), (6.150) и оценок для 
функции p(x) следует, что 

_, 9 ро < llulla < (B+) lull.
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Следовательно, H д состоит из тех же элементов, что и Hp, так 
что система функций и„(х) является замкнутой и в 7 (д. 

Систему функций и„(т) = этплх, n € №, можно ортонор- 

мировать на отрезке [0,1], но их использование в качестве 
базисных функций при приближенном решении краевой задачи 
(6.148) методами Бубнова — Галеркина или Ритца не обеспе- 

чит стремления к нулю при № — со невязки в соответствующем 
операторном уравнении Ами = f. Дело в том, что эти функции, 

будучи собственными элементами оператора В, не являются 
собственными элементами оператора, А (см. замечание 6.1). # 

Для дифференциального оператора А условие u, Е D(A), 

п =1, №, учитываемое при выборе базисных функций в (6.79), 

означает, что функции Uy, должны удовлетворять не только 

требованиям дифференцируемости, но и граничным условиям 

на поверхности 5, ограничивающей область У решаемой зада: 

чи. Напомним, что в основе большинства дифференциальных 

уравнений математической физики лежат локальные формы за- 

конов сохранения физических субстанции (см. 2), которые для 

процессов, не зависящих от времени, можно представить в виде 

Au=-V(A,u)+Byu=f, D(A)C R(A)CR, (6.151) 

где Е D(A) и ДЕ R(A) — искомая и заданная функции про- 
странственных координат, а A; и By — линейные дифференци- 

альные операторы, относительно которых предполагаем, что 

порядок производных по пространственным координатам в В1 

не выше, чем в A, (тогда порядок производных в А на еди- 

ницу выше, чем в А1). Ясно, что Али в данном случае будет 

векторной функцией (часто градиентом искомой функции и). 

Выбрав в качестве проекционных функции vy; Е [2(У), КЕ 

Е №, образующие в гильбертовом пространстве Lo(V) счетный 

базис, согласно теореме 5.1, вместо (6.151) можем записать 

(Au, vg) = (f, uz), ЕТ, М, или 

| (-У(ид + Виден = | лоу КЕМ. (6.152) 
V V
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Равенства (6.152) вместе с краевыми условиями составляют 

интегральную формулировку задачи, описываемую опера- 

торным уравнением (6.151). 

Пусть приближенное решение уравнения (6.151) определяет- 

ся методом ортогональных проекций в виде 

N 

UN =o antty. (6.153) 
n=1 

Тогда, подставив (6.153) в левую часть (6.152), получим ypaB- 
нение, левая часть которого представлена, в виде линейной ком- 
бинации N слагаемых 

(Aun, UE) = Уи) + Bi Un) vp dV, kjn=1,N, (6.154) 

V 

с неизвестными коэффициентами a,. В результате получим 

СЛАУ 
м 

У ‘а, (Aun; Ue) = (Тк), ЕЕТМ, (6.155) 
n=1 

относительно неизвестных коэффициентов a,, п =1, №. Если 

un Е D(A), то в соответствии с первой формулой Грина вместо 

(6.154) при К, п =1, N получим 

(Aun, оз) = [кВуш, У + 

V 

+ [ (Arun) Vondv = f (Анда (6.156) 

V S 

где п — единичный вектор внешней нормали к поверхности 5. 
Из (6.156) следует, что требования к дифференцируемости 

базисных функций Up можно было бы частично переложить Ha 

проекционные функции vg, т.е. выбрать в (6.153) ии Е Dy = 

= D(A,)U D(B,), n=1,N, непрерывно продолжив при этом
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оператор А на О! С [2(У), а от функций ту потребовать непре- 

рывной дифференцируемости в У. Действительно, пусть не- 

обходимые условия дифференцируемости, определяющие при- 

надлежность uz, Е D(A), п = 1, М, нарушены в точках P* € S* 

некоторой поверхности 5*, разделяющей область У Ha две под- 

области У; и Vo (V=V, UV2US*), но выполнены в каждой из 

этих подобластей. Тогда, вместо (6.156) получим 

(Aun, v4) = | кВа + | (Artin) Уна + 

V Vv 

+ | (Arun) VuedY = f vg( Arun) ds — 
V2 5 

- |] ((лидт” — (Aitn)on”)vedS, (6.157) 
S* 

где n* — единичный вектор нормали к поверхности S*, внешней 

по отношению к подобласти Vi, а через (А1и„)1 и (Ai Un)2 обо- 

значены пределы векторной функции A,u(P) при стремлении 

точки Рк P* € S* со стороны подобластей У! и V2 соответ- 

ственно. Но при выборе u, Е D, эти пределы равны, так что 

интеграл по поверхности 5* исчезает. Поскольку точки P* € S* 

образуют в области У множество, имеющее равную нулю меру 

Лебега, то 

| (льда + | (Аш) dV = [ (Aru) Yona 

Vi V2 V 

т.е. при и, Е О(А!) (6.157) равносильно (6.156). 
Таким образом, учитывая (6.156), СЛАУ (6.155) можно 

записать в виде 

N 

У Ста, =, k=I,N, (6.158) 
n=1
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где при К, п =1, № 

бк = | нишу + 

V 

+ [ (Arun) Vora — | эк(Аль)т 5 (6.159) 

у 5 

а значения f, = (} vz), k= 1, М, равны интегралам в правой 

части (6.152). Следует отметить, что в методе наименьших 

квадратов такой подход не снижает требований к дифферен- 

цируемости функций и», так как преобразование (6.156) ска- 

лярного произведения при выборе vz = Au, вызовет, наоборот, 

повышение требовании к дифференцируемости функций и. В 

самом деле, Уз; = У(Ащь) ин Е D(VA). 

При выборе базисных функций можно сделать еще один шаг 

по пути ослабления требований к их гладкости в области У. 

Дело в том, что по физическому смыслу функция Али обыч- 

но является вектором плотности потока, некоторой физической 

субстанции (см. 1). Законы сохранения таких физических суб- 

станций, как масса, энергия, заряд, количество движения, до- 

пускают разрывность этой векторной функции на некоторой 

повертности разрыва 5*, но требуют непрерывности ее проек- 

ции (A,u(P))n*(P), РЕ S*, на направление нормали n* к этой 
поверхности. Ясно, что это условие будет выполнено, если в 

(6.159) функции up, выбраны так, что ии Е D; = D(A;)U Б(В!), 

п=1, М. 
Предположим теперь, что функции up, п = 1, №, в (6.159) 

выбраны так, что на поверхности S*, разделяющей область V 

на две подобласти V; и V2 (V=V,UV2US"*), проекция (A,u)n* 

терпит разрыв, т.е. в (6.157) нарушено условие 

(Али, (Р*)), = (Aitn(P*)),, Р*Е 5”. (6.160) 

Допустим, что функции vz, К =1, №, также разрывны на 

этой поверхности, Т.е. пределы vl) (Pr) и 5(2) (P*) каждой
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функции 9+ (Р) при стремлении точки Р к Р* Е S* со стороны 

подобластей V; и V2 могут быть не равны. Тогда вместо (6.157) 

будем иметь 

(Aun, v4) = | кВишьаУ + | (Али) VoedV + 

V У 

+ | (льду = | v¢(Aiun)md5 — 

= [альт = 0 (Arun)an*) 45. (6.161) 

Но для сходимости приближенного решения необходимо, 

чтобы условие (6.160) было выполнено. Для этого воспользу- 

емся методом взвешенныг невязок, выбрав в качестве весовых 

функций 5 (vy) + y\?)) 

yl) 4 yl?) 
[ (Aru)? = (Artin)am*) fk gS —0. (6.162) 

Вычитая левую часть (6.162) из правой части (6.161), получаем 

(Atins 0h) = | окВишь dV + | (Artin) Утв + | (Атиь)Узьау 

V У, V2 

(1) _ (2) 
- [= (Анта — | (Ашот + (Азшдат”) vk a dS. 

S S* 

Отсюда вытекает, что для исчезновения интеграла, по поверх- 

ности S* достаточно непрерывности функций vg, К = 1, №, в 

точках поверхности S*. 

Ясно, что поверхность 5* может быть выбрана в области 

У произвольно. Поэтому в случае непрерывных в области У 
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проекционных функций vz, К = 1, №, обладающих в ней кусочно 

непрерывными производными, для вычисления элементов Grp, 

к, п = 1, №, матрицы СЛАУ (6.158) применима формула (6.159). 

При этом допустимо, чтобы функции Али», п = 1, №, были 

разрывны в точках, образующих в области У множество, мера 

Лебега которого равна, нулю. 

Например, если в (6.151) А является дифференциальным 

оператором второго порядка, т.е. Ay имеет первый порядок, TO 

для вычисления интегралов в (6.159) от базисных функций Un, 

п =1, М, достаточно потребовать, чтобы они обладали лишь 

кусочно непрерывными производными. Полученный результат 

справедлив и для частного случая метода, ортогональных про- 

екций — метода Бубнова — Галеркина при выборе в (6.153) 

Uk = Ur, К =1, М. В случае, когда А является положительно 

определенным оператором, для приближенного решения урав- 

нения (6.151) можно применить метод Ритца. Тогда функции 

Un будут принадлежать соответствующему энергетическому 

пространству #4, в котором определена энергетическая нор- 

Ma ||. | д, а функционал энергии (5.30) в рассматриваемом случае 

примет вид J(u] = ||ц||4 —2(} и). Отметим, что указанные воз- 

можности ослабления требований к гладкости базисных фун- 

кций важны при численном решении задач математической 

физики, в частности методом конечных элементов. 

Теперь обратимся к вопросу об удовлетворении граничных 

условий на поверхности 5, ограничивающей область У. Пусть 

на участках 5; С 5 этой поверхности задано граничное условие 

u(P)=fi(P), РЕЗ, (6.163) 

а на участках 52 = 5 \ S; — граничное условие 

(Aiu(P))n(P)+B(P)u(P)=fa(P), РЕЗ, — (6.164) 
где fj, Ви fo — заданные функции. Тогда приближенное ре- 
шение в виде (6.153) должно удовлетворять условию (6.163) в
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каждой точке РЕ 51, a для выполнения (6.164) можно потре- 
бовать равенства нулю взвешенной невязки, возникающей при 
подстановке (6.153) в (6.164). При выборе функций ух в каче- 
стве весовых будем иметь 

| (Att) + Вам — В) =0, к =1, М. (6.165) 

52 

В этом случае вместо (6.153) целесообразно искать прибли- 

женное решение в виде 

№ 

tin = щ + У али, (6.166) 
n=1 

где uo(P) = f;(P) при РЕЗ1, а функции un и; к выбрать 

так, чтобы и„(Р) =, (Р) =0, РЕ 51, К, п=1, М. Подставим 
(6.166) в (6.152) и выполним преобразования, аналогичные тем, 
которые привели к СЛАУ (6.158). Тогда с учетом (6.165) 

получим систему уравнений (6.158), в которой при k,n =1,N 

Gnk — |] (оьВиш, + (Ати»)Узь) WV + | Bunvy dS, 

V S2 

fk = [ (re — (Aj Uo) Vug — чь Вто) V+ | (h — Вио) ок 45. 

V S2 

Описанный подход позволяет не накладывать Ha выбор фун- 
кций и, Е р! = D(A,)U D(B,), п =0, М, ограничений, вытека- 
ющих из условия (6.164). В связи с этим такое граничное 
условие обычно называют естественным. В противопо- 
ложность этому граничное условие (6.163), которому должно 

удовлетворять (6.166), называют главным, а иногда предва- 
рительным в том смысле, что оно должно быть учтено еще до 
нахождения коэффициентов а„ при построении приближенного
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решения (6.166). Хотя приближенное решение можно строить, 

не соблюдая граничных условий, функции Uy, все же лучше вы- 

бирать с учетом этих условий, так как при их выполнении 

последовательность приближенных решений будет иметь более 

высокую сходимость*, особенно в окрестности точек РЕ So. 

Более строгое разделение граничных условий на главные и 

естественные следует из вариационной формулировки задачи 

для положительно определенного оператора А. Естественные 

граничные условия можно получить из условий стационарности 

функционала, входящего в эту формулировку, если приравнять 

нулю его первую вариацию. Граничные условия, не предста: 

вленные в условиях стационарности функционала, являются 

главными. Преобразуя вариационную формулировку задачи, 

можно получить функционал Лагранжа, называемый иногда 

полным. Этот функционал отличается тем, что в условия его 

стационарности входят все граничные условия (отметим, что в 

теории упругости термин „функционал Лагранжа“ имеет иной 

смысл). При использовании такого функционала, все гранич- 

ные условия будут естественными и базисные функции можно 

выбирать лишь с учетом ограничений по их дифференцируе- 

мости. 

Если в вариационную формулировку задачи входит миними- 

зируемый функционал, который допустимо рассматривать на 

множестве функций, удовлетворяющих главному граничному 

условию вида (6.163), то это ограничение можно снять ме- 

тодом штрафа. Суть этого метода состоит в добавлении 

к функционалу положительного слагаемого, которое быстро 

возрастает, когда приближенное решение им не удовлетворя- 

ет условию (6.163). При минимизации такого функционала, 

им (Р) + fi(P) при М > со, причем скорость сходимости к 

Л(Р) в случае РЕ 5, будет зависеть от коэффициента, устана- 

вливающего „тариф штрафа“ 3a нарушение условия (6.163). 

“См., например: Muraun С.Г., 1966, а также: Ректорис К.



384 6. ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

Пример 6.14. Рассмотрим краевую задачу для уравнения 

Пуассона, 

- У (М) = (М), МЕ, (6.167) 

с заданными Ha  кусочно гладкой поверхности 5, ограничиваю- 

щей область У, граничными условиями 

u(P)=9(P), PES CS, (6.168) 

Vu(P)n(P)+a(P)u(P)=a(P)h(P), Pe€S2=S\S;, (6.169) 

где n(P) — единичный вектор внешней нормали к поверхности 

5 в точке PE S. Одной из интерпретаций этой задачи может 

быть нахождение установившегося распределения температуры 

и(М) в области У при заданном распределении g(P) темпера- 

туры на участках 51 поверхности 5 и заданных Ha участках 52 

условиях теплообмена с окружающей средой, имеющей темпе- 

ратуру h(P) (функция a(P) > 0 характеризует интенсивность 
теплообмена). 

Краевой задаче (6.167)-(6.169) соответствует вариацион- 

ная формулировка, включающая минимизируемый функционал 

[XV] 

stu) = | (594? - fu) wv +5 | a(u-nyPas (6.170) 

у So 

который рассматривают Ha множестве функций u(M), непре- 

рывных на замыкании V=VUS области У, имеющих BV ку- 
сочно непрерывные производные по координатам точки МЕУ 
и принимающих значения u(P) = 9(Р) в точках PES}. Эти 

функции могут не удовлетворять граничному условию (6.169), 

являющемуся для этого функционала, естественным. Если глав- 

ное граничное условие (6.168) заменить естественным гранич- 
ным условием 

Vu(P)n(P)+ Ви(Р) = В9(Р), PES, В>0, (6.171)
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то вместо (6.170) получим функционал 

Jolul= | (5(vu)*- fu) dV + 

] +5 [аби 455 [(u-9)%dS, (6.172) 
52 51 

который можно рассматривать Ha множестве функций и( М), не 
удовлетворяющих граничным условиям на всей поверхности 5. 

Последний интеграл в (6.172) равен среднеквадратичной 
невязке, вызванной нарушением главного граничного условия 

(6.168). При этом значение параметра Д в (6.172) определяет 
„Тариф штрафа“ 3a нарушение этого условия, a по физическо- 
му смыслу характеризует в (6.171) интенсивность теплообмена 

на участках 51 поверхности 5 с условной окружающей сре- 
дой, имеющей температуру g(P), РЕ51!. Так как функция 

Vu(P)n(P), РЕ5\1, ограничена, то из (6.171) следует, что 
u(P) + 9(Р) при В -+ со, т.е. при предельном переходе бу- 

дет удовлетворено главное граничное условие (6.168) исходной 
краевой задачи. Ясно, что при минимизации (6.172) с фик- 
сированным конечным значением В полученное приближенное 
решение ug(M), МЕХ, не будет удовлетворять (6.168), но по 
мере возрастания В значение последнего интеграла в (6.172) бу- 
дет стремиться к нулю и ив(Р) 9(Р), PES). # 

Отметим, что построить базисные функции Up и проек- 
ционные функции 9, так, чтобы и„(Р) = vz(P) =0, РЕЗ:, 

К, п = 1, М, можно следующим образом. Если подобрана такая 
функция w Е Di; = D(A;) UD(B;), что w(P)=0 при PE Sj, а 

Un Е D, и функции UV, имеют в области У кусочно непрерывные 
производные, то функции U, = ми и VE = WU, будут удовлетво- 

рять всем необходимым требованиям. 

При решении многомерных задач функции и„(М) и v;,(M) 
можно представить в виде произведения сомножителей, завися-
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щих только от одной координаты точки М ЕУ. Если область У 

в направлении одной из координатных осей (например, оси Ох!) 

ограничена плоскостями, перпендикулярными этой оси, то для 

упрощения подбора таких сомножителей можно принять коэф- 

фициенты a, в (6.166) зависящими от этой координаты. Тогда 

вместо СЛАУ (6.158) получим систему № обыкновенных диф- 

ференциальных уравнений (ОДУ) относительно N неизвестных 

An = ав (11), п = 1, №, причем порядок этих ОДУ будет совпа- 

дать с порядком старшей производной по 2; в дифференциаль- 

ном операторе А. Для решения такой системы ОДУ необходимо 

использовать граничные условия, заданные на указанных плос- 

KOCTAX. 

Описанный способ построения приближенного решения MHO- 

гомерной задачи, известный как метод Канторовича»*, ана- 

логичен методу разделения переменных (методу Фурье). Этот 

способ можно использовать и в случае, если в выбранной систе- 

ме криволинейных координат область У в направлении одной 

из них ограничена координатными поверхностями. 

Рассмотрим случаи, когда физические процессы, описывае- 

мые операторным уравнением вида (6.151), зависят от времени. 

Тогда оператор В! в (6.151) будет включать дифференцирова- 

ние по времени, т.е. искомая функция u(t, М) будет зависеть He 

только от пространственных координат точки М Е V в обла- 

сти У, но и от времени #. При этом в (6.151) и в граничные 

условия (6.163), (6.164) могут входить функции f(t, М), fi(t, P) 

и fo(t,P). Тогда, используя метод Канторовича, приближенное 

решение Uy можно искать в виде 

N 

tin (t,M) = uo(t,M) + an(t)un(M), t>0, MeV, (6.173) 
n=1 

*Л.В. Канторович (1912-1986) — отечественный математик и эконо- 

MHCT, Лауреат Нобелевской премии за работы по математической эконо- 

мике.
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где функции Up и Un удовлетворяют условиям Uo(t, Р) = f(t, P) 

ии, (Р) =0 при PES}. 

В этом случае, подставляя (6.173) в (6.152) и проводя при 

условии 1; (Р) =0, РЕ 51, преобразования, аналогичные преды- 

дущим, получаем систему N ОДУ 

N 

(= боли, [бомьуеыу+ [вьлив) — 
n=1 

= | (fen — (Arte) Woe вы Bs wo) ау + | (Вика, (6.174) 

V 52 

где k=1,N, относительно функций a,(t), п= 1, №. Важно 
подчеркнуть, что теперь оператор В! действует не только Ha 
функции Un, зависящие от пространственных координат, но и 
на функции a,(t). 

Для решения системы ОДУ (6.174) необходимо задать на- 

чальные распределения %(") (М) = и) (0, М), МЕХ, искомой 
функции (при г = 0) и ее производных по времени до порядка, 
R включительно, если в операторе В: старшая производная по 
времени имеет порядок К-+ 1. Например, при А = 0 начальные 

значения а„(0) можно найти из условий равенства, нулю взве- 
шенной невязки, возникшей при подстановке (6.173) при t=0 в 

начальное условие и(0, М) =) (М). Это приведет к СЛАУ 

№ 

Ув» (0) [ (м) и (М)ау = 

n=1 и 

Пример 6.15. Рассмотрим задачу нестационарной тепло- 

проводности в твердом теле, описываемую дифференциальным
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уравнением (при Ё > 0, МЕ У) вида (2.53) 

OT (t,M) 
Ot 

где c(M) u A4(M) — объемная теплоемкость и коэффициент те- 

плопроводности материала, тела, a ИЗ (t, M) — объемная мощ- 

ность источников энерговыделения. Пусть искомая функция 

T(t, М), описывающая распределение температуры на участках 

S,C Su о2 =5 \ 51 кусочно гладкой поверхности S, ограничи- 

вающей область У, удовлетворяет граничным условиями вида, 

(2.55) и (2.56) 

c(M) ~V(A(M)VT(t,M)) =1'(t,M), = (6.176) 

T(t,P)=filt,P), РЕЗ, (6.177) 

MP)VT(t,P)n(P)+A(t,P)T(t,P)=fi(t,P), P€S2, (6.178) 

и начальному условию 

Т(0, М) = (М), MEVUSs, (6.179) 

в момент времени t =0, принимаемый 3a начало отсчета. В 
(6.176)- (6.178) все функции за исключением искомой T(t, M) 
считаем заданными. 

Сопоставляя (6.176) с (6.151), устанавливаем, что в данном 
(а) случае правая часть (6.151) соответствует функции Гу’, опе- 

ратор В: определен первым слагаемым в левой части (6.176), 
a оператор А! определен равенством А1и = АУи. Граничные 
условия (6.163), (6.164) и (6.177), (6.178) совпадают по фор- 
ме. Поэтому если приближенное решение задачи (6.176)- (6.179) 
представить аналогично (6.173) в форме 

N 

Ty (t,M) =To(t,M)+ У an(t)un(M), t>0, MeV, (6.180) 
n=1 

где функции To и up, удовлетворяют условиям To(t, P) = fi (t, P) 

ии, (Р) =0при PES), то система ОДУ (6.174) для нахождения
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функций a,(t) примет вид 

N 

У (“= [ened tan [| МУ) оь У tay | Bunve dS) = 

Ot 
V S2 

OT, 
= [ (We — А(УТо)Учь — си, dV + с: — ВТо) vx dS, 

где k=1,N. Необходимые для решения этой системы началь- 
ные значения а„(0) получим из СЛАУ вида (6.175) при К =1, № 

N 

Ув (0) [№ (м) (М) ау = | (fo(M) - To(0,M)) эк (Мау 
n=1 и и 

Изложенный подход применен для приближенного решения 

одномерной задачи нестационарной теплопроводности в плос- 

кой стенке (см. примеры 6.7 и 6.10). 

Дополнение 6.1. Проекционный метод 

Рассмотрим обобщение метода ортогональных проекций, 

известное как проекционный метод. Этот метод есть ме- 

TOA приближенного решения операторного уравнения Аи =} в 

гильбертовом пространстве H, где А — линейный оператор, 

имеющий область определения D(A) и область значений В(А), 
всюду плотные BH. Будем также предполагать, что существу- 

ет ограниченный обратный оператор A~?. 

Последовательность подпространств Нм С H назовем пре- 

дельно плотной BH, если для любого элемента, м Е H последова- 

тельность расстояний {р(и,Нм)} от u до подпространств Нм 

удовлетворяет условию 

р(и,Нм) = inf [и wl|— 0 при М№ -+ oo. (6.181)
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Суть проекционного метода, состоит в следующем. Для опе- 

раторного уравнения Ам = } выберем две последовательности 

{Им} и {Ум} подпространств Uy С D(A) и Ум С R(A), NEN, 

предельно плотные в 7{. Для каждого подпространства, Ум вы- 

берем ограниченный линейный оператор Рм: H -} Ум с обла- 

стью значений R( Py) = Ум, удовлетворяющий условию Р* = Py 
(такие линейные операторы называют проекционными, или 

проекторами). Последовательность решений им Е Им опера- 

торных уравнений Ру Аи = Ру}, №МЕ №, при некоторых услови- 

ях можно рассматривать как последовательность приближений 

для решения операторного уравнения Ам = f. 

Описанная схема приближенного решения операторного 

уравнения Ам = } является корректной при выполнении двух 

требовании: 

1) каждое операторное уравнение Py Au = Py { имеет реше- 

ние U, Е Un, и притом единственное; 

2) последовательность {им} сходится к искомому решению 

и операторного уравнения Au = } в каком-либо смысле (напри- 

мер, по норме гильбертова, пространства). 

Теорема 6.11. Пусть A: D(A) > R(A) — взаимно одно- 
значный линеиный оператор в гильбертовом пространстве H, 

Р — проектор в H, удовлетворяющий условию У = R(P) С 

с R(A),u (С D(A) — подпространство BH. Если выполнены 
условия PAU =Уи 

ПРь| > TIlvl], v € AU, (6.182) 

где т > 0 — некоторое число, то для любого элемента f € H 

операторное уравнение РАм = Pf имеет решение BU, и притом 

единственное. 

ч Пусть Р — сужение проектора Р на подпространство AU, 

т.е. Pv = Pv при ®Е AU. В силу условия (6.182) линейный 

оператор Р имеет нулевое ядро, т.е. ker P= {0}. Поэтому он
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является взаимно однозначным и отображает подпространст- 

во AU взаимно однозначно на У. Следовательно, существует 

обратный оператор P-1:V + AU. Так как линейный оператор 

А обратим, то определен линейный оператор A~!P7!:V 0, 

обратный к линейному оператору РА. Существование такого 

оператора означает, что для любого элемента f € H оператор- 

ное уравнение PAu= Pf имеет решение м, принадлежащее U, 

и притом единственное. При этом u = А-1Р-"(Р}). > 

Теорема 6.12. Пусть A: D(A) > R(A) — взаимно од- 
нозначный линейный оператор в гильбертовом пространстве 

H, для которого D(A) и R(A) всюду плотны BH; {Un} и 
{Ум} — некоторые последовательности подпространств BH 
и Py: Я Ум, МЕМ, — проекторы, образующие равномер- 

но ограниченную последовательность, т.е. |Рм| < С, NEN, 
для некоторого числа С’> 0. Тогда, для того чтобы при лю- 
бом f € H каждое операторное уравнение Ру Аи = Рм}{, NEN, 

имело единственное решение им Е Un, причем ||Амм — 1| 0 
при N — со, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись сле- 
дующие условия: 

1) последовательность подпространств AUy предельно плот- 
на BH; 

2) РмАИм = Ум, N EN; 

3) существует такое т > 0, что для каждого номера N 
выполняется неравенство ||Рм®|| > т||® ||, Е AUN. 

При выполнении указанных трех условий скорость сходимо- 

сти последовательности {Амм — {|| к нулю определяется соот- 

ношением 

С 
[Аим — Fl < (1 + =) p(f, AUN). 

< Необходимость. Предположим, что для любого эле- 
мента f € H каждое уравнение Ру Аи = Pyf, N CN, имеет 
единственное решение им Е Им, причем ||Aun — [|| 0 при
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№ — со. Тогда, согласно неравенству 

— | — в] < | — p(f,AUy) = inf ПАЙ < Lf — Аим 

заключаем, что р(}, АИ м) 4 0 и последовательность подпрост- 

ранств { АЦм } является предельно плотной BH. Таким образом, 

первое условие теоремы выполняется. 

Зафиксируем произвольный номер №. Поскольку Рм Я = 

= D(Pn) = Vn, то для любого элемента }* Е Ум существует 

такой элемент f € H, что Pyf = f*. Уравнение Ри Ам = }* 

эквивалентно уравнению PyAu= Рм}, а потому, согласно 

предположению, имеет решение им Е Un, и притом единствен- 

ное. Это означает, что Py AUN = VN, т.е. выполняется второе 

условие теоремы. 

Докажем, что выполняется и последнее, третье условие те- 

оремы. Обозначим через Py сужение оператора Py Ha подпро- 

странство АИм. Поскольку линейный оператор Py ограничен и 

взаимно однозначно отображает банахово пространство AUN 

на банахово пространство Ум, то, согласно теореме Баната 

об обратном операторе, существует ограниченный обратный 

оператор Py}: Ум $ AUn. Покажем, что последовательность 

норм \|Px | этих операторов ограничена. Пусть им Е Им — 
решение операторного уравнения Ру Аи = Pyf. Тогда Аим = 

= = Py "Py f, и условие || Амм — f|| 3 0 при N- со означает, что 

BO py f — 1—0 при № — со. Следовательно, Py} Риф >} f при 

№ — oo. Последнее условие верно для любого элемента ДЕ H. 

Согласно теореме Банаха — Штейнгауза, последовательность 

{ ИР” Pall} ограничена, т.е. для некоторого числа, C* > 0 име- 

ем |Рх 'Рм|| < C*, пЕМ. Поэтому для любого элемента, v Е Ум, 
учитывая, что Pyv = v, имеем 

Ру ell = Ру’ Рм®|| < [Ру РА < С” 

Из этих неравенств вытекает, что ||Ру! || <С*, N EN.
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Выбрав произвольный элемент ДЕ AUN и положив v = РМХ, 
получим 

ПАЙ = Px’ ell < С” || = С”ИРм fll, 
т.е. третье условие теоремы выполнено с т = 1/С*. 

Достаточность. Согласно теореме 6.11, из второго и 

третьего условий теоремы 6.12 вытекает, что каждое урав- 

нение Py Аи = Pnf, NEN, имеет решение им, и притом 

единственное. Это решение можно представить в виде им = 

= А-1Р; y PF, где Py — сужение проектора Py на подпро- 

странство AUy. В соответствии с третьим условием теоремы 

имеем Pa || < -. Кроме того, по условиям теоремы ||Рм|| < С, 

NEN.  Седовательно, \|Py ' Pn] < <; и для любого элемента 

о Е AUN, учитывая равенство UV = Py} Pnv, получаем 

Aun — fll =||Px’ Pw Ff - fl < 

< ||P’ Pw f — Py’ Proll + в - fll < 

< Ру’ РМИУ - ell + lle - Fl = 
5 С 

= (ИР Pull + IF 9 < (= +1) INF - ell 

Tak как элемент v Е AUn выбирался произвольно, TO 

Мин < (2+1) inf iF — ell = (541) oF. Ам) 
veEAUn 

Согласно первому условию теоремы p(f, AUN) -+ 0, при М -+ со. 

Поэтому и || Аим — f|| 0 при N - со. > 

Замечание 6.3. Если Un и Ум — конечномерные линей- 

ные пространства одинаковой размерности, то второе условие 

теоремы 6.12 является следствием ее третьего условия. Деи- 

ствительно, из третьего условия вытекает, что все операторы 

Py имеют нулевое ядро. В этом случае для каждого номера, N
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оператор Py A, рассматриваемый Ha конечномерном линейном 

пространстве Им, также имеет нулевое ядро. Значит, его образ 

имеет ту же размерность, что и линейное пространство Им. Ес- 

ли dimUy = апп Ум, то размерность подпространства Py AUN 

в Ум совпадает с размерностью Ум. Но это возможно лишь при 

Py AUN = VN. 

Замечание 6.4. Если в условиях теоремы 6.12 оператор А 

имеет ограниченный обратный оператор, то для любого элемен- 

та f € R(A) последовательность {им} решений операторных 

уравнений Ру Au = Pa f сходится по норме к решению м урав- 

нения Au = }. Действительно, в этом случае 

lun — ul] = мм — AW" f||=||A~ (Aun — ЛУ < |" - fll. 

Согласно теореме 6.12, || Аим — f|| > 0 при № - со. Поэтому и 

им -—м|| 0 при № со. # 

Рассмотрим проекционный метод в частном случае, когда 
выбор последовательностей подпространств {Им} и {Ум}, а 
также последовательности проекторов {Рм} определяется па- 
рой ортогональных базисов {u,} и {v,} в гильбертовом про- 
странстве H следующим образом. Подпространства, Им и Ум 
являются линейными оболочками конечных ортогональных CHC- 
тем элементов Uj, U2, ..., UN и Vy, V2, ..., UN. Оператор Py 
является оператором ортогонального проектирования Ha Ум 
(или ортопроектором), т.е. каждому элементу f € с раз- 

со 

ложением f = >` f,v,% в соответствие ставится его проекция fy 
k=1 

N 

на Ум, равная fy = »` кор, т.е. Pf = fn. 
k=1 

Отметим, что в рассматриваемом случае || Py||=1, NEN, и, 

следовательно, последовательность проекторов Рм равномерно 

ограничена. Приближенное операторное уравнение Ру Au = 

= Pyf, решение которого ищется в конечномерном линейном 

пространстве Им, равносильно уравнению Py (Au — }) = 0. Ho
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равенство Pyv = 0 означает, что все коэффициенты разложе- 
ния элемента UV в ортогональном базисе {5%} с номерами К < № 

равны нулю, т.е. (и, 0х) = 0, К =1, М. Таким образом, решение 
un Е Un операторного уравнения Ру Ам = Рм} удовлетворяет 
системе уравнений (Ам — f,v,) =0, = 1, №. Заменяя элемент 

N 

и Е Un его разложением и = )> али,» в базисе %1, U2, ..., UN 
n=1 

этого линейного пространства, приходим к системе линейных 

уравнений относительно неизвестных коэффициентов разложе- 

НИЯ 01, G2, ..., GN: 

N 

S| (Attn; Uk) dn = (1, ve), К=ТМ. (6.183) 
n=1 

Нетрудно увидеть, что в рассматриваемом случае проек- 

ционный метод совпал с методом ортогональных проекций, а 

система (6.183) не отличается от системы линейных уравне- 

ний (6.80), к которой приводит метод ортогональных проекций. 

Это позволяет рассматривать проекционный метод как обоб- 

щение метода ортогональных проекций, а для исследования 

метода ортогональных проекций использовать теоремы 6.11 и 

6.12, дополнительно учитывая замечания 6.3 и 6.4. 

Вопросы и задачи 

6.1. Одномерное установившееся распределение температу- 

ры Т(т) в стенке толщиной h удовлетворяет обыкновенному 

дифференциальному уравнению 

< (Ре) = ‚ 2€(0,Al, 

где 

Р(=) = ®(1+ р.) (1+). x € (0, hl],
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a Ву и Ro — главные радиусы кривизны одной из поверхностей 

стенки. На этой поверхности выбраны участок площадью Ро и 

начало отсчета, координатной оси Ох, направленной по нормали 

к поверхностям стенки, на которых заданы значения темпера: 

тур Т(0) =Т и T(h) =T),. При условиях TAA <lu Ta < 1 
1 2 

методом малого параметра найти распределение T(x) и срав- 

нить его с точным решением задачи. 

При тех же условиях методом малого параметра решить 

одномерную нестационарную краевую задачу 

P(x) ао (Ра), 2€(0,h], t>0, 

T(z,0)=T(0,t)=T, T(h,t) =Th, 

где t — время, а — температуропроводность (см. 2.3) матери- 

ала, стенки. 

6.2. Упругая балка длиной [ с постоянной жесткостью на 
изгиб ЕТ, (см. рис. 6.3) закреплена, таким образом, что ее про- 
гиб (т) удовлетворяет условиям w(0) = w’(0) = w(l) = w" (1) =0. 
Найти форму прогиба оси балки под действием распределенной 

нагрузки интенсивностью g(x) = о (1 + 4 методами колло- 

кации в Пподобластях и в точках и сравнить результаты при 

одинаковом числе слагаемых в представлении приближенного 

решения, а также провести сравнение с точным решением за- 

дачи. 

6.3. Методами коллокации в подобластях и в точках най- 

ти одномерное стационарное распределение температуры Т(г), 

r €[R,, Ro], по толщине стенки трубы с внутренним Ry и на- 

ружным Ro радиусами, описываемое обыкновенным дифферен- 

циальным уравнением 

PT(r) ‚ тат(е) 12 
dr? +> dr | (ARE
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(а) где Гу’ — объемная мощность энерговыделения (см. 2.3) в 

стенке при г = Ro; А — теплопроводность (см. 1.3) материала 

трубы. На поверхностях трубы принять T(R,) = Т(Е2) = To. 
Результаты сравнить с точным решением задачи. 

6.4. Методами коллокации в подобластях и в точках найти 

одномерное установившееся распределение температуры Т(т) в 

стенке с поверхностью двоякой кривизны (см. задачу 6.1). 

6.5. Найти решение уравнения (6.85) с граничными услови- 

ями u(0) = u(1) =0 методом наименьших квадратов и сравнить 

с решением, полученным в примере 6.8. 

6.6. Вязкая несжимаемая жидкость движется в трубе ква- 

дратного поперечного сечения, причем вектор V скорости жид- 

кости направлен вдоль оси Охз трубы, т.е. его проекции на 

координатные оси Ox, и Ох2, перпендикулярные стенкам тру- 

бы, равны нулю (51 = v2 = 0). Методом наименьших квадратов 

и методом Бубнова — Галеркина найти распределение в по- 

перечном сечении трубы проекции \3(т1,12} вектора скорости 

жидкости на ось Охз. Функция 13(51,52) удовлетворяет урав- 

нению 

9253 02% д 
n( 5 + 2 | - = 0, 

где 7 — коэффициент сдвиговой вязкости жидкости (см. 3.2); 

р = р(тз) — заданная функция изменения давления жидкости 

вдоль оси трубы. На стенках трубы принять v3 = 0. Сравнить 

результаты с точным решением задачи. 

6.7. Решить задачу 6.1 методом наименьших квадратов 

и методом Бубнова — Галеркина и сравнить результаты с 

точным решением. 

6.8. Решить задачу 6.2 при условиях w(0) = и” (0) = w(l) = 

= №" (1) =0 методом наименьших квадратов и методом Бубно- 
ва, — Галеркина и сравнить результаты с точным решением.
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6.9. Убедиться, что применение метода Бубнова — Галер- 
кина для решения уравнения (6.85) с граничными условиями 
и(0) = u(1) =0 и для решения краевой задачи (6.84) дает оди- 
наковый результат. 

6.10. Найти двустороннюю оценку критической силы, вы- 

зывающей потерю устойчивости прямолинейной формы равно- 

весия стержня с круговым поперечным сечением, рассмотрен- 

ного в примерах 6.11 и 6.12, если 

r(z) =at/i4 met 2) т = 4. 



ЧАСТЬ ITI 

Сеточные методы





7. ОСНОВЫ МЕТОДА 

КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕИ 

Используемые в задачах математической физики модели 

физических процессов (см. 1-3) предполагают в большинстве 

случаев непрерывность распределения искомых величин в про- 

странстве и их непрерывное изменение во времени. Вместе с 

тем можно получить некоторое приближенное представление о 

пространственном распределении и эволюции во времени этих 

величин, если оперировать совокупностью их значений в фик- 

сированные моменты времени на конечном множестве точек 

пространства. Ясно, что уменьшение интервалов между выб- 

ранными фиксированными моментами времени и сокращение 

расстояний между выбранными точками пространства, должны 

приближать такое дискретное представление к непрерывному 

распределению искомых величин. 

7.1. Понятие о сеточных методах 

Множество точек пространства, используемых для прибли- 

женного представления непрерывного пространственного рас- 

пределения какой-либо величины, называют пространствен- 

ной сеткой а точки — узлами (или узловыми точками) 

этой сетки. Аналогично множество фиксированных момен- 

тов времени называют временной сеткой, а такие моменты 

времени — узлами этой сетки. Объединение пространственных 

сеток, рассматриваемых в выбранные фиксированные моменты 

времени, образует множество узлов пространственно-вре- 

менндй сетки. Множество узлов пространственной сетки в 

фиксированный момент времени называют слоем простран-
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ственно-временной сетки. Значение величины в узле сет- 

ки называют узловым. 

При необходимости значения величин в промежутках между 

узлами сетки можно найти интерполированием. Это позволяет 

получить по дискретной информации об искомых величинах их 

приближенные непрерывные зависимости от пространственных 

координат и времени. 

При рассмотрении пространственного распределения иско- 

мых величин их зависимость может быть существенной не от 

всех трех пространственных координат. Тогда наряду с общим 

случаем третмерной сетки в частных случаях она может 

быть двумерной или даже одномерной. В стационарных 

задачах искомые величины не зависят от времени. Поэтому 

необходимость в использовании временной сетки при решении 

таких задач отпадает. 

Понятия сетки и сеточного узла являются основными при 

построении большой группы приближенных методов решения 

задач математической физики, называемых сеточными ме- 

тодами (иногда используют собирательный термин — ме- 

тод сеток). В таких методах непрерывное пространственное 

распределение искомых величин и описание их непрерывного 

изменения во времени представляют совокупностью их зна- 

чений в узлах пространственно-временнби сетки. При этом 

производные искомых функции, входящие в дифференциальные 

уравнения математической физики и краевые условия, прибли- 

женно заменяют (аппроксимируют) в каждом узле конечными 

разностями. В итоге исходную математическую формули- 

ровку задачи сводят к системе уравнений (в общем случае 

нелинейных) относительно неизвестных узловых значений. Та- 

кие уравнения называют разностными, a их систему вместе 

с правилами их построения называют разностной стемой. 

Одной и той же краевой задаче могут соответствовать различ- 

ные разностные схемы. В случае линеиной задачи разностная 

схема включает систему линейных алгебраических уравнений 

(СЛАУ).
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Описанный подход приводит к одному из наиболее широко 

применяемых вариантов метода сеток — методу конечных 
разностей (МКР) приближенного решения задач математи- 

ческой физики. Но математическая формулировка таких за- 
дач может и не содержать дифференциальных уравнений, а 
включать интегральные уравнения (в общем случае — инте- 

гро-дифференциальные) или функционалы, в которых искомые 

функции входят в подынтегральное выражение [ХУ]. В таких 

случаях узлы пространственно-временной сетки используют 
для построения квадратурных формул, что позволяет прибли- 
женно заменить интегралы соответствующими квадратурными 
суммами, содержащими узловые значения искомых функций. В 
итоге метод сеток также приводит к системе уравнении отно- 
сительно неизвестных узловых значений. 

Отметим, что группу соседних узлов пространственно-вре- 
менноий сетки можно использовать для построения непрерывной 
функции, имеющей так называемый конечный носитель (на- 
пример, являющейся интерполяционным многочленом, прини- 
мающим некоторое значение в фиксированном узле и нулевое 
значение во всех соседних). Из таких функций, построенных 
для каждого узла сетки с конечным числом узлов, можно соста- 
вить базис конечномерного функционального пространства, в 
котором применимы проекционные методы приближенного ре- 

шения задач математической физики. При таком сочетании 
эти методы иногда называют проекционно-сеточными*. 

В частности, подобный подход приводит к методам конеч- 
ных или граничных элементов, которые также обычно относят 
к группе сеточных методов. При этом под элементом в об- 

щем случае понимают подобласть пространственно-временнои 
области, содержащую группу соседних узлов соответствующей 
сетки, используемую для построения упомянутой непрерывной 

функции, т.е. конечный или граничный элемент является ко- 
нечным носителем этой функции. 

“*См., например: Марчук Г.И., Агошков В.И.
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7.2. Аппроксимация производных 

конечными разностями 

Можно выделить два основных способа построения прибли- 

женных формул для производных функции по ее значениям в 

узлах пространственно-временной сетки. Такие формулы при- 

нято называть аппроксимирующими, а замену ими производ- 

ных в уравнениях — аппроксимацией производных. 

Рассмотрим эти способы применительно к действительной 

функции u(r) одного переменного т. Как и в случае численного 

дифференцирования, они основаны на использовании интер- 

поляционных многочленов или на применении формулы Тей- 

лора [II]. Отличие состоит в TOM, что при численном диффе- 

ренцировании известны узловые значения функции, а при ап- 

проксимации производных эти значения еще предстоит наити 

в процессе приближенного решения задачи. 

Пусть и„ — значения функции u(z) в узлах ти, п = 1, М, 

одномерной сетки. Известно [II], что для функции u(x) можно 

построить интерполяционный многочлен Лагранжа 

N 
L—ILm 

N 

йм(2) = У ‘и, [. (2), Ln(z)= |] (7.1) 
т=1, тп tn ~ tm 

степени N — 1, принимающий в узлах значения и„. При этом 

для значений х, не совпадающих с узлами, погрешность на 

равномерной сетке с расстоянием fh между соседними узлами 

(шагом сетки) пропорциональна h”. Дифференцированием 

(7.1) можно получить ul) (5) = ai) (2), тЕ (т1, тм), Е=1, М-1, 

но погрешность этой приближенной формулы оценить сложно. 

Погрешность выражений, аппроксимирующих производные 

функции u(r), называемую погрешностью аппроксимации, 

удобно оценивать, используя второй способ построения при- 

ближенных выражений для производных путем представления 

этой функции формулой Тейлора в окрестности фиксированно-
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го узла та: 

—„. \2 
u(x) =Un и, (т- Zn) Чи (2 =n) 

где ul’) = ul*) (x)| ‚ Е =0, т, причём -и =U, = u(z,). Слага- 
Т=тТп 

емое О((т —2,)™t!) указывает, что погрешность представле- 

ния функции u(z) Е СТ[т1, тм] при помощи (7.2) имеет (m+ 1)-й 
порядок малости при т -} хи. 

Этим способом установлено [II], что для первой произ- 
ВОДНОЙ 

Un+1 — Un Un — Un— Un4t1 — Un— uy, =F — +O(h) = =F +0(h) = == + 0(h?), 

a для второй производной 

п —2 n n— uy = St + O(n), (7.3) 
где h = |zn41 — 2.| = const. Таким образом, погрешность ап- 

проксимации первой производной правой и левой конечными 

разностями имеет первый порядок малости при h—- 0, a цен- 

тральной конечной разностью — второй порядок малости. Та- 

кой же порядок малости имеет погрешность аппроксимации в 

(7.3). Для краткости обычно говорят просто о порядке по- 

грешности аппроксимации, опуская слово „малости“. От- 
метим, что правую и левую конечные разности (или конечные 

разности вперед и назад соответственно) можно рассматри- 

вать как центральные, но при аппроксимации первой произ- 

водной в промежуточных узлах т, 1/2 = т, th/2, т.е. 

Un — Un-1 

h 
Un — Un му tt O(h*), Uh a= +O(h?). (7.4) h
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Порядок погрешности аппроксимации производных можно по- 

высить, построив конечно-разностные соотношения, содержа- 

щие большее число узловых значений функции u(z) [II]. 

В случае сетки с переменным шагом между соседними 

узлами, используя (7.4), приближенно получаем 

u! — uy! 
77) n+1/2 n—1/2 1 (Unti—Un , Un-1 — Un 

n n n+1/2 n—1/2 

1 
где h, = 5 (п — Ти—1), п, +1/2 = |211 — т„|. Для оценки по- 

рядка возникающей в (7.5) погрешности сначала при помощи 

представления (7.2) функции u(z) в окрестности узла х„ запи- 

шем единым выражением значения этой функции в узлах тит: 

2 3 

hist2 + al! hese 

"6 
5 + 

/ Ш 

Unt1 = И, Un Anti /2 + Un 

he 1/2 + Vv Tat’ 
24 =" 120 

6 
VI +1 /2 

h3 
IV n+1/2 

on 720 
+ и, +... (7.6) 

Затем, разделив равенство (7.6) с верхними знаками „-“ в 

индексах и перед слагаемыми на h,,41/2, а равенство с нижними 
[3 

знаками „— — Ha An—1/2 и сложив почленно результаты, 

Получим 

ГД 1 (“4 — Un Un-1 — — We Anti/2 — An—1/2 
| — — — Un — 

hy 3 

— им 41/2 — Вин 1/2 + he 1/2 — 

п 12 
(7.7) 

Таким образом, аппроксимация (7.5) имеет первый порядок 

погрешности. Нетрудно убедиться, что при постоянном шаге 

сетки Й =h,41/2 =h (7.7) переходит в (7.3). 

Чтобы аппроксимировать в узле £2, неравномерной сетки 

четвертую производную функции u(r), в соответствии с (7.5)
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можно записать 

а, затем при помощи (7.5) выразить вторые производные в узлах 

Ln WM Та: 

wl = = 1 ; Е un unt) _ 
п п-+1/2т+1 n+3/2 n+1/2 

“Wing (haa hae )t 

+ aah (“heap tho) 7 

7 ah 12 Grae ~ = “hae *), (7.8) 

1 
где hyti = 5 |@nt2 —Zp| и An+3/2 = |fn42 — Inti|. В случае рав- 

номерной сетки (1.41 /2 = An3/2 = hn = Й =const) получим 

у _ Unt2 — 4Und1 + би» — 4Un—1 + Un-2 У = + (7.9) 

Можно показать, что погрешность аппроксимации в (7.8) имеет 

первый порядок, а в (7.9) — второй порядок. 

7.3. Метод баланса 

В дифференциальные уравнения задач математической фи- 

зики, вытекающие из законов сохранения физических субстан- 

ции и описывающие процессы в неоднородной среде, часто 

входят выражения вида 

(p(z) и'(2))', (r(z) u!"(a))" (7.10)
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и аналогичные им, причем функции p(x) и r(x) в своих обла- 
стях определения могут иметь точки разрыва первого рода. Но 
даже в случае дифференцируемости этих функций при аппрок- 
симации таких выражений нецелесообразно предварительным 
дифференцированием выделять в них явно старшую производ- 
ную функции u(r). Дело в том, что при этом в разностном ви- 

де будут нарушены условия баланса, соответствующие закону 
сохранения рассматриваемой физической субстанции, или усло- 

вия равновесия действующих нагрузок. Кроме того, функции 
v(x) = -р(т)и(х) и w(z) =г(т)и"(х) имеют определенный фи- 
зический смысл (например, плотности теплового потока, если 
и — температура, a р — теплопроводность среды, или изгиба- 
ющего момента, если и — прогиб балки, а г — ее жесткость 
на изгиб), так что эти функции также желательно аппрокси- 
мировать на одномерной сетке (обычно в ее промежуточных 
узлат). 

Рассмотрим аппроксимацию первого выражения в (7.10) в 
узле ти Е [Ln-1,2n41] сетки с переменным (в общем случае) 
шагом, предполагая, что функция р(т) на отрезке [т„_1, 2n41| 
положительна и имеет конечное число точек разрыва, первого 
рода, но функция v(x) = —р(т) и'(т) непрерывна, на этом отрезке 
и непрерывно дифференцируема в интервалах между точками 

/ _ _ u(x) разрыва. Сначала проинтегрируем равенство u(x) = — >) Ha 

отрезке [ть, 2n41]: 

Paul) T 2) u(x и(т 
аа | ae 

и приближенно примем, что %(т) & 9.1/2 = V(In41/2) = const 

при тЕ (ry, 1,41]. Тогда получим 

Тп+1 

Un4+1— Un > —Un41/2 ] 

Тп 

oe 
p(x)’
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и отсюда, 
~ Un4+1 — И 

Un41/2 А —Pn+1/2 т an n (7.11) 
п 

где 
Тп+1 

1 ] dx 

Pn+1/2 An41/2 p(x) 

Аналогично находим 

Un — Un-1 

Un—1/2 А —Pn-1/2 я (7.12) 

где 

1 1 f ad 
киты d p(x)’ 

Используя центральную конечную разность в узле ти, с учетом 
(7.11) и (7.12) получаем 

_  Un+1/2 — п-1/2 _ 
~~ — 

Описанную процедуру построения аппроксимации левой ча- 

сти (7.13) называют методом баланса (иногда интегро-ин- 
терполяционным методом), поскольку правая часть (7.13) по- 

зволяет в разностной форме выполнить условия баланса, соот- 

ветствующие тому или иному закону сохранения. Если функция 

и(т) имеет смысл температуры, а p(z) — теплопроводности 
hy . 

среды, то отношения ==” в (7.11)'и (7.12) равны суммарным 
Pn+1/2 

термическим сопротивлениям слоев неоднородной среды, pac- 
положенных между соседними узлами, а выражение в скобках 

в правой части (7.13) является суммой притекающих в узел хи
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тепловых потоков. Если же и(т) трактовать как распределе- 

ние электрического потенциала, a p(x) — как электрическую 

проводимость, то в скобках в правой части (7.13) получим 

сумму электрических токов, притекающих в этот узел (отноше- 

НИЯ ЗУ в (7.11) и (7.12) будут суммарными электрическими 
Pn+1/2 

сопротивлениями слоев среды между соседними узлами). Ана- 

логичную трактовку имеет (7.11)-(7.13) применительно и к 

другим физическим процессам. 

Оценка порядка погрешности, возникающей при аппрокси- 

мации левой части (7.13), в общем случае довольно сложна». В 

частном случае p(x) = ро = const имеем Ри+1/2 = Ро и аппрок- 

симация (7.13) равносильна (7.5), т.е. имеет первый порядок 
погрешности, который возрастает на единицу при Й„+1/2 = В = 

= const, поскольку тогда аппроксимация (7.13) будет равно- 

сильна (7.3). 

Если функция p(x) непрерывна, то можно получить аналог 

формулы (7.13), заменив в ней P,41/2 на Ри+1/2 = P(Zn41/2)- Оце- 

ним возникающий при такой аппроксимации порядок погреш- 

ности, полагая, что функции u(z) и p(x) непрерывно диффе- 

ренцируемы необходимое число раз Ha отрезке х Е [ти_1, ти+1|. 

Для этого сначала при помощи представления вида (7.2) функ- 

ции (т) = —p(x)u'(x) в окрестности узла т„ запишем единым 
выражением значения этой функции, вычисленные в точках 

En+1/2 = Фи Ant1/2/2: 

p(x) и (т) =р(т)и (=) + 
T=Iy+1/2 Т=тТп 

hn l | 

£(p(2)w(2))'| + (ре) и (2))"| _ 

1 hie 
+ с (р(2) и(2))" | +. 

“См., например: Самарский А.А.
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Затем после почленного вычитания из равенства с верхними 
знаками „+“ в индексах и перед слагаемыми равенства, с ниж- 

ними знаками „—“ получим 

/ p(x) и" (т) | Т=Тп+1/2 

h2 
h n—1/2 41/2 a — 

L=In 4 (Ри 1/2 + В, —1/2) 

he ara + 1/2 +O(h3), (7.14 
r=tn 24 (№.41/2 + Ви—1/2) (=), (714) 

— (p(x) u'(x))" 

где hy = max{hy_1/2) Mn41/2}- 

Теперь при помощи разложения функции u(x) в ряд Тейлора 
в окрестности точек т„+1/2 запишем значения этой функции, 
вычисленные в узлах ти и тат: 

, Anti/2 1 he t1/2 
Un = Un+i1/2 + U (x) —5 + 5u"(z) Г Т-Тп+1/2 2 2 Т-Тп+1/2 4 

3 4 

1 mw he et/2 1 IV hit1/2 

+ 6. (2) Т-Тп+1/2 8 м 24“ (2) T=In+1/2 16 + - 

h 1 h? Une = Unga /2 1 (5) EU? l(c) nar 
Т-Тп+1/2 2 2 Т-Тп+1/2 4 

3 4 ] h 1 h 
+ <ul" (т) HNP | —wu'Y (т) У. 

6 L=ILn+1 /2 8 24 Т-Тп+1/2 16 

Вычитая почленно из последнего равенства предыдущее, Полу- 

ЧИМ 

_ 2, ~ tu! (x) — Un+t1 — Un n£1/2 + O(h4). 
и" (5) 

Т-Ти+1/2 An+1/2 Т-Тп+1/2 2
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Если умножить это равенство на значение р‚+1/2 = P(Zn41/2) И 

учесть, что 

p(x) u(x = р(т) и"(т + 
L=Ly41/2 ТЕТ 

£(p(z)u"(z))'| _ 5+0), 
то получим 

/ Un+t1— Un m he 41/2 
+ р(т)м (т) = Pn+1/2 F p(z)u (т) — 

T=Ly 41/2 hn+1/2 ТЕ Тп 24 

12 
— (p(x) u(x)’ _ +0). 

После почленного сложения строк с верхним и нижним знаками 

соответственно и подстановки результата, в (7.14) находим 

(p(x) и (=))' Е ТВ — к (ры An41/2 + Pn—1/2 h 

4 

x 

Т=Тп 

- ( (p(x) u'(2))" + (ре) и" (2), 

x he sae a An41/2hn—1/2 + he 1/2 7 4+O(h3). (7.15) 

Итак, при равномерно расположенных узлах (1.+1/2 = hn =h= 

= const) погрешность аппроксимации левой части (7.15) первым 
слагаемым правой части (7.15) имеет второй порядок, a если 

узлы расположены неравномерно, то лишь первый порядок. 
Теперь перейдем к аппроксимации второго выражения в 

(7.10) в узле xy Е [tn-2, 2n42| неравномерной сетки, предпола- 
ras, что функция r(x) на отрезке [Xp_2, и+2| положительна и 
имеет конечное число точек разрыва первого рода, но при этом
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функция (5) =г(х) u(r) непрерывна на этом отрезке и два- 
жды непрерывно дифференцируема, в интервалах между точка- 

— w(z) 
r(x) 

на отрезке [2n_1/2) In41/2], приближенно приняв Ha этом отрез- 

ке ш(т) = Wy = ш(тп): 

/ ми разрыва. Сначала проинтегрируем равенство и”(х) 

а 2 Tn+1/2 Тп+1/2 q 

U(x oy , _ w(x _ x 
] Fer T= Ung /2 — 12 = ] ‚(= dx Wn ] r(x): 

In—1/2 Тп-1/2 Тп-—1/2 

Отсюда, используя (7.4), получаем 

А Е — т , Un-1— “=. (7.16) 
ок 2 An—-1f2 7” 

где 
Тп+1/2 

1_1 ] dx 

Tr № r(x) 
Тп—1/2 

Аналогично находим 

Tn+1 (2 — Ип+1 Un — Ип+1 ) 
Wn41~ , (7.17) 

. Anti hn43/2 An41/2 

Pn-1 [Un-2 — Un-1 Un — Un-1 Wy a ( ) 7.18 
. An-1\ — hy_s/e Ay_1/2 (7-18) 

Здесь 

Тп+3/2 Тп—1/2 

I 1 ] dx 1 1 ] dx 

Tnti Ang r(x)’ Pr-1 т r(x) 
Tn+1/2 Тп—3/2 

1 
И Ant3/2 = |2nt2 —Tn4t1|, Ви = 5 lente — Z|, Ln+3/2 = Тп+1 + 

t= hp+3/2. В итоге, используя (7.5), получаем 

(r(x) "(=)" 
— (Pat — Wn + Wn-1 — =). 

An41/2 hn-1/2 
(7.19) ~~ 

Т=Тп hr
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Аппроксимация производных при помощи метода, баланса, 

приводит к единообразным выражениям вне зависимости от 

того, как расположены возможные точки разрыва функций р(т) 

и r(x) в (7.10). В случае неоднородной среды использование 

метода баланса обычно позволяет ограничиться применением 

равномерной сетки с постоянным шагом. 

7.4. Пример простейшей разностной схемы 

В одномерных стационарных краевых задачах математи- 

ческой физики искомые функции зависят лишь от одной про- 

странственной координаты и не зависят от времени. В мате- 

матическую формулировку таких задач входят обыкновенные 

дифференциальные уравнения (ОДУ) с граничными условиями. 

Рассмотрим построение разностной стемы для сравнительно 

простой краевой задачи, описываемой линеиным ОДУ второго 

порядка 

—и (2) +9(2) и(=) = f(z), 2 € [0,7], (7.20) 
где q(x), f(z) Е С[0,[], с граничными условиями 

и(0) = 1%, ull) =. (7.21) 

К задаче (7.20), (7.21) можно прийти при рассмотрении 
установившегося распределения температуры и(х) в тонком 
цилиндрическом стержне длиной [, торцы которого имеют за- 
данные значения температуры Uo и %1, а на его боковой поверх- 

ности происходит теплообмен с 
окружающей средой (рис. 7.1). 

При этом интенсивность тепло- 
обмена, задает функция g(x) > 0, 
тЕ (0,1, а изменение температу- 
ры и‹(х) среды вдоль стержня — 

функция /(2)/9(2). 
Разобьем отрезок [0,[] вну- 

тренними точками хи = nh, п = 
Рис. 7.1 =1,N-1, на № частичных от- 
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резков равной длины h = 1/М, т.е. введем равномерную одно- 

мерную сетку с номерами узлов п = 0, №. Для каждого вну- 

треннего узла ти, п = 1, М - 1, используем аппроксимацию (7.3) 

второй производной и"(х), имеющую второй порядок погреш- 

ности. ‘Тогда из (7.20) получим систему N — 1 разностных 

уравнений 

_ Un+1 — 2Un + Un-1 

h2 + QnUn = fn; n=1,N-1, (7.22) 

относительно неизвестных узловых значений Up искомой функ- 
ции u(x), причем g, =9(т.), fn = 1 (т.} и в соответствии с (7.21) 
Up = Uo, UN = 11. 

Итак, разностная схема в данном случае состоит из рав- 
номерной одномерной сетки с М+1 узлами и системы (7.22) 
разностных уравнений при заданных значениях Up и им. Ясно, 
что (7.22) образует систему N —1 линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ) относительно узловых значений Un, п = 

=1, М-1, матричная запись которой 

Ам = у (7.23) 

включает квадратную трехдиагональную матрицу 

2+ 4:1?  -1 0 0 0 \ 

A= 0 —1 2+ q3h? 0 0 

0 0 0 ... 2+ ам_212 —1 

\ 0 0 0 1 Эа) 

порядка N—1 и векторы м = (1 и2 ... Un ... им_1) y= 
T 

=(Y1 Yo --) Yn ++ YN-1) » THe Yr = АЙ? + що, yn-1 = fn—1h? + 

+UN и = fph?, n= 2, N—2. Из (N —1)? элементов матрицы
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А ненулевыми являются лишь 3N —5 u соответствуют коэффи- 

циентам СЛАУ (7.22), которую можно представить в виде 

буи1 — с1и2 = 91, 

— AnUn—1 + бы — CnUng1 =Yn, n=2,N-2, (7.24) 

— @N-1UN-2+ bN-1UN-1 = YN-1, 

где Qn = с = 1, n=2,N—1, и =antentqnrh? #0, n= 

= 1, М-1, если учесть, что а1 =см-1 = 0. При g(x) 20, z € (0, 1), 

коэффициенты в (7.24) удовлетворяют неравенствам 

20, n=1,N-—1, (7.25) 

C, >0, n=1,N-2. 

B рассматриваемом случае выполнены неравенства 

|6, | 2 Jan| + |en| > [ат |, п =1, М-1, (7.26) 

причем ay = см-—1 = 0, т.е. при п = Ти п = М - 1 первое нера- 

венство в (7.25) является заведомо строгим. Если это неравен- 

ство является строгим хотя бы для одного значения п, будем 

говорить о трехдиагональной матрице с частичным дчиа- 

гональным преобладанием. В случае g(r) > 0, тЕ (0,1), все 

неравенства в (7.26) строгие, т.е. А — матрица с диагональным 

преобладанием. СЛАУ, у которой матрица с диагональным 

преобладанием, имеет решение, и притом единственное [III]. 

Это решение можно найти методом Гаусса. 

Для решения СЛАУ, матрица которой имеет частичное 

диагональное преобладание, наиболее эффективным является 

метод прогонки, основанный на возможности выразить любое 

узловое значение ил, n= 1, N—2, через значение Up41 в соседнем
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узле, т.е. 

Un = Ипи1 +1, n=1,N-2, (7.27) 

_ C1 _ У причем из первого равенства (7.24) имеем р! = им =P 
1 1 

далее из (7.24) при помощи (7.27) находим 

Cn _ У + ап, 1 

b > in 5 п — @пИп-1 п —` @пИп-1 

Un = ‚ n=2,N-2. (7.28) 

Подставляя un—2 = PN-2UN-1 + ИМ-2 в последнее равенство 
(7.24), получаем 

YN-1 + @ам-1ИМ-—2 (7.29) 
bn-1 — ам-1ИмМ-2 

UN-1 = 

Это позволяет затем при помощи (7.27) и предварительно 
вычисленных по формуле (7.28) коэффициентов ди и и, найти 
остальные значения U,, где номер п последовательно принимает 
значения N —2,..., 1. 

Решение СЛАУ (7.24) существует и единственно, если по 

формулам (7.27)-(7.29), полученным из СЛАУ эквивалентны- 
ми преобразованиями, можно однозначно найти неизвестные 
значения Un, п = 1, М-1. Это будет в том случае, когда ни 
один из знаменателей A, = by, — ааии—1 в (7.28) и (7.29) в про- 
цессе вычислений не обращается в нуль. С помощью метода 
математической индукции покажем, что для существования и 
единственности решения СЛАУ достаточно выполнения усло- 

вия (7.26). Действительно, A; = b; £0 u |u| = a < 1. Пред- 
1 

положим, что A, 1 #0и |ии-1| < Г при 2<п< М-1. Тогда 

получаем. 

JAn| = [On — @nbn—-1| 2 |bn| — [апр | 2 [bn] — |an| > 0, 

т.е. A, #0. Кроме того, имеем |A,| > |cn|, п = 1, М-2, и в дан- 

ном случае |A,| > lan|, п=2, N—1. Поэтому |[ип| = ie <1и 

la,| <|A,|. Следовательно, алгоритм метода прогонки, исполь-
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зующий рекуррентные формулы (7.27) и (7.28), не приводит к 

накоплению вычислительной погрешности, связанной, напри- 

мер, с ошибками округления. В таком случае говорят, что 

алгоритм обладает вычислительной устойчивостью. 

В рассматриваемом случае алгоритм метода прогонки обла- 

дает устойчивостью и по втодным данным, поскольку 

возможные погрешности в задании исходной информации при 

формулировке краевой задачи (7.20), (7.21) не возрастают в 

процессе вычислений благодаря выполнению неравенств |.| < 

< 1и [а | < |А‚| <1. Алгоритм называют устойчивым, если 
он обладает одновременно и вычислительной устойчивостью и 

устойчивостью по входным данным, и неустойчивым в про- 

тивном случае. 

Для СЛАУ (7.24) справедлив так называемый принцип 

максимума, состоящий в том, что u, < 0 при выполнении 

неравенств (7.25) и up < 0, им < 0, Yn < 0, п=1, М-1. Докажем 

это от противного. Предположим, что и» > 0 в одном или 

нескольких внутренних узлах хи, п =1, N—2. Обозначим через 

Zm узел, в котором значение им > 0 является наибольшим. 

Тогда в соответствии с (7.25) имеем 

am Um 2 Am Um-—-1; СтИт > CmUm+1. 

и с учетом (7.24) запишем 

< VmUm — AmUm—1 — CmUm41 Е т <0. (7.30) 

Полученное противоречие (0 < 0) доказывает, что Un < 0, п = 

= 1, М-2. Если же наибольшим является значение им! > 0, 

то при т = М-1 также приходим к противоречию в (7.30), 

поскольку ам-1 > Оби см-—1 =0. 

СЛАУ (7.24) получена эквивалентными преобразованиями 
из СЛАУ (7.22). Поэтому принцип максимума по отношению 

к (7.22) можно сформулировать так: и„ < 0 при выполнении 

неравенств (7.25) и шо < 0, им < 0, fn <0, п= 1, М-1.
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Если в (7.22) f, =0, п= 1, М-—1, то для узловых значений 

Un, п = 1, М-1, являющихся решением такой СЛАУ при 10 = ug 

и Un = им, справедлива, оценка, 

тах _ || < max{|uo|, |un|} = М > 0. (7.31) 
n=1,N-1 

Действительно, рассмотрим совокупность узловых значений 

En = т — М, п=1, М-1, которые будут удовлетворять (7.22) 

при fy =—Mq,h? <0,n=1, М-1, причем & = — М <0иё&м = 

=vun — М <0. Поэтому, согласно принципу максимума, имеем 

Ex < 0, или и, < М, п = 1, М- 1, откуда следует (7.31). 

Пусть теперь множество узловых значений иж, п = 1, М-1, 
удовлетворяет СЛАУ (7.24) при условии wo = wy =0. Обо- 
значим У = шах _|[.| и рассмотрим совокупность узловых 

—~1,N-1 
значений n=t ; 

1 1..2 НИ 
Zn = 5У® (1 — 2п) = Yh n(N-—n)>0, n=1,N-1. 

Непосредственной проверкой убедимся, что тогда значения 

Cn = Wn — 2, п=1,М-1, будут удовлетворять СЛАУ (7.24) 

при условии (о = См = 0, если в ее правой части }, заменить 

на fn —У - 912, < 0, n=1,N-1. Следовательно, согласно 

принципу максимума, получим C, < 0, или 

ти (1-— тп) — 
Wn < 22 = Y 

n(l — n = Аг 4. 
— nl ги) max ||, n=1,N-1. (7.32) 

2 n=1,N-1 

Отсюда с учетом Nh=I находим 

УР Р 
max |w,|< max_|z,|<—=— max_|f,|. (7.33) 

n=1,N-1 n=1,N-1 8 8 n=1,N-1
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Ясно, что при заданных значениях Up и им решение СЛАУ 

(7.24) можно представить в виде Un = и, + Wy. Поэтому с уче- 

том (7.31) и (7.33) справедлива, оценка, 

шах |и„|= шах _|vn+w,l| < 
n=1,N-1 n=1,N-1 

< max_|v,|+ max_|w,|< 
n=1,N-1 n=1,N-1 

[2 

< max {|uol, [uw|} + 5 max_|fnl. (7.34) 
n=l, 

Tenepb вывод об устойчивости по входным данным алгорит- 

ма метода прогонки при решении СЛАУ (7.22) можно перене- 
сти на соответствующую этой СЛАУ разностную схему. Пусть 

Un, п = 1, М-1, — решение СЛАУ (7.22) при правых частях р, 

и заданных Uo, UN. Тогда значения 7 = Un — Un, п = 1, М-1, 

будут удовлетворять СЛАУ (7.22) при правых частях Af, = 

= м - fn и заданных Aug = Up — Up, Aun = UN — UN, а вместо 

(7.34) получим 

шах |7|= шах [и — |< 
1,N-1 

[2 

< max {|Auo|, |Aun|} + > max |Af,|. (7.35) 
n=l, — 

Значения Af,, п= 1, М-1, и Аш, Аим можно рассмаТри- 

вать как погрешности при задании исходной информации для 

краевой задачи (7.20), (7.21). Выполнение неравенства, (7.35) 
означает, что рассматриваемая разностная схема, обладает ус- 
тойчивостью по входным данным. 

Перейдем к оценке погрешностей, возникающих при при- 
ближенном решении краевой задачи (7.20), (7.21). Пусть функ- 
ция U(r) является точным решением этой задачи и предполо- 
жим, что U(r) имеет на отрезке (0, Й непрерывную производную 

четвертого порядка. Тогда, подставляя в разностные уравне-



7.4. Пример простейшей разностной схемы 421 

ния (7.22) вместо и„ значения U, = (т) и используя прибли- 
женный вариант (7.7) при №„+1/2 =й, получим 

Un—1 — 2Un + Un _ _y h? 
= а ол, — т 

wiv he 

" 12 + QnUn — fn = Wn n=1,N-1, (7.36) 

поскольку, согласно (7.20), —U, + qnUn — fr =0. Значение 

2 

Ф= пах =. шах ВУ < АА, М, = max ja (2), 
n=1,N-1 12 n=1,N-1 12 x€(0, 1] 

назовем погрешностью аппроксимации ОДУ (7.20) pac- 

сматриваемой разностной схемой. Говорят, что разностное 

уравнение аппроксимирует ОДУ, если ф 0 при h- 0. При 

этом показатель степени т’ в неравенстве wp < C’A™ , где С’ > 

> 0 — некоторая константа, называют порядком аппрокси- 

мации. В данном случае т’ = 2. 

Из (7.36) следует, что значения Up, п = 1, М-1, удовле- 

творяют (7.22) при замене f, на f, = fn +n, т.е. значения 

Ди, = Un — Un удовлетворяют условиям Aug = Aun =0и СЛАУ 

(7.22) при замене в ней f, на 4». Тогда в соответствии с (7.32) 
и (7.36) имеем 

[— 

[Urn ~~ Un| < Ln 

1 — Zp < Ма?" n=1,N-I, (7.37) 
24 

откуда, следует 

М4? 
Au= шах |t,—u,| < ——h?. (7.38) 

n=1,N-1 . 96 

Значение Au называют погрешностью разностной стемы. 

Если Аи -}0 при А 0, то говорят, что решение разност- 

ных уравнений сходится к решению соответствующей краевой
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задачи, или короче: разностная схема сходится. При этом по- 

казатель степени т в неравенстве Au < СА", С > 0, называют 

порядком точности разностной стемы. Для рассматри- 

ваемой разностной схемы т = 2. Совпадение порядка точности 

разностной схемы с порядком аппроксимации является в дан- 

ном случае следствием непрерывной зависимости решения Uy, 

п = 1, М-1, разностных уравнении от их правых частей*. 

Оценки (7.37) и (7.38) погрешности, называемые априор- 
ными, обычно трудно использовать на практике, поскольку 

значение /М4 сложно оценить до решения задачи. Anocmepu- 

орную оценку погрешности можно получить методом Рунге, 

используя результаты решений СЛАУ (7.22) на так называемых 

сгущающихся сетках, т.е. Ha нескольких сетках с увеличиваю- 

щимся числом узлов при условии сохранения ранее введенных 

узлов. Пусть и*. — значения в узлах 5*., п* = 1, N*—1, удо- 

влетворяющие (7.22) при up = Uo, UA. =, числе N*=2N узлов 

сетки и ее шаге h* = h/2. Оценивая левую часть в (7.37) сверху, 

т.е. заменяя неравенство (7.37) равенством, для узла хи = 5*, = 

= £5, находим 

_ [—т —_—_ 
[un — Un| = М4”, п — 1, М-1, 

[—х* 1? [-т 
и. — м.| = Ма. = Ма, 

где ux. =U, и п* = 1, №*—1. Отсюда получаем 

Ане — Une] = [Un — Ми, 

или, обозначая Au* = [11*, — и*.| = 1, — и* |, 

4Аи* (ти) = |Un — Un| = | (и — и) + и — up| < Aut + и - и. 

В итоге для узла CT, получаем оценку погрешности 

— Un| 

3 

Ги Aut =, ий < = Au. (7.39) 

“CM., например: Самарский A.A.
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Пример 7.1. Рассмотрим краевую задачу 

п2 2X 
—u" (rz) +27u(z) = (> + x”) cos, т Е (0, 1), 

u(0) = 1, 

имеющую точное решение U(r) = cos =. Используем разност- 

TIn on 
2 ‚ Где ln — 4? 

2 

ную схему (7.22) при gn = 22 и fn = (= +22) Cos 

n=0,4, т.е. разобъем отрезок [0,1] тремя внутренними точ- 

ками на № =4 частичных отрезков равной длины h = 4 = 7 

Тогда при заданных значениях Ug = 1 и им = 0 получим СЛАУ 

из трех уравнений 

п2 An? +n? пп 
ина + (2+ 555) — Und = 556 cos ~~ n=1,N-1 

Ее решение методом прогонки представлено в табл. 7.1. 

Таблица 7.1 

n Un n* и*, %(т*.) A* | A, | C 

0 | 1,000000 | 0 | 1,000000 | 1,000000 0 0 0 

_ — 1 | 0,981114 | 0,980785 | 3,29 — 4,34 

1 | 0,926080 | 2 | 0,924413 | 0,923880 | 5,33 | 5,56 | 7,43 

— _ 3 | 0,832097 | 0,831470 | 6,27 — 9,29 

2 | 0,709703 | 4 | 0,707733 | 0.707107 | 6,26 | 6,57 | 9,91 

_ _ 5 | 0,556116 | 0,555570 | 5,46 _ 9,29 

3 | 0,384324 | 6 | 0,383082 | 0,382683 | 3,99 | 4,14 | 7,43 

— _ 7 | 0.195300 | 0,195090 | 2,10 — 4,34 

4 0 8 0 0 0 0 0 

В случае N* = 8 та же разностная схема приведет к СЛАУ 

из семи уравнений 

— Urey + (24 

n*=1, N*-1, 

(n*)?\ , 
4096 ) — Une4) — 

ж _ 1672 + (n*)? 

4096 
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причем ив = 1 uur. =0. Решение этой СЛАУ и значения U(zrn*) 
* 

п 
точного решения в узлах ти» = 7 приведены в Табл. 7.1. Там 

же представлены значения A* = 104% (т„.) — и*.|. Их сравнение 
со значениями A, = 104Au,, вычисленными в соответствии с 
(7.39), показывает, что метод Рунге дает в данном случае 
хорошие результаты. Вместе с тем погрешности значения Cx = 

М. 
= 104. — 

24 
(7.37), где в данном случае 

(h*)*ax*,(1—2%*.), соответствующие априорной оценке 

4 

М. = max [| (=) = 16 тах |eos(F)) -^ 

заметно выше (см. табл. 7.1). 

Вопросы и задачи 

У 
и м 7.1. Какой порядок погрешности имеет формула U4, ® 

~ Un4+1 — 2Un + Un-1 

h2 
‚ где h — постоянный шаг одномерной сетки? 

7.2. Показать, что погрешность аппроксимации в (7.8) име- 
ет первый порядок, a в (7.9) — второй порядок.



8. ОДНОМЕРНЫЕ 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 

8.1. Разностные схемы для стационарных задач 

Рассмотрим одномерную стационарную краевую задачу, 

которая включает линейное обыкновенное дифференциальное 

уравнение (ОДУ) второго порядка, 

— (p(x) и (т))" + (=) (т) = f(z), 2 € [0,1], (8.1) 

с переменными коэффициентами и граничные условия 

— оли (т) _ + au(0) = а, B,u (т) в +Bu(l)=6, (8.2) 

где aj, a, a, By, 5, В — действительные числа, удовлетворя- 

ющие условиям a? + а? 0и 062+ 2? -2 0, a р(т), g(x) и f(z) 
являются заданными функциями независимого переменного т. 
Далее примем, что p(x) > р° > Ou q(x) > 0 при ze [0,1], ма? 0 

и 216 20. 
К краевой задаче (8.1), (8.2) можно прийти, изучая, на- 

пример, распределение температуры u(x) при стационарной 
теплопроводности в стержне длиной [, аналогичном изобра- 
женному Ha рис. 7.1, но с переменной площадью поперечного 
сечения, пропорциональной значениям функции р(т) (функция 
q(x) описывает изменение периметра, этого сечения). Ha боко- 
вой поверхности стержня происходит теплообмен с окружаю- 
щей средой, температура которой пропорциональна, значениям 
функции f(z), а (8.2) задают условия теплообмена на торцах 

стержня. При a; =0и (или) 6; = 0 получаем частный случай, 

когда на торце стержня х = 0 задана, температура u(0) = a/a и 

(или) на торце 5 =/ задана, температура, u(l) = В/В.
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Если функции р(т), g(x) и f(z) имеют на отрезке [0, [] ко- 

нечное число точек разрыва, то при аппроксимации ОДУ (8.1) 

целесообразно использовать метод баланса. Разобьем отрезок 

[0,1] внутренними точками т», п = 1, М-1, на N частичных 

отрезков длиной №„+1/2 = |ти1 — In|, Т.е. введем неравномер- 

ную (в общем случае) одномерную сетку с номерами узлов 

п =0, №. В соответствии с методом баланса вычислим инте- 

гралы от левой и правой частей (8.1) по отрезку [1„—1/2, Pn41/2]; 

Где Ln41/2 = In + т /2- Тогда, учитывая (7.11)- (7.13), полу- 

чим систему № —1 разностных уравнений 

~ Un+1— Un | ~ Un-1 — Un )+Gtn = fas (8.3) 

п=1, М-1, где hy = (41/2 + An-1/2); 

Тп+ 1/2 Тп+1/2 

in = ] (=), ТЕ ] f(z)dz, (8.4) 
Ln—1/2 Ln—1/2 

а Pnt1/2 соответствуют (7.11) и (7.12). 

В общем случае порядок погрешности аппроксимации пер- 
вого слагаемого в ОДУ (8.1), полученной в соответствии с 
(7.13), не превышает единицы. Поэтому производные в гранич- 
ных условиях (8.2) достаточно аппроксимировать с тем же 
порядком погрешности, т.е. использовать правую и левую ко- 
нечные разности соответственно: 

от ——— + aug = a, By МАМ + Вим = В. (8.5) 

Ясно, что в частных случаях a, =0(и (или) 01 =0 граничные 

условия (8.2) при т =0 и (или) т =1[ будут удовлетворены в 
разностной схеме точно.
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Если же (8.3) аппроксимируют ОДУ co вторым порядком 
погрешности и a, £0 u (или) р! 40, то целесообразно и (8.2) 

аппроксимировать также со вторым порядком погрешности. В 
этом случае соотношения 

~ 11-10 ~ 1/2 ~ 01/2 
—Р1/2 hap — v0 + Go— uo = oe, (8.6) 

_ h ~ h ~ UN — UN— ~ N—-1/2 N—-1/2 

PN-1/2 п ~ + uy + мо / tin = м, (8.7) 
N-1/2 

полученные при помощи метода баланса, интегрированием (8.1) 
на отрезках [0, 51/2] и [фм-—1/2, |, будут иметь порядок погреш- 

ности аппроксимации не менее двух. В соотношениях (8.6), 
(8.7) обозначено №1 /2 = 21, Ам—1/2 =[1— мМ-1, 

Ly q 71/2 

1 1 ] т ~ 2 
— = = — (т) ах, 
P1/2 п? J p(z) ° hy/2 ) (=) 

21/2 [ р 

~ 2 1 1 т jfo=— | а, Е ] | 
° hy /2 (=) PN-1/2 1 /2 р(т) 

0 IN-1 

l | 
~ 2 ~ 2 
IN=F ] q(z)dt, fu=>7 ] f(x) dz. 

N-1/2 N-1/2 
LN—-1/2 IN-1/2 

Из (8.2) имеем 

а — au v9 =—p(0)w'(2)| = ро, 

6 — Вим 
un = —p(l) м (1) os —p(l) 8. 

и после подстановки в (8.6), (8.7) получаем 

boo — Cot = Yo, —anun-1 + 6ми = YN; (8.8)
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где \ 

bb =с tip 2 + (0) — oy = ule о — Co + 40 р) р о’ 0 Ра, 

~h DN 

yo= fo +p), aya OV 
2 1 An-1/2 

~ ВМ-1/2 В ~ An-1/2 В 
bn = + p(l)—, = + p(l)—. мам М +), ЕЛ, 

Из физического смысла краевой задачи (8.1), (8.2) вытекает, 
что если Q; #0 u (или) В: 40, то обычно a; = p(0) и (или) 

By = p(!). 
Аппроксимацию (8.5) граничных условий (8.2) с первым 

порядком погрешности также можно привести к виду (8.8), 
если принять 

~ 

P1/2 ~ @ _ a 
о= бо = со + Р!/2—, Yo = Р1/2 

1/2 Oy Oy 

an = PN-1/2 by =ам-+Рм р YN = PN р = — —1/2 2 = PN-1/27° 
Ahn-1/2 1/2 р, 12 gy 

После умножения каждого разностного уравнения (8.3) на 

h, запишем 

— AnUn—1 + bn Un —CnUn41=Yn, NS 1, N-1, (8.9) 

где 

Ри _ Р. ~ 
n= - и. bn = аи + сп + 9 Вт, со = АИ, Yn = fnhn. 

hn-1/2 An41/2 

Итак, (8.8) и (8.9) образуют систему N+ 1 линейных алгебраи- 
ческих уравнений (СЛАУ) относительно неизвестных узловых 

значений Un, п = 0, №, искомой функции u(r). В матричную 

запись 

Au=y (8.10)
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этой СЛАУ входят квадратная трехдиагональная матрица 

( bo —Co 0 0 0 \ 

—a, бы с 
A= 0 — @2 р 0 0 (8.11) 

0 0 bn-1 —CN-1 
Lo о 0 ам bn) 

порядка N+1 nu (N+1)-Mepubie векторы м = (up м: ... им), 

y= (Yo м... YN) - Так как аи =Cn-1, N=1,N, то эта 

матрица симметрическая. Она содержит не более 2№М +1 не 

равных между собой ненулевых элементов и является матрицей 

с частичным диагональным преобладанием, поскольку bo > сои 

by > ам. СЛАУ с такой матрицей может быть решена методом 

прогонки. 

Замечание 8.1. Если функция p(x) непрерывно дифферен- 
цируема, на отрезке [0,/], то, казалось бы, целесообразно про- 
дифференцировать первое слагаемое в (8.1), использовав затем 
(7.3) для аппроксимации u(x) и центральную конечную раз- 
ность для аппроксимации u’ (x) Ha равномерной сетке с шагом В: 

— (p(x) u(x)" = —p(x) и" (=) — p(2)’a! (2) = 

Unt — 2Un+Un-1 oy Чи! — Un-1 
" he Pn Oh 

~~ — 
ia) 

где р» и р, — значения функции p(x) и ее производной в узле 

т„. Но при этом коэффициенты в (8.9) примут вид 

Pn 
h + anh, сл == +=, тт, b, =2 

так что матрица (8.11) утратит симметричность, а для вы- 

полнения неравенств (7.25), связанных с существованием для
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данной разностной схемы принципа максимума, шаг сетки не- 

обходимо будет выбирать из условия 

/ 
h max IPn| < 2. (8.12) 
n=1,N-1 Pn 

Это условие может оказаться весьма обременительным при 

резком изменении функции p(z) на отрезке [0,/], когда |p’(z)| 
достаточно велико при хЕ [0,1]. Нарушение условия (8.12) мо- 

жет привести к утрате матрицей (8.11) свойства частичного 

диагонального преобладания, что не гарантирует эффектив- 

ности метода прогонки и ставит под сомнение возможность 

использования данной разностной схемы Ha практике. 

Замечание 8.2. Другим примером утраты свойства, час- 

тичного диагонального преобладания матрицей (8.11) при ап- 

проксимации дифференциального уравнения являются задачи, 

описываемые ОДУ (7.20) при q(x) < 0 или (8.1) при р(т) > 0и 

q(x) < 0, тЕ [0,1]. 
Ограничение на выбор шага сетки возникает и для задач, 

в которых наряду с диффузионным переносом физической суб- 

станции необходимо учитывать и конвективный перенос дви- 

жущейся средой (см. 1.2). В качестве примера рассмотрим 

установившийся процесс переноса, вещества, с концентрацией и 

в одномерной системе, описываемый ОДУ 

— Ри" (т) + о(т) и (т) = f(z), «ze (0, J], (8.13) 

где v — скорость среды, [) — коэффициент диффузии вещества 

в среде, а функция f(r) характеризует в данном случае интен- 

сивность подвода вещества в систему. Это же ОДУ описывает 

перенос тепловой энергии, если и считать температурой среды, 

D — коэффициентом температуропроводности, a f — величи- 

ной, пропорциональной мощности распределенных источников 

теплоты.
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Аппроксимация производных в (8.13) центральными раз- 

ностями на равномерной одномерной сетке с узлами Ly, = nh, 
п = 0, №, и шагом h приводит к разностным уравнениям 

2 wu, 2D DU 
a tse) uni + Fy > ~ 5) tnt = Л 

со вторым порядком аппроксимации, которые соответствуют 
(8.9) при 

О т 2р р т, 4-57 вм n=T,N-1. (8.14 h2 On’ "= RR? = 2 Dh (8.14) 
Теперь условие частичного диагонального преобладания мат- 

jun|h 
2D 

хотя бы для одного значения п это неравенство должно быть 

строгим. 

Это условие будет выполняться в любом случае, если в (8.13) 

аппроксимировать первую производную левой или правой раз- 

ностью, ориентированной против движения среды, т.е. при 

Un > 0 использовать соотношение 

an = 

рицы A в СЛАУ (8.10) выполнимо лишь при < 1, причем 

Un — Un-1 и(т)и (т) + O(h), 

a при и < 0 — 

— т — Un +O(h). v(x) и’ (т) _ > 

Объединяя эти соотношения в одно 

Un — Un-1 
a — (lun| + Un) oh + 

Un — Un 

+ (ое вы) = + O(h), 
получаем разностные уравнения вида (8.9) с первым порядком 

аппроксимации и коэффициентами 

Ро |+ 22 | Ро || -— vp 
ry b, = тэ. у п то ’ h2 ы 2h” 

v(x) и (т) 

an = 
n| 

2 h? 2h
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п =1, М-1. Нетрудно проверить, что теперь матрица (8.11) со- 

храняет свойство частичного диагонального преобладания при 

любых значениях V,, но порядок аппроксимации разностной 

схемой уравнения (8.13) снижен на единицу. 3 

Вернемся к рассмотрению разностной аппроксимации ОДУ 

(8.1). Если входящие в него функции р(т), g(r) и f(z) являются 
периодическими с периодом |, т.е. 

р(2) =р(т +1), 9(т)=49(=+0, Л(т)= (2-1, ЕКВ, 

то это ОДУ может иметь периодическое решение u(r) = и(х-1), 
z € IR, с тем же периодом. Для поиска такого решения вместо 

граничных условий (8.2) Ha концах отрезка [0, [| следует задать 
условия „сшивания“ 

u(0)=u(l), p(x) u'(z) = p(x) u'(z) — 8.15 о (8.15) 
с=1-0. 

Если p(+0) = р(1-— 0), то второе равенство в (8.15) переходит в 
равенство производных и (0) = u/(1). Это означает, что решение 
в точках + =0и x=! будет гладким. 

Такая задача, возникает, например, при нахождении распре- 
деления температуры при установившейся теплопроводности в 
упомянутом выше тонком стержне длиной [, если OH изогнут 
так, что его торцы находятся между собой в идеальном тепло- 
вом контакте. При этом температура u(x) и тепловой поток 
(т) = -р(т) и (х) изменяются вдоль стержня непрерывно. 

Разностную схему для поиска, периодического решения мож- 
но построить исходя из следующих соображений. Если Ha ка- 
ждом из отрезков [0,1], [1,21], ... ввести, неравномерную (в 

общем случае) сетку с N+1 узлами, причем узлы тм, Zon, ... 

будут общими для соседних отрезков, то коэффициенты и пра- 
вые части в (8.9), а значит, и искомые узловые значения из 
станут повторяться с периодом М, т.е. 

an = 4n+N; bn = ом, Сп — Сп+М, У = ТМ, Шт = ЧИт+мМ.
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Тогда вместо (8.8) в дополнение к (8.9) получим 

— адим—1 + boo — со = Yo и UN = Uo. (8.16) 

СЛАУ (8.8), (8.16) можно привести к матричной форме 
(8.10), но теперь М№-мерные векторы u и у будут иметь коорди- 

наты Uy, и ул, п = 0, N—1, а квадратная матрица А порядка N 

примет вид 

bo — Со 0 ... 0 —@0 \ 

—а1 by —с1 ... 0 0 

А = 0 —a92 bo ... 0 0 , (8.17) 

0 0 0 ... №2 —CN~-2 

\ ene 0 0 ... ~AN-~}] bn-] } 

Таким образом, матрица A теперь He является трехдиагональ- 

ной, что не позволяет применить для решения этой СЛАУ 

обычный вариант метода прогонки. Вместе с тем матрица, 

(8.17), как и матрица (8.11), является симметрической, т.е. ао = 
= Cn-1, а число не равных между собой ненулевых элементов 

будет не более 2N. 

К СЛАУ с матрицей, отличной от трехдиагональной, при- 

водит и разностная схема краевой задачи для ОДУ (8.1) с 

граничными условиями, которые зависят не только от гра- 

ничных значений искомой функции и ее производной. Такие 

граничные условия называют связанными. В частности, 

такие граничные условия могут содержать интегралы от иско- 

мой функции. Рассмотрим на примере, каким образом может 

войти такой интеграл в граничные условия. 

Пример 8.1. Если для ОДУ (8.1) вместо (8.2) заданы оба 
условия на одном конце отрезка, [0, /] при 5 = 0 в виде u(0) = up 

и и' (5) | о = Up, то вместо краевой задачи получим задачу Ko- 

ши для ОДУ второго порядка [VIII] с указанными начальными 

условиями при 1 =0. Такие условия могут быть заданы, напри- 

мер, как результаты измерения температуры одного из торцов
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стержня (см. рис. 7.1) и проходящего через этот торец тепло- 

вого потока. Тогда целью решения задачи будет нахождение 

распределения температуры по длине стержня, соответствую- 

щее этим результатам измерения. 

В общем случае неравномерной одномерной сетки с номе- 

рами узлов п = 0, М из второго начального условия, используя 

правую конечную разность, находим Uy = Up + Ugh /2 и далее, 

разрешая (8.3) относительно ии+1, п = 1, М-1, приходим к pe- 
куррентной формуле 

= (1+7 1/2 +1/2 9 2 4, - 

Ри-+1/2 1/2 Pn+1/2 

Pn— hn пт — P 1/2'n+1/2 ит_1 — f — +1/2 (8.18) 

Pn+1/2n—1/2 Pn+1/2 

Однако алгоритм, использующий (8.18), не обладает ни вы- 

числительной устойчивостью, ни устойчивостью по входным 

данным, т.е. является неустойчивым, поскольку коэффициент 

при и» заведомо превышает единицу. 

Рассматриваемую задачу можно свести к задаче Коши для 

нормальной системы двух ОДУ [VIII] 

и (т) = 

с начальными условиями u(0) = uo и v(0) = р(0)щ = vo. Тогда, 
используя правые конечные разности, получаем разностную 
схему 

у (5) = 9(2) и(=) - f(x), 2Е (0,1), 

Un+1 — Un _ Un Un+1 — Un 
—_ } 

1 /2 Pn An41 /2 
=Qrntn-fn, n=0,N-1, (8.19) 

с заданными значениями Ug и 10. Выражая vy, из второго 

равенства (8.19) и подставляя в первое равенство, приходим к 

рекуррентной формуле 

Чай 1/2 hn41/2 НВ, 1/2 
Un4+1 = (1 — ath и + ии . 

Pn Pn Pn
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Аналогично, выражая и„ из первого равенства (8.19) и подстав- 

ляя во второе равенство, находим 

т 41/2 
Unt1 = { 1- Un + Qnlin41/2Unt1 — frbasise- 

n 

Из последних двух формул следует, что для обеспечения вы- 

числительной устойчивости алгоритма, построенного на основе 

разностной схемы (8.19), значения #„-+1/2 должны удовлетво- 

рять условию 

Это условие при больших значениях отношения 4„/р» будет 

весьма обременительным, поскольку его выполнение может 

привести к необходимости выбора чрезвычайно малого ша- 

га сетки. Но рассматриваемую задачу можно сформулировать 

как краевую, если для ОДУ (8.1) наряду с граничным условием 

и(0) = що при x = 0 второе граничное условие задать при х = [ 

в виде 

l l 

— [a(c)u(o) ae = p(0) ug — | tae. (8.20) 

Условие (8.20) получено интегрированием ОДУ (8.1) на отрез- 
ке [0, /] с использованием заданного второго начального условия 

и (т) | 0 = чо. При построении разностной схемы входящие BO 
второе граничное условие интегралы можно приближенно пред- 
ставить соответствующими квадратурными суммами. 

Предположим, что для интегрируемой на отрезке [0, Й функ- 
ции F(z) 

p(x) и (2 

[ 

[Fe увы SoA F(zn) + В, (8.21) 

0
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где A, — весовые коэффициенты квадратурной формулы, а 

Е — ее погрешность, причем узлы т„ квадратурной формулы 
совпадают с узлами сетки. Тогда, пренебрегая в (8.21) значени- 
ем К и используя для аппроксимации производной и'(т) в (8.20) 
левую конечную разность, можно записать 

N N 
UN — UN 

N x и - У Andntn = рощ — > Азы = УМ, 
Ам-1/2 4S n=0 

где pn = p(!) и po = p(0), или 

N-1 

— PNUo — у. JnUn +6 мим = Ум. (8.22) 
n=1 

Здесь 

м м 
фм = Ао, ON= Р —ANQN, 9N-1= Р + AN-19N-1 

Ahn-1/2 An-1/2 

и gn = Angn, N= 1, М-2. Ясно, что (8.22) в сочетании с разност- 

ными уравнениями вида (8.3) для внутренних узлов образуют 

СЛАУ, для которой матрица не будет трехдиагональной. 5 

В некоторых случаях в ОДУ вида (8.1) могут входить слага- 

емые, зависящие от неизвестных граничных значений искомой 

функции: 

— (p(x) и (=) +9(2) u(z) = 1 (х) +г*(х)и(0) + 5* (т) и(Г), +Е[0,П, 

где r*(x) и s*(x) — функции, интегрируемые на отрезке (0, I]. 

Тогда вместо (8.3) получим систему N —1 разностных урав- 
нений 
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п = 1, М-1, где дополнительно обозначено 

Тп+ 1/2 Тп+1/2 

~ 1 ~ 1 
п = — ] г“ (т) dz, Ss, = — ] s"(x) dz. 

Тп—1/2 Тп—1/2 

Сравнивая эту систему с (8.9), видим, что в левой части 

уравнений появились еще два слагаемых, и систему можно 

записать в виде 

— Pn to — @пИт-1 + bnUn — Cn Until — UnUN =, п 1, N-1, (8.23) 

PAC Yn =Trhn, Yn = 5п ра. 

В случае связанных граничных условий аналогично (8.22) 

при 5 =0 имеем (см. пример 8.1) 

N-1 

bouo — У. InUn — Фоим = Yo, (8.24) 
n=1 

где 95, n=1, М-1, %o и yo — известные коэффициенты. Тогда, 

(8.22)- (8.24) образуют СЛАУ вида (8.10) с квадратной мал- 
рицей | 

рю п в 4-м. -% \ 
—а1—$1 by —С1 0. 0 — 1 

— 42 —а2 62 -cQ . 0 — 162 
— 23 0 — аз 63 . 0 —3 (8.25) 

—PN-1 0 0 0... bN-1 —CN-1—-¥YN-1 

—YN —91 —92 —93 ... —9N-1 bn 

порядка N +1, которую можно получить из трехдиагональной 

матрицы (8.11) того же порядка заменой окаймляющих ее 
строк и столбцов строками и столбцами с ненулевыми (в общем 

случае) элементами.
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Для одномерных стационарных задач, описываемых линей- 

ными ОДУ выше второго порядка, разностная схема, предста- 

вляет собой СЛАУ с матрицей, в большей мере заполненной 

ненулевыми элементами, чем трехдиагональная матрица, ха: 

рактерная для задач с ОДУ второго порядка. Это связано 

с необходимостью использовать для аппроксимации производ- 

ных порядка выше второго значения функции более чем в трех 

соседних узлах. 

Пример 8.2. Рассмотрим построение разностной схемы 

краевой задачи для линейного ОДУ четвертого порядка, 

(r(z) и" (2)) "+ 9(1) (=) = f(z), те (0,4, (8.26) 

где r(z) 2 го > 0 и q(x) > 0 на отрезке [0, [. Таким уравнением 

описывается, например, поперечный прогиб u(x) балки под 

действием распределенной поперечной нагрузки f(z). Балка 

имеет переменную жесткость г(х) на изгиб и лежит на упругом 

основании, реакцию которого определяет слагаемое q(z) и(т). 

Для задачи с дифференциальным уравнением (8.26) должны 

быть заданы четыре граничных условия. Если речь идет об 

изгибе балки, граничные условия отражают то, как закреплены 

ее концы. Так, для консольной балки с жестко защемленным 

левым и свободным правым концами (рис. 8.1) граничные 

условия имеют вид u(0) =и'(0) = и” (1) = и" (Г] = 0. Если балка 
имеет на концах опоры, допускающие (в отличие от жесткого 

защемления) поворот ее поперечного сечения пропорционально 

действующему в этом сечении изгибающему моменту (рис. 8.2), 

то в этом случае граничные условия принимают следующий 

вид: u(0) = u(l) =0, u’(0) =ar(0)u"(0), и’ (Г) = Gr(Iu"(l). Из 

- дб — = 
YO rad 1 x oe 

u 

Рис. 8.1 Рис. 8.2 

7 

x 
АКА
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этих уравнений при а = В =0 вытекают условия жесткого 
защемления, а при @— со или В — со — шарнирного опирания: 

и" (0) =0 или и”(1] = 0. 
Предположим, что четыре граничных условия для ОДУ 

(8.26) заданы попарно на каждом из концов отрезка, [0, [| и со- 
держат (в общем случае) линейные комбинации первых трех 

производных функции и(т) в точках х = 0 и т = [, причем тре- 
тья производная входит лишь в одно условие из каждой пары. 
Тогда на одномерной и, вообще говоря, неравномерной сетке 
с узлами тп, п = 0, №, граничные условия можно аппроксими- 
ровать при помощи правых и левых разностей (см. 7.2). В 

результате получим уравнения 

Coup — dott, + е0и2 = Yo, 

— by мо + с1м1 — dyu2+e1,u3 = 91, 
(8.27) 

aN-1UN-3—bnN-1UN-2+CN-1UN-1 —dN_1UN =YN-1, 

aNUN-1 — ONUN-1 +CNUN = YN. 

Аппроксимация четвертой производной в ОДУ (8.26) воз- 

можна при помощи центральных разностей лишь в узлах с 

номерами п = 2, N—2. Для этих узлов из (8.26) в соответствии 

с (7.16)- (7.19) следует 

An Un—2 — bn Un—1 + СпИт — dnUn4+1 + En Un+2 = Уп, (8.28) 

где с учетом того, что hy_ 1/2 +hyyi/2 = 2hn, 

~~ 

a. = Tn-1 b. =a + Pn-1 4 2h n 

An—3/ahn—1hn-1/2- " т 12 112+ 1/2 

Ти -+1 +1 2rp, 
En = ‚ dy= En + = ’ 

An43/2ntiinsi/2 hn tile siya 1/2 Вт 1/2 

сп = bn — An + Ч — €n+Gnhn, Un = Рай, n=2,N-1.
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Разностные уравнения (8.27) и (8.28) образуют СЛАУ вида 

(8.10) с пятидиагональной матрицей 

[ со —do ео 0 0 0 0 0 0 \ 

—b, Cj —d, €1 0 0 0 0 0 

ag —bo cy —@42 е2 0 0 0 0 

0 a3 —bz C3 — 43 0 0 0 0 

0 0 0 0 0... ам —bnN-1 см —dNn_-1 

\ 0 0 0 0 0 0 an —bn CN ) 

порядка N+1 Ясно, что 

Cn =Anq2, n=2,N-4, и d,=b,41,n=2,N-3, 

HO в целом эта матрица будет симметрической лишь в некото- 

рых частных случаях задания граничных условий. 3 

СЛАУ вида (8.10) с полученными выше матрицами мож- 

но решить методами линейной алгебры (в частности методом 

Гаусса), Ha основе которых разработаны алгоритмы и составле- 

ны программы, входящие в математическое обеспечение ЭВМ. 

Однако эти программы предусматривают обычно запись в па- 

мяти ЭВМ всех элементов матрицы СЛАУ, содержащей для 

системы из М уравнений №? элементов. Вместе.с М значениями 

правых частей алгебраических уравнений исходная информа- 

ция составляет N(N+1) чисел. При решении СЛАУ методом 

Гаусса, количество арифметических операций пропорциональ- 

но №3. 

Для решения СЛАУ с трехдиагональной матрицей наибо- 

лее рациональным является метод прогонки. Ниже (см. Д.8.1) 

рассмотрены различные модификации этого метода, позволяю- 

щие в некоторых случаях получить решение СЛАУ с матрицей, 

отличающейся от трехдиагональной, например с пятидиаго- 

нальной матрицей.
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8.2. Задача Штурма — Лиувилля 

Вернемся к случаю p(x) > ро > 0и go < 9(1) <0 (тЕ [0,1] в 

(8.1), характерному для систем, в которых возможны явления 

бифуркации, резонанса, теплового взрыва и т.п. Для таких 

систем может быть поставлена задача нахождения критиче- 

ских условий, при которых возникают подобные явления, т.е. 

вычисления критических нагрузок, резонансных частот колеба- 

ний, предельных значений теплового воздействия и т.д. Такие 

задачи включают однородное обыкновенное дифференциаль- 

ное уравнение (ОДУ) вида (8.1) при f(z) = 0 с однородными 
граничными условиями. Входящий в ОДУ искомый критиче- 

ский параметр находят из условия существования нетривиаль- 

ного решения однородной задачи, которую называют задачей 

Штурма — Лиувилля. 

Применим метод конечных разностей к приближенному 

решению такой задачи с ОДУ 

— (p(z) и'(х))'— (^- 9(1)) (т) =0, 2x € [0,0], (8.29) 

и граничными условиями u(0) =0 u и (т) | _, = 0 Ha концах от- 

резка [0,/]. При этих условиях и при выполнении неравенства, 

п?ро > —Go оператор A, заданный при помощи (8.29), будет 

положительно определенным (см. пример 5.10) с положитель- 

ными собственными значениями. При невыполнении этого не- 
равенства свойство положительной определенности может быть 

утрачено, но оператор А останется симметрическим, а его соб- 

ственные значения будут действительными числами [ХУ]. 

В случае равномерной одномерной сетки с шагом В = ИМ 

и узлами 2, = nh, п =0, М, рассматриваемой задаче отвечают 

разностные уравнения (при up = 0) 

— AnUn—1 + (bn — A)Un — Cntna1 =0, п=1, М, (8.30)
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где в соответствии с методом баланса см = 0, а также 

Тп+1 ти +В /2 

1 1 dz 1 
==) ] —, м =а-+с+- ] а(х)ах, (8.31) 
Cn @п41 p(x)’ h 

In In—h/2 

n=1, М-1, и, кроме Toro, 

h 

==. | ae by =an +> ] q(x) dz. 
0 

Отметим, что переход от (8.29) к (8.30) позволяет найти при- 

ближенные значения Л» лишь N собственных значений Ат, 

т = 1, №, оператора рассматриваемой задачи. 

Условием существования нетривиального решения следую- 

щей из (8.30) однородной системы линейных алгебраических 
T 

уравнений (СЛАУ) Au—Alw=0, где и = (и1 ue... чм) — 
вектор узловых значений, 0 — нулевой вектор размерности М, 
Г — единичная матрица порядка М, А — трехдиагональная 

матрица 

( by —С1 0 0 0 \ 

— @2 bo —C2 0 0 

A= 0 — аз b3 0 0 (8.32) 

0 0 0 bN-1 —CN-1 

\ 0 0 0 —ам bn 

порядка N, будет равенство нулю определителя det(A — АГ. 

Так как в (8.31) @n41 = си, П=1, М-1, то матрица А является 

симметрической. Поэтому все корни A*,, т = 1, №, характери- 

стического уравнения det(A — ЛГ) =0 этой матрицы действи- 

тельные и являются ее собственными значениями.
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Перед нахождением собственных значений и соответствую- 
щих им собственных векторов матрицы А целесообразно оце- 
нить промежуток их возможного изменения. Сначала, рассмо- 
трим произвольную симметрическую матрицу (а;;) порядка, № 

с элементами а;; =ал, &1=1, N. Пусть А — собственное зна- 
чение этой матрицы, а 1; — координаты соответствующего 

ему ненулевого собственного вектора. Тогда, для + = 1, N будем 
иметь (по индексу 2 нет суммирования!) 

ат; = Ат, или (Л-ан)х: = ) AjjX;. M
e
 

j=1 j=1,N 

j#t 

Отсюда с учетом неравенства, треугольника находим 

[А — ан || < S |452, i=1,N. (8.33) 
1=1, № 
j#t 

Выбирая i так, чтобы |z;|= max _|z,|, из (8.33) получаем 
1=1, № 

\ .. _ lea |p. 
|A ан < > lass < у` laij| = pi, (8.34) 

j=1,N о М 
j#t j#t 

поскольку Ty <1,7=1,N. Таким образом, все собственные 

значения рассматриваемой матрицы лежат в промежутке, явля- 

ющемся объединением отрезков [а;; — р;, ай + р; 1=1, М, а для 

наибольшего собственного значения имеем оценку 

Атах < тах (ав + pi). (8.35) 
} N 2=1, 

Установленные свойства собственных значений составляют CO- 

держание теоремы Гершгорина” применительно к симме- 

трической матрице. 

*С.А. Гершгорин (1901-1933) — российский математик.
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Для трехдиагональной матрицы (8.32) из (8.34) и (8.35) 

получаем 

|A— byl < а. + ||, п= ПМ, (8.36) 

Атах < шах _(|an| + 8 + |en|)- (8.37) 
n=1,N 

Если в (8.85) выполнено третье неравенство и В, > 0,n=1,N, 

то из неравенств (8.36), (8.37) следует, что A > В, — |an| - |en| > 
> 0, т.е. все собственные значения неотрицательны. Если к 

тому же А является матрицей с частичным диагональным пре- 

обладанием, To det А #0 (см. Д.8.1), т.е. она не имеет нулевого 

собственного значения и все ее собственные значения положи- 

тельны, причем с учетом соотношений |b,| = b, > |an| + [сп|, 

п = 1, М, из неравенств (8.36), (8.37) следует более грубая, но и 

более простая оценка, 

Атах < 2 тах 6 (8.38) 

наибольшего собственного значения матрицы А по ее наиболь- 

шему диагональному элементу. 

Замечание 8.3. Покажем, что любая трехдиагональная 

симметрическая матрица А = (аит) порядка N, у которой 

отличны от нуля все элементы A, 741, стоящие над диагональю 

(такую матрицу относят к неразложимым), имеет простые 

собственные значения. Для этого рассмотрим матрицу S = 

= А - &Г, где & — некоторое число. 

Сначала, убедимся, что минор.этой матрицы, соответствую- 

щий элементу $м1, отличен от нуля. Действительно, определи- 

тель матрицы 51 порядка N — 1, полученной вычеркиванием 

№ -и строки и первого столбца в матрице 5, равен взятому 

с обратным знаком произведению элемента $12 = а12 2 0 Ha 

определитель матрицы Sp порядка N — 2, образованной вычер- 

киванием первой строки и второго столбца в матрице 51. В
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свою очередь, этот определитель равен взятому с обратным 

знаком произведению элемента, $23 = а2з # 0 на определитель 

матрицы S3 порядка N — 3, полученной вычеркиванием в 52 

второй строки и третьего столбца, и так до тех пор, пока 

не дойдем до матрицы 5бм_1, имеющей единственный элемент 

SN-1,N =ам-1М№ #0. Следовательно, матрица 5 имеет ненуле- 

вой минор порядка N — 1, равный произведению стоящих над 

ее диагональю элементов и числа (—1)^-1. Для матрицы (8.32) 

этот минор равен произведению всех элементов сп, п = 1, М-1. 

Таким образом, согласно определению ранга матрицы [III], 

RgS > №М-1 при любом &. Но если & — собственное зна- 

чение матрицы А, т.е. detS = det(A - &Г) =0, то Вд5 < М. 

Отсюда следует, что Rg 5 = N -— 1, а размерность ядра опера- 

тора, которому соответствует матрица 5, равна единице [ТУ]. 

Это означает, что каждому собственному значению матрицы 

А соответствует лишь один (с точностью до константы) соб- 

ственный вектор. Но для любого самосопряженного оператора 

с симметрической матрицей существует ортонормированный 

базис [IV], состоящий из N линейно независимых собственных 

векторов этой матрицы, каждый из которых не может соответ- 

ствовать двум различным ее собственным значениям. Так как 

матрица А имеет всего N собственных значений, то кратность 

каждого из них должна быть равна 1, Т.е. все собственные 

значения простые. Для неразложимой трехдиагональной ма- 

трицы с частичным диагональным преобладанием при ап» > 0, 

п = 1, №, все собственные значения положительны и попарно 

различны. # 

Нахождение приближенных значений Л”, при N > 1 итера- 

ционными методами связано с многократным вычислением 3Ha- 

чения характеристического многочлена det(A — ЛГ) матрицы А 

при пробных значениях Л. Применение в данном случае форму- 

лы вида (8.38) затруднено в силу нарушения условия частичного 

диагонального преобладания применительно к матрице А -— АГ, 

что может вызвать неустойчивость процесса вычислений. Су-
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ществует устойчивый и экономичный способ, требующий для 

вычисления det(A — АГ) всего 5N арифметических операций 

(сложений и умножений). Он основан на рекуррентной фор- 

муле 

Ма = bnM,-1 — AnCn—-1Myn_-2, n=1,QN, (8.39) 

где M, — угловой минор порядка п трехдиагональной матрицы 

А-ЛГ. Такие миноры иногда называют главными или главны- 

ми диагональными. Для начала, вычислений при п = 1 следует 

положить Мо =1и M_, =0. Тогда, последовательно увеличивая 

п, при п = М получаем det(A — ЛГ) = Мм. | 

Отметим, что наряду с решением уравнения det(A — ЛГ) =0 

для нахождения собственных значений матрицы А и соответ- 

ствующих им собственных векторов применяют итерационные 

методы, не использующие вычисление значений характеристи- 

ческого многочлена”. 

Иной путь нахождения собственных значении связан с при- 

менением алгоритма, характерного для численного решения 

задачи Коши для ОДУ первого порядка [VIII]. Однако исполь- 

зование для этой цели рекуррентной формулы 

b, — Л n oe 
т = ———Un - OF nts n=1,N-1, (8.40) 

Cn Cn 

которая следует из (8.30), приведет в общем случае к неустой- 

чивому алгоритму. Действительно, если задаться пробным 

значением Л и при п = 1 выбрать произвольное ненулевое зна: 

чение и; (например, wu; = 1), что возможно, так как любому 

собственному значению Ам соответствует собственная функ- 

ЦИЯ ul™) (5), определенная в однородной задаче с точностью до 

постоянного множителя, то из (8.40) при чо =0 можно найти 

значение Ug и затем, увеличивая номер п, последовательно все 

значения и„-1 вплоть до им. Ho так как в (8.40) коэффици- 
енты 6, /Cn при Un и —аи/с» при и„_1 по абсолютной величине 

*См.: Амосов A.A., Дубинский Ю.А., Копченова Н.В.
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могут превышать единицу, то из-за накопления вычислитель- 

НОЙ погрешности попытка уточнить значение А, удовлетворяя 

последнее уравнение 

— амим—1 + (bn —A)un =0 (8.41) 

однородной СЛАУ, может не дать положительного результата. 

Преодолеть возникающие трудности можно следующим об- 

разом. Обозначим 

p(x) и (т) = —v(2) (8.42) 
и после подстановки в (8.29) получим 

и' (2) — (^- 9(т))и(т) =0, (8.43) 

причем (8.42) и (8.43) образуют систему двух ОДУ первого 

порядка. Ha неравномерной одномерной сетке с узлами Lp, п = 

= 0, N, ей соответствуют разностные уравнения 

vn Mand _ —Un-1/2, n=1,N; (8.44) 

An—1/2thn4i/2 
2 

Un41/2=Un—1/2+ (A-—Gn)Un, n=1,N-1, (8.45) 

Где Py-1/2 И Qn вычислены, согласно методу баланса, в соответ- 

ствии с (7.12) и (8.4). 
Приняв u,; = 1, из (8.44) при п =Т и 1 = 0 получим %1/2 = 

_ _ Pipe 

Ray’ 

тельно при каждом значении n= 1, М-1 находим сначала, из 
(8.45) „41/2, а затем из (8.44) 

Тогда, задаваясь пробным значением А, последова- 

hp ee 
Un+1 = Un — a 2: n= 1, N-1. (8.46) 

Pn4+1/2 

Если при п = N—1 вычисление по (8.46) даст Un41 = UN, не 

удовлетворяющее (8.41), то следует задать новое значение Л и
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повторять описанную процедуру до тех пор, пока это уравне- 

ние не будет удовлетворено с заданной точностью. В итоге 

получим одно из собственных значений Аш. Такой алгоритм 

решения задачи получил название метода стрельбы. В дан- 

ном случае ведется „пристрелка“ граничного условия при < = | 

путем подбора параметра, Аж. 

Отметим, что вычисления этим методом можно вести в 

обратном направлении, задавшись пробным значением Л и 

приняв им = 1. Тогда из (8.41) получим им-1 = “NA 3aTeM 
N 

из (8.44) наидем vy_1/2, а из (8.45) — 

hn—3/2 + hn-1/2 
2 

UN-3/2 = UN-1/2 — (A — qn-1)UN-1-. 

Это позволит из (8.44) вычислить им-2, из (8.45) найти им—5/2 

и т.д. Если при последующем уменьшении п вычисленное из 
(8.44) значение up будет отлично от нуля, т.е. не будет удовле- 
творять граничному условию при т =0, то следует корректи- 
ровать значение Л до тех тех пор, пока это граничное условие 
не будет удовлетворено с заданной точностью. Таким обра- 

зом, в этом варианте метода, стрельбы подбором параметра, Ам 
ведется „пристрелка“ граничного условия при z= 0. 

Процесс вычислений по формулам (8.44), (8.46) устойчив и 

погрешности не накапливаются при переходе от п-го узла к 
(n+ 1)-му, если коэффициенты, связывающие Un41/2 © 1/2 

И Un41 С Un, не превышают по модулю единицы. Подставив 
второе равенство (8.44) в (8.46), получим 

An—1/2 + Ви /2 

2Pn+1/2 

- hr (A= Gn)hnga/2) ttn = Pon ла. Un4+1 = (1 — — 
Pn+1/2 

Отсюда, следует условие устойчивости 

<1, n=1,N-1, 
An—1/2 + Angie ~ 

F — ый (^- Gn) hn41/2 
2Pn+1/2 
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или в случае равномерной сетки (#„+1/2 = h = const) 

h*< min 2Pn+1/2 < ; = 8.47 
n=1,N-1 А — Qn ( 

Аналогичное условие устойчивости получим, если во второе 
равенство (8.44) подставим (8.46), заменив n на п - 1. 

Условие (8.47) задает ограничение на выбор шага сетки, 
причем это ограничение ужесточается при поиске больших 
собственных значений Аш с большими номерами т. Это свя- 
зано с тем, что каждому собственному значению Аш рассма- 

триваемой задачи соответствует собственный вектор м”) = 

(т) 
т 

= (ul™) ul) ... ит) узловых значений uy, п =1, №, кото- 

рые удовлетворяют (8.44). В непрерывной системе, описывае- 
мой ОДУ (8.29), этому вектору отвечает собственная функция 

ит) (х), которая в интервале (0,[) имеет m—1 нулей. При 

больших т функция ul”) (т) становится быстро переменной и 
для ее удовлетворительной аппроксимации Ha одномерной сетке 
требуется большое число узлов. Поэтому описанный алгоритм 
на сетке с М +1 узлами обычно позволяет достаточно точно 
вычислить лишь несколько первых собственных значений Ат 
при т < №. Для нахождения больших значений Ам системе 

(8.42), (8.43) можно поставить в соответствие другие разност- 

ные схемы или проинтегрировать эту систему численно одним 
из вариантов метода Рунге — Кутиты (см. 8.3). 

Пример 8.3. Рассмотрим задачу Штурма — Лиувилля для 

однородного ОДУ 

—и" (т) - Ли(т) =0, 2x € (0,1), (8.48) 

с однородными граничными условиями u(0) = u(1) =0. Неслож- 
но проверить, что собственными функциями этой задачи будут 
ит (т) = затлх, т EN, соответствующие собственным значе- 

ниям Л = (тл)?.
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Разобьем отрезок [0,1] внутренними точками 2, = nh, n= 

= 1, М-1, на № частичных отрезков одинаковой длины h = 

= 1/N и на одномерной равномерной сетке с номерами узлов 

п = 0, № используем аппроксимацию (7.3) второй производной 

u(x), имеющую второй порядок погрешности. Тогда, из (8.48) 

получим однородную систему N - 1 разностных уравнений 

п-— —2 n n ——___ 

ancl we tnt! и, =0, ПГ МЫ. 

Отсюда, с учетом граничных условий Up = им = 0 приходим код- 
нородной СЛАУ (A -ЛГм = 0 вида (8.30), в которой элементы 
симметрической трехдиагональной матрицы А порядка, М - | 

1 —__— 

имеют следующие значения: а» = си-1 = > = № п=2, М-1 и 

2 Ч 4 uw 

b, = === 2№2, п=1, М-1. Таким образом, для этой матрицы 
получаем характеристическое уравнение 

2№-л  —N? 0 0 0 
-№  2М-лА М? 0 0 

0 -№2  2М№М-л 0 ооо 

0 0 0 2N?-\ —N? 
0 0 0 -№  2N?- 

левая часть которого содержит определитель порядка № — 1. 

При N =2 это уравнение принимает вид 2№? — Л =0, откуда, 

A}=2N*=8, что является достаточно грубым приближением 

к первому собственному значению A, = п? А 9,8696 рассма- 

триваемой задачи Штурма — Лиувилля. Для № =3 имеем 

(2№2 — Л)? —- N4=0. Отсюда получаем два собственных значе- 

ния: А! = №2 =9и А =3N?=27. Значение At приблизилось 
к Ay, но A> достаточно сильно отличается от второго соб- 

ственного значения Ag = 4л? 2 39,4784. При N =4 уравнение 

(2№2— \)? —2М№1(2№? -— Л) = 0 имеет три действительных корня:
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* = (2— /2)N? = 9,3726, № = 2N? = 32 и № = (24+ V2)N? = 
~ 54,6274. Для сравнения приведем третье собственное зна- 

чение Аз = 97? & 88,8264. В случае N = 5 характеристическое 

уравнение 

(2N*— r)4-3N4(2N2— Л)? + №=0 

является биквадратным относительно 2N? — Л, что позволяет 

найти четыре корня 

или А] ^ 9,5492, Л5 = 34,5492, ЛЗ А 65,4508 и AZ я 90,4508. Яс- 

но, что для получения удовлетворительного приближения даже 

к первому собственному значению А! необходимо выбрать до- 

статочно большое значение №. 

Отметим, что корни рассматриваемого характеристическо- 
. ЛК 

го уравнения можно представить в виде At = 4№2 эт о k= 

=1,N-1. Из этого представления вытекает, что Ат > А! при 

№ > oo. 

Используем метод стрельбы для получения приближенного 

значения Л!. В данном случае, выбрав и! = 1, из (8.44) при n= 

=1 и щ = 0 найдем %1/2 = —1/А = —М и, задавшись пробным 

значением А, последовательно при каждом значении п = 1, N—] 

вычислим из (8.45) Un41/2 = Un—1/2 tARUn = 1/2 + =, a затем 

Un41/2 

N 
ясь пробным значением A= 10, получаем un ^ —0,1089, a для 

пробного значения Л = 9,7 находим им 2 0,0470. Это означает, 

что условию им = 0 будет удовлетворять промежуточное зна- 

чение A, т.е. 9,7 < Aj < 10.Последовательными приближениями 

устанавливаем, что |им| < 10-8 при A= A; = 9,7887. В случае 

№ = 100 такая же точность достигнута при Aj = 9,8688, что по 

сравнению с А! меньше лишь на 0,0008. 

Из (8.46) ин-т = Un — hUnyis2 = Un — . При N = 10, задава-
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Использование метода стрельбы для вычисления второго 

собственного значения при условии, что |им| < 10-6, дает Л = 

~ 38,1966 при № = 10 и A} & 39,4654 при № = 100. Последний 

результат меньше значения A2 на 0,0130. Отметим, что условие 

(8.47) устойчивости выполнено для всех вариантов расчетов, 

проведенных в этом примере. 

8.3. Нестационарная задача теплопроводности 

В качестве характерного примера рассмотрим одномерную 
нестационарную краевую задачу теплопроводности в твердом 
теле, описываемую линейным дифференциальным уравнением 
с частными производными (см. 2.3) 

aT (tz) 9/7, OT (t,2) 
ор = Bg AG, 

где T(t,2) — зависящая от времени t и пространственной ко- 
ординаты x Е (0,/) температура тела; с(т) >0 u A(x) > 0 — 

) +1 (2), t>0, (8.49) 

объемная теплоемкость и теплопроводность; I?) (t,x) — объем- 

ная мощность внутренних источников тепловой энергии. По- 

мимо (8.49) в формулировку нестационарной краевой задачи 

теплопроводности должны входить начальные условия в виде 

заданного распределения температуры Т(0,х) =Т°(т) в момент 

времени t = 0, принимаемый 3a начальный, и граничные усло- 

вия, заданные на концах отрезка (0, /]. В данном случае примем 

граничные условия вида (8.2): 

вЫ 497,0) = alt), (8.50) 

ме _ ВТ) = В. (8.51) 

Можно указать три основных подхода к решению такой 

краевой задачи с использованием метода конечных разностей 

(МКР).
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Первый из них, называемый методом прямыхт, связан с 
аппроксимацией производной в левой части (8.49): 

OT (t,x) — Тьк(х) — Tr-1(2) 

Ot АЕ, 
+0(АЬ,), (8.52) 

где Ty-1(x) и Ть(т) — распределения температуры в теле в мо- 

менты времени #1 и & = tp_1 + At, B начале и конце К-го 

интервала времени Ай. При рассмотрении процесса тепло- 

проводности в теле на К-м интервале времени предположим, 

что распределение Т;_1(т) известно из решения задачи на пред- 

шествующем, (К — 1)-м интервале, а при А = 1 оно определено 

начальными условиями, т.е. То(т) = Т°(т). Тогда, подставив 
(8.52) в (8.49) при условии, что правая часть (8.49) соответ- 

ствует моменту времени &., получим линейное обыкновенное 

дифференциальное уравнение (ОДУ) второго порядка, 

_ = (A(z) SH) + ть = I!) (ty, 2) + ЕТ, (=), 

описывающее искомое распределение температуры Ть(х). Это 

ОДУ может быть решено с учетом граничных условий в фикси- 

рованный момент времени ty, способами, рассмотренными выше 

(см. 8.1). 

Второй подход основан на использовании аппроксимации 

правой части (8.49) на одномерной сетке с М узлами ть Е (0, J], 

п = 0, №. Это соответствует переходу от непрерывного во вре- 

мени и пространстве процесса, теплопроводности к его дискрет- 

ной в пространственном отношении математической модели. 

В итоге с учетом заданных граничных условий получаем нор- 

мальную систему ОДУ относительно искомых узловых значе- 

ний T,,(t) температуры, зависящих от времени. В задачу Коши 

для этой системы в качестве начальных условий входят узловые 
значения Т,„ (0) = Т°(х„) = Т? в момент времени t = 0.
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Наконец, третий подход объединяет первые два, и связан с 

переходом к дискретной математической модели нестационар- 

ного процесса, теплопроводности как в пространстве, так и во 

времени. Эта модель в каждый фиксированный момент време- 

ни на одномерной сетке соответствует системе линейных алге- 

браических уравнений (СЛАУ). Последовательно рассмотрим 

пути решения нестационарной краевой задачи для уравнения 

(8.49) Ha основе второго и третьего подходов. 

При аппроксимации правой части (8.49) на одномерной 

неравномерной сетке с N узлами zy, Е [0, |, п=0, N, нормальная 

система ОДУ принимает вид 

АТ, (1) 
ont Ant n-1 (t) a b,T, (t) + Cn In41 (t) + Ла (И. (8.53) 

Здесь в соответствии с методом баланса 

1 \ Тп+! Ч Тп+1/2 

— = = a Sn = ] с(т) ах, (8.54) 
Ch An+1 A(x) 

In Тп—1/2 

т | 
п = 0, N, причем ад = CN = ам! = 0, Ln+1/2 = 5 (En + 1+1), HO 

Т_1/2 = и тм--1/2 = м =!. Кроме того, 

Тп+1/2 

bn = On + сп, fn(t) — ] H(t, =) dz, (8.55) 

Tn—1/2 

n=1,N-1. По аналогии с (8.8) при аппроксимации (8.50), 

(8.51) получим bb = со + а, 6м =ам+Ви 

Т1/2 IN 

fo(t) = Gt) + | 1 (t,x) de, fn(t) = B(t) + ] 1 (t, 2) da... 

0 IN—1/2
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В матричной записи (8.53) имеет вид 

dT (t 
so) + AT (t) = f(t) (8.56) 

с начальным условием Т(0) = T°, где векторы T(t), T° u f(t) 
размерности N+ 1 имеют координаты T,,(t), Te и fr(t), n= 

= 0, №, соответственно; диагональная матрица S содержит на 

своей диагонали элементы S,; квадратная матрица А порядка, 

N+1 является трехдиагональной вида (8.11). Используя (8.39), 
нетрудно установить, что detA = 0 при а = р = 0, т.е. в этом 

случае матрица А будет вырожденной. В дальнейшем предпо- 

лагаем, что значения с и В неотрицательны и хотя бы одно из 

них положительно. При этом А будет матрицей с частичным 

диагональным преобладанием. 

Из (8.54) следует, что Any) = си $0, п=0, М-1, т.е. матрица 

А неразложимая и симметрическая. В силу замечания 8.3 она 

имеет №- 1 простых (т.е. попарно различных) положительных 

собственных значений Ат, т = 1, М+1, а ее собственные Bek- 

торы образуют ортонормированный базис [IV]. В этом базисе 

матрица А имеет диагональный вид Л, в котором диагональ- 

ными элементами являются собственные значения. При этом 

Л =С`АС, где С — ортогональная матрица порядка N +1, 

столбцами которой являются собственные векторы матрицы 

А. Учитывая, что СС" = СТС = Inui, где Г[м+, — единичная 

матрица порядка М + 1, получаем А =СЛС". 

В линейном пространстве Мм+!: (К) матриц порядка N +1 

введем спектральную норму. В этом случае Мм+:(К) будет 

конечномерным ((М№ + 1)-мерным) нормированным простран- 

СТВОМ. Определим в этом пространстве функцию eB = exp(B), 

B Е Mn4+1(R): 

1. 1 
ехр(В) = 1м+1 +В+ 5B +a B+... 

где ряд в правой части равенства сходится абсолютно для 

любой матрицы ВЕ Мм+1 (К) по спектральной норме к некото-
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рой матрице exp(B) Е Мм-+1 (В) [IX]. Нетрудно доказать, что 
для любых t,s Е Ки АЕ Мм. (К) справедливо ехр((# + $) А) = 

= exp(tA)exp(sA) и 

Я axp(tA) = lin exp((t + At) A) — exp(tA) 
= А 

dt At—0 At exp(tA) 

Из последнего равенства следует, что общее решение систе- 
то — 

мы линейных однородных ОДУ —A,T(t), определяемой 

матрицей A, порядка М№+1, имеет вид T(t) = ехр(-А„Ё)Т, где 

Т — произвольный вектор из ®/^+1. Применяя метод вариа- 
ции постоянных, получаем решение системы (8.56) в матричной 
форме 

T(t) = exp(-A.t)7° +57 [ exp(-A.(t=7)) 7) dt, (8.57) 

где A, =S—!A, причем экспоненциальную функцию OT квадрал- 

ной матрицы A,t можно представить сходящимся рядом 

re 4 

exp(—A,t) = + (8.58) 

В частном случае Ss, = s=const > 0, п = 0, №, имеем A, = A/s, 

т.е. все собственные значения A*, = Аж/5, т = 1, N+1, матрицы 

А„ положительные и простые. Поэтому 

exp(—A,t) =CDC', (8.59) 

где D — диагональная матрица порядка N+ 1 с элементами 

ехр(-^"* , т = 1, М-+1. 

При N >> 1 практическое использование решения непосред- 

ственно в виде (8.57) затруднено. Рассмотрим приближенные
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способы нахождения вектора T(t). Для этого введем совокуп- 

ность интервалов времени Ай, КЕ №. Тогда в пределах k-ro 

интервала, At, = ty — &_1 можно представить (8.57) в виде 

P(t) = р(-А.(@-в-1)) + | exp(—A.(t=7)) f(r) dr 

где Ty; = T(t,-1) — вектор узловых значений температуры в 

момент времени &;,-1. В частности, при t=t, для конца k-ro 

интервала отсюда получим 

Ty =Т(&.) =ехр(-А„ Де, Ть-1 + 
At, 

+ ] exp(—A, (At, — т) ) (24-1 +т)а4т. (8.60) 

0 

Для малых значений At, в (8.58) под знаком суммы можно 
ограничиться лишь первым слагаемым и вместо (8.60) записать 

АЕ, 

Тк = Th-1 — Ax Th-1 Ath + ] (а +т)ат- 

0 
At, 

— A, ] (1 +7)(At, - т) ат. (8.61) 

0 

При известной зависимости координат вектора, f(t) от t инте- 
гралы в (8.61) нетрудно вычислить при помощи квадратурных: 

формул. 

Требование малости интервала Ай. количественно можно 
охарактеризовать при помощи какой-либо нормы матрицы A,, 
например ее спектральной нормы ||A,||. Тогда справедливость 

(8.61) связана с предположением || А. || ЛЕ, < 1. Но алгоритм вы- 
числений по (8.61) будет устойчивым по отношению к накопле.. 
нию погрешностей при выполнении более слабого ограничения 
|1 — A, ДЕ, || < 1, приводящего к неравенству ||A,||At, < 2.
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Спектральная норма квадратной матрицы является кольце- 

вой [IV], т.е. для спектральной нормы произведения квадрат- 

ных матриц В и С справедливо неравенство ||ВС]| < |В|||С1. 
_ 1 

Так как матрица S~! диагональная с элементами — > 0 на диа- 
3 п 

гонали, то все ее собственные значения положительны (как и 

для матрицы А). Поэтому спектральные нормы матриц 57! 

и А будут равны их наибольшим собственным значениям [ТУ]. 

Тогда с учетом (8.38) можно написать 

1 b max Aull = ||S7!All < ( max =) max Ay < тах, 
n=0,N Sn/ n=0,N Smin 

где 
bmax = тах b,, Smin = Ш Sp. 

п=0, М п=0, М 

Таким образом, из условия || А„ || АЕ, < 2 вычислительной устой- 
чивости рассматриваемого алгоритма следует ограничение на 
выбор интервала времени 

(8.62) 

В том случае, когда собственные значения каждой из ма- 
триц 5-1 и А сильно отличаются друг от друга, т.е. их числа 
обусловленности велики, ограничение (8.62) заставляет выби- 
рать At, слишком малым и использование (8.61) становится 
нерациональным. Системы ОДУ вида (8.56) с такими ма- 
трицами принято называть жесткими. В рассматриваемой 
задаче теплопроводности такая ситуация может возникнуть 
вследствие сильной неоднородности материала тела, т.е. рез- 
кого изменения функций с(т) и A(z), и при значительной не- 
равномерности сетки. Аналитическое решение для жестких 
систем содержит обычно экспоненциальные функции с сильно 
отличающимися друг от друга показателями, что и вызывает 
указанные вычислительные трудности и требует применения 
специальных методов». 

*См.: Амосов А.А., Дубинский Ю.А., Копченова Н.В.
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Для численного решения системы (8.56) можно использовать 

один из вариантов метода Рунге — Кутты. Эти варианты 

можно построить Ha основе представления решения этой систе- 

мы интегралом в пределах интервала времени А»: 

At, 

Ti. = Tr} + 5—1 ] (Е +T) — АТ(Е 1 + т)) dr. (8.63) 

0 

Если интеграл в (8.63) заменить с погрешностью, пропорци- 

ональной (At,)*, выражением (fx—1 — ATy_1)Atg, где fei = 

= f(tx_1), то получим рекуррентную формулу метода Эйлера 

Ть = (1- Ay АЕ) ТЕ + 51 ДЫ. (8.64) 

Метод Эилера является простейшим вариантом метода Pyu- 

ге — Кутты. В этом случае условием устоичивости алгоритма 

остается неравенство (8.62). 
Если для представления интеграла в (8.63) использовать 

квадратурную формулу трапеции, то придем к выражению 

АЕ, АЕ. 

2 
Ty = Ty-1 — As (Ty-1 + Tr) 5 +S7"(fi-1+ fk) (8.65) 

с погрешностью, пропорциональной (At;,)?. Отсюда следует, 

что 

T,=(1+4A.Ate) ((1-4A.Ate) Te + b5-"(Fa-at fete), 

где fy = f(t,). Условие устойчивости алгоритма вычислений 
теперь принимает вид 

(74+ 54-Ate) (1- 5А-А) | <1. (8.66) 

Можно показать, что для матрицы А с частичным диагональ- 

ным преобладанием и диагональными элементами J, > 0 это 

условие выполняется для любых значений А.
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Чтобы избежать обращения матрицы J+ АД, /2 и сохра- 

нить третий порядок погрешности аппроксимации, алгоритм 

вычислений на k-M интервале времени можно построить следу- 

ющим образом: сначала по (8.64) вычислить вектор-прогноз Tx, 

который затем использовать в правой части (8.65) вместо век- 

тора Тк. Условием устойчивости такого алгоритма с прогнозом 

и последующей коррекцией будет неравенство 

1 | — A, At, + = (А.А, )?] <1, (8.67) 

которое обычно в меньшей мере ограничивает выбор АЕ, чем 

условие (8.62). 

Другой путь построения алгоритма, обеспечивающего тре- 

THM порядок погрешности аппроксимации на k-M интервале 

времени, связан с представлением интеграла в (8.63) выраже- 

нием (fx_1/2 — АТь-1/2) Ate_1, где индекс К — 1/2 указывает на 

то, что значения зависящих от времени величин соответству- 

ют моменту 1/2 = 1 + лы в середине этого интервала. 

Тогда по методу Эилера наидем вектор 

Тр = (1 _ А.А) Th + 55 fr_1Ate, (8.68) 

a затем — искомый вектор 

Ty = Тк-1 +5" (Рь-1/2 — АТь-1/2) Ate-1. (8.69) 

Устойчивость двухступенчатого алгоритма (8.68), (8.69) гаран- 
тирована при выполнении неравенства (8.67). Отметим, что в 

соответствии с (8.58) левые части в (8.62) и (8.67) являются 
нормами усеченных представлений выражения ехр(—А„Д&,) с 

остаточными членами O((At,)?) и O((At,)*) соответственно. 
Чтобы найти вектор Ть с погрешностью порядка г = 4 

необходимо в пределах k-ro интервала времени использовать
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трехступенчатый алгоритм, например такой: 

м = S7"(fe-1 - АТ) At, 

= ST (fe 1/2 — A( Tr its Ат) Ate 

AT!) = 5-1 ( fy — A(Te-1 — AT? + 2AT)))) Ate, 

Ty, = Tr-1 + = (AT!) +. 4AT + aT), 
1 

6 

Нетрудно проверить, что условием устойчивости этого алго- 

ритма будет неравенство 

(A,At,)? (A,At,)? 

2 6 
<1. | — А„ДЕ- 

Наконец, приведем пример четырехступенчатого алгоритма с 

порядком погрешности г =5, в котором для AT") И AT”) 

сохраняются прежние выражения, a далее вычисления проводят 

по формулам 

АТ) = 5 —' So" (л- 1/2 — А(ть-1 + 541) Ate, 

AT = 5-1 (1. — A(Te-1 + AT®))) ды, 

1 1 2 3 4 = (ATs) + 2AT,? +2АТ + АТИ). Те = ГЕ + 

Все перечисленные алгоритмы принадлежат семейству Me- 

тода Рунге — Кутты. В этом семействе можно построить алго- 

ритмы с еще более высоким порядком погрешности г. Способы 

их построения удобно пояснить на примере решения системы 

(8.56) с нулевым вектором f(t). B этом случае на k-M интервале 

времени из (8.60) получим 

Ть = Ть-1ехр(-А„ДЕ,). (8.70)
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Учитывая свойство экспоненциальной функции 

1 1 
exp(—A,At,) = exp(—7A.Ats | exp(-5A.Atr), 

можно в соответствии с (8.58) сначала вычислить 

— (-1)2(А&./2): 
7! 

ехр(-- A. Ate] = [+ А? 

j=l 

с порядком погрешности г, а затем последовательно 3a г шагов 

с тем же порядком погрешности найти 

exp(— т А.Д, ), ехр(- == А.Л), Lee exp(—54-Ats) 

и, наконец, exp(—A,At,), использовав этот результат в (8.70). 

Наиболее употребительными являются алгоритмы метода, 

Рунге — Кутты при г <5. Их можно использовать и для ре- 

шения нелинейных задач (например, в случае, когда в (8.49) 

параметры с, Ли i?) произвольным образом зависят OT иско- 

мой функции — температуры). 

Реализация третьего подхода к решению нестационарной 

краевой задачи при помощи МКР связана с предположением 

о постоянстве скорости изменения искомой функции в преде- 

лах интервала времени в каждом узле одномерной сетки по 

пространственной координате и равносильна использованию в 

(8.56) аппроксимации производной по t конечно-разностным со- 

отношением вида (8.52). Тогда из (8.56) получим разностную 

схему 

Те - ТЕ 
5 АЕ. 

= (1-7) (Лк-1 - АТь-1) + (fe — АТЬ) (8.71) 

с весовыми коэффициентами | -т и ПЕ [0,1], называемую 

двутслойной разностной стемой с весами, поскольку 

в нее входят узловые значения температуры на двух слоят 

пространственно-временной сетки.
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Значению 7 = 0 соответствует явная двухслойная раз- 

ностная схема, совпадающая с (8.64). В этом случае (8.71) 

можно явно разрешить относительно искомого вектора, Jk, а ка- 

ждое узловое значение T*, п = 0, N, температуры в конце k-ro 

интервала, времени АЕ. вычислить независимо от остальных из 

выражения 

bn „ТЕ „ТЕТ kel 

Th = TE" (1- Ate) + по ТД (8.79) 
5 Sn 

которое получается из (8.53) при аппроксимации производной 
dT», (+) 

dt 
правой конечной разностью (разностью „вперед“). 

Еслив (8.49) с(т) =c=const, A(z) = А = соп$%, 1) (65) = 0, то 

в случае одномерной равномерной сетки с шагом h разностная 

схема, соответствующая (8.72), принимает вид 

ТЕТЕ ТА oTk-1 4 7k d ~ 1 ~ 
=a nt ; а = —. 

АН, h2 [6 

Сюда входят узловые значения температуры в четырех уз- 

лах пространственно-временнобй сетки, составляющих шаблон 

этой разностной стемы. При графическом изображении ша- 

блона его узлы принято соединять отрезками прямых (рис. 8.3). 

В данном случае шаблон и разностную схему называют четы- 

рехточечными. Разностная схема (8.71) и ее шаблон являются 

шеститочечными. Для одномерной равномерной сетки он изо- 

бражен Ha рис. 8.4. 
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Процесс вычислений по (8.72) будет устойчивым, т.е. по- 

грешность вычисления температур Т*, п = 0, М, по абсолютной 

величине не будет превышать наибольшей из погрешностей, 

возникших при вычислениях на предыдущем интервале време- 

ни, если сумма модулей коэффициентов при значениях темпе- 

ратуры в правой части (8.72) не превышает единицы: 

by 
1 — "Ati | + 

п 

Отсюда, в силу частичного диагонального преобладания матри- 

цы Ав (8.71) и положительности ее диагональных элементов 

имеем 

[ап | + bn + [сп 26, 
< шах — 

п=0, № Sn n=0,N Sn 

At, max < 2, 

что He противоречит условию (8.62), но приводит в общем 

случае к несколько менее жесткому ограничению 

5 
At, < min — — 8.73 

n=0,N On (8.73) 

выбора интервала времени Aty,. 

Если в (8.71) принять 7 =1, то получим неявную двут- 
слойную разностную стему в виде СЛАУ 

(5 + AAt,)T, = STy_-1 + КАН (8.74) 

с трехдиагональной симметрической матрицей 5S, = S + АД&,, 

имеющей положительные диагональные элементы и обладаю- 

щей частичным диагональным преобладанием. Четырехточеч- 

ный шаблон этой схемы для одномерной равномерной сетки 

изображен Ha рис. 8.5. Из (8.74) не удается получить явного 

выражения вида (8.72) для вычисления узловых значений ТА, но 

такую СЛАУ можно решить обычным методом прогонки, при- 

чем разностная стема (8.74) в сочетании с алгоритмом метода 

прогонки будет корректной. Отметим, что при At, = At = 

= const коэффициенты ри в (8.86) не будут зависеть от номера,
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К интервала, времени. Это существенно уменьшает число ариф- 

метических операций при решении нестационарной краевой за- 

дачи. 

Выбор в (8.71) у = 1/2 приводит к так называемой двугт- 

слойной симметричной разностной creme. Она также 

является неявной и соответствует СЛАУ 

АЕ. (s+ A") = (s - an) Теа + (Лк + fi) 

относительно вектора, ТТ» узловых значений температуры в KOH- 

це интервала, Времени АЕ... Трехдиагональная симметрическая 

матрица Si = 5+ - АЛЬ, этой СЛАУ также имеет положитель- 

ные  иагональные элементы и частичное диагональное преоб- 

ладание, что обеспечивает корректность разностной схемы при 

1) = 1/2 в сочетании с методом прогонки. Поскольку эта, схе- 

ма эквивалентна (8.65), то она устойчива при любых значениях 

At,, а погрешность аппроксимации этой схемой производных 

по времени пропорциональна (At,)*. Шеститочечный шаблон 

этой схемы аналогичен изображенному Ha рис. 8.4. 

Замечание 8.4. Отметим, что формально устойчивая раз- 

ностная схема может подавлять возникающие вычислительные 

погрешности двумя путями: затухающими колебаниями и мо- 

нотонно. Первый путь не отвечает физическому содержанию 

задачи теплопроводности, так как при отсутствии внешнего 

теплового воздействия температура любой точки тела стре- 

мится к установившемуся значению монотонно, без колебании
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около этого значения. Поэтому для получения при численном 

решении задачи нестационарной теплопроводности с примене- 

нием (8.71) физически оправданных результатов следует вы- 

бирать At, из условия монотонного затухания погрешности. 

Можно показать*, что схема (8.71) в случае равномерной про- 

странственной сетки с шагом h обладает таким свойством при 
2 

Ath < =" tf 
a(4—4n) 

Производную по времени в (8.56) можно аппроксимировать 

не только при помощи разности узловых значений Ти в Ha- 

yale и конце К-го интервала времени At;,, но использовать 

для этого известные значения Т„ в предшествующие моменты 

времени. Такая аппроксимация позволяет повысить порядок 

погрешности по А&, но требует в процессе решения задачи 

хранить в памяти ЭВМ результаты вычислении Ha нескольких 

предыдущих интервалах. Если использовать центральную ко- 

нечную разность и скорость изменения температуры в пределах 

удвоенного интервала, времени 24$ = Е. — &:_2 вычислить в мо- 

мент времени #»_1, то из (8.56) с учетом (8.53) получим явную 

трехгслойную разностную стему 

Te = Th? + 2 (а ТИ ТЕ + enT ey + КПИ АЕ — (8.75) 

Эта схема, неустойчива, при любых значениях At, так как сумма 

модулей коэффициентов при значениях температур в правой 

части (8.75) превышает единицу. 

Замена ТА! = 5(Tk+ TE 2) в (8.75) приводит к явной Tpex- 

слойной схеме 

(1 — 2b, ДИТ? + 2(а ТЕ + сот! + Е At 
T = 

п 1+ 26, АЕ ‚ (8.76) 

устойчивой в силу (8.54) и (8.55) при любых значениях At, по- 
скольку теперь сумма модулей коэффициентов при значениях 

“CM., например: Зарубин B.C., Селиванов В.В.
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температур в правой части не превышает единицы. Одна- 
ко эта, схема при больших значениях Д становится неточной, 
узловые значения температуры от интервала к интервалу изме- 
няются немонотонно даже при отсутствии внешнего теплового 
воздействия, и результаты расчета теряют физический смысл 
(см. замечание 8.4). 

С учетом физических соображений выбор больших значений 
ДЕ допускает неявная трегслойная разностная стема, в 
матричной записи имеющая вид 

Те — Tr-2 
2At 

Она удобна, в частности, при решении нелинейных задач, когда 
(9) c, Ли1у’в (8.49) произвольным образом зависят от температу- 

ры. В этом случае элементы матрицы А и координаты вектора 

f,—1 вычисляют по известным узловым значениям температуры 

в момент времени #&;-1 и, используя метод прогонки, находят 

узловые значения температуры в момент времени ty. Одна- 

ко при расчете Ha первом интервале по времени (k= 1) вектор 

ТЕ-2 неизвестен. Поэтому применение трехслойной разностной 

схемы при решении задачи теплопроводности возможно лишь 

со второго интервала, а расчет на первом интервале следует 

провести по какой-либо двухслойной разностной схеме. 

1 
= 3 A(Te + Ть-1 + Ty-2) + Ль-1. (8.77) 

8.4. Некоторые динамические задачи 

'Трехслойные разностные стемы применяют при решении 

методом конечных разностей (МКР) динамических краевых 
задач, описываемых дифференциальными уравнениями со вто- 

рой производной искомой функции по времени t. Например, 

при распространении в идеальной (невязкой) среде волн малой 

амплитуды функция и(Ё т) перемещения частиц среды удовле- 

творяет волновому уравнению 

OPu(t,z) _ 2 0? u(t, x) 

02 — Ox? ’ 
#>0, ТЕ (0,1), (8.78)
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где а — скорость звука в этой среде. Примем для опреде- 
ленности на концах отрезка [0,[ граничные условия в виде 
и (1,0) = fo(t) и u(t,l) = fi(t), a начальные условия 

и(0, 5) = и? (т), Ou(t,z) = v°(z) (8.79) 

согЛласуем с граничными: 

о = № (0), и (Й = fi(0), 

0° (0) = folt)|co “О = Fi (4) о: 

На равномерной одномерной сетке с шагом h и узлами 

т, = nh, п =0, М, при постоянном интервале времени At =T = 

= const можно аппроксимировать (8.78) трехслойной симме- 

тричной разностной стемой 

(8.80) 

а2т? h2 

k-2 k-—2 k-2 k-1 k-1 k-1 
ии + + 

+72 ть ntl 4 (1-21) —"—1 | "+1 (8.81) 

п =1, М-1, с весовыми коэффициентами ди 1-27. Кроме того, 

из граничных условий имеем uf = fo(tr) и Un = (Е), где & = 

= кт, КЕМ, а из первого условия (8.79) — ид = и? (ти), п = 0, М. 

Так как в (8.81) аппроксимация вторых частных производ- 

ных искомой функции и(, т), входящих в (8.78), имеет второй 

порядок погрешности (см. 7.2), то целесообразно, чтобы ап- 

проксимация производной в (8.79) имела бы такой же порядок 

погрешности. Для этого используем центральную конечную 

разность и запишем 

Ou(t,2n) ui фи! 
) ) ) 

и° (т) =v, = 

где верхним индексом —1 отмечены узловые значения и„ функ- 

ции u(t,c2) на фиктивном слое, соответствующем моменту вре-
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мени t= —т. Отсюда находим и-! = ul — 2%9т и после подста- 

новки в (8.81) при К = 1 получаем СЛАУ 

и + (277 + Yi — NY U4 = 
_2 

= о + г: 5 (ие, — 2up + чот) — 

ов, 20а)" (8.82) 
относительно неизвестных значений ul, п = 1, М-1. 

СЛАУ (8.82) имеет трегдиагональную симметрическую ма- 

mpuuy с одинаковыми диагональными элементами b, = 27/2 + 1, 

где y= a a все ненулевые внедиагональные элементы также 

одинаковы и равны —1/2, Т.е. при п > 0 и любых значениях Y 

она является матрицей с диагональным преобладанием. Следо- 

вательно, СЛАУ (8.82) имеет единственное решение, которое 

нетрудно получить с учетом известных из граничных условий 

значений uj = (т) и uy = (т) обычным методом прогонки. 
Затем тем же методом можно при К > 2 решить СЛАУ 

пику + (2ny? + luk — Пи: = 

+ (1 = 2n)y?(ukz} — 2us7! + uk7 1) + 2uk-1 —uk-?, (8.83) 

которая следует из (8.81). СЛАУ (8.83) также имеет матрицу с 
диагональным преобладанием, что обеспечивает вычислитель- 

ную устойчивость алгоритма метода прогонки. 

Можно показать”, что разностная схема (8.81) в сочетании 

ат? 1 
с методом прогонки при условии y= 7 <j 4 

n 

устойчивостью по входным данным. При n= 1/4 это условие 

выполняется для любых значений интервала, времени т. В част- 

ном случае 7 =0 (8.82) и (8.83) явно разрешимы относительно 

обладает и 

*См.: Самарский А.А.
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k искомых узловых значений и’, п = 1, М-1, КЕ М, но при этом 
h 

возникает ограничение т < — Ha выбор интервала, времени. 
а 

При невыполнении равенств (8.80), выражающих согласовал 

ние начальных и граничных условий, волновое уравнение (8.78) 

может иметь негладкие решения u(t,r) с разрывами частных 

производных на, линиях т - а{ =const, называемых характери- 

стиками волнового уравнения [XII]. Негладкие решения, име- 

ющие разрывы не только производных, но и самих искомых 

функций, характерны для задач газовой динамики. Для по- 

строения таких решений используют специальные разностные 

схемы*. 

Рассмотрим особенности построения разностной схемы для 

динамической задачи, описываемой системой уравнений с не- 

сколькими неизвестными функциями. В качестве примера 

обратимся к одномерной математической модели магнитной 

гидродинамики (см. пример 3.3), содержащей систему нелиней- 

ных уравнений 

Ор дру _ dv 9 
a On," Pat aq (PO) + 5 0 Ot ы Oz, 7 

Lo ?) <0, OH OvH _ 

с тремя неизвестными функциями: ПЛОТНОСТЬЮ р, скоростью 

среды U И Напряженностью магнитного поля Н, зависящими от 

времени фи координаты $51 (ро — магнитная постоянная, зави- 

СИМОСТЬ р(р) давления среды от плотности считаем заданной). 

Используя первое уравнение, преобразуем первое слагаемое 

BO втором уравнении: 

dy _ 00, 4, Ov _ бро, бро 
Pat? at р Or, Ot Ox, 

T 

Для сокращения записи введем матрицу-столбец U=(p pu Н) 

размера 3x1 и представим систему уравнений в матричном 

*См., например: Самарский A.A., Попов Ю.П., а также: Пирумов У. Г., 

Росляков Г.С. или Риттмайер Р., Мортон К.
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виде 
00 дп Ow 
—— = ——— 8.84 at Oa, Oa,” (8.84) 
H? .\" 

где W = (0 p(p) + №о->- 0) — матрица-столбец. 

Для решения системы (8.84) при помощи МКР можно ис- 

пользовать как явные, так и неявные разностные схемы. Од- 

нако в случае неявной схемы неизвестные величины в конце 

каждого интервала по времени в силу нелинеиности системы 

приходится находить последовательными приближениями. OT- 

метим, что каждую из итераций можно выполнить при помощи 

матричной прогонки. 

Здесь ограничимся описанием явной разностной стемы 

типа предиктор-корректор, алгоритм которой на каждом 

интервале времени состоит из двух этапов. Сначала по из- 

вестным в момент времени #1, Т.е. в начале k-ro интервала, 

времени Ай, значениям элементов матриц U и W в узлах 

одномерной равномерной сетки с шагом A находят значения 

элементов матрицы U в так называемых полуцелых узлах про- 

странственно-временной сетки (рис. 8.6): 

+112 — 2 

At, ЕТК k-lyyk-1 wr} Wi?) 
ay) (Und +1 Я п ТИ п 

uk 

ее ФАьа 
Л | | | 
' ' At [2 t ' 

tryk-1/2 RE tar k-1/2 | 
12 ГУ ‘UR th 

--ч------- и = om m= к --- k-1/2 

n/p : 
trrk-l k-1 К-1: 
: Un _ ДО . Ui 

-O 1 a . -- К-1 

п-1 п-1/2 n n+1/2 n+l 

Рис. 8.6
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Эта явная схема (,предиктор“), в которой для аппроксима- 

ции производных использованы разности вперед по времени # 

и центральные разности по координате 11, позволяет с погреш- 

ностью O(At,,h*) получить прогноз для значений элементов 

матрицы U в момент времени &{,_1/2 в середине интервала At, 

в промежуточных узлат сетки по координате т1. Ilo этим 

значениям в тех же полуцелых узлах можно вычислить значе- 

ния скорости UV и единственного отличного от нуля элемента 

р(р) + = HoH? матрицы W и затем перейти ко второму этапу 

(‚корректору“): 

Uk = 0-1 — 

At _ _ _ k-1/2 k-1/2 k-1/2 
7 = но 7 ve QUn1)9 + Writs 7 Werte). 

Шаблон этой явной схемы носит название „крест“ (узлы про- 

странственно-временной сетки, входящие в этот шаблон, отме- 

чены на рис. 8.6 крестиком в кружке). 

Можно показать*, что несмотря Ha погрешность О(А%,, 1?) 

первого этапа после выполнения второго этапа итоговая по- 

грешность имеет второй порядок как по времени, так и по 

пространственной координате, поскольку главные члены по- 

грешности, возникшие при аппроксимации производной по вре- 

мени на этапе „предиктор“, компенсируются затем на этапе 

„корректор“. Наряду с удобством вычислений по явным схе- 

мам описанная разностная схема имеет ограничение на выбор 

допустимого интервала, времени: At, < > 1) гдеа= ЧР 
а v p 

Дополнение 8.1. Модификации метода прогонки 

Выше (см. 7.4) показано, что выполнение условия (7.26) 
достаточно для существования и единственности решения сис- 
темы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с mpez- 

*См., например: Пирумов У.Г., Росляков Г.С.
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диагональной матрицей А. При выполнении этого условия А 

является матрицей с частичным диагональным преобладани- 

ем, а алгоритм метода прогонки — устойчивым. Рассмотрим 

эти вопросы применительно к решению СЛАУ (8.10) с трехдиа- 

гональной матрицей (8.11) при более слабых ограничениях 

|o| 2 |[со|, |bn| 2 lan], [b,| 2 [ат + lenl, п — 1, N-1, (8.85) 

причем boby 40 и в последнем неравенстве a,c, # 0, a хотя бы 

в одном из них должно быть соблюдено строгое неравенство. 

В частных случаях задания узловыт значений ид и (или) им 

искомой функции u(r) имеем в (8.8), (8.11) и (8.85) со =0, шо = 
= yo/bo и (или) ам = 0, un = ум /ON. 

Для построения алгоритма решения СЛАУ (8.10) с матри- 

цей (8.11) используем представление (7.27) в виде 

Un = ИпИл+1 Чи, п = 0, М-1. (8.86) 

Из первого равенства (8.8) имеем ло = Co/bo и ко = Yo/bo, а далее 

из (8.9) и (8.86) находим 

Сп __ Un + GnUn-1 
b ) Vy — b ) 

п — @пИп-1 n— @пИп-1 

ип = n=1,N-1. (8.87) 

Используя уравнения (8.86) и (8.87) для п = М-1 и подставляя 
во второе равенство (8.8) представление UN] = им-1им НиМ-1, 

получаем 

_ УМ + амим-1 

bn — амим-1. 
UN (8.88) 

что позволяет затем при помощи (8.86) и предварительно вы- 

численных по (8.87) коэффициентов ии и и», последовательно 

наити остальные значения U, для п = М-1М-2,..., 1,0.
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Непосредственным перемножением нижней 

bo 0 0 0 0 \ 

—aQ] Ay 0 0 0 

Ay — 0 — @2 А> 0 0 

0 0 . Ам 0 

\ 0 оо —ам An / 

и верхней 

[1 — о 0 0 0 \ 

0 1 — 1 0 0 

Ay = 0 O 1 0 0 

0 0 0 1 —ИМ-1 

\ 0 0 0 0 1 у 

треугольных матриц, где A, = by — QnUn-1, п =1, М, — знаме- 

натели в соотношениях (8.87), можно показать, что А = А! Ad. 

Поскольку det A = det A; det Ag и det Ag = 1, получим 

N 

det A = det A; = bo | [ An. (8.89) 
n=1 

Таким образом, условие det А 52 0 существования обратной Ma- 
трицы A~! будет выполнено, если при bp = 0 выполнены условия 

A,#0,n=1,N. 

Алгоритм метода прогонки можно построить и в обратном 
направлении, положив 

Un = Ими +, n=N,N-1,...,2,1, (8.90) 

причем им = an/bn, Vy = ум/бм и 

/ 

po Aan и _ Yn tCnV ns 
Hy ~~ b и = , n=N-l,...,1. (8.91 

п Сп 41 " bn — Спи |
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Тогда получим 
/ 

Yo + CoV; Uo = by cop (8.92) 

и вместо (8.89) будем иметь 

N-1 

det A = by |] At, А; = bn — сир. 
n=0 

Отсюда следует, что для существования матрицы A! необхо- 

димо, чтобы A’ 40, п = 0, М-1, при by £0. 

Покажем, что для обеспечения A, #0 или А’ 40 доста- 

точно выполнения неравенств (8.85). Действительно, поскольку 

< 1, с учетом третьего неравенства (8.85) при п = 1 

имеем 

[Ал | = [61 — a1 fo] > [61| — [а1 [ро] 2 [с1| + |а1|(1 —|Hol) >0, (8.93) 

т.е. |[А1| > [с1| и А, 40. Отсюда, используя (8.87), находим 

Увеличивая номер 1, последовательно устанавливаем, что A, = 
£0 и || < 1 при п < №. Для выполнения условия Ам #0 
требуется, чтобы в (8.85) имело место хотя бы одно строгое 

неравенство. Если [6 м| > |ам|, то при |им—1| < 1 получаем 

[Ам| = |6 м — амим-1| > [6м| — [ам |им-|> 0 (8.95) 

и Ам £0. Если |bo| > [co|, то |мо| < Ти в соответствии с (8.9 

и (8.94) [А!| > |с1|, |ui] <1, а значит, и || <1, п =2, М-1, в 
том числе |им_1|< 1. Теперь (8.95) справедливо даже при |6№| = 

= |ам|. Наконец, в случае |b,,| > [т | + lcn| при 1<т<М-1с 
учетом [ит_1|< 1 получим 

[Ап | = |bm — атит-1| > |bm| — [ат |Ит-1| > 

> [Ст + lan|(1 7 |-m—11) 2 [Ст |,
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т.е. |Am| > |ст|, | Аж #0 и || = aA < a = |1, a затем, 

увеличивая номер п = m-+1, N—1, будем иметь |u,| < 1, в TOM 

числе |им_1| < 1, так что неравенство (8.95) справедливо даже 

при [6м| = |an|. 
Таким образом, условия (8.85) с учетом bobn #0 гаранти- 

руют существование и единственность решения СЛАУ (8.10) с 

матрицей (8.11) и попутно являются достаточными для выпол- 

нения неравенств || < 1, п = 0, N—1, что формально обеспе- 

чивает устойчивость процесса вычислений при использовании 

рекуррентного соотношения (8.86). При выполнении этих усло- 

вий говорят, что разностная стема (8.8), (8.9) в сочетании 

с алгоритмом метода прогонки является корректной. 

Отметим, что условия (8.85) можно ослабить, допустив a, = 

= 0 или c, = 0 для некоторых п = 1, N—1. В самом деле, пусть, 

например, а = 0 при таком т, что 1 < т< М - 1. Тогда (8.8), 

(8.9) можно представить в виде двух СЛАУ: 

тит — CmUm+41 — Ут, —амим-1 Е bNUN = YN, 

— AntUn—1 + OnUn — Спит 1 — Уп, п = т-1, М-1, 

относительно неизвестных Uy, п = m, N, И 

— AnUn-1 + bnUn — Сочи =у„ n=1,m-2, 

boUo — с0\1 = У, —@т-1Ит-2 + Om—-1Um-1 = Ут-1 + Ст-1т 

относительно неизвестных Uz, п = 0, т-1. Каждая из этих 

СЛАУ соответствует корректной разностной схеме, но обе 

могут быть решены сквозной прогонкой путем вычисления 

коэффициентов (8.87) и нахождения значений им из (8.88) и 

Un, n= М-1, 0, из 8.86). 

Подсчет количества арифметических операций в соотно- 

шениях (8.86) -(8.88) показывает, что в процессе вычислений 
следует выполнить 3 умножении, 2N+1 делений и 3N сложе- 

ний и вычитаний. При реализации алгоритма, Ha ЭВМ наиболее 

медленной операцией является деление. Вместо 2№М- 1 делений
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можно выполнить N + 1 обращении знаменателя A, коэффици- 

ентов ии И Vz, но тогда возрастет на 2N +1 число операций 

умножения. Если же не делать различия между арифметиче- 

скими операциями, то общее их количество составит B/N + [, 

причем из них 3N —2 операций уходит на вычисление коэффи- 

циентов и, п = 0, N—1. 

Отметим, что возможность построения алгоритма, метода 

прогонки как на основе (8.86), (8.87), так и на основе (8.90), 
(8.91) позволяет уменьшить суммарное количество арифмети- 

ческих операций, если при решении задачи представляют ин- 

терес не все значения Un, п = 0, №, а лишь одно значение Um. 

Пусть т = М№/2. Тогда, используя (8.87), находим ит И ит, при 

помощи (8.91) вычисляем ии и И 1, а затем из (8.86) при 

п = ти из (8.90) при п = п, + 1 получаем систему из двух алге- 

браических уравнений 

/ / 
Um = Ит Ит-+1 + Vm › Um4+1 = Ит-+1 Ит + VYn+1) 

откуда следует 

_ тит + Vm 

ти 
В этом алгоритме, называемом встречной прогонкой, уда- 

ется сэкономить примерно N арифметических операций по 

сравнению с обычным методом прогонки. Экономия будет 

более существенной, если коэффициенты ап, bn и Cy в (8.9) 

постоянны, ав (8.8) со =ам = 0, поскольку тогда им_„ = ит, 

Um 

n=0,m. 

В ряде задач математической физики помимо значении и» 

в узлах разностной схемы представляют интерес и значения 

Qn—1/2 = —4n(Un—Un-1), n=1,N, (8.96) 

пропорциональные приближенным ‘значениям производной wu’ (zr) 
искомой функции u(x). Если u(r) имеет смысл перемещения в 
твердом теле, TO u(x) является деформацией. Тогда 4.1/2 В 

(8.96) имеет смысл приближенного значения напряжения в точ-
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ке Т„_1/2. В теплофизических задачах u(r) — распределение 

температуры, a 4„-—1/2 В (8.96) по абсолютной величине соот- 

ветствует плотности теплового потока, при 5 = 1„_1/2. В 3a- 

дачах электрофизики u(r) может иметь смысл электрического 

потенциала. Тогда, u'(x) по абсолютной величине соответству- 

ет напряженности электрического поля, а 4„-1/2 — плотности 

электрического тока в точке т„_1/2. 

Для неоднородной среды коэффициенты в (8.9) и в том чи- 

сле а, могут резко изменять свои значения. В таком случае 

использование (8.96) для вычисления 4„_1/2 по предварительно 

найденным значениям U,, п = 0, №, приводит к значительной 

потере точности. Этого можно избежать, если перейти к опи- 

санной ниже потоковой прогонке. 

Рассмотрим случай, когда матрица (8.11) является симме- 

трической, т.е. Cp = аи+1, п = 0, М-1, и обозначим 5, = а, + 

+ @n41 + 4», причем а = any; = 0, d, > 0, n= 0, №, и ал > 0, 

п =1, №. Тогда вместо (8.8) и (8.9) с учетом (8.96) получим 

Qn4+1/2 — In—1/2 + InUn = Уп, n=1,N-1, 

ayuy+ (8.97) 
Е —Ч9м№—1/2 + амим = ум. 
+4 ' 

Из (8.96) найдем ии = Unyi + wee п = 0, N-1, и подставим в 
n+l 

(8.86), где теперь 

@п-+1 Un + anUn-1 
ип = ‚ m= ‚ (8.98 

" Qn+1 + а, + (1 — Ип-1) ап . Г” An+1 

n=0, N-1. В итоге будем иметь 

Gn+1/2 + @n41(1 — Un)Un+1 =An4+1Y4n, N= 0, N-1, 

ИЛИ 

Чп-1/2 + UnUn =i, n=1,N, (8.99) 

где fn = An(1 — Ии-1) и Vy = @-1.
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СЛАУ (8.97), (8.99) содержит 2N+1 уравнений с 2N+1 
неизвестными и распадается Ha две независимые СЛАУ. Пер- 

Vn — Чп-1/2 вую получим, если представление и„ = ——= ‚ вытекающее 

из (8.99), подставим в (8.97): 

т + 7,4, — В —_ 
Qn-1/2 = Print Гони non п=1, №. (8.100) 

bn + dn 

Здесь 4№+1/2 = 0. Из этой системы для п = N находим 9м—1/2, а 

затем последовательно для п = М-1,М№М-2,..., 1 вычисляем и 

все остальные значения 4„_1/2. Вторую систему получим, если 

выражение 4„_1/2 =Vn — Пи», вытекающее из (8.99), подставим 

снова в (8.97): 

__ Пт Ит+1 + Yn — +1 + Un 
я 4d ‚ n=l,QN, (8.101) 
Ln п 

Un 

причем им = им+1 = им+1 = 0. При п = М из (8.101) вычисляем 
UN, затем последовательно для п = М-1,М№М-2,..., 1 находим 

значения Un, а из (8.97) ПО наиденному значению Uy вычисля- 

ем Uo. 

Из (8.98) И (8.99) имеем Ил — а1 40 / (а1 + do) И 

@т-+1 (dn +an(1 — [n-1)) — An41(dn + рт) п-т М 

An41 + а, +an(1 — ип-1) апт + Ч. tpn’ | 

Pn41 — 

Отсюда при any, > 0 и а; > 0, п= 0, М-1, следует, что пи > 0. 

Тогда в (8.100) при Qn+1/2 Получаем коэффициент = Ta < 1, 

что обеспечивает устойчивость вычислений по этой формуле. 
Но ив (8.101) при и„+1 коэффициент 

т — An+1 

Ln + dn Qn+1 + dn + Ln 

< 1, 

Что также гарантирует устойчивость вычислений по (8.101).
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Таким образом, алгоритм потоковой прогонки обладает 

устойчивостью по отношению к погрешностям вычислений. 

Для его реализации требуется 21N + 1 арифметических дей- 

ствий*, что примерно вдвое превышает число операций, необ- 

ходимых для вычисления значений и, обычным методом про- 

гонки с последующим нахождением значений 4„_1/2 из (8.96). 

В том случае, когда краевая задача, для обыкновенного диф- 

ференциального уравнения (ОДУ) (8.1) имеет периодическое 

решение, матрица А в СЛАУ (8.10) имеет вид (8.17), т.е. не 
является трехдиагональной. Для решения такой СЛАУ можно 

применить модифицированный вариант метода, прогонки, на- 

зываемый циклической прогонкой. 

Этот вариант основан на представлении узловых значений 

искомой функции в виде 

Un =Untuown, n=O0,N, (8.102) 

где значения VU, находят из решения системы 

— AnUn—1 В — сы =Yn, ПЕЬМ-Т, (8.103) 

и условий vp = vy = 0, а значения и, — из системы 

— On Wn—1 tbnWn — си =0, n=1, М-1, (8.104) 

и условий Wo = WN = 1. Умножением (8.104) Ha up и почленным 

сложением результата с (8.103) при том же номере п можно 

убедиться, что с учетом (8.102) будет удовлетворено (8.9). 
Аналогично удается удовлетворить и второе равенство в (8.16). 

Чтобы удовлетворить первое равенство в (8.16), подставим в 

него (8.102) при п =0, 1и М-1. Тогда с учетом v9 =0 и чо = | 

запишем 

— 200 М1 — 40404 М1 + бочо — Cov] — CoUoW 1 = Yo, 

“См.: Самарский A.A., Николаев Е.С.
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ИЛИ 

— Yor @09мМ-—1 + Cov) 

bp — QoWN-1 — Cow) 
Uo (8.105) 

Решение систем (8.103) и (8.104) получают обычным мето- 
дом прогонки, причем для каждого номера n коэффициент Ly 
будет одинаков для обеих систем, что позволяет уменьшить 
общее число арифметических операций, которое при полной ре- 
ализации алгоритма циклической прогонки составляет 14N — 8. 
Если выполнены достаточные условия (8.85), то, как было по- 

казано ранее, гарантирована, устойчивость алгоритма решения 
СЛАУ (8.103) и (8.104). Кроме того, можно показать*, что из 
этих условий следует bo — dgwn-1 — Cow; = 0, т.е. Up в соответ- 

ствии с (8.105) имеет конечное значение. 

Более сложной модификации приходится подвергать метод 
прогонки при решении класса задач, которым соответствует 

СЛАУ (8.10) с матрицей (8.25). Решение такой СЛАУ можно 
представить в виде 

Un =U + цоп, + ими, п=0, М, (8.106) 

где и, находят при upg = uy = 0 из СЛАУ 

— Ant, 1 + вым — сим, n= 1, N-1, (8.107) 

Un при tp = 1 и чм = 0 из СЛАУ 

— AnUn—1 + би — CnUng41 =Yn, n=1,N-I, (8.108) 

а Wn при W=0 4 wy = 1 из СЛАУ 

— али —1 + bnWn — сил =n, n=1,N-1. (8.109) 

Из (8.106)-(8.109) ясно, что значения un, п = 1, М-1, удовле- 

творяют разностным уравнениям (8.23). Для нахождения Up и 

им используем оставшиеся два, разностных уравнения в (8.22) 

*См.: Самарский A.A., Николаев E.C.
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и (8.24), подставив в них (8.106) при n=O ип = №. В итоге 
получим систему двух уравнений относительно Ug и UN: 

(bo — (9°, v)) шо — (40 + (9°, w)) им = yo + (9°, и°), 

—(~n + (9, ¥)) Uo — (bn — (9, №) им = ум (9, 0°). 

Здесь (.,.) обозначает сумму N — 1 попарных произведений. 

Например, 
N-1 

° __ N ° 
(9 ’ v) ~ Эт т. 

n=1 

Если определитель этой системы 

A = (ю- (9°, 5)) (bn - (9, w)) - 
— (to + (9°, w)) (vu (9, 5)) #0, (8.110) 

то она имеет единственное решение 

_ (6м- (9, и) (yo + (9°, u°)) + (о + (9°, w)) (ум + (9, и°)) 
UO A ’ 

_ (Фм+ (9,5) (yo + (9°, u°)) + (0 — (9°, v)) (yw + (9, ¥°)) 
им = A 

Выполнение условий (8.85) достаточно для устойчивости 

алгоритма обычного метода прогонки при решении систем 

(8.107)- (8.109). Можно показать” справедливость (8.110) при 
более ограничительных по сравнению с (8.85) неравенствах 

N-1 N-1 bol > Wal + Iga ом м У bobw #0, og 1, 
n=1 

п=1 

|6] > lan] + [сп| + lenl + |Pal, AnCn #0, n=1,N-1, 

причем хотя бы в одном из них должно быть выполнено стро- 

гое неравенство. Вместе с тем, если известно, что СЛАУ 

“См.: Самарский А.А., Николаев Е.С.
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(8.22) - (8.24) имеет единственное решение, то справедливо соот- 

ношение (8.110), и що и им имеют единственные значения даже 

при нарушении условий (8.111). 
Рассмотренные варианты метода прогонки для решения 

СЛАУ (8.10) можно применять, когда А является матрицей с 

частичным диагональным преобладанием, т.е. выполнены усло- 

вия (8.85). При их нарушении нельзя гарантировать отли- 

чие от нуля знаменателя коэффициентов ии и Vp в (8.87) и 

справедливость неравенства, д. < 1, обеспечивающего устойчи- 

вость описанного алгоритма метода прогонки по отношению 

к вычислительным погрешностям. Удобство такого алгорит- 

ма состоит в использовании простых рекуррентных формул, 

реализующих для СЛАУ с трехдиагональной матрицей метод 

Гаусса, без выбора главного элемента по строкам матрицы, по- 

скольку при частичном диагональном преобладании главный 

элемент расположен на главной диагонали. Этот алгоритм свя- 

зан с монотонным изменением номера узла сначала в одном 

направлении, a затем — в противоположном. Если СЛАУ (8.10) 

имеет единственное решение, но условие (8.85) нарушено, то 

можно построить алгоритм немонотонной прогонки*, KOTO- 

рый основан Ha методе Гаусса с выбором главного элемента. 

В этом случае может не соблюдаться монотонное изменение но- 

мера при нахождении узловых значений искомой функции. 

Метод прогонки можно использовать для решения последо- 

вательными приближениями нелинейных краевых задач. Рас- 

смотрим нелинейное ОДУ второго порядка 

и" (т) + 1(т,и) =0, хЕ[0,П, (8.112) 

где f(x,u) — непрерывно дифференцируемая по и и непрерыв- 

ная по х действительная функция, при заданных значениях 

и(0) = ш и u(l) = wy (8.113) 

искомой функции u(x) на концах отрезка, (0, [. 

“См.: Самарский А.А., Николаев Е.С.
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Аппроксимируя при помощи (7.3) вторую производную в 

(8.112) на равномерной одномерной сетке с шагом A и узлами 

т, = пр, п = 0, №, получаем систему разностных уравнений 

— Un—1 2 — миа = ВХ, n=1,N-1, (8.114) 

где fn = /(т,, ип), In = nh. Эта система включает N — 1 не- 

линейных конечных уравнений относительно N — 1 неизвест- 

ных узловых значений и„. Алгоритм решения системы (8.114) 

с помощью последовательных приближений можно построить 

различным образом, но он должен обеспечивать сходимость 

итераций к искомому решению. 

Пусть узловые значения yf) получены Ha (К — 1)-й ите- 

рации (при К =1 они соответствуют некоторому начальному 
приближению). Тогда на, К-й итерации (8.114) перейдет в сис- 
тему уравнений 

— и + Qu) — ul) = 12 flk-3) | n=1,N-1, (8.115) 

где f(*-)) = 1(2,и ТО), образующих СЛАУ с квадратной 
трехдиагональной матрицей 

2-1 0 оо 
Г 2—1 0 5 

4} 0-1 2 0 0 
eters В 

\ ооо 1 2) 

порядка № — 1. Решая эту СЛАУ методом прогонки и используя 
(Е) — (8.86), с учетом граничного условия Uy = ш последовательно 

находим 

ul) = ини), + ь n=N-1,N-2,...,2,1, (8.116)
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где в соответствии с (8.87) при a, = с, = 1, bn, = 2, n= 1, М-1, 
и ) ао = о =Ои = Uo 

1 n k 
= = 1 (Е) — п h? (k—1) (К) . .117 

(А) Обозначим 2 ) — =" ’— и" погрешность Ha К-и итерации, где 

и* — узловые значения, соответствующие истинному решению 

системы (8.114), т.е. удовлетворяющие равенствам 

ия фи ЕД = 21 (1, и"), n=1,N-1. 

Вычитая эти равенства, почленно из (8.115), получаем СЛАУ 

2% +22) — 2M) gt), пЕТМЫ—, 

где 

Of (ть, м) 

Ou 
d\*) = h?(fF-Y — f*) ww p? 2-1). (8.118) 

Решая эту СЛАУ также методом прогонки и учитывая (8.116) 

и (8.117), при alk _ 2(*) = 0 находим 

24% ) — и 2(К) (Е) — (Е) Ln Zn41 КИ у (1-1 5 ml (8.119) 

Используя (8.118), введем оценку 

Of (tn, и) 

Ou 
|a‘*) < h?| 26k )| тах _ = 12 М; | 2-1 |. (8.120) 

n=1, 1, М-1 

Тогда из (8.119) будем иметь 

N 1 1 = 
2) | < в? My [24 п у jG=1) So m=n~ 

q=n+1 m=1 

“ВМ! | 2-1]. 
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2 

Отсюда, учитывая, что max n(N-—n)< -- и Nh=1, полу- 

чаем 

№212 _ 12M, _ 260) < A ae = ey, 
Takum образом, достаточным условием сходимости алгоритма 

последовательных приближений является выполнение неравен- 
1 

ства, al Mi < 1, He зависящего OT числа узлов сетки. 

Пример 8.4. Рассмотрим прямой стержень длиной Ё с 

круговым поперечным сечением радиуса ИА, излучающий с 60- 

ковой поверхности. Температура, То торцов стержня (при z= 0 

и x= L) поддерживается постоянной. Если принять, что темпе- 

ратура в поперечном сечении стержня однородна и изменяется 

лишь вдоль координаты zx Е [0, L], то установившееся распреде- 

ление температуры T(z) будет описываться нелинейным ОДУ 

а? Т (x 
TR? () _ on ReooT (2) = 0, x € (0, L), (8.121) 

x 

где A — коэффициент теплопроводности материала стерж- 

HA; Е — коэффициент излучения его боковой поверхности; 

со = 5,67 - т — постоянная Стефана — Больцмана 

(см. пример 3.5). Из физического смысла задачи ясно, что 

T(x) < То при те (0, 1). 
Положив и = Т/То, приведем (8.121) к безразмерному виду 

Ри) 
dé? ~Cus(é) =0, €=+€(0,1), C=2— Ty, (8.122) 

и запишем граничные условия: u(0)= u(l)=1. Из сравнения 

(8.48) с (8.122) следует, что в данном случае f(z,u) = -Си^, 

так что Рам) = —4С и? и в соответствии с (8.120) при [=1и 

и < 1 имеем 
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Следовательно, для сходимости изложенного выше алгоритма 

последовательных приближений достаточно выполнения нера- 

венства C/2< 1. В табл. 8.1 приведены значения Un . 103, n= 

= 1, N/2, рассчитанные при № =20 и С =2 (при этом учтена 

симметрия распределения температуры относительно середи- 

ны стержня). Отметим, что положение, когда значения и„ на 

двух последовательных итерациях в каждом узле отличаются 

меньше чем на 10-8, было достигнуто 3a 20 итераций. 

Таблица 8.1 

@ 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 

2 | 969 | 943 | 921 | 902 | 886 | 874 | 864 | 858 | 854 | 852 

5,12 | 944 | 897 | 859 | 828 | 803 | 784 | 769 | 758 | 752 | 750 

100 | 779 | 650 | 566 | 507 | 464 | 434 | 412 | 397 | 389 | 386 

1000 | 573 | 417 | 335 | 286 | 253 | 230 | 215 | 205 | 199 | 197 

Непосредственными вычислениями при № = 20 сходимость 

изложенного алгоритма, была, установлена при С < 5,12. Чтобы 

значения и„ на двух последовательных итерациях отличались 

меньше чем на 10-8, при С = 5,12 потребовалось свыше 1000 

итераций (см. табл. 8.1). 
Обеспечить сходимость последовательных приближений при 

больших значениях параметра С’ можно за счет некоторой мо- 

дификации изложенного алгоритма. Для этого (8.122) запишем 
а?и 4 

в виде -—_+С(1-и”“) =С, или 
АЁ? 

d*u() 
dé? 

Если при выполнении К-й итерации множитель 1 фи и? + и3 
. k-1 uy 

вычислять по узловым значениям ull ) наиденным Ha преды- 

дущей итерации, то вместо (8.115), полагая h = 1//М№, получим 

АОИ — ull), =H, (823) 

+C(1—u)(lt+utu’?tu°) = С.
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п = 1, М-1, где 

fo
 

BEY) = (1 tuk? + (uk)? + (ufk-0))9), 

> 
Решение системы (8.123) методом прогонки при N = 20 для 

значений С =2 и C=5,12 привело к указанным в табл. 8.1 

результатам, но 3a 6 и 8 итераций соответственно. Там же 

приведены значения u,- 103, п=1, №/2, при С =100 и С = 

= 1000. Положение, когда значения на двух последовательных 

итерациях отличаются менее чем на 10-6, было достигнуто за 

44 и 205 итерации соответственно. # 

Рассмотрим модификацию метода прогонки для решения 
СЛАУ (8.27), (8.28) с пятидиагональной матрицей (см. при- 
мер 8.2). Такая матрица позволяет построить алгоритм про- 
ГОНКИ, ПОЛОЖИВ 

Un = EnUn4+1 — EnUn+2 + Tn - (8.124) 

Формулы для коэффициентов Еп, €, и Nn найдем, выразив при 

помощи (8.124) и„_1 и ч„_2 через Uy и и„+1 и подставив их в 

(8.28). В итоге получим 

_ а» + (апЕт—2 — bn )En—1 _ en 
n А, ’ n A,’ 

~ fn — An tMn-2 — (AnEn—2 — bn) Nn-1 (8.125) 

In = ~ 
An 

An = Cp — AnEn—2 + (QnEn—2 — 6, Е п—1 . 

Если считать, что dg = ay = bo = 0, то из (8.125) следует 

_ do _ ео _ fo 41 — 6160 
50 = —, бо = ’ о, 1 — — ’ 

Co Co Co Ay 

b ~ bid 
f=, pot Зи Ay =c—6,Ao = 22 a
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Далее для п =2, М используем непосредственно (8.125), учи- 

тывая, что ем_1 =ем = 4м =0. Тогда при п = № — 1 получим 

Ем—1 = 0, а при п = № имеем En =6м =0и 

fn — ампм—1 — (амём-2 — 6м)м-1 
8.126 саме о (anenaaabnenr 8120) им = TIN = 

После вычисления им из (8.124) при п = М - 1 сучетом &м-1 =0 

находим UN—1 = €N-1Un + ПМ-1 и затем по этой же форму- 
ле для п = №М-2, М —3,...,0 последовательно вычисляем все 

остальные узловые значения и„. Для реализации описанного 
алгоритма необходимо выполнить 19N — 10 арифметических 
операций. 

Можно показать”, что разностная схема (8.27), (8.28) в 
сочетании с алгоритмом (8.124)-(8.126) является корректной, 
(однозначно разрешима, и гарантирована, от накопления вычи- 
слительных погрешностей), если отличны от нуля все выписан- 
ные в левых частях (8.27) и (8.28) коэффициенты и выполнены 
условия частичного диагонального преобладания приведенной 
в примере 8.2 пятидиагональной матрицы, т.е. 

|со| > |4%| + |е0|, er] > |611 + [da] + |е1|, 

len| > |ам| +|6м|, |см-и| > |ам-1| + [6м-1| + |4м-и| 

[сп] > |an| + [=] + [dal +|е, п=2, М-2, 

и хотя бы в одном из этих условий достигается строгое нера- 
венство. 

Подобно обычному методу прогонки (для решения СЛАУ 

с трехдиагональной матрицей) и в случае пятидиагональной 
матрицы также можно построить алгоритмы встречной, пото- 
ковой, циклической и немонотонной прогонок, a также прогон- 

ки для случая задания дополнительных условий интегрального 
типа. Возможно применение алгоритма (8.124)-(8.126) для 

решения последовательными приближениями нелинейных ОДУ 
четвертого порядка. 
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Вопросы и задачи 

8.1. Показать, что погрешность аппроксимации в (7.8) име- 

ет первый порядок, а в (7.9) — второй порядок. 

8.2. Методом прогонки наити установившееся распределе- 

ние 
т T(x/h) - То 

0(;)= ve 

безразмерной температуры по толщине стенки (cM. задалу 6.1) 

при Ry = —2R2 ий = 0,282. Используя разностную схему (8.71) 

при 7 = 0, Ти 1/2, решить нестационарную часть этой задачи, 

at 
R2° 

8.3. Методом прогонки найти установившееся распределе- 

ние 

приняв в качестве безразмерного времени т = 

безразмерной температуры в стенке трубы (см. задачу 6.3) при 

В! = > Ro. 

8.4. Решить задачу 6.2 методом прогонки для случая пяти- 

диагональной матрицы. 

8.5. Сформулировать теорему Гершгорина. 

8.6. Решить задачу 6.10 методом стрельбы. 

8.7. Показать, что условие (8.66) выполняется при любых 

значениях At,, если трехдиагональная матрица А порядка 

N обладает диагональным преобладанием и ее диагональные 

элементы b, >0, n=1, N. 

8.8. Построить шаблоны разностных схем (8.75)—(8.77) и 
(8.81).
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9.1. Особенности решения многомерных задач 

Изложенные в предыдущей главе (см. 8.3) подходы к реше- 

нию одномерной нестационарной краевой задачи применимы и 

к многомерным задачам. Если время протекания физического 

процесса, описываемого многомерной нестационарной задачей, 

разбить Ha последовательность интервалов At;, КЕМ, и прове- 

сти аппроксимацию производных искомых функций по време- 

ни t, то в соответствии с методом прямых можно перейти к 

многомерной стационарной краевой задаче относительно рас- 

пределении этих функций в момент & в конце k-ro интервала 

АЕ. Эту задачу можно решить приближенными аналитиче- 

скими методами (см. 6), а для численного решения применимы 

метод конечных разностей (МКР), метод конечных элементов 
и метод граничных элементов. 

Можно также в области решения многомерной нестацио- 

нарной задачи ввести пространственную сетку и Ha этой сет- 

ке аппроксимировать производные искомых функций по про- 

странственным координатам. В результате получим систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) относи- 

тельно изменяющихся во времени узловых значений этих фун- 

кций. Такая система в сочетании с заданными начальными 

условиями составит математическую формулировку задачи Ко- 

ши, для численного решения которой можно использовать один 

из вариантов метода Рунге — Кутты. 

Как и в случае одномерных нестационарных задач, третий 

подход к решению многомерных‘ задач объединяет первые два 

и связан с переходом к дискретной математической модели 

рассматриваемого физического процесса как во времени, так и 

в пространстве. Эта, модель на каждом К-м интервале приведет
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к системе конечных уравнений относительно узловых значений 

искомых функций в момент времени ft, в конце этого интервала. 

Если исходная краевая задача, является линейной, то конечные 

уравнения будут также линейными. 

9.2. Двумерная и трехмерная 

задачи теплопроводности 

Третий подход к решению многомерных задач (см. 9.1) рас- 

смотрим сначала на достаточно простом примере двумерной 

нестационарной задачи теплопроводности в твердом теле, опи- 

сываемой уравнением 

OT (t,M) _ (a 0°T (t, М) 
Ot Ox? Ox? 

где a — коэффициент температуропроводности, a температура, 

T(t, M) зависит от времени t и декартовых координат 21, 12 

точки М Е Е двумерной области Р решения задачи. Граничные 

и начальные условия примем в виде 

T(t,P)=f(t,P), Рег; Т(,М)=Т°(М), MEF, (9.2) 
где Г — граница области F (рис. 9.1). 

Введем в К двумерную пространственную сетку Ех с wa- 

гами h;, 1= 1,2, постоянными вдоль каждой из координатных 

осей (Ha рис. 9.2 принято hy = #2 =h=const). При этом в узлы, 

вообще говоря, не принадлежащие Г, но расположенные наибо- 

лее близко к границе и составляющие множество Г», перенесем 

из ближайшей к каждому узлу точки РЕГ заданные гранич- 

ные значения (9.2) температуры. Отметим, что возникающая 

при этом погрешность является основной причиной, ограни- 

чивающей применение МКР к решению задач в многомерных 

областях произвольной конфигурации. 

Равенством 

). t>0, МЕБ (9.1) 

Tn-1 — 2Tn + Tn41 

h?2 
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Xo | Г Xo & 
~ h 

m,n+1 

Lo m-1,n mn m+1,n 

ТТ 
м | т,п-1 

_ Г 
— 

О x, O xy 

Рис. 9.1 Puc. 9.2 

где n — номер внутреннего узла двумерной сетки Fi, отсчи- 

тываемый вдоль координатной оси Ох;, введем разностный 

оператор A,;. Тогда для любого внутреннего узла, М» Е Fh 

этой сетки, имеющего температуру Т»„(#), с учетом (7.3) запи- 

шем 
0°T (t, М) 

2 Ox! M=M, 

Опуская нижний индекс в обозначении узлового значения тем- 

пературы и аппроксимируя в (9.1) производную по времени на, 

К-м интервале, для каждого внутреннего узла сетки РЕ» полу- 

чаем 

Tk _ Tk-1 

АЕ. 

= AuTa(t) +0(8;). 

= >. Aui(niT* +(1- n)T*?), т; Е [0,1]. (9.4) 

1=1,2 

В более подробной записи (9.4) имеет вид 

ТЕ ТА Ти — ТТ A 
At, — h? 

Te} rn 2T hn + ТЕ n 
+ (1-1) ту о + 

1 

Ty, n-1l 2T rn +T* n+1 Te — 2T 7) и $1 СЗ и и 
2 2
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Шаблон этой разностной стемы изображен Ha рис. 9.3. Она 

является двумерным аналогом двухслойной стемы (8.71) с ве- 

сами, имеет при 71 = 12 = 1/2 погрешность O((At,)?, h? + В2) 
и приводит к системе линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) относительно значений Т* во внутренних узлах сетки 

Fy. Для решения этой СЛАУ необходимо использовать из- 

вестные значения T* в узлах, принадлежащих множеству Гь, 
и значения Т^-! во всех узлах сетки РЁ», вычисленных Ha пред- 
шествующем интервале времени. Ясно, что при К = 1 значения 
T*—! определены начальными условиями (9.2). 

Рис. 9.3 

Из (9.4) следует, что квадратная матрица СЛАУ в каждой 

строке содержит пять ненулевых элементов, причем один из 

них расположен на диагонали, а расположение остальных за- 

висит от соответствия между нумерацией узлов и уравнений 

системы. Однако при любом варианте нумерации эту матри- 

цу не удается привести к пятидиагональной, что не позволяет 

использовать для решения СЛАУ соответствующий вариант 

метода прогонки (см. Д.8.1). Решение этой СЛАУ можно 
получить при помощи матричной прогонки, обеспечивающей 

заметное снижение общего числа арифметических операций, 

если область F является прямоугольной. 

В случае произвольной области F одним из экономичных по 

числу арифметических операций методов решения рассматри- 

ваемой СЛАУ является продольно-поперечная прогонка.
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Она основана, на переходе от разностной схемы (9.4) к разност- 

ной схеме 

ТК-1/2 — ТК-1 _ 

At, = mAyT*/? + (1-12) АТ" 1, 

TRE Tk-1/2 (9.5) 

= (1 — mm) ArT EO? + п А2Т". 
At, 

Каждое из двух соотношений этой схемы представляет COBO- 

купность одномерных неявных двутслойных разностных: стем 

по осям т: и 52 соответственно, причем первое из них содержит 

неизвестные узловые значения T*—1/? температуры в момент 

времени #,_1/2 в середине К-го интервала, а второе — значе- 

ния Т^ в тех же узлах в момент & в конце этого интервала. 

Отдельно взятая одномерная схема, следующая из первого со- 

отношения (9.5), включает значения T*—!/? в цепочке узлов при 

т2 = const, а следующая из второго соотношения — искомые 

значения T* в цепочке узлов при 2; =const. Все эти узловые 

значения могут быть найдены при помощи обычного метода 

прогонки. 

Выясним условия эквивалентности (9.4) и (9.5). Для этого 

исключим Т*^-1/? из (9.5), введя разностные операторы 

В =1-тАнАц, С: =1+(1-1)АнАц, 1=12, (9.6) 

где Г — тождественный оператор. Тогда (9.5) примет вид 

В.Т И? — СОТ", BoT* — СТАТИ, 

откуда получаем В! ВТ" = C,CoT*—}, т.е. с учетом (9.6) при- 

ходим к разностной схеме 

Т&—ТЕ-! 

(7 + 7112 Л 11Л22(Ав,)°) A = 
th . 

= (1—m — 72) Лии Л22 Ти" ДВ, + 

+ э Лн(п:Т* +(1- ут". (9.7) 

1=1,2 



496 93. МНОГОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ 

Сравнивая уравнение (9.7) с (9.4), заключаем, что при 771 = 

= 772 = 1/2 разностная схема (9.7), а значит, и (9.5) аппрок- 
симируют дифференциальное уравнение (9.1) с погрешностью 

O((At,)*, 1+ 12). Отметим, что несмотря на совпадение по- 
рядков погрешности разностных схем (9.4) и (9.5) результаты 
расчетов по ним будут различны, что объясняется наличием в 

(9.7) дополнительных слагаемых. 
В частном случае 771 = 72 =1 каждое из соотношений (9.5) 

приводит к неявной двухслойной разностной creme, обеспе- 

чивающей вычислительную устойчивость алгоритма метода 

прогонки при любых значениях At, > 0. В этом случае (9.5) на- 

зывают локально-одномерной разностной стемой. Ясно, 

что переход в (9.5) при выборе 71 = 72 = 0 к явной схеме не имеет 

смысла, поскольку такой выбор приводит к явной двухслойной 

разностной стеме непосредственно из (9.4). Можно показать, 

что при этом алгоритм вычислений устойчив при выполнении 

условия 

Рассмотренные свойства разностной схемы (9.5) можно рас- 

пространить на случаи переменных (в том числе разрывных) 

коэффициентов в уравнении теплопроводности, наличия в теле 

источников энерговыделения и двумерной сетки с переменным 

шагом в направлении каждой из координатных осей, а так- 

же — на случаи двумерных задач в цилиндрической системе 

координат и осесимметричных задач в сферических координа- 

тах. Однако идею продольно-поперечной прогонки не удается 

в общем виде перенести Ha трехмерные задачи нестационарной 

теплопроводности. Но для задачи в произвольной области с 

размерностью 4, описываемой дифференциальным уравнением 

(9.8)
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можно построить Локально-одномерную разностную схему 

ТЕ-1+Иа — ТЕ-1+(-1/4 7 

At, 

лат 4 (1 тем), (99 
которая при каждом значении $ = 1, 4 позволяет использовать 

обычный метод прогонки в отличие от разностной схемы 

ТА — ТА : k k-1 Au = Da Ан(иТ" + (1— mT"), (9-10) 
1=1 

обобщающей (9.4) и аппроксимирующей (9.8) непосредственно. 

При nj = 1/2 для всех значений i=l,d разностная схема, 

(9.10) аппроксимирует (9.8) со вторым порядком погрешности 

как по At,, так и по шагам №; пространственной сетки, а в 

остальных случаях порядок погрешности по At, уменьшается 

до единицы. Выясним порядок погрешности схемы (9.9). Для 

этого исключим из (9.9) промежуточные значения T*-1+4/¢ $ = 

= 1, 4-1, ис учетом (9.6) запишем 

(I Bi) 7 = (п с.) Te), 

Отсюда, например, для случая 4 = 3 получим 

ТК — ТЕ-1 3 , , 

At, =) Au(nT +(1—)T**) + 
1=1 

+ AyA22A33(mn2nsT* + x1X2X3T*—") (Atg)? — 

— (1172 Л11А22 + n2n3A22A33 + 1371 A33A11)T* (At)? + 

+ (хих2А11Л22 + x2x3A22A33 + ¥3X1A33A11)T* 1 Atg,
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где х; = 1-17; = 1,3. В случае 71 = 72 = 73 = 1/2 имеем 

АЕ Т*- TE! 
(1+ (А11А22 + Л22Азз + АззА11) (=*) АЕ. 

TK+T*} 
2 

АЕ. \? 
= (Ais + Aaa + Aaa + Ais aaAea(S*) 

и, сравнивая с (9.10) при d=3 и т; = 1/2, i= 1,3, приходим 

к выводу, что (9.9) аппроксимирует (9.8) с погрешностью 

O((At,)?,h? + 82 +12). Иное сочетание значений 7; снижает 
порядок погрешности по At, до 1. 

При 4=2 ит; = 1/2, 1=1,2, разностная схема (9.9) по по- 
рядку погрешности эквивалентна (9.5), но приводит к более 
простой структуре алгоритма, поскольку при прогонке вдоль 
каждой цепочки узлов сетки, соответствующих ©; = const, ис- 
пользуются значения температуры только в этих узлах. При 
4=3 таким же преимуществом обладает разностная схема ти- 
па предиктор-корректор 

Tk-5/6 _ TK-1 Tk-2/3 _ Tk-5/6 

= Л, 7“ 5/6, У А 
At, /2 ДЕ. /2 

Tk-1/2 _ Tk-2/3 _A pk-2/3 

Tk _ TK-!1 _ 

Ai, (Л: + Ago + Ag3)T* 1/2, 

которая сочетает локально-одномерную схему (,предиктор“) 

для предсказания узловых значений в момент времени #,-1/2 

в середине интервала At, и явную схему (‚корректор“) для 

завершения расчета, Ha этом интервале. Эта схема, также имеет 

второй порядок погрешности как по At;,, Tak и по шагам 

пространственной сетки, а алгоритм вычислений по каждому 

из соотношении этой схемы устойчив при любых значениях АЕ...
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Для решения многомерных нелинейных задач теплопровод- 

ности наряду с явной схемой, которая следует из (9.10) при 

7; = 0, i=1,d, и имеет ограничение на выбор значения АД, 

можно использовать не имеющую такого ограничения схему, 

обобщающую неявную третслойную разностную стему вида 

(8.77). Для многомерных задач эту схему можно представить 

в виде 

T*-Te? 1 5 — ВА ТТТ, (9.11) 
т 

где Л^-! — разностный оператор Ha ортогональной многомер- 

ной сетке с переменными (в общем случае) шагами 1; вдоль 

каждой из координатных осей, аппроксимирующий дифферен- 

циальный оператор -V(AVT) в нелинейном уравнении тепло- 

проводности вида (2.53). Зависящие OT температуры узловые 
_ pf? 

значения f*—! источникового члена, ——, входящего в (2.53), и 
С 

коэффициенты си A вычисляют по известным при расчете Ha 

k-M интервале узловым значениям Т^-! в момент времени tx_} 

в середине удвоенного интервала, 2т = ly — &._2. 

Из (9.11) следует разностная схема 

Tk-1 +ТЕ-? 

3 
(лет тат (А +f'1). (9.12) 

В 4-мерной декартовой прямоугольной системе координат 

а 

AS T= SCAR, (9.13) 
+=] 

где At} — разностный оператор, аппроксимирующий диффе- 

енциальный операто 19 9. входящий в правую часть р ратор — сон On, J? paBy 

(2.53). Отметим, что (9.13) верно и для анизотропного тела
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при совпадении главных осей тензора теплопроводности с ко- 
ординатными осями (см. замечание 2.1). 

Так как (9.11) аппроксимирует (2.53) по т с первым по- 

рядком погрешности, To (9.12) имеет по т погрешность O(T?). 

Поскольку с учетом (9.13) 

3 3 
1=1 

part ay АЕ = ПО _ Tak) +0(1?) 
7 3 — = и ’ 

то порядок погрешности по т He уменьшится, если oT (9.12) 

перейти к разностной схеме 

4 
(Па ast) тете Ааа те) ал 

1=1 

которая эквивалентна, схеме 

(7 - SAR) ТАН = phd. ТАКТА +Т*-?) +2 fF, 

Эт k . . —— 
— & Akl k-1+41/d _ mk—-14+(i-1)/d - (7 MET) T =T , isd”. 

Первое соотношение явно разрешено относительно узловых 

значений Т^-1+1/4, а второе (при 4=2) или два других (при 
а=3) приводят к СЛАУ с трехдиагональными матрицами, 

решаемым обычным методом прогонки. 

9.3. Различные многомерные задачи 

Изложенные выше (см. 9.2) способы решения многомерных 

задач нестационарной теплопроводности можно применять в 
более широком классе нестационарных краевых задач мате- 

матической физики, описываемых дифференциальными урав- 
нениями параболического типа или системами таких уравне- 
нии. Эти же способы применимы и для решения стационарных
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(статических) задач, описываемых дифференциальными урав- 

нениями эллиптического типа. Искомое решение таких задач 

можно рассматривать как предельное, установившееся состо- 

яние в условной дискретной системе, в которой происходит 

нестационарный физический процесс при заданных в стаци- 

онарной задаче постоянных во времени граничных условиях. 

Если стационарная задача, имеет единственное решение, то при 

произвольно выбранном начальном условии решение нестацио- 

нарной задачи для условной дискретной системы в пределе при- 

водит к искомому установившемуся состоянию. Такой прием 

получения решения стационарной задачи называют методом 

установления. 

В случае неединственности решения рассматриваемой ста- 

ционарной задачи установившееся состояние будет связано с 

задаваемым начальным условием. Тогда началеное условие 

приобретает смысл нулевого приближения, от близости кото- 

рого к искомому решению зависит объем вычислений при ис- 

пользовании метода установления. 

Помимо этого метода для решения многомерных линейных 

стационарных задач математической физики при помощи МКР 

можно указать еще ряд способов, которые приводят к СЛАУ, 

вытекающей из дискретной математической модели рассма- 

триваемого физического процесса. К ним относятся вычи- 

слительные методы линейной алгебры, связанные с последова- 

тельным исключением неизвестных или мультипликативным 

разложением матрицы СЛАУ, а также большая группа ите- 

рационных методов решения СЛАУ [IV]. В случае нелинейных 

задач дискретная модель приводит к системе конечных урав- 

нений, решаемой также итерационными методами [У]. 

Некоторые из итерационных методов* в определенном смы- 

сле можно трактовать и как варианты метода установления, 

поскольку получаемые в процессе последовательных приближе- 

ний к искомому решению стационарной задачи промежуточные 

*См.: Самарский A.A., Николаев E.C., а также: Трауб Дж.
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состояния соответствуют условному нестационарному процес- 

су в дискретной системе. Если решаемая задача имеет вари- 

ационную формулировку, включающую функционал с извест- 

ными экстремальными свойствами, то используемый итераци- 

онный метод можно соотнести с методом локальных вариаций 

и контролировать сходимость процесса, последовательных при- 

ближений по изменению значения функционала от итерации к 

итерации. 

Все эти способы направлены на вычисление значений ис- 

комой функции во всех узлах сетки, соответствующей обла- 

сти решения задачи. Если же цель решения задачи состоит 

в нахождении не всех узловых значений, а лишь в одном или 

нескольких характерных узлах, то эффективным может ока- 

заться вероятностный подход, который рассмотрим на простом 

примере. 

Пример 9.1. Пусть в двумерной области Р, ограниченной 

замкнутой кривой Г и представленной сеткой Ё» с шагом h= 

= const (сетка имеет квадратные ячейки), необходимо найти в 

некотором внутреннем узле МЕ Е ЕЁ, с номерами | и т значе- 

ние u(M!) искомой функции u(M), описываемой уравнением 
Лапласа, 

0*u(M) + 0*u(M) 

Ox? Ox? 
с граничными условиями 

u(R)=9(R), ВЕГ. (9.15) 

Если для аппроксимации вторых частных производных исполь- 
зовать (7.3), то задаче Диритле (9.14), (9.15) будет соответство- 
вать разностная схема 

и(Му_1) — 2u(Mq) + и(Му+1) 

pe ы 
и u(Mg”') 2 Ма) + М") _ (9.16) 

h2 

u(Rs)=g9(R), В, ЕГЬ, 

—0 МЕЕ (9.14) 
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где Mj € Fy, — любой внутренний узел сетки Fy, а Гь — 

множество узлов этой сетки, вообще говоря, не принадлежащих 
границе Г, но наименее удаленных от нее. В каждый такой узел 
В` перенесено заданное в (9.15) граничное значение 9(А%) = 
=9(В) из точки ВЕ Г, наиболее близкой к ВЕ Гь. 

Поскольку разностная схема (9.16) линейная, то справедливо 
равенство 

(М?) = У` Р(МР, В") 9(В'), МРЕЕ,, 
ВтЕГь 

где Р(Мф, В") 9(В") — коэффициент влияния граничного узла, 

В" Е Г на значение искомой функции во внутреннем узле Мо. 
По физическому смыслу задачи Дирихле в частном случае 
9(К) = go = const, RET, должно быть и(М) = 9, MEF. В 

таком случае 9(В") = 90, В" ЕГЬ, и u(Mj) = 9, МРЕЁ,. 
Отсюда следует, что 

У` Р(М?, В") =1. 
Rel, 

Коэффициент Р(М.,В") можно истолковать как вероят- 

ность события, состоящего в том, что частица, выпущенная 

в узле Mj € Fh, после случайного блуждания по сетке Fy по- 

падет в граничный узел А” Е Г». Записав первое уравнение в 

(9.16) в виде 

и( М.) = 0,25и(М._1) + 0,25% (М1) + 

+ 0,25%(М?-1) +0,25u(MPt), 

коэффициенты в правой части интерпретируем как вероят- 

ность перехода блуждающей частицы из произвольного вну- 

треннего узла, Mj Е Ё» в конкретный соседний с ним узел. Ясно, 

что для квадратной сетки эти вероятности одинаковы и рав- 

ны 0,25. Направление перехода, можно выбрать в зависимости
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от того, в какой промежуток попадет число 2, выбранное как 

случайная величина в полуинтервале (0, 1] (для генерирования 
случайных чисел существуют специальные алгоритмы). Напри- 

мер, если z € (0, 0,25], то блуждающая частица переходит из 

узла Ма в узел M?_,, если z € (0,25, 0,5], то — в узел Му 
и т.п. 

Блуждающая частица, выпущенная из интересущего нас уз- 

ла М! , после серии описанных переходов попадет в граничный 

узел А" Е Г» с известным значением и! = 9(А"). Затем из того 

же узла М! выпускают вторую частицу и фиксируют значение 

и2 в ТОМ Граничном узле, куда она попадет после случайного 

блуждания. Эту процедуру повторяют для М частиц, и в итоге 

искомое значение функции в узле МГ Е РЕ» можно представить 

как математическое ожидание случайных значений ип, п = 

=1, №, в достигнутых граничных узлах, т.е. 

и(М'.) = vote (9.17) 

причем относительная погрешность (9.17) составит 1/ММ№. # 

Изложенный подход к решению стационарной задачи со- 

ставляет существо метода статистическит испытаний, 

называемого также методом Монте-Карло. Ясно, что для обес- 

печения приемлемой точности решения значение М в (9.17) 

должно быть достаточно велико, что связано со значительным 

временем счета Ha ЭВМ. Поэтому нахождение этим методом 

значений искомой функции во многих узлах может оказаться 

нереальным. Однако простота алгоритма и возможность вы- 

числить искомые значения в одном или нескольких узлах без 

решения всей задачи в целом привлекают внимание к этому ме- 

тоду и стимулируют его дальнейшую разработку. Отметим. 

что вероятностную интерпретацию можно дать и разностным 

схемам, соответствующим нестационарным задачам.
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Перейдем к рассмотрению способов решения при помощи 
МКР многомерных дифференциальных уравнений гиперболи- 
ческого типа. Волновое уравнение 

0*u(t, M) (oe + 0°u(t,M 
=a ) ‚ #>0, МЕР (9.18) 

Ot? Ox? Ox? 

описывает распространение звуковых волн в некоторой двумер- 

ной области Р. Здесь а — скорость звука в среде, а функция 

u(t, М) может соответствовать возмущенному распределению 

плотности или давления среды. Это же уравнение в сочетании с 

заданными на границе Г области F значениями u(t, Р) = 0 опи- 

сывает поперечные колебания закрепленной по контуру мем- 

браны. В этом случае функция u(t, M) в момент времени t 

характеризует отклонение точки М Е Ё от положения ее рав- 

новесия в плоскости мембраны. 

Используем для аппроксимации (9.18) аналогичную (8.81) 
трехслойную симметричную разностную схему 

_ Dyk} + yk-2 

(ar)? 7 
= 24 i (7: ие uke 2) 4. (1 —2n;)u*—!), (9.19) 

где т — интервал времени, a A;; соответствует обозначению 
(9.3). Эта схема при 7; = 12 = 0 становится явной, имеет по- 

грешность О(т2, h? + #2) и ограничение (ат)? < и на выбор 

значения т, а при 7; Е (0,1] — неявной, так что для нахождения 

узловых значений u* в конце k-ro интервала, времени приходит- 
ся применять продольно-поперечную прогонку. 

В случае m = 772 = 1/2 (9.19) аппроксимирует (9.18) также 

с погрешностью О(т?, 1? + 82). Поэтому следующее из (9.19) 
равенство 

2 uk + yk-? k-1 
(1 — (Ai + А22) р) р) =U (9.20)
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имеет Пот четвертый порядок погрешности. Поскольку 

(ar)? — (ат)? (ат)? 
(7 = (Аи + Аз) = (= Au) (1- Ava) +0174), 

то порядок погрешности по т не уменьшится, если от (9.20) 

перейти к локально-одномерной разностной схеме 

(1- Ay (97 ory Ju k-1/2 _ — и -1 

(ет) uk + yk-? — и-М2 

2 2 

Первое ИЗ ЭТИХ соотношений позволяет наити узловые значения 

yk-1/2 

(9.21) 

(1 — Ag 

в момент времени Ux_1/2 = te-1 +5 обычным методом 

прогонки вдоль цепочек узлов при т2 = соп$%, а затем также 

прогонкой, но вдоль цепочек узлов при zr; = const решают 

СЛАУ с трехдиагональными матрицами, следующие из второго 

соотношения, и находят узловые значения и^ в конце k-ro 

интервала, времени. 

Разностную схему (9.21) нетрудно распространить на слу- 

чай трехмерной области У решения задачи. Функцию u(t, М) 

в (9.18) можно рассматривать как перемещение или скорость 

среды, т.е. в многомерной задаче эта, функция становится век- 

торной, что требует соответствующего обобщения разностных 

схем (9.19)-(9.21). В качестве примера обратимся к двумер- 

ной динамической задаче теории упругости в перемещениях, 

описываемой системой дифференциальных уравнений со сме- 

шанными производными 

0 и1 ~ 0 _O7u, ~ _ Ou 
= 6,4 (427) 2 ты 4 Вес 

O2u5 Oru, 02 _ Ou; ) 
pape = bn + (AF MSF 2 Tha + (A+ i) рог 

следующей после линеаризации уравнений Ламе в векторной 

форме (3.35). Здесь р — плотность среды, Ли д — константы
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Ламе, и; и b;, 1=1,2, — проекции векторов перемещения и 

плотности объемных сил Ha координатные оси Ох;. 

Аппроксимируем (9.22) трехслойной симметричной разност- 

ной схемой 

uk _ Que} + us? 
72 = bP! + ((A+2f1)A;A_;+f1A3_iAi_a) x 

А+ 
4 

х (те (из-; + из?) + (1-21) 3-1), 1=12, (9.23) 

x (ni(ug tus?) + (1-27); 1) + (А1+А-1)(А2+А-2)х 

где операторы А; и А_; правой (вперед) и левой (назад) 

конечных разностей заданы равенствами 

Wn — Wn-1 

h; 
Wn4+1— Wn 

Аи, — + h; ) 1= 1,2, A_;Wn = 

причем нижними индексами у скалярной величины W отмечены 

номера узлов сетки, равномерно расположенных с шагом h; 

ВДОЛЬ OCH Ox; при условии 23-3; = const. Ясно, что 

Wn Wn4+1— Wn-l Wn-1 — 2Wn+Wn41 
itA-i)>= jA-;Wn= (A;+A_,;) 5 Th, и A;A_;w he 

дают аппроксимации первой и второй производных по х; со 
вторым порядком погрешности (см. 7.2). 

Разностная схема (9.23) при 71 = 72 = 0 явная, а при 7 = 

= 172 = 1/2 неявная с погрешностью О(т*, h? + #2). В последнем 
случае она имеет вид 

uk — Que} + us? 
t р - = - 

A+ uk_ tus? _ 

= SE + А) (А+ Aa) + + 

+ ((A+ 2f)A:A—; + РАЗА), 1=1,2. (9.24)
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Поскольку с учетом (7.3) 

k-2 k k-1 , ,k-2 ии, Пе —2и;: и, _ 

2 ‘ 2 

07 u; k-1 : 2 4 
‘ T Ot? 1—1 ) 

TO С mo. Pome” не ниже второго порядка по т заменим в 

(9.24) (и ; +2) на и! и запишем 

2 

(1- (+2 AA: + Аз Аз) — ) (uk + uf?) = ply 2p p 
— 

А 
aur 4+ ae, r(A,; +A_1)(Ag+A_2)ugz}, i=1,2. (9.25) 

Разностный оператор в левой части (9.25) с погрешностью 

четвертого порядка заменим произведением операторов, вхо- 

дящих в левые части соотношений 

t 

~ 2 2 

(7 — (x4 AA i>) yk? — кф — + 2uk-1 + 
L4G 

ТА +А_1)(А›-+ А_5) и 1, 1 = 1,2, (9.26) + 

2 
(1 _ jiA3—;Ai-3— рии) = 0, i=1,2. (9.27) 

t 

Эта разностная схема аппроксимирует (9.22) с погрешностью 

О(т?, №2? + 82) и применима без ограничения на выбор интер- 
вала т. Аналогично схеме (9.21) соотношение (9.26) позволяет 

1/2 ke 
вычислить узловые значения и, в момент времени ¢,_1/2 = 

T 
=tp-1 + 5 обычным методом прогонки вдоль цепочек узлов при 

т3_; = const, а затем также прогонкой, но вдоль цепочек узлов 

при 5; = сопз& решают СЛАУ (9.27) с трехдиагональными ма-
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трицами и находят узловые значения и” в конце k-ro интервала 
времени. 

Локально-одномерную схему (9.26), (9.27) можно обобщить 
и на случай трехмерной динамической задачи теории упруго- 

сти. Отметим, что разностная схема (9.26), (9.27) и ей по- 
добные не применимы к решению статических задач теории 
упругости методом установления. Дело в том, что система 
уравнений (9.22) при постоянных во времени граничных усло- 
виях и проекциях вектора плотности объемных сил описыва- 
ет незатухающие гармонические колебания в линейно упругом 

теле. Но разностную схему метода установления нетрудно 
построить, если в (9.22) левые части, характеризующие про- 

ди 
екции инерциИонных сил, ‘предварительно заменить на т И 

ди? 
т соответственно, где г — Параметр, имеющий СМЫСЛ коэф- 

фициента, сопротивления. Модифицированные таким способом 

дифференциальные уравнения можно аппроксимировать Ha ин- 

тервале времени At, разностной схемой» 

uk 1 а k-1/2 , ~ k-1 
r At, = (A+ 21) А1А-1и; + HA2A_2uy" + 

A+] + SF (Ay + А) (Аш + oF 1? 

k-1/2 k-] nan 
и —U A+ = (Oi + А) (АА 4 

th 4 

+ ПА A_yus 4 (+21) А.А ous +: 1/2 

yk — И? _ , 

r— At, = pA2A-2(uy — uy” '), 

wk — uy 1? 7 k-1 = 2 _ — г At, (A+ п) А2А 2 (us Uo ), 

`“См.: Зарубин В.С., Селиванов B.B..
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к которой можно применить метод установления в сочетании с 

обычным методом прогонки. 

Рассмотрим особенности построения разностной схемы для 

дифференциального уравнения четвертого порядка (3.27) 

У* (У*+(М)) = (М), MEF, . (9.28) 

где (М) и (М) — искомая и заданная функции соответствен- 

но в двумерной области Р, ограниченной контуром Г. Если 

(М) имеет физический смысл функции тока, то это уравне- 

ние описывает установившееся движение несжимаемой вязкой 

жидкости (см. пример 3.1). В декартовой прямоугольной сис- 

теме координат Ox,X2 бигармонический оператор имеет вид 

0? 92 02ф 02 29 |9 — 

У = (sat ont) (57 t “4 
_ Oty 04 Oty 
— 9,4 20.2 4° Oz} Отд. 015 

Аппроксимация четвертой производной функции w по Ka- 

ждой из координат в соответствии с (7.8) требует использо- 

вания значений этой функции в пяти соседних узлах конечно- 

разностной сетки, расположенных в направлении изменения ко- 

ординаты. Для аппроксимации смешанной производной потре- 

буется девять узловых значений функции. В случае квадратной 

сетки с шагом A (рис. 9.4) с учетом (7.3) для узла с номерами 
т и п запишем 

Op ~ Wm+1 ntl — 29 т-+1 п + Wm+1n-1 

2 2 ™~ 4 — 

дттдт> пт h 

Pm n+) — 29 mn + Wm n-1 Wm-1,n+1 — 249 т—1 п + Wm-1,n-1 

hi’ ы р | 
Можно показать, что погрешность такой аппроксимации имеет 
второй порядок. В итоге, учитывая (7.9), для (9.28) получаем
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Ут 1 п 1 j Pinntl т п 

там _ДАтья ipmzn 

3 3 
3 a Wm-in-1 Фтор SPs tnd n-l 

! ! ! 
; pee» | ; 
И perme ИИ 2 
т-2 т m+1 m+2 

Pue. 9.4 

разностную схему 

1 

ВА (тт + Wm—2,n + Wm n+2 + Pm n—2) + 

2 
+ h4 (тети + Wm-1,n41 + Ym+1,n-1 + Фт—1т-1) 7 

8 20 
— А (Wm-+ti.n + Wm—-1,n + Wm n+l + Pm-+1,n—1) + ра Фтт — Тпт, 

ГДе fmn — значение функции f(M) в узле с номерами т и п. 

Надо сказать, что эта схема обладает существенным недо- 

статком. Если ее использовать для вычисления значений Фит, 

переходя последовательно от одного узла сетки к другому, 

то такой процесс последовательных приближений сходится, но 

очень медленно. Причина заключается в том, что значение ди 

является разностью двух почти одинаковых сумм, заметно пре- 

восходящих это значение. Кроме того, эта схема применима 

лишь в узлах, отстоящих Ha два шага от границы. Так как по- 

мимо значении функции 1 на границе области обычно заданы 

значения ее первой или второй производной по направлению
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нормали к границе (см. пример 3.1), то для аппроксимации 

этих производных в граничных узлах со вторым порядком по- 

грешности приходится применять левые или правые конечные 

разности, включающие значения в трех и четырех узлах со- 

ответственно. Чтобы использовать для аппроксимации этих 

производных центральные разности, можно ввести дополни- 

тельный ряд фиктивных узлов за пределами границы. Такой 

прием допускает применение этой схемы во всех внутренних 

узлах, но тем не менее не устраняет отмеченного недостатка, и 

затрудняет алгоритмизацию процесса последовательных при- 

ближений. 

При решении прикладных задач удобнее (9.28) заменить 

системой двух уравнений второго порядка, 

У*Ф(М)=-с(М), V?¢(M)+f(M)=0, МЕЕ (9.29) 

При двумерном течении несжимаемой вязкой жидкости по 

физическому смыслу функция С(М) является завихренностью 

(см. пример 3.1). Если задать в качестве нулевого приближения 

ожидаемое распределение функции С(М), то в соответствии с 

(3.29) граничных условий будет достаточно для однозначного 

решения при помощи МКР первого уравнения в (9.29). После 

этого недостающие граничные условия для функции С можно 

найти, рассматривая первое уравнение в граничных точках. 

Завершает итерацию решение второго уравнения в (9.29), даю- 

щее узловые значения функции С, используемые на следующей 

итерации при решении первого уравнения, и т.д. Вычисли- 

тельная практика показывает, что такие итерации сходятся 

существенно быстрее, чем при решении исходного уравнения 

(9.28). 

В некоторых случаях могут быть заданы граничные значе- 

ния обеих искомых функций в (9.29). Так, поперечные прогибы 

w(M) упругой пластинки площадью F в плане, нагруженной 

распределенной поперечной нагрузкой g(M), описывает диф-
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ференциальное уравнение 

V?(DV*w(M))=q(M), MEF, (9.30) 

Eh§ 
12(1 —v?) 

лем упругости Ё и коэффициентом Пуассона и. Это уравнение 

применимо, если прогибы малы по сравнению с ho. Погонные 

изгибающие моменты M;, 1 = 1,2, приходящиеся на едини- 

цу длины поперечного сечения пластинки и перпендикулярные 

осям Ох;, можно выразить через вторые производные от функ- 

ции прогиба: 

2 2 2 2 мот), м, (9) 

где D= — жесткость пластинки толщиной ho с моду- 

Ox? 012 0x2 Ox? 

Отсюда 

2 2 м-р Sat) = - РУ 

1+ и Or, O25 

Следовательно, (9.30) можно представить системой двух урав- 

нений второго порядка 

У? (М) = 4 V2M(M)+q(M)=0, МЕЕ (9.31) 

Если пластинка, по контуру Г, ограничивающему область F’, 

не защемлена жестко, а, лишь OepTa так, что касательная плос- 

кость в граничных точках может свободно поворачиваться при 

изгибе пластинки, то изгибающие моменты на краях пластин- 

ки будут равны нулю. Тогда граничные условия для системы 

(9.31) примут вид w(P)=0, M(P)=0, РЕГ, что позволяет при 
заданной функции g(M), М Е F, сначала при помощи МКР pe- 

шить второе уравнение в (9.31), а затем по найденным узловым 

значениям функции ЛУ также при помощи МКР решить первое 

уравнение.
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Отметим, что выше рассмотрены сравнительно простые 

примеры многомерных.задач. Достаточно сложные разност- 

ные схемы приходится строить для решения при помощи МКР 

многомерных задач, которые описывают системы дифференци- 

альных уравнений различных типов, причем среди этих урав- 

нений могут быть и нелинейные. Характерные примеры таких 

задач можно найти в специальной литературе». 

Дополнение 9.1. Алгоритмы 

матричной и ортогональной прогонок 

Любое линейное обыкновенное дифференциальное уравне- 

ние (ОДУ) высокого порядка или систему таких ОДУ можно 

свести к нормальной системе ОДУ. Ha одномерной сетке с y3- 

лами In, п = 0, №, разностную стему для такой системы можно 

представить в матричной записи: 

Pr410n41 — Qntn = пи, п = 0, N-1; (9.32) 
Povo = fo, @мом = Ум, 

где Vv, — вектор размера К искомых неизвестных в узле с HO- 

мером 72; векторы fnii, fo и Ум+1 имеют размеры К, Ати Ko 

соответственно (причем К = К! + К2) и в качестве координат 

имеют узловые значения правых частей уравнений исходной 

нормальной системы ОДУ и ее граничных условий; элементы 

квадратных матриц Р»+1 и Qn порядка К зависят от узловых 

значений коэффициентов при неизвестных в исходной системе 

ОДУ, а элементы в общем случае прямоугольных матриц Po u 

Ом размеров KK, x K и Кох К соответственно зависят от ко- 

эффициентов в заданных граничных условиях рассматриваемой 

краевой задачи. 

Разностную схему вида (9.32) можно получить не только 

непосредственной аппроксимацией производных в нормальной 

*См.: Галанин М.П., Попов Ю.П.: Самарский A.A., Попов Ю.П.: 

Белоцерковский О.М.; Андерсон Д., Tanneruaa Дж., Плетчер Р.; Роуч П.
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системе ОДУ. К подобному виду можно свести любую раз- 

ностную схему, полученную в результате аппроксимации про- 

изводных в ОДУ высокого порядка или в системе таких ОДУ. 

Например, обозначая применительно к разностной схеме (8.27), 

(8.28) 

Vn = (Un41 Un Un-1 Un—2) 3 n=2,N-1; 72 — (fo fi); 

Фа = (№ 000), n=2,N-2; fw=(fw-i №), 

вместо (8.27), (8.28) получаем 

Ралли — Оп = р, П=2, М-2; 

P2v2 = fo, Qn-1UN-1=f nN; 

где 

Cn 0 0 0 dn — Сп bn, an 

0 1 0 0 ] 0 0 0 

= | о 9 1 0]? &n 0 1 0 о |? 
0 0 0 1 0 0 1 0 

0 е] —dn-1 CN 

T ее —d, т _ cN-1 —ON 

со -—61 aN-1 0 

т.е. в данном случае К =4и Ky = Ko =2. 

Краевую задачу, описываемую системой линейных ОДУ 

второго порядка, целесообразно аппроксимировать Ha одномер- 

ной сетке разностной схемой, сходной по структуре с (8.8), 

(8.9), но в матричной записи | 

(9.33) 
— AnUn-1+ Bntn — Сома =, n=1,N-1; 

Bouo — Cov = fo, —Амим-1 + Вмим = fn, 

где ии и }„ — в общем случае векторы размера Аи; A, uC, — 

прямоугольные матрицы размеров К, x K,-; и Ky х Kyo
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соответственно; B, — квадратные матрицы порядка Ки. В 

частном случае К„_1 = Ky = Ки+1 = К матрицы A, и Сп также 

становятся квадратными. 

Для решения (9.33) можно построить алгоритм матрич- 
ной прогонки, аналогичный алгоритму обычного метода про- 

гонки: 

ИМП | (9.34) 
Un = Entngitgn, n=N-1,N-2,...0, 

где 

Eo = Ву" Со; Ев =DnCn; Dn=(Bn—-AnEn-1)~'; n=1,N-1; 

go = Bs" fo; On = О» (№ + AnGn-1)s п=1, №. 

Здесь EF, — прямоугольная матрица размера K, х К „+1, а д, — 

вектор размера, А. 

Корректность разностной стемы (9.33) в сочетании с ал- 

горитмом (9.34) матричной прогонки гарантирована», если 

матрицы B,, п = 0, №, невырожденные, а матрицы A, и Cy, 

п = 1, М-1, ненулевые и, кроме того, выполнены неравенства, 

Bo Со <1, [ВАМ < Ти | Вт Anl| + |В1С, | < 1, п= 
=1,N-1, для норм матриц в соответствующих конечномер- 

ных векторных пространствах, причем хотя бы в одном из 

них имеет место строгое неравенство. Эти достаточные усло- 

вия являются матричным аналогом достаточных условий (8.85) 

корректности обычного метода прогонки. Шри выполнении 

указанных условий матрицы В; — A,E,-1, п = 1, М, будут не- 

вырожденными, т.е. существуют обратные к ним матрицы D,, 

входящие в выражения для матриц Ев, и ||E,|| <1, что обеспе- 
чивает устойчивость алгоритма (9.34) относительно вычисли- 

тельных погрешностей. 

Если в (9.33) все векторы имеют одинаковый размер К, 

совпадающий с числом искомых действительных функций в 

*См.: Самарский А.А., Николаев E.C.
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рассматриваемой задаче, a все матрицы — квадратные порядка 

К, то реализация алгоритма матричной прогонки при заранее 

найденных матрицах D, = (By, — AnEn-1)7!, п = 1, М, требует 

примерно 6K?N арифметических операций. Однако для обра- 

щения каждой из матриц В, — A, Ё„_1 необходимо порядка КЗ 

операций. ‘Таким образом, при однократном решении зада- 

чи общее число арифметических операций можно оценить как 

КЗМ +6 К?М. Если данную задачу решают т раз для различ- 

ных правых частей ОДУ или граничных условий, то матрицы 

D,, остаются неизменными и затраты Ha, выполнение всей серии 

расчетов составят КЗМ + 6бтК?М№ операций, а на вычисление 
2 К v 

одного узлового значения — — +6А операции. Для сравне- 
т 

ния напомним, что в алгоритме обычного метода прогонки 
для вычисления одного узлового значения при однократном ре- 
шении задачи необходимо примерно восемь арифметических 
операций. 

Разностную схему (9.32) также можно свести к схеме (9.33) 
и затем использовать для получения решения алгоритм (9.34)*. 
Непосредственное решение (9.32) можно получить при помо- 
щи алгоритма, называемого ортогональной прогонкой и 
связанного с обращением матриц P41, п = 0, М-1, и ортогона- 
лизацией столбцов вспомогательных прямоугольных матриц. 

Искомое решение (9.32) представим в виде 

Un =SnWnt+Yyn, П=О, М, (9.35) 

где 5„ — прямоугольная матрица размера K x Ko, awn и Yn — 

векторы размера Kz и А соответственно. Чтобы при п = 0 

решение (9.35) удовлетворяло равенству Pov9 = fo, матрицу So 

и вектор Yo находят из условий 

Poyo= fo и. Рбо =O"), (9.36) 

где О(12) — прямоугольная нулевая матрица, размера Ky x Ko. 
Способ нахождения So и Yo рассмотрим в дальнейшем. 

*См.: Самарский А.А., Николаев Е.С.
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Предполагая невырожденность матриц Ри+: в (9.32), после 

подстановки (9.35) в первое равенство (9.32) получаем 

бит ит + Yagi — Pry QnSnwn = Pry (аи + @пуп), 

п = 0, М-1, или 

Snt1 Wnt + Ynti — Ви ЕТ, n=0,N-1, (9.37) 

где 

Вал = Роб и Pati = Ру (Ты +Qn¥n), (9.38) 
причем прямоугольная матрица И„+1 имеет размер K xX Ko, а 

вектор Г„+1 — размер К. 

Далее используем равенства, 

Уп+1 = Tn+1 — Sn4l Zn+1 — 

= Pry (ол + Qnyn) — Sntiznti, (9.39) 

Юл =P) Onn — Sn41Qn41; 

n=0,N-—1, в которых неизвестны квадратная матрица 2,41 

порядка Ко и вектор 2„+: размера K2. Из (9.37) и (9.39) следует 

соотношение 

Эл (Wn41 — Qn4+1Wn) = Sn412n4+15 n=0,N-1, 

которое становится тождеством, если положить 

+10 = №141 - 2141, П=О, М-1, (9.40) 

Таким образом, если векторы 2„+1 и невырожденные матри- 

цы (2+1, п = 0, N—1, а также матрица, So и вектор Yo были бы 

известны, то, увеличивая номер п, по рекуррентным формулам 

Уп-+1 = p7' (Ри + QnYn) — Sn41Zn41; 

би = ЯР QnSn, (9.41) 

n=0,N-1, 
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которые следуют из (9.39), можно найти векторы у»-+1 и матри- 

ЦЫ 9+1. Тогда в правой части (9.35) будут неизвестны лишь 

векторы w,, п = 0, №. 

Из последнего равенства (9.32), а также равенства (9.35) при 

п = № получаем моем = Qn(Snwn + yn) = Ум+1, или 

QnNSINWN = м1 — @мум. 

Отсюда можно найти вектор wy размера Ko, если квадратная 

матрица (© м№5м порядка К2 не является вырожденной. Затем, 

последовательно выбирая п = N — 1, М-2,..., 0, из (9.40) нахо- 

дим все остальные векторы 

Wn = O71) (Wasi — Zn41); (9.42) 

a из (9.35) — искомое решение для (9.32). 

В выборе матриц 2, и векторов =„ есть некоторый произ- 
вол. Этот выбор целесообразно провести из условий 

5,5. = 12) и бу, =02), n=0,N, (9.43) 

где [(2) — единичная матрица, порядка Ко, a 0(2) — нулевой 

вектор размера К2. Выполнение этих условий гарантирует 

устойчивость рассматриваемого алгоритма относительно на- 

копления вычислительных погрешностей, поскольку столбцы 

каждой из матриц 5„ образуют систему ортонормированных 

векторов и норма каждого вектора и матрицы в целом He пре- 

вышает единицы. 

Каждую из матриц S,, п =0, М№, получим из матрицы R, 

ортонормированием столбцов последней так, чтобы S, = А, Од. 

Сначала для п = 0 представим в виде блочной матрицы 

р(а1))-1 p(12) ne ( (ey) 
[(2)
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где poy) — невырожденная квадратная матрица порядка Ky 
и p?) 

< — прямоугольная матрица размера Ky X K2, являю- 

щиеся блоками прямоугольной матрицы Po размера Ky, x К 

(К = K,+K2) при ее представлении в виде блочной: Po = 

— (poy — pO), Обозначим через S, и В, столбцы матриц 

So и Ro с номером г. Предположим, что прямоугольная матри- 

ца, Во размера K x К. имеет ранг Ко, т.е. столбцы R,, г=1, Ko, 

являются линейно независимыми. Тогда, используя процесс ор- 

тогонализации Грама — Шмидта, находим 

где (2;, — элементы верхней треугольной матрицы Qo порядка, 

Ko, т.е. %).. =0 при 1<г<:< Ko. 
_ —1 Tak как Sg = Ао 85 и с учетом правил умножения блочных 

матриц 

(11)\ —1 (12) РР 
Р.В. = ply _ РО?) ( 0 0 — 
040 ( 0 0 ) 7(2) 

_ PO) (Р@))-1 р?) — p(t?) 7(2) = 02). 

убеждаемся, что Ко = ВВ. ' = O02) т.е. матрица, Sp удо- 

влетворяет второму условию (9.36). Чтобы удовлетворить пер- 

вому условию (9.36), построим матрицу-столбец 

(PLY) fy 

0(2) 
Хо =



Вопросы и задачи 521 

T ъ 

и выразим через нее вектор Yo = Хо — 5090 Хо. Гогда, действи- 

тельно, получим 

Poyo = ВХо- Рь 5055 Хо = ВХо = 

11)\-1 

_ (раз) a2) (Po?) "fo 
0(2) 

= PSY) (PED) р - PS 0) = fo. 
По найденной матрице So и известным матрицам Qo и P, 

из второго равенства (9.39) находим матрицу Ry = P>"QoSo и, 

проводя процедуру ортонормирования ее столбцов, получаем 

матрицы 51 и ®1, а затем и все остальные матрицы 5+1 и 

Qn41; n= 1,N-1. 

Для нахождения векторов Zn41, 2 = 0, N—1, подставим пер- 

вое равенство (9.39) во второе условие (9.43) и, используя пер- 

вое условие (9.43), запишем 

SnaYngt = Spai Png — Sng Sng12ng1 = SpgiPnti — 2141 = 0). 

Отсюда, следует, что Zn41 = би" п = 0, М-1. При п =0 

из (9.38) находим г! = Po (fi +QoYo) и затем 21 = бт, что 

позволяет из первого равенства, (9.39) получить вектор Y; = 

=тГ: — 5121, найти го, 22 и т.д. 

Таким образом, установлены все соотношения, позволяющие 

получить решение системы (9.32) при помощи алгоритма орто- 

гональной прогонки. 

Вопросы и задачи 

9.1. Показать, что при выборе в (9.4) и (9.19) m = 12 = 
= 0 алгоритм вычислений будет устойчивым при выполнении 

hi hs И (ar)? < hih3 

he +2 SRR условий aAt, < соответственно.
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9.2. Методом установления решить задачу 6.6, используя 

разностную схему (9.5) при 71 = 72 = 1/2. 

9.3. Каков порядок погрешности аппроксимации в (9.16)? 

Как можно разбить полуинтервал (0, 1] на промежутки, чтобы 
выбрать направление перехода блуждающей частицы в сосед- 
ний узел (см. пример 9.1), если (9.14) аппроксимировать на 
прямоугольной сетке, для которой №1 = 242, т.е. шаг по оси Ox, 

в два раза больше шага, по оси Ox? 

9.4. Показать, что погрешность аппроксимации разностной 

схемы, построенной для (9.28), имеет второй порядок. 

9.5. Построить разностную схему для (9.28) с переменными 

шагами сетки по обеим координатам. 

9.6. Решить задачу 6.6 с помощью матричной и ортогональ- 

ной прогонок.



ЧАСТЬ IV 

Методы конечных и 

граничных элементов





10. ОСНОВЫ МЕТОДА 

КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

При изложении проекционных методов (см. 6) решения за- 

дач математической физики отмечено, что в качестве базисныхг 

функций могут быть использованы кусочно непрерывные функ- 

ции, отличные от нуля лишь в отдельных конечных подобластях 

той области, где рассматривают решение задачи. Такие под- 

области в сочетании с выбранным типом базисных функций 

принято называть конечными элементами (KI), что и 

дало название методу решения задач, опирающемуся на ука- 

занный подход к построению базисных функций. По существу 

метод конечных элементов (МКЭ) является проекционно-се- 

точным методом в том смысле, что процедуру, характерную 

для проекционных методов и базирующуюся на наличии ин- 

тегральной формулировки задачи, реализуют Ha совокупности 

КЭ, заполняющей область решения задачи. Эту совокупность 

КЭ называют сеткой конечных элементов. 

В пределах каждого КЭ искомое решение приближенно 

представляют многочленом. Коэффициенты этого многочлена, 

выражают через заранее неизвестные значения искомой функ- 

ции (в более общем случае — и значения ее производных) 

в определенным образом выбранных точках КЭ, называемых 

узлами конечного элемента. Как и в методе конечных 

разностей эти значения называют узловыми, причем узловые 

значения искомой функции и ее производных объединяют об- 

щим названием узловые параметры. Объединив отдельные 

KO в сетку, удается выразить искомое решение через неиз- 

вестные узловые параметры, которые затем находят, используя 

интегральную формулировку задачи. 

Сначала, Ha достаточно простом примере одномерной крае- 

вой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения
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(ОДУ) второго порядка последовательно рассмотрим отдель- 

ные этапы применения КЭ к решению такой задачи. Эти этапы 

позволят сформировать более детальное представление о сущ- 

ности MKO. 

10.1. Одномерная краевая задача 

Пусть на отрезке [0,1] определены ограниченные функции 

Г), pla) и q(x), причем 
р(т) 2ро>0, 9(т)20, ze (0, 1). (10.1) 

На этом отрезке будем искать решение u(z) линейного ОДУ 

Аи = f(z) (10.2) 

с дифференциальным оператором 

A(u) = —(p(z) u'(z))' + 9 (т), 

удовлетворяющее граничным условиям 

u(0) = 0, (10.3) 

и' (1) =0. (10.4) 

При выполнении условий (10.1) оператор A(u) будет поло- 

жительно определенным на множестве Х дважды непрерывно 

дифференцируемых на [0,1] функций u(r), удовлетворяющих 

условиям (10.3) и (10.4) (см. пример 5.10). Краевая задача 

(10.2)- (10.4) может иметь на множестве Х классическое ре- 
шение и*(т), если функции f(z) и g(x) непрерывны, a функция 

р(т) непрерывно дифференцируема Ha отрезке [0, 1]. При этом 

функция и*(т) минимизирует функционал энергии 

1 

Ли = 2-2 (и = [бы 2+ ди? — 21) 4, (10.5) 
0
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который допустимо рассматривать на более широком множе- 

стве функций u(x) по сравнению с множеством Х. Действи- 

тельно, (10.5) сохраняет смысл на множестве X* D Х функ- 

ций, удовлетворяющих главному для (10.5) граничному условию 

(10.3) и имеющих на отрезке [0,1] лишь кусочно непрерывную 

производную (при условии, что множество точек разрыва про- 

изводной имеет на [0,1] меру Лебега, равную нулю). Более 

того, (10.5) сохраняет смысл, если функции p(x) и 9(т), удовле- 

творяющие условиям (10.1), и функция f(r) имеют на отрезке 

[0, 1] конечное число точек разрыва, первого рода. Напомним, 

что функцию и.(т), минимизирующую при этом (10.5), назы- 
вают обобщенным решением задачи (10.2)- (10.4). 

Вариационная формулировка задачи (10.2)- (10.4), содержа- 

щая функционал (10.5), позволяет для поиска приближения к 

обобщенному решению использовать метод Ритца. Это при- 

ближение можно искать в виде 

N 

им (т) = У ани» (2), a, ER, (10.6) 

n=1 

где а, — искомые коэффициенты, которые зависят OT выбора 

системы базисных функций и„(т), п =1, М. Подчеркнем, что 

(10.6), называемое при фиксированном № приближенным pe- 

шением операторного уравнения (10.2), должно удовлетворять 
главному для функционала, (10.5) граничному условию (10.3), но 

может не удовлетворять его естественному граничному усло- 
euro (10.4). Действительно, (10.4) следует из условия 6] = 0 
стационарности функционала, (10.5), получаемого приравнива- 
нием нулю его первой вариации [XV] 

1 1 

Ли, вы = 2 | риби de +2 | (ди- f)sude = 

0 0 
1 

= 2р(т) и' (т) du(z) | + 2 | (и) + qu—f)dudz =0. 

0
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Это равенство при произвольной Ha полуинтервале (0, 1] вари- 
ации би(т) функции u(x) и выполнении (10.3), т.е. ди(0) = 0, 
приводит к двум условиям в виде (10.2) и (10.4). 

Если на отрезке [0,1] функции p(x), q(x), f(z) имеют точки 
разрыва, первого рода, то включим их в число точек г. Е [0,1], 

п = 0, №, при помощи которых проведем разбиение этого от- 
резка Ha N частичных отрезков. В (10.6) в качестве базисных 
функций Ha отрезке [0,1] выберем 

0, Т < 1п-1; 

‚ LE [Zn-1) Ln]} 

(т) = n=1,N-1, (10.7) 

‚ Ч Е (тп, Tn41]} 
In+1— Ln 

0, х> Тп-+1, 

xr— XNn-1 и, кроме Toro, им = при x € [тм-1, хм] и un = 0 
IN —IN-1 

при 5 < хм-1, где Ln — координаты точек отрезка, (0, 1], 
являющихся узлами КЭ, расположенными на границах между 
элементами, причем хо =Оихм = 1. 

Таким образом, и„(т„) =1 и функция и„(х) линейно изме- 
няется в пределах частичных отрезков [1и-1, Un] и [Тп, Хи+1|, 

примыкающих к точке Z,, п = 1, N—1, принимая на их проти- 

воположных концах нулевое значение (рис. 10.1). Это значение 

ua 

1 

Рис. 10.1



10.1. Одномерная краевая задача 529 

остается неизменным Ha всех частичных отрезках, не содержа- 
щих точку т». При п = № имеем им(хм) =1, а функция им (т) 
линейно изменяется в пределах отрезка [1 м1, ZN] и равна нулю 

на остальных частичных отрезках. 

На любом частичном отрезке [2%n_1,2n], п = 2, М, при по- 
мощи базисных функций и„_1(т) и и„(т) можно однозначно 
представить в виде Gn_1Un—1 Нави» (5) линейную функцию u(z), 
принимающую в точках In] и т» значения и(т„_1) = аи-1 и 
u(%n) = а, соответственно. В самом деле, учитывая (10.7), 
имеем 

Ln — 2 L—Ln-] 
n 

In—In-1 Тп—Фп-—1 

Т — Тп-1 
= An—1 + (€n—An-1) moe 

Ио nr 

Ясно, что при п =1 функция и1(т) однозначно представляет 

на частичном отрезке [0, х1] линейную функцию u(x) = а1и1(т), 
имеющую Ha его концах значения \1 (0) =0 uw и(т1) =а1. 

Каждый частичный отрезок в сочетании с определенными 
на нем линейными базисными функциями является простейшим 
примером конечного элемента (КЭ) с двумя узлами на его 
концах. Базисную функцию, в одном узле КЭ равную единице, 
a во всех остальных узлах (этого и других KO) равную нулю, 
называют функцией формы этого конечного элемента. Ее 
номер совпадает с номером узла, в котором она, равна единице. 
В данном случае каждый из КЭ имеет две функции формы, 
определяемые (10.7). Геометрически линейная функция формы 
и„(т) в точке хЕ [т„_1,х,| равна отношению длин отрезков 

[2п—1, x] И [Zn-1, Ln). 

Если в (10.6) использовать систему базисных функций (10.7) 

с добавлением функции un (zr), ‘то им (т) будет Ha отрезке [0, 1] 

непрерывной кусочно линейной функцией, принимающей в точ- 

ках ти, п = 1, М, значения им (ти) = аи и им (0) =0 (рис. 10.2). 
Чтобы не выделять особо частичный отрезок [0,11], можно 
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на нем ввести функцию формы 1(т) = 1 — — при тЕ (0, 2;] 
1 

и uo(x) = 0 при x > т: и вместо (10.6) написать 

№ 

tin(t) =) ‘ави» (т), am ER, (10.8) 
n=0 

положив в соответствии с главным для функционала (10.5) 
граничным условием (10.3) в = un(0) = 0. 

u 4 

Puc. 10.2 

Приближенное решение (10.8) принадлежит множеству Х*, 

на котором допустимо рассматривать функционал (10.5). Ис- 

пользуя аддитивность определенного интеграла, [VI], предста- 

вим (10.5) в виде 

№ тп 
Ли=»` J (e(ut)?+ qu? = 2fu) de. (10.9) 

На каждом частичном отрезке [1и_1, Zn], ® = 1, №, запишем 

_ т— ти 
un (т) = An—1Un (Zz) + AnUn(Z) = An-1 + (an — An—1) Е 

In — Фп-1
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Отсюда дифференцированием находим 

тЕ [ти_1, т. |, причем ао =0. Подставляя им(т) и Up (т) в (10.9) 
вместо ци и'(т) соответственно, получаем 

Тп 

лв еее" | ходе 
Тп-1 

м г Т-—т,_1\2 
+2. q(2) (an—1 + (an — dn—1) = =. -) dx — 

— `Фп-1 

м Г т-х 
_2 a „а, nol . (10. >. = (е 1 + (а, -а и) a (10.10) 

~~ Ти-1 

Теперь условие 6J = 0 стационарности функционала, (10.5) 

Эм] — |, п = 1, М, ми- 
An 

нимума квадратичной функции (10.10) переменных a, [ХУ]. В 

итоге получаем систему линейных алгебраических уравнений 

(СЛАУ) 

переходит в N необходимых условий 

Ка = ЕЁ, (10.11) 

roe a u Е — №-мерные векторы с координатами a, и 

Int 

r= f sed — Anal - de tet [te ба (10.12) 
al — п 

а, матрица А’ порядка, М благодаря тому, что при фиксирован- 

ном п =1, N—1 в (10.10) отличны от нуля коэффициенты только
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при произведениях а„_1а и AnGn41, является трехдиагональной 

с элементами 

Пе) + (2) (engi — 2)? + ] Geng da (10.13) 

Knm-1 =— / Piz) — ae (En a - Pant) (10.14) 

Кио | 2-е =) =) 4, 015 
(Ти+1 — Tn)? 

In 

(при п = М вторые интегралы в правых частях выражений для 
Ри и Kan исчезают, a К м, м+1 каки Ао не являются элементами 

матрицы К). При фиксированном п = 1, М-1 из равенств 

(10.14), (10.15) следует, что Кип+1 = Kn4in, Т.е. матрица К 

не только трехдиагональная, но и симметрическая. 

Для произвольных функций p(x), 9(т) и f(x) интегралы в 

формулах (10.12) и (10.13)-(10.15) не удается вычислить точно 

и приходится прибегать к методам численного интегрирования 

с применением квадратурных формул. Приближенное вычисле- 

ние этих интегралов можно упростить, если на отрезке [0, 1] 
использовать линейную аппроксимацию функций р(т), g(x) и 

f(z) в виде 

N N N 

p(t) У `ртит (2), 9(2) = У ‘тит (2), f(2)® >> fmtm(2), 
т=0 т=0
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где Pm = P(Lm); Im = 9(5т) и fm = Г(хт). Тогда, подставляя 

(10.6) в (10.5), получим 

Из условий ин 
теперь с учетом 

= 0 снова приходим к СЛАУ вида (10.11), но 

1 

шве) tng (2) de =0, n=1,N-1, 

0 

координаты N-mMepHoro вектора Р равны 

1 N 
Е) = [ше У fm tm (2) dz = 

Тп 

— ] (fn—1Un—-1 + fntn(x))Un(x) dx + 

Тп-—1 

Тп+1 

+ ] (fntn(t) + fr4itn4i()) ии (2) ат, п= 1, М, (10.16) 

Тп 

а, элементы симметрической трехдиагональной матрицы K по- 
рядка № с учетом и, (т) =0, т@ [tn-1, 2n41], могут быть вы-
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числены по следующим формулам (п принимает значения от 1 

до №): 

диагональные элементы 

Kan = | (С О Smt О) de 

_ / (Paes + рии (т) + 

(т. — In-1)? 
Тп—1 

+ (4и-1\—1(2) + dntin(z)) 2 (2) dx + 

Тп+1 

4 ] ( Patel) Pats (x) 

(Cn41 — Tn)? 

+ 

+ (Gntn(2) + Qn41Unti (2)) x2) ах, 

недиагональные элементы 

__ / Pr—1tn-1(2) + Pntin(2) о, 
Тп-—1 

Тп 

Тп-—1 

(10.17) 

(10.18)
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При этом К1о не является элементом матрицы К. Снова при 

п = № вторые интегралы в правых частях выражений для Ри и 

Kynn исчезают. 

Интегралы от базисных функций в (10.16)- (10.18) можно 
вычислить по общей формуле* 

f г! $! 
г $ — _ _ , 1 , . 

Un—1(Z) u, (x) ат pep tt Ln, 1) ( 0 19) 

Тп-—1 

Тогда для п = 1, № получим 

au +2 Tr 2 nt п 

pat 7 Л (т. —In-1) + Л = + (Ти+1 — 20), 

где в правой части при п = М следует опустить второе слагае- 

мое. Далее, 

1 ри ] Kun == 1 + Pn 1 Pn + Рп-1 + 

2 Ln — Тп-1 2 In+1 — Un 

39n + Qn+1 

12 

п—1 + 3Qn И (en 2,1) + (Ти+1 — Ln), (10.20) 

где в правой части при п = № следует опустить второе и 

четвертое слагаемые, и 

Pn-1 + Pn Qn—1 + Qn 
Knn-1 = ~ De, — 1) + 1D (Ln — Тп—1). (10.21) 

Перечислим рассмотренные выше этапы: 

1) переход от формулировки задачи в виде операторного 

уравнения к интегральной формулировке (в данном случае к 

вариационной формулировке, содержащей функционал (10.5)); 

2) разбиение области, в которой предстоит искать прибли- 

женное решение задачи (в данном случае отрезок [0, 1]), на 

*См., например: Норри Д., де Фриз MK.



536 10. ОСНОВЫ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

подобласти и определение в них базисных функций, т.е. выбор 

типа KO; 

3) формирование при помощи совокупности КЭ структуры 

приближенного решения и использование его в интегральной 

формулировке задачи (в данном случае приближенное решение 

в виде (10.6) принадлежит множеству функций, на котором 

допустимо рассматривать функционал (10.5)); 
4) получение СЛАУ Ка = Е для нахождения координат Ay 

вектора а, являющихся значениями искомой функции в узлах 

KO; 

5) применение KO (при необходимости) для вычисления ин- 

тегралов, входящих в выражения для элементов матрицы К и 

координат вектора РЁ. 

Эти этапы в целом и составляют процедуру получения при- 

ближенного решения задачи, называемую методом конеч- 

ных элементов (МКЭ). Ясно, что нахождение значений 
коэффициентов а„ требует применения тех или иных методов 

для решения СЛАУ. Однако этот этап неизбежен не только для 

завершения процедуры MKO и поэтому его обычно рассматри- 

вают как самостоятельный. 

Замечание 10.1. Подчеркнем, что приближенное решение 
одномерной краевой задачи (10.2)-(10.4) при помощи МКЭ 
приводит к симметрической трехдиагональной матрице К в 
СЛАУ вида (10.11). Более того, если в (10.2) p(x) 2 р>0и 
q(x) > 0 при хЕ [0, 1 ид; > 0 хотя бы в одном из узлов с номером 

п = 1, №, то К является матрицей с частичным диагональным 

преобладанием, a для нахождения коэффициентов a, в (10.6) 

эффективно применение метода прогонки. F 

Из (10.12), (10.13)-(10.15) или (10.16-(10.18) следует, что 
применение так называемых финитных базисных функций 

ип (1), п = 0, №, отличных от нуля только в пределах Tex KO, 

которые содержат узел х„, дает возможность независимо вы- 
числять вклады‘ отдельных элементов в матричное уравнение 
вида (10.11). Это очень удобно при алгоритмизации МКЭ по 
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сравнению с приближенными методами решения, в которых ба- 

зисные функции могут быть отличны от нуля лишь в отдельных 

точках отрезка, [0, 1]. 
Чтобы получить представление о погрешности, которая мо- 

жет возникнуть при применении МКЭ, сравним n-e уравнение 

Kn(n-1)Un—1 + Kantn + Ки (пл) ип =f, 

СЛАУ (10.11), которое с учетом (10.20), (10.21) принимает вид 

я (Un — Un—1) + en (Un — Ungi) + 

+ me dn (In — 2n-1)(Un—-1 + Un) + (о — En—1)Un + 

+> eH (741 — Ln) (Un + Unqi) = 

_ fect ths (tn — ty_1) + 2fn + int (лан), (10.22) 

с конечно-разностной аппроксимацией (10.2), положив в (8.3) 
1 . 

Pn+1/2 = 5 (Pn + Pn+1). Тогда для узловой точки с номером п = 

= 1, М-1 запишем 

Pn41 + Pn 

2(2n41 — Фи 

Pn-1 + Pn 

2(2n — Ln-1) 
(Un — Un-1) + ) (Un — Unt1) + 

+ Qn =n 5 Ри Un = Л =n+! 5 enol . (10.23) 

Для совпадения (10.22) с (10.23) достаточно, чтобы g(r) =0 и 
f(z) =const на [0, 1]. В этом случае полученные ранее (см. 8.1) 
оценки погрешности аппроксимации для уравнения (10.23) мож- 
но перенести на уравнение (10:22) и заключить, что послед- 
нее имеет первый порядок аппроксимации. В частном случае 
равномерного расположения узлов на отрезке [0,1], т.е. при 
In41 — 2, = Lyn — Cn-1, ПОрядок аппроксимации будет вторым.
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10.2. Типы конечных элементов 

Рассмотренный выше (см. 10.1) тип конечного элемента 

(КЭ) является одним из простейших и пригоден для прибли- 

женного решения методом конечных элементов (МКЭ) лишь 

одномерных задач математической физики. Существует доста: 

точно много типов КЭ, в том числе позволяющих решать мно- 

гомерные задачи. Можно выделить одномерные, двумерные и 

трехмерные KO. Если одномерный KO представляет собой от- 

резок с двумя или более узлами, то двумерные могут иметь 

форму треугольника, четырехугольника (в том числе прямо- 

угольника) и вообще многоугольника, с расположением узлов не 

только в вершинах. Столь же разнообразны по форме и трех- 

мерные КЭ. Применительно к нестационарным (динамическим) 

задачам могут быть построены КЭ в пространственно-вре- 

менной области, когда, искомое приближенное решение зависит 

не только от пространственных координат, но и от времени. 

При рассмотрении типов КЭ удобно принять, что в отдель- 

но взятом КЭ надо решить задачу приближенного представ- 

ления некоторой функции по заданным значениям ее узловых 

параметров, т.е. решить задачу аппроксимации функции в пре- 

делах этого КЭ. Если при построении КЭ в качестве узловых 

параметров используют лишь значения функции (в случае век- 

торной функции — значения ее базисных функций), то КЭ 

называют лагранжевыми, поскольку в этом случае аппрок- 

симация функции в пределах КЭ аналогична ее представлению 

интерполяционным многочленом Лагранжа. Если же наряду с 

этим в узлах КЭ используют и значения производных функции, 

то КЭ называют эрмитовыми*. | 

Среди лагранжевых КЭ по виду аппроксимирующих мно- 

гочленов различают сёмплексные (от латинского слова, sim- 

plex — простой}, комплексные (от латинского слова сот- 

plexus — сочетание) и мультиплёксные (от латинского слова, 

“UW. Эрмит (1822-1901) — французский математик.
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multiplex — сложный). Интерполяционные многочлены, исполь- 

зуемые в симплексных КЭ, являются линейными, т.е. первой 

степени, и содержат постоянное слагаемое и слагаемые, линей- 

но зависящие от всех координат (и времени, если речь идет 

о КЭ в пространственно-временной области решения задачи). 

Число коэффициентов в таких многочленах равно числу узлов 

симплексного KO и на единицу больше числа независимых пере- 

менных. Одномерным симплексным KO является отрезок с уз- 

лами на концах (см. 10.1). Двумерным симплексным KO будет 

треугольник (рис. 10.3), а трехмерным — тетраэдр (рис. 10.4), 

причем узлы этих KO совпадают с вершинами треугольника, и 

тетраэдра. Таким образом, 4-мерный симплексный КЭ имеет 

d+ 1 узлов. 

Xo A 

F(M) 

x) 

Рис. 10.3 Рис. 10.4 

Интерполяционные многочлены комплексных и мультиплекс- 

ных KO имеют степень выше первой, т.е. являются нелинейны- 

ми. Число узлов таких KO более чем на единицу превышает 

число независимых переменных. В комплексных KO использу- 

ют полные интерполяционные многочлены степени $ > 2, содер- 

жащие все возможные слагаемые, у которых сумма степеней не 

превышает $. Интерполяционные многочлены мультиплексных 

KO не являются полными, а границы таких KO совпадают с 

координатными поверхностями.
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Симплексные конечные элементы. По-существу, бы- 

ло показано (см. 10.1), что при помощи функций формы од- 
номерного симплексного КЭ можно однозначно представить 
линейную функцию, используя ее значения в двух узлах. Интер- 
поляционный сплайн первой степени двух переменных можно 
однозначно построить по трем значениям функции в вершинах 

треугольника [У |. 
Это означает, что в двумерном симплексном KO Da ли- 

нейная функция f(M) координат 21(M), х2(М) точки М Е Da 
однозначно определена, своими значениями Д, fm, fn в трех его 
узлах с номерами I, т, п (см. рис. 10.3) при условии, что эти 
узлы не лежат на одной прямой (в этом случае говорят, что 
треугольный КЭ невырожденный). Приведем формулу для зна- 

чения этой функции в точке МЕ Дл [У]: 

Fi(M) , | Fm(M) 
ИМ) = ~~ fit р Sin + 

Е (М) ao Sn: (10.24) 

где F > 0 — площадь KO, а Е(М), Fn(M), Е, (М) — площади 

треугольников с вершиной в точке М и основанием, совпада- 

ющим со стороной KO, противолежащей узлам с номерами I, 

т, п соответственно. Ha рис. 10.3 выделен один из таких тре- 

угольников с площадью ЁР, (М). Известно, что F = > det A] [У], 

причем элементами первых двух строк квадратной матрицы 

Lil Lim Lin 

А=| 12 Tam Ton 

1 1 1 

третьего порядка являются координаты х1, L2 узлов KO в пря- 

моугольной системе координат Ох1х2. Отметим, что определи- 

тель det А этой матрицы будет положительным, если KO невы- 

рожденный и очередность расположения координат его узлов в 

столбцах матрицы А соответствует обходу их против хода, ча- 

совой стрелки, т.е. узлы КЭ соетавляют правую тройку точек.
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Площади треугольников с вершиной в точке М Е В можно вы- 
1 

числить аналогично. Например, Е, (М) = 51 96% А, (М)|, где 

ти Lim 11(М) 

An(M) = | 12 team 12(М) 

1 1 1 

Ясно, что го + ml) + ый =1 для любой точки МЕ 

ЕДл. При совпадении этой точки, например, с узлом п имеем 
Fn(M) _ ти Fi(M) _ Е» (М) _ 

ЕР ЕР ЕР 

отношения площадей в (10.24) как функции формы ф(М) = 
Fi(M Fin(M Fm(M 

= Ut ) Ym(M) = Fn(M) и Ym(M) = Fmt) двумерного сим- 

плексного КЭ, запишем 

0. Таким образом, рассматривая 

(М) = ЛекМ) + Гифт (М) + fapn(M), МЕВА. (10.25) 

При помощи функций формы можно выразить координаты 
11(М), t2(M) любой точки М Е Ол. Действительно, полагая в 
(10.25) сначала }(М) =х:(М), а затем f(M) = 2(М), получаем 

|" (М) = zy191(M) + х1пФт(М) + 2ingn(M), 
(10.26) 

t2(M) = zaypi(M) +12тФт(М) + 21. (М). 

Наоборот, каждую из функций формы такого КЭ можно выра- 

зить через координаты его узлов и координаты точки МЕ Дл. 

Например, для узла с номером п имеем 

+1 Тт ТЕМ) . 

121 Т2т. t2(M) = 55 (тие - 

1 1 1 

— 21m + (121 — L2m)%1(M) + (21m — 21) => (М) }. (10.27) 

Е,» _ |det A,| 

F OF Yn(M)= 
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Так как узлы с номерами [ и т и точка М образуют правую 

тройку точек, то detA, >0u y,(M)>0, M € Dag. На рис. 10.5 

представлены графики функций формы двумерного симплекс- 

ного КЭ, являющиеся наклонными гранями пирамид с высотой 

1 и основанием Da. 

Рис. 10.5 

Частные производные функций формы по координатам в 

пределах двумерного симплексного КЭ сохраняют постоянное 

Оф, _ L2t— Xam _ On 
значение. Например. из (10.27) находим —— = и —= 

ример, из ( ) AMM oF OF Dro 
Zim — zr 
ТЕ “. При вычислении интегралов от произведения нату- 

ральных степеней а, г, $ функций формы удобно использовать 

формулу" 

а ‚ 5 — 4! т! 5! ] ММ) 95 (MM) dP(M) = 2 ar, (10.28) 

С учетом 0! = 1 (10.28) сохраняет смысл и при нулевых показа- 

телях степени. 

В пределах двух треугольных КЭ с общей стороной мож- 

но точно представить непрерывную кусочно линеиную функ- 

цию. двух переменных, которая в пределах каждого из этих 

KO имеет постоянный градиент. В самом деле, их общая 

сторона является одномерным симплексным КЭ, так что зна- 

*См., например: Норри Д., де Фриз Ж.
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чение /(М) этой функции в любой 

точке М такой стороны однозначно ft 
определено значениями функции в об- 

щих узлах соседних треугольных КЭ, 

аа график такой функции состоит из 

двух треугольников с общей сторо- | 

ной (рис. 10.6). Произвольную гра- хо 

ницу (в том числе с криволинейными Xy 

участками) плоской области D* CR 

можно приближенно заменить лома- 

ной и затем полученный в результате многоугольник заполнить 

треугольными KO, т.е. провести триангуляцию области и по- 

лучить сетку КЭ. В данном случае такая сетка KO будет плос- 

кой. Рассматривая попарно соседние КЭ, приходим к выводу, 

что сетка KO позволяет ограниченную функцию 9(М), МЕД», 

определенную в области D*, приближенно заменить непрерыв- 

ной кусочно линейной функцией, принимающей в каждом узле 

значение, совпадающее со значением в этом узле функции 9(М). 

Рис. 10.6 

Отметим, что функции формы, удовлетворяющие (10.26) в 

сочетании с условием (М) + ф„(М)-+Фф„(М) = 1, называют 

барицентрическими координатами точки М относитель- 

но вершин треугольника (по гречески дорос — тяжесть). Они 

были введены в 1827 году немецким математиком А.Ф. Ме- 

биусом (1790-1868) при решении задачи о таком размещении 

системы масс в вершинах треугольника, при котором данная 

точка была бы центром масс этой системы. Иногда эти функ- 

ции формы называют также естественными узловыми коорди- 

натами точки М Е Дл в двумерном симплексном KO. 

Переидем к рассмотрению трехмерного симплексного КЭ 

д с узлами, имеющими номера К, [, т, п, не лежащими в одной 

плоскости и являющимися вершинами тетраэдра, (см. рис. 10.4). 

Как и в треугольном KO положение точки М Е Ол можно 

определить ее барицентрическими координатами, но теперь 

относительно четырех узлов, что приведет к системе линейных
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алгебраических уравнений (СЛАУ) 

т1кФк (М) +: иФ(М)-+11тФт(М)+хтФ(М)=21(М), ( (М) 

х2кФк(М)-+хяФ(М)+тжтфт(М)+ 2. (М)==2(М (10.29) 

t3kPk(M)+23191(M)+23mPm(M)+23n~n(M)=23(M ) 

) (M ye(M)+91(M)+¢m(M)+¢n(M)=1 

относительно функций формы y(M) с соответствующими ин- 

дексами. В первых трех строках квадратной матрицы 

[т 111 Lim Tin \ 

Т2к 12 1т TL2n 

ТЗ 13 L3m L3n 

1 1 1 1 

четвертого порядка этой СЛАУ стоят координаты т1, 12, тз 

узлов в прямоугольной системе координат Ох1х2хз. Функции 

формы будут однозначно связаны с этими координатами, если 

матрица, В невырожденная, т.е. detB +0. 

Используя свойства определителей [III], из первых трех 

столбцов 4е В вычитаем четвертый столбец и получаем 

Lik ТИ Lim Tin Lik—Lin LilI-Lin Lim—Lin Lin 

Lak 12 Lam 1%т| | LAak—Lan LIAl—-LIn Тжтж-Тжт Lan| __ 

L3k 13 L3m TL3n 7 L3k—23n 13 —Т3п ®L3m—23n L3n — 

1 1 1 1 0 0 0 1 

1-1 1п Ll—-Lin Т1т - ФТ] 

—|12 121 L2I-LAn 1Т2т 12 |. 

ТЗ —Ф3п 13—13п L3m—2L3n 

Определитель в правой части этого выражения равен смешан- 

ному произведению трех векторов, направленных вдоль ребер 

тетраэдра, выходящих из одной вершины (в данном случае, из
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узла, с номером п). Следовательно, det Аз #0, если эти век- 

торы некомпланарны [III], т.е. вершины тетраэдра не лежат 
в одной плоскости, а его объем У отличен от нуля. В этом 

случае говорят, что трехмерный симплексный КЭ невырожден- 
ный. Отметим, что |det В| = 6У, причем det В = 6У, если при 

наблюдении из п-го узла обход узлов с номерами К, [и т ocy- 
ществляется по ходу часовой стрелки (см. рис. 10.4). 

Согласно правилу Крамера, из (10.29) находим, например, 
для п-го узла, 

114 Ти Zim 2(M) 

1 |524 хх Lam 22(М) V,(M) 

_ 6V | 23, ты 23m 23(M) 

1 1 1 1 

поскольку определитель в (10.30) равен 6V,,(M), где V,(M) — 
объем тетраэдра с вершинами в точке М и в узлах с номерами 
К, Ги то (см. рис. 10.4). Аналогично можно найти выражения для 
Фк(М), Ф(М) и ф.(М). Таким образом, барицентрическими 

координатами точки М относительно узлов трехмерного сим- 
плексного КЭ являются отношения объемов соответствующих 
тетраэдров. 

Производные функций формы в пределах трехмерного сим- 
плексного КЭ также сохраняют постоянное значение. Так, на- 
пример, из (10.30) с учетом изменения знака, определителя при 
перестановке строк следует, что 

То.тТ21т 111 р 1 260210 2т 1 

Ox, ви 13731 3т ви 12672179 |, 

1 11 L3kL3I1L3m 

LE Lz L1ELYTL дел _ ] 1k“1l41m др _ 1 1k“1l41m 

Or, > 6V 1 1 1 fs дз = 6V 121212 2т 

1321317 3т 111 
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При вычислении интегралов от произведения натуральных сте- 

пеней р, а, г, $ функций формы справедлива формула» 

] eR (M) ом) (м) 8 (M) dV(M) = 
У 

lalirl el 

бу. (10.31) 
(p+q+r+s+3)! 

С учетом 0!=1 (10.31) сохраняет смысл и в случае нулевых 

показателей степени. 

Два соседних трехмерных симплексных КЭ с общей гранью 

позволяют точно представить непрерывную кусочно линейную 

функцию трех переменных, которая в пределах каждого из этих 

KO имеет постоянный градиент. Действительно, их общая тре- 

угольная грань является двумерным симплексным КЭ, так что 

значение этой функции в любой точке такой грани однознач- 

но определено значениями функции в общих узлах соседних 

трехмерных КЭ. Аналогично плоской области произвольную 

пространственную область 42* можно приближенно заменить 

совокупностью таких KO, образующих пространственную сет- 

ку. Рассматривая попарно соседние КЭ, приходим к выводу, 

что эта сетка дает возможность ограниченную функцию 1 (М), 

М Е @*, определенную в области (+, приближенно заменить 

непрерывной кусочно линейной функцией, принимающей в ка- 

ждом узле значение, совпадающее со значением в этом узле 

функции h(M). 
Итак, при линейной аппроксимации Ha 4-мерном симплекс- 

ном KO ® с числом узлов 4+ 1 действительной функции u(M), 

М Е ©, можно записать 

u(M) = и ф1(М)+...+ ua41%a41(M) =U, ®.(M), (10.32) 

где О и Ф.(М) — матрицы-столбцы размера (4+1) x 1, эле- 

ментами которых являются значения и„ этой функции в узлах 

*См., например: Норри Д., де Фриз Ж.
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и функции формы ф„(М), MEQ, п = 1, 4+1, этого KO. Од- 

нако линейная аппроксимация функции в пределах каждого 
симплексного КЭ может оказаться довольно грубой, особенно 
в случае больших по абсолютному значению градиентов этой 
функции, а повышение точности потребует использования сет- 
ки КЭ с весьма большим числом симплексных элементов. Общее 
число КЭ можно уменьшить, если в пределах каждого элемента, 
повысить степень аппроксимирующего многочлена, т.е. перей- 
ти к комплексным или мультиплексным КЭ. 

Комплексные конечные элементы. Одномерный ком- 

плексный лагранжев KO — это отрезок Х С К с М > 2 узлами 

в точках 5, п=1, М. В пределах такого KO функцию u(z) 

можно аппроксимировать многочленом степени $ = N — 1: 

N 

u(r) = Уи.» (т), (10.33) 
n=1 

где и„ — узловые значения этой функции, a 

L,(z) = I] о 
In — Тт 

т=1, № 
men 

интерполяционный многочлен степени $ = N — 1, который и 

является функцией формы этого KO, соответствующей узлу тп, 

так как L,(z,)=1,n=1,N,u L,(tm) =0 при tm # хп, а 

№ 

So L(x) =1. (10.34) 

Последнее равенство следует из свойства правой части COOTHO- 

шения (10.33) точно представлять все многочлены до степени 
$ = М -— 1 включительно [II]. Функция u(r) = 1 является много- 

членом нулевой степени и для нее Up = и(х.) = 1, в = 1, М, что 

доказывает справедливость (10.34).
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Если на одном или обоих концах отрезка Х узел отсут- 

ствует, то такой одномерный КЭ называют сингулярным. В 

этом случае (10.33) экстраполирует функцию u(x) в окрестно- 

сти конца, отрезка, на котором отсутствует узел. 

Полный многочлен двух переменных, имеющий степень $, 

включает (8 + as + 2) коэффициентов [VII]. Поэтому для по- 

строения двумерного комплексного лагранжева KO, функции 
(5) 

формы Yn которого являются многочленами степени $, не 

обходимо располагать значениями аппроксимируемой функции 

в N= eet) 
узлах. При s=2 имеем N=6. Если вы- 

брать треугольный KO, то при его произвольном расположении 

в плоскости любая из сторон может оказаться параллельной од- 

ной из координатных осей, например Oxy, т.е. быть отрезком 

прямой 52 = соп$%. Вдоль этой стороны многочлен будет ква: 

дратным трехчленом по ху, и для однозначного определения его 

коэффициентов необходимо три узловых значения аппроксими- 

руемой функции. Таким образом, на каждой стороне необходи- 

3 мо иметь по три узла. Эти узлы можно 

расположить в вершинах и серединах 

6 5 сторон треугольника (рис. 10.7). Тогда 

функции формы 2), п = 1,6, такого 

комплексного КЭ удается выразить че- 

рез три линейные функции формы $1, 

22, фз симплексного KO. 

bm
 

нь
 ‹ 

No
 ¢ 

Puc. 10.7 

Tak, в узле 4, находящемся в середине стороны треугольни- 

ка, имеем ф1 = ф2 = 1/2. Если положить yl?) = 412, то такая 

функция формы будет многочленом второй степени, принимаю- 

щим значение | в „своем“ узле и 0 во всех остальных. Функция 

формы yl?) Также должна быть произведением двух линейных 

сомножителеи. Если одним из них будет ф1, то произведение 

обратится в нуль во всех точках стороны, противоположной 

узлу 1 (в частности, в узлах 2, Зи 5). Чтобы произведение 

обращалось в нуль в узлах 4 и 6, оно должно содержать сомно-
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житель $1 — 1/2. Но произведение ‹21 (1 — 1/2) в узле 1 равно 

лишь 1/2, т.е. его необходимо нормировать, умножив на два. В 

итоге получаем yl?) = 11 (2—~; — 1). Теперь можно записать 

ge) = (21-1), PY =4¢iy2, of? =¢2(2~2-1) (10.35) 

и т.д. с учетом перестановки нижних индексов, указывающих 

номера узлов. Несложно проверить, что сумма всех функций 

формы oy?) п = 1,6, равна, единице. 

При $ =3 для построения полного многочлена, необходи- 

мо М№ = 10 узлов. Если снова выбрать треугольный KO, то 

при его произвольном расположении на каждой стороне должно 

быть по четыре узла. Действительно, любая из сторон может 

оказаться параллельной одной из координатных осей, напри- 

мер Ох!. В этом случае многочлен будет кубичным по х1, и 

для однозначного определения его коэффициентов необходимо 

знать четыре значения аппроксимируемой функции. Если по- 

местить узлы в вершины и каждую из сторон разделить узлами 

Ha три равные части, то останется десятый узел, который будет 

внутренним. Для упрощения построе- 

ния функций формы его целесообразно 

поместить в точку пересечения меди- 

ан треугольника (рис. 10.8). Функции 

(3) формы у’, п = 1, 10, этого комплекс- 

ного КЭ также удается выразить через 

три линеиные функции формы $1, 42, Рис. 10.8 
(3 симплексного KO. 

В узле 10 ф: = 2 = »3 = 1/3. Положим yl) = 270123 
и убедимся, что такая функция формы, являясь многочленом 
третьей степени, принимает значение | в „своем“ узле и 0 

во всех остальных. Функции формы о) остальных узлов с 
номерами п = 1,9 также должны быть произведениями трех 

(3) линейных сомножителей. Tak, чтобы функция формы $) 

обращалась в нуль в узлах 2, 3, би 7, она должна содержать
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сомножитель 1, а сомножители ‹21 — 1/3 и Y, — 2/3 обеспечат 
обращение в нуль в узлах 5, 8, 10 u 4, 9 соответственно. Однако 

произведение ‹21 (21 — 1/3) (21 -2/3) в узле 1 равно 2/9. Умножая 

его на 9/2, получаем yl?) = = 71 (3¢1 — 1)(38yy— 2). 

По аналогии с предыдущим КЭ можно заключить, что функ- 
ция формы узла, принадлежащего только одной стороне тре- 
угольника, должна содержать произведение линейных функций 
формы прилегающих вершин. Так, для узла 4 наличие в его 

функции формы yl) сомножителя в виде произведения 1422 
обеспечивает ее обращение в нуль во всех „чужих“ узлах, кро- 
ме узлов 5 и 10. Обращение в нуль в этих двух узлах будет 
обеспечено, если третьим сомножителем будет ф! — 1/3. Но 
произведение (21422 (+1 — 1/3) в узле 4 равно 2/27. Умножив его 

на 27/2, получим yl) = sepa (31 — 1). В итоге запишем 

3 1 vio = 2Teipaer, vr) = ФИЗ — (341 - 2), 
9 9 

yy) = 52142 (341 -1), y= 5212 (342 — 1), (10.36) 

1 
py) = 52(342 — 1) (362 - 2) 

И Т.Д. также с учетом перестановки нижних индексов, ука- 

зывающих номера узлов. Непосредственной проверкой можно 

убедиться, что сумма всех функции формы 28), п = 1, 10, снова 

равна, единице. | 

Можно показать*, что треугольный комплексный элемент 

удается построить и в случае $ > 3, а четырехугольный — 

при $ > 4. Полный многочлен степени $ от трех координат 
(s+1)(s+2)(s +3) 

2 

двумерному случаю можно установить, что при $ < 4 такой 

многочлен удается построить лишь для комплексных элементов 

в форме тетраэдра. 

Т1, 12, Хз имеет коэффициентов. Аналогично 

*См., например: Зарубин В.С., Селиванов В.В.
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Если при $ =2 каждую грань тетраэдра выбрать в виде 

треугольника, изображенного на рис. 10.7, то N = 10, а функ- 

ции формы 2(2) с соответствующими индексами следуют из 

(10.35). Если же при $ = 3 каждая грань тетраэдра имеет вид, 

показанный на рис. 10.8, то N = 20 и функции формы ‹2(3) с 

соответствующими индексами можно найти из (10.36). 

Отметим, что представление функций формы 2 (М) KOM- 

плексных KO в виде (10.35) или (10.36) позволяет при вычисле- 
нии интегралов использовать (10.28) или (10.31), а производные 

этих функций по координатам выразить через производные 

функций формы симплексных КЭ. При аппроксимации дей- 

ствительной функции и(М), М ЕО, в пределах комплексного 

KO © с числом узлов N остается в силе (10.32), но теперь раз- 

мер матриц-столбцов U. и Ф. будет N X1, а их элементами — 

узловые значения и„ этой функции и функции формы 2 (М), 

п = 1, №, KO соответственно. 

Мультиплексные конечные элементы. Мультиплекс- 
ный лагранжев КЭ в прямоугольных декартовых координатах 

г) +=1, 4, имеет вид прямоугольника (4=2) или прямоуголь- 

ного параллелепипеда (4=3). На каждой из параллельных 
координатной оси Ох; сторон (или ребер) таких КЭ число уз- 
лов №; и их расположение одинаково, но может отличаться от 
числа, и расположения узлов на сторонах (или ребрах), парал- 

лельных другой оси (или другим осям). Наибольшее возможное 
число узлов в прямоугольнике (с учетом внутренних) равно 
№ №, а в параллелепипеде (с учетом внутренних и на его гра- 
нях) — N,NQN3. Функция формы для п-го узла в точке M,, с 

координатами хм» является произведением интерполяционных 
многочленов по каждой из координат: 
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где М — точка с координатами 2;, += 1,4, принадлежащая 
мультиплексному KO, а Zim — координаты узлов Ha стороне, 

параллельной оси Ох;. Приз; =ти, =1, 4, в п-м узле [и(тт) = 

=1u Yn(M,) = 1, а во всех остальных узлах ф„(М) = 0. 

Многочлены в (10.37) имеют в общем случае по каждой из 

координат х;, {= 1, 4, различную степень $; = №; — 1 и поэтому 

не являются полными. Вместе с тем многочлен; аппроксимиру- 

ющий функцию и(М) вдоль каждой стороны (или ребра) KO, 
является полным по соответствующей координате, обеспечивая 
непрерывность аппроксимации на границе между соседними 

элементами. В связи с этим мультиплексный KO с различ- 
ными значениям $; удобен для согласования между собой сим- 
плексных KO (или комплексных KO с низкой степенью полного 
интерполяционного многочлена) в области малых градиентов 
искомого решения и комплексных KO с высокой степенью MHO- 
гочлена, в области, где ожидаются большие градиенты искомого 
решения. 

Если на всех сторонах (или ребрах) мультиплексного КЭ 

число №; узлов одинаково, то для прямоугольника или пря- 
моугольного параллелепипеда при 5; = №; — 1 < 4 многочлен 
остается неполным. Например, в прямоугольнике с узлами в 
вершинах (рис. 10.9) можно построить билинейный многочлен 

ао + 6111 + 6252 + 6125152 с четырьмя коэффициентами. Эти 

коэффициенты однозначно определены узловыми значениями 
аппроксимируемой функции [У |, а на сетке таких прямоуголь- 

Хх. в бо 

1 

Рис. 10.9
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ников билинейные многочлены представляют непрерывную ку- 

сочно линеиную функцию. 

Билинейный многочлен отличается от полного многочлена, 

степени $ =2 отсутствием слагаемых, содержащих 2? и 12. 

Если ввести дополнительные узлы в серединах сторон прямо- 

угольника и не вводить внутренних узлов, то можно построить 

многочлен 

ао + by 21 + 60252 + 6121152 + 

+ 61122 + 62222 + C127 29 + 21122 (10.38) 

с восемью коэффициентами. В отличие от полного многочлена, 

степени 5 =3 в нем отсутствуют слагаемые с 1? и 23. Анало- 

гичная ситуация возникает и для трехмерных мультиплексных 

KO в форме прямоугольного параллелепипеда. 

В середину прямоугольного КЭ поместим начало прямо- 

угольной системы координат О&1&2, оси которой параллельны 

его ребрам (см. рис. 10.9). Тогда функцию формы для любо- 

го n-ro узла, находящегося в вершине прямоугольника, можно 

записать в виде 

2 
1 — 

р»(М) = g П@+6»%) п= 1,4, (10.39) 

где €;, 1=1,2, — координаты принадлежащей KI точки М, 

а €in — координаты п-го узла, принимающие значения +1. В 

случае прямоугольника с дополнительными узлами в серединах 

сторон для узлов в вершинах получим 

2 

en (М) = (в +66, - И T+ Eng), m=T 4, (10.40) 
1=1 

а для дополнительных узлов с координатами &, одна из 

которых равна, нулю, — 

— 1- EF bt 7 1.82 

2 

2 

Фт(М) Па+е»&), т=т,4. (10.41) 
i=]
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Когда, на каждой стороне прямоугольника равномерно распо- 

ложено по четыре узла, имеем 

ФМ) = 5-е) +96), Ge =t1, ве 

yi(M) а) а-@) (14+ 9€n1€), fists, &21 = 1, ~ 32 

2 2\ _ 0 2 

pn (M) = 65 [[G +6), вв =. 
1=1 

В прямоугольной системе координат O€) £263 с началом в се- 

редине KO в виде прямоугольного параллелепипеда, (рис. 10.10), 

имеющего узлы только в вершинах с координатами & и = +1, &= 

= 1,2, 3, п =1, 8, для функций формы получим 

_ __ 
en(M) =; [(+&=&), п=1, (10.42) 

i=1 

где €; — координаты точки М, принадлежащей этому KO. При 

наличии дополнительных узлов в серединах ребер с координа- 

Хз | 534 

xX)
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тами €jm, т = 1, 12, одна из которых равна нулю, имеем 

3 
»,,(M)= 1— (€4m€2k€3)* — amas)" — (Езт 61462)" Па ЕЕ) 

1=1 

3 
(М) — Ein€1 бе + €3n§3 —2 Па + Eins) 

i=1 

для дополнительных узлов и узлов в вершинах соответственно. 

Когда на каждом ребре параллелепипеда равномерно распо- 

ложено по четыре узла, для узлов в вершинах при €;, = +1 

получим 

3 

pn(M) = (> 16 Ц (1 + Ein€i), n=1,8, (10.43) 
t=1 i=1 

а для узлов при 14 = £1/3, E24 = 3, = 1, k= 1,8, — 

Фк(М) = (1 — &) (1 +91 к&1) (1 + &2%Е2) (1 + Езьёз). — (10.44) 

Для шестнадцати промежуточных узлов Ha остальных восьми 

ребрах следует в (10.44) соответствующим образом изменить 

индексы. 

Мультиплексные КЭ можно постро- 

ить не только в прямоугольных, HO и в x 4 

любых ортогональных системах коорди- 5} 
нат, в том числе в полярных (или ци- |---1-----; 
линдрических) и сферических координа- | 
тах. Для трехмерных задач применимы : ; 
лагранжевы KO в виде треугольных пря- О NI ! = 
мых призм (рис. 10.11), причем в плос- Я Xp 
кости, параллельной основанию призмы, 4x, р 

аппроксимирующий многочлен является 
полным (линейным или более высокой Рис. 10.11
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степени) по двум координатам. После умножения этого много- 

члена на многочлен по координате &, отсчитываемой вдоль оси 

O€, перпендикулярной основанию, получают неполный много- 

член по трем координатам. Однако КЭ, у которого хотя бы 

одна грань непараллельна координатным плоскостям, строго 

говоря, нельзя отнести ни к симплексным (или комплексным), 

ни к мультиплексным. 

Например, для прямой треугольной призмы с узлами только 

в вершинах получим 

~ 1+ 
вым) = Е", (М), п=1, 2,3, (10.45) 

где & — координата точки М, перпендикулярная основанию, 

€, = +1 — координата основания, содержащего п-й узел, a 

Yn(M) — функция формы п-го узла, двумерного симплексного 

КЭ, совпадающего с основанием призмы. При наличии допол- 
нительных узлов в серединах всех ребер призмы имеем 

ем) CHEE) =, (a, n=1,3 

т (М) = (1-€*)~n(M), m=1,3, 

(М) = 2(1+ в) ф"(М)ф„(М), & =+1, k=1,3, 

Ф"(М) 

для узлов в вершинах, серединах боковых ребер и сторон осно- 
вания соответственно, причем ф„(М) — функция формы дву- 
мерного симплексного КЭ в сечении призмы, перпендикуляр- 

HOM боковому ребру в узле с номером п или т, а y*(M) и 
Ф„(М) — функции формы этого KO для узлов на концах сто- 

роны основания, содержащей узел с номером К. 

Аналогично можно построить функции формы для КЭ в 

цилиндрических координатах г, Ф, 2, когда сечение области 
решаемой задачи, проходящее через ось Oz, разбито на дву- 
мерные симплексные KO, а & выполняет роль полярного угла, ф.
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Как и в случае комплексных KO, при аппроксимации дей- 
ствительной функции (М), MEQ, в пределах мультиплекс- 
ного КЭ 2 с общим числом узлов № справедливо приближение 
(10.32), причем элементами матриц-столбцов U, и Ф. размера 
N X 1 являются узловые значения Up, этой функции и функции 

формы ф„(М), п = 1, №, мультиплексного KO соответственно. 
Все рассмотренные типы КЭ обеспечивают непрерывную 

аппроксимацию искомой функции как внутри элемента, так и 
на границах между однотипными соседними элементами. Но 
может возникнуть необходимость обеспечить при переходе че- 
рез границу между соседними KO непрерывную аппроксима- 
цию не только функции, но и всех ее производных первого 
порядка. Такую аппроксимацию называют гладкой. Это 
требование можно выполнить, если при построении KO ис- 
пользовать в качестве узловых параметров не только значения 
функции, но и значения ее производных, т.е. перейти от ла- 
гранжевых к эрмитовым KO. 

Эрмитовы конечные элементы. Простейшим одномер- 
ным эрмитовым KO является отрезок [Xp-1, Zn] с узлами Ha 
концах и узловыми значениями ии_1, и, _1, Un, и функции u(z) 

и ее производной w(x). Эти значения единственным образом 
задают кубический интерполяционный многочлен Эрмита, ап- 
проксимирующий в пределах этого КЭ дифференцируемую на 
концах отрезка функцию u(z): 

22(т— 1—1) +h 
h3 u(x) = Un—-1(Ln — т) 

L— Lp 2(r,—2z)*? +h 
+ 1 (21-2)? 72 ~ + Un (@—Ln—1)? ( = 

L— Ти-1 
и, (т — 1—1)" 2 | (10.47) 

гдей = т; — 1,1. Для четырежды непрерывно дифференцируе- 

мой в интервале (1—1, 2.) функции u(r) наибольшая возможная 
погрешность в (10.47) пропорциональна, hé4 [II].
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Если обозначить & = =, w(€) = (1 — &)2(1+2&) и w(€) = 

= €(1—£)*, то вместо (10.47) аналогично (10.32) можно напи- 

сать 

т и(М)=0.Ф.(М), И, = (un-1; U1; Uns uh), (10.48) 

гдеФ.(М)= (4(1-&) hw(1-€) v(€) hw(€)) — матрица-стол- 
бец размера 4 х 1, элементами которой являются функции фор- 
мы рассматриваемого одномерного эрмитового КЭ, а М — 
точка с координатой х Е [т.—1, Ln]. 

X24 UgUg Ugo 

” ь 

ии 119412 Sy UgUy 1 U9 

Puc. 10.12 

Примером двумерного эрмитова KO с полным кубическим 

многочленом является треугольник с узлами в вершинах и 

четвертым узлом в точке пересечения медиан (рис. 10.12), в 

котором в качестве узлового параметра принимают значение 

U4 аппроксимируемой функции и(х1,12), дифференцируемой в 

трех остальных узлах. Как и в случае комплексного КЭ функ- 

ция формы 90) = 27ф1ф2фз для этого узла обращается в нуль 

на всех сторонах треугольника, поскольку на любой стороне 

одна из функций формы 1, 2 или фз двумерного симплексно- 

го KO равна нулю, а в „своем“ узле равна, единице, поскольку 

ф1 = ф2 = фз = 1/3. В вершинах треугольника узловыми параме- 

трами являются значения ии, п = 1,2, 3, функции и(т1,12) и ее 

частных производных Un1, Ung первого порядка по координатам 

т1 И т соответственно. Итак, общее число узловых параметров
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равно 10, что необходимо для однозначного построения полно- 

го кубического многочлена двух переменных. Функции формы 

(например, для узла с номером п = 1) можно записать в виде* 

ey" = ФЕ (yi + 342 + Ф3) — 7123, 

#0) = 41 (6532 — 62243) + (652 — 623) ф1ф2фз, (10.49) 

59) — yi (61263 — 61342) + (bi3 — 12) 2123, 

где 612 = (12)з — (r2)1, 13 = (12) 1 — (12)2, 622 = (11): — (т1)з, 623 = 

= (11)2 — (51)1, причем (51); и (52); {=1,3, — координаты 

узлов в вершинах треугольника. Если номера п = 1,2, 3 узлов 

возрастают при движении против хода, часовой стрелки, то для 

узлов с номерами 2 и Зв (10.49) следует провести циклическую 

перестановку нижних индексов. Положим 

T 

Ф.(М) = (22) Ar $5 $ $0 92 BY oY 92 9), 
T 

U') = (uy uy, 12 U2 U2, Ue2 U3 из U32 U4) 

Тогда для приближенного значения функции u(M) в точке 

М, принадлежащей рассматриваемому KO, аналогично (10.48) 

получим u(M) =U, Ф(М).. 
Изменение функции и вдоль каждой стороны такого КЭ 

аппроксимирует кубический интерполяционный многочлен Эр- 

мита по координате $„, направленной вдоль этой стороны и 

отсчитываемой от узла с номером п = 1,2,3 (см. рис. 10.12). 

Коэффициенты этого многочлена можно однозначно выразить 
„ Ou 

через узловые значения функции ци и ее производной 5 В вер- 
Зп 

v Ou 
шинах Ha концах каждой из сторон КЭ. Производная 5. В 

Зп 

каждой вершине с номером п является линеиной комбинаци- 

ей значений Up, И и„2, ОдИиНнаковой для соседних KO с двумя 

*См., например: Зарубин В.С., Селиванов В.В.
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общими вершинами. Поэтому кубические многочлены, постро- 

енные в соседних KO, совпадают на стороне между этими 

вершинами. Это обеспечивает непрерывность аппроксимации 

функции и и ее производной a при переходе через границу 

между КЭ. Однако непрерывность аппроксимации производ- 
» ди 

НОИ Dp B направлении нормали ик Границе между соседними 
и 

Ou 
KO в общем случае отсутствует, поскольку изменение 5, ВДОЛЬ 

и 
этой границы описывает многочлен, квадратичный по $, и 

его коэффициенты нельзя однозначно найти по двум значени- 
ц vu 

ЯМ Dp в вершинах Ha концах этои стороны. Таким образом, 
и 

рассматриваемый КЭ не обеспечивает гладкой аппроксимации 

функции Uw. 

Треугольный эрмитов KO с гладкой аппроксимацией функ- 

ции (521,12) можно построить на основе полного многочлена 

пятой степени, содержащего 21 коэффициент. В качестве узло- 

вых параметров в вершинах с номерами п = 1, 2,3 принимают 
v 07 u Ou 

по шесть значении Un, Им, Un2, Unll = | = » Un22 = | aw 

И Uni2 = (=) ‚ а в серединах сторон — значения ит, = 
021022 n 

Ou 
= (5,) т = 4,5,6, производных в направлении нормали к 

/т 

каждой из сторон (рис. 10.13), т.е. всего 21 параметр. 

*2 4 Ug Ug | Ugo 
U311U4322%312 

UyUy Uy Uy Up Us) U9 
Ui 4 20%112 Up 1 114222212 

O xX, 

Рис. 10.13
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Изменение u(s,,) вдоль любой стороны такого KO описывает 

многочлен пятой степени по координате s,. Его коэффициенты 

ди 9? и 
однозначно определены значениями U, 5s. И 952 В двух верши- 

Sn 32 

v Ou 7 u ъ 
нах Ha концах этои стороны. Значения Ds. И 952 в каждои 

Sn 32 

вершине являются линейными комбинациями узловых параме- 

тров (tinj, Un2 И Unil; Un22,; \и12 соответственно), одинаковы- 

ми для КЭ с общими вершинами. Поэтому многочлены пятой 

степени, построенные в соседних КЭ, совпадают на стороне 

между этими вершинами, что обеспечивает непрерывность ап- 
ди д?и 

проксимации и, -— и >> при переходе через границу между 
Зп Sn 

Ou v 
соседними KO. Производную 5, На любой стороне КЭ аппрок- 

и 

симирует многочлен четвертой степени по 3„, коэффициенты 
2 

Ou 
которого однозначно определены значениями — И ——- 

ди OVOSn 
v Ou 

вершинах на концах этои стороны и значением Dp Bee середине. 
и 

Но значения 9% и ru 
ди OVOSy, 

нейными комбинациями узловых параметров в той же вершине, 

одинаковыми для соседних KO с общими вершинами. Следова- 

тельно, при переходе через границу между соседними КЭ будет 

в двух 

В каждой вершине являются также ли- 

» ди 
обеспечена, непрерывность аппроксимации И ПРОиИЗВоОДНоОи Bp’ 

и 
т.е. гладкая аппроксимация функции Uw. 

Прямоугольный КЭ со сторонами, параллельными осям де- 

картовой системы координат Ох\!х2, обеспечивает гладкую 

аппроксимацию функции и(11,12), если в каждой вершине с 

номером т в качестве узловых параметров выбрать по четы- 

ре значения Um, Umi, Um2 И Umi2, = 1,4 (рис. 10.14). Вдоль 
ъ » ди 

каждои стороны изменение функции u и ее Производнои Dp B 
: и 

направлении и нормали к этой стороне описывают кубические 

многочлены по координате Sp, отсчитываемой от вершины с 

номером т. При этом коэффициенты многочлена, аппрокси- 

мирующего функцию и, однозначно связаны с ее значениями
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x 
28 Ugg UgoUg 9 UgU3 | Ugz9U3 12 

4 — 3 
$3 

| $4 > 

51 
1 —_— 2 

19119124112 Up Uo 142525 12 

O Xy 

Рис. 10.14 

» Ou 
и значениями производной Ds. в вершинах Ha концах paccMa- 

Sm 

v Ou 
триваемои СТОроны, а коэффициенты многочлена для Op — CO 

и 

значениями ди И a 
Ov OVOSm 

узловых параметров оказывается достаточно для обеспечения 

непрерывности аппроксимации функции и ее первых производ- 

ных при переходе через границу между соседними КЭ. Внутри 

KO функцию и аппроксимирует многочлен, содержащий произ- 

ведения координат XZ] и 12 в степенях от 0 до 3. Такой много- 

член является неполным и его обычно называют бикубическим. 

Для каж дого из 16 узловых параметров можно построить функ- 

цию формы, используя произведения кубических многочленов 

OT 51 и 12 вида (10.47). 

в этих же вершинах. Таким образом, 

Четырехугольные (в частности, прямоугольные) KO с глад- 

кой аппроксимацией искомой функции можно построить путем 

объединения треугольных К.Э. Это может привести к умень- 

шению общего числа узловых параметров, но обычно связано 

с усложнением функций формы. Возможность уменьшения об- 

щего числа узловых параметров становится более важной для 

трехмерных КЭ. Параметры узлов, расположенных внутри та- 

ких KO, можно исключить приемом, получившим название кон- 

денсации*. 

*См., например: Норри Д., де Фриз Ж.
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10.3. Матричная форма 

представления функций 

Одним из преимуществ метода конечных элементов (МКЭ) 

при решении задач математической физики является простота, 

и однотипность операций по подготовке задачи к решению. 

В значительной мере это преимущество связано с матричной 

формой представления основных соотношений, используемых 

в MKO. 

Пусть для определенности речь идет о решении задачи в 

некоторой области У С В“. Сначала следует выбрать тип ис- 

пользуемых конечных элементов (КЭ) и заполнить ими область 

У так, чтобы они не пересекались и не образовывали пустот, 

а также достаточно точно представляли границу области, ес- 

ли она имеет криволинейные участки. В результате получим 

сетку КЭ, занимающую область Vo, в общем случае не совпа- 

дающую с У, но обычно такую, что И СУ. 

Обозначим общее число КЭ через Ё. Необходимо устано- 

вить взаимно однозначное соответствие между номерами NV = 

—=1, М; узлов образованной сетки и номерами узлов п = 1, №, 

каждого отдельного KO с номером е = 1, Ё. Если KO выбран- 

ного типа имеет внутренние узлы, то для таких узлов устано- 

вление соответствия происходит независимо от соседних KJ. В 

противоположность этому граничные узлы принадлежат одно- 

временно нескольким соседним КЭ, что необходимо учитывать 

во избежание пересечения элементов или возникновения пустот 

между ними. Итогом установления указанного соответствия 

между глобальной (сквозной) нумерацией узлов сетки и локаль- 

ной нумерацией узлов КЭ является построение для каждого КЭ 

с номером е матрицы ®. размера, № x Ny, элементы которой 
е . 

Qh) = 1, если узел № сетки совпадает с узлом п этого KO, в 
е) противном случае 0 = 0. 

Зависящие в общем случае от времени ¢t узловые значения 

un(t) действительной функции можно представить на сетке
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KO матрицеи-столбцом U размера Ny x 1, а значения ul?) (t) 

этой функции в узлах KO — матрицами-столбцами Ос размера, 

№: х1. Если функция является векторной и имеет D коорди- 

натных действительных функций, то размеры матриц U и 0. 

будут Ny x Du №: х О соответственно. В случае эрмитовых 

КЭ элементами этих матриц будут не только значения функ- 

ций, НО и значения используемых при аппроксимации функций 

производных. Тогда под D следует понимать наибольшее число 

узловых параметров, задаваемых в узле выбранного варианта, 

эрмитова КЭ. Связь между введенными матрицами и их эле- 

ментами устанавливают соотношения 

Ns 

0.=9.0, wt) = У Ям. (10.50) 
N=1 

Замечание 10.2. Рассмотрим случай векторной функции 

и(+, М) времени $ и координат точки М € V, имеющей смысл 
перемещения (скорости или ускорения} среды. Тогда коорди- 

натные функции и; (&, М) = 1, 4, являются проекциями u(t, М) 
на оси Ох; прямоугольной системы координат, называемой 

обычно глобальной. В каждом конечном элементе может быть 

определена, своя так называемая локальная система координат, 

базис которой не обязательно совпадает с базисом глобальной 

системы координат. Если эти базисы совпадают, то в (10.50) 

размеры матриц U и 0. будут №; хи N, ха соответственно, 
(е) a их элементами — узловые значения им: (#) и и, 

ственно. 

(+) соответ- 

Если же базис в КЭ с номером е не совпадает с базисом 

глобальной системы, то вместо (10.50) в случае векторной 

функции будем иметь 

а №: 

0. = 9.0 о, "(=> SO ay; (tal, = (10.51) 
=1 N=1
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где (°) — квадратная матрица перехода, порядка 4 от базиса 

глобальной системы координат к базису локальной системы в 
е .. — v 

элементе с номером €, причем элементы a?) $, = 1, а, ITOH 
$7 } 

О . О (е) 
матрицы равны KOCHHYCaM УГЛОВ между ОСЯМИ Хх; И Хх, 

глобальной и локальной систем координат соответственно. В 
дальнейшем для упрощения будем считать базисы локальной 
системы во всех КЭ совпадающими с базисом глобальной сис- 
темы координат. 35 

Пусть выбранный тип конечных элементов является лагран- 
жевым. Для КЭ с номером е и числом узлов №, занимающего 

область У, С Vo CV, функции формы ol) (M), n= 1, Ne, зави- 

CAT от координат 2 (М), i=1,d, точки М €V. и образуют 

матрицу-столбец Ф.(М) размера № х1 (см. 10.2). Тогда, дей- 
ствительную функцию и(М), МЕХ, в пределах этого KO 
можно приближенно представить функцией 

Ne 

ul) (М) =U, ®.(M) = Sul) p(2)(M), MEV,. (10.52) 

n=1 

где Ос — матрица-столбец размера №. х 1 с элементами ul), 

равными узловым значениям функции и. 
В случае векторной функции u(M), МЕ\, имеющей О 

координатных функций и; (М), 1=1, О, вместо (10.52) получим 

U.(M)=U,®.(M), МЕИ.. (10.53) 

Здесь И. — матрица размера, №. x D с элементами ul), п = 

=1, №, i=1,D, равными узловым значениям координатных 

функций, а (И. (М) — матрица-столбец размера D x 1, элемен- 

тами которой являются координатные функции и) (М) век- 

торной функции и(*) (М), МЕУ., приближенно описывающей 

в этом KO векторное поле, задаваемое функцией u(M). Таким
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образом, как действительную, так и векторную функции в КЭ 

можно приближенно представить произведением двух матриц. 

Элементы одной из них являются узловыми значениями этой 

функции или ее координатных функций (в общем случае зави- 

сящими от времени), а элементы другой — функциями формы, 

зависящими только от координат точки МЕ\.. 

Пример 10.1. Предположим, что векторная функция %( М), 

МЕУС 841, задает поле перемещения среды. Тогда D=d 

и элементами матрицы-столбца U.(M) размера d x 1 в (10.53) 

будут функции и) (М), которые аппроксимируют в KO У. СУ 

проекции u;(M), МЕ\, перемещения на координатные оси 

Ox!), i=1,d. 

Полагая локальные и глобальные координаты любой точки 

MeV. СУ совпадающими, т.е. 29) (М) =2;(M), i=1,d, с 
учетом (10.50) и (10.53) получаем, что перемещение среды Ha 

сетке КЭ можно приближенно задать матрицей-столбцом 

Е 

U(M)=U' SQ. ®.(M) =U'8(M) (10.54) 
e=1 

размера dX 1 с элементами u7(M), аппроксимирующими про- 

екции u;(M), MeV. При этом элементами матрицы-столбца 

Е 

6(M) = 5-0, .(M) (10.55) 

размера Ny х 1 являются функции формы фм(М), МЕ\, 

сетки КЭ. 

Тензор деформаций имеет в прямоугольных координатах 

компоненты (см. 3.3) 

_ fee + 9% (М) 
€i;(M) — 9 Ox; Ox; ). МЕ Vo, a i 1, а. (10.56)



Вопросы и задачи O67 

В KO с номером е эти компоненты можно приближенно пред- 

ставить в виде 

№ (е) (е) 
(е) 1 е) Opn (М) (ce) ОФ” (М) 
ee = * 3 10.57 

“0 2 = 5 (ue Oz; ы m3 Ox; ( 

где ul) — проекции на оси Ох;, += 1,4, вектора м в п-м узле 
KO с номером е. В случае симплексных конечных элементов 

имеем (см. 10.2) 

(6) 
el) (М) = al) + У “ola, Opn (M) _ ye) (10.58) $) M1 Oz; nt 

N 
е 1 - е е е е 

ef (M) = 50 (w, yl и Jy! ), (10.59) 

т.е. в каждом симплексном KO предполагается однородная (не 
зависящая от координат) деформация. Соотношения, анало- 
гичные (10.56), (10.57) и (10.59), дают приближенное предста- 
вление тензора скоростей деформаций. # 

При использовании эрмитовых КЭ, когда в качестве узло- 

вых параметров выступают не только значения аппроксими- 

руемой функции, но и ее производные по пространственным 

координатам, вид матричных соотношений остается прежним, 

если соответствующим образом изменить в (10.52) и (10.53) ма- 

трицы Ul) и Ф(С®) (М) (см. 10.2). 

Вопросы и задачи 

10.1. Вывести формулы (10.12) и (10.13)- (10.15). 

10.2. Доказать справедливость (10.19), (10.28) и (10.31).
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10.3. Убедиться, что сумма всех функций формы (10.35) 

и (10.36) для треугольного конечного элемента с шестью и 

десятью узлами соответственно равна, единице. 

10.4. Выразить коэффициенты билинейного многочлена, че- 

рез значения аппроксимируемой функции в вершинах прямо- 

угольника.. 

10.5. Вывести формулы (10.39)- (10.46). 

10.6. Получить выражения вида (10.49) для всех функций 

формы треугольного эрмитового конечного элемента и убе- 

диться, что их сумма равна, единице.



11. ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ 

Схема применения метода конечных элементов (МКЭ) к 

решению задач математической физики кратко изложена в Ha- 

чале предыдущей главы. В этой главе мы более подробно оста: 

новимся на особенностях МКЭ и примерах его использования 

при решении прикладных задал. 

11.1. Особенности применения 
метода конечных элементов 

Использование метода конечных элементов (МКЭ) для ре- 

шения любой задачи математической физики возможно при 

наличии интегральной формулировки этой задачи. Пути по- 

строения такой формулировки рассмотрены выше (см. 6). В 

частном случае эта формулировка может содержать функци- 

онал в виде интеграла по области У, где предстоит искать 

решение задачи, достигающий на искомом решении экстре- 

мального значения. 

Выбор типа, конечного элемента (КЭ) при решении задачи 

зависит от требовании к классу функций, на котором допу- 

стимо рассматривать ее интегральную формулировку. Если 

в эту формулировку входят производные искомой функции до 

порядка р включительно, то допустимые функции должны при- 

надлежать классу непрерывно дифференцируемых p— 1 раз, а 

производные порядка, р в области У могут быть кусочно непре- 

рывными. 

Интегральная формулировка значительного числа, задач ма- 

тематической физики содержит производные лишь первого по- 

рядка, т.е. р=1. Поэтому достаточно, чтобы допустимые функ- 

ции были непрерывны в области У, а их производные утра- 

чивали непрерывность лишь на множестве точек, мера Лебега
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которого в У равна нулю. Таким свойством обладают функ- 

ции формы симплексных КЭ. Для некоторых задач интеграль- 

ная формулировка содержит и производные второго порядка. 

Это приводит к необходимости использовать эрмитовы KL, 

функции формы которых обеспечивают непрерывность произ- 

водных первого порядка при переходе через границу между 

соседними КЭ. Свойство функций формы КЭ обеспечивать вы- 

полнение требований к классу функции, диктуемых интеграль- 

ной формулировкой задачи, называют согласованностью. 

После выбора Tuna KO в случае границы области У, име- 

ющей криволинеиные участки, возникает проблема, заполнения 

этой области конечными элементами так, чтобы была доста- 

точно точно отражена геометрия границы. Образуемой при 

этом сетке KI будет соответствовать область Vo, в общем 

случае не совпадающая с У. Отличие Vo от У является од- 

ним из источников погрешности, возникающей при применении 

МКЭ к решению задачи математической физики. Влияние 

этой погрешности можно ослабить использованием меньших по 

размерам элементов, т.е. измельчением сетки KO, или пред- 

ставлением границы области при помощи более сложного типа, 

KO, одна или несколько сторон (или граней} которых являют- 

ся криволинейными*. В дальнейшем в этой главе Vo будем для 

упрощения отождествлятьс V, т.е. считать, что сетка KO точ- 

но соответствует области решения задачи. 

Вторым источником погрешности являются ошибки аппрок- 

симации искомой функции функциями формы выбранного типа 

КЭ. Влияние этой причины не всегда удается снизить путем 

уменьшения размеров КЭ. Более эффективным может оказать- 

ся переход от симплексных к комплексным KI, а в случае 

границы простой формы — к мультиплексным KO. 

По существу МКЭ основан на том, что, искомое решение 

удается приближенно представить на сетке КЭ в виде раз- 

ложения по функциям формы, причем коэффицентами этого 

“*См., например: Норри Д., де Фриз Ж.
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разложения являются неизвестные узловые параметры — зна- 

чения искомой функции (а в общем случае и ее производных) 

в узлах сетки, совпадающих с узлами отдельных KO. В случае 

линейной задачи математической физики подстановка такого 

разложения в интегральную формулировку задачи приводит к 

системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) относи- 

тельно узловых параметров. Если задача, является нелинейной, 

то элементы матрицы СЛАУ будут зависеть от неизвестных 

узловых параметров. Тогда узловые параметры приходится 

находить последовательными приближениями, задаваясь ожи- 

даемыми значениями и уточняя элементы матрицы после оче- 

редного решения СЛАУ. 

Матрица этой СЛАУ благодаря свойствам функций фор- 

мы KO содержит значительное число нулевых элементов, что 

упрощает практическую реализацию МКЭ на ЭВМ. Более то- 

го, простота и однотипность свойств КЭ позволяют поручить 

ЭВМ не только решение такой СЛАУ, но и автоматизиро- 

вать ряд предшествующих этапов: разбиение области решения 

задачи Ha конечные элементы и построение их сетки с нумера- 

цией элементов и узлов; построение системы функций формы 

в пределах каждого КЭ; вычисление вкладов отдельного КЭ в 

матричное уравнение; формирование глобальной матрицы для 

всей сетки КЭ. Существуют алгоритмы оптимальной нумера- 

ции узлов КЭ, обеспечивающие минимальную ширину ленты 

ненулевых элементов глобальной матрицы, что позволяет эко- 

номить вычислительные ресурсы при хранении и обработке 

этой матрицы. 

Отмеченные особенности превращают MKO в один из наи- 

более гибких и универсальных современных методов числен- 

ного решения широкого круга задач математической физики. 

Помимо его строгого обоснования Ha основе общей теории про- 

екционных методов для ряда прикладных задач нетрудно дать 

физическую или механическую интерпретацию МКЭ с исполь- 

зованием приближенных дискретных моделей сплошной среды, 

имеющих конечное число степеней свободы. Первые разработ-
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ки МКЭ были связаны именно с такими дискретными моделями 

в механике деформируемого твердого тела. В частности, в за- 

дачах статики упругих конструкции разбиение области сеткой 

КЭ, рассмотрение равновесия отдельных КЭ и установление 

связей между ними приводит к системе уравнений, совпадал 

ющей с той, которая следует из формальной процедуры МКЭ. 

Наглядность, простота и возможность автоматизации про- 

цедуры MKO делает его весьма удобным для численного реше- 

ния прикладных задач. Ha его основе разработаны достаточно 

универсальные программные комплексы, которые широко ис- 

пользуют в инженерной практике. Однако для уверенного при- 

менения любого приближенного метода необходимо распола- 

гать возможностью оценки возникающей погрешности и иметь 

представление о скорости сходимости приближенного решения 

задачи к истинному. На практике эти вопросы обычно решают 

тестированием МКЭ на задачах, для которых известно точ- 

ное решение. Но для определенного круга задач (в основном, 

для линейных задач математической физики) можно получить 

априорные оценки погрешности аппроксимации искомого ре- 

шения на сетке КЭ и скорости его сходимости к истинному 

решению при измельчении этой сетки*. 

11.2. Задачи теплопроводности в твердом теле 

Последовательно рассмотрим применение метода конечных 

элементов (МКЭ) для решения линейной задачи стационарной 

теплопроводности в изотропном твердом теле, возможности 

учета при помощи МКЭ анизотропии свойств материала, тела, и 

нелинейных факторов, a также решение задачи нестационарной 

теплопроводности. 

Стационарная теплопроводность. Пусть распределение 

температуры Т(М), зависящее от положения точки М EV на 

*См.: Норри Д., де Фриз Ж., а также: Стренг Г., Фикс Дж. или: 

Съярле Ф.
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замыкании У =VUS области У, ограниченной поверхностью 

5 (рис. 11.1), удовлетворяет дифференциальному уравнению 

V(\(M)VT(M)) +1 (М)=0, МЕУ, (11.1) 

с граничными условиями (2.55) и (2.56) 

Т(Р)=Л(Р), РЕЗ, (11.2) 

^(Р)УТ(Р)п(Р)+В(Р)Т(Р) = fo(P), РЕЗ52. (11.3) 

Здесь А > 0 — коэффициент теплопроводности; т 

ность объемного энерговыделения; fy и fo — заданные функции 
положения точки Р на участках 51 Сби 52 =5\ 51 = @ по- 

верхности 5 соответственно; 2 — единичный вектор внешней 
нормали к поверхности 5; 6 > 0 — коэффициент теплообмена. 

Уравнение (11.1) является частным случаем (2.53) и следует из 
закона сохранения тепловой энергии в теле. 

— МОЩ- 

Рис. 11.1 

Краевой задаче (11.1)-(11.3) соответствует ее интеграль- 
ная формулировка, содержащая функционал [ХУ] 

ЛТ]= ] (S(vry? - 17) dV + ] (Er? - РТ) dS, (11.4) 
V 52
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минимизируемый на распределениях температуры Т(М), удо- 

влетворяющих (11.2), непрерывных на замыкании У и имеющих 

в У кусочно непрерывные производные по пространственным 

координатам х;, {= 1,3 (в случае трехмерной задачи). Функ- 

ция Т*(М), МЕХ, удовлетворяющая (11.1)- (11.3), является 
точкой экстремума (минимума) функционала (11.4). Этот 
функционал можно использовать для приближенного решения 

рассматриваемой задачи при помощи МКЭ. При этом функции 

формы конечных элементов (КЭ) обеспечивают непрерывную 

аппроксимацию искомой функции Т(М), М ЕУ, на сетке KY, 

заполняющей область У, а в пределах каждого К.Э — непре- 

рывность производных функции T(M). 

Пусть сетка KO состоит из Ё лагранжевых конечных эле- 

ментов, каждый из которых имеет N, узлов и занимает область 

У. СУ, е=1, Е. Тогда вместо (11.4) можно написать 

ЛТ] = У Лт (11.5) 

причем вклад KO с номером е в значение функционала УТ] 

составляет 

мт] = | (сут т) w+ | (572 - pr) 45. (11.6) 
Ve 5 

Второй интеграл в правой части (11.6) отличен от нуля лишь 
при условии, что граница, 5’ данного KO имеет общие участки 
с поверхностью So, т.е. SL = SS, # ©. 

В пределах каждого КЭ искомое распределение температу- 

ры аппроксимируем матричным выражением вида (10.52): 

T(M)~T)(M)=02®.(M), MeV., e=1,E, (111) 

roe Ou &,(M) — матрицы-столбцы размера, №. х 1, элементами 

) . е 
которых являются значения т температуры в узлах КЭ с
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; _ 
номером € и функции формы yl) (М), п =1,№., этого KO 
соответственно. Тогда в матричной записи будем иметь 

Т?(Р) = (Т®(Р))? = ©1Ф.(Р)(0"Ф.(Р)) = 
T 

=©.$Ф.(Р)Ф.(Р)0., PES. (11.8) е 

Так как с учетом (11.7) 

ЭТ) (М . —__ 
(M) отв (М), МЕИ, i=1,3, 

От; 

где BY) (М) — матрица-столбец размера №. х 1 с элементами 
(е) —____ — 

fen ИО n=1,N.,2= 1,3, то квадрат градиента температур- 

ного поля в КЭ можно представить в виде 

(VT(M))* = (VT")(M))? = 02 В.(М) (9; В.(М)) = 
= ©, B.(M)B.(M)®., MEV, е= ТЕ. (11.9) 

Здесь В.(М) — блочная матрица размера №, x 3, блоками 

) KOTOPOH являются матрицы Ве 
После подстановки (11.7)- (11.9) в (11.6) получим 

Je[T] = ] ee (VT)(M))? — (mM) T)(M)) dV + 
Ve
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Элементы матрицы ©. узловых значений температуры не за- 

висят от координат, и поэтому в силу линеиности матричных 

операций и операции интегрирования можно записать 

Ле[Т] = 5@тл.©. _©.0., (11.10) 

где Л. — квадратная матрица, порядка, N,, называемая матри- 

цей теплопроводности К.Э, с элементами 

От; От; 
у. =] 

+ ] B(P) 9 (Р)+®(Р)а5, БТМ, (11.11) 
S! 

a Qe — матрица-столбец размера, №. x 1 с элементами 

Q\) = [Pane an) w+ | (PoP) 45. (11.12) 

е 

Отметим, что матрица Л. является симметрической. 

Перейдем в (11.10) от локальной нумерации узлов к глобаль- 

ной (см. 10.3) при помощи матриц О. размера, М. x Ny, е=1, E, 

где Ny — общее число узлов сетки KO. Тогда после подстанов- 

и (11.10) в (11.5) получим 

ДТ] = 50" A@ —~0'Q, (11.13) 

где 9 — матрица-столбец размера, Ny x 1 значений температу- 

ры Тм в узлах сетки КЭ; Л — симметрическая матрица порядка 

Ny, называемая глобальной матрицей теплопроводно- 

сти, с элементами 

Е № 

ALN = ууу оо AQ? , (11.14) 
е=1 [=1 n=1
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(e) причем 92), — элементы матрицы “.; ©) — матрица-столбец 

размера, Ny x 1 с элементами 

Е Ne 

Qn =У`У`000. (11.15) 
e=1 n=1 

Правую часть (11.13) можно рассматривать как конечно- 

мерный аналог /[Тм.| функционала (11.4), полученный при 
использовании метода Ритца и соответствующий элементу 

x 

Ty, (М) = 0°6(M) = > `Тмфм(М) (11.16) 
N=1 

последовательности, минимизирующей этот функционал, при- 

чем Ф(М) — матрица-столбец размера, Ny x 1, элементами ко- 

торой являются функции формы 

Е № 

= Slay (M), М=Т м, (11.17) 
е=1 п=] 

определенные на сетке КЭ. Правую часть (11.13) можно пред- 

ставить многочленом второй степени относительно Ny пере- 
менных Тм: 

№ М; 

I(T vg] = 5>. у. Атм ГЕГм — Youn, (11.18) 

L=1N=1 

Tak как минимизируемый функционал (11.4) ограничен сни- 

зу [XV], то функция (11.18) также ограничена снизу, поскольку 

в этом случае для минимального значения функционала, дости- 

гаемого на функции Т,(М), М ЕТУ, справедливо неравенство 

ЛТ,] < Тм, |. (11.19) 

Поэтому функция (11.18) также достигает минимума, при не- 

котором наборе значений Тм, N = 1, Ny. 
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В частном случае, когда в (11.1) 1 (М) =0, МЕ\, ав 

(11.3) fo(P) =0, РЕ So, имеем Орг =0, L=1, Му, т.е. (11.18) 
будет квадратичной формой O' AO. Если при этом в (11.2) 

fi(P) =0, РЕЗ, или же участки поверхности 51 отсутствуют, 

то оператор Au=—V(AVu) в (11.1) при А(М) > 0, М € V, явля- 
ется положительно определенным (см. пример 5.9), а диффе- 

ренциальное уравнение У(ЛУТ) = 0 имеет единственное реше- 
ние То (М) =0, МЕУ [ХУ]. На этом решении функционал (11.4) 
достигает минимального значения, причем Л[То] = © AQ = 0, 

где Og — матрица-столбец (вектор) размера Ny x 1 с нулевыми 

элементами. 

Стационарная точка To(M) =0, МЕ\, функционала (11.4), 

в которой он достигает минимума при Г? (М) =0, MeV, 
и fo(P)=0, Peé So, единственна. Поэтому для любой функ- 

— 

ции Тм. (М) #0, МЕХ; вида (11.16), удовлетворяющей (11.2) 

при f;(P)=0, P € S;, в соответствии с (11.19) имеем ЛТм,] > 

> Ло] = 0. Следовательно, для соответствующего этой функ- 

ции ненулевого вектора © получаем © AO > 0. 

Пусть 51 = © и сетка KO имеет Ny узлов Py Е 51, номера 

которых упорядочены так, что N = №*-+1, №, где №* = М — №. 

Предположим, что существует функция Тм, (М), М ЕТ, при- 

нимающая в этих узлах значения Тм, (Pn) = fin, Рм Е SS}, N= 

= N*+1, М, из которых хотя бы одно отлично от нуля, и такая, 

что © AO < 0 для соответствующего ей ненулевого вектора ©. 

Тогда найдется непрерывная функция T,(M), М ЕТУ, имеющая 

в У кусочно непрерывные производные, удовлетворяющая усло- 

виям Т.(Рм) = fin, Pn Е 51, М = №*+1, М, и минимизирующая 

функционал (11.4) при (М) =0, МЕУ, и fo(P) =0, PE So. 

Для этой функции ЛТ.]| > 0. Действительно, по физическому 
смыслу задачи в этом случае на участках поверхности 52 2 © 

происходит теплообмен тела, температура которого отлична 

от нуля, со средой, имеющей нулевую температуру. Так как 

функция Т.(М), М ЕТУ, является стационарной точкой функ- 
ционала, (11.4), то выполнено условие стационарности (11.3), в 
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котором слагаемое (A(P)VT(P))n(P) равно отличной от нуля 
плотности теплового потока, проходящего через поверхность 
52. Следовательно, Т(Р) 40, P € So, а этого уже достаточно, 

чтобы ЛТ.] > 0 при В >0. Тогда с учетом (11.19) получаем, 

что J[Tn,] > J{[T.] > 0, т.е. для ненулевого вектора ©, соответ- 

ствующего функции Тм. (М), МЕХ, имеем ©’ AO > 0, а это 
противоречит сделанному предположению. Таким образом, для 
любого ненулевого вектора, © квадратичная форма © AO и ее 
матрица A являются положительно определенными. 

Если 51 #@ и сетка KO имеет М№ узлов Py Е 51, N= 

= N*+1,N, с заданными в соответствии с (11.2) температу- 
рами Т(Рм) = fi(Pn) = fin, то (11.16) должно принимать в 
этих узлах заданные значения. Тогда из необходимых усло- 

И эт = 0, Ё =1, N*, минимума функции (11.18) с учетом 

Агм = Амг получим систему линейных алгебраических ypaBHe- 

ний (СЛАУ) 
N* 

У ЛьмТм = Q1 - > Arpnfin, L=1,N*. — (11.20) 
т N=N*+1 

Симметрическая матрица, A* порядка, N* этой СЛАУ получена 

из положительно определенной матрицы Л вычеркиванием по- 

следних №: строк и столбцов. Поэтому все ее угловые миноры 

останутся положительными, Т.е., согласно критерию Сильве- 

стра [IV], матрица Л* также положительно определенная, а 

СЛАУ (11.20) имеет единственное решение. Если же участ- 
ки поверхности 51 отсутствуют, то N, = Ny и сумма в правой 

части (11.20) исчезает. 
Отметим, что в силу свойств функций формы КЭ в матри- 

це Л* отличны от нуля лишь элементы на пересечении строк 

и столбцов с номерами, соответствующими номерам узлов сет- 

ки, принадлежащих одному и тому же КЭ. Поскольку обычно 

№: < Ny, большинство элементов матрицы Л* равны нулю. 

Такие матрицы называют слабозаполненными (или разре- 

женными). Для численного решения СЛАУ с такой матрицей
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можно использовать способы, приводящие к существенной эко- 

номии вычислительных ресурсов ЭВМ*. 

Учет анизотропии материала твердого тела. Если 
материал тела анизотропный, то Л в (11.1) и (11.3) следу- 

ет заменить тензором теплопроводности А, который можно 
представить симметрической матрицей (2.95) третьего поряд- 

Ka с элементами A;;(M) =А;(М), 1 =1,3. Тогда функционал 

(11.4) примет вид 

= [(l OT OT a) B 2 Jin\= | (SS as5n 5 г) + | (т - fT) d 
и = 

a вместо (11.11) для KO с номером е получим 

(М (М 
P= [LX von oer (М ) ре (M ) av +. 

Oz; Oz; 

+ [Pe (Pe (P)as.. (11.21 
е 

— 

Зависимость компонент Л;;(М), $, 1 = 1,3, тензора Л от 

декартовых координат 2;(M) точки М € V, аппроксимируем 

в пределах КЭ с номером е соотношением вида (10.52) 

(М) = УМ (Mn) (М), 

где M9 (Ми) — известное значение NG 9 (м) в узле с номером 

т. Тогда первый интеграл в (11.21) примет вид 

№ 33 (e)i ag (e) > (е) _ (e) Oy; (M) дф» (М) Rin) = DAG (Mn) [| ао Ee av. 
m= у. 1=1 1=1 ‘ 

*Cm.: Джордж A., Лю Дж., а также: Писсанецки С.
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Отсюда в случае симплексных К.Э, используя (10.58), получаем 

уу оз Mm) || ‹2(е) (М) dV. (11.22) 
1=1 71=1 у. 

Интеграл в (11.22) не зависит от номера, т узла. Поэтому для 
трехмерной задачи при №. =4 при помощи (10.31) находим 

33 

< (е) _ (е) (ec) (е) Ain = ИУ У bb AG, (11.23) 
1=1 71=1 

где через У. обозначен объем области конечного элемента, с 

номером е, a 

является среднеарифметическим узловых значений компоненты 

А;; тензора Л в симплексном KO. В случае двумерной задачи 

(№ =3) в (11.23) У, следует заменить на площадь Fe KO, а 
для одномерной (№, =2) — на его длину [.. Для изотропного 
материала вместо (11.23) получим 

А — у. Sa ee 

где xe) — среднеарифметическое узловых значений Л в сим- 

плексном КЭ. 

Пусть в трехмерном КЭ с номером е одна из граней име- 

ет площадь 5, и аппроксимирует участок поверхности .55, Ha 

котором задано граничное условие (11.3). Зависимость коэф- 

фициента, теплообмена, В(Р) от координат точки РЕ 5’. аппрок- 
симируем соотношением 

Ne 

P) =) | BDA) (P 
т=1
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где №, — число узлов KO, принадлежащих рассматриваемой 

грани; gi) — значение В(Р) в узле с номером т. Тогда второй 

интеграл в (11.21) примет вид 

Так как грань трехмерного симплексного КЭ является дву- 
мерным симплексным KO, для которого №, = 3, то, используя 
(10.28), находим 

ROO) _ 3B" + B27 +83" gy ЛО 28 +287 + BS" 
11 30 7 e) 12 60 

a остальные значения A), получаем соответствующей пере- 

становкой нижних индексов. Для двумерной задачи №, = 2. 

Используя (10.19), вычисляем A = = (38; + Biya, A = 

/ Se, 

1 
= = (6)° + BY, где lf — длина стороны треугольного сим- 

плексного КЭ, на которой заданы граничные условия вида 
(11.3). Аналогично можно вычислить интегралы в (11.12). 

(а) Учет нелинейности. Зависимость А и Гу’ от координат 

точки МЕУв (11.1) u A, Ви fo от координат точки РЕ 52 

в (11.3) позволяет путем итераций учесть и зависимость этих 

функций от температуры, т.е. приближенно решить нелиней- 

ную задачу стационарной теплопроводности. Уточняя узловые 

значения этих функций по найденным в первом приближении 

из решения СЛАУ (11.20) значениям т, № = 1, N*, темпера- 

туры в узлах сетки КЭ, можно вычислить уточненные значения 

элементов матриц Л и Q, а затем, решая снова, СЛАУ (11.20), 

получить узловые значения T?) во втором приближении и т.д. 

Вместе с тем благодаря известному экстремальному свойству 

функционала (11.4) для решения нелинейной задачи применимы 

и различные модификации методов оптимизации | XIV]. Кратко 

остановимся на одном из наиболее простых вариантов с точки
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зрения построения алгоритма решения нелинеиных задач, Ha- 

зываемом методом локальных вариаций. 

Вариация 0Тм температуры лишь в одном N-M узле сетки 

KO относительно принятого в качестве нулевого приближе- 

ния значения т вызывает изменение 5.ДТм, | лишь той части 

функционала, (11.18), которая непосредственно зависит от уз- 

лового значения Тм. Варьируя только это значение, можно 

добиться минимума, ЛТм,|, a затем перейти к варьированию 

температуры в соседнем узле и т.д. После обхода всех узлов 

подобную процедуру приходится повторять, так как каждое 

последующее варьирование температуры в соседнем узле мо- 

жет отклонить значение Тм, от минимального. Поэтому 

сначала рационально вести варьирование во всех узлах с до- 

статочно грубым шагом АТ, а затем, получив совокупность 
» п-(1 — > 

значений Т' ) № =1, N*, первого приближения, для которых 

переход к температурам Тм = т) + АТ уже не понижает зна- 

чения /[Тм, |, следует уменьшить шаг варьирования (например, 

вдвое) и повторять описанную процедуру до тех пор, пока шаг 

варьирования не станет менее заданной точности вычисления 

температуры. 

Нестационарная теплопроводность. Перейдем к рас- 

смотрению задачи нестационарной теплопроводности в твер- 

дом теле, описываемой дифференциальным уравнением (при 
> 0, МЕ У) вида (2.53) 

OT (t, М) 
9: 

где c(M) — объемная теплоемкость материала, тела, с гранич- 
ными условиями вида (11.2), (11.3) 

T(t, P) = fi(t,P), PES}, (11.25) 

MP) VT (t, P)n(P)+6(t, P)T(t, P) = БР), P€So, (11.26) 
и начальным условием Т(0, М) = fo(M), ME VU So, в момент 
времени t = 0, принимаемый 3a начало отсчета. Сформулиро- 

c(M) =V(A(M)VT(t,M)) Км), (11.24)
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ванной задаче не удается поставить в соответствие функцио- 
нал, для которого ее решение было бы его точкой экстремума». 
Поэтому в качестве интегральной формулировки этой задачи 
примем условия вида (6.76) 

] (м) — ~V(A(M) VT(t,M)) — Им) ог (М)ау+ 
V 

+ [ М(Р)УТ Ру Р)+ВЬР)ТЦЬР) - flt,P)) и (Р)ав=0 
52 

ортогональности проекций невязки, возникающей при подста- 

новке в (11.24) искомого приближенного решения, Ha элементы 

р, L=1, Ny, базиса Ny-MepHoro подпространства Hy, гимль- 

бертова пространства H. непрерывных в У функций, имеющих 

в У кусочно непрерывные производные и обращающихся в нуль 

Ha 51. 

Преобразовывая последнее равенство при помощи первой 

формулы Грина и учитывая, что ог (Р) = 0 при РЕ 51, получаем 

(обозначения аргументов функций опущены) 

] (Уст) + (ce _ И), dV + 
V 

+ | (GT - fyvrds =0, L=1,Ny. (11.27) 
52 

Приближенное решение рассматриваемой задачи будем искать 
в виде, аналогичном (11.16): 

Ny 

Ты, (t:M)=6"(M)O(t)=S°Tw(t)en(M), = (129) 
N=1 

где Ty(t) — зависящие от времени значения температуры в 
узлах сетки KO, а в качестве базиса подпространства Hy, 
примем систему {фм(М)}м; функций (11.17), т.е. базисные и 

*См.: Зарубин В.С., Селиванов В.В.
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проекционные функции возьмем одинаковыми, что характерно 

для процедуры метода Бубнова — Галеркина. В примере 6.15 

получена система обыкновенных дифференциальных уравне- 

ний (ОДУ) для нахождения зависящих от времени коэффици- 

ентов а„({) в приближенном решении (6.173) рассматриваемой 

задачи. Однако отличие (11.28) от (6.173) состоит в том, 
что при использовании МКЭ нет необходимости в построе- 

нии функции, которая удовлетворяла бы главному гранично- 

му условию (11.25), так как достаточно в (11.28) положить 
Tn (t) = fi(t, Pn) = fin(t) B М! узлах Py Е 51 конечноэлемент- 

ной сетки, принадлежащих участкам 51 поверхности 5. Это 

позволяет из числа базисных функций исключить те функции 

(YN, которые соответствуют указанным узлам, но сохранить их 

в представлении (11.28) приближенного решения. 

Номера № оставшихся базисных функций фм(М) упорядо- 

чим так, что № = 1, №*, где №* = М; — М! (ясно, что в частном 

случае отсутствия участков 51, Т.е. 52 = 5, имеем М№ =0 u 

М№* = Ny). В силу свойств функций формы KO имеем фм(Р) = 

=0, N=1,N*, Pe S;. Подставляя (11.28) в (11.27) вместо T, 
приходим к системе ОДУ (обозначения аргументов функций 

опущены) 

N* 

АТ 
У. < | срырм dV + 

N* 

Ov, O 
+1 ( oF PL би + | Bevewds) = 

N=1 

Ns df 

“fee [nee э ix [срурмау — 

$ д 

52
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ИЛИ, ИСПОЛЬЗУЯ обозначения элементов матриц, 

№* 

э (Cin ne) + AunTw(t)) = 

<= dfn (t) =Qi- > (Cin ww + Ap fin (t )), L=1,N*. (11.29) 
dt 

N=N*+1 

Начальные условия для этой системы составляют значения 

Тм (0) = (Мм), где Мм — узлы сетки KO с номерами N = 

= 1, №*. 

Отметим, что элементы Ayn, Ё, М =1, Ny, глобальной Ma- 

трицы теплопроводности Л могут зависеть в (11.29) от време- 

ни в силу возможной зависимости от времени коэффициента, 

теплообмена В в граничном условии (11.26). Аналогичное за- 

мечание относится и к элементам Ог, матрицы-столбца О. В 

(11.29) входят также значения 

V 

которые являются элементами симметрической матрицы по- 

рядка Ny, называемой глобальной матрицей теплоемко- 

сти. Ее (как и глобальную матрицу теплопроводности) удоб- 

нее формировать из вкладов отдельных КЭ. Учитывая (11.17) 

и (11.30), эти значения можно представить в виде 

д) [чм абы) (обе “en 
Е Ne Ne 

=У`У`У`с о! rae 
е=1 [=1 n=1 

где 

Ce) = ] c(M)p')(M) gl) (M) dV. (11.31) 
Ve
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Элементы СО, [1 п =1, Ne, образуют симметрическую ма- 

трицу теплоемкости К.Э с номером е, имеющую порядок 

№. Элементы этой матрицы распределяют полную теплоем- 

кость КЭ 

cle) = / c(M) dV 

Ve 

по его узлам в виде сосредоточенных теплоемких масс Ta- 

ким образом, что изменение внутренней энергии дискретной 

системы совпадает с ее изменением в КЭ при непрерывных рас- 

пределениях с(М) и Т(+ М), МЕ\У.. Если зависимость c(M) от 
координат точки М ЕУ. аппроксимировать в пределах этого 

КЭ соотношением 

Ne 

c(M) = > сб (М), 
т=1 

где ci) — значение с(М) в узле с номером т, то вместо 
равенства (11.31) получим 

Ne 

Ch) = Sol) | ol)(M) (м) (мау. (11.32) 

Отсюда в случае симплексных KO для трехмерной задачи при 

№: =4, используя (10.31), находим 

3с(° + ef? 4 f° ) + el? lV cle) — 2c\° ) + ale се tee 

60 о 120 
(e) _ 

Си = 

е uv 

а, остальные значения С°) получаем соответствующей переста- 

новкой нижних индексов. Для двумерной (NV, =3) и одномерной 
е 

задач значения се) нетрудно вычислить, используя (10.28) и 

(10.19) соответственно. 
Систему ОДУ (11.29) запишем в матричном виде 

а©* 

dt 
C*— + A*0 = О", (11.33)
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где C* и Л* — симметрические матрицы порядка N* с эле- 

ментами Cyn и Агм, Г, N =1, N*, соответственно; ©* и Q* — 

матрицы-столбцы размера N* x 1 с элементами Тм(Ё) и 

Ns df 

Чт = - У. (Cin ay + Ам Ам), L=1,N*, 

N=N*+1 
~ 

соответственно. Обращением матрицы C* систему (11.33) мож- 

но привести к нормальной системе ОДУ и для ее решения 

использовать один из вариантов метода Рунге — Кутты. Од- 

нако обращение матрицы С” далеко не всегда оправдано с 

точки зрения экономии вычислительных ресурсов ЭВМ при 

полном решении задачи, особенно в тех случаях, когда суще- 

ственна, зависимость теплоемкости тела от температуры и эту 

зависимость необходимо учесть путем решения (11.33) итера- 

циями, последовательно уточняя элементы матрицы C™. 

Рассмотрим некоторые способы приближенного решения 

системы (11.33), имея в виду для нелинейных задач возмож- 

ность учета зависимости от температуры не только теплоем- 

кости, но и коэффициента теплопроводности тела. Используем 

конечно-разностную аппроксимацию производной в (11.33) в 

пределах интервала, времени At, = &, — &;_1, приняв 

dO* _ 9; — бк 

dt ^ АЕ, 

где индексы К — Ти К соответствуют моментам времени в нача- 
ле и конце k-ro интервала. Применим двухслойную разностную 
стему с весами и вместо (11.33) получим 

©* _ * 

1— C* C* k k-1 — 

((1 — СЕ + Cf) At, 

= (1 — 1) (Чт — Aj 9,1) + n(Qy. — ^+;0,,), (11.34) 

rene (0, 1]. Индексы k-—1 4 k в обозначениях матриц C™* и Л* 

указывают на то, что элементы этих матриц в общем случае 
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не остаются постоянными. В частности, они могут изменяться 

при изменении температуры в силу возможной зависимости от 

нее теплоемкости и коэффициента теплопроводности тела. 

В предельных случаях 7 =0 ий=1 (11.34) соответствует 

явной и неявной разностным схемам аппроксимации (11.33). 

Но в отличие от метода конечных разностей (МКР) выбор 

п = 0 не приводит к распаду (11.34) на независимые уравне- 

ния относительно неизвестных узловых значений температуры. 

Сохраняется лишь преимущество явной схемы, связанное с воз- 

можностью решения нелинейных задач без итераций Ha каждом 

интервале времени, поскольку после обращения матрицы Cy_, 

можно разрешить (11.34) явно относительно искомой матрицы- 

столбца, 

9; =9,_, + (С (р — Ль-19,_,) Ate. 

В правой части этого равенства все параметры известны или 
могут быть вычислены по найденным на предыдущем итервале 

времени (при k= 1 — по начальным) узловым значениям темпе- 
ратуры, составляющим матрицу-столбец OF _,. Следует иметь 
в виду, что использование явной схемы накладывает ограниче- 
ние на выбор At, из условия устойчивости (см. 8.3). 

При п=1 (11.34) принимает вид 

ор = (РЕ + (с; +0; (11.35) 
an At, к—1 At, к) | 

Выбирая Ай, можно руководствоваться лишь соображения- 

ми точности расчета, поскольку неявная схема устойчива при 

любых значениях Ай. В случае существенной зависимости 

теплоемкости и коэффициента, теплопроводности тела от тем- 

пературы вычисления по (11.35) на каждом интервале времени 

приходится проводить несколько раз, последовательно уточняя 

значения элементов матриц С; и Л}. При слабой зависимости 

этих элементов от температуры обычно достаточно ограни-
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читься лишь Первым приближением, приняв 

е;= (Se a) (© с +91). (11.36) 

Отметим, что в случае нелинейных граничных условий и зави- 
(а) симости объемной мощности Гу’ энерговыделения от темпера- 

туры элементы матрицы-столбца Cy также заранее неизвестны 
при расчете Ha К-м интервале и возникает необходимость их по- 
следовательного уточнения в (11.35) и (11.36). 

Если в (11.24) приближенно принять 

OT (t, M) 7 ТЕМ) - Tr-1(M) 

Ot ~ At, 
’ MeV, 

рассматривая правую часть (11.24) в момент времени t,, TO в 

соответствии с методом прямых получим последовательность 

краевых задач для дифференциально-разностного уравнения 

c(M) V(A(M)VT;.(M)) — Ab, T.(M)+q.(M)=0, MEV, КЕМ, 

с граничными условиями Ть(Р) = fi(tz, P), Pe Si, и 

Х(Р)УТь(Р) п(Р) + Bi (P)Ti(P) = fe(P), PE S.=S\ Sh, 

где qe(M) = Ty? (thy М) + SED, ВР) = Alte, P) и Se(P) = 
= 2(#,Р). Каждой из этих задач соответствует функционал 

[XV] 

J [Tx] = [ (суть ЕТ — Tk) у + | (Bri 2 — МТ») dS 

V S2 

минимизируемый Ha распределениях температуры 7,(M), удо- 

влетворяющих граничному условию Т»(Р) = р(%,Р), Pe Si,
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непрерывных на замыкании У =УЧ$5 и имеющих кусочно 

непрерывные производные в области У, ограниченной поверх- 

ностью S. Используя процедуру MKO, этот функционал можно 

привести к виду (11.18) и затем из условий его минимума полу- 

чить СЛАУ вида (11.20), решение которой будет эквивалентно 
(11.35). Но в случае нелинейной задачи, минимизируя такой 

функционал, например, методом локальных вариаций, мож- 

но непосредственно найти приближенное распределение Т»(М) 

(M € V) температуры в момент времени &%. 

Выбор 7 = 1/2 в (11.34) приводит к двухслойной симметрич- 

ной разностной стеме и более высокому порядку погрешности 

no At, по сравнению с остальными значениями 7. Того же 

эффекта можно добиться, если для решения задачи нестацио- 

нарной теплопроводности использовать KO в пространственно- 

временной области”, однако и в том, и в другом случае необ- 

ходимо уточнять элементы матриц C*, Л* и Q* при решении 

нелинейных задач. 

Избежать последовательного уточнения элементов этих ма- 

триц можно с помощью неявной трехслойной разностной стемы 

©* — =. + 9*_ + OF | 

k k 24 Az ; k > k-2 = Qt_4, (11.37) ж 

Ch-1 

устойчивой при любых значениях At. Здесь зависящие OT тем- 

пературы элементы матриц Cy_,, Л;_1 и @;_, вычисляют по из- 

вестным Ha К-м интервале времени элементам матрицы-столбца, 

О; _,, соответствующим моменту времени t,_1 в середине удво- 

енного интервала, 2At = t, — 1-2. Поэтому (11.37) можно явно 

разрешить относительно искомой матрицы-столбца OF. Отме- 

тим, что при К =1 из-за отсутствия информации об элементах 

матрицы-столбца, OF _. для нахождения OF придется использо- 

вать одну из двухслойных разностных схем. 

*См., например: Зарубин В.С., Селиванов В.В.
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11.3. Двумерное течение вязкой жидкости 

Метод конечных элементов (МКЭ) можно применить к ре- 

шению задач, математическая формулировка которых включа- 

ет несколько искомых функций и в нее входит более чем одно 

дифференциальное уравнение. В качестве примера, связанного 

с решением системы уравнений, рассмотрим достаточно мед- 

ленное установившееся двумерное течение однородной несжи- 

маемой вязкой жидкости параллельно координатной плоскости 

х1Ох2 (см. 3.2) в области Р, ограниченной кусочно гладким 

контуром Г. Такое движение описывает система, трех уравне- 

ний вида (3.22) 

2 42 
и 0, 1= 1,2; nae 0, (11.38) 

т: Е От; 

где 6; и %; — проекции на оси Ох; векторов плотности и 

скорости объемных сил соответственно; р — давление; 7 — 

коэффициент сдвиговой вязкости жидкости. 

Разобьем область F на Ё лагранжевых конечных элементов 

(KO), образующих сетку КЭ с общим числом Ny узлов. Ha этой 

сетке введем систему {фм}м; функций вида (11.17) 

Е № 

вм(М)=У`У`9@.Ф®(мМ), М=Т, М, (11.39) 
е=1 п=1 

где (М), n=1,N., — функции формы KO с номером е = 

=1, Ви числом узлов N,; 0) — элементы матрицы &. размера, 

№: х Ny, устанавливающей соответствие между номерами узлов 

в отдельном KO и в сетке KO (см. 10.3). 
Приняв (11.39) в качестве проекционных функций, в соответ- 

ствии с условиями (6.76) ортогональности невязки М№;-мерному 
подпространству Hy, гильбертова пространства H непре- 

рывных Ha Р функций, имеющих в Р кусочно непрерывные
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производные, умножим (11.38) Ha функцию y,(M), L=1, Му, 

и проинтегрируем по области Е: 

[evan (ss) - “ивы (м))аР=0, => (1140 
F 

[ey A ar =o, L=1, Ns. (11.41) 
F 1=1 1 

Здесь У? — двумерный оператор Лапласа в плоскости х1Охо. 
Функции фг(М) имеют в области F кусочно непрерывные 

производные по координатам х;, {= 1,2. Поэтому, используя 
первую формулу Грина, запишем 

] v1(M)V2u;(M) dF = ] рг(Р)(Уш:(Р))п(Р)аг — 
К Г 

_ ] (Уф (МУ (МЕ, i=1,2, 
F 

где У un(P) — двумерный оператор Гамильтона и единичный 

вектор внешней нормали в точках РЕГ контура Г соответ- 

ственно. Тогда вместо (11.40) получим 

[есмь - 9) - (vera) voit) ) a+ 
F 

+n | ex (P)(Voi(P))n(P)ar=0, i=1,2, L=1,Ns. (11.42) 

Г 

Распределения давления и проекций скорости в области F 

аппроксимируем при помощи их узловых значений PN и чм; 

соотношениями | 

Ns Ns 

p(M)= У pyen(M), (М) = S— unipn(M), i=1,2, 
N=1
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которые подставим в (11.41) 

[ вым музон Sexe dF =0, i=1,2, L=1, Ns, 

Ny 

— n | (Уф(м)уом у. Уфм(М)аЕ+ 

F 

Ns 

+n [ ФР) У. (Vui(P))n(P)aP=0, i=1,2, L=1,Ns. 
Г N=1 

Отсюда, следует система линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) в матричной записи 

DU =Q, (11.43) 

где U — матрица-столбец размера, 3/М; x 1, элементами которой 

Являются 

U3(n-1)4i= UNi, Озм=рм, 1=12, М=1, №. 

Матрица-столбец () имеет тот же размер и элементы 

Он ] b;(M) (М) dF +7 ] рь(Р) (У5(Р))п(Р) dP 
F Г
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и Оз = 0, 1=1,2, L=1,Ny. ОЭлементами симметрической 

матрицы D порядка 3Ny являются 

2 
Op, (M) дрм(М 

Рэи она -ону = 85 [> ФИМ) ) ЧЕ 
OL OLE 

Е ^= 

Opn(M 
Раунам = Darawn-r)si= | ФМ) м ) aF 

F 

и D3r3n =9,1,7=1,2, L,N=1, Ny, гдед;; =1 npui=jud;;=0 

при if 7. 
Отметим, что второй интеграл в выражении для ()3(1,—1)+: 

отличен от нуля, если узел с номером Ё принадлежит участ- 

ку границы Г, на котором заданы значения (Vv;)n. Так как в 

выражениях для элементов матрицы D подынтегральные функ- 

ции отличны от нуля лишь при условии, что узлы с номерами 

Г, М =1, Ny принадлежат одному KO, то эту матрицу, а заодно 

и матрицу ©) удобнее формировать (аналогично матрицам те- 

плопроводности и теплоемкости) из вкладов отдельных КЭ. 

Пусть в простейшем случае Ha контуре Г скорость жидкости 

равна нулю, т.е. им; = 0, 1= 1, 2, во всех Ny узлах с номерами 

М№', принадлежащих границе, а в узле с номером №, задано 

значение давления р, (последнее необходимо для однозначного 

нахождения давления в остальных узлах). Тогда для N* = 

=3Ny —2N, — 1 неизвестных узловых значении получим СЛАУ 

D*U* = Q*, в которой симметрическая матрица, D* порядка 

N* получена из матрицы D вычеркиванием строк и столбцов 

с номерами 3(№' — 1) +в 1=1,2, и 3М№., а матрица-столбец 
U* размера N* x 1 — вычеркиванием строк с указанными 

номерами из матрицы U. Для формирования матрицы-столбца, 

()* размера, N* x 1 предварительно следует составить матрицу- 

столбец () размера, N* x 1 с элементами 

(1) = [eu (iM) — Dx seat dF 

F
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И @ =0,7:=1,2, L=1, Ny, а затем вычеркнуть из нее строки 

с указанными выше номерами. 
В более общем случае могут возникнуть трудности при за- 

дании корректных граничных условий для давления (см. 3.2). 
Тогда, для решения задачи целесообразно использовать равно- 
сильное системе (11.38) уравнение вида (3.27) 

Е ao V2(V = (= on (11.44) 

относительно функции тока ф(М), МЕР. Проследим путь 

применения МКЭ к решению краевой задачи, описываемой 

(11.44) с характерными для функции тока граничными усло- 

виями вида (3.29): 

— Op(P) _ 
ф(Р) = fo(P), дп(Р) = fi(P), РЕ Г C Г; (11.45) 

р(Р) = 12° = сопз$, so РЕГ2=Г\Г1, (11.46) 

где п(Р) — направление внешней нормали к границе Г в точке 
РЕГ; fo(P) и fi(P) — заданные функции положения точки на 
этой границе, а число 12° положим равным нулю. 

Краевой задаче (11.44)- (11.46) соответствует функционал* 

2 
Е 

[4] = 5 | (wuar- || foar, (11.47) 

Е 

где функция f(M), М € F, равна правой части (11.44), мини- 

мизируемый на функциях, непрерывно дифференцируемых на 

замыкании Р = РОГ, имеющих кусочно непрерывные вторые 

производные в области Р и удовлетворяющих (11.45). Убе- 

димся, что стационарная точка этого функционала является 

*См., например: Ректорис К.
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решением рассматриваемой краевой задачи. Для этого вычи- 

слим вариацию функционала (11.47), вызванную вариацией dp: 

54,64] = ] (V2) V26bdF — ] fowdF. (11.48) 
F F 

Преобразуем первый интеграл в (11.48) при помощи второй 

формулы Грина, положив в ней и = У? из = dy: 

] (У2ф)У26фаЕ = ] У? (У? )6фаЕ+ 

Е Е 

+ ] (№24) (Убф)ваГ — ] У(У)ъбфаг. (11.49) 

Г Г 

Последний интеграл в правой части (11.49) исчезает, так как 

на контуре значения = в соответствии с (11.45) и (11.46) заданы 
и поэтому dy = 0. 

Второй интеграл в правой части (11.49) представим в виде 

] (V2) (Убф)тагГ = ] (У24)6(Уф)ъаг- ] (У2ф)6(Уф)пагГ. 

Г Г! Г2 

Здесь интеграл по участкам Г! контура будет равен нулю, 

поскольку на этих участках в соответствии с (11.45) заданы 

значения (Уф)п и поэтому 0(Уф)п = 0. В итоге с учетом (11.48) 
и (11.49) условие стационарности функционала, (11.47) примет 

ВИД 

5,64] = ] (У? (2+) — f)évdF + ] (У?4)6(Уф)паг = 0. 
Е Го 

При произвольных вариациях д1р-в области Р и на участках [2 

ее границы это условие будет выполнено, если W удовлетворя- 

ет (11.44) и (11.46), т.е. является решением рассматриваемой 
краевой задачи.
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Функционал (11.47) будет строго выпуклым, если для любых 

функций 1 = 12, на которых его допустимо рассматривать, 

при сЕ (0, 1) выполнено строгое неравенство [ XV] 

В (41, 42) = о [41] + (1-в).Л [42] — Ле41-+(1-в)42] > 0. (11.50) 

При исследовании функционала на выпуклость в его предста- 
влении можно опустить линейное относительно функции wp сла- 

гаемое [ХУ]. Тогда с учетом (11.47) и (11.50) получим 

Вбьча) = 5 [Удар S* [(Форузаю 
F F 

— [lovee +(1- 0) V2) dF = 

F 

=o | (Узи Ууузав нот | (УЗ 43) 46 >. 
F F 

поскольку неравенство значений функций 41 и 122 хотя бы 

в одной точке М ЕЁ в силу непрерывности этих функций 

означает, что 11 — 422 #0 в некоторой окрестности такой точки. 

Так как вариация (11.48) строго выпуклого функционала 

(11.47) линейна относительно др всюду в его области опреде- 

ления, То всюду в этой области существует его дифференциал 

Гато. Кроме того, функционал (11.47) имеет единственную 

стационарную точку [ХУ], в которой он достигает наименьше- 

го значения. 

Отсюда следует, что краевая задача, (11.44)- (11.46) име- 

ет единственное решение, а условие минимума функционала, 

(11.47) можно использовать в качестве интегральной форму- 

лировки этой задачи. Так как функционал (11.47) допустимо 
рассматривать на функциях, непрерывно дифференцируемых 

на замыкании Р, то при разбиении области Е необходимо 

использовать сетку КЭ, обеспечивающую гладкую аппрокси- 

мацию функций не только в пределах отдельных элементов, но
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и при переходе через их границы. Это обстоятельство требу- 

ет применения эрмитовых KO, узловыми параметрами которых 

наряду со значениями искомой функции являются и значения ее 

производных. В частности, можно использовать треугольные 

КЭ с шестью узлами и функциями формы в виде многочленов 

пятой степени (см. 10.2), что позволит при решении задачи по- 

лучить не только значения функции тока во всех узлах, но и 

значения проекции скорости в вершинах треугольников, выра- 

жаемые через производные функции тока по координатам т;, 

t= 1,2 (см. 3.2). 
Отметим, что процедура применения МКЭ при использова- 

нии эрмитовых KO остается прежней. После разбиения области 

F на Ё эрмитовых KO представим функционал (11.47) в виде 

Е ] Е Е 

Jt] = S~J.[¥] = 5) | (v*v)?ar- У | sear (11.51) 
е=1 р, е=1 р. 

где /.[ф] — вклад в функционал KO с номером е = 1, Ё и пло- 

щадью F.. Распределение функции тока в пределах отдельного 
КЭ с номером е аппроксимируем соотношением 

v(M) = 0,8") (M), (11.52) 

где Ф. и $(°) (М) — матрицы-столбцы размера №/ x 1, элемен- 
тами которых являются узловые параметры и функции формы 

(М), п =1, Ni, KO соответственно, № — общее число узло- 

вых параметров (а не узлов!) КЭ. С учетом (11.52) имеем 

902 T ~(e 2.,\2 т; тт . эв =. В; (24) =" В. (4 В.) , i=1,2, (11.53) 
$ 

где BY — матрица-столбец размера №, x 1 с элементами 

a yl) (М) B be 
5g?) &@ Бе — блочная матрица размера №, x 2, блоками 

(е) которой являются матрицы В;
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Используя (11.52) и второе соотношение (11.53), для вклада 

KO с номером е = 1, Ё в функционал /[+] получаем 

ww lye [мА (W7B.) dF - [isan 
е=1 р, 

= ту. —wW Ql), - (11.54) 

где А(°) — симметрическая матрица, порядка Ni с элементами 

2 2 (ing 

= [ome М) д`ф» (М ) ЧЕ. l,m=1, №, 
Е. =] Ox; 

a О) — матрица-столбец размера №, x 1 с элементами 

В (11.54) перейдем от локальной нумерации узлов к глобаль- 

ной (см. 10.3) при помощи матриц ®. размера, №: x Np, е =1, Е, 

где №; — общее число узловых параметров (а не узлов!) сетки 
KO. Тогда после подстановки (11.54) в (11.51) получим 

— 

Л] -ФТ АХ — ФО, (11.55) 

|
 

re
 

где Ф — матрица-столбец размера Ny х 1 значений функции 

тока и ее производных в узлах сетки КЭ; А — симметрическая 

матрица порядка Ny с элементами 

Е № Ne 

Ам =У`У УРА, (11.56) 
е=1 [=1 n=1
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причем 2"), — элементы матрицы 9.; О — матрица-столбец P nN Р ’ р 

размера, Ny. x 1 с элементами 

Е № 

9и=У`}`9@ 00. (11.57) 
е=1 п=1 

Правая часть (11.55) является конечномерным аналогом 

Мм] функционала, (11.47), полученным при использовании 

метода Pumya и соответствующим элементу 

фм, (М) =9"Ф(М) = У `умфк(М) (11.58) 

последовательности, минимизирующей этот функционал, при- 
чем Ф(М) — матрица-столбец размера, Ny x 1, элементами ко- 
торой являются функции 

Е № 

м)=У`У`9@ (М), N=1, м. (11.59) 
e=1 n=1 

Эти функции определены Ha сетке KO и образуют базис конеч- 

номерного функционального пространства. 

Ясно, что правую часть (11.55) можно представить много- 

членом второй степени относительно Ny переменных фм: 

Ns М; 
1 

Лк, -5>_ > Лили - бе, (11.60) 

Так как минимизируемый функционал (11.47) ограничен сни- 

зу [XV], то функция (11.60) также ограничена снизу, поскольку 

в этом случае для минимального значения функционала, дости- 

гаемого на функции ~,(M), М Е F, справедливо неравенство 

„|< Лк, |. Поэтому функция (11.60) также достигает ми- 

нимума при некотором наборе значений фм, N =1, No.
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В общем случае часть узловых значений функции тока и ее 

первых производных в (11.60) может быть задана, если суще- 

ствуют узлы, принадлежащие участкам Г1 границы, поскольку 

(11.58) должно удовлетворять граничным условиям (11.45) на 

Г. Пусть число заданных узловых значений в таких узлах 

равно Nj, а число искомых узловых значений составляет N* = 

= Ns. — Nj и их номера упорядочены Tak, что N = 1, 1,N*. Тогда 

из необходимых условий ool = =0, L=1, N*, минимума функ- 

ции (11.60) с учетом ALN = ANnL получим СЛАУ 

Ny 

So Aven = O,- > Arnibn, L=1,N*. (11.61) 

N'=N*+1 

Если же участки Г! границы отсутствуют, то М, = Ny и сумма 

в правой части (11.61) исчезает. 

Отметим, что матрица СЛАУ (11.61) и симметрическая ма- 

трица D СЛАУ (11.43) являются слабозаполненными. Поэтому 
для численного решения СЛАУ с такими матрицами целесо- 

образно использовать способы, позволяющие сокращать число 

арифметических оцераций и экономить память ЭВМ». 

11.4. Задачи теории упругости 

Переменное во времени # векторное поле малых переме- 

щений u(t, М), MeV, в однородном линейно упругом теле, 

занимающем область У, можно описать уравнениями Ламе в 
Ou 

векторной форме (3.35), если их левую часть заменить на p° aa 

(см. 3.3), где р° =const — плотность материала, тела. Тогда в 

проекциях Ha оси Ох;, 1 = 1,3, декартовой прямоугольной сис- 

темы координат эти уравнения примут вид 

‚д a0 
a = ++. 

*См.: Джордж A., Лю Дже., а также: Писсанецки С. 

+ ПУ, i=1,3. (11.62) 
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Здесь и; иб; — проекции на координатные оси векторов пере- 

мещений и плотности объемных сил соответственно; Аи д -—- 
ди; 

константы Ламе; O = a — объемная деформация (здесь и 
Ty 

далее Происходит суммирование слагаемых По повторяющему- 

ся нижнему индексу). 

Статическая задача. Рассмотрим сначала статическую 

11.62) 2% =0, + задачу теории упругости, положив в (11.62) a = 0, Что 

соответствует уравнениям равновесия (2.87) 

Oo vy - oe 77 
an. +6;=0, 14,7=1,3, (11.63) 

т) 

где Oj; — компоненты тензора напряжений, причем O;; = би. 

На участках 51 и 52 =5 \.51 поверхности 5, ограничивающей 

область У (рис. 11.2), примем граничные условия 

ui(P)=u3(P), РЕЗ!; 
(11.64) 

oi;(P)n;(P) =p?(P), РЕ5>, 

где uc(P) и р?(Р) — заданные функции координат точки P; 

п; = пе; — направляющие косинусы единичного вектора т 

внешней нормали к поверхности 52, причем e;, 7 =1,3, — орты 

декартовой прямоугольной системы координат. 

Хз в 5 ° 2 
р;(Р ) п(Р) 

М Р 
о 

у ` 

о У u;(P) 

^^^ хо 

x)
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Покажем, что стационарная точка функционала 

ды = | ($e? +77) wv - | bu:av- | pusas, (11.65) 

у V 52 

где с учетом соотношений Коши (3.30) 

Ou; 
O = a = eu = E11 + E22 + 633, (11.66) 

3 

1 ди; ди: Ou; ди: — 
Т=- + —^ - 5 =€;;€;;, 1,7=1,3, (11.67 (get a (5 +52 че» 51 (11.67) 

(€;; =€3i, 1 = 1,3, — компоненты симметрического тензора 

деформаций), на множестве функций и;, дважды непрерыв- 

но дифференцируемых на замыкании У =VUS области У и 

удовлетворяющих первому условию (11.64), является решением 

рассматриваемой краевой задачи. Деиствительно, вычисляя Ba- 

риацию этого функционала, вызванную вариациями Ou,;, {= 1, 3, 

и учитывая равенства Oui 5, us 
От; ‘I Ox,’ 

ничного тензора второго ранга (т.е. 6; =1 приз = ри д; =0 
при 74 7), получаем 

где 6;; — компоненты edu- 

ХЛи,бщ] = || (X08; +27e:;) PM av — | ввшау — | 1 dS. 

J 
V V S2 

4 

Подынтегральную функцию в первом интеграле, используя 

соотношения обобщенного закона Гука (3.31), преобразуем к 

виду 

~ Оби: Odu; AO6:: 2jiei; ) —— = : Е 
т P ‘J Oz; as) Oz; 

00;;6u; да: | 

~ On; `- Da, ui = V(ajiejoui) - 

поскольку 0;;0U; можно рассматривать как проекции вектора 

o;,;e;0U; на оси координат Ох;, 1 =1,3. В итоге, используя
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формулу Гаусса — Остроградского (1.18) и учитывая, что 

(o;;e;du;)n = оит;дщ, находим 

§J[u,du;]= ] от: бщ 45 — ] (223i + b; би: + ] (от; — р?) би: 45. 
5 V On; S 1 2 

В этом равенстве первый интеграл обращается в нуль, 
поскольку функции U; должны удовлетворять первому условию 
(11.64), так что du;(P) =0,7=1, 3, при РЕ 51. В стационарной 
точке u* функционала (11.65) J[u*,du;] =0, =1,3. Поэтому 

при произвольных вариациях ди; на участках поверхности Sz и 
в области У из равенства, нулю второго и третьего интегралов 
следует, что проекции wu* должны удовлетворять (11.63) и 
второму условию (11.64) соответственно, т.е. функции us будут 

решением задачи (11.63), (11.64). 
Входящие в функционал (11.65) скалярные величины © и Т 

являются инвариантами первого и второго порядка [ТУ | тензо- 
pa деформаций &, т.е. свертками этого тензора, и не зависят 
от выбора координатных осей. Первая из них является следом 
симметрической матрицы третьего порядка, соответствующей 
=. Эту матрицу ортогональным преобразованием можно при- 
вести к диагональному виду с элементами €1, Е2 И €3 на главной 
диагонали, которые имеют смысл линейных деформаций (удли- 
нений) вдоль осей нового базиса. В этом базисе в соответствии 
с (11.66), (11.67) будем иметь 

ТЕЕБЕЙ =e? + Е + ЕЗ, i,7=1,3. (11.68) 

Функционал (11.65) будет строго выпуклым, если для любых 

функций и1(М) = и2(М) с проекциями uf) и ul?), i= 1,3, 

удовлетворяющими первому условию (11.64), при СЕ (0, 1) 

В (ил, и2) =оЛм1]-+ (1-о) м2] — Дал + (1-в)и2] > 0. (11.69) 

В соответствии с соотношениями Коши (3.30) обозначим 

_ 1 Ee + oni) Au (1) _ 
=; 

Oz; Oz; ‘
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Тогда с учетом (11.66), (11.67) и (11.69) получим 

— 

В (и1, м2) = 5 | (91+ (1 — 0)03 — (oO, +(1- 7)2)”) dV + 

у 

+i | (от + (1-©)Т2 - 

V 

— (cel? + (1—o)e(?) (00) + 0-е) dV = 
a7 a7 

~ |— _ 

= Ao = [(e ~ @,))* dV + jio(1 -°) | Aci AexaV > 0, 

V V 

поскольку первый интеграл в правой части неотрицателен, 

а второй положителен, так как неравенство м1 (М) 4 u2(M), 

M €V US», означает, что Au;(M) = (М) — ul?) (M) + 0 хотя 

бы для одного из значений 7 = 1,3, причем Au;(P)=0, PE Si, 

т.е. Аи; (М) не может быть константой. Поэтому хотя бы один 

из компонентов АЕ;; тензора ДЕ в некоторой точке М ЕУ (ав 

силу непрерывной дифференцируемости функций и; — и вее 

окрестности) будет отличен от нуля. Тогда при ортогональ- 

ном преобразовании к диагональному виду симметрической 

матрицы, соответствующей этому тензору, хотя бы один из эле- 

ментов Ha главной диагонали будет отличен от нуля, поэтому с 

учетом (11.68) функционал (11.65) является строго выпуклым 

на рассматриваемом множестве функций. 

Tak как вариация 0. [м,ди;] функционала (11.65) линейна от- 

носительно ди; всюду в области его опеределения, то у него 

всюду в этой области существует дифференциал Гато | XV}. По- 

этому строго выпуклый функционал (11.65) имеет единствен- 

ную стационарную точку, в которой он достигает наименьшего 

значения [XV]. Таким образом, задача (11.63), (11.64) имеет 

единственное решение, а (11.65) входит в интегральную фор- 

мулировку этой задачи.
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Используем функционал (11.65) для решения задачи (11.63), 

(11.64) методом конечных элементов (МКЭ). Если считать 
границы между соседними конечными элементами (КЭ) по- 

вертностями слабого разрыва функции перемещений, то этот 

функционал можно рассматривать на, множестве непрерывных 

функций u;, непрерывно дифференцируемых лишь в пределах 

отдельных КЭ (см. 6.10). Поэтому возможно использование 

лагранжевых К.Э, в том числе симплексныхг. 

Разобьем область У на Е лагранжевых KO, каждый из 

которых имеет №. узлов и занимает область Уь, е = 1, Е. Общее 

число узлов образованной Таким образом сетки KO обозначим 

Ns. Тогда вместо (11.65) с учетом свойства аддитивности 

интеграла по области У получим 

Ли] =» Л, (11.70) 

причем вклад KO с номером е в значение функционала, [м] 

А 
J(u) = | (5(0)? +777 — bus) wv — | prusas (11.71) 

Ve 5, 

Второй интеграл в правой части (11.71) отличен от нуля лишь 

при условии, что граница, данного элемента имеет общие участ- 

ки с поверхностью So, т.е. 5, = 5. П 52 2 ©. 

В пределах каждого KO с номером е векторное поле пере- 

мещений (М), M € V., приближенно представим матричным 

выражением вида (10.53): 

(.(М) = (0®)) Ф.(М), MeV, (11.72) 

где U*) — матрица размера N, x3 (в случае трехмерной зада- 

(e) чи) с элементами u,., n= 1, №, += 1,3, равными искомым y3- 

ловым значениям проекций и;(М) вектора перемещений u(M):
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U.(M) — матрица-столбец размера, 3 х 1, элементами которой 

являются координатные функции ие (М) векторной функции 

и(е) (М), М € V,, аппроксимирующей в этом KO функцию u(M); 

Ф.(М) — матрица-столбец размера, №, x 1, элементами которой 

являются функции формы ole (М) КЭ, зависящие от координат 

2) (М М) точки ME V.. | 
Выразим вклад Ле [м| KO с номером е в функционал (11.65) 

через искомые узловые значения ule ), В соответствии с (10.52) 

при {= 1,Зи п =1, № 

ul) (М) = (0®)`Ф.(М) = up) (M), МЕУ,, (1113) 

где y) — матрица-столбец размера NV, х 1, являющаяся одним 

из трех блоков матрицы 0). Аналогично в пределах KO 

| 
b(M) =O pM), (м) =I ~(M), (11.74) 

где pie) И р), п =1, №., = 1,3, — узловые значения проекций 

векторов ПЛОТНОСТИ объемных и поверхностных сил COOTBeT- 

ственно. 

Используя (10.52), (10.57), (11.66), (11.67) и (11.73), для об- 

щего случая зависимости А(М) и #(М) от положения точки 
М Е\. находим (опуская обозначение этой точки и приме- 

няя правило суммирования по повторящимся нижним индексам 

11 =1,3, m,n,q=1, №) 

(е) (е) Ло _ МР одет (6) Den 
2 2 ™m Or, ™ Oa; 

at = jis ey” (ui ee Lu (c) pm? 2 (aya 
4 mi 0 Unj Ox; т 9 "1 Oz; | 

Подставляя эти соотношения, а также соотношения (11.73), 

(11.74) в равенство (11.71), для вклада КЭ с номером е в
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функционал (11.65) получаем 

(е) (е) 
5(е) (©) дет од” Ли] = 5х mls | Ber PO Gee —dV + 

e) (e) (e) 
li. е (е) Оф, (е) От ие) де) (e) Opn +7 ‚9. Be, Ym aa, ) Um ag, + aa, 9" - 

— py (2) ] gel ау — pul) | lol) dS. (11.75) 

Ve 5, 

Из (11.75) следует, что Л. [м] аппроксимируется квадратич- 
: : (e) ной функцией 3N, переменных 4%. Это позволяет вариацию 

функционала (11.65), используя (11.70), представить в виде 

= = Ле [м ] (е) 5 5Ли, би] = У 6J-[u, bu] =. дик, Е=ТЗ. (11.76) 
e=1 e=1 Our, 

du) ц . 

Учитывая, что (а = Oim jk; где ди =1 при [= ти 6, =0 при 
lk 

l£m,1l,m=1, Ne, из (11.75) находим 

OJ,.[u] А(е) (ея де) („де 
(Sn SikUns и 5indjk) | ое dV + 

2 ( ! k) От; Oz; 
Ve 

~(e) де Aye) Ay?) Ay) 

+o gle) (Fn bie + 5 adie (ull a +) a av 

~(e) (e) (e) (е) (е) Lg [о (9 От +9 9” (6 i +6516 я dV — q т, 2; nt nvJ 

- H)5indin | PPM AV — Зав | pe dS. (11.77) 
у. 5, 
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Так как oe ) = (ре (е) пб = = ое ) a результат суммирования по 

повторяющемуся я пидекоу не зависит от обозначения этого 

индекса, то второй и третий интегралы в правой части (11.77) 
ap) _ al? 

авны. К ‚ а также р роме Toro, д;% an Ine. 

де) ah? 
Or; Oz; = 

(е) (е) (е) (е) (е) (е) 

_ de Op одет IPI" _ еде де 

(54m 5ixu + ul) 54, Os ) 

“nj Or; Ox, ™ От; OE " Oz; Оть 

и 

де) де е) (е pn” е) (e) де) 

(Sin Bia Ax, — + Sim Sik Ax; )(u Uni (On; ти Unj Oz; =) = 

_ gy ‘) (4 де Opn (де oe ae (. (c) pn? Opn, (0 dion г) - 
Oz; \ ™ Oz; "1 Or, dz, \ Or, "т Og 

_ _ bel? OPE 4 O81") 89H _ 
On nk От; Oz; ™ Ox, 

и dy! ap\) р dy}? де ) 
Oz; Ox, Ox; От: 

В итоге (11.77) примет вид 

eel) К м9 be, j,k=1,3, l,n=1,N,, (11.18) 
ди, 

где 

pe) Х(е) Og; (e) фе dV 
[кп ‘4 Ox Pq д j + 

Ve 
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Bn = 0) ] о av — р [+ (©) (9 45. (11.80) 
V. 

Элементы Ки; составляют симметрическую матрицу К (©) по- 

рядка, 3Ne; называемую матрицей жесткости КО, a эле- 

менты bj, — матрицу-столбец ВС) размера 3, x 1. Отметим, 

что при использовании симплексных КЭв виде тетраэдров (для 

5 д (е) 

трехмерной задачи) = = ge) = const, так что с учетом (10.31) 
k 

Rik ng = Opie php + HO) (GIP ele + See en?) Ve, 

где AC) и ple) — средние арифметические узловых значений 
констант Ламе KO с номером е = 1, Е. 

Подставив (11.78) в (11.76), запишем необходимое условие 

J[u, du] = 0 экстремума функционала, (11.65): 

Е 

У (ЕР, и) — bx) би =0, j,k =1,3, ln=T, №. lk,nj Un; 
e=1 

Чтобы использовать это условие для нахождения узловых 3Ha- 

чений перемещений, перейдем в нем при помощи матриц Фе, 

е=1,Ё, устанавливающих соответствие между номерами уз- 

лов каждого KO с номерами N узлов сетки KO (см. 10.3), от 
aw) и Syl) un; и burp ким; и дих, L, N=1, Ny, соответственно: 

Е 

УЕ оли; — bue)oly Sure =0, j,k =1,3, (11.81) 
e=] 

ъ T „ > „ 
или в матричной записи 00`(КИ- В) =0, где К — симметри- 

ческая глобальная матрица жесткости порядка 3Ny с 
элементами 

Арк м; = Soll, we) L,N=1,Nzs, j,k= 1, 3,
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Ги В — матрицы-столбцы размера, 3/М; x 1 с элементами им; 
~ E _ \ 

ик = >> ее) соответственно. 
е=1 

Если игнорировать граничные условия (11.64), заданные на 

участках S$; поверхности 5, то вариации duz, в (11.81) можно 
считать произвольными, что приводит к системе линейных 

алгебраических уравнений (СЛАУ) 

КЕМ: м; = OLE, Е, М =1, №, ЬК= 1,3, (11.82) 

или в матричной записи КО = В. Однако в узлах сетки 

с номерами №, соответствующих точкам Py Е 51, значения 

uni; = и (Рм’) заданы, т.е. в (11.81) duzy, =0 при L= №". 

Упорядочим номера N’ так, чтобы N’ = N*+1, Му, где N* = 

= Ny — М и №! — общее число узлов на участках 51. Тогда в 

остальных узлах с номерами L = М =1, N* вариации биг» будут 

произвольны. 

Таким образом, условие (11.81) будет выполнено, если ис- 

комые узловые значения им;, N = 1, N*, удовлетворяют СЛАУ 

К*0* = В*, где К* — симметрическая матрица порядка 3N5, 

полученная из глобальной матрицы жесткости А вычерки- 

ванием строк и столбцов, соответствующих номерам N= 

= N*+1,Ny,aU* u В* — матрицы: -столбцы размера 3N* х1с 

элементами им;, № =1, 1, N*, 

т, = bre Крь, му U; (Py), [=1, №*, 

соответственно. Отметим, что матрица К* является слабоза- 

полненной, поскольку любой ее элемент отличен от нуля лишь 

в том случае, если номера строки и столбца соответствуют 

номерам узлов сетки, принадлежащих одному и тому же KO. 

Это позволяет использовать для численного решения СЛАУ с 

такой матрицей способы, приводящие к экономии вычислитель- 

ных ресурсов ЭВМ*. 

*См.: Джордж A., Лю Дж., а также: Писсанецки С.
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Динамическая задача. Перейдем к рассмотрению дина- 

мической задачи теории упругости, описываемой уравнения- 
ми Ламе (11.62), которым соответствуют уравнения движения 

(2.85) 
ди; — 0053 _. => 
a = az, +b;=0, 1,7 =1,3. (11.83) 

Аналогично статической задаче теории упругости на участках 
51 И Sp =S\ 51 поверхности 5, ограничивающей область У 

(см. рис. 11.2), зададим граничные условия вида (11.64) 

о 

‘ 

ui(t,P)=uz(t,P), PES; oj(t,P)n;(P) =p; (t,P), P€ So, 

где и? (:, P) и р? (Е, P) — заданные функции времени и координат 

точки Р. В качестве начальных условий примем зависимости 
Ou; (0, М) _ 

= 0;(M 
, | dt (М) 

скоростеи от координат точек М € V в момент времени ¢t = 0, 

принимаемый 3a начало отсчета. 

о Сформулированной задаче не удается поставить в соот- 

ветствие функционал, для которого ее решение было бы его 

точкой экстремума. Поэтому в качестве интегральной фор- 

мулировки этой задачи примем условия (6.76) ортогональности 

невязок, которые возникают при подстановке в (11.83) и в гра- 

ничные условия искомого приближенного решения, М№;-мерному 

(по числу узлов сетки лагранжевых КЭ в области У) подпро- 

странству Ям; гильбертова пространства H непрерывных на 

V=VUS функций, имеющих в У кусочно непрерывные произ- 

водные и принимающие Ha 51 нулевые значения. Это решение 

будем искать в форме 

проекций и;(0, М) = и;(М) перемещений и 

ш(ЬМ) = У uni(t) фм(М), MeV, 1=1,3, (11.84) 

где им;(#) — зависящие от времени проекции перемещений в 
узлах сетки КЭ, а линейно независимые функции формы узлов
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этой сетки 

en(M)=S One (М), N=T1,Ns, (11.85) 

образуют базис Ny-MepHoro подпространства. 

Можно показать*, что указанные условия ортогональности 

приведут к системе 3№ обыкновенных дифференциальных 

уравнений (ОДУ) 

2 d“un;(t _ 

af и. Крк,муиму (В) = Вк(И, (11.86) MLN 9k; 

L,N =1,Ns, k,j7 =1,3, с начальными условиями un;(0) = 

= U;(Mn), где Mn € У — точки, соответствующие узлам с 

номерами NV. Отметим, что элементы bre в общем случае могут 

зависеть от времени, поскольку в них входят заданныев (11.83) 

и граничных условиях функции by и рр, К = 1, 3, вообще говоря, 

зависящие от $. 

Входящие в (11.86) значения 

им = ] p°(M) y1(M) м(мМ)аУ 
V 

являются элементами симметрической глобальной матрицы 

масс М порядка Ny. Ее (как и глобальную матрицу жестко- 

сти) удобнее формировать из вкладов отдельных КЭ. Учитывая 

(11.85), эти значения можно представить в виде 

И Е 
e=1 у. 

*См.: Зарубин В.С., Селиванов В.В.
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где 

rif) = | "му (M) pM) av. 
Ve 

(e) Элементы Mm)’, 1,n=1, Ne, образуют симметрическую ма- 

трицу масс КЭ с номером e, имеющую порядок №. Эти 

элементы распределяют массу КЭ 

mie) = fou) dV 

Ve 

по его узлам в виде сосредоточенных масс так, что измене 

ние кинетической энергии дискретной системы совпадает с ее 

изменением в КЭ при непрерывных распределениях плотности 

Oui(t, М) 

ot 
аналогична матрице теплоемкости. Поэтому для вычисления 

ее элементов в случае симплексных КЭ можно использовать со- 

отношения, полученные для матрицы теплоемкости (см. 11.2). 

Чтобы представить (11.86) в матричной записи, перейдем 

к глобальной матрице масс М порядка 3Ny с элементами 

MLk,Nj = ™M3(L—1)+k,3(N—-1)+3 = MLN 9k; и запишем 

р°(М) и. проекций ‚ МЕ\У., скорости*. Матрица масс 

_— 420 _ 
M—-+KU=B. 11.87 

Снова примем, что в Ny узлах сетки с номерами №’, соответ- 
ствующих точкам Py Е 51, в силу граничных условий заданы 
зависимости им: (#) = u?(t, Ру). Поэтому вместо (11.87) будем 
иметь 

+ d*U* 

М dt? 

где М” — симметрическая матрица, порядка 3N* =3(М№; — Nj), 

полученная из матрицы М вычеркиванием строк и столбцов, 

+ K*U = В*, (11.88) 

соответствующих номерам М№' = N*+1, Ny, aU* u B* — матри- 

*См., например: Зарубин В.С., Селиванов В.В.
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цы-столбцы размера 3N* x 1 с элементами им; (#Ё), М =1, №*, и 

br ,(t) = bre(t) — Ммм Pr) — 

du? (t Py) —____ 

— MLkN'j т ) L=1,N3$, 

соответственно. От (11.88) обращением матрицы М” можно 

перейти к нормальной системе ОДУ и найти решение этой 

системы с учетом заданных начальных условий численна, на- 

пример, методом Рунге — Кутты. 

11.5. Электромагнитное поле 

в цилиндрическом волноводе 

При проектировании устройств для передачи энергии элек- 

тромагнитными волнами возникает необходимость анализиро- 

вать электромагнитное поле в волноводе — цилиндрическом Ka- 

нале (не обязательно с круговым Йоперечным сечением), обра- 

зованном электропроводными (обычно металлическими) стен- 

ками*. Примем, что стенки волновода являются идеальными 

проводниками, что соответствует поверхности, отражающей 

без потерь падающую на, нее волну (аналогично прохождению 

света, через трубу с зеркальной внутренней поверхностью). 

Пусть среда, заполняющая волновод, имеет значения диэлек- 

трической и магнитной проницаемостей = = 1, и =1 ив ней 

отсутствуют электрические токи и заряды. Тогда при рас- 

пространении в волноводе электромагнитной волны с частотой 

« форма волны для любой проекции векторов напряженности 

электрического Ё и магнитного Н полей, описываемая функ- 

цией и пространственных координат, удовлетворяет уравнению 

Гельмгольца (3.60) 

Уи и =0, k=-, (11.89) 

где с^ 2,9979 . 108 м/с — скорость света, в вакууме. 

*См.: Сильвестер П., Феррари Р.
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Ось Охз декартовой прямоугольной системы координат на- 

правим вдоль образующей цилиндрического волновода с про- 

извольным замкнутым контуром Г его поперечного сечения, 

ограничивающим односвязную область ЁР (рис. 11.3). Вдоль 

этой оси в достаточно длинном волноводе могут распростра- 

няться бегущие волны [ХП]. Опишем изменение формы одной 

из таких волн в направлении оси Охз функцией созбтз (В > 0) 

и примем, что в этой волне Нз =0, т.е. отсутствует проек- 

ция вектора H на ось Охз. В этом случае проекции Ay и 

Hy, вектора Н, а также проекции FE, и Е? вектора Е можно 

выразить через проекцию Ёз [XII]. Так как в идеальном про- 

воднике вектор напряженности электрического поля является 

нулевым, а на внутренней поверхности стенок волновода как 

на повертности разрыва тангенциальная проекция вектора Ё 

в соответствии с (3.89) непрерывна, то Ёз = 0 в точках РЕГ. 

Xo 4 

Puc. 11.3 

Подставляя и = Ез = 1(11,12)созбхз в (11.89), получаем 
уравнение Гельмгольца относительно функции w(M)=w(21,22) 
двух переменных: 

У2ш + Лш = 0, (11.90) 

где V3 — двумерный оператор Лапласа, в координатной плос- 

кости х1Охо, а Л =k? — 62. Эта функция должна удовлетворять 

однородному граничному условию 

w(P)=0, РЕГ. (11.91)
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Отсюда следует, что в волноводе возможно распространение 
волн рассматриваемого типа лишь с такими значениями 0, для 

которых при заданных значениях К существует ненулевое реше- 
ние краевой задачи (11.90), (11.91), т.е. задачи на собственные 

значения для оператора, Лапласа \У2. Этот оператор при усло- 
вии (11.91) является положительно определенным (см. Д.5.3) и 
все его собственные значения Ли, пЕ N, положительны (см. 5.4). 

Таким образом, каждому собственному значению A, >.0 со- 

ответствуют значение GZ, = ~k?2—A, и собственная функция 

w(M), МЕР, характеризующая форму волны в плоскости 
поперечного сечения волновода. Наименьшему собственному 
значению А! отвечает также наименьшая (называемая крити- 

ческой) частота WwW, = с\/А!1, ограничивающая снизу частоты 
электромагнитных волн, которые могут распространяться в 
рассматриваемом волноводе. Следовательно, наименьшее соб- 
ственное значение A, задачи (11.90), (11.91) позволяет вычи- 

слить одну из важнейших характеристик волновода. Это значе- 
ние для волновода, с произвольным поперечным сечением можно 
найти при помощи метода конечных элементов (МКЭ). 

Для применения МКЭ от краевой задачи (11.90), (11.91) 
перейдем к ее вариационной формулировке, содержащей функ- 
ционал 

] 
J[w] = 5 | (vu)? - du?) dF, (11.92) 

F 

минимизируемый Ha множестве непрерывных функций w(M), 
принимающих в соответствии с (11.91) нулевое значение Ha 

контуре Г и имеющих в области Ё кусочно непрерывные про- 
изводные. Используя аналогичную описанной выше (см. 11.2) 

процедуру разбиения области F на Ё конечных элементов (KO) 

с общим числом Ny узлов и необходимые условия минимума 
функционала (11.92), получаем однородную систему линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ) — 

AW = \BW, (11.93)
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где W — матрица-столбец размера, Ny x 1, элементами которой 

являются узловые значения функции w; Аи В — симметриче- 

ские матрицы порядка, №; с элементами 

Е Ne Ne Е № 

лм=>- >> :984090, Biv =°Y“S 0.0, 
е=1 [=1 п=1 е=1 [=1 n=1 

В этих равенствах 

2 (е) 9 (е) Op,’ Op A= |[> | [от d в® = | (е) (е) dF 

In _ От; O27; Г) in PL Pn 
Е. *— 

Q) — элементы матрицы &., устанавливающей соответствие 

между нумерацией узлов в каждом KO с номером e=1,F u 

глобальной нумерацией, а of?) п=1, №, — функции формы 

этого А, имеющего № узлов и занимающего область Fe. 

Пусть Ny узлов, принадлежащих контуру Г, имеют номера, 

N=N,4+1,Ns, где №, = Ny — №. Поскольку в этих узлах 

заданы нулевые значения функции w, вместо (11.93) имеем 

однородную СЛАУ 

№, 

S| (Ain — АВьм)И/м = 0, L=1,N,. (11.94) 
N=1 

Элементы Агм и Вим в (11.94) составляют симметрические 

матрицы A, и B, порядка N, соответственно, полученные вы- 

черкиванием из матриц А и В последних №: строк и столбцов. 

С помощью этих матриц (11.94) можно представить в матрич- 

ной записи 

A.W, = АВ,И,., (11.95) 

где W, — матрица-столбец размера, N, х 1, элементами которой 

являются значения функции W во внутренних узлах сетки KL.
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Матрица В является положительно определенной. Это 

свойство сохраняет и матрица B,. Поэтому существует мал- 

рица В:!, обратная к матрице B,, так что искомое значение 

A; будет наименьшим корнем характеристического уравнения 

det(A,By! — ЛГ,) =0 матрицы А,„В;!, где I, — единичная 
матрица порядка N,. Существуют различные способы решения 

такого уравнения [II], [IV]. 

Матрица АВ;:! в общем случае не является симметриче- 

ской. Поэтому более удобный способ нахождения собственных 

значений и собственных векторов СЛАУ (11.95) связан с ис- 

пользованием разложения Холецкого B, = 55", где 5 — ниж- 

HAA треугольная матрица порядка N,. Тогда, после умножения 

(11.95) слева na 5_! получим 

5—1 А, ((S")71S")W, = 5-1 (55°) И, 

ИЛИ _ 
Ау = Ay, (11.96) 

где А=5-1А,(5-1)Т — симметрическая матрица, ay=S W, — 

М№,„-мерный вектор, координаты которого являются линейными 

комбинациями значений функции w во внутренних узлах сетки 

KO и характеризуют форму волны. 

Задачу нахождения собственных значений и собственных 

векторов СЛАУ вида (11.96) обычно называют алгебраиче- 

ской проблемой собственных значений. Алгоритмы численного 

решения этой проблемы хорошо разработаны и входят в мате- 

матическое обеспечение современных ЭВМ». 

Отметим, что аналогичная рассмотренной задача, возника- 

ет при исследовании акустических колебаний в цилиндрическом 

канале, по которому распространяется бегущая звуковая волна. 

В замкнутом объеме, называемом резонатором, могут возник- 

нуть стоячие акустические или электромагнитные волны. Их 

частота, и форма, также удовлетворяют уравнению Гельмгольца, 

*См., например: Воеводин B.B., а также: Уилкинсон, Райнш.
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с однородными граничными условиями. Краевая задача (11.90), 

(11.91) описывает установившиеся колебания гибкой мембра- 

ны, закрепленной по контуру Г. К этой же задаче приводит 

анализ возможности теплового взрыва в твердом теле с вну- 

тренними источниками энерговыделения, объемная мощность 

которых возрастает с увеличением температуры”. 

Вопросы и задачи 

11.1. Вывести (11.11) и (11.12). 

11.2. Получить (11.20). 

е 
11.3. Вычислить значения се) в (11.32) в случае одномер- 

ных и двумерных симплексных конечных элементов. 

11.4. Получить выражения для элементов матрицы A(e), 

входящей в (11.54). 

11.5. Вывести формулы (11.79) и (11.80). 

11.6. Проверить справедливость выражений для элементов 

глобальной матрицы масс, входящих в (11.86). 

11.7. Вывести выражения для элементов матриц Аи Вв 

(11.93) в случае одномерных и двумерных симплексных конеч- 

ных элементов. 

*См.: Зарубин B.C., 1983.



12. ВВЕДЕНИЕ В МЕТОД 

ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Одним из эффективных путей приближенного решения за- 

дач математической физики является использование их инте- 

гральной формулировки в сочетании с применением метода 

граничных элементов (МГЭ). Этот метод можно рассматри- 

вать как модификацию метода конечных элементов (МКЭ) 

для аппроксимации искомых функций, но не в области У ре- 

шения задачи, а на ее границе 5. Это позволяет понизить 

размерность решаемой задачи: вместо трехмерной задачи в 

пространственной области решать двумерную задачу Ha огра- 

ничивающей поверхности, а вместо двумерной — одномерную 

на ограничивающем плоскую область контуре. 

В теоретической основе МГЭ лежит переход от задачи, опи- 

сываемой дифференциальными уравнениями с частными про- 

изводными, к ее интегральной формулировке. Но в отличие от 

МКЭ эта формулировка включает интегралы от искомых фун- 

кций и их производных, вычисляемые лишь по границе области. 

Интегральные уравнения, содержащие такие интегралы, 

принято называть граничными. 

12.1. Граничные интегральные уравнения 

Рассмотрим последовательность перехода от математиче- 

ской формулировки задачи, описываемой дифференциальными 

уравнениями с частными производными, к граничному инте- 

гральному уравнению (ГИУ) сначала на примере двумерной 

краевой задачи для уравнения Пуассона. 

Обозначим через г =г(М, Мо) расстояние между точками 

Мо и М двумерной области ГР, ограниченной кусочно гладкой
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кривой Г (рис. 12.1). Будем считать, 
что Г может содержать лишь конечное 

множество угловых точек (точка Po на 

рис. 12.1), причем в этих точках су- 

ществуют односторонние касательные и 

конечные односторонние пределы кри- 

визны гладких участков кривой Г. 

Напомним, что функция 

(М.М, 
(М, Мо) = -Ш (М, о) (12.1) Рис. 12.1 

Ro 

где Ro > 0 — некоторое произвольно выбранное расстояние 

(например, характерный размер рассматриваемой области РЁ), 

является фундаментальным решением уравнения Лапласа У? и = 

=ОвБ? [ХИ]. Эту функцию иногда называют сингулярным ре- 

шением уравнения Лапласа, Ha плоскости, так как У2%(М Мо) = 

— 0 во всех точках М Е В2, за исключением точки МоЕ В? в 

которой 1 —} со. Действительно, поместив в точку Мо начало 

прямоугольной декартовой системы координат Ох1х2, запишем 

г(М, Мо) = \/=2(М) + =2(М) и вычислим 

Ov 11 О at 
д г?’ Ox? ph 14’ 

02% 02% 2 2-4 22 2 r2 
Viv=aatag=-qt2 7 = +2ч=0 Ory, 0x5 r г 

при r(M, Мо) = 0. 
По физическому смыслу v(M, Мо) описывает в координалт- 

ной плоскости х1Ох2 осесимметричное скалярное поле, созда- 

ваемое источниками (например, температурное поле, создавае- 

мое тепловыми источниками), равномерно распределенными на 

прямой, перпендикулярной этой плоскости и проходящей через 

точку Мо. Если на такой прямой расположить с постоянной ли- 

нейной плотностью положительные электрические заряды, то
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функция v(M,Mo) будет пропорциональна потенциалу возни- 
кающего при этом плоского осесимметричного электростати- 
ческого поля. 

Пусть на замыкании Р = FUT области Р определена, два- 

жды непрерывно дифференцируемая функция и(М). Введем 
круговую окрестность U,(Mo) с центром в фиксированной 
точке My Е F, ограниченную окружностью Г: радиуса =, не 
имеющей общих точек с контуром Г, и рассмотрим область 
Е, = Е\ (9.(Мо) ОГ.) (см. рис. 12.1). На замыкании Р, этой 
области обе функции u(M) и %(М, Мо) дважды непрерывно 

дифференцируемы, причем У? = 0, и к ним применима вторая 
формула Грина: 

Доузиав = [ova цу?) dF = 

Е» Е» 

= [ov uVo)na + | (vVu- иУо)птаГ, (12.2) 

Г | Ге 

где nm — единичный вектор внешней нормали к границе обла- 
сти Fy. 

Будем стягивать при = > 0 окрестность Ц. (Мо) в точку Мо. 

В точках окружности Г. внешняя нормаль направлена, к точке 

Мо, так что — 

ди Ov 1 1 
(Vu)jn=-=—| , (Vu)n = — — —- —- 

Or |„_. дт|._. TUlpee Е 

Кроме того, на этой окружности v = => и АГ = edy, где 
0 

ФЕ (0,27) — угол, отсчитываемый от оси Ox, (см. рис. 12.1). 
Второй интеграл в правой части (12.2) можно представить в 
виде 

27 27 

h=ene [OO ар - | w(P)ay РЕГ... (12.3) 
Ro Or 

0 0 
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Первые производные функции и непрерывны на ГР и потому 
ограничены. Следовательно, ограничен и первый интеграл в 

v Е 
правой части (12.3). Так как Е —0 при = —} 0, то первое 

0 

слагаемое в правой части (12.3) стремится к нулю при Е - 0. 

Второй интеграл в (12.3) равен 27%,, где и. — среднее значение 

функции uw на окружности Г.. Так как @ — u(Mo) при Е - 0, 
тов итоге Iz 4 —27u(Mo) при Е - 0. 

Первый интеграл в правой части (12.2) не зависит от Е и 
поэтому при = — 0 сохраняет свое значение. Левая часть (12.2) 

при = —} 0 является несобственным интегралом 

Ip = ] оУ2иаЕ=- ] (1 ee) vu) dF(M) (12.4) 

по области f oT неограниченной в окрестности точки Мо функ- 

ции. Этот интеграл сходится, так как существует предел пра- 

вой части (12.2). Итак, учитывая предельное значение инте- 

грала, [2, получаем интегральное представление дважды непре- 

рывно дифференцируемой функции и(М) в произвольной точке 

Mo € F в виде 

2ти(Мь) = [uP (vin a) ate) dT (P) — 
Г 

Ro 

_ (УР) Р) и о аГ(Р) + 
Г 

+ [(72щ м) Va dF(M), M,Mo€F, РЕГ. (12.5) 
Е 

Пусть теперь точка Мо находится Ha кусочно гладкой гра- 

нице [` области ГР. В частности, Мо может быть угловой точкой 

этой границы (рис. 12.2). Дугой Г. окружности радиуса Е с 

центром в точке Мо выделим подобласть Р. СР. Тогда na 3a- 

мыкании Р. = Е, ОГ, ОГ. области Е, = Е\ (Е. ОГ.) с участком
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Рис. 12.2 

Г„ CT внешней границы имеем У? = 0 ик функциям U, V снова, 

можно применить вторую формулу Грина: 

Дьутиав = [ova uV7v) dF = 

Е» Е» 

= [Vu uveynar + | (оУи- иуо)т Г. (12.6) 

Г. Ге 

Аналогично предыдущему можно показать, что средняя 
часть (12.6) при = 40 имеет пределом несобственный интеграл 
(12.4), который сходится Ha пересечении области РЁ и окрест- 
ности 05(Мо) точки МоЕ Г. Второй интеграл в правой части 

(12.6) по аналогии с (12.3) представим в виде 

А). (P) Ay(e) 
ж __ __ и _ | [5 =eln Ro Ar dip ] u(P)dy, РЕГ., (12.7) 

0 0 

где Ay(e) =[./=, le — длина дуги Г.. В силу ограниченности 

первых производных функции и на Ё первое слагаемое в пра- 

вой части (12.7) при = 40 исчезает. Второе слагаемое можно 

представить в виде —Аф(Е)\., где Ue — среднее значение функ- 

ции и на дуге Г.. Так как U, > u(Mo) при = > 0, а Аф(=) при 
этом стремится к значению ф(Мо) угла, образованного каса- 

тельными к контуру Г в угловой точке Мо Е Г и обращенного
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в сторону области F (см. рис. 12.2), то [3 + —p(Mo)u(Mo) при 
= $0. Ясно, что если точка, Мо Е Г лежит на гладком участке 
контура, то Y(Mo) = т. 

Но теперь при € > 0 несобственным станет и первый инте- 
грал в правой части (12.6). Представим его в виде 

п = ] u(P) (vin ГР НЙ n(P) dT (P) — 
Г 

0 

- | (Vu(P)) n(P)In EM) аГ(Р), М ЕГ, (12.8) 

Г 

и убедимся, что он сходится на участке Гу = ГП 5 (Мо) rpa- 

ницы Г, попавшем в некоторую д-окрестность U;(Mo) точки 
Mo €T. Если Гз состоит из прямолинейных участков, то Ha них 
(VInr(P, Mo))n(P) = 0 и первый интеграл в правой части (12.8) 
является собственным. Если же Гу состоит из криволинейных 
участков Гх и Гу (рис. 12.3), то получим неопределенность ви- 
да 0/0 

(Ушг(Р, Мо) ®(Р) = ше OF — cosy 
_ On г On Г 

Где Y — угол между направлением п вектора, внешней нормали 
п (Р) и вектора г, проведенного из точки My в точку РЕ Гу, а 

Рис. 12.3
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r=|r|. Раскроем эту неопределенность по правилу Бернулли — 
Лопиталя [II]: 

OY li — li _ — _ li _ 

ne Г rob 1 Or $0 Or 

Cosy —siny OY _ 

поскольку y > 7/2 при г} 0. Величина a характеризует кри- 

визну участка Гу в окрестности точки Мо Е I's и для кусочно 
гладкой границы Г имеет в любой точке Мо конечные одно- 

сторонние пределы. Таким образом, и в этом случае первый 

интеграл в правой части (12.8) является собственным. Ясно, 
что этот вывод справедлив и в случае, если Г COCTONT Из Прямо- 

линейного И криволинеиного участков, имеющих общую Точку 

МоЕ Г5. 

Второй интеграл в правой части (12.8) будет сходящимся, 
если для любого a > 0 существует такое 6(a) > 0, что 

| (УР); In sar аГ(Р)| <а Mo€Ts. — (12.9) 

Г 

Функция и(М) непрерывно дифференцируема, на участке Гу 

и поэтому ее производные ограничены, т.е. существует такое 

число (1 > 0, что |(Vu(P) n(P)| < С1 при РЕ Гу. Но тогда 

справедлива оценка, 

] (Vu(P))n(P) In a dr (P)| < 
Г 

< [ [our mr oe аГ(Р) < 

4Г(Р), МоЕГ». (12.10)
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Если Гб состоит из прямолинейных участков, то на каждом из 

них в предположении, что д < 1, имеем 

r(P, Мо) 
] 

[| Ro 
Г 

Rod 

аГ(Р) = ] In in dr = 
0 

= Ro(4| In 8 ~ 6 — вита) = Ro(5|Ind| — 6). 

Тогда при выборе числа д > 0, такого, что 4/Ind| — 46 < oR 

условие (12.9) будет выполнено. 

Если же [5 состоит из криволинейных участков Гх и Гу 
(рис. 12.4), To на любом из них (например, на Г») интеграл 

в правой части (12.10) можно представить в виде 

[3 = [ jinr(P, Mo) ar(P) = 

Г! 

é 5 

0 

vere 
Ro 

In i (17) ag, (12.11) 

где € > 0 — координата, отсчитываемая от точки Мо вдоль Ka- 

сательной к кривой 14, а 1 =1(&) — уравнение этой кривой, 

причем 7(0) = ap = 0. Убедимся, что этот интеграл схо- 
=0 

Рис. 12.4
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дящийся и его значение путем уменьшения числа д > 0 можно 

сделать меньше любого наперед заданного числа a/C). Для 

подынтегральной функции f(z) в (12.11) выберем в качестве 

функции сравнения 9(&) = = и вычислим при А E (0, 1) 

_ f(x) lim ie = ims Аш + hi (2) 

В силу признака сравнения несобственный интеграл [з от 

неограниченной функции f(z) сходится, поскольку сходится 

интеграл от функции g(x). Так как в некотором промежутке 

[0, 0) справедливо неравенство f(€) < Кд(&), где К =const > 0, 

то 
6 

ЕК. ck [9 %=к Jerre" 
0 

Тогда при выборе 6, удовлетворяющем условию 

‚< (а- м)” 
условие (12.9) будет выполнено. 

Итак, интеграл J; в (12.8) является сходящимся, а из (12.6) 
следует, что для случая Мо Е Г будет справедливо интегральное 
представление (12.5), если в нем в соответствии с предельным 
значением интеграла (12.7) заменить 27 на 2(Мо). Тогда для 

общего случая Мо Е РЁ, учитывая, что (Mo) = 27 при МЕ F. 

получаем 

Ф(Мо) ч(Мо) = [aw v(P, Mo) — u(P) v*(P, Mo)) аГ(Р) — 

Г 

- | v(M,Mo)V?u(M) dF (м), МЕР, Moc€F, РЕГ, (12.12) 

F
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где 9(Р) =(Vu(P))n(P) и 

5" (Р,Мо) = (Vo(P, Mo)) n(P) = -(Vin nF Mo) )n(P), 

Если функция u(M) в области Е удовлетворяет уравнению 

Пуассона 

У?и(М) + (М)=0, MEF, (12.13) 

где f(M) — заданная функция координат точки М, то из 
(12.12) следует ГИУ 

(Mo) u(Mo) = | (q(P) (P, Mo) — u(P) v*(P,Mo)) dP (P) + 
Г 

+ [лм (М, Mo) dF(M), MeEF, МЕР, РЕГ. (12.14) 

Отметим, что подынтегральная функция в последнем интегра- 

ле в правой части (12.14) известна, и его можно вычислить при 

любом положении точки Mo ЕР. Для решения этого ГИУ не- 

обходимо на контуре Г задать граничные условия. 

Если в точках РЕГ заданы значения u(P) = fi(P), то 
полагая в (12.14) Мо ЕГ и подставляя заданную функцию 

и(Мо) = fi(Mo), получим ГИУ 

лы °(М, Мо) 4Е(М), МЕЕ Mo, Per, 

относительно производной g(P), РЕ Г, искомой функции u(M), 

М ЕЁ, по направлению внешней нормали в точках РЕГ.
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После нахождения функции g(P) можно вычислить при помощи 
(12.14) значение и( Mo) искомой функции в любой-точке МЕ;Р. 

При задании в точках Ре Г значений 4(Р) = №(Р), полагая 
в (12.14) Mo ЕГ и подставляя вместо q(P) заданную функцию 

fo(P), РЕГ, приходим к ГИУ 

Ф(Мо) u( Mo) = (РКМ —u(P)v*(P,Mo)) аГ(Р) + 
Г 

+ | Ммм, моае (м) МЕЁ, Мо, РЕГ, 

Е 

относительно значений искомой функции и(Мо), Мо Е Г, на 

границе, которые входят и в левую часть, и в подынтеграль- 
ную функцию первого интеграла в правой части этого ГИУ. 
После нахождения этих значений можно также вычислить при 

помощи (12.14) значение и( Мо) искомой функции в любой точке 
МЕЁ. 

Saree 5293000882 у КР) 

Рис. 12.5 

В более общем случае на контуре Г (рис. 12.5) могут быть 

заданы граничные условия 

мы =fi(P), РЕГ”СГ; 
(12.15) 

(Р)+В(Р)и(Р) = (Р), Рег. =Г\Г“,
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где fi, fo, В — известные функции точки на контуре. Тогда 
вместо (12.14) получим 

(Mo) u(Mo) = | (g(P) v(P, Mo) — fi(P) »" (P,Mo)) ЧГ(Р) - 
J 

_ | (ar — B(P) u(P))v(P, Mo) — u(P) v*(P, Mo) | аГ(Р) + 

+ [ м) м, Mo) dF(M), MEF, МЕБ, РЕГ. (12.16) 

Е 

В (12.16) неизвестными являются значения u(P) в точках РЕГ. 

и значения g(P) производной функции и по направлению векто- 
ра внешней нормали в точках РЕ Г*. Получить аналитическое 

решение ГИУ (12.16) удается лишь для области РЁ простейшего 

вида (например, для внутренности и внешности окружности и 
для полуплоскости). 

Перейдем к рассмотрению трехмерных задач. 
Фундаментальное решение уравнения Лапласа, w(M, Mo) = 

1 

г(М, Мо 

byaxunn WM) в области У, ограниченной поверхностью S 

[ХП]. Для случая, когда поверхность 5 кусочно гладкая, а 

функция u(M) дважды непрерывно дифференцируема, на за: 

мыкании У = V 5, это представление можно записать в виде 

В КЗ позволяет найти интегральное представление 

4пи (Мо) = [ow w(P, Mo) — u(P) w*(P, Mo)) dS(P) — 

5 

- | w(M, Mo) V7u(M)dV(M), М, Mo €V, PES, (12.17) 

у 

где w*(P, Мо) = (Vw)n(P) — производная функции w по напра- 
влению единичного вектора n(P) внешней нормали к поверхно- 

сти 5 в точке РЕЗ. Для функции u(M), удовлетворяющей
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уравнению Пуассона, 

V*u(M)+ (М) =0, МЕ, (12.18) 

где f(M) — заданная функция, путем, аналогичным рассмо- 

тренному для плоской области, можно получить, используя 

(12.17), ГИУ 

(Мо) u( Mo) = [рем — u(P) w*(P,Mo)) dS (P) + 

+ [лм w(M,Mo)dV(M), М,ЕУ, PES, МЕХ, (12.19) 

где «(№ ) — телесный угол, под которым из точки My € V 

видна внутренность области У (в частности, w(Mo) = 47 при 

Mo € V 4 w(Mo) = 27, если точка, Мо лежит Ha гладком участке 

поверхности 5). 
Если граничные условия имеют вид 

фи РЕЗ” С 5; 

( 
(12.20) 

Vu(P))n(P) + В(Р)щР) = №(Р), РЕБ. =5\5", 
где fi, fo, В — заданные функции, то из (12.19) получим 

(Мо) u(Mo) = | (a(P) w(P, Mo) — fi(P) w*(P,Mo)) dS(P) + 
S* 

+ [ (Aw — B(P) u(P)) w(P, Mo) — и(Р) w"(P, Mo) | 45(Р) + 
Ss 

+ [ мм, мову (М), MEV, МЕТ, PES. (12.21) 
V 

В этом ГИУ неизвестными являются функция и(Р), бпреде- 

ленная на S,, и функция g(P), определенная на 5*. После их
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нахождения можно вычислить из (12.21) значение u(Mo) в лю- 

бой точке № Е У. 

Как и в двумерном случае, получить аналитическое решение 
ГИУ (12.21) удается лишь для простейших областей (например, 

для шара, внешности сферы и полупространства [ХП]). Но 
ГИУ (12.16) и (12.21) можно решить приближенно численными 
методами. 

12.2. Способы аппроксимации 

функции на границе 

Первым этапом численного решения граничных интеграль- 

ныг уравнений (ГИУ) (12.16) и (12.21) является аппроксимация 
искомых функций и функций, заданных в граничных услови- 

ях на границе области решаемой задачи. Для этой цели удоб- 

но использовать разбиение границы на участки, которые по 

аналогии с конечными элементами также принято называть 

элементами, но граничными (ГЭ), что и дало название со- 
ответствующему численному методу решения ГИУ — методу 

граничных элементов (МГЭ). 

Способы аппроксимации функций рассмотрим сначала для 

случая двумерной области Р, ограниченной кусочно гладким 

контуром Г (рис. 12.6). Границу Г разобьем на № граничных 

элементов Ги, п=1, Nr. Если на границе есть угловые точки. 

Рис. 12.6
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то ГЭ расположим так, чтобы эти точки оказались на стыке 

элементов. В простейшем варианте МГЭ в каждом ГЭ можно 

взять один узел (точку P, ЕГ,) и поместить его в середине 

элемента. Это означает, что в пределах каждого ГЭ функции 

аппроксимированы их узловыми значениями. Так как каждый 

ГЭ является гладким участком контура Г, то в любой точке 

РЕГ,, п = 1, №, определен единичный вектор n(P) внешней 

нормали к Г. 

Пусть для определенности в области РЁ требуется найти ре- 

шение уравнения Пуассона (12.13) с заданными граничными 

условиями, т.е. решить ГИУ (12.14). Совместим точку My ЕГ 

с т-м узлом, т.е. положим Мо = Ри Е lm. Для этого узла, лежа: 

щего на гладком участке границы, в (12.16) имеем ф(Мо) = 7. 

Поэтому вместо (12.16) с учетом аддитивности интеграла, по Г 

[УП] запишем 

Nr 

пит = (dn¥m(P) — unvx,(P)) аГ(Р) + 
n=1p 

+ [мы (м) dF(M), (12.22) 

F 

где в соответствии с (12.1) v,,(P) = —In Pn) 
0 

vis(P) = (УР, Внутр) = - (Vin) (р) 
Ro > 0 — некоторый характерный размер области РЁ; г(Р,Ри) — 

расстояние от точки Ри Е Гт до точки Р (см. рис. 12.6). 

Используя (12.22) для каждого узла, получаем в матричной 
записи 

HU=GQ+B, (12.23) 

где (Г и @ — матрицы-столбцы размера Nr x 1, элементами 

которых являются узловые значения Un, Qn, п = 1, №г; В —
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матрица-столбец размера, Nr x 1 с элементами 

bm = | (му (М)аЕ(М) т = 1, №; (12.24) 

Е 

Ни С — матрицы порядка Nr с элементами 

Tn In 

m,n=1, Np. Здесь bmn = 1 при т = п и dyn = 0 при т п. 

Интегралы по ГЭ Г», п = 1, Np, входящие в выражения для 
Amn И 9тп, В СЛучае п 2 т можно вычислить при помощи обыч- 
ных квадратурных формул. Но в выражениях для диагональ- 
ных элементов Ажт И Gmm матриц Н и С ин- 
тегралы являются несобственными, посколь- 
ку при сближении точки РЕ Га с точкой 

Ри Е Tm (т-м узлом) расстояние r(P, P,,) + 0, 
так что Um(P) — со. Для прямолинейного ГЭ 
Г» длиной [„, полагая, что нуль отсчета, ко- 

ординаты & расположен в средней точке Мо = 
= Pn Е Г» этого элемента (рис. 12.7), имеем 

Imm = | vm (P)ar(P) = 

Гт [т /2 

о (12.25) 
0 

Если же ГЭ криволинейный, то в окрестности точки Ри Е Ги 

его можно приближенно представить прямолинейным участком 

Г’, длиной [„ с точкой Мо посередине, что дает 

Grom = Flam + ] Um(P) aT (P). 
Гт\ Г,
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Теперь функция %„(Р) при РЕ Ги \ Г’, не имеет особенностей и 

можно применить обычные квадратурные формулы, а значение 
Jrm найти из (12.25), заменив J, на I. 

В случае прямолинейного ГЭ интеграл в выражении для 
hmm равен нулю, так как тогда 1* (Р) = 0, РЕГ, \ {Ри}, по- 
скольку расстояние r(P,P,,) = & между точками Ри, РЕГ» 

изменяется в направлении, перпендикулярном единичному век- 
тору n(P) нормали в точке Р (см. рис. 12.7). Криволинейный 
ГЭ Г» в малой окрестности точки Ри Е Ги снова можно пред- 

ставить прямолинейным участком Г’, длиной I), и этот участок 
исключить при вычислении интеграла, положив 

ь5(Р)аг(Р) = ] v* (Р)аГ(Р). 

Но проще воспользоваться тем обстоятельством, что (12.23) 

справедливо и для частного случая f(M)=0, МЕР. Тогда 

при задании на контуре Г значений u(P) = up = const решением 

уравнения Лапласа У?и(М) = 0 будет и(М) = ис, причем q(P) = 

=0, РЕГ, а вместо (12.23) получим НИ =On,, где On, — 

нулевая матрица-столбец размера, Ny x 1. Теперь значения ип = 

— що, п =1, Мг, будут удовлетворять матричному уравнению 

HU =On, лишь при условии равенства, нулю суммы элементов 

в каждой строке матрицы Н, т.е. при 

hmm=—- У bmn: (12.26) 
n=1,Nr 
пт 

Отсюда можно вычислить значение „т, не прибегая к инте- 
грированию по ГЭ Гж. 

Интеграл в (12.24) также является несобственным и схо- 

дится в окрестности точки Ри Е Га, если функция f(M) orpa- 

ничена в этой окрестности (см. 12.1). Его можно вычислить, 
например, при помощи квадратурной формулы Гаусса, не ис-
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пользующей значения подынтегральной функции в граничных 

точках. Иной путь состоит в том, чтобы в малой д-окрестно- 

сти 05(Р») точки Ри Е Гь радиуса Rod принять }(М) = fm, 

где fm — предел функции f(M) при стремлении точки M € F 

к точке Р„. Тогда для пересечения Fs = РП Us(Py), считая, 

что 6 < 1, получим 

Ф(Рт) Rod 

Is= | f(M)vm(M)4F(M) = ~ fn ] [rin dear = 

Fs оо ° 

2 62 62 , 2 

= АСВ») fm (пб + 7 - fra ing = 

где последний интеграл можно вычислить по обычным квадра- 

турным формулам. 

Таким образом, для выбранного разбиения на ГЭ границы Г 

области F' u заданной функции f(M), МЕР, в (12.23) определе- 

ны все элементы матриц Н, (ги В. Если на Г заданы значения 

u(P) = f;(P) искомой функции u(M), то в (12.23) известны все 

элементы Up, п = 1, №, матрицы И. Тогда (12.23) переходит 

в систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) GQ = 

= В -— НО относительно элементов g,, п = 1, №г, матрицы О, 

которые являются узловыми значениями производных функции 

и по направлению единичного вектора n(P,) внешней нормали 

к контуру Г в узловых точках FP, Е Г,. После решения этой 

СЛАУ, используя (12.14) при Ф(Мо) = 27, в любой точке № Е F 
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можно вычислить значение искомой функции 

Nr 

u(Mo) = 5-9 ( ] v(P,Mo) dU (P) - ин “L v*(P,Mo)dt(P)) + 
n=1 

io f(M)v(M, Mo) dF(M). (12.27) 

Погрешность вычислений по формуле (12.27) зависит от 

точности представления функций u(P) и qg(P) их постоянны- 

ми значениями в пределах каждого ГЭ и от погрешности при 

вычислении входящих в (12.27) интегралов. Если в преде- 

лах каждого ГЭ Г„ длиной [, принять %(Р, Мо) = v(Pr,Mo) и 

v*(P, Мо) = о*(Р‚, Мо), Ph Е Tn, п =1, №, то (12.27) переходит 

в менее точную, но более простую формулу 

i (Мо) = м — ину" (Pa; Мо), + 
n=1 

нат | м) (М, Мо) аУ(М). (12.28) 

Предположим, что функция }(М) непрерывна в окрестно- 

сти любой точки Мо области F или У. Тогда несобственные 

интегралы по Р в (12.27) и по Ув (12.28) сходятся равномерно 
в окрестности этой точки (см. 12.1) и их можно дифферен- 

цировать по координатам точки Мо как по параметрам [УП]. 

Это позволяет вычислить не только значения искомой функции 

в точке Mo, но и значения ее производных в этой точке, что 

важно при решении некоторых прикладных задач. Например, 

при решении задачи теплопроводности наряду с вычислением 

температуры часто необходимо вычислить плотность теплово- 

го потока, выражаемого через градиент температурного поля. 

В более общем случае, когда заданы граничные условия 

(12.15), будем иметь Ne узлов на участках Г* С Г контура Г 

и Ne = № — № узлов на участках Г, = Г\ Г*. Подставив в
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(12.23) un = fi(P,) в узлах P, Е Г* и qn = fo(Pr) — Un в узлах 

P, €T,, придем к СЛАУ 

АХ = В®, (12.29) 

где Х — матрица-столбец размера Nr x 1, элементами которой 

являются неизвестные значения Gg, в узлах P, Е Г* и uy в узлах 

Р.Е Г., упорядоченные в соответствии с нумерациеи узлов. 

При этом для элементов матрицы А порядка Nr и матрицы- 

столбца B° размера Nr х 1 получим выражения 

Гат =h mk тк) Amn = — тп, 

к Nr (12.30) 
Shah 1+ Di amefa (Px), 

‹ 

если P, Е Г*, РЕГ, и 

тк = —9тк, @тл = Amn + GmnP (Pr ), 

Nr (12.31) 
лы (Px) 1+ Yo ann al 

если P,E€T., Pe ET*. Отметим, что для некоторых (или 

для всех) ГЭ Г. CT, возможно В(Р,) = 0, т.е. gn = fo(Pr) и 

Gmn = Рип. После решения СЛАУ (12.29) все значения uy, 

и dn, п=1, №, будут известны, так что для вычисления 

значения u(Mo) искомой функции и в любой точке М ЕЁ 

можно использовать (12.27). 
Распределение функций u(P) и q(P) на границе Г области 

Е можно представить более точно, если в пределах каждого 

ГЭ аппроксимировать эти функции линейными зависимостями. 

Тогда, узлы целесообразно расположить Ha стыке соседних ГЭ, 

причем так, чтобы узлы не находились на границе участков 

Г* и Г, с различными типами заданных граничных условий 

(12.15). При этом в каждом n-M узле, п = 1, Np, будет известно 

либо значение wu, = д(Р,), Pr Е Г*, либо значение f2(P,) = 

= dnt В(Рь) ип, Рь Е Г...
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Пусть узлы P, и Р»+1 с номерами п и п+ 1 принадлежат ГЭ 

Г; с номером [= 1, №, а + (Р P) и wl) (Р ) — линейные функ- 

ции расстояния точки РЕГ]: от этих узлов, отсчитываемого 

вдоль ГЭ I), причем 0 — ) — 1, 0), = 0, когда Р совпадает с P,, 

И 0 = = 0, = = 1, когда Р совпадает с P,4;. Тогда по ана- 

логии с одномерными симплексными конечными элементами в 

пределах ГЭ Г» функции u(P) и а(Р) аппроксимируем выра- 

жениями 

ul) (Р) = un pl (P) + ung de, (P), 

g (P) = qnv(P) +4140 (P), 
Pel). После их подстановки в (12.14) снова придем к (12.23), 
но теперь, учитывая, что узел P, является общим для TOT, и 
Ги—1, Получим, что 

- | 0 (Р) vt, (P n+ | 4-1 (Роу (P) dP (P) 

при п = т, значения hmm вычислены по формуле (12.26) и 

don = [| СР) n+ | UY (P) vm (P) dP (P). 
Г 

(12.32) 

Для прямолинейного ГЭ Г! длиной Пс нулем отсчета KO- 

ординаты &1 в узле P, ET), т.е. при &(Р,) = би &(Р.+1) = Гь, 

находим 

И | г) 
=/,;{ 1 -—— — (1 —- — ) In — |. 

( 4Ro ( aha)" Be 

Тогда для узла Ри, в котором стыкуются два прямолинейных 

ГЭ с номерами /—1 и [и длинами [1 и И соответственно,
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получим 

1 1—1 [1—1 

4 ‚(1 ARo ( Re) " a) + 
1 l | 

+0 (1 т (1 _ oR) In i). (12.33) 

Если же в узле P,, стыкуются два криволинеиных ГЭ с HOMepa- 

ми [Ти [, то в окрестности узла эти ГЭ можно приближенно 

представить прямолинейными участками Г!_, и Г! длиной Й_| 

и [| соответственно и написать 

Imm = Imm + ] wy) (P) Um (P) ar(P)+ [ oP) Um(P) aT (P), 

где My, = Г: \ Гу и Г/ = Г,\ Гу. Значение gf, находим, 
заменяя в (12.33) И-1 на П_, и Ц на Ц, а интегралы можно 

вычислить по обычным квадратурным формулам, поскольку 
функция V,,(P) не имеет особенностей при РЕГ ОГИ. 

При задании граничных условий (12.15) снова из (12.23) 
следует СЛАУ (12.29), решение которой дает недостающие 
узловые значения Un и gn, п=1, Np. После этого, подставляя 
(12.32) в (12.14) при y(Mo) = 27, можно вычислить значение 
u( Мо) искомой функции и в любой точке № Е Е: 

Nr 

им ==), | ¥a(P)v(P)Mo) al (P) - 
о Py_yury 

1х ~=Sou, | +» (Р)ь"(Р. Мо) 4Г(Р) + 
= РГ 

+5 | (м) o(M, Mo) dF(M), (12.34) 

[—1 [ 
где д, (Р) = ( )(P) при РЕ Г!-1 ид, (Р) = (Pp) при РЕГ:. 

Распределение функций и(Р) и 4(Р) в пределах ГЭ можно 

аппроксимировать и более сложными, чем линейные, зависи-
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мостями (например, многочленами второй и более высоких 

степеней), однако это приводит к увеличению числа узлов в 

каждом ГЭ и арифметических операций при вычислении инте- 

гралов, входящих в выражения для элементов матриц Н и С. 

При необходимости более точного представления этих функций 

на границе области может оказаться, что рациональнее исполь- 

зовать большее число простых ГЭ с линейной аппроксимацией 

или даже с постоянными значениями функций в пределах ка- 

ж дого элемента. 

Решение при помощи МГЭ трехмерной задачи в области V 

для уравнения Пуассона (12.18) с граничными условиями (12.20) 

связано с представлением ограничивающей эту область кусочно 

гладкой поверхности 5 совокупностью Ng двумерных ГЭ. Эти 

элементы целесообразно выбирать в виде треугольников или 

четырехугольников (плоских или криволинейных) с аппрокси- 

мацией функций u(P) и q(P) в пределах каждого ГЭ с номером 

п = 1, №5 постоянными значениями и и Gn или же зависимо- 
стями от координат в форме многочленов. 

Если в пределах n-ro ГЭ S, принять u(P) = и, и 9(Р) qr, 

РЕЗ, п=1, №, то соответствующее задаче (12.18), (12.20) 
ГИУ (12.21) переходит в матричное уравнение вида (12.23) с 

элементами Un, Gn И 

bm = [ (М) wm (М) AV (M) т = 1, №, (12.35) 

V 

матриц-столбцов U, С) и В соответственно. При этом элемен- 

тами матрицы Н порядка №5 будут значения 

тп, = [+542 dS(P), m#n, и hym=- у. hin; 

Sn п=1, №5 
пт 

а элементами матрицы С порядка, Ng — значения 

от = | (Р) dS(P), тп =1, №. (12.36) 

Sn
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В (12.35) wm(M) = w(M,P,,) = ИР гдег(М, Ри) — рассто- 

яние между точкой P,, Е S,,, выбранной в середине ГЭ Sy, и 

точкой МЕУ. Тот же смысл имеет ш„(Р) в выражении для 

Jmn В (12.36), а в выражении для hp,» через w7,(P) обозначе- 
на производная (Уш„(Р))®(Р) функции ш„(Р) в направлении 
единичного вектора n(P) внешней нормали к поверхности 5 в 

точке РЕ5,. Отметим, что нахождение диагонального эле- 

мента Аи» через внедиагональные элементы в т-и строке Ma- 

трицы Н позволяет избежать вычисления телесного угла, и (Ри) 

в случае, если в точке Ри Е 5 С 5 поверхность S не является 

гла,дкой. 

Трудности, возникающие при вычислении дит, можно пре- 

одолеть так же, как это было сделано для двумерной задачи, 

представив ГЭ S,, в окрестности точки Ри, Е 5 участком плос- 

кости. При вычислении интеграла в (12.35) целесообразно, как 

и в случае двумерной задачи, применить квадратурные фор- 

мулы Гаусса или же получить в аналитической форме оценку 

вклада в этот интеграл в малой окрестности точки P,, Е Sm. 

Используя (12.20), можно преобразовать (12.23) в СЛАУ 
вида (12.29) относительно Ng неизвестных значений gp, на 

участках S, С 5 поверхности 5 и ии на участках 5, = S \ S*. 

При этом в (12.30) и (12.31) Г* следует заменить Ha 5*, а Г, — 
на 5». 

После нахождения из решения СЛАУ вида (12.29) недоста- 

ющих значений ив и g,, п=1, №, можно, используя (12.19) при 

w(Mo) = 47, вычислить значение и( №) искомой функции в лю- 
бой точке Moc V: 

(Мо) = ту (1 w(P, Mo) d5(P) вы f w*(P,Mo)45(P))) + 
n n 

+a ] f(M)w(M,Mo)dV(M). (12.37)
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Точность вычислений по (12.37) зависит от погрешности ап- 

проксимации функций u(P) иа(Р) их постоянными значениями 

в пределах каждого ГЭ и от точности вычисления входящих в 

(12.37) интегралов. По аналогии с (12.28) можно воспользовать- 

ся и менее точной формулой 

Ns 
1 

и(Мо) = in S| (Gnw(Pns Mo) — Unw (Pr, Mo)) Sn + 

n=1 

+z | М) w(M,Mo)av(M), (12.38) 
V 

где P, — точка, выбранная в середине n-ro ГЭ площадью Sy. 

Несобственный интеграл по области У в (12.37) и (12.38) 
сходится равномерно в окрестности точки Мо Е V, если в этой 
окрестности функция f(M) непрерывна [XII]. Поэтому его 
можно дифференцировать по координатам точки Мо как по 
параметрам, что позволяет вычислять производные искомой 

функции и (Мо). 

Аппроксимации ГЭ функций u(P) и g(P) многочленами 

в пределах двумерных ГЭ 5, п =1, №, на поверхности 5 

и вычисление возникающих при этом интегралов аналогичны 
соответствующим процедурам, используемым в методе конеч- 
ных элементов (см. 10.2). Тогда неизвестными в СЛАУ вида 
(12.29) будут значения этих функций в узлах таких ГЭ. 

Замечание 12.1. Известно”, что решение краевой задачи 

для уравнения Лапласа, можно представить в виде потенциалов 

простого или двойного слоя с плотностями, удовлетворяющими 

ГИУ. Эти ГИУ также могут быть решены при помощи МГЭ. 

Однако плотности потенциалов обычно не имеют определенно- 

го физического смысла, a их нахождение является промежуточ- 

ным звеном, дающим возможность затем вычислить значения 

*См.: Митлин С.Г., 1968.
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искомых функций, имеющих конкретную физическую интер- 

претацию в содержательной постановке решаемой задачи. В 

связи с этим способы, позволяющие найти плотности потенциа- 

лов в качестве вспомогательных функций, относят к непрямым 

МГЭ в отличие от прямых МГЭ, которые направлены непо- 

средственно на вычисление значений функций, имеющих опре- 

деленный физический смысл. В частности, к прямым следует 

отнести вариант МГЭ, рассмотренный в этом параграфе. 

12.3. Учет анизотропии и неоднородности 

Уравнение Пуассона (12.18) описывает широкий класс физи- 

ческих процессов в изотропной однородной среде (см. 1), т.е. 

в среде, CBOMCTBa которой не зависят ни от направления, ни от 

координат точки М ЕУ в рассматриваемой области У. Однако 

при решении прикладных задач довольно часто возникает необ- 

ходимость учета такой зависимости, что в некоторых случаях 

удается осуществить в рамках метода граничных элементов 

(МГЭ). Рассмотрим эти возможности Ha примере решения при 

помощи МГЭ задачи стационарной теплопроводности в трех- 

мерной области V. 

Пусть в области У, ограниченной кусочно гладкой поверх- 

ностью 5, находится неподвижная однородная анизотропная 

среда. Свойство этой среды передавать тепловую энергию 

характеризует тензор А теплопроводности с компонентами 

А; = Aji =const, 1, ] = 1, 3, составляющими симметрическую ма- 

трицу (2.95) третьего порядка. Если ориентацию осей Ох; 

декартовой прямоугольной системы координат выбрать так, 

чтобы они совпадали с главными осями тензора А, то процесс 

стационарной теплопроводности в области У будет описывать 

дифференциальное уравнение с частными производными 

SOPT(N 
Swe a +i\(M)=0, Mev, (12.39)
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где T(M) и 1 (М) — температура среды и объемная мощ- 
ность внутренних источников энерговыделения, зависящие от 

координат точки М EV, а A) = сопз& — главные коэффици- 

енты теплопроводности анизотропной среды. Отметим, что 

(12.39) вытекает из равенства нулю левой части формул (1.31), 

(1.32) (см. замечание 2.1). 
Изменим масштабы по осям координат в соответствии с 3a- 

vu as Х° - “ 

менои переменных FZ; = @j4/—7, где A° = const — некоторый 1 dO) ) 

масштаб измерения главных коэффициентов теплопроводно- 

сти, в качестве которого можно выбрать одно из значений A), 
Тогда вместо (12.39) получим 

° OTD (М) =0, MeV, 
1=1 a 

ИЛИ _ 

V?T(M) + ре =0, MeV, (12.40) 

где v2 — оператор Лапласа в системе координат 0х1. 

(рис. 12.8), а М — точка, соответствующая точке М Е V после 

изменения масштабов по осям координат и преобразования 

области У в область V (Ha рис. 12.8 принято A° = ли AP) < 

< AM) < ^б)). 

Рис. 12.8
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Получившееся в итоге преобразования уравнение Пуассона 

(12.40) в сочетании с соответствующим образом преобразован- 

ными граничными условиями можно решить в области у при 

помощи МГЭ (см. 12.2), а затем результаты решения перене- 

сти в исходную область У. Однако такой путь не всегда, удобен, 

особенно в случае области сложной конфигурации. Но для ре- 

шения (12.39) в исходной области У необходимо располагать 

фундаментальным решением в пространстве ®З однородного 

уравнения 

3 _ 92 

Sra? a =0, Mev. (12.41) 
i=1 : 

Убедимся, что функция 

3 ол -1/2 
Gi(M, Mo) = (У (ем) ~ #5(Mo))? 5 ) (12.42) 

j=l 

является таким фундаментальным решением, т.е. удовлетво- 

ряет (12.41) во всех точках М Е R°, за исключением точки 

МЕ R°, в которой ш(М, Мо) > со. Действительно, поместим 

начало системы координат Ox ,X2X3 для упрощения выкладок в 

точку Мо, т.е. положим 1;(Мо) = 0, 1=1,3, и вычислим 

Ow 1/2 2 ^° “3/2 А° ~3 А ыы) Зв 

Ort oF Aw = wa 
д Oa, AM OKO dO>DKOD
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Отметим, что совмещение координатных осей и главных 

осей тензора, А не является обязательным условием построения 

фундаментального решения однородного уравнения стационар- 

ной теплопроводности в анизотропной среде. При произволь- 

ной ориентации главных осей тензора А относительно коорди- 

натных осей из (2.96) получим 

3 3 

Ss мо) K(M)=0, MeV. — (12.43) 

Можно показать, что функция 

3 3 1/2 
вм, мо) = (СУ Срь(Авм)да (м), (144) 

1=1 j=1 

где Az;(M) =2;(M) - (Мо) и р; = pj; = const — компоненты 
симметрического тензора коэффициентов термического сопро- 

тивления среды, обратного к тензору А, удовлетворяет (12.43) 

при 1 (М) = 0 во всех точках М Е R°, кроме точки Mp, в ко- 

торой #(M, Мо) - со. 

В формуле Грина вида (2.99) положим т = 3, а; = Ajj, 

и =Т(М), v= (М, Мо), а Q и OO отождествим с Уи S$ 
соответственно. Тогда (2.99) можно использовать аналогично 

процедуре, рассмотренной выше (см. 12.1), для перехода от 

(12.43) к граничному интегральному уравнению (ГИУ) 

(Мо) u(Mo) = ] (Р)@(Р, Мо) — T(P) 8"(Р, Mo) dS(P) + 
S 

+ [пм вм, мову (м), MEV, PES, MEV=VUS. 
V
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Здесь (Мо) — телесный угол, под которым из точки № Е У 

видна внутренность области У (см. 12.2), 

a) DN 5 _ЭТ(Р) _ 
ИР) => d AiG MP), PeS, 

3 A 

w*(P,Mo) = SSO OwlF, Mo) ni(P), PES, 

1=1 7=1 

где n;(P) — проекция на координатную ось Ох; единичного 
вектора n(P) внешней нормали к поверхности 5 в точке PES. 

Как и ранее (см. 12.2), от этого ГИУ можно перейти к 

системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) (12.29) 
при заданных на участках S* и 5, поверхности 5 граничных 
условиях вида (12.20) 

и =f,(P), Pes*cs;: 
(12.45) 

qQ(P)+A(P)T(P)=f(P), РЕЗ, =5\5”, 

где fi, fo, В — известные функции положения точек на границе 

5. Решение СЛАУ относительно неизвестных узловых значений 

Tn и Qn, п = 1, №, при разбиении поверхности 5 на Ng гранич- 

ных элементов (ГЭ) позволит затем по формуле вида (12.37) 
вычислить значение температуры в любой точке My € V: 

Т(Мо)= =>. (4 [ a1P,Mo 45(Р)- т, [| *(P,Mo) is(P)) + 

n n 

to ] Ty?) (М) @(M, Mo) dV (М). (12.46) 
V 

Отсюда можно перейти к более простой, но менее точной 

формуле вида (12.38).



652 12. ВВЕДЕНИЕ В МЕТОД ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Пусть теперь требуется найти решение уравнения Пуассона 
вида (12.18) 

I? (M) УТ(М) + > =0, MeV, (12.47) 

в трехмерной области У, состоящей из двух подобластей У’ и 

У”, имеющих общую границу в виде кусочно гладкой поверх- 
ности S* (рис. 12.9). В каждой из подобластей среду будем 
считать изотропной и однородной, имеющей постоянные, но 
различные коэффициенты теплопроводности А=АЛ'и A= AX” (да- 

лее одним и двумя штрихами отмечены величины, относящиеся 
к подобластям У’ и У” соответственно). Это означает, что S* 
является в данном случае поверхностью разрыва, причем силь- 
ного, если тепловой контакт между подобластями отличается в 
общем случае от идеального, т.е. в соответствии с (2.65) 

N'q'(P) = ак(Т'(Р) - Т"(Р)) =-A"q"(P), РЕ5*, (12.48) 

где ак 2 0 — коэффициент контактной проводимости (см. 2.3), 

q'(P) = (VT'(P)) n'(P), а’(Р) = (VT"(P))n"(P), PeS", 

n'(P) и п”(Р) — единичные векторы внешней по отношению 
к соответствующим подобластям нормали к поверхности 5* 
в точке РЕ S*. Напомним (см. пример 2.4), что при ак = 0 

X34 

Рис. 12.9
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участки поверхности 5* будут идеально теплоизолированными, 
т.е. 4'(Р) =q"(P) =0, а при ак — со тепловой контакт будет 
идеальным, т.е. Т’(Р) =Т"(Р), и соответствующие участки S* 
составят поверхность слабого разрыва. 

Используя в каждой из подобластей фундаментальное реше- 
1 

(М, Mo)’ 

rae r(M,Mo) — расстояние между точками М и Mo B КЗ, можно 

перейти к ГИУ вида (12.19) 

ние уравнения Лапласа в ®З, имеющее вид w(M, Мо) = - 

w"(Mo) Т (Мо) = м [@(Р)ы(Р Mo) — T'(P) w*(P,Mo)) а5(Р)+ 
~ 

S! 

+ ] 17 (M)w(M,Mo)dV(M), Mev’, РЕ5', МЕТ’, (12.49) 
у! 

Мот" м) =X" ] (q!"(P) w(P,Mo) -Т"(Р) w*(P,Mo)) dS(P) + 
gu 

+ ] 1 (М) %(М, Мо ау (М), MEV", PES”, МоЕУ", (12.50) 
yu 

где S’=S'US*, S”=S"US*, причем 5’ и 5” — участки внешней 
границы подобластей У’и У” соответственно, составляющие 

поверхность 5 = S’US", 5'П 5" =@ (см. рис. 12.9). 

Разобьем поверхности 5’, 5” и S* на №’, М" и N* граничных 
элементов соответственно с постоянными в пределах каждого 
ГЭ S, значениями Ty, u gn, п = М, М=мМ'-+М"+ М№*. При 

переходе с использованием заданных на поверхности 5 гра- 
ничных условий от ГИУ (12.49) и (12.50) к двум СЛАУ вида 

(12.29) общее число неизвестных в каждой СЛАУ будет’ на N* 

превышать число уравнений. Для объединения обеих СЛАУ в 

одну квадратную необходимо использовать условия (12.48) на 

поверхности S*, что даст недостающие 2N* уравнений. После
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решения квадратной СЛАУ относительно неизвестных значе- 

ний Тн и Gn можно вычислить значение температуры в любой 

точке № Е У. Например, для точки Мо Е У’ получим 

т’ (Мо) = де | им, Mo) dV(M) + 
Ar у 

, N'+N* 
+2 (4 [ w(Rmo)as(P)— ть [ w"(PMo)d5(P)). 

п п 

Отсюда можно перейти к более простой формуле вида (12.38). 

Ясно, что рассмотренную процедуру учета неоднородности 

области У можно использовать и в случае, если У состоит из 

более чем двух однородных подобластей с различными коэф- 

фициентами теплопроводности. Однако в прикладных задачах 

коэффициент теплопроводности A(M) может быть кусочно не- 

прерывной функцией положения точки М ЕУ. Такая ситуация 

характерна, например, для нелинеиной задачи теплопроводно- 

сти в неоднородной области, когда коэффициент теплопровод- 

ности среды зависит от температуры и при решении задачи 

последовательными приближениями Ha очередной. итерации мо- 

жет быть представлен кусочно непрерывной функцией A(M), 

М ЕУ. В этом случае вместо (12.47) будем иметь уравнение 

У(^(мМ)УтТ(м))+ (М) =0, Mev. (12.51) 

Важно отметить, что функция (М) В (12.51) при решении 

нелинейной задачи последовательными приближениями может 
отражать на, очередной итерации зависимость объемной мощ- 
ности внутренних источников энерговыделения не только от 
координат точки М Е У, но и от значений искомой функции 

Т(М) температуры. 
Применить МГЭ непосредственно к решению (12.51) не уда- 

ется, так как для произвольной функции А(М) неизвестно фун- 
даментальное решение соответствующего однородного уравне- 
ния V(A(M)VT(M))=0. Ho при условии, что функция A(M)
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имеет в области У кусочно непрерывные производные, (12.51) 

можно преобразовать, выделив в явном виде оператор Лапласа: 

\(M)V?2T(M) + (VA(M))VT(M) + (М) =0, MeV. 

Отсюда, учитывая, что А(М) > 0, получаем 

V°T(M)+f(M,T)=0, МЕХ, (12.52) 

где 

f(M,T) = xa ((Va(M)) УТ(М) + и (м)}, MEV. 

Отличие уравнения (12.52) от уравнения (12.18) состоит лишь в 

зависимости от температуры функции f. Эту зависимость при 

использовании МГЭ можно учесть последовательными прибли- 

жениями. 

Пусть Т®)(М), М Е\, — распределение температуры, най- 

денное на К-й итерации (при К = 0 оно соответствует началь- 

ному приближению), а (М) = (М, Т®(М)). Тогда для на- 

хождения следующего, (k+ 1)-го приближения используем ГИУ 

вида (12.19) 

+ [ммдьм, моду (м), М,Е\, РЕ5, МЕУ. (12.53) 

V 

Процедура, перехода, от уравнения (12.53) к СЛАУ вида (12.29) 

описана выше (см. 12.2). Сходимость последовательных при- 
ближений проще всего контролировать по максимальному зна- 

чению [T+ (М) —-T)(M)|, MEV.
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12.4. Нестационарные задачи 

Рассмотрим особенности использования метода граничных 

элементов (МГЭ) для решения нестационарных задач Ha при- 

мере задачи нестационарной теплопроводности в однородной 

трехмерной области У, ограниченной кусочно гладкой поверх- 

ностью 5 (рис. 12.10). Пусть функция Т(Е М), описывающая 

изменение во времени t температуры среды в точке М ЕУ = 

=VUS, удовлетворяет уравнению вида (2.54) 

OT (t,M с С ) — ут, м) +1? (t,M), MEV, (12.54) 

где с = const — объемная теплоемкость среды; A = const — 

коэффициент теплопроводности среды; т — объемная мощ- 

ность внутренних источников энерговыделения. Кроме того, 
заданы начальное условие Т(0, М) = Т°(М) в момент времени 
t = 0, принимаемый 3a начальный, и граничные условия 

on =fi(t,P), PeEs* cS; 
(12.55) 

Aq(t, P)+ B(t, P)T(t, P) = (ЕР), РЕБ, =S\S", 

на участках S* и S, поверхности 5, где fi, [2 и В — известные 

функции времени и Положения точки Р на поверхности, а 

хз} f,(t,P) 5 
У 

хо 

Хх! f,(t, P) 

Рис. 12.10
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q(t, Р) =(VT(t,M))n(P) — проекция градиента температуры 

на направление единичного вектора n(P) внешней нормали к 

поверхности 5. 

Однородному уравнению (12.54) (при (М) = 0) во всех 

точках М Е ®З, кроме точки Мо Е R°, удовлетворяет при t > т 

функция [XII] 

M,M 
w(t — т, М, Mo) = 372 exp(— 76 ), (12.56) 

8 (a(t — т)) 4a(t—T) 

где a= A/c, r(M,Mo) — расстояние между точками М и Mo. 

Эту функцию называют фундаментальным решением уравне- 

ния теплопроводности в пространстве. Она описывает изме- 

нение температуры при t > т в точке М, вызванное мгновенным 

выделением в момент времени $ =т в точке Мо количества, теп- 

лоты, численно равное с. 

Используя (12.56), задачу (12.54), (12.55) можно свести к 
граничному интегральному уравнению (ГИУ)*. 

w(Mo) T(t, Mo) = ] T°(M) w(t, М, Мо) dV + 
V 

+8 | [(a(r,P)w(t—7,P,Mo)-T(7,P) и*(1—т, М, Мо) ) drdS(P)+ 

0 5 

t 

+8 [| [ У, м) w(t—1,M, Mo) drav (12.57) 

оу 

где w*(t — т, Р, Мо) = (Уш(Е - т,Р, Мо)) ®(Р). Если промежу- 
ток времени, в течение которого рассматривается процесс не- 
стационарной теплопроводности, разбить на интервалы At, = 
=t, — 1 и в пределах каждого k-ro интервала, принять функ- 

*См., например: Карташов Э.М.
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ции T(t,M), g(t,P) и (М) не зависящими от времени, 

заменив их Ha Ть(М) = Т(Е,М), ак (Р) =а(,Р) и I? (ty, M) 
соответственно, то вместо (12.57) получим ГИУ 

(Мо) Ti.( Mo) = [Тб м) (А, М, Мо) dV + 

у 

rafacr( | w(te—7, P,Mo) dr) 45(Р) — 
5 tk—1 

== [тар | w (te=1, P,Mo) dr) dS(P) + 
tk—1 

ty 

( М, Ма ae. + [1 вым) (] (а, M,Mo) dr ) dV (м) (12.58) 
tk 

Для численного решения ГИУ (12.58) при помощи MIO 
поверхность 5 разобьем Ha граничные элементы (ГЭ) с общим 

числом Ng граничных узлов P, Е 5, п =1, №, а область У — 

на конечные элементы с общим числом № внутренних узлов 

МЕТ, {= 1, Му. Тогда (12.58) можно свести к матричному 
уравнению 

НьОк = GeQe+ DeWe_-1 + Br, (12.59) 

где Ок и Q, — матрицы-столбцы размера Ng x 1 с элемен- 

тами Ть(Р,) и ак(Р,) соответственно; Ни Ск — матрицы 

порядка Ns; Wy_1 — матрица-столбец размера (№5 + Ny) x 1, 

элементами которой являются известные значения температур 

в граничных и внутренних узлах в момент времени 4—1 в на- 

чале К-го интервала (при К = 1 эти значения соответствуют 

начальному распределению температуры); О; — матрица раз-
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мера Ns x (№5 + Ny) с элементами 

4) = ] (М) w(Atz, M, Pn) dV (М), 
V 

где yi(M) — функция формы, соответствующая внутреннему 

или граничному узлу с номером [ и использованная при аппрок- 

симации функции Т(1._-1,М), MeV; Be — матрица-столбец 

размера, Ng x 1, элементы которой 

ит 

= (9) w(t.—T, M, Pp) dr (Е) [x вым) ( (к-т, М, Pn) d им) 

tk—-1 

отражают влияние внутренних источников энерговыделения Ha 

значения Т» (Р,) и ак(Р‚), п = 1, №. 

Значения элементов матриц Нк, Gy, u Dy зависят, как это 

следует из (12.58), от значения At,, конфигурации области V, 

расположения граничных и внутренних узлов, а также от спо- 

соба аппроксимации функций Ть(Р), 4к(Р) в пределах каждого 

ГЭ и функции Т (#1, М) в пределах каждого конечного элемен- 
та. При At, =const элементы этих матриц не будут зависеть от 

номера интервала, так что нижний индекс k в их обозначениях 

может быть опущен. 

Как и в случае решения уравнения Пуассона (см. 12.2) 

интегралы, входящие в выражения диагональных элементов 

pik) и ght), матриц Hy и Gx, являются несобственными. В 

малой окрестности т-го узла ГЭ можно заменить плоским 

участком и вычислить вклад в элемент ghia аналитически, 

a для преодоления трудностей, возникающих при вычислении 

pik) рассмотрим случай (М) =0, 5* = 5 и fi(t,P)= 

= Т°(М) =Т = сопз%. Тогда температура в области У и Ha 

ее поверхности будет неизменной во времени и равной То, а 

матрицы @ь и By станут нулевыми. Тогда, из (12.59) получим
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H,U;, = D,W,_1, причем все элементы матриц Оф и И/»_1 равны 

То. Отсюда следует, что 

№5+Му 

pik) = — У. pik) + >. 4) т = 1, №, 

п=1, М 

пт 

для любого k-ro интервала. 
В простеишем варианте МГЭ, когда в пределах каждого ГЭ 

Sn, n=1, №, функции Ть(Р) и 9% (Р) совпадают со значениями 
Tr( Pr) и ак (Р‚), Pn Е Sn, соответственно, из (12.58) получим 

ni’) =а [for (t,-T, P, Мо) drdS(P), 

S tp-} 

9-8 fw (tT, P, Мо) drdS(P). 
S tp 

В частном случае задания Ha всей поверхности 5 температуры 
T(t, P) = fi(t, P) все элементы матрицы U;, известны и из (12.59) 
можно найти 

Ок = С," (Нь(ь — DeWe-1 — Br), 

т.е. вычислить значения 4» (Р,), Pr € 5, п =1, №. Это позво- 

лит, используя (12.58) при w(Mo) = 47, вычислить температуру 

ТЕ(Мо) в любой точке Мо Е V в момент времени ty в конце k-ro 

интервала. 

Другой путь применения МГЭ к решению нестационарной 

задачи (12.54), (12.55) состоит в предварительной замене в 
OT(t, М) 

ot 

‚ Т.е. связан с обращением к методу прямых. 

(12.54) производной 

Tk(M) - Tk-1(M) 
At. 

Тогда из (12.54) для момента времени t, получим уравнение 

1 

alt, 

конечноразностным соотношением 

У*Ть(М) — T.(M)=—fi(M), MeV, (12.60)
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где 
(а) _ Тем) КР (te, M) 

(М) = aA, л ' 

а, из (12.55) — граничные условия 

re a PES*CS; (12.61) 
Лак (Р) + B(te, P) Tk (P) = fo(te,P), РЕ5-=5\ 5”. 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что фун- 

даментальным решением однородного уравнения (12.60) при 

№к(М) = 0 будет функция 

(12.62) 
1 

М, Мо) = — we(M, Mo) = МЫ exp( aT 

Теперь задачу (12.60), (12.61) можно свести к ГИУ 

(Mo) Te(Mo)= | (qe(P) we(P, Mo) ~Ti(P) wi(P,Mo)) 45 (P) + 
S 

+ [ fel) wa(M, Mo)aV(M), MEV, PES, МЕТ, (12.63) 
у 

где wi(P,Mo) = (Ушь(Р, Мо)) ®(Р). Как и выше (см. 12.2), 
можно перейти от (12.63) к системе линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) вида (12.29) относительно неизвестных зна- 

чений Т»(Р‚,) и дк(Р)) в узлах P, Е 5, п= 1, №, ГЭ, на которые 

следует разбить поверхность S. | 

Елце одна возможность решения задачи (12.54), (12.55) при 
помощи MIO связана с использованием интегрального пре- 
образования Лапласа. Применяя это преобразование к (12.54), 
(12.55) и учитывая начальное условие, получаем уравнение в 
изображениях 

У?Т(5,М) — =T(s,M) =-f(s,M), MeV, (12.64)
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где 

T(s,M)= [treme dt, 

0 

a 

T° т 
(в, М) = (M) . ] 1) (t, M)e~** dt, 

0 

с граничными условиями (в случае неизменного во времени 
коэффициента теплообмена, В(Р)) 

Т($,Р) = [ filt,P)ew* dt, PES", 

О . (12.65) 

^9(3, Р) + В(Р)Т($, Р) = [are dt, РЕФ,. 

О 

Здесь 

4(з,Р) = | q(t, P)e~* dt. | 
По аналогии с (12.62) фундаментальным решением однород- 

ного уравнения (12.64) (при f(s,M) =0) будет функция 

ay (-/ Erm Mo) 
что позволяет от задачи (12.64), (12.65) перейти к ГИУ 

w(M, Mo) — 

(Мо) Т ($, Mo) = |(a(s,P)(P, Mo) —T(s, P)w*(P,Mo))dS(P)+ 

S 

+ [| #(s,Mym(M,Mo)dV(M), MEV, PES, МЕХ, (12.66) 
V 

где 10* (Р, Мо) = (Vw(P, Mo))n(P).
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При выделении Ng граничных узлов P, Е 5, п = 1, №, 

(12.66) можно свести к матричному уравнению вида (12.23) 

H,U,; =С,0.+В,, (12.67) 

в котором элементы всех матриц будут зависеть от параметра 

5 интегрального преобразования Лапласа. С учетом (12.65) из 

(12.67) следует в матричной форме зависимость от $ изображе- 

ний 7,(s) и 41 ($) в граничных узлах, а затем с использованием 
(12.66) — и зависимость от $ изображений Т($, Мо) во внутрен- 

них точках My ЕТУ. Для перехода к оригиналам Т»({) и T(t, Мо) 

вследствие матричной формы зависимости изображений от $ 

приходится применять численные способы обращения преобра- 

зования Лапласа». | 

12.5. Статическая задача теории упругости 

Применение метода граничных элементов (МГЭ) к реше- 

нию задач теории упругости также основано на возможности 

перехода от формулировки краевой задачи, содержащей диф- 

ференциальные уравнения и граничные условия, к граничному 

интегральному уравнению (ГИУ). Однако в отличие от урав- 

нения Пуассона для такого перехода вместо второй формулы 

Грина в случае линеино упругой среды необходимо использо- 

вать теорему взаимности работ, суть которой сводится к 

следующему. 

Пусть линейно упругая среда занимает область У С R?, 

ограниченную кусочно гладкой поверхностью S. Свойства, сре- 

ды описывают константы Ламе Ли jl, устанавливающие связь 

между компонентами O7; И Е;;, 11 = 1,3, тензоров напряже- 

ний и деформаций соответственно в виде обобщенного закона 

Гука (3.31). Рассмотрим два, состояния равновесия этой среды. 

Первое состояние характеризуется проекциями U; вектора м пе- 

ремещения частиц среды на, оси Ох; декартовой прямоугольной 

*См., например: Арылов В.ЙИ., Скобля Н.С.
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системы координат, компонентами Е;; и 0;;, 1, 1 = 1, 3, тензоров 

деформаций и напряжений соответственно, a второе — величи- 

нами U;, Е;; ИО... 

Если эти состояния вызваны действием двух систем объ- 

емных и поверхностных сил с проекциями 6;, р; и bi, р; COOT- 

ветственно, TO должны быть выполнены уравнения равновесия 

(здесь и далее в этом параграфе принято правило суммирова- 

ния по повторяющимся нижним индексам 2,7 = 1,3) 

00;;(M) 

Oz; 

00;;(M) 

Oz; 
+ 6;(M) =0, +6;(M)=0, MeV, (12.68) 

и граничные условия 

oij(P)nj(P)=pi(P), °(Р)п;(Р)=РЕР), PES, (12.69) 

где Nik — Проекции единичного вектора п внешней нормали к 

поверхности 5 на координатные оси Ox;, + = 1,3. Кроме того, 
в соответствии с соотношениями Коши (3.30) 

al 0щ Ou z,, 1 (Ou, 0 
“= 9 (5 ы 5.) 29 = 2 (= ы о) (12.70) 

и в соответствии с обобщенным законом Гука (3.31) 

в;; = d06;; + 21Е;;, Oi; = ^@5;; + 20Е;;, (12.71) 

где © = 64504; — объемная деформация; 0; — компоненты 

единичного тензора второго ранга, для которого 6;; =1 при 

1=]7 И 0; =0 при 1 1. 

Используя (12.71), можно установить, что с учетом д;;6;; =3 

~ ~ le — 
0:38; = (AOS; + 2ре:;) 2 (Oi; + ЗЕ; — 98:;) = 

= 00 + ies ;Fi; = HOO + (5; — AO)€i; = бу.
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Отсюда, интегрированием по области У получаем 

[oti dV = [ase dV. (12.72) 

V V 

Учитывая (12.68)- (12.70) и симметрию тензора напряже- 
ний, преобразуем интеграл в левой части (12.72): 

_ — 1 ди; ди; — OU; _ 
[oti dV = (5 + an) ЧУ = о =. dV = 

V V 

= oon dS — [ame = [ола + fo dV. 

S V 

Аналогично можно преобразовать интеграл в правой части 

(12.72), в результате вместо (12.72) получим итоговое соотно- 

шение 

[ ацая + [oamav = |p, 45+ | Бшау (12.73) 

5 V S У 

упомянутой теоремы: работа первой системы сил Ha переме- 
щениях, вызванных второй системой сил, равна, работе второй 
системы на перемещениях, вызванных первой системой. 

Чтобы избавиться в правой части (12.73) от интеграла, по 
области У и перейти к ГИУ, необходимо располагать решени- 

ем задачи для перемещений в неограниченной линейно упругой 
среде, вызванных приложением в точке Мо Е R? сосредоточен- 
ной силы }. Для этого рассмотрим уравнение (3.40) теории 

упругости в перемещениях, положив в нем вектор плотности 
объемных сил равным 6 (М) = f (Mo)d3(M, Мо), где 63(M, Мо) — 

дельта-функция, обладающая в случае функции } (М), МЕУ= 

=VUS, непрерывной на замыкании У области У, свойством 

w (Mo) (Мо) 

[sensi meavimy =) ae 
0, Mo ¢V, 

Mo € V; 
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где (М) — телесный угол, под которым из точки Мо Е У 

видна „внутренность“ области У (в частности, «2 ( Мо) = 47 при 
Mo € V uw w(Mo) = 27, если точка Мо лежит Ha гладком участке 

поверхности 5). Тогда (3.40) примет вид 

1 1 
Viut+ => V(Vu) = ~ GF. (12.74) 

~ 

где и = — коэффициент Пуассона, упругой среды. 
2(\ +p) 

Решение (12.74) будем искать в виде и = u*+U, причем u* 

удовлетворяет векторному уравнению Пуассона, 

] 
У? и* = —- fobs, (12.75) 

и 

или в проекциях на координатные оси Ох;, = 1,3, 

1 
Уи = —= fids. (12.76) 

|7 

Известно [XII], что’ u; = Tan где г — расстояние между 

точками М, № Е ЕВ 3, удовлетворяет (12.76). Тогда, 

и” = J (12.77) 
An pr 

будет удовлетворять (12.75). 

Подставляя теперь и = м* + м в (12.74), получаем уравнение 

(1—2) Уи + V(Vu) = -У(Уи*) (12.78) 

относительно искомой векторной функции и. Применяя к не- 

му операцию ротора и учитывая, что Ух(\Уф) = 0 для любой 

дважды непрерывно дифференцируемой действительной функ- 

ции ‹р, получаем \? (Ухи) = 0, где 0 — нулевой вектор. Таким 

образом, проекции 9; = (VxXu)e; векторной функции 9 = Ухи
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на координатные оси Ох;, += 1,3, с ортами е; удовлетворя- 

ют уравнениям Лапласа, \? д; = 0, т.е. являются гармоническими 

функциями. 

Особенность рассматриваемой задачи состоит в том, что 

по мере удаления от точки Мо Е ®З перемещения, деформации 

и напряжения, вызванные приложением в этой точке силы f, 

стремятся к нулю, в том числе и 9; +0, =1,3. Но функция 

gj, являясь гармонической в пространстве R° и обращаясь 

в нуль на бесконечности, равна тождественно нулю [XII]. 

Таким образом, 9 = Ухи = 0 и поэтому существует скалярный 

потенциал Ф искомого векторного поля, задаваемого функцией 

и, т.е. и = УФ. Тогда из (12.78) получим 

(1-2,)УУФ + У(У(У$)) = -У(Уи*), 

ИЛИ 

У(2(1 - „УФ + Уи*) = Vh=0. 

Отсюда, следует, что функция h=const. Но на бесконечности 

она должна обращаться в нуль. Поэтому с учетом (12.77) имеем 

21 __ 1 x f 1 Vo = Шум = -sa oy (5) (12.79) 

Правая часть (12.79) определена, всюду в №3, кроме точки Mo 

приложения силы {. 

Пусть функция 4 удовлетворяет уравнению V27y) = 1/г. То- 

гда вместо (12.79) запишем 

f f УФ = ——— У (\/ 24) = — \ 2 (\/ р). 
8rp(1—v) (Уз) 8rp(1 —v) (У) 

Этому равенству удовлетворяет функция 

f Vw. (12.80) 
— 8111 —v)
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Убедимся, что функция д = тг/2 является решением урав- 

нения У? = 1/т. Для этого поместим точку Мо в начало 

сферических координат, в которых это уравнение примет вид 

[ XIT] 
1 d/ dy, _1 

r2 ra а) г. 
Последовательным дифференцированием находим 

2-6. 
так что действительно У?(;) = -. Подставляя р = 5 B (12.80), 

получаем 
~ 1 

— УФ = — — V(fVr). 
и 1677 (1- v) (ГУ!) 

В итоге, учитывая (12.77), имеем 

ож f u=ut+u V(fVr). (12.81) 
~ Anpir 1677 (1- v) 

Это решение получено в 1848 году У. Томсоном*. Оно являет- 

ся фундаментальным решением однородного уравнения (3.40) 

теории упругости в перемещениях (при 6 = 0). 

Для перехода от (12.72) к ГИУ удобно представить (12.81) в 

проекциях u;(M) = ul (M, Мо) fi(Mo), 7,=1, 3. Тогда значение 

функции ul) (М, Мо) будет указывать перемещение в точке 

М Е R° в направлении оси Ох;, вызванное приложением в точке 

Мо единичной силы в направлении оси Ох. Положим f = fre; 

и, учитывая, что е;е! = дд, запишем 

д Or д*т O*r V(fVr)= ein, (fier5.-¢i) = fdr; Ox,0z; eas Ox;02| Ly 
е;. 

*У. Томсон (лорд Кельвин) (1824-1907) — английский физик и матема- 
тик.
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В итоге вместо (12.81) получим 

Де! Де; 0*r е; Е 1 д2т 
че-то - = = —-|—- fi. 

Anpr l16mp(1—v) 02,02, 4p 4(1-и) 02,02, 

Отсюда находим искомую функцию 

2 о мм 1 bi Or (M, Мо) 19.29 

( о} = Arp (sa Mo) 4(1-v) O2;0x, < (12.82) 

При помощи (12.82), используя соотношения Коши (12.70) и 

обобщенного закона Гука (12.71), можно найти деформации и 

напряжения в точке М Е ЕЗ, вызванные приложением в точке 

Мо единичной силы, направленной вдоль оси Охи: 

(0 ди (М, М el Ou;’(M,Mo) , 9U; (M,Mo)\ | (М, Mo) = 5 ( ет ‚5 БЕТ З 

a!) (М, Mo) = №0 (М, Мо)6; + 200 (М, Мо), i, j,0=1,8, 

а затем вычислить проекции pt (М, Мо) = a! (M, Mo) n;(M) 

вектора напряжений Ha площадку, проходящую через точку М 
и имеющую направляющие косинусы п; (М) единичного вектора, 
n(M) нормали к этой площадке. 

Подставляя в (12.73) ul (М, Мо) вместо %;, ар) (М, Мо) вме- 

сто Pp; и полагая 6; = бзби, с учетом указанного выше свойства 

дельта-функции получаем ГИУ 

(Мо) 
4n 

и (Мо) = | (pi(P) a? (P, Mo) — us(P) 0 (P, Mo)) dS(P) + 
S 

+ / b;(M)u!?(M,Mo)dV(M), MEV, PES, МоЕУ. (12.83) 
V
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Это ГИУ можно решить при помощи МГЭ. Для этого кусочно 

гладкую поверхность 5 разобьем на Ng граничных элементов 

(ГЭ) S,, п= 1, №, причем угловые точки и ребра, если они 

есть на поверхности, расположим на стыке элементов. Тогда 

в пределах каждого ГЭ будет определен единичный вектор 

внешней нормали к поверхности. 

В простейшем случае в каждом ГЭ 5„ функции u;(P) ир;(Р) 
аппроксимируем значениями и;(Р‚) и p;(P,) соответственно в 

точке P, Е S,, помещенной в середине ГЭ, т.е. приближенно 

заменим эти функции их узловыми значениями в п-м узле. 

Совместим точку Мо ЕГ с т-м узлом, приняв Мо = Рь Е 

Е5т. Для этого узла, лежащего Ha гладком участке границы, 

в (12.83) имеем w(Mo) =«(Р») = 2a. Тогда вместо (12.83), 
используя свойство аддитивности определенного интеграла, 

получаем 

5 (Р,) => | (Pi(Pn) uy? (P, Pm) — wi(Pa) р (P, Pm)) 45(Р) + 

+ | b:(01) ом, в.) AV (м) i,1=T,3., J | 

или в матричной записи, учитывая, что точку Мо можно 

совместить с любым т-м узлом, 

HU =GQ+D, (12.84) 

где U, дир — матрицы-столбцы размера 3М№ x 1 узловых 

значений ИЗ(п-1)- = и; (Р»), P3(n-1)+i = pil Pr), п=1, №, и 

Чт = ] b;(M)u!(M,P,)dV(M), m=1,Ns, (12.85) 
F
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соответственно, Н и С — матрицы порядка 3/5 с элементами 

Omn —— 
h3(m—1)+1,3(n—1)+i = 5 + [ ор, Вь)а8(Р). т, в =1, №5 

l 

93(m—1)+,3(n—1)-+i = / ul (P, Pm) dS(P), m,n=T1,Ns, 
Sn 

дп = 1 при т = п и bmn = 0 при MF п. 

Подынтегральные функции в интегралах по TO 5, n= 

= 1, №5, входящих в выражения для элементов матриц Н и С, 

при п = т ограничены. Поэтому такие интегралы можно вычи- 

слить при помощи обычных квадратурныхг формул [УП]. При 

п = т несобственные интегралы в выражениях для элементов 

матрицы G можно вычислить аналитически, если ГЭ бт явля- 

ется плоским”. В случае криволинеиного ГЭ в окрестности 

точки Ри Е Sm, Целесообразно ГЭ аппроксимировать плоским 

участком 5’, вычислить аналитически вклад в несобствен- 

ный интеграл на этом участке, а на остальной части ГЭ, где 

отсутствуют особенности в подынтегральных функциях, ис- 

пользовать для вычислении обычные квадратурные формулы. 

Выражения для элементов матрицы Н при п = т также 

содержат несобственные интегралы. Можно избежать их вы- 

числения, если учесть, что матричное уравнение (12.84) спра- 

ведливо и для частного случая перемещения области У как 

твердого тела при отсутствии поверхностных и объемных сил и 

заданных значениях U;(P,) = и? =const. В этом случае матри- 

цы О и D будут нулевыми и вместо (12.84) получим HU = Озмс, 

где Озм. — нулевая матрица-столбец размера 3№5 х1. Те- 

перь заданные значения U3(n_1)44 = %:(Рь) = uz, n=1, №, будут 

удовлетворять матричному уравнению НИ = Озм. лишь при 

*См., например: Бенерджи П., Баттерфилд Р.
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УСЛОВИИ 

№5 

уз h3(m—1)-+1,3(n—1)-+i =0, 11=1,3. (12.86) 

n=1 

Отсюда можно вычислить значения N3(m_—1)+41,3(m—1)4+i. Не при- 
бегая к интегрированию по ГЭ Sp. 

Интеграл в (12.85) также является несобственным. Можно 

показать, что он сходится в окрестности точки Ри Е Tm, ec- 
ли функция 6;(М) ограничена в этой окрестности. Его можно 
вычислить, например, при помощи соответствующей квадра- 

турной формулы Гаусса, не использующей значения подынте- 
гральной функции в граничных точках. 

Если на границе 5 области У заданы значения перемеще- 
ний u;(P)=f;(P), РЕЗ, {= 1, 3, тов (12.84) будут известны все 

элементы матрицы U. Тогда (12.84) переходит в систему линей- 

ных алгебраических уравнений (СЛАУ) относительно значений 
p:i(P,) в точках P, Е S,. После решения этой СЛАУ, используя 

(12.83) при (Мо) =4т, в любой точке Мо ЕУ можно вычислить 

значения 

№5 

(Mo) = У`рЕ(Р») | uf? (Р, Мо) 45(Р) - 
n=1 Sn 

Ns 

= So ui(Pa) | (Р.М dS(P) + 
n=1 Sn 

+ [aM ul? (М, Mo) dV(M), MEV, PES, Moe V. (12.87) 

V 

Приняв, что ul (P, Мо) = ul (P,, Мо) И ро (P, Мо) ~ p\)(P,, Мо), 

P, Е Sn, n=1, №, в пределах каждого ГЭ с площадью S,,, вме-
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сто (12.87) получим менее точную, но более простую формулу 

Ns 

ш(Мо) = У > (pi(Pa) uf” (Pay Mo) — ui(Pa) р (Pas Mo)) Sn + 
n=1 

+ / b;(M) “0 (М, Mo) dV(M). (12.88) 
У 

Можно показать, что несобственный интеграл по области 

Ув (12.87) и (12.88) сходится равномерно в окрестности точки 

Mo € V, если в этой окрестности функция b;(M) ограничена. 

Поэтому его можно дифференцировать по координатам точки 

Мо как по параметрам. Это позволяет вычислить в любой 

точке Mo € V компоненты тензоров деформаций и напряжений. 

В более общем случае на участках S, С 5 поверхности 5 Mo- 

гут быть заданы проекции и; (Р) вектора и перемещения, a Ha 

участках S, = 5 \ 5, — проекции р;(Р) вектора напряжения. В 

этом случае разбиение поверхности 5 на Ng ГЭ целесообразно 

провести так, чтобы каждый ГЭ целиком находился либо на 

участке 5, либо на участке 5». Тогда (12.84) можно привести 

к квадратной СЛАУ вида (12.29) с 3№5 неизвестными значени- 

ями и; (Р,), Pa € Sp, и pi(Pn), Po € Su, 1 = 1, 3, п =1, №. Воз- 

можен и более сложный вариант задания граничных условий, 

когда на некоторых участках Sy, = 5 \ (5, 05») известны линей- 

ные комбинации указанных проекций. Тем не менее с учетом 

этих линейных комбинаций общее число неизвестных гранич- 

ных значений составит 3М№ 5, причем формирование элементов 

матриц Au В° в СЛАУ вида (12.29) аналогично рассмотренно- 
му выше (см. 12.2). 

Если область У состоит из нескольких подобластей, в ка- 

ждой из которых упругие свойства однородной среды различ- 

ны, то матричные уравнения вида (12.84), составленные для 

каждой из однородных подобластей, можно объединить в одну 

СЛАУ при помощи условий, заданных на поверхностях кон- 

такта этих подобластей (см. 12.3). Для учета анизотропии
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упругих свойств среды и ее неоднородности в области У приме- 

нимы Te же приемы, что и при использовании метода конечных 

элементов для решения задач теплопроводности (см. 12.3). 

12.6. Сравнение методов 

граничных и конечных элементов 

Метод граничных элементов (МГЭ) основан Ha использова- 

нии фундаментальных решений линеиных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами и поэтому в своем 

исходном виде применим к решению линейных задач в обла: 

стях, содержащих однородные среды. Если область состоит 

из нескольких смежных подобластеи, содержащих однородные, 

но различные среды, то в рамках МГЭ несложно состыковать 

между собой решения для отдельных подобластеи. Однако учет 

неоднородности среды и (или) ее анизотропии требует, как 

правило, применения процедуры последовательных приближе- 

ний (см. 12.3). Аналогичная ситуация возникает и при исполь- 

зовании МГЭ для решения нелинейных задач. 

В методе конечных элементов (МКЭ) учет неоднородно- 

сти и анизотропии среды не вызывает принципиальных труд- 

ностей. Однако в случае нелинейных задач при матричном 

представлении уравнений относительно узловых значений ис- 

комых функций элементы матриц зависят от этих значении, 

что также приводит к итерациям. 

Ясно, что формулировка исходных задач в виде гранич- 

ных интегральных уравнений (ГИУ) приводит к уменьшению 

размерности на единицу, т.е. для двумерных задач имеем од- 

номерные ГИУ вдоль контура области, а для трехмерных — 

двумерные ГИУ по поверхности, ограничивающей область. От- 

метим, что некоторые осесимметричные задачи удается свести 

к одномерным ГИУ вдоль контура осевого сечения рассма- 

триваемой области. Поэтому последующее применение МГЭ 

для решения ГИУ позволяет обычно решать системы линейных
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алгебраических уравнений (СЛАУ) с матрицами меньшего по- 

рядка, чем при использовании MKO для решения той же задачи. 

Однако формируемые на основе МГЭ матрицы не содержат 

нулевых элементов (в случае разбиения области на однород- 
ные подобласти матрица является блочно-ленточной, причем 
отдельные блоки состоят только из ненулевых элементов). 

В противоположность этому матрица, сформированная на 

основе МКЭ, имеет большое число нулевых элементов. Опти- 

мизируя нумерацию узлов КЭ, такую матрицу можно свести 

к ленточной с минимально возможной шириной ленты. Это 

позволяет уменьшить затраты памяти ЭВМ и число арифме- 

тических операций при решении СЛАУ с ленточной матрицей. 

Кроме того, вычисление каждого элемента, такой матрицы тре- 

бует меньшего числа, операций, чем для элемента матрицы при 

ее формировании Ha основе МГЭ, хотя при отсутствии в ГИУ 

интеграла, по области объем вычислений также уменьшается. 

Оценки показывают, что при решении МГЭ трехмерных 

задач затраты машинного времени в четыре — десять раз 

меньше, чем при их решении МКЭ с той же точностью*. Вы- 

игрыш растет при решении задач, благоприятных для МГЭ. 

Например, в случае неограниченной области подбором фун- 

даментального решения можно автоматически удовлетворить 

условиям Ha бесконечности, тогда как в MKO эти условия при- 

дется удовлетворять приближенно введением большого числа 

удаленных КЭ. При наличии у области участка границы с за- 

данным нулевым значением производной искомой функции в 

направлении внешней нормали (например, идеально теплоизо- 

лированный участок в задаче теплопроводности или свободная 

поверхность в задаче движения жидкости) также можно подо- 

брать фундаментальное решение, которое автоматически удо- 

влетворит такое граничное условие, что позволит не разбивать 

этот участок на граничные элементы (ГЭ). 

*См., например: Бенерджи П., Баттерфилод Р.
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В МГЭ погрешности связаны лишь с аппроксимацией грани- 
цы при помощи ГЭ и приближенном представлении на границе 
искомых и заданных функций, тогда как ГИУ является точ- 

ной формулировкой искомого решения во всей области. В МКЭ 
же возникают дополнительные погрешности при представлении 
искомого решения во всей области. Если при решении зада- 
чи представляет интерес не все поле в области, а лишь его 
фрагменты или же единственное значение искомой функции 
в какой-либо характерной точке области, то МГЭ позволяет 
получить эту информацию с более высокой точностью и при 
меньшем объеме вычислений. 

Проведенное сравнение показывает, что ни МКЭ, ни МГЭ 
не имеют абсолютного преимущества при решении широкого 
класса задач, но существуют типы задач, для которых приме- 
нение одного из этих методов предпочтительнее. В некоторых 
случаях удобным может оказаться одновременное применение 
этих методов, когда в части области вводят сетку КЗ, а pe 
шение в остальной части представляют в виде ГИУ с последу- 
ющим применением МГЭ. Возможно комбинировать МГЭ ис 

другими численными методами*. 

Дополнение 12.1. Особенности 

решения осесимметричных задач 

Рассмотрим область У, полученную вращением вокруг оси 
Охз плоской области Р (не обязательно односвязной), ограни- 
ченной кусочно гладкой границей Г, образующей при вращении 

кусочно гладкую поверхность 5 (рис. 12.11). Введем цилин- 
дрическую систему координат р, ф, 2, начало которой совпа- 
дает с началом декартовой прямоугольной системы координат 
Ox ,X2X3, а ось Oz направлена, по оси вращения Охз. 

В граничном интегральном уравнении (ГИУ) (12.19) для 

функции u(M), удовлетворяющей в области У уравнению Пуас- 

*См., например: Бреббиля K., Теллес Ж., Вроубелл Л.
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сона (12.18), перейдем к цилиндрическим координатам, поло- 

Жив 

45(Р) = p(P)dp(P) dT(P), 
dV (М) = p(M) dip(M) dp(M) а(М) = p(M) dp(M)dF(M). 

Тогда вместо (12.17) получим 

w( Mo) ч(Мо) = 

- ] / (q(P) w(P,Mo) — u(P) w*(P, Mo) p(P) dy(P) al (P) + 
го 

+ ] ] КМ) (м, Mo) p(M)dp(M)dF(M), (12.89) 
Е о 

МЕТ, МЕУ\, РЕб5. 
Пусть в осесимметричной области У требуется найти ре- 

шение уравнения Пуассона (12.18) с граничными условиями 

(12.20), причем функции f(M) в (12.18) и fi(P), fo(P), В(Р) 
не зависят от угловой координаты ф. При этом (12.18) можно
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представить в виде 

10 / ди(м)\ д2и(м) _ 5 (ey) + 5+ (М)=0, MEF, (12.90) 

а (12.20) заменить на (12.15). Ясно, что в этом случае искомая 
функция и(М) и ее производные по р и по z также не будут 
зависеть от y. Тогда из (12.89) следует ГИУ 

Г 

+ | мкм, мо р(муае (м), МЕР, МЕР, РЕГ, (12.91) 
Е 

где 

27 

¢(M, Mo) = / w(M’,Mo)dp(M"), M,Mo€F, M’eV; (12.92) 
0 

27 

¢*(P,Mo) = / w*(P',Mo)dp(P’), МЕТ, РЕГ, P’€S.- (12.93) 
0 

Для вычисления интегралов в этих равенствах расстояние 
г(М', Мо) между точками № Е Ри М' ЕТУ, входящее в фунда- 

ментальное решение w(M’, Мо) = 
1 

авнения Лапласа r(M',Mo) ЭР | 
в пространстве, представим в цилиндрических координатах 

(рис. 12.12): 

г*(М', Мо) = р*(М) + р*(Мо) — 

=2р(М)р?(Мо)соз(+(М') -Ф(Мо)) + (#(М) -(Мо))”. (12.94) 
Тогда, принимая в (12.94) (Мо) = 0 и учитывая, что 

‘spl _ Ow(P',Mo) _ 1 Or(P', Mo) 

wi (P, Mo) = On(P') — т?(Р.Мо) дп(Р’ ' 
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“sy Р(Мь) М 
2(Мо) |--------- т. 0 

r(M', Мо)! 
М' 

p(M) м! 

z(M) 
p(M’) } 

O х. 

Хх! 

Рис. 12.12 

где n(P’) обозначает направление единичного вектора n(P) 
внешней нормали к поверхности 5 в точке Р’Е 5, из (12.92) 
получаем* 

27 

¢(M, Mp) = dp(M') _ АК(Е) 
г(М', Мо) 7 и(М, Мо)’ 

М, № ЕЁ, 

а из (12.93) находим 

27 

дг(Р', Мо) аф(Р’) _ 

дт(Р’) r2(P!,Mo) 

2 р (Р) += 
2 (Kw + (Р.М) =) др(Р) 

C*(P, Mo) — 

~ p(P)u(P, Mo 1— = On(P) 

4 _-z(P) —z(Mo) .,. 02(P) _ 
ы из (Р, Мо) 1 — k? E(k) On(P)’ rel, МЕР, 

где K(k) u E(k) — полные эллиптические интегралы первого и 
второго рода соответственно 

п/2 Ч п/2 

yp 
K(k = | ‚ ЕЁ = | 1—k?sin? yd (Е) уе (Е) , у yp dp 

*См.: Зарубин B.C., 1985.
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с модулем k = (М, Мо) =4р(М)р(Мо) /и?(М, Мо) и 

и? (М, Мо) = (p(M) + р(Мо))* + (2(M) — 2(Мо))?. 
Разбиению поверхности 5 Ha N кольцевых граничных эме- 

ментов (ГЭ) S,, п = 1, №, соответствует разбиение контура Г 

также Ha N участков, которые аналогичны ГЭ при решении me- 

тодом граничных элементов (МГЭ) двумерной задачи. Поэто- 
му эти ГЭ будем обозначать не Sy, а Г». Если теперь искомую 

функцию и ее производную по направлению нормали аппрокси- 

мировать в пределах каждого ГЭ их постоянными значениями, 

т.е. положить и(Р) & u(P,) = un иа(Р) = (Vu(P)) n(P) =а(Р;,) = 
= 4", где P, Е Г, — узел в середине ГЭ T,, то ГИУ (12.91) 

перейдет в матричное уравнение вида (12.23), в котором эле- 

ментами матриц U и О размера М№Х 1 являются значения Uy и 

Qn, элементами матрицы В размера N x 1 — значения 

bm = / f(M)C(M,Pm)p(M)dF(M), т=ТМ, 

элементами квадратной матрицы Н порядка N — значения 

hin = / C*(P, Pn) p(P)dI(P), m#n, 
Г 

и Лит, вычисленные по формуле (12.26), а элементами матрицы 

С порядка № — значения 

dmn = / ¢(P, Pm) p(P) a0 (P). 
Pn 

Интеграл в выражении для элемента дит является несоб- 

ственным, так как при сближении точек P, Ри Е Im модуль 

k->1u K(k) + 00. При 

(o(P) — р(Р..))* + (z(P) - z(Pm))” 
2p(P)p(Pm) 

V(P, Pm) = <1
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можно приближенно принять* 

In v(P, Pm) 

P,P) — 32 
SP Em) v p(P) e(P, 

Тогда для прямолинейного TOT, длиной 1, (т.е. для коль- 

цевого ГЭ 5» с прямолинейной образующей) несобственный 
интеграл можно вычислить аналитически: 

Гт 

xem ( 5 ing ~) ((pm +8m)*! ? — (0m — вы) 3/?) — 

—24m p>! 3/2 [11 (тт Уря? _ in| m—bm)!/?-+- prt? _ 
(Pin +b) 1/2 — pil? ((Pm— 5m) 1/2_ pif? 

— Am ((Pm+bm)?/?In (Pm +m) ~~ (Pm ~bm)?/*In (pm —bm)) + 

+ Ат Pm (рт + bm)! — (Pm — bm)*!?), (12.95) 

где 

и. 2 (Pm), 6 bm >0 = - = = — Па т, 3./ Pm SiN Om,’ Pm = P\£m); m 9 т 7 У, 

Qm — угол между радиальным направлением и внешней нор- 
малью n(P,,) в узле Ри Е Ги (рис. 12.13). Если прямолинейный 
элемент ГЭ Ги параллелен оси Oz, то sina, =0и 

Imm А 2lm (1 —.In т ). 
Pm 

*См.: Зарубин B.C., 1985.
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n(P,) 

Рис. 12.13 ` 

Для [TO с малым значением р» значение и(Р,Ри) может 
оказаться большим и поэтому вычисление несобственного ин- 
теграла в аналитической форме становится возможным лишь 
в малой окрестности точки Ри Е Ty, в пределах той части 

Г», С Г» длиной 1, < 2) | eee, в середине которой остается 

точка, Ри Е Гт. За пределами этого участка подынтегральная 

функция не содержит особенности и можно использовать обыч- 

ные квадратурные формулы. Поэтому 

dam = Gan + ] С(Р.Р„)р(Р)аГ(Р), 
Гт\Г', 

где Jim находят, заменяя в (12.95) [и на Г... 

Аналогично можно найти значение Gmm для криволинейного 

ГЭ Гь, если в окрестности точки P, Е Ги представить ГЭ 

небольшим прямолинейным участком длиной IT. 

При задании на контуре Г граничных условий вида (12.15) и 

в случае осесимметричной задачи из (12.23) при помощи (12.30) 
и (12.31) можно перейти к системе линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ) (12.29). Решение этой СЛАУ дает недо- 

стающие узловые значения Uy и gn, п =1, М. После этого, 
используя (12.91) при (Мо) = 47, можно вычислить значение
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и(Мо) искомой функции и в любой точке Мо ЕЁ: 

u(Mo) = 1 | F()¢(M, Mo) p(M) dF(M) + 
F 

+— . (в f (емо вру) вы | ¢*(P,Mo)(P) APP). 
1 Га 

Отметим, что при помощи МГЭ аналогичным образом мож- 

но решать нестационарные осесимметричные задачи и задачи 

теории упругости при осесимметричном напряженно-деформи- 

рованном состоянии среды*. 

Вопросы и задачи 

12.1. Показать, что на прямолинеином в окрестности точки 

Мо Е Г участке границы Г первый интеграл в правой части 

(12.8) является собственным. 

12.2. Доказать, что интеграл в выражении для диагональ- 

ного элемента матрицы Н в (12.23) равен нулю, если соответ- 

ствующий граничный элемент является прямолинейным. 

12.3. Проверить, что функция (12.44) является фундамен- 

тальным решением уравнения (12.43) при И? (М) = 0. 

12.4. Убедиться, что (12.56) удовлетворяет однородному 

уравнению (12.54) (при (М) = 0) во всех точках М Е RY, 

кроме точки Mo Е 3. 

12.5. Проверить, что (12.62) является фундаментальным 

решением однородного уравнения (12.60) (при (М) =0). 

“См., например: Зарубин B.C., 1985.
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Условие граничное главное 

(предварительное) 382 

—-— естественное 382 

Условия граничные связанные 433 

— краевые 20 

Устойчивость алгоритма 

вычислительная 418 

— по входным данным 418 

ЧФорма уравнения неразрывности 

дивергентная 46 

—--- обобщенная 50 

Формула Грина вторая VII, 36 

—- интегральная XII, 125 

—— первая УП, 36 

— квадратурная УТ, 287 

—- Гаусса VI 

— Остроградского 35 

— Остроградского — Гаусса УП, 30 

— Парабол УТ, 289 

— трапеции VI 

Формулировка задачи 

интегральная 377 

Функции базисные 325 

—— финитные 536 

— весовые 326 

— проекционные 325 

Функционал билинейный 219
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Функционал выпуклый строго XV, 

598 

— квадратичный 219 

— Лагранжа XV 

— линейный 164 

—— ограниченный 164 

— энергии 224 

Функция аналитическая 305 

— бигармоническая 96 

— гармоническая XII, 87 

— Дирихле [-107, 144 

— измеримая [Х 

— интегрируемая по Лебегу IX, 144 

— потенциальная VII, 27 

— собственная оператора 186 

— суммируемая IX, 144 

—- с квадратом и весом [Х, 212 

— тока 94 

формы конечного элемента 529 

Число обусловленности матрицы 

IV, 295 

— характеристическое 186 

ПТаблон разностной схемы 463 

Шаг сетки 404 

Шар [-179 

— замкнутый [-179 

`Эквивлентность XIX 

Элемент граничный 635 

— конечный (КЭ) 525 

—- комплексный 538 

—- лагранжевый 538 

—- мультиплексный 538 

—- симплексный 538 

—— сингулярный 548 

—- эрмитовый 538 

— ортогональный подпространству 

ГХ, 213 

— собственный оператора 186 

—- операторного уравнения 234 

Элементы ортогональные IX, 213 

Эллипсоид трехосный Ш 

Ядро интегрального уравнения 185 

— оператора IV, 178
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2.4. 
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Формулы векторного анализа в случае неоднородной 

среды 2... еее еее нение. 

Вопросы и задачи 

3. Математические модели некоторых сред 

3.1. 
3.2. 
3.3. 
3.4. 
3.5. 
3.6. 

Д.3.1. 

2 

Модели идеальной жидкости (газа) 

Модели вязкой жидкости .. 1... ee 

Упругое твердое тело ..... ее... 

Уравнение переноса энергии в среде 

Уравнения Максвелла ...... ие... . 

Электромагнитные процессы в медленно движущейся 

среде ...... еее еее ние. 

Поверхности разрыва в электромагнитном поле... 

Примеры задач, описываемых интегральными уравне- 
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ЧАСТЬ П. ЭЛЕМЕНТЫ ФУНКЦИОНАЛБ- 
НОГО АНАЛИЗА И ПРИБЛИЖЕННЫЕ 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

4. Нормированные пространства и операторы 

4.1. 

4.2. 

4.3. 

4.4. 

4.5. 

4.6. 

4.7. 

Нормированные пространства ............. 

Операторы в нормированных пространствах ..... 

Линейные операторы ..... еее. 

Линейные ограниченные функционалы ........ 

Нормированное пространство линейных операторов 

Спектр линейного оператора .............. 

Пополнение нормированного пространства ...... 

Вопросы и задачи... еее еее. 

5. Операторы в гильбертовых пространствах 

0.1. 

0.2. 

0.3. 

5.4. 

5.5. 

Д.5.1. 
Д.Б.2. 
Д.5.3. 

Гильбертово пространство ............... 

Операторы и функционалы в гильбертовом простран- 

CTBE еее 

Энергетическое пространство ............. 

Однородное операторное уравнение .......... 

Уравнения с вполне непрерывными симметрическими 

операторами ....... еее еее. 

Сопряженные пространства и сопряженные операторы 

Критерий базисности системы функций........ 

Положительная определенность эллиптического опера- 

тора... еее еее нение. 

6. Приближенные аналитические методы 

6.1. 
6.2. 
6.3. 
6.4. 
6.5. 
6.6. 
6.7. 
6.8. 
6.9. 
6.10. 

Д.6.1. 

Общая схема построения приближенных методов 

Погрешности приближенных методов ......... 

Метод малого параметра ................ 

Общий случай метода малого параметра ....... 

Метод ортогональных проекций ............ 

Коллокации в подобластях и в точках ......... 

Метод наименьших квадратов ............. 

Методы Бубнова — Галеркина и Ритца........ 

Задачи на собственные значения ............ 

Особенности выбора базисных функций........ 

Проекционный метод... еее. 

Вопросы и задачи... . еее еее: 
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371 
389 
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ЧАСТЬ HI. СЕТОЧНЫЕ МЕТОДЫ 
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7.1. 

7.2. 

7.3. 

7.4. 
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8.1. 

8.2. 

8.3. 

8.4. 
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Нестационарная задача теплопроводности ...... 
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Вопросы и задачи... еее. 
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