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ПРЕДИСЛОВИЕ

В теории выпуклых фигур есть много изящных ре-

зультатов, вполне доступных пониманию школьников и

в то же время представляющих интерес для специалистов-
математиков. Некоторые из таких результатов мы и хо-

тим предложить вниманию читателя. Мы расскажем о

комбинаторных задачах теории выпуклых фигур, связан-

ных главным образом с разбиением фигур на «меньшие»

части.

Теоремы и задачи, излагаемые в книге, вошли в мате-

матику совсем недавно: самой старой из них недавно

исполнилось 30 лет, а многие из теорем находятся еще
в «младенческом» возрасте — они опубликованы в спе-

циальных математических журналах за последние 5 лет.
Нам кажется, что основная часть книги будет вполне

доступна учащимся старших классов, интересующимся
математикой. Материал, который покажется сложным,

можно пропустить. Наиболее простыми являются §§1—3,
7—10, 12—14, относящиеся к плоским фигурам. Осталь-
ные параграфы относятся к пространственным (и даже

п-мерным) фигурам. Для требовательного и подготовлен-

ного читателя в конце книги сделано несколько приме-
чаний и указан список журнальных статей и книг. Ссыл-

ки на примечания даны в круглых скобках ( ), ссылки

на литературу
— в квадратных скобках I ]. В некоторых

местах (особенно в примечаниях) изложение ведется на

уровне научных статей. Мы не считаем включение такого

материала в популярную книгу недопустимым: как нам

кажется, популяризация научных знаний возможна не

только среди начинающих, но и среди специалистов.
Изложение подводит читателя к современному состоя-

нию рассматриваемых вопросов. В конце книги (§ 19)
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сформулированы нерешенные проблемы. Некоторые из

них настолько наглядны и так просто формулируются,
что размышление над их решением доступно даже спо-

собным школьникам.
В заключение — несколько слов о самой «комбинатор-

ной геометрии». Эта новая ветвь геометрии еще не сфор-
мировалась окончательно, и потому рано говорить о пред-
мете комбинаторной геометрии. Кроме задач, разбираемых
в этой книге, к комбинаторной геометрии, несомненно,
относится круг вопросов, связанных с теоремой
X е л л и (см. главу 2 книги [37]), задачи о расположе-
ниях фигур (см. превосходную книгу Фейеша Тота [23])
и ряд других вопросов. Заинтересовавшемуся читателю

мы очень рекомендуем также книгу Хадвигера и Дебрун-
нера [29], посвященную задачам комбинаторной геомет-

рии плоскости, и интереснейший обзор Грюнбаума [10],
тесно соприкасающийся с содержанием предлагаемой
вниманию читателя книги.

Авторы пользуются случаем выразить искреннюю
признательность И. М. Яглому, энтузиазм и дружеское
участие которого немало содействовали улучшению текста

книги.

В. Г. Болтянский,

И. Ц. Гохберг



ГЛАВА 1

РАЗБИЕНИЕ ФИГУР НА ЧАСТИ МЕНЬШЕГО

ДИАМЕТРА

§ 1. Диаметр фигуры

Предположим, что мы рассматриваем круг диаметра d.

Тогда расстояние между любыми двумя точками Μ и N
этого круга (рис. 1) не превосходит d. В то же время мож-

но найти две точки А и В нашего круга, удаленные друг
от друга в точности на расстояние а.

Рассмотрим теперь вместо круга какую-либо другую
фигуру. Что можно назвать «диаметром» этой фигуры?
Сказанное выше наводит на мысль назвать диаметром
фигуры наибольшее из расстояний между ее точками.

Иначе говоря, диаметром фигуры F (рис. 2) мы будем
называть такое расстояние d, что, во-первых, расстояние

между любыми двумя точками Μ и /V фигуры F не пре-
восходит d и, во-вторых, можно отыскать в фигуре F
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хотя бы одну пару точек А, В, расстояние между кото-

рыми в точности равно d (').
Пусть, например, фигура F представляет собой полу-

круг (рис. 3). Обозначим через А и В концы ограничиваю-
щей его полуокружности. Тогда ясно, что диаметром фи-

гуры F является длина отрезка АВ. Вообще, если фигура
F представляет собой сегмент круга, ограниченный дугой
/ и хордой а, то в случае, когда дуга / не превосходит

полуокружности (рис. 4, а), диаметр фигуры F равен а

(т. е. длине хорды), в случае же, когда дуга / больше

полуокружности (рис. 4, б) диаметр фигуры F совпадает
с диаметром всего круга.

Легко понять, что если F представляет собой много-

угольник (рис. 5), то его диаметром является наибольшее
из расстояний между вершинами. В частности, диаметр
любого треугольника (рис. 6) равен его наибольшей сто-

роне.
Заметим, что если диаметр фигуры F равен d, то в

фигуре F может существовать и много пар точек, рас-
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стояние между которыми равно d. Например, в случае
эллипса (рис. 7) такая пара точек только одна, в случае

квадрата (рис. 8) их две, в случае правильного треуголь-
ника (рис. 9) — три, наконец, в случае круга таких пар
точек бесконечно много.

§ 2. Постановка задачи

Нетрудно понять, что если круг диаметра d разрезать

некоторой линией MN на две части, то хотя бы одна из

этих частей будет иметь тот же диаметр d. В самом деле,

если М' — точка, диаметрально противоположная точке

М, то она должна при-
надлежать какой-ни-

будь из частей, и эта

часть (содержащая точ-

ки Μ, Μ') будет иметь

диаметр d (рис. 10) ('-).
Вместе с тем ясно, что

круг можно разрезать
на три части, каждая из а) 6)

которых имеет диаметр, Рис, 10.
меньший d (рис. 11).

Итак, круг диаметра d нельзя разбить на две части,

диаметр каждой из которых будет меньше d, но можно

разбить на три таких части. Тем же свойством обладает

равносторонний треугольник со стороной d (если он раз-
бит на две части, то какая-нибудь из частей должна со-

держать две вершины треугольника, и диаметр этой

части будет равен d). Но имеются фигуры, которые мож-

но разбить на две части меньшего диаметра (рис. 12).
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Мы можем рассматривать для любой фигуры F задачу
о разбиении ее на части меньшего диамет-

ра (3). Наименьшее число частей, которые для этого

потребуются, обог-начнм через a (F). Таким образом, если

®
а) б)

Рис. II.

F — круг или равносторонний треугольник, Toa(F)=3,
а для эллипса или параллелограмма a (F) = 2.

Задачу о разбиении фигуры на части меньшего диа-

метра можно рассматривать не только для плоских фигур,
но и для тел, расположенных в пространстве (или даже

а) 6)

Рис. 12.

в п-мерном пространстве, если читатель знаком с этим

понятием).
Задачу о том, какие значения может принимать a (F),

поставил в 1933 г. известный польский математик К. Бор-
сук [4]. С тех пор изучению этой задачи посвящались
многочисленные научные работы. Изложению полученных
здесь результатов и посвящена первая глава этой книги.

Мы рассмотрим сначала случай плоских фигур, затем

изложим решение задачи для пространственных тел и,

наконец, для подготовленного читателя дадим обзор ре-
зультатов, полученных для п-мерного случая.
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§ 3. Решение задачи для плоских фигур

Мы уже видели, что для некоторых плоских фигур
a (F) принимает значение 2, а для других — значение 3.

Возникает вопрос, нельзя ли найти плоскую фигуру,
для которой a (F) >· 3,
т. е. такую фигуру, что

для разбиения ее на

,части меньшего диамет-

ра нельзя обойтись тре-

мя частями, а потре-

буется 4 или большее

число частей? Оказы-

вается, что на самом

деле трех частей всегда

достаточно, т. е. имеет

место следующая теоре-
ма, установленная Бор-
суком в 1933 г. [4]:

Теорема I. Вся-
кая плоская фигура F

диаметра d может быть разбита на три части диамет-

ра <.d, т. е. a (F) г£ 3.

Рш.. 14.

Доказательство. Основной частью доказа-

тельства будет установление следующей леммы, которую
в 1920 г. получил венгерский математик Пал [20]: всякая
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плоская фигура диаметра d может быть заключена в пра-
вильный шестиугольник, у которого расстояние между
противоположными сторонами равно d (рис. 13).

Возьмем прямую /, не пересекающую фигуры F, и

начнем приближать эту прямую к F (оставляя ее парал-
лельной самой себе) до тех пор, пока перемещающаяся

прямая не прикоснется
к фигуре F (рис. 14).
Полученная прямая /г
обладает тем свойством,
что она имеет хотя бы

одну общую точку с

фигурой F и вся фигура
F расположена по одну

сторону от /х. Такая

прямая называется.

опорной прямой фигуры

F(4). Проведем, кроме:
того, вторую опорную

прямую /2, параллель-
ную 1Х (рис. 14). Ясно,
что вся фигура F будет
находиться в полосе

между прямыми /х и /2
и что расстояние между
этими прямыми не пре-
восходит d (так как

диаметр фигуры F ра-
вен d).

Проведем теперь к

фигуре F две параллель-
ные опорные прямые

т1г т2, составляющие с 1г угол 60° (рис. 15). Прямые 1Ъ
/2, т1г т2 образуют параллелограмм ABCD с углом 60э
и высотами, не превосходящими d, внутри которого це-
ликом заключается фигура F.

Проведем теперь две опорные прямые plt p2 фигуры F,
составляющие с 1Л угол 120°, и обозначим через Μ и N-
основания перпендикуляров, опущенных на эти прямые

из концов диагонали АС (рис. 15). Мы покажем, что на-

правление прямой 1г можно выбрать таким образом, чтобы
выполнялось равенство AM -= CN. В самом деле, допус-

тим, что AM φ CN и пусть для определенности AM < CN.

10



Таким образом, величина у
— AM — CN отрица-

тельна. Теперь мы начнем непрерывно изменять на-

правление прямой /j до тех пор, пока она повернется
на 180° (фигуру F будем оставлять неподвижной). Вместе
с прямой ^ будут менять

свое положение и осталь- *м

ные прямые /2, тъ т2, ръ

р2 (так как их положение

полностью определяется

выбором прямой /х). Поэ

тому при повороте пря-
мой /j будут непрерывно

перемещаться и точки А-

С, Μ, N р), а значит, бу-
дет непрерывно изменяться

величина у = AM — CN. Но когда прямая 1г повер-
нется на 180°, она займет положение, которое раньше
занимала прямая /„ Поэтому мы получим тот же

780° х

Рис 16

параллелограмм, что и на рис. 15, но в нем точки А и С,
а также Μ и N, поменяются ролями. Следовательно,
в этом положении величина у будет уже положи-

тельной. Если мы теперь изобразим график измене-

ния величины у при повороте прямой 1г от 0° до 180°

(рис. 16), то поймем, что найдется положение прямой 11г
при котором величина у обращается в нуль,
т. е. AM = CN (ибо, непрерывно изменяясь от отрица-
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тельного значения до положительного, величина у долж-

на в некоторый момент обратиться в нуль). Мы рассмот-

рим положение всех наших прямых как раз в тот момент

времени, когда величина у обращается в нуль (рис. 17).
Из равенства AM = CN вытекает, что шестиугольник,

образованный прямыми /х, /2, тъ т2, ръ р2, центрально

симметричен. Каждый угол этого шестиугольника равэн
120°, а расстояние между противоположными сторонами

не превосходит а. Если расстояние

/т^^ч. между р[Ир2 меньше а, то мы

раздвинем эти прямые (перемещая
их на одинаковое расстояние) так,

чтобы расстояние между раздвинуты-

,fi ми прямыми было равно d. Точно так

же мы поступим с прямыми llt /2, a

затем с прямыми тъ т2. В результа-
те мы получим центрально симмет-

tf "^ч^/"^/ ричный шестиугольник (с углами
120°), у которого противоположные

Рис- 18·
стороны удалены друг от друга на

расстояние d (пунктирный шести-

угольник на рис. 17). Из сказанного ясно, что все сторо-

ны этого шестиугольника равны между собой, т. е. этот

шестиугольник — правильный, причем фигура F располо-
жена внутри шестиугольника.

Теперь мы покажем, что построенный правильный
шестиугольник можно разрезать на три части, каждая
из которых имеет диаметр, меньший d. При этом фигура
F также разрежется на три части, диаметр каждой из ко-

торых и подавно будет меньше а. Требуемое разбиение
правильного шестиугольника на три части показано на

рис. 18 (точки Р, Q и R являются серединами сторон,
а О — центр шестиугольника). Чтобы убедиться, что

диаметры частей меньше а, достаточно заметить, что в

треугольнике ΡQL угол Q прямой и потому PQ<PL = d.
Таким образом, теорема 1 доказана. (См. в связи с

теоремой 1 проблему 4 на стр. 86.)

§ 4. Разбиение шара на части меньшего диаметра

Как легко видеть, в пространстве существуют такие

тела F, для которых a (F) равно 2 или 3. Например, если

тело очень вытянуто в одном направлении (рис. 19, а),
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то для него a (F) = 2 (рис. 19, б). Далее, если F — конус,
высота которого меньше радиуса основания (рис. 20, а),
то a (F) = 3. В самом деле, диаметр этого тела равен

диаметру основания, и потому a (F) ^ 3 (ибо даже круг,

лежащий в основании, нельзя раз-
бить на две части меньшего диаме-

тра); разбиение тела F на три части f

меньшего диаметра показано на

рис. 20, б.

Оказывается, что в пространстве
существуют и такие тела, для кото-

рых a (F) > 3. Этим свойством обла-

дает, например, правильный
тетраэдр с ребром d (если он

разбит на три части, то какая-ни-

будь из частей должна содержать
две вершины тетраэдра, и потому

диаметр этой части будет равен d).
Значительно более глубокий факт а) Φ
выражает нижеследующая теорема 2, рис jg_
которая показывает, что таким телом

является также шар.
Теорема 2. Шар диаметра d не может быть раз-

бит на три части, диаметр каждой из которых меньше а.

а) б)

Рис. 20.

Прежде чем переходить к доказательству, сопоставим

эту теорему со сказанным ранее*). Как мы видели,

круг нельзя разбить на две част . меньшего диаметра.

*) Читатель, которому приводимые «n-мерные» рассуждения
покажутся непонятными, может перейти к доказательству теоремы 2

(стр. 14) или даже, пропустив доказательство, перейти сразу к чте-

нию § 5 (стр. 20) или главы 2.

β
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Условимся называть крут двумерным шаром (двумерным —

потому, что он расположен в плоскости, которая, как

известно, имеет два измерения). Тогда мы приходим
к такой формулировке: двумерный шар диаметра d нельзя

разбить на две части меньшего диаметра. Обычный шар
(т. е. расположенный в трехмерном пространстве) естест-,
венно называть трехмерным шаром. Объединяя случай
круга и шара (теорема 2), мы приходим к следующей
формулировке:
Теорема 2'. Невозможно разбить п-мерный шар

на η частей меньшего диаметра (п = 2 или 3).
Кроме «двумерного пространства» (т. е. плоскости) и

трехмерного пространства в математике и ее приложе-
ниях рассматриваются также пространства четырех
и большего числа измерений. Оказы-

вается, что теорема 2' справедлива не только для η = 2
или 3, но и для произвольного натурального п. Эта теоре-
ма в такой общей формулировке была установлена
К- Борсуком [3] в 1932 г., а еще раньше (в 1930 г.) совет-

скими математиками Л. А. Люстерником и Л. Г. Шни-

рельманом [19] был получен по существу этот же резуль-

тат, но в другой формулировке. Доказательства, найден-
ные этими учеными, весьма сложны и неэлементарны (они
основываются на теоремах, относящихся к новой области

геометрии, называемой топологией). Поэтому привести
здесь эти доказательства не представляется возможным.

Однако для η =3 доказательство может быть изложено

элементарно. (См. также упоминаемые на стр. 85 теоремы,
доказанные немецким математиком Ленцем.)
Доказательство теоремы 2. Обозначим

через Ε шар диаметра d. Предположим, вопреки утверж-
дению теоремы, что шар Ε можно разбить на три части

Мъ М2, М3, каждая из которых имеет диаметр, мень-

ший d. Поверхность шара Ε (т. е. сферу) обозначим через 5.
Множество всех точек сферы S, принадлежащих части Мъ
обозначим через Л\; аналогично определим множества

Ν2 и Ns. Таким образом, сфера S разбивается на три
части Nx, N2, Ns, каждая из которых, очевидно, имеет

диаметр, меньший а. Обозначим через аг диаметр множест-

ва Λ/j (так что dx < d) и положим h = —{d — а\).

Произведем теперь на сфере S следующее построение.

Выберем две диаметрально противоположные точки Ρ и Q
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(«полюсы» сферы S) и пересечем сферу S несколькими

плоскостями, перпендикулярными отрезку PQ. Эти пло-

скости пересекают сферу S по окружностям («параллелям»),

*) б)
Рис. 21.

разбивающим сферу S на две «полярные шапочки»

и несколько поясов (рис. 21, а). Каждый из этих поясов

мы разделим дугами меридианов на несколько частей,

причем так, чтобы получающее-
ся разбиение сферы напоминало

«кирпичную кладку» (рис. 21 ,б).

Кроме того, количество мери-

дианов и параллелей выберем
настолько большим, чтобы каж-

дый из кусочков, на которые
разбивается сфера (полярные
шапочки и кирпичики), имел

диаметр <й.

Рассмотрим теперь все ку-
сочки, каждый из которых имеет

хотя бы одну общую точку
с множеством Ыг. Вместе взя-

тые они образуют фигуру, которую мы обозначим через

Gx. Так как множество Л\ имеет диаметр dlt а диаметр
каждого кусочка меньше h, то диаметр множества G1
меньше dx -+- 2h. Но

dl + 2h = d—h<.d,

т. е. диаметр множества G1 меньше d.

Рис 22
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Рассмотрим теперь границу множества Gx. Не-

трудно понять, что она состоит из конечного числа замк-

нутых линий, которые не пересекают самих себя и не

пересекаются друг с другом (рис. 22). Действительно,
в каждой точке стыка сходится только по три кусочка

а) б)

Рис. 23.

(рис. 21, б). Если точка стыка лежит на границе множест-

ва Gx, то из трех примыкающих к этой точке кусочков
множеству Gx принадлежат один (рис. 23) или два (рис. 24).
Возьмем теперь какую-либо граничную точку множества

Gx и начнем из нее двигаться по границе этого множества.

а) б)
Рис. 24.

Пока мы не дошли до точки стыка, граница множества

Gx идет по вполне определенному пути. Но и в точке стыка

эта граница не «раздваивается», а вполне однозначно про-

должается дальше (это непосредственно видно из рис. 23,
24). Так как всех кусочков

— лишь конечное число, то,

идя все дальше и дальше по границе множества Gx, мы

неминуемо должны будем возвратиться в исходную точку,
т. е. описать замкнутую линию (ибо граничная линия
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нигде не может «оборваться»). Следует заметить, что

граница множества Gx может состоять не только из одной
такой замкнутой линии, но из нескольких (рис. 22).
Замкнутые линии, составляющие границу множества 0г,
мы обозначим через Llt L2, . .

, Lk.
Пусть теперь Gx — множество, симметричное множест-

ву Gl относительно центра сферы S; иначе говоря, Gx
состоит из всех точек сферы S, диаметрально противопо-
ложных точкам множества Gx. Легко понять, что множе-

ства Gx и Gt не имеют общих точек. Действительно, если

бы точка А принадлежала обоим множествам Gx и Gb
то точка В — диаметрально противоположная к Л-

должна была бы принадлежать Gx (поскольку А принад-
лежит Gx). Но тогда множеству Gx принадлежали бы две
диаметрально противоположные точки А и В, а это про-
тиворечит тому, что множество Gx имеет диаметр, мень-
ший d.

Граница множества Gx образованалиниями Ζ,!,/^,...,£/,,
симметричными линиям Lu Lz, . , ., Lk. Так как множест-

ва Gx и Gt не имеют общих точек, то замкнутые линии

Ly, L2, . .
., Lk, Lu L2 Lk попарно не пересекаются

друг с другом.
Заметим теперь, что если на сфере S даны q замкнутых

линий, не пересекающих самих себя и непересекающихся
друг с другом, то они разбивают сферу на q -j- 1 частей.
Это легко понять по индукции: одна линия разбивает
сферу на две части, а каждая следующая добавляемая
линия вырезает одну новую часть (").

Так как у нас имеется 2/г линий Lj, L2, . .
., Lk,

Lu Z,2, . .
., Lk, то они разбивают сферу на 2/г -\- 1 час-

тей, т. е. на нечетное число частей. Эти части мы

будем называть странами. Каждая страна либо целиком

содержится в множестве Gx или в Glt либо же располо-

жена вне обоих множеств Gx и G^ Так как линии

Llt L2, . .
., Lk симметричны линиям Lu L2, . . ., Lk, то

каждая страна либо имеет симметричную ей страну, либо

она сама симметрична относительно центра сферы. Число
стран, попарно симметричных друг другу, четно, а так

как общее число стран нечетно, то обязательно найдется
по крайней мере одна страна, симметричная самой себе

2 В. Г. Болтянский. II. Ц. Гохберг
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относительно центра сферы. Пусть Η — такая страна и

С — некоторая ее внутренняя точка. Так как страна Η

симметрична, то точка С", диаметрально противоположная
точке С, также принадлежит стране Н. Отсюда видно,

что диаметр страны Η равен d,
и потому вся внутренняя часть

страны Η расположена вне

множеств Gx и Gt. Но так

как Η — это одна страна,
то она представляет собой цель-

ный, связный кусок сферы, и

потому точки С и С (рис. 25)
можно соединить линией Г, це-
ликом лежащей внутри страны
Н. Линия Г', симметричная
линии Г, соединяет те же точ-

ки С и С и тоже целиком распо-
ложена внутри страны Н. Ли-

нии Г и Г' не имеют общих точек с множеством Gx
и тем более не имеют общих точек с множеством Νλ.

Возвратимся теперь к множествам Nu /V2, N3, упомя-
нутым в начале доказательства. Каждая точка линии Г

принадлежит хотя бы одному
из множеств N2, N3. Конце-
вые точки С и С (как диамет-
рально противоположные),
принадлежат разным мно-

жествам Nz, Ns; пусть, для

определенности, С принадле-
жит множеству /V2, а С" —мно

жеству N3. Будем двигаться

по линии Г от точки С к С"
и обозначим через D по-

следнюю встретившуюся
нам точку множества N2 (рис.
26). Если бы точка D не при

надлежала множеству /V3, то

близкие к ней точки также не принадлежали бы мно-

жеству Ns (''). Но тогда точки, расположенные на ли-

нии Г между D и С и близкие к точке D, не могли бы

принадлежать ни одному из множеств Nu Nit N3, что не-

возможно. Итак, точка D принадлежит обоим множе-

ствам N2 и Ns.
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Рассмотрим, наконец, точку D', диаметрально проти-
воположную точке D. Она принадлежит линии Г' и, сле-

довательно, не содержится в множестве Nx. Но она не

содержится также в множествах N2, Ns, ибо эти множества
имеют диаметр <Cd и содержат точку D. Таким образом,
точка D' не содержится ни в одном из множеств Л^, N2,
Ns, что противоречит предположению.

Полученное противоречие показывает, что шар Ε
не может быть разбит на три множества меньшего диа-

метра.

Теорема 2 полностью доказана.

Итак, для шара Ε мы доказали неравенство а (Е) > 3.

Чему же в действительности равно число а (£)? Иными

Рис. 27. Рис. 28.

словами, можно ли разбить шар на четыре части

меньшего диаметра или потребуется большее число ча-

стей? Нетрудно показать, что а (Е) — 4, т. е. что разби-
ение шара на четыре части меньшего диаметра возможно.

Одно из таких разбиений показано на рис. 27. Другое,
более симметричное разбиение может быть получено сле-

дующим образом. Впишем в шар Ε диаметра d правиль-
ный тетраэдр ABCD и рассмотрим трехгранные углы
ОА ВС, OABD, OACD и OBCD с общей вершиной О,
под которыми видны из центра О грани тетраэдра. Эти

четыре трехгранных угла рассекают шар Ε на четыре
части (рис. 28), каждая из которых имеет диаметр, мень-

ший d.
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§ 5. Решение задачи для тел в пространстве

Этот параграф посвящен доказательству следующей
теоремы:
Теорема 3. Всякое тело F диаметра а, располо-

женное в трехмерном пространстве, может быть раз-
бито на четыре части меньшего диаметра, т. е. a (F) ^ 4.

Прежде чем переходить к доказательству, сделаем

некоторые замечания о месте этой теоремы в комбинатор-
ной геометрии и об истории ее появления и доказатель-
ства *).

Мы видели, что для любой двумерной фигуры F спра-
ведливо неравенство a (F) <; 3, причем для двумерного

шара (т. е. круга) в этом соотношении достигается равенст-
во. В то же время для трехмерного шара Ε имеет место

равенство а (Е) = 4. Таким образом, если мы обозначим

«-мерный шар через Е" (где η = 2, 3), то имеет место

равенство а (Еп) = η + 1. Это соотношение имеет место

не только для η = 2 или 3, но и для произвольного
натурального п. Действительно, сформулированная выше

теорема 2' показывает, что α (Ε") ^ η + 1, т. е. что шар Е"

нельзя разбить на η частей меньшего диаметра. В то же

время η -j- 1 частей уже достаточно; это устанавливается
построением в «-мерном пространстве такого разбиения
шара Е", которое аналогично разбиению, осуществлен-

ному для η = 3 на рис. 27. Мы не останавливаемся здесь

на этом подробно. Для читателя, владеющего понятиями

«-мерной геометрии, построение разбиений, аналогичных

изображенным на рис. 27, 28, не будет особенно затруд-
нительным.

Итак, а (Е") = η + 1. Но при η = 2 двумерный шар
Е2 (т. е. круг) является одной из фигур, требующих
максимального числа частей (при разбиении
на части меньшего диаметра), т. е. язляется одной из

фигур, для которых в неравенстве a (F) ^ 3 достигается

равенство. Естественно предположить, что такое положе-

ние вещей сохраняется и при всех больших значениях п.

Эта гипотеза была сформулирована К- Борсуком [4] в

1933 году. Иначе говоря, Борсук высказал следующее

предположение:
Гипотеза Борсук а. Всякое тело F диаметра

а, расположенное в n-мерном пространстве, может быть

*) Эти «n-мерные» рассуждения также могут быть пропущены.
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разбито на η 4- 1 частей меньшего диаметра, т. е. в

n-мерном пространстве справедливо неравенство
a(F) </i+l.

На доказательство справедливости этой гипотезы были

направлены усилия многих математиков мира. Однако
даже для п= 3 (т. е. для тел, расположенных в обычном

пространстве) полное решение этой проблемы долго не

удавалось получить. Решение (для η = 3) было получено
только в 1955 году английским математиком Эгглстоном
[32]: он показал, что в трехмерном пространстве пред-
положение Борсука действительно справедливо, т. е.

имеет место сформулированная выше теорема 3.

Следует заметить, что доказательство самого Эгглстона

было весьма сложным, длинным и незлементарным.
В 1957 году израильским математиком Грюнбаумом было
предложено новое, весьма изящное и более короткое до-
казательство этой же теоремы [7]. По идее оно напоми-

нает доказательство теоремы 1: тело F заключается в не-

который многогранник, который затем разбивается на

четыре части диаметра <d. Доказательство Грюнбаума
мы здесь и изложим.

Доказательство теоремы 3. Первой
частью доказательства будет установление следующей
леммы, полученной в 1953 г. американским математиком
Гэйлом [11]: всякое пространственное тело F диаметра d

может быть заключено в правильный октаэдр, у которого

расстояние между противоположными гранями равно а.

Рассмотрим правильный октаэдр АВСА'В'С, у кото-

рого А и А', В и В', С и С — попарно противоположные
вершины, а расстояние между противоположными граня-
ми равно d (рис. 29). Всего у октаэдра 8 граней, которые
попарно параллельны. Мы рассмотрим не четыре пары
параллельных плоскостей, в которых лежат эти грани,
а только три из них; например, возьмем плоскости ABC и

А'В'С, АВ'С и А'ВС, А'ВС и АВ'С. Эти три пары
параллельных плоскостей, пересекаясь, образуют паралле-
лепипед AB'CDA'BC'D' (см. рис. 30, на котором жир-
ным пунктиром показаны «новые» ребра этого паралле-

лепипеда); этот параллелепипед мы обозначим через Ф.
Расстояние между противоположными гранями паралле-
лепипеда Φ по-прежнему равно d. Далее, диагональ DD'

перпендикулярна к «отброшенным» граням ABC и А'В'С

октаэдра. Таким образом, параллелепипед Φ обладает
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гем свойством, Что если провести две плоскости, перпен-

дикулярные диагонали DD' и находящиеся на расстоянии
d

2"
от центра параллелепипеда, то они отсекут от паралле-

тепипеда две треугольных пирамиды, а оставшаяся сред-
няя часть будет правильным октаэдром. Заметим еще,
что плоскость BDB'D' является плоскостью симметрии

Рис. 31.

рассматриваемого параллелепипеда Ф, а прямая /, пер-
пендикулярная этой плоскости и проходящая через сере-
дину диагонали DD', является его осью симметрии. Иначе

говоря, при повороте параллелепипеда вокруг прямой /
на 180° он совместится с самим собой (рис. 31).

Пусть теперь F — тело диаметра d. Проведем две пло-

скости, параллельные грани AB'CD параллелепипеда Ф,
так, чтобы тело F находилось между ними (рис. 32). Далее
начнем приближать эти плоскости к телу F, оставляя

их все время параллельными грани AB'CD, до тех пор,
пока эти плоскости прикоснутся к телу F. Мы получим
таким образом две опорные плоскости тела, параллельные

грани AB'CD. Проведем затем еще две пары опорных
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плоскостей фигуры F, параллельных другим граням па-

раллелепипеда. В результате будет построен описанный

параллелепипед тела F с гранями, параллельными граням
параллелепипеда Ф. Этот описанный параллелепипед мы

обозначим через П, а его диагональ, соответствующую
диагонали DD',— через ЕЕ'. Проведем еще две опорные

·

отрицательна. Начнем

непрерывно вращать па-

раллелепипедФ вокруг прямой /, пока он не повернется на

180° (и, следовательно, совместится с самим собой). Вместе
с параллелепипедом Φ будет непрерывно изменяться и

параллелепипед П, а также опорные плоскости, перпен-

дикулярные диагонали DO'. Поэтому при повороте па-

раллелепипеда Φ будут непрерывно перемещаться точки

Ε, Ε' и Μ, Μ', а следовательно, будет непрерывно изме-

няться и величина у = ЕМ — Ε'Μ'. При повороте на

180° точки Ε и Е' поменяются местами, и потому величина

у будет уже положительной. Изображая гра-
фически зависимость величины у от угла поворота, мы,
так же как на стр. 11, убедимся, что найдется такое поло-
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жение поворачивающегося параллелепипеда Ф, при ко-

тором величина у обращается в нуль, т. е. ЕМ = Е'М'.
Это положение параллелепипеда Φ (и параллелепипеда П)
мы и рассмотрим. Опорные плоскости, перпендикулярные
диагонали DD', обозначим через а и β.

Если расстояние между какими-либо двумя противо-
положными гранями параллелепипеда Π меньше d, то мы

раздвинем плоскости этих граней (удаляя их на одина-

ковое расстояние от центра параллелепипеда) так, чтобы

расстояние между раздвинутыми плоскостями было рав-
но d. Так мы поступим со всеми тремя парами параллель-
ных граней параллелепипеда П, а также с параллельными
плоскостями α и β. В результате мы получим новый па-

раллелепипед П*, равный исходному параллелепипеду Ф,
и две плоскости а* и β*, перпендикулярные диагонали

.DD' и находящиеся на расстоянии -~ от центра паралле-

лепипеда П*.Эти плоскости отсекают от параллелепипеда
П* две треугольные пирамиды, а оставшаяся часть пред-
ставляет собой правильный октаэдр. Ясно, что тело F

находится внутри этого октаэдра.
Итак, тело F, имеющее диаметр d, мы поместили в пра-

вильный октаэдр АВСА'В'С, у которого расстояние

между противоположными гранями равно d.

Следующая часть доказательства будет заключаться

в построении многогранника V, несколько меньшего, чем

многогранник АВСА'В'С, и также содержащего тело F.

Именно, проведем две плоскости у и у', перпендикуляр-

ные диагонали АА' и находящиеся на расстоянии-^- от

центра октаэдра. Эти две плоскости отсекают от октаэдра
две пирамиды (с вершинами А и Л'). Легко понять, что

хотя бы одна из этих пирамид не содержит внутри себя

точек тела F (ибо если Ρ и Q — какие-либо внутренние
точки этих пирамид, то они расположены по разные сто-

роны от полосы, ограниченной плоскостями у, у', и по-

тому PQ > d). Пусть, для определенности, пирамида
с вершиной А' не содержит внутри себя точек тела F

(в противном случае можно было бы поменять местами

обозначения точек А и А').
Многогранник, остающийся от октаэдра после отсече-

ния от него указанной пирамиды с вершиной А', целиком

содержит тело F (рис. 33).
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Теперь мы проведем две плоскости, перпендикулярные

диагонали ВВ' и находящиеся па расстоянии -^ от центра

октаэдра. Они снова отсекают две пирамиды (с вершинами
В и В'), причем одна из этих пирамид не содержит внутри
себя точек тела F; для определенности, пусть это будет

пирамида с вершиной В' (рис. 34). Многогранник, полу-
ченный нз предыдущего после отсечения от него пирамиды
с вершиной В', также содержит тело F. Аналогично можно
отсечь одну из таких же пирамид с вершина?ли С и С—

пусть, для определенности, пирамиду с вершиной С".
Мы приходим к многограннику V, изображенному на

рис. 35 и все еще содержащему тело F.

Для завершения доказательства остается установить,

что многогранник V может быть разбит на 4 части, каждая
из которых имеет диаметр < d (ибо при этом тело F,
заключенное в многограннике V, разобьется на 4 части,

диаметр каждой из которых и подавно <d). Это разбиение
многогранника V мы сейчас и произведем (см. рис. 36, а:
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на рис. 36, б — вид многогранника V со стороны шести-

угольной грани). Многогранник V имеет одну треуголь-
ную грань ABC (оставшуюся от октаэдра), три квадратных
грани А1А2А3А1, ΒΧΒ2Β3Β4, C^CX^i (основания срезан-
ных пирамид), три пятиугольных грани и три грани,
являющиеся трапециями. Пусть G — центр равносторон-
него треугольника ABC, Нг, Н2, Н3— середины сторон
этого треугольника, a /lt /2, /3— середины меньших

оснований трапеций. Возьмем некоторые точки Ки К2, К3,
лежащие внутри квадратных граней, и точки Lx, Lx, L2,
Ls, L3, L3, лежащие на боковых сторонах квадратов (не
параллельных основаниям трапеций). Соединив теперь
выбранные точки, мы разобьем поверхность многогран-
ника V на четыре области Sr, Sx, S2, S3, ограниченные
замкнутыми ломаными

L1KlLlL2K2L2LsK3L3L1, GH212K2L2L3K313H3G,

GH3I3K3L3L1K1I1H1G, GH1I1K1LlL2K2I2H2G.

Обозначим теперь через О центр октаэдра, из которого
отсечением пирамид получился многогранник V. Точка О

лежит внутри многогранника V. Рассмотрим всевозмож-

ные отрезки, соединяющие точку О с точками области S0.
Все такие отрезки заполняют некоторое тело V0, представ-
ляющее собой как бы «пирамиду» с вершиной О, «основа-

нием» которой служит неплоская область S0. Аналогично
мы построим тела Vlt V2, V3, являющиеся «пирамидами»

с вершиной О и «основаниями» Slt S2, S3. Вместе тела

V0, Vlt V2, V3 составляют весь многогранник V (рис. 37).
До сих пор мы не указывали точного местонахожде-

ния точек Ki, К2, К3 и 1Ъ Llt L2, L2, L3, L3 на квадрат-
ных гранях и их сторонах. Теперь мы укажем такое рас-
положение этих точек, при котором каждое из тел V,,,
VXt V2, V3 будет иметь диаметр, меньший d. Именно, мы

выберем точки Llf Llt L2, L2, L3, Ls таким образом, чтобы

15)^3"—10 ,

они находились на расстоянии —'—у=- а от меньших
46 К 2

оснований трапеции (т. е. чтобы указанную длину имели

отрезки AXLX, A2L1? . . .). Далее, точку К\ возьмем так,

чтобы было K\Li = K\Li и чтобы расстояние от точки К\
до меньшего основания трапеции (т. е. до отрезка ЛИ2)
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1231 V 3 19S6
было равно

—

у-=—- а. Пусть читатель не удивля-

ется сложности выбора этих чисел. Они найдены с

помощью сложных подсчетов автором доказательства
Грюнбаумом (эти числа выбирались так, чтобы все части

^ο· 1'Ι> ^2. ^з имели одинаковые диаметры). Оказывается,

Рис. 37.

что при таком Еыборе точек К\, Кг> К3, Llt Llt L2,
L2, L3, L3 диаметр каждого из тел V0, Vlt V2, V3 действи-
тельно меньше единицы, именно, каждое из них имеет

диаметр, равный

Кб 129 030—937 419 YT , п ncov ,

7= а » 0,9887а.
1518 Yl

Для установления этого результата, скажем, для вы-

числения диаметра многогранника V0, надо найти всевоз-

можные расстояния между его вершинами и выбрать из

них наибольшее. Эта задача решается вполне элементарно

(например, с помощью многократного применения теоремы

Пифагора или с помощью метода координат в простран-
стве), но требует громоздких вычислений. Этими вычис-
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лениями (набранными ниже мелким шрифтом — мы ре-

комендуем их при первом чтении пропустить) и завер-
шается доказательство теоремы 3.

Возьмем в пространстве прямоугольную систему координат

Охуг и шесть точек

А (а, 0, 0), В (0, а, 0), С (0, 0, с),
А' (—а. 0, 0), В' (0. —а, 0). С" (0, 0, —а),

где а — некоторое положительное число. Эти шесть точек являются

вершинами правильного октаэдра Ясно, что плоскость, в которой

расположена грань Л ВС этого октаэдра, имеет уравнение x-\-y-\-z=a\
от центра октаэдра (т. е от начала координат) эта плоскость нахо-

а

W
а

параллельными гранями этого октаэдра имеет значение d=2· ,— .

Плоскость, перпендикулярная диагонали АА', параллельна
плоскости Оуг. Таким образом, плоскость, перпендикулярная диа-

d
гонали А А , находящаяся на расстоянии =- от центра октаэдра и

отсекающая пирамиду с вершинои А , имеет уравнение х=
—

.

Отсюда легко найти координаты точек Alt A2, А3, А, (рис. 35).
Например, точка А2 находится в плоскости Оху (т. е. ;чя нее z=0),

в плоскости д;= — и в плоскости грани А'ВС, т. е. в плоскости

с уравнением
—x-\-y-\-z=a=

d ^3
Следователь! о, точка А2 имеет

координаты.

Vi f .—^-iii^-i).
Аналогично найдем координаты всех точек Ai% β,-. С,·:

At

As

β,

-|.0.ft). Аш{-\.Ъ. θ).
-4,о,-ь),л4(-4,-ь,о),
·-■И· ч*-И-
_*.-4,o),si(o,-4,-v),
0.6.-4). с-(». °·-4).
>.-*.-4). с. (-ь. о.-4).
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где через Ь обозначено число а у= =
— (1^3 —1). Таким об-

V 3 2
разом, координаты всех вершин многогранника V вычислены.

Перейдем к вычислению координат вершин многогранников
а &

Vq, Vi, V2, V3. Точка С имеет координаты х = у
= г = —=—γ== :

\2 V3
'

2 V'i
'

2У~Ъ )'
Точки Н1г Н%, Н3 легко находятся как середины отрезков ВС, СА,

«.(•.ч^.Чг)· *.(*£· °· *£) ·

Далее, точки /ь /2, 13 являются серединами отрезков АхАг, BLB2,
С С '

/7-А 1 ±\ / [L -I Л 1 (А А А\
'^ 2

·

2
' 2j' 2V2' 2

·

2J' 6\2· 2'~ 2j'

Определим теперь координаты точек Z,x и Lx Вектор р, направлен-

ный от А, к Ал и имеющий длину 1, имеет вид ρ = {0, == ,
1

|^2

= }. Поэтому y41Z.1
—

/42Z-1'= ср, где
\Г*

15^3 — 10 .

С= F=— О.

46 V 2

Это дает нам возможность легко определить координаты точек

Li. L\-

Аналогично находим остальные точки L; и Ζ-,-:

L* ("FT b"Vf'
~

У' Ls\b~\k'~7f'~^)-
Наконец, по определению точки /(, мы имеем 1хК!=ер, где

1231 УТ— 1986 .

е =
-^-_— а.

1518 |^2
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Отсюда находим координаты точки К\ (и аналогично для

точек Л'2, К&)-

f__d_ Ъ_ е_ Ь_ е_\

к /± е_ _d_ jb e_\
Λ^2 f2

'

2
'

2 у2 J'
к

Ib e b e d \

Тем самым определены все вершины многогранников V0, Уг, V.j,, \'я
(еще одна общая вершина этих многогранников находится в начале

координат).
Теперь для нахождения диаметра многогранника V0 (или VJt V2,

V3) нужно найти наибольшее из расстояний между его вершинами,

что нетрудно сделать, так как координаты всех вершин изиесгны.

Например, зная точки

K-i-*. - — а 1Л-
^-{ 2'2 Y2

·

2 у2)-
_( d 1227— 472|^3 d 1227—472 ^З й \

Ц = (Ь-■о
V 2

'

1518 2
'

1518 2/
с d с \__
VI' 2· уъ)'

'Ъ\ УЪ — ЪЬ й d 15 Vs/31 КЗ — 36 d_ _d_ 15 Уъ — 10 d_\
~\ 46

'

2
'

2
'

46
'

2 /
■

мы легко найдем, что длина отрезка KLL2 равна

/(»-Ff-i)"+(-M+FiJ4-Fr-f+Ff)'
или, подставив числовые значения Ь, с. и е и произведя указанные

действия:

Vb 129 030— 937 419 VJ
1518 V2

■ d^=0,9887d.

Это и есть наибольшее из расстояний между вершинами многогран-
ника V0 (т. е. диаметр многогранника 1/0; ср. стр. 30). Анало-
гично вычисляются диаметры многогранников Vlt l/2, Vs.

Заметим, что в этом доказательстве многогранник V разбива-
ется на части V0, Vx, V2, Vs, диаметры которых очень мало отлича-

ются от d. Естественно, это происходит потому, что многогранник

V не только содержит тело F, но и содержит много «лишнего»

3 В. Г. Болтянские. И. Ц. Г(М.берг
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Если бы удалось «экономнее» подобрать многогранник, содер-
жащий тело F, то, по-видимому, можно было бы несколько уменьшить
число 0,9837 d, оценивающее размеры частей (см. в связи с этим

проблему 4 на стр. 86).
Отметим еще, что решение задачи Борсука в трехмерном про-

странстве одновременно с Грюнбаумом (в 1957 году) было дано и

венгерским математиком Хеппешом [30]; однако его решение менее

известно, так как оно опубликовано на венгерском языке, который
большинству математиков мира незнаком. В решении Хеппеша

разбиение на части «менее экономно», чем в приведенном доказа-

тельстве: у него для диаметров частей получена оценка 0,9977 d

§ 6. О гипотезе Борсука для л-мерных тел*)

Читателя теперь, по-видимому, интересует вопрос,
как же обстоит дело с доказательством гипотезы Борсу-
ка в пространстве, имеющем больше трех измерений.
К сожалению, эта проблема в общем виде до сих пор не

решена, несмотря на усилия многих математиков. Неиз-

вестно даже, справедлива ли она для тел, расположенных
в четырехмерном пространстве, т. е. неизвестно,

любое ли четырехмерное тело диаметра d может быть раз-
бито на пять частей меньшего диаметра. В этом заключа-

ется одна из интересных черт рассматриваемой проблемы:
резкий контраст между чрезвычайной простотой форму-
лировки задачи и огромными трудностями в ее решении—
трудностями, которые на сегодняшний день представляют-
ся совершенно непреодолимыми. (См. в связи с этим

проблемы 1, 2, 3, 5 на стр. 83—88.)
Однако для некоторых частных видов n-мерных тел

справедливость гипотезы Борсука установлена.
В первую очередь следует назвать работы известного

швейцарского геометра Хадвигера. Хадвигер рассмат-
ривает не произвольные тела n-мерного пространства, а

только выпуклые тела (несколько слов о выпук-

лых фигурах читатель найдет в п. 7), ибо ясно, что спра-
ведливость гипотезы Борсука достаточно установить толь-

ко для таких тел (ср. ниже, стр. 46). В одной из работ
1946 года (см. [241) Хадвигер рассмотрел n-мерные вы-

пуклые тела с гладкой границей, т. е. выпук-
лые тела, у которых через каждую граничную точку про-
ходит единственная опорная гиперплоскость.
Изящным рассуждением Хадвигер показывает, что для

*) Читателю, не знакомому с геометрией «-мерного простран-
ства, мы рекомендуем перейти теперь к чтению главы 2.
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таких выпуклых тел гипотеза Борсука справедлива. Ины-
ми словами, имеет место следующая
Теорема 4. Всякое п-мерное выпуклое тело с глад-

кой границей, имеющее диаметр d, может быть разбито
на η -f 1 частей меньшего диаметра.
Доказательство. Пусть F — некоторое п-мер-

ное выпуклое тело с гладкой границей, имеющее диа-

метр d. Рассмотрим кроме того n-мерный шар Е,
имеющий тот же диаметр d, и построим какое-либо

разбиение этого шара на η + 1 частей диаметра <Crf (ср.
рис. 27, 28). Части, на которые разбит шар Е, обозначим

Рис 38. ·

через М0, Mlt . .
., М„. Мы сейчас построим некоторое

разбиение границы G тела F на η + 1 множеств

Ν0, Л^1. ■ ■
-. Νη. Именно, пусть А — произвольная гра-

ничная точка тела F.

Проведем через точку А опорную гиперплоскость тела

F (она, по предположению, единственна) и параллельно
ей проведем касательную гиперплоскость шара Е, причем
так, чтобы тело F и шар Ε лежали по одну и ту же сторону
от этих гиперплоскостей (рис. 38). Точку, в которой
проведенная гиперплоскость касается шара Е, обозначим
через / (А). Мы будем считать, что точка А принадлежит

множеству TV,-, если соответствующая точка / (А) принад-
лежит множеству Mi (i = 0, 1, . .

., η). В результате
вся граница G тела F разобьется на η -f 1 множеств

Л^о, Nx Nn («).
Докажем, что каждое из множеств УУ0, Nlt . .

., Nn име-

ет диаметр <.d. Допустим противное, т. е. что некоторое

as



множество TV,- имеет диаметр d, и пусть А и В — две
точки множества N,, находящиеся друг от друга на рас-
стоянии d. Проведем две гиперплоскости Гл, Гв, прохо-
дящие через точки Л и β и перпендикулярные отрезку
АВ. Ясно, что тело F находится в полосе между этими

гиперплоскостями (иначе диаметр тела F был бы >d),
т. е. Гл и Гв являются опорными гиперплоскостями тела

F, проходящими через точки А и В. Из параллельности
этих опорных гиперплоскостей вытекает, что соответст-

вующие точки / (А) и / (В), лежащие на границе шара Е,
являются диаметрально противоположными, т. е. рас-
стояние между точками / (А) и / (В) равно d.C другой
стороны, так как А и В принадлежат множеству Nt,
то точки / (А) и / (В) принадлежат множеству М:, и по-

тому расстояние между точками / (А) и / (В) меньше d.

Полученное противоречие показывает, что ни одно из

множеств N0, Nlt . .
., Nn не может иметь диаметр d.

Пусть теперь О — произвольная внутренняя точка

тела F. Для любого i = О, 1, . .
.,

η мы обозначим через
Р,- «конус» с вершиной О, криволинейным «основанием»

которого является множество Л',-. Ясно, что построенные
«конусы» Р0, Ръ . .

., Рп заполняют все тело F, т. е.

мы получили разбиение тела F на η + 1 частей. Ясно

кроме того, что каждое из множеств Р,- имеет диаметр <.d

(ибо диаметр «основания» УУ,- меньше d). Таким образом,
построено разбиение тела F на η + 1 частей диаметра
<Ld. Тем самым теорема 4 доказана.

В другой работе 1947 г. (см. [25]), уточняя приве-
денное доказательство, Хадвигер доказал следующую

теорему.
Если n-мерное выпуклое тело диаметра d обладает

тем свойством, что по его границе может внутри этого

выпуклого тела свободно кататься n-мерный шарик не-

которого радиуса г, то рассматриваемое выпуклое тело

может быть разбито на η -\- \ частей, диаметр каждой
из которых не превосходит

Итак, для выпуклых тел с гладкой границей гипотеза

Борсука справедлива (теорема 4). Остаются выпуклые
тела, имеющие угловые точки (т. е. точки, в которых
опорная плоскость не единственна). Для таких тел до
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сих пор нет почти никаких результатов. Впрочем, немец-

кий математик Ленц указал в одной статье 1955 г. [17],
что любое п-мерное выпуклое тело диаметра d может
быть разбито на части меньшего диаметра, число кото-

рых не превосходит (Уη 4 1)" *). Однако эта оценка яв-

ляется, конечно, неточной и слишком далеко отходит от

гипотезы Борсука. Например, оценка Ленца гарантирует
возможность разбить любое четырехмерное тело

на 81 часть меньшего диаметра, в то время как гипотеза

Борсука требует установить возможность разбиения че-

тырехмерного тела на пять частей меньшего диаметра!
В самое последнее время Данцер [12] дал более сильную

оценку

a(F)< У^±^-(2 + /2Г^ .

(Для четырехмерных тел эта оценка устанавливает воз-

можность разбиения на 55 частей меньшего диаметра!)

*) Доказательство. Обозначим через т целое число,

удовлетворяющее неравенствам

|^«"<т< |^гГ+ 1.

Далее, заключим и-мерное тело F диаметра d в куб с ребром d
и каждое из ребер этого куба разделим на т равных частей. Проводя
теперь через точки деления гиперплоскости, параллельные граням

куба, мы разобьем этот куб на т" меньших кубиков с ребром — .

d г—

Диаметр каждого из этих кубиков равен —у η и потому меньше d:

d ·— d ,— .

—

\n<—f=.\n —d.

Построенное разбиение на кубики порождает разбиение тела F

на части диаметра < d, причем число этих частей не превосходит т",

т. е. подавно не превосходит (уп-\-\)п.



ГЛАВА 2

ПОКРЫТИЕ ВЫПУКЛЫХ ТЕЛ ГОМОТЕТИЧНЫМИ

ТЕЛАМИ И ЗАДАЧА ОСВЕЩЕНИЯ

§ 7. Выпуклые фигуры

Плоская фигура F называется выпуклой, если вместе

с каждыми двумя точками А и β "она содержит и весь со-

единяющий их отрезок АВ (рис. 39). Так, например, тре-

угольник, параллелограмм, трапеция, круг, сегмент круга,
эллипс являются примерами выпуклых фигур (рис. 40). На

рис. 41 приведены примеры невы-

пуклых фигур. Фигуры, изобра-
женные на рис. 40, являются ог-

раниченными. Существуют также

неограниченные («простирающиеся
в бесконечность») выпуклые фигу-

ры: полуплоскость, угол, меньший

180°, и др. (рис. 42).
Точки любой выпуклой фигу-

ры F разделяются на два клас-

са — внутренние точки и граничные точки. Внутрен-
ними считаются те точки, которые со всех сторон окружены
точками фигуры F. Таким образом, если А — внутренняя
точка фигуры F, то круг некоторого (хотя бы очень ма-

ленького) радиуса с центром в точке А целиком принад-
лежит фигуре F (рис. 43). К граничной же точке фигуры F
как угодно близко подходят как точки, принадлежащие
фигуре F, так и точки, ей не принадлежащие (точка В
на рис. 43). Все граничные точки, вместе взятые, образуют
некоторую линию, называемую границей выпуклой фи-
гуры F. Если фигура F ограничена, то ее граница пред-
ставляет собой замкнутую линию (ср. рис. 39, 40).
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Рис. 40.

Рис. 41.

Рис. 42.



Для дальнейшего важно будет заметить, что всякая

прямая, проходящая через внутреннюю точку выпуклой
ограниченной фигуры F, пересекает границу этой фигуры
ровно в двух точках*) (рис. 44), причем отрезок, соеди-
няющий эти две точки, принадлежит фигуре F, а вся

остальная часть этой прямой лежит вне фигуры F.

а) б)
Рис. 45.

Пусть В — некоторая граничная точка выпуклой фи-
гуры F. Из точки В проведем всевозможные лучи, про-
ходящие через отличные от 6 точки фигуры F. Эти лучи
либо заполнят некоторую полуплоскость (рис. 45, с),
либо составят некоторый угол, меньший 180° (рис. 45, б).
В первом случае прямая, ограничивающая полуплоскость,
является опорной прямой фигуры F. Любая другая пря-
мая, проходящая через точку В, будет рассекать фигуру

*) Более подробные сведения о выпуклых фигурах (и, в част-

ности, доказательства упоминаемых здесь свойств этих фигур)
читатель может найти в книгах [2], [18], [28], [33], [34], [37]^
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на две части (рис. 46), т. е. не будет опорной. Иначе го-

воря, через точку В в этом случае проходит единственная

опорная прямая фигуры F. Во втором случае (рис. 45, б)
вся фигура F расположена внутри угла ABC, меньшего

180', и потому через точку В проходит бесконечно много

опорных прямых фигуры F (рис. 47). В частности, опор-
ными являются прямые ВА и ВС. Лучи ВА и ВС

(проведенные жирной линией на рис. 47) называются

полукасательными в точке В к фигуре F.

Рис. 46. Рис. 47.

Объединяя оба случая вместе, мы видим, что через
каждую граничную точку В выпуклой фигуры F проходит
хотя бы одна опорная прямая этой фигуры. Если через
точку В проходит только одна опорная прямая фигуры F

(рис. 45, о), то В называется обыкновенной граничной
точкой этой фигуры. Если же через точку В проходит
бесконечно много опорных прямых фигуры F, то В на-

зывается угловой точкой (рис. 45, б).

§ 8. Постановка задачи о покрытии фигур
гомотетичными

Пусть F — некотсрзя плоская фигура. Выберем на

плоскости произвольную точку О и возьмем, кроме того,
положительное число k. Для любой точки А фигуры F

мы найдем на луче ОА такую точку А', что ОА' : ОА = k

(рис. 48). Множество всех получаемых таким образом
точек А' представляет собой новую фигуру F'. Переход
от фигуры F к фигуре F' называется гомотетией с центром
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Рис. 48.

О и коэффициентом к, а сама фигура F' называется

гомотетичной фигуре F. (Гомотетия с отрицатель-
н ы м коэффициентом нам нигде в дальнейшем не пона-

добится, и потому мы ее не рассматриваем.) Если фигура
F выпукла, то и гомотетич-

ная ей фигура F' также

является выпуклой (ибо
если отрезок АВ целиком

принадлежит фигуре F, то

отрезок А'В' целиком

принадлежит фигуре /·").
Заметим, что если ко-

эффициент гомотетии k

меньше единицы, то фи-
гура F' (гомотетичная F
с коэффициентом k) пред-

ставляет собой «уменьшенную копию» фигуры F.

Теперь мы поставим следующую задачу. Даиа некото-

рая плоская выпуклая ограниченная фигура F. Найти
минимальное число гомотетичных «уменьшенных копий»

фигуры F, которыми можно покрыть всю фигуру F. Это

минимальное число обозначим через b (F). Более точно,

если b (F) = т, то это означает,

что существуют такие фигуры Flt
F2 Fm, гомотетичные фигуре
F с некоторыми центрами гомотетии

и
'

с коэффициентами гомотетии,

меньшими единицы (хотя бы нена-

много), что в своей совокупности

фигуры Flt F2, . .
., Fm покрывают

всю фигуру F (рис. 49); при этом

число т минимально, т. е. меньшего

чем т числа гомотетичных фигур для

этой цели недостаточно.

Задачу о покрытии выпуклой фигуры меньшими гомо-

тетичными фигурами можно рассматривать не только для

плоских фигур, но и для выпуклых тел в пространстве

(или даже в n-мерном пространстве). Задача о том, какие

значения может принимать b (F), была поставлена в

1960 г. кишиневскими математиками И. Ц. Гохбергом и

А. С. Маркусом [6]. Несколько ранее эта задача (однако
в иной формулировке) рассматривалась немецким мате-

матиком Ф. Леви ([15]; см. также проблему 14 на стр. 91).

Рис. 49.
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Для примера рассмотрим случай, когда фигура F
есть круг. Тогда меньшими гомотетичными фигурами
являются произвольные круги меньшего диаметра. Не-

трудно попять, что двумя такими кругами невозможно

покрыть исходный круг F, т. е. b (F) ^ 3. В самом деле,

Рис. 50. Рис. 51.

пусть Fx и F2 — два круга меньшего диаметра и 01г
Ог— их центры (рис. 50). Проведем через центр О исход-
ного круга F перпендикуляр к линии центров Ох02.
Этот перпендикуляр пересекает окружность круга F
в двух точках А и В.

Пусть, например, точка А

расположена по ту же

сторону от прямой Ολ02,
что и точка О (если пря-
мая Ολ02 проходит чере?
ТОЧКу О, ТО МОЖНО ВЗЯТ1

любую из точек А, В).
Тогда АОх ^АО=г,
А02 Зз АО = г, где г —

радиус круга F. Так как круги Fx, F2 имеют радиусы,
меньшие г, то точка А не принадлежит ни одному из

них, т. е. круги Fly F2 не покрывают всего круга F.

С другой стороны, круг F легко покрыть тремя

кругами несколько меньшего диаметра (рис. 51). Таким

образом, в случае круга b (F) = 3.

Рассмотрим еще случай, когда F представляет собой

параллелограмм. Ясно, что никакой параллелограмм,
гомотетичный F с коэффициентом гомотетии, меньшим

Рис. 52.
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единицы, не может содержать сразу двух вершин

параллелограмма F. Иначе говоря, четыре вершины парал-

лелограмма F должны принадлежать четырем различ-
ным гомотетичным параллелограммам, т. е. b (F) ^ 4.

Четырех же гомотетичных фигур явно достаточно (рис. 52).
Таким образом, в случае параллелограмма b (F) = 4.

§ 9. Другая формулировка задачи

Задаче о покрытии фигуры меньшими гомотетичными

фигурами можно придать другую форму, сближающую
ее с задачей Борсука о разбиении фигуры на части мень-

шего диаметра.

Пусть F — выпуклая фигура и G — некоторая ее

часть. Будем говорить, что часть G фигуры F имеет

габарит, равный k, если существует

фигура F', гомотетичная F с коэффи-
циентом k, которая содержит G, но

никакая фигура, гомотетичная F с

коэффициентом, меньшим k, не содер-
жит целиком G (в). Очевидно, что

если часть G совпадает со всей

фигурой F, то ее габарит равен 1.

Поэтому для любой не совпадающей

с F части G фигуры F габарит £<:1.
Не следует, однако, думать, что если

часть G не совпадает со всей фигурой F, то ее габарит k

непременно меньше единицы. Если, например, F

представляет собой круг, а часть G — вписанный в него

остроугольный треугольник (рис. 53), то габарит части G

равен единице (ибо никакой круг меньшего диаметра не

содержит целиком треугольника G). Часть G фигуры F

мы будем называть частью меньшего габарита, если ее

габарит k < 1.

Пользуясь понятием габарита, мы можем придать

определению величины b (F) другую форму: b (F) есть

минимальнее число частей меньшего габарита, на кото-

рые можно разбить данную выпуклую фигуру F. Нетрудно
понять, что это определение величины b (F) эквивалентно

предыдущему. В самом деле, пусть Flt F2, . . ., Fm —
меньшие гомотетичные фигуры, покрывающие F. Обозна-
чим через Gx, G2, . .

., Gm части фигуры F, высекаемые

из нее фигурами Flt Fit . .
., Fm. Очевидно, что каждая
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из частей G,, G2, . .
., Gm фигуры F имеет габарит <1.

Таким образом, если фигура F может быть покрыта т

меньшими гомотетичными фигурами, то ее можно разбить
на т частей меньшего габарита. Обратно, если фигура F
может быть разбита на т частей Glt G2, . .

., Gm мень-

шего габарита, то существуют фигуры Flt F2, . .
., Fm,

содержащие, соответственно, части Glf G2, . .
., Gm и

гомотетичные фигуре F с коэффициентами, меньшими

единицы. Эти фигуры Fx, F2, . .
., Fm и образуют покры-

тие фигуры F меньшими гомотетичными частями.

Все сказанное (т. е. определение габарита и другое

определение числа b (F)) относится, разумеется, не только

к плоским фигурам, но и к выпуклым фигурам любого
числа измерений. Таким образом, задачу о покрытии

выпуклой фигуры меньшими гомотетичными фигурами
можно еще сформулировать, как задачу о разбиении фигу-
ры F на части меньшего габарита. В этой форме она весьма

напоминает изучавшуюся в главе 1 задачу Борсука.
Однако связь между этими задачами не только внеш-

няя. В самом деле, если фигура F имеет диаметр d, то фи-
гура, гомотетичная F с коэффициентом k, имеет диаметр kd.

Отсюда следует, что если выпуклая фигура F имеет диа-

метр d, то всякая ее часть меньшего габарита является

в то же время и частью меньшего диаметра. (Обратное,
вообще говоря, неверно; например, равносторонний тре-

угольник, вписанный в круг F диаметра d, является частью

меньшего диаметра, но имеет габарит, равный единице;

рис. 53.) Поэтому, если выпуклая фигура F может быть

разбита на т частей меньшего габарита, то она подавно

может быть разбита на т частей меньшего диаметра

(но, вообще говоря, не наоборот, как показывает пример

параллелограмма).
Таким образом, для любой выпуклой фигуры F справед-

ливо неравенство

a(F)^b(F). (*)

Это утверждение справедливо как для плоских выпуклых

фигур, так и для выпуклых тел любого числа измерений
(см. в связи с этим проблему 7 на стр. 88).

Отметим, что задача о разбиении на части меньшего

габарита относится лишь к выпуклым фигурам,
в то время как задача Борсука о разбиении на части

меньшего диаметра ставилась для любых (даже не-
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выпуклых) фигур. Однако это несущественно; нетрудно
понять, что если бы гипотеза Борсука была подтверждена

для n-мерных выпуклых

фигур, то отсюда вытекала бы

ее справедливость и для лю-

бых м-мерных фигур. Действи-
тельно, для всякой фигуры F

диаметра d существует наимень-

шая содержащая ее выпуклая

фигура F; эта выпуклая фи-
гура (рис. 54), называемая вы-

Рис. 54 пуклой оболочкой фигуры F,
имеет тот же диаметр а. От-

сюда и вытекает, что возможность разбиения на п+1
частей меньшего диаметра достаточно установить только

Для выпуклых n-мерных фигур.

§ 10. Решение задачи для плоских фигур

Как мы видели в § 8, в задаче о покрытии выпуклой
фигуры меньшими гомотетичными фигурами (в отличне

от задачи Борсука) круг уже не является фигурой, тре-
бующей наибольшего числа покрывающих фигур: для

параллелограмма число b (F) принимает большее значение,
чем для круга.

Естественно возникает вопрос, существуют ли плос-

кие выпуклые фигуры, для которых величина b (F) при-
нимает еще большее значение, чем для параллелограмма?
Оказывается, что таких фигур не существует; более того,

среди всех плоских выпуклых фигур только для

параллелограммов выполняется равенство b (F) = 4.

Иными словами, имеет место следующая теорема, уста-
новленная в 1960 г. И. Ц. Гохбергом и А. С. Маркусом [6]
(несколько ранее, в 1955 г. Ф. Леви [16] был получен
другой результат, по существу совпадающий с этой тео-

ремой; см. ниже, стр. 91, проблема 14):
Теорема 5. Для любой плоской ограниченной

выпуклой фигуры F, не являющейся параллелограммом,
справедливо равенство b (F) = 3; если F — параллелограмм,
то b (F) = 4.

Доказательство этой теоремы мы сейчас

приводить не будем, так как в § 14 мы получим эту теоре-

му как следствие других результатов. Заметим только,
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что теорема 5 дает новое доказательство теоремы 1. В са-

мом деле, если плоская фигура F не является параллело-

граммом, то, в силу теоремы 5, b (F) = 3, и потому
a (f)<; 3 (см. неравенство (*), стр. 45). Если же F является

параллелограммом, то a (F) = 2 (рис. 12, б). Таким об-

разом, в любом случае a (F) ^ 3.

§ 11. Гипотеза Хадвигера

После решения задачи о покрытии меньшими гомоте-

тичными фигурами для плоских выпуклых фигур естест-

венно обратиться к рассмотрению этой задачи для

пространственных тел. Для какого из выпуклых тел F в

пространстве величина b (F) принимает свое наибольшее,

значение? Основываясь на теореме, сформулированной в

предыдущем параграфе, естественно предположить, что

таким выпуклым телом трехмерного пространства является

параллелепипед. Для параллелепипеда величина b (F),
как легко видеть, принимает значение b (F) = 8. Дей-

ствительно, никакой параллелепипед; гомотетичный F

с коэффициентом гомотетии, меньшим единицы, не может

содержать сразу двух вершин параллелепипеда F.

Следовательно, восемь вершин параллелепипеда F должны

принадлежать восьми различным гомотетичным

параллелепипедам, т. е. b (F) з* 8. Восьми же гомотетич-

ных параллелепипедов явно достаточно: например, можно

разбить параллелепипед F на 8 гомотетичных (с коэф-
фициентом к= 1/2) параллелепипедов, получающихся, если

через центр параллелепипеда F провести три плоскости,

параллельные его граням.
Аналогичное положение вещей имеет место для п-мер-

ного параллелепипеда при любом п: для него b (F) = 2".

Является ли это значение величины b (F) каибольшим?
Иными словами, всякое ли n-мерное выпуклое тело F

может быть разбито на 2" частей меньшего габарита
(или, что то же самое, может быть покрыто 2" меньшими

гомотетичными телами)? Если да, то являются ли п-мер-
ные параллелепипеды единственными выпуклыми телами,

для которых b (F) = 2"? В 1957 году Хадвигер [26] опуб-
ликовал синеок нерешенных геометрических проблем.
Среди них находились и указанные выше задачи. Там же

он высказал гипотезу, что обе эти задачи решаются утвер-
дительно, т. е. что b (F) ^ 2'' для любого n-мерного огра-
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ничейного выпуклого тела, и равенство достигается
только в случае параллелепипеда. Независимо эта же

гипотеза была высказана в статье И. Ц. Гохберга i:

А. С. Маркуса [6].
Эти задачи не решены до настоящего времени. Неиз-

вестно даже их решение для η = 3. Иными словами,

т = 4 т- 5

т=6 т=7

Рис. 55.

неизвестно, всякое ли выпуклое тело трехмерного про-

странства может быть разбито на 8 частей меньшего

габарита (или покрыто восьмью меньшими гомотетич-

ными телами). Более того, неизвестно решение этих

задач даже для выпуклых много гранников

(см. проблему 8 на стр. 88—89).
Впрочем, воронежские математики А. Ю. Левин и

Ю. И. Петунии доказали, что для всякого n-мерного цен-

трально симметричного выпуклого тела F справедливо
неравенство b (F) ^ (n -f 1)". Для трехмерных выпуклых тел

это означает, что b (F) ^ 43 = 64. Как видим, эта оценка

весьма далеко отходит от гипотезы Хадвигера. Наконец,
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как нам стало известно из работы ПО], недавно Роджерс
получил для центрально симметричных тел оценку

Ь (F) =ss 2" (η In η -f η In In η + 5n).

Гипотеза Хадвигера дает ожидаемую верхнюю гра-
ницу для величины Ъ (F). Нижнюю границу для этой
величины можно указать точно: для любого п-мерного
ограниченного выпуклого тела справедливо неравенство
b (F) 5г η -f 1; в частности, для трехмерных выпуклых
тел b (F) ^ 4. При этом существуют тела (например,
n-мерный шар), для которых Ъ (F) = η -f 1· Доказатель-
ство неравенства b (F) ^ η -р 1 мы приведем ниже. см.

§ 15.

Заметим еще, что для любого т, удовлетворяющего
неравенствам 4 ^ т =ξ 8, существует в трехмерном про-
странстве выпуклое тело (и даже многогранник), для

которого b (F) = т. Эти многогранники получаются из

куба «срезанием» нужного количества вершин (рис. 55).
Аналогичное положение вещей имеет место и в n-мер-

ном пространстве: для любого т, удовлетворяющего не-

равенствам η -f 1 =< m ^ 2", существует в п-мерном
пространстве ограниченное выпуклое тело (и даже много-

гранник), для которого b (F) = т.

§ 12. Формулировка задачи освещения

Пусть F — плоская ограниченная выпуклая фигура и

I — произвольное направление в плоскости этой фигуры.
Будем говорить, что граничная точка А фигуры F является

точкой освешенности относительно направ-

ления /, если параллельный пучок лучей, имеющих

направление /, «освещает» на границе фигуры F точку А

и некоторую ее окрестность (рис. 56). Заметим, что если

прямая, параллельная направлению / и проходящая через

точку А, является опорной для фигуры F (рис. 57), то

точку А мы не считаем точкой освещенности относительно

направления /. Иначе говоря, точка А является точкой

освещенности, если выполнены следующие два условия.

1°. Прямая р, параллельная направлению/ и прохо-
дящая через точку А, не является опорной прямой фи-
гуры F (т. е. на прямой ρ имеются внутренние точки фи-
гуры F).

4 В. Г. Болтянский. И Ц. Гохбсрг
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2°. Точка А является первой точкой фигуры F,

которую мы встречаем, двигаясь по прямой ρ в направле-
нии I.

Условимся, далее, говорить, что направления

1г, /2 1т в своей совокупности достаточны для осве-

щения границы фигуры F, если каждая граничная точка

Рис. 56. Рис. 57.

фигуры F является точкой освещенности относительно

хотя бы одного из этих направлений. Наконец, обозначим

Рис. 58. Рис. 59.

через с (F) наименьшее из таких натуральных

чисел т, что на плоскости существуют т направлений,
достаточных в своей совокупности для освещения всей

границы фигуры F. Задачу о нахождении числа с (F),
или, как мы ее будем называть, задачу освеще-
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н и я границы фигуры F можно рассматривать не только

для плоских фигур, но и для выпуклых тел в простран-
стве (или даже в n-мерном пространстве). Точки освещен-
ности определяются теми же условиями 1° и 2я, что и в

Рис. 60.

случае плоских фигур (рис. 58). Задача освещения была

поставлена в 1960 г. московским математиком В. Г. Бол-

тянским [I].
Легко доказать, что для любой плоской фигуры F

величина с (F) всегда ЗзЗ. В самом деле, пусть F — пло-

ская ограниченная выпуклая фигура и 1Ъ /2 - произ-
вольные направления. Проведем две опорные прямые

Рис. 61.

фигуры F, параллельные направлению /ь и пусть А и

В — граничные точки фигуры F, лежащие на этих опор-
ных прямых (рис. 59). Тогда ни одна из точек А, В не
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является точкой освещенности для направления /1? а на-

правление 12 может осветить не более чем одну из этих

точек. Итак, двух направлений не достаточно для осве-

щения всей границы фигуры F.
В случае круга (рис 60) для освещения границы до-

статочно трех направлений Для параллелограмма (рис. 61)
трех направлений уже недостаточно (ибо ни одно направ-
ление не освещает сразу двух вершин параллелограмма),
а четыре направления позволяют осветить всю границу

параллелограмма. Иначе говоря, для круга с (F) = 3,
а для параллелограмма с (F) = 4.

§ 13. Решение задачи освещения для плоских фигур

Как и в случае задачи о покрытии фигуры меньшими

гомотетичными частями, в задаче освещения паралле-

лограмм играет особую роль. Именно, имеет место сле-

дующая
Теорема 6. Для любой плоской ограниченной

фигуры F, не являющейся параллелограммом, справедливо
равенство с (F) =3; если

c(F) =4.

Доказательство.

Предположим сначала, что

фигура F не имеет ни одной
угловой точки В этом случае

>\1г

Рис. 62. Рис. 63.

мы выберем три направления lu l2, ls, составляющие

друг с другом углы 120° (рис. 62), и покажем, что эти

три направления позволяют осветить всю границу фи-

гуры F. В самом деле, пусть А — произвольная гранич-
ная точка фигуры F (рис. 63). Проведем опорную прямую
ρ фигуры F, проходящую через точку А. Далее, проведем
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три вектора, имеющие направления /х, /2, /3 и начинаю-

щиеся в точке А; концы этих векторов обозначим соот-

ветственно через К, L, М. Тогда точка А лежит вгутри
треугольника KLM. Так как прямая ρ проходит через
внутреннюю точку А треугольника KLM, то она рассекает
этот треугольник на две части. Отсюда следует, что по

обе стороны прямой ρ имеются вершины треугольника
KLM. Выберем вершину треугольника KLM, располо-
женную по ту же сторону от р, что и фигура F; пусть это

будет, например, вершина Μ (со-
ответствующая направлению /3).

Прямая AM не является опорной
для фигуры F (ибо она отлична

от прямой р, а фигура F не имеет

угловых точек и потому имеет f

каждой граничной точке единст

венную опорную прямую). Иначе

говоря, прямая AM рассекает

фигуру F, т. е. проходит через
внутренние точки этой фигуры.
Границу фигуры F прямая AM

пересекает в двух точках, одной из

которых является точка А; вторую

точку пересечения обозначим че-

рез В. Точки В и Μ расположены рИс. 64.
по одну сторону от .Л.

Следовательно, если мы будем двигаться по прямой AM
в направлении /3, то А будет первой встретившейся
нам точкой фигуры F. Так как, кроме того, прямая AM

проходит через внутренние точки фигуры F, то направ-
ление /8 освещает точку А. Итак, какова бы ни была

граничная точка А фигуры F, она является точкой осве-

щенности хотя бы для одного из направлений 1Ъ /2, /8,
и потому с (F) = 3.

Теперь предположим, что фигура F имеет угловые
точки, и пусть А — одна из них. Проведем в точке А

две полукасательные к фигуре F и проведем еще две опор-
ные прямые, параллельные этим полукасательным

(рис. 64). Мы получим описанный вокруг фигуры F па-

раллелограмм ABCD Рассмотрим сначала случай, когда

вершина С этого параллелограмма не принадлежит фи-
гуре F. Ближайшие к С точки фигуры F, лежащие на

сторонах СВ и CD, обозначим через Μ и N Точки Μ и
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Μ разбивают границу фигуры Ρ на две дуги; м"ы рассмот-
рим ту из этих двух дуг, которая не содержит точки А,
и возьмем на этой дуге две точки Ρ и Q. Обозначения

Уне <>5.

точек Ρ и Q выберем таким образом, чтобы точки были

расположены на границе фигуры F в следующем поряд-
ке: М, Р, Q, N. Заметим, что течки Ρ и Q расположены

внутри параллело-
грамма ABCD.

Мы покажем, что

направления 1г = QD,

12 = Р~В и 13 = АС ос-

вещают всю границу
фигуры F. В самом деле,

прямая QD пересекает
границу фигуры F в

двух точках, одной из

которых является точка

Q (рис. 65). Из этого

легко заключить, что

точка Q является точ-

кой освещенности для

направления 1г. Прово-
дя через все точки отрезка AQ прямые, параллельные
QD, мы находим, что все точки дуги QA, кроме точки

А, являются точками освещенности для направления 1г.

Рис. fi6.
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Аналогично (рис. 66) все точки дуги АР, кроме точки

А. являются точками освещенности для направления
/2. Таким образом, направления 1г и /2 освещают всю

границу фигуры F, кроме точки А. Точка же А освещается

направлением /8.
Итак, направления /х, /2, 13 освещают всю границу

фигуры F, т. е. с (F) — 3.

Рис. 67. Рис. 68.

Мы рассмотрели случай, когда вершина С параллело-

грамма A BCD не принадлежит фигуре F. Следующий
случай—когда точка С принадлежит фигуре F, но хотя

бы одна из точек В, D не принадлежит этой фигуре.
Пусть, для определенности, точка В не принадлежит
фигуре F. Случай, когда хотя бы один из лучей

СВ, CD не является полукасательной в точке С, легко

сводится к предыдущему. Достаточно провести полу-
касательные CM, CN и параллельные им опорные пря-
мые фигуры F (рис. 67); в полученном описанном

параллелограмме CB'A'D' вершина А', противолежа-
щая С, не принадлежит фигуре F. Предположим по-

этому, что СВ и CD—полукасательные. Точки А и С

разбивают границу фигуры F на две дуги; мы рассмотрим
ту из этих двух дуг, которая расположена по ту же

стор'ону диагонали АС, что и точка В. На этой дуге
возьмем две точки Ρ и Q, лежащие внутри парал-

лелограмма ABCD (рис. 68). При этом обозначения то-

чек Ρ и Q выберем таким образом, чтобы точки были
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расположены на границе фигуры F в следующем порядке:
А, Р, Q, С. Мы покажем, что в рассматриваемом случае
направления

1г = QC, 12 =РА, /8 =DB

освещают всю границу фигуры F. В самом деле, проводя
через все точки отрезка QA прямые, параллельные QC
(рис. 69,а), мы находим, что все точки дуги QA являются

точками освещенности для направления 1г. Существенно
заметить, что и А является точкой освещенности для 1г.

Рис 69.

Действительно, прямая, проходящая через А параллель-
но QC, входит внутрь параллелограмма, и потому

должна проходить через внутренние точки фигуры F (ибо
АВ и AD — полукасательные).

Итак, направление 1г освещает все точки дуги AQ,
включая точку А. Аналогично, направление 12 освещает
все точки дуги PC, включая точку С. Вместе направле-
ния 1Х и 12 освещают все точки дуги APQC, включая А
и С (рис. 68). Оставшиеся точки освещаются направле-

нием ls (рис. 69,6). Таким образом, с (F) = 3.
У нас остался неразобранным лишь случай, когда

все четыре вершины параллелограмма ABCD при-

надлежат фигуре F. Но в этом случае, в силу выпуклости,

фигура F совпадает с параллелограммом ABCD,
и потому с (F) = 4.

Тем самым теорема 6 полностью доказана.
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§ 14. Эквивалентность Двух задач

Читатель, несомненно, уже обратил внимание на то,

что для круга и для параллелограмма величина с (F)
принимает те же самые значения, что и Ъ (F).
Бросается в глаза также и то, что теоремы 5 и 6 форму-
лируются совершенно одинаково — лишь с заменой

величины b (F) на с (F). Иначе говоря, для плоских огра-
ниченных выпуклых фигур величины b (F) и с (F) совпа-

дают. Этот факт имеет место не только для плоских фигур,
но и для выпуклых ограниченных фигур любого числа

измерений. Иными словами, справедлива следующая тео-

рема, доказанная в 1960 г. В. Г. Болтянским [1]:

Теорема 7. Для любого n-мерного ограниченного
выпуклого тела F имеет место равенство

b(F) = c(F). (**)

Эта теорема означает, что задача освещения экви-

валентна задаче о покрытии выпуклого тела мень-

шими гомотетичными телами. Вместе с тем задача осве-

щения, по-видимому, обладает преимуществом несколько

большей наглядности. Заметим, что из теоремы 7 сразу
же вытекает справедливость теоремы 5, которая выше не

была доказана. Действительно, в силу равенства (**)
теоремы 5 и 6 непосредственно следуют одна из другой,
а теорема 6 уже была доказана. (Первоначальное дока-

зательство теоремы 5, данное И. Ц. Гохбергом и А. С. Мар-
кусом и не использовавшее равенства (**), было сложнее,
чем доказательство георемы 6.) Заметим, далее, что ра-
венство (**) позволяет по-новому сформулировать г и-

потезу Хадвигера (стр. 47): верно ли, что гра-

ница всякого n-мерного ограниченного выпуклого тела F

может быть освещена с помощью 2" направлений и что,

если тело F не является n-мерным параллелепипедом,
то для освещения его границы достаточно 2" — 1 направ-
лений?

Мы уже отмечали, что справедливость этой гипотезы

до сих пор не установлена даже для η = 3, т. е. до сих

пор не доказано, что граница любого ограниченного выпук-
лого тела в трехмерном пространстве может быть осве-

щена с помощью восьми направлений. Это не доказано

даже для выпуклых многогранников (см. проблему 9

на стр. 89).
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Доказательство теоремы 7 проведем на при-
мере плоских выпуклых фигур. Для выпуклых тел

(любого числа измерений) доказательство проводится
аналогичным образом, но с некоторыми усложнениями,
которые мы отметим в примечаниях.

Предположим, что плоскую выпуклую фигуру F мож-

но покрыть т меньшими гомотетичными фигурами
Flt F2, . .

., Fm. Центр гомотетии, переводящей фигуру F
в Fh обозначим через О,·, а коэффициент этой гомотетии —

черезki(i= 1,2,..., т).
Таким образом, каждое
из чисел ku к2, . .

., km
меньше единицы,

Выберем теперь про-

извольную внутреннюю

точку А фигуры F, не

совпадающую ни с од-

ной из точек Ои 02, ...,

От, и обозначим через

k, k L направ-
ления, определяемые

лучами ОгА, 02А. ."". .,

ОтА. Мы докажем, что направления llt l2, . .
., 1т достаточ-

ны в своей совокупности для освещения всей границы фигу-
ры F. В самом деле, пусть В — произвольная граничная
точка фигуры F (рис. 70). Тогда точка В принадлежит
хотя бы одному из множеств Ft, F2, . .

., Fm,— пусть,

например, множеству F,·. Так как при гомотетии с цент-

ром О,- и коэффициентом kt фигура F переходит в Fh
то найдется такая точка С фигуры F, которая при этой
гомотетии переходит в точку В. Таким образом,
Оβ : Ofi — к,-. Возьмем теперь на отрезке АС такую точ-

ку D, что AD : AC =kr Из равенства Οβ : Ofi =

= AD : АС вытекает, что BD || 0;А, т. е. прямая BD

параллельна направлению /,·. Далее, так как точка С

принадлежит фигуре F, а А — внутренняя точка

этой фигуры, то все точки отрезка АС (кроме, может

быть, точки С) являются внутренними точками фигуры F;
в частности, D — внутренняя точка этой фигуры.

Итак, прямая BD параллельна направлению // и

проходит через внутреннюю точку D фигуры F. Из этого

следует, что В — точка освещенности относительно на-
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правления /,·. Таким образом, любая граничная точка
фигуры F освещается одним из направлений /1? l2, . .

., 1т.
Мы доказали, что если фигура / может быть покрыта т

меньшими гомотетичными фигурами, то для освещения

ее границы достаточно т направлений. Следовательно,
справедливо неравенство

c(F)^b(F).

Установим теперь справедливость обратного неравен-
ства

c(F)^b(F).

Предположим, что s направлений 1г, U, . .
,, ls до-

статочны в своей совокупности для освещения всей гра-

ницы фигуры F. Проведем две

опорные прямые фигуры F,

параллельные направлению U

(рис. 71), и обозначим через
А и В первые точки фи-
гуры F, которые мы встречаем,
двигаясь по этим прямым в

направлении k. Тогда ясно, что

все точки дуги Δ; с концами

А, В (вычерченной жирно на

рис. 71), кроме концевых точек

А и В, являются точками ос-

вещенности относительно на-

правления /{. Таким образом,
множество всех точек освещен-

ности относительно направле-
ния U представляет собой некоторую дугу Δ,- без концов;
это множество мы будем называть областью освещенности
относительно направления /; ('"). Так как направления

llt /2, . .
., 4 освещают всю границу фигуры F, то соответ-

ствующие области освещенности Δ1? Δ2, . .
., As заполняют

всю границу фигуры F.

Точка А на рис. 71 не является точкой освещенности

относительно направления /;, поэтому она освещается

каким-либо другим из направлений l[, l2, . .
., l's, напри-

мер, направлением /,·. Но тогда направление l] освещает
все точки, достаточно близкие к точке А, т. е. области
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Освещенности Δ,- и Δ,- перекрываются (рис. 72).
Точно так же второй конец В дуги Δ,- покрывается еще
одной областью освещенности ΔΑ

Из того, что дуги ΔΧ, Δ2, .

тями освещенности, заходят

вытекает, что мы можем нем-

ножко уменьшить их, и эти

уменьшенные дуги будут все

еще заполнять всю границу

Δ^, являющиеся облас-

концами одна на другую,

Рис. 72. Рис. 73.

фигуры F. Иначе говоря, можно взять такие дуги

Δ^, Δ2, . .
., Δ5, заключающиеся (вместе с концами) соот-

ветственно внутри дуг ΔΧ, Δ2, . .
., Δ^ (рис. 73),

что вместе дуги Лл, Δ2, . .
., Δ5 составляют всю границу

фигуры F (").
Обозначим через А и В концы дуги Δ,·, а через А* и

β* — концы дуги Δ,·. Прямые, проведенные через точки

А* и В* параллельно направлению U, должны проходить

через внутренние точки фигуры F (ибо Л* и В*— точки

освещенности относительно направления /,·). Длины хорд,
высекаемых фигурой F на этих прямых, обозначим через
а и Ь и выберем отрезок /г,·, меньший чем а и Ь. Тогда па-

раллелограмм, одна сторона которого совпадает с А*В*,
а вторая параллельна /,· и имеет длину /г,·, целиком рас-
положен внутри фигуры F (рис. 74). Отсюда следует,
что на любой прямой, параллельной направлению /,· и

проходящей через какую-либо точку дуги Δ*, фигура F

высекает хорду длины >&,-. Это означает, что параллель-

ный перенос дуги Δ* в направлении /* на расстояние /г,-
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(рис. 75), переводит дугу Δ* целиком внутрь фигуры F (,3).
Иначе говоря, произведя параллельный перенос фигуры
F в направлении, противоположном /,·, на рас-
стояние h;, мы получим фигуру F,, содержащую дугу Δ,*

Рис. 74. Рис. 75.

внутри себя (рис. 76). Поэтому, выбрав внутри F* про-
извольную точку О,- и производя гомотетию фигуры F*{
с центром О,· и коэффициентом k* < 1, достаточно близ-

Рис. 76. Рис. 77.

ким к единице, мы получим фигуру /·",-, гомотетичную
фигуре Fi (а значит и фигуре F) и содержащую дугу Δ*.
Это построение мы проведем для всех i = 1, 2, . .

.,
s

и получим фигуры Flt F2, .
., Fs, гомотетичные фигуре F

с коэффициентами гомотетии, меньшими единицы.
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Пусть теперь О — некоторая внутренняя точка фигу-
ры F. Мы можем предполагать предыдущие построения
выполненными таким образом, что каждая из фигур
F,, Fs, . .

., Fs содержит точку О (рис. 77); для этого

достаточно отрезки Л,- взять достаточно малыми, а коэф-
фициенты ki — достаточно близкими к единице.

Обозначим, наконец, через G,· «сектор» с вершиной О
и дугой Δ,- (этот сектор заштрихован на рис. 77). Так как

фигура Ft выпукла, и, кроме того, содержит дугу Δ*
и точку О, то фигура Ft содержит весь сектор G,.

Следовательно, .вместе взятые фигуры /·",, Fs Fs
содержат все секторы Gi, G2, . .

., Gs. Но ясно, что сек-

торы Glt G2, ■ ■
·, Gs заполняют всю фигуру F (ибо дуги

А\, Δ2, . .
., As покрывают всю границу фигуры F). Поэто-

му фигуры Fu Fz, . .
., Fs покрывают всю фигуру F (13).

Мы доказали, что если вся граница фигуры F может
быть освещена s направлениями, то фигура F может быть

покрыта s меньшими гомотетичными фигурами. Следо-
вательно, справедливо неравенство

b(F)^c(F).

Из доказанных неравенств с (F) «S Ь (F), Ь (F) <: с (F)
и вытекает справедливость равенства

b{F) = c{F),

составляющего содержание теоремы 7.

§ 15. Некоторые оценки для величины c(F)

Здесь мы докажем две несложных теоремы, которые,
в частности, полностью решают вопрос о значении вели-

чины с (F) для выпуклых фигур с гладкой границей.
Теорема 8. Для любого n-мерного выпуклого тела

F справедливо неравенство с (F) ^ η + 1 ■

Доказательство мы проведем для трехмерных
выпуклых тел (п = 3); для других значений η доказа-

тельство совершенно аналогично.

Пусть F — произвольное трехмерное выпуклое тело и

Ι. 'г. 'з — три произвольных направления. Докажем, что

эти направления не позволяют осветить всю границу
тела F. Лучи llt /2, /3 будем считать исходящими из одной
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точки О. Проведем плоскость Г, проходящую через лучи
1Ъ /2. Эту плоскость мы условимся считать «горизонталь-

ной», а то из двух определяемых этой гиперплоскостью
полупространств, в котором лежит последний луч /3—
«верхним» полупространством (рис. 78, а). (Если все три
луча лежат в одной плоскости, то «верхним» можно счи-

тать любое из двух полупространств.) Проведем теперь
к телу F горизонтальную (т. е. параллельную Г) опорную
гиперплоскость Г', относительно которой тело F распо-

ложено в нижнем полупространстве (рис. 78, б),

б)
Рис. 78.

и пусть А — какая-либо общая точка плоскости Г' и

тела F. Тогда ни для одного из направлений llt /a, /,
точка А не является точкой освещенности: лучи /1? /2,
лежащие в опорной плоскости Г', очевидно, не освещают

точку А, а луч /3 также эту точку не освещает, ибо он

исходит из точки Л в верхнее полупространство,
а тело F расположено в нижнем полупространстве.
Таким образом, трех направлений недостаточно для
освещения границы тела F, и потому с (F) ^ 4.

Теорема 9. Если F — выпуклое n-мерное тело
с гладкой границей, то для освещения его границы доста-
точно η + 1 направлений, т. е. с (F) = η + 1 ■

Доказательство этой теоремы для η = 2

(т. е. для плоских выпуклых фигур с гладкой границей)
мы уже приводили выше (см. начало доказательства тео-

ремы 6). Для произвольного η доказательство аналогично.

Именно, возьмем произвольный n-мерный симплекс (т. е.

«п-мерный ,тетраэдр») и из его внутренней точки О
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проведем п + 1 лучей к его вершинам Ви В2, . .
., Вп+1

(рис. 79). Это и даст нам η + 1 направлений 1Ъ f2, . .
., /п+1,

достаточных для освещения границы п-мерного выпуклого
тела F с гладкой границей. В самом деле, пусть А

—

про-
извольная граничная точка тела F и Г — проходящая
через эту точку опорная гиперплоскость тела F. Произ-
ведем параллельный перенос симплекса с вершинами

Рис. 79. Рис. 80.

Въ В2, . .
., Вп+1, переводящий точку О в точку А

(рис. 80); вершины симплекса в этом новом положении

обозначим через В,, В,,, . .
., Bni,. Так как гиперплос-

кость Г проходит через внутреннюю точку А симплекса

β,β2 ·
.

· Вп+1, то она рассекает этот симплекс, т. е. по

обе стороны от Г имеются точки этого симплекса. Пусть
β! — вершина, лежащая по ту же сторону от Г, что и

тело F (вершина В3 на рис. 80). Прямая ABt не является

опорной для тела F (ибо тело F не имеет угловых точек,
и потому все его опорные прямые, проходящие через

точку А, лежат в гиперплоскости Г). Иначе говоря, пря-

мая АВХ (параллельная ОВ;, т. е. имеющая направление /,·)
проходит через внутренние точки тела F. Отсюда легко

заключить, что направление /,■ освещает точку А. Итак,
направления /1? /2, . .

., /п+1 освещают всю границу тела F,
т. е. с (F) ^ η + 1. Но в теореме 8 имеется обратное
неравенство; таким образом, с (F) =п + 1.
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Замечание. Несколько усложняя это доказа-

тельство, можно получить следующую теорему, доказан-

ную в 1960 г. В. Г. Болтянским [1]: если n-мерное выпуклое
тело имеет не более η угловых точек, то с (F) = η -\- 1 (и).
(См. в связи с этим проблему 10 на стр. 89.)
Следствие. Для любого n-мерного выпуклого тела

F справедливо неравенство

b(F)^n+\.

Если тело F обладает гладкой границей (или имеет не

более η угловых точек), то

a(F)*szb(F) = n+i.

Таким образом, для n-мерных выпуклых тел с гладкой гра-
ницей (и даже для n-мерных выпуклых тел, имеющих
не более η угловых точек) гипотеза Борсука справедлива.

Это непосредственно вытекает из соотношений (*) и

(**) (см. стр. 45 и 57). Таким образом, мы получили здесь
новое доказательство теоремы Хадвигера (теорема 4 на

стр. 34), и даже несколько более сильный результат.

§ 16. Разбиение и освещение

неограниченных выпуклых фигур

Здесь будут изложены результаты, принадлежащие,
главным образом, кишиневскому математику П. С. Сол-
тану. Доказательств мы, как правило, не приводим,
отсылая читателя к оригинальной статье П. С. Сол-
тана [22].

Для неограниченных выпуклых фигур (ср. рис. 42)
задача Борсука теряет смысл, так как диаметр фигуры
становится бесконечным. Однако задача освещения и

задача покрытия фигуры меньшими гомотетичными фи-
гурами (т. е. фигурами, гомотетичными заданной, с коэф-
фициентами гомотетии, меньшими единицы) по-прежнему
сохраняют смысл. Здесь нас с самого же начала ожидает

«сюрприз»: теорема 7 о равенстве величин Ъ (F) и с (F)
перестает быть справедливой для неограниченных выпук-
лых фигур.

Проще всего это увидеть на примере выпуклой фи-
гуры, ограниченной параболой Р. Граница Ρ

этой выпуклой фигуры F может быть освещена одним

5 В. Г. Болтянский, И. Ц. Гохберг
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направлением, т. е. с (F) = 1 (рис. 81, а). В то же время,
как мы сейчас увидим, фигуру F невозможно покрыть
никаким конечным числом меньших гомотетичных

фигур, т. е. Ь (F) = оо. В самом деле, пусть F' — фигура,

а) б)

в) г)

Рис. 81.

гомотетичная фигуре F с коэффициентом гомотетии k<Zl

и центром гомотетии О, расположенным вне фигуры F

(рис. 81, б). Проведем из точки О касательные ОА и ОБ
к параболе Р, ограничивающей фигуру F. Точки А и В

делят параболу Ρ на три части: дугу АВ и две бесконеч-

ные дуги ΔΧ и Δ2, оканчивающиеся в точках А и В. Ясно,
что фигура F' не содержит ни одной точки дуг Аг и Δ2
(ибо если Μ — какая-либо точка дуги ΔΧ или Δ2, то на

прямой ОМ за точкой Μ совсем нет точек фигуры F).
Таким образом, фигура F' может содержать лишь конеч-

ный кусок параболы Ρ (расположенный на дуге А В).
Если же центр гомотетии О принадлежит фигуре F,



то фигура F' содержит не более одной точки параболы Ρ

(рис. 81, в, г). Таким образом, каждая фигура, гомоте-

тичная F с коэффициентом k < 1, содержит лишь конеч-
ный кусок параболы Р, и потому для покрытия всей фи-
гуры F (содержащей параболу Р) необходимо бесконечно
много меньших гомотетичных фигур, т. е. Ь (F) = оо.

В то же время существуют и такие неограниченные
выпуклые фигуры, для которых величина b (F) конечна.

Например, если F — полуполоса (заштрихованная

Рис. 82.

на рис. 82, а), то Ъ (F) = 2; заметим, что в этом случае
с (F) также равно двум, т. е. b (F) =c(F).

Наконец, существуют и такие неограниченные выпук-
лые фигуры, для которых обе величины b (F), с (F) ко-

нечны, но не совпадают между собой. Например, если

фигура F расположена в полосе между двумя параллель-
ными прямыми и асимптотически приближается к краям
этой полосы (рис. 82, б), то, как легко показать, b(F) =2,
c(F)=l.

В связи со сказанным возникают следующие вопросы:
Для каких неограниченных выпуклых фигур сохраняется

равенство b (F) —с (F)?
Для каких неограниченных выпуклых фигур величина

b (F) принимает конечные значения? Существуют ли

неограниченные выпуклые фигуры, для которых с (F) = сю?

(См. также проблемы 12, 13, 14 на стр. 90—92.)
На некоторые из этих вопросов мы здесь ответим.

Прежде всего укажем, что от теоремы 7 все же кое-что

остается и для неограниченных выпуклых фигур. Именно,
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первая часть доказательства теоремы 7 полностью сохра-
няется, и потому для любой неограниченной выпуклой
фигуры F справедливо неравенство

c(F)^b(F). (***)

Теперь мы сформулируем теорему, полученную в

1963 году П. С. Солтаном (теорема 10) и дающую ответ
на второй из поставленных вопросов. Пусть F — неогра-
ниченная выпуклая фигура (любого числа измерений).
Возьмем произвольную внутреннюю точку О фигуры F

и рассмотрим всевозможные лучи, исходящие из точки О
и целиком содержащиеся в фигуре F. Все такие лучи,

вместе взятые, образуют, как нетрудно доказать, неогра-
ниченную выпуклую фигуру К\ она называется вписан-

ным конусом фигуры F с вершиной в точке О. Например,
для параболы (рис. 83, а) или полуполосы (рис. 83, б)
вписанный конус состоит только из одного луча, а для

фигуры, изображенной на рис. 83, в (внутренняя область
одной ветви гиперболы), вписанный конус К представляет
собой угол. (Заметим, что если вместо точки О взять

в качестве вершины любую другую внутреннюю точку

фигуры F, то вписанный конус не изменится, а лишь под-

вергнется параллельному переносу.)
Далее, неограниченную выпуклую фигуру F П. С. Сол-

тан называет почти конической, если существует такой

отрезок г, что все точки фигуры F находятся на расстоя-
нии <;г от вписанного конуса К- Так, например, фигуры,
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изображенные на рис. 83, б и 83, в, являются почти ко-

ническими. В то же время фигура, изображенная на

рис. 83, а, не является почти конической, так как точки

параболы все более и более удаляются от ее оси.

Теорема 10. Величина Ъ (F) для неограниченной
выпуклой фигуры F в том и только в том случае прини-
мает конечное значение, если F — почти коническая фи-
гура.

Пусть F — неограниченная п-мерная выпуклая фигу-
ра, являющаяся почти конической, но не содержащая
целиком никакой прямой; размерность вписанного конуса
этой фигуры обозначим через q. П. С. Солтан строит не-

которую ограниченную (п — ^-мерную выпуклую фигуру
М, определяемую фигурой F (,5), и доказывает, что для

этой фигуры Μ имеет место равенство

b(F) = b(M),

значительно уточняющее теорему 10. В частности, если

q = η, то фигура Μ является точкой (ибо η — q
— 0),

и потому b (F) = b (M) = 1. а если q = η — 1, то фигура
Μ является отрезком (ибо η — q =1), и потому b (F) =

= Ь (Μ) = 2. Таким образом, если n-мерная почти кони-
ческая выпуклая фигура F {не содержащая целиком никакой

прямой) имеет п-мерный вписанный конус, то b (F) — 1,
а если она имеет (п — \)-мерный вписанный конус, то

b (F) =2. В применении к плоским фигурам это дает

следующий результат, найденный в 1961 г. кишиневским

математиком В. Н. Визитеем [5]. Пусть F — двумерная
почти коническая фигура, не содержащая целиком ника-

кой прямой; если ее вписанный конус К является лучом,

то b (F) = 2, а если К — угол, то b (F) =1. Наконец,
если двумерная выпуклая фигура содержит целиком

прямую, то она может быть полосой, полуплоскостью
или плоскостью; в этих случаях величина b (F) прини-
мает соответственно значения 2, 1, 1. Тем самым для пло-

ских неограниченных выпуклых фигур вопрос о значениях

величины b (F) полностью решается.

Заметим в заключение, что П. С. Солтан построил
также примеры трехмерных неограниченных выпуклых

фигур, для которых с (F) = оо. Простейший из примеров
такого рода получается следующим образом. Рассмотрим
обычный круговой конус (неограниченный) и проведем пе-

ресекающую его плоскость Г, параллельную образующей.
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Эта плоскость рассекает конус на два неограничен-

ных выпуклых тела, из которых мы рассмотрим то, кото-

рое содержит рершину конуса. Рассматриваемое неогра-
ниченное выпуклое тело F

(рис. 84) и обладает требуе-
мым свойством: с (F) = оо.

В самом деле, обозначим

параболу, получающуюся в

пересечении конуса с плос-

костью Г, через Р. Каждая
точка А параболы Ρ является

угловой точкой тела F,
причем двугранный угол тела

F в точке А (образованный
плоскостью Г и касательной
плоскостью конуса в точке

А) стремится к нулю, когда
точка А удаляется по пара-
боле Ρ в бесконечность. Из

этого нетрудно заключить,
что каждое направление мо-

жет осветить лишь конечную дугу параболы Р, ле-

жащей на границе тела F. Следовательно, чтобы осветить

всю границу тела F (и, в частности, все точки параболы
Р), необходимо бесконечно много направлений, т. е.

с (F) = оо.

Рис. 84.



ГЛАВА 3

НЕКОТОРЫЕ РОДСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ

§ 17. Задача Борсука в пространстве Минковского

Если выбран отрезок LM, принимаемый за единицу
длины, то длина произвольного отрезка АВ определяется
как число, равное отношению АВ : LM. Длина отрезка
АВ зависит только от его величины и совсем не

зависит от направления и расположения этого

отрезка. Однако в некоторых задачах возникает необхо-

димость в другом определении длины отрезка, при кото-

ром длина отрезка зависит как от его величины,

так и от его направления. Для определения
длины в таком новом смысле необходимо задать единицу

длины для каждого направления в отдельности. Весьма

интересное определение такого рода было предложено
в конце XIX в. известным немецким математиком Г. Мин-

ковским. Это определение мы прежде всего и рассмотрим,

ограничиваясь пока лишь случаем геометрии на плоскости.

Пусть задана ограниченная плоская выпуклая фигу-
ра G, симметричная относительно некоторой точки О

(рис. 85). Через Г обозначим кривую, ограничивающую

фигуру G. Будем считать, что единицей длины, соответ-

ствующей направлению /, является отрезок OL луча,

параллельного направлению /, от точки О до точки L

пересечения этого луча с линией Г. Длина отрезка АВ

относительно новой системы масштабов определяется
теперь как отношение АВ : 0L, где 0L — единица длины,

параллельная направлению /, определяемому вектором АВ.

(В случае, когда точка А совпадает с точкой В, естествен-

но считать, что длина отрезка АВ равна нулю.) В даль-
нейшем длину отрезка Лβ относительно системы масштабов,
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порождаемой фигурой G, мы будем обозначать символом

дл0Л£. Очевидно, что дл007И = 1 в том и только том

случае, когда точка Μ лежит на кривой Г. Если точка Μ

лежит внутри фигуры G, то лл0ОМ < 1, а если, наоборот,
точка Μ лежит вне фигуры G, то длсОУИ > 1.

Заметим, что если фигура G совпадает с кругом, то

мы придем к обычному определению длины, при котором
длина отрезка зависит только от его величины, но не от

направления.

—ы1

В

Рис. 85.

Укажем теперь основные свойства нового определения

длины. Как мы уже знаем,

цлсАВ^0,

причем знак равенства в последнем соотношении имеет

место в том и только том случае, когда точки А и В совпа-

дают. Кроме того, из центральной симметричности фигуры
G вытекает равенство

дл0ЛЯ = дл0ЯЛ.

Наконец, если АВ и CD — параллельные отрезки,

причем АВ : CD = k, то

дл0ЛВ= к -дл0 CD.

До сих пор мы нигде не пользовались выпуклостью

фигуры G. Оказывается, что выпуклость фигуры G
обеспечивает справедливость следующего очень важного

свойства новой длины:

Неравенство треугольника. Во всяком

треугольнике ABC длина одной из сторон (относительно
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масштабов, определяемых фигурой G) не превосходит
суммы длин двух других сторон *).
Доказательство. Положим

цлаВС = а, д,лаАС = Ь, дл0ЛБ = с.

Далее, проведем в фигуре G «радиусы» ОР и OQ, имею-

щие то же направление, что и векторы ВС и СА (рис. 86).
Затем возьмем на отрезке ОР такую точку М, что

ОМ : MP — а : Ь, и проведем в треугольнике OPQ от-

резок MN || OQ. Мы имеем (учитывая подобие треуголь-
ников OPQ и MPN):

ЛлаОМ = ОМ:ОР = ^Гь,
дл0 MN = MN:OQ=MP:OP = ^r.

Следовательно,

ВС:ОМ = Лп0ВС:&паОМ = а:-£--ь = а + Ь,

CA-.MN = Ап0СА:;хпс MN = b:-^= a+ b.

Таким образом, ВС : ОМ = СА : MN, кроме того,
/_ВСА = 2L0MN. Отсюда вытекает, что треугольники
ВСА и OMN подобны, р
и потому АВ || ON и q
АВ : ON = а + Ь, т. е.

дл0Лβ : !ΧΛ0ΟΝ =а + Ь.

Итак,

/

° а-\-Ь а + Ь

Но точки Ρ и Q при-
надлежат фигуре G. В

силу выпуклости
этой фигуры весь отре- Гнс gg.
зок Ρ Q принадлежит ей,
и, в частности, точка jV принадлежит фигуре G. Отсюда

следует, что дл00/У «£ 1, т. е. -^т
«£ 1, или, наконец,

*) В дальнейшем неравенство треугольника нам не понадобится,
но для интересующегося читателя мы приведем его дока?ательство.
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c*SL a + b. Это и означает, что

дл0 АВ *=ς дл0 ЯС + длс АС.

Плоскость, в которой масштабы длин задаются неко-

торой выпуклой центрально-симметрической фигурой,
называется плоскостью Минковского. Аналогично опреде-
ляется n-мерное пространство Минковского, т. е. про-
странство, в котором масштабы длин задаются выпук-
лым центрально-симметричным телом G; это тело G

иногда называют единичным шаром пространства Мин-
ковского.

Перейдем теперь к рассмотрению задачи Борсука
в пространстве Минковского. Рассмотренные в предыду-
щих параграфах задачи по-разному ведут себя при за-

мене обычных плоскости или пространства плоскостью

или пространством Минковского. Дело в том, что в задаче

покрытия меньшими гомотетичными фигурами и задаче

освещения вообще не фигурируют длины отрезков, а сле-

довательно, постановки этих задач не зависят от того,
каким образом эти длины определены. Такие задачи на-

зываются аффинными.
Иначе обстоит дело с задачей Борсука. В этой задаче

фигура диаметра d должна быть разбита на части меньших

диаметров. Ясно, что диаметр как всей фигуры, так и ее

частей существенно зависит от того, каким способом опре-
деляются длины отрезков.

Например, при обычном определении длины паралле-
лограмм можно разбить на две части меньшего диаметра

(рис. 12, б). Если же этот параллелограмм рассматривается
в плоскости Минковского, где он сам играет роль фигу-
ры G, задающей масштабы длин, то «диаметр» всего па-

раллелограмма и указанных его частей, очевидно, равен

двум. Это вытекает из того, что в рассматриваемой пло-

скости Минковского «длина» каждой стороны и каждой
диагонали этого параллелограмма равна двум. Поэтому
в рассматриваемом случае параллелограмм нельзя раз-
бить на три части меньшего «диаметра». Однако четырех
частей для такого разбиения уже достаточно.

Таким образом, число a (F) зависит от выбора фигуры
G, играющей в плоскости Минковского роль единичного

круга. Поэтому число с (F) при рассмотрении задачи

Борсука для плоскости (или пространства) Минковского
мы будем в дальнейшем обозначать через aG (F).
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Задача нахождения величины ас (F) была рассмотрена
в 1957 году Грюнбаумом [8], которому принадлежит
также основная часть доказываемой ниже теоремы 11.

Однако, доказательство Грюнбаума сложнее приводимого
здесь.

Теорема 11. Для любой плоской ограниченной

фигуры F имеет место соотношение

причем знак равенства достигается в том и только том

случае, если фигурыGu F являются гомотетичными парал-
лелограммами.
Доказательство. Прежде всего заметим, что

неравенство (*) сохраняет свою силу и в случае простран-
ства Минковского:

aa(F)^b(F). (****)

Это устанавливается точно так же, как и неравенство (*)
(стр. 45). Следовательно, если фигура F не является

параллелограммом, то, в сцлу теоремы 5, an(F)^b(F) =3.

Рис. 87

Пусть теперь F — параллелограмм. Проведем через
центр О фигуры G две прямые, параллельные диагоналям

параллелограмма F, и обозначим через АгСг и B2D2
отрезки, высекаемые фигурой G на этих прямых. На от-

резках АгСг и Вг02, как на диагоналях, построим два

параллелограмма со сторонами, параллельными сторонам

параллелограмма F (рис. 87) Обозначим через F' меньший
из этих двух параллелограммов; пусть это будет парал-

лелограмм A1BlCiD1 с диагональю А^. Так как парал-

лелограммы F и F' гомотетичны, то aQ (F) = ас (F'),
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и потому в дальнейших рассуждениях мы можем вместо F

рассматривать параллелограмм F'.

Ясно, чтодлцЛ!^ = 2, и потому диаметр параллело-
грамма F' не меньше двух. (Здесь и дальше мы имеем

V*

^_-
Рис. ЬЬ. Рис. 89.

в виду «диаметры» относительно длин, определяемых

фигурой G.) Но диаметр параллелограмма F' и не больше

двух, ибо он заключен целиком в фигуре G, имеющей
диаметр 2. Итак, диаметр фигуры F' равен двум.

Проведем теперь через точку О прямую р, параллель-

ную сторонам Л]Б, и QDj, и обозначим через Μ и N
. точки ее пересечения с

/ границей фигуры G.

В7 Af/ С, Если точки Μ и N не

лежат на сторонах В^
и Α^ργ параллелограм-
ма F' (рис. 88), то

весь шестиугольник
A^MC^DjN содержит-
ся в фигуре G. Отсюда
легко вытекает, что диа-

метр каждой из «поло-

винок», на которые прямая ρ рассекает параллелограмм
/·", меньше двух (рис. 89), так что ас (F') = 2. Если же

точки Μ и N лежат на сторонах параллелограмма F', то

прямые В1С1 и A1Dl должны быть опорными пря-
мыми фигуры G (ибо через граничную точку Μ фигуры
G должна проходить опорная прямая, а всякая прямая,
отличная от β^, рассекает параллелограмм /·", а значит

и фигуру G). Таким образом, (рис. 90) вся фигура G зак-

лючена в полосе между прямыми В1С1 и ΑβΧ.

Рис. 90.
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Итак, либо аа (/*") = 2, либо же фигура G заключена
в полосе между прямыми fijQ и Л101.

Аналогично, проводя прямую q, параллельную сторо-
нам BxCi и A-J)^, мы найдем, что либо aG (F') = 2, либо
же фигура G заключена в полосе между прямыми А1В1 и

CxDx. Объединяя оба случая вместе, заключаем, что либо

a0(F') = 2, либо же фигура G заключена внутри обеих

указанных полос, т. е. содержится в параллелограмме F'

(рис. 91). Но в последнем случае фигура G должна совпа-

дать с параллелограммом F'

(ибо она содержит парал-
лелограмм F'),

Рис. 91. Рис. 92

Итак, либо а0 (F) = aG (F') = 2, либо же фигура G

совпадает с параллелограммом F' (т. е. гомотетична F),
и тогда, как мы уже знаем, а0 (F) = аа (/*") = 4.

Теорема доказана.

Из неравенства (****) вытекает (в силу теоремы 9),
что если тело F, расположенное β n-мерном пространстве,
имеет гладкую границу (это условие может нарушаться
не более чем в η точках), то, каково бы ни было центрально-

симметричное выпуклое тело G, задающее масштабы,
справедливо неравенство aG (F) =s£ n -J- 1- Однако легко

видеть, что если F есть n-мерный параллелепипед, то

aF (F) = 2". Неравенство (****) и гипотеза Хадвигера
приводят к следующей гипотезе:

Для любого ограниченного тела F, расположенного
в п-мерном пространстве Минковского с единичным ша-

ром G, имеет место неравенство

a0(F)^2n;
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равенство аа (F) = 2" имеет место только для случая,
когда G и F — гомотетичные параллелепипеды.

Возможно, имеет место соотношение

a0(F)<6(G)

(см. проблему 15 на стр. 92). Для случая η = 2 эти не-

равенства доказаны выше. Но уже для η = 3 доказатель-
ство неизвестно. Отметим еще, что бывают случаи, когда

ао (F) < а (F)· В самом деле, если G — квадрат, a F-

круг, то легко видеть, что а0 (F) = 2 (рис. 92), в то время
как a (F) = 3.

§ 18. Задачи Эрдсша и Кли

Рассмотрим в n-мерном пространстве произвольный
прямоугольный параллелепипед и обо-

значим через Μ множество всех вершин этого паралле-
лепипеда. Таким образом, если η ■=» 2, то множество Μ

Рис. 93.

'·?-—---..

Г-4- ~s\
"Г

Л->

«-. ^
■---V'

Рис. 94

состоит из четырех точек (рис. 93); при η = 3
множество Μ состоит из восьми точек (рис. 94);
вообще, для произвольного натурального η множество Μ

состоит из 2" точек. Легко" понять, что если А, В, С —
любые три точки множества Μ (т. е. три какие-либо вер-
шины n-мерного прямоугольного параллелепипеда), то

/_АВС не превосходит γ
. В самом деле, примем

точку В за начало прямоугольной системы координат и

направим оси координат по ребрам параллелепипеда

(случай η =3 изображен на рис. 95). Тогда весь парал-
лелепипед будет расположен в одном координатном угле,
а именно в том, в котором все координаты неотрица-
тельны. Поэтому все координаты векторов ВА, ВС
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(а значит, и их скалярное произведение) неотрицательны,

и, следовательно, cos /_АВС ^ 0, т. е. /_АВС «Ξ -^-.
Итак, в n-мерном пространстве существует такое

множество М, состоящее из 2" точек (а именно, множест-

во всех вершин прямоугольного параллелепипеда), что

для произвольно выбранных трех точек А, В, С этого

множества справедливо соотношение /_АВС «S ~. Суще-

ствует ли в n-мерном пространстве обладающее тем же

свойством множество, содер-
жащее более чем 2" элементов?
Эта задача была поставлена

Рис. 95. Рис. 96.

(примерно в 1950 г.) известным венгерским математиком

П. Эрдешом [36]. Он предвидел, что ответ на этот

вопрос отрицателен, т. е. что такое множество не

может состоять более чем из 2" элементов.

С задачей Эрдеша тесно связана еще одна задача,

поставленная в 1960 г. в работе американского математика

Кли [14] и также возникшая из рассмотрения параллеле-
пипедов. Обозначим снова через Μ множество всех вер-

шин параллелепипеда (теперь уже не обязательно пря-

моугольного). Если А п В — две произвольные точки

множества М, то можно найти две противоположные

грани параллелепипеда, одна из которых содержит вер-

шину А, а другая — В. Поэтому существуют две парал-
лельные опорные плоскости множества Μ (плоскости
этих граней), проходящие соответственно через А и че-

рез В (рис. 96). В n-мерном пространстве дело обстоит
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аналогично, только надо рассматривать опорные гипер-
плоскости.

Итак, в n-мерном пространстве существует такое
множество М, состоящее из 2" точек, что, каковы бы ни

были две точки А и В этого множества, существуют две

параллельные опорные гиперплоскости множества М,

проходящие соответственно через А и через В. Задача
Кли требует доказать, что в n-мерном пространстве
не существует множества, обладающего указанным свой-
ством и состоящего более чем из 2" элементов (при этом

рассматриваются лишь множества, не лежащие целиком

в одной гиперплоскости).
Нетрудно усмотреть связь, существующую между за-

дачей Кли и задачами, рассматривавшимися в главе 2.

Пусть jV — множество в n-мерном пространстве, состоя-

щее из т точек Аъ Л2, . .
., Ат и обладающее «свойством

Кли» (т. е. для любых двух точек Ah A} существуют
две проходящие через них параллельные опорные ги-

перплоскости). Обозначим через V выпуклую

оболочку точек множества jV. Тогда мы имеем

Ъ (V) = т.

В самом деле, пусть Л,-, А} — две какие-либо точки

множества jV, а α, β — две параллельные опорные гипер-
плоскости множества jV, проходящие соответственно через

Л,- и Aj. Ясно, что α и β будут также опорными гипер-
плоскостями множества V. Пусть теперь V

— тело, гомо-

тетичное телу V с коэффициентом k <С 1, и пусть а' и

β'— опорные гиперплоскости тела V, параллельные α и β.
Тогда расстояние между гиперплоскостями а' и β' м е н ь-

ш е расстояния между α и β, и потому обе точки Л,·, Л у
не могут содержаться в «полосе», ограниченной гипер-
плоскостями а' и β'. Тем более тело V не может содержать
одновременно обеих точек Л,-, Aj. Отсюда ясно, что тело

V содержит не более чем одну из точек Л17 Л2, . .
., Ат.

Таким образом, при покрытии тела V меньшими гомоте-

тичными телами каждая из точек Alt Л2, . ., Ат должна

покрываться отдельным телом, и потому общее число

меньших гомотетичных тел, покрывающих V, не меньше

т, т. е. Ь (V) 5з т. С другой стороны, если мы выберем т

направлений, освещающих вершины Аг, Л2, . . ., Ат тела

V, то они, очевидно, осветят всю поверхность многогран-
ника V. Следовательно, с (V) «£ т, и потому b (V) «£ т.

Из доказанного и вытекает равенство b (V) = с (V) = т.
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Может показаться, что найденная связь между задачей
Кли и числом b (V) поможет в решении задачи Хадвигера.
Более точно это означает следующее. Если бы удалось
получить отрицательное решение задачи Кли,
т. е. построить множество N, обладающее свойством Кли и

состоящее более чем из 2" точек, то для выпуклой оболочки
V этого множества N мы имели бы: b (V) > 2", т. е. по-

лучили бы отрицательное решение задачи Хадвигера.
Однако, положительное решение задачи Кли

ничего не дает для ре-
шения задачи Хадвигера, ибо
оно означает лишь, что

b (V) sg; 2" для тел V конкрет-
ного частного вида (а не для

любых выпуклых я-мер-
ных тел). См. в связи с этим

проблему 11 на стр. 90.

Как же обстоит дело в

действительности с задачами /^ "J"

Эрдеша и Кли? В 1962 г.

Данцером и Грюнбаумом [13] Рис. 97

было доказано, что обе эти

задачи имеют положительное решение, т. е.

имеет место следующая

Теорема 12. Множество N, расположенное в

n-мерном пространстве и обладающее свойством Эрде-
ша или свойством Кли, содержит не более 2" элемен-

тов.

Доказательство. Прежде всего покажем, что

если множество N обладает свойством Эрдеша, то оно

обладает и свойством Кли. Пусть множество N, состоящее

из точек Аг, Л2, . .
., Ат, обладает свойством Эрдеша.

Взяв две произвольные точки Л,-, Aj множества N. про-

ведем через эти точки две гиперплоскости, перпендикуляр-
ные отрезку ALAj (рис. 97). Тогда эти гиперплоскости

должны быть опорными к множеству N: если бы

в множестве N существовала точка Ak, расположенная,

например, по другую сторону от гиперплоскости, прохо-
дящей через At, чем точка Aj, то угол /_AJAiAk был бы

тупым, что противоречит свойству Эрдеша. Итак, через
любые две точки Л.·, Лу- множества N проходят две парал-
лельные опорные гиперплоскости множества N, т. е. N

обладает свойством Кли.
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Остается доказать, что в я-мерном пространстве всякое

множество, обладающее свойством Кли, содержит не

более 2" точек. Пусть множество Л', состоящее из точек

Αλ, Л2, ..., Ат, обладает свойством Кли. Обозначим через Vt
выпуклую оболочку точек множества N. Далее, через
V2 Vm обозначим тела, получающиеся из V\ парал-
лельным переносом соответственно на векторы А1А2,...
. . ., ЛИ,„ (рис. 98).

Прежде всего мы установим, что тела Vlt V2, . .
., Vm

попарно не имеют общих внутренних точек. В самом деле,
'

рассмотрим тела Vt и V;-.
Мы проведем через точки

Л,· и Aj (принадлежащие
телу \/г) параллельные
между собой опорные ги-

перплоскости α и β. Ус-

ловимся, для удобства,
считать эти гиперплоскос-
ти «горизонтальными» и

считать, что тело Vt рас-
положено «ниже» гипер-
плоскости а, но «выше» β
(рис. 99). Выберем, да-

лее, такую точку В, что

Αβ; тогда также AxAt = А;В. Иначе говоря,

при параллельном переносе на вектор АгА;- точка Л,-
переходит в β, а гиперплоскость ее — в гиперплоскость у,

проходящую через В и параллельную а; тело Vx перехо-
дит при этом в тело Vj, которое, следовательно, располо-
жено ниже гиперплоскости у. Аналогично, при пере-

носе на вектор АХА{ точка Лу- переходит в В, гиперпло-
скость а — в ту же гиперплоскость у, a Vx — в тело Vit
расположенное, следовательно, выше гиперплоскости γ.
Итак, V[ н Vj расположены по разные стороны гиперпло-
скости у, и потому не имеют общих внутренних точек.

(Это рассуждение применимо и в том случае, если один

из индексов г, / равен единице, ибо тело Vx получается
из Vy переносом на нулевой вектор АХАХ, подобно тому

как Vt получается из νλ переносом на вектор Л1Л;).
Обозначим теперь через V тело, получающееся из Уг

гомотетией с центром Лх и коэффициентом 2. Мы докажем,

Рис. 98.

ЛИ,-
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что все тела Vlt V2, . .
., Vm содержатся в V. Пусть Μ —

точка множества Vt. Тогда существует такая точка Q
множества Vlt что QM = AxAt (рис. 100). Обозначим

через Ρ середину отрезка MAt. Тогда точка Ρ совпадает
также с серединой отрезка QAt, и потому, в силу выпук-
лости множества Vlt точка Ρ принадлежит Уг. Так как,

очевидно, АХМ = 2-АхР, то из сказанного ясно, что точка

Μ принадлежит V, т. е. тело V( содержится в V.

Пусть теперь υ — объем (^-мерный) тела Уг; так как

множество N не лежит в одной гиперплоскости, то

Рис. 99. Рис. 100.

ν φ 0. Каждое из тел V%, . .
., Vm имеет тот же объем v.

Кроме того, тела Vl7 V2, . .

., Vm попарно не имеют общих
внутренних точек. Следовательно, общий объем, занимае-

мый телами VUV2, . .
., Vт, равен то. Далее, объем тела V,

получающегося (в n-мерном пространстве) из V\ гомоте-

тией с коэффициентом 2, равен 2"v. Так как все тела

Vlt V2, . .
., Vm содержатся в V, то мы имеем: mv s£ 2"v.

Наконец, вспоминая, что ν φ 0, мы и получаем отсюда

требуемое неравенство т г£ 2".

§ 19. Некоторые нерешенные задачи

В заключение мы сформулируем некоторые пробле-
мы — как уже упоминавшиеся ранее, так и другие, близ-

кие к ним.

Проблема 1

Мы начнем с основной задачи первой главы — задачи

Борсука:
Доказать, что всякое тело F диаметра d, расположен-

ное в n-мерном пространстве, может быть разбито на
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η -\- 1 частей меньшего диаметра, т. е. что в п-мерном

пространстве справедливо неравенство a (F) s£ η -f 1 ·

Эту проблему достаточно решить только для в ы-

п у к л ы х тел, т. е. достаточно доказать, что всякое

n-мерное выпуклое тело диаметра d может быть разбито
на η + 1 частей меньшего диаметра.

Напомним, что эта проблема не решена для η ^ 4.

Проблема 2

Существует еще одна задача, вполне эквивалентная

задаче Борсука и связанная с рассмотрением фигур по-

стоянной ширины.
Пусть F — некоторая плоская фигура и / — некоторая

прямая. Проведем две опорные прямые фигуры F, перпен-

дикулярные /; расстояние h между этими опорными пря-
мыми называется шириной фигуры F в направлении /

Рис. 101. Рис. 102.

(рис. 101). Выпуклая фигура F называется фигурой
постоянной ширины, если в любом направлении она имеет

одну и ту же ширину d. Кроме круга диаметра d сущест-

вует бесконечно много других фигур постоянной ширины;
простейшей из них является треугольник Релло, ограни-
ченный тремя дугами окружностей радиуса d (рис. 102).
Аналогично, выпуклое пространственное тело называется

телом постоянной ширины, если ширина его (т. е. рас-
стояние между двумя параллельными опорными плоско-

стями) во всех направлениях одинакова.
Легко понять, что всякая фигура (или тело) постоян-

ной ширины d имеет диаметр, равный d. Обратное, конечно,

неверно: не всякая фигура диаметра d является фигурой
постоянной ширины а. Однако имеет место следующая
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важная теорема (см., например, книгу Боннэзен и

Фенхель [2]):
Всякая фигура диаметра d может быть вложена в

некоторую фигуру постоянной ширины d. Аналогичное
положение вещей имеет место и в пространстве (или в

я-мерном пространстве): всякое тело диаметра d может
быть вложено в некоторое тело постоянной ширины d.

Из сформулированной теоремы непосредственно сле-

дует, что для доказательства справедливости гипотезы

Борсука достаточно установить правильность этой гипо-

тезы лишь для тел постоянной ширины. Иными словами,

мы приходим к следующей задаче, эквивалентной задаче

Борсука:
Доказать, что всякое n-мерное тело постоянной

ширины d может быть разбито на η + 1 частей диамет-

ра < d.
В связи с упоминанием о телах постоянной ширины

отметим еще, что в 1955 г. Ленд [17] доказал следующие

теоремы:
Никакое n-мерное тело постоянной ширины не может

быть разбито на η множеств меньшего диаметра. Если
же n-мерное выпуклое тело с гладкой границей не является

телом постоянной ширины, то оно может быть разбито
на η множеств меньшего диаметра.

Проблема 3

Проблема 1 (или равносильная ей проблема 2) является,

по-видимому, чрезвычайно трудной. В связи с этим пред-
ставляет интерес другая (возможно, несколько более лег-

кая) проблема:
Доказать, что всякий n-мерный выпуклый многогран-

ник, имеющий диаметр d, может быть разбит на η + 1
частей меньшего диаметра.

Проблема не решена для η :> 4. Заметим еще, что

при рассмотрении диаметра многогранника достаточно

принимать во внимание только его вершины. Поэтому
поставленная проблема эквивалентна следующей:

В n-мерном пространстве дано конечное множество

точек, имеющее диаметр d. Доказать, что это множество

может быть разбито на η + 1 подмножеств, каждое из

которых имеет диаметр <. d.
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Эта проблема, независимо от общей задачи Борсука,
имеет и самостоятельный интерес. Простое решение этой

задачи для η = 2 вытекает из одной теоремы, доказанной
Эрдешом [35] в 1946 г. (см. книгу [29]). Для η = 3

решение этой задачи (значительно более простое, чем

общее решение проблемы Борсука для η = 3, данное
Эгглстоном или Грюнбаумом) получили в 1956 г. венгер-
ские математики Хеппеш и Ревес [31] (уже после появ-

ления работы Эгглстона, упоминавшейся на стр. 21). Для
η ^ 4 проблема не решена.

Проблема 4

Из доказательства теоремы 1 (стр. 9—12) легко

заключить, что всякая плоская фигура диаметра d может
быть разбита на три части, диаметр каждой из которых

не превосходит —^— ~ 0,8660d (так как из равенства

PL = d легко вытекает, что PQ =

—^— ; см. рис. 18).
Эта оценка диаметров частей является наилучшей [11],
ибо, как легко видеть, круг диаметра d нельзя раз-
бить на три части, диаметр каждой из которых был бы

меньше
—^— .

(Б самом деле, часть, имеющая диаметр <—„— , высе-

кает на окружности замкнутое множество ('), крайние
точки которого удалены друг от друга на угловое рас-
стояние, меньшее 120°; поэтому три таких части

не покрывают всей окружности.)
В то же время мы отмечали на стр. 33, что оценка

/6 129030-^419 VYd
1518 Yl

не является наилучшей. Наша следующая проблема и

заключается в том, чтобы найти наилучшую оценку диа-

метров частей в задаче о разбиении трехмерного тела

диаметра d на части меньшего диаметра. Иными словами,

речь идет о нахождении такого числа а < 1, что всякое

трехмерное тело диаметра d может быть разбито на четыре
части, имеющие диаметры ^ad, но существует трехмерное
тело диаметра d, которое не может быть разбито на четыре
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части, имеющие диаметры <ad. Американский математик

Гэйл [11] высказал в 1953 году предположение, что

а =

j=—
д> 0,888. Это предположение до сих пор

не доказано и не опровергнуто.

Проблема 5

Эта проблема связана с обобщением задачи Борсука
в некоторых направлениях *).

Условимся называть радиусом «-мерного тела радиус
его «-мерного описанного шара (т. е. наименьшего шара,
содержащего данное тело). Разумеется, для произвольно
взятого тела радиус, вообще говоря, не равен поло-

вине диаметра. Например, в случае равностороннего тре-
угольника радиус г и диаметр d связаны соотношением

d =rVT.
Наша следующая проблема заключается теперь в том,

чтобы доказать, что всякое n-мерное тело диаметра d

может быть разбито на η 4- 1 частей, каждая из которых

имеет радиус < -=-. Ясно, что это — усиление про-

блемы Борсука (ибо всякое тело радиуса О^-, очевидно,

имеет диаметр <d). Если наименьшее число частей радиуса

<9", на которые может быть разбито данное тело F диа-

метра d, обозначить через a'(F), то проблема может быть

сформулирована следующим образом: доказать, что для

любого п-мерного тела справедливо неравенство a'(F) ^
s^n+Ι. Тот факт, что поставленная проблема является

усилением проблемы Борсука, выражается оче-

видным неравенством a (F) «^ a' (F).
Заметим, что для η = 2 решение этой проблемы дается

той же теоремой 1: легко видеть, что радиусы трех частей,
на которые разбит правильный шестиугольник на рис. 18,

равны —-—

,
т. е. меньше — . Для η = 3 эта проблема

не решена (разбиение, предложенное Грюнбаумом —

теорема 3 — не позволяет утверждать, что радиусы частей

*) Иные варианты проблемы Борсука и нерешенные задачи
читатель может найти в интересном обзоре Грюнбаума [10].
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меньше -я)· Заметим еще, что для «-мерного шара

диаметра d разбиение на « -f 1 частей радиусов <С-^
возможно: достаточно взять разбиение, аналогичное изо-

браженному на рис. 28.

Проблема 6

Пусть F и G — два «-мерных тела. Будем говорить,
что тело G меньше по ширине, чем тело F, если в л ю-

б о м направлении / ширина тела G меньше ширины

тела F. Наименьшее число меньших по ширине частей,
на которые можно разбить данное тело F, обозначим через
b' (F). Без труда доказывается, что a (F) «^ b' (F) ^b (F).
Наша следующая проблема заключается теперь в том,

чтобы доказать, что любое n-мерное тело F может быть

разбито на 2" меньших по ширине частей, т. е.

Ъ' (/') <2".
Заметим, что эта проблема а ф φ и н н а, т. е. вели-

чина Ь' (F) не меняется при аффинном преобразовании
тела /·'; как мы знаем, величины a(F) и a' (F) этим свой-
ством не обладали.

Проблема 7

Для каких классов выпуклых тел имеют место равенства

a(F) = b'(F)^b{F)?

В частности, справедливы ли эти равенства для тел по-

стоянной ширины?
Не следует думать, что величины b' (F) и b (F) три-

виальным образом совпадают, т. е. что часть, меньшая

по ширине, и часть меньшего габарита — это всегда одно

и то же. Например, если F — круг, а его часть G является

вписанным равносторонним треугольником (рис. 53), то G

является меньшей по ширине частью, но габарит части G

равен 1.

Проблема 8

В качестве следующей проблемы мы напомним гипо-

тезу Хадвигера:
Доказать, что всякое n-мерное ограниченное выпуклое

тело F может быть покрыто 2" меньшими гомотетич-

88



ними телами (или, что то же самое, может быть разбито
на 2" частей меньшего габарита), т. е. Ъ (F) ^ 2". Дока-
зать также, что равенство b (F) = 2" достигается только
для n-мерных параллелепипедов.

Выше (теорема 5) мы имели решение этих задач для
м=2. Уже для я = 3 решение неизвестно. Более того,
неизвестно решение этой проблемы даже для трех-

мерных многогранников:

Доказать, что любой выпуклый трехмерный много-

гранник Μ может быть покрыт восемью меньшими гомо-

тетичными многогранниками (а если Μ — не параллеле-
пипед, то — семью многогранниками).

Проблема 9

Теорема эквивалентности (теорема 7) позволяет при-
дать проблеме 8 другую формулировку, эквивалентную
предыдущей:

Доказать, что граница всякого n-мерного выпуклого
тела F может быть освещена при помощи 2" направлений,
т. е. с (F) ^ 2". Доказать также, что равенство c(F) =2"
достигается только для n-мерных параллелепипедов.

Эта проблема остается открытой уже для η = 3 и

даже для трехмерных многогранников:
Доказать, что границу любого выпуклого трехмерного

многогранника Μ можно осветить восемью направлениями

(а если Μ — не параллелепипед, то — семью направле-

ниями) .

Проблема 10

Как мы знаем (см. замечание на стр. 65), если п-мерное

выпуклое тело имеет не более η угловых точек, то с (F) =
= η -{- 1. В связи с этим возникают следующие проблемы:

Для всякого ли n-мерного выпуклого тела F, имеющего
η -\- 1 угловых точек, справедливо равенство с (F) = η 4- 1?

(Для η = 2 утвердительное решение дается теоремой 6).
Для всякого ли n-мерного выпуклого тела F, у которого

множество всех угловых точек имеет размерность <: η — 3,
справедливо равенство с (F) = η + 1? В частности, для
всякого ли трехмерного выпуклого тела F, имеющего лишь

конечное число угловых точек, справедливо равенство
с {F) = 4?
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Проблема 11

Пусть F — произвольное n-мерное выпуклое ограничен-
ное тело. Доказать, что на границе тела F можно таким

образом выбрать с (F) точек Alt Л2, . . ., Acir), что ника-

кие две из этих точек не могут быть освещены одним и

тем же направлением.
Заметим, что если бы удалось это доказать, то отсюда

вытекало бы решение проблемы 9. В самом деле, обозна-
чим через Μ многогранник с вершинами Аъ А2, . .

., AHFy
Так как Μ содержится в теле F, то и подавно, никакие

две вершины многогранника Μ не могут быть освещены
одним и тем же направлением. Поэтому если мы «отрежем»
выпуклые многогранные углы многогранника Μ при
вершинах Л,- и Лу и совместим вершины этих многогран-
ных углов при помощи параллельного переноса, то най-

дем, что полученные после переноса многогранные углы

U; и Uj не имеют общих внутренних точек (иначе сущест-
вовало бы направление, освещающее обе вершины At, А А.

Поэтому многогранные углы U,·, U} могут быть раз-
делены некоторой гиперплоскостью Г. Проведя теперь
через вершины Л,- и Aj гиперплоскости, параллельные Г,
мы найдем, что эти гиперплоскости являются опор-
ными для многогранника М. Таким образом, множество

точек Аг, Аг ^нр) обладает свойством Кли

(см. стр. 80), и потому, в силу теоремы 12, с (F) «^ 2".

Проблема 12

В связи с теоремой 10 (стр. 69) возникают следующие

вопросы:

Какому условию должно удовлетворять неограниченное

выпуклое n-мерное тело F, для того чтобы величина с (F)
принимала конечное значение?

При каком условии для неограниченного выпуклого

n-мерного тела F имеет место равенство b (F) = с (F)?
Для плоских фигур решение не представляет труда.

В этом случае величина с (F) всегда принимает ко-

нечное значение, а именно, значение 2, если граница

фигуры F содержит два параллельных луча, и значение 1

во всех остальных случаях (если только F не совпадает
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со всей плоскостью; в этом случае задача освещения не

имеет смысла).
Для η ^ 3 указанные проблемы не решены.

Проблема 13

Обозначим через с (F) наименьшее число τ о ч е ч-

н ы х источников света, расположенных в «-мерном

пространстве, которыми можно осветить извне (рис. !03)
всю границу n-мерного выпуклого тела F. Как показал

Рис. 103

П. С. Солтан, величина с (F) удовлетворяет неравенствам
с (F) ^ с' (F) s^ b (F), так что для ограниченных

выпуклых тел все три величины с (F), c'(F), Ъ (/■') сов-

падают. Для неограниченных тел величина с (F), вообще
говоря, не совпадает ни с одной из величин b (F), с {F).
В связи с этим возникают следующие вопросы:

Какому условию должно удовлетворять неограниченное

выпуклое n-мерное тело F, для того чтобы величина c'(F)
принимала конечное значение? При каких условиях спра-
ведливы равенства c'(F) —c(F), c'{F) —-b (Л? Для п =2

эта проблема решена В. Н. Визитеем 15]: он доказал, что

c'(F) =b (F) для любых плоских неограниченных фигур.

Проблема 14

Обозначим через b" (F) минимальное число выпуклых

тел, получающихся из данного «-мерного выпуклого тела

F параллельными переносами и обладающих тем свой-
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ством, что их внутренности покрывают все тело F.

Задача нахождения числа b" (F) была поставлена в 1954 г.

немецким математиком Ф. Леви [15], который доказал
[16], что если плоская ограниченная выпуклая фигура F

не является параллелограммом, то b" (F) = 3, а для парал-

лелограмма b" (F) = 4. Как доказал П. С. Солтан [22],
величина b" (F) удовлетворяет неравенствам с(F) ^
«Si b" (F) ^ b (F), так что для ограниченных вы-

пуклых тел все величины b (F), с (F), b" (F), с (F) совпа-

дают. Поэтому из сформулированной выше теоремы
Леви непосредственно вытекает теорема 5. Для неогра-
ниченных тел величина b" (F), вообще говоря, не совпадет

ни с одной из величин b (F), с (F), с' (F). В связи с этим

возникают следующие вопросы:
Какому условию должно удовлетворять неограниченное

выпуклое n-мерное тело F, для того чтобы величина Ъ" (F)
принимала конечное значение? При каких условиях спра-

ведливы равенства Ъ" (F) = b (F), b" (F) = с (F), b" (F) =
= с' (Л?

Проблема 15

Напомним проблемы, связанные с геометрией Минков-
ского (стр. 71—78):

Доказать, что для любого ограниченного тела F,
расположенного в n-мерном пространстве Минковского

с единичным шаром G, имеет место неравенство

aG(F)^2n,

причем равенство а0 (F) = 2" имеет место только в слу-
чае, когда G и F — гомотетичные параллелепипеды.

Для любого ли тела F имеет место неравенство

аа (F) < b (G)?
Предоставляем читателю самостоятельно сформулиро-

вать аналоги проблем 2—5 для пространства Минковского.

Проблема 16

Пусть F — ограниченное выпуклое n-мерное тело.

Через i (F) обозначим наибольшее из целых чисел,

обладающих следующим свойством: существуют такие

тела Flt Fz, .... Fiin, получающиеся из Ζ7 с помощью

параллельных переносов, что тела Flt F2, . .
., FUF) не

перекрываются (т. е. не имеют общих внутренних точек),
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но каждое из них имеет хотя бы одну общую точку с те"

лом F. Например, если F — круг, то i (F) = 7 (рис. 104).
а если F — параллелограмм, то i (F) = 9 (рис. 105)'.
в обоих случаях одна из

фигур Flt Fs, . .
., FtlF)

совпадает с исходной фи-
гурой F (заштрихованной
на рисунке), а остальные

«окружают» ее. В 1961 г.

Грюнбаум доказал [9], что

если плоская выпуклая фи-
гура F не является парал-

лелограммом, то i (F) = 7,
причем одна из фигур
Fu F2, . .

., F;iF) обяза-

тельно совпадает с исход-
ной фигурой F. Кроме
того, известны следующие Рис. 104.

неравенства, справедли-
вые для любого n-мерного выпуклого тела F:

i (F) ^ п2-\- η -\- 1; равенство достигается, например,
для «-мерного симплекса (Грю»баум, [9]);

Рис. 105.

i (F) ^ 3"; равенство достигается только для n-мер-
ных параллелепипедов (Хадвигер, [27]).

В связи с этим Грюнбаумом была выдвинута следую-
щая проблема:

Доказать, что величина i (F) всегда принимает только
нечетные значения, причем для любого нечетного числа k,
заключенного между п2 + η + 1 и 3", существует п-мер-
ное выпуклое тело F, удовлетворяющее условию i (F) = k.

7 В. Г. Болтянский. И. Ц. Гохберг
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Проблема 17

Будем говорить, что фигуры Glt G2, . . .
, Gh окру-

жают фигуру F, если каждая линия, исходящая из ка-

кой-либо точки фигуры F и удаляющаяся в бесконечность,

Рис. 106.

обязательно имеет общую точку хотя бы с одной из фигур
Gi, G2, · ·

·, Gk. Далее, для любого «-мерного выпуклого
тела F обозначим через е (F) наименьшее из це-

лых чисел, обладающих следующим свойством: сущест-
вуют такие тела Flt F2,
.... Fein, получающиеся
из Ζ7 с помощью парал-
лельных переносов, что

никакое из тел Flt F2,
4 . ·, FeiF) не перекрывает-
ся с телом F и, кроме
того, тела Flt F2, . .

.,

Рис. 107. FeiF) окружают тело F.

Грюнбаум доказал в 1961 г.

19], что если плоская фигура F не является параллело-
граммом, то e(F) = 6 (рис. 104, 106), а для параллело-
грамма e(F) — b (рис. 107).

Какие значения может принимать величина е (F) для

n-мерных выпуклых тел'?
Никакие результаты в направлении решения этой

проблемы при η ^ 3 неизвестны.



ПРИМЕЧАНИЯ

(·) (к стр. 6). Приведенное в тексте определение диа-

метра фигуры неявно предполагает, что каждая рассмат-

риваемая «фигура» представляет собой замкнутое
множество (т. е. к фигуре причисляются все ее граничные

точки). Например, если F — открытый круг диа-

метра d (т. е. круг, к которому не причисляются точки

ограничивающей его окружности), то точная верх-
няя грань расстояний между двумя точками фигуры
F равна d; однако в этом случае не существует двух точек

фигуры F, расстояние между которыми в точности рав-
но d. Если же мы причислим к фигуре F все граничные
точки (т. е. будем рассматривать замкнутый круг),
то эта точная верхняя грань будет достигаться: найдутся
две точки А и В, расстояние между которыми равно а.

Вообще, если F — замкнутое ограниченное мно-

жество (на плоскости или в евклидовом пространстве

произвольного числа измерений), то найдутся две точки

А и β фигуры F, расстояние между которыми максимально.

Действительно, пусть Μ и N — две произвольные точки

множества F и ρ (Μ, Ν) — расстояние между ними.

Функция ρ (Μ, Ν) непрерывна (по Μ, Ν). Но вся-

кая непрерывная функция (в данном случае от двух
переменных Μ, Ν), аргументы которой меняются в замк-

нутом ограниченном множестве, обязательно достигает
своего наибольшего (и наименьшего) значения. Таким

образом, найдутся такие две точки А и В фигуры F,
что ρ (А, В) 5& ρ (Μ, Ν) для любых точек Μ, N фигуры F.

Расстояние d =p (А, В) между такими двумя точками и

представляет собой диаметр множества F.

(2) (к стр. 7). Здесь идет речь о разбиении фигуры на

части и о диаметрах этих частей. В соответствии с преды-
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дущим примечанием, мы будем считать, что части, на ко-

торые разбивается фигура, сами являются замкнутыми
множествами. Поэтому предложение, разъясненное в тек-

сте, уточняется следующим образом: если круг F диаметра
d каким-либо образом представлен в виде объединения

двух своих замкнутых подмножеств, то хотя бы одно
из этих подмножеств имеет тот же диаметр d. Рассуж-
дение, приведенное на стр. 7, конечно, не дает полного

доказательства этого утверждения. Корректное доказа-
тельство выглядит так. Обозначим через Нг и Я2 рассмат-

риваемые замкнутые подмножества (так что их объеди-
нение H1[jH2 дает весь круг F). Точки множества

Нъ лежащие на окружности круга F, составляют неко-

торое множество Кй аналогично определяется множество

Кг- Таким образом, окружность круга F представляется
в виде объединения двух своих замкнутых подмножеств

Ki и Кг- Если одно из этих множеств, например /С2, пусто
(т. е. совсем не содержит точек), то Ki совпадает со всей

окружностью; поэтому множество /Ci, а значит и Яь
имеет диаметр а. Если же оба множества К\, Кг непусты,
то они обязательно имеют общую точку А (ибо окружность
связна и потому не может быть представлена в виде

объединения двух непересекающихся замкнутых подмно-

жеств). Обозначим точку, диаметрально противополож-

ную точке А, через В, и пусть, для определенности, точка

В принадлежит множеству /С2. Тогда /С2 содержит обе
точки А, В. Следовательно, множество /С2, а значит и

Я2, имеет диаметр d. Итак, в любом случае хотя бы одно
из множеств Яь Я2 имеет диаметр а.

(3) (к стр. 8). Сделаем еще одно замечание по поводу

«разбиения» фигуры на части. Слово «разбиение» можно

понимать в том смысле, что фигура F представлена в виде

объединения нескольких своих замкнутых под-

множеств: F = #! (J Я2 U · . · U Нт (именно так было в

примечании (2)). В этом случае математики обычно гово-

рят, что множества Нъ Я2, .... Нт составляют покры-

тие фигуры F. Однако более естественно понимать тер-
мин «разбиение» в том смысле, что замкнутые множества

Нх, Я2, . .
., Нт не только составляют покрытие фигуры F,

но кроме того не перекрываются друг с другом,
т. е. попарно не имеют общих внутренних точек.

Легко понять, что смысл задачи о разбиении фигуры
на части меньшего диаметра не меняется в зави-
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симостн от того, какое из этих двух пониманий мы при-
дадим термину «разбиение на части». В самом деле, если

фигура F представлена в виде объединения нескольких

своих замкнутых подмножеств:

/г = //1ия2и ... цна
(возможно, перекрывающихся друг с другом), то мы

можем, не увеличивая диаметров частей, «подправить»
эти части так, чтобы они не перекрывались друг с другом.
Для этого заметим, что множества *)

нх \(я2ия8и...и//и),
н2 \(//8u...utfj,

составляют покрытие фигуры F и попарно не имеют общих
точек. Правда, эти множества могут оказаться незамк-

нутыми. Однако замыкания этих множеств, т. е.

множества

Н\ =H1\{HivHtV...vHj.
н* =я2\(ЯзйТГц]д,

Нт-1 = Нт_1\Нт,

уже будут замкнутыми подмножествами фигуры F, попар-
но не имеющими общих внутренних точек и дающими

покрытие фигуры F.
Таким образом, из произвольного покрытия

(#!. Я2, ■ · ·
, Ит) фигуры F замкнутыми подмножествами

мы получили покрытие (//,, Н2, . .
., //„,), состоящее из

множеств, не перекрывающихся друг с другом. Диаметры
частей при этом, конечно, не увеличились (ибо множество

Ht содержится в Я,).
(4) (к стр. 10). Приведенное в тексте рассуждение (свя-

занное с «приближением» прямой / к фигуре F) не дает,

*) Символом А\В обозначается множество, получающееся, если

из множества А удалить все точки, принадлежащие множеству В.
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конечно, строгого доказательства существования опорной
прямой /j. Строгое доказательство можно получить, на-

пример, следующим образом. Проведем прямую /, не пере-
секающую фигуры F, и прямую т [_/. Примем прямые /
и т за оси координат (рис. 108) и обозначим для любой
точки А фигуры F через у (А) ее ординату (измеря-
емую вдоль прямой т) Таким образом, на фигуре F

Рис. 108.

определена функция у (А), причем эта функция непрерыв-
на (ибо разность у (А) —У (Л') не превосходит длины

отрезка А А'). Но непрерывная функция, определенная
на замкнутом ограниченном множестве F, достигает своего

наибольшего и наименьшего значения. Иначе говоря, су-

ществуют такие точки М± и /М2 фигуры F, что у (Мг) ^
^ у (А) ^ у (М2) для любой точки А этой фигуры.
Но это означает, что если мы проведем через точки /И, и

Мг прямые, параллельные оси абсцисс /, то вся фигура F
будет заключена в полосе между этими прямыми. Таким

образом, прямые /, и /2, проходящие через точки Mlt M2
параллельно /, являются теми двумя опорными прямыми

фигуры F, о которых идет речь в тексте (см. рис, 14).
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(δ) (к стр. 11). Покажем, для примера, что точка А

непрерывно зависит от направления прямой 1г. Допустим,
что прямая 1Х повернулась на некоторый угол α (рис. 109).
Положение прямых 1г, /2, т1, т2 в этот момент обозначим

Рис. 109.

через /,, /2, ти т2. Через точки А и В проведем прямые

тА и тв, составляющие с тх угол α (т. е. параллельные

прямой т,). Так как прямая тА рассекает фигуру F,
а прямая тв не имеет с F общих точек, то опорная прямая

т, расположена между тА и тв. Аналогично, если

мы проведем через точки А и D прямые 1А и lD, состав-
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ляющие с /2 угол α (т. е. параллельные прямой /2), то

найдем, что опорная прямая /2 расположена между 1А и

lD. Следовательно, точка А', в которой пересекаются

опорные прямые тл и /2, расположена внутри парал-
лелограмма, образованного прямыми тд, тв, lA, lD.
Но размеры этого параллелограмма (заштрихованного
на рис. 109) могут быть сделаны как угодно малыми,
если только угол α достаточно мал. Таким образом, точка

А' как угодно близко расположена к А, если угол α

достаточно мал. Это и означает, что топка А непрерывно
зависит от направления прямой 1г.

Аналогичными рассуждениями можно установить и то,

что точки С, Μ, Ν непрерывно зависят от направления
прямой /j.

(°) (к стр. 17). Утверждение о том, что q замкнутых
линий на сфере, не пересекающих себя и не пересекаю-
щихся друг с другом, разбивают сферу на q -f 1 частей,
является достаточно понятным. Однако строгое доказа-

тельство этого утверждения весьма непросто (око прово-
дится средствами топологии). Достаточно сказать, что

уже при 9=1 мы получаем теорему о том, что одна

простая замкнутая линия разбивает сферу на д в е части;

это знаменитая теорема Жордана, потребовавшая для

своего доказательства немало усилий. В настоящее время

нужное нам утверждение может быть получено как три-
виальное следствие закона двойственности
Л. С. Π о н τ ρ я г и н а, на чем, однако, в этой попу-

лярной книге мы останавливаться не можем. Поэтому
мы ограничимся наглядной «понятностью» сформулирован-
ного утверждения.

(') (кстр. 18). Введем на линии Г параметр/, изменяю-

щийся от 0 до 1, когда точка пробегает дугу Г от С до С.

Множество Μ всех тех значений параметра t, для которых

соответствующая точка дуги Г принадлежит множеству

N2, замкнуто (ибо замкнуто множество N2). Сле-
довательно, множество Μ содержит наибольший

элемент t0. Иначе говоря, точка дуги Г, соответствующая
значению параметра tn, принадлежит множеству jV2,
а точки дуги Г, соответствующие большим значениям

параметра, множеству N2 не принадлежат. Но это и

означает, что существует последняя точка D мно-

жества N2, встретившаяся нам при движении по линии Г
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от С до С (а именно, точка, соответствующая значению

параметра г0).
Далее, если бы точка D не принадлежала множеству

Ns, то расстояние от точки D до множества Ν3
было бы положительным (напомним, что множество Ν3

замкнуто). Поэтому близкие к D точки сферы S также

не принадлежали бы множеству Л^.

С) (к стр. 35). Заметим, что множества N0, Nx Nn
являются замкнутыми. В самом деле, поставив в

соответствие граничной точке А тела F такую граничную

точку / (А) шара Е, что касательные гиперплоскости

в этих точках параллельны, причем тела F и Ε располо-

жены по одну сторону от этих гиперплоскостей, мы по-

лучаем отображение / границы тела F в границу
тела Е. Это отображение однозначно определено (ибо
через каждую граничную точку тела F проходит единст-
венная опорная гиперплоскость) и, как можно доказать,

непрерывно.

Далее, по определению точка А в том и только том

случае принадлежит множеству Nit если точка / (А)
принадлежит множеству УИ,·, т. е. /V,· = /_1 (УИ,·). Так

как отображение f непрерывно, а множество /И,- замкнуто,
то множество /V,· = /_1 (УИ,·) также является замкнутым

(i =0, 1, ■ ■ ·
. η).

f) (к стр. 44). Пусть F — выпуклая ограниченная
фигура и G — некоторая ее часть (т. е. замкнутое под-
множество). Рассмотрим всевозможные фигуры, гомоте-

тичные F с коэффициентами гомотетии <;1 и содержащие

фигуру G. Точную нижнюю грань всех коэффициентов
гомотетии для таких гомотетичных фигур мы обозначим

через k0. Если k0 =1, то габарит части G равен 1 (ибо
не существует фигуры, гомотетичной F с коэффициентом
гомотетии <1 и содержащей фигуру G). Пусть k0 <C 1.

Тогда мы можем выбрать такую последовательность

^i, F2, ■ ■
■, Fg, . . . фигур, гомотетичных F соответствен-

но с центрами гомотетии Ои 02, . - .
, Од, ... и коэффи-

циентами гомотетии къ /г2, . . -
, kq, . .

.,
что каждая из

этих фигур содержит G и имеет место равенство \imkg=k0.

При этом мы можем считать, что справедливы неравенства

1 > fti > К > ... > kg > ... > k0.
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Нетрудно понять, что все точки бг, 02, . .
.,
О , . . .

расположены на расстоянии, не большем от фигуры
F (где d — диаметр фигуры F). В самом деле, допустим,
что точка О расположена от F на расстоянии, большем

._.
. Тогда для произвольной точки А фигуры F мы

имеем ОдА > -г—ς-. При гомотетии с центром Oq и коэф-

фициентом kq точка А переходит в такую точку А', что

ОдА' =k ■ OqA. Поэтому имеем

АА' = (\—kq).OqA>(\—kl)-OqA>d.
Таким образом, каждая точка А фигуры F смещается

при этой гомотетии на расстояние, большее d, т. е. пере-
ходит в точку А', не принадлежащую фигуре F.
Иначе говоря, фигура Fg, в которую переходит F при
рассматриваемой гомотетии, не имеет общих точек с F.
Но это противоречит тому, что фигура F содержит часть

G фигуры F.

Итак, все точки Ои 02, . . .
,
О

, . . . расположены
на конечном расстоянии от F. Поэтому последователь-

ность Ои 02, . . .
, Од, . . . имеет хотя бы одну предель-

ную точку. Без ограничения общности можно считать

(переходя, если нужно, к подпоследовательности), что

последовательность 01, 02, . .
.,
О

,
. . . имеет только

одну предельную точку О0, т. е. существует предел
Пт Од = 0„.

Легко понять, что фигура F„, гомотетичная фигуре F

с центром гомотетии О0 и коэффициентом k0, содержит

фигуру G (ибо lim kq = k0, lim 0q = O0). Таким образом,

существует фигура F0, гомотетичная F с коэффициентом
k0, содержащая G, но никакая фигура, гомотетичная F

с коэффициентом < k0, не может целиком содержать G

(по определению точной нижней грани). Это означает,
что k0 есть габарит части G. Тем самым установлено,
что понятие габарита имеет смысл для любой части G

фигуры F.

(|и) (к стр. 59). В случае «-мерного выпуклого тела F

(при η > 2) область освещенности (т. е. множество всех

точек, являющихся точками освещенности относительно

заданного направления /), конечно, уже не является
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дугой. Однако область освещенности является (при
любом п) открытым подмножеством границы тела F.
В самом деле, если А — точка освещенности относительно

направления /, то все граничные точки тела F, близкие
к А, также будут точками освещенности относительно

этого направления. Но это и означает, что область осве-

щенности является открытым подмножеством границы
тела F.

(") (к стр. 60). В «-мерном случае вместо описанного

в тексте «уменьшения дуг» нужно будет использовать

следующее предложение. Пусть /,, 12, . . .
, ls — направ-

ления, достаточные для освещения всей границы п-мерного

тела F; обозначим через Δ,, Δ2, . .
., Δ5 области освещен-

ности относительно этих направлений. Тогда существуют
такие замкнутые множества Alt Δ2, . .

., Δ5, за-

ключающиеся соответственно в областях освещенности

Δ,, Δ2, . .
., As, которые, вместе взятые, покрывают всю

границу тела F.

Докажем справедливость этого предложения. Границу
области освещенности Δ, обозначим через Г,- (например,
на рис. 71 граница области освещенности состоит из двух
точек А и В; в случае трехмерного выпуклого тела гра-
ницей области освещенности будет некоторая линия, и

т. п.). Определим, далее, на границе выпуклого тела F

следующую функцию f,·. Если точка А не принадлежит

области освещенности Δ/, то положим f{ (A) = 0. Если

же А — точка области Δ,·, то через /,- (Л) обозначим

кратчайшее расстояние от точки А до границы Г,· облас-

ти Δ,.
Ясно, что функция fj (А) непрерывна и принимает

положительные значения в точках области Δ, (и только

в этих точках). Сумма

4>(A) = h(A) + f2(A)+...+fs(A)

является непрерывной функцией (заданной на

границе тела F) и принимающей только положительные

значения (ибо каждая граничная точка тела F принад-

лежит хотя бы одной области освещенности Δ,, Δ„, . .
., Δ5)

Пусть σ — наименьшее значение этой функции;
таким образом, φ(^)^σ>0 для любой граничной
точки А тела F.

103



Обозначим теперь через Δ* множество всех тех гранич-
ных точек А тела F, для которых справедливо неравенст-

во /,· (А) 5з —. Множество Δ,- замкнуто и содержится

в области освещенности Δ,·. Остается доказать, что мно-

жества At Δ2, . .
., As покрывают всю границу тела F.

Пусть А — произвольная граничная точка тела F. Тогда

φ (А) 5^ σ, или, что то же самое,

fi(A) +W)+...+W)Z2>o.
Но тогда хотя бы для одного t = 1, 2, . .

.,
s должно

быть выполнено неравенство f; (А) ^ — , и, следовательно,

точка А принадлежит хотя бы одному из множеств

δ;, δ;, ..., δ5*.
С2) (к стр. 61). В «-мерном случае также существует

такой отрезок h;, что параллельный перенос множества
А

* '

Δ,- в направлении /,· на расстояние, меньшее /г;, переводит
множество Δ,- целиком внутрь тела F. В самом деле,

для каждой точки А множества Δ,- обозначим через
g (А) длину хорды, высекаемой телом F на прямой, па-

раллельной направлению /,· и проходящей через точку А.

Функция g (А), заданная на множестве Δ,-, непрерывна и

принимает только положительные значения (ибо
каждая точка А множества Δ,- принадлежит области осве-

щенности Δ/, и потому соответствующая прямая прохо-
дит через внутренние точки тела F). Так как непрерывная

функция g (А) определена на замкнутом множестве Δ,·,
то она принимает в некоторой точке свое наименьшее

значение, которое мы и обозначим через /г;. Таким об-

разом, g (А) ^ /г,- > 0 для любой точки А множества Δ;..
Иначе говоря, на любой прямой, параллельной направ-
лению U и проходящей через какую-либо точку множе-

ства Δ*, тело F высекает хорду длины Si/z,-. Отсюда и

вытекает наше утверждение.
(13) (к стр. 62). Заключительная часть доказательства

теоремы 7 проводится в n-мерном случае так же, как в

тексте, только в этом случае мы будем иметь не «секто-

ры», а «конусы» Gx, G2, . . .
, Gs с вершиной О и криво-

линейными «основаниями» А1г А„, . .
., As.
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(14) (к стр. 65). Пусть F — выпуклое «-мерное тело,
имеющее η угловых точек Аъ А2, . .

., Ап. Выберем
какие-либо направления 1Ъ /2, . .

., /„, соответственно

освещающие точки Аъ А2, . .
., Ап. Так как при малых

«шевелениях» направления /,- точка Л,- остается, очевидно,
точкой освещенности для этого направления, то мы мо-

жем предполагать, что направления /х, /2, ...,/„ не па-

раллельны одной гиперплоскости. Проведем из одной точки

О какие-либо векторы 0ВЪ 0В2, . .
., 0Вп, имеющие на-

правления 1Ъ /2, · .
·, /„, и отложим от той же точки вектор

Щ^[=- oWl-оЩ.... -оЩ.
Мы получим η + 1 точек Въ В2, . .

., Вп+1, причем сим-

плекс с вершинами в этих точках содержит точку О внут-
ри себя. Поэтому направления 1Ъ 12, . .

., /„, /п+1, опре-

деляемые векторами 0ВЪ бВ2, . .
., 0Вп, 0Вп+1, позволя-

ют осветить все обыкновенные (т. е. н е у г л о в ы е)
точки на границе тела F (см. доказательство теоремы 9).
Угловые же точки Alt А2, . .

., Ап также освещаются

(в силу выбора направлений 1Ъ 12, . . .
, /„). Итак, если

n-мерное тело F имеет η (или меньшее число) угловых
точек, то с (F) = η -\- I.

(,Б) (к стр. 69). Пусть F — выпуклое неограниченное
почти коническое «-мерное тело, не содержащее целиком
никакой прямой, и К — вписанный конус этого тела.

Допустим, что конус К имеет размерность q, и обозначим

через L плоскость размерности q, содержащую конус К.

Фиксируем, наконец, в плоскости L некоторую точку О
и проведем через нее плоскость Ρ размерности η — q,
являющуюся ортогональным дополнением плоскости L.

Через N мы обозначим множество всех точек С плоско-

сти Р, обладающих следующим свойством: можно подо-

брать такую точку А конуса К и такую точку В тела F,
что АВ = ОС. Множество N является (п — ^-мерным
ограниченным выпуклым телом, возможно, незамкнутым.
Замыкание множества N обозначим через М. Это и есть

(п — <7)-мерное ограниченное выпуклое тело, удовлетво-
ряющее, как доказал П. С. Солтан, соотношению Ь (F) =

= Ь(М).
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