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Предисловие

В предлагаемой монографии излагаются научные результа-
ты, полученные по сравнительно новому направлению в теории
распознавания образов, которое основывается на использовании
аппарата логических тестов.

Это направление возникло в середине прошлого столетия и
по праву связывается с именами С.В. Яблонского и И.А. Чегис,
которые в своих работах [67, 69] впервые ввели понятие теста и
выявили ряд его важных свойств, что в итоге позволило с успе-
хом применить тестовый подход к решению задач распознавания
образов.

Многие задачи распознавания могут быть описаны с помо-
щью следующей схемы. Имеется некоторый объект A, который
может находиться в каких-то состояниях qi, i ∈ {1, 2, ...,m}.
Последние характеризуются параметрами-признаками xj , j ∈
∈ {1, 2, ...,n}. Известно, что некоторые наборы значений этих
признаков α = (a1, a2, ..., an) описывают состояние qi. Эти наборы
как строки составляют матрицу Ti. Совокупность T как матрица,
образованная подматрицами Ti, описывает все состояния объек-
та A. Для того чтобы понять, какое состояние описывает кон-
кретный набор значений признаков, нужно проверить, в какую
подматрицу Ti он входит. Если он не содержится в них, то набор
не соответствует состояниям. Если входит в подматрицу Ti, то
в предположении, что подматрицы не пересекаются, этот набор
описывает состояние qi.

В реальной ситуации и признаки, и сами подматрицы Ti, как
правило, описываются не полностью, а потому решение вопроса
о том, какое состояние описывает данный набор, становится
нетривиальным. Этот вопрос и называют задачей распознавания.

Тем самым задачу распознавания можно сформулировать так:
даны матрица T ′ и ее подматрицы T ′

i , требуется указать оператор
ϕ, который по этим подматрицам и заданному набору признаков
вычисляет состояние объекта A, представленное предъявленным
набором. Ясно, что нахождение ϕ в общем случае требует раз-
личных допущений относительно свойств A.

К числу исторически первых таких допущений относятся
алгебраические, геометрические и вероятностные свойства A.
Каждое из них породило соответствующее направление в теории
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распознавания. В них накоплен большой опыт, включающий как
перечень решенных и потенциально решаемых задач, так и ме-
тодов их решения.

Особый класс составляют задачи, в которых характеризация
объекта A является опосредованной или абстрактной, без подхо-
дящей интерпретации.

Типичным примером такого объекта является техническое
устройство, характеризуемое некоторыми своими параметрами-
признаками. Это устройство может иметь неисправности — со-
стояния, каждое из которых описывается соответствующей под-
матрицей Ti. Тогда, зная T , по текущему набору признаков
α = (a1, a2, ..., an), можно как отмечалось, решить задачу распо-
знавания состояния q объекта A.

С. В. Яблонский и И.А. Чегис [67, 69] заметили, что вообще
говоря, такое распознавания можно осуществлять, не используя
всю матрицу T , а только ее часть. Ими было введено понятие
теста для T следующим образом.

Пусть σ — набор признаков, Ti,σ — часть таблицы Ti, образо-
ванная столбцами, соответствующими σ, а Tσ — все Ti,σ. Набор
σ образует тест для T , если Ti,σ и Ti′,σ не имеют общих строк
при i �= i′. Таким образом, тест σ уже сам может решать задачу
распознавания после анализа множества Tσ и набора ασ. Тест
выступает в роли эксперта, принимающего решение что части
набора α и по T .

С. В. Яблонский и И.А. Чегис предложили логическое реше-
ние задачи описания множества �(T ) всех тестов для T . Этот
подход нашел применение в технической диагностике.

Позже он был распространен и на другие объекты. В качестве
A были рассмотрены рудные образования и в предположении,
что T доступно лишь фрагментарно в виде T ′, а множество
тестов для T и T ′ видимо «мало» отличаются друг от друга.

Ю.И. Журавлев, Ф. П. Кренделев и А.Н. Дмитриев [34]
предложили оценивать роли признаков в решении задачи рас-
познавания как долю вхождения их в �(T ). Эта величина pj
для признака xj , называемая информационным весом, позволила
им рассмотреть при специальной кодировке значений признаков
линейный функционал

∑n
j=1 pjxj , ввести некоторые пороги di

для Ti и по значению
∑n

j=1 pjxj и di определять близость набора

значений признаков α = (a1, a2, ..., an) к некоторой из матриц Ti.
На этом пути они предложили решение ряда задач по оценке
месторождений полезных ископаемых.
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Позже В.И. Переяславский [50, 51] исследовал вопрос, ко-
гда линейный функционал

∑n
j=1 pjxj доставляет верное решение

задачи распознавания.
Сюда примыкают рассмотрения А. Шайеба [68], посвящен-

ные выяснению возможностей линейных функционалов в реше-
нии задачи распознавания в общем случае.

Другое развитие идеи использования тестов было осуществ-
лено В.Б.Кудрявцевым [36]. Как отмечалось, тест σ может вы-
ступать в качестве «эксперта» для определения по набору α
состояния q объекта A. В случае, когда σ ∈ � (T ′), он по α
из T уже, вообще говоря, не решает задачи принадлежности α
некоторому Ti, поскольку � (T ′) может не совпадать с � (T ).
Более того, он может отнести α к другой матрице Tj , или
вообще отказаться от принятия решения, когда ασ не входит ни
в одну из матриц T ′

i,σ. Таким образом, возникает необходимость
подвергнуть анализу набор α с помощью всего доступного нам
множества � (T ′). Используя каждый тест σ из � (T ′) для α, по-
лучаем вектор «голосов» χ (α) = (k1, ..., km, km+1), где ki (i � m)
— число остальных тестов, проголосовавших за принадлежность
Ti, km+1 — число, «воздержавшихся» голосов.

Можно считать, что в векторе χ координаты пронормирова-
ны, т. е. поделены на число тестов в � (T ′). Тогда kl интерпре-
тируем как меру выраженности свойства α принадлежать Tl при
l � m, а km+1 — не принадлежать T ′; здесь следует полагать,
что � (T ′) и � (T ) отличаются достаточно «мало».

Функционал χ был успешно опробован в решении ряда при-
кладных задач, но вместе с тем обнаружились и определенные
трудности в его использовании. Главными из них являлись слож-
ностные факторы и слабое согласование численных результатов
с реальностью для отдельных задач распознавания. Это привело
к необходимости отхода от голосования по всему множеству
тестов и к замене его специальными семействами. К их числу
относятся тупиковые, короткие, минимальные тесты и их огра-
ничения.

Тупиковый тест представляет собой тест, у которого любое
собственное подмножество признаков не образует тест.

Короткий тест по числу признаков близок к логарифму числа
признаков в T .

Минимальный тест имеет наименьшее число признаков из
всех возможных.

Возникающие функционалы распознавания, соответствую-
щие голосованию по этим семействам, обозначаем через χTT ,
χKT и χMT , а сами семейства называем основными.
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Выяснились огромные преимущества функционала χKT в ре-
шении задач распознавания. С его помощью было решено боль-
шое число задач геологии, экономики, военного дела и других
областей.

Были, например, установлены новые месторождения нефти,
газа и олова в Сибири [29], оценены перспективы развития
конкретных экономических районов, проводился анализ теку-
щей военно-политической ситуации, устанавливался диагноз за-
болевания и, соответственно, оптимальный режим лечения для
него [42].

Приблизительно в то же время идею голосования использо-
вали Ю.И. Журавлев и его ученики при голосовании по подмно-
жествам признаков, состоящих из заданного числа элементов.
В частности, они предложили оптимизацию выбора конкретного
значения r, при котором распознавание оказывается наилуч-
шим [23].

Особая значимость функционалов χ, χTT , χKT и χMT , в ре-
шении задач распознавания, подтвержденная практикой, создала
предпосылки для разработки тестовой теории распознавания. Ее
создание предполагало решение следующих задач.

1. Получение оценок для числа основных видов тестов матри-
цы T , имеющей заданные параметры ее подматриц Ti.

2. Нахождение точных и приближенных алгоритмов построе-
ния основных семейств тестов.

3. Выяснение того, когда для T и T ′ заданные виды их основ-
ных семейств отличаются на заданную долю.

4. Решение обратной задачи для 3.
5. Выделение того семейства из основных, которое для T ′

лучше остальных решает задачу распознавания.
6. Нахождение быстрых алгоритмов вычисления функциона-

лов распознавания для T , соответствующих основным се-
мействам.

7. Выяснение роли отдельных признаков в решении задачи
распознавания и определение корреляции между ними для
T ′.

8. Решение задач 1–7 при заданном графе сравнения для T ′
i в

T ′ с соответствующим уточнением понятий видов тестов.
9. Решение задач 1–8 для почти всех матриц T ′.
В решении задач 1 и 2 в случае, когда в T ′ каждая подмат-

рица T ′
i состояла из одной строки, первые результаты получили

В.А. Слепян [60] и В.Н. Носков [43, 44], оценивших сверху и
снизу число тестов и тупиковых тестов в таких матрицах.



Предисловие 9

Затем в предложении, что в T признаков много больше,
чем строк, Е. В. Дюковой [21] была разработана специальная
комбинаторная техника, с помощью которой ею были найдены
асимптотики тестов и тупиковых тестов для почти всех таблиц
T ′ с заданными соотношениями параметров ее размерностей; эта
техника ей позволила синтезировать оптимальные детерминиро-
ванные и стохастические алгоритмы построения тестов и тупико-
вых тестов, а также решить задачу поведения весов признаков и
значений их корреляций. Таким образом, Е. В. Дюковой удалось
частично решить задачи 1, 2, 6, 7, 9.

Работа Е. В. Дюковой была важной по своему значению в
создании теории тестового распознавания.

Продвижения Е.В. Дюковой затем были развиты и суще-
ственно усилены А. Е. Андреевым [5]. Им была разработана
новая специальная техника, позволившая:
• найти асимптотические поведения для числа тестов для

произвольных размерностных характеристик матриц;
• построить соответствующие оптимальные алгоритмы де-

терминированного и стохастического типа для нахождения
указанных тестов;

• частично решить задачу 4, указав возможные доопределе-
ния матриц T ′

i таким образом, чтобы множества � (T ′) и
� (T ) совпадали;

• найти длины минимальных тестов и их число;
• выявить веса признаков и корреляции между ними;
• распространить результаты в решении задач 1, 2, 6, 7 на

случай произвольного графа сравнимости в таблице T для
почти всех таблиц.

Таким образом, А. Е. Андрееву удалось решив в определен-
ной мере задачи 1, 2, 3, 6, 7, 8 и 9, кардинально расширить
базу знаний в теории тестов. В то же время из его резуль-
татов и частично из результатов Е. В. Дюковой вытекало, что
эффективность распознавания процедур, основанных на тестах,
существенно зависит от вида семейств тестов из основных, по
которым идет распознавание.

Этому вопросу были посвящены исследования А.А. Кибкало
[27]. Оказалось, что в качестве оптимального множества «голо-
сующих» тестов следует выбирать так называемые «короткие»
тесты. Если таблица T имеет m строк, то под коротким те-
стом для T ′ понимается величина «близкая» к lnm − ln lnm,
А.А. Кибкало для случая, когда T ′ состоит из двух подматриц,
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установлено, что:
• вес признака по тупиковым тестам уменьшается с увеличе-

нием доли различаемых строк из T ′
1 и T ′

2;
• вес признака по тестам не зависит от доли различаемых

строк из T ′
1 и T ′

2 и почти всегда равен 1/2;
• вес признака по коротким тестам растет с увеличением

доли различаемых строк из T ′
1 и T ′

2;
• вес признака, различающего больше половины пар строк

по тестам, длина которых близка к минимальной, почти
всегда равен единице;

Таким образом, содержательно становится ясным преимуще-
ство коротких тестов и «очень» коротких тестов, т. е. близких к
минимальным тестам перед остальными в выявлении признаков,
лучше других отличающих подматрицы T ′

1 и T ′
2. Он существенно

продвинулся в решении задачи 7.
Далее была изучена ситуация, близкая к задачам 3 и 5.

А.А. Кибкало установил, что в случае, когда в матрице T ′
возможны искажения: множество почти всех тупиковых тестов
перестает быть таковым после искажения:
• множество очень коротких тестов почти полностью меня-

ется;
• множество коротких тестов практически не меняется.
Он же построил асимптотически оптимальный алгоритм пе-

речисления коротких тестов, т. е. решил для рассматриваемого
случая задачи 2 и 9.

Все задачи 1–9 в общем случае относятся к числу перебор-
ных и потому возникающие для них алгоритмы при больших
размерах матриц T ′ мало применимы. Возникает необходимость
перехода к более простым, но менее точным алгоритмам их
решения.

Исторически первый приближенный алгоритм решения задач
6 и 7 был предложен В.Е. Кузнецовым [38]. Этот алгоритм типа
Монте-Карло использовался в процедурах решения практических
задач распознавания. Затем возникли приближенные алгоритмы
для этих задач у Е. В. Дюковой, А. Е. Андреева и А. А. Кибкало.

Позже М.В. Носовым [49] был предложен алгоритм вы-
числения χ, основанный на экспоненциально сложном анализе
множества T ′ с последующим полиномиальным по сложности
вычислении χ по набору α.

Восстанавливая хронологию, необходимо подчеркнуть, что
первые задачи, которые удалось решить Ю.И. Журавлеву и его
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коллегам, имели матрицу T ′ с числом строк и столбцов соответ-
ственно до 20.

Работа В. Е. Кузнецова позволила решать подобные задачи с
уже до ста строк и столбцов в T ′.

Е. В. Дюкова расширила класс таких матриц до имеющих 200
столбцов и 50 строк.

А. Е. Андреев распространил эти возможности до матриц
размерами в 200 строк и 200 столбцов.

А.А. Кибкало смог использовать уже матрицы размерами 500
строк и 500 столбцов.

Современные компьютеры позволяют еще на порядок и более
увеличить размеры реально обрабатываемых матриц.

В рассмотренной ситуации в общем случае не предполага-
лось, что имеется некоторая связь между подматрицами T ′

i мат-
рицы T ′. Специальный случай возникает при допущении такой
связи. Здесь следует выделить рассмотрение такой модели.

Пусть A является техническим устройством с r входа-
ми и одним выходом. На входы Q поступают значения a из
Ek = {0, 1, ..., k − 1}, а на выходе снимается значение f (a1, ..., ar)
— некоторой функции k-значной логики. Считается, что на вхо-
дах могут возникать ошибки определенного типа γ, меняющие
набор (a1, ..., ar) на (a′1, ..., a

′
r). Тогда в общем случае на подава-

емом наборе (a1, ..., ar) значение f меняется. Требуется указать
некоторое число наборов, вычисляя f на которых, можно уста-
новить, была ли ошибка на входах A.

Эти наборы образуют тест и обычно требуется, чтобы он имел
наименьшее число элементов. Далее допускается, что функция
f может быть любой от фиксированного числа r переменных и
ставится вопрос о том, каково минимально достаточное число
Lk(r, γ), такое что для любых из указанных функций f и ошиб-
ки типа γ найдется тест из Lk(r, γ) элементов, который по f
определяет, была ли на входах A, реализующего f , допущена
ошибка γ.

Отметим здесь две группы основных результатов. Первую со-
ставляют результаты Г. Р. Погосяна [54], который установил по-
ведение Lk(r, γ) для γ, соответствующим коротким замыканиям,
слипаниям, инверсиям и др. Ранее в этом направлении интерес-
ные продвижения были получены В.Н. Носковым [46]. Вторую
составляют результаты О.А. Долотовой [16], которая для тех
же типов ошибок нашла поведение функции для LC2 (r, γ), анало-
гичной функции L2(r, γ), но соотнесенной с заданным классом
Поста C функций алгебры логики. К этим группам результатов
примыкают подобные рассмотрения для почти всех функций.
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В целом же тестирование технических устройств привлека-
ет большое число исследователей, которыми накоплен большой
опыт, заслуживающий отдельного обсуждения. Упомянем здесь
лишь итоговые изложения в [66].

Все излагаемые в книге результаты выполнены на механико-
математическом факультете МГУ им. М.В. Ломоносова в науч-
ной школе кафедры математической теории интеллектуальных
систем. Они докладывались на научных форумах в стране и за
рубежом, библиография приведена в конце книги.

Книга может быть полезна для специалистов по распозна-
ванию образов, для исследований и учебного процесса в этой
области.

Авторы выражают свою признательность коллегам по кафед-
ре математической теории интеллектуальных систем, интерес
которых к тематике книги стимулировал ее создание, а так-
же Е.С. Быченковой, Ю. Г. Гераськиной, Г. А. Майлыбаевой,
Е.Н. Остроуховой, А.П. Соколову, Е. Е. Титовой, Т.Д. Уваровой
и А.А. Хариной, помогавшим авторам в ее оформлении.

Авторы благодарны Российскому фонду фундаментальных
исследований за финансовую поддержку издания этой книги
(грант РФФИ №07-01-07034-д).
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ТЕСТОВОЕ РАСПОЗНАВАНИЕ



Гл а в а 1

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1.1. Тесты для матриц с малым числом строк

Здесь мы изложим основные результаты Е.В. Дюковой по
задачам 6 и 7.

Пусть матрица T имеет m строк и n столбцов, а ее элементы
aij входят в Ek = {0, 1, ..., k − 1} , k � 2. Пусть m =

∑s
i=1mi,

где mi — натуральные и mi � 1; m̃ есть последовательность

m1,m2, ...,ms. Пусть M
(k)
m̃,n,s — класс всех таких матриц T ′,

состоящих из s подматриц T ′
i с mi строками, следующими в T

друг за другом с ростом номеров этих подматриц.

При l ∈ {1, 2, ..., s} полагаем m′′(l) =
∑l

i=1mi, m′(l) =
= m′′(l)−ml + 1. Считаем, что в матрице из M

(k)
m̃,n,s подматрица

T ′
l содержит строки с номерами m′(l),m′(l + 1), ...,m′′(l). Пусть
�t (T ′) — множество всех тупиковых тестов для T ′. Для

строк α = (aj1 , aj2 , ..., ajn) и α′ =
(
aj′1 , aj′2 , ..., aj

′
n

)
из T ′ вводим

сложение по модулю два ⊕, полагая

α⊕ α′ =
(
aj1 ⊕ aj′1 , aj2 ⊕ aj′2 , ..., ajn ⊕ aj′n

)
.

Пусть h =
∑s−1

l=1

∑s−l
t=1mlml+t, составим матрицу LT ′ с эле-

ментами buv, u ∈ {1, 2, ...,h}, v ∈ {1, 2, ...,n} из всех строк α⊕ α′
таких, что строки α и α′ входят в разные подматрицы T ′

i и
T ′
i′ , соответственно, причем i < i′. Полагаем строки в LT ′ упо-

рядоченными так, что если α,α′,α′′,α′′′ имеют номера в T суть
j1, j2, l1, l2, соответственно, то если номер строки α ⊕ α′ меньше
номера строки α′′ ⊕ α′′′, то либо j1 < l1, либо j2 < l2.

Матрица LT ′ называется матрицей сравнения для T ′. Каж-
дому элементу buv из Lt′ присваивается номер N(u, v) = (v −
− 1) · h+ u.

Рассмотрим класс A алгоритмов, строящих все тупиковые
тесты для T ′. Алгоритм a из A сводит эту задачу к некоторой
задаче следующего вида.
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Имеется множество � = {R1,R2, ...,Rg}, где Rw — некоторый
набор элементов из LT ′ , w ∈ {1, 2, ..., g}. Требуется построить все
такие подмножества �, для каждого из которых выполнен ряд
свойств B1,B2, ...,Bp и p � 2.

Искомую совокупность обозначим через Q�. Предполагаем,
что между Q� и �t (T ′) существует взаимно-однозначное соот-
ветствие, так что построение Q� приводит к построению �t (T ′).

Пусть Q(t), t ∈ {1, 2, ..., p} — совокупность всех таких под-
множеств множества �, для каждого из которых выполне-
ны свойства B1,B2, ...,Bt−1,Bt+1, ...,Bp. На систему свойств

{B1,B2, ...,Bp} наложим условие: всегда Q(t) ⊃ Q�.
Пример 1. Пусть g = u и элемент Rw ∈ � является столбцом

матрицы LT ′ под номером w. Для наборов столбцов матрицы LT
рассмотрим такие свойства B1 и B2:
• набор столбцов H матрицы LT ′ обладает свойством B1,

если для любой строки из LT ′ в H найдется столбец,
пересечение которого с этой строкой дает 1;

• набор столбцов H матрицы LT ′ обладает свойством B2,
если из условия H ′ ⊂ H следует, что H ′ не обладает свой-
ством B1.

Требуется построить все такие наборы столбцов из LT ′ , каж-
дый из которых обладает свойствами B1 и B2.

Решение этой задачи приводит к построению �t (T ′). В самом
деле набор σ номеров столбцов j1, j2, ..., jr матрицы T ′ является
тупиковым тестом точно тогда, когда набор столбцов матрицы
LT ′ , с указанными номерами обладает свойствами B1 и B2.

Пример 2. Два различных единичных элемента buv и bu′v′
матрицы LT ′ считаются совместимыми, если buv = bu′v′ = 0.
Множество D из r единичных элементов матрицы LT ′ называем
совместимыми, если выполнено хотя бы одно из условий:

1. r = 1;
2. r > 1 и любые два элемента в D совместимы.
Множество всех совместимых множеств в LT обозначим че-

рез S (LT ′).
Пусть g = h · n, элемент Rw множества � является элементом

матрицы LT ′ с номером w ∈ {1, 2, ..., g} и Ω(D) — набор тех
столбцов из LT ′ , в которых расположены элементы множества
D ⊆ R. Говорят, что D обладает свойством B′

1, если D ∈ S (LT ′).
Если D = {bu1v1 , bu2v2 , ..., burvr}, D обладает свойством B′

2, если
выполнены условия:

1. Ω(D) обладает свойством B1;
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2. {bu1v1 , bu2v2 , ..., burvr} ∈ S (LT ′), то ut � pt при t ∈
∈ {1, 2, ..., r}.

Множество D ⊆ � называется правильным в LT ′ , если D
обладает свойствами B′

1 и B′
2. Пусть B (LT ′) — множество всех

правильных множеств в LT ′ . Построим B (LT ′).
Тупиковый тест σ = (j1, j2, ..., jr) таблицы T ′ и множество

D ∈ B (LT ′) считаем эквивалентными, если Ω(D) состоит из
столбцов матрицы LT ′ с номерами j1, j2, ..., jr.

Можно показать, что между B (LT ′) и �t (T ′) имеется
взаимно-однозначное соответствие, при котором соответствую-
щие элементы эквиваленты. Следовательно, построение B (LT ′)
приводит к построению �t (T ′).

При построении множества Q� алгоритм A поступает так. Из
системы свойств B = {B1,B2, ...,Bp} выделяется некоторая под-
система B′ =

{
Bi1 ,Bi2 , ...,Bij

}
такая, что B′ ⊂ B. Пусть Qi1,i2,...,il

— множество всех таких подмножеств из �, для каждого из
которых выполнены свойства Bi1 ,Bi2 , ...,Bil . Работа алгоритма A
состоит в построении множества Qi1,i,...,il и выделению из него
подмножества Q�, при этом на каждом его шаге строится неко-
торый элемент из Qi1,i2,...,il и для него проверяется выполнение
свойств Bt, где t ∈ {1, 2, ..., p} \ {i1, i2, ..., il}.

Множество Qi1,i2,...,il назовем погружением для алгоритма A.
Пусть |M | — мощность множества M , M (a,T ′) = |Qi1,i2,...,il |,

Nm,n ⊆M
(k)
m̃,n,s.

Алгоритм A называется асимптотически оптимальным в
Nm,n, если для почти всех подматриц T ′ из Nm,n выполнено

μ (A,T ′) ∼ |�t (T ′)|
при m,n→∞.

Здесь будет предполагаться, что число столбцов в матрице T ′
«много» больше числа строк.

Нетрудно убедиться, что примером алгоритма для построения
�t (T ′), не являющимся асимптотически оптимальным, является
процедура из [21], которую обозначаем через A1.

Алгоритм A1 сводит задачу построения �t (T ′) к задаче,
описанной в примере 1, и для построения соответствующего ему
погружения использует свойство B1. Величина μ (A,T ′), равная
числу тестов в T ′, почти всегда по порядку больше величины
|�t (T ′)|.

Сведение задачи построения �t (T ′) к задаче из примера 1
позволяет построить асимптотически оптимальный по сложности
алгоритм. Этот алгоритм A1 для построения погружения исполь-
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зует свойство B′
1 и для него μ (A,T ′) = |S (T ′)|. Следовательно,

вопрос об асимптотической оптимальности A1 сводится к оценке
величины |S (T ′)| и |�t (T ′)|.

Справедливо утверждение.

Теорема 1.1.1. Если α > 1, β < 1/2, (m1,m2)
α � n � k(m1,m2)

β
,

ϕk = (a, b), где

a = 1/2 lnk(m1m2n)− 1/2 lnk lnk(m1m2n)− lnk lnk lnk n,

b = 1/2 lnk(m1m2n)− 1/2 lnk lnk(m1m2n) + lnk lnk lnk n,

то при m,n→∞ выполнено для почти всех T из Mm

|S (LT ′)| ∼ |�t (T ′)| ∼
∑
r∈ϕk

[m1m2n (k − 1)]r

r! kk2
.

Отсюда следует, что при (m1m2)
α � n � k(m1m2)

β
, α > 1, β <

< 1/2, алгоритм A1 является асимптотически оптимальным в

F
(k)
m1,m2,n.

При доказательстве теоремы 1 множество матриц F
(k)
m1,m2,n

рассматривается как пространство элементарных событий, в ко-

тором каждое событие T ′ ∈ F (k)
m1,m2,n происходит с вероятностью

1/
∣∣∣F (k)
m1,m2,n

∣∣∣. Оцениваются вероятностные характеристики рас-

пределения случайных величин |S (LT ′)| и |�t (T ′)|. Показывает-
ся, что в условиях теоремы 1 математические ожидания вели-
чин |S (LT ′)| и |�t (T ′)| асимптотически совпадают, а, с другой
стороны, каждая из величин |S (LT ′)| и |�t (T ′)| почти всегда
асимптотически совпадает со своим математическим ожиданием.

Следует отметить, что асимптотики величины |�t (T ′)| для

почти всех матриц T ′ из M (2)
m̃,n,s в случае, когда s = m, найдены в

работе В.А. Слепян и В.Н. Носкова [46, 60], где при получении
оценки для |�t (T ′)| так же, как и в доказательстве теоремы 1,
используется то, что почти всегда величина |�t (T ′)| асимптоти-
чески совпадает со своим средним значением.

Наряду с детерминированной процедурой построения множе-
ства �t (T ′) Е.В. Дюковой построены стохастические алгоритмы,
основанные на алгоритме a1.

При стохастическом подходе используется не все множество
тупиковых тестов матрицы T ′, а лишь случайная выборка из
него, анализ которой дает возможность приближенно решать
задачи быстрого распознавания, выявления роли отдельных при-
знаков в задаче распознавания и корреляции между ними, т. е.,
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соответственно, задачи 6 и 7, а также оценивать при этом воз-
можную ошибку.

Так как объем выборки существенно меньше множества всех
тупиковых тестов, то при этом удается значительно увеличить
размеры обрабатываемых таблиц.

В упомянутом ранее алгоритме В. Е. Кузнецова [38] постро-

ение тупиковых тестов для T ′ из M
(k)
m̃,n,s осуществляется по

следующей схеме.
Задаются целые числа q, 1 � q < n (число q выбирается

особым образом и в сравнении с n достаточно мало). ПустьWq —
множество всех наборов вида {j1, j2, ..., jq}, где jt ∈ {1, 2, ...,n}
при t ∈ {1, 2, ..., q} и j1 < j2 < ... < jq. Случайным образом вы-
бираются наборы из Wq. Каждый такой набор W = {j1, j2, ..., jq}
определяет подматрицу T ′

W в T ′, образованную столбцами с
номерами j1, j2, ..., jq.

К матрице T ′
W применяется алгоритм A2, который строит

все тупиковые тесты для TW . Выбор некоторой совокупности
случайных наборов из Wq и приводит к построению случайной
выборки из �t (T ′).

Пусть i ∈ {1, 2, ...,h}, где h — число строк в матрице
сравнения LT ′ для T ′

u, Ui — совокупность всех наборов вида
{l1, l2, ..., li}, lt ∈ {1, 2, ...,h} при t ∈ {1, 2, ..., i} и l1 < l2 < ... < li.

Пусть u ∈ Ui. Тупиковый тест для T ′ такой, что
σ = {j1, j2, ..., jr}, называется u-тестом, если в u можно
указать числа l1, l2, ..., lr такие, что элементы с номерами
N [l1, j1] ,N [l2, j2] , ...,N [lr, jr] образуют совместимое множество
в LT ′ . Совокупность всех u-тестов матрицы T ′ обозначаем через
� (T ′,u).

Алгоритм A1 быстро работает на таких таблицах, у которых
число строк много меньше числа столбцов. Поэтому предла-
гаемый стохастический алгоритм построения тупиковых тестов
для T ′ использует не случайные наборы из Wq, а случайные
наборы из Ui. Каждый такой набор u = {l1, l2, ..., li} определяет
подматрицу LT ′ (u) матрицы LT ′ , образованную строками с но-
мерами l1, l2, ..., li. Матрица LT ′ (u) обрабатывается при помощи
алгоритма A1, который строит � (T ′,u). Обработка некоторой
совокупности случайных наборов из Ui приводит к построению
случайной выборки из �t (T ′).

Эта схема в деталях отличается от схемы В.Е. Кузнецова,
в то время как при нахождении меры важности признака оказы-
вается, что при определенных условиях оба подхода почти всегда
эквивалентны детерминированному подходу.



1.2. Тесты для матриц с заданным графом сравнения 19

Точнее. Пусть �t,j (T ′) — множество всех тупиковых тестов,
содержащих признак xj , а �j (T ′,u) — множество тупиковых
тестов в � (T ′,u), содержащих признак xj , тогда наряду с ин-

формационным весом p (xj) = |�t,j (T ′)|
|� (T ′)| .

Введем величины:

p (xj) = |�t,j (T ′)|
|� (T ′)| ,

pi (xj) = 1

Ci
n

∑
u∈Ui

|�i (T ′,u)|
|� (T ′,u)| ,

pi (xj) =

∑
u∈Ui

|�i (T ′,u)|∑
u∈Ui

|� (T ′,u)|
,

pi (xj ,u) = |�i (T ′,u)|
|� (T ′,u)| ,

где u ∈ Ui.
Теорема 1.1.2. Если u ∈ Ui, n � k(m1m2)

β
, β < 1/3, и при m,n→

→∞ имеет место:

lnk(m1m2)
lnk n

→ 0,
ln3 n

i
→ 0,

то почти для всех матриц T ′ из M (k)
m̃,n,s при n → ∞ справед-

ливо
p (xj) ∼ pi (xj) ∼ pi (xj) ∼ lnk n

2n
.

Эта теорема устанавливает асимптотическую эквивалент-
ность стохастического и детерминированного подходов в тесто-
вых алгоритмах распознавания, использующих в функционалах
принятия решений веса признаков.

1.2. Тесты для матриц с заданным графом сравнения

Здесь мы изложим основные результаты А.Е. Андреева по
задачам 1, 2, 6, 8, 9, которые существенно усиливают результаты
Е.В. Дюковой.

Введенные ранее понятия теста, тупикового теста и другие в
более общей ситуации, которая рассматривается здесь, нуждают-
ся в уточнениях. С этой целью введем необходимый формализм.
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Для множеств A и B полагаем AB = {f : f : B → A}. Если
f ∈ AB и C ⊆ B, то f(C) = {b : b = f(a), a ∈ C}; а если a ∈ A
и C ⊆ A, то f−1(a) = {b : b = f(a)} и f−1(C) =

⋃
a∈C f

−1(a).
Пусть 〈AB〉 = {f : f ∈ AB , f(B) = A}, т. е. имеем множество
сюръективных отображений из B на A. Для f ∈ AB и g ∈ BC

полагаем f ◦ g ∈ AC и (f ◦ g)(x) = f(g(x)). Пусть A ⊗ B —
множество упорядоченных пар (a, b), где a ∈ A, b ∈ B; а A×B —
соответствующее множество неупорядоченных пар {a, b}, причем
таких, что a �= b. Полагаем A(2) = A×A, а |A| означает мощность
конечного множества A.

Пусть E = {0, 1}. Если A некоторое конечное множество, то
через 1A и 0A обозначаем, соответственно, тождественные 1 и
0 из EA; если x, y ∈ A, то полагаем 1Ax (y) = 1, если x �= y, и
1Ax (y) = 0, если x = y; считаем, что 0Ax = 1Ax ⊕ 1A, x ∈ A, где ⊕ —

сложение по mod 2. Положим ẼA = {1Ax : x ∈ A}, EA= ẼA ∪ {1A}.
Знаки � и <, связывающие функции из EA, относятся к

стандартной по-элементной упорядоченности на этом множестве.
Если a, b ∈ EA, то положим: a↔ b = a⊕ b⊕ 1A; |a| = |a−1(1)|;

ρ(a, b) = |a⊕ b| = |A| − |a↔ b|.
Напомним, что через Nm обозначается множество {1, 2, . . .

. . . ,m} для m � 1. Будем отождествлять наборы из En, n-
мерного бинарного куба, с отображениями из ENn . То есть i-я
координата набора a есть значение отображения a(i), и вооб-
ще в дальнейшем, когда это удобно, мы будем рассматривать
упорядоченные наборы длины n элементов какого-либо мно-
жества A как отображения из ANn . Положим E∗ =

⋃∞
n=1E

n,
Enr = {x : x ∈ En, |x| = r} — r-й слой n-мерного бинарного куба,
En,r = {(a, b) : a, b ∈ En, a|Nr = b|Nr}. Полагаем, что: 1n = 1Nn —
единичный набор, 0n = 0Nn — нулевой набор; 1ni = 1Nn

i — набор

единичный во всех компонентах, кроме i-й; 0ni = 0Nn
i — набор с

одной единицей на i-м месте, i ∈ Nn; Ẽn = ẼNn — предпоследний
слой бинарного куба, En = ENn — два последних слоя бинарного
куба. Если S ⊆ En, то положим diamS = max

a,b∈S
|a⊕ b|

Пусть a ∈ En, определим отображение ηa из N
N|a|
n , поло-

жив ηa(i) = k, если i =
∑k

j=1 a(j) и
∑k−1

j=1 a(j) < i. Функция
ηa говорит, на каких местах в наборе a стоят единицы. Для a
из En определим также отображение πa из (E|a|)En

, положив
πa(b) = b ◦ ηa. Эта функция имеет следующую интерпретацию.
Пусть a, b ∈ En, если выписать набор b и вычеркнуть координа-
ты, соответствующие нулям набора a, то получим запись набора
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b ◦ ηa, т. е. функция πa(b) говорит, какие значения в наборе b
стоят в тех местах, где в наборе a стоят единицы.

Теперь введем ряд обозначений, связанных с графами.
Через P(G) и X(G) обозначим множество вершин и, соот-

ветственно, ребер графа G; считаем, что X(G) ⊆ P(G)(2), т. е.
рассматриваем графы без петель и кратных ребер.

Пусть далее γG(x) — степень вершины x, Δ(G) — макси-
мальная степень вершины, χ(G) — хроматическое число, т. е. ми-
нимальное число красок, в которые можно раскрасить вершины
графа G таким образом, чтобы каждое ребро соединяло вершины
с разной окраской.

Под m-раскраской графа G мы будем понимать отображение
из 〈(Nm)P(G)〉, т. е. вершины графа окрашиваются m красками,
причем каждая из красок используется.

Через k(G) обозначим число нетривиальных компонент, счи-
тая нетривиальной компоненту, содержащую не менее двух вер-
шин.

Полагаем p(G) = |P(G)|, q(G) = |X(G)|, p∗(G) = p(G) −
− k(G) + 1.

Если U ⊆ P(G), то, когда не оговорено противное, GU —
подграф, порожденный множеством вершин U , т. е. P(GU ) = U ,
X(GU ) = X(G) ∩ U (2).

Если Q ⊆ X(G), то, когда не оговорено противное, GQ —
подграф такой, что P(GQ) = P(G), X(GQ) = Q, т. е. граф GQ

получается из графа G выбрасыванием ребер, не принадлежа-
щих Q.

Через SG(a) обозначим множество вершин, смежных с вер-
шиной a.

Если f ∈ 〈AP(G)〉, то через f ◦ G обозначим такой граф, что
P(f ◦ G) = A и {a1, a2} ∈ X(f ◦ G) тогда и только тогда, когда
существует b1 из f−1(a1) и b2 из f−1(a2), смежные в графе G.

Мы будем говорить, что граф G′ получен из графа G отож-
дествлением множества вершин U , если имеется f из P(G′)P(G)

такая, что G′ = f ◦ G и существует a из P(G′) такая, что
f−1(a) = U и для любой b из P(G′)\{a} выполнено |f−1(b)| = 1.

Мы говорим, что граф G′ получен из графа G, удалением
множества вершин U , и множества ребер Q, если P(G′) =
= P(G)\U и X(G′) = X(G)\U (2)\Q. Если Q = ∅ или U = ∅,
то говорим, что G′ получен удалением множества вершин или
соответственно множества ребер.
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Пусть d(r,G) — число остовных r-реберных лесов графа G.
Напомним, что остовный лес графа G — это лес, составленный
из ребер графа G и покрывающий все вершины графа G.

Пусть имеется конечное множество U и система его под-
множеств M = {V1,V2, . . . ,Vk}, являющаяся покрытием U , т. е.⋃k
i=1 Vi = U . Через G(M) обозначим граф с множеством вершин

U и множеством ребер U (2)\(⋃ki=1 V
(2)
i ), т. е. ребра соединяют

две вершины, если они принадлежат разным подмножествам
покрытия.

Если U — конечное множество, то бинарными U -таблицами,
имеющими n столбцов, мы будем называть отображения из
(En)U , т. е. каждому элементу U соответствует некоторая строка
из 0 и 1 длины n.

Если T ∈ (En)U , то через T ∗ обозначим такое отображение
из EU⊗Nn , что T ∗(a, i) = (T (a))(i), (a, i) ∈ U ⊗Nn, т. е. T ∗(a, i)
— это значение, стоящее в таблице на пересечении i-го столбца
и строки, соответствующей a. Положим также Tm,n = (En)Nm и
Tm1,m2,n = Tm1,n ⊗ Tm2,n.

Через T ∗∗ обозначим такое отображение из (EU )Nn , что
T ∗(a, i) = (T ∗∗(i))(a), (a, i) ∈ U ⊗ Nn, т. е. T ∗∗ — отображение,
соответствующее таблице, полученной транспонированием таб-
лицы T .

Если M — покрытие U , то через TM,n обозначим множество
пар (T ,M), где T ∈ (En)U ; если P(G) = U , то через TG,n обо-
значим множество пар (T ,G), где T ∈ (En)U .

Обобщим ранее введенное понятие теста до понятия G-теста,
но для краткости сохраним за ним термин тест.
Определение 1.2.1. Пусть имеется конечное множество U , его
покрытие M = {V1,V2, . . .Vk}, граф G с множеством вершин U .
Набор a из En назовем:

1) тестом пары (T ,M) из TM,n, если для любых a1, a2 из U
таких, что T (a1) ↔ T (a2) � a, найдется i из Nk такое, что
a1, a2 ∈ Vi;

2) тестом пары (T ,G) из TG,n, если ни для каких смежных
вершин a1, a2 графа G не выполнено T (a1)↔ T (a2) � a;

3) тестом таблицы T из (En)U , если ни для какого b из U
не выполнено T (b) � a.

Поясним это определение. Пусть дана U -таблица T с n столб-
цами и a ∈ En. Будем считать, что вектор a задает множество
столбцов, соответствующих единицам вектора a. Если вспом-
нить, что a ↔ b, где a, b ∈ En, есть вектор из En, у которого 1
стоят на тех и только тех местах, где вектора a и b совпадают,



1.2. Тесты для матриц с заданным графом сравнения 23

то условие T (a1) ↔ T (a2) � a означает, что строки таблицы,
соответствующие a1 и a2 на столбцах, задаваемых вектором a,
совпадают. Тогда множество столбцов, задаваемое вектором a,
является

1) тестом пары (T ,M) из TM,n, если из того, что строки a1,
a2 таблицы T совпадают на этом множестве столбцов, сле-
дует, что a1, a2 принадлежат одному элементу покрытия;

2) тестом пары (T ,G) из TG,n, если для любых смежных
вершин a1, a2 графа G строки a1, a2 различаются на этом
множестве столбцов;

3) тестом таблицы T из (En)U, если в таблице T нет строки,
у которой во всех позициях из данного множества столбцов
стоят 1.

Определение 1.2.2. Тест a пары (T ,M) (пары (T ,G), таблицы
T ) назовем тупиковым, если никакой набор b из En такой, что
b < a, не является тестом пары (T ,M) (пары (T ,G), таблицы T ).

Пусть имеется таблица T из (En)U . Определим U (2)-таблицу
T (2), положив T (2)({a1, a2}) = T (a1)↔ T (a2). Для пары (T ,G) из
TG,n положим TG = T (2)|X(G) и назовем ее таблицей сравнения
этой пары; для пары (T ,M) из TM,n, где T — U -таблица, а M
— покрытие множества U , положим TM = TG(M) и назовем ее
таблицей сравнения пары (T ,M).

Непосредственно из определения следует предложение.
Утверждение 1.2.3. Следующие условия эквивалентны:

1) набор a является тестом (тупиковым тестом) пары
(T ,M) где T — U -таблица, а M — покрытие U ;

2) набор a является тестом (тупиковым тестом) пары
(T ,G(M));

3) набор a является тестом (тупиковым тестом) таблицы
TM.

Определение 1.2.4. Набор x ∈ En назовем тестом пары таб-
лиц (T1,T2) ∈ (En)A ⊗ (En)B , если ни для каких a ∈ A и b ∈ B
не выполнено неравенство T1(a) ↔ T2(b) � x. Тест x назовем
тупиковым, если никакой y ∈ En такой, что y < x, не является
тестом.

Для пары τ = (T1,T2) ∈ (En)A ⊗ (En)B через Fτ обозначим
функцию из EE

n
, равную 1 на наборах, являющихся тестами

пары τ , и 0 — в противном случае. Через θ(f) будем обозначать
множество единиц булевской функции f .

Пару τ = (T1,T2) ∈ Tm1,m2,n назовем a-продолжаемой в сто-
рону T1, если a ∈ En\T1(Nm1

) и Fτ = Fτ ′ , где τ ′ = (T ′
1,T2) ∈

∈ Tm1+1,m2,n, T1|Nm1
= T1,T1(m1 + 1) = a. Если для некоторого a
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пара τ продолжаема в сторону T1, то назовем ее продолжаемой
в сторону T1. Через T n1,a

m1,m2,n
и T n1

m1,m2,n
обозначим множества

a-продолжаемых и соответственно продолжаемых в сторону T1
пар из Tm1,m2,n. Число a таких, что пара τ a-продолжаема в
сторону T1, назовем длиной продолжения.

Определим F из (0, 1)(0,1/2) и G из (1/2, 1)(0,1), положив
F (x) = (1R)(1 + 2x) ln(1 + 2x) + (1 − 2x) ln(1 − 2x), G(x) =
= 1/2 + F−1(x), где ln обозначает логарифм по основанию 2.

Пусть имеются f1 из |R||R|2 и f2 из |R||R|3.
Будем говорить, что для почти всех таблиц из (En)v выпол-

нено некоторое свойство, если:
1) f1(|v|,n) � 0;
2) предел максимума доли таблиц из (En)v по n → ∞, для

которых не выполнено это свойство по всем v, для которых
f1(|v|,n) � 0, равен 0.

Аналогично определяется выполнение свойства для почти
всех пар таблиц из (En)A ⊗ (En)B при условии f2(|A|, |B|,n) � 0,
а также когда условие f1(|A|,n) � 0 или f(|A|, |B|,n) � 0 заме-
няется на условие выполнения нескольких неравенств.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1.2.5. Имеется ε ∈ (0, 1/16).

(1) Если m2 � 2εn и G((lnm2)/n) − (lnm1m2)/n − ε � 0, то
почти все пары (T1,T2) из Tm1,m2,n не продолжаемы в
сторону T1.

(2) Если m2 > 2εn, m1 � 2(1−ε)n и G((lnm2)/n) −
− (lnm1m2)/n � 0, то почти все пары (T1,T2) из Tm1,m2,n
продолжаемы в сторону T1 и длина продолжения ∼ 2n.

Из формулы Стирлинга легко получить
Утверждение 1.2.6. Имеется ε ∈ (0, 1/4). Если n/2 � r � (1−
− ε)n, то (

n

r

)
� 1√

n
2F (r/n−1/2)n2n.

Если (1/2 + ε)n � r � (1− ε)n, то
n∑
k=r

(
n

k

)
=
(
n

r

)
.

Таблицу X из (En)A будем называть разбиением, если
0n /∈ X(A) и для любых различных a1, a2 из A выполнено
X(a1)&X(a2) = 0n.

Разбиение X называем разбиением набора y, если y =
=
∨
a∈AX(a). Набор S из En называется (X,λ)-регулярным,
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где X — разбиение из (En)A, а λ ∈ (0, 1), если для лю-
бого a из A выполнено |S&X(a)| =]λ|X(a)|[ и, кроме того,
S
∨
a∈A(

∨
X(a)) = 1n.

Пусть имеется таблица B из TN ,n и набор y из En. Поло-
жим X0 ∈ T1,n, X0(1) = yk; для k из NN построим Xk из Tk,n,
положив Xk(a) = y&(

∧
i=1B(i)a(i)), где Bσ = B, если σ = 1, и

Bσ = B ⊕ 1n, если σ = 0.
Таблицу B назовем (λ, y)-регулярной, если X0,X1, . . .XN

являются разбиениями, и для k из NN набор B(k) является
(Xk−1,λ)-регулярным.

Таблицу T из (En)A назовем (λ, ρ,n)-регулярной, где n ∈ N, а
λ, ρ ∈ (0, 1), если для любого X из En и любого y из En такого,
что |y| > ρn, существует отображение f из ANN такое, что
таблица X ↔ (T ◦ f) является (λ, y)-регулярной, где ◦ обозначает
композицию функций.

Легко видеть, что верно
Утверждение 1.2.7. Пусть таблица B из TN ,n является
(λ, y)-регулярной. Тогда если для некоторого c из En выпол-
нено y&B(k) � B(m) ↔ c и y&B(c) � B(t) ↔ c, причем k �= l,
t �= m, k �= m, то верно, что k = t, l = m.

Отсюда вытекает
Утверждение 1.2.8. Пусть таблица B из TN ,n является (λ, y)-
регулярной. Тогда если для некоторого c из En выполнено

y&B(ki) � B(mi)↔ c, i = 1, 2, 3,

причем k1, k2, k3 попарно различны и k1 �= m1, то верно, что
m1 = m2 = m3.

Отсюда следует
Утверждение 1.2.9. Пусть таблица B из (En)Nn является
(λ, y)-регулярной, N � 3. Тогда если для некоторого c из En
выполнено

y&B(ki) � B(mi)↔ c, i ∈ Ns, s � 3,

причем k1, . . . , ks попарно различны, то либо m1 = m2 = . . . =
= ms, либо ki = mi, i ∈ Ns.

Пусть имеется таблица T из (En)A и m ∈ N, тогда положим

l1(T ,m) = min
m⊆A,|M |�m

|
∨
a∈M

T (a)|,

l2(T ,m) = max
m⊆A,|M |�m

|
∨
a∈M

T (a)|.

Непосредственно из определения (λ, y)-регулярности вытекает
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Утверждение 1.2.10. Пусть таблица B из TN ,n является
(λ, y)-регулярной. Если m ∈ NN , то

l1(y&T ,m) � (1− (1− λ)m)|y|,
l2(y&T ,m) � (1− (1− λ)m)|y|+N.

Если 0 < a < |y| и N � (ln(1− a

|y|))/ ln(1− λ), то

l1

(
y&B,

](
ln
(
1− a

|y|

))
/ ln(1− λ)

[)
� a.

Отсюда вытекает
Утверждение 1.2.11. Пусть таблица B из TN ,n является
(λ, y)-регулярной. Имеется c из En, 0 < |c| < |y|. Если для по-
парно различных k1, . . . , ks из NN выполнено либо y&B(ki) � c,
y&B(ki) � B(ki)↔ c, i ∈ Ns, либо y&B(ki) � c, i ∈ Ns, то

s �](ln(1− |c|/|y|)/ ln(1− λ))[.

Из утверждений 1.2.9 и 1.2.11 вытекает
Утверждение 1.2.12. Пусть таблица B из TN ,n является
(λ, y)-регулярной. Пусть k1, . . . , ks из NN попарно различны.
Имеется a, 0 < a < |y|, и ](ln(1 − a/|y|))/ ln(1 − λ)[� α. Име-
ются m1, . . . ,ms из NN . Пусть для некоторых c1, . . . , cs из En
выполнено либо |ci| � a, y&B(ki) � ci, i ∈ Ns, либо |ci| � a,
|ci ↔ B(mi)| � a, y&B(ki) � B, (mi)↔ ci, тогда среди наборов
c1, . . . , cs имеется не менее, чем (](ln(1− a)/|y|))/ ln(1− λ)[)−1s
попарно различных.

Легко видеть, что верно
Утверждение 1.2.13. Пусть таблица B из TN ,n является
(λ, y)-регулярной и B(k1) � B(k2) ↔ B(k3), то обязательно
выполнено k2 = k3.

Пусть имеется δ из (0, 1/16). Полагаем d = (1/2)(1 − G(1 −
− δ)) и

æ = [F (1/2− d)/(F (1/2− d)(1− δ/2))] + 1.

Считаем, что N > 1/d. Если m�2δn и m1m2 � 2(1−δ)n, то через
T Nm1,m2,n

обозначим множество пар (T1,T2) из Tm1,m2,n таких, что:
1) таблица T2 является (G((lnm2)/N − 1/N , 1 − 1/2N ,N)-

регулярной;
2) l2(T1 ↔ T2, 1) � G((lnm1m2)/n)n, где T1 ↔ T2 ∈
∈ (En)Nm1

⊗Nm2 , (T1 ↔ T2)(k1, k2) = T1(k1)↔ T2(k2);
3) если A ⊆ Nm1

и |A| � æ, то diamT1(A) � dn.
Пользуясь ранее доказанным, можно показать, что
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Утверждение 1.2.14. Если m2 � 2δn и m1m2 � 2(1−δ)n, то
для почти всех пар (T1,T2) из Tm1,m2,n верно, что (T1,T2) ∈
∈ T Nm1,m2,n

.
Положим T N ,a

m1,m2,n
= T Nm1,m2,n

∩ T n,am1,m2,n
. Пусть γ(æ,N) =]æ +

+ 1 + ln((æ− 1)!) + lnN [.
Существенно используя результаты утверждений 1.2.6–

1.2.13, можно показать, что выполняется
Утверждение 1.2.15. Если m2 � 2δn и m1m2 � 2(1−δ)n, то

|T N ,a
m1,m2,n

| � 2n(m1+m2)2æn2n
N∑

k=]Ω1(N)[

(
m1m22

−G(
ln m2

n − 1
N )n
)k
.

Пусть также имеется ε из (0, 1/16). Существует N0 такое, что
для N � N0 верно, что G((lnm2)/n− 1/N) � G(lnm2/n)− ε/2.
Таким образом, если G((lnm2)/n)− (lnm1m2)/n− ε � 0, то

|T N ,a
m1,m2,n

| � 2n(m1+m2)2æn2n
N∑

k=]Ω1(N)[

(2−(ε/2)n)k �

� 2n(m1+m2)2æn2n2−(ε/2)]Ω1(N)[n.

Так как lim
N→∞

Ω1(N) = ∞, то для некоторого N выполне-

но |T N ,a
m1,m2,n

| � 2n(m1+m2)2−2n. Учитывая результат утверждения
1.2.14, получаем, что

|T nm1,m2,n
| � |Tm1,m2,n\T Nm1,m2,n

|+ 2n|T N ,1n

m1,m2,n
| � 2n(m1+m2).

Таким образом, доказан пункт (1) теоремы.
Легко видеть, что выполняется

Утверждение 1.2.16. Имеется пара τ = (T1,T2) из Tm1,m2,n.
Длина продолжения пары τ в сторону T1 не менее, чем

2n −m1 −m2|θ(Fτ )|.
Посредством не очень сложных выкладок можно получить,

что если 2δn � m2 � 2(1−δ)n и G((lnm2)/n)− (lnm1m2)/n � 0,
то для почти всех пар τ из Tm1,m2,n верно, что |θ(Fτ )| � 2n/m2.
Откуда, пользуясь утверждением 1.2.16, получаем пункт (2) тео-
ремы 1.2.5.

Пусть N, R и R+, соответственно, — множества натуральных,
действительных и положительных действительных чисел. Если
f , g ∈ RA, где A конечно, то полагаем Mf = |A|−1

∑
a∈A f(a),

cov(f , g) = M((f − Mf)(g − Mg)), Df = M(f − Mf)2. Полагаем, что
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M суть множество таких непрерывных отображений α из R
R+
+ ,

что lim
x→∞α(x) = 0. Тогда пусть B = {D : D = 1/α, α ∈M}.
Пусть имеются функции f1, f2 из RB и f3 из R+

B и A ⊆ B.
Если a ∈ A, то пишем f1(a)�©f3(a)

f2(a) в том случае, если
существует C из R+ такое, что для всех a из A, для которых
верно f3(a) � C, выполнено f1(a) � f2(a).

Если для a из A верно f1(a)�©f3(a)
f2(a) и f2(a)�©f3(a)

f1(a), то
пишем f1(a)=©f3(a)

f2(a).
Если существует такое α из M, что для a из A верно

f1(a)�©f3(a)
f2(a) + α(f3(a))|f2(a)|, то говорим, что для a из A

верно f1(a) � f3(a)f2(a) (f1(a) не превосходит f2(a) асимптотиче-
ски при f3(a) →∞).

Если для a из A верно f1(a) � f3(a)f2(a) и f1(a) � f3(a)f2(a),
то f1(a) ∼ f3(a)f2(a) (асимптотически равны при f3(a)→∞).

Если для некоторого α изM выполнено f1(a)�©f3(a)
α(f3(a))×

× f2(a), то пишем f1(a)� f3(a)f2(a) (считаем, что f1(a)�©f3(a)
0).

Полагаем f1(a) = of3(a)(f2(a)), если f1(a)� f3(a)f2(a).
Если существует положительное C, что для a из A верно

f1(a) � C · f2(a), то пишем f1(a) ≺ f2(a).
Если же верно лишь f1(a)�©f3(a)

C · f2(a), то пишем
f1(a) ≺f3(a) f2(a).

Полагаем f1(a) � f2(a), если f1(a) ≺ f2(a) и f1(a) � f2(a);
f1(a) �f3(a) f2(a), если f1(a) ≺ f3(a)f2(a) и f1(a) � f3(a)f2(a).

Пишем f1(a) = O(f2(a)), если f1(a) ≺ f2(a) и f1(a) =
= Of3(a)(f2(a)), если f1(a) ≺ f3(a)f2(a) (считаем,что f1(a)�©f3(a)

0).
В дальнейшем часто будет встречаться фраза: если f1(a) �

� f3(a)f2(a), то . . . . Она означает следующее: пусть имеется
множество A, A ⊆ B, такое, что, если a ∈ A, то f1(a) � f3(a)f2(a);
тогда, если a ∈ A, то . . . . Аналогичный смысл имеют в таких слу-
чаях и другие значки и их комбинации. Отметим, что множество
A обычно будет задаваться неявно — наложением каких-либо
условий на элементы B. Например так: если f4(a) � f5(a), то
f1(a)�©f3(a)

f2(a); где f4(a), f5(a) ∈ RB. Условие f4(a) � f5(a) в
этом случае понимается, как a ∈ {b : b ∈ B, f4(b) � f5(b)}.

Пусть каждому элементу a множества B поставлено в со-
ответствие множество Ka, имеется функция f из RB

+ и на
элементах множества K∗ = ∪a∈AKa задано некоторое свойство.
Мы будем говорить: если a ∈ A, то для почти всех при f →∞
объектах из Ka выполнено это свойство в том случае, когда
существует α из M такое, что для любого a из A доля объектов
из Ka, для которых оно не выполнено, не превосходит α(f(a)).
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Пусть каждому a из B поставлены в соответствие еще и
функции f1

a и f2
a из RKa . Будем говорить: если a ∈ A, то

f1
a

п.в.
� f(a) f

2
a (для почти всех не превосходит), в том случае, если

для почти всех при f →∞ объектов b из Ka верно f1
a (b) � f2

a (b).

Говорим: если a ∈ A, то f1
a

п.в.
� f(a) f

2
a (асимптотически для почти

всех не превосходит) в том случае, если для некоторой α из

M верно, что для a из A выполнено f1
a

п.в.
� f(a) f

2
a (1 + α(f(a))).

Значки
п.в.= f(a),

п.в.∼ f(a) вводятся на основе уже определенных ана-
логично =©f(a) и ∼ f(a). Полагаем lnx = ln2 x.

Будем считать функцию
(n
r

)
(число сочетаний) определенной

для любой пары (n, r) из R+ ⊗ R. Если r < 0 или r > n, то
полагаем

(n
r

)
= 0, в противном случае считаем, что

(n
r

)
= Γ(n+

+ 1)/(Γ(r + 1)Γ(n− r + 1)), где Γ— гамма-функция.
Пусть ω(x) = (lnx− ln lnx)/2, θ(x) = lnx− ln ln lnx и

H(m, r) = exp(−m · 2−r)(1− exp(−m · 2−r))r.

Положим Ĥ(n, m, x) =
(n
x

)
H(m, x) для действительного x,

натуральных m и n таких, что 0 � x � n− 1.
Если существует, и притом единственное, относительно x

решение уравнения Ĥ(n,m,x+ 1) = Ĥ(n,m,x− 1) из интервала
(1,n − 1), то полагаем r(n,m) равным этому решению, иначе
полагаем r(n,m) = 1.

Пусть ε ∈ (1, 1/16), D ∈ B и D(n)�©n ln ln lnn. Положим
функцию Φ1

D(G, n) равной:

�)
( n
p∗(G)−1

)
d(p∗(G) − 1, G)(p∗(G) − 1)! · 2(p∗(G)−1)2 , если

q(G) < D(n) ln2 n, p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n);

�)
] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑

r=[ω(n)−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r! 2−r

2

, если q(G) <

< D(n) ln2 n, p∗(G)− 1 > ω(n)−D(n);

�)
]ω(n q(G))+D(n)[∑

r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)
(q(G) 2−r)r, если q(G) � D(n) ln2 n.

Положим:
�) r̂1D(G, n) = r̂2D(G, n) = p∗(G) − 1, если q(G) < D(n) ln2 n,

p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n);
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�) r̂1D(G, n) = [ω(n) − D(n)], r̂2D(G, n) =] min(p∗(G) −
− 1, ω(n q(G)) + D(n))[, если q(G) < D(n) ln2 n,
p∗(G)− 1 > ω(n)−D(n);

�) r̂1D(G, n) = [ω(n q(G)) − D(n)], r̂2D(G, n) =]ω(n q(G)) +
+D(n)[, если q(G) � D(n) ln2 n.

Положим:
�) r1D, ε(n, m) = [r(n, m) − D(n)], r2D, ε(n, m) =]r(n, m) +

+D(n)[, если m < n1+ε;
�) r1D, ε(n, m) = r2D, ε(n, m) − 1 = [r(n, m)], если n1+ε � m <

< 24 ln2 n;

�) r1D, ε(n, m) = r2D, ε(n, m)− 1 = [θ(m)], если m � 24 ln2 n.

Пусть, далее,

Φ2
D, ε(n, m) =

r2D, ε(n,m)∑
r=r1D, ε(n,m)

(
n

r

)
·H(m, r).

Положим
�) r̃1D, ε(G, n) = r̂1D(G, n), r̃2D, ε(G, n) = r̂2D(G, n), если q(G) �

� n1−ε;
�) r̃1D, ε(G, n) = r1D, ε(n, q(G)), r̃2D, ε(G, n) = r2D, ε(n, q(G)), ес-

ли q(G) > n1−ε.
Пусть

ΦD, ε(G, n) =
{

Φ1
D(G, n), если q(G) � n1−ε,

Φ2
D, ε(n, q(G)), если q(G) > n1−ε.

Значения функций ϕттG,n, ϕ
тт
G,n, r и ϕтG,n,r на матрице T равны, со-

ответственно, числу тупиковых тестов, числу тупиковых тестов
длины r и числу тестов длины r пары (T ,G).

Следующее утверждение дает описание асимптотического по-
ведения числа тупиковых тестов для почти всех таблиц.
Теорема 1.2.17. Если ε ∈ (0, 1/16), 0 < c1 < c2, D ∈ B и
D(n)�©n ln ln lnn, то:

1) при 1 � q(G) � 2n(1−ε) выполнено

ϕттG,n
п.в.∼ n

r̃2D, ε(G,n)∑
r=r̃1D, ε(G,n)

ϕттG,n, r
п.в.∼ n ΦD, ε(G, n);
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2) при q(G) � 2nD(n) выполнено ϕттG,n
п.в.= n 0;

3) не существует такой действительной функции f , опре-
деленной на множестве пар (G, n), G— граф, n ∈ N,
что при c1 2n � q(G) � c2 2

n выполнено ϕттG,n
п.в.∼ n f(G, n)

(либо ϕттG,n
п.в.= n f(G, n)).

Определим на (En)P(G) функцию Lmin
G,n, положив Lmin

G,n(T )
равной n + 1, если пара (T ,G) не имеет тестов, и равной

min{r : ϕтG,n,r(T ) �= 0} в остальных случаях. Пусть L̂min
G,n — огра-

ничение Lmin
G,n на множество таких таблиц T , что пара (T ,G)

имеет тесты. Полагаем

S(b, a) = ln b− ln ln
(
a

ln b

)
,

S1(b, a) = ln b− ln ln
(

a

S(b, a)

)
.

Пусть имеются ε из (0, 1/16); λε из (1/2, 1) — решение
уравнения

(1− ε) · λ+ λ · lnλ+ (1− λ) · ln(1− λ) = 0;

D из B, D(n)�©n ln lnn.
Положим функцию L1

D,ε(G,n) равной:
• ] lnχ(G)[, если p∗(G) � (lnn) ln lnn или (lnn) ln lnn <
< p∗(G) � (lnn)D(n) и χ(G) < 2((lnn) · ln lnn)3/4;

•
[
S1

((χ(G)
2

)
,n
)

+ ε
]
, если (lnn) ln lnn < p∗(G) � (lnn)D(n) и

χ(G) � 2((lnn) · ln lnn)3/4;
• [S(Δ(G),n) + ε], если (lnn)D(n) < p∗(G), q(G) < 2n·λε и

Δ(G) > (1− ε)q(G)(ln q(G))/ ln
(

n

ln q(G)

)
;

• [S(q(G),n) + ε], если (lnn)D(n) < p∗(G), q(G) < 2n·λε и

Δ(G) � (1− ε)q(G)(ln q(G))/ ln
(

n

ln q(G)

)
или, если (lnn)D(n) < p∗(G) и 2n·λε � q(G) < 2n/(lnn)D(n).

Положим функцию L2
D,ε(G,n) равной:

• ] lnχ(G)[, если p∗(G) � lnn−D(n);
• ] ln max(χ(G), 2D(n))[, если lnn − D(n) < p∗(G) � lnn +

+D(n);
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• ] ln p∗(G)[, если lnn+D(n) < p∗(G) � (lnn) ln lnn;
•
[
S1

(
2 ·
(p∗(G)

2

)
,n
)

+ ε
]

+ 1, если (lnn) ln lnn < p∗(G) �
� (lnn)D(n);

• [S(q(G),n) + ε] + 1, если p∗(G) > (lnn)D(n), q(G) �
� 2n/(lnn)D(n).

Пусть x, 1 � x � 2 lnn, таково, что q(G)=
(
2n · ln

(n
x

))
/(2x−1).

Тогда положим функцию L̂1
D,ε(G,n) равной:

• [n− x+ ε], если 2n/(lnn)D(n) � q(G) < 2n lnn;
• n− 1, если 2n · lnn � q(G) < 2n · (lnn+D(n));
• n, если q(G) � 2n · (lnn+D(n));

и функцию L̂2
D,ε(G,n) равной:

• L̂1
D,ε(G,n) + 1, если 2n/(lnn)D(n) � q(G) < 2n(lnn+D(n));

• L̂1
D,ε(G,n), если q(G) � 2n(lnn+D(n)).

Следующее утверждение описывает поведение длин мини-
мальных тестов.
Теорема 1.2.18. Если ε ∈ (0, 1/16), D ∈ B и D(n)�©n ln lnn, то:

1) при 1 � q(G) � 2n/(lnn)D(n) выполнено

L1
D,ε(G,n)

п.в.
� n L

min
G,n

п.в.
� n L

2
D,ε(G,n);

2) при (lnn)D(n) � q(G) � 2n/(lnn)D(n) и q(G) � p∗(G)1+ε
выполнено

[S(q(G),n) + ε]
п.в.
� n L

min
G,n

п.в.
� n [S(q(G),n) + ε] + 1;

3) при q(G) � 2n/(lnn)D(n) выполнено

L̂1
D,ε(G,n)

п.в.
� n L̂

min
G,n

п.в.
� n L̂

2
D,ε(G,n).

Опишем процедуру построения тупиковых тестов.
Назовем прямоугольной m × n-решеткой декартово произ-

ведение Nm,n = Nm ⊗Nn. Под таблицей T , имеющей m строк
и n столбцов, наряду с ранее введенными понятиями, понимаем
также отображение T : Nm,n → E. Полагаем

Tm,n = ENm,n , T∗ =
⋃

(m,n)∈N2

Tm,n.

Если T ∈ Tm,n, то через T̂ обозначим таблицу из TNm,n такую,

что (T̂ (k))(l) = T (k, l) для любой пары (k, l) из Nm,n. Набор x
назовем тестом или тупиковым тестом таблицы T из Tm,n,
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если он является тестом или, соответственно, тупиковым тестом

таблицы T̂ . Полагаем Lm,n = (Em \ {0m})⊗ (En \ {0n}). Каждой
паре (a, b) из Lm,n соответствует подрешетка a−1(1) ⊗ b−1(1)
решетки Nm,n.

Если имеется графическое изображение таблицы T из Tm,n

и пара (a, b) из Lm,n, то, удалив строки, соответствующие нулям
набора a, и столбцы, соответствующие нулям набора b, получим
график таблицы T ◦ (ηa, ηb) из T|a|,|b|, где

(T ◦ (ηa, ηb))(i, j) = T (ηa(i), ηb(j)).

Считаем, что T (a,b) = T ◦ (ηa, ηb), T(a,b) = T |a−1(1)⊗b−1(1).
Набор x из En, x � b, называется тестом или тупиковым

тестом подтаблицы T(a,b), если набор x ◦ ηb является тестом

или, соответственно, тупиковым тестом таблицы T (a,b). Это опре-
деление соответствует графической интерпретации композиций
x ◦ ηb и T ◦ (ηa, ηb).

Под схемой работы алгоритма понимается оператор, ставя-
щий в соответствие каждой матрице набор ее фрагментов, про-
сматриваемых алгоритмом в процессе работы.

Пара A = (Σ,F ), где Σ каждой паре (m,n) натуральных
чисел ставит в соответствие множество Σ(m,n), Σ(m,n) ⊆ Lm,n,
а F− функция из ET∗

, называется схемой алгоритма, если
выполнено:

1) {1m} ⊗ (En \ {0n}) ⊆ Σ(m,n), (m,n) ∈ N2;
2) если F (T ) = 1, то T — тупиковая тестовая таблица, т. е.

набор из всех единиц является ее единственным тупиковым
тестом;

3) если (a, b) ∈ Σ(m,n) и x — тупиковый тест подтаблицы
T(a,b), то существует c, c � a, такое что (c,x) ∈ Σ(m,n) и

F (T (c,x)) = 1.
Схема A = (Σ,F ) называется локальной, если для любой

пары (a, b) из Σ(m,n) верно: если c � a, x � b, то (c,x) ∈ Σ(m,n)
тогда и только тогда, когда

(c ◦ ηa,x ◦ ηb) ∈ Σ(|a|, |b|).
Для таблицы T из Tm,n и схемы алгоритма A = (Σ,F ) опре-

делим граф GA(T ) с множеством вершин

PA(T ) = {(a, b) : (a, b) ∈ Σ(m,n),F (T (a,b)) = 1} ∪ {(0m, 0n)}
и множеством ребер XA(T ), состоящим из таких пар вершин
{(a1, b1), (a2, b2)}, что a1 < a2, b1 < b2, |b2| = |b1| + 1; и, если

2 В.Б. Кудрявцев, А. Е. Андреев, Э. Э. Гасанов
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a1 < a < a2, (a, b1) ∈ Σ(m,n), то набор b1 является тупиковым
тестом подтаблицы T (a, b1).

Схема A = (Σ,F ) называется связной, если для любой таб-
лицы T из T∗ граф GA(T ) является связным.

Введем два функционала сложности. Если A — схема алго-
ритма, а T ∈ T∗, то μ(A,T ) = |PA(T )|, а μ∗(A,T ) равно числу
таких наборов x, что для некоторого c верно, что (c,x) ∈ PA(T ).

Если A и B — схемы алгоритмов, то A � B, если для лю-
бой таблицы T из T∗ выполнено μ(A,T ) � μ(B,T ). Аналогично
определяется и неравенство A � ∗B.

Класс связных локальных схем алгоритмов не пуст, по-
скольку этому классу принадлежит алгоритм Е.В. Дюковой,
указанный в разделе 1.1. Приведем его схему: A∗ = (Σ∗,F ∗),
Σ∗(m,n) = Lm,n, и F ∗(T ) = 1 тогда и только тогда, когда T —
квадратная тупиковая тестовая таблица. Ясно, что схема A∗ —
связная и локальная.

Пусть f ∈ H =
{
g : g ∈ NN, g(n) � n

}
. Определим систему

наборов Ck,pf ∈ Ek, k ∈ N, p ∈ Nk, соотношениями

1k = Ck,kf > Ck,k−1
f > · · · > Ck,1f > Ck,0f = 0k,

(Ck,pf − Ck,p−1
f )(η

Ck,p
f

(f(p))) = 1.

Определим схему алгоритма Д(f) = (ΣД(f),FД(f)), где

ΣД(f)(k,n) = {(Ck,pf ,x) : p ∈ Nk,x ∈ En \ {0n}}

и, если T ∈ Tk,n, то FД(f)(T ) = 1 тогда, когда T — тупиковая

тестовая, а T (Ck,k−1
f ,1n)

— не тупиковая.
Схема Д(f) — связная и локальная.

Теорема 1.2.19. Для любой связной локальной схемы алго-
ритма A существует функция f из H такая, что Д(f) � A и
Д(f) � ∗A.

Для всех f из H схема Д(f) с точностью до перестановки
строк таблицы эквивалентна схеме Д = Д(f0), где f0 — тожде-
ственная функция.

Для любой T из T∗ граф GД(f)(T ) — дерево.

Если S ∈ NNl
n , то S̃ — такой набор из En, что S̃−1(1) =

= S(Nl). Текущими параметрами работы алгоритма построения
тупиковых тестов, соответствующих схеме Д в «момент времени»

t, t ∈ N, является пятерка (t,Kt,St, lt,At), где lt ∈ N, Kt ∈ NNlt
m ,
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St ∈ NNlt
n , At ∈ Tlt,n. Приведем описание работы Д-алгоритма на

таблице T из Tm,n.
1) Если T̂ (1) = 1n, то T не имеет тестов, перейти к 6).

В противном случае перейти к 2).

2) Положить t = 1, lt = 1, Kt(1) = 1, Â(1) = T̂ (1) ⊕ 1n,

St(1) = min(T̂ (1))−1(0). Перейти к 3).

3) Пусть E = (T̂ (1m,S̃t))−1(1lt). Проверить условие E = 0. Если
оно выполнено, то S̃t — тупиковый тест, перейти к 5). В против-
ном случае перейти к 4).

4) Положить k = min E ; для i ∈ Nlt положить

Ei = (T̂ (Cm,k
f0

,S̃t))−1(1lti ),

y =
( lt∧
i=1

( ∨
r∈Ei

T̂ (r)
))∧(

T̂ (k)⊕ 1n
)
.

Если y = 0n, перейти к 5). В противном случае увеличить t
на 1 и положить lt = lt−1 + 1, Ât(lt) = y, (Kt,St,At)|Nlt−1

=
= (Kt−1,St−1,At−1), St(lt) = min y−1(1), Kt(lt) = k. Перейти к
3).

5) Если не существует r такого, что

Cr = (Ât(r))−1(1) ∩ (Nn \NSt(r)) �= ∅,

то перейти к 6). В противном случае положить j0 = minCr0 , где
r0 = min{r : Cr �= ∅}. Увеличить t на 1 и положить St|Nr0−1

=
= St−1|Nr0−1

, St(r0) = j0, lt = r0, (Kt,At) = (Kt−1,At−1)|Nr0
. Пе-

рейти к 3).
6) Закончить работу.
Если π — нумерация ребер графа G (биекция X (G) на

Nq(G)), то под работой пары (A,π), где A — схема алгоритма,
на паре T ,G) из TG,n понимаем работу схемы A на таблице
TG ◦ π−1. Полагаем μ((A,π), (T ,G)) = μ(A,TG ◦ π−1), и анало-
гично для μ∗. Здесь мы не отличаем алгоритм от его схемы и T
от T̂ .
Теорема 1.2.20. Если каждому графу G поставить в соот-
ветствие нумерацию его ребер πG, D ∈ B, D(n)�©n ln lnn и
1 � q(G)�©n2

(ln2 n)/D(n), то

μ((Д,πG), (T ,G)) = μ∗((Д,πG), (T ,G))
п.в.
� n ϕ

тт
G,n.

2*
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Прим е ч а н и е. Изложенные в этом разделе результаты рас-
крыты и доказаны во второй части данной книги.

1.3. Короткие тесты

В этом параграфе излагаются результаты А.А. Кибкало по
задачам нахождения информационных весов признаков и проце-
дур эффективного распознавания, а также быстрого построения
основных семейств тестов.

В отличие от А. Е. Андреева здесь рассматривается случай,
когда матрица T ′ состоит только из двух подматриц, T ′

1 и T ′
2,

хотя в принципе получаемые результаты распространяемы и на
общую ситуацию.

В качестве главных семейств тестов для T , называемых опор-
ными, выбираются:

�) множество всех тестов;
�) множество всех тупиковых тестов;
�) множество тестов длины не более r;
�) множество тупиковых тестов длины не более r.
Для этих опорных множеств найдена асимптотика веса при-

знака для почти всех таблиц с заданной долей различаемых этим
признаком пар объектов, не лежащих в одной подтаблице T ′

i .
В частности, установлено, что вес признака по всем тестам не
зависит от доли различаемых им пар и почти всегда асимптоти-

чески равен
1

2
.

Вес по всем тупиковым тестам убывает с ростом доли пар
строк, различаемых признаком. Если же r таково, что длину не
более r имеет лишь асимптотически небольшое число тестов, и в
типичной ситуации почти все такие тесты являются тупиковыми,
то веса признака по тестам длины не более r и тупиковым тестам
длины не более r асимптотически совпадают, и, в отличие от
веса по всем тупиковым тестам, растут с ростом доли пар строк
из разных подматриц, различаемых признаком. Такие тесты счи-
таются короткими.

Пусть Ω — оператор, сопоставляющий таблице T ′ опорное
множество тестов Ω(T ′). Оператор Ω, а также алгоритм рас-
познавания, основанный на Ω(T ′), считается устойчивым, если
отношение |Ω(T ′) ∩Ω(T ∗)|/|Ω(T ′) ∪Ω(T ∗)| близко к единице при
небольших отличиях таблиц T ′ и T ∗.

Для оператора Ω типа а) почти все наборы признаков яв-
ляются тестами и, как отмечалось выше, он, тем самым, не
представляет интереса.
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Для типов б), в) и г) установлено следующее. Оказалось, что
при малых искажениях обучающей таблицы T ′ множество всех
тупиковых тестов почти полностью меняется, в то время как
множество коротких тестов почти полностью сохраняется. Кроме
того, множество «очень коротких» тестов, длина которых близка
к минимальной, также изменяется почти полностью.

Указанные свойства весов признаков и устойчивости опор-
ного множества тестов означают, что основную информацию о
различиях между подматрицами T ′

1 и T ′
2 несет множество корот-

ких тестов, а тесты большой длины и близкие к минимальным
представляют собой случайный фон.

А.А. Кибкало построил алгоритмы Д1 и Д2 отыскания ко-
ротких тестов, являющихся асимптотически оптимальными при
существенно более общих предположениях, чем все остальные.

Алгоритм Д1 отыскания всех коротких тестов является моди-
фикацией алгоритма А. Е. Андреева, а алгоритм Д2 предназначен
для построения всех тестов длины не более, чем r.

Пусть x̃ ∈ En \ {0̃n} и |x̃| равно числу единиц в наборе x̃.
Определим отображения ηx̃, ηx̃ : N|x̃| → Nn, положив ηx̃(i) = ki,
i ∈ N|x̃|, где ki — номер i-й единицы набора x̃.

Если в наборе ỹ ∈ En вычеркнуть координаты, соответству-
ющие нулям набора x̃, то полученный набор обозначим через
ỹ ◦ ηx̃.

Для x̃ из En определим отображение πx̃, πx̃ : En → E|x̃| так,
что πx̃(ỹ) = ỹ ◦ ηx̃. Если первые l, l ∈ Nn, координат набора x̃
из En равны 1, а остальные — 0, то отображение πx̃ записываем
πn,l.

Если G — граф, то через P(G), X(G) обозначаются, соот-
ветственно, множества вершин и ребер графа G. Если A и B —
конечные множества, A ∩ B = ∅, то через GA,B обозначим пол-
ный двудольный граф такой, что P(G) = A ∪B, X(G) = A⊗B.

Если U — конечное множество, то бинарными U -таблицами,
имеющими n столбцов, называются отображения T , T : U →
→ En. Множество таких таблиц обозначим через TU ,n. Ес-
ли V1, V2 — конечные множества, V1 ∩ V2 = ∅, то полагаем
TV1,V2,n = TV1,n ⊗ TV2,n. В данном разделе символы T , V1, V2
будут использоваться только в указанном выше смысле; будем
также обозначать m1 = |V1|, m2 = |V2|, m = m1m2.

Набор x̃ из En называется тестом пары таблиц T = (T1,T2)
из TA,B,n, если ни для каких a1 из A и a2 из B не выполнено

T1(a1) ◦ ηx̃ = T2(a2) ◦ ηx̃.
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Если T = (T1,T2) — пара таблиц из TV1,V2,n, то таблицей

сравнения для T назовем таблицу T̂ из TV1⊗V2,n, такую, что для

любых a1 ∈ V1, a2 ∈ V2 выполнено T̂ ((a1, a2)) = T1(a1)↔T2(a2).
Если T — пара таблиц из TV1,V2,n, то так как X(GV1,V2) =

= V1 ⊕ V2, можно считать, что T̂ ∈ TX(GV1,V2
),n.

Обозначим через ϕтV1,V2,n,x̃, где x̃ ∈ E
n \ {0̃n}, функцию, опре-

деленную на множестве TV1,V2,n и принимающую значение 1 на
таких парах таблиц T из TV1,V2,n, что x̃ — тест пары T , и
принимающую значение 0 на остальных парах таблиц из TV1,V2,n.
Для r из Nn через ϕтV1,V2,n,r обозначим функцию, равную числу

тестов длины r пары таблиц T из TV1,V2,n, а через ϕтV1,V2,n —
функцию, равную числу всех тестов пары таблиц T , тогда если
Enr — множество всех наборов из En, содержащих ровно r
единиц, то

ϕтV1,V2,n,r =
∑
x̃∈En

r

ϕтV1,V2,n,x̃ и ϕтV1,V2,n =
n∑
r=1

ϕтV1,V2,n,r.

Аналогично определяется функция ϕттV1,V2,n,x̃, которая равна 1,

если x̃ — тупиковый тест пары таблиц T , и 0 — в остальных
случаях. Определим также функции ϕттV1,V2,n,r — число тупико-

вых тестов длины r, ϕттV1,V2,n — число всех тупиковых тестов,

ϕктV1,V2,n,r — число тестов длины не более r, ϕкттV1,V2,n,r
— число ту-

пиковых тестов длины не более r. Для этих функций выполнено

ϕттV1,V2,n,r =
∑
x̃∈En

r

ϕттV1,V2,n,x̃, ϕттV1,V2,n =
n∑
r=1

ϕттV1,V2,n,r,

ϕктV1,V2,n,r =
r∑
j=1

ϕтV1,V2,n,j , ϕкттV1,V2,n,r
=

r∑
j=1

ϕттV1,V2,n,j .

Пусть ∇ — один из значков «т», «тт», а Δ — один из значков
«т», «тт», «кт», «ктт». Для i ∈ Nn и r ∈ Nn определим функции

ϕ∇,i
V1,V2,n,r

=
∑

x̃∈En
r , x̃(i)=1

ϕ∇
V1,V2,n,x̃

, ϕ∇,i
V1,V2,n

=
n∑
r=1

ϕ∇,i
V1,V2,n,r

,

ϕк∇,i
V1,V2,n,r

=
r∑
j=1

ϕ∇,i
V1,V2,n,j

.
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Определим на TV1,V2,n функции ψΔ,i
V1,V2,n,r

, ψ∇,i
V1,V2,n

, равные доле
тестов соответствующего вида, содержащих i-й признак:

ψΔ,i
V1,V2,n,r

=
ϕΔ,i

V1,V2,n,r

ϕΔ
V1,V2,n,r

и ψ∇,i
V1,V2,n

=
ϕ∇,i

V1,V2,n

ϕ∇
V1,V2,n

.

Функции ψ∇,i
V1,V2,n

, ψΔ,i
V1,V2,n,r

называются весами i-го признака
в паре таблиц T из TV1,V2,n, а именно:

ψT ,iV1,V2,n
— вес по всем тестам,

ψтт,iV1,V2,n
— вес по всем тупиковым тестам,

ψT ,iV1,V2,n,r
— вес по всем тестам длины r,

ψтт,iV1,V2,n,r
— вес по всем тупиковым тестам длины r,

ψкт,iV1,V2,n,r
— вес по всем тестам длины не более r,

ψктт,iV1,V2,n,r
— вес по всем тупиковым тестам длины не более r.

Можно считать, что i = 1 и индекс i далее можно опускать.
При α ∈ (0, 1), ε ∈ (0, 1/2) обозначим через Tα,εV1,V2,n множе-

ство таких пар таблиц T из TV1,V2,n, что εmi � |(πn,1 ◦ Ti)−1(1)| �
� (1 − ε)mi, i ∈ N2, и |(πn,1 ◦ T̂ )−1(1)| = αm1m2. Рассматрива-
ются такие α, что Tα,εV1,V2,n непусто. Ясно, что для каждого ε

из (0, 1/2) такие α лежат на отрезке [2ε − 2ε2, 1 − 2ε + 2ε2],
который обозначаем Iε.

Через ψα,TV1,V2,n, ψ
α,тт
V1,V2,n

, ψα,TV1,V2,n,r, ψ
α,тт
V1,V2,n,r

, ψα,ктV1,V2,n,r
, ψα,кттV1,V2,n,r

обозначим сужение соответствующих весовых функций на мно-
жество Tα,εV1,V2,n.

Положим

rε1,k(m) = ] lnm− (1− ε) ln lnm[,
rε2,k(m) = ] lnm− (1 + ε) ln ln lnm[,
r̃ε1,k(m) = ] lnm− (2− ε) ln lnm[,
r̃ε2,k(m) = ] lnm− (1 + ε) ln lnm[.

Понятно, что r̃ε1,k(m) < r̃ε2,k(m) < rε1,k(m) < rε2,k(m).
Теорема 1.3.1. Пусть c1, c2, ε — константы, 0 < c1 < 1 <
< c2, ε ∈ (0,min(1/32, c1/(20c2))). Тогда если nc1 � m1m2 � nc2 ,
m1 �n m2, α, α1, α2 ∈ Iε, то

1. Существует такая функция Ψα(n,m1m2), что

ψα,ттV1,V2,n
п.в.∼ n Ψα(n,m1m2)
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и при α1 < α2

Ψα1(n,m1m2)�n Ψα2(n,m1m2).

2. ψα,TV1,V2,n
п.в.∼ n

1

2
.

3. Существует такая функция Ψα
k (n,m1m2, r), что при

r ∈ [r̃ε1,k(m1m2), rε2,k(m1m2)]

ψα,ктV1,V2,n,r
∼ ψα,кттV1,V2,n,r

∼ ψα,TV1,V2,n,r ∼ ψα,ттV1,V2,n,r
∼ Ψα

k (n,m1m2, r).

Если α1 < α2 и r ∈ [rε1,k(m1m2), rε2,k(m1m2)], то

Ψα1

k (n,m1m2, r)�n Ψα2

k (n,m1m2, r).

Если α <
1

2
и r ∈ [r̃ε1,k(m1m2), r̃ε2,k(m1m2)], то

Ψα
k (n,m1m2, r) ∼n 1.

Теорема 1.3.1 описывает асимптотическое поведение весов
признаков по различным множествам тестов в зависимости от
доли различаемых признаком пар объектов, не лежащих в одном
классе. Из нее вытекает следующее:

�) вес признака по всем тупиковым тестам имеет тенденцию к
уменьшению с увеличением доли различаемых признаком
пар объектов;

�) вес признака по всем тестам не зависит от доли различае-
мых признаком пар объектов и почти всегда равен 1/2;

�) вес признака по всем коротким тестам (коротким тупи-
ковым тестам) растет с увеличением доли различаемых
признаков пар объектов;

�) вес признака, различающего больше половины пар объек-
тов, по множеству тестов, длина которых близка к мини-
мальной, почти всегда равна единице.

Поэтому в качестве опорного множества тестового алгорит-
ма распознавания целесообразно использовать множество всех
коротких тестов, т. е. тестов, длина которых не превосходит
некоторого числа из интервала (lnm − ln lnm, lnm − ln ln lnm),
а в качестве меры информативности признака — его вес по
множеству коротких тестов.

Рассмотрим вопрос устойчивости опорных множеств тестов
различного вида при малых искажениях обучающей таблицы.

С этой целью определяется множество T2
V1,V2,n

=
= TV1,V2,n ⊗ TV1,V2,n и рассматривается конечное вероятностное
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пространство со следующим распределением:

P{T ,T ∗} = pρ̃(T ,T
∗) · (1− p)(|V1|+|V2|)n−ρ̃(T ,T ∗) · 2−(|V1|+|V2|)n ,

где ρ̃(T ,T ∗) — число отличий пар таблиц T и T ∗ из TV1,V2,n, т. е.

ρ̃(T ,T ∗) =
2∑
i=1

∑
a∈Vi

ρ(Ti(a),T ∗
i (a)).

Это распределение моделирует ситуацию, когда каждая компо-
нента пары таблиц T независимо от других с вероятностью p
меняет свой значение на противоположное, и в результате изме-
нений возникает пара таблиц T ∗.

Определим на T2
V1,V2,n

функции ϕтт,&V1,V2,n
, ϕтт,∨V1,V2,n

, ϕтт,&V1,V2,n,r
,

ϕтт,∨V1,V2,n,r
, ϕтт,∨V1,V2,n,r

, ϕктт,&V1,V2,n,r
, ϕктт,∨V1,V2,n,r

, ϕT ,&V1,V2,n,r
, ϕT ,∨V1,V2,n,r

,

ϕкт,&V1,V2,n,r
, ϕкт,∨V1,V2,n,r

так, что функции со значком & задают число

наборов из En, являющихся тестами соответствующего вида
как для правильно заданной, так и для искаженной матрицы, а
функции со значком ∨ — число наборов, являющихся тестами
хотя бы одной из этих таблиц.

Множество тестов любого из указанных видов называется

устойчивым к искажениям, если ϕ∗,&п.в.∼ n ϕ∗,∨, где ϕ∗ — функ-
ция, задающая число тестов соответствующего вида.
Теорема 1.3.2. Если ε ∈ (0,min(1/32, c1/(20c2))), 0 < c1 < 1 <
< c2, nc1 � m1m2 � nc2 , (lnm1m2)−2 �n p�n (lnm1m2)−(1+ε),
∇ ∈ {т, тт, кт, ктт}, то

1. при r = ] lnm1m2 − ε ln lnm1m2[ или r = ] lnm1m2 −
− b ln ln lnm1m2[, b > 1 + ε выполнено

ϕ∇,&
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
∇,∨
V1,V2,n,r

п.в.∼ n

(
n

r

)
exp
{
−m1m2

2r

}
;

2. ϕтт,&V1,V2,n
�n ϕ

тт,∨
V1,V2,n

;
3. при r =] lnm1m2 − a ln lnm1m2[, a ∈ (1 + ε, 2− ε) выполне-

но
ϕ∇,&
V1,V2,n,r

п.в.�n ϕ
∇,∨
V1,V2,n,r

.

Эта теорема описывает асимптотическое поведение множе-
ства тупиковых тестов пар таблиц из TV1,V2,n при искажениях
таблиц, задаваемых распределением вероятностей P. При таких
искажениях почти все тупиковые тесты правильно заданной
пары таблиц являются тупиковыми тестами искаженной пары
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таблиц, и наоборот, в то время как множество коротких тестов
практически не изменяется. Кроме того, множество тестов (ту-
пиковых тестов), длина которых близка к минимальной, также
изменяется почти полностью. Поэтому распознающие алгоритмы,
использующие в качестве опорного множества множество всех
коротких тестов пар таблиц, будут устойчивыми к малым иска-
жениям обучающей информации.

А.А. Кибкало предложил алгоритмы построения коротких
тестов.

Если T — пара таблиц из TV1,V2,n, то назовем нумерацией

строк таблицы сравнения T̂ (или ребер графа GV1,V2) взаимно-
однозначное отображение π : X(GV1,V2)→ Nm1m2

.

Пусть T̂π = T̂ ◦ π−1 и T∗
m,n — множество таблиц S, S : Nm →

→ En, положим T∗ = ∪(m,n)∈N2T∗
m,n. Пусть S ∈ T∗, A — алгоритм

построения тестов (тупиковых тестов). Под сложностью работы
алгоритма μт(A,S) (μтт(A,S)) понимается, как и ранее при
описании результатов А. Е. Андрееева, число наборов из En,
проверяемых в алгоритме на принадлежность к множеству тестов
(тупиковых тестов) таблицы S.

Предлагаются два алгоритма построения коротких тестов.
Алгоритм Д1 строит все тупиковые тесты длины не более r

и является модификацией алгоритма А.Е. Андреева.
Алгоритм Д2 строит все тупиковые тесты длины не более r.
Набор S, состоящий из l чисел из Nn, отождествим с отоб-

ражением S : Nl → Nn. Пусть S̃ — такой набор из En, что

S̃−1(1) = S(Nl), T̃ S̃π = T̂π ◦ πS̃ .
Доопределим таблицу T̂π на Nm+1 так, что T̂π(m+ 1) = 0̃n.
Текущими параметрами алгоритма Д2(r) будут t, Kt, St, lt,

At, Mt, где t — номер проверяемого алгоритмом набора из En,
lt — длина этого набора. На шаге номер t алгоритм проверяет,

будет ли набор S̃t из En, где St : Nlt → Nn, тестом таблицы T̂π.
Набор Kt, Kt : Nlt → Nm+1, и таблицы At, Mt из T∗

lt,n
служат

для организации работы алгоритма.

Работа алгоритма Д2(r) на таблице T̂π, r > 1, осуществляется
следующим образом.

1. Если T̂π(1) = 1̃n, то T̂π не имеет тестов, перейти к 7.
В противном случае перейти к 2.

2. Положить t = 1, lt = 1, Kt(1) = 1, At(1) = T̂π(1) ⊕ 1̃n,

Mt(1) = 0̃n, St(1) = minAt(1)−1(0). Перейти к 3.

3. Положить E равным (T̂ S̃t
π )−1(1̃lt), если Kt(lt) < m + 1

и {m + 1} — в противном случае. Если E ∩ Nm �= ∅, то
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S̃t — тест. Если lt = r − 1, то перейти к 5. В противном
случае перейти к 4.

4. Положить k = min E и ỹ = (T̂π(k) ∨ Mt(lt)) ⊕ 1̃n.

Если ỹ = 0̃n, то перейти к 6. В противном слу-
чае положить t = t + 1, lt = lt−1 + 1, At(lt) = ỹ,
St(lt) = min ỹ−1(1), Kt(lt) = k, Mt(lt) = Mt−1(lt−1),
(Kt,St,At,Mt)|Nlt−1

= (Kt−1,St−1,At−1,Mt−1), перейти
к 3.

5. Положить ỹ = ((
∨
j∈E

T̂ (i)) ∨Mt(lt))⊕ 1̃n. S̃t ⊕ 0̃nj — тест для

любого j ∈ ỹ−1(1). Положить t = t+ |ỹ|,
(lt,St,Kt,At,Mt) = (lt−|ỹ|,St−|ỹ|,Kt−|ỹ|,At−|ỹ|,Mt−|ỹ|).

Перейти к 6.
6. Положить для j ∈ Nlt

Cj = (At(j))−1(1) ∩ (Nn \NSt(j)).

Если Cj �= ∅ для всех j из Nlt , то перейти
к 7. В противном случае положить t = t + 1,

lt = max{j : Cj �= ∅}, Mt(lt) = Mt−1(lt) ∨ 0̃nSt−1(lt)
,

St(lt) = minClt , (St,Mt)|Nlt−1
= (St−1,Mt−1)|Nlt−1

,
(Kt,At) = (Kt−1,At−1)|Nlt

. Перейти к 3.
7. Закончить работу.

Теорема 1.3.3. Если π — произвольная нумерация ребер гра-
фа GV1,V2 , T — пара таблиц из TV1,V2,n, то имеет место:

1. при c > 1, lnm � (lnn)c, a ∈ (0, 1/c) и r = ] lnm− a ln lnm[
выполнено

μтт(Д1(r), T̂π)
п.в.∼ n μ

т(Д2(r), T̂π)
п.в.∼ n ϕ

ктт
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
кт
V1,V2,n,r

;

2. при ε ∈ (0, 1), lnm � 2(lnn)1−ε
, b ∈ (1, 1

1− ε) и r = ] lnm −
− b ln ln lnm[ выполнено

μтт(Д1(r), T̂π)
п.в.∼ n μ

т(Д2(r), T̂π)
п.в.∼ n ϕ

ктт
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
кт
V1,V2,n,r

.

Изложенные в этом разделе результаты раскрыты и доказаны
в третьей части данной книги.

1.4. Тесты для функций k-значной логики

Вычислительные системы строятся из элементов, в которых
соответствие между входными и выходными сигналами описыва-
ется некоторой логической функцией.
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При сборке вычислительных систем и их эксплуатации могут
возникать ошибки типа неверных соединений элементов и др.
В этом случае вся система начинает работать не так, как про-
ектировалось. Возникает задача проверки того, верно ли функ-
ционирует система. В общем случае нет другого пути, кроме
как проверить все соответствия выходных значений системы ее
входным воздействиям, что, конечно, весьма громоздко и требует
больших усилий.

Реально же ошибок в системе происходит не очень много и,
следовательно, установление верности функционирования систе-
мы не обязательно связано с большим перебором возможностей.

Основным видом внешнего воздействия для проверки пра-
вильности работы системы является подача входных сигналов на
систему и проверка выходных реакций на нее.

Иногда удается за счет анализа небольшого числа таких
соответствий установить, верно ли работает система. Такие соот-
ветствия называют тестовыми. Таким образом, задача проверки
правильности работы системы отождествляется с нахождением
небольшого числа тестовых соответствий, по которым и опреде-
ляется исправность системы.

Здесь мы изложим результаты Г. Р. Погосяна по этому на-
правлению.

Формализуем сказанное.
Пусть n, k ∈ N, Ek = {1, 2, . . . , k}, Xn = {x1,x2, ...,xn} и Nn =

= {1, 2, ...,n}.
Отождествляем элемент с функцией f : Enk → Ek, которую

называем функцией k-значной логики. Такие функции обычно
записываются в виде f (x1,x2, ...,xn), где переменные xi, как и
сама функция, принимают значения из Ek. Класс всех таких
функций обозначают через Pnk , полагая, что Pk =

⋃∞
n=1 P

n
k .

Пусть ϕ : Enk → Enk . Это отображение называем ϕ-ошибкой.
Пусть Φn

k — класс всех ϕ-ошибок от n переменных и

Φk =
∞⋃
n=1

Φn
k . С каждой ϕ-ошибкой и f связываем функцию

fϕ (x1,x2, ...,xn) = f (ϕ (x1,x2, ...,xn)), которую называем
ϕ-искажением функции f .

Пусть Φ ⊆ Φn
k и Φ = {ϕ1,ϕ2, ...,ϕs}.

Для нас важно установление того, когда f �= fϕi при любых
i = 1, 2, ..., s. Это осуществляется с помощью понятия теста,
введенного ранее.

Подмножество T ⊆ Enk называем проверяющим тестом для
функции f ∈ Pnk по отношению к классу ошибок Φ, если для
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любой ошибки ϕ ∈ Φ выполнено либо f (α) = f (ϕ (α)) для всех
наборов α из Enk , либо для некоторого набора β из T выполнено
f (β) = f (ϕ (β)).

Пусть M (f ,Φ) — множество всех проверяющих тестов для f
относительно Φ, тогда функция

L (f ,Φ) = min
T∈M(f ,Φ)

|T |

называется тестовой сложностью функции f относительно Φ.

Тест T ∈M (f ,Φ) называется минимальным, если |T | =
= L (f ,Φ).

Вводим функцию Шеннона для длины проверяющего теста,
полагая

L (n,Φ) = max
f∈Pn

k

L (f ,Φ) .

Введем класс неисправностей F kc , называемый классом кон-
стант, следующим образом:

F kc = {ϕγ : γ ∈ Enk+1\ (k, k, ..., k) ,

∀ α ∈ Enk (ϕγ (α) = (c1 ∗ α1, ..., cn ∗ αn))} ,
где γ = (c1, ..., cn), α = (α1, ...,αn), ci ∗ αi = ci, если ci ∈ Enk и
ci ∗ αi = αi, если ci = k.

Теорема 1.4.1. Для любых n � 1 и k � 2 имеет место

L
(
n,F kc

)
=
{

2n− 2t, если kt−1 + t < n � kt + t;
2n− 2t+ 1, если n = kt−1 + t.

Кратностью ошибки ϕγ ∈ F kc называем число координат
набора γ = (c1, ..., cn), отличных от k. Множество всех ошибок из
F kc , имеющих кратность не более, чем p, обозначим через F kc (p).

Пусть M ⊆ Ek. Положим

F kM =
{
ϕγ ∈ F kc : ∀i ∈ Nn (γi ∈M ∪ {k})

}
,

где γ = (γ1, ..., γn). Если |M | = 1 и M = {μ}, то вместо F kM
пишем F kμ .
Теорема 1.4.2. Для любых n � 1, k � 2, p ∈ Nn имеет место

L
(
n,F kc (p)

)
= L

(
n,F kc

)
.

Теорема 1.4.3. Для любых n � 1, k � 2, μ ∈ Nn имеет место

L
(
n,F kμ

)
= n.
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Теорема 1.4.4. Для любых n � 1, k � 2 и любого подмноже-
ства M ⊆ Ek такого, что |M | � 2, имеет место

L
(
n,F kμ

)
= L

(
n,F kc

)
.

Введем класс ошибок F kst, называемых слипаниями. С каж-
дой ошибкой ϕ ∈ F kst однозначно связываем разбиение S (ϕ) мно-
жества переменных Xn на непересекающиеся непустые подмно-
жества Z1 (ϕ) , ...,Zqϕ (ϕ), где qϕ ∈ Nn−1. При этом для любого
набора α из Enk полагаем ϕ (α) = β = (b1, ..., bn), где для каждого
i из Nn выполнено bi = max {aj : xj ∈ Zl (ϕ)}, если xi ∈ Zl (ϕ),
l ∈ Nqϕ .
Теорема 1.4.5. Для любых n � 2, k � 2, μ ∈ Nn имеет место

L
(
n,F kst

)
= n− 1.

Кратностью ошибки ϕ ∈ F kst называем величину p (ϕ) = n −
− qϕ, где qϕ — количество подмножеств множества xn в раз-
биении S (ϕ). Пусть F kst (p) — множество всех ошибок из F kst,
имеющих кратность не более, чем p.
Теорема 1.4.6. Для любых n � 2, k � 2 и p ∈ Nn−1 имеет
место

L
(
n,F kst (p)

)
= L

(
n,F kst

)
.

В случае, когда k = 2, полагаем

In = {ϕσ : σ ∈ En2 ,∀α ∈ En2 (ϕσ (α) = α+ σ)} ,
где α+ σ обозначает набор, получающийся из α и σ их покоорди-
натным сложением по модулю 2. Помимо этого сложения введем
покоординатное умножение набора α на число a из E2.

Множество In с операциями +, · образует линейное про-
странство над полем вычетов по модулю 2.

Пусть 0̃ — набор из En2 , каждая координата которого равна
нулю.

Класс инверсий F 2
in определяем так:

F 2
in = In\

{
ϕ
0̃

}
.

Теорема 1.4.7. Для любого n � 1 имеет место 2 ·
[
n− 1

2

]
+

+ 1 � L
(
n,F 2

in

)
� n.

Пусть ẽi — такой набор из En2 , у которого i-я координата

равна единице, а все остальные равны нулю. Пусть F 2
in (1) =

= {ϕẽ1 , · · · ,ϕẽn} .
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Теорема 1.4.8. Для любого n � 1 имеет место L
(
n,F 2

in (1)
)

=
= n− t, где t определяется из соотношения 2t−1 + t � n � 2t +
+ t.

Интерес представляет рассмотрение классов разнотипных
ошибок, в отдельности уже исследованных выше.

Оказывается, что для любой функции f ∈ Pn2 и любого теста

T ∈ M
(
f ,F 2

c

)
имеет место T ∈ M

(
f ,F 2

in (1)
)
, отсюда вытекает

что
L
(
n,F 2

c ∪ F 2
in (1)

)
= L

(
n,F 2

c

)
.

Функция f ∈ Pnk называется инвариантной относительно
некоторой ошибки ϕ, если для любого α ∈ Enk имеет место
f (α) = f (ϕ (α)), в противном случае f называется чувстви-
тельной к ошибке ϕ.

Функция f инвариантна (чувствительна) относительно
множества ошибок Φ, если она инвариантна (чувствительна)
относительно каждой ошибки из Φ.

Показано, что для каждого Φ из
{
F kc ,F

k
st,F

2
in

}
почти все

функции из Pnk являются чувствительными относительно клас-
са Φ.

Изложенные в этом разделе результаты раскрыты и доказаны
в книге [37].

1.5. Тесты для классов Поста

Тестирование неисправностей для булевских функций особо
важно в связи с их прикладной значимостью.

Здесь мы остановимся на тестировании одиночных констант-
ных неисправностей для этих функций, но не только во всем
классе P2, как мы это делали в разделе 1.4, а для подклассов
функций из P2. В качестве классификации булевских функций
берется классификация Э. Поста.

В 1921 г. Э. Пост решил проблему описания всех итеративно
замкнутых классов булевских функций с явным указанием этих
классов.

Здесь будет описано решение задачи указания значений
функции Шеннона L

(
n,F 2

c

)
для каждого из указанных клас-

сов Поста K в случае одиночных константных неисправностей,
а также описано поведение функций сложности L(f ,F 2

c ) для
почти всех функций из этих классов. Эти функции будем обо-
значать для краткости LK (n) и L(f).

Описываемые результаты принадлежат О.А. Долотовой [16].
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Опишем классы Поста. Следуя обозначениям Поста [70, 75],
обозначим класс всех булевских функций через C1.

Функция f∗ (x1, ...,xn) = f (x1, ...,xn) называется двойствен-
ной к f (x1, ...,xn) из C1 и называется самодвойственной, если
f∗ (x1, ...,xn) = f (x1, ...,xn).

Функция f (x1, ...,xn) называется монотонной, если для лю-
бых двух наборов α = (a1, ..., an) и β = (b1, ..., bn) из того, что
для всех i = 1, 2, ...,n выполнено ai � bi, т. е. α � β, следует, что
f (α) � f (β).

Функция f (x1, ...,xn) называется линейной, если
f (x1, ...,xn) =

∑n
i=1 cixi + d (mod2).

Говорят, что функция из C1 удовлетворяет условию 〈aμ〉,
μ � 2, если любые μ наборов, на которых она равна нулю, имеют
общую нулевую компоненту; функция удовлетворяет условию
〈a∞〉, если все наборы, на которых она равна нулю, имеют общую
нулевую компоненту.

Выражения
n∨
j=1

xj и
m∧
j=1

xj называются, соответственно, ло-

гическими суммами и произведениями. Функция f (x1, ...,xn)
называется α-функцией, если f (x, ...,x) = x и β-функцией, если
f (x, ...,x) = 1.

Опишем классы Поста.
Класс A1 состоит из всех монотонных функций; D3 — всех

самодвойственных функций; Fμ4 — всех функций со свойством
〈aμ〉; F∞

4 — всех функций со свойством 〈a∞〉; L1 — всех ли-
нейных функций; C2, A2, L2 — из всех α- и β-функций, со-
ответственно, из классов C1, A1, L1; D2, F

∞
3 , Fμ

3
— из всех

монотонных функций, соответственно, из классов D3, F
∞
4 , Fμ4 ;

C4, A4, D1, L4, F
μ
1 , F

μ
2
, F∞

1 , F∞
2 — из всех α-функций, соответ-

ственно из классов C1, A1, D3, L3, F
μ
4 , F

μ
3
, F∞

4 , F∞
3 ; L5 — из

всех линейных самодвойственных функций; C3, A3, L3, F
∞
5 , Fμ

5
,

F∞
6 , Fμ

6
, F∞

7 , Fμ7 , F
∞
8 , Fμ

8
— из всех функций, двойственных ко

всем функциям, соответственно, из классов C2, A2, L2, F
∞
1 , Fμ1 ,

F∞
2 , Fμ

2
, F∞

3 , Fμ
3
, F∞

4 , Fμ4 , μ = 2, 3, .... Класс S1 состоит из всех
логических сумм: S3 = S1 ∪ {1}, S5 = S1 ∪ {0}, S6 = S1 ∪ {0, 1}.

Класс P1 состоит из всех логических произведений, P3 = P1 ∪
∪ {1}, P5 = P1 ∪ {0}, P6 = P1 ∪ {0, 1}.

Классы Si, Pi при i = 1, 3, 5, 6, Lj при j = 1, 2, 3, 4, 5, Dl при
l = 1, 2, 3, Am, Cm при m = 1, 2, 3, 4, F∞

s , Fμs s = 1, 2, ..., 8, μ =
= 2, 3, ..., называем, соответственно, классами типов S, P , L, D,
A, C и F .
Теорема 1.5.1. Имеют место соотношения:
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1) LK(n) = 2 для каждого класса K типа L;
2) LK(n) = n+ 1 для каждого класса K типа S или P ;
3) LK(n) ∼ 2n при n → ∞ для каждого класса K типа D,

A, C или F .
Теорема 1.5.2. Для почти всех функций f из следующих
классов K имеют место соотношения:

1) L(f) = 2 для каждого класса K типа L;
2) L(f) = n+ 1 для каждого класса K типа S или P ;
3) L(f) = 4 при n — четном, L(f) ∈ {4, 6} при n — нечетном

для класса D2;
4) L(f) ∈ {2, 3, 4} для классов K ∈ {D1,D3};
5) L(f) = 4 для каждого класса K типа A;
6) L(f) = 3 для каждого класса K типа C [46];
7) L(f) ∈ {4, 5} для классов

K ∈ {F∞
1 ,F∞

4 ,F∞
5 ,F∞

8 ,Fμ1 ,F
μ
4 ,F

μ
5
,Fμ

8
, μ = 3, 4, . . .};

8) 3 � L(f) � 8 для классов K ∈ {F 2
1 ,F

2
4 ,F

2
5 ,F

2
8 };

9) L(f) = 5 для классов

K ∈ {F∞
2 ,F∞

3 ,F∞
6 ,F∞

7 ,Fμ
2
,Fμ

3
,Fμ

6
,Fμ7 , μ = 3, 4, . . .};

10) L(f) = 4 при n — нечетном, L(f) = 5 при n — четном
для классов K ∈ {F 2

2 ,F
2
3 ,F

2
6 ,F

2
7 }.

Особый интерес вызывает вопрос о возможных значениях
величины L(f) для функций f из различных классов Поста.
Теорема 1.5.3. Справедливы утверждения:

1) L(f) = 2 для любой функции f , существенно зависящей
от n переменных, из классов типа L;

2) L(f) = n+ 1 для любой функции f , существенно завися-
щей от n переменных, из классов типа S или P ;

3) пусть

• t(n) = 2n− 4(p+ 1) при 2p + 2p < n � 2p+1 + 2(p+ 1),
p ∈ N;

• cK = 2 для каждого класса K типа C и классов D1,
D3;

• cK = 3 для каждого класса

K ∈ {F∞
1 ,F∞

4 ,F∞
5 ,F∞

8 ,Fμ1 ,F
μ
4 ,F

μ
5
,Fμ

8
, μ = 2, 3, . . .};

• cK = 4 для каждого класса K типа A, D2 и классов

K ∈ {F 2
2 ,F

2
3 ,F

2
6 ,F

2
7 ,F

3
2 ,F

3
3 ,F

3
6 ,F

3
7 };
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• cK = 5 для каждого класса

K ∈ {F∞
2 ,F∞

3 ,F∞
6 ,F∞

7 ,Fμ
2
,Fμ

3
,Fμ

6
,Fμ7 , μ = 4, 5, . . .},

тогда для любых натуральных n и r таких, что
cK � r � t(n), существует функция f ∈ K, существен-
но зависящая от n переменных, для которой L(f) = r,
причем значение r для класса D2 может быть только
четным числом.

Изложенные факты можно изобразить в виде обобщающей
таблицы 1, в которой представлено распределение величины L(f)
для функций, существенно зависящих от n переменных, из клас-
сов Поста.

Использованы следующие обозначения.
Если в r-м столбце напротив соответствующих классов стоит
знак:

• + — то существуют функции f , у которых L(f) = r, но они
составляют бесконечно малую долю в классах;

• − — то в классах не существует функции f , у которой
L(f) = r.

Если знаки + или − из столбцов ri, ri+1, . . . , ri+k обведены:
• + · · ·+ — сплошной линией, то все или почти все функ-

ции f из классов имеют ri � L(f) � ri+k;
• + · · ·+ — пунктиром, то существенные доли функций f

из классов имеют ri � L(f) � ri+k.

Эти результаты позволяют осуществить сравнительный ана-
лиз сложности контроля управляющих систем, соответствующих
различным классам Поста: проблема контроля управляющих си-
стем в рассматриваемой постановке для различных классов По-
ста имеет количественно и качественно различные решения. В то
же время просматриваются общие закономерности. Для счетного
множества классов Поста почти все функции из этих классов
имеют минимальные проверяющие тесты, состоящие из конеч-
ного числа наборов, но в каждом из них хотя и не существует
функций, зависящих от n переменных, сложность минимальных
тестов которых была бы равна в точности 2n, имеются функ-
ции, сложность минимальных тестов которых равна любому из
промежуточных значений, начиная от некоторой определенной
для каждого класса константы, до величины, асимптотически
равной 2n, т. е. числу возможных неисправностей рассматривае-
мого типа. Таким образом, в каждом из этих классов имеются
функции, у которых почти все из числа 2n неисправностей про-
веряются отдельным набором из минимальных тестов каждая.
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Только конечное число классов не имеет подобной структуры по
сложностям минимальных тестов классов функций: в классах
линейных функций типа L все функции имеют минимальные
тесты сложности 2, в классах логических сумм и произведений
типа S или P сложность минимальных тестов всех функций f
равна n + 1, где n — число существенных переменных этих
функций. И, наконец, для класса D2 — монотонных самодвой-
ственных функций, характеристика сложности минимальных те-
стов отличается от описанной выше закономерности только тем,
что функции из этого класса не могут иметь минимальных
тестов, состоящих из нечетного числа наборов.

Изложенные в этом разделе результаты раскрыты и доказаны
в книге [37].
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Час т ь II

КАЧЕСТВЕННЫЕ

И МЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА

ТЕСТОВЫХ АЛГОРИТМОВ



Введение

В данной части мы будем придерживаться обозначений и
определений, введенных в разделе 1.2.

В главе 2 доказан ряд утверждений технического характера,
на которые опирается дальнейшее изложение.

В главе 3 найдена асимптотика числа тупиковых тестов для
почти всех пар (T ,G) из TG,n при q(G) � 2n(1−ε); показано, что
при q(G) � 2n асимптотика не существует, а при q(G) �n 2n

число тупиковых тестов для почти всех пар (T ,G) из TG,n равно
0. То есть, можно считать, что в определенном смысле задача
решена окончательно. Кроме того, в этой главе найдены оценки
длины почти всех тупиковых тестов, которые, по-видимому, не
улучшаемы. Основные результаты главы сформулированы в тео-
реме 3.0.1.

В главе 4 найдены, также в определенном смысле, оконча-
тельные оценки длины минимального теста для почти всех пар
(T ,G) из TG,n. Причем если ограничиться рассмотрением лишь
полных графов, то сужение полученных оценок является суще-
ственным усилением результатов А.Д. Коршунова и В.Н. Нос-
кова. Основные результаты главы сформулированы в теореме
4.0.11.

Глава 5 посвящена алгоритмам построения тупиковых тестов.
В параграфе 5.1 приводятся соображения по поводу того, какими
свойствами должен обладать «хороший» алгоритм построения
тупиковых тестов. В качестве реализации этих свойств описан
класс связных локальных алгоритмов. В параграфе 5.2 решена
задача минимизации сложности в классе связных локальных
алгоритмов. Построен Д-алгоритм — в определенном смысле
наилучший. В параграфе 5.3 доказывается асимптотическая эф-
фективность Д-алгоритма для почти всех пар (T ,G) из TG,n при

ln q(G) �n ln2 n. Основные результаты приведены в теоремах
5.0.4 и 5.0.5.



Гл а в а 2

НЕКОТОРЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ

В этой главе получен ряд вспомогательных результатов тех-
нического характера. На них, в значительной степени, основано
изложение последующих глав.

2.1. Оценки, связанные с числом сочетаний

Будем считать функцию
(n
r

)
(число сочетаний), опреде-

ленной для любой пары (n, r) из R+ ⊗ R. Если r < 0 или
r > n, то полагаем

(n
r

)
= 0, в противном случае считаем, что(n

r

)
= Γ(n + 1)/(Γ(r + 1)Γ(n − r + 1)), где Γ — гамма-функция.

Мы будем пользоваться асимптотическим разложением Γ, фор-
мулой Стирлинга:

Γ(x+ 1) = e−xxx
√
2πx (1 +Ox(1/x)),

а также представлением Вейерштрасса:

1

Γ(x+ 1)
= eCэ.м.x ·

∞∏
k=1

(
1 + x

k

)
e−

x
k , (2.1)

где Cэ.м. = lim
n→∞(

∑n
k=1 1/k − lnn) — постоянная Эйлера–

Маскерони. Непосредственным следствием указанного представ-
ления является формула(

n

r

)
=

∞∏
k=1

(
1 + r(n− r)

k(k + n)

)
. (2.2)

Определим ряд функций, необходимых в дальнейшем:
• ψ ∈ (0, 1)(0,1), ψ(x) = −x lnx− (1− x) ln(1− x);
• ψ1 ∈ (0, 1)(0,1), ψ1(x) = 1− ψ(x);
• ψ̃ ∈ (0, 1/2)(0,1), ψ(ψ̃(x)) = x;

• ψ2 ∈ (0, 1)(−1/2,1/2), ψ2(x) = ψ1(1/2 + x);
• ψ̃2 ∈ (1/2, 1)(0,1), ψ2(ψ̃2(x)− 1/2) = x.
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Рис. 2.1. Функции ψ, ψ1, ψ̃, ψ2, ψ̃2

Схематично, т. е. очень приблизительно, эти функции изоб-
ражены на рис. 2.1.
Утверждение 2.1.1. Если r �n 1 и n− r �n 1, то(

n

r

)
∼n
√
n/(2πr(n− r)) 2ψ(r/n)n.

Док а з а т е л ь с т в о. Действительно, в этом случае(
n

r

)
∼n

√
2πn nne−n

√
2πr rre−r

√
2π(n− r) (n− r)n−re−(n−r)

=

=
√
n/(2πr(n− r)) 2ψ(r/n)n.

Утверждение 2.1.1 доказано.

Непосредственно из этого вытекает
Следствие 2.1.2. Пусть имеется ε из интервала (0, 1/2). То-
гда, если εn � r � (1− ε)n, то(

n

r

)
� 1√

n
2ψ(r/n)n = 2n

1√
n
2−ψ1(r/n)n = 2n

1√
n
2−ψ2(r/n−1/2)n.
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Утверждение 2.1.3. Пусть имеется ε из (0, 1/2) и положи-
тельная константа C. Тогда, если εn � r1 � r2 � (1 − ε)n и

r2 − r1 � C, то
(
n

r2

)
�
(
n

r1

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Модуль производной функции ψ на от-
резке [ε, 1 − ε] ограничен некоторой константой Cε. Поэтому
|ψ(r2/n)− ψ(r1/n)| � Cε(r2/n− r1/n) � C · Cε/n. Легко видеть,
что r1(n− r1) ∼n r2(n− r2). Следовательно(

n

r2

)/(n
r1

)
�n 2(C·Cε/n)n = 2C·Cε .

Аналогично,
(n
r1

)
/
(n
r2

)
�n 2C·Cε .

Утверждение 2.1.3 доказано.

Утверждение 2.1.4. Если ε ∈ (0, 1/2) и r � εn, то

[r]∑
k=0

(
n

r − k

)
�
(
n

r

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Легко видеть, что
( n
l−1

)
/
(n
l

)
= l/(n − l +

+ 1). Следовательно, если l � εn, то
( n
l−1

)
/
(n
l

)
� ε/(1 − ε) < 1.

Тогда
∑[r]

k=0

( n
r−k
)

�
(n
r

)
α(1− α), где α = ε(1− ε).

Утверждение 2.1.4 доказано.

Утверждение 2.1.5. Если 0 � ε � 1 и x � 1, то
Γ(x+ ε) � Γ(x)xε.

Док а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности считаем, что
x � 3. Обозначаем через [x] целую часть x, а через {x} —
дробную, т. е. x = [x] + {x}. Так как

Γ(x+ ε) = Γ(1 + {x}+ ε)
[x]−1∏
k=1

(x+ ε− k),

Γ(x) = Γ(1 + {x}) ·
[x]−1∏
k=1

(x− k),
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то

Γ(x+ ε)
Γ(x)

�
[x]−1∏
k=1

(
1 + ε

x− k
)

=
[x]−1∏
k=1

(
1 + ε

k + {x}

)
=

=
[x]−1∏
k=1

(
1 + ε

k
− ε{x}
k (k + {x})

)
�

[x]−1∏
k=1

(
1 + ε

k

)
�

�
[x]∏
k=1

⎛⎝1 + ε

k
) � exp(ε

[x]∑
k=1

1

k

⎞⎠ .

Далее, поскольку exp(ε/k) � 1 + ε/k + c/k2 для некоторой кон-
станты C, имеем

exp
(
ε

[x]∑
k=1

1

k

)
�

[x]∏
k=1

(
1 + ε

k
+ C

k2

)
�

[x]∏
k=1

(
1 + ε

k

)
.

Таким образом, Γ(x + ε)/Γ(x) � exp
(
ε
∑[x]

k=1

1

k

)
� exp(ε lnx) =

= xε.
Утверждение 2.1.5 доказано.

Следствие 2.1.6. Если 0 � ε � 1 и 1 � r � n− 1, то(
n

r + ε

)
�
(
n

r

)(
n− r
r

)ε
.

Из доказанных ранее утверждений и определения вытекает
предложение.
Утверждение 2.1.7. Если ε ∈ (0, 1/2) и εn � x � (1− ε)n, то(

n

ψ̃(x)n

)
�n 2xn,

]ψ̃(x)n[+3∑
k=0

(
n

k

)
�n 2xn.

Утверждение 2.1.8. Выполнены следующие положения:
1) если 1 � r � n, то

(n
r

)
� nr,

2) если 0 < r1 � r2 � n, то
(n
r2

)
�
(n
r1

)r2/r1, и, если еще r2 < n,
то (

n

r1

)
�
(
n

r2

)(n−r1)/(n−r2)
;

3) если 0 � r1 � r2 � n/2, то
(n
r1

)
�
(n
r2

)
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Покажем, что, если y � 1 и x � 0, то

(1 + yx) � (1 + x)y. (2.3)

Если x = 0, то 1+ yx = 1 = (1+ x)y. Но тогда 1+ yx = 1+
x∫

0

y dt,

(1+ x)y = 1+
x∫

0

y(1+ t)y−1 dt . Так как y � y(1+ t)y−1, получаем

(2.3).
Докажем п. 1).
Так как, в силу (2.2),

(n
r

)
=
∏∞
k=1(1 + r(n− r)/(k(k + n))), то

для 1 � r � n имеем(
n

r

)
�

∞∏
k=1

(
1 + n− r

k(k + n)

)r
�

∞∏
k=1

(
1 + n− 1

k(k + n)

)r
=
(
n

1

)r
= nr.

Пусть 0 < r1 � r2 � n, тогда(
n

r2

)
=

∞∏
k=1

(
1 + r2(n− r2)

k(k + n)

)
�

∞∏
k=1

(
1 + r1(n− r2)

k(k + n)

) r2

r1 �

�
( ∞∏
k=1

(
1 + r1(n− r1)

k(k + n)

)) r2

r1

=
(
n

r1

) r2

r1

.

Вторая часть п. 2) доказывается аналогично. Пункт 3) вытекает
непосредственно из (2.2) и того факта, что, если 0 � r1 � r2 �
� n/2, то r1(n− r1) � r2(n− r2).

Утверждение 2.1.8 доказано.

Утверждение 2.1.9. Если α � 1 и 0 < y � x � αx � 1/2, то

ψ(dy)/ψ(y) � ψ(dx)/ψ(x).

Док а з а т е л ь с т в о. Так как

d

dx

(
ψ(αx)
ψ(x)

)
= (αψ′(αx)ψ(x)− ψ(αx)ψ′(x))/ψ(x)2
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и ψ′(a) = ln(1− a)− ln a, то имеем

d

dx

(
ψ(αx)
ψ(x)

)
=
(
α(ln(1− x)) lnαx− (lnx) ln(1− αx)+

+ (1− α)(ln(1− x) ln(1− αx))
)
/ψ(x)2 =

= −
(
(α− 1) + (lnx)/ ln(1− x)− α(lnαx)/ ln(1− αx)

)
×

×
(
(ln(1− x)) ln(1− αx)

)
/ψ(x)2.

Покажем, что

(α− 1) + lnx/ ln(1− x) � α(lnαx)/ ln(1− αx) (2.4)

Если α = 1, то (2.4) выполняется. Имеем

d

dα

(
α− 1 + lnx/ ln(1− x)

)
= 1; (2.5)

d

dα

(
α(lnαx)/ ln(1− αx)

)
= d

dα

(
α(lnαx)/ ln(1− αx)

)
=

= (lnαx/ ln(1− αx) + α(ln(1− αx)/α+
+ x lnαx/(1− αx))/(ln(1− αx))2 =

= (lnαx ln(1− αx) + ln(1− αx)+
+ αx lnαx/(1− αx))/(ln(1− αx))2 =

= ((ln(1− αx) + αx/(1− αx)) lnαx+ ln(1− αx))/(ln(1− αx))2.
Так как

ln(1− αx) + αx

1− αx = −
∞∑
k=1

(αx)k

k
+

∞∑
k=1

(αx)k =

=
∞∑
k=2

(
1− 1

k

)
(αx)k > 0,

lnαx < 0 и ln(1− αx) < 0, то получаем

d

dα

(
α(lnαx)/ ln(1− αx)

)
< 0. (2.6)

Так как при α = 1 неравенство (2.4) выполняется, то в силу
(2.5) и (2.6) оно выполняется для любого допустимого α � 1.

Следовательно, в силу (2.4) имеем
d

dα
(ψ(αx)/ψ(x)) < 0. Непо-

средственно из этого неравенства вытекает интересующий нас
результат.
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Утверждение 2.1.10. Если 0 < x < 1/2, a > 1, b > 1 и
b ψ(x/a) � ψ(x), то для y такого, что 0 < y � x выполнено
b ψ(y/a) � ψ(y).

Док а з а т е л ь с т в о. В силу предыдущего утверждения,

ψ(y)/ψ(y/a) � ψ(x)/ψ(x/a) � b,

и, следовательно, ψ(y) � b ψ(y/a).
Утверждение 2.1.10 доказано.

Утверждение 2.1.11. Если 1�n r � n/2, то для любого a � 1

существует такое b � 1, что
(
n

r/b

)
�©n

(
n

r

)1/a

.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждению 2.1.1,(
n

r

)
∼n
√
n/(2πr(n− r)) 2ψ(r/n)n,

а следовательно, в силу r � n 1 имеем ln
(n
r

)
∼ n ψ(r/n)n.

Так как ψ(1/2) = 1, функция ψ непрерывна, lim
s→0

ψ(s) = 0,

то для любого a � 1 существует y, 0 < y � 1/2, такое, что

ψ(y) = 1/2 a. Положим b = 1/2 y и покажем, что
( n
r/b

)
�©n

(n
r

)1/a
.

Пусть 0 < x � 1/2. Так как 2aψ((1/2)/(1/2y)) = 1 � ψ(1/2),
то, в силу предыдущего утверждения, 2aψ(x/b) � ψ(x), и далее
2aψ((r/b)/n) � ψ(r/n), а следовательно, 2a ln

( n
r/b

)
�n ln

(n
r

)
, и

тогда a ln
( n
r/b

)
�©n ln

(n
r

)
, т. е.

( n
r/b

)
�©n

(n
r

)1/a
.

Утверждение 2.1.11 доказано.

2.2. Верхние оценки числа тестовых и тупиковых
тестовых таблиц

Через TтG,r обозначим множество тестовых пар из TG,r (G
— граф), т. е. таких пар (T ,G), для которых набор 1r является
тестом, т. е. множество таблиц T , в которых вообще есть тест,
например, если G — полный граф, то таблиц, у которых все
строки различны.

Через TттG,r обозначим множество тупиковых тестовых пар,
т. е. множество таблиц T , у которых только множество всех
столбцов является тестом.

Через T
ту
G,r обозначим множество таких пар (T ,G) из TG,r,

что Ẽr ⊆ TG(X(G)). Напомним, что Ẽr = {1ri , i = 1, . . . , r} — это
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предпоследний слой r-мерного бинарного куба, а TG(X(G)) —
таблица сравнения графа G.

Положим X0(T ,G) = T−1
G (1r), т. е. это такое множество ребер

графа, которые инцидентны вершинам, которым соответствуют
совпадающие строки таблицы T .

Положим Xi(T ,G) = T−1
G (1ri ), i = 1, . . . , r; X(T ,G) =

= T−1
G (Ẽr), т. е. это множество ребер графа, которые инцидентны

вершинам, которым соответствуют строки таблицы T , отличаю-
щиеся в одной позиции.

Положим G(T ,G) = GX(T ,G), т. е. это подграф графа G, со-
держащий только ребра из X(T ,G).

Легко видеть, что верно следующее предложение.
Утверждение 2.2.1. Имеют место положения:

�) (T ,G) ∈ TтG,r точно тогда, когда X0(T ,G) = ∅;

�) (T ,G) ∈ TттG,r точно тогда, когда X0(T ,G) = ∅ и
Xi(T ,G) �= ∅ при всех i = 1, . . . , r.

Первое предложение утверждения следует из следующего
факта: чтобы все столбцы таблицы сравнения образовывали тест,
в ней не должно быть единичной строки. А наличие в таблице
сравнения всех наборов из предпоследнего слоя гарантирует, что
других тестов нет, т. е. множество всех столбцов — единствен-
ный тупиковый тест.

Через W1(G,m) обозначим подмножество вершин графа G,
имеющих степень не менее, чем m. Полагаем W2(G,m) =
= P(G) \W1(G,m). Будем предполагать, что каждому графу G
и подмножеству его вершин U поставлена в соответствие нуме-
рация вершин G, т. е. биекция πG,U из P(G)Np(G) , обладающая
следующими свойствами:

1) πG,U (U) = N|U |;
2) если a, b ∈ U и γ(a) < γ(b), то πG,U (a) > πG,U (b) (напом-

ним, что γ(a) — степень вершины a);
3) если a ∈ P(G) \ U , то a имеет максимальную степень

в графе G′ среди вершин из P(G′) \ U , где G′ — граф,
полученный из G удалением всех вершин, имеющих номера
большие, чем номер a.

Данная нумерация отображает множество U на начальный от-
резок натурального ряда, вершины из U нумеруются в порядке
убывания степени вершины, а вершины из P(G) \ U — в порядке
возрастания степени смежности с вершинами с меньшими номе-
рами. Ясно, что такие нумерации существуют.

Через SG,U (k) обозначим множество вершин G, смежных с

π−1
G,U (k) и имеющих номера, меньшие, чем k.
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Положим S∗
G,U (k) = SG,U (k) \ U .

Пусть далее NG,U ,k = |SG,U (k + 1)|, N∗
G,U ,k = |S∗

G,U (k + 1)|.
Из определения нумерации следует, что NG,U ,k > NG,U ,s для k >
> s > |U |.

Пусть имеется некоторое множество F , F ⊆ Er. Через
TF
G,r обозначим множество таких пар (T ,G) из TG,r, что

TG(X(G))
⋂F = ∅, т. е. таблица сравнения графа не содержит

строк из F .
Если a из Er, то положим Fa = {x : x ∈ Er, x ↔ a ∈ F}.

Например, если F = εr, то Fa есть шар радиуса 1 с центром в a.
Пусть U ⊆ P(G) и f ∈ (Er)U , через TF ,U ,f

G,r обозначим мно-

жество таких пар (T ,G) из TF
G,r, что T |U = f , т. е. TF ,U ,f

G,r —
это множество пар таких, что строки матрицы сравнения не
принадлежат F , а матрица T на U — фиксированная.
Утверждение 2.2.2. Если ε ∈ (0, 1/8), ln q(G) � r r и U , U ⊆
⊆ P(G), F , {1r} ⊆ F ⊆ Er, f ∈ (Er)U таковы, что для любых
a, b из U выполнено Ff(a) ∩ Ff(b) = ∅ и для любой вершины u

из P(G)\U верно γ(u) � 2(1−ε)r, то

|TF ,U ,f
G,r | � r exp(−|F|(q(G)− q(GU ))2−r)2−|U |r|TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Если F = εr, то условие Ff(a) ∩ Ff(b) =
= ∅ означает, что f(a) и f(b) отличаются в более, чем в двух
компонентах.

Мы имеем нумерацию πG,U вершин G. Пусть Gk,U подграф
G, порожденный вершинами с номерами не превосходящими k, а
G′
k,U — подграф, порожденный множеством P(Gk,U )\S∗

G,U (k+ 1).
Через T̃F ,U ,f

Gk,U ,r, k � |U |, обозначим множество таких пар

(T ,Gk,U ) из TF ,U ,f
Gk,U ,r, что для любой вершины a из S∗

G,U (k + 1)
и любой вершины b, отличной от a из SG,U (k + 1) верно
FT (a) ∩ FT (b) = ∅.

Положим T̂F ,U ,f
Gk,U ,r = TF ,U ,f

Gk,U ,r\T̃
F ,U ,f
Gk,U ,r.

Ясно, что

|T̂F ,U ,f
Gk,U ,r| � |TF ,U ,f

G′
k,U ,r| ·N∗

G,U ,k ·NG,U ,k · 2r(N
∗
G,U ,k−1);

|T̃F ,U ,f
Gk,U ,r| � |TF ,U ,f

G′
k,U ,r|

N∗
G,U ,k∏
i=1

(2r − |F|(γGk,U (ai)+

+ |F|(NG,U ,k −N∗
G,U ,k) + |F|(i− 1))),

где {a1, a2, . . . , aN∗
G,U ,k

} = S∗
G,U (k + 1).
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Пусть kε таково, что для k > kε верно NG,U ,k � 2εr, и
NG,U ,k < 2εr для k � kε. Тогда, если k � kε и a ∈ P(Gk,U ), то
γGk,U (a) < 2εr.

Таким образом имеем для k � kε выполнено

|T̂F ,U ,f
Gk,U ,r|/|T̃

F ,U ,f
Gk,U ,r| �

�
(
2εr · 2εr · 2r(N∗

G,U ,k−1)
)
/
(
2r − 2 r (2εr + 2 r 2εr)

)N∗
G,U ,k �

� 2(2ε−1) r
(
1− 6 r22(ε−1) r

)−2εr

� r 2(2ε−1)r.

Так как

|TF ,U ,f
Gk+1,U ,r| � |T̃F ,U ,f

Gk,U ,r| · (2r − |F| ·NG,U ,k) + |T̂F ,U ,f
Gk,U ,r| · 2r =

= |TF ,U ,f
Gk,U ,r| · (2r − |F| ·NG,U ,k) + |T̂F ,U ,f

Gk,U ,r| · |F| ·NG,U ,k

и для некоторой константы c верно |T̂F ,U ,f
Gk,U ,r| � c · 2(2ε−1)r · |TF ,U ,f

Gk,U ,r|,
то имеем

|TF ,U ,f
Gk+1,U ,r| � |TF ,U ,f

Gk,U ,r| ·
(
2r − (1− c · 2(2ε−1) r) · |F| ·NG,U ,k

)
.

Таким образом получаем, что

|TF ,U ,f
Gkε,U ,r| �

kε∏
k=|U |+1

(
2r − (1− c · 2(2ε−1)r) · |F| ·NG,U ,k

)
�

� 2r(kε−|U |)·exp
(
−2−r(1− c·2(2ε−1)r)·|F|·(q(Gkε,U )− q(GU ))

)
� r

� r 2r(kε−|U |) exp
(
− |F| · 2−r · (q(Gkε,U )− q(GU ))

)
.

Ясно, что число пар (T ,G) из TF ,U ,f
G,r таких, что для любого

k > kε существует подмножество Mk множества T (SG,U (k)) такое,
что, если a, b ∈ Mk и a �= b, то Fa ∩ Fb = ∅ и |Mk| > (1 −
− 2−εr/2)NG,U ,k−1, не превосходит

|TF ,U ,f
Gkε,U ,r| ·

p(G)∏
k=kε+1

(
2r − (1− 2−εr/2) · |F| ·NG,U ,k−1

)
� r

� r 2r(p(G)−|U |)×
× exp

(
− |F| · 2−r · (q(G)− q(GU )) + 2−εr/2(q(G)− q(Gkε,U ))

)
� r
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� r 2r(p(G)−|U |) · exp
(
− |F| · 2−r · (q(G)− q(GU ))

)
. (2.7)

Число пар (T ,G) из TF ,U ,f
G,r таких, что для данного k, k > kε,

не существует множества Mk с указанными выше свойствами не
превосходит(

N∗
G,U ,k−1

]2−εr/2NG,U ,k−1[

)
(2−r|F|2NG,U ,k−1)

]2−εr/2NG,U ,k−1[
2r(p(G)−|U |),

и для некоторой константы c последняя величина не превосходит(
cNG,U ,k−1

2−εr/2NG,U ,k−1

)]2−εr/2NG,U ,k−1[

×

×
(
4 r2 2−rNG,U ,k−1

)]2−εr/2NG,U ,k−1[ · 2r(p(G)−|U |) =

=
(
4 c r2 2−r2εr/2NG,U ,k−1

)]2−εr/2NG,U ,k−1[ · 2r(p(G)−|U |) � r

� r

(
4 c 2(1−ε)r 2−r 2εr/2 r2

)2(ε−ε/2)r

· 2r(p(G)−|U |) � r

� r 2−(εr/3)2(εr/2) · 2r(p(G)−|U |).

Поскольку ln q(G) � r r, то имеем

p(G)2−(εr/3)2(εr/2) � r exp(−|F| · 2−r · (q(G)− q(GU ))).

Следовательно, учитывая (2.7), можно заключить, что

|TF ,U ,f
G,r | � r 2r(p(G)−|U |) exp

(
− |F| · 2−r · (q(G)− q(GU ))

)
Утверждение 2.2.2 доказано.

Утверждение 2.2.3. Если ε ∈ (0, 1) и Δ(G) � r (1− ε)2rr ln 2 и
ln q(G) � r r, то |TтG,r| � r exp(−q(G)2−r)|TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Напомним, что Δ(G) — максимальная
степень вершин графа G.

Возьмем δ = ε/16 и положим U = W1(G, 2(1−δ)r). Согласно

утверждению 2.2.2 |T{1r},U ,f
G,r | � r 2r(p(G)−|U |) exp

(
− 2−r(q(G′) −

− |U |2)
)
, где G′ любой из подграфов G, полученных удалением

некоторого множества вершин U ′, U ′ ⊆ U , так, что выполне-

но |f(U\U ′)| = |U\U ′|. Поскольку |TтG,r| =
∑

f∈(Er)U |T{1r},U ,f
G,r |;

число функций f таких, что из U необходимо удалить U ′,
|U ′| = l, чтобы выполнялось |f(U\U ′)| = |U\U ′|, т. е. таких,

3 В. Б. Кудрявцев, А. Е. Андреев, Э. Э. Гасанов
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что |f(U)| = |U | − l, не более, чем 2r
|U|(|U |

l

)
(|U |2−r)l; граф G′,

полученный из G удалением l вершин, имеет не менее, чем

q(G)− lΔ(G) ребер; также выполнено 2|U |22−r � r 1; то имеем:

|TтG,r| � r

|U |−1∑
l=0

(|U |
l

)
(|U |2−r)le−2−r(q(G)−lΔ(G) · 2rp(G) �

� 2rp(G)e−q(G)2−r
|U |∑
l=0

(|U |
l

)(
|U |2−re2−rΔ(G)

)l
=

= 2rp(G) exp(−q(G)2−r)
(
1 + |U |2−r exp(Δ(G)2−r)

)|U |
.

Так как |U |2 �
(
q(G)2(δ−1)r

)2
� r 22δr, exp(Δ(G)2−r) �

�r exp(2rr(1− ε/2)(ln 2)2−r
)
, то получаем

|TтG,r| � r 2
rp(G) exp(−q(G)2−r)

(
1 + 22δr · 2−r · 2r · 2−(ε/2) r

)
22δr =

= 2rp(G) exp(−q(G)2−r)
(
1 + 2(2δ−ε/2)r

)
22δr � r

� r 2rp(G) exp(−q(G)2−r).

Обозначим через Tes(G,A) множество таких отображений T
из AP(G), что T (a1) �= T (a2), если a1 и a2 смежны. Положим
Tesm(G) = |Tes(G,A)|, где |A| = m. Нетрудно показать, что если

m1 � m2, то Tesm1(G)m−p(G)
1 � Tesm2(G)m−p(G)

2
.

Если внимательно проследить доказательство утверждений
2.2.2 и 2.2.3, то можно заключить, что фактически доказан сле-
дующий факт. Имеется ε из (0, 1). Если Δ(G) � m(1 − ε)m lnm
и ln q(G) � m lnm, то Tesm(G) � m exp(−q(G)m−1)mp(G).

Утверждение 2.2.3 доказано.

Пусть Q ⊆ X(G) и f ∈ (Er)Q, через TQ,f
G,r обозначим множе-

ство таких пар (T ,G) из TG,r, что TG|Q = f .
Утверждение 2.2.4. Верны положения:

�) TQ,f
G,r �= ∅ точно тогда, когда для любого простого цикла

графа GQ выполнено f(x1) ↔ f(x2) ↔ . . . ↔ f(xs) = 1r,
где x1,x2, . . . ,xs — ребра этого цикла;

�) если TQ,f
G,r �= ∅, то |TQ,f

G,r | = 2rk(G
Q).
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Док а з а т е л ь с т в о. Напомним, что k(GQ) — число компонент
связности графа GQ.

Пусть (T ,G) ∈ TG,r и a1, {a1, a2}, a2, {a2, a3}, . . . , as, {as, a1}
— простой цикл графа G; x1 = {a1, a2}, . . . ,xs−1 = {as−1, as},
xs = {as, a1}. Тогда

TG(x1) ↔ . . .↔ TG(xs) =
= (T (a1)↔T (a2))↔ . . .↔(T (as−1)↔T (as))↔(T (as)↔T (a1)) =

= (T (a1)↔ T (a1))↔ . . .↔ (T (as)↔ T (as)) = 1r.

Следовательно, если {x1,x2, . . . ,xs} ⊆ Q и TQ,f
G,r �= ∅, то

f(x1) ↔ . . . ↔ f(xs) = 1r. Если для любых x1,x2, . . . ,xs,
являющихся ребрами простого цикла графа GQ, выполнено
f(x1) ↔ . . . ↔ f(xs) = 1r, то верно, что f(z1) ↔ . . . ↔ f(zs1) =
= f(y1) ↔ . . . ↔ f(ys2), где z1, z2, . . . , zs1 и y1, y2, . . . , ys2— ребра
двух простых циклов графа GQ, соединяющих одни и те же
вершины. Выделим в каждой компоненте связности GQ графа
по одной вершине u1, . . . ,uk(GQ). В силу предыдущего замечания

две пары (T1,G) и (T2,G) из TQ,f
G,r различны тогда и только

тогда, когда существует i из Nk(GQ) такое, что T1(ui) �= T2(ui).
С другой стороны, каждому набору a из (Er)Nk(GQ) можно

поставить в соответствие пару (T ,G) из TQ,f
G,r следующим

образом: T (ui) = a(i), i ∈ Nk(GQ); если x1,x2, . . . ,xs — ребра
некоторой простой цепи, соединяющей вершину u с ui, где
i ∈ Nk(GQ), то полагаем T (u) = a(i) ↔ f(x1) ↔ . . . ↔ f(xs).
Следовательно, |TQ,f

G,r | = 2rk(G
Q).

Утверждение 2.2.4 доказано.

Утверждение 2.2.5. Для графа G при Q ⊆ X(G) следующие
условия эквивалентны:

1) для любых r и f из (Er)Q верно TQ,f
G,r �= ∅;

2) существует g из 〈(Ẽ |Q|)Q〉такое, что TQ,g
G,|Q| �= ∅;

3) граф GQ является лесом.

Док а з а т е л ь с т в о. Ясно, что 1 влечет 2 и из 3, в силу преды-
дущего утверждения, так как лес не имеет циклов, следует 1.
Докажем, что 2 влечет 3. Допустим, что GQ — не лес и x1,x2, . . .
. . . ,xs — ребра одного из его простых циклов. Так как s � 2

и g(Q) = Ẽ |Q|, имеем |g(x1) ↔ . . . ↔ g(xs)| = |Q| − s � |Q| − 2.

3*
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Следовательно, g(x1) ↔ . . .↔ g(xs) �= 1r и, в силу утверждения

2.1.4, имеем TQ,g
G,|Q| = ∅. Получили противоречие.

Утверждение 2.2.5 доказано.

Утверждение 2.2.6. Если (T ,G) ∈ TG,r и граф GΛ является
максимальным подлесом графа G(T ,G), то при Xi(T ,G) �= ∅
для всех i = 1, . . . , r выполнено Λ ∩Xi(T ,G) �= ∅.

Док а з а т е л ь с т в о. Допустим, что Xj(T ,G) �= ∅, а
Λ ∩ Xj(T ,G) = ∅. Поскольку GΛ — максимальный
подлес графа, найдутся некоторые x1, x2, . . ., xs из
Λ такие, что x,x1,x2, . . . ,xs являются ребрами неко-
торого простого цикла графа G(T ,G), x ∈ Xj(T ,G).
Следовательно TG(x) ↔ TG(x1) ↔ . . . ↔ TG(xs) = 1r и

TG(x) = TG(x1) ↔ . . . ↔ TG(xs). Так как TG(xi) ∈ Ẽr\{1rj},
i = 1, . . . , s, то (TG(xi))(j) = 1, i ∈ Ns и следовательно
(TG(x))(j) = 1, но (TG(x)) = 1rj . Получили противоречие.

Утверждение 2.2.6 доказано.

Введем функцию H(m, r), положив H(m, r) = exp(−
−m · 2−r)(1− exp(−m2−r))r. Определим константы CH , C1

H , C2
H

следующим образом: 1 − exp(−C1
H) = 2−1/2; exp(−C2

H) = 2−1/2;

CH = C1
H/C

2
H .

Утверждение 2.2.7. Если 2r/r2 � q(G) � C1
H2r, то |TттG,r| �

� r H(q(G), r)|TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем δ из (0, 1/16) и разде-
лим P(G) на три множества: U1(G, r) = W1(G,C2

H2r)
(множество вершин, степень которых не меньше C2

H2r),

U2(G, r) = W1(G, 2(1−δ)r)\U1(G, r) (множество вершин,
степень которых не меньше 2(1−δ)r и меньше C2

H2r),

U3(G, r) = W2(G, 2(1−δ)r) (множество вершин, степень которых
меньше 2(1−δ)r).

Пусть имеется Λ, Λ ⊆ X(G), такое, что GΛ — лес. Построим
множество AG,r(Λ) следующим образом:

1) если a ∈ U2(G, r) и существует вершина b из U1(G, r) такая,
что a и b лежат в одной компоненте связности графа GΛ,
то a ∈ AG,r(Λ);

2) если некоторая компонента связности графа GΛ содержит
более одной вершины из U2(G, r) и не содержит вершин из
U1(G, r), то все вершины, лежащие одновременно в этой
компоненте и множестве U2(G, r), за исключением вер-
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шины, имеющей наименьший номер, согласно нумерации
πG,W1(G,2(1−δ)r) принадлежат множеству AG,r(Λ).

Через Λ∗, Λ∗ ⊆ X(G), обозначим множество таких ребер
графа G, что оба их конца лежат в одной компоненте связности
графа GΛ.

Через F(g), где g ∈ (Er)U1(G,r), обозначим такое наибольшее
подмножество Er, что, если a �= b, и a, b ∈ g(U1(G, r)), то Fa ∩
∩ Fb = ∅. Оно определяется по g однозначно.

Через P̃G,r(Λ) обозначим множество вершин из U3(G, r), име-
ющих ненулевую степень в графе GΛ.

Построим множество P̂G,r(Λ) следующим образом: если вер-
шина имеет наименьший, согласно нумерации πG,W1(G,2(1−δ)r), но-
мер среди вершин какой-либо нетривиальной компоненты связ-
ности графа GΛ, причем компонента содержится в U3(G, r), то

она принадлежит множеству P̂G,r(Λ).
Через U ′

1(g), U
′
1(g) ⊆ U1(G, r), |U ′

1(g)| = |g(U1(G, r))|, обо-
значим множество, построенное следующим образом: a ∈ U ′

1(g)
тогда и только тогда, когда для некоторого b из Er вершина
a имеет наименьший, согласно нумерации πG,W1(G,2(1−δ)r), номер

среди элементов g−1(b).
Если GΛ — лес, то через TΛ,f ,g

G,r обозначим множество таких
пар (T ,G) из TG,r, что TG|Λ = f , T |U1(G,r) = g и для любого x из
X(G)\Λ∗ выполнено TG(x) /∈ Er.
Лемма 2.2.8. Если |Λ| � r4 и U1(G, r) = U ′

1(g), то

|TΛ,f ,g
G,r | � r exp

(
− |F(g)|2−r(q(G)− C2

H2r|AG,r(Λ)|)
)
×

× exp2

(
r
(
|U2(G, r)|−|AG,r(Λ)|+|U3(G, r)|−|P̃G,r(Λ)|+|P̂G,r(Λ)|

))
.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть задана функция h из

(Er)U2(G,r)\AG,r(Λ).

Определим множество B(h), B(h) ⊆ U2(G, r)\AG,r(Λ), следую-
щим образом:

1) B0(h) = ∅;
2) если для a из U2(G, r)\AG,r(Λ)\Bi(h) существует b из

U1(G, r) ∪ U2(G, r)\AG,r(Λ)\Bi(h), отличная от a, такая,
что |h(a) ↔ h(b)| > r − 3, (|h(a) ↔ g(b)| > r − 3, если b
из U1(G, r)), и a имеет наименьший согласно нумера-
ции πG,W1(G,2(1−δ)r) номер среди вершин, обладающих этим

свойством, то полагаем Bi+1(h) = Bi(h) ∪ {a};
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3) если для любой a из U2(G, r)\AG,r(Λ)\Bi(h) и любых, от-
личных от a, b1 из U1(G, r) и b2 из U2(G, r)\AG,r(Λ)\Bi(h)
выполнено |h(a) ↔ h(b2)| � r − 3 и |h(a) ↔ g(b1)| � r − 3,
то полагаем B(h) = Bi(h).

Заметим, что в силу того, что для любой T из TΛ,f ,g
G,r верно

T (a2) = T (a1) ↔ f(x1) ↔ . . .↔ f(xs), где вершины a1, a2 лежат
в одной компоненте связности GΛ, а x1,x2, . . . ,xs — ребра цепи
в GΛ, соединяющей их, если значения T заданы на U1(G, r) ∪
∪
(
U2(G, r)\AG,r(Λ)

)
∪ P̂G,r(Λ), то автоматически они заданы и

на P̃G,r(Λ)\P̂G,r(Λ).
Через TΛ,f ,g,h

G,r обозначим множество таких пар (T ,G) из

TΛ,f ,g
G,r , что T |U2(G,r)\AG,r(Λ) = h.

Через GΛ,g,h обозначим граф, полученный из G удалением

множества вершин AG,r(Λ) ∪B(h) ∪
(
P̃G,r(Λ)\P̂G,r(Λ)

)
.

Определим g̃, положив

g̃|U2(G,r)\AG,r(Λ)\B(h) = h|U2(G,r)\AG,r(Λ)\B(h)

и g̃|U1(G,r) = g|U1(G,r). Ясно, что |TΛ,f ,g,h
G,r | � |TF(g),U(Λ,g,h),g̃

GΛ,g,h,r
|,

где U(Λ, g,h) = U1(G, r) ∪
(
U2(G, r)\AG,r(Λ)\B(h)

)
. Согласно

утверждению 2.2.2∣∣∣TF(g),U(Λ,g,h),g̃
GΛ,g,h,r

∣∣∣ � r

� r 2r(p(GΛ,g,h)−|U(Λ,g,h)|) · e−|F(g)|2−r(q(GΛ,g,h)−q(GU(Λ,g,h))).

Ясно, что p(GΛ,g,h) − |U(Λ, g,h)| = |U3(G, r)| − |P̃G,r(Λ)| +
+ |P̂G,r(Λ)|
и

q(GΛ,g,h)− q(GU(Λ,g,h)) �
� q(G)− C2

H2r · |AG,r(Λ)| − C2
H2r|B(h)| − |Λ| − (C1

H2δr)2.

Так как |Λ| � r4, то имеем

|TΛ,f ,g,h
G,r | � r exp2

(
(|U3(G, r)| − |P̃G,r(Λ)|+ |P̂G,r(Λ)|)r

)
×

× exp
(
− |F(g)| · 2−r(q(G)− 2r · C2

H · |AG,r(Λ)|)
)
×

× exp
(
|F(g)|C2

H |B(h)|
)
.
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Так как |TΛ,f ,g
G,r | =

∑
h |TΛ,f ,g,h

G,r |, где сумма берется по всем h из

(Er)U2(G,r)\AG,r(Λ), то

|TΛ,f ,g,h
G,r | � r 2r(|U3(G,r)|−|P̃G,r(Λ)|+|P̂G,r(Λ)|)×

× e−|F(g)|2−r(q(G)−2rC2
H |AG,r(Λ)|) ·

(∑
h

e|F(g)|C2
H |B(h)|

)
,

где сумма берется по всем h из (Er)U2(G,r)\AG,r(Λ). Число функ-
ций h таких, что |B(h)| = k, не превосходит

exp2(r(|U2(G, r)| − |AG,r(Λ)|)) ·
(|U2(G, r)| − |AG,r(Λ)|

k

)
×

×
(
C1
H2δr

((r
3

)
+
(
r

2

)
+
(
r

1

)
+
(
r

0

))
2−r
)k
.

Так как |F(g)| � r + 1, exp(C2
H) = 21/2, то имеем∑

h

exp(|F(g)|C2
H |B(h)|) � exp2(r(|U2(G, r)| − |AG,r(Λ)|))×

×
|U2(G,r)|−|AG,r(Λ)|∑

k=0

(|U2(G, r)| − |AG,r(Λ)|
k

)
×

×
(
C1
H2δr 3r3 2−r 2(1/2)(r+1)

)k
�

�
(
1 + C1

H2δr 3r3 2−r 2(1/2)(r+1)
)C1

H2δr

×
× exp2(r(|U2(G, r)| − |AG,r(Λ)|)).

Таким образом мы получили искомую оценку для |TΛ,f ,g
G,r |.

Лемма 2.2.8 доказана.

Через T̃ттG,r обозначим множество таких пар (T ,G) из TттG,r,

что |Xi(T ,G)| � r3, i ∈ Nr, и U ′
1(T |U1(G,r)) = U1(G, r).

Пусть ÃG,r(Λ), ÃG,r(Λ) ⊆ U1(G, r), множество, определенное
следующим образом: если некоторая компонента графа GΛ содер-
жит более одной вершины из U1(G, r), то все они за исключени-
ем, имеющей минимальный, согласно нумерации πG,W1(G,2(1−δ)r),

номер, принадлежат ÃG,r(Λ).
Пусть N(l, r), l � r4, число отображений f из 〈(Ẽr)X〉, где

|X| = l, таких, что 1 � |f−1(1ri )| � r3, i ∈ Nr. Множество таких
функций обозначим через Mr(X).
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Если f ∈Mr(Λ) и g ∈ (Er)U1(G,r)\ÃG,r(Λ), то положим TΛ,f ,g
G,r =

= T
Λ,f ,g′f
G,r , где g′f — такая единственная функция из (Er)U1(G,r),

что существует T , для которой выполнено:

T |U1(G,r) = g′f , TG|Λ = f , T |U1(G,r)\ÃG,r(Λ) = g.

Таким образом, в соответствии с утверждением 2.2.6 имеем

|T̃ттG,r| =
∑
Λ

∑
f

∑
g

|TΛ,f ,g
G,r | � r

� r

∑
Λ

∑
f

∑
g

exp
(
− |F(g′f )| · 2−r · (q(G)−C2

H 2r · |AG,r(Λ)|)
)
×

× exp2

(
r(|U2(G, r)|−|AG,r(Λ)|+|U3(G, r)|−|P̃G,r(Λ)|+|P̂G,r(Λ)|)

)
=

= exp2(r·p(G))·
∑
Λ

2−|Λ|·r∑
f

∑
g

exp2

(
−r(|U1(G, r)|−|ÃG,r(Λ)|)

)
×

× exp
(
−|F(g′f )| · 2−r · (q(G)−C2

H 2r |AG,r(Λ)|)
)
,

где внешняя сумма берется по таким Λ, что GΛ — лес,
|Λ| � r4; средняя — по f из Mr(Λ); внутренняя — по g из

(Er)U1(G,r)\ÃG,r(Λ).
Через d(l,G) мы ранее обозначили число остовных подлесов

графа G, имеющих l ребер. Через dr,k1,k2(l,G) обозначим число

таких Λ, что GΛ — лес и |ÃG,r(Λ)| = k1, |AG,r(Λ)| = k2.

Лемма 2.2.9. Если l � r4, то d(l, g) � r

(q(G)
l

)
и dr,k1,k2(l,G) �

� r

(q(G)
l

)
(2−(2/3)r)k1+k2 .

Док а з а т е л ь с т в о. В любом простом цикле, состоящем из k
ребер, можно выделить ]k/2[ ребер так, что все концы остальных
[k/2] ребер будут и концами выделенных. Следовательно, число

простых циклов длины k не превосходит
(q(G)
]k/2[

)
·
(]k/2[2

[k/2]

)
. Таким

образом, число множеств Q, Q ⊆ X(G), таких, что |Q| = l и GQ

не является лесом, не превосходит при возможности дополнить
цикл из k ребер до Q величины

l∑
k=3

(
q(G)
]k/2[

)(
]k/2[2

[k/2]

)(
q(G)− k
l − k

)
�
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�
(
q(G)
l

) l∑
k=3

(
l

q(G)− l

)k
q(G)]k/2[k[k/2] �

�
(
q(G)
l

) l∑
k=3

(
k · l3

q(G)− l

)[k/2] (
q(G)/(q(G)− l)

)]k/2[ � r

(
q(G)
l

)
Следовательно, d(l,G) � r

(q(G)
l

)
.

Для любой вершины a из ÃG,r(Λ) ∪ AG,r(Λ) существует

и причем единственная, вершина ba из (U1(G, r)\ÃG,r(Λ)) ∪
∪ (U2(G, r)\AG,r(Λ)), лежащая в той же компоненте графа. По-
ставим в соответствие вершине a ребро xa, инцидентное ей и
являющееся началом кратчайшей цепи, соединяющей a с ba.
Ясно, что для разных a ребра xa различны.

Таким образом, в любом множестве Λ, таком, что для
некоторого фиксированного A, A ⊆ U1(G, r) ∪ U2(G, r), верно

ÃG,r(Λ) ∪ AG,r(Λ) = A, можно выделить |A| ребер, обладающих
указанными выше свойствами. Если все остальные ребра зафик-
сированы, то выделенные можно выбрать не более, чем (2 l)|A|
способами. Следовательно, число множеств Λ таких, что |Λ| = l
и ÃG,r(Λ) ∪ AG,r(Λ) = A не превосходит

( q(G)
l−|A|

)
(2 l)|A|. Таким

образом имеем

dr,k1,k2(l,G) �
(
C1
H 2δr

k1 + k2

)(
q(G)

l − k1 − k2

)
(2l)k1+k2 �

�
(
q(G)
l

)
(C1

H 2δr · 2l · l/(q(G)− l))k1+k2 � r

(
q(G)
l

)
2−(2/3) r (k1+k2).

Лемма 2.2.9 доказана.

Через Y(Λ, f) обозначим следующую величину:

Y(Λ, f) =
∑
g

exp2

(
− r(|U1(G, r)| − |ÃG,r(Λ)|)

)
×

× exp
(
− |F(g′f )| · 2−r(q(G)− C2

H 2r|AG,r(Λ)|)
)
,

где g ∈ (Er)U1(g,r)\ÃG,r(Λ). Положим Y(Λ) =
∑

f∈Mr(Λ) Y(Λ, f).
Ясно, что r + 1− (CH)2 � |F(g′f )| � r + 1. Следовательно,

exp
(
− (r + 1) 2−r(q(G)− C2

H 2r|AG,r(Λ)|)
)

� Y(Λ, f) �
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� exp
(
−(r+1) 2−r(q(G)−C2

H 2r|AG,r(Λ)|)
)
·exp

(
(CH)22−rq(G)

)
�

� exp
(
−(r+1) 2−r(q(G)− C2

H 2r|AG,r(Λ)|)
)
· exp

(
C1
H(CH)2

)
.

Таким образом для l � r4 имеем∑
Λ

Y(Λ) � N(l, r) exp
(
− (r + 1) 2−rq(G)

)(q(G)
l

)
,

где сумма берется по таким Λ, что |Λ| = l, GΛ — лес.
Исходя из леммы 2.2.9 имеем для l � r4 выполнено∑

Λ

Y(Λ) � N(l, r) exp
(
− (r + 1) 2−rq(G)

)(q(G)
l

)
×

× exp
(
C1
H(CH)2

)
·

[CH ]∑
k1=1

(2−(2/3)r)k1
[C1

H2δr ]∑
k2=1

(2−(2/3)r)k2eC
2
H(r+1)k2 �

�
(
q(G)
l

)
N(l, r) exp

(
− (r + 1) 2−rq(G)

)
×

× exp
(
C1
H(CH)2

)
· (2−(2/3)r/(1− 2−(2/3)r))×

× 2−(2/3)r2(1/2)(r+1)/(1− 2−(2/3)r2(1/2)(r+1)) � r

� r

(
q(G)
l

)
N(l, r) exp

(
− (r + 1)2−rq(G)

)
,

где первая сумма берется по таким Λ , что |Λ| = l , GΛ — лес,

ÃG,r(Λ) ∪ AG,r(Λ) �= ∅.

Если ÃG,r(Λ) = ∅, то g′f = g и число функций g из (Er)U1(G,r)

таких, что F(g) �= Er, не превосходит

2r|U1(G,r)|
(|U1(G, r)|

2

)((
r

3

)
+
(
r

2

)
+
(
r

1

)
+
(
r

0

))
2−r � r

� r 2−
r
2 · 2r|U1(G,r)|.

Следовательно, для l � r4 выполнено∑
Λ

Y(Λ) � r

(
q(G)
l

)
N(l, r) exp

(
− (r + 1)2−rq(G)

)
×

×
(
1+exp(C1

H(CH)2)2−r/2
)

� r

(
q(G)
l

)
N(l, r) exp

(
−(r+1)2−rq(G)

)
,
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где сумма берется по таким Λ, что |Λ| = l, GΛ — лес, ÃG,r(Λ) ∪
∪AG,r(Λ) �= ∅.

Таким образом выполнено

|T̃ттG,r| � r

r4∑
l=r

2rp(G)2−lr
(
q(G)
l

)
N(l, r)e−(r+1)2−rq(G) =

=

⎛⎝ r4∑
l=r

(
q(G)
l

)
2−lrN(l, r)

⎞⎠ · 2rp(G) exp
(
− (r + 1)2−rq(G)

)
.

Ясно, что N(l, r) =
∑

l1,...,lr

( l
l1

)(l−l1
l2

)
· · ·
(l−l1−...−lr−1

lr

)
, где сум-

ма берется по таким l1, . . . , lr из Nr3 , что l1 + . . . + lr = l; а также
верно(
q(G)
l

)(
l

l1

)(
l − l1
l2

)
· · ·
(
l − l1 − . . .− lr−1

lr

)
=

=
(
q(G)
l1

)(
q(G)− l1

l2

)(
q(G)− l1 − . . .− lr−1

lr

)
.

Следовательно,

r4∑
l=r

(
q(G)
l

)
2−l rN(l, r) =

=
r3∑
l1=1

· · ·
r3∑
lr=1

(
q(G)
l1

)(
q(G)− l1

l2

)
· · ·
(
q(G)− l1 − . . .− lr−1

lr

)
×

× 2−(l1+...+lr)r �

⎛⎝ r3∑
l1=1

(
q(G)
l1

)
2−l1r

⎞⎠r

�
(
(1 + 2−r)q(G) − 1

)r
�

�
(
exp(q(G) 2−r)− 1

)r
.

Следовательно,

|T̃ттG,r| � r 2rp(G) exp(−(r + 1) 2−r q(G)) ·
(
exp(q(G)2−r)− 1

)r =

= 2rp(G)H(q(G), r).

Теперь рассмотрим случай, когда |Λ| � r4 и U1(G, r) �=
�= U ′

1(T |U1(G,r)). Это возможно лишь, если Δ(G) � C2
H 2r.

Пусть g — некоторая функция из (Er)U1(G,r). Поставим ей
в соответствие функцию g̃ из ((P(G) \ U1(G, r)) ∪ U ′

1(g))
P(G),
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определенную следующим образом: если a ∈ P(G) \ U1(G, r), то
g̃(a) = a; если a ∈ U1(G, r), то существует единственная вершина
b из U ′

1(g) такая, что b ∈ g−1(g(a)), полагаем g̃(a) = b.
Определим граф Gg, положив Gg = g̃ ◦ G. Ясно, что граф

Gg полностью определяется отношением эквивалентности Rg на
U1(G, r), где Rg таково, что aRg b тогда и только тогда, когда
g(a) = g(b). Положим GR = Gg, если R = Rg.

Через T̃тт,RG,r обозначим множество пар (T ,G) из TттG,r таких,

что |Xi(T ,G)| � r3, i ∈ Nr, и R(T |U1(G,r)) = R.

Легко видеть, что, если (T ,G) ∈ T̃тт,RG,r , то (T |P(GR),GR) ∈
∈ T̃ттGR,r, и если (T1,G), (T2,G) ∈ T̃тт,RG,r , и T1 �= T2, то T1|P(GR) �=
�= T2|P(GR). Следовательно,

|T̃тт,RG,r | � |T̃ттGR,r| � r 2r p(GR)H(q(GR), r).

Заметим, что q(GR) � Δ(G) � C2
H2r, а также, если C2

H � m1 �
� m2 � C1

H2r, то H(m1, r) � r H(m2, r). Таким образом,

|T̃тт,RG,r | � r 2r p(GR)H(q(G), r).

Так как для любой (T ,G) из TттG,r такой, что |Xi(T ,G)| �
� r3, i ∈ Nr, и U1(G, r) �= U ′

1(T |U1(G,r)) найдется R, а именно

R(T |U1(G,r)) такое, что p(GR) < p(G) и (T ,G) ∈ T̃тт,RG,r , а также,
поскольку число возможных R не более, чем

|U1(G,r)|−1∑
k=1

(|U1(G, r)|
k

)
|U1(G, r)|k � r 2(1/2)r,

то получим, что число пар (T ,G) с указанными выше
свойствами не превосходит 2(1/2)r

(
2r p(G)2−r

)
H(q(G), r) �

� r 2r p(G)H(q(G), r).
Через T̂ттG,r обозначим множество пар (T ,G) из TттG,r та-

ких, что |Xi(T ,G)| � r3, i ∈ Nr. Мы доказали, что |T̂ттG,r| �
� r 2r p(G)H(q(G), r).

Согласно утверждению 2.2.4 число пар (T ,G) из TG,r таких,
что для некоторого Λ, где GΛ — лес, выполнено TG|Λ = f , равно

2r p(G)2−r|Λ|. Следовательно, в силу того, что

∣∣∣∣(Ẽr)Λ
∣∣∣∣ = r|Λ|,

число пар (T ,G) из TттG,r таких, что GΛ — максимальный
остовный подлес графа G(T ,G) и |Λ| = l� не превосходит
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l

)
(r 2−r)l2r p(G). Так как для некоторой константы C верно(q(G)

l

)
� (C q(G)/l)l, то имеем

|TттG,r \ T̂ттG,r|2−r p(G) �
q(G)∑
l=r3

(C q(G)/l)l(r 2−r)l �

�
q(G)∑
l=r3

(C q(G)r 2−r/r3)l �
q(G)∑
l=r3

(C C1
H/r

2)l �

� (C C1
H r

−2)r
3

/(1− C C1
H r

−2) � r H(q(G), r).

Таким образом получаем, что |TттG,r| � r 2r p(G)H(q(G), r).
Утверждение 2.2.9 доказано.

Утверждение 2.2.10. Если C1
H 2r < q(G) � 2r ln r2, то

|TттG,r| � r H(q(G), r)|TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в силу определения C1
H , ес-

ли C1
H2r � m � 2r ln r3, то H(m, r) � r 2−(2/3)r.

Возьмем δ из (0, 1/16) и положим U1(G, r) = W1

(
G, 2(1−δ)r),

U2(G, r) = W2

(
G, 2(1−δ)r).

Через T̃ттG,r обозначим множество таких пар (T ,G) из TG,r,

что |Xi(T ,G)| � r3, i ∈ Nr, и для любых различных вершин a1,
a2 из U1(G, r) выполнено |T (a1)↔ T (a2)| � r − 3, т. е. (Er)T (a1)

∩
∩ (Er)T (a2)

= ∅.

Пусть GΛ — лес, через AG,r, AG,r(Λ) ⊆ U1(G, r), обозна-
чим множество, построенное следующим образом: если неко-
торая компонента графа GΛ содержит более одной вершины
из U1(G, r), то все они, за исключением имеющей минималь-
ный, согласно нумерации πG,U1(G,r), номер, принадлежат AG,r(Λ).
Λ∗определяем так же, как и в предыдущем утверждении.

Если g ∈ (Er)U1(G,r)\AG,r(Λ) и f ∈ (Er)Λ, то через g′f обозна-

чим такую единственную функцию из (Er)U1(G,r), что существу-
ет (T ,G) из TG,r такая, что T |U1(G,r) = g′f , T |U1(G,r)\AG,r

= g,
TG|Λ = f .

Через P̃G,r(Λ) обозначим множество вершин из U2(G, r)
имеющих ненулевую степень в графе GΛ, а через P̂G,r(Λ),
P̂G,r(Λ) ⊆ P̃G,r(Λ), — множество, построенное следующим обра-
зом: если нетривиальная компонента GΛ состоит только из вер-
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шин множества U2(G, r), то вершина, имеющая минимальный,

согласно нумерации πG,U1(G,r), номер, принадлежит P̂G,r(Λ).
Через GΛ,r обозначим граф, полученный из G удалением

множества вершин P̃G,r(Λ) \ P̂G,r(Λ) и множества ребер Λ∗.
Через T̃тт,ΛG,r обозначим множество таких пар (T ,G) из T̃ттG,r,

что GΛ — максимальный остовный лес графа G(T ,G).
Через T̃тт,Λ,f ,g

G,r обозначим множество таких пар (T ,G) из

T̃тт,ΛG,r , что TG|Λ = f , T |U1(G,r)\AG,r(Λ) = g. Ясно, что |T̃тт,Λ,f ,g
G,r | �

� |TEr ,U1(G,r),g′f
GΛ,r,r

|. Следовательно, в соответствии с утверждением

2.2.2 имеем

|T̃тт,Λ,f ,g
G,r | � r exp2

(
r(p(G)− |P̃G,r(Λ) \ P̂G,r(Λ)| − |U1(G, r)|)

)
×

× exp
(
−(r + 1)(q(GΛ,r)− |U1(G, r)|2 2−r

)
.

Так как

q(GΛ,r) � q(G)− |ṼG,r(Λ) \ P̂G,r(Λ)|2(1−δ)r − |Λ|2 �
� q(G)− r4 2(1−δ)r − r8,

то имеем

|T̃тт,Λ,f ,g
G,r | � r 2r p(G)2−r|Λ| exp2 (−r(|U1(G, r)| − |AG,r(Λ)|))×

× exp
(
−(r + 1)2−rq(G)

)
.

Обозначим через T̃тт,Λ,f
G,r множество таких пар (T ,G) из

T̃тт,ΛG,r , что TG|Λ = f , тогда имеем

|T̃тт,Λ,f
G,r � r 2r p(G)2−r|Λ| exp(−(r + 1)2−rq(G)).

Пусть N(l, r) обозначает то же, что и в предыдущем утвер-
ждении, тогда имеем

|T̃тт,ΛG,r | � r N(l, r) 2r p(G) · 2−r|Λ| exp
(
−(r + 1)2−rq(G)

)
и, следовательно,

|T̃ттG,r| � r 2r p(G)e−(r+1)2−rq(G)
r4∑
l=r

(
q(G)
l

)
N(l, r)2−r l.
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В предыдущем утверждении было доказано, что

r4∑
l=r

(
q(G)
l

)
N(l, r)2−r l �

(
exp(q(G)2−r)− 1

)r
.

Следовательно, |T̃ттG,r| � r 2r p(G)H(q(G), r).
Число пар (T ,G) из TG,r таких, что существуют различные

вершины a1, a2 из U1(G, r), для которых |T (a1)↔ T (a2)| > r − 3,
не превосходит

2r p(G)|U1(G, r)|2
((

r

3

)
+
(
r

2

)
+
(
r

1

)
+
(
r

0

))
2−r � r

� r 2r p(G)2−(2/3)r � r 2r p(G)H(q(G), r).

В предыдущем утверждении было показано, что число пар (T ,G)
из TттG,r для которых максимальный остовный лес графа G(T ,G)
имеет более r3 ребер, не превосходит для некоторой константы
C величины

2r p(G)
q(G)∑
l=r3

(
C q(G)r 2−r

r3

)l
� 2r p(G)

q(G)∑
l=r3

(2C r−2 ln r)l �

� 2r p(G)(2C r−2 ln r)r
3

/(1− 2C r−2 ln r)� r 2r p(G)H(q(G), r).

Подводя итог, имеем |TттG,r| � r 2r p(G)H(q(G), r).
Утверждение 2.2.10 доказано.

Утверждение 2.2.11. Имеет место |TтуG,r| � d(r,G)r!2−r2 |TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любой пары (T ,G) из T
ту
G,r найдется

лес GΛ, |Λ| = r, такой, что TG(Λ) = Ẽr. Согласно утверждению
2.1.4 число пар (T ,G) из TG,r таких, что для данного Λ, где GΛ

— лес, выполнено TG(Λ) = Ẽr, равно r!2−r2 |TG,r|. Следовательно,
|TтуG,r| � d(r,G)r!2−r2|TG,r|

Утверждение 2.2.11 доказано.

Следствие 2.2.12. Справедливо |TтуG,r| � (q(G) 2−r)r |TG,r|.
Утверждение 2.2.13. Имеет место

|TтG,r| � exp
(
−Δ(G) 2−r

)
|TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть вершина a из P(G) такова, что
γG(a) = Δ(G). Понятно, что для любого набора b из Er чис-
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ло пар (T ,G) из TтG,r таких, что T (a) = b, не превосходит

exp2(r(p(G) − 1 − Δ(G)))(2r − 1)Δ(G). Таким образом имеем
|TтG,r| � 2r p(G)(1− 2−r)Δ(G) � 2r p(G) exp (−Δ(G)2−r).

Утверждение 2.2.13 доказано.

Утверждение 2.2.14. Если q(G) � 2rr (ln 2)/2, то |TттG,r| �
� r H(q(G), r)|TG,r|.
Док а з а т е л ь с т в о. Если 2r/r2 � q(G) � 2r ln r2, то искомая
оценка следует из утверждений 2.2.7 и 2.2.10.

Рассмотрим случай, когда 2r ln r2 < q(G) � 2rr(ln 2)/2. Со-
гласно утверждению 2.1.3 имеем,

|TттG,r| � |TтG,r| � r exp(−q(G)2−r)|TG,r|.
Покажем, что, если 2r ln r2 < m � 2rr(ln 2)/2, то

exp (−m2−r) � r H(m, r). Действительно, в этом случае(
1− exp(−m2−r)

)r �
(
1− exp(−(2r ln r2)2−r)

)r
=(1− r−2)r � r 1.

Следовательно,

exp(−m2−r) � r exp(−m2−r)(1− exp(−m2−r))r = H(m, r).

Таким образом имеем |TттG,r| � r H(q(G), r)|TG,r|.
Теперь рассмотрим случай, когда q(G) < 2r/r2. Из следствия

2.2.12 имеем |TттG,r| � |TтуG,r| � (q(G)2−r)r|TG,r|.
Покажем, что если m < 2r/r2, то (m2−r)r � r H(m, r). В этом

случае H(m, r) � r (1− exp(−m2−r))r. Так как m 2−r < r−2 < 1,
то для некоторой положительной константы C выполнено нера-
венство exp(−m 2−r) � 1−m 2−r + C(m 2−r)2. Следовательно,

(1− exp(−m 2−r))r � (m 2−r)r(1− C r−2)r � r (m 2−r)r.
Таким образом H(m, r) � r (m 2−r)r и следовательно |TттG,r| �
� r H(m, r)|TG,r|.

Утверждение 2.2.14 доказано.

2.3. Нижние оценки числа тестовых и тупиковых
тестовых таблиц

На протяжении данного параграфа мы будем полагать, что
ε0 ∈ (0, 1/16) и (1− ε0)r � r ln q(G) � r r.

Напомним, что W1(G,m) — множество вершин графа G со
степенью не меньшей, чем m; W2(G,m) — множество вершин
графа G со степенью меньшей, чем m.
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Возьмем δ из (0, 1/16) и положим

U1(G, r) = W1

(
G, 2(1−δ)r

)
,

U2(G, r) = W2

(
G, 2(1−δ)r

)
,

U3(G, r) = {a : a ∈ U2(G, r), |SG,U1(G,r)(πG,U1(G,r)(a))| � 2δ r,}
(т. е. U3(G, r) — множество вершин из U2 со степенью смежности
с вершинами с меньшими номерами не более 2δ r,), U4(G, r) =
= U2(G, r) \ U3(G, r).

Положим st(m, r) = ]m 2−rr ln r[.
Пусть K1

G,r = |U1(G, r)|, K2
G,r = |U1(G, r) ∪ U3(G, r)|.

Пару (T ,G) из TG,r назовем δ-почти регулярной (их

множество обозначим через T
п.р.δ
G,r ), если для любого

k, K2
G,r < k � p(G), существует Mk, Mk ⊆ SG,U1(G,r)(k),

|Mk| �
(
1− 2−(δ/2)r

)
· |SG,U1(G,r)(k)|, такое, что для любых

различных a, b из Mk верно ρ(T (a),T (b)) � ψ̃(δ/4)r. Напомним,

что схематически функция ψ̃(x) изображена на рис. 2.1.
Утверждение 2.3.1. Если (1− ε0)r � r ln q(G) � r r, то

|TG,r \ T
п.р.δ
G,r | � r e−(δ/8)r 2(δ/2)r

2r p(G).

Док а з а т е л ь с т в о. Аналогично выкладкам, проведенным в
утверждении 2.2.2, имеем

|TG,r \ T
п.р.δ
G,r | � r 2r p(G)

p(G)∑
k=K2

G,r+1

( |SG,U1(G,r)(k)|
]2−(δ/2)r|SG,U1(G,r)(k)|[

)
×

×
(
|SG,U1(G,r)(k)|

]ψ̃(δ/4)r[∑
l=0

(
r

l

)
2−r
)]2−(δ/2)r |SG,U1(G,r)(k)|[

и для некоторой константы C верно

|TG,r \ T
п.р.δ
G,r | � r

� r 2
r p(G)

p(G)∑
k=K2

G,r+1

(
C|SG,U1(G,r)(k)|22(δ/4)r2−r

2−(δ/2)r|SG,U1(G,r)(k)|

)]2−(δ/2)r |SG,U1(G,r)(k)|[
�
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�
p(G)∑

k=K2
G,r+1

(
C 2(1−δ)r2(δ/4)r2−r

2−(δ/2)r

)]2−(δ/2)r |SG,U1(G,r)(k)|[
· 2r p(G) � r

� r exp2

(
−(δ/8)r 2(δ/2)r

)
2r p(G)

Утверждение 2.3.1 доказано.

Пару (T ,G) из TG,r будем называть δ-регулярной (их мно-

жество обозначим через T
р.δ
G,r), если она является δ-почти регу-

лярной и, кроме этого, для любых различных вершин a, b из

U1(G, r) выполнено ρ(T (a),T (b)) � ψ̃(1− 5δ)r.
Пару (T ,G) из TтG,r назовем δ-тестовой (их множество обо-

значим через Tт,δG,r), если она является δ-регулярной.

Утверждение 2.3.2. Если (1 − ε0)r � r q(G) � r r, то |Tт,δG,r| �
� r exp(−q(G)2−r)|TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ (Er)U1(G,r) и TfG,r — множество

пар (T ,G) из Tт,δG,r таких, что T |U1(G,r) = f . Так как если таблица

T определена для вершин с номерами больше, чем K1
G,r, но не

больше k, k < p(G), то в вершине a с номером k + 1 ее значение
можно выбрать не менее, чем

(
2r − |SG,U1(G,r)(k)|

)
способами.

Следовательно,

|TfG,r| �
p(G)∏

k=K1
G,r+1

(
2r − |SG,U1(G,r)(k)|

)
=

= 2r(p(G)−K1
G,r)

p(G)∏
k=K1

G,r+1

(
1− |SG,U1(G,r)(k)|2−r

)
.

Покажем, что

p(G)∏
k=K1

G,r+1

(
1− |SG,U1(G,r)(k)|2−r

)
� r exp

⎛⎜⎝− p(G)∑
k=K1

G,r+1

|SG,U1(G,r)(k)|2−r
⎞⎟⎠.

Действительно, так как |SG,U1(G,r)(k)|2−r � 2−δ r, то для некото-
рой константы C имеем

exp(−|SG,U1(G,r)(k)|2−r) �
� 1− |SG,U1(G,r)(k)|2−r + C(|SG,U1(G,r)(k)|2−r)2 �
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� (1− |SG,U1(G,r)(k)|2−r)(1 + (C/(1− 2−δ))(|SG,U1(G,r)(k)|2−r)2).
Но

p(G)∏
k=K1

G,r+1

(1 + (C/(1− 2−δ))(|SG,U1(G,r)(k)|2−r)2) �

� exp
(

C

1− 2−δ

p(G)∑
k=K1

G,r+1

|SG,U1(G,r)(k)|2−r2−δr
)

�

� exp
(

C

1− 2−δ
q(G)2−r2−δr

)
� r 1.

Таким образом,

|TfG,r| � r exp(−(q(G)− q(GU1(G,r)))2−r) exp2(r(p(G)−K1
G,r)) �

� exp(−q(G)2−r) exp2(r(p(G)−K1
G,r)).

Число функций f из (Er)U1(G,r) таких, что найдутся раз-
личные вершины a и b из U1(G, r), для которых выполнено

ρ(f(a), f(b)) < ψ̃(1− 5δ)r, не превосходит

2rK
1
G,r(K1

G,r)
2

(
2−r

[ψ̃(1−5δ)r]∑
l=0

(
r

l

))
� r

� r 2rK
1
G,r22δr2−r2(1−5δ)r � 2−δr2rK

1
G,r .

Следовательно, учитывая результат предыдущего утверждения,
имеем

|Tт,δG,r| � r exp2(rK
1
G,r)(1− 2−δr) exp(−q(G)2−r)×

× exp2(r(p(G)−K1
G,r))− exp2(−(δ/8)r2(δ/2)r)2rp(G) � r

� r 2rp(G) exp(−q(G)2−r).
Утверждение 2.3.2 доказано.

Пару (T ,G) из TттG,r назовем δ-тупиковой тестовой, если
она является δ-регулярной и, кроме этого, выполнено:

1) |Xi(T ,G)| � st(q(G), r), i ∈ Nr;
2) если вершины a и b принадлежат разным компонентам

графа G(T ,G) и имеют в G(T ,G) ненулевую степень, то

верно ρ(T (a),T (b)) � ψ̃(1− 5δ)r;
3) граф G(T ,G) является δ-регулярным.
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Граф GQ мы назовем δ-регулярным, если выполнены условия:
1) GQ — лес;
2) никакая компонента GQ не содержит более одной вершины

из U1(G, r);
3) если какая-либо компонента графа GQ содержит вершину

из U1(G, r), то все ребра компоненты инцидентны этой
вершине и ее вершины из U2(G, r) не смежны между собой
в графе G;

4) если компонента графа GQ не содержит вершин из U1(G, r),
то она содержит не более двух вершин.

Множество δ-тупиковых тестовых пар (T ,G) из TттG,r обозна-

чим через Tтт,δG,r .

Утверждение 2.3.3. Если (1− ε0)r � r ln q(G) � r r, то

|Tтт,δG,r | � r H(q(G), r)|TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть граф GΛ является δ-регулярным.
Пусть UG,r(Λ) содержит множество U1(G, r) и все вершины

GΛ, имеющие ненулевую степень.

Пусть ÛG,r(Λ) содержит по вершине, имеющей меньший, со-
гласно нумерации πG,UG,r(Λ), номер из каждой компоненты GΛ,
состоящей из двух вершин из U2(G, r).

Через TΛ,f ,h,g
G,r обозначим множество пар (T ,G) из TG,r таких,

что TG|Λ = f , T |ÛG,r(Λ) = h, T |U1(G,r) = g и для любого ребра x из

X(G) \X(GUG,r(Λ)) выполнено TG(x) /∈ Er. Аналогично выклад-
кам предыдущего утверждения имеем

|TΛ,f ,h,g
G,r | �

p(G)∏
k=|UG,r(Λ)|+1

(2r − |SG,UG,r(Λ)(k)|(r + 1)) � r

� r exp2(r(p(G)− |UG,r(Λ)|))×
× exp(−(q(G)− q(GUG,r(Λ)))(r + 1)2−r) �

� exp2(r(p(G)− |UG,r(Λ)|) exp(−q(G)(r + 1)2−r).

Через TΛ,f ,δ
G,r обозначим множество пар (T ,G) из TG,r таких,

что (T ,G) ∈ T
Λ,f ,T |ÛG,r(Λ),T |U1(G,r)

G,r и для любых различных a1, a2
из U1(G, r) ∪ ÛG,r(Λ) выполнено

ρ(T (a),T (b)) � ψ̃(1− 5δ)r + 2.
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Число функций g из (Er)U1(G,r)∪ÛG,r(Λ) таких, что существуют

различные a и b, для которых выполнено ρ(g(a), g(b)) < ψ̃(1 −
− 5δ)r + 2, не превосходит

exp2(r|U1(G, r)|+ |ÛG,r(Λ)|)×

× |U1(G, r) ∪ ÛG,r(Λ)|2 · 2−r ·
]ψ̃(1−5δ)r[+2∑

l=0

(
r

l

)
� r

� r 2r(|U1(G,r)|+|ÛG,r(Λ)|) · (2(5δr/4))2 · (2−r2(1−5δ)r) �
� exp2(r(|U1(G, r)|+ |ÛG,r(Λ)|))2−(δ/2)r.

Следовательно, |TΛ,f ,δ
G,r | � r 2rp(G)2−r|Λ| exp(−q(G)(r + 1)2−r).

Заметим, что если f ∈ (Ẽr)Λ и (T ,G) ∈ TΛ,f ,δ
G,r , то в си-

лу свойств δ-регулярного графа для любых вершин a и b
из различных нетривиальных компонент графа GΛ выполнено

ρ(T (a),T (b)) � ψ̃(1− 5δ)r, и если x ∈ Λ∗ \ Λ (определение Λ∗ в
утверждении 2.2.7), то T (x) /∈ Er.

Через Mδ,G,r(l), l � r · st(q(G), r), обозначим семейство таких
множеств Λ, |Λ| = l, что граф GΛ является δ-регулярным.

Пусть Λ ∈ Mδ,G,r(l), оценим число ребер x из X(G) таких,
что Λ ∪ {x} ∈ Mδ,G,r(l + 1). Для данного Λ в качестве такого x
мы не можем выбирать ребра:
• из Λ;
• смежные ребрам из X(GU2(G,r)) ∩ Λ, их не более, чем

l2(1−δ)r · 2;
• из X(GU1(G,r)), их для некоторой константы C не более,

чем C 23δr;
• из (U1(G, r) ∩ Λ) × U2(G, r), причем такие, что если x =

= {a, b}, b ∈ U2(G, r), то найдется вершина b1 из U2(G, r)
такая, что {a, b1} ∈ Λ, {b, b1} ∈ X(G).

Таким образом мы можем добавить к Λ не менее, чем(
q(G)− l − 2l · 2(1−δ)r − C 23δr − l2(1−δ)r) ребер. Следовательно,
|Mδ,G,r(l + 1)| � |Mδ,G,r(l)| · (1/(l + 1))×

×
(
q(G)− l − 2l · 2(1−δ)r − C 23δr − l2(1−δ)r

)
.

Но тогда

|Mδ,G,r(l)| � (1/l!)
(
q(G)− 3l · 2(1−δ)r − C · 23δr − l

)l
� r

(
q(G)
l

)
.
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Положим N δ(G, r) =
∑r·st(q(G),r)

l=r |Mδ,G,r(l)|N(l, r)2−lr, где

N(l, r) — число функций f из < (Ẽr)Λ >, |Λ| = l, таких,
что |f−1(1ri )| � st(q(G), r), i ∈ Nr. Число функций f из

< (Ẽr)Λ|, |Λ| = l, таких, что |f−1(1ri )| = li, i ∈ Nr, равно( l
l1

)(l−l1
l2

)
· · ·
(l−l1−...−lr−1

lr

)
. Через Nr

l обозначим множество

наборов натуральных чисел (l1, . . . , lr) таких, что l1 + . . . + lr = l.
Таким образом,

N δ(G, r) � r

r·st(q(G),r)∑
l=r

(
q(G)
l

)
2−lr×

×
∑

(l1,...,lr)∈Nr
l

(
l

l1

)(
l − l1
l2

)
× ·· · ×

(
l − l1 − . . .− lr−1

lr

)
=

=
st(q(G),r)∑
l1=1

(
q(G)
l1

) st(q(G),r)∑
l2=1

(
q(G)− l1

l2

)
× ·· ·

· · · ×
st(q(G),r)∑
lr=1

(
q(G)− l1 − . . .− lr−1

lr

)
· 2−(l1+...+lr)r �

�

⎛⎝st(q(G),r)∑
k=1

(
q(G)− r · st(q(G), r)

k

)
· 2−kr

⎞⎠r

� r

� r

⎛⎝st(q(G),r)∑
k=1

(
q(G)
k

)
2−kr

⎞⎠r

.

Так как(
q(G)
k + 1

)
2−(k+1)r

/((q(G)
k

)
2−kr

)
= 2−r(q(G)− k)/(k + 1)

и, если k � st(q(G), r), то 2−r(q(G) − k)/(k + 1) �
� q(G)2−r/(q(G)2−rr ln r) � 1/(r ln r), получаем

q(G)∑
k=st(q(G),r)+1

(
q(G)
k

)
2−kr � (r ln r)−1

1− (r ln r)−1
·
st(q(G),r)∑
k=1

(
q(G)
k

)
2−kr.

Таким образом,
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N δ(G, r) � r

⎛⎝⎛⎝q(G)∑
k=1

(
q(G)
k

)
2−rk

⎞⎠(1− (r ln r)−1

1− (r ln r)−1

)⎞⎠r

� r

� r

⎛⎝q(G)∑
k=1

(
q(G)
k

)
2−rk

⎞⎠r

=
(
(1 + 2−r)q(G) − 1

)r
.

Так как для некоторой константы C верно exp(2−r) � 1 +
+ 2−r + C2−2r, то

exp(q(G)2−r) � (1 + 2−r)q(G)(1 + C2−2r)q(G).

То есть для некоторой константы C1 имеем

exp(q(G)2−r) � (1 + 2−r)q(G)(1 + C12
−r/2)

и, далее,

(exp(q(G)2−r)−1)r �
(
(1+2−r)q(G)−1+C12

−r/2(1+2−r)q(G)
)r

�

�
(
(1+2−r)q(G)−1

)r(
1+C12

−r/2(1+2−r)q(G)/((1+2−r)q(G)−1)
)r
.

Если q(G)2−r � 10, то

(1 + C12
−r/2(1 + 2−r)q(G)/

(
(1 + 2−r)q(G) − 1)

)r
�

� (1 + C12
−r/2e10)/10 � r 1.

Если q(G)2−r > 10, то (1 + 2−r)q(G) � 10 и

(1 + 2−r)q(G) − 1 � (9/10)(1 + 2−r)q(G),

а значит,

(1 + C12
−r/2(1 + 2−r)q(G)/((1 + 2−r)q(G) − 1))r �

� (1 + C12
−r/2/(9/10))r � r 1.

Таким образом имеем N δ(G, r) � r (exp(q(G)2−r)− 1)r и, следо-
вательно,

|Tтт,δG,r | � r (exp(q(G)2−r)− 1)r exp(−(r + 1)2−rq(G))|TG,r|−
− exp2(−(δ/8)2(δ/2)r)|TG,r| � r H(q(G), r)|TG,r|.

Утверждение 2.3.3 доказано.
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2.4. Оценки совместных вероятностей

Через TG,r,t, 1 � t < r, мы будем обозначать множество троек
(T1,T2,G) (G — граф) таких, что (T1,G), (T2,G) ∈ TG,r и для
любого a из P(G) выполнено (T1(a),T2(a)) ∈ Er,t. Напомним,
что Er,t — это множество пар векторов длины r, совпадающих
в первых t компонентах.

Через < T > t, где T ∈ (Er)U , обозначим таблицу из (Et)U
такую, что для любого a из U выполнено < T > t(a) = T (a)|Nt ,
т. е. < T > t — это первые t столбцов матрицы T .

Если (T1,T2,G) ∈ TG,r,t, то положим < T1,T2 >
t =< T1 >

t =
=< T2 >

t.

Через TтG,r,t, T
ту
G,r,t, TттG,r,t, Tт,δG,r,t и Tтт,δG,r,t обозначим множество

таких троек (T1,T2,G) из TG,r,t, что пары (T1,G) и (T2,G)
принадлежат соответственно множествам TтG,r, T

ту
G,r, TттG,r, Tт,δG,r и

Tтт,δG,r .
Целью данного параграфа является получение верхних оце-

нок для |Tт,δG,r,t| и |Tтт,δG,r,t|.
Мы полагаем, что имеется δ из (0,min(δ1, 1/16)), где 5δ1 =

= ψ̃(1− 5δ1), и U1(G, r).
Пусть U2(G, r), U3(G, r) имеют тот же смысл, что и в преды-

дущем параграфе.
Положим Ert,1 = {1r, 1r1, . . . , 1rt}, Ert,2 = Er \ Ert,1.
Если {1r} ⊆ F ⊆ Er, то полагаем Ft,1 = F ∩ Ert,1, Ft,2 = F ∩

∩ Ert,2.
Пусть U ⊆ P(G), тогда пусть TF ,U ,f1,f2,δ

G,r,t — множество таких
(T1,T2,G) из TG,r,t, что T1|U = f1, T2|U = f2 и для любого x из
X(G) \X(GU ) верно TG(x) /∈ F и для любого k, |U | < k � p(G),
такого, что |SG,U (k)| � 2δr, в множестве SG,U (k) можно выбрать
не менее |SG,U (k)|(1− 2 · 2−(δ/2)r) вершин таких, что для любых
двух различных a1 и a2 из них выполнено ρ(Ti(a1),Ti(a2)) �
� ψ̃(δ/4)r, i = 1, 2.
Утверждение 2.4.1. Пусть имеется ε из (0, 1). Если для любых
различных a1, a2 из U выполнено ρ(fi(a1), fi(a2)) � ψ̃(1− 5δ)r,
i = 1, 2; если также ln q(G) � r r, ln |U | � r δr и для любого a
из P(G)\U выполнено γ(a) � 2(1−δ)r, то верно

|TF ,U ,f1,f2,δ
G,r,t | � r exp

(
−2|F|2−r(q(G)− q(GU ))

)
×

× exp
(
(|Ft,1|+ |Ft,2|2)2t−2r(q(G)− q(GU ))

)
×

× exp2 ((p(G)− |U |)(2r − t)) .



2.4. Оценки совместных вероятностей 89

Если, кроме того, t � (1− ε)r, то

|TF ,U ,f1,f2,δ
G,r,t | � r exp

(
−2|F|2−r(q(G)− q(GU ))

)
· 2(p(G)−|U |)(2r−t).

Док а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности считаем, что

2ε � ψ̃(δ/4).
Пусть KG,r таково, что для k > KG,r выполнено |SG,U (k)| �

� 22δr, а для k � KG,r выполнено |SG,U (k)| < 22δr.
Через Gk,U обозначим подграф G, порожденный вершинами

с номерами, не превосходящими k, а через G′
k,U — подграф,

порожденный множеством вершин P(Gk,U )\S∗
G,U (k + 1).

Через T̃F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t , |U | � k < KG,r, обозначим множество таких

троек (T1,T2,Gk,U ) из TF ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t , что для любых различных a из

S∗
G,U (k + 1) и b из SG,U (k + 1) выполнено ρ(Ti(a),Ti(b)) � ψ̃(1−
− 5δ)r, i = 1, 2.

Положим T̂F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t = TF ,U ,f1,f2,δ

Gk,U ,r,t \T̃F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t .

Ясно, что

|T̂F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t | � |TF ,U ,f1,f2,δ

G′
k,U ,r,t | · |S∗

G,U (k + 1)| · |SG,U (k + 1)|×

×
(
2

]ψ̃(1−5δ)r[∑
l=0

(
r

l

)
2r−t

)
· 2(2r−t)(|S∗

G,U (k+1)|−1),

и для некоторой константы C1 имеем

|T̂F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t | � |TF ,U ,f1,f2,δ

G′
k,U ,r,t |×

× 24δr
(
C12

(1−5δ)r2r−t
)
· 2(2r−t)(|S∗

G,U (k+1)|−1) =

= |TF ,U ,f1,f2,δ
G′

k,U ,r,t | · 2(2r−t)|S∗
G,U (k+1)| · C1 · 2−δr.

Далее имеем

|T̃F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t | � |TF ,U ,f1,f2,δ

G′
k,U ,r,t |

|S∗
G,U (k+1)|∏
i=1

(
22r−t − 2|F|γGk,U (ai)2r−t−

− 2
(
|SG,U (k + 1)| − |S∗

G,U (k + 1)|+ i− 1
) ]ψ̃(1−5δ)r[∑

l=0

(
r

l

)
2r−t

)
,
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где S∗
G,U (k+ 1) = {a1, a2, . . . , an}, n = |S∗

G,U (k+ 1)|. Следователь-
но, для некоторых констант C2 и C3 верно, что

|T̃F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t | � |TF ,U ,f1,f2,δ

G′
k,U ,r,t |2|S∗

G,U (k+1)|(2r−t)×

×
(
1− 2(r + 1)2(δ−1)r − 2 · 2δrC2 · 2(1−5δ)r

)22δr

�

� |TF ,U ,f1,f2,δ
G′

k,U ,r,t | · exp2

(
|S∗
G,U (k + 1)|(2r − t)

) (
1− C32

−2δr
)
.

Таким образом, для некоторой константы C4 верно, что

|T̂F ,U ,f1,f2,δ
G′

k,U ,r,t |/|T̃F ,U ,f1,f2,δ
G′

k,U ,r,t | � C12
−δr

1− C32
−2δr

� C42
−δr.

Через Wr,t,F ,M (g1, g2), где {1r} ⊆ F ⊆ Er, (g1, g2) ∈ (Er,t)M ,
M — конечно, обозначим множество таких пар (x1,x2) из Er,t,
что для любого a из M верно x1 /∈ Fg1(a), x2 /∈ Fg2(a).

В дальнейшем считаем, что r > 3/ψ̃(1 − 5δ), r > 3/ψ̃(δ/4),
r > 3/δ.

Лемма 2.4.2. Если для любых различных a1, a2 из M выпол-
нено

ρ(gi(a1), gi(a2)) � ψ̃(1− 5δ)r, i = 1, 2,

то для t � (1− ψ̃(1− 5δ))r + 4 имеем

|Wr,t,F ,M (g1, g2)| � 22r−t − 2|M ||F|2r−t +
(|M |

2

)
(|Ft,1|+ |Ft,2|2),

а для t > (1− ψ̃(1− 5δ))r + 4 верно, что

|Wr,t,F ,M (g1, g2)| � 22r−t − 2|M ||F|2r−t + |M |(|Ft,1|+ |Ft,2|2).
Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество

W r,t,F ,M (g1, g2) = Er,t \Wr,t,F ,M (g1, g2).

Через Fa,i, где i = 1, 2, обозначим множество пар (x1,x2)
из Er,t

2
таких, что xi ∈ Fa. Понятно, что W r,t,F ,M (g1, g2) =

=
⋃2
i=1

⋃
a∈M Fgi(a),i. В силу того, что для различных a1, a2

из M выполнено ρ(gi(a1), gi(a2)) � ψ̃(1 − 5δ)r, i = 1, 2, имеем
Fgi(a1),i ∩ Fgi(a2),i = ∅, i = 1, 2. Понятно, что |Fgi(a),i| = |F|2r−t,
а также, что для любых a1, a2 из M верно |Fg1(a1),1 ∩ Fg2(a2),2| �
� |Ft,1|+ |Ft,2|2.

Таким образом, искомая оценка для t � (1 − ψ̃(1 − 5δ))r + 4
получена.



2.4. Оценки совместных вероятностей 91

Пусть t > (1 − ψ̃(1 − 5δ))r + 4. Тогда для любых различных
a1, a2 из M выполнено

ρ(< g1, g2 >
t(a1),< g1, g2 >

t(a2)) � ψ̃(1− 5δ)r − (r − t) � 4.

Следовательно, Fg1(a1),1 ∩ Fg2(a2),2 = ∅, если a1 �= a2, и получим
искомую оценку.

Лемма 2.4.2 доказана.

Для |U | + 1 � k � KG,r положим m(G, k) = 0, если
|SG,U (k)| � 1, и m(G, k) = 24δr, в противном. Ясно, что(|SG,U (k)|

2

)
� m(G, k). Пользуясь доказанной леммой для

t � (1− ψ̃(1− 5δ))r + 4 имеем

|TF ,U ,f1,f2,δ
Gk+1,U ,r,t | � |T̂F ,U ,f1,f2,δ

Gk,U ,r,t | · 22r−t + |T̃F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t | ·

(
22r−t−

− 2|SG,U (k + 1)||F|2r−t +
(|SG,U (k + 1)|

2

)
(|Ft,1|+ |Ft,2|2)

)
�

� |TF ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t |(1− C42

−δr)
(
22r−t − 2|SG,U (k + 1)||F|2r−t+

+m(G,K)(r + 1)2
)

+ |TF ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t |22r−tC42

−δr =

= |TF ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t |

(
22r−t − (2|SG,U (k + 1)||F|22r−t−

−m(G, k)(r + 1)2)(1− C42
−δr)

)
.

Таким образом,

|TF ,U ,f1,f2,δ
GKG,r ,U ,r,t| �

�
KG,r∏

k=|U |+1

(
22r−t−

(
2|SG,U (k)||F|2r−t−m(G, k)(r+1)2

)
(1+C42

−δr)
)
�

�2(KG,r−|U |)(2r−t) exp(−2|F|2−r(q(GKG,r ,U )−q(GU ))(1−C42
−δr))×

×exp
( KG,r∑
k=|U |+1

m(G, k)(r+1)22t−2r

)
� r exp2

(
(KG,r−|U |)(2r−t)

)
×

× exp
(
− 2|F|2−r(q(GKG,r,U )− q(GU )

)
exp
(
q(G)24δr(r+1)22t−2r

)
.
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Так как t < (1− ψ̃(1− 5δ))r + 4, то

q(G)24δr(r + 1)22t−2r � 8q(G)(r + 1)22−ψ̃(1−5δ)r2−r · 24δr �
� 8q(G)(r + 1)224δr2−5δr2−r � r 2−(δ/2)r.

Следовательно,

|TF ,U ,f1,f2,δ
GKG,r ,U ,r,t| � r 2

(KG,r−|U |)(2r−t) exp(−2|F|2−r(q(GKG,r,U )−q(GU )).

Теперь рассмотрим случай t > (1− ψ̃(1− 5δ))r + 4. Имеем, что

|TF ,U ,f1,f2,δ
Gk+1,U ,r,t | � |T̂F ,U ,f1,f2,δ

Gk,U ,r,t |22r−t + |T̃F ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t |

(
22r−t−

− |SG,U (k + 1)|
(
2|F|2r−t − (|Ft,1|+ |Ft,2|2)

))
�

� |TF ,U ,f1,f2,δ
Gk,U ,r,t |

(
22r−t−

− |SG,U (k + 1)|
(
2|F|2r−t − |Ft,1| − |Ft,2|2

)
(1− C42

−δr)
)
.

И так же, как и в предыдущем случае, получаем, что

|TF ,U ,f1,f2,δ
GKG,r ,U ,r,t| � 2(KG,r−|U |)(2r−t) exp

(
− (q(GKG,r,U )− q(GU ))×

×
(
2|F|2−r − (|Ft,1|+ |Ft,2|2)2t−2r

)
(1− C42

−δr)
)

� r

� r exp2

(
(2r − t)(KG,r − |U |)

)
×

× exp
(
− (q(GKG,r,U )− q(GU ))

(
2|F|2−r − (|Ft,1|+ |Ft,2|2)2t−2r

))
.

Таким образом, для 1 � t < r имеем

|TF ,U ,f1,f2,δ
GKG,r ,U ,r,t| � r 2(KG,r−|U |)(2r−t)×

× exp
(
−
(
q(GKG,r,U )− q(GU )

)(
2|F|2−r − (|Ft,1|+ |Ft,2|2)2t−2r

))
.

Теперь полагаем t � (1− ε)r.
Пусть K1

G,r таково, что если 2δr � t+ (ε/3)r, то K1
G,r = KG,r,

а если 2δr < t + (ε/3)r, то для k > K1
G,r выполнено |SG,U (k)| �

� 2t+(ε/3)r, а для k � K1
G,r верно |SG,U (k)| < 2t+(ε/3)r.

Через T̃F ,U ,f1,f2,δ
G,r,t теперь будем обозначать множество таких

троек (T1,T2,G) из TF ,U ,f1,f2,δ
G,r,t , что для любого k, k > KG,r, вы-

полнено: для любой вершины a из S∗
G,U (k) найдется отличных от

нее вершин b из S∗
G,U (k) таких, что ρ(< T1,T2 >

t(a),< T1,T2 >
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> t(b)) < 3, не более, чем 2(ε/2)r, если k � K1
G,r, и не более, чем

|S∗
G,U (k)|2−t2(δ/2)r, если k > K1

G,r.

Положим T̂F ,U ,f1,f2,δ
G,r,t = TF ,U ,f1,f2,δ

G,r,t \ T̃F ,U ,f1,f2,δ
G,r,t .

Лемма 2.4.3. Для некоторой константы C1, если (T1,T2,G) ∈
∈ T̃F ,U ,f1,f2,δ

G,r,t и KG,r < k � p(G), то

|Wr,t,F ,SG,U (k)(T1|SG,U (k),T2|SG,U (k))| �
� 22r−t − 2|F|2r−t|SG,U (k)|(1− C1(2−(δ/3)r + 2−(ε/3)r)).

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно ограничениям, наложенным на
(T1,T2,G), существует Mk, Mk ⊆ S∗

G,U (k), такое, что для любых

различных a1, a2 из Mk выполнено ρ(Ti(a1),Ti(a2)) � ψ̃(δ/4)r,
i = 1, 2, и, кроме того, |Mk| � |S∗

G,U (k)| − 2 · 2−(δ/2)r|SG,U (k)|. Так
как |SG,U (k)| � 22δr и ln |U | � r δr, то для некоторой константы
C2 имеем

|Mk|�|SG,U (k)|(1−|U |2−2δr−2 · 2−(δ/2)r)�|SG,U (k)|(1−C22
−(δ/2)r).

Понятно, что для различных a1, a2 из Mk выполнено FTi(a1),i ∩
∩ FTi(a2),i = ∅, i = 1, 2. Для любой вершины a из Mk существует
вершин b из Mk таких, что FTi(a),i ∩ FTj(b),j �= ∅ для i, j ∈ N2,

i �= j, не более, чем 2(ε/2)r, если k � K1
G,r, и не более, чем

|S∗
G,U (k)|2−t2(δ/2)r, если k > K1

G,r. Таким образом, для k � K1
G,r

имеем

|Wr,t,F ,Mk(T1|Mk ,T2|Mk)| �
� 22r−t − 2|Mk||F|2r−t + 2(ε/2)r(r + 1)22|Mk| �

� 22r−t − 2|F|2r−t|SG,U (k)|
(
1− C22

−(δ/2)r − 2−(ε/2)r2(r + 1)2
)
,

а для k > K1
G,r

|Wr,t,F ,Mk(T1|Mk ,T2|Mk)| � 22r−t − 2|Mk||F|2r−t+
+ |S∗

G,U (k)|2−t2(δ/2)r(r + 1)22|Mk| � 22r−t − 2|F|2r−t|SG,U (k)|×
×
(
1− C22

−(δ/2)r − 2−r2−(δ/2)r2(r + 1)2
)
.

Следовательно, для некоторой константы C1 имеем

|Wr,t,F ,Mk(T1|Mk ,T2|Mk)| �
� 22r−t − 2|F|2r−t|SG,U (k)|

(
1− C1(2−(ε/3)r + 2−(δ/2)r)

)
,
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если KG,r < k � p(G).
Лемма 2.4.3 доказана.

Исходя из доказанной леммы, мы можем заключить, что

|T̃F ,U ,f1,f2,δ
G,r,t | � |TF ,U ,f1,f2,δ

GKG,r
,r,t |×

×
p(G)∏

k=KG,r+1

(
22r−t−2|F||SG,U(k)| · 2r−t

(
1−C1(2−(ε/3)r+2−(δ/3)r)

))
�

� |TF ,U ,f1,f2,δ
GKG,r

,r,t | exp2

(
(2r − t)(p(G)−KG,r)

)
×

×exp
(
−2|F|2−r(q(G)−q(GKG,r,U ))

(
1−C1(2−(ε/3)r+2−(δ/3)r)

))
� r

� r exp2

(
(p(G)− |U |)(2r − t)

)
exp
(
− 2|F|2−r(q(G)− q(GU ))

)
×

× exp
(
q(GKG,r ,U )(r + 1)22t−2r

)
×

× exp
(
2|F|2−rq(G)C1(2−(ε/3)r+2−(δ/3)r)

)
� r

� r exp2

(
(2r−t)(p(G)−|U |)

)
exp
(
−2|F|2−r(q(G)−q(GU ))

)
.

Нетрудно заметить, что

|T̂F ,U ,f1,f2,δ
G,r,t | � 2(p(G)−|U |)(2r−t)×

×
( K1

G,r∑
k=KG,r+1

|S∗
G,U (k)|

(|S∗
G,U (k)|

]2(ε/2)r[

)((
1 + t+

(
t

2

))
2−t
)]2(ε/2)r[

+

+
p(G)∑

k=K1
G,r+1

|S∗
G,U (k)|

( |S∗
G,U (k)|

]|S∗
G,U (k)|2−t2(δ/2)r[

)
×

×
((

1 + t+
(
t

2

))
2−t
)]|S∗

G,U (k)|2−t2(δ/2)r [)
.

Следовательно, для некоторой константы C имеем

|T̂F ,U ,f1,f2,δ
G,r,t | � 2(p(G)−|U |)(2r−t)×

×
( K1

G,r∑
k=KG,r+1

|S∗
G,U (k)|

(
C|S∗

G,U (k)|(2t22−t)
2(ε/2)r

)]2(ε/2)r[

+
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+
p(G)∑

k=K1
G,r+1

|S∗
G,U (k)|

(
C|S∗

G,U (k)|(2t22−t)
|S∗

G,U (k)|2−t2(δ/2)r

)]|S∗
G,U (k)|2−t2(δ/2)r [ )

� r

� r 2(p(G)−|U |)(2r−t)
(
(K1

G,r −KG,r)2t+(ε/3)r×

× (C2t+(ε/3)r2t22−t)/2(ε/2)r
)2(ε/2)r

+

+ (p(G)−K1
G,r)2

(1−δ)r
(

2Ct2

2(δ/2)r

)
2t+(ε/3)r2−t2(δ/2)r � r

� r 2(p(G)−|U |)(2r−t)
(
q(G)2t+(ε/6)r

(
2−(ε/6)r

)2(ε/2)r

+

+ q(G)2(1−δ)r
(
2−(δ/3)r

)2(ε/3)r+(δ/2)r)
� r

� r 2
(p(G)−|U |)(2r−t)

(
2−(ε/8)r2(ε/2)r

+ 2−(δ/8)r2(δ/2)r
)
� r |T̃F ,U ,f1,f2,δ

G,r,t |.

Таким образом, имеем

|TF ,U ,f1,f2,δ
G,r,t | � r exp2

(
(p(G)− |U |)(2r − t)

)
×

× exp
(
− 2|F|2−r(q(G)− q(GU ))

)
.

Теперь рассмотрим случай t > (1 − ε)r. Так как

εr < (1/2)ψ̃(δ/4)r, то для (T1,T2,G) из TF ,U ,f1,f2,δ
G,r,t выполнено:

для любого k, KG,r < k � p(G), существует Mk, Mk ⊆ SG,U (k),
такое, что |Mk| � |SG,U (k)|(1 − 2 · 2−(δ/2)r) и для любых
различных a1, a2 из Mk верно ρ(< T1,T2 >

t(a1),< T1,T2 >
> t(a2)) � (1/2)ψ̃(δ/4)r.

Далее считаем, что r � 3/((1/2)ψ̃(δ/4)).
Таким образом, если a1, a2 ∈ Mk, то FTi(a1),i ∩ FTj(a2),j �= ∅

лишь в том случае, когда a1 = a2. Следовательно,

|Wr,t,F ,SG,U (k)(T1|SG,U (k),T2|SG,U (k))| � |Wr,t,F ,Mk(T1|Mk ,T2|Mk)| �
� 22r−t − 2|F||Mk|2r−t + |Mk|(|Ft,1|+ |Ft,2|2) �

�22r−t−2|F||SG,U(k)|2r−t(1−2·2−(δ/2)r)+|SG,U (k)|(|Ft,1|+|Ft,2|2).
В лемме 2.4.3 мы оценили W для T1,T2,G) из T̃. Здесь мы

оцениваем W для (T1,T2,G) из T и поэтому сумму взаимосвязи

T̂ и T̃ проверять не надо.
Таким образом:
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|TF ,U ,f1,f2,δ
G,r,t | � |TF ,U ,f1,f2,δ

GKG,r ,U ,r,t|×

×
p(G)∏

k=KG,r+1

(
22r−t−|SG,U (k)|

(
2|F|2r−t(1−2 · 2−(δ/2)r)−|Ft,1|−|Ft,2|2

))
�r

� r exp2

(
(2r− t)(p(G)− |U |)

)
exp
(
q(G) · 2 · |F|2−r · 2 · 2−(δ/2)r

)
×

× exp
(
− (q(G)− q(GU ))

(
2|F|2−r − (|Ft,1|+ |Ft,2|2)2t−2r

))
� r

� r exp2

(
(p(G)− |U |)(2r− t)

)
exp
(
− 2|F|2−r(q(G)− q(GU ))

)
×

× exp
(
(|Ft,1|+ |Ft,2|2)2t−2r(q(G)− q(GU ))

)
.

Утверждение 2.4.3 доказано.

Утверждение 2.4.4. Если ln q(G) � r r, то

|Tт,δG,r,t| � r 2p(G)(2r−t) exp
(
− 2q(G)2−r

)
exp
(
q(G)2t−2r

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Действительно,

|Tт,δG,r,t| �
∑

(f1,f2)

|T{1r},U1(G,r),f1,f2,δ
G,r,t |,

где сумма берется по таким (f1, f2), что для любых различных

a и b из U1(G, r) выполнено ρ(fi(a), fi(b)) � ψ̃(1− 5δ)r, i = 1, 2.
Так как |{1r}t,1| = 1, |{1r}t,2| = 0, то в силу предыдущего утвер-
ждения имеем

|Tт,δG,r,t| � r 2|U1(G,r)|(2r−t)2(p(G)−|U1(G,r)|)(2r−t)×
× exp(−2q(G)2−r) exp(q(G)2t−2r).

Утверждение 2.4.4 доказано.

Утверждение 2.4.5. Если ε ∈ (0, 1/16) и 2(1−ε)r � r q(G) �
� r 2r ln r8, t � (1− 2ε)r, то

|Tтт,δG,r,t| � r H(q(G), r)2 exp2(p(G)(2r − t)).

Док а з а т е л ь с т в о. Через TΛ1,f1,Λ2,f2
G,r,t обозначим множество та-

ких троек (T1,T2,G) из Tтт,δG,r,t, что X(T1,G) = Λ1, X(T2,G) = Λ2,
T1|Λ1

= f1, T2|Λ2
= f2.

Через A(Λ1,Λ2) обозначим множество вершин, имеющих
ненулевую степень в графе GΛ1∪Λ2 .
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Через l∗(Λ1,Λ2) обозначим наименьшее число ребер, которое
надо удалить из графа GΛ1∪Λ2 , чтобы получить лес. Ясно, что

|A(Λ1,Λ2)| = |Λ1|+ |Λ2| − |Λ1 ∩ Λ2| − l∗(Λ1,Λ2) + k∗(GΛ1∪Λ2).

Напомним, что k∗(GΛ1∪Λ2) — число нетривиальных компонент
связности графа GΛ1∪Λ2 .

Через T
Λ1,Λ2, (f̃1,f̃2)
G,r,t обозначим множество таких троек

(T1, T2, G) из Tтт,δG,r,t, что X(T1,G) = Λ1, X(T2,G) = Λ2,

T1|Λ1∪Λ2
= f̃1, T2|Λ1∪Λ2

= f̃2. Понятно, что

|TΛ1,f1,Λ2,f2
G,r,t | =

∑
(f̃1,f̃2)

|TΛ1,Λ2,(f̃1,f̃2)
G,r,t |,

где сумма берется по таким парам (f̃1, f̃2), что f̃1|Λ1
= f1, f̃2|Λ2

=
= f2.

Через k∗G, r(Λ1 ∪ Λ2) обозначим число нетривиальных компо-

нент графа GΛ1∪Λ2 , не содержащих вершин из U1(G, r).
Через T

Λ1,Λ2, (f̃1,f̃2), (g1,g2)
G,r,t обозначим множество таких троек

(T1, T2, G) из T
Λ1,Λ2, (f̃1,f̃2)
G,r,t , что T1|U1(G, r) = g1, T2|U1(G, r) = g2.

Пусть G′(Λ1, Λ2) — граф, полученный из G удалением мно-
жества вершин A(Λ1, Λ2)\U1(G, r). Понятно, что

|TΛ1,Λ2, (f̃1,f̃2), (g1,g2)
G, r, t | �

� |TEr ,U1(G, r), g1, g2, δ
G′(Λ1,Λ2), r, t

| · exp2

(
(2 r − t) · k∗G, r(Λ1 ∪ Λ2)

)
и в силу утверждения 2.4.1 имеем

|TΛ1,Λ2, (f̃1,f̃2), (g1,g2)
G, r, t | � r 2(2 r−t)·k∗G, r(Λ1∪Λ2)×

× exp
(
− 2 · (r + 1) q(G′(Λ1, Λ2)) 2−r

)
×

× exp2

(
(2 r − t) · (p(G)− |U1(G, r) ∪A(Λ1, Λ2)|)

)
� r

� r exp
(
− 2 · (r + 1) q(G) 2−r

)
×

× exp2

(
(2 r − t) · (p(G)− |U1(G, r) ∪A(Λ1, Λ2)|)

)
×

× exp2

(
(2 r − t) · k∗G, r(Λ1 ∪ Λ2)

)
.

4 В. Б. Кудрявцев, А. Е. Андреев, Э. Э. Гасанов
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Число различных (g1, g2) таких, что T
Λ1,Λ2, (f̃1,f̃2), (g1,g2)
G, r, t �= ∅,

не превосходит

exp2

(
(2 r − t)×

× (|U1(G, r) \A(Λ1, Λ2)|+ k∗(GΛ1∪Λ2)− k∗G, r(Λ1 ∪ Λ2))
)
.

Следовательно,

|TΛ1,Λ2, (f̃1,f̃2)
G, r, t | � r 2(2 r−t)·(p(G)−|A(Λ1,Λ2)|+k∗(GΛ1∪Λ2 ))×

× exp
(
− 2 · (r + 1) q(G) 2−r

)
=

= exp2

(
(2 r − t) · (p(G)− |Λ1| − |Λ2|+ |Λ1 ∩ Λ2|+ l∗(Λ1, Λ2))

)
×

× exp
(
− 2 · (r + 1) q(G) 2−r

)
.

Подсчитаем число различных пар (f̃1, f̃2) таких, что f̃1|Λ1
=

= f1, f̃2|Λ2
= f2 и T

Λ1,Λ2, (f̃1,f̃2)
G, r, t �= ∅. Так как для любых x1, . . . ,xs,

являющихся ребрами простого цикла графа GΛ1∪Λ2 , должно быть

выполнено f̃1(x1) ↔ . . .↔ f̃1(xs) = 1r, для любого x из Λ2 \ Λ1

выполнено f̃1(x)|Nt = f2(x)|Nt , f̃1|Λ1
= f1, то различных f̃1 суще-

ствует exp2

(
(r− t)(|Λ2 \ Λ1| − l∗(Λ1, Λ2))

)
. Аналогично, различ-

ных f̃2 существует exp2

(
(r − t)(|Λ1 \ Λ2| − l∗(Λ1, Λ2))

)
. Таким

образом, искомое число пар (f̃1, f̃2) равно exp2

(
(r − t)(|Λ1| +

+ |Λ2| − 2 |Λ1 ∩ Λ2| − 2 l∗(Λ1, Λ2))
)
. Следовательно,

|TΛ1,f1,Λ2,f2
G,r,t | � r exp

(
− 2 · (r + 1) q(G) 2−r

)
2(2 r−t)·p(G)×

× exp2

(
− r |Λ1| − r |Λ2|+ t |Λ1 ∩ Λ2|+ l∗(Λ1, Λ2))

)
.

Пусть TΛ1,Λ2

G, r, t , — множество троек (T1, T2, G) из Tтт,δG, r, t таких, что

X(T1, G) = Λ1,X(T2, G) = Λ2.



2.4. Оценки совместных вероятностей 99

Через N(l, r) обозначим число функций g из 〈(Ẽr)A〉, |A| = l,
таких, что |g−1(1ri )| � st(q(G), r), i = 1, . . . , r. Тогда имеем

|TΛ1,Λ2

G,r,t | � r exp
(
− 2·(r+1)q(G)2−r

)
2(2r−t)·p(G) ·N(|Λ1|, r)2−r |Λ1|×

×N(|Λ2|, r)2−r |Λ2| · exp
(
t (|Λ1 ∩ Λ2|+ l∗(Λ1, Λ2))

)
.

Число пар (Λ1, Λ2) таких, что |Λ1| = l1, |Λ2| = l2, |Λ1 ∩ Λ2| +
+ l∗(Λ1, Λ2) = k, не превосходит

(
q(G)
l1

)
·
(
q(G)− (l1)2

l2 − k

)
·
(

(2 (l1 + l2 − k))2
k

)
�

�
(
q(G)
l1

)
·
(
q(G)
l2

)
·
(

l2
q(G)− l2

· 4 · (l1 + l2)2
)k

�

�
( ]2r(ln r8)2−rr ln r[
q(G)−]2r(ln r8)2−rr ln r[

· 16·]2r(ln r8)2−rr ln r[2
)k
×

×
(
q(G)
l1

)
·
(
q(G)
l2

)
=
(
q(G)
l1

)
·
(
q(G)
l2

)
·
(

16·]8r ln2 r[3

q(G)−]8r ln2 r[

)k
� r

� r

(
q(G)
l1

)(
q(G)
l2

)
·
(

r4

q(G)

)k
Следовательно, имеем

|Tтт,δG, r, t| � r exp
(
− 2 · (r + 1) q(G) 2−r

)
2(2 r−t)·(G)×

×
r·st(q(G), r)∑

l1=r

(
q(G)
l1

)
2−r l1N(l1, r) ·

r·st(q(G), r)∑
l2=r

(
q(G)
l2

)
2−r l2N(l2, r)×

×
min(l1, l2)∑
k=0

2t k
(

r4

q(G)

)k
� r

( r·st(q(G), r)∑
l=r

(
q(G)
l

)
2−r lN(l, r)

)2
×

× exp
(
− 2 · (r + 1) q(G) 2−r

)
2(2 r−t)·p(G) =

4*
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= exp
(
− 2 · (r+1) q(G) 2−r

)
2(2 r−t)·p(G) ·

( st(q(G), r)∑
l1=1

(
q(G)
l1

)
2−r l1×

×
st(q(G), r)∑
l2=1

(
q(G)−l1

l2

)
2−r l2 · . . . ·

st(q(G),r)∑
lr=1

(
q(G)−l1− . . . −lr−1

lr

)
2−rlr

)2
�

�
( q(G)∑
l=1

(
q(G)
l

)
2−rl

)2r
· exp

(
− 2 · (r + 1)q(G)2−r

)
2(2r−t)·p(G) =

= exp
(
− 2 · (r + 1)q(G)2−r

)
2(2r−t)·p(G)·

(
(1 + 2−r)q(G) − 1

)2r
�

� exp
(
− 2·(r + 1)q(G)2−r

)
2(2r−t)·p(G)

(
exp(q(G)2−r)−1

)2r
=

= 2(2 r−t)·p(G) ·H(q(G) r)2

Утверждение 2.4.5 доказано.



Гл а в а 3

АСИМПТОТИКА ЧИСЛА ТУПИКОВЫХ ТЕСТОВ

Прежде, чем сформулировать основной результат главы, вве-
дем ряд обозначений.

Пусть ∇— один из значков: «т», «ту», «т, δ», «тт», «тт, δ».
Определим на множестве таблиц (En)U функцию ϕ∇

G,n,x, где
P(G) = U и x ∈ En\{0n}, принимающую значение 1 на таблице
T , если пара (πx ◦ T ,G) принадлежит множеству T∇

G,|x|, опреде-
ленным в параграфах 2.2, 2.3 главы 2. Напомним, что πx ◦ T —
таблица из столбцов T , соответствующих единицам x.

Пусть

ϕ∇
G,n, r =

∑
x∈En

r

ϕ∇
G,n,x

Далее полагаем

ϕ∇
G,n =

n∑
r=1

ϕ∇
G,n,r

Пусть ω(x) = (lnx− ln lnx)/2 и θ(x) = lnx− ln ln lnx. В преды-
дущей главе была определена функция

H(m, r) = exp(−m · 2−r)(1− exp(−m · 2−r))r.
Положим для действительного x, натуральных m и n таких, что

0 � x � n− 1, Ĥ(n, m, x) =
(n
x

)
H(m, x). Для 1 � x � n полагаем

Ĥ∗(n, m, x) = Ĥ(n, m, x)/Ĥ(n, m, x− 1) =
= ((n− x+ 1)/x)(exp(m · 2−x)− 1)/(1 + exp(−m · 2−x))x−1,

для 1 � x � n− 1 полагаем

Ĥ∗∗(n, m, x) = Ĥ∗(n, m, x+ 1)/Ĥ∗(n, m, x) =
= ((n− x)x/((n− x+ 1)(x+ 1)))×

× (1/(exp(m · 2−x−1) + exp(−m · 2−x−1) + 2))×
× (((exp(m · 2−x) + 1)/(exp(m · 2−x) + exp(m · 2−x−1)))x−1,
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для 1 � x � n полагаем

Ĥ∗∗∗(n, m, x) = Ĥ∗(n, m, x) · Ĥ∗(n, m, x+ 1) =

= Ĥ(n, m, x+ 1)/Ĥ(n, m, x− 1) =
= ((n− x+ 1)(n− x)/(x(x+ 1))) · (exp(m · 2−x−1)− 1)2×

× exp(m · 2−x−1)/((exp(−m · 2−x−1) + 1)(exp(−m · 2−x) + 1))x−1.

Если существует и притом единственное, относительно x,
решение уравнения Ĥ∗∗∗(n, m, x) = 1 из интервала (1, n− 1), то
полагаем r(n, m) равным этому решению, в противном случае
полагаем r(n, m) = 1.

Пусть ε ∈ (1, 1/16), D ∈ B и D(n)�©n ln ln lnn. Напомним, что
p∗(G) = p(G) − k(G) + 1, d(r,G) — число остовных r-реберных
лесов графа G. Положим функцию Φ1

D(G, n) равной:

�)
( n
p∗(G)−1

)
d(p∗(G) − 1, G)(p∗(G) − 1)! · 2(p∗(G)−1)2 , если

q(G) < D(n) ln2 n, p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n);

�)
] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑

r=[ω(n)−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2

, если q(G) <

< D(n) ln2 n, p∗(G)− 1 > ω(n)−D(n);

�)
]ω(n q(G))+D(n)[∑

r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)
(q(G) 2−r)r, если q(G) � D(n) ln2 n.

Положим:
�) r̂1D(G, n) = r̂2D(G, n) = p∗(G) − 1, если q(G) < D(n) ln2 n,

p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n);
�) r̂1D(G, n) = [ω(n) − D(n)], r̂2D(G, n) =] min(p∗(G) −
− 1, ω(n q(G)) + D(n))[, если q(G) < D(n) ln2 n,
p∗(G)− 1 > ω(n)−D(n);

�) r̂1D(G, n) = [ω(n q(G)) − D(n)], r̂2D(G, n) =]ω(n q(G)) +
+D(n)[, если q(G) � D(n) ln2 n.

Положим:
�) r1D, ε(n, m) = [r(n, m) − D(n)], r2D, ε(n, m) =]r(n, m) +

+D(n)[, если m < n1+ε;

�) r1D, ε(n, m) = r2D, ε(n, m) − 1 = [r(n, m)], если n1+ε � m <

< 24 ln2 n;

�) r1D, ε(n, m) = r2D, ε(n, m)− 1 = [θ(m)], если m � 24 ln2 n.
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Пусть, далее,

Φ2
D, ε(n, m) =

r2D, ε(n,m)∑
r=r1D, ε(n,m)

(
n

r

)
·H(m, r).

Положим:
�) r̃1D, ε(G, n) = r̂1D(G, n), r̃2D, ε(G, n) = r̂2D(G, n), если q(G) �

� n1−ε;
�) r̃1D, ε(G, n) = r1D, ε(n, q(G)), r̃2D, ε(G, n) = r2D, ε(n, q(G)), ес-

ли q(G) > n1−ε.
Пусть

ΦD, ε(G, n) =
{

Φ1
D(G, n), если q(G) � n1−ε,

Φ2
D, ε(n, q(G)), если q(G) > n1−ε.

Основным результатом главы является утверждение.
Теорема 3.0.1. Если ε ∈ (0, 1/16), 0 < c1 < c2, D ∈ B и
D(n)�©n ln ln lnn, то:

1) при 1 � q(G) � 2n(1−ε) выполнено

ϕттG,n
п.в.∼ n

r̃2D, ε(G,n)∑
r=r̃1D, ε(G,n)

ϕттG,n, r
п.в.∼ n ΦD, ε(G, n);

2) при q(G) � 2nD(n) выполнено ϕттG,n
п.в.= n 0;

3) не существует такой действительной функции f , опре-
деленной на множестве пар (G, n), G— граф, n ∈ N,
что при c1 2n � q(G) � c2 2

n выполнено ϕттG,n
п.в.∼ n f(G, n)

(либо ϕттG,n
п.в.= n f(G, n)).

Эти факты вытекают непосредственно из утверждений 3.1.19,
3.3.9 и 3.3.10. В утверждениях 3.2.10 и 3.2.11 получены оценки
величины r(n, m).

3.1. Случай «низких» таблиц

На протяжении этого параграфа будем предполагать, что ε ∈
∈ (0, 1/16). Будем искать асимптотику числа тупиковых тестов
для почти всех пар (T , G) из TG,n, если выполнено q(G) � n1−ε.

Если Q ⊆ X(G), x ∈ En \ {0n}, то положим ϕ
ту
G,n,Q,x(T ) =

= 1, где T ∈ (En)P(G), если (πx ◦ TG)(Q) = Ẽ |x| = Ẽ |Q|, и 0 в

противном случае. Ясно, что ϕ
ту
G,n,Q,x �≡ 0 тогда и только тогда,
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когда |Q| = |x| и GQ — лес. Кроме того,ϕ
ту
G,n,Q,x(T ) = 1 тогда и

только тогда, когда (TG|Q)∗∗(x−1(1)) = ẼQ.
Через лG обозначим множество таких Q, Q ⊆ X(G), что GQ

— лес, а через лG, r множество таких Q из лG, что |Q| = r.
Понятно, что

ϕттG,n,x � ϕ
ту
G,n, �

∑
Q∈лG, |x|

ϕ
ту
G,n,Q,x.

Если F ⊆ E|x|, то положим ϕF
G,n,Q,x(T ) = 1, если

(πx ◦ TG)(X(G) \ Q) ∩ F = ∅, и 0 в противном случае. Тогда
имеем

ϕттG,n,x �
∑

Q∈лG, |x|

ϕ
ту
G,n,Q,x · ϕE|x|

G,n,Q,x.

Утверждение 3.1.1. Если ε ∈ (0, 1/16), D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn
и q(G) � n(1−ε), то

p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2 ∼n

∼n
]min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑
r=[min(p∗(G)−1,ω(n)−D(n))]

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2

До к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что при r � p∗(G)− 1 справедливы
следующие неравенства:

d(r + 1, G) � ((q(G)− r)/(r + 1)d(r, G), (3.1)

d(r − 1, G) � r · d(r, G). (3.2)

Тогда, в силу (3.1), имеем(
n

r + 1

)
d(r + 1, G)(r + 1)!2−(r+1)2(
n

r

)
d(r, G) r!2−r2

� (n · q(G)/r) · 2−2 r−1.

Если r � ω(n · q(G)) +D(n), то

n · q(G)
r

· 2−2 r−1 � 2−2D(n) · lnn · q(G)
ω(n · q(G))

�n 1. (3.3)
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Далее, в силу (3.2), имеем(
n

r − 1

)
d(r − 1, G)(r − 1)!2−(r−1)2(
n

r

)
d(r, G) r!2−r2

� r

n− r + 1
· 22 r−1.

Если r � ω(n)−D(n), то

r · 22 r−1

n− r + 1
� ((1/2) lnn)(n/ lnn) · 2−2D(n)

n− (1/2) lnn
�n 1. (3.4)

Исходя из (3.3) и (3.4), получаем

] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑
r=[min(p∗(G)−1,ω(n)−D(n))]

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2 � r

� r

p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2

Утверждение 3.1.1 доказано.

Легко видеть, что верно следующее утверждение.
Следствие 3.1.2. Если ε ∈ (0, 1/16), D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn,
то

1) при p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n) выполнено

p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2 ∼n

∼n
(

n

p∗(G)− 1

)
d(p∗(G)− 1, G)(p∗(G)− 1)! 2−(p∗(G)−1)2 ;

2) при p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n), q(G) � n1−ε выполнено

p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2 ∼n

∼n
]min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑

r=[ω(n)−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2

.

Утверждение 3.1.3. Число простых циклов длины k, k � 3, в
графе G не превосходит (4

√
q(G) )k.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть a1, {a1, a2}, a2, {a2, a3}, . . .
. . . , ak, {ak, a1} — простой цикл графа G. Разделим P(G) на
P1(G) и P2(G) так, что для любой вершины a из P1(G)
выполнено γG(a) �

√
q(G) , а P2(G) = P(G) \ P1(G). Ясно, что

|P1(G)| � 2 q(G)/
√
q(G) = 2

√
q(G) . Число циклов таких, что

a1, . . . , ak ∈ P1(G) не превосходит (2
√
q(G) )k.

Пусть k четно, тогда, если ребра {a1, a2}, {a3, a4}, . . .
. . . , {ak−1, ak} зафиксировать, то оставшиеся можно выбрать не
более, чем 4k/2 способами, так как, например, ребро {a1, a3},
смежно с ребрами {a1, a2} и {a3, a4}. Следовательно, всего
циклов не более, чем q(G)k/2 · 4k/2 = (2

√
q(G) )k.

Пусть теперь k нечетно и какая либо вершина, например a2,
принадлежит P2(G). При таком условии, если уже выбрано ребро
{a1, a2}, то ребро {a2, a3} можно выбрать не более, чем 2

√
q(G)

способами. Если выбрать ребра {a1, a2}, {a2, a3}, {a4, a5}, . . .
. . . , {ak−1, ak}, то оставшиеся, как и в случае четного k, можно
выбрать 4(k−1)/2 способами. Следовательно, таких циклов не
более, чем q(G)(k−1)/2 · 2 ·

√
q(G) · 4(k−1)/2 = (2

√
q(G) )k. По-

скольку вершины и ребра цикла, содержащего вершину из P2(G)
всегда можно выписать так, что a2 ∈ P2(G), и число циклов,
не содержащих вершин из P2(G), не превосходит (2

√
q(G) )k,

получаем, что для нечетного k искомое число не более, чем

(2
√
q(G) )k + (2

√
q(G) )k � (4

√
q(G) )k

Утверждение 3.1.3 доказано.

Утверждение 3.1.4. Если r � q(G)

√
q(G) , то |л(G, r)| ∼

∼ q(G)

(q(G)
r

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу предыдущего утверждения число
множеств Q, Q ⊆ X(G), |Q| = r таких, что граф GQ содер-

жит простой цикл длины k, не превосходит (4
√
q(G) )k

(q(G)
r−k
)

�

�
(q(G)

r

)(4
√
q(G) · r

q(G)− r

)k
. Следовательно,

|лG,r| �
(
q(G)
r

)
−

r∑
k=3

(
q(G)
r

)(
4
√
q(G) · r

q(G)− r

)k
=

=
(
q(G)
r

)(
1−
(
4
√
q(G) · r

q(G)− r

)3

·
(
1−
(
4
√
q(G) · r

q(G)− r

)r−2
)/
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1− 4

√
q(G) · r

q(G)− r

))
� q(G).

(
q(G)
r

)
.

Утверждение 3.1.4 доказано.

Утверждение 3.1.5. Если ε ∈ (0, 1/16), D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn
и D(n) · ln2 n � q(G) � n1−ε, то

p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2 ∼n
]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2 ∼n

∼n
]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)(
q(G)
r

)
r!2−r

2 ∼n

∼n
]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)(
q(G)2−r

)r ∼n n∑
r=1

(
n

r

)(
q(G)2−r

)r
.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в этом случае p∗(G) − 1 −
− ω(n · q(G))−D(n)�n 1 и, следовательно, в силу утверждения
3.1.1 имеем

p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2 ∼n
]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n)−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2

.

Так как ω(n · q(G)) + D(n) �n

√
q(G) , а, следовательно, и

ω(n · q(G)) + D(n) � q(G)

√
q(G) , то получаем из утвержде-

ния 3.1.4, что d(r G) ∼ q(G)

(q(G)
r

)
, а, значит, d(r G) ∼n

(q(G)
r

)
.

Из того же неравенства для r � ω(n · q(G)) + D(n) имеем(q(G)
r

)
∼n q(G)r/r!. Следовательно, для r � ω(n · q(G)) − D(n)

выполнено(
n

r − 1

)
d(r − 1, G)(r − 1)! 2−(r−1)2(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r2

�n
r 22 r−1

(n− r + 1)q(G)
�

� ω(n · q(G))
(n−r+1)q(G)

· n · q(G)
lnn · q(G)

· 2−2D(n) � (n/(n−r+1)) 2−2D(n) �n 1.
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Таким образом,

]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n)−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2 ∼n

∼n
]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2 ∼n

∼n
]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)(
q(G)
r

)
r!2−r

2 ∼n

∼n
]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)(
q(G)2−r

)r
.

Аналогично показывается, что

n∑
r=1

(
n

r

)(
q(G)2−r

)r ∼n ]ω(n·q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n·q(G))−D(n)]

(
n

r

)(
q(G)2−r

)r
.

Утверждение 3.1.5 доказано.

Утверждение 3.1.6. Если q(G)�n 2|x|(|x|+ 1), то

MϕттG,n,x ∼n M
∑

Q∈лG, |x|

ϕ
ту
G,n,Q,x = d(|x|, G)|x|! 2−|x|2 .

Док а з а т е л ь с т в о. Ранее было замечено, что∑
Q∈лG, |x|

ϕ
ту
G,n,Q,x · ϕE|x|

G,n,Q,x � ϕттG,n,x �
∑

Q∈лG, |x|

ϕ
ту
G,n,Q,x

Пусть Q ∈ лG, r, f ∈ 〈(Ẽr)Q〉. В силу утверждения 2.2.4 и 2.2.5

получаем |TQ, f
G, r | = 2−r2 · |TG, r|, где TQ, f

G, r — множество пар (T , G)
из TG, r таких, что TG|Q = f .

Пусть a ∈ X(G) \ Q. Если GQ∪{a} — не лес, то для любой

(T , G) из TQ, f
G, r выполнено |TG(a)| � r − 2, так как любой цикл

содержит не менее 3 ребер и, следовательно, TG(a) = f(a1)↔ . . .
. . . ↔ f(ak), ai ∈ Q, i ∈ Nk, k � 2, где a1, . . . , ak — попарно
различные ребра цикла. Если GQ∪{a} — лес, то для любой

f1 из (Er)Q∪{a} выполнено |TQ∪{a}, f1
G, r | = 2−r(r+1) · |TG, r|. Следо-



3.1. Случай «низких» таблиц 109

вательно, число пар (T , G) таких, что TG|Q = f , TG(a) ∈ Er,
равно (r + 1)2−r(r+1) · |TG, r|. Таким образом, число пар (T , G)
из TQ, f

G, r таких, что TG(X(G) \Q) ∩ Er �= ∅, не более q(G) · (r +
+ 1)2−r(r+1) · |TG, r|. Следовательно,
M(ϕтуG,n,Q,x · ϕE|x|

G,n,Q,x) � |x|! 2−|x|2 · (1− q(G)(|x|+ 1) · 2−|x|),

где |x|! — число различных f .
Так как q(G)�n 2|x|/(|x|+ 1), то

M(ϕтуG,n,Q,x · ϕE|x|
G,n,Q,x) ∼n |x|! 2−|x|2 = Mϕ

ту
G,n,Q,x.

Следовательно,

MϕттG,n,x ∼n M
∑

Q∈лG, |x|

ϕ
ту
G,n,Q,x = d(|x|, G)|x|! 2−|x|2 .

Утверждение 3.1.6 доказано.

Утверждение 3.1.7. Если x ∈ Enp∗−1, то

ϕттG,n,x =
∑

Q∈лG, p∗(G)−1

ϕ
ту
G,n,Q,x.

Док а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности считаем, что

n = p∗(G)− 1 и x = 1n. Пусть имеется Q из лG,n и f из 〈(Ẽn)Q〉.
Тогда для любой (T , G) из TQ, f

G, r выполнено TG(X(G) \Q) ∩ Er �=
�= ∅. Действительно, пусть a ∈ X(G) \ Q. Тогда, поскольку GQ

— минимальный остовный лес графа G, найдутся a1, . . . , ak из
Q, k � 2, такие, что a, a1, . . . , ak суть ребра простого цикла в G.
Тогда TG(a) = TG(a1) ↔ . . . ↔ TG(ak) = f(a1) ↔ . . . ↔ f(ak). В

силу того, что f(a1), . . . , f(ak) ∈ Ẽn и они попарно различны име-
ем |TG(a)| � n − 2. Следовательно, TG(a) /∈ En. Таким образом,

TQ, f
G, r ⊆ TттG, r, а также, если Q1 �= Q2, то TQ1, f1

G, r ∩ TQ2, f2
G, r = ∅, где

Q1, Q2 ∈ лG,n, f1(Q1) = f2(Q2) = Ẽn. Непосредственно из этого
факта вытекает интересующее нас равенство.

Утверждение 3.1.7 доказано.

Положим
ϕ
ту,∗
G,n, r =

∑
x∈En

r

∑
Q∈лG, r

ϕ
ту
G,n,Q,x
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Утверждение 3.1.8. Имеют место соотношения

ϕттG,n �
p∗(G)−1∑
r=1

ϕ
ту,∗
G,n, r,

MϕттG,n � M

p∗(G)−1∑
r=1

ϕ
ту,∗
G,n, r =

p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2

.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как ϕттG,n,x � ∑Q∈лG, |x| ϕ
ту
G,n,Q,x, то

ϕттG,n �∑p∗(G)−1
r=1 ϕ

ту,∗
G,n, r. Следовательно,

MϕттG,n � M

p∗(G)−1∑
r=1

ϕ
ту,∗
G,n, r =

p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2

.

Утверждение 3.1.8 доказано.

Утверждение 3.1.9. Если D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn, q(G) �
� D(n) ln2 n и p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n), то

MϕттG,n ∼n MϕттG,n, p∗(G)−1 = Mϕ
ту,∗
G,n, p∗(G)−1

=

=
(

n

p∗(G)− 1

)
· d(p∗(G)− 1, G)(p∗(G)− 1)! 2−(p∗(G)−1)2 .

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждению 3.1.8 и следствию
3.1.2 имеем

MϕттG,n �
p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G) r!2−r

2 ∼n

∼n
(

n

p∗(G)− 1

)
d(p∗(G)− 1, G)(p∗(G)− 1)! 2−(p∗(G)−1)2 =

= Mϕ
ту,∗
G,n, p∗(G)−1

.

Но по утверждению 3.1.7 выполнено Mϕ
ту,∗
G,n, p∗(G)−1

=
= MϕттG,n, p∗(G)−1

. Таким образом, MϕттG,n �n MϕттG,n, p∗(G)−1
и,

следовательно, MϕттG,n ∼n MϕттG,n, p∗(G)−1
.

Утверждение 3.1.9 доказано.
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Утверждение 3.1.10. Если D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn, q(G) �
� D(n) ln2 n и p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n), то

MϕттG,n ∼n M
] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑

r=[ω(n)−D(n)]

ϕттG,n, r ∼n

∼n M
] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑

r=[ω(n)−D(n)]

ϕ
ту,∗
G,n, r =

=
] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑

r=[ω(n)−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r! 2−r

2

.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждениям 3.1.8 и 3.1.1 име-
ем

MϕттG,n �
p∗(G)−1∑
r=1

(
n

r

)
d(r, G) r! 2−r

2 ∼n

∼n
] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑

r=[ω(n)−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r! 2−r

2

=

= M

] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑
r=[ω(n)−D(n)]

ϕ
ту,∗
G,n, r.

Так как 2[ω(n)−D(n)]/[ω(n) − D(n)] � n q(G), то в силу
утверждения 3.1.6 для |x| � [ω(n) − D(n)] имеем MϕттG,n,x ∼
∼n M

∑
ϕ
ту
G,n,Q,x, где сумма берется по всем Q из лG, |x|, и,

следовательно, для r � [ω(n)−D(n)] верно Mϕ
ту,∗
G,n, r ∼n MϕттG,n, r.

Но тогда имеем

MϕттG,n �n M

]min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑
r=[ω(n)−D(n)]

ϕттG,n, r,

откуда вытекает интересующий нас результат.
Утверждение 3.1.10 доказано.

Аналогично двум предыдущим доказывается предложение.
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Утверждение 3.1.11. Если ε∈(0, 1/16), D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn
и D(n) ln2 n � q(G) � n1−ε, то

MϕттG,n ∼n
]ω(n q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n q(G))−D(n)]

MϕттG,n, r ∼n
]ω(n q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n q(G))−D(n)]

Mϕ
ту,∗
G,n, r =

=
]ω(n q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n q(G))−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G) r! 2−r

2

.

Положим для Q из лG, r при r � 1, что ϕ
ту,∗
G,n,Q =

=
∑

x∈En
r
ϕ
ту,∗
G,n,Q,x.

Утверждение 3.1.12. Если ε ∈ (0, 1/16) и 1 � r � (1− ε/2) lnn,
то для некоторой константы c1 при Q ∈ лG, r и a ∈ EQ число
пар (T , G) из TG,n, для которых ||((TG|Q)∗∗)−1(a)| − n 2−r| �
� (n · 2−r)3/4, не превосходит c1 · n · exp(−(1/4)nε/4)|TG,n|.

Док а з а т е л ь с т в о. Напомним, что |((TG|Q)∗∗)−1(a)| — чис-
ло столбцов матрицы TG|Q, равных a. Согласно утвержде-

ниям 2.2.4 и 2.2.5 для любой f из (En)Q верно |TQ, f
G,n| =

= 2−r n|TG,n|. Следовательно, число пар (T , G) из TG,n, для
которых |((TG|Q)∗∗)−1(a)| = k, равно(
n

k

)
2−rk(1−2−r)n−k·2nr(2−nr|TG,n|)=

(
n

k

)
2−rk(1−2−r)n−k|TG,n|.

Обозначим это число через A(k). Так как

A(k + 1)/A(k) = ((n− k)/(k + 1)) 2−r/(1− 2−r),

то при k =]n 2−r[+s, s � 0, имеем

A(k + 1)/A(k) � ((n(1− 2−r)− s)/(n 2−r + s)) · 2−r/(1− 2−r) =
= 1− s/(n 2−r(1− 2−r) + s(1− 2−r)).

Таким образом,

A(]n 2−r[+l) � A(]n 2−r[)
l−1∏
s=0

(
1− s

n 2−r(1− 2−r) + s(1− 2−r)

)
�

� A(]n 2−r[) · exp
(
− l(l − 1)

2
/((n 2−r + l)(1− 2−r))

)
. (3.5)



3.1. Случай «низких» таблиц 113

Так как

A(k − 1)/A(k) = (k/(n− k + 1)) (1− 2−r)/2−r,

то при k = [n 2−r]− s, s � 0, имеем

A(k − 1)/A(k) � ((n 2−r − s)/(n(1− 2−r) + s))(1− 2−r)/2−r =
= 1− s/

(
(n(1− 2−r) + s) · 2−r

)
.

Аналогично (3.5) получаем

A([n 2−r − l]) � A([n 2−r]) · exp
(
− l(l − 1)

2
/((n(1− 2−r) + l)2−r

)
.

(3.6)
В силу 3.5 и 3.6 для некоторой константы c1 имеем∑
k�]n 2−r [+(n 2−r)3/4−1

A(k) �

� c1(n− n 2−r) exp
(
−1

4

((n 2−r)3/4)2

n 2−r

)
A(]n 2−r[) �

� c1(n− n 2−r) exp
(
−1

4
nε/4

)
A(]n 2−r[),∑

k�[n 2−r ]−(n 2−r)3/4

A(k) � c1 n 2−r exp
(
−1

4
nε/4

)
A(]n 2−r[).

Следовательно,
∑

k A(k) � c1 · n · exp
(
−1

4
nε/4

)
|TG,n|,

где сумма берется по k, не входящим в интервал
([n 2−r]− (n 2−r)3/4, ]n 2−r[+(n 2−r)3/4 − 1).

Утверждение 3.1.12 доказано.

Утверждение 3.1.13. Если ε ∈ (0, 1/16), то для некоторого
δ из M для почти всех при n → ∞ пар (T , G) из TG,n при
1 � |Q| � (1− ε/2) lnn и GQ — лес, выполнены соотношения

�) |(n 2−|Q|)|Q| − ϕту,∗G,n,Q(T )| � δ(n) · (n 2−|Q|)|Q|,
�) (n 2−|Q|)|Q| ∼n

( n
|Q|
)
|Q|! 2−|Q|2.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как |EQ| � n1−ε/2 � n и

[(1−ε/2)·lnn]∑
r=1

|лG, r| � (lnn) · nlnn,

то число пар (T , G) из TG,n таких, что существует Q, Q ∈ лG, |Q|,
1 � |Q| � (1 − ε/2) lnn и a ∈ EQ, для которых выполнено
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||((TG|Q)∗∗)−1(a)| − n 2−|Q|| � (n 2−|Q|)3/4, не превосходит, со-
гласно утверждению 3.1.11, величины

c1(lnn)nlnnn2 exp
(
−1

4
nε/4

)
|TG,n|.

Следовательно, для почти всех пар (T , G) из TG,n при 1 � |Q| �
� (1− ε/2) lnn, Q ∈ лG, |Q|, a ∈ EQ выполнено

||((TG|Q)∗∗)−1(a)| − n 2−|Q|| < (n 2−|Q|)3/4.

Но так как

ϕ
ту,∗
G,n,Q(T ) =

∏
b∈Q

|((TG|Q)∗∗)−1(1Qb )|,

то для почти всех пар (T , G) из TG,n при 1 � |Q| � (1− ε/2) lnn,
Q ∈ лG, |Q| выполнено(
n 2−|Q|−(n 2−|Q|)3/4

)|Q|
� ϕ

ту,∗
G,n,Q(T ) �

(
n 2−|Q|+(n 2−|Q|)3/4

)|Q|
.

Так как |Q| � (1− ε/2) lnn, то(
n 2−|Q|−(n 2−|Q|)3/4

)|Q|
∼n(n 2−|Q|)|Q|∼n

(
n 2−|Q|+(n 2−|Q|)3/4

)|Q|

и n|Q| ∼n
( n
|Q|
)
|Q|!.

Утверждение 3.1.13 доказано.

Непосредственно из доказанного вытекает утверждение.
Следствие 3.1.14. Если ε ∈ (0, 1/16), то для некоторого δ из
M для почти всех пар (T , G) из TG,n при 1 � r � (1− ε/2) lnn
выполнено∣∣∣(n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2 − ϕту,∗G,n, r(T )
∣∣∣ � δ(n)

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2

.

Непосредственно отсюда и того факта, что при ε ∈ (0, 1/16),
D ∈ B и D(n)�©n ln ln lnn выполнено ω(n · n1−ε) +D(n)�©n(1 −
− ε/2) lnn, вытекают следующие три утверждения.
Утверждение 3.1.15. Если D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn, q(G) �
� D(n) ln2 n и p∗(G)− 1 � ω(n)−D(n), то

ϕ
ту,∗
G,n,p∗(G)−1

п.в.∼ n

(
n

p∗(G)−1

)
d(p∗(G)−1,G)(p∗(G)−1)!2−(p∗(G)−1)2 .
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Утверждение 3.1.16. Если D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn и p∗(G) −
− 1 � ω(n)−D(n), то

] min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑
r=[ω(n)−D(n)]

ϕ
ту,∗
G,n, r

п.в.∼ n

п.в.∼ n

]min(p∗(G)−1,ω(n q(G))+D(n))[∑
r=[ω(n)−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2

.

Утверждение 3.1.17. Если ε∈(0, 1/16), D∈B, D(n)�©n ln ln lnn
и D(n) ln2 n � q(G) � n1−ε, то

]ω(n q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n q(G))−D(n)]

ϕ
ту,∗
G,n, r

п.в.∼ n

]ω(n q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n q(G))−D(n)]

(
n

r

)
d(r, G)r! 2−r

2 ∼n

∼n
]ω(n q(G))+D(n)[∑
r=[ω(n q(G))−D(n)]

(
n

r

)
(q(G) 2−r)r.

Утверждение 3.1.18. Если каждой паре (G, n) из некото-
рого множества R поставлены в соответствие случайные
величины ϕ1

G,n, ϕ
2
G,n, ϕ

1.∗
G,n, ϕ

2.∗
G,n, определенные на (En)P(G),

такие что при (G, n) ∈ R выполнено ϕ1
G,n � ϕ2

G,n, ϕ
1.∗
G,n �

� ϕ2.∗
G,n, ϕ

1
G,n � ϕ1.∗

G,n, ϕ
2
G,n � ϕ2.∗

G,n, Mϕ
1
G,n ∼n Mϕ2

G,n ∼n Mϕ1.∗
G,n ∼

∼n Mϕ2.∗
G,n и ϕ1.∗

G,n
п.в.∼ n Mϕ1.∗

G,n, то при (G, n) ∈ R имеет место

ϕ1
G,n

п.в.∼ n ϕ2
G,n

п.в.∼ n ϕ2.∗
G,n

п.в.∼ n ϕ1.∗
G,n.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем, что ϕ1
G,n

п.в.∼ n ϕ1.∗
G,n. Так

как ϕ1.∗
G,n − ϕ1

G,n � 0, то, поскольку Mϕ1
G,n ∼ n Mϕ1.∗

G,n,

получаем 0 � M(ϕ1.∗
G,n − ϕ1

G,n) � n Mϕ1
G,n. Следовательно,

(ϕ1.∗
G,n − ϕ1

G,n)
п.в.�n Mϕ1

G,n и получаем ϕ1
G,n

п.в.
� nϕ

1.∗
G,n − on(Mϕ1.∗

G,n).

Но, с другой стороны, ϕ1
G,n � ϕ1.∗

G,n

п.в.
� nMϕ

1
G,n. Следовательно,

ϕ1
G,n

п.в.∼ n Mϕ1
G,n ∼n Mϕ1.∗

G,n ∼n ϕ1.∗
G,n. Аналогично устанавливается,

что ϕ1
G,n

п.в.∼ n ϕ2
G,n, ϕ

1.∗
G,n

п.в.∼ n ϕ2.∗
G,n.

Утверждение 3.1.18 доказано.

Из утверждений 3.1.9, 3.1.10, 3.1.11, 3.1.15, 3.1.16, 3.1.17 и
3.1.18 вытекает предложение.
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Утверждение 3.1.19. Если ε∈(0, 1/16), D∈B, D(n)�©n ln ln lnn
и 1 � q(G) � n1−ε, то

ϕттG,n
п.в.∼ n

p∗(G)−1∑
r=1

ϕ
ту,∗
G,n, r

п.в.∼ n ΦD, ε(G, n),

ϕттG,n
п.в.∼ n

r̂1D(G,n)∑
r=r̂1D(G,n)

ϕттG,n, r.

3.2. Случай «высоких» таблиц. Математическое
ожидание числа тупиковых тестов

Непосредственно из определения функций Ĥ∗, Ĥ∗∗, Ĥ∗∗∗
следует предложение.

Утверждение 3.2.1. Если 1 � x1 < x2 � n, то Ĥ∗(n, m, x1) >
> Ĥ∗(n, m, x2); если 1 � x1 < x2 � n − 1, то Ĥ∗∗∗(n, m, x1) >
> Ĥ∗∗∗(n, m, x2); если 1 � x � n− 1, то Ĥ∗∗(n, m, x) � 1/4.
Утверждение 3.2.2. Если ε ∈ (0, 1/16) и n1−ε � m � 2n(1−ε), то
r(n,m) �=©n1 и Ĥ∗∗∗(n, m, r(n, m))=©n1.

Док а з а т е л ь с т в о. Действительно,

Ĥ∗∗∗(n, m, 1) = n(n− 1)
2

(em/4 − 1)2em/4 �n 1,

Ĥ∗∗∗(n, m, n− 1) = 2

n(n− 1)
(exp(m2−n)− 1)2 exp(m2−n)/

/
(
((1 + exp(−m2−n))(1 + exp(−m2−n−1))n−2

)
�n 1.

Но Ĥ∗∗∗(n, m, x) — непрерывная и монотонная по x функция.
Утверждение 3.2.2 доказано.

Утверждение 3.2.3. Если ε ∈ (0, 1/16), D ∈ B, D(n)�©n ln lnn и
n1−ε � m � 2n(1−ε), то

n∑
r=1

Ĥ(n, m, r) ∼n
]r(n,m)+D(n)[∑
r=[r(n,m)−D(n)]

Ĥ(n, m, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Так как

Ĥ∗∗(n,m, r(n,m)) = Ĥ∗(n,m, r(n,m)+1)/Ĥ∗(n,m, r(n,m))�1/4
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и

Ĥ∗∗∗(n,m, r(n,m)) = Ĥ∗(n,m, r(n,m)+1) · Ĥ∗(n,m, r(n,m))=©n1,

то Ĥ∗(n, m, r(n, m) + 1)�©n1/2 и 1/Ĥ∗(n, m, r(n, m))�©n1/2.
Следовательно, если k ∈ N, k � [r(n, m) − 1], k � n−]r(n, m)[,
то

Ĥ(n, m, ]r(n, m)[+k)�©nĤ(n, m, ]r(n, m)[) · 2−k,
Ĥ(n, m, [r(n, m)]− k)�©nĤ(n, m, [r(n, m)]) · 2−k.

Таким образом,

n∑
r=]r(n,m)+D(n)[+1

Ĥ(n, m, r)�©nĤ(n, m, ]r(n, m)[) 2
−D(n)

1− 1/2
,

[r(n,m)−D(n)]−1∑
r=1

Ĥ(n, m, r)�©nĤ(n, m, [r(n, m)]) 2
−D(n)

1− 1/2
.

Следовательно,

n∑
r=1

Ĥ(n, m, r) �n

]r(n,m)+D(n)[∑
[r(n,m)−D(n)]

Ĥ(n, m, r).

Утверждение 3.2.3 доказано.

Утверждение 3.2.4. Если ε ∈ (0, 1/16), n1−ε � m � 2n(1−ε) и
Ĥ∗∗(n, m, r(n, m))�n 1, то

n∑
r=1

Ĥ(n, m, r) ∼n
[r(n,m)]+1∑
r=[r(n,m)]

Ĥ(n, m, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Так как для некоторого α из M выполне-
но

Ĥ∗∗(n,m, r(n,m))=Ĥ∗(n,m, r(n,m)+1)/Ĥ∗(n,m, r(n,m))�©nα(n)

и Ĥ∗∗∗(n, m, r(n, m))=©n1, то Ĥ
∗(n, m, r(n, m) + 1)�©n

√
α(n) и

1/Ĥ∗(n, m, r(n, m))�©n

√
α(n) .

Тогда аналогично предыдущему утверждению получаем

n∑
r=[r(n,m)]+2

Ĥ(n, m, r)�©nĤ(n, m, [r(n, m)] + 1)
√
α(n)

1−
√
α(n)

,
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[r(n,m)]−1∑
r=1

Ĥ(n, m, r)�©nĤ(n, m, [r(n, m)])
√
α(n)

1−
√
α(n)

.

Следовательно,

[r(n,m)]+1∑
r=[r(n,m)]

Ĥ(n, m, r) � n

n∑
r=1

Ĥ(n, m, r)

Утверждение 3.2.4 доказано.

Утверждение 3.2.5. Если ε ∈ (0, 1/16) и 24 ln2 n � m � 2n(1−ε),
то

n∑
r=1

Ĥ(n, m, r) ∼n
[θ(n)]+1∑
r=[θ(n)]

Ĥ(n, m, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Имеем

Ĥ∗(n, m, θ(m)) = n− θ(m) + 1

θ(m)
· exp(m2−θ(m) − 1)

(1 + exp(−m2−θ(m)))θ(m)−1
=

= n− θ(m) + 1

θ(m)
· lnm− 1

(1 + 1/ lnm)ln m−ln ln ln m−1
∼n

∼n n− θ(m)
θ(m)

· (lnm)e−1 ∼n e−1(n− θ(m))�n 1.

Таким образом,

[θ(m)]−1∑
r=1

Ĥ(n, m, r) �n Ĥ(n, m, [θ(m)]) e/(n− θ(m))
1− e/(n− θ(m))

(3.7)

Далее, получаем

Ĥ∗(n, m, θ(m) + 1) = n− θ(m)
θ(m) + 1

· exp(m2−θ(m)−1 − 1)
(1 + exp(−m2−θ(m)−1))θ(m)

=

= n− θ(m)
θ(m) + 1

·
√

lnm − 1

(1 + 1/
√

lnm )ln m−ln ln ln m
∼n

∼n n− θ(m)
θ(m)

· e
√

ln m)√
ln m ∼n n− θ(m)√

lnm
· e−

√
lnm �©nn · e

√
4 ln2 n = 1

n
.
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Следовательно,
n∑

r=[θ(n)]+2

Ĥ(n, m, r) �n Ĥ(n, m, [θ(m)] + 1) 1/n

1− 1/n
. (3.8)

Исходя из (3.7) и (3.8), имеем

n∑
r=1

Ĥ(n, m, r) �n

[θ(n)]+1∑
r=[θ(n)]

Ĥ(n, m, r).

Утверждение 3.2.5 доказано.

Утверждение 3.2.6. Если ε ∈ (0, 1/16), c > 0, n1−ε � m �
� 2n(1−ε) и x � lnm+ c, то Ĥ∗∗(n, m, x)�n 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как

Ĥ∗∗(n, m, x) � exp(−m 2−x−1)((exp(m 2−x) + 1)/
/(exp(m 2−x)) + exp(m 2−x−1))x−1,

то если x � θ(m), имеем Ĥ∗∗(n, m, x) � 1/
√

lnm �n 1.
Заметим, что функция y = (x2 + 1)/(x2 + x) при x > 1 имеет
единственную экстремальную точку — минимум, т. е. наиболь-
шее значение на отрезке она принимает на одном из его концов.
Если θ(m) � x � lnm+ c, то

Ĥ∗∗(n,m,x)�
(
max

(
lnm+ 1

lnm+
√

lnm
,

exp(2−c) + 1

exp(2−c) + exp(2−c−1)

))θ(m)−1

.

Так как (exp(2−c) + 1)/(exp(2−c) + exp(2−c−1)) � 1, то

Ĥ∗∗(n, m, x)�©n

(
lnm+ 1

lnm+
√

lnm

)θ(m)−1

=

=
(
1−

√
lnm − 1

lnm+
√

lnm

)θ(m)−1

�

� exp
(
− (

√
lnm − 1)(θ(m)− 1)

lnm+
√

lnm

)
�n 1.

Утверждение 3.2.6 доказано.

Утверждение 3.2.7. Если ε ∈ (0, 1/16) и n1+ε � m � 2n(1−ε),
то найдется константа c1 для которой верно, что r(n, m) �
� lnm+ c1.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть имеется константа c, c > 1. Ясно,
что

Ĥ∗∗∗(n, m, lnm+ c) �

� n2

ln2m
· (exp(2−c−1)− 1)2 exp(2−c−1)

((1 + exp(−2−c−1))(exp(−2−c) + 1))ln m+c−1
�

� n2

ln2m
· (exp(2−c−1)− 1)2 exp(2−c−1)

((1 + exp(−2−c−1))(exp(−2−c) + 1))(1+ε) ln n
.

Поскольку

lim
x→∞((1 + exp(−2−x−1))(1 + exp(−2−x)))(1+ε) = 4(1+ε),

то найдется такая константа c2, что

((1 + exp(−2−c2−1))(1 + exp(−2−c2)))(1+ε) � 4(1+ε/2).

Следовательно,

Ĥ∗∗∗(n, m, lnm+ c2) � n2

ln2m
· exp(3 · 2−c2)

4(1+ε/2) ln n
=

= 1

ln2m
· 2−ε lnne3·2

−c2 �n 1.

Но тогда r(n, m)�©n lnm + c2, а, значит, существует c1 такая,
что r(n, m) � lnm+ c1.

Утверждение 3.2.7 доказано.

Непосредственно из утверждений 3.2.7, 3.2.6 и 3.2.4 вытекает
предложение.
Утверждение 3.2.8. Если ε ∈ (0, 1/16) и n1+ε � m � 2n(1−ε),то

n∑
r=1

Ĥ(n, m, r) ∼n
[r(n,m)]+1∑
r=[r(n,m)]

Ĥ(n, m, r).

Непосредственно из утверждений 3.2.8, 3.2.5 и 3.2.3 вытекает
предложение
Утверждение 3.2.9. Если ε ∈ (0, 1/16), D ∈ B, D(n)�©n ln lnn и
n1−ε � m � 2n(1−ε), то

n∑
r=1

Ĥ(n, m, r) ∼n Φ2
D, ε(n, m).
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Утверждение 3.2.10. Если ε ∈ (0, 1/16) и n1+ε � m � 24 lnn, то

ln 4

3
�©n ln

(
−m/ ln

((
n

lnm

) 1
ln m − 1

))
− r(n, m)�©n1.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим для x, 0 � x � 1,

l(n, m, x) = x+ ln

(
−m/ ln

((
n

lnm

) 1
ln m − 1

))
.

Ясно, что

Ĥ∗∗∗(n, m, l(n, m, x)) = (n− l(n, m, x) + 1) · (n− l(n, m, x))
l(n, m, x)(l(n, m, x) + 1)

·

· (exp(m 2−l(n,m,x)−1)− 1)2 exp(m 2−l(n,m,x)−1)
((exp(−m 2−l(n,m,x)−1) + 1)(exp(−m 2−l(n,m,x)) + 1))l(n,m,x)−1

.

Имеем

l(n, m, x) = lnm− ln(− ln(exp((lnn− ln lnm)/ lnm)− 1)) + x �
� lnm− ln(− ln((lnn− ln lnm)/ lnm)) + x �

� lnm− ln(− ln((lnn− ln(4 ln2 n))/(4 ln2 n))) + x�©n

�©n lnm− ln ln(4 ln2 n) + x � n lnm. (3.9)

Далее,

l(n, m, x)�©n

�©n lnm− ln(− ln(exp((lnn− ln((1+ε) lnn))/((1+ε) lnn))−1))+x=
= lnm− ln(− ln(exp2((lnn− ln((1+ε) lnn))/((1+ε) lnn))−1))+x�

� lnm− ln(− ln(21/(1+ε) − 1)) + x �n lnm. (3.10)

Положим a(n, m) = (n/ lnm)1/ lnm − 1, тогда

Ĥ∗∗∗(n, m, l(n, m, x)) ∼n
∼n n2

ln2m
· (a(n, m)−2−x−1 − 1)2a(n, m)−2−x−1

((1 + a(n, m)2
−x−1

)(1 + a(n, m)2
−x

))l(n,m,x)−1
.
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Далее имеем

Ĥ∗∗∗(n, m, l(n, m, −1)) � n
n2(1/a(n, m)− 1)2/a(n, m)

ln2m(1 + a(n, m))2 l(n,m,−1)−2
×

×
(

1 + a(n, m)
1 + a(n, m)2

)l(n,m,−1)−1

.

Так как

a(n, m) = exp2((lnn− ln lnm)/ lnm)− 1 � 21/(1+ε) − 1

и a(n,m) = exp((lnn− ln lnm)/ lnm)− 1�©n(lnn− ln lnm)/ lnm,
то

Ĥ∗∗∗(n,m, l(n,m,−1)) � n((21/(1+ε) − 1)−1 − 1)2(21/(1+ε) − 1)−1×
×
(

n

lnm

)(−2l(n,m,−1)+2+2 lnm)/ lnm
×

×
(

1 + (lnn− ln lnm)/ lnm
1 + ((lnn− ln lnm)/ lnm)2

)l(n,m,−1)−1

� n

� n

(
n

lnm

)(−2 l(n,m,−1)+2+2 lnm)/ lnm
×

×
(
1 + b(n, m)(1− b(n, m))

1 + b(n, m)2

)l(n,m,−1)−1

,

где b(n, m) = (lnn− ln lnm)/ lnm.
Согласно (3.9) и (3.10) имеем

lnm− ln ln((lnm)/(lnn− ln lnm))− 1 �
� l(n, m, −1)�©n lnm ln ln(1/(21/(1+ε) − 1)).

Следовательно, для некоторой константы c1 выполнено

(n/ lnm)(−2 l(n,m,−1)+2+2 lnm)/ lnm � (n/ lnm)−c1/ lnm =
= 2−c1(lnn−ln lnm)/ lnm � 2−c1(lnn)/((1+ε) lnn = 2−c1(1+ε).

Таким образом,

Ĥ∗∗∗(n, m, l(n, m, −1)) � n1 + b(n, m) · (l(n, m, −1)− 1)×
× (1− b(n, m))/(1 + b(n, m)2) � n lnn�n 1. (3.11)
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Далее,

Ĥ∗∗∗(n, m, l(n, m, − ln(4/3))) �n

�n

(
n

lnm

)2
· (b(n, m)−(1/2)·(4/3) − 1)2b(n,m)−(1/2)·(4/3)

((1 + a(n, m)(1/2)·(4/3))(1 + a(n,m)4/3))l(n,m,− ln(4/3))−1
=

=
(

n

lnm

)2
· (b(n, m)−2/3 − 1)2b(n, m)−2/3×

×
(

n

lnm

)2(1−l(n,m,− ln(4/3)))/ lnm
×

×
(

(1 + a(n, m))2

(1 + a(n, m)2/3)(1 + a(n, m)4/3)

)l(n,m,− ln(4/3))−1

.

Так как для y из (0, 1) верно

(1 + y)2

(1 + y2/3)(1 + y4/3)
= 1− y2/3 + y4/3 − 2y

(1 + y2/3)(1 + y4/3)
�

� 1− y2/3 + y4/3 − 2y

2
= 1− (y1/3 + y2/3)2

2
,

а также в силу того, что a(n, m) � b(n, m)�©n(1/2)(lnn)/ lnm,
имеем (

(1 + a(n, m))2

(1 + a(n, m)2/3)(1 + a(n, m)4/3)

)l(n,m,− ln(4/3))−1

�©n

�©n

(
1−
((

1

2

lnn
lnm

)1/3
−
(
1

2

lnn
lnm

)2/3)
/2

)l(n,m,− ln(4/3))−1

�

� exp
(
−1

2

((
1

2

lnn
lnm

)1/3
−
(
1

2

lnn
lnm

)2/3)
(l(n, m, − ln 4

3
)− 1)

)
�©n

�©n exp

(
−1

4
(lnm)

(
1

2

lnn
lnm

)1/3(
1−
(
1

2

lnn
(1 + ε) lnn

)1/3
))

�©n

�©n exp
(
−1

4

(
1

2

)1/3(
1−
(
1

2

)1/3)
(lnn)1/3(lnm)2/3

)
�

� exp
(
−
(

1

24

)
(lnn)1/3(lnm)2/3

)
.

Далее,(
n

lnm

)2−2(l(n,m,− ln 4
3
)−1)/ lnm

�
(

n

lnm

)(2 ln ln(1/b(n,m))+2 ln 4
3
+2)/ lnm

�©n

�©ne
b(n,m)·4 ln ln lnm�©ne

((4 ln 2)/(1+ε) ln ln lnm = (ln lnm)4/(1+ε).
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Таким образом,

Ĥ∗∗∗(n,m, l(n,m,− ln(4/3))) �n(ln lnm)4/(1+ε) · ((4 ln2 n)2/3−1)2·
· (4 ln2 n)2/3 · exp(− 1

24
(lnn)1/3 · (lnm)2/3)�n 1. (3.12)

Из (3.11) и (3.12) заключаем, что

l(n, m, −1)�©nr(n, m)�©nl(n, m, − ln(4/3)).

Утверждение 3.2.10 доказано.

Утверждение 3.2.11. Если ε ∈ (0, 1/16) и n1−ε � m � 2n(1−ε),
то

θ(m)− 1<©nr(n, m)<©n(1 + (2/3)ε) lnm.

Док а з а т е л ь с т в о. Ясно, что

Ĥ∗∗∗(n, m, (1 + (2/3)ε) lnm) ≺ n

(
n

lnm

)2
×

×
(
exp
(
1

2
m−(2/3)ε

)
− 1
)2

exp
(
1

2
m−(2/3)ε

)
((

exp
(
−1

2
m−(2/3)ε

)
+ 1
) (

exp
(
−m−(2/3)ε

)
+ 1
))(1+(2/3)ε) ln m−1

≺ n

≺ n

(
n

lnm

)2 m−(4/3)ε

(2 · 2)(1+(2/3)ε) ln m
=
(

n

lnm

)2
m−2(1+(4/3)ε) �

�
(

n

lnm

)2
n−2(1−ε)(1+ 4

3
ε) =

(
1

lnm

)2
n−

2
3
ε(1−4ε) �

�
(

1

lnm

)2
· n−

2
3
·ε· 3

4 �n 1. (3.13)

Далее, имеем

Ĥ∗∗∗(n, m, θ(m)− 1) � n

(
n

lnm

)2
×

× (lnm− 1)2 lnm
((1 + 1/ lnm)(1 + 1/ ln2m))ln m

� nn
2 lnm�n 1. (3.14)

Из (3.13) и (3.14) вытекает искомое неравенство.
Утверждение 3.2.11 доказано.

Утверждение 3.2.12. Если ε ∈ (0, 1/16) и n1−ε � m � n1+ε, то
найдется константа c1 такая, что r(n, m) � lnm− c1.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть c — некоторая константа, тогда

Ĥ∗∗∗(n, m, lnm− c) � n

� n
n2

ln2m
· (exp(2c−1)− 1)2 exp(2c−1)
((exp(−2c−1) + 1)(exp(−2c) + 1))ln m

� n

� n
n2

ln2m
· ((exp(−2c−1) + 1)(exp(−2c) + 1))− lnm.

Выберем c2 так, что (exp(−2c2−1) + 1)(exp(−2c2) + 1) � 21/(1+ε),

Ĥ∗∗∗(n, m, lnm− c2) � n
n2

ln2m
· 2−((1+ε) lnn)/(1+ε) = n

ln2m
�n 1.

Следовательно, существует искомая константа.
Утверждение 3.2.12 доказано.

Утверждение 3.2.13. Если ε ∈ (0, 1/16), δ ∈ (0, min(δ1, 1/16)),
где 5 δ1 = ψ̃(1− 5 δ1), D ∈ B, D(n)�©n ln ln ln lnn, n1−ε � q(G) �
� 2n(1−ε) и r1D, ε(n, q(G)) � r � r2D, ε(n, q(G)), то

MϕттG,n, r ∼n Mϕтт,δG,n, r ∼n Ĥ(n, q(G), r),

MϕттG,n ∼n M
r2D, ε(n, q(G))∑
r=r1D, ε(n, q(G))

ϕттG,n, r ∼n

∼n M
r2D, ε(n, q(G))∑
r=r1D, ε(n, q(G))

ϕтт,δG,n, r ∼n Φ2
D, ε(n, q(G)).

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждениям 3.2.12 и 3.2.11
имеем

θ(q(G))− 2�©nr
1
D, ε(n, q(G)) < r2D, ε(n, q(G)) �n (1 + ε) ln q(G).

Следовательно, если r1D, ε(n, q(G)) � r � r2D, ε(n, q(G)), то
ln q(G) � n(1 − ε)r и ln q(G) � n 4 · 2r · ln r, а, значит,
q(G)�©n5 · 2r · ln r. Так как n � r1 и r �n 1, то, согласно
утверждениям 2.2.14 и 2.3.3, получаем, что для x из Enr верно

P
(
ϕттG,n,x = 1

)
∼n P

(
ϕтт,δG,n,x = 1

)
∼n H(q(G), r). Следовательно,

MϕттG,n, r ∼n Mϕтт,δG,n, r ∼n Ĥ(n, q(G), r), а, значит, и
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M

r2D, ε(n, q(G))∑
r=r1D, ε(n, q(G))

ϕттG,n, r ∼n M
r2D, ε(n, q(G))∑
r=r1D, ε(n, q(G))

ϕтт,δG,n, r ∼n Φ2
D, ε(n, q(G)).

(3.15)
Согласно утверждению 2.2.14 при q(G) � 2|x||x|(ln2)/2 получаем

P
(
ϕттG,n,x = 1

)
�n H(q(G), |x|).

Следовательно, для k � ln q(G)− ln ln q(G)− ln((ln 2)/2) + 1 вер-

но MϕттG,n, k �n Ĥ(n, q(G), k). Рассмотрим случай n1−ε � q(G) �
� 2n/4. В утверждении 2.2.14 было показано, что для k, такого,
что m � 2k ln k2, верно H(m, k) ∼ k exp

(
−m2−k

)
. Следователь-

но, согласно утверждению 2.2.3, для x из En[θ(q(G))−3] верно

MϕтG,n,x �n H(q(G), |x|). Ясно, что при |x1| � |x2| выполнено

MϕтG,n,x1
� MϕтG,n,x2

. Так как [θ(q(G))− 3]�©nn/4, то

[θ(q(G))−3]∑
k=1

(
n

k

)
≺ n

(
n

[θ(q(G))]− 3

)
.

Следовательно,

M

[θ(q(G))−3]∑
k=1

ϕтG,n, k ≺ nĤ(n, q(G), [θ(q(G))]− 3).

Таким образом, для некоторой константы c верно

MϕттG,n �n c · Ĥ(n, q(G), [θ(q(G))]− 3) +
n∑

k=[θ(q(G))]−2̂

H(n, q(G), k).

Но, поскольку [θ(q(G))]− 3<©nr
1
D, ε(n, q(G)), то, согласно утвер-

ждению 3.2.9, имеем Ĥ(n, q(G), [θ(q(G))]− 3)�n Φ2
D, ε(n, q(G)),

и тогда, вследствие того же утверждения получаем

MϕттG,n �n

n∑
k=[θ(q(G))]−2

Ĥ(n, q(G), k) �n Φ2
D, ε(n, q(G)).

Таким образом, в силу (3.15), имеем

MϕттG,n �n M

r2D, ε(n, q(G))∑
r=r1D, ε(n, q(G))

ϕттG,n, r. (3.16)
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Теперь рассмотрим случай, когда 2n/4 � q(G) � 2n(1−ε). Пусть
c — некоторая константа такая, что(

n

lnm− ln lnm− c

)
e−m·2−(ln m−ln ln m−c) �©n

1

n
.

Такая константа существует, так как

Ĥ(n,m, lnm− ln lnm− c)�©n2
n exp (−2c lnm) =

= 2nm−2c ln 2 � 2n2−
n
4
2c ln 2.

Константа c может быть любым числом, большим, чем 1 +
+ ln(4/ ln 2). Теперь покажем, что существует константа c1 такая,
что

MϕттG,n, ] ln q(G)−ln ln q(G)−c1[ �©n
1

n
.

Если

Δ(G)�((ln 2)/2) exp2(ln q(G)− ln ln q(G)−c)×
× (ln q(G)− ln ln q(G)−c),

то согласно утверждению 2.2.3 можно положить c1 = c+ 1. Если
же

Δ(G) � ((ln 2)/2) exp2(ln q(G)− ln ln q(G)− c)×
× (ln q(G)− ln ln q(G)− c),

т. е. Δ(G) � q(G) · 2−c−3, то положим, в соответствии с утвер-
ждением 2.2.13, c1 = 2c + 4. Так как ln q(G) − ln ln q(G) −
− ln((ln 2)/2) + 1 � ln q(G)− ln ln q(G) + 3, то, как было показано
в утверждении 2.2.14, для x из Enr , r =] ln q(G)− ln ln q(G) + 3[,
верно

MϕттG,n, r ∼n MϕтG,n, r ∼n exp
(
−q(G) · 2−r

)
∼n H(q(G), r).

Поскольку

] ln q(G)−ln ln q(G)+3[∑
k=[ln q(G)−ln ln q(G)−c1]

(
n

k

)
≺ k

(
n

] ln q(G)− ln ln q(G) + 3[

)
,

то для некоторой константы c2 верно

M

] ln q(G)−ln ln q(G)+3[∑
k=1

�©nn ·
1

n
+ c2Ĥ(n, q(G), ] ln q(G)− ln ln q(G) + 3[).
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Следовательно,

MϕттG,n �n

⎛⎝ n∑
k=] ln q(G)−ln ln q(G)[+4

Ĥ(n, q(G), k)

⎞⎠+ n · 1
n
+

+c2 · Ĥ(n, q(G), ] ln q(G)− ln ln q(G)[+3).

Тогда, согласно утверждению 3.2.9 и (3.15), имеем

MϕттG,n �n Φ2
D, ε(n, q(G)) ∼n M

r2D, ε(n, q(G))∑
r=r1D, ε(n, q(G))

ϕттG,n, r. (3.17)

Из (3.15), (3.16) и (3.17) для n1−ε � q(G) � 2n(1−ε) получаем

MϕттG,n, r ∼n M
r2D, ε(n, q(G))∑
r=r1D, ε(n, q(G))

ϕттG,n, r ∼n

∼n M
r2D, ε(n, q(G))∑
r=r1D, ε(n, q(G))

ϕтт,δG,n, r ∼n Φ2
D, ε(n, q(G)).

Утверждение 3.2.13 доказано.

3.3. Случай «высоких» таблиц. Асимптотика числа
тупиковых тестов

Утверждение 3.3.1. Если ε ∈ (0, 1/16),

D ∈ B и D(n)�©n ln ln ln lnn,

то:
1) при n1−ε � m � 24 ln2 n выполнено

θ(m)− 2�©nr
1
D, ε(n, m) < r2D, ε(n, m)�©n(1 + ε) lnm,

а при r1D, ε(n, m) � r � r2D, ε(n, m) выполнено
H(m, r)�©nn

−2εr;

2) при 24 ln2 n � m � 2n(1−ε) выполнено

θ(m)− 1<©nr
1
D, ε(n, m) < r2D, ε(n, m)�©nθ(m) + 1,

а при r1D, ε(n, m) � r � r2D, ε(n, m) выполнено
H(m, r)�©n2

−r2/3.
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Док а з а т е л ь с т в о. Ограничения на r1D, ε и r2D, ε получаются
непосредственно из их определений и утверждений 3.2.11 и
3.2.12. Положим

∨
H(m, k, x) = exp

(
−m2−x

) (
1− exp

(
−m2−x

))k
.

Понятно, что, если 0 < a � k � b, то H(m, k) �
� min

( ∨
H(m, k, a),

∨
H(m, k, b)

)
. Кроме упомянутых огра-

ничений на r1D, ε и r2D, ε, согласно утверждению 3.2.7,

при n1+ε � m � 2n(1−ε) для некоторой константы c верно
r2D, ε(n,m) � lnm + c. Понятно, что если n1−ε � m � 2n(1−ε) и

r1D, ε(n,m) � r � r2D, ε(n, m), то

∨
H(m, k, θ(m)− 2) = 1

ln4m

(
1− 1

ln4m

)r
�©n

1

2 ln4m
;

∨
H(m, k, θ(m) + 1) = 1√

lnm

(
1− 1√

lnm

)r
�©n

�©n
1

2
√

lnm
exp
(

−r√
lnm

)
�©n

�©n
1√

lnm
exp
(

−r√
r/(1 + ε)

)
�©n exp2(−r2/3);

∨
H(m, k, lnm+ c) = exp(−2−c)(1− exp(−2−c))r�©n

(
1

2
m−ε

)r
.

Если, кроме того, верно n1−ε � m � n1+ε, то

∨
H(m, r, (1 + ε) lnm)�©n((1/2) · (n1+ε)−ε)r =

= ((1/2)n−ε(1+ε))r�©nn
−2εr.

Таким образом, для r1D,ε(n,m) � r � r2D,ε(n,m) при n1−ε � m �
� n1+ε выполнено

H(m, r)�©n min(1/(2 ln4m),n−2εr)�©nn
−2εr;

при n1+ε � m � 24 ln2 n выполнено

H(m, r)�©n min(1/(2 ln4m),n−2εr)�©nn
−2εr;

при 24 ln2 n � m � 2n(1−ε) выполнено

H(m, r)�©n min(1/(2 ln4m), exp2(−r2/3))�©n exp2(−r2/3).
Утверждение 3.3.1 доказано.

5 В. Б. Кудрявцев, А. Е. Андреев, Э. Э. Гасанов
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Утверждение 3.3.2. Если r � 8 · ln2 r, то
r−1∑

t=[15·r/16]

(
r

t

)(
n− r
r − t

)
�©nn

−3r/16

(
n

r

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как(
n− r
r − t

)
=
(
n

r

)( t∏
k=0

r − k
n− k

)
·
((

n− r
r − t

)
/

(
n− t
r − t

))
,

то
(n−r
r−t
)
�©n

(n
r

)
(r/n)t, и, следовательно,

(r
t

)
·
(n−r
r−t
)
�©n

(n
r

)
(r2/n)t.

Таким образом,

r−1∑
t=[15r/16]

(
r

t

)(
n− r
r − t

)
�©nr ·

(
n

r

)
(r2/n)15r/16−1�©n

�©n

(
n

r

)
· n
r
· (r2/n)15r/16=

(
n

r

)
n−3r/16

(
n

r
·((r2/n)15/16n3/16)r

)
�©n

�©n

(
n

r

)
n−3r/16(n(r2n−3/4)r)�©n

�©n

(
n

r

)
n−3r/16(n · (n−3/4 · 64 ln4 n)r)�©n

(
n

r

)
n−3r/16.

Утверждение 3.3.2 доказано.

Утверждение 3.3.3. Если ε ∈ (0, 1/16) и r � (1− ε)n, то
r−1∑

t=[(1−ε/4)r]

(
r

t

)(
n− r
r − t

)
�©n

(
n

r

)
2−εr/2.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим ε1 = ε/4. Понятно, что для t �
� [(1− 2ε1)r] верно, что(

r

t+ 1

)(
n− r

r − t− 1

)
(
r

t

)(
n− r
r − t

) = (r − t) · (r − t)
(t+ 1)((n− r)− (r − t) + 1)

�

� (2ε1r + 1)2

(1− 2ε1)r · (εn− 2ε1r)
�©n

�©n8 · ε21/((1− 2ε1) · 2ε1) = 4ε1/(1− 2ε1) < 1/8. (3.18)



3.3. Случай «высоких» таблиц. Асимптотика числа тупиковых тестов131

Ясно, что
(r
t

)(n−r
r−t
)

�
(n
r

)
, следовательно, в силу (3.18),(

r

[(1− 2ε1)r] + k

)(
n− r

r − ([(1− 2ε1)r] + k)

)
�©n

(
n

r

)
8−k.

Но тогда

r−1∑
t=[(1−ε1)r]

(
r

t

)(
n− r
r − t

)
�©n

(
n

r

)
· 8
7
· 8−([(1−ε1)r]−[(1−2ε1)r]) �©n

�©n

(
n

r

)
· 8
7
· 8−(ε1r−1) �©n

(
n

r

)
2−εr/2.

Утверждение 3.3.3 доказано.

Утверждение 3.3.4. Если ε ∈ (0, 1/16),

D ∈ B, D(n)�©n ln ln ln lnn, 24 ln2 n � m � 2n(1−ε)

и r1D,ε(n,m) � r � r2D,ε(n,m), то

r−1∑
t=[(1−ε/4)r]

(
n

r

)(
r

t

)(
n− r
r − t

)
H(m, r)�n

((
n

r

)
H(m, r)

)2

.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждениям 3.3.3 и 3.3.1 име-
ем

r−1∑
t=[(1−ε/4)r]

(
n

r

)(
r

t

)(
n− r
r − t

)
H(m, r)�©n

(
n

r

)2

H(m, r)2−εr/2 =

=
((

n

r

)
·H(m, r)

)2

· 2−εr/2/H(m, r)�©n

�©n

((
n

r

)
H(m, r)

)2

· 2−εr/22r2/3 �n

((
n

r

)
H(m, r)

)2

.

Утверждение 3.3.4 доказано.

Утверждение 3.3.5. Если ε∈(0, 1/16), D∈B, D(n)�©n ln ln ln lnn,
n1−ε � m � 24 ln2 n и r1D,ε(n,m) � r � r2D,ε(n,m), то

r−1∑
t=[15r/16]

(
n

r

)(
r

t

)(
n− r
r − t

)
H(m, r)�n

((
n

r

)
H(m, r)

)2

.

5*
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Док а з а т е л ь с т в о. Если n1−ε � m � 24 ln2 n, то согласно
утверждениям 3.3.2 и 3.3.1 имеем

r−1∑
t=[15r/16]

(
n

r

)(
r

t

)(
n− r
r − t

)
H(m, r)�©n

(
n

r

)2

H(m, r)n−3r/16 =

=
((

n

r

)
H(m, r)

)2

n−3r/16/H(m, r)�©n

�©n

((
n

r

)
H(m, r)

)2

· n2εr · n−3r/16 �n

�n

((
n

r

)
H(m, r)

)2

Утверждение 3.3.5 доказано.

Утверждение 3.3.6. Если ε ∈ (0, 1/32), δ ∈ (0,min(δ1, 1/16)),
где 5δ1 = ψ̃(1− 5δ1), n1−ε � q(G) � 2n(1−ε) и r1D,ε(n, q(G)) � r �
� r2D,ε(n, q(G)), то

Dϕтт,δG,n,r �n (Mϕтт,δG,n,r)
2.

Док а з а т е л ь с т в о. Понятно, что

Dϕтт,δG,n,r =
∑
x∈En

r

Dϕтт,δG,n,x +
∑
x1∈En

r

∑
x2∈En

r \{x1}
cov(ϕтт,δG,n,x1

,ϕтт,δG,n,x2
) =

=
(
n

r

)
· |T

тт,δ
G,r |

|TG,r|

(
1− |Tтт,δG,r |

|TG,r|

)
+

+
(
n

r

) r−1∑
t=1

(
r

t

)
·
(
n− r
r − t

)
·
( |Tтт,δG,r,t|
|TG,r,t|

−
( |Tтт,δG,r |
|TG,r|

)2)
�

� Mϕтт,δG,n,r +
(
n

r

) r−1∑
t=1

(
r

t

)
·
(
n− r
r − t

)
·
( |Tтт,δG,r,t|
|TG,r,t|

−
( |Tтт,δG,r |
|TG,r|

)2)
.

Рассмотрим случай, когда n1−ε � q(G) � 24 ln2 n. Так как, со-
гласно утверждению 3.3.1, в этом случае θ(q(G))− 2�©nr�©n(1 +
+ ε) ln q(G). И, следовательно,

2r(1−ε) �©nq(G)�©n2
r ln r8.
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Тогда, в силу утверждения 2.3.3, |Tтт,δG,r |/|TG,r| � nH(q(G), r), и
если t � (1− 2ε)r, то, в силу утверждения 2.4.5, |Tтт,δG,r,t|/|TG,r,t| �
�n H(q(G), r)2. Следовательно, для t � (1− 2ε)r имеем

|Tтт,δG,r,t|/|TG,r,t| − (|Tтт,δG,r |/|TG,r|)2 �n H(q(G), r).

Ясно, что |Tтт,δG,r,t|/|TG,r,t| � |Tтт,δG,r |/|TG,r|. Таким образом, в силу
утверждения 3.3.5,

Dϕтт,δG,n,r �n

(
n

r

)
H(q(G), r)+

(
n

r

)[(1−2ε)r]∑
t=1

(
r

t

)(
n−r
r−t

)
on(H(q(G), r)2)+

+
r−1∑

t=[(1−2ε)r]+1

(
n

r

)
·
(
r

t

)
·
(
n− r
r − t

)
H(q(G), r) =

= on

(((n
r

)
H(q(G), r)

)2)
+
(
n

r

)2

· on(H(q(G), r)2)+

+on
(((n

r

)
H(q(G), r)

)2)
=on

(((n
r

)
H(q(G), r)

)2)
�n (Mϕтт,δG,n,r)

2.

Теперь рассмотрим случай, когда 24 ln2 n � q(G) � 2n(1−ε). Так
как, согласно утверждению 3.3.1, в этом случае θ(q(G)) −
− 1�©nr�©nθ(q(G)) + 1, и, следовательно,

2r�©nq(G)�©n2
r ln r4.

Тогда, в силу утверждения 2.3.3, имеем

|Tтт,δG,r |/|TG,r| � nH(q(G), r),

а если t � (1− ε/8)r, то, в силу утверждения 2.4.5,

|Tтт,δG,r,t|/|TG,r,t| �n H(q(G), r).

Далее, используя утверждение 3.3.4, получаем, что

Dϕтт,δG,n,r �n

(
n

r

)
H(q(G), r)+

+
(
n

r

) [(1−ε/8)r]∑
t=1

(
r

t

)(
n− r
r − t

)
on(H(q(G), r)2)+

+
r−1∑

t=[(1−ε/8)r]+1

(
n

r

)(
r

t

)(
n− r
r − t

)
H(q(G), r)�n
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�n

((
n

r

)
·H(q(G), r)

)2

∼n (Mϕтт,δG,n,r)
2.

Утверждение 3.3.6 доказано.

По доказанному утверждению существует α1 из M та-

кое, что, если n1−ε � q(G) � 2n(1−ε) и r1D,ε(n, q(G)) � r �
� r2D,ε(n, q(G)), то Dϕтт,δG,n,r�©nα1(n)(Mϕтт,δG,n,r)

2.

Утверждение 3.3.7. Если ε ∈ (0, 1/32), δ ∈ (0,min(δ1, 1/16)),

где 5δ1 = ψ̃(1− 5δ1), D ∈ B, D(n)�©n min(ln ln ln lnn, 1/α1(n)1/5),

n1−ε � q(G) � 2n(1−ε) и r1D,ε(n, q(G)) � r � r2D,ε(n, q(G)), то

ϕтт,δG,n,r
п.в.∼ n Mϕтт,δG,n,r ∼n Ĥ(n, q(G), r),

r2D,ε(n,q(G))∑
r=r1D,ε(n,q(G))

ϕтт,δG,n,r
п.в.∼ n M

r2D,ε(n,q(G))∑
r=r1D,ε(n,q(G))

ϕтт,δG,n,r ∼n Φ2
D,ε(n, q(G)).

Док а з а т е л ь с т в о. Действительно, если r1D,ε(n, q(G)) � r �
� r2D,ε(n, q(G)), то

P(|ϕтт,δG,n,r − Mϕтт,δG,n,r| � α1(n)1/5 · Mϕтт,δG,n,r) �
Dϕтт,δG,n,r/(α1(n)1/5Mϕтт,δG,n,r)

2�©nα1(n)3/5.

Так как

r2D,ε(n, q(G))− r1D,ε(n, q(G)) � 2 ·D(n) + 2�©n4α1(n)−1/5, то

P

⎛⎜⎝∣∣∣ r2D,ε(n,q(G))∑
r=r1D,ε(n,q(G))

(ϕтт,δG,n,r − Mϕтт,δG,n,r)
∣∣∣ � α1(n)1/5M

r2D,ε(n,q(G))∑
r=r1D,ε(n,q(G))

ϕтт,δG,n,r

⎞⎟⎠�©n

�©n(4 · α1(n)−1/5)α1(n)3/5 = 4α1(n)2/5 �n 1,

откуда и следует искомый результат.
Утверждение 3.3.7 доказано.

Из утверждений 3.2.13, 3.3.7 и 3.1.18 вытекает предложение.
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Утверждение 3.3.8. Если ε ∈ (0, 1/32), δ ∈ (0,min(1/16, δ1)),
где 5δ1 = ψ̃(1− 5δ1), D ∈ B, D(n)�©n min(ln ln ln lnn, 1/α1(n)1/5),
n1−ε � q(G) � 2n(1−ε), то

ϕттG,n
п.в.∼ n

r2D,ε(n,q(G))∑
r=r1D,ε(n,q(G))

ϕттG,n,r
п.в.∼ n

п.в.∼ n

r2D,ε(n,q(G))∑
r=r1D,ε(n,q(G))

ϕтт,δG,n,r ∼n Φ2
D,ε(n, q(G)).

Следствие 3.3.9. Если ε ∈ (0, 1/32), D ∈ B, D(n)�©n ln ln lnn и
n1−ε � q(G) � 2n(1−ε), то

ϕттG,n,
п.в.∼ n

n∑
r=1

(
n

r

)
H(q(G), r),

ϕттG,n
п.в.∼ n

r2D,ε(n,q(G))∑
r=r1D,ε(n,q(G))

ϕтт,δG,n,r ∼n Φ2
D,ε(n, q(G)).

Из оценок числа тестовых таблиц, полученных в утвержде-
ниях 2.2.3 и 2.3.3 вытекает предложение.
Утверждение 3.3.10. Если 0 < c1 < c2, D ∈ B, D(n)�©n lnn, то:

1) при q(G)�©n2
nD(n) выполнено ϕттG,n

п.в.= n 0;
2) не существует такой действительной функции f , опре-

деленной на множестве пар (G,n), G — граф, n ∈ N, что
при c12n � q(G) � c22

n выполнено ϕттG,n
п.в.∼ n f(G,n).



Гл а в а 4

МИНИМАЛЬНАЯ ДЛИНА ТУПИКОВОГО ТЕСТА

Прежде чем сформулировать основной результат главы, вве-
дем ряд обозначений. Определим на (En)P(G) функцию Lmin

G,n,

положив Lmin
G,n(T ) равной n+ 1, если пара (T ,G) не имеет тестов,

и равной min{r : ϕтG,n,r(T ) �= 0} в остальных случаях. Пусть L̂min
G,n

— ограничение Lmin
G,n на множество таких таблиц T , что пара

(T ,G) имеет тесты. Далее полагаем, что ϕ̂тG,n,x, где x ∈ En и

ϕ̂тG,n,r, где r ∈ Nn, суть ограничения, соответственно, ϕтG,n,x и

ϕтG,n,r на то же множество таблиц. Полагаем

S(b, a) = ln b− ln ln
(
a

ln b

)
,

S1(b, a) = ln b− ln ln
(

a

S(b, a)

)
.

Пусть имеются ε из (0, 1/16); λε из (1/2, 1) — решение
уравнения

(1− ε) · λ+ λ · lnλ+ (1− λ) · ln(1− λ) = 0;

D из B, D(n)�©n ln lnn.
Положим функцию L1

D,ε(G,n) равной:
• ] lnχ(G)[, если p∗(G) � (lnn) ln lnn или (lnn) ln lnn <
< p∗(G) � (lnn)D(n) и χ(G) < 2((lnn) · ln lnn)3/4;

•
[
S1

((χ(G)
2

)
,n
)

+ ε
]
, если (lnn) ln lnn < p∗(G) � (lnn)D(n) и

χ(G) � 2((lnn) · ln lnn)3/4;
• [S(Δ(G),n) + ε], если (lnn)D(n) < p∗(G), q(G) < 2n·λε и

Δ(G) > (1− ε)q(G)(ln q(G))/ ln
(

n

ln q(G)

)
;

• [S(q(G),n) + ε], если (lnn)D(n) < p∗(G), q(G) < 2n·λε и

Δ(G) � (1− ε)q(G)(ln q(G))/ ln
(

n

ln q(G)

)
,

или, если (lnn)D(n) < p∗(G) и 2n·λε � q(G) < 2n/(lnn)D(n).
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Положим функцию L2
D,ε(G,n) равной:

• ] lnχ(G)[, если p∗(G) � lnn−D(n);
• ] ln max(χ(G), 2D(n))[, если lnn − D(n) < p∗(G) � lnn +

+D(n);
• ] ln p∗(G)[, если lnn+D(n) < p∗(G) � (lnn) ln lnn;
•
[
S1

(
2 ·
(p∗(G)

2

)
,n
)

+ ε
]

+ 1, если (lnn) ln lnn < p∗(G) �
� (lnn)D(n);

• [S(q(G),n) + ε] + 1, если p∗(G) > (lnn)D(n), q(G) �
� 2n/(lnn)D(n).

Пусть x, 1 � x � 2 lnn, таково, что q(G) =
(
2n · ln

(n
x

))
/(2x −

− 1). Тогда положим функцию L̂1
D,ε(G,n) равной:

• [n− x+ ε], если 2n/(lnn)D(n) � q(G) < 2n lnn;
• n− 1, если 2n · lnn � q(G) < 2n · (lnn+D(n));
• n, если q(G) � 2n · (lnn+D(n));

и функцию L̂2
D,ε(G,n) равной:

• L̂1
D,ε(G,n) + 1, если 2n/(lnn)D(n) � q(G) < 2n(lnn+D(n));

• L̂1
D,ε(G,n), если q(G) � 2n(lnn+D(n)).

Основным результатом главы является следующее утвержде-
ние.
Теорема 4.0.11. Если ε ∈ (0, 1/16), D ∈ B и D(n)�©n ln lnn, то:

1) при 1 � q(G) � 2n/(lnn)D(n) выполнено

L1
D,ε(G,n)

п.в.
� n L

min
G,n

п.в.
� n L

2
D,ε(G,n);

2) при (lnn)D(n) � q(G) � 2n/(lnn)D(n) и q(G) � p∗(G)1+ε
выполнено

[S(q(G),n) + ε]
п.в.
� n L

min
G,n

п.в.
� n [S(q(G),n) + ε] + 1;

3) при q(G) � 2n/(lnn)D(n) выполнено

L̂1
D,ε(G,n)

п.в.
� n L̂

min
G,n

п.в.
� n L̂

2
D,ε(G,n).

Эти факты вытекают непосредственно из следующих утвер-
ждений и следствий: 4.2.1, 4.2.6, 4.2.7, 4.2.9, 4.2.11, 4.2.19, 4.3.1,
4.3.3, 4.3.5–4.3.9.

4.1. Вспомогательные оценки

Если m � 0, n > 0, n � m, то положим Amn = Γ(n+ 1)/Γ(n−
−m+ 1).
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Утверждение 4.1.1. Если m = m1 +m2 + . . . +mk, k � 2, то

k∏
i=1

Ami
n � (Am/kn )k.

Док а з а т е л ь с т в о. Известно, что

1

Γ(z + 1)
= ecz

∞∏
k=1

(1 + z/k)e−z/k,

где c — постоянная Эйлера–Маскерони. Пусть 0 � z1 � z2 � z3 �
� z4, z1 + z4 = z2 + z3. Тогда

1

Γ(z1 + 1) · Γ(z4 + 1)
= ec(z1+z4)

∞∏
l=1

(
1 + z1

l

)(
1 + z4

l

)
e−

z1+z4

l =

= ec(z2+z3)
∞∏
l=1

(
1 + z1 + z4

l
+ z1z4

l2

)
e−

z2+z3

l

Так как z1z4 � z2z3, то имеем

1 + z1 + z4
l

+ z1z4

l2
� 1 + z2 + z3

l
+ z2z3

l2
,

и, следовательно, 1/(Γ(z1 + 1) · Γ(z4 + 1)) � 1/(Γ(z2 + 1) · Γ(z3 +
+ 1)), откуда для положительных n, n � z4, получаем

Az1n A
z4
n � Az2n A

z3
n . (4.1)

Доказываем утверждение индукцией по k. Для k = 2 доказыва-
емое неравенство следует непосредственно из (4.1). Пусть нера-
венство выполнено для k � t− 1, докажем его для k = t. Среди
индексов 1, 2, . . . , k обязательно найдутся такие различные i и
j, что mi � m/k, mj � m/k. Без ограничения общности можно
считать, что j = k, i = k − 1. В силу (4.1), имеем

A
mk−1
n ·Amk

n � A
mk−1+mk−m/k
n ·Am/kn .

Так как

m1 +m2 + (mk−1 +mk −m/k) = m · (k − 1)/k,

то, в силу индукционного предположения, имеем
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A
mk−1+mk−m/k
n

k−2∏
i−1

Ami
n � (Am/kn )k−1,

откуда вытекает доказываемое неравенство.
Утверждение 4.1.1 доказано.

Утверждение 4.1.2. Выполнены следующие положения:
1) если 0 � m < n, то Amn ≺ (n/(n−m))n−m+1/2nme−m;
2) если 0 � m � n− 1, то Amn � (n/(n−m))n−m+1/2nme−m �

� nme−m;
3) если n � 1, то Ann � nn+1/2e−n;
4) если m, n натуральные, 2 � m � n, то e−2·(m

2 )·n−1 · nm �
� Amn � e−(m

2 )·n−1 · nm.

Док а з а т е л ь с т в о. Пункты 1, 2, 3 вытекают непосредственно
из формулы Стирлинга. Остановимся на доказательстве п. 4.

Если m и n натуральные, то

Amn =
m−1∏
k=0

(n−k) = nm ·
m−1∏
k=1

(
1−k

n

)
= exp

(
m−1∑
k=1

ln
(
1−k

n

))
·nm =

= nm · exp

(
−
m−1∑
k=1

∞∑
s=1

1

s

(
k

n

)s)
= nm · exp

(
−

∞∑
s=1

1

s
n−s

m−1∑
k=1

ks

)
=

= nm · exp

(
−
(
m

2

)
· n−1 −

∞∑
s=2

1

s
n−s

m−1∑
k=1

ks

)
. (4.2)

Следовательно, Amn � nm exp
(
−
(m
2

)
· n−1

)
. Покажем, что для на-

туральных s и m � 2 верно

m−1∑
k=1

ks � (m− 1)ms/(s+ 1). (4.3)

Если m = 2, то

m−1∑
k=1

ks = 1 � 2s/(s+ 1) = (m− 1) ·ms/(s+ 1).
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Если (4.3) выполнено для m = t, то

(t+1)−1∑
k=1

ks =
t−1∑
k=1

ks + ts � (t− 1) · ts
s+ 1

+ ts = t(ts + s · ts−1)
s+ 1

�

� t · (t+ 1)s/(s+ 1) = ((t+ 1)− 1) · (t+ 1)s/(s+ 1).

Таким образом, индукцией по m мы доказали (4.3). Но тогда
имеем ∞∑

s=2

n−s

s

m−1∑
k=1

ks �
∞∑
s=2

n−s · (m− 1) ·ms

(s+ 1) · s =

= (m− 1) ·
∞∑
s=2

(m/n)s

s(s+ 1)
= (m− 1)

∞∑
s=2

(
1

s
− 1

s+ 1

)(
m

n

)s
=

= m− 1

2
·
(
m

n

)2
−

∞∑
s=3

1

s

((
m

n

)s−1
−
(
m

n

)s)
�m−1

2

(
m

n

)2
�
(
m

2

)
·n−1.

Следовательно, в силу (4.2) имеем

Amn � exp
(
−2 ·

(
m

2

)
· n−1

)
· nm.

Утверждение 4.1.2 доказано.

Утверждение 4.1.3. Если n,m, l — натуральные, 2 � l � n,
m � n, то для некоторой константы c, c > 0, выполнено

(Am/ln/l )
l/Amn � l−m ·

(
c · n
l

)l/2
.

Док а з а т е л ь с т в о. Имеем

(Am/ln/l )
l/Amn = Γ(1 + n/l)l

Γ(1 + n)
· Γ(1 + n−m)

Γ(1 + (n−m)/l)l
.

Из формулы Стирлинга получаем, что для некоторых положи-
тельных c1, c2 выполнено

Γ(1 + n/l)l

Γ(1 + n)
� c1 ·

(
c2 ·
√
n

l
·
(
n

l

)n/l

· e−n/l

)l

√
n · nn · e−n =

= c1 · (c2)l · n(l−1)/2 · l−n−l/2 �
� ((c1)2/l · (c2)2 · n)l/2 · l−n−l/2n−1/2. (4.4)
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Если n = m, то доказываемое неравенство выполняется. Пусть
n−m � 1. Тогда для некоторых c3 и c4 выполнено

Γ(1 + n−m)
Γ(1 + (n−m)/l)l

� c3 ·
(n−m)n−m+1/2 · e−n+m(

c4 ·
(
n−m

l

)(n−m)/l

· e(m−n)/l

)l
=

= c3

(c4)l
·
√
n−m · ln−m � ((c3)2/l · (c4)−2)l/2 · ln−m

√
n−m.

И, согласно (4.4), имеем

(Am/ln/l )
l/Amn �

(
(c1c3)2/l ·

(
c2
c4

)2
·
(
n

l

))l/2
· l−m.

Утверждение 4.1.3 доказано.

Легко видеть, что верно предложение.
Утверждение 4.1.4. Справедливы соотношения:

1) e−m·2−S(m,n) =
( n
lnm

)−1,
2) e−m·2−S1(m,n)

=
( n
S(m,n)

)−1,

3) S1(m,n)− S(m,n) = ln
ln
(

n

lnm

)
ln
(

n

S(m,n)

) .
Утверждение 4.1.5. Для натуральных m, n выполнено:

1) если ((lnn) ln lnn)3/2�©nm�©n2
n/4, то

0�©nS1(m,n)− S(m,n)�©n2;

2) если lnm�n ln lnn и n− lnm�n ln lnn, то

|S1(m,n)− S(m,n)| �n 1, S(m,n) ∼n lnm

и
n− S(m,n) ∼n n− lnm.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть

((lnn) ln lnn)3/2�©nm�©n2
(ln lnn)2 . (4.5)

Так как согласно утверждению 2.1.8
( n
lnm

)
�©nn

lnm, то имеем

S(m,n)�©n lnm− ln ln(nlnm) = lnm− ln((lnm) lnn) =
= ln(m/((lnm) lnn)) = (lnm)/3 + ln(m2/3/((lnm) lnn)).
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Если m2 � m1 �n 1, то m
2/3
1 / lnm1�©nm

2/3
2
/ lnm2. Следователь-

но,

m2/3/ lnm�©n
((lnn) ln lnn)(3/2)·(2/3)

(3/2)(ln lnn+ ln ln lnn)
�©n

1

4
· lnn.

Таким образом,

S(m,n)�©n
1

3
· lnm− 2�©n

1

4
lnm. (4.6)

Пусть теперь lnm �n ln lnn, n − lnm �n ln lnn. Так как
S(m,n)�©n lnm, S(m,n)�©n lnm − ln ln(nlnm) = lnm − ln lnm −
− ln lnn, то

S(m,n) ∼n lnm. (4.7)

Аналогично:

n−S(m,n) = n− lnm+ ln ln
(

n

lnm

)
� n− lnm+ ln ln(nn−lnm) =

= (n− lnm) + ln(n− lnm) + ln lnn,

и, следовательно,

n− S(m,n) ∼n n− lnm. (4.8)

Поскольку S(m,n)�©n lnm, то, согласно утверждению 2.1.8, име-
ем (

n

lnm

)
�©n

(
n

S(m,n)

)(lnm)/S(m,n)

, (4.9)(
n

S(m,n)

)
�©n

(
n

lnm

)(n−S(m,n))/(n−lnm)

.

В силу последних неравенств, учитывая (4.7) и (4.8) получаем

ln
(

n

lnm

)
∼n ln

(
n

S(m,n)

)
.

В соответствии с утверждением 4.1.4 имеем

S1(m,n)− S(m,n) = ln
((

ln
(

n

lnm

))/
ln
(

n

S(m,n)

))
�n 1.

Пусть выполнено (4.5), тогда, в силу (4.9), имеем

S1(m,n)− S(m,n)�©n ln((lnm)/S(m,n)),

и, учитывая (4.6), получаем, что S1(m,n)− S(m,n)�©n2.

Утверждение 4.1.5 доказано.
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Утверждение 4.1.6. Если ε ∈ (0, 1),

((lnn) ln lnn)3/2�©nm�©n(lnn)2·ln lnn, (4.10)

S1(m,n) + ε�©nr�©nS1(m,n) + 2 + ε, (4.11)

S1(m,n)− 2− ε�©nr�©nS1(m,n)− ε, (4.12)

lnm�n ln lnn, n− lnm�n ln lnn, (4.13)

S(m,n) + ε�©nr�©nS(m,n) + 2 + ε, (4.14)

S(m,n)− 2− ε�©nr�©nS(m,n)− ε, (4.15)

то:
1) для условий (4.10) и (4.11) выполнено(

n

r

)
· e−m·2−r �©n

(
n

r

)1−2−ε

�n 1,

а для условий (4.10) и (4.12) выполнено(
n

r

)
· e−m·2−r �©n

(
n

r

)1−2ε/2

�n 1;

2) для условий (4.13) и (4.14) выполнено(
n

r

)
· e−m·2−r �©n

(
n

r

)1−2−ε/2

�n 1,

а для условий (4.13) и (4.15) выполнено(
n

r

)
· e−m·2−r �©n

(
n

r

)1−2ε/2

�n 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждению 4.1.4, имеем

e−m·2−r
= e−m·2−S1(m,n)·2S1(m,n)−r

=
(

n

S(m,n)

)−2S1(m,n)−r

. (4.16)

Поскольку при ограничениях (4.10) или (4.13) выполнено
S(m,n)�n 1, n− S(m,n)�n 1, тогда если |r − S(m,n)| � 6, то
в силу утверждения 2.1.8, имеем

ln
(

n

S(m,n)

)
∼n ln

(
n

r

)
. (4.17)

Пусть выполнено (4.10) и (4.11), тогда(
n

S(m,n)

)
�©n

(
n

S1(m,n)

)
�©n

(
n

r

)
.
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Следовательно,(
n

r

)
e−m·2−r �©n

(
n

r

)1−2S1(m,n)−r

�©n

(
n

r

)1−2−ε

�n 1.

Если выполнено (4.10) и (4.12), то в силу (4.16) и (4.17) имеем(
n

r

)
e−m·2−r �©n

(
n

r

)1−2ε(1+on(1))

�©n

(
n

r

)1−2ε/2

�n 1.

Если выполнено (4.13) и (4.14), то, в силу (4.16), (4.17) и
утверждения 4.1.5, имеем(

n

r

)
e−m·2−r �©n

(
n

r

)1−2−ε+on(1)·(1+on(1))

�©n

(
n

r

)1−2−ε/2

�n 1.

Аналогично доказывается и последнее неравенство.
Утверждение 4.1.6 доказано.

Утверждение 4.1.7. Если ((lnn) ln lnn)2 �n m �n (lnn)2 ln lnn,
то ((lnm)/2)− on(1) � S1(m,n)�©n lnm и

S1(m,n) ∼n S(m,n) = (lnm)
(
1− ln((lnm) lnn)

lnm

)
+ on(1).

Док а з а т е л ь с т в о. Если 1 � a � lnn, то
(n
a

)
=
(
On
(
n

a

))a
.

Следовательно,

ln ln
(
n

a

)
= ln a+ ln lnOn

(
n

a

)
= ln a+ ln

(
ln
(
n

a

)
+On(1)

)
=

= ln a+ ln ln
(
n

a

)
+ on(1) = ln a+ ln(lnn+ on(lnn)) + on(1) =

= ln(a · lnn) + on(1).

Таким образом,

S(m,n) = lnm− ln((lnm) · lnn) + on(1) =

=
(
1− ln((lnm) lnn)

lnm

)
lnm+ on(1).

Так как, если 1�n m1 � m2, то

S(m1,n)− (lnm1)/2�©nS(m2,n)− (lnm2)/2,
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имеем

S(m,n)− (lnm)/2 = (lnm)/2− ln lnm− ln lnn+ on(1)�©n

�©n(1/2) ln(((lnn) ln lnn)2(1− on(1)))−
− ln lnn− ln ln(((lnn) ln lnn)2(1− on(1))) =

= ln lnn+ ln ln lnn− on(1)− ln(2 · (ln lnn+ ln ln lnn+ on(1))) =
= ln ln lnn− 1− ln ln lnn− on(1) = −1− on(1).

Таким образом,

S(m,n) � (lnm)/2− 1− on(1). (4.18)

Так как S1(m,n)�©nS(m,n), тогда если S(m,n) � (lnm)/2, то и
S1(m,n)�©n(lnm)/2. Допустим, что S(m,n) � (lnm)/2, тогда

S1(m,n) = lnm− ln(S(m,n) · lnn) + on(1) �
� lnm− ln((1/2) · (lnm) · lnn) + on(1) =
= 1 + lnm− ln((lnm) · lnn) + on(1) =
= 1 + S(m,n) + on(1)

и, в силу (4.18), имеем S1(m,n) � (lnm)/2− on(1).
Утверждение 4.1.7 доказано.

4.2. Случай «низких» таблиц

В этом параграфе мы получим оценки для Lmin
G,n при условии,

что p∗(G) � (lnn)ln lnn. Из определения хроматического числа
вытекает предложение.
Утверждение 4.2.1. Если χ(G) � 2n, то Lmin

G,n �] lnχ(G)[; если
χ(G) > 2n, то Lmin

G,n = n + 1; если m � 2n, то Lmin
Km,n �] lnm[;

если m > 2n, то Lmin
Km,n = n+ 1.

Легко видеть, что верно следующее предложение.
Утверждение 4.2.2. Если 2 � m � 2r, то |TтKm,r| =
= 2−rm ·Am2r · |TKm,r|.

Через Tт,fG,r,t обозначим множество таких троек (T1,T2,G) из

TтG,r,t, что T1 = f . Если T ∈ (Er)U , 1 � t � r, то через <T> t

обозначим таблицу из (Et)U такую, что для всех a из U выпол-
нено <T> t(a) = T (a)|Nt .

Утверждение 4.2.3. Если 2 � m � 2r, то

|TтKm,r,t| � 2(t−2r)m ·Am2r · (Am·2−t

2r−t )2
t · |TKm,r,t|.
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Док а з а т е л ь с т в о. Если Tт,fKm,r,t �= ∅, то

|Tт,fKm,r,t| � 2(t−2r)m · |TKm,r,t| ·
∏
a∈Et

A
|(<f>t)−1(a)|
2r−t .

Следовательно, в силу утверждения 4.1.1

|Tт,fKm,r,t| � 2(t−2r)m · |TKm,r,t| · (Am·2−t

2r−t )2
t
.

Непосредственно отсюда получаем искомый результат.
Утверждение 4.2.3 доказано.

Утверждение 4.2.4. Если 2 � m � 2r, то

|TтKm,r,t| � (Am2r · 2−rm)2 · (O(2r−t))2
t−1 |TKm,r,t|.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждений 4.1.3 и 4.2.3, имеем

|TтKm,r,t| � (Am2r · 2−rm)2 · 2tm · ((Am·2−t

2r )2
t
/Am2r) · |TKm,r,t| �

� (Am2r · 2−rm)2 · 2tm · (2t)−m · (O(2r−t))2
t/2 · |TKm,r,t| =

= (Am2r · 2−rm)2 · (O(2r−t))2
t−1 · |TKm,r,t|.

Утверждение 4.2.4 доказано.

Замечание 4.2.5. �) Если G1, . . . ,Gk — компоненты графа G,
ai ∈ P(Gi), i ∈ Nk, и f — функция, отождествляющая вер-
шины a1, . . . , ak, то f ◦G является связным графом, причем
p(f ◦G) = p∗(G), χ(f ◦G) = χ(G), q(f ◦G) = q(G).

�) Свойство x быть тестом пары (T ,G) полностью определяет-
ся таблицей TG и, следовательно, в силу утверждения 2.2.4
выполнено

p (Lmin
G,n = a) = p(Lmin

f◦G,n = a).

Пусть ц — m-раскраска графа G. Если (T ,Km) ∈ TтKm,r, то

(T ◦ ц,G) ∈ TтG,r. Положим ϕ
ц
G,x(T ) равной 1, если для некоторой

T1 такой, что (T1,Km) ∈ TтKm,|x|, выполнено πx ◦ T = T1 ◦ ц, и 0

в противном. Пусть

ϕ
ц
G,n,r =

∑
x∈En

r

ϕ
ц
G,x.

Ясно, что ϕ
ц
G,x � ϕтG,x и ϕ

ц
G,n,r � ϕтG,n,r.

Утверждение 4.2.6. Если D ∈ B, D(n)�©n ln lnn, q(G) � 1 и
p∗(G)�©n lnn−D(n), то Lmin

G,n
п.в.= n] lnχ(G)[.
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Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай, когда граф G связ-
ный, т. е. p(G) = p∗(G). Пусть ц — некоторая χ(G)-раскраска
графа G и r =] lnχ(G)[. Понятно, что

Mϕ
ц
G,n,r = |TтKχ(G),r

| · 2−r·p∗(G) ·
(
n

r

)
= A

χ(G)
2r · 2−r·p∗(G) ·

(
n

r

)
�

� A
χ(G)
2r · 2−r·p∗(G) ·

(
n

r

)r
�©nA

χ(G)
2r · 2r·D(n) · r−r.

Так как χ(G) > 2r−1, то A
χ(G)
2r � A2r−1

2r � (2r−1)2r−1
. Следователь-

но,
Mϕ

ц
G,n,r�©n2

r·D(n) · r−r(2r−1)2
r−1 �n 1. (4.19)

Далее имеем

Dϕ
ц
G,n,r �

(
n

r

)
A
χ(G)
2r · 2−r·p∗(G)+

+
r−1∑
t=1

(
n

r

)
·
(
r

t

)
·
(
n− r
r − t

)
· |TтKχ(G),r,t

| · 2(t−2r)·p∗(G).

Согласно утверждению 4.2.4 выполнено

|TтKχ(G),r,t
| � (Aχ(G)

2r )2 · 2−t·χ(G) · (O(2r−t))2
t−1

.

Так как
(r
t

)
·
(n−r
r−t
)

�
(n
r

)
·
(
r2

n

)t
, то для некоторой константы c1

имеем

Dϕ
ц
G,n,r � Mϕ

ц
G,n,r +

((
n

r

)
·Aχ(G)

2r · 2−r·p∗(G)

)2

×

×
r−1∑
t=1

(
r2

n

)t
· 2t(p∗(G)−χ(G)) · 2(r−t+c1)·2t−1

=

= Mϕ
ц
G,n,r + (MϕцG,n,r)

2 ·
r−1∑
t=1

2t(2 ln r−D(n)−χ(G)) · 2(r−t+c1)·2t−1 �

� Mϕ
ц
G,n,r + (MϕцG,n,r)

2 · 2−D(n) ·
r−1∑
t=1

2t(2 ln r−χ(G))+(r−t+c1)2t−1

.

(4.20)

Так как χ(G) > 2r−1, то

t(2 ln r − χ(G)) + (r − t+ c1) · 2t−1 �
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� 2t ln r − t · 2r−1 + (r − t+ c1) · 2t−1 =
= 2t ln r − 2r−1(t− ((r − t+ c1)/2)2t−(r−1)).

Ясно, что для 1 � t � r − 1 и некоторой константы c2 выполнено

(1/2) · (r − t+ c1) · 2t−(r−1) � c2 · t · 2(t−r)/2 � r t.

Следовательно, так как 2 · t · ln r � r 2r−1, то для некоторой
константы c3 имеем

t(2 ln r − χ(G)) + (r − t+ c1)2t−1�©r − (1/2) · t · 2r−1 � −c3 · 2r.
Таким образом, в силу (4.20), для некоторой константы c4 имеем

Dϕ
ц
G,n,r � Mϕ

ц
G,n,r + (MϕцG,n,r)

22−D(n)r · 2−c3·2r �
� Mϕ

ц
G,n,r + c4 · 2−D(n) · (MϕцG,n,r)

2.

В силу (4.19), получаем Dϕ
ц
G,n,r �n (MϕцG,n,r)

2. Следовательно,

ϕ
ц
G,n,r

п.в.∼ n Mϕ
ц
G,n,r �n 1.

В силу замечания 4.2.5 полученный результат будет верным
и для графов, не являющихся связными.

Утверждение 4.2.6 доказано.

Утверждение 4.2.7. Если D ∈ B, D(n)�©n ln lnn и
lnn−D(n)�©np

∗(G)�©n lnn+D(n), то

Lmin
G,n

п.в.
� n] lnmax(χ(G), 2 ·D(n))[.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай, когда граф G связ-
ный, т. е. p(G) = p∗(G). Положим m = max(χ(G), ]2 · D(n)[),
r =] lnm[. Пусть ц — некоторая m-раскраска графа G. Как и в
предыдущем утверждении имеем

Mϕ
ц
G,n,r =

(
n

r

)
· 2−r·p∗(G)Am2r � Am2r · 2−r·p∗(G)(n/r)r.

Согласно утверждению 4.1.2, имеем Am2r � 2rme−m22−r � 2rme−m.
Следовательно,

Mϕ
ц
G,n,r � 2rme−m2−r·p

∗(G) · (n/r)r � 2rme−m2−rD(n)r−r �

� 2rm/2e−mr−r = 2
m
2

] lnm[e−m2−] lnm[· ln] lnm[ �n 1. (4.21)
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Как и в предыдущем утверждении, имеем

Dϕ
ц
G,n,r � Mϕ

ц
G,n,r+

((
n

2

)
2−r·p

∗(G)

)2

·
r−1∑
t=1

(
r2

n

)t
2t·p

∗(G) · |TтKm,r,t|.

Так как
|TтKm,r,t| � (Am2r)22−tm(O(2r−t))2

t−1

,

то для некоторой константы c1 имеем

Dϕ
ц
G,n,r�Mϕ

ц
G,n,r+(MϕцG,n,r)

2·
r−1∑
t=1

(
r2

n

)t
·2t(p∗(G)−m)·2(r−t+c1)·2t−1 �

� Mϕ
ц
G,n,r+(MϕцG,n,r)

2 ·
r−1∑
t=1

22t ln r2t(D(n)−m)2(r−t+c1)2t−1 �

� (MϕцG,n,r)
2

(
on(1) +

r−1∑
t=1

2t(2 ln r−m/2)+(r−t+c1)2t−1

)
. (4.22)

Так как m � 2r−1, то

t(2 ln r−m/2)+(r−t+c1)·t−1 � 2t · ln r−t · 2r−2+(r−t+c1) · 2t−1 =
= 2t · ln r − 2r−1 · ((t/2)− (1/2)(r − t+ c1) · 2t−(r−1)).

В предыдущем утверждении было показано, что для неко-
торой константы c2 выполнено (1/2)(r − t + c1) · 2t−(r−1) �
� c2 · t · 2(t−r)/2 � r t. Следовательно, для некоторой c3 верно

t(2 ln r −m/2) + (r − t+ c1) · 2t−1�©n − (1/4) · t · 2r−1 � −c3 · 2r.
Таким образом, учитывая (4.22), имеем

Dϕ
ц
G,n,r�©n(Mϕ

ц
G,n,r)

2 · r · 2−c3·2r �n (MϕцG,n,r)
2.

Учитывая (4.21), получаем ϕ
ц
G,n,r

п.в.∼ n Mϕ
ц
G,n,r �n 1.

В силу замечания 4.2.5, полученный результат будет верным
и для графов, не являющихся связными.

Утверждение 4.2.7 доказано.

Утверждение 4.2.8. Если lnn�©nm�©n(lnn) ln lnn, то

Lmin
Km,n

п.в.= n] lnm[.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим r =] lnm[.
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Покажем, что, если t � lnm− (1/2) ln lnm, то

(r2/n)tem �n 1. (4.23)

Действительно,(
r2

n

)t
em = em−t(lnn−2 ln r) �©n

�©n exp
(
m−

(
lnm− 1

2
ln lnm

)
(lnn− 4 ln lnm)

)
=

= e

(
lnm− 1

2
ln lnm

)(
m

ln m− 1
2

ln ln m
−lnn+4 ln lnm

)
.

Если lnn�©nm1 � m2, то

m1/(lnm1 − (1/2) ln lnm1)�©nm2/(lnm2 − (1/2) ln lnm2).

Следовательно,

m

lnm− 1

2
ln lnm

�©n
(lnn) · ln lnn

ln lnn+ ln ln lnn− 1

2
ln ln((lnn) ln lnn)

�©n

�©n
(lnn) ln lnn

ln lnn− 1

4
ln ln lnn

�©n lnn+ 1

2

(lnn) ln ln lnn
ln lnn

.

Таким образом,

(r2/n)t · em�©n exp
((

lnm− 1

2
ln lnm

)
·
(
4 ln lnm− 2 lnn

ln lnn

))
�©n

�©ne
− ln n

ln ln n lnm �n 1. (4.24)

Мы доказали неравенство (4.23). В силу утверждения 4.1.2 име-
ем

MϕтKm,n,r =
(
n

r

)
·Am2r · 2−rm � (n/r)r · 2rme−m · 2−rm =

= (n/r)r · e−m � ((r2/n)rem)−1.

Так как r � lnm, то в силу (4.23) получаем

MϕтKm,n,r �n 1. (4.25)

Как и в двух предыдущих утверждениях,

DϕтKm,n,r � MϕтKm,n,r +
((

n

r

)
2−rm

)2 r−1∑
t=1

(
r2

n

)t
· 2tm|TтKm,r,t|.
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Так как |TтKm,r,t| � Am2r2
(r−t)m, |TтKm,r,t| � (Am2r)2 · 2−tm(O(2r−t))2t

,
то для некоторой c1 верно

DϕтKm,n,r � MϕтKm,n,r + (MϕтKm,n,r)
2×

×

⎛⎝[r−(1/2) ln lnm]∑
t=1

(
r2

n

)t
2(r−t+c1)2t

+

+
r−1∑

t=[r−(1/2) ln lnm]+1

(
r2

n

)t
· 2rm/Am2r

⎞⎠ . (4.26)

Так как Am2r � 2rme−m, то, в силу (4.24), имеем

r−1∑
t=[r−(1/2) ln lnm]+1

(
r2

n

)t
· 2rm/Am2r �

r−1∑
t=[r−(1/2) ln lnm]+1

(
r2

n

)t
· em�©n

�©nr · e−
ln n

ln ln n lnm � r · e− ln n
ln ln n r �n 1. (4.27)

Далее имеем

[r−(1/2) ln lnm]∑
t=1

(
r2

n

)t
2(r−t+c1)2t

=
[r−(1/2) ln lnm]∑

t=1

2
t
(
(r−t+c1) 2

t

t −lnn+2 ln r
)
.

Положим f(x) = (r − x + c1)2x/x = (r + c1)2x/x − 2x. Так как
f ′(x) = (ln 2)((r + c1)(2x/x)(1 − 1/x) − 2x), уравнение f ′(x) = 0
имеет лишь 2 корня:

x1 = ((r + c1)−
√

(r + c1)2 − 4(r = c1) )/2,

x2 = ((r + c1) +
√

(r + c1)2 − 4(r + c1) )/2

(считаем, что r � 4). Поскольку (r + c1 − 4)2 � (r + c1)2 −
− 4(r + c1), имеем 1 � x1 � 2, x2 � r − 2. На интервале
(1,x1) функция f убывает, а на (x1,x2) возрастает. Так как
r − (1/2) ln lnm<©nx2, то

max
1�x�r−(1/2) ln lnm

f(x)�©n max(f(1), f(r − (1/2) ln lnm))�©n

�©nf
(
r − 1

2
ln lnm

)
=

(
1

2
ln lnm+ c1

)
· 2r(

lnm− 1

2
ln lnm

)√
lnm

�©n
2m · ln lnm
(lnm)

√
lnm

�

�2(lnn)(ln lnn)(ln ln((lnn) ln lnn))/(ln lnn)3/2�©n(lnn)(ln lnn)−
1
4.
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Следовательно,

[r−(1/2) ln lnm]∑
t=1

(
r2

n

)t
· 2(r−t+c1)·2t �©nr · 2− lnn+(lnn)(ln lnn)−

1
4 +2 ln r�©n

�©n2
−(1/2) lnn �n 1. (4.28)

Учитывая (4.26), (4.27) и (4.28), получаем

DϕтKm,n,r �n (MϕтKm,n,r)
2.

Следовательно, в силу (4.25), ϕтKm,n,r
п.в.∼ n MϕтKm,n,r �n 1.

Утверждение 4.2.8 доказано.

Из данного утверждения и замечания 4.2.5 вытекает утвер-
ждение.
Следствие 4.2.9. Если lnn�©np

∗(G)�©n(lnn) ln lnn, то

Lmin
G,n

п.в.
� n] ln p∗(G)[.

Утверждение 4.2.10. Если χ(G) � 2r, то

|TтG,r| � e−(χ(G)
2 )·2−r · |TG,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Будем доказывать индукцией по χ(G). Ес-
ли χ(G) = 1, то q(G) = 0 и |TтG,r| = |TG,r| = e−(12)2−r |TG,r|. Пусть
неравенство выполняется для χ(G) � t− 1, t � 2. Пусть χ(G) = t
и ц — некоторая t-раскраска графа G. Пусть P1 — некоторое мак-
симальное множество попарно не смежных вершин, содержащее
ц−1(t). Пусть G′ — подграф, полученный удалением множества

вершин P1. Ясно, что χ(G′) = χ(G) − 1 = t − 1. Через Tт,fG,r
обозначим множество таких пар (T ,G) из TтG,r, что T |P(G′) = f .

Если Tт,fG,r �= ∅, то (f ,G′) ∈ TтG′,r. Для любой (f ,G′) из TтG′,r
найдется A, A ⊆ P(G′), такое, что |A| = |f(A)| = χ(G′) = t − 1.
Так как P1 — максимальное множество попарно не смежных
вершин, то для любой вершины из A найдется смежная с ней
вершина из P1. Следовательно, существует z, z : A→ P1, такое,
что для любой вершины a из A верно, что {a, z(a)} ∈ X(G).
Заметим, что если T ∈ Tт,fG,r, то для любой b из P1 выполнено

T (b) /∈ f(z−1(b)). Следовательно,
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|Tт,fG,r| �
∏
b∈P1

(2r − |f(z−1(b))|) =
∏
b∈P1

(2r − |z−1(b)|) =

= 2r|P1|
∏
b∈P1

(1− 2−r|z−1(b)|) � 2r|P1| exp

(
−2−r ·

∑
b∈P1

|z−1(b)|
)

=

= 2r·|P1| exp(−2−r|A|) = 2r|P1|e−(t−1)2−r
. (4.29)

Так как согласно индукционному предположению

|TтG,r| � e−(t−1
2 )2−r

2r(p(G)−|P1|),

то, учитывая (4.29), получаем

|TтG,r| � 2r·p(G) · e−(t−1+(t−1
2 ))2−r

= 2r·p(G)e−(t
2)2−r

.

Утверждение 4.2.10 доказано.

Утверждение 4.2.11. Если ε ∈ (0, 1) и

2((lnn) ln lnn)3/4�©nχ(G)�©n(lnn)ln lnn,

то
Lmin
G,n

п.в.
� n

[
S1

((χ(G)
2

)
,n
)

+ ε

]
.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим r =
[
S1

((χ(G)
2

)
,n
)

+ ε
]
− 1. Яс-

но, что

r � S1

((
χ(G)
2

)
,n

)
− (1− ε). (4.30)

Согласно предыдущему утверждению MϕтG,n,r �
(n
r

)
exp(−

−
(χ(G)

2

)
2−r). Следовательно, учитывая (4.30), в соответствии с

пунктом 1 утверждения 4.1.6, так как

((lnn) ln lnn)3/2�©n

(
χ(G)
2

)
�©n(lnn)2 ln lnn,

имеем MϕтG,n,r�©n

(n
r

)1−2(1−ε)/2

�n 1. Следовательно, ϕтG,n,r
п.в.= n 0.

Утверждение 4.2.11 доказано.

Утверждение 4.2.12. Если ε ∈ (0, 1) и r =
[
S1

(
2 ·
(m
2

)
,n
)

+ ε
]

+
+ 1, то MϕтKm,n,r �n 1.
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как MϕтKm,n,r =
(n
r

)
2−rmAm2r , то соглас-

но утверждению 4.1.2 имеем MϕтKm,n,r �
(n
r

)
exp
(
−2
(m
2

)
· 2−r

)
.

Следовательно, в силу пункта 1 утверждения 4.1.6 получаем

MϕтKm,n,r�©n

(n
r

)1−2−ε

�n 1.

Утверждение 4.2.12 доказано.

Утверждение 4.2.13. Если ε ∈ (0, 1),

(lnn) · ln lnn�©nm�©n(lnn)ln lnn, r =
[
S1

(
2 ·
(
m

2

)
,n
)

+ ε

]
+ 1,

то
r−1∑

t=[(1/2)(1+2−ε)r]+1

(
r

t

)(
n− r
r − t

)
·
(
2−rm

(
n

r

)
Am2r

)−1

�n 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как согласно предыдущему утвержде-
нию (

n

r

)
2−rmAm2r �©n

(
n

r

)1−2−ε

,

и, кроме того,
(r
t

)(n−r
r−t
)
/
(n
r

)
� (r2/n)t, то сумма, которую мы

оцениваем, не превосходит, начиная с некоторого n, величины

r−1∑
t=[(1/2)(1+2−ε)r]+1

(r2/n)t ·
(
n

r

)2−ε

�©nr · (r2/n)
1+2−ε

2
r · n2−εr =

= r1+(1+2−ε)rn(1/2)(2−ε−1)r.

Так как r�2 lnm�2(ln lnn)2, имеем r1+(1+2−ε)rn(1/2)(2−ε−1)r �n1.
Утверждение 4.2.13 доказано.

Утверждение 4.2.14. Если ε ∈ (0, 1),

(lnn) · ln lnn�©nm�©n((lnm) lnn)(5+3·2−ε)/(4(1+2−ε)),

r =
[
S1

(
2 ·
(
m

2

)
,n
)

+ ε

]
+ 1,

то
DϕтKm,n,r �n (MϕтKm,n,r)

2.
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как

DϕтKm,n,r � MϕтKm,n,r + (MϕтKm,n,r)
2

r∑
t=1

(
r

t

)(
n− r
r − t

)
(
n

r

) 2tm
|TтKm,r,t|
(Am

2r)2

и |TтKm,r,t| � Am2r · 2(r−t)m, а также согласно утверждению 4.2.3

|TтKm,r,t| � (Am2r)2 · 2−tm(O(2r−t))2t−1
, то для некоторой констан-

ты c1 имеем

DϕтKm,n,r�MϕтKm,n,r+(MϕтKm,n,r)
2

⎛⎝[(1/2)(1+2−ε)r]∑
t=1

(r2/n)t(2r−t+c1)2
t−1

+

+
r−1∑

t=[(1/2)(1+2−ε)r]+1

((
r

t

)
·
(
n− r
r − t

)/(n
r

))
2rm/Am2r

⎞⎠ . (4.31)

Согласно предыдущему утверждению, имеем

r−1∑
t=[(1/2)(1+2−ε)r]+1

((
r

t

)
·
(
n− r
r − t

)/(n
r

))
· 2rm/Am2r �n 1. (4.32)

В соответствии с утверждением 4.1.7 имеем

r ∼n (lnm · (m− 1)) ·
(
1− ln((lnm · (m− 1)) lnn)

lnm · (m− 1)

)
∼n

∼n (lnm) ·
(
2− ln((lnm) lnn)

lnm

)
.

Так как m�©n((lnm) lnn)(5+3·2−ε)/(4·(1+2−ε)), то

r �n (lnm) · (2− 4(1 + 2−ε)/(5 + 3 · 2−ε)) =
= (lnm)(6 + 2 · 2−ε)/(5 + 3 · 2−ε).

Так как lnm�©n(ln lnm+ ln lnn)(5 + 3 · 2−ε)/(4 · (1 + 2−ε)), то

lnm �n (ln lnn)(5 + 3 · 2−ε)/(4 · (1 + 2−ε)).

Следовательно, r �n (ln lnn)(6 + 2 · 2−ε)/(4 + 4 · 2−ε), и, далее,

(1/2) · (1 + 2−ε) · r �n (ln lnn)(6 + 2 · 2−ε)/8 =
= (ln lnn) · (3 + 2−ε)/4.
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При доказательстве утверждения 4.2.6 было показано, что для

3 � r1 � r− 2 верно, что max
1�x�r1

(r− x+ c1) · 2
x

x
� (r− r1 + c1)

2r1

r1
.

Таким образом,

[(1/2)·(1+2−ε)·r]∑
t=1

(
r2

n

)t
· 2(r−t+c1)·2t−1 �

�
[(1+2−ε)·r/2]∑

t=1

2
t
(
(r−t+c1) 2

t

t −lnn+2·ln r
)
�©n

�©n

[(1+2−ε)·r/2]∑
t=1

2
t
(
r·2(1+on(1))(ln ln n)(3+2−ε)/4−lnn+2·ln r

)
�©n

�©n

[(1+2−ε)·r/2]∑
t=1

2
t·
(
(ln lnn)·(lnn)(3+2−ε)/4−lnn+2 ln ln lnn

)
�n 1.

Следовательно, учитывая (4.31) и (4.32) имеем

DϕтKm,n,r �n (MϕтKm,n,r)
2.

Утверждение 4.2.14 доказано.

Утверждение 4.2.15. Если ε ∈ (0, 1),

((lnm) · lnn)(5+3·2−ε)/(4+4·2−ε) �©nm�©n(lnn)ln lnn,

r =
[
S
(
2 ·
(
m

2

)
,n
)

+ ε

]
+ 1

и
t � (lnm)(1 + (1/4)(1− 2−ε)/(5 + 3 · 2−ε)),

то
|TтKm,r,t| �n (Am2r)2 · 2−tm ·

√
n .

Док а з а т е л ь с т в о. Через Tт,1Km,r,t обозначим множество таких

троек (T1,T2,Km) из TтKm,r,t, что для любого a из Et выполнено

|(< T1,T2 >
t)−1(a)| � m · 2−t · 2

1
2

1−2−ε

5+3·2−ε lnm = u(t,m).
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Число троек (T1,T2,Km) из TтKm,r,t таких, что для данных a
из Et и U , U ⊆ P(Km), выполнено U ⊆ (< T1,T2 >

t)−1(a), не
превосходит 22(r−t)·|U | · |TтKm−|U|,r,t|. Так как

|TтKm,r,t| � |TтKm−|U|,r,t| · (2
2r−t − 2 ·m · 2r−t)|U |, (4.33)

то получаем

|TтKm,r,t\Tт,1Km,r,t| �

� 2t ·
(

m

]u(t,m)[

)
· TтKm,r,t

(22r−t − 2 ·m · 2r−t)]u(t,m)[
· 22·(r−t)·]u(t,m)[ =

= |TтKm,r,t| ·
(

m

]u(t,m)[

)
· 2t ·

(
2−t

1− 2 ·m · 2−r

)]u(t,m)[

.

Нетрудно заметить, что при ограничениях утверждения выпол-
няется

r � n
6 + 2 · 2−ε

5 + 3 · 2−ε lnm =
(
1 + 1− 2−ε

5 + 3 · 2−ε

)
lnm. (4.34)

Следовательно, 1 − 2m2−r ∼n 1 и для некоторой константы c1
имеем

|TтKm,r,t\Tт,1Km,r,t| � |TтKm,r,t| · 2t ·
(
c1 ·m · 2−t

]u(t,m)[

)]u(t,m)[

�©n

�©n|TтKm,r,t| · 2t ·
(
c1 · 2−

1
2

1−2−ε

5+3·2−ε lnm
)u(t,m)

�

� |TтKm,r,t| · 2
(
1+ 1

4
1−2−ε

5+3·2−ε

)
lnm·

(
c1·2−

1
2

1−2−ε

5+3·2−ε lnm
)u(t,m)

�n |TтKm,r,t|.

Таким образом,
|TтKm,r,t| �n |Tт,1Km,r,t|. (4.35)

В силу определения Tт,1Km,r,t, если (T1,T2,Km) из Tт,1Km,r,t
и 1 � l � m, то число пар (x1,x2) из Er,t таких, что
x1 /∈ T1(U) ∨ x2 /∈ T2(U), где |U | = l, не превосходит

22r−t − 2l · 2r−t + l · u(t,m) �
� 22r−t(1− l · 2−r)2(1 + l · u(t,m)2t−2r/(1− l · 2−r)2)�©n

�©n2
−t(2r − l)2 ·

(
1 + 2l ·m1+ 1

2
1−2−ε

5+3·2−ε · 2−2r

)
�©n
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�©n2
−t · (2r − l)2 ·

(
1 + 2l ·m− 1

2
1−2−ε

5+3·2−ε · 2−r
)
.

Следовательно,

|Tт,1Km,r,t|�©n2
−tm ·

m−1∏
l=0

(2r − l)2
(
1 + 2l · 2−r ·m− 1

2
1−2−ε

5+3·2−ε

)
=

= 2−tm(Am2r)2 exp
(
2 ·
(
m

2

)
· 2−r ·m− 1

2
1−2−ε

5+3·2−ε

)
.

Согласно утверждению 4.1.6, имеем exp
(
2 ·
(m
2

)
· 2−r

)
�©n

(n
r

)2−ε

�
� n2−εr. Таким образом, поскольку r �n lnm, верно

|Tт,1Km,r,t|�©n2
−tm · (Am2r)2 expn

(
22−ε · (lnm) ·m− 1

2
1−2−ε

5+3·2−ε

)
�n

�n 2−tm(Am2r)2
√
n .

Учитывая (4.35), получаем искомый результат.
Утверждение 4.2.15 доказано.

Утверждение 4.2.16. Если ε ∈ (0, 1),

((lnm) · lnn)(5+3·2−ε)/(4+4·2−ε) �©nm�©n(lnn)ln lnn,

(1 + (1/4)(1− 2−ε)/(5 + 3 · 2−ε)) lnm � t � (1 + 2−ε)r/2

и
r =

[
S
(
2 ·
(
m

2

)
,n
)

+ ε

]
+ 1,

то
|TтKm,r,t| �n (Am2r)2 · 2−tm ·

√
n .

Док а з а т е л ь с т в о. Через Tт,2Km,r,t обозначим множество таких

троек (T1,T2,Km) из TтKm,r,t, что | < T1,T2 >
t(P(Km))| � m −

− v, где v = expm(1− (1/8)(1− 2−ε)/(5 + 3 · 2−ε)). Число троек
(T1,T2,Km) из TтKm,r,t таких, что для данного U , U ⊆ P(Km),
|U | = v, выполнено

< T1,T2>
t (U) ⊆< T1,T2>

t (P(Km)\U),

не превосходит |TтKm−]v[,r,t
| · 22(r−t)]v[ · m]v[. Учитывая (4.33) из

предыдущего утверждения получаем

|TтKm,r,t\Tт,2Km,r,t| � |TтKm,r,t| ·
(
m

]v[

)
· (m · 2−t/(1−m · 2−r))]v[.
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Следовательно, в силу (4.34) из предыдущего утверждения для
некоторой константы c1 имеем

|TтKm,r,t\Tт,2Km,r,t| � |TтKm,r,t| ·
(
c1 ·m2 · 2−t

]v[

)]v[

�©n

�©n

⎛⎝c1m2 ·
expm

(
− 1− 1

4
(1− 2−ε)/(5 + 3 · 2−ε)

)
expm

(
1− 1

8
(1− 2−ε)/(5 + 3 · 2−ε)

)
⎞⎠expm

(
1− 1

8
1−2−ε

5+3·2−ε

)
×

×|TтKm,r,t|�©n

(
c1·m− 1

8
1−2−ε

5+3·2−ε

)expm

(
1− 1

8
1−2−ε

5+3·2−ε

)
·|TтKm,r,t| �n |TтKm,r,t|.

Таким образом,
|TтKm,r,t| �n |Tт,2Km,r,t|. (4.36)

Если (T1,T2,Km) ∈ Tт,2Km,r,t и 1 � |U | � m, то число пар (x1,x2)
из Er,t таких, что x1 /∈ T1(U), x2 /∈ T2(U), не превосходит

22r−t − 2(|U | − v)2r−t �
� 22r−t(1− |U |2−r)2 · (1 + 2v · 2−r/(1− |U | · 2−r)2)�©n

�©n2
−t · (2r − |U |)2 · (1 + 4v · 2−r).

Следовательно,

|Tт,2Km,r,t|�©n2
−tm(1 + 4v · 2t−2r)m ·

m−1∏
l=0

(2r − l)2 =

= 2−tm · (Am2r)2 · e4v·m·2−r �©n2
−tm(Am2r)2 · e2·(

m
2 )2−r·4 v

m−1 .

Так как exp(2 ·
(m
2

)
· 2−r)�©n

(n
r

)2−ε

� n2−ε·r, имеем

|Tт,2Km,r,t|�©n expn(2
−ε · r · 8 ·m− 1

8
· 1−2−ε

5+3·2−ε ) · 2−tm · (Am2r)2.

Так как r�©n2 lnm, получаем |Tт,2Km,r,t| �n 2−tm
√
n · (Am2r)2, от-

куда в силу (4.36) следует доказываемое неравенство.
Утверждение 4.2.16 доказано.

Утверждение 4.2.17. Если ε ∈ (0, 1),

((lnm) · lnn)(5+3·2−ε)/(4+4·2−ε) �©nm�©n(lnn)ln lnn
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и
r =

[
S
(
2 ·
(
m

2

)
,n
)

+ ε

]
+ 1,

то

DϕтKm,n,r �n (MϕтKm,n,r)
2.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как

DϕтKm,n,r � MϕтKm,n,r+

+ (MϕтKm,n,r)
2 ·

r−1∑
t=1

(
r

t

)(
n− r
r − t

)
(
n

r

) · 2tm · |TтKm,r,t|/(Am2r)2,

то в силу утверждений 4.2.13, 4.2.15 и 4.2.16 имеем

DϕтKm,n,r � MϕтKm,n,r + (MϕтKm,n,r)
2 ·
(
on(1)+

+
[(1+2−ε)r/2]∑

t=1

(r2/n)t · on(
√
n )
)
�n (MϕтKm,n,r)

2.

Утверждение 4.2.17 доказано.

Непосредственно из утверждений 4.2.13, 4.2.14 и 4.2.17 вы-
текает предложение.
Утверждение 4.2.18. Если ε ∈ (0, 1) и ((lnn) ln lnn) � m �
� (lnn)ln lnn, то Lmin

Km,n

п.в.
� n

[
S1

(
2 ·
((m

2

))
,n
)

+ ε
]

+ 1.

Учитывая замечание 4.2.5, получаем предложение.
Следствие 4.2.19. Если ε ∈ (0, 1) и

((lnn) ln lnn)�©np
∗(G)�©n(lnn)ln lnn,

то
Lmin
G,n

п.в.
� n

[
S1

(
2 ·
((p∗(G)

2

))
,n
)

+ ε

]
+ 1.

4.3. Случай «высоких» таблиц

Утверждение 4.3.1. Если D ∈ B, D(n)�©n ln lnn, ε ∈ (0, 1) и
(lnn)D(n) � q(G) � 2n/(lnn)D(n), то

Lmin
G,n

п.в.
� n

[
S
((
q(G),n

)
+ ε
]

+ 1.
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Док а з а т е л ь с т в о. Считаем, что δ ∈ (0,min(1/16, δ1), где

5δ1 = ψ̃(1 − 5δ1). Ранее были введены (глава 3) функции ϕт,δG,n,x

и ϕт,δG,n,r. Ясно, что ϕт,δG,n,x � ϕтG,n,x, ϕ
т,δ
G,n,r � ϕтG,n,r. Полагаем

r =
[
S
(
q(G),n

)
+ ε
]

+ 1. При наших ограничениях на q(G) в

силу утверждения 4.1.5 выполнено r ∼n ln q(G). Следовательно,
в силу утверждения 2.3.2 имеем |Tт,δG,r| � n exp(−q(G) · 2−r)|TG,r|
и

Mϕт,δG,n,r � n

(
n

r

)
exp(−q(G) · 2−r).

Тогда, в силу утверждения 4.1.6, имеем Mϕт,δG,n,r � n

(n
r

)1−2−ε/2

�
�n 1. Ясно, что

Dϕт,δG,n,r � Mϕт,δG,n,r+

+
(
n

r

)
·
r−1∑
t=1

(
r

t

)(
n−r
r−t

)(
|Tт,δG,r,t| · 2(t−2r)p(G)−(|Tт,δG,r| · 2−r·p(G))2

)
.

Так как согласно утверждению 2.4.4

|Tт,δG,r,t| �n exp2((2·r−t)p(G)) exp(−2 · q(G) · 2−r)· exp(q(G)·2t−2r),

то имеем

|Tт,δG,r,t|·2(t−2r)p(G) − (|Tт,δG,r| · 2−r·p(G))2 �n

�n e
−2·q(G)·2−r

(eq(G)·2t−2r − 1 + on(1)).

Поскольку
∑r−1

t=1

(r
t

)(n−r
r−t
)

�
(n
r

)
, то

Dϕт,δG,n,r �n (Mϕт,δG,n,r)
2

(
on(1) +

r−1∑
t=1

at

)
, (4.37)

где at =
((r
t

)
·
(n−r
r−t
)
/
(n
r

))
(exp(q(G) · 2t−2r) − 1). Согласно утвер-

ждению 4.1.6 имеем eq(G)·2r−2r �©n

(n
r

)2−ε/2·2t−r

. Положим bt =

=
((r
t

)
·
(n−r
r−t
)
/
(n
r

))
·
((n
r

)2−ε/2·2t−r

− 1
)
. Покажем, что

r∑
t=0

bt � n1. (4.38)

6 В.Б. Кудрявцев, А. Е. Андреев, Э. Э. Гасанов
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Рассмотрим случай, когда r � n/2. Пусть α ∈ (0, 1). Если t �
� (1 − α)r, то

(n
r

)2−ε/2·2t−r

− 1� n1, поскольку ln ln
(n
r

)
� ln r +

+ ln lnn� nr, а r − t � αr. Следовательно,

[(1−α)r]∑
t=0

bt �n

[(1−α)r]∑
t=0

(
r

t

)(
n− r
r − t

)/(
n

r

)
� 1.

Согласно утверждению 2.1.11 существует α0 ∈ (0, 1) такое, что(
n

α0 · r

)
�©n

(
n

r

)(1−2−ε/2)/4

.

Тогда

r∑
t=[(1−α0)r]+1

bt �
r∑

t=[(1−α0)r]+1

(
r

r − t

)
·
(
n− r
r − t

)
·
(
n

r

)2−ε/2−1

�

�
r∑

t=[(1−α0)r]+1

(
n

r − t

)2(n
r

)2−ε/2−1

� r ·
(

n

α0 · r

)2(n
r

)2−ε/2−1

�©n

�©nr ·
(
n

r

)((1−2−ε/2)/2)+2−ε/2−1

= r ·
(
n

r

)(2−ε/2−1)/2

�n 1.

Таким образом,

r∑
t=0

bt =
[(1−α0)r]∑
t=0

bt +
r∑

t=[(1−α0)r]+1

bt �n 1. (4.39)

Пусть теперь r � n/2. Ясно, что

bt =

(
n− r

(n− r)− (r − t)

)(
r

r − t

)
(

n

n− r

) ·
((

n

n− r

)2−ε/2·2(n−r)−(r−t)−(n−r)

− 1

)
.

Положив s = (n− r)− (r − t), получаем, согласно (4.39), что

n∑
t=0

bt =
n−r∑

s=n−2r

(
n− r
s

)(
n−(n−r)
n−r−s

)
(

n

n−r

) ((
n

n−r

)2−ε/2·2s−(n−r)

−1
)
�n 1,



4.3. Случай «высоких» таблиц 163

так как ln lnn �n n − r � n/2. Таким образом, неравенство
(4.38) выполняется. Поскольку at � bt, то в силу (4.37) получаем,
что

Dϕт,δG,n,r �n (Mϕт,δG,n,r)
2,

следовательно,
ϕт,δG,n,r

п.в.∼ n Mϕ
т,δ
G,n,r �n 1.

Утверждение 4.3.1 доказано.

Утверждение 4.3.2. Если D ∈ B, D(n)�©n ln lnn, ε ∈
∈ (0, 1), Δ(G) � (lnn)D(n) и q(G) � 2n/(lnn)D(n), то

Lmin
G,n

п.в.
� n[S(Δ(G),n) + ε].

Док а з а т е л ь с т в о. Положим r = [S(Δ(G),n) + ε]− 1. Соглас-
но утверждению 2.2.1, |TтG,r| � exp(−Δ(G)2−r) · |TG,r|. Следова-
тельно, MϕтG,n,r �

(n
r

)
exp(−Δ(G)2−r). Так как S(Δ(G),n)− (1−

− ε) − 1 � r � S(Δ(G),n) − (1 − ε), то согласно утверждению
4.1.6 имеем

MϕтG,n,r �
(
n

r

)1−2(1−ε)/2

�n 1.

Утверждение 4.3.2 доказано.

Утверждение 4.3.3. Если α, ε ∈ (0, 1), D ∈ B, D(n)�©n ln lnn,
(lnn)D(n) � q(G) � 2n/(lnn)D(n) и

Δ(G) �
(
q(G)(ln q(G))/ ln

(
n

ln q(G)

))
(1− α),

то
Lmin
G,n

п.в.
� n[S(q(G),n) + ε].

Док а з а т е л ь с т в о. Положим r = [S(q(G),n) + ε] − 1. Ясно,
что

S(q(G),n)− (1− ε)− 1 � r � S(q(G),n)− (1− ε).
Без ограничения общности можно считать, что ln(1 + α) � (1 −
− ε)/2. Так как

Δ(G) �n (1− α) · exp2(S(q(G),n)) · (ln 2) · (ln q(G)−

− ln ln
(

n

ln q(G)

)
− ln(1 + α)) = (1− α2) · exp2(S(q(G),n)−

− ln(1 + α)) · ln exp2(S(q(G),n)− ln(1 + α)).

6*
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Следовательно, в силу замечания 1 из утверждения 2.2.3, имеем

Tes]2
S(q(G),n)−ln(1+α)[(G)]2S(q(G),n)−ln(1+α)[

−p(G) �n

�n exp(−q(G) · 2−rα), (4.40)

где

rα = ln] exp2(S(q(G),n)− ln(1 + α))[=
= S(q(G),n)− ln(1 + α) + on(1)�©nr.

Так как
2r�©n] exp2(S(q(G),n)− ln(1 + α))[,

то, согласно (4.40), получаем

|TтG,r| �n exp(−q(G) · 2−rα) · |TG,r|. (4.41)

Так как rα�©nS(q(G),n) − (1/2) ln(1 + α), то, в силу утвержде-
ния 4.1.6, получаем

exp(−q(G) · 2−rα)�©n

(
n

rα

)−2(1/4) ln(1+α)

.

Так как r − rα � 1, то

exp(−q(G) · 2−rα)�©n

(
n

r

)−2(1/8) ln(1+α)

.

Следовательно, учитывая (4.41), имеем

MϕтG,n,r�©n

(
n

r

)−2(1/8) ln(1+α)+1

�n 1.

Утверждение 4.3.3 доказано.

Утверждение 4.3.4. Если ε ∈ (0, 1), α ∈
(
0,

1

2

)
, λα ∈

(
1

2
, 1
)
—

решение уравнения

λ(1− α) + λ lnλ+ (1− λ) ln(1− λ) = 0,

D ∈ B, D(n)�©n ln lnn и (lnn)D(n) � q(G) � 2λαn, то

Lmin
G,n

п.в.
� n

[
S

(
q(G) · (1− 2α) · ln q(G)

ln
(

n

ln q(G)

) ,n

)
+ ε

]
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что если 0 < x � λα, то x(1 −
− α) + x lnx+ (1− x) ln(1− x) � 0, x/ψ(x) � 1/(1− α). Так как
в силу утверждения 2.1.1 ln

( n
ln q(G)

)
∼n ψ((ln q(G))/n) · n, то

ln q(G)

ln
(

n

ln q(G)

) ∼n (ln q(G))/n
ψ((ln q(G))/n)

� 1

1− α ,

следовательно,

q(G)(1− 2α)(ln q(G))/ ln
(

n

ln q(G)

)
�n q(G)(1− 2α)/(1− α).

(4.42)
Если Δ(G) � q(G)(1− 2α)(ln q(G))/ ln

( n
ln q(G)

)
, то в силу преды-

дущего утверждения имеем Lmin
G,n

п.в.
� n[S(q(G),n) + ε], откуда и

из (4.42) следует искомое неравенство. Если Δ(G) � q(G)(1 −
− 2α)(ln q(G))/ ln

( n
ln q(G)

)
, то в силу утверждения 4.3.2 получаем

искомое неравенство.
Утверждение 4.3.4 доказано.

Утверждение 4.3.5. Если ε ∈ (0, 1), α ∈
(
0,

1

2

)
, λα ∈

(
1

2
, 1
)

— решение уравнения λ(1 − α) + λ lnλ + (1 − λ) ln(1 − λ) =
= 0, D ∈ B, D(n)�©n ln lnn и 2λαn � q(G) � 2n/(lnn)D(n), то

Lmin
G,n

п.в.
� n[S(q(G),n) + ε].

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что если λα � x � 1, то

x(1− α) + x lnx+ (1− x) ln(1− x) � 0,

x/ψ(x) � 1/(1− α) > 1. (4.43)

Так как в силу утверждения 2.1.1

ln
(

n

ln q(G)

)
∼n ψ((ln q(G))/n) · n,

то в силу (4.43)

q(G) ln q(G)

ln
(

n

ln q(G)

) ∼n q(G) (ln q(G))/n
ψ((ln q(G))/n)

� q(G)
1− α.

Но тогда Δ(G) � q(G)�©n(1 − α/2)q(G)(ln q(G))/ ln
( n
ln q(G)

)
. Ис-

ходя из утверждения 4.3.3, получаем искомое неравенство.
Утверждение 4.3.5 доказано.
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Утверждение 4.3.6. Если ε ∈ (0, 1) и 2n/n � q(G) � 2n · lnn, то

[n− x+ ε]
п.в.
� n L̂

min
G,n

п.в.
� n [n− x+ ε] + 1,

где x, 1 � x � 2 lnn, такое, что q(G) = 2n · (ln
(n
x

)
)/(2x − 1).

Док а з а т е л ь с т в о. Если 1 � x � 2 lnn,
q(G) = 2n · (ln

(n
x

)
)/(2x − 1), −2 < α < 2, то

Δ(G) � q(G)�©n2
n−x−α−1(n− x− α) · ln 2,

так как 2−x−α−1(n− x− α) ln 2�©n(ln
(n
x

)
)/(2x − 1). Аналогично,

Δ(G) � q(G) � 2n−1 · n · ln 2. Следовательно, если |r − (n− x)| �
� 2, то согласно утверждению 2.2.3 имеем

|TтG,r| �n exp(−q(G)2−r) · |TG,r|,
|TтG,n| �n exp(−q(G)2−n) · |TG,n|.

(4.44)

Пусть δ ∈ (0,min(δ1, 1/16)), 5δ1 = ψ̃(1− δ1). Если |r − (n− x)| �
� 2, то r ∼n ln q(G) ∼n n, следовательно, согласно утверждению
2.3.2

|Tт,δG,r| !n exp(−q(G)2−r) · |TG,r|,
|Tт,δG,n| !n exp(−q(G)2−n) · |TG,n|.

(4.45)

Если 2r − n � t � r − 1, то согласно утверждению 2.4.4

|Tт,δG,r,t| �n e
−2q(G)·2−r · eq(G)·2t−2r · |TG,r,t|. (4.46)

Если же x ∈ Enr , то

P(ϕ̂тG,n,x = 1) =
|TтG,r|/|TG,r|
|TтG,n|/|TG,n|

,

P(ϕ̂т,δG,n,x = 1) =
|Tт,δG,r|/|TG,r|
|TтG,n|/|TG,n|

.

(4.47)

Если x1, x2 ∈ Enr , x1&x2 ∈ Ent , то

P(ϕ̂т,δG,n,x1
= 1&ϕ̂т,δG,n,x2

= 1) =
|Tт,δG,r,t|/|TG,r,t|
|TтG,n|/|TG,n|

. (4.48)

Положим r1 = [n− x+ ε] − 1, r2 = [n− x+ ε] + 1, α1 = n− x−
− r1, α2 = r2 − n+ x. Ясно, что 1− ε � α1 � 2− ε, ε � α2 � 1+ ε.
В силу (4.44), (4.45) и (4.47), получаем

Mϕ̂тG,n,r1 �n

(
n

r1

)
e−q(G)(2−r1−2−n) =

(
n

x+ α1

)
e−q(G)·2−n·(2x+α1−1)=
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=
(

n

x+ α1

)
e−(ln (n

x))
2x+α1−1
2x−1 =

(
n

x+ α1

)(
n

x

)− 2x+α1−1
2x−1

.

Так как согласно утверждению 2.1.8
( n
x+α1

)
�
(n
x

)(x+α1)/x, то
получаем, что

Mϕ̂тG,n,r1 �n

(
n

x

)(x+α1)/x−(2x+α1−1)/(2x−1)

.

Поскольку x � 1, α1 � 1− ε, то
x+ α1

x
− 2x+α1 − 1

2x − 1
= x+ α1

2x − 1

(
2x − 1

x
− 2x+α1 − 1

x+ α1

)
,

так как при a > 0 функция y = (2a − 1)/a строго возрастает.
Так как при a → +∞ предел (a + α1)/a − (2a+α1 − 1)/(2a − 1),
равномерно по α1 ∈ [1− ε, 2− ε] равен 1− 2α1 � 1− 21−ε < 0, то

sup
a�1

1−ε�α1�2−ε

(
a+ α1

a
− 2a+α1 − 1

2a − 1

)
= I1 < 0. (4.49)

Следовательно, Mϕ̂тG,n,r1
�n

(n
x

)I1 �n 1, а, значит, L̂min
G,n

п.в.
� nr1 + 1.

В силу (4.44), (4.45) и (4.47) имеем

Mϕ̂т,δG,n,r2
!n
(
n

r2

)
e−q(G)(2−r2−2−n) =

(
n

x− α2

)(
n

x

)−(2x−α2−1)/(2x−1)

.

Так как согласно утверждению 2.1.8
(n
x

)
�
( n
x−α2

)x/(x−α2), и,

следовательно,
( n
x−α2

)
�
(n
x

)(x−α2)/x, то получаем, что

Mϕ̂т,δG,n,r2
!n
(
n

x

)(x−α2)/x−(2x−α2−1)/(2x−1)

.

Заметим, что, если 1 + α2 > x, то r2 � n, а, значит, L̂min
G,n � r2.

Рассмотрим случай, когда x � 1 + α2. Аналогично выводу (4.49)
имеем

inf
a�1+α2

ε�α2�1+ε

(
a− α2

a
− 2a−α2 − 1

2a − 1

)
= I2 > 0.

Следовательно, Mϕ̂т,δG,n,r2
!n
(n
x

)I2 �n 1. Так как согласно (4.47) и
(4.48)

Dϕ̂т,δG,n,r2
�©nMϕ̂

т,δ
G,n,r2

+
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+
(
n

r2

) r2−1∑
t=2r2−n

(
r2
t

)(
n− r2
r2 − t

)
×

×
(
|Tт,δG,r2,t

|2(t−2r2)p(G)

|TтG,n|2−np(G)
−
( |Tт,δG,r2

|2−r2p(G)

|TтG,n|2−np(G)

)2
)

,

то, согласно (4.45) и (4.46), получаем

Dϕ̂т,δG,n,r2
�n Mϕ̂

т,δ
G,n,r2

+
(
n

r2

) r2−1∑
t=2r2−n

(
r2
t

)(
n− r2
r2 − t

)
×

×e−2q(G)(2−r2−2−n)
(
on(1) + eq(G)(2t−2r2−2−n) − 1

)
=

=
(
Mϕ̂т,δG,n,r2

)2
· (on(1) +

r2−1∑
t=2r2−n

((
r2
t

)(
n− r2
r2 − t

)/(
n

r2

))
×

×
(
eq(G)(2t−2r2−2−n) − 1

))
. (4.50)

Далее, имеем

r2−1∑
t=2r2−n

(
r2
t

)(
n− r2
r2 − t

)
(
n

r2

) (
eq(G)(2t−2r2−2−n) − 1

)
=

=
x−α2∑
l=1

(
x− α2

l

)(
n− (x− α2)
x− α2 − l

)
(

n

x− α2

) (
eq(G)2−n(2l−1) − 1

)
=

=
x−α2∑
l=1

(
x− α2

l

)(
n− (x− α2)
x− α2 − l

)
(

n

x− α2

) ((
n

x

)(2l−1)/(2x−1)

− 1

)
. (4.51)

Пусть x�©n(ln lnn)2 и α ∈ (0, 1). Если l � (1− α)x, то(
n

x

)(2l−1)/(2x−1)

�
(
n

x

)(2x−αx−1)/(2x−1)

�
(
n

x

)2−αx

� ex2
−αx lnn�n 1,
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следовательно,

[x(1−α)]∑
l=1

(
x− α2

l

)(
n− (x− α2)
x− α2 − l

)
(

n

x− α2

)
⎛⎝(n

x

) 2l−1
2x−1

− 1

⎞⎠�n 1. (4.52)

Согласно утверждению 2.1.11, существует α0 ∈ (0, 1) такое, что( n
α0·x
)
�©n

(n
x

) 1−2−α2

4 . Поскольку
( n
x−α2

)
=
(n
x

)1−on(1)
, то

x−α2∑
l=[x(1−α0)]+1

(
x− α2

l

)(
n− (x− α2)
x− α2 − l

)
(

n

x− α2

)
⎛⎝(n

x

) 2l−1
2x−1

− 1

⎞⎠ �©n

�©nx ·
(
n

x

)2−α2

·

(
n

x− α2 − x(1− α0)

)
(

n

x− α2

) �©n

�©nx ·
(
n

x

) 1−2−α2

2
+2−α2 /(

n

x− α2

)
�n 1. (4.53)

В силу (4.52) и (4.53) получаем

x−α2∑
l=1

(
x− α2

l

)(
n− (x− α2)
x− α2 − l

)
(

n

x− α2

)
⎛⎝(n

x

) 2l−1
2x−1

− 1

⎞⎠�n 1. (4.54)

Пусть теперь x�©n(ln lnn)2. Так как

(
x− α2

l

)(
n− (x− α2)
x− α2 − l

)/(
n

x− α2

)
� (x2/n)l,

то
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x−α2∑
l=1

(
x− α2

l

)(
n− (x− α2)
x− α2 − l

)
(

n

x− α2

)
⎛⎝(n

x

) 2l−1
2x−1

− 1

⎞⎠ �

�
x−α2∑
l=1

(x2
n

)l
nx·

2l−1
2x−1 �©nx

2x ·
x−α2∑
l=1

n
x(2l−1)−l(2x−1)

2x−1 =

= non(1)
x−α2∑
l=1

n
x(2l−1)−l(2x−1)

2x−1 . (4.55)

Ранее мы предположили, что x � α2 + 1 � ε + 1. Положим
al = x(2l − 1) − l(2x − 1). Так как al+1 − al = x · 2l − 2x + 1, то
для l � ln((2x − 1)/x) имеем al+1 � al, а для l � ln((2x − 1)/x)
имеем al+1 � al. Следовательно, для 1 � l � x − α2 верно,
что al � max(a1, ax−α2

) = max(x − (2x − 1),x(2x−α2 − 1) − (x −
− α2)(2x − 1)). Так как x � 1 + ε, то

a1/(2x − 1) = x/(2x − 1)− 1 � (1 + ε)/(21+ε − 1)− 1 < 0. (4.56)

Далее,
ax−α2

2x − 1
= x(x− α2)

2x − 1

(
2x−α2 − 1

x− α2

− 2x − 1

x

)
.

Аналогично выводу (4.49), имеем

sup
a�α2+1

ε�α2�1+ε

(
a(a− α2)
2a − 1

(
2a−α2 − 1

a− α2

− 2a − 1

a

))
= I3 < 0.

Положим I4 = max(I3, (1 + ε)/(21+ε − 1)− 1) < 0. Тогда al/(2x −
− 1) � I4, и, следовательно,

non(1) ·
x−α2∑
l=1

n
x(2l−1)−l(2x−1)

2x−1 � non(1) · x · nI4 �n 1.

Учитывая (4.50), (4.51), (4.54), (4.55) и (4.56), получаем

Dϕ̂т,δG,n,r2
�n (Mϕ̂т,δG,n,r2

)2. Следовательно, ϕ̂т,δG,n,r2

п.в.∼ n Mϕ̂
т,δ
G,n,r2

�
�n 1.

Утверждение 4.3.6 доказано.

Утверждение 4.3.7. Если 2n lnn � q(G) � 2n2 lnn, то

L̂min
G,n

п.в.
� nn− 1.
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Док а з а т е л ь с т в о. В силу тех же соображений, что были
приведены при доказательстве предыдущего утверждения, имеем

|TтG,n−2| �n exp(−q(G) · 2−n+2) · |TG,n−2|,
и, далее,

Mϕ̂тG,n−2 �n

(
n

2

)
exp(−q(G)(2−n+2 − 2−n))�©n

�©nn
2 exp(−2n(lnn)3 · 2−n) = n−1 �n 1.

Утверждение 4.3.7 доказано.

Утверждение 4.3.8. Если D ∈ B, D(n)�©n ln lnn и
q(G)�©n2

n(lnn+D(n)), то L̂min
G,n

п.в.= nn.

Док а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности считаем, что
q(G)�©n2

n(lnn + D(n)) + 1, так как если G1− подграф G с

тем же множеством вершин, то L̂min
G1,n

� L̂min
G,n. В силу тех же

соображений, что и в утверждении 4.3.6, имеем

|TтG,n−1| �n exp(−q(G)2−n+1)|TG,n−1|,
и далее

Mϕ̂тG,n−1 �n n · exp(−q(G)(2−n+1 − 2−n)) =

= n · exp(−q(G)2−n) � n · exp(−2n(D(n) + lnn)2−n) =
= exp(−D(n))�n 1.

Утверждение 4.3.8 доказано.

Нетрудно заметить, что имеет место предложение.
Утверждение 4.3.9. Если ε ∈ (0, 1), D ∈ B, D(n)�©n ln lnn,
(lnn)D(n) � q(G) � 2n/(lnn)D(n) и q(G) � (p∗(G))1+ε, то

Δ(G)�n q(G)(ln q(G))/ ln
(

n

ln q(G)

)
.
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АЛГОРИТМЫ ПОСТРОЕНИЯ ТУПИКОВЫХ

ТЕСТОВ

Прежде чем сформулировать результаты главы, введем ряд
понятий. Назовем прямоугольной m × n-решеткой декартово
произведение Nm,n = Nm ⊗ Nn. Под таблицей T , имеющей m
строк и n столбцов, будем в этой главе понимать отображение
T : Nm,n → E, полагая

Tm,n = ENm,n , T∗ =
⋃

(m,n)∈N2

Tm,n.

Если T ∈ Tm,n, то через T̂ обозначим таблицу из TNm,n та-

кую, что (T̂ (k))(l) = T (k, l) для любой пары (k, l) из Nm,n.
Набор x назовем тестом или тупиковым тестом табли-
цы T из Tm,n, если он является тестом или, соответствен-

но, тупиковым тестом таблицы T̂ . Далее полагаем Lm,n =
= (Em \ {0m}) ⊗ (En \ {0n}). Каждой паре (a, b) из Lm,n соот-
ветствует подрешетка a−1(1)⊗ b−1(1) решетки Nm,n.

Пусть имеется графическое изображение таблицы T из Tm,n
и некоторая пара (a, b) из Lm,n. Сотрем все строки, соответству-
ющие нулям набора a, и все столбцы, соответствующие нулям
набора b. Мы получили график некоторой таблицы T ′ из T|a|,|b|.
Эта таблица задается следующей композицией: T ′ = T ◦ (ηa, ηb),
где

(T ◦ (ηa, ηb))(i, j) = T (ηa(i), ηb(j)).

Далее будем обозначать: T (a,b) = T ◦ (ηa, ηb), T(a,b) =
= T |a−1(1)⊗b−1(1).

Введем понятие теста подтаблицы. Пусть имеется T из Tm,n

и (a, b) из Lm,n. Набор x из En, x � b, называется тестом
или тупиковым тестом подтаблицы T(a,b), если набор x ◦ ηb
является тестом или, соответственно, тупиковым тестом таблицы
T (a,b). Это определение соответствует графической интерпрета-
ции композиций x ◦ ηb и T ◦ (ηa, ηb).

В первом параграфе этой главы обосновывается целесообраз-
ность следующих ниже определений. Под схемой алгоритма фак-
тически понимается оператор, ставящий в соответствие каждой
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таблице набор ее фрагментов, которые просматривает алгоритм
построения тупиковых тестов.
Определение 5.0.1. Пара A = (Σ,F ), где Σ каждой паре (m,n)
натуральных чисел ставит в соответствие множество Σ(m,n),
Σ(m,n) ⊆ Lm,n, а F — функция из ET∗

, называется схемой
алгоритма, если выполнено:

1) {1m} ⊗ (En \ {0n}) ⊆ Σ(m,n), (m,n) ∈ N2;
2) если F (T ) = 1, то T — тупиковая тестовая;
3) если (a, b) ∈ Σ(m,n) и x− тупиковый тест подтаблицы

T(a,b), то существует c, c � a, такое что (c,x) ∈ Σ(m,n) и

F (T (c,x)) = 1.
Определение 5.0.2. Схема A = (Σ,F ) называется локальной,
если для любой пары (a, b) из Σ(m,n) верно: если c � a, x � b,
то (c,x) ∈ Σ(m,n) тогда и только тогда, когда (c ◦ ηa,x ◦ ηb) ∈
∈ Σ(|a|, |b|).

Для таблицы T из Tm,n и схемы алгоритма A = (Σ,F ) опре-
делим граф GA(T ) с множеством вершин

PA(T ) = {(a, b) : (a, b) ∈ Σ(m,n),F (T (a,b)) = 1} ∪ {(0m, 0n)}
и множеством ребер XA(T ), состоящим из таких пар вершин
{(a1, b1), (a2, b2)}, что a1 < a2, b1 < b2, |b2| = |b1| + 1; и, если
a1 < a < a2, (a, b1) ∈ Σ(m,n), то набор b1 является тупиковым
тестом подтаблицы T (a, b1).
Определение 5.0.3. Схема A = (Σ,F ) называется связной, если
для любой таблицы T из T∗ граф GA(T ) является связным.

Нас будут интересовать вопросы сложности алгоритмов по-
строения тупиковых тестов. Введем два функционала сложности.
Если A — схема алгоритма, а T ∈ T∗, то μ(A,T ) = |PA(T )|,
а μ∗(A,T ) равно числу таких наборов x, что для некоторого
c верно, что (c,x) ∈ PA(T ). Если A и B — схемы алгорит-
мов, то A � B, если для любой таблицы T из T∗ выполне-
но μ(A,T ) � μ(B,T ). Аналогично определяется и неравенство
A � ∗B.

Мы определили класс связных локальных схем алгорит-
мов. Естественно, встает вопрос об их существовании. Тре-
бованиям, сформулированным нами, удовлетворяет, например,
алгоритм Е.В. Дюковой. Приведем его схему: A∗ = (Σ∗,F ∗),
Σ∗(m,n) = Lm,n, и F ∗(T ) = 1 тогда и только тогда, когда T
— тупиковая тестовая таблица, имеющая одинаковое количество
строк и столбцов. Ясно, что схема A∗ будет связной и локальной.

Обозначим через H множество таких функций f из NN, что
для любого n выполнено f(n) � n. Пусть f ∈ H, определим си-
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стему наборов Ck,pf из E∗, где k ∈ N, а p ∈ Nk, причем Ck,pf ∈ Ek.
Мы полагаем, что для любого натурального k выполнено

1k = Ck,kf > Ck,k−1
f > · · · > Ck,1f > Ck,0f = 0k,

а для p из Nk верно

(Ck,pf − Ck,p−1
f )(η

Ck,p
f

(f(p))) = 1.

Легко видеть, что эти условия полностью определяют указанную

систему, причем Ck,pf ∈ Ekp . Теперь определим схему алгоритма

Д(f) = (ΣД(f),FД(f)), где

ΣД(f)(k,n) = {(Ck,pf ,x) : p ∈ Nk,x ∈ En \ {0n}}
и, если T ∈ Tk,n, то FД(f)(T ) = 1 тогда, когда T — тупиковая

тестовая, а T (Ck,k−1
f ,1n) — не тупиковая. Множество всех таких

схем обозначим через Д(H). Во втором параграфе этой главы
будет показано, что любая схема из Д(H) является связной
и локальной. Основным результатом этого параграфа является
утверждение.
Теорема 5.0.4. Для любой связной локальной схемы алгорит-
ма A существует функция f из H такая, что Д(f) � A и
Д(f) � ∗A.

Заметим, что схемы алгоритмов от Д(H) попарно эквивалент-
ны с точностью до перестановки строк таблицы. Через Д будем
обозначать схему алгоритма, соответствующую тождественной
функции, Д = Д(f0). Ясно, что

Ck,pf0 =
p∨
i=1

0ki , k ∈ N, p ∈ Nk.

Далее мы опишем алгоритм, соответствующий схеме Д.
Если S — некоторый набор (отображение) из NNl

n , то че-

рез S̃ обозначим набор из En такой, что S̃−1(1) = S(Nl).
Пусть имеется T из Tm,n. Если (Cm,p

f0
,x) — вершина дере-

ва GД(T ) (в параграфе 5.2 показано, что для любой f из
H и T из T∗ граф GД(f)(T ) является деревом) отличная от
(0m, 0n), то ей можно поставить в соответствие пару наборов

(K,S), где S ∈ NN|x|
n , K ∈ NN|x|

m , таких, что (K̃, S̃) = (Cm,p
f0

,x),

(K̃|Ni , S̃|Ni) ∈ PД(T ), для i = 1, · · · , |x|, и кроме того вершины

(K̃|Ni , S̃|Ni) и (K̃|Ni+1
, S̃|Ni+1

) смежны для i = 1, · · · , |x| − 1.
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Текущими параметрами алгоритма в «момент времени» t бу-
дет являться пятерка (t,Kt,St, lt,At), где пара наборов (Kt,St),
Kt ∈ NNlt

m , St ∈ NNlt
n , обладает указанными свойствами для од-

ной из вершин GД(T ); At — таблица из Tlt,n, которая строится
специальным образом в процессе работы алгоритма. Теперь при-
ведем описание работы Д-алгоритма на таблице T из Tm,n.

1) Если T̂ (1) = 1n, то T не имеет тестов, перейти к 6). В про-
тивном случае перейти к 2).

2) Положить t = 1, lt = 1, Kt(1) = 1, Â(1) = T̂ (1)⊕ 1n, St(1) =
= min(T̂ (1))−1(0). Перейти к 3).

3) Пусть E = (T̂ (1m,S̃t))−1(1lt). Проверить условие E = 0. Если
оно выполнено, то S̃t — тупиковый тест, перейти к 5).
В противном случае перейти к 4).

4) Положить k = min E ; для i ∈ Nlt положить

Ei = (T̂ (Cm,k
f0

,S̃t))−1(1lti ),

y =

(
lt∧
i=1

(∨
r∈Ei

T̂ (r)

))∧(
T̂ (k)⊕ 1n

)
.

Если y = 0n, перейти к 5). В противном случае уве-

личить t на 1 и положить lt = lt−1 + 1, Ât(lt) = y,
(Kt,St,At)|Nlt−1

= (Kt−1,St−1,At−1), St(lt) = min y−1(1),
Kt(lt) = k. Перейти к 3).

5) Если не существует r такого, что

Cr = (Ât(r))−1(1) ∩ (Nn \NSt(r)) �= ∅,

то перейти к 6). В противном случае положить j0 = minCr0 ,
где r0 = min{r : Cr �= ∅}. Увеличить t на 1 и поло-
жить St|Nr0−1

= St−1|Nr0−1
, St(r0) = j0, lt = r0, (Kt,At) =

= (Kt−1,At−1)|Nr0
. Перейти к 3).

6) Закончить работу.

Пусть имеется граф G и π — нумерация его ребер, т. е. вза-
имнооднозначное отображение X(G) на Nq(G). Под алгоритмом
построения тупиковых тестов пар (T ,G) из TG,n мы будем по-
нимать пару (A,π), где π указанная нумерация, а A — алгоритм
построения тупиковых тестов для таблиц из Tq(G),n. Эта пара
работает следующим образом: сначала получаем из пары (T ,G)
таблицу τ из Tq(G),n такую, что τ̂ = TG ◦ π−1, а затем применяем
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к τ алгоритм A. Сложность работы пары (A,π) естественно
определить следующим образом:

μ((A,π), (T ,G)) = μ(A,TG ◦ π−1),
μ∗((A,π), (T ,G)) = μ∗(A,TG ◦ π−1).

(Мы не отличаем алгоритм от его схемы и T от T̂ .)
Непосредственно из утверждения 5.3.3 параграфа 5.3 выте-

кает утверждение.
Теорема 5.0.5. Если каждому графу G поставить в соот-
ветствие нумерацию его ребер πG, D ∈ B, D(n)�©n ln lnn и
1 � q(G)�©n2

(ln2 n)/D(n), то

μ((Д,πG), (T ,G)) = μ∗((Д,πG), (T ,G))
п.в.
� nϕ

тт
G,n.

5.1. Связные локальные алгоритмы

При рассмотрении задачи построения тупиковых тестов по
таблице сравнения сразу же возникает алгоритм перебора всех
наборов столбцов в каком-либо порядке, скажем, лексикографи-
ческом, и проверке на каждом шаге, является выбранный набор
столбцов тупиковым тестом или нет. Однако этот логически
самый простой алгоритм имеет слишком большую сложность,
чтобы его можно было использовать. Поэтому естественно про-
верять не все наборы столбцов, а лишь, в некотором смысле,
«подозрительные» на тупиковость. Первым шагом этого направ-
ления уменьшения сложности алгоритма является модификация
полного перебора, в процессе которого после просмотра данного
набора столбцов в зависимости от того, является ли он не тупи-
ковым тестом, тупиковым тестом или не тестом, отбрасывается
часть наборов столбцов, как заведомо не являющиеся тупико-
выми тестами. Если набор является не тупиковым тестом, то
отбрасываются все объемлющие его наборы, если не тестом —
то все поднаборы, а если тупиковым тестом, то и те и дру-
гие. В приведенном алгоритме, однако, производится, скорее не
выделение «подозрительных», а отбрасывание некоторой части
«неподозрительных» наборов столбцов.

Остановимся на самом понятии «подозрительности». Что
можно понимать под этим? Необходимо, чтобы множество «подо-
зрительных» наборов по возможности мало отличалось от мно-
жества тупиковых тестов, и, в то же время, их последователь-
ный выбор был достаточно простым, т. е. чтобы при построении
«подозрительных» наборов нам не пришлось фактически осу-
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ществлять перебор всех наборов. Этой цели мы достигнем, если
«время» построения следующего «подозрительного» набора будет
мало́ по сравнению с «временем» проверки набора на тупиковую
тестовость и множество «подозрительных» наборов будет ма́ло
отличаться от множества тупиковых тестов.

Следующее естественное требование, которое нужно предъ-
являть к алгоритму, состоит в том, что информация, полученная
при построении и просмотре данного «подозрительного» набора,
не должна теряться, а, по возможности, более полно использо-
ваться при выявлении «подозрительности» и проверке на тупи-
ковую тестовость наборов столбцов, имеющих с ним непустое
пересечение.

Поскольку «время» проверки наличия какого-либо свойства
таблицы сравнения явно коррелирует с величиной ее фрагмента,
который надо просмотреть для этого, требование относительно
небольшого построения следующего «подозрительного» набора
можно заменить требованием, чтобы нужная нам информация
содержалась в небольшом фрагменте таблицы.

Естественно полагать, что «подозрительность» набора зави-
сит только от столбцов, в него входящих.

Изложенное приводит нас к точке зрения, что наиболее це-
лесообразно «подозрительность» набора столбцов рассматривать
как наличие подтаблицы, состоящей из этих столбцов и некото-
рых строк, и обладающей определенными свойствами, а процесс
работы алгоритма суть последовательное построение этих под-
таблиц и проверка на каждом шаге, является ли соответствую-
щий набор столбцов тупиковым тестом.

Ясно, что если некоторая подтаблица выражает «подозри-
тельность» своего набора столбцов, то она должна являться
тестовой. Однако тестовости явно недостаточно, чтобы обеспе-
чить небольшое отличие множества «подозрительных» наборов
от множества тупиковых тестов, хотя бы потому, что следует
ожидать, что число тестов таблицы много больше, чем число ее
тупиковых тестов. В этом плане кажется необходимым, чтобы
подтаблица, определяющая «подозрительность», была тупиковой
тестовой. С одной стороны, это дает нам, так сказать, «максимум
производительности», а с другой стороны, как мы увидим из
конкретных примеров, допускает достаточно простое последова-
тельное построение таких подтаблиц.

Таким образом, мы пришли к выводу, что элементарный
шаг «хорошего» алгоритма нахождения тупиковых тестов суть
построение следующей тупиковой тестовой подтаблицы из неко-
торого заранее заданного класса, и проверка, является ли соот-
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ветствующий ей набор столбцов тестом всей таблицы. Каждой
паре (m,n) натуральных чисел можно поставить в соответствие
множество пар (a, b) из Lm,n таких, что существует таблица
T из Tm,n, такая, что алгоритм A строит на некотором шаге
подтаблицу T (a, b). Обозначим его через ZA(m,n).

Конкретизируем термин «алгоритм строит тупиковую тесто-
вую подтаблицу». Во-первых, строить в прямом смысле нам
подтаблицу не надо, она уже существует. Поэтому этот термин,
как нам кажется, не может означать ничего, кроме: данная под-
таблица T (a, b) была просмотрена в ходе работы алгоритма и на
основе информации, полученной в ходе просмотра, было принято
решение, что набор b является «подозрительным» и необходимо
просмотреть строки подтаблицы T (1m − a, b) для проверки набо-
ра b на тестовость. Такая интерпретация приводит нас к выводу,
что факт, строит или не строит алгоритм A подтаблицу T (a, b),
зависит лишь от нее самой, т. е. от таблицы T (a,b) и, быть может,
пары (a, b), ибо, в противном случае, для принятия решения
о «подозрительности» набора b должна быть просмотрена, т. е.
построена, более широкая подтаблица, чем T (a, b).

Пусть теперь (a, b) ∈ ZA(m,n), а подтаблица T (a, b) является
тестовой, но не строится алгоритмом A. На основании чего
могло быть принято решение не просматривать ее для выявления
«подозрительности» набора b? Ранее нами была отмечена необ-
ходимость возможно более полного использования информации,
полученной при проверке «подозрительности» и последующем
просмотре какого-либо набора столбцов для выявления «подо-
зрительности» и тупиковой тестовости других наборов столбцов.
Поэтому естественно считать, что упомянутое решение должно
было быть принято на основе просмотра некоторого фрагмента
подтаблицы T (a, b). При этом логически возможным представ-
ляются лишь два случая: T (a, b) — тупиковая тестовая, и на
основе просмотра некоторой T (a′, b), a′ < a, был сделан вывод о
«подозрительности» набора b; T (a, b) — не тупиковая, на основе
просмотра некоторой T (a′, b′), a′ � a, b′ < b, был сделан вывод о
«подозрительности» набора b′ и было выяснено, что b′ — тупи-
ковый тест подтаблицы T (a, b). В первом случае был построен
тупиковый тест b подтаблицы T (a, b), во втором случае — ту-
пиковый тест b′. Причем следует заметить, что при вариации
T в качестве b′ может возникнуть любой набор, меньший b, но
больший 0n. Таким образом, наш алгоритм строит некоторое
непустое множество тупиковых тестов подтаблицы T(a,b). Из со-
ображений простоты следует предположить, что это множество
устроено не экзотически, а представляет собой множество всех
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тупиковых тестов подтаблицы T(a,b). В пользу такого подхода
говорит следующее соображение: зафиксируем фрагмент T(a,b)
и будем варьировать T(1m−a,b) так, чтобы множество тупиковых
тестов T(1m,b) совпадало с множеством тупиковых тестов T(a,b),
и, кроме того, если c — тупиковый тест и c1 < c, |c1| = |c| − 1,
то c1 — тест подтаблицы T(1m−a,b). Тогда если T(g,c) тупиковая
тестовая подтаблица, определяющая «подозрительность» c, то
подтаблица T(g&a,c) также является тупиковой тестовой, причем
вся полезная информация встречается именно в ней, а «хвост»
T(g&(¬a),c) информации о подозрительности c не несет. То есть,
просмотр T(g,c) сводится к просмотру T(g&a,c) и позволяет нам
заключить о «подозрительности» c на тупиковый тест T(a,b), а так
как проверка c на тестовость для T включает в себя и проверку c
на тестовость для T(a,b), можно заключить, что алгоритм строит
c как тупиковый тест T(a,b).

Обозначим через ΣA(m,n), ΣA(m,n) ⊆ Lm,n, множество та-
ких пар (a, b), что для любой таблицы T из Tm,n алгоритм
A строит все тупиковые тесты подтаблицы T(a,b). Нами была
показана необходимость того, чтобы для «хорошего» алгоритма
выполнялось ZA(m,n) � ΣA(m,n). Ранее было отмечено, что
факт построения или непостроения алгоритмом A подтаблицы
T(a,b), где (a, b) ∈ ZA(m,n), зависит лишь от таблицы T (a,b) и,
быть может, самой пары (a, b). Перефразируя это, мы можем ска-
зать, что факт построения или непостроения подтаблицы T(a,b),
где (a, b) ∈ Σ(m,n), зависит лишь от нее самой и, быть может,
от пары (a, b).

Остановимся на этом «быть может». Необходимость возмож-
но более простых правил построения подтаблиц позволяет нам
сделать допущение, что указанный выше факт зависит лишь
от принадлежности пары (a, b) множеству ΣA(m,n) и таблицы
T (a,b).

Отметим, что ΣA(m,n) обязательно должно включать все
пары из {1m} ⊗ (En \ {0n}), так как любой тупиковый тест
подтаблицы T(1m,b) является тупиковым тестом таблицы T .

Приведенных выше рассуждений нам кажется достаточным
для того, чтобы сформулировать определение 5.0.1.

Пусть (a, b) ∈ ΣA(m,n). Алгоритм A строит все тупиковые
тесты подтаблицы T(a,b).

Его работа на подтаблице определяется лишь ею самой,
а фрагмент T |Nm,n\(a−1(1)⊗b−1(1)) никакого влияния на эту работу
не оказывает. То есть, фактически ограничение работы алгорит-
ма на T(a,b) есть обработка таблицы T (a,b). Поэтому естественно



180 Гл. 5. Алгоритмы построения тупиковых тестов

выдвинуть требование, чтобы работа алгоритма на T(a,b) прохо-

дила точно так же, как он обрабатывает T (a,b). Это свойство
выражает определение 5.0.2.

Ранее нами была отмечена необходимость по возможности
более полного использования информации, полученной при про-
смотрах подтаблиц, и максимальной простоты построения под-
таблиц. Нам кажется, этого можно достичь, если текущая ту-
пиковая тестовая подтаблица строится из некоторой уже ранее
построенной путем добавления к ней столбца и некоторого ко-
личества строк. Это свойство наиболее точно сформулировано
в определении 5.0.3.

5.2. Минимизация сложности в классе связных
локальных схем алгоритмов

Утверждение 5.2.1. Если f ∈ H, то Д(f) — связная локальная
схема и для любой T из T∗ граф GД(f)(T ) является деревом.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что, если k1 � k2 � k3 � 0, то

Ck1,k3f ◦ η
C

k1,k2
f

= Ck2,k3f . (5.1)

Пусть (Ck,pf ,x) ∈ ΣД(f)(k,n), тогда если (a, y) ∈ ΣД(f)(k,n) и a �
� Ck,pf , y � x, то a = Ck,p1f , p1 � p. И далее, в силу (5.1), имеем

(a ◦ η
Ck,p

f
, y ◦ ηx) = (Cp,p1f , y ◦ ηx) ∈ ΣД(f)(p, |x|).

Если (Cp,p1f , z) ∈ ΣД(f)(p, |x|), то существует y ∈ En, такой, что
z = y ◦ ηx, и, следовательно, (Cp,p1f , z) = (Ck,p1f ◦ η

Ck,p
f

, y ◦ ηx). Но

(Ck,p1f , y) ∈ ΣД(f)(k,n). Таким образом, схема Д(f) — локальная.

Пусть FД(f)(T
(Ck,p

f ,x)) = 1. Покажем, что тогда существует и,

при том единственная пара, (Ck,p1f , y) из ΣД(f)(k,n) ∪ {0k, 0n}
такая, что p1 < p, y < x, |y| = |x| − 1; и y — тупиковый тест
T

(Ck,p−1
f ,y)

. Заметим, что |x| � p. Если |x| = 1, то эта пара (0k, 0n).
Пусть |x| � 2. В силу определения FД(f) существует i из N|x|
такое, что

f(p) =
(
T (Ck,p

f ,x)
)−1

(1|x|i ). (5.2)

Положим y = x&1nηx(i). Ясно, что |y| = |x| − 1, y ◦ ηx = 1
|x|
i и y

является тупиковым тестом (в силу (5.2)) подтаблицы T
(Ck,p−1

f ,y)
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и тестом любой из подтаблиц T(Ck,l
f ,y), 1 � l � p − 2. Выберем

наименьшее l, такое, что y является тупиковым тестом T(Ck,l
f ,y).

Тогда FД(f)(T
(Ck,l

f ,y)) = 1. Теперь остается лишь заметить, что,
если |y1| = |y|, y1 �= y, y1 < x, то подтаблица T

(Ck,p−1
f ,y1)

не

является даже тестовой, поскольку y1 ◦ ηx ∈ Ẽ |x| и y1 ◦ ηx �= 1
|x|
i .

В силу указанного факта мы получаем, что GД(f)(T ) является
связным ациклическим графом, т. е. деревом.

Утверждение 5.2.1 доказано.

Далее мы выявим некоторые свойства, присущие связным
локальным алгоритмам.

Пусть A = (Σ,F ) — схема алгоритма, через σΣ обозначим
отображение, ставящее в соответствие натуральному числу m
множество σΣ(m), σΣ(m) ⊆ Em \ {0m}, такое, что a ∈ σΣ(m)
тогда и только тогда, когда существует n и x из En \ {0n} такое,
что (a,x) ∈ Σ(m,n). Положим Σ(m,n, a) = {x : (a,x) ∈ Σ(m,n)}.
Будем полагать, что для любого натурального n выполнено
n <∞, n � ∞.
Утверждение 5.2.2. Если A = (Σ,F ) — локальная схема,
то для любого натурального m существует lΣ,m из (N ∪
∪ {∞})σΣ(m) такое, что при a ∈ σΣ(m) для любого натураль-
ного n выполнено

Σ(m,n, a) = {x : x ∈ En \ {0n}, |x| � lΣ,m(a)}.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть (a,x) из Σ(m,n), тогда (a, 1|x|) ∈
∈ Σ(m, |x|) и, следовательно, если a ⊗ (E|x| \ {0|x|}) ⊆ Σ(m,n).
Но тогда для любого k из N|x| верно, что (a, 1k) ∈ Σ(m, k)
и, следовательно, если |y| ∈ N|x|, y ∈ Es, то (a, y) ∈ Σ(m, s).
Из доказанного факта непосредственно вытекает существование
lΣ,m.

Утверждение 5.2.2 доказано.

Утверждение 5.2.3. Если A = (Σ,F ) — связная локальная
схема, то для любого m существует такая функция f из H,
что выполнено

lΣ,m(Cm,i
f ) � i, i = 1, · · · ,m.

Док а з а т е л ь с т в о. Проведем индукцией по m. Если m = 1,
то lΣ,m = ∞ и неравенство верно для f ≡ 1. Пусть утверждение
верно для m � k − 1. Покажем, что тогда оно верно для m = k.
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Пусть T — тупиковая тестовая таблица из Tm,m. Так как граф
GA(T ) — связный, то существует i из Nm и a из Em такие, что
(a, 1mi ) ∈ Σ(m,m), и T(a,1m

i ) — тупиковая тестовая. Так как T —
квадратная тупиковая тестовая таблица, то необходимо, чтобы
|a| = m − 1, т. е. для некоторого j из Nm верно, что a = 1mj .
Таким образом, (1mi , 1mj ) ∈ Σ(m,m) и, следовательно,

lΣ,m(1mj ) � m− 1. (5.3)

Пусть f — функция из H, соответствующая (m − 1) согласно
индукционному предположению. Положим g(m) = j, g|N\{m} =
= f |N\{m}. Ясно, что g ∈ H. Так как Cm,m

g = 1m, Cm,m−1
g = 1mj ,

то
lΣ,m(Cm,k

g ) � k, k = m,m− 1. (5.4)

Легко видеть, что Cm−1,k
f = Cm,k

g ◦ η1m
j
, k ∈ Nm−1. Так как

для любого k из Nm−1 существует xk из Em такое, что

|xk| = k и (Cm−1,k
f ,xk) ∈ Σ(m − 1,m), а также (Cm−1,k

f ,xk) =
= (Cm,k

g ◦ η1m
j
,xk ◦ η1m), то в силу локальности схемы A имеем

(Cm,k
g ,xk) ∈ Σ(m,m), k ∈ Nm−1. Таким образом, учитывая (5.4),

получаем, что lΣ,m(Cm,k
g ) � k, k ∈ Nm.

Утверждение 5.2.3 доказано.

Утверждение 5.2.4. Если A = (Σ,F ) — связная локальная
схема, то существует f из H такая, что для любого нату-
рального m выполнено

lΣ,m(Cm,i
f ) � i, i ∈ Nm. (5.5)

Док а з а т е л ь с т в о. Функцию f из H назовем (A,m)-полной,
если для m выполнено (5.5). Как было показано при до-
казательстве предыдущего утверждения, если k � m и f —
(A,m)-полная, то она и (A, k)-полная. Кроме того, согласно
предыдущему утверждению, для любого натурального m суще-

ствует (A,m)-полная функция из H. Пусть s ∈ NNk
k , s(i) � i

для i ∈ Nk, т. е. для некоторой S из H, s = S|Nk . И, кроме
того, для любого m существует (A,m)-полная f из H такая, что
f |Nk = s. Тогда существует j из Nk+1 такое, что для любого
натурального m существует (A,m)-полная f из H такая, что
f |Nk = s, f(k+ 1) = j. Ибо в противном случае, в силу конечного
числа значений, которые могут принимать функции из H, на
(k + 1) указанное свойство s выполняться не могло бы.
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Используя этот факт, определим индуктивно функцию g
из H.

1. g(1) = 1.
2. Если g определена на Nk, g|Nk = gk, то положим g(k +

+ 1) = j, где j — наименьшее число из Nk+1 такое, что
для любого m существует (A,m)-полная f из H такая, что
f |Nk = gk, f(k + 1) = j.

Ясно, что определение g корректно, и для любого натураль-
ного m она будет (A,m)-полной. Такие функции будем называть
(A,∞)-полными.

Утверждение 5.2.4 доказано.

Определим следующие функции на Tm,n : ϕm,n,x(T ) = 1, если
x — тупиковый тест таблицы T , и 0 — в противном случае;
ϕm,n,r =

∑
x∈En

r
ϕm,n,x; ϕm,n =

∑n
r=1 ϕm,n,r.

Утверждение 5.2.5. Если A = (Σ,F ) — связная локальная
схема алгоритма, f ∈ H, f — (A,∞)-полная, T ∈ Tm,n, то

μ∗(A,T ) �
( ∑
x∈En\{0n}

max
k∈Nm

ϕk,n,x
(
T (Cm,k

f ,1n)
))

+ 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Действительно, пусть x — тупиковый тест

T (Cm,k
f ,1n)

для некоторого k из Nm. Тогда |x| � k и, следователь-

но, в силу (A,∞)-полноты f имеем (Cm,k
f ,x) ∈ Σ(m,n), а значит,

найдется C, C � Cm,k
f , такое, что (C,x) ∈ PA(T ). Из доказанного

факта непосредственно вытекает нужное нам неравенство.
Утверждение 5.2.5 доказано.

Утверждение 5.2.6. Если f ∈ H, T ∈ Tm,n, то

μ(Д(f),T ) = μ∗(Д(f),T ) = 1+
∑

x∈En\{0n}
max
k∈Nm

ϕk,n,x
(
T (Cm,k

f ,1n)
)
.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу определения FД(f) верно, что

FД(f)(T
(Cm,k

f ,x)) = 1 тогда и только тогда, когда T (Cm,k
f ,x)) — ту-

пиковая тестовая, а T (Cm,k−1
f ,x)) — не тупиковая. Следовательно,

если FД(f)(T
(Cm,k

f ,x)) = 1, то для l < k верно FД(f)(T
(Cm,l

f ,x)) = 0,

ибо T (Cm,l
f ,x) — не тупиковая тестовая, а для l > k это же

равенство выполнено потому, что либо T (Cm,l
f ,x) — не тестовая,
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либо, если она тестовая, то T (Cm,l−1,x) — тупиковая тестовая.
Таким образом,

max
k∈Nm

ϕk,n,x(T
(Cm,k

f ,1n)) =
m∑
k+1

FД(f)(T
(Cm,k

f ,x)).

Но тогда

μ(Д(f),T ) = 1 +
∑

(C,x)∈ΣД(f)
(m,n)

F (T (C,x))=1+
∑

x∈En\{0n}

m∑
k=1

FД(f)(T
(Cm,k

f ,x)) =

= 1 +
∑

x∈En\{0n}
max
k∈Nm

ϕk,n,x(T
(Cm,k

f ,1n)).

Так как μ∗ � μ и f является (Д(f),∞)-полной, то в силу преды-
дущего утверждения получим искомое равенство.

Утверждение 5.2.6 доказано.

Утверждение 5.2.7. Для любой A — связной локальной схемы
алгоритма существует f ∈ H такая, что Д(f) � A, Д(f) �
� ∗A.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждению 5.2.4, существует
(A,∞)-полная f из H. Тогда согласно утверждениям 5.2.5 и 5.2.6
для любой T из T∗ верно, что

μ∗(A,T ) � μ∗(Д(f),T ) = μ(Д(f),T ),

но также выполняется μ(A,T ) � μ∗(A,T ). Следовательно,
Д(f) � A и Д(f) � ∗A.

Утверждение 5.2.7 доказано.

5.3. Асимптотическая эффективность Д-алгоритма

Пусть имеется граф G и π — взаимнооднозначное отобра-
жение (нумерация) X(G) на Nq(G). Через < G,π >k обозна-

чим остовный подграф G такой, что X(< G,π >k) = π−1(Nk),
k = 1, · · · , q(G). Через < G,π > ∗

k обозначим граф, полученный
из < G,π >k отождествлением вершин, инцидентных π−1(k + 1),
k = 1, · · · , q(G) = 1. Через OCT (G) обозначим множество остов-
ных подграфов G с непустым множеством ребер. Если x ∈ En,
то положим

ϕтт,πG,n,x = max
k∈Nq(G)

ϕтт<G,π>k,n,x,
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ϕтт,πG,n,r =
∑
x∈En

r

ϕтт,πG,n,x, ϕтт,πG,n =
n∑
r=1

ϕтт,πG,n,r.

Нетрудно видеть, что справедливо
Замечание 5.3.1. Функция f(a) = H(a, r) при 0 � a �
� 2r(ln(r + 1) строго возрастает и строго убывает при
a � 2r ln(r + 1), достигая при a = 2r ln(r + 1) своего единствен-
ного максимума, равного (1/(r + 1))(1− 1/(r + 1))r.
Утверждение 5.3.2. Если каждому графу G поставлена в
соответствие нумерация его ребер πG, D ∈ B, D(n)�©n ln lnn
и 1 � q(G)�©n2

(ln2 n)/D(n), то

ϕтт,πG
G,n

п.в.∼ n ϕ
тт
G,n.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу определения ϕтт,πG
G,n � ϕттG,n. Пусть

имеется ε из (0, 1/16) и пусть 1 � q(G) � n1−ε. В этом случае,
согласно утверждению 3.1.19, имеем

ϕттG,n
п.в.∼m

p∗(G)−1∑
r=1

ϕ
ту,∗
G,n,r. (5.6)

Но, в силу определения,

ϕттG,n � ϕтт,πG
G,n �

p∗(G)−1∑
r=1

ϕ
ту,∗
G,n,r (5.7)

Следовательно,
ϕттG,n

п.в.∼m ϕтт,πG
G,n . (5.8)

Далее будем полагать, что имеется ε из (0, 1/128) и

n1−ε � q(G)�©n2
(ln2 n)/D(n). (5.9)

В силу определения величины ϕтт,πG,n,x имеем

ϕтт,πG,n,x = ϕттG,n,x +
q(G)−1∑
k=1

ϕтт<G,π>k,n,x

(
1− ϕтт<G,π>k+1,n,x

)
, (5.10)

кроме того, верно, что

P
(
ϕтт<G,π>k,n,x

(
1− ϕтт<G,π>k+1,n,x

)
= 1
)

=

P
(
ϕтт<G,π>∗

k ,n,x = 1
)
· 2−|x|, (5.11)
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так как, если(
ϕтт<G,π>k,n,x

(
1− ϕтт<G,π>k+1,n,x

))
(T ) = 1,

то TG(π−1(k + 1)) � x.
Положим ϕтт,π,0G,n,x = 0, и для k из Nq(G) полагаем

ϕтт,π,kG,n,x = ϕтт<G,π>k,n,x,

ϕтт,π,k,1G,n,x = ϕтт<G,π>k,n,x

(
1− ϕтт<G,π>k+1,n,x

)
,

ϕтт,π,k,2G,n,x = ϕтт<G,π>k,n,x

(
1− ϕтт<G,π>k−1,n,x

)
,

ϕтт,π,kG,n,r =
∑
x∈En

r

ϕтт,π,kG,n,x , ϕтт,π,k,1G,n,r =
∑
x∈En

r

ϕтт,π,k,1G,n,x ,

ϕтт,π,k,2G,n,r =
∑
x∈En

r

ϕтт,π,k,2G,n,x , ϕтт,π,kG,n =
n∑
r=1

ϕтт,π,kG,n,r ,

ϕтт,π,k,1G,n =
n∑
r=1

ϕтт,π,k,1G,n,r , ϕтт,π,k,2G,n =
n∑
r=1

ϕтт,π,k,2G,n,r .

Пусть πk — нумерация ребер < G,π >k, порожденная нумераци-
ей π, т. е. πk = π|π−1(Nk). В силу (5.10) получаем, что

ϕтт,πG,n,x = ϕттG,n,x +
q(G)−1∑
k=1

ϕтт,π,kG,n,x

(
1− ϕтт,π,k+1

G,n,x

)
=

=
q(G)∑
k=1

ϕтт,π,kG,n,x

(
1− ϕтт,π,k−1

G,n,x

)
=

=
q(G)∑
k=l+1

ϕтт,π,kG,n,x

(
1−ϕтт,π,k−1

G,n,x

)
+

l∑
k=1

ϕтт,π,kG,n,x

(
1−ϕтт,π,k−1

G,n,x

)
=

= ϕтт,π
l

<G,π>l,n,x
+

q(G)∑
k=l+1

ϕтт,π,kG,n,x

(
1− ϕтт,π,k−1

G,n,x

)
=

= ϕтт,π
l

<G,π>l,n,x
+

q(G)∑
k=l+1

ϕтт,π,k,2G,n,x .
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Следовательно,

ϕтт,πG,n = ϕтт,π
l

<G,π>l,n
+

q(G)∑
k=l+1

ϕтт,π,k,2G,n .

Далее полагаем l =]n1−2ε[. Так как ε ∈ (0, 1/128), то, согласно
(5.8), имеем

ϕ
тт,πl

G
<G,π>l,n

п.в.∼ n ϕ
тт,π,l
G,n ,

следовательно,

ϕтт,πG
G,n

п.в.∼ n ϕ
тт,πG,l
G,n +

q(G)∑
k=l+1

ϕтт,πG,k,2
G,n = ϕттG,n +

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n .

(5.12)
Далее имеем

ϕтт,πG
G,n

п.в.∼ n ϕ
тт
G,n +

q(G)−1∑
k=l

n∑
r=1

ϕтт,πG,k,1
G,n,r =

= ϕттG,n +
n∑

r=s+1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r +

s∑
r=1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r . (5.13)

Поскольку
q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,x � ϕтт,πG

G,n,x � 1,

то
s∑
r=1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r �

s∑
r=1

(
n

r

)
. (5.14)

Положим s = [θ(q(G))]. Так как s�n n, то для r � s верно, что( n
r−1

) /(n
r

)
�n 1 и, следовательно,

s∑
r=1

(
n

r

)
�n

(
n

s

)
. (5.15)

В силу следствия 3.3.9 имеем

ϕттG,n
п.в.∼ n =

n∑
r=1

(
n

r

)
·H(q(G), r). (5.16)
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Положив α = s+ 1− θ(q(G)) имеем

H(q(G), s+ 1) = exp
(
−q(G)2−θ(q(G))−α

)
×

×
(
1− exp

(
−q(G)2−q(G)−α

))s+1
=

= 1

(ln q(G))2
−α ·

(
1− 1

(ln q(G))2
−α

)s+1

.

Так как 0 � α � 1, то

H(q(G), s+ 1) � 1

ln q(G)
·
(
1− 1√

ln q(G)

)s+1

∼n

∼n 1

ln q(G)
·
(
1− 1√

ln q(G)

)ln q(G)

�n e−
√

ln q(G)

ln q(G)
�©n

�©n
1

ln2 n
· e−(lnn)/

√
D(n) = 1

ln2 n
· n−1/

√
D(n) .

(5.17)

Так как
( n
s+1

)
= n− s

s+ 1
·
(n
s

)
, то(

n

s+ 1

)
·H(q(G), s+ 1) �

(
n

s

)
· n1−on(1). (5.18)

Следовательно, в силу (5.14) – (5.16) получаем, что

s∑
r=1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r

п.в.�n ϕ
тт
G,n,

и согласно (5.13) имеем

ϕтт,πG
G,n

п.в.∼ n ϕ
тт
G,n +

n∑
r=s+1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r , (5.19)

где l =]n1−2ε[, s = [θ(q(G))].
В соответствии с (5.11) получаем, что

M
n∑

r=s+1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r =

n∑
r=s+1

2−r
q(G)−1∑
k=l

Mϕтт<G,πG>∗
k ,n,r. (5.20)
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Так как, если r � θ(q(G)) и m � q(G), то m�©n2
rr(ln 2)/2, в силу

утверждения 2.2.14, для r � s+ 1 имеем

Mϕтт<G,πG>∗
k ,n,r �n

(
n

r

)
H(q(< G,πG >

∗
k), r). (5.21)

Если r � s+ 2 � θ(q(G)) + 1, то

2r ln(r + 1) � 2q(G) ln(s+ 2)
ln ln q(G)

�©nq(G).

Следовательно, в этом случае

H(q(< G,πG >
∗
k ), r) � H(k, r), (5.22)

так как q(< G,πG > ∗
k ) � k � q(G). Если r � s + 1 � θ(q(G)) и

k � 2r ln(r + 1), то неравенство (5.22) выполняется в силу тех
же соображений. Пусть r = s+ 1 и 2r ln(r + 1) � k � q(G). Тогда
H(k, r) � H(q(G), r). Так как r � θ(q(G)), то

exp
(
−q(G)2−r

)
� exp

(
−q(G)2−θ(q(G))

)
= 1

ln q(G)
.

Поскольку q(G) � 2r ln(r + 1), имеем(
1− exp(−q(G)2−r)

)r �
(
1− exp(−2r(ln(r+1))2−r

)r =
(
1− 1

r+1

)r
.

Так как ln q(G) ∼ rr + 1, то получаем, что

H(k, r) � H(q(G), r) � r
1

r + 1

(
1− 1

r + 1

)r
,

но для любого неотрицательного a выполнено

H(a, r) � 1

r + 1

(
1− 1

r + 1

)r
.

Следовательно, в рассматриваемом нами случае верно, что

H(q(< G,πG >
∗
k ), r) �n H(k, r).

Таким образом, Mϕтт<G,πG>∗
k ,n,r �n

(n
r

)
H(k, r) и

M
n∑

r=s+1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r �n

n∑
r=s+1

2−r
(
n

r

) q(G)−1∑
k=l

H(k, r). (5.23)
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В силу замечания 5.3.1

q(G)−1∑
k=l

H(k, r)�©n

q(G)∫

0

H(x, r)dx+ 1

r + 1

(
1− 1

r + 1

)r
,

если r = s+ 1, и

q(G)−1∑
k=l

H(k, r)�©n

q(G)∫

0

H(x, r)dx

если r � s+ 2. Легко видеть, что

q(G)∫

0

exp(−x2−r)(1− exp(−x2−r))dx =

= 2r

r + 1
(1− exp(−x2−r))r+1|q(G)

0
= 2r

r + 1
(1− exp(−q(G)2−r))r+1=

= 2r

r + 1
(exp(q(G)2−r)− 1)H(q(G), r). (5.24)

Ясно, что

2r

r + 1
(1− exp(−q(G)2−r))r+1 �n

1

r + 1

(
1− 1

r + 1

)r
.

Следовательно, учитывая (5.23), имеем

M
n∑

r=s+1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r �n

n∑
r=s+1

(
n

r

)
eq(G)2−r − 1

r + 1
H(q(G), r).

Покажем, что
n∑

r=s+1

(
n

r

)
eq(G)2−r − 1

r + 1
H(q(G), r)�n

n∑
r=1

(
n

r

)
H(q(G), r). (5.25)

Если r � s+ 2 � θ(q(G)) + 1, то

eq(G)2−r − 1

r + 1
�
√

ln q(G) − 1

r + 1
�n 1.

Следовательно,
n∑

r=s+2

(
n

r

)
eq(G)2−r − 1

r + 1
H(q(G), r)�n

n∑
r=s+2

(
n

r

)
H(q(G), r).
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Если для некоторой D из B выполнено

exp(q(G)2−s−1) � (r + 1)/
√
D(n) ,

то
(exp(q(G)2−s−1 − 1)/(s+ 2)�n 1

и (5.25) выполняется.
Пусть exp(q(G)2−s−1) � (s + 2)/

√
D(n) . Так как s + 1 �

� θ(q(G)), то(
n

s+ 1

)
·
(
(exp(q(G)2−s−1)− 1)/(s+ 2)

)
·H(q(G), s+ 1)(

n

s+ 2

)
·H(q(G), s+ 2)

=

=
(
exp(q(G)2−s−2)/(n− s− 1)

)
· (1 + exp(−q(G)2−s−2))s+2 �

�
(
exp(q(G)2−θ(q(G))−1)/(n− s− 1)

)
·
(
1 +

√√
D(n)
s+ 2

)s+2

�

�
√

ln q(G)
n− s− 1

e
√

(s+2)D(n) �n
1√
D(n)

lnn
n
elnn

√√
D(n) /D(n) =

= 1√
D(n)

lnn
n
n1/D(n)1/4 �n 1.

Следовательно, и в этом случае неравенство (5.25) выполняется.
Таким образом,

M
n∑

r=s+1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r �n

n∑
r=1

(
n

r

)
H(q(G), r),

а, значит, выполнено

n∑
r=s+1

q(G)−1∑
k=l

ϕтт,πG,k,1
G,n,r

п.в.�n

n∑
r=1

(
n

r

)
H(q(G), r).

Учитывая (5.16) и (5.19), получаем, что

ϕтт,πG
G,n

п.в.
� nϕ

тт
G,n.

Утверждение 5.3.2 доказано.
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Непосредственно из доказанного утверждения, а также из
утверждения 5.2.6, вытекает предложение.

Утверждение 5.3.3. Если каждому графу G поставлена в
соответствие нумерация его ребер πG, D ∈ B, D(n)�©n ln lnn
и 1 � q(G) � exp2((ln2 n)/D(n)), то

μ((Д,πG), (T ,G)) = μ∗((Д,πG), (T ,G))п.в.∼ n ϕ
тт
G,n.
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Гл а в а 6

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

В данной части мы будем придерживаться обозначений, при-
веденных в параграфе 1.3. Напомним основные из них.

Если имеются два множества A и B, отображение f : B → A,
множества C, D, C ⊆ A, D ⊆ B и элемент a ∈ A, то полага-
ем f(D) = {b : b = f(a), a ∈ D}, f−1(a) = {b ∈ B : f(b) = a},
f−1(c) = ∪a∈Cf−1(a). Если f , g — отображения f : B → A,
g : C → B, то f ◦ g : C → A и (f ◦ g)(x) = f(g(x)). Через A⊗ B
обозначим множество упорядоченных пар (a, b), где a ∈ A, b ∈ B;
через |A| обозначим мощность конечного множества A.

Обозначим через Ñm — множество {0, 1, . . . ,m} для m � 0

и через Nm множество Ñm \ {0}. Положим E = {0, 1}. Отоб-
ражения множества Nn в E будем отождествлять с наборами
из n-мерного бинарного куба En. Считаем, что i-я координа-
та набора x̃ из En, i ∈ Nn, есть значение отображения x̃(i).
Аналогично, будем рассматривать наборы длины n элементов
некоторого множества A как отображения Nn в A.

Через 1̃n, 0̃n обозначим, соответственно, тождественные 1 и 0
из En. Если i, j ∈ Nn, то положим

1̃ni (j) =
{

0, при i = j,
1, при i �= j,

0̃ni (j) =
{

1, при i = j,
0, при i �= j.

Если l ∈ Ñn, то обозначим через Enl множество {x̃ ∈
∈ En : |x̃−1(1)| = l}, т. е. Enl — есть l-й слой куба.

Положим Ẽn = {1̃ni : i ∈ Nn}, т. е. Ẽn = Enn−1, En = Ẽn ∪ {1̃n}.
Для a ∈ [0,n] положим En+

a = ∪l>aEnl и En−a = ∪l<aEnl .
Определим на E операцию «↔» так, что a↔b = a ⊕ b ⊕ 1

для любых a, b ∈ E. Операции &, ∨, ⊕, ↔ над наборами En

производятся поэлементно так, что (x̃&ỹ)(i) = x̃(i)&ỹ(i) для
всех x̃, ỹ ∈ En, i ∈ Nn, и т.д. Знаки �, <, связывающие наборы
из En, относятся к стандартной поэлементной упорядоченности.
Если x̃, ỹ ∈ En, положим |x̃| = |x̃−1(1)| — число единиц в наборе
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x̃, ρ(x̃, ỹ) = |x̃ ⊕ ỹ| = n − |x̃↔ỹ| — число компонент, в которых
наборы x̃ и ỹ отличаются. Если A ⊆ En, " — одна из операций &,
∨, ⊕, ↔, то положим A " x̃ = {ỹ " x̃ : ỹ ∈ A}.

Для x̃ ∈ En \ {0̃n} определим отображения ηx̃, ηx̃ : N|x̃| →
→ Nn, положив ηx̃(i) = ki, i ∈ N|x̃|, где ki — номер i-й единицы
набора x̃. Если выписать набор ỹ ∈ En и вычеркнуть координаты,
соответствующие нулям набора x̃, получим запись набора ỹ ◦ ηx̃.
Для x̃ из En определим отображение πx̃, πx̃ : En → E|x̃|, так, что
πx̃(ỹ) = ỹ ◦ ηx̃. Если первые l, l ∈ Nn, координат набора x̃ из En

равны 1, а остальные — 0, то будет обозначать отображение πx̃
через πn,l.

Если G — граф, то через P(G), X(G) будем обозначать, соот-
ветственно, множества вершин и ребер графа G. Если A и B —
конечные множества, A ∩ B = ∅, то через GA,B обозначим пол-
ный двудольный граф такой, что P(G) = A ∪ B, X(G) = A⊗ B.
Через k(G) обозначим число компонент связности графа G.

Если U — конечное множество, то бинарными U -таблицами,
имеющими n столбцов, будем называть отображения T , T : U →
→ En. Множество таких таблиц обозначим через TU ,n. Если V1,
V2 — конечные множества, V1 ∩ V2 = ∅, то полагаем TV1,V2,n =
= TV1,n ⊗ TV2,n. Множества V1 и V2 также иногда будем называть
классами (V1 — первый класс, V2 — второй). Определим понятия
теста и тупикового теста пары таблиц T = (T1,T2) из TA,B,n
(таблицы T1 из TA,n), где A и B — конечные множества.
Определение 6.0.4. Набор x̃ из En называется тестом пары
таблиц T = (T1,T2) из TA,B,n, если ни для каких a1 из A и a2
из B не выполнено

T1(a1) ◦ ηx̃ = T2(a2) ◦ ηx̃.
Определение 6.0.5. Набор x̃ из En называется тестом табли-
цы T1 из TA,n, если ни для какого a ∈ A не выполнено T1(a) � x̃.
Определение 6.0.6. Тест x̃ пары таблиц T из TA,B,n (таблицы T1
из TA,n) называется тупиковым, если никакой набор ỹ из En,
ỹ < x̃, не является тестом пары таблиц T (таблицы T1).

Если набор x̃ из En — тест (тупиковый тест) пары таблиц T
из TA,B,n (таблицы T1 из TA,n), то будем также называть тестом
(тупиковым тестом) набор столбцов, соответствующих единицам
набора x̃.

Если T — пара таблиц из TV1,V2,n и ϕ — отображение En в Er,
то через ϕ ◦ T будем обозначать пару таблиц (ϕ ◦ T1,ϕ ◦ T2).

Если T = (T1,T2) — пара таблиц из TV1,V2,n, то таблицей

сравнения для T назовем таблицу T̂ из TV1⊗V2,n, такую, что для

7*
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любых a1 ∈ V1, a2 ∈ V2 выполнено T̂ ((a1, a2)) = T1(a1)↔T2(a2).
Очевидно, что набор x̃ из En будет тестом (тупиковым тестом)
пары таблиц T из TV1,V2,n тогда и только тогда, когда x̃ будет

тестом (тупиковым тестом) ее таблицы сравнения T̂ .
Пару таблиц T из TV1,V2,n будем называть тестовой (тупи-

ковой тестовой), если набор 1̃n является тестом (тупиковым
тестом) пары таблиц T . Множество тестовых (тупиковых те-
стовых) пар таблиц из TV1,V2,n будем обозначать через TтV1,V2,n
(TттV1,V2,n).

Если T — пара таблиц из TV1,V2,n, то, так как

X(GV1,V2) = V1 ⊕ V2, можно считать, что T̂ ∈ TX(GV1,V2
),n.

Множество TX(G),n будем также обозначать через TG,n.
В дальнейшем символы T , V1, V2 будут использоваться толь-

ко в указанном выше смысле. Будем также обозначать m1 = |V1|,
m2 = |V2|, m = m1m2. Положим lnx = max{2, ln2 x}.

Пусть N, R, R+ — множества, соответственно, натуральных,
действительных и положительных действительных чисел. Пола-
гаем, чтоM есть множество таких непрерывных отображений α,
α : R+ → R+, что lim

x→∞α(x) = 0, и B = {D : D(x) = 1/α(x),α ∈
∈M}.

Пусть f(n) � 0, g(n) > 0, n ∈ N. Будем записы-
вать f(n)� n g(n), если f(n) � g(n) начиная с неко-

торого номера n; f(n) ∼ n g(n), если lim
n→∞

f(n)
g(n)

= 1;

f(n) � n g(n), если lim
n→∞

f(n)
g(n)

= 0 и f(n) �n g(n), если

0 < limn→∞
f(n)
g(n)

< limn→∞
f(n)
g(n)

<∞.

Будем говорить, что некоторое свойство выполняется для
почти всех при n → ∞ пар таблиц из TV1,V2,n (TтV1,V2,n и т.д.)
при заданных ограничениях на m1, m2, n и, возможно, другие
параметры, если найдется такое α из M, что при любых допу-
стимых значениях m1, m2, n и других параметров, если доля пар
таблиц T из TV1,V2,n (TтV1,V2,n и т.д.), для которых не выполняется

данное свойство, не превосходит α(n).
Будем также считать, что на TV1,V2,n задано дискретное ве-

роятностное пространство, при котором вероятность появления
всех пар таблиц из TV1,V2,n одинакова и равна 2−n(m1+m2). В ве-
роятностной интерпретации термину «для почти всех таблиц»
будет соответствовать термин «почти всюду».
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Глава 7 посвящена асимптотическому поведению весов при-

знаков. Обозначим через ϕтV1,V2,n,x̃, где x̃ ∈ E
n \ {0̃n}, функцию,

определенную на множестве TV1,V2,n и принимающую значение 1
на таких парах таблиц T из TV1,V2,n, что x̃ — тест пары T ,
и значение 0 на остальных парах таблиц из TV1,V2,n. Для r
из Nn через ϕтV1,V2,n,r обозначим функцию, равную числу тестов

длины r пары таблиц T из TV1,V2,n, а через ϕтV1,V2,n — функцию,
равную числу всех тестов пары таблиц T , тогда

ϕтV1,V2,n,r =
∑
x̃∈En

r

ϕтV1,V2,n,x̃ и ϕтV1,V2,n =
n∑
r=1

ϕтV1,V2,n,r.

Аналогичным образом определим функцию ϕттV1,V2,n,x̃, которая

равна 1, если x̃ — тупиковый тест пары таблиц T , и 0 —
в остальных случаях. Определим также функции ϕттV1,V2,n,r — чис-

ло тупиковых тестов длины r, ϕттV1,V2,n — число всех тупиковых

тестов, ϕктV1,V2,n,r — число тестов длины не более r, ϕкттV1,V2,n,r
—

число тупиковых тестов длины не более r. Для этих функций
выполнено

ϕттV1,V2,n,r =
∑
x̃∈En

r

ϕттV1,V2,n,x̃, ϕттV1,V2,n =
n∑
r=1

ϕттV1,V2,n,r,

ϕктV1,V2,n,r =
r∑
j=1

ϕтV1,V2,n,j , ϕкттV1,V2,n,r
=

r∑
j=1

ϕттV1,V2,n,j .

Пусть ∇ — один из значков «т», «тт», а Δ — один из значков
«т», «тт», «кт», «ктт». Для i ∈ Nn и r ∈ Nn определим функции

ϕ∇,i
V1,V2,n,r

=
∑

x̃∈En
r ,x̃(i)=1

ϕ∇
V1,V2,n,x̃

, ϕ∇,i
V1,V2,n

=
n∑
r=1

ϕ∇,i
V1,V2,n,r

,

ϕк∇,i
V1,V2,n,r

=
r∑
j=1

ϕ∇,i
V1,V2,n,j

.

Определим на TV1,V2,n функции ψΔ,i
V1,V2,n,r

, ψ∇,i
V1,V2,n

, равные доле
тестов соответствующего вида, содержащих i-й признак,

ψΔ,i
V1,V2,n,r

=
ϕΔ,i

V1,V2,n,r

ϕΔ
V1,V2,n,r

и ψ∇,i
V1,V2,n

=
ϕ∇,i

V1,V2,n

ϕ∇
V1,V2,n

.
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Определение 6.0.7. Функции ψ∇,i
V1,V2,n

, ψΔ,i
V1,V2,n,r

будем называть
весами i-го признака в паре таблиц T из TV1,V2,n, а именно:

ψT ,iV1,V2,n
— вес по всем тестам,

ψтт,iV1,V2,n
— вес по всем тупиковым тестам,

ψT ,iV1,V2,n,r
— вес по всем тестам длины r,

ψтт,iV1,V2,n,r
— вес по всем тупиковым тестам длины r,

ψкт,iV1,V2,n,r
— вес по всем тестам длины не более r,

ψктт,iV1,V2,n,r
— вес по всем тупиковым тестам длины не более r.

Считаем, что функции весов по тестам каждого конкретного
вида определены на парах таблиц из TV1,V2,n, имеющих соответ-
ствующие тесты. Не ограничивая общности, будем рассматри-
вать весовые функции для первого столбца и будем опускать
номер столбца при записи весовых функций: ψтV1,V2,n, ψ

т
V1,V2,n,r

и
т. д.

Через Tα,εV1,V2,n, где α ∈ (0, 1), ε ∈ (0, 1/2), обозначим множе-

ство таких пар таблиц T из TV1,V2,n, что εmi � |(πn,1 ◦ T )−1(1)| �
� (1− ε)mi, i ∈ N2, и |(πn,1 ◦ T̂ )−1(1)| = αm1m2. Будем рассмат-
ривать только такие значения α, при которых множества Tα,εV1,V2,n
не пусты. Очевидно, что для каждого ε из (0, 1/2) такие α лежат
на отрезке [2ε− 2ε2, 1− 2ε+ 2ε2], который будем обозначать Iε.
Через ψα,TV1,V2,n, ψα,ттV1,V2,n

, ψα,TV1,V2,n,r, ψα,ттV1,V2,n,r
, ψα,ктV1,V2,n,r

, ψα,кттV1,V2,n,r
будем обозначать сужения соответствующих весовых функций
на множество Tα,εV1,V2,n.

Положим

rε1,k(m) = ] lnm− (1− ε) ln lnm[,
rε2,k(m) = ] lnm− (1 + ε) ln ln lnm[,
r̃ε1,k(m) = ] lnm− (2− ε) ln lnm[,
r̃ε2,k(m) = ] lnm− (1 + ε) ln lnm[.

Понятно, что r̃ε1,k(m) < r̃ε2,k(m) < rε1,k(m) < rε2,k(m).
Основным результатом главы 7 является следующая теорема.

Теорема 6.0.8. Пусть c1, c2, ε — константы, 0 < c1 < 1 <
< c2, ε ∈ (0,min(1/32, c1/(20c2))). Тогда, если nc1 � m1m2 � nc2 ,
m1 �n m2, α, α1, α2 ∈ Iε, то

1. Существует такая функция Ψα(n,m1m2), что

ψα,ттV1,V2,n
п.в.∼ n Ψα(n,m1m2)



Гл. 6. Основные понятия и результаты 199

и при α1 < α2

Ψα1(n,m1m2)�n Ψα2(n,m1m2);

2. ψα,TV1,V2,n
п.в.∼ n

1

2
;

3. Существует такая функция Ψα
k (n,m1m2, r), что при

r ∈ [r̃ε1,k(m1m2), rε2,k(m1m2)]

ψα,ктV1,V2,n,r
∼ ψα,кттV1,V2,n,r

∼ ψα,TV1,V2,n,r ∼ ψα,ттV1,V2,n,r
∼ Ψα

k (n,m1m2, r).

Если α1 < α2 и r ∈ [rε1,k(m1m2), rε2,k(m1m2)], то

Ψα1

k (n,m1m2, r)�n Ψα2

k (n,m1m2, r).

Если α <
1

2
и r ∈ [r̃ε1,k(m1m2), r̃ε2,k(m1m2)], то

Ψα
k (n,m1m2, r) ∼n 1.

Эти результаты вытекают непосредственно из утвержде-
ний 7.5.3–7.5.5, 7.5.7, 7.5.10. В утверждениях 7.5.2, 7.5.5 указан
вид функций Ψα

k (n,m1m2, r) и Ψα
k (n,m1m2).

Теорема 6.0.8 описывает асимптотическое поведение весов
признаков по различным множествам тестов в зависимости от
доли различаемых признаком пар объектов, не лежащих в одном
классе. Из нее можно сделать следующие выводы:

�) вес признака по всем тупиковым тестам имеет тенденцию к
уменьшению с увеличением доли различаемых признаком
пар объектов;

�) вес признака по всем тестам не зависит от доли различае-
мых признаком пар объектов и почти всегда равен 1/2;

�) вес признака по всем коротким тестам (коротким тупи-
ковым тестам) растет с увеличением доли различаемых
признаков пар объектов;

�) вес признака, различающего больше половины пар объ-
ектов, по множеству тестов, длина которых достаточно
близка к минимальной, почти всегда равна единице.

Поэтому в качестве опорного множества тестового алгоритма
распознавания образов целесообразно использовать множество
всех коротких тестов, т. е. тестов, длина которых не превосходит
некоторого числа из интервала (lnm − ln lnm, lnm − ln ln lnm),
а в качестве меры важности (информативности) признака — его
вес по множеству коротких тестов.

В главе 8 рассматривается вопрос устойчивости опорных мно-
жеств тестов различного вида при малых искажениях обучающей
таблицы.
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С этой целью мы определяем множество T2
V1,V2,n

=
= TV1,V2,n ⊗ TV1,V2,n и рассматриваем конечное вероятностное
пространство со следующим распределением:

P{T ,T ∗} = pρ̃(T ,T
∗) · (1− p)(|V1|+|V2|)n−ρ̃(T ,T ∗) · 2−(|V1|+|V2|)n ,

где ρ̃(T ,T ∗) — число отличий пар таблиц T и T ∗ из TV1,V2,n, т. е.

ρ̃(T ,T ∗) =
2∑
i=1

∑
a∈Vi

ρ(Ti(a),T ∗
i (a)). Это распределение моделирует

ситуацию, когда каждая компонента пары таблиц T независимо
от других с вероятностью p меняет свой значение на противопо-
ложное, и в результате изменений возникает пара таблиц T ∗.

Определим на T2
V1,V2,n

функции ϕтт,&V1,V2,n
, ϕтт,∨V1,V2,n

, ϕтт,&V1,V2,n,r
,

ϕтт,∨V1,V2,n,r
, ϕтт,∨V1,V2,n,r

, ϕктт,&V1,V2,n,r
, ϕктт,∨V1,V2,n,r

, ϕT ,&V1,V2,n,r
, ϕT ,∨V1,V2,n,r

,

ϕкт,&V1,V2,n,r
, ϕкт,∨V1,V2,n,r

такие, что

ϕтт,&V1,V2,n
((T ,T ∗)) — число наборов из En, одновременно являю-

щихся тупиковыми тестами пар таблиц T и T ∗,
ϕтт,∨V1,V2,n

((T ,T ∗)) — число наборов из En, являющихся тупиковы-
ми тестами хотя бы одной из пар таблиц T и T ∗,

ϕтт,&V1,V2,n,r
((T ,T ∗)) — число наборов длины r из En, являющихся

одновременно тупиковыми тестами пар таблиц T и T ∗,
ϕтт,∨V1,V2,n,r

((T ,T ∗)) — число наборов длины r из En, являющимися
тупиковыми тестами хотя бы одной из пар таблиц T и T ∗,

ϕктт,&V1,V2,n,r
((T ,T ∗)) — число наборов длины не более r из En, од-

новременно являющихся тупиковыми тестами пар таблиц T
и T ∗,

ϕктт,∨V1,V2,n,r
((T ,T ∗)) — число наборов длины не более r, являющих-

ся тупиковыми тестами хотя бы одной из пар таблиц T
и T ∗,

ϕT ,&V1,V2,n,r
((T ,T ∗)) — число наборов длины r из En, одновременно

являющихся тестами пар таблиц T и T ∗,
ϕT ,∨V1,V2,n,r

((T ,T ∗)) — число наборов длины r из En, являющихся
тестами хотя бы одной из пар таблиц T и T ∗,

ϕкт,&V1,V2,n,r
((T ,T ∗)) — число наборов длины не более r из En,

одновременно являющихся тестами пар таблиц T и T ∗,
ϕкт,∨V1,V2,n,r

((T ,T ∗)) — число наборов длины не более r из En,
являющихся тестами хотя бы одной из пар таблиц T и T ∗.

Определенные выше функции со значком конъюнкции задают
количество наборов из En, являющихся тестами соответствую-
щего вида как для правильно заданной, так и для искаженной
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таблицы, а функции со значком дизъюнкции — количество набо-
ров, являющихся тестами одной из таблиц.

Множество тестов любого из указанных видов назовем
устойчивым к искажениям (при определенных ограничениях на

параметры), если ϕ∗,& п.в.∼ n ϕ∗,∨, где ϕ∗ — функция, задающая
число тестов соответствующего вида.

Основным результатом главы 8 является следующая теорема.
Теорема 6.0.9. Пусть ε ∈ (0,min(1/32, c1/(20c2))), 0 < c1 < 1 <
< c2, nc1 � m1m2 � nc2 , (lnm1m2)−2 �n p�n (lnm1m2)−(1+ε),
∇ — один из значков «т», «тт», «кт», «ктт», то

1. Если r =] lnm1m2 − ε ln lnm1m2[ или r =] lnm1m2 −
− b ln ln lnm1m2[, b > 1 + ε, то

ϕ∇,&
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
∇,∨
V1,V2,n,r

п.в.∼ n

(
n

r

)
exp
{
−m1m2

2r

}
.

2. ϕтт,&V1,V2,n
�n ϕ

тт,∨
V1,V2,n

.
3. Если r =] lnm1m2 − a ln lnm1m2[, a ∈ (1 + ε, 2− ε), то

ϕ∇,&
V1,V2,n,r

п.в.�n ϕ
∇,∨
V1,V2,n,r

.

Теорема следует непосредственно из утверждений 8.2.5,
8.3.7, 8.4.3.

Теорема 6.0.9 описывает асимптотическое поведение множе-
ства тупиковых тестов пар таблиц из TV1,V2,n при искажениях
таблиц, задаваемых распределением вероятностей P. При таких
искажениях почти все тупиковые тесты правильно заданной
пары таблиц являются тупиковыми тестами искаженной пары
таблиц, и наоборот, в то время как множество коротких тестов
практически не изменяется. Кроме того, множество тестов (ту-
пиковых тестов), длина которых близка к минимальной, также
изменяется почти полностью. Поэтому распознающие алгоритмы,
использующие в качестве опорного множества множество всех
коротких тестов пар таблиц, будут устойчивыми к малым иска-
жениям обучающей информации.

В главе 9 рассматриваются алгоритмы построения коротких
тестов и анализируется эффективность.

Если T — пара таблиц из TV1,V2,n, то назовем нумерацией

строк таблицы сравнения T̂ (или ребер графа GV1,V2) взаимноод-
нозначное отображение π :X(GV1,V2)→ Nm, где m =m1 ·m2. Че-

рез T̂π обозначим таблицу T̂π = T̂ ◦ π−1 : Nm → En. Множество
всех нумераций ребер графа GV1,V2 обозначим через PV1,V2 . Пусть

π ∈ PV1,V2 . Очевидно, что набор x̃ из En \ {0̃n} является тестом
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(тупиковым тестом) таблицы T̂ тогда и только тогда, когда он

является тестом (тупиковым тестом) таблицы T̂π.
Обозначим через T∗

m,n множество таблиц S, S : Nm → En,
и положим T∗ = ∪(m,n)∈N2T∗

m,n. Пусть S ∈ T∗, A — алгоритм
построения тестов (тупиковых тестов). Под сложностью работы
алгоритма μт(A,S) (μтт(A,S)) будем понимать, следуя А. Е. Ан-
дрееву [3], количество наборов из En, проверяемых в алгоритме
на принадлежность к множеству тестов (тупиковых тестов) таб-
лицы S.

Предлагаются два алгоритма построения коротких тестов: Д1

и Д2. Алгоритм Д1(r) предназначен для построения всех тупико-
вых тестов длины не более r, а алгоритм Д2(r) — для построения
всех тестов длины не более r.

Алгоритм Д1 построен на основе алгоритма нахождения всех
тупиковых тестов таблиц, предложенного А. Е. Андреевым.

Пусть T — пара таблиц из TV1,V2,n, T̂ , T̂ ∈ T∗
m,n — ее таблица

сравнения, π — нумерация строк таблицы сравнения. Набор S,
состоящий из l чисел из Nn, будем отождествлять с отображе-

нием S : Nl → Nn. Через S̃ обозначим такой набор из En, что

S̃−1(1) = S(Nl), через T̃ S̃π обозначим таблицу T̂π ◦ πS̃ , и будем

называть подтаблицей, задаваемой S̃.
Текущими параметрами алгоритма Д1(r) будут t, Kt, St, lt,

At, где t — номер проверяемого алгоритмом набора из En, lt —
длина этого набора. В «момент времени» t алгоритм проверяет

набор S̃t, где St : Nlt → Nn. Набор Kt, Kt : Nlt → Nn, и табли-
ца At, At ∈ T∗

lt,n
, служат для организации работы алгоритма.

Описание работы алгоритма Д1(r) на таблице T̂π.
1. Если T̂π(1) = 1̃n, то T̂π не имеет тестов, перейти к 7.

В противном случае перейти к 2.

2. Положить t = 1, lt = 1, Kt(1) = 1, At(1) = T̂π(1) ⊕ 1̃n.
St(1) = minAt(1)−1(0), т. е. St(1) — номер первого нуля в
строке At(1).

3. Положить E = (T̂ S̃t
π )−1(1̃lt). Если E = ∅, т. е. в подтаблице,

задаваемой S̃t, нет единичной строки, то S̃t — тупиковый
тест, перейти к 6. В противном случае перейти к 4.

4. Положить k = min E и Ei = (T̂ S̃t
π )−1(1̃lii ) ∩ NKt(lt) для i ∈

∈ Nlt . Если lt = r − 1, то перейти к 5. В противном случае
положить

ỹ = (&lt
i=1(

∨
j∈Ei

(T̂π(j))))&(T̂π(k)⊕ 1̃n).
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Если ỹ = 0̃n, то перейти к 6. В противном случае поло-
жить t = t+ 1, lt = lt−1 + 1, Ay(lt) = ỹ, St(lt) = min ỹ−1(1),
Kt(lt) = k, (Kt,St,At)|Nlt−1

= (Kt−1,St−1,At−1). Перейти
к 3.

5. Положить ỹ = (&lt
i=1(

∨
j∈Ei

T̂π(j)))&((
∨
j∈E

T̂π(j)) ⊕ 1̃n).

S̃t ⊕ 0̃nj — тупиковый тест для любого j ∈ ỹ−1(1). Положить
t = t + |ỹ|, (lt,St,Kt,At) = (lt−|ỹ|,St−|ỹ|,Kt−|ỹ|,At−|ỹ|).
Перейти к 6.

6. Положить для j ∈ Nlt

Cj = (At(j))−1(1) ∩ (Nn \NSt(j)).

Если Cj = ∅ для всех j из Nlt , то перейти к 7. В противном
случае положить t = t + 1, lt = max(j : Cj �= ∅), St(lt) =
= minClt , St|Nlt−1

= St−1|Nlt−1
, (Kt,At) = (Kt−1,At−1)|Nlt

.
Перейти к 3.

7. Закончить работу.

Доопределим таблицу T̂π на Nm+1 так, что T̂π(m + 1) = 0̃n.
Текущими параметрами алгоритма Д2(r) будут t, Kt, St, lt, At,
Mt, где t — номер проверяемого алгоритмом набора из En, lt —
длина этого набора. В «момент времени» t алгоритм проверяет,

будет ли набор S̃t из En, где St : Nlt → Nn, тестом таблицы T̂π.
Набор Kt, Kt : Nlt → Nm+1, и таблицы At, Mt из T∗

lt,n
служат

для организации работы алгоритма.

Описание работы алгоритма Д2(r) на таблице T̂π.
1. Если T̂π(1) = 1̃n, то T̂π не имеет тестов, перейти к 7.

В противном случае перейти к 2.

2. Положить t = 1, lt = 1, Kt(1) = 1, At(1) = T̂π(1) ⊕ 1̃n,

Mt(1) = 0̃n, St(1) = minAt(1)−1(0). Перейти к 3.

3. Положить E равным (T̂ S̃t
π )−1(1̃lt), если Kt(lt) < m + 1

и {m+ 1} в противном случае. Если E ∩Nm �= ∅, то S̃t —
тест. Если lt = r − 1, то перейти к 5. В противном случае
перейти к 4.

4. Положить k = min E и ỹ = (T̂π(k) ∨ Mt(lt)) ⊕ 1̃n.

Если ỹ = 0̃n, то перейти к 6. В противном слу-
чае положить t = t + 1, lt = lt−1 + 1, At(lt) = ỹ,
St(lt) = min ỹ−1(1), Kt(lt) = k, Mt(lt) = Mt−1(lt−1),
(Kt,St,At,Mt)|Nlt−1

= (Kt−1,St−1,At−1,Mt−1), перейти
к 3.
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5. Положить ỹ = ((
∨
j∈E

T̂ (i)) ∨Mt(lt))⊕ 1̃n. S̃t ⊕ 0̃nj — тест для

любого j ∈ ỹ−1(1). Положить t = t+ |ỹ|,
(lt,St,Kt,At,Mt) = (lt−|ỹ|,St−|ỹ|,Kt−|ỹ|,At−|ỹ|,Mt−|ỹ|).

Перейти к 6.
6. Положить для j ∈ Nlt

Cj = (At(j))−1(1) ∩ (Nn \NSt(j)).

Если Cj �= ∅ для всех j из Nlt , то перейти
к 7. В противном случае положить t = t + 1,

lt = max{j : Cj �= ∅}, Mt(lt) = Mt−1(lt) ∨ 0̃nSt−1(lt)
,

St(lt) = minClt , (St,Mt)|Nlt−1
= (St−1,Mt−1)|Nlt−1

,
(Kt,At) = (Kt−1,At−1)|Nlt

. Перейти к 3.
7. Закончить работу.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 6.0.10. Пусть π, π ∈ PV1,V2 , — произвольная нумера-
ция ребер графа GV1,V2 , T — пара таблиц из TV1,V2,n. Тогда

1. Если c > 1, lnm � (lnn)c, a ∈ (0, 1/c) и r =] lnm −
− a ln lnm[, то

μтт(Д1(r), T̂π)
п.в.∼ n μ

т(Д2(r), T̂π)
п.в.∼ n ϕ

ктт
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
кт
V1,V2,n,r

;

2. Если ε ∈ (0, 1), lnm � 2(lnn)1−ε
, b ∈ (1, 1

1− ε) и r =] lnm−
− b ln ln lnm[, то

μтт(Д1(r), T̂π)
п.в.∼ n μ

т(Д2(r), T̂π)
п.в.∼ n ϕ

ктт
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
кт
V1,V2,n,r

.

Рассматривалась возможность применения в задаче построе-
ния коротких тестов длины не более r алгоритма Е. В. Дюковой.
В параграфе 7.1 показано, что в условиях теоремы 6.0.10 этот
алгоритм приводит к многократному перебору всех наборов дли-
ны не более r.



Гл а в а 7

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ВЕСОВ

ПРИЗНАКОВ

7.1. Некоторые предварительные оценки

В этом параграфе вводятся некоторые понятия и доказыва-
ется ряд утверждений технического характера, которые будут
использоваться в дальнейшем.

Как и в предыдущей части, будем считать функцию
(k
r

)
определенной для любой пары (k, r) из R+ ⊗ [0, k], полагая(k
r

)
= Γ(k + 1)/(Γ(r + 1) · Γ(k − r + 1)), где Γ — гамма-функция.
Мы будем использовать асимптотическое разложение — фор-

мулу Стирлинга Γ(x+ 1) ∼ xe−xxx
√
2πx .

Напомним определения функций ψ и ψ̃, ψ(x) = −x lnx −
− (1− x) ln(1− x), ψ : (0, 1)→ (0, 1), и ψ(ψ̃(x)) = x, ψ̃ : (0, 1)→
→ (0, 1/2). Схематично эти функции изображены на рис. 2.1.

Согласно утверждению 2.1.1 при r�n 1 и n− r�n 1 выпол-
нено (

n

r

)
=
√
n/(2πr(n− r)) · 2ψ( r

n )n.

Утверждение 7.1.1. Если ε ∈ (0, 1/2) и 0 � r � εn, r,n ∈ N, то(n
r

)
� n2

ψ(ε)n.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как [εn] � n/2, то
(n
r

)
� n

( n
[εn]

)
и из

утверждения 2.1.1 следует(
n

r

)
� n2

√
n/(2π[εn](n− [εn])) · 2ψ(

[εn]
n )·n � n2

ψ(ε)·n.

Утверждение 7.1.1 доказано.

Утверждение 7.1.2. Если c1 — константа и 0 � r � c1n

ln2 n
,

r,n ∈ N, то
(n
r

)
� n2

n/ lnn.
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Док а з а т е л ь с т в о.(
n

r

)
� n exp{n lnn− (n− r) ln(n− r)− r ln r} � n

� n exp
{
n ln

(
1 + r

n− r
)

+ r ln n− r
r

}
� n

� n exp
{
r
(
2 + ln n

r

)}
� n

� n exp
{
c1n

ln2 n
(2 + 2 ln lnn− ln c1)

}
� n 2

n/ lnn.

Утверждение 7.1.2 доказано.

Утверждение 7.1.3. Если n > 1, n � t � 2, то
t∑

j=0

(n
j

)
� nt.

Док а з а т е л ь с т в о. Число t — выборок с повторениями
из Nn — равно rt. Каждой выборке ĩ = (i1, . . . , it) можно

сопоставить набор x̃(̃i) из En такой, что

x̃(̃i)−1 = {i1, . . . , it} и 1 � |x̃(̃i)−1(1)| � t.

То есть,
t∑

j=1

(n
j

)
� nt. Так как t � 2, то найдется набор из En2 ,

соответствующий не менее, чем двум выборкам.
Следовательно,

t∑
j=1

(
n

j

)
+ 1 =

t∑
j=0

(
n

j

)
� nt.

Утверждение 7.1.3 доказано.

Утверждение 7.1.4. Если r � ln2 n, то
r−1∑
i=0

(n
r

)
� n

2r

n

(n
r

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим ai =
(n
i

)
. Тогда при i � r

ai−1

ai
= i

n− i+ 1
� n

3r

2n
и

r−1∑
i=0

(
n

i

)
�
(
n

r

)
3r

2n

/(
1− 3r

2n

)
� n

2r

n

(
n

r

)
.

Утверждение 7.1.4 доказано.
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Утверждение 7.1.5. Если A, B — конечные множества,

|A| = m, |B| = n, n > m > l � 0,
m2

(n−m)l
�n 1 и F(A,B, l) =

= {f : A→ B : |f(A)| < m− l}, то

|F(A,B, l)| � n
nm+1

n−m
(

em2

nmax{l, 1}
)l+1

.

Док а з а т е л ь с т в о. Число отображений f , для которых
|f(A)| = m − k не превосходит ak =

( n
m−k
)(m

k

)
(m − k)k(m − k)!.

Если l > 0, то при k > 0

ak+1

ak
= (m− k)(m− k − 1)(m− k + 1)k

(n−m+ k + 1)(k + 1)(m− k)k
�

� (m− k)(m− k − 1)
(n−m+ k + 1)(k + 1)

� 2m2

(n−m)k
.

Значит, при k � l

ak+1

ak
� 2m2

(n−m)l
�n 1.

Следовательно,

m−1∑
k=l+1

ak � al
2m2

(n−m)l
· 1

1− 2m2

(n−m)l

� nal
em2

(n−m)l
;

al =
(

n

m− l

)(
m

l

)
(m− l)l(m− l)! � nm−lm2l

l!
� nn

m
(
em2

nl

)l
.

Получаем
m−1∑
k=l+1

ak � nm+1

n−m
(
em2

nl

)l+1
.

Если l = 0, то
a0
a1

= m(m− 1)
n−m+ 1

� m2

n−m.

При k > 0

ak+1

ak
� (m− k)(m− k + 1)

(n−m+ k + 1)(k + 1)
� m2

n−m , a0 < nm.
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Аналогично получаем

m−1∑
k=1

ak � a0
m2

n−m
/(

1− m2

n−m
)

� nm
em2

n−m = nm+1

n−m · em
2

n
.

Утверждение 7.1.5 доказано.

Утверждение 7.1.6. Если |A| = m, |B| = 2r, δ ∈ (0, 1/2),
2r(1−2δ) � m � rln r, то

|F(A,B,m1−δ)| � r 2
rm exp{−m1−2δ}.

Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 7.1.5 следует, что

|F(A,B,m1−δ)| � 2rm
(

em2

2r[m1−δ]

)[m1−δ]
� r

� r 2rm
(

3

mδ

)[m1−δ]
� r 2rm exp{−m1−2δ}.

Утверждение 7.1.6 доказано.

Аналогично, из утверждения 7.1.5 следует
Утверждение 7.1.7. Если |A| = m, |B| = 2r, δ ∈ (0, 1/2), то

|F(A,B, 0)| � r 2
rm · 3m

2

2r .

В частности, |F(A,B, 0)| � r 2
rm · 2−r(1− δ

2
) при rln r � m > 2.

Утверждение 7.1.8. Пусть δ ∈ (0, 1/2), 1

n
�n p <

1

2
. Тогда∑

k,|k−pn|�(np)1−δ

(
n

k

)
pk(1− p)n−k � n exp

{
− 1

12
(np)1−2δ

}
.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим ak =
(n
k

)
pk(1 − p)n−k. Если k �

� np+ a(np)1−δ, где a > 0, то

ak+1

ak
= n− k

k + 1
· p

1− p � n− np
np(1 + a(np)−δ)

· p

1− p � 1− a

2
(np)−δ.

Следовательно, если k =]np+ (np)1−δ[ и l = [np+ 1

2
(np)1−δ], то∑

t�k
at � n ak · 2(np)1−δ � al

(
1− 1

4
(np)−δ

)k−l
· 2(np)δ � n

� n exp
{
− 1

9
(np)1−2δ

}
· 2(np)δ � n exp

{
− 1

10
(np)1−2δ

}
.
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Аналогично, если k � np− a(np)1−δ, где a > 0, то

ak−1

ak
= k

n− k + 1
· 1− p

p
� np(1− a(np)−δ)

n− np · 1− p
p

� 1− a(np)−δ

и при k = [np− (np)1−δ], l =]np− 1

2
(np)1−δ[ получаем∑

t�k
at � ak(np)δ � n al · exp

{
− 1

5
(np)1−2δ

}
(np)δ � n

� n exp
{
− 1

6
(np)1−2δ

}
.

В итоге имеем∑
k,|k−np|�(np)1−δ

ak � n exp
{
− 1

10
(np)1−2δ

}
+ exp

{
−1

6
(np)1−2δ

}
� n

� n exp
{
− 1

12
(np)1−2δ

}
.

Утверждение 7.1.8 доказано.

Утверждение 7.1.9. Если np < (lnn)2 ln lnn, 0 < p <
1

2
, δ ∈ (0, 1),

то ∑
k�nσ

(
n

k

)
pk(1− p)n−k � n exp{−nδ/2}.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим ak =
(n
k

)
pk(1− p)n−k. Если k �

� anδ, где a > 0, то

ak+1

ak
= n− k

k + 1
· p

1− p � 2(lnn)2 ln ln n

anδ
� nn

− δ
2 �n 1.

Следовательно,∑
k�nδ

ak � n2a]nδ[ � n2a]nδ/2[ · n−
δ
2
·nδ

2 � n exp{−n δ
2 }.

Утверждение 7.1.9 доказано.

Утверждение 7.1.10. Если p ∈ (0, 1/2), D(n) ∈ B, D(n) < lnn,
np�n 1, то

[n−D(n)]∑
i=0

(
n

i

)
pn−i(1− p)i � r 2

(
e np

D(n)

)D(n)
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Положим ai =
(n
i

)
pn−i(1 − p)i. Тогда при

i � n−D(n) ai

ai+1

= p(i+ 1)
(1− p)(n− i) �n 1. Следовательно,

[n−D(n)]∑
i=0

ai � r 2a[n−D(n)] � 2

(
n

]D(n)[

)
p]D(n)[ � n

� n 2
(
e np

]D(n)[

)]D(n)[
� 2
(
e np

D(n)

)D(n)
.

Утверждение 7.1.10 доказано.

Как и ранее обозначим

H(x, y) = exp
{
− x

2y

}(
1− exp

{
− x

2y

})y
.

Утверждение 7.1.11. Если a1, a2 ∈ R, a1 � a2, то

inf
x∈[a1,a2]

H(x, y) = min(H(a1, y),H(a2, y)).

Док а з а т е л ь с т в о. H(x, y) — бесконечно дифференцируемая
на (−∞,+∞) по x функция при любом y,

∂H(x, y)
∂x

= 1

2y exp
{
− x

2y

}(
1− exp

{
− x

2y

})y
+

+ y exp
{
− x

2y

}(
1− exp

{
− x

2y

})y−1
· 1

2y exp
{
− x

2y

}
=

= 1

2y exp
{
− x

2y

}(
1− exp

{
− x

2y

})y−1
·
(
(y+1) exp

{
− x

2y

}
− 1
)
.

При всех действительных x, y

1

2y exp
{
− x

2y

}(
1− exp

{
− x

2y

})y−1
> 0,

h2(x, y) = (y + 1) exp
{
− x

2y

}
− 1 — монотонно убывающая по x

функция при любых y и h2(x, y) = 0 при x = 2y ln(y + 1). То есть
H(x, y) не имеет локальных минимумов и, следовательно, для
любых a1, a2 ∈ R, a1 � a2,

inf
x∈[a1,a2]

H(x, y) = min(H(a1, y),H(a2, y)).

Утверждение 7.1.11 доказано.
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Положим

Hs(x0,x1, . . . ,xs, y) = H(x0, y − s) ·
s∏
i=1

(1− exp{− xi

2y−s }).

Утверждение 7.1.12. Если a1, a2 ∈ R, a1 � a2, то

inf
xi∈[a1,a2],i∈Ns

Hs(x0,x1, . . . ,xs, y) =

= min(Hs(a1, a1, . . . , a1, y),Hs(a2, a1, . . . , a1, y)).

Док а з а т е л ь с т в о. При любом y Hs(x0,x1, . . . ,xs, y) — беско-
нечно дифференцируемая функция s+ 1 переменной. При i ∈ Ns

∂Hs(x0,x1, . . . ,xs, y)
∂xi

= H(x0, y − s) ·
1

2y−s exp
{
− xi

2y−s

}
×

×
∏

j∈Ns\{i}

(
1− exp

{
− xi

2y−s

})
> 0.

Следовательно, для любого b ∈ R

inf
xi∈[a1,a2],i∈Ns

Hs(b,x1, . . . ,xs, y) = Hs(b, a1, . . . , a1, y).

Учитывая предыдущее утверждение, получаем

inf
xi∈[a1,a2],i∈Ns

Hs(x0,x1, . . . ,xs, y) =

= min(Hs(a1, a1, . . . , a1, y),Hs(a2, a1, . . . , a1, y)).

Утверждение 7.1.12 доказано.

7.2. Оценки числа пар тестовых и тупиковых
тестовых таблиц

Введем ряд обозначений, связанных с парами бинарных таб-
лиц из TV1,V2,r.

Пусть T ∈ TV1,V2,r. Обозначим через Aj(T ), j = 1, 2, мно-

жество Tj(Vj) ⊆ Er; через T x̃, где x̃ ∈ Er+0 , — пару таб-

лиц πx̃ ◦ T = (πx̃ ◦ T1,πx̃ ◦ T2) = (T x̃1 ,T
x̃
2 ) из TV1,V2,|x̃|.

Положим Ax̃j (T ) = T x̃j (Vj), Ax̃j ⊆ E|x̃| и Bx̃
j = {a ∈

∈ Vj : |(T x̃j )−1(T x̃j (a))| = 1}, Bx̃
j ⊆ Vj , j = 1, 2.

Очевидно, что для любого a из Bx̃
j набор Tj(a) ↔ x̃ не

принадлежит множеству Tj(Bx̃
j ).

Если X ⊆ Er+
0

, то обозначим B0(X) = ∩x̃∈XBx̃
1 .
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Утверждение 7.2.1. Если X ⊆ Er+
0

, Y ⊆ ∪x̃∈X{ỹ ∈ Er : ỹ � x̃},
то B0(Y ) ⊇ B0(X).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть x̃, ỹ ∈ Er+
0

и x̃ < ỹ. Если для неко-

торого a из V1 найдется такое b из V1, что b �= a и T ỹ1 (a) = T ỹ1 (b),
то будет выполнено и T x̃1 (a) = T x̃1 (b), так как T x̃1 = ππỹ(x̃) ◦ T ỹ1 .
Следовательно, Bỹ

1 ⊇ Bx̃
1 и ∩ỹ�x̃Bỹ

1 ⊇ Bx̃
1 . Получаем

B0(Y ) = ∩x̃∈X ∩ ỹ∈Y ,ỹ�x̃ ⊇ ∩x̃∈XBx̃
1 = B0(X).

Утверждение 7.2.1 доказано.

Обозначим

F x̃δ = {T1 ∈ TV1,r : |T x̃1 (V1)| � m1 −m1−δ
1 }

и

Tδ,lV1,r = {T1 ∈ TV1,r : |B0(Err−l)| � m1 −m1−δ
1 }, l ∈ Nr.

Утверждение 7.2.2. Пусть δ ∈ (0, 1/4), l = [ψ̃(δ/3)r]. Тогда
�) если rln r � m1 � 2r(1−3δ), то

|Tδ,lV1,r| � r 2
rm1(1− exp{−m1−3δ

1 }),
�) если 2 � m1 < rln r, то

|Tδ,lV1,r| � r 2
rm1(1− 2−r(1−δ)).

Док а з а т е л ь с т в о. Так как (r − l)ln(r−l) < rln r и r(1 − 3δ) <
< (r − l)(1 − 2δ), то согласно утверждению 7.1.6 для любого x̃
из Err−l и δ из (0, 1/4) выполнено

|F x̃2δ| � r 2
(r−l)m1(1− exp{−m1−2δ

1 }) · 2lm1 .

Если T1 ∈ F x̃2δ, то |Ax̃1 | � m1 −m1−2δ
1 и

|Bx̃
1 | � 2|Ax̃1 | −m1 � m1 − 2m1−2δ

1 .

Используя утверждение 7.2.2, получаем

| ∩ x̃∈Er
r−l
F x̃2δ| � 2rm1(1−

(
r

ψ̃(δ/3)r

)
exp{−m1−2δ

1 }) �

� 2rm1(1− 2δr/3 exp{−m1−2δ
1 }) � r

� r 2
rm1(1− exp{−m1−2δ

1 }).
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Для всех таблиц T1 из ∩x̃∈Er
r−l
F x̃2δ выполнено

|B0(Err−l)| �m1 − 2

(
r

l

)
m1−2δ

1 � rm1 − 21+
δr
3 m1−2δ

1 � rm1 −m1−δ
1

и Tδ,lV1,r ⊇ ∩x̃∈Er
r−l
F x̃2δ. Пункт б) доказывается аналогично с ис-

пользованием утверждения 7.1.7.
Утверждение 7.2.2 доказано.

Определим следующие множества:

U0,l(T1) = T1(B0(Err−l)), l ∈ Nr,

Ux̃,l(T1) = U0,l(T1)↔x̃, l ∈ Nr, x̃ ∈ Er,

Ui,l(T1) = U0,l(T1)↔1̃ri , l ∈ Nr, i ∈ Nr,

Aji(Tj) = Aj(Tj)↔ 1̃ri , i ∈ Nr, j ∈ N2,

W (T1) = A1(T1) ∪
(
∪ r
i=1A1i(T1)

)
,

D(T1) = ∪ri=1(A1i(T1) \ Ui(T1)).
Запись TδV1,r, U0(T1), Ui(T1), Ux̃(T1) будет означать Tδ,lV1,r и т. д.

для l = [ψ̃(δ/3)r]. Если позволяет контекст, то вместо U0(T1),
Ui(T1), Ux̃(T1), Aj(T1), Aij(T1), W (T1), D(T1) будем писать U0,
Ui, Ux̃, Aj , Aij , W , D.

Замечание 1. Из утверждений 7.2.1 и 7.2.2 следует, что для
любой таблицы T1 из TδV1,r и любых x̃, ỹ из U0(T1) ρ(x̃, ỹ) >
> [ψ̃(δ/3)r]. Следовательно, для любых x̃, ỹ из Er+

r−[ψ̃(δ/3)r]/2
выполнено Ux̃(T1) ∩ Uỹ(T1) = ∅.
Утверждение 7.2.3. Пара таблиц T из TV1,V2,r будет тестовой
тогда и только тогда, когда A1(T1) ∩ A2(T2) = ∅. Пара таб-
лиц T из TV1,V2,r будет тупиковой тестовой тогда и только
тогда, когда A1(T1) ∩ A2(T2) = ∅ и A1i(T1) ∩ A2(T2) = ∅ для
всех i ∈ Nr.

Док а з а т е л ь с т в о. Первая часть утверждения очевидна. Для
доказательства второй части заметим, что если найдется i из Nr

такое, что A1i(T1) ∩ A2(T2) = ∅, то 1̃ri будет тестом пары таб-
лиц T . И обратно, условие A1i(T1) ∩ A2(T2) = ∅ означает, что

T̂−1(1̃ri ) = ∅. Следовательно, для любого x̃ из Er \ {1̃r} найдется
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такое i из Nr и ребро γ графа GV1,V2 , что x̃ � 1̃ri = T̂ (γ), т. е. x̃
не будет тестом T .

Утверждение 7.2.3 доказано.

Далее будем считать, что m1 �r m2, m1 � m2 и c — констан-
та, c > 1.
Утверждение 7.2.4. Если δ ∈ (0, 1), 2r · rs � m1m2, m1 � k �
� m1 −m1−δ

1 и rln r � a � 0, то

2rm2 exp
{
− am1m2

2r

}
(1 + 2

−δr
3 ) � r (2r − ak)m2 � r

� r 2
rm2 exp

{
− am1m2

2r

}
(1− 2

−r
3 ).

Док а з а т е л ь с т в о.

(2r − ak)m2 � (2r − am1)m2 =

= 2rm2 exp
{
m2 ln

(
1− am1

2r

)}
� r

� r 2
rm2 exp

{
− am1m2

2r − a2m2
1m

2
2

22r

}
� r

� r 2
rm2 exp

{
− am1m2

2r

}
(1− 2−

r
3 ).

В другую сторону:

(2r − ak)m2 � 2rm2 exp
{
m2 ln

(
1− a(m1 −m1−δ

1 )
2r

)}
�

� 2rm2 exp
{
− am1m2

2r + am1m2

2r m−δ
1

}
� r

� r2
rm2 exp

{
− am1m2

2r

}
(1 + 2−

δr
3 ).

Утверждение 7.2.4 доказано.

Утверждение 7.2.5. Если 2rr3 � m1m2 � 2r/c, c > 1, то

|TтV1,V2,r| ∼ r2
r(m1+m2) exp

{
− m1m2

2r

}
.

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем δ из (0, 1/64). Пусть Tδ1 — мно-
жество пар таблиц T из TV1,V2,r таких, что T1 /∈ TδV1,r. Из

утверждения 7.2.2 следует, что |Tδ1| � r 2
r(m1+m2) exp{−m1−3δ

1 }.
Обозначим через Tδ,тт

2
множество тестовых пар таблиц T таких,
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что T1 ∈ TδV1,r. Для всех T из Tδ,тт
2

выполнено m1 � |A1| � m1 −
−m1−δ

1 . Следовательно,

|TδV1,r|(2
r −m1 +m1−δ

1 )m2 � |Tδ,тт
2
| � |TδV1,r|(2

r −m1)m2 .

Из утверждений 7.2.2, 7.2.4 следует, что

|Tδ,тт
2

| ∼ r2
r(m1+m2) exp

{
− m1m2

2r

}
.

Так как TтV1,V2,r ⊆ Tδ,T
2
∪ Tδ1 и |Tδ1| � r |Tδ,тт2

|, то

|TтV1,V2,r| ∼ r2
r(m1+m2) exp

{
− m1m2

2r

}
.

Утверждение 7.2.6. Если 2rr5 � m1m2 � 2r/c, c > 1, то при
0 � νj � r4, j ∈ Nr, выполнено

r∏
j=1

(
m2

νj

)
�

(
m2

ν1

)(
m2 − ν1
ν2

)
· · ·
(
m2 − ν1 . . .− νr−1

νr

)
� r

� r (1− 2−
r
3 )

r∏
j=1

(
m2

νj

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Левое неравенство очевидно. Докажем
правое: если ν = ν1 + . . . + νr, то(
m2

ν1

)(
m2 − ν1
ν2

)
· · ·
(
m2 − ν1 . . .− νr−1

νr

)
=

=
(
m2

ν1

) r∏
j=2

(
m2

νj

) j∑
k=1

νk−1∏
i=0

(
1− νj

m2 − i
)

�

�
(
m2

ν1

) r∏
j=2

(
m2

νj

)(
1− νj

m2 − ν
)ν

� r

� r

(
1− 2ν2

m2

) r∏
j=1

(
m2

νj

)
� r (1− 2−

r
3 )

r∏
j=1

(
m2

νj

)
.

Утверждение 7.2.6 доказано.
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Утверждение 7.2.7. Если δ ∈ (0, 1), 2rr3 � m1m2 � 2r/c, c > 1,
m1 � k � m1 −m1−δ

1 , rln r � a � 0, то(
exp
{
m1m2

2r

}
− 1
)
(1 + 2−r/4) � r

m2∑
i=1

ki(2r − ak)−i
(
m2

i

)
�

�
r4∑
i=1

ki(2r − ak)−i
(
m2

i

)
� r

(
exp
{
m1m2

2r

}
− 1
)
(1− 2−(δr)/4).

Док а з а т е л ь с т в о :

r4∑
i=1

ki(2r − ak)−i
(
m2

i

)
�

r4∑
i=1

(m1 −m1−δ
1 )i2−ri

(
m2

i

)
�

� (1− r4m−δ
1 )

r4∑
i=1

mi
12

−ri
(
m2

i

)
.

Обозначим ai = mi
1 · 2−ri

(m2
i

)
. При i >

]r4
2

[
ai+1

ai
= m1(m2 − i)

2r(i+ 1)
� m1m2

2ri
� r

3

r
;

∑
i�r4

ai � r a[r4]
1

1− 3

r

� r a]r4/2[

(
3

r

)r4/3
� r exp

{
− r4

4
ln r
} m2∑
i=1

ai.

Но
m2∑
i=1

ai =
(
1 + m1

2r

)m2 − 1 = exp
{
m2 ln

(
1 + m1

2r

)}
− 1 � r

� r exp
{
m1m2

2r − m2
1m2

22r

}
− 1 � r

� r exp
{
m1m2

2r

}
− exp

{
m1m2

2r

}
m2

1m2

22r
− 1 =

=
(

exp
{
m1m2

2r

}
− 1
)(

1− m2
1m2

22r

/(
1− exp

{
− m1m2

2r

}))
.

Если
m1m2

2r � 1

r
, то

1− m2
1m2

22r

/(
1− exp

{
− m1m2

2r

})
� r 1− 2−(2r)/5

/
2−r � r 1−2−r/3.
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Если
m1m2

2r <
1

r
, то

1−m
2
1m2

22r

/(
1− exp

{
−m1m2

2r

})
� r 1− m2

1m2

22r

/
m1m2

2r+1
� r 1− 2−r/3.

Следовательно,

r4∑
i=1

ai � r

(
1− exp

{
− r4

4
ln r
})

(1−2−r/3)
(

exp
{
m1m2

2r

}
−1
)

� r

� r (1− 2−r/4)
(

exp
{
m1m2

2r

}
− 1
)
.

Так как 1− r4m−δ
1 � r 1− 2−(δr)/3, то

r4∑
i=1

ki(2r − ak)−i
(
m2

i

)
� r (1− 2−(δr)/4)

(
exp
{
m1m2

2r

}
− 1
)
.

С другой стороны,

r4∑
i=1

ki(2r − ak)−i
(
m2

i

)
�
(
1 + k

2r − ak
)m2 �

� exp
{

m1m2

2r − am1

}
− 1 � r exp

{
m1m2

2r + 2am2
1m2

22r

}
− 1 � r

� r

(
exp
{
m1m2

2r

}
− 1
)(

1− 2am2
1m2

22r

/(
1− exp

{
− m1m2

2r

}))
� r

� r (1 + 2−r/4)
(

exp
{
m− 1m2

2r

}
− 1
)

аналогично нижней оценке.
Утверждение 7.2.7 доказано.

Утверждение 7.2.8. Если δ ∈ (0, 1/16), 2rr3 � m1m2 � 2r/c, c >
> 1, то

|TттV1,V2,r| � r 2
r(m1+m2)H(m1m2, r)(1− 2−(δr)/5).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Tδ,тт множество таких
тупиковых тестовых пар таблиц T , что T1 ∈ TδV1,r и для всех i
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из Nr |T−1(Ui) ∩ V2| � r4 и T−1(D) ∩ V2 = ∅. Число таких пар
таблиц T из Tδ,тт, что выполнено T1 = f1, f1 ∈ TδV1,r равно∑
r4�νi�1,i∈Nr

|U1(f)|ν1 · . . . · |Ur(f)|νr(2r − |W (f)|)m2−ν×

×
(
m2

ν1

)(
m2 − ν1
ν2

)
· . . . ·

(
m2 − ν1 − . . .− νr−1

νr

)
�

� (2r − (r+ 1)m1)m2 ·
∑

r4�νi�1,i∈Nr

(m1 −m1−δ
1 )ν(2r − (r+ 1)m1)−ν×

×
(
m2

ν1

)(
m2 − ν1
ν2

)
· . . . ·

(
m2 − ν1 − . . .− νr−1

νr

)
,

где ν = ν1 + . . . + νr. Применяя утверждения 7.2.4, 7.2.6, 7.2.7
получаем

|Tδ,тт| � r 2
rm1(1− exp{−m1−3δ

1 })2rm2 exp
{
− (r + 1)m1m2

2r

}
×

× (1− 2−
r
3 ) ·
( r4∑
i=1

(m1 −m1−δ
1 )i(2r − (r + 1)m1)−i

(
m2

i

))r
×

× (1− 2−
r
3 ) � r 2

r(m1+m2) exp
{
− (r + 1)m1m2

2r

}
(1− 2−r/4)×

×
(

exp
{
m1m2

2r

}
− 1
)r

(1− r2−(δr)/4) � r

� r 2
r(m1+m2)H(m1m2, r)(1− 2(−δr)/5).

Утверждение 7.2.8 доказано.

Утверждение 7.2.9. Если δ ∈ (0, 1/10), 2rr3 � m1m2 � 2r/r5,
то

|TттV1,V2,r| � r 2
r(m1+m2)H(m1m2, r)(1 + 2−(δr)/10).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Tδ1 множество таких пар
таблиц T из TV1,V2,r, что T1 /∈ TδV1,r. Из утверждения 7.2.2 следу-
ет, что

|Tδ1| � r 2
r(m1+m2) exp{−m1−3δ

1 }.
Согласно утверждению 7.1.11 H(m1m2, r) � r e−r

3
/2. Следова-

тельно,
|Tδ1| � r 2

r(m1+m2)H(m1m2, r) exp{−2r/4}.
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Обозначим через Tδ,тт
2

множество тупиковых тестовых пар таб-

лиц T таких, что T1 ∈ TδV1,r и A2 ∩D = ∅. Аналогично предыду-
щему утверждению (используя утверждения 7.2.4 и 7.2.7) полу-
чаем

|Tδ,тт
2
| � |TδV1,r|

∑
νi�1,i∈Nr ,

m2�ν

mν
1(2

r − (r + 1)(m1 −m1−δ
1 ))m2−ν ×

×
(
m2

ν1

)
· . . . ·

(
m2

νr

)
� r2

rm1(2r − (r + 1)(m1 −m1−δ
1 ))m2 ×

×
( m2∑
i=1

mi
1(2

r − (r + 1)m1)−i
(
m2

i

))r
� r

� r 2
r(m1+m2)H(m1m2, r)(1 + 2−(δr)/3)(1 + 2−r/4)r � r

� r 2
r(m1+m2)H(m1m2, r)(1 + 2−(δr)/4).

Обозначим через Tδ,тт
3

множество тупиковых тестовых пар таб-

лиц T таких, что T1 ∈ TδV1,r, A2 ∩D �= ∅ и для любого x̃ из D

число таких множеств A1i, i ∈ Nr, что x̃ ∈ A1i меньше r/ln2 r,
а множество пар таблиц T из Tδ,тт

3
, для которых выполнено

|T−1
2

(D) ∩ V2| = k через Tδ,тт
3,k .

Так как пары таблиц из Tδ,тт
3,k тестовые, то

|Tδ,тт
3,k | � 2rm1

(
m2

k

)
( max
T∈Tδ,тт

3,k

|D|)k(2r − min
T∈Tδ,тт

3,k

|A1|)m2−k � r

� r 2rm1(2r −m1 +m1−δ
1 )m2

(
m2(r + 1)m1−δ

1

2r −m1

)k
� r

� r 2rm1(2r −m1 +m1−δ
1 )m2(21−rrm2m

1−δ
1 )k.

Обозначим 21−rrm2m
1−δ
1 через a. Так как a < r2

− 5
12
δr и k � m2,

то ∑
k�] ln2 r[

ak � rm2a
] ln2 r[ � rm22

− 5
12
δr ln2 r � r 2

− δ
4
r ln2 r.

Из утверждения 7.2.4 следует, что

(2r −m1 +m1−δ
1 )m2 � r 2 · 2rm2 exp

{
− m1m2

2r

}
.
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Учитывая, что (1− exp{−m1m2/2
r})r � r 2

−6r ln r, получаем

m2∑
k=] ln2 r[

|Tδ,тт
3,k | � r 2r(m1+m2) exp

{
− m1m2

2r

}
21−

δ
4
r ln2 r � r

� r 2r(m1+m2)H(m1m2, r)2−
δ
4
r ln2 r.

Рассмотрим Tδ,тт
3,k , где ] ln2 r[> k � 1. Множество A2 ∩D пересе-

кается не более, чем с kr/ ln2 r множествами A1i, i ∈ Nr. Для

того чтобы пара таблиц T из Tδ,тт
3,k была тупиковой тестовой,

необходимо, чтобы A2 пересекалась не менее, чем с ]r− kr/ ln2 r[
множествами Ui. Обозначим ]r − kr/ ln2 r[ через lk. Число пар

таблиц из Tδ,тт
3

таких, что A2 ∩ Ui = ∅ для всех i из Nlk и

|T−1
2

(D) ∩ V2| = k не превосходит

2rm1

∑
νi�1,i∈Nlk

mν
1(rm

1−δ
1 )k(2r − (lk + 1)×

× (m1 −m1−δ
1 ))m2−ν−k

(
m2

ν1

)
· · ·
(
m2

νlk

)(
m2

k

)
,

где ν = ν1 + · · ·+ νlk .
Таким образом, применяя утверждения 7.2.4, 7.2.6, 7.2.7, по-

лучаем

|Tδ,тт
3,k | � r

(
r

lk

)
2r(m1+m2) exp

{
− (lk + 1)m1m2

2r

}
×

×
(

exp
{
− m1m2

2r

}
− 1
)lk

(1 + 2(−δr)/4)ak � r

� r

(
r

lk

)
2r(m1+m2)H(m1m2, r)×

×
(
1− exp

{
− m1m2

2r

})lk−r
2(−δ/3)kr.

Но при lk � r − kr/ ln2 r(
1− exp

{
−m1m2

2r

})lk−r � r

(
1

2r5

)−kr/ ln2 r
� r2

6kr/ ln2 r � r2
(δ/6)kr.
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Так как
( r
lk

)
< 2r, то при ] ln2 r[> k >

12

δ

|Tδ,тт
3,k | � r 2

r(m1+m2)H(m1m2, r)2−r.

При k � 12

δ
имеем lk � r − 12r/(δ ln2 r) и, согласно утвержде-

нию 7.1.2, получаем

|Tδ,тт
3,k | � 2r(m1+m2)H(m1m2, r)2r/ ln r−δrk/6 � r

� r2
r(m1+m2)H(m1m2, r)2−δr/7.

Таким образом,

|Tδ,тт
3,k | � r2

r(m1+m2)H(m1m2, r)×

×
(
12

δ
2−δr/7 + ln2 r2−r + 2(−δ/4)r ln2 r

)
� r

� r2
r(m1+m2)H(m1m2, r)2−δr/8.

Обозначим через Tδ,тт4 множество тупиковых тестовых пар

таблиц, для которых T1 ∈ TδV1,r и найдутся x̃ из D и по край-

ней мере l =]r/ ln2 r[ множеств A1i, i ∈ Nr, таких, что x̃ ∈ A1i.

Это означает, что существуют l различных элементов 1̃ri1 , . . . , 1̃
r
il

из Ẽr, таких, что x̃↔ 1̃rij ∈ A1, j ∈ Nl. То есть, в A1 найдутся l
различных наборов, отличающихся от x̃ лишь в одной координа-
те. Таких таблиц на V1 можно задать не больше, чем(

m1

l

)
2r(m1−l)2r

(
r

l

)
� 2rm1ml

12
−r(l−2) � 2

rm1− r2

2 ln2 r .

Таким образом,

|Tδ,тт4 | � 2
rm1− r2

2 ln2 r (2r −m1 +m1−δ
1 )m2 � r

� r 2
r(m1+m2) exp

{
− m1m2

2r

}
2
− r2

3 ln2 r � r

� r 2
r(m1+m2)H(m1m2, r)2−r

3/2
.

Так как TттV1,V2,r ⊆ Tδ1 ∪ Tδ,тт
2

∪ Tδ,тт
3

∪ Tδ,тт4 , то

|TттV1,V2,r| � r 2
r(m1+m2)H(m1m2, r)(1 + 2−

δr
10 ).

Утверждение 7.2.9 доказано.
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Утверждение 7.2.10. Если T ∈ TV1,V2,r и G′ — подграф гра-
фа GV1,V2 такой, что T̂ (X(G′)) ⊆ Er и |T̂ (X(G′))| = |X(G′)| > 0,
то G′ — лес.

Док а з а т е л ь с т в о. На ребрах графа G′ таблица T̂ прини-
мает все значения из Er не более, чем по одному разу. Если
|X(G′)| = 1, то G′ — лес. Предположим, что G′ при |X(G′)| > 1
не является лесом. Тогда найдутся ребра графа G′ γ1 = (a1, b1),
γ2 = (a2, b1), γ3 = (a2, b2), γ4 = (a3, b2), · · · , γ2t = (a1, bt), ai ∈ V1,
bi ∈ V2, i ∈ Nt, 2t � r + 1, образующие простой цикл. Так как

2t > 1, то можно считать, что T̂ (γ1) �= 1̃r. Пусть T̂ (γ1) = 1̃rj . Тогда

T1(a1)(j) �= T2(b1)(j). Но T̂ на γ2, . . . , γ2t принимает значения

из Ẽr, не равные 1̃rj , т. е. T̂ (γi)(j) = 1, i ∈ N2t \ {1}.
Следовательно,

T2(b1)(j) = T1(a2)(j) = . . . = T2(bt)(j) = T1(at)(j).

Получили противоречие, значит граф G′ не содержит циклов.
Утверждение 7.2.10 доказано.

Утверждение 7.2.11. Если 2r/r3 � m1m2, то

|TттV1,V2,r| � r 2
r(m1+m2)H(m1m2, r)

(
1 + 1

r2

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Если T ∈ TттV1,V2,r, то найдется под-

граф G′ графа GV1,V2 такой, что |X(G′)| = r и T̂ (X(G′)) = Ẽr.
Из предыдущего утверждения следует, что G′ является
лесом. Значения T1, T2 на вершинах из P(G′) задать

таким образом, чтобы было выполнено T̂ (X(G′)) = Ẽr,
можно 2r−k(G′)r! способами. Число тупиковых тестовых

таблиц, для которых T̂ (X(G′)) = Ẽr, не будет превос-

ходить 2rk(G
′)r!2r(m1+m2−r−k(G′)) = 2r(m1+m2)−r2r!, так как

|P(G′)| = r + k(G′). Если m1m2 � r, то число r-лесов гра-

фа GV1,V2 не превосходит
(m1m2

r

)
� mr

1m
r
2

r!
, в противном случае

таких лесов не существует. Следовательно,

|TттV1,V2,r| � 2r(m1+m2)−r2r! m
r
1m

r
2

r!
= 2r(m1+m2)

(
m1m2

2r

)r
.

При m1m2 < 2r/r3

exp
{
− m1m2

2r

}
� exp

{
− 1

r3

}
� 1− r−3
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и(
1− exp

{
− m1m2

2r

})r
� r

(
m1m2

2r − 1

2

(
m1m2

2r

)2)r
�

�
(
m1m2

2r

)r(
1− 1

2r2

)
.

Таким образом,

|TттV1,V2,r| � 2r(m1+m2)
(
m1m2

2r

)r
� r 2

r(m1+m2)H(m1m2, r)
(
1 + 1

r2

)
.

Утверждение 7.2.11 доказано.

Из утверждений 7.2.8, 7.2.9, 7.2.11 непосредственно следует
Утверждение 7.2.12. Если r32r � m1m2 � 2r/c, c > 1, то

|TттV1,V2,r| ∼ r2
r(m1+m2)H(m1m2, r).

Перед дальнейшим изложением введем некоторые понятия.

Через Ṽi, Ṽi = (V 1
i , . . . ,V

ν
i ), i ∈ N2, ν � 1, будем обозначать

разбиение множества Vi на ν попарно непересекающихся подмно-

жеств V 1
i , . . . , v

ν
i , считая, что ∪νj=1V

j
i = Vi. Положим mj

i = |V j
i |

и m̃i = (m1
i , . . . ,m

ν
i ), i ∈ N2, j ∈ Nν . Если ã = (a1, . . . , aν) и

b̃ = (b1, . . . , bν), то через ã · b̃ будем обозначать величину
ν∑
j=1

ajbj .

Через πr,i, τr,i будем, соответственно, обозначать отобра-
жения, сопоставляющие набору ã из Er набор, состоящий из
первых i и последних r − i координат ã. Обозначим через μr,
μr : Er → N2r , такое отображение, что для любого ã из Er

μr(ã) равно увеличенному на единицу целому числу, двоич-
ной записью которого является набор ã. Обозначим через μr,i,
i ∈ Nr, такое отображение N2r в N2r , что для любого k из N2r

μr,i(k) = μr(μ−1
r (k) ↔ 1̃ti), т. е. μr,i(k) дает номер набора, отли-

чающегося от k-го в i-й компоненте. При i > r и i = 0 поло-
жим μr,i(k) = k. Очевидно, что μr,i — биекция N2r на N2r и
μr,i(μr,i(k)) = k.

Если s — фиксированное целое число из Nr и f ∈ TV1,V2,s,

то через TfV1,V2,r будем обозначать множество всех таких пар

таблиц T из TV1,V2,r, что πr,s ◦ T = f . Аналогично, через Tf1V1,r,
f1 ∈ TV1,s будем обозначать множество всех таблиц T1 из TV1,r
таких, что πr,s ◦ T1 = f1. 2s-разбиения Ṽ1, Ṽ2 множеств V1, V2
назовем порожденными парой таблиц f из TV1,V2,s, если для

всех i ∈ N2, j ∈ N2s , a ∈ Vi, выполнено a ∈ V j
i тогда и только

тогда, когда μs(fi(a)) = j.
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Через T ji , где j ∈ N2s , а Ṽ = (V 1
i , . . . ,V

2s

i ) — разбиения V1,
V2, порожденные парой таблиц f , f ∈ TV1,V2,s, обозначим табли-

цу (τr,s ◦ Ti)|V j
i
, T ∈ TV1,V2,r и положим Aji (Ti) = Ai(T

j
i ), i ∈ N2,

U ji (T1) = Ui(T j1 ), i ∈ Ñr, W j(T1) = W (T j1 ), Dj(T1) = D(T j1 ),
Δj(T1) = mj

1 − |U
j
0
(T1)| и Δ̃(T1) = (Δ1(T1), . . . ,Δ2s(T1)). Если

смысл будет ясен из контекста, будем писать просто Aji , U
j
i и т. д.

Если Ṽi = (V 1
i , . . . ,V

2s

i ), i ∈ N2, то обозначим через V j
ik,

k ∈ Nr, множество V
μs,k(j)
i и Ṽik = (V 1

ik, . . . ,V
2s

ik ). Аналогично,

определяются вектора m̃ik и Δ̃k. При k ∈ Ñr \ Ns m̃ik = m̃i и

Δ̃k = Δ̃.
Если Ṽ1, Ṽ2 — 2s-разбиения множеств V1, V2, то обозначим

через GṼ1,Ṽ2 подграф графа GV1,V2 такой, что P(GṼ1,Ṽ2) = V1 ∪ V2,
X(GṼ1,Ṽ2) = ∪2s

j=1X(GV j
1 ,V j

2

). Аналогично вводятся графы GṼ1k,Ṽ2 ,

k ∈ Nr. Назовем пару таблиц T из TV1,V2,r (Ṽ1, Ṽ2)-тестовой
((Ṽ1, Ṽ2)-тупиковой тестовой), если таблица (τr,s ◦ T̂ )|X(GṼ1,Ṽ2

)

является тестовой (тупиковой тестовой). Если f — пара таблиц
из TV1,V2,s, то назовем T из TV1,V2,r f -тестовой, если T является

(Ṽ1, Ṽ2)-тупиковой тестовой и не является (Ṽ1k, Ṽ2)-тестовой ни

для какого k из N2s , где Ṽ1, Ṽ2 — разбиения множеств V1, V2,
порожденные парой таблиц f . Если G — подграф графа GV1,V2
и X(G) = ∅, то будем считать таблицу T̂ |X(G) тестовой и не
тупиковой тестовой.

Справедливо следующее

Утверждение 7.2.13. Если s ∈ Nr−1, f ∈ TV1,V2,s и T ∈ TfV1,V2,r,
то пара таблиц T будет тестовой тогда и только тогда,
когда T является (Ṽ1, Ṽ2)-тестовой, и тупиковой тестовой
тогда и только тогда, когда T является f -тестовой.

Док а з а т е л ь с т в о. Если a ∈ V1, b ∈ V2, то f((a, b)) = 1̃s тогда

и только тогда, когда найдется такое j из N2s , что a ∈ V j
1 , b ∈ V

j
2
.

Значит,
T̂−1(Er \ ∪si=1{1̃ri}) ⊆ ∪2s

j=1X(GV j
1 ,V j

2

).

Таблица τr,s ◦ T̂ |X(GṼ1,Ṽ2
) не будет тестовой тогда и только тогда,

когда найдется j из N2s , a ∈ V j
1 , b ∈ V

j
2
такие, что τr,s(T̂ ((a, b))) =

= 1̃r−s. Но в этом случае T̂ ((a, b)) = 1̃r, и T — не тестовая пара

таблиц, т. е. T ∈ TтV1,V2,r ⇐⇒ T — (Ṽ1, Ṽ2)-тестовая.
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Аналогично доказывается, что T̂−1(1̃ri ) �= ∅ для всех i ∈
∈Nr \Ns тогда и только тогда, когда Ẽr−s ⊆ (τr,s ◦ T )(X(GṼ1,Ṽ2)),
и что T̂−1(1̃ri ) �= ∅ для i ∈ Ns тогда и только тогда, ко-

гда T — не (Ṽ1k, Ṽ2)-тестовая пара таблиц. Из этого следу-

ет, что T ∈ TттV1,V2,r ⇐⇒ T — (Ṽ1, Ṽ2)-тупиковая тестовая и не

(Ṽ1k, Ṽ2)-тестовая пара таблиц.
Утверждение 7.2.13 доказано.

Введенные понятия можно доопределить для случая s = 0.
Считая πr,0 ≡ 0, τr,0 ◦ T = T , TV1,V2,0 = {πr,0}, μ0 ≡ 1, получаем

T
πr,0

V1,V2,r
= TV1,V2,r и 20-разбиения Ṽ1, Ṽ2 множеств V1, V2, обра-

зованные самими этими множествами: Ṽ1 = (V1), Ṽ2 = (V2). При
s = 0 Ns = ∅ и отображения μs,k не определены, и понятие
πr,0-тестовой пары таблиц из TV1,V2,r совпадает с понятием тупи-
ковой тестовой пары таблиц из TV1,V2,r.

Через Tf1,δV1,r
, где δ ∈ (0, 1), s ∈ Ñr−1, f1 ∈ TV1,s, обозначим

множество таких таблиц T1 из Tf1V1,r, что |U j
0
| � mj

1 − (mj
1)

1−δ
для всех j ∈ N2s . Через FV1,V2,s обозначим множество таких пар

таблиц f из TV1,V2,s, что для разбиений Ṽ1, Ṽ2, порожденных f ,
выполнено

min
I∈N2,j∈N2s

mj
i � rln r.

В дальнейшем будем всюду полагать, что s — фиксированное

целое число s ∈ Ñr−1.
Утверждение 7.2.14. Если δ ∈ (0, 1/16), m1 � 2r(1/2+δ/2), 0 �
� t � lnm1 − δr, f ∈ FV1,V2,t, то

|Tf1,δV1,r
| � r 2

(r−t)m1(1− exp{−r 1
2

ln r}).

Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 7.2.2 следует, что для
любого j ∈ N2t

|Tδ
V j
1 ,r−t| � r 2

(r−t)mj
1(1− exp{−( min

j∈N2s
mj

1)
1−2δ}).

Следовательно,

|Tf1,δV1,r
| � r 2

(r−t)m1(1− 2t exp{−r(1−2δ) ln r}) � r

� r 2
(r−t)m1(1− exp{−rln r/2}).

Утверждение 7.2.14 доказано.

8 В. Б. Кудрявцев, А. Е. Андреев, Э. Э. Гасанов
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Утверждение 7.2.15. Если δ ∈ (0, 1/16), 2rr5 � m1m2 � 2r/c,
c > 1, f ∈ FV1,V2,s, m

j
1i � kji � mj

1i − (mj
1i)

1−δ, r2 � ai � 0, i ∈ Ñr,
j ∈ N2s и Ṽ1, Ṽ2 — разбиения, порожденные f , то

2(r−s)m2exp
{
− 2s−r

r∑
i=0

aim̃1im̃2

}
(1 + r−(δ/2) ln r) � r

� r

2s∏
j=1

(
2r−s −

r∑
i=0

aik
j
i

)mj
2 � r

� r 2(r−s)m2 exp
{
− 2s−r

r∑
i=0

aim̃1im̃2

}
(1− 2−r/3).

Док а з а т е л ь с т в о.

2s∏
j=1

(
2r−s −

r∑
i=0

aik
j
i

)mj
2 �

� 2(r−s)m2 exp
{ 2s∑
j=1

mj
2
ln
(
1− 2s−r

r∑
i=0

aim
j
1i

)}
� r

� r 2(r−s)m2 exp
{
− 2s−r

r∑
i=0

aim̃1im̃2

}
×

× exp
{
− 22s−2rr4

r∑
i=0

2s∑
j=1

(mj
1i)

2mj
2

}
�

� 2(r−s)m2 exp
{
− 2s−r

r∑
i=0

aim̃1im̃2

}
×

× exp{−22s−2rr5(m1)2m2} �

� 2(r−s)m2 exp
{
− 2s−r

r∑
i=0

aim̃1im̃2

}
(1− 2−r/3).

В другую сторону,

2s∏
j=1

(
2r−s −

r∑
i=0

aik
j
i

)mj
2 �
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� 2(r−s)m2 exp
{ 2s∑
j=1

mj
2 ln
(
1− 2s−r

r∑
i=0

ai(m
j
1i − (mj

1i)
1−δ)

)}
�

� r2
(r−s)m2 exp

{
− 2r−s

r∑
i=0

aim̃1im̃2

}
exp{2s−rr3m1m2r

−δ ln r} � r

� r 2
(r−s)m2 exp

{
− 2r−s

r∑
i=0

aim̃1im̃2

}
(1 + r−(δ/2) ln r).

Утверждение 7.2.15 доказано.

Положим Hf ,s(m̃1, m̃2, r) = Hs(m̃1m̃2, m̃11m̃2, . . . , m̃1sm̃2, r).
Если f ∈ TV1,V2,s, то через Tf ,TV1,V2,r обозначим множество те-

стовых пар таблиц из TfV1,V2,r, а через Tf ,ттV1,V2,r
— множество

тупиковых тестовых пар таблиц из TV1,V2,r.
Утверждение 7.2.16. Если r32r � m1m2 � 2r/c, c > 1, f ∈
∈ FV1,V2,s и Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1, V2, порожденные f , то

|Tf ,TV1,V2,r| ∼ r2
(r−s)(m1+m2) exp

{
− m̃1m̃2

2r−s

}
.

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем δ из (0, 1/16). Пусть Tf ,δ1 — мно-

жество таких пар таблиц T из TfV1,V2,r, что T1 �∈ Tf1,δV1,r
. Из утвер-

ждения 7.2.14 следует, что

|Tf ,δ1 | � r 2(r−s)(m1+m2) exp{−r(1/2) ln r} � r

� r 2(r−s)(m1+m2) exp
{
− m̃1m̃2

2r−s

}
.

Обозначим через Tf ,δ,T
2

множество тестовых пар таблиц T

из Tf ,δV1,V2,r таких, что T1 ∈ Tf1,δV1,r
. Для всех T из Tf ,δ,T

2
и j ∈ N2s

выполнено mj
1 � |Aj1| � mj

1 − (mj
1)

1−δ. Следовательно,

|Tf1,δV1,r
|

2s∏
j=1

(2r−s −mj
1 + (mj

1)
1−δ)m

j
2 � |Tf ,δ,T

2
| �

� |Tf1,δV1,r
|

2s∏
j=1

(2r−s −mj
1)
mj

2 .

8*
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Из утверждений 7.2.14, 7.2.15 следует, что

|Tf ,δ,T
2

| ∼ r2
(r−s)(m1+m2) exp

{
− m̃1m̃2

2r−s

}
.

Так как Tf ,TV1,V2,r ⊆ Tf ,δ,T
2

∪ Tf ,δ1 , то

|Tf ,TV1,V2,r| ∼ r2
(r−s)(m1+m2) exp

{
− m̃1m̃2

2r−s

}
.

Утверждение 7.2.16 доказано.

Через T f ,j1 обозначим таблицу (τr,s ◦ T1)|V̂ f ,j
1

, где T ∈ TfV1,V2,r,

f ∈ FV1,V2,s, V̂
f ,j
1 = V j

1 ∪ (∪sk=1V
μs,k(j)
1 ). Положим m̂f ,j

1 = |V̂ f ,j
1 |,

Uf ,j
0

= U0(T f ,j1 ) ∩Aj1,

Af ,j1i =
{
Aj1 ↔ 1̃r−si−s = Aj1i при i ∈ Nr \Ns,

A
μs,i(j)
1 при i ∈ Ns;

Uf ,j1 =
{ Uf ,j

0
↔ 1̃r−si−s при i ∈ Nr \Ns,

U0(T f ,j1 ) ∩Aμs,i(j)
1 при i ∈ Ns.

W f ,j = T1(V̂
f ,j
1 ) ∪ (∪ri=s+1A

j
1i(T

j
1 )), Df ,j = W f ,j \ (∪ri=0U

f ,j
i ),

V f ,j
1i = V

μs,i(j)
1 , mf ,j

1i = |V f ,j
1i |, Δf ,j

i = mf ,j
1i − |U

f ,j
i |, i ∈ Nr, j ∈ N2s .

Обозначим через T̂f1,δV1,r
множество таких таблиц T1 из Tf1,δV1,r

,

что |U0(T f ,j1 )| � m̂f ,j
1 − (m̂f ,j

1 )1−δ. Ясно, что для любого j ∈ N2s

Uf ,j
0
⊆ U j

0
и множества Uf ,ji , i ∈ Ñr попарно не пересекаются.

Утверждение 7.2.17. Если δ ∈ (0, 1/16), m1 � 2r(1/2+δ/2), f ∈
∈ FV1,V2,s, то

|T̂f1,δV1,r
| � r 2

(r−s)m1(1− exp{−r(1/3) ln r}).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть T̂f11 — множество таких таблиц T1
из Tf1V1,r, что |U0(T f ,j1 )| � m̂f ,j

1 − (m̂f ,j
1 )1−δ для всех j ∈ N2s .

Аналогично утверждению 7.2.14 доказывается, что

|T̂f11 | � r 2
(r−s)m1(1− exp{−r 1

2
ln r}).

Но так как T̂f1,δV1,r
= Tf1,δV1,r

∩ T̂f11 , то

|T̂f1,δV1,r
| � r 2

(r−s)m1(1− exp{−r
1
3

ln r}).
Утверждение 7.2.17 доказано.
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Утверждение 7.2.18. Если mj
2

� rln r, νji � 0, νi =
2s∑
l=1

νli � r4,

i ∈ Nr, j ∈ N2s , то

2s∏
j=1

r∏
i=1

(
mj

2

νji

)
�

2s∏
j=1

(
mj

2

νj1

)(
mj

2
− νj1
νj
2

)
· · ·
(
mj

2
− νj1 − . . .− νjr−1

νjr

)
� r

� r

(
1− r− 1

2
ln r
) 2s∏
j=1

r∏
i=1

(
mj

2

νji

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Верхняя оценка очевидна, и

2s∏
j=1

(
mj

2

νj1

)(
mj

2
− νj1
νj
2

)
· · ·
(
mj

2
− νj1 − . . .− νjr−1

νjr

)
�

�
r∏
i=1

2s∏
j=1

(
mj

2

νji

)(
1− νj

i

mj
2 − ν

)ν
�

r∏
i=1

(
1− νi

mj
2 − ν

)ν r∏
j=1

(
mj

2

νji

)
� r

� r

(
1− r−

1
2

ln r
) 2s∏
j=1

r∏
i=1

(
mj

2

νji

)
,

где ν =
r∑
i=1

νi � r5.

Утверждение 7.2.18 доказано.

Утверждение 7.2.19. Если δ ∈ (0, 1/16), r32r � m1m2 � 2r/c,
c > 1, f ∈ FV1,V2,s, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1, V2, порожденные f ,
r2 � aji � 0, mj

1i � kji � mj
1i − (mj

1i)
1−δ, i ∈ Nr, j ∈ N2s , то(

exp
{
m̃1im̃2

2r−s

}
− 1
)
(1 + 2−r/4) � r

� r

∑
mj

2
�νj ,νi>0

2s∏
j=1

(kji )
νj

i

(
2r−s −

r∑
l=1

ajl k
j
l

)−νj
i

(
mj

2

νji

)
� r

� r

r4∑
νi=1

2s∏
j=1

(kji )
νj

i

(
2r−s −

r4∑
l=1

ajl k
j
l

)−νj
i

(
mj

2

νji

)
� r

� r

(
exp
{
m̃1im̃2

2r−s

}
− 1
)
(1− r−

δ
4

ln r),
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где νi =
2s∑
l=1

νli, ν
j =

r∑
l=1

νjl .

Док а з а т е л ь с т в о. Положим

ak =
∑

νi=k,νj=mj
2

2s∏
j=1

(kji )
νj

i

(
2r−s −

r∑
l=1

ajl k
j
l

)νj
i

(
mj

2

νji

)
;

r4∑
k=1

ak �
r4∑
νi=1

2s∏
j=1

(1− (mj
1i)

−δ)ν
j
i (mj

1i2
s−r)ν

j
i

(
mj

2

νji

)
� r

� r (1− r−(δ/2) ln r)
r4∑
νi=1

2s∏
j=1

(mj
1i2

s−r)ν
j
i

(
mj

2

νji

)
.

Обозначим

ck =
∑

νi=k,νj�mj
2

2s∏
j=1

(mj
1i2

s−r)ν
j
i

(
mj

2

νji

)
.

Очевидно, что ck � (m1)k2(s−r)k(m2
k

)
= bk. При i >]r4/2[

bi−1

bi
= m1(m2 − i)

2r−s(i+ 1)
� m1m2

2r−si
� r r

−1/2.

Тогда∑
k�r4

ck �
∑
k�r4

bk � r 2b]r4[ � r 2b]r4/2[r
− [r4/2]

2 � r exp
{
− r4

5
ln r
}
,

так как b[r4/2] � r

( em1m2

2r−s[r4/2]

)[r4/2] � r 1. Поскольку c1 �

�
2s∏
j=1

mj
1im

j
2

2r−s � r 2
−2sr, то

r4∑
k=1

ak � r

(
1− exp

{
− r4

6
ln r
})

(1− r−(δ/2) ln r)
( m2∑
k=0

ck − 1
)

� r

� r (1− r−(δ/3) ln r)
( 2s∏
j=1

(
1 +

mj
1i

2r−s

)mj
2 − 1

)
� r



7.2. Оценки числа пар тестовых и тупиковых тестовых таблиц 231

� r (1− r−(δ/3) ln r)
(

exp
{ 2s∑
j=1

mj
1im

j
2

2r−s − (mj
1i)

2mj
2

22r−2s

}
− 1
)

� r

� r (1− r−(δ/3) lnr)
(

exp
{
m̃1im̃2

2r

}(
1− 2−r/3 m̃1im̃2

2r−s

)
− 1
)
.

Аналогично доказательству утверждения 7.2.7 получаем

r4∑
k=1

ak � r (1− r−(δ/4) ln r)
(

exp
{
m̃1im̃2

2r−s

}
− 1
)
.

В другую сторону,

m2∑
k=1

ak �
∑

νi>0,νj�mj
2

2s∏
j=1

(mνj
i

1i )(2
r−s − r3m1)−ν

j
i

(
mj

2

νji

)
�

�
2s∏
j=1

(
1 + mj

1i

2r−s − r3m1

)mj
2 − 1 �

� exp
{

m̃1im̃2

2r−s − r3m1

}
− 1 � r

� r exp
{
m̃1im̃2

2r−s + 2−r/3 m̃1im̃2

22r−2s

}
− 1 � r

� r (1 + 2−r/4)
(

exp
{
− m̃1im̃2

2r−s

}
− 1
)
.

Утверждение 7.2.19 доказано.

Утверждение 7.2.20. Если δ ∈ (0, 1/16), r32r � m1m2 � 2r/c,
c > 1, f ∈ FV1,V2,s, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1, V2, порожденные f ,
то

|Tf ,ттV1,V2,r
| � r 2

(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1− r−(δ/6) ln r).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через T̂f ,δ,тт множество таких

пар таблиц T из Tf ,ттV1,V2,r
, что T1 ∈ T̂f1,δV1,r

, T (V j
2
) ∩ Df ,j = ∅ для

всех j ∈N2s и
2s∑
j=1

|T−1(Uf ,j1 )∩ V j
2
| � r4 для всех i ∈Nr. Положим

T̂f ,δ,ттT1
= {S ∈ T̂f ,δ,тт : S1 = T1}. Обозначив νji = |T−1(Uf ,ji )∩ V j

2
|,

νi =
2s∑
l=1

νli, ν
j =
∑r

l=1 ν
j
l , i ∈ Nr, j ∈ N2s , и, учитывая утвержде-
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ние 7.2.13 и то, что для любого j ∈ N2s множества Uf ,ji попарно

не пересекаются, получаем для T1 из T̂f1,δV1,r

|T̂f ,δ,ттT1
| =

∑
r4�νi>0,i∈Nr

2s∏
j=1

( r∏
i=1

|Uf ,ji |νj
i

)
(2r−s − |W f ,j|)mj

2
−νj ×

×
(
mj

2

νj1

)(
mj

2
− νj1
νj
2

)
· · ·
(
mj

2
− νj1 − . . .− νjr−1

νjr

)
.

Из утверждений 7.2.15, 7.2.18, 7.2.19 следует, что

|T̂f ,δ,ттT1
| � r 2(r−s)m2 exp

{
− 2s−r

r∑
i=0

m̃1im̃2

}
×

× (1− 2−r/3)(1− r−(1/2) ln r) ×

×
∑

r4�νi>0

r∏
i=1

2s∏
j=1

|Uf ,ji |νj
i 2−(r−s)νj

i

(
mj

2

νji

)
� r

� r 2(r−s)m2 exp
{
− 2s−r

r∑
i=0

m̃1im̃2

}
×

×
r∏
i=1

(
exp
{
m̃1im̃2

2r−s

}
− 1
)
(1− r−(δ/4) ln r)r+1 � r

� r 2(r−s)m2Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1− r−(δ/5) ln r),

так как при i ∈ Ñr \Ns m̃1i = m̃1.
Из утверждения 7.2.17 следует, что

|T̂f ,δ,тт| � r 2
(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1− r−(δ/5) ln r).

Так как T̂f ,δ,тт ⊆ Tf ,ттV1,V2,r
, то утверждение 7.2.20 доказано.

Через FεV−1,V−2,s, ε ∈ (0, 2−s), s � 0, обозначим множество

таких таблиц f из FV1,V2,s, что для разбиений Ṽ1, Ṽ2 множеств V1,
V2 и i ∈ Ñr выполнено min

i∈Ñr

m̃1im̃2 � εm1m2. При s = 0 полагаем

FεV1,V2,s = TV1,V2,0 для любого ε ∈ (0, 1).
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Утверждение 7.2.21. Если δ ∈ (0, 1/16), ε ∈ (0, 2−s), r32r �
� m1m2 � 2r/r5, f ∈ FεV1,V2,s, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1, V2, порож-
денные f , то

|Tf ,ттV1,V2,r
| � r 2

(r−s)(m2+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1 + r−(δ/5) ln r).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через T̂f ,δ1 множество таких

пар таблиц T из TfV1,V2,r, что T1 /∈ T̂f1,δV1,r
. Из утверждения 7.2.17

следует, что

|T̂f ,δ1 | � r 2
(r−s)(m1+m2) exp{−r(1/3) ln r}.

Из утверждения 7.1.12 следует, что Hf ,s(m̃1, m̃2, r) � r exp{−r6}.
Значит,

|T̂f ,δ1 | � r 2
(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r) exp{−r(1/4) ln r}.

Обозначим через Tf ,δ,тт
2

множество таких пар таблиц T

из Tf ,ттV1,V2,r
, что T1 ∈ T̂f1,δV1,r

и Aj
2
∩ Df ,j = ∅ для всех j ∈ N2s .

Аналогично предыдущему утверждению, используя утвержде-
ния 7.2.15, 7.2.18, 7.2.19, имеем

|Tf ,δ,тт
2

| � |T̂f1,δV1,r
|

∑
νi>0,i∈Nr

νj�m
j
2
,j∈N2s

2s∏
j=1

(( r∏
i=0

mj
1i

)νj
i
)
×

×
(
2r−s −

r∑
k=0

(mj
1k − (mj

1k)
1−δ)

)mj
2
−νj

×

×
(
mj

2

νj1

)(
mj

2
− νj1
νj
2

)
· · ·
(
mj

2
− νj1 − . . .− νjr−1

νjr

)
� r

� r2
(r−s)(m1+m2) exp

{
− 2s−r

r∑
k=0

m̃1km̃2

}
(1 + r−(δ/3) ln r)×

×
∑

νi>0,νj�mj
2

r∏
i=1

2s∏
j=1

(mj
1i)

νj
i ·
(
2r−s−

r∑
k=0

(mj
1k−(mj

1k)
1−δ)

)−νj
i

(
mj

2

νji

)
� r

� r2
(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1 + r−(δ/4) ln r).
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Обозначим через Tf ,δ,тт
3

множество таких таблиц T

из Tf ,ттV1,V2,r
, что T1 ∈ T̂f1,δV1,r

, ∪2s

j=1(A
j
2
∩ Df ,j �= ∅) и для всех j

из N2s для любого x̃ из Df ,j число множеств Aj1i, i ∈ Nr, таких,

что x̃ ∈ Aj1i, меньше r/ ln2 r. Множество пар таблиц T из Tf ,δ,тт
3

,

таких, что
∑2s

j=1 |T−1(Df ,j) ∩ V j
2
| = k, обозначим через Tf ,δ,тт

3,k .

Так как все пары таблиц из Tf ,δ,тт
3

тестовые, то

|Tf ,δ,тт
3,k |�|T̂f1,δV1,r

|· max
T1∈T̂

f1,δ
V1,r

∑
νj�0,ν=k

2s∏
j=1

|Df ,j|(2r−s−|Aj1|)m
j
2
−νj

(
mj

2

νji

)
,

где ν =
2s∑
j=1

νj .

Так как |Df ,j| � r (r + 1)(m1)1−δ и m1 � mj
1 � |Aj1| � mj

1 −
− (mj

1)
1−δ, то, используя утверждение 7.2.15, получаем

|Tf ,δ,тт
3,k | � r 2(r−s)(m1+m2) exp

{
− m̃1m̃2

2r−s

}
(1 + r−(δ/2) ln r) ×

×
( (r + 1)(m1)1−δ

2r−s −m1

)k ∑
νj�0,ν=k

2s∏
j=1

(
mj

2

νj

)
� r

� r 2(r−s)(m1+m2) exp
{
m̃1m̃2

2r−s

}(
2r(m1)1−δ

2r−s

)k(m2

k

)
� r

� r 2(r−s)(m1+m2) exp
{
− m̃1m̃2

2r−s

}(
2r(m1)1−δm2

2r−s

)k
.

Обозначим (2r(m1)1−δm2/2
r−s) через a. Так как a < 2−

5
12
δr и

k � m2, то∑
k�] ln2 r[

ak � r m2a
] ln2 r[ � r m22

− 5
12
δr ln2 r � r 2

−(δ/4)r ln2 r.

Так как Hf ,s(m̃1, m̃2, r) � r exp{−m̃1m̃2

2r−s }2−7r ln r, то∑
k�] ln2 r[

|Tf ,δ,тт
3,k | � r 2

(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)2−(δ/5)r ln2 r.

Рассмотрим Tf ,δ,тт
3,k , где ] ln2 r[> k � 1. Обозначим через ηj =

= |T−1(Df ,j) ∩ V j
2
|, тогда

2s∑
j=1

ηj = η. В этом случае для каж-
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дого j ∈ N2s Aj
2
∩ Df ,j пересекается не более, чем с ηjr/ ln2 r

множествами из Af ,j11 , A
f ,j
12

, . . . ,Af ,j1r , а число номеров i из Nr,

для которых ∪2s

j=1(A
j
2
∩Df ,j ∩Af ,j1i ) �= ∅, не превосходит kr/ ln2 r.

Для того чтобы пара таблиц T была f -тестовой, при некоторых j
из N2s множества Aj

2
должны пересекаться с Uf ,ji , по крайней

мере, для lk =]r − kr/ ln2 r[ номеров i из Nr.
Пусть ã = (a1, · · · , alk) — набор ã : Nlk → Nk. Число таких

пар таблиц из Tf ,δ,тт
3,k , что ∪2s

j=1A
j
2
∩ Uf ,ji �= ∅ для i ∈ ã−1(Nlk), не

превосходит

2(r−s)m1 max
T1∈T̂

f1,δ
V1,r

∑
η=k,ν

j
i >0,

m
j
2
�ηj+νj

2s∏
j=1

|Df ,j|ηj

(
mj

2

ηj

)
(2r−s−|W f ,j

ã |)mj
2
−ηj−νj×

×
lk∏
i=1

|Uf ,j
ã−1(i)

|νj
i

(
mj

2

νji

)
� r

где νj =
lk∑
i=1

νji , η =
2s∑
j=1

ηj , W f ,j
ã = (∪lki=1A

f ,j
1,ã−1(i)

) ∪Aj1,

� r 2
(r−s)(m1+m2) exp

{
− 2s−r

(
m̃1m̃2 +

lk∑
i=1

m̃1,ã−1(i)m̃2

)}
×

×
lk∏
i=1

(
exp
{m̃1,ã−1(i)m̃2

2r−s

}
− 1
)
(1 + r−(δ/4) ln r)2−(5/12)δr � r

� r2
(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

(
min
i∈Nr

(
1− exp

{
− m̃1im̃2

2r−s

}))lk−r×
× 2−(δ/3)rk � r

так как lk − r > −kr/ ln2 r, то

� r 2(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)2(7kr/ ln r)−(δ/3)rk � r

� r 2(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)2−(δ/6)rk.

Следовательно,

|Tf ,δ,тт
3,k | � r

(
r

lk

)
2(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)2−(δ/6)rk.
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При k > 12/δ
( r
lk

)
2−(δ/6)rk � 2r2−2r = 2−r. При k � 12/δ lk �

� r − 12r/δ ln2 r, и, согласно утверждению 7.1.2,
( r
lk

)
� r 2

r/ ln r.
В итоге получаем

|Tf ,δ,тт3 | =
m2∑
k=1

|Tf ,δ,тт3,k | � r

� r 2(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ×

×
(
12

δ
2(r/ ln r)−(δr/6) + ln2 r2−r + 2−(δ/5)r ln2 r

)
� r

� r 2(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)2−(δr/8).

Через Tf ,δ,тт4 обозначим множество пар таблиц T из Tf ,ттV1,V2,r
,

для которых T1 ∈ T̂f1,δV1,r
и найдутся j0 ∈ N2s , x̃ ∈ Df ,j0 и, по

крайней мере, l =]r/ ln2 r[ множеств из Af ,j01i , i ∈ Nr, содержа-
щих x̃. Не менее, чем l − s из этих множеств имеют индекс i,
больший s, то есть, являются множествами вида Aj01 ↔ 1̃r−si−s ,
i ∈ Nr \ Ns. Это означает, что в Aj01 найдутся l − s различных
наборов, отличающихся от x̃ лишь одной координатой. Таких

таблиц на V j0
1 можно задать не более, чем(

mj0
1

l − s

)
2r−s

(
r − s
l − s

)
2(r−s)(mj0

1 −l+s) �

� 2(r−s)mj0
1 (mj0

1 )l−s2−(r−s)(l−s−2) � r

� r 2(r−s)mj0
1 −(r/3)(l−s) �

� 2(r−s)mj0
1 −(r2/(4 ln2 r)).

Следовательно, так как пары таблиц из Tf ,δ,тт4 — тестовые, то

|Tf ,δ,тт4 | � r 2(r−s)mj0
1 −(r2/(4 ln2 r)) ×

×
( ∏
j �=j0

(2r−s −mj
1 + (mj

1)
1−δ)m

j
2

)
� r

� r 2(r−s)(m1+m2) exp
{
− m̃1m̃2

2r−s

}
2−(r2/(5 ln2 r)) � r

� r 2(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)2−(r2/(6 ln2 r)).
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Так как Tf ,ттV1,V2,r
⊆ T̂f1,δ1 ∪ (∪4

k=2T
f ,δ,тт
k ), то

|Tf ,ттV1,V2,r
| � r 2

(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1 + r−(δ/5) ln r).

Утверждение 7.2.21 доказано.

Утверждение 7.2.22. Если ε ∈ (0, 2−s), 2r/r4 � m1m2, f ∈
∈ FεV1,V2,s, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1, V2, порожденные f , то

|Tf ,ттV1,V2,r
| � r 2

(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1 + r−2).

Док а з а т е л ь с т в о. Если m1m2 � 2r/r4 и f ∈ FεV1,V2,r, то для

любого i ∈ Nr m̃1im̃2 � 2r/r7/2. Тогда

Hf ,s(m̃1, m̃2, r) �
r∏
i=1

(
1− exp

{
− m̃1im̃2

2r−s

})
� r

� r

r∏
i=1

(
m̃1im̃2

2r−s − 1

2

(
m̃1im̃2

2r−s

)2)
� r

� r

r∏
i=1

(
m̃1im̃2

2r−s

)(
1− 1

2r7/2

)
� r

� r (1− r−5/2)
r∏
i=1

m̃1im̃2

2r−s .

Пара таблиц T из TfV1,V2,r будет f -тестовой, если найдет-

ся подграф G′ графа GṼ1,Ṽ2
, такой, что |X(G′)| = r − s и

τr,s ◦ T̂ (X(G′)) = Ẽr−s и ребра γ1, . . . , γs, γi ∈ X(GṼ1i,Ṽ2) такие,

что для всех i ∈ Ns τr,s ◦ T̂ (γi) = 1̃r−s. Из утверждения 7.2.10
следует, что граф G′ является лесом. Значения τr,s ◦ T на
вершинах из P(G′) задать таким образом, чтобы было вы-

полнено τr,s ◦ T̂ (X(G′)) = Ẽr−s, можно 2(r−s)k(G′)(r − s)! спо-
собами. Обозначим через G′′ граф, полученный добавлени-
ем к G′ ребер γ1, . . . , γs и инцидентных им вершин. Так

как T̂ (X(G′′)) = Ẽr, то G′′ также будет лесом. Значит, зна-
чения τr,s ◦ T определить на вершинах из P(G′′) так, что-

бы τr,s ◦ T̂ (X(G′)) = Ẽr−s и τr,s ◦ T̂ (γi) = 1̃r−s для i ∈ Ns,
можно 2(r−s)k(G′)(r − s)! 2(r−s)(k(G′′)−k(G′)) способами. Так как

|P(G′′)| = r + k(G′′), то число пар таблиц T из Tf ,ттV1,V2,r
, таких,
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что τr,s ◦ T̂ (X(G′)) = Ẽr−s и τr,s ◦ T̂ (γi) = 1̃r−s, i ∈ Ns не будет
превосходить

2(r−s)k(G′′)(r − s)!2(r−s)(m1+m2−r−k(G′′)) = 2(r−s)(m1+m2−r)(r − s)!.
Если |X(GṼ1,Ṽ2)| � r, то число r-лесов вида G′′ не превосходит

(|X(GṼ1,Ṽ2)|
r − s

) s∏
i=1

|X(GṼ1i,Ṽ2)| =
(
m̃1m̃2

r − s

) s∏
i=1

m̃1im̃2 �

r∏
i=1

m̃1im̃2

(r − s)! ,

в противном случае таких лесов не существует. Следовательно,

|Tf ,ттV1,V2,r
| � 2(r−s)(m1+m2−r)(r − s)!

( r∏
i=1

m̃1im̃2

)/
(r − s)! =

= 2(r−s)(m1+m2)
r∏
i=1

(
m̃1im̃2

2r−s

)
�

� 2(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1 + r−2).

Утверждение 7.2.22 доказано.

Из утверждений 7.2.20–7.2.22 непосредственно следует
Утверждение 7.2.23. Если ε ∈ (0, 2−s), 2rr3 � m1m2 � 2r/c, c >
> 1, f ∈ FεV1,V2,s, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1, V2, порожденные f , то

|Tf ,ттV1,V2,r
| ∼ r2

(r−s)(m1+m2)Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

7.3. Оценки числа f-тестовых пар таблиц

Во всех утверждениях этого параграфа будем полагать, что
s — фиксированное целое число, ε ∈ (0, 2−s), c > 1 — константы,
m1 � m2, m1 � m2.

Если 0 � u � t < r и f ∈ TV1,V2,u, то через Tf ,tV1,V2,r обозначим

множество таких пар (T ,S), T ,S ∈ TfV1,V2,r, что πr,t ◦ T = πr,t ◦ S.
Очевидно, что |Tf ,tV1,V2,r| = 2(2r−t−u)(m1+m2).

Для δ ∈ (0, 1/16) определим множества

Tδ,1V1,V2,r=
{
T ∈ TV1,V2,t :

∣∣∣|T̂−1(x̃)|−m1m2

2t

∣∣∣�m1m2

2t 2−(δ2r/3) ∀x ∈ Et
}
;
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Tδ,2V1,V2,r =
{
T ∈ TV1,V2,t : для всех x̃ ∈ Et, i ∈ N2 выполнено∣∣∣|T−1

i (x̃)| − mi

2t

∣∣∣ � (mi

2t

)1−δ
, если 1 � t < lnm1 − δr,

|T−1
i (x̃)| � 23δr, если lnm1 − δr � t � lnm1 + δr,

|T−1
i (x̃)| � 2δr/(4c), если lnm2 + δr < t � lnm1m2 − δr

}
;

Tδ,3V1,V2,t = Tδ,1V1,V2,t ∩ Tδ,2V1,V2,t;

Tg,δ,1V1,V2,r
=
{
T ∈ TgV1,V2,r, где g ∈ TV1,V2,t, t ∈ Nr−1

и Δ̂km̃2 � m̃1km̃22
−δr, k ∈ Nt,

где Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1, V2, порожденные g
}
;

Tδ,∗V1,V2,t=
{
g ∈ Tδ,3V1,V2,t : |Tg,δ2/2,1V1,V2,r

| � 2(r−t)(m1+m2)(1− exp{−2δr/2}),

t ∈ Nr−1

}
.

Утверждение 7.3.1. Если r32r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min(1/16, 1

6c
)), 1 � t < lnm1 − δr, то

|Tδ,3V1,V2,r| � r 2
t(m1+m2)(1− exp{−2−(δr/3)}).

Док а з а т е л ь с т в о. При i ∈ N2 m
−1
i � r 2−t � 1/2. Применяя

утверждение 7.1.1, получаем, что

|Tδ,2V1,V2,t| � t 2t(m1+m2)
(
1− 2 exp

{
− 1

12

(
mi

2t

)1−2δ})
� r

� r 2t(m1+m2)(1− exp{−2δr/3}).

Для всех пар таблиц T из Tδ,2V1,V2,t и любого x̃ ∈ Et выполнено

|T̂−1(x̃)| � 2t
(
m1

2t +
(
m1

2t

)1−δ)(m2

2t +
(
m2

2t

)1−δ)
� r

� r
m1m2

2t (1 + 2−(δ2r/2)).

Аналогично,

|T̂−1(x̃)| � r
m1m2

2t (1− 2−(δ2r/2)).
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Следовательно,
|Tδ,3V1,V2,t| � |T

δ,2
V1,V2,t

|.
Утверждение 7.3.1 доказано.

Утверждение 7.3.2. Если r32r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min(1/16, 1

6c
)), 1 � t < lnm1 − δr, то |Tδ,∗V1,V2,t| � |Tδ,3V1,V2,t|.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как начиная с некоторого номера r
Tδ,3V1,V2,t ⊆ FV1,V2,t, то из утверждения 7.2.14 следует, что для g ∈
∈ Tδ,3V1,V2,t

|Tg1,δV1,r
| � r 2(r−t)m1(1− 2t exp{−( min

j∈N2t

mj
1)

1−2δ}) � r

� r 2(r−t)m1(1− exp{−2δr/2}).
Если T1 ∈ Tg1,δV1,r

, то

Δ̃m̃2 �
2s∑
j=1

(mj
1)

1−δmj
2

� r m̃1m̃2

(
2m1

2t

)−δ
� r m̃1m̃22

−(δ2r/2).

Аналогично, для k ∈ Nr Δ̃km̃2 � r m̃1km̃22
−(δ2r/2). Следователь-

но, для g ∈ Tδ,3V1,V2,t имеем

|Tg,δ
2/2,1

V1,V2,r
| � r 2

(r−t)(m1+m2)(1− exp{−2δr/2}).
Утверждение 7.3.2 доказано.

Утверждение 7.3.3. Если r32r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min(1/16, 1

6c
)), lnm2 + δr < t � lnm1m2 − δr, то

|Tδ,3V1,V2,t| � r 2
t(m1+m2)(1− exp{−2δ2r/2}).

Док а з а т е л ь с т в о. Положим δ1 = t/ lnm1 − 1. Очевидно, что

δ < r δ1 < 1 − δ, (m1)δ1 = 2t/m1. Обозначим через T̃δ1Vi,t
, i ∈ N2,

множество таблиц Ti из TVi,t таких, что

|Ai(T1)| > mi − (mi)1−δ1rln r. (7.1)

Согласно утверждению 7.1.9

|T̃δ1Vi,t
|� r 2

tmi(1− exp{−(mi)1−δ1})� r 2
tmi(1− exp{−22δ2r}), i∈N2.
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Пусть Ṽ1, Ṽ2 — 2t-разбиения множеств V1, V2, порожденные таб-
лицами Ti из TVi,t, i ∈ N2. Определим множества Jk(T1) ⊆ N2t ,

k ∈ Ñ2 так, что j ∈ J0(T1), если mj
1 = 0, j ∈ J1(T1), если mj

1 = 1,

и j ∈ J2(T1), если mj
1 > 1. Если T1 ∈ T̃δ1V1,r, то непустых V j

1 не

меньше, чем m1 − (m1)1−δ1rln r, следовательно,

|J2(T1)| � r (m1)1−δ1rln r, |J1(T1)| � rm1 − 2(m1)1−δ1rln r.

Количество таблиц Ti из TVi,t, i ∈ N2, имеющих l одинаковых
строк, не превосходит

ail =
(
mi

l

)
(2t − 1)mi−l2t < 2tmi+1

(
mi

2t

)l
,

и∑
l�2

δr
4c

ail � r2
tmi+1

(
mi

2t

)]2
δr
4c [∑

k�0

(
mi

2t

)
� r

� r2
tmi exp

{
−
]
2

δr
4c
[δr
2

+ ln e+ 1
}

� r

� r2
tmi exp{−2 δr

4c }.

То есть, по крайней мере, для 2tmi(1 − exp{−2 δr
4c }) таблиц Ti

из TVi,t, i ∈ N2, выполнено

max
j∈N2t

mj
1 < 2

δr
4c . (7.2)

Так как m−1
2
� r |J1(T1)|/2t < 1/2 для T1 ∈ T̃δ1V1,r, то, применяя

утверждение 7.1.9, получаем, что∣∣∣{T2∈TV2,t :
∣∣∣|T−1

2
(μ−1
t (J1(T1)))|−

|J1(T1)|m2

2t

∣∣∣�( |J1(T1)m2|
2t

)1−δ}∣∣∣ � r

� r 2
m2t
(
1− exp

{
− 1

12

( |J1(T1)|m2

2t

)1−2δ})
� r

� r 2
m2t(1− exp{−2δr/2}). (7.3)

Выполнено также

|J1(T1)m2|
2t +

( |J1(T1)|m2

2t

)1−δ
� r

m1m2

2t

(
1 +
(
m1m2

2t

)−δ)
� r

� r
m1m2

2t (1 + 2−(δ2r/2)),
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|J1(T1)m2|
2t −

( |J1(T1)m2|
2t

)1−δ
� r

� r
m1m2

2t

(
1−m−δ1

1 rln r −
(
m1m2

2t

)−δ)
� r

� r
m1m2

2t (1− 2−(δ2r/2)).

Возьмем некоторое множество J3(T1) ⊆ L2t , |J3(T1)| = m1−δ
1 ,

J3(T1) ⊇ J2(T1). Для T1 ∈ T̃δ1V1,r выполнено m−1
2 � r

|J3(T1)|
2t <

1

2
.

Применяя утверждение 7.1.9, получаем∣∣∣{T2∈TV2,t :
∣∣|T−1

2
(μ−1
t (J3(T1)))|−

|J3(T1)|m2

2t

∣∣�( |J3(T1)|m2

2t

)1−δ}∣∣∣� r

� r 2
tm2

(
1− exp

{
− 1

12

( |J3(T1)|m2

2t

)1−2δ})
� r

� r 2
tm2(1− exp{−2

δr
3 }). (7.4)

Кроме того,

|J3(T1)|m2

2t +
( |J3(T1)|m2

2t

)1−δ
� r

m1m2

2t · 2(m1)−
δ
2 � r

m1m2

2t · 2−
δr
3c .

Число таких пар таблиц T из TV1,V2,t, что для T1 и T2 выпол-
нены условия (7.1)–(7.4), начиная с некоторого r, не меньше,

чем 2t(m1+m2) · (1− exp{−2δ2r}). Для таких пар таблиц выполне-
но

m1m2

2t (1−2−
δ2r
2 ) � r|T̂−1(1̃t)| � r

m1m2

2t (1+2−
δ2r
2 )+m1m2

2t · 2−
δr
3c + δr

4c .

Так как δ <
1

6c
, то∣∣∣|T̂−1(1̃t)| − m1m2

2t

∣∣∣ � r
m1m2

2t · 2−
δ2r
3 . (7.5)

Аналогичные рассуждения можно провести для любого x̃ ∈ Et,
рассматривая μ−1

t (Jk(T1))↔ x̃, k = 1, 3, вместо μ−1
t (Jk(T1)).

Получаем, что

|Tδ,3V1,V2,t| � r 2
t(m1+m2)(1− 2t exp{−2δ2r}) � r

� r 2
t(m1+m2)(1− exp{−2δ2r/2}).

Утверждение 7.3.3 доказано.
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Утверждение 7.3.4. Если r3 · 2r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min(1/16, 1

6c
)), lnm2 + δr < t � lnm1m2 − δr, то∣∣∣{g ∈ Tδ,∗V1,V2,t : |Tg,
δ
2
,1

V1,V2,r
| = 2(r−t)(m1+m2)

}∣∣∣ � r

� r 2
t(m1+m2)(1− exp{−r

ln r
3 }).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть для таблицы g1 из TV1,t выполнено

|A1(g1)| > m1 − (m1)1−δ1 · rln r, где δ1 = t

lnm1

− 1. (7.6)

В предыдущем утверждении было показано, что |J2(g1)| �
� (m1)1−δ1 · rln r. Пусть J4(g1) ⊆ N2t — такое множество, что

|J4(g1)| = (m1)1−δ1 · rln r, J4(g1) ⊇ J2(g1). Так как при mj
1 � 1

Δj = 0, то для любой таблицы T из TgV1,V2,r, где g ∈ TgV1,V2,t

Δ̃ · m̃2 =
∑

j∈J2(g1)∩(J1(g2)∪J2(g2))
Δj ·mj

2
�

∑
j∈J4(g1)∩(J1(g2)∪J2(g2))

Δj ·mj
2
.

Пусть для gi, i ∈ N2, выполнено

max
j∈N2t

mj
1 < 2

δr
4c . (7.7)

Тогда Δjmj
2

� 2
δr
2c и

Δ̃·m̃2 �
∣∣∣J4(g1) ∩ (J1(g2) ∪ J2(g2))

∣∣∣·2 δr
2c =
∣∣∣g−1

2
(μ−1
t (J4(g1)))

∣∣∣ · 2 δr
2c .

Если
(m1)1−δ1 ·m2

2t = (m1)2m2

22t
> 1, то m−1

2
� r

|J4(g1)|
2t <

1

2
.

Применяя утверждение 7.1.9, получаем∣∣∣{g2 ∈ TV2,t :
∣∣g−1

2
(μ−1
t (J4(g1)))

∣∣ � 2|J4(g1)|m2

2t

}∣∣∣ � r

� r 2
tm2

(
1− exp

{
− 1

12

( |J4(g1)|m2

2t

)1−2δ
})

� r

� r 2
tm2

(
1− exp

{
−r ln r

2

})
и

2|J4(g1)|m2

2t · 2
δr
4c � 2(m1)2m2r

ln r

22t
· 2

δr
4c � r

m1m2

2t · 2−
δr
2 .

Если
(m1)1−δm2

2t � 1, то
|J4(g1)|m2

2t � r ln r � r (lnm2)2 ln lnm2 .
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Применяя утверждение 7.1.9, получаем∣∣∣{g2 ∈ TV2,t :
∣∣g−1

2
(μ−1
t (J4(g1)))

∣∣ � (m2)δ/2
}∣∣∣ � r

� r 2
m2t
(
1− exp

{
− (m2)δ/4

})
� r

� r 2
m2t
(
1− exp

{
−2 δ2r

2
})

и (m2)δ/2 · 2
δr
4c � r exp

{δr
4

+ δ ln r + δr

2c

}
� r 2

δr
2 � m1m2

2t · 2− δr
2 .

Проводя аналогичные рассуждения для μ−1
t (J4(g1)) ↔ 1̃ti,

i ∈ Nt вместо μ−1
t (J4(g1)), получаем, что если для таблицы g1

из TV1,t выполнены условия (7.6), (7.7), то, по крайней мере,

для 2tm2(1 − exp{−2 δr
4c } − r exp{−r ln r

2 }) таблиц из TV2,t выпол-
нено (7.7), и для всех T из TgV1,V2,r выполнено

Δ̃k · m̃2 � r
m1m2

2t · 2−
δr
2 � r m̃1k · m̃2 · 2−

δr
3 , k ∈ Nt. (7.8)

Из доказательства утверждения 7.3.3 следует, что усло-
вия (7.6) и (7.7) выполняются, начиная с некоторого r для

2tm1(1 − exp{−2 δr
4c } − exp{−22δ2r}) пар таблиц из TV1,V2,t. Зна-

чит, пар таблиц g из TV1,V2,t, для которых выполнены усло-

вия (7.6)–(7.8) (а, следовательно, T
g,δ2/2,1
V1,V2,r

⊇ T
g,δ/2,1
V1,V2,r

= TgV1,V2,r),

начиная с некоторого r, будет не меньше, чем 2t(m1+m2)(1 −
− exp{−r

1
3

ln r}).
Утверждение 7.3.4 доказано.

Утверждение 7.3.5. Если r3 · 2r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min(1/16, 1

6c
)), lnm1 − δr � t � lnm2 + δr, то

|Tδ,3V1,V2,t| � r 2
t(m1+m2) · (1− exp{−2δ2r}).

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем некоторое u, t < lnm2 + δr <

< u � lnm2 + 3

2
δr. Так как lnm1m2 − δr � lnm2 + 4r

9c
− δr �

� r lnm2 + δr

3
, то в силу утверждения 7.3.3

|Tδ,3V1,V2,u| � r 2
u(m1+m2) · (1− exp{−2δ2r}).
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Каждой паре таблиц g из TV1,V2,t соответствует множе-
ство TgV1,V2,u пар таблиц S из TV1,V2,u, для которых πu,t ◦ S = g.
Для любого x̃ ∈ Et, S ∈ TgV1,V2,u

|ĝ−1(x̃)| =
∑

ỹ:πu,t(ỹ)=x̃

|Ŝ−1(ỹ)|.

Число таких пар таблиц g из TV1,V2,t, что TgV1,V2,u ∩ Tδ,∗V1,V2,u =
= ∅, начиная с некоторого не превосходит

2u(m1+m2) · exp{−2δ2r}/2(u−t)(m1+m2) = 2t(m1+m2) exp{−2δ2r}.
Если найдется S ∈ TgV1,V2,u ∩ Tδ,∗V1,V2,u, то для любого x̃ ∈ Et

2u−tm1m2

2t (1− 2−
δ2r
3 ) � r |g̃−1(x̃)| � r 2

u−tm1m2

2t (1 + 2−
δ2r
3 ).

То есть,∣∣∣{g ∈ TV1,V2,t : ∀x̃ ∈ Et
∣∣|ĝ−1(x̃)| − m1m2

2t

∣∣ � m1m2

2t · 2−
δ2r
3

}∣∣∣ �
� 2t(m1+m2)(1− exp{−2δ2r}).

Кроме того, если S ∈ TgV1,V2,u ∩ Tδ,3V1,V2,u, то

max
x̃∈Et,i∈N2

∣∣g−1
i (x̃)

∣∣ � 2u−t max
ỹ∈Eu,i∈N2

∣∣S−1
i (ỹ)

∣∣ � r 2
5
2
δr+ δr

4c � 23δr.

Следовательно,
∣∣∣Tδ,3V1,V2,t∣∣∣ � r 2

t(m1+m2) ·
(
1− exp

{
− 2δ

2r
})

.

Утверждение 7.3.5 доказано.

Утверждение 7.3.6. Если r3 · 2r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min( 1

64
,

1

40c
)), lnm1 − δr � t � lnm2 + δr, то

∣∣∣Tδ,∗V1,V2,t∣∣∣ �
�
∣∣∣Tδ,3V1,V2,t∣∣∣ .

Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждений 7.2.2, 7.3.5 вытекает, что

для g ∈ Tδ,3V1,V2,t, j ∈ N2t выполнено∣∣∣{T j1 ∈ TV j
1 ,r−t : |U0(T j1 )| < mj

1

}∣∣∣ � r 2
(r−t)mj

1 · 3(mj
2)

2

2(r−t)(1−δ/2)
� r

� r 2
(r−t)mj

1− r
2
+8δr.

Тогда согласно утверждению 7.1.9 число таблиц T1 из TV1,r−t,
для которых неравенство |U0(T j1 )| < mj

1 выполнено не более, чем
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для 2 · 2−r/2+8δr+t � 210δr j из N2t , начиная с некоторого r, не
меньше, чем

2(r−t)m1 ·
(
1− exp

{
− 1

12

(
210δr

)1−2δ
})

� r2
(r−t)m1

(
1− exp

{
− 28δr

})
.

Для таких таблиц T1 и любых таблиц T2 из TV2,r−t

Δ̃k · m̃2 � 210δr · 23δr · 23δr = 216δr, k ∈ Nr,

в то время как m̃1 · m̃2 � 1

2

m1m2

2r � m1 · 2−δr−1 � 2
r
2c−2δr. Полу-

чаем Δ̃k · m̃2 � r m̃1 · m̃2 · 2−2δr для всех k ∈ Nr. Следовательно,
для g ∈ Tδ,3V1,V2,t∣∣∣Tg,δ2/2,1V1,V2,r

∣∣∣ � ∣∣∣Tg,2δ,1V1,V2,r

∣∣∣ � 2(r−t)(m1+m2)
(
1− exp{−2r/8}

)
.

Утверждение 7.3.6 доказано.

Непосредственно из утверждений 7.3.1–7.3.6 следует
Утверждение 7.3.7. Если r3 · 2r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈
(
0,min

(
1

64
,

1

40c

))
, 1 � t � lnm1m2 − δr, то∣∣∣Tδ,∗V1,V2,t∣∣∣ � r 2

t(m1+m2)
(
1− exp

{
− r

δ
3

ln r
})

.

Обозначим через J ε
V1,V2,s

, где ε ∈ (0, 2−s), множество пар

таблиц f из TV1,V2,s, для которых
∣∣f−1
i (x̃)

∣∣ � εmi для всех x̃ ∈ Es,
i ∈ N2. Через Ṽ1, Ṽ2 будем обозначать 2s-разбиения множеств

V1,V2, порожденные таблицей f , Ṽi = (V 1
i , . . . ,V

2s

i ). Положим

mj
i = |V j

i |, m̃i = (m1
i , . . . ,m

2s

i ), mj
il = m

μt,l(j)
i , m̃il = (m1

il, . . .

. . . ,m2s

il ), i ∈ N2, j ∈ N2s , l ∈ Nt\Ns. Так как min
j∈N2s

mj
1 � εm1,

то m̃1l · m̃2 � εm1m2 для любого l ∈ Nt. Рассматривая пары

таблиц g из TfV1,V2,t, где f ∈ J ε
V1,V2,s

, t > s, через K̃1, K̃2 бу-

дем обозначать 2t-разбиения множеств V1,V2, порожденные g,

K̃i = (K1
i , . . . ,K

2t

i ), и kji = |Kj
i |, k̃i = (k1i , . . . , k

2t

i ), kjil = k
μr,l(j)
i ,

k̃il = (k1il, . . . , k
2t

il ), i ∈ N2, j ∈ N2t , l ∈ Nr\Nt.

Через Tf ,g,∗V1,V2,t
обозначим множество таких пар таблиц g

из TfV1,V2,t, что∣∣∣∣Tg, δ2

3
,1

V1,V2,r

∣∣∣∣ � 2(r−t)(m1+m2)
(
1− exp

{
− 2

δr
4
})

,
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а через Tg,δ,1V1,r
— множество таких таблиц T1 из Tg1V1,r, что для

любой таблицы T2 из Tg2V2,r T ∈ Tg,δ,1V1,V2,r
. Очевидно, что если g ∈

∈ Tf ,δ,∗V1,V2,t
, то ∣∣∣Tg,δ,1V1,r

∣∣∣ � 2(r−t)m1

(
1− exp

{
− 2

δr
4
})

.

Утверждение 7.3.8. Если r5/2 · 2r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈
(
0,min

(
1

64
,

1

40c

))
, s+ 1 � lnm1m2 − δr, f ∈ J ε

V1,V2,s
то∣∣∣Tf ,δ,∗V1,V2,t

∣∣∣ � r 2
(t−s)(m1+m2)

(
1− exp

{
− r

ln r
5
})

.

Док а з а т е л ь с т в о. Случай s = 0 содержится в утвержде-

нии 7.3.7. Пусть s > 0. Рассмотрим множества V j
1 ,V

l
2 , j, l ∈ N2s .

Так как f ∈ J ε
V1,V2,s

, то p3 · 2p � pm
j
1m

l
2 � ε2m1m2 � p2

p/c1, c1 � c,
где p = r − s. Если s + 1 � t � lnm1m2 − δr, то для любо-
го δ1 ∈ (0, δ) выполнено 1 � u � p lnmj

1m
l
2 − δ1p, где u = t− s.

Если u > s и g ∈ TV1,V2,u, то через gjl будем обозначать пару
таблиц (g1|V j

1
, g2|V l

2
) из T

V j
1 ,V l

2
,u
.

Для пар таблиц из TV j
1 ,V l

2
,u можно применить утвер-

ждение 7.3.7. Обозначим через Z̃j1, Z̃
l
2 разбиения мно-

жеств V j
1 ,V

l
2 , порожденные парой таблиц gjl ∈ T

V j
1 ,V l

2
,u
,

zjνi = |Zjνi |, z̃
j
i = (zj1i , . . . , zj2

u

i ), zx̃,j,νi = z
j1(j,x̃),i1(i,x̃)
i , где j1(j, x̃) =

= μs(μ−1
s (j) ↔ πu+s,s(x̃)), i1(i, x̃) = μu(μ−1

u (i) ↔ τu+s,s(x̃)),
z̃x̃,ji = (zx̃,j,1i , . . . , zx̃,j,2

u

i ), i ∈ N2, j ∈ N2s , ν ∈ N2u , x̃ ∈ Eu−s.
Положим wiν = ziν − |U0(gjl1 |Zjν

1
)| и введем вектора w̃j , w̃x̃,j

аналогично z̃j, z̃x̃,j . Тогда для δ1 ∈ (0, δ) выполнено∣∣∣∣Tδ1,∗V j
1 ,V l

2
,u

∣∣∣∣ � p2
u(mj

1+m
l
2
)
(
1− exp

{
− p

ln p
3
})

,

и, если gjl ∈ Tδ1,∗
V j
1 ,V l

2
,u
, то для всех пар таблиц из T

gjl,δ21/2,1

V j
1 ,V l

2
,p

и

x̃ ∈ {ỹ ∈ Eu : πu+s,s(ỹ) = 1̃s} выполнено w̃x̃,j · z̃l2 � p 2
− δ2

1p
2 z̃x̃,j1 · z̃l2

(если πu+s,s(x̃) = 1̃s, то j1(j, x̃) = j). Тот факт, что

w̃x̃,j · z̃l2� p 2
− δ2

1p
2 · z̃x̃,j1 · z̃l2 для остальных x̃ из Eu+s, следует из

аналогичных рассуждений для V
j1(j,x̃)
1 и V l

2 .
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Обозначим через Tδ,∗
Ṽ1,Ṽ2,u

множество таких пар таблиц g

из TV1,V2,u, что для всех j, l ∈ N2s gjl ∈ Tδ,∗
V j
1 ,V l

2
,u

и через Tg,δ,1
Ṽ1,Ṽ2,p

—

множество таких пар таблиц S из TV1,V2,p, что для всех j, l ∈ N2s

Sjl ∈ Tg
jl,δ,1

V j
1 ,V l

2
,p
.

Для всех g из Tδ1,∗
Ṽ1,Ṽ2,u

выполнено∣∣∣Tg,δ21/2,1
Ṽ1,Ṽ2,p

∣∣∣ � p 2(p−u)(m1+m2) ·
(
1− exp

{
− 2

δp
3
})

и
∣∣∣Tδ1,∗
Ṽ1,Ṽ2,u

∣∣∣ � p 2u(m1+m2) ·
(
1− 22s exp

{
− p

ln p
3
})

� p

� p 2u(m1+m2) ·
(
1− exp

{
− p

ln p
4
})

.

Для всех таблиц из T
g,δ21/2,1

Ṽ1,Ṽ2,p
и x̃ ∈ Ẽu+s

2s∑
j=1

w̃x̃,j · z̃l2 � p 2
− δ2

1p
2 ·

2s∑
j=1

z̃x̃,j1 · z̃l2.

Следовательно, если пара таблиц S принадлежит T
g,δ21/2,1

Ṽ1,Ṽ2,p
, где g ∈

∈ Tδ1,∗
Ṽ1,Ṽ2,u

, то пара таблиц T из TfV1,V2,r, f ∈ J ε
V1,V2,s

, такая,

что τr,s ◦ T = S, принадлежит T
h,δ21/2,1
V1,V2,r

, где τt,s ◦ h = g и

πt,s ◦ h = f . Для любого δ1 ∈ (0,min(1/64, 1/40c)) найдется δ ∈
∈ (δ1,min(1/64, 1/40c)), и, если K̃1, K̃2 — 2t-разбиения V1,V2,
порожденные парой таблиц h из Tf ,δ1,∗V1,V2,t

, то для i ∈ Nt

Δ̃i · k̃2 =
2s∑
j=1

w̃1̃t
i ,j · z̃j

2
� p 2

− δ2
1p
2

2s∑
j=1

z̃
1̃t

i ,j
1 · z̃j

2
=

= 2−
δ2
1p
2 k̃1i · k̃2 � r 2

− δ2
1r
3 k̃1i · k̃2.

Аналогично, для i ∈ Nr\Nt

Δ̃i · k̃2 =
2s∑
j=1

w̃j · z̃j
2

� r 2
− δ2

1r
3 · k̃1i · k̃2.

Полагая

T̃f ,δ1,∗V1,V2,t
=
{
h ∈ TfV1,V2,t : τt,s ◦ h ∈ Tδ1,∗

Ṽ1,Ṽ2,u
, πt,s ◦ h = f

}
,
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имеем ∣∣∣T̃f ,δ1,∗V1,V2,t

∣∣∣ � r 2
(t−s)(m1+m2)

(
1− exp

{
− r

ln r
5
})

и для любой таблицы h из Tf ,δ1,∗V1,V2,t∣∣∣Th,δ21/2,1V1,V2,r

∣∣∣ � 2(r−t)(m1+m2)
(
1− exp

{
− 2

δr
4
})

,

и, следовательно, Tf ,δ1,∗V1,V2,r
⊇ T̃f ,δ1,∗V1,V2,r

.

Утверждение 7.3.8 доказано.

Утверждение 7.3.9. Если r5/2 · 2r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈
(
0,min

(
1

64
,

1

40c

))
, s + 1 � t � lnm1m2 − δr, f ∈ J ε

V1,V2,s
то

для любой таблицы h из T̃f ,δ,∗V1,V2,t
выполнено max

i∈N2t

2t−r · ki1 �

� r 2
− δr

2 .

Док а з а т е л ь с т в о. Так как Tδ,∗
V j
1 ,V l

2
,t−s ⊆ Tδ,2

V j
1 ,V l

2
,t−s, то для лю-

бых j ∈ N2s и δ1 ∈ (0, δ) для всех Ki
1 ⊆ V j

1 , начиная с некоторого
номера r, выполнено:

|ki1 − 2s−tmj
1| � (2s−tmj

1)
1−δ1 , если 1 � t− s < lnmj

1 − δ1p,
ki1 � 23δr, если lnmj

1 − δ1p � t− s � lnml
2 + δ1p,

ki1 � 2
δr
4c , если lnml

2 + δ1p < t− s � lnmj
1m

l
2 − δ1p,

где p = r− s. В первом случае 2t−r · ki1� r 2
t−r · 2s−t+1m1� r 2

−r/3,
во втором — 2t−r·ki1� r2

− r
3
+3δr, в третьем — 2t−r · ki1� r2

−δr2
δr
4c �

� 2−
δr
2 .

Утверждение 7.3.9 доказано.

Утверждение 7.3.10. Если r5/2 · 2r � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min( 1

64
,

1

40c
)), s+ 1 � t � lnm1m2 − δr, f ∈ J ε

V1,V2,s
то для

всех таблиц h из T̃f ,δ,∗V1,V2,t
и всех x из Et выполнено∣∣∣∣∣ĥ−1(x̃)

∣∣− m̃x̃
1 · m̃2

2t−s

∣∣∣ � 2s−tm̃x̃
1 · m̃2 · 2−

δ2r
4 ,

где m̃x̃
1 = (mj1(1,x̃)

1 , . . . ,mj1(2
s,x̃)

1 ).
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как Tδ,∗
V j
1 ,V l

2
,t−s ⊆ Tδ,1

V j
1 ,V l

2
,t−s, то для

всех j, l ∈ N2s , x̃ ∈ Et−s∣∣∣∣∣(ĝjl)−1(x̃)
∣∣− 2s−tmj

1m
l
2

∣∣∣ � 2s−tmj
1m

l
2 · 2−

δ2r
4 .

Следовательно, для любого x̃ ∈ Et∣∣∣∣∣ĥ−1(x̃)
∣∣− 2s−t · m̃x̃

1 · m̃2

∣∣∣ � 2s−tm̃x̃
1 · m̃2 · 2−

δ2r
4 .

Утверждение 7.3.10 доказано.

Утверждение 7.3.11. Если 2r · r5/2 � m1m2 � 2r/r5,
δ ∈ (0,min( 1

64
,

1

40c
)), s + 1 � t � lnm1m2 − δr, f ∈ J ε

V1,V2,s

g ∈ T̃f ,δ,∗V1,V2,t
, то∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ·

(
1 + 2−

δ2r
12

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Это утверждение доказывается по той же
схеме, что и утверждение 7.2.21.

Обозначим через Tg,δ1 множество пар таблиц T из TV1,V2,r,

таких, что T1 /∈ T
g,δ2/3,1
V1,r

. Так как g ∈ Tf ,δ,∗V1,V2,t
, то∣∣∣Tg,δ1

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) · exp

{
−2

δr
4

}
� r

� r 2
(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) · exp

{
−2

δr
5

}
.

Через Tg,δ,тт
2

обозначим множество таких пар таблиц T

из Tg,ттV1,V2,r
, что T1 ∈ T

g1,δ
2/3,1

V1,r
и Aj

2
∩Dg,j = ∅ для всех j ∈ N2t ,

где

Aji = T
(
Kj
i

)
, Dg,j =

(
Aj1 ∪ ∪rk=1A

g,j
1,k

)∖(
∪rk=0Ug,jk

)
,

i ∈ N2, j ∈ N2t .



7.3. Оценки числа f -тестовых пар таблиц 251

Имеем∣∣∣Tg,δ,тт2

∣∣∣ � ∣∣∣Tg1,δ2/3,1V1,r

∣∣∣ · max
T1∈T

g1,δ
2/3,1

V1,r

( ∑
νi>0,i∈Nr ,

νj�k
j
2
,j∈N

2t

2t∏
j=1

( r∏
i=1

(
kj1i
)νj

i

)
×

×
(
2r−t −

r∑
η=0

(
kj1η −Δj

η

))kj
2
−νj

×

×
(
kj
2

νj1

)(
kj
2
− νj1
νj
2

)
. . .

(
kj
2
− νj1 − . . .− νjr−1

νjr

))
� r

� r 2
(r−t)(m1+m2) · max

T1∈T
g1,δ

2/3,1
V1,r

(
2t∏
j=1

(
1− 2t−r

r∑
η=0

(
kj1η −Δj

η

))kj
2×

×
∑

νi>0,i∈Nr ,

νj�k
j
2
,j∈N

2t

r∏
i=1

2t∏
j=1

(
kj1i
)νj

i

(
2r−t −

r∑
η=0

kj1η

)−νj
i
(
kj
2

νji

))
� r

� r 2
(r−t)(m1+m2) · max

T1∈T
g1,δ

2/3,1
V1,r

(
exp
{
− 2tr

r∑
η=0

(
k̃1η · k̃2 − Δ̃ηk̃2

)}
×

×
r∏
i=1

exp
{
2t−r

(
k̃1i · k̃2 + 2t−r+1

2t∑
j=1

kj1i · k
j
2
−

r∑
η=0

kj1η
)}
− 1

)
,

где νi =
2t∑
j=1

νji , ν
j =

r∑
i=1

νji . Из утверждений 7.3.8–7.3.10 следует,

что∣∣∣Tg,δ,тт2

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) · exp

{
−2s−r

r∑
i=0

m̃1i · m̃2 + 2−
δ2r
4

}
×

×
r∏
i=1

(
exp
{
m̃1i · m̃2

2r−s

(
1 + 2−

δ2r
5

)}
− 1

)
.

Так как
m̃1i · m̃2

2r−s � r 2
− δr

2 , то аналогично утверждению 7.2.7 по-
лучаем∣∣∣Tg,δ,тт2

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ·

(
1 + 2−

δ2r
7

)
.
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Обозначим через Tg,δ,тт
3

множество таких пар таблиц T

из Tg,ттV1,V2,r
, что T1 ∈ T

g1,δ
2/3,1

V1,r
, ∪2t

j=1

(
Aj

2
∩Dg,j

)
�= ∅ и для

всех j ∈ N2t , x̃ ∈ Dg,j число множеств Aj1i, i ∈ Nr, которым при-

надлежит x̃, меньше r/ln2 r. Множество пар таблиц T из Tg,δ,тт
3

,

таких, что
2t∑
j=1

∣∣∣T−1
(
Dj
)
∩ V j

2

∣∣∣ = l, обозначим через Tg,δ,тт
3,l . Так

как пары таблиц из Tg,δ,тт
3

— тестовые, то∣∣∣Tg,δ,тт3,l

∣∣∣ � ∣∣∣Tg1,δ2/3,1V1,r

∣∣∣×
× max
T1∈T

g1,δ
2/3,1

V1,r

⎛⎝ ∑
νj�0,ν=l

2t∏
j=1

∣∣Dg,j
∣∣νj (

2r−t −
∣∣∣Aj1∣∣∣)kj

2
−νj

·
(
mj

2

νj

)⎞⎠ � r

� r 2
(r−t)(m1+m2) · max

T1∈T
g1,δ

2/3,1
V1,r

(
2t∏
j=1

(
1− kj

1 −Δj

2r−t

)kj
2

)
×

×
∑

νj�0,ν=l

2t∏
j=1

(
kj
2

νj

)
·
( ∣∣Dg,j

∣∣
2r−t − kj

1

)νj

,

где ν =
∑2t

j=1 ν
j . Используя утверждения 7.3.8–7.3.10, получаем∣∣∣Tg,δ,тт3,l

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2)×

× exp
{
−m̃1 · m̃2

2r−s + 2−
δ2r
4

}
·
(

2t∑
j=1

∣∣Dg,j
∣∣ kj

2

2r−t − kj
1

)l
� r

� r 2
(r−t)(m1+m2) · exp

{
−2s−rm̃1 · m̃2

}
2−

δ2rl
6 .

Аналогично утверждению 7.2.21 получаем∑
l�] ln2 r[

∣∣∣Tg,δ,тт3,l

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) · 2−δ

2r ln2 r/7.

Рассмотрим Tg,δ,тт
3,l , где ] ln2 r[> l � 1. В этом случае для каж-

дого j из N2t множество Aj
2
∩Df ,j пересекается не более, чем

с ηjr/ ln2 r множествами Af ,j1i , i ∈ Nr, где ηj =
∣∣∣T−1(Dg,j) ∩Kj

2

∣∣∣,
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η =
2t∑
j=1

ηj = l. Количество номеров i из Nr, для которых

∪2t

j=1A
j
2
∩Dg,j ∩Ag,j1i �= ∅, не превосходит lr/ ln2 r. Для того что-

бы пара таблиц T была g-тестовой, множества Aj
2
должны при

некоторых j из N2t пересекаться с Ug,ji , по крайней мере, для

pl =]r − lr/ ln2 r[ номеров i из Nr.
Пусть ã = (a1, . . . , apl) — набор ã : Npl → Nr, νj =

=
∑pl

i=1 ν
j
i , W

f ,j
ã =

(
∪pl
i=1A

f ,j
1,ã−1(i)

)
∪ Aj1. Тогда аналогично

утверждению 7.2.21 получаем

∣∣∣Tg,δ,тт3,l

∣∣∣ � ( r
pl

)
· 2(r−t)m1 ·max

T1,ã

( ∑
η=l,ν

j
i >0,

m
j
2
�ηj+νj

2t∏
j=1

( ∣∣Df ,j
∣∣ηj ×

×

×
(

pl∏
i=1

∣∣∣Uf ,jã−1(i)

∣∣∣νj
i

)
·
(
2r−s −

∣∣∣W f ,j
ã

∣∣∣)mj
2
−νj−ηj

·
(
kj
2

ηj

)
·
pl∏
i=1

·
(
kj
2

νji

)))
� r

� r

(
r

pl

)
· 2(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r)×

× min
i∈Nr

(
1− exp

{
−2t−rk̃1i · k̃2

})pl−r
2−

δ2rl
6 � r

� r

(
r

pl

)
· 2(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) · 2−

δ2rl
8 .

При k >
16

δ2
выполнено

( r
pl

)
· 2−

δ2rl
8 � 2−r.

При k � 16

δ2
выполнено pl � r − 16r

δ2 ln2 r
, и согласно утвержде-

нию 7.1.2
( r
pl

)
� r 2

r/ ln r. Получаем, что при 1 � l <] ln2 r[∣∣∣Tg,δ,тт3,l

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) · 2−

δ2r
9

и
∣∣∣Tg,δ,тт3

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) · 2−

δ2r
10 .
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Через Tg,δ,тт4 обозначим множество пар таблиц T из Tg,ттV1,V2,r
,

для которых T1 ∈ T
g1,δ

2/3,1
V1,r

, и найдутся j0 ∈ N2t , x̃ ∈ Dg,j0 и, по

крайней мере, l =]r/ ln2 r[ множеств Af ,j01i , i ∈ Nr, содержащих
x̃. Не менее, чем l − s из этих множеств имеют индекс i, боль-
ший s, т. е. принадлежат одному из множеств T1(V

q
1 ), q ∈ N2s .

Следовательно, в V q
1 найдутся l − s элементов b1, . . . , bl−s, таких,

что τr,t ◦ T1(bi) ∈ Er−t и T1(bi), i ∈ Nl−s, попарно не равны между

собой. Если k(q) = max
Kj

1⊆V q
1

kj1, то таких таблиц можно задать не

больше, чем(∏
j �=q

2(r−t)mj
1

)
· 2(r−t)(mq

1−l−s)×

×
l−s∑
i=0

(
t− s
i

)
k(q)i

(
k(q)

l − s− i

)(
r − t

l − s− i

)
· 2r−t �

согласно утверждениям 7.1.3, 7.3.9:

� 2(r−t)m122r−2t ·
(
(t− s)k(q)2t−r

)l−s � r 2
(r−t)m1− δr2

4 ln2 r .

Так пары таблиц из Tg.δ,тт4 — тестовые, то∣∣∣Tg,δ,тт4

∣∣∣ � r 2
(r−t)m1− δr2

4 ln2 r · max
T1∈T

g1,δ
2/3,1

V1,r

2t∏
j=1

(
2r−t −

∣∣∣Aj1∣∣∣)kj
2 � r

� r 2(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) · 2−
δr2

6 ln2 r .

Так как Tg,ттV1,V2,r
⊆ Tg,δ1 ∪ ∪4

k=2T
g,δ,тт
k , то∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ·

(
1 + 2−

δr2

12

)
.

Утверждение 7.3.11 доказано.

Утверждение 7.3.12. Если 2r/r4 � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min( 1

64
,

1

40c
)), s + 1 � t � lnm1m2 − δr, f ∈ J ε

V1,V2,s
g ∈

∈ T̃f ,δ,∗V1,V2,t
, то∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ·

(
1 + r−2

)
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Это утверждение доказывается аналогич-
но утверждению 7.2.22. Получаем∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣ � r

� r 2
(r−t)(m1+m2)(r − t)! ·

(∣∣X(GK̃1,K̃2

)∣∣
r − t

)
·
t∏
i=1

∣∣∣X (GK̃1i,K̃2

)∣∣∣ �
� 2(r−t)(m1+m2−r) ·

r∏
i=1

k̃1i · k̃2.

Из утверждения 7.3.10 следует, что

k̃1i · k̃2 � 2s−t · m̃1i · m̃2

(
1− 2−

δ2r
4

)
.

Следовательно,∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣ � r 2(r−t)(m1+m2) ·
(
1− 2−

δ2r
3

)
·
r∏
i=1

(
m̃1im̃2

2r−s

)
� r

� r 2(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ·
(
1 + r−2

)
.

Утверждение 7.3.12 доказано.

Утверждение 7.3.13. Если 2r · r5/2 � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈ (0,min( 1

64
,

1

40c
)), s+ 1 � t � lnm1m2 − δr, f ∈ J ε

V1,V2,s
, то∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(2r−t−s)(m1+m2) ·

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · (1 + r−
3
2

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Для g ∈ T̃f ,δ,∗V1,V2,t
из утверждений 7.3.11,

7.3.12 следует, что∣∣∣Tg,тт,tV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(2r−2t)(m1+m2) ·

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · (1 + r−
5
3

)
.

Из утверждения 7.3.8 следует, что∣∣∣{(T ,S) ∈ Tf ,тт,tV1,V2,r
: πr−s,t(τr,s(T )) /∈ Tf ,δ,∗V1,V2,t

}∣∣∣ � r

� r 2
(2r−t−s)(m1+m2) exp

{
−r

ln r
5

}
.
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Следовательно,∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣ � r

∣∣∣Tf ,δ,∗V1,V2,r

∣∣∣×
× 2(2r−2t)(m1+m2) ·

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · (1 + r−
5
3

)
+

+ 2(2r−t−s)(m1+m2) · exp
{
−r

ln r
5

}
� r

� r 2
(2r−t−s)(m1+m2) ·

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · (1 + r−
3
2 ).

Утверждение 7.3.13 доказано.

Обозначим через Tf ,δ,2V1,V2,t
, где f ∈ TV1,V2,s, 0 � s < t множество

таких пар таблиц g из TfV1,V2,t, что
∣∣ĝ−1(x̃)

∣∣ � 23δr/2 для любо-

го x̃ ∈ Et.
Утверждение 7.3.14. Если 2r · r2 � m1m2 � 2r/c, c > 1, δ ∈
∈
(
0,min

(
1

64
,

1

40c

))
, lnm1m2 − δr < t � r − 1, f ∈ J ε

V1,V2,s
, то∣∣∣Tf ,δ,2V1,V2,t

∣∣∣ � r 2
(t−s)(m1+m2) ·

(
1− exp

{
−r

ln r
5

})
.

Док а з а т е л ь с т в о. Положим u = [lnm1m2 − δr]. Из утвер-

ждения 7.3.10 следует, что для любой таблицы g из T̃f ,δ,∗V1,V2,u∣∣ĝ−1(x̃)
∣∣ � 2s−u+1 ·m1m2 · 2−

δ2r
4 � r 2

3
2
δr

для любого x̃ из Eu. Для любой пары таблицы h из TgV1,V2,t, t > u

и, ỹ ∈ Et такого, что πt,u(ỹ) = x̃, выполнено
∣∣∣ĥ−1(ỹ)

∣∣∣ � ∣∣ĝ−1(x̃)
∣∣.

Из утверждения 7.3.8 следует, что∣∣∣Tf ,δ,2V1,V2,t

∣∣∣ � ∣∣∣Tf ,δ,∗V1,V2,u

∣∣∣ · 2(t−u)(m1+m2) � r

� r 2
(t−s)(m1+m2)

(
1− exp

{
−r

ln r
5

})
.

Утверждение 7.3.14 доказано.

Утверждение 7.3.15. Если δ1 ∈ (0, 1), 2r · r2−δ1 � m1m2 � 2r/c,
c > 1, δ ∈

(
0,min

(
1

64
,

1

40c

))
, lnm1m2 − δr < t � min(lnm1m2 +

+ δr, r − 1), f ∈ J ε
V1,V2,s

, то∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(2r−t−s)(m1+m2) ·

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · 28δr2 .
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Док а з а т е л ь с т в о. Аналогично утверждению 7.3.12 имеем∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣ � 2(r−t)(m1+m2−r)(r − t)!×

×
(|X(GK̃1,K̃2

)|
r − t

) r∏
i=1

∣∣∣X (GK̃1i,K̃2

)∣∣∣ �
� 2(r−t)(m1+m2) · 2rt−r2 ·

r∏
i=1

k̃1i · k̃2.

Учитывая утверждение 7.3.14, для g из Tf ,δ,2V1,V2,t
получаем∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣� r 2
(r−t)(m1+m2)·

(
m1m2·2δr

2r

)r
·23

2
δr�2rs+

5
2
δr2 ·

r∏
i=1

m̃1i · m̃2

2r−s .

Если m1m2 � 2r/r4, то
r∏
i=1

m̃1i · m̃2

2r−s � r 2Hf ,s(m̃1, m̃2, r), а если

2r · r2−δ1 � m1m2 > 2r/r4, то Hf ,s(m̃1, m̃2, r) � r 2
− δr2

3 и

r∏
i=1

(
m̃1i · m̃2

2r−s

)
� 2rs · r2r � rH

f ,s(m̃1, m̃2, r) · 2
δr2

2 .

Следовательно, для g ∈ Tf ,δ,1V1,V2,t∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(r−t)(m1+m2)+

7
2
δr2 ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

и∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(2r−t−s)(m1+m2)×

×
(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r) · 27δr

2

+ exp
{
−r

ln r
5

})
� r

� r 2
(2r−t−s)(m1+m2) ·

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · 28δr2 .
Утверждение 7.3.15 доказано.

Утверждение 7.3.16. Если δ ∈
(
0,min

(
1

64
,

1

40c

))
, 2r(1−δ) �

� m1m2 � 2r/c, c > 1, lnm1m2 + δr < t � r − 1, f ∈ J ε
V1,V2,s

, то∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(2r−t−s)(m1+m2) ·

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · (2t+2δr

m1m2

)r
.

9 В. Б. Кудрявцев, А. Е. Андреев, Э. Э. Гасанов
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Док а з а т е л ь с т в о. Аналогично предыдущему утверждению,

для g ∈ Tf ,δ,2V1,V2,t
получаем∣∣∣Tg,ттV1,V2,r

∣∣∣ � r 2(r−t)(m1+m2) · 2rt−r2+ 3
2
r2 �

� 2(r−t)(m1+m2) ·
(
m1m2

2r

)r
·
(

2t+
3
2
δr

m1m2

)r
� r

� r 2(r−t)(m1+m2) ·Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ·
(

2t+
5
3
δr

m1m2

)r
и∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣ � r 2
(2r−t−s)(m1+m2) ×

×
(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ·

(
2t+

5
3
δr

m1m2

)r
+ exp

{
−r

ln r
5

})
� r

� r 2
(2r−t−s)(m1+m2) ·

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · (2t+2δr

m1m2

)r
.

Утверждение 7.3.16 доказано.

7.4. Асимптотика числа тупиковых тестов

Будем считать, что s — фиксированное целое число, s � 0.
Обозначим

ϕs,∇V1,V2,n,i =
∑

x̃∈En
r ,x̃(i)=1

ϕ∇
V1,V2,n,x̃

,

ϕs,∇V1,V2,n =
n∑
r=1

ϕs,∇V1,V2,n,r,

ϕs,k∇V1,V2,n,r
=

r∑
j=1

ϕs,∇V1,V2,n,j ,

где i ∈ Nr, ∇ — один из значков «т», «тт». Если f ∈ TV1,V2,s, то

через ϕf ,∇V1,V2,n,x̃, ϕ
f ,Δ
V1,V2,n,r

, ϕf ,∇V1,V2,n будем обозначать, соответствен-

но, сужения функций ϕs,∇V1,V2,n,x̃, ϕ
s,Δ
V1,V2,n,r

, ϕs,∇V1,V2,n на TfV1,V2,n, ∇ —
один из значков «т», «тт», Δ — один из значков «т», «тт», «кт»,
«ктт».
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Положим æ(x) = (lnx− ln lnx) /2, rε1(n,m) = r̃ε1,n(m),

rε2(n,m) =

{
]1
2

lnmn[, если m � n1−ε,

](1 + ε) lnm[, если m > n1−ε.

Из утверждения 7.2.23 непосредственно следует
Утверждение 7.4.1. Если ε ∈ (0, 2−s), nc1 � m1m2 � nc2, 0 <
< c1 < 1 < c2, rε1(n,m1m2) � r � rε2(n,m1m2), f ∈ J ε

V1,V2,s
и

Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1,V2, порожденные f , то

Mϕf ,ттV1,V2,n,r
∼n
(
n− s
r − s

)
·Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Действительно, при nc1 � m1m2 � nc2 и
rε1(n,m1m2) � r � rε2(n,m1m2) выполнено

2r · r2 � m1m2 � 2
(1+c1)r

2 ,
1 + c1

2
< 1,

откуда следует требуемый результат
Утверждение 7.4.1 доказано.

Утверждение 7.4.2. Если ε∈(0, 1/32), δ∈(0,min(1/64, c1/18c2)),
nc1 � m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, rε1(n,m1m2) � r �
� rε2(n,m1m2), то

r−1∑
t=[lnm1m2−δr]+1

(
r − s
t− s

)(
n− r
r − t

)
· 28δr2 � nn

− r
8

(
n− s
r − s

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как(
r − s
t− s

)(
n− r
r − t

)
� rt−s

(
n− s
r − s

)
r(r − 1) · . . . · (r − t+ s+ 1)
n(n− 1) · . . . · (n− t+ s+ 1)

�

�

�
(
n− s
r − s

)(
r2

n− s

)t−s
� n

(
n− s
r − s

)
n−

7t
8

9*
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и r � min
( lnm1m2

c1
, (1 + ε)c2 lnn

)
, то

r−1∑
t=[lnm1m2+δr]+1

(
r − s
t− s

)(
n− r
r − t

)
· 28δr2 � n

� n

(
n− s
r − s

)
· 28δr2+1 · n− 3

4
lnm1m2 � n

� n

(
n− s
r − s

)
· n
(
9

c2
c1
δ− 3

4

)
lnm1m2 �

(
n− s
r − s

)
· n−

r
8 .

Утверждение 7.4.2 доказано.

Утверждение 7.4.3. Если ε∈(0, 1/16c2), δ∈(0,min(1/64, c1/16c2)),
nc1 � m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, rε1(n,m1m2) � r �
� rε2(n,m1m2), то

r−1∑
t=[lnm1m2+δr]+1

(
r−s
t−s

)(
n−r
r−t

)
·
(
2t+2δr

m1m2

)2r

� n(m1m2)
− r

2c2

(
n−s
r−s

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Если r − 1 < [lnm1m2 + δr] + 1, то сумма
равна нулю. В противном случае

r−1∑
t=[lnm1m2+δr]+1

(
r − s
t− s

)(
n− r
r − t

)
·
(
2t+2δr

m1m2

)2r

� n

� n

(
n− s
r − s

)
·
(

22δr

m1m2

)2r

·
r−1∑

t=[lnm1m2+δr]+1

(
22rr2

n− s

)t−s
� n

� n

(
n− s
r − s

)
· r ·
(
r2 · 22δr+1 max

(
m1m2n, (m1m2)2+2ε

)
(m1m2)2n

)r
�

�
(
n−s
r−s

)
·r·
(
r2·22δr+1(m1m2)

2ε− 1
c2

)r
� n

(
n−s
r−s

)
(m1m2)

− r
2c2 .

Утверждение 7.4.3 доказано.

Утверждение 7.4.4. Если ε ∈ (0,min(2−s, 1/32, c1/18c2)), nc1 �
� m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, rε1(n,m1m2) � r � rε2(n,m1m2),
f ∈ J ε

V1,V2,s
, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения множеств V1,V2, порожденные

f , то

Dϕf ,ттV1,V2,n,r
� nr

− 5
4

(
Mϕf ,ттV1,V2,n,r

)2
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим Ensr =
{
x̃ ∈ Enr : x̃−1(i) = 1,

i ∈ Ns}. Тогда

Dϕf ,ттV1,V2,n,r
=
∑
x̃∈Ens

r

Dϕf ,ттV1,V2,n,x̃
+

+
∑

x̃1∈Ens
r

∑
x̃2∈Ens

r

cov
(
ϕf ,ттV1,V2,n,x̃1

,ϕf ,ттV1,V2,n,x̃2

)
=

=
(
n− s
r − s

)∣∣∣Tf ,тт
V1,V2,r

∣∣∣∣∣∣Tf
V1,V2,r

∣∣∣ ·
⎛⎝1−

∣∣∣Tf ,тт
V1,V2,r

∣∣∣∣∣∣Tf
V1,V2,r

∣∣∣
⎞⎠+

(
n− s
r − s

)
×

×
r−1∑
t=s+1

(
r − s
t− s

)(
n− r
r − t

)⎛⎜⎝
∣∣∣Tf ,тт,t

V1,V2,r

∣∣∣∣∣∣Tf ,t
V1,V2,r

∣∣∣ −
⎛⎝∣∣∣Tf ,тт

V1,V2,r

∣∣∣∣∣∣Tf
V1,V2,r

∣∣∣
⎞⎠2
⎞⎟⎠ .

В условиях утверждения выполнено 2r · r2− ε
2 � m1m2 �

� 2c1r. Из утверждений 7.2.20, 7.2.22 следует, что для
δ ∈ (0,min(1/64, c1/40))

Hf ,s(m̃1, m̃2, r)
(
1 + r−2

)
� n

∣∣∣Tf ,ттV1,V2,r

∣∣∣/ ∣∣∣TfV1,V2,r∣∣∣ � n

� n Hf ,s(m̃1, m̃2, r) ·
(
1− r−

δ
8

ln r
)
.

В силу утверждения 7.3.13 имеем при s+ 1 � t � [lnm1m2 − δr]∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣/ ∣∣∣Tf ,tV1,V2,r∣∣∣ � n

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · (1 + r−
3
2

)
.

При δ∈(0,min(1/64, c1/40c2)), lnm1m2 − δr < t � min(lnm1m2 +
+ δr, r − 1) из утверждения 7.3.15 следует∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣/ ∣∣∣Tf ,tV1,V2,r∣∣∣ � n

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · 28δr2 ,
и при lnm1m2 + δr < t � r − 1 из утверждения 7.3.16 получаем∣∣∣Tf ,тт,tV1,V2,r

∣∣∣/ ∣∣∣Tf ,tV1,V2,r∣∣∣ � r

(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · (2t+2δr

m1m2

)r
.

Таким образом,

Dϕf ,ттV1,V2,n,r
� n

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)(1 + r−2) +

(
n− s
r − s

)
×
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×
[lnm1m2−δr]∑

t=s+1

(
r − s
t− s

)(
n− r
r − t

)(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · r− 4
3+

+
(
n− s
r − s

)
·
min([lnm1m2+δr],r−1)∑
t=[lnm1m2−δr]+1

(
r − s
t− s

)
×

×
(
n− r
r − t

)(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2 · 28δr2+
+
(
n− s
r − s

)
·

r−1∑
min([lnm1m2+δr],r−1)

(
r − s
t− s

)
×

×
(
n− r
r − t

)(
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2(2t+2δr

m1m2

)
.

Так как
(n−s
r−s
)

�
(
n− s
r − s

)r−s
� nn(1−ε)n и в силу утвержде-

ния 7.1.12 при

Hf ,s(m̃1, m̃2, r) � n min
(
1

2
exp
{
−(lnm1m2)2−ε

}
,

1

2

(
1− exp

{
−n−

1−c1
2

})r )
� n

� n min
(
n−r

2−ε/2
,n−

r
2

)
� nn

− r
2 ,

и при m > n1−ε

Hf ,s(m̃1, m̃2, r) � n min
(
1

2
exp
{
−(lnm1m2)2−ε

}
,

1

2
(1− exp {−(m1m2)ε})r

)
� n

� n min
(
n−r

2−ε/2
,n−2c2εr

)
� nn

− r
8 ,

то
(n−s
r−s
)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r) � nn

3r
8 .

Следовательно, учитывая утверждения 7.4.1–7.4.3, получаем

Dϕf ,ттV1,V2,n,r
� n

((
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

)2

×

×
(
n−

3r
8 + r−

4
3 + n−

r
8 + (m1m2)

− r
2c2

)
� n

� n r−
5
4

(
Mϕf ,ттV1,V2,n,r

)2
.
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Утверждение 7.4.4 доказано.

Утверждение 7.4.5. Если ε ∈ (0,min(1/32, c1/18c2)), nc1 �
� m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, rε1(n,m1m2) � r � rε2(n,m1m2),
f ∈ J ε

V1,V2,s
, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения множеств V1,V2, порожденные

f , то

ϕf ,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n Mϕ

f ,тт
V1,V2,n,r

∼n
(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r)

и
[rε

2
(n,m1m2)]∑

r=]rε
1 (n,m1m2)[

ϕf ,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n M

[rε
2
(n,m1m2)]∑

r=]rε
1 (n,m1m2)[

ϕf ,ттV1,V2,n,r
∼n

∼n
[rε

2
(n,m1m2)]∑

r=]rε
1 (n,m1m2)[

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Если rε1(n,m1m2) � r � rε2(n,m1m2), то

P
(∣∣∣ϕf ,ттV1,V2,n,r

− Mϕf ,ттV1,V2,n,r

∣∣∣ � r−
1
4Mϕf ,ттV1,V2,n,r

)
�

� Dϕf ,ттV1,V2,n,r

/(
r−

1
4Mϕf ,ттV1,V2,n,r

)2
� nr

− 9
8 �n 1.

Так как rε2(n,m1m2)− rε1(n,m1m2) � nr
11
10 , то

P

⎛⎝∣∣∣∣∣∣
[rε

2
(n,m1m2)]∑

r=]rε
1 (n,m1m2)[

(
ϕf ,ттV1,V2,n,r

− Mϕf ,TV1,V2,n,r

)∣∣∣∣∣∣ �

� r−
1
4M

[rε
2
(n,m1m2)]∑

r=]rε
1 (n,m1m2)[

ϕf ,ттV1,V2,n,r

⎞⎠ � nr
11
10 · r−

9
8 �n 1.

Учитывая утверждение 7.4.1, получаем искомый результат.
Утверждение 7.4.5 доказано.

Утверждение 7.4.6. Если ε ∈ (0,min(2−s, 1/32, c1/18c2)), nc1 �
� m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, rε1(n,m1m2) � r0 � lnm1m2 −
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− ln ln lnm1m2 + s, f ∈ J ε
V1,V2,s

, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1,V2, по-
рожденные f , то

r0−1∑
r=s+1

ϕf ,ттV1,V2,n,r
�

r0−1∑
r=s+1

ϕf ,TV1,V2,n,r
п.в.�n

п.в.�n ϕ
f ,тт
V1,V2,n,r0

п.в.∼ n

(
n− s
r0 − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Док а з а т е л ь с т в о. При всех r ϕf ,ттV1,V2,n,r
� ϕf ,TV1,V2,n,r. Согласно

утверждению 7.2.16 Mϕf ,TV1,V2,n,r0 ∼n
(n−s
r0−s
)
exp
{
−m̃1 · m̃2

2r0−s

}
. Пусть

T ∈ TV1,V2,r. Если пара таблиц S = πr,r−1 ◦ T — тестовая, то все
2m1+m2 пар таблиц из TSV1,V2,r будут тестовыми.

Следовательно,
∣∣TтV1,V2,r−1

∣∣ / |TV1,V2,r−1| �
∣∣TтV1,V2,r∣∣ / |TV1,V2,r|

и для любого s+ 1 � r < r0 выполнено

Mϕf ,TV1,V2,n,r � Mϕf ,TV1,V2,n,r0 ·
(
n− s
r − s

)/(
n− s
r0 − s

)
.

Получаем

Mϕf ,ктV1,V2,n,r0−1 � Mϕf ,TV1,V2,n,r0

(
r0−1∑
r=s+1

(
n− s
r − s

))/(
n− s
r0 − s

)
.

Так как согласно утверждению 7.1.4
r0−1∑
r=s+1

(n−s
r−s
)

� n
2r0
n

(n−s
r0−s
)
, и

при rε1(n,m1m2) � r0 � lnm1m2 − ln ln lnm1m2 + s

r0∏
i=1

(
1− exp

{
−m̃1i · m̃2

2r0−s

})
� (1− exp {−ε ln lnm1m2})lnm1m2 =

= (m1m2)ln(1−(lnm1m2)
ε) � n(m1m2)

− 1
2c2 � nn

− 1
2 ,

то в силу утверждений 7.4.1, 7.4.5

Mϕf ,ктV1,V2,n,r0−1 � nMϕ
f ,T
V1,V2,n,r0

· 2r0
n

� nn
− 1

3Mϕf ,ттV1,V2,n,r0

п.в.�n ϕ
f ,тт
V1,V2,n,r0

.

Отсюда получаем

r0−1∑
r=s+1

ϕf ,ттV1,V2,n,r
= ϕf ,кттV1,V2,n,r0−1 � ϕf ,ктV1,V2,n,r0−1

п.в.�n ϕ
f ,тт
V1,V2,n,r0

.

Утверждение 7.4.6 доказано.
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Утверждение 7.4.7. Если ε ∈ (0,min(2−s, 1/32, 1/16c2)), nc1 �
� m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, r0 = [rε2(n,m1m2)], f ∈ J ε

V1,V2,s
,

Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1,V2, порожденные f , то∑
r>[rε

2
(n,m1m2)]

ϕf ,ттV1,V2,n,r

п.в.�n ϕ
f ,тт
V1,V2,n,r0

п.в.∼ n

(
n− s
r0 − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r0).

Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 7.2.22 следует, что при
r � r0

Mϕf ,ттV1,V2,n,r
�
(
n− s
r − s

)
·
r∏
i=1

(
m̃1i · m̃2

2r−s

)
= ar.

При r > rε2(n,m1m2) имеем: если m1m2 � n1−ε, то

ar+1

ar
= (n− r)m̃1 · m̃2

(r + 1− s)22r+1−s
� n

nm1m22
s−1

rε
2(n,m1m2)nm1m2

� n(lnm1m2)−
1
2 ,

если m1m2 > n1−ε, то
ar+1

ar
� n

nm1m22
s−1

rε
2(n,m1m2)(m1m2)2+2ε

� nn
− ε

2 .

Следовательно,
∑
r>r0

ar � r ar0 . Так как согласно утверждени-

ям 7.2.23, 7.4.1ϕf ,ттV1,V2,n,r0

п.в.∼ n ar0 и M
∑
r>r0

ϕf ,ттV1,V2,n,r
� ∑

r>r0

ar�nar0 ,

то выполнено∑
r>r0

ϕf ,ттV1,V2,n,r

п.в.�n ϕ
f ,тт
V1,V2,n,r0

п.в.∼ n ar0 ∼n
(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Утверждение 7.4.7 доказано.

Из утверждений 7.4.5–7.4.7 следует
Замечание 2. При ε ∈ (0,min(2−s, 1/32, c1/18c2)), nc1 � m1m2 �
� nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, f ∈ J ε

V1,V2,s

[rε
2
(n,m1m2)]∑

r=]rε
1 (n,m1m2)[

ϕf ,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n ϕ

f ,тт
V1,V2,n

п.в.∼ n

п.в.∼ n

[rε
2
(n,m1m2)]∑

r=]rε
1 (n,m1m2)[

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).
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Утверждение 7.4.8. Если ε ∈ (0,min(2−s, 1/32, c1/18c2)), nc1 �
� m1m2 � n1−ε, 0 < c1 < 1 < c2, f ∈ J ε

V1,V2,s
, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения

V1,V2, порожденные f , D ∈ B, D � ln ln lnn, то

ϕf ,ттV1,V2,n
п.в.∼ n

[æ(nm1m2)+D]∑
r=]æ(nm1m2)−D[

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Положим ar =
(n−s
r−s
)
·Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Если r ∈ (rε1(n,m1m2), lnm1m2 + 3 ln lnm1m2), то

ar

ar+1

= r − s+ 1

n− r − 1
·

exp{−m̃1 · m̃2

2
r−s }

exp{−m̃1 · m̃2

2
r−s+1

}(1− exp{−m̃1 · m̃2

2
r−s+1

})
×

×
r∏
i=1

1− exp{−m̃1i · m̃2

2
r−s }

1− exp{−m̃1i · m̃2

2
r−s+1

}
� n

� n
2r

n

(
1 + exp

{
−εm1m2

2r−s+1

})r/(
1 + exp

{
−εm1m2

2r−s+1

})
� n

� n
2r+1r ln4m1m2

n
� nn

− ε
2 �n 1.

Если r ∈ [lnm1m2 + 3 ln lnm1m2, r
ε
2(n,m1m2)− 1], то

ar ∼n
(
n− s
r − s

) r∏
i=1

(
m̃1i · m̃2

2r−s

)
.

При r < æ(nm1m2)−D имеем

ar

ar+1

∼n r − s+ 1

n− r − 1
· 2

2r−s+1

m̃1 · m̃2

� n
rnm1m22

−2D−s+1

εnm1m2 ln(nm1m2)
� n2

− 3D
2 �n 1.

Следовательно,
]æ(nm1m2)−D[−1∑
r=]rε

1 (n,m1m2)[

ar �n a]æ(nm1m2)−D[. Аналогично

получаем при r > æ(nm1m2) +D выполнено
ar

ar−1

� n2
−D �n 1

и
[rε

2
(n,m1m2)]∑

r=[æ(nm1m2)+D]+1

ar �n a[æ(nm1m2)+D].

Используя утверждения 7.4.1, 7.4.5 и замечание 2, получаем
требуемый результат.

Утверждение 7.4.8 доказано.
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Утверждение 7.4.9. Если ε ∈ (0,min(2−s, 1/32, c1/18c2)), n1+ε �
� m1m2 � c2, 0 < c1 < 1 < c2, f ∈ J ε

V1,V2,s
, Ṽ1, Ṽ2 — разбие-

ния V1,V2, порожденные f , то найдется такое c(n, m̃1m̃2),
− ln ln 1

2
1
c2 − 1

� c(n, m̃1m̃2) � − ln ln 1

21−
ε
2 − 1

, что

ϕf ,ттV1,V2,n
п.в.∼ n

lnm1m2+c(n,m̃1m̃2)+1∑
r=lnm1m2+c(n,m̃1m̃2)

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Положим ar =
(n−s
r−s
)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

При r ∈ [rε1(n, m̃1m̃2), rε2(n, m̃1m̃2)− 1] выполнено

ar

ar+1

= r − s+ 1

n− r + s
·

exp{− m̃1m̃2

2
r−s+1

}

1− exp{− m̃1m̃2

2
r−s+1

}
·
r∏
i=1

(
1 + exp

{
−m̃1i · m̃2

2r−s+1

})
.

Пусть x = r − ln m̃1m̃2 − s+ 1, bi = ln m̃1m̃2

m̃1im̃2

, xi = x+ bi, i ∈ Ns,

и

g(x) = ar

ar+1

= ln m̃1m̃2 + x

n− ln m̃1m̃2 − x+ 1
· exp{−2−x}
1− exp{−2−x}×

×
(
1 + exp

{
−2−x

})ln m̃1m̃2+x−1 ·
s∏
i=1

(
1 + exp

{
−2−xi

})
.

При всех x таких, что r ∈ [rε1(n,m1m2), rε2(n,m1m2)− 1] функция
g(x) определена и монотонно возрастает по x, так как является
произведением монотонно возрастающих по x функций. Поло-
жим

g1(x) = ln
(
1 + exp

{
−2−x

})
.

Функция g1(x) монотонно возрастает от 0 до 1 на (−∞,+∞).
Возьмем x0 такое, что g1(x0) = lnn/ ln m̃1 · m̃2. Такое x0 найдет-

ся, так как 1 > 1− ε

2
� lnn/ ln m̃1m̃2 � 1

c2
> 0 и, следовательно,

x0 ∈
[
− ln ln 1

2
1
c2 − 1

,− ln ln 1

21−
ε
2 − 1

]
= [d1, d2]
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Так как

g(x0) = ln m̃1 · m̃2 + x0
n− ln m̃1 · m̃2 − x0 + 1

· (m̃1 · m̃2)
ln n

ln m̃1m̃2 · exp{−2−x0}
1− exp{−2−x0}×

×
(
1 + exp

{
−2−x0

})x0−1 ·
s∏
i=1

(
1 + exp

{
−2−x0−bi

})
�n lnm1m2,

то при α > 0 g(x0 + α) > g(x0) �n 1.
Если α � 1, то найдется такое β, β � max

x∈[d1+1,d2]
(g1(x)− g1(x−

− 1)) > 0, что g1(x0 − α) � g1(x0)− β и

g(x0 − α) � ln2 m̃1m̃2

n
· (m̃1m̃2)

ln n
ln m̃1m̃2

−β � n(m̃1m̃2)−
β
2 �n 1.

Положим c(n, m̃1m̃2) = [ln m̃1m̃2 + x0] − lnm1m2 + s − 1, y1 =
= x0 − (ln m̃1m̃2 + x0 − [ln m̃1m̃2 + x0]). Тогда x0 − (y1 − 1) � 1 и
y1 + 1− x0 > 0. Следовательно, g(y1 − 1) �n 1 и g(y1 + 1) �n 1
или

alnm1m2+c(n,m̃1m̃2)−1 �n alnm1m2+c(n,m̃1m̃2)

и alnm1m2+c(n,m̃1m̃2)+1 � n alnm1m2+c(n,m̃1m̃2)+2. В силу моно-
тонности функции g(x) ar/ar+1 < ar+1/ar+2 для всех r ∈
∈ [rε1(n,m1m2), rε2(n,m1m2)− 2]. Значит,

lnm1m2+c(n,m̃1m̃2)−1∑
r=]rε

1 (n,m1m2)[

ar �n alnm1m2+c(n,m̃1m̃2)

и
[rε

2
(n,m1m2)]∑

lnm1m2+c(n,m̃1m̃2)+2

ar �n alnm1m2+c(n,m̃1m̃2)+1.

Используя утверждения 7.4.1, 7.4.5 и замечание 2, получаем

ϕf ,ттV1,V2,n
п.в.∼ n

lnm1m2+c(n,m̃1m̃2)+1∑
r=lnm1m2+c(n,m̃1m̃2)

ϕf ,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n

п.в.∼ n

lnm1m2+c(n,m̃1m̃2)+1∑
r=lnm1m2+c(n,m̃1m̃2)

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Утверждение 7.4.9 доказано.

Утверждение 7.4.10. Если ε ∈ (0,min(1/32, 2−s)), n1−ε �
� m1m2 � n1+ε, f ∈ J ε

V1,V2,s
, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения V1,V2,
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порожденные f , то найдется такое r0(n, m̃1m̃2),
lnm1m2 + ln ε + s − 1 � r0(n, m̃1m̃2) � (1 + ε

2
) lnm1m2 + s − 1,

D ∈ B, D < ln ln ln lnn, что

ϕf ,ттV1,V2,n
п.в.∼ n

[r0(n,m̃1m̃2)+D]∑
r=]r0(n,m̃1m̃2)−D[

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Положим ar =
(n−s
r−s
)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r), x =

= r − ln m̃1m̃2 − s + 1, bi = m̃1m̃2

m̃1im̃2

, xi = x + bi, i ∈ Ns. Ана-

логично доказательству предыдущего утверждения определим
функцию g(x)

g(x) = ar

ar+1

= ln m̃1m̃2 + x

n− ln m̃1m̃2 − x+ 1
· exp{−2−x}
1− exp{−2−x} ×

×
(
1 + exp

{
−2−x

})ln m̃1m̃2+x−1 ·
s∏
i=1

(
1 + exp

{
−2−xi

})
.

Функция g(x) определена при всех x таких, что
r ∈ [rε1(n,m1m2), rε2(n,m1m2) − 1] и монотонно возрастает по x.
При x = 0

g(x) = ln m̃1m̃2

n− ln m̃1m̃2 + 1
· e−1

1− e−1
· (m̃1 · m̃2)

ln(1+e−1)×

×
(
1 + e−1

)−1 ·
s∏
i=1

(
1 + exp

{
−2−bi

})
.

Так как ln(1 + e−1) < 1

2
, то g(0)�n 1.

При x = ε

2
lnm1m2

g(x) =
ln m̃1m̃2 + ε

2
lnm1m2

n− ln m̃1m̃2 − ε

2
lnm1m2 + 1

· exp{−(m1m2)−
ε
2 }

1− exp{−(m1m2)−
ε
2 }
×

× (m̃1 · m̃2)ln(1+exp{−(m1m2)
− ε

2 }) · (m1 ·m2)
ε
2

ln(1+exp{−(m1m2)
− ε

2 })×
×
(
1 + exp

{
−(m1m2)−

ε
2

})−1
×

×
s∏
i=1

(
1 + exp

{
−(m1m2)−

ε
2 · 2−bi

})
� n
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� n
lnm1m2

2n
· (m1m2)

ε
2

2
· ε2 · (m̃1 · m̃2)1−(m1m2)

− ε
2 ×

× (m1m2)
ε
2 (1−(m1m2)

− ε
2 ) · 1

2
� n

� n

√
lnm1m2 (m1m2)1+ε

n
�n 1.

В силу монотонности g(x) существует такое x0, x0 ∈
∈
(
0,
ε

2
lnm1m2

)
, что g(x0) = 1. Кроме того, так как

(m̃1m̃2)ln(1+exp{−2−x}) �n (m̃1m̃2)ln(1+exp{−2−x−D})

для всех x из
(
0,
ε

2

)
, то g(x0 −D) �n 1 и g(x0 + d) �n 1. Обо-

значив r0(n, m̃1m̃2) = x0 + ln m̃1m̃2 + s − 1, получаем
ar

ar+1

�n1

при r ∈ [rε2(n,m1m2), r0(n, m̃1m̃2) +D) и
ar

ar+1

�n 1 при r ∈
∈ (r0(n, m̃1m̃2)−D, rε1(n,m1m2)] . Следовательно,

[r0(n,m̃1m̃2)+D]∑
r=]r0(n,m̃1m̃2)−D[

ar ∼n
[rε

2
(n,m1m2)]∑

r=]rε
1 (n,m1m2)[

ar.

Из утверждений 7.4.1, 7.4.5 и замечания следует, что

ϕf ,ттV1,V2,n
п.в.∼ n

[r0(n,m̃1m̃2)+D]∑
r=]r0(n,m̃1m̃2)−D[

ϕf ,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n

п.в.∼ n

[r0(n,m̃1m̃2)+D]∑
r=]r0(n,m̃1m̃2)−D[

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

Так как 0 � x0 � ε

2
lnm1m2, то

lnm1m2 + ln ε+ s− 1 � ln m̃1m̃2 + s− 1 � r0(n, m̃1m̃2) �
� ln m̃1m̃2 + s− 1 + ε

2
lnm1m2 �

(
1 + ε

2

)
lnm1m2 + s− 1.

Утверждение 7.4.10 доказано.

Обозначим

rε1,D(n, m̃1m̃2) =

⎧⎨⎩ ]æ(n,m1m2)−D[, если m1m2 � n1−ε,
]r0(n, m̃1m̃2)−D[, если n1−ε < m1m2 < n1+ε,

lnm1m2 + c(n, m̃1m̃2), если n1+ε � m1m2,
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rε2,D(n, m̃1m̃2) =

⎧⎨⎩ [æ(n,m1m2) +D], если m1m2 � n1−ε,
[r0(n, m̃1m̃2) +D], если n1−ε < m1m2 < n1+ε,

lnm1m2 + c(n, m̃1m̃2) + 1, если n1+ε � m1m2.

Из утверждений 7.4.8–7.4.10 следует
Утверждение 7.4.11. Если ε ∈ (0,min(2−s, 1/32, c1/18c2)), nc1 �
� m1m2 � nc2, 0 < c1 < 1 < c2, f ∈ J ε

V1,V2,s
, Ṽ1, Ṽ2 — разбиения

V1,V2, порожденные f , и D ∈ B, D < ln ln ln lnn, то

ϕf ,ттV1,V2,n
п.в.∼ n

rε
2,D(n,m̃1m̃2)∑

r=rε
1,D(n,m̃1m̃2)

ϕf ,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n

п.в.∼ n

rε
2,D(n,m̃1m̃2)∑

r=rε
1,D(n,m̃1m̃2)

(
n− s
r − s

)
Hf ,s(m̃1, m̃2, r).

7.5. Вычисление весов признаков

В этом параграфе рассматривается асимптотическое поведе-

ние весов первого признака для почти всех пар таблиц из TfV1,V2,n,
где f ∈ J ε

V1,V2,1
, в зависимости от доли единиц в первом столбце

таблицы сравнения. На протяжении всего параграфа будем счи-
тать, что ε ∈ (0,min(1/32, c1/40c2)). Из утверждения 7.4.1 сле-
дует, что при r ∈ [rε1(n, m̃1m̃2) + 1, rε2(n, m̃1m̃2)] для почти всех

таблиц T из TfV1,V2,n, где f ∈ J ε
V1,V2,1

, число тупиковых тестов
длины r, содержащих первый столбец, асимптотически равно(n−1
r−1

)
Hf ,1(m̃1, m̃2, r), а число тупиковых тестов, не содержащих

первый столбец, асимптотически равно
(n−1
r

)
H(m1m2, r).

В начале главы было определено множество Tα,εV1,V2,n. Если

T ∈ Tα,εV1,V2,n, то найдется f из J ε
V1,V2,1

такое, что m̃1 · m̃2 = αm1m2

и πn,1 ◦ T = f . В этом случае m̃11m̃2 = (1− α)m1m2 и

Hf ,1(m̃1, m̃2, r) = exp
{
−αm1m2

2r−1

}
·
(
1− exp

{
−αm1m2

2r−1

})r−1
×

×
(
1− exp

{
− (1− α)m1m2

2r−1

})
.

Обозначим эту функцию через Hα(m1m2, r). Считаем далее,
что α ∈ Iε.
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Утверждение 7.5.1. Если nc1 � m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2 и
r̃ε1,k(m1m2) � r � rε2,k(m1m2), то

H(m1m2, r) ∼n exp
{
−m1m2

2r

}
и Hα(m1m2, r) ∼n exp

{
−αm1m2

2r

}
.

Док а з а т е л ь с т в о. При таких r и β ∈ (0, 2)

1− exp
{
−βm1m2

2r

}
� 1− exp

{
−β (ln lnm1m2)

1+ε
}

� n

� n 1− exp
{
−(ln lnm1m2)1+

ε
2

}
� n1− r3.

Следовательно,

H(m1m2, r) � exp
{
−m1m2

2r

}
·
(
1− 1

r2

)
∼n exp

{
−m1m2

2r

}
.

Аналогично,

Hα(m1m2, r) ∼ r exp
{
−αm1m2

2r

}
.

Утверждение 7.5.1 доказано.

Утверждение 7.5.2. Если nc1 � m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2 и
rε1,k(m1m2) � r � rε2,k(m1m2), то

ψα,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n

r

n
exp
{ (1− 2α)m1m2

2r

}
.

Если α <
1

2
и r̃ε1,k(m1m2) � r � r̃ε2,k(m1m2), то

ψα,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 7.5.1 следует, что при
всех таких r(

n− 1

r − 1

)
Hα(m1m2, r)(

n− 1

r

)
H(m1m2, r)

∼n r

n
exp
{ (1− 2α)m1m2

2r

}
,

откуда видно, что при r � rε1,k(m1m2)

r

n
exp
{ (1− 2α)m1m2

2r

}
�n 1,
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а при α <
1

2
и r � r̃ε2,k(m1m2)

r

n
exp
{ (1− 2α)m1m2

2r

}
� n exp

{
(lnm1m2)

1+ ε
2

}
�n 1.

Так как ψα,ттV1,V2,n,r
= ϕα,1,ттV1,V2,n,r

/ϕα,ттV1,V2,n,r
, то в силу утвержде-

ния 7.4.1

ψα,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n

(
n− 1

r − 1

)
Hα(m1m2, r)

/
/((

n− 1

r − 1

)
Hα(m1m2, r) +

(
n− 1

r

)
H(m1m2, r)

)
∼n

∼

∼n

⎧⎨⎩ 1, если α <
1

2
и r̃ε1,k(m1m2) � r � r̃ε2,k(m1m2),

r

n
exp
{ (1− 2α)m1m2

2r

}
, если rε1,k(m1m2) � r � rε2,k(m1m2).

Утверждение 7.5.2 доказано.

Положим Ψα
k (n,m1m2, r) = r

n
exp
{ (1− 2α)m1m2

2r

}
.

Из утверждений 7.2.16, 7.4.6, 7.5.2 следует
Утверждение 7.5.3. Если nc1 � m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, то
при rε1,k(m1m2) � r � rε2,k(m1m2)

ψα,кттV1,V2,n,r
п.в.∼ n ψ

α,кт
V1,V2,n,r

п.в.∼ n

п.в.∼ n ψ
α,тт
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ψ
α,T
V1,V2,n,r

п.в.∼ n Ψα
k (n,m1m2, r),

и, если α1,α2 ∈ Iε, α1 < α2, то

Ψα1

k (n,m1m2, r)�n Ψα2

k (n,m1m2, r).

При α <
1

2
и r̃ε1,k(m1m2) � r � r̃ε2,k(m1m2)

ψα,кттV1,V2,n,r
п.в.∼ n ψ

α,кт
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ψ
α,тт
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ψ
α,T
V1,V2,n,r

п.в.∼ n 1.

Утверждение 7.5.4. Если nc1 � m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2, то
ψα,TV1,V2,n

п.в.∼ n
1

2
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Аналогично утверждению 7.2.16, при r �
� 5 lnm1m2 получаем∣∣TтV1,V2,r∣∣ � 2rm1 (2r −m1)m2 �

(
1− 1

(m1m2)n

)
· 2r(m1+m2).

Используя утверждение 7.1.4, получаем

MϕтV1,V2,n−1 �
n−1∑

i=]5 lnm1m2[

(
n− 1

i

)(
1− (m1m2)−4

)
�

�
(
1− (m1m2)−4

)
· 2n−1 −

]5 lnm1m2[∑
i=1

(
n− 1

i

)
�

�
(
1− (m1m2)−4

)
· 2n−1 − 6 lnm1m2

n− 1
(n− 1)6 lnm1m2 � n

� n2
n−1
(
1− (m1m2)−3

)
.

Так как ϕтV1,V2,n−1 � 2n−1 − 1, то ϕтV1,V2,n−1

п.в.∼ n 2n−1.

Из того, что τn,1(x̃) — тест пары таблиц τn,1 ◦ T , следует, что
x̃ будет тестом пары таблиц T .

Следовательно, ϕα,TV1,V2,n � ϕтV1,V2,n−1 (значение ϕтV1,V2,n−1 бе-

рется на паре таблиц τn,1 ◦ T ), ϕα,TV1,V2,n
п.в.∼ n 2n−1 и ψα,TV1,V2,n

п.в.∼ n
1

2
.

Утверждение 7.5.4 доказано.

Положим

Ψα(n,m1m2) =
rε
2,D(n,m̃1m̃2)∑

r=rε
1,D(n,m̃1m̃2)

(
n− 1

r − 1

)
Hα(m1m2, r)

/
/⎛⎝ rε

2,D(n,m̃1m̃2)∑
r=rε

1,D(n,m̃1m̃2)

(
n− 1

r − 1

)
Hα(m1m2, r)+

+
rε
2,D(n,m̃1m̃2)∑

r=rε
1,D(n,m̃1m̃2)

(
n− 1

r

)
H(m1m2, r)

⎞⎠ .

Из утверждения 7.4.11 следует
Утверждение 7.5.5. Если nc1 � m1m2 � nc2, 0 < c1 < 1 < c2,
D ∈ B, D < ln ln ln lnn, то ψα,TV1,V2,n

п.в.∼ n Ψα(n,m1m2).
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Утверждение 7.5.6. Если n1−ε � m1m2 � nc2, 1 − ε > c1 > 0,
D ∈ B, D < ln ln ln lnn и r ∈

[
rε1,D(n,m1m2), rε2,D(n,m1m2)

]
, то

ψα,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n

r

n
· 2rαr−1(1− α).

Док а з а т е л ь с т в о. При r > lnm1m2 + 2 ln lnm1m2

Hα(m1m2, r) ∼n
(
αm1m2

2r−1

)r−1 (1− α)m1m2

2r−1

и
H(m1m2, r) ∼n

(
m1m2

2r

)r
.

Следовательно, при r ∈
[
rε1,D(n, m̃1m̃2), rε2,D(n, m̃1m̃2)

]
и α ∈

∈ (0, 1) 2r <
√
nm1m2 � n1−ε/2 и(

n− 1

r − 1

)
Hα(m1m2, r) � 2r

(
n− 1

r − 1

)
H(m1m2, r) �n

�n

(
n− 1

r

)
H(m1m2, r)

и в силу утверждения 7.4.1

ψα,ттV1,V2,n,r
п.в.∼ n

(
n− 1

r − 1

)
Hα(m1m2, r)(

n

r

)
H(m1m2, r)

п.в.∼ n
r

n
2rαr−1(1− α).

Утверждение 7.5.6 доказано.

Утверждение 7.5.7. Если n1−ε � m1m2 � nc1, 1 − ε > c1 > 0,
α1,α2 ∈ Iε, α1 < α2, то Ψα1(n,m1m2)�n Ψα2(n,m1m2).

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем некоторое D из B, D <
< ln ln ln lnn. Согласно определению при m1m2 � n1−ε

rε1,D(n,m1m2) = rεi,D(n, m̃1m̃2), i ∈ N2.
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При r ∈ [rε1,D(m1m2), rε2,D(m1m2)](
n− 1

r − 1

)
·Hα1(m1m2, r) � n

� n

(
n− 1

r − 1

)
·Hα2(m1m2, r) · 2

(
α1

α2

)r−1
· 1− α1

1− α2

� n

� n

(
n− 1

r − 1

)
·Hα2(m1m2, r)

(
α1

α2

)rε
1,D(m1m2)/2

.

Учитывая утверждения 7.5.5, 7.5.6, получаем

rε
2,D(n,m1m2)∑

r=rε
1,D(n,m1m2)

(
n− 1

r − 1

)
Hα1(m1m2, r)�n

�n

rε
2,D(n,m1m2)∑

r=rε
1,D(n,m1m2)

(
n− 1

r

)
H(m1m2, r),

Ψαi(n,m1m2) ∼n
rε
2,D(n,m1m2)∑

r=rε
1,D(n,m1m2)

(
n− 1

r − 1

)
Hαi(m1m2, r)

/
/ rε

2,D(n,m1m2)∑
r=rε

1,D(n,m1m2)

(
n− 1

r

)
H(m1m2, r)

и

Ψα1(n,m1m2) �
(
α1

α2

) ln m1m2

2 ·Ψα2(n,m1m2)�n Ψα2(n,m1m2).

Утверждение 7.5.7 доказано.

Обозначим

rε1,T (m) = ]lnm− ln ln ln lnm[ ,

rε2,T (m) =
](

1 + ε

2

)
lnm

[
.

Утверждение 7.5.8. Если α1,α2 ∈ Iε, α1 < α2, rε1,T (m) � r �
� rε2,T (m), то Hα1(m, r)� r Hα2(m, r).
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Док а з а т е л ь с т в о :

Hα(m, r) = exp
{
− αm

2r−1

}
×

×
(
1− exp

{
− αm

2r−1

})r−1
·
(
1− exp

{
− (1− α)m

2r−1

})
.

Положим x = m/2r−1. Тогда

Hα(m, r) = f1(x, r,α) = e−αx(1− e−αx)r−1(1− e(α−1)x).

Считаем далее, что α ∈ [α1,α2]. Функция f1 при всех x, r диф-
ференцируема по α на [α1,α2].

f2(x, r,α) = ∂f1(x, r,α)
∂α

= −xe−αx(1− e−αx)r−1(1− e(α−1)x) +

+e−αx(1− e−αx)r−2(r − 1)xe−αx(1− e(α−1)x)−
−e−αx(1− e−αx)r−1e(α−1)xx =

= xe−(1+α)x(1− e−αx)r−2[−ex + eαx + e(1−α)x − 1 +
+(r − 1)(e(1−α)x − 1)− eαx + 1] =

= xe−(1+α)x(1− e−αx)r−2(r(e(1−α)x − 1)− (ex − 1)).

Обозначим f3(x, r,α) = r(e(1−α)x − 1)− (ex − 1).
Если r ∈

[
rε1,T (m), rε2,T (m)

]
, то x ∈

[
m− ε

2 , ln ln lnm
]
.

При 0 � x � 1

ln r
1 + x � ex � m1 + 2x и

r(e(1−α)x − 1) � m(1− α)rx� m2x � me
x − 1.

При
1

ln r
< x � ln ln ln r ex > 1 + x и

r(e(1−α)x − 1) � r(1− α)
ln r

� me
ln ln lnm > ex − 1.

Следовательно, f3(x, r,α) > m0 и f3(x, r,α) ∼ mr(e(1−α)x − 1).
Так как xe−(1+α)x(1− e−αx)r−2 > 0, то f2(x, r,α) = ∂f1(x, r,α)

∂α
>

> m0 и
f1(x, r,α1) < mf1(x, r,α2).

Далее рассмотрим функцию

f4(x, r,α) = f1(x, r,α)
f2(x, r,α)

= (eαx − 1)(e(1−α)x − 1)
x(r(e(1−α)x − 1)− (ex − 1))

∼ m

∼ m
(eαx − 1)(e(1−α)x − 1)

xr(e(1−α)x − 1)
= eαx − 1

xr
.



278 Гл. 7. Асимптотическое поведение весов признаков

При
1

ln r
< x � ln ln lnn xr � mr

1
2 � meαx и при m− ε

2 � x � 1

ln r
xr � m2αx � meαx − 1. Следовательно, при α ∈ [α1,α2]

∂f1(x, r,α)
∂α

� mf1(x, r,α) � mf(x, r,α1)

и

f1(x, r,α1)� mf1(x, r,α1) + (α2 − α1) min
α∈[α1,α2]

∂f1(x, r,α)
∂α

�

� f1(x, r,α2).

Утверждение 7.5.8 доказано.

Утверждение 7.5.9. Если α ∈ Iε, rε1,T (m) � r � rε2,T (m), то

r2H(m, r) � mH
α(m, r).

Док а з а т е л ь с т в о. Положим x = m/2r. Тогда H(m, r) =
= f1(x, r,

1

2
), где f1 определена в предыдущем утверждении,

согласно которому при ε � α <
1

2
H(m, r) � mHα(m, r). При

α = 1

2
r2H(m, r) > H(m, r) = Hα(m, r). Пусть

1

2
< α < 1 − ε.

Тогда

f2(x, r,α) = ∂f1(x, r,α)
∂α

=

= xe−(1+α)x
(
1− e−αx

)r−2
(
r
(
e(1−α)x − 1)− (e−x − 1

))
∼ m

∼ mxre
−2αx

(
1− e−αx

)r−2
(
1− e(α−1)x

)
� m2xr.

Следовательно,

f1(x, r,α) � m2xr · 1
2
f1
(
x, r,

1

2

)
� mr

2f
(
x, r,

1

2

)
.

Утверждение 7.5.9 доказано.

Утверждение 7.5.10. Если nc2 � m1m2 � n1−ε, c2 > 1, α1,α2 ∈
∈ Iε, α1 < α2, то Ψα1(n,m1m2)�n Ψα2(n,m1m2).
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Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждений 7.4.9, 7.4.10 следует, что

при D ∈ B, D � 1

2
ln ln ln lnm1m2[

rε1,D(n, m̃1 · m̃2), rε2,D(n, m̃1 · m̃2)
]
⊆

⊆
[
rε1,T (m1m2), rε2,D(m1m2)

]
⊆ [rε1(n,m1m2), rε2(n,m1m2)] .

Из утверждения 7.5.9 имеем при

lnm1m2 − ln ln ln lnm1m2 � r �
(
1 + ε

2

)
lnm1m2

и α ∈ Iε(
n− 1

r − 1

)
·Hα(m1m2, r) � nn

− 1
2 ·
(
n− 1

r

)
·H(m1m2, r),

откуда, учитывая утверждения 7.4.1, 7.4.11,7.5.8, получаем

rε
2,T (m1m2)∑

r=rε
1,T (m1m2)

(
n− 1

r − 1

)
Hα1(m1m2, r) �n

�n

rε
2,T (m1m2)∑

r=rε
1,T (m1m2)

(
n− 1

r − 1

)
Hα2(m1m2, r)�n

�n

rε
2,T (m1m2)∑

r=rε
1,T (m1m2)

(
n− 1

r

)
H(m1m2, r),

Ψαi(n,m1m2) ∼n
rε
2,T (m1m2)∑

r=rε
1,T (m1m2)

(
n− 1

r − 1

)
Hαi(m1m2, r)

/
/ rε

2,T (m1m2)∑
r=rε

1,T (m1m2)

(
n− 1

r

)
H(m1m2, r),

i ∈ N2 и Ψα1(n,m1m2)�n Ψα2(n,m1m2).
Утверждение 7.5.10 доказано.



Гл а в а 8

УСТОЙЧИВОСТЬ ОПОРНЫХ МНОЖЕСТВ

ПРИ ИСКАЖЕНИЯХ ТАБЛИЦ

8.1. Модель появления ошибок в исходной таблице

График пары таблиц T из TV1,V2,n можно представить в ви-
де бинарной матрицы, имеющей m1 + m2 строк и n столбцов.
Можно считать, что первые m1 строк соответствуют образам
элементов из первого класса (V1), а последние m2 строк —
образам элементов из второго класса (V2). Будем считать, что
при задании образов элементов ошибки возникают таким обра-
зом, что каждый элемент матрицы графика пары таблиц T из
TV1,V2,n независимо от других с вероятностью p заменяется на
противоположный.

Определим множество T2
V1,V2,n

= TV1,V2,n ⊗ TV1,V2,n и рассмот-
рим заданное на этом множестве конечное вероятностное про-
странство со следующим распределением:

P{(T ,T ∗)} = pρ̃(T ,T
∗) · (1− p)(m1+m2)n−ρ̃(T ,T ∗) · 2−(m1+m2)n,

где ρ̃(T ,T ∗) =
2∑
i=1

∑
a∈Vi

ρ(Ti(a),T ∗
i (a)) — число отличий пар таб-

лиц T и T ∗ из TV1,V2,n, 0 � p � 1. Будем обозначать элементы

из T2
V1,V2,n

через ξ̃ = (ξ1, ξ2). Первую координату ξ̃ будем считать
правильно заданной таблицей, а вторую координату — искажен-
ной таблицей.

Очевидно, что для любых T ∈ TV1,V2,n,r, p ∈ [0, 1] выполнено

P(ξ1 = T ) = P(ξ2 = T ) = 2−(m1+m2).

В первой главе были определены функции

ϕтV1,V2,n,r, ϕ
кт
V1,V2,n,r

, ϕтV1,V2,n (ϕттV1,V2,n,r, ϕ
ктт
V1,V2,n,r

, ϕттV1,V2,n),

равные, соответственно, числу тестов (тупиковых тестов) длины
r, длины не больше r и всех тестов (тупиковых тестов) таблиц
из TV1,V2,n. На T2

V1,V2,n
определим функции

ϕT ,jV1,V2,n,r
, ϕкт,jV1,V2,n,r

, ϕтт,jV1,V2,n,r
, ϕктт,jV1,V2,n,r

, ϕT ,jV1,V2,n
, ϕтт,jV1,V2,n

, j=1, 2
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таким образом, что если ξ̃ ∈ T2
V1,V2,n

, то

ϕT ,jV1,V2,n,r
(ξ̃) = ϕтV1,V2,n,r(ξj), ϕ

тт,j
V1,V2,n,r

(ξ̃) = ϕттV1,V2,n,r(ξj),

и так далее.
Будем считать, что на протяжении всей этой главы все утвер-

ждения формулируются в следующих условиях: ε, c1, c2 — кон-

станты, 0 < c1 < 1 < c2, ε ∈ (0,min( 1

32
,
c1

40c2
)), nc1 � m1m2 � nc2

и m1 �n m2.
Из утверждений 7.4.6, 7.4.11, 7.5.4 и определения функций

ϕT ,jV1,V2,n
, и т. д. следует

Утверждение 8.1.1. Если p ∈ (0, 1), то

ϕT ,1V1,V2,n
(ξ̃) п.в.∼ n ϕ

T ,2
V1,V2,n

(ξ̃) п.в.∼ n Mϕ
т
V1,V2,n

,

ϕтт,1V1,V2,n
(ξ̃) п.в.∼ n ϕ

тт,2
V1,V2,n

(ξ̃) п.в.∼ n Mϕ
тт
V1,V2,n

,

и, если r̃ε1,k(m1,m2) � r � r̃ε2,k(m1,m2), j ∈ N2, то

ϕT ,jV1,V2,n,r
(ξ̃) п.в.∼ n ϕ

тт,j
V1,V2,n,r

(ξ̃) п.в.∼ n ϕ
кт,j
V1,V2,n,r

(ξ̃) п.в.∼ n ϕ
ктт,j
V1,V2,n,r

(ξ̃) п.в.∼ n

п.в.∼ n Mϕ
тт
V1,V2,n,r

∼n
(
n

r

)
exp
{
−m1m2

2r

}
Множество тестов некоторого вида будет устойчивым к

искажениям (при определенных ограничениях на p,n,m1,m2,
и, возможно, другие параметры), если будет выполнено

ϕ∗,&
n

п.в.∼ n ϕ∗,∨
n

п.в.∼ n ϕ
∗,j
n , где j ∈ N2, а ϕ

∗,&
n ,ϕ∗,∨

n ,ϕ∗,j
n — введенные

выше функции количества тестов соответствующего вида.
Неустойчивым будем считать опорное множество, изменяющееся
при искажениях таблиц почти полностью, т. е. множество тестов,

для которых выполнено ϕ∗,&
n

п.в.�n ϕ∗,∨
n .

8.2. Устойчивость множества коротких тестов

Если X1, . . . ,Xk — множества из Er, значок ∇ означает «T»
или «тт», то обозначим через F∇+

V1,V2,r
(i1,X1, . . . , ik,Xk) множе-

ство таких пар таблиц T из T∇
V1,V2,r

, что найдутся j из Nk и x̃ из

Xj такие, что |T̂−1(x̃)| > ij.
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Утверждение 8.2.1. Если r̃ε1(m1,m2) � r � r̃ε2(m1,m2),X ⊆ Er,

r4 � i > D(r)m1m2

2r , где D(r) ∈ B,D(r) < ln ln ln ln r, то

|FT+
V1,V2,r

(i,X)| � r3|TтV1,V2,r| · exp{−1

2
i lnD(r) + ln |X|}.

Док а з а т е л ь с т в о. Если T1 ∈ TV1,r, x̃ ∈ Er, то че-
рез Fт

V2,r
(T1, x̃, i) обозначим множество таблиц T2 из

TV2,r, для которых число элементов b из V2 таких, что
x̃ ∈ T1(V1) ↔ T2(b), равно i и T1(V1) ∩ T2(V2) = ∅. Положим,
далее, FT+

V2,r
(T1, x̃, k) = ∪i>kFт

V2,r
(T1, x̃, i).

Обозначив Ax̃1 = (A1(T1) ↔ x̃)\A1(T1),m3 = |Ax̃1 |, получаем

|Fт
V2,r

(T1, x̃, i)| = |Ax̃1 |i
(
m2

i

)
(2r − |A1(T1)| − |Ax̃1 |)m2−i.

Если i � r4, δ ∈
(
0,

1

4

)
,T1 ∈ TδV1,r, то

|Fт
V2,r

(T1, x̃, i)| � mi
3

(
m2

i

)
(2r −m1 −m3 +m1−δ

1 )m2−i �

� 2rm2

(
m3m2

2r

)i
· 1
i!

(
1− m1 +m3 +m1−δ

1

2r

)m2−i
� r

� r2
rm2

(
em3m2

2r

)i
· exp

{
−m1m2

2r − m1m2

2r + m1−δ
1 m2

2r + 2im1

2r

}
� r

� r2
rm2 exp

{
−m1m2

2r

}
exp
{
i
(
ln m1m2

2r − ln i+ 1
)}

(1 + 2−
δr
3 ).

Если i > D(r) · m1m2

2r , где D(r) ∈ B, то

|Fт
V2,r

(T1, x̃, i)| � 2rm2 exp
{
−m1m2

2r

}
exp
{
−1

2
i lnD(r)

}
.

При таких i

|Fт
V2,r

(T1, x̃, i+ 1)|
|Fт

V2,r
(T1, x̃, i)|

= |Ax̃
1 |(m2 − i)

(2r − |A1(T1)| − |Ax̃
1 |)(i+ 1)

� 2m1m2

i · 2r � 2

D(r)
.

Получаем, что при r4 � i > D(r)m1m2

2r

|FT+
V2,r

(T1, x̃, i)| � 3

D(r)
|Fт
V2,r

(T1, x̃, i)| � r

� r 2
rm2 · exp

{
−m1m2

2r

}
exp
{
−1

2
i lnD(r)

}
.
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Аналогичным образом определим множества Fт
V1,r

(T2, x̃, i) и

FT+
V1,r

(T2, x̃, i) и получим, что при δ ∈ (0, 1/4),T2 ∈ TδV2,r, r
4 � i >

> D(r)m1m2

2r выполнено

|FT+
V1,r

(T2, x̃, i)| � r 2
rm1 · exp

{
−m1m2

2r

}
exp
{
−1

2
i lnD(r)

}
.

При x̃ = 1̃r, j ∈ N2 имеем Fт
Vj ,r

(T3−j , x̃, i) = 0.

Если X ⊆ En, то обозначим через Fт
V1,V2,r,j

(i,X) множество

таких таблиц T из TтV1,V2,r, для которых найдется x̃ из X такое,

что Tj ∈ FT+
Vj ,r

(T3−j , x̃, i).
При δ ∈ (0, 1/4),X ⊆ En, j ∈ N2 согласно утверждению 7.2.2

|FT+
V1,V2,r,j

(i,X)| �

� |X| · |TδV3−j,r| · max
T3−j∈Tδ

V3−j,r ,x̃∈X
|FT+
Vj ,r

(T3−j , x̃, i)|+

+ 2rmj · |TV3−j,r \ TjV3−j,r| � r

� r 2
r(m1+m2) exp

{
−m1m2

2r

}
exp
{
−1

2
i lnD(r) + ln |X|

}
+

+ 2r(m1+m2) · exp
{
−m1−δ

3−j
}

� r

� r
4

3
2r(m1+m2) exp

{
−m1m2

2r

}
exp
{
−1

2
i lnD(r) + ln |X|

}
.

Так как FT+
V1,V2,r

(i,X) ⊆ FT+
V1,V2,r,1

(i,X) ∪ FT+
V1,V2,r,2

(i,X), то учиты-

вая утверждение 7.2.5, получаем

|FT+
V1,V2,r

(i,X)| � r 3 · |TтV1,V2,r| · exp
{
−1

2
i lnD(r) + ln |X|

}
.

Утверждение 8.2.1 доказано.

Утверждение 8.2.2. Если r̃ε1,k(m1,m2) � r � rε2,k(m1,m2), то∣∣∣FT+
V1,V2,r

(
D(r)m1m2

2r ,Er+r−ln ln r, r,E
r
)∣∣∣ � r

� r |TтV1,V2,r| · exp
{
−(ln ln r)1+ε

}
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Из предыдущего утверждения следует,
что

|FT+
V1,V2,r

(r,Er)| � r |TтV1,V2,r| · 3 exp
{
−1

2
r lnD(r) + r ln 2

}
� r

� r |TтV1,V2,r| · e
−r.

Из утверждения 7.1.3 следует, что |Er+r−ln ln r| � rln ln r, поэтому∣∣∣FT+
V1,V2,r

(
D(r)m1m2

2r ,Er+r−ln ln r

)∣∣∣ � r

� r|TтV1,V2,r| · 3 exp
{
−1

2
D(r)m1m2

2r · lnD(r) + ln r ln ln r
}

� r

� r |TтV1,V2,r| · exp
{
−D(r) · (ln ln r)1+ε

}
.

Так как

FT+
V1,V2,r

(
D(r)m1m2

2r ,Er+r−ln ln r, r,E
r
)
⊆

⊆ FT+
V1,V2,r

(
D(r)m1m2

2r ,Er+r−ln ln r

)
∪ FT+

V1,V2,r
(r,Er),

то∣∣∣FT+
V1,V2,r

(
D(r)m1m2

2r ,Er+r−ln ln r, r,E
r
)∣∣∣ � r

� r |TтV1,V2,r| · exp
{
−(ln ln r)1+ε

}
.

Утверждение 8.2.2 доказано.

Определим функцию

l∗r(x̃, r1, a1r2) =
{
r1, при |x̃| > r − a,
r2, при |x̃| � r − a.

Утверждение 8.2.3. Если r̃ε1,k(m1m2) � r � rε2,k(m1m2), p �
� 1

r ln r
, D(r) ∈ B,D(r) < ln ln ln ln r, то

P(ξ2 �∈ TтV1,V2,r|ξ1 ∈ TтV1,V2,r) � rDr
m1m2

2r rp+ r(rp)ln ln r + 1

ln r
.

Док а з а т е л ь с т в о. Для D(r) ∈ B,D(r) < ln ln ln ln r и
D1(r) = D(r)/2 имеем P(ξ2 �∈ TтV1,V2,r|ξ1 ∈ TтV1,V2,r) � p1 + p2, где
в силу утверждения 8.2.2

p1 = P
(
ξ1 ∈ FT+

V1,V2,r

(
D(r)m1m2

2r ,Er+r−ln ln r, r,E
r
))

� r
1

ln r
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и

p2 = P
(
ξ2 �∈ TтV1,V2,r|ξ1 ∈

∈ TтV1,V2,r \ F
T+
V1,V2,r

(
D1(r)

m1m2

2r ,Er+r−ln ln r, r,E
r
))

.

Если T ∈ TтV1,V2,r) \ F
T+
V1,V2,r

(
D1(r)

m1m2

2r ,Er+r−ln ln r, r,E
r
)
, то

P(ξ2 �∈ TтV1,V2,r|ξ1 = T ) =
∑

γ∈X(GV1,V2
)

P(ξ̂2(γ) = 1̃r|ξ1 = T ) =

=
∑

x̃∈Er−
r

∑
γ∈X(GV1,V2

):T̂ (γ)=x̃

∑
ỹ∈Er

pρ(1̃
r ,ỹ)×

× (1− p)r−ρ(1̃r ,ỹ) · pρ(1̃r ,x̃↔ỹ) · (1− p)r−ρ(1̃r ,x̃↔ỹ),

Так как ρ(1̃r, x̃↔ ỹ) = |x̃|+ |ỹ| − 2|x̃&ỹ| и ρ(1̃r, ỹ) = r − |ỹ|, то

P(ξ2 �∈ TтV1,V2,r|ξ1 = T ) �
∑

x̃∈Er−
r

l∗r
(
x̃,D1(r)

m1m2

2r , ln ln r, r
)
×

×
∑
ỹ∈Er

pr+|x̃|−2|x̃&ỹ|(1− p)r−|x̃|+2|x̃&ỹ| =

=
∑
ỹ∈Er

l∗r
(
x̃,D1(r)

m1m2

2r , ln ln r, r
)
×

× (p− p2)r−|x̃| ∑
ỹ∈Er

p|2x̃|−2|x̃&ỹ| · (1− p)2|x̃&ỹ|.

Отношение ỹ1 = ỹ2 ⇔ x̃&ỹ1 = x̃&ỹ2, заданное на En, является
отношением эквивалентности, разбивающим En на 2|x̃| классов,
каждый из которых содержит 2r−|x̃| элементов. Для каждого i
из Ñ|x| существует

(|x̃|
i

)
различных классов, для представителей

которых ỹ верно |x̃ ↔ ỹ| = i. Следовательно, последняя сумма
имеет вид

2r−|x̃|
|x̃|∑
i=0

(|x̃|
i

)
(p2)|x̃|−i · (1− p)2i = 2r−|x̃| · (1− 2p+ 2p2)x̃.

Положив q = 2p− 2p2, согласно утверждению 7.1.10 получаем

P(ξ2 �∈ TтV1,V2,r|ξ1 = T ) �
∑

x̃∈Er−
r

l∗r
(
x̃,D1(r)

m1m2

2r , ln ln r, r
)
×
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× qr−|x̃| · (1− q|x̃|) � D1(r)
m1m2

2r

r−1∑
i=0

(
r

i

)
qr−i · (1− qi) +

+ r

[r−ln ln r]∑
i=0

(
r

i

)
qr−i · (1− qi) � D1(r)

m1m2

2r (1− (1− q)r)) +

+ r
(
erq

ln ln r

)ln ln r
� r 2D1(r)

m1m2

2r rp+ r(rp)ln ln r.

Следовательно, p2 � rD(r)m1m2

2r rp+ r(rp)ln ln r.

Утверждение 8.2.3 доказано.

Утверждение 8.2.4. �) при r =] lnm1m2 − a ln lnm1m2[,
a ∈ (0, 2− ε) и p� r r−(1+a)

P(ξ2 ∈ TтV1,V2,r|ξ1 ∈ TтV1,V2,r)� r 1,

�) при r =] lnm1m2 − b ln ln lnm1m2[, b > 1 + ε и p� r r−(1+ε)

P(ξ2 ∈ TтV1,V2,r|ξ1 ∈ TтV1,V2,r)� r 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем пункт а). Если a > 0

и p� r r−(1+a), то r(rp)ln ln r + 1

ln r
� r 1. Кроме того,

найдется такая α(r) ∈ M, что r1+ap � r α(r) и такая
D(r) ∈ B, D(r) < ln ln ln ln r, что D(r)α1/2(r) ∈ M. Тогда при
r = lnm1m2 − a ln ln lnm1m2

D(r)m1m2

2r rp � D(r)(lnm1m2)arp ∼ rD(r)r1+ap � α1/2(r)� r 1.

Пункт б) доказывается аналогично.
Утверждение 8.2.4 доказано.

Утверждение 8.2.5. Если выполнено одно из условий:
�) r =] lnm1m2−a ln lnm1m2[, a ∈ (0, 2− ε), p� r (lnm1m2)−(1+a),

�) r =] lnm1m2−b ln ln lnm1m2[, b > 1 + ε, p� r (lnm1m2)−(1+ε),
то

ϕ∇,&
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
∇,j
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
∇,∨
V1,V2,n,r

п.в.∼ n

(
n

r

)
exp
{
−m1m2

2r

}
,

где значок ∇ означает «т», «тт», «кт» или «ктт».
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как r ∼ r ln lnm1m2, то из утвержде-
ния 8.2.4 следует, что

M(ϕT ,1V1,V2,n,r
− ϕT ,&V1,V2,n,r

)�n Mϕ
T ,1
V1,V2,n,r

.

Так как ϕT ,1V1,V2,n,r
п.в.∼ n Mϕ

T ,1
V1,V2,n,r

п.в.∼ n

(n
r

)
exp
{
−m1m2

2r

}
, то

M(ϕT ,1V1,V2,n,r
− ϕT ,&V1,V2,n,r

)�n ϕ
T ,1
V1,V2,n,r

и
ϕT ,1V1,V2,n,r

− ϕT ,&V1,V2,n,r

п.в.�n ϕT ,1V1,V2,n,r
.

Следовательно, ϕT ,1V1,V2,n,r
п.в.∼ n ϕ

T ,&
V1,V2,n,r

. Так как

ϕT ,1V1,V2,n,r
п.в.∼ n ϕ

T ,2
V1,V2,n,r

и

ϕT ,∨V1,V2,n,r
� ϕT ,&V1,V2,n,r

+(ϕT ,1V1,V2,n,r
−ϕT ,&V1,V2,n,r

)+(ϕT ,2V1,V2,n,r
−ϕT ,&V1,V2,n,r

),

то ϕT ,∨V1,V2,n,r
п.в.∼ n ϕ

T ,&
V1,V2,n,r

. и

ϕT ,&V1,V2,n,r
п.в.∼ n ϕ

T ,j
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
T ,∨
V1,V2,n,r

п.в.∼ n

(
n

r

)
exp
{
−m1m2

2r

}
.

Пусть ∇-один из значков «тт», «кт», «ктт». Из утверждения 7.2.5,

7.4.6 следует, что ϕ∇,j
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
T ,j
V1,V2,n,r

.
Так как

ϕ∇,j
V1,V2,n,r

� ϕ∇,∨
V1,V2,n,r

�

� ϕ∇,j
V1,V2,n,r

+
2∑
i=1

|ϕ∇,i
V1,V2,n,r

− ϕT ,iV1,V2,n,r
|+ (ϕT ,iV1,V2,n,r

− ϕT ,&V1,V2,n,r
),

то ϕ∇,∨
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
∇,j
V1,V2,n,r

п.в.∼ n

(n
r

)
exp
{
−m1m2

2r

}
, j ∈ N2.

Аналогично доказывается, что ϕ∇,&
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
∇,j
V1,V2,n,r

Утверждение 8.2.5 доказано.

8.3. Неустойчивость множества всех тупиковых тестов

Если G — подграф графа GV1,V2 , то через Pj(G) будем обо-

значать множества вершин G, лежащих в Vj ∈ N2. Через G̃
обозначим такой подграф GV1,V2 , что P(G̃) = V1 ∪ V2 и

X(G̃) = (P1(G)⊗ V2 ∪ V1 ⊗ P2(G)) \X(G).
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Если T — пара таблиц из TV1,V2,r, то через G∗(T ) обозначим
подграф GV1,V2 , не имеющий изолированных вершин и такой, что

X(G∗(T )) = T̂−1(Ẽr). Пару таблиц T из TV1,V2,r будем называть
регулярной, если граф G∗(T ) состоит из неинцидентных друг
другу ребер. Если X ⊆ Er, то регулярную пару таблиц T из

TV1,V2,r назовем X-регулярной, если T̂ (X(G̃∗(T ))) ∩X = 0.
Множество регулярных пар таблиц из TV1,V2,r обозначим

через TRV1,V2,r, а множество X-регулярных пар таблиц — через

TRV1,V2,r(X).
Утверждение 8.3.1. Если lnm1m2 − 2 ln lnm1m2 � r �
� lnm1m2 + 4 ln lnm1m2, то

|TттV1,V2,r ∩ TRV1,V2,r(E
r+
r−ln ln ln r)| ∼ r|TттV1,V2,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Из способа перечисления тупиковых те-
стовых таблиц в доказательстве утверждения 7.2.8 видно, что
для δ ∈ (0, 1/16) и всех пар таблиц T из определенного в до-
казательстве множества Tδ,тт степень всех вершин P2(G∗(T )))
равна 1. Следуя доказательству утверждения 7.2.8 и учитывая,
что в силу утверждения 7.1.3 |Er+r−ln ln ln r| � r rln ln ln r, получаем,

что число пар таблиц из Tδ,тт, для которых

T̂ ((P1(G∗(T ))⊗ V2) \X(G∗(T ))) ∩Er+r−ln ln ln r = 0,

не меньше, чем∑
r4�νi�1,i∈Nr

(m1 −m1−δ
1 )ν(2r − (r + 1)m1 − r4+ln ln ln r)m2−ν×

×
(
m2

ν1

)(
m2 − ν1
ν2

)
· . . . ·

(
m2 − ν1 − . . .− νr−1

νr

)
� r

� r (1− r4 + ln ln ln r
2r−1

)m2 ·
∑

r4�νi�1,i∈Nr

(m1 −m1−δ
1 )(2r − (r+ 1)m1)ν×

×
(
m2

ν1

)(
m2 − ν1
ν2

)
·
(
m2 − ν1 − . . .− νr−1

νr

)
∼ r

∼ r2
r(m1+m2)H(m1m2, r) ∼ r|TттV1,V2,r|,

где ν = ν1 + . . . + νr.
Если мы будем доказывать утверждения 7.2.8 и 7.2.9, поменяв

V1 и V2 местами, то получим, что для почти всех пар таблиц T
из TттV1,V2,r степень всех вершин из P1(G∗)) равна 1 и

T̂ ((V1 ⊗ P2(G∗(T ))) \X(G∗(T ))) ∩Er+r−ln ln ln r = ∅.
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Так как степень каждой вершины графа G∗(T ) равна 1, то он
состоит из неинцидентных друг другу ребер и

|P1(G∗(T ))| = |P2(G∗(T ))| = |X(G∗(T ))|.
Следовательно, почти все тупиковые тестовые пары таблиц из
TV1,V2,r являются Er+r−ln ln ln r-регулярными.

Утверждение 8.3.1 доказано.

Если T ∈ TV1,V2,r, то через Ẽ(T ) обозначим множество таких x̃
из Ẽr, что T̂−1(x̃) = 1. Через G2(T ) обозначим подграф GV1,V2 , не
имеющий изолированных вершин и такой, что X(G2(T )) = Ẽ(T ).

Положим для δ ∈ (0, 1) Tтт,δV1,V2,r
=
{
T ∈ TV1,V2,r|Ẽ(T )| � δr

}
.

Утверждение 8.3.2. Если b ∈ (0, 1), lnm1m2 + ln b � r �
� r lnm1m2 + 3 ln lnm1m2, то найдется такое ε1 ∈ (0, 1), что
Tтт,ε1V1,V2,r

| ∼ r|TттV1,V2,r|.
Док а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся верхней оценкой числа ту-
пиковых тестов пар таблиц из доказательства утверждения 7.2.9,

где для δ ∈ (0, 1/16) было определено такое множество Tδ,тт
2

, что

Tδ,тт
2

⊆ TттV1,V2,r, |T
δ,тт
2
| ∼ r|TттV1,V2,r| и

|Tδ,тт
2
| � r (1 + 2−

δr
4 ) · 2r(m1+m2) · exp

{
− (r + 1)m1m2

2r

}
×

×
∑

m2�νi�1,i∈Nr

mνi
1 (2r − (r + 1)m1)−νi

(
m2

νi

)
.

Положим Tδ,тт
2,t = {T ∈ Tδ,тт

2
: |T̂−1(1̃ri )| > 1 для i ∈ Nt}, t ∈ Nr−1.

Тогда

|Tδ,тт
2,t | � r (1 + 2−

δr
4 ) · 2r(m1+m2) · exp

{
− (r + 1)m1m2

2r

}
×

×
∑

m2�νi�1,i∈Nt
m2�νi�1,i∈Nr\Nt

r∏
i=1

mνi
1 (2r − (r + 1)m1)−νi

(
m2

νi

)
�

� 2r(m1+m2) · exp
{
− (r + 1)m1m2

2r

}
·
(
1 + m1

2r − (r + 1)m1

)r−t
×

×
((

1 + m1

2r − (r + 1)m1

)m2

− 1− m1m2

2r

)t
� r

10 В. Б. Кудрявцев, А. Е. Андреев, Э. Э. Гасанов
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� r 2
r(m1+m2)+1 · exp

{
− (r + 1)m1m2

2r

}
×

×
(
exp
{
m1m2

2r + 2−
r
3
m1m2

2r

}
− 1
)r−t

×

×
(
exp
{
m1m2

2r + 2−
r
3
m1m2

2r

}
− 1− m1m2

2r

)t
� r

� r 2
r(m1+m2)+1 · exp

{
−m1m2

2r

}
×

×
(
1− exp

{
m1m2

2r

}
+ 2−

r
4
m1m2

2r

)r−t
×

×
(
1− exp

{
m1m2

2r

}
− m1m2

2r exp
{
−m1m2

2r

}
+ 2−

r
4
m1m2

2r

)t
� r

� r 2
r(m1+m2)+1 ·H(m1m2, r)×

×
(
1 + 2−

r
4
m1m2

2r

/(
1− exp

{
m1m2

2r

}))r
×

×
(
1− m1m2

2r exp
{
−m1m2

2r

}/
/ (

1− exp
{
−m1m2

2r

}
+ 2−

r
4
m1m2

2r

))t
.

В утверждении 7.2.9 доказано, что(
1 + 2−

r
4
m1m2

2r

/(
1− exp

{
m1m2

2r

}))t
∼ r1.

Так как 2−
r
4
m1m2

2r � r1− exp
{
−m1m2

2r

}
, то

(
1−m1m2

2r exp
{
−m1m2

2r

}/(
1− exp

{
−m1m2

2r

}
+2−

r
4
m1m2

2r

))t
� r

� r

(
1− m1m2

2r

/(
exp
{
m1m2

2r

}
− 1
))t

.

Функция y = x

ex − 1
монотонно убывает на (0,+∞) потому, что

y′(x) = (ex − 1 − xex)/(ex − 1)2, y′(0) = 0 и y′1(x) = ex − ex −
− ex · x < 0, где y1(x) = ex − 1− xex, следовательно,(

1− m1m2

2r

/(
exp
{
m1m2

2r

}
− 1
))t

<

(
1− b

2(eb − 1)

)t
.
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Обозначив δ(b) = 1− b

2(eb − 1)
, δ(b) ∈ (0, 1), получаем

|Tδ,тт2,t | � r|TттV1,V2,r| · 2δ(b)
t.

Через Tδ,тт,∗
2,t обозначим множество таблиц T из Tδ,тт

2
, для

которых найдутся такие j1, . . . , jt из Nr, 1 � j1 < j2 < . . . <
< jt � r, что |T̂−1(1̃rji)| > 1, i ∈ Nt. Очевидно, что |Tδ,тт,∗

2,t | �
� r|TттV1,V2,r|

(r
t

)
· 2δ(b)t. Из утверждения 7.1.1 следует, что при

t > r(1− ε2), ε2 ∈ (0, 1/2)

2

(
r

t

)
· δ(b)t � r2 · 2ψ(ε2)rδ(b)r/2 = 2(2ψ(ε2)

√
δ(b) )r.

Так как lim
x→0

ψ(x) = 0, то найдется такое ε2(b) ∈ (0, 1/2), что

2ψ(ε2(b)) ·
√
δ(b) < 1. Положив ε1 = ε2(b) и t =]r(1 − ε1)[ имеем

|Tδ,тт,∗
2,t | � r|TттV1,V2,r| и

|Tтт,ε1V1,V2,r
| � |Tδ,тт

2
\ Tδ,тт,∗

2,t | ∼ r|TттV1,V2,r|.
Утверждение 8.3.2 доказано.

Утверждение 8.3.3. Если lnm1m2 + 3 ln lnm1m2 < r �
� rε2(n,m1m2) то для любого ε1 ∈ (0, 1) |Tтт,ε1V1,V2,r

| ∼ r|TттV1,V2,r| и

|Fтт+
V1,V2,r

(1, Ẽr, ln r,Er+r−ln ln ln r)| � r|TттV1,V2,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся нижней оценкой числа ту-
пиковых тестовых таблиц из утверждения 7.2.8. Если Tтт1 —
множество таких пар таблиц T из TттV1,V2,r, что |P2(G∗(T ))| = r, а

Tδ,тт, Tδ,тт � TттV1,V2,r, δ ∈ (0, 1/16), — множество, определенное
в доказательстве утверждения 7.2.8, то

|Tтт1 ∩ Tδ,тт| � r2
rm1(1− exp

{
−m1−3δ

1

}
)(m1 −m1−δ

1 )r ×

× (2r − (r + 1)m1)m2−r
r∏
i=0

(m2 − i) ∼ r

∼ r2
r(m1+m2)−r2mr

1m
r
2 ∼ r|TттV1,V2,r|.

Для любой пары таблиц T из Tтт1 и x̃ из Ẽr |T̂−1(x̃)| = 1,

следовательно, для любого ε1 ∈ (0, 1) |Tтт,ε1V1,V2,r
| ∼ r|TттV1,V2,r|. Так

10*
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как Fтт+
V1,V2,r

(1, ε̃r) � TттV1,V2,r \ Tтт1 , то Fтт+
V1,V2,r

(1, ε̂r) � r|TттV1,V2,r|.
Учитывая утверждение 8.3.1, получаем

|(TттV1,V2,r \ F
тт+
V1,V2,r

(1, ε̃r)) ∩ TRV1,V2,r(E
r+
r−ln ln ln r)| ∼ r|TттV1,V2,r|. (8.1)

Обозначим через ΓrV1,V2 множество подграфов G графа GV1,V2 ,
для которых выполнено |X(G)| = r, |P1(G)| = |P2(G)| = r. Через
TттG обозначим множество таких пар таблиц T из TттV1,V2,r, что

G∗(T ) = G. Очевидно, что для любых G1, G2 из ΓV1,V2r |TттG1
| =

= |TттG2
| и

|TттG1
∩ TRV1,V2,r(E

r+
r−ln ln ln r)| = |TттV1,V2,r ∩ TRV1,V2,r(E

r+
r−ln ln ln r)|.

Из (8.1) следует, что ∑
G∈Γr

V1,V2

|TттG | ∼ r|TттV1,V2,r|

и для любого G из ΓrV1,V2 |T
тт
G ∩ TRV1,V2,r(E

r+
r−ln ln ln r)| ∼ r|TттG |.

Через TттG,j(x̃), x̃ ∈ Er \ Er, j ∈ N2, обозначаем множество пар

таблиц T из TттG , для которых число вершин b из Vj \ Pj(G), что
T (b) ∈ T (V3−j)↔ x̃, больше, чем

√
ln r . Легко видеть, что

|TттG,2(x̃)| � r! 2r
2 · 2r(m1−r)

(
m2 − r√

] ln r [

)]
√

ln r [

·m] ln r[
1 · 2r(m2−r−] ln r[) � r

� rr!2r(m1+m2)−r2
(
m1m2

2r

)√] ln r[
� rr! 2r(m1+m2)−r2 · r−2

√
ln r .

Аналогично, |TттG,1(x̃) � rr!2r(m1+m2)−r2 · r−2
√

ln r .

Обозначим Tтт,∗G =
⋃

x̃∈Er+
r−ln ln ln r\Er

⋃
j∈N2

TттG,j(x̃).

Согласно утверждению 7.1.3 имеем

|Tтт,∗G | � 2|Er+r−ln ln ln r| r! 2r(m1+m2)−r2 · r−2
√

ln r � r

� rr!2r(m1+m2)−r2 · r−
√

ln r .

Если x̃ ∈ Er+r−ln ln ln r \ Er и Er+r−ln ln ln r — регулярная пара таблиц

T из TттV1,V2,r — не принадлежит ни TттG,1(x̃), ни TттG,2(x̃), то

|T̂−1(x̃)| � ln r . Следовательно,

TттG ∩ TRV1,V2,r(E
r+
r−ln ln ln r) ∩ Fтт+

V1,V2,r
(ln r,Er+r−ln ln ln r) � Tтт,∗G .
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Учитывая (8.1), получаем

Fтт+
V1,V2,r

(ln r,Er+r−ln ln ln r) � (
⋃

G∈Γr
V1,V2

Tтт,∗G )
⋃

⋃
(TттV1,V2,r \ TRV1,V2,r(E

r+
r−ln ln ln r))

⋃
Fтт+
V1,V2,r

(1, Ẽr)
и, так как∣∣∣ ⋃
G∈Γr

V1,V2

Tтт,∗G

∣∣∣ � r!
(
m1

r

)(
m2

r

)
r!2r(m1+m2)−r2 · r−

√
ln r �

� 2r(m1+m2)
(
m1m2

2r

)r
r−

√
ln r � r |TттV1,V2,r|,

то
|Fтт+
V1,V2,r

(ln r,Er+r−ln ln ln r)| � r|TттV1,V2,r|.
Так как

Fтт+
V1,V2,r

(1, Ẽr, ln r,Er+r−ln ln ln r) ⊆
⊆ Fтт+

V1,V2,r
(1, Ẽr) ∪ Fтт+

V1,V2,r
(ln r,Er+r−ln ln ln r),

то Fтт+
V1,V2,r

(1, Ẽr, ln r,Er+r−ln ln ln r)� r|TттV1,V2,r|.
Утверждение 8.3.3 доказано.

Утверждение 8.3.4. Если lnm1m2 + ln b � r < lnm1m2 +
+ 3 ln lnm1m2, b ∈ (0, 1), то

|Fтт+
V1,V2,r

(ln r,Er+r−ln ln ln r)| � r|TттV1,V2,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем δ ∈ (0, 1/16) и обозначим через
Tδ,тт,∗z множество таких пар таблиц T из TттV1,V2,r, что T1 ∈ TδV1,r
и A2 ∩D2 = ∅, где

D2 =
⋃

x̃∈Er+
r−ln ln ln r\{1̃r}

((A1 ↔ x̃) \ (U0 ↔ x̃)).

Из утверждений 7.1.3, 7.2.2 следует, что |D2| � rrln ln ln r ·m1−δ
1 � r

� rm
1−δ/2
1 . Проделав рассуждения, аналогичные доказа-

тельствам утверждений 7.2.8, 7.2.9, можно показать, что
Tδ,тт,∗
2

∼ r|TттV1,V2,r|.
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Через Tx2 обозначим множество пар таблиц T из Tδ,тт,∗
2

, для
которых число таких вершин a из V2, что T (a) ∈ A1 ↔ x̃, больше
ln r. Для x̃ из Er+r−ln ln ln r \ Er выполнено

|Tx̃2 | � 2rm1

∑
νi�1,i∈Nr

mν
1(2

r − (r + 1)(m1 −m1−δ
1 ))m2−ν−] ln r[ ×

×
(
m2

ν1

)
· . . . ·

(
m2

νr

)(
m2

] ln r[

)
� r2

r(m1+m2)H(m1m2, r)(1+2−
δr
4 )×

×
(

m1

2r − (r + 1)m1

)] ln r[

·
(
m2

] ln r[

)
� r

� r|TттV1,V2,r| · 2
(
em1m2

2r] ln r[

)] ln r[

� r|TттV1,V2,r| exp
{
−1

2
ln r · ln ln r

}
,

где ν = ν1 + . . . + νr. Для x̃ ∈ Ẽr, x̃ = 1̃rj аналогично получаем

Tx̃2 � 2rm1

∑
νi�ln r,νi�1,i∈Nr\{j}

mν
1(2

r − (r + 1)(m1 −m1−δ
1 ))m2−ν ×

×
(
m2

ν1

)
· . . . ·

(
m2

νr

)
� r

� r2
r(m1+m2)+1 ·H(m1m2, r)

(
m1

2r − (r + 1)m1

)] ln r[

×

×
(
m2

] ln r[

)/(
1− exp

{
−m1m2

2r

})
�

� r |TттV1,V2,r| · 2
(
em1m2

2r] ln r[

)] ln r[

r4 � r

� r |TттV1,V2,r| · exp
{
−1

2
ln ln ln r

}
.

Используя утверждение 7.1.3, получаем∣∣∣∣∣∣∣
⋃

x̃∈Er+
r−ln ln ln r\{1̃r}

Tx̃2

∣∣∣∣∣∣∣ � r

� r |TттV1,V2,r| · exp
{
−1

2
ln r · ln ln r

}
· rln ln ln r � r|TттV1,V2,r|. (8.2)
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Так как для любой пары таблиц T из Tδ,тт,∗
2

, x̃ из

Er+r−ln ln ln r \
{
1̃r
}

и a2 из V2, такого, что T (a2) ∈ A1 ↔ x̃ суще-

ствует единственная вершина a1 ∈ V1, такая, что T̂ ((a1, a2)) = x̃,
то

Fтт+
V1,V2,r

(ln r,Er+r−ln ln ln r) ∩ Tδ,тт,∗
2

⊆
⋃

x̃∈Er+
r−ln ln ln r\{1̃r}

Tx̃2 .

Учитывая (8.2), получаем

|Fтт+
V1,V2,r

(ln r,Er+r−ln ln ln r)� r |TттV1,V2,r|.

Утверждение 8.3.4 доказано.

Утверждение 8.3.5. Если lnm1m2 + ln b � r � rε2(n,m1m2), b ∈
∈ (0, 1), то

|Fтт+
V1,V2,r

(r2,Er)| � r |TттV1,V2,r|.

Док а з а т е л ь с т в о. Если T1 — таблица из TV1,r, x̃ �= 1̃r, то
|A1 ↔ x̃| �m1. Обозначим через Fтт+

V2,r
(T1, x̃, i) множество таблиц

T2 из TV2,r, для которых число элементов a из V2 таких, что
x̃ ∈ A1 ↔ T2(b), не меньше i. Понятно, что

|Fтт+
V2,r

(T1, x̃, r)| � mr
1

(
m2

r

)
2r(m2−r) � 2r(m2−r)

(
em1m2

r2r

)r
.

Если r > lnm1m2 + 3

2
ln lnm1m2, то аналогично утверждению

7.2.10 получаем
(
m1m2

2r

)r
∼ rH(m1m2, r)r и |Fтт+

V2,r
(T1, x̃, r)| �

� r 2
rm2H(m1m2, r) · r−5/2.

Если r � lnm1m2 + ln b, то exp
{
−m1m2

2r

}
� exp

{
−2−b

}
�

� r
1

r
. Если lnm1m2 + ln b � r � lnm1m2 + (1 − 2δ) ln lnm1m2,

где δ ∈ (0, 1/64), то(
em1m2

r1−δ2r

)r
�
(

e

r1−δb

)r
� r

� rr
−r(1−2δ) � r

(
1

2
(lnm1m2)1−2δ

)−r
� r

(
1− exp

{
−m1m2

2r

})r
.
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Если lnm1m2 + (1 − 2δ) ln lnm1m2 � r � lnm1m2 +
+ 3

2
ln lnm1m2, то(

em1m2

r1−δ2r

)
� r (r2−4δ)−r � r(2r3/2)−r � r

� r

(
3

2
(lnm1m2)

3
2

)−r
� r

(
1− exp

{
−m1m2

2r

})r
.

То есть, при lnm1m2 + ln b � r � lnm1m2 + 3

2
ln lnm1m2

|Fтт+
V2,r

(T1, x̃, r)| � 2rm2 · r−δr · r ·H(m1m2, r) � r

� r, 2
rm2H(m1m2, r) · r−

δr
2 .

Обозначим через Fтт+
V1,V2,r,2

(r,Er) множество пар таблиц

T из TV1,V2,r, для которых найдется x̃ из Er такой, что
T2 ∈ Fтт+

V2,r
(T1, x̃, r). Имеем

|Fтт+
V1,V2,r,2

(r,Er)| � r 2
rm1 · 2r ·−rm1 ·|TттV1,V2,r| · r

− δr
2 � r|TттV1,V2,r|.

Аналогичным образом определим множества Fтт+
V1,r

(T2, x̃, r) и

Fтт+
V1,V2,r,1

(r,Er) и получим |Fтт+
V1,V2,r,1

(r,Er)| � r |TттV1,V2,r|. Если T

не принадлежит ни одному из этих множеств Fтт+
V1,V2,r,j

(r,Er), j ∈
∈ N2, то для любого x̃ ∈ Er, j ∈ N2 число вершин a ∈ Vj ,
инцидентных ребрам γ графа GV1,V2 таким образом, что T̂ (γ) = x̃,
не превосходит r. Следовательно,

Fтт+
V1,V2,r

(r2,Er) ⊆
2⋃
j=1

Fтт+
V1,V2,r,j

(r,Er)

и |Fтт+
V1,V2,r

(r2,Er)| � r |TттV1,V2,r|.
Утверждение 8.3.5 доказано.

Пусть δ ∈ (0, 1). Обозначим через F∗
δ множество

(Tтт,δV1,V2,r
) ∩ TRV1,V2,r(E

r+
r−ln ln ln r)) \ Fтт+

V1,V2,r
(ln r,Er+r−ln ln ln r, r

2,Er).

Из утверждений 8.3.1–8.3.5 следует, что найдутся такие δ ∈
∈ (0, 1) и α∗

δ(r) ∈M, что |F∗
δ | ∼ r|TттV1,V2,r| и

|TттV1,V2,r \ F
∗
δ | � r α

∗
δ(r)|TттV1,V2,r|.
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Если T — регулярная пара таблиц из TттV1,V2,r, то обозначим через

G3(T ) такой подграф графа GV1,V2 , что P(G3(T )) = V1 ∪ V2 и

X(G3(T )) = (P1(G2(T ))⊗ V2 ∪ V1 ⊕ P2(G2(T ))) \X(G2(T )).

Через G4(T ) обозначим граф GV1\P1(G2(T )),V2\P2(G2(T )).

Утверждение 8.3.6. Если lnm1m2 + ln b � r � rε2(n,m1m2), b ∈
∈ (0, 1), то при exp {− ln r − ln r/ ln ln ln ln r} � p � rr−2 най-
дутся такие δ ∈ (0, 1) и α∗

δ ∈M, что

P(ξ2 ∈ TттV1,V2,r|ξ1 ∈ TттV1,V2,r) � r

� r (1− p)δr2 + 3rp ln r + r3(rp)ln ln ln r−1 + α∗
δ(r).

Док а з а т е л ь с т в о. Аналогично утверждению 8.2.3 имеем

P(ξ2 ∈ TттV1,V2,r|ξ1 ∈ TттV1,V2,r) � p1 + p2,

где p1 = P(ξ1 ∈ TттV1,V2,r \ F
∗
δ ) и p2 = P(ξ2 ∈ TттV1,V2,r|ξ1 ∈ F

∗
δ ).

Существует α∗
δ(r) из M такое, что

p1 = |TттV1,V2,r \ F
∗
δ |/|TттV1,V2,r| � αα

∗
δ(r).

Если T ∈ F∗
δ , то существует такое множество Ẽ(T ), Ẽ(T ) ⊆ Ẽr,

|Ẽ(T )|| � δr, что для любого x̃ ∈ Ẽ(T ) |T̂−1(x̃)| = 1, и граф

G2(T ) такой, что X(G2(T )) = |T̂−1(x̃)| = 1, граф G2(T ) такой,

что X(G2(T )) = T̂−1(Ẽ(T )), состоит из неидентичных друг другу
ребер. Если T ∈ F∗

δ , то

P(ξ2 ∈ TттV1,V2,r|ξ1 = T ) � p21(T ) + p22(T ) + p23(T ),

где

p21(T ) = P(ξ̂2(X(G2(T ))) = Ẽ(T )|ξ1 = T ),

p22(T ) = P(ξ̂2(X(G3(T ))) ∩ Ẽ(T ) �= 0|ξ1 = T ),

p23(T ) = P(∃x̃ ∈ Ẽ(T )) такое, что x̃ �∈ ξ̂2(X(G2(T ))) и

x̃ ∈ ξ̂2(X(G4(T )))|ξ1 = T ).

Положим q = 2p− 2p2. Тогда

p21(T ) � P(∀γ ∈ X(G2(T )) выполнено ξ̂2(γ) = ξ̃1(γ)|ξ1 = T ) +

+ P(∃γ∈X(G2(T )) такое, что +P(ξ̂2∈ξ̂1(X(G2(T ))) \ {γ} |ξ1=T ).

В утверждении 8.2.4 доказано, что для γ ∈ X(GV1,V2)

P(ξ̂2(γ) = z̃|ξ1 = T , ξ̂1(γ) = x̃) = qρ(z̃,x̃) · (1− q)r−ρ(z̃,x̃).
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Следовательно, так как ∀x̃, ỹ ∈ Ẽ(T ), x̃ �= ỹ, ρ(x̃, ỹ) = 2, то

p21(T ) � (1− q)r·|Ẽ(T )| + |Ẽ(T )| · |Ẽ(T )| · g2(1− q)r−2 � r

� r(1− q)δr
2

+ δ2r2q2 � (1− p)δr2 + r2p2.

Рассмотрим p22(T ). Таблица сравнения T̂ не принимает зна-
чений из Er+r−ln ln ln r на ребрах графа G3(T ), а каждое значение

из Er \ Er+r−ln ln ln r принимает не более r2 раз. Если x̃ ∈ Ẽ(T ), то
так как |x̃| = r − 1 и в силу утверждения 7.1.10

P(x̃ ∈ ξ̂2(X(G3(T )))|ξ1 = T ) �
∑

γ∈X(G3(T ))

P(ξ̂2(γ) = x̃|ξ1 = T ) �

�
∑

|ỹ|�r−ln ln ln r

∑
γ∈X(G3(T )):T̂ (γ)=x̃

qρ(x̃,ỹ) · (1− q)r−ρ(x̃,ỹ) �

� r2
∑

ρ(x̃,ỹ)�r−ln ln ln r+1

qρ(x̃,ỹ) · (1− q)r−ρ(x̃,ỹ) =

= r2
[r−ln ln ln r+1]∑

i=0

(
r

i

)
qr−i(1− q)i � r

� r r
2 · 2

(
erq

ln ln ln r − 1

)ln ln ln r−1
� r r

2(rρ)ln ln ln r−1.

Так как X(G2(T )))| � δr, то p22(T ) � r δr3(rp)ln ln ln r−1.
Поскольку множества вершин и ребер графов G2(T ) и

G4(T ) не пересекаются, то для любого x̃ из Ẽ(T ) события

(x̃ �∈ ξ̂2(X(G2(T )))&(ξ1 = T )) и (x̃ ∈ ξ̂2(X(G4(T )))&(ξ1 = T ))
будут независимы. Поэтому

p23(T ) � P(ξ̂2(X(G2(T ))) �= ξ̂1(X(G2(T )))|ξ1 = T )×
× max
x̃∈Ẽ(T )

P(x̃ ∈ ξ̂2(X(G4(T )))|ξ1 = T ) �

� max
x̃∈Ẽ(T )

P(x̃ ∈ ξ̂2(X(G4(T )))|ξ1 = T ).

Если x̃ ∈ Ẽ(T ), то |x̃| = r − 1 и

P(x̃ ∈ ξ̂2(X(G4(T )))|ξ1 = T ) �
∑

γ∈X(G4(T ))

P(ξ̂2(γ) = x̃|ξ1 = T ) �
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�
∑

ỹ∈Er\{1̃r ,x̃}
l∗r(ỹ, ln r, ln ln ln r, r2)qρ(x̃,ỹ) · (1− q)r−ρ(x̃,ỹ) �

�
∑

ρ(x̃,ỹ)�1

l∗r(ỹ, ln r, ln ln ln r − 1, r2)qρ(x̃,ỹ) · (1− q)r−ρ(x̃,ỹ) �

� ln r
r−1∑
i=0

(
r

i

)
qr−i(1− q)i + r2

[r−ln ln ln r+1]∑
i=0

(
r

i

)
qr−i(1− q)i � r

� r ln r(1− (1− q)r)+r2(rq)ln ln ln r−1 � 2rp ln r + δr3(rp)ln ln ln r−1.

Следовательно

p2 � (1− p)δr2 + r2p2 + 2rp ln r + 2δr3(rp)ln ln ln r−1 � r

� r(1− r)δr
2

+ 3rp ln r + r3(rp)ln ln ln−1.

Утверждение 8.3.6 доказано.

Утверждение 8.3.7. Если (lnm1m2)−2 � r p� (lnm1m2)−(1+ε),
j ∈ N2, то

ϕтт,&V1,V2,n

п.в.�n ϕ
тт,j
V1,V2,n

п.в.∼ n ϕ
тт,V
V1,V2,n

/2.

Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 8.3.6 следует, что при
lnm1m2 + ln b � r � rε2(n,m1m2), b ∈ (0, 1)

P(ξ2 ∈ TттV1,V2,r|ξ1 ∈ TттV1,V2,r) �
� (1− p)δr2 + 3rp ln r + r3(rp)ln ln ln r−1 + α∗

δ(r) � r

� r exp
{
− δ

2
p(lnm1m2)2

}
3 · 1

2
(1 + 1/c1)p lnm1m2×

× 2 ln lnm1m2 + ((1 + 1/c1)/2)ln ln ln r+2×
× (lnm1m2)ln ln ln r+2 · pln ln ln r−1

+ α∗
δ(r) � r 1.

Следовательно, при таких r Mϕтт,&V1,V2,n,r
�n Mϕтт,1V1,V2,n,r

. Из утвер-

ждений 7.4.8–7.4.10 следует, что найдется такая константа b, что
при nc1 � m1m2 � nc2 , 0 < c1 < 1 < c2

ϕтт,jV1,V2,n
п.в.∼ n

rε
2
(n,m1m2)∑

r=] lnm1m2+ln b[

ϕтт,jV1,V2,n,r
.

Так как при
rε1,k(m1m2) � r � rε2(n,m1m2)
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Mϕтт,jV1,V2,n,r
п.в.∼ rϕ

тт,j
V1,V2,n,r,

, то

rε
2
(n,m1m2)∑

r=] lnm1m2+ln b[

Mϕтт,&V1,V2,n,r
�n ϕ

тт,1
V1,V2,n

.

Кроме того,∑
r<lnm1m2+ln b

ϕтт,&V1,V2,n,r
+

∑
r>rε

2
(n,m1m2)

ϕтт,&V1,V2,n,r
�

�
∑

r<lnm1m2+ln b

ϕтт,1V1,V2,n,r
+

∑
r>rε

2
(n,m1m2)

ϕтт,1V1,V2,n,r

п.в.�n ϕ
тт,1
V1,V2

.

В итоге получаем ϕтт,&V1,V2,n

п.в.�n ϕ
тт,1
V1,V2,n

.
Так как

ϕтт,1V1,V2,n
+ ϕтт,2V1,V2,n

= ϕтт,&V1,V2,n
+ ϕтт,∨V1,V2,n

и ϕтт,1V1,V2,n
п.в.∼ n ϕ

тт,2
V1,V2,n

,

то ϕтт,∨V1,V2,n
п.в.∼ n 2ϕтт,jV1,V2,n

, j ∈ N2.

Утверждение доказано.

8.4. Неустойчивость множества «очень коротких»
тестов

Обозначим через TT ,ε,RV1,V2,r
множество таких регулярных пар T

из TV1,V2,r, что T̂
−1(Ẽr) < r2+ε/2.

Утверждение 8.4.1. Если r̃ε1,k(m1m2) � r � r̃ε2,k(m1m2), то

|TT ,ε,RV1,V2,r
| � r|TтV1,V2,r| · e

−r2 .

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через TT ,δ1 , δ∈(0,min(1/64, ε/8)),
множество таких тестовых пар таблиц T из TV1,V2,r, что
T1 ∈ TδV1,r,A2(T ) ∩D(T ) = ∅ и

|A2(T ) ∩ F (T )| � m2|F (T )|
2r −

(
m2|F (T )|

2r

)1−δ
,

где F (T ) = ∪ri=1Ui(T ).
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Из утверждений 7.2.2, 7.2.5, 7.1.7 следует, что

|TT ,δ1 | � 2rm1(2r −m1 + (r − 1)m1−δ
1 )m2 ×

× exp

{
− 1

12

(
m2 − r(m1 −m1−δ

1 )
2r

)1−2δ
}

� r

� r |TтV1,V2,r| · 2 exp
{
− 1

13

(
rm1m2

2r

)1−2δ
}

� r

� r |TтV1,V2,r| · exp
{
−r2+3/2

}
.

Для T ∈ TT ,δ1 выполнено |T̂−1(Ẽr)| = |A2(T ) ∩ F (T )| �
� r r2+ε/2.

Если TT ,δ
2

=
{
T ∈ TтV1,V2,r : T1 �∈ TтV1,V2,r

}
, то TT ,ε,RV1,V2,r

⊆ TT ,δ1 ∪
∪ TT ,δ

2
и

|TT ,ε,RV1,V2,r
| � r |TтV1,V2,r| · (exp

{
−m1−3δ

1

}
+ exp

{
−r2+ε/2

}
) � r

� r |TтV1,V2,r| · e
−r2 .

Утверждение 8.4.1 доказано.

Утверждение 8.4.2. Если r̃ε1,k(m1m2) � r � r̃ε2,k(m1m2),
(lnm1m2)−2 � p � (lnm1m2)−1, то

P(ξ2 ∈ TтV1,V2,r|ξ1 ∈ TтV1,V2,r) � r 2e
−r2 .

Док а з а т е л ь с т в о. P(ξ2 ∈ TтV1,V2,r|ξ1 ∈ TтV1,V2,r) � p1 + p2, где

p1 = P(ξ1 ∈ TT ,ε,RV1,V2,r
) � e−r

2

согласно утверждению 8.4.1,

p2 = P(ξ2 ∈ TтV1,V2,r|ξ1 ∈ TтV1,V2,r \ TT ,ε,RV1,V2,r
).

Если T ∈ TтV1,V2,r \ TT ,ε,RV1,V2,r
, то |T̂−1(Ẽr)| � r2+ε/2 и, так как пара

таблиц T — регулярная, то

P(ξ2 ∈ TтV1,V2,r|ξ1 = T ) � (1− p(1− p)r−1)r
2+ε/2 �

� exp
{
−p(1− p)r−1r2+ε/2

}
� r e

−r2 .

Следовательно, p2 � r e−r
2

Утверждение 8.4.2 доказано.
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Утверждение 8.4.3. Если r =] lnm1m2 − a ln lnm1m2[, a ∈ (1 +
+ ε, 2− ε), j ∈ N2, (lnm1m2)−2 � p � (lnm1m2)−1,, то

ϕ∇,&
V1,V2,n,r

п.в.�n ϕ
∇,j
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
∇,∨
V1,V2,n,r

/2,

где значок ∇ обозначает «т», «тт», «кт» или «ктт».

Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 8.4.2 следует, что

Mϕтт,&V1,V2,n,r
�n Mϕ

тт,1
V1,V2,n,r

.

Так как ϕT ,1V1,V2,n,r
п.в.∼ n Mϕ

T ,1
V1,V2,n,r

, то ϕT ,&V1,V2,n,r

п.в.�n ϕ
T ,1
V1,V2,n,r

.

Из того, что ϕT ,1V1,V2,n,r
+ ϕT ,2V1,V2,n,r

= ϕT ,&V1,V2,n,r
+ ϕT ,∨V1,V2,n,r

и

ϕT ,1V1,V2,n,r
п.в.∼ n ϕ

T ,2
V1,V2,n,r

следует, что ϕT ,1V1,V2,n,r
п.в.∼ n

1

2
ϕT ,∨V1,V2,n,r

.

Так как ϕT ,jV1,V2,n,r
п.в.∼ n ϕ

кт,j
V1,V2,n,r

п.в.∼ n nϕ
тт,j
V1,V2,n,r

п.в.∼ n ϕ
ктт,j
V1,V2,n,r

, то

ϕ∇,&
V1,V2,n,r

�ϕT ,&V1,V2,n,r
+

2∑
i=1

|ϕ∇,i
V1,V2,n,r

−ϕT ,jV1,V2,n,r
|п.в.�n ϕ

∇,j
V1,V2,n,r

, j ∈N2,

где ∇ означает «т», «тт», «кт» или «ктт».
Утверждение 8.4.3 доказано.



Гл а в а 9

АЛГОРИТМЫ ПОСТРОЕНИЯ КОРОТКИХ

ТЕСТОВ

9.1. Алгоритм Д1

Пусть T — пара таблиц из TV1,V2,n, а π — нумерация ребер
графа GV1,V2 . Назовем набор x̃ из En π-псевдотестом табли-

цы T̂ или псевдотестом таблицы T̂π, если существует такое

k, k ∈ Nm−1 \ Nr−1, что таблица T̂ x̃π |Nk является тупиковой те-

стовой, а таблица T̂ x̃π |Nk+1
не является тестовой. Для такого k

выполнено Ẽ |x̃| ⊆ T̂ x̃π (Nk) и min(T̃ x̃π )−1(1̃|x̃|) = k + 1. Пару таблиц

T из TV1,V2,n назовем π-псевдотестовой, если набор 1̃n является

псевдотестом T̂π. Множество всех π-псевдотестовых пар таблиц
из TV1,V2,n обозначим через Tпт,πV1,V2,n

.
Далее доказывается, что алгоритм Д1(r) при работе на паре

таблиц S из T∗ перебирает все тупиковые тесты S длины не
больше r и все псевдотесты длины не более r − 1. Шаг алгорит-
ма 5), позволяющий исключить перебор псевдотестов длины r,
важен, так как число коротких псевдотестов длины r для почти
всех таблиц значительно больше числа тестов длины r.

Так как увеличение длины проверяемого набора происходит
только на шаге 4) при условии lt < r − 1, то алгоритм Д1(r) не
проверяет наборов длины, большей, чем r.
Утверждение 9.1.1. Пусть T ∈ TV1,V2,n, π — нумерация строк
T̂ , r � 1. Тогда не существует наборов x̃ из En, которые
алгоритм Д1(r) просматривает дважды.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Это значит, что

найдутся t, s из N такие, что S̃t = S̃s и lt = ls < r.

Положим Ω =
{
ω ∈ N : ∃υ �= ω(S̃ω = S̃υ)

}
. Возьмем такие u

и υ, что lu = min
ω∈Ω

lω и S̃u = S̃υ. Обозначим S1 = Su|Nlu−1,

S2 = Sυ|Nlu−1, k1 = Ku(lu − 1), k2 = Kυ(lυ − 1). Ясно, что

при lu = 1 наборы S̃u и S̃υ совпадать не могут, поэтому

S̃1 �= |S̃2|, |S̃1| = |S̃2| = lu − 1 � 1. Такие u, υ,u �= υ, что lu = lυ
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и Su = Sυ существовать не могут в силу шага 6). По определе-

нию Kt получаем ki = min(T̂ S̃i
π )−1(1̃ln−1), i ∈ N2. Не ограничивая

общности, считаем, что k1 � k2. Так как наборы S̃1 и S̃2 достра-

ивались алгоритмом до S̃u, то |(T̂ S̃u
π )−1(ki)| = lu − 1, и так как

S̃1 �= S̃2, то найдется i0 из Nlu−1 такое, что (T̃ S̃1
π )−1(k2) = 1̃lu−1

i0
.

Для всех i из Nlu−1 множества Ei = (T̂ S̃1
π )−1(1̃lu−1

i ) ∩Nk1 , в том
числе Ei0 , не пусты. В множестве Ei0 найдется элемент j0 такой,

что Tπ(j0(Su(lu)) = 1, т. е. (T̂ S̃u
π )−1(j0) = S̃2. Так как j0 < k1 � k2,

получаем противоречие.
Утверждение 9.1.1 доказано.

Из утверждения 9.1.1 следует, что алгоритм Д1(r) заканчи-
вает работу на любой таблице за конечное время.
Утверждение 9.1.2. Пусть T ∈ TV1,V2,r, π — нумерация строк
T̂ , r > 1. Тогда алгоритм Д1(r) просматривает все тупиковые
тесты T̂π длины не больше r и все псевдотесты T̂π длины не
более r − 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Если T̂π(1) = 1̃n, то таблица T̂π не имеет

тупиковых тестов и псевдотестов. Считаем далее, что T̂π(1) �=
�= 1̃n. Докажем утверждение индукцией по длине наборов. Если

набор x̃ из En1 , является тупиковым тестом или псевдотестом T̂π,

то T̂ x̃π (1) = 0̃1. Из шагов 2), 6) следует, что все такие наборы
просматриваются алгоритмом Д1(r).

Предположим, что Д1(r) проверяет все псевдотесты длины
l − 1, где l � r − 1. Пусть набор x̃ из Enl является тупиковым
тестом или псевдотестом. Тогда найдется набор ỹ, ỹ ∈ Enl−1, ỹ <

< x̃, являющийся псевдотестом T̂π и такой, что алгоритм Д1(r)
достраивает его до x̃. Легко видеть, что

ỹ = T̂π( max
i∈N|x̃|

min(T̂ x̃π )−1(1̃|x̃|i ))&x̃.

При l = r− 1 рассуждаем аналогично, с той разницей, что вычис-

ление (
∨
j∈E

T̂π(j)) ⊕ 1̃n исключает из рассмотрения псевдотеcты

длины r.
Утверждение 9.1.2 доказано.

При r = 1 алгоритм Д1(r) просматривает все наборы 0̃nj , j ∈
∈ (T̂π(1))−1(0), и только их.
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Если T — пара таблиц из TV1,V2,r, то через G∗
1(T ) обо-

значим не имеющий изолированных вершин подграф графа

GV1,V2 , множество ребер которого есть T̃−1(Er). Через FδV1,V2,r(l)
обозначим множество всех таких пар таблиц T из TV1,V2,r,
что |X(G∗

1(T ))| � l, T1 ∈ TδV1,r, что A2 ∩ D1 = ∅, где D1 =
= (
⋃r
i=0(A1i \ Ui)) ∪ (A1 \ U0), и граф G∗

1(T ) состоит из неинци-
дентных друг другу ребер.
Утверждение 9.1.3. Пусть δ ∈ (0, 1/64),

lnm1m2 − 3 ln lnm1m2 � r � lnm1m2 −D(r),

где D(r) ∈ B. Тогда∣∣∣FδV1,V2,r (rm1m2

2r+1

)∣∣∣ � r |TV1,V2,r| · (1− 2−
δr
4 ).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через TH,2 множество пар таб-
лиц T , для которых выполнено T1 ∈ TδV1,r и A2 ∩ D1 = ∅. Из
утверждения 7.2.7 следует, что

|TH,2| � r 2
rm1(1− exp

{
−m1−3δ

1

}
)(2r − |D1|)m2 �

� 2r(m1+m2)(1− exp
{
−m1−3δ

1

}
)
(
1− (r + 1)m1−3δ

1

2r

)m2

� r

� r 2
r(m1+m2)(1− 2−

δr
3 ).

Для любой пары таблиц T из TH,2 кратность любой вершины из
X(G∗

1(T )) ∩ V2 равна 1. Определим множество TH,1 аналогично
множеству TH,2 и поменяв V1 и V2 местами. Проведя те же
рассуждения для TH,1, получим

|TH,1| � r 2
r(m1+m2)(1− 2−

δr
3 ).

Пусть T1 ∈ TδV1,r. Положим t(T1) =
r∑
i=0

|Ui| = (r + 1)|U0|, тогда

(r + 1)m1 � t(T1) � (r + 1)(m1 −m1−δ
1 ). Согласно утверждению

7.1.8 число пар таблиц S из TV1,V2,r таких, что S1 = T1 и∣∣∣∣∣∣A2 ∩
(

r⋃
i=0

Ui
)∣∣∣− t(T1)m2

2r

∣∣∣ � ( t(T1)m2

2r

)1−δ
,
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не меньше, чем

2rm2

(
1− exp

{
− 1

12

(
t(T1)m2

2r

)1−2δ
})

� r

� r 2
rm2

(
1− exp

{
−
(
rm1m2

2r

)1−3δ
})

.

То есть, число пар таблиц S из TV1,V1,r, для которых выполнено

|X(G∗
1,S)| > rm1m2

2r+1

начиная с некоторого номера r, не меньше, чем

2r(m1+m2)(1− exp
{
−r1−4δ

}
).

В итоге получаем∣∣∣FδV1,V2,r (rm1m2

2r+1

)∣∣∣ � r 2
r(m1+m2)(1− 2−

δr
4 ).

Утверждение 9.1.3 доказано.

Рассмотрим последовательность независимых случайных ве-

личин ξt, t = 1, 2, 3 . . . . таких, что P(ξt = i) = 1

k + 1
для любого i

из Nk+1. Обозначим

Ξ(i) = min {t : ξt = i} , i ∈ Nk+1.

Утверждение 9.1.4.

P(Ξ(k + 1) > max
i∈Nk

Ξ(i)) = 1

k + 1
.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через L(s) множество
∪st=1 {ξt}, считая L(0) = ∅. Пусть Ci, i ∈ Nk, t � 1, —
события, заключающиеся в том, что |L(t − 1)| = i − 1,
|L(t)| = i и L(t) ⊆ Nk, а Ck+1(t), t � 1 — событие
{L(t − 1) = Nk,L(t) = Nk+1}, C0(0) — достоверное событие.
Тогда

P(Ξ(k + 1) > max
i∈Nk

Ξ(i)) =
∞∑
t=1

P(Ck+1(t)) =

=
k+1∏
i=1

∞∑
ti=1

P

(
Ci

(
i∑

j=1

tj

)∣∣∣∣Ci−1

(
i−1∑
j=1

tj

))
.
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Так как при t, s > 1

P(Ci+1(t+ s)|Ci(t)) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(

i

k + 1

)s−1 k − i
k + i

, i ∈ Nk−1,(
k

k + 1

)s−1 1

k − 1
, i ∈ Nk,

и

P(C1(t)|C0(0)) =

{ k

k + 1
, t = 1,

0, t > 1,

то

P(Ξ(k + 1) > max
i∈Nk

Ξ(i)) = k

k + 1

k∏
i=1

∞∑
si=0

max(k − 1, 1)
k + 1

(
i

k + 1

)si

=

= k!
(k + 1)k+1

·
k∏
i=1

∞∑
si=0

(
i

k + 1

)si

= k!
(k + 1)k+1

·
k∏
i=1

1

1− i

k + 1

= 1

k + 1
.

Утверждение 9.1.4 доказано.

Из утверждения 9.1.4 и из того, что P(Ξ(k + 1) > l) =

=
(
1− 1

k + 1

)l
, следует, что для любого l � 1

1

k + 1
� P

(
l � Ξ(k + 1) > max

i∈Nk

Ξ(i)
)

� 1

k + 1
−
(
1− 1

k + 1

)l
.

Считаем, что каждой паре (m1,m2) из N2 сопоставлена нумера-
ция π ребер графа GV1,V2 .
Утверждение 9.1.5. Пусть δ ∈ (0, 1/64), b1 > 1, lnm1m2 −
− 3 ln lnm1m2 � r � lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2. Тогда

|Tпт,πV1,V2,r
| ∼ r|TV1,V2,r| ·

1

r + 1
.

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем некоторое множество V , V ⊆ V2.
Обозначим через Fδ,VV1,V2,r(l) подмножество пар таблиц T из

FδV1,V2,r(l), для которых выполнено P2(X(G∗
1(T ))) = V . Очевидно,

что Fδ,VV1,V2,r(l) не пусто тогда и только тогда, когда |V | = l, и

что |V | = |T̂−1(Er)|. Пусть JV ,T — множество отображений g,
g : V2 \ V → En таких, что

g(V2 \ V ) ∩ (A1 ∪ (∪ri=1A1i)) = 0.
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Обозначим через Fδ,V ,f ,g
V1,V2,r

(l) множество пар таблиц T из

Fδ,VV1,V2,r(l) таких, что T1 = f , T2|V2\V = g.

Тогда
FδV1,V2,r(l) ⊆

⋃
f∈Tδ

V1,r

⋃
g∈JV ,f

Fδ,V ,f ,g
V1,V2,r

(l)

и
FδV1,V2,r(l) ⊆

⋃
V⊆V2,|V |=l

Fδ,VV1,V2,r(l).

Возьмем некоторые f из TδV1,r и g из JV ,f . Тогда для любых

i, j из L̃r, i �= j, |Ui(f)| = |Uj(f)| и |Ui(f)| � m1 −m1−δ, и для
любого x̃ из U0(f)

min
ỹ∈f(V1)\{x̃}

ρ(x̃, ỹ) �
[
ψ−1(δ/3)r

]
.

Пусть π — нумерация ребер графа GV1,V2 . Принадлежность

пары таблиц T из Fδ,V ,&,g
V1,V2,r

(l) к множеству π-псевдотестовых
таблиц зависит только от номеров ребер графа G∗

1(T ). Так
как все ребра графа G∗

1(T ) не инцидентны друг другу, то

T ∈ Tпт,πV1,V2,r
тогда и только тогда, когда T̂ (X(G∗

1(T ))) ⊇ Er и

min
{
T̂−1
π (1̃r)

}
� max

i∈Nr

min
{
T̂−1
π (1̃ri )

}
. Обозначим через π1 такое

отображение Nm в N|V |, что π1(π(X(G∗
1(T )))) = N|V | и для двух

различных ребер γ1, γ2 графа G∗
1(T ) выполнено

π(γ1) < π(γ2)⇔ π1(π(γ1)) < π1(π(γ2)).

Ясно, что π1 однозначно определяется нумерацией π. Лю-
бому отображению g, g : V2 \ V → ∪ri=0Ui(f) сопоставим на-
бор z̃g1 длины |V |, z̃g1 : N|V | → Nr+1, i-я координата которо-
го равна номеру того из множеств Uj, которому принадле-

жит набор g1(π−1(π−1
1 (i))), если j > 0, и r + 1, если j =

= 0. Получаем, что T ∈ Tпт,πV1,V2,r
тогда и только тогда, когда

z̃g1(N|V |) ⊇ Nr+1 и min z̃−1
g1 (r + 1) > max

i∈Nr

min z̃−1
g1 , где g1 = T |V .

Для числа l∗ таких наборов выполнено
(r + l)l

r + 1
� l∗ � (r +

+ l)l
(

1

r + 1
−
(
1− 1

r + 1

)|V |)
. Каждому набору z̃0 соответствует

|U0(f)||V | отображений g1 : V → ∪ri=0Ui(f) таких, что z̃0 = z̃g1 . Из
этого следует, что



9.1. Алгоритм Д1 309

1

r + 1
|Fδ,V ,f ,g
V1,V2,r

(l)| � |Fδ,V ,f ,g
V1,V2,r

(l) ∩ Tпт,πV1,V2,r
| �

�
(

1

r + 1
−
(
1− 1

r + 1

)l)
|Fδ,V ,f ,g
V1,V2,r

(l)|,

верно для всех V ,V � V2, |V | = l, f ∈ TδV1,r, g ∈ JV ,f .
Следовательно,

1

r + 1

∣∣∣FδV1,V2,r (rm1m2

2r+1

)∣∣∣ � ∣∣∣FδV1,V2,r (rm1m2

2r+1

)
∩ Tпт,πV1,V2,r

∣∣∣ �
�
(

1

r + 1
−
(
1− 1

r + 1

) rm1m2

2r+1

) ∣∣∣FδV1,V2,r (rm1m2

2r+1

)∣∣∣ .
При lnm1m2 − 3 ln lnm1m2 � r � lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2

1

r + 1
−
(
1− 1

r + 1

) rm1m2

2r+1

�

� 1

r + 1
− exp

{
−1

4
(ln lnm1m2)−b1

}
∼ r

1

r + 1
.

Учитывая утверждение 9.1.3, получаем

|Tпт,πV1,V2,r
| ∼ r

1

r + 1
|TV1,V2,r|.

Утверждение 9.1.5 доказано.

Определим на множестве TV1,V2,n функцию ϕпт,πV1,V2,n,x̃
,

где x̃ ∈ En \
{
0̃n
}
, а π — нумерация ребер гра-

фа GV1,V2 , принимающую значение 1 на паре таб-
лиц T , если набор x̃ является π-псевдовектором T .
Для r из Nn положим ϕпт,πV1,V2,n,r

=
∑
x̃∈En

r

ϕпт,πV1,V2,n,x̃
и

ϕкпт,πV1,V2,n,r
=

r∑
i=1

ϕпт,πV1,V2,n,i
. Из утверждения 9.1.5 следует, что при

lnm1m2 − 3 ln lnm1m2 � r � lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2, b1 > 1 и
n > r

Mϕпт,πV1,V2,n,r
∼ r

1

r + 1

(
n

r

)
.

Утверждение 9.1.6. Пусть n � D(n) lnm1m2,D(n) ∈ B, b1 > 1,
lnm1m2 − 2 ln lnm1m2 � r � lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2. Тогда

Mϕкпт,πV1,V2,n,r
∼ nMϕ

пт,π
V1,V2,n,r

.
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Док а з а т е л ь с т в о. Положим r0 =] lnm1m2 − 3 ln lnm1m2[.

Согласно утверждению 7.1.4 Mϕкпт,πV1,V2,n,r0
�

r0∑
i=1

(n
i

)
� r 2

(n
r0

)
. Так

как r > lnm1m2 − 2 ln lnm1m2, то

Mϕкпт,πV1,V2,n,r0
�n

(
n

r − 1

)
� n

1

r + 1

(
n

r

)
∼n Mϕпт,πV1,V2,n,r

.

Из утверждения 9.1.5 следует, что

r∑
i=r0+1

Mϕпт,πV1,V2,n,i
∼n

r∑
i=r0+1

1

i+ 1

(
n

i

)
�

r∑
i=1

1

i+ 1

(
n

i

)
.

Положим ai = 1

i+ 1

(n
i

)
. При i � r

ai−1

ai
� n

2 lnm1m2

n
� 2

D(n)
.

Следовательно,
r∑
i=1

ai � nar · 1

1− 2/D(n)
∼n ar ∼n Mϕпт,πV1,V2,n,r

и

Mϕкпт,πV1,V2,n,r
= Mϕкпт,πV1,V2,n,r0

+
r∑

i=r0+1

Mϕпт,πV1,V2,n,i
∼n Mϕпт,πV1,V2,n,r

.

Утверждение 9.1.6 доказано.

Утверждение 9.1.7. Если ε ∈ (0, 1), lnm1m2 � 2(lnn)1−ε
, то най-

дется такое b1, b1 > 1, что при r =] lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2[

ϕкпт,πV1,V2,n,r−1

п.в.�n ϕ
ктт
V1,V2,n,r

.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как 2(lnn)1−ε �n n, то согласно утвер-
ждению 9.1.6

Mϕкпт,πV1,V2,n,r−1 ∼n Mϕпт,πV1,V2,n,r−1 ∼n
1

n

(
n

r − 1

)
∼n 1

n

(
n

r

)
.

Из утверждения 7.2.12 следует, что

ϕкттV1,V2,n,r
п.в.∼ n

(
n

r

)
exp
{
−(ln lnm1m2)b1

}
.

Поскольку lnn � (ln lnm1m2)
1

1−ε , то при 1 < b1 <
1

1− ε и r =
=] lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2[

ϕкттV1,V2,n,r

п.в.� nMϕ
кпт,π
V1,V2,n,r−1.
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Следовательно, выполнено

ϕкттV1,V2,n,r

п.в.� nϕ
кпт,π
V1,V2,n,r−1.

Утверждение 9.1.7 доказано.

Утверждение 9.1.8. Если lnm1m2 � (lnn)c, c > 1, то найдется
такое a1, a1 ∈ (0, 1), что при r =] lnm1m2 − a1 ln lnm1m2[

ϕкпт,πV1,V2,n,r−1

п.в.�n ϕ
ктт
V1,V2,n,r

.

Док а з а т е л ь с т в о. Проводится аналогично предыдущему

утверждению. Поскольку lnn � (lnm1m2)1/c, то при 0 < a1 <
1

c

и r =] lnm1m2 − a1 ln lnm1m2[ выполнено ϕкттV1,V2,n,r

п.в.� n
1

r

(n
r

)
и

ϕкттV1,V2,n,r

п.в.� nϕ
кпт,π
V1,V2,n,r−1.

Утверждение 9.1.8 доказано.

Замечание 3. При построении «очень коротких» тупиковых
тестов длины r � lnm1m2 − a1 ln lnm1m2, a1 > 1 при m1m2 �
� nc, c > 0, алгоритм Д1(r) не будет эффективным. Аналогично
утверждениям 9.1.7, 9.1.8 можно показать, что в этом случае

Mϕкпт,πV1,V2,n,r−1

п.в.� nϕ
ктт
V1,V2,n,r

.

Применение алгоритма, предложенного Е.В. Дюковой [4],
в задаче построения всех коротких тупиковых тестов длины
не более r приводит к многократному перебору всех наборов
длины не более r. Обозначим этот алгоритм, применяемый в
задаче построения тупиковых тестов длины не более r, через
A∗(r). Действительно, алгоритм A∗ перебирает все «квадратные»

тупиковые тестовые подтаблицы T̂ , т. е. подтаблицы вида T̂ x̃|B,
где x̃ ∈ En, B ⊆ Nm, |x̃| = |B| и T̂ x̃(B) = Ẽ |x̃|. Алгоритм A∗(r)
будет перебирать все такие таблицы, соответствующие наборам
x̃ из En, |x̃| � r. Сложность работы алгоритма A∗(r) на таблице

T̂ будет равна

μтт(A∗(r),T ) =
r∑
i=1

∑
x̃∈En

i

i∏
j=1

|(T̂ x̃)−1(1̃ij)|.

Утверждение 9.1.9. Если b1>1, 1�r� lnm1m2−b1 ln ln lnm1m2,

то
r∏
i=1

|T̂−1(1̃ri )| � r exp
{
b1r

2
ln ln lnm1m2

}
не менее, чем для
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2r(m1+m2) ·
(
1− exp

{
−(ln lnm1m2)

b1+1
2

})
пар таблиц T из

TV1,V2,r.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть δ ∈ (0,min(1/64, b1 − 1

6b1
)). Обозна-

чим через Tδ,x̃V1,V2,r, x̃ ∈ Er множество таких пар таблиц T из

TV1,V2,r, что T1 ∈ TδV1,V2,r и

|T̂−1(x̃)| � (m1 −m1−δ
1 )m2

2r −
(

(m1 −m1−δ
1 )m1

2r

)1−δ
� r

� r (ln lnm1m2)b1 · (1− (ln lnm1m2)−
δb1
2 ).

Согласно утверждениям 7.1.8, 7.2.2

|Tδ,x̃V1,V2,r| � 2r(m1+m2)×

×
(
1− exp

{
− 1

12

(
(m1 −m1−δ

1 )m2

2r

)1−2δ
}
− exp

{
−m1−3δ

1

})
� r

� r 2
r(m1+m2) ·

(
1− exp

{
− 1

13
(ln lnm1m2)b1(1−2δ)

})
.

Следовательно,∣∣∣∣∣ r⋂
i=1

T
δ,1̃r

i
V1,V2,r

∣∣∣∣∣ �
� 2r(m1+m2) ·

(
1− r exp

{
− 1

13
(ln lnm1m2)b1(1−2δ)

})
� r

� r 2
r(m1+m2) ·

(
1− exp

{
−(ln lnm1m2)

b1+1
2

})
,

так как b1(1 − 2δ) >
2b1 + 1

3
и ln r � r ln lnm1m2 �

� r (ln lnm1m2)
2b1+1

3 .

Для любой пары таблиц T из

r⋂
i=1

T
δ,1̃r

i
V1,V2,r

выполнено

r∏
i=1

|T̂−1(1̃ri )| � (ln lnm1m2)b1r ·
(
1− (ln lnm1m2)

−δb1
2

)r
�

� r exp
{
b1r · ln ln lnm1m2 − 2r(ln lnm1m2)−

δb1
2

}
� r
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� r exp
{
b1r

2
· ln ln lnm1m2

}
.

Утверждение 9.1.9 доказано.

Утверждение 9.1.10. b1 > 1, 1 � r � lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2,
c > 0, m1m2 � nc, то

Mμтт(A∗(r), T̂ ) � n
1

2

(
n

r

)
exp
{
b1r

2
· ln ln lnm1m2

}
.

Док а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 9.1.9 следует, что

Mμтт(A∗(r), T̂ ) �
(
1− exp

{
−(ln lnm1m2)

b1+1
2

})
×

×
r∑
i=1

(
n

i

)
exp
{
b1i

2
ln ln lnm1m2

}
� n

1

2

(
n

r

)
exp
{
b1r

2
ln ln lnm1m2

}
.

Утверждение 9.1.10 доказано.

Таким образом, алгоритм A∗(r) при построении коротких
тупиковых тестов работает значительно дольше, чем даже ал-
горитм Aп(r) полного перебора всех наборов длины не боль-
ше r. При увеличении числа строк таблицы сравнения эта
разница увеличивается. Сложность работы алгоритма Aп(r) −
− μтт(Aп(r), T̂ ) при 1 � r � lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2, b1 > 1,

равна
∑r

i=1

(n
i

)
. В силу утверждения 7.1.4 μтт(Aп(r), T̂ ) ∼n

(n
r

)
.

9.2. Алгоритм Д2

Из описания алгоритма Д2(r) видно, что он не проверяет на-
боров длины большей, чем r, а из наборов длины r перечисляет

только тесты таблицы T̂π.
Утверждение 9.2.1. Пусть T ∈ TV1,V2,r, π — нумерация строк
таблицы сравнения T̂ , r � 1. Тогда не существует наборов x̃
из En, которые алгоритм Д2(r) просматривает дважды.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Это значит, что

найдутся t, s из N такие, что S̃t = S̃s и lt = ls < r. По-

ложим Ω =
{
ω ∈ N : ∃υ �= ω(S̃ω = S̃υ)

}
. Возьмем такое u, что

lu = min
ω∈Ω

lω, и такое υ �= u, что S̃u = S̃υ. В силу шага 6 не может

существовать таких s и t, s �= t, что ls = lt и Ss = St. Поэтому
lu � 2 и Su|Nlu−1

= Sυ|Nlu−1
.
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Обозначим через l минимум таких k, что Su|Nk �= Sυ|Nk . Так
как k < lu, то существуют «единственные моменты времени»
u0, υ0 такие, что Su0 = Su|Nl ,Sυ0 = Sυ|Nl . Для u0, υ0 выполнено
Su0 |Nl−1

= Sυ0 |Nl−1
и Su0 �= Sυ0 . Ясно, что u0 �= υ0. Пусть u0 < υ0.

Обозначим

t1 = min
{
t : t > u0, lt = lu0 ,St|Nl−1

= Su0 |Nl−1

}
,

t2 = max
{
t : t > u0,St|Nl−1

= Su0 |Nl−1

}
.

Промежуток [t1, t2] не пуст, так как t1 � υ0 < υ � t2. Из из-
менений таблицы M на шаге 6 алгоритма следует, что для
любого t, t1 � t � t2, и k, l � k � lt, Mt(k)(Su0(l)) = 1, т. е.
в «моменты» t, t1 � t � t2, столбец с номером Su0(l) не может
быть присоединен к текущему набору. Получаем противоречие с
тем, что Su0(l) ∈ Su(Nlu) = Sυ(Nlu).

Утверждение 9.2.1 доказано.

Из утверждения 9.2.1 следует, в частности, что алгоритм
Д2(r) при r � 1 заканчивает работу на любой таблице за конеч-
ное время.
Утверждение 9.2.2. Пусть T — пара таблиц из TV1,V2,n, π —
нумерация строк T̂ . Тогда алгоритм Д2(r) строит все тесты
таблицы T̂π, имеющих длину не более r.

Док а з а т е л ь с т в о. Считаем, что T̂−1
π (1̃n) = ∅, так как в про-

тивном случае таблица T̂π не имеет тестов. Докажем утвержде-
ние индукцией по длине наборов. Очевидно, что алгоритм Д2(r)
при r � 1 находит свои тесты T̂π, длина которых не превосходит
1. Предположим, что алгоритм Д2(r) строит все тесты длины не
более l, 1 � l < r.

Положим j = min(T̂π(1))−1(0). Тогда S1 = {j}, K1 =
= {1} , l1 = 1, A1(1) = T̂π ⊕ 1̃n, M1(1) = 0̃n Пусть

t2 = max {t : t > 1,St(1) = {j}}. Так как T̂−1
π (1̃n) = ∅, то

t2 > 1. Положим k1 = min(T̂
0̃n

j
π )−1(1). В «моменты времени»

t, 1 < t � t2, алгоритм Д2(r) не использует столбец j и

строки 1, 2, . . . , k − 1 таблицы T̂π, и работа алгоритма при
t, 1 < t � t2, будет полностью аналогична его работе на

таблице T̂
1̃n

j
π |Nm+1\Nk−1

= R̂π. Набор x̃ из En−1
k , k ∈ Nn−1,

будет строиться алгоритмом Д2(r − 1) при работе на таб-

лице R̂π тогда и только тогда, когда набор x̃1, такой, что

{x̃1} = (1̃nj&π
−1

1̃n
j

(x̃)) ⊕ 0̃nj , будет строиться алгоритмом Д2(r)
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при работе на таблице T̂π. Ясно, что если Д2(r) строит все
тесты длины не меньше l, 1 � l < r, то и Д2(r − 1) будет
строить все такие тесты. Из этого следует, что алгоритм Д2(r)
строит все тесты длины не более l + 1, содержащие j-й столбец.

Пусть {j1, . . . , jk} = (T̂π(1))−1(0), j1 < j2 < . . . < jk. Для любого
i = 2, . . . , k, рассуждая аналогично, сводим работу Д2(r) на

всей таблице к работе Д2(r − 1) на таблице T̂ ỹi
π |Nm+1\Nki−1

,

где ỹi = (⊕i−1
ν=10̃

n
jν ) ⊕ 1̃n, а ki = min(T̂

0̃n
ji

π )−1(1), и получаем, что

Д2(r) строит все тесты T̂π длины не более l + 1, содержащие
столбец ji и не содержащие столбцов j1, . . . , ji−1. Так как любой

текст таблицы T̂π содержит хотя бы один из столбцов j1, . . . , jk,
то алгоритм Д2(r) строит все тесты таблицы T̂π длины не
более l + 1. Учитывая предположение индукции, получаем, что

алгоритм Д2(r) строит все тесты таблицы T̂π, имеющие длину
не более r. Очевидно также, что алгоритм Д2(r) не проверяет
нетестовые наборы длины r.

Утверждение 9.2.2 доказано.

Утверждение 9.2.3. Пусть T ∈ TV1,V2,n, π — нумерация строк
T̂ , r > 1. Тогда алгоритм Д2(r) проверяет все псевдотесты T̂π
длины не более r − 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть x̃, x̃ ∈ Enl , l ∈ Nr−1, — псевдо-

тест T̂π. Тогда можно указать последовательность из l набо-

ров ỹ1, . . . , ỹl, 0̃n < ỹ1 < . . . < ỹl = x̃, которая будет просмат-
риваться алгоритмом в некоторые «моменты времени» t1, . . . , tl,
t1 < . . . < tl. Пусть S = x̃−1(1). Положим ỹ0 = 0̃n,

ai =
{
T̂π при i = 1,

T̂π(min(T̂ ỹi−1
π )−1(1̃i−1)) при i = 2, . . . , l,

ji = min
{
a−1
i (0) ∩ S

}
, ỹi = ỹi−1 ⊕ 0̃nji .

Полученные наборы ỹ1, . . . , ỹl и будут искомой последовательно-
стью.
Утверждение 9.2.3 доказано.

При r = 1 алгоритм Д2(r) просматривает все наборы 0̃nj , j ∈
∈ (T̂π(1))−1(0), и только их.
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Утверждение 9.2.4. Если ε ∈ (0, 1), lnm1m2 � 2(lnn)1−ε
, то най-

дется такое b1, b1 > 1, что при r =] lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2[
выполнено

( n
r−1

)п.в.�n ϕтV1,V2,n,r.

Док а з а т е л ь с т в о. Аналогично утверждению 9.1.7 и учиты-
вая, что ln r �n lnn получаем, что при b1 ∈ (1, 1/(1 − ε)) и

r =] lnm1m2 − b1 ln ln lnm1m2[ выполнено
( n
r−1

)п.в.�n ϕтV1,V2,n,r.
Утверждение 9.2.4 доказано.

Утверждение 9.2.5. Если c > 1, lnm1m2 � (lnn)c, то найдется
такое a1, a1 ∈ (0, 1), что при r =] lnm1m2 − a1 ln lnm1m2[ вы-
полнено

( n
r−1

)п.в.�n ϕтV1,V2,n,r.

Док а з а т е л ь с т в о. Аналогично утверждению 9.1.8 и учиты-
вая, что ln r�n lnn при a1 ∈ (0, 1) и r =] lnm1m2 − a1 ln lnm1m2

получаем (
n

r − 1

)
п.в.�n ϕ

т
V1,V2,n,r

.

Утверждение 9.2.5 доказано.

Так из утверждения 9.2.2 следует, что для всех пар таблиц T
из TV1,V2,n

μ(Д2(r), T̂π) � ϕтV1,V2,n,r(T ) +
(

n

r − 1

)
,

и в условиях утверждений 9.2.4–9.2.5
( n
r−1

)п.в.�n ϕтV1,V2,n,r, то из

них следует асимптотическая эффективность алгоритма Д2(r).
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