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ПРЕДИСЛОВИЕ

Применение гармонического анализа в

технике и естествознании очень разнообразно. Как
по глубине проникновения в сущность явлений,
так и по широте охвата областей знаний метод

разложения функции на ее гармонические
составляющие занимает одно из главных мест

среди современных методов изучения явлений

природы и проблем техники.

Разложения периодической функции в ряды
по синусам и косинусам аргументов,
возрастающих в арифметической прогрессии,
постоянно встречаются в теоретической и

математической физике, общей механике,
электротехнике, машиностроении, геофизике, астрономии,
статистике и т. д. Интеграл Фурье имеет

большое значение во многих вопросах теории
электрических цепей, но область его применения
гораздо шире, так как условия, характерные для

электрических цепей, встречаются в других
задачах физики и техники.

Существует обширная литература по теории
гармонического анализа и его приложениям,
где эти проблемы излагаются с большой
полнотой и в доступной форме. Что же касается

методов численного гармонического анализа,
главное содержание которых составляют

правила нахождения численных значений

коэффициентов и интегральных преобразований
Фурье, то не существует книг, где этот вопрос
освещался бы достаточно полно и на том

уровне исследований, который достигнут к

настоящему времени.
В книгах по гармоническому анализу

правила вычислений излагаются обычно в очень

краткой и неполной форме. Исключением
является книга М. Г. Серебренникова [23], в

которой с большой подробностью говорится о

методах нахождения коэффициентов Фурье,
основанных на формулах Бесселя *. Но эта книга

посвящена только частному вопросу
численного гармонического анализа.

Интерес к вычислительным проблемам гар-
* В настоящей справочной книге правила Бесселя

помечены номером (3.3.3).

монического анализа в последнее время
увеличился в связи с тем, что наши возможности в

счете сильно возросли. Было опубликовано
много работ с изложением результатов такого

типа исследований. Статьи печатались в

многочисленных математических журналах, и

большая их часть еще не получила широкой
известности.

Задача этой книги заключается в том,

чтобы собрать вместе все известные и кажущиеся
авторам наиболее важными методы численного

нахождения коэффициентов Фурье и

численного преобразования Фурье. Особое внимание

авторы уделили методам, разработанным за

последние 10—15 лет и удобным для решения

задач на электронно-вычислительных машинах.

При составлении текста мы стремились к

тому, чтобы привести все необходимые расчетные
формулы и чтобы описание вычислительных

правил было кратким, но отчетливым и

достаточно простым. Каждый из методов может дать

хорошую точность лишь при соблюдении

некоторых условий, и, чтобы избрать наиболее

удобный, нужно знать круг задач, на решение
которых рассчитаны отдельные методы.

Поэтому одновременно с описанием методов мы

кратко указывали соображения, положенные в

основу построения этих методов. Нам кажется,
что это может в некоторых случаях облегчить

выбор какого-либо определенного правила вьь

числений из числа многих известных.

Первая часть книги посвящена численным

методам нахождения коэффициентов Фурье,
вторая — численному преобразованию Фурьех
третья содержит таблицы, связанные с

некоторыми из изложенных методов.

Авторы предполагают знакомство читателя

с основными фактами теории
интерполирования и квадратурных формул.

В заключение авторы считают своим
долгом выразить благодарность Г. Ф. Горбачевой,
Н. И. Якубович, А. А. Воробьевой за

помощь при вычислении таблиц и подготовке

рукописи книги.
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Часть первая

ЧИСЛЕННЫЙ ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

Глава I

О ГАРМОНИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

§ 1. РАЗЛОЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ
ФУНКЦИИ В РЯД ФУРЬЕ

Гармонический анализ всякого

периодического процесса независимо от его природы
состоит в нахождении гармонических колебаний,
имеющих период, одинаковый с периодом
процесса, и таких, чтобы рассматриваемый
процесс мог быть получен как результат
наложения гармонических колебаний. С

математической точки зрения это задача о представлении

периодической функции /, описывающей
процесс, в виде суммы ряда синусоидальных
величин.

Не уменьшая общности задачи, можно для

упрощения записи считать период равным 2я.

Тогда задача гармонического анализа

периодической функции / состоит в представлении ее

в виде

1
°°

/ (х) = — а0 -f "V (ak cos kx+bk s*n kx)=
2 ■

'

k=i

1
°°

= — a0 + \] rksin(kx + <pk), (1.1.1)

где rk
= V'a\+bl'\ cos <pk = bklrk\ sin<pk = ak/rk.

Отдельные гармоники, являющиеся
членами ряда, определяются коэффициентами ak и

bk. Поэтому построение ряда гармоник
равносильно нахождению численных значений и ко-

эфициентов ak и bh.
В курсах анализа показывается, что при

весьма общих предположениях о функции / и

характере сходимости ряда из возможности

разложения (1.1.1) следует, что ah и Ьк
должны выражаться

*
через /в виде:

*

Для многих приложений гармонического анализа

полезными могут быть следующие теоремы:

/. Если f может быть разложена в тр

игонометрический ряд (11,1) и этот ряд сходится равномерно на

я

1 [•
ak =

— I f(x)coskxdx, k = О, 1, 2, ...,

я J

(1.1.2)
я

bk = — I f(x)sinkxdx, k= 1, 2, ...

я J
—я

Эти значения ak, bk называют

коэффициентами Фурье и ряд (1.1.1) с такими ak и bk —
рядом Фурье.

§ 2. СХОДИМОСТЬ РЯДА ФУРЬЕ
И УСЛОВИЯ ПРЕДСТАВИМОСТИ ФУНКЦИИ

ЭТИМ РЯДОМ

Коэффициенты Фурье (1.1.2) могут быть
вычислены для всякой функции f,
определенной и абсолютно интегрируемой на отрезке
[—я, я] в собственном или несобственном
смысле *, и по ним составлен ряд Фурье,
соответствующий функции /. Однако доказать, что

построенный так ряд действительно дает
гармонический анализ /, можно лишь при
дополнительных предположениях об /.

[—г., я], то коэффициенты ряда ak и Ь^ имеют

значения (1.1.2).
2. Если f абсолютно интегрируема на [— тс, тс] в

собственном или несобственном смысле и если она

разлагается в тригонометрический ряд (1.1.1), сходящийся
к f (х) при всяких х из [—тс, тс], исключая, может

быть, счетное множество точек, то коэффициенты ряда
а^ и bk имеют значения (1.1.2).

3. Если f может быть представлена на [—тс, тс]
в виде разности двух монотонных функций (имеет
ограниченное изменение) и если в каждой точке разрыва xi

будет f (xt) = — [/ (xt — 0) + / (xt + 0)], то 1 может

быть разложена в тригонометрический ряд (1.1.1) и

коэффициенты ряда ak и bk имеют значения (1.1.2).
* Под несобственным интегралом здесь

подразумевается интеграл от неограниченной функции.
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Говорят, что функция / представима рядом
Фурье, если ее ряд Фурье сходится всюду на

отрезке [—я, я] и сумма его в точке х равна
значению f(x).
Мы укажем лишь одну из теорем *,

выясняющую условия, достаточные для
разложения функции в ряд Фурье, которую наиболее

часто приводят в курсах анализа:

Теорема 1 (Дирихле). Если
выполняются условия: 1) функция f определена на

отрезке [—л, я]; 2) либо непрерывна там, либо

имеет не более чем конечное число точек разрыва,
каждый из которых является разрывом первого

рода; 3) отрезок [—л, я] может быть разделен
на конечное число частей так, чтобы внутри
каждой из них f изменялась монотонно, то ряд
Фурье для f сходится всюду на отрезке [—я, я],
сумма его равна значению f(x) в каждой
точке х непрерывности функции f внутри [—я, я],

равна — [/ (я — 0) + / (— я + 0)] на концах от-

резка и — [/ (х + 0) -f- / (х — 0)] в каждой

точке разрыва внутри отрезка [—я, я].
Отсюда, в частности, следует, что если fix)

удовлетворяет условиям теоремы Дирихле, в

точках разрыва Xi внутри [—я, я] для нее

выполняется равенство f(xi) = — [f(xt -f 0)+/(*,—0)]

и в точках —я и я она принимает значение

— [/ (я — 0) + / (— я + 0)1» то она представима

рядом Фурье.
Характер сходимости ряда Фурье зависит

от свойств функции f. Некоторые заключения

о нем можно получить из оценок

коэффициентов Фурье, указанных в § 5. Приведем здесь

теорему, в которой указываются условия,
достаточные для равномерной сходимости **.

Теорема 2. Если: 1) функция f
принимает на концах отрезка [—л, я] одинаковые
значения: f(n)=f(—л) и 2) имеет на этом отрезке
кусочно непрерывную производную, то

соответствующий ей ряд Фурье сходится к f(x)
равномерно на [—л, я].

* Она легко получается из третьей теоремы,
указанной в сноске первого параграфа.

**
Теорема сформулирована в том виде, как она

обычно излагается в курсах математического анализа.
Одним из возможных ее обобщений является
следующая теорема: если f на отрезке [—я, я] непрерывна, в
точках —я, я принимает одинаковые значения: f(—я) =

=^(я) и представима в виде разности монотонных

функций (имеет ограниченное изменение), то

соответствующий ей ряд Фурье сходится к f(x) равномерно на
[—я, я*|.

§ 3. ДРУГИЕ ФОРМЫ РЯДА ФУРЬЕ.
ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

Во многих вопросах полезной бывает

комплексная форма ряда Фурье. Если в ряду
(1.1.1) — (1.1.2) заменить тригонометрические
функции их выражениями через показательные

cos kx=— leikx + e~ikx), sin kx = ■—(elkx — er**\ и

2
'

И

расположить члены по возрастающим степеням
величины eix, можно ряд Фурье привести к виду

/(*)= 2 ****** (1-ЗЛ)

Я

Cfc = ~Ь \f{X)e~a"'dX' k = 0, ±l *'*'

—Я

ck = — (ak - ibk), c-k=
— (ak + ibk),

k=0, 1, 2, ...

00

Бесконечная сумма ^V здесь понимается в

смысле главного ее значения* — как предел
п

симметричной частичной суммы lim V .

Я-00 .

~^
Я=—П

До сих пор мы рассматривали разложение
в ряд Фурье функций, заданных на отрезке

[— я, я]. Так как всякий конечный отрезок
[а, Ь] при помощи линейного преобразования

л
Е = — (2х — Ь — а), Ъ — а = /, переводится в

отрезок [—я, я], то от разложения на [—я, я]
нетрудно перейти к разложению функции / на

любом отрезке [а, Ь]:

f{x) = — а0 + VJ (ал cos* -у-
х +

k=i
^

+ bksink ~ х 1= V cj l
*

(1.3.2)
k=—00

где ak

ь

-fj
2я

f{x)cosk xdx, k=0f 1, ...;

*

Это формальное математическое условие по существу

равносильно более наглядному с физической точки зрения

требованию, чтобы сходился ряд, составленный из
действительных частей членов бесконечного в обе стороны ряда

cke{
ikx

fe=—оо
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b зх

bk = — I f{x)s\nk —— лгЛс, £= 1, 2, ...; A* = I [/{x) — Tn (x)]2 dx. Оно зависит от

/J / 2я J
a

1 f» —/fc —p- *

<* = —/(*)*
'

,ft-0, ± 1, ...

a

В частном случае, когда / задана на отрезке

[_ 1, 1] (сг = — 1, & = 1, / = 2), ее разложение
в ряд Фурье принимает вид

коэффициентов многочлена ak и рл.
Может быть поставлена задача о таком

выборе ak и р^, при котором Дя будет иметь

наименьшее значение. Оказывается, что своего

минимума Лл достигает в том и только в том

случае, когда ak и рЛ станут равными
коэффициентам Фурье: ak = ak, p* = bk. Тогда
многочлен Тп будет совпадать с конечной суммой

f(x) = — а0 + \](akcoskлх + п+1 первых членов ряда Фурье:

+ bksinknx), (1.3.3)
i i

где ak= f/ (х) cos k л xdx, bk = f / (x) sin * я xdx.

Возвратимся к разложению (1.1.1) на отрезке

[—я, я]. Если функция f(x) является четной,
т. е. удовлетворяющей равенству f{—x)=f(x)
при всяких х на [—я, я], в ее разложении
в тригонометрический ряд должны сохраниться
только члены с косинусами кратных дуг:

1
°°

f(x) = — a0 -f- V] &k costo* (1-3.4)
k=\

я

) cos kxdx.

Если же /(л:) есть нечетная функция: /(—х) =
= —/(*)> то в разложении должны сохраниться
лишь члены с синусами кратных дуг:

f{x)= V Ьк sin kx,

я

Я J
/ (a:) sin Лхйд:.

§ 4. МИНИМАЛЬНОЕ СВОЙСТВО ЧАСТИЧНЫХ СУММ

РЯДА ФУРЬЕ

Пусть на отрезке [—я, я] дана
интегрируемая функция /, обладающая интегрируемым
квадратом f2. Рассмотрим тригонометрический
многочлен степени п:

1 ^i
Тп(х) = — a0 + 2j{akcoskx + fiksmkx).

Среднее квадратичное уклонение Дл
многочлена Тп от функции f определяется равенстюм

1
Тп (х) = Sn (х) = — а0 + Xj (afe cos fot+6* sin foe).

fc=l

§ 5. ПОРЯДОК УБЫВАНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ
ФУРЬЕ

Известно, что коэффициенты Фурье ak и Ьк
всякой функции /, абсолютно интегрируемой
в собственном или несобственном смысле на

[— я, я], стремятся к нулю при k -> оо. Но такое

стремление к нулю может быть как угодно
медленным: для всякой неограниченно возрастающей
функции % (k) можно указать такую непрерывную

функцию /, что lim ak К (k) = 1.
к-* оо

Если интегрируемыми являются / и /2, то

можно доказать, что а* и bk должны стремиться
к нулю настолько быстро, чтобы выполнялось

1

неравенство Бесселя: — а% _^ ^ {а\ + Ь2) <

k=\

(1.3.5) <

Я

f2dx. Никаких дальнейших заключений

о скорости убывания а* и bk из предположения
об интегрируемости f и f2 получить невозможно,
так как известно, что если заранее заданы числа

1
ak и bk, для которых ряд— а* + ^\а2 +b2) сходит-

ся, то существует интегрируемая в смысле

Лебега функция / с интегрируемым квадратом, для

которой числа ak и bk будут коэффициентами
Фурье. В обоих приведенных случаях более
точные заключения о характере убывания ak и bk
можно сделать лишь при дополнительных
предположениях об /.

Можно ожидать, что чем выше порядок
гладкости периодической функции / или чем дальше



от действительной оси лежат ее особые точки,
когда / есть аналитическая функция, тем

быстрее должны убывать с ростом k ее

коэффициенты Фурье. Установить же точно порядок
убывания коэффициентов или построить их

разложения в форме суммы малых величин

возрастающих порядков малости от l/k удается только

в небольшом числе случаев. Мы остановимся на

двух таких случаях, представляющих интерес
для приложений.

Будем считать сначала, что функция / и ее

производные до порядка т + 1 включительно

непрерывны всюду на отрезке [—я, + я], кроме
п точек —я < хг < ... < хп < я, где они имеют

разрывы первого рода со скачками /(/)(*/-|-0)—
-Г}(*/-0) = в^ (/= 1. .", п, 1 = 0, 1, ...,

т + 1). Мы рассмотрим, кроме того, величины

/(О(_я + о)_^)(я_о) = б(0(/==0, 1, ...,т),
которые будут скачками / и ее производных
в точках (±я, ± Зя, ...) после 2я-периодиче-
ского продолжения / с отрезка (—я, я).

Запись необходимых нам формул значительно

упрощается, если воспользоваться комплексными

коэффициентами Фурье (1.3.1). Чтобы отличить

в обозначениях коэффициенты, принадлежащие

функциям /, f, ..., fm+l\ будем обозначать их

соответственно с°, с\, ..., с%+1. Введем еще числа

п

S' = (— 1)* 6<0_{- V e-ikxi6<.'\ связанные с по-

ложением точек разрыва х} и величинами

скачков в них 8jl) функции /(/) (/ = 0, 1, ..., т).
Если теперь в интегральном представлении

*
2я J

e-ikx j (xj dx отрезок интегрирования

разделить на участки [—я, jcj, [xlf x2], ...,

[хп9 я], к интегралу по каждому из участков
применить т + 1 раз интегрирование по частям,

то можно получить выражение c°k через величины

S1 и коэффициент с™+1:

с0 =
1

2я

т

1=0

—m—1 ^m+l# (1.5.1)

Это равенство часто дает возможность точно

судить о порядке стремления к нулю (&-> оо)
коэффициента Фурье c°k периодической функции
/ в том случае, когда сама функция / и ее

производные могут иметь точки разрывов только

первого рода. В частности, из него видно, что

если функция / и ее производные /', ..., fm)
являются непрерывными функциями, a fm)

абсолютно непрерывна*, то все S^O (/=0, 1, ..., m),
cl = {ik)-"1-1 c%+x и, следовательно, с\ будут
стремиться к нулю при k -> оо быстрее,
чем к-"1-1.

Предположим теперь, что / есть

аналитическая функция комплексной переменной z=x+iy,
регулярная в замкнутой полосе |*/|<d. Можно

показать, что коэффициенты Фурье ck
выражаются через значения, принимаемые / на

граничных прямых у = ± d полосы**:

я

*
Функция F (х) является абсолютно непрерывной на

отрезке [а, Ь], если она почти во всех точках отрезка
х

имеет производную F' (х) и F (х) = F (а) + I F' (t) dt

** Такие выражения для с^ могут быть получены,
например, если воспользоваться приводимым ниже аналогом

формулы Коши, построенным для периодических функций.
Пусть / (г) есть аналитическая 2т:-периодическая функция,
регулярная в замкнутой 2те -периодической полосе плоскости
2. Для простоты и геометрической наглядности
предположим, что полоса ограничена двумя достаточно гладкими
линиями: сверху линией L+ и снизу линией L—. Для
полосы, рассмотренной в основном тексте, этими линиями

будут прямые у = d и у =
— d.

Выделим отрезок полосы — те < х < те. Части
граничных линий L+ и L—, принадлежащих этому отрезку, обо*
значим соответственно /+ и /—

Если z есть любая внутренняя точка отрезка полосыу
то верна формула

Г cos — (t-z)

4-1 J 1
/- + «+ sin (t-z)

2-i
f(t) dig sin (t- -z.

L-rl*

Равенство просто проверяется, если, во-перзых,
заметить

, что интеграл по /— + /+ может быть заменен на

интеграл по полной границе взятого отрезка полосы, так

как интегралы по частям этой границы, лежащим на

прямых х=—те и я= + те, ввиду периодичности
интегрируемой функции уничтожатся, и, во-вторых, к интегралу по

полной границе отрезка полосы применить одно из правил
вычисления вычетов.

я

Если в Ck = I / (х) e—lkxdx вместо ft (x) подста-
2те

вить указанное выше интегральное представление и

выполнить очевидное разложение ядра полученного интеграла
в ряд, можно построить равенства (1.5.2).
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я

c-k = я-1 e~kd J / (л: +" id) eikx dx, k > 1,
—я

c0 = (2л)-1 j [/(x + id) + /(jc— id)] dx. (1.5.2)
—Я

Отсюда вытекает неточная, но достаточная

для наших целей оценка ck: если обозначить

Л1 = тах (\f(x + id)\, \f{x — id)\], to
X

\ск\<е~1Ш2М, £ = 0, ± 1, ... (1.5.3)

Из нее следует, что при k -> оо ch будет
стремиться к нулю не медленнее, чем члены

геометрической прогрессии с знаменателем е~Ч

Напомним, что в качестве d может быть взято

любое число, меньшее расстояния от оси х до

ближайшей особой точки f(z).



Глава 2

ПРИМЕНЕНИЕ ОБЩИХ ПРАВИЛ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

К ВЫЧИСЛЕНИЮ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ

§ 1. предварительные замечания k = 0, 1, 2, ..., п} и к вычислению интеграла

При выяснении идей, лежащих в основе по

строения правил вычисления коэффициентов
Фурье, мы будем рассматривать интегралы,
содержащие тригонометрические множители,

следующего общего вида:

ь

s(p) = Г f(x) sin pxdx,
а

Ь

с(р) = f f(x) cos pxdx, (2.1.1)
a

b

e(p) = ^f(x)e~-iPxdx.
a

Параметр р здесь может принимать любые

неотрицательные значения.

Интегралы (2.1.1) несущественно для наших

целей отличаются от коэффициентов Фурье ak,
bk, ck (1.3.2) тем, что равенствам (1.3.2) соот-

ветствуют значения р = k при целых я.

В (2.1.1) можно рассматривать
подынтегральные выражения как единые функции, не

выделяя множители sinp#, cospx, е-1?*, и к

вычислению интегралов применить какие-либо

известные правила квадратур: Котеса, Гаусса,
Чебышева и т. д. Практически полезным этот

путь вычислений, как будет выяснено более

подробно далее, может быть лишь для небольших р.

§ 2. ПРИМЕНЕНИЕ ПРАВИЛА КОТЕСА

ДЛЯ ПОСТОЯННОГО ВЕСА

Рассмотрим первый из интегралов (2.1.1).
Полагая весовую функцию равной 1, примем за

интегрируемую функцию произведение / (х) sin px.
В качестве узлов квадратурного правила возьмем

равноотстоящиеточки xk= a + kh I h = —(b—а),
V п

применим правило Котеса для постоянного веса:

ь

S(P) = j* f{x)sinpxdx =
a

n

= (b-a) ^ Bnkf(xk)sinpxk +Rn. (2.2.1)

Численные значения коэффициентов В?
известны [12, гл. 2, § 2] для п= 1(1)20, но

правило (2.2.1) применяется в вычислениях лишь

для небольших значений п.

При п = 1 получается правило трапеций,
в котором используются значения функции на

концах а и Ь отрезка:
ь

f f(x) sin pxdx =

#i

b — a

2

(b — af
12

[/ (a) sin pa+f (b) sin pb] + Rlt

[f (x)sinpxjg, a < g<6.

Точность приведенной простейшей формулы
трапеций невелика, и для уменьшения погрешности
отрезок интегрирования [а, Ь] делят на некоторое

,
Ь — а

число т частей одинаковой длины h =
,

т

применяют правило трапеций к каждому

частичному отрезку и затем суммируют результаты.
Получается общая формула трапеций:

ь

s (р) = ( / (х) sin pxdx =
а

h сГ 1 v^
- — /0sinpa + Л, fksinp(a + kh)+

L 2
tt

m

+ — Lsinpb +Rlt (2.2.2)
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#x =

fk = f(a + kh),

(b — a)3

12 m2 lf(x)sinpx)l, a<g<6.

При n = 2 мы будем иметь простейшее
правило парабол, в котором используются значения

/ на концах и в средней точке отрезка:

и

f / (х) sin pxdx =

b — а

/(a) sin pa + 4/ | —5— | sinp —^ Ь

+ /(6)sinp&l
'6 — a\5 1

2 / 90

а < g < 6.

[/(x)sinpx]H\

Если отрезок [a, 6] разделить на четное

число 2т равных частей ft = , объединить
2т

частичные отрезки попарно: [а, а + 2ft], [a+2ft,
а-\-Щ, ..., к каждому сдвоенному участку
применить предыдущее равенство и, наконец,
результаты сложить, получим общее правило
парабол, или правило Симпсона:

ь

s (Р) = f / (*)sin pxdx =

6m
70 sin pa+ /2m sin p& +

+ 2[/2sinp(a + 2h) + /4sinp(a + 4ft) + ...] +

+ 4[/1sinp(a + ft) +

+ /3sinp(a + 3ft) + ...]} + Я, (2.2.3)

R =
(fe-a){
180 (2m)'

r [/(x)sinp*]£*\ a<|<6.

Сходно могут быть построены аналоги

других правил Ньютона — Котеса при я>2, таких,
как правило «трех восьмых», и других. Но так

как они редко применяются в вычислениях, их

не будем приводить.
Правила вычисления, аналогичные (2.2.2),

(2.2.3), могут быть построены для интегралов
с(р) и е(р).

Общие правила трапеций:

с (Р) = f / (x) cos pxdx

b—a\ 1
,

. 1 ,
= — /о cos pa + — fmcospb +

m L z 2

m-l -.

+ y2ifkcosp(a+kh)\ + RC,

ь

e(p) = f f(x)e-lPxdx~
a

_ foe-iPa + A_ fme-ipb^

(2.2.4>

6 — a

m-l "I

Правила Симпсона:

с(р)= —F~ {/ocospa +
6m

+ /2m cos pb + 2 [f2 cos p (a + 2ft) +

+ /4cosp(a +4ft)+ ...] +

+ 4 [/xcosp(a + ft) + /3cosp(a + 3ft) +

+ ...]} + #„ (2.2.5)

6m

+ 2[f2e-Ma+'2h) + /4е-^д+4Л) + ...] +

+ 4 [fr *-'*«-**> + f3e-wa+sv + ...]} + Re.

§ 3. ОБ УСЛОВИЯХ ПРИМЕНЕНИЯ ОБЩИХ

ПРАВИЛ ЧИСЛЕННЫХ КВАДРАТУР
И ПУТИ УВЕЛИЧЕНИЯ ТОЧНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ

В предыдущем параграфе говорилось о

возможности применения квадратурных правил
Ньютона — Котеса к вычислению интегралов
(2.1.1). Эти правила были взяты нами лишь

как пример. Совершенно очевидно, что для
вычисления таких интегралов могут применяться
и другие общие квадратурные правила. Если

функция / не имеет особенностей на [a, b], мы
можем для вычисления (2.1.1) применить,
например, правило Гаусса ко всему отрезку [a, b]
или разделить этот отрезок предварительно
на части, как это делалось при построении
формулы Симпсона, и затем применить правило
Гаусса к вычислению интеграла по частичным

отрезкам.
Если f имеет особенности на [а, 6], то для

вычисления можно воспользоваться, например,
квадратурным правилом наивысшей степени

точности с надлежаще подобранной весовой

функцией, учитывающей особенности f.
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В связи с использованием в вычислениях

общих квадратурных правил необходимо
заметить, что применение их может иметь лишь

ограниченное значение. Для простоты изложения

будем рассматривать случай, когда / не имеет

особенностей. Все указанные правила основаны

на приближении функций f(x)cospx, f(x)sinpx
алгебраическим или тригонометрическим
многочленом. Если р есть большое число,
множители sinpx, cospx будут быстро
колеблющимися, и чтобы получить многочлен или

функцию, составленную из кусков многочленов, до-
статочйо точно приближающую произведения
fsinpx, fcospx, необходимо будет даже при

гладкой функции / на отрезке интегрирования
[а, Ь] взять большое число узлов и вычисления

вести, следовательно, с большим числом

значений функции f.
Поэтому общие квадратурные правила

могут практически применяться к вычислению

интегралов (2.1.1) только для небольших р, ив
соответствии с этим при помощи таких правил

могут быть найдены коэффициенты Фурье ак
и bk небольшого числа первых номеров к. Для
вычисления же а& и bk при больших k они

почти не применяются.
Чтобы построить правила вычислений,

которые были бы пригодны для нахождения

интегралов (2.1.1) в широких границах
изменения параметра /?, необходимо было заранее
учесть колебания множителей sin/?*, cospx,
е-грх^ принимая их, например, за весовые

функции. Кроме того, эти правила желательно

было построить так, чтобы они оставляли р

произвольным, т. е. содержали бы его в буквенном
виде, и были бы особенно удобны для

расчетов при больших значениях р. С такого рода

правилами мы ознакомимся в гл. 4.



Глава 3

ПРИМЕНЕНИЕ ПРАВИЛ НАИВЫСШЕЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ

СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ

Правила вычисления коэффициентов Фурье,
которые будут даны в этой главе, ввиду их

простоты широко применяются на практике.

К ним можно прийти многими путями, и

наиболее часто их получают исходя из задачи

наилучшего приближения (в смысле среднего
квадратичного отклонения) периодической
функции тригонометрическим многочленом.
Мы предпочтем их получить, отправляясь от

задачи вычисления коэффициентов Фурье при
помощи правил приближенных квадратур.

§ 1. ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ О ФУНКЦИИ f

Будем считать, что функция f задана на

отрезке [0,2я] и коэффициенты Фурье взяты в

виде

ak =
—

\ f(x) cos kxdx,
Я oJ (3.1.1)

2я

bk = — I f(x)sinkxdx.

Предположим, что f имеет непрерывные

производные до порядка т включительно.

Выполним 2я-периодическое продолжение f на

всю ось с отрезка 0<л;<2я. Чтобы
построенная так периодическая функция, за которой
мы сохраним то же обозначение f, была /л-крат-
но непрерывно дифференцируемой, необходимо
и достаточно выполнение условий

ГЧ2я)=Г}(0), ' = 0, 1, ..., т. (3.1.2)
Эти равенства в последующих параграфах

главы предполагаются выполненными. Кроме
того, порядок гладкости т функции / мы

будем считать достаточно большим.

В указанных условиях за аппарат для
приближения f естественно избрать
тригонометрические многочлены и в основу вычисления

интегралов (3.1.1) положить правила квадратур,
имеющие наивысшую тригонометрическую
степень точности, которые дают точный результат
для любых многочленов максимально высокой

степени.

Так как теория таких правил не

общеизвестна, мы начнем с указания некоторых
результатов этой теории. Они будут нам полезны в

изложении.

§ 2. КВАДРАТУРНЫЕ ПРАВИЛА НАИВЫСШЕЙ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ

Будем рассматривать следующее
приближенное правило интегрирования:

2Я п

^ p(x)f(x)dx^^tAkf(xk), (3.2.1)
0 fe=l

где / есть произвольная достаточно гладкая

2я-периодическая функция. Вес р(х) может

быть любой абсолютно интегрируемой
функцией и выделяется из функции F(x)=p(x)f(x),
стоящей под интегралом, с целью заранее

учесть те или иные ее особенности.

Одновременно с (3.2.1) возьмем

тригонометрические многочлены

1 ^
Тт (х)= — а0 + \\ {ak cos kx + bk sin kx).

k=i

Правило (3.2.1) содержит 2 я параметров
Ah и xk, выбором которых стремятся
распорядиться так, чтобы равенство выполнялось

точно, когда f есть любой тригонометрический
многочлен возможно высокой степени.
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Можно показать, что верны следующие

утверждения:
1. Если вес р(х)>0 и не эквивалентен

нулю *, то ни при каких Ак и хк равенство (3.2.1)
не может быть точным для всех

тригонометрических многочленов Тп(х) степени п. Поэтому
при неотрицательном весе р(х)
тригонометрическая степень точности правила (3.2.1) не

может быть больше п—1.

2. Требование, чтобы равенство (3.2.1)
выполнялось точно для всех многочленов Тп-\(х)
степени п—1, равносильно выполнению 2л—1

условий:
2я п

Г р (х) cos jxdx = "V Ak cos jxk,
0 k=l

/ = 0, 1, ..., n— 1,

2Я n

Г p(x) sin jxdx = V Aks'mixk>
о k=\

j = 1, 2, ..., n— 1.

Число условий здесь на единицу меньше числа

параметров формулы (3.2.1), и можно

надеяться, что высказанное требование может быть

удовлетворено. Можно ожидать также, что

один из параметров Ah, xh останется

произвольным. Это подтверждается в случае
неотрицательного веса и доказывается, что при

/?(*)> О коэффициенты Ак и узлы xk всегда

могут быть выбраны так, чтобы равенство

(3.2.1) выполнялось точно для любого
многочлена Tn-i(x), при этом правило будет
содержать один произвольный параметр. Таким
образом, для неотрицательного веса р(х)
наивысшая степень точности (3.2.1) равна п—1.

Она может быть достигнута многими

способами, и множество правил, имеющих такую
степень точности, зависит от одного

произвольного параметра.
3. За оставшийся произвольным параметр

можно принять один из узлов, скажем Х\.

Выбором его можно пытаться улучшить правило
(3.2.1) и сделать его точным для многочленов

степени п частного вида

Тп (х) = Гп_1 (*) + Csin (пх+Ъ),

где начальная фаза б старшей гармоники
фиксирована, а ее амплитуда С произвольна.

Исследования показали, что этого

достигнуть можно, вообще говоря, двумя способами,
и существуют два правила (3.2.1), точных для

2я
*

Последнее равносильно условию I | p (x) I dx > 0.

многочленов степени п указанного частного

вида.

Необходимо отметить, что каждой весовой

функции р(х) будут отвечать свои параметры
Ak и xk правила наивысшей степени точности
и при изменении р(х) будут изменяться если

не все Ak и xk, то по меньшей мере некоторые
из них.

В задаче вычисления коэффициентов Фурье
(3.1.1) особое значение имеет случай

постоянной весовой функции. Если р(х) = \, то при
любом а (0<а<2я/п) для всяких

многочленов степени п—1 будет точно выполняться

простейшее правило прямоугольников с

равноотстоящими узлами и равными
коэффициентами:

2k n
Если положить а = 0, xk = (k = 0,

п

1, ..., п — 1), или а = я/n, Xk =— (2k + 1)

(k = 0, 1, ..., п—1), равенство будет точно

выполняться для всех многочленов степени п вида

Тп (х) = Тп-г (х) + Csin nx.

Если же мы хотим сделать правило (3.2.2)
точным для всех многочленов вида Тп (х) =

=7\._1 (х)+С cos nx, достаточно считать а = — ,

2п
п /ли .1ч Зя я

w

xk = (4k + 1) или а = , xk =.. X

2п 2п 2/г

Х(4£ + 3) (k = 0, 1, ..., л—1).

§ 3. ПРИМЕНЕНИЕ К ВЫЧИСЛЕНИЮ

КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ

При применении правила квадратуры
наивысшей тригонометрической степени точности

к вычислению коэффициентов Фурье (3.1.1)
можно принять множители cos&x и s\r\kx за

весовые функции и для каждого из

коэффициентов построить свое правило вычислений.

Например, можно вычислить все коэффициенты с

одной и той же степенью точности, или, так как

с увеличением номера k коэффициенты ak и bk,
вообще говоря, убывают, можно установить
какой-либо закон уменьшения степени

точности вместе с ростом номера k.
Заметим попутно, что для каждого из весов

cos&tf, sin ^д: (£=1,2,...), несмотря на их зна-

копеременность, могут быть, как показывают

вычисления, построены правила квадратур с

п узлами, точные всякий раз, когда ^есть
произвольный тригонометрический многочлен

степени п—1. Каждое из таких правил будет за-
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висеть от одного произвольного параметра, и

простейшие правила такого вида легко

строятся на основании равенства (3.2.2).
Хотя указанный путь вычислений,

принципиально говоря, возможен, эти правила,

по-видимому, не могут получить распространения в

вычислениях, так как каждый из

коэффициентов Фурье имеет свою весовую функцию, и

поэтому квадратурная формула для каждого

коэффициента будет иметь свои узлы и он

должен вычисляться со своими значениями

функции f. Число значений /, необходимых для

вычислений, будет весьма большим.
Чтобы вести расчеты с наименьшим числом

значений /, нужно избрать единую весовую

функцию для всех интегралов (3.1.1).
Естественно было остановиться на постоянном весе

и присоединить множители cos&jt и sin/ex к

функции f.
Соответствующее постоянному весу

правило наивысшей степени имеет форму (3.2.2) и

содержит произвольный параметр. Так как при
сделанных предположениях об f нет никаких

оснований отдать предпочтение какому-либо
значению а перед другими, параметр избрали
исходя из соображений простоты, положили

а = 0 и правило (3.2.2) взяли в форме

/(х)Лда7И' 7*)' (3'ЗЛ)
о *=о

П

Применение этого правила к ат и Ьт дает

следующие приближенные выражения:

Я J П *шЛ \ П

о «—°

2л

ат =
— \ cos mxf (x) dx ж
я J

с

-IS'

2я

I

I cos tn— k,

Ьт =

2я

Я J

(3.3.2)

sin mxf (x) dx ;

— у ] f [ k sin m
n Ашк \ n n

Чтобы выяснить, какие коэффициенты
целесообразно вычислять при помощи равенств

(3.3.2), обратим внимание на то, как теряется
степень точности с ростом т.

Правило (3.3.1) верно для всякого

тригонометрического многочлена степени п—1.

Поэтому а0 будет найден точно, когда f есть
многочлен степени п—1. При нахождении а,\ и Ь\
интегрируются произведения f(x) cos*

•

и

f (x) sin*. Оба коэффициента будут найдены без

ошибок, когда f будет многочленом степени

п—2. а2 и Ъ2 найдутся точно, когда f есть

многочлен степени п—3 и т. д. ат и Ьт будут
найдены без ошибки, когда / есть многочлен

степени п—т—1. Коэффициенты ап-2, Ьп-2 могли

бы быть найдены без погрешностей, наверное,
только в том случае, когда f — линейный

тригонометрический многочлен. ап-2 и Ьп-2
найдутся поэтому, вообще говоря, с низкой точностью
и их, вероятно, нецелесообразно вычислять при
помощи (3.3.2).

Возможные значения т принято

ограничивать следующим требованием: в (3.3.2)
номеру т допустимо придавать значения 1,2,...,/?,
если при помощи этих равенств будут
точно находиться коэффициенты любого

тригонометрического многочлена степени р. Это нала-<

гает на р ограничение 2 /?<я—1 и, следовав

тельно, можно считать р равным целой части

(п—1)/2.
В вычислениях число узлов п бывает

обычно четным. Мы остановимся только на. этом'

случае. Тогда /?=-~-—1 и т=1,2,...,—— 1.

Рассматривают еще коэффициенты ап/2 и

&л/2, вычисляя правые части равенств (3.3.2)

при т= п/2. Если f = an/2 cos—х, то

A V^ f [ 2jt

п jLi I п
k=0

Х

COS
п

~2
2я

k =

п~1

— Оп/2 \} cos2 k я = 2art/2.
fc=0

Отсюда можно найти ап/2. Если же / = bn/2 sin—х>

то

tS'(t*)-(t-v*)-
= — bn/2 \] sin2 k n=0.

Это дает для Ьп/2 всегда значение нуль, что

нельзя считать приемлемым. Поэтому
равенства (3.3.2) не применяют к вычислению Ьп/2К вы-
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числительные правила (3.3.2) для нахождения

коэффициентов Фурье при п четном берутся
в виде:

п—\

(3.3.3)
п—\

ат^— Л f [— ft cos
2я

mk4

£=0

п-\

1Ж* k I sin mk,
п

п
т= 1, 2, ...,

— — 1,
2

Яп/2
2п п , ,

cos | . — k I =
п 2-т2'(**)

§ 4. СХЕМЫ ГРУППИРОВАНИЯ И ШАБЛОНЫ

Число п считается четным. В формулах
(3.3.3) для вычисления коэффициентов Фурье
многие значения синусов и косинусов будут
одинаковы по абсолютной величине. Отсюда
вытекает возможность группировать вместе

значения функции, умножая их на одно и то

же значение синуса или косинуса при
определении данного коэффициента Фурье. Схем
группирования предложено много.

Группирование по выбранной схеме можно производить
механически, применяя шаблоны. Для этого
составляют таблицу из произведений значений
функции на все синусы или косинусы,
встречающиеся в формулах. Затем на таблицу
накладывают шаблон, соответствующий
некоторому коэффициенту Фурье ah или bk.
Шаблоны изготовляют обычно из плотной бумаги и

в них проделывают отверстия, через которые
видны на таблице нужные для подсчета ak или

bh числа. Рядом с отверстием указывается
знак, с которым надлежит суммировать эти

значения. Наиболее распространенными в

литературе и на практике являются схемы

группирования Рунге.

Введем обозначения / [ k)
2л

Ум *=°>

1, ..., п— 1
п

= а и рассмотрим подробно

Формулы (3.3.3) для двенадцати значений

функции у0, уъ ..., у11у соответствующих значе-

л я я я 2я 5я
ниям аргумента 0, —,

—

,
—

, ,
—

,

6 3 2 3 6

я,
7я 4я Зя 5я 11я

, будут следующими:
6 3 2 3 6

6а0 = у0 + уг + у2 + Уз + У* + Уъ + Ув +

+ У1 + У8 + У9 + У10 + Уп>

6 ak = y0 cos 0 k а + Уi cos l k а -f

+ #2cos2&a -f ... -f r/ncos 11 ka,

(3.4.1)

6bk = z/iSin&a + r/2sin2^a +

-+-••• + */nsin Uka,

k = 1, 2, 3, 4, 5,

12a6 =Уо — У1 + у2
—

у3 + у1
—

—

Уъ + Ув
— У~+У8 — У9 + Ую

—

Уп>

где а = я/6, или после применения формул
приведения тригонометрических функций:

6 а0 = у0 + ух + у2 + у3 + у4 + Уъ +

+ Ув + У1 + Ув + Уэ + Ую + Уп>

6а1 = (у24-Ую — #4
— #s)sin — +

6

я

+ (Ш + Уп—Уь— У*) sin — +• (г/0 — Ув)>

6 6i = (г/i + г/5
—

i/т
— i/u) sin -^- +6

Я

+ (У2 + У* — У8 — Уъ) sin — + (Уз — У*\

6а2 = (г/i + Уь + г/7 + Уп
—

У% — Ул
—

— г/в — г/ю) sin — + (у0 + Ув
—

Уз
— Уа),

6

662 = (г/1 + г/г+г/, + ув-

л

—г/4
—

Уь
—

г/ю
—Ыsin — ,

(3.4.2)

схему Рунге для п = 12.

6а3 = г/о + гу4 + г/8 — г/2
—

г/в
—

г/вд>

6Ьа = у1 + у5 + гу9
—

г/з —г/7 — г/и,

6а4 = (г/о + гу3 + гув + гу9) — (г/i + г/2 + г/4 + Уь +

-Ь г/7 + г/в + г/ю + г/11) sin -£-,

i7



6Ь4 = (уi + у4 + у? + ую —у2 —Уъ

я

я

—

Уз
— Ун) sin-—,

о

6а5 = (у2 + #ю
—

у4
— Уз) sin

• (0i + Ун
—

Уз
— Ут) sin~-7" + (у° ~~ ^'

665 = (Ух + Уз —У?
— Ун) sin

я

— (Уг + У4
— Уз — Ую) sin —- + (у3 — Уо),

о

12а6 = у0
—

У! + у2
—

Уз + У4
—

У5 + Ув
—

—

У? + Уз —Уэ + Ую-Ун-

Схема Рунге состоит в следующем. Над
каждой парой величин, подписанных одна под другой
в виде табличек, производят сложение и

вычитание:

ординаты

суммы

разности

Уо

"о

Ух

Ун

"i

V\

#2

#10

и2

v2

Уз

У*

"з

V3

#4

Уз

"4

^4

ч#5

#7

"б

^б

Уб

Щ

суммы

разности

суммы

"о

"б

«0

>

«1 "2

"5 «4

Sl S2

dx d2

"з

*з

разности |

vx v2 v3

^6 ^4

al a2 a3

81 S2

Величины s, d, a, 6 дают возможность

получить удобные формулы для вычисления

коэффициентов Фурье:

6a0=s0 + s1+s2 + s3y

6а± = do + ^sin f- d2sin ,

3 6

6&i = ox sin \- ог2 sin Ь ст3,
6 3

6a2 = (s0 —s3) + (sx — s2) sin
я

ЕЕШ1

Рис. 1

я

662 = (61 + 62)sin-—,
о

6a3 = d0 — d2,
6&8=a1 —a3,

6a4 = (s0 + s3) — (sx + s2) sin-
я

(3.4.3)

664 = (Si — S2)sin
я

6a. = d0 — disin |- d2sin —,5
'3 6

nu • я я

6&5 = (Ti sin or2 sin 1- a3,
6 3

12a6 = s0 —Sx + Sg —s3.

Формулы остаются в силе, когда функция
f{x) имеет произвольный период 2/. Для опреде-
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ления коэффициентов Фурье достаточно задать

значения функции лишь в нужном числе

равноотстоящих точек.

Для того чтобы вычислить коэффициенты
Фурье по шаблонам, составляется таблица
значений функций с изменением аргумента, равным

( при /г= 12 шаг равен —-). Затем за-

п \ 6/
писываются еще три столбца значений функцийг

2 2 .
7z

домноженных на числа , sin >

п п 3
2

*

тг

sin , где /г = 12. Шаблоны даны на рис. I.
п 6
Схемы группирования Рунге для п = 24

и п = 36 состоят в следующем:

ординаты

л/4

62/_! =— V a|Sin(2/-l)/ —
п ^J п

1=1

#/1/2

, л/4 .

-1- 2 <-"'
1=0

S/.

суммы

разности

#о Ух

Уп-

Щ "1

^1

•02 •

lfti-2 '

w2

^2

• • Ух

• • %-х •

• • Ч

• • °\

' ' Уп . Уп\
2 2

•■'*•

• • "я ип\
2 2

т-1 1

суммы

суммы

разности

1 1

"0 "1 • . . U
п

U
п

4 4

Un Un ---"п
,,

2 2
1 Т+

S0 Sl • • • S Я
S
я

т^1 т

d0 <*1 . • • <*
я |~'

1

разности

^1 ^2 • • • V
п Vn
4

1
4

Ци £> „ . . . v „

т-1 I-2 *+•

а1 а2 • • • *
я

J
я

4 4

6Х 62 . . . 6

4

В этих обозначениях формулы можно

записать в таком виде:

а0

я/4 ~ л/4

= > s/, а2/
= \ ^cos2jl ,

п ** п *-* п
1=0 1=0

я/4—1

02/
2я

L, = —V d,cos(2j-l)/ —
п *и п

1=0

я/4—1

62/ = — V б/sin 2/7 ,

Для использования шаблонов при вычислении

коэффициентов Фурье составляем таблицу
значений функции, взяв аргумент с интервалами

*L (д = 24, -*L = 15°; я = 36, — = 10°).
п п п

Затем последовательно выписываем столбцы зна-

. • 2 2 2я
чении функции, домноженных на , cos—,

п п п

2
0
2я 2 /л

cos 2 , ..., cos 1

п п п \ 4

Таблица для п = 24

2я

/2

Ф, град

о
15

i 30

345

У
1

-J2" У cos 15° у cos 30°

12

Ф, град

15
30

1 345

у cos 45°

12
у cos 60°

12

у cos 75°

12

-

Шаблоны для вычисления при п = 24 даны
на рис, 2—7.

Таблица для п = 36

1 Ф'Лервд

0
10
20

350

У
1

IF" у cos 10°
18

у cos 20е
18

у cos 30°
18

град

о

10

20

|350

у cos40°
18

у cos50°
18

#cos60°
18

ycos70°
18

— ycosS0°\
18
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Шаблоны для вычисления при п = 36 даны в

[14, 15, 23].
Имеется ряд других схем группирования и

ряд других наборов шаблонов для вычисления

коэффициентов Фурье по формулам (3.3.3).
Разработаны разнообразные графические и

графоаналитические методы гармонического
анализа кривых, а также существуют

разнообразные конструкции особых приборов —

гармонических анализаторов.

§ 5. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ
С ПРОИЗВОДНЫМИ ДЛЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ

ФУНКЦИИ

В вычислительной практике используются
также, хотя и редко, квадратурные формулы
для периодических функций, содержащие не

только значения функции в некоторых точках

отрезка интегрирования, но и значения

производных от нее:

2я а;-1

О |=о /=0

Такие формулы можно, например, получить,

интегрируя тригонометрический
интерполяционный многочлен типа Лагранжа — Эрмита
для периодической функции /(*) и ее

производных некоторого порядка, заданных в

некоторых точках Xi отрезка [0, 2л]. Этот
многочлен представим в виде

п а/—1

/=0 /=0

где //§/. (х) — тригонометрические многочлены,
удовлетворяющие условиям litj {xk) = 0, k ф i,

kj(Xi) = 1.

В [77] приводятся квадратурные формулы
такого рода, в которых функции и ее

производные до порядка г задаются только в двух
точках — концах отрезка интегрирования.



Глава 4

МЕТОДЫ, ОСНОВАННЫЕ НА АЛГЕБРАИЧЕСКОМ

ИНТЕРПОЛИРОВАНИИ

Пусть / задана на отрезке [0, 2 я] и ее

коэффициенты Фурье взяты в виде (3.1.1). Если f
обладает высоким порядком гладкости на

[0,2 я], но для нее не выполняются условия
(3.1.2) возможности гладкого 2я-периодическо-
го продолжения ее, то приближение функции
f тригонометрическими многочленами может

быть связано со значительной погрешностью.
Правила (3.3.3) вычисления коэффициентов
Фурье, поскольку они основаны на таком

приближении, могут потребовать для достижения

хорошей точности большого числа значений f
и большой вычислительной работы.

В этих условиях часто прибегают к

алгебраическому интерполированию f, так как если

f достаточно гладкая на [0, 2 я], оно может дать

высокую точность при замене f на

алгебраический многочлен и не требует возможности

гладкого периодического продолжения /.

§ 1. ОБЩИЙ ВИД ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО
ПРАВИЛА ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

С ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ МНОЖИТЕЛЯМИ

Пусть вычислению подлежат интегралы (2.1.1),
содержащие произвольный параметр р и близкие

по своему виду к коэффициентам Фурье. Для
определенности записи будем иметь в виду пер-

ь

вый из этих интегралов s(p) = (*/(*) sin pxdx.
а

Возьмем на [а, Ь] п + 1 произвольно
расположенных узлов xk (k = 0, 1, 2, ..., п\

а<лг0< *i< • .� < хп <6) и выполним

интерполирование / по значениям f(xk) =fk при
помощи алгебраического многочлена Р(х) степени

не выше п:

(Л (х) = (Х — Х0) (X —Хх) .. .(X — Хп),

f(x)=P(x) + r(x).

Заменим теперь f в интеграле s(p) ее значением

/ = Р + г:

Ь п

s(p)=^f(x)smpxdx=YtAJk+R, (4.1.1)
k=0

и

Ak = Г lk {x) sin px dxf
а

Ь

Ц = Г г (х) sin pxdx.

Отбрасывая здесь остаток R, получим
правило приближенного вычисления s(p).
Коэффициенты Ak не зависят от функции / и определяются
узлами xk и параметром р. Так как lk(x) есть

многочлен степени п, Ак находятся легко в

конечном виде и их можно представить в удобной
для вычислений форме. Отбросим не имеющий
сейчас значения индекс k и запишем интересу-

ь

ющий нас интеграл в форме А = Г l(x) sin pxdx.
а

Путем интегрирования по частям можно получить
следующее выражение для А:

А = \ I (х) sin px dx = sin p х

X
1(Ь)+1(а) Г(Ь)+Г(а) + х

b —a
,

х snip Ь
1гф)-1'{а)

У"(Ь) — У"(а)
+ ... cosp-

Ь —ау
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b + a
—

cosp

l"(b) — l"(a)

m-m il(a) I'(a) if {a)

cosp
b —a

V (b) + /' (a)

P

Г (а)
P4

+

.
b—a

(4.1.4)

(4.1.2)

Г(Ь) + Г"(а) + ...]sinp^}.
Для вычисления А оно требует прежде всего

нахождения величин /</> (а), /<'"> (Ь) (/ = 0,1, ..., я).
Для каждого коэффициента Ak они будут своими

и будут зависеть исключительно от выбора узлов

xk. Для некоторых стандартных отрезков

интегрирования [а, Ь] и систем узлов хк они могут
быть заранее табулированы. Что же касается

параметра р, то он стоит в знаменателях и

отделен от узлов xkf что удобно для вычислений

Ak при многих значениях р. Сходные выражения
ь ь

имеют интегралы j l(x) cos pxdx и \ l(x)elPxdx\
а а

Ь 1 .

Г / (х) cos px dx = cos р—i— X

J ГЦЬ) + 1(а) l"(b) + l"(a)
|

Up p3

§ 2. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ
ФОРМУЛЫ С РАВНООТСТОЯЩИМИ УЗЛАМИ

Рассмотрим формулы (4.1.1) при равноотстоящих
узлах. Из них получаются правила
интегрирования типа Котеса, в которых множители sinp;t,
cospx, е*Рх приняты за весовые функции. Из-за

громоздкости Ak в (4.1.1) и их роста по

абсолютной величине с ростом п формулы
применяются в вычислениях лишь при небольших л,
а для увеличения точности вычислений отрезок

[а, Ь] предварительно делят на т частей,
необязательно равных, и к каждой части в отдельности

применяют выбранные формулы.
Рассмотрим случаи п = 0, 1, 2, 3, 4 и

mh =b — а, когда все частичные отрезки равны
- Ь —а
п= .

т

Для п = 0 мы будем иметь формулу
прямоугольников. При т = 1

X X

о

\ f(x)sinpx dx,

b —а
sinp-

l'"(b)—t'"(a)

l'(b)—l'(a)
2 . b— a . b + a ,_4
— sin p——- sinp

—— /(£),
p 2 2

P4

+ sinp

b — a

b + a

cosp

1(b)-1(a)

о

j / (x) cos px dx;

2 . b — a b + a~,^
sinp——-cosp——-/(I),

p 2 2

l"(b)-t'(a)
cosp

b —a

§f(*)elpx dx.

l'(b) + l'(a)

Г"(Ь) + Г"(а)
sinp -—-); (4.1.3)

b
. b+a r

\ l(x)eiPxdx = e
2

a

l'(b) il°(b) l'"(b)
i Г" "I z :—:—

il(b)
+

2 .
b — a ,p-2-t,^

яв sinp——e f(%),
P 2

где а < | < b, причем наиболее часто полагают

| = a, b, ——.

Введем обозначения: fk=f(a + kh), fk+± =

b-a
ip-

e
*
— =/ [. + ( *+i-i* . При т> 1, если
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избрать правило прямоугольников с узлами в

средних точках частичных отрезков, будет:
ъ

\f(x)sinpxdx^ — sinp X
J р 2
а

m—1

х£ smp\a+(k +—Ы /л+^; (4.2-U)

т— 1

+ 2ах2 в*Лв+*> /* + (ах - i P0 в"* fm. (4.2.2.)
£=1

i / (jc)cos pxdx^ sin p X
J P 2

(4.2.12)

X J] cosp a+ j * + _U k+_
a,— л L \ /Jfc= 0

Г 2 A
I f(x) e1** dx ж— sin p

— X

J p 2

m-l

X £*
fc=0

iP[a+(k+±)h]
L (4.2.13)

Положим n = 1 и рассмотрим аналог формулы

трапеций. Вводим обозначения: ах = (1 —
p2h

п 0
1 1 .

f f
6—а

— cos ph)y px = sin ph, где Л= .

p р2Л m

При т = 1

j / (x) sin pxdxzz (aL sin pa+px cos pa) / (a)+

+ (at sin p6 — Pi cos pb) f (&).

При m > 1

j / (x) sin pjcdx да (ax sin pa + px cos pa) f0 +
a

m—1

+ 2ax^ sin P (a + *Л) /л +

+ (aisinp6 —p2 cos p6)/m. (4.2.2!)
Аналогично

ь

J / (x) cos рля(л; да (ax cos pa
— px sin pa) f0 -j-

a

m—1

+ 2ax 2 cos P (a + ^0 /л +

+ (ax cos p6 -f Pi sin p6) /w; (4.2.22)

j / (x) в** dx да К + i px) e*p« /0 +

Пусть л = 2 (формула парабол, или

формула Симпсона) и h = . Вводим обозначения:
2т

Л2р3а2 = — 0 + — ©cos 20 — sin 20,

/г2р3р2 = 62— 1 + — 0sin20 + cos 2в,

й2Р3 Y2 = 4 (sin 0 — в cos 0), ph = 0.

При m = 1

ь

j / (x) sin pxdx да (a2 sin pa + p2 cos pa) f (a) -f
a

+ Y2 sin p(a + h)f(a + h) +

+ (a2 sin pb— p2 cos p6) fib).

При m > 1

ь

yf(x) sin рЫлс да (a2 sin pa + p2 cos pa) f0 +
a

m—1

+ Y2 2 Sil1 P[a + (2k + l) Щ /2fe+l +

m—1

+ 2a2 ^ sin p(a + 2kh) f2k +

+ (a2 sin pb — p2 cos pb) f2m. (4.2.3!)

Сходные формулы для других интегралов будут:
ь

j / (x) cos pxdx да (a2 cos pa
— p2 sin pa) /0 +

a

m—1

+ Y2 2 cos Z7 [a + (2* + !)A] /ад+i +
/г=0

m—1

+2a2 2 cos P (a + 2Щ f2k +

+ (a2 cos p6 + p2 sin pb) f2m\ (4.2.32)

j / (x) e'P* ^ «(a, +t p2) ^e f§ +

m—1 m—1

k=0 k=l

+ {az-i^)ePbfin. (4.2.33)
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Пусть п = 3 (правило «трех восьмых») и h

= . Введем обозначения:
Ът

Л3Р4«з=-у-в2-1+( 1 ^©2)х
X cos 39 + в sin Зв,

/гурз = 0з_20+ / 1 1в2 ) X

+ 2 [Ye cos Р (я + ЗЛА) — б3 sin р (a + 3kh)] X
т

х hk+i + 2 [Ys cos p (я + з*й) +

k=0

т—1

+ 63sin р (а +ЗАЛ)] /8А-1 + 2a3]£cos p(a+ ЗАЛ) fzk +
k=\

X

X sin 39 —в cos Зв,

/ryY3==3 — 302+[— в2 — 3 ]
X cos Зв — 49 sin Зв,

#У g3 = 59 + (Л- в2 — 3 \ X

X sin30 + 46cos 39, ph = в.

При m = 1

ь

\ f (x) sin pxdx ж (a3 sin pa + рз cos pa) / (а) +

+ (Ys sin pa + 63 cos pa) f(a + h) + (y3 sin pb —

— 63 cos pb)f(a+ 2h) +

+ (a3 sin pb — p3 cos pb)f(b). (4.2.4)

При m > 1, считая f(a + IK) =ft (/ = 0, 1, ...

..., 3/n), получаем

ft

J / (х) sin pxdx да (a3 sin pa -+ p3 cos pa) f0 +
a

m—\

+ 2 [Yssin P(a + ЪЩ + б3 cos p(a+ 3kh)] x

m

X /sft+i + 2 [Ys sin p(a + Zkh) —

+ (a3 cos pb + p3 sin pb) /3m; (4.2.42)

j / (x) e»* dx «(a, +f p3) в""" /о +
a

m—1

+ (Y3 + t'63)2^(a+3W,)/3ft+i +
k=0

m

m—1

+ 2a3 2 е"***8*» /3ft + (a,- i fc) e<"»/3m. (4.2.4.)
fc=l

Пусть n = 4 и Л = —

. Вводим обозначения:

92 X

k=0

k=i

— б3 cos p(a + Ш)] /зл-i +

m-1

+ 2a3 ^ sin P (a + ЪЩ f3k +

+ (a, sin pb — p3 cos pb) f3m- (4.2.4X)

Подобно этому:

b

j f (x) cos pxdx да (a3 cos pa
— p3 sin pa) f0 +

4m

йУа4 = ^-е3--е+( 1-—
12 2 I 12

X sin 46 + (— 93— — в ) cos 46,
I 4 2 )

it? p4 = 64 — — 92 + 1 + (—es—v
12 \ 4

—— 6 )sin46— ( 1 — — 62)cos46,

А*р5у4 = 463 — 96 + [ 4 —— 62) sin49 +

+ — 93— 70 cos 49,

ftp5 64 = 4 — 02+ (— 03—76 ] sin 46+

+ (—- 62—4^) cos 46,

/t*p5 £4 = 66 (62 — 4) cos 29 +

+ (12—1992)sin29, ph = 6.

При m = 1

ь

j / (x) sin pxdx да (a4 sin pa+ p4 cos pa) / (a)—
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— (y4 sin pa + S4 cos pa) f(a + h) +

+ £4sin p(a + 2h) f(a + 2h)—(y4 sin pb—64 cos pb) X

X f(a + 3/i) + (o4 sin p& - p4 cos pb) f (6). (4.2.5)

При т> 1 получаем:

ь

j / (x) sin pxdx^ (a4 sin pa + p4 cos part /0 —

X

k=0

—2 [Y4 Sil1 P (a + 4^Л) + S4 C0S P (a + 4*Л)]
fc=0

ет—1

x /4*+i+ь2 sinp[a+2h&k + щ х
/f=0

m

X /4*+2— 2 [Y4 sin p{a + 4kh) —

— 64 cos p (a + 4 &Л)] /4fe_! +
m—1

+ 2a4 ^] sin p(a + Akh) f^k +

+ (a4 sinp6 — p4 cos pb) /4m; (4.2.50
b^

j / (x) cos pxdx «(a4 cos pa
— p4 sin pa) f0 —

a

m—\

■— 2 [Y4COS p(a + 4kh)—64 sin p (a+Akh)] f4k+1 +

m—1

+ E4 2cos p [a +2Л<2* + Щ f*M -
k=0

n

— 2 [Y4 cos p(a + 4kh) + 64 sin p {a+4kh)] X

m—1

X hk-i + 2a42 cos p (a + 4kh) U +

+ ta4 cos pb + p4 sin pb) /4m; (4.2.52)

j / (x) *"* d* «(a4 + 1 p4) *'"» /о -

m-l

-(Y4 + i64)2e''P(a+4ft/,)^+i+
fe=0

m—1

.+ S4 2e'P[a+(2ft+1)2ftl^+2-
fc=0

m

-(Y4-f64)2e'P(a+4fth)^-i +

fc=l

fc=l

m—1

4- 2a42 eW+m) f4k + (a4-i p4)e"*/4m.(4.2.53)

Построение формул для любых п и т не

представляет теоретической трудности, но они

становятся громоздкими.

О погрешности приведенных выше правил
вычисления (4.2.2j) —(4.2.5j) следует сделать
замечание, которое существенно отличает эти

правила от (3.3.3). Напомним, что при
пользовании равенствами (3.3.3) степень точности

вычисления пар (а0, &о), (аь&О, (#2, Ь2), ... равна
соответственно п—1, п—2, п—3, ..., и

погрешность вычисления коэффициентов (aft, bk)
будет, вообще говоря, возрастать по мере
увеличения их номера k. Иначе будет вести себя

погрешность правил (4.2.2j) — (4.2.5^).Для
определенности рассмотрим bk и его вычисление

по правилу (4.2.2i). Погрешность зависит

главным образом от точности, с которой график f
на отрезке интегрирования [а, Ь] приближается
ломаной линией с угловыми точками (a + kh,fk).
Обозначим эту погрешность ц(х). Она
является одинаковой для всех коэффициентов ак
и bk. Если f имеет порядок гладкости выше

первого, то графиком г\(х) будет кривая
линия с угловыми точками (a+ kh, 0).

Погрешность вычисления s (p) равна es (p) =
ь

= 1т](л:) sin pxdx. Последний интеграл будет

медленно изменяться при росте Р \ р =

= k I. Поэтому, как правило, «большое
b—a I

число» первых коэффициентов bk будет
вычислено при помощи (4.2.2Х) с близкой точностью и

точность вычисления с ростом k будет
медленно убывать.

Выше говорилось о том, что правила коте-

сова вида с весами sin px, cos px, eipx

применяются к вычислению интегралов s(p)y с(р), е(р)
преимущественно при малом числе п узлов, так

как сложность правил возрастает с

увеличением п. Для увеличения же точности

предпочитают делить отрезок интегрирования на части и

применять правила к частичным отрезкам.
Но, принципиально говоря, можно не

делить промежуток интегрирования на части и

пытаться улучшать точность котесова правила

путем увеличения числа узлов. Укажем
несколько простейших правил такого вида.

Будем считать, что отрезок интегрирования

приведен к [0, 2 я] и коэффициенты Фурье есть

2Я

ak =
— I f(x) cos kxdx,
я J
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2*

■--Чя J
/ (л:) sin tofx.

1. n — 2, и / известна в точках 0, it, 2я:

ah^-J^[f(0) + f{2n)]-T^f(n), (4.2.6)

(4.2.8)

4-

&я2 .2 „2£2Я

64«_[/(0)-/(2я)], *=1, 2, ...

2. я = 3, и / известна в точках 0, — , —, 2к:
3 3

а.«2^(„)+3/(|1)+3,(^)+„2я,],

/(0)-/(2«)| +

+^['(т)-'(т)]--«-
Построение правил подобного вида можно

продолжать. Так, в [78] построены квадратурные
формулы по значениям функции в девяти

равноотстоящих точках отрезка [0, 2я]:

2я

— Г / (х) cos kxdx « ах Г/(0) + / (2я)1 +

-6
1 27

+

&я 4#* я3

81

+

+

Ч'(т) + '(т
+ а5/(тг), k = 0, 1, 2,.

+

+

+

24,

2Л
(4.2.9)

4/fe3И'(т)-'ф 2ге
/ (л;) sin kxdx да рх [/ (0) — / (2*)] +

£=1, 2,...

7Г

3. « = 4, и / известна в точках 0, — , я,
2

3*
, 2я:

/(0)+/(2*)1 +

^-)[/(0)+/(2я)1-

-(-£г-£)['(т)+'(т)] +

Ч'(т)"

Ч'Ш"

г)-'(т)]

'(т)] +

'(т)] +

, /с = 1, Z,

32 ГЛ я

45

14

З^я2 64<

128

24.

Коэффициенты щ и рг- вычислены заранее
и приведены в таблице на 5 десятичных
знаков. С помощью этой таблицы можно

определить первые 49 коэффициентов Фурье (25
косинус- и 24 синус-коэффициента) функции
f(x). Интегралы численно равны половине

значений соответствующих коэффициентов Фурье.
Таблица значений их приведена в том виде,

как она была составлена автором.
При & = 0 первое из равенств (4.2.9)

переходит в формулу Котеса.
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n

I 0

| 1
2

3
4

5
6
7
8
9

10
11
12

13
14

15
16
17
18
19

20

21
22

23
24

<*i

0,03489

0,03424
0,03222
0,02855
0,02306

0,01739
0,01319
0,01021
0,00808

0,00653

0,00538
0,00450
0,00381
0,00327
0,00284

0,00248
0,00219
0,00195
0,00174

0,00157

0,00142
0,00129
0,00117
0,00108
0,00099

ct2

0,20769

0,17226
0,08715
0,00257

—0,03684

—0,03916

—0,03391
—0,02810

—0,02317
.—0,01923

—0,01612
—0,01365
—0,01169
—0,01011
—0,00882

—0,00775
—0,00686
—0,00612
—0,00548
—0,00494

—0,00448
—0,00407
—0,00372
—0,00341
—0,00314

a3

—0,03273
—0,15858
—0,28460
—0,15347
0,01136

0,05038
0,05404
0,04888
0,04221
0,03602

0,03076
0,02640
0,02282
0,01987
0,01743

0,01538
0,01367
0,01222
0,01098
0,00992

0,00901
0,00820
0,00750
0,00689
0,00635

a4

0,37023
0,15722
0,24377
Q,31413
0,01850

—0,06254
—0,07693
—0,07279
—0,06426
—0,05555

—0,04782
—0,04^27
—0,03583
—0,03129
—0,02751

—0,02433
—0,02165
—0,01939
—0,01743
—0,01575

—0,01433
—0.01305
—0,01195
—0,01097
—0,01011

<*5

—0,16014
—0,41029
—0,15709
—0,38356
—0,03216

0,06786
0,08723
0,08361
0,07428
0,06444

0,05560
0,04806
0,04177
0,03651
0,03212

0,02841
0,02530
0,02266
0,02038
0,01842

0,01677
0,01527
0,01398
0,01284
0,01183

Pi

0,00000
0,00619
0,01232
0,01808
0,02243

0,02229
0,02079
0,01905
0,01739
0,01591

0,01461
0,01348
0,01250
0,01164
0,01089

0,01022
0,00962
0,00909
0,00861
0,00818

0,00779
0,00743
0,00711
0,00681
0,00653

h

0,00000
0,09675
0,14408
0,12434
0,06683

0,03783
0,02306
0,01497
0,01023
0,00728

0,00536
0,00405
0,00314
0,00248
0,00199

0,00162
0,00134
0,00112
0,00094
0,00080

0,00069
0,00060
0,00052
0,00046
0,00040

I

0,00000
0,11058

—0,03272
—0,18588
—0,10984

—0,06417
—0,03970
—0,02599
—0,01785
—0,01275

—0,00940
—0,00713
—0,00553
—0,00437
—0,00351

—0,00286
—0,00237
—0,00198
—0,00167
—0,00142

—0,00122
—0,00105
—0,00092
—0,00081
—0,00071

h

0,00000
0,10045

—0,09775
0,13861
0,08863

0,05301
0,03315
0,02183
0,01504
0,01077

0,00796
0,00604
0,00469
0,00371
0,00298

0,00243
0,00201
0,00168
0,00142
0,00121

0,00104
0,00090
0,00078
0,00069
0,00060

§ 3. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ ПРАВИЛА
ВЫЧИСЛЕНИИ СО ЗНАЧЕНИЯМИ ФУНКЦИИ

И ПРОИЗВОДНОЙ
В некоторых задачах в узлах хк могут быть

известны не только значения функции, но и

значения производных от нее. Используя эти

дополнительные сведения, можно построить
правила вычислений, аналогичные (4.2.lj) —

(4.2.5j), но более высокой степени точности.

В общем своем виде задача имеет следующий
смысл: пусть в узлах xh известны величины

М*ь) (k =^ I 2, •••> п\ / = 0, 1, ..., ак— 1).
Нужно указать правило, позволяющее по этим

величинам приближенно вычислить интегралы s(p),
с(р), е(р).

Мы остановимся на простом случае, имеющем
наибольший интерес, когда в узлах xk заданы
значения функции f(xk) и первой производной
/' (xk). Построим алгебраический многочлен Р (х)
степени 2п 4- 1, интерполирующий f(x) по

указанным значениям / и /'. Он имеет следующую
п

форму: Р{х)= 2 llko(x)f(xk) + lkl{x)fr(xk)]f где

lk0 (х) и lkl (x) — известные

рования многочлены:
в теории интерполи-

'*>(*) =
от

со (xk)(x
1 Г,- со '(*k)

со' (xk)
(х—хк)

IklW (Х>2(Х)
со' (xk)(x — хк)

со (х) = (х —х0)... (х — хп).
Если в интегралах s(p), c(p), е(р)

заменить f(x) на многочлен Р(х)у то получатся
интерполяционные правила их вычисления,

подобные (4.1.1), при этом коэффициенты их

будут интегралами вида s(p), c(p)> е(р), в

которых / заменена на ko или 1м. Некоторые
правила такого вида для небольших значений
п приведены ниже.

Рассмотрим равноотстоящие узлы xh (k —
= 0, 1, ..., п) для п = 0, 1, 2. Соответствующие
правила интегрирования будут иметь

невысокую точность, и для улучшения результатов,
как обычно, отрезок интегрирования делят на

некоторое число т равных частей, применяют
правило к каждому частичному отрезку и

результаты складывают.
b — а

Пусть п = 0 и h Вводим обозна-
т

чения:

ао

Ро

2 . h
= — sin р

—

,

Р 2

2 . h
sinp--
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h h
cos p

—

.

p
и

2

При т = 1, когда отрезок не делится на части

и за узел х0 принимается середина отрезка:
ь

J f{x) sin pxdx^z
a

^joosinp J a + _ J/U + —\ +

m—I

+ {$0cosp[a + AWa + Aj; 14.3.1,)

j / (x) COS pjtd* :

: a0 2 cos P \a + I * H I ^

m~~1
г i \

■Po2 sinp a + f&H jA

Xf Га + U + y) a1;

(*
\ f(x)e^xdx^

x

X

(4.3. i;j

m-1

'

a0 cos \'•p{a+^jf[a+J
-p0sinpla + -!L\f'(a+ ~\; (4.3.1.)

j f(x)eiPxdx^

^fp [«+(*+-£-)*]
^a0 ^ e

fc=0

a+ * +

+*„"f «"[°+(,+-H/-
k=0

(4.3.1;)

»(•+-!-) M«+4) +;a0e

+ Poie'P(a+2)/'(a + -|). (4.3.1,)

Пусть m > 1:

I f (x) sin pxdx^
a

» a0 2 sin P a + ( k H ) Л X

/72—s-1 _

+ fc2 «»/>[« + (*+у) MX (4'ЗЛ1)

Xf U+^ + -iU~|;

I / (*) COS рЫлс :

Пусть п = 1 и A = . Введем обозначения:
m

в = pA,

Я0 = 69 cos6— 12sin0 + 6(6 + в2),

\i0= 12 —66 sin в —12 cos в,

Xi = 26 cos 6 — 6sin в + 46,

^ = 6-e2- 26 sin © — 6cos 0.

При m = 1, когда отрезок [a, b] не делится на

части и А = b — а, вычислительные правила

будут следующими:

ъ

J f (x) sin pxdx ^ AQf {a)-\- Axf{b) +
a

+ 4Па)+ Л;/' (6), (4.3.2!)

А3рМ0 = Я0 cos pa + цо sin pa,

A3pMx = — Я0 cos pb + \x0 sin p6,

A2pMo = ^i cos pa + ^x sin pa,

A2pMi = К cos p6 — [xx sin p6;

j / (x) cos pxd*« B0f (a) + 5^ (6) +
a

+ B'0f(a) + B\f(b), (4.3.^)
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Л3р4£0 = Цо cos Pa
— Аф sin pa,

h3pAB± = P-o cos pb + X0 sin pb,

h2p*B0 = ^x cos pa
— A,i sin pa,

h2pAB[ = — [xx cos p& — Ях sin pb;
ь

J / (x) *** dx « C0/ (a) + CJ (b) +
a

+ СоГ(а) + С[Г(Ь), (4.3.2з)

,4C0 = (fx0 +■ i Xo) e""1, Л3Р4СХ = (ji0 — i Яо) J*,

tPfMo^fa + iKdetp*,

hYC\={-Vi1 + ifk1)e^.

При m> 1, когда отрезок [a, b] делится на

,
b —a

некоторое число т равных частей и п

m—l

m

расчетные правила будут:

j / (л:) sin pxdx « A0f (a) +
a

m— 1

+ 2ft-3p-4a02 f(a + kh)sinp(a + kh) +

+ A1f(b)+A0f'(a) +
m—l

+ 2Л-v4 &i2 /' (a+^Л)cos p (a +kh) +
fc=i

+ A\f'{b); (4.3.2;)

j / (x) cos pxdx ^zB0f (a) +
a

m—l

+ 2A-3 p-4 |i02 / (a + **)cos P (a + M) +
a=i

+ B1f{b) + B0f'(a)
m—l

2/i-2p~4X12/,(« + ^)sinp(a+ £Л)+
&=i

+ B[ f'(b); (4.3.2;)

j f(x)e!P*dxt&C9fia) +
a

m—l

+ C1f(b) + Cof'(a) +

+ 2ih-2p~iK1^lf'(a+kh)eip(a+kh)+ C[f (b).(4.3.2'3)
k=i

Пусть n = 2 и Л = . Введем обозна-
2m

чения:

рЛ=6,

0е М = 160 (15 — в2) cos 0 + 48 (2в2 — 5) sin в,

0е # = 166 (3 — в2) sin в — 48в2 cos в,

ввР= 20(в2 — 24)sin0cos0 +

+ 15 (02— 4) cos2 0 + 0* — 2702 + 60,

0«Q = 0(12 — 502)+ 15(в2 — 4)sin0cos0 +

+ 20(24 —02) cos2 0,

0в# = 0(156 — 7©2)sin в cos©+

+ 3 (60 - 1702) cos2 0 — 15 (12 — 50г),
0»S = 0(04 + 802 — 24) +

+ в (7в2— 156) cos20 + 3 (60 — 1702) sin в cos в.

Рассмотрим сначала случай т = 1, когда [а, Ь\

делится на две равные части: h = . Назо-
2

вем буквой с середину отрезка: с = a + h.

Интерполирование / на [а, Ь] будет выполняться

при помощи многочлена пятой степени по шести

значениям: /(a), /'(a), f(c), f (с), f(b), f (b).
Правила вычислений будут:

ь

j / (х) sin pxdx ж A0f (a) + Aj (с) + Aj (b) +
a

+ АоГ (а) + A\f (с) + А*Г Ф), (4.3.30

A0 = hS cos pa + hR sin pa, Ao = —h2Qcospa —

— h2P sin pa, Ax = hN sin pc, A\ = — h2M cos pcy

A2=* — hS cos pb + hR sin pb,

A2= — h2 Q cos pb + h2P sin pb;
ь

j f (x) cos pxdxx B0f (a) + B1f(c) +
a

+B2f(b)+ B'0f> (a) + B[ fr (c) + B'2f (b), (4.3.32)

B0 = hR cos pa — hS sin pa,

Z?o = — Л2Р cos pa + h2Q sin pa,

Bx = hN cos pc, B[ = h2M sin pc,
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Вг = hR cos pb + hS sin pb,

B'2 = h?P cos pb + h?Q sin pb;
ь

j f(x)e'p*dx^C0f(a) + df(c) +
Я

+ C2f(b) + Cof (a) + C\f (c) + C'2f (6), (4.3.33)

C0 = h [R + iS) e'pa, Co = — h2 (P + iQ) е*а,

Cx = hNeip', C\ = — ifPMe**",

C2 = h(R- iS) е1?\ C2 = h2 (P — iQ) e^.

Допустим теперь, что m > 1 и [a, b] делится
на четное число 2т частичных отрезков длины

и
Ь—а

тт
п = —

. ^а каждом сдвоенном отрезке
2т

[2kh, 2(k+ \)h] выполняется интерполирование

fi при помощи многочлена пятой степени по

значениям

f(a + 2kh)=f2kJ f'(a + 2kh)=f'2kf

hk+Ь /2fe+l' '2£+2' '2fc+2*

Вычислительные правила имеют вид:

ь

J /(AOsinpjtdjt^^o/o-l-
а

m—l

+ hN^ f2k+ismp[a + (2k+l)h) +

m—l

k=0

m—l

+ 2hR 2 hk sinp(a + 2kh) + AJ2m 4 Aof'o -

(4.3.3;)
m— 1

— h2M 2 4+icos p[a+ (2k + 1) A] —

m~l

- 2Л2(2 2 /«cosp(a + 2M) + A'2 fa

b

J / (x) cos pxdj*; « B0/0 +
a

m—1

+ Л#2 /%+iCOsp[a + (2*+ 1)Л] +

m—1

+ 2hR 2 /2*cosp(a + 2kh) + B2f2tn +

m—l

+ Bo/0 + h2M 2 f'2k+isinp[a + (2* + \)h] +

+ 2/*2Q 2 hk sinp(a + 2ftft) + В2^ (4.3.3;)
fc=l

6 m—l

j / (x) *** d* « Co/o + WW" 2 fa+i **P(2H-1)fc -г

a fc=0

m—l

+ 2/ttfe">« 2 /» eip2kh + c*f*m +C'0fo~

m—l

— ih*MePa 2 /2H-1eip{2k+l)h —
k=0

m—l

- 2//W ^ /2*е1Р%А + <*&» • (4-3.3;)

§ 4. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ
ФОРМУЛЫ С НЕРАВНООТСТОЯЩИМИ УЗЛАМИ

Возвратимся к общему интерполяционному
правилу, о котором говорилось в § 1. Узлы хк

(k = 0, 1, ..., п) правила мы считали

произвольно заданными и не обсуждали вопроса о

рациональном выборе их.

Сейчас мы рассмотрим один из возможных

способов выбора xk, который приводит к

результатам более точным, чем те, которые
получаются, когда берется такое же число

равноотстоящих узлов.
Напомним прежде всего, что при интерпо-

ь

ляционном вычислении интеграла \ f(x)dx, в

а

котором интегрируемая функция f имеет

высокий порядок дифференцируемое™ и весовая

функция постоянна, наилучший результат, как

правило, дает квадратурная формула гауссова
типа, в которой за узлы принимаются корни
многочлена Лежандра для промежутка [a, b].

При построении интерполяционных
квадратур для увеличения их точности выбор узлов
xk должен быть согласован со свойствами

весовой функции. Одно из главных условий
согласования состоит, если говорить о наглядной
стороне дела, в следующем: в тех местах

отрезка [а, 6], где весовая функция имеет

большие по абсолютной величине значения, узлы
xh должны быть в какой-то мере сгущены; в

тех же местах, где весовая функция близка
к нулю, узлы могут быть размещены более

редко.
В интегралах s(p), c(p), е(р), желая

заранее учесть влияние колеблющихся

множителей, за весовые функции мы должны принять
sin px, cos рх, е{Рх.

Узлы xh мы выберем одинаковыми для всех

значений р. Весовые функции sin рх, cos рх,

зг



е{Рх зависят от /?, и при изменении р
поведение их на отрезке [а, Ь] таково, что мы не

имеем никакого основания для того, чтобы

отличить один участок отрезка интегрирования

[а, Ь] от другого.
Все изложенное позволяет ожидать

хорошего результата, если за образец выберем
постоянную весовую функцию и возьмем узлы
xk гауссовой квадратурной формулы, которые
дают наивысшую степень точности при
постоянном весе. Примеры вычислений показали, что

для гладких функций / гауссовы узлы дают,
вообще говоря, лучшую точность вычисления

коэффициентов Фурье, чем дает правило
вычислений, когда за узлы приняты, например,
корни многочленов Чебышева.

Когда интегрируемая функция имеет

особенности — степенные, логарифмические или

другие,— ее обычно стремятся представить в

виде произведения двух множителей и приве-
ь

сти интеграл к форме \ р (x)f(x)dx, где весо-

а

вая функция неотрицательна, a f(x)
достаточно гладкая, и затем вычислить интеграл при
помощи интерполирования f(x), приняв за узлы

корни многочлена степени л + 1 из системы

многочленов, ортогональных по весу р (х) на

[а, Ь\ Можно, подобно предыдущему случаю,
ожидать, что эти узлы должны дать хорошую
точность и при интерполяционном вычислении

ь

интеграла j p (x)f (x) sin px dx, в котором за

а

весовую функцию принято произведение
р (л:) sin px.

Рассмотрим следующую общую
интерполяционную квадратурную формулу,
предназначенную для вычисления интеграла s(p):

ъ

s(p)= \ р (л:) sin pxf {x) dx',

«2]Л/(**). (4.4.1)
k=0

в которой за узлы хк приняты корни многочлена

nrt+i(*) степени п+ 1 из системы, ортонормаль-
ной на [а, Ь] по весу р (х).

Так как многочлен со (х) =(х — х0)... (л: —хп)
будет только постоянным множителем отличаться

от Пя+1(х), то/,(*)= H^biM
{х— xk)Un+i(xk)

фициенты Ak будут иметь значения

Пл+1 (х)

и коэф-

I р(х)
(X — Xk)lln+I(xk)

sin pxdx. (4.4.2)

В вычислении /^(л;) и интегралов (4.4.2)
может быть полезным соотношение Кристоф-
феля— Дарбу для ортонормированных
многочленов П/(л:). Если qi

— старший коэффициент
П/, то оно будет следующим:

Jj П^ВД)
1=0

qn П„+1 (х) Пя {у) -Пя (х) П„+1 (у)

При х-* у в пределе получится

/-о

= -&- [П„(у) П'п+, (у) -Ш(у) Пп+1 (у)) ■

Если положить у
—

xk, эти равенства позволят

получить для lk(x) его выражение через
многочлены П^

.
,

. Пп+1^)

=

*л w
—

ЕП?УЬ)

(х — xk) U'n+i {х)

"'V П,(х)Ш(*
L
1=0

J 1=0

Отскмta
А(р)

= V П, (xk) j p(x)s'mpxUl(x)dxX

<[2 п?(**)"Г> * = °. > «• <4-4-4)

Рассмотрим подробно два случая: 1) р(л:)= 1,

2) р (л:) = —==г . В обоих случаях отрезок
У 1-х2

[а, Ь] приведен к отрезку [— 1, 1].

Пусть p(jt) s= 1. За многочлены соДл;),
/ = 0,1, ..., можно взять многочлены Лежандра
Pi(x), для которых

Pk{x)Pl{x)dx
0,

-1 2/ + 1

хк (к = 0,1, ..., п)— корни Рп+1(х),
п 1

2/ + 1

2
'/=0

, k = l,

*- 2 Pi(xk) \ sin pxPi(x)dx X
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1=0

2/4- 1
#(*k)\ =

—1

Г1 2/+1
Р,(Ч) х

1=0

X j sin p

— cosp

X

•p;q)+ p;(-i)

Pi(l) —P/(—1)

-]-

2/+ 1

X

#(**)
/=0

Для вычисления интеграла здесь использовано

равенство (4.1.2).
После этого квадратурную формулу (4.4.1)

можно преобразовать к виду, более удобному
для применения:

п

k=0

= £/(**) [sinp(-^- (4.4.5)
и—л L КГ
k=0

DкЗ
+ ... —cosp

Дм Да i

где

D*/ = ^l"1 pi (**) x

X
PHO + ^H-l)

y-2L^pn*k)
1=0

(4.4.6)

Д« = -^-P<(*ft) X

э(0 (О,

X
РГ(1)-РГ(-1)

/=0

Аналогично для с (р) и б (р) получаем на

основании (4.1.3) и (4.1.4):

c{p)~£f(xk) X

£=0

3. В. И. Крылов, Л. Г. Кругликова

X [•"&-■?■ +... +

-f- cosp
Д*1 д*3 + ..- (4.4.6')

д

e(p)«2/(**){coep[(-^L-
k=0

* \-\ Р

?-+-)-'(-r—^-+-)] +

+ sinp (^->-••)+-. +

+'(-^—^+•■•)]}• (4-4-б")

Коэффициенты Д^ и Dkit не зависящие ни от

функции /(#), ни от параметра р. могут быть

вычислены заранее по известным значениям

корней многочленов Лежандра. Значения Dki и Dki
для k= О, 1, 2, ..., п, * = 0, 1, ..., п и п =

= 1, 2, ..., 15 приведены в таблице I.

Если р(л:) = г
=г, за многочлены соДл:),

у 1—х2

/ = О, 1, ..., можно взять многочлены Чебышева

Т^х), для которых

1
1

Tl(x)Tk(x)dx =I VI—х2

О, /=£ £,

2

{ п, / = £=0.

Квадратурные формулы (4.4.1) примут вид

— 1

(4.4.7)

га-

2J (-l)'r2/+1(xft)J2/+1(p)

k=0

я
+ У±тПхк)

1=1
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C'(P)

1

1
cospx

/T=x2
f(x)dx

(4-4.7')

Ш

;£>**)
^(P)+2j(-l)T1|(x,)/„.(p)

1=1

k=0

e'(p) / (x) dx',

-£/(**)•

(4.4.7")
П

J0(p)+2^](tyr/(xft)J,(p)
J=l

fc=0 -+УАтПХк)
1=1

где xk, & = 0, 1, ..., n, —корни многочлена

Чебышева Тп+1 (х)у Jt (р) — функции Бесселя
целого порядка / (для них имеются подробные
таблицы при многих значениях I и р).

§ 5. КВАДРАТУРЫ НАИВЫСШЕЙ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ
СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ

К вычислению интегралов s(p), c(p) и е(р)
можно применить также квадратуры типа Гаусса,
т. е.

Ъ п

s{p) = J sinpxf(x)dx^ ^ Ak(P)f [Xk<J>)]>
a k=l

где в качестве узлов интегрирования xk (р), k =
= 1, 2, ..., я, взяты корни многочленов,

ортогональных по весу s'mpx на отрезке [а, Ь].
В этом случае при п узлах формула дает

точное значение интеграла, если / (х) является

многочленом (2п— 1)-ой степени. Но так как весовая

функция sinpA: (или cospx, или eipx) на отрезке

[а, Ь] знакопеременна (или имеет комплексные

значения), то, начиная с некоторого я, среди
узлов встречаются узлы, лежащие вне отрезка

интегрирования. Чтобы избежать этого,

целесообразно вес предварительно преобразовать к

знакопостоянному, например к весу \ +s'mpx.
Тогда s(p) преобразуется к виду

ь ъ

s (Р) = j (1 + sinpx) f (x) dx —f /(x) dx, (4.5.1)
a a

а квадратурная формула будет состоять из двух:
п п

в(р)^^ Al(P)fU(p)\ - £ А/(**)> (4-5.2)
k=l k=l

причем во второй сумме используются известные

узлы и коэффициенты квадратурной формулы
Гаусса для постоянного веса. Узлы и

коэффициенты первой суммы вычисляются по

известным правилам: узлы х\ (р) — как корни
многочленов <дп(х), ортогональных по весу (l+s\npx)
на отрезке [а, 6], коэффициенты А\(р)—по
формулам:

ъ

1 С <o„(x)
45(Р) =

<*'п(Ч) 1 (1 + sin px) dx,
X Xu

k = 1, 2, ..., n.

Систематические таблицы 4 (р) и А\ (p), xck (p) и

Ak(p), xek(p) и Aek(p) не составлены, хотя

попытки вычисления их можно встретить в лите-

sin
ратуре. Так, в [91] для веса 1—

cos px и

отрезка [0, 2я] взяты два значения р: р = 1 и

р= 1024. Даны 4(1) и Л|(1), 40) и М(1),
4(1024) и ЛИ Ю24), 4(Ю24) и А\ (1024), где

k, п=0, 1, 2, 3; приведены также многочлены,

ортогональные на отрезке [0, 2я] по весу

1 —
sin

cos Px, P=h P= 1024.



Глава 5

ОСОБЫЕ МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ

КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ

Кроме описанных в предыдущих главах

методов вычисления конечных интегралов Фурье:
s(p), с(р) и е(р), основанных на замене либо

всего подынтегрального выражения, либо
части его алгебраическим или

тригонометрическим многочленом, в практике вычислений

используются методы, в основу которых
положены другие соображения.

§ 1. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ,

ОСНОВАННЫЕ НА ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ

ИНТЕРПОЛЯЦИИ

В [19] для вычисления интегралов
ь

Г f{x)e^xdx,
а

особенно когда их надо находить при заданной

f(x) для серии значений параметра р,
предлагается применять экспоненциальную
интерполяцию. Если f(x)f заданную в 2п равноотстоящих
значениях аргумента а + jh, /= 0,1, ..., 2п— 1,

п

интерполировать выражением вида \ AheP>

/=0, 1, 2п— 1.

k=i

kx и

затем заменить / указанной суммой в интеграле,
то для интеграла при любом р получаем
приближенное выражение

ъ

Г f(x)eiPxdx ^
а

~ 2 Л^Т^ [e^+»»-Sh+M°]. (5.1.1)
k=l

fik+l+P

2п неизвестных Ak и §k определяются из системы

2п уравнений:
п

jV^W=/(e + /*). (5Л-2)
/г=1

Введя вместо fik и Ak новые неизвестные Xk =

= № и Л* = Л^Да, получим новую систему
2п уравнений для 2п неизвестных Xk и xk, k =
= 1, 2, ..., п:

п

^A'kxL=fl9 / = 0,1, ..., 2п-1, (5.1.3)

где f, = f(a + jh).
Решение этой системы проходит по

следующим этапам.

1. Из системы п уравнений первой степени

с п неизвестными р1у р2, ..., рл:

foPn + fiPn-i + - + L-iPi + fn = °>

flPn + UPn-l + -• + fnPl + fn+l = 0f

L-iPn + fnPn-i + ... + /2rt-2Pi + /W-i = 0,

если она разрешима, определяются коэффициенты
уравнения степени п

хп + рх*"-1 + ... + рп-гх + рп = 0.

2. Находятся корни полученного уравнения:

Xif Х%, ..., Хп.

3. А\, А2у ..., An определяются из формул:

А\ (х2 —хг)(лг3— хг) ...(хп — хг) =

= /о#2*3 •••*/! /1 Ух ^2*3 • • • *я +

(п-2)

+ U J] *2*з ... ^Я
—

.- + (- I)*-1 /a- It

(л-3)
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Ai (*i — Xn) (X2 — Xn) ... (хп-г — Хя) =

= /0*1*2 • • • *л—1 /1 ^j #1*2 • • • Хп—1 +

(л-2)

+ /2 J] Jc1x2...^1-... + (-l)a"V,-i>
(л-3)

где V х2х3...хп есть сумма всевозможных

просо

изведений по / различных элементов из

указанных п— 1, т. е. элементарная симметрическая

функция указанных переменных порядка k. Все

корни х1у хъ ..., хп должны быть различны.
4. Поскольку xk (k = 1, 2, ..., п) уже

определены, находим pfe \k= 1, 2, ..., п) из

соотношений:

Л" = xk, h = -^, А =- 1, 2, .... п.

получим

(А + А
Д+А-1

+ ... + 4
А* + A-s

),.-
Я

(а0 + ^cos* +

+ ... + ar cos rx) cos /utdx, (5.2.3)

т. е. систему уравнений

А.ъ + АгЬ^^ + м + АшЪ^^ 2а0

A Yi + А
Y2 + Y0

+

+ ... + As
Vs+i+Y-s+i

= йъ (5 2 4)

5. Наконец,

„-?**Л = 4Г'П *=» 1, 2, ..., п.

На практике вполне достаточную точность

может дать формула с небольшим значением п.

Если f(x) задана при большем, чем 2/г,
числе значений аргумента, вычислительную
схему можно применить в сочетании с методом

наименьших квадратов [2].

§ 2. НАХОЖДЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ
С ПОМОЩЬЮ ИТЕРАЦИЙ

С помощью приема, предложенного в [16],
можно получить сразу все коэффициенты
Фурье периодических функций некоторого
определенного вида. Например, пусть
требуется вычислить интегралы

Уп =
л

2 С я<> + aiC0sx+... + arcosrx ,

cos nxdx,

(5.2.1)

в которой еще надо привести подобные члены,
так как y-n=Yn. Числа уп, образующие
решение бесконечной системы, должны при п->оо

стремиться к нулю с экспоненциальной
скоростью, и для отыскания решения можно

применить один из вариантов метода итераций.

§ 3. ФОРМУЛЫ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ,
СОДЕРЖАЩИЕ РАЗНОСТИ ПОДЫНТЕГРАЛЬНОЙ

ФУНКЦИИ

Для вычисления конечных интегралов
Фурье s(p), с(р) и е(р) при больших р можно

воспользоваться специальным приемом,
предложенным в [63] для вычисления

определенных интегралов от осциллирующих функций и

распространенным в [22] на более широкий
класс функций.

О
я J A0+A1cosx+ ... + Ascossx

о

i = 0, 1, 2, ...,

<xN^Cb и

(t = 0, 1, ..., N), a < x0<
у частичных интегралов

Если f(xi)
< a:j < .

A
11 = \ f (x) dx знаки чередуются, то

*/-i

где все коэффициенты, вообще говоря,
комплексные, а знаменатель подынтегральной функции
отличен от нуля. Вводя оператор сдвига Да„ =
= ал+1 и пользуясь формулами

А* + А"*
5 cos пх = cos kx cos пх,

о

Г f(x)dx =
1

°0
4

Н A2 v0 — ... + (— 1)p-j 2-р Ар-
8 ■ч] +

/г = 0, 1, ..., s, (5.2.2)
+ (-"•[■Ь +

1
Л«А7_, +"N-1
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+
y Д2^_2+ ... + 2-рД^1 tv_p+1 J+ 15.3.1)

+ 2-P (— 1)" [A" v0 — Ap v± +

+ ... + (-If-'ApvN-p]9 p<N,

где обозначено vi = | /*|, Д t>f. = pt+1
— vu

Д/Ч-i ^ = Дг t>/+1
— Дг t;t..

Это точное выражение. Если f(x) такова,

что разности абсолютных величин частичных

интегралов около начала и конца промежутка

интегрирования монотонно и достаточно

быстро убывают, оно значительно упрощается, так

как при больших значениях р последние члены

в первых двух скобках и вся третья скобка

очень малы.

Получаем хорошее приближение к

интегралу

/да — v0 Д v0 -f — A2v0— ... +
2 4 8

+ (-1)" [±vN+±AvN_l +
+ -i-Д2^-2+... 1 . (5.3.2)

Для вычисления интеграла достаточно знать

несколько частичных интегралов вблизи концов

интегрирования, число их определяется
быстротой убывания разностей AkV{.

§ 4. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПО РАЗРЫВАМ

ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ

В случае, если сама функция или ее

производные имеют разрывы, можно определить

по этим разрывам коэффициенты Фурье, если

исходить из формул (1.5.1), служивших для

определения в коэффициентах Фурье
составляющих различных порядков малости по

отношению к IJk при неограниченно возрастающем
ky где k — порядок коэффициента Фурье.

Перепишем формулы (1.5.1) в следующем
виде:

т

2ncl = ViSi{ik)~^ +

1=0

+ 2n(ik)-m-1c™+1 . (5.4.1)

Напомним, что величины S°, S1, S2, ...

выражаются через абсциссы точек разрыва и

величины скачков функций Д /', /", ... в этих

точках.

Отсюда видно, что если производная порядка
тесть кусочно постоянная функция, то c™+1=0

и формула
т

2nc°k= J] S* (ikyi-1 (5.4.2)
/=о

даст точное значение коэффициента Фурье с%.
Кроме того, это равенство может дать хорошее

приближенное значение c°k для функции, у ко-

торой с%+1 = I f{m+V(x)e-ikxdx имеет

небольшое значение, и величиной —-—— с™*1

можно пренебречь.



Глава 6

УЛУЧШЕНИЕ ТОЧНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ

КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ

§ 1. ОСЛАБЛЕНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ ФУНКЦИИ
ПРИ ПОМОЩИ РАЗЛОЖЕНИЯ ЕЕ НА ОСОБУЮ

И ГЛАДКУЮ ЧАСТИ

Методы вычисления интегралов

ъ ь

s (Р) = \ f (х)sin pxdx, с(р) = f / (х) cos pxdx,
а а

Ъ

е(р) = [f{x)elPxdx (6.1.1)
а

(при частных значениях р получаем
коэффициенты Фурье функции f(X)), рассмотренные в

гл. 2, 3 и 4, предполагали замену либо всего

подынтегрального выражения, либо только

функции f интерполяционным алгебраическим
или тригонометрическим многочленом,
построенным по значениям / в некоторой системе

узлов (эти значения могут быть заданы или

вычислены), поэтому точность вычисления

интегралов по этим методам в большой мере
зависит от степени гладкости функции, от того,

как хорошо функция приближается
многочленами. Если функция недостаточно гладкая,

применение изложенных методов может

оказаться невозможным или точность вычисления

указанных интегралов и коэффициентов Фурье
будет неудовлетворительна. Заметное
улучшение точности вычисления может принести
предварительное преобразование функции,
заключающееся в отделении тех или иных

особенностей функции от ее более гладкой части.

Представляем f(x) в виде

f(x)=F(x) + y(x) (6.1.2)

и выберем функцию ^(л:) так, чтобы она

содержала все или основные особенности f(x) и

для нее интегралы (6.1.1) или коэффициенты
Фурье вычислялись точно. Функция же ср(л;)

должна быть более гладкой, чем f(x), чтобы
ее коэффициенты Фурье можно было с

достаточной точностью вычислить при помощи

выбранного правила.

§ 2. НЕПРЕРЫВНОЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЕ
ПРОДОЛЖЕНИЕ ФУНКЦИИ.

УВЕЛИЧЕНИЕ БЫСТРОТЫ УБЫВАНИЯ

КОЭФФИЦИЕНТОВ

Правила представления функции в виде

(6.1.2) определяются характером особенностей
самой функции, но в некоторой мере и

выбранным правилом вычисления интегралов (6.1.1).
При применении правил, рассмотренных в гл.

2 и 4, поведение функции / вне отрезка

интегрирования не имело значения, правила же

гл. 3, основанные на тригонометрическом
интерполировании, предполагали функцию /
периодически и гладко продолженной на всю ось

и, следовательно, требовали равенства
значений функции и ее производных до некоторого

порядка на концах отрезка интегрирования,

который всегда может быть преобразован в

отрезок [0,2я]:

/(0) = /(2я), П0) = /'(2я), • •
.,

fW (0) = f(k) (2я), . . . (6.2.1)

Если условия (6.2.1) не выполняются,

периодическое продолжение функции не

получается гладким. При нарушении первого условия
график периодической функции будет иметь

разрывы в точках х= 2 kn (& = 0, ±1,...). При
выполнении первого условия и невыполнении

второго в точках х = 2 kn (& = 0, ± 1,...) угол
наклона касательной к кривой скачкообразно
меняется. Это — точки перелома кривой. Если

выполняются первые два условия и не

выполняется третье, в точках x= 2kn (& = 0, ±1,...)
происходит разрыв кривизны кривой и т. д.
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При применении правил гл. 3 важна не

только достаточная гладкость функции внутри
отрезка интегрирования, но и выполнение

условий (6.2.1). Вопросом создания достаточно

высокого порядка дифференцируемости функции
внутри отрезка мы займемся далее, а сейчас

укажем, как добиться выполнения условий
(6.2.1).

Пусть f (x) непрерывная на [0,2 я]. В
качестве функции F(x) возьмем 2л-периодическую
кривую, заданную на [0,2 я] уравнением

. F (х) = аоХт + агхт~1 +

+ . . -+ат, (6.2.2)

коэффициенты которого определяются из

условий
Я/> (2л) — Л'> (0) = /(/) (2я) — /О (0), (6.2.3)

/ = 0, 1, . .
.,
т— 1,

причем коэффициенты Фурье и интегралы (6.1.1)
для функции F(x) точно вычисляются по

формулам (4.1.2) —(4.1.4), а для функции ф (x)='f(x) —
— F(x) условия (6.2.1) выполняются и правила
гл. 3 дают более точный результат при
нахождении коэффициентов Фурье, будучи
примененными к функции ф(л:), а не к первоначальной
функции f[x).

Если взять F(x) = ^2я)—/(°)
х + f (0))

2я

функция ф(х) при периодическом продолжении
будет непрерывна в точках х = 2k n и даже

q(2kri\ = 0. На основании § 5 гл. 1
коэффициенты Фурье функции cp(jc), непрерывной на [0, 2я],
при условии, что ф'(*) есть кусочно
непрерывная функция, имеют по меньшей мере второй
порядок относительно 1/п.

При />(*)= Н2")-П0)х2 Г/(2я)-/(0)
_

4тс L 2я

— * + /(0) функция ф(х) после

периодического продолжения будет
непрерывной и иметь непрерывную первую
производную. Кроме того, ф(2£л;) =0. Коэффициенты
Фурье такой функции, если ф" кусочно
непрерывна на [0,2 л], имеют по меньшей мере
третий порядок относительно 1/п. Продолжая
таким образом, можем, очевидно, получить
функцию ф(Х), коэффициенты Фурье которой
будут любого порядка м-алости
относительно 1/п.

§ 3. УСТРАНЕНИЕ РАЗРЫВОВ ПЕРВОГО РОДА
У ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ

Правила, изложенные в гл. 2, 3 и 4,
основанные на алгебраическом или

тригонометрическом интерполировании функции, дают более

точный результат для более гладких функций.

Рассмотрим, как получить более гладкую

функцию из первоначальной кусочно

дифференцируемой до порядка т функции /, если f
и ее производные до порядка т могут иметь

разрывы только первого рода в точках хи лг2,...,

хр. Так как поведение функции вне отрезка

интегрирования сейчас не имеет значения, будем
считать

0 < хх < х2 < . . . < хр < 2я.

Определив места разрывов функции f и

первых ее т производных, составляем функцию
^(л:) из отдельных кусков прямых линий и

параболических кривых, уравнения которых

у = а2х2 + ахх + а0,

у = Ь3х3 + Ь2х2+ Ьгх +&о, (6.3.1)

у = ртхт + Pm-i хт~1 + . . . +р0

определены так, чтобы величины скачков и

места разрывов функции F(x) и первых ее т

производных были те же, что и у f.
Прежде всего находим места разрывов и

величины скачков самой функции f(x), т. е.

величины

х19 *2, • •
., V» *! = /(*! +0)—

—/(*i —0), Ъ-/(*> + <>) —/(*, — <)),...,

*р=/(*р + 0)-/(хр-0), (6.3.2)
и определяем F(x) в виде ступенчатой функции,
составленной из прямолинейных отрезков
следующим образом:

F (х) = 0 = а0 для 0 < х < хь

F (x) =kx = ах для хг < х < х2,

F (х) = kx + k2 =а2 для х2 < х < х3,

. • (6.3.3)

F(x) = k1 + k2+ . . .+kp =

ар для хр < х < 2я;

тогда функция

<p(x)=f(x)— F(x)

будет непрерывна от х = 0 до х = 2я.
Если непрерывности ц>(х) для вычислений

недостаточно, продолжаем процесс нахождения ^(л:)
следующим образом. Полученная функция ср (х)
кусочно дифференцируема, причем q/ (л:) = /' (лс);
находим места разрывов и величины скачков

производной:

Хр Ху . .
., Хр/, &| = / (Xj -j- U)
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-Г(х[-0), . .
.,

k'p, =/' (*;. + 0) -J (x'p, - 0) (6.3.4)
и совершенно подобно предыдущему составляем

ступенчатую функцию F[ (x)y такую, что

ф;(*> = п*>-л'(*) (6.3.5)
— непрерывная функция на [0, 2я]. Интегрируя
равенство (6.3.5), получим функцию

<Pi(x) = $r{x)dx-$F[(x)dx =

=f(x)—$F[(x)dx. (6.3.6)

При вычислении интеграла \F[(x)dx
обнаруживается, что вместо ступенчатой функции F\{x) =
= а{ типа (6.3.3) получается соответствующая ей

функция, составленная из прямолинейных
отрезков Fx(x) = a'.x + ct. Произюльные постоянные

с1У вводимые таким интегрированием,
определяются из условия, что функция фх(л:) непрерывна
на [0, 2я]. На основании (6.3.5) cpi(A;) имеет и

непрерывную производную.
Совершенно аналогично продолжаем процесс,

чтобы получить функцию дважды непрерывно

дифференцируемую:
1) дифференцируя (6.3.5), имеем <р"г(х) =/"(*)

и определяем места разрывов и величины

скачков f (х);
2) составляем ступенчатую функцию F\ (x) =

= aj типа (6.3.3), такую, что функция у"2(х) =
= Г (*) — ^ (*) непрерывна на [0, 2я];

3) интегрируя предыдущее равенство,
получаем cpg(я) = /' (х) —ах — с'р причем все с.

определяются из условия непрерывности q2 (x)\
4) полученное равенство снова интегрируем

ф2 (*)=/(*) -я>2
■ с.х

и с\ определяем из условия непрерывности ф2(*)«
В результате ср2 (х) — дважды непрерывно

дифференцируемая функция, и F2(x) составлена из

отдельных кусков парабол вида а^х2 -f axx + а2.
Так продолжая, можно из кусочно

дифференцируемой до порядка т функции с разрывами

функции и производных только первого рода

получить непрерывно дифференцируемую до

порядка т функцию.
Пример. f(x) задана условиями

f(*)«

я
х

я— х ,

4
У

1
X

0<х< —,
2

я
^

— < х <я,
2

я < х < 2я.

/ (х) претерпевает разрыв в точке х = я и скачок

4
kx — — . Определяем ступенчатую функцию

я

F{x):

F(x) = \
0, 0 < х < я,

4
—, я <#<2я,
я

тогда ф (л:) = / (л:) — F (х) непрерывна и

Ф (*) = i

х, 0<х<
я

я

я—х,
— < х < я,
2

4 4
, я < х < 2я.

4

х я

Продифференцируем f(x):
я

1, о<х < —,
2

Г(х)=\ -1, -^-<*<я,
4

. -, я< х < 2я;
1 х2

f'(x) претерпевает разрывы в двух точках:

в точке х\ =— скачок k\ = —2,1
2

1

в точке х0 = я скачок я9 = 1 -,
2 ^ я2

и поэтому

WH

0, 0 < х <
я

я
— 2, — < х < я,

2

— 1 , я < х < 2я.
я2

Тогда фЧ*)=7(*)—Л'"(*)"и Ф^НК*)-^*)
непрерывны, где

0, 0 < х < —,

Л(*) = —• 2л: + я, — < х < тс,
2

— (l + —)x+ -, я<х<2я.
\ я2 / я
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Окончательно

Ix,
0<х<я,

1- 1 + — )х , я < х < 2я.
лс \ я2 / я

Кроме изложенного способа, для

устранения разрывов первого рода у функции и ее

производных можно воспользоваться

периодическими функциями, связанными с многочленами

Бернулли [11]. Задача ослабления у функции
и ее производных особенностей, отличных от

разрывов первого рода, более сложна и

трудоемка. Приемы ослабления таких особенностей

могут быть самыми разными в зависимости от

характера особенностей. С некоторыми
приемами можно ознакомиться в [3]. В [11] указан
способ вычисления коэффициентов Фурье для

функций со степенными особенностями.



Часть вторая

ЧИСЛЕННЫЙ ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Глава 7

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

И СВЯЗЬ ИХ С ФОРМУЛОЙ ФУРЬЕ

§ 1. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

Гармонический анализ произвольной
непериодической функции, заданной на оси или

полуоси, выполняется при помощи интегралов

Фурье. Им можно придавать различный смысл

в зависимости от задачи, для решения которой
они применяются, и в зависимости от класса

функций, которые подвергаются
преобразованиям. Для многих приложений достаточными

являются следующие простые определения,

которые мы примем для всего последующего
изложения.

Пусть на оси —оо<л:<оо дана абсолютно

'интегрируемая функция f(x) и р есть

произвольный действительный параметр. Общим
комплексным преобразованием Фурье функции
f(x) называют следующий интеграл:

F (р; f)=F (р) = J / (x) e-»*dx. (7.1.1)
— оо

Если / (х) задана на полуоси 0 < х < оо и

абсолютно интегрируема там, то ее косинус- и

синус-преобразованиями Фурье называются

интегралы
оо

С (р; f)=C(p)= \f (x) cos pxdx, (7.1.2)
о

00

S(p-t f)=S(p)= J / (x) sin pxdx. (7.1.3)
о

Наряду с ними мы будем рассматривать, для

упрощения записи, одностороннее комплексное

преобразование Фурье
00

£(р; /) = Е(р) = f f(x) e-'pxdx =
о

= C(p)-iS(p). (7.1.4)

Все введенные интегралы F, С, S, Е ввиду
абсолютной интегрируемости f(x) сходятся при
любых действительных значениях р, равномерно
относительно р и являются непрерывными

функциями р.
С (р), очевидно, является четной, а 5 (р) —

нечетной функцией р, и их достаточно

рассматривать при неотрицательных р.
Заметим также, что F(p) просто выражается

через С(р) и S(p). Разложим f(x) на четную и

нечетную части, положив

М*) = у [/(*) +/(-*>]■

М*)=у [/(*)-/(-*)]•

f{x) = U{x) + fn{x).
Тогда

00

F (р) = 2 Г f4 (x) cos pxdx —
о

00

— 2t Г /н (л:) sin pxdx =
о

= 2С(р; /4)-2tS(p; /H).

Поэтому общее преобразование Фурье можно,
по крайней мере в некоторых вопросах
вычислений, не рассматривать отдельно и ограничиться
изучением только задачи численного

осуществления косинус- и синус-преобразований С(р) и

S(p).
Заметим также, что при р-> + оо каждый из

интегралов (7.1.1) — (7.1.4) будет стремиться
к нулю. В некоторых случаях можно получить
достаточно точное представление о скорости

убывания интегралов. Результат достаточно

сформулировать для Е(р).
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Если f(x) имеет на [0, оо) непрерывные,
абсолютно интегрируемые и стремящиеся к нулю
при /?->оо производные до порядка т+1
включительно, то при помощи интегрирования по

частям можно получить следующее
представление Е(р):

5(р) = (ф)-1/(0) + (ф)-Т(0) +
+ ... + (ip)-m-lf(m)(0) +

ОО

+(ip)-m-{ f /c^+D (х)е~*хйх.
о

Равенство показывает, что скорость убывания
Е(р) существенно связана с поведением f(x)
в окрестности точки х= 0.

§ 2. ФОРМУЛА ФУРЬЕ И СВЯЗЬ ЕЕ
С ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ ФУРЬЕ

Правую часть стоящего ниже равенства
(7.2.1) называют двукратным или повторным
интегралом Фурье. Говорят, что функция f(x),
заданная на оси —оо <х< оо, представима

двукратным интегралом Фурье или что для f(x)
верна формула Фурье, если интеграл Фурье
сходится при всяких значениях х и

выполняется равенство
* оо оо

/(*) = — \ dp ( f (t) cosp(t-x)dt,
Я 0J -co

(7.2.1)
00 < X < 00.

Теорема. Для представимости функции
f(x) двукратным интегралом Фурье достаточно
выполнения условий: 1) f(x) абсолютно
интегрируема на оси —оо<л:<оо; 2) на каждом
конечном отрезке оси f(x) имеет не более
конечного числа точек разрыва, в каждой из

которых f(x) претерпевает разрыв первого рода;
3) любой конечный отрезок оси может быть

разделен на конечное число частей так, чтобы
на каждой части f(x) изменялась монотонно *;
4) в каждой точке разрыва f(x) выполняется

равенство

/(*) = у [f(x + 0) + f(x-0)].
Если в (7.2.1) косинус разности заменить

известным его выражением, этому равенству
можно придать форму

00

f(x)= f [a (p) cos px + b (p) sin рл:] dp,
о

1
°°

а (р) = — Г / (t) cos ptdt, (7.2.2)

b(p) = — <: f(t) sin ptdt.

Здесь наглядно обнаруживается аналогия

между рядом Фурье (1.3.2) для промежутка
конечной длины / и формулой Фурье. В ряду частота

пробегает дискретный ряд равноотстоящих зна-

2я
чений р = k — (k = О, 1,2,...) с шагом Д р=

= 2лЛ. В (7.2.2) она является непрерывно
изменяющейся переменной, и ряд заменяется

интегралом по частоте р. Коэффициенты а(р) и Ь(р)
имеют строение, сходное с коэффициентами Фурье
(1.3.2).

Соотношения Эйлера между показательными

и тригонометрическими функциями позволяют

проверить, что формулу Фурье можно записать

в комплексном виде

1 оо оо

/(*) = — Г dpe** [ f(t)e~Wdt, (7.2.3)
2я J J

где внешний интеграл по р понимается в

смысле главного значения, как предел симметрично
А

взятого интеграла* lim [g(p)dp.
Л-*оо J

я

—А

(7.2.3) равносильна выполнению двух равенств:

1

f 00

f{x)=-±J*\ F(p)e»*dp.

(7.2.3')

Они имеют сходное строение и отличаются

между собой тем, что во втором равенстве i

заменено на —i и интеграл понимается как

главное значение. Первое равенство есть

преобразование Фурье оригинала / в изображение
F. В принятом нами в § 1 определении общего
комплексного преобразования Фурье мы по-

1
стоянныи множитель —==•

, не имеющий для

нас значения, присоединили к функции f.
Второе равенство есть обращение

преобразования, позволяющее по изображению F

найти оригинал f. Интеграл, стоящий в нем

справа, просто приводится к косинус- и

синус-преобразованиям, и вычисление его может быть

выполнено по методам, излагаемым ниже, и

* Условия 2 и 3 теоремы могут быть заменены одним более

общим: / (х) на оси — оо < х < оо представима в виде
разности двух монотонных функций (или на каждом конечном

отрезке оси имеет ограниченное изменение).

* Это условие равносильно тому, что в комплексном

двойном интеграле (7.2.3) рассматривается только его

действительная часть и отбрасывается мнимая.
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не будет требовать вообще создания новых »

пРа^' р/ч С(Р)= 1/ — \fV)cosptdt,Действительно, F(p) есть комплекснознач-
^'

У п J
ная функция: о

оо (1.Z.0)

F(p) =-r=- f f(t)cosptdt— r-r Z
V2nl:K' /W.|/|_JC(p)coep«fp.

i °r .

°

-j/^- J f(t)smptdt = u(p) iV (p). Каждое из этих равенств является косинус-пре-" я
-°° образованием Фурье.

При этом, очевидно, U (р) есть четная и V(p) Аналогично, еслиДл;) есть нечетная функция
нечетная функции, р: х> формула Фурье принимает вид

оо оо

°J F (р) e»« dp = 2 j [(/ (p) cos p* + /(*)=— f sin рхф Г / (t) sin pfcfr. (7.2.6)

+ V(p) sin pxjdx. Связанные с ней интегральное преобразование и

т.
его обращение также будут действительными,

Когда /(ж) есть четная функция х, формула симметричными, и каждое будет синус-преобра-
Фурье (7.2.1) упрощается: зованием Фурье:

№ j- Г cospxdp {f(t)cosptdt, (7.2.4) S(p)= ./_2_ (\(<)8inpAttt
0 0

0

jc>0. (7.2.7>

Соответствующие ей интегральное преобразование /~~2Г С
и его обращение будут симметричными и ве- / (*) = 1/ — I S (p) sin рл:ф.
щественными: о



Глава 8

ПРИМЕНЕНИЕ ИЗВЕСТНЫХ ПРАВИЛ КВАДРАТУР

К ИНТЕГРАЛАМ ФУРЬЕ

§ 1. ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ
ПРАВИЛ С РАВНООТСТОЯЩИМИ УЗЛАМИ

Для выполнения численного

преобразования Фурье, т. е. для вычисления интегралов

S(p)= Г / (х) sin pxdx,
о

С (р) = Г / (х) cos pxdx,
6

(8.1.1)

можно воспользоваться правилами, полученными
нами во второй и четвертой главах для*
конечного отрезка интегрирования, распространив их

на бесконечный промежуток.
Допустим, что функция f(x) дана в системе

равноотстоящих точек х(
= Ш (t = 0,1, ...), и

предположим, кроме того, что при х -> ± оо

f{x) настолько быстро стремится к нулю, что

обеспечивается абсолютная сходимость интегралов

(8.1.1). Для определенности будем, например,
считать, что при всех достаточно больших \х\
выполняется неравенство

\№\<А\х
1—1—8

, е > 0. (8.1.2)

Если правила, полученные в гл. 2 и 4,
применить к интегралам с конечными пределами 0 и v h
и перейти к пределу при v -> оо, будем иметь

правила для численного выполнения преобразований
Фурье. Если р невелико и колебания

подынтегрального выражения, вызываемые множителями

sin pjc,cos px либо ег-*р*, незначительны, то на

преобразования Фурье можно распространить правила
гл. 2.

Приведем некоторые из этих правил. Здесь
и далее примем обозначение f(kh) =fk.

1. Правило трапеций:

S (р) = \ f (x) sin pxdx a

о

оо

~ ^ 2 ^* s*n p^1*

00

С(р)= Г f(x) cos pxdx
о

оо

F(p)= J f(x)e~iPxdx

cos pkh 1,

h ^ fbe-ipkh-
k=— 00

2. Правило Симпсона:

5 (p) = \ f (x) sin pxdx «
о

oo

+ 2 2/tt-iSinp(2ft-l)A
00

С (p) = f / (x) cos pxdx

3 12

(8.1.3)
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+ 2^ U-i cos p (2* - 1) h\ , (8.1.4)
00

^(P)= f f{x)e~lPxdx^
— oo

k=—oo

ft=—oo

Попутно заметим, что к вычислению

интегралов (8.1.1) можно применить не только

правила Ньютона — Котеса, но и некоторые другие
правила квадратур, известные для бесконечного

отрезка интегрирования. Такими правилами
могут, например, быть квадратурные формулы
наивысшей алгебраической степени точности для

оо оо

интегралов вида Г e~xf {x)dx, [ e-*2f (x) dx и др.
О —оо

С увеличением р колебания
подынтегральных выражений в интегралах Фурье (8.1.1)
становятся все более частыми, и, чтобы с

достаточной точностью учесть их, при
применении правил Котеса и других классических
правил пришлось бы брать малый шаг h или

большое число узлов. Здесь, как и в задаче

вычисления коэффициентов Фурье, полезными

могут быть методы, учитывающие заранее колеб-*

лющиеся множители в качестве весовых

функций. Они основаны на алгебраическом
интерполировании функции / на отдельных

участках оси х и рассмотрены в гл. 4 (4.2.2) —

(4.2.5).
1. Правила, основанные на линейном

интерполировании / на отрезках [kh, (k+l)h]
(аналоги правила трапеций):

§ f(x)smpxdx^$1f0 +
о

00

-Ь2ах ^fksinpkh;
k=i

со

f f (х) cos pxdx ?52 ах /0 +
0

со

+ 2d! V /ft cos рМ*>

(8.1.50

(8.1.5.)

1
, ,ч

где ax =
—— (1 — cos ph\
p2h

Pi
P \ ph

sin ph

2. Правила, основанные на интерполировании
второй степени на отрезках [2kh, 2(k+l)h]
(аналоги правила Симпсона):

оо

§f(x)sinpxdx^$2f0 +
о

оо

+ y2^sm(2k+l)phf2k,1 +
k=0

оо

+ 2а2 ^sm2kphf2k; (8Л.6,)

00

f / (x) cos pxdx ж а2 /о+
о

оо

+ y2y£cos(2k+l)phf2k+1+
/г=0

00

+ 2а2 ^ cos 2kphf2k\ (8.1.62)

оо

f / (х) erip*dx ж

+ Y, 2

2а2 ^ «-*"**/•* +
fc=—00

/2fe+l> (8.1.63)
fe=—00

6 = /?/t,

ft=l

—

а2 =— в-2 + — в"2 cos 29 — О-3 sin 26,
h 2 2

— В2 = в-1 — в-3 + — e-2sin 26 +
h 2

+e-3cos26,

JL y2= 40-2 [в-1 sin 6 —cos 6].
h

3. Формулы, основанные на интерполировании
/ третьей степени на участках [ЗМ, 3 (k + l)h]
(аналоги Ньютонова правила «трех восьмых»):

f f\x)e-wdxm
—00

~20l J fke-ipkH, (8.1.53)
k=—оо

j /(x)sinpxdx^%f0+
0

oo

+ 2(Y3sin3£p/* +
*=o
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* При получении . предыдущих вычислитель-

+ 63 cos 3 kph) f3k+i + 2 tYs sin 3kph— ных правил выполнялось интерполирование
k=\ функции f по значениям, которые она прини-

с

c0S3inMf
"

-I-
мает в узлах х^ В некоторых задачах, кроме

з Р //ад—1 "г значений функции, бывают известны значения

»
производных от нее.

+ 2а3 2? s>m3kphf3k\ (8.1.7!) для построения правила вычисления тогда
ft=i естественно воспользоваться интерполировани-

00 °° ем с кратными узлами. Мы остановимся на

[ / (х) cos pxdx » а3 /о+ 2 (Уз cos 3kph— случае, когда в равноотстоящих точках xk =kh

о k=o (k = 0y 1, 2,...) известны значения функции / и

в первой производной f :f(kh)=fk и f'(kh)=f'k.
— <S3 sin 3kph) /3ft+i + 2 ^8 cos Skph — Простые правила квадратур, использующие

k=i все эти величины, могут быть получены из

равенств (4.3.2) — (4.3.3), если положить в них
— б3 sin 3kph) fZk-i + а = О, Ь = Nh и выполнить предельный переход

^ при N -> оо, считая, что при | лс | -► оо / и f
+ 2а3 ycos3kphf3k\ (8.1.7,) Достаточно быстро стремятся к нулю, например

**
г к

удовлетворяют неравенствам / , / \-*СМ\х\-1-е
fe=1

• (е>0).
г f(x)e-ipxdx^(v — i б ) "У [e-iskPhf + *' Интерполирование / многочленом третьей
J ' 3

^Hl
3*+1

степени выполняется на каждом из отрезков
[kh, (k + \)h] по значениям fk, fh+1, f'k, f'k+l:

k=0

+ e**»f-i9M)] + (y, + i S3) 2 I^m^/u-i+ f / (x) sin p*dx « p; /0 + 6| ft +

+ ^р^(з,_1}] +
+ 2a, J, ^ s.n kf)h +

+ 2a3 J *~/3Ml/3ft. (8.1.7.)
ft=i

ft=—oo
+ 2 б,'^ £сов*рЛ; (8.1.8,)

В этих формулах значения a3, р3> Уз> бз сле" ft==I

дующие.
@ = р/г I ^Х) C0S *""** ~ "• ^° — Yl ^ +

1 11
°

А
3

6 + 2a,2 /ftC0SM» —

+ (в-4 0-2 ) cos 36 + в-3 sin 30, •

[ 3 / — 26; 2 f'ksmkph; (8.1.8.)
— р3 = 0-1 — 2в-3 +

j f(x)e-4* dxж 2a't jjj /**~ /ftpft

+ [ е-4 0-2^ sin 36 — в-3 cos 30,
°° k °°

3 / -ив; 2 /*«-*"*• 18Л-8з>

-iY3 = 30-4-30-+ ^"^
Л-1 aj = 120-4 (1 — cos 0) — 60-3 sin 9,

+ 3 ^_@-2-0-4j cos30-40"3sin30,
A-ip; = 60-3cos0-120-4sin0 +

1 +0-3(6 + 02),
_. 63 = 50 3 + й_2^_@-2_6@_4 + 20-3sin0 +

/ I \ +60-4cos0,
+ 3 ( T 6"2 ~e"4) 5Ш 36 + 46_3C0S За

h~4[ - 40-3 - 60-4sin0 + 20-3cos0.
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5. Интерполирование / пятой степени

выполняется на каждом отрезке \2kh, 2{k + l)h] no

шести значениям f2k, f^ /lfc+lf f'2k+l, /2Л+2,Ym.2\
00

^f{x)smpxdx^§'2fQ +
6

00

k=0

00

+ 2a^ sin2^/2ft + ^/; +

00

+ ri;2 cos (2*+ Пр/^+1+
fc=0

00

k=i

oo

j Дл:)со8рЫл:жа2/0 +
o

со

fc=0

00

+ 2a^2 cos2kphf2k-8'2f0-
00

ft=0

-2^2 sin 2Apftfo,- (8.1.92)
/J=l

oo oo

f f(x)e~'p*dx^2a'2 ^ /адв-**»^
— oo k=—oo

00

+y2 2 f*+ie-nwph -
k=-a>

-*£ 2 4*-i2ftph-
fe=_00

-Иг 2 f'2k+le-W+W, (8.1.93)
fc=—oo

e = ph,

h5pe a'2 = в (156 — 702) sin 0 cos © +

+ 3 (60 — 17 в2) cos2 0—15(12— 502),

h5p« p; = 0(0* + 802 — 24) +

+ 0(702 — 156) cos2 0 +

+ 3 (60 — 1702) sin 0 cos 0,

h5pe y2 = 16 0 (3
— 02) sin 0 — 48 02 cos 0,

h*pe 62 = 20 (02 — 24) sin 0 cos 0 +

+ 15(02 — 4)cos20 + 04 — 27 02 + 6O,

ft4pe £2 = ® (502 — 12) -f 15 (4 — Q2) sin 0 cos 0 +

+ 20 (02 —24) cos2©,

fc4peTi2= 160 (02— 15) cos 0 +

+ 48(5 —202) sin©.



Глава 9

ПРАВИЛА ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ,

ПОЛУЧАЮЩИЕСЯ ПРИ ИНТЕРПОЛИРОВАНИИ

РАЦИОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

§ 1. ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ
РАЦИОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Методы численного выполнения

преобразования Фурье, изложенные в предыдущих двух
главах, требуют предварительного разбиения
отрезка интегрирования (оси —оо<лс<оо или

полуоси (К<х<оо) на бесконечное число

отрезков конечной длины, на каждом из них f(x)
заменяется многочленом некоторой степени, от

которого затем берется интеграл с учетом
веса или без него. Все частичные интегралы

суммируются. В результате получается
приближенное значение несобственных интегралов
Фурье. Выполнять замену f (x)
интерполяционным многочленом на всей полуоси (или оси)
нельзя, так как получающийся интеграл
расходится.

Для абсолютной сходимости
рассматриваемых несобственных интегралов Фурье
достаточно, чтобы функция f(x) при больших по

абсолютной величине х удовлетворяла неравенству
\f(x) | < A \x\~s, 5>1. Но если f(x) убывает
медленно при \х\ -> оо, т. е. 5 близко к 1, то в

рассмотренных методах для достижения
хорошей точности потребуется взять большое число

частичных отрезков и, следовательно,

потребуется нахождение значений f(x) в большом
числе точек.

Среди функций f(x)y удовлетворяющих при
больших х условию| f(x) \ ■< Ax~s (s>l),
наиболее часто встречаются в приложениях и

наиболее естественны и просты функции, предста-
вимые в виде

/и—^
(1+ху

s>l, (9.1.1)

где F(x) непрерывна на полуоси [0, оо) и имеет

конечный предел \\mF(x) = F (oo).
Х-*00

За аналитический аппарат для
приближения F(x) можно принять рациональные

функции, ограниченные на той же полуоси,
являющиеся простейшими элементарными
функциями, линейные комбинации которых хорошо
аппроксимируют F(x) при некотором выборе
коэффициентов комбинации. Линейно
независимая система простых дробей (1+х)~{ (i = 0, 1,...
..., л), обычно выбираемая для приближения
F(x) на всей полуоси (или оси),
удовлетворяет этим требованиям. Кроме того, вычисления,
связанные с этой системой функций,
достаточно просты.

Пусть функция F(x) известна (задана или

может быть вычислена) в п+ 1 различных
точках полуоси 0 < л; < оо: 0 < лг0 < л^ < ... <
< хп < оо. Интерполируем F (х) линейной

комбинацией простых дробей:

/^«S
i=0

(1+xY
(9.1.2)

определяя п+ 1 неизвестных щ из системы

п+ 1 уравнений:

п

ХтГтЦ•==F^ *=0. 1,...,«. (9-1.3)

Определитель системы Л является определителем

Вандермонда от (&= 0,1,..., п) и отличен

l+xk
от нуля, так как все xk различны.
Следовательно, при любых значениях F(xk) (k = 0,1, ..., п)
щ определяются однозначно:

щ = А//А,

где А/ получаются из А заменой /-ого столбца

столбцом {F{xk)\ (k = 0,1, ..., /г). Разложив

определитель А,- по элементам t-ого столбца,
получаем

4. В. И. Крылов, Л. Г. Кругликова 49



2 Пхк)Ык Многочлен в*"*1*

at
k=0 (9.1.4)

X—Xy

можно разложить по

здесь Д/А.—соответствующие алгебраические
дополнения. Подставляя значения aL в (9.1.2) и

собирая вместе члены с одинаковыми F(xk), имеем

F(x)^F (х0) 10 (х) + F (хг) 1г](х) +

+ ..U + F(xn)ln{x), (9.1.5)

где функции 1{(х) являются линейными

комбинациями функций (1 + х)-1, не зависят от

функции F(x) и определяются выбранными точками

xk. Кроме того, функции lt{x) удовлетворяют
условиям

цч)=\°: \*к: (9.1.6)
11, i=k9

Для того чтобы отыскать lk(x), нам нужно
найти линейную комбинацию простых дробей

\ Ьт (1 +х)-т, являющуюся многочленом степени

1
/71=0

п от аргумента , обращающуюся в нуль
1 + х

в точках х0, xlf ..., xk-lf xk+lf
1 в точке xk. Легко видеть, что

1 1

хп и равную

1'фк

X

п

п
,-=о
i+k

+ Х l+Xj

1

X

l+xk l+x.i)I
Преобразуем полученное выражение:

1
(1+*)"

х П (*/-*) [п (*/-**)
/=о -/==0

(! + **)" «Wl(*)

(1+*)" (* — Xk)(On+l (Xk)
П

где сол+1 (*) =П(л:— xk).

(9.1.8)

fc=0

степеням 1 + х:

( \
п

.Q>i»+iW д у g}*>(i+x)/f Где с}*> определя-

/=о

ются однозначно, если известны xk. Окончательно

интерполяция F {х) простыми дробями (1 + х)~1
(i = 0,1,..., п) примет вид

F(x)^ ^lk(x)F(x^ =
k=0

c\R)(l+xky

k=0 £ со'пМч) (l+x)»-'
(9.1.9)

Множители перед (1 + лс)-л+/, стоящие под

знаком второй суммы, зависят ^только от

выбранных точек х0, хъ ..., хп и поэтому могут
быть вычислены заранее.

§ 2. ОБЩАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ
КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА

Рассмотрим синус- и косинус-преобразования
Оо

Фурье, объединив их в интеграле J eiPxf(x)dx:

00 г 00 v

(9-1-7) Г sin pxf (х) Же = Im / f ё** f (x) dx j
и

Г cos px f (x) dx = Re (Г №* f (x) dx j.
о \b I

Мы считали, что f(x) представима в виде

F(x)
/w = (s > 1), где ^(л;)—гладкая

(1+*)*

ограниченная функция на полуоси 0 < х < оо.

При построении формул приближенного вы-

v dx заменимчисления интеграла е1?* ——

функцию F (х) приближением (9.1.9):
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со

fe4*(l+x)r*F(x)dxtt
0

oo n

;j>*(l+*)-S
Г ^lk(X)F(Xk) dx.

Выражение справа будет давать формулу
численного интегрирования:

со

Г elPx(l-\ x)~sF(x)dx
о

п

£F (**)J efp* (1 + *)- lk (x) dx. (9.2.1)
k=0

Используя выражение lk (x) через узлы
интерполирования xk (k = 0,1, ..., n) или (9.1.9), мы

можем полученную формулу записать в

несколько ином виде:

со

Г elPx(l+x)rsF(x)dx

^f<»>£-
k=0 /=0 ©л+1 (**)

X Г е'>*(1+л;)-Л+'-^л;.
о

В этой формуле выражения Ак1 =-

X

(9.2.2)

c?V+xkr

зависят только от выбранных узлов и не

зависят ни от функции F (л:), ни от s. По
выбранным узлам интерполирования их можно

вычислить заранее с любой точностью и использовать

для вычисления интегралов Фурье при
произвольных F(x), удовлетворяющих условиям,
необходимым для сходимости интегралов.

00

Кроме того, интегралы \ е***(1 + x)~l~sdx
о

(s > 1, / = 0,1, ..., п) не зависят ни от функции
F (х), ни от выбранных узлов интерполирования,
в них учитывается только s — быстрота
убывания / (лс), когда х -> оо, и частота р. Интегралы
вычисляются точно, как функции s и р.
Формулы для их вычисления будут приведены в § 5
этой главы.

Погрешность формулы (9.2.2) в основном

определяется погрешностью аппроксимации F(x)
линейной комбинацией простых дробей (1 + х)~1.

§ 3. КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА

С РАВНООТСТОЯЩИМИ УЗЛАМИ

Пусть F (х) задана в точках xk = kh (ft > О,
k = 0,1, ..., л). В этом случае выражение для

л с\к)(1 + хк)п (к)
Лк1 = т f , где с}

'

определяются
<Оя+1 (Xk)

из соотношений

^+iW
X Хи

= (х — лг0)(* —*i)... (x — xk-J X

X (х -хм) ...(х-Хп)= J] c\k)- (1 + хУ,
1=0

£ = 0,1, ..., п,

можно значительно упростить, учитывая, что

xk = kh (k =0,1, ..., п). В самом деле,

<°«+1 Ы = (Хк —Х0) (Xk — Хг)... (Xk — Xft_x) X

Х(хк—хш)...(хк—хп) =

= kh{kh— h)...[kh — (k— l)h]X

X[kh — (k+l)h]... (kh — nh) =

= hn(—\y-kk\ (n—k)\

cT(\+khY
чн

(— l)n-khnk\(n — k)\
(9.3.1)

В таблице II приведены значения Akl (/, k =
= 0,1, ..., n) для п = 1 (1) 15 и h = 1, т. е. для

случая, когда узлы—целочисленные точки.

Заметим, что к А= 1 приводится любое другое
значение h путем линейного преобразования
х = hx'. Квадратурная формула принимает вид

00

,„_ F(x) .

ёР* ^- dx;
(l+x)s

'2 "«2 А„ х41

k=0 /=0

хГ &р*{\ +x)~n~s+l-s+*dx.

Это правило тем благоприятнее для вычислений,
чем большее значение имеет s, так как с

увеличением s уменьшается число членов, которое

необходимо брать для достижения нужной
точности.
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§ 4. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ПО КОРНЯМ

ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

/2-1

Преобразованием х =
\—t

l + t
полуось

••«-п(£Н^)-пft=0
Х ' ' * '

*=0

_
(—1)" 2" PJs-2) jt)

О <х < оо переюдится в отрезок [— 1,1] и
(1+0" Я—1

nk-t)

(1+0(1+**)

, (9.4.1)

?„П (1+м
е=0

со

Г е»х(1 +x)-sF(x)dx =

= Я— Г еРт^р(-—L\(i+t)-*dt.

На конечном же отрезке наибольший интерес
для рассмотрения квадратурных правил
представляют: корни многочленов Якоби,
ортогональных на отрезке [— 1,1] с весом p(t) = (1 —t)a X
X (1 + 0Р > и корни многочленов Чебышева

Тп (0 = 2~n+1 cos (n arccos 0, ортогональных на

отрезке [— 1,1] с весом p(t) = -и

наименее отклоняющихся от нуля.
На отрезке [— 1,1] корни многочленов Якоби

являются наилучшими узлами для квадратурной
формулы *

1 /1—1

-1 k=0

в том смысле, что полученная квадратурная

формула точна для произвольных многочленов

до порядка 2п — 1 включительно, т. е. она имеет

наивысшую алгебраическую степень точности.

Можно ожидать, что эти же узлы дадут
неплохой результат при вычислении интеграла с весом

eiiHt) (1 —/)«(1 + /)3 (ji (t) — действительная
функция переменного t), отличающимся от веса Якоби
колеблющимся множителем, по абсолютной
величине не превосходящим 1.

где Рп
}
(/) — многочлен Якоби; qn —

коэффициент при старшей степени и t0, /ь . ..
, tn-l —

его корни, причем — 1 < t < 1. Тогда

<*п (х)
_

(-!)"-* У* (s_2)

X[qaV-tk){H-to)...(l+tk-J(l +

+ ^i)...(l+U]
—i

(9.4.2)

и в тождестве

t-tk

n—l

^ayHl+ty (9.4.3)
/=o

коэффициенты а(^ можно определить следую,

щим образом: положим t = — 1, тогда а(*> =*

РГ2)(-1)
, и t — —1 является корнем

многочлена
Р{Г2) (f)

л—1

мы

можем понизить его степень на единицу и

получим многочлен

[*£р -4» ]<!+*■ 1 —

п— 1

Пусть ^(л:) задана в точках xk = -.

1+4
где

*л£[— 1, 1]—корни многочленов Якоби,
ортогональных на [—1, 1] с весом (l+/)s~2 (s > l)
(здесь а = 0, р = s—2).

снова пусть t = — 1, тогда

и т. д. Так шаг за шагом определятся все

t=-\

Если положить jc=
1—f

, многочлен соЛ(л:) =
a\v и

п—1

I I (х— xk) в переменной t принимает следую-

?^ = (-iy^*2r-*[qa(l+ti.
X~~~~Xi

щий вид: (l+A-.i)ll + W...(l+^)]-lx
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л—1

Х£ а|*)(1+0г"я+/41- (9.4.4)

Кроме того,

1=0

d+4)"-1 Л—I (9.4.5)

Л (l+o
1=0

свойству многочлены Тя (/) получили название
многочленов, наименее отклоняющихся от нуля.
Если в качестве узлов интерполирования
функции на [—1, 1] взяты корни многочленов Чебы-
шева, то, как доказывается в теории
интерполирования, отклонение интерполяционного
многочлена от функции будет иметь наименьшую
оценку. В этом смысле для интерполирования
на [—1, 1] корни многочленов Чебышева

являются наилучшими узлами. Это побуждает
испытать в качестве узлов квадратурной формулы

(9.2.1) точки хк =
X—tk (k = 0, l, ..., /i-l)f

Так как из х = следует 1 + f = ,

1+t 1+л:
окончательно получаем на основании (9.1.8),
(9.4.4), (9.4.5)

lk(x) = Y^pf(s-2){f) (!+*)-',

1+4
где tk — корни многочленов ЧебышеЕа Тп (t).

Преобразованиями, аналогичными

предыдущим, получаем для этого случая квадратурную
формулу в виде

1=0

2'а<*>

\l = р;*-2> {tk)
(9.4.6)

00

1
О

n—l

eipx F{x)

(1+xY
dx

П— 1 П— 1 oo

;£ F (*»)£ Alk feft»(l+ xr*-dx, s> 1, (9.4.8)
k=0 1=0 J

и квадратурную формулу (9.2.1) в виде

n—l

gfr* FM dx^YtFixJX
{l+x)s

^ k)

00

1
где xk

=

1+^
. A* =

flj*).2«

^„(4)
; a\k) ОПреДеЛЯ-

J^O
T„(f)

ются из тождеств
"

,
ss V a^ (1 +1)1 (k

n—l oo

X^4/ f *"*(!+x)-'-»***, (9.4.7)
i=o J

/=o

0

1-/,
где xk = — и tk (£=0,1,..., n—1)—узлымно-

1+ h
гочленов Якоби степени п.

Если s = 2, получается частный случай
многочленов Якоби — многочлены Лежандра. хк и

Лл/ (/, k = О, 1, ..
.,
п— 1) для этого случая

приведены в таблице III, причем п — 2(1) 15.
Этими же узлами и коэффициентами можно

воспользоваться для вычисления интегралов Фурье
по квадратурной формуле (9.4.7) при любом s.

Точность хотя и будет хуже, чем по корням
многочленов Якоби, соответствующих этому s,
но лучше, чем по равноотстоящим узлам.

Многочлены Чебышева Tn(t) =—— Tn(t) =

= cos [narccos t] (\t\< 1) таковы, что для
2n-i

них sup \Tn (t)\ имеет наименьшее значение

/€[-1,1]

среди всех многочленов степени п с

коэффициентом 1 при старшей степени. Благодаря этому

= 0, 1, ..., п — 1) тем же способом, что и для

случая многочленов Якоби; tk = cos ■— я

2п

(k = О, JU ..., п — 1) — корни многочлена

Чебышева Тп(х) степени п. xk и Aki помещены в

таблице IV.
Вычисления по вновь полученной

квадратурной формуле дают меньшую точность, чем по

(9.4.7), но большую, чем по равноотстоящим
узлам.
Мы рассмотрели, как вычисляются синус- и

косинус-преобразования Фурье; общее преобра-
00

зование Фурье ( е1?х f {x) dx можно вычислять,

—00

сводя его предварительно к синус- и косинус-

преобразованиям
00 00

jV>* f(x)dx = jcospx [/(*)+ f(—x)]dx +
—oo О

oo

+iJ sin px [/ (x) — / (—x)] dx
о

и вычисляя их затем по любым из имеющихся

правил.
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§ 5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ
00 00

J sin px (1 + x)~l-a dx и J cos px (1 +x)~l~adx
о о

Покажем, как вычисляются интегралы:
00 00

Jsin px (1 + x)-l~a dx = Im (j e*P* (1 + x)~l~a dx) ,

о о

00

J COS-pX ( 1 + X)-1-* dx =

0

oo

= Re (J *p* (1 + x)~1-* dx ),
о

/ = 0, 1, ... и 0<a< 1.
Интегрированием по частям их можно свести

к интегралам того же вида с / ■■= 0. Приведем
рекуррентные формулы:

При a = 1 отсюда получаем:

00

J sin px (1 + х)~~г dx =sin p ci (p) —cos p si (p),
о

00

J cos px (1 + a:)-1 dx =
о

= — sin p si (p) — cos p ci (p), (9.5.2)

где si (p) и ci (p) — интегральный синус и

интегральный косинус, для которых имеются

подробные таблицы. Если 0<а<1, то из

соотношений

J ta J ta J *a

00

!
J t« J /« J

sin px (1 + х)-/_а dx =
J 'a
i о

cos^ d

oo

== —- i cos px (1+ x)-'+'-a dx,
a+/— 1J

J^A-p-ir(l-a)8in-^(l-a),

(9.5.1)
oo

1 cos px (1 + x)-'-a dx = J *"

P>0,

dt = /*»-' Г (1— a) cos — (1—a);

a +/— 1

a+l—l
sin px (1+ x)~'+I-a dx. J t* J L^y (2* + l)!

dt =

Далее, для / = 0 заменой переменной 1 + х = /

получаем:
2(-D'
k=0

1 1

р^1
(2k +1)! (2k -I-2—a)

f sinpx(l + x)-°dx = cosp fJ^_*_ f^*- f/—Г^]С—1>
0 1 no k=0

(2k)\ J
dt =

00

Г cos pt ..

— sinp I —at,
J t* =S(-1)ft

n2ft

fc=0
(2*)! (2k + 1 — a)

I cos рд:(1+ x)radx = cos p I -—dt +

о l

получаем:

J sin px (1 + x)~a dx =

. . . sinpf -

+ sin p I -— dt.
= р°-1Г(1— a) sin fO-«)-p]-
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-S(-D*
n2k

k=0
(2*)!

X

X
pcosp sin p

|_(2£+l)(2ft+2—a) 2£ + 1 — a

oo

J cos px(l+ x)~adx =

; (9.5.3)

fr-lT(l— a)cos Г—(1—a)—p] —

-£(-d*

x [
4=0

psinp

\k_B2_
(2ft)!

+
cosp

(2k + l)(2£+2—a) 2/fe+ 1 И



Глава 10

ПРАВИЛА НАИВЫСШЕЙ СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ

§ 1. УСЛОВИЯ ПРИМЕНИМОСТИ

И РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ

В предыдущей главе мы получили правила
вычисления бесконечных интегралов Фурье,

интерполируя функцию ^(л:) с помощью простых

дробей вида : (i = 0, 1,...), причем узлы

интерполирования мы задавали, принимая во

внимание те или иные их преимущества:
равноотстоящие— как наиболее простые при пользовании,

преобразованные из корней многочленов Якоби —

как дающие наивысшую алгебраическую точность

при интегрировании на конечном отрезке,

преобразованные из корней многочленов Чебышева —

как дающие наименьшую погрешность при

интерполировании функции на конечном отрезке.
В полученных квадратурных формулах по п узлам
остаточный член обращается в нуль, если

подынтегральная функция представляет собой много-
1

,
член от степени не выше п — 1.

1 +х

Будем выбирать узлы интерполирования так,
чтобы эта степень точности принимала
максимально возможное значение. Потребуем, чтобы

квадратурная формула

00

1

*=1

sin F(x)
cos^ (l+x)s

dx

АЛР)
Fix*)

s> 1,

в которой нужно определить 2п неизвестных Ak (p)
и xk{p) (k= 1, 2, ..., п), точно выполнялась

для первых 2п простых дробей (1 + л;)-' (i =
= 0, 1, .... 2п— 1):

Icos^(1+^~s"'djf==
о

п

Если, исходя из этих условий, найти Ak и xk$
то оказывается, что из-за знакопеременное™ веса

некоторые из xk будут лежать вне промежутка
[О, оо) даже при небольших значениях п. Чтобы

построить квадратурное правило с узлами,
лежащими на [0, оо), преобразуем рассматриваемые
интегралы следующим образом:

I
о

00

к

™
Рх -ZVL

cos
r

(l+x)s
dx =

sin

cos
1 + "1" Р*

F(x)

(l+x)s
dx —

— j (l+x)~sF(x)dx.
о

Каждый из вновь полученных интегралов имеет

неотрицательную весовую функцию, при этом
00

второй из них] (1 +x)~s F (x) dx не зависит от пара-
о

метра р и вычисляется один раз для всяких р.

Для его вычисления можно дробно-линейно
преобразовать промежуток [0, оо) в [—1, 1] и за

тем воспользоваться квадратурными формулами
с весом Якоби.

Параметр р, входящий в интегралы / =

sin
"cos'

переменной рх = х' может быть приведен к

единице, и тогда рассматриваемые интегралы
преобразуются в интегралы, в которых параметр
входит в функцию, а не в вес;

= \( 1+ЛЛ„рл; 1/ (х) dx, линейным преобразованием
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00

-I
sjn \ Узлы квадратурной формулы—действитель-

1 + cos xj ф (x)dxt (10.1.1) ные, различные и положительные числа — явля-

где ются корнями многочлена cort (х) = П (л: — xk),.
1 ■ / х \ *=*

ф(х) = — / — I. (10.1.2) который определяется следующим условием орто-
Р \ Р J тональности:

При р= 1 ф(х)=/(х). оо/
sin

х

Потребуем, чтобы квадратурная формула J I 1 + cosx I (1 + х)г2п+1^8Фп(х)р№^1(x)dx = О,.

о \ J k=i где рп^1(х)—произвольный многочлен степени

(10.1.3) не выше п—1. Если ып(х) представить в виде

выполнялась точно для первых 2п функций си-
, ч ^ 1Л , ч.

стемы (1 + я)--* (s> 1, i = 0, 1, ..., 2п- 1) ©«М = Z */(!+*)' (ап = 1), то его коэф-
или, что равносильно, для всех рациональных

' °

^ „ P2n-iW d / \ ~ фициенты щ однозначно находятся из системы
дробей вида _М_^_, где P2n_lW-npo- £равнений
извольный многочлен степени не выше In— 1: п «> , . *

2fl<Ml + S£*H1+^)-s-2n+i+<+/ dx = о,

J [ cos j(l+*)*.-i+S t10-1-6*
/
— U, 1, .«., /i 1,0

n

-= V fe
p _ /д-л._ равносильной условию ортогональности (10.1.5).

jJ5 (1 4- jcfe)2n~1+s
2rt l

Определитель системы, составленный из

коэффициентов при Оо, ах, ..., ял-ъ есть определи-

2Л тель Грама системы линейно независимых функ-
BkP2n-i(xk)- ций (1 +x)~n+i (i = 0, 1, ..., п— 1), он всегда

k=\
отличен от нуля.

Пользуясь известными сведениями о квадра- Коэффициенты Ak квадратурной формулы
турах наивысшей алгебраической степени точно- (10.1.3) определяются по формулам:
сти, можно показать, что xk и Bk (а
следовательно, и Ak) для квадратурной формулы наивысшей ?> / . \

алгебраической степени точности Ak = (l+ **)s+"_1 И +
™

* К1 + x)-s~n+lX

к
sin F(x) ■dxx
cos j(l+^« x_

<M*) djc> (Ю.1.7)

;2 BkF(xk)9 s> 1 (10.1.4) s> 1, *= 1, 2, ..., /i.

k=\

со знакопостоянной весовой функцией
Величины xk и Л^ квадратурной формулы для

вычисления интеграла с весом (1 + sinx) приве-

( 1 +
sin

х | (1 + *)-2rt+1~s при 0 < х < оо опре- Дены в таблице V для /1=1(1)10 и s= 1,05

\ cos ) (0,05) 4, значения xk и Ak для интеграла с ве-

деляются однозначно при любом п. сом (1 +cos#) — в таблице VI.



Глава 11

ОСОБЫЕ МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ

Для вычисления преобразования Фурье во

многих случаях оказывается удобным
предложенный в [62] метод вычисления бесконечных инте-

оо

гралов J f(x)dx от осциллирующих функций.
о

Подынтегральная функция f(x) предполагается
колеблющейся около нуля таким образом, что

интегралы, взятые по полуциклам, убывают и

изменяют знак.

Метод основан на преобразованию Эйлера
медленно сходящегося знакопеременного ряда.
Согласно этому преобразованию, ряд v0 — vx +
+ v2 — v3 + ..., где vn > 0, vn+1 < vn для всех п,

если ввести обозначения A vn = vn+1
—

vn, Ar+1vn =

= Дгал+1 — Arvni преобразуется в ряд —v0 —

1 л .1
—— Д^о-f

4 8
Д2^о- который сходится

к тому же пределу, что и исходный, всякий раз,
когда сходится первоначальный.

Предположим, что f(x) имеет нули в точках

xk (0 < хг < х2 < ...)• Разбиваем основной

интеграл на части: J f{x)dx = j f (x) dx+
о о

+ j f(x)dx + ... Так как частичные интегралы
ХХ

или только положительны, или только

отрицательны и уменьшаются по абсолютной величине,
оо Хх Х2

j f(x)dx = f f(x)dx — j[—f(x)]dx +
0 6 AT!

+ j f(x)dx — ... =v0—v1 + v2 — ...t

x2

где v0
—

vx + v2 — ...

— медленно сходящийся

знакопеременный ряд, и, следовательно,

ОО

с 111

J f(x)dx = —v0 Ду0 + — Д2у0 — ...

о 2 4 о

Для преобразования Фурье во многих случаях
можно использовать нули синуса или косинуса,
а не всего подынтегрального выражения.



Глава 12

УЛУЧШЕНИЕ ТОЧНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ

Точность вычисления интегралов Фурье, так

;же как и точность вычисления коэффициентов
Фурье, зависит от свойств функции и от

выбранного правила вычисления. Обычно чем более
гладкой является функция и чем быстрее она

убывает с ростом аргумента, тем более точный

результат дает выбранное правило вычисления

интегралов Фурье. Поэтому и предварительную
подготовку функции к вычислению интеграла
Фурье по выбранному правилу можно проводить

двумя путями: 1) улучшением дифференциальных
свойств функции при разложении ее на особую
и гладкую части и 2) увеличением быстроты
убывания функции при больших значениях
аргумента при помощи разделения ее на главную часть,
убывающую при х -^ оо так же быстро, как и /,
и часть, более быстро стремящуюся к нулю при
.*-> оо. Преобразования Фурье особой и главной
частей должны находиться точно.

§ 1. УЛУЧШЕНИЕ СВОЙСТВ

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ

Рассмотрим случай разрывов первого рода
■у функции / и ее производных для х£[0, оо).
Определив места разрывов и величины скачков

функции и ее производных до некоторого
порядка т, подобно тому как это делалось в гл. 6

при улучшении дифференциальных свойств
функции на конечном отрезке, составляем функцию
F(x) из отдельных кусков прямых лиьий и

параболических кривых так, чтобы ^(л:) имела

в местах разрыва функции и ее первых т
производных те же скачки и тождественно

равнялась нулю при х > xq>, где xq— самая правая
точка, в которой функция или одна из т ее

производных терпит разрыв.
Если мы хотим ограничиться устранением

разрывов только самой функции / в точках хъ
хъ ..., хд, то в качестве F {х) берем
следующую ступенчатую функцию:

F(x) - — (kx + К + ... + kq) = alf

О = х0 < х < хъ

F(x) = — (k2 + k3 + . .. + kg) = a2,

x1<x<x2l (12.1.1)

F(x) =—kg = aq, xq-x <x<xqy

F(x)=0, xq<x,

где kt = f(x£ + 0) — f(Xi — 0) (i - 1, 2, ..., q),
для которой, например, синус-преобразование
Фурье вычисляется точно и просто:

*
q Xi

J sin px F (x) dx = 2] a, J sin pxdx =
/=i */-i

2j ai (C0S Pxt-1
— C0S PXi) =

P i=\

q—\

= (fli + S cos Pxt (a/+i — at) — aqcospxq) =
P i=l

, я

= У (cos pXi — 1) kt. (12.1.2)
P /=i

Тогда функция

V(x) = f(x) — F(x) (12.1.3)
непрерывна для всех х > 0.

Если мы хотим устранить разрывы функции
и первой производной, процесс продолжаем,
учитывая, что q/ (х) = /' (х) и f имеет разрывы
первого рода в точках хР, jd1*, ..., jc(1). Функ-

ция Fi(x), подобная (12.1.1), эти разрывы
устраняет, и

%(x) = f(x)—F[(x) (12.1.4)
непрерывна для х> 0. Интегрируя (12.1.4),
получаем

Ф1 (х) = £(*)-Л (*), (12.1.5)
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причем Fx (x) составлена из кусков прямых
линий вида а. х + cif где ct определяется из

непрерывности ф1(л:), и, например,

sinpx F±(x)dx=у Г (а.х + ct) sin pxdx =
Л 2 1 «Л .1=1

xW

91
Г 1 1
— A.'jcp cospjrf1) ^sinpjd1* —

[ p p2
' '

1
ct (cos px<' > — cos px\]}x ) I • (12.1.6)

Если нужно, процесс продолжается
аналогичным образом, и преобразование Фурье
устраняющей разрывы функции берется явно в виде

суммы конечных интегралов от произведения
многочлена на sin px (или cos px, или eipx).

§ 2. УВЕЛИЧЕНИЕ БЫСТРОТЫ УБЫВАНИЯ

ФУНКЦИИ ПРИ *-^оо

Из функции f(x) мы можем вычесть

некоторую надлежаще выбранную функцию F(x), для

которой преобразование Фурье находится точно

и которая при больших значениях х ведет себя

асимптотически так же, как и f(x). Тогда
функция

<f(x) = f(x)—F(x) (12.2.1)
вне некоторого интервала [О, Z] будет
практически равна нулю. Для синус-преобразования
£(/» Р) функции / получаем равенство

S(/, p) = S(F, р)+5(Ф, р), (12.2.2)
где 5 (Т7, р) — преобразование Фурье функции
F{x), a

00

5(ф, р) = J ф (a:) sin pxdx. (12.2.3)
о

Вычисление последнего интеграла по одному из

правил, данному в гл. 8—11, будет более
точным ввиду быстрого убывания функции ф при

л;-*оо, чем вычисление по тому же правилу

S(f. Р).
Например, пусть / (х) при х-+ оо убывает по

степенному закону. В качестве главной части
возьмем функцию С (а + x)~s (s > 0), не

имеющую особенностей на [0, оо) при а > О,
показатель степени — s которой определим так, чтобы

fix)—LL-L > с Ф О при х -> оо. В большинстве
(а +*)-*

случаев параметр а, зависящий от поведения

/ вблизи начала координат, можно считать

равным 1.

Функция f(x) представима в виде

f(x) = С(1 + х)~* + £(*), (12.2.4)

где /i(a:)/(1 + x)~s -> О при х -» оо.

Преобразование Фурье главной части С(1+
+ x)~s находится точно (гл. 9, § 5), a fx (x)
убывает быстрее, чем f(x), и поэтому
выбранное правило вычисления преобразования Фурье
может дать для нее более точный результат.

Если полученной быстроты убывания /i(a:)
недостаточно для приближенных вычислений,,
можно подобным образом выделить главную
часть при лс-^оо у ^(х).

Если убывание при х->оо происходит по

показательному закону, т. е. найдется такое

а > 0, что

iM-^d^O, (12.2.5)
е-ах

ТО

f(x) = Cler** + f1(x)9

причем fi(x) убывает быстрее, чем f(x)f а

преобразование Фурье главной части Схе-**
выполняется точно по формулам:

00

\е-ах sin pxdx = £
, (12.2.6)

J <*2+p2
о

00

о

а

а2 + р2
а>0.
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Часть третья

ЧИСЛОВЫЕ ТАБЛИЦЫ

Таблица I

УЗЛЫ xk И ВЕЛИЧИНЫ Dik И Dik ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ

КВАДРАТУРНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ Ak (p) В ПРАВИЛАХ ТИПА
1 П

§ sin pxf(x)dx^YiAk(p)f(xk\ n= 1(1)15, НА 10 ЗНАКОВ
k=0

Значения xk9 Dik и Dik приведены для правил:

1 п

sinpxf(x)dx^2Jf(xk)\ sin р
Dki

'k3
+ cos

J D'ko D'k2 . V

1 n

I cos px f(x)dx^^^f (xk) sin p I ——

k=o L \ P

-#-£--)]}
(см. гл. 4, § 4). xk (k = 0, 1, ..., n) — корни
многочленов Лежандра степени п + 1. Таблица

построена следующим образом. Для каждого п

сначала дается значение узла xk, который и

указывает значение k, затем для каждого узла
в двух соседних столбцах даются значения

коэффициентов D'ik и Dik (i = 0, 1, ..., я).
Значения xk, Dik, Dik даны в нормализованном

виде, порядок числа стоит в скобке после

мантиссы числа.

Например, для п = 4, k = 1 значения хъ

Da и Dn (i = 0, 1, 2, 3, 4) будут
следующими:

.^+... +„Р*-з>+...
Xl= —0,53846 93101,

D01= —1,161100044, Z>oi= 0,6252167398,

1 л

\elPxf(x)dx^^]f(xk)\smp М£- — du= 7,617203189, Du=—15,30713037,

+ cosp
Vp2 p4 +'\!

Z?21 = —67,24685148, D2i= 20,97595935,

Z)31= 20,97595935, Z)3i = —155,8191633,

D41= —155,8191633, D'4i= 0000000000.
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Я*

лг0 = —0,57735 02692
0,10000 00000 (1)

—0,17320 50808 (1)

*,= 0,57735 02692
0,10000 00000 (1)
0,17320 50808 (1)

Xo = —0,77459 66692
0,16666 66667 (1)

—0,12909 94449 (1)
0,33333 33333 (1)

*i= 0,00000 OOOOO
—0,13333 33333 (1)

0,00000 OOOOO
—0,66666 66667 (1)

x2= 0,77459 66692

0,16666 66667 (1)
0,12909 94449 (1)
0,33333 33333 (1)

x0 = —0,86113 63116
0,14128 70929 (1)

—0,53509 75356 (1)
0,31950 48252 (1)

—0,11130 81010 (2)

^=—0,33998 10436
—0,41287 09292 (0)

0,10612 11867 (2)
—0,31950 48252 (1)
0,28193 17411 (2)
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—0,41287 09292 (0)
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—0,31950 48252 (1)
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0Л4128 70929 (1)
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0,31950 48252 (1)
0,11130 81010 (2)

Xo =—0,90617 98459
0,16277 66711 (1)

—0,56298 20801 (1)
0,26180 18481 (2)

—0,12464 31424 (2)
0,55019 16334 (2)

*, = —0,53846 93101
—0,11611 00044 (1)

0,76172 03189 (1)
—0,67246 85148 (2)

0,20975 95935 (2)
—0,15581 91633 (3)
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0,20160 OOOOO (3)
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0,17320 50808
0,00000 OOOOO

—0,12909 94449
0,33333 33333
0,00000 OOOOO

0,00000 OOOOO
—0,66666 66667

0,00000 OOOOO

0,12909 94449
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0,00000 OOOOO
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0,00000 OOOOO
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0,00000 OOOOO
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—0,31950 48252
—0,28193 17411

0,00000 OOOOO

0,16407 05322
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0,11130 81010
0,00000 OOOOO

—0,14750 49387
0,78404 63700

—0,12464 31424
0,55019 16334
0,00000 OOOOO

0,62521 67398
—0,15307 13037

0,20975 95935
—0,15581 91633

0,00000 OOOOO

0,00000 OOOOO
0,14933 33333
0,00000 OOOOO
0,20160 OOOOO
0,00000 OOOOO

(1)

(1)

(1)
(1)

(1)

(1)
(1)

(1)
(1)
(2)

(1)
(1)
(2)

(1)
(1)
(2)

(1)
(1)
(2)

(1)
(1)
(2)
(2)

(0)
(2)
(2)
(3)

(2)

(3)

n

5

6

i

0
1
2
3
4

0
1
2
3
4

0
1
2
3
4
5

о
1
2
3
4
5

0
1
2
3
4
5

0
i
i

2

3
4

5

0

1
2
3
4

5

0
1

2
3
4

5

0
I
2

3

Dik

x3= 0,53846 93101

—0,11611 00044 (1)
—0,76172 03189 (1)
—0,67246 85148 (2)
—0,20975 95935 (2)
—0,15581 91633 (3)

*4= 0,90617 98459
0,16277 66711 (1)
0,56298 20801 (Ц
0,26180 18481 (2)
0,12464 31424 (2)
0,55019 16334 (2)

Xo = —0,93246 95142
0,15109 60476 (1)

—0,10815 10472 (2)
0,31348 23008 (2)

—0,17412 68675 (3)
0,68323 30533 (2)

—0,36635 67778 (3)

*i = —0,66120 93865
—0,74866 28291 (0)

0,20886 12068 (2)
—0,61727 25123 (2)

0,50086 88708 (3)
—0,14599 74451 (3)

0,11040 18243 (4)

*2 =—0,23861 91861
0,23770 23533 (0)

—0,19802 86527 (2)
0,30379 02115 (2)

—0,70745 02514 (3)
0,77674 13974 (2)

—0,16275 75322 (4)

x3 = 0,23861 91861
0,23770 23533 (0)
0,19802 86527 (2)
0,30379 02115 (2)
0,70745 02514 (3)
0,77674 13974 (2)
0,16275 75322 (4)

x4= 0,66120 93865
—0,74866 28291 (0)
—0,20886 12068 (2)
—0,61727 25123 (2)
—0,50086 88708 (3)
—0,14599 74451 (3)
—0,11040 18243 (4)

xb = 0,93246 95142
0,15109 60476 (1)
0,10815 10472 (2)
0,31348 23008 (2)
0,17412 68675 (3)
0,68323 30533 (2)
0,36635 67778 (3)

Xo= -0,94910 79123
0,16157 77649 (1)

—0,12019 21551 (2)
0,92850 29739 (2)

—0,22723 41031 (3)

D'ik

—0,62521 67398 (0)
—0,15307 13037 (2)
—0,20975 95935 (2)
—0,15581 91633 (3)

0,00000 OOOOO

0,14750 49387 (1)
0,78404 63700 (1)
0,12464 31424 (2)
0,55019 16334 (2)
0,00000 OOOOO

—0,16203 85924 (1)
0,85737 94972 (1)

—0,52007 94158 (2)
0,68323 30533 (2)

—0,36635 67778 (3)
0;00000 OOOOO

0,11322 62857 (1)
—0,13061 43621 (2)

0,13286 27897 (3)
—0,14599 74451 (3)

0,11040 18243 (4)
0,00000 OOOOO

—0,99615 77575 (0)
0,44876 41239 (1)

—0,16492 51440 (3)
0,77674 13974 (2)

—0,16275 75322 (4)
0,00000 OOOOO

0,99615 77575 (0)
0,44876 41239 (1)
0,16492 51440 (3)
0,77674 13974 (2)
0,16275 75322 (4)
0,00000 OOOOO

j

—0,11322 62857 (1)
—0,13061 43621 (2)
—0,13286 27897 (3)
—0,14599 74451 (3)
—0,11040 18243 (4)

0,00000 OOOOO

0,16203 85924 (1)
0,85737 94972 (1)
0,52007 94158 (2)
0,68323 30533 (2)
0,36635 67778 (3)
0,00000 OOOOO

—0,15335 47351 (1)
0,14279 47516 (2)

—0,64086 52090 (2)
0,44198 73234 (3) |
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s = 3,85 s = 3,90

n
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3
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7

8

9

10

k

1

1
2

1
2
3

1
2
3
4

1
2
3
4
5

1
2
3
4
5
6

1
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5
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3
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6

7
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1

2

3

4

5

6

7

8

9

1

2
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i 4
5

6
7

8
9
10

xh

0,28758 66489 (

0,12778 57762 (
92872 42904 (

0,76572 42421 (
49969 14675 (
21884 42154 (

0,49091 11118 (
29555 10347 (
94254 67232 (
46565 91448 (

0,34258 32176 (
19790 28247 (
57924 61857 (
14044 60236 (
66245 31095 (

0,26036 60070 (
14740 01667 (
41536 09942 (
95815 72242 (
22720 48037 (
80132 70977 (

0,20129 15465 (
11210 43112 (
30576 77277 (
66696 33966 (
13480 64107 (
41610 54418 (
10684 58314 (

0,15886 26408 (
87413 50086 (
23286 92085 (
48866 70405 (
92894 74332 (
17009 69441 (
54027 61762 (
14761 27207 (

0,13061 86167 (
71344 45328
18743 12597
38494 68501 {
71035 47125
12565 01145
22786 43725
59836 97901
17681 90893

0,10909 71011
59244 62847
15394 45678
31080 46567
55950 58824
95556 75726
16091 96248
37048 40863
68045 05081
20706 35569

0)

0)
0)

-1)
0)
1)

-1)
0)
0)
1)

-1)
0)
0)
1)
1)

-1)
0)
0)
0)
1)
1)

-1)
0)
0)
0)
1)
1)
2)

-1)
-1)

0)
0)
0)
1)
1)
2)

-1)
;-i)
f

0)
r

0)
( 0)
( 1)
( 1)
[ 1)
[ 2)

[-0
(-0
[ 0)
[ 0)
( 0)
( 0)
( О
( 1)
( 1)
( 2)

4

0,16653 18515 (

0,70102 35799 (
23584 22737 (

0,41102 42858 (
13616 41600 (
29403 74140 (

0,25943 40772 (
76692 73897 (
15857 82093 (
59487 40960 (

0,17949 28789 (
49590 89426 (
10053 78561 (
13820 27681 (
97948 12702 (

0,13581 66506 (
36250 05355 (
71453 20227 (
12055 46073 (
11407 16476 (
12419 03666 (

0,10462 58086 (
27101 99686 (
51123 38435 (
86443 64790 (
11442 78366 (
24872 40576 (
15447 78971 (

0,82351 86479 (-
20855 51405 (
37927 49142 (
62353 82919 (
91600 67369 (
88409 37436 (
48218 97649 (
20084 07313 (

0,67598 36513 (-
16882 83570 (
30021 84124 (
48362 36673 (
72855 86187 (
92901 04360 (
58792 50570 (
59969 88223 (
24436 99159 (

0,56386 45836 (-
13927 24247 (
24305 08243 (
38307 18759 (
57275 86727 (
78738 78525 (
81532 57839 (
93562 50002 (
67413 20427 (
28983 38904 (

1)

0)
1)

0)
1)
1)

0)
0)
1)
1)

0)
0)
1)
1)
1)

0)
0)
0)
1)
1)
2)

0)
0)
0)
0)
1)
1)
2)

-1)
0)
0)
0)
0)
0)
1)
2)

-1)
0)
0)
0)
0)
0)
0)
1)
2)

-1)
0)
0)

3
0)
0)
0)
1)
2)

*k

0,28396 93493 (

0,12618 34164 (
91384 99795 (

0,75822 47961 (
49387 21484 (
21282 05469 (

0,48763 80340 (
29341 87567 (
93518 17610 (
45512 06795 (

0,34020 90785 (
19641 75220 (
57426 37214 (
13902 34043 (
65310 38631 (

0,25861 79738 (
14633 64732 (
41193 17992 (
94833 73908 (
22178 64386 (
78851 94094 (

0,20034 54674 (
11155 47989 (
30415 68557 (
66311 84962 (
13398 08528 (
40769 00696 (
10406 10851 (

0,15814 74655
87005 25803 (
23170 85124
48600 18661 (
92332 66708
16898 44901
53605 83980
14430 88045

0,12998 76874
70986 87754
18642 61522
38266 35940
70550 82280
12459 94393
22423 67921
59445 53762
17350 48892

0,10867 19988
59007 56140
15329 84915
30940 84102
55676 65521
95041 63348
15998 21652
36220 21513
67192 71727
20276 88735

0)

0)
0)

-1)
0)
1)

-1)
0)
0)
1)

-1)
0)
0)
1)
1)

-1)
0)
0)
0)
1)
1)

-1)
0)
0)
0)
1)
1)
2)

(-1)
-1)

( 0)
0)

r

0)
( О
r 1)
( 2)

(-1)
[-1)
( 0)
( 0)
( 0)
( 1)
( 1)
( 1)
[ 2)

(-1)
(-1)
( 0)
( 0)
( 0)
( 0)
( 1)
( 1)
( 1)
( 2)

\

0,16447 57048 (

0,69180 62949 (
23294 77294 (

0,40685 41933 (
13450 99398 (
28535 83239 (
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В издательстве

„НАУКА И ТЕХНИКА"

готовится к печати

ИВАНОВ Е. А.

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН НА ДВУХ ТЕЛАХ

30 л. На русском языке. Цена 1 р. 95 к. (ориентировочно)

В книге кратко описываются основные уравнения электромагнитного

поля и рассматриваются вопросы, связанные с разделением уравнений
Максвелла в различных ортогональных криволинейных координатных
системах и сведением векторных электродинамических задач к

скалярным относительно вспомогательных потенциалов. Дается изложение

основных свойств специальных волновых функций, приводятся формулы
разложения первичных полей в ряды по волновым функциям и теоремы
сложения для волновых функций в цилиндрической, эллиптической,
сферической и сфероидальной системах координат.

Содержится решение ряда задач дифракции электромагнитных волн

на круговых и электрических цилиндрах, сферах, сфероидах (дисках),
полученное классическим методом разделения переменных, обобщенным

на случай двух тел. Исследуются вопросы численного решения
бесконечных систем линейных уравнений для коэффициентов разложения
искомых функций по собственным волновым функциям соответствующего
тела.

Рассчитана на студентов, инженеров и других лиц, занимающихся

теорией дифракции электромагнитных волн и ее приложениями.

•

Книгу можно заказать предварительно во всех магазинах Книготорга и

потребительской кооперации республики, а также в магазинах «Академкнига».

Для получения книги почтой заказы направлять по адресу: г. Минск,

Железнодорожная улица, 27, Республиканский магазин «Книга — почтой» или г. Москва, К-12,

Б. Черкасский переулок, 2/10, контора «Академкнига», отдел «Книга — почтой».

Книготоргующие и другие организации направляют заказы Управлению книжной

торговли Госкомитета СМ БССР по печати по адресу: г. Минск, Омский переулок, 13.



Крылов В. И., Кругликова Л. Г.

К85 Справочная книга по численному
гармоническому анализу. Минск, «Наука и техника», 1968.

168 стр. с илл. 5250 экз. 1 р. 21 к. В перепл.

Цель данной книги — дать изложение современного состояния

численного гармонического анализа и собрать в одном месте все

необходимые сведения по теории, правила вычислений и вспомогательные

таблицы, которые могут потребоваться при расчетах. В книге изложены

правила вычисления коэффициентов Фурье для классов функций,
наиболее часто встречающихся в приложениях. Большая ее часть посвящена
более трудной задаче вычисления интегралов Фурье. Кроме того,
даны вспомогательные математические таблицы, облегчающие эти
вычисления.— Библиогр.: с. 61—63 (91 назв.).
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