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ПРЕДИСЛОВИЕ

Данная �ни�а предназначена для самостоятельно�о повто-
рения ш�ольно�о �урса ал�ебры и начал анализа, а та�же для
под�отов�и � выпус�ным э�заменам в средней ш�оле и вступи-
тельным э�заменам в высшее учебное заведение.

Весь учебный материал разбит на 22 темы, �оторые имеют
одну и ту же стру�туру. Каждая тема содержит: теоретичес�ие
сведения; �онтрольные вопросы; упражнения (в�лючая зада-
ния для повторения); ответы, решения и методичес�ие у�аза-
ния � упражнениям.

В разделе «Теоретичес�ие сведения» приводятся формули-
ров�и правил, определений, теорем и т. д. Весь учебный мате-
риал  изложен �онспе�тивно в той же последовательности, что
и при изучении е�о в ш�оле. В этом разделе имеются та�же
подробно разобранные примеры, позволяющие частично за�ре-
пить усвоение теории. У�азанный раздел является узловым,
пос�оль�у в случае затруднений при ответах на �онтрольные
вопросы или при решении упражнений учащийся может по-
лучить необходимые �онсультации, обращаясь � справочному
материалу.

Раздел «Контрольные вопросы» призван обеспечить �онт-
роль за усвоением теоретичес�о�о материала. Отвечая на по-
ставленные вопросы, учащийся сможет за�репить полученные
им теоретичес�ие знания.

В разделе «Упражнения» содержатся разнообразные при-
меры и задачи, относящиеся � данной теме. Ко всем упражне-
ниям даны ответы. Значительная часть упражнений сопровож-
дается подробными решениями и методичес�ими у�азаниями.
Каждый этап решения в�лючает необходимую информацию
о правомерности то�о или ино�о ша�а. Среди упражнений име-
ются примеры и задачи довольно высо�о�о уровня сложности,
взятые из вариантов, предла�авшихся на вступительных э�за-
менах в различные вузы. Наличие именно та�их упражнений
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позволяет приобрести необходимые умения и навы�и, усвоить
мно�очисленные стандартные и нестандартные приемы реше-
ния математичес�их задач.

Начиная с темы 3 раздел «Упражнения» содержит та�же
задания для повторения. Эти задания в�лючают не толь�о при-
меры и задачи та�о�о же типа, что и в предыдущих темах, но и
упражнения, �оторые по тем или иным причинам в предыду-
щие темы не вошли. Кроме то�о, здесь приводится большое
�оличество те�стовых задач, решение �оторых, �а� по�азы-
вает пра�ти�а, вызывает у учащихся определенные трудности.
Подробные решения та�их задач, приведенные в �ни�е, позво-
ляют учащемуся устранить имеющиеся у не�о пробелы.

Кни�а завершается разделом «Приложение», �оторый со-
держит 30 вариантов билетов, предла�авшихся на  вступитель-
ных письменных э�заменах по математи�е (� 20 вариантам
даны ответы) в различных вузах страны. Самостоятельное ре-
шение та�их задач поможет о�ончательно за�репить знания
и умения, приобретенные в процессе изучения данной �ни�и,
и �а� можно лучше под�отовиться � выпус�ным и вступитель-
ным э�заменам по математи�е.

Успехов вам, настоящие и будущие абитуриенты!

Автор
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Т е м а 1

Натуральные числа и действия над ними.

Сложение и законы сложения. Вычитание.

Умножение и законы умножения. Деление.

Признаки делимости чисел. Понятие множества.

Операции над множествами.

Взаимно однозначное соответствие.

Простые и составные числа. Наибольший общий делитель.

Наименьшее общее кратное

Теоретичес	ие сведения

1. Натуральные числа и действия над ними

1°. Понятие натурально�о числа относится � простейшим,
первоначальным понятиям математи�и и не подлежит опреде-
лению через дру�ие, более простые понятия.

2°. Натуральные числа получаются в результате счета пред-
метов, например 1, 3, 100 и т. д.

3°. Та�им образом, натуральные числа в поряд�е возраста-
ния можно написать �а� ряд чисел 1, 2, 3, 4, ... .

4°. Для натуральных чисел определены следующие дейст-
вия: сложение, вычитание, умножение, деление, возведение
в степень и извлечение �орня.

Заметим, что сложение и умножение выполнимы все�да,
т. е. в результате этих действий получаются та�же натураль-
ные числа.

2. Сложение и законы сложения

1°. Результат сложения двух или нес�оль�их чисел называ-
ют их с�ммой, а сами числа — сла�аемыми.

Например, a + b + c + ... + k = P. Здесь P — сумма; a, b,
c, ..., k — сла�аемые.

2°. Для любых натуральных чисел a и b верно равенство
a + b = b + a. Это свойство называют переместительным (�ом-
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мутативным) за�оном сложения, �оторый формулируется та�:
от перестанов�и сла�аемых значение суммы не изменится.

3°. Для любых натуральных чисел a, b и c верно равенство
a + b + c = (a + b) + c = a + (b + c). Это свойство называют соче-

тательным (ассоциативным) за�оном сложения, �оторый фор-
мулируется та�: значение суммы не изменится, если �а�ую-

либо �руппу сла�аемых заменить их суммой.

3. Вычитание

1°. Вычесть из числа a число b — значит найти та�ое число x,
�оторое в сумме с числом b дает a, т. е. b + x = a.

2°. Число x называют разностью чисел a и b и обозначают
a – b; число a называют �меньшаемым, число b — вычитаемым.

3°. Для натуральных чисел вычитание не все�да выполнимо.
Например, 4 – 4; 2 – 7; 17 – 30, т. е. в результате мы не полу-
чим натуральное число.

4. Умножение и законы умножения

1°. Умножить число a на число b — значит найти сумму b
сла�аемых, �аждое из �оторых равно a. Выражение ab называ-
ют произведением, а числа a и b — множителями.

Например, a · 3 = a + a + a; b · 5 = b + b + b + b + b.

2°. Для любых натуральных чисел a и b верно равенство
ab = ba. Это свойство называют переместительным за�оном

умножения, �оторый формулируется та�: от перестанов�и мно-

жителей значение произведения не изменится.

3°. Для любых натуральных чисел a, b и c верно равенство
abc = (ab)c = a(bc). Это свойство называют сочетательным за-

�оном умножения, �оторый формулируется та�: значение про-

изведения не изменится, если �а�ую-либо �руппу множите-

лей заменить их произведением.

4°. При любых значениях a, b и c верно равенство (a + b)c =
= ac + bc. Это свойство называют распределительным (дистри-

бутивным) за�оном умножения (относительно сложения), �о-
торый формулируется та�: чтобы умножить сумму на число,

достаточно умножить �аждое сла�аемое на это число и сло-

жить полученные произведения.
Анало�ично можно записать: (a – b)c = ac – bc.
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5. Деление

1°. Разделить число a на число b — значит найти та�ое чис-
ло x, при умножении �оторо�о на число b получается число a,
т. е. a : b = x, если x · b = a.

2°. Число a называют делимым (или �ратным) числа b,
число b — делителем числа a, число x — частным чисел a и b.

3°. Для натуральных чисел деление нацело не все�да вы-
полнимо, т. е. результат деления двух натуральных чисел не
все�да является натуральным числом.

4°. Призна� делимости суммы. Если �аждое из сла�аемых x
и y делится на не�оторое число c, то и сумма x + y делится на
это число c.

6. Признаки делимости чисел

1°. На 2 и на 5 делятся те и толь�о те числа, в записи �ото-
рых последняя цифра либо 0, либо выражает число, делящееся
соответственно на 2 или на 5.

2°. На 4 или на 25 делятся те и толь�о те числа, у �оторых
две последние цифры — нули или выражают число, делящееся
соответственно на 4 или на 25.

3°. На 3 (или на 9) делятся те и толь�о те числа, сумма цифр
�оторых делится на 3 (или на 9).

4°. На 10 делятся числа, о�анчивающиеся нулем.

5°. Числа, делящиеся на 2, называют четными, а осталь-
ные — нечетными.

7. Понятие множества

1°. Одним из фундаментальных понятий математи�и явля-
ется понятие множества. Множество можно представить себе
�а� сово�упность (собрание) не�оторых объе�тов, объединен-
ных по �а�ому-либо призна�у. Множество — понятие неопре-
деляемое.

2°. Множество может состоять из чисел (предметов) и т. п.
Каждое число (предмет), входящее в множество, называют эле-

ментом множества. Та�, множество однозначных чисел состо-
ит из элементов 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

3°. Для записи множества с любыми элементами использу-
ют фи�урные с�об�и. Элементы множества можно записать в лю-
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бом поряд�е; например, {2; 3; 1} и {1; 3; 2} — это одно и то же
множество, состоящее из чисел 1, 2, 3.

4°. Множества обозначают прописными бу�вами латинс�о-
�о алфавита. Например, A = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9} — мно-
жество однозначных чисел; число 4 принадлежит множеству
A (4 Ý A); число 20 множеству A не принадлежит (20 Ô A).

5°. Множество, �оторое не содержит элементов, называют
п�стым и обозначают символом ¾.

6°. Из рис. 1 видно, что �аждый
элемент множества M принадле-
жит та�же и множеству K. Если
�аждый элемент одно�о множест-
ва M является элементом дру�о�о
множества K, то �оворят, что мно-
жество M является подмножест-

вом множества K. Это выражается
записью M ô K.

7°. Пустое множество ¾ и само множество та�же считают
подмножествами данно�о множества. Та�, множество {1; 2; 3}
имеет 8 подмножеств: ¾, {1}, {2}, {3}, {1; 2}, {1; 3}, {2; 3}, {1; 2; 3}.

8°. Если �аждый элемент множества A является одновре-
менно элементом множества B (т. е. A ô B) и �аждый элемент
множества B — элементом множества A (т. е. B ô A), то множе-
ства A и B называют равными и пишут A = B.

9°. Различают �онечные и бес�онечные множества. Напри-
мер, множество всех трехзначных чисел — �онечное, а множе-
ство N натуральных чисел — бес�онечное.

8. Операции над множествами

1°. Пересечением множеств A и B называют множество, со-
стоящее из элементов, �оторые принадлежат �аждому из дан-
ных множеств A и B (рис. 2, а). Пересечение множеств обозна-
чают символом ∩ и пишут C = A ∩ B = {x | x Ý A и x Ý B}.

Пусть, например, A = {1; 2; 5; 7}, B = {3; 5; 7; 8}; то�да пере-
сечением этих множеств служит множество C = {5; 7}.

2°. Если множества A и B не имеют общих элементов, то пере-
сечением та�их множеств является пустое множество (рис. 2, б).

3°. Объединением множеств A и B называют множество,
состоящее из всех элементов множеств A и B и толь�о из
них. Объединение множеств обозначают символом ∪ и пишут

Рис. 1
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C = A ∪ B = {x | x Ý A или x Ý B} (рис. 2, в). При этом если мно-
жества A и B имеют общие элементы, то �аждый из этих об-
щих элементов в объединение входит толь�о один раз.

Пусть, например, A = {1; 2; 5; 7}, B = {3; 5; 7; 8}; то�да объ-
единением этих множеств служит множество D = {1; 2; 3; 5; 7; 8}.

9. Взаимно однозначное соответствие

1°. Если �аждому элементу множества A можно поставить
в соответствие один и толь�о один элемент множества B и, на-
оборот, �аждому элементу множества B можно поставить в со-
ответствие один и толь�о один элемент множества A, то та�ое
соответствие между множествами A и B называют взаимно од-

нозначным.

2°. Если между множествами A и B можно установить вза-
имно однозначное соответствие, то та�ие множества называют
э�вивалентными (равносильными).

3°. Установление взаимно однозначно�о соответствия дает
возможность сравнивать множества с бес�онечным числом эле-
ментов. Например, между множеством N натуральных чисел и
множеством всех четных натуральных чисел можно установить
взаимно однозначное соответствие:

Та�им образом, эти два множества равносильны.

10. Простые и составные числа

1°. Число a называют простым, если е�о делителями явля-
ются толь�о единица и само число a. Например, числа 2, 3, 5,
13, 29 — простые.

1 2 3 4 5 ... n ...

2 4 6 8 10 ... 2n ...

Рис. 2

J J J J J J
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2°. Число a, имеющее дру�ие делители (�роме 1 и а), назы-
вают составным. Например, числа 4, 6, 15 — составные.

Заметим, что число 1 не относят ни � простым, ни � состав-
ным числам.

3°. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АРИФМЕТИКИ. Любое состав-

ное натуральное число можно представить в виде произведе-

ния простых чисел. Например, 12 = 2 · 2 · 3. Говорят та�же,
что число 12 разложено на простые множители.

Пример. Разложить на простые множители число 525.
Р е ш е н и е. Имеем

11. Наибольший общий делитель

1°. Рассмотрим множество A делителей числа 45 и множест-
во B делителей числа 60, т. е. A = {1; 3; 5; 9; 15; 45}; B = {1; 2;
3; 4; 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60}. Общими делителями чисел
45 и 60 называют числа, являющиеся элементами �а� множе-
ства A, та� и множества B, т. е. элементы пересечения этих
множеств: A ∩ B = {1; 3; 5; 15}.

2°. Наибольший  из  этих  элементов  (число  15)  называ-
ют наибольшим общим делителем и обозначают та�:
НОД(45, 60) = 15.

3°. Если наибольший общий делитель чисел равен 1, то та-
�ие числа называют взаимно простыми. Например, числа 16
и 25 — взаимно простые, та� �а� НОД(16, 25) = 1.

Пример. Найти НОД(126, 540, 630).
Р е ш е н и е. Имеем

525 3
175 5

35 5 525 = 3 · 5 · 5 · 7.
7 7
1

126 2 540 2 630 2 A = (2; 3; 3; 7};
63 3 270 2 315 3 B = {2; 2; 3; 3; 3; 5};
21 3 135 3 105 3 C = {2; 3; 3; 5; 7};

7 7 45 3 35 5 A ∩ B ∩ C = {2; 3; 3};
1 15 3 7 7 НОД = 2 · 3 · 3 = 18.

5 5 1
1
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12. Наименьшее общее кратное

1°. Рассмотрим множество A чисел, �ратных 4, и множест-
во B чисел, �ратных 6, т. е. A = {4; 8; 12; 16; 20; ...}; B = {6; 12;
18; 24; ...}. Числа 12, 24, 36, ... являются �ратными чисел 4 и 6.
Их называют общими �ратными чисел 4 и 6. Множество C об-
щих �ратных есть пересечение множеств A и B, т. е. C = A ∩ B.

2°. Наименьший элемент множества C называют наимень-

шим общим �ратным данных чисел и обозначают та�:
НОК(4, 6) = 12.

Пример. Найти НОК(270, 300, 315).
Р е ш е н и е. Имеем

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Ка�ие числа относятся �
множеству N?

2. Ка�ие операции (действия)
все"да выполнимы на множест-
ве N?

3. Является ли множество на-
туральных чисел: �онечным; бес-
�онечным? Существует ли наи-
большее (наименьшее) натураль-
ное число?

4. Ка�их чисел x Ý N боль-
ше: четных или нечетных?

5. Сформулируйте за�оны
сложения.

6. Можно ли утверждать, что:
а) 3x + y = y + 3x, если x, y Ý N;
б) 2x + 3y + 5z = 2x + (3y + 5z),
если x, y, z Ý N?

7. Ка� изменится сумма, если:
а) одно из сла"аемых увеличить на
6 ед.; б) первое сла�аемое увеличить

на 9 ед., а второе — на 7 ед.; в) пер-

вое сла"аемое увеличить на 15 ед.,
а второе уменьшить на 8 ед.?

18. Ка� следует понимать вы-
читание? Что значит из числа a
вычесть число b?

19. Все"да ли выполнимо вы-
читание на множестве N?

10. Ка� изменится разность,
если: а) уменьшаемое увеличить
на 7 ед., а вычитаемое — на 5 ед.;
б) уменьшаемое увеличить на
10 ед., а вычитаемое уменьшить
на 7 ед.; в) уменьшаемое умень-
шить на 15 ед., а вычитаемое уве-
личить на 10 ед.?

11. Что значит умножить чис-
ло a на число b?

12. Все"да ли выполнимо ум-
ножение на множестве натураль-
ных чисел?

13. Сформулируйте за�оны
умножения.

270 2 300 2 315 3 A = {2; 3; 3; 3; 5};
135 3 150 2 105 3 B = {2; 2; 3; 5; 5};

45 3 75 3 35 5 C = {3; 3; 5; 7};
15 3 25 5 7 7 A ∪ B ∪ C = {2; 2; 3; 3; 3; 5; 5; 7};

НОК = 2 · 2 · 3 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 =
= 18 900.

5 5 5 5 1
1 1
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14. Ка� изменится произве-
дение, если: а) один из множите-
лей увеличить в 2 раза; б) один
из множителей увеличить в 3 ра-
за, а дру"ой уменьшить в 3 раза?

15. В �а�их случаях произ-
ведение двух чисел равно: одно-
му из них; �аждому из них?

16. Что значит разделить чис-
ло a на число b?

17. Все"да ли выполнимо де-
ление на множестве натуральных
чисел?

18. Ка� изменится частное,
если делимое увеличить в 10 раз,
а делитель уменьшить в 2 раза?

19. В �а�их случаях частное
двух чисел равно: а) одному из
них; б) �аждому из них?

20. Делимое увеличили в 4 ра-
за. Ка� нужно изменить дели-
тель, чтобы частное уменьши-
лось в 3 раза?

21. Делимое уменьшили в
6 раз. Ка� нужно изменить дели-
тель, чтобы частное уменьшилось
в 2 раза?

22. Сформулируйте призна�
делимости суммы.

23. Сформулируйте призна�и
делимости на 2, 3, 4, 5, 9, 10, 25.

24. Приведите примеры мно-
жеств.

25. Что называют подмноже-
ством данно"о множества?

26. Что означают зна�и: ô,
Ý, Ô, ¾?

27. Вместо звездоч�и поставь-
те зна� ô или Ý (Ô) та�, чтобы
полученная запись была верной:
а) {3; 7} * {7; 8; 3}; б) 7 * {3; 7; 8};
в) ¾ * {0; 1; 2}; ") {3; 4} * {3; 4};
д) 5 * {1; 10; 15}.

28. Из множества {5; 28; 37;
49; 121; 168; 279; 415} выделите
подмножества простых и состав-
ных чисел.

29. Дайте определение наи-
больше"о обще"о делителя и наи-
меньше"о обще"о �ратно"о двух
или нес�оль�их чисел.

30. Разложите на простые
множители: а) 1176; б) 5400.

31. Найдите: НОД(120, 144,
324); НОД(144, 72).

32. Найдите: НОК(108, 216,
135); НОК(25, 38); НОК(70, 35,
280).

УПРАЖНЕНИЯ

1. До�ажите, что одно из двух последовательных четных
чисел делится на 4 нацело.

2. До�ажите, что разность  –  �ратна 9.

3. До�ажите, что вся�ое трехзначное число, записанное
одина�овыми цифрами, делится нацело на 37.

4. Ка�ой цифрой о�анчивается произведение

51 · 52 · 53 ... 58 · 59?

5. До�ажите, что сумма двузначно�о числа и числа, запи-
санно�о теми же цифрами, но в обратном поряд�е, �ратна 11.

ab ba
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6. Сумма цифр двузначно�о числа равна 6. Если � этому
числу прибавить 18, то получится число, записанное теми же
цифрами, но в обратном поряд�е. Найдите исходное число.

7. Найдите двузначное число, равное сумме �вадрата числа
единиц и числа десят�ов.

8. Остато� от деления натурально�о числа k на 12 равен 5, а
остато� от деления числа k на 16 равен 9. Чему равен остато�
от деления наименьше�о из возможных значений k на 24?

9. Найдите двузначное число, равное утроенной сумме е�о
цифр.

О Т В Е Т Ы

4. 0. 6. 24. 7. 89. 8. 17. 9. 27.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1

1. Ка� известно, число называется четным, если оно делится на
2 нацело.

2. Формула четно"о числа имеет следующий вид: а) 2n; б) 2n – 2;
в) 2n + 2.

3. Пусть n Ý N. То"да 2n — четное число, а 2n + 2 — следующее
четное число.

4. Если n = 2k, "де k Ý N, то число 2n = 2 · 2k = 4k делится на 4 на-
цело.

5. Если n = 2k – 1 (нечетное), "де k Ý N, то число 2n + 2 = 2(2k – 1) +
+ 2 = 4k – 2 + 2 = 4k делится на 4 нацело.

К упражнению 2

1. Имеем  = 10a + b (двузначное число, "де a — цифра десят�ов,

b — цифра единиц); анало"ично  = 10b + a.

2. Следовательно,

 –  = 10a + b – (10b + a) = 9a – 9b = 9(a – b).

3. Число 9(a – b) делится на 9 нацело.

К упражнению 3

1. Трехзначное число, записанное одина�овыми цифрами, имеет

вид .

ab

ba

ab ba

aaa
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2. Имеем  = 100a + 10a + a = 111a.

3. Число 111 делится на 37 нацело; следовательно, и число 111a

делится на 37.

К упражнению 4

1. Среди данных множителей выделим две пары множителей:
52 и 55; 55 и 56.

2. Если мы умножим 52 на 55 или 55 на 56, то произведение будет
о�анчиваться нулем.

3. Та�им образом, произведение остальных множителей на 52 · 55
или 55 · 56 будет о�анчиваться нулем.

К упражнению 5

1. Имеем  = 10a + b; анало"ично  = 10b + a.

2. Следовательно, сумма

 +  = 10a + b + 10b + a = 11a + 11b = 11(a + b)

делится на 11 нацело.

К упражнению 6

1. Пусть x — цифра десят�ов, а y — цифра единиц исходно"о
числа.

2. Поэтому исходное число можно записать в виде 10x + y.
3. То"да задача сводится � решению системы уравнений

4. Решив эту систему, получим x = 2, y = 4. Ита�, исходное число
есть 24.

К упражнению 7

1. Пусть ис�омое число имеет вид 10a + b.
2. То"да в силу условия имеем

10a + b = a + b2,

от�уда 9a = (b – 1)b.
3. Ясно, что произведение b(b – 1) должно быть �ратно 9.
4. Та� �а� b m 9, а b – 1 m 8, то b(b – 1) делится на 9 лишь то"да,

�о"да b = 9.
5. Следовательно, 9a = 9 · 8, от�уда a = 8. Ита�, ис�омое число

есть 89.

aaa

ab ba

ab ba

x + y = 6,
10x + y + 18 = 10y + x.
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К упражнению 8

1. Пусть k — натуральное число, p и q — целые части от деления k
на 12 и 16 соответственно.

2. То"да, со"ласно условию, имеем систему

3. Левые части этих соотношений равны, поэтому равны и правые
части, т. е.

12p + 5 = 16q + 9. (1)

4. Выразим p из равенства (1):

p = . (2)

5. Та� �а� в равенстве (2) p и q — целые положительные числа, то
с помощью перебора устанавливаем, что наименьшему значению q = 2
соответствует целое p = 3.

6. Та�им образом, наименьшее значение k = 41, а остато� от деле-
ния 41 на 24 равен 17.

К упражнению 9

1. Имеем  = 10a + b.

2. По условию

10a + b = 3(a + b), или 7a = 2b. (1)

3. Из равенства (1) получаем

a = . (2)

4. Та� �а� в равенстве (2) a и b — натуральные числа, меньшие 10,
то перебором устанавливаем, что наименьшему значению b = 7 соот-
ветствует целое a = 2.

5. Та�им образом, ис�омое число есть 27.

k = 12p + 5,
k = 16q + 9.

1 4q+

3
-----------------

ab

2b

7
------
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Т е м а 2

Обыкновенные дроби. Правильные и неправильные дроби.

Основное свойство дроби. Сравнение дробей.

Сокращение дроби. Сложение и вычитание дробей.

Умножение дробей. Деление дробей. Десятичные дроби.

Обращение десятичной дроби в обыкновенную

и обыкновенной в десятичную. Периодические дроби.

Отношение. Пропорция. Свойства пропорций.

Свойства отношений. Процент.

Основные задачи на проценты. Деление числа на части,

прямо и обратно пропорциональные данным числам

Теоретичес	ие сведения

1. Обыкновенные дроби

1°. Одну или нес
оль
о равных частей единицы называют

обы�новенной дробью.

Например, дробь  означает, что единица разделена на

5 равных частей и взята та
ая одна часть; дробь  означает,

что единица разделена на 7 равных частей и взяты две та
ие

части (рис. 3).

2°. Обы
новенная дробь записывается с помощью черты и

двух натуральных чисел. Число, записанное под чертой и по-


азывающее, на с
оль
о равных частей разделена единица, на-

зывают знаменателем дроби. Число, записанное над чертой

и по
азывающее, с
оль
о взято та
их равных частей, называ-

ют числителем дроби.

1
5
---

2
7
---

Рис. 3
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3°. Из определения дроби следует что дробную черту можно

рассматривать 
а
 зна
 деления. Например,  = 2 : 7.

Та
им образом, дробь, у 
оторой числитель равен знамена-

телю, равна единице. Например,  = 1.

2. Правильные и неправильные дроби

1°. Дробь, в 
оторой числитель меньше знаменателя, назы-

вают правильной. Например, — правильная дробь.

2°. Дробь, в 
оторой числитель равен знаменателю или

больше е$о, называют неправильной. Например, , — не-

правильные дроби.

3°. Число, состоящее из натурально$о числа и дроби, назы-

вают смешанным. Например, 7 , 8 — смешанные числа.

4°. Смешанное число можно обратить в неправильную

дробь. Например,

7  =  = ; 8  =  = .

3. Основное свойство дроби

1°. Две дроби  и  называют равными, если ad = bc. На-

пример,  = , та
 
а
 2 · 6 = 3 · 4.

2°. Если числитель и знаменатель дроби умножить или

разделить на одно и то же натуральное число, то получится

дробь, равная данной. Это свойство называют основным свой-

ством дроби. Например,  =  (та
 
а
 10 · 3 = 15 · 2) или

 =  (та
 
а
 5 · 12 = 6 · 10).

2
7
---

5
5
---

3
8
---

3
3
---

5
2
---

1
3
---

2
3
---

1
3
---

3 7 1+⋅

3
----------------------

22
3
------

2
3
---

8 3 2+⋅

3
----------------------

26
3
------

a

b
---

c

d
---

2
3
---

4
6
---

10
15
------

2
3
---

5
6
---

10
12
------
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4. Сравнение дробей. Сокращение дроби

1°. Из двух дробей  и  с одина
овыми знаменателями та

больше, у 
оторой числитель больше. Например,  > .

2°. Из двух дробей  и  с одина
овыми числителями та

больше, у 
оторой знаменатель меньше. Например,  > .

3°. Для сравнения дробей с разными числителями и знаме-

нателями их предварительно приводят 
 общему знаменателю

или 
 общему числителю.

4°. Деление числителя и знаменателя на их общий делитель

называют со�ращением дроби. При этом получается дробь, рав-

ная данной.

5. Сложение и вычитание дробей

1°. При сложении дробей с одина
овыми знаменателями 


числителю первой дроби прибавляют числитель второй дроби и

оставляют тот же знаменатель. Полученную дробь, если это

возможно, со
ращают. Например,

 +  =  =  = .

2°. Наименьшим общим знаменателем двух или нес
оль-


их дробей является наименьшее общее 
ратное знаменателей

этих дробей.

При сложении дробей с различными знаменателями нужно

предварительно привести их 
 наименьшему общему знамена-

телю. Например,

 +  =  +  =  = .

3°. При вычитании смешанных чисел из целой части умень-

шаемо$о вычитают целую часть вычитаемо$о, а из дробной час-

ти уменьшаемо$о — дробную часть вычитаемо$о. Например,

9  – 4  = 5  –  = 5  = 5 .

a

b
---

c

b
---

2
3
---

1
3
---

a

b
---

a

c
---

5
9
---

5
10
------

7
9
---

5
9
---

7 5+
9

--------------

12
9
------

4
3
---

8
15
------

1
9
---

24
45
------

5
45
------

24 5+
45

-----------------

29
45
------

7
8
---

5
12
------

7
8
---

5
12
------

21 10–
24

--------------------

11
24
------
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4°. Если дробная часть вычитаемо$о больше дробной части

уменьшаемо$о, то одну из единиц целой части уменьшаемо$о

нужно заменить равной ей дробью. Например,

7  – 2  = 5  –  = 5  =

= 4 +  +  = 4  = 4 .

Анало$ично выполняется сложение смешанных чисел.

Заметим, что вычитание дробей может привести 
 понятию

отрицательной дроби. Этот случай будет рассмотрен в теме 3.

6. Умножение дробей

1°. Произведение двух дробей  и  равно дроби, числитель


оторой равен произведению числителей, а знаменатель — про-

изведению знаменателей, т. е.  ·  = .

2°. При умножении смешанных чисел их предварительно

представляют в виде неправильных дробей. Например, 2  · 3  =

=  ·  = . Этот результат можно записать в виде смешан-

но$о числа, разделив числитель на знаменатель и выделив це-

лую часть числа:  = 7 .

3°. Два числа называют взаимно обратными, если их про-

изведение равно 1. Например, a и , 3 и — взаимно обрат-

ные числа.

4°. Любые две дроби вида  и  являются взаимно обрат-

ными, та
 
а
 их произведение равно 1.

7. Деление дробей

1°. При делении дроби на дробь числитель делимо$о умно-

жают на знаменатель делителя, а знаменатель делимо$о — на

числитель делителя. Первое произведение служит числителем,

5
8
---

9
10
------

5
8
---

9
10
------

25 36–
40

--------------------


 40

40
-------

 25 36–
40

--------------------

65 36–
40

--------------------

29
40
------

a

b
---

c

d
---

a

b
---

c

d
---

ac

bd
------

1
3
---

1
6
---

7
3
---

19
6
------

133
18
----------

133
18
----------

7
18
------

1
a
---

1
3
---

a

b
---

b

a
---
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а второе — знаменателем частно$о. Например,

 :  =  =  = .

2°. При делении смешанных чисел нужно предварительно

представить их в виде дробей и применить правило деления

дроби на дробь. Например,

3  : 2  =  :  =  = .

3°. Любое целое число можно представить в виде дроби. На-

пример, 5 = , 3 =  и т. д. Это позволяет производить умноже-

ние и деление цело$о числа на дробь (или наоборот). Например,

3 :  =  :  =  = .

8. Десятичные дроби

1°. Обы
новенную дробь, знаменатель 
оторой равен 10, 100,

1000 и т. д. (т. е. изображен единицей с нулями), называют де-

сятичной дробью. Например,  = 0,3;  = 0,51;  = 0,007

и т. д.

2°. Сложение и вычитание десятичных дробей. При сложе-

нии (вычитании) десятичных дробей числа записывают та
,

чтобы одина
овые разряды были помещены один под дру$им,

а запятая — под запятой, и с
ладывают (вычитают) 
а
 нату-

ральные числа.

В ответе 
а
 при сложении, та
 и при вычитании ставят за-

пятую под запятой соответственно в сла$аемых и в уменьшае-

мом и вычитаемом. Например:

3°. Умножение десятичных дробей. Чтобы умножить одну

десятичную дробь на дру$ую, надо выполнить умножение, не

обращая внимания на запятые, и в полученном произведении

3
4
---

6
7
---

3 7⋅
4 6⋅
-----------

7
4 2⋅
-----------

7
8
---

5
7
---

1
3
---

26
7
------

7
3
---

26 3⋅
7 7⋅
--------------

78
49
------

5
1
---

3
1
---

4
5
---

3
1
---

4
5
---

3 5⋅
4 1⋅
-----------

15
4
------

3
10
------

51
100
----------

7
1000
-------------

0,132
2,354
2,486

+
9,871
7,320
2,551

–
16,200

4,752
11,448

–
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отделить справа запятой столь
о цифр, с
оль
о их имеется пос-

ле запятой в обоих множителях вместе. Например, 12,27 · 0,021 =

= 0,25767.

4°. Деление десятичных дробей.

а) Разделим 4,46 на 2. Делим на 2 сначала целую часть чис-

ла, потом десятые и, на
онец, сотые доли, т. е. 4,46 : 2 = 2,23.

б) Разделим 1,2345 на 5. В целой части частно$о получим нуль

(та
 
а
 единица не делится на 5), т. е. 1,2345 : 5 = 0,2469.

в) Разделим 1,25 на 1,6. Увеличим делимое и делитель в

10 раз, т. е. 12,5 : 16 = 0,78125.

5°. Чтобы разделить число на десятичную дробь, нужно от-

бросить в делителе запятую, а затем увеличить делимое во

столь
о раз, во с
оль
о раз увеличился делитель при отбрасы-

вании в нем запятой, после че$о выполнить деление по правилу

деления на целое число.

З а м е ч а н и е. При умножении (делении) десятичной дроби
на 10, 100, 1000 и т. д. достаточно перенести запятую вправо (влево)
на столь�о цифр, с�оль�о нулей во множителе (делителе). Например,
3,576 · 100 = 357,6; 2,53 : 10 = 0,253.

9. Обращение десятичной дроби в обыкновенную
и обыкновенной в десятичную. Периодические дроби

1°. Чтобы обратить десятичную дробь в обы
новенную, дос-

таточно в числителе дроби записать число, находящееся после

запятой, а в знаменателе — единицу с нулями, причем нулей

должно быть столь
о, с
оль
о цифр справа от запятой. Напри-

мер,

0,7 = ; 0,25 = ; 0,007 = .

2°. Чтобы обратить обы
новенную дробь в десятичную, сле-

дует разделить числитель на знаменатель по правилу деления

десятичной дроби на целое число. Например, для дроби 

имеем

7
10
------

25
100
----------

7
1000
-------------

7
25
------

70     25
50     0,28
200
200

0

–

–
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Заметим, что при этом может получиться бес
онечная де-

сятичная дробь. Например, для дроби  имеем

Та
им образом, мы вернулись 
 началу деления числа 3 на 7,

следовательно, этот процесс будет продолжаться бес
онечно.

3°. Бес
онечную десятичную дробь, в 
оторой, начиная с не-


оторо$о разряда, цифры повторяются, называют периодичес-

�ой. Например, 0,333...; 2,6777...; 4,0424242... .

Любую обы
новенную дробь можно записать в виде либо


онечной десятичной дроби, либо бес
онечной периодичес
ой

дроби.

Правило перевода бес
онечной периодичес
ой дроби в обы
-

новенную та
ово:

Чтобы обратить периодичес
ую дробь в обы
новенную, надо

из числа, находяще$ося до второ$о периода, вычесть число, на-

ходящееся до перво$о периода, и записать эту разность в чис-

литель, а в знаменателе написать цифру 9 столь
о раз, с
оль
о

цифр в периоде, и после девято
 дописать столь
о нулей, с
оль-


о цифр между запятой и первым периодом.

Например:

0,(45) =  = ;  3,1(73) =  =  = .

10. Отношение. Пропорция

1°. Отношением числа x 
 числу y называют частное чисел

x и y, т. е.  (или x : y).

3
7
---

30     7
28     0,428571...  
  20
  14

60
    56
      40
      35
      50
        49
          10
             7
            3

–

–

–

–

–

–

45 0–
99

-----------------

5
11
------

3173 31–
990

---------------------------

3142
990
-------------

1571
495
-------------

x

y
---
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2°. Отношение  означает, во с
оль
о раз x больше y, или


а
ую часть числа y составляет число x.

3°. В отношении  число x называют предыд�щим членом,

y — послед�ющим.

4°. Пропорцией называют равенство двух отношений, т. е.

 = .

5°. Числа a и y называют �райними членами, а числа x

и b — средними членами пропорции.

11. Свойства пропорций

1°. Произведение �райних членов пропорции равно произ-

ведению ее средних членов, т. е. если  = , то ay = bx.

2°. Обратно, числа a, b, x, y составляют пропорцию  = ,

если ay = bx.

3°. Из пропорции  =  выте
ают следующие производные

пропорции:

 = ;  = ;  = ,

т. е. в пропорции можно менять местами �райние и средние

члены или те и дру�ие одновременно.

4°. Чтобы найти неизвестный средний (или 
райний) член

пропорции, надо произведение 
райних (средних) членов раз-

делить на известный средний (
райний) член пропорции:

 =  ^ x = ;  =  ^ x = .

12. Свойства отношений

1°. Если даны два равных отношения  и , то

 = ;  = ,

x

y
---

x

y
---

a

b
---

x

y
---

a

b
---

x

y
---

a

b
---

x

y
---

a

b
---

c

d
---

a

c
---

b

d
---

d

b
---

c

a
---

d

c
---

b

a
---

a

x
---

b

c
---

ac

b
------

x

a
---

d

c
---

ad

c
-------

a

b
---

c

d
---

a b+
b

-------------

c d+
d

-------------

a b–
b

-------------

c d–
d

-------------
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т. е. сумма (или разность) членов перво�о отношения та� от-

носится � своему последующему члену, �а� сумма (разность)

членов второ�о отношения � своему последующему.

2°. Если даны нес
оль
о равных отношений  =  =  = ...,

то

 = ,

т. е. сумма предыдущих членов та� относится � сумме после-

дующих, �а� �аждый из предыдущих � своему последующему.

13. Процент. Основные задачи на проценты

1°. Процентом называют сотую часть 
а
о$о-либо числа.

Процент обозначают зна
ом %. Например, 5%; 100%.

2°. Если данное число принять за 1, то 1% составляет 0,01

это$о числа, 25% составляют 0,25 числа или  числа  и т. д.

Та
им образом, чтобы число процентов выразить в виде

дроби, достаточно число процентов разделить на 100. Напри-

мер, 125% = 1,25; 2,3% = 0,023.

3°. Нахождение процентов данно$о числа. Чтобы найти a%

от числа b, надо b умножить на .

Например, 30% от 60 р. составляют  = 18 (р.).

4°. Нахождение числа по е$о процентам. Если известно,

что a% числа x равны b, то число x можно найти по формуле

x =  · 100.

Например, если 3% в
лада в сбербан
 составляют 150 р.,

то этот в
лад равен  · 100 = 5000 (р.).

5°. Нахождение процентно$о отношения чисел. Чтобы най-

ти процентное отношение двух чисел a и b, надо отношение

этих чисел умножить на 100, т. е. вычислить  · 100%.

a

b
---

c

d
---

x

y
---

a c x ...+ + +
b d y ...+ + +
-------------------------------------

a

b
---


 1

4
--- -



a

100
----------

60 30⋅

100
------------------

b

a
---

150
3

----------

a

b
---
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Пусть, например, при плановом задании 60 автомобилей в

день завод выпустил 90 автомобилей; то$да он выполнил план

на  · 100%, т. е. на 150%.

14. Деление числа на части, прямо
и обратно пропорциональные данным числам

1°. Чтобы разделить не
оторое число пропорционально дан-

ным числам (разделить в данном отношении), надо разделить

это число на сумму данных чисел и результат умножить на


аждое из них.

Пусть, например, данный отрезо
 длиной в 15 см требуется

разделить в отношении 2 : 3. Имеем  · 2 = 6 (см);  · 3 = 9 (см).

2°. Чтобы разделить число на части, обратно пропорцио-

нальные данным числам, достаточно разделить это число на

части, прямо пропорциональные числам, обратным данным.

Пусть, например, требуется разделить число 27 обратно

пропорционально числам 4 и 5. Числа, обратные данным, отно-

сятся 
а
  :  = 5 : 4; то$да получим  · 5 = 15;  · 4 = 12.

КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ

1. Дайте определение обы�-
новенной дроби.

2. Из множества ; ; ;

;  выделите подмножество:

правильных дробей; неправиль-
ных дробей.

3. Сформулируйте основное
свойство дроби.

4. Сравните дроби по величи-

не: а)  и ; б)  и ; в)

и .

5. Сравните выражения

87 ·  ·  и 87 ·  · , не про-

изводя действий.
6. Ка�ие операции (действия)

возможны на множестве дробных
чисел?

7. Можно ли применять �
дробным числам за�оны сложе-
ния и умножения натуральных
чисел?

8. Сформулируйте правила
умножения и деления дробей.

9. Ка�ие дроби называют
взаимно обратными? Приведите
пример.

90
60
------

15
5
------

15
5
------

1
4
---

1
5
---

27
9
------

27
9
------

3

7
---

2

3
---

3

4
---

7

7
---

8

5
---

11

14
------

8

14
------

7

13
------

7

14
------

3

14
------

5

21
------

11

12
------

12

13
------

11

12
------

13

12
------
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10. Ка�ую дробь называют де-
сятичной?

11. Выразите в �ило"раммах:
а) 33 �" 246 "; б) 7 ".

12. Выразите в метрах: а) 3 м
2 дм; б) 1 м 5 см; в) 3 см.

13. Что называют отношени-
ем чисел? Сформулируйте свойст-
ва отношений.

14. Что называют пропорци-
ей? Сформулируйте свойства про-
порций.

15. Что называют процентом?
Ка�ие три основные задачи на
проценты вы знаете?

16. Выразите в виде дроби:
а) 5%; б) 20%; в) 72%; ") 100%;
д) 200%; е) 7,5%; ж) 0,75%.

17. Найдите процентное от-
ношение чисел: а) 1 � 4; б) 3 � 5;
в) 5 � 2; ") 12,5 � 50; д) 3,2 � 1,28.

18. Найдите: а) 4% от 75;

б) 15% от 84 �"; в) 18 % от 330 м;

") 160% от 82 р. 25 �.; д) 45% от
1 "а 4 а.

19. Найдите число, если:
а) 40% е"о равны 12; б) 1,25% е"о
равны 55; в) 0,8% е"о равны 1,84;
") 15% е"о равны 13 р. 50 �.;

д) 16 % е"о равны 2 ч 30 мин.

20. Найдите x, если:
а) 7% · x = 182;
б) 60% · x = 32;

в) 1 % · x = 4,75;

") 7,5% · x = 3,3;
д) 2,5% · x = 0,15;
е) 0,8% · x = 1,2;
ж) 10,75% · x = 8,6.
21. Мясо при вар�е теряет

35% своей массы. С�оль�о получит-

ся варено"о мяса из 2 �" сыро"о?
С�оль�о потребуется сыро"о мяса
для получения 2,6 �" варено"о?

22. Является ли верной про-

порция 3  :  = 3,4 : 0,6?

23. Найдите неизвестный член

пропорции 0,3x : 3  = 6 : 1,5.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Является ли верной пропорция 3,75 : 10,4 = 3  : 10 ?

2. По плану завод должен из$отовить 2000 тра
торов.

С
оль
о тра
торов составляет 1% от плана? 13% от плана?

3. Фабри
а выпус
ала 
аждый день 1000 
$ 
онфет. Адми-

нистрация фабри
и решила увеличить производство 
онфет

ежедневно на 5%. С
оль
о 
ило$раммов 
онфет должна вы-

пус
ать фабри
а через 1 день; через 2 дня; через 3 дня?

4. В
ладчи
 положил в бан
 20 000 р. при 8% $одовых. Ка-


ова будет величина в
лада через 3 $ода?

5. Цена не
оторо$о товара снижается еже$одно на 10%.

На с
оль
о процентов по сравнению с первоначальной пони-

зится цена товара через 4 $ода?

1

3
---

2

3
---

2

3
---

7

9
---

2

3
---

1

3
---

11
13
------

2
3
---
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6. Найдите число, 3,6% 
оторо$о равны значению выражения

(3 + 4,2 : 0,1) : 1 : 0,3 – 2  : 0,3125.

7. Число 196 разделите на части, пропорциональные чис-

лам: а) 1, 2 и 5; б) , 1  и 3.

О Т В Е Т Ы

1. Да. 2. 20; 260. 3. 1050 �"; 1102,5 �"; 1157,625 �". 4. 25 194 р. 24 �.
5. На 34,39%. 6. 4000. 7. а) 24,5; 49; 122,5; б) 14; 56; 126.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1

1. Ка� известно, пропорцией называют равенство двух отношений.
2. Перепишем данное условие, исходя из определения пропорции:

 = . (1)

3. Воспользуемся следующим свойством пропорции: произведе-
ние ее �райних членов равно произведению средних членов, т. е.

3,75 · 10  = 10,4 · 3 . (2)

4. Упростим сначала левую часть равенства (2), а затем и е"о пра-
вую часть:

а) 3,75 · 10  = 3  · 10  =  ·  = 5 · 8 = 40;

б) 10,4 · 3  = 10  · 3  =  ·  = 10 · 4 = 40.

Ита�, данная пропорция является верной.

К упражнению 2

1. Ка� известно, процентом данно"о числа A называют число 0,01a.
Обозначение: 1%(a) = 0,01a.

2. То"да 1% от плана составляет

1%(2000) = 0,01 · 2000 = 20 тра�торов.


 1

3
----


1
3
---

1
3
---

3,75

10,4
------------

3
11

13
------

10
2

3
---

-----------

2

3
---

11

13
------

2

3
---

3

4
---

2

3
---

15

4
------

32

3
------

11

13
------

2

5
---

11

13
------

52

5
------

50

13
------



28

3. Значит, 13% от плана составляют

13%(2000) = 0,13 · 2000 = 260 тра�торов.

К упражнению 3

1. Фабри�а выпус�ала �аждый день 1000 �" �онфет, что составля-
ло 100% от плана.

2. При увеличении плана на 5% он станет равным 105%.
3. Значит, нам нужно найти 105% от 1000, т. е.

105%(1000) = 1,05 · 1000 = 1050 �".

4. Та�им образом, через день фабри�а должна выпустить 1050 �"
�онфет.

5. Во второй день фабри�а должна увеличить �оличество �онфет,
равное 1050 �" и принимаемое за 100%, еще на 5%. Следовательно, во
второй день она должна выпустить 105% от 1050 �". Это составляет

105%(1050) = 1,05 · 1050 = 1102,5 �".

6. Анало"ично, за третий день фабри�а должна выпустить

1,05 · 1102,5 = 1157,625 �".

К упражнению 4

1. Анализируя решение предыдуще"о упражнения, заметим, что
на самом деле мы определяли следующие величины: 1,05 · 1000;

 · 1000;  · 1000.

2. В общем виде имеем:
а) p% от числа a составляют 0,01p · a;

б) p% от полученно"о результата составляют (0,01p)2 · a;

в) p% от ново"о результата составляют (0,01p)3 · a и т. д.
В результате получаем та� называемые сложные проценты.
3. Формулу

N = (0,01p)n · a

называют формулой сложных процентов. Ее можно записать та�:

N = qn · a, "де q = 0,01p, причем q > 1 (та� �а� p > 100).
4. В этой задаче мы имеем дело с формулой сложных процентов,

"де q = 1,08 и n = 3. Поэтому величина в�лада через 3 "ода составит

N =  · 20 000 = 25 194,24 р.

К упражнению 5

1. Эта задача на вычисление пониженно"о процента.
2. Воспользуемся формулой сложных процентов. Снижение цены

на 10% означает, что новая цена составит 90% = 0,9 первоначальной.
3. Со"ласно формуле сложных процентов, через 4 "ода цена товара бу-

дет равна  = 0,6561 = 65,61% первоначальной, а это на 34,39% ниже.

1,05
2

1,05
3

1,08
3

0,9
4
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Т е м а 3

Координатная прямая. Множество целых чисел.

Положительные и отрицательные числа.

Множество рациональных чисел. Модуль числа.

Сравнение рациональных чисел.

Сложение и вычитание рациональных чисел.

Умножение и деление рациональных чисел.

Возведение рациональных чисел в степень

с натуральным показателем

Теоретичес	ие сведения

1. Координатная прямая

1°. Прямую с выбранными на ней началом отсчета, единич-
ным отрез�ом и направлением называют �оординатной прямой.

2°. Соответствие между множеством натуральных чисел и
точ�ами �оординатной прямой можно установить, выбрав на
прямой произвольную точ�у 0, а затем с помощью единично�о
отрез�а отметив на прямой точ�и, �оторым соответствуют на-
туральные числа (рис. 4).

2. Множество целых чисел

1°. Отметим точ�и, симметричные точ�ам 1, 2, 3, ... отно-
сительно точ�и 0. Обозначим их через –1, –2, –3, ... . Числа 1
и –1, 2 и –2 и т. д. на �оординатной прямой расположены сим-
метрично. Та�ие числа называют противоположными.

2°. Числа натуральные, им противоположные, а та�же чис-
ло нуль составляют множество целых чисел (множество Z).

3°. Каждому целому числу можно поставить в соответствие
единственную точ�у �оординатной прямой (рис. 5).

Рис. 4 Рис. 5
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3. Положительные и отрицательные числа

1°. Условимся считать числа 1, 2, 3, ..., расположенные
правее числа 0, целыми положительными числами. То�да чис-
ла, им противоположные, т. е. –1, –2, –3, ..., назовем целыми

отрицательными числами.

2°. Множество натуральных чисел, дополненное нулем, назы-
вают множеством целых неотрицательных чисел и обозначают
Z0 = {x | x = 0 или x Ý N}. Можно та�же записать: Z0 = N ∪ {0}.

4. Множество рациональных чисел

1°. Каждой дроби (обы�новенной или десятичной) можно
поставить в соответствие �а�ую-либо точ�у �оординатной пря-
мой. При этом получим �а� положительные, та� и отрицатель-
ные дробные числа.

2°. Объединение множеств целых и дробных чисел (поло-
жительных и отрицательных) составляет множество рацио-

нальных чисел (множество Q). Любое рациональное число

можно записать в виде , �де p Ý Z0, q Ý Z, причем q − 0 (та�

�а� деление на нуль не имеет смысла). Говорят та�же, что

дробь , знаменатель �оторой равен нулю, не имеет смысла.

3°. Каждому рациональному числу можно поставить в соот-
ветствие единственную точ�у �оординатной прямой.

4°. На множестве Q можно производить сложение, вычита-
ние, умножение и деление (�роме деления на нуль).

5. Модуль числа

1°. Мод�лем числа a называют само это число, если a l 0,
или это число, взятое с противоположным зна�ом, если a < 0.

Модуль числа a обозначают символом |a|. Та�им образом,

|a| = 

2°. Если a − 0, то на �оорди-
натной прямой модулю числа a

соответствуют две точ�и, равно-
удаленные от нуля (рис. 6).

p

q
---

p

q
---

a, если a l 0;
–a, если a < 0.

Рис. 6
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Та�им образом, модуль числа есть расстояние от начала от-
счета до точ�и, �оторой соответствует это число.

6. Сравнение рациональных чисел

Из установленно�о на �оординатной прямой соответствия
следует, что то число больше, �оторое расположено правее. От-
сюда следует, что: а) вся�ое положительное число больше ну-
ля и больше отрицательно�о числа; б) вся�ое отрицательное
число меньше нуля; в) из двух отрицательных чисел больше
то, модуль �оторо�о меньше. Например, –3,8 > –5,1, та� �а�
|–3,8| < |–5,1|.

7. Сложение и вычитание рациональных чисел

1°. Сумма двух чисел с одина�овыми зна�ами равна числу
то�о же зна�а, модуль суммы равен сумме модулей сла�аемых.
Например,

(–6) + (–5,3) = –(6 + 5,3) = –11,3.

2°. Сумма двух чисел с разными зна�ами равна числу, мо-
дуль �оторо�о получается вычитанием из больше�о модуля
меньше�о, а зна� суммы совпадает со зна�ом сла�аемо�о,
имеюще�о больший модуль. Например,

(+4) + (–10) = –(10 – 4) = –6.

3°. Сумма противоположных чисел равна нулю. Например,

(+6) + (–6) = 0.

4°. Чтобы вычесть из числа a число b, достаточно � умень-
шаемому прибавить число, противоположное вычитаемому.
Например,

a – b = a + (–b); –5 – (+3) = –5 + (–3) = –8.

8. Умножение и деление рациональных чисел

1°. Произведение двух чисел одно�о зна�а есть число поло-
жительное. Например,

(–6) · (–2,3) = 13,8.
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2°. Произведение двух чисел с разными зна�ами есть число
отрицательное. Например,

(+6) · (–2,3) = –13,8.

3°. Анало�ично производится деление. Например:

а) (–18) : (–9) = 2; б) (+24) : (–3) = –8.

9. Возведение рациональных чисел в степень
с натуральным показателем

1°. Степенью числа a с по�азателем k, �де a Ý Q, k Ý N, на-
зывают произведение k множителей, �аждый из �оторых ра-
вен a:

Число a называют основанием степени, а число k — по�а-

зателем степени.

2°. Четная степень отрицательно�о числа есть число поло-

жительное; например,  > 0.

Нечетная степень отрицательно�о числа есть число отрица-

тельное; например,  < 0.

Любая степень положительно�о числа есть число положи-

тельное; например, 12k > 0.

3°. При возведении нуля в любую натуральную степень k

получается нуль, т. е. 0k = 0.

4°. При возведении единицы в любую натуральную степень k

получается единица, т. е. 1k = 1.

КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ

1. Дайте определение �оорди-
натной прямой.

2. Ка�ое соответствие сущест-
вует между множеством нату-
ральных чисел и множеством то-
че� �оординатной прямой?

3. Можно ли утверждать, что
�аждой точ�е �оординатной пря-
мой соответствует определенное
натуральное число?

4. Ка�ие числа составляют
множество Z?

ak = a · a ... a.
k раз

3–( )
24

0,75–( )
17
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15. Ка� расположены на �о-
ординатной прямой противопо-
ложные числа? Чему равна сум-
ма чисел a и –a? Ка�ое число
противоположно нулю?

16. Ка�ие числа составляют
множество Q?

17. Дайте определение моду-
ля числа и е"о "еометричес�ое
истол�ование.

18. С�оль�им точ�ам на пря-
мой соответствует |5|? Ка� распо-
ложены эти точ�и?

19. Ка�ое соответствие су-
ществует между множеством ра-
циональных чисел и множеством
точе� �оординатной прямой?

10. Ка� сравнивают: два по-
ложительных числа; два отрица-

тельных числа; положительные
и отрицательные числа?

11. Сформулируйте правила
сложения и вычитания поло-
жительных и отрицательных
чисел.

12. Сформулируйте правила
умножения и деления положи-
тельных и отрицательных чисел.

13. Все"да ли выполнимо де-
ление на множестве Q?

14. Применимы ли за�оны
сложения и умножения на мно-
жестве Q?

15. Дайте определение степе-
ни числа с натуральным по�аза-
телем.

16. Чему равно значение:

а) (–1)25; б) (–1)36; в) 015?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите дополнение множества чисел, �ратных 4, до мно-
жества чисел, �ратных 2.

2. Запишите без зна�а модуля выражение:
а) |x – 2| + 3x; б) |x + 2| – 3x; в) |x – 2| – 3x;
�) –3|x – 2| + 4x.
3. Освободитесь от зна�ов модулей в выражении:
а) 2|3 – x| – 3|3x + 7| – 7x; б) 2|x – 3| – 3|3x + 7| + 7x;
в) |x + 2| – x; �) |x – |x|| + 2x.
4. При �а�их значениях x верно равенство:
а) 2x = |x|; б) x = |–x|; в) –x = |–x|; �) |x| = –x?
5. Вычислите:
а) 0,5(|a + x| – |a – x|) при a = –2, x = –6;
б) |a – x| – |y + k| при a = –5, x = 4, y = 1, k = –3.
6. Где на �оординатной прямой расположены числа, для

�оторых:
а) |x| < 1; б) |x| > 3; в) –2 < |x| < 4?
7. Пусть x — натуральное число. Ка�ому числовому множе-

ству принадлежит число:

а) x + 2; б) 2x; в) x(x + 2); �) (x3 + 1) : (x + 1);

д) (x3 + 1) : (x2 + 1)?
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Задания для повторения

18. Верно ли утверждение:
1а) если натуральное число делится нацело на 6, то оно де-

лится на 3;
1б) если сумма двух чисел — четное число, то �аждое сла-

�аемое четно;
1в) если произведение двух чисел равно нулю, то �аждый

сомножитель равен нулю;
1�) если �уб не�оторо�о числа делится нацело на 8, то это

число четное?
19. До�ажите, что сумма трех последовательных натураль-

ных чисел делится нацело на 3, а их произведение делится на 6.
10. Рабочие в теплице собрали 42 �� свежих �рибов, содер-

жащих по массе 95% воды. Ко�да �рибы подсушили, их масса
стала равной 3 ��. Ка�ов процент содержания воды по массе
в сухих �рибах?

О Т В Е Т Ы

1. 4k + 2, k Ý Z. 2. а) 4x – 2, если x l 2; 2x + 2, если x < 2; б) 2 – 2x,
если x l –2; –4x – 2, если x < –2; в) –2x –2, если x l 2; 2 – 4x, если x < 2;

") x + 6, если x l 2; 7x – 6, если x < 2. 3. а) 27, если x < – ; –18x – 15,

если –  m x < 3; –14x – 27, если x l 3; б) 14x + 27, если x < – ; –4x – 15,

если –  m x < 3; –27, если x l 3; в) 2, если x l –2; –2 – 2x, если x < –2;

") 2x, если x l 0; 0, если x < 0. 4. а) x l 0; б) x l 0; в) x m 0; ") x m 0.
5. а) 2; б) 7. 6. а) –1 < x < 1; б) x < –3 и x > 3; в) –4 < x < 4. 7. а) N; б) N;
в) N; ") N; д) Q. 8. а) Да; б) нет; в) нет; ") да. 10. 30%.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1

1. Множество чисел, �ратных 4, — это числа вида 4k, "де k Ý Z.
Очевидно, эти числа �ратны та�же и 2.

2. Из чисел вида 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3, не �ратных 4, �ратны 2
толь�о числа вида 4k + 2.

3. Та�им образом, ис�омым является множество чисел вида 4k + 2,
"де k Ý Z.

7

3
---

7

3
---

7

3
---

7

3
---
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К упражнению 2а

1. В данном выражении |x – 2| + 3x первое сла"аемое |x – 2| связано
с модулем, а второе 3x не связано.

2. Используя определение модуля, получаем

|x – 2| + 3x = 

Ита�,

|x – 2| + 3x = 

К упражнению 3а

1. Дано выражение 2|3 – x| – 3|3x + 7| – 7x.
2. Определим точ�и, в �оторых выражения, находящиеся под зна-

�ом модуля, равны нулю. Из уравнений 3 – x = 0 и 3x + 7 = 0 следует,

что x = 3 и x = – .

3. Отметим эти точ�и на числовой прямой

(рис. 7) и получим три промежут�а: x < – ,

–  m x < 3, x l 3.

4. Рассмотрим данное выражение на �аждом промежут�е и упрос-
тим:

а) или

б) или

в) или

К упражнению 9

1. Три последовательных натуральных числа мо"ут быть записа-
ны в следующем виде: k; k + 1; k + 2.

2. Их сумма k + k + 1 + k + 2 = 3k + 3 делится на 3, та� �а� �аждое
сла"аемое делится на 3.

x – 2 + 3x, если x – 2 l 0;
–(x – 2) + 3x, если x – 2 < 0.

4x – 2, если x l 2;
2x + 2, если x < 2.

7

3
---

Рис. 7

7

3
---

7

3
---

x < – ,

2(3 – x) + 3(3x + 7) – 7x,

7

3
--- x < – ,

27;

7

3
---

–  m x < 3,

2(3 – x) – 3(3x + 7) – 7x,

7

3
--- –  m x < 3,

–18x – 15;

7

3
---

x l 3,
–2(3 – x) – 3(3x + 7) – 7x,

x l 3,
–14x – 27.
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3. Произведение этих же чисел равно k(k + 1)(k + 2). Одно из запи-
санных чисел обязательно делится на 2, а дру"ое — на 3.

4. Значит, произведение будет делиться на 6.

К упражнению 10

1. Найдем �оличество воды, �оторое содержится в 42 �" свежих
"рибов:

 = 39,9 (�").

2. Значит, из 42 �" свежих "рибов получили 42 – 39,9 = 2,1 �" су-
хих "рибов.

3. Найдем �оличество воды в подсушенных "рибах: 3 – 2,1 = 0,9 �".
4. Ис�омое процентное отношение составляет

 · 100% = 30%.

42 95⋅

100
------------------

0,9

3
---------
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Т е м а 4

Свойства степени с натуральным показателем.

Числовые выражения. Выражения с переменными.

Тождественно равные выражения. Одночлены. Многочлены.

Преобразование суммы и разности многочленов.

Умножение многочлена на одночлен и многочлена

на многочлен. Разложение многочлена на множители

способом вынесения общего множителя за скобки.

Разложение многочлена на множители способом группировки.

Тождества сокращенного умножения.

Выделение квадрата двучлена из квадратного трехчлена.

Примеры использования различных способов разложения

на множители. Дробь

Теоретичес	ие сведения

1. Свойства степени с натуральным показателем

1°. При умножении степеней с одина�овыми основаниями
по�азатели с�ладываются, а основание остается прежним:

ak · ac = ak + c; k, c Ý N.

Например, a2 · a3 = a2 + 3 = a5.

2°. При делении степеней с одина�овыми основаниями по-
�азатели степеней вычитаются, а основание остается прежним:

ak : ac = ak – c; k, c Ý N.

Например, a5 : a3 = a5 – 3 = a2.

3°. При возведении степени в степень по�азатели степеней
перемножаются, а основание остается прежним:

(ak)c = akc; k, c Ý N.

Например, (a4)3 = a12.

4°. Степень произведения равна произведению степеней
множителей:

(abc)k = akbkck; k Ý N.

Например, (abc)2 = a2b2c2.
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5°. Степень частно�о равна частному степеней делимо�о и
делителя:

 = ; b − 0, k Ý N.

Например,  = . 

2. Числовые выражения

1°. С помощью чисел, зна�ов действий и с�обо� можно сос-

тавлять различные числовые выражения. Например, ;

5 – (3 + 8 · 4) : 3.

2°. Если, соблюдая принятый порядо�, выполнить у�азанные

в выражении действия, то получится число; например, =

=  = ; число  называют числовым значением, или значе-

нием выражения.

3°. Выражение  не имеет числово�о значения, та�

�а� не все у�азанные действия можно выполнить (деление на
нуль невозможно).

3. Выражения с переменными

1°. Примерами выражений с переменными являются выра-

жения 5 + , x2 + y2 – 1 и т. д. Значение выражения, содержа-

ще�о переменную, зависит от значения переменной.

2°. При не�оторых значениях переменных выражение с пе-
ременными может не иметь смысла. Например, выражение

 при x = 5 не имеет смысла (деление на нуль!).

3°. Множество значений переменных, при �оторых выраже-
ние с переменными имеет смысл, называют областью опреде-

ления это�о выражения.


 a

b
----

k ak

bk
------


 a

b
----


4
a4

b4
------

25 15–
16

--------------------

25 15–
16

--------------------

10
16
------

5
8
---

5
8
---

5 6+
3,5 2 7–⋅

---------------------------

a

3
---

3
x 5–
-------------
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4. Тождественно равные выражения

1°. Два выражения называют тождественно равными, ес-
ли при всех значениях входящих в них переменных, принадле-
жащих общей области определения, соответственные значения
этих выражений равны. Тождественное равенство обозначается
символами = или Þ.

2°. Равенства, в �оторых левая и правая части — тождест-
венно равные выражения, называют тождествами. Например,

(a – x)2 = a2 – 2ax + x2;  = a2 + 2a + 4 при a − 2 — тождества.

5. Одночлены

1°. Выражение, представляющее собой произведение чисел,
переменных и степеней переменных, называют одночленом.

Например, 3ax4, –2b3, 0,5c3(–3b2) — одночлены. Выражения

x + 1, a2 + b4,  не являются одночленами, та� �а� представ-

ляют сумму или частное переменных и чисел.

2°. Стандартным видом одночлена называют произведе-
ние, составленное из числово�о множителя (�оэффициента) и бу�-
венно�о выражения, в �отором �аждая из переменных взята в на-

туральной степени. Например, –2;  a;  54;  y3;  –8a2x2;  a.

3°. Степенью одночлена стандартно�о вида называют сумму

по�азателей степеней переменных. Например, 8x4y2 — одно-
член шестой степени, степень одночлена 3x равна единице, а сте-
пень одночлена 5 равна нулю.

4°. Одночлены, отличающиеся толь�о числовым �оэффици-
ентом или равные между собой, называют подобными.

6. Многочлены

1°. Ал�ебраичес�ую сумму одночленов называют мно�о-

членом. Например, 2a2 – 3ax5 – 3 есть мно�очлен. Выражение

 – xy2 + x + 3 не является мно�очленом, та� �а� не все е�о сла-

�аемые — одночлены.

a3 8–
a 2–
----------------

3y3

x
----------

3
5
---

y

x
---
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2°. Если в мно�очлене все одночлены записаны в стандарт-
ном виде и приведены подобные члены, то полученный мно�о-
член называют мно�очленом стандартно�о вида. Например,

2x2a3 + 1,8xa4 – 3a + 7 — мно�очлен стандартно�о вида.

3°. Степенью мно�очлена стандартно�о вида называют наи-
большую степень одночлена, входяще�о в этот мно�очлен. На-

пример, 1 + 2x2 – 5x2y3 — мно�очлен пятой степени.

7. Преобразование суммы и разности многочленов

1°. Для то�о чтобы преобразовать сумму или разность мно�о-
членов в мно�очлен стандартно�о вида, надо: а) рас�рыть с�об-
�и; б) привести подобные члены (сла�аемые).

2°. Рас�рытие с�обо�. Если перед с�об�ами стоит зна�
«плюс», то, рас�рывая с�об�и, следует сохранить зна� �аждо-
�о сла�аемо�о суммы, за�люченной в с�об�и.

Если перед с�об�ами стоит зна� «минус», то, рас�рывая с�об-
�и, надо зна�и сла�аемых поменять на противоположные.

3°. Приведение подобных членов (сла�аемых). Чтобы при-
вести подобные сла�аемые, достаточно сложить их �оэффи-
циенты (по правилу сложения положительных и отрицатель-
ных чисел) и полученное число умножить на бу�венное выра-
жение.

Например,

(5x2 – 4x + 3) – (3x2 – x + 2) =

= 5x2 – 4x + 3 – 3x2 + x – 2 = 2x2 – 3x + 1.

З а м е ч а н и е.  Если мно"очлен следует за�лючить в с�об�и, то
это делается по правилу, анало"ичному рас�рытию с�обо�. Например,

17a4 – 8a3y – 6a2y2 – ay3 = (17a4 – 8a3y) – (6a2y2 + ay3).

8. Умножение многочлена на одночлен
и многочлена на многочлен

1°. Чтобы умножить мно�очлен на одночлен, достаточно
�аждый член мно�очлена умножить на одночлен и полученные
произведения сложить.

2°. Деление мно�очлена на одночлен производится по ана-
ло�ичному правилу.
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3°. Чтобы умножить мно�очлен на мно�очлен, достаточно
�аждый член перво�о мно�очлена умножить на �аждый член
второ�о и полученные произведения сложить.

Например,

5x(x – y) + (2x + y)(x – y) =

= 5x2 – 5xy + 2x2 – 2xy + xy – y2 = 7x2 – 6xy – y2.

9. Разложение многочлена на множители
способом вынесения общего множителя за скобки

Преобразование мно�очлена в произведение двух или не-
с�оль�их мно�очленов (среди �оторых мо�ут быть и одночле-
ны) называют разложением мно�очлена на множители.

Например, 3ax4 – 6a7x7 + 12ax3 = 3ax3(x – 2a6x4 + 4).
Здесь был применен способ вынесения обще�о множителя

за с�об�и. Заметим, что выражение в с�об�ах мы получили,

разделив �аждый член мно�очлена на общий множитель 3ax3.

10. Разложение многочлена на множители
способом группировки

1°. Пусть дан мно�очлен ab + 2a – 3b – 6. Представим е�о в
виде суммы двух двучленов:

ab + 2a – 3b – 6 = (ab – 3b) + (2a – 6)

(здесь перед с�об�ами стоит зна� «плюс», поэтому зна�и чле-
нов мно�очлена, за�лючаемых в с�об�и, не меняются).

Вынеся в первом двучлене за с�об�и b, во втором 2, полу-
чим b(a – 3) + 2(a – 3). Далее вынесем за с�об�и a – 3; имеем

b(a – 3) + 2(a – 3) = (a – 3)(b + 2),

т. е.

ab + 2a – 3b – 6 = (a – 3)(b + 2).

2°. Разложим на множители мно�очлен 3(x – 2y)2 – 3x + 6y.

Вынеся за с�об�и общий множитель 3, имеем 3(x – 2y)2 – 3(x – 2y)
(здесь перед вторыми с�об�ами стоит зна� «минус», поэтому зна-
�и членов мно�очлена, за�лючаемых в с�об�и, меняем на про-
тивоположные). Далее выносим 3(x – 2y) и получаем 3(x – 2y) ×
× (x – 2y – 1).
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11. Тождества сокращенного умножения

1°. x2 – y2 = (x – y)(x + y) (разность �вадратов).
Например,

(3a)2 – (x + a)2 = (3a – x – a)(3a + x + a).

2°. (a + x)2 = (a + x)(a + x) = a2 + 2ax + x2 (�вадрат с�ммы).
Например,

(4 + 3x2)2 = 42 + 2 · 4 · 3x2 + (3x2)2 = 16 + 24x2 + 9x4.

3°. (a + x)3 = (a + x)2(a + x) = (a2 + 2ax + x2)(a + x) =

= a3 + 3a2x + 3ax2 + x3 (��б с�ммы).
Например,

(x + 2y2)3 = x3 + 3x2 · 2y2 + 3x(2y2)2 + (2y2)3 =

= x3 + 6x2y2 + 12xy4 + 8y6.

4°. a3 + x3 = (a + x)(a2 – ax + x2) (с�мма ��бов).
Например,

(2x)3 + (3y)3 = (2x + 3y)(4x2 – 6xy + 9y2).

5°. (a – x)2 = (a – x)(a – x) = a2 – 2ax + x2 (�вадрат разности).
Например,

(2a – 3x)2 = (2a)2 – 2 · 2a · 3x + (3x)2 = 4a2 – 12ax + 9x2.

6°. (a – x)3 = (a – x)2(a – x) = (a2 – 2ax + x2)(a – x) =

= a3 – 3a2x + 3ax2 – x3 (��б разности).
Например,

(a – 2x)3 = a3 – 3a2 · 2x + 3a(2x)2 – (2x)3 =

= a3 – 6a2x + 12ax2 – 8x3.

7°. a3 – x3 = (a – x)(a2 + ax + x2) (разность ��бов).
Например,

(2x)3 – (3y)3 = (2x – 3y)(4x2 + 6xy + 9y2).

8°. Приведем еще две формулы:

(x + y + a)2 = x2 + y2 + a2 + 2xy + 2ax + 2ay
(�вадрат трехчлена),

(x – y – a)2 = x2 + y2 + a2 – 2xy – 2ax + 2ay.
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12. Выделение квадрата двучлена из квадратного трехчлена

Пусть дан �вадратный трехчлен ax2 + bx + c (a − 0). Преоб-
разуем е�о следующим образом:

ax2 + bx + c = a x2 + x +  =

= a x2 + 2 · x +  +  –  = a x +  + .

Примеры.

1. 3x2 – 4x + 1 = 3 x2 – x +  =

= 3 x2 – 2 · x +  +  –  = 3 x –  – .

2. –2x2 – 9x + 5 = –2 x2 + x –  =

= –2 x2 + 2 · x +  – –  –  = –2 x +  + .

13. Примеры использования различных способов
разложения на множители

1. 12a2x3 – 3a2x2 = 3a2x2(4x – 1).
Здесь использован способ вынесения обще�о множителя за

с�об�и.

2. a3 + a2y + 2ay2 + 2y3 = a2(a + y) + 2y2(a + y) = (a + y)(a2 + 2y2).
Здесь использован способ �руппиров�и.

3. 8a3 – c3b6 = (2a)3 – (cb2)3 = (2a – cb2)(4a2 + 2acb2 + c2b4).
Здесь использовано тождество со�ращенно�о умножения

(разность �убов).

4. 6x2 + x – 2 = 6 x2 +  –  =

= 6 x2 + 2 ·  +  –  –  = 6 x +  –  =

= 6 x +  – x +  +  = 6 x – x + .

Здесь использован способ выделения из трехчлена �вадрата
двучлена, а затем применена формула разности �вадратов.
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5. 2x2 + 3x + 1 = 2x2 + 2x + x + 1 = 2x(x + 1) + (x + 1) =
= (x + 1)(2x + 1).
Здесь использован способ замены второ�о члена равной ему

суммой двух одночленов.

6. 2x4 + x3 + 4x2 + x + 2 = 2x4 + x3 + 2x2 + 2x2 + x + 2 =

= x3(2x + 1) + x(2x + 1) + 2(x2 + 1) =

= (2x + 1)(x3 + x) + 2(x2 + 1) = (2x + 1)x(x2 + 1) + 2(x2 + 1) =

= (x2 + 1)((2x + 1)x + 2) = (x2 + 1)(2x2 + x + 2).
Здесь были последовательно использованы приведенные

выше способы.

14. Дробь

1°. Дробью называют выражение вида , �де бу�вами a и b

обозначены числовые выражения или выражения с перемен-
ными.

2°. Область определения дроби — это множество чисел,

при �оторых данная дробь имеет числовое значение. Следова-

тельно, областью определения дроби  является множество

(–×; 0) ∪ (0; +×).

3°. При умножении числителя и знаменателя дроби на одно
и то же выражение, отличное от нуля, значение дроби не меня-
ется.

4°. Дробь  равна нулю то�да и толь�о то�да, �о�да a = 0

и b − 0.

КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ

1. Сформулируйте правила
умножения и деления степеней
с одина�овыми основаниями.

2. Сформулируйте правила
возведения степени в степень, про-
изведения в степень и частно"о
в степень.

3. Что следует понимать под
значением данно"о выражения?

4. Все"да ли выражение, со-
держащее переменную, имеет чис-
ловое значение? Приведите при-
меры.

5. Что называют областью оп-
ределения данно"о выражения?
Приведите примеры.

6. Ка�ие два выражения на-
зывают тождественно равными?

a

b
---

a

b
---

a

b
---

a

b
---
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17. Ка�ие равенства называ-
ют тождествами?

18. Ка�ое выражение назы-
вают одночленом; мно"очленом?

19. Что называют �оэффици-
ентом одночлена? Ка�ие одно-
члены называют подобными?

10. Сформулируйте правила
рас�рытия с�обо�, умножения
мно"очлена на одночлен и мно"о-
члена на мно"очлен.

11. Что значит разложить
мно"очлен на множители?

12. Перечислите известные
вам способы разложения мно"о-
члена на множители.

13. Напишите в общем виде
формулу: а) �вадрата и �уба дву-
члена; б) разности �вадратов двух
выражений; в) суммы и разности
�убов двух выражений.

14. Что больше: а)  – 

или  – ; б) 297 · 299 или

; в)  –  или ;

")  или  + ?

15. Найдите значение выра-

жения:

а) ; 

б) .

16. Что та�ое �вадратный

трехчлен? В �а�ой последователь-

ности происходит выделение пол-

но"о �вадрата двучлена?

17. Выделите полный �вадрат

из �вадратно"о трехчлена: а) 4x2 –

– 6x + 5; б) –3x2 + 4x – 3.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите значение выражения:

а)  : ; б)  · .

2. До�ажите, что  +  делится нацело на 13.

3. До�ажите, что  –  делится нацело на 59.

4. Сравните  и 16 · 18 · 20 · 22.

5. До�ажите, что при любом натуральном k значение выра-
жения:

а)  –  делится нацело на 4;

б)  –  делится нацело на 8;

в) k3 – k делится нацело на 6.
6. Разложите на множители:

а) x6 – 26; б) 8 + x3y3; в)  – 8; �)  + 8.
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17. Разложите на множители:

1а) x2 – y2 – 8x + 16; б) 9 – c2 + a2 + 6a;

1в) x3 + y3 + 2xy(x + y); �) 36a2 – (a2 + 9)2;

1д) a4 + ax3 – a3x – x4.
18. Выделите полный �вадрат из �вадратно�о трехчлена:

1а) 4x2 – 6x + 8; б) –2x2 + 4x – 12; в) 2x2 – x + .

19. При �а�их натуральных значениях k дробь 

принимает натуральные значения?
10. Со�ратите дробь:

а) ; б) ;

в) ; �) .

11. При �а�их натуральных значениях a дробь  при-

нимает натуральные значения?
12. Упростите выражение:

а)  –  : ;

б)  –  : ;

в) 1 +  –  + 1 ;

�)  –  ·  +  : ;

д)  – 16  : ;

е)  +  :  –  · .

13. Вычислите:

а)  +  +  :  :  –  при

x = –10,25;
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б)  – 1  ·  : n2 –  при n = .

14. Выполните тождественные преобразования выражения

A =  –  – a – 5 + .

Задания для повторения

15. Из четырех чисел первые три пропорциональны числам 5,
3 и 20, а четвертое число составляет 15% от третье�о. Найдите
эти числа, если второе из них на 375 меньше суммы всех ос-
тальных.

16. Если двузначное число разделить на сумму е�о цифр, то
в частном получится 8, а в остат�е 1. Найдите остато� от деле-
ния это�о числа на произведение е�о цифр.

17. Найдите размер в�лада, 12% �оторо�о составляют 2700 р.
18. Жирность моло�а составляет 5%, а сметаны — 25%.

С�оль�о �ило�раммов сметаны можно получить из 800 �� мо-
ло�а?

О Т В Е Т Ы

1. а) 19 200; б) 20. 4. 194 > 16 · 18 · 20 · 22. 6. а) (x – 2)(x + 2) ×

× (x4 + 4x2 + 16); б) (2 + xy)(4 – 2xy + x2y2); в)  – 2  + x3 + 4 ;

")  + 2  – x3 + 4 . 7. а) (x – 4 – y)(x – 4 + y); б) (3 + a – c) ×

× (3 + a + c); в) (x + y)(x2 + y2 + xy); ") –(a – 3)(a – 3)(a + 3)(a + 3);

д) (a – x)(a + x)(a2 + x2 – ax). 8. а) 4 x –  + ; б) –2(x – 1)2 – 10;

в) 2 x –  + . 9. k = 1, 2, 3, 4, 6, 12. 10. а) ; б) , если

a > 3; – , если –× < a < –2 или –2 < a < 3; в) 1, если –× < x < –1

или 1 < x < +×; , если –1 m x < –  или –  < x <  или
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 < x m 1; ") . 11. a = 1, a = 9. 12. а) ; б) 2(a – 3);

в) –1; ") ; д) ; е) . 13. а) ; б) –2. 14. a – 5, "де a − 5.

15. 75; 45; 300; 45. 16. 1. 17. 22 500 р. 18. 160 �".

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Здесь в явной форме ни одно из свойств степени с натуральным
по�азателем применить нельзя, та� �а� все степени имеют различные
основания.

2. Запишем не�оторые степени в дру"ом виде:   =  =

=  ·  =  ·  ·  (степень произведения равна произведению

степеней множителей);  =  =  · .

3. Учитывая записанные разложения, получим

 :  =  ·  =  · 3 ·  = 19 200.

К упражнению 2

1. Преобразуем данное выражение та�:

 +  =  +  =  + .

2. Вынося за с�об�и общий множитель , получим

 +  =  +  = (1 + ) =  · 65.

3. Следовательно,  +  �ратно 13.

К упражнению 4

1. Преобразуем произведение 16 · 18 · 20 · 22 следующим образом:

(19 – 3)(19 – 1)(19 + 1)(19 + 3) =

= (  – )(  – 1) <  ·  = .

2. Значит, 194 > 16 · 18 · 20 · 22.
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К упражнению 5а

1. Используя формулу разности �вадратов, упростим данное вы-
ражение:

(k + 1)2 – (k – 1)2 = (k + 1 – k + 1)(k + 1 + k – 1) = 2 · 2k = 4k.

2. Полученное выражение 4k делится нацело на 4.

К упражнению 6в

1. Данный двучлен ле"�о представить в виде разности �убов двух
выражений:

 – 8 =  – .

2. Применив формулу разности �убов, получим

 –  =  – 2  + x3 + 4 .

К упражнению 7а

1. Ни одно из тождеств со�ращенно"о умножения непосредствен-
но применить нельзя.

2. Объединив в одну "руппу первое, третье и четвертое сла"аемые,

получим �вадратный трехчлен x2 – 8x + 16, �оторый можно записать

в виде (x – 4)2.
3. Учитывая это, перепишем исходное выражение следующим об-

разом:
x2 – 8x + 16 – y2 = (x – 4)2 – y2.

4. Теперь, применяя формулу разности �вадратов, получим

(x – 4)2 – y2 = (x – 4 – y)(x – 4 + y).

К упражнению 7в

1. Замечаем, что x3 + y3 представляет собой сумму �убов двух вы-
ражений. Разложив эту сумму на множители, имеем

x3 + y3 = (x + y)(x2 – xy + y2). (1)

2. Используя равенство (1), перепишем исходное выражение в виде

x3 + y3 + 2xy(x + y) = (x + y)(x2 – xy + y2) + 2xy(x + y). (2)

3. В выражении (2) общий множитель x + y можно вынести за
с�об�и; значит, о�ончательно имеем

(x + y)(x2 – xy + y2 + 2xy) = (x + y)(x2 + y2 + xy).
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К упражнению 8а

1. С"руппируем два первых сла"аемых и вынесем �оэффициент

при x2 за с�об�и:

4 x2 – x  + 8.

2. Внутри с�обо� � выражению x2 – x прибавим и вычтем �вад-

рат числа, равно"о  от , т. е.  = :

4 x2 – x +  –  + 8.

3. Три первых сла"аемых в с�об�ах образуют полный �вадрат.
Следовательно, получим

4 x –  –  + 8 = 4 x –  –  + 8 = 4 x –  + .

К упражнению 9

1. Имеем

 =  +  +  = 5k + 8 + .

2. Исследуем полученное выражение:
а) k Ý N — по условию;
б) 5k — натуральное число, т. е. 5k Ý N;
в) 8 — натуральное число, т. е. 8 Ý N;
") следовательно, 5k + 8 Ý N;

д) — натуральное число, если k = 1, 2, 3, 4, 6, 12.

К упражнению 10а

1. В знаменателе вынесем общий множитель x11 за с�об�и.
2. Числитель представим в виде разности �убов.
3. Упростив данное выражение при условии x − 0, получим

 =  = .

К упражнению 10б

1. Знаменатель a2 – a – 6 разложим на множители: a2 – a – 6 =
= (a – 3)(a + 2), "де a − 3 и a − –2 — область определения дроби.
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2. а) Если a > 3, то a|a – 3| = a(a – 3) и, значит,

 =  = .

б) Если –× < a < –2 или –2 < a < 3, то a|a – 3| = –a(a – 3) и, следо-
вательно,

 =  = – .

3. Ита�, получаем ответ:

 при a > 3; –  при –× < a < –2 или –2 < a < 3.

К упражнению 10�

1. Область определения дроби  есть x Ý R.

2. Знаменатель дроби представим в следующем виде:

x4 + x2 + 1 = (x2 + 1)2 – x2.

3. Это выражение представляет собой разность �вадратов.
4. Возвращаясь � данной дроби и со�ратив ее, получим

 =  =  = .

К упражнению 12а

1. Разложим знаменатели дробей на множители:

а) x2 – x – 6 = (x – 3)(x + 2);

б) 3x2 – 4x – 15 = (x – 3)(3x + 5);

в) 3x2 + 11x + 10 = (x + 2)(3x + 5).
2. Найдем область определения данно"о выражения: x − 3; x − –2;

x − – ; x − ä1.

3. Та�им образом, имеем
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=  :  =

=  ·  =

=  = .
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К упражнению 12д

1. Найдем область определения данно"о выражения: a − 0; b − 0;
a − b.

2. Выполнив действия в первых с�об�ах, получим

 – 16 =  = . (1)

3. Выполнив действия во вторых с�об�ах, получим

 =  = . (2)

4. Используя равенства (1) и (2), находим

 ·  ·  =  = .

К упражнению 14

Имеем

A =  +  –  ·  =

=  ·  =

=  ·  =

=  ·  =

=  = a – 5, "де a − 5.

К упражнению 15

1. Пусть 5x — первое число; то"да 3x — второе число, 20x —
третье, 20x · 0,15 = 3x — четвертое.

2. По условию

5x + 20x + 3x – 3x = 375,

от�уда x = 15.
3. Значит, ис�омые числа та�овы: 5x = 5 · 15 = 75; 3x = 3 · 15 = 45;

20x = 20 · 15 = 300, 3x = 3 · 15 = 45.

К упражнению 16

1. Пусть a — цифра десят�ов, а b — цифра единиц исходно"о чис-
ла. То"да это число равно 10a + b, а сумма е"о цифр равна a + b.
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2. Со"ласно условию, имеем

 = 8 + . (1)

3. Из равенства (1) следует, что

2a = 7b + 1, или a = . (2)

4. Та� �а� a и b— натуральные числа, меньшие 10, то из равенст-
ва (2) перебором устанавливаем, что наименьшему значению b = 1 со-
ответствует значение a = 4.

5. Запишем частное от деления исходно"о числа на произведение
е"о цифр:

. (3)

6. Подставив в выражение (3) найденные значения a = 4, b = 1, по-
лучим

 =  = .

7. Ита�, ис�омый остато� равен остат�у от деления 41 на 4, т. е.
он равен 1.

К упражнению 17

З а м е ч а н и е.  Если p% неизвестно"о числа x равны b, то само
неизвестное число получается делением b на 0,01p.

Та�им образом, если p%(x) = b, то

x = , или x = .

1. Пусть размер в�лада равен x (р.); то"да е"о 12% составляют
2700 р., т. е. 12%(x) = 2700, или 0,12x = 2700.

2. Отсюда

x =  = 22 500 р.

К упражнению 18

1. В 800 �" моло�а содержится 5% жира, т. е. 0,05 · 800 = 40 �"
жира.

2. Этот же жир сохраняется и в сметане.
3. Пусть из 800 �" моло�а можно получить x �" сметаны, то"да

в ней имеется 0,25x �" жира.
4. Та�им образом, 0,25x = 40, от�уда x = 160 (�").
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Т е м а 5

Понятие об иррациональном числе.

Множество действительных чисел.

Арифметические действия с действительными числами.

Корень k/й степени из действительного числа.

Преобразования арифметических корней.

Степени с целым и дробным показателями.

Примеры применения тождеств сокращенного умножения

к действиям над степенями

Теоретичес	ие сведения

1. Понятие об иррациональном числе

1°. При измерении отрез�ов, несоизмеримых с единицей
длины, получается число, �оторое выражается бес�онечной не-
периодичес�ой десятичной дробью. Та�ие числа называют
иррациональными; например: 0,131331333125... . Известное
в математи�е число π, число e (основание натуральных ло�а-
рифмов) та�же являются числами иррациональными.

2°. Дру�ой пример, приводящий � понятию иррационально-
�о числа, дает следующая теорема: не существует рационально-

�о числа, �вадрат �оторо�о равен двум. Иными словами, реше-

ние уравнения x2 – 2 = 0 невозможно на множестве рациональных
чисел. Корнями та�о�о уравнения являются иррациональные

числа  и – .

3°. Любое рациональное число вида  (�де n − 0) можно

представить в виде �онечной или бес�онечной периодичес�ой
десятичной дроби.

2. Множество действительных чисел

1°. Объединение множеств рациональных и иррациональ-
ных чисел образует множество действительных (или вещест-

венных) чисел. Это множество принято обозначать через R.

2 2

m

n
-----
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2°. Между множеством R и множеством точе� �оординат-
ной прямой существует взаимно однозначное соответствие, т. е.
�аждому действительному числу соответствует единственная точ-
�а �оординатной прямой и наоборот, �аждой точ�е �оординат-
ной прямой соответствует единственное действительное число.

Учитывая это взаимно однозначное соответствие, часто мно-
жество R действительных чисел и множество точе� �оординат-
ной прямой объединяют общим термином — «числовая прямая».

3°. Действительные числа сравнивают по величине со�лас-
но правилу сравнения рациональных чисел (см. тему 3, п. 6).
Например, –0,17... < –0,15; 3,1... > –5,6... .

4°. Для числовых промежут�ов вводят следующие обозна-
чения:

[a; b] = {x Ý R | a m x m b} — зам�н�тый промеж�то� (или
отрезо�) с началом a и �онцом b;

(a; b) = {x Ý R | a < x < b} — от�рытый промеж�то� (или
интервал);

(a; b] = {x Ý R | a < x m b}; [a; b) = {x Ý R | a m x < b} — пол�-

от�рытые промеж�т�и;
[a; +×) = {x Ý R | x l a}; (–×; b] = {x Ý R | x m b} — л�чи;
(a; +×) = {x Ý R | x > a}; (–×; b) = {x Ý R | x < b} — от�ры-

тые л�чи;
(–×; +×) = R — числовая прямая.

3. Арифметические действия с действительными числами

1°. Пусть даны действительные числа a и b. Обозначим через

a , a , b , b  приближенные значения этих чисел с недостат�ом

и с избыт�ом с точностью до , т. е. a  < a < a  и b  < b < b .

2°. С�ммой действительных чисел a и b называют та�ое
действительное число p, �оторое при любом целом неотрица-

тельном k удовлетворяет неравенству a  + b  < p < a  + b .

Например, для чисел a =  и b =  имеем

1,4 + 1,7 <  + < 1,5 + 1,8;

1,41 + 1,73 <  + < 1,42 + 1,74;

1,414 + 1,732 <  + < 1,415 + 1,733;
...............................................................
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3°. Произведением действительных чисел a и b называют
та�ое действительное число q, �оторое при любом целом неот-

рицательном k удовлетворяет неравенству a b  < q < a b .

Например, для чисел a =  и b =  имеем

4°. Известные для рациональных чисел за�оны арифметиче-
с�их действий (переместительный, сочетательный, распредели-
тельный) сохраняются и для любых действительных чисел.

4. Корень k/й степени из действительного числа

1°. Корнем k-й степени (�де k Ý N и k − 1) из действитель-
но�о числа a называют действительное число x, k-я степень �о-
торо�о равна a.

2°. Корень k-й степени из числа a обозначают символом .

Со�ласно определению, ( )k = a.

3°. Нахождение �орня k-й степени из числа a называют из-

влечением �орня. Число k называют по�азателем �орня, чис-
ло a — под�оренным выражением.

4°. Заметим, что , �де n Ý N и a < 0, не существует. На-

пример, выражения ;  не имеют смысла.

5°. Чтобы устранить двузначность �орня k-й степени из чис-
ла a, вводят понятие арифметичес�о�о �орня. Арифметичес�им

�орнем k-й степени из числа a (a l 0) называют неотрицатель-
ное число b, k-я степень �оторо�о равна a, �де k > 1 — натураль-
ное число.

Например: а)  = |a|; б)  +  =

= |x + 1| + |x – 1|; в)  = |–3| = 3; �)  = 3 (но не ä3).

З а м е ч а н и е.  В ш�ольном �урсе рассматривается толь�о ариф-

метичес�ое значение �орня, т. е.  имеет смысл лишь при a l 0 и

принимает толь�о неотрицательные значения.

1,4 · 1,7 <  · < 1,5 · 1,8;

1,41 · 1,73 <  · < 1,42 · 1,74;

1,414 · 1,732 <  · < 1,415 · 1,733;
.............................................................
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5. Преобразования арифметических корней

1°. Корень k-й степени из произведения неотрицательных
чисел равен произведению �орней той же степени из сомножи-
телей:

 =  · 

(правило извлечения �орня из произведения).

2°. Если a l 0, b > 0, то

 = 

(правило извлечения �орня из дроби).

3°. Если a l 0, k, c Ý N, k, c > 1, то

 = 

(правило извлечения �орня из �орня).

4°. Если a l 0, то

( )m = 

(правило возведения �орня в степень).

5°. Если a l 0, то

 =  (�де m, n Ý N),

т. е. по�азатель �орня и по�азатель под�оренно�о выражения
можно умножить на одно и то же число.

6°. Если a1 > a2 > 0, то  >  > 0, т. е. большему поло-

жительному под�оренному выражению соответствует и боль-
шее значение �орня.

7°. Все у�азанные выше формулы часто применяются в об-
ратном поряд�е (т. е. справа налево). Например:

а)  ·  =  =  (правило умножения �орней);

б)  =  =  (правило деления �орней);

в)  = .

abk ak bk

a

b
---k

ak

bk
--------

ack
akc

ak amk

amk anmnk

a1
k a2

k

3 2 3 2⋅ 6

10

5
-----------

10
5
------ 2

56 53
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8°. Правило вынесения множителя из-под зна�а �орня:

 = |a| .

Например,  = 3 · |a| .

9°. Обратная задача — внесение множителя под зна� �орня.
Например,

b  = 

10°. Уничтожение иррациональности в знаменателе дроби.
Если знаменатель дроби содержит иррациональное выражение
(т. е. выражение, в �отором имеются действия с �орнями), то
целесообразно избавиться от последне�о.

Рассмотрим не�оторые типичные случаи.

а)  =  =  = , та� �а� a > 0.

Например,

 =  =  = .

б)  =  = .

Например,

 =  = =  + .

в)  =  и т. д.

11°. Применение тождеств со�ращенно�о умножения � дей-
ствиям с арифметичес�ими �орнями:

1) (  – )(  + ) = a – b;

2) (  å )(  ä  + ) = a å b;

3) a  ä b  = ( )3 ä ( )3 = (  ä )(a å  + b).

ak b⋅k bk

27a2 3

3
  , если b l 0,

– , если b < 0.

3b2

3b2

A

an
--------

A an 1–n

an an 1–n⋅
--------------------------------

A an 1–n

ann
-----------------------

A an 1–n

a
-----------------------

5

33
--------

5 323⋅

33 323⋅
------------------------

5 93

333
------------

5 93

3
------------

A

a b±
---------------------

A a b+−( )

a b±( ) a b+−( )
----------------------------------------------------

A a b+−( )

a b–
------------------------------

3

5 2–
----------------------

3 5 2+( )

5 2–( ) 5 2+( )
------------------------------------------------------

3 5 2+( )

5 2–
------------------------------- 5 2

A

a b c–+
-----------------------------------

A a b+( ) c+( )

a b+( ) c–( ) a b+( ) c+( )
-------------------------------------------------------------------------------------------

a b a b

a3 b3 a23 ab3 b23

a b a b a b ab
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6. Степени с целым и дробным показателями

Рассмотрим степень ap, �де p Ý Z.

1°. Если p = 0, то по определению a0 = 1 (при a − 0). Напри-

мер, 50 = 1.

2°. Если p < 0, то по определению ap =  (при a − 0). На-

пример, 2–1 = ;  2–2 = ;  (–3)–1 = – ;   = .

3°. Рассмотрим степень ap/q, �де — рациональное число.

Выражение ap/q имеет в общем виде смысл толь�о при a > 0.

Если a > 0, p Ý Z, q Ý N, то по определению  = . На-

пример, 22/3 = . Выражение (–8)1/2 или (–8)3/4 смысла не

имеет.

4°. Степень с рациональным по�азателем обладает теми же
свойствами, что и степень с натуральным по�азателем, а имен-
но, если a > 0 и n Ý Q, m Ý Q, то:

а) am · an = am + n; б) am : an = am – n; в) (an)m = anm;

�) (ab...k)n = an · bn ... kn; д)  = .

7. Примеры применения тождеств сокращенного умножения
к действиям над степенями

1. (a1/2 – b1/2)(a1/2 + b1/2) = a – b.

2. (a1/3 ä b1/3)(a2/3 å a1/3b1/3 + b2/3) = a ä b.

3. a3/2 å b3/2 = (a1/2)3 å (b1/2)3 = (a1/2 å b1/2)(a ä a1/2b1/2 + b).

4. a2/3 – b2/3 = (a1/3)2 – (b1/3)2 = (a1/3 – b1/3)(a1/3 + b1/3).

5.  –  –  =  –

–  –  =  –  –  =

=  =  = 0.

1

a p–
---------

1
2
---

1

22
------

1
3
--- 

 2
3
----


1– 3
2
---

p

q
---

a
p/q

apq

223


 a

b
----

n

an

bn
------

2x 1 3/–

x2 3/ 3x 1 3/––
------------------------------------

x2 3/

x5 3/ x2 3/–
-----------------------------

x 1+

x2 4x– 3+
-------------------------------

2x 1 3/–

x 1 3/– x 3–( )
---------------------------------

x2 3/

x2 3/ x 1–( )
------------------------------

x 1+
x 1–( ) x 3–( )
-------------------------------------

2
x 3–
-------------

1
x 1–
-------------

x 1+
x 1–( ) x 3–( )
-------------------------------------

2 x 1–( ) x 3–( )– x 1+( )–
x 1–( ) x 3–( )

-------------------------------------------------------------------------

2x 2– x– 3 x– 1–+
x 1–( ) x 3–( )

-----------------------------------------------------------
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6.  : (x – y) +  =

=  +   =

=  +  =  =

=  = .

7. ((5 )–2/3 – 81–0,25) · ((5 )–2/3 + 81–0,25) = (5 )–4/3 –

– 81–0,5 = (53/2)–4/3 – (92)–0,5 = 5–2 – 9–1 =  –  = – .

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Ка�ие числа называют ир-
рациональными?

2. Существует ли рациональ-
ное число, выражающее длину
диа"онали �вадрата со стороной,
равной 1?

3. Может ли быть выражено
рациональным числом отношение
длины о�ружности � диаметру?

4. В чем за�лючается взаим-
но однозначное соответствие меж-
ду множеством действительных
чисел и множеством точе� �оор-
динатной прямой?

5. Изобразите на �оординат-
ной прямой точ�и, �оторым со-
ответствуют иррациональные чис-

ла , .

6. Может ли бес�онечная де-
сятичная дробь быть числом ра-
циональным, иррациональным?

7. Ка�ие числа называют дей-
ствительными?

8. С помощью зна�а ô запи-
шите соответствие между мно-
жествами N, Z0, Z, Q и R.

19. Сравните числа 0,333...

и .

10. Запишите в виде бес�о-

нечной десятичной дроби: ; ;

5; 2,7.
11. Дайте определение �орня

k-й степени из действительно"о
числа a.

12. С�оль�о значений имеет

�орень , если: а) k = 2n; n Ý N;

a > 0; б) k = 2n – 1; n Ý N; a > 0;
в) k Ý N, k − 1; a < 0; a = 0?

13. Ка�ой �орень называют
арифметичес�им? Верно ли, что

 = ä3?

14. Сформулируйте: а) прави-
ла извлечения �орня из произве-
дения и умножения �оней; б) пра-
вила извлечения �орня из дроби
и деления �орней; в) правило из-
влечения �орня из �орня и основ-
ное свойство �орня; ") правило
сравнения �орней с одина�овы-
ми по�азателями.

x x y y+

x y+
------------------------------

y

x y+
----------------------

x y+( ) x xy– y+( )

x y+( ) x y–( )
----------------------------------------------------------------

y

x y+
----------------------

x xy– y+
x y–

--------------------------------

y

x y+
----------------------

x xy– y y x y–( )+ +
x y–

--------------------------------------------------------------------------

x xy– y xy y–+ +
x y–

------------------------------------------------------------

x

x y–
-------------

5 5 5

1
25
------

1
9
---

16
225
----------

2 3

1

3
---

15

8
------

3

7
---

ak

9
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15. Внесите множитель под
зна� �орня:

а) (1 – x) , если x > 1;

б) (a – 3) , если

0 < a < 3.

16. Вынесите множитель за
зна� �орня:

а) , если a m 1;

б) , если a l 3;

в) , если 0 < x < 7.
17. Дайте определение сте-

пени: а) , "де a − 0 и p Ý Z;

б) , "де a > 0 и p Ý Z, q Ý N.
18. Сформулируйте правила

действия над степенями с рацио-
нальным по�азателем.

19. Сравните выражения:

а)  и ;

б)  и 3 .

УПРАЖНЕНИЯ

1. При �а�их значениях переменной a имеет смысл выра-
жение:

а) ; б)  + 2; в) ; �) ?

2. При �а�их значениях x справедливо равенство:

а)  = x – 2; б)  = 2 – x; в)  = |x – 2|?

3. Упростите выражение:

а) ; б) ; в) ;

�)  + ; д)  + .

4. Вычислите:

а) ; б) ;

в) ; �) .

5. Упростите выражение:

а) ; б) ; в) .

6. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе:

а)  +  – ;

x

x 1–
-------------

2a

a
2 6a– 9+

-------------------------------

1 a–( )3

a3 a 3–( )5

x5 x 7–( )2

a
p

a
p/q

1

3
--- 63 1

4
--- 80

2 33

a2 a4– a2 6a– 9+ a2 2a 2+ +

2 x–( )2 x 2–( )2 2 x–( )2

3 2 2– 9 4 5– 13 30 2 9 4 2+++

2 5+3 2 5–3 20 14 2+3 20 14 2–3

5 3 6 2– 8 3 6 5–+

7 3 2 30–
--------------------------------------------------------------------------- 324 8 2 2 30+ – 7 2 4 5–

10 4 6+
----------------------------------------------------------------------------

12 5 10 7– 8 5 10 3–+

10 5 2 105–
------------------------------------------------------------------------------------- 64 11 6 24– + 5 6 12–

4 3
-------------------------------------------------------------------

a2 3–

a2 3+
2a

----------------- 
 

2

– 3

---------------------------------------

2a 2 a2 9–+

2a 2 a2 9––
-------------------------------------------

a 2+( )2 8a–

a
2

a
-------–

----------------------------------------

2 1+

2 1–
------------------

2 1–

2 1+
------------------

2 3+

2
------------------
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б)  –  + (6 – );

в) ; �) ; д) ;

е) +  –  при 0 < x < 1;

ж) ; з) .

7. Выполните действия:

а)  –  : (a – b) + ;

б)  –  +  +  при a > 0;

в)  : ;

�)  : ;

д)  –  · ;

е)  +  – ;

ж) (x + )2 + (x + )–2 + 2(1 – 2x2);

з) ;

и)  –  – ( )–1.

8. Упростите выражение:

а) ;

б) (4 + )(  – ) ;

в)  +  + (  + 5)–1.


 12

15 3–
---------------------

28

15 1–
---------------------

1

2 3–
------------------

 3

a

a3 b3–
-----------------------

1 a–

1 a–
----------------------

12

3 2 3–+
--------------------------------


 1 x+

1 x+ 1 x––
-------------------------------------------

1 x–

1 x2– x 1–+
------------------------------------------



 x 2– 1– 1

x
----


47

2 3 34–
--------------------------

1

2 34+
-----------------------


 a a b b+

a b+
----------------------------- ab-

 2 b

a b+
----------------------

a0,5 a a 2––

a0,5 a–0,5–
------------------------------

1 a 2––

a0,5 a–0,5+
-------------------------------

2

a1,5
----------

a b–

a b 2 ab+ +
-----------------------------------

a–0,5 b–0,5–

a–0,5 b–0,5+
---------------------------------

x0,5 1+

x x0,5 1+ +
--------------------------------

1

x1,5 1–
--------------------


 a0,5 2+

a 2a0,5 1+ +
-----------------------------------

a0,5 2–
a 1–

---------------------
 a0,5 1+

a0,5
---------------------

a a b b+

a b+( ) a b–( )
---------------------------------------------

2 b

a b+
----------------------

ab

a b–
-------------

x2 1– x2 1–

a2 b 2––( )m b a 1–+( )n m– bna n–

b2 a 2––( )n a b 1––( )m n– b m– am
------------------------------------------------------------------------------------



 a ab34+

a ab4+
-------------------------- ab4

-



 a b–

a b–
--------------------- ab4

5 3 50+( ) 5 24–( )

75 5 2–
-------------------------------------------------------------

15 10 6 4 15–


 2

3 1–
-----------------

3

3 2–
-----------------

15

3 3–
------------------

 3
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Задания для повторения

9. С�орость велосипедиста равна 30 �м/ч. С�орость �рузо-
вой машины на 80% больше с�орости велосипедиста, а с�о-
рость ле��овой машины на 60% больше с�орости �рузовой.
Найдите с�орости �рузовой и ле��овой автомашин.

10. При на�ревании вода испаряется. Предположим, что за
день испаряется 2% воды. С�оль�о литров воды останется от
100 л через три дня?

11. Вычислите:

а)  + , если  –  = 2;

б) , если  –  = 4;

в) , если  +  = 5;

�)  – , если  –

–  = 4.

О Т В Е Т Ы

1. а) a Ý R; б) a = 0; в) a Ý R; ") a Ý R. 2. а) x l 2; б) x m 2; в) x Ý R.

3. а)  – 1; б)  – 2; в) 3  + 5; ") 1; д) 4. 4. а) 1; б) 2; в) 1; ") 0,5.

5. а) 2a, если a >  или –  < a < 0; –2a, если 0 < a <  или a < – ;

б) ; в) – , если 0 < a < 2; , если a > 2. 6. а) 5 – ;

б) 33; в) ; ") (1 + ) ; д) 3(  – 4)(3 +  +

+ ); е) –1; ж) ; з) (  – )(  + 2). 7. а) 1; б) 0;

в) –1; ") x – 1, "де x l 0, x − 1; д) ; е) 1; ж) 0; з) 1; и) –2. 8. а) 1;

б) 2; в) 0,5. 9. 54 �м/ч; 86,4 �м/ч. 10. 94,1192 л. 11. а) 6; б) –4; в) 6; ") 15.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 2б

1. Напомним, что арифметичес�им �орнем k-й степени из числа a
(a l 0) называют неотрицательное число b, k-я степень �оторо"о равна a,
"де k Ý N, k − 1.

25 p2– 13 p2– 25 p2– 13 p2–

b 13–( ) b 3+( )3 b 3+3 b 13–3

40 3a2 a4–+ 8 a2– 5 a2+

2 b+( )2 21 b+( )3 2 b+( ) 21 b+( )23 21 b+3

2 b+3

2 5 2

3 3 3 3

a a2 9–+

3
------------------------------- a a

3

2
--- 2

a a23
ab

3
b2

3
+ +( )
a b–

--------------------------------------------------------- a 1 a– 3 2 2

3 2 3 34+( ) 12 3+( )
3

----------------------------------------------------------- 2 34 3

2

a 1–
-------------
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2. По условию имеем  = 2 – x.

3. Чтобы ответить на поставленный вопрос, используем определе-
ние арифметичес�о"о �орня.

4. Здесь числом b является двучлен 2 – x. Та�им образом, b = 2 – x l
l 0, от�уда x m 2.

К упражнению 3в

1. Требуется упростить выражение .

2. Нетрудно проверить, что 9 + — полный �вадрат, т. е.

9 +  = (  + 1)2.

3. Упростив , получим

 = |  + 1| =  + 1.

4. Упростив , получим

 =  = |  + 1| =  + 1.

5. Упростив 30(  + 1), получим 30  + 30.

6. На�онец, упростив , получим

 =  = 3  + 5.

К упражнению 3�

1. В предыдущем примере мы имели дело с �вадратным �орнем,
поэтому старались заменить под�оренное выражение полным �вадра-
том. Здесь же мы имеем дело с �убичес�им �орнем. Следовательно,
нам нужно �аждое под�оренное выражение, если это возможно, пред-
ставить в виде третьей степени двучлена.

2. Рассмотрим под�оренное выражение 2 + . О�азывается, что

2 +  можно представить та�: 2 +  =  (проверьте!).

3. То"да  = .

4. Анало"ично 2 –  =  (проверьте!).

x 2–( )2

13 30 2 9 4 2+++

4 2

4 2 2 2

9 4 2+

9 4 2+ 2 2 2 2

2 9 4 2++

2 2 2 1+ + 2 1+( )2 2 2

2 2

13 30 2 30+ +

43 30 2+ 3 2 5+( )2 2

5

5 5 
 5 1+

2
--------------------


3

2 5+3 5 1+

2
------------------

5 
 1 5–

2
-------------------


3
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5. То"да  = , но не  (почему?).

6. В результате получаем  +  = 1.

К упражнению 4а

1. Упростим под�оренное выражение 5  – 6 :

5  – 6  = (5 – 2  · ) = (5 – 2 ) = (  – )2.

То"да

 =  = (  – ) . (1)

2. Упростим под�оренное выражение 8  – 6 :

8  – 6  = (8 – 2 ·  · ) = (  – )2.

То"да

 =  = (  – ) . (2)

3. Найдем сумму выражений (1) и (2):

(  – )  + (  – )  = (  – ). (3)

4. Упростим под�оренное выражение 7  – 2 :

7  – 2  = (7 – 2 ) = (  – )2.

То"да

 =  = (  – ) . (4)

5. Разделив выражение (3) на (4), получим ответ: 1.

К упражнению 5в

1. Найдем область определения данно"о выражения: a > 0, a − 2.
2. Упростив знаменатель, получим

 –  =  =  = .

3. Упростив числитель, получим

 =  = |a – 2|.

2 5–3 1 5–

2
-----------------

5 1–

2
-----------------

5 1+

2
------------------

1 5–

2
-----------------

3 2

3 2 3 3 2 3 6 3 3 2

5 3 6 2– 3 3 2–( )2 3 2 34

3 5

3 5 3 3 5 3 5 3

8 3 6 5– 3 5 3–( )2 5 3 34

3 2 34 5 3 34 34 5 2

3 30

3 30 3 10 3 5 2

7 3 2 30– 3 5 2–( )2 5 2 34

a
2

a

-------

a2 2–

a

--------------------

a 2–

a

----------------

a 2–

a

-------------

a 2+( )2 8a– a 2–( )2
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4. То"да данное выражение примет вид

 = .

5. Упростим последнюю дробь:

а) б)

Ответ: – , если 0 < a < 2; , если a > 2.

З а м е ч а н и е.  а) Выражение с переменными называют ирра-
циональным, если оно содержит извлечение �орня из переменной или
возведение переменной в дробную степень (�а� это имело место в рас-
смотренном примере).

б) Ка� правило, тождественные преобразования иррациональных
выражений выполняют на множестве неотрицательных чисел. Это
выте�ает из введенных ранее определений.

в) Пусть, например, требуется со�ратить дробь . При a l 0

выражение a – 4 можно представить в виде разности �вадратов выра-

жений (a0,5)2 и , а затем со�ратить дробь:

 =  =  = a0,5 – 2.

") Выполненное тождественное преобразование справедливо для
неотрицательных чисел, т. е. при a l 0.

д) В дальнейшем будем это подразумевать и специально не о"ова-
ривать.

К упражнению 6а

1. Здесь целесообразно применить прием избавления от иррацио-
нальности в знаменателе. Для это"о умножим числитель и знамена-

тель первой дроби на  + 1 (это выражение называют сопряженным

для  – 1):

 =  = 3 + 2 .

2. Анало"ично поступим со второй дробью (теперь выражением,

сопряженным для знаменателя, является  – 1):

 =  = 3 – 2 .

a 2–

a 2–

a

-------------

----------------

a 2– a

a 2–
------------------------

0 < a < 2,

 = – ;a 2–( ) a–

a 2–
------------------------------ a

a > 2,

 = .a 2–( ) a

a 2–
-------------------------- a

a a

a 4–

a0,5 2+
---------------------

2
2

a 4–

a0,5 2+
---------------------

a0,5( )2 2
2

–

a0,5 2+
-------------------------------

a0,5 2–( ) a0,5 2+( )
a0,5 2+

----------------------------------------------------

2

2

2 1+

2 1–

------------------

2 1+( )2

2 1–( ) 2 1+( )
---------------------------------------------- 2

2

2 1–

2 1+

------------------

2 1–( )2

2 1+( ) 2 1–( )
---------------------------------------------- 2
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3. Чтобы избавиться от иррациональности в знаменателе третьей

дроби, умножим числитель и знаменатель этой дроби на :

 =  =  = 1 + .

4. Та�им образом, имеем

 +  –  = 3 + 2  + 3 – 2  – 1 –  = 5 – .

К упражнению 6в

Умножим числитель и знаменатель дроби на неполный �вадрат
суммы ради�алов, записанных в знаменателе. Имеем

 =  = .

К упражнению 6д

1. Запишем знаменатель данной дроби в виде (3 + ) – ; то"да

для это"о выражения сопряженным является (3 + ) + .

2. Умножив числитель и знаменатель дроби на (3 + ) + , а за-

тем снова избавляясь от иррациональности в знаменателе, получим

 =  =  =

=  =  =  =

=  = 3(3  – 4)(3 +  + ).

К упражнению 6е

1. Сначала упрощаем выражение в первых с�об�ах:

 +  =

=  +  =  =

=  =  = . (1)

2

2 3+

2

------------------

2 3+( ) 2

2 2⋅
-------------------------------

2 3 2+

2
----------------------

3

2
--- 2

2 1+

2 1–

------------------

2 1–

2 1+

------------------

2 3+

2

------------------ 2 2 3

2
--- 2

3

2
--- 2

a

a3 b3–

-----------------------

a a23
ab3 b2

3
+ +( )

a
3

b
3

–( ) a23
ab

3
b2

3
+ +( )

----------------------------------------------------------------------------------

a a23
ab3 b2

3
+ +( )
a b–

---------------------------------------------------------

2 3

2 3

2 3

12

3 2 3–+

--------------------------------

12 3 2 3+ +( )

3 2+( ) 3–( ) 3 2+( ) 3+( )
-------------------------------------------------------------------------------------

12 3 2 3+ +( )

3 2+( )2 3( )2–

------------------------------------------------

12 3 2 3+ +( )

9 2 6 2 3–+ +

---------------------------------------------

12 3 2 3+ +( )

8 6 2+

---------------------------------------------

12 3 2 3+ +( ) 8 6 2–( )

8 6 2+( ) 8 6 2–( )
------------------------------------------------------------------------

12 3 2 3+ +( ) 8 6 2–( )
64 72–

------------------------------------------------------------------------ 2 2 3

1 x+

1 x+ 1 x––

-------------------------------------------

1 x– 1 x–⋅

1 x– 1 x+ 1 x–( )2–⋅
-------------------------------------------------------------------------

1 x+

1 x+ 1 x––

-------------------------------------------

1 x– 1 x–⋅

1 x– 1 x+ 1 x––( )
------------------------------------------------------------------

1 x+ 1 x–+

1 x+ 1 x––

-------------------------------------------

1 x+ 1 x–+( )2

1 x+ 1 x––( ) 1 x+ 1 x–+( )
-------------------------------------------------------------------------------------------------

2 2 1 x2–+

2x
-----------------------------------

1 1 x2–+

x
-------------------------------
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2. Теперь упрощаем выражение во вторых с�об�ах:

 –  =  –  = . (2)

3. Перемножив дроби (1) и (2), получим

 ·  =  =  = –1.

К упражнению 7а

З а м е ч а н и е.  Отметим, что при выполнении тождественных
преобразований необходимо своевременно со�ращать дроби.

1. Дробь  можно со�ратить, если выражение, записанное

в числителе, преобразовать та�: a  + b  = ( )3 + ( )3. Поэтому

 =  = a + b – .

2. То"да в первых с�об�ах данно"о выражения получим

 –  = a + b –  –  = (  – )2.

3. Далее имеем

(  – )2 : (a – b) =  =  = .

4. О�ончательно находим

 +  =  = 1.

К упражнению 7б

1. Рассмотрим дробь . Чтобы со�ратить ее, вынесем в чис-

лителе за с�об�и a–2, а в знаменателе a–0,5. То"да получим

 =  = a–1,5(a2 + a + 1) =

= a0,5 + a–0,5 + a–1,5.

x 2– 1– 1

x
---

1 x2–

x
--------------------

1

x
---

1 x2– 1–

x
-------------------------------

1 1 x2–+

x
-------------------------------

1 x2– 1–

x
-------------------------------

1 x2–( )2 1–

x2
--------------------------------------

1 x2– 1–

x2
--------------------------

a a b b+

a b+

-----------------------------

a b a b

a a b b+

a b+

-----------------------------

a b+( ) a2 ab– b2+( )

a b+

------------------------------------------------------------------------------ ab

a a b b+

a b+

----------------------------- ab ab ab a b

a b
a b–( )2

a b–
-----------------------------

a b–( )2

a b–( ) a b+( )
-----------------------------------------------------

a b–

a b+

----------------------

a b–

a b+

----------------------

2 b

a b+

----------------------

a b+

a b+

----------------------

a a 2––

a0,5 a–0,5–
------------------------------

a a 2––

a0,5 a–0,5–
------------------------------

a 2– a3 1–( )
a–0,5 a 1–( )
--------------------------------
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2. Анало"ично преобразуем вторую дробь:

 =  = a–1,5(a – 1) = a–0,5 – a–1,5.

3. О�ончательно имеем

a0,5 – (a0,5 + a–0,5 + a–1,5) + (a–0,5 – a–1,5) + 2a–1,5 = 0.

К упражнению 7з

1. Упростим выражения в числителе данной дроби:

а) (a2 – b–2)m =  = ; (1)

б) (b + a–1)n – m =  = . (2)

2. Перемножив дроби (1) и (2), получим

 ·  = . (3)

3. Упростим выражения в знаменателе данной дроби:

а) (b2 – a–2)n =  = ; (4)

б) (a – b–1)m – n =  = . (5)

4. Перемножив дроби (4) и (5), получим

 ·  = . (6)

5. Разделив дроби (3) и (6), имеем

 :  = .

6. То"да данное выражение примет вид

 · .

7. После упрощений получим ответ: 1.

К упражнению 7и

1. При упрощении данно"о выражения воспользуемся тем, что

a = ;  = , если a l 0.

1 a 2––

a0,5 a–0,5+
-------------------------------

a 2– a2 1–( )
a–0,5 a 1+( )
--------------------------------


 a2b2 1–

b2
---------------------- --


m

ab 1–( )m ab 1+( )m

b2m
-----------------------------------------------------


 ab 1+

a
-------------------


n m–

ab 1+( )n m–

an m–
----------------------------------

ab 1–( )m ab 1+( )m

b2m
-----------------------------------------------------

ab 1+( )n m–

an m–
----------------------------------

ab 1–( )m ab 1+( )n

b2m an m–⋅
----------------------------------------------------


 a2b2 1–

a2
------------------------


n

ab 1–( )n ab 1+( )n

a2n
---------------------------------------------------


 ab 1–

b
----------------- --


m n–

ab 1–( )m n–

bm n–
----------------------------------

ab 1–( )n ab 1+( )n

a2n
---------------------------------------------------

ab 1–( )m n–

bm n–
----------------------------------

ab 1–( )m ab 1+( )n

a2n bm n–⋅
----------------------------------------------------

ab 1–( )m ab 1+( )n

b2m an m–⋅
----------------------------------------------------

ab 1–( )m ab 1+( )n

a2n bm n–⋅
----------------------------------------------------

a2n bm n–⋅
b2m an m–⋅
------------------------------

a2n bm n–⋅
b2m an m–⋅
------------------------------

bna n–

b m– am

------------------

a44 a a24
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2. Упростим первую дробь в �вадратных с�об�ах:

 =  =  =

=  =  –  + .

3. Найдем разность в �ру"лых с�об�ах:

 –  +  –  =  – 2  + .

4. Упростим вторую дробь в �вадратных с�об�ах:

 =  =  + .

5. Найдем разность в �вадратных с�об�ах:

 – 2  +  – (  + ) = –2 .

6. О�ончательно получим –2  · ( )–1 = –2.

К упражнению 8а

1. Прежде все"о отметим, что непосредственное умножение и де-
ление заданных выражений в этом и дру"их подобных примерах ниче-
"о не дает.

2. Воспользуемся основным свойством дроби, т. е. умножим чис-
литель и знаменатель данно"о выражения на выражение, сопряжен-
ное знаменателю:

. (1)

3. Знаменатель выражения (1) представляет собой разность �вад-

ратов, т. е. ( )2 – (5 )2 = 25.

4. В числителе выражения (1) имеются два одина�овых множи-

теля 5  +  и  + 5 , т. е. �вадрат суммы: (5  + )2.

Упростив (5  + )2, получим 25(5 + ).

5. Подставив в выражение (1) найденные значения, о�ончательно
имеем

 = 25 – 24 = 1.

a ab3
4

+

a ab4+

--------------------------

a44
ab3

4
+

a24
ab4+

---------------------------------

a4 a34
b3

4
+( )

a4 a4 b4+( )
-------------------------------------------

a
4( )

3
b

4( )
3

+

a4 b4+

--------------------------------------- a24 ab4 b24

a24 ab4 b24 ab4 a ab4 b

a b–

a b–

---------------------

a2 b2–

a b–

--------------------------- a b

a ab4 b a b ab4

ab4 ab4

5 3 50+( ) 5 24–( ) 75 5 2+( )

75 5 2–( ) 75 5 2+( )
------------------------------------------------------------------------------------------------

75 2

3 50 75 2 3 50

3 50 24

5 24–( )25 5 24+( )
25

------------------------------------------------------------
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К упражнению 8б

1. Заменим множитель 4 +  дру"им выражением:

4 +  =  =  = (4 – )–1.

2. Множитель  запишем та�:

 = (4 – )1/2.

3. Перемножив степени с одним и тем же основанием, равным

4 – , имеем

(4 – )–1 · (4 – )1/2 = (4 – )–1/2 = .

4. Остается умножить  –  на , т. е. найти

(  – ) .

5. Упростим  –  и :

 –  = (  – ),

 =  =  (проверьте!).

6. То"да о�ончательно получим

(  – )  = (  – ) ·  = 2.

К упражнению 9

1. С�орость "рузовой машины составляет 180% от с�орости велоси-
педиста (с�орость велосипедиста принимаем за 100%), т. е. она равна

180% · 30 = 1,8 · 30 = 54 (�м/ч).

2. С�орость ле"�овой машины составляет 160% от с�орости "рузо-
вой (за 100% принимаем с�орость "рузовой машины), т. е. она равна

160% · 54 = 1,6 · 54 = 86,4 (�м/ч).

15

15 4 15+( ) 4 15–( )

4 15–

-----------------------------------------------------

1

4 15–

--------------------- 15

4 15–

4 15– 15

15

15 15 15 1

4 15–

---------------------

10 6 1

4 15–

---------------------

10 6 1

4 15–

---------------------

10 6 4 15–

10 6 2 5 3

4 15– 5 3–( )2

2
-----------------------------

5 3–

2

----------------------

10 6 1

4 15–

--------------------- 2 5 3 1

5 3–

2

----------------------

----------------------
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К упражнению 10

1. Та� �а� за один день испаряется 2% воды, то в �онце перво"о
дня останется 98% · 100 л = 98 л воды. Анало"ично в �онце второ"о
дня останется 98% · 98 л = 96,04 л воды, в �онце третье"о дня —
98% · 96,04 л = 94,1192 л воды.

2. Этот же результат можно получить, используя формулу слож-

ных процентов:  · 100 = 94,1192.

К упражнению 11а

1. Используя формулу (a + b)(a – b) = a2 – b2, получим

(  + )(  – ) =

= (25 – p2) – (13 – p2) = 12.

2. Учитывая, что  –  = 2, имеем

(  + ) · 2 = 12, или  +  = 6.

(0,98)
3

25 p2– 13 p2– 25 p2– 13 p2–

25 p2– 13 p
2

–

25 p2– 13 p2– 25 p2– 13 p2–
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Т е м а 6

Понятие функции. Способы задания функции.

Монотонность функции. Четные и нечетные функции.

Периодические функции. Промежутки знакопостоянства

и корни функции. Уравнения с одной переменной.

Понятие о равносильности уравнений. Свойства

числовых равенств и теоремы о равносильности уравнений.

Примеры решения уравнений с одной переменной

Теоретичес	ие сведения

1. Понятие функции

1°. Ф�н�цией называют отношение f между множествами
X и Y, при �отором �аждому элементу x Ý X соответствует един-
ственный элемент y Ý Y. При этом используют запись y = f(x).
Множество X называют областью определения ф�н�ции, а мно-
жество {y Ý Y | y = f(x), x Ý X} — множеством значений ф�н�ции.

2°. Для фун�ции f приняты обозначения: D(f) — область опре-
деления фун�ции; E(f) — множество значений фун�ции; f(x

0
) —

значение фун�ции в точ�е x
0
.

3°. Если D(f) ô R и E(f) ô R, то фун�цию называют числовой
ф�н�цией.

4°. Фун�цию называют та�же отображением множества D(f)
на множество E(f). Например, для фун�ции f, изображенной на
рис. 8, а, элементы a, b и c множества A отображаются на эле-
менты 1, 2 и 3 множества B. В этом случае D(f) = A, а E(f) = B. Для
фун�ции f, изображенной на рис. 8, б, D(f) = {b; c}, а E(f) = {1; 3}.

Рис. 8
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5°. Элементы множества D(f) та�же называют значениями
ар��мента, а соответствующие им элементы множества E(f) —
значениями ф�н�ции.

2. Способы задания функции

1°. Фун�ция может быть задана аналитичес�и в виде фор-
мулы y = f(x), 'де переменная x обозначает множество значений
ар'умента, а переменная y — множество соответствующих зна-
чений фун�ции.

Например, уравнение y = x2 определяет не�оторую фун�-
цию, 'де �аждому значению переменной x, взятому из области
определения фун�ции, соответствует единственное значение

переменной y = x2.
2°. Фун�ция f полностью определяется заданием множест-

ва пар (x; f(x)), 'де x пробе'ает все множество D(f), а f(x) — со-
ответствующие значения фун�ции.

3°. Фун�ция может быть задана 'ра-
фичес�и. Графи�ом фун�ции y = f(x)
называют изображение на �оординатной
плос�ости множества пар {(x; y) | y = f(x)},
'де x Ý D(f).

4°. Заметим, одна�о, что не вся�ое
множество точе� �оординатной плос�ос-
ти является 'рафи�ом не�оторой фун�-
ции. Например, для �ривой, изображен-
ной на рис. 9, значению x = x

0
 соответ-

ствуют три значения y (y
1
, y

2
 и y

3
) и,

следовательно, та�ое соответствие не яв-
ляется фун�цией.

5°. Для то'о чтобы данное множество являлось 'рафи�ом
не�оторой фун�ции, необходимо и достаточно, чтобы прямая,
параллельная оси Oy, пересе�алась с у�азанным 'рафи�ом не
более чем в одной точ�е.

3. Монотонность функции

1°. Фун�цию f(x) называют возрастающей на данном чис-
ловом промежут�е X, если большему значению ар'умента x со-
ответствует большее значение фун�ции f(x), т. е. если x

2
 > x

1
,

то f(x
2
) > f(x

1
) для любых x

1
, x

2
 Ý X.

Рис. 9
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2°. Фун�цию f(x) называют �бываю-

щей на данном числовом промежут�е X,
если большему значению ар'умента x со-
ответствует меньшее значение фун�ции
f(x), т. е. если x

2
 > x

1
, то f(x

2
) < f(x

1
) для

любых x
1
, x

2
 Ý X.

3°. Фун�цию, толь�о возрастающую
или толь�о убывающую на данном число-
вом промежут�е, называют монотонной

на этом промежут�е.

4°. О монотонности фун�ции можно су-
дить по ее 'рафи�у. Например, фун�ция,
'рафи� �оторой изображен на рис. 10, мо-
нотонно возрастает при всех значениях x.
Фун�ция, 'рафи� �оторой изображен на
рис. 11, монотонно убывает на промежут-
�е (–×; 0] и монотонно возрастает на про-
межут�е [0; +×).

4. Четные и нечетные функции

1°. Пусть область определения фун�ции
симметрична относительно начала �оор-
динат, т. е. если x

0
 Ý D(f), то и –x

0
 Ý D(f).

То'да можно ввести следующие опреде-
ления.

2°. Фун�цию f(x) называют четной, ес-
ли f(x) = f(–x) для любо'о значения x Ý D(f).
Графи� четной фун�ции симметричен от-
носительно оси ординат (та�ов, например,

'рафи� фун�ции y = x2, изображенный на
рис. 12).

3°. Фун�цию f(x) называют нечетной,
если f(–x) = –f(x) для любо'о значения
x Ý D(f). Графи� нечетной фун�ции сим-
метричен относительно начала �оординат

(та�ов, например, 'рафи� фун�ции y = x3,
изображенный на рис. 13).

Рис. 10

Рис. 11

Рис. 12

Рис. 13
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5. Периодические функции

1°. Фун�цию f называют периодичес�ой, если существует
та�ое число T − 0, что при любом x из области определения
фун�ции числа x – T и x + T та�же принадлежат этой области
и выполняются равенства f(x – T) = f(x) = f(x + T). В этом слу-
чае число T называют периодом фун�ции f.

2°. Если T — период фун�ции, то Tn, 'де n Ý Z, — та�же
период фун�ции. Следовательно, вся�ая периодичес�ая фун�ция
имеет бес�онечное множество периодов. На пра�ти�е обычно
рассматривают наименьший положительный период.

3°. Значения периодичес�ой фун�ции через промежуто�,
равный периоду, повторяются. Это обстоятельство использует-
ся при построении 'рафи�ов.

6. Промежутки знакопостоянства и корни функции

1°. Числовые промежут�и, на �оторых фун�ция сохраняет
свой зна� (т. е. остается положительной или отрицательной),
называют промеж�т�ами зна�опостоянства фун�ции.

2°. О промежут�ах зна�опостоянства фун�ции ле'�о судить
по ее 'рафи�у. Рассмотрим, например, фун�цию y = x (рис. 14).
Здесь f(x) > 0 при x Ý R

+
 и f(x) < 0 при x Ý R

–
. В первом случае

'рафи� расположен выше оси Ox, во втором — ниже ее.
3°. Значения ар'умента x Ý D(f), при �оторых f(x) = 0, на-

зывают �орнями (или н�лями) ф�н�ции. Корни фун�ции —
это точ�и пересечения ее 'рафи�а с осью Ox (рис. 15).

7. Уравнения с одной переменной

1°. Уравнением с одной переменной называют предложение
с переменной f(x) = g(x). Значение переменной, обращающее
уравнение в истинное равенство, называют �орнем �равнения.

2°. Решить уравнение — значит найти множество е'о �ор-
ней. Это множество называют та�же решением �равнения.

Рис. 14 Рис. 15
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3°. Множество всех x, при �оторых одновременно имеют
смысл выражения f(x) и g(x), называют областью определения

�равнения.

4°. Для то'о чтобы установить область определения уравне-
ния, необходимо найти пересечение множеств, на �оторых оп-
ределены данные фун�ции f(x) и g(x).

Найдем, например, область определения уравнения  =

= 1 + . Здесь f(x) = ; g(x) = 1 + ; D
1
(f) = [–3; +×);

D
2
(g) = (–×; 0]; следовательно, D = D

1
 ∩ D

2
 = [–3; 0].

8. Понятие о равносильности уравнений

1°. Если из истинности выс�азывания A следует истинность
выс�азывания B, то употребляется зна� ло'ичес�о'о следова-

ния ^, т. е. A ^ B.

2°. Если A ^ B и B ^ A, то та�ие выс�азывания (предложе-
ния) называют равносильными. Это записывают та�: A _ B.

3°. Анало'ично два уравнения называют равносильными

(или э�вивалентными) на данном числовом множестве, если
�аждое решение (�орень) одно'о уравнения является решени-
ем (�орнем) дру'о'о, и наоборот.

4°. Заметим, что если оба уравнения не имеют решений на
данном числовом множестве, то они та�же считаются равно-
сильными на этом множестве.

5°. Очевидно, что равносильные уравнения имеют одно и то же
множество решений, принадлежащих области определения этих

уравнений. Например, уравнения x2 – 1 = 0 и (x – 1)(x + 1) = 0
равносильны: множество их решений та�ово: {–1; 1}.

6°. Уравнения x2 + 1 = 0 и x4 + 2 = 0 равносильны на мно-
жестве действительных чисел, та� �а� множество решений
�аждо'о из них — пустое. На множестве �омпле�сных чисел
эти уравнения уже не являются равносильными.

9. Свойства числовых равенств и теоремы
о равносильности уравнений

1°. Числовое равенство не нарушится, если � обеим е'о час-
тям прибавить или отнять одно и то же число.

2°. Числовое равенство не нарушится, если обе е'о части ум-
ножить или разделить на одно и то же число, отличное от нуля.

x 3+

x– x 3+ x–
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На этих свойствах основаны теоремы о равносильности урав-
нений.

3°. Если � обеим частям уравнения f(x) = ϕ(x) прибавить

одну и ту же фун�цию A(x), имеющую смысл при всех допус-

тимых значениях переменной, то получится новое уравне-

ние f(x) + A(x) = ϕ(x) + A(x), равносильное данному.

4°. Любое сла аемое можно перенести из одной части

уравнения в дру ую с противоположным зна�ом.

5°. Если обе части уравнения f(x) = ϕ(x) умножить (или

разделить) на одну и ту же фун�цию A(x) − 0, имеющую

смысл для любо о x из области определения, то получится

новое уравнение A(x)f(x) = A(x)ϕ(x) или  = , равно-

сильное данному.

10. Примеры решения уравнений с одной переменной

Заметим предварительно, что при решении уравнения не-
обходимо производить толь�о та�ие операции, при �оторых
�аждое следующее уравнение являлось бы следствием преды-
дуще'о. В противном случае может быть расширена область
определения уравнения и получены посторонние �орни, или
наоборот, сужена область определения уравнения и мо'ут быть
потеряны �орни.

При решении уравнения ре�омендуется следующее:
а) перенести все члены уравнения в одну часть равенства;
б) полученное выражение представить в виде дроби (если

это возможно);
в) использовать условие равенства дроби нулю.

Примеры. 1. Решить уравнение

 –  = .

Р е ш е н и е.  Имеем

 –  –  = 0;


 f x( )

A x( )
------------

ϕ x( )

A x( )
-------------



y 5+

y2 5y–
--------------------

y 5–

2y2 10y–
---------------------------

y 25+

2y2 50–
-----------------------

y 5+
y y 5–( )
---------------------

y 5–
2y y 5–( )
-------------------------

y 25+
2 y 5–( ) y 5+( )
-----------------------------------------

2(y + 5)2 – (y – 5)(y + 5) – y(y + 25) = 0,
2y(y – 5)(y + 5) − 0;

2y2 + 20y + 50 – y2 + 25 – y2 – 25y = 0,
2y(y – 5)(y + 5) − 0;
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Ита�, получаем ответ: y = 15.

2. Решить уравнение  = .

Р е ш е н и е.  Имеем

 –  = 0;  = 0; 

Та�им образом, получаем ответ: x = 5.
3. Решить уравнение x + 2 = ax, содержащее параметр a

(переменную, �оторая в условии данной задачи сохраняет одно
и то же значение).

Р е ш е н и е.  Имеем x – ax = –2; (1 – a)x = –2; если 1 – a − 0,

т. е. a − 1, то x = ; если 1 – a = 0, т. е. a = 1, то 0 · x = –2 —

множество �орней данно'о уравнения является пустым. Ита�,

уравнение имеет единственный �орень , если a − 1; не

имеет �орней, если a = 1.
4. Решить уравнение ax = a.

Р е ш е н и е.  Если a − 0, то x = , т. е. x = 1; если же a = 0,

то 0 · x = 0, т. е. x — любое действительное число. Ита�, если
a − 0, то уравнение имеет единственный �орень, равный 1; ес-
ли a = 0, то �орнем уравнения служит любое действительное
число.

КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ

1. Дайте определение фун�-
ции.

2. Что называют областью
определения фун�ции и множе-
ством ее значений?

3. Фун�ция f задана множе-

ством пар (0,5; 2), ; 6 . У�а-

жите D(f) и E(f). Найдите f(0,5),
f(2).

y = 15,
2 · 15(15 – 5)(15 + 5) − 0 — истинное выс�азывание.

x2

x 5+
--------------

25
x 5+
--------------

x2

x 5+
--------------

25
x 5+
--------------

x2 25–
x 5+
--------------------

(x – 5)(x + 5) = 0,
x + 5 − 0.

x = 5,
5 + 5 − 0 — истинное выс�азывание;

x = –5,
–5 + 5 − 0 — ложное выс�азывание.

2
a 1–
-------------

2
a 1–
-------------

a

a
---


 2

3
--- -



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14. Дайте определения чет-
ной и нечетной фун�ций.

15. Дайте определение перио-
дичес�ой фун�ции.

16. Даны фун�ции: а) y = x2;

б) y = |x|; в) y = x3; >) y = 2x2, >де

x l 0; д) y = x3, >де x l 0. У�ажи-
те, �а�ие из них являются чет-
ными и �а�ие нечетными.

17. Ка�ие из следующих выс-
�азываний истины: а) число 975
�ратно 75; б) сумма чисел 4204
и 36 �ратна 3; в) сумма чисел 1617
и 1078 делится на их разность без
остат�а; >) значение выражения

(752 + 3192) — простое число;

д) 33 + 43 + 53 = 63?
18. Что называют уравнени-

ем с одной переменной?
19. Что называют �орнем

уравнения?
10. Что значит решить урав-

нение?
11. С�оль�о �орней может

иметь уравнение?
12. Составьте уравнение, �о-

торое имело бы: а) единственный

�орень; б) бес�онечное множество
�орней; в) три �орня; >) пустое
множество решений.

13. С�оль�о �орней имеет
уравнение |x| = x?

14. Имеет ли �орни уравне-

ние: а) x = 10x; б) x4 + 5x2 = –4?
15. Ка�ие уравнения называ-

ют равносильными?
16. Ка�ие преобразования мо-

>ут привести � потере �орней?
17. Ка�ие преобразования мо-

>ут привести � появлению посто-
ронних �орней уравнения?

18. Если два уравнения не
имеют решений на множестве Q,
то можно ли утверждать, что эти
уравнения равносильны на мно-
жестве R?

19. Сформулируйте свойства
числовых равенств.

20. Сформулируйте теоремы
о равносильности уравнений.

21. Равносильны ли уравне-

ния  x +  = 0  и  x2
 – 2 = 0  на

множестве: а) рациональных чи-
сел; б) целых чисел; в) действи-
тельных чисел?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Исследуйте на четность и нечетность фун�цию:

а) y = x6; б) y = x7; в) y = ; ') y = .

2. Установите четность или нечетность фун�ции:

а) y = –2x2; б) y = x|x|; в) y = (x – 3)2 – (x + 3)2;

') y = ; д) y = 0,5x3 – 5x2; е) y = ;

ж) y = ; з) y = ; и) y =  – ;

�) y = 2x2, 'де x l 0; л) y = x5, 'де x l 0.

3. До�ажите, что фун�ция, заданная формулой y = 3x2, 'де
x l 0, — возрастающая.

2

x 2–

x2 9–
---------------- x 3–

9 x2– x

x2 4–
----------------

x 3–
x 1+
-------------- x23 x 1–( )23 x 1+( )23
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4. При �а�ом значении ар'умента x фун�ция y = x2 – 2x – 15
принимает наименьшее значение?

5. До�ажите, что фун�ция, заданная формулой y(x) = 3x2,
'де x m 0, — убывающая.

6. При �а�ом значении ар'умента x фун�ция y = x2 – 4x + 4
принимает наименьшее значение?

7. Решите уравнение:
а) 2(x – 3) + |x + 2| = 1; б) |2x + 5| – |3x – 4| = 3 – 2x;

в)  +  +  + 1 = 0; ')  = a;

д)  = 2; е) a2x – a = 4x + 2; ж) x +  = (9x + 1);

з) |2x – 5| – |3x – 4| = 3 – 2x; и)  +  = 2.

8. Установите, равносильны ли уравнения:

а) (x – 2)2 = 3(x – 2) и x – 2 = 3;

б)  =  и x + 3 = 2x – 1;

в) x – 2 = 2 – x и x – 2 +  = 2 – x + ;

') 5 – 3x –  = 2x –  и 5 – 3x = 2x;

д) (x + 3)(x – 3) = 0 и x + 3 = 0;

е) x2 = 2x – 1 и x2(x4 + 1) = (2x – 1)(x4 + 1).

Задания для повторения

9. Имеется �усо� сплава меди с оловом массой 12 �', со-
держащий 45% меди. С�оль�о чисто'о олова надо прибавить
� этому сплаву, чтобы получившийся новый сплав содержал
40% меди?

10. Свежие 'рибы содержат 90% воды, а сухие — 12%.
Из �а�о'о �оличества свежих 'рибов можно получить 450 �'
сухих?

11. Первый турист, проехав 1,5 ч на велосипеде со с�оро-
стью 16 �м/ч, делает останов�у на 1,5 ч, а затем продолжает
ехать с первоначальной с�оростью. Через 4 ч после отправления
в доро'у перво'о туриста вдо'он�у ему выезжает на мотоци�ле
второй турист со с�оростью 56 �м/ч. Ка�ое расстояние они про-
едут, прежде чем второй турист до'онит перво'о?

x 2– x 1– x 3– a 5+
x 3–
--------------

b

x 1+
--------------

3

a3
------

1

a2
------

x 2– 1 x–

x 3+
x 1+
--------------

2x 1–
x 1+
-----------------

1

x2 1+
-----------------

1

x2 1+
-----------------

1
x 1–
-------------

1
x 1–
-------------
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12. Трое мальчи�ов получили за свою работу возна'ражде-

ние в размере 1410 р., причем второй получил  то'о, что по-

лучил первый, и еще 60 р., а третий получил  дене' второ'о

и еще 30 р. С�оль�о дене' получил �аждый?

О Т В Е Т Ы

1. а) Четная; б) нечетная; в) ни четная, ни нечетная; >) ни четная,
ни нечетная. 2. а) Четная; б) нечетная; в) нечетная; >) четная; д) ни
четная, ни нечетная; е) нечетная; ж) ни четная, ни нечетная; з) чет-
ная; и) нечетная; �) ни четная, ни нечетная; л) ни четная, ни нечетная.

4. При x = 1. 6. При x = 2. 7. а) x = ; б) ; в) нет �орней; >) единствен-

ный �орень x = , если a − 0, a − –5; нет �орней, если a = 0, a = –5;

д) единственный �орень x = , если b − 0; нет �орней, если b = 0;

е) единственный �орень x = , если a − –2, a − 2; x Ý R, если a = –2;

нет �орней, если a = 2; ж) единственный �орень x = , если a − 0,

a − –3, a − 3; x Ý R, если a = 3; нет �орней, если a = 0, a = –3;

з) x Ý ; 2 ; и) нет �орней. 8. а) Нет; б) да; в) да; >) нет; д) нет; е) да.

9. 1,5 �>. 10. 3960 �>. 11. 56 �м. 12. 900 р; 360 р.; 150 р.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Напомним, что фун�цию y = f(x), x Ý X, называют четной, если:
а) X — симметричное множество;
б) для любо>о x Ý X выполняется равенство f(–x) = f(x).

2. Областью определения фун�ции y = x6 служит вся числовая
прямая (–×; +×) — симметричное множество.

3. Имеем f(x) = x6, f(–x) = (–x)6 = x6. Та�им образом, f(–x) = f(x),
т. е. фун�ция y = x6 является четной.

К упражнению 1б

1. Напомним, что фун�ция y = f(x), x Ý X, называют нечетной, если:
а) X — симметричное множество;
б) для любо>о x Ý X выполняется равенство f(–x) = –f(x).

1
3
---

1
3
---

5

3
---

2

7
---

4a 5+

a
------------------

b 2–

2
-------------

1

a 2–
-------------

1

a a 3+( )
----------------------

2

3
---
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2. Областью определения фун�ции y = x7 является вся числовая
прямая (–×; +×) — симметричное множество.

3. Имеем f(x) = x7, f(–x) = (–x)7 = –x7. Значит, f(–x) = –f(x), т. е.

фун�ция y = x7 является нечетной.

К упражнению 1в

1. Фун�ция y =  не определена при тех значениях x, для �о-

торых знаменатель x2 – 9 обращается в нуль, т. е. в точ�ах ä3. Зна-
чит, область определения фун�ции — симметричное множество.

2. Имеем

f(x) = , f(–x) =  = – .

3. Та� �а� f(–x) − f(x) и f(x) − –f(x), то фун�ция не является ни
четной, ни нечетной.

К упражнению 1�

1. Область определения фун�ции y =  есть луч [3; +×) —

несимметричное множество.
2. Следовательно, фун�ция не является ни четной, ни нечетной.

К упражнению 3

1. Пусть x
2
 > x

1
, >де x

2
 > 0, x

1
 l 0. То>да

f(x
2
) – f(x

1
) = 3  – 3  = 3(  – ) =

= 3(x
2
 – x

1
)(x

2
 + x

1
) > 0.

2. Следовательно, x
2
 > x

1
 l 0 ^ f(x

2
) > f(x

1
), т. е. большему значе-

нию ар>умента x Ý D(f) соответствует большее значение фун�ции.
3. Ита�, фун�ции f(x) — возрастающая.

К упражнению 4

1. Преобразуем данный �вадратный трехчлен:

x2 – 2x – 15 = (x2 – 2x + 1) – 1 – 15 = (x – 1)2 – 16.

2. Выражение (x – 1)2 – 16 принимает наименьшее значение при

том же значении x, что и (x – 1)2.

3. Та� �а� (x – 1)2 l 0 при любом x, то наименьшее значение

фун�ция (x – 1)2, а значит, и данная фун�ция принимает при x = 1.

x 2–

x2 9–
----------------

x 2–

x2 9–
----------------

x–( ) 2–

x–( )2 9–
-------------------------

x 2+

x2 9–
----------------

x 3–

x
2

2
x
1

2
x
2

2
x
1

2
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К упражнению 7б

1. Найдем �орни двучленов, записанных под зна�ом модуля:

2x + 5 = 0 ^ x = – ; 3x – 4 = 0 ^ x = .

2. Изобразим эти �орни на �оординат-
ной прямой (рис. 16) и рассмотрим данное
уравнение на �аждом из трех промежут�ов:

x < – , –  m x < , x l .

3. В первом промежут�е получаем систему

 или 

Эта система не имеет решений.
4. Далее, во втором промежут�е получаем систему

или

Решением этой системы является x = .

5. На�онец, в третьем промежут�е получаем систему

или

�оторая не имеет решений.

6. Ита�, x = — �орень данно>о уравнения.

К упражнению 7в

1. Найдем область определения уравнения:

 

2. Если x = 3, то  +  +  + 1 > 0.

3. Если x > 3, то выражение, получающееся в левой части уравне-
ния, подавно больше нуля.

4. Ита�, множество решений данно>о уравнения является пустым.

5

2
---

4

3
---

Рис. 16 5

2
---

5

2
---

4

3
---

4

3
---

x < – ,

–(2x + 5) + (3x – 4) = 3 – 2x,

5

2
--- x < – ,

x = 4.

5

2
---

–  m x < ,

2x + 5 + (3x – 4) = 3 – 2x,

5

2
---

4

3
---

–  m x < ,

x = .

5

2
---

4

3
---

2

7
---

2

7
---

x l ,

2x + 5 – (3x – 4) = 3 – 2x,

4

3
--- x l ,

x = –6,

4

3
---

2

7
---

x – 2 l 0,

x – 1 l 0, ^ x l 3.

x – 3 l 0

1 2 0
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К упражнению 7�

1. Имеем

 – a = 0, или  = 0, >де x − 3.

2. Решим систему 

а) Если a − 0, то x = ;

б) если a = 0, то получаем 0 · x = 5, что ложно.

3. Найдем, на�онец, значение a, при �отором x = 3; имеем  = 3,

от�уда a = –5.
Ита�, получаем ответ: уравнение имеет единственный �орень x =

= , если a − 0, a − –5; уравнение не имеет �орней, если a = 0,

a = –5.

К упражнению 9

1. Исходный сплав массой 12 �> содержал 45% меди, т. е. в нем бы-
ло 0,45 · 12 �> меди.

2. Пусть x (�>) — масса олова, добавленно>о � данному сплаву.
То>да получится сплав массой 12 + x (�>), содержащий 40% меди.

3. Значит, в новом сплаве имеется 0,4(12 + x) �> меди.
4. Та� �а� масса меди и в первоначальном, и в новом сплаве одна

и та же, то приходим � уравнению

0,4(12 + x) = 0,45 · 12.

5. Решив это уравнение, находим x = 1,5. Ита�, � первоначально-
му сплаву надо добавить 1,5 �> олова.

К упражнению 10

1. В 450 �> сухих >рибов содержится 12% воды и 88% сухой массы.
2. Значит, сухая масса равна 88%(450 �>) = 396 �>.
3. Эту же сухую массу должны иметь и положенные на суш�у све-

жие >рибы, массу �оторых обозначим через x.
4. Следовательно, получаем уравнение

10%(x) = 396, т. е. 0,1x = 396,

от�уда x = 3960 �>.

a 5+

x 3–
--------------

4a ax– 5+

x 3–
--------------------------------

ax = 4a + 5,
x − 3.

4a 5+

a
------------------

4a 5+

a
------------------

4a 5+

a
------------------
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К упражнению 11

1. Со>ласно условию, первый турист выехал на 4 ч раньше второ>о.
2. В точ�е B (рис. 17) он сделал останов�у на 1,5 ч.

3. Второй турист до>нал перво>о в точ�е D.
4. Чтобы преодолеть расстояние AD, первый турист затратил на

2,5 ч больше, чем второй (та� �а� 4 – 1,5 = 2,5).
5. Пусть s (�м) — расстояние от точ�и A до точ�и D.

6. То>да t
1
 = (ч) — время, за �оторое первый турист проехал

расстояние AD; t
2
 = (ч) — время, за �оторое второй турист проехал

расстояние AD. Ка� мы установили, t
1
 – t

2
 = 2,5 (ч).

7. Та�им образом, получаем уравнение

 –  = 2,5,

от�уда находим s = 56 (�м).

К упражнению 12

1. Пусть первый мальчи� получил x р.

2. То>да второй получил x + 60 р., а третий получил x +

+ 60  + 30 = x + 50 р.

3. Из условия следует, что

x + x + 60 + x + 50 = 1410,

от�уда x = 900.

Ответ: 900 р.; 360 р.; 150 р.

Рис. 17
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Т е м а 7

Линейная функция и ее график.

Квадратичная функция и ее график.

Функция y =  и ее график.

Дробно/линейная функция и ее график.

Квадратные уравнения. Теорема Виета.

Графический способ решения квадратных уравнений.

Уравнения с несколькими переменными.

Системы уравнений

Теоретичес	ие сведения

1. Линейная функция и ее график

1°. Фун�цию, заданную формулой y = kx + b, 'де k и b — не-
�оторые числа, называют линейной.

2°. Областью определения линейной фун�ции служит мно-
жество R всех действительных чисел, та� �а� выражение kx + b
имеет смысл при любых значениях x.

3°. Графи� линейной фун�ции y = kx + b есть прямая. Для
построения 'рафи�а, очевидно, достаточно знать две е'о точ�и,

например A(0; b) и B – ; 0 .

4°. Коэффициент k хара�теризует
у'ол, �оторый образует прямая с по-
ложительным направлением оси Ox

(рис. 18); поэтому k называют ��ло-

вым 
оэффициентом. Если k > 0, то
этот у'ол — острый, если k < 0 — ту-
пой; если k = 0, то прямая параллель-
на оси Ox.

5°. Графи� фун�ции y = kx + b

можно та�же построить с помощью па-
раллельно'о переноса 'рафи�а фун�-
ции y = kx.

k

x
---


 b

k
--- -




Рис. 18
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6°. Уравнение вида kx + b = 0
называют линейным. Для то'о
чтобы решить линейное уравнение
'рафичес�и, достаточно построить
'рафи� фун�ции y = kx + b и най-
ти точ�у е'о пересечения с осью
Ox (на рис. 19 точ�а x

1
— �орень

уравнения).

2. Квадратичная функция и ее график

1°. Фун�цию, заданную формулой y = ax2 + bx + c, 'де x,
y — переменные, a, b и c — не�оторые числа, причем a − 0, на-
зывают 
вадратичной.

2°. Областью определения �вадратичной фун�ции является
множество R.

3°. Графи�ом фун�ции y = ax2 + bx + c является парабола —

�ривая, симметричная относительно прямой x = – , прохо-

дящей через вершину параболы (вершиной параболы называ-
ют точ�у пересечения параболы с ее осью симметрии).

4°. Координаты вершины параболы определяются по фор-
мулам

x
0
 = – ; y

0
 = f(x

0
) = .

5°. Квадратичную фун�цию y = ax2 + bx + c все'да можно

привести � виду y = a(x + k)2 + p, а затем построить ее 'рафи� с
помощью 'еометричес�их преобразований.

6°. При a > 0 ветви параболы направлены вверх, а при a < 0 —
вниз.

Пример. Построить 'рафи� фун�ции y = 3x2 + 12x + 10.
Р е ш е н и е.  Выделив из �вадратно'о трехчлена �вадрат

двучлена, получим

3x2 + 12x + 10 = 3(x2 + 4x) + 10 =

= 3(x2 + 4x + 4) – 12 + 10 = 3(x + 2)2 – 2.

Строим сначала 'рафи� фун�ции 3x2, а затем, используя
параллельный перенос, получим ис�омый 'рафи� — параболу
с вершиной в точ�е (–2; –2) (рис. 20).

Рис. 19

b

2a
-------

b

2a
-------

4ac b2–
4a

-----------------------
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Заметим, что параболу можно построить и по та� называе-
мым хара�теристичес�им точ�ам, т. е. по �оординатам верши-
ны и точ�ам пересечения с осями �оординат, о чем будет с�аза-
но в дальнейшем.

3. Функция y =  и ее график

1°. Если переменная y пропорциональна переменной x, то та-
�ая зависимость выражается формулой y = kx, 'де k − 0 — �оэф-
фициент пропорциональности. Графи� этой фун�ции мы рас-
смотрели в п. 1.

2°. Если переменная y обратно пропорциональна переменной

x, то та�ая зависимость выражается формулой y = , 'де k − 0 —

�оэффициент обратной пропорциональности.

3°. Область определения фун�ции y =  есть множество

всех чисел, отличных от нуля, т. е. (–×; 0) ∪ (0; +×).

4°. Графи�ом обратной пропорциональности y =  является

�ривая, состоящая из двух ветвей, симметричных относитель-
но �оординат. Та�ую �ривую называют �иперболой (рис. 21).
Если k > 0, то ветви 'иперболы расположены в I и III �оорди-
натных четвертях; если же k < 0 — во II и IV четвертях.

5°. Заметим, что 'ипербола не имеет общих точе� с осями
�оординат, а лишь нео'раниченно � ним приближается (объяс-
ните, почему).

Рис. 20 Рис. 21

k

x
---

k

x
---

k

x
---

k

x
---
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4. Дробно;линейная функция и ее график

1°. Фун�цию вида y =  'де a − 0, c − 0,  −  назы-

вают дробно-линейной.

2°. Преобразуем эту фун�цию следующим образом:

y =  =  =  +  =  + .

С помощью 'еометричес�их преобразований 'рафи� дробно-

линейной фун�ции можно получить из 'рафи�а фун�ции y = .

Пример. Построить 'рафи� фун�ции y = .

Р е ш е н и е.  Преобразуем заданную фун�цию та�:

y =  =  = 2 + .

Сначала строим 'рафи� фун�ции y = ; затем смещаем е'о на

4 ед. вправо вдоль оси Ox и на 2 ед. вверх вдоль оси Oy (рис. 22).

ax b+
cx d+
----------------- 

 b

a
---

d

c
----


ax b+
cx d+
-----------------

a

c
--- cx d+( ) b

ad

c
-------–+

cx d+
---------------------------------------------------

a

c
---

b
ad

c
-------–

cx d+
-----------------

a

c
---

bc ad–

c2
--------------------

x
d

c
---+

--------------------

k

x
---

2x 5–
x 4–
-----------------

2x 5–
x 4–
-----------------

2 x 4–( ) 5– 8+
x 4–

-------------------------------------------

3
x 4–
-------------

Рис. 22

3
x
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Заметим, что в отличие от 'рафи�а фун�ции y =  'рафи�

дробно-линейной фун�ции может пересе�ать оси �оординат;
в данном случае точ�ами пересечения 'рафи�а с осями �оорди-

нат служат точ�и ; 0  и 0; .

5. Квадратные уравнения

1°. Уравнение вида ax2 + bx + c = 0, 'де a, b и c — не�оторые
числа, причем a − 0, называют �вадратным.

2°. В �вадратном уравнении ax2 + bx + c = 0 �оэффициент a
называют первым �оэффициентом, b — вторым �оэффициен-
том, c — свободным членом.

3°. Формула �орней �вадратно'о уравнения имеет вид

x1, 2 = .

4°. Выражение b2 – 4ac называют дис�риминантом �вад-
ратно'о уравнения и обозначают через D.

5°. Если D = 0, то существует толь�о одно число, удовлет-
воряющее уравнению ax2 + bx + c = 0. Одна�о условились 'ово-
рить, что в этом случае �вадратное уравнение имеет два равных

действительных �орня, а само число –  называют дв��рат-

ным �орнем: x1 = x2 = – .

6°. Если D < 0, то �вадратное уравнение не имеет действи-
тельных �орней.

7°. Если D > 0, то �вадратное уравнение имеет два различ-
ных действительных �орня.

8°. Пусть дано �вадратное уравнение ax2 + bx + c = 0. Та�
�а� a − 0, то, разделив обе части данно'о уравнения на a, полу-

чим уравнение x2 + x +  = 0. Пола'ая  = p и  = q, прихо-

дим � уравнению x2 + px + q = 0, в �отором первый �оэффици-
ент равен 1. Та�ое уравнение называют приведенным.

9°. Формула �орней приведенно'о �вадратно'о уравнения
имеет вид

x1, 2 = –  ä .
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10°. Уравнения вида ax2 + bx = 0, ax2 + c = 0 и ax2 = 0 назы-
вают неполными �вадратными уравнениями. Неполные �вад-
ратные уравнения решают разложением левой части уравне-
ния на множители.

11°. Уравнение вида ax4 + bx2 + c = 0 называют би�вадрат-

ным. С помощью замены переменной по формуле x2 = y оно при-

водится � �вадратному уравнению ay2 + by + c = 0.

6. Теорема Виета

1°. ТЕОРЕМА ВИЕТА. Сумма �орней �вадратно�о уравнения

ax2 + bx + c = 0 равна взятому с противоположным зна�ом

отношению второ�о �оэффициента � первому, а произведение

�орней — отношению свободно�о члена � первому �оэффициен-

ту, т. е. x1 + x2 = – , x1x2 = .

2°. ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА. Если числа x1 и x2 та�овы,

что x1 + x2 = – , x1x2 = , то x1 и x2 — �орни �вадратно�о

уравнения ax2 + bx + c = 0.

3°. Фун�цию вида ax2 + bx + c называют �вадратным

трехчленом. Корни этой фун�ции являются �орнями соответ-

ствующе'о �вадратно'о уравнения ax2 + bx + c = 0.

4°. Если дис�риминант �вадратно'о трехчлена больше ну-
ля, то этот трехчлен можно представить в виде

ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2),

'де x1 и x2 — �орни трехчлена. Например, 2x2 – x – 15 =

= 2(x + 2,5)(x – 3).

5°. Если дис�риминант �вадратно'о трехчлена равен нулю,
то этот трехчлен можно представить в виде

ax2 + bx + c = a(x – x1)2,

'де x1 — �орень трехчлена. Например, 3x2 – 12x + 12 = 3(x – 2)2.

7. Графический способ решения квадратных уравнений

1°. Квадратные уравнения можно решать и 'рафичес�им

способом. Решим 'рафичес�и уравнение ax2 + bx + c = 0. Оно

равносильно  уравнению  ax2  =  –(bx  +  c).  Построим  'рафи�и

b

a
---

c

a
---

b

a
---

c

a
---
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фун�ций y = ax2 и y = –bx – c (рис. 23).
В точ�ах x1 и x2 значения обеих фун�-

ций равны. Следовательно, x1 и x2 явля-

ются �орнями уравнения ax2 = –(bx + c)

и равносильно'о ему уравнения ax2 +
+ bx + c = 0.

2°. Если парабола и прямая �аса-
ются, то �вадратное уравнение имеет
два равных �орня.

3°. Если же парабола и прямая не
пересе�аются и не �асаются, то �вад-
ратное уравнение не имеет �орней.

4°. Уравнение ax2 + bx + c = 0 мож-
но решить иначе, построив параболу

y = ax2 + bx + c и найдя ее точ�и пере-
сечения с осью Ox (рис. 24).

8. Уравнения с несколькими переменными

1°. Уравнение с дв�мя переменными x и y имеет вид
f(x, y) = g(x, y), 'де f и g — выражения с переменными x и y.

2°. Решением �равнения с дв�мя (тремя и т. д.) переменны-

ми называют множество упорядоченных пар (трое� и т. д.) значе-
ний переменных, обращающих это уравнение в верное равенство.

3°. Графи�ом �равнения с дв�мя переменными называют
множество точе�, �оординаты �оторых служат решениями это-
'о уравнения. Например, 'рафи� уравнения ax + by + c = 0 пред-

ставляет собой прямую, �рафи� уравнения y = ax2 + bx + c —

параболу.

9. Системы уравнений

1°. Если требуется найти все пары, трой�и и т. д. чисел, яв-
ляющихся решением всех данных уравнений, то множество
этих уравнений называют системой �равнений. Например,

— системы уравнений соответственно с двумя и с тремя пере-
менными.

Рис. 24

Рис. 23

2xy = x2 – 5,
x – y = 6;

x + y + 2z = x2,

2x – x2 = y2,
x + z = 1
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2°. Количество уравнений в системе не обязательно равно
�оличеству переменных. Например, можно рассматривать сис-
тему

решением �оторой являются упорядоченные четвер�и чисел
(x; y; z; u).

3°. Множество упорядоченных пар, трое� и т. д. значений
переменных, обращающих в истинное равенство �аждое урав-
нение системы, называют решением системы �равнений.
Решить систему уравнений — значит найти множество ее ре-
шений.

4°. Две системы уравнений называют равносильными, ес-
ли они имеют одно и то же множество решений.

5°. Графичес�ое решение системы уравнений сводится � отыс-
�анию �оординат общих точе� 'рафи�ов уравнений.

Ка� известно, прямые на плос�ости мо'ут пересе�аться
в одной точ�е и мо'ут быть параллельными (не иметь общих
точе� или иметь бес�онечное множество общих точе�). Соот-
ветственно этому система линейных уравнений с двумя пере-
менными может иметь: а) единственное решение; б) ни одно'о
решения (¾); в) бес�онечное множество решений.

6°. Не решая систему линейных уравнений, можно судить
о числе ее решений по �оэффициентам при соответствующих
переменных. Пусть дана система

Если  − , т. е. �оэффициенты при x и y не пропорцио-

нальны, то система имеет единственное решение. Это решение
'рафичес�и иллюстрируется �а� точ�а пересечения двух пря-
мых (рис. 25).

Если  =  − , то система не имеет решений. В этом

случае прямые, служащие 'рафи�ами уравнений системы, па-
раллельны и не совпадают дру' с дру'ом (рис. 26).

x + y + z + u = 5,

x2 – xy – 2z + u3 = 8,

a1x + b1y = c1,

a2x + b2y = c2.
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Если  =  = , то система имеет бес�онечное множест-

во решений. В этом случае прямые параллельны и совпадают
дру' с дру'ом (рис. 27).

КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ

1. Ка�ую фун�цию называ-
ют линейной? Ка�овы ее область
определения и множество значе-
ний?

2. Что является )рафи�ом ли-
нейной фун�ции?

3. Ка�овы частные случаи ли-
нейной фун�ции и �а� располо-
жены на �оординатной плос�ос-
ти их )рафи�и?

4. Ка�им преобразованием
можно получить из )рафи�а фун�-
ции y = x )рафи� фун�ции: а) y =
= kx + b; б) y = k(x + a)?

5. С�оль�о точе� достаточно
иметь на плос�ости, �оординаты
�оторых удовлетворяют уравне-
нию y = kx + b, чтобы построить
)рафи� фун�ции?

6. Ка� зависит расположение
)рафи�а фун�ции y = kx + b от
величины b?

7. Ка� влияет �оэффициент k
на расположение )рафи�а фун�-
ции y = kx + b?

18. Ка�ую фун�цию называ-
ют �вадратичной? У�ажите ее об-
ласть определения.

19. По �а�им формулам вы-
числяют �оординаты вершины
параболы?

10. Ка� зависит направление
ветвей параболы от перво)о �о-

эффициента фун�ции y = ax2 +
+ bx + c?

11. Преобразуйте фун�цию

y = ax2 + bx + c � виду у =

= a(x + k)2 + p с помощью выде-
ления �вадрата двучлена.

12. При �а�ом условии фун�-

ция y = (a + 3)x2 + 2x не являет-
ся �вадратичной?

13. Ка� отражается на )рафи-

�е фун�ции y = x2 свойство чет-
ности?

14. Фун�ция задана форму-

лой y = . Ка� называют эту фор-

мулу? Ка�ие о)раничения надо
наложить на k; на x?

a1

a2

------

b1

b2

-----

c1

c2

-----

Рис. 27Рис. 26Рис. 25

k

x
---
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15. Ка�ое множество являет-
ся областью определения фун�-

ции, заданной формулой y = ?

16. Из формулы y =  следу-

ет, что xy = k. Верно ли обратное:

если xy = k, то y = ?

17. Дана фун�ция y = , )де

k > 0, x − 0. По�ажите на частных
примерах, что с увеличением
(уменьшением) значения x в не-
с�оль�о раз соответствующее зна-
чение y уменьшается (увеличи-
вается) во столь�о же раз.

18. Ка� называют �ривую,
служащая )рафи�ом фун�ции

y =  (k − 0)? Ка� расположены

ее ветви?
19. В �а�их �оординатных

у)лах расположен )рафи� фун�-

ции: а) y = – ; б) y = ?

20. Может ли )ипербола пере-
се�аться с осями �оординат? По-
ясните, почему.

21. Ка�ое уравнение называ-
ют �вадратным?

22. Можно ли назвать �вад-

ратным уравнение: а) ax2 + c = 0;

б) ax2 + bx = 0; в) ax2 = 0?
23. Ка�ие формулы �орней

полных �вадратных уравнений вы
знаете? Целесообразно ли по этим
формулам решать неполные �вад-
ратные уравнения?

24. Что та�ое дис�риминант?
25. Не решая уравнение, ус-

тановите по е)о дис�риминан-
ту, с�оль�о оно имеет �орней:

а) 3x2 – 14x + 16 = 0; б) 8x2 – 4x +

+ 0,5 = 0; в) x2 – 10x + 34 = 0.
26. Ка�ое уравнение называ-

ют би�вадратным?
27. Сформулируйте теорему

Виета и ей обратную.
28. Используя теорему Виета,

определите зна�и �орней уравне-

ния: а) x2 + 7x + 1 = 0; б) x2 – 7x +

+ 1 = 0; в) 5x2 + 17x + 16 = 0.
29. Составьте �вадратное

уравнение по е)о �орням (с по-
мощью теоремы Виета): а) x1 = 3;

x2 = 10; б) x1 = –7; x2 = –4; в) x1 =

= 2 – ; x2 = 2 + .

30. Дайте определение �вад-
ратно)о трехчлена. На �а�ие мно-
жители разла)ается трехчлен ви-

да ax2 + bx + c?
31. Используя разложение

�вадратно)о трехчлена на мно-
жители, со�ратите дробь:

а) ;

б) .

32. С помощью введения
вспомо)ательной переменной ре-

шите уравнение: а) x2 + 6x +

+  = 20 (У�азание: поло-

жите  = y); б)  +  =

= 12.
33. Ка�ие два способа су-

ществуют для )рафичес�о)о ре-
шения �вадратно)о уравнения ви-

да ax2 + bx + c = 0?
34. При �а�их значениях a

система уравнений

имеет единственное решение?

k

x
---

k

x
---

k

x
---

k

x
---

k

x
---

6
x
---

4
x
---

3 3

x 5–

3x2 13x– 10–
-----------------------------------------

2x2– 7x 3–+

2x 1–
----------------------------------------

x2 6x+

x2 6x+ x x4

x – 5y = 7,
ax + y = –3
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35. При �а�ом значении a

система уравнений

не имеет решений?
36. При �а�ом значении a

система

имеет бес�онечное множество ре-
шений?

37. Решите )рафичес�и сис-
тему уравнений:

а)

б)

в)

))

УПРАЖНЕНИЯ

1. Постройте 'рафи� фун�ции:
а) y = |3x – 4| + 1; б) y = 3 – |3x – 4|; в) y = 3|x + 2| – 1.
2. Постройте 'рафи� фун�ции:
а) y = |2x – 1| – |x + 3| + 3x – 1; б) y = |1 – 2x| + |x + 3| + 1 – 3x.
3. Постройте 'рафи� фун�ции:

а) y = ; б) y = ; в) y = 2 + ; ') y = ;

д) y = ; е) y = ; ж) y = ; з) y = .

4. Постройте 'рафи� фун�ции:

а) y = – ; б) y = ; в) y = 2 – ; ') y = ;

д) y = ; е) y = .

5. Решите уравнение:

а) x2 = |5x – 6|; б) x2 – 2|x| – 3 = 0; в) x2 + |x| = 0;

') x2 + 5|x| + 6 = 0; д) x3 + |x| = 0; е) (x – 2)3 + (1 – x)3 = –1;

ж) (x2 – 7x + 6)(x2 – 7x + 12) = 0.
6. Решите уравнение:

а) (3x2 – 2)2 + 6(3x2 – 2) = 7; б) (x2 – 2x)2 + (x – 1)2 – 1 = 0;

в) (x2 + 2x)2 – (x + 1)2  = 55; ') (x2 – 6x)2 – 2(x – 3)2 = 81;

д) 7 y +  – 2 y2 +  – 9 = 0; е)  + 2x = 2 + .

2x + ay = 8,
3x + 5y = 6

x + ay = 2,
3x – 2 = 6

xy = 12,
y = 8 – x;

xy = –5,
x + y = –2;

y = x2,
x + y = 6,
y – x = 2;

(x – y)(x + y) = 0,

y = –x2.

1
x
---

1
x 2–
-------------

1
x 3–
-------------

2x 5–
x 3–
-----------------

x 4+
x 3+
--------------

2x 4+
x 2–
------------------

2x 1+
3x 1–
------------------

2x 3–
x 2–
-----------------

1
x
---

1
2 x–
-------------

1
x 2+
--------------

4x 1+
3x 3+
------------------

2x 3+
x 2+
------------------

1
x 2+
-----------------


 1

y
----



 1

y2
-------


 x2 x+

x 1–
-----------------

3x 1–
x 1–
-----------------
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17. Решите уравнение, содержащее параметр:

1а)  = ; б)  +  = 2; в)  +  – 2 = 0;

1') x +  = ; д)  –  = .

18. При �а�их значениях k уравнение:

1а) x2 – 7x + k = 0 имеет два равных �орня;

1б) x2 + x  + k – 1 = 0 имеет два равных �орня;

1в) (k – 2)x2 – 2kx + 2k – 3 = 0 имеет единственный �орень?
19. Каждый учащийся �ласса послал � Новому 'оду �аждо-

му своему одно�лассни�у поздравительную от�рыт�у. При этом
о�азалось, что было послано 1332 от�рыт�и. С�оль�о учащих-
ся было в этом �лассе?

10. В выпу�лом мно'оу'ольни�е число всех диа'оналей рав-
но 230. Определите число сторон это'о мно'оу'ольни�а.

11. Жид�ость, содержащую 85% спирта, смешали с дру'ой
жид�остью и получили 10 л жид�ости, содержащей 79% спир-
та. С�оль�о литров �аждой жид�ости смешали, если число
процентов спирта во второй жид�ости на 66 больше числа лит-
ров этой же жид�ости?

12. Двое рабочих мо'ут вместе выполнить  не�оторо'о за-

дания за 4 дня. За с�оль�о дней �аждый рабочий в одиноч�у
может выполнить все задание, если первый может сделать это
на 5 дней быстрее, чем второй?

13. Два туриста вышли одновременно навстречу дру' дру-
'у из двух пун�тов A и B и встретились через 3 ч 20 мин. За
�а�ое время �аждый турист проходит расстояние от A до B,
если первый прибыл в B через 5 ч после то'о, �а� второй при-
был в A?

14. При �а�ом значении параметра a уравнение x2 + ax + 4 =
= 0 имеет два �орня, один из �оторых на 3 больше дру'о'о?

15. При �а�ом значении a �орни уравнения 3x2 + (3a –
– 15)x – 27 = 0 являются противоположными числами?

16. При �а�ом значении a сумма �вадратов �орней уравне-

ния x2 – 3ax + a2 = 0 равна 1,75?

17. Не решая �вадратное уравнение x2 + px + q = 0, най-
дите: а) сумму �вадратов е'о �орней; б) сумму �убов е'о �ор-
ней.

x a–
a

-------------

2a

x a–
-------------

a

x
---

a 1–
x 1–
-------------

x

a
---

a 1–
x 1–
-------------

bx

x 2a–
-----------------

2ab

x 2a–
-----------------

x

2 x 2k+( )
--------------------------

x

2k x–
-----------------

5k2

2 x2 4k2–( )
--------------------------------

k2 1–

2
3
---
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18. При �а�ом значении c �орни уравнения 3x2 + 2x – c = 0
относятся �а� 2 : 3?

19. Решите способом подстанов�и систему уравнений:

а) б) в)

20. Решите способом сложения систему уравнений:

а)

б)

в)

21. Решите систему уравнений:

а) б)

в) ')

д) е)

ж)

22. Постройте 'рафи� фун�ции:

а) y = x2 + x – 2; б) y = –x2 + 2x + 3; в) y = x2 – 2|x| + 2;

') y = 2x|x| – 3x + 4; д) y = –2x2 + 4x – 12; е) y = 3x|x| – 4.

23. Гипотенуза прямоу'ольно'о треу'ольни�а равна 3 .

Найдите �атеты, если известно, что после то'о �а� один из них

увеличить на 133 %, а дру'ой — на 16 %, сумма их длин бу-

дет равна 17,5.
24. Решите систему уравнений

x2 + y2 + 2y = 9,
3x – y – 1 = 0;

x2 + y2 = 5,
x – y = 1;

x2 – y2 = 5,
xy = 6.

x2 + xy + 2y2 = 11,

2x2 + 2xy + y2 = 10;

x2 + y2 – 2x + 3y = 9,

2x2 + 2y2 – 3x + 5y = 17;

3(x + y) – 7 = 12x + y,
6(y – 2x) = 1 – 45x.

x2 + y2 = 20,
xy = 8;

2x2 + 5xy – 18y2 = 0,

xy + y2 = 12;

x2 + 3xy = 18,

3y2 + xy = 6;

x + y = 72,

 +  = 6;x3 y3

 +  = 3,

x + y –  – 3 = 0;

x y

xy

x3 + y3 = 35,
xy(x + y) – 30 = 0;

x3 + y3 = 35,

x2 + y2 = 7 + xy.

10

1
3
---

2
3
---

x + 2y – z = 1,
2x – y + 2z = –1,
3x – 2y + z = 3.
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25. Найдите разность ради�алов, если известно, что она явля-
ется целым числом:

а)  – ; б)  – ;

в)  – ; ')  – .

26. При �а�ом значении k имеют общий �орень уравнения:

а) x2 – kx = 0 и x2 – x – 3k = 0;

б) x2 + kx + 2 = 0 и x2 + 2x + k = 0;

в) 4kx2 – 5x + k = 0 и 3x2 + 2kx – 5 = 0?

Задания для повторения

27. При �а�их значениях a верно равенство:

а)  = –a; б)  = a; в)  = |a|; ')  = a;

д)  = –a; е)  = –a; ж)  = |a|; з)  = a?

28. Найдите массу оружейно'о патрона, зная, что заряд весит

0,8 �', масса снаряда составляет  массы все'о патрона, а масса

'ильзы — массы патрона.

29. При продаже товара на сумму 1386 р. получена прибыль
в 10%. Определите себестоимость товара.

30. При продаже проду�ции на сумму 3348 р. был понесен
убыто� в 4%. Ка�ова себестоимость этой проду�ции?

31. Из 225 �' руды получили 34,2 �' меди. Ка�ово процент-
ное содержание меди в руде?

32. Полученный при суш�е вино'рада изюм составляет
32% массы вино'рада. Из �а�о'о �оличества вино'рада полу-
чится 2 �' изюма?

ОТВЕТЫ

5. а) x1 = –6, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3; б) x1 = –3, x2 = 3; в) x = 0; )) нет

�орней; д) x1 = –1, x2 = 0; е) x1 = 1, x2 = 2; ж) x1 = 1, x2 = 3, x3 = 4, x4 = 6.

6. а) x1 = –1, x2 = 1; б) x1 = 0, x2 = x3 = 1, x4 = 2; в) x1 = –4, x2 = 2; )) x1 =

= 3 – 2 , x2 = 3, x3 = 3 + 2 ; д) x = 0,5; е) нет �орней. 7. а) x1, 2 =

= a(1 ä ), x − a, a − 0; б) если a − 0, a − 1, то x1 = 0,5, x2 = a; если

40 2 57– 40 2 57+ 12 5 29– 12 5 29+

24 3 43– 24 3 43+ 20 7 53– 20 7 53+

a2 a33 a55 a44

a3 a66 a44 a77

2
3
---

1
4
---

5 5

2
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a = 0, a =1, то x = 0,5; в) если a − 0, a − 1, то x1 = a, x2 = a + 1; если

a = 1, то x = 2; если a = 0, то нет �орней; )) если b − –2a, то x = –b; если

b = –2a, то нет �орней; д) если k − 0, то x1 = k, x2 = – ; если k = 0, то

нет �орней. 8. а) k = 12,25; б) k1 = 1, k2 = 3; в) k1 = 1, k2 = 2, k3 = 6.

9. 37 учащихся. 10. 23 стороны. 11. 6 и 4 л. 12. 10 и 15 дней. 13. 10

и 5 ч. 14. a1 = –5, a2 = 5. 15. a = 5. 16. a1 = –0,5; a2 = 0,5. 17. а) p2 – 2q;

б) p(3q – p2). 18. с = – . 19. а) x1 = –1, y1 = –4; x2 = 1, y2 = 2; б) x1 =

= –1, y1 = –2; x2 = 2, y2 = 1; в) x1 = –3, y1 = –2; x2 = 3, y2 = 2. 20. а) x1 =

= –1, y1 = –2; x2 = 3, y2 = –2; x3 = –3, y3 = 2; x4 = 1, y4 = 2; б) x1 = –2,5,

y1 = –1,5; x2 = 1, y2 = 2; в) x = – , y = 2. 21. а) x1 = –4, y1 = –2; x2 = –2,

y2 = –4; x3 = 4, y3 = 2; x4 = 2, y4 = 4; б) x1 = –4, y1 = –2; x2 = 4, y2 = 2;

в) x1 = –3, y1 = –1; x2 = 3, y2 = 1; )) x1 = 64, y1 = 8; x2 = 8, y2 = 64.

23. 3 и 9. 24. x = 1, y = –1, z = –2. 25. а) –10; б) –6; в) –8; )) –10.
26. а) k = 0; k = 4; б) k = –3; в) k = –1; k = 1. 27. а) При a m 0; б) при
любых a; в) при a l 0; )) при a l 0 ; д) при a = 0; е) при a m 0; ж) при
любых a; з) при любых a. 28. 9,6 �). 29. 1260 р. 30. 3487,5 р. 31. 15,2%.
32. Из 6,25 �).

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Для построения )рафи�а данной фун�ции используем опреде-
ление модуля. Имеем

а) или

б) или

Построим )рафи� фун�ции y = 3x – 3 на множестве ; +×

(рис. 28, а) и )рафи� фун�ции y = –3x + 5 на множестве –×; 

(рис. 28, б).
2. Объединив эти )рафи�и, получим ис�омый )рафи� (рис. 28, в).

5k

3
-------

8

25
------

1

3
---

3x – 4 l 0,
y = 3x – 4 + 1,

x l ,

y = 3x – 3;

4

3
---

3x – 4 < 0,
y = –(3x – 4) + 1,

x < ,

y = –3x + 5.

4

3
---

4

3
--- -




 4

3
----




102

К упражнению 2а

1. В выражении, определяющем заданную фун�цию, найдем те зна-
чения переменной x, при �оторых величины, находящиеся под зна-

�ом модуля, обращаются в нуль: x + 3 = 0, x1 = –3; 2x – 1 = 0, x2 = .

2. Точ�ами x1 = –3 и x2 =  �оординатная прямая разбивается на

три промежут�а: (–×; –3), –3;  и ; +× .

3. Рассмотрим данную фун�цию в промежут�е (–×; –3) и запи-
шем ее выражение без зна�а модуля:

или

Построим )рафи� полученной фун�ции (рис. 29, а).

4. Рассмотрим данную фун�цию в промежут�е –3;  и запишем

ее выражение без зна�а модуля:

или

Построим )рафи� полученной фун�ции (рис. 29, б).

Рис. 28

1

2
---

1

2
---

1

2
----
 1

2
--- -



x < –3,
y = –(2x – 1) + (x + 3) + 3x – 1,

x < –3,
y = 2x + 3.

1

2
----


–3 m x < ,

y = –(2x – 1) – (x + 3) + 3x – 1,

1

2
--- –3 m x < ,

y = –3.

1

2
---
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5. Рассмотрим данную фун�цию в промежут�е ; +×  и запи-

шем ее выражение без зна�а модуля:

или

Построим )рафи� полученной фун�ции (рис. 29, в).
6. Объединив построенные в пп. 3—5 )рафи�и, получим ис�омый

)рафи� (рис. 29, �).

1

2
--- -



x l ,

y = 2x – 1 – (x + 3) + 3x – 1,

1

2
--- x l ,

y = 4x – 5.

1

2
---

Рис. 29



104

К упражнению 3а

1. Фун�ция y =  определена при всех x Ý R, x − 0.

2. Фун�ция нечетная, та� �а� f(–x) = –f(x). Следовательно, ее )ра-
фи� симметричен относительно начала �оординат. Это означает, что
достаточно рассмотреть фун�цию толь�о при x > 0.

3. Графи� фун�ции y =  изображен на рис. 30;

е)о ветви расположены в I и III четвертях.
4. Оси �оординат являются асимптотами �ри-

вой y = . Саму �ривую, �а� известно, называют

)иперболой, а точ�у пересечения асимптот — ее
центром.

З а м е ч а н и е  1.  Вернемся � фун�ции y =

=  (см. рис. 30) и отметим, что для дроби  вы-

полнены следующие условия:
а) числитель дроби равен 1, т. е. положителен;
б) �оэффициент при x равен 1, т. е. положителен;
в) перед дробью стоит зна� «плюс».

Ка� мы отмечали, ветви )иперболы y =  расположены в I и III чет-

вертях системы �оординат.

В дальнейшем при построении )рафи�а фун�ции y =  (сме-

щенной )иперболы) мы будем проводить анало)ичные рассуждения,
чтобы установить, в �а�их четвертях (относительно вспомо)ательных
осей �оординат) расположен )рафи� фун�ции.

З а м е ч а н и е  2.  При построении )рафи�а дробно-линейной

фун�ции y =  можно использовать два способа.

Первый способ за�лючается в следующем:

а) сначала строят )рафи� фун�ции y =  в системе �оординат xOy;

б) затем сдви)ают этот )рафи� �а� твердое тело вдоль осей �оор-
динат;

в) при этом новые оси �оординат являются асимптотами ис�омо)о
)рафи�а.

Второй способ состоит в следующем:

а) сначала строят )рафи� фун�ции y =  в системе �оординат x′O′y′;

б) затем выполняют параллельный перенос осей �оординат;
в) при этом оси �оординатной системы x′O′y′ являются асимптота-

ми ис�омо)о )рафи�а.
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К упражнению 3б

1. Фун�ция y =  определена при всех x − 2. Отсюда следует,

что она определена на двух интервалах (–×; 2) и (2; +×).

2. Рассматривая дробь , видим, что: а) ее числитель положи-

телен; б) �оэффициент при x положителен; в) перед дробью стоит зна�
«плюс».

3. Та�им образом, )рафи�ом фун�ции является )ипербола, ветви
�оторой расположены в I и III четвертях системы �оординат, имею-
щей начало в точ�е (2; 0) (рис. 31, а).

4. На рис. 31, а верти�альная ось проведена пун�тиром. Она пере-
се�ает ось Ox а точ�е x = 2, �оторая не принадлежит области опреде-
ления фун�ции.

5. Остается провести ось Oy по отношению � пун�тирной асимпто-
те, эта ось пройдет левее точ�и x = 2 и изображена на рис. 31, б сплош-
ной линией.

6. Из рис. 31, б видно, что ось Oy пересе�ает )рафи� в не�оторой
точ�е. Ее абсцисса равна нулю, а ординату найдем та�: пола)ая x = 0,

получим y =  = – .

Ита�, )рафи� фун�ции y =  построен (рис. 31, б).

К упражнению 3в

1. Найдем область определения фун�ции: x − 3, т. е. фун�ция оп-
ределена на двух интервалах: (–×; 3) и (3; +×).

2. Та�им образом, )рафи� фун�ции имеет верти�альную асимпто-
ту x = 3.
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3. Определим, в �а�их четвертях относительно вспомо)ательных
осей �оординат будет находиться )рафи�. Рассуждая, �а� и при решении
упр. 3а и 3б, за�лючаем, что он будет расположен в I и III четвертях

относительно вспомо)ательных осей O′x′ и O′y′ (рис. 32, а).

4. Найдем )оризонтальную асимптоту )рафи�а фун�ции f(x) = 2 +

+ . Сла)аемое  стремится � нулю при x º ä×. Поэтому )ра-

фи� фун�ции f(x) при больших по модулю значениях x будет нео)ра-
ниченно приближаться � прямой y = 2. Эта прямая и есть )оризон-
тальная асимптота )рафи�а.

5. Теперь для построения )рафи�а фун�ции f(x) = 2 +  нужно

сместить )рафи� фун�ции y =  на 2 ед. вверх и на 3 ед. вправо.

6. Одна�о мы не будем перемещать )рафи�, а сделаем следующее:

а) проведем ось Ox параллельно оси O′x′ ниже ее на 2 ед.;

б) проведем ось Oy параллельно оси O′y′ левее ее на 3 ед.;

в) пересечение осей Ox и Oy даст точ�у O — начало �оординат.

7. Ита�, )рафи� фун�ции f(x) = 2 +  построен (рис. 32, б).

8. На рис. 32, б видно, что )рафи� пересе�ает основные (сплош-
ные) оси �оординат в точ�ах A и B. Найдем �оординаты этих точе�:

а) если x = 0, то y = 2 –  = , т. е. A 0; ;

б) если y = 0, то x = , т. е. B ; 0 .

К упражнению 3�

1. Фун�ция y =  определена при любом значении x, �роме

x = 3. Та�им образом, x = 3 — верти�альная асимптота )рафи�а.
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2. До сих пор мы строили )рафи�и та�их дробно-линейных фун�-
ций, )де в числителе дроби отсутствовала переменная. Для данной
фун�ции переменная в числителе присутствует.

3. Чтобы избавиться от переменной в числителе дроби, нужно вы-
делить целую часть этой дроби.

4. Упростим выражение  та�:

а) вынесем в числителе за с�об�и �оэффициент 2, то)да дробь при-
мет вид

 = ;

б) � выражению x – , записанному в с�об�ах, прибавим 3 и вы-

чтем 3, то)да получим

 = ;

в) упростим последнюю дробь:

 =  = 2 + .

5. В результате мы получили ту же фун�цию, что и в упр. 3в. Ее
)рафи� изображен на рис. 32, б.

З а м е ч а н и е.  В данном примере было по�азано, �а� в дроб-
но-линейной фун�ции выделить целую часть.

К упражнениям 3д—з

См. соответственно рис. 33—36.
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К упражнению 4а

1. Фун�ция y = –  определена при всех x Ý R, �роме x = 0.

2. Фун�ция нечетная, та� �а� f(–x) = –f(x). Поэтому ее )рафи�
симметричен относительно начала �оординат.

3. Дробь –  запишем та�: –  = ,  )де  k = – 1 < 0.

4. Это означает, что )рафи� данной фун�ции расположен во II и IV
�оординатных четвертях.

5. Ис�омый )рафи� изображен на рис. 37.

К упражнению 4б

1. Фун�ция y =  определена при всех x Ý R, �роме x = 2.

2. Графи� фун�ции имеет верти�альную асимптоту x = 2.
3. Преобразуем данную фун�цию:

y =  = –  = .

4. Та� �а� k = –1 < 0, то ветви )иперболы будут находиться во
II и IV четвертях системы �оординат, началом �оторой является точ-
�а (2; 0).

5. Ис�омый )рафи� изображен на рис. 38.

К упражнениям 4в—е

См. соответственно рис. 39—42.
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Рис. 37 Рис. 38

Рис. 39

Рис. 40

Рис. 41 Рис. 42
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К упражнению 5а

1. Пусть 5x – 6 l 0; то)да данное уравнение примет вид x2 = 5x – 6.
2. Составим систему

или

Эта система имеет решения x = 2, x = 3.

3. Пусть 5x – 6 < 0; то)да данное уравнение примет вид x2 = –(5x – 6).
4. Составим систему

или

Решениями этой системы являются x = –6, x = 1.
Ответ: x1 = 2, x2 = 3, x3 = –6, x4 = 1.

К упражнению 5б

1. Снова используем определение модуля и решим уравнение без
подробно)о описания действий.

2. или

Значит, x = 3.

3. или

Значит, x = –3.
Ответ: x1 = 3, x2 = –3.

К упражнению 6а

1. Пола)ая 3x2 – 2 = y, перепишем данное уравнение в виде

y2 + 6y – 7 = 0.

2. Решив уравнение y2 + 6y – 7 = 0, находим y1 = –7, y2 = 1.

3. Значит, 3x2 – 2 = –7 или 3x2 – 2 = 1.

4. Уравнение 3x2 = –5 не имеет �орней.

5. Уравнение 3x2 = 3 имеет �орни x = –1, x = 1.
Ответ: x1 = 1, x2 = 1.

5x – 6 l 0,

x2 = 5x – 6,

x l ,

x = 2, x = 3.
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x2 – 2x – 3 = 0,

x l 0,
x = –1, x = 3.

x < 0,

x2 + 2x – 3 = 0,

x < 0,
x = –3, x = 1.
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К упражнению 6б

1. Перепишем данное уравнение в виде

(x2 – 2x)2 + (x2 – 2x + 1) – 1 = 0. (1)

2. Пусть x2 – 2x = y; то)да уравнение (1) примет вид

y2 + (y + 1) – 1 = 0, или y2 + y = 0. (2)

3. Решив уравнение (2), найдем y1 = –1, y2 = 0.

4. Уравнение x2 – 2x = –1 имеет �орни x1 = x2 = 1.

5. Уравнение x2 – 2x = 0 имеет �орни x3 = 0, x4 = 2.

Ответ: x1 = x2 = 1, x3 = 0, x4 = 2.

К упражнению 7а

1. Данное уравнение содержит параметр a (переменную, �оторая
в рассматриваемом примере сохраняет одно и то же значение).

2. Из условия следует, что a − 0, x − a.
3. Упрощая уравнение, получим

x2 – 2ax – a2 = 0,

от�уда x = a ä a .

Ответ: x − a, a − 0, x = a(1 ä ).

К упражнению 7б

1. Из условия следует, что x − 0, x − 1.
2. После упрощения данно)о уравнения имеем

2x2 – (2a + 1)x + a = 0.

3. Решив это уравнение, находим

x = .

Ответ: а) если a − 0, a − 1, то x1 =  и x2 = a;

б) если a = 0, a = 1, то x = .

К упражнению 8в

1. Данное уравнение о�ажется линейным, если k – 2 = 0, т. е. k = 2.
В этом случае уравнение имеет единственный �орень.

2. Квадратное уравнение имеет единственный �орень, если D = 0.
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3. Найдем дис�риминант данно)о уравнения и определим, при �а-
�их значениях k он равен нулю:

а) D = 4k2 – 4(k – 2)(2k – 3) = –4k2 + 28k – 24;

б) –4k2 + 28k – 24 = 0, k = 1 и k = 6.
Ответ: k1 = 2, k2 = 1, k3 = 6.

К упражнению 9

1. Пусть в �лассе было x учащихся. По условию �аждый из них
получил по x – 1 от�рыто�.

2. Та� �а� все)о было послано x(x – 1) от�рыто�, то получаем
уравнение x(x – 1) = 1332, или

x2 – x – 1332 = 0, от�уда x = 37.

К упражнению 10

1. Пусть x — число сторон данно)о выпу�ло)о мно)оу)ольни�а.
2. То)да число диа)оналей, проведенных из �аждой вершины,

равно x – 3; та�им образом, получаем уравнение  = 230, x2 – 3x –

– 460 = 0, от�уда x = 23.

К упражнению 11

1. Пусть было взято x л первой жид�ости, то)да в ней содержится

 л спирта.

2. Число литров второй жид�ости есть 10 – x, а процентное содер-
жание спирта в ней равно (10 – x + 66)%.

3. По условию

 +  = ,

от�уда x2 – x – 30 = 0, т. е. x = 6.
Ответ: 6 и 4 л.

К упражнению 12

1. Пусть объем работы составляет A не�оторых условных единиц
и x — число дней, за �оторое первый рабочий может выполнить все за-
дание.

2. То)да за один день первый рабочий выполняет  все)о задания,

а второй  все)о задания.
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3. Следовательно, за 4 дня первый рабочий выполнит 4  все)о за-

дания, а второй выполнит 4  все)о задания.

4. Со)ласно условию, получаем уравнение

4  + 4  = A,

от�уда находим x = 10. Ита�, получаем ответ: 10 и 15 дней.

К упражнению 13

1. Пусть первый турист прошел расстояние от A до B за t ч, то)да
второй прошел это расстояние за t – 5 ч.

2. Пусть s — расстояние от A до B. То)да с�орости перво)о и второ-

)о туристов соответственно равны  и (�м/ч).

3. До встречи туристы прошли соответственно  ·  и  · �м.

4. Составим уравнение

 ·  +  ·  = s,

от�уда находим t = 10.
Ответ: 10 и 5 ч.

К упражнению 17б

1. Требуется определить  + , )де x1 и x2 — �орни уравнения

x2 + px + q = 0.
2. Из формул Виета следует, что x1 + x2 = –p, x1x2 = q.

3. Упростив сумму �убов и выполнив подстанов�у, получим

 +  = (x1 + x2)(  – x1x2 + ) =

= (x1 + x2)((x1 + x2)2 – 3x1x2) = –p(p2 – 3q) = p(3q – p2).

К упражнению 18

1. По условию �орни уравнения 3x2 + 2x – c = 0 имеют вид x1 = 2k

и x2 = 3k.

2. Со)ласно одной из формул Виета, имеем x1 + x2 = 5k = – , от-

�уда k = – .
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3. Найдем x1 и x2:

x1 = 2k = 2 –  = – , x2 = 3k = – .

4. Используем дру)ую формулу Виета и найдем значение c:

x1x2 = –  · –  = – , от�уда c = – .

К упражнению 19а

З а м е ч а н и е.  Основными методами решения систем ал)ебраи-
чес�их уравнений являются метод подстанов�и, метод сложения и ме-
тод введения новых переменных.

Далее на примерах мы по�ажем, �а� используются эти методы
применительно � системам произвольных ал)ебраичес�их уравнений.

1. Дана система уравнений

2. Из второ)о уравнения системы выразим y через x: y = 3x – 1.
3. Подставив выражение для y в первое уравнение, получим

x2 + (3x – 1)2 + 2(3x – 1) = 9.

4. Рас�рыв с�об�и и приведя подобные члены, имеем x2 – 1 = 0.
Следовательно, x1 = –1; x2 = 1. Этим значениям x соответствуют y1 = –4;

y2 = 2. Ита�, x1 = –1, y1 = –4 и x2 = 1, y2 = 2 — решения системы.

К упражнению 20а

1. Дана система

(1)

2. Почленное сложение уравнений системы (1) не приведет � ис�-
лючению одной из переменных. Если же умножить все члены перво)о

уравнения системы (1) на (–2), то �оэффициенты при x2 в полученных
уравнениях будут противоположными числами:

(2)

3. Сложив почленно уравнения системы (2), получим уравнение

y2 = 4, из �оторо)о находим y1 = –2, y2 = 2.
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x2 + y2 + 2y = 9,
3x – y – 1 = 0.

x2 + xy + 2y2 = 11,

2x2 + 2xy + y2 = 10.

–2x2 – 2xy – 4y2 = –22,

–2x2 + 2xy + y2 = 10.
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4. Та� �а� мы получили два значения y, то следует составить две
системы уравнений, взяв одно из уравнений системы (1), и решить их.
Имеем:

а) или  

т. е. и

б) или  

т. е. и

К упражнению 21а

З а м е ч а н и е.  При решении подобных систем лучше все)о
применять ис�усственные приемы.

1. Дана система

2. Умножив второе уравнение системы на 2 и сложив результат с

первым уравнением, получим (x + y)2 = 36, от�уда x + y = ä6.
3. Та�им образом, данная система равносильна сово�упности двух

систем:

а) б)

4. Каждая система ле)�о решается. Все)о получим четыре реше-
ния: x1 = –4, y1 = –2; x2 = –2, y2 = –4; x3 = 4, y3 = 2; x4 = 2, y4 = 4.

Эту систему можно решить дру)им способом.
1. Возведя второе уравнение системы в �вадрат, получим

2. Пола)ая x2 = a, y2 = b, приходим � системе

3. Решив последнюю систему, получим тот же ответ.

y = –2,

x2 + xy + 2y2 = 11,

y = –2,
x = –1, x = 3,

y1 = –2,

x1 = – 1

y2 = –2,

x2 = 3;

y = 2,

x2 + xy + 2y2 = 11,

y = 2,
x = –3, x = 1,

y3 = 2,

x3 = – 3

y4 = 2,

x4 = 1.

x2 + y2 = 20,
xy = 8.

x + y = 6,
xy = 8;

x + y = –6,
xy = 8.

x2 + y2 = 20,

x2y2 = 64.

a + b = 20,
ab = 64.
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К упражнению 21б

1. Дана система

2. Первому уравнению системы удовлетворяют значения x = 0
и y = 0.

3. Одна�о второе уравнение системы при y = 0 приводится � не-
верному равенству: 12 = 0. Следовательно, обе части перво)о уравне-

ния можно разделить на y2, то)да получим

2  + 5  – 18 = 0.

4. Пола)ая  = z, приходим � �вадратному уравнению

2z2 + 5z – 18 = 0,

�орни �оторо)о z = –  и z = 2.

5. Та�им образом, данная система равносильна сово�упности двух
систем:

а) б)

6. Система а) не имеет действительных решений, система б) имеет
два решения: x1 = –4, y1 = –2 и x2 = 4, y2 = 2.

К упражнению 21в

1. Дана система

2. После анализа уравнений данной системы убеждаемся в том,
что ни один из рассмотренных выше способов решения неприменим.

3. Освободимся от одночленов xy и 3xy. Умножим второе уравне-
ние системы на (–3), то)да �оэффициенты при xy в обоих уравнениях
системы будут противоположными числами:

или x2 – 9y2 = 0. (1)

2x2 + 5xy – 18y2 = 0,

xy + y2 = 12.

x2

y2
------

x

y
---

x

y
---

9

2
---

 = – ,

xy + y2 – 12 = 0;

x

y
---

9

2
---  = 2,

xy + y2 – 12 = 0.

x

y
---

x2 + 3xy = 18,

3y2 + xy = 6.

x2 + 3xy = 18,

–9y2 – 3xy = –18,
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4. Составим новую систему из уравнения (1) и любо)о уравнения
данной системы:

(2)

5. Система (2) равносильна сово�упности двух систем:

а) б)

6. Система б) не имеет действительных решений, система а) имеет
два решения: x1 = –3, y1 = –1 и x2 = 3, y2 = 1.

К упражнению 21�

1. Дана система

2. Если из перво)о уравнения системы выразить x или y и сделать
подстанов�у во второе уравнение, то задача толь�о усложнится.

3. Возведя второе уравнение системы в �уб, получим

x + y + 3 (  + ) = 63, или 72 + 3 · 6  = 63,

от�уда  = 8, а xy = 83 = 512.

4. Составим новую систему

от�уда x1 = 64, y1 = 8 и x2 = 8, y2 = 64.

К упражнению 22а

1. Фун�ция y = x2 + x – 2 — �вадратичная; ее )рафи�ом является
парабола, ветви �оторой направлены вверх, та� �а� a = 1 > 0.

2. Найдем �орни фун�ции (если они имеются):

x2 + x – 2 = 0, x1 = –2; x2 = 1.

3. Найдем вершину параболы:

x0 = –  = – ; y0 =  = –2 .

x2 – 9y2 = 0,

3y2 + xy = 6.

x – 3y = 0,

3y2 + xy = 6;

x + 3y = 0,

3y2 + xy = 6.

x + y = 72,

 +  = 6.x3 y3

xy3 x3 y3 xy3

xy3

xy = 512,
x + y = 72,

b

2a
-------

1

2
---

4ac b2–

4a
-----------------------

1

4
---
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4. Определим точ�у, в �оторой )рафи� фун�ции пересе�ает ось Oy:
пола)ая x = 0, находим y = –2.

5. Используя полученные данные, изобразим схематичес�и )ра-
фи� фун�ции (рис. 43).

К упражнению 22б

1. Фун�ция y = –x2 + 2x + 3 — �вадратичная; ее )рафи�ом явля-
ется парабола, ветви �оторой направлены вниз, та� �а� a = –1 < 0.

2. Найдем �орни фун�ции: –x2 + 2x + 3 = 0, x1 = –1; x2 = 3.

3. Найдем вершину параболы: x0 = 1; y0 = 4.

4. Определим точ�у, в �оторой )рафи� фун�ции пересе�ает ось Oy:
при x = 0 имеем y = 3.

5. На основании полученных данных изобразим схематичес�и
)рафи� фун�ции (рис. 44).

З а м е ч а н и е.  В дальнейшем при построении )рафи�а фун�ции

y = ax2 + bx + c мы не будем приводить столь подробных объяснений.

К упражнению 22в

1. Требуется построить )рафи� фун�ции

y = x2 – 2|x| + 2.

2. Рас�рывая модуль, получим

3. Построим часть ис�омо)о )рафи�а, определяемую системой (1):

а) дис�риминант �вадратно)о трехчлена x2 – 2x + 2 отрицателен,
поэтому )рафи� фун�ции (1) не пересе�ает ось Oy и лежит выше этой
оси (та� �а� a = 1 > 0);

б) x0 = –  = 1, y0 =  = 1;

Рис. 43 Рис. 44

x l 0,

y = x2 – 2x + 2;
  (1)

x < 0,

y = x2 + 2x + 2.
  (2)

 
 2–

2
------- 

 4 1 2 4–⋅ ⋅
4

-----------------------------



119

в) если x = 0, то y = 2;
)) )рафи� фун�ции (1) изображен на рис. 45, а.
4. Построим часть ис�омо)о )рафи�а, определяемую системой (2):

а) дис�риминант �вадратно)о трехчлена x2 + 2x + 2 отрицателен,
значит, )рафи� фун�ции (2) лежит выше оси Oy (пос�оль�у a = 1 > 0);

б) x0 = –  = –1, y0 =  = 1;

в) )рафи� фун�ции (2) изображен на рис. 45, б.
5. Объединив )рафи�и фун�ций (1) и (2), получим ис�омый )ра-

фи� (рис. 45, в).

К упражнению 25а

1. Та� �а� (40 )2 = 3200, а 572 = 3249, то 57 > 40 .

2. Отсюда следует, что под зна�ом модуля в выражении |40  – 57|

находится отрицательное число. Та�им образом,  =

= .

3. Обозначим ис�омую разность ради�алов через x:

 –  = x.

4. Возведя обе части это)о равенства в �вадрат, получим

x2 = 57 – 40  + 40  + 57 – 2 ,

или x2 = 100, от�уда x1 = –10, x2 = 10. Это означает, что x1 или x2 есть

одно из ис�омых чисел.

5. Та� �а�  > , то ис�омым является число

x = –10.

Рис. 45

2

2
---

4 1 2 4–⋅ ⋅
4

-----------------------------

2 2

2

40 2 57–

57 40 2–

57 40 2– 40 2 57+

2 2 57 40 2–( ) 57 40 2+( )

57 40 2+ 57 40 2–
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К упражнению 26а

1. Если заданные уравнения имеют общий �орень, то при не�ото-

ром x выражения x2 – kx и x2 – x – 3k совпадают:

x2 – kx = x2 – x – 3k; –kx = –x – 3k; k = .

2. При найденном значении k =  любое из данных выражений

должно обращаться в нуль, т. е.

x2 –  · x = 0, x2 1 –  = 0,

от�уда x1 = 0 или x2 = 4.

3. Возьмем любое из данных уравнений, например x2 – kx = 0.
То)да:

а) если x = 0, то 0 – k · 0 = 0, т. е. k = 0;

б) если x = 4, то 42 – k · 4 = 0, т. е. k = 4.

К упражнению 26б

1. Пусть x0 — общий �орень данных уравнений.

2. Составим систему

из �оторой следует, что (k – 2)(x0 – 1) = 0.

3. Рассмотрим два случая:

а) если k = 2, то уравнение x2 + 2x + 2 = 0 не имеет решений (та�
�а� D < 0);

б) если x0 = 1, то уравнение x2 + kx + 2 = 0 примет вид 1 + k + 2 = 0,

от�уда k = –3.

4. При k = –3 получаем уравнения x2 – 3x + 2 = 0 и x2 + 2x – 3 = 0,
�оторые имеют общий �орень x = 1.

К упражнению 28

1. Масса патрона состоит из: а) массы снаряда; б) массы заряда;
в) массы )ильзы.

2. Масса снаряда и )ильзы составляет  +  =  массы патрона.

x

x 3–
-------------

x

x 3–
-------------

x

x 3–
------------- 

 1

x 3–
--------------



 + kx0 + 2 = 0,

 + 2x0 + k = 0,

x0

2

x0

2

2

3
---

1

4
---

11

12
------
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3. Та�им образом, на долю заряда остается  массы патрона.

4. Обозначив массу патрона через x, получаем пропорцию

 = , от�уда x =  = 9,6 (�)).

К упражнению 29

1. Процент прибыли берется по отношению � себестоимости (при-
нимаемой за 100%).

2. Следовательно, продажная цена 1386 р. составляет 100% + 10% =
= 110% от себестоимости.

3. Обозначив себестоимость через x, получаем пропорцию

 = , т. е. x = 1260 (р.).

К упражнению 30

1. Убыто� исчисляется в процентах по отношению � себестоимос-
ти (принимаемой за 100%).

2. Значит, 3348 р. — это 96% себестоимости.
3. Пусть x — себестоимость проду�ции. То)да получим пропорцию

 = , от�уда x = 3487,5 (р.).

1

12
------

1

12
------

0,8
---------

1

x
---

0,8

1

12
------

---------

1386

110%
-----------------

x

100%
-----------------

x

100%
-----------------

3348

96%
-------------
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Т е м а 8

Неравенства. Основные свойства неравенств.

Действия с неравенствами. Доказательство неравенств.

Неравенства, содержащие переменную.

Решение линейных и квадратных неравенств

Теоретичес	ие сведения

1. Неравенства

1°. При сравнении двух действительных чисел x и y возможны
три случая: x = y (x равно y); x > y (x больше y) и x < y (x мень-
ше y). При этом:

x = y то'да и толь�о то'да, �о'да разность x – y равна нулю;
x > y то'да и толь�о то'да, �о'да разность x – y положи-

тельна (например, 6 > 2, та� �а� 6 – 2 = 4 > 0);
x < y то'да и толь�о то'да, �о'да разность x – y отрицатель-

на (например, 6 < 10, та� �а� 6 – 10 = –4 < 0).

2°. Используя зна� равносильности, утверждения п. 1° мож-
но записать в следующем виде:

x = y _ x – y = 0; x > y _ x – y > 0; x < y _ x – y < 0.

3°. Часто употребляется запись x l y или, что то же самое,
y m x. Это означает, что либо x > y, либо x = y и читается та�:
«x не меньше y» или «x больше или равно y».

4°. Символичес�ую запись, в �оторой два числа или два вы-
ражения, содержащие переменные, соединены зна�ом >, <, l
или m, называют неравенством.

5°. Неравенства, составленные с помощью зна�ов l или m,
называют нестро
ими; неравенства, составленные с помощью
зна�ов > или <, — стро
ими.

6°. Два неравенства вида a > b и c > d называют неравенст-

вами одина�ово
о смысла. Например, 5 > 2 и –3 > –6 — это
неравенства одина�ово'о смысла, а неравенства 5 > 3 и 6 < 10
являются неравенствами противоположно'о смысла.
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7°. Кроме неравенств вида x > y, x < y, употребляются еще
неравенства вида x < a < y, �оторые называют двойными нера-

венствами.                                                         

8°. Выс�азывание x < a < y истинно то'да и толь�о то'да,
�о'да одновременно истинны оба выс�азывания: a > x и a < y,
т. е. (x < a < y) _ (x < a) ∩ (a < y).

9°. Двойное неравенство x m a < y означает, что (x m a < y) _
_ ((x < a) ∪ (x = a)) ∩ (a < y).

10°. Неравенства, содержащие толь�о числа, называют число-

выми. Например, 5 > 3; –3 < 0; –2 > –5 — числовые неравенства.

11°. Если неравенство представляет собой истинное выс�а-
зывание, то е'о называют верным.

12°. Если неравенство содержит бу�венные выражения, то оно
является верным лишь при определенных значениях входящих
в не'о переменных. Например, неравенство (a + b)2 l 0 верно
при любых значениях a и b, та� �а� �вадрат любо'о числа есть
число неотрицательное; неравенство x2 > 0 верно при любых
значениях x, �роме нуля.

2. Основные свойства неравенств

1°. Если a > b, то b < a.

2°. Если a > b и b > c, то a > c (свойство транзитивности).
3°. Если � обеим частям верно�о неравенства прибавить од-

но и то же число, то получится верное неравенство, т. е. ес-
ли a > b, то a + c > b + c.

4°. Если из одной части верно�о неравенства перенести

в дру�ую �а�ое-либо сла�аемое, изменив е�о зна� на противопо-

ложный, то получится верное неравенство, т. е. если a + b > c,
то a – c > –b.

5°. Если обе части верно�о неравенства умножить на одно

и то же положительное число, то получится верное неравен-

ство. Например, если a > b, то 5a > 5b.

6°. Если обе части верно�о неравенства умножить на одно

и то же отрицательное число и изменить зна� неравенства

на противоположный, то получится верное неравенство. На-
пример, если a > b, то a · (–1) < b · (–1), т. е. –a < –b.

7°. Та� �а� деление можно заменить умножением на число,
обратное делителю, то анало'ичные правила справедливы и для

деления. Например, если a > b, то a > b и – a < – b.1
3
---

1
3
---

1
5
---

1
5
---
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3. Действия с неравенствами

1°. Неравенства одина�ово'о смысла можно почленно с�ла-
дывать. Например,

или .

2°. Неравенства противоположно'о смысла можно почлен-
но вычитать, оставляя зна� то'о неравенства, из �оторо'о про-
изводится вычитание. Например,

.

3°. Неравенства одина�ово'о смысла с положительными
членами можно почленно умножать. Например, если a > b > 0
и c > d > 0, то ac > bd.

4°. Обе части неравенства с положительными членами мож-
но возводить в одну и ту же натуральную степень. Например,

если a > b, то ak > bk, 'де a > 0, b > 0, k Ý N.

Верно и обратное утверждение: если ak > bk, a > 0, b > 0, k Ý N,
то a > b.

4. Доказательство неравенств

У�ажем не�оторые приемы до�азательства неравенств.

1°. Использование определения понятия «больше» или «мень-
ше» (т. е. рассмотрение разности между левой и правой частя-
ми неравенства).

Пример. До�азать, что  l , если a l 0, b l 0.

Р е ш е н и е.  Рассмотрим разность

 –  =  =  l 0.

Следовательно,  l .

Это неравенство означает, что среднее арифметичес�ое двух

неотрицательных чисел не меньше их средне�о �еометричес�о-

�о, причем равенство дости�ается толь�о в том случае, �о�-

да a = b.

a > b
c > d

a + c > b + d

+
a < m
b < n

a + b < m + n

+

a > b
c < d

a – c > b – d

–

a b+
2

------------- ab

a b+
2

------------- ab
a b 2 ab–+

2
-----------------------------------

a b–( )2

2
-----------------------------

a b+
2

------------- ab
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2°. Использование известных неравенств.

Пример. До�азать, что  +  l 2, если a > 0, b > 0.

Р е ш е н и е.  Та� �а� числа  и  положительны, то их сред-

нее арифметичес�ое не меньше средне'о 'еометричес�о'о, т. е.

 +  l 2 , или  +  l 2.

Ита�, сумма двух взаимно обратных положительных чисел не
меньше 2.

3°. Использование действий с неравенствами (почленное
сложение, вычитание, умножение и др.).

Примеры. 1. До�азать, что

a + b + c l  +  + , если a l 0, b l 0, c l 0.

Р е ш е н и е.  Для неотрицательных чисел a, b и c верны не-
равенства

 l ;  l ;  l .

С�ладывая эти неравенства почленно, после упрощения по-
лучим

a + b + c l  +  + .

2. До�азать, что

(a + b)(b + c)(a + c) l 8abc, если a l 0, b l 0, c l 0.

Р е ш е н и е.  Имеем

a + b l 2 ; b + c l 2 ; a + c l 2 .

Все эти неравенства одина�ово'о смысла с неотрицательны-
ми членами можно перемножить:

(a + b)(b + c)(a + c) l 2  · 2  · 2 ,

или

(a + b)(b + c)(a + c) l 8abc.

3. До�азать, что при любых значениях x и y верно неравенство

5x2 + 4xy + y2 + 2x > –5. (*)

a

b
---

b

a
---

a

b
---

b

a
---

a

b
---

b

a
---

a

b
---

b

a
---⋅

a

b
---

b

a
---

ab bc ac

a b+
2

------------- ab
b c+

2
------------- bc

a c+
2

------------- ac

ab bc ac

ab bc ac

ab bc ac
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Р е ш е н и е.  Из данно'о неравенства следует:

5x2 + 4xy + y2 + 2x + 5 > 0;

(4x2 + 4xy + y2) + (x2 + 2x + 1) + 4 > 0;

(2x + y)2 + (x + 1)2 + 4 > 0. (**)

Полученное неравенство (**) верно, пос�оль�у (2x + y)2 l 0,

(x + 1)2 l 0 и 4 > 0. Та� �а� неравенство (**) верно, то и нера-
венство, из �оторо'о оно получено, та�же верно (на основании
свойств неравенств); следовательно, верно и предшествующее
неравенство, а значит, и данное неравенство (*), что и требова-
лось до�азать.

5. Неравенства, содержащие переменную

1°. Решить неравенство, содержащее переменную, — значит
найти множество значений переменной, при �оторых данное
неравенство является верным. Элементы это'о множества на-
зывают решениями неравенства.

2°. Два неравенства, содержащие одну и ту же переменную,
называют равносильными, если они имеют общее множество
решений, удовлетворяющих этим неравенствам (множества ре-
шений этих неравенств совпадают).

3°. Решение неравенств основано на их свойствах (см. п. 2).
Используя эти свойства, можно сформулировать теоремы о рав-
носильности неравенств (анало'ичные теоремам о равносиль-
ности уравнений).

4°. Если � обеим частям неравенства f
1
(x) > f

2
(x) прибавить

(или вычесть) любую фун�цию ϕ(x), область определения �ото-

рой принадлежит области определения данно�о неравенст-

ва*, то получится новое неравенство, равносильное данному.

5°. Любое сла�аемое, определенное для всех значений пере-

менной, можно перенести из одной части неравенства в дру-

�ую, изменив зна� это�о сла�аемо�о на противоположный.

6°. Если обе части неравенства f
1
(x) > f

2
(x) умножить

(или разделить) на любую фун�цию ϕ(x), определенную для всех

значений переменной x из области определения данно�о нера-

венства, сохраняющую постоянный зна� и отличную от ну-

* Здесь и далее под областью определения неравенства будем по-
нимать пересечение множеств, на �оторых определена �аждая из
фун�ций f

1
 и f

2
, входящих в неравенство.
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ля, то при ϕ(x) > 0 получится неравенство, равносильное дан-

ному, а при ϕ(x) < 0 равносильным данному является неравен-

ство противоположно�о смысла.

6. Решение линейных и квадратных неравенств

1°. Линейным неравенством называют неравенство вида

ax + b > 0 (или ax + b < 0).

Если a > 0, то ax + b > 0 _ x > – ;

если a < 0, то ax + b > 0 _ x < – .

Пример. Решить неравенство 15 – 3x l 0.
Р е ш е н и е.  Перенеся 15 в правую часть неравенства с про-

тивоположным зна�ом, получим –3x l –15. Теперь разделим
обе части последне'о неравенства на отрицательное число (–3)
и изменим зна� неравенства на противоположный: x m 5. Та-
�им образом, множеством решений данно'о неравенства служит
луч (–×; 5].

2°. Квадратным неравенством называют неравенство вида

ax2 + bx + c > 0 (или ax2 + bx + c < 0).

Пусть требуется решить неравенство ax2 + bx + c > 0. В за-

висимости от зна�а дис�риминанта D = b2 – 4ac имеются три
возможности.

1. Если D < 0, то 'рафи� �вадратно'о трехчлена f(x) = ax2 +
+ bx + c не пересе�ает ось Ox и лежит выше этой оси при a > 0
и ниже ее при a < 0. В первом случае множество решений нера-
венства есть вся числовая прямая (рис. 46, а), а во втором оно
является пустым (рис. 46, б).

b

a
---

b

a
---

Рис. 46
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2. Если D > 0, то 'рафи� �вадратно'о трехчлена пересе�ает
ось Ox в точ�ах x

1
 и x

2
 (x

1
 < x

2
), служащих �орнями уравнения

ax2 + bx + c = 0. Эти точ�и разбивают числовую прямую на три
промежут�а: (–×; x

1
), (x

1
; x

2
) и (x

2
; +×).

При этом зна� �вадратно'о трехчлена совпадает со зна�ом
�оэффициента a во всех точ�ах промежут�ов (–×; x

1
) и (x

2
; +×)

и противоположен зна�у �оэффициента a во всех точ�ах про-
межут�а (x

1
; x

2
) (рис. 47, а и б).

3. Если D = 0, то 'рафи� �вадратно'о трехчлена �асается оси

Ox точ�е x
1
, являющейся единственным �орнем уравнения ax2 +

+ bx + c = 0. Точ�а x
1
 разбивает числовую прямую на два проме-

жут�а: (–×; x
1
) и (x

1
; +×). Зна� �вадратно'о трехчлена совпа-

дает со зна�ом �оэффициента a при всех x − x
1
 (рис. 48, а и б).

Пример. Решить неравенство:

а) 2x2 – x – 1 > 0; б) x2 + 3x + 8 l 0;

в) –3x2 + 10x – 3 > 0; ') 4x2 + 4x + 1 > 0.

Рис. 47

Рис. 48
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Р е ш е н и е.  а) Здесь f(x) = 2x2 – x – 1, D = 1 – 4 · 2(–1) =

= 9 > 0; (2x2 – x – 1 = 0) _ (x
1
 = –0,5, x

2
 = 1). В результате по-

лучаем три промежут�а: (–×; –0,5), (–0,5; 1) и (1; +×). Та�
�а� a = 2 > 0, то f(x) > 0 в промежут�ах (–×; –0,5) и (1; +×).
Значит, решением данно'о неравенства служит объединение
этих промежут�ов: (–×; –0,5) ∪ (1; +×).

б) Здесь f(x) = x2 + 3x + 8, D = 9 – 32 = –21 < 0. Та� �а�
a = 1 > 0, то f(x) > 0 для всех x Ý R, т. е. неравенство справед-
ливо на промежут�е (–×; +×).

в) Здесь f(x) = –3x2 + 10x – 3, D = 100 – 4 · 9 = 64 > 0. Имеем

(–3x2 + 10x – 3) = 0 _ x
1
 = ; x

2
 = 3 . Следовательно, получаем

три промежут�а: –×; , ; 3  и (3; +×). Та� �а� a = –3 < 0,

то f(x) > 0 в промежут�е ; 3 . Ита�, ; 3 — решение дан-

но'о неравенства.

') Здесь f(x) = 4x2 + 4x + 1, D = 16 – 16 = 0, (4x2 + 4x + 1 =
= 0) _ (x

1
 = –0,5). Та� �а� a = 4 > 0, то f(x) > 0 при всех x − 0,5.

Значит, решением неравенства служит объединение промежут-
�ов: (–×; –0,5) ∪ (–0,5; +×).

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Дайте определение нера-
венства.

2. Ка�ие виды неравенств вы
знаете?

3. Истинно ли выс�азывание:
а) 11 m 12; б) 11 m 11; в) x l y?

4. Запишите в виде двойно)о
неравенства ((b < a) ∪ (b = a)) ∩
∩ (a < c).

5. Сформулируйте свойства
неравенств.

6. До�ажите, что если a > b, то

ak > bk для любо)о натурально)о k.

7. До�ажите, что  +  >

>  + .

8. Можно ли неравенства
3 > –10 и –2 > –7 почленно: а) сло-
жить; б) вычесть; в) умножить?

9. Дано числовое неравенство
12 > 5. Является ли верным нера-

венство: а) (a2 + 1) · 12 > 5(a2 + 1);
б) 12a > 5a, если a < 0; в) 12|a| >

> 5|a|; )) 12(1 – 2a + a2) > 5(1 – 2a +

+ a2), если a − 1?
10. Что значит решить не-

равенство, содержащее перемен-
ную?

11. Ка�ие неравенства назы-
вают равносильными?

12. Сформулируйте теоремы
о равносильности неравенств.


 1

3
--- -





 1

3
----





 1
3
--- -





 1
3
--- -





 1
3
--- -




5 6

3 8
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13. Найдите множество реше-
ний неравенства: а) 6x – 5 l 7;

б)  < 0; в)  > 0; �) (2x –

– 1)2 + 2(x – 2)2 < (x – 2)(2x + 3) +

+ (2x + 1)2.

14. Решите )рафичес�и нера-
венство ax > 5.

15. Решите )рафичес�и нера-

венство: а) x2 > 2x – 1; б) x2 < 6 –
– 5x.

16. При �а�их значениях a

уравнение ax2 – 6x + 1 = 0 имеет
два различных действительных
�орня?

17. Найдите множество зна-
чений k, при �оторых уравнение
4x2 + kx + 1 = 0 не имеет дейст-
вительных �орней.

18. Найдите множество зна-
чений n, при �оторых уравнение

 +  =  имеет ре-

шение x > –2.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Решите неравенство:
а) ax – 3 < 2x + 1; б) x + 4 > nx – 7; в) 3 – ax < 2x + 1.

2. Решите неравенство:

а)  < 0; б)  > 0.

3. До�ажите, что:
а) (x + y)2 l 4xy; б) x3 + y3 l x2y + xy2 (x > 0, y > 0);

в)  m 1; ')  l  (a > 0, b > 0);

д) 3a2 + 12b2 l 12ab; е)  l 2;

ж) (a + 1)(b + 1)(a + c)(b + c) > 16abc, 'де a > 1, b > 1, c > 1;
з) 5x2 + 4xy + y2 + 2x > –5; и) x2 + 2y2 + 2xy + 6y + 10 l 0.

4. Решите неравенство:

а)  m 0; б)  l 0;

в)  m 0; ')  > 0; д)  < 0.

5. Решите неравенство:

а)  > 0; б)  l 0; в)  m 0.

6. Найдите наименьшее целое числа, принадлежащее об-
ласти определения фун�ции:

а) y = ; б) y = ; в) y = .

3

1 2x–
-----------------

x2 1+
4 x–
-----------------

6x 1–

n 2–
-----------------

x

n 2+
--------------

3

n 2+
--------------

76x 532–( )3 1 x–( )2

3x 20–( )2
---------------------------------------------------------

3 x–( )2 2 x–( )2

5x 8–( )3
-------------------------------------------

2a

a2 1+
----------------- ab

2a

a b+
-------------

a2 1+

a2
-----------------

x 3–( ) x2 3x 9+ +( )

x2 2x– 4+
-------------------------------------------------------

x2 3x 9+ +

x 2+( ) x2 2x– 4+( )
-------------------------------------------------------

x2 4x 4+ +

x2 5x 7+ +
-------------------------------

x2 6x– 9+

x2 3+
-------------------------------

x 3+( )4 x 4–( )

2 x–( )2
-----------------------------------------

2x2 x 1–+

x2– 5x 7–+
------------------------------------

x4 x2 3+ +

x2– x 2+ +
---------------------------------

x4 3x3– 2x2+

x2 x– 20+
-----------------------------------------

x
15

x 2+
--------------+ 4 3

x2
------– 9 x2–( ) 1–
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Задания для повторения

7. Два спортсмена стартовали один за дру'им с интервалом
в 2 мин. Второй спортсмен до'нал перво'о на расстоянии 1 �м
от точ�и старта, а пробежав от точ�и старта 5 �м, он повернул об-
ратно и встретился с первым. Эта встреча произошла через 20 мин
после старта перво'о спортсмена. Найдите с�орость второ'о
спортсмена.

8. Два лыжни�а стартовали на дистанцию 10 �м дру' за
дру'ом с интервалом в 6 мин. Второй лыжни� до'нал перво'о
через 2 �м от точ�и старта. Дойдя до поворота на отмет�е 5 �м,
второй лыжни� повернул обратно и встретил перво'о на рас-
стоянии 1 �м от точ�и поворота. Найдите с�орость перво'о лыж-
ни�а.

9. До�ажите, что:

а) a3 – a ('де a Ý N) делится нацело на 6;

б) a4 + 2a3 – a2 – 2a ('де a Ý N) делится нацело на 24;

в) число 1015 – 1 делится нацело на 3, на 9 и на 11.

О Т В Е Т Ы

1. а) x <  при a > 2; x >  при a < 2; x Ý R при a = 2; б) x >

>  при n < 1; x <  при n > 1; x Ý R при n = 1; в) x >  при

a > –2; x <  при a < –2; нет решений при a = –2. 2. а) x < 7, x − 1,

x − ; б) x > , x − 2, x − 3. 4. а) x m 3; б) x > –2; в) x = –2; )) x Ý R,

x − 3; д) x < 4, x − 2, x − –3. 5. а) –1 < x < ; б) –1 < x < 2; в) 1 m x m 2,

x = 0. 6. а) x = –1; б) x Ý ¾; в) x = –2. 7. 20 �м/ч. 8. 10 �м/ч.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. После упрощения имеем (a – 2)x < 4.
2. а) Если a – 2 = 0, т. е. a = 2, то x Ý R.

б) Если a – 2 > 0, т. е. a > 2, то x < .

4

a 2–
-------------

4

a 2–
-------------

11

n 1–
-------------

11

n 1–
-------------

2

a 2+
--------------

2

a 2+
--------------

20

3
------

8

5
---

1

2
---

4

a 2–
-------------
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в) Если a – 2 < 0, т. е. a < 2, то x > .

Ответ: x <  при a > 2; x >  при a < 2; x Ý R при a = 2.

К упражнению 2а

1. Решим неравенство

 < 0.

2. Та� �а� данное неравенство стро)ое, то е)о числитель, а тем бо-
лее знаменатель не может быть равен нулю.

3. Очевидно, что (1 – x)2 > 0 при любом значении x, �роме x = 1,

а (3x – 20)2 > 0 при любом значении x, �роме x = .

4. Поэтому данная дробь отрицательна при условии  <

< 0, или 76x – 532 < 0, т. е. x < 7.
5. Для записи ответа из промежут�а (–×; 7) нужно ис�лючить

значения x = 1 и x = .

Ответ: x < 7, x − 1 и x − .

К упражнению 3б

1. Рассмотрим разность между левой и правой частями до�азы-
ваемо)о неравенства:

x3 + y3 – x2y – xy2 = x2(x – y) + y2(y – x) =

= x2(x – y) – y2(x – y) = (x – y)(x2 – y2) = (x + y)(x – y)2.

2. Та� �а� при x > 0, y > 0 имеем x + y > 0, а (x – y)2 l 0, то x3 + y3 l

l x2y + xy2.

К упражнению 3ж

1. Для до�азательства неравенства используем зависимость меж-
ду средним арифметичес�им и средним )еометричес�им двух положи-
тельных чисел.

2. Имеем a + 1 > 2 , b + 1 > 2 , a + c l 2  и b + c l

l 2 . Перемножив эти неравенства, получим

(a + 1)(b + 1)(a + c)(b + c) > 2  · 2  · 2  · 2 ,

или
(a + 1)(b + 1)(a + c)(b + c) > 16abc.

4

a 2–
-------------

4

a 2–
-------------

4

a 2–
-------------

76x 532–( )
3

1 x–( )
2

3x 20–( )
2

---------------------------------------------------------

20

3
------

76x 532–( )
3

20

3
------

20

3
------

a 1⋅ b 1⋅ ac

bc

a b ac bc
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К упражнению 3и

1. Упростим левую часть до�азываемо)о неравенства:

x2 + 2y2 + 2xy + 6y + 10 = x2 + y2 + y2 + 2xy + 6y + 9 + 1 =

= (x + y)2 + (y + 3)2 + 1.

2. Суммой трех чисел, из �оторых два неотрицательны, а третье

равно 1, является число положительное, т. е. (x + y)2 + (y + 3)2 + 1 > 0.

3. Ита�, x2 + 2y2 + 2xy + 6y + 10 > 0.

К упражнению 4а

1. Дис�риминанты �вадратных уравнений x2 + 3x + 9 = 0 и x2 – 2x +
+ 4 = 0 отрицательны (D

1
 = –27 и D

2
 = –12), следовательно, эти урав-

нения не имеют решений.
2. Отсутствие решений означает, что �вадратные трехчлены не

разла)аются на линейные множители и на всем промежут�е измене-
ния x имеют постоянный зна�, совпадающий со зна�ом старше)о чле-

на. В данном случае x2 + 3x + 9 > 0 и x2 – 2x + 4 > 0.
3. Та�им образом, данное неравенство равносильно неравенству

x – 3 m 0, от�уда x m 3.

К упражнению 5в

1. Дис�риминант �вадратно)о уравнения x2 – x + 20 = 0 отрицате-

лен, значит, x2 – x + 20 > 0 при x Ý R.
2. То)да данное неравенство равносильно следующему:

x4 – 3x3 + 2x2 m 0.

3. Вынося x2 за с�об�и, получим

x2(x2 – 3x + 2) m 0.

4. Из последне)о неравенства следует, что:

а)  x2 l 0, x Ý R, причем x = 0 является решением неравенства;

б) x2 – 3x + 2 m 0.

5. Та� �а� �вадратный трехчлен x2 – 3x + 2 имеет �орни x
1
 = 1,

x
2

= 2, то решениями неравенства x2 – 3x + 2 m 0 являются все значе-

ния x, для �оторых 1 m x m 2.
Ответ: 1 m x m 2, x = 0.

К упражнению 7

1. Обозначим через x (�м/ч) с�орость перво)о спортсмена, а через
y (�м/ч) — с�орость второ)о.

2. Первый спортсмен пробежал 1 �м за ч, а второй — за ч.1

x
---

1

y
---
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3. По условию второй спортсмен пробежал 1 �м на 2 мин быстрее,
чем первый. Следовательно,

 –  = . (1)

4. К моменту второй встречи первый спортсмен, находясь в пути

20 мин, пробежал x �м.

5. Значит, второй спортсмен � этому моменту пробежал (10 – x) �м.

6. Та� �а� он бежал 18 мин, то справедливо равенство

10 – x = y. (2)

7. Уравнения (1) и (2) образуют систему

Решив ее, находим, что с�орость второ)о спортсмена равна 20 �м/ч.

К упражнению 9а

1. Имеем

a3 – a = a(a2 – 1) = (a – 1)a(a + 1).

Это произведение трех последовательных натуральных чисел.
2. Та�ое произведение делится нацело на 2 и на 3, т. е. оно делит-

ся и на 6.

К упражнению 9б

1. Имеем

a4 + 2a3 – a2 – 2a = a2(a2 – 1) + 2a(a2 – 1) =

= (a2 – 1)(a2 + 2a) = (a – 1)a(a + 1)(a + 2),

т. е. получили произведение четырех последовательных натуральных
чисел.

2. Та�ое произведение делится нацело на 2, на 3 и на 4. Значит,
оно делится и на 24.

К упражнению 9в

Число 1015 – 1 содержит 15 девято�, значит, оно делится на 3, на 9
и на 11.

1

x
---

1

y
---

1

30
------

1

3
---

1

3
---

1

3
---

18

60
------

 –  = ;

10 – x = y.

1

x
---

1

y
---

1

30
------

1

3
---

18

60
------
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Т е м а 9

Системы и совокупности неравенств.

Неравенства и системы неравенств с двумя переменными.

Решение неравенств, содержащих переменную

под знаком модуля.

Решение рациональных неравенств методом интервалов.

Расположение корней квадратного трехчлена

Теоретичес	ие сведения

1. Системы и совокупности неравенств

1°. Если ставится задача найти множество общих решений
двух или нес�оль�их неравенств, то �оворят, что надо решить
систем� неравенств.

2°. Значение переменной, при �отором �аждое из нера-
венств системы обращается в верное числовое неравенство, на-
зывают решением системы неравенств. Множество решений
системы неравенств есть пересечение множеств решений вхо-
дящих в нее неравенств.

3°. Неравенства, входящие в систему, объединяют фи�урной
с�об�ой. Ино�да вместо фи�урной с�об�и используют запись
системы в виде двойно�о неравенства. Например, систему

можно записать та�им образом: 2 < 3x – 1 < 8.

4°. Решение системы линейных неравенств с одной пере-
менной сводится � следующим случаям:

В случае (1) решением системы служит промежуто� (b; +×)
(рис. 49, а); в случае (2) — промежуто� (a; b) (рис. 49, б); в слу-
чае (3) — промежуто� (–×; a) (рис. 49, в); в случае (4) система не
имеет решений (рис. 49, �).

3x – 1 > 2,
3x – 1 < 8

x > a,
x > b; (1)

x > a,
x < b; (2)

x < a,
x < b; (3)

x < a,
x > b; (4)
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5°. Две системы неравенств называют равносильными, если
они имеют общее множество решений, удовлетворяющих этим
неравенствам. Равносильность систем неравенств обозначается
та� же, �а� и равносильность систем уравнений, т. е. с по-
мощью зна�а _.

Пример. Решить систему неравенств:

а) б)

Р е ш е н и е.  а) Имеем

_ _

т. е. множество решений неравенства — полуот�рытый проме-
жуто� [3,6; 8).

б) Имеем

_

Для перво�о неравенства множеством решений служит про-
межуто� (–×; 6), для второ�о — промежуто� (2; 7), а для
третье�о — объединение промежут�ов (–×; 3] и [8; +×). С по-
мощью числовой прямой (рис. 50) находим, что пересечением
этих множеств служит промежуто� (2; 3].

6°. Если ставится задача найти множество всех та�их зна-
чений переменной, �аждое из �оторых является решением хо-
тя бы одно�о из данных неравенств, то �оворят, что надо ре-
шить сово��пность неравенств.

Рис. 49

3x – 6 > 0,
18x – 5x m 0,
1,7x – 13,6 < 0;

1,4x < 8,4,

x2 – 9x + 14 < 0,

–x2 + 11x – 24 m 0.

3x – 6 > 0,
18 – 5x m 0,
1,7x – 13,6 < 0

3x > 6,
5x l 18,
1,7x < 13,6

x > 2,
x l 3,6,
x < 8,

1,4x < 8,4,

x2 – 9x + 14 < 0,

–x2 + 11x – 24 m 0

x < 6,
(x – 2)(x – 7) < 0,
(x – 3)(8 – x) m 0.

Рис. 50
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7°. Значение переменной, при �отором хотя бы одно из не-
равенств сово�упности обращается в верное числовое равенст-
во, называют решением сово��пности неравенств. Множество
решений сово�упности неравенств есть объединение множеств
решений входящих в нее неравенств.

Неравенства, образующие сово�упность, ино�да объединя-
ют �вадратной с�об�ой. Например, запись

означает, что неравенства образуют сово�упность.
Пример. Решить сово�упность неравенств

Р е ш е н и е.  Преобразовав �аждое из неравенств, получим

равносильную сово�упность: x > , x > . Для перво�о неравен-

ства множеством решений служит промежуто� ; +× , а для

второ�о — промежуто� ; +× . С помощью числовой прямой

(рис. 51) находим, что объединением этих множеств является

промежуто� ; +× .

2. Неравенства и системы неравенств с двумя переменными

1°. Неравенство с дв�мя переменными имеет вид f(x, y) >
> g(x, y), �де f(x, y) и g(x, y) — выражения с переменными. Ре-

шением неравенства с дв�мя переменными называют упоря-
доченную пару чисел (x

0
; y

0
), обращающую данное неравенство

в верное числовое неравенство. Решить неравенство — значит
найти множество всех е�о решений.

3x – 5 < 1,
2x + 3 > 4

0,2(2x – 3) < x –2,
5x – 7 > x – 6.

7
3
---

1
4
---


 7

3
--- -





 1

4
--- -




Рис. 51


 1

4
--- -


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2°. Множество решений неравенства с двумя переменными
можно изобразить �рафичес�и на �оординатной плос�ости.
Например, множеством решений линейно�о неравенства ax +
+ by + c l 0 является полуплос�ость, расположенная над пря-
мой ax + by + c = 0, причем сама прямая принадлежит этому

множеству (рис. 52), а множеством решений неравенства x2 +

+ y2 m r2 — �ру� с центром в начале �оординат и радиусом r,
причем о�ружность принадлежит этому множеству (рис. 53).

3°. Если задана система неравенств с двумя переменными

то решением системы называют упорядоченную пару чисел,
удовлетворяющую �аждому из неравенств этой системы. По-
этому множество решений системы есть пересечение множеств
решений входящих в нее неравенств.

4°. Пусть, например, задана система
неравенств

Для перво�о неравенства множество ре-
шений есть �ру� с радиусом 2 и с цент-
ром в начале �оординат, а для второ�о —
полуплос�ость, расположенная над пря-
мой 2x + 3y = 0. Множеством решений
данной системы служит пересечение
у�азанных множеств, т. е. полу�ру�
(рис. 54).

Рис. 53Рис. 52

f
1
(x, y) > g

1
(x, y),

f
2
(x, y) > g

2
(x, y),

Рис. 54

x2 + y2 m 4,
2x + 3y l 0.
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3. Решение неравенств, содержащих переменную
под знаком модуля

При решении неравенств, содержащих переменную под
зна�ом модуля, используют определение модуля:

f(x) = 

Кроме то�о, ино�да бывает полезно пользоваться �еометри-
чес�ой интерпретацией модуля числа, со�ласно �оторой |x| оз-
начает расстояние точ�и x числовой прямой от начала отсчета,
а |x – a| означает расстояние на числовой прямой между точ�а-
ми x и a.

Пример. Решить неравенство: а) |x – 1| < 3; б) |x + 1| > 2 – x.
Р е ш е н и е.  а) На основании определения модуля получа-

ем сово�упность двух систем неравенств:

 

Из первой системы находим, что 1 m x < 4, а из второй — что
–2 < x < 1. Объединив решения этих систем, получаем ответ:
(–2; 4).

Заметим, что данное неравенство можно решить иначе. Та�
�а� |x – 1| есть расстояние на числовой прямой между точ�ами
x и 1, то нам нужно найти на числовой прямой та�ие точ�и x,
�оторые удалены от 1 меньше, чем на 3 ед. Отсюда находим ис-
�омое множество решений: (–2; 4) (рис. 55).

б) Используя определение модуля, приходим � следующей
сово�упности систем неравенств:

 

Для первой системы множеством решений служит промежу-
то� (0,5; +×), а для второй это множество — пустое. Значит,
(0,5; +×) — множество решений данно�о неравенства.

f(x) –при f(x) l 0,
–f(x) при f(x) < 0.

x – 1 l 0,
x – 1 < 3;

x – 1 < 0,
–(x – 1) < 3.

Рис. 55

x + 1 l 0,
x + 1 > 2 – x;

x + 1 < 0,
–(x + 1) > 2 – x.
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4. Решение рациональных неравенств методом интервалов

Решение рациональных неравенств (т. е. неравенств вида

 > 0 или  < 0, �де P(x) и Q(x) — мно�очлены) основано

на следующем свойстве непрерывной фун�ции: если непрерыв-
ная фун�ция обращается в нуль в точ�ах x

1
 и x

2
 (x

1
 < x

2
) и меж-

ду этими точ�ами не имеет дру�их �орней, то в интервале (x
1
; x

2
)

фун�ция сохраняет зна�.
Поэтому для нахождения интервалов зна�опостоянства фун�-

ции y = f(x) поступают та�. На числовой прямой отмечают все
точ�и, в �оторых фун�ция f(x) обращается в нуль или имеет
разрыв. Эти точ�и разбивают числовую прямую на нес�оль�о
интервалов, внутри �аждо�о из �оторых фун�ция f(x) непре-
рывна и не обращается в нуль, т. е. сохраняет зна�. Чтобы оп-
ределить этот зна�, достаточно найти зна� фун�ции в �а�ой-
либо точ�е рассматриваемо�о интервала числовой прямой.

Изменение зна�ов фун�ции f(x) удобно иллюстрировать с по-
мощью волнообразной �ривой, �оторую чертят справа налево.
На тех интервалах, �де �ривая проходит выше числовой пря-
мой, выполняется неравенство f(x) > 0; на тех же интервалах,
�де �ривая проходит ниже, — неравенство f(x) < 0.

Примеры. 1. Решить неравенство

(x + 3)(x + 2)x(x – 1) > 0.

Р е ш е н и е.  Мно�очлен P(x) = (x + 3)(x + 2)x(x – 1) обра-
щается в нуль в точ�ах x = –3, x = –2, x = 0 и x = 1. Эти точ�и
разбивают числовую прямую на интервалы (–×; –3), (–3; –2),
(–2; 0), (0; 1) и (1; +×) (рис. 56), внутри �аждо�о из �оторых
фун�ция P(x) сохраняет зна�.

Та� �а� в интервале (1; +×) все сомножители положитель-
ны, то и их произведение положительно, т. е. P(x) > 0; в интер-
вале (0; 1) последний сомножитель x – 1 отрицателен, а осталь-

P x( )

Q x( )
-------------

P x( )

Q x( )
-------------

Рис. 56
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ные три положительны, т. е. P(x) < 0; далее, в интервале (–2; 0)
имеем P(x) > 0, а в интервале (–3; –2) имеем P(x) < 0, на�онец,
в интервале (–×; –3) все четыре сомножителя отрицательны,
т. е. P(x) > 0.

В результате получаем ответ: (–×; –3) ∪ (–2; 0) ∪ (1; +×).
2. Решить неравенство

(x – 2)3(x + 1)(x – 1)2(x2 + 2x + 5) < 0.

Р е ш е н и е.  Трехчлен x2 + 2x + 5 при всех x Ý R принима-

ет положительные значения (та� �а� D = 22 – 4 · 5 < 0). Поэто-
му данное неравенство равносильно неравенству P(x) = (x + 1) ×

× (x – 1)2(x – 2)3 < 0 (распола�аем множители в поряд�е возрас-
тания �орней). Та�им образом, получаем следующие интерва-
лы зна�опостоянства: (–×; –1), (–1; 1), (1; 2) и (2; +×) (рис. 57).

В интервале (2; +×) все три сомножителя положительны и,

значит, P(x) > 0; в интервале (1; 2) сомножитель (x – 2)3 ста-
новится отрицательным, а остальные два положительны, т. е.

P(x) < 0; в интервале (–1; 1) зна� второ�о сомножителя (x – 1)2

не меняется, т. е. по-прежнему P(x) < 0; на�онец, в интервале
(–×; –1) два сомножителя отрицательны, а один положителен,
т. е. P(x) > 0. Ита�, получаем ответ: (–1; 1) ∪ (1; 2).

3. Решить неравенство  > 0.

Р е ш е н и е.  Отметим на числовой прямой точ�и x = –5,
x = –1, x = 0, x = 2, x = 3 и исследуем изменение зна�ов левой
части неравенства (рис. 58). Решением неравенства служит объ-
единение интервалов: (–5; –1) ∪ (–1; 0) ∪ (2; 3) ∪ (3; +×).

Рис. 57

x 3–( )2 x 2–( )x

x 1+( )4 x 5+( )
--------------------------------------------

Рис. 58



142

4. Решить неравенство  < 0.

Р е ш е н и е.  Разложим �вадратные трехчлены на линей-
ные множители:

 < 0 _  < 0 _  > 0.

Отметив на числовой прямой точ�и x = –1, x = , x = 3 и

x = 4 и исследовав изменение зна�ов левой части неравенства

(рис. 59), получаем ответ: (–×; –1) ∪ ( ; 3) ∪ (4; +×).

5. Расположение корней квадратного трехчлена

1°. При решении не�оторых задач нам потребуется знание
ряда теорем о расположении �орней �вадратно�о трехчлена на
�оординатной прямой.

2°. Пусть �вадратный трехчлен y = ax2 + bx + c имеет дейст-
вительные �орни x

1
 и x

2
, а x

0
— �а�ое-нибудь действительное

число. То�да справедливы следующие теоремы (см. пп. 3°—5°).

3°. ТЕОРЕМА 1. Чтобы оба �орня �вадратно�о трехчлена
были меньше, чем число x

0
 (т. е. лежали на �оординатной пря-

мой левее, чем x
0
), необходимо и достаточно выполнение усло-

вий (рис. 60, а и б):

а) или б) 

4°. ТЕОРЕМА 2. Чтобы один из �орней �вадратно�о трех-
члена был меньше числа x

0
, а дру�ой больше числа x

0
 (т. е.

7x 12– x2–

2x2 x– 3–
----------------------------------

7x 12– x2–

2x2 x– 3–
----------------------------------

x 4–( ) 3 x–( )

x 1+( ) 2x 3–( )
------------------------------------------

x 3–( ) x 4–( )

x 1+( ) 2x 3–( )
------------------------------------------

3
2
---

3
2
---

Рис. 59

a > 0,
D l 0,

–  < x
0
,

f(x
0
) > 0

b

2a
-------

a < 0,
D l 0,

–  < x
0
,

f(x
0
) < 0.

b

2a
-------
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число x
0
 лежало между �орнями), необходимо и достаточно

выполнение условий (рис. 61, а и б):

а) или б)

5°. ТЕОРЕМА 3. Чтобы оба �орня �вадратно�о трехчлена
были больше, чем число x

0
 (т. е. лежали на �оординатной пря-

мой правее, чем x
0
), необходимо и достаточно выполнение ус-

ловий (рис. 62, а и б):

а) или б) 

Рис. 60

Рис. 61

a > 0,
f(x

0
) < 0

a < 0,
f(x

0
) > 0.

Рис. 62

a > 0,
D l 0,

–  > x
0
,

f(x
0
) > 0

b

2a
-------

a < 0,
D l 0,

–  > x
0
,

f(x
0
) < 0.

b

2a
-------
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Из приведенных теорем выте�ают важные следствия (см.

пп. 6°—9°).

6°. С л е д с т в и е  1.  Чтобы оба �орня �вадратно�о трех-
члена были больше, чем число M, но меньше, чем число N
(т. е. лежали в интервале между M и N), необходимо и доста-
точно выполнение условий (рис. 63, а и б):

а) или б) 

7°. С л е д с т в и е  2.  Чтобы толь�о больший �орень �вад-
ратно�о трехчлена лежал в интервале (M; N), �де M < N, необ-
ходимо и достаточно выполнение условий (рис. 64, а и б):

а) или б) 

при этом меньший �орень лежит вне отрез�а [M; N].

a > 0,
D l 0,

M < –  < N,

f(M) > 0,
f(N) > 0

b

2a
-------

a < 0,
D l 0,

M < –  < N,

f(M) < 0,
f(N) < 0.

b

2a
-------

Рис. 63

a > 0,
f(M) < 0,
f(N) > 0

a < 0,
f(M) > 0,
f(N) < 0;

Рис. 64
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8°. С л е д с т в и е  3.  Чтобы толь�о меньший �орень �вад-
ратно�о трехчлена лежал в интервале (M; N), �де M < N, необ-
ходимо и достаточно выполнение условий (рис. 65, а и б):

а) или б) 

при этом больший �орень лежит вне отрез�а [M; N].

9°. С л е д с т в и е  4.  Чтобы один из �орней �вадратно�о
трехчлена был меньше, чем M, а дру�ой больше, чем N (M < N),
т. е. отрезо� [M; N] цели�ом лежал внутри интервала меж-
ду �орнями, необходимо и достаточно выполнение условий
(рис. 66, а и б):

а) или б) 

З а м е ч а н и е.  Сформулированные теоремы и следствия очень
часто применяются при решении задач с параметрами и поэтому име-
ют большое значение.

a > 0,
f(M) > 0,
f(N) < 0

a < 0,
f(M) < 0,
f(N) > 0;

Рис. 65

a > 0,
f(M) < 0,
f(N) < 0

a < 0,
f(M) > 0,
f(N) > 0.

Рис. 66
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КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ

11. Что значит решить систе-
му неравенств?

12. Ка�ие системы неравенств
называют равносильными?

13. Даны фун�ции y = x + 1
и y = 8 – 2x. Найдите множество
значений переменной x, при �о-
торых обе фун�ции принимают
положительные значения.

14. Что значит решить сово-
�упность неравенств?

15. Решите сово�упность не-
равенств: а) x + 1 > 0, –2x+ 8 > 0;
б) 1,5x + 2 > 9,5 – x, 0,6 + 1,9x >
> 0,4(x – 3).

16. Что является решением

неравенства x2 + y2 m a2?
17. Ка�ово множество точе�

плос�ости, �оординаты �оторых
удовлетворяют неравенству y l

l 2x2?
18. Что представляет собой

на плос�ости решение системы
неравенств

19. Изобразите на �оординат-
ной плос�ости множество точе�,
�оординаты �оторых удовлетворя-
ют условию: а) 0 < x < 1; б) –1 m

m y m 1; в) x – y m 0; )) a2 < x2 +

+ y2 < b2, a > 0, b > 0.
10. Изобразите штрихов�ой

на �оординатной плос�ости мно-
жество точе�, для �оторых:

а)

б)

в)

))

11. Решите методом интерва-
лов неравенство:

а)  < 0; б)  < 1;

в) > x; ))  > x;

д)  > 2; е)  < 1;

ж) x(x – 1)(x – 2)2(x – 3) < 0;

з) (x – 3)(x – 4)(x – 5)2 ×

× (x2 – 4x + 7) > 0.
12. Равносилен ли переход от

неравенства  > 0 � неравен-

ству f(x)g(x) > 0?
13. Равносильны ли неравен-

ства:

а) x2 > x – 1 и x2 + 1 > x;

б) x2 < 0 и sin x > 1?
14. Найдите область опреде-

ления фун�ции:

а) y =  + ;

б) y =  + ;

в) y =  + ;

)) y = .

15. При �а�их значениях x
верно равенство:

а)  =

= x2 – 3x – 10;

б)  =

= 9x  – x2 – 14?

y l x,

x2 + y2 m 9?

x l 0,
y m 0;

x > 2,
y < –1;

2 m x m 4,5,
1 m y m 5;

x2 + y2 m 0,64,
y m 0.

x

x 1–
-------------

x

x 1–
-------------

1

x
---

1

x2
------

2

x 3–
-------------

3 x–

x 4+
--------------

f x( )

g x( )
------------

2x 17– 31 x–

1 7x–( )3 1 8x–

2 5x–( )2 3 4x–

x 5+4

x2 2x– 1+

-----------------------------------

x2 3x– 10–( )2

x2 9x– 14+( )2
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УПРАЖНЕНИЯ

1. Решите неравенство:
а) |2x + 5| – |3x – 4| m 2x – 4; б) |2x – 1| – |x – 2| l 4;

в) |x – 6| > x2 – 5x + 9; �) (|x| – 3)(|x| – 5) < 0;

д) (|2x + 3| – 1)(|2x + 3| – 4) l 0; е) |x3 – 1|(x – 9) < 0.
2. Решите неравенство:

а)  m 0; б)  l 0;

в)  l 0; �)  l 0;

д)  m 0; е)  < 0;

ж) (x + 2)2(x + 3) l 0.
3. На �оординатной плос�ости xOy изобразите область, о�-

раниченную линиями: а) осью абсцисс и прямыми y = x, x = 2,
x = 4; б) прямыми y = x, y = x + 3, y = –2x + 1 и y = –2x + 5;

в) параболами y = x2 и y = 4 – x2; �) �убичес�ой параболой y = x3

и прямой y = x; д) параболами y = x2 и y = ; е) параболой y = x2

и полуо�ружностью y = .
4. На �оординатной плос�ости xOy изобразите множест-

во точе�, �оординаты �оторых удовлетворяют соотношению:

а) –1 < y < 1; б) x – y > 0; в) y > x2; �) x2 + y2 > 1; д) y l |x2 – x|;

е) x2 – 1 m 0; ж) x2 – 3x + 2 = 0; з) |x – y| l 2; и) a2 m x2 + y2 m b2,

�де a > 0, b > 0; �) 1 m x m 2, 0 m y m ; л) x2 + y2 m 1, x l 0, y l 0;

м) 0 m x m 1, 1 – x m y m .
5. При �а�их значениях p оба �орня уравнения

x2 + (2p + 6)x + 4p + 12 = 0

больше (–1)?
6. Определите все значения параметра k, при �оторых оба

�орня уравнения x2 + 4kx + (1 – 2k + 4k2) = 0 меньше (–1).
7. При �а�их значениях c один из �орней уравнения

(c2 + c + 1) x2 + (2c – 3)x + c – 5 = 0

больше 1, а дру�ой меньше 1?
8. Определите все значения t, при �оторых �орни уравне-

ния x2 + x + t = 0 больше t.

2x 3–( )x2 4 x–( )3

x 6–( )5 x2 4x 6+ +( )
----------------------------------------------------------

x2 x– 2–( ) x 5–( )2

x 2+( ) 3 x–( )
-----------------------------------------------------

x2 4x– 3+( )2

4x x2–( ) x 3+( )
---------------------------------------------

2 x2–( ) x 3–( )3

x 1+( ) x2 3x– 4–( )
-------------------------------------------------------

2x 7+
3x 1+
----------------------

3x 2–( ) 4 7x–( )2

3x 1+
------------------------------------------------

x

x

1 x2–

1
x
---

1 x2–
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19. Для �а�их значений k неравенство x2 + kx + k2 + 6k < 0
выполняется при всех 1 < x < 2?

10. Найдите значения k, при �оторых из неравенства

kx2 – x + 1 < k < 0

следует неравенство 0 < x < 1.
11. Найдите все значения параметра a, при �оторых оба

�орня уравнения x2 – 2ax – 1 = 0 по модулю не превосходят 2.
12. Найдите все значения параметра k, при �оторых оба

�орня уравнения x2 – 6k + 2 – 2k + 9k2 = 0 больше 3.
13. При �а�их значениях параметра a уравнение

ax2 – (a + 1)x + 2 = 0

имеет два различных �орня, �оторые по модулю меньше 1?
14. При �а�их значениях параметра p уравнение

x2 + 2(p – 3) + 9 = 0

имеет два различных �орня, �оторые принадлежат интервалу
(–6; 1)?

15. При �а�их значениях параметра k неравенство

x2 + (4k – 5)x + 3k2 – 5k > 0

справедливо для всех x та�их, что 1 m x m 4?

Задания для повторения

16. Из сосуда вместимостью 54 л, наполненно�о �ислотой,
вылили нес�оль�о литров и долили сосуд водой, затем снова
вылили столь�о же литров смеси. То�да в оставшейся в сосуде
смеси о�азалось 24 л чистой �ислоты. С�оль�о �ислоты выли-
ли в первый раз?

17. Для перевоз�и 60 т �руза из одно�о места в дру�ое затре-
бовали не�оторое �оличество машин. Ввиду неисправности до-
ро�и на �аждую машину пришлось �рузить на 0,5 т меньше,
чем предпола�алось, поэтому дополнительно потребовалось до-
бавить 4 машины. Ка�ое �оличество машин было затребовано
первоначально?

18. Имеет ли смысл выражение:

а) (–5)–1/7; б) (–3)–4; в) 52/3; �) 0–2/3?
19. Найдите область определения выражения:

а) (a + 1)–2/5; б) x3/5; в) a–3/4; �) (a – 5)2/3.
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20. Верно ли, что сумма и произведение чисел a и b являют-
ся рациональными числами, если:

а) a и b — рациональные числа;
б) a и b — иррациональные числа?
21. Расположите данные числа в поряд�е возрастания. У�а-

жите, �а�ие из них являются рациональными, а �а�ие — ирра-

циональными числами: а) ; –2; –1,7; ; б) 0,(2); ; – .

О Т В Е Т Ы

1. а) –5 m x m – ,  m x < +×; б) –× < x m –5, 3 m x < +×; в) 1 < x <

< 3; )) –5 < x < –3, 3 < x < 5; д) –× < x m –3,5, –2 m x m –1, 0,5 m x < +×;

е) –× < x < 1, 1 < x < 9. 2. а) x = 0,  m x m 4, x > 6; б) –2 < x m –1,

2 m x < 3, x = 5; в) –× < x < –3, 0 < x < 4, x = 1, x = 3; )) –  < x < –1,

–1 < x < , 3 m x < 4; д) –  m x < – ; е) –  < x < ,  < x < ;

ж) 0 m x < +×. 5. –3,5 < p m –3. 6. k > 1. 7. –2 –  < c < –2 + .

8. t < –2. 9. –0,5(7 + ) m k m 2  – 4. 10. k l 1. 11. –0,75 m a m 0,75.

12. k > . 13. a > 3 + 2 . 14. 6 < p < . 15. k < –4, k > . 16. 18 л.

17. 20 машин. 18. а) Да; б) да; в) да; )) нет. 19. а) a Ý R, a − –1; б) x Ý R;

в) a > 0; )) a Ý R. 20. а) Да; б) нет. 21. а) –2; –1,7; ; ; числа –2 и

–1,7 — рациональные; числа  и — иррациональные; б) – ;

0,(2); ; числа 0,(2) и  — рациональные, число – — иррациональ-

ное.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Найдем точ�и, в �оторых выражения, записанные под зна�ом

модуля, равны нулю: а) 2x + 5 = 0, x = – ; б) 3x – 4 = 0, x = .

2. Эти точ�и разбивают числовую прямую на три промежут�а:

–×; – ; – ; ; , +× .

3 π

3
---

7
6
---

3
2
-------

5

3
---

13

3
------

3

2
---

2

2 7

2
---

1

3
---

1

3
---

4

7
---

4

7
---

2

3
---

11 11

3 5 3

11

9
------ 2 27

4
------

4

3
---

π
3
--- 3

π
3
--- 3 3

2
-------

7

6
---

7

6
---

3

2
-------

5

2
---

4

3
---


 5

2
-----
 5

2
---

4

3
----
 4

3
--- -


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3. Рассмотрим данное неравенство на промежут�е –×; –  и ре-

шим полученную систему:

 или 

т. е. –5 m x < – .

4. Далее рассмотрим данное неравенство на промежут�е – ; 

и решим полученную систему:

 или 

т. е. –  m x m – .

5. На�онец, рассмотрим данное неравенство на промежут�е ; +×

и решим полученную систему:

 или 

т. е. x l .

6. Объединяя все эти множества, получим ответ:

–5; –  ∪ ; +× .

К упражнению 1�

1. Положим y = |x|; то)да данное неравенство примет вид

(y – 3)(y – 5) < 0.


 5

2
----


x < – ,

–(2x + 5) + (3x – 4) m 2x – 4,

5

2
--- x < – ,

x l –5,

5

2
---

5

2
---

5

2
---

4

3
----


–  m x < ,

2x + 5 + (3x – 4) m 2x – 4,

5

2
---

4

3
---

–  m x < ,

x m – ,

5

2
---

4

3
---

5

3
---

5

2
---

5

3
---

4

3
--- -



x l ,

2x + 5 – (3x – 4) m 2x – 4,

4

3
---

x l ,

x l ,

4

3
---

13

3
------

13

3
------

5

3
---

13

3
------ -


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2. Решением это)о неравенства является интервал 3 < y < 5.

3. Вернемся � переменной x и получим неравенство 3 < |x| < 5. Это

двойное неравенство запишем в виде системы и решим ее:

 или 

Ответ: x Ý (–5; –3) ∪ (3; 5).

К упражнению 2а

1. Требуется решить неравенство

 m 0. (1)

2. Квадратный трехчлен x2 + 4x + 6 > 0 при всех x Ý R, та� �а�

a > 0 и D < 0, поэтому неравенство (1) равносильно следующему:

 m 0. (2)

3. При решении неравенств обязательно надо обращать внимание

на степень с четным по�азателем. В неравенстве (2) имеется та�ая сте-

пень — это x2. Та� �а� неравенство (2) — нестро)ое, то значение x = 0

является е)о решением.

4. Учитывая с�азанное, получаем неравенство

 m 0. (3)

5. На числовой прямой отметим точ�и, в �оторых дробь в левой

части неравенства (3) обращается в нуль или имеет разрыв. Это точ�и

x = , x = 4, x = 6, �оторые разбивают числовую прямую на четыре

промежут�а: –×; , ; 4 , (4; 6) и (6; +×).

6. Определяем зна�и неравенства (3) на �аж-

дом из у�азанных промежут�ов и получаем тре-

буемое решение (рис. 67).

Ответ: x = 0,  m x m 4, x > 6.

|x| < 5,
|x| > 3,

–5 < x < 5,
x < –3, x > 3.

2x 3–( )x2 4 x–( )3

x 6–( )5 x
2 4x 6+ +( )

----------------------------------------------------------

x
2 2x 3–( ) 4 x–( )3

x 6–( )5
---------------------------------------------------

2x 3–( ) 4 x–( )3

x 6–( )5
--------------------------------------------

3

2
---


 3

2
----



 3

2
--- -



Рис. 67
3

2
---
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К упражнениям 3а—е

См. соответственно рис. 68—73.

Рис. 68 Рис. 69

Рис. 70 Рис. 71

Рис. 72 Рис. 73
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К упражнениям 4а—м

См. соответственно рис. 74—85.

Рис. 74 Рис. 75 Рис. 76

Рис. 77 Рис. 78 Рис. 79

Рис. 80 Рис. 81 Рис. 82
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К упражнению 5

1. Здесь a (первый �оэффициент уравнения) равен 1, т. е. a > 0.
Используя теорему 3 (см. с. 143), запишем систему неравенств

  т. е. 

2. Решив эту систему, находим –3,5 < p m –3.

К упражнению 6

1. Здесь a = 1 > 0. Применяя теорему 1 (см. с. 142), составим сис-
тему

 т. е. 

2. Решив эту систему, получим k > 1.

К упражнению 7

1. Здесь a = c2 + c + 1 > 0 при c Ý R.
2. Со)ласно теореме 2 (см. с. 142, 143), имеем

f(1) = c2 + c + 1 + 2c – 3 + c – 5 < 0.

3. Решив это неравенство, находим –2 –  < c < –2 + .

К упражнению 8

1. Со)ласно условию, данное уравнение имеет два �орня, �оторые

больше t, поэтому )рафи� �вадратно)о трехчлена x2 + x + t имеет вид,
изображенный на рис. 86.

Рис. 83 Рис. 84 Рис. 85

D l 0,

–  > –1,

f(–1) > 0,

b

2a
-------

(2p + 6)2 – 4(p + 12) l 0,
–(p + 3) > –1,
1 – (2p + 6) + 4p + 12 > 0.

D l 0,

–  < –1,

f(–1) > 0,

b

2a
-------

4k2 – (1 – 2k + 4k2) l 0,
–2k < –1,

1 – 4k + (1 – 2k + 4k2) > 0.

11 11
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2. Используя теорему 3, запишем систему
неравенств

3. Решением этой системы является проме-
жуто� t < –2.

К упражнению 9

1. Чтобы неравенство x2 + kx + k2 + 6k < 0 имело место при всех
1 < x < 2, т. е. чтобы интервал (1; 2) лежал между �орнями �вадратно-

)о трехчлена f(x) = x2 + kx + k2 + 6k, нужно, чтобы выполнялись тре-
бования следствия 4:

2. Отметим, что здесь записаны нестро)ие неравенства, пос�оль�у
возможно не толь�о расположение параболы, у�азанное на рис. 87, а,
но и расположения, изображенные на рис. 87, б—�. В последних трех
случаях один или оба �орня �вадратно)о трехчлена мо)ут совпадать
с точ�ами x1 = 1 или x2 = 2, но внутренние точ�и интервала между

�орнями удовлетворяют неравенству 1 < x < 2.
3. Ита�, имеем систему неравенств

4. Решив эту систему, получим  m k m 2  – 4.

Рис. 86

1 – 4t > 0,

t < – ,

t(t + 2) > 0.

1

2
---

f(1) m 0,
f(2) m 0.

Рис. 87

f(1) = 1 + k + k2 + 6k m 0,

f(2) = 4 + 2k + k2 + 6k m 0.

7– 3 5–

2
--------------------------- 3
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К упражнению 10

1. Со)ласно условию, требуется найти все значения k, при �ото-
рых любое число x, удовлетворяющее неравенству

kx2 – x + 1 – k < 0, (1)

удовлетворяет и неравенству

0 < x < 1. (2)

2. Это означает, что неравенство (1) достаточно для выполнения
неравенства (2), а неравенство (2) необходимо для выполнения нера-
венства (1).

3. По�ажем, что число k должно быть положительным.
а) Если k < 0, то �вадратное неравенство (1) выполняется либо

при всех x (рис. 88, а), либо при тех x, �оторые лежат вне отрез�а,

содержаще)о �орни �вадратно)о уравнения kx2 – x + 1 – k = 0
(рис. 88, б).

б) В �аждом из рассмотренных случаев обязательно найдутся зна-
чения x, удовлетворяющие условию (1), но не удовлетворяющие усло-
вию (2), т. е. в этих случаях условие (2) не является необходимым для
выполнения условия (1).

в) Если k = 0, то из неравенства (1) следует, что x > 1, а это проти-
воречит неравенству (2).

4. Ита�, k > 0. Та� �а� D = 1 – 4k(1 – k) = (1 – 2k)2 l 0 при любых k,
то решения неравенства (1) за�лючены между �орнями �вадратно)о
трехчлена.

5. В результате приходим � следующим выводам:
а) чтобы выполнялись требования задачи, нужно, чтобы интервал

(0; 1) лежал между �орнями �вадратно)о трехчлена;

Рис. 88
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б) последнее означает, что должны выполняться требования след-
ствия 4.

6. Составим систему уравнений

(в �оторой оба неравенства являются нестро)ими; см. решение упр. 9).
Отсюда находим k l 1.

К упражнению 16

1. Пусть в первый раз было вылито x л �ислоты. То)да в сосуде ос-
талось (54 – x) л �ислоты.

2. Долив сосуд водой, получили 54 л смеси, в �оторой раствори-
лось (54 – x) л �ислоты.

3. Значит, в 1 л смеси содержится л �ислоты (�онцентра-

ция раствора).
4. Во второй раз из сосуда вылили x смеси, в этом �оличестве сме-

си содержится  · x л �ислоты.

5. Та�им образом, в первый раз было вылито x л �ислоты, во вто-

рой раз  · x л �ислоты, а все)о за два раза вылили 54 – 24 = 30 л

�ислоты.
6. Составим уравнение

x +  · x = 30,

от�уда x1 = 18; x2 = 90. Ясно, что x = 90 не удовлетворяет условию.

Ита�, в первый раз вылили 18 л �ислоты.

К упражнению 18

а) (–5)–1/7 =  = ;

б) (–3)–4 =  = ;

в) 52/3 = ;

)) 0–2/3 = — не имеет смысла.

f(0) = 1 – k m 0,
f(1) = k – 1 + 1 – k m 0

54 x–

54
-----------------


 54 x–

54
----------------- -



54 x–

54
-----------------

54 x–

54
-----------------

5–( ) 1–7 1

5
---–7

1

3–( )4
---------------

1

81
------

523

1

02 3/
-----------
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К упражнению 19

а) (a + 1)–2/5 =  = , )де a − –1;

б) x3/5 = , )де x Ý R;

в) a–3/4 =  = , )де a > 0;

)) (a – 5)2/3 = , )де a Ý R.

К упражнению 20

а) Если a и b — рациональные числа, то сумма a + b и произведе-
ние ab та�же числа рациональные.

б) Если a и b — иррациональные числа, то сумма a + b та�же чис-
ло иррациональное (за ис�лючением случая, �о)да a = –b), а произве-
дение ab может быть �а� рациональным, та� и иррациональным чис-

лом (например,  ·  =  — число иррациональное, а  · —

рациональное).

1

a 1+( )2/5
--------------------------

1

a 1+( )25
--------------------------

x35

1

a
3 4/

-----------

1

a
34

-----------

a 5–( )23

3 7 21 7 7
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Т е м а 10

Обратная функция.

Степенная функция с целым показателем.

Функция y = .

Иррациональные уравнения.

Иррациональные неравенства

Теоретичес	ие сведения

1. Обратная функция

1°. Пусть фун	ция y = f(x) монотонна в своей области опре-
деления D(f). То�да 	аждому x Ý D(f) соответствует единствен-
ный y Ý E(f) и обратно, 	аждое значение y Ý E(f) соответствует
единственному x Ý D(f). Значит, в этом случае можно постро-
ить новую фун	цию, определенную на E(f) и та	ую, что 	аждо-
му y Ý E(f) ставится в соответствие x Ý D(f), удовлетворяющее
уравнению y = f(x). Эту новую фун	цию называют обратной

по отношению 	 фун	ции y = f(x).

2°. Для нахождения фун	ции, обратной данной y = f(x), на-
до выразить x через y: x = g(y), а затем записать полученную
фун	цию в общепринятой форме y = g(x).

3°. Отметим, что если фун	ции y = f(x) и y = g(x) являются
взаимно обратными, то область определения фун	ции f совпа-
дает с множеством значений фун	ции g
и, наоборот, область определения фун	-
ции g — с множеством значений фун	-
ции f, т. е. D(f) = E(g) и D(g) = E(f).

4°. Графи	и взаимно обратных фун	-
ций симметричны относительно прямой
y = x (рис. 89).

5°. Рассмотрим, например, фун	цию

y = x2, заданную на промежут	е (–×; 0].
На этом промежут	е фун	ция убывает
и принимает все значения из множест-
ва [0; +×). Следовательно, для данной

xk

Рис. 89
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фун	ции существует обратная. Из урав-

нения y = x2 находим x =  или x =

= – ; та	 	а	 переменная x может

принимать толь	о неположительные
значения, то ис	омая обратная фун	-

ция имеет вид x = – . Поменяв обо-

значения x на y и y на x, получим фор-

мулу y = – , �де x l 0, с помощью 	о-

торой и задается обратная фун	ция.

Если же рассматривать фун	цию y = x2, заданную на про-

межут	е [0; +×), то обратной для нее служит фун	ция y = ,

�де x l 0. На рис. 90 изображены �рафи	 фун	ции y = x2 при
x l 0 и �рафи	 обратной ей фун	ции.

2. Степенная функция с целым показателем

1°. Рассмотрим фун	цию, заданную формулой y = xk (k Ý N)
и построим ее �рафи	 при различных значениях k. Если k = 1,
то получается фун	ция y = x, �рафи	ом 	оторой является пря-

мая (рис. 91); если k = 2, то получается фун	ция y = x2, �рафи-
	ом 	оторой является парабола (рис. 92); если k = 3, то получа-

ется фун	ция y = x3, �рафи	 	оторой есть 	убичес	ая парабола
(рис. 93).

На рис. 94 и 95 изображены �рафи	и фун	ции y = xk при
k = 4 и k = 5.

Рис. 90

y

y

y

x

x

Рис. 91 Рис. 92 Рис. 93
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2°. Отметим не	оторые свойства степенной фун	ции y = xk

(k Ý N):
а) область определения — множество R всех действитель-

ных чисел;
б) при любом k �рафи	 проходит через начало 	оординат и

точ	у (1; 1);
в) если k — четное число, то фун	ция является четной и ось

Oy служит осью симметрии �рафи	а;
�) если k — нечетное число, то фун	ция является нечетной

и начало 	оординат служит центром симметрии �рафи	а.

3°. Рассмотрим фун	цию y = x0, т. е. частный случай степен-
ной фун	ции при k = 0. Область определения этой фун	ции —
множество всех действительных чисел, 	роме нуля, т. е. D(f) =

= (–×; 0) ∪ (0; +×). Графи	ом фун	ции y = x0 служит прямая
y = 1, из 	оторой удалена точ	а (0; 1)
(рис. 96).

4°. Рассмотрим теперь фун	цию y =

= xk (k Ý Z
–
), т. е. степенную фун	цию

с целым отрицательным по	азателем.
Если k = –1, то получается фун	ция y =

= x–1 = , �рафи	ом 	оторой служит

�ипербола (рис. 97); если k = –2, то по-

лучается фун	ция y = x–2 = , �рафи	

Рис. 94

Рис. 95

Рис. 96

Рис. 97

1
x

---

1

x
2

------



162

	оторой изображен на рис. 98. При нечет-
ном k �рафи	 фун	ции y = xk вы�лядит
та	 же, 	а	 и �рафи	 фун	ции y = x–1,
а при четном k — 	а	 и �рафи	 фун	ции
y = x–2.

5°. Отметим не	оторые свойства сте-
пенной фун	ции y = xk (k Ý Z

–
):

а) область определения — множество
всех действительных чисел, 	роме нуля,
т. е. D(f) = (–×; 0) ∪ (0; +×);

б) если k — четное число, то фун	ция является четной и ось
Oy служит осью симметрии �рафи	а;

в) если k — нечетное число, то фун	ция является нечетной
и ее �рафи	 симметричен относительно начала 	оординат.

3. Функция y = 

1°. Фун	ция y = xk, k Ý N (k > 1) возрастает на множестве
[0; +×), а множеством ее значений та	же является множест-
во [0; +×) (см. рис. 91—95). Значит, для фун	ции y = xk су-
ществует обратная фун	ция, определенная на множестве [0; +×)
и принимающая значения из множества [0; +×). Эта обратная

фун	ция обозначается  та	: y = .

2°. Для построения �рафи	а фун	ции

y = , �де x Ý [0; +×) и k Ý N (k > 1),

можно воспользоваться свойством симмет-
рии �рафи	ов взаимно обратных фун	ций
относительно прямой y = x (см. п. 1). На-

пример, �рафи	 фун	ции y =  симмет-

ричен �рафи	у фун	ции y = x3 относи-
тельно прямой y = x (рис. 99).

4. Иррациональные уравнения

1°. Уравнения, в 	оторых переменная содержится под зна-
	ом 	орня, называют иррациональными.

2°. Решение иррациональных уравнений сводится 	 перехо-
ду от иррационально�о 	 рациональному уравнению с помощью
возведения в степень обеих частей уравнения.

Рис. 98

xk

xk

Рис. 99

xk

x3
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3°. При возведении обеих частей уравнения в четную степень
возможно появление посторонних 	орней. Поэтому при использо-
вании у	азанно�о метода следует проверить все найденные
	орни подстанов	ой в исходное уравнение.

Пример. Решить уравнение:

а)  = ; б)  = 3 – x.

Р е ш е н и е.  а) Возведя обе части уравнения в 	вадрат, по-
лучим 2x – 3 = x – 2, от	уда x = 1. Провер	а по	азывает, что
этот 	орень — посторонний (при x = 1 обе части уравнения не
имеют смысла). Значит, данное уравнение не имеет 	орней.

б) Возведем обе части уравнения в 	вадрат:

x – 1 = (3 – x)2; x – 1 = 9 – 6x + x2; x2 – 7x + 10 = 0,

т. е. x = 2, x = 5. Провер	ой убеждаемся, что x = 5 — посторон-
ний 	орень, а x = 2 удовлетворяет уравнению.

4°. Заметим, про провер	у можно упростить, если найти об-
ласть определения данно�о уравнения. Например, для уравнения

 =  областью определения служит луч [2; +×)
и та	 	а	 1 Ô [2; +×), то x = 1 — посторонний 	орень.

5. Иррациональные неравенства

Неравенства, в 	оторых переменная содержится под зна	ом
	орня, называют иррациональными. Основным методом реше-
ния та	их неравенств является метод возведения в степень. При
этом решение иррациональных неравенств сводится 	 решению
рациональных неравенств или систем рациональных неравенств.

Пример. Решить неравенство:

а)  < 3 – x; б)  > 3 – x.

Р е ш е н и е.  а) Область определения неравенства задается
условием x – 1 l 0. Далее, по смыслу неравенства должно вы-
полняться условие 3 – x > 0. При этих условиях обе части нера-
венства неотрицательны и поэтому можно использовать метод
возведения в 	вадрат. В результате данное неравенство сводит-
ся 	 следующей системе неравенств:

 _  _ 1 m x < 2,

т. е. решением неравенства служит промежуто	 [1; 2).

2x 3– x 2– x 1–

2x 3– x 2–

x 1– x 1–

x – 1 l 0,
3 – x > 0,

x – 1 < (3 – x)2

x l 1,
x < 3,
(x – 2)(x – 5) > 0
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б) Область определения неравенства та	же задается услови-
ем x – 1 l 0. Если при этом 3 – x < 0, то выполняется и данное
неравенство (та	 	а	 в левой части о	ажется неотрицательное
число, а в правой — отрицательное). Если же 3 – x l 0, то, 	а	
и в предыдущем случае, обе части неравенства можно возвести
в 	вадрат. Та	им образом, данное неравенство сводится 	 сле-
дующей сово	упности систем неравенств:

 

Решением первой системы служит от	рытый луч (3; +×),
а решением второй системы — промежуто	 (2; 3]. Объединяя
эти множества, находим решение данно�о неравенства: (2; +×).

КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ

1. Ка�ую фун�цию называют
обратной по отношению � дан-
ной?

2. Фун�ция задана формулой

y = x2 на множестве {–2; –1; 0;
1; 2}. Найдите множество значе-
ний фун�ции. Почему эта фун�-
ция не является обратимой?

3. Фун�ция, заданная форму-
лой y = 2x – 3, — возрастающая.
Почему она обратима?

4. Фун�ция, заданная форму-

лой y = x4 на множестве отрица-
тельных чисел, — убывающая.
Можно ли утверждать, что данная
фун�ция имеет обратную?

5. Относительно )рафи�а �а-
�ой фун�ции симметричны )ра-
фи�и взаимно обратных фун�-
ций?

6. Задайте формулой фун�-
цию, обратную данной: а) y = 5x;
б) y = –4x; в) y = 5x – 10; )) y =
= 0,1x + 1.

17. До�ажите, что фун�ции,

заданные формулами y =  и

y = , взаимно обратны.

18. Постройте )рафи� фун�-

ции, заданной формулой y = xk

при: а) k = 1; б) k = 2; в) k = 3;
)) k = –1; д) k = –2; е) k = 1/2;
ж) k = 1/3; з) k = –1/2.

19. До�ажите, что �а�ово бы
ни было натуральное число k,

)рафи� фун�ции y = xk проходит
через начало �оординат и точ�у
(1; 1).

10. До�ажите, что если k —
четное число, то ось Oy служит
осью симметрии )рафи�а фун�-

ции y = xk.
11. До�ажите, что если k —

нечетное число, то начало �оор-
динат служит центром симмет-

рии )рафи�а фун�ции y = xk.

x – 1 l 0,
3 – x < 0;

x – 1 l 0,
3 – x l 0,

x – 1 > (3 – x)2.

1

x 2–
-------------

2x 1+

x

------------------
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12. Даны две фун�ции: y = xk,

)де x l 0 и k Ý N (k > 1), и y = .

Постройте их в одной системе �о-
ординат. Ка�ими общими свой-
ствами они обладают?

13. Найдите область опреде-
ления фун�ции:

а) y = ; б) y = ;

в) y = ; )) y = .

14. Постройте )рафи� фун�-
ции:

а) y = ; б) y = ;

в) y = ;

)) y = – ;

д) y =  + 3;

е) y = –  + 3;

ж) y =  – 3.

15. Ка�ое уравнение называ-
ют иррациональным?

16. Почему при решении ир-
рациональных уравнений необ-
ходимо делать провер�у? Ка�им
образом ее можно упростить?

17. Объясните, почему не име-
ет решений уравнение:

а)  –  = 3;

б)  = 1;

в)  +  = – 1.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Задайте формулой фун	цию, обратную данной фун	ции f.
Постройте �рафи	и данной и обратной ей фун	ций, если фун	-

ция f задана формулой y = , �де x < 0.

2. Решите уравнение:

а)  +  = 1;

б)  +  = ;

в)  +  = 4;

�)  +  = 7;

д) | | + |  – 3| = 1;

е)  –  = 1,5;

ж)  +  = 2; з)  +  = 3;

и)  –  = 1; 	)  = x;

л)  +  = 1; м)  = a.

xk

x 5– x 1–3

4 x–4 x2–

x x 1–

1 x–

x 1–

x 2–

x 2–

2 x–

x 15– 12 x–

3 x 1–+

x 3– x 3+

5x 4+
x

------------------

5 x–3 5 x+3

x2 x 4+ + x2 x 1+ + 2x2 2x 9+ +

9 x 1+–3 7 x 1++3

3x2 2x– 15+ 3x2 2x– 8+

x 5– 2– x 5–

x 1+
x 1–
--------------

x 1–
x 1+
--------------

x

1 x–
-------------

x

1 x–
------------- x 2–3 x 1+

3x a 3x– a a x+–

2 x–3 x 1– 2 x x2–
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3. Решите систему:

а)  

Найдите частное x
0
 : y

0
; здесь и далее (x

0
; y

0
) — решение сис-

темы.

б) в)

Найдите разность x
0
 – y

0
. Найдите произведение x

0
y

0
.

�) д)

Найдите отношение . Найдите разность y
0
 – x

0
.

е) ж)

Найдите сумму x
0
 + y

0
. Найдите разность x

0
 – y

0
.

4. Решите уравнение:

а)  = 4x + 3; б)  = 5x – 3;

в)  = 3x + 2; �)  = 6 + x.

З а м е ч а н и е.  В этом и следующем упражнениях приведены
нетрадиционные иррациональные уравнения, �оторые были предло-
жены на ЕГЭ.

5. Решите уравнение:

а)  + 2x = 9 + 2  + ;

б)  + 4 = x + ;

в)  + 11 = x + 2  + ;

�)  + x = 16 +  – 2 ;

д)  +  = 4;

е)  +  = 4;

ж)  +  = 2  + 2 ;

y = ,

y + |x – 3| = 2.

x 3–

 = y,

|x – 4| = y – 2. 

x  – y = 0,

y + |x – 4| = 2.

x

y + 2 = ,
y + |x – 5| = 1. 

x 4+ y +  = 0,

y + 1 = |x – 5|. 

16 x2–

x0

y0

------

|x – 3| = y + 4,

 = y.25 x2–

y(x – 2) = 6,

y +  = 0. x 3–( )2

9 4x x 4–– 25x x 1– 4+

4 7x x 2+– 36 5x x 3++

2x 2 x2 9–+ x 3+ x 3–

4x 2 4x2 25–+ 2x 5+

6x 2 9x2 49–+ 3x 7+ 3x 7–

2x 2 x2 16–– x 4+ x 4–

x 3 4 x 1––+ x 3 2 x 2++ +

x 5 2 x 4++ + x 13 6 x 4+–+

x 1– x 7+ x 2– x 2+
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з)  +  =  + ;

и) 2(  – ) = 5(  – );

	)  –  =  – ;

л) 5(  + ) = 3(  + ).

6. Решите неравенство:

а)  l 0; б)  m 0; в)  > 2x + 1;

�)  > 2x – 1; д)  l 0;

е)  l 0; ж)  m 0;

з)  l ; и)  m ;

	)  < x; л)  > x + 3.

Задания для повторения

7. В 4 	� сплава меди и олова содержится 40% олова. С	оль-
	о 	ило�раммов олова надо добавить 	 этому сплаву, чтобы е�о
процентное содержание в новом сплаве стало равным 70%?

8. Найдите значение выражения:

а)  · ; б)  + ;

в)  · ; �) .

9. Дано уравнение:

а) ax – 2x = 3(x – 1); б) a(1 – x) + 2 = 3x – ax.

При 	а	их значениях a это уравнение: имеет единственное
решение; не имеет решений; имеет бес	онечное множество ре-
шений?

10. Равносильны ли уравнения x +  = 0 и x2 – 3 = 0 на мно-

жестве: а) рациональных чисел; б) целых чисел; в) действитель-
ных чисел?

11x 3+ x 2– 9x 7+ 2 x–

x 36+ x 1+ x 4+ x

x 3– 4x 19– 18 2x– x 2+

x 11+ x 2+ x 18+ x 3+

2x 7+
3x 1+
------------------

3x 11+
4 x+

------------------------- x2 x–

x2 x– 10x 1– x– 2–

2x 3+ x 6–+
---------------------------------------------

5 2x– x 3–+

2x 7+ x 4–+
-------------------------------------------

2x 5+ x 5–+

6 x– 2x– 9+
-------------------------------------------

5x 4–
x 4+

---------------------

x 2–

5x 4–
---------------------

3x 2+
x 2–

----------------------

x 3+

3x 2+
----------------------

x2 x– 12– x2 3x– 2+

10 73+3 10 73–3 4 17+( )
23

4 17–3
---------------------------------- 17

9 65–4 9 65+4


 273

1256
---------------


2 9/

3
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О Т В Е Т Ы

1. y = , x < 5. 2. а) x1 = – , x2 = ; б) x1 = –1, x2 = 0;

в) x = 0; )) x1 = – , x2 = 1; д) x Ý [9; 14]; е) x = ; ж) x = ; з) x = 3;

и) x =  при a l 1; �) если a = 0, то x = 0; если a Ý [1; +×), то

единственный �орень x = ; если a Ý (–×; 0) ∪ (0; 1), то нет

�орней; л) x1 = 1, x2 = 2, x3 = 10; м) если a < 0 или a > 1, то нет �ор-

ней; если a = 1, то два �орня: x1 = –1, x2 = 1; если 0 < a < 1, то четыре

�орня: x3, 4 = ä(1 + ), x5, 6 = ä(1 – ); если a = 0, то x7 =

= x8 = 0. 3. а) 4; б) 2; в) 2; )) 5; д) –4; е) –1; ж) 3. 4. а) x = 0; б) x = 1;

в) x = 0; )) x1 = –4,5, x2 = –0,75, x3 = 0. 5. а) x = 6; б) x = 7; в) x = 6;

)) x = 13; д) x1 = 2, x2 = 5,84; е) x l 5; ж) x = 2; з) x = 2; и) x = 0;

�) x1 = , x2 = 7; л) x = –2. 6. а) x = – , x > – ; б) x = – , x < –4;

в) x < ; )) x m 0; д) 0,1 m x m 1,  3 < x m 5; е) x = 2, –  m x < 1;

ж) –2,5 m x m 2,  5 < x m 6; з)  < x m 4; и) –  < x < 2, x l 4; �) x l 4;

л) x < – . 7. 2,8 �). 8. а) 3; б) –4; в) 2; )) . 9. а) Если a − 5, то един-

ственное решение x = ; если a = 5, то нет решений; б) единствен-

ное решение x =  при всех a Ý R. 10. а) Да; б) да; в) нет.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1

1. Выразив x через y, имеем

y = 5 + ;  = y – 5; x = .

2. Заменив x на y, а y на x, получим y = .

4

x 5–
------------- 52 52

1

3
---

5

3
---

1

2
---

a 2a 1–+

6
--------------------------------

4a 3– 1–

2
-------------------------------

1 a2– 1 a2–

16

3
------

7
2
---

1
3
---

11
3
------

13 5–

6
---------------------

7

2
---

4

5
---

2

3
---

7

9
---

9

625
----------

3

5 a–
-------------

a 2+

3
--------------

4

x
---

4

x
---

4

y 5–
-------------

4

x 5–
-------------
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3. Найдем область определения об-
ратной фун�ции; она совпадает с мно-
жеством значений заданной фун�ции.

4. Этим множеством служит про-
межуто� –× < x < 5 (рис. 100).

5. Ита�, y = , x < 5 — фун�-

ция, обратная данной.

К упражнению 2а

1. Возведя обе части данно)о урав-
нения в �уб и используя известное тож-

дество (a + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b),
получим

(5 – x) + (5 + x) + 3 (  + ) = 1. (1)

2. Та� �а� по условию  +  = 1, то после подстанов�и

уравнение (1) примет вид

10 + 3  = 1, или  = –3. (2)

3. Возведя обе части уравнения (2) в �уб, имеем 25 – x2 = –27, от-

�уда находим x1 = – ; x2 = .

К упражнению 2д

1. Сначала найдем ОДЗ уравнения: x – 5 l 0, от�уда x l 5.
2. Теперь найдем точ�и на числовой прямой, в �оторых выраже-

ния, записанные под зна�ом модуля, равны нулю:

 – 2 = 0,  – 3 = 0, т. е. x1 = 9, x2 = 14.

3. Точ�и x1 = 9 и x2 = 14 делят промежуто� 5 m x < +× на три про-

межут�а: 5 m x m 9, 9 < x m 14 и 14 < x < +×. Отметим зна�и выраже-

ний  – 2 и  – 3 в этих промежут�ах (рис. 101).

Рис. 100

4

x 5–
-------------

5 x–( ) 5 x+( )3 5 x–3 5 x+3

5 x–3 5 x+3

25 x2–3 25 x2–3

52 52

x 5– x 5–

x 5– x 5–

Рис. 101
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4. В соответствии с у�азанными зна�ами имеем:

а) если x Ý [5; 9], то –  + 2 –  + 3 = 1;  = 2, x = 9;

б) если x Ý (9; 14], то  – 2 –  + 3 = 1; 1 = 1; x Ý (9; 14];

в) если x Ý (14; +×), то  – 2 +  – 3 = 1;  = 3,

x = 14 Ô (14; +×).
5. Объединяя решения, найденные в пп. 4а и б, за�лючаем, что �ор-

нями уравнения являются все числа, принадлежащие отрез�у [9; 14].

К упражнению 2з

1. Введем обозначения  = u,  = v, то)да данное урав-

нение будет э�вивалентно системе

2. Выразив v через u из уравнения (2) и подставив это выражение
в уравнение (3), получим

u2 – u3 – 6u + 6 = 0, или (1 – u)(u2 + 6) = 0,

от�уда u = 1. Ита�, x = 3.

К упражнению 2и

1. Требуется решить уравнение

 –  = 1. (1)

2. Найдем ОДЗ уравнения (1): x l 0, a – 3x l 0 (a l 3x ^ a l 0);

значит, 0 m x m .

3. Для освобождения от ради�алов в данном уравнении надо до-

полнительно потребовать выполнения неравенства  –  > 0,

та� �а� правая часть уравнения (1) — положительное число.
4. Та�им образом, условие для возведения в �вадрат имеет вид

3x > a – 3x, т. е. x > .

5. Ита�, должны выполняться следующие о)раничения:

a l 0, x > и x m .

x 5– x 5– x 5–

x 5– x 5–

x 5– x 5– x 5–

x 2–3 x 1+

v l 0,
u + v = 3,

v2 – u3 = 3.

  (1)
  (2)

  (3)

3x a 3x–

a

3
---

3x a 3x–

a

6
---

a

6
---

a

3
---
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6. Теперь обе части уравнения (1) возведем в �вадрат:

3x + a – 3x – 2  ·  = 1, или 2  = a – 1. (2)

7. Со)ласно определению арифметичес�о)о �орня, из уравнения (2)
следует, что a – 1 l 0.

8. Возведем обе части уравнения (2) в �вадрат и после упрощений
получим

4(3x)2 – 4a(3x) + (a – 1)2 = 0. (3)

9. Решив уравнение (3), находим 

3x = , т. е. x1, 2 = . (4)

10. Полученные значения (4) должны удовлетворять условиям x > 

и x m  при a l 1.

11. Проверим значение x1 =  подстанов�ой в неравенст-

во x > ; имеем  > , от�уда следует –  > 0, что не-

верно. Ита�, x = — посторонний �орень.

12. Проверим значение x2 = . Подставив е)о в двойное

неравенство  < x2 m , т. е. <  m , после упрощений по-

лучим

a < a +  m 2a, или 0 <  m a

— верное неравенство при a l 1.

Ответ: x =  при a l 1.

К упражнению 2�

1. Решим уравнение

 = x. (1)

2. Из уравнения (1) непосредственно следует, что если a = 0, то
и x = 0 — частичный ответ.

3. Со)ласно определению арифметичес�о)о �орня, имеем: а) x l 0;

б) a –  l 0.

3x a 3x– 3x a 3x–( )

a 2a 1–±

2
-------------------------------

a 2a 1–±

6
-------------------------------

a

6
---

a

3
---

a 2a 1––

6
-------------------------------

a

6
---

a 2a 1––

6
-------------------------------

a

6
--- 2a 1–

a 2a 1––

6
-------------------------------

a 2a 1–+

6
--------------------------------

a

6
---

a

3
---

a

6
---

a 2a 1–+

6
--------------------------------

a

3
---

2a 1– 2a 1–

a 2a 1–+

6
--------------------------------

a a x+–

a x+
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4. Решив неравенство a –  l 0, получим:

x m a(a – 1). (2)

5. Та� �а� x l 0, то  с учетом с�азанно)о ранее за�лючаем, что не-
равенство (2) справедливо при a = 0 или при a l 1.

6. Сведем уравнение (1) � системе уравнений с помощью подста-

нов�и t = , )де t l 0. Из уравнения (1) получаем x =  l 0 и

приходим � системе

(3)

7. Возведя в �вадрат оба уравнения системы (3), получим

(4)

8. Вычитая второе уравнение системы (4) из перво)о, имеем

t2 – x2 = x + t, т. е. (t + x)(t – x – 1) = 0. (5)

9. Рассмотрим уравнение (5). Та� �а� t l 0 и x l 0, то t – x – 1 = 0;

после обратной замены t на  получим уравнение  = x + 1;

то)да

a + x = (x + 1)2, или x2 + x + 1 – a = 0. (6)

10. Решив уравнение (6), находим

x1 = , x2 =  при a l .

11. Проверим найденные значения:
а) x1 не удовлетворяет условию x l 0;

б) неравенство x2 =  l 0 выполняется при  l 1,

т. е. при a l 1.
Ответ: если a = 0, то x = 0; если a Ý [1; +×), то уравнение имеет

единственный �орень x = ; если a Ý (–×; 0) ∪ (0; 1), то

уравнение не имеет �орней.

К упражнению 2м

1. Решим уравнение

 = a. (1)

2. Если a < 0, то уравнение (1) не имеет решений.

a x+

a x+ a t–

t = ,

x = .

a x+

a t–

t2 = a + x,

x2
 = a – t.

a x+ a x+

1– 4a 3––

2
-------------------------------------

1– 4a 3–+

2
-------------------------------------

3

4
---

1– 4a 3–+

2
------------------------------------- 4a 3–

1– 4a 3–+

2
-------------------------------------

2 x x2–
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3. Если a l 0, то уравнение (1) равносильно уравнению

2|x| – x2 = a2, или |x|2 – 2|x| + a2 = 0. (2)

4. Положим |x| = z; то)да получим уравнение

z2 – 2z + a2 = 0, (3)

от�уда z = 1 ä .

5. Рассмотрим следующие случаи: a > 1, a = 1, 0 < a < 1, a = 0.
6. Пусть a > 1; то)да уравнение (3), а значит, и уравнение (2) не

имеет решений.
7. Пусть a = 1; то)да уравнение (3) имеет единственный �орень z = 1,

а уравнение (2) равносильно уравнению |x| = 1, �оторое имеет два �ор-
ня: x1 = –1; x2 = 1.

8. Пусть 0 < a < 1; то)да уравнение (3) имеет два �орня: z1 = 1 –

– ; z2 = 1 + . Следовательно, уравнение (2) равносильно

сово�упности двух уравнений:

|x| = 1 + , (4)

|x| = 1 – . (5)

9. Та� �а� z1 и z2 — неотрицательные числа, то уравнение (4) имеет

два �орня: x3, 4 = ä(1 + ), а уравнение (5) — та�же два �орня:

x5, 6 = ä(1 – ). Все эти числа различны, пос�оль�у a − 0.

10. Пусть a = 0; то)да x7 = x8 = 0.

Ответ: если a < 0 или a > 1, то нет �орней; если a = 1, то x1 = –1,

x2 = 1; если 0 < a < 1, то x3, 4 = ä(1 + ), x5, 6 = ä(1 – );

если a = 0, то x7 = x8 = 0.

К упражнению 3а

1. Решим систему

2. Под�оренное выражение x – 3 должно принимать толь�о неот-
рицательные значения, следовательно, x l 3.

3. Записав уравнение (2) в виде y = 2 – |x – 3| и подставив это выра-
жение в уравнение (1), получим

 = 2 – |x – 3|. (3)

1 a2–

1 a2– 1 a2–

1 a2–

1 a2–

1 a2–

1 a2–

1 a2– 1 a2–

y = ,     

y + |x – 3| = 2. 

x 3–  (1)

 (2)

x 3–
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4. Та� �а� x l 3, то уравнение (3) примет вид

 = 5 – x. (4)

5. Решив уравнение (4), находим x = 4, x = 7. Одна�о значение x = 7
является посторонним �орнем это)о уравнения.

6. Та�им образом, получаем систему

7. Эта система имеет решение x0 = 4, y0 = 1.

8. Ита�, x0 : y0 = 4.

К упражнению 3б

1. Решим систему

2. Под�оренное выражение должно быть неотрицательным: x l 0.
3. Из уравнения (2) выразим y:

y = |x – 4| + 2. (3)

4. Из уравнений (1) и (3) следует, что

 = |x – 4| + 2. (4)

5. Чтобы освободиться от зна�а модуля, рассмотрим уравнение (4)
на промежут�ах 0 m x m 4 и x > 4.

6. В промежут�е 0 m x < 4 от уравнения (4) переходим � системе

т. е.
(5)

Решив уравнение (5), находим x = 4 и x = 9 (это — посторонний �о-
рень). Подставив x = 4 в уравнение (2), получим y = 2. Значит, x = 4,
y = 2 — решение данной системы.

7. В промежут�е x > 4 от уравнения (4) переходим � системе

т. е.
(6)

Решив уравнение (6), находим x = 4 (это значение не удовлетворя-
ет неравенству x > 4) и x = 1 (это — посторонний �орень). Та�им обра-
зом, рассмтариваемая система не имеет решений.

8. Ита�, x0 = 4, y0 = 2, от�уда x0 – y0 = 2.

x 3–

x = 4,
y + |x – 3| = 2.

 = y,           

|x – 4| = y – 2. 

x   (1)

  (2)

x

0 m x m 4,            

 = 4 – x + 2, x

0 m x m 4,    

 = 6 – x.x

x > 4,                  

 = x – 4 + 2, x

x > 4,           

 = x – 2. x
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К упражнению 3е

1. Решим систему

2. Со)ласно определению арифметичес�о)о �орня, имеем 25 – x2 l 0
и y l 0.

3. Из уравнения (1) выразим y и подставим это выражение в урав-
нение (2):

 = |x – 3| – 4. (3)

4. Уравнение (3) равносильно сово�упности двух систем:

(4)

(5)

5. Решим систему (4):

т. е.

Нетрудно установить, что значения x = 3 и x = 4 являются посто-
ронними �орнями, та� �а� правая часть второ)о уравнения системы
(4) при этих значениях x отрицательна.

6. Решим систему (5):

т. е.

Ясно, что значение x = 3 является посторонним �орнем, пос�оль-
�у оно не удовлетворяет двойному неравенству системы (5).

7. Подставив значение x = –4 в уравнение (2), находим y = 3. При
x = –4, y = 3 уравнение (1) та�же удовлетворяется.

8. Ита�, x0 = –4, y0 = 3 — решение системы, от�уда x0 + y0 = –1.

К упражнению 4б

1. Решим уравнение

 = 5x – 3. (1)

2. Очевидно, что в данном случае отыс�ание ОДЗ уравнения при-
ведет � )ромозд�им вычислениям. Одна�о можно поступить иначе: не

|x – 3| = y + 4, 

 = y.  25 x2–

  (1)

  (2)

25 x2–

3 m x m 5,                    

 = x – 3 – 4; 25 x2–

–5 m x < 3,                     

 = –(x – 3) – 4.25 x2–

3 m x m 5,               

 = x – 7, 25 x2–

3 m x m 5,
x = 3, x = 4.

–5 m x < 3,               

 = –x – 1, 25 x2–

–5 m x < 3,
x = –4, x = 3.

25x x 1– 4+
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находить ОДЗ, но обязательно выполнить провер�у всех полученных
�орней непосредственной подстанов�ой в данное уравнение.

3. Возведя обе части уравнения (1) в �вадрат, получим

25x|x – 1| + 4 = (5x – 3)2, или 5x2 – 5x|x – 1| – 6x + 1 = 0. (2)

4. Уравнение (2) равносильно сово�упности двух систем:

а)

б)

5. Решим систему (а):

или

от�уда x = 1.
Выполним провер�у:

или

т. е. x = 1 — �орень уравнения.
6. Решим систему (б):

или

от�уда x = 0,1.
Выполним провер�у:

Та� �а� при x = 0,1 правая часть уравнения (1) отрицательна, то
последнее равенство неверно и x = 0,1 — посторонний �орень.

Ответ: x = 1.

К упражнению 4в

1. Решим уравнение

 = 3x + 2. (1)

2. Возведем уравнение (1) в �вадрат и после упрощений получим

 = 3x + 2 ^ 9x2 + 12x + 7x|x + 2| = 0,

или
x(9x + 12 + 7|x + 2|) = 0.

x l 1,

5x2 – 5x(x – 1) – 6x + 1 = 0;

x < 1,

5x2 + 5x(x – 1) – 6x + 1 = 0.

x l 1,

5x2 – 5x2 + 5x – 6x + 1 = 0,

x l 1,
x = 1,

x = 1,              

 = 5 · 1 – 3, 25 1⋅ 1 1–( ) 4+

x = 1,
2 = 2,

x < 1,

5x2 + 5x(x – 1) – 6x + 1 = 0,

x < 1,
x = 0,1; x = 1,

x = 0,1,      

 = 5 · 0,1 – 3.25 0,1 0,1 1–⋅ 4+

4 7x x 2+–

4 7x x 2+–
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3. Значит, x = 0. Провер�а по�азывает, что x = 0 — �орень уравне-
ния (1).

4. Остается решить уравнение

9x + 12 + 7|x + 2| = 0. (2)

а) При x l –2 из уравнения (2) получаем 16x = –26, т. е. x = – .

Подставляя значение x = –  в уравнение (1), видим, что е)о правая

часть отрицательна, что невозможно.
б) При x < –2 из уравнения (2) получаем 2x = 2, от�уда x = 1, что

противоречит неравенству x < –2.
Ита�, x = 0 — �орень уравнения (1).

К упражнению 5б

1. Решим уравнение

 + 4 = x + . (1)

2. Замечаем, что выражение, записанное под зна�ом перво)о

ради�ала, является полным �вадратом, т. е.  =

= . То)да уравнение (1) примет вид

|  + | + 4 = x + . (2)

3. Та� �а� выражение, находящееся под зна�ом модуля в уравне-
нии (2), неотрицательно, то

 +  + 4 = x + , или  = x – 4. (3)

4. При условии x l 4 возведем уравнение (3) в �вадрат:

2x – 5 = (x – 4)2,

от�уда x = 3, x = 7. Ле)�о убедиться в том, что x = 3 — посторонний
�орень. Ита�, x = 7.

К упражнению 5�

1. Решим уравнение

 + x = 16 +  – 2 . (1)

2. Выражение  можно представить та�:

 =  = |  – |.

13

8
------

13

8
------

4x 2 4x2 25–+ 2x 5+

4x 2 4x2 25–+

2x 5+ 2x 5–+( )2

2x 5+ 2x 5– 2x 5+

2x 5+ 2x 5– 2x 5+ 2x 5–

2x 2 x2 16–– x 4+ x 4–

2x 2 x2 16––

2x 2 x2 16–– x 4+ x 4––( )2 x 4+ x 4–
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То)да уравнение (1) примет вид

|  – | + x = 16 +  – 2 . (2)

3. Чтобы решить уравнение (2), нужно освободиться от зна�а моду-
ля, т. е. от это)о уравнения перейти � следующей сово�упности систем:

а)

б)

4. Решим систему (а):

Эта система имеет решение x = 13.
5. Система (б) не имеет решений, та� �а� ее второе неравенство не

выполняется ни при �а�их x l 4.
Ответ: x = 13.

К упражнению 5з

1. Требуется решить уравнение

 +  =  + .

2. Замечаем, что левая часть уравнения определена при x l 2,
а правая — при x m 2.

3. Значит, уравнение имеет смысл толь�о при x = 2.
4. Подставив x = 2 в уравнение, получим тождество 5 = 5, т. е.

x = 2 — �орень уравнения.

К упражнению 5и

1. Требуется решить уравнение

2(  – ) = 5(  – ). (1)

2. Перепишем уравнение (1) та�:

2  + 5  = 5  + 2 . (2)

x 4+ x 4– x 4+ x 4–

x l 4,

 –  l 0,

 –  + x = 16 +  – 2 ;

x 4+ x 4–

x 4+ x 4– x 4+ x 4–

x l 4,

 –  < 0,

 –  + x = 16 +  – 2 .

x 4+ x 4–

x 4– x 4+ x 4+ x 4–

x l 4,
8 l 0,

 = 16 – x.x 4–

11x 3+ x 2– 9x 7+ 2 x–

x 36+ x 1+ x 4+ x

x 36+ x x 4+ x 1+
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3. Возведем обе части уравнения (2) в �вадрат:

4(x + 36) + 25x + 20  =

= 25(x + 4) + 4(x + 1) + 20 ,

от�уда после приведения подобных членов получаем

2 +  = . (3)

4. Решив уравнение (3), получим ответ: x = 0.

К упражнению 6в

1. Требуется решить неравенство

 > 2x + 1. (1)

2. Находим ОДЗ: x2 – x l 0, от�уда x m 0 или x l 1.
3. От неравенства (1) перейдем � сово�упности систем:

(2)

(3)

4. Решим систему (2). Та� �а� во втором ее неравенстве обе части
неотрицательны, то возведем их в �вадрат. То)да после упрощений
система (2) примет вид

Разложив �вадратный трехчлен 3x2 + 5x + 1 на множители, полу-
чим систему

(4)

Система (4) не имеет решений
(рис. 102).

5. Решим систему (3). В отличие
от системы (2) правая часть ее второ-
)о неравенства может быть �а� неот-

x x 36+( )

x 4+( ) x 1+( )

x x 36+( ) x 4+( ) x 1+( )

x2 x–

x l 1,     

 > 2x + 1; x2 x–

x m 0,

 > 2x + 1.x2 x–

x l 1,

3x2 + 5x + 1 < 0.

x l 1,

3 x + x +  < 0.
 5 13+

6
----------------------



 5 13–

6
----------------------



Рис. 102
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рицательной при –  m x m 0 , та� и отрицательной при x < – . По-

этому нужно рассмотреть сово�упность двух систем:

(5)

(6)

6. Возведя обе части второ)о неравенства системы (5) в �вадрат,
получим

Система (5) имеет решение –  m x <

<  (рис. 103).

7. Теперь решим систему (6). При x < –  правая часть ее второ)о

неравенства отрицательна, а левая положительна. Поэтому решением

это)о неравенства и всей системы (6) являются значения x < – .

8. Объединяя решения систем (5) и (6), получаем ответ: x < .

К упражнению 6д

Требуется решить неравенство

 l 0. (1)

I способ. 1. Находим ОДЗ: x l 0,1; x − 3.

2. Заметим, что неравенство  l 0 выполняется при следующих

условиях:

а) или б)


 1

2
--- -



 1

2
----


–  m x m 0,

 > 2x + 1;

1

2
---

x2 x–

x < – ,

 > 2x + 1.

1

2
---

x2 x–

Рис. 103

–  m x m 0,

3 x + x +  < 0.

1

2
---


 5 13+

6
----------------------



 5 13–

6
----------------------



1

2
---

5– 13+

6
---------------------------

1

2
---

1

2
---

5– 13+

6
---------------------------

10x 1– x– 2–

2x 3+ x 6–+
---------------------------------------------

a

b
---

a l 0,
b > 0

a m 0,
b < 0.
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3. Со)ласно условию а), запишем систему

т. е. (2)

4. При решении системы (2) нужно рассмотреть два случая: 0,1 m
m x < 3, 3 < x < 6 и x > 6. Поэтому система (2) равносильна следующей
сово�упности:

(3)

(4)

5. Решим систему (3):

т. е.

Отсюда находим, что 3 < x m 5 (рис. 104).
6. Решим систему (4):

Система (4) не имеет решений (рис. 105).
7. Теперь составим систему, используя условие б):

(5)

 – x – 2 l 0,

 + x – 6 > 0,

10x 1–

2x 3+

 l x + 2,

 > 6 – x.

10x 1–

2x 3+

0,1 m x < 3, 3 < x m 6,

 l x + 2,

 > 6 – x;

10x 1–

2x 3+

x > 6,

 l x + 2,

 > 6 – x.

10x 1–

2x 3+

0,1 m x < 3, 3 < x m 6,

( )2 l (x + 2)2,

( )2 > (6 – x)2,

10x 1–

2x 3+

0,1 m x < 3, 3 < x m 6,
(x – 1)(x – 5) m 0,
(x – 3)(x – 11) < 0.

x > 6,
(x – 1)(x – 5) m 0,
(x – 3)((x – 11) < 0.

Рис. 104 Рис. 105

 m x + 2,

 < 6 – x.

10x 1–

2x 3+
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8. Ка� и в п. 4, при решении системы (5) нужно рассмотреть два
случая: 0,1 m x < 3, 3 < x m 6 и x > 6. В соответствии с этим получаем
следующую сово�упность систем:

(6)

(7)

9. Решим систему (6):

Отсюда находим, что 0,1 m x m 1 (рис. 106).
10. Ле)�о установить, что система (7) не

имеет решений, та� �а� в ее третьем нера-
венстве левая часть положительна, а правая
отрицательна.

11. Ита�, получаем ответ: 0,1 m x m 1,
3 < x m 5.

II способ. 1. Находим ОДЗ: x l 0,1, x − 3.
2. Воспользуемся методом интервалов. Для это)о найдем �орни

числителя и знаменателя данной дроби (1) и определим интервалы, в
�оторых зна�и числителя и знаменателя совпадают.

а)  – x – 2 = 0, или  = x + 2, т. е.

от�уда x = 1, x = 5.

б)  + x – 6 = 0, или  = 6 – x, т. е.

от�уда x = 3.
С учетом ОДЗ дроби отметим на одной �оординатной прямой точ-

�и x = 0,1, x = 1, x = 3, x = 5 (рис. 107, а), а на дру)ой �оординатной
прямой — точ�и x = 0,1, x = 3, x = 6 (рис. 107, б). Проследим за изме-

0,1 m x < 3, 3 < x m 6,

 m x + 2,

 < 6 – x;

10x 1–

2x 3+

x > 6,

 m x + 2,

 < 6 – x.

10x 1–

2x 3+

Рис. 106

0,1 m x < 3, 3 < x m 6,
(x – 1)(x – 5) l 0,
(x – 3)(x – 11) > 0.

10x 1– 10x 1–

x + 2 l 0,

10x – 1 = (x + 2)2,

2x 3+ 2x 3+

x m 6,

2x + 3 = (6 – x)2,
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нением зна�ов в полученных интервалах и найдем интервалы, в �ото-
рых зна�и совпадают.

В результате получим ответ: 0,1 m x m 1, 3 < x m 5.

К упражнению 6з

Требуется решить неравенство

 l . (1)

I способ. 1. Находим ОДЗ:

т. е. x > .

2. Напрашивается мысль о возведении обеих частей неравенства (1)
в �вадрат, но это привело бы � довольно )ромозд�ому неравенству. Кро-
ме то)о, выражение x – 2 в ОДЗ может быть �а� положительным, та�
и отрицательным, что создало бы дополнительные сложности.

3. Преобразуем неравенство (1) следующим образом:

 –  l 0;  l 0;

 l 0;  m 0. (2)

4. Пос�оль�у в неравенстве (2) знаменатель положителен, это не-

равенство равносильно следующему: x2 – 3x – 4 m 0.
5. С учетом ОДЗ имеем систему

от�уда следует, что  < x m 4.

Рис. 107

5x 4–

x 4+
---------------------

x 2–

5x 4–
---------------------

5x – 4 > 0,
x + 4 − 0,

4

5
---

5x 4–

x 4+
---------------------

x 2–

5x 4–
---------------------

5x 4–  · 5x 4– x 2–( ) x 4+( )–

x 4+( ) 5x 4–( )
----------------------------------------------------------------------------------------------

5x 4– x2– 2x 4x– 8+ +

x 4+( ) 5x 4–( )
----------------------------------------------------------------------

x2 3x– 4–

x 4+( ) 5x 4–( )
----------------------------------------------

x > ,

x2 – 3x – 4 m 0,

4

5
---

4

5
---
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II способ. 1. Находим ОДЗ: x > .

2. Учитывая, что в ОДЗ выражения x + 4 и  положитель-

ны и толь�о выражение x – 2 может менять зна�, будем решать нера-

венство (1) на двух промежут�ах:  < x < 2 и x l 2.

3. В промежут�е  < x < 2 имеем систему

(3)

Та� �а� левая часть ее второ)о неравенства положительна, а пра-
вая — отрицательна, то это неравенство выполняется при всех x из

промежут�а  < x < 2. Ита�,  < x < 2 — решение системы (3).

4. В промежут�е x l 2 имеем систему

(4)

При x l 2 все члены второ)о неравенства системы (4) положитель-
ны, а потому от это)о неравенства можно перейти � равносильному:

5x – 4 l (x + 4)(x – 2), или x2 – 3x – 4 m 0,

от�уда –1 m x m 4. Учитывая, что x l 2, получаем решение системы (4):
2 m x m 4.

5. Объединяя решения систем (3) и (4), запишем ответ:  < x m 4.

К упражнению 7

1. Масса сплава, равная 4 �), содержит 40% олова. Значит, масса

олова в первоначальном сплаве равна 4 ·  = (�)).

2. В этом же сплаве содержится 4 –  = �) меди.

3. Пусть x — �оличество олова, �оторое нужно добавить � перво-
начальному сплаву. То)да имеем пропорцию:

 = , т. е. x =  = 2,8 �).

4

5
---

5x 4–

4

5
---

4

5
---

 < x < 2,

 l .

4

5
---

5x 4–

x 4+
---------------------

x 2–

5x 4–
---------------------

4

5
---

4

5
---

x l 2,

 l .5x 4–

x 4+
---------------------

x 2–

5x 4–
---------------------

4

5
---

2

5
---

8

5
---

8

5
---

12

5
------

40%

8

5
---

-------------

70%

x
-------------

70
8

5
---⋅

40
---------------
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К упражнению 8а

Имеем

 ·  =  =  = 3.

К упражнению 8б

Находим

 +  =  +  =

=  +  =  +  =

=  =  =  = –4.

К упражнению 9а

1. Преобразуем данное уравнение:

ax – 2x – 3x = –3, или x(a – 5) = –3. (1)

2. Если a − 5, то уравнение (1) имеет единственное решение x = .

3. Если a = 5, то уравнение (1) примет вид x · 0 = –3, т. е. оно не
имеет решений.

К упражнению 9б

1. Имеем

a – ax + 2 – 3x + ax = 0, или 3x = a + 2. (1)

2. Уравнение (1) при всех значениях a имеет единственное реше-

ние x = .

К упражнению 10а

1. Уравнение x +  = 0 имеет �орень x = – .

2. Уравнение x2 – 3 = 0 имеет �орни x1 = – , x2 = .

3. Ка� известно, множество рациональных чисел представляет со-
бой объединение множеств целых и дробных чисел (положительных
и отрицательных). Корни данных уравнений не являются рациональ-
ными числами.

4. Далее, известно, что если два уравнения не имеют решений на
данном числовом множестве, то та�ие уравнения считаются равно-
сильными на этом множестве.

10 73+3 10 73–3 10 73+( ) 10 73–( )3 273

4 17+( )23

4 17–
3

---------------------------------- 17 4 17+( )2 4 17–( )23

4 17–
---------------------------------------------------------------- 17

16 17–( )23

4 17–
--------------------------------- 17 1

4 17–
--------------------- 17

1 4 17 17–+

4 17–
---------------------------------------

4 17 16–

4 17–
----------------------------

4 17 4–( )

4 17–
------------------------------

3

5 a–
-------------

a 2+

3
--------------

3 3

3 3
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5. Ита�, на множестве рациональных чисел данные уравнения
равносильны.

К упражнению 10б

1. Корень перво)о уравнения x = –  и �орни второ)о уравнения

x1 = – , x2 =  не принадлежат множеству целых чисел.

2. Та�им образом, на множестве целых чисел данные уравнения
равносильны.

К упражнению 10в

1. Корень перво)о уравнения x = –  и �орни второ)о уравнения

x1 = – , x2 =  принадлежат множеству действительных чисел.

2. Известно, что два уравнения называются равносильными на
данном числовом множестве, если �аждое решение (�орень) одно)о
уравнения является решением (�орнем) дру)о)о, и наоборот.

3. Следовательно, уравнения x +  = 0 и x2 – 3 = 0 на множестве

действительных чисел неравносильны.

3

3 3

3

3 3

3
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Т е м а 11

Понятие о степени положительного числа

с иррациональным показателем.

Показательная функция, ее свойства и график.

Показательные уравнения. Показательные неравенства.

Системы показательных уравнений и неравенств

Теоретичес	ие сведения

1. Понятие о степени положительного числа
с иррациональным показателем

1°. В теме 5 было расширено понятие степени с натураль-
ным по�азателем и введено понятие степени числа с любым ра-
циональным по�азателем.

Пользуясь этим понятием, можно задать фун�цию y = ax,
�де a > 0, a − 1, x Ý Q, �оторую называют по�азательной фун�-
цией, определенной на множестве рациональных чисел.

2°. Можно до�азать, что существует монотонно возрастаю-
щая фун�ция, определенная на множестве действительных чи-
сел и совпадающая с рассмотренной на множестве рациональных
чисел. Она задается формулой y = ax, �де a > 0, a − 1, x Ý R.
В �урсе средней ш�олы это положение принимают без до�аза-
тельства.

3°. Та�им образом, теперь можно рассматривать степени с ир-

рациональными по�азателями (например, , 5π).
Используя монотонность фун�ции, можно у�азать �рани-

цы для aα, выраженные степенями числа a с рациональными
по�азателями. Например, та� �а�

1 <  < 2; 1,4 <  < 1,5;

1,41 <  < 1,42; 1,414 <  < 1,415; ...,

то в силу монотонности по�азательной фун�ции имеем

31 <  < 32; 31,4 <  < 31,5;

31,41 <  < 31,42; 31,414 <  < 31,415; ... .

3 2

2 2

2 2

3 2 3 2

3 2 3 2
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До�азывается, что существует единственное число, удов-
летворяющее всем этим неравенствам. Это число и принимают

за степень числа 3 с иррациональным по�азателем .

4°. Анало�ичные рассуждения можно провести для любо�о
числа a > 0 и любо�о иррационально�о по�азателя x.

2. Показательная функция, ее свойства и график

1°. Фун�цию, заданную формулой вида y = ax, �де a — не-
�оторое положительное число, не равное единице, называют
по�азательной.

2°. Фун�ция y = ax при a > 1 обладает следующими свойст-
вами, �оторые иллюстрируются ее �рафи�ом (рис. 108):

а) область определения — множество всех действительных
чисел, т. е. D(f) = R;

б) множество значений — множество всех положительных
чисел, т. е. E(f) = R+;

в) фун�ция возрастает;
�) при x = 0 значение фун�ции равно 1;

д) если x > 0, то ax > 1;

е) если x < 0, то 0 < ax < 1.

3°. Фун�ция y = ax при 0 < a < 1 обладает следующими свой-
ствами, �оторые иллюстрируются ее �рафи�ом (рис. 109):

а) область определения D(f) = R;
б) множество значений E(f) = R+;

в) фун�ция убывает;
�) при x = 0 значение фун�ции равно 1;

д) если x > 0, то 0 < ax < 1;

е) если x < 0, то ax > 1.

2

Рис. 109Рис. 108
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3. Показательные уравнения

1°. Уравнение, содержащее переменную
в по�азателе степени, называют по�аза-
тельным. Простейшим примером по�а-
зательно�о уравнения служит уравнение

ax = b (�де a > 0, a − 1). Это уравнение
можно решить �рафичес�и (рис. 110).

2°. Решение по�азательно�о уравнения

видa af(x) = ag(x) (�де a > 0, a − 1) основа-
но на том, что это уравнение равносильно
уравнению f(x) = g(x).

Пример. Решить уравнение:

а)  = ; б) 32x + 2 + 32x = 30.

Р е ш е н и е.  а) Представив  �а� , получим  =

= , т. е. левая и правая части уравнения приведены � одно-
му основанию. Следовательно, данное уравнение равносильно

�вадратному уравнению x2 – x = , от�уда x1 = – ; x2 = 1.

б) Представим 32x + 2 �а� 32x · 32 и положим 32x = y. То�да

получим 9y + y = 30 _ 10y = 30 _ y = 3; 32x = 3 _ 2x = 1 _

_ x = 0,5.

3°. Уравнение вида Aa2x + Bax + C = 0 с помощью подста-

нов�и ax = y сводится � �вадратному уравнению Ay2 + By + C = 0.

Пример. Решить уравнение:

а) 52x – 6 · 5x + 5 = 0; б) 3 · 16x + 2 · 81x = 5 · 36x.

Р е ш е н и е.  а) Положим 5x = y. То�да 52x = (5x)2 = y2 и дан-

ное уравнение примет вид y2 – 6y + 5 = 0, от�уда y1 = 1, y2 = 5.

Следовательно, 5x = 1, т. е. x = 0; 5x = 5, т. е. x = 1. Ита�, полу-
чаем ответ: x1 = 0, x2 = 1.

б) Разделив обе части уравнения на 36x − 0, получим

3 ·  + 2 ·  = 5; 3 ·  + 2 ·  = 5.

Рис. 110
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Положим  = y; то�да имеем

3y +  = 5; 3y2 – 5y + 2 = 0; y1 = 1; y2 = ;

 = 1; x1 = 0;  = ; x2 = .

Ита�, x1 = 0, x2 =  — �орни данно�о уравнения.

4. Показательные неравенства

1°. Неравенство, содержащее переменную в по�азателе сте-
пени, называют по�азательным.

2°. Решение по�азательных неравенств вида af(x) < ag(x) (�де
a > 0, a − 1) основано на следующих утверждениях:

если a > 1, то af(x) < ag(x) _ f(x) < g(x);

если 0 < a < 1, то af(x) < ag(x) _ f(x) > g(x)

(это следует из то�о, что при a > 1 по�азательная фун�ция воз-
растает, а при 0 < a < 1 — убывает).

Пример. Решить неравенство:

а) 3x < ; б)  > 0,255; в) 4x – 6 · 2x + 8 < 0.

Р е ш е н и е.  а) Замечая, что  = 3–2, перепишем данное

неравенство в виде 3x < 3–2. Та� �а� основание степени боль-
ше 1, то x < –2. Ита�, получаем ответ: (–×; –2).

б) Пос�оль�у 0 < 0,25 < 1, заданное неравенство равносиль-

но неравенству 6x – x2 < 5, т. е. (x – 1)(x – 5) > 0. Решая послед-
нее, получаем ответ: (–×; 1) ∪ (5; +×).

в) Положим 2x = y; то�да 4x = (2x)2 = y2 и данное неравенст-

во примет вид y2 – 6y + 8 < 0. Решив это неравенство, находим

2 < y < 4. Возвращаясь � переменной x, получаем 2 < 2x < 22,
от�уда 1 < x < 2. Ита�, (1; 2) — решение данно�о неравенства.

5. Системы показательных уравнений и неравенств

Известные способы решения систем ал�ебраичес�их урав-
нений и неравенств применяются и � решению систем, содер-
жащих по�азательные уравнения и неравенства.


 4

9
----

x

2
y
---

2
3
---


 4

9
----

x


 4

9
----

x 2

3
---

1
2
---

1
2
---

1
9
--- 0,25( )6x x2–

1
9
---
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Примеры. 1. Решить систему уравнений

Р е ш е н и е.  Запишем данную систему в виде

Перемножив уравнения (*) и (**), получим

2x + y · 3x + y = 24 · 34 _ 6x + y = 64 _ x + y = 4.

Разделим почленно уравнение (*) на уравнение (**):

2x – y · 3y – x = 22 · 3–2 _  =  _

_  =  _ x – y = 2.

Решив теперь систему x + y = 4, x – y = 2, получаем ответ:
x = 3, y = 1.

2. Решить систему уравнений

Р е ш е н и е.  Перепишем первое уравнение системы в виде

(x – y)2x – y = 5 · 2x – y; разделив обе части это�о уравнения на

2x – y − 0, получим x – y = 5.
Подставив теперь во второе уравнение системы вместо раз-

ности x – y ее значение, равное 5:

 = 125 _  = 53 _  = 3 _ x + y = 21.

Остается решить систему уравнений x – y = 5, x + y = 21;
в результате получаем ответ: x = 13, y = 8.

3. Решить систему неравенств

2x · 3y = 24,

2y · 3x = 54.

2x · 3y = 23 · 3, 

2y · 3x = 2 · 33. 

   (*)

(**)

2x y–

3x y–
-------------

22

32
------


 2

3
-----

x y–


 2

3
----


2

(x – y)0,5y – x = 5 · 2x – y,

 = 125.x( y )
x y+

7
--------------

–

5
x y+

7
--------------

5
x y+

7
-------------- x y+

7
--------------

 ·  > ,

 < 8 .


 2

3
----

x


 8

9
----


x– 27
64
------

2x2 6x– 3,5– 2
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Р е ш е н и е.  Имеем

 _  _

_  _  _ 

Ита�, интервал (–1; 3) — решение данной системы.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

11. Ка�ую фун�цию называ-
ют по�азательной?

12. Что является областью
определения и множеством зна-
чений по�азательной фун�ции?

13. Что понимают под степе-
нью с иррациональным по�азате-
лем? Приведите примеры.

14. Перечислите свойства

фун�ции y = ax при a > 1.
15. Перечислите свойства

фун�ции y = ax при 0 < a < 1.
16. До�ажите, что фун�ция

y = 2x является возрастающей.
17. Постройте )рафи�и фун�-

ций: а) y =  и y = 1,5x;

б) y = 0,75x и y = . Ка�ово

их взаимное расположение?
18. С помощью �а�о)о преоб-

разования плос�ости можно по-

лучить )рафи� фун�ции y = 0,5x

из )рафи�а фун�ции y = 2x?
19. С�оль�о точе� пересече-

ния имеют )рафи�и фун�ций

y = 2x и y = 0,28x?
10. Ка�ое за�лючение можно

сделать о зна�е числа x, если

3x = 0,9?

11. Ка�ое уравнение называ-
ют по�азательным?

12. Почему при решении по-
�азательных уравнений пола)а-
ют, что a > 0, a − 1?

13. Дано уравнение вида

af(x) = 1. Можно ли утверждать,
что f(x) = 0?

14. Дано уравнение вида

af(x) = ak. Ко)да можно утверж-
дать, что f(x) = k?

15. Дано уравнение вида

Aa2x + Bax + C = 0. С помощью
�а�ой подстанов�и оно сведется
� �вадратному уравнению?

16. Уравнение вида Aax +

+  ·  + Cbx = 0 преоб-

разуйте � �вадратному уравне-
нию.

17. Решите )рафичес�и урав-

нение: а) 2x = 6; б) 2x = 3x;

в) 0,2x = 0,7x.
18. Ка�ое неравенство назы-

вают по�азательным?
19. Дано неравенство вида

af(x) < ag(x). Можно ли утверждать,
что: а) f(x) < g(x); б) f(x) > g(x)?

20. Ка�ие свойства по�аза-
тельной фун�ции применяются

 ·  > ,

 < 8


 2

3
----

x


 8

9
-----


x– 27
64
------

2x2 6x– 3,5– 2

 > ,

 < 23,5


 3

4
----

x


 3

4
----


3

2x2 6x– 3,5–

x < 3,

x2 – 6x – 3,5 < 3,5

x < 3,

x2 – 6x – 7 < 0

x < 3,
(x + 1)(x – 7) < 0.


 2

3
-----



x


 4

3
-----



x

Bax 2/ bx 2/
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при решении неравенства: а) 2x >

> 2m; б)  < ?

21. Используя свойства по�а-
зательной фун�ции:

а) сравните с единицей:

; ; ; n–2/3;

; ;

б) сравните значения выра-

жений:  и ; 

и ;  и ;

в) установите, равносильны
ли неравенства: ax > a4 и x > 4;

 < 5x и x2 < x;  > 

и 2x < x – 1.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Постройте �рафи� фун�ции (схематичес�и):
а) y = –2 · 2|x|; б) y = 2|x + 3|; в) y = 2|x| + 1; �) y = –2|x| + 1;

д) y = ; е) y = .

2. Решите уравнение:
а) 52x – 1 + 5x + 1 = 250; б) 6x + 6x + 1 = 2x + 2x + 1 + 2x + 2;
в) 9x + 6x = 2 · 4x; �) 22x + 1 + 32x + 1 = 5 · 6x;

д)  – 14 ·  = 275; е)  +  = 8;

ж)  +  = 4; з)  = (x – 3)2x;

и)  = (x + 3)2x; �)  = 1.

3. Решите уравнение:
а) 8x · 7x – 4 = 24 + 2x; б) 6x · 5x – 2 = 9 · 2x; в) 27 · 7x + 3 = 147x;
�) 625 · 9x – 2 = 15x; д) 7 · 16x = 2 · 56x; е) 125 · 8x = 50x + 1.

4. Решите уравнение:

а)  = 6; б)  = 5;

в)  – 12  = 4; �) 4 · 3x +  – 27 · 2x – 1 = 0;

д) 8x + 2 · 50x = 3 · 125x; е) 24x + 6x = 10 · 3x;
ж) 62x + 1 – 6x · 3x + 2 + 32x + 1 = 0.

5. Решите уравнение:

а)  –  = 18; б)  – 23 ·  = 250;

в)  – 6 ·  + 16 = 0; �)  – 6 ·  = 243.


 1

3
-----

x


 1

3
-----

n


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3
-----




3
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
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1 3+
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
2


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
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
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
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--
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2x 1–
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3
x 6+
x 2+
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3
x 4+
x 2+
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x 1+
x 3–
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5
x 1–
x 3–
-------------

2
x 1+
x 1–
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2
x

x 1–
-------------

3
4x

2x 1–
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3
4x 1–
2x 1–
-----------------
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6. Решите систему уравнений:

а) б)

в) �)

д) е)

ж)

7. Найдите множество значений a, при �оторых система
уравнений:

а)

не имеет решений (в ответе запишите сумму целых значений a,
не входящих в это множество);

б)

совместна (в ответе запишите наибольшее значение a из это�о
множества);

в)

не имеет решений (в ответе запишите целое значение a, не вхо-
дящее в это множество);

�)

совместна (в ответе запишите наименьшее значение a из это�о
множества);

д)

совместна (в ответе запишите наибольшее значение a из это�о
множества).

22x – 3y = –17,

2x –  = –1;3y 2/

32x – 5y = –16,

3x –  = –2;5y 2/

2x + 1 · 3y + 2 = 2,
x – y = 2;

xx + y = y12,

yx + y = x3;

 = 1,

y – x = 5;

xy2 15y– 56+ 642x + 642y = 12,

64x + y = 4 ;2

3 · 2x – 2x + y + 2 = 0,

5 · 2x + 1 – 2x + y – 1 = 16.

3 ·  + 2|x| = 21 – a,

 – 3|x| = 11a + 16

5y2

51 y2+

7x + 1 + 2y2 = 3a + 31,

2 · 7x – 7y2 = 16a – 29

31 – |x| + 21 + y = 3a + 4,

2 · 3–|x| + 2y = 2a

x2 +  = 5,

3x2 –  = 2a + 9

21 y–

22 y–

 + 2  = 7a + 12,

2 ·  – 3  = –4a – 5

31 x2– y

3 x2– y
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18. Найдите xy, если x и y — решение системы

19. Найдите x2 – y2, если x и y — решение системы

10. Решите неравенство:

а)  +  m 25; б)  +  l 12;

в)  >  + 4; �) 2 ·  > ;

д)  + 625 m  + 52x + 3;

е)  + 1 l  + 3 · 81x + 1;

ж)  l 9; з)  l 0,2;

и)  > 1;

�) 15x – 625 · 3x –  · 5x + 25  m 0.

11. При �а�их значениях k уравнение 25x – 5x + 1 – 5k – k2 = 0
имеет два решения?

12. Определите все значения параметра c, при �оторых урав-

нения 4x + 2 · 2x – 3 = 0 и c · 49x + |c – 7| · 7x – 7 = 0 имеют одина-
�овые �орни.

13. При �а�их значениях a уравнение 4x – 2x + 2 – 4a – a2 = 0
имеет два решения? В ответе у�ажите сумму целых значений a.

Задания для повторения

14. Товарный поезд был задержан в пути на 12 мин, а затем
на расстоянии 60 �м наверстал потерянное время, увеличив с�о-
рость на 15 �м/ч. Найдите первоначальную с�орость поезда.

15. Пассажир поезда знает, что на данном участ�е пути с�о-
рость это�о поезда равна 40 �м/ч. Ка� толь�о мимо о�на начал
проходить встречный поезд, пассажир в�лючил се�ундомер и за-
метил, что встречный поезд проходил мимо о�на в течение 3 с.

(x + 2)2 + 2 · 3|y – 2| = a – 1,

31 + |y – 2| – (x + 2)2 = 4a – 9.

 + 2(y – 4)2 = 2a – 4,

(y – 4)2 –  = 7 – 2a.

41 x 3++

4 x 3+

24 5x
⋅

5x 5–
-----------------

5x

5x 30–
--------------------

7 2x
⋅

2x 1–
----------------

5 2x
⋅

2x 7–
----------------

5 x 2– 51 x 2–– 7 2x 5– 71 2x 5––

5 x 1+( )2 5x2 2+

3 x 2+( )2 3x2 1–


 1

3
-----

x3 2x– 5+

x 3–
-------------------------------

5
x3 x– 4–

x 4–
---------------------------

x 3+( )x2 5x– 6+

3 1875
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Определите с�орость встречно�о поезда, если известно, что е�о
длина равна 75 м.

16. Решите неравенство kx + 4 > 2x + k2.
17. При �а�их значениях k система уравнений

имеет решения?

О Т В Е Т Ы

2. а) x = 2; б) x = 0; в) x = 0; $) x1 = –1, x2 = 0; д) x = 1; е) x1 = –2,

x2 = 2; ж) x1 = –2, x2 = 2; з) x1 = –1, x2 = 4; и) x1 = –2, x2 = –1, x3 = 3;

�) x1 = –1, x2 = 1, x3 = 2. 3. а) x = 4; б) x = 2; в) x = 3; $) x = 4; д) x = 1;

е) x = 0,5. 4. а) x = 1; б) x = 1; в) x = 1; $) x = 2; д) x = 0; е) x = 1;
ж) x1 = –1, x2 = 0. 5. а) x = 0; б) x = 4; в) x = 2; $) x = 0,75. 6. а) x = 3,

y = 4; б) x = 1, y = 2; в) x = 0, y = –2; $) x1 = 1, y1 = 1; x2 = 4, y2 = 2;

д) x1 = 1, y1 = 6; x2 = 2, y2 = 7; x3 = 3, y3 = 8; е) x1 = , y1 = ; x2 = ,

y2 = ; ж) x = 1, y = 2. 7. а) –9; б) a = 2; в) a = 4; $) a = 2; д) a = –1. 8. –4.

9. –7. 10. а) x < 1, 2 m x < log5 30; б) –log2 6 m x < 0, x > log2 7; в) x > 3;

$) x > 3; д) x m – , 0,5 m x m ; е) –1,25 m x < –1, x l 1; ж) 1 m x < 3;

з) x m 2, x > 4; и) –2 < x < 2, x > 3; �) 0,5 m x m 4. 11. –5 < k < –2,5;
–2,5 < k < 0. 12. 0 m c m 7, c = –7. 13. –4. 14. 60 �м/ч. 15. 50 �м/ч.
16. Если k = 0, то нет решений; если k < 2, то x < k + 2; если k > 2, то
x > k + 2. 17. Система имеет решения при любых k.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Фун�ция y = –2 · 2|x| определена для любых значений ар$умента x.

Та� �а� 2|–x| = 2|x|, то фун�ция четная, а ее $рафи� симметричен отно-
сительно оси ординат.

2. При любых значениях x фун�ция отрицательна, поэтому ее $ра-
фи� расположен под осью абсцисс.

3. Если x = 0, то y = –2 · 20 = –2.

4. Если x l 0, то y = –2 · 2x, а, значит, часть $рафи�а, расположен-
ная справа от оси ординат, получается симметричным отражением от

оси абсцисс части $рафи�а фун�ции y = 2 · 2x при x l 0 (рис. 111, а).

kx + 4y = 4,
3x + y = 1

1

4
---

1

6
---

1

6
---

1

4
---

2 2
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5. Если x < 0, то y = –2 · 2–x = –2 ·  и анало$ично получаем

часть $рафи�а, расположенную слева от оси ординат (рис. 111, б).
6. Объединив построенные $рафи�и, получим ис�омый $рафи�

(рис. 111, в).

К упражнениям 1б—�

См. соответственно рис. 112—114.

К упражнению 1д

1. Областью определения фун�ции y =  является вся число-

вая прямая. Та� �а�  = , то фун�ция четная, а ее $ра-

фи� симметричен относительно оси ординат.

2. Известно, что ax > 0 при любом значении x. Следовательно, $ра-
фи� фун�ции цели�ом расположен над осью абсцисс.


 1

2
-----

x

Рис. 111

Рис. 112 Рис. 113 Рис. 114

21 x2–

21 x–( )2– 21 x2–
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3. Запишем фун�цию в виде

y =  = 21 ·  = 2 · .

а) Если x º ä×, то y º 0, т. е. ось абс-
цисс является асимптотой $рафи�а.

б) Если x = ä1, то y = 1; следовательно,
точ�и (1; 1) и (–1; 1) принадлежат $рафи�у.

в) При x = 0 фун�ция дости$ает ма�си-
мума, равно$о 2.

$) При изменении x от –× до 0 фун�ция
возрастает, а при изменении x от 0 до +×

она убывает.
4. Графи� фун�ции изображен на

рис. 115.

К упражнению 1е

1. Область определения фун�ции y =  состоит из двух проме-

жут�ов: (–×; 0) и (0; +×). Следовательно, $рафи� фун�ции состоит из
двух частей.

2. Анализ фун�ции y =  по�азыва-

ет, что:
а) если x º 0 слева, то y º 0, причем

y > 0; если x º 0 справа, то y º +×;
б) если x º –×, то y º 1, причем y < 1;

если x º +×, то y º 1, причем y > 1;
в) значит, прямая y = 1 является асимп-

тотой $рафи�а при x º ä×.
3. Графи� фун�ции изображен на рис.

116.

К упражнению 2в

1. Та� �а� x − 0, то обе части данно$о уравнения можно разделить

на 4x:

 +  – 2 = 0, или  +  – 2 = 0.  (1)

2. Положим  = y (y > 0); то$да уравнение (1) запишется та�:

y2 + y – 2 = 0, от�уда y = 1, y = –2.
Одна�о значение y = –2 не удовлетворяет условию y > 0. Следова-

тельно,  = 1, т. е. x = 0.

21 x2–

 1

2
-----
 x

2


 1

2
-----
 x

2

Рис. 115

21 x/

Рис. 116

21 x/
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
2x


 3

2
-----

x


 3

2
-----

x


 3

2
-----

x



199

К упражнению 2е

1. Упростим под�оренное выражение: 4 –  =  =

= , то$да  = .

2. Пола$ая  = y, перепишем данное уравнение в виде

 + y – 8 = 0. (1)

3. Решив уравнение (1), находим y1 = 4 – , y2 = 4 + .

Следовательно,

y1 = 4 –  = , (2)

y2 = 4 +  = . (3)

4. Решим уравнение (2), для че$о преобразуем е$о левую часть,
�а� в п. 1:

4 –  =  = (4 + )–1 = , от�уда x = –2.

5. На�онец, из уравнения (3) следует, что 4 +  = ,

от�уда x = 2.
Ответ: x1 =–2, x2 = 2.

К упражнению 2з

1. Выражение в левой части уравнения представляет собой фун�-
цию, �оторая содержит переменную �а� в основании, та� и в по�аза-
теле степени. Та�ое уравнение называют по�азательно-степенным.

2. При решении подобных уравнений нужно рассматривать четы-
ре случая:

а) основание степени равно 1;
б) основание степени равно 0;
в) основание степени равно –1;
$) оно отлично от у�азанных значений.

3. Если x – 3 = 1, т. е. x = 4, то получим 1–13 = 18 — верное равен-
ство; поэтому x = 4 — �орень уравнения.

4. Если x – 3 = 0, т. е. x = 3, то получим 0–6 = 06 — выражение, не
имеющее смысла; значит, x = 3 не является �орнем уравнения.

5. Если x – 3 = –1, т. е. x = 2, то получим (–1)–1 = (–1)4 — неверное
равенство; следовательно, x = 2 не является �орнем уравнения.

15 4 15–( ) 4 15+( )

4 15+

-----------------------------------------------------

1

4 15+

--------------------- 4 15–( )
x 1

4 15+( )
x

---------------------------------

4 15+( )
x

1

y
---

15 15

15 4 15+( )
x

15 4 15+( )
x

15 1

4 15+

--------------------- 15 4 15+( )x 2/

15 4 15+( )x 2/
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6. На�онец, приравняв по�азатели, имеем 3 – x2 = 2x, от�уда x1 = –1,

x2 = 3. Проверим найденные значения:

а) x1 = –1, (–4)3 – 1 = (–4)–2 — верное равенство;

б) x2 = 3 — это значение уже было рассмотрено в п. 4.

Ответ: x1 = –1, x2 = 4.

К упражнению 3а

1. Упростим данное уравнение:

 = 24 · 22x, или 23x · 7x = 74 · 24 · 22x. (1)

2. Та� �а� 22x − 0, то левую и правую части уравнения (1) можно

разделить на 22x:

2x · 7x = 24 · 74, или (2 · 7)x = (2 · 7)4, т. е. x = 4.

К упражнению 4а

1. Анализ данно$о уравнения по�азывает, что, видимо, есть толь-

�о один способ освободиться от по�азателя степени — это возвес-

ти обе части уравнения в степень . То$да получим равносильное

уравнение

42 –  = . (1)

2. В �аждом по�азателе степени выделим целую часть:

а)  = 2 – ; б)  = 1 + , $де x − –1 и x − 0.

3. После это$о уравнение (1) примет вид

42 – 36 ·  = 6 · . (2)

4. Пола$ая t = , получим �вадратное уравнение t2 – 7t + 6 = 0,

имеющее �орни t1 = 1; t2 = 6.

5. Далее имеем  = 1, т. е.  = 0, — решений нет;  = 6, т. е.

 = 1, от�уда x = 1.

К упражнению 4е

1. Та� �а� все члены уравнения содержат множитель 3x, а 3x − 0,

то, разделив на 3x обе части уравнения, получим

 +  – 10 = 0, или 8x + 2x – 10 = 0. (1)

23x 7x⋅
74

--------------------

x

x 1+
--------------

x 1+

x
--------------

6
2x 1–

x
-----------------

6

x 1+

x

--------------

2x 1–

x
-----------------

1

x
---

x 1+

x
--------------

1

x
---

6 1 x/– 61 x/

61 x/

61 x/ 1

x
--- 61 x/

1

x
---


 24

3
--------


x


 6

3
-----

x
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2. Пола$ая 2x = t, приходим � �убичес�ому уравнению

t3 + t – 10 = 0. (2)

3. Ка� решить уравнение (2)?
I способ. Подбором находим t = 2 — �орень уравнения. Далее, раз-

делив мно$очлен t3 + t – 10 на двучлен t – 2, понизим степень уравне-
ния на единицу:

t3 + t – 10 = (t – 2)(t2 + 2t + 5) = 0, (3)

а это уравнение ле$�о решить.
II способ. Левую часть уравнения (2) преобразуем та�:

t3 + t – 10 = t3 – 2t2 + 2t2 – 4t + 5t – 10 =

= t2(t – 2) + 2t(t – 2) + 5(t – 2),

от�уда

(t – 2)(t2 + 2t + 5) = 0.

4. Остается решить уравнение (3):

а) t – 2 = 0, t = 2 = 2x, т. е. x = 1;

б) t2 + 2t + 5 = 0 — уравнение не имеет решений.

К упражнению 5�

1. Упростим по�азатели степеней, для че$о в �аждой дроби выде-
лим ее целую часть:

а)  =  = 2 + ;

б)  =  = 2 + .

2. То$да данное уравнение примет вид

 – 6 ·  – 243,

или

9 ·  – 6 · 9 ·  – 243 = 0.

3. Пола$ая  = t (t > 0), получим �вадратное уравнение, �ор-

нями �оторо$о являются t1 = –3 и t2 = 9. Корень t1 = –3 является по-

сторонним, пос�оль�у не удовлетворяет условию t > 0, а �орню t2 = 9 со-

ответствует уравнение  = 9, или  = 32, от�уда x = 0,75.

4x

2x 1–
-----------------

2 2x 1– 1+( )
2x 1–

-------------------------------------

2

2x 1–
-----------------

4x 1–

2x 1–
-----------------

2 2x 1–
1

2
---+ 

 

2x 1–
--------------------------------------

1

2x 1–
-----------------

3
2 2

2x 1–
-----------------+

3
2 1

2x 1–
-----------------+

3
2

2x 1–
-----------------

3
1

2x 1–
-----------------

3
1

2x 1–
-----------------

3
1

2x 1–
-----------------

3
1

2x 1–
-----------------
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К упражнению 6а

1. Воспользуемся тождеством a2 – b2 = (a + b)(a – b) применительно
� первому уравнению данной системы; то$да система запишется в виде

2. Та� �а� 2x –  = –1, то первое уравнение этой системы при-

мет вид

(2x + )(–1) = –17, или 2x +  = 17.

3. Остается решить систему

Имеем: а) 2 · 2x = 16, x = 3; б) 23 +  = 17; 3y/2 = 9; y = 4.

Ответ: x = 3, y = 4.

К упражнению 6е

1. Положим 64x = u, 64y = v. То$да получим новую систему

2. Возведем второе уравнение в �вадрат: u2v2 = 32.
3. Используя теорему Виета, составим �вадратное уравнение

z2 – 12z + 32 = 0, имеющее �орни z1 = 8 и z2 = 4.

4. Этими �орнями являются u2 и v2. Значит, u = 2 , v = 2 или

u = 2, v = 2 , т. е. 64x = , 64y = 2 или 64x = 2, 64y = 2 .

5. Отсюда находим x и y:

а) x1 = , y1 = ; б) x2 = , y2 = .

К упражнению 7а

1. Здесь требуется найти множество значений a, при �оторых сис-
тема

(1)

не имеет решений.

(2x + )(2x – ) = –17,

2x –  = –1.

3y 2/ 3y 2/

3y 2/

3y 2/

3y 2/ 3y 2/

2x +  = 17,

2x –  = –1.

3y 2/

3y 2/

3y 2/

u2 + v2 = 12,

uv = 4 .2

2

2 23 2/ 2

1

4
---

1

6
---

1

6
---

1

4
---

3 ·  + 2|x| = 21 – a,

5 ·  – 3|x| = 11a + 16

5y2

5y2
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2. Для упрощения введем обозначения u = , v = |x|; то$да систе-

ма (1) примет вид

(2)

3. Воспользуемся способом сложения. Умножив первое уравнение
системы (2) на 3, а второе на 2, приходим � системе

(3)

4. Сложив уравнения системы (3), получим 19u = 95 + 19a, или

u = 5 + a. (4)

5. Уравнение (4) не имеет решений, если u =  < 1, т. е. 5 + a < 1,

от�уда a < –4.
Примечание. Если бы мы ис�али значения a, при �оторых систе-

ма (1) имеет решение, то написали бы 1 m  < +×, т. е. 1 m u < +×.

Но мы ищем те значения a, при �оторых система (1) не имеет реше-

ний, следовательно, должно выполняться неравенство –× <  < 1,

т. е. u < 1.
6. Вернемся � системе (2) и ис�лючим из нее u. Умножив первое

уравнение на 5, а второе на (–3), приходим � системе

(5)

7. Сложив уравнения системы (5), получим 19v = 57 – 38a, т. е.

v = 3 – 2a. (6)

8. Уравнение (6) не имеет решений, если v = |x| < 0, т. е. 3 – 2a < 0,

от�уда a > .

9. Рассмотрим найденные для a промежут�и и изобразим реше-
ния $рафичес�и (на рис. 117 заштрихованы те промежут�и значений
a, при �оторых система (1) не имеет решений).

10. Остается найти сумму целых значений a, не принадлежащих

заштрихованным промежут�ам, т. е. принадлежащих отрез�у –4; :

она равна –4 – 3 – 2 – 1 + 0 + 1 = –9.

5y2

3u + 2v = 21 – a,          3      5 
5u – 3v = 11a + 16.      2    –3

9u + 6v = 63 – 3a,   
10u – 6v = 22a + 32. 

5y2

5y2

5y2

15u + 10v = 105 – 5a,
–15u + 9v = –33a – 48.

3

2
---

Рис. 117

3

2
---
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З а м е ч а н и е.  Приведенное подробное решение можно офор-
мить �ороче.

Введем новые неизвестные

от�уда получим систему

Решив эту систему, находим

т. е.

Далее имеем |x| = 3 – 2a < 0, т. е. a > ;  = 5 + a < 1, т. е. a < –4.

Затем ищем ответ.

К упражнению 7д

1. Здесь требуется найти множество значений a, при �оторых сис-
тема

(1)

является совместной.

2. Находим ОДЗ: y l 0. Положим u = , v = .

3. То$да система (1) примет вид

(2)

4. После преобразований системы (2) получим

т. е. (3)

5. Чтобы система (3) имела решения, необходимо выполнение сле-
дующих условий:

а) выражение  должно удовлетворять неравенствам 0 <

<  m 1;

б) выражение  должно удовлетворять неравенствам 0 m  < +×.

|x| = v,

 = u,5y2

3u + 2v = 21 – a,
5u – 3v = 11 + a + 16.

v = 3 – 2a,
u = 5 + a,

|x| = 3 – 2a,

 = 5 + a.5y2

3

2
--- 5y2

 + 2  = 7a + 12,

2 ·  – 3  = –4a – 5

31 x2– y

3 x2– y

3 x2– y

3u + 2v = 7a + 12,
2u – 3v = –4a – 5.

u = a + 2,
v = 2a + 3

 = a + 2,

 = 2a + 3.

3 x2–

y

3 x2–

3 x2–

y y
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6. Та�им образом, приходим � системе неравенств

или

от�уда –1,5 m a m –1.
Ответ: a = –1.

К упражнению 8

1. Здесь требуется найти xy, $де x и y — решение системы

(1)

2. Положим u = (x + 2)2, v = 3|y – 2|, $де u l 0, v l 1. То$да система (1)
примет вид

(2)

3. Сложив уравнения системы (2), получим 5v = 5a –10, или v = a – 2.
4. Составим новую систему

или

от�уда

т. е.

Значит, a = 3.
5. Отсюда следует, что u = –a + 3 = 0, v = a – 2 = 1.
6. Найдем x и y. Имеем:

а) u = (x + 2)2 = 0, т. е. x = –2; б) v = 3|y – 2| = 1, т. е. y = 2.
7. Ита�, xy = –4.

К упражнению 10а

1. Пусть 5x = y; то$да данное неравенство примет вид

 +  – 25 m 0. (1)

2. После упрощения неравенства (1) получим

 m 0. (2)

0 < a + 2 m 1,
0 m 2a + 3 < +×,

–2 < a m –1,
–1,5 m a < +×,

(x + 2)2 + 2 · 3|y – 2| = a – 1,

31 + |y – 2| – (x + 2)2 = 4a – 9.

u + 2v = a – 1,
3v – u = 4a – 9.

v = a – 2,
u + 2v = a – 1,

v = a – 2,
u = –a + 3,

a – 2 l 1,
–a + 3 l 0,

a l 3,
a m 3.

24y

y 5–
-------------

y

y 30–
----------------

125 y 25–( )

y 30–( ) y 5–( )
----------------------------------------
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3. Используя метод интервалов, находим y < 5, 25 m y < 30. О�он-
чательно имеем:

а) 5x < 5; та� �а� a = 5 > 1, то x < 1;

б) 25 m 5x < 30; та� �а� a = 5 > 1, то 2 m x < log5 30.

Ответ: x < 1, 2 m x < log5 30.

К упражнению 10в

1. Находим ОДЗ: x l 2.

2. Введем новую переменную  = y > 0; то$да данное неравен-

ство будет равносильно следующему:

y >  + 4. (1)

3. Упростив неравенство (1), имеем

 > 0. (2)

4. Та� �а� y > 0, то неравенство (2) равносильно следующему:

y2 – 4y – 5 > 0, или (y + 1)(y – 5) > 0. (3)

5. Решив неравенство (3), получим y < –1 (не удовлетворяет усло-

вию y > 0), y > 5. Значит,  > 5, т. е.  > 1, от�уда x > 3.

К упражнению 10д

1. Предварительный анализ неравенства свидетельствует о том, что
�а�ая-либо замена ис�лючена. Нужно ис�ать дру$ой способ решения.

2. Преобразуем данное неравенство следующим образом:

5 ·  + 625 m 25 ·  + 125 · 52x;

5 · (  + 125) m 5 · (5 ·  + 25 · 52x),

 + 125 m 5 ·  + 25 · 52x. (1)

3. Группируя члены и разла$ая на множители, получим

 – 25 · 52x m 5 ·  – 125; 52x(  – 25) m 5(  – 25);

(  – 25)(52x – 5) m 0. (2)

4. Неравенство (2) равносильно сово�упности двух систем:

а) б)

5. Решив эти системы, находим x m – , 0,5 m x m .

5 x 2–

5

y
---

y2 4y– 5–

y
------------------------------

5 x 2– x 2–

5x2 2x+ 5x2

5x2 2x+ 5x2

5x2 2x+ 5x2

5x2 2x+ 5x2

5x2

5x2

5x2

 – 25 m 0,

52x – 5 l 0;

5x2

– 25 l 0,

52x – 5 m 0.

5x2

2 2
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К упражнению 11

1. Пусть 5x = y > 0; то$да данное уравнение примет вид

y2 – 5y – 5k – k2 = 0. (1)

2. Чтобы уравнение (1) имело два положительных �орня, необхо-
димо выполнение условий

3. Имеем D = 52 + 4(5k + k2) = (2k + 5)2 > 0, k Ý R, k − –2,5.

4. Решив неравенство c > 0, т. е.–5k – k2 > 0, находим –5 < k < 0.
5. Значит, данное уравнение имеет два решения, если –5 < k < –2,5

или –2,5 < k < 0.

К упражнению 12

1. Решим уравнение

4x + 2 · 2x – 3 = 0. (1)

Пола$ая 2x = y > 0, придем � �вадратному уравнению y2 + 2y – 3 = 0,
имеющему �орни y = 1; y = –3 (посторонний �орень, та� �а� он не

удовлетворяет условию y > 0). Значит, 2x = 1, от�уда x = 0. Следова-
тельно, уравнение (1) имеет единственный �орень x = 0.

2. Со$ласно условию, уравнение

c · 49x + |c – 7| · 7x – 7 = 0 (2)

та�же должно иметь толь�о один �орень x = 0. Подставив в уравне-
ние (2) значение x = 0, получим уравнение относительно c:

c + |c – 7| – 7 = 0, или |c – 7| = 7 – c. (3)

3. В силу определения модуля решением уравнения (3) являются
все значения c m 7.

4. При та�их значениях c уравнение (2) примет вид

c · 72x – (c – 7) · 7x – 7 = 0. (4)

5. Положим 7x = z > 0 и получим уравнение

cz2 – (c – 7)z – 7 = 0. (5)

Уравнение (5) при c = 0 имеет единственный �орень z = 1, а при

c − 0 — два �орня z = 1 и z = – . Чтобы уравнение (5) при c − 0 имело

толь�о один �орень, нужно, чтобы �орень z = –  был:

а) либо равен 1, т. е. –  = 1, от�уда c = –7;

б) либо отрицателен, т. е. –  < 0, от�уда c > 0.

D l 0,
c > 0.

7

c
---

7

c
---

7

c
---

7

c
---
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6. Учитывая отмеченные ранее условия, при выполнении �оторых
уравнение (2) должно иметь единственный �орень x = 0, получаем от-
вет: 0 m c m 7 и c = –7.

К упражнению 13

1. Положим y = 2x > 0; то$да уравнение примет вид

y2 – 4y – 4a – a2 = 0. (1)

2. Чтобы уравнение (1) имело два положительных �орня, необхо-
димо выполнение условий

(2)

3. Находим D = 16 + 4 · (4a + a2) = 16 + 16a + 4a2 = 4(a + 2)2 > 0
при a Ý R, a − –2.

4. Решив неравенство c > 0, т. е. –4a – a2 > 0, получим –4 < a < 0.
5. Та�им образом, условия (2) выполняются при –4 < a < –2 и при

–2 < a < 0.
6. Ита�, получаем ответ: –3 – 1 = –4.

К упражнению 14

1. Из условия следует, что если бы поезд после останов�и продолжал

дви$аться с прежней с�оростью, то затратил бы на 12 мин (12 мин = ч)

больше, чем предусмотрено расписанием.
2. Пусть v (�м/ч) — первоначальная с�орость поезда. То$да

t1 = , t2 = , t1 – t2 = .

3. Та�им образом, получаем уравнение  –  = , от�уда

v1 = 60, v2 = –75 (не удовлетворяет условию).

Ответ: v = 60 �м/ч.

К упражнению 15

1. Пусть v (м/с) — с�орость встречно$о поезда; с�орость поезда, в �о-

тором ехал пассажир, равна 40 �м/ч =  = м/с.

2. Встречный поезд за 3 с прошел 3v м, а поезд, в �отором ехал

пассажир, прошел  = 33 м.

D > 0,
c > 0.

1

5
---

60

v
------

60

v 15+
-----------------

1

5
---

60

v
------

60

v 15+
-----------------

1

5
---

40 000

3600
------------------

100

9
----------

3 100⋅

9
------------------

1

3
---
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3. По условию оба поезда вместе прошли 75 м. Следовательно,

33  + 3v = 75, от�уда v = 13 м/с =  = 50 �м/ч.

К упражнению 16

1. Преобразуем данное неравенство:

(k – 2)x > (k – 2)(k + 2). (1)

2. Рассмотрим три случая:
а) если k = 2, то неравенство (1) примет вид 0 · x > 0, т. е. оно не

имеет решений;
б) если k < 2, то решение неравенства (1) имеет вид x < k + 2;
в) если k > 2, то решение неравенства (1) имеет вид x > k + 2.

К упражнению 17

1. Требуется решить систему уравнений

2. Из второ$о уравнения выразим y = 1 – 3x и, подставив это выра-
жение в первое уравнение, получим

kx + 4(1 – 3x) = 4, или (k – 12)x = 0.

3. Если k − 12, то x = 0, а y = 1.
4. Если k = 12, то система имеет решения вида x = t, y = 1 – 3t

($де t Ý R).
5. Ита�, система имеет решения при любых k.

1

3
---

8

9
---

125 3600⋅

9 1000⋅
----------------------------

kx + 4y = 4,
3x + y = 1.
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Т е м а 12

Понятие логарифма. Свойства логарифмов.

Логарифмическая функция, ее свойства и график.

Теоремы о логарифме произведения, частного и степени.

Формула перехода к новому основанию.

Десятичные логарифмы и их свойства.

Логарифмирование и потенцирование.

Логарифмические уравнения.

Логарифмические неравенства.

Системы логарифмических уравнений и неравенств

Теоретичес	ие сведения

1. Понятие логарифма

1°. Ло�арифмом числа b по основанию a (�де a > 0, a − 1)
называют по�азатель степени, в �оторую надо возвести a, что-
бы получить число b.

Ло�арифм числа b по основанию a обозначают символом
loga b.

2°. Если a > 0, a − 1, то loga b по определению есть по�аза-

тель степени, в �оторую надо возвести число a, чтобы получить

число b. Поэтому равенство  = b есть тождество, �оторое
называют основным ло�арифмичес�им тождеством.

Например,  = 6;  = 7.

3°. Для обозначения десятичных ло�арифмов принята спе-
циальная запись: вместо log10 b, �де b — произвольное положи-

тельное число, пишут lg b.

2. Свойства логарифмов

1°. Ло�арифмы существуют толь�о для положительных чи-
сел, т. е. loga N (�де a > 0 и a − 1) существует, если N > 0.

2°. При основании a > 1 ло�арифмы чисел N > 1 положи-
тельны, а ло�арифмы чисел 0 < N < 1 отрицательны. Напри-
мер, log2 5 > 0; log3 0,5 < 0.

a
log

a
b

3log
3

6 6log
6

7
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3°. При основании 0 < a < 1 ло�арифмы чисел N > 1 отрица-
тельны, а ло�арифмы чисел 0 < N < 1 положительны. Напри-

мер, log0,5 5 < 0; log0,5  > 0.

4°. Равным положительным числам соответствуют и рав-
ные ло�арифмы, т. е. если N1 = N2, то loga N1 = loga N2.

5°. Если a > 1, то большему числу соответствует и больший
ло�арифм, т. е. если N1 > N2, то loga N1 > loga N2. Например,

log3 7 > log3 5.

6°. Если 0 < a < 1, то большему числу соответствует мень-
ший ло�арифм, т. е. если N1 > N2, то loga N1 < loga N2. Напри-

мер, log1/3 9 < log1/3 7.

7°. Ло�арифм единицы по любому основанию (a > 0, a − 1)
равен нулю, т. е. loga 1 = 0.

8°. Ло�арифм само�о основания равен 1, т. е. loga a = 1.

3. Логарифмическая функция, ее свойства и график

1°. Та� �а� по�азательная фун�ция y = ax (�де a > 0, a − 1)
является монотонной (возрастающей при a > 1 и убывающей
при 0 < a < 1), то она имеет обратную фун�цию. Чтобы найти

эту обратную фун�цию, нужно из формулы y = ax выразить x че-
рез y:  x = loga y, а затем поменять обозначения x на y и y на x;

то�да получим y = loga x. Фун�цию y =  loga x (�де a > 0, a − 1)

называют ло�арифмичес�ой.
Ита�, по�азательная и ло�арифмичес�ая фун�ции при одном

и том же основании являются взаимно обратными фун�циями.

2°. Графи� ло�арифмичес�ой фун�ции y = loga x можно по-

строить, воспользовавшись тем, что фун�ция y = loga x обратна

по�азательной фун�ции y = ax. Поэтому достаточно построить

�рафи� фун�ции y = ax, а затем отобразить е�о симметрично от-
носительно прямой y = x. На рис. 118 изображен �рафи�
фун�ции y = loga x при a > 1, а на рис. 119 — �рафи� фун�ции

y = loga x при 0 < a < 1.

3°. Отметим свойства фун�ции y = loga x при a > 1:

а) D(f) = R+;

б) E(f) = R;
в) фун�ция возрастает;

1
3
---
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�) x = 1 _ loga x = 0;

д) 0 < x < 1 _ loga x < 0;

е) x > 1 _ loga x > 0.

4°. Отметим свойства фун�ции y = loga x при 0 < a < 1:

а) D(f) = R+;

б) E(f) = R;
в) фун�ция убывает;
�) x = 1 _ loga x = 0;

д) 0 < x < 1 _ loga x > 0;

е) x > 1 _ loga x < 0.

4. Теоремы о логарифме произведения, частного и степени.
Формула перехода к новому основанию

1°. Ло�арифм произведения двух или нес�оль�их положи-
тельных чисел равен сумме ло�арифмов сомножителей, т. е.

loga (N1N2 ... Nk) = loga N1 + loga N2 + ... + loga Nk.

Например, loga (3 · 4 · 6 · 7) = loga 3 + loga 4 + loga 6 + loga 7.

2°. Ло�арифм частно�о положительных чисел равен разнос-
ти ло�арифмов делимо�о и делителя, т. е.

loga  = loga N1 – loga N2.

Например, loga  = loga 3 – loga 4.

3°. Ло�арифм степени равен произведению по�азателя сте-
пени на ло�арифм ее основания, т. е.

loga N
c = c loga N.

Рис. 119Рис. 118

N
1

N
2

-------

3
4
---



213

З а м е ч а н и е.  Если N < 0, а c — четное число, то справедлива
формула

log
a
Nc = c log

a
|N|.

Например, log
a

(–3)4 = 4log
a

|–3|.

4°. Формула перехода от основания b � основанию a имеет вид

logb N = .

Например, log2 7 =  =  и т. д.

5°. Если a = N, то формула перехода примет вид

logb a = , или 1 = logb a · loga b.

Например, 1 = log2 7 · log7 2.

6°. Если основание ло�арифма и число, находящееся  под
зна�ом ло�арифма, возвести в одну и ту же степень, отличную
от нуля, то значение ло�арифма не изменится, т. е.

loga N = ;  = loga N
1/k = .

Например, log2 4 = ;   log8 64 =  = log2 2 = 2.

Примеры. 1. Найти .

Р е ш е н и е.  Имеем

 =  = .

Преобразуем теперь по�азатель степени:

2 – log5 49 = 2log5 5 – log5 491/2 =

= log5 52 – log5 7 = log5 .

Следовательно,  =  =  (в силу основно�о ло-

�арифмичес�о�о тождества).

2. Найти .

log
a
N

log
a
b

----------------

log
4
7

log
4
2

---------------

lg7
lg2
---------

1
log

a
b

--------------

log
acN

c log
akN

log
a
N

k
----------------

log
2343 log

2326 6
3
---

25
1

1

4
--- log

5
49–

25
1

1

4
--- log

5
49–

52( )
1

1

4
---log

5
49–

5
2

1

2
--- log

5
49–

1
2
---

25
7
------

5
2

1

2
--- log

5
49–

5
log

5

25

7
------ 25

7
------

log
34

2438
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Р е ш е н и е.  Основание ло�арифма и ло�арифмируемое чис-
ло можно возвести в одну и ту же степень. Поэтому

 =  = log3  = log3 35/2 = .

3. Найти log30 8, если lg 5 = a и lg 3 = b.

Р е ш е н и е.  Имеем

log30 8 = log30 23 = 3 log30 2 = ;

lg 2 = lg  = lg 10 – lg 5 = 1 – a;

lg 30 = lg (2 · 15) = lg 2 + lg 15 = lg 2 + lg (3 · 5) =
= lg 2 + lg 3 + lg 5 = 1 – a + b + a = 1 + b.

Ита�, log30 8 = .

5. Десятичные логарифмы и их свойства

1°. Десятичный ло�арифм числа — это ло�арифм с осно-
ванием, равным 10; например, lg a, lg 5, lg 1. Десятичные ло-
�арифмы обладают теми же свойствами, что и ло�арифмы чи-
сел с любым положительным основанием.

2°. Десятичные ло�арифмы чисел находят по специальным
таблицам (ре�омендуется использовать «Четырехзначные ма-
тематичес�ие таблицы» В. М. Брадиса).

3°. Целую часть десятично�о ло�арифма числа называют
е�о хара�теристи�ой, а дробную часть — мантиссой. Пусть,
например, lg x = 2,7536. Здесь 2 — хара�теристи�а, а 0,7536 —
мантисса.

4°. Известно, что любое положительное число можно запи-

сать в стандартном виде: a · 10n, �де 1 m a < 10; n Ý Z. По�аза-
тель n называют поряд�ом данно�о числа.

5°. Хара�теристи�а десятично�о ло�арифма числа a · 10n рав-
на n, а мантисса равна lg a. Например:

lg 4650 = lg (4,65 · 103) = 3 + lg 4,65;

lg 46,5 = lg(4,65 · 101) = 1 + lg 4,65;

lg 0,0465 = lg (4,65 · 10–2) = –2 + lg 4,65.

Та�им образом, ло�арифмы чисел, отличающихся дру� от
дру�а толь�о поряд�ом, имеют одну и ту же мантиссу.

log
34

2438 log
34( )

4 2438( )
4

243 5
2
---

3 lg 2
lg 30
---------------

10
5
------

3 1 a–( )

1 b+
----------------------
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6°. Из у�азанных выше свойств следует, что

lg 1 = 0, lg 10 = 1, lg 100 = 2, ..., lg 10n = n (n Ý Z);
lg 0,1 = –1, lg 0,01 = –2, ..., lg 10–n = –n (n Ý Z).

6. Логарифмирование и потенцирование

1°. Ло�арифмирование — это преобразование, при �отором
ло�арифм выражения с переменными приводится � сумме или
разности ло�арифмов переменных.

2°. Необходимо чет�о различать сумму ло�арифмов lg a + lg b

и ло�арифм суммы lg (a + b). Сумма ло�арифмов равна ло�а-
рифму произведения, т. е. lg a + lg b = lg (ab), а для ло�арифма
суммы lg (a + b) формулы нет.

Пример. Дано: x = , a > 0, b > 0, c > 0. Найти lg x.

Р е ш е н и е.  Ло�арифмируя, получим

lg x = lg 3 + lg a2 + lg  – lg c4 – lg (a + b) =

= lg 3 + 21g a + lg b – 4 lg c – lg (a + b).

3°. Потенцирование — это преобразование, обратное ло�а-
рифмированию.

Пример. Дано: lg x = 2 lg a – 5 lg b + lg c, a > 0, b > 0, c > 0.

Требуется найти выражение для x.
Р е ш е н и е.  Потенцируя, получим

lg x = lg a2 – lg b5 + lg c3/7 =

= lg (a2c3/7) – lg b5 = lg ; x = .

7. Логарифмические уравнения

1°. Уравнение, содержащее переменную под зна�ом ло�а-
рифма, называют ло�арифмичес�им. Простейшим примером
ло�арифмичес�о�о уравнения служит уравнение loga x = b (�де

a > 0, a − 1).
2°. Решение ло�арифмичес�о�о уравнения вида loga f(x) =

= loga g(x) основано на том, что та�ое уравнение равносильно

уравнению f(x) = g(x) при дополнительных условиях f(x) > 0,
g(x) > 0.

3a2 b3
5

c4 a b+( )
------------------------

b35

3
5
---

3
7
---

a2c3 7/

b5
-----------------

a2c3 7/

b5
-----------------
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3°. Отметим, что переход от уравнения loga f(x) = loga g(x)

� уравнению f(x) = g(x) может привести � появлению посторон-
них �орней. Та�ие �орни можно выявить либо с помощью под-
станов�и найденных значений в исходное ло�арифмичес�ое
уравнение, либо с помощью нахождения области определения
исходно�о уравнения (эта область задается системой нера-
венств f(x) > 0, g(x) > 0).

Пример. Решить уравнение:

а) (x – 1) = 6; б) log3 (x2 – 4x – 5) = log3 (7 – 3x);

в) lg (x – 6) – 0,5 lg 2 = lg 3 + lg .
Р е ш е н и е.  а) Со�ласно определению ло�арифма, имеем

x – 1 = ( )6; x – 1 = (22/3)6; x – 1 = 24; x = 17.

б) Данное уравнение сводится � уравнению x2 – 4x – 5 = 7 – 3x,
от�уда получаем x2 – x – 12 = 0, т. е. x1 = 4, x2 = –3. Провер�у вы-

полняем с помощью условий x2 – 4x – 5 > 0, 7 – 3x > 0. Значение
x = 4 этой системе неравенств не удовлетворяет (и, следователь-
но, является посторонним �орнем), а значение x = –3 удовлет-
воряет. Ита�, x = –3 — единственный �орень данно�о уравнения.

в) Умножая обе части уравнения на 2 и используя свойства
ло�арифмов, имеем

2 lg (x – 6) – lg 2 = 2 lg 3 + lg (x – 10);
lg (x – 6)2 = lg 2 + lg 32 + lg (x – 10);

lg (x – 6)2 = lg 18(x – 10).

В результате данное уравнение сводится � уравнению

(x – 6)2 = 18(x – 10), или x2 –30x + 216 = 0,

от�уда x1 = 12, x2 = 18. Для провер�и полученных значений

найдем область определения данно�о уравнения; она задается
системой неравенств x – 6 > 0, x – 10 > 0. Оба найденных зна-
чения этой системе удовлетворяют и, значит, служат �орнями
исходно�о уравнения.

4°. При решении ло�арифмичес�их уравнений часто бывает
полезен метод введения новой переменной.

Пример. Решить уравнение logx 5  – 1,25 = .

Р е ш е н и е.  Преобразуем данное уравнение:

logx 53/2 –  = (logx 51/2)2; logx 5 –  = logx 5 .

log
43

x 10–

43

5 logx
2 5

5
4
---

3
2
---

5
4
--- 

 1
2
--- -


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Пола�ая logx 5 = y, получаем

 –  = , или y2 – 6y + 5 = 0,

от�уда y1 = 1, y2 = 5. Та�им образом, приходим � сово�упности

двух уравнений: logx 5 = 1; logx 5 = 5. Из перво�о уравнения

находим x1 = 5, а из второ�о получим x2 = .

5°. При решении уравнений, содержащих переменную и в
основании, и в по�азателе степени, используют метод ло�ариф-
мирования. Если при этом в по�азателе степени содержится
ло�арифм, то обе части уравнения надо проло�арифмировать
по основанию это�о ло�арифма.

Пример. Решить уравнение:

а)  = ( )x; б)  = 8.

Р е ш е н и е.  а) Ло�арифмируем обе части уравнения по ос-
нованию x:

 lg x = x lg ; lg x = x lg x; (2 – )lg x = 0.

Та� �а� из условия следует, что x > 0, то последнее уравнение

равносильно сово�упности уравнений 2 –  = 0; lg x = 0. Первое
из них имеет �орень x1 = 4, а второе — �орень x2 = 1. Провер�а

по�азывает, что оба �орня удовлетворяют данному уравнению.
б) Проло�арифмировав обе части уравнения по основанию 2,

получим

log2 ( ) = log2 8; (log2 x + 2)log2 x = 3.

Теперь положим log2 x = y; то�да уравнение примет вид y2 + 2y –

– 3 = 0, от�уда y1 = 1, y2 = –3. Из уравнения log2 x = 1 находим

x1 = 2, а из уравнения log2 x = –3 находим x2 = .

8. Логарифмические неравенства

1°. Неравенство, содержащее переменную под зна�ом ло�а-
рифма, называют ло�арифмичес�им. Например, неравенства
вида

loga f(x) > loga ϕ(x); loga f(x) < loga ϕ(x),

�де a > 0, a − 1, являются ло�арифмичес�ими.
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2°. Неравенство loga f(x) > loga ϕ(x) равносильно системе f(x) >

> ϕ(x) > 0 при a Ý (1; +×) и системе 0 < f(x) < ϕ(x) при a Ý (0; 1).

3°. При решении ло�арифмичес�их неравенств следует учи-
тывать общие свойства неравенств, свойство монотонности ло-
�арифмичес�ой фун�ции и область ее определения.

Примеры. 1. Решить неравенство log0,5  > 1.

Р е ш е н и е.  Выразив правую часть неравенства через ло-

�арифм, получим log0,5  > log0,5 0,5. Это неравенство рав-

носильно системе

первое неравенство �оторой хара�теризует область определе-
ния ло�арифмичес�ой фун�ции, а второе — ее убывание при
основании 0 < 0,5 < 1. Далее имеем

 _ 

Решение последней системы иллюстрирует рис. 120. В ре-

зультате получаем ответ: ; .

2. Решить неравенство loga x + loga (x + 1) m loga (2x + 6),

a Ý (1; +×).
Р е ш е н и е.  Имеем

 _  _

5x 3–
x 2+
-----------------

5x 3–
x 2+
-----------------

 > 0,

 < 0,5,

5x 3–
x 2+
-----------------

5x 3–
x 2+
-----------------

 > 0,

 < 0

5x 3–
x 2+
-----------------

5x 3– 0,5 x 2+( )–
x 2+

----------------------------------------------------

 > 0,

 < 0.

5x 3–
x 2+
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4,5x 4–
x 2+

-----------------------


 3

5
---

8
9
----


Рис. 120

x > 0,
x + 1 > 0,
2x + 6 > 0,
loga x(x + 1) m loga (2x + 6)

x > 0,
x(x + 1) m 2x + 6
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_  _ 

Ответ: (0; 3].

3. Решить неравенство log2 (2x – 1) · log2 (2x + 1 – 2) < 2.

Р е ш е н и е.  Та� �а� 2x + 1 – 2 = 2(2x – 1), то данное нера-
венство можно записать в виде

log2 (2x – 1) · (log2 2 + log2 (2x – 1)) < 2 _

_ log2 (2x – 1) · (1 + log2 (2x – 1)) < 2.

Пола�ая log2 (2x – 1) = y и учитывая, что x > 0, получим не-

равенство y(1 + y) < 2, или y2 + y – 2 < 0, от�уда –2 < y < 1. Воз-
вращаясь � переменной x, получим

2–2 < 2x – 1 < 2;  < 2x < 3; log2  < x < log2 3.

Ита�, интервал log2 ; log2 3  — решение данно�о неравенства.

9. Системы логарифмических уравнений и неравенств

Известные способы решения систем ал�ебраичес�их урав-
нений и неравенств применяются и � решению систем, содер-
жащих ло�арифмичес�ие уравнения и неравенства.

Примеры. 1. Решить систему уравнений

Р е ш е н и е.  Ло�арифмируя первое уравнение при условиях
x > 0, y > 0, x − 1, y − 1, получим lg y · lg x = 2. Из второ�о урав-

нения следует, что y2 = x.
Решаем теперь полученную систему уравнений:

 _  _ 

Последняя система распадается на две:

 _ и  _ 

Ответ: (100; 10); (0,01; 0,1).

x > 0,

x2 – x – 6 m 0

x > 0,
(x – 3)(x + 2) m 0.

5
4
---

5
4
---


 5

4
--- -



xlg y = 100,
logy x = 2.

x = y2,
lg y · lg x = 2

x = y2,

lg y · lg y2 = 2

x = y2,

2 lg2 y = 2.

x = y2,
lg y = 1

x1 = 100,

y1 = 10
x = y2,
lg y = –1

x2 = 0,01,

y2 = 0,1.
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2. Решить неравенство  > 0.

Р е ш е н и е.  Данное неравенство равносильно сово�упнос-
ти двух систем:

(*)

(**)

Решаем сначала систему (*):

 _  _

_  _  _

_  _ 

Множеством решений системы (*) служит промежуто� (–1; 0)
(рис. 121, а).

Решаем теперь систему (**):

 _  _

_  _ 

lg 7 lg 8x– x2–( )–
lg x 3+( )

-------------------------------------------------------

lg 7 – lg (–8x – x2) > 0,
lg (x + 3) > 0;

lg 7 – lg (–8x – x2) < 0,
lg (x + 3) < 0.

lg  > lg 1,

lg (x + 3) > lg 1,

–8x – x2 > 0,
x + 3 > 0

7

8x– x2–
-------------------------  > 1,

x + 3 > 1,

8x + x2 < 0,
x > –3

7

8x– x2–
-------------------------

 + 1 < 0,

x > –2,

8x + x2 < 0

7

8x x2+
---------------------  < 0,

x > –2,

8x + x2 < 0

7 8x x2+ +

8x x2+
-------------------------------

7 + 8x + x2 > 0,

8x + x2 < 0,
x > –2

(x + 7)(x + 1) > 0,
x(x + 8) < 0,
x > –2.

lg  < lg 1,

lg (x + 3) < lg 1,

–8x – x2 > 0,
x + 3 > 0

7

8x– x2–
-------------------------  < 1,

x + 3 < 1,

8x + x2 < 0,
x + 3 > 0

7

8x– x2–
-------------------------

 > 0,

x < –2,

8x + x2 < 0,
x > –3

7 8x x2+ +

8x x2+
-------------------------------

(x + 7)(x + 1) < 0,
–3 < x < –2,
x(x + 8) < 0.
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Множеством решений системы (**) служит промежуто�
(–3; –2) (рис. 121, б). Та�им образом, получаем ответ: (–3; –2) ∪
∪ (–1; 0).

КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ

1. Дайте определение ло$а-
рифма данно$о числа по данному
основанию.

2. Запишите основное ло$а-
рифмичес�ое тождество. Из че$о
оно следует?

3. Имеет ли смысл выраже-
ние: log3 (–5); log2 0?

4. Почему ло$арифмы сущест-
вуют толь�о для положительных
чисел?

5. Сформулируйте свойства
ло$арифмов чисел при основании
a > 1; 0 < a < 1.

6. Упростите выражение
(пользуясь основным ло$ариф-
мичес�им тождеством):

а) ; б) 102 + lg 0,4;

в) 10lg 3 – lg 2; $) .

7. Запишите данное равенство

с помощью ло$арифма: а) 22 = 4;

б) 33 = 27; в) 2–2 = ; $) 70 = 1.

8. Сравните выражения:

а) log5  и log5 ;

б) log1/3 2 и log1/3 4.

19. Ка�ие из данных чисел
являются положительными и �а-
�ие отрицательными: а) log1/2 5;

б) log2 ; в) log1/3 ; $) log
n

3?

10. Ка�ую фун�цию назы-
вают ло$арифмичес�ой?

11. Сформулируйте свойства
ло$арифмичес�ой фун�ции при
a > 1 и при 0 < a < 1. Поясните их
на $рафи�е.

12. Что является областью
определения и множеством зна-
чений фун�ции y = log

a
x?

13. Верно ли равенство lg x2 =
= 2 lg x?

14. Верно ли равенство

log
a
xk = k log

a
x,

$де a > 0, a − 1?
15. Ка�ие уравнения называ-

ют ло$арифмичес�ими?
16. Является ли уравнение

lg 5 + x lg 6 = 3 ло$арифмичес�им?
17. Существует ли хотя бы

одно значение x, при �отором
верно равенство lg (x + 3) = lg x +
+ lg 3?

Рис. 121

10
lg 0,3

32 log
3
9

1

4
---

1

2
---

1

3
---

1

3
---

1

2
---
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18. Запишите область опре-
деления ло$арифмичес�о$о урав-
нения log

a
f(x) = log

b
g(x) в виде

системы неравенств.
19. Ка� решается уравнение,

содержащее неизвестное и в ос-
новании, и в по�азателе степени,

например xlg x = 10?
20. Нужна ли провер�а полу-

ченных �орней при решении ло-
$арифмичес�их уравнений? По-
чему?

21. Ка�ие неравенства назы-
вают ло$арифмичес�ими?

22. Чем следует ру�оводство-
ваться при решении ло$арифми-
чес�их неравенств?

23. Дано ло$арифмичес�ое не-
равенство log1/2 x > 1. Почему

при е$о решении зна� неравенст-
ва изменится на противополож-
ный?

24. Дано ло$арифмичес�ое не-
равенство lg x > 4. Почему при
е$о решении зна� неравенства со-
хранится?

25. Можно ли утверждать, что
неравенство log

a
f(x) > log

a
ϕ(x)

равносильно системе: а) f(x) >
> ϕ(x) > 0 при a Ý (1; +×); б) 0 <
< f(x) < ϕ(x) при a Ý (0; 1)? По-
чему?

26. Найдите область опреде-
ления фун�ции, записав ее в ви-
де системы неравенств:

а) y = ;

б) y = log3 log0,5 x.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите область определения фун�ции:
а) y = x + log0,4 (5x + 4) – log6 (8x + 7);

б) y = 2 + log3 ;

в) y = log7 (x2 – 3x) – log4 x;

�) y = 3 lg (3 + 5x) – lg (4 + 9x)2.

2. Постройте �рафи� фун�ции:

а) y = ; б) y = log2 |x|;

в) y = log0,1 |x|; �) y = |log2 x|;

д) y = |log0,5 x|; е) y = log2 log2 x;

ж) y = 0,5 log3 (x – 1)2; з) y = log2 (1 – x2);

и) y = |log2 x – 1|; �) |y| = log1/3 x.

3. Решите уравнение:
а) log2 (3x – 1) – log2 (4 – x) = 4 – log2 (x – 1);

б) log0,5 x = 0,5 log0,5 (2x2 – x); в) log3 – x (3 + x) = 0,5;

�) log0,2 4x + log5 (x2 + 75) = 1; д)  = 4;

lg 
1 2x–

x 3+
-----------------

9x 4+
5 8x+
------------------

3log
3

x–( )

x
log

2
x 1–
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е) log5 (5  + 125) = log5 6 + 1 + ;

ж) lg2 x + lg x2 = lg2 2 – 1; з)  = lg ;

и) log2 x3 + log2  = 2 log4 (0,5x + 3);

�) log2  = 3 + log16 x4 – log4 (x – 3)2;

л)  = a2x, �де a > 0, a − 1;

м) log
x

9x2 ·  = 4.

4. Решите неравенство:

а) log1/6 (x2 – 3x + 2) < –1 ;

б) log0,5 (2x2 – 4x – 14) m –1;

в) log
x – 6 (x2 – 5) > log

x – 6 (2x + 19);

�) log
x – 2 (2x – 3) > log

x – 2 (24 – 6x);

д) log1/3 x + 2log1/9 (x – 1) m log1/3 6;

е) log3 (16x – 2 · 12x) m 2x + 1;

ж) log0,3 |2x + 1| > 1; з) log2  < 1;

и) log1/3 (3x + 2 – 9) · log3 (3x – 1) > –3;

�) 2x < 3 ; л) log2 log0,5 (x2 – 2) < 1;

м) lg lg lg x < 0; н) log0,3 log6  < 0.

5. Решите неравенство и у�ажите два значения x, являю-
щихся е�о решениями:

а)  < 0; б) (x – 5 )log2 (8 + x) < 0;

в)  > 0; �)  > 0 ;

д) 0,09 > .

Задания для повторения

6. На про�лад�е двух параллельных трубопроводов работа-
ли два э�с�аватора. Первый из них начал работать на 30 мин

раньше второ�о. Ко�да второй э�с�аватор вы�опал 27 м3, о�а-

1

x
--- 1

2x
-------

lg x x

1
3
---

x 4+
x 1+
--------------

x 1–
4x 3+
------------------

x
log

a
x

log3

2
x

4x 1–
x 3+
-----------------

1

x
---

x2 x+
x 4+
-----------------

log0,5 2 3x–( )

log0,5625
--------------------------------------

log0,5 9 x+( )

10 10x+
-----------------------------------

4x 16–
log0,8 x 5+( )
-----------------------------------

0,3log0,3 5 4x–( )
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залось, что он отстает от перво�о на 1 м3. С �а�ой с�оростью ра-
ботали эс�аваторы, если известно, что второй вы�апывает в час

на 4 м3 больше, чем первый?
7. Две машинист�и вместе напечатали 65 страниц, причем

первая работала на 1 ч больше второй. Вторая машинист�а, ра-
ботая в одиноч�у, печатает в час на 2 страницы больше, чем
первая, и при совместной работе она напечатала на 5 страниц
больше. С�оль�о страниц в час печатает �аждая машинист�а?

8. Решите систему уравнений:

а) б)

9. Дано уравнение:

а) |x + 3|(x – 5) + k = 0; б) |x – 1|(x – 5) + k = 0.

При �а�их значениях k оно имеет ровно три решения? В от-
вете у�ажите наибольшее целое значение k.

10. Решите неравенство:

а)  l 1 (в ответе у�ажите сумму целых решений);

б)  l 1 (в ответе у�ажите наименьшее решение).

О Т В Е Т Ы

1. а) x > – ; б) x < – , x > – ; в) x > 3; $) –  < x < – , –  < x < +×.

3. а) x = 3; б) x = 1; в) x = –1; $) x1 = 5, x2 = 15; д) x1 = 0,5, x2 = 4;

е) x1 = 0,25, x2 = 0,5; ж) x1 = 0,05, x2 = 0,2; з) x1 = 1, x2 = 104; и) x = 2;

�) нет �орней; л) x1 = a2, x2 = ; м) x1 = , x2 = 3. 4. а) x < –1, x > 4;

б) x m –2, x l 4; в) x > 6; $) 2 < x < 3,  < x < 4; д) x l 3; е) log4/3 2 <

< x m log4/3 3; ж) –  < x < – , –  < x < – ; з)  < x < ;

и) log3  < x < log3 4; �) x < – , 0 < x < ; л) –  < x <

< –1,5, 1,5 < x < ; м) 10 < x < 1010; н) –4 < x < –3, x > 8. 5. а) 0,2 <

< x < 0,4; б) –7 < x < 5; в) –8 < x < –1; $) –4 < x < 4; д) 1,2275 < x < 1,25.

6. 14 и 18 м3/ч. 7. 5 и 7 страниц. 8. а) x = 1, y = –2; б) x = 2, y = –0,5.
9. а) 15; б) 3. 10. а) –12; б) –1.

8x2 + 2xy – y2 = 0,

y2 – 8x + 4 = 0;

x2 + 2xy – 8y2 = 0,

4y2 – x + 1 = 0.

x 3+ x+
2 x–

----------------------------

x 3– x+
2 x+

---------------------------

4

5
---

5

8
---

4

9
---

3

5
---

4

9
---

4

9
---

1

a

---

1

9
---

27

8
------

13

20
------

1

2
---

1

2
---

7

20
------

1

4
---

7

20
------

28

27
------ log23 log23 3

3
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Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

Та� �а� ло$арифмы определены толь�о для положительных чи-
сел, то должна выполняться система неравенств

т. е.

от�уда x > – .

З а м е ч а н и е.  Чтобы сравнить –  и – , достаточно привести

дроби � общему знаменателю и затем сравнить числители:

а) –  = – ; б) –  = – ; в) та� �а� –32 > –35, то –  > – .

К упражнению 1�

1. Ло$арифмы определены толь�о для положительных чисел, по-
этому имеем систему

2. Решив эту систему, получим

Ответ: x > – , x − – .

К упражнению 2а

З а м е ч а н и е.  При построении $рафи�ов фун�ций будем нахо-
дить хара�терные точ�и.

К хара�терным точ�ам $рафи�а относят:
а) точ�и е$о пересечения с осью Ox, т. е. значения x при y = 0;
б) точ�у е$о пересечения с осью Oy, т. е. значение фун�ции y при

x = 0;
в) $раничные значения фун�ций, т. е. ее значения на $раницах

промежут�ов существования;
$) точ�и, в �оторых фун�ция принимает ма�симум или минимум,

т. е. ymax, ymin и соответствующие им значения x.

5x + 4 > 0,
8x + 7 > 0,

x > – ,

x > – ,

4

5
---

7

8
---

4

5
---

4

5
---

7

8
---

4

5
---

32

5 8⋅
-----------

7

8
---

35

8 5⋅
-----------

4

5
---

7

8
---

3 + 5x > 0,

(4 + 9x)2 > 0.

x > – ,

x − – .

3

5
---

4

9
---

3

5
---

4

9
---
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1. Область определения фун�ции y =  —

промежуто� (–×; 0).

2. По определению ло$арифма имеем  = b,

поэтому y = –x.
3. Учитывая с�азанное, запишем систему

или

4. Ис�омый $рафи� изображен на рис. 122.

К упражнению 2б

1. Та� �а� x − 0, то область оп-
ределения фун�ции состоит из двух
промежут�ов: (–×; 0) и (0; +×).

2. Фун�ция четная, пос�оль-
�у log2 |–x| = log2 |x|.

3. Сначала построим часть $ра-
фи�а при x > 0, а затем отразим
эту часть симметрично относитель-
но оси Oy (рис. 123). Для более
точно$о построения $рафи�а возь-
мем две �онтрольные точ�и: (2; 1)
и (–2; 1).

К упражнению 2в

1. Та� �а� log0,1 |x| = –lg |x|, то $рафи� данной фун�ции представ-

ляет собой симметричное отображение относительно оси Ox $рафи�а
фун�ции y = lg x (рис. 124).

2. Ис�омый $рафи� можно получить и непосредственно с помо-
щью тех же рассуждений, что и в упр. 2б.

Рис. 122

3log
3

x–( )

a
log

a
b

–x > 0,
y = –x,

x < 0,
y = –x.

Рис. 123

Рис. 124
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К упражнению 2�

1. Строим $рафи� фун�ции y = log2 x,

затем ту часть $рафи�а, �оторая распо-
ложена под осью абсцисс, отражаем от-
носительно этой оси.

2. На рис. 125 ис�омый $рафи� изо-
бражен сплошной линией.

К упражнению 2е

1. Для существования log2 x необхо-

димо, чтобы x > 0, а для существования
log2 log2 x — чтобы log2 x > 0, т. е. x > 1.

Значит, прямая x = 1 является асимпто-
той $рафи�а.

2. Если log2 x = 1, т. е. если x = 2, то

y = 0. Следовательно, $рафи� пересе�ает
ось Ox в точ�е (2; 0).

3. Если x º 1, то y º –×, а если
x º +×, то y º +×, причем x увеличи-
вается быстрее, чем y.

4. При x = 4 фун�ция принимает
значение y = 1.

5. На основании исследования стро-
им $рафи� (рис. 126).

К упражнению 2ж

1. Находим область определения
фун�ции: x Ý R, x − 1.

2. Прямая x = 1 служит асимптотой
$рафи�а фун�ции.

3. При изменении x от –× до 1 фун�-
ция убывает от +× до –×, а при измене-
нии x от 1 до +× фун�ция возрастает от
–× до +×.

4. Ис�омый $рафи� изображен на
рис. 127.

Рис. 125

Рис. 126

Рис. 127
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К упражнениям 2з—�

См. соответственно рис. 128—130.

З а м е ч а н и е.  Дальнейшие упражнения будут связаны с реше-
нием ло$арифмичес�их уравнений, неравенств и систем. При этом бу-
дем использовать следующие формулы:

1.  = x. 2.  = x.

3. log
a

(xy) = log
a
x + log

a
y. 4. log

a
 = log

a
x – log

a
y.

5. log
a
xk = k log

a
x. 6.  = log

a
x.

7. log
a
x = . 8. log

a
a = 1.

9.  = 0. 10. log
a

 = –log
a
x.

Кроме то$о, будем использовать следующие свойства:
а) если a > 1, то log

a
x возрастает;

б) если 0 < a < 1, то log
a
x убывает.

Особенности формул 1, 3, 4 и 5 состоят в том, что их правые и ле-
вые части, взятые по отдельности, имеют разные области определе-
ния.

В формуле 1: левая часть определена при x > 0, а правая — при
x Ý R.

В формулах 3 и 4: левые части определены при xy > 0, а правые —
толь�о при x > 0 и y > 0.

В формуле 5: если k = 2n, $де n − 0, n — целое, то левая часть оп-
ределена при всех x − 0, а правая — толь�о при x > 0.

Отмеченные особенности следует учитывать, применяя у�азанные
формулы для преобразования уравнений или неравенств. Это может
привести �а� � потере решений (�орней), та� и � появлению посто-
ронних �орней.

Рис. 128 Рис. 129 Рис. 130

a
log

a
x log

a
ax

x

y
---

log
akx

1

k
---

log
b
x

log
b
a

---------------

log
a
1 1

x
---
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К упражнению 3а

1. Находим ОДЗ: 1 < x < 4.
2. Данное уравнение равносильно уравнению

log2 (3x – 1) – log2 (4 – x) + log2 (x – 1) = 4,

или

log2  = 4. (1)

3. Используя определение ло$арифма, от уравнения (1) перейдем
� следующему:

 = 16. (2)

4. Из уравнения (2) следует, что

(3x – 1)(x – 1) = 16(4 – x),

или

x2 + 4x – 21= 0. (3)

5. Решив уравнение (3), находим x1 = 3, x2 = –7 (посторонний �о-

рень, та� �а� он не входит в ОДЗ уравнения). Ита�, x = 3.

К упражнению 3б

1. Находим ОДЗ: x > .

2. Данное уравнение равносильно уравнению

log0,5 x = log0,5 . (1)

3. Из уравнения (1) следует, что

x = . (2)

4. Решив уравнение (2), получим x1 = 0 (этот �орень — посторон-

ний), x2 = 1. Ита�, x = 1.

К упражнению 3в

1. Находим ОДЗ: –3 < x < 3, x − 2.
2. Со$ласно определению ло$арифма, имеем

(3 – x)0,5 = 3 + x, или  = x + 3.

3. Решив это уравнение, находим x1 = –6 (посторонний �орень),

x2 = –1.

Ответ: x = –1.

3x 1–( ) x 1–( )
4 x–

-----------------------------------------

3x 1–( ) x 1–( )
4 x–

-----------------------------------------

1

2
---

2x2 x–

2x2 x–

3 x–
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К упражнению 3�

1. Находим ОДЗ: x > 0.
2. Данное уравнение содержит различные основания. Используя

формулу 6, получим log0,2 4x = 4x = –log5 4x; то$да уравнение

примет вид

log5 (x2 + 75) – log5 4x = 1. (1)

3. От уравнения (1) перейдем � уравнению

log5  = 1. (2)

4. Из уравнения (2) следует, что  = 5, или x2 – 20x + 75 = 0,

от�уда находим x1 = 5, x2 = 15.

К упражнению 3д

1. Находим ОДЗ: x > 0.
2. В этой области выражения, входящие в обе части данно$о урав-

нения, принимают толь�о положительные значения; поэтому, проло-
$арифмировав обе части по основанию 2, получим уравнение

log2  = log2 4, (1)

равносильное данному.
3. Упростим уравнение (1):

(log2 x – 1)log2 x = 2. (2)

4. Пусть y = log2 x; то$да уравнение (2) примет вид (y – 1)y = 2, от-

�уда y1 = –1, y2 = 2.

5. Остается решить два уравнения: а) log2 x = –1, т. е. x1 = ;

б) log2 x = 2, т. е. x2 = 4.

К упражнению 3е

1. Находим ОДЗ: x Ý R, x − 0.

2. Преобразуем выражение 1 + . Используя основное ло$ариф-

мичес�ое тождество, получим 1 +  = log5 . То$да данное

уравнение примет вид

log5 (  + 125) = log5 6 + log5 .

log
5 1–

x2 75+

4x
--------------------

x2 75+

4x
--------------------

x
log

2
x 1–

1

2
---

1

2x
-------

1

2x
------- 5

1
1

2x
-------+

5
1

x
---

5
1

1

2x
-------+
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3. Далее имеем

log5 (  + 125) = log5 6 · , или  + 125 = 30 · .

Получили по�азательное уравнение, �оторое можно решить вве-

дением новой переменной: пола$ая u = , придем � �вадратному

уравнению u2 – 30u + 125 = 0, имеющему �орни u1 = 5, u2 = 25.

4. Теперь остается решить два уравнения: а) u1 =  = 5, т. е.

x1 = ; б) u2 =  = 25, т. е. x2 = .

К упражнению 3ж

1. Находим ОДЗ: x > 0.
2. Перепишем данное уравнение та�:

lg2 x + 2 lg |x| + 1 – lg2 2 = 0. (1)

Учитывая, что x > 0, освободимся от зна�а модуля, после че$о
уравнение (1) примет вид

lg2 x + 2 lg x + 1 – lg2 2 = 0. (2)

3. Находим �орни уравнения (2): (lg x)1, 2 = –1 ä lg 2.

4. Далее имеем:
а) lg x = –1 – lg 2, или lg x + lg 2 = –1, т. е. lg 2x = –1, от�уда

x1 = 0,05;

б) lg x = –1 + lg 2, или lg x – lg 2 = –1, т. е. lg  = –1, от�уда x2 = 0,2.

К упражнению 3з

1. Найдем ОДЗ: обе части уравнения имеют смысл при lg x l 0, от-
�уда x l 1.

2. Учитывая, что lg  = lg x1/2 = lg x, получим уравнение

 = lg x.

3. Возведя обе части последне$о уравнения в �вадрат, имеем

lg x = lg2 x.

4. Следовательно, lg x = 0, от�уда x1 = 1, и lg x = 4, от�уда x2 = 104.

5
1

x
---


 5

1
1

2x
-------+

-
 5

1

x
---

5
1

2x
-------

5
1

2x
-------

5
1

2x
-------

1

2
--- 5

1

2x
------- 1

4
---

x

2
---

x
1

2
---

lgx
1

2
---

1

4
---
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К упражнению 3и

1. Здесь ОДЗ определяется системой неравенств

от�уда x > 0.
2. Упростим правую часть данно$о уравнения:

2 log4 (0,5x + 3) = 2 (0,5x + 3) = log2 (0,5x + 3).

3. То$да уравнение примет вид

log2 x + log2  = log2 (0,5x + 3),

или

log2  = log2 (0,5x + 3). (1)

4. Из уравнения (1) следует, что

 = . (2)

5. Решив уравнение (2), находим x1 = – 3 (посторонний �орень),

x2 = 2. Ита�, x = 2.

К упражнению 3�

1. Находим ОДЗ:

т. е. x > 1, x − 3.
2. Упростим правую часть данно$о уравнения:

3 + log16 x4 – log4 (x – 3)2 = log2 8 + log2 x – log2 |x – 3| =

= log2 8x – log2 |x – 3| = log2 .

3. То$да уравнение примет вид

log2  = log2 ,

 > 0,

x > 0,
0,5x + 3 > 0,

x 4+

x 1+
--------------

log
22

x 4+

x 1+
--------------

x x 4+( )
x 1+

-----------------------

x x 4+( )
x 1+

-----------------------

x 6+

2
--------------

 > 0,

x − 0,
x − 3,

x 1–

4x 3+
------------------

8x

x 3–
----------------

x 1–

4x 3+
------------------

8x

x 3–
----------------
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или

 = .

4. Для решения это$о уравнения нужно рассмотреть две системы
с учетом ОДЗ:

а) ; б)

Обе системы не имеют решений. Значит, не имеет �орней и данное
уравнение.

З а м е ч а н и е.  Любое ло$арифмичес�ое неравенство сводится
в �онечном счете � неравенству вида

log
a
f(x) > log

a
g(x), (*)

$де a > 0 и a − 1.
При переходе от неравенства (*) � неравенству, связывающему

f(x) и g(x), нужно обязательно учитывать, что ло$арифмичес�ая фун�-
ция возрастает при a > 1 и убывает при 0 < a < 1.

Та�им образом, в случае a > 1 от неравенства (*) нужно перейти � не-
равенству то$о же смысла, т. е. f(x) > g(x), а в случае 0 < a < 1 от неравен-
ства (*) — � неравенству противоположно$о смысла, т. е. f(x) < g(x).

Разумеется, и в том и в дру$ом случае следует учитывать, что
должны та�же выполняться неравенства f(x) > 0 и g(x) > 0.

К упражнению 4а

1. Для отыс�ания ОДЗ решим неравенство

x2 – 3x + 2 > 0,

от�уда следует, что x < 1 или x > 2.
2. Та� �а� –1 = log1/6 6, то данное неравенство можно переписать та�:

log1/6 (x2 – 3x + 2) < log1/6 6. (1)

3. Здесь основание ло$арифма равно , т. е. 0 < a < 1, и, следова-

тельно, неравенство (1) равносильно системе

(2)

4. Очевидно, что система (2) равносильна неравенству x2 – 3x + 2 > 6,
решая �оторое находим x < –1; x > 4.

x 1–

4x 3+
------------------

8x

x 3–
----------------

1 < x < 3,

 = x 1–

4x 3+
------------------

8x

3 x–
-------------

x > 3,

 = .x 1–

4x 3+
------------------

8x

x 3–
-------------

1

6
---

x2 – 3x + 2 > 0,

x2 – 3x + 2 > 6.
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К упражнению 4в

1. Здесь нужно рассмотреть два случая: а) x – 6 > 1; б) 0 < x – 6 < 1.
2. Та�им образом, задача сводится � решению следующей сово-

�упности двух систем неравенств:

а) б)

3. Система а) имеет решение x > 6, а система б) не имеет решений.
Ита�, x > 6.

К упражнению 4е

1. Воспользуемся тем, что 2x + 1 = log3 32x + 1, и перепишем дан-

ное неравенство та�:

log3 (16x – 2 · 12x) m log3 32x + 1. (1)

2. Здесь основание ло$арифма равно 3, т. е. a > 1, и, следователь-
но, неравенство (1) равносильно системе

или 0 < 16x – 2 · 12x m 32x + 1. (2)

3. Разделим обе части неравенства (2) на 32x > 0 и положим t = ;

то$да получим следующую систему ал$ебраичес�их неравенств:

0 < t2 – 2t m 3. (3)

4. Система (3) имеет решение 2 < t m 3. Отсюда следует, что

2 <  m 3, т. е. log4/3 2 < x m log4/3 3.

К упражнению 4�

1. Находим ОДЗ: x − 0.
2. Заметим, что обе части данно$о неравенства положительны,

следовательно, определены ло$арифмы этих выражений.
3. Проло$арифмируем обе части неравенства, например по основа-

нию 2 (можно и по основанию 3).
4. Со$ласно свойству ло$арифмичес�ой фун�ции, данное неравен-

ство равносильно неравенству

log2 2x < log2 . (1)

5. Преобразуем неравенство (1) и получим

x < log2 3. (2)

x – 6 > 1,

x2 – 5 > 0,
2x + 19 > 0,

x2 – 5 > 2x + 19;

0 < x – 6 < 1,

x2 – 5 > 0,
2x + 19 > 0,

x2 – 5 < 2x + 19.

16x – 2 · 12x > 0,

16x – 2 · 12x m 32x + 1,


 4

3
-----

x


 4

3
-----

x

3
1

x
---

1

x
---
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6. Решим неравенство (2) методом интервалов; имеем

 < 0, или  < 0,

от�уда x < – , 0 < x < .

З а м е ч а н и е.  Если бы мы проло$арифмировали обе части дан-
но$о неравенства по основанию 0 < a < 1, то зна� неравенства должны
были бы изменить на противоположный.

К упражнению 4л

1. Данное неравенство равносильно системе

или (1)

2. Перейдем от системы (1) � следующей:

или (2)

3. Решив систему (2), получим ответ: –  < x < –1,5; 1,5 < x < .

К упражнению 5в

1. Данное неравенство равносильно сово�упности двух систем:

а) б)

2. Решаем систему а):

или

система не имеет решений.
3. Решаем систему б):

или

решением системы является интервал –8 < x < –1.
Ответ: –8 < x < –1.

x2 log
2
3–

x
----------------------------

x log
2
3–( ) x log

2
3+( )

x
----------------------------------------------------------------------

log23 log23

x2 – 2 > 0,

log0,5 (x2 – 2) > 0,

log0,5 (x2 – 2) < 2,

x2 – 2 > 0,

log0,5 (x2 – 2) > log0,5 1,

log0,5 (x2 – 2) < log0,5 0,25.

x2 – 2 < 1,

x2 – 2 > 0,25,
(x – )(x + ) < 0,

(x – 1,5)(x + 1,5) > 0.

3 3

3 3

9 + x > 0,
log0,5 (9 + x) > 0,

10 + 10x > 0;

9 + x > 0,
log0,5 (9 + x) < 0,

10 + 10x < 0.

9 + x > 0,
log0,5 (9 + x) > log0,5 1,

10 + 10x > 0,

x > –9,
x < –8,
x > –1;

9 + x > 0,
log0,5 (9 + x) < log0,5 1,

10 + 10x < 0,

x > –9,
x > –8,
x < –1;
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К упражнению 6

1. Пусть v (м3/ч) — с�орость, с �оторой работал первый э�с�аватор;

то$да v + 4 (м3/ч) — с�орость, с �оторой работал второй э�с�аватор.

2. Пусть t (ч) — время, за �оторое второй э�с�аватор вы�опал 27 м3.
3. Используя условие, составим систему уравнений

4. Выразив из второ$о уравнения t и подставив это выражение в
первое уравнение, получим �вадратное уравнение

v2 + 2v – 224 = 0,

имеющее �орни v1 = –16, v2 = 14.

5. Положительный �орень v = 14 служит решением задачи.

Ответ: 14 и 18 м3/ч.

К упражнению 8а

1. Рассмотрим первое уравнение системы �а� �вадратное относи-
тельно x  и решим е$о:

x1, 2 = , т. е. x1 = – , x2 = .

2. Перейдем от данной системы � сово�упности систем:

а)  б)

3. Решаем систему а):

 или 

от�уда y = –2, x = 1.
4. Решаем систему б):

 — эта система не имеет решений.

Ответ: x = 1, y = –2.

v t +  = 28,

(v + 4)t = 27.


 1

2
----


y– 3y±
8

----------------------

y

2
---

y

4
---

x = – ,

y2 – 8x + 4 = 0;

y

2
--- x = ,

y2 – 8x + 4 = 0.

y

4
---

x = – ,

y2 + 4y + 4 = 0,

y

2
--- x = – ,

(y + 2)2 = 0,

y

2
---

x = ,

y2 – 2y + 4 = 0

y

4
---
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К упражнению 9б

1. Перепишем данное уравнение в
виде

|x – 1|(x – 5) = –k. (1)

2. Построим $рафи� фун�ции y =
= |x – 1|(x – 5), находящейся в левой час-
ти уравнения (1). При x l 1 — это часть

параболы y = (x – 1)(x – 5) = x2 – 6x + 5,
а при x < 1 — часть параболы y = (1 – x) ×

× (x – 5) = –x2 + 6x – 5 (рис. 131).
3. Графи�ом фун�ции y = –k являет-

ся прямая, параллельная оси Ox.
4. Из рис. 131 видно, что прямая y =

= –k пересе�ает $рафи�, составленный
из частей парабол, в трех точ�ах при ус-
ловии –4 < –k < 0, от�уда 4 > k > 0.

Ответ: k = 3.

К упражнению 10а

1. Для решения данно$о неравенства освободимся от зна�ов модулей.
2. Точ�и x = –3 и x = 0 разбивают числовую прямую на три проме-

жут�а: (–×; –3]; (–3; 0] и (0; +×).
3. Решим исходное неравенство на �аждом из этих промежут�ов:
а) на (–×; –3] имеем

 l 1;  – 1 l 0;  m 0, т. е. x Ý [–5; –3];

б) на (–3; 0] имеем

 l 1;  – 1 l 0;  l 0,

т. е. x Ý (–3; –2) ∪ [–1; 0];

в) на (0; +×) имеем

 l 1;  – 1 l 0;  l 0, т. е. x Ý (0; 2).

4. Объединив найденные решения, запишем решение данно$о не-
равенства: x Ý [–5; –2) ∪ [–1; 2).

5. Найдем сумму целых решений: –5 –4 –3 – 1 + 0 + 1 = –12.

Рис. 131

x– 3– x+

2 x+
-----------------------------

3–

2 x+
--------------

x 5+

2 x+
--------------

x 3 x+ +

2 x+
-------------------------

2x 3+

2 x+
------------------

x 1+

2 x+
--------------

x 3 x+ +

2 x–
-------------------------

2x 3+

2 x–
------------------

3x 1+

2 x–
------------------
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Т е м а 13

Арифметическая прогрессия.

Геометрическая прогрессия.

Сумма бесконечной геометрической прогрессии

при |q| < 1

Теоретичес	ие сведения

1. Арифметическая прогрессия

1°. Числовую последовательность, �аждый член �оторой,
начиная со второ�о, равен предшествующему члену, сложенно-
му с одним и тем же числом, называют арифметичес
ой про-

�рессией. Обозначение: òa
1
, a

2
, a

3
, ..., a

n
, ... .

2°. Из определения арифметичес�ой про�рессии следует, что
разность между любым ее членом и ему предшествующим рав-
на одному и тому же числу, т. е. a

2
 – a

1
 = a

3
 – a

2
 = ... = a

k
 – a

k – 1
 =

= ... . Это число называют разностью арифметичес�ой про-
�рессии и обычно обозначают бу�вой d.

3°. Для то�о чтобы задать арифметичес�ую про�рессию (a
n
),

достаточно знать ее первый член a
1
 и разность d.

4°. Если разность арифметичес�ой про�рессии — поло-
жительное число, то та�ая про�рессия является возрастаю-
щей; если отрицательное число, то — убывающей. Если раз-
ность арифметичес�ой про�рессии равна нулю, то все ее чле-
ны равны между собой, и про�рессия является постоянной
последовательностью. Та�ую про�рессию обычно не рассмат-
ривают.

5°. Хара�теристичес�ое свойство арифметичес�ой про�рес-
сии. Любой ее член, начиная со второ�о, является средним

арифметичес�им предшествующе�о и последующе�о членов,
т. е.

a
n + 1

 = , �де n Ý N. (1)
a
n

a
n 2+

+

2
----------------------------
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6°. Формула n-�о члена арифметичес�ой про�рессии имеет вид

a
n
 = a

1
 + d(n – 1). (2)

7°. Формула суммы n первых членов арифметичес�ой про-
�рессии имеет вид

S
n
 =  · n. (3)

8°. Если в формулу (3) подставить вместо a
n
 е�о выражение

по формуле (2), то получится соотношение

S
n
 =  · n. (4)

9°. Из определения разности арифметичес�ой про�рессии сле-
дует, что a

1
 + a

n
 = a

2
 + a

n – 1
 = ..., т. е. сумма членов, равноуда-

ленных от �онцов про�рессии, есть величина постоянная.

Примеры. 1. Найти сумму двадцати членов арифметиче-
с�ой про�рессии (a

n
), если a

6
 + a

9
 + a

12
 + a

15
 = 20.

Р е ш е н и е.  Со�ласно свойству арифметичес�ой про�рес-

сии (см. п. 9°), имеем a
1
 + a

20
 = a

6
 + a

15
 = a

9
 + a

12
. Следователь-

но, a
1
 + a

20
 =  = 10. Теперь по формуле (3) находим

S
20

 = 10 ·  = 100.

2. Последовательность задана формулой ее n-�о члена: y
n
 =

= 2n – 5. До�азать, что (y
n
) — арифметичес�ая про�рессия.

Р е ш е н и е.  Для до�азательства воспользуемся хара�терис-

тичес�им свойством арифметичес�ой про�рессии (см. п. 5°). Та�
�а� y

n – 1
 = 2(n – 1) – 5 = 2n – 7, y

n + 1
 = 2(n + 1) – 5 = 2n – 3, то

 =  = 2n – 5 = y
n
,

т. е. (y
n
) — арифметичес�ая про�рессия.

3. Найти арифметичес�ую про�рессию, если a
1
 + a

5
 = 24,

a
2
a

3
 = 60.

a
1

a
n

+

2
-------------------

2a
1

d n 1–( )+

2
----------------------------------------

20
2
------

20
2
------

y
n 1–

y
n 1+

+

2
-----------------------------------

2n 7– 2n 3–+
2

------------------------------------------
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Р е ш е н и е.  Со�ласно условию, получаем систему уравнений

 _  _

_  _  _

_  _ 

Ита�, получаем ответ: ò –2, 5, 12, ... .

2. Геометрическая прогрессия

1°. Числовую последовательность, первый член �оторой от-
личен от нуля, а �аждый член, начиная со второ�о, равен пред-
шествующему члену, умноженному на одно и то же не равное
нулю число, называют �еометричес
ой про�рессией. Обозна-
чение: òò b

1
, b

2
, b

3
, ..., b

n
, ... .

2°. Из определения �еометричес�ой про�рессии следует, что
отношение любо�о ее члена � предшествующему равно одному

и тому же числу, т. е.  =  = ... =  =  = ... . Это число

называют знаменателем �еометричес�ой про�рессии и обыч-
но обозначают бу�вой q.

3°. Для то�о чтобы задать �еометричес�ую про�рессию (b
n
),

достаточно знать ее первый член b
1
 и знаменатель q. Напри-

мер, условиями b
1
 = 4, q = –3 (q < 0) задается �еометричес�ая

про�рессия 4, –12, 36, –108, ... . Эта про�рессия не является ни
возрастающей, ни убывающей последовательностью.

4°. Если q > 0 (q − 1), то про�рессия является монотонной
последовательностью. Пусть, например, b

1
 = –2, q = 3; то�да

�еометричес�ая про�рессия –2, –6, –18, ... есть монотонно убы-
вающая последовательность.

Если q = 1, то все члены про�рессии равны между собой.
В этом случае про�рессия является постоянной последователь-
ностью. Та�ую про�рессию обычно не рассматривают.

5°. Хара�теристичес�ое свойство �еометричес�ой про�рес-
сии. В �еометричес�ой про�рессии, все члены �оторой — поло-

a
1
 + a

5
 = 24,

a
2
a

3
 = 60

a
1
 + a

1
 + 4d = 24,

(a
1
 + d)(a

1
 + 2d) = 60

a
1
 + 2d = 12,

(a
1
 + d) · 12 = 60

a
1
 + 2d = 12,

a
1
 + d = 5

d + 5 = 12,
a

1
 + d = 5

d = 7,
a

1
 = –2.

b
2

b
1

-----

b
3

b
2

-----

b
n

b
n 1–

-------------

b
n 1+

b
n

--------------
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жительные числа, любой ее член, начиная со второ�о, равен

арифметичес�ому �вадратному �орню из произведения пред-

шествующе�о и последующе�о членов, т. е.

b
n + 1

 = , �де n Ý N. (1)

6°. Формула n-�о члена �еометричес�ой про�рессии имеет вид

b
n
 = b

1
qn – 1. (2)

7°. Формула суммы n первых членов �еометричес�ой про-
�рессии имеет вид

S
n
 = (q − 1). (3)

8°. Если в формулу (3) подставить вместо b
n
 е�о выражение

по формуле (2), то получится соотношение

S
n
 = (q − 1). (4)

9°. Из определения знаменателя �еометричес�ой про�рес-
сии следует, что b

1
b
n
 = b

2
b
n – 1

 = ... , т. е. произведение членов,

равноотстоящих от �онцов про�рессии, есть величина по-

стоянная.

Примеры. 1. До�азать, что последовательность (x
n
), задан-

ная формулой обще�о члена x
n
 = 2bn, �де b − 0, является �ео-

метричес�ой про�рессией.
Р е ш е н и е.  Воспользуемся хара�теристичес�им свойст-

вом �еометричес�ой про�рессии (см. п. 5°). Та� �а� x
n – 1

 = 2bn – 1,

x
n + 1

 = 2bn + 1, то

 = 2bn – 1 · 2bn + 1 = 4b2n = ,

т. е. (x
n
) — �еометричес�ая про�рессия.

2. Известно, что числа ; ; 

образуют �еометричес�ую про�рессию. Найти x.

b
n

b
n 2+

⋅

b
n
q b

1
–

q 1–
----------------------

b
1
q
n

1–( )

q 1–
---------------------------

x
n 1–

x
n 1+

⋅ x
n
2

32x2 1+  
 1

3
---  


4x– 1–

3( )2x2 6x 2–+
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Р е ш е н и е.  Та� �а�  = b
n – 1

 · b
n + 1

, то

 =  ·  _ 38x + 2 =  _

_ 8x + 2 = 3x2 + 3x _ 3x2 – 5x – 2 = 0; x
1
 = 2; x

2
 = – .

3. Сумма трех чисел, являющихся последовательными чле-
нами арифметичес�ой про�рессии, равна 21. Если второе число
уменьшить на 1, а третье увеличить на 1, то получатся три по-
следовательных члена �еометричес�ой про�рессии. Найти эти
числа.

Р е ш е н и е.  Пусть a
1
, a

2
, a

3
— члены арифметичес�ой про-

�рессии. То�да a
1
, a

2
 – 1, a

3
 + 1 — члены �еометричес�ой про-

�рессии. В результате приходим � системе уравнений

первое уравнение �оторой получается из условия задачи, а вто-
рое — на основании хара�теристичес�о�о свойства �еометриче-
с�ой про�рессии.

Выразив теперь все величины через a
1
 и d, имеем

 _  _

_  _  _  _

_  или 

Ита�, получаем ответ: 3, 7, 11 или 12, 7, 2.

3. Сумма бесконечной геометрической прогрессии при |q| < 1

1°. Пусть (b
n
) — �еометричес�ая про�рессия со знаменате-

лем q, �де |q| < 1 и первый член b
1
 − 0. С�ммой бес
онечной


еометричес
ой про
рессии, знаменатель �оторой удовлетво-

b
n
2




 1

3
-----


4x– 1–

-


2

32x2 1+ 3x2 3x 1–+ 33x2 3x+

1
3
---

a
1
 + a

2
 + a

3
 = 21,

(a
2
 – 1)2 = a

1
(a

3
 + 1),

a
1
 + a

1
 + d + a

1
 + 2d = 21,

(a
1
 + d – 1)2 = a

1
(a

1
 + 2d + 1)

a
1
 + d = 7,

62 = a
1
(8 + d)

a
1
 = 7 – d,

36 = (7 – d)(8 + d)

a
1
 = 7 – d,

d2 + d – 20 = 0

a
1
 = 7 – d,

 d
1
 = 4,

 d
2
 = –5

a
1
 = 3,

d = 4

a
1
 = 12,

d = –5.
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ряет условию |q| < 1, называют предел суммы n первых ее чле-
нов при n º ×.

2°. Обозначим сумму бес�онечной �еометричес�ой про�рес-
сии через S. То�да справедлива формула

S = S
n
 = .

Примеры. 1. Найти сумму бес�онечной �еометричес�ой про-

�рессии 2, – , , – , ... .

Р е ш е н и е. Здесь b
1
 = 2, |q| =  < 1. Следовательно,

S = S
n
 =  = .

2. Обратить периодичес�ую дробь 0,58333... в обы�новенную.
Р е ш е н и е.  Данную дробь можно записать в виде

0,58333... =  +  +  + ... .

Выражение в с�об�ах представляет собой сумму бес�онечной
�еометричес�ой про�рессии, у �оторой первый член b

1
 = 0,003,

а знаменатель q = 0,0003 : 0,003 = 0,1. Следовательно,

0,58(3) =  +  =  +  = .

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Ка�ую числовую последова-
тельность называют арифметиче-
с�ой про$рессией?

2. Ка� определяется разность
арифметичес�ой про$рессии?

3. Ка�ому условию удовлет-
воряет разность арифметичес�ой
про$рессии, если эта про$рессия
является возрастающей (убываю-
щей) последовательностью?

4. Ка�ими свойствами облада-
ют члены арифметичес�ой про-
$рессии?

5. Сформулируйте хара�те-
ристичес�ое свойство арифме-
тичес�ой про$рессии.

6. До�ажите, что

a
k + 1

 = .

7. Из �а�о$о свойства ариф-
метичес�ой про$рессии выте�а-
ет равенство:

а) a
k + 1

 – a
k
 = a

k + 2
 – a

k + 1
;

б) a
1
 + a

k
 = a

2
 + a

k – 1
?

8. Найдите разность и 7-й
член арифметичес�ой про$рессии,

n º ∞

lim
b

1

1 q–
-------------

2
3
---

2
9
---

2
27
------

1
3
---

n º ∞

lim 2

1
1
3
---–

 
 –

------------------------

3
2
---

58
100
---------- 

 3
1000
-------------

3
10 000
------------------ -



58
100
----------

0,003
1 0,1–
-------------------

58
100
----------

1
300
----------

7
12
------

a
k

a
k 2+

+

2
---------------------------
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у �оторой известны ее первые
два члена: а) 10, 100, ...; б) –20,

–15, ...; в) , 1, ... .

19. Напишите формулу n-$о
члена арифметичес�ой про$рес-
сии.

10. Найдите 15-й, 37-й, k-й
члены арифметичес�ой про$рес-
сии: а) 3, 7, ...; б) –5, –1, ... .

11. Напишите формулу сум-
мы n первых членов арифмети-
чес�ой про$рессии.

12. Найдите сумму k первых
членов арифметичес�ой про$рес-
сии (x

k
), у �оторой: а) x

k
 = 2k –1;

б) x
k
 = 3k + 2; в) x

k
 = –12k + 7.

13. Найдите сумму 10 первых
членов арифметичес�ой про$рес-
сии (x

k
): а) 2, 5, ...; б) –17, –11, ...;

в) –2, 6, ... .
14. Найдите сумму: а) первых

50 натуральных чисел; б) всех дву-
значных чисел; в) всех нечетных
чисел, меньших 100; $) всех дву-
значных чисел, �ратных 5.

15. Дайте определение $еомет-
ричес�ой про$рессии.

16. Ка�ой последовательнос-
тью является $еометричес�ая про-
$рессия, если: а) q > 0; б) q < 0;
в) q = 1; $) 0 < q < 1; д) q > 1?

17. Сформулируйте хара�те-
ристичес�ое свойство $еометри-
чес�ой про$рессии.

18. До�ажите, что 

 = b
n – 1

· b
n + 1

.

19. Из �а�о$о свойства $еомет-
ричес�ой про$рессии выте�ает ра-
венство:

а) b
2
 : b

1
 = b

3
 : b

2
 = ...;

б) b
1
 · b

k
 = b

2
 · b

k – 1
 = ...?

20. Напишите формулу n-$о
члена $еометричес�ой про$рессии.

21. Задайте $еометричес�ую
про$рессию формулой k-$о чле-
на, если: а) b

1
 = 3, b

k + 1
 = b

k
 · 2;

б) b
1
 = 4, b

k + 1
 = b

k
(–3).

22. Найдите номер k члена
$еометричес�ой про$рессии (b

k
),

если: а) b
k
 = 162, b

1
 = 2, q = 3;

б) b
k
 = –32, b

1
 = –1, q = .

23. Напишите формулу сум-
мы k первых членов $еометриче-
с�ой про$рессии.

24. Чему равна сумма k членов
$еометричес�ой про$рессии, если
знаменатель про$рессии равен 1?

25. Найдите сумму первых
трех, пяти, k членов $еометричес-
�ой про$рессии (b

k
), заданной фор-

мулой k-$о члена: а) b
k
 = 1,5 · 4k;

б) b
k
 = 2 · 31 + k.

26. Напишите формулу сум-
мы бес�онечной $еометричес�ой
про$рессии (|q| < 1).

27. Обратите периодичес�ую
дробь 0,(6) в обы�новенную, ис-
пользуя формулу суммы бес�о-
нечной $еометричес�ой про$рес-
сии при |q| < 1.

УПРАЖНЕНИЯ

1. В �онечной арифметичес�ой про�рессии (a
n
) известны

три числа из пяти (a
1
, d, n, a

n
, S

n
). Требуется найти остальные

два числа:
а) a

1
 = 10, d = 4, a

n
 = 50; найдите n и S

n
;

1

3
---

b
n
2

2
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б) a
1
 = 10, d = 4, S

n
 = 330; найдите n и a

n
;

в) a
1
 = 10, n = 11, S

n
 = 330; найдите a

n
 и d;

�) d = 4, a
n
 = 50, S

n
 = 330; найдите a

1
 и n.

2. Известно, что 4-й член арифметичес�ой про�рессии ра-
вен 9, а 9-й член равен (–6). С�оль�о нужно взять членов, что-
бы их сумма была равна 54?

3. Два тела, находясь на расстоянии 153 м дру� от дру�а, дви-
жутся навстречу. Первое проходит 10 м в се�унду, второе в пер-
вую се�унду прошло 3 м, а в �аждую следующую се�унду про-
ходит на 5 м больше, чем в предыдущую. Через с�оль�о се�унд
эти тела встретятся?

4. Найдите первый член a
1
 и разность d арифметичес�ой

про�рессии, в �оторой a
2
 + a

5
 – a

3
 = 10, a

2
 + a

9
 = 17.

5. Сумма �вадратов 5-�о и 11-�о членов арифметичес�ой
про�рессии равна 3, а произведение 2-�о и 14-�о членов этой же
про�рессии равно k. Найдите произведение 1-�о и 15-�о членов
про�рессии.

6. Найдите сумму всех четных трехзначных чисел, �рат-
ных трем.

7. Найдите сумму всех трехзначных чисел, �оторые при де-
лении на 3 дают остато� 2.

8. Найдите четыре числа между числами 4 и 40 та�, чтобы
получилась арифметичес�ая про�рессия.

9. При делении 13-�о члена арифметичес�ой про�рессии на
3-й член в частном получится 3, а при делении 18-�о члена на
7-й член в частном получится 2 и в остат�е 8. Определите пер-
вый член про�рессии и ее разность.

10. Найдите x из уравнения

1,5 + 2 + 2,5 + ... + x = 37,5.

11. Определите, при �а�их значениях x три числа a
1
, a

2
, a

3
,

взятые в у�азанной последовательности, образуют арифметиче-

с�ую про�рессию, если a
1
 = lg 2; a

2
 = lg (3x – 3); a

3
 = lg (3x + 9).

12. Сумма 2-�о и 5-�о членов арифметичес�ой про�рессии рав-
на 18, а произведение 2-�о члена на 3-й равно 21. Найдите эту про-
�рессию, если известно, что ее 2-й член — натуральное число.

13. До�ажите, что если числа a, b и c образуют арифметиче-

с�ую про�рессию, то числа ; ;  та�же об-

разуют арифметичес�ую про�рессию.

1

b c+
---------------------

1

c a+
---------------------

1

a b+
----------------------
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14. Найдите первый член и знаменатель �еометричес�ой

про�рессии, если известно, что b
4
 – b

2
 = –  и b

6
 – b

4
 = – .

15. В �еометричес�ой про�рессии известно, что b
1
 + b

5
 = 51

и b
2
 + b

6
 = 102. При �а�их значениях n сумма n ее членов рав-

на 3069?
16. Три числа образуют �еометричес�ую про�рессию. Если

второе число увеличить на 2, то полученные числа составят ариф-
метичес�ую про�рессию. Если же затем третье число увеличить
на 9, то то�да получится �еометричес�ая про�рессия. Найдите эти
числа.

17. Сумма трех положительных чисел, образующих ариф-
метичес�ую про�рессию, равна 21. Если � этим числам приба-
вить соответственно 2, 3 и 9, то полученные числа составят �ео-
метричес�ую про�рессию. Найдите эти числа.

18. Если от третье�о члена �еометричес�ой про�рессии от-
нять 4, а ее первые два члена оставить без изменения, то эти три
числа, взятые в том же поряд�е, составят арифметичес�ую про-
�рессию с разностью, равной 2. Найдите эту �еометричес�ую про-
�рессию.

19. Сумма трех чисел, являющихся последовательными чле-
нами арифметичес�ой про�рессии, равна 60. Если второе умень-
шить на 5, а третье увеличить на 10, то получатся три последова-
тельных члена �еометричес�ой про�рессии. Найдите эти числа.

20. Четыре числа образуют �еометричес�ую про�рессию.
Если из перво�о числа вычесть 11, из второ�о 1, из третье�о 3,
а из четверто�о 9, то получится арифметичес�ая про�рессия.
Найдите эти числа.

21. Между числами 1 и 256 вставьте три средних �еометри-
чес�их.

22. Число членов �еометричес�ой про�рессии — четное.
Сумма всех ее членов в 3 раза больше суммы членов, находя-
щихся на нечетных местах. Найдите знаменатель про�рессии.

23. Запишите бес�онечную периодичес�ую дробь 0,777... =
= 0,(7) в виде обы�новенной дроби.

24. Запишите в виде обы�новенной дроби число 3,(81).
25. В �вадрат, сторона �оторо�о равна k, вписан дру�ой

�вадрат, вершинами �оторо�о являются середины сторон дан-
но�о �вадрата; в этот �вадрат анало�ично вписан новый �вад-
рат и т. д. Найдите сумму периметров и сумму площадей всех
�вадратов.

45
32
------

45
512
----------
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26. В �ру� радиуса R вписан �вадрат, в �оторый вписан
�ру�; в этот �ру� — второй �вадрат и т. д. Найдите сумму пло-
щадей всех �ру�ов и сумму площадей всех �вадратов.

Задания для повторения

27. Мотоци�лист отправился из пун�та A в пун�т B, отстоя-
щий от A на 120 �м. Обратно он ехал с той же с�оростью, но че-
рез 1 ч после выезда должен был остановиться на 10 мин. Пос-
ле этой останов�и он продолжал путь до A, увеличив с�орость
на 6 �м/ч. Ка�ова была первоначальная с�орость мотоци�лис-
та, если известно, что на обратный путь он затратил столь�о
же времени, с�оль�о на путь от A до B?

28. Расстояние между станциями A и B равно 103 �м. Из A
в B вышел поезд, �оторый, пройдя не�оторое расстояние, был
задержан, а затем оставшийся путь до B проходил со с�оро-
стью на 4 �м/ч больше прежней. Найдите первоначальную с�о-
рость поезда, если известно, что оставшийся путь до B был на
23 �м длиннее пути, пройденно�о до задерж�и, и на прохожде-
ние пути после задерж�и было затрачено на 15 мин больше,
чем до задерж�и.

29. При �а�их значениях k система уравнений:

а)  имеет единственное решение;

б)  не имеет решений;

в)  имеет бес�онечно мно�о решений?

30. При �а�их значениях a и b система

имеет бес�онечно мно�о решений?

31. Решите неравенство:

а)  +  m  – 1;

б)  +  m 2 – .

kx + y = 2,
x – y = 3

3x + (k –1)y = k + 1,
(k + 1)x + y = 3

2kx + y = 6k2 – 5k + 1,
x + 2ky = 0

a2x – by = a2 – b,

bx – b2y = 2 + 4b

x2 x– x2– 2 x–+ x

4 x2– x2 x 6–+ 6 x–
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О Т В Е Т Ы

1. а) n = 11, S
n
 = 330; б) n = 11, a

n
 = 50; в) a

n
 = 50; d = 4; $) a

1
 = 10,

n = 11. 2. 4 или 9 членов. 3. Через 6 с. 4. a
1
 = 13, d = –1. 5. .

6. 82 350. 7. 164 850. 8. 11,2; 18,4; 25,6; 32,8. 9. a
1
 = 12, d = 4. 10. x = 6.

11. x = 2. 12. –1, 3, 7, ... . 14. b
1
 = 6, q =  или b

1
 = –6, q = – . 15. n = 10.

16. 4, 8, 16 или , – , . 17. 3, 7, 11. 18. 1, 3, 9. 19. 5, 20, 35 или

45, 20, –5. 20. 27, 9, 3, 1. 21. 4, 16, 64. 22. q = 2. 23. . 24. .

25. 4(2 + )k; 2k2. 26. 2πR2; 4R2. 27. 48 �м/ч. 28. 80 �м/ч. 29. а) k − –1;

б) k = –2; в) k = 0,5. 30. a = 1, b = –1; a = 1, b = –2; a = –1, b = –1; a = –1,
b = –2. 31. а) x = 1; б) x = 2.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Из формулы a
n
 = a

1
 + d(n – 1) выразим n:

n =  + 1.

Следовательно, n =  + 1 = 11.

2. Используя формулу S
n
 =  · n, находим

S
11

 =  · 11 = 330.

К упражнению 1б

1. Чтобы найти n, воспользуемся формулой

S
n
 = n.

2. Подставив в эту формулу a
1
 = 10, d = 4, S

n
 = 330, получим

330 = n

и после преобразований придем � �вадратному уравнению n2 +
+ 4n – 165 = 0.

116k
2

39–

90
------------------------------

1

4
---

1

4
---

4

25
------

16

25
------

64

25
------

7

9
---

42

11
------

2

a
n

a
1

–

d
-------------------

50 10–

4
--------------------

a
1

a
n

+

2
-------------------

10 50+

2
---------------------

2a
1

d n 1–( )+

2
----------------------------------------

2 10 4 n 1–( )+⋅
2

--------------------------------------------
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3. Решив это уравнение, находим n
1
 = –15 (не подходит по условию),

n
2
 = 11.

4. Теперь, используя формулу a
n
 = a

1
 + d(n – 1), находим

a
11

 = 10 + 4 · 10 = 50.

К упражнению 1в

1. Для нахождения d воспользуемся формулой

S
n
 = n.

Выразим отсюда d:

d = , т. е. d =  = 4.

2. Далее находим a
11

 = 10 + 4 · 10 = 50.

К упражнению 2

1. Со$ласно условию, имеем:
а) a

4
 = 9, т. е. a

1
 + 3d = 9; б) a

9
 = –6, т. е. a

1
 + 8d = –6.

2. Та�им образом, получим систему

от�уда d = –3, a
1
 = 18.

3. Теперь воспользуемся формулой

S
n
 = n, т. е. 54 = n.

4. В результате приходим � �вадратному уравнению n2 – 13n + 36 =
= 0, имеющему �орни n

1
 = 4 и n

2
 = 9. Ита�, нужно взять 4 или 9 членов.

К упражнению 3

1. Предположим, что тела встретятся через x се�унд; то$да первое те-
ло пройдет путь, равный 10x (м), а второе — путь, равный сумме членов
арифметичес�ой про$рессии:

S = 3 + (3 + 5) + (3 + 5 · 2) + ... + (3 + 5(x – 1)),
т. е.

S = x = x.

2a
1

d n 1–( )+

2
----------------------------------------

2S
n

2a
1
n–

n n 1–( )
--------------------------------

2 330 2– 10 11⋅ ⋅ ⋅
11 10⋅

---------------------------------------------------

a
1
 + 3d = 9,

a
1
 + 8d = –6,

2a
1

d n 1–( )+

2
----------------------------------------

2 18 3 n 1–( )–⋅
2

--------------------------------------------

3 3 5x 5–+ +

2
---------------------------------------

5x 1+

2
------------------
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2. По условию

10x + S = 153, или 10x + x = 153.

3. После упрощений получаем �вадратное уравнение 5x2 + 21x – 306,

от�уда находим x
1
 = –  (не $одится), x

2
 = 6. Ита�, тела встретятся

через 6 с.

К упражнению 6

1. Наименьшим числом, удовлетворяющим данному условию, яв-
ляется 102, за ним следует число 108, затем 114 и т. д.

2. Получаем арифметичес�ую про$рессию:

ò 102, 108, 114, ... .

3. Наибольшим (последним) числом, удовлетворяющим условию,
является число 996.

4. Та�им образом, в арифметичес�ой про$рессии (a
n
), у �оторой

a
1

= 102, d = 6, a
n
 = 996, нам нужно определить S

n
.

5. Подставив в формулу a
n
 = a

1
 + d(n – 1) вместо a

n
, a

1
, d их значе-

ния, получим

996 = 102 + 6(n – 1), от�уда n = 150.

6. Далее, подставив в формулу S
n
 =  · n вместо a

1
, a

n
 и n их

значения, находим

S
150

 =  · 150 = 82 350.

К упражнению 11

1. Та� �а� числа a
1
, a

2
, a

3
 образуют арифметичес�ую про$рессию,

то для них выполняется хара�теристичес�ое свойство этой про$рессии:

a
2
 = .

2. То$да

lg (3x – 3) = , или lg (3x – 3)2 = lg (2(3x + 9)).

3. Пола$ая 3x = y > 0, получим уравнение

(3x – 3)2 = 2(3x + 9), или (y – 3)2 = 2(y + 9).

5x 1+

2
------------------

51

5
------

a
1

a
n

+

2
-------------------

102 996+

2
----------------------------

a
1

a
3

+

2
-------------------

lg2 lg 3x 9+( )+

2
--------------------------------------------
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4. Решив последнее уравнение, находим y
1
 = –1 (не подходит); y

2
 = 9,

т. е. 3x = 9. Ита�, x = 2.

К упражнению 14

1. Имеем b
2
 = b

1
q, b

4
 = b

1
q3, b

6
 = b

1
q5. То$да, со$ласно условию, по-

лучаем систему уравнений

2. Перепишем эту систему та�:

3. Разделив почленно второе уравнение на первое, получим q2 = .

Следовательно, q
1
 = , q

2
 = – .

4. Подставим поочередно эти значения q в первое уравнение системы:

а) b
1
 ·  – 1  = – , от�уда b

1
 = 6;

б) b
1

–  – 1  = – , от�уда b
1
 = –6.

5. Ита�, получаем два решения: а) b
1
 = 6, q = ; б) b

1
 = –6, q = – .

К упражнению 15

1. Та� �а� b
2
 = b

1
q, b

5
 = b

1
q4, b

6
 = b

1
q5, то, используя условие, полу-

чаем систему

2. Решив эту систему, находим q = 2, b
1
 = 3.

3. Теперь воспользуемся формулой суммы членов $еометричес�ой
про$рессии:

S
n
 = .

b
1
q3 – b

1
q = – ,

b
1
q5 – b

1
q3 = – .

45

32
------

45

512
----------

b
1
q(q2 – 1) = – ,

b
1
q3(q2 – 1) = – .

45

32
------

45

512
----------

1

16
------

1

4
---

1

4
---

1

4
--- 
 1

16
------ -

 45

32
------


 1

4
----


 1

16
------ -

 45

32
------

1

4
---

1

4
---

b
1
(1 + q4) = 51,

b
1
q(1 + q4) = 102.

b
1
qn 1–( )

q 1–
---------------------------



252

Подставив в эту формулу значения q = 2 и b
1
 = 3, получим

3069 = , или 1024 = 2n, или 210 = 2n,

от�уда n = 10.

К упражнению 16

1. Перепишем условие та�:
а) òò b

1
, b

2
, b

3
; б) ò b

1
, b

2
 + 2, b

3
; в) òò b

1
, b

2
 + 2, b

3
 + 9.

2. Используя хара�теристичес�ие свойства арифметичес�ой и $ео-
метричес�ой про$рессий, запишем систему

3. Выразим теперь b
2
 и b

3
 через b

1
 и q и получим систему двух

уравнений с двумя неизвестными:

4. Решив эту систему, найдем b
1
 = 4, q = 2 или b

1
 = , q = –4.

Ответ: 4, 8, 16 или , – , .

К упражнению 18

1. Пусть b — первый член ис�омой про$рессии, а q — ее знамена-

тель. По условию числа b, bq, bq2 – 4 образуют арифметичес�ую про-
$рессию с разностью 2; следовательно,

bq – b = bq2 – 4 – bq = 2. (1)

2. Из равенств (1) составим систему с двумя неизвестными b и q:

(2)

3. Решив систему (2), найдем q = 3, b = 1.
4. Ита�, ис�омая про$рессия имеет вид 1, 3, 9, ... .

К упражнению 22

1. Пусть S — сумма всех членов $еометричес�ой про$рессии, а S
1
 —

сумма членов этой про$рессии, находящихся на нечетных местах.

3 2n 1–( )
2 1–

-------------------------

2(b
2
 + 2) = b

1
 + b

3
,

(b
2
 + 2)2 = b

1
(b

3
 + 9).

2(b
1
q + 2) = b

1
 + b

1
q2,

(b
1
q + 2)2 = b

1
(b

1
q2 + 9).

4

25
------

4

25
------

16

25
------

64

25
------

b(q – 1) = 2,
bq(q – 1) = 6.
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2. Члены $еометричес�ой про$рессии, находящиеся на нечетных

местах, образуют $еометричес�ую про$рессию со знаменателем q2, $де
q — знаменатель данной про$рессии.

3. По условию S = 3S
1
, т. е.

 = 3 .

4. Решив это уравнение, находим q = 2.

К упражнению 23

1. Представим данную дробь в следующем виде:

0,(7) =  +  +  + ... = 1 +  +  + ... .

2. Выражение в с�об�ах представляет собой сумму бес�онечно

убывающей $еометричес�ой про$рессии со знаменателем .

3. Эту сумму найдем по формуле S = , т. е. S =  = .

4. Ита�, 0,(7) =  ·  = .

К упражнению 25

1. Пусть ABCD — данный �вадрат, A
1
B

1
C

1
D

1
— вписанный в ABCD

�вадрат, A
2
B

2
C

2
D

2
— вписанный в A

1
B

1
C

1
D

1
 �вадрат и т. д. (рис. 132).

2. Положим B
1
C

1
 = x и B

2
C

2
=

= y; то$да P
1
 =  = 4x, а P

2
=

=  = 4y.

3. В равнобедренном прямоу$оль-
ном треу$ольни�е B

1
CC

1
 имеем B

1
C

1
 =

= B
1
C = BC, т. е x = . То$да

P
1
 = 4x = 2 k.

4. В равнобедренном прямоу$оль-
ном треу$ольни�е B

2
B

1
C

2
 имеем

B
2
C

2
= B

1
C

2
 = B

1
C

1
 = BC,

т. е. y = . То$да P
2
 = 4y = 2k.

b
1
q2n 1–( )

q 1–
------------------------------

b
1
q2n 1–( )

q2 1–
------------------------------

7

10
------

7

100
----------

7

1000
-------------

7

10
------ 

 1

10
------

1

102
--------- -



1

10
------

b
1

1 q–
-------------

1

0,9
---------

10

9
------

7

10
------

10

9
------

7

9
---

Рис. 132

P
A
1
B

1
C
1
D

1

P
A
2
B

2
C
2
D

2

2 2

2
-------

k

2
-------

2

2 2

2
-------

1

2
---

k

2
---
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5. Ита�, нам известны периметры трех �вадратов: P
ABCD

 = P = 4k,

 = P
1
 = 2 k,  = P

2
 = 2k.

6. Ле$�о установить, что числа P, P
1
 и P

2
 являются тремя последо-

вательными членами $еометричес�ой про$рессии. Действительно, для

этих чисел выполняется ее хара�теристичес�ое свойство:  = PP
2
,

та� �а� (2 k)2 = 4k · 2k, или 8k2 = 8k2.

7. Найдем знаменатель про$рессии:

q =  =  = , т. е. 0 < q < 1.

8. Чтобы найти сумму периметров всех вписанных �вадратов, вос-

пользуемся формулой S = . То$да получим

S =  =  = 4 (  + 1)k = 4(2 + )k.

9. Рассуждая анало$ично, найдем сумму площадей всех вписан-

ных �вадратов. Пусть F — площадь �вадрата ABCD, т. е. F = k2; да-

лее, F
1
 = x2 = — площадь �вадрата A

1
B

1
C

1
D

1
; F

2
 = y2 = — пло-

щадь �вадрата A
2
B

2
C

2
D

2
 и т. д. Последовательность этих площадей

образует $еометричес�ую про$рессию со знаменателем q = . Та�им

образом, сумма площадей всех вписанных �вадратов составит

S =  =  = 2k2.

К упражнению 27

1. Пусть v (�м/ч) — первоначальная с�орость мотоци�листа.

2. То$да на поезд�у от A до B (рис. 133) он затратил (ч).

P
A
1
B

1
C
1
D

1

2 P
A
2
B

2
C
2
D

2

P
1

2

2

P
1

P
-------

P
2

P
1

-------

1

2
-------

P

1 q–
-------------

4k

1
1

2
-------–

------------------

4 2k

2 1–
----------------- 2 2 2

k2

2
------

k2

4
------

1

2
---

F

1 q–
-------------

k2

1
1

2
---–

-------------

Рис. 133

120

v
----------
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3. Путь от B до C (пун�та, $де он остановился) мотоци�лист в тече-
ние 1 ч ехал со с�оростью v (�м/ч), т. е. расстояние между B и C равно
v · 1 = v (�м).

4. Следовательно, расстояние между C и A равно 120 – v (�м).
5. Это расстояние мотоци�лист проехал со с�оростью v + 6 (�м/ч).

6. Значит, на поезд�у от C до A он затратил (ч).

7. Та� �а� на поезд�у от A до B мотоци�лист затратил столь�о же
времени, что и на поезд�у от B до A, то получаем уравнение

 = 1 +  + .

8. Решив е$о, находим v = 48 (�м/ч).

К упражнению 29

З а м е ч а н и е.  Напомним не�оторые теоретичес�ие сведения,
позволяющие, не решая систему линейных уравнений, определить �о-
личество ее решений по известным �оэффициентам при неизвестных
и свободным членам.

Пусть дана система

$де a
1
, a

2
, b

1
 и b

2
— �оэффициенты при неизвестных, а c

1
 и c

2
— свобод-

ные члены. Возможны три случая.

1. Если  − , т. е. �оэффициенты при неизвестных не пропор-

циональны, то система имеет единственное решение.

2. Если  =  − , т. е. �оэффициенты при неизвестных про-

порциональны между собой, но не пропорциональны свободным чле-
нам, то система не имеет решений.

3. Если  =  = , т. е. �оэффициенты при неизвестных и сво-

бодные члены пропорциональны между собой, то система имеет бес�о-
нечное множество решений.

Решение �пражнения 29а. I способ. Система имеет единственное

решение, если  − , т. е. если k − –1.

II способ. 1. Сложив оба уравнения системы, получим x(k + 1) = 5.

120 v–

v 6+
--------------------

120

v
----------

1

6
---

120 v–

v 6+
--------------------

a
1
x + b

1
y = c

1
,

a
2
x + b

2
y = c

2
,

a
1

a
2

------

b
1

b
2

-----

a
1

a
2

------

b
1

b
2

-----

c
1

c
2

-----

a
1

a
2

------

b
1

b
2

-----

c
1

c
2

-----

k

1
---

1

1–
-------
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2. Если k − –1, то система имеет единственное решение x = ,

y = x – 3 =  – 3 = .

3. Если k = –1, то получим систему

�оторая не имеет решений.
Решение �пражнения 29б. I способ. 1. Система не имеет решений,

если

 =  − . (1)

2. Из равенства  =  следует, что k
1
 = 2, k

2
 = –2.

3. Подставив значение k
1
 = 2 в (1), получим

 =  = 

(в этом случае система имеет бес�онечное множество решений, см. за-
мечание).

4. Подставив значение k
2
 = –2 в (1), получим

 =  − ,

т. е. при k = –2 система не имеет решений.
II способ. 1. Из второ$о уравнения системы выразим y = 3 – (k + 1)x

и подставим это выражение в первое уравнение:

3x + (k – 1)(3 – (k + 1)x) = k + 1, или x(k – 2)(k + 2) = 2(k – 2).

2. Последнее уравнение, а, значит, и данная система не имеют ре-
шений при k = –2.

Решение �пражнения 29в. 1. Система имеет бес�онечное множе-
ство решений, если

 =  = . (1)

2. Из равенства  =  следует, что k
1
 = – , k

2
 = .

3. Равенство  =  следует понимать та�, что числитель

второй дроби та�же равен нулю, т. е.

6k2 – 5k + 1 = 0. (2)

5

k 1+
--------------

5

k 1+
--------------

2 3k–

k 1+
-----------------

–x + y = 2,
x – y = 3,

3

k 1+
--------------

k 1–

1
-------------

k 1+

3
--------------

3

k 1+
--------------

k 1–

1
-------------

3

3
---

1

1
---

3

3
---

3

1–
-------

3–

1
-------

1–

3
-------

2k

1
-------

1

2k
-------

6k2 5k– 1+

0
----------------------------------

2k

1
-------

1

2k
-------

1

2
---

1

2
---

1

2k
-------

6k2 5k– 1+

0
----------------------------------
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4. Из уравнения (2) находим k
1
 = , k

2
 = . Ита�, система имеет

бес�онечное множество решений при k = .

К упражнению 31а

1. Сначала определим множество значений x, для �оторых данное
неравенство существует:

или

2. Решив эту систему неравенств (рис. 134), за�лючаем, что ОДЗ
неравенства состоит толь�о из двух чисел: x

1
 = 0 и x

2
 = 1.

3. Провер�а по�азывает, что решением данно$о неравенства явля-
ется лишь одно число, а именно x = 1.

1

2
---

1

3
---

1

2
---

Рис. 134

x2 – x l 0,

2 – x2 – x l 0,
x l 0,

 – 1 l 0,x

x(x – 1) l 0,
(x + 2)(x – 1) m 0,
x l 1.
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Т е м а 14

Поворот точки вокруг начала координат.

Градусное и радианное измерение угловых величин.

Тригонометрические функции числового аргумента.

Знаки тригонометрических функций.

Зависимость между тригонометрическими функциями

одного и того же аргумента.

Вычисление значений тригонометрических функций

некоторых углов.

Четность и нечетность тригонометрических функций.

Периодичность тригонометрических функций.

Свойства тригонометрических функций.

Формулы сложения. Формулы приведения

Теоретичес	ие сведения

1. Поворот точки вокруг начала координат

1°. В теме 3 было отмечено, что между множеством действи-
тельных чисел R и множеством точе� числовой прямой можно
установить соответствие, при �отором �аждой точ�е числовой
прямой соответствует единственное действительное число и, на-
оборот, �аждому действительному числу соответствует единст-
венная точ�а числовой прямой.

2°. Между действительными числами и точ�ами о�ружнос-
ти та�же можно установить соответствие, что позволяет опреде-
лить три�онометричес�ие фун�ции чис-
лово�о ар�умента.

3°. О�ружность единично�о радиу-
са с выбранными началом отсчета и на-
правлением обхода называют числовой

о�р
жностью.

4°. Каждой точ�е M о�ружности со-
ответствует бес�онечное множество
ду�, начинающихся в точ�е A (рис. 135)
и за�анчивающихся в точ�е M. Одной Рис. 135
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из них является �ратчайшая ду�а, соединяющая эти две точ-
�и, а все остальные получаются из �ратчайшей ду�и прибавле-
нием или вычитанием цело�о числа полных оборотов.

5°. а) Если точ�а, дви�аясь по числовой о�ружности от точ-
�и A против часовой стрел�и, прошла путь длиной α
(рис. 136), то принято считать, что α > 0. Конечную точ�у пу-
ти обозначим через P.

В этом случае �оворят, что точ�а P получена из точ�и A по-

воротом (обходом) во�ру� начала �оординат на у�ол α.
Отметим, что если 0 < α m π, то у�ол AOP равен α �а� цент-

ральный у�ол числовой о�ружности.
б) Если точ�а, дви�аясь по числовой о�ружности от точ�и A

по часовой стрел�е, прошла путь длиной α (рис. 137), то при-
нято считать, что α < 0.

в) Поворот на 0° означает, что точ�а A остается на месте.

2. Градусное и радианное измерение угловых величин

1°. Из �урса �еометрии известно, что у�лы можно измерять
в �радусах. Например, развернутый у�ол равен 180°, прямой
у�ол равен 90°.

2°. За единицу измерения у�лов и ду� принимают у�ол в
один �рад
с (обозначение: 1°).

3°. У�ол в 1° — это у�ол, �оторый опишет начальный радиус,

совершив  часть полно�о оборота во�ру� своей начальной

точ�и против часовой стрел�и.

4°. Мин
той (обозначение: 1′) называют  часть �радуса.

Рис. 136 Рис. 137

1
360
----------

1
60
------
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5°. Се�
ндой (обозначение: 1′′) называют  часть минуты.

6°. Кроме �радусной меры существуют и дру�ие единицы
измерения у�лов. В математи�е и физи�е обычно используют
радианную меру у�ла.

7°. Центральный у�ол, опирающийся на ду�у, длина �ото-
рой равна радиусу, называют у�лом в один радиан (рад).

8°. У�ол в один радиан содержит �радусов:

1 рад = . (1)

9°. Один радиан приближенно равен 57° 18′.
10°. Из равенства (1) следует, что у�ол в α радианов содер-

жит α �радусов, т. е.

α рад = α . (2)

11°. Из равенства 180° = π выте�ает, что:

а) 360° = 2π; б) 90° = ; в) 30° = ; �) 20° =  = .

3. Тригонометрические функции числового аргумента

1°. Пусть задано не�оторое число x; отметим соответствую-
щую ему точ�у K(x) числовой о�ружности.

2°. Ординату точ�и K(x) называют
син
сом числа x и обозначают sin x, а
абсциссу этой точ�и называют �осин
-

сом числа x и обозначают cos x.

3°. Дру�ими словами, sin x равен ве-
личине (т. е. длине, взятой с соответст-
вующим зна�ом) отрез�а KE, а cos x —
величине отрез�а OE (рис. 138).

4°. При вращении радиуса о�ружнос-
ти он будет «пробе�ать» через точ�у K(x)
бес�онечное множество раз (�а� по ча-

1
60
------

180
π

----------


 180

π
------------


°

180
π

----------


 180

π
---------- --


°

π
2
---

π
6
---

20°π
180°
-------------

π
9
---

Рис. 138
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совой стрел�е, та� и против нее), а величины KE и OE будут ос-
таваться постоянными.

Значит,

sin (x + 360°k) = sin x, cos (x + 360°k) = cos x, k Ý Z,

т. е. синус и �осинус — периодичес�ие фун�ции с периодом 360°
(или 2π).

5°. В п. 4° �аждому числу x мы сопоставили значения sin x

и cos x. Тем самым определены две фун�ции числово�о ар�умен-
та: y = sin x, y = cos x. Эти фун�ции называют три�онометри-

чес�ими.

6°. Помимо названных три�онометричес�их фун�ций рас-
сматривают и их отношения:

y = tg x =  (тан�енс числа x);

y = ctg x =  (�отан�енс числа x).

7°. Область определения фун�ции tg x состоит из всех у�-
лов, для �оторых cos x − 0.

8°. Область определения фун�ции ctg x состоит из всех у�-
лов, для �оторых sin x − 0.

4. Знаки тригонометрических функций

1°. Оси �оординат делят числовую о�ружность на четыре
равные ду�и; эти ду�и называют четвертями (рис. 139).

2°. Зна�и синуса. Выясним, при �а�их значениях x выпол-
няются неравенства sin x > 0 и sin x < 0, т. е. определим, в �а-
�их четвертях числовой о�ружности синус положителен, и в
�а�их четвертях он отрицателен.

а) Числу x соответствует точ�а число-
вой о�ружности, полученная поворотом
точ�и (1; 0) на у�ол x радианов, а число
sin x — это ордината соответствующей
точ�и. Поэтому sin x > 0, если точ�а рас-
положена выше оси абсцисс, т. е. в I и
II четвертях синус положителен.

б) Если же точ�а лежит ниже оси
абсцисс, то ее ордината отрицательна,
т. е. sin x < 0 в III и IV четвертях.

xsin
xcos

-------------

xcos
xsin

-------------

Рис. 139
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3°. Зна�и �осинуса. Выясним, при �а�их значениях x вы-
полняются неравенства cos x > 0 и cos x < 0.

а) Известно, что cos x — это абсцисса точ�и, соответствующей
повороту на у�ол x, поэтому cos x > 0, если точ�а лежит правее
оси ординат, т. е. в I и IV четвертях �осинус положителен.

б) Если же точ�а лежит левее оси ординат, то cos x < 0, т. е.
во II и III четвертях �осинус отрицателен.

4°. Зна�и тан�енса и �отан�енса.

а) Со�ласно определению, tg x = , поэтому tg x > 0, ес-

ли sin x > 0 и cos x > 0 или sin x < 0 и cos x < 0, т. е. тан�енс по-
ложителен в I и III четвертях.

б) Со�ласно определению, ctg x = , поэтому зна�и tg x

и ctg x совпадают.

5°. Обобщая с�азанное, проиллюстрируем зна�и три�оно-
метричес�их фун�ций на рис. 140.

5. Зависимость между тригонометрическими функциями
одного и того же аргумента

1°. Та� �а� точ�а A(x; y) принадлежит единичной о�руж-

ности (рис. 141), то x2 + y2 = 1, т. е.

sin2 α + cos2 α = 1. (1)

2°. Равенство (1) выполняется при любых значениях α и на-
зывается основным три�онометричес�им тождеством.

xsin
xcos

-------------

xcos
xsin

-------------

Рис. 140
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3°. Из равенства (1) можно
выразить cos α через sin α, и на-
оборот:

cos α = ä ,

sin α = ä ,

причем зна� перед ради�алом
определяется той �оординатной
четвертью, в �оторой находится
у�ол α.

4°. Со�ласно определению тан�енса и �отан�енса, имеем

tg α = , ctg α = .

Перемножив эти два равенства, получим

tg α · ctg α = 1. (2)

5°. Из равенства (2) можно выразить tg α через ctg α, и на-
оборот:

tg α = , (3)

ctg α = . (4)

6°. Заметим, что равенства (2)—(4) справедливы при α − ä k,

k Ý Z.

7°. Ино�да рассматривают еще две три�онометричес�ие фун�-
ции — се�анс и �осе�анс.

Се�ансом называют величину, обратную �осинусу, а �осе-

�ансом — величину, обратную синусу. Та�им образом,

sec α = , �де cos α − 0;

cosec α = , �де sin α − 0.

Рис. 141

1 sin2α–

1 cos2α–

αsin
αcos

-------------

αcos
αsin

-------------

1
ctg α
--------------

1
tg α
-----------

π
2
---

1
αcos

-------------

1
αsin

-------------



264

6. Вычисление значений тригонометрических функций
некоторых углов

1°. Пусть α = 0; то�да точ�а A имеет �оординаты (1; 0)
(рис. 142).

Та� �а� абсцисса и ордината этой точ�и соответственно
равны 1 и 0, то:

а) cos 0° = 1; б) sin 0° = 0;

в) tg 0° =  =  = 0; �) ctg 0° =  =  не определен.

2°. Пусть α = 90° или α = ; то�-

да точ�а B имеет �оординаты (0; 1)
(рис. 142). Та� �а� абсцисса и ордина-
та этой точ�и соответственно равны
0 и 1, то:

а) cos 90° = 0; б) sin 90° = 1;

в) tg 90° =  не определен;

�) ctg 90° =  =  = 0.

3°. Пусть α = 180° (или α = π); то�да точ�а C имеет �оорди-
наты (–1; 0) (рис. 142). Имеем:

а) cos 180° = –1; б) sin 180° = 0;

в) tg 180° =  = 0; �) ctg 180° =  не определен.

4°. Пусть α = 270° или α = ; то�да точ�а D имеет �оор-

динаты (0; –1) (рис. 142). Имеем:

а) cos 270° = 0; б) sin 270° = –1;

в) tg 270° =  не определен; �) ctg 270° =  = 0.

5°. Пусть α = 360° (или α = 2π); то�да точ�а A имеет �оорди-
наты (1; 0) (рис. 142). Имеем:

а) cos 360° = 1; б) sin 360° = 0;

в) tg 360° =  = 0; �) ctg 360° =  не определен.

 0°sin
 0°cos

-----------------

0
1
---

 0°cos
 0°sin

-----------------

1
0
---

Рис. 142
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6°. Вычислим теперь значения
три�онометричес�их фун�ций у�ла

α = 30° или α = .

а) Пусть A — точ�а числовой
о�ружности, соответствующая чис-

лу  (рис. 143).

б) То�да FEOA = 30° и из пря-
моу�ольно�о треу�ольни�а OEA по-

лучаем AE =  (со�ласно свойству

�атета, лежаще�о против у�ла в 30°).
в) По определению синуса имеем AE = sin 30°, следователь-

но, sin 30° = .

�) Далее из треу�ольни�а OEA находим

cos 30° = OE =  = .

д) То�да tg 30° = = ; ctg 30° =  = .

7°. Пусть B — точ�а числовой о�ружности, соответствую-

щая числу  (рис. 143).

а) То�да FDOB = 60° и из треу�ольни�а ODB получаем

OD = , но по определению �осинуса OD = cos 60°, следователь-

но, cos 60° = .

б) Далее находим sin 60° = ; tg 60° = ; ctg 60° = .

8°. Анало�ично получим

sin 45° = ; cos 45° = ; tg 45° = ctg 45° = 1.

Рис. 143
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9°. Все полученные значения можно свести в следующую
таблицу:

7. Четность и нечетность тригонометрических функций

1°. Напомним, что фун�цию f(x) называют четной, если для
любо�о x из области определения фун�ции выполняется равен-
ство f(–x) = f(x).

2°. Фун�цию f(x) называют нечетной, если для любо�о x из об-
ласти определения фун�ции выполняется равенство f(–x) = –f(x).

3°. Из шести три�онометричес�их фун�ций �осинус и се-
�анс — четные, а остальные — нечетные, т. е.

cos (–x) = cos x; sin (–x) = –sin x; tg (–x) = –tg x;
ctg (–x) = –ctg x; cosec (–x) = –cosec x; sec (–x) = sec x.

8. Периодичность тригонометрических функций

1°. Напомним, что фун�цию y = f(x) называют периодиче-
с�ой, если существует та�ое число T − 0, что для любо�о x из об-
ласти определения фун�ции выполняются равенства f(x – T) =
= f(x) = f(x + T), �де число T называют периодом фун�ции f(x).

2°. Периодом фун�ций y = sin x и y = cos x является число
T = 2π.

3°. Периодом фун�ций y = tg x и y = ctg x является число
T = π.

4°. Период фун�ций y = A sin (ωx + ϕ) и y = A cos (ωx + ϕ)

вычисляется по формуле T = .

α 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270°

sin α 0 1 0 –1

cos α 1 0 –1 0

tg α 0 1 не сущ. 0 не сущ.

ctg α не сущ. 1 0 не сущ. 0

1

2
---

2

2
-------

3

2
-------

3

2
-------

2

2
-------

1

2
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3

3
------- 3

3
3

3
-------

2π
w
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5°. Период фун�ций y = A tg (ωx + ϕ) и y = A ctg (ωx + ϕ) вы-

числяется по формуле T = .

6°. Если период фун�ции y = f(x) равен T
1
, а период фун�-

ции y = g(x) равен T
2
, то период фун�ций y = f(x) + g(x) и y =

= f(x) – g(x) равен наименьшему общему �ратному чисел T
1
 и T

2
.

9. Свойства тригонометрических функций

1°. Область определения. Имеем:
D(sin) = (–×; +×); D(cos) = (–×; +×);

D(tg) = R, �роме чисел вида  + πn, �де n Ý Z. Это выте�ает

из то�о, что в точ�ах, соответствующих числам у�азанно�о вида,
�осинус равен нулю и, следовательно, тан�енс не существует;

D(ctg) = R, �роме чисел вида πn, �де n Ý Z (в соответствую-
щих точ�ах �отан�енс не существует).

2°. Множество значений. Имеем: E(sin) = [–1; 1]; E(cos) =
= [–1; 1], та� �а� �оординаты любой точ�и P числовой о�руж-
ности по модулю не превосходят единицы; E(tg) = (–×; +×);
E(ctg) = (–×; +×).

3°. Четность и нечетность. Исходя из определений четной
и нечетной фун�ций, можно установить, что �осинус — четная
фун�ция, а синус, тан�енс и �отан�енс — нечетные фун�ции.
Следовательно, sin (–α) = = –sin α (рис. 144), tg (–α) = –tg α;
ctg (–α) = –ctg α; cos (–α) = cos α (рис. 145), �де α — заданное
число.

π
w

----

π
2
---

Рис. 144 Рис. 145
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4°. Периодичность. Исходя из определения периодичес�ой
фун�ции, можно установить, что фун�ции синус, �осинус, тан-
�енс и �отан�енс являются периодичес�ими, причем для синуса
и �осинуса наименьший положительный период равен 2π, а для
тан�енса и �отан�енса он равен π. Та�им образом, sin (α ä 2π) =
= sin α; cos (α ä 2π) = cos α; tg (α ä π) = tg α; ctg (α ä π) = ctg α.

5°. Монотонность. Исходя из определения монотонности
фун�ции, можно установить, что:

sin α возрастает от –1 до 1 на промежут�е –  + 2πk;  +

+ 2πk , k Ý Z, и убывает от 1 до –1 на промежут�е  + 2πk;

+ 2πk , k Ý Z;

cos α возрастает от –1 до 1 на промежут�е [–π + 2πk; 2πk],
k Ý Z, и убывает от 1 до –1 на промежут�е [2πk; π + 2πk], k Ý Z;

tg α возрастает в �аждом промежут�е –  + πk;  + πk ,

k Ý Z;
ctg α убывает в �аждом промежут�е (πk; π + πk), k Ý Z.

Примеры. 1. Упростить: sin ; cos (–2195°); tg (–1759°).

Р е ш е н и е.  Используя свойства периодичности, четности
и нечетности три�онометричес�их фун�ций, получим

sin  = sin 6π –  = sin –  = –sin  = – ;

cos (–2195°) = cos 2195° = cos (360° · 6 + 35°) = cos 35°;
tg (–1759°) = tg (41° – 180° · 10) = tg 41°.

2. Сравнить sin 735° и sin (–1066°).
Р е ш е н и е.  Имеем sin 735° = sin (735° – 360° · 2) = sin 15°;

sin (–1066°) = sin (–1066°+ 360° · 3) = sin 14°. Та� �а� фун�ция
sin α при 0 < α < 90° монотонно возрастает, то sin 15° > sin 14°
и, значит, sin 735° > sin (–1066°).

3. Установить четность или нечетность фун�ции F(x) = x3 +
+ sin x.

Р е ш е н и е.  Та� �а� F(–x) = (–x)3 + sin (–x) = –x3 – sin x =

= –(x3 + sin x) = –F(x), то данная фун�ция — нечетная.

π
2
---

π
2
---

π
2
---

3π
2
-------


 π

2
---

π
2
--- -



17π
3

----------

17π
3

---------- 
 π

3
----



 π

3
----
 π

3
---

3
2
-------
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4. Определить зна� выражения sin (–4,2) · cos (–5,6).
Р е ш е н и е.  Имеем sin (–4,2) · cos (–5,6) = –sin 4,2 · cos 5,6.

Пос�оль�у sin 4,2 < 0, а cos 5,6 > 0, данное выражение поло-
жительно.

10. Формулы сложения

1°. Формулы синуса суммы и разности двух ар�ументов:

sin (α + β) = sin α cos β + cos α sin β, (1)
sin (α – β) = sin α cos β – cos α sin β. (2)

2°. Формулы �осинуса суммы и разности двух ар�ументов:

cos (α + β) = cos α cos β – sin α sin β, (3)
cos (α – β) = cos α cos β + sin α sin β. (4)

3°. Формулы тан�енса суммы и разности двух ар�ументов:

tg (α + β) = , (5)

tg (α – β) = . (6)

Формулы (5) справедливы при α −  + πm, β −  + πn, α + β −

−  + πk, а формулы (6) — при α −  + πm, β −  + πn, α – β −

−  + πk (m, n, k Ý Z).

4°. Формулы �отан�енса суммы и разности двух ар�ументов:

ctg (α + β) = , (7)

ctg (α – β) = . (8)

Формулы (7) справедливы при α − πm, β − πn, α + β − πk,
а формулы (8) — при α − πm, β − πn, α – β − πk (m, n, k Ý Z).

Примеры. 1. Вычислить без таблиц tg 75°.
Р е ш е н и е.  Используя формулу (5), находим

tg 75° = tg (45° + 30°) =  =

=  =  =  =  = 2 + .

tg α tg β+
1 tg α  tg β–
-----------------------------------

tg α  tg β–
1 tg α  tg β+
-----------------------------------

π
2
---

π
2
---

π
2
---

π
2
---

π
2
---

π
2
---

ctg α  ctg β 1–
ctg α  + ctg β
----------------------------------------

ctg α ctg β 1+
ctg β ctg α–
-----------------------------------------

tg 45° tg 30°+
1 tg 45° tg 30°–
----------------------------------------------

1 1

3
-------+

1 1

3
-------–

------------------

3 1+

3 1–
------------------

3 1+( )2

3 1–
--------------------------

4 2 3+
2

---------------------- 3
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2. Вычислить cos (α – β), если cos α = – , sin β = –  и π < α <

< ,  < β < 2π.

Р е ш е н и е.  Находим значения sin α и cos β с учетом чет-
вертей, �оторым принадлежат α и β:

sin α = –  = –  = – ;

cos β =  =  = .

Подставляя найденные значения в соотношение (4), получим

cos (α – β) = –  ·  + –  · –  = – .

11. Формулы приведения

1°. Формулами приведения называют соотношения, с помо-
щью �оторых значения три�онометричес�их фун�ций ар�у-
ментов 90°ä α, 180° ä α, 270° ä α, 360° ä α выражаются через
значения sin α, cos α, tg α и ctg α.

2°. Все формулы приведения можно свести в следующую таб-
лицу:

3°. Для обле�чения запоминания формул приведения нуж-
но использовать следующие правила:

а) при переходе от фун�ций у�лов 90° ä α, 270° ä α � фун�-
циям у�ла α название фун�ции изменяют: синус — на �осинус,
тан�енс — на �отан�енс, и наоборот;

Фун�ция

Ар
умент

90° – α 90° + α 180° – α 180° + α 270° – α 270° + α 360° – α 360° + α

sin cos α cos α sin α –sin α –cos α –cos α –sin α sin α

cos sin α –sin α –cos α –cos α –sin α sin α cos α cos α

tg ctg α –ctg α –tg α tg α ctg α –ctg α –tg α tg α

ctg tg α –tg α –ctg α ctg α tg α –tg α –ctg α ctg α

4
5
---

3
5
---

3π
2
-------

3π
2
-------

1 cos2α– 1
4
5
---– 

 
2

– 3
5
---

1 sin2β– 1
3
5
---– 

 
2

– 4
5
---


 4

5
----
 4

5
--- 

 3
5
----



 3

5
----
 7

25
------
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б) при переходе от фун�ций у�лов 180° ä α, 360° ä α � фун�-
циям у�ла α название фун�ции сохраняют;

в) считая α острым у�лом т. е. 0 < α < , перед фун�цией

у�ла α ставят та�ой зна�, �а�ой имеет приводимая фун�ция
у�лов 90° ä α, 180° ä α, 270° ä α, 360° ä α.

Примеры. 1. Привести � три�онометричес�ой фун�ции ост-
ро�о у�ла: а) sin 1914°; б) cos (–1560°); в) ctg 23,7π.

Р е ш е н и е.  Имеем
а) sin 1914° = sin (360° · 5 + 114°) = sin 114° = sin (90° + 24°) = 
= cos 24°;
б) cos (–1560°) = cos 1560° = cos (360° · 4 + 120°) = cos 120° = 
= cos (90° + 30°) = –sin 30° = –0,5;
в) ctg 23,7π = ctg (23π + 0,7π) = ctg 0,7π = ctg (π – 0,3π) =     
= –ctg 0,3π.
2. Упростить выражение

A = .

Р е ш е н и е.  A =  = 1.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Что называют числовой
о�ружностью?

2. Ка�ие единицы измерения
у$ловых величин вы знаете?

3. Что называют радианом?
4. Ка�ие соотношения сущест-

вуют между $радусной и радиан-
ной мерами у$ла?

5. Выразите в радианах у$ол:
115°; 150°.

6. Выразите в $радусах у$ол:

а) α = 1,3; α = 0,85; б) α = ;

α = .

7. Что называют синусом и
�осинусом числа?

8. Что называют тан$енсом
и �отан$енсом числа?

19. Что означает запись: 

sin 1,5; cos 0,7; tg 2?

10. Определите зна�и всех
три$онометричес�их фун�ций сле-
дующих у$лов и чисел: а) 125°;
б) –250°; в) 715°; $) –715°; д) 0,27;
е) 5,8; ж) –3,7; з) –7,4; и) 7,4.

11. Запишите основное три-
$онометричес�ое тождество.

12. Чему равны синус и �о-
синус у$ла: а) 30°; б) 60°; в) 90°;
$) 180°; д) –180°; е) 270°; ж) –270°?

13. Чему равны тан$енс и �о-
тан$енс у$ла: а) 30°; б) 45°; в) 60°;
$) –60°; д) 90°; е) 180°?

14. Ка�ие свойства синуса и
�осинуса вы знаете? Что обще$о
в этих свойствах?


 π

2
----


tg 180° α–( )cos 180° α–( )tg 90° α–( )
sin 90° α+( )ctg 90° α+( )tg 90° α+( )
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------

tg α–( ) cos α–( )ctg α
cos α tg α–( ) ctg α–( )
---------------------------------------------------------

π

8
---

2π
3
-------
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15. Ка�ие свойства тан$енса
и �отан$енса вы знаете? Что об-
ще$о в этих свойствах?

16. Даны левые части ра-
венств: а) cos (α ä β); б) sin (α ä β);

в) tg (α ä β); $) ctg (α ä β). Напи-
шите правые части этих равенств.

17. Запишите формулы при-
ведения для у$лов: а) 90° – α;
б) 90° + α; в) 180° – α; $) 180° + α.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите значения остальных три�онометричес�их фун�-
ций у�ла α, если известно, что:

а) cos α = – , α — в III четверти; б) sin α = – , α — в IV чет-

верти; в) tg α = 3, α — в III четверти; �) ctg α = –2, α — в IV чет-
верти.

2. Найдите значения остальных три�онометричес�их фун�-
ций у�ла α, если известно, что:

а) sin α = , α — в I четверти;

б) cos α = , α — в IV четверти;

в) tg α = , α — во II четверти.

3. Найдите значение выражения:

а) sin (α + β), если sin α = , cos β = , α и β — в I четверти;

б) cos (α + β), если sin α = , cos β = , α и β — в I четверти;

в) sin (α + β), если sin α = , sin β = – , α — во II, β —

в IV четверти;

�) cos (α – β), если sin α = , cos β = , α и β — в I четверти.

4. Упростите выражение:

а) ; б) ;

в) ; �) .

3
5
---

1
3
---

a

1 a2+
---------------------

a2 b2–
a

-----------------------

1
a
---

8
17
------

4
5
---

8
17
------

4
5
---

9
41
------

40
41
------

8
17
------

4
5
---

sin α 2 sin 60° α–( )+

2 cos 30° α–( ) 3 cos α–
---------------------------------------------------------------------

sin 90° tg 45° β+( ) tg 3β 45°+( )–
tg 45° β+( ) ctg 45° 3β–( )+

------------------------------------------------------------------------------------------------

tg π
8
--- α+ 
  tg π

8
--- α– 
 +

1 tg π
8
--- α+ 
 – tg π

8
--- α– 
 ⋅

---------------------------------------------------------------------

tg
π
9
--- tg

5π
36
-------+

1 tg
8π
9
-------+ tg

5π
36
-------⋅

--------------------------------------------
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5. Вычислите:

а) , если tg α = ;

б) , если tg α = –2;

в) , если ctg α = 2;

�) , если ctg α = .

6. Найдите период фун�ции:
а) y = 2 sin 4x + 3 sin x + sin (x – π) + 2 sin (x + π);
б) y = 3 sin 4x + 2 tg 5x;

в) y = 1 – tg ; �) y = sin  + ctg ;

д) y = cos  + tg ; е) y = cos  + 5 sin ;

ж) y = 2 sin (x + 2) + 6 cos πx.
7. Найдите множество значений фун�ции:
а) y = 1 – 2|sin 2x|; б) y = 1 – |cos x|;

в) y = sin 3x + 2; �) y = tg2 x – 2.
8. Ка�ие из данных фун�ций являются четными, �а�ие не-

четными, �а�ие не являются ни четными, ни нечетными:

а) sin x + tg x; б) sin x + cos x; в) sin2 x; �) cos (2x + 1);

д) tg 5x + ctg 7x; е) cos 3x + ctg2 x; ж) sin |2x| + cos3 3x?
9. Ка�ой зна� имеет произведение:
а) cos 4° · sin 4; б) sin 1 · cos 2 · ctg 3?
10. Что больше: �осинус или �отан�енс одно�о и то�о же у�-

ла прямоу�ольно�о треу�ольни�а?

Задания для повторения

11. Из пун�та A в пун�т B через равные промежут�и време-
ни отправились три автомашины. Они прибывают в пун�т B
одновременно, а затем выезжают в пун�т C, расположенный на
расстоянии 120 �м от B. Третья машина, прибыв в C, сразу по-
ворачивает обратно и в 40 �м от C встречает первую машину,
�оторая прибывает в C через 1 ч после второй. Ка�ова с�орость
второй машины?

12. Два автомобилиста одновременно выехали из пун�тов A
и B навстречу дру� дру�у. Они встретились в 40 �м от пун�та B.

sin α cos α–
sin α cos α+
----------------------------------

2
5
---

sin2α sin α cos α 2 cos2α–+

3 αsin2 12 sin α cos α cos2α+ +
--------------------------------------------------------------------------------------

3 sin2α cos2α 12 sin α cos α+ +

sin2α 2 cos2α– sin α cos α+
---------------------------------------------------------------------------------------

sin2α cos2α–
sin αcos α

-------------------------------------

1
2
---

x

2
---

x

2
---

x

5
---

x

3
---

x

5
---

3x

4
-------

2x

3
-------
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Продолжая дви�аться дальше, первый автомобилист, дости�-
нув пун�та B, сразу повернул обратно и в пун�т A автомоби-
листы прибыли одновременно через 2 ч после встречи. Ка�ово
расстояние между пун�тами A и B?

13. Решите уравнение:

а) 30 – 51 – x = ; б) 2x + 1 + 1 = .
14. Найдите множество значений a и b, при �оторых �орни

x
1
 и x

2
 уравнения:

а) x2 – (a2 + 3a + 1)x + 2a + b + 3 = 0 удовлетворяют системе

б) x2 + (2a – 7)x + b2 – 8b + 3a + 18 = 0 удовлетворяют системе

15. Решите неравенство:

а)  m 1 (в ответе у�ажите наибольшее решение);

б)  l 3x (в ответе у�ажите наименьшее решение).

16. Вычислите:

а) , если 

б)  + 2y2, если 

О Т В Е Т Ы

1. а) sin α = – , tg α = , ctg α = ; б) cos α = , tg α = – ,

ctg α = –2 ; в) cos α = – , sin α = – , ctg α = ; $) sin α = – ,

cos α = , tg α = – . 2. а) cos α = , tg α = a, ctg α = ; б) sin α =

= – ,  tg α = – ,  ctg α = – ;  в) sin α = ,  cos α =

5
2 x–

100– 4
x

21+

3x
1
 – 2x

2
 = 5,

2x
1
 + x

2
 = 8;

4x
1
 – x

2
 = 5,

2x
1
 + 3x

2
 = 13.

x2 4x– 8+
x 2+

-------------------------------

7x2 3x 7–+
2x 1–

-----------------------------------

x y+
2x + xy + 2y = 8,
x – xy – 2y = 22;

x

 +  = 10,

 +  = 13.

9
x
---

9
y
---

6x

y
-------

6y

x
-------

4

5
---

4

3
---

3

4
---

2 2

3
-----------

1

2 2
-----------

2 1

10
-----------

3

10
-----------

1

3
---

1

5
-------

2

5
-------

1

2
---

1

1 a2+
---------------------

1

a
---

b

a
-----

b

a2 b2–
-----------------------

a2 b2–

b
-----------------------

1

a2 1+
---------------------
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= , ctg α = a. 3. а) ; б) ; в) 1; $) . 4. а) ctg α; б) –tg 4β;

в) 1; $) 1. 5. а) – ; б) 0; в) –6,2; $) . 6. а) ; б) π; в) 2π; $) 20π; д) 30π;

е) 24π; ж) нет периода. 7. а) –1 m y m 1; б) 0 m y m 1; в) 1 m y m 3; $) –2 m
m y < +×. 8. а) Нечетная; б) ни четная, ни нечетная; в) четная; $) ни чет-
ная, ни нечетная; д) нечетная; е) четная; ж) четная. 9. а) «Минус»;
б) «плюс». 10. Если α < 90°, то ctg α > cos α; если α = 90°, то ctg α = cos α.
11. 40 �м/ч. 12. 120 �м. 13. а) x = –1; б) x = 1. 14. а) a

1
 = –4, b

1
 = 11;

a
2

= 1, b
2
 = 1; б) a

1
 = 1, b

1
 = 5; a

2
 = 1, b

2
 = 3. 15. а) x = 3; б) x = –7.

16. а) 3; б) 6.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Та� �а� у$ол α принадлежит III четверти, то sin α < 0, поэтому в

формуле sin α = ä  перед �орнем нужно поставить зна�

«минус»:

sin α = –  = –  = – .

2. Находим тан$енс у$ла α:

tg α = –  : –  = .

3. Котан$енс у$ла α найдем из формулы tg αctg α = 1, от�уда ctg α =

=  = .

4. Котан$енс у$ла α можно найти и та�: ctg α =  = .

К упражнению 1в

1. Используя формулу 1 + tg2 α = , получим

cos2 α =  = .

2. Та� �а� α — у$ол III четверти, то cos α < 0, и значит, cos α = – .

a

a2 1+
---------------------

77

85
------

36

85
------

84

85
------ 3

3

7
---

3

2
---

π
2
---

1 cos2α–

1 cos2α– 1
9

25
------–

4

5
---

4

5
--- 

 3

5
----
 4

3
---

1

tg α
-----------

3

4
---

cos α
sin α
-------------

3

4
---

1

cos2α
---------------

1

1 tg2α+
-----------------------

1

10
------

1

10
-----------
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3. Та� �а� α — у$ол III четверти, то sin α < 0; поэтому

sin α = –  = –  = – .

4. Котан$енс у$ла α найдем из формулы tg α · ctg α = 1, т. е. ctg α = .

К упражнению 2б

1. Та� �а� α — у$ол IV четверти, то sin α < 0; поэтому

sin α = –  = –  = –  = – .

2. tg α =  = – .

3. ctg α = – .

К упражнению 3в

1. Запишем формулу синуса суммы:

sin (α + β) = sin α cos β + sin β cos α. (1)

2. Подставив в формулу (1) известные значения sin α и sin β, имеем

sin (α + β) =  · cos β –  · cos α. (2)

3. Остается найти cos β и cos α. Имеем

cos β =  = ; cos α = –  = – .

4. Подставив в выражение (2) найденные значения cos β и cos α,
о�ончательно получим

sin (α + β) =  ·  +  ·  = 1.

К упражнению 4б

1. Преобразуем второе сла$аемое в знаменателе дроби, для че$о
воспользуемся формулой приведения:

ctg (45° – 3β) = tg (90° – (45° – 3β)) = tg (45° + 3β).

1 cos2α– 1
1

10
------–

3

10
-----------

1

3
---

1 cos2α– 1
a
2

b
2

–

a
2

------------------–
b

a
------

b

a
-----

sin α
cos α
-------------

b

a2 b2–
-----------------------

a2 b2–

b
-----------------------

9

41
------

40

41
------

1 sin2β– 9

41
------ 1 sin2α– 40

41
------

9

41
------

9

41
------

40

41
------

40

41
------
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2. Заменив sin 90° на 1 и используя формулу тан$енса суммы, по-
лучим

 =  =

=  = ctg (45° + β + 45° + 3β) =

= ctg (90° + 4β) = –tg 4β.

К упражнению 4�

1. Выразим tg  через тан$енс остро$о у$ла. Используя формулу

приведения, получим tg  = tg π –  = –tg .

2. Перепишем данную дробь и применим формулу тан$енса сум-
мы. Имеем

 =  = tg  = 1.

К упражнению 5а

1. Пос�оль�у значение tg α дано в условии, следует преобразовать
заданное выражение та�, чтобы появился тан$енс.

2. Разделим числитель и знаменатель дроби на cos α (это можно
сделать, та� �а� cos α − 0). То$да получим

 =  =  = – .

К упражнению 5�

Разделим числитель и знаменатель дроби на sin2 α (это можно сде-
лать, та� �а� sin α − 0):

 =  =  = .

К упражнению 6а

1. Используя формулы приведения, упростим данную фун�цию:

y = 2 sin 4x + 3 sin x – sin x – 2 sin x = 2 sin 4x.

sin 90° tg 45° β+( ) tg 3β 45°+( )–

tg 45° β+( ) ctg 45° 3β–( )+
-------------------------------------------------------------------------------------------------

1 tg 45° β+( )– tg 3β 45°+( )
tg 45° β+( ) tg 45° 3β+( )+
-----------------------------------------------------------------------------

1

tg 45° β 45° 3β+ + +( )
----------------------------------------------------------------

8π
9
-------

8π
9
------- 

 π
9
----
 π

9
---

tg
π
9
--- tg

5π
36
-------+

1 tg
8π
9
-------+ tg

5π
36
-------⋅

---------------------------------------------

tg
π
9
--- tg

5π
36
-------+

1 tg
π
9
---– tg

5π
36
-------⋅

----------------------------------------

π
4
---

sin α cos α–

sin α cos α+
----------------------------------

tg α 1–

tg α 1+
---------------------

2

5
--- 1–

2

5
--- 1+

--------------

3

7
---

sin2 α cos2 α–

sin α cos α
----------------------------------------

1 ctg2 α–

ctg α
---------------------------

1
1

4
---–

1

2
---

-------------

3

2
---
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2. Найдем период фун�ции sin 4x; имеем ω =  = . Ясно, что

тот же период имеет и фун�ция y = 2 sin 4x.
З а м е ч а н и е.  Период суммы периодичес�их фун�ций равен

наименьшему общему �ратному (НОК) периодов всех сла$аемых.
При этом не должны учитываться периоды тех подобных членов,

сумма �оторых после приведения обращается в нуль (�а� это имеет
место в рассмотренном примере).

К упражнению 6б

1. Период фун�ции sin 4x равен  = .

2. Период фун�ции tg 5x равен .

3. Период данной фун�ции равен НОК периодов ее сла$аемых.

4. Очевидно, что НОК чисел  и  равно π.

5. Ита�, период данной фун�ции равен π.

К упражнению 6е

1. Период фун�ции cos  равен  = .

2. Период фун�ции 5 sin  равен  = 3π.

3. Найдем НОК чисел  и 3π. Оно равно 24π, т. е. 24π — период

данной фун�ции.

К упражнению 6ж

1. Период фун�ции 2 sin (x + 2) равен T
1
 =  = 2π.

2. Период фун�ции 6 cos πx равен T
2
 =  = 2.

3. Очевидно, что не существует та�о$о числа, при делении �оторо-
$о на 2π и на 2 получались бы целые числа.

4. Значит, данная фун�ция не имеет периода.

К упражнению 7а

1. Та� �а� –1 m sin 2x m 1, а |sin 2x| l 0, то

0 m |sin 2x| m 1. (1)

2π
4
-------

π
2
---

2π
4
-------

π
2
---

π
5
---

π
2
---

π
5
---

3x

4
-------

2π
3

4
---

-------

8π
3
-------

2x

3
-------

2π
2

3
---

-------

8π
3
-------

2π
1
-------

2π
π
-------
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2. Умножив все члены двойно$о неравенства (1) на (–2) и изменив
зна�и неравенств на противоположные, получим

0 l –2|sin 2x| l –2. (2)

3. Прибавим теперь �о всем членам двойно$о неравенства (2) по 1:

1 l 1 – 2|sin 2x| l –1, или –1 m 1 – 2|sin 2x| m 1.

4. Ита�, [–1; 1] — множество значений данной фун�ции.

К упражнению 9

1. Та� �а� 4° — у$ол I четверти, то cos 4° > 0.
2. Синусом числа x называется число, равное синусу у$ла в x ра-

дианов. Следовательно,

sin 4 = sin 4 ·  = sin  < 0,

пос�оль�у 180° <  < 270°, а синус у$ла III четверти отрицателен.

3. Ита�, cos 4° · sin 4 < 0.

К упражнению 10

1. Если α — острый у$ол, то ctg α > cos α. Действительно,

ctg α =  = cos α ·  > cos α · 1,

та� �а�  > 1.

2. Если α = 90°, то ctg α = cos α = 0.

К упражнению 11

1. Пусть s (�м) — расстояние между A и B.
2. Пусть v

1
, v

2
, v

3
(�м/ч) — соответственно с�орость первой, вто-

рой и третьей машины.
3. То$да можно составить следующую систему:

или

от�уда находим v
2
 = 40 �м/ч.


 180°

π
--------------

 720°
π

-------------

720°
π

-------------

cos α
sin α
-------------

1

sin α
-------------

1

sin α
-------------

 –  =  – ,

 = ,

 =  + 1,

s

v
1

------

s

v
2

------

s

v
2

------

s

v
3

------

160

v
3

----------

80

v
1

------

120

v
1

----------

120

v
2

----------

 +  = ,

v
3
 = 2v

1
,

 =  + 1,

1

v
1

------

1

v
3

------

2

v
2

------

120

v
1

----------

120

v
2

----------
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К о м м е н т а р и й.  Сложность этой задачи за�лючается в состав-
лении перво$о уравнения системы. Для это$о нужно рассуждать та�:

а) все машины имели разные с�орости, что выте�ает из условия;
б) машины отправлялись из A в B через равные промежут�и вре-

мени;
в) все машины затратили разное время на прохождение расстоя-

ния от A до B;
$) время, затраченное �аждой машиной на прохождение пути от A

до B, выражается формулами t
1
 = , t

2
 =  и t

3
 = .

К упражнению 13а

1. Положим 51 – x = y > 0. То$да уравнение примет вид

30 – y = . (1)

2. Уравнение (1) равносильно системе

или

от�уда y = 25.

3. Учитывая, что y = 51 – x, имеем 25 = 51 – x, т. е. x = –1.

К упражнению 14а

1. Сначала решим систему

и получим x
1
 = 3, x

2
 = 2.

2. Следовательно, x
1
 + x

2
 = 5, x

1
x

2
 = 6.

3. Используя теорему Виета, запишем систему уравнений для оп-
ределения параметров a и b:

4. Из уравнения (1) следует, что a
1
 = –4, a

2
 = 1.

5. Соответствующие значения b найдем из уравнения (2):
а) 2(–4) + b + 3 = 6, т. е. b

1
 = 11;

б) 2 · 1 + b + 3 = 6, т. е. b
2
 = 1.

Ответ: a = –4, b = 11; a = 1, b = 1.

s

v
1

------

s

v
2

------

s

v
3

------

5y 100–

30 – y l 0,
5y – 100 l 0,

(30 – y)2 = 5y – 100,

y m 30,
y l 20,

y2 – 65y + 1000 = 0,

3x
1
 – 2x

2
 = 5,

2x
1
 + x

2
 = 8

a2 + 3a + 1 = 5, (1)
2a + b + 3 = 6. (2)
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К упражнению 15а

1. Преобразуем данное неравенство:

 m 1;  m 0;  m 0.

2. Используя метод интервалов (рис. 146), найдем решение по-
следне$о неравенства: x Ý (–×; –2) ∪ [2; 3].

3. Ита�, x = 3 — наибольшее решение.

К упражнению 16а

1. Сложив уравнения системы, получим 3x = 30, т. е. x = 10.
2. Подставив x = 10 во второе уравнение системы, имеем 10 – 10y –

– 2y = 22, от�уда y = –1.

3. Значит,  =  = 3.

x2 4x– 8+

x 2+
-------------------------------

x2 4x– 8 x– 2–+

x 2+
---------------------------------------------------

x 2–( ) x 3–( )
x 2+

-------------------------------------

Рис. 146

x y+ 10 1–
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Т е м а 15

Тригонометрические функции двойного аргумента.

Тригонометрические функции половинного аргумента.

Выражение тригонометрических функций через тангенс

половинного аргумента. Преобразование произведения

тригонометрических функций в сумму.

Формулы суммы и разности одноименных

тригонометрических функций

Теоретичес	ие сведения

1. Тригонометрические функции двойного аргумента

1°. Из формул синуса и �осинуса суммы (см. тему 14, п. 10)

получаются формулы синуса и �осинуса двойно�о ар�умента.

Если в соотношениях

sin (α + β) = sin α cos β + cos α sin β,

cos (α + β) = cos α cos β – sin α sin β

положить α = β, то получим

sin 2α = 2 sin α cos α, (1)

cos 2α = cos2 α – sin2 α. (2)

2°. Выразив правую часть формулы (2) через одну три�оно-

метричес�ую фун�цию (синус или �осинус), приходим � соот-

ношениям

cos 2α = 1 – 2 sin2 α, cos 2α = 2 cos2 α – 1.  (3)

3°. Из формул (3) можно выразить sin2 α и cos2 α через

cos 2α:

sin2 α = , cos2 α = . (4)

Равенства (4) называются формулами понижения степени.

4°. Из формулы тан�енса суммы получается формула тан-

�енса двойно�о ар�умента. Пола�ая α = β в соотношении

tg (α + β) = ,

1 cos 2α–
2

---------------------------

1 cos 2α+
2

----------------------------

tg α tg β+
1 tg α tg β–
---------------------------------
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получим

tg 2α = . (5)

Эта формула справедлива при условиях α −  + , α −  +

+ πk, �де k Ý Z.

5°. Кроме перечисленных формул (1)—(5), полезно знать и

формулы три�онометричес�их фун�ций тройно�о ар�умента:

sin 3α = 3 sin α – 4 sin3 α; cos 3α = 4 cos3 α – 3 cos α;

tg 3α = . (6)

Примеры. 1. Вычислить без таблиц sin 75° sin 15°.
Р е ш е н и е.  sin 75° sin 15° = sin (90° – 15°) sin 15° =

= cos 15° sin 15° =  =  = .

2. Упростить 1 – cos  – 3π  – cos2  + sin2 .

Р е ш е н и е.  1 – cos  – 3π  – cos2  + sin2  =

= 1 – cos 3π –  – cos2  – sin2  = 1 + cos  – cos  = 1.

3. До�азать тождество tg 4α – sec 4α = .

Р е ш е н и е.  tg 4α – sec 4α =  –  =

=  –  =  –  =

=  –  =  =

= –  = –  =  – 1  :  + 1  =

= .

2 tg α
1 tg2 α–
------------------------

π
4
---

πk
2
-------

π
2
---

3 tg α tg3 α–

1 3 tg2α–
------------------------------------

2 cos 15°sin 15°
2

--------------------------------------------

sin 30°
2

-------------------

1
4
---


 α

2
--- -

 α
4
---

α
4
---


 α

2
--- -

 α
4
---

α
4
---


 α

2
----



 α

4
---

α
4
----
 α

2
---

α
2
---

2αsin 2αcos–
2αsin 2αcos+

-----------------------------------------

2 tg 2α
1 tg2 2α–
---------------------------

1
4αcos

-----------------

2 tg 2α
1 tg2 2α–
---------------------------

1

2αcos2 2αsin2–
----------------------------------------------

2 tg 2α
1 tg2 2α–
---------------------------

1

2αcos2
-------------------

1 tg22α–
---------------------------

2 tg 2α
1 tg2 2α–
---------------------------

1 tg2 2α+

1 tg2 2α–
----------------------------

2 tg 2α 1– tg2 2α–

1 tg2 2α–
------------------------------------------------------

1 tg 2α–( )2

1 tg2 2α–
--------------------------------

1 tg 2α–
1 tg 2α+
------------------------- 

 2αsin
2αcos

----------------- -



 2αsin

2αcos
----------------- -



2αsin 2αcos–
2αsin 2αcos+

-----------------------------------------
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2. Тригонометрические функции половинного аргумента

1°. Если в формулах

cos 2α = 1 –2 sin2 α, cos 2α = 2 cos2 α – 1

(см. п. 1) положить α = , то получим

cos x = 1 – 2 sin2 , cos x = 2 cos2  – 1. (1)

2°. Из формул (1) следует, что

sin  = ä , (2)

cos  = ä . (3)

С помощью формул (2) и (3) можно вычислять значения си-

нуса и �осинуса половинно�о ар�умента  по заданному �оси-

нусу ар�умента x.

3°. Разделив почленно равенства (2) и (3), получим формулу

tg  = ä . (4)

4°. В формулах (2)—(4) зна� перед ради�алом зависит от то-

�о, в �а�ой �оординатной четверти находится у�ол .

5°. Умножив числитель и знаменатель под�оренно�о выра-

жения формулы (4) на 1 + cos x (или на 1 – cos x), после упро-

щений получим

tg  = ; tg  = . (5)

Примеры. 1. Упростить выражение 1 – 2 sin2 α + cos 2α.

Р е ш е н и е.  I способ. (1 + cos 2α) – 2 sin2 α = 2 cos2 α –

– 2 sin2 α = 2(cos2 α – sin2 α) = 2 cos 2α.

II способ. (1 – 2 sin2 α) + cos 2α = cos 2α + cos 2α = 2 cos 2α.

x

2
---

x

2
---

x

2
---

x

2
---

1 xcos–
2

-----------------------

x

2
---

1 xcos+
2

-----------------------

x

2
---

x

2
---

1 xcos–
1 xcos+
-----------------------

x

2
---

x

2
---

xsin
1 xcos+
-----------------------

x

2
---

1 xcos–
xsin

-----------------------
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2. Вычислить без таблиц tg 112° 30′.

Р е ш е н и е.  tg 112° 30′ =  =  =

=  = –  = –(1 + ).

3. Выражение тригонометрических функций
через тангенс половинного аргумента

1°. При решении три�онометричес�их уравнений, до�аза-

тельстве неравенств и т. п. часто возни�ает необходимость вы-

разить все четыре три�онометричес�ие фун�ции (sin x, cos x,

tg x, ctg x) через �а�ую-нибудь одну фун�цию f(x).

2°. Та� �а�

sin x = 2 sin cos , cos x = cos2  – sin2 ,

то, разделив правые части этих равенств на sin2  + cos2  = 1,

получим

sin x = , cos x = .

Разделим теперь числитель и знаменатель �аждо�о из этих

равенств на cos2 :

sin x = , cos x = . (1)

Здесь x − (2k + 1)π, k Ý Z.

3°. Выразим теперь tg x и ctg x через tg :

tg x =  = , ctg x = . (2)

1 225°cos–
225°sin

---------------------------------

1 180° 45°+( )cos–
180° 45°+( )sin

------------------------------------------------------

1  45°cos+
 45°sin–

--------------------------------

1 2
2
-------+ 

  2⋅

2
-------------------------------- 2

x

2
---

x

2
---

x

2
---

x

2
---

x

2
---

x

2
---

2 x

2
---sin x

2
---cos

x

2
---sin2 x

2
---cos2+

---------------------------------------

x

2
---cos2 x

2
---sin2–

x

2
---sin2 x

2
---cos2+

---------------------------------------

x

2
---

2 tg
x

2
---

1 tg2
x

2
---+

------------------------

1 tg2
x

2
---–

1 tg2
x

2
---+

------------------------

x

2
---

xsin
xcos

-------------

2 tg
x

2
---

1 tg2
x

2
---–

------------------------

1 tg2
x

2
---–

2 tg
x

2
---

------------------------
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Первая из этих формул имеет смысл при x −  + πk, x − π +

+ πk, k Ý Z, а вторая — при x − πk, k Ý Z.

Примеры. 1. До�азать тождество

sin 4α + cos 4α ctg 2α = ctg 2α.

Р е ш е н и е.  Выразив sin 4α и cos 4α через tg 2α по форму-

лам (1), получим

sin 4α + cos 4α ctg 2α =  +  ·  =

=  =  =  = ctg 2α.

2. Найти A = sin4 α – cos4 α, если tg  = .

Р е ш е н и е.  Упростим данное выражение:

A = sin4 α – cos4 α = –(cos4 α – sin4 α) =

= –(cos2 α – sin2 α)(cos2 α + sin2 α) =

= –(cos2 α – sin2 α) = –cos 2α.

Далее находим

cos α =  =  = ;

sin α = ä  = ä ; tg α = ä  :  = ä .

Следовательно,

cos 2α =  =  = – , т. е. A = .

4. Преобразование произведения
тригонометрических функций в сумму

1°. Формулы преобразования произведения синуса и �оси-

нуса в сумму получаются из формул сложения для синуса и �о-

синуса.

π
2
---

2 tg 2α
1 tg2 2α+
----------------------------

1 tg2 2α–

1 tg2 2α+
----------------------------

1
tg 2α
---------------

2tg2 2α 1 tg2 2α–+

1 tg2 2α+( ) tg 2α
--------------------------------------------------------

tg2 2α 1+

1 tg2 2α+( ) tg 2α
-------------------------------------------------

1
tg 2α
---------------

α
2
---

1
2
---

1 tg2
α
2
---–

1 tg2
α
2
---+

-----------------------

1 1
4
---–

1 1
4
---+

--------------

3
5
---

1 9
25
------–

4
5
---

4
5
---

3
5
---

4
3
---

1 tg2 α–

1 tg2 α+
------------------------

1 16
9
------–

1 16
9
------+

-----------------

7
25
------

7
25
------
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2°. Запишем формулы для синуса суммы и синуса разности

ар�ументов x и y:

sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y;

sin (x – y) = sin x cos y – cos x sin y.

Сложив почленно эти равенства и разделив результат на 2,

получим

sin x cos y = . (1)

3°. Запишем формулы для �осинуса суммы и �осинуса раз-

ности ар�ументов x и y:

cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y;

cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y.

Сложив почленно эти равенства и разделив результат на 2,

получим

cos x cos y = . (2)

Анало�ично, вычитая из второ�о равенства первое, в ре-

зультате получаем

sin x sin y = . (3)

Пример. Представить cos2 x cos 3x в виде суммы три�оно-

метричес�их фун�ций.

Р е ш е н и е.  Заменив cos2 x на , имеем

(1 + cos 2x) cos 3x = cos 3x + cos 2x cos 3x.

Теперь применим формулу (2):

cos 3x + cos 2x cos 3x = cos 3x + (cos x + cos 5x).

Ита�,

cos2 x cos 3x = cos 3x + cos x + cos 5x.

x y+( )sin x y–( )sin+
2

---------------------------------------------------------------

x y+( )cos x y–( )cos+
2

---------------------------------------------------------------

x y–( )cos x y+( )cos–
2

---------------------------------------------------------------

1 2xcos+
2

---------------------------

1
2
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---

1
4
---

1
2
---

1
4
---

1
4
---
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4°. Полезно та�же знать формулы преобразования произве-

дения тан�енсов и �отан�енсов в сумму:

tg α tg β = , (4)

ctg α ctg β = . (5)

5. Формулы суммы и разности одноименных
тригонометрических функций

1°. Выведем формулу, позволяющую преобразовать сумму

sin α + sin β в произведение три�онометричес�их фун�ций. По-

ложим α = x + y, β = x – y и найдем

sin α + sin β = sin (x + y) + sin (x – y) =

= sin x cos y + cos x sin y + sin x cos y – cos x sin y  =

= 2 sin x cos y.

Решив теперь систему уравнений α = x + y, β = x – y относи-

тельно x и y, получим x = , y = . Следовательно,

sin α + sin β = 2 sin cos . (1)

2°. Анало�ично выводятся формулы

sin α – sin β = 2 sin cos , (2)

cos α + cos β = 2 cos cos , (3)

cos α – cos β = –2 sin sin . (4)

3°. Для суммы тан�енсов имеем

tg α + tg β = +  = ,

т. е.

tg α + tg β =  α −  + πk, β −  + πk; k Ý Z . (5)

tg α tg β+
ctg α ctg β+
----------------------------------

ctg α ctg β+
tg α tg β+
----------------------------------

α β+
2

--------------

α β–
2

-------------

α β+
2

--------------

α β–
2

-------------

α β–
2

-------------

α β+
2

--------------

α β+
2

--------------

α β–
2

-------------

α β+
2

--------------

α β–
2

-------------

αsin
αcos

-------------

βsin
βcos

------------

α βcossin β αcossin+
α βcoscos

---------------------------------------------------------------

α β+( )sin
α  βcoscos

---------------------------- 
 π

2
---

π
2
--- -


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4°. Точно та� же получаются следующие формулы:

tg α – tg β =  α −  + πk, β −  + πk; k Ý Z , (6)

ctg α + ctg β =  (α − πk, β − πk; k Ý Z), (7)

ctg α – ctg β =  (α − πk, β − πk; k Ý Z). (8)

5°. Полезно та�же знать формулу для преобразования в про-

изведение выражения a sin α + b cos α (a и b — любые действи-

тельные числа, не равные нулю). Эта формула имеет вид

a sin α + b cos α = r sin (α + ϕ), (9)

�де r = , tg ϕ = .

Примеры. 1. Преобразовать в произведение:

а) 1 + sin α + cos α; б)  – 2 sin α;

в) 3 sin x + 4 cos x; �) .

Р е ш е н и е. а) 1 + sin α + cos α = (1 + cos α) + sin α =

= 2 cos2  + 2 sin cos  = 2 cos cos  + sin  =

= 2 cos sin 90° –  + sin  =

= 2 cos  · 2 sin 45° · cos 45° –  = 2  cos  cos 45° – .

б)  – 2 sin α = 2  – sin α  = 2 (sin 60° – sin α) =

= 4 sin 30° – cos 30° + .

в) 3 sin x + 4 cos x = sin (x + ϕ) = 5 sin (x + ϕ), �де

tg ϕ = .

α β–( )sin
α βcoscos

---------------------------- 
 π

2
---

π
2
--- -



α β+( )sin
αsin  βsin

----------------------------

β α–( )sin
αsin  βsin

----------------------------

a2 b2+
b

a
---

3

αcos 3 αsin+

αcos 3 αsin–
-----------------------------------------

α
2
---

α
2
---

α
2
---

α
2
--- 
 α

2
---

α
2
----


α
2
--- 



 α

2
----
 α

2
----


α
2
--- 

 α
2
----
 2

α
2
--- 

 α
2
----


3 
 3

2
------- -




 α

2
----



 α

2
----


3
2

4
2

+

4
3
---
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�) I способ. Разделив числитель и знаменатель дроби на 2,

получим

M =  =  = .

II способ. Используя формулу (9), получим

M =  =  = ,

�де tg ϕ = , т. е. ϕ = 30°. Следовательно,

M =  = .

2. Упростить .

Р е ш е н и е.  =

=  =  =

=  = .

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. На основании �а�их соотно-
шений выводятся формулы три$о-
нометричес�их фун�ций двойно-
$о ар$умента?

2. Выразите sin 2α и cos 2α
толь�о через: а) sin α; б) cos α.

3. Выразите sin  и cos  че-

рез cos α.
4. Выведите формулы для три-

$онометричес�их фун�ций поло-
винно$о ар$умента.

5. Найдите sin 4α, если tg α = 3.

6. Найдите cos 4α, если tg 2α = 8.

7. Ка�ие соотношения поло-
жены в основу для вывода фор-

мул преобразования произведе-
ния три$онометричес�их фун�-
ций в сумму? Выведите эти фор-
мулы.

8. Ка�ие соотношения поло-
жены в основу для вывода фор-
мул суммы и разности одноимен-
ных три$онометричес�их фун�-
ций? Выведите эти формулы.

9. Разложите на множители:

а)  + 2 cos x;

б)  – 2 cos x;

в) sin x + cos y; $)  – tg x;
д) 1 + tg x; е) 1 + sin x – cos x;
ж) 3 – 4 cos2 (270° – α).

1
2
--- αcos

3
2
------- αsin+

1
2
--- αcos

3
2
------- αsin–

----------------------------------------------

60° αcoscos 60° αsinsin+
60° αcoscos 60° αsinsin–

----------------------------------------------------------------------------

60° α–( )cos
60° α+( )cos

-----------------------------------

3 αsin αcos+

3 αsin αcos–( )–
--------------------------------------------------

1 3+ α ϕ+( )sin

1 3+ α ϕ–( )sin–
--------------------------------------------------

2 α ϕ+( )sin
2 α ϕ–( )sin–

------------------------------------

1

3
-------

α 30°+( )sin
α 30°–( )sin–

--------------------------------------

60° α–( )cos
60° α+( )cos

-----------------------------------

αsin 2 3αsin 5αsin+ +
3αsin 2 5αsin 7αsin+ +

---------------------------------------------------------------------

αsin 2 3αsin 5αsin+ +
3αsin 2 5αsin 7αsin+ +

---------------------------------------------------------------------

αsin 5αsin+( ) 2 3αsin+
3αsin 7αsin+( ) 2 5αsin+

-------------------------------------------------------------------------

2 3αsin 2αcos 2 3αsin+
2 5αsin 2αcos 2 5αsin+
------------------------------------------------------------------

2 3αsin 2αcos 1+( )
2 5αsin 2αcos 1+( )
-----------------------------------------------------

3αsin
5αsin

----------------

α

2
---

α

2
---

2

3

3
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УПРАЖНЕНИЯ

1. Решите уравнение:
а) log2 sin 10° sin 50° sin 70° = x;

б) log2 cos 20° cos 40° cos 80° cos 60° = x.

2. Найдите:

а) sin α, cos α и tg α, если tg  = 3;

б) sin α и tg α, если cos  = ;

в) tg (β – α), если tg  = , tg  = ;

�) tg α, если tg 45° –  = a;

д) tg 4α, если tg α = ;

е) (sin 2α)–1 – 13 cos 2α + 2, если ctg α = –0,2.
3. Упростите выражение до числово�о значения:

а) ;

б) , если tg  = ;

в) 17 – tg2  + ;

�) cos2 x + cos2  + x  + cos2  – x ;

д) , если tg α = –4;

е) 2(sin6 x + cos6 x) – 3(sin4 x + cos4 x);

ж) .

4. Найдите период фун�ции:

а) y = cos x cos 6x; б) y = 5 sin  – 2 cos  + ;

α
2
---

α
2
---

2n

1 n2+
-----------------

α
2
---

1
7
---

β
2
---

1
2
---


 α

2
----


1
2
---

2 αcos2 1–

8 tg π
4
--- α– 
  π

4
--- α– 
 cos2⋅

-------------------------------------------------------------------

3 π
2
--- 3x– 
 cos

1 π 3x–( )cos–
------------------------------------------

3x

2
-------

2
3
---

α
2
---

2 αsin 2αsin–
2 αsin 2αsin+
-----------------------------------------


 π

3
--- -



 π

3
--- -



3 2cos α 2–

2 9 αcos2–
-------------------------------

π
4
---

x

4
---+ 

 sin2 π
4
---

x

4
---– 

 sin2– 
  x

2
---cos⋅

2 xsin
----------------------------------------------------------------------------------------------

x

2
--- 

 2x

3
-------

π
2
----

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в) y = sin 2x – 2 tg x – ; �) y = sin  + tg ;

д) y = cos πx + sin 2x; е) y = tg  + sin 2πx;

ж) y = 2 sin 3x sin 2x; з) y = 2 sin 3x cos 7x.

5. В �а�ом треу�ольни�е е�о у�лы α и β связаны соотноше-

нием cos α + cos β – cos (α + β) –  = 0?

6. Преобразуйте в произведение:

а) cos2 α – sin2 β; б) tg α – 1;

в)  + , если α — у�ол I четверти;

�) 1 + sin α + cos α + tg α; д) 1 – sin α + cos α – tg α;

е) sin α + sin β + sin (α + β); ж) 3 – 4 cos2 α.

Задания для повторения

7. Если � сплаву меди с цин�ом добавить 20 � меди, то ее со-
держание в сплаве увеличится на 10%. Если же � первоначаль-
ному сплаву добавить 100 � цин�а, то содержание меди умень-
шится на 20%. Найдите первоначальную массу сплава.

8. Если � раствору серной �ислоты добавить 100 � воды, то
�онцентрация �ислоты уменьшится на 40%. Если же � перво-
начальному раствору добавить 100 � серной �ислоты, то ее �он-
центрация увеличится на 10%. Найдите первоначальную �он-
центрацию �ислоты.

З а м е ч а н и е.  Прежде чем решать задачи на сплавы, раство-
ры, смеси, усвойте следующее:

если смесь, раствор, сплав имеет массу m и состоит из трех ве-

ществ, массы �оторых равны m
1
, m

2
, m

3
, то величины , , 

называют �онцентрациями соответствующих веществ;

величины  · 100,  · 100,  · 100 называют процентным со-

держанием этих веществ;

справедливо равенство  +  +  = 1, т. е. �онцентрации

двух веществ определяют �онцентрацию третье$о вещества.


 π

6
----
 πx

6
-------

πx

30
-------

x

3
---

3
2
---

3

1 αcos+ 1 αcos–

m
1

m

--------

m
2

m

--------

m
3

m

--------

m
1

m

--------

m
2

m

--------

m
3

m

--------

m
1

m

--------

m
2

m

--------

m
3

m

--------
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При составлении уравнений прослеживают содержание �а�о$о-
либо одно$о вещества из тех, �оторые смешиваются или сплавля-
ются.

9. Может ли синус остро�о у�ла быть равным:

а) ; б) ; в) ; �) a + ?

10. Может ли �осинус остро�о у�ла быть равным:

а) ; б) ; в) ; �) sin2 3x + cos2 3x?

11. Найдите область определения фун�ции:

а) y = ; б) y =  · tg x;

в) y = ; �) y =  + .

12. Найдите период фун�ции:

а) y = cos2 x; б) y = |cos x|; в) y = sin4 x + cos4 x;

�) y = sin3 x; д) y = sin 2πx.
13. Решите систему уравнений:

а)  (в ответе запишите значение x);

б)  (в ответе запишите значение y).

О Т В Е Т Ы

1. а) x = –3; б) x = –4. 2. а) ; – ; – ; б) ä ; ä ;

в) ; $) ; д) – ; е) 11,4. 3. а) ; б) 2; в) 17; $) ; д) –3,16; е) –1;

ж) . 4. а) 2π; б) 12π; в) π; $) 60; д) не существует; е) не существует;

ж) 2π; з) π. 5. В правильном треу$ольни�е. 6. а) cos (α – β) cos (α + β);

б) ; в) 2cos  – 45° ; $) ;

д) ; е) 4 sin cos cos ; ж) 4 sin (α + 30°) ×

× sin (α – 30°). 7. 100 $. 8. 80%. 9. а) Да; б) нет; в) нет; $) нет. 10. а) Да;

4
5
---

8
7
---

10
3

-----------

1
a
---

3 2–

2 1–
----------------------

33

2
--------

1
18°sin

-------------------

x xcossin x

xsin2 xcos2– xsin xcos

(x + y – 3) = 0,

x3 + x2y = 12

6
y 4–

(y – 7 – 3x) = 0,

xy + x2 + 3 = 0

3
x– 0,8–

3

5
---

4

5
---

3

4
---

4n 1 n
2–( )

1 n
2+( )2

-----------------------------

4n 1 n
2–( )

6n2
n
4– 1–

----------------------------------

3

4
---

1 a
2–

2a
----------------

24

7
------

1

4
---

3

2
---

1

4
---

2 α 30°–( )sin

αcos
-------------------------------------- 

 α
2
--- -


2 2

α
2
---cos2 α 45°–( )cos

αcos
---------------------------------------------------------------

2 2
α
2
---cos2 45° α–( )sin

αcos
---------------------------------------------------------------

α β+

2
--------------

α
2
---

β
2
---
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б) нет; в) нет; $) да. 11. а) πk m x m  + πk, k Ý Z; б) x Ý 0;  + πk  ∪

∪  + πk;  + πk , k Ý N; в)  + πk m x m  + πk, k Ý Z; $) x Ý 2πk;

 + 2πk , k Ý Z. 12. а) π; б) π; в) ; $) 2π; д) 1. 13. а) –2; б) 4.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Обозначим через A число, записанное под зна�ом ло$арифма, т. е.

A = sin 10° sin 50° sin 70°. (1)

2. Умножив и разделив правую часть равенства (1) на 2 cos 10°,
получим

A =  = . (2)

3. Та� �а� sin 70° = cos 20°, sin 50° = cos 40°, то равенство (2) пре-
образуется та�:

A =  =  =

=  =  = .

4. Теперь вернемся � данному уравнению и решим е$о:

log
2

 = x, или log
2

2–3, т. е. x = –3.

К упражнению 2а

1. Нам известен тан$енс половинно$о ар$умента.

2. Связь между sin α и tg  выражается формулой

sin α = , т. е. sin α =  = .

π
2
---

π
2
--- -




 π

2
---

3π
2
------- -

 π
4
---

3π
4
-------

π
2
---

π
2
---

2 10°cos 10° 50° 70°sinsinsin

2 10°cos
----------------------------------------------------------------------------------

20°sin 50° 70°sinsin

2 10°cos
----------------------------------------------------------

20° 20° 40°coscossin

2 10°cos
-----------------------------------------------------------

2 20° 20° 40°coscossin

2 2 10°cos⋅
---------------------------------------------------------------

40° 40°cossin

4 10°cos
---------------------------------------

80°sin

2 4 10°cos⋅
-------------------------------

1

8
---

1

8
---

α
2
---

2 tg
α
2
---

1 tg2
α
2
---+

-------------------------

2 3⋅
1 9+
--------------

3

5
---
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3. Связь между cos α и tg  выражается формулой

cos α = , т. е. cos α =  = – .

4. Связь между tg α и tg  выражается формулой

tg α = , т. е. tg α =  = – .

К упражнению 2д

1. Требуется найти tg 4α, если известно, что tg α = .

2. Сначала воспользуемся формулой тан$енса двойно$о ар$умента
и найдем tg 2α:

tg 2α = , т. е. tg 2α =  = .

3. Теперь снова используем формулу двойно$о ар$умента и найдем
tg 4α:

tg 4α = , т. е. tg 4α =  = – .

К упражнению 3


1. Воспользуемся формулой понижения степени:

cos2 α = .

2. То$да данное выражение преобразуется следующим образом:

cos2 x + cos2  + x  + cos2  – x  =

=  +  + .

α
2
---

1 tg2
α
2
---–

1 tg2
α
2
---+

-------------------------

1 9–

1 9+
--------------

4

5
---

α
2
---

2 tg α

1 tg2
α
2
---–

------------------------

2 3⋅
1 9–
-------------

3

4
---

1

2
---

2 tg α
1 tg2 α–
------------------------

2
1

2
---⋅

1
1

4
---–

-------------

4

3
---

2 tg 2α
1 tg2 2α–
----------------------------

2
4

3
---⋅

1
16

9
------–

-----------------

24

7
------

1 2αcos+

2
----------------------------


 π

3
--- -



 π

3
--- -



1 2xcos+

2
----------------------------

1 2cos
π
3
--- x+ 
 +

2
--------------------------------------------

1 2cos
π
3
--- x– 
 +

2
-------------------------------------------
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3. Далее, продолжая упрощения, получим

(3 + cos 2x + 2 cos cos 2x) = (3 + cos 2x – cos 2x) = .

К упражнению 3ж

1. Здесь воспользуемся следующей формулой понижения степени:

sin2α = .

2. То$да получим

sin2  +  =  = ;

sin2  –  =  = .

3. Выражение в с�об�ах примет вид

 –  =  = sin .

4. О�ончательно находим

 =  = .

К упражнению 4а

1. Используя формулу

cos α cos β = ,

получим

y = cos x cos 6x = cos 5x + cos 7x.

2. Период фун�ции y = cos 5x есть T
1
 = , а период фун�ции y =

= cos 7x равен T
2
 = .

3. Очевидно, что НОК чисел T
1
 и T

2
 равно 2π.

4. Ита�, 2π — период данной фун�ции.

1

2
---

2π
3
-------

1

2
---

3

2
---

1 2αcos–

2
---------------------------


 π

4
---

x

4
----


1 2
π
4
---

x

4
---+ 

 cos–

2
--------------------------------------------

1
x

2
---sin+

2
-----------------------


 π

4
---

x

4
----


1 2
π
4
---

x

4
---– 

 cos–

2
-------------------------------------------

1
x

2
---sin–

2
-----------------------

1
x

2
---sin+

2
-----------------------

1
x

2
---sin–

2
-----------------------

2
x

2
---sin

2
-----------------

x

2
---

x

2
---sin

x

2
---cos

2 xsin
----------------------------

xsin

4 xsin
-----------------
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К упражнению 4ж

1. Воспользуемся формулой

sin x sin y = 

и запишем данную фун�цию в виде

y = 2 sin 3x sin 2x = cos x – cos 5x.

2. Период фун�ции cos x равен T
1
 = 2π, а период фун�ции cos 5x

равен T
2
 = .

3. Ясно, что НОК чисел T
1
 и T

2
 равно 2π.

4. Ита�, фун�ция имеет период 2π.

К упражнению 5

1. Та� �а�

cos α + cos β = 2 cos cos , cos (α + β) = 2 cos2  – 1,

то данное соотношение можно записать в виде

2 cos cos  – 2 cos2  –  = 0.

2. Преобразуем левую часть это$о равенства:

cos  – cos  +  – cos2  = 0,

или

cos  – cos  + sin2  = 0.

3. Учитывая, что сумма �вадратов действительных чисел равна
нулю то$да и толь�о то$да, �о$да �аждое из этих чисел равно нулю,
имеем:

а) sin  = 0; б) cos  – cos  = 0.

Но α и β — у$лы треу$ольни�а, поэтому из равенства а) следует,
что α = β.

5. Теперь, подставив α = β в равенство б), получим cos α = , т. е.

α = 60°.
6. Ита�, α = β = 60°, а, значит, и третий у$ол равен 60°, т. е. тре-

у$ольни� правильный.
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К упражнению 6а

1. Воспользуемся тем, что данное выражение представляет собой
разность �вадратов и разложим е$о на множители:

cos2 α – sin2 β = (cos α – sin β)(cos α + sin β). (1)

2 Правая часть равенства (1) в явной форме не выражает сумму
или разность одноименных три$онометричес�их фун�ций.

3. Используя формулы приведения, получим

cos α – sin β = cos α – cos (90° – β), (2)
cos α + sin β = cos α + cos (90° – β). (3)

4. Перепишем правую часть равенства (1) с учетом равенств (2) и (3):

(cos α – sin β)(cos α + sin β) =
= (cos α – cos (90° – β))(cos α + cos (90° – β)). (4)

5. Применяя � правой части равенства (4) формулы суммы и раз-
ности �осинусов, получим

–2 sin sin  · 2 cos cos . (5)

6. Упростим выражение (5); используя формулу синуса двойно$о
у$ла и формулы приведения, имеем

–sin (α – β + 90°) sin (α + β – 90°) = cos (α – β) cos (α + β).

К упражнению 6е

1. Первые два сла$аемых данно$о выражения преобразуем в про-
изведение, используя формулу суммы синусов:

sin α + sin β = 2 sin cos . (1)

2. Последнее сла$аемое данно$о выражения преобразуем �а� си-
нус двойно$о ар$умента:

sin (α + β) = 2 sin cos . (2)

3. Учитывая равенства (1) и (2), перепишем исходное выражение та�:

2 sin cos  + cos . (3)

4. На�онец, для упрощения выражения (3) воспользуемся форму-
лой суммы �осинусов и получим

2 sin  · 2 cos cos  = 4 sin cos cos .
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К упражнению 7

1. Пусть x ($) — �оличество меди в сплаве, а y ($) — первоначаль-
ная масса сплава.

2. То$да, используя условия задачи, получим систему уравнений

3. Решив эту систему, находим y = 100, т. е. первоначальная мас-
са сплава равна 100 $.

К о м м е н т а р и й.  1. Рассмотрим уравнение (1) из записанной

системы. Что означают в нем дроби  и ?

2. За x было принято �оличество меди в сплаве, а за y — первона-
чальная масса сплава.

3. Поэтому дробь  выражает �онцентрацию меди (т. е. содержа-

ние меди в исходном сплаве).
4. Со$ласно условию, � первоначальной массе меди в сплаве было

добавлено 20 $ меди, т. е. �оличество меди в новом сплаве составит
x + 20 ($), но в то же время масса ново$о сплава будет равна y + 20 ($).

5. Следовательно, �онцентрация меди в новом сплаве выразится

дробью .

6. После добавления 20 $ меди � первоначальному сплаву ее содер-
жание в сплаве увеличилось на 10%, т. е. на 0,1. Этот фа�т и выража-
ет уравнение (1).

7. Анало$ичные рассуждения приводят � уравнению (2).

К упражнению 9

а) Равенство sin α =  возможно, та� �а� 0 <  < 1.

б) Равенство sin α =  невозможно, пос�оль�у  > 1.

в) Равенство sin α =  невозможно, та� �а�  > 1.

$) Равенство sin α = a +  невозможно: если a = 0, то выраже-

ние a +  не имеет смысла; если a > 0, то a +  l 2; если a < 0, то

a + m –2.

 –  = 0,1, (1)

 –  = 0,2. (2)
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К упражнению 10

а) Равенство cos α =  возможно. Действительно:

1)  –  d 1,73 – 1,41 = 0,32;

2)  – 1 d 1,41 – 1 = 0,41;

3) 0 <  < 1.

б) Равенство cos α =  невозможно, пос�оль�у

 =  =  =  > 1.

в) Равенство cos α =  невозможно, та� �а� 0 < sin 18° < 1 —

правильная дробь и, значит,  > 1.

$) Равенство cos α = sin2 3x + cos2 3x возможно, пос�оль�у sin2 3x +

+ cos2 3x = 1.

К упражнению 11

а) Имеем

sin x cos x l 0; sin 2x l 0; sin 2x l 0,

от�уда

2πk m 2x m π + 2πk, т. е. πk m x m  + πk, k Ý Z.

б) Здесь должны выполняться условия

т. е. x Ý 0;  + πk  ∪  + πk;  + πk , k Ý N.

в) Имеем

sin2 x – cos2 x l 0, или cos 2x m 0,

от�уда

 + 2πk m 2x m  + 2πk, т. е.  + πk m x m  + πk, k Ý Z.
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$) Область определения фун�ции задается системой неравенств

или

от�уда x Ý [2πk;  + 2πk], k Ý Z.

К упражнению 12а

1. Имеем y = cos2 x = .

2. Та� �а� фун�ция cos 2x имеет период π, то и данная фун�ция
имеет тот же период π.

К упражнению 12


1. Пусть T— период данной фун�ции; то$да справедливо тождество

sin3 (x + T) = sin3 x, или sin3 (x + T) – sin3 x = 0. (1)

2. Разложив левую часть уравнения (1) по формуле разности �у-
бов, получим

sin3 (x + T) – sin3 x = (sin (x + T) – sin x) ×

× (sin2 (x + T) + sin (x + T) sin x + sin2 x) = 0. (2)

3. Упростим второй множитель в уравнении (2):

sin2 (x + T) + sin (x + T) sin x + sin2 x =

= sin x + T  + sin x  + sin2 x. (3)

4. Та� �а� выражение (3) неотрицательно, т. е. оно тождественно
не равно нулю, то из равенства (2) следует, что должно выполняться
тождество

sin (x + T) – sin x = 0, или 2 sin cos x +  = 0.

3. Выражение cos x +  тождественно не равно нулю, поэтому

sin  = 0. Наименьшее положительное значение T, при �отором это

равенство справедливо, есть 2π. Ита�, 2π — период данной фун�ции.

sin x l 0,
cos x l 0,

2πk m x m π + 2πk,
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К упражнению 13а

1. Та� �а� y l 4, то  − 0; то$да систему можно переписать

та�:

(1)

2. Решим систему (1):

или

(2)

3. Решениями системы (2) являются две пары чисел: x
1
 = 2, y

1
 = 1

и x
2
 = –2, y

2
 = 5.

4. Но y l 4, поэтому решение данной системы есть единственная
пара чисел: x = –2, y = 5.

Ответ: –2.

6 y 4–

x + y – 3 = 0,

x3 + x2y = 12.

x + y = 3,

x2(x + y) = 12,

x + y = 3,

3x2 = 12.
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Т е м а 16

Свойства функции y = sin x и ее график.

Функция y = arcsin x и ее график. Решение уравнения sin x = a.

Свойства функции y = cos x и ее график.

Функция y = arccos x и ее график. Решение уравнения cos x = a.

Свойства функции y = tg x и ее график.

Функция y = arctg x и ее график. Решение уравнения tg x = a.

Свойства функции y = ctg x и ее график.

Функция y = arcctg x и ее график. Решение уравнения ctg x = a.

Некоторые соотношения для аркфункций

Теоретичес	ие сведения

1. Свойства функции y = sin x и ее график

1°. Отметим основные свойства фун�ции y = sin x:
а) область определения — вся числовая прямая, т. е. D(sin) =

= R;
б) множество значений — отрезо� [–1; 1], т. е. E(sin) = [–1; 1];

значит, синус — фун�ция о�раниченная;
в) фун�ция нечетная: sin (–x) = –sin x при всех x Ý R;
�) фун�ция периодичес�ая с наименьшим положительным

периодом 2π, т. е. sin (x + 2π) = sin x при всех x Ý R;
д) sin x = 0 при x = πk, �де k Ý Z;
е) sin x > 0 при всех x Ý (2πk; π + 2πk), k Ý Z;
ж) sin x < 0 при всех x Ý (π + 2πk; 2π + 2πk), k Ý Z;

з) фун�ция возрастает от –1 до 1 в промежут�ах –  + 2πk;

 + 2πk , k Ý Z;

и) фун�ция убывает от 1 до –1 в промежут�ах  + 2πk;

+ 2πk , k Ý Z;

π

2
---

π

2
---

π

2
---

3π

2
-------
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�) фун�ция принимает наи-
большее значение, равное 1, в точ-

�ах x =  + 2πk, k Ý Z;

л) фун�ция принимает наи-
меньшее значение, равное –1,

в точ�ах x =  + 2πk, k Ý Z.

2°. Все перечисленные свойства синуса позволяют построить
е�о �рафи� на промежут�е [–π; π], т. е. на промежут�е, длина
�оторо�о равна периоду фун�ции (рис. 147).

3°. Та� �а� фун�ция y = sin x имеет период 2π, то ее �рафи�

переходит в себя при параллельном переносе (2π; 0). Поэтому

�рафи� фун�ции y = sin x на [–π + 2πk; π + 2πk] получается из
�рафи�а, изображенно�о на рис. 147, с помощью параллельно-

�о переноса (2πk; 0), k Ý Z (рис. 148).

2. Функция y = arcsin x и ее график

1°. Фун�ция y = sin x на отрез�е – ;  возрастает и при-

нимает все значения из отрез�а [–1; 1] (см. рис. 147). Поэтому

фун�ция y = sin x на отрез�е – ;  обратима, т. е. имеет об-

ратную фун�цию, �оторую называют ар�син�сом и обознача-
ют y = arcsin x. Геометричес�и arcsin x означает величину у�ла

(ду�и), за�люченно�о в промежут�е – ; , синус �оторо�о

равен x.

Рис. 147
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2°. Графи� фун�ции y = arcsin x изо-
бражен на рис. 149. Этот �рафи� симмет-
ричен �рафи�у фун�ции y = sin x, x Ý

Ý – ; , относительно прямой y = x.

3°. Отметим свойства фун�ции y =
= arcsin x:

а) D(arcsin) = [–1; 1];

б) E(arcsin) = – ; ;

в) фун�ция нечетная, т. е. arcsin (–x) =
= –arcsin x;

�) фун�ция возрастающая.
Пример. Вычислить:

а) arcsin –  + arcsin ; б) tg arcsin .

Р е ш е н и е.  Имеем:

а) arcsin –  + arcsin  = –arcsin  + arcsin  = –  +

+  = – ;

б) tg arcsin  = tg  = .

3. Решение уравнения sin x = a

1°. Формула �орней уравнения sin x = a (�де |a| m 1) имеет вид

x = (–1)k arcsin a + πk, k Ý Z.

2°. Частные случаи:
а) sin x = 0 _ x = πk, k Ý Z;

б) sin x = 1 _ x =  + 2πk, k Ý Z;

в) sin x = –1 _ x = –  + 2πk, k Ý Z.

3°. Формула �орней уравнения sin2 x = a (�де a m 1) имеет
вид

x = äarcsin  + πk, k Ý Z.

Рис. 149
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Пример. Решить уравнение 2 sin  + x  +  = 0.

Р е ш е н и е.  2 sin  + x  +  = 0 _ sin  + x  = –  _

_  + x = (–1)k arcsin –  + πk _  + x =

= (–1)k –  + πk _ x = (–1)k + 1  –  + πk, k Ý Z.

4. Свойства функции y = cos x и ее график

1°. Отметим основные свойства фун�ции y = cos x:
а) область определения — вся числовая прямая, т. е. D(cos) =

= R;
б) множество значений — отрезо� [–1; 1], т. е. E(cos) =

= [–1; 1]; значит, �осинус — фун�ция о�раниченная;
в) фун�ция четная: cos (–x) = cos x при всех x Ý R;
�) фун�ция периодичес�ая с наименьшим положительным

периодом 2π, т. е. cos (x + 2π) = cos x при всех x Ý R;

д) cos x = 0 при x =  + πk, k Ý Z;

е) cos x > 0 при всех x Ý –  + 2πk;  + 2πk , k Ý Z;

ж) cos x < 0 при всех x Ý  + 2πk;  + 2πk , k Ý Z;

з) фун�ция убывает от 1 до –1 в промежут�ах [2πk; π + 2πk],
k Ý Z;

и) фун�ция возрастает от –1 до 1 в промежут�ах [–π + 2πk;
2πk], k Ý Z;

�) фун�ция принимает наибольшее значение, равное 1, в точ-
�ах x = 2πk, k Ý Z;

л) фун�ция принимает наименьшее значение, равное –1,
в точ�ах x = π + 2πk, k Ý Z.

2°. Все перечисленные свойства �осинуса позволяют по-
строить е�о �рафи� на промежут�е [–π; π], т. е. на промежут�е,
длина �оторо�о равна периоду фун�ции (рис. 150).
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3°. В силу то�о что период фун�ции y = cos x равен 2π, ее

�рафи� переходит в себя при параллельном переносе (2π; 0).

Следовательно, �рафи� фун�ции y = cos x на [–π + 2πk; π + 2πk]
получается из �рафи�а, изображенно�о на рис. 150, с помощью

параллельно�о переноса (2πk; 0), k Ý Z (рис. 151).

5. Функция y = arccos x и ее график

1°. Фун�ция y = cos x на отрез�е
[0; π] убывает и принимает все значе-
ния из отрез�а [–1; 1] (см. рис. 150).
Поэтому фун�ция y = cos x на от-
рез�е [0; π] обратима, т. е. имеет об-
ратную фун�цию, �оторую называ-
ют ар��осин�сом и обозначают y =
= arccos x. Геометричес�и arccos x

означает величину у�ла (ду�и), за-
�люченно�о в промежут�е [0; π],
�осинус �оторо�о равен x.

2°. Графи� фун�ции y = arccos x

изображен на рис. 152. Этот �рафи�

r

r

Рис. 150

Рис. 151

Рис. 152
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симметричен �рафи�у фун�ции y = = cos x, x Ý [0; π], относи-
тельно прямой y = x.

3°. Отметим свойства фун�ции y = arccos x:
а) D(arccos) = [–1; 1];
б) E(arccos) = [0; π];
в) фун�ция убывающая;
�) arccos (–x) = π – arccos x.

Пример. Вычислить ctg  – arccos – .

Р е ш е н и е.  ctg  – arccos –  =

= ctg  – π – arccos  = ctg  – π –  =

= ctg  –  = ctg  = –1.

6. Решение уравнения cos x = a

1°. Формула �орней уравнения cos x = a (�де |a| m 1) имеет
вид

x = äarccos a + 2πk, k Ý Z.

2°. Частные случаи:

а) cos x = 0 _ x =  + πk, k Ý Z;

б) cos x = 1 _ x = 2πk, k Ý Z;
в) cos x = –1 _ x = π + 2πk, k Ý Z.

3°. Формула �орней уравнения cos2 x = a (�де a m 1) имеет
вид

x = äarccos  + πk, k Ý Z.

Пример. Решить уравнение

cos x –  – 1 = 0.
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Р е ш е н и е.  cos x –  = 1 _ x –  = 2πk _

_ x =  + 2πk _ x =  + 3πk, k Ý Z.

7. Свойства функции y = tg x и ее график

1°. Отметим основные свойства фун�ции y = tg x:
а) область определения — множество всех действительных

чисел, �роме чисел вида x =  + πk, k Ý Z;

б) множество значений — вся числовая прямая, т. е. E(tg) =
= R; та�им образом, тан�енс — фун�ция нео�раниченная;

в) фун�ция нечетная: tg (–x) = –tg x при всех x Ý D(tg);
�) фун�ция периодичес�ая с наименьшим положительным

периодом π, т. е. tg (x + π) = tg x при всех x Ý D(tg);
д) tg x = 0 при x = πk, k Ý Z;

е) tg x > 0 при всех x Ý (πk;  + πk), k Ý Z;

ж) tg x < 0 при всех x Ý –  + πk; πk , k Ý Z;

з) фун�ция возрастает в �аждом промежут�е –  + πk;

+ πk , k Ý Z.

2°. Все перечисленные свойства тан-
�енса позволяют построить е�о �рафи�

на промежут�е – , , т. е. на проме-

жут�е, длина �оторо�о равна периоду
фун�ции (рис. 153).

3°. В силу то�о что период фун�-
ции y = tg x равен π, ее �рафи� перехо-
дит в себя при параллельном переносе

(π; 0). Поэтому �рафи� фун�ции y =

= tg x  на – + πk;  + πk  получается
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из �рафи�а, изображенно�о на рис. 153, с помощью параллель-

но�о переноса (πk; 0), k Ý Z (рис. 154).

8. Функция y = arctg x и ее график

1°. На промежут�е – ;  тан�енс возрастает (см. рис. 154)

и принимает все числовые значения, т. е. E(tg) = (–×; +×).

Поэтому фун�ция y = tg x на промежут�е – ;  обратима,

т. е. имеет обратную фун�цию, �оторую называют ар�тан�ен-
сом и обозначают y = arctg x. Геометричес�и arctg x означает

величину у�ла (ду�и), за�люченно�о в промежут�е – ; ,

тан�енс �оторо�о равен x.
2°. Графи� фун�ции y = arctg x изо-

бражен на рис. 155. Этот �рафи� сим-
метричен �рафи�у фун�ции y = tg x,

x Ý – ; , относительно прямой

y = x.
3°. Отметим свойства фун�ции y =

= arctg x:
а) D(arctg) = (–×; +×);

б) E(arctg) = – ; ;

r

Рис. 154
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в) фун�ция нечетная, т. е. arctg (–x) = –arctg x;
�) фун�ция возрастающая.

Пример. Вычислить

arccos –  + arcsin –  + arctg – .

Р е ш е н и е.  arccos –  + arcsin –  + arctg –  =

= π – arccos  – arcsin  – arctg  = π –  –  –  = .

9. Решение уравнения tg x = a

1°. Формула �орней уравнения tg x = a имеет вид

x = arctg a + πk, k Ý Z.

2°. Частные случаи:
а) tg x = 0 _ x = πk, k Ý Z;

б) tg x = 1 _ x =  + πk, k Ý Z;

в) tg x = –1 _ x = –  + πk, k Ý Z.

3°. Формула �орней уравнения tg2 x = a имеет вид

x = äarctg  + πk, k Ý Z.

Пример. Решить уравнение 3 tg2 3x – 1 = 0.

Р е ш е н и е.  tg2 3x =  _ tg 3x = ä  _ 3x = äarctg  +

+ πk _ 3x = ä  + πk _ x = ä  + k _ x = (6k ä 1), k Ý Z.

10. Свойства функции y = ctg x и ее график

1°. Отметим основные свойства фун�ции y = ctg x:
а) область определения — множество всех действительных

чисел, �роме чисел вида πk, k Ý Z;
б) множество значений — вся числовая прямая, т. е. E(ctg) =

= R; та�им образом, �отан�енс — фун�ция нео�раниченная;
в) фун�ция нечетная: ctg (–x) = –ctg x при всех x Ý D(ctg);
�) фун�ция периодичес�ая с наименьшим положительным

периодом π, т. е. ctg (x + π) = ctg x при всех x Ý D(ctg);
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д) ctg x = 0 при x =  + πk, k Ý Z;

е) ctg x > 0 при всех x Ý (πk;  + πk),

k Ý Z;

ж) ctg x < 0 при всех x Ý (–  + πk; πk),

k Ý Z;
з) фун�ция убывает в �аждом проме-

жут�е (πk; π + πk), k Ý Z.

2°. Все перечисленные свойства �отан-
�енса позволяют построить е�о �рафи� на
промежут�е (0; π), т. е. на промежут�е,
длина �оторо�о равна периоду фун�ции
(рис. 156).

3°. Та� �а� период фун�ции y = ctg x равен π, то ее �рафи�

переходит в себя при параллельном переносе (π; 0). Поэтому

�рафи� фун�ции y = ctg x на (πk; π + πk) получается из �рафи-
�а, изображенно�о на рис. 156, с помощью параллельно�о пе-

реноса (πk; 0), k Ý Z (рис. 157).

11. Функция y = arcctg x и ее график

1°. На промежут�е (0; π) �отан�енс убывает (см. рис. 156) и
принимает все числовые значения, т. е. E(ctg) = (–×; +×). По-
этому фун�ция y = ctg x на промежут�е (0; π) обратима, т. е.
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имеет обратную фун�цию, �оторую называют ар��отан�енсом

и обозначают y = arcctg x. Геометричес�и arcctg x означает ве-
личину у�ла (ду�и), за�люченно�о в промежут�е (0; π), �отан-
�енс �оторо�о равен x.

2°. Графи� фун�ции y = arcctg x

изображен на рис. 158. Этот �рафи�
симметричен �рафи�у фун�ции y =
= ctg x, x Ý (0; π), относительно пря-
мой y = x.

3°. Отметим свойства фун�ции y =
= arcctg x:

а) D(arcctg) = (–×; +×);
б) E(arcctg) = (0; π);
в) фун�ция убывающая;
�) arcctg (–x) = π – arcctg x.

Пример. Вычислить sin (arcctg (– ) + arcctg 1).

Р е ш е н и е.  sin (arcctg (– ) + arcctg 1) =

= sin π – arcctg  +  = sin π –  +  = sin  =

= sin π +  = –sin .

12. Решение уравнения ctg x = a

1°. Формула �орней уравнения ctg x = a имеет вид

x = arcctg a + πk, k Ý Z.

2°. Частные случаи:

а) ctg x = 0 _ x =  + πk, k Ý Z;

б) ctg x = 1 _  + πk, k Ý Z;

в) ctg x = –1 _ x =  + πk, k Ý Z.

3°. Формула �орней уравнения ctg2 x = a имеет вид

x = äarcctg  + πk, k Ý Z.

Рис. 158
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Пример. Решить уравнение ctg2 2x –  = 3.

Р е ш е н и е.  ctg 2x –  = ä  _ 2x –  = äarcctg  +

+ πk _ 2x = ä  +  + πk _ x = ä  +  + , k Ý Z.

13. Некоторые соотношения для аркфункций

Сведем вместе уже выведенные соотношения и дополним
их новыми.

1°. Записи y = arcsin x и x = sin y, –  m y m , равносильны.

Следовательно, для любо�о x, взято�о на отрез�е –1 m x m 1,
имеем

–  m arcsin x m ; (1)

sin (arcsin x) = x. (2)

2°. Записи y = arccos x и x = cos y, 0 m y m π, равносильны.
Поэтому для любо�о x та�о�о, что –1 m x m 1, имеем

0 m arccos x m π; (3)
cos (arccos x) = x. (4)

3°. Записи y = arctg x и x = tg y, –  < y < , равносильны.

Значит, для любо�о x та�о�о, что –× < x < +×, имеем

–  < arctg x < ; (5)

tg (arctg x) = x. (6)

4°. Запись y = arcctg x и ctg y = x, 0 < y < π, равносильны.
Та�им образом, для любо�о x та�о�о, что –× < x < + ×, имеем

0 < arcctg x < π; (7)
ctg (arcctg x) = x. (8)

5°. Фун�ции y = arcsin x, y = arccos x, y = arctg x и y = arcctg x

называют обратными три�онометричес�ими ф�н�циями

(или ар�ф�н�циями).
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6°. Приведем еще не�оторые формулы, позволяющие нахо-
дить значения три�онометричес�их фун�ций от ар�фун�ций.

Например, вычислим cos (arcsin x). Положим arcsin x = y.

То�да sin y = x, –  m y m ; нам нужно найти cos y.

а) Известно, что cos y = ä .

б) Значит, cos y = ä .

в) Но –  m y m , а на этом отрез�е �осинус принимает не-

отрицательные значения.

�) Та�им образом, cos y = , т. е.

cos (arcsin x) = , �де –1 m x m 1. (9)

7°. Выведем еще одну формулу. Та� �а� tg y = , то из

формул (2) и (9) следует, что

tg (arcsin x) = , �де –1 < x < 1. (10)

8°. Анало�ично получаются следующие формулы:

ctg (arcsin x) = , �де –1 m x m 1; x − 0;  (11)

sin (arccos x) = , �де –1 m x m 1; (12)

tg (arccos x) = , �де –1 m x m 1; x − 0; (13)

ctg (arccos x) = , �де –1 < x < 1. (14)

9°. Справедливы тождества:

а) arcsin x + arccos x = , x Ý [–1; 1];

б) arctg x + arcctg x = , x Ý R.
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

11. Перечислите основные

свойства синуса.

12. Обратима ли фун�ция y =

= sin x на отрез�е – ; ? По-

чему?

13. Дана фун�ция y = sin x.
Ка� называют и обозначают об-

ратную ей фун�цию? Что озна-
чает $еометричес�и arcsin x?

14. Постройте 	рафи
 фун
-

ции y = arcsin x. У�ажите
D(arcsin) и E(arcsin).

15. До�ажите, что фун�ция

ар�синус является: а) нечетной;
б) возрастающей.

16. Э�вивалентны ли выраже-

ния: а) y = x и y = sin (arcsin x);

б) y = arcsin x и sin y = x?

17. Вычислите:

1а) arcsin (–1);

1б) arcsin – ; 

1в) arcsin – ;

1$) arcsin – ; д) arcsin 0;

1е) arcsin ; ж) arcsin ;

1з) arcsin ; и) arcsin 1.

18. Дано уравнение sin x = a.

Запишите е$о решения и дайте

их $рафичес�ую иллюстрация
при: а) a = 0; б) a = 1; в) a = –1;

$) a = .

19. Перечислите основные

свойства �осинуса.

10. Назовите обратную фун�-
цию по отношению � �осинусу
на отрез�е [0; π]. Что означает
$еометричес�и arccos x?

11. Постройте $рафи� фун�-
ции y = arccos x. У�ажите об-
ласть определения и множество
значений фун�ции.

12. Ка� изменяется фун�ция
y = arccos x на отрез�е [–1; 1]?

13. Э�вивалентны ли выра-
жения y = arccos x и cos y = x?

14. Вычислите:

а) arccos 1; б) arccos ;

в) arccos ; $) arccos ;

д) arccos 0; е) arccos – ;

ж) arccos – ;

з) arccos (–1).
15. Дано уравнение cos x = a.

Запишите е$о решения и дайте
их $рафичес�ую иллюстрацию
при: а) a = 0; б) a = 1; в) a = –1;

$) a = .

16. Перечислите основные
свойства тан$енса.

17. Напишите обратную
фун�цию по отношению � тан-

$енсу на промежут�е – ; .

Ка� называют и обозначают эту
фун�цию? Что означает $еомет-
ричес�и arctg x?

18. Ка�ой фун�цией, возрас-
тающей или убывающей, явля-
ется ар�тан$енс на промежут�е

– ; ?
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19. Э�вивалентны ли выра-
жения y = arctg x и tg y = x?

20. Вычислите:
а) arctg 1; б) arctg (–1);

в) arctg ; $) arctg 3;

д) arctg – .

21. Дано уравнение tg x = a.
Запишите е$о решения и дайте
их $рафичес�ую иллюстрацию
при: а) a = 0; б) a = 1; в) a = –1;

$) a = .

22. Перечислите основные
свойства �отан$енса.

23. Дана фун�ция y = ctg x.
Назовите фун�цию, обратную дан-
ной. Ка� ее обозначают? Что оз-
начает $еометричес�и arcctg x?

24. Постройте $рафи� фун�-
ции y = arcctg x. У�ажите
D(arcctg x) и E(arcctg x).

25. Э�вивалентны ли выра-
жения y = arcctg x и ctg y = x?

26. Вычислите: а) arcctg (–1);

б) arcctg 1; в) arcctg ;

$) arcctg (– ).

27. Дано уравнение ctg x = a.

Запишите е$о решения и дайте
их $рафичес�ую иллюстрацию
при: а) a = 0; б) a = 1; в) a = –1;

$) a = .

28. Верно ли равенство:

а) arcsin  = 30°;

б) sin arcsin  = ;

в) sin (arcsin x) = x;
$) arcsin (sin 30°) = 30°?
29. Верно ли равенство:

а) arccos  = 60°;

б) cos arccos  = ;

в) cos(arccos x) = x;
$) arccos (cos 60°) = 60°?
30. Верно ли равенство:
а) arctg 1 = 45°;
б) tg (arctg 1) = 1;
в) tg (arctg x) = x;
$) arctg (tg 45°) = 45°?
31. Верно ли равенство:

а) arcctg  = 30°;

б) ctg (arcctg ) = ;

в) ctg (arcctg x) = x;
$) arcctg (ctg 60°) = 60°?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Постройте �рафи� фун�ции:
а) y = sin |–x|; б) y = –|sin x|; в) y = |–cos x|; �) y = tg |–x|;
д) y = –|tg x|; е) y = cos4 x – sin4 x; ж) y = sin x + cos x;

з) y = tg2 x – sec2 x; и) y = 4 cos4  + sin4 .

2. Вычислите:

а) arctg tg ; б) arccos sin ; в) cos 2 arcsin ;

�) tg arcsin ; д) sin arccos – ; е) arccos cos ;
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ж) arcsin sin ; з) arctg ctg ; и) arcsin sin ;

�) arcsin –sin ; л) arccos –cos ; м) arccos –tg .

3. Найдите область определения фун�ции:

а) y = arccos ; б) y = arcsin ; в) y = arcsin (x2 – 1);

�) y = arctg ; д) y = arcctg .

4. Вычислите:

а) sin arcsin  + arcsin ;

б) cos arcsin –  + arcsin ;

в) tg arctg  – arctg ;

�) cos arcctg  + arcctg – ;

д) sin 2 arcsin ;

е) sin(2 arctg 4);

ж) sin 2 arctg  – arccos ;

з) ctg 2 arcsin ;

и) sin 2 arccos ;

�) cos(2 arccos x);
л) sin (2 arctg x).
5. Найдите �орни уравнения, принадлежащие заданному

отрез�у:

а) sin 4x + cos 3x – sin 2x = 0, ; ;

б) sin 4x + cos 3x – sin 2x = 0, ; ;
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в) ctg x + 2|cos x| = 0, 0; ;

�) tg x – 2|sin x|, ; 2π ;

д)  + 2 cos2 x = 0, 0; ;

е) 2|sin x| – tg x = 0, ; 2π ;

ж) 2 sin2 x –  = 0, ; .

В ответе у�ажите �оличество �орней.
6. Решите уравнение (в ответе у�ажите в �радусах сумму

�орней, принадлежащих заданному отрез�у):

а) sin 3x – |sin x| = 0, ; ;

б) tg 3x + |tg x| = 0, ; ;

в) cos 3x + |cos x| = 0, ; ;

�) sin 3x + |sin x| = 0, ; ;

д) tg 3x – |tg x| = 0, ; ;

е) cos 3x – |cos x| = 0, ; ;

ж) sin 4x + cos 3x – sin 2x = 0, ; .

7. Вычислите:
а) 15(sin 2x – cos 2x), если sin x – 6 = 3 tg x – 2 cos x;

б) 8 cos 2x + 4 cos2 x, если 2 sin 2x + 3 cos x – 20 sin x = 15;
в) 10(cos 2x – sin 2x), если 2 ctg x – 3 sin x = 6 – cos x;
�) 4 cos 2x + 3 sin 2x, если 2 + 4 tg x = cos x + 2 sin x;

д) sin α – cos α, если 2 cos 2α + 4 cos α + 5 = 0.

8. Решите уравнение:

а) cos x – cos 2x = 1; найдите сумму �орней удовлетво-

ряющих неравенствам 6 < x < 13;
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б) sin 3x – sin x + cos 2x = 1; с�оль�о �орней удовлетворяют
неравенствам 3 m x < 10?

в) cos x – cos  = 1 – cos ; с�оль�о �орней удовлетворя-

ют неравенствам 3 < x < 7?

�) sin 3x – 2 cos2 2x = sin x; с�оль�о �орней удовлетворяют
неравенствам –7 < x < –5?

д) sin x cos 3x = 1 – 2 cos2  – x ; с�оль�о �орней удовлет-

воряют неравенствам 6 < x < 10?

е) sin x = 1 – cos 2x; в ответе запишите в �радусах на-
именьший �орень на отрез�е [–5; –3].

9. Определите, при �а�их значениях a имеет решение урав-
нение:

а) cos2 x + 6 sin x = 4a2 – 2;

б) sin4 x + 2 sin x cos x + cos4 x = a;

в) sin 2x + 2a (sin x – cos x) = 4a – 1;

�) sin2 x + 4 sin x = a;

д) cos2 x – 3 cos x + a = 0.
10. Решите уравнение sin 4x = a tg x (�де 0 < a < 4).
11. Найдите все решения уравнения:

а) sin πsin x  = ; б) sin π cos x  = ;

в) sin cos x  = – ; �) ctg (3 cos x) = 1.

12. Найдите все значения x, для �оторых величина:

а) y = π sin x cos x удовлетворяет уравнению

log4 (ctg 2y + tg y) = 1 + 0,5 log0,5 (9 ctg y – tg y);

б) y = (sin x + cos x) удовлетворяет уравнению

log4 (tg 2y – 3 ctg y) = 1 – 0,5 log2 (ctg y – tg y);

в) y = π(sin x + cos x) удовлетворяет уравнению

0,5 log2 (ctg y + tg 2y) = 1 – log4 (9 ctg y – 5 tg y);
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�) y = π sin x +  удовлетворяет уравнению

log4  –  = 1 – 0,5 log2 (ctg y – tg y).

13. До�ажите, что:

а) arcsin x + arccos x = ;

б) 2arctg  + arctg  = arctg ;

в) arccos  + arccos –  = arccos – ;

�) arcsin  – arccos  = –arcsin .

Задания для повторения

14. Из полно�о ба�а, содержаще�о 729 л чистой �ислоты,
вылили k литров �ислоты и долили ба� водой. После переме-
шивания (до получения однородно�о раствора) из ба�а вылили
k литров раствора, затем долили ба� водой и перемешали. После
то�о �а� та�ая операция была проделана 6 раз, жид�ость в ба-
�е содержала 64 л чистой �ислоты. Определите значение k.

15. В сосуде было 10 л соляной �ислоты. Часть соляной �ис-
лоты отлили, а сосуд дополнили та�им же �оличеством воды.
Затем снова отлили та�ое же �оличество смеси и долили та�ое
же �оличество воды. С�оль�о литров отливали �аждый раз, если
в результате в сосуде о�азался 64%-ный раствор соляной �ис-
лоты?

16. Найдите сумму 20 членов арифметичес�ой про�рессии,
если ее 1-й член равен 2, а 7-й член равен 20.

17. Сумма 1-�о и 5-�о членов арифметичес�ой про�рессии
равна 26, а произведение 2-�о и 4-�о ее членов равно 160. Най-
дите сумму первых шести членов про�рессии.

18. Три числа, �аждое из �оторых является степенью с ос-
нованием a (a > 0, a − 1), составляют �еометричес�ую про�рес-
сию. До�ажите, что ло�арифмы этих чисел образуют арифме-
тичес�ую про�рессию.

19. Найдите знаменатель и сумму бес�онечно убывающей

�еометричес�ой про�рессии, в �оторой b1 = , b2 = .
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20. До�ажите справедливость неравенства:

а) tg x + ctg x l 2, если 0 < x < ;

б) 2 sin 4α sin 2α + cos 6α l –1.

О Т В Е Т Ы

2. а) – ; б) ; в) – ; $) ; д) ; е) ; ж) ; з) – ; и) ;

�) – ; л) ; м) – . 3. а) –× < x m –3, –  m x < +×; б) –  m x m ;

в) –  m x m ; $) –× < x < –3, –3 < x < 3, 3 < x < +×; д) –× < x m 2,

3 m x < +×. 4. а) 1; б)  в) ; $) – ; д) ; е) ; ж) ; з) ;

и) ; �) 2x2 – 1; л) . 5. а) Один �орень; б) пять �орней; в) три

�орня; $) три �орня; д) три �орня; е) три �орня; ж) два �орня.
6. а) 855°; б) 405°; в) 990°; $) 720°; д) 675°; е) 855°; ж) 840°. 7. а) –3;
б) 0,75; в) 2; $) 0; д) 1. 8. а) 12π; б) шесть �орней; в) три �орня; $) два

�орня; д) пять �орней; е) –225°. 9. а) –  m a m ; б) –0,5 m a m 1,5;

в) x =  + 2πk, k Ý Z; x =  + (–1)karcsin (2a – 1) + πk, $де 0 m a m 1,

k Ý Z; $) если a Ý [–3; 5], то x = (–1)karcsin (  – 2) + πk, k Ý Z;

в частности, если a = 0, то x = πk, k Ý Z; д) если a Ý [–4; 2], то x =

= äarccos  + 2πk, k Ý Z; если a Ý (–×; –4) или a Ý (2; +×),

то нет решений. 10. x = πk; x = πk ä arccos , k Ý Z.

11. а) x = (–1)karcsin  + πk, x = (–1)karcsin  + πk, x = (–1)k + 1 ×

× arcsin  + πk, k Ý Z; б) x = äarccos  + 2πk, x = äarccos  + 2πk,

x = äarccos –  + 2πk, k Ý Z; в) x = äarccos  + 2πk, x =

= äarccos –  + 2πk, x = äarccos –  + 2πk, k Ý Z; $) x =

= äarccos  + 2πk, x = äarccos –  + 2πk, k Ý Z. 12. а) x = (–1)n  +

+ , x = –  + πn, n Ý Z; б) x = (–1)n + 1  –  + πn, x =  + 2πn, n Ý Z;
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в) x = (–1)n + 1  –  + πn, x =  + 2πn, n Ý Z; $) x = (–1)n + 1  –  + πn,

x =  + 2πn, n Ý Z. 14. k = 243. 15. 2 л. 16. 610. 17. 87 или 69.

19. 1 – ; 3.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Фун�ция четная, та� �а� sin |–x| = sin |x|.
2. При x l 0 имеем sin |x| = sin x, т. е. на положительной полуоси

Ox �ривая является обы�новенной синусоидой (сплошная линия на
рис. 159); при x m 0, т. е. на отрицательной полуоси, получаем �ривую,
симметричную построенной относительно оси Oy (пун�тирная линия
на рис. 159).

К упражнению 1б

1. Найдем множество значений фун�ции: –1 m –|sin x| m 0.
2. Значит, $рафи� фун�ции будет цели�ом расположен ниже

оси Ox.
3. Если sin x l 0, то y = –sin x. Следовательно, в промежут�ах, $де

sin x l 0, $рафи� будет тот же, что и $рафи� фун�ции y = –sin x

(на рис. 160 эта часть ис�омо$о $рафи�а изображена сплошной ли-
нией).

4. Если sin x m 0, то y = sin x. Значит, часть $рафи�а фун�ции y =
= sin x, расположенная выше оси Ox, симметрично отразится относи-
тельно оси Ox и будет расположена под этой осью (�а� по�азано на
рис. 160 пун�тирной линей).

5. Из рисун�а видно, что данная фун�ция четная и периодичес�ая
с периодом π.
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К упражнению 1


1. Фун�ция четная, пос�оль�у tg |–x| = tg |x|.
2. Если x l 0, то y = tg x, следовательно, на положительной полу-

оси Ox $рафи� тот же, что и $рафи� фун�ции y = tg x. На рис. 161 эта
часть ис�омо$о $рафи�а изображена сплошной линией.

3. Часть $рафи�а при x m 0 симметрична построенной части и изо-
бражена на рис. 161 пун�тирной линией.

К упражнению 1ж

1. Фун�ция определена на всей числовой прямой.

2. Имеем y = cos x + cos  – x  = sin x + .

3. Та� �а� |sin x + | m 1, то — ма�симум фун�ции, а – 

есть ее минимум.
4. Период фун�ции равен T = 2π.

5. Корнями фун�ции являются точ�и x = πk – , k Ý Z.

6. Графи� фун�ции получается растяжением синусоиды y = sin x

в  раз вдоль оси ординат и сдви$ом влево на .

7. Ис�омый $рафи� изображен на рис. 162.

К упражнению 1з

1. Та� �а� tg x и sec x теряют смысл при cos x = 0, то x −  + πk,

k Ý Z.
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2. Упростим данную фун�цию:

y = tg2 x – sec2 x =  –  = –  = –1.

3. Та�им образом, $рафи�ом фун�ции является прямая y = –1, из �о-

торой ис�лючены точ�и, соответствующие значениям x =  + πk, k Ý Z.

4. Ис�омый $рафи� изображен на рис. 163.

К упражнению 1и

1. Фун�ция определена на всей числовой прямой, т. е. x Ý R.

2. Пусть cos  = a, sin  = b; то$да

y = 4(a4 + b4) = 4[(a2 + b2)2 – 2a2b2].

Выполнив подстанов�у, получим

y = 4 1 – 2 sin2 cos2 , или y = 4 – 2 sin2 x, или y = 3 + cos 2x.

3. Ита�, строим $рафи� фун�ции y = cos 2x, а затем сдви$аем е$о
вдоль оси ординат на 3 ед. вверх (рис. 164).
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4. Графи� фун�ции y = 3 + cos 2x можно построить иначе, если
воспользоваться тем же исходным $рафи�ом (y = cos 2x), но вместо пе-
реноса всей �ривой на 3 ед. вверх перенести ось Ox на 3 ед. вниз.

5. Тем самым относительно новой оси Ox все ординаты �ривой y =
= cos 2x увеличатся на 3 ед. и получится ис�омый $рафи�.

К упражнению 2а

1. Из определения ар�тан$енса следует, что arctg (tg x) = x при ус-

ловии –  < x < .

2. Поэтому нужно, чтобы выражение под зна�ом тан$енса было

за�лючено в интервале – ; :

arctg tg  = arctg tg π –  = arctg tg –  = – .

К упражнению 2б

1. Используя формулу приведения, получим

arccos sin  = arccos sin 2π +  = arccos sin .

2. Теперь, чтобы воспользоваться формулой arccos (cos x) = x,

нужно заменить sin  на �осинус дополнительно$о у$ла:

arccos sin  = arccos cos  –  = arccos cos  = .

К упражнению 2в

1. Пусть α = arcsin . То$да sin α = , а cos α =  = .

2. Перед ради�алом взят зна� «плюс», та� �а� по определению ар�-
синуса у$ол α лежит в I четверти, а �осинус та�о$о у$ла положителен.

3. Теперь вернемся � данному выражению и получим

cos 2 arcsin  = cos 2α = cos2 α – sin2 α = – .
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К упражнению 2


1. Пусть α = arcsin . То$да

tg arcsin  = tg .

2. Для нахождения tg  воспользуемся формулой

tg  = .

3. Из равенства α = arcsin  следует, что sin α = , а cos α =

=  = , $де перед ради�алом взят зна� «плюс», пос�оль�у

α — у$ол I четверти.
4. Ита�,

tg arcsin  =  = .

К упражнению 2д

1. Та� �а� 0 < arccos –  < π, то sin arccos –  > 0.

2. Следовательно,

sin arccos –  =  =  = .

К упражнению 2е

1. Сначала вычислим cos , для че$о используем формулу приве-

дения:

cos  = cos π +   = –cos  = – .

2. Значит,

arccos cos  = arccos –  = π – arccos  = π –  = .
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К упражнению 2з

1. Пусть y = arctg ctg . То$да tg y = ctg , $де –  < y < .

2. Упростив ctg , получим ctg  = tg  –  = tg – .

3. Та�им образом, tg y = tg – , т. е. y = – .

К упражнению 2и

1. Пусть α = arcsin sin . То$да sin α = sin , $де –  m α m .

2. Отсюда нельзя за�лючить, что α = , пос�оль�у  > .

3. Упростим sin ; имеем sin  = sin π –  = sin .

4. Та� �а� sin  = sin , то sin α = sin . Ита�, α = .

К упражнению 3а

1. Та� �а� y = arccos , то cos y = .

2. Задача сводится � решению следующе$о двойно$о неравенства:

–1 m  m 1, или

3. Решив систему неравенств, получим ответ: –× < x m –3,

–  m x < +×.

К упражнению 3


1. Задача сводится � решению системы неравенств

2. Решением этой системы является множество всех действитель-
ных чисел, �роме x = –3 и x = 3.
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К упражнению 3д

1. Задача сводится � решению системы неравенств

2. Решение этой системы состоит из двух промежут�ов: x m 2, x l 3.

К упражнению 4б

1. Используя тождество arcsin (–x) = –arcsin x, перепишем данное
выражение та�:

cos arcsin  – arcsin . (1)

2. Пусть arcsin  = α; то$да –  m α m  и sin α = .

3. Пусть arcsin  = β; то$да –  m β m  и sin β = .

4. Значит, выражение (1) примет вид

cos (α – β) = cos α cos β + sin α sin β. (2)

5. В выражении (2) известны sin α и sin β; найдем cos α и cos β:

а) cos α =  = , $де перед ради�алом взят зна� «плюс»,

пос�оль�у �осинус в I четверти положителен;

б) cos β =  = , $де перед ради�алом взят зна� «плюс»

по той же причине.
6. Подставив в выражение (2) значения три$онометричес�их фун�-

ций, получим

cos (α – β) =  ·  +  ·  = .

К упражнению 4


1. Пусть arcctg  = α; то$да 0 < α < π, ctg α = , т. е. α — у$ол I чет-

верти.

2. Пусть arcctg –  = β; то$да 0 < β < π, ctg β = – , т. е. β —

у$ол II четверти.
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3. С учетом введенных обозначений данное выражение примет вид

cos (α + β) = cos α cos β – sin α sin β. (1)

4. Найдем cos α и sin α:

а) cos α =  =  = ; б) sin α =  = .

5. Найдем cos β и sin β:

а) cos β =  =  = – ; б) sin β =  = .

6. Подставив в выражение (1) найденные значения три$онометри-
чес�их фун�ций, получим

cos (α + β) = –  –  ·  = – .

К упражнению 4ж

1. Пусть arctg  = α; то$да –  < α < , tg α = , т. е. α — у$ол

I четверти.

2. Пусть arccos  = β; то$да 0 < β < π, cos β = , т. е. β — у$ол

I четверти.
3. Следовательно, данное выражение примет вид

sin 2α –  = sin 2α cos  – sin cos 2α. (1)

4. В выражении (1) содержится у$ол . Та� �а� 0 < β < , то 0 <  <

< , т. е. — у$ол I четверти.

5. Теперь по известным значениям tg α =  и cos β =  будем ис-

�ать sin 2α, cos 2α, sin  и cos .

6. Для нахождения sin 2α и cos 2α используем формулы синуса и
�осинуса двойно$о ар$умента:

sin 2α =  =  = , cos 2α =  =  = .
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7. Для нахождения sin  и cos  воспользуемся формулами сину-

са и �осинуса половинно$о ар$умента:

sin  =  =  = , cos  =  =  = .

8. Подставив найденные значения три$онометричес�их фун�ций
в выражение (1), получим

sin 2α –  =  ·  –  ·  = .

К упражнению 4�

1. Пусть arccos x = α; то$да 0 < α < π, cos α = x. Нам нужно найти
cos 2α.

2. Та� �а� cos 2α = cos2 α – sin2 α, то воспользуемся следующими
формулами:

cos (arccos x) = x, $де –1 m x m 1;

sin (arccos x) = , $де –1 m x m 1.

3. В результате получим

cos 2α = cos2 α – sin2 α = x2 – (1 – x2) = 2x2 – 1.

К упражнению 4л

1. Та� �а� sin 2α = 2 sin α cos α, то воспользуемся следующими
формулами:

cos (arctg x) = , sin (arctg x) = .

2. То$да получим

sin (2arctg x) = 2sin (arctg x) cos (arctg x) =

= 2 ·  ·  = .

К упражнению 5а

1. Перед нами поставлены две задачи:
а) решить уравнение

sin 4x + cos 3x – sin 2x = 0; (1)
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б) найти �оличество �орней это$о уравнения на отрез�е ; .

2. Преобразуем уравнение (1):

2 sin x cos 3x + cos 3x = 0, или cos 3x(2 sin x + 1) = 0, (2)

3. Левая часть уравнения (2) представляет собой произведение
двух множителей. Следовательно, это уравнение распадается на два
уравнения:

cos 3x = 0, (3)
2 sin x + 1 = 0. (4)

4. Решим уравнение (3). Имеем

x =  + , k Ý Z. (5)

а) Равенство (5) частично отвечает на вопрос о решении данно$о
уравнения (1).

б) Теперь нужно выяснить, с�оль�о �орней уравнения (3) принад-

лежит отрез�у ; . Для это$о запишем неравенство

 m  +  m , или  m  +  m , т. е.  m k m . (6)

в) Та� �а� k — целое число, то из двойно$о неравенства (6) следует,

что k = 1, т. е. уравнение (3) на отрез�е ;  имеет один �орень.

5. Решим уравнение (4). Имеем sin x = – , от�уда

x = (–1)k + 1  + πk, k Ý Z. (7)

а) Равенство (7) частично отвечает на вопрос о решении данно$о
уравнения (1).

б) Одна�о это равенство не позволяет непосредственно выяснить,

с�оль�о �орней уравнения (4) принадлежит отрез�у ; .

в) Чтобы преодолеть возни�шее затруднение, перепишем равенст-
во (7) в виде следующих двух равенств:

x = –  + 2πk, k Ý Z; (8)

x = –  + 2πk, k Ý Z. (9)
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$) Та� �а� �орни уравнения (7) должны принадлежать отрез�у

; , то из равенства (8) следует, что

 m –  + 2πk m , или  m k m . (10)

Неравенство (10) не выполняется ни при �а�их целых k.
д) Анало$ично из неравенства (9) следует, что

 m –  + 2πk m , или  m k m . (11)

Неравенство (11) та�же не выполняется ни при �а�их целых k.
6. Ита�, получаем ответ: один �орень.

З а м е ч а н и е.  Уравнение (4) можно было не решать, пос�оль-

�у на отрез�е ;  синус положителен и, значит, на этом отрез�е

уравнение не имеет �орней.
Приведем �рат�ую запись решения данно$о примера:

cos 3x (2 sin x + 1) = 0;

а) cos 3x = 0, x =  + , k Ý Z;

 m  +  m , или  m k m — один �орень;

б) sin x = – , x = (–1)k + 1  + πk, k Ý Z;

на отрез�е ;  синус положителен — нет �орней.

К упражнению 5в

1. Здесь требуется решить уравнение

ctg x + 2|cos x| = 0 (1)

и у�азать �оличество е$о �орней, принадлежащих отрез�у 0; .

2. Найдем область определения уравнения (1): sin x − 0, т. е. x − πk,
k Ý Z.

3. Пусть cos x l 0; то$да уравнение (1) примет вид

ctg x + 2 cos x = 0, или cos x 2 +  = 0. (2)
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4. Уравнение (2) распадается на два уравнения:

cos x = 0, (3)

2 +  = 0, т. е. sin x = – . (4)

5. Решив уравнение (3), получим

x =  + πk, k Ý Z. (5)

6. Найдем �оличество �орней уравнения (3) на заданном отрез�е:

0 m  + πk m , или –  m k m 1,

т. е. уравнение (3) на отрез�е 0;  имеет два �орня.

7. Решение уравнения (4) запишем с помощью двух формул:

x = –  + 2πk, k Ý Z, (6)

x = –  + 2πk, k Ý Z. (7)

Серия �орней (7) — посторонняя, та� �а� для нее не выполняется
условие cos x l 0.

8. Вернемся � серии �орней (6) и определим �оличество �орней
уравнения (4) на данном отрез�е:

0 m –  + 2πk m , или  m k m ,

т. е. уравнение (4) на отрез�е 0;  не имеет �орней.

9. Пусть теперь cos x < 0; то$да уравнение (1) примет вид

ctg x – 2 cos x = 0, или cos x  – 2  = 0. (8)

10. Та� �а� cos x − 0 (со$ласно предположению cos x < 0), то урав-
нение (8) равносильно следующему:

 – 2 = 0, или sin x = . (9)

11. Решение уравнения (9) запишем с помощью двух формул:

x =  + 2πk, k Ý Z; (10)

x =  + 2πk, k Ý Z. (11)
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Серия �орней (10) — посторонняя, пос�оль�у для нее не выполне-
но условие cos x < 0.

12. Для серии �орней (11) имеем

0 m  + 2πk m , или –  m k m ,

т. е. уравнение (9) на отрез�е 0;  имеет один �орень.

13. Ита�, получаем ответ: три �орня.

К упражнению 6а

1. Требуется решить уравнение

sin 3x – |sin x| = 0 (1)

и у�азать в ответе сумму е$о �орней, принадлежащих отрез�у ; .

2. Пусть sin x l 0; то$да уравнение (1) примет вид

sin 3x – sin x = 0, или 2 sin x cos 2x = 0. (2)

3. Уравнение (2) распадается на два уравнения:

sin x = 0, (3)
cos 2x = 0. (4)

4. Решив уравнение (3), получим x = πk, k Ý Z. Чтобы найти �оли-
чество е$о �орней на заданном отрез�е, запишем двойное неравенство

 m πk m , или  m k m ,

от�уда следует, что k = 1. Значит, данное уравнение на отрез�е ; 

имеет один �орень x1 = π.

5. Решив уравнение (4), получим x =  + , k Ý Z. Для отыс�а-

ния �оличества е$о �орней на у�азанном отрез�е составим неравенство

 m  +  m , или 1 m k m 3,

�оторое выполняется при k = 1, k = 2 и k = 3. Одна�о условию sin x l 0
удовлетворяет толь�о значение k = 1, �оторому соответствует �орень

x2 =  +  = .
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6. Пусть теперь sin x < 0; то$да уравнение (1) примет вид

sin 3x + sin x = 0, или 2 sin 2x cos x = 0. (5)

7. Уравнение (5) распадается на два уравнения:

sin 2x = 0, (6)
cos x = 0. (7)

8. Решив уравнение (6), получим x = , k Ý Z. Для отыс�ания

�оличества е$о �орней на заданном отрез�е запишем неравенство

 m  m , или  m k m ,

�оторое выполняется при k = 2 и k = 3. Одна�о условию sin x < 0 удовлет-

воряет толь�о значение k = 3, �оторому соответствует �орень x3 = .

9. Решив уравнение (7), получим x =  + πk, k Ý Z. Далее запи-

шем неравенство

 m  + πk m , или  m k m ,

от�уда следует, что k = 1. Этому значению k соответствует �орень x4 =

= , совпадающий с �орнем x3. Одна�о при записи ответа мы будем

учитывать этот �орень дважды.
10. Найдем сумму �орней данно$о уравнения на у�азанном отрез�е:

x1 + x2 + x3 + x4 = π +  +  +  =  = 855°.

К упражнению 6ж

1. Требуется решить уравнение

sin 4x + cos 3x – sin 2x = 0 (1)

и у�азать сумму е$о �орней, принадлежащих отрез�у ; .

2. Данное уравнение равносильно уравнению

cos 3x(2sin x + 1) = 0,

�оторое в свою очередь равносильно сово�упности уравнений

cos 3x = 0, (2)

sin x = – . (3)
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7π
4
-------

3

2
---

7

2
---

3π
2
-------

π
2
---

3π
4
-------

π
2
---

7π
4
-------

1

2
---

5

4
---

3π
2
-------

3π
4
-------

3π
2
-------

3π
2
-------

19π
4

----------

3π
4
-------

7π
4
-------

1

2
---
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3. Запишем решение уравнения (2):

x =  + , k Ý Z. (4)

4. Количество �орней уравнения (2) на заданном отрез�е опреде-
лим из неравенства

 m  +  m , или  m k m ,

�оторое выполняется при k = 2, k = 3  k = 4.
Этим значениям k соответствуют следующие �орни:

x1 =  +  =  = 150° (при k = 2);

x2 =  +  =  = 210° (при k = 3);

x3 =  +  =  = 270° (при k = 4).

Та�им образом, x1 + x2 + x3 = 630°.

5. Запишем �орни уравнения (3) в виде двух равенств:

x = –  + 2πk, k Ý Z; (5)

x = –  + 2πk, k Ý Z. (6)

6. Используя равенство (5), найдем �оличество �орней уравнения (3)
в заданном отрез�е:

 m –  + 2πk m , или  m k m .

Этому неравенству не удовлетворяет ни одно целое значение k.
7. Анало$ично, используя равенство (6), имеем

 m –  + 2πk m , или  m k m .

Последнему неравенству удовлетворяет значение k = 1, �оторому

соответствует �орень x4 = –  + 2π =  = 210°, совпадающий с �ор-

нем x2.

8. Ита�, получаем ответ: x1 + x2 + x3 + x4 = 630° + 210° = 840°.

К упражнению 7а

1. Преобразуем данное уравнение:

sin x – 6 = 3 tg x – 2 cos x; tg x (cos x – 3) = 2(3 – cos x);
(cos x – 3)(tg x + 2) = 0.

π
6
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πk
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-------

3π
4
-------

π
6
---

πk
3
-------

7π
4
-------

7

4
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19

4
------

π
6
---

2π
3
-------

5π
6
-------

π
6
---

3π
3
-------

7π
6
-------

π
6
---

4π
3
-------

3π
2
-------

π
6
---

5π
6
-------

3π
4
-------

π
6
---

7π
4
-------

11

24
------

23

24
------

3π
4
-------

5π
6
-------

7π
4
-------

19

24
------

31

24
------

5π
6
-------

7π
6
-------
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2. Та� �а� cos x – 3 − 0, то tg x = –2.
3. Нам требуется найти значение выражения 15(sin 2x – cos 2x).

Для это$о воспользуемся формулами, выражающими sin 2x и cos 2x

через tg x:

sin 2x = , cos 2x = ,

от�уда находим sin 2x = – , cos 2x = – .

4. Подставив эти значения в заданное выражение, получим

15(sin 2x – cos 2x) = 15 –  +  = –3.

К упражнению 8а

1. Требуется решить уравнение cos x – cos 2x = 1 и найти сум-

му е$о �орней, удовлетворяющих неравенствам 6 < x < 13.
2. Преобразуем данное уравнение:

cos x – 2 cos x = 1; cos x = 1 + cos 2x;

cos x = 2 cos2 x, т. е. cos x(  – 2 cos x) = 0.

3. Последнее уравнение равносильно следующей сово�упности урав-
нений:

4. Решением этой сово�упности являются числа

или

5. Теперь отберем �орни, принадлежащие заданному интервалу
6 < x < 13:

или ^  

2 tg x

1 tg2 x+
------------------------

1 tg2 x–

1 tg2 x+
------------------------

4

5
---

3

5
---


 4

5
---

3

5
----


3

3 3

3 3

cos x = 0,

cos x = .3

2
-------

x =  + πk,                 (1)

x =  + 2πn,              (2)

x = –  + 2πt,            (3)

π
2
---

π
6
---

π
6
---

x1 d  + 3,14k, k Ý Z,  

x2 d  + 6,28n, n Ý Z,

x3 d –  + 6,28t, t Ý Z.

3,14

2
------------

3,14

6
------------

3,14

6
------------

6 <  + 3,14k < 13,  

6 <  + 6,28n < 13,

6 < –  + 6,28t < 13,

3,14

2
------------

3,14

6
------------

3,14

6
------------

1,41 < k < 3,64,
0,87 < n < 1,98,
1,03 < t < 2,15,

k = 2, k = 3,
n = 1,
t = 2.
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6. Вернемся � сериям �орней (1), (2), (3) и найдем значения �ор-
ней в зависимости от k, n, t:

а) для серии (1), т. е. x =  + πk, имеем

x1 =  + 2π =  (при k = 2);

x2 =  + 3π =  (при k = 3);

б) для серии (2), т. е. x =  + 2πn, находим

x3 =  + 2π =  (при n = 1);

в) для серии (3), т е. x = –  + 2πt, получим

x4 = –  + 4π =  (при t = 2).

7. Ита�, сумма �орней, удовлетворяющих заданному неравенст-
ву, есть x1 + x2 + x3 + x4 = 12π.

К упражнению 8в

1. Требуется решить уравнение cos x – cos  = 1 – cos  и найти

�оличество е$о �орней, удовлетворяющих неравенствам 3 < x < 7.
2. Преобразуем данное уравнение:

cos x – 1 + cos  – cos  = 0; –2 sin2  + 2 sin 2x · sin  = 0;

2 sin sin 2x – sin  = 0; 2 sin  · 2 sin cos  = 0.

3. Последнее уравнение равносильно сово�упности простейших
уравнений:

или

Заметим, что серию �орней x = 2πk можно отбросить, та� �а�

эти �орни при не�оторых значениях k содержатся в серии x = 

π
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π
2
---

5π
2
-------

π
2
---

7π
2
-------

π
6
---

π
6
---

13π
6

----------

π
6
---

π
6
---

23π
6

----------

5x

2
-------

3x

2
-------

3x

2
-------

5x

2
-------

x

2
---

x

2
---

x

2
--- 
 x

2
----
 x

2
---

3x

4
-------

5x

4
-------

sin  = 0,   

sin  = 0,

cos  = 0,

x

2
---

3x

4
-------

5x

4
-------

x = 2πk, k Ý Z,  

x = , k Ý Z,

x =  + , k Ý Z.

4πk
3

-----------

2π
5
-------

4πk
5

-----------

4πk
3

-----------
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(проверьте!). Поэтому последнюю сово�упность �орней перепишем
та�:

4. Отберем �орни уравнения, принадлежащие интервалу (3; 7).

Для серии �орней x =  получаем двойное неравенство 3 <  < 7,

�оторое удовлетворяется толь�о при k = 1. Этому значению соответст-

вует один �орень исходно$о уравнения: x1 = .

5. Для серии �орней x =  +  имеем неравенство

3 <  +  < 7,

�оторому удовлетворяют два значения k = 1 и k = 2. Им соответствуют

два �орня исходно$о уравнения: x2 =  и x3 = 2π.

6. Ита�, данное уравнение на у�азанном интервале имеет три �орня.

К упражнению 9а

1. Преобразуем данное уравнение � виду

sin2 x – 6 sin x + 4a2 – 3 = 0.

2. Пола$ая sin x = z, приходим � �вадратному уравнению z2 – 6z +

+ 4a2 – 3 = 0, имеющему �орни

z1 = 3 – 2 , (1)

z2 = 3 + 2 . (2)

3. Если D = 3 – a2 l 0, то уравнение (2) не имеет решений, та� �а�
z2 = sin x не может быть больше 1.

4. Уравнение (1) имеет решение при условиях

или

от�уда в результате получаем a2 m 2, т. е. –  m a m .

x = , k Ý Z,

x =  + , k Ý Z.

4πk
3

-----------

2π
5
-------

4πk
5

-----------

4πk
3

-----------

4πk
3

-----------

4π
3
-------

2π
5
-------

4πk
5

-----------

2π
5
-------

4πk
5

-----------

6π
5
-------

3 a2–

3 a2–

3 – a2 l 0,

–1 m 3 – 2  m 1,3 a2–

3 – a2 l 0,

3 – 2  m 1,

3 – 2  l –1,

3 a2–

3 a2–

2 2
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К упражнению 9б

1. Выделим полный �вадрат относительно sin2 x и cos2 x; то$да ле-
вая часть уравнения преобразуется следующим образом:

sin4 x + cos4 x + 2 sin x cos x =

= (sin2 x + cos2 x)2 – 2 sin2 x cos2 x + 2 sin x cos x.

После упрощений уравнение запишется в виде

sin2 2x – 2 sin 2x – 2(1 – a) = 0. (1)

2. Получили �вадратное уравнение относительно sin 2x. Для су-
ществования е$о решений должно выполняться условие D l 0, т. е.

a m . Кроме то$о, необходимо, чтобы �орни уравнения (1) не превос-

ходили по модулю 1, т. е. |sin 2x| m 1.
3. Пусть y = sin 2x. То$да уравнение (1) примет вид

y2 – 2y – 2(1 – a) = 0, (2)

от�уда y = 1 ä  = 1 ä .

4. Ита�, уравнение (2) имеет два �орня: y1 = 1 – , y2 = 1 +

+ , �оторые при условии a m  должны удовлетворять нера-

венствам

–1 m 1 –  m 1 и –1 m 1 +  m 1.

5. Решим эти неравенства:

а) –1 m 1 –  m 1, или 0 m  m 2, т. е. –  m a m ;

б) –1 m 1 +  m 1, или –2 m  m 0, т. е. a = .

Ответ: –  m a m .

К упражнению 9в

1. Положим sin x – cos x = y; возведя это равенство в �вадрат, по-
лучим

sin2 x + cos2 x – 2 sin x cos x = y2, или 1 – sin 2x = y2,

от�уда sin 2x = 1 – y2.
2. Та�им образом, данное уравнение примет вид

y2 – 2a y + 4a – 2 = 0

и, значит, y1 = , y2 = (2a – 1) .

3
2
---

1 2 1 a–( )+ 3 2a–

3 2a–

3 2a–
3
2
---

3 2a– 3 2a–

3 2a– 3 2a– 1

2
---

3

2
---

3 2a– 3 2a– 3

2
---

1

2
---

3

2
---

2

2 2
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3. Та� �а�

y = sin x – cos x = sin x – cos x  = sin x – ,

то данное уравнение равносильно следующей сово�упности:

sin x –  = , (1)

sin x –  = (2a – 1) . (2)

4. Из уравнения (1) следует, что sin x –  = 1, т. е.

x =  + 2πk, k Ý Z.

5. Из уравнения (2) следует, что

sin x –  = 2a – 1. (3)

6. Уравнение (3) имеет решение лишь при условии –1 m 2a – 1 m 1,
т. е. при 0 m a m 1. Запишем это решение:

x =  + (–1)karcsin (2a – 1) + πk, $де 0 m a m 1.

К упражнению 10

1. Запишем данное уравнение в виде

4 sin x cos x cos 2x = a . (1)

а) sin x = 0, от�уда x = πk, k Ý Z.
б) Ясно, что cos x − 0. В дальнейшем будем считать, что и sin x − 0.
2. То$да от уравнения (1) перейдем � следующему:

4 cos x cos 2x –  = 0, или 4 cos2 x cos 2x – a = 0. (2)

3. Преобразуем уравнение (2):

2 cos 2x(1 + cos 2x) – a = 0, или 2 cos2 2x + 2 cos 2x – a = 0,

от�уда cos 2x = . Та� �а� |cos α| m 1, то cos 2x = 

для всех a, принадлежащих интервалу 0 < a < 4 (со$ласно условию).

2 
 2

2
-------

2

2
------- -

 2 
 π

4
----


2 
 π

4
----
 2

2 
 π

4
----
 2


 π

4
----


3π
4
-------


 π

4
----


π
4
---

xsin

xcos
-------------

a

xcos
-------------

1– 1 2a+±
2

-------------------------------------

1– 1 2a++

2
--------------------------------------
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4. Ита�,

2x = ä arccos  + 2πk,

т. е.

x = ä arccos  + πk, k Ý Z.

Ответ: x = πk, x = πk ä arccos , k Ý Z.

К упражнению 11а

1. Пусть π sin x = α; то$да уравнение примет вид

sin α = .

2. Запишем решение это$о уравнения в виде сово�упности двух
серий �орней:

3. С учетом выполненной замены равенства (1) и (2) примут вид

от�уда после упрощений получим

4. Уравнение (3) имеет решение при условиях

–1 m  +  m 1. (5)

Решив неравенства (5), за�лючаем, что они выполняются толь�о

при k = 0 (та� �а� k Ý Z). То$да уравнение (3) примет вид sin x = .

1– 1 2a++

2
--------------------------------------

1

2
---

1– 1 2a++

2
--------------------------------------

1

2
---

1– 1 2a++

2
--------------------------------------

4

3
---

1

2
---

α1 =  + 2πk,

α2 =  + 2πk.

π
6
---

5π
6
-------

(1)

(2)

π sin x =  + 2πk,

π sin x =  + 2πk,

4

3
---

π
6
---

4

3
---

5π
6
-------

sin x =  + ,

sin x =  + .

1

8
---

3k

2
-------

5

8
---

3k

2
-------

(3)

(4)

1

8
---

3k

2
-------

1

8
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5. Анало$ично уравнение (4) имеет решение при условиях

–1 m  +  m 1. (6)

Неравенства (6) выполняются при двух значениях k: k = 0 и k = –1.

Этим значениям соответствуют уравнения sin x =  и sin x = – .

6. Ита�, получили три уравнения: sin x = , sin x =  и sin x = – .

Решив их, запишем ответ:

x = (–1)k arcsin  + πk, x = (–1)k arcsin  + πk,

x = (–1)k + 1 arcsin  + πk, k Ý Z.

К упражнению 12а

1. Требуется найти все значения x, для �оторых величина

y = π sin x cos x удовлетворяет уравнению

log4 (ctg 2y + tg y) = 1 + 0,5 log0,5 (9 ctg y – tg y).  (1)

2. Положим tg y = t. То$да ctg 2y =  =  и уравнение

(1) примет вид

log4  + t  = 1 + log0,5  – t . (2)

3. Приведем все члены уравнения (2) � одному основанию, равному 2:

log2  = 1 – log2 , или log2  = log2 ,

от�уда

 = . (3)

4. Решив уравнение (3), получим t2 = 3, от�уда t1, 2 = ä , т. е.

tg y = –  и tg y = .

5. Одна�о среди найденных �орней мо$ут о�азаться и посторонние
�орни уравнения (1). Поэтому выполним провер�у.

а) Проверим �орень tg y = – . Та� �а�

ctg 2y + tg y =  –  = –  < 0,

5
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1 t2–
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---------------

t2 1+
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4t

9 t2–
---------------

t2 1+
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3 3

3

1 3–
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--------------- 3 2
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то независимо от зна�а выражения 9 ctg y – tg y этот �орень посто-
ронний (под зна�ом ло$арифма не может находиться отрицательное
число).

б) Проверим �орень tg y = . Имеем

ctg 2y + tg y =  +  =  > 0,

9 ctg y – tg y =  –  = 2  > 0,

т. е. этот �орень не посторонний.

6. Запишем решение уравнения tg y = :

y =  + πk, k Ý Z.

7. Та� �а� заданная величина y = π sin x cos x должна удовлет-

ворять уравнению (1), то получаем

π sin x cos x =  + πk, или sin 2x = . (4)

8. Уравнение (4) имеет решение при условиях

–1 m  m 1,

�оторые выполняются при k = 0 и k = –1.
9. Остается решить уравнение (4):

а) если k = 0, то оно примет вид sin 2x = , от�уда

x = (–1)k  + , k Ý Z;

б) если k = –1, то оно примет вид sin 2x = –1, от�уда

x = –  + πn, n Ý Z.

З а м е ч а н и е. а) При решении ло$арифмичес�их уравнений
любо$о уровня сложности мо$ут появиться посторонние �орни, а та�-
же �орни ле$�о потерять.

б) Особенно внимательным надо быть то$да, �о$да в ло$арифмиче-
с�их уравнениях присутствуют три$онометричес�ие фун�ции.

в) Опыт по�азывает, что мно$ие абитуриенты не мо$ут справиться
с решением примеров та�о$о типа.

3
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π
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π
4
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К упражнению 13а

1. Пусть arcsin x = α и arccos x = β. То$да, со$ласно определению,

sin α = x, –  m arcsin x m , и cos β = x, 0 m arccos x m π.

2. Обозначим левую часть до�азываемо$о равенства через P(x).
Определим промежуто�, в �отором находится P(x). Имеем

3. Найдем

sin P(x) = sin (α + β) = sin α cos β + cos α sin β =

= x · x +  ·  = x2 + 1 – x2 = 1,

$де перед ради�алами берем зна� «плюс», пос�оль�у cos α > 0 в про-

межут�е – ; , а sin β > 0 в промежут�е [0; π].

4. Следовательно, P(x) принимает значения  + 2πk, k Ý Z. Та�

�а� –  m P(x) m , то среди чисел у�азанно$о вида толь�о  принад-

лежит промежут�у – ; .

5. Ита�, P(x) =  для любо$о значения x Ý [–1; 1].

К упражнению 13б

1. Требуется до�азать справедливость равенства

2 arctg  + arctg  = arctg . (1)

2. Воспользуемся определением ар�тан$енса:

а) пусть arctg  = α; то$да tg α = , 0 < α < ;

б) пусть arctg  = β; то$да tg β = , 0 < β < ;

в) пусть arctg  = γ; то$да tg γ = , 0 < γ < .

π
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3. Определим интервал, в �отором за�лючена левая часть равенст-
ва (1), т. е. 2α + β. Имеем:

а) та� �а� tg α =  <  = tg , то 0 < α < ;

б) та� �а� tg β =  <  = tg , то 0 < β < ;

в) значит, 0 < 2α + β < .

4. Правая часть равенства (1) за�лючена в интервале 0 < γ < .

5. Та�им образом, обе части равенства (1) за�лючены в интервале

0; , на �отором фун�ция y = tg x является монотонной. Поэтому

на у�азанном интервале из равенства тан$енсов двух выражений бу-
дет следовать равенство самих этих выражений.

6. Возьмем тан$енсы от обеих частей равенства (1):

а) tg (2α + β) = , $де tg 2α =  =  = ,

а tg β = ; значит, tg (2α + β) =  = ;

б) tg γ = .

7. Ита�, равенство (1) до�азано.

К упражнению 13


1. Требуется до�азать справедливость равенства

arcsin  – arccos  = –arcsin . (1)

2. Найдем интервал, в �отором за�лючена левая часть равенст-
ва (1). Имеем:

а) 0 < arcsin  < , 0 < arccos  < ;

б) умножив последнее неравенство на (–1), получим

0 > –arccos  > – , т. е. –  < –arccos  < 0;
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в) сложим почленно двойные неравенства:

3. Найдем интервал, в �отором за�лючена правая часть равенства

(1): та� �а� –  < arcsin  < , то, умножив все члены это$о нера-

венства на (–1), получим

–  > –arcsin  > – , или –  < –arcsin  < .

4. Та�им образом, обе части равенства (1) за�лючены в интервале

– ; , на �отором фун�ция y = sin x является монотонной. Поэто-

му из равенства синусов двух выражений будет следовать равенство
самих этих выражений.

5. Пусть arcsin  = α; то$да sin α = , 0 < α < , пусть arccos  =

= β; то$да cos β = , 0 < β < .

6. Найдем cos α =  = , sin β =  = .

7. Теперь возьмем синусы от обеих частей равенства (1):

а) sin (α – β) = sin α cos β – cos α sin β =  ·  –  ·  = – ;

б) sin –arcsin  = – .

8. Ита�, равенство (1) до�азано.

К упражнению 14

1. После первой операции в ба�е осталось (729 – k) л чистой �ислоты.

Значит, в одном литре раствора о�азалось  л чистой �ислоты.

2. При втором выливании из ба�а удалили  л �ислоты

и в ба�е осталось 729 – k –  =  л �ислоты.

    0 < arcsin  < ,

–  < –arccos  < 0

–  < arcsin  – arccos  < .
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3. Та�им образом, после второ$о доливания в одном литре раство-

ра о�азалось  л �ислоты.

4. В результате третье$о выливания �оличество �ислоты в ба�е

уменьшилось еще на  л, т. е. после третьей операции в ба�е

осталось  –  =  л �ислоты.

5. Очевидно, что величины

729 – k, , , ...,

хара�теризующие �оличество �ислоты в ба�е после �аждо$о вылива-

ния, образуют $еометричес�ую про$рессию со знаменателем .

6. Следовательно, после шестой операции в ба�е о�ажется

 л �ислоты.

7. Со$ласно условию, получаем уравнение

 = 64, или (729 – k)6 = 26 · 36 · 5,

от�уда 729 – k = 2 · 243, т. е. k = 243.

К упражнению 17

1. Со$ласно условию, имеем систему

_ _

_ 

2. Решим последнюю систему:

_

3. Значит, существуют две про$рессии, удовлетворяющие задан-
ным условиям:

а) d1 = 3, a1 = 13 – 2 · 3 = 7; б) d2 = –3, a1 = 13 – 2(–3) = 19.
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a1 + a5 = 26,

a2a4 = 160

a1 + a1 + 4d = 26,

(a1 + d)(a1 + 3d) = 160

a1 + 2d = 13,

 + 4a1d + 3d2 = 160.a1

2

a1 = 13 – 2d,

(13 – 2d)2 + 4d(13 – 2d) + 3d2 = 160

a1 = 13 – 2d,

d1 = 3, d2 = –3.
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4. Используя формулу a6 = a1 + 5d, найдем 6-е члены этих про$рес-

сий:
а) a6 = 7 + 3 · 5 = 22; б) a6 = 19 – 3 · 5 = 4.

5. На�онец, по формуле S6 =  · 6 = 3(a1 + a6) находим суммы

первых шести членов про$рессий:
а) S6 = 3(7 + 22) = 87; б) S6 = 3(19 + 4) = 69.

Ответ: 87 или 69.

К упражнению 18

1. Пусть an, an + k, an + 2k — три числа, составляющие $еометриче-
с�ую про$рессию.

2. Рассмотрим ло$арифмы этих чисел по произвольному основа-

нию b та�ому, что b > 0, b − 1, т. е. log
b
an, log

b
an + k, log

b
an + 2k.

3. Имеем

log
b
an + k = log

b
an + log

b
ak,

log
b
an + 2k = log

b
an + log

b
a2k = log

b
an + 2 log

b
ak,

т. е. числа log
b
an, log

b
an + k, log

b
an + 2k образуют арифметичес�ую про-

$рессию с первым членом log
b
an и разностью log

b
ak.

К упражнению 20а

1. Составим разность между левой и правой частями до�азываемо$о

неравенства и установим, что она неотрицательна при всех x Ý 0; .

2. Имеем

tg x + ctg x – 2 = tg x +  – 2 =  =  l 0,

пос�оль�у (tg x – 1)2 l 0 �а� �вадрат двучлена, а tg x > 0 при всех

x Ý 0; .
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Т е м а 17

Решение тригонометрических уравнений

методом разложения на множители.

Решение тригонометрических уравнений

методом введения новой переменной.

Решение тригонометрических уравнений,

однородных относительно синуса и косинуса.

Решение тригонометрических уравнений

вида  a cos x + b sin x = c.

Решение простейших тригонометрических неравенств

Теоретичес	ие сведения

1. Решение тригонометрических уравнений
методом разложения на множители

Применение метода разложения на множители основано на
том, что уравнение

f
1
(x)f

2
(x) = 0 (*)

равносильно сово�упности уравнений f
1
(x) = 0; f

2
(x) = 0 в облас-

ти определения уравнения (*).

Пример. Решить уравнение:

а) sin 3x = sin x; б) cos2 x + cos2 2x + cos2 3x = 1,5.

Р е ш е н и е.  а) Имеем

sin 3x – sin x = 0 _ 2 sin x cos 2x = 0.

Значит, либо sin x = 0, от�уда x = πn, n Ý Z, либо cos 2x = 0,

от�уда x =  + , n Ý Z.

б) Используя формулу cos2 α = , имеем

 +  +  =  _

_ cos 2x + cos 4x + cos 6x = 0 _
_ (cos 2x + cos 6x) + cos 4x = 0 _

_ 2 cos 4x cos 2x + cos 4x = 0 _ cos 4x (2 cos 2x + 1) = 0.

π

4
---

πn

2
-------

1 2αcos+
2

---------------------------

1 2xcos+
2

---------------------------

1 4xcos+
2

---------------------------

1 6xcos+
2

---------------------------

3
2
---
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Последнее уравнение равносильно сово�упности уравнений
cos 4x = 0; 2 cos 2x + 1 = 0. Из перво�о уравнения находим 4x =

=  + πn, т. е. x =  + , n Ý Z; из второ�о получаем cos 2x =

= – , от�уда 2x = ä  + 2πn, т. е. x = ä  + πn, n Ý Z.

2. Решение тригонометрических уравнений
методом введения новой переменной

Если уравнение, содержащее лишь одну �а�ую-либо три�о-
нометричес�ую фун�цию (например, sin x или cos x), удается
решить ал�ебраичес�и относительно этой фун�ции, то тем са-
мым исходное уравнение сводится � одному или � сово�упнос-
ти нес�оль�их простейших уравнений.

Пример. Решить уравнение:

а) 2 sin2 x + 7 cos x – 5 = 0; б) cos 2x – 5 sin x – 3 = 0.

Р е ш е н и е.  а) Та� �а� sin2 x = 1 – cos2 x, то уравнение
можно переписать следующим образом:

2(1 – cos2 x) + 7 cos x – 5 = 0, т. е. 2 cos2 x – 7 cos x + 3 = 0.

Пола�ая cos x = y, приходим � �вадратному уравнению
2y2 – 7y + 3 = 0, от�уда получаем сово�упность двух простей-

ших уравнений: y
1
 = ; y

2
 = 3. Первое из них имеет решения

x = ä  + 2πk, k Ý Z, а второе решений не имеет. Ита�, ä  + 2πk,

k Ý Z — решения данно�о уравнения.

б) Используя формулу cos 2x = 1 – 2 sin2 x, получим

1 – 2 sin2 x – 5 sin x – 3 = 0, т. е. 2 sin2 x + 5 sin x + 2 = 0.

Положим sin x = y; то�да задача сводится � решению �вадрат-

но�о уравнения 2y2 + 5y + 2 = 0, от�уда y
1
 = –2, y

2
 = – . Урав-

нение sin x = –2 решений не имеет, а уравнению sin x = –

удовлетворяют значения x = (–1)karcsin –  + πk, k Ý Z, т. е.

x = (–1)k + 1  + πk, k Ý Z.
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3. Решение тригонометрических уравнений,
однородных относительно синуса и косинуса

1°. Три�онометричес�ое уравнение вида

a
0

sink x + a
1

sink – 1 x cos x + a
2

sink – 2 x cos2 x +

+ ... + a
k

cosk x = 0, (1)

все члены �оторо�о имеют одну и ту же k-ю степень относитель-
но синуса и �осинуса, называют однородным.

Например, 2 sin3 x – 5 sin2 x cos x + cos3 x = 0 — однород-
ное уравнение третьей степени.

2°. Уравнение (1) ле��о сводится � уравнению относительно

tg x, если все е�о члены разделить на cosk x. При этом если
a

0
− 0, то та�ое деление не приведет � потере решений, по-

с�оль�у значения x, при �оторых cos x = 0, не удовлетворяют
уравнению (1). Если же a

0
 = 0, то та�ое деление приведет � по-

тере �орней, а потому в ответ следует дополнительно в�лючить
решения уравнения cos x = 0.

Пример. Решить уравнение:

а) 2 sin2 x – sin x cos x – cos2 x = 0;

б) cos2 x + 3 sin2 x + 2 sin x cos x = 3.

Р е ш е н и е.  а) Данное уравнение является однородным урав-
нением второй степени относительно синуса и �осинуса. Разде-

лив все е�о члены на cos2 x, получим

2 tg2 x – tg x – 1 = 0; tg x = ; tg x = 1, tg x = – .

Из уравнения tg x = 1 находим, что x =  + πk, k Ý Z, а из

уравнения tg x = –  — что x = –arctg  + πk, k Ý Z.

б) Это уравнение не является однородным, пос�оль�у е�о
правая часть отлична от нуля. Одна�о оно ле��о преобразуется

в однородное уравнение, если использовать тождество sin2 x +

+ cos2 x = 1. То�да получим

cos2 x + 3 sin2 x + 2 sin x cos x = 3 (sin2 x + cos2 x);

cos2 x + 3 sin2 x + 2 sin x cos x – 3 sin2 x – 3 cos2 x = 0;

2 cos2 x – 2 sin x cos x = 0. (*)
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Разделив все члены уравнения (*) на cos2 x, имеем 2 – 2 tg x =

= 0, т. е. tg x = , от�уда x =  + πk, k Ý Z. Кроме то�о, в от-

вет надо в�лючить решения уравнения cos x = 0, т. е. значения

x =  + πk, k Ý Z.

Заметим, что уравнение (*) можно решить иначе. Разло-
жив е�о левую часть на множители, получим 2 cos x (cos x –

– sin x) = 0. То�да задача сводится � решению сово�упности

уравнений cos x = 0; cos x – sin x = 0. Первое из них имеет

решения x =  + πk, k Ý Z. Второе же является однородным урав-

нением первой степени относительно синуса и �осинуса; поэтому

оно равносильно уравнению 1 – tg x = 0, т. е. tg x = , от-

�уда x =  + πk, k Ý Z.

4. Решение тригонометрических уравнений
вида  a cos x + b sin x = c

Три�онометричес�ое уравнение вида a cos x + b cos x = c
можно решить различными методами. Рассмотрим два из них:
первый основан на введении вспомо�ательно�о ар�умента, а вто-

рой — на применении универсальной подстанов�и tg  = y.

При использовании метода введения вспомо�ательно�о ар-
�умента выражение a cos x + b sin x заменяют на r sin (x + ϕ),

�де r = , sin ϕ = , cos ϕ =  (см. тему 15,

п. 5). У�ол ϕ называют вспомо
ательным ар
�ментом.
При использовании универсальной подстанов�и фун�ции

sin x, cos x и tg x выражаются через tg  по следующим фор-

мулам:

sin x = , cos x = , tg x = 

(см. тему 15, п. 3).
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Пример. Решить уравнение 3 cos x + 4 sin x = 5.
Р е ш е н и е.  I способ. Разделив обе части уравнения на

 = 5, получим

cos x + sin x = 1.

Та� �а�  +  = 1, то существует та�ое ϕ, что  =

= sin ϕ и  = cos ϕ. То�да уравнение примет вид

sin ϕ cos x + cos ϕ sin x =1, или sin (x + ϕ) = 1.

Следовательно, x + ϕ =  + 2πk, от�уда x =  + 2πk – ϕ, k Ý Z.

Пос�оль�у ϕ = arcsin , о�ончательно находим

x =  – arcsin  + 2πk, k Ý Z.

II способ. Выразив cos x и sin x через tg  и пола�ая tg  = y,

приходим � уравнению

3 ·  + 4 ·  = 5, или 3 – 3y2 + 8y = 5 + 5y2,

или

4y2 – 4y + 1 = 0,

от�уда y = . Из уравнения tg  =  находим  = arctg  + πk,

т. е.  = 2 arctg  + 2πk, k Ý Z. Заметим, что использование уни-

версальной подстанов�и возможно лишь при x − π + 2πn (при

этих значениях tg  не существует). Поэтому нужно прове-

рить, не являются ли числа вида x = π + 2πn решениями задан-
но�о уравнения. Провер�а по�азывает, что числа у�азанно�о
вида уравнению не удовлетворяют. Ита�, получаем ответ: x =

= 2 arctg  + 2πk, k Ý Z.
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5. Решение простейших тригонометрических неравенств

Графичес�ий способ решения простейших три�онометриче-
с�их неравенств (т. е. неравенств вида sin x < a, sin x > a и т. д.)
состоит в следующем. Строят �рафи� данной три�онометриче-
с�ой фун�ции и прямую y = a, а затем, используя построенные
�рафи�и, выделяют промежут�и, служащие решениями нера-
венства.

Существует и дру�ой способ решения простейших три�оно-
метричес�их неравенств — с помощью числовой о�ружности.

Пример. Решить неравенство:

а) sin x < ; б)  l 1.

Р е ш е н и е. а)  I способ. Строим �рафи� фун�ции y = sin x

и прямую y = , �оторая пересе�ает синусоиду в бес�онечном

числе точе� (рис. 165). Выделим один из промежут�ов значе-
ний ар�умента, являющихся решениями данно�о неравенства

(там, �де �рафи� синуса расположен ниже прямой y = ); та-

�им является, например, промежуто� – ; . Используя

периодичность синуса, получаем ответ:

–  + 2πk < x <  + 2πk, k Ý Z.

II способ. Построим числовую о�ружность и прямую y = ,

�оторая пересе�ается с о�ружностью в точ�ах, соответствующих

числам –  и  (рис. 166). Решением данно�о неравенства на
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числовой о�ружности является промежуто� – ; . Ис-

пользуя периодичность синуса, получаем ответ:

–  + 2πk < x <  + 2πk, k Ý Z.

б) Данное неравенство равносильно простейшему неравен-
ству tg 3x l 1. Решим последнее с помощью числовой о�руж-
ности (рис. 167):

 + πk m 3x <  + πk, от�уда  +  m x < + , k Ý Z.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Ка�ие три$онометричес�ие
уравнения называют однородны-
ми? Ка� они решаются?

2. Напишите общий вид од-
нородно$о три$онометричес�о$о
уравнения относительно sin x и
cos x.

3. Ка�ую степень однород-
ности имеет уравнение a sin x +
+ b cos x = 0? Решите е$о.

4. Ка�ими методами мож-
но решить уравнение a sin x +
+ b cos x = c?

5. Ка�ую подстанов�у назы-
вают универсальной?

6. Решите уравнение:

а) sin4 x – 3 sin2 x cos2 x +

+ 2 cos4 x = 0;

б) 2 cos4 x – 3 cos2 x = 1;
в) 1 – cos 2x = 2 sin x;

$) sin 3x – cos 3x – 1 = 0;

д) 1 – sin 4x = 2 sin (2x – 45°);
е) sin x sin 3x = 0,5;

ж) 2cos2 (x + 30°) +
+ 3 sin (60° – x) + 1 = 0.

7. Ка�ими способами можно
решить простейшее три$ономет-
ричес�ое неравенство?
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8. Ка�ому условию должно
удовлетворять a, чтобы имело
смысл неравенство:

а) sin x < a; б) sin x l a?
9. Решите неравенство:

а) sin x > ; б) sin 2x m ;

в) sin 3x l – ;

$) 2 cos x > 1;
д) 2 cos 2x < 1;
е) 3 cos 2x l –2;

ж) tg2 x l 3;
з) –1 m ctg x m 2.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Решите уравнение:
а) sin 2x – 4 sin x – 4 cos x + 4 = 0;
б) sin 2x + 5 sin x + 5 cos x + 1 = 0; в) 3 sin 2x + cos 2x + 1 = 0;

�) sin4  + cos4  = ; д) cos2 3x – tg2 3x – sin2 3x + 1 = 0;

е) –2 + cos x = 2 tg ; ж) 2 sin 11x + sin 5x + cos 5x = 0;

з) 2 sin2 x +  – 3 = 0; и) 2 cos2 x +  = 3.

2. Решите уравнение:

а)  = 0; б)  = 0; в)  = 0;

�)  = 0; д)  = 0; е)  = 0; ж)  = 0;

з)  = 0; и) sin 3x ctg x = 0; �)  = 0.

3. Решите уравнение:

а) cos2 x + 2 sin x cos x – 3 sin2 x = 0;

б) sin2 x + 2 sin x cos x – 3 cos2 x = 0;

в) 5 cos2 x – 3 sin x cos x – 4 sin2 x = 2;

�) 5 sin2 x + 3 sin x cos x – 4 cos2 x = 2;

д) 3 sin x cos x – 5 cos2 x = 0; е) sin x cos x – cos2 x = 0;

ж) sin2 x – sin x cos x = 0; з) 3 cos2 x – sin2 x – sin 2x = 0;

и) sin2 x – 0,5 sin 2x = 0; �) sin4 x – cos4 x + sin 2x + 3 = 0.

4. Найдите �оличество �орней уравнения:
а) cos 6πx sin 9πx = cos πx sin 14πx, принадлежащих отрез-

�у [3; 4];
б) cos 4πx sin 8πx = cos πx sin 11πx, принадлежащих отрез-

�у [–2; –1].
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5. Найдите наименьший положительный �орень уравнения:

а) 8 sin sin  – 3 + 2 cos 2x = 0;

б) 8 cos cos  – 3 = 6 cos 2x.

6. Найдите сумму:
а) первых 48 положительных �орней уравнения

ctg  –  = tg  + ;

б) первых 50 положительных �орней уравнения

ctg  +  = tg  – .

7. Решите уравнение:
а) 35 cos 4x + 12 cos 2x = 35 sin 2x + 12 sin 4x;
б) 9 cos 3x + 40 cos 4x = 9 sin 4x – 40 sin 3x;

в) sin2 x + sin2 5x + sin2 7x + sin2 11x = 2;

�) cos2 3x + cos2 4x + cos2 9x + cos2 10x = 2.
8. Решите систему уравнений:

а) б)

в) �)

д) е)

9. Ка�ое наибольшее и �а�ое наименьшее значение может
принимать данное выражение:

а) 3 sin x + 4 cos x; б) |3 sin x – 4 cos x|; в) –5 sin x + 12 cos x;

�) 5 – 7 sin x – 24 cos x; д) ; е) ?

10. Решите неравенство:

а) sin x > – ; б) cos x > – ; в) sin  < ; �) cos 2x < ;
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д) tg x > – ; е) ctg x > – ; ж) tg 3x < –1; з) ctg  < 1;

и) 2 cos2 x – 7 sin x < 5; �) tg3 x + tg2 x – tg x – 1 < 0;
л) tg x + ctg x l –3; м) cos x < a; н) ctg x l a.
11. Найдите значения a, при �оторых совместна система

уравнений:

а)

б)

в)

�)

д)

В ответе у�ажите наименьшее из этих значений.
12. Найдите все значения параметра a, при �оторых сов-

местна система уравнений:

а)

б)

в)

В ответе у�ажите наибольшее из этих значений.

3 3 x

2
---

 + 1 = 5a – 2 tg2 y,

4 tg2 y + 2 = 3a + ;

3
1 x–

3
x–

sin x – 4 = 3a – ,

 – 3 = a + 3 sin x;

2
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2
2 y2+

1 + 2 cos x = 4a – ,
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13. При �а�их значениях параметра a система уравнений

несовместна?

Задания для повторения

14. Имеются два слит�а сплавов золота и меди. В первом слит-
�е отношение золота � меди равно 1 : 2, а во втором — 2 : 3. Если

сплавить  перво�о слит�а с  второ�о слит�а, то в получен-

ном слит�е о�ажется столь�о золота, с�оль�о было меди в пер-

вом, а если  перво�о слит�а сплавить с  второ�о, то в полу-

ченном слит�е о�ажется меди на 1 �� больше, чем было золота
во втором слит�е. С�оль�о золота в �аждом слит�е?

15. Проценты содержания (по массе) спирта в трех раство-
рах образуют �еометричес�ую про�рессию. Если смешать пер-
вый, второй и третий растворы в новом отношении 2 : 3 : 4, то
получится раствор, содержащий 32% спирта. Если же смешать
их в отношении 3 : 2 : 1, то получится раствор, содержащий
22% спирта. С�оль�о процентов спирта содержит первый рас-
твор?

16. Сравните числа:

а) a =  и b = ; б) a =  +  и b =  + .
17. Сумма �атетов прямоу�ольно�о треу�ольни�а равна

14 см, �ипотенуза равна 10 см. Найдите произведение синусов
острых у�лов треу�ольни�а.

18. Один из �атетов прямоу�ольно�о треу�ольни�а втрое
больше дру�о�о. Найдите отношение суммы синусов острых у�-
лов треу�ольни�а � разности синусов этих у�лов.

19. Найдите множество значений фун�ции y = sin 2x, если:

а) x Ý arccos ; ; б) x Ý [arctg 0,5; arctg 3].

20. При �а�их значениях a имеют общий �орень уравнения:

а) x2 – (a + 3)x + 2a + 2 = 0 и x2 + (a + 3)x + 4a – 4 = 0;

б) x2 – (a + 5)x + a + 4 = 0 и x2 + (a – 2)x + 3a – 15 = 0?
В ответе у�ажите сумму найденных значений a.

6 ·  + 2 = 4a – sin y,

5 sin y + 10 = a + 
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21. При �а�их значениях x являются последовательными
числами �еометричес�ой про�рессии заданные числа:

а) 5 · 4–x; 1 – 4–x; 1 + 29 · 4–x;

б) 1 + 137 · 5x; 1 – 7 · 5x; 2 · 5x?
22. При �а�их значениях k имеет хотя бы одно решение

система:

а)

б)

в)

23. Найдите сумму �орней уравнения:

а) (2x2 – 12x + 13) log
3

 = 3 log
3

;

б) (x2 – 4x + 9)log
5

 = 3 log
5

;

в) (2x2 – 16x + 27) log
4

 = 3 log
4

.

О Т В Е Т Ы

1. а) x = 2πk, x =  + 2πk, k Ý Z; б) –  + πk, k Ý Z; в) x =  + πk,

x = –arctg 3 + πk, k Ý Z; $) x = πk, k Ý Z; д) x =  + , k Ý Z; е) x =

= –  + 2πk, k Ý Z; ж) x = –  + , x =  + , k Ý Z; з) x =  +

+ , k Ý Z; и) x =  + , k Ý Z. 2. а) Нет �орней; б) x = ä  + πk,

k Ý Z; в) x = πk, k Ý Z; $) x = ä  + πk, k Ý Z; д) x = ä  + πk, k Ý Z;

е) нет �орней; ж) нет �орней; з) нет �орней; и) x = ä  + πk, x =  + πk,

k Ý Z; �) x =  + πk, k Ý Z. 3. а) x =  + πk, x = –arctg  + πk, k Ý Z;

б) x = + πk, x = –arctg 3 + πk, k Ý Z; в) x = –  + πk, x = arctg  + πk,

k Ý Z; $) x =  + πk, x = –arctg 2 + πk, k Ý Z; д) x =  + πk, x = arctg  +

x2 – 2kx + k2 – 1 = 0,
|x + 1| m 2;

x2 – 2(k – 1)x + k2 – 2k = 0,
|x – 2| m 3;

x2 – 2(k + 2)x + k2 + 4k + 3 = 0,
|x – 2| m 1?
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+ πk, k Ý Z; е) x =  + πk, x =  + πk, k Ý Z; ж) x = πk, x =  + πk,

k Ý Z; з) x =  + πk, x =  + πk, k Ý Z; и) x = πk, x =  + πk, k Ý Z;

�) нет �орней. 4. а) 14 �орней; б) 14 �орней. 5. а) ; б) . 6. а) 5760;

б) 5000. 7. а) x = (–1)k  + πk; x = –  + πk, x = –arctg  + πk, k Ý Z;

б) x =  + 2πk, x =  + arctg  + , k Ý Z; в) x =  + , x =

=  + , x =  + , k Ý Z; $) x =  + πk, x =  + , x =  + ,

k Ý Z. 8. а) x =  + πk, y = –  + πk, k Ý Z; б) x = (q + πk + (–1)k ×

× arcsin(2p – sin q)), y = (q – – πk – (–1)karcsin(2p – sin q)), k Ý Z, $де

|2p – sin q| m 1; в) x =  + πk ä ä arccos  – cos q , y =  – πk å

å arccos  – cos q , k Ý Z, $де  – cos q  m 1; $) x = +

+ π(n + k), y =  + π(n – k); x = –  + π(n + k), y = –  + π(n – k), n, k Ý Z;

д) x = –  + , y =  – , k Ý Z; е) x = –  +  – πk, y =  +  + πk,

n, k Ý Z. 9. а) 5 и –5; б) 5 и 0; в) 13 и –13; $) 30 и –20; д)  и 0;

е) наибольшее значение не существует; наименьшее значение равно .

10. а) –  + 2πk < x <  + 2πk, k Ý Z; б) –  + 2πk < x <  + 2πk, k Ý Z;

в)  + 4πk < x <  + 4πk, k Ý Z; $)  + πk < x <  + πk, k Ý Z;

д) –  + πk < x <  + πk, k Ý Z; е) πk < x <  + πk, k Ý Z; ж)  +  <

< x <  + , k Ý Z; з)  + 2πk < x < 2π + 2πk; и) –  + 2πk < x < +

+ 2πk, k Ý Z; �) –  + πn < x < –  + πn, –  + πn < x <  + πn, n Ý Z;

л) πk < x <  + πk, πk –  + arcsin  m x m – arcsin  + πk. k Ý Z;

м) если a m –1, то решений нет; если –1 < a m 1, то arccos a + 2πk < x <
< 2π – arccos a + 2πk, k Ý Z; если a > 1, то x Ý R; н) πk < x m arcctg a + πk,
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k Ý Z. 11. а) ; б) – ; в) 1; $) 1; д) . 12. а) 3; б) 0; в) 1. 13. –× < a < 2,

3 < a < +×. 14. 1,2 �$; 2,4 �$. 15. 12%. 16. а) a > b; б) a > b. 17. .

18. 2. 19. а) ; ; б) [0,6; 1]. 20. а) –6; б) –2,5. 21. а) 2; б) –2.

22. а) –4 m k m 2; б) –1 m k m 7; в) –2 m k m 2. 23. а) 10; б) 18; в) 13.

Решения и методичес�ие у�азания

Ниже даны решения различных видов уравнений. При решении
�аждо$о из этих уравнений используется тот или иной способ (часто
одно и то же уравнение можно решить разными способами). Мы про-
иллюстрируем эти способы в процессе решения заданных уравнений.

К упражнению 1а

1. Положим y = sin x + cos x; то$да (sin x + cos x)2 = y2, или y2 =
= 1 + sin 2x.

2. Следовательно, данное уравнение примет вид

y2 – 1 – 4y + 4 = 0, т. е. y2 – 4y + 3 = 0,

от�уда находим y
1
 = 1, y

2
 = 3.

3. Теперь задача сводится � решению сово�упности уравнений:

sin x + cos x = 1; sin x + cos x = 3.

4. Та� �а�

sin x + cos x = sin x + cos x  = cos  – x ,

то получаем следующую сово�упность уравнений:

cos  – x  = 1, или cos  – x  = ; (1)

cos  – x  = 3, или cos  – x  = . (2)

5. Уравнение (1) имеет решения

 – x =  + 2πk и  – x = –  + 2πk, k Ý Z,

т. е. x = 2πk и x =  + 2πk, k Ý Z.
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6. Уравнение (2) не имеет решений, пос�оль�у  > 1.

Ответ: x = 2πk, x =  + 2πk, k Ý Z.

К упражнению 1в

1. Та� �а� sin 2x = 2 sin x cos x, а 1 + cos 2x = 2cos2 x, то данное
уравнение примет вид

6 sin x cos x + 2 cos2 x = 0, или 2 cos x (3 sin x + cos x) = 0.

2. Теперь задача сводится � решению сово�упности уравнений:

cos x = 0; 3 sin x + cos x = 0.

3. Первое из этих уравнений имеет решения

x =  + πk, k Ý Z.

4. Второе уравнение является однородным. Разделив обе е$о части
на sin x (та� �а� sin x − 0), получим

ctg x = –3, или x = –arcctg 3 + πk, k Ý Z.

З а м е ч а н и е.  Данное уравнение можно решить дру$им спосо-
бом, если воспользоваться универсальной три$онометричес�ой под-
станов�ой tg x = t. То$да

sin 2x =  = , cos 2x =  = .

В результате исходное уравнение сведется � ал$ебраичес�ому
уравнению относительно переменной t = tg x.

К упражнению 1


1. Используя известное тождество a4 + b4 = (a2 + b2)2 – 2a2b2, запи-
шем данное уравнение в виде

sin2  + cos2  – 2 sin2  cos2  = . (1)

2. После преобразования уравнения (1) получим

1 – sin2  = ; sin2  = ; sin  = ä . (2)
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3. Решим уравнение (2):

а) sin  = , т. е. x = –1  + πk ;

б) sin  = – , т. е. x = –1  + πk .

4. Объединив полученные �орни, находим

x = ä  + , k Ý Z.

5. Последнее выражение можно упростить:

x = πk, n Ý Z.

З а м е ч а н и е.  Это уравнение можно решить дру$им способом,
если воспользоваться формулами понижения степени:

sin2 α = ; cos2 α = .

То$да данное уравнение примет вид

 +  = и т. д.

К упражнению 1д

1. Найдем ОДЗ уравнения:

cos 3x − 0, т. е. x −  + , k Ý Z.

2. Та� �а� cos2 3x – sin2 3x = cos 6x, то данное уравнение можно
переписать в виде

cos 6x – tg2 3x + 1 = 0.

3. Выразив cos 6x через tg 3x и используя подстанов�у tg2 3x = y,
получим

 – tg2 3x + 1 = 0, или  – y + 1 = 0.

Это уравнение имеет �орни y
1
 = –2 и y

2
 = 1.

4. Ясно, что уравнение tg2 3x = –2 не имеет решений.

5. Остается решить уравнение tg2 3x = 1, т. е. tg 3x = ä1. Имеем:

а) tg 3x = –1, x = –  + , k Ý Z;

б) tg 3x = 1, x =  + , k Ý Z.
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З а м е ч а н и е.  Это уравнение можно решить дру$им способом.
Та� �а�

cos2 3x – sin2 3x = cos 6x, 1 – tg2 3x =  = ,

то после преобразований уравнение примет вид

cos 6x +  = cos 6x 1 +  = 0.

Далее имеем:

а) cos 6x = 0, 6x =  + πk, от�уда x =  + , k Ý Z;

б) 1 +  = 0 — это уравнение не имеет решений.

Ответ: x =  + .

К упражнению 1е

1. Найдем ОДЗ уравнения:

cos  − 0, т. е. x − π + 2πk, k Ý Z.

2. Положив tg  = y и выразив cos x через tg , получим

–2 +  – 2tg  = 0, или –2 +  – 2y = 0. (1)

3. После упрощения уравнения (1) придем � �убичес�ому уравне-
нию

2y3 + 3y2 + 2y + 1 = 0. (2)

4. Заменим одночлен 3y2 суммой одночленов 2y2 + y2, то$да в ле-
вой части уравнения (2) получим произведение двух множителей:

(y + 1)(2y2 + y + 1) = 0.

Далее имеем:

а) y = –1, tg  = –1,  = –  + πk, x = –  + 2πk, k Ý Z;

б) уравнение 2y2 + y + 1 = 0 не имеет решений, та� �а� D < 0.

Ответ:  x = –  + 2πk, k Ý Z.
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З а м е ч а н и е.  Это уравнение можно решить иначе, например
та�:

–2 – 2tg  + cos x = 0; –2 1 + tg  + cos2  – sin2  = 0;

–2  + cos  + sin cos  – sin  = 0;

cos  + sin  + cos  – sin  = 0 и т. д.

К упражнению 1ж

1. Преобразуем два последних сла$аемых следующим образом:

sin 5x + cos 5x = 2 sin 5x + cos 5x  =

= 2 cos sin 5x + sin cos 5x  = 2sin 5x + .

2. То$да данное уравнение примет вид

2sin 11x + 2sin 5x +  = 0, или sin 11x + sin 5x +  = 0.

3. Используя формулу суммы синусов, имеем

2sin cos  = 0,

или

sin 8x + cos 3x –  = 0.

4. Остается решить последнее уравнение; в результате получаем

ответ: x = –  + , x =  + , k Ý Z.

З а м е ч а н и е.  Это уравнение можно решить иначе, если сумму

sin 5x + cos 5x преобразовать та�:

sin 5x + cos 5x = 2 sin 5x + cos 5x  =

= 2 sin sin 5x + cos cos 5x  = 2cos 5x – .
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То$да в данном уравнении сла$аемое 2sin 11x следует заменить на

2cos  – 11x  и записать уравнение в виде

2cos  – 11x  + 2cos 5x –  = 0,

а затем преобразовать сумму �осинусов в произведение и т. д.

К упражнению 1з

1. Найдем ОДЗ уравнения: x −  + πk, k Ý Z.

2. Положим y = sin2 x; то$да cos2 x = 1 – y и данное уравнение пре-
образуется та�

2y +  – 3 = 0; 2y(1 – y) + 1 – 3(1 – y) = 0; 2y2 – 5y + 2 = 0.

Последнее уравнение имеет �орни y
1
 = 2; y

2
 = .

3. Подставив sin2 x вместо y, получим:

а) sin2 x = 2 — это уравнение не имеет решений;

б) sin2 x = — это уравнение решим следующим образом:

2sin2 x = 1; 1 – cos 2x = 1; cos 2x = 0,

от�уда

x =  + , k Ý Z.

4. Та� �а� cos2 x − 0 при x =  + , то среди найденных значе-

ний нет посторонних �орней.
З а м е ч а н и е.  Это уравнение можно решить иначе, пола$ая

cos2 x = y; то$да получим

2(1 – y) +  – 3 = 0, или 2y2 + y – 1 = 0.

Корнями последне$о уравнения являются y
1
 = –1; y

2
 = .

Подставив cos2 x вместо y, получим:

а) cos2 x = –1 — это уравнение не имеет решений;

б) cos2 x = , или 2cos2 x = 1, от�уда 1 + cos 2x = 1, т. е. cos 2x = 0,

от�уда x =  + , k Ý Z.
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К упражнению 2а

З а м е ч а н и е.  При решении рассмотренных ниже довольно
простых с виду три$онометричес�их уравнений учащиеся часто до-
пус�ают $рубую ошиб�у. Эта ошиб�а за�лючается в том, что хотя они
предварительно находят область допустимых значений, но при записи
�орней уравнения ее совершенно не учитывают.

1. Требуется решить уравнение  = 0.

2. Найдем ОДЗ уравнения:

cos x − 0, т. е. x −  + πk, k Ý Z.

3. Для на$лядности числа x =  + πk, не входящие в ОДЗ, отметим

на единичной о�ружности «�рести�ами» (рис. 168, а).

4. Если k = 0, то x = ; если k = 1, то x =  + π = ; если k = 2,

то x =  + 2π =  и т. д. Та� �а� числа  и  отличаются дру$ от

дру$а на 2π, то соответствующие этим числам точ�и единичной о�-

ружности совпадают анало$ично совпадут точ�и, соответствующие

числам  и .

5. Теперь найдем �орни данно$о уравнения. Имеем 1 + cos 2x = 0,

от�уда cos 2x = –1, т. е. x =  + πk, k Ý Z.

6. Отметим эти значения на единичной о�ружности сплошными
точ�ами (рис. 168, б).
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7. Одна�о из найденных значений надо ис�лючить те, при �оторых

знаменатель данной дроби обращается в нуль, т. е. значения x =  + πk,

k Ý Z.
8. Из рис. 168, а и б видно, что данное уравнение не имеет решений.

К упражнению 2б

1. Найдем ОДЗ уравнения: cos 2x − –1, т. е. x − + πk, k Ý Z. При

k = 0 имеем x = , а при k = 1 имеем x = . Отметим не входящие

в ОДЗ числа «�рести�ами» на единичной о�ружности (рис. 169, а).
2. Приравняв нулю числитель дроби, получим уравнение cos 3x = 0,

от�уда 3x =  + πk, т. е. x =  + , k Ý Z.

3. Отметим соответствующие точ�и на единичной о�ружности

(рис. 169, б): если k = 0, то x =  (точ�а P
0
); если k = 1, то x =  (точ�а

P
1
); если k = 2, то x =  (точ�а P

2
); если k = 3, то x =  (точ�а P

3
);

если k = 4, то x =  (точ�а P
4
); если k = 5, то x =  (точ�а P

5
); если

k = 6, то x =  (точ�а P
6
 совпадает с P

0
) и т. д.

4. Теперь из множества отмеченных точе� нужно оставить те, �о-
торые входят в ОДЗ: это P

0
, P

2
, P

3
 и P

5
 (рис. 169, б).

5. Ита�, получаем ответ: x = ä  + πk, k Ý Z.
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К упражнению 3а

1. Требуется решить уравнение

cos2 x + 2sin x cos x – 3sin2 x = 0. (1)

Отметим следующее:
а) левая часть уравнения (1) состоит толь�о из ал$ебраичес�ой

суммы, причем �аждое сла$аемое этой суммы является произведени-
ем числово$о множителя и двух фун�ций синуса или �осинуса одно$о
и то$о же ар$умента;

б) сумма по�азателей степеней синуса и �осинуса в �аждом сла-
$аемом одна и та же (в данном уравнении она равна 2);

в) свободный член в уравнении (1) отсутствует, т. е. он равен нулю;
$) та�ое уравнение называют однородным относительно фун�ций

sin x и cos x, а 2 — это степень е$о однородности.
2. Значения ар$умента, при �оторых cos x = 0, не являются реше-

ниями уравнения (1), та� �а� если cos x = 0, то должно выполняться

равенство –3sin2 x = 0, а �осинус и синус одно$о и то$о же ар$умента
не мо$ут одновременно быть равными нулю. Поэтому обе части урав-

нения (1) можно разделить на cos2 x или на sin2 x, причем получится
уравнение, равносильное уравнению (1).

3. Разделив все члены уравнения (1) на cos2 x − 0, получим

1 + 2tg x – 3tg2 x = 0, или 3tg2 x – 2tg x – 1 = 0. (2)

4. Решим уравнение (2):

tg x = 1, x =  + πk, k Ý Z;

tg x = – , x = arctg –  + πk = –arctg  + πk, k Ý Z.

К упражнению 3в

1. Данное уравнение не является однородным три$онометричес�им
уравнением, та� �а� в нем есть отличный от нуля свободный член,
равный 2.

2. Очевидно, что данное уравнение ле$�о свести � однородному
уравнению второй степени, если свободный член умножить на выра-

жение sin2 x + cos2 x, равное 1.
3. То$да придем � однородному три$онометричес�ому уравнению

5 cos2 x – 3 sin x cos x – 4 sin2 x = 2(sin2 x + cos2 x), (1)

равносильному данному. После упрощений получим

cos2 x – cos x sin x – 2 sin2 x = 0,

т. е. однородное уравнение второй степени относительно sin x и cos x.
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4. Разделив �аждый е$о член на cos2 x − 0, имеем

1 – tg x – 2 tg2 x = 0. (2)

5. Решим уравнение (2):

tg x = –1, x = –  + πk, k Ý Z,

tg x = , x = arctg  + πk, k Ý Z.

К упражнению 3д

1. Это однородное три$онометричес�ое уравнение второй степени.
2. Чтобы решить е$о, разложим левую часть уравнения на множи-

тели:
cos x(3 sin x – 5 cos x) = 0.

3. Та�им образом, нужно решить простейшее три$онометричес�ое
уравнение cos x = 0 и однородное уравнение первой степени 3 sin x –
– 5 cos x = 0.

4. Имеем

cos x = 0, x =  + πk, k Ý Z;

3 sin x – 5 cos x = 0, или 3 tg x = 5, x = arctg  + πk, k Ý Z.

З а м е ч а н и е.  Было бы ошибочным следующее «решение»:

разделив обе части данно$о уравнения на cos2 x, получим

3 tg x – 5 = 0,

от�уда x = arctg  + πk, k Ý Z. Та�им образом, те значения x, при �о-

торых cos x = 0, о�азались потерянными. Чтобы не произошло потери
�орней, подобные уравнения следует решать разложением на множи-
тели, �а� это было сделано выше.

К упражнению 4а

1. Применяя формулы преобразования произведения три$ономет-
ричес�их фун�ций в сумму, запишем данное уравнение в виде

(sin 15πx + sin 3πx) = (sin 15πx + sin 13πx),

или
sin 3πx – sin 13πx = 0. (1)

2. Далее, используя формулу разности синусов, приведем уравне-
ние (1) � виду

2sin 5πx cos 8πx = 0. (2)
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3. Из уравнения sin 5πx = 0 следует, что 5πx = πk, т. е. x = , $де

k Ý Z. Теперь воспользуемся тем, что �орни уравнения принадлежат

отрез�у [3; 4], т. е. 3 m  m 4, или 15 m k m 20. Этому неравенству удов-

летворяют 6 �орней.

4. Из уравнения cos 8πx = 0 следует, что 8πx =  + πk, от�уда

x = , k Ý Z. Значит,

3 m  m 4, или  m k m .

Этому неравенству удовлетворяют 8 �орней.
Ответ: 14 �орней.

К упражнению 6а

1. Используя формулу приведения, перепишем данное уравнение
та�:

tg  –  –  = tg  + ,

или

tg –  +  – tg  +  = 0. (1)

2. Теперь применим формулу разности тан$енсов:

tg α – tg β = , $де cos α − 0, cos β − 0.

То$да уравнение (1) примет вид

 = 0. (2)

3. Приравняем нулю числитель дроби:

sin –  –  = 0; sin  +  = 0; cos  = 0,

от�уда

 =  + πk, kÝ Z.
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--- 

 7π
4
-------

πx
5
--------
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
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π
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πx
5
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2
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Из это$о равенства следует, что

2x = 5 + 10k, или x = . (3)

Можно по�азать, что при этих значениях x знаменатель дроби (2)
не обращается в нуль, т. е. что равенство (3) задает серию �орней ис-
ходно$о уравнения.

4. Далее мы должны найти сумму 48 положительных �орней
уравнения. Для это$о совсем не обязательно придавать k значения от 0
до 47 и непосредственно с�ладывать 48 чисел.

5. Пусть k = 0, то$да x =  = ; пусть k = 1, то$да x =

=  = ; пусть k = 2, то$да x =  =  и т. д. Замечаем,

что числа , , , ... образуют арифметичес�ую про$рессию с пер-

вым членом a
1
 =  и разностью d = 5. Остается найти сумму 48 пер-

вых членов этой про$рессии. Имеем

S
n
 =  · n, т. е. S

48
 =  = 5760.

К упражнению 7а

1. Пере$руппируем члены данно$о уравнения следующим образом:

35(cos 4x – sin 2x) = 12(sin 4x – cos 2x). (1)

2. Разложим на множители левую часть уравнения (1):

35(1 – 2 sin2 2x – sin 2x) = –35(sin 2x + 1)(2 sin 2x – 1).

3. Разложим на множители правую часть уравнения (1):

12(2 sin 2x cos 2x – cos 2x) = 12 cos 2x(2 sin 2x – 1).

4. То$да уравнение (1) примет вид

–35(sin 2x + 1)(2 sin 2x – 1) – 12 cos 2x(2 sin 2x – 1) = 0,

или

(2 sin 2x – 1)[35(sin 2x + 1) + 12 cos 2x] = 0. (2)

5. Решим уравнение (2):

а) 2sin 2x – 1 = 0, x = (–1)k  + , k Ý Z;

5 10k+

2
---------------------

5 10 0⋅+

2
-------------------------

5

2
---

5 10 1⋅+

2
-------------------------

15

2
------

5 10 2⋅+

2
-------------------------

25

2
------

5

2
---

15

2
------

25

2
------

5

2
---

2a
1

d n 1–( )+

2
----------------------------------------

5 5 47⋅+( ) 48⋅
2

-----------------------------------------

π
12
------

πk
2
-------
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б) 35(sin 2x + 1) + 12 cos 2x = 0, или 35 sin 2x + 12 cos 2x + 35 = 0;
пола$ая tg x = t, получим

 + 12  + 35 = 0,

от�уда t
1
 = –1, t

2
 = – . Значит, tg x = –1, т. е. x = –  + πk, k Ý Z;

tg x = – , т. е. x = –arctg  + πk, k Ý Z.

К упражнению 8а

1. Из перво$о уравнения выразим y = x – . То$да правая часть

второ$о уравнения преобразуется та�:

2sin y = 2sin x –  = 2 sin x cos  – cos x sin  =

= 2 sin x + cos x  = sin x + cos x.

2. Значит, второе уравнение системы примет вид

sin x = sin x + cos x,

от�уда cos x = 0, т. е. x =  + πk, k Ý Z.

3. Следовательно,

y = x –  =  + πk –  = πk – , k Ý Z.

К упражнению 8б

1. Воспользуемся формулой

sin x cos y = [sin (x + y) + sin (x – y)]. (1)

2. Та� �а� по условию x + y = q, то из равенства (1) следует, что

sin (x – y) = 2p – sin q. (2)

3. Решив уравнение (2), получим

x – y = (–1)karcsin (2p – sin q) + πk, k Ý Z, $де |2p – sin q| m 1.

35 2t⋅
1 t2+
-----------------

1 t2–

1 t2+
----------------

47

23
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π
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

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3
-------

5π
3
--------




 1

2
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3

2
------- -

 3

3

π
2
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5π
3
-------

π

2
---

5π
3
-------

7π
6
-------

1

2
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4. Остается решить систему

от�уда находим

x =  +  + arcsin (2p – sin q),

y =  –  – arcsin (2p – sin q), k Ý Z.

К упражнению 8в

1. Находим ОДЗ системы:

т. е.

2. Преобразуем первое уравнение системы:

 = p, или cos x cos y = . (1)

3. Та� �а�

cos x cos y = [cos (x + y) + cos (x – y)],

а x + y = q, то уравнение (1) примет вид

cos q + cos (x – y) = , т. е. cos (x – y) =  – cos q. (2)

4. Решив уравнение (2), находим

x – y = 2πk ä arccos  – cos q , $де  – cos q  m 1.

5. Остается решить систему

от�уда получим

x =  + πk ä arccos  – cos q ,

y =  – πk å arccos  – cos q .

x + y = q,

x – y = (–1)karcsin (2p – sin q) + πk,

q

2
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2
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2
---------------

q
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πk
2
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2
---------------
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К упражнению 8


1. Находим ОДЗ системы:

т. е.

2. Упростим второе уравнение системы:

tg x tg y = 3;  = 3, от�уда cos x cos y = .

3. Теперь получаем новую систему

(1)

4. С�ладывая левые и правые части системы (1), а затем вычитая
из второ$о уравнения системы (1) первое, имеем

или

5. Решим систему (2):

а) б)

6. На�онец, решив системы а) и б), получим ответ:

x =  + π(n + k), y =  + π(n – k); n, k Ý Z;

x = –  + π(n + k), y = –  + π(n – k), n, k Ý Z.

К упражнению 9а

1. Преобразуем данное выражение с помощью введения вспомо$а-
тельно$о у$ла. Напомним формулу, содержащую вспомо$ательный у$ол:

asin x + bcos x = sin x + cos x .

cos x − 0,
cos y − 0,

x −  + πk, k Ý Z,

y −  + πn, n Ý Z.
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2. В рассматриваемом случае имеем a = 3, b = 4,  = 5,

3sin x + 4cos x = 5 sin x + cos x ,

$де  = cos α,  = sin α.

3. То$да данное выражение запишется следующим образом:

5(cos α sin x + sin α cos x) = 5sin (x + α).

4. Выражение 5sin (x + α) принимает наибольшее значение, рав-
ное 5, и наименьшее значение, равное –5.

К упражнению 10и

1. После преобразований данное неравенство примет вид

2(1 – sin2 x) – 7sin x < 5, или 2sin2 x + 7sin x + 3 > 0. (1)

2. Та� �а� �вадратный трехчлен 2y2 + 7y + 3 ($де y = sin x) имеет

�орни y1 = – , y2 = –3, то, разложив левую часть неравенства (1) на

множители, получим

2 sin x + (sin x + 3) > 0. (2)

3. Ясно, что sin x + 3 > 0 при всех x, поэтому остается решить не-
равенство

sin x +  > 0, или sin x > – . (3)

4. Для решения неравенства (3)

воспользуемся числовой о�ружностью

(рис. 170). Решением неравенства явля-

ются все числа, удовлетворяющие услови-

ям –  < x < , или, учитывая период

синуса, все числа та�ие, что

2πk –  < x <  + 2πk, k Ý Z.
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К упражнению 10�

1. Найдем ОДЗ неравенства:

cos x − 0, т. е. x −  + πk, k Ý Z.

2. Разложив левую часть данно$о неравенства на множители, по-
лучим

tg2 x(tg x + 1) – (tg x + 1) < 0;  (tg x + 1)(tg2 x – 1) = 0;

(tg x + 1)2(tg x – 1) < 0. (1)

3. Решением неравенства (1) являются
значения x, удовлетворяющие системе

или

(2)

4. Ответ можно дать в виде системы (2). Одна�о для более �омпа�т-
ной записи ответа воспользуемся числовой о�ружностью (рис. 171) и по-
лучим следующий ответ:

–  + πn < x < –  + πn, –  + πn < x <  + πn, n Ý Z.

К упражнению 10л

1. Найдем ОДЗ неравенства:

или или x − , k Ý Z.

2. Преобразуем данное неравенство:

 l –3;  + 3 l 0;

 l 0; (2 + 3sin 2x) sin 2x l 0.

π
2
---

Рис. 171
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tg x < 1,

x − –  + πk, k Ý Z,

–  + πn < x <  + πn, n Ý Z.
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3. Пола$ая sin 2x = y, получим неравенство (2 + 3y)y l 0. Решив
е$о методом интервалов, придем � сово�упности неравенств

sin 2x l 0; (1)

sin 2x m – . (2)

4. Решим неравенство (1). Учитывая область определения исход-
но$о неравенства, имеем

2πk < 2x < π + 2πk, или πk < x <  + πk.

5. Решим неравенство (2) двумя способами.
I способ. а) Известно, что если повернуть начальный радиус о�оло

точ�и O по часовой стрел�е, то у$ол поворота считается отрицательным.
б) Положим 2x = t, то$да неравенство (2) примет вид

sin t m – . (3)

в) Решение неравенства (3) иллюстрирует рис. 172, а.
$) Запишем решение неравенства (3):

2πk – π + arcsin  m t m –arcsin  + 2πk,

или

πk –  + arcsin  m x m – arcsin  + πk, k Ý Z.

II способ. а) Известно, что если повернуть начальный радиус о�о-
ло точ�и O против часовой стрел�и, то у$ол поворота считается поло-
жительным.

б) Пола$ая 2x = t, запишем неравенство (2) в виде (3).
в) Решение неравенства (3) иллюстрирует рис. 172, б.
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$) Запишем решение неравенства (3):

π + arcsin  + 2πk m t m 2π – arcsin  + 2πk,

или

 + arcsin  + πk m x m π – arcsin  + πk, k Ý Z.

К упражнению 10м

1. Если a m –1, то неравенство не
имеет решений.

2. Если –1 < a m 1, то arccos a + 2πk <
< x < 2π – arccos a + 2πk, k Ý Z.

3. Если a > 1, то x Ý R.

К упражнению 10н

1. Решение неравенства ctg x l a

изображено на числовой о�ружности
(рис. 173).

2. Это решение записывается та�:

πk < x m arcctg a + πk, k Ý Z.

К упражнению 11а

З а м е ч а н и е.  Специфи�а рассматриваемых ниже систем
обусловлена наличием по�азательных и три$онометричес�их фун�-
ций, входящих в �аждое уравнение системы.

1. Пола$ая u = , v = tg2 y, перепишем данную систему:

или (1)

2. Учитывая, что a — параметр, а u и v — неизвестные, запишем
систему (1) в виде

(2)

3. Умножив второе уравнение системы (2) на 3 и сложив результат
с первым уравнением, получим

14v = 14a – 7, или v = a – .
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4. Анало$ично, умножив первое уравнение системы (2) на (–2) и
сложив результат со вторым уравнением, получим

–7u = –7a, или u = a.

5. Вернемся � первоначальным переменным и запишем систему

(3)

равносильную системе (2).
6. Левые части уравнений системы (3) удовлетворяют следующим

о$раничениям:

0 m tg2 y, 0 <  m 1 пос�оль�у  = .

7. Отсюда получаем систему неравенств для параметра a:

8. Решим эту систему:

т. е.  m a m 1.

9. Ита�, наименьшим значением параметра, при �отором данная

система уравнений совместна, является a = .

К упражнению 11б

1. Пусть u = sin x, v = . То$да получим систему

2. Ис�лючив из этой системы u, имеем

10v = 10a + 15, или v = a + .

3. Анало$ично ис�лючив v, получим

–5u = –5a – 5, или u = a + 1.
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4. Та�им образом, приходим � системе

5. Учитывая, что 1 m , –1 m sin x m 1, запишем систему нера-

венств для параметра a:

или т. е. –  m a m 0.

Ответ: a = – .

К упражнению 11


1. Пола$ая ctg2 x = u, = v, получим систему

или

2. Ис�лючив из этой системы u, имеем

–7v = –7a, или v = a.

3. Анало$ично ис�лючив v, имеем

14u = 14a – 7, или u = a – .

4. Следовательно, приходим � системе

5. Та� �а� 0 m ctg2 x, 1 m , то получаем систему неравенств

для параметра a:

или т. е. 1 m a.

Ответ: a = 1.

 = a + ,

sin x = a + 1.
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К упражнению 14

1. Пусть в первом слит�е содержится x (�$) золота, то$да в нем име-
ется 2x (�$) меди.

2. Пусть во втором слит�е содержится y (�$) золота, то$да в нем

имеется y (�$) меди.

3. После то$о �а� сплавили  перво$о слит�а и  второ$о, в полу-

ченном слит�е будет содержаться x + y (�$) золота — столь�о же,

с�оль�о меди в первом слит�е, т. е. 2x (�$).
4. Та�им образом, получаем уравнение

x + y = 2x. (1)

5. Рассуждая анало$ично, составим дру$ое уравнение:

x + y = y + 1. (2)

7. Решив систему уравнений (1) и (2), получим ответ: x = 1,2 �$,
y = 2,4 �$.

К упражнению 15

1. Пусть в первом растворе содержится x% спирта, y% — во вто-
ром и z% — в третьем.

2. Это означает, что 1 $ перво$о раствора содержит $ спирта,

1 $ второ$о раствора — $ спирта и 1 $ третье$о раствора — $

спирта.
3. После то$о �а� взяли 2 $ перво$о раствора, 3 $ — второ$о и 4 $ —

третье$о, получили 9 $ смеси, содержащей 2 ·  + 3 ·  + 4 ·  $

спирта.
4. По условию та�ая смесь содержит 32% спирта, т. е. в 9 $ смеси

содержится 9 · $ спирта. Отсюда получаем уравнение

 = .

5. Анало$ично составляем дру$ое уравнение:

 = .

2

3
---

1

3
---

5

6
---

1

3
---

5

6
---

1

3
---

5

6
---

4

3
---

3

4
---

x

100
----------

y

100
----------

z

100
----------

x

100
----------

y

100
----------

z

100
----------

32

100
----------

2x 3y 4z+ +

100
------------------------------------

9 32⋅
100
--------------

3x 2y z+ +

100
--------------------------------

6 22⋅
100
--------------
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6. На�онец, та� �а� числа x, y, z образуют $еометричес�ую про-

$рессию, то y2 = xz.
7. Ита�, приходим � системе

от�уда находим x = 12%.

К упражнению 16б

1. Пусть a ] b, $де символ ] означает либо зна� «>», либо зна�
«<», либо зна� «=». Здесь a > 0 и b > 0, значит, после возведения обе-
их частей неравенства в �вадрат зна� неравенства сохранится:

(  + )2 ] (  + )2, от�уда 17 + 2  ] 17 + 2 .

2. Прибавив � обеим частям это$о неравенства по (–17), получим

2  ] 2 .

3. Далее, умножив обе части это$о неравенства на положительное

число , получим  ]  и, следовательно, 70 ] 66.

Та� �а� 70 > 66 и в процессе преобразований неравенства a ] b е$о

зна� не менялся, то в исходном неравенстве символ ] нужно заменить
зна�ом «>». Ита�, a > b.

К упражнению 17

1. Нужно найти sin α sin β, $де α и β — острые у$лы прямоу$оль-
но$о треу$ольни�а ABC (рис. 174).

2. Положим AB = x; то$да AC = 14 – x. Со$ласно теореме Пифа$о-
ра, имеем

 = x2 + (14 – x)2,

или

x2 – 14x + 48 = 0,

от�уда AB = x = 6, AC = 14 – x = 8.

3. Значит, sin α =  =  = , sin β =

=  =  = .

4. Ита�, sin α sin β =  ·  = .

2x + 3y + 4z = 9 · 32,
3x + 2y + z = 6 · 22,

y2 = xz,

7 10 6 11 70 66

70 66

1

2
--- 70 66

Рис. 174

10
2

AB

BC
--------

6

10
------

3

5
---

AC

BC
--------

8

10
------

4

5
---

3

5
---

4

5
---

12

25
------
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К упражнению 19а

1. Та� �а� x Ý arccos ; , т. е. x принадлежит I четверти, то

2x m  < π.

2. Та� �а�  <  и ар��осинус убывает при x Ý [–1; 1], то

arccos  > arccos .

3. Значит, 2arccos  > 2arccos  = , от�уда следует, что 2x на-

ходится во II четверти.
4. Во II четверти фун�ция синус убывает и непрерывна. Поэтому

данная фун�ция y = sin 2x принимает все значения от y  до

y arccos .

5. Вычислим эти значения:

sin  = ; sin 2arccos  = 2sin arccos cos arccos  =

= 2  ·  = 2 ·  · = .

6. Ита�,  m y m .

К упражнению 20а

1. Найдем �орни перво$о уравнения:

x1, 2 =  =  = ,

т. е. x1 = a + 1, x2 = 2.

2. Найдем �орни второ$о уравнения:

x3, 4 =  =  =

= ,

т. е. x3 = 1 – a, x4 = –4.

3. Уравнения имеют общий �орень в следующих трех случаях:
а) a + 1 = 1 – a, от�уда a1 = 0;

5

13
------

5π
12
-------

5π
6
-------

5

13
------

1

2
---

5

13
------

1

2
---

5

13
------

1

2
---

2π
3
-------


 5π

12
--------




 5

13
-------



5π
6
-------

1

2
--- 

 5

13
-------



 5

13
-------



 5

13
-------



1
25

169
----------–

5

13
------

12

13
------

5

13
------

120

169
----------

1

2
---

120

169
----------

a 3 a 3+( )2 8 a 1+( )–±+

2
----------------------------------------------------------------------------

a 3 a2 2a– 1+±+

2
-------------------------------------------------------

a 3 a 1–( )±+

2
--------------------------------------

a 3+( )– a 3+( )2 16 a 1–( )–±
2

-----------------------------------------------------------------------------------------

a 3+( )– a2 10a– 25+±
2

------------------------------------------------------------------------

a 3+( )– a 5–( )±
2

------------------------------------------------
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б) a + 1 = –4, от�уда a2 = –5;

в) 1 – a = 2, от�уда a3 = –1.

4. Сумма найденных значений a есть a1 + a2 + a3 = –6.

К упражнению 21а

1. Воспользуемся хара�теристичес�им свойством $еометричес�ой
про$рессии (�вадрат ее средне$о члена равен произведению предыду-
ще$о и последующе$о членов):

(1 – y)2 = 5y(1 + 29y), $де y = 4–x > 0.

2. Решив это уравнение, находим y1 = –  < 0 (не подходит), y2 = ,

от�уда x = 2.

К упражнению 22а

1. Найдем �орни уравнения, входяще$о в систему:

x1, 2 = k ä  = k ä 1, т. е. x1 = k – 1, x2 = k + 1.

2. Теперь найдем решение неравенства |x + 1| m 2; это множество
–3 m x m 1.

3. Очевидно, что данная система имеет хотя бы одно решение, ес-
ли �орень уравнения принадлежит множеству –3 m x m 1.

4. Все ис�омые значения k определяются из сово�упности уравнений

от�уда находим –4 m k m 2.

К упражнению 23а

1. Рассмотрим три случая: x = 3; x > 3; 0 < x < 3.
2. Если x = 3, то уравнение имеет �орень x = 3.
3. Если x > 3, то уравнение примет вид

(2x2 – 12x + 13 – 3) log3  = 0, или x2 – 6x + 5 = 0,

от�уда x = 1, x = 5. Условию x > 3 удовлетворяет толь�о �орень x = 5.
4. Если x < 3, то уравнение примет вид

(2x2 – 12x + 13 + 3) log3 , или x2 – 6x + 8 = 0,

от�уда x = 4, x = 2. Условию x < 3 удовлетворяет толь�о �орень x = 2.
5. Сумма �орней уравнения есть 3 + 5 + 2 = 10.

1

9
---

1

16
------

k2 k2– 1+

–3 m k – 1 m 1,
–3 m k + 1 m 1,

x

3
---

x

3
---
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Т е м а 18

Приращение аргумента и приращение функции.

Предел функции. Непрерывность функции.

Определение производной. Производная суммы.

Производная произведения. Производная частного.

Производная степенной функции.

Производная сложной функции

Теоретичес	ие сведения

1. Приращение аргумента и приращение функции

1°. Пусть x и x
0

— два значения независимой переменной

из D(f); то�да их разность x – x
0
 называют приращением неза-

висимой переменной (или приращением ар��мента) и обо-
значают через ∆x (читается: «дельта и�с»). Та�им образом,

∆x = x – x
0
. (1)

2°. Из равенства (1) следует, что

x = x
0
 + ∆x, (2)

т. е. первоначальное значение переменной получило прираще-
ние ∆x. Вследствие это�о значение фун�ции изменится на ве-
личину

f(x) – f(x
0
) = f(x

0
 + ∆x) – f(x

0
). (3)

3°. Разность между новым зна-
чением фун�ции f(x

0
 + ∆x) и пер-

воначальным ее значением f(x
0
) на-

зывают приращением ф�н�ции f
в точ�е x

0
 и обозначают символом

∆f(x
0
) (читается: «дельта эф в точ-

�е x
0
»), т. е.

∆f(x
0
) = f(x

0
 + ∆x) – f(x

0
). (4)

4°. Приращение фун�ции f в
данной точ�е x

0
 �рат�о обознача-

ют через ∆f или ∆y (рис. 175). Рис. 175
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Пример. Для фун�ции y = x2 найти ∆y, если x = 2,5; x
0
 = 2.

Р е ш е н и е.  Имеем ∆x = x – x
0
 = 2,5 – 2 = 0,5; ∆y = ∆f(x

0
) =

= f(x
0
 + ∆x) – f(x

0
) = f(2,5) – f(2) = 6,25 – 4 = 2,25.

5°. Понятия приращения фун�ции и приращения ар�умента
позволяют дать следующие определения возрастающей и убы-
вающей фун�ций.

Фун�цию называют возрастающей, если ∆f(x
0
) > 0 при

любых ∆x > 0; фун�цию называют �бывающей, если ∆f(x
0
) < 0

при любых ∆x > 0.

2. Предел функции

1°. Число b называют пределом ф�н�ции f(x) при x, стремя-
щемся � a, если для любо�о положительно�о числа ε найдется та-
�ое положительное число δ, что при всех x − a, удовлетворяющих
неравенству |x – a| < δ, справедливо неравенство |f(x) – b| < ε.

При этом употребляют запись f(x) = b.

2°. Та� �а� неравенство |x – a| < δ
равносильно двойному неравенству a –
– δ < x < a + δ, а неравенство |f(x) – b| <
< ε — двойному неравенству b – ε < f(x) <
< b + ε, то определение предела фун�ции
можно дать в та�ой форме:

число b есть предел ф�н�ции f(x)
при x º a, если, �а�ова бы ни была
ε-о�рестность точ�и b, найдется та�ая
δ-о�рестность точ�и a, что для любо�о
значения x − a, принадлежаще�о δ-о�-
рестности точ�и a, значение f(x) прина-
длежит ε-о�рестности точ�и b (рис. 176).

3°. Из определения предела фун�ции следует, что фун�ция
должна быть определена на промежут�е (a – δ; a + δ), �роме,
возможно, самой точ�и a.

Пример. До�азать, что (2x – 1) = 3.

Р е ш е н и е.  Зададим произвольное ε > 0 и по�ажем, что
существует δ > 0 та�ое, что из неравенства |x – 2| < δ выте�ает
неравенство |(2x – 1) – 3| < ε. Имеем

|(2x – 1) – 3| < ε _ 2|x – 2| < ε _ |x – 2| < .

lim
x º a

Рис. 176

lim
x º 2

ε

2
---
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Значит, если положить δ = , то выполнение неравенства

|x – 2| < δ влечет за собой выполнение неравенства |(2x – 1) – 3| <
< ε. Та�им образом, со�ласно определению, за�лючаем, что

(2x – 1) = 3.

4°. ТЕОРЕМА. Если фун�ция f(x) имеет предел при x º a,
то этот предел — единственный.

5°. Пра�тичес�и предел фун�ции находят не на основании
е�о определения, а с помощью теорем о пределе фун�ции, ана-
ло�ичных теоремам о пределе числовой последовательности.

6°. Теоремы о пределе суммы, произведения и частно�о. Ес-
ли при x º a существуют пределы фун�ций f и g, то:

1) (f(x) + g(x)) = f(x) + g(x);

2) (f(x)g(x)) = f(x) · g(x);

3)  = , �де g(x) − 0;

4) kf(x) = lim k · f(x) = k · f(x), �де k — постоян-

ный множитель.
Из этих теорем выте�ает, в частности, что предел мно�очле-

на P(x) при x º x
0
 равен P(x

0
), т. е. P(x) = P(x

0
).

Пример. Найти: а) ; б) .

Р е ш е н и е.  а) Та� �а� (x4 + 2) = (–2)4 + 2 = 18,

а (3x3 – 1) = 3(–2)3 – 1 = –25, то по теореме о пределе ча-

стно�о получаем, что  = – .

б) Здесь при x = –1 и числитель, и знаменатель обращаются
в нуль; поэтому теоремой о пределе частно�о пользоваться

нельзя. Заметим, что  = . Та� �а� при

вычислении предела при x º –1 предпола�ается, что x − –1, то
дробь можно со�ратить на x + 1. В результате получим

 = (x2 – x + 1) = (–1)2 – (–1) + 1 = 3.

ε

2
---

lim
x º 2

lim
x º a

lim
x º a

lim
x º a

lim
x º a

lim
x º a

lim
x º a

lim
x º a

f x( )

g x( )
------------

f x( )
x a→

lim

g x( )
x a→

lim
------------------------ lim

x º a

lim
x º a

lim
x º a

lim
x º x

0

lim
x º x

0

lim
x º –2

x4 2+

3x3 1–
-------------------- lim

x º –1

x3 1+
x 1+
-----------------

lim
x º –2

lim
x º –2

lim
x º –2

x4 2+

3x3 1–
--------------------

18
25
------

x3 1+
x 1+
-----------------

x2 x– 1+( ) x 1+( )

x 1+
---------------------------------------------------

lim
x º –1

x3 1+
x 1+
----------------- lim

x º –1
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3. Непрерывность функции

1°. Фун�цию f(x) называют непрерывной в точ�е x
0
, если

она определена в не�оторой о�рестности этой точ�и и если пре-
дел фун�ции при x º x

0
 равен значению фун�ции в этой точ�е,

т. е. f(x) = f(x
0
).

2°. Фун�цию f(x), непрерывную в �аждой точ�е заданно�о
промежут�а, называют непрерывной на всем промеж�т�е.

3°. Любые рациональные и иррациональные фун�ции не-
прерывны при всех значениях независимой переменной, при
�оторых они определены.

Например, фун�ция y = x2 непрерывна в любой точ�е число-

вой прямой, а фун�ция y =  непрерывна в любой точ�е x l 0.

4°. Если фун�ция в �а�ой-либо точ�е x
0
 не определена или

ее предел в точ�е x
0
 не равен значению фун�ции в этой точ�е,

то �оворят, что фун�ция имеет разрыв в точ�е x
0
, а точ�у x

0
 на-

зывают точ�ой разрыва.

Например, фун�ция y =  непрерывна в любой точ�е x − 0,

а в точ�е x = 0 имеет разрыв.

Примеры. 1. Дана фун�ция

f(x) = 

Найти точ�у разрыва и значение фун�-
ции в этой точ�е.

Р е ш е н и е.  Фун�ция имеет разрыв
в точ�е x = 0, та� �а� при x º 0 предел
этой фун�ции не существует (рис. 177).
Значение фун�ции при x = 0 есть f(0) =
= 0 – 1 = –1.

2. Вычислить предел .

Р е ш е н и е.  Здесь при x = –3 и числи-
тель, и знаменатель обращаются в нуль,
т. е. применить теорему о пределе частно-

x º x
0

lim

x

k

x
---

x + 3 при x > 0,
x – 1 при x m 0.

Рис. 177

x º 3–

lim x 3+

x 4+ 1–
----------------------------



393

�о нельзя. Умножим числитель и знаменатель дроби на выра-
жение, сопряженное знаменателю:

 =  =

=  = (  + 1).

Фун�ция  + 1 определена в точ�е x = –3 и, следова-

тельно, непрерывна в этой точ�е. Поэтому ее предел при x º –3
равен значению фун�ции при x = –3. В результате получаем

(  + 1) =  + 1 = 2.

4. Определение производной

1°. Производной фун�ции f(x) в точ�е x
0
 называют предел

отношения приращения ∆f фун�ции в точ�е x
0
 � приращению

∆x ар�умента, �о�да последнее стремится � нулю. Это можно

записать та�:  = f′(x
0
) (читается: «эф штрих от x

0
»).

2°. Из определения производной следует, что фун�ция мо-
жет иметь производную в точ�е x

0
 толь�о в том случае, если

фун�ция определена в не�оторой о�рестности точ�и x
0
, в�лю-

чая эту точ�у.

3°. Необходимым условием существования производной
фун�ции в данной точ�е является непрерывность фун�ции в
этой точ�е.

Заметим, одна�о, что обратное утверждение является невер-
ным. Например, фун�ция f(x) = |x – 1| непрерывна на (–×; +×),
но в точ�е x = 1 производной не имеет: можно по�азать, что

 = 

т. е. данная фун�ция не имеет предела при ∆x, стремящемся �
нулю.

4°. Нахождение производной f′(x) от данной фун�ции f(x)
называют дифференцированием этой фун�ции.

lim
x º –3

x 3+( ) x 4+ 1+( )

x 4+ 1–( ) x 4+ 1+( )
------------------------------------------------------------------- lim

x º –3

x 3+( ) x 4+ 1+( )

x 4+( ) 1–
-----------------------------------------------------

lim
x º –3

x 3+( ) x 4+ 1+( )

x 3+
----------------------------------------------------- lim

x º –3

x 4+

x 4+

lim
x º –3

x 4+ 3– 4+

lim
∆x º 0

∆f x( )

∆x
---------------

lim
∆x º 0

∆f x( )

∆x
---------------

1 при ∆x l 0,
–1 при ∆x < 0,
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5°. Вычисление производной фун�ции y = f(x) производит-
ся по общему правилу дифференцирования:

а) дают ар�ументу x приращение ∆x и, подставив вместо x
значение x + ∆x, находят значение фун�ции:

y + ∆y = f(x + ∆x);

б) находят приращение фун�ции, вычитая из значения
фун�ции f(x + ∆x) ее первоначальное значение:

∆y = f(x + ∆x) – f(x);

в) делят приращение фун�ции ∆y на приращение ар�умен-
та ∆x, т. е. составляют отношение

 = ;

�) находят предел это�о отношения при ∆x º 0:

 = .

Найденный предел и есть производная от фун�ции y = f(x).

Пример. Дана фун�ция y = . Найти y′
x = 4

.

Р е ш е н и е. а) y + ∆y = ;

б) ∆y =  – ;

в)  = ;

�) y′ =  =  =

= = =

=  =  = ;

д) y′
x = 4

 = 
x = 4

 =  = .

5. Производная суммы

1°. Пусть u и v — две фун�ции, определенные на одном и том
же промежут�е. То�да производная суммы этих фун�ций рав-
на сумме их производных, т. е.

(u(x) + v(x))′ = u′(x) + v′(x).

∆y

∆x
-------

f x ∆x+( ) f x( )–
∆x

--------------------------------------------

lim
∆x º 0

∆y

∆x
------- lim

∆x º 0

f x ∆x+( ) f x( )–
∆x

--------------------------------------------

x

x ∆x+

x ∆x+ x

∆y

∆x
-------

x ∆x+ x–
∆x

-------------------------------------

lim
∆x º 0

∆y

∆x
------- lim

∆x º 0

x ∆x+ x–
∆x

-------------------------------------

lim
∆x º 0

x ∆x+ x–( ) x ∆x+ x+( )

∆x x ∆x+ x+( )
------------------------------------------------------------------------------------ lim

∆x º 0

x ∆x x–+

∆x x ∆x+ x+( )
--------------------------------------------------

lim
∆x º 0

1

x ∆x+ x+
-------------------------------------

1

x 0+ x+
---------------------------------

1

2 x
-----------

1

2 x
-----------

 
-

1

2 4
-----------

1
4
---
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2°. Методом математичес�ой инду�ции до�азывается, что эта
формула справедлива для любо�о �онечно�о числа сла�аемых:

(u
1
 + u

2
 + ... + u

k
)′ = u′

1
 + u′

2
 + ... + u′

k
.

3°. Производная постоянной равна нулю: (C)′ = 0, �де C =
= const.

Пример. Найти f′(x) если f(x) = x + 5.
Р е ш е н и е.  f′(x) = (x + 5)′ = (x)′ + (5)′ = 1 + 0 = 1.

6. Производная произведения

1°. Производная произведения двух фун�ций u и v вычис-
ляется по формуле

(uv)′ = u′v + uv′

в предположении, что производные u′ и v′ существуют.

2°. Постоянный множитель можно выносить на зна� произ-
водной:

(kf(x))′ = kf′(x).

Пример. Найти f′(x), если f(x) = (2x – 3)(3x + 1).
Р е ш е н и е.  f′(x) = (2x – 3)′(3x + 1) + (2x – 3)(3x + 1)′ =

= 2(3x + 1) + (2x – 3) · 3 = 6x + 2 + 6x – 9 = 12x – 7.
Этот же пример можно решить иначе: f(x) = (2x – 3)(3x + 1) =

= 6x2 + 2x – 9x – 3 = 6x2 – 7x – 3; f′(x) = (6x2 – 7x – 3)′ = 12x – 7.

7. Производная частного

Если фун�ции u и v имеют в точ�е x производные и если

v(x) − 0, то в этой точ�е существует производная их частно�о ,

�оторая вычисляется по формуле

 = .

Пример. Найти f′(x), если f(x) = .

Р е ш е н и е.   =  =

=  =

=  = .

u

v
---

 

 u

v
--- 
 ′ u′v uv′–

v2
------------------------

3 5x+
1 3x–
------------------

 
 3 5x+

1 3x–
------------------ 

 ′ 3 5x+( )′ 1 3x–( ) 3 5x+( ) 1 3x–( )′–

1 3x–( )2
------------------------------------------------------------------------------------------------------

3 ′ 5x( )′+( ) 1 3x–( ) 3 5x+( ) 1′ 3x( )′–( )–

1 3x–( )2
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

5 1 3x–( ) 3 5x+( ) 3–( )–

1 3x–( )2
--------------------------------------------------------------------

14

1 3x–( )2
-------------------------



396

8. Производная степенной функции

1°. Производная степенной фун�ции xk, �де k Ý Q, x > 0,

равна произведению по�азателя k на степень xk – 1, т. е.

(xk)′ = kxk – 1. (1)

2°. Заметим, что если k Ý Z, то формула (1) справедлива
при всех значениях x Ý (–×; +×), �роме x = 0. Если же при
этом k > 1, то формула (1) справедлива при любом x.

3°. Из формулы (1) выте�ают, в частности, формулы для на-

хождения производных фун�ций y =  и y = .

При k = –1 и k =  получаем:

 = (x–1)′ = (–1)x–2 = –  (x − 0); (2)

( )′ = (x1/2)′ = x1/2 – 1 = x–1/2 =  (x > 0).  (3)

9. Производная сложной функции

Производная сложной фун�ции h(x) = g(f(x)) находится по
формуле

h′(x) = g′(f(x))f′(x),

т. е. производная сложной фун�ции равна произведению про-
изводных фун�ций, ее составляющих.

Пример. Найти производную фун�ции y = (3 – 5x + x2)100.

Р е ш е н и е.  y′ = 100 (3 – 5x + x2)99 · (3 – 5x + x2)′ =

= 100(3 – 5x + x2)99 · (–5 + 2x).

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Пусть x и x0 — два значе-

ния независимой переменной из
D(f). Ка  называют и  а  обозна-
чают разность x – x0?

2. Ка  называют разность
между новым значением фун ции

f(x0 + ∆x) и ее первоначальным

значением f(x0)? Ка им симво-

лом обозначают эту разность?
3. Сформулируйте определе-

ния возрастающей и убывающей
фун ции, используя понятия

1
x
--- x

1
2
---

 

 1

x
---


 ′ 1

x2
------

x
1
2
---

1
2
---

1

2 x
-----------
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приращения ар:умента и прира-
щения фун ции.

14. Что означает запись ∆y =
= f(x2) – f(x1)?

15. Для фун ции y = 2x + 5
найдите: а) x, если x0 = 3 и ∆x =

= 0,2; б) ∆y, если x0 = 4 и ∆x = 0,1.

16. Сформулируйте теоремы
о пределе суммы, произведения
и частно:о фун ций.

17. Найдите предел:

1а) (–x3 + 9x2 + x –1);

1б) ;

1в) ;

1:) ;

1д) ;

1е) .

18. Дайте определение не-
прерывности фун ции в точ е.

19. Почему рациональная
фун ция непрерывна в любой
точ е, :де она определена?

10. В  а ом случае фун ция
имеет разрыв в данной точ е?
Ка  называют та ую точ у?

11. Постройте :рафи  фун -
ции

y = 

Найдите значение фун ции в
точ е разрыва.

12. Дайте определение произ-
водной фун ции в данной точ е.

13. Ка ие существуют обо-
значения для производной фун -
ции y = f(x)?

14. Сформулируйте необходи-
мое условие существования про-
изводной в данной точ е.

15. Если не оторая фун ция
f не является непрерывной в точ-
 е x0, то она в этой точ е не имеет

производной (это следует из ут-
верждения п. 4). Верно ли обрат-
ное утверждение: «если фун ция
непрерывна в точ е x0, то она

имеет в этой точ е производную»?
Если не верно, то приведите при-
мер.

16. Что называют дифферен-
цированием?

17. Назовите по поряд у все
операции,  оторые следует про-
извести при вычислении произ-
водной по общему правилу диф-
ференцирования.

18. Дана фун ция y = 2x2 –
– 3x. Применяя общее правило
дифференцирования, найдите y′(x)
и y′(3).

19. Найдите производную
фун ции:

а) y = 2x – 5; б) y = 0,6x(x – 2);
в) y = (0,7x + 1)(0,5x – 2); :) y =

= (3 – 2x)(5x + 4); д) y = ;

е) y = ; ж) y = .

20. Найдите производную
фун ции:

а) y = (x – 5)4;

б) y = 7 – 2x2 + x3 – 3x4;

в) y = ; :) y = ;

д) y = ; е) y = 3x–5;

ж) y = ; з) y = .

x 2→

lim

lim
x º –3

x 4–( ) x 3+( )

x
2 2x 3–+

--------------------------------------

lim
x º 2

3x2 8x– 4+

8 14x– 5x2+
--------------------------------------

lim
x º 9

9 x–

3 x–
------------------

lim
x º 5

x 5–

x 5–
----------------------

lim
x º 1

x
3 1–

x 1–
------------------

0,5x при x l 1,

1 – 3x при x < 1.

1

3 4x+
------------------

1 3x–

1 2x+
------------------

5x 1+

2 3x–
------------------

1

x
2

------

4

x

---

6

x
3

------

x23 2

x
3

----------
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21. Найдите область опреде-
ления сложной фун ции:

а) y = ;
б) y = lg (9 – x2);

в) y = ;

:) y = .

22. Ка  находится производ-
ная сложной фун ции h(x) =
= g(f(x))?

23. Найдите производную
сложной фун ции:

а) y = (x2 – 3x + 1)4;

б) y = .

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите предел:

а) (x3 – 3x2 + 8x + 5); б) ; в) ;

�) ; д) ; е) ;

ж) ; з) .

2. Найдите производную фун�ции:

а) f(x) =  + ; б) f(x) = ; в) f(x) = x2(5x – 4);

�) f(x) = ; д) y = ; е) y = ;

ж) y = ; з) y = .

3. Для заданных фун�ций f(x) и g(x) найдите значение вы-

ражения (g(x)f(x))′ – g(x)f′(x) в у�азанной точ�е x0, если:

а) f(x) = 2x + 4, g(x) = x2 – 8, x0 = 2,5;

б) f(x) = x + 3, g(x) = x2 – 5, x0 = 3,5;

в) f(x) = x2 – 8, g(x) = 2x + 4, x0 = 3.

4. Решите уравнение f′(x) = 0, если:

а) f(x) = x4 – 2x2 + 1; б) f(x) = –  +  – 9x.

Задания для повторения

5. Сначала зарплату повысили на k%, а затем новую зар-

плату повысили на 2k%. В результате двух повышений зарплата

увеличилась в 1,32 раза. На с�оль�о процентов зарплата была

повышена во второй раз?

1 x2–

4 x–
1

1 lg 3 x–( )+
-----------------------------------

3x3 2x– 3+4

lim
x º 2

lim
x º 3

x2 2x– 3–

x2 5x– 6+
------------------------------- lim

x º 3

x2 9–
x 3–
----------------

lim
x º 0

x

1 x+ 1–
---------------------------- lim

x º 0

x

1 3x+ 1–
-------------------------------- lim

x º ×

x2 5x– 4+

2x2 3x– 7+
-----------------------------------

lim
x º 0

x x+

x x–
------------------ lim

x º ×

3x2 2+

x2 x 1+ +
----------------------------

x
1

x
------- x37

3x2 2x– 1+
7x 1+

-----------------------------------

3x

x2 1–
--------------------

x

x2 4+
---------------------

9 x2+
x

--------------------- x3 1+( )23

x5

5
------

10x3

3
-------------
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6. В�лад, положенный в бан� два �ода назад, дости� 23 328 р.

Ка�ов был первоначальный в�лад при 8% �одовых?

7. Сравните числа:

а) a =  и b =  +  + 1;

б)  и b = .

8. Вычислите:

а) bb, если ab = 81, bc = 2, ac = 3;

б) ca, если bc = 25, cc = 36, ba = 5;

в) ac, если ba = 64, aa = 27, bc = 4.

9. Решите неравенство:

а)  < 5 – x; б)  > x + 3;

в)  l ; �) (6 – x) m 4.

В ответе запишите наибольшее целое решение.

10. Решите уравнение:

а) (cos 2x + 7 sin x + 11) = 0;

б) (cos 2x – 5 sin x – 7) = 0;

в) (5 + cos 2x + 9 cos x) = 0.

В ответе у�ажите �оличество �орней.

11. Решите уравнение (в ответе запишите �орень, удовлет-

воряющий данному неравенству):

а)  = , log1/3 log8  < 0;

б)  = x + 1, log1/9 x + log3 9x < 3;

в)  = , log1/2 log6  < 0.

12. Упростите выражение до числово�о значения:

а)  :  –  + 7;

б)  : 2sin  + α ;

в)  +  ·  – 3.

47 26 6

9 15–4 30 2–
2

-------------------------

2x x2– 2x 14+

8 10x–
x 2–

-------------------------

x 5–

8 10x–
------------------------- log

x

14x x2– 40– 3

x2– 9x 20–+ 3

log0,(3) x 2–( ) 1+

x

x 2–
-------------

2 x+
2x 5–
-----------------

2x2 12+
x 1+

------------------------

106 11x–
10 x–

----------------------------

2
x 5–
-------------

x 1+
x 11+
-----------------

x x 1+( )

4 x+
-----------------------

x 1–

x
34 x+

--------------------------

x 1+

x x4+( ) x4
------------------------------------- x

2π α–( )cos
αcos αsin– ctg 0,5α

--------------------------------------------------------- 
 π

2
--- -




 1 x 0,5––

1 x 1–+
------------------------

1 x( ) 1–+

1 x 0,5––
------------------------------

 x 1–
x 1+
--------------
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О Т В Е Т Ы

1. а) 17; б) 4; в) 6; :) 2; д) ; е) ; ж) –1; з) 3. 2. а)  –

– ; б) ; в) 15x2 – 8x; :) ; д) – ;

е) ; ж) – ; з) . 3. а) 45; б) 45,5; в) 2.

4. а) x1 = 0, x2, 3 = ä1; б) x1, 2 = ä1, x3, 4 = ä3. 5. На 20%. 6. 20 000 р.

7. а) a < b; б) a > b. 8. а) 16; б) 6; в) 3. 9. а) 2; б) 0; в) 1; :) 5. 10. а) Четы-
ре  орня; б) три  орня; в) 3. 11. а) 4; б) 8; в) 9. 12. а) 6; б) –0,5; в) –1.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Сначала применяем теорему о пределе ал:ебраичес ой суммы и
выносим постоянные множители за зна  предела, а затем подставля-
ем вместо x е:о предельное значение x = 2:

(x3 – 3x2 + 8x + 5) = x3 – 3 x2 + 8 x + 5 =

= 23 – 3 · 22 + 8 · 2 + 5 = 17.

2. Этот предел можно найти проще, если вместо x сразу подста-
вить е:о предельное значение:

(x3 – 3x2 + 8x + 5) = 23 – 3 · 22 + 8 · 2 + 5 = 17.

К упражнению 1б

1. При x º 3 числитель и знаменатель данной дроби стремятся   ну-
лю. Поэтому непосредственное применение теоремы о пределе частно-
:о здесь невозможно.

2. Одна о данную дробь можно со ратить:

 =  = .

3. Теперь находим ис омый предел:

 =  =  = 4.

2

3
---

1

2
---

1

2 x

-----------

1

2x x

---------------

3

7 x
47

---------------

21x2 6x 9–+

7x 1+( )2
--------------------------------------

3

x
2 1– x

2 1–( )
------------------------------------------

4

x
2 4+ x

2 4+( )
-------------------------------------------

9

x
2

x
2 9+

----------------------------

2x2

x
3 1+

3

----------------------

lim
x º 2

lim
x º 2

lim
x º 2

lim
x º 2

lim
x º 2

x
2 2x– 3–

x
2 5x– 6+

-------------------------------

x 3–( ) x 1+( )
x 3–( ) x 2–( )
--------------------------------------

x 1+

x 2–
--------------

lim
x º 3

x
2 2x– 3–

x
2 5x– 6+

------------------------------- lim
x º 3

x 1+

x 2–
--------------

3 1+

3 2–
--------------
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К упражнению 1


1. Предел знаменателя дроби при x º 0 равен нулю. Поэтому не-
посредственно использовать теорему о пределе частно:о здесь нельзя.

2. Кроме то:о, данную дробь нельзя со ратить,  а  мы сделали
это в предыдущем примере.

3. В данном случае числитель и знаменатель дроби следует умно-

жить на выражение  + 1, сопряженное знаменателю дроби.

4. В результате получим

 =  =  =  + 1.

5. Теперь ле: о найти ис омый предел:

 = (  + 1) = 1 + 1 = 2.

З а м е ч а н и е.  Считая, что  = 1, мы тем самым ис-

пользуем свойство непрерывности фун ции y = :

 =  = 1.

К упражнению 1е

1. Пос оль у с символом × нельзя обращаться  а  с числом,
нужно преобразовать данную дробь, например та :

 = .

Мы разделили почленно и числитель, и знаменатель заданной

дроби на x2.
2. Теперь применим известные теоремы и найдем ис омый предел:

 =  =

=  =  = .

1 x+

x

1 x+ 1–

----------------------------

x 1 x+ 1+( )

1 x+ 1–( ) 1 x+ 1+( )
--------------------------------------------------------------------

x 1 x+ 1+( )
1 x 1–+

-------------------------------------- 1 x+

lim
x º 0

x

1 x+ 1–

---------------------------- lim
x º 0

1 x+

lim
x º 0

1 x+

1 x+

lim
x º 0

1 x+ 1 0+

x
2 5x– 4+

2x2 3x– 7+
-----------------------------------

1
5

x

---–
4

x
2

------+

2
3

x

---–
7

x
2

------+

----------------------------

lim
x º ×

x
2 5x– 4+

2x2 3x– 7+
----------------------------------- lim

x º ×

1
5

x

---–
4

x
2

------+

2
3

x

---–
7

x
2

------+

----------------------------

1 5  
1

x

---

x ×→

lim– 4  
1

x
2

------

x ×→

lim+

2 3  
1

x

---

x ×→

lim– 7  
1

x
2

------

x ×→

lim+

-------------------------------------------------------------------

1 5– 0 4+ 0⋅ ⋅
2 3– 0 7+ 0⋅ ⋅
----------------------------------------

1

2
---
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З а м е ч а н и е.  Мы воспользовались тем, что:

 = 0;  =  ·  = 0 · 0 = 0.

К упражнению 1ж

1. Этот предел ле: о найти, если данную дробь предварительно со-

 ратить на ;

 =  =  = –1.

2. В данном случае нужно обратить внимание на следующую важ-

ную особенность. Ко:да мы рассматриваем предел f(x), то обычно

предпола:аем, что фун ция f(x) определена во всех точ ах, достаточ-
но близ их   точ е x = a.

3. Одна о в данном примере фун ция  определена лишь для

положительных значений x.
4. Поэтому при нахождении предела этой фун ции мы фа тиче-

с и предпола:аем, что x º 0, оставаясь все время положительным.

З а м е ч а н и е.  В подобных случаях :оворят не просто о преде-
ле, а об одностороннем пределе.

К упражнению 2а

1. Здесь мы должны использовать определения степеней с дроб-
ным и отрицательным по азателями, а та же формулы дифференци-
рования суммы и степени. Напомним, что:

 = a1/2;  = ( )–1 = a–1/2;

(u + v)′ = u′ + v′; (xp)′ = pxp – 1.

2. Учитывая с азанное, находим

f′(x) = (  + )′ = (x1/2 + x–1/2)′ = (x1/2)′ + (x–1/2)′ =

=  + –  = x–1/2 – x–3/2 =  – .

lim
x º ×

1

x
--- lim

x º ×

1

x2
------ lim

x º ×

 1

x
---

1

x
----


x

lim
x º 0

x x+

x x–

------------------ lim
x º 0

x 1+

x 1–

------------------

0 1+

0 1–
--------------

lim
x º a

x x+

x x–

------------------

a
1

a

------- a

x
1

x

-------

1

2
---x

1

2
--- 1–


 1

2
----
 x

1

2
---– 1–

1

2
---

1

2
---

1

2 x

-----------

1

2x x

---------------
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К упражнению 2в

1. Используя формулу для производной произведения двух фун -
ций, получим

f′(x) = (x2(5x – 4))′ = (x2)′(5x – 4) + x2(5x – 4)′ =

= 2x(5x – 4) + x2 · 5 = 15x2 – 8x.

2. Тот же результат получится, если сначала рас рыть с об и,
а затем выполнить дифференцирование.

В самом деле, имеем f(x) = 5x3 – 4x2 и, следовательно,

f′(x) = (5x3 – 4x2)′ = (5x3)′ – (4x2)′ = 15x2 – 8x.

К упражнению 2д

1. Здесь нужно использовать следующие формулы: а) производ-
ную частно:о, б) производную  вадратно:о  орня; в) производную
сложной фун ции.

2. Учитывая с азанное, находим

f′(x) =  =  =

=  =  =

=  =  = – .

К упражнению 3а

1. Пусть

y = (g(x)f(x))′ – g(x)f′(x). (1)

2. Воспользуемся формулой для производной произведения; то:да
выражение (1) примет вид

y = g′(x)f(x) + g(x)f′(x) – g(x)f′(x) = g′(x)f(x). (2)

3. Та   а  f(x) = 2x + 4, g(x) = x2 – 8, то выражение (2) запишется
та :

y = g′(x)f(x) = (x2 – 8)′(2x + 4) = 2x(2x + 4) = 4x2 + 8x. (3)

4. На онец, подставив значение x0 = 2,5 в выражение (3), получим

y = 4 ·  + 8 · 2,5 = 45.
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К упражнению 4б

1. Найдем производную данной фун ции:

f′(x) = –x4 + 10x2 – 9.

2. Приравняв производную нулю, получим уравнение

–x4 + 10x2 – 9 = 0, или x4 – 10x2 + 9 = 0. (1)

3. Положим x2 = y; то:да уравнение (1) примет вид

y2 – 10y + 9 = 0,

от уда y1 = 1, y2 = 9.

4. Значит, уравнение (1) имеет  орни x1, 2 = ä1, x3, 4 = ä3.

К упражнению 5

1. Пусть первоначальная зарплата составляла x (р.). То:да после

перво:о повышения (на k%) она стала равной x 1 +  (р.).

2. После второ:о повышения (на 2k%) зарплата стала равной

x 1 +  + x 1 +  ·  = x 1 + 1 +  (р.).

3. С дру:ой стороны, в результате двух повышений зарплата со-
ставила 1,32x.

4. Та им образом, получаем уравнение

x 1 + 1 +  = 1,32x.

5. Корнями это:о уравнения являются числа k = –160 и k = 10. Со-
:ласно условию, подходит толь о k = 10.

6. Ита , 2k = 20%.

К упражнению 8а

1. Запишем равенство ab = 81 в виде

ab = 34. (1)

2. Та   а  3 = ac, то равенство (1) примет вид

ab = 34 = (ac)4 = a4c,

от уда

b = 4c. (2)


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3. Нам нужно найти степень bb, или с учетом равенства (2), степень

bb = b4c. (3)

4. Но 2 = bc, поэтому равенство (3) запишется та :

bb = (bc)4 = 24 = 16.

К упражнению 9б

1. Найдем ОДЗ неравенства: x l –7.
2. В зависимости от зна а правой части данно:о неравенства нуж-

но рассмотреть два случая: x Ý [–7; –3) и [–3; +×).
3. Если x Ý [–7; –3), то правая часть неравенства отрицательна и,

значит, е:о решением является промежуто  –7 m x < –3.
4. Если же x Ý [–3; +×), то правая часть неравенства положитель-

на. То:да, возведя обе части неравенства в  вадрат, получим

2x + 14 > (x + 3)2, или x2 + 4x – 5 < 0,

от уда –4 –  < x < –4 + .

5. Объединив найденные решения, о ончательно имеем

–7 m x m –4 + .

6. Ита , наибольшее целое решение есть 0.

К упражнению 10а

1. Данное уравнение равносильно системе

или

2. Запишем решения неравенства (1):

4 m x m 10. (3)

3. Положим sin x = y, :де |y| m 1; то:да уравнение (2) примет вид

2y2 – 7 y – 12 = 0,

от уда y1 = – , y2 = 4  (не подходит).

21 21

21

14x – x2 – 40 l 0,

cos 2x + 7 sin x + 11 = 0,3

(x – 4)(x – 10) m 0, (1)

1 – 2sin2 x + 7 sin x + 11 = 0. (2)3

3

3

2
------- 3
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4. Из равенства sin x = –  находим

x1 = –  + 2πk, x2 = –  + 2πk, k Ý Z. (4)

5. Равенства (4) задают множества  орней уравнения, но двойное
неравенство (3) о:раничивает эти множества. Воспользуемся этим при
отыс ании  орней.

6. Из неравенства 4 m x1 m 10 следует, что

4 m –  + 2πk m 10, или 5,05 m 6,28k m 11,05,

от уда k = 1.
7. Из неравенства 4 m x2 m 10 следует, что

4 m –  + 2πk m 10, или 6,09 m 6,28k m 12,09,

от уда k = 1.
8. Ита , данное уравнение имеет четыре  орня:

x = 4, x = , x = , x = 10.

К упражнению 11а

1. С учетом ОДЗ данно:о уравнения оно равносильно системе

от уда получим x1 = 1, x2 = 4.

2. Нам нужно найти  орень, удовлетворяющий неравенству

log1/3 log8  < 0. (1)

3. Имеем:

а) если x1 = 1, то log1/3 log8  = log1/3 log8 7 > 0 — не удовлетво-

ряет неравенству (1);

б) если x2 = 4, то log1/3 log8  = log1/3 log8 8,8 < 0 — удовлетворя-

ет неравенству (1).
4. Ита , x = 4.
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Т е м а 19

Касательная к графику функции.

Скорость и ускорение в данный момент времени.

Применение производной к нахождению промежутков

монотонности функции.

Критические точки функции, ее максимумы и минимумы.

Общая схема исследования функции.

Задачи на отыскание наименьшего

и наибольшего значений функции

Теоретичес	ие сведения

1. Касательная к графику функции

1°. Касательной � �ривой в данной точ�е M называют пре-
дельное положение се�ущей NM, �о�да точ�а N стремится
вдоль �ривой � точ�е M (рис. 178).

2°. Используя это определение, найдем у�ловой �оэффици-
ент �асательной � �ривой в данной точ�е. Пусть через точ�у
M(x; y) �ривой, представляющей собой �рафи� фун�ции y =
= f(x), непрерывной в не�оторой о�рестности этой точ�и (в�лю-
чающей точ�у M), проведена се�ущая MN1, образующая с по-

ложительным направлением оси Ox у�ол α (рис. 179). То�да из

Рис. 178 Рис. 179
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треу�ольни�а MNN1 можно найти у�ловой �оэффициент этой

се�ущей: tg α = . При стремлении точ�и N1 по �ривой � точ-

�е M се�ущая MN1 поворачивается во�ру� точ�и M, причем

у�ол α стремится � у�лу ϕ между �асательной MT и положи-
тельным направлением оси Ox. В соответствии с определением
�асательной получаем

k = tg ϕ =  = f′(x). (1)

Та�им образом, у�ловой �оэффициент �асательной � �рафи�у

фун�ции равен значению производной этой фун�ции в точ�е �а-

сания. В этом за�лючается �еометричес�ий смысл производной.

3°. Уравнение �асательной � �ривой y = f(x) в заданной точ-
�е имеет вид

y – y0 = f′(x0)(x – x0), (2)

�де (x0; y0) — �оординаты точ�и �асания, (x; y) — те�ущие

�оординаты, т. е. �оординаты любой точ�и, принадлежащей
�асательной, а f′(x0) = k = tg α — у�ловой �оэффициент �а-

сательной.

Примеры. 1. Составить уравнение �асательной � �рафи�у

фун�ции y = x2 – 2x в точ�е с абсциссой x0 = 3.

Р е ш е н и е.  Из уравнения �ривой найдем ординату точ�и

�асания: y0 = 32 – 2 · 3 = 3. Затем найдем производную и вы-

числим ее значение в точ�е x0 = 3; имеем y′ = 2x – 2; f′(3) =

= 2 · 3 – 2 = 4. Теперь, зная точ�у (3; 3) на �ривой и у�ловой �о-
эффициент f′(3) = 4 �асательной в этой точ�е, получаем ис�о-
мое уравнение:

y – 3 = 4(x – 3), или 4x – y – 9 = 0.

2. Дана �ривая y = –x2 + 1. Найти точ�у ее �рафи�а, в �ото-
рой �асательная параллельна прямой y = 2x + 3.

Р е ш е н и е.  Та� �а� �асательная параллельна прямой y =
= 2x + 3, то их у�ловые �оэффициенты равны, т. е. k = y′(x) = 2.

Следовательно, –2x = 2, т. е. x0 = –1, а y0 = f(–1) = –(–1)2 + 1 = 0.

Ита�, (–1; 0) — ис�омая точ�а.

∆y

∆x
-------

lim
∆x º 0

∆y

∆x
-------
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3. В �а�ой точ�е �ривой y =  �асательная на�лонена �

оси абсцисс под у�лом 60°?

Р е ш е н и е.  Находим y′(x) = ( )′ = (x1/3)′ = x–2/3. Та�

�а� по условию y′(x) = k = tg 60°, то

x–2/3 = ; x–2/3 = 3 ; x–2/3 = 33/2,

т. е.

x = (33/2)–3/2 = 3–9/4.

Остается найти ординату точ�и �асания: y = (3–9/4)1/3 = 3–3/4.

Ита�, (3–9/4; 3–3/4) — ис�омая точ�а.

2. Скорость и ускорение в данный момент времени

1°. Пусть точ�а движется прямолинейно по за�ону s = s(t),
�де s — перемещение точ�и за время t, отсчитываемое от на-
чально�о момента времени. Этот за�он называют за�оном дви-
жения. Выберем �а�ой-либо момент времени t0 и рассмотрим

промежуто� времени ∆t от момента t0 до момента t = t0 + ∆t. За

этот промежуто� времени точ�а переместится на величину ∆s =
= s(t0 + ∆t) – s(t0). Средняя с�орость точ�и за промежуто� вре-

мени [t0; t0 + ∆t] составляет

vср =  = .

С уменьшением ∆t средняя с�орость все точнее хара�теризует
с�орость точ�и в данный момент времени t0. Поэтому целесо-

образно определить м�новенн�ю с�орость v(t0) в момент вре-

мени t0 �а� предел средней с�орости vср при условии, что ∆t

стремится � нулю, т. е.

v(t0) =  = s′(t0).

Ита�, м�новенная с�орость точ�и в данный момент вре-

мени равна значению производной от за�она движения. В этом
состоит физичес�ий смысл производной.

x3

x3 1
3
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3
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2°. Очевидно, что м�новенная с�орость v(t) та�же является
фун�цией времени. Поэтому можно рассмотреть с�орость из-
менения с�орости движения, т. е. ус�орение прямолинейно�о
движения точ�и:

a(t) = v′(t) = (s′(t))′ = s′′(t).

Ита�, ус�орение точ�и в данный момент времени равно

значению второй производной от за�она движения. В этом
состоит физичес�ий смысл второй производной.

Примеры. 1. Найти с�орость и ус�орение точ�и, движение
�оторой происходит по за�ону x(t) = kx + b.

Р е ш е н и е.  Находим v(t) = x′(t) = k, a(t) = v′(t) = 0, т. е.
с�орость движения постоянна, а е�о ус�орение равно нулю. Та-
�ое движение называют равномерным прямолинейным.

2. Найти с�орость и ус�орение точ�и, движущейся по �вад-

ратичному за�ону x(t) = pt2 + qt + r.
Р е ш е н и е.  Имеем v(t) = x′(t) = 2pt + q, a(t) = v′(t) = 2p,

т. е. ус�орение при движении по �вадратичному за�ону являет-
ся постоянным.

Можно до�азать и обратное утверждение: если при прямо-
линейном движении точ�и ус�орение постоянно, то движение

происходит по �вадратичному за�ону x(t) = pt2 + qt + r, �де

�оэффициент при t2 численно равен половине ус�орения, т. е.
p = a/2.

3. Пусть тело свободно падает под действием си-
лы тяжести. Известно, что это движение происходит
с постоянным ус�орением g — ус�орением свободно-
�о падения. То�да пройденное телом расстояние яв-
ляется �вадратичной фун�цией времени:

s = s(t) =  + v0t + s0,

причем с�орость и ус�орение в момент t определя-
ются соотношениями v(t) = s′(t) = gt + v0 и a(t) = v′(t) =

= g. При t = 0 из этих соотношений находим s = s0, а

v = v0. Отсюда становится понятным смысл постоян-

ных s0 и v0: это — начальное положение и начальная

с�орость точ�и (рис. 180).Рис. 180

gt2

2
--------
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3. Применение производной к нахождению
промежутков монотонности функции

1°. ТЕОРЕМА. Если производная фун�ции f в точ�е x0 поло-

жительна, то фун�ция f возрастает в не�оторой о�рестнос-

ти этой точ�и. Если производная фун�ции f в точ�е x0 отри-

цательна, то фун�ция f убывает в не�оторой о�рестности

этой точ�и.

2°. На рис. 181, а и б �рафичес�и иллюстрируются возрас-
тание и убывание фун�ции в зависимости от зна�а ее производ-
ной в о�рестности данной точ�и x0. Фун�ция, �рафи� �оторой

изображен на рис. 181, а, возрастает в о�рестности точ�и x0,

та� �а� f′(x0) = tg α > 0; фун�ция, �рафи� �оторой изображен на

рис. 181, б, убывает в о�рестности точ�и x0, пос�оль�у f′(x0) =

= tg α < 0.

3°. Достаточное условие возрастания (убывания) фун�ции
на интервале. ТЕОРЕМА. Если фун�ция f имеет положитель-

ную производную в �аждой точ�е интервала (a; b), то фун�-

ция возрастает на этом интервале. Если фун�ция f имеет

отрицательную производную в �аждой точ�е интервала (a; b),
то фун�ция убывает на этом интервале.

4°. Отметим та�же, что если фун�ция f монотонна на ин-
тервале (a; b) и непрерывна в точ�ах a и b, то она монотонна и
на отрез�е [a; b].

Рис. 181
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Пример. Найти промежут�и монотонности фун�ции:

а) f(x) = 5x2 – 3x + 1; б) f(x) = .

Р е ш е н и е.  а) Данная фун�ция определена на всей число-
вой прямой. Находим производную: f′(x) = 10x – 3. Та� �а�
f′(x) < 0 при x < 0,3 и f′(x) > 0 при x > 0,3, то в промежут�е
(–×; 0,3] фун�ция убывает, а в промежут�е [0,3; +×) — воз-
растает (точ�а x = 0,3 в�лючается в промежут�и монотоннос-
ти, пос�оль�у в этой точ�е фун�ция определена и непрерывна;

см. п. 4°).
б) Область определения фун�ции — вся числовая прямая за

ис�лючением точ�и x = 0. Находим f′(x) = – . Очевидно, что

f′(x) < 0 при всех x − 0, т. е. данная фун�ция убывает в проме-
жут�ах (–×; 0) и (0; +×).

4. Критические точки функции, ее максимумы и минимумы

1°. Внутренние точ�и области определения фун�ции, в �о-
торых производная равна нулю или не существует, называют
�ритичес�ими.

2°. Точ�у x0 из области определения фун�ции f называют

точ�ой миним�ма этой фун�ции, если найдется та�ая δ-о�-
рестность (x0 – δ; x0 + δ) точ�и x0, что для всех x − x0 из этой

о�рестности выполняется неравенство f(x) > f(x0).

3°. Точ�у x0 из области определения фун�ции f называют

точ�ой ма�сим�ма этой фун�ции, если найдется та�ая δ-о�-
рестность (x0 – δ; x0 + δ) точ�и x0, что для всех x − x0 из этой

о�рестности выполняется неравенство f(x) < f(x0).

4°. Точ�и минимума и ма�симума называют точ�ами э�с-

трем�ма данной фун�ции, а значения фун�ции в этих точ-
�ах — соответственно миним�мом и ма�сим�мом фун�ции
(или э�стрем�мом фун�ции).

5°. Фун�ция y = f(x), �рафи� �оторой изображен на рис. 182,
в точ�ах x1 и x3 имеет минимумы (ymin), а в точ�ах x2 и x4 —

ма�симумы (ymax). Заметим, что точ�и a и b не считаются точ-

�ами э�стремума фун�ции f, та� �а� у �аждой из этих точе�
нет о�рестности, цели�ом входящей в область определения
фун�ции.

2
x
---

2

x2
------
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6°. Необходимое условие существования э�стремума фун�-
ции. ТЕОРЕМА ФЕРМА. Если точ�а x0 является точ�ой э�с-

тремума фун�ции f(x) и в этой точ�е существует производ-

ная, то она равна нулю, т. е. f ′(x0) = 0.

Например, в точ�ах x = –1 и x = 1 фун�ция f(x) = 3x – x3

имеет э�стремумы (рис. 183) и, следовательно, по теореме Ферма
производная в этих точ�ах равна нулю: f′(x) = 3 – 3x2; f′(1) =
= f′(–1) = 0.

7°. Отметим, что теорема Ферма выражает лишь необходи-
мое условие существования э�стремума: из то�о, что производ-
ная обращается в нуль или не существует в данной точ�е x0, не

обязательно следует, что x0 — точ�а э�стремума.

Та�, производная фун�ции f(x) =x3 (рис. 184) в точ�е x = 0
равна нулю: f′(x) = 3x2; f′(0) = 0. Одна�о в этой точ�е фун�ция
не имеет э�стремума.

Производная фун�ции f(x) = 2x + |x| (рис. 185) в точ�е x = 0
не существует. В этой точ�е фун�ция не имеет э�стремума.

Рис. 182 Рис. 183

Рис. 184 Рис. 185
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8°. Достаточные условия существования э�стремума. Пусть

фун�ция f(x) непрерывна в точ�е x0 и имеет производную f′(x)

в не�оторой о�рестности этой точ�и. То�да:
если f′(x) < 0 на интервале (a; x0) и f′(x0) > 0 на интервале

(x0; b) (т. е. производная меняет зна� с минуса на плюс), то x0 —

точ�а минимума фун�ции f(x);
если f′(x) > 0 на интервале (a; x0) и f′(x0) < 0 на интервале

(x0; b) (т. е. производная меняет зна� с плюса на минус), то x0 —

точ�а ма�симума фун�ции f(x).

Пример. Дана фун�ция y = 4x2 – 6x. Найти ее �ритичес�ие
точ�и, промежут�и монотонности, точ�и э�стремума.

Р е ш е н и е.  Имеем y′ = 8x – 6; 8x – 6 = 0; x = — �рити-

чес�ая точ�а. Та� �а� y′ < 0 на –×;  и y′ > 0 на ; +× ,

то в промежут�е –×;  фун�ция убывает, а в промежут�е

; +× — возрастает. В точ�е x =  фун�ция непрерывна,

а производная в этой точ�е меняет зна� с минуса на плюс. Та-

�им образом, x = — точ�а минимума. Находим значение

фун�ции при x = : ymin = 4 ·  – 6 ·  = – .

5. Общая схема исследования функции

Общее исследование фун�ции и построение ее �рафи�а ре-
�омендуется выполнять по следующей схеме.

1. Найти область определения фун�ции.
2. Проверить, не является ли фун�ция четной или нечет-

ной; проверить та�же, не является ли она периодичес�ой.
3. Найти, если это возможно, точ�и пересечения �рафи�а

фун�ции с осями �оординат. Ино�да для уточнения постро-
ения �рафи�а следует найти две-три дополнительные точ�и.

4. Найти производную фун�ции и ее �ритичес�ие точ�и.
5. Найти промежут�и монотонности и э�стремумы фун�ции.

3
4
---


 3

4
----



 3

4
--- -




 3

4
---

3
4
--- -


 3

4
---

3
4
---

3
4
---

9
16
------

3
4
---

9
4
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6. Построить �рафи� фун�ции, используя полученные ре-
зультаты исследования.

Примеры. 1. Исследовать фун�цию y = x4 – x3 – x2 и по-

строить ее �рафи�.
Р е ш е н и е.  1. Здесь D(f) = R.
2. Фун�ция не является ни четной, ни нечетной, ни пери-

одичес�ой.
3. Найдем точ�и пересечения �рафи�а с осью Ox (т. е. �орни

фун�ции):

x4 – x3 – x2 = 0 _ 3x4 – 4x3 – 12x2 = 0 _

_ x2(3x2 – 4x – 12) = 0 _ x1, 2 = 0, x3 d –1,4, x4 d 2,8.

Возьмем та�же две дополнительные точ�и: например, f(1) =

= – , f(3) = .

4. Находим производную:

f′(x) = x3 – x2 – 2x = x(x2 – x – 2) = (x + 1)x(x – 2).

Приравняв производную нулю, получим �ритичес�ие точ-
�и: x = –1, x = 0, x = 2.

5. Найденные �ритичес�ие точ�и разбивают числовую пря-
мую на четыре промежут�а: (–×; –1), (–1; 0), (0; 2) и (2; +×).

Составим таблицу:

В первой стро�е таблицы в поряд�е возрастания располо-
жены �ритичес�ие точ�и фун�ции и о�раниченные ими проме-
жут�и; во второй — отмечены зна�и производной в этих про-
межут�ах. В третьей стро�е сделаны выводы об изменении
фун�ции и хара�тере ее �ритичес�их точе�, а та�же вычисле-
ны значения фун�ции в точ�ах э�стремума.

x (–×; –1) –1 (–1; 0) 0 (0; 2) 2 (2; +×)

f′(x) — 0 + 0 – 0 +

f(x)
–

min

0
max

–

min

1
4
---

1
3
---

1
4
---

1
3
---

13
12
------

9
4
---

убыв.

5

12
------

возр. убыв.

8

3
---

возр.
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6. Используя результаты исследования, строим �рафи�
фун�ции (рис. 186).

2. Исследовать фун�цию y =  и построить ее �рафи�.

Р е ш е н и е.  1. Фун�ция определена при всех значениях x,
�роме x = –2 и x = 2, т. е. D(f) = (–×; –2) ∪ (–2; 2) ∪ (2; +×).
Отметим, что y º 0 при x º +× и при x º –×; �роме то�о, y º ä×
при x º 2 и x º –2.

2. Фун�ция является нечетной, та� �а� f(–x) = –f(x). Сле-
довательно, ее �рафи� симметричен относительно начала �оор-
динат и достаточно исследовать фун�цию лишь на промежут�е
[0; +×).

3. Если x = 0, то y = 0, т. е. точ�а (0; 0) принадлежит �рафи-
�у фун�ции. Возьмем та�же две дополнительные точ�и: на-

пример, f(1) = – , f(3) = 0,6.

4. Находим производную:

f′(x) =  = – .

5. Очевидно, что f′(x) < 0 при всех значениях x Ý D(f). Сле-
довательно, фун�ция убывает на промежут�ах (–×; –2), (–2; 2)
и (2; +×). Э�стремумов фун�ция не имеет.

6. На основании полученных сведений строим �рафи� фун�-
ции (рис. 187).

x

x2 4–
----------------

1
3
---

x2 4– x– 2x⋅

x2 4–( )2
--------------------------------------

x2 4+

x2 4–( )2
------------------------

Рис. 187Рис. 186
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6. Задачи на отыскание наименьшего
и наибольшего значений функции

1°. На рис. 188 изображен �рафи� не�оторой фун�ции f, оп-
ределенной на отрез�е [a; b]. В точ�е x2 фун�ция имеет ма�си-

мум, а в точ�ах x1 и x3 — минимумы. Свое�о наименьше�о зна-

чения, �а� это видно из рисун�а, фун�ция дости�ает в точ�е
x3 — точ�е наименьше�о из минимумов. Наибольшее значение

фун�ция принимает на �онце отрез�а в точ�е b, в �оторой
фун�ция не имеет э�стремума (та� �а� справа от точ�и b фун�-
ция не определена).

2°. Для отыс�ания наименьше�о
и наибольше�о значений фун�ции,
дифференцируемой в данном проме-
жут�е, следует найти все �ритиче-
с�ие точ�и фун�ции, лежащие вну-
три промежут�а, вычислить значе-
ния фун�ции в этих точ�ах и на
�онцах промежут�а, а затем из всех
полученных та�им образом чисел
выбрать наименьшее и наибольшее.

Примеры. 1. Найти наименьшее
и наибольшее значения фун�ции

y(x) = –2x3 – 3x2 + 4 в промежут�е:
а) [–2; –0,5]; б) [1; 3).

Р е ш е н и е.  Находим �ритичес�ие точ�и фун�ции. Та�

�а� y′(x) = –6x2 – 6x = –6x(x + 1), то имеются две �ритичес�ие
точ�и: x = 0 и x = –1.

а) В промежут�е [–2; –0,5] лежит одна из �ритичес�их
точе�: x = –1. Та� �а� y(–2) = 8, y(–1) = 3, y(–0,5) = 3,5, то на-

именьшее значение фун�ции y(x) = –2x3 – 3x2 + 4 дости�ает-
ся в точ�е x = –1 и равно 3, а наибольшее — в точ�е x = –2 и
равно 8. Крат�о это можно записать та�:

y(x) = y(–1) = 3, y(x) = y(–2) = 8.

б) В промежут�е [1; 3) данная фун�ция убывает. Поэтому
y(x) = y(1) = –1. Наименьше�о значения в промежут�е [1; 3)

фун�ция не дости�ает, та� �а� точ�а x = 3 не принадлежит это-
му промежут�у.

Рис. 188

min
[–2; –0,5]

max
[–2; –0,5]

max
[1; 3]
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2. Вписать в �ру� радиуса R прямоу�оль-
ни� наибольшей площади.

Р е ш е н и е.  Обозначим длину одной из
сторон прямоу�ольни�а через x (рис. 189);

то�да длина дру�ой стороны равна .

Заметим, что 0 m x m 2R, та� �а� 4R2 – x2 l 0.
Значит, площадь прямоу�ольни�а выразится

равенством S(x) = x .

Найдем наибольшее значение фун�ции S(x) на отрез�е [0; 2R].
Имеем S′(x) = 0, т. е.

 –  = 0;  – 2x2 = 0,

от�уда x = R  (значение x = –R , очевидно, не удовлетво-

ряет условию.) Следовательно, надо сравнить значения фун�-

ции при x = R  (в точ�е э�стремума), x = 0 и x = 2R (на �он-

цах отрез�а). Та� �а� S(0) = S(2R) = 0, а S(R ) = 2R2, то

фун�ция принимает наибольшее значение при x = R . То�да

длина дру�ой стороны прямоу�ольни�а равна  =

= R , т. е. ис�омым прямоу�ольни�ом служит �вадрат.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Дайте определение  аса-
тельной    ривой в данной точ е.

2. Что та ое у:ловой  оэффи-
циент  асательной?

3. В чем за лючается :еомет-
ричес ий смысл производной?

4. Напишите уравнение  аса-
тельной    ривой в данной точ е.

5. В чем за лючается физи-
чес ий смысл производной?

6. В чем состоит физичес ий
смысл второй производной?

7. Верно ли, что: а) если
f′(x0) > 0, то фун ция f возраста-

ет в не оторой о рестности точ-
 и x0; б) если f′(x0) < 0, то фун -

ция f убывает в не оторой о -
рестности точ и x0? Поясните

это :рафичес и.
18. Сформулируйте теорему,

выражающую достаточное усло-
вие возрастания (убывания) фун -
ции на интервале.

19. Ка ие точ и называют
 ритичес ими?

10. Дайте определение точ и
минимума и точ и ма симума
фун ции.

Рис. 189
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11. В чем различие понятий
«точ а э стремума фун ции» и
«э стремум фун ции»?

12. Сформулируйте необходи-
мое условие существования э�стре-

мума фун�ции (теорему Ферма).

13. Можно ли утверждать,
что если производная в данной
точ е равна нулю (или не су-
ществует), то та ая точ а явля-
ется точ ой ма симума или ми-
нимума? Приведите пример.

14. Сформулируйте достаточ-
ное условие существования э с-
тремума фун ции.

15. Почему одним из доста-
точных условий существования

э стремума фун ции является
непрерывность фун ции в дан-
ной точ е?

16. Ка  следует понимать наи-
большее и наименьшее значения
фун ции?

17. Можно ли утверждать, что
если в  а ой-либо точ е, взятой
из области определения, фун -
ция имеет ма симум, то значе-
ние фун ции в этой точ е явля-
ется наибольшим на всем проме-
жут е, :де фун ция определена?

18. Ка  найти наименьшее и
наибольшее значения фун ции,
дифференцируемой на данном
промежут е?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Через данную точ�у A проведена �асательная � у�азан-
ной �ривой y = f(x). Найдите �оординаты точ�и �асания, если:

а) A(9; 2), y = ;

б) A(–5; 1), y = – ;

в) A(7; 1), y = .

2. К �рафи�у данной фун�ции f(x) проведена �асательная в
точ�е с у�азанной абсциссой x0. Найдите расстояние от начала

�оординат до этой �асательной, если:

а) f(x) =  – x + , x0 = 3;

б) f(x) = x4 + x3 – x + 8, x0 = 0;

в) f(x) = x3 – 6x2 + x, x0 = 2.

3. Установите, при �а�ом значении k данная прямая явля-
ется �асательной � у�азанной параболе, если прямая и парабо-
ла заданы соответственно уравнением:

а) y = kx + 5, y = x2 – 4x – k;

б) y = kx – 3, y = k – 2x – x2;

в) y = kx + 7, y = x2 + 6x + k.

17 x2–

13 x2–

10 x2–

1
x
---

11
9
------

58
3
------

4
3
---

32
3
------
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4. Составьте уравнение �асательной � �ривой y = 

в точ�е ее пересечения с осью ординат.
5. Составьте уравнение та�ой �асательной � заданной

�ривой y = y(x), �оторая проходит через у�азанную точ�у,
если:

а) y = , A(1; –1);

б) y = , B(–0,75; 1);

в) y = , C(0; –3).

В ответе у�ажите сумму �оординат точ�и �асания.
6. Найдите значение k, при �отором �асательная � у�азан-

ной �ривой y в точ�е с заданной абсциссой x0 является одно-

временно и �асательной � заданной параболе ϕ(x), если:

а) y = 3x2 + 5x + 4, ϕ(x) = 5x2 – 7x + k, x0 = 0;

б) y = x2 – 3x + 2, ϕ(x) = 2x2 – 13x + k, x0 = 2;

в) y = 3 + 2x – x3, ϕ(x) = x2 – 6x + k, x0 = –2.

7. Найдите ординату точ�и на �ривой:

а) y = x3 – x2 – 16x + 5, если в этой точ�е �асательная па-
раллельна прямой y + 11x – 4 = 0, а абсцисса точ�и является
целым числом;

б) y =  – x2 + 11, если в этой точ�е �асательная парал-

лельна прямой 3x – 12y – 12 = 0, а абсцисса точ�и положи-
тельна;

в) y = 29x – 13x2 – x3, если в этой точ�е �асательная
параллельна прямой y + 35x = 4, а абсцисса точ�и положи-
тельна.

8. Найдите площадь треу�ольни�а, образованно�о осями
�оординат и �асательной, проведенной � �рафи�у фун�ции:

а) y = x +  в точ�е с абсциссой x0 = ;

б) y =  в точ�е с абсциссой x0 = 1;

в) y =  в точ�е с абсциссой x0 = .
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9. Исследуйте фун�цию и постройте ее �рафи�:

а) y = 3x – 5; б) y = 2x2 – 7x + 3; в) y = 2 – ; �) y = ;

д) y = 4 – (x + 2)4; е) y = x3 + 2.
10. Найдите наибольшее значение фун�ции:

а) y =  на отрез�е [–2; 2];

б) y = 2x3 – 9x2 + 12x на отрез�е [0; 2,4];

в) y = –x3 – 3x2 на отрез�е [–1; 2];

�) y = x –  – 2 на отрез�е [–12; 3];

д) y =  на отрез�е [0; 2].

11. Найдите наименьшее значение фун�ции:

а) y = x +  на отрез�е [–5; –2];

б) y = x +  на отрез�е [1; 3];

в) y =  +  на отрез�е [0,5; 2].

12. Найдите модуль разности наименьше�о и наибольше�о
значений фун�ции:

а) y =  –  на отрез�е [4; 25];

б) y = 4x3 – 9x2 – 12x + 9 на отрез�е [–1; 2];

в) y = 4  + x  + 3 на отрез�е [–8; 0].
13. При �а�ом значении a:

а) ма�симум фун�ции y = ax2 + 2ax – a2 + 1 равен (–1);

б) минимум фун�ции y = 3a – 15x + 9x2 – x3 равен 2;

в) минимум фун�ции y = ax2 + 4ax + 7a2 – 1 равен 2?
14. Установите, при �а�их значениях a �асательная � �ра-

фи�у фун�ции:

а) y = 3x3 – 4x2 + a2x + a в точ�е с абсциссой x0 = 1 прохо-

дит через точ�у A(2; 1);

б) y = –x3a2 + 2ax2 + 4a в точ�е с абсциссой x0 = –2 прохо-

дит через точ�у A(–1; 8);

в) y = x4 + a2x2 – ax – a в точ�е с абциссой x0 = –1 проходит

через точ�у A(–2; 9).
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15. Найдите значение фун�ции:

а) y =  в точ�е минимума;

б) y =  в точ�е ма�симума;

в) y =  в точ�е ма�симума.

16. Найдите у�ловой �оэффициент �асательной � �рафи�у
фун�ции:

а) y =  в е�о точ�е с абсциссой 1;

б) y =  в е�о точ�е с абсциссой 1;

в) y =  в е�о точ�е с ординатой 0;

�) y =  в е�о точ�е с ординатой 0;

д) y = x3 – x2 – 7x + 6 в е�о точ�е с абциссой 2.
17. Найдите значение производной данной фун�ции в нуле

этой фун�ции, если:

а) y = (3x2 – x + 1)(x + 3); б) y = (2x2 – 4x + 3)(x + 2).
18. Найдите наименьшее значение фун�ции:

а) y = 3x +  на множестве решений системы неравенств

б) y =  +  на множестве решений системы неравенств

19. Найдите наибольшее значение фун�ции y = –2x2 – 12x + 20
на множестве решений системы неравенств

3x2 10x– 11+

x2 4x– 5+
------------------------------------------

x 1+

x2 2x 2+ +
-------------------------------

x 5+

x2 10x 26+ +
--------------------------------------

x8– x4 3 7–+
4

-------------------------------------------

x20– x5 2 3+ +
5

----------------------------------------------

x16 28x8+
16

------------------------------

x18 13x8+
26

------------------------------

27
x
------

 l 1,

|x – 4| m 3;

9
x 3+
--------------

x

2
---

2
x
---

 m 1,

x2 – 5 + 4 m 0.

2
5 x–
-------------

x2 + 5x – 6 m 0,

x2 – 25 m 0.
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20. В �а�их точ�ах �асательная � �рафи�у фун�ции y =

=  образует с осью Ox у�ол 135°? В ответе у�ажите наи-

меньшее значение x.
21. Под �а�им у�лом � оси Ox на�лонена �асательная, про-

веденная � �ривой y = 2x4 – 3x3 – x + 2 в точ�е ее пересечения с
осью Oy? Ответ у�ажите в �радусах.

22. В �а�ой точ�е �асательная � параболе y = 4 – x2 перпен-
ди�улярна прямой –2y + x + 2 = 0?

23. Под �а�им у�лом ось Ox пересе�ает параболу y = x + x2?
24. Найдите �оординаты точ�и, в �оторой �асательная � па-

раболе y = x2 – x – 12 образует с осью Ox у�ол 45°.
25. Под �а�им у�лом прямая x = 2 пересе�ается с парабо-

лой y = x2?
26. О�но имеет форму прямоу�ольни�а, завершенно�о по-

лу�ру�ом. Найдите размеры о�на, имеюще�о наибольшую пло-
щадь при заданном периметре P.

27. Объем правильной треу�ольной призмы равен V. Ка�ова
должна быть сторона основания, чтобы полная поверхность приз-
мы была наименьшей?

28. На параболе y = x2 найдите точ�у, расстояние от �ото-
рой до точ�и A(2; 0,5) является наименьшим.

29. Найдите наибольшее значение объема:
а) правильной треу�ольной пирамиды, бо�овое ребро �ото-

рой равно 6;
б) правильной четыреху�ольной пирамиды, апофема �ото-

рой равна 3 ;

в) правильной шестиу�ольной пирамиды, бо�овое ребро �о-
торой равно 3.

Задания для повторения

30. Время, за �оторое автобус проходил расстояние 325 �м,
при составлении ново�о расписания движения автобусов со-
�ращено на 40 мин. Найдите с�орость движения автобуса по
новому расписанию, если она на 10 �м/ч больше с�орости,
предусмотренной старым расписанием.

31. Два тра�ториста вспахали 18 �а. При этом первый про-
работал 3 ч, а второй — 4 ч. С�оль�о �е�таров вспахал второй

2x 15–
3 x–

---------------------

3
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тра�торист, если �аждый �е�тар он вспахивал на 10 мин быст-
рее, чем первый?

32. Решите систему:

а) б)

33. Найдите все значения k, при �оторых оба �орня �вад-
ратно�о уравнения:

а) (2 – k)x2 – 3kx + 2k = 0 действительны и больше ;

б) x2 – 6kx + (2 – 2k + 9k2) = 0 действительны и больше 3;

в) x2 + 4kx + (1 – 2k + 4k2) = 0 действительны и меньше (–1).
34. Найдите сумму целых �орней уравнения:

а) 7|cos x| = (2x2 – 4x – 23)cos x;

б) 3|ctg x| = (2x2 – 12x + 13)ctg x.
35. Решите неравенство:

а)  · log0,5 (6 – x) l 0;

б) (x – 2) · log1/3 (x + 2) l 0.

В ответе у�ажите сумму целых решений.

О Т В Е Т Ы

1. а) (1; 4); б) (–3; –2); в) (1; 3). 2. а) 12; б) 4,8; в) 4,8. 3. а) –6; б) –4;
в) 8. 4. y = –2x – 2. 5. а) 1,5; б) –3,5; в) –1. 6. а) 11,2; б) 22,5; в) 17.
7. а) 19; б) 38; в) –2. 8. а) 2,25; б) 2,25; в) 4,5. 10. а) 2; б) 5; в) 0; :) –10;
д) –4. 11. а) –6; б) 2,5; в) 1,5. 12. а) 0,125; б) 31,25; в) 11. 13. а) –2;

б) 3; в) 1. 14. а) –1 и ; б) –1 и 2; в) –  и 1. 15. а) 2; б) 0,5; в) 0,5.

16. а) –1; б) –3; в) 0; :) 0; д) 1. 17. а)  31; б) 19. 18. а) 18; б) 2. 19. 38.

20. 0. 21. 135°. 22. (1; 3). 23. 45° и 135°. 24. (1; –12). 25.  – arctg 4.

26. Прямоу:ольни  с основанием  и бо овой стороной ; ра-

диус полу ру:а равен бо овой стороне. 27. . 28. (1; 1). 29. а) 36;

б) 72; в) 9. 30. 75  м/ч. 31. 12 :а. 32. а) ; ; ; ; б) – ; – ; – .

33. а)  m k < 2; б)  < k < +×; в) 1 < k < +×. 34. а) 7; б) 3. 35. а) 7; б) 3.

2cos  + 4cos  – 1 = 0,

 l 5;

2π
x
-------

π

x
---

4
1 x–
-------------

2cos  + 8sin  + 3 = 0,

 l 3.

2π
x
-------

π

x
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5
x 2+
--------------

1
2
---

x2 2x– 8–

1

2
---

4

3
---

π
2
---

2P

4 π+
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P

4 π+
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3
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3

11
------

3
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6
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6
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6
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Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Запишем уравнение  асательной в общем виде:

y – y0 = f′(x0)(x – x0). (1)

2. В уравнении (1) нам известны x = 9, y = 2, а нужно найти x0

и y0.

3. Пусть x0 — абсцисса точ и  асания; то:да y0 = .

4. Найдем производную данной фун ции:

f′(x) =  = (17 – x2)′ = – ,

т. е. f′(x0) = – .

5. Подставив x, y, x0, y0 и f′(x0) в равенство (1), получим

2 –  = – (9 – x0). (2)

6. Решив уравнение (2), находим x0 = 1, y0 = 4.

К упражнению 2а

1. Запишем уравнение  асательной в общем виде:

y – y0 = f′(x0)(x – x0). (1)

2. В этом уравнении нам известно лишь, что x0 = 3, а следует най-

ти y0 и f′(x0).

3. Пола:ая x0 = 3, получим y0 =  –  +  = 16.

4. Найдем производную данной фун ции:

f′(x) =  – x +  = –  – ,

от уда f′(3) = – .

17 x0

2
–


 17 x

2
– --


′

1

2 17 x2–

----------------------------

x

17 x2–

------------------------

x
0

17 x
0

2
–

------------------------

17 x0

2
–

x
0

17 x
0

2
–

------------------------

1

3
---

11 3⋅
9

--------------

58

3
------

 

 
--
 1

x
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11

9
------

58

3
--------

 ′ 1

x2
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11

9
------

4

3
---
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5. Подставив найденные значения в равен-
ство (1), получим уравнение  асательной:

y – 16 = – (x – 3), или y = – x + 20. (2)

6. Построим эту  асательную в системе
 оординат xOy (рис. 190) и найдем ис омое
расстояние OB от начала  оординат до  аса-
тельной:

а) AC =  = 25;

б) S
∆ AOC

 =  · 20 · 15 =  · 25 · OB, от уда

OB = 12.

К упражнению 3а

1. Та   а  прямая y = kx + 5 является  асательной   параболе y =

= x2 – 4x – k, то они имеют общую точ у  асания. Поэтому можно за-
писать равенство

kx + 5 = x2 – 4x – k. (1)

2. Далее найдем производные данных фун ций и приравняем их.

Имеем y′ = (kx + 5)′ = k, y′ = (x2 – 4x – k)′ = 2x – 4, от уда

k = 2x – 4. (2)

3. Та им образом, приходим   системе уравнений

4. Ис лючив из этой системы k, имеем x2 + 2x + 1 = 0, от уда x = –1.
5. Теперь получаем новую систему

от уда находим k = –6.

К упражнению 5в

1. Заметим, что точ а C не лежит на данной  ривой.
2. Пусть x0 — абсцисса точ и  асания; то:да ордината этой точ и

равна

y0 = y(x0) = . (1)

Рис. 190

4

3
---

4

3
---

20
2

15
2

+

1

2
---

1

2
---

kx + 5 = x2 – 4x – k,

k = 2x – 4.

x = –1,
k = 2x – 4,

x
0

1– x
0

2
–

x
0

-----------------------------
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3. Запишем данную фун цию в виде y = 1 –  – x и найдем ее про-

изводную:

y′ = 1 –  – x  =  – 1,

от уда y′(x0) = .

4. Уравнение  асательной в точ е (x0; y0) имеет вид

y – y0 = f′(x0)(x – x0), или y = y0 + f′(x0)(x – x0),

т. е.

y =  +  – 1 (x – x0). (2)

5. Подставив в равенство (2)  оординаты точ и C, через  оторую
проходит  асательная, получим

–3 =  +  – 1 (0 – x0). (3)

Из уравнения (3) находим x0 = .

6. Теперь подставим x0 =  в равенство (1) и получим y0 = – .

7. На онец, найдем сумму  оординат точ и  асания: x0 + y0 = –1.

К упражнению 6а

1. Запишем уравнение  асательной в общем виде:

y – y0 = f′(x0)(x – x0). (1)

2. Чтобы составить уравнение  асательной    ривой y = 3x2 + 5x +
+ 4, нужно знать y0 и f′(x0).

3. Находим y0 = y(x0) = 4, f′(x) = (3x2 + 5x + 4)′ = 6x + 5, от уда

f′(x0) = 5.

4. Подставив эти значения в равенство (1), имеем

y – 4 = 5(x – 0), или y = 5x + 4. (2)

5. Прямая (2) является  асательной   заданной параболе ϕ(x) =

= 5x2 – 7x + k толь о в том случае,  о:да прямая и парабола имеют
лишь одну общую точ у. Это означает, что уравнение

5x2 – 7x + k = 5x + 4, или 5x2 – 12x + k – 4 = 0 (3)

должно иметь единственное решение.
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6. Отсюда следует, что дис риминант уравнения (3) должен быть
равен нулю, т. е. D = 144 – 20k + 80 = 0, от уда k = 11,2.

К упражнению 7а

1. Известно, что условием параллельности двух прямых является
равенство их у:ловых  оэффициентов, т. е. k1 = k2.

2. Найдем у:ловой  оэффициент данной прямой y + 11x – 4 = 0,
или y = –11x + 4; он равен k1 = –11.

3. Найдем производную фун ции y = x3 – x2 – 16x + 5:

y′ = 3x2 – 2x – 16 = k2

(напомним, что у:ловой  оэффициент  асательной   :рафи у фун -
ции равен значению производной этой фун ции в точ е  асания).

4. Та им образом, получаем уравнение

3x2 – 2x – 16 = –11, от уда x1 = –1, x2 = .

5. По условию абсцисса точ и  асания является целым числом,
т. е. x = –1.

6. Значит, y(–1) = (–1)3 – (–1)2 – 16 · (–1) + 5 = 19.

К упражнению 8а

1. Найдем значения фун ции y = x +  и ее производной f′(x) =

= 1 –  в точ е с абсциссой x0 = :

y0 = y(x0) =  + 3 = ; f′(x0) = f′  = 1 –  = –8.

2. Та им образом, уравнение  асательной
 :рафи у данной фун ции в точ е с абсциссой

x0 =  имеет вид

y –  = –8 x – , или y = –8x + 6.

3. Построим эту прямую на  оординатной
плос ости xOy (рис. 191).

4. Найдем площадь полученно:о треу:оль-
ни а AOB:

S
∆ AOB

 = OA · OB =  · 6 ·  = .
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К упражнению 9а

1. Область определения D(y): x Ý R.
2. Множество значений E(y): y Ý R.
3. Фун ция не является ни четной, ни нечетной, пос оль у, на-

пример, y(–1) − y(1) и y(–1) − –y(1).
4. Фун ция непериодичес ая.

5. Нули ( орни) фун ции: y = 0 при x = .

6. Промежут и зна опостоянства:

а) y > 0 при x > ; б) y < 0 при x < .

7. Та   а  y′ = 3 > 0, то фун ция возрастает при всех x.
8. Э стремумов нет.
9. Графи  фун ции изображен на рис. 192.

К упражнению 9б

1. Область определения D(y): x Ý R.
2. Фун ция не является ни четной, ни нечетной.
3. Фун ция непериодичес ая.

4. Нули фун ции: 2x2 – 7x + 3 = 0; x1 = , x2 = 3.

5. Найдем вершину параболы: x0 = , y0 = – .

6. Множество значений E(y): y Ý – ; +× .

7. Построим :рафи  фун ции (рис. 193).
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8. Промежут и зна опостоянства:

а) y > 0 при x Ý –×;  ∪ (3; +×);

б) y < 0 при x Ý ; 3 .

9. Найдем производную:

y′ = (2x2 – 7x + 3)′ = 4x – 7;

x = — точ а минимума. Фун ция убывает на –×;  и возрастает

на ; +× .

К упражнению 9в

1. Область определения D(y): x Ý R, x − –1.
2. Фун ция не является ни четной, ни нечетной.
3. Фун ция непериодичес ая.

4. Нули фун ции: 2 –  = 0; x = .

5. Построим :рафи  фун ции (рис. 194).
6. Множество значений E(y): y Ý (–×; 2) ∪ (2; +×).
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7. Промежут и зна опостоянства:

а) y > 0 при x Ý (–×; –1) ∪ ; +× ;

б) y < 0 при x Ý –1; .

8. Найдем производную: y′ = . Э стремумов нет; фун ция

возрастает на (–×; –1) и на (–1; +×).

К упражнению 9�

1. Область определения D(y): x Ý R, x − 0.
2. Множество значений E(y): y Ý (1; +×).
3. Фун ция четная, та   а  y(–x) = y(x).
4. Фун ция непериодичес ая.

5. Корней нет, та   а   − 0.

6. Промежут и зна опостоянст-
ва: y > 0 при всех x Ý D(y).

7. Найдем производную:

y′ = 1 +  = – .

Э стремумов нет; фун ция воз-
растает на (–×; 0) и убывает на
(0; +×).

8. Графи  фун ции изображен на
рис. 195.

К упражнению 10а

1. Найдем производную данной фун ции:

y′ =  =  = .

2. Приравняв производную нулю, найдем  ритичес ие точ и
фун ции:

 = 0, от уда x1 = –1, x2 = 1.

Эти точ и принадлежат заданному отрез у.
3. Вычислим значения фун ции в  ритичес их точ ах и на  он-

цах заданно:о отрез а: y(–1) = 2, y(1) = 0, y(–2) = 1,8, y(2) = 0,2.
4. Ита , y(x) = yнаиб = y(–1) = 2.
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К упражнению 11в

1. Найдем D(y): x Ý R, x − 0.
2. Найдем производную:

y′ =  +  = x –  = .

3. Приравняв производную нулю, получим x = 1 —  ритичес ую
точ у,  оторая принадлежит заданному отрез у [0,5; 2].

4. Вычислим значения фун ции в  ритичес ой точ е и на  онцах
отрез а: y(1) = 1,5, y(0,5) = 2,125, y(2) = 2,5.

5. Ита , y(x) = yнаим = y(1) = 1,5.

К упражнению 12а

1. Найдем D(y): x > 0.

2. Запишем данную фун цию в виде y = x–1/2 – 2x–1 и найдем ее
производную:

y′ = (x–1/2 – 2x–1)′ = – x–3/2 + 2x–2 = x–2(–x1/2 + 4) = .

3. Критичес ую точ у фун ции найдем из уравнения  = 0,

от уда x = 16.
4. Вычислим значения фун ции в  ритичес ой точ е и на  онцах

заданно:о отрез а:

а) y(16) =  –  =  = 0,125;

б) y(4) =  –  = 0;

в) y(25) =  –  =  = 0,12.

5. Значит, y(x) = 0,125, y(x) = 0.

6. Остается найти модуль разности наименьше:о и наибольше:о
значений фун ции: |0 – 0,125| = 0,125.

К упражнению 13а

1. Найдем D(y): x Ý R.
2. Найдем производную и  ритичес ие точ и данной фун ции.

Имеем

y′ = (ax2 + 2ax – a2 + 1)′ = 2ax + 2a; y′ = 0 при x = –1.

 

 
--
 x2

2
------

1

x
-----

 ′ 1

x2
------

x3 1–

x2
----------------

min
x Ý [–0,5; 2]

1

2
---

1

2
---

4 x–

2x2
------------------

4 x–

2x2
------------------

1

4
---

2

16
------

1

8
---

1

2
---

2

4
---

1

5
---

2

25
------

3

25
------

max
x Ý [4; 25]

min
x Ý [4; 25]
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3. Следовательно, нужно определить та ое a, чтобы значение
фун ции в  ритичес ой точ е x = –1 было равно (–1). Та   а  y(–1) =

= a(–1)2 + 2a(–1) – a2 + 1 = –a2 – a + 1, то получаем уравнение

–a2 – a + 1 = –1, или a2 + a – 2 = 0,

от уда a1 = –2, a2 = 1.

4. Со:ласно условию, данная фун ция в точ е x = –1 имеет ма си-

мум, поэтому  оэффициент при x2 должен быть отрицательным, от у-
да следует, что a = –2.

К упражнению 14а

1. Зная x0 = 1, найдем ординату точ и  асания:

y0 = 3 ·  – 4 ·  + a2 · 1 + a = a2 + a – 1.

2. Находим производную данной фун ции:

y′(x) = (3x3 – 4x2 + a2x + a)′ = 9x2 – 8x + a2,

от уда y′(1) = a2 + 1.
3. Запишем уравнение  асательной в точ е (x0; y0) с учетом то:о,

что эта  асательная проходит через точ у A(2; 1). Имеем

y = y0 + y′(x0)(x – x0),

или

1 = a2 + a – 1 + (a2 + 1)(2 – 1), т. е. 2a2 + a – 1 = 0,

от уда a1 = –1, a2 = .

К упражнению 15а

1. Найдем производную данной фун ции:

y′ =  = .

2. Приравняв производную нулю получим уравнение –x2 + 4x – 3 =
= 0, имеющее  орни x1 = 1, x2 = 3. Эти числа разбивают числовую пря-

мую на три промежут а, в  оторых зна и y′ изменяются та ,  а  по-
 азано на рис. 196.

3. Та им образом, минимум фун ции дости:ается в точ е с абс-
циссой x = 1. Ита , ymin = y(1) = 2.

1
3

1
2

1

2
---

Рис. 196

6x 10–( ) x2 4x– 5+( ) 2x 4–( ) 3x2 10x– 11+( )–

x2 4x– 5+( )2
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

x2– 4x 3–+

x2 4x– 5+( )2
---------------------------------------
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К упражнению 16а

1. Сначала найдем производную данной фун ции:

y′ =  = –2x7 + x3.

2. Теперь определим у:ловой  оэффициент  асательной в точ е с
абсциссой x = 1:

y′(1) = –2 + 1 = –1.

К упражнению 16в

1. Нам известна ордината точ и  асания: y = 0. Чтобы найти абс-
циссу этой точ и, решим уравнение

0 = , или x8(x8 + 28) = 0, от уда x = 0.

2. Находим производную данной фун ции:

y′ =  = .

3. Найдем у:ловой  оэффициент  асательной в точ е с абсциссой
x = 0; имеем y′(0) = 0.

К упражнению 17б

1. Найдем нули фун ции y = (2x2 – 4x + 3)(x + 2):

а) 2x2 – 4x + 3 = 0 — это уравнение не имеет  орней, та   а  D < 0;
б) x + 2 = 0, от уда x = –2.
2. Найдем производную данной фун ции:

y′ = (4x – 4)(x + 2) + (2x2 – 4x + 3) · 1 = 6x2 – 5.

3. Теперь вычислим значение производной при x = –2:

y′(–2) = 6 · (–2)2 – 5 = 19.

К упражнению 18а

1. Сначала решим данную систему неравенств:

или или

С помощью числовой прямой (рис. 197) находим, что 1 m x m 6.

 
 x8– x4 3 7–+

4
------------------------------------------- 

 ′

x16 28x8+

16
------------------------------

 
 x16 28x8+

16
------------------------------ 

 ′ 16x15 224x7+

16
-----------------------------------------

 l 1,

|x – 4| m 3,

9

x 3+
--------------

 m 0,

x − –3,
–3 m x – 4 m 3,

x 6–

x 3+
--------------  m 0,

x − –3,
1 m x m 7.

x 6–

x 3+
--------------
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2. Ита , мы установили, что дан-
ная система неравенств имеет реше-
ние на отрез е [1; 6]. Теперь нужно
определить наименьшее значение за-
данной фун ции на этом отрез е.

3. Находим производную:

y′ = 3x +  = 3 – ;

уравнение y′ = 0 имеет  орни x1 = –3, x2 = 3. Отрез у [1; 6] принадле-

жит толь о  орень x = 3.
4. Вычислим следующие значения: y(3) = 18, y(1) = 30, y(6) = 22,5.

Ита , получаем ответ: 18.

К упражнению 25

1. У:лом между прямой и  ривой на-
зывают у:ол между этой прямой и  аса-
тельной    ривой в точ е их пересечения
(рис. 198).

2. Пусть ϕ — ис омый у:ол; то:да ϕ =

=  – α, :де α — у:ол, образуемый  асатель-

ной с осью Ox.

3. Найдем производную фун ции y = x2;
имеем y′ = 2x.

4. Та   а  tg α = y′(2) = 2 · 2 = 4, то α =
= arctg 4.

5. Ита , ϕ =  – arctg 4.

К упражнению 26

1. Пусть R — радиус полу ру:а (рис. 199);
то:да длина полуо ружности равна πR, ниж-
нее основание прямоу:ольни а равно 2R, а

е:о бо овая сторона равна (P – 2R – πR).

2. Площадь о на выразится фун цией

S(R) = 2R · (P – 2R – πR) + π  =

= PR – 2 + .

Рис. 197

 
 27

x
------ 

 ′ 27

x2
------

Рис. 198

Рис. 199

π
2
---

π
2
---

1

2
---

1

2
---

1

2
--- R

2


 π

2
----
 R

2
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3. Та   а  S(R) —  вадратичная фун ция, а  оэффициент при 

отрицателен, то она имеет точ у ма симума.
4. Находим производную фун ции S(R):

S′(R) = (PR – 2 +  = P – (4 + π)R;

S′(R) = 0 при R = .

5. Отсюда следует, что

(P – (2 + π)R) = P – P  = P ·  =  = R,

т. е. основание прямоу:ольной части о на должно быть вдвое больше
е:о бо овой стороны.

К упражнению 27

1. Пусть x — сторона основания призмы; то:да площадь основа-

ния призмы равна S = .

2. Объем призмы равен V = , :де H — высота призмы. Зна-

чит, H = .

3. Полная поверхность призмы выразится та :

S(x) = 2 ·  + 3x ·  =  + . (1)

4. Нам нужно определить наименьшее значение фун ции (1) на
(0; +×).

5. Найдем производную фун ции (1):

S′(x) = x  – .

Имеем S′(x) = 0 при x3 = 4V, т. е. x = —  ритичес ая точ а

фун ции S(x).

6. Та   а  S(x) убывает на (0; ) и возрастает на ( ; +×), то

при x =  фун ция S(x) имеет минимум. Ита , ис омая сторона

основания призмы равна .

R
2

 
 π

2
----
 R

2


 ′

P

4 π+
-------------

1

2
---

1

2
---


 2 π+

4 π+
------------- -

 1

2
---

4 π 2– π–+

4 π+
----------------------------------

P

4 π+
-------------

x2 3

4
--------------

Hx2 3

4
--------------------

4V

x2 3

--------------

x2 3

4
--------------

4V

x2 3

--------------

x2 3

2
--------------

4V 3

x
----------------

3 4V 3

x2
----------------

4V3

4V3 4V3

4V3

4V3
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К упражнению 28

1. Расстояние между ис омой точ ой B(x; x2), лежащей на пара-
боле (рис. 200), и данной точ ой A(2; 0,5) выразится формулой

r(x) = .

2. Рассмотрим фун цию f(x) = r2(x) = (x – 2)2 + (x2 – 0,5)2; та   а 
фун ция r(x) положительна при всех x, то минимумы этих фун ций
должны дости:аться при одном и том же значении x.

3. Найдем производную фун ции f(x):

f′(x) = 2(x – 2) + 2(x2 – 0,5) · 2x = 4x3 – 4 = 4(x3 – 1).

4. Имеем f′(0) = 0 при x = 1, причем если x < 1, то f′(x) < 0, а если
x > 1, то f′(x) > 0. Отсюда следует, что x = 1 — точ а минимума фун -
ции f(x), а, значит, и фун ции r(x).

Ответ: (1; 1).

К упражнению 29а

1. Дана правильная треу:ольная пирамида
SABC (рис. 201), у  оторой SA = 6.

2. Пусть SO = x — высота пирамиды. То:да

OA = , AD = , AC = AD =

=  · .

3. Запишем фун цию, выражающую объем
пирамиды:

V =  · 3(36 – x2)  · x = (36x – x3).

x 2–( )2 x2 0,5–( )2+

Рис. 200

Рис. 201

36 x2– 3

2
--- 36 x2– 2

3

-------

3 36 x2–

1

3
---

3

4
-------

3

4
-------
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4. Найдем производную этой фун ции:

V ′ = (36 – 3x2);

из равенства V′ = 0 следует, что x = 2 . Ле: о убедиться в том, что

это точ а ма симума фун ции V.
5. Остается вычислить наибольшее значение объема:

Vmax = (72  – 24 ) = 36.

К упражнению 30

1. Пусть v ( м/ч) — с орость автобуса при старом расписании;
то:да v + 10 ( м/ч) — е:о с орость при новом расписании.

2. Пусть t (ч) — время движения автобуса при старом расписании;

то:да t –  (ч) — время е:о движения при новом расписании.

3. Используя формулу s = vt, составим систему

т. е.

от уда получаем уравнение

3t2 – 2t – 65 = 0.

Оно имеет  орни t1 = 5, t2 = –  (не подходит по смыслу задачи).

Значит, t = 5 (ч).
4. Теперь находим v = 325 : 5 = 65 ( м/ч), от уда v + 10 = 75 ( м/ч).

К упражнению 32а

1. Требуется решить систему

2. Находим область определения системы:

3. Решим неравенство (2):

5 +  m 0, или  m 0, т. е. x Ý ; 1 .

3

4
-------

3

3

4
------- 3 3

2

3
---

vt = 325,

(v + 10) t –  = 325,
 2

3
----


v = ,

vt – v + 10t –  = vt,

325

t
----------

2

3
---

20

3
------

13

3
------

2cos  + 4cos  – 1 = 0, (1)

 l 5.                                 (2)

2π
x
-------

π
x
---

4

1 x–
-------------

x − 0,
1 – x − 0, т. е. x − 0, x − 1.

4

x 1–
-------------

5x 1–

x 1–
-----------------

1

5
--- -


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4. Та им образом, решением системы являются  орни уравне-

ния (1), принадлежащие промежут у ; 1 .

5. Теперь решим уравнение (1). Имеем

2cos  + 4cos  – 1 = 0, или 4cos2  + 4cos  – 3 = 0. (3)

Найдем  орни уравнения (3):

а) cos  = –  (не подходит);

б) cos  = ;  = ä  + 2πk, k Ý Z;  = ä  + 2k, k Ý Z; x = .

6. Из этих значений промежут у ; 1  принадлежат: ; ; ; .

К упражнению 33а

1. Та   а  оба  орня  вадратно:о уравнения должны быть больше

заданно:о числа x0 = , то в силу известной теоремы (см. тему 9, п. 5,

теорему 3) должны выполняться следующие условия (рис. 202, а и б):

а) или б)

1

5
--- -



2π
x
-------

π
x
---

π
x
---

π
x
---

π
x
---

3

2
---

π
x
---

1

2
---

π
x
---

π
3
---

1

x
---

1

3
---

3

6k 1±
-----------------

1

5
--- -

 3

7
---

3

13
------

3

5
---

3

11
------

Рис. 202

1

2
---

a > 0,
D l 0,

–  > x0,

f(x0) > 0

b

2a
-------

a < 0,
D l 0,

–  > x0,

f(x0) < 0.

b

2a
-------
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2. Решим систему а):

или

от уда  m k < 2.

3. Решим систему б):

или

Эта система не имеет решений.

Ответ:  m k < 2.

К упражнению 34а

1. Рассмотрим три случая: cos x = 0, cos x > 0, cos x < 0.

2. Если cos x = 0, то x =  + πk; здесь при любых k Ý Z мы не полу-

чим ни а их целых  орней.

3. Если cos x > 0, то 2x2 – 4x – 23 – 7 = 0, или x2 – 2x – 15 = 0, от-
 уда x1 = –3, x2 = 5. Но cos (–3) < 0, а cos 5 > 0, т. е. x = 5 есть  орень

уравнения.

4. Если cos x < 0, то 2x2 – 4x – 23 + 7 = 0, или x2 – 2x – 8 = 0, от у-
да x1 = –2, x2 = 4. Та   а  cos (–2) < 0 и cos 4 < 0, то x = –2 и x = 4 яв-

ляются  орнями уравнения.
5. Найдем сумму целых  орней: 5 – 2 + 4 = 7.

К упражнению 35а

1. Данное неравенство равносильно системе

или

2. Решив эту систему, находим x Ý {–2} ∪ {4} ∪ [5; 6).
3. Сумма целых решений есть –2 + 4 + 5 = 7.

2 – k > 0,

9k2 – 8k(2 – k) l 0,

 > ,

(2 – k) – k + 2k > 0,

3k

2 2 k–( )
----------------------

1

2
---

1

4
---

3

2
---

k < 2,
k(17k – 16) l 0,

 > 0,

 +  > 0,

2k 1–

2 k–
-----------------

1

2
---

k

4
---

16

17
------

2 – k < 0,

9k2 – 8k(2 – k) l 0,

 > ,

(2 – k) – k + 2k < 0,

3k

2 2 k–( )
----------------------

1

2
---

1

4
---

3

2
---

k > 2,
k(17k – 16) l 0,

 > 0,

 +  < 0.

2k 1–

2 k–
-----------------

1

2
---

k

4
---

16

17
------

π
2
---

x2 – 2x – 8 l 0,
log0,5 (6 – x) l 0,

x2 – 2x – 8 l 0,
6 – x > 0,
6 – x m 1.
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Т е м а 20

Непрерывность тригонометрических функций.

Первый замечательный предел.

Производные тригонометрических функций.

Производные логарифмической и показательной функций.

Число e

Теоретичес	ие сведения

1. Непрерывность тригонометрических функций

1°. Фун�ции синус и �осинус непрерывны на всей числовой

прямой, т. е. sin x = sin x
0
 и cos x = cos x

0
 для любо-

�о x Ý R.

2°. Каждая из фун�ций тан�енс и �отан�енс непрерывна

в своей области определения, т. е. tg x = tg x
0
 для любо�о

x
0
 Ý D(tg), ctg x = ctg x

0
 для любо�о x

0
 Ý D(ctg).

2. Первый замечательный предел

На пра�ти�е часто используется предел отношения синуса

ду�и � самой ду�е:

 = 1

(x — в радианах). Это соотношение называют первым замеча-

тельным пределом.

Примеры. 1. Найти предел:

а) ; б) .

lim
x º x

0

lim
x º x

0

lim
x º x

0

lim
x º x

0

lim
x º 0

xsin
x

------------

lim
x º π

π x–( )sin
π x–

--------------------------- lim
x º 0

5x
4xsin

----------------
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Р е ш е н и е. а) Положим π – x = y; то�да y º 0 при x º π.

Следовательно,

 =  = 1.

б) Имеем

 =  =  =  =  = .

2. До�азать, что фун�ция

y(x) = 

непрерывна для любо�о x Ý R.

Р е ш е н и е.  При x
0
 − 0 по теореме о пределе частно�о имеем

y(x) =  =  =  = y(x
0
).

При x
0
 = 0 получаем

y(x) =  = 1 = y(0).

Та�им образом, для любо�о x
0
 Ý R имеем y(x) = y(x

0
),

а это и означает, что фун�ция непрерывна.

3. Производные тригонометрических функций

1°. Производные три�онометричес�их фун�ций находят по

следующим формулам:

(sin x)′ = cos x, (cos x)′ = –sin x,

(tg x)′ = , (ctg x)′ = – .

Каждая из этих формул справедлива в любой точ�е области

определения соответствующей фун�ции.

lim
x º π

π x–( )sin
π x–

--------------------------- lim
y º 0

ysin
y

------------

lim
x º 0

5x
4xsin

---------------- lim
x º 0

1
4xsin

5x
----------------

-----------------

1

4xsin

5x
-----------------

x 0→

lim

-----------------------------

1

4 4xsin

5 4x⋅

--------------------

x 0→

lim

---------------------------------

1
4
5
---

---

5
4
---

 при x − 0,

1 при x = 0

xsin
x

------------

lim
x º x

0

lim
x º x

0

xsin
x

------------

xsin
x x

0
→

lim

x
x x

0
→

lim
---------------------------

x
0

sin

x
0

---------------

lim
x º 0

lim
x º 0

xsin
x

------------

lim
x º x

0

1

xcos2
---------------

1

xsin2
---------------
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2°. Формулы дифференцирования

Примеры. 1. Найти производную фун�ции:

а) y(x) = 2x + 3,6 sin5 (π – x);

б) y(x) =  – tg (1 – 4x).

Р е ш е н и е. а) Используя правила дифференцирования,

имеем

y′(x) = (2x)′ + (3,6 sin5 (π – x))′ = 2 + (3,6 sin5 x)′ =

= 2 + 3,6 · 5 sin4 x (sin x)′ = 2 + 18 sin4 x cos x.

б) Та� �а� y(x) = 3 ctg (2x + 1) – tg(1 – 4x), то

y′(x) = –  · (2x + 1)′ –  =

= –  + .

2. Составить уравнение �асательной � �рафи�у фун�ции

y(x) = cos x в точ�е с абсциссой: а) x = – ; б) x = 2π.

Р е ш е н и е.  а) Уравнение �асательной � �ривой y = y(x) в

точ�е (x
0
; y

0
) имеет вид y – y

0
 = y′(x

0
)(x – x

0
). Подставив в это

уравнение значения y
0
 = cos –  = 0, x

0
 = – , y′(x

0
) = –sin –  =

= 1, получим

y – 0 = 1 · x + , или y = x + .

При условии u = x При условии u = ϕ(x)

(sin x)′ = cos x (1) (sin u)′ = cos u · u′ (1а) 

(cos x)′ = –sin x (2) (cos u)′ = –sin u · u′ (2а) 

(tg x)′ = (3) (tg u)′ =  · u′ (3а) 

(ctg x)′ = – (4) (ctg u)′ = –  · u′ (4а)

1

xcos2
----------------

1

ucos2
---------------

1

xsin2
---------------

1

usin2
---------------

3 2x 1+( )cos
2x 1+( )sin

------------------------------------

3

2x 1+( )sin2
----------------------------------

1 4x–( )′

1 4x–( )cos2
----------------------------------

6

2x 1+( )sin2
----------------------------------

4

1 4x–( )cos2
----------------------------------

π

2
---


 π

2
----
 π

2
--- 

 π

2
----



 π

2
----
 π

2
---



444

б) Анало�ично, подставляя в уравнение �асательной соот-

ветствующие значения для точ�и x
0
 = 2π, получим

y – 1 = 0 · (x – 2π), т. е. y = 1.

4. Производные логарифмической и показательной функций.
Число e

1°. Существует та�ое число, �оторое больше 2 и меньше 3

(это число обозначают бу�вой e), что по�азательная фун�ция

y = ex в точ�е x = 0 имеет производную, равную 1.

2°. Приближенное значение числа e та�ово: e d 2,7.

3°. По�азательная фун�ция ex дифференцируема в �аждой

точ�е, причем (ex)′ = ex.

4°. Нат�ральным ло�арифмом (обозначение: ln) называ-

ют ло�арифм по основанию e:

ln x = log
e
x.

5°. При любом положительном a фун�ция ax дифференци-

руема в �аждой точ�е x, причем

(ax)′ = (exln a)′ = exln a · ln a = axln a.

6°. Производная ло�арифмичес�ой фун�ции y = ln x выра-

жается формулой

(ln x)′ = .

7°. Формулы дифференцирования

При условии u = x При условии u = ϕ(x)

(ln x)′ = (1) (ln u)′ =  · u′ (1а) 

(log
a
x)′ = (2) (log

a
u)′ =  · u′ (2а) 

(ax)′ = axln a (3) (au)′ = auln a · u′ (3а)

(ex)′ = ex (4) (eu)′ = eu · u′ (4а)

1
x
---

1

x

---

1

u

---

1

x aln
--------------

1

u aln
--------------
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Пример. Найти производную фун�ции:

а) e2x – 1; б) ln x – 3 ; в) 7x; �) log
4
x; д) 5–2x.

Р е ш е н и е. а) (e2x – 1)′ = e2x – 1 · (2x – 1)′ = 2e2x – 1;

б) ln x – 3  =  · x – 3  = ;

в) (7x)′ = 7xln 7;

�) (log
4
x)′ = ;

д) (5–2x)′ = 5–2x · ln 5 · (–2x)′ = –2 · 5–2x · ln 5.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Найдите:

а) sin x; б) cos x;

в) tg x; :) ctg x.

2. Что называют первым за-
мечательным пределом?

3. До ажите, что

  = 1.

4. Найдите:

а) ;

б) ;

в) .

5. По  а им формулам нахо-
дят производные три:онометриче-
с их фун ций y = sin x, y = cos x,
y = tg x и y = ctg x?

6. Найдите производную
фун ции:

а) f(x) = sin 2x;

б) f(x) = sin  – x ;

1в) f(x) =  – tg  – x ;

1:) f(x) = tg (2x2 – 1);

1д) f(x) = ctg (2 – 3x2);
1е) f(x) = cos 2π cos 3x +

+ sin 3x sin 2π;

1ж) f(x) = ;

1з) f(x) = .

17. Найдите уравнение  аса-
тельной   синусоиде y = sin x в
точ е с абсциссой:

1а) x = 0;   б) x = ;   в) x = π.

18. Найдите тан:енс у:ла на-
 лона  асательной   :рафи у
фун ции y = tg 2x в точ е с абс-

циссой x = – .

19. Напишите уравнение  а-
сательной   :рафи у фун ции y =
= cos x + 1 в точ е (π; 0).

10. Что называют числом e?
11. Что называют натураль-

ным ло:арифмом?


 1

2
--- -







 1

2
--- -


--



′ 1

1
2
---x 3–
----------------- 

 1
2
--- --



′ 1

x 6–
-------------

1
x 4ln
--------------

lim
x º 0

lim
x º 0

lim
x º 0

lim
x º π/4

lim
x º 0

xsin

x

-------------

lim
x º 0

x

2xsin
-----------------

lim
x º 0

6xsin

x

-----------------

lim
x º 0

2x xcossin 2x xsincos+

2x
--------------------------------------------------------------------


 π

2
--- -



xcos
2xsin

---------------- 
 π

2
--- -



tg x tg x 1–( )–

1 tg x+( )tg x 1–( )
-----------------------------------------------------

1 tg2
x 1+( )–

2 tg x 1+( )
---------------------------------------

π
2
---

π
8
---
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12. По  а им формулам на-
ходят производные по азатель-

ных фун ций y = ex и y = ax?

13. По  а им формулам нахо-
дят производные ло:арифмиче-
с их фун ций y = ln x и y = log

a
x?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите производную фун�ции:

а) y = sin2 x; б) y = cos x3; в) y = x2sin2 x2; �) y = ;

д) y = ; е) y = ln ; ж) y = ln ;

з) y = cos 2x · ; и) y = 3tg x; �) y = .

2. Найдите абсциссы всех точе�, в �аждой из �оторых �аса-
тельная � �рафи�у фун�ции y(x) = 12x – 9 tg x + 1 параллельна
оси Ox.

3. Напишите уравнение �асательной � �рафи�у фун�ции
y(x) = 2x – 5sin x + 1 в е�о точ�е с абсциссой x0 = 0.

4. Напишите уравнение �асательной � �рафи�у фун�ции

y(x) =  – cos2 2x + sin2 2x – 6 в е�о точ�е с абсциссой

x0 = 0.

5. Напишите уравнение прямой, �оторая �асается �рафи�а

фун�ции y(x) = 3ctg 4x +  +  + 5 в точ�е е�о пересече-

ния с осью Oy.
6. Напишите уравнения всех �асательных � �рафи�у фун�-

ции y(x) = 3 – 6tg x, параллельных прямой y = –6x – 5.
7. Напишите уравнение той из �асательных � �рафи�у

фун�ции y(x) = 3cos x – 4x, параллельных прямой y = –x – 2,
абсцисса точ�и �асания �оторой наименее удалена от начала
�оординат.

8. Для фун�ции y(x) = –2sin x +  найдите точ�и, в �ото-

рых у�ловой �оэффициент �асательной � �рафи�у этой фун�-
ции равен значению фун�ции.

9. Найдите абсциссы всех точе�, в �аждой из �оторых �аса-
тельная � �рафи�у фун�ции y(x) = 8x – 6tg x – 1 параллельна
оси Ox.

xcos2

xsin
---------------

esin2
x x2 2x 3+ + 1 2x+

1 2x–
------------------

e2cos2x ex e x––

ex e x–+
---------------------

2x 1+


 π

2
----
 x95


 π

3
----

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10. Напишите уравнение той из �асательных � �рафи�у
фун�ции y(x) = 2 cos x – 3x, параллельных прямой y = –x – 1,
абсцисса точ�и �асания �оторой наименее удалена от начала
�оординат.

11. Напишите уравнения всех �асательных � �рафи�у фун�-
ции y(x) = 4 tg x + 1, �оторые параллельны прямой y – 4x – 5 = 0.

12. Для фун�ции y(x) = –6 cos x +  найдите точ�и, в �о-

торых у�ловой �оэффициент �асательной � �рафи�у этой
фун�ции равен значению фун�ции.

13. Напишите уравнение �асательной � �рафи�у фун�ции:

а) f(x) = e5 – x(3x – 14)4 в е�о точ�е с абсциссой x0 = 5;

б) f(x) = e2 – x(4x – 7)4 в е�о точ�е с абсциссой x0 = 2.

14. Касательная � �рафи�у фун�ции f(x) перпенди�улярна
оси ординат. Найдите абсциссу точ�и �асания, если:

а) f(x) = 11x  · ln 29 – 29x · ln 11;

б) f(x) = 19x  · ln 28 – 28x · ln 19.
15. Касательная � �рафи�у фун�ции f(x) параллельна за-

данной прямой y. Найдите ординату точ�и �асания, если:

а) f(x) = 14x – 1, y = xln 14 – 20;

б) f(x) = 21x + 11, y = xln 21 – 11.
16. Прямая �асается �рафи�а фун�ции f(x) в точ�е с абс-

циссой x0. Найдите тан�енс у�ла, образованно�о этой прямой с по-

ложительным направлением оси абсцисс, если:

а) f(x) = (4x – 1)ln (5x + 3), x0 = – ;

б) f(x) = (5x – 3)ln (3x + 5), x0 = .

17. Касательная � �рафи�у фун�ции f(x) образует с поло-
жительным направлением оси абсцисс у�ол α. Найдите абсцис-
су точ�и �асания, если:

а) f(x) = 4x – 3 – ln 2 · log2 (3x + 1), α = arctg 3;

б) f(x) = 3x – 2 – ln 4 · log4 (3x + 2), α = arctg 2.

18. В �а�ой точ�е отрез�а [3; 6] �асательная � �ривой y =

= sin x – cos x параллельна оси Ox? (Дайте ответ с точно-
стью до 0,1.)

19. В �а�ой точ�е отрез�а [–4; 0] �асательная � �ривой y =
= sin x + tg x + 3x параллельна прямой y = 3x + 1? (Дайте ответ
с точностью до 0,1.)


 π

6
----




2
5
---

4
3
---

3
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20. Найдите разность между наибольшим и наименьшим
значениями фун�ции:

а) f(x) = sin x + cos 2x на отрез�е [0; π];

б) f(x) = tg2 x – 2tg x + 3 на отрез�е 0; ;

в) f(x) = cos2 x + sin x – 3 на отрез�е [0; π].
21. Исследуйте фун�цию и постройте ее �рафи�:

а) f(x) = ln x; б) f(x) = ; в) f(x) = ; �) f(x) = x – ln x.

Задания для повторения

22. При �а�их значениях k неравенство:

а) 4x2 – 9kx + 2k2 < 0 выполняется для всех x та�их, что
|x – 3| m 1;

б) 3x2 – 16kx + 5k2 < 0 выполняется для всех x та�их, что
|x – 2| < 1?

23. Решите неравенство:

а) |x + 6| – |x + 2| m x + 3; б) |x – 2| – |x – 4| l x – 3.

24. Найдите площадь фи�уры, задаваемой на плос�ости
множеством решений системы неравенств:

а)

б)

25. При �а�их значениях a имеет единственное решение
уравнение:

а)  = 0; б)  = 0;

в)  = 0; �)  = 0?

О Т В Е Т Ы

1. а) sin 2x; б) –3x2sin x3; в) 2x(sin2 x2 + x2sin 2x2); :) –cos x(1 +

+ cosec2 x); д) sin 2x; е) ; ж) ; з) –4sin 2x cos2 x ×

1
2
---

π

3
---

x
ex

x
----- 2

x
2 4x–

x2 + y2 + 6x – 2y + 9 m 0,
|y – 1| m |x + 1| – 2;

x2 + y2 – 2x – 6y + 6 m 0,
|x – 1| l |y – 1| – 2.

x2 7x– 12+

3
2x a–

3
a x–

–
-------------------------------------

x2 7x– 10+

2
x 2–

2
2a x–

–
-------------------------------------

x2 5x– 6+

4
3x a–

4
2a x–

–
----------------------------------------

x2 8x– 15+

2
3x a–

2
a 2x+

–
-----------------------------------------

esin2
x

x 1+

x
2 2x 3+ +

-------------------------------

2

1 4x2–
--------------------
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× ; и) ;  ) . 2. ä  + πk, k Ý Z. 3. y = –3x + 1.

4. y = x – 6. 5. y = –12x + 5. 6. y = –6x + 3 + 6πk, k Ý Z. 7. y = –x + .

8. –  + πk, k Ý Z. 9. ä  + πk, k Ý Z. 10. y = –x + π. 11. y = 4x + 1 – 4πk,

k Ý Z. 12. –  + πk, k Ý Z. 13. а) y = 11x – 54; б) y = 15x – 29. 14. а) 0;

б) 0. 15. а) 0; б) 12. 16. а) –13; б) –29. 17. а) ; б) . 18. 5,8. 19. –3,1.

20. а) ; б) 1; в) . 22. а) k Ý (2; 8); б) k Ý ; 3 . 23. а) [–7; –5] ∪ [1; +×);

б) (–×; 1] ∪ [3; 5]. 24. а)  в. ед.; б) 3π  в. ед. 25. а) a = , a = 6;

б) a = , a = ; в) a = , a = 4; :) a = , a = .

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Данная фун ция y = sin2 x является сложной фун цией.
2. Найдем ее производную:

y′ = (sin2 x)′ = 2sin x (sin x)′ = 2sin x cos x = sin 2x

(сначала взяли производную степенной фун ции, а затем — производ-
ную синуса).

К упражнению 1б

1. Фун ция y = cos x3 представляет собой сложную фун цию.
2. Найдем ее производную:

y′ = (cos x3)′ = (cos x3)′(x3)′ = –sin x3 · 3x2 = –3x2sin x3

(сначала взяли производную  осинуса, а затем — степенной фун ции).

К упражнению 1в

1. Фун ция y = x2sin2 x2 представляет собой произведение двух
фун ций, одна из  оторых есть сложная фун ция.

2. Дифференцируем данную фун цию сначала  а  произведение,
а затем  а  сложную фун цию:

y′ = (x2sin2 x2)′ = (x2)′sin2 x2 + x2(sin2 x2)′ =

= 2xsin2 x2 + x2 · 2sin x2 cos x2 · 2x = 2x(sin2 x2 + x2sin 2x2).

e2cos2x 3
tg x

3ln

xcos2
----------------------

4

ex e x–+( )2
-----------------------------

π
6
---

3π
2
-------

π
12
------

π
6
---

5π
12
-------

2

3
---

1

3
---

1

4
---

1

4
--- 

 3

5
--- -



π
4
---

9

2
---

4

3
---

10

3
------

8

3
---

3

2
---

5

2
---
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К упражнению 1�

Дифференцируя данную фун цию сначала  а  частное, а затем
 а  сложную фун цию, находим

y′ =  =  =

=  = –  =

= –  = –cos x(1 + cosec2 x).

К упражнению 1д

Сначала воспользуемся формулой дифференцирования по аза-
тельной фун ции, а затем — сложной фун ции:

y′ = ( )′ = (sin2 x)′ =

=  · 2sin x cos x = sin 2x.

К упражнению 1е

1. Положим  = z; то:да данная фун ция примет вид

y = ln z.
2. Теперь воспользуемся формулой дифференцирования ло:ариф-

мичес ой фун ции, а та же — сложной фун ции:

y′ = (ln z)′ =  · z′,

или

y′ =  · (x2 + 2x + 3)′ = .

З а м е ч а н и е.  Данную фун цию можно записать та :

y = ln  = ln (x2 + 2x + 3).

То:да получим

y′ = ln x2 + 2x + 3  =

=  · (x2 + 2x + 3)′ = .

 

 
-
 xcos2

xsin
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 ′ xcos2( )′ xsin x xsin( )′cos2–
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-------------------------------------------------------------------------------
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-----------------------------------------------------------------------------------------

x 2 xsin2 xcos2+( )cos

xsin2
-------------------------------------------------------------

x 1 xsin2+( )cos

xsin2
---------------------------------------------

esin2
x esin2
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x esin2

x

x2 2x 3+ +

1

z
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1

x2 2x 3+ +
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1

2 x2 2x 3+ +
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x 1+

x2 2x 3+ +
-------------------------------

x2 2x 3+ + 1

2
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2
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1
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x 1+
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К упражнению 1ж

1. Запишем данную фун цию в виде

y = ln  = ln  =

= ln  = [ln (1 + 2x) – ln (1 – 2x)].

2. То:да получим

y′ = [ln (1 + 2x) – ln (1 – 2x)]′ =

=  +  = .

З а м е ч а н и е.  Если требуется продифференцировать ло:ариф-
мичес ую фун цию,  оторая содержит выражение, подлежащее ло:а-
рифмированию (произведение, частное, степень,  орень), то полезно
сначала выполнить ло:арифмирование ( а  это было сделано выше).

К упражнению 1з

Дифференцируя произведение и используя формулу для произ-
водной по азательной фун ции, а та же сложной фун ции, находим

y′ = (cos 2x · )′ = (cos 2x)′  + cos 2x( )′ =

= –2sin 2x ·  + cos 2x ·  · 4cos x (–sin x) =

= –2sin 2x ·  – 2sin 2x cos 2x ·  =

= –2sin 2x · (1 + cos 2x) = –4sin 2x cos2 x · .

К упражнению 1и

Находим

y′ = (3tg x)′ = 3tg x · ln 3 · (tg x)′ = .

К упражнению 1�

Имеем

y′ =  =  =

=  = .

1 2x+

1 2x–
------------------ 

 1 2x+

1 2x–
--------------------


1/2

1

2
---

1 2x+

1 2x–
------------------

1

2
---

1

2
---

1

2
--- 
 2

1 2x+
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2

1 2x–
------------------

 2

1 4x2–
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e2cos2x e2cos2x e2cos2x

e2cos2x e2cos2x

e2cos2x e2cos2x

e2cos2x e2cos2x

3
tg x

3ln

xcos2
----------------------

 
 ex e x––

ex e x–+
--------------------- 

 ′ ex e x––( ) ′ ex e x–+( ) ex e x–+( )′ ex e x––( )–

ex e x–+( )2
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

ex e x–+( )2 ex e x––( )2–

ex e x–+( )2
-----------------------------------------------------------------

4

ex e x–+( )2
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К упражнению 2

1. Найдем производную данной фун ции:

y′(x) = (12x – 9tg x + 1)′ = 12 – .

2. Из уравнения 12 –  = 0 находим

cos x = ä . (1)

3. Решив уравнение (1), получим

cos x = , x = ä  + 2πk, k Ý Z; (2)

cos x = – , x = ä  + 2πk, k Ý Z. (3)

4. Серии  орней (2) и (3) можно объединить в одну:

x = ä  + πk, k Ý Z.

К упражнению 3

1. Запишем уравнение  асательной в общем виде:

y – y0 = y′(x0)(x – x0). (1)

2. Находим:
а) y0 = y(x0) = 2 · 0 – 5 · 0 + 1 = 1;

б) y′(x) = (2x – 5sin x + 1)′ = 2 – 5cos x, т. е. y′(0) = 2 – 5 = –3.
3. Подставив найденные значения в уравнение (1), получим

y – 1 = –3(x – 0), или y = –3x + 1.

К упражнению 4

1. Запишем данную фун цию в виде

y =  – (cos2 2x – sin2 2x) – 6 =  – cos 4x – 6.

2. Находим:
а) y0 = y(x0) = –6;

б) y′(x) = (  – cos 4x – 6)′ =  + 4sin 4x, от уда y′(0) = 1.

3. Теперь составим уравнение  асательной:

y – (–6) = 1 · (x – 0), или y + 6 = x, т. е. y = x – 6.
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К упражнению 5

1. Найдем производную данной фун ции:

y′(x) = 3ctg 4x +  + x9/5 + 5 ′ = –  + x4/5.

При x0 = 0 получим y′(0) = –12.

2. Найдем значение фун ции при x0 = 0:

y(0) = 3ctg  + 0 + 5 = 5.

3. Составим уравнение  асательной   :рафи у в точ е (0; 5):

y – 5 = –12(x – 0), т. е. y = –12x + 5.

К упражнению 6

1. Находим производную данной фун ции:

y′(x) = (3 – 6tg x)′ = – .

2. У:ловой  оэффициент прямой y = –6x – 5 равен (–6).

3. Пусть a — абсцисса точ и  асания; то:да –  = –6, от уда

cos2 a = 1, или cos a = 1, cos a = –1, т. е. a = πk, k Ý Z.
4. Найдем значение данной фун ции в точ ах  асания:

y0 = y(πk) = 3 – 6tg πk = 3.

5. Составим уравнения  асательных:

y – 3 = –6(x – πk), или y = –6x + 3 + 6πk, k Ý Z.

К упражнению 7

1. Найдем производную данной фун ции:

y′(x) = (3cos x – 4x)′ = –3sin x – 4.

2. У:ловой  оэффициент прямой y = –x – 2 есть (–1).
3. Обозначим через a абсциссу точе   асания; то:да получим урав-

нение

–3sin a – 4 = –1, от уда a = –  + 2πk, k Ý Z.

4. Среди множества найденных точе  наименее удалена от начала

 оординат точ а a = –  (при k = 0).





 π

2
----


-
 12

4x
π
2
---+ 

 sin2

-----------------------------------

9

5
---

π
2
---

6

xcos2
----------------

6

acos2
---------------

π
2
---

π
2
---



454

5. Имеем y0 = y –  = 3cos –  – 4 –  = 2π.

6. Составим уравнение  асательной в точ е – ; 2π :

y – 2π = – x – , или y = –x + .

К упражнению 8

1. Находим производную данной фун ции:

y′(x) = –2sin x +  = –2cos x + .

2. По условию у:ловой  оэффициент  асательной в ис омой точ е
равен значению фун ции в этой же точ е:

–2sin x +  = –2cos x + . (1)

3. Решим уравнение (1):

sin x +  = cos x + ; tg x +  = 1,

от уда x +  =  + πk, k Ý Z. Ита , x = –  + πk, k Ý Z.

К упражнению 13а

1. Находим значение фун ции при x0 = 5: f(5) = 1.

2. Далее имеем

f′(x) = (e5 – x(3x – 14)4)′ = (e5 – x)′(3x – 14)4 + ((3x – 14)4)′e5 – x =

= –e5 – x(3x – 14)4 + 12(3x – 14)3e5 – x =

= e5 – x(3x – 14)3(12 – 3x + 14) = e5 – x(3x – 14)3(26 – 3x),

от уда f′(5) = 11.
3. Составим уравнение  асательной:

y – 1 = 11(x – 5), или y = 11x – 54.

К упражнению 14а

1. Найдем производную данной фун ции:

f′(x) = (11x · ln 29 – 29x · ln 11)′ =

= 11x · ln 11 · ln 29 – 29x · ln 11 · ln 29 = ln 11 · ln 29 · (11x – 29x).
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2. По условию  асательная перпенди улярна оси ординат, т. е. па-
раллельна оси абсцисс. Та им образом, получаем уравнение

ln 11 · ln 29 · (11x – 29x) = 0, от уда x = 0.

К упражнению 15а

1. Имеем

f′(x) = (14x – 1)′ = 14x · ln 14.

2. У:ловой  оэффициент прямой y = xln 14 – 20 равен ln 14.
3. Та   а   асательная параллельна заданной прямой, то их у:ло-

вые  оэффициенты равны:

14x · ln 14 = ln 14, или 14x = 1, т. е. x = 0.

4. При x = 0 находим f(0) = 0.

К упражнению 16а

1. Сначала найдем производную данной фун ции:

f′(x) = ((4x – 1)ln (5x + 3))′ = 4 ln (5x + 3) + .

2. Теперь найдем у:ловой  оэффициент  асательной в точ е с абс-

циссой x0 = – :

f′ –  = 4 ln 5 –  + 3  +  = –13.

К упражнению 17а

1. Напомним формулу перехода от одно:о основания ло:арифма  
дру:ому:

log
a
N = .

2. Используя эту формулу, преобразуем выражение ln 2 · log2 (3x +

+ 1). Имеем:

а) log2 (3x + 1) = ;

б) ln 2 · log2 (3x + 1) = ln 2 ·  = ln (3x + 1).
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3. То:да заданная фун ция примет вид

f(x) = 4x – 3 – ln (3x + 1). (1)

4. Найдем производную фун ции (1):

f′(x) = (4x – 3 – ln (3x + 1))′ = 4 – .

5. По условию у:ол,  оторый образует  асательная с положительным
направлением оси абсцисс, есть α = arctg 3. Это означает, что tg α = 3,
т. е. у:ловой  оэффициент  асательной равен 3.

6. Для отыс ания абсциссы точ и  асания составим уравнение

4 –  = 3,

от уда находим x = .

К упражнению 18

1. Найдем производную данной фун ции:

y′ = (sin x – cos x)′ = cos x + sin x.

2. Та   а   асательная параллельна оси Ox, то ее у:ловой  оэф-
фициент равен нулю, т. е. y′ = 0.

3. Следовательно, получаем уравнение

cos x + sin x = 0, или tg x = – ,

от уда

x = –  + πk, k Ý Z. (1)

4. Из серии  орней (1) отрез у [3; 6] принадлежит толь о один  о-

рень x = –  + 2π =  (при k = 2). Ита , x =  d  · 3,14 d 5,8.

К упражнению 20а

1. Найдем производную и приравняем ее нулю:

f′(x) = sin x + cos 2x  = cos x – sin 2x;

cos x – sin 2x = 0; cos x(1 – 2sin x) = 0. (1)
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2. Решив уравнение (1), получим

cos x = 0, x =  + πk, k Ý Z; (2)

sin x = , x =  + 2πk, k Ý Z; (3)

x =  + 2πk, k Ý Z. (4)

3. Из серий  орней (2)—(4) заданному отрез у [0; π] принадлежат

три  орня: x1 = , x2 = , x3 = .

4 Вычислим значения фун ции в найденных точ ах и на  онцах
данно:о отрез а:

f(0) = , f  = , f  = , f  = , f(π) = .

5. Ита , fнаиб – fнаим =  –  = .

К упражнению 21а

1. Область определения D(f) : x > 0, т. е. x Ý (0; +×).
2. Фун ция не является ни четной, ни нечетной.
3. Фун ция непериодичес ая.
4. Промежут и зна опостоянства: а) y > 0 при x > 1; б) y < 0 при

0 < x < 1 (рис. 203).
5. Находим производную

f′(x) = ( ln x)′ = ln x +  ·  = ,

а затем —  ритичес ие точ и фун ции:

 = 0, x(ln x + 2) = 0, x1 − 0, ln x = –2, x2 = e–2 = .

6. С помощью рис. 204 устанавливаем, что при 0 < x <  фун -

ция убывает, а при x >  возрастает. При x =  фун ция имеет ми-

нимум: fmin = f  = – .
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7. Графи  фун ции изображен на
рис. 205.

8. Множество значений E(f): y Ý

Ý – ; +× .

К упражнению 21б

1. Область определения D(f): x Ý R,
x − 0, т. е. x Ý (–×; 0) ∪ (0; +×).

2. Фун ция не является ни четной,
ни нечетной.

3. Фун ция непериодичес ая.
4. Промежут и зна опостоянства:

а) y > 0 при x > 0; б) y < 0 при x < 0
(рис. 206).

5. Находим производную

f′(x) =  = ,

а затем —  ритичес ие точ и фун ции:

 = 0, x = 1.

6. С помощью рис. 207 устанавлива-
ем, что при x < 0 и при 0 < x < 1 фун -
ция убывает, а при x > 1 возрастает.

При x = 1 фун ция имеет минимум:
fmin = f(1) = e.

7. Графи  фун ции изображен на
рис. 208.

8. Множество значений E(f): (–×; 0) ∪

∪ [e; +×).

Рис. 205
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К упражнениям 21в, �

См. соответственно рис. 209 и 210.

К упражнению 22а

1. Решив неравенство |x – 3| m 1, или –1 m x –3 m 1, получим x Ý [2; 4].
2. Рассмотрим фун цию

y(x) = 4x2 – 9kx + 2k2. (1)

3. Для то:о чтобы фун ция (1) была
отрицательной на отрез е [2; 4], нужно,
чтобы выполнялась система неравенств
(рис. 211)

(2)

4. Решим систему (2):

   или   

от уда 2 < k < 8.

К упражнению 24а

1. Преобразуем первое неравенство системы:

x2 + 6x + 9 – 9 + y2 – 2y + 1 – 1 + 9 m 0,

или

(x + 3)2 + (y – 1)2 m 1. (1)

Рис. 209 Рис. 210

Рис. 211

f(2) < 0,
f(4) < 0.

16 – 18k + 2k2 < 0,

64 – 36k + 2k2 < 0,

1 < k < 8,
2 < k < 16,
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2. Неравенство (1) задает на плос ости множество точе , лежа-
щих внутри и на :ранице  ру:а, имеюще:о радиус 1 и центр в точ е
(–3; 1) (рис. 212, а).

3. Рассмотрим второе неравенство системы для следующих четы-
рех случаев:

а) если x l –1, y l 1, то неравенство примет вид y m x;
б) если x m –1, y l 1, то оно примет вид y m –x – 2;
в) если x l –1, y m 1, то оно примет вид y l –x + 2;
:) если x m –1, y m 1, то оно примет вид y l x + 4.
4. Пересечение множеств решений полученных неравенств опре-

деляет множество решений второ:о неравенства системы. Это множе-
ство на рис. 212, б заштриховано.

5. На онец, пересечение множеств решений перво:о неравенства
системы (рис. 212, а) и ее второ:о неравенства (рис. 212, б) определяет
множество решений исходной системы. Этим множеством является
фи:ура, заштрихованная на рис. 212, в.

6. Найдем площадь полученной фи:уры:

S = π · 12 =  ( в. ед.).

К упражнению 25а

1. Данное уравнение равносильно системе условий

2. Находим  орни уравнения (1): x
1
 = 3, x

2
 = 4.

 Рис. 212

1

4
---

π
4
---

x2 – 7x + 12 = 0, (1)

32x – a – 3a – x − 0. (2)
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3. Если существует та ое a, что при x = 4 условие (2) не выполня-

ется, т. е. имеет место равенство 32x – a – 3a – x = 0, то знаменатель дан-
ной дроби обращается в нуль. Последнее означает, что в точ е x = 4
данная дробь не определена и, следовательно, x = 4 не может быть
 орнем исходно:о уравнения.

4. Та им образом, исходное уравнение имеет единственное реше-
ние x = 3, если  орнем знаменателя данной дроби является x = 4. То:-
да этот знаменатель при x = 4 должен обращаться в нуль, т. е.

32 · 4 – a – 3a – 4 = 0,

от уда a = 6.
5. Рассуждая анало:ично, за лючаем, что исходное уравнение

имеет единственное решение x = 4, если  орнем знаменателя данной
дроби является x = 3 (в этом случае дробь при x = 3 не определена).
Значит, знаменатель при x = 3 должен обращаться в нуль, т. е.

32 · 3 – a – 3a – 3,

от уда a = .

Ответ: a = 6, a = .

9

2
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9
2
---
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Т е м а 21

Первообразная. Основное свойство первообразной.

Правила нахождения первообразных.

Площадь криволинейной трапеции

Теоретичес	ие сведения

1. Первообразная

1°. Фун�цию F называют первообразной на заданном про-
межут�е для фун�ции f, если при всех x из это�о промежут�а
выполняется равенство F′(x) = f(x).

Например, фун�ция F(x) =  есть первообразная для фун�-

ции f(x) = x3 на промежут�е (–×; +×), та� �а� F′(x) =  =

=  · 4x3 = x3 = f(x) при всех x Ý (–×; +×).

2°. Нетрудно заметить, что  + 6 имеет ту же самую произ-

водную x3; поэтому и фун�ция  + 6 есть первообразная для

x3 на R. Ясно, что вместо 6 можно взять любую постоянную C.
Та�им образом, задача нахождения первообразной неодно-

значна. Она имеет бес�онечное множество решений.

Пример. До�азать, что фун�ция F(x) =  есть первооб-

разная для фун�ции f(x) =  на промежут�е [0; +×).

Р е ш е н и е.  Та� �а� F(x) =  = x3/2, то

F′(x) = x3/2  =  · x1/2 = x1/2 =  =f(x)

при всех x Ý [0; +×), что и требовалось до�азать.
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2. Основное свойство первообразной

1°. ТЕОРЕМА. Если фун	ция F есть первообразная для

фун	ции f на промежут	е X, то при любой постоянной C

фун	ция

F(x) + C (1)

та	же является первообразной для фун	ции f на промежут-

	е X. Любую первообразную для фун	ции f на промежут	е X

можно записать в виде F(x) + C.

2°. Ка�ую бы постоянную в формуле
(1) ни подставить вместо C, получится пер-
вообразная для фун�ции f. Выражение
F(x) + C называют общим видом первооб-
разных для фун�ции f.

3°. Ка�ую бы первообразную для фун�-
ции f ни взять, ее можно получить из фор-
мулы (1) при соответствующем подборе
постоянной C.

4°. Геометричес�и основное свойство
первообразных можно интерпретировать
та�: �рафи�и всех первообразных данной
фун�ции f(x) получаются из любо�о из
них параллельным переносом вдоль оси
Oy (рис. 213).

Пример. Для фун�ции f(x) =  найти первообразную,

�рафи� �оторой проходит через точ�у M ; 0 .

Р е ш е н и е.  Общим видом первообразных для f является

фун�ция F(x) = tg x + C. Решив уравнение 0 = tg  + C относи-

тельно C, находим C = –1. Та�им образом, tg x – 1 есть ис�омая
первообразная.

3. Правила нахождения первообразных

1°. Если F есть первообразная для f, а G — первообразная
для g, то F + G есть первообразная для f + g, т. е. (F + G)′ = f + g.

2°. Если F есть первообразная для f, а k — постоянная, то
kF есть первообразная для kf, т. е. (kF)′ = kf.

Рис. 213
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3°. Если F(x) есть первообразная для фун�ции f(x), а k и

b — постоянные, то F(kx + b) есть первообразная для фун�-

ции f(kx + b), т. е. F kx + b  = f(kx + b).

Пример. Найти первообразные для фун�ции:

а) f(x) = ; б) f(x) = 2 sin  + 3 cos 6x.

Р е ш е н и е.  а) F(x) = 3 · tg 5x + C = tg 5x + C;

б) F(x) = –2 · 5 cos  + 3 · sin 6x + C =

= –10 cos  + sin 6x + C.

4. Площадь криволинейной трапеции

1°. Криволинейной трапецией называют фи�уру, о�рани-
ченную �рафи�ом неотрицательной и непрерывной на отрез�е
[a; b] фун�ции f, осью Ox и прямыми x = a и x = b.

2°. ТЕОРЕМА. Пусть f — непрерывная и неотрицательная

на отрез	е [a; b] фун	ция, а S — площадь соответствующей

	риволинейной трапеции (рис. 214). То да если F — первооб-

разная для f на интервале, содержащем отрезо	 [a; b], то

S = F(b) – F(a). (1)

Примеры. 1. Вычислить площадь фи�уры, о�раниченной

линиями y = 2x – x2 и y = 0 (рис. 215).
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Р е ш е н и е.  Для фун�ции y = 2x – x2 первообразная есть

F(x) = x2 – x3. Найдем точ�и пересечения �ривой 2x – x2 с осью

абсцисс: 2x – x2 = 0; x = 0, x = 2, т. е. (0; 0) и (2; 0). Значит, a = 0,
b = 2.

Ис�омую площадь находим по форму-
ле (1):

S = F(2) – F(0) =

= 4 –  – 0 + 0 =  (�в. ед.).

2. Вычислить площадь фи�уры, о�рани-

ченной линиями y = x2 и y = 2x (рис. 216).

Р е ш е н и е.  Для фун�ции y = x2 пер-

вообразная F(x) = , а для фун�ции y =

= 2x первообразная P(x) = x2.
Найдем �оординаты точе� пересечения заданных линий:

_ _ _

_ и

Ис�омая площадь равна разности площадей треу�ольни�а
OAB и �риволинейной трапеции OnBA, т. е. S = S

œOAB
 – S

OnBA
.

Та� �а� S
œOAB

 = P(2) – P(0) = 4 – 0 = 4 (�в. ед.), S
OnBA

 = F(2) –

– F(0) =  – 0 =  (�в. ед.), то S = 4 –  =  (�в. ед.).

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Дайте определение перво-
образной.

2. Первообразная определяет-
ся неоднозначно. Ка  вы это по-
нимаете?

3. Что подразумевают под C
в записи F(x) + C? Имеет ли C про-
извольное значение или  он рет-
ное?

4. Дайте ,еометричес ое ис-
тол ование основно,о свойства
первообразных.

5. Для фун ции f найдите
первообразную, ,рафи   оторой
проходит через заданную точ у:

а) f(x) = x3, M(2; 1); б) f(x) = –2,
M(3; 5); в) f(x) = sin x, M(0; 3);

,) f(x) = x–3, M(–0,5; 3).
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6. Ка ие правила нахожде-
ния первообразных вы знаете?

7. Найдите первообразные для
фун ции:

a) 5x2 – 1;
б) x–2 – 4 sin x;

в) .

8. Ка ую фи,уру называют
 риволинейной трапецией?

19. Сформулируйте теорему
о вычислении площади  риволи-
нейной трапеции.

10. Вычислите площадь фи-
,уры, о,раниченной линиями:

а) y = x2, y = 0, x = 3;

б) y = x–2, y = 0, x = 1, x = 2;
в) y = sin x, y = 0, 0 m x m π;

,) y = (x + 2)2, y = 0, x = 0.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите первообразные для фун�ции:

а) f(x) = x3; б) f(x) = sin 3x; в) f(x) = ex + sin x;

�) f(x) = x2 + 3cos x; д) f(x) =  – e2x;

е) f(x) = 5sin x + 2cos x; ж) f(x) = 3ex – sin x;

з) f(x) =  +  – 2ex.

2. Известно, что для заданной фун�ции f(x) �рафи� ее пер-
вообразной проходит через у�азанную точ�у M(x; y). Найдите
эту первообразную, если:

а) f(x) = , M(–3; –5); б) f(x) = , M(–1; –4);

в) f(x) = x2(2x – 1), M(1; 2); �) f(x) = x2(3x – 2), M(–2; 2).
3. Для заданной фун�ции f(x) найдите та�ие ее первообраз-

ные, �рафи�и �оторых пересе�ают �рафи� фун�ции f(x) в точ-
�е с у�азанной ординатой y0, если:

а) f(x) = 3x2 + 10x – 5, y0 = 3; б) f(x) = 3x2 + 2x – 2, y0 = –1.

4. Известно, что �рафи� первообразной заданной фун�ции
f(x) пересе�ает ось абсцисс в точ�ах, расстояние между �ото-
рыми равно у�азанной величине d. Найдите точ�у, в �оторой
�рафи� первообразной пересе�ает ось ординат, если:

а) f(x) = 10x – 3, d = 1; б) f(x) = 6x + 5, d = 3.
5. Известно наибольшее значение Fнаиб первообразной за-

данной фун�ции f(x) на у�азанном отрез�е [α; β]. Найдите на-
именьшее значение этой первообразной на том же отрез�е, если:

а) f(x) = x2 – 10x + 32, [–5; 0], Fнаиб = 86;

б) f(x) = x2 + 8x + 32, [–6; 0], Fнаиб = 85.
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6. Сравните значения первообразной F(x) для фун�ции:

а) f(x) =  в точ�ах x =  и x = ;

б) f(x) =  в точ�ах x =  и x = .

7. Найдите площадь фи�уры, о�раниченной линиями:

а) y = x2, y = 0, x = 3; б) y = cos x, y = 0, x = 0, x = ;

в) y = sin x, x = 0, x = π; �) y = , y = 0, x = 1, x = 2;

д) y = x3 + 1, y = 0, x = 0, x = 2;

е) y = 1 + 2sin x, y = 0, x = 0, x = ; ж) y = 4 – x2, y = 0;

з) y = 1 + cos x, y = 0, x = – , x = .

8. Вычислите площадь фи�уры, о�раниченной линиями:

а) y = (x + 2)2, y = 0, x = 0;

б) y =  + 1, y = 0, x = 0, x = 2;

в) y = 2(cos2 x – sin2 x), y = 0, x = – , x = ;

�) y = sin x – , y = 0, x = , x = ;

д) y = 1 – cos x, y = 0, x = – , x = .

Задания для повторения

9. Имелось два раствора, из �оторых первый содержал 800 �
безводной серной �ислоты, а второй — 600 � та�ой же �ислоты.
Затем их соединили вместе и получили 10 �� ново�о раствора
серной �ислоты. Определите массу перво�о и второ�о растворов,
вошедших в смесь, если известно, что в первом растворе безвод-
ной серной �ислоты содержится на 10% больше, чем во втором.

10. Имелось два разных сплава меди. В первом сплаве со-
держалось меди на 40% меньше, чем во втором. Затем их соеди-
нили вместе и получили сплав, содержащий 36% меди. Опре-
делите процентное содержание меди в первом и втором спла-
вах, если известно, что в первом сплаве было 6 �� меди, а во
втором — 12 ��.
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11. На обработ�у одной детали первый рабочий затрачивает
на 6 мин меньше, чем второй. С�оль�о деталей обрабатывает
�аждый из них за 7 ч, если первый обрабатывает за это время
на 8 деталей больше?

12. Доро�а от пун�та A до пун�та B, имеющая длину 11,5 �м,
идет сначала в �ору, далее по равнине, а затем под �ору. Пеше-
ход, дви�аясь из пун�та A в пун�т B, прошел весь путь за 2 ч
54 мин, а на обратную доро�у он затратил 3 ч 6 мин. С�орость
ходьбы составила: в �ору — 3 �м/ч, по равнине — 4 �м/ч, под
�ору — 5 �м/ч. На �а�ом протяжении доро�а идет по равнине?

13. Решите систему:

а)

б)

В ответе у�ажите сумму решений в �радусах на отрез�е [π; 3π].
14. Постройте �рафи� фун�ции:

а) y = ; б) y = ; в) y = ; �) y = ;

д) y = ; е) y = .
15. Если две трубы от�рыть одновременно, то бассейн на-

полнится за 2 ч 24 мин. В действительности же сначала была

от�рыта толь�о первая труба в течение  времени, �оторое не-

обходимо второй трубе, чтобы наполнить бассейн, действуя от-

дельно. Затем была от�рыта вторая труба та�же в течение  вре-

мени, �оторое необходимо первой, чтобы одной наполнить бас-

сейн, после че�о о�азалось, что остается наполнить 

вместимости бассейна. Ка�ое время необходимо для наполне-
ния бассейна �аждой трубой в отдельности?

16. Чан наполняется двумя �ранами A и B. Наполнение чана
толь�о через �ран A длится на 22 мин дольше, чем через �ран B.
Если же от�рыть оба �рана, то чан наполнится за 1 ч. За �а�ое
время �аждый �ран в отдельности может наполнить чан?

17. Найдите разность наибольше�о и наименьше�о значе-
ний фун�ции на заданном отрез�е:

а) y = |x2 – 4x – 5| – |x – 4|, [–2; 6];
б) y = |x2 – 10x + 9| – |x – 4|, [0; 10].

2 sin2 x – 5|sin 2x| + 8 cos2 x = 0,
|tg x| m 3;

6 sin2 x – 3 |sin 2x| + 4 cos2 x = 0,

|tg x| m 1.
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18. Постройте �рафи� фун�ции y =  +  и определите раз-

ность между ее наибольшим и наименьшим значениями.

О Т В Е Т Ы

1. а)  + C; б) – cos 3x + C; в) ex – cos x + C; ,)  + 3 sin x + C;

д) –  – e2x + C; е) 2 sin x – 5 cos x + C; ж) 3ex + cos x + C; з) 8  +

+ 3 ln |x| – 2ex + C. 2. а)  +  – ; б)  –  – ; в)  –  + ;

,)  –  – . 3. а) x3 + 5x2 – 5x – 33 и x3 + 5x2 – 5x + ; б) x3 +

+ x2 – 2x – 3 и x3 + x2 – 2x – . 4. а) 0; – ; б) 0; – . 5. а) – ;

б) –35. 6. а) F  > F ; б) F  > F . 7. а) 9  в. ед.; б) 1  в. ед.;

в) 2  в. ед.; ,)  в. ед.; д) 6  в. ед.; е) 2 +  в. ед.; ж)  в. ед.;

з) 1 + π  в. ед. 8. а)  в. ед.; б)  в. ед.; в) 2  в. ед.; ,)  –  в. ед.;

д) π – 2  в. ед. 9. 4 и 6  ,. 10. 20% и 60%. 11. 28 и 20 деталей. 12. 4  м.
13. а) 1440°; б) 1440°. 15. 4 и 6 ч или 6 и 4 ч. 16. За 132 и 110 мин.
17. а) 12,25; б) 20,25. 18. 4.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Для заданной фун ции f(x) = x3 первообразной является F(x) =

= , та   а  F′(x) =  = x3 = f(x).

2. Та им образом, для фун ции f(x) мы нашли первообразную

F(x) = , но это не единственное решение поставленной задачи.

3. Например, в  ачестве первообразной можно взять и фун цию

F1(x) =  + 5, пос оль у  + 5  = x3, и фун цию F2 =  – 6, по-

с оль у  – 6  = x3, и т. д.
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4. Ита , любая фун ция вида  + C является первообразной за-

данной фун ции x3.

К упражнению 1б

1. Заданная фун ция f(x) = sin 3x имеет первообразную F(x) =

= – cos 3x, та   а  F′(x) = – cos 3x  = – (–sin 3x) = sin 3x = f(x).

2. Ка  и в предыдущем примере, за лючаем, что в  ачестве перво-

образной можно взять любую фун цию вида F(x) = – cos 3x + C.

З а м е ч а н и е.  Здесь и далее при нахождении обще,о вида пер-
вообразных данной фун ции мы используем теорему об основном
свойстве первообразной (п. 2): если F(x) — первообразная фун ции
f(x) на промежут е X, то фун ция f(x) имеет бес онечное множество
первообразных, причем все эти первообразные записываются в виде
F(x) + C, ,де C — произвольная постоянная.

К упражнению 1в

1. Та   а  ex является первообразной для ex, а (–cos x) — первооб-

разной для sin x, то ex – cos x есть одна из первообразных фун ции

ex + sin x.

2. Значит, F(x) = ex – cos x + C — это общий вид первообразных за-
данной фун ции.

К упражнению 1�

1. Для фун ции x2 первообразная равна , а для фун ции cos x

первообразная равна sin x; поэтому одной из первообразных фун ции

x2 + 3 cos x является  + 3 sin x.

2. Ита , все первообразные заданной фун ции имеют вид F(x) =

=  + 3 sin x + C.

К упражнению 1д

1. Положим y1(x) = , y2 (x) = e2x.

2. То,да F1(x) = – , F2(x) = e2x.
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3. Первообразной для разности y1(x) – y2(x) является фун ция

F1(x) – F2(x) = –  – e2x.

4. Ита , –  – e2x + C — это общий вид всех первообразных

заданной фун ции.
З а м е ч а н и е. а) Известно, что дифференцирование — это опе-

рация отыс ания фун ции f′(x) по заданной фун ции f(x). При этом
фун цию f′(x) называют производной фун ции f(x).

б) Существует та же и обратная операция,  оторую называют ин-
те,рированием.

в) Инте,рирование фун ции f(x) — это операция отыс ания для
данной фун ции f(x) та ой фун ции F(x), по отношению    оторой
исходная фун ция f(x) является производной. Фун цию F(x), для
 оторой на заданном промежут е X выполняется равенство F′(x) =
= f(x),  а  известно, называют первообразной фун ции f(x) на проме-
жут е X.

К упражнению 2а

1. Запишем общий вид первообразных данной фун ции:

F(x) =  +  + C, C Ý R.

2. Нужно определить C. Для это,о воспользуемся тем, что ,рафи 
первообразной проходит через точ у M(–3; –5). Это означает, что
F(–3) = –5.

3. Та   а 

F(–3) =  –  + C =  + C,

то получаем уравнение  + C = –5, от уда C = – .

4. Ита , ис омой первообразной является F(x) =  +  – .

К упражнению 2в

1. Записав данную фун цию в виде f(x) = 2x3 – x2, найдем общий
вид ее первообразных:

F(x) =  –  + C.
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2. Воспользуемся тем, что F(1) = 2.
3. Имеем

F(1) =  –  + C =  + C,

т. е.  + C = 2, от уда C = .

4. Ита , ис омая первообразная есть F(x) =  –  + .

К упражнению 3а

1. Найдем общий вид первообразных заданной фун ции:

F(x) = x3 + 5x2 – 5x + C, C Ý R.

2. Та   а  ,рафи  первообразной пересе ает ,рафи  данной фун -
ции f(x) в точ е, ордината  оторой равна 3, то получаем систему

3. Решим эту систему:

а) уравнение (1) имеет  орни x1 = –4, x2 = ;

б) подставив x1 = –4 в уравнение (2), имеем

(–4)3 + 5 · (–4)2 – 5 · (–4) + C = 3,

от уда C = –33;

в) подставив x2 =  в уравнение (2), имеем

 + 5  – 5 ·  + C = 3, от уда C = .

4. Теперь запишем ис омые первообразные:

F1(x) = x3 + 5x2 – 5x – 33, F2(x) = x3 + 5x2 – 5x + .

К упражнению 4а

1. Запишем общий вид первообразных заданной фун ции:

F(x) = 5x2 – 3x + C, C Ý R.

2. То,да  орнями первообразной являются следующие числа:

x1 = , x2 = .
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3x2 + 10x – 5 = 3,           (1)

x3 + 5x2 – 5x + C = 3.      (2)
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3. Найдем расстояние между  орнями первообразной:

x2 – x1 =  –  = .

4. Та   а  по условию это расстояние равно 1, то

 = 1,

от уда C = – .

5. Значит, нужная нам первообразная имеет вид

F(x) = 5x2 – 3x – .

6. Остается найти ее значение при x = 0: F(0) = – , т. е. 0; – —

ис омая точ а.

К упражнению 5б

1. Рассмотрим данную фун цию f(x) = x2 + 8x + 32. Квадратный

трехчлен x2 + 8x + 32 имеет отрицательный дис риминант (D = 64 –

– 128 = –64 < 0), поэтому f(x) = x2 + 8x + 32 > 0 при всех x.
2. Найдем общий вид первообразных фун ции f(x):

F(x) =  + 4x2 + 32x + C, ,де C Ý R.

3. Та   а  производная первообразной F(x), т. е. заданная фун -
ция f(x), положительна при всех x, то первообразная F(x) возрастает
при всех x.

4. Это означает, что наибольшее значение первообразной дости,а-
ется на правом  онце данно,о отрез а — в точ е x = 0. Та им образом,
F(0) = 85, т. е. C = 85.

5. Ита , ис омая первообразная имеет вид

F(x) =  + 4x2 + 32x + 85.

6. Остается найти ее наименьшее значение,  оторое дости,ается в
точ е x = –6:

F(–6) = –  + 4 · 62 – 32 · 6 + 85 = –35.
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К упражнению 6б

1. При x < 1 числитель дроби, равный 1 – x, положителен.
2. Найдем теперь значения x, при  оторых знаменатель дроби,

равный log4 (7x – 5), отрицателен. Для это,о решим неравенство

log4 (7x – 5) < 0. Имеем

0 < 7x – 5 < 1, т. е.  < x < .

3. Точ и x =  и x =  принадлежат найденному интервалу

< x <  (рис. 217).

4. Значит, на отрез е ;  дробь f(x) =  отрица-

тельна, т. е. первообразная F(x) данной фун ции убывает на этом от-
рез е.

5. Ита , F  > F .

К упражнению 7а

1. Фи,ура, площадь  оторой нужно найти,
изображена на рис. 218. Здесь a = 0, b = 3.

2. Для фун ции y = x2 одной из первообраз-

ных является фун ция F(x) = .

3. Ис омую площадь находим по формуле

S = F(b) – F(a),

т. е.

S = F(3) – F(0) =  –  = 9 ( в. ед.).
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К упражнению 7б

1. Предварительно изобразим дан-
ную фи,уру (рис. 219). Здесь a = 0,

b = .

2. Для фун ции y = cos x одной
из первообразных является фун ция
F(x) = sin x.

3. Следовательно,

S = F  – F(0) =

= sin  – sin 0 = 1 ( в. ед.).

К упражнению 7�

1. Фи,ура, площадь  оторой тре-
буется найти, изображена на рис. 220.
Здесь a = 1, b = 2.

2. Для фун ции y =  одной

из первообразных является фун ция

F(x) = – .

3. Та им образом,

S = F(2) – F(1) =

= –  + 1 = ( в. ед.).

К упражнению 7д

1. Изобразим данную фи,уру
(рис. 221). Здесь a = 0, b = 2.

2. Одной из первообразных для

фун ции y = x3 + 1 является фун -

ция F(x) =  + x.

3. Значит,

S = F(2) – F(0) =

=  + 2 = 6 ( в. ед.).

Рис. 219

Рис. 221

Рис. 220
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К упражнению 7е

1. Данная фи,ура изображена на

рис. 222. Здесь a = 0, b = .

2. Одна из первообразных фун -
ции y = 1 + 2sin x — это фун ция
F(x) = x – 2cos x.

3. Поэтому

S = F  – F(0) =

=  – 2cos  – 0 + 2cos 0 =

= 2 + ( в. ед.).

К упражнению 8а

1. Изобразим данную фи,уру
(рис. 223). Здесь a = –2, b = 0.

2. Одной из первообразных фун -

ции y = x + 2  = x2 + 2x + 2 яв-

ляется фун ция F(x) =  + x2 + 2x.

3. Значит,

S = F(0) – F(–2) =

= 0 – –  + 4 – 4  = ( в. ед.).

К упражнению 8б

1. Изобразим данную фи,уру
(рис. 224). Здесь a = 0, b = 2.

2. Для фун ции y =  + 1

одна из первообразных есть фун ция

F(x) =  + x = –  + x.

3. Следовательно,

S = F(2) – F(0) =

= –  + 2 + 1 = ( в. ед.).

Рис. 222

Рис. 223

Рис. 224
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К упражнению 8д

1. Построим ,рафи  данной фун ции (рис. 225). Очевидно, что по-
лученная фи,ура симметрична относительно оси Oy.

2. Одной из первообразных фун -
ции y = 1 – cos x является фун ция
F(x) = x – sin x.

3. Учитывая симметрию фи,уры,
находим

S = 2 F  – F 0  =

= 2  – sin  = π – 2 ( в. ед.).

К упражнению 9

1. Пусть x ( ,) — масса перво,о раствора; то,да 10 – x ( ,) — масса
второ,о раствора.

2. Процентное содержание  ислоты в первом растворе равно

, а во втором растворе оно равно .

3. Со,ласно условию, составим уравнение

 –  = 10,

от уда находим x1 = 20 (не подходит), x2 = 4.

Ответ: 4 и 6  ,.

К упражнению 11

1. Это — задача на производительность.
2. Пусть x —  оличество деталей,  оторое обрабатывает первый

рабочий за 7 ч. То,да одну деталь он обрабатывает за  ч.

3. Анало,ично, второй рабочий обрабатывает x – 8 деталей за 7 ч.

Поэтому одну деталь он обрабатывает за  ч.

4. Со,ласно условию, имеем уравнение

 –  = ,

от уда x = 28.
Ответ: 28 и 20 деталей.

Рис. 225
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К упражнению 12

1. Пусть x ( м) — протяженность доро,и по равнине, а y ( м) —
в ,ору.

2. То,да, используя условия, составим систему

3. Решив эту систему, находим x = 4.

К упражнению 13а

1. Используя формулу синуса двойно,о у,ла, перепишем уравне-
ние в виде

sin2 x – 5|sin x| |cos x| + 4cos2 x = 0. (1)

2. Разделив обе части уравнения (1) на cos2 x, получим

|tg x|2 – 5|tg x| + 4 = 0,

от уда |tg x| = 1, |tg x| = 4 (не подходит, та   а  по условию должно
выполняться неравенство |tg x| m 3).

3. Решим уравнение |tg x| = 1. Имеем:

а) tg x = 1, x =  + πk, k Ý Z;

б) tg x = –1, x = –  + πk, k Ý Z.

Объединив эти решения, имеем

x =  + , k Ý Z.

4. Теперь найдем  орни, принадлежащие отрез у [π; 3π], — это

значения , , , . Их сумма равна 8π, т. е. 1440°.

К упражнению 14

З а м е ч а н и е. а) Напомним, что ло,арифмом числа b по основа-
нию a называется по азатель степени, в  оторую надо возвести число a,
чтобы получить число b (здесь a > 0, a − 1, b > 0).

б) Со,ласно определению ло,арифма, справедливо тождество

 = b,

 оторое называется основным ло,арифмичес им тождеством.

 +  +  = 2 ,

 +  +  = 3 .
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в) Графи и фун ций, заданных в упр. 14 а)—е), построены с уче-
том области определения ло,арифма и основно,о ло,арифмичес о,о
тождества. Эти ,рафи и изображены соответственно на рис. 226—231.

К упражнению 15

1. Пусть первая труба наполняет бассейн за x (ч), а вторая — за

y (ч). То,да производительность первой трубы составит , а второй — 

(объем бассейна примем за 1).

2. Из условия следует, что первая труба наполнила  · y часть

бассейна, а вторая —  · x часть бассейна.

3. Та   а  вместе обе трубы наполнили 1 –  =  бассейна, то

получаем уравнение

 · y +  · x = . (1)

4. Кроме то,о, обе трубы при одновременной работе наполняют
бассейн за 2 ч 24 мин, поэтому можно записать уравнение

 +  = 1. (2)

Рис. 226 Рис. 227 Рис. 228

Рис. 229 Рис. 230 Рис. 231
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5. Решим систему уравнений (1) и (2). Имеем

или

Пола,ая  = t, приходим   системе

(3)

Из перво,о уравнения системы (3) находим t1 = , t2 = . То,да из

второ,о уравнения этой системы следует, что x1 = 4, y1 = 6 или x1 = 6,

y1 = 4.

Ответ: 4 и 6 ч или 6 и 4 ч.

К упражнению 17а

1. Определим промежут и зна опостоянства выражений, запи-
санных под зна ом модуля. Имеем

x2 – 4x – 5 = 0, от уда x1 = –1, x2 = 5;

x – 4 = 0, от уда x3 = 4.

Учитывая, что фун ция задана на отрез е [–2; 6], получаем четыре

промежут а зна опостоянства, в  оторых зна и выражений x2 – 4x + 5
и x – 4 изменяются та :

2. Будем рас рывать модули на  аждом промежут е, а затем вы-
числять значения данной фун ции на  онцах заданно,о отрез а и
в  ритичес их точ ах, принадлежащих этим промежут ам (отметим,
что точ и x = –1, x = 4 и x = 5 та же являются  ритичес ими, по-
с оль у в них производная не существует).
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а) x Ý [–2; –1]; y = x2 – 4x – 5 + x – 4 = x2 – 3x – 9, y′ = 2x – 3,
x�р = 1,5 Ô [–2; –1]; y(–2) = 4 + 6 – 9 = 1; y(–1) = 1 + 3 – 9 = –5;

б) x Ý (–1; 4]; y = –x2 + 4x + 5 + x – 4 = –x2 + 5x + 1, y′ = –2x + 5,
x�р = 2,5 Ý (–1; 4]; y(2,5) = –6,25 + 12,5 + 1 = 7,25, y(4) = –16 + 20 +

+ 1 = 5;

в) x Ý (4; 5]; y = –x2 + 4x + 5 – x + 4 = –x2 + 3x + 9, y′ = –2x + 3,
x�р = 1,5 Ô (4; 5], y(5) = –25 + 15 + 9 = –1;

,) x Ý (5; 6]; y = x2 – 4x – 5 – x + 4 = x2 – 5x – 1, y′ = 2x – 5, x�р =

= 2,5 Ô (5; 6], y(6) = 36 – 30 – 1 = 5.
3. Значения фун ции в  ритичес их точ ах и на  онцах данно,о

отрез а поместим в таблицу:

Ита , наибольшее значение есть f(2,5) = 7,25, а наименьшее зна-
чение есть f(–1) = –5. Значит, их разность равна 7,25 – (–5) = 12,25.

К упражнению 18

1. Находим область определения фун ции: x Ý R, x − 0.
2. Чтобы найти  орни фун ции, решим уравнение

 +  = 0, или  = 0.

Ясно, что это уравнение не имеет  орней.
3. Найдем производную:

y′ =  +  =  –  = .

Отсюда следует, что x = –2 и x = 2 —  ритичес ие точ и.
4. Точ и x1 = 2, x2 = 0 (точ а разрыва фун ции и ее производной)

и x3 = 2 разбивают числовую прямую на четыре интервала. Изменение

зна ов производной в этих интервалах иллюстрирует рис. 232.
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Та им образом, в интервалах
(–×; –2) и (2; +×) фун ция воз-
растает, а в интервалах (–2; 0) и
(0; 2) — убывает.

5. При x = –2 фун ция имеет
ма симум, равный

y(–2) =  +  = –2,

а при x = 2 — минимум, равный

y(2) =  +  = 2.

Значит,

fнаиб – fнаим = y(2) – y(–2) =

= 2 – (–2) = 4.

6. Графи  фун ции изобра-
жен на рис. 233.

Рис. 233
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Т е м а 22

Формула Ньютона—Лейбница.

Основные правила интегрирования.

Вычисление площадей с помощью интеграла.

Физические приложения интеграла

Теоретичес	ие сведения

1. Формула Ньютона—Лейбница

1°. Инте�ралом от a до b фун�ции f называют приращение
первообразной F этой фун�ции, т. е. разность F(b) – F(a) (оче-
видно, что это приращение не зависит от выбора первообразной).

2°. Инте�рал от a до b фун�ции f обозначают та�: dx

(читается: «инте�рал от a до b эф от и�с дэ и�с»). Числа a и b
называют пределами инте�рирования, a — нижним, b —

верхним пределом. Зна�  называют зна�ом инте�рала;

фун�цию f — подынте�ральной ф�н�цией; x — переменной

инте�рирования. Отрезо� с �онцами a и b называют отрез-

�ом инте�рирования.

3°. Заметим, что верхний предел инте�рирования не обяза-
тельно больше нижне�о; может быть и a > b, и a = b.

4°. Со�ласно определению инте�рала, если F′ = f, то

dx = F(b) – F(a). (1)

Это равенство называют форм�лой Ньютона—Лейбница.

5°. Для удобства записи приращение первообразной F(b) – F(a)

со�ращенно обозначают через F(x) , т. е. F(b) – F(a) = F(x) .

Пример. Вычислить dx.

f x( )
a

b

∫

∫

f x( )
a

b

∫

a
b

a
b

x3

1–

2

∫
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Р е ш е н и е.  Для фун�ции f(x) = x3 первообразной служит

фун�ция . Следовательно, по формуле Ньютона—Лейбница

получаем

dx =  =  –  = 4 –  = .

6°. Формулу для вычисления площади �риволинейной тра-
пеции (см. тему 21, п. 4) с помощью инте�рала можно записать
следующим образом:

S = dx = F(b) – F(a). (2)

Пример. Вычислить площадь фи-
�уры, о�раниченной линиями y =

= 1 – x и y = 3 – 2x – x2 (рис. 234).
Р е ш е н и е.  Найдем абсциссы

точе� пересечения �рафи�ов задан-
ных линий:

от�уда 1 – x = 3 – 2x – x2, т. е. x = –2,
x = 1. Ис�омая площадь равна раз-
ности площадей �риволинейной тра-
пеции BAB1C и треу�ольни�а BAC

(рис. 234).
По формуле (2) находим

 = (3 – 2x – x2) dx =

= 3x – x2 –  = 9 (�в. ед.).

Та� �а� S
œBAC = AB · BC =  · 3 · 3 =  (�в. ед.), то ис�о-

мая площадь S =  – S
œBAC = (�в. ед.).
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7°. Инте�рал вида dt называют инте�ралом с пере-

менным верхним пределом. Этот инте�рал есть та�ая перво-
образная фун�ции f, �оторая в точ�е x = a обращается в нуль

и, следовательно, справедлива формула dt  = f(x).

2. Основные правила интегрирования

1°. Постоянный множитель можно вынести за зна� инте�-
рала:

dx = k f(x) dx, �де k — постоянная.

2°. Инте�рал от суммы равен сумме инте�ралов:

(f(x) + g(x)) dx = f(x) dx + g(x) dx.

3°. Справедлива следующая формула замены переменной:

f(kx + p) dx = f(t) dt,

�де t = kx + p, k и p — постоянные, причем новые пределы ин-
те�рирования получаются из формулы t = kx + p заменой x на a
и на b.

Пример. Вычислить инте�рал:

а) dx; б) dx.

Р е ш е н и е.  а) Имеем

dx = (5 + 0,5x)–1/2 dx =  =

= 4  = 4(  – ) = 4 · 2 = 8.
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∫
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б) Вычислим этот инте�рал с помощью замены переменной

по формуле t = 2x + . Подставив в эту формулу x = – , нахо-

дим t = 2 –  +  = 0; это — новый нижний предел инте�ри-

рования. Анало�ично получаем новый верхний предел инте�-

рирования t = . Следовательно,

dx = dt = tg t  =

= tg  – tg 0 = .

3. Вычисление площадей с помощью интеграла

1°. Пусть фун�ция f(x) непрерывна и неотрицательна на от-
рез�е [a; b]. То�да, �а� известно, площадь соответствующей
�риволинейной трапеции (рис. 235) находится по формуле

S = f(x) dx = F(x)  = F(b) – F(a). (1)

2°. В том случае, �о�да непрерывная фун�ция f(x) неполо-
жительна на отрез�е [a; b], для вычисления площади соответ-
ствующей �риволинейной трапеции (рис. 236) следует исполь-
зовать формулу

S = – f(x) dx. (2)
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3°. Пусть фун�ция f(x) непрерывна на отрез�е [a; b] и при-
нимает на этом отрез�е �а� положительные, та� и отрицатель-
ные значения. То�да нужно разбить отрезо� [a; b] на та�ие час-
ти, в �аждой из �оторых фун�ция не меняет зна�, затем вы-
числить по приведенным выше формулам соответствующие
этим частям площади и эти площади сложить. Например, пло-
щадь фи�уры, изображенной на рис. 237, равна

S = – f(x) dx + f(x) dx. (3)

4°. Площадь фи�уры, о�раниченной �рафи�ами двух непре-
рывных фун�ций f1(x) и f2(x) и двумя прямыми x = a и x = b,

�де f1(x) l f2(x) на отрез�е [a; b] (рис. 238), находится по фор-

муле

S = f1(x) dx – f2(x) dx. (4)

Примеры. 1. Вычислить площадь фи-
�уры, о�раниченной линиями y = –2x,
y = 0 и x = 3 (рис. 239).

Р е ш е н и е.  На отрез�е [0; 3] фун�-
ция f(x) = –2x отрицательна. Поэтому
для вычисления ис�омой площади сле-
дует воспользоваться формулой (2):

S = – (–2x) dx = 2 x dx =

= x2  = 9 (�в. ед.).

Рис. 237 Рис. 238
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2. Вычислить площадь фи�уры, о�ра-

ниченной линиями y = 4x – x2, y = 0
и x = 5.

Р е ш е н и е.  Парабола y = 4x – x2

пересе�ает ось абсцисс в точ�ах x = 0 и
x = 4. Фи�ура, площадь �оторой требу-
ется найти, заштрихована на рис. 240.
Пусть S1 и S2 — площади частей этой фи-

�уры, соответствующих отрез�ам [0; 4]
и [4; 5], а S — ис�омая площадь; то�да
S = S1 + S2.

Используя формулу (1), находим

S1 = (4x – x2) dx = 2x2 –  =

= 32 –  = (�в. ед.),

а по формуле (2) получаем

S2 = – (4x – x2) dx =  – 2x2  =

=  – 50  –  – 32  = (�в. ед.).

Следовательно, S = S1 + S2 =  +  = 13 (�в. ед.).

4. Физические приложения интеграла

1°. Решим задачу о нахождении �оординаты точ�и по задан-
ной с�орости. Пусть точ�а движется по прямой, причем �оорди-
ната точ�и есть фун�ция от времени движения t, т. е. x = x(t).
Ка� известно, с�орость движения v(t) является производной от
�оординаты по времени: v(t) = x′(t). Та�им образом, если зада-
на с�орость �а� фун�ция времени, то в силу формулы Ньюто-
на—Лейбница имеем

v(z) dz = x(t) – x(t0). (1)

Рис. 240
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Число x(t0) = x0 называют начальной 	оординатой. То�да по

известной с�орости и начальной �оординате можно определить
положение точ�и в те�ущий момент времени t:

x(t) = x0 + v(z) dz. (2)

2°. Решим теперь анало�ичную задачу о нахождении с�орос-
ти точ�и по заданному ус�орению. Та� �а� ус�орение движения
a(t) есть производная от с�орости по времени, т. е. a(t) = v′(t), то,
со�ласно формуле Ньютона—Лейбница, получаем

a(z) dz = v(t) – v(t0). (3)

Число v(t0) = v0 называют начальной с	оростью. Следова-

тельно, по известному ус�орению и начальной с�орости можно
определить с�орость точ�и в те�ущий момент времени t:

v(t) = v0 + a(z) dz. (4)

3°. С помощью инте�рала можно решить и ряд дру�их физи-
чес�их задач, например задачу о вычислении работы, произво-
димой переменной силой. Пусть материальная точ�а переме-
щается под действием переменной силы F(x) по оси Ox от x = a
до x = b. То�да работа, производимая этой силой, находится по
формуле

A = F(x) dx. (5)

Примеры. 1. При прямолинейном движении точ�и ее с�о-
рость изменяется по за�ону v(t) = 10 – 10t м/с, а в момент t = 0
точ�а имела �оординату x0 = x(0) = 1 м. Найти: а) перемеще-

ние точ�и за время t = 2 с; б) путь, пройденный точ�ой за это
же время.

Р е ш е н и е.  Заметим, что следует различать понятия пе-
ремещения точ�и и пути, пройденно�о точ�ой. Путь определя-
ется �а� расстояние, пройденное точ�ой вдоль трае�тории дви-
жения за рассматриваемый промежуто� времени, и является
существенно положительной величиной. Перемещение же за

 
t
0

t

∫

 
t
0

t

∫

 
t
0

t

∫

 
0

b

∫



490

этот промежуто� времени (при отличной от нуля с�орости) мо-
жет о�азаться равным нулю или отрицательным.

а) Чтобы найти перемещение, воспользуемся формулой (2):

x(2) = 1 + (10 – 10t) dt =1 + 10t  – 5t2  =

= 1 + 20 – 20 = 1 (м).

Отсюда получаем, что x(2) – x(0) = 1 – 1 = 0, т. е. перемещение
точ�и равно нулю.

б) Чтобы найти путь, пройденный точ�ой, разобьем рас-
сматриваемый промежуто� времени [0; 2] на промежут�и, в те-
чение �оторых с�орость точ�и не меняет зна�; в данном
случае — это промежут�и [0; 1] и [1; 2] (в первом из них с�о-
рость положительна, а во втором отрицательна). Найдем пере-
мещения точе� в �аждом из этих промежут�ов:

x(1) – x(0) = (10 – 10t) dt = 10t  – 5t2  = 10 – 5 = 5 м;

x(2) – x(1) = (10 – 10t) dt = 10t  – 5t2  =

= 20 – 10 – (20 – 5) = –5 м.

Для то�о чтобы найти путь, пройденный точ�ой за проме-
жуто� [0; 2], следует взять сумму модулей этих перемещений:

s = |x(1) – x(0)| + |x(2) – x(1)| = 5 + 5 = 10 (м).

2. Сила упру�ости пружины, растянутой на 4 см, равна 6 Н.
Ка�ую работу нужно произвести, чтобы растянуть пружину на
10 см?

Р е ш е н и е.  Со�ласно за�ону Гу�а, сила, растя�ивающая
пружину на величину x, вычисляется по формуле F = kx, �де k —
�оэффициент пропорциональности. Та� �а� по условию x =
= 0,04 м при F = 6 Н, то, подставляя эти значения в равенство
F = kx, получим 6 = k · 0,04, от�уда k = 150 Н/м. Подставив те-
перь в это же равенство значение k, находим F = 150x. Ис�о-
мую работу найдем по формуле (5), пола�ая a = 0, b = 10:

A = 150x dx = 75x2  = 7500 Дж.
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Дайте определение инте,-
рала.

2. Что означают в записи

f(x) dx: а) числа a и b; б) зна  ;

в) f(x); ,) x; д) f(x) dx? Может ли
быть a = b; a > b?

3. Зависит ли приращение
F(b) – F(a) от выбора первообраз-
ной?

4. Ка ое со ращенное обо-
значение принято для прираще-
ния первообразной F(b) – F(a)?

5. Вычислите:

а) x2 dx;

б) sin x dx;

в) .

6. Вычислите инте,рал:

а) x2 –  + dx;

б) ;

в) dx.

7. В чем за лючается ,еомет-
ричес ий смысл инте,рала?

8. В чем за лючается разни-
ца между понятиями «перемеще-
ние точ и» и «путь, пройденный
точ ой»?

9. Пружина растя,ивается
на 1 см под действием силы
10 Н. Ка ую работу надо произ-
вести, чтобы растянуть пружину
на 4 см?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Вычислите инте�рал:

а) x4 dx; б) cos x dx; в) x3 dx; �) ;

д) ; е) 3cos dx; ж) ; з) sin 2x dx.

2. До�ажите справедливость равенства:

а)  = dx; б) sin x dx = ;

в) cos x dx = x2 dx; �) (2x + 1) dx = (x3 – 1) dx.
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3. Вычислите площадь фи�уры, о�раниченной линиями:
а) y = x4; y = 1; б) y = x2 – 4x + 4; y = 0, x = 4;
в) y = x2 – 4x + 5, y = 5; �) y = –x2 – 4x; y = 0, x = –3, x = –1;
д) y = –x2 – 4x; y = 1, x = –3, x = –1; е) y = x3; y = 8; x = 1;

ж) y = 2 – x3, y = 1; x = –1, x = 1; з) y = ; y = x; x = 2;

и) y = , y = x; �) y = –(x –1)3, y = 0, x = 0;

л) y = 3 sin(x + ), y = 0, x = – , x = .

4. Вычислите площадь фи�уры, о�раниченной линиями:
а) y = x2 – 4x + 4, y = 4 – x2; б) y = x2 – 2x + 2; y = –x2 + 6x + 2;
в) y = x2, y = 2x – x2; �) y = x2; y = x3.
5. Вычислите площадь фи�уры, о�раниченной �рафи�ом

фун�ции:
а) y = 8x – 2x2, �асательной � этой параболе в ее вершине

и прямой x = 0;

б) y = 8 – x2, �асательной � нему в точ�е с абсциссой x =

= –2 и прямой x0 = 1.

Задания для повторения

6. Для составления бу�етов за�упили 60 роз и �возди�. Если
бы роз за�упили в 2 раза больше, то общее число цветов было бы
меньше 88, а если бы за�упили в 2 раза больше �возди�, то общее
число цветов было бы меньше 94. С�оль�о роз было за�уплено?

7. На из�отовление 20 порций перво�о блюда расходуется
0,5 �� мяса и 1 �� риса, а на из�отовление одной порции второ-
�о блюда — 100 � мяса и 150 � риса. Требуется из�отовить вто-
рых блюд в 1,5 раза больше, чем первых, при этом израсходо-
вать не менее 11,1 �� мяса и не более 17,7 �� риса. С�оль�о все-
�о порций блюд было из�отовлено?

8. Найдите площадь фи�уры, задаваемой на плос�ости мно-
жеством решений системы неравенств:

а)

б)

1

x2
------

x

3π
4
-------

3π
4
-------

3π
4
-------

1
2
---

|x2 + y2 + 2x – 6y + 5| m 1,
3x – y + 6 l 0,
x + 3y – 8 m 0;

|x2 + y2 – 4x + 2y + 1,5| m 0,5,
4x – y – 9 m 0,
x + 4y + 2 m 0.
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9. При �а�их значениях a имеет два различных �орня урав-
нение:

а) 4x + 2(a – 2)2x – 3a2 + 8a – 5 = 0;

б) 9x – (4a + 2) · 3x – 5a2 + 34a – 24 = 0?
10. Решите уравнение:

а) sin  + sin  + 1  = 0;

б) 2 cos2  +  – 2 cos  = 0.

11. Решите неравенство:

а)  > x + 2; б)  > 1 – x.

О Т В Е Т Ы

1. а) 6,6; б) 1; в) 20; ,) 1; д) ; е) 6; ж) 0,9; з) 0,5. 3. а) 1,6  в. ед.;

б)  в. ед.; в)  в. ед.; ,)  в. ед.; д)  в. ед.; е)  в. ед.;

ж) 2  в. ед.; з) 1  в. ед.; и)  в. ед.;  )  в. ед.; л) 9  в. ед.

4. а)  в. ед.; б)  в. ед.; в)  в. ед.; ,)  в. ед. 5. а)  в. ед.;

б)  в. ед. 6. 27. 7. 160. 8. а)  в. ед.; б)  в. ед. 9. а) a Ý 1;  ∪

∪ ; ; б) a Ý ;  ∪ ; 6 . 10. а) 2 + 6n, n Ý Z; б) 4 + 6n, n Ý Z.

11. а) –× < x m –7, –  < x < ; б) –  < x m2, 7 m x < +×.

Решения и методичес�ие у�азания

К упражнению 1а

1. Для фун ции f(x) = x4 первообразной служит фун ция .

2. Следовательно, по формуле Ньютона—Лейбница находим

x4 dx =  =  –  = 6,6.
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К упражнению 1б

1. Для фун ции f(x) = cos x первообразной является фун ция sin x.
2. Та им образом, по формуле Ньютона—Лейбница имеем

cos x dx = sin x  = sin  – sin 0 = 1.

К упражнению 1д

1. Для заданной фун ции f(x) =  первообразной является

фун ция   –  · .

2. Значит, со,ласно формуле Ньютона—Лейбница, получаем

 = – ·  = –  –  = .

К упражнению 1е

1. Для фун ции f(x) = 3 cos  первообразная есть фун ция

6 sin .

2. Следовательно, по формуле Ньютона—Лейбница находим

3cos dx = 6sin  = 6sin  – 6sin 0 = 6.

К упражнению 2а

1. Требуется до азать справедливость равенства

 = dx. (1)

2. Для фун ции f(x) =  первообразная есть фун ция tg x.

3. Та им образом, в левой части равенства (1) имеем

 = tg x  = tg  – tg 0 = 1.
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4. Вычислим теперь правую часть равенства (1):

dx = x  = 1 – 0 = 1.

5. Ита , равенство (1) справедливо.

К упражнению 2б

1. До ажем справедливость равенства

sin x dx = . (1)

2. Для фун ции f(x) = sin x первообразная есть фун ция (–cos x).
3. Значит, в левой части равенства (1) имеем

sin x dx = –cos x  = –cos  + cos 0 = –  + 1 = .

4. Для фун ции f(x) =  первообразной является фун ция 2 .

5. Поэтому в правой части равенства (1) имеем

 = 2  = 2  –  = 2  –  = .

6. Ита , справедливость равенства (1) до азана.

К упражнению 3а

1. Построив данные линии, полу-
чим фи,уру, площадь  оторой нужно
найти (на рис. 241 эта фи,ура заштри-
хована).

2. Пределы инте,рирования най-

дем из равенства x4 = 1, от уда x1 =

= –1, x2 = 1.

3. Ис омая площадь равна разнос-
ти между площадью прямоу,ольни а
ABCD и площадями двух равных фи-
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,ур ABO и DCO. В силу симметрии заданной фи,уры относительно
оси Oy можно найти половину ис омой площади и результат удвоить.
Имеем

S = 2 dx – x4 dx  = 2 x  –  = 2 1 –  = ( в. ед.).

К упражнению 3б

1. Фи,ура, площадь  оторой тре-
буется определить, заштрихована на
рис. 242.

2. Найдем ис омую площадь:

S = (x2 – 4x + 4) dx =

=  – 2x2 + 4x  =

=  – 32 + 16 = ( в. ед.).

К упражнению 3в

1. Построим заданные линии и изобразим фи,уру, площадь  ото-
рой нужно определить (рис. 243).

2. Пределы инте,рирования най-

дем из равенства x2 – 4x + 5 = 5, или

x2 – 4x = 0, т. е. x1 = 0, x2 = 4.

3. Вычислим ис омую площадь:

S = 5 dx – (x2 – 4x + 5) dx =

= (5 – x2 + 4x – 5) dx =

= (4x – x2) dx = 2x2 –  =

= 32 –  = ( в. ед.).
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К упражнению 3�

1. Фи,ура, площадь  оторой требу-
ется найти, заштрихована на рис. 244.

2. Вычислим ис омую площадь:

S = (–x2 – 4x) dx =

= –  – 2x2  = –  – 2(–1)2 –

– –  – 2 –3  = ( в. ед.).

К упражнению 3д

1. Изобразим заданные линии и по-
лучим фи,уру, площадь  оторой нуж-
но найти (эта фи,ура на рис. 245 за-
штрихована).

2. Ис омая площадь равна разнос-
ти между площадью  риволинейной
трапеции ACDEM и площадью пря-
моу,ольни а ABKM.

3. Та им образом,

S = (–x2 – 4x) dx – dx =

= –  – 2x2  – x  =

=  + 1 – 3 = ( в. ед.).

К упражнению 3е

1. Фи�ура, площадь �оторой нужно

определить, заштрихована на рис. 246.
2. Чтобы найти верхний предел

инте,рирования, решим уравнение

x3 = 8, от уда x = 2.
3. Следовательно,

S = 8 dx – x3 dx = 8x –  =

= 16 – 4 – 8 +  = ( в. ед.).

Рис. 244

Рис. 245

Рис. 246
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К упражнению 3л

1. Построим ,рафи  фун ции y = 3sin x +  (рис. 247).

2. Для фун ции y = 3 sin x +  одной из первообразных являет-

ся фун ция F(x) = –3 cos x + .

3. Значит, 

S = F(x)  – F(x)  =

= F  – F –  –

– F  – F  =

= (–3 cos π + 3 cos 0) –

– –3 cos  + 3 cos π  = 9 ( в. ед.).

К упражнению 4б

1. Построим заданные линии и получим фи,уру, площадь  оторой
требуется определить (на рис. 248 эта фи,ура заштрихована).

2. Для нахождения пределов инте,рирования решим уравнение

x2 – 2x + 2 = –x2 + 6x + 2, или 2x2 – 8x = 0, от уда x1 = 0, x2 = 4.

3. Ис омую площадь находим
по известной формуле

S = f1(x) dx – f2(x) dx,

т. е.

(–x2 + 6x + 2) dx –

– (x2 – 2x + 2) dx =

= (–2x2 + 8x) dx =

= – x3 + 4x2  =

= –  · 64 + 64 = ( в. ед.).
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К упражнению 5б

1. Кроме у азанных в условии линий, необходимо найти еще одну —

 асательную   ,рафи у фун ции f(x) = 8 – x2 в точ е с абсциссой

x0 = –2.

2. Запишем уравнение  асательной в общем виде:

f(x) – f(x0) = f′(x0)(x – x0). (1)

3. Находим:

а) f(x0) = f(–2) = 8 – (–2)2 = 6;

б) f′(x) = –x, от уда f′(x0) = f′(–2) = 2.

4. Подставив эти значения в урав-
нение (1), получим уравнение  аса-
тельной:

f(x) – 6 = 2(x + 2),

или

f(x) = 2x + 10.

5. Построим все эти линии и изо-
бразим фи,уру, площадь  оторой тре-
буется определить (на рис. 249 эта фи-
,ура заштрихована).

6. Имеем

S = (2x + 10) dx – 8 – x2 dx =

= (x2 + 10x)  – 8x –  =

= ( в. ед.).

К упражнению 6

1. Обозначим ис омое число роз через x, а число ,возди — через
y (,де x, y Ý N).

2. Используя условие задачи, составим и решим систему уравнений

или или

Учитывая, что x — натуральное число, получим x = 27.
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Рис. 249
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К упражнению 8а

1. Исходная система неравенств равносильна следующей:

или

2. Неравенство (1) задает на  оординатной плос ости  ольцо
(рис. 250), образованное  онцентричес ими о ружностями с общим

центром C(–1; 3) и радиусами r1 = 2 и r2 = .

3. Прямые y = 3x + 6 и y = – x +  перпенди улярны, та   а 

произведение их у,ловых  оэффициентов k1k2 = 3(– ) = –1, и пересе-

 аются в точ е C(–1; 3).
4. Ита , находим площадь фи,уры, заштрихованной на рис. 250:

S = π  – π  = (6π – 4π) = ( в. ед.).
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К упражнению 9б

1. Пусть 3x = y. То,да данное уравнение примет вид

y2 – 2(2a + 1)y – 5a2 + 34a – 24 = 0. (1)

2. Найдем дис риминант уравнения (1):

 = (2a + 1)2 + 5a2 – 34a + 24 = (3a – 5)2.

3. Найдем  орни уравнения (1):

y1 = 2a + 1 – (3a – 5) = 6 – a, y2 = 2a + 1 + 3a – 5 = 5a – 4.

4. Для то,о чтобы исходное уравнение имело два различных  ор-
ня, необходимо выполнение следующих условий:

или т. е.

Ответ: a Ý ;  ∪ ; 6 .

К упражнению 10а

1. Здесь sin  > 0, sin  − 1.

2. Из данно,о уравнения следует, что

sin  + sin  + 1 = 1, или 2sin cos  + sin  = 0,

от уда

sin 2cos  + 1  = 0. (1)

3. В уравнении (1) множитель sin  не обращается в нуль, поэтому

cos  = – . (2)

4. Учитывая, что sin  > 0, запишем решение уравнения (2):

 =  + 2πn, n Ý Z, или x = 2 + 6n, n Ý Z.

D
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К упражнению 11а

1. Для нахождения ОДЗ данно,о неравенства нужно решить нера-

венство x2 – 8|x| + 7 l 0. Оно равносильно сово упности двух систем:

а) или

от уда x Ý [0; 1] ∪ [7; +×);

б) или

от уда x Ý (–×; –7] ∪ [–1; 0).
2. Объединив решения систем а) и б), получим

x Ý (–×; –7] ∪ [–1; 1] ∪ [7; +×).

3. При решении исходно,о неравенства

 > x + 2 (1)

следует рассмотреть два случая: x + 2 < 0 и x + 2 l 0.
а) Если x + 2 < 0, т. е. x < –2, то правая часть неравенства (1) отри-

цательна и, значит, множеством решений это,о неравенства является
промежуто  (–×; –7].

б) Если же x + 2 l 0, т. е. x l –2, то правая часть неравенства (1)
положительна, а потому обе части это,о неравенства можно возвести
в  вадрат:

x2 – 8|x| + 7 > x2 + 4x + 4. (2)

4. Дальнейшие рассуждения связаны с двумя возможными проме-
жут ами изменения x: x l 0 и x < 0.

а) Если x l 0, то неравенство (2) примет вид –8x + 7 > 4x + 4, от у-

да x < , т. е. множеством решений является промежуто  0; .

б) Если же x < 0, то неравенство (2) примет вид 8x + 7 > 4x + 4, от-

 уда x > – , т. е. множество решений есть промежуто  – ; 0 .

5. Объединив найденные решения неравенства (2), получим про-

межуто  – ; .

6. Ита , решением исходно,о неравенства (1) является множество

значений x та их, что x Ý –×; –7  ∪ – ; .
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П РИ Л О Ж Е Н И Е

Варианты билетов

для вст�пительных письменных э�заменов

Варианты I—X и XI—XX в разные ,оды предла,ались на э заме-
нах в РЭА им. Г. В. Плеханова, а варианты XXI—XXX — в МИУ
им. С. Орджони идзе (  вариантам XI—XXX приведены ответы).

В а р и а н т I

1. Упростите до числово,о значения выражение

 –  · .

2. Вычислите

 + 3 ·  : .

3. Упростите до числово,о значения выражение

tg  + α  · .

4. Найдите решения уравнения

3 log2 (2 – x) – (2 – x) = 3 – log2 – x (2 – x)3.

В ответе запишите  оличество решений.

5. Найдите решения уравнения cos x + 4 cos2 x sin x = 0, при-

надлежащие отрез у [0; π]. В ответе запишите  оличество решений.
6. Найдите множество решений неравенства

 l .

В ответе запишите наименьшее целое решение.
7. Найдите точ у ма симума фун ции

y = x – x + .

В ответе запишите значение фун ции в точ е ма симума.
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8. Э с аватор вырыл траншею длиной 15 м, а затем в е,о работе
произошел перерыв. После перерыва э с аватор вырыл вторую тран-
шею длиной 12 м. Перерыв и рытье второй траншеи заняло на 24 мин
больше, чем рытье первой траншеи. Если бы производительность э с-
 аватора была в 3 раза больше, то на рытье первой траншеи он затра-
тил бы время, равное времени перерыва. Определите производитель-
ность э с аватора, т. е. длину траншеи (в метрах),  оторую он рыл в
течение 1 ч.

9. В треу,ольни , у  оторо,о длина основания равна 30 см, а дли-
на высоты равна 10 см, вписан равнобедренный прямоу,ольный тре-
у,ольни  та , что е,о ,ипотенуза параллельна основанию данно,о тре-
у,ольни а, а вершина прямо,о у,ла лежит на этом основании. Найди-
те длину ,ипотенузы.

10. Точ а O является центром симметрии  уба ABCDA1B1C1D1.

Разложите ве тор  по ве торам ,  и . В ответе запи-

шите сумму  оэффициентов разложения.

В а р и а н т II

1. Упростите до числово,о значения выражение

 – 2a–3/2 +  · .

2. Вычислите

 ·  : .

3. Упростите до числово,о значения выражение

tg  –  + tg  + 2cos2  – 1 .

4. Найдите решения уравнения

log3 |x – 1| = 1 + log3 (x + 2).

В ответе запишите  оличество решений.

5. Найдите решения уравнения cos x – sin 2x = 0, принадлежа-

щие отрез у [–π; π]. В ответе запишите  оличество решений.
6. Найдите множество решений неравенства

 m .

В ответе запишите наибольшее решение неравенства.
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7. Найдите точ у ма симума фун ции

y = .

В ответе запишите значение фун ции в точ е ма симума.
8. Рабочий из,отовил 180 деталей и сделал перерыв. После пере-

рыва   нему присоединился второй рабочий и они вместе из,отовили
еще 420 деталей. За время перерыва рабочие вдвоем смо,ли бы из,ото-
вить 60 деталей. Перерыв и совместная работа заняли на 1 ч больше,
чем время, затраченное на из,отовление 180 деталей. Определите
 оличество деталей, из,отовленных одним рабочим за час, если оно
у  аждо,о из рабочих одина ово.

9. В равнобедренном треу,ольни е ABC длина основания AC равна
15 см, а длина высоты AE равна 12 см. Найдите площадь треу,ольни а.

10. В правильной треу,ольной пирамиде ABCD точ а M — середи-
на стороны основания BC; точ а K лежит на ребре DB, причем KB =

= 2DK. Разложите ве тор  по ве торам ,  и . В ответе

запишите наименьший из  оэффициентов разложения.

В а р и а н т III

1. Упростите до числово,о значения выражение

(1 – 2a–1/2 + a–1)  – .

2. Вычислите

 –  +  ·  : .

3. Упростите до числово,о значения выражение

.

4. Найдите решения уравнения

 = 12.

В ответе запишите  оличество решений.

5. Найдите решения уравнения cos x – cos 2x = sin2 x, принадле-
жащие отрез у [–π; 2π]. В ответе запишите  оличество решений.

x
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6. Найдите множество решений неравенства

 < .

В ответе запишите наибольшее целое решение.

7. Найдите ма симум фун ции y = (x – 5)2(2x + 8). В ответе запи-
шите значение фун ции в точ е ма симума.

8. Бри,ада пробурила с важину ,лубиной 1440 м и переехала в
дру,ое место, ,де пробурила еще одну с важину ,лубиной 600 м. Бу-
рение первой с важины продолжалось на 1 месяц больше, чем пере-
езд и бурение второй с важины. Если бы первую с важину бри,ада бу-
рила с удвоенной с оростью, то затратила бы время, равное времени
переезда. Определите с орость бурения (в метрах за месяц).

9. Длина стороны  вадрата ABCD равна 6 см. Точ а M делит сто-
рону CD в отношении 2 : 1, считая от вершины C; пусть E — точ а пе-
ресечения прямых AM и BD. Найдите площадь треу,ольни а DEM.

10. Дан  уб ABCDA1B1C1D1. Точ а O является центром симмет-

рии ,рани DCC1D1. Разложите ве тор  по ве торам ,  и

. В ответе запишите сумму  оэффициентов разложения.

В а р и а н т IV

1. Упростите до числово,о значения выражение

 –  –  – .

2. Вычислите

 + .

3. Упростите до числово,о значения выражение

sin α + sin α +  + sin α +  + 3.

4. Найдите решения уравнения

2 log8 x – 3 x = 3 + log
x/4 .

В ответе запишите  оличество решений.

5. Найдите решения уравнения 1 + cos 2x = sin 2x, принадле-

жащие отрез у [–π; 2π]. В ответе запишите  оличество решений.
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6. Найдите множество решений неравенства

 l .

В ответе запишите наибольшее отрицательное решение.
7. Найдите точ у ма симума фун ции

y = .

В ответе запишите значение фун ции в этой точ е.
8. Пассажир выходит из трамвая на останов е A и идет до почты

пеш ом, затратив для это,о на 1 мин больше, чем если бы он проехал
дальше на трамвае до останов и B и прошел от B до почты пеш ом.
Расстояние от A до почты равно 300 м, а от B до почты — 100 м. Если
бы пассажир шел от A до почты с удвоенной с оростью, то он затратил
бы на это расстояние та ое же время, что и трамвай на расстояние от
A до B Определите с орость пассажира.

9. Площадь треу,ольни а AMC равна 10 см2. Точ а K лежит на
продолжении стороны AM, причем MK = 2AM. Найдите площадь тре-
у,ольни а AKC.

10. В правильной четыреху,ольной пирамиде ABCDE точ а K —
середина бо ово,о ребра EC; точ а M лежит на стороне основания DC,

причем MC = 3DM. Разложите ве тор  по ве торам ,  и .

В ответе запишите сумму  оэффициентов разложения.

В а р и а н т V

1. Упростите до числово,о значения выражение

1 – 2  – .

2. Вычислите

 +  – 3 ·  : .

3. Упростите до числово,о значения выражение

sin2 α + cos  – α cos  + α .

4. Найдите решения уравнения

 |x – 2| = –1 + x.

В ответе запишите  оличество решений.
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5. Найдите решения уравнения sin2 x + 0,5 sin 2x = 0, прина-

длежащие отрез у [–π; π]. В ответе запишите  оличество решений.
6. Найдите множество решений неравенства

 < .

В ответе запишите наименьшее целое решение.

7. Найдите точ у минимума фун ции y = (x + 2)2(2x + 1). В ответе
запишите значение фун ции в этой точ е.

8. Бри,ада лесорубов за,отовила 216 м3 древесины и переехала на

дру,ое место, ,де за,отовила еще 288 м3 древесины. Переезд занял

время, за  оторое бри,ада смо,ла бы за,отовить еще 144 м3 древесины,
если бы ее производительность увеличилась вдвое. На за,отов у

216 м3 древесины ушло на 6 дней меньше, чем на переезд и на за,отов-

 у 288 м3 древесины. Найдите производительность бри,ады, т. е.  о-

личество древесины (в м3), за,отавливаемой за день.
9. В равнобедренном треу,ольни е основание равно 30 см, а высо-

та, опущенная на это основание, равна 20 см. Определите длину высо-
ты, опущенной на бо овую сторону треу,ольни а.

10. Дан  уб ABCDA1B1C1D1. Точ а O является центром симмет-

рии ,рани D1C1CD. Разложите ве тор  по ве торам ,  и

. В ответе запишите сумму  оэффициентов разложения.

В а р и а н т VI

1. Упростите до числово,о значения выражение

 –  · 3a–1.

2. Вычислите

 –  +  : .

3. Упростите до числово,о значения выражение

.

4. Найдите решения уравнения

 = 32.

В ответе запишите  оличество решений.
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5. Найдите решения уравнения

4cos2 x + 0,5sin 2x + 3sin2 x = 3,

принадлежащие отрез у 0; . В ответе запишите  оличество ре-

шений.
6. Найдите множество решений неравенства

 > .

В ответе запишите наибольшее целое решение.

7. Найдите точ у минимума фун ции y = (x + 5)2(x – 1). В ответе
запишите значение фун ции в этой точ е.

8. Первый насос вы ачал из  отлована 12 000 л воды и остано-
вился. После перерыва второй насос вы ачал еще 30 000 л воды. Про-
изводительность второ,о насоса вдвое больше, чем у перво,о. За вре-
мя перерыва первый насос смо, бы вы ачать 3000 л воды. Время
перерыва вместе со временем работы второ,о насоса на 1 ч больше,
чем время работы перво,о насоса. Найдите производительность пер-
во,о насоса, т. е.  оличество литров воды,  оторое он вы ачивал за
1 мин.

9. В треу,ольни е ABC биссе триса у,ла ACB пересе ает сторо-
ну AB в точ е D. Из точ и D проведена прямая, параллельная основа-
нию AC, и пересе ающая сторону BC в точ е E. Длина стороны BC

равна 12 см, а длина стороны AC равна 18 см. Определите длину отрез-
 а DE.

10. В правильной четыреху,ольной пирамиде ABCDE с верши-
ной E точ а O — центр основания; точ а K лежит на ребре CE, причем

EK = 3KC. Разложите ве тор  по ве торам ,  и . В отве-

те запишите сумму  оэффициентов разложения.

В а р и а н т VII

1. Упростите до числово,о значения выражение

 +  · .

2. Вычислите

 +  : .
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3. Упростите до числово,о значения выражение

 – tg  – .

4. Найдите решения уравнения

log2 |x – 3| = 2 + log2 (x + 1).

В ответе запишите  оличество решений.
5. Найдите решения уравнения

1 – cos 2x + 4 sin2 x cos x = 0,

принадлежащие отрез у 0; . В ответе запишите  оличество ре-

шений.
6. Найдите множество решений неравенства

 l 2–x.

В ответе запишите наименьшее целое число, не являющееся реше-
нием.

7. Найдите точ у ма симума фун ции

y = .

В ответе запишите значение фун ции в этой точ е.
8. На стан е было обработано 400 деталей. После перерыва произ-

водительность стан а увеличилась в 2 раза и было обработано еще
1200 деталей за время, равное времени перерыва. Обработ а
400 деталей заняла на 0,5 ч меньше, чем перерыв и обработ а
1200 деталей. Найдите производительность стан а ( оличество дета-
лей, обрабатываемых за 1 ч) до перерыва в работе.

9. В равнобедренной трапеции ABCD длина основания AD равна
9 см, длина основания BC равна 3 см, длина бо овой стороны равна
5 см. Через вершину B проведена прямая, делящая пополам диа,о-
наль AC и пересе ающая AD в точ е K. Найдите площадь треу,ольни-
 а BDK.

10. В  убе ABCDA1B1C1D1 точ а M — середина ребра B1C1, точ-

 а K лежит на ребре DC, причем KC = 2DK. Разложите ве тор  по

ве торам ,  и . В ответе запишите сумму  оэффициентов

разложения.
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В а р и а н т VIII

1. Упростите до числово,о значения выражение

 + .

2. Вычислите

 +  –  : .

3. Упростите до числово,о значения выражение

.

4. Найдите решения уравнения

log1/2 (2 – x) – (2 – x) = 2 – log2x/3 .

В ответе запишите  оличество решений.

5. Найдите решения уравнения 3 sin2 x = 2 – cos2 x, принадлежа-
щие отрез у [–π; π]. В ответе запишите  оличество решений.

6. Найдите множество решений неравенства

 < .

В ответе запишите наименьшее целое решение.

7. Найдите точ у минимума фун ции y = (x + 5)2(x – 1). В ответе
запишите значение фун ции в этой точ е.

8. Учени  прочитал 105 страниц  ни,и. Отдохнув, он увеличил
с орость чтения в 1,5 раза и прочитал еще 90 страниц за время, рав-
ное времени отдыха. Отдых и чтение после не,о заняли на 0,5 ч боль-
ше, чем прочтение 105 страниц. С оль о страниц в час читал учени 
до отдыха?

9. Длина стороны  вадрата ABCD равна 6 см. Пусть K — середина
стороны BC, а P — точ а пересечения прямых AK и BD. Найдите пло-
щадь треу,ольни а BKP.

10. В правильной треу,ольной призме ABCA1B1C1 точ а M — се-

редина стороны основания CB; точ а K — середина ребра A1C1. Разло-

жите ве тор  по ве торам ,  и . В ответе запишите на-

ибольший из  оэффициентов разложения.
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В а р и а н т IX

1. Упростите до числово,о значения выражение

 :  + .

2. Вычислите

 –  : .

3. Упростите до числово,о значения выражение

cos2 α + cos2  + α  + cos2  – α .

4. Найдите решения уравнения

2 + x + log4 x = log4x 16x2.

В ответе запишите  оличество решений.

5. Найдите решения уравнения (sin x – cos x)2 = sin 2x, принадле-

жащие отрез у 0; . В ответе запишите  оличество решений.

6. Найдите множество решений неравенства

 > .

В ответе запишите наименьшее целое решение.

7. Найдите точ у минимума фун ции y = (x – 1)2(x + 2). В ответе
запишите значение фун ции в этой точ е.

8. Туристы прошли 30  м и сделали привал. Если бы это расстоя-
ние они прошли с удвоенной с оростью, то затратили бы время, рав-
ное времени отдыха на привале. Весь обратный путь туристы проеха-
ли на автобусе, с орость  оторо,о в 10 раз больше с орости, с  оторой
туристы шли пеш ом. Время пеше,о перехода на 1 ч больше, чем вре-
мя, затраченное на отдых и на обратный путь. Определите с орость,
с  оторой туристы шли пеш ом.

9. В прямоу,ольном треу,ольни е ABC длина  атета CA равна
4 см, длина  атета CB равна 3 см. Найдите площадь треу,ольни а
BMH, ,де CH — высота, а AM — медиана треу,ольни а ABC.

10. В тетраэдре ABCD точ а M — середина ребра AB; точ а K ле-

жит на ребре DC, причем DK = 3KC. Разложите ве тор  по ве то-

рам ,  и . В ответе запишите сумму  оэффициентов разло-

жения.
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В а р и а н т X

1. Решите уравнение log
x – 4 (x2 – 10x + 26) = 1.

2. Преобразуйте до числово,о значения выражение

 +  –  + .

3. Найдите сумму  орней уравнения

log4  + log4 (x – 2) = 3.

4. Найдите наименьшее из чисел, составляющих решение систе-
мы уравнений

5. Вычислите y = 4 tg2 α + sin 2α, если sin α = 0,6, а cos α = –0,8.
6. Из всех прямоу,ольни ов, имеющих периметр 10 см, найдите

тот, площадь  оторо,о наибольшая. В ответе запишите площадь это,о
прямоу,ольни а.

7. Решите уравнение  = 11 – 2cos x. В ответе у ажите  о-

личество  орней это,о уравнения, принадлежащих отрез у 0; .

8. Найдите наибольшее целое положительное число, для  оторо,о

выполняется неравенство 2x – 2 < 23 – x.
9. Радиус се тора с центральным у,лом α равен 3, а радиус о -

ружности, вписанной в этот се тор, равен 1. Найдите у,ол α (в ,ра-
дусах).

10. Основанием прямо,о параллелепипеда служит ромб. Диа,она-
ли ромба имеют длину 6 и 8 см. Длина диа,онали бо овой ,рани равна
13 см. Найдите площадь полной поверхности параллелепипеда.

В а р и а н т XI

1. Стоимость руч и была на 20% больше стоимости тетради.
Стоимость руч и возросла на 40%, а общая стоимость руч и и тетра-
ди возросла на 50%. На с оль о процентов возросла стоимость тет-
ради?

 







a

1
1

a2
------–

a a 1–+
----------------------------

a a 2––

a1 2/ a 1 2/––
--------------------------------







2

a a
-----------

x 10+

x 5–
-----------------

x1 + 4x2 + 8x3 = 1,

x2 + 2x3 = 2,

x1 + 5x2 + 9x3 = 2.

15

xcos 1+
------------------------

9π
4
-------
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2. Найдите все значения a, при  оторых система

имеет хотя бы одно решение. В ответе у ажите наименьшее целое зна-
чение a.

3. Высота, проведенная   основанию AC равнобедренно,о тре-
у,ольни а ABC, равна 12, а cos A = 0,6. Найдите расстояние от точ и
пересечения медиан до точ и пересечения биссе трис треу,ольни а.

4. Апофема правильной треу,ольной пирамиды равна 12 , а

тан,енс у,ла на лона бо ово,о ребра   плос ости основания равен .

Найдите расстояние между центрами вписанно,о и описанно,о шаров.
5. Решите неравенство

[log6 (x2 – x) – 1](4x2 – 8x – 5) > 0.

В ответе у ажите наибольшее целое отрицательное решение.

6. Среди точе , лежащих на параболе y =  – 1, найдите ближай-

шую   точ е (8; 1). В ответе у ажите ординату этой точ и.
7. Решите систему уравнений

В ответе запишите (в ,радусах) наименьшее значение x, принадлежа-
щее отрез у [0°; 180°].

8. Решите неравенство

 m .

В ответе у ажите наибольшее решение.
9. Решите уравнение

2(1 – 2x)/(2x + 1) – 12 · 2–2x/(2x + 1) – 32 = 0.

10. В параллелепипеде ABCDA1B1C1D1, построенном на ве торах

 = (1; 0; 1),  = (0; 1; 1) и  = (1; 1; 1), известно, что  =

= ,  = B1D. Найдите наибольшую  оординату ве тора

.

y – 4x > 4,

y = a(x + 0,5)2

3

3

2
-------

x2

4
------

sin x – sin y = ,

cos x + cos y = .

1

2
---

3

2
-------

x3 8– 6x 2 x–( )+

3 4x–
-------------------------------------------------- 4x 3–

AB AD AA1 AP

1

4
--- AC1 B1Q

1

8
---

PQ
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В а р и а н т XII

1. Добыча у,ля на второй шахте была на 40% больше, чем на пер-
вой. На первой шахте добыча уменьшилась на 18%, а общая добыча
на двух шахтах уменьшилась на 25%. На с оль о процентов умень-
шилась добыча у,ля на второй шахте?

2. Найдите все значения a, при  оторых система

не имеет решений. В ответе у ажите наименьшее значение a.
3. Основание AC равнобедренно,о треу,ольни а ABC равно 24,

а tg A = 0,75. Найдите расстояние от точ и пересечения высот до точ-
 и пересечения медиан треу,ольни а.

4. Апофема правильной четыреху,ольной пирамиды равна сторо-

не ее основания и равна 16 . Найдите расстояние между центрами

вписанно,о и описанно,о шаров.
5. Решите неравенство

(6x2 + 31x + 18)[log2 (x2 + 4x + 3) – 3] > 0.

В ответе у ажите наименьшее целое положительное решение.

6. Среди точе , лежащих на параболе y = 1 – 2x2, найдите бли-

жайшую   точ е 1; . В ответе у ажите абсциссу этой точ и.

7. Решите систему уравнений

В ответе запишите (в ,радусах) наименьшее значение x, принадлежа-
щее отрез у [0°; 180°].

8. Решите неравенство

 m  – 1.

В ответе у ажите наибольшее решение.
9. Решите уравнение

5(x + 1)/(x – 3) – 23 · 5(x – 1)/(x – 3) – 250 = 0.

10. В параллелепипеде ABCDA1B1C1D1, построенном на ве торах

 = (1; –1; 2),  = (2; 1; –3) и  = (3; –2; 4), известно, что  =

= ,  = . Найдите наибольшую  оординату ве тора .

x – ay < –4,

x = y2 – 2y

3


 3

4
----


sin x + sin y = 1,

cos x – cos y = .3

x2 x 6+( ) 2 7x 6–( )+

2x 20–
----------------------------------------------------------- 20 2x–

AB AD AA1 AP

1

8
--- AB1 B1Q

3

4
--- B1C PQ
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В а р и а н т XIII

1. Сезонная цена на овощи снизилась на 20%, бла,одаря чему на
сумму 150 р. было приобретено овощей на 5  , больше, чем до сниже-
ния. С оль о  ило,раммов овощей было приобретено по новой цене?

2. Вычислите

 + .

3. Решите уравнение sin x sin 3x + cos 4x = 0. В ответе у ажите
(в ,радусах) наименьшее из решений, принадлежащих интервалу (0; π).

4. Решите уравнение (0,3)x ·  = .

5. Решите неравенство –7 m 3x +  < 0. В ответе у ажите сумму

целых решений неравенства.
6. Решите систему неравенств

В ответе у ажите наибольшее решение.
7. Для  а их значений k точ а минимума фун ции

f(x) = 2x3 + 3kx2 – 6(k + 5)x + 3

лежит на отрез е [2; 5]? В ответе у ажите наименьшее значение k.

8. Найдите 7 tg 2α, если |sin α| =  и  < α < π.

9. В правильной треу,ольной пирамиде сторона основания равна

6 , а площадь бо овой ,рани в 3 раза больше площади основания.

Найдите объем пирамиды.
10. В равнобедренный треу,ольни  MNP, у  оторо,о основание

MP равно высоте NO, вписан прямоу,ольни  ABCD, площадь  оторо-
,о равна 12. Вершины A и B лежат на бо овой стороне NP, вершина
C — на основании MP та , что MC : CP = 1 : 3, а вершина D лежит на
MN. Найдите площадь треу,ольни а MNP.

В а р и а н т XIV

1. В связи с увеличением надежности работы изделия е,о цена
поднялась на 5%, бла,одаря чему при реализации 100 изделий доход
предприятия возрос на 12 500 р. Ка ова новая цена изделия?

log2112 4 log27– log214 2 log27–


 5

3
-----

x 1–


 5

24
--------


1–

2

x
---

log1/3 (3x – 9) > –2,

 m 4.x2 3+

x 2+
-----------------

3

5
---

3π
4
-------

5
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2. Вычислите

 – 2.

3. Решите уравнение sin 5x – sin x cos 4x = 0. В ответе у ажите
(в ,радусах) наименьшее из решений, принадлежащих интервалу
(–π; 0).

4. Решите уравнение 22x – 3 · 53x –2 = 50x + 1.

5. Решите неравенство 1 m  < 2. В ответе у ажите наимень-

шее решение.
6. Решите систему неравенств

В ответе у ажите наименьшее решение.
7. Для  а их значений k точ а ма симума фун ции

f(x) = –2x3 + (9k + 6)x2 – 36kx – 1

лежит на отрез е [6; 12]? В ответе у ажите наибольшее значение k.

8. Найдите (3  + 4) sin 2α + , если |cos α| =  и  < α < .

9. Высота правильной треу,ольной пирамиды 2 , а ее бо овое

ребро равно 2 . Найдите площадь бо овой поверхности пирамиды.

10. В равнобедренный треу,ольни  ABC AB = BC = 6, AC = ,

вписан прямоу,ольни  KLMN. Вершины K и L лежат на стороне BC,
причем BK = KC, вершина M лежит на AC, а вершина N — на AB.
Найдите площадь прямоу,ольни а.

В а р и а н т XV

1. Из пун та A в пун т B выезжает велосипедист. Через 2 ч вслед
за ним выезжает мотоци лист, а еще через 2 ч он об,оняет велосипе-

диста на  часть расстояния от A до B. За  а ое время проедет рас-

стояние от A до B велосипедист, если мотоци листу на это требуется
на 3 ч 36 мин меньше?

log
2
48 4 log

2
3– 3–

log
2
6 2 log

2
3+

---------------------------------------------------------------

x 1–

2x 1+
------------------

log4 (3x + 9) < 2,

 l 5.x2 31–

x 5–
--------------------

3 
 π

6
----
 1

10
-----------

π
4
---

π
2
---

26

30


 12

5
--------



1

6
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2. При  а их значениях a уравнения

x2 + (a – 7)x + 6 = 0 и x2 + (1 – a)x – 2 = 0

имеют общий  орень? В ответе у ажите наибольшее значение a.

3. Найдите tg , если tg x = – , x Ý ; 2π .

4. Основания трапеции равны 4 и 25, а бо овые стороны — 10 и 17.
Найдите площадь трапеции.

5. Найдите ординату точ и пересечения с осью Oy общей  аса-

тельной    ривым y =  и y = 1 – x2.

6. Решите уравнение

log2 sin x +  + log2 sin x –  = –1.

В ответе у ажите  оличество  орней на отрез е 0; .

7. Решите неравенство

2 log5 x + log2 x < log2 x · log5 x.

В ответе у ажите наименьшее целое решение.
8. Решите неравенство

|2x – 4| + |2x – 6| m 2x + 4.

В ответе у ажите наибольшее целое решение.

9. Найдите сумму  орней уравнения  +  = 5.

10. Сторона основания правильной треу,ольной пирамиды SABC

равна 2 , а высота пирамиды равна . Точ а D лежит на бо овом

ребре SC и делит е,о в отношении 2 : 1, считая от вершины S. Найдите
площадь сечения ABD.

В а р и а н т XVI

1. Из пун тов A и B одновременно навстречу дру, дру,у выехали

два автомобиля. Через 1 ч расстояние между ними составило  рас-

стояния от A до B (встреча состоялась позже). За  а ое время проедет
расстояние от A до B первый автомобиль, если второму для это,о тре-
буется на 2,5 ч меньше?

2. При  а их значениях a уравнения

x2 + (1 – a)x – 8 = 0 и x2 + (a – 8)x + 4 = 0

имеют общий  орень? В ответе у ажите наименьшее значение a.

x
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
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3. Найдите cos , если sin x = –0,96, x Ý π; .

4. Высота трапеции равна 12, а ее диа,онали равны 15 и 20. Най-
дите площадь трапеции.

5. Найдите абсциссу точ и пересечения с осью Ox общей  асатель-

ной    ривым y = x2 + 3 и y = .

6. Решите уравнение

log3 sin  – x  + log3 cos  + x  = 1 – 2log3 2.

В ответе у ажите  оличество  орней на отрез е ; 2π .

7. Решите неравенство

log3 x + log4 x > 2 log3 x · log4 x.

В ответе у ажите наибольшее целое решение.
8. Решите неравенство

|3x – 4| + |3x – 6| m 3x + 7.

В ответе у ажите наибольшее целое решение.

9. Найдите сумму  орней уравнения  –  = 6.

10. Сторона основания правильной четыреху,ольной пирамиды

SABCD равна 6 , а бо овое ребро равно 3 . Точ а E лежит на бо-

 овом ребре SC и делит е,о в отношении 1 : 2, считая от вершины S.
Найдите площадь сечения BDE.

В а р и а н т XVII

1. Сумма трех чисел, составляющих возрастающую ,еометриче-
с ую про,рессию, равна 39. Если сумму перво,о и третье,о чисел раз-
делить на второе, то в частном и в остат е получится 3. Найдите
третье число.

2. При  а их значениях a  орни уравнения

4x – 2x + 3 + 8a – a2 = 0

различны и удовлетворяют условию x > 1? В ответе у ажите сумму
целых значений a.

3. Найдите sin3 x + cos3 x, если sin x + cos x = 0,4.
4. Основания равнобедренной трапеции равны 2 и 8. Найдите ра-

диус вписанной в нее о ружности.
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5. Решите уравнение 2cos2  + sin  – 1 = 0. В ответе у ажите на-

ибольшее решение на интервале ; .

6. Решите неравенство (2x + 24 – x – 10) m 0. В ответе

у ажите наименьшее решение.

7. Найдите сумму  орней уравнения  – 3 = log6 .

8. Решите неравенство  > 2. В ответе у ажите на-

ибольшее целое решение.

9. Найдите наименьшее значение фун ции y =  на

отрез е – ; .

10. Конус вписан в шар. Найдите отношение площади поверхно-
сти шара   площади основания  онуса, если высота  онуса равна диа-
метру е,о основания.

В а р и а н т XVIII

1. Сумма трех чисел, составляющих убывающую ,еометричес ую
про,рессию, равна 63. Если сумму перво,о и третье,о чисел разделить
на второе, то в частном получится 4, а в остат е 3. Найдите знамена-
тель про,рессии.

2. При  а их значениях a  орни x1 и x2 уравнения

9x – (2a + 6)3x + a2 + 6a = 0

удовлетворяют условию x1 < 2 < x2? В ответе у ажите сумму целых

значений a.

3. Найдите sin4 x + cos4 x, если sin x + cos x = 1,2.
4. Разность оснований равнобедренной трапеции равна 12, а ради-

ус вписанной в нее о ружности равен 4. Найдите площадь трапеции.

5. Решите уравнение 2sin2  – cos  – 1 = 0. В ответе у ажите на-

ибольшее решение на интервале ; .

6. Решите неравенство

(3x + 36 – x – 90) l 0.

В ответе у ажите наибольшее решение.
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7. Найдите сумму  орней уравнения  = 5 – log3 .

8. Решите неравенство  > 6. В ответе у ажите на-

именьшее решение.

9. Найдите наименьшее значение фун ции y =  на

отрез е – ; .

10. Высота  онуса относится   е,о образующей  а  4 : 5. Найдите
отношение площади поверхности вписанно,о в  онус шара   площади
бо овой поверхности  онуса.

В а р и а н т XIX

1. Два  омбайна, из  оторых второй начал работу на 4 ч позже, уб-
рали урожай с участ а за 16 ч. За  а ое время мо, бы убрать урожай
 аждый из  омбайнов в отдельности, если известно, что первому на
это понадобилось бы на 8 ч больше, чем второму? В ответе у ажите
меньшее время.

2. Вычислите ( ) + a + log
a

, если  = .

3. Решите неравенство  > . В ответе запишите

наибольшее целое отрицательное решение.
4. Решите уравнение sin 9x – 2sin 3x = 0. В ответе запишите  оли-

чество  орней, принадлежащих отрез у 0; .

5. Решите систему уравнений

В ответе запишите большее значение x.

6. Решите уравнение 3 · 22x + 6x – 2 · 32x = 0.
7. Найдите высоту BD треу,ольни а ABC, образованно,о осью Ox

(AC Ý Ox) и  асательными    ривой y = 2x3 – 2x2 + 12x – 10, прове-
денными в точ ах с абсциссами x0 = 1, x1 = 2.

8. Сторона основания правильной треу,ольной пирамиды равна

, а бо овая ,рань на лонена   плос ости основания под у,лом

60°. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.
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9. Решите неравенство log5 (x + 11) – log5 (x2 – 10x + 21) > 0. В от-

вете запишите большее значение середин промежут ов, на  оторых
выполняется неравенство.

10. В прямоу,ольный треу,ольни  с ,ипотенузой, равной 8, и од-
ним из у,лов, равным 60°, вписан прямоу,ольни  ма симальной пло-
щади. Определите длины сторон прямоу,ольни а, если две е,о вер-
шины лежат на ,ипотенузе. В ответе запишите большее значение
длины.

В а р и а н т XX

1. Первая труба может заполнить бассейн на 36 мин быстрее, чем
вторая. Если сначала половину бассейна заполнит первая труба, а за-
тем дру,ую половину — вторая труба, то бассейн заполнится на
30 мин позже, чем при заполнении двумя трубами одновременно.
За с оль о минут может заполнить бассейн  аждая труба в отдель-
ности? В ответе у ажите большее время.

2. Вычислите  + , если log
ab

 = .

3. Решите неравенство  m 9. В ответе запишите наиболь-

шее решение.

4. Решите уравнение sin 3x = 2cos  – x . В ответе запишите  о-

личество  орней, принадлежащих отрез у [0; π].
5. Решите систему уравнений

В ответе запишите большее значение x.

6. Решите уравнение 2 · 81x + 1 – 36x + 1 – 3 · 16x + 1 = 0.
7. Найдите длину высоты BD треу,ольни а ABC, образованно,о

осью Oy (AC Ý Oy) и  асательными    ривой y = (3 – 2x)  – x2,

проведенными в точ ах с абсциссами x0 = –3, x1 = 1.

8. Бо овое ребро правильной треу,ольной пирамиды равно 4, а

высота равна . Найдите объем пирамиды.

9. Решите неравенство

log4 (21 – 4x – x2) – log4 (x + 4) < 1,5.

В ответе запишите середину интервала, на  отором выполняется нера-
венство.

log
ab

4

b

a
------- log

ab
4

a

b
---4

b

a
---

1

2
---

3

x2 3x– 4+

x 1–
-------------------------------


 π

2
--- -



2x2 – 3xy + 5y = 5,
xy – 2y – 3x = –6.

3 2x–

12
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10. Бассейн объемом 32 м3 имеет форму прямоу,ольно,о паралле-
лепипеда, в основании  оторо,о лежит  вадрат. Определите сторону
 вадрата, если общая площадь бо овой поверхности и дна минимальна.

В а р и а н т XXI

1. Решите уравнение 4 sin2 x + 9 tg2 x = 4.

2. Решите неравенство  > . С оль о е,о целых решений

входит в область определения фун ции y = log2 (28 – x)?

3. Трапеция KLMN с основаниями LM и KN вписана в о руж-
ность, центр  оторой лежит на основании KN. Диа,ональ LN трапе-
ции равна 4 см, а FMNK = 60°. Определите длину основания LM.

4. Два стрел а сделали по 30 выстрелов  аждый, при этом было
44 попадания, остальные выстрелы не попали в цель. С оль о попада-
ний было у  аждо,о стрел а, если известно, что у перво,о на  аждый
промах приходилось в 2 раза больше попаданий, чем у второ,о?

5. Решите систему

6. Решите уравнение 25–x + 5–x + 1 = 50.

7. Найдите все значения x, для  оторых величина y = π (sin x +

+ cos x) удовлетворяет уравнению

2 log9 (6 ctg 2y + 5 tg y) = 2 + log1/3 (6 ctg y – tg y).

8. При  а их значениях параметра a уравнение x(x2 – 27) – 5a + 4 =
= 0 имеет два решения?

В а р и а н т XXII

1. Решите уравнение 2 sin 3x sin x + (3  – 1)cos 2x = 3. В отве-

те запишите  оличество  орней, удовлетворяющих неравенствам
2π m x m 3π.

2. Решите неравенство log1/3 (x2 – 6) + log9 x2 l 0. В ответе запи-

шите целые решения.
3. Решите неравенство log9 (x + 7) > log3 (x + 1).

4. Учебни  ал,ебры, 2 учебни а ,еометрии и 2 учебни а три,оно-
метрии стоят вместе 210 р., а 3 учебни а ал,ебры, учебни  ,еометрии и
учебни  три,онометрии стоят вместе 230 р. С оль о стоят учебни 
,еометрии и учебни  три,онометрии вместе?

1

1 x+
------------------

1

2 x–
-------------

2x + 1 = 4y2 + 1,

2x m 2y.

2

3
-------

2
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5. Дана трапеция ABCD, причем BC = 1, AD = 2. Параллельно ос-
нованиям BC и AD проведена прямая, пересе ающая сторону AB

в точ е P, диа,ональ AC — в точ е L, диа,ональ BD — в точ е R и сто-
рону CD — в точ е Q. Найдите PQ, если известно, что PL = LR.

6. С оль о раз пересе аются ,рафи и фун ций y = sin 2x и

y = cos x на отрез е [0; 2π]?

7. Найдите все решения уравнения sin πsin x  = .

8. Числа a и b та овы, что система

имеет единственное решение x = 1, y = 1. Найдите a и b.

В а р и а н т XXIII

1. Решите уравнение

cos x + 3 sin x = 1 + 2 cos cos .

В ответе запишите  оличество  орней, удовлетворяющих неравенст-
вам 2π < x < 3π.

2. Решите неравенство log3 (x + 2) < log9 (3x + 6).

3. Решите уравнение 3 ·  + 3 = 10 · .

4. Известно, что 2  ,  артофеля, 2  , мор ови и 5  , о,урцов стоят
в 4 раза дороже, чем 1  ,  артофеля, 1  , мор ови и 1  , о,урцов, а 6  ,
 артофеля, 3  , мор ови и 1  , о,урцов — в 2 раза дороже, чем 1  ,
 артофеля, 1  , мор ови и 1  , о,урцов. Во с оль о раз 1  , о,урцов
дороже 1  ,  артофеля?

5. На сторонах выпу ло,о четыреху,ольни а ABCD, площадь  о-
торо,о равна 1, взяты точ и: K на AB, L на BC, M на CD и N на AD.

При этом  = 2,  = ,  = 1,  = . Найдите площадь шес-

тиу,ольни а AKLCMN.
6. Найдите точ и пересечения ,рафи ов фун ций y = 4cos 2x и

y = 1 + sin 4x – 2sin2 x.

7. Найдите все решения уравнения sin π cos x  = .

8. При  а их значениях a и b система

имеет бес онечно мно,о решений?

2


 4

3
--- -

 1

2
---

a2x – ay = 1 – a,
bx + (3 – 2b)y = 3 + a

3x

2
-------

x

2
---

4
2 x–

2
2 x–

AK

KB
---------

BL

LC
--------

1

3
---

CM

MD
-----------

DN

NA
----------

1

5
---


 11

8
------ -

 2

2
-------

a2x – by = a2 – b,

bx – b2y = 2 + 4b
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В а р и а н т XXIV

1. Решите уравнение 3 + 2 sin 3x sin x = 3 cos 2x. В ответе запиши-
те  оличество  орней, удовлетворяющих неравенствам 3 < x < 10.

2. Решите неравенство log2 (5 – 4x) + log0,5 (2x – x2) l 2.

3. Решите уравнение 4–x + 0,5 – 7 · 2–x – 4 = 0.
4. Ящи  ,ае , ящи  ,воздей и 2 ящи а шурупов весят вместе

100  ,, а 3 ящи а ,ае , 3 ящи а ,воздей и ящи  шурупов весят вместе
200  ,. С оль о весят ящи  ,ае  и ящи  ,воздей вместе?

5. Дана трапеция ABCD. Параллельно ее основаниям проведена
прямая, пересе ающая бо овые стороны AB и CD соответственно
в точ ах P и Q, а диа,онали AC и BD — соответственно в точ ах L и R.
Диа,онали AC и BD пересе аются в точ е O. Известно, что BC = 1,
AD = 2, а площади треу,ольни ов BOC и LOR равны. Найдите длину
отрез а PQ.

6. Найдите абсциссы точе  пересечения ,рафи ов фун ций y =

= cos 3x – sin x и y = (cos x – sin 3x) на отрез е 0; .

7. Найдите все решения уравнения sin πcos x  = – .

8. При  а их значениях a система

не имеет решений?

В а р и а н т XXV

1. Решите уравнение

cos cos  – 1 = cos x.

С оль о  орней удовлетворяют неравенствам 0 < x < 4π?

2. Решите неравенство 2 ·  + 4 m .

3. Решите уравнение 2 log5  – 2 = log
x

.

4. Одну и ту же площад у можно по рыть разноцветной плит ой
тремя способами. При первом способе требуется по 100 шту  плито 
бело,о,  расно,о и сине,о цветов; при втором — 150 белых, 150  рас-
ных и 50 синих плито , при третьем — 200 белых, 50  расных и
50 синих. Во с оль о раз площадь синей плит и больше площади
 расной плит и?

3 π
2
---


 3

2
--- -

 1

2
---

a2x + (2 – a)y = 4 + a3,

ax + (2a – 1)y = a5 – 2.

3x

2
-------

x

2
---

1 3+

2
------------------

3
2x2

3
x2 2+

x
1

5
---



526

5. Найдите абсциссы точе  пересечения ,рафи ов фун ций y =

= sin (3x + π) и y = sin x + cos 5x – . С оль о та их точе  име-

ется на отрез е [0; π]?
6. Дан треу,ольни  ABC, площадь  оторо,о равна 1. На медианах

AK, BL и CN взяты соответственно точ и P, Q, R та , что  = 1;  =

= ;  = . Найдите площадь треу,ольни а PQR.

7. Найдите все решения уравнения sin πsin x  = – .

8. Числа a, b, c та овы, что система

имеет бес онечно мно,о решений, причем x = 1, y = 3 — одно из этих
решений. Найдите a, b, c.

В а р и а н т XXVI

1. Решите уравнение 6sin2 x + sin x cos x – cos2 x = 2. С оль о  ор-

ней удовлетворяет неравенствам  < x < 3π?

2. Решите неравенство log0,5 log2  > 0.

3. Решите уравнение  +  = 4.

4. Известно, что за 0,5  , лу а, 3  ,  артофеля и 1  , о,урцов за-
платили 23 р. 80  ., а за 2  , лу а и 4  , о,урцов — 82 р. С оль о сто-
ят 1  , лу а, 2  ,  артофеля и 2  , о,урцов?

5. Дан параллело,рамм ABCD со сторонами AB = 2 и BC = 3. Най-
дите е,о площадь, если известно, что диа,ональ AC перпенди улярна
отрез у BE, соединяющему вершину B с серединой E стороны AD.

6. Найдите абсциссы точе  пересечения ,рафи ов фун ций y =

= 2 cos2 x – sin π – 4x  и y = sin2 5x + cos2 5x. С оль о та их точе 

имеется на отрез е – ; ?

7. Найдите все решения уравнения tg (4sin x) = .

8. Числа m и n та овы, что система

имеет единственное решение x = 1, y = 1. Найдите m и n.

3 
 9π

2
--------



AP

PK
---------

BQ

QL
---------

1

2
---

CR

RN
---------

5

4
---


 13

9
------ -

 3

2
-------

ax – by = 2a – b,
(c + 1)x + cy = 10 – a + 3b

π
2
---

x

x 1+
--------------

2x 3– 4x 1+


 3

2
--- -



π
2
---

3π
2
-------

3

m2x – my = 1 – m,
–nx + (2n – 3)y = –m – 3
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В а р и а н т XXVII

1. Решите уравнение sin cos  = – sin x. В ответе запишите

сумму  орней, удовлетворяющих неравенствам –2 < x < 100.

2. Решите неравенство  m .

3. Решите уравнение  +  = 4.

4. Напишите уравнение  асательной   ,рафи у фун ции y = x3 + x
в точ е с абсциссой x = 1.

5. Две машины подметали участо  шоссе между пун тами A и B.
Они выехали одновременно (первая из A, а вторая из B) и дви,ались
навстречу дру, дру,у  аждая со своей постоянной с оростью. Ко,да
вторая машина проехала 14  м, она встретила первую. Если бы пер-
вая машина работала одна, то после 4 ч работы ей бы еще оставалось
подмести 23  м шоссе. Ка ова с орость первой машины, если извест-
но, что вторая машина за 4 ч подметала на 1  м меньше, чем первая
за 3 ч?

6. Решите неравенство log3 x – x m  4. В ответе за-

пишите наименьшее целое решение.

7. Найдите все решения уравнения  + 2sin x =

= 0, за люченные между  и .

8. Дана трапеция ABCD с основаниями AD = 3  и BC = . Из-

вестно, что FBAD = 30° и FADC = 60°. Через точ у D проходит пря-
мая, делящая трапецию на две равновели ие фи,уры. Найдите длину
отрез а этой прямой, находяще,ося внутри трапеции.

В а р и а н т XXVIII

1. Решите уравнение cos  + 5x  + sin x = 2cos 3x. В ответе запи-

шите сумму  орней, удовлетворяющих неравенствам –  m x m .

2. Решите неравенство  > 5. В ответе запишите наиболь-

шее целое решение.

3. Решите уравнение 4 +  = x.

x

2
---

3x

2
-------

1

2
---


 5

2
----


x

2
---

0,4( )

3 0,5x2–

x 2+
--------------------------

x 3+ 7 x–

log3

2 3

2
--- log

1/2 2

1 xcos+( )2 xsin2+

3π
2
-------

5π
2
-------

39 39


 π

2
--- -



π
6
---

3π
4
-------

0,2( )

2x 3–

x 2–
-----------------

26 x2–
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4. Составьте уравнения  асательных   ,рафи у фун ции f(x) =

= x2 – 2x в точ ах е,о пересечения с осью абсцисс.
5. Из ,орода A в ,ород B выезжает велосипедист, а через 3 ч

после это,о из ,орода B навстречу ему выезжает мотоци лист, с о-
рость  оторо,о в 3 раза больше с орости велосипедиста. Велосипе-
дист и мотоци лист встречаются посередине между A и B. Если бы
мотоци лист выехал не через 3 ч, а через 2 ч после велосипедиста,
то встреча произошла бы на 15  м ближе   A. Найдите расстояние
между A и B.

6. Решите неравенство log2 (2 – x) – log2 (x – 1) > 3.

7. Решите уравнение cos 4x + 2cos2 x = 1. С оль о  орней это,о
уравнения имеется на отрез е [–1; 4]?

8. На стороне BC треу,ольни а ABC  а  на диаметре построена о -
ружность, пересе ающая отрезо  AB в точ е D. Найдите отношение
площадей треу,ольни ов ABC и BCD, если известно, что AC = 15 см,
BC = 20 см и FABC = FACD.

В а р и а н т XXIX

1. Найдите меньший  орень уравнения (x2 + 2x)  = 0.

2. Решите уравнение  = 1.

3. Найдите решения системы

являющиеся рациональными числами.
4. Решите уравнение log2x x = log4x x.

5. При  а их значениях a уравнение sin4 x + cos4 x = a имеет реше-
ние?

6. Решите неравенство x2 – 7x + 12 < |x – 4|. В ответе запишите це-
лое решение.

7. Два спортсмена стартовали один за дру,им с интервалом в
2 мин. Второй спортсмен до,нал перво,о на расстоянии 1  м от точ и
старта, а пробежав от точ и старта 5  м, повернул обратно и встретился с
первым. Эта встреча произошла через 20 мин после старта перво,о
спортсмена. Найдите с орость второ,о спортсмена.

8. В прямоу,ольном треу,ольни е ABC (C — прямой у,ол) прове-
дена высота CD. Найдите расстояние между центрами о ружностей,
вписанных в треу,ольни и CDB и ADC, если BC = 4, AC = 3.

log
2

x 1+

x2 x– 1+( )
x 2–

x
-------------

2x2 – y = 3,

2y2 – x = 3,
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В а р и а н т XXX

1. Найдите больший  орень уравнения (x – 4)  = 0.

2. Решите уравнение

sin2  + sin2  –  = sin2  + sin2  – .

С оль о е,о  орней удовлетворяют неравенствам 0 < x < ?

3. Решите систему уравнений

4. Решите уравнение log1 – x 3 – log1 – x 2 = .

5. При  а ом значении a хотя бы одно число, большее 1, удовлет-

воряет неравенству x2 – ax + 2a m 0?
6. Найдите целочисленные решения неравенства

log2 1 +  + log1/2 1 +  > 1.

7. Пешеход вышел из пун та A в пун т B. Через ч из A в B вы-

ехал велосипедист. Ко,да велосипедист прибыл в пун т B, пешеходу

оставалось пройти  все,о пути. Ка ое время затратил пешеход на

весь путь, если известно, что велосипедист до,нал пешехода на поло-
вине пути из A в B, а с орости велосипедиста и пешехода постоянны?

8. Найдите длину стороны  вадрата, вписанно,о в прямоу,ольный
треу,ольни  с  атетами, равными 3 и 4. Одна из сторон  вадрата ле-
жит на ,ипотенузе.

О т в е т ы

В а р и а н т  XI.  1. На 62%. 2. –1. 3. 0,5. 4. 9. 5. –3. 6. 3. 7. 90°. 8. 7.

9. – . 10. 1,25.

В а р и а н т  XII.  1. На 30%. 2. –6. 3. 13. 4. 4. 5. 2. 6. 0,5. 7. 30°. 8. 2.
9. 4. 10. 2,75.

В а р и а н т  XIII.  1. 25  ,. 2. 1. 3. 30°. 4. –3. 5. –3. 6. 5. 7. –5. 8. –24.
9. 900. 10. 32.

В а р и а н т  XIV.  1. 2625 р. 2. –3. 3. –135°. 4. 4. 5. –2. 6. –1. 7. 4.
8. 1,1. 9. 108. 10. 4.

3 2x x2–+

3x

2
------- 

 π
4
---

5x

2
--------

 11x

2
----------- 

 π
4
---

13x

2
------------



π
4
---

x2 + y2 = 17,
x + xy + y = 9.

1

2
---


 1

x
----



 x

4
----


3

4
---

3

8
---

3

8
---
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В а р и а н т  XV.  1. За 6 ч. 2. 2. 3. –0,5. 4. 116. 5. 5. 6. Два  орня.
7. 21. 8. 3. 9. 25. 10. 5.

В а р и а н т  XVI.  1. За 7,5 ч. 2. 3. 3. –0,6. 4. 150. 5. –0,25. 6. Два  ор-
ня. 7. 3. 8. 2. 9. –28. 10. 24.

В а р и а н т  XVII.  1. 27. 2. 8. 3. 0,568. 4. 2. 5. 0,4. 6. –1. 7. 37. 8. –1.
9. 1. 10. 6,25.

В а р и а н т  XVIII.  1. 0,25. 2. 30. 3. 0,9032. 4. 80. 5. 0,6. 6. 3 7. 732.
8. –1. 9. 6. 10. 0,6.

В а р и а н т  XIX.  1. За 24 ч. 2. 7. 3. –3. 4. Пять  орней. 5. 1. 6. 1.
7. 10. 8. 9. 9. 8,5. 10. 4.

В а р и а н т  XX.  1. За 72 мин. 2. 2. 3. 3. 4. Четыре  орня. 5. 2,5.
6. –0,5. 7. 2. 8. 6. 9. 1. 10. 4.

В а р и а н т  XXI.  1. x = ä  + πk, k Ý Z. 2. 26 решений. 3. см.

4. 24 и 20. 5. x = 0, y = 0,5. 6. x = –1. 7. x = (–1)k  +  + πk; x = –  +

+ 2πk, k Ý Z. 8. a = –10; a = .

В а р и а н т  XXII.  1. Два  орня. 2. –3; 3. 3. –1 < x < 2. 4. 80 р. 5. 1,5.

6. Четыре раза. 7. x = (–1)narcsin  + πn, x = (–1)n arcsin  + πn,

x = (–1)narcsin  + πn, n Ý Z. 8. a = 1, b = –1.

В а р и а н т  XXIII.  1. Два  орня. 2. –2 < x < 1. 3. x = 2 – 3.

4. В 2 раза. 5. . 6.  + , k Ý Z. 7. x = äarccos  + 2πk, x =

= äarccos  + 2πk, x = äarccos –  + 2πk, k Ý Z. 8. a1 = 1, b1 = –1;

a2 = 1, b2 = –2; a3 = –1, b3 = –1; a4 = –1, b4 = –2.

В а р и а н т  XXIV.  1. Три  орня. 2. 0 < x m 0,5. 3. x = –2. 4. 60  ,.

5. . 6. ; . 7. x = äarccos  + 2πk, x = äarccos –  + 2πk, x =

= äarccos –  + 2πk, k Ý Z. 8. a = 1.

В а р и а н т  XXV.  1. Четыре  орня. 2. –  m x m . 3. x = 5.

4. В 3 раза. 5. Шесть точе . 6. . 7. x = (–1)narcsin  + πn,

x = (–1)narcsin  + πn, x = (–1)narcsin  + πn. 8. a1 = 0, b1 = 0,

c1 = 2,25; a2 = 2, b2 = –1, c2 = 1.
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В а р и а н т  XXVI.  1. Четыре  орня. 2. x < –2. 3. x = 2. 4. 43 р. 20  .

5. . 6. Семь точе . 7. x = (–1)narcsin  + πn, x = (–1)n + 1 ×

× arcsin  + + πn. 8. m = 1, n = –1.

В а р и а н т  XXVII.  1. . 2. –3 m x < –2. 3. x1 = –2, x2 = 6. 4. y =

= 4x – 2. 5. 3  м/ч. 6. 9. 7. . 8. 13.

В а р и а н т  XXVIII.  1. . 2. Та о,о  орня нет. 3. x = 5. 4. y = –2x;

y = 2x – 4. 5. 180  м. 6. 1 < x < 1,1. 7. Пять  орней. 8. 25 : 16.

В а р и а н т  XXIX.  1. –1. 2. x1 = 1; x2 = 2. 3. x1 = –1, y1 = –1; x2 = ,

y2 = . 4. x = 1. 5. 0,5 m a m 1. 6. 3. 7. 20  м/ч. 8. .

В а р и а н т  XXX.  1. 3. 2. Два  орня. 3. x1 = 1, y1 = 4; x2 = 4, y2 = 1.

4. x = –1,25. 5. a < –1; a l 8. 6. –3. 7. 2 ч. 8. .
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Если вы хотите сдать экзамен на «5»,
но не совсем уверены в универсальности своих

знаний, то эти книги для вас!

Издательство «ОНИКС»
совместно с издательством «Мир и Образование»

представляют серию учебных пособий 
для подготовки к выпускным экзаменам в средней школе,

сдаче ЕГЭ и вступительным экзаменам в вуз.

Е. В. Амелина. Готовимся к экзамену по литературе
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ний и оценок ведущих современных и дореволюционных исследо-
вателей и литературных критиков. Материал удобно организован
и изложен по темам, многие из которых предлагались школьникам
для написания выпускных экзаменационных сочинений.

В. С. Крамор. Готовимся к экзамену по математике

Книга предназначена для самостоятельного повторения школьного
курса математики. Весь материал разбит на 22 темы, которые со-
держат: теоретические сведения; контрольные вопросы; упражне-
ния (включая задачи для повторения); методические указания, ре-
шения и ответы.
В конце книги приводятся варианты билетов, предлагавшихся на
вступительных письменных экзаменах в различных вузах страны.

А. Г. Лебедев. Готовимся к экзамену по биологии

В пособии обобщен материал школьного курса биологии. Основное
внимание уделено темам, которые вызывают наибольшие трудности
у школьников на выпускных и вступительных экзаменах.
Для лучшего усвоения и запоминания материала часть информации
представлена в виде рисунков, которых обычно не хватает в школь-
ных учебниках. Для повторения изученного материала в конце кни-
ги приведены тестовые задания, на которые даны ответы.

Л. В. Тарасов, А. Н. Тарасова. Готовимся к экзамену по физике

Материал пособия разбит на пять разделов: механика, молекулярная
физика и термодинамика, электродинамика, оптика, квантовая
физика, которые соответствуют структуре ЕГЭ по физике. В пособии
обращено внимание на часто встречающиеся ошибки и затруднения
экзаменующихся, рассмотрено большое количество примеров ре-
шения типовых задач по наиболее сложным вопросам школьного
курса физики, приведены задачи для самостоятельного решения.

Оптовые закупки по адресу:
Москва, Симферопольский б-р, д. 25, стр. 2 (3 этаж), 

тел./факс (499) 619-02-20, тел. 610-02-50
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