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ПРЕДИСЛОВИЕ

В учебной литературе часть материала раздела «Нелинейные электри
ческие цепи» 1̂ фса «Теоретические основы электротехники» рассматрива
лась до сих пор на примере конкретных электротехнических устройств. В 
приемах расчета этих устройств много общего, поэтому их целесообразно 
систематизировать, определив группы нелинейных схем и их режимов, на
иболее часто повторяющихся либо перспективных. После выявления спе
цифических особенностей каждой группы и обобщения методики их ана
лиза методы расчета в общем виде можно ввести в теорию нелинейных 
цепей.

В предлагаемом учебном пособии, в основу которого положена наша 
книга «Нелинейньт двухполюсники и четырехполюсники» (Изд-во «Вы
сшая школа», 1981), сделана попытка в какой-то мере выполнить постав
ленную задачу. Для сложных разветвленных цепей часто не удается полу
чить удобные решения графоаналитическим или аналитическими метода
ми, и здесь имеет смысл использовать аналоговую и цифровую вычисли
тельную технику.

Следует отметить нецелесообразность применения для расчетов на 
ЦВМ излишне точных приемов общего характера, сводимых к составлению 
и решению численными методами весьма сложных систем уравнений, учи
тывающих малозначимые для данного кошфегаого случая особенности нели
нейных хгфактеристик, несущественные ифмонические составляющие и т.д.

Сфера применения электротехнических устройств с нелинейньош 
элементами, работающими в режиме, не поддающемся линеаризации, рас
ширяется. Разработ!^^ таких устройств производят с ориентацией на преце
денты или интуитивно (путем изобретательства). Использование ЦВМ де
лает целесообразной алгоритмизацию синтеза электрических нелинеари- 
зуемых цепей, что не только повышает качество разработок, но и позволяет 
получить принципиально новые схемотехнические решения даже извест
ных технических задач. Кроме того, такой подход необходим для проекти
рования твердотельных схем, экспериментальная поэлементная отработка 
которых практически невозможна. Поэтому для современного инженера 
совершенно необходимо знание общих основ синтеза нелинейных цепей и 
путей их реализации.



Настоящее пособие преследует цель помочь студентам научиться 
применять для расчета характеристики нелинейных двухполюсников и се
мейства входных и выходных характеристик нелинейных четырехполюсни
ков, Из большого разнообразия нелинейностей и режимов работы особое 
внимание уделено тем, которые наиболее часто встречаются в современ
ных устройствах автоматики. Изложение ведется в порядке возрастания 
сложности материала: сначала рассматриваются установившиеся режимы в 
цепях постоянного тока (отдельно с двухполюсниками и четырехполюсни
ками), затем —  в цемях переменного тока; даются краткие сведения о рас
чете переходных процессов в нелинейных цепях и о синтезе нелинейных 
цепей; приводятся примеры алгоритмизации электротехнических уравне
ний для применения вычислительной техники при расчете нелинейных це
пей. В последней главе дана характеристика линейных цепей с переменны
ми параметрами, расчет которых весьма специфичен и сходен с расчетом 
нелинейных цепей.

Авторы надеются, что их книга поможет студентам в изучении общих 
основ теории нелинейных цепей и существенно облегчит усвоение матери
ала таких дисциплин, как «Элементы автоматики*, ♦Электроника*, «Элек
трические машины», «Электрооборудование» и «Теория автоматического 
управления».

К главам 1— 5 даются задачи, иллюстрирующие большинство рассмат^ 
риваемых методов и приемов расчета; часть задач приведена с решениями.

Авторы выражают признательность рецензентам —  профессору Б.Г. 
Меньшову (заведующему кафедрой теоретической электротехники и элек
трификации промышленности МИНГ им. И.М. Губкина) и профессору А.К. 
51вленскому (заведующему кафедрой ТОЭ ЛИАП) за ряд ценных замеча
ний, сделанных в процессе подготовки рукописи к печати. Кроме того, ав
торы благодарят своих коллег Л.Б. Соболева и В.Г. Орешникова за помощь 
в написании некоторых параграфов книги.

Отзывы об учебном пособии, которые будут приняты с благодарно
стью, просим направлять по адресу: 125871 Москва, ГСП, Волоколамское 
шоссе, 4, Издательство МАИ.

ВВЕДЕНИЕ

Все реальные электрические цепи являются нелинейными. Рассмот
рим цепь, которая в границах определенных режимов принята линейной. 
Как только частота, токи и напряжения в этой цепи достигнут достаточно 
больших значений, начинают проявляться нелинейные эффекты: происхо
дит насыщение ферромагнитных сердечников, нарушается пропорцио
нальность между поляризацией и полем в диэлектриках, изменяются гео
метрические размеры конденсаторов, температура (следовательно, и со
противление) проводников и т.д. Таким образом, н е л и н е й н ы м и  явля
ются цепи, параметры которых зависят от тока или напряжения.

В простейших случаях линейные элементы цепи можно свести к нели
нейным и говорить о нелинейном сопротивлении R  (/) или R (и), нелиней
ной индуктивности L  (I »  или L  (Ф) и нелинейной емкости С (uc ) или С 
(Q ). Выражение для напряжения на ветви, содержащей последовательно 
включенные нелинейные элементы R, L, С, можно записать в виде нели
нейного уравнения

вместо известного уравнения линейной цепи

Напомним, что н е л и н е й н ы м  называется уравнение, которое содер
жит переменные и их производные не в первой степени либо в котором 

’ коэффициенты зависят от переменных и их производных. Общих методов 
решения нелинейных уравнений не существует, и лишь для некоторых слу
чаев могут быть найдены точные решения, выраженные известными функ
циями. В этом —  главкая трудность анализа нелинейных цепей.

Особенно важно то, что к нелинейным уравнениям, а значит, и к нели
нейным цепям неприменим принцип наложения. Именно неприменимость 
принципа наложения может служить определением нелинейной цепи, ко-



торую, если это не приводит к недопустимым качественным изменениям 
или большим количественным погрешностям, следует пытаться описывать 
линейными зависимостями, т.е. сводить нелинейные цепи к линейным. 
Возможность пренебрежения нелинейностью (лине^физация) зависит от 
свойств (х^фактеристик) и режима работы элементов, входящих в цепь, а 
также от конкретных особенностей и технического назначения цепи.

Если линеаризация неосуществима, то для упрощения анализа нели
нейных цепей часто прибегают к рациональному изменению информации 
(исходных данных) о входящих в них нелинейностях. При этом должны 
быть сохранены все х£фактерные черты изучаемого нелинейного процесса 
и исключены для упрощения исследования лишь несущественные факто
ры. Ограничившись приближенным представлением характеристик нели
нейной цепи, иногда удается получить точное решение упрощенных нели
нейных уравнений.

Далеко не всегда можно сразу правильно определить факторы, кото
рыми следует пренебречь при анализе данной нелинейной цепи. Поэтому 
обычно сначала осуществляют экспериментальную проверку результатов 
упрощенного подхода и уже затем уточняют выбранный упрощенный спо
соб анализа и определяют пределы его применимости.

Известно, что нелинейности могут оказаться вредными (нелинейные 
искажения сигналов при передаче и преобразовании информации,искаже
ние формы кривых тока и напряжения в энергетических установках и т.д.), 
однако только с помощью нелинейных элементов могут быть созданы важ
нейшие электротехнические устройства: усилители, стабилизаторы, преоб
разователи частоты, выпрямители и др. Развитие автоматики, телемехани
ки, радиотехники, вычислительной техники и т.д. вообще невозможно без 
применения нелинейных цепей и разработки новых нелинейных элементов.

Глава 1

АНАЛИЗ УСТАНОВИВШИХСЯ РЕЖИМОВ 
В ЦЕПЯХ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

С НЕЛИНЕЙНЫМИ ДВУХПОЛЮСНИКАМИ

§ 1.1. Исходные характеристики двухполюсников 
и их классификация

Д в у х п о л ю с н и к о м  называют часть электрической цепи, рассмат
риваемую по отношению к двум зажимам. .(В частном случае нелинейный 
двухполюсник превращается в нелинейное сопротивление.) Условное 
обозначение нелинейного двухполюсника показано на рис. 1.1.

НА

Общепринятой характеристикой нелинейного двухполюсника являет^ 
ся вольт-амперная характеристика (ВАХ) / -  / (С/) _  зависимость тока, 
проходящего через двухполюсник, от подводимого к нему напряжения, оп
ределенная для установившегося режима. Для линейного двухполюсника 
эта х^актеристика представляет собой прямую линию.

Прежде чем рассмотреть особенности вольт-амперных характеристик, 
покажем, что в общем случае каждая точка ВАХ определяется статическим 
и дифференциальным сопротивлениями.

Под с т а т и ч е с к и м  с о п р о т и в л е н и е м  двухполюсника понима
ют отношение постоянного напряжения на двухполюснике к току в нем:

Чет иИ. (1.1)

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  с о п р о т и в л е н и е м  называют величину

dU ld l, (1-2)

характеризующую двухполюсник при малых отклонениях от рассматривае
мой точки нелинейной характеристики.



в общем случае статическое и дифференциальное сопротивления 
не равны. Их значения совпадают только для линейных двухполюсни
ков {R-ct ■̂ диф ~ •̂ )*

Статическое сопротивление, как видно из рисунка 1.2, пропорциональ
но тангенсу угла а, образованного секущей, проведенной из начала коор
динат в рассматриваемую точку характеристики, с осью /:

Ши
/?сг = — tga = m/{tga.

m j
(1.3)

Здесь т и  —  масштаб напряжения; m j —  масштаб тока; тц —  масштаб 
сощютивпения.

Дифференциальное сопротивление пропорционально тангенсу угла р, 
образованного касательной в рассматриваемой точке характеристики с 
осью /:

tg р. (1.4)

В дальнейшем будем считать, что статическое и дифференциальное 
сопротивления равны тангенсам соответствующих углов, и будем помнить
о необходимости учитывать масштаб. Кроме того, можно ввести также по
нятия «статическая проводимость*

GcT = 1//?CT

и «дифференциальная проводимость*

Сдиф “  1//?диф*

(1.5)

(1.6)

Если рассмотреть ВАХ двухполюсников и обобщить их по некоторым 
признакам, все многообразие этих хгфактеристик можно свести к пяти основ
ным типам, которые (в первом квадранте) показаны на рис. 1.3.

В некоторых задачах практического применения ВАХ двухполюсни
ков могут иметь зону нечувствительности как по напряжению (рис. 1.4,а), 
так и по току (рис. 1.4,6). Вольт-амперные характеристики могут быть так
же симметричными относительно начала координат и несимметрич
ными.

Рис. 1.4

На рис. показаны некоторые симметричные ВАХ: основная, т.е. без зшы 
нечувсшггельносга, с зоной ые'О'всгаетельносга по напряжению и с зоной нечув- 
стввтелыюсга DO току. В случае овммепричныххарактфисгак /(С/) * • -/ (-  U).

Ряс. и

Несимметричные характеристики I  {[/) ^̂ - 1 ( - U) бывают двух видов; 
мнимо несимметричные и явно несимметричные.

М н и м о  н е с и м м е т р и ч н ы е  ВАХ симметричны относительно 
некоторой точки на оси ординат (рис. 1.6,а, б , д а е )  или на оси абсцисс 
(рис. 1.6,в, г, ж и з). Как правило, такие характеристики соответствуют 
активным двухполюсникам и мохуг быть приведены к началу координат, 
если вместо исходного активного двухполюсника использовать пассив
ный, имеющий симметричную характеристику и включенный параллельно 
с источником тока (рис. 1.6,а, б, д и е) или последовательно с источником 
напряжения (рис. 1.6, в, г, ж, и з).

/ I

/  /
а

С и  0

Г. и
/  и Ĵ O

В

и

г

I 1 I

Г
0 и -t 

д ^
-  ^ J
е

0 ' и J  \Q 

т

и

3

Рже. 1.6
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к  яв но  н е си и м е т р  и чным ВАХ 0ТН0С5ГГ такие, которые в пер
вом и третьем квадрантах представлены сочетанием основных вольт-ам- 
пфныхх£фактеристик разного типа (рис. 1.7,а), сочетанием нелинейной хвг 
рактеристики и линейной (рис. 1.7,6) или сочетанием основных ВАХ одно
го типа, но имеющих при одних и тех же значениях | U\ различные значе
ния |/| (рис.

/
б

Риа1.7

Кроме вольт-амперных характеристик, для расчета нелинейных цепей 
можно использовать зависимости статических и дифференциальных со
противлений и проводимостей от тока и напряжения (рис. 1.8).

Эти зависимости могут быть получены экспериментально или пере
считаны из вольт-амперной характеристики. Например, задаваясь некоторыми 
значениями тока 1{1\, /2, . . . ) ,  можно для каждой точки ВАХ (см. рис. 1.2)

определить /?ст С-̂ стЬ • • •) или Лдиф (ЛдифЬ^дафг# • • •) и построить
графики Ret (J) или Лдиф(Л-

Все Х£фактерисп1ки могут быть получены одна из другой и поэтому будут 
содержать одинаковое количество информации. Целесообразность использо
вания той или иной формы характеристики зависит от конкретной задачи.

§ 1.2. Упрощение и линеаризация вольт-амперных 
характеристик двухполюсников.

Метод компенсации.
Идеализация характеристик

Прежде чем приступить к расчету цепей с нелинейными двухполюс
никами, попытаемся упростить или линеаризовать исходные характеристи
ки, Т.К. приближенное представление характеристик облегчает расчеты. 
Например, упрощая симметричную ВАХ (см. рис. 1Д  б), можно рассматри
вать ее без учета зоны нечувствительности или в одном квадранте, или в

10

обоих сразу; мнимо несимметричные ВАХ (см. рис. 1.6) могут быть приве
дены к началу координат, т.е. превращены в симметричные, и т.п.

Вольт-амперные характеристики бывают двух видов: линеаризуемые, 
которые в определенном режиме и для определенного диапазона воздейст
вий мохут быть сведены к линейной характеристике, и существенно нели
нейные ( их линеаризация приводит к потере каких-либо свойств нелиней
ного двухполюсника). Наиболее частый случай —  линеаризация относи
тельно начала координат с помощью касательной или секущей (рис. 1.9).

Риа 1.9

Линеаризация при небольших отклонениях сигнала от рабочего режи
ма возможна и для любой точки характеристики, если нелинейный двухпо
люсник заменить источником постоянного напряжения и сопротивлением, 
равным дифференциальному сопротивлению нелинейного двухполюсника 
на прямолинейном участке (метод компенсации). При этом исходный пас
сивный нелинейный двухполюсник сводится к линейному активному двух
полюснику, внутреннее сопротивление которого равно дифференциально
му сопротивлению исходного двухполюсника в рабочей точке.

Подобная замена для pfsyx. характерисгак нелинейного двухполюсника —  с 
насыщением по току и по напряжению —  показана на рис. 1.10. Из рисунка 
видно, что, проведя касательные к ВАХ в рабочих точках, определяемых 
значениями тока и напряжений 1 \, Ui (рис. 1.10, б ) и /2, Uz (рис. 1.10, д), 
требуемые напряжения найдем из соотношения Ui = -U n  + R n li для пер
вой и t/2 “  С̂/2 + для второй характеристики, где /?л = tg и

l/t

гVit

г 9

У
0 0 0 - 0

Рис. 1.10
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Ra  “  tg Р2» ® Ц[1 и £/q —  отрезви на оси абсцисс. Эти уравнения могут быть 
реализованы в виде линейного источника напряжения Щ с линейным внут
ренним сопротивлением Ri, причем направление ЭДС источника совпадает 
с направлением тока для первой характеристики (рис. 1.10,в) и не совпада
ет для второй (рис. 1.10,е), что отвечает второму закону Юфхгофа для этих 
цепей. Следует иметь в виду, что значения Un, Rii и Ua, Ra изменяются 
при изменении режима работы и справедливы только в ограниченной обла
сти вблизи рабочей точки.

Иногда участки вольт-амперных характеристик могут быть заменены 
несколькими прямыми линиями (рис. 1.11). Такие ВАХ называют к у с о ч 
н о - л и н е й н ы м и .  Если в линейном виде можно представить охраничен- 
ный набор хч)актч)истик, то в кусочно-линейном —  любую хгфактеристику.

I

к  J \ Г
0 и ^  

а

0 и 

S

Риа 1.11

Вид линеаризованной характеристики, которая должна быть взята для 
расчета данного нелинейного двухполюсника, во многом зависит от режи
ма его работы в конкретной схеме, т.е. от пределов изменения воздейству
ющего на него напряжения. Например, характеристику рис. 1.12,а (частный 
случай основной характеристики рис. 1.3,а) можно рассма1ривать в виде 
отдельных прямых линий при изменении напряжения: 1) U »Q -U \  (рис. 
1.12,6); 2) C/-t/ i-t/2 (pnc. 1.12,в); 3) U > U 2 (рис. 1.12,г).

о и, и. и 
б '

Рис 1.12

В зависимости от диапазона воздействий одна и та же характеристика 
может быть принята или кусочно-линейной, или целиком линейной. Так, 
если диапазон изменения напряжения достаточно велик, то рассматривае
мую характеристику можно свести к прямой 2 (рис. 1.12,д). Однако точ
ность расчета при работе с характеристикой 1  значительно выше, чем с 
характеристикой 2.

Во многих случаях вводятся дополнительные допущения: малые со
противления принимают равными нулю, а больпше —  бесконечными; зо
ной гистерезиса пренебрегают и т.д. Идеализация характеристик может

12

быть проведена, если сопротивление нагрузки существенно больше или 
меньше статических сопротивлений соответствующих участков ВАХ. Та
кие характеристики называют и д е а л и з и р о в а н н ы  ми (рис. 1.13).

1 I

0 и 0 и

6а

Рис. 1.13

§ 1^ . Графический расчет цепей с двухполюсниками

Нелинейные цепи простой конфигурации удобно рассчитьшать изве
стными из курса математики методами графического решения уравнений 
непосредственно использующими графическое изображение исходных ха
рактеристик двухполюсников.

НА,  НД2

1S-— у /

и

*—

I

0 -

J
0 -

НА

/  ̂ У
/

/ ! Л ' '

Рис. 1.14

Последовательное соединение. При расчете цепи с последователь
ны»  ̂ соединением нелинейных двухполюсников НД1 и НДг (рис. 1.14,а), 
вольт-амперные характеристики которых показаны на рис. 1.14,6, необхо
димо воспользоваться вторым законом Кирхгофа и, задаваясь произволь
ными значениями ординат (токов), суммировать соответствующие им абс-' 
циссы (напряжения). В результате суммирования получится ВАХ, соответ
ствующая всей цепи, которую можно рассмагривать как один эквивалент
ный нелинейный двухполюсник (см. рис. 1.14,а). Далее по напряжению U  
приложенному к цепи, находят ток I  и падения напряжений на д^тшолюс- 
никах U\ и U2. Аналогично можно построить эквивалентную характери- 
стшсу участка цепи с несколькими последовательно соединенными нели
нейными двухполюсниками. Рассмотренный метод получил название м е 
т о д а  э к в и в а л е н т н ы х  х а р а к т е р и с т и к .
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Если последовательно с двухполюсником включен источник напр]1же- 
ния, то ВАХ участка цепи с этим двухполюсником и источником получает
ся смещением характеристики влево на величину ЭДС, если направление 
ЭДС источника совпадает с током, и вправо —  если не совпадает.

При фиксированном значении U  ток и падения напряжений на двух 
нелинейных двухполюсниках могут быть найдены методом пересечения. 
Для этого одну из заданных ВАХ (рис. 1.15) следует перенести вправо от 
начала координат вдоль оси абсцисс на величину приложенного напряже
ния и повернуть так, чтобы получить зеркальное отображение ее относи
тельно вертикали. Тогда вследствие равенства U i ^ U - U i  точка пересе
чения зеркально отображенной характеристики I  ((/2) ’ ^ I  {U  -  U2) одного 
двухполюсника с хгфактеристикой другого двухполюсника I  (l/i) опреде
лит искомый ток I  и падения напряжений Ui и U2.

Метод эквивалентных характеристик применяется в том случае, когда 
в качестве исходных характеристик заданы зависимости сопротивлений 
(статических или дифференциальных) от тока. При этом пользуются пра
вилом преобразования цепи при последовательном соединении, согласно 
которому сопротивление эквивалентного двухполюсника равно сумме со
противлений последовательно соединенных двухполюсников (при одном 
и том же токе). Таким образом, если заданы характеристики /?ст1 (Л и 
Rctz (Л (рис. 1.16,а) нелинейных двухполюсников НД1 и НДг (рис. 1.14,а),

" С 7

/̂СТ1

!̂ стг

// Л
^стг( )̂

J
а

Г / 0 

Рис. 1.16

и и
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то, задаваясь произвольными значениями абсцисс (токов), следует про
суммировать соответствующие им значения ординат (статических со
противлений). В результате суммирования получим зависимость Лет (Л 
для двухполюсника, эквивалентного двум заданным. Используя эту ха
рактеристику, нужно построить промежуточную зависимость RcriU ) 
(рис. 1.16,6) и отложить по оси абсцисс напряжение U, приложенное к це
пи. Определив значение перенести его на график исходных и эквива
лентной характеристик (см. рис. 1.16,а), найти ток в цепи / и статические 
сопротивления заданных двухполюсников и /?ct2- Падения напряжений 
на этих двухполюсниках определяютсяо по закону Ома: Ui = Rcril и
U2 ~RaaJ.

Параллельное соединение. При расчете цепи с параллельным соеди
нением нелинейных двухполюсников (рис. 1.17,а) необходимо воспользо
ваться первым законом Кирхгофа: задаваясь произвольными значениями 
абсцисс (напряжений), просуммировать соответствующие значения орди
нат (токов). Полученная ВАХ будет соответствовать эквивалентному нели
нейному двухполюснику. Далее по заданному току / определяются напря
жение J7 и токи ветвей I i  и /2 (рис. 1.17,6).

г I

Рис. 1.17

Если же задано напряжение U, строить эквивалентную вольт-ампер- 
ную характеристику не надо, т.к. токи /1 и /2 определяются из характери
стик I i  (U ) и /2 (Ц), а суммарный ток / = /1 + /2.

Аналогичный подход может быть использован при параллельном сое
динении нескольких нелинейных двухполюсников.

В случае параллельного включения двухполюсника с источником тока 
ВАХ участка цепи с этим двухполюсником получается смещением характе
ристики вверх на величину тока источника, если его направление совпада
ет с напряжением, и вниз —  при несовпадении.

Если при параллельном соединении двухполюсников заданы зависи
мости Сст1 (Ц) а Сст2  iJJ) (рис. 1.18,а), то, пользуясь правилом преобразова
ния цепи при параллельном соединении и задаваясь значениями абсцисс 
(напряжений), просуммируем соответствующие значения ординат (стати
ческих проводимостей) и в результате получим характеристику для экви
валентного двухполюсника. Далее необходимо построить промежуточную
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характеристику Get (Л и по заданному току I  найти значение статической 
проводимости Get (рис. 1.18,6). Перенос значения этой проводимости на 
эквивалентную характеристшо^ (рис. 1.18,а) позволит определить прило
женное к цепи напряжение U  и статические проводимости Ccri и Gco, 
двухполюсников НД1 и НДг. Токи параллельных ветвей найдем по закону 
Ома: -  GptiU и /2 = G^isP-

'̂cт

GcT

ĉri

Остг

I

—^  с̂т \
\

и о

Ряс. 1.18

Если же задано напряжение U, строшъ эквивалжгную характфисипу 
нет необходимоста, t j l  Gcri и Gcti определяются по исходным характери
стикам.

Смешанное соединение. Применяя те же приемы расчета, можно оп
ределить рабочий режим для любой цепи с последовательно-параллель- 
ным соединением двухполюсников.

На рис. 1.19,а показана схема смешанного соединения линейного со
противления R  и двух нелинейных двухполюсников НД1 и НДг, хгфактери- 
стики которых (соотаегсгвенно /3 (Z/з), /1 {U\) и /2 (Цг)) представлены на 
рис. 1.19, б. После замены двух параллельных двухполюсников одним эквива
лентным (/2 + /3) (U2) = h  {U2), а затем двух последовагельных —  также од-

I ,

НДг У

0 -

h

J

0 -

Рис 1.19

НИМ эквивалентным /1 {U) по заданному напряжению U  находим ток /1. Оп
ределив ток/ь найдем напряжение U\ и Цг; зная напряжение U2, найдем токи
/2И/3.
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Бели при смешанном соединении двухполюсников заданы зависимо
сти сопротивлений или проводимостей от тока или напряжения, целесооб
разно получить из этих зависимостей вольт-амперные характеристики и 
использовать их для расчета, т.к. в случае смешанного соединения эти ис
ходные зависимости менее удобны, чем ВАХ, поскольку для расчета необ
ходимо использовать как зависимости R ctU  или U), так и зависимости 
Get или U) и переходить от одной к другой.

Расчет цепи с двумя узлами. Графическое построение для расчета 
цепи с пгфаллельными ветвями возможно и для случая, когда наряду с не
линейными д]^^олюсниками в них имек^ся источники постоянной ЭДС, 
включенные последовательно с двухполюсниками (рис. 120,а). Для этого 
вместо ВАХ двухполюсников I i iU i )  и /3 (1/3) предварительно
строят х*фактер|1стики каждой ветви с учетом ЭДС /1 (С/), /2 (£/) и /3 (U ) 
(смещение влево на величину и JS2 и вправо —  на по оси абсцисс), а 
затем строят эквивалентную характеристику параллельных ветвей

J  о, J

C ) f ,  С ) г г

HAj НДг \ндз

•у,т _/ Уз У

о

мл 1 ,1 и)
V

Рис. 120

(/l + /2 + /3) (£/) (рис. 1 J20,6). Эта Х2фактеристика смещена влево от начала 
координат на величину Е, которую можно рассматривать как ЭДС эквива
лентной цепи.

Поскольку сумма токов в узле (/i + /2 + /3) равна нулю, в эквивалентной 
цепи ток отсугст^ет. Следовательно, точка пересечения характеристики 
(Л + /2 + /3) {U) с осью абсцисс и есть решение задачи. Отсюда, как показа
но на рис. 120,6, находят токи в каждой ветви /1, /2 и /3, а по соответст
вующим вольт-амперным характеристикам рассчитывают напряжения U\, 
U2 и иъ.

Описанный метод применим и для случая, когда не все параллельные 
ветви содержат источники.

Расчет сложной цепи с одним и двумя нелинейными двухполюсни
ками. При расчете сложных электрических цепей, используя методы пре
образования, необходимо упрощать схемы, пытаясь свести их к однокон
турным или к схемам с двумя узлами. Если электрическая цепь любой 
сложности содержит несколько источников напряжения и один нели
нейный двухполюсник, для расчета такой цепи можно применить метод 
эквивалентного генератора. Для этого выделяют ветвь с двухполюсни
ком, а остальную часть цепи изображают в виде активного двухполюсника 
(рис. 1.21), который может быть заменен эквивалентным источником на-
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пряжения. Схема сведется к одноконтурной, состоящей из линейного со
противления и нелинейного двухполюсника, и рассчитывается методом эк
вивалентных характеристик или методом пересечения.

НА

Рис. 121

Как известно из раздела «Линейные электрические цепи», напряжение 
эквивалентного источника и сопротавление Rq (входное сопротивление 
пассивного двухполюсника относительно зажимов т и п )  определяются в 
режиме, когда выделенная ветвь разомкнута. При этом необходимо, чтобы 
щ>актеристика / (U ) нелинейного двухполюсника проходила через начало 
координат (т.е. при 1 = 0 должно быгь U  = 0). Если же исходная характери
стика смещена, нужно перенести ее в начало координат включением до
полнительного источника напряжения или тока (см. § 1.1). Этот источник 
учитывается в дальнейшем в линейной части цепи при нахождении напря
жения Ux-

В том случае, когда сколь угодно сложная цепь с источниками напря
жения содержит два нелинейных двухполюсника, можно выделить две эти 
ветви, а остальную часть цепи представить в виде активного четырехпо
люсника (рис. 1.22).

Рис. 1.22

Известно, что если в две ветви одновременно ввести по одному источ
нику, ЭДС которых равны напряжениям на разомкнутых зажимах этих ве1̂  
вей, токи в них определятся из схемы рис. 123. Упрощение задачи состоит 
в том, что вместо большого числа заданных источников, действующих в 
ветвях сложной цепи, теперь имеем только два (£/*1 и i/xz). включенные в 
ветви с нелинейными двухполюсниками, а вся сложная линейная часть це
пи стала пассивным четырехполюсником. Следует отметить, что если токи 
в ветвях с двухполюсниками определяют из схемы рис. 1.23, то во всех дру
гих ветвях их получают суммированием токов режима холостого хода ак
тивного четырехполюсника (при определении напряжений U^i и Uxi) и ре
жима схемы рис. 1.23.
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Рис. 123

Затем линейный пассивный четьфехполюсник нужно заменить Г-об- 
разной схемой замещения и рассчитать эквивалентную схему как схему с 
двумя узлами, предв^ительно определив значения сопротивлений 
R2 и R 3. Для этого пользуются соотношениями Г-образной схемы замеще
ния: « /?11 -  Л 12,/?2 “  ̂ 22 --^12. ^3 “  Л!12. Сопротивления Лц, R \2 и
R 22 находят или из схемы четъфехполюсника (если она известна), или из 
режима холостого хода как коэффициенты R  системы уравнений четырех
полюсника.

Такой подход к расчету цепи с двумя нелинейными двухполюсниками 
не является единственным. Можно разомкнуть только одну ветвь, напри
мер с двухполюсником НД2 (см. рис. 1.22), и определить напряжение 
между разомкнутыми зажимами 2 и 2 ' и входное нелинейное сопротивле
ние относительно тех же зажимов, т.е. преобразовать схему в эквивалент
ную относительно одного двухполюсника. Если это удастся сделать, схе
ма рис. 1.22 преобразуется в одноконтурную, имеющую в отличие от схемы 
рис. 1.21 два нелинейных двухполюсника.

Расчет сложной цепи с тремя нелинейными двухполюсниками. Если 
цепь содержит произвольное количество линейных сопротивлений, источ
ников и три нелинейных двухполюсника, можно выделить три эти ветви, а 
остальную линейную часть цепи представить в виде активного шестипо- 
люсника (рис. 1.24). Как и ранее, введем в каждую из трех ветвей по одно
му источнику. ЭДС Uxi, £/х2, ^̂ хЗ (рис. 125) будут равны напряжениям 
Ui, U2, U3 на зажимах 1— Г, 2—2' и 5—3' соответственно, если одно
временно разомкнуть внешние цепи. Исходный линейный активный шести-

НАг

Рис. 124
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полюсник превратится в пассивный, который описывается следующей сис
темой уравнений:

f/l = Л ц /1 + Л 12/2 + Л 13/3 ; 

U2 = R 2 1 1 1 + R22 h  + ̂ 23 h ; 
t/з = Л31 /1 + R jz h  + Л 33

(1.7)

Р к .1 ^

Согласно теореме взаимности К ц  -  /?2Ь R l3 ”  ̂ 31. ^23 “  ̂ 32. поэтому 
уравнения (1.7) содержат только шесть независимых п^фаметров. Следова
тельно, простейшая эквивалентная схема шестиполюсника должна содер
жать шесть сопротивлений. На рис. 1.25 показана одна из таких возмож
ных схем, имеющая три независимых контура и отвечающая (1.7). Для этой 
схемы

Л ц  “  + /?з + /?22 *  /̂ 1 + + R& ^33 “  /̂ 2 + ̂ 3 +
R]2 *  /?21 = -  ^13 = Л31 “  -  ̂ 3. ^23 “  R 32 ~ -  Rl-

Сопротивления R\, Л2. • • • можно определить, используя режим хо
лостого хода. Так, разомкнув зажимы 2—2' и 3— 3' и подавая питание со 
стороны зажимов } — Г, получим

1Г 1 = (Л 1+Лз + Л4)/'ь IT2 - - R i r i ,  1Г з --/ ? з/ ь

1Г\
откуда Ri

Г1
,R 3 R a - R l - R ^ i a .  Т .Д .

Расчет этой цепи затруднителен, поэтому преобразуем звезду (  сопро
тивления Ri, R 2, R3) в эквивалентный треугольник (сопротивления Я 12, 
R'ts, R '31) (рис. 1.26). В этом случае получаются три пары ветвей, соеди
ненных пгфаллельно, и цепь может быть рассчитана с помощью графиче
ских построений, изложенных ранее.

Расчет сложной цепи с четырьмя и более нелинейными двухполюс
никами. В сложной цепи из четырех нелинейных двухполюсников можно 
выделить эти ветви, а остальная часть образует активный линейный вось-
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миполюсник (рис. 1.27). Далее активный восьмиполюсник можна превра
тить в пассивный, при этом источники будут во внешних цепях.

Упрост1пъ схему пассивного восьмиполюсника нельзя, т.к. она в об
щем случае не содержит последовательных и шфаллельных соединений, а 
также звезду и треугольник. Для этого сложного случая воспользуемся ме
тодом последовательных приближений (метод итераций), который состоит

нДг

J

НА,;

у

J >»Аз

Рис 127

В последовательном уточнении первоначально полученного тем или иным 
способом первого приближения. Выберем одну из ветвей на рис. 127, на
пример ветвь с нелинейным двухполюсником НД4, им<мпп̂ им вольт-ам- 
перную характеристику /4 -/ (£/4), показанную на рис. 128. На этой х^ак- 
теристике выберем любое значение тока, например найдем линейное 
сопротивление в точке А ' {R\ *  и заменим нелинейный двухпо
люсник НД4 линейным сопротивлением R \  В цепи осталось три нели
нейных двухполюсника, и восьмиполюсник пре^атился в шестиполюсник. 
Рассчитаем его и получим Действительное значение тока в четвертой ветви 
^4  с сопротивлением Л '4. Точка А ” не лежит на вольт-амперной х£фак- 
теристике и потому не является решением задачи.

21



Выберем следующие значения тока и сопротивления R''^, соответст
вующие точке В’. Опять рассчитаем цепь и получим ток, определяемый 
точкой В”. Эта точка также не является решением задачи, но расположена 
ближе к ВАХ, чем точка А ”.

Зададимся точкой С  и еще раз произведем расчет, который даст зна
чение тока в точке С". Она лежит ниже х£фактеристики /4 = / (1/4), тогда 
как точки А "  и В” —  выше этой характеристики. Следовательно, реше
ние задачи находится между точками С" и В”. Соединим точки А ", В” и 
С" кривой /4 = ф (1/4), которая в точке D  пересечет вольт^амперную х*фак- 
теристику /4 =/ ( 1/4) нелинейного двухполюсника НД4. Эта точка и соот
ветствующие ей значения тока I4 и напряжения U4 являются решением 
задачи для четвертой ветви.

Выполнив еще раз расчет цепи с тремя нелинейными двухполюсника
ми НДь НД2, НДз и линейным сопротивлением R4 = U4/I4, найдем токи 
h , 1ъ h  и напряжения U\, U2, Щ  во всех остальных ветвях.

Если сложная цепь содержит пять нелинейных двухполюсников, то 
последовательные приближения проводят уже в двух ветвях, например в 
ветвях с нелинейными двухполюсниками НД4 и НД5.

Порядок действия такой: задаваясь некоторым значением тока в пятой 
ветви (точка А', рис. 1.29,6), находим линейное сопротивление R's\ установив 
R's = const, рассчитаем четвертую ветвь при различных значениях линейного 
сопротивления R 4 (прямые 1, 2 на рис. 129д) и построим кривую 
I 4 = ф1 {U4). В данном случае оказалось достаточным сделать две итерации.

В четвертой ветви установим сопротивление, соответствующее точке 
А ” (рис. 1.29,а), и найдем уточненное значение тока в пятой ветви (точка 
А ”, рис. 129,6). Точка Л "  лежит вне характеристики /5 - f {U s ), поэтому за
дадимся другим значением тока (сопротивления) в пятой ветви (точка В', 
рис. 129,6), опять несколько раз рассчитаем четвертую ветвь (прямые 1,2, 
3, рис. \29fi) и построим кривую /4 = Ф2 ̂ ^4). Уточним ток в пятой ветви 
(точкам", рис. 1.29,6) и т.д.

PHC1J29

Выполнив серию таких операций, построим кривую /5 = ф {Us) (рис.
09 ,6 ) и найдем точку D, которая является рабочей точкой характеристики 
h  =/ iUs). Теперь при сопротивлении Rs -  Us/Is повторим расчет четвер
той ветви. Точка С пересечения кривой /4 = фз {U4) (рис. 1.29,а) с характе
ристикой /4 =/ {U4) есть решение задачи для четвертой ветви.

Таким образом, расчет двух ветвей закончен: определены значения /4, 
U4, R4 и /5, Us, Rs- Теперь достаточно заменить нелинейные двухполюс
ники НД4 и НДз линейными сопротивлениями R4 и Rs соответственно и 
рассчитать токи и напряжения в остальных трех нелинейных двухполюсни
ках.

Рассмотренные случаи включают в себя практически все возможные в 
технике варианты цепей с нелинейными двухполюсниками. Несмотря на 
то, что цепи с четырьмя нелинейными двухполюсниками или пятью встре
чаются редко, необходимо знать, как подойти к расчету таких цепей. Дей
ствительно, нелинейные двухполюсники включаются в цепь для придания 
ей определенных свойств. Когда нелинейных двухполюсников немного, 
можно легко определить их суммарное влияние на цепь и предугадать ее 
свойства. При большом числе нелинейных двухполюсников правильный 
выбор требуемых исходных вольт-амперных характеристик и способа сое
динения элементов вряд ли возможен и операции при расчете цепи на
столько громоздки, что целесообразно исследовать ее экспериментально 
или воспользоваться вычислительной техникой.

§1.4. Релейный эффект в цепи с двухполюсником, 
имеющим отрицательное диф<^ренциальное 

сопротивление

В цепи с нелинейным двухполюсником с падающим участком 
ВАХ может возникнуть релейный эффект, т.е. скачкообразное изменение 
тока.
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Пусть цепь соответствующими преобразованиями приведена к цепи с 
последовательно соединенными линейньш сопротивлением R  и нелиней
ным двухполюсником НД (рис. 1.30,а).

0 -

Uf.

Если использовать метод пересечения и увеличивать входное напря
жение и, то линейная характеристика l iU i ) '  будет смещаться вправо 
параллельно самой себе (рис. 1.30,6). При дальнейшем увеличении 
входного напряжения наступит момент, когда характеристика / {U i)' 
коснется х^актеристики I  {U2) (точка 1 на рис. 1.30,в). Теперь даже 
при незначительном увеличении напряжения U  произойдет скачкообраз
ное изменение тока, и рабочий режим будет соответствовать току в цепи 
/2 и падениям напряжений Ui и U2, определяемым точкой 2 (т.к. рабочая 
точка должна лежать на пересечении характ^)истик). Входное напряже
ние, при котором происходит такое явление, называют н а п р я ж е н и е м  
с р а б а т ы в а н и я  ((/с р)- Дальнейшее увеличение входного напряжения не 
приведет к каким-либо качественным изменениям расчетшлх соотношений 
(рис. 1.30, г).

При уменьшении входного напряжения U  до значения, при кото
ром произойдет соприкосновение характеристик I  (U i) ' и / {U2) в точке 
3 (рис. 1.30, )̂, ток опять изменится скачком, и рабочий режим будет соот
ветствовать току в цепи /4 и падениям напряжений Ui к U2, определяемым 
точкой 4. Входное напряжение, при котором произойдет такое явление, на
звано н а п р я ж е н и е м  о т п у с к а н и я  (С/дто). График самого релейного 
эффекта, т.е. зависимость I  =/ (17), дан на рис. 1.30,е.

Диапазон напряжений срабатывания и отпускания, а следовательно, и 
широта зоны характеристики нелинейного двухполюсника между точками 
1  1лЗ определяются коэффициентом возврата к = f/orn/^ q̂)  ̂1-
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Следует также отметить, что релейный эффект в принципе может 
быть получен изменением не только напряжещш U, но и сопротивления R, 
что равнозначно изменению угла наклона л1б1ейной ВАХ.

Условием возникновения релейного режима является соприкоснове
ние характеристик, т.е.

Лдиф R . (1.8)

Релейный эффект, естественно, может возникнуть и в цепи с двумя 
нелинейными двухполюсниками.

§ 1^. Нелинейная аппрожсимация исходных характеристик

Удобные и наглядные для простых схем графические методы стано
вятся слишком громоздкими для сложных схем. Кроме то«р, даже для про
стых схем эти методы требуют высокой точности выполнения чертежей и 
выбора удовлетворительного масштаба. Для сложных схем графическими 
методами невозможно установить общие закономерности, найти оптималь
ные решеши, варьировать параметры и т.д. Здесь предпочтительнее поль
зоваться аналитическими методами расчета, которые основаны на аппрок
симации вольт-амперных характеристик или зависимостей сопротивлений от 
тока (напряжения), т.е. на замене нелинейной характ^)истики аналитической 
функцией приближенно выражающей заданную зависимость.

Метод расчета, при котором часть расчетных операций выполняется 
аналитически, а часть —  графически, называется г р а ф о а н а л и т и 
ч е с к и м .

Точная аппроксимация характ^)истики обычно приводит к сложным 
математическим соотношениям, что очень затрудняет анализ, и на практи
ке поэтому не стремятся к особо точной аппроксимации. Аппроксимирую
щее выражение при этом должно удовлетворять двум требованиям: 1) по 
возможности более точно проявлять характер аппроксимирующей зависи
мости и всегда отражать определяющие для анализа исследуемого явле
ния свойства этой зависимости; 2) быть максимально простым, чтобы были 
простыми и решения уравнений, в которые вводится выражение при анали
зе цепи. Поэтому для одной и той же характеристики в одних режимах мо
жет оказаться предпочтительным один вид аппроксимации, в других режи
мах —  другой.

Задачу аппроксимации характеристик можно разбить на две части: вы
бор типа аппроксимирующей функции и определение ее коэффициентов. 
Обычно используются следующие виды аппроксимации (на примере ВАХ):

а) степенной полином

i = ^  = Oq + aiu + + . . .  + a„t^,
it-о

(1.9)

при помощи которого можно аппроксимировать характеристики с любой 
степенью точности. Однако для высокоточных характеристик требуются 
полиномы высоких порядков, крайне неудобные для работы, tjl содержат
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большое число членов. К  этому виду отаосзггся также линейная, кусочно-линей
ная аппроксимации и аппроксимация с помощью неполньк полиномов;

б) гиперболический синус

в) гиперболический тангенс

t = а sh Ри ;

или
| = а (1 +Шри).

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Достоинство аппроксимации вида (1.12) в том, что она правильно пе
редает изменение крутизны (первой производной) и кривизны (второй про
изводной) характеристики. В тех задачах, где существенную роль играет 
изменение этих параметров, данный способ аппроксимации незаменим;

г) экспоненциальный полином

i = ^  + . . .  а „ Л “ , (1.13)

с помощью которого возможно достаточно точно передать любую характе
ристику. В основном физические процессы в нелинейных цеп51х подчиняют
ся законам пропорционального роста, согласно которым скорость измене
ния функции пропорциональна самой функции. Именно таким процессам 
адекватна экспонента. С учетом трудностей, связанных с определением ко
эффициентов аппроксимации, обычно используют одночленные или дву
членные полиномы:

i = а • ; (1.14)

(1.15)

1̂ м е  того, при разделении £ф1умеетов (наприм^), при действии нес
кольких частичных напряжений) возможно отделение составляющих в виде

д) тригонометрический полином

п П

»=  Оо + 2  л* sin Лы + г>о + 2  cos itu = 
*-1  k - i

= оо + sin и + sin 2u + . . .  + а„ sin nu +

+ cos и + i>2 cos 2и + . , .  cos nu.

(1.16)

(1.17)
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Полином (1.17) применяется сравнительно редко, т.к. удовлетвори
тельное приближение достигается только при большом количестве членов 
(не менее пяти).

Для решения второй части, т.е. для определения коэффициентов ап
проксимирующей функции, чаще всего используются метод выбранных то
чек и метод выравнивания.

М е т о д  в ы б р а н н ых  т о ч е к  заключается в рациональном выборе 
наиболее характерных точек, через которые проходит аппроксимирующая 
кривая. Число выбранных точек равно числу определяемых коэффициен
тов в аналитическом выражении. Точки выбираются таким образом, чтобы 
все они лежали в предполагаемой рабочей области и отражали основные 
особенности аппроксимирующей кривой.

Например, для выбора двух точек (функция имеет два коэффициента) 
нужно, чтобы одна находилась в области максимально ожидаемого |фгу- 
мента, а другая —  в области наибольшего изгиба кривой.

Покажем, как следует пользоваться методом выбранных точек, если 
аппроксимация выполнена полиномом второго порядка

I = Oq + ajU + (1.18)

На вольт-амперной характеристике выберем три точки с координатаг11и 
U1, i’l ; U2, 12; из, х'з. Подставляя эти значения в (1.18), получим систему 
уравнений

,2.*1 -  оо + aiUi + a j u f ; 

*2 “  ^  ^ ^ 2  ; 
»3 = Со + aiU3 + 0 :^ 1

(1.19)

с тремя неизвестными (ао, ль  02). Решение этой системы позволит опреде
лить коэффициенты аппроксимации.

Наиболее трудоемким является определение коэффициентов в том 
случае, когда аппроксимация выполнена с помощью трансцендентных 
функций. Например, если для аппроксимации выбрано выражение (1.10), 
то, задавшись двумя точками (ui, t’l ; uz, 12), получим

t'l = а  s h p u i; 

12 = а sh pU2,
(1.20)

откуда

(121)

Это уравнение относительно P решается графически построением за
висимости Л: =/(Р).

Затем определяется а:

а  = — ^  ^  (1 2 2 )
shpMi sh^ 2  '  ^
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При использовании м е т о д а  в ыр а в нив ания  аппроксимирую
щую функцию i »/ (u ) представл$цот в виде линейной зависимости

Г «  оо + «1 “ '. ( 1 ^ )

где новые переменные Г и и' связаны с переменными / н и  выраже
ниями

и' -  Ф2 (и, 0 .

(124)

(125)

Коэффициенты оо и e i определяются в результате совмесгаого реше
ния двух уравнений, получаемых подстановкой двух шф кошфетных число- ■ 
вых значений u'l, I'l и и'г, i'z в (123). В свою очередь, значения 
“  ь * 1. и'г. * 2 определяются подстановкой в (1.24) и (125) конкретных 
числовых значений U1, {'i, U2, ('г*

Рассмотрим часто встречающуюся аппроксимирующую функцию вида

ак". (126)

Пролопфифмировав ее, получим выражение, аналогичное (123):

1п/ = 1па+л1пы1. (127)

Если теперь зададимся на вольт-амперной характеристике двумя точ
ками с координатами u\, и U2, 1ъ получим систему уравнений

In I'l -  In а + п in U1 ; 
In 12 = In а + л  In U2 ,

(1.28)

совместное решение которой позволит определить неизвестные аил .
Коэффициенты аппроксимирующей функции можно также найти ме

тодом наименьших квадратов, который основан на условии минимиза
ции среднеквадратичной ошибки отклонения от исходной характеристики.

Рассмотрим цепь, состоящую из последовательно соединенных линей
ного соЕфотивления R  и нелинейного двухполюсника НД (рис. 1.31/z). Д ^ -  
полюсник задан волы^амперной хфактеристикой (кривая /, рис. 1.31,6), ко
торая на некотором интервале может быть аппроксимирована параболой 
второго порядка

I ^ a U l (129)

достаточно точно совпадающей с исходной ВАХ (кривая 2, рис. 1.31,6). 
Согласно второму закону Кирхгофа

V7. (1.30)
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Решение этого квадратного уравнения позволит определить ток как 
функцию напряжения и шфаметров цепи.

Если в качестве исходной х£фактеристики задана зависимость (/)> 
она также может бьпъ аппроксимирована в требуемом интервале некото
рой функцией, и ток можно найти из уравнения

U ^ U i^ U 2 = R I-^R criD L (1.31)

Аппроксимирующее выражение нелинейной характеристики затем 
может быть линеаризовано (как было показано для графического вари
анта) с помощью касательной или секущей. Аналитическая линеариза
ция с помощью касательной заключается в том, что кривая на соответст
вующем участке заменяется линейным членом разложения ее в ряд Тей
лора в окрестности рабочей точки или в ряд Маклорена, если линеари
зация производится относительно начала координат. При линеаризации 
с помощью секущей необходимо выбрать положение секущей (угловой 
коэффициент), которое обычно определяется методом наименьших 
квадратов.

§ 1.6. Расчет цепей 
с двухполюсниками методом компенсации

Если в электрическую цепь включить нелинейный двухполюсник 
(рис. 1.32,а), имеющий волы^амперную характеристику, показанную на 
рис. 1.32,6 (так называемая вентильная характеристика), то к прямой вет
ви этой характеристики / =/i {U) можно применить метод компенсации 
(см. § 12). Из эквивалентной схемы для определения тока/*, показанной на 
рис. 1.32,в, имеем

/' =
U -U j  
Ri + /?н

(1.32)

Рабочая точка (/', U i )  определяется током нагрузки и должна ле- 
*ЗДь на прямолинейном участке характеристики. Это дает возможность, 
найдя по методу компенсации значения Ui и Ri, не прибегать в дальней
шем к вольт-амперной характеристике, а непосредственно из ( 1.11) на-
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Рис.132

ХОДИТЬ ток / при изменениях значения входного напряжения U  или сопро
тивления нагрузки /?н- При этом необходимо иметь в виду, что такие расчеты 
справедливы только для случая, когда значения тока Т  не выходят из зоны, 
ограниченной участком, вне которого ВАХ и прямая линия начинают расхо- 
дигься.

При изменении полярности входного напряжения U  расчет ведется по 
обратной ветви характеристики - 1  =/2 (-  U), которая практически во всем 
рабочем диапазоне может быть линеаризована и заменена одним сопротив
лением R. Из эквивалентной схемы (см. рис. 126,г) находим

Г
и  и (1.33)

где Я = tg а  —  статическое (дифференциальное) сопротивление для об
ратного направления тока {R »

§ 1.7. Магнитные цепи 
при постоянном магнитном потоке

Далее будет показано, что магнитная цепь и ее пгфаметры аналогичны 
электрической цепи и ее параметрам, поэтому рассмотренные ранее мето
ды и приемы расчета электрических цепей с нелинейными двухполюсника
ми полностью применимы и для расчета магнитных цепей. Чтобы провести 
указанную аналогию, необходимо определить параметры магнитной цепи, 
уяснить ее особенности и понять соотношения, определяемые физически
ми процессами, протекающими в ней.

Для увеличения магнитного потока при заданной намагничивающей 
силе, а также для придания магнитному полю желаемой конфигурации 
некоторые части электротехнического устройства выполняются из фер-
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ромагнитных материалов. Как известно, эти ферромагнитные части называ
ют м а г н и т о п р о в о д а м и  (сердечниками). Магнитный поток создается 
током, протекающим по навитой на магнитопровод обмотке.

Систему ферромагнитных тел, предназначенную направлять и концен
трировать магнитный поток, совместно с обмоткой называют м а г н и т 
ной ц е п ь ю .  Если весь магнитопровод вьшолнен из одного ферромаг
нитного материала, магнитную цепь называют о д н о р о д н о й  и соответ
ственно н е о д н о р о д н о й ,  если магнитопровод выполнен из материа
лов с различными магнитными свойствами. Магнитная цепь, во всех сече- 
HHSK которой магнитные потоки одинаковы, называется неразветвлен- 
ноЙ! в р а з в е т в л е н н о й  мапштной цепи потоки в различных частях 
неодинаковы.

Бели в полностью размагниченном ферромагнитном материале моно
тонно увеличивать напряженность и определять индукцию в установив
шемся режиме, то зависимость магнитной индукции от напряженности 
магнитного поля 5  =/(//), называемая кривой н а ч а л ь н о г о  н а м а г 
ничивания ,  будет иметь вид, представленный на рис. 1.33.

Рис. 1.33

Вследствие необратимости щюцессов намагничивания магшггное состоя
ние зависит от предшествующих воздействий. (Свойство магнитного состхм- 

сохранять след предшествующих воздействий называюг гистерезисом.) 
После ряда повторных достаточно медленных изменений напряженности по- 
ля в пределах ± Н  (от +Н\ до -  от +Н 2 до -  /̂ 2 и т.д.) устанавлива
ется стаггаческая симметричная петля гистерезиса (рис. 1.34.). Когда же до- 
‘ т̂игается щ>едельное значение ±Ящах, форма собственно петли уже не из
меняется, а растут только безгистерезисные участки в области насыщения. 
Такая петля называется п р е д е л ь н о й  п е т л е й  гистерезиса;  другие 
петли названы частными циклами (или частными петлями).

Хгфактерными точками на предельной петле гистерезиса являются: 
значение индукции при напряженности, равной нулю, о с т а т о ч н а я  ин-  
Д У к ц и я Вц; значение напряженности магнитного поля, необходимое для 
"^го, чтобы довести индукцию в предварительно намагниченном материа- 
•^едонуля,—  к о э р ц и т и в н а я  с и л а  Яс-

Даже в статических условиях нелинейная магнитная цепь имеет совер>- 
енно различные свойства в зависимости от своей «магнитной предысто
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рии». Поэтому прин5гго х£факт^)изовать магнитные ма1̂ Ш 1лы основ
ной кривой намагничивания —  геометрическим местом вершин симметрич
ных петель гистерезиса, получаемых при различных максимальных значе
ниях напряженности магнитного поля для частных петель гистерезиса (см. 
рис. 1.34). Начальная и основная кривые намапшчивания обычно близки 
друг к другу.

Основные законы и особенности магнитной цепи. В основу расчета 
магнитных цепей положены известные из курса физики закон п о л н о г о  
тока ,  согласно которому линейный интеграл (циркуляция) вектора на
пряженности Н вдоль произвольного замкнутого контура 1 равен алгеб
раической сумме токов, охваченных этим контуром,

1

(1.34)

и п р и н ц и п  н е п р е р ы в н о с т и  м а г н и т н о г о  п о т о к а : магнитныи 
поток через произвольную замкнутую поверхность равен нулю, а линии век
тора В (или магнитные силовые линии) всегда замкнуты, т.е.

ф в а з  = о.
S

(1.35)

Поток вектора магнитной индукции В через некоторую поверхность
S называют магнитным потоком:

Ф ^ /BdS. (1.36)

При расчете магнитных цепей обычно используют допущение, по
зволяющее перейти от интегральных выражений к алгебраическим: счи- 
таегся, что Н и В не изменяются вдоль поперечного сечения S маг- 
нитопровода, и расчет можно вести по некоторой средней силовой ли
нии магнитопровода. Поэтому в дальнейшем под м а г н и т н о й  и н д у к -
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цией будем понимать некоторое среднее по сечению магнитопровода зна
чение

В = Ф/S , (1.37)

а под л и н е й н ы м  и н т е г р а л о м  н а п р я ж е н н о с т и  вдоль длины аб 
магнитной цепи (рис. 1.35,а) —  магнитное напряжение на этой длине

или
аб

(1.38)

(1.39)

ид

У

h

h

Рис. 1.35

Кроме того, при расчете не учитывают явление гистерезиса, и зависи
мость В от Н  определяют по основной кривой намагничивания, пренеб
регая потоками рассеяния, которые создают в воздухе параллельные пути 
прохождения магнитного потока со значительно большими магнитными 
сопротивлени5ши.

Законы Кирхгофа для магнитной цепи. В соответствии с принципом 
непрерывности магнитного потока для узла магнитной цепи справедливо 
уравнение

(1.40)

выражающее первый закон Кирхгофа для магнитной цепи: алгебраиче
ская сумма магнитных потоков в узле равна нулю. Причем потоки, на
правленные к узлу, записывают со знаком ♦ + », а направленные от узла — 
со знаком «-*.

Для магнитного узла, показанного на рис. 1.35,а, первый закон Кирхго
фа запишем в виде

Ф 1 _ Фг -  Фз -  Ф4 = о, (1.41)

что соответствует уравнению токов электрического аналога этого магнит
ного узла (рис. 1.35,6).

Чтобы применить для магнитной цепи второй закон Кирхгофа, необ
ходимо разбить ее на участки. Участки могут различаться по материалу,

33



поперечному сечению либо по тому и другому одновременно. 1̂ оме того, 
различными являются участки одинакового сечения и материала, но нахо
дящиеся в зоне действия разных потоков (разветвленная цепь).

Произведение тока в обмотке на число витков составляет МДС обмот
ки:

F ^ IN . (1.42)

Направление тока и МДС связаны правилом правоходового винта.
Из закона полного тока следует мапштный аналог второго закона 

Кирхгофа: алгебраическая сумма МДС обмоток в замкнутом контуре маг
нитной цепи равна алгебраической сумме магнитных напряжений на oi^ 
дельных участках контура:

(1.43)

или
(1.44)

Если направление обхода контура совпадает с направлением МДС, то 
ее записывают со знаком «+ * ; если направление магнитного потока в уча
стке совпадает с направлением обхода контура, магнитное напряжение на 
этом участке также записывают со знаком «+ » .

Составим уравнения по законам Кирхгофа для магнитной цепи 
рис. 1.36,а в такой последовательности:

1) зададимся положительными направлениями потоков Ф ,̂ Ф2 и
Фз;

2) определим положительные направления МДС Fi а F2 , зная поло
жительные направления токов /1 и /2 и направления намотки катушек 
N i и N 2;

3) выберем независимые контуры, например, левый и правый;
4) выберем направление обхода контуров (например, для первого кон

тура —  по часовой стрелке, для второго контура —  против);

I', f'i

V HAi V
:nz

«Лг J
J

O'. C)
Рис. 1.36
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5) наметим средние линии каждой ветви магнитной цепи и определим 
число витков: 1-й участок —  бад\ 2-й участок —  бе; 3-й участок —  ед; 4-й 
участок —  бв + гд; 5-й участок —  вг;

6) запишем уравнения Кирхгофа:

-  Ф2 -  Фз -  О ;

F 1 + F 2 -  I lN i + /2ЛГ2 »  Я 1/1 + Я 2̂ 2 + Я У з ; 

f 2 »  /2ЛГ2 *  Я 2̂ 2 + ЯУз -  H4U -  H h -

Аналогичные уравнения можно сострить и для электрической цепи 
(рис. 1.36,6), являющейся аналогом магнитной цепи (рис. 1.^,а).

По аналогии с электрическими цепями в расчетные соотношения магнит
ных цепей могут быть введены понятая м а г н и т н о г о  с о п р о т и в л е 
ния

(1.45)

или м а г н и т н о й  п р о в о д и м о с т и

(1.46)

Поскольку относительная магнитная проницаемость ферромагнитного 
участка зависит от индукции

x̂ = S/(w)Я), (1.47)

где но = 4 л  10"  ̂ V/u, его магнитное сопротивление (проводимость) нели
нейно и для расчета используют нелинейные характеристики, из которых 
наиболее часто применяют вебер-амперные (магнитные) хгфактеристики 
участков магнитной цепи Ф =/ (Я  I) или Ф =/ ( IN ). Вебер-амперные харак
теристики легко определить по кривой намагничивания материала участка 
В (Я ) и его геометрическим размерам. Для этого значения ординат умножа
ют на площадь поперечного сечения {Ф = В S), а значения абсцисс —  на 
длину соответствующего участка (Я  I) (рис. 1.37). Фактически вебер-ампер
ные характеристики являются аналогами вольт-амперных характеристик, а 
участки магнитной цепи —  аналогами электрических двухполюсников, т.е. 
магнитными двухполюсниками.

При расчете магнитных цепей можно также ввести понятия статиче
ских и дифференциальных магнитных сопротивлений и проводимостей и 
пользоваться зависимостями “  т.д.

Воздушный зазор в магнитной цепи является аналогом линейного со
противления, и связь между напряженностью магнитного поля и индук
цией в нем определяется уравнением

Яб = -В5/И) = 0,8 10б Вы (1.48)

которое получается из (1.47), т.к. относительная магнитная проницаемость 
воздуха равна единице.
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Рис 1.37

Таким образом, очевидно, что между электрическими и магнитными 
цепями обнаруживается сходство. При этом аналогичны следующие урав
нения и величины:

Ф -  /
F  = I N  ~  Е

U m = H l -  и
^ Ф  = 0

Л т = Я / / Ф  = //(и)ц5)
Gm -  l/Rm  

В  = Ф /5

У /  = 0

R = U/I = l/(yS) 
G -  1/Л 
J  = I/ S

нелинейные магнитные 
двухполюсники (участки 
магнитной цепи)

Rmr
Ф Щ 1) или Ф(/ЛО 

Сшст. Gn

линейное магнитное сопро
тивление (воздушный зазор)

нелинейным электрическим 
двухполюсникам

Ц Ц )
RcT, Лдиф, Gcr, Сцяф

линейному электрическому 
сопротивлению

магнитная цепь ~ электрической цепи

выбор положительных направ
лений потоков и магнитных 
напряжений, независихшх 
магнитных контуров, направле
ния обхода магнитных контуров 
и т.д.

выбору положительных 
направлений токов и напря
жений, независимых электри
ческих контуров, направления 
обхода электрических контуров 
и т.д.
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методы и приемы расчета ~ методам и приемам расчета 
магнитных цепей электрических цепей

Таким образом, при графическом расчете магнитной цепи необходимо 
построить вебер-амперные характеристики магнитных двухполюсников, 
составить электрический аналог магнитной ц<̂ пи и применить соответству
ющий метод расчета. Например, неразветвленную магнитную цепь (рис. 
1.38,а) можно рассчитать или методом эквивалентных х£фактеристик, или 
методом пересечения (см. § 1.3). Разветвленная магнитная цепь (рис. 
1.38,6) представляет собой схему с двумя узлами, которую рассчитывают 
аналогично электрической цепи (см. § 1.3).

»A i

t ' 'о НДг
£

J

и
Фг

h \НД, \нАг \нАз

J J  J
и  о

Рис. 1.38

Для расчета магнитных цепей применяются также аналитические ме
тоды, в том числе и метод компенсации (см. § 1.5, 1.6).

Магнитные цепи с постоянными магнитами. Явление остаточного 
намагничивания, характерное для ферромагнитных материалов, широко 
используется при изготовлении постоянных магнитов. При этом применя
ют так называемые магнитотвердые материалы, обладающие сравнительно 
большими коэрцитивной силой (десятки и сотни ампер на сантиметр) и 
площадью петли гистерезиса.

При расчете постоянных магнитов рассматривается часть петли гисте
резиса, лежащей во втором квадранте и называемой к р и в о й  р а з м а г 
н и ч и в а н и я  (см. 1.34). Зная геометрические размеры магнитопровода, 
можно построить вебер-амперную характеристику (кривая 1, рис. 1.39), ко
торая смещена от начала координат на величину

где Гц —  остаточная МДС; 1т —  длина средней силовой линии магнита.
Характеристика такого вида относится к мнимо несимметричным (см. 

§ Ы ) и определяет активный магнитный двухполюсник. Она может быть 
перенесена в начало координат (кривая 2, рис. 1.39), если ♦последователь
но» с пассивным магнитным двухполц1Сником включить источник МДС.

Рассмотрим кольцевой постоянный магнит без воздушного зазора 
(рис. 1.40,а), который представляет собой активный магнитный двухполюс
ник (за счет —  Fjj) и характеризуется кривой 1 на рис. 1.39. Его магнитным 
Залогом, отвечающим характеристике 2 на рис. 1.39, будет магнитная
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цепь, показанная на рис. 1.40,6. Электрический аналог (рис. 1.40,в) можно рас- 
смапривать как активный двухполюсник, замкнутай накоротко, либо как пас
сивный дщошолюсник, включенный на источник нащ>яжения. Для расчета та
кого магнита, т.е. для определения магнитного потока, можно использовать 
эквивалентную (рис. 1.41/z) или исхода^пю (рис. 1.41/5) х£фактеристики.

= О ид

_У

Рис. 1.40

Рассмотрим постоянный магнит с воздушным зазором (рис. 1.40,г), 
аналоги которого показаны на рис. 1.40,д и е. Для расчета такой магнитной 
цепи удобно использовать метод пересечения (см. § 1.3). Для этого опре
деляют угол а  (рис. 1.41 в), под которым проводят прямую линию, являю
щуюся характеристикой воздушного зазора. Воспользуемся уравнением 
( 1.45), которое для определения магнитного сопротивления воздушного за
зора будет иметь вид
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где /б —  длина средней силовой линии воздушного зазора; 5 ь —  площадь 
поперечного сечения воздушного зазора.

Используя (1.50), можно определить угол а, тл. а  = arctg 5.
Линейную вебер-амперную х^актеристику воздушного зазора строят 

умножением левой части уравнения (1.4в) на /5 , а вравой —  на ^5.
Точка пересечения линейной и нелинейной ХЕфактерисгак (рис. 1.41,в) яв

ляется рабочей точкой, которая определяет магнипшй поток Ф и маг
нитные напряжения магнитопровода ^  и воздушного зазора Щ  k. Те 
же значения получаются при использовании для расчета исходной харак
теристики (рис. 1.41,г).

Магнитные индукции магнитопровода Вщ и воздушного зазора В(, 
определяют согласно уравнению (1.37):

Вт -  Ф/*Sm и = Ф/S(),

где Sm —  площадь поперечного сечения магнита.
Следует заметить, что в рассмотренных магнитных цепях площади 

магнитопровода и воздушного зазора принимались обычно равными, т.к. 
воздушный зазор имел малую длину и выпучивание магнитного потока в 
воздушном зазоре было несущественно.

В цепях с постоянными магнитами длина воздушных зазоров значи
тельна, а магнитный поток имеет сложную конфигурацию, замыкаясь не 
только по прямым линиям (см. рис. 1.40,г). Поэтому площадь поперечного 
сечения воздушного зазора 5б в отдельных случаях значительно превы
шает площадь поперечного сечения магнита

Задачи

1.1. Вольт-амперная характеристика нелинейного двухполюсника опи
сывается уравнением I  = a l l  + b lfi. Определить статическое и дифферен
циальное сопротивления этого двухполюсника при напряжении U  -  4В,
если а = 8 - 10-ЗА/В и Ь = 5 - 10-'*А/вЗ 

Ответ. Лет = 62,5 Ом ; Лдиф = 31Д5 Ом.
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1.2. Определить статическое и дифференциальное сопротивления не
линейного двухполюсника при напряжении U  = 225 В, если его вольт-ам- 
перная характеристика / = 0,08 • 10“ ̂  U ^ .

Ответ. /?ст ~ 833,3 Ом j “  555,5 Ом.

1.3. Нелинейный двухполюсник (ВАХ его приведена в табл. 1.1) работает 
в режиме, при котором напряжение на нем может мен*ггься от 40 до 60 В.

Таблица 1.1

и, В 10 20 30 40 50 60

I, ыА 120 175 210 235 260 285

Определить статические и дифференциальные сопротивления для 
граничных значений напряжений. Чему должны быть равны ЭДС источни
ков и сопротивления эквивалентных схем, которыми можно заменить нели
нейный двухполюсник в граничных точках?

Решение. Сгатаческие сопротивления при напряжениях 40 и 60 В пропор
циональны tg a i и tg U2 соотаетстаенно (рис. R „ i  = ЩЬ;г35 »  170  ̂Ом ;
/?ст2 = ^%,285 = 210,5 Ом.

Ul

0 — 0 -
б

Рис. 1.42

Для определения дифференциальных сопротивлений и сопротивле
ний эквивалентных схем необходимо провести касательные к вольт-ампер- 
ной характеристике в точках с напряжениями 40 и 60 В. В данном случае 
эти касательные совпадут. Поэтому дифференциальные сопротивления (и 
сопротивления эквивалентных схем) равны между собой и пропорциональ
ны tg р:
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Лдиф - -  ̂ 135-400 0 м.

Пфесечеяие касательной с осью абсцисс произошло в точке -5 4  В. 
Это и есть значение ЭДС источника эквивалешной схемы (рис. 1.424).

Ответ. Лсг1 “  ПОД Ом; Rcti ”  210,5 Ом; Лд*ф -  4000м; £// -  -  54 В; 
»  400 Ом.

1.4. Зная ВАХ нелинейного двухполюсника (см. табл. 1.1), построить 
зависимости Rev (I) и Ящф (Л-

1.5. Используя ВАХ, заданную табл. 1.2, построить зависимости 
Get if) и Сдиф(Л»

Таблица 1.2

и, в 0 2 6 10 15 20 25 30

/.А 0 0,1 ОЛ 0^6 0,3 ОДЗ 0Д5 0,36

1.6. Вольт-амперную характеристику нелинейного двухполюсника, 
приведешою в табл. 1.1, щ>едставш'ь в виде ломаной кривой из прямолиней
ных отрезков и для каждого участка построить эквивалентную схему, заменив 
нелинейный двухполюсник линейным сощм>тивлением и источником ЭДС

1.7. Цепь, представляющая собой последовательное соединение со
противления R  и двухполюсника, ВАХ которого приведена в табл. 1.2, 
подключается к источнику с напряжением I/ -  27 В.

Чему равен ток в цепи, если Л = 70 Ом? Как надо изменить сопротив
ление, чтобы ток стал равен ОДА?

Ответ. / =* 0Д5 А; увеличить на 35 Ом.

1.8. Нелинейный двухполюсник с вольт-амперной характеристикой 
/ = 0,01С/§д, соединенный последовательно с сопротивлением »  12 Ом, 
подключен к источнику с напряжением I/ = 12 В. Определить ток в цепи и 
падения напряжений на элементах аналитическим и 1рафическим способа
ми. Каким должно быть сопротивление, включенное последовательно, 
чтобы падение напряжения на нелинейном двухполюснике было равно 4 В?

Ответ. I  = 0,444 А; С/вд -  6,67 В; Ur  -  5,33 В; Л  -  50 Ом.

1.9. Для стабилизации тока в сощютивлении /?н “  50 Ом, подключенном 
к источнику постоянного напряжения, последовательно с сощютивлением 
включается нелинейный двухполюсник с ВАХ, представленной в табл. 1.3.

Таблица 1.3

и, В 0 3 10 20 25 30. 40 50 60

/.А 0 0,1 0^ 0^75 0^95 0,3 0,3 0,305 0,32
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в каких пределах может меняться на1фяжение источника, если 
/=0,3 ± 0,005 А?

Ответ. От 40 до 65 В.

1.10. Последовательно соединенные сопротивления R  и нелинейный 
двухполюсник подключены к источнику с напряжением С/ -  60 В. Как 
должно меняться сопротивление R, чтобы при этом ток оставался в преде
лах 0,295... 0,305 А? Вольт-амперная х^актеристика нелинейного двухпо
люсника представлена в табл. 1.3.

Решение. Используя метод пересечения (для схемы рис. 1.43/i), соеди
няем точки вольт-амперной х^)актерисгаки /j »  0^95 А  и /2 «  0,305 А  с 
точкой на оси абсцисс С/ = 60 В (рис. 1.43/5). Искомые сопротивления пропор
циональны tg a i и tg Q2 соответственно и составят: R ' = 324/tv295 -  ПО Ом; 
R ” = 1Q1),305 = 33 Ом.

Ответ. От ПО до 33 Ом.

МД

1.11. Вольт-амперная хгфактеристика последовательно соединенных 
сопротивления Л = 50 Ом и нелинейного двухполюсника приведена в 
табл. 1.4.
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Таблица 1.4

и,ъ 0 1JS 17 34 55 78 106 150

/,А 0 0,05 0,1 ОД 0,3 0,4 0,5 0,6

Построить ВАХ нелинейного двухполюсника.

1.12. Вольт-амперная характеристика нелинейного двухполюсника 
описывается уравнением I  -  Щ и - 20); Н^инейный двухполюсник и вклю
ченное последовательно с ним сопротивление R  присоединены к источни
ку с напряжением U  ~ 50 В. Каким должно быть сопротивление R  -  R\, 
чтобы в устойчивом режиме ток имел значение I i *  0,5 А? При каком значе
нии R  =• Rxp ток прервется?

Ответ. R i^ 5  Ом; =- 90 Ом.

1.13. Два нелинейных двухполюсника с вольт-амперными характери
стиками, представленными в табл. 1Д  соединены последовательно и под
ключены к источнику с напряжением U  -2 1  Ъ.

Таблица 1.5

1 и, В 0 1 2,5 5 74 10 15 20 25 30

j Л,мА 0 56 90 118 130 138 152 166 180 195

}/ ,u A 0 2 4 10 18 30 55 90 130 175

В

Рис. 1.44
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Определить ток в ц«пи и напршение на каждом двухполюснике.
Решение. Воспользуемся для решения задачи (рис. 1.44^) методом эк

вивалентных х£факт^)истик и построим часть эквивалентной характеристи
ки, задаваясь значениями токов от 80 до 120 мА (рис. 1.44,6):

/ -8 0 м А , 1̂ - 1̂ 1 + 1^2-2+18,7-20,78;
-  100 мА, -  I f ' i  + W i  -  3,3 + 21,5 -  24,8 В;

Г  -  120 мА. U "  -  1Г'\ + 1Г"г -  5,4 + 24 -  29,4 В.

Перенесем значение напряжения питания <7 -  27 В на эквивалентную 
характеристш^г и найдем ток в цепи / <- 0,11 А, а затем наоряжения 
t ' ^l=4^BH U2 ~ 22 ,SB.

Ответ. I = 0,11 А; t/i -  4^ В; U2 -  22,8 В.

1.14. Для цвух нелинейных двухполюсников в табл. 1.6 заданы зависи
мости R „ i  (/) и Rea  (Л* При подключении цепи, щ>едставляющей собой 
последовательное соединение этах двузшолюсников, к источнш^ с напряже
нием и  = 2 1 Ъ определить ток и падение нахфяжения на двухполюсниках.

Таблица 1.6

/,мА 10 20 30 40 50 60

^ 1 .0 “ 500 500 480 400 260 160 100 70 60

Лей. 100 100 100 100 125 175 270 405 580

Ответ. / -  52 мА; U i -  3,9 В; U2 -  23,1 В.

1.15. Нелинейный двухполюсник, зависимость R „  (Л которого задана 
в табл. 1.7, включен последовательно с сопротивлением »  ИЗО Ом.

Таблица 1.7

/,иЛ 0 2 5 10 20 30 40 50 60

R c O u 600 600 580 500 385 335 370 475 640

Какое напряжение нужно подать на эту цепь, чтобы обеспечить в ней 
ток 40 мА?

Ответ, t/ = 60 В.

1.16. Параллельно нелинейному двухполюснику с вольт-амперной ха
рактеристикой I  “  0,02 i f l  включено сопротивление R ’̂ TS Ом. При каком 
напряжениии сети общий ток в цепи будет равен 225 мА? Каким должно 
быть сопротивление R, чтобы при напряжении источника I/ *  4 В выпол
нялось условие IR/Iim *  V1 I

Ответ. I/ = 2,5 В; Л  «  25 Ом.
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1.17. Шфаллельно нелинейному двухполюснику, который задан зави
симостью G „  (U ) (табл. 1.8), включено сопротавление R  *  500 Ом.

Таблица 1.8

и.ъ ■ 0 5 10 15 - 20 25 30 35 40

C?cr•10-^Cм 1,67 2,0 2,94 2,7 2,32 2,04 1,82 1,63 1,52

При каком входном напряжении общий ток в цепи (^дет равен 114,6 мА?

Ответ, -  30 В.

1.18. Два пЕфаллельных нелинейных двухполюсника НД2 и НДз 
включены последовательно с нелинейным двухполюсником НД}. Опреде
лить токи во всех ветвях и напряжения на нелинейных двухполюсниках, 
если напряжение на входе С/ »  27 В. Вольт-амперные характеристики не
линейных двухполюсников /1 {U) •‘ h iU )  и /2 (С/) приведены в табл. 1.5.

Ответ. /1 = 162 м А ; h ^TJbuK  ', /3 -  136 мА; -  18 В; 
t/2 = С/з = 9 В.

1.19. Нелинейный двухполюсник и сопротивление R2, соединенные 
параллельно, включены последовательно с сопротивлением R\. ВАХ не
линейного двухполюсника I i  (U ) задана в табл. 1.5. Определить токи в 
ветвях и напряжение на нелинейном двухполюснике, если U  =20 В; R i = 
= 100 Ом; Л2 = 400 Ом.

Ответ./i = 140 мА; /2 = 15мА; /вд *  125мА; 1/вд “  6 В.

1.20. В диагональ мостовой схемы, состоящей из двух ветвей: нелиней
ный двухполюсник НД1 —  сопротивление R2 и сопротивление R\ —  не
линейный двухполюсник НД2 включено сопротивление R3. Вольт-ампер- 
ные характеристики нелинейных двухполюсников приведены в табл. 1.5. 
Найти токи во всех ветвях, если напряжение первого нелинейного двухпо
люсника изменяется от 10 до 20 В, а второго —  от 23 до 30 В. ПЕфаметры 
схемы: /?i = 22 Ом; R 2 = М  Ом; кз = 90 Ом; U = 30 В.

Ответ. /1 = 0,23 А; /2 = 0^5 А; /3 -  0,1 А; /вд! -  0,15 А; 1ща~ 0.13 А.

1.21. Мостовая схема (см. задачу 120) подключена к источнику с на
пряжением и  = 25 В. При каком значении сопротивления R\ мост будет 
находиться в равновесии, если R 2 = Л5 Ом? Нелинейные двухполюсники 
имеют одинаковую ВАХ, представленную в табл. 1.9.

Таблица 1.9

и. В 0 2,5 5 10 15 20 25

/.А 0 0,12 0^ 0Д25 0,4 0,45 0,475
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Ответ. R i =25 Ом.

1.22. Построить вольт-амперную хч>актеристшсу / (U ) цепи, представ
ляющей собой четьфе параллельные ветви: диод —  сопротивление —  
источник £ i ; диод —  сопротивление —  источник £ 2  » Диод —  сопро
тивление /?з —  источник Ез ; сопротивление Л4. Источники и диоды на
правлены навстречу друг другу; = 20 В, £2 “  17 В; -̂ 3 *  Ю В;

= i?2 = Лз “  400 Ом. Диоды имеют идеализированные хгфактеристи-
ки.

1.23. Цепь с двумя узлами: нелинейный двухполюсник НД1 —  источ
ник Ei; нелинейный двухполюсник НД2; сопротивление Я\ —  источник 
£2 имеет следующие параметры: -  25 В, £2 *  23 В, »  1000 Ом. ВАХ
нелинейных двухполюсников определяются табл. 1.5. Источник Е\ направ
лен к верхнему узлу, источник Ez —  к нижнему.

Ответ. /1 = 0,124 А; /2 = 0,082 А; /3 = 0,042 А.

1.24. Цепь с двумя узлами состоит из следующих ветвей: нелинейный 
двухполюсник НД1 —  источник Ец  нелинейный двухполюсник НД2 —  
источник Е2; нелинейный двухполюсник НД3. Источник Е\ направлен к 
нижнему узлу, источник £2 —  к верхнему. Вычислить токи в ветвях, если 
£ l = 5 В, Е2 = 15 В, а нелинейные двухполюсники имеют одинаковые ВАХ, 
определяемые табл. 1.9.

Решение. Для нахождения токов в схеме с двумя узлами необходимо 
построить вольт-амперные характеристики шфаллельных ветвей, если из
вестны ВАХ нелинейных двухполюсников. Для исходной схемы (рис. 
1.45,а) такое построение показано на рис. 1.45,6.

Рис. 1.45

Получив эквивалентную характеристику (I i + /2 + /3) (С/3), точка пере
сечения которой с осью абсцисс ( -  2Д5 В) есть решение задачи, восстано
вим из этой точки перпендикуляры до пересечения с характеристиками 
1̂ (С/з), h  (t^3) и /3 {U3) и найдем токи в ветвях: 1\ = 0^6 А; /2 *  -  0,37 А; 

/3 = 0,11 А.
Ответ. Л  = 0,26 А; 12 = -  0,37 А; /3 = 0,11 А.
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1.25. Одноконтурная магнитная цепь имеет два одинаковых воздушных 
зазора /б = 0,08 см, участки *  2,1 см и /2 -  3,2 см, площадь поперечного 
сечения ^2 ̂  0,05 см .̂ Относительная магаитная проницаемость мете- 
риала первого участка щ »  150, второго —  Ц2 “  600. Определить ток в 
обмотке с числом витков N  =  1000, создающий магнитный поток 
Ф = 10” ̂  Вб. Вычислить статическую индуктивность катушки.

Ответ. / = 2,85 А; Ьст =* 3,5 мГн.

1.26. Кольцевой сердечник с обмоткой, число витков которой N  “  100, 
имеет внутренний диаметр ^  40 мм, внешний диаметр dsm 60 мм и 
толщину Ь = 10 мм. Построить зависимость В -/  {Н) для ферромагнитно
го материала сердечника, если при воздушном зазоре /5 «  0,1 мм была по
лучена зависимость Ф = f  (IN ), приведенная в табл. 1.10.

Таблица 1.10

1N, А 0 43 65,3 93 109■ / 127 150 181

: Ф - ю Л в б 0 0,4 0,6 0,8 0,9 1 1.1

1.27. На кольцевом сердечнике из листовой стали Э31 (табл. 1.11) на
вита обмотка с числом витков N  = 200.

Какой величины ток необходимо пропустить через обмотку, чтобы со- 
||здать в сердечнике поток Ф = 10“  ̂Вб? Внутренний диаметр сердечника 

в̂т = 50 мм, внешний диаметр = 70 мм, толщина Ь = 10 мм. Как изме
нится магнитный поток, если ток уменьшить в два раза?

Таблица 1.11

В,Тл 0 0^0 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 ОДО 0,55 0,60 0,65
Н,А/м 0 43 49 55 61 67 72,5 78 84 90 100
В,Тл 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1^0

Н, А/и 110 123 137 155 173 192 210 240 300 395 520
В,Тл 1,25 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50 1,55 1,60 1,70 1,80 1,90

Н.А/м 643 800 920 1100 1300 1800 2400 4000 6500 10500 21000

Ответ. / = 0,198 А, Ф = 0,65 • 10" * Вб.

1.28. Два кольцевых сердечника охвачены одной обмоткой с числом 
витков N  = 1000. Определить ток в обмотке и магнитный поток в большем 
сердечнике, если поток в меньшем сердечнике Ф = 1,3 • 10“ ̂  Вб.

Сердечники изготовлены из листовой стали Э31 (см. табл. 1.11), тол
щина сердечников одинакова: Ь = 20 мм. Размеры большего сердечника: 
^вт = 40 мм, = 80 мм. Размеры меньшего сердечника: d „  = 30 мм, 
в̂ш = 40 мм, воздушный зазор /5 = 1 мм.

Ответ. / = 1,123 А; Ф = 1,685 • Ю” '* Вб.
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1.29. К обмотке с сопротивлением »  30 Ом и числом витков N  -
= 800, навитой на кольцевой сердечник из листовой стали Э31 (см. табл. 
1.11), подведено постошшое напряжение С/ = 27 В.

Длина средней линии сердечника Zq, -  20 см, площадь сечения 
5  *  2 см  ̂ и длина воздушного зазора /5 »  0,5 мм. Определить магнитный 
поток в сердечнике.

Ответ. Ф -  2,7 • 10“ ̂  Вб.

1.30. Индукция в среднем стержне двухконтурной магнитной цепи В *  
0,8 Тл. Определить ток в обмотке с числом витков N  »  1000, если мапшто- 
провод изготовлен из листовой стали Э31 (см. табл. 1.11). Размфы магни- 
топровода: а) правый стержень: срецвяя линия— 0,29 м, площадь попереч
ного сечения —  8 • 10” ̂  м ;̂ б) ч>едний ст^)жень: федняя линия —  0,11 м, 
площадь поперечного сечения —  4 • 10" ̂  м ;̂ в) левый стержень: федняя 
линия —  0,289 м, воздушный зазор —  0,001 м, площадь поперечного сече
ния —  8 • 10” ̂  м̂ . Обмотка навита на левом стержне.

Решение. Так как в среднем стержне магнитопровода (рис. 1.46,а) зна
чение индукции задано (В2 = 0,8 Тл), можно найти в этом стержне напря
женность магнитного поля, воспользовавшись кривой намагничивания 
В (Н ) (рис. 1.46,6). Получим Яг -  137 А/м.

Для контура абва по второму закону Кирхгофа

откуда
Я 2 /2-Я 1/1 -0 , 

„  Н гЬ  137 0,11

По кривой намагничивания для Щ  52 А1 и получим В\ =* 0^75 Тл. 
Определим потоки Ф1 и Ф2:

Ф1-51 5i = 0,275 - 8 10- ‘* - 2^ - 10-^B6;

Ф2 -  ̂ 2 52 -  0,8 • 4 • 10-  ̂-  ЗД • 1 0 - Вб.
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По первому закону Кирхгофа для узла а

-  Ф 1 -  Ф2 + Фз -  О,

поэтому
Фз - Ф 1 + Ф 2 - 2 Д 1 0 - ^  + 3^- 10-^-5 ,410-^Вб.

Найдем индукцию в левом стержне:

В зш ^ ш  -  0,675Тл.
 ̂ S3 8 - 10- ‘*о

По кривой намагничивания для Вз *  0,675 Тл  получим Яз *  105 А  /м. 
Напряженность магнитного поля в воздушном зазоре

Нь -  0,ЯВь • 10« -  0,8 • 0,675 • -  0,54 • 10« А/ м.

Для контура авгда по второму закону Кирхгофа 

/Л̂  = Я 2/2 + Яз/з + Яб/б.
где

/ з -/ 'з  + /”з.

Из последнего уравнения

137 • 0.11-h 105 • о д а  + 0,54 10<̂ -10-3 585.415
, ■ - 1000 ”  1000

Ответ. I  =* 0,585 А.

1.31. Кольцевой постоянный магнит, внешний диаметр которого dnn “  
= 50 мм, внутренний диаметр “  30 мм и толщина -  10 мм, имеет 
воздушный зазор /5 = 10 мм. Определить магнитный поток и напряжен
ность магнитного поля в воздушном зазоре и в теле магнита, если зависи
мость В (Я ) приведена в табл. 1.12.

Таблица 1.12

Я„.А/м -9600 -9100 -8200 -6800 -4750 -1200 0

■®т> Тл 0 ОД 0,4 0,6 0,8 1,0 1,05

Ответ. Ф = 0,14 • 10“ Вб; Я ^  = -  1215 А  / м -Дб “  - 106930 А  / м.

1.32. Два одинаковых подковообразных постоянных магнита, у каждого 
из которых длина средней линии с̂р = 15 см и площадь поперечного сече
ния 5 = 1 см2, сведены до соприкосновения и намагничены. Остаточная ин-
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дукция в них равна Вц -  1,05 Тл. Определить зависимость потока от воз
душного зазора при разделении магнитов. Зависимость В {Н ) материала.
из которого изготовлены магниты, представлена в табл. 1.12.

Глава 2

АНАЛИЗ УСТАНОВИВШИХСЯ РЕЖИМОВ 
В ЦЕПЯХ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

С НЕЛИНЕЙНЫМИ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКАМИ

§ 2.1. Исходные характеристики 
четырехполюсников и их систематизация.

Ч е т ы р е х п о л ю с н и к о м  называют часть электрической цепи, 
рассматриваемую по отношению к двум парам ее зажимов (рис. 2.1).

Если свойства двухполюсников определяются одной вольт-амперной 
характеристикой, то для анализа четырехполюсников необходимо иметь 
два семейства ВАХ: входное и выходное. Каждая из х^актеристик семей
ства может иметь в качестве прототипа одну из ВАХ двухполюсников (см. 
рис. 1.3— 1.7).

Рже. 2.1

Соотношения между токами и напряжениями на выходе и входе четы
рехполюсника для выбранных положительных направлений токов и напря
жений (рис. 2.2) могут быть сведены к одной из следующих систем уравне
ний:

■̂вх “ /l ^^вых);
^вых =/2(t^Bx, i W ) ;

Ivx ~ fl (̂ ВХ» ^̂ вых) i 
^vax. ’‘ f lU v b  ^vhod’}

^Bx“ /l (^Bx» ^ вых) > 
f  вых “ /2 (̂ в̂х» t̂ Bux) ?

f  вых) t
^ ВЫХ * / 2  (^BX> ^ v u x ) '

(2.1)

Нетрудно видеть, что п^вая система уравнений, изображенная 
графически на рис. 2.3/1, б ,д  л е, представляет собой нелинейный ва
риант формы^ G-параметров. Следовательно, если возможна лине^и-
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зация этих х^фактеристик, то аналитическое вьфажение будет иметь 
вид

в̂х = G'll Uvs. + G]2 Ujoxib 
/'вых *  G21 Ujot + G22 и^ык-

Последующие три формы записи не имеют аналогии с принятыми 
формами уравнений лине&оос четырехполюсников, поскольку в каждой 
п{фе уравнений одна и та же величина входит как в левую, так и в правую* 
части уравнений (в качестве и независимой, и зависимой величины). Досто
инством таких форм записи является то, что они связаны с храфическим 
представлением семейств входных и выходных ВАХ, которые иногда удоб
нее соответствующих принятым формам четырехполюсников графиков 
(например, последняя система уравнений (2.1) и рис. 23,в и г).

г/
h x П ш

h x t  h x t  ^вхз

/ / / —  ^^вnxз

/ /
”  ^^вш г

2 ^ь,,х 0 д  Н х  Ч

fjex! f̂ iXJ Vexs

Рис. 2.3

Исходными характеристиками для четырехполюсников могут быть 
также семейства зависимостей сопротивлений или проводимостей либо
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безразмерных зависимостей (передаточных коэффициентов) от входных и 
выходных токов и напряжений. С^ейств xcфaктq)иcтик такого рода долж
но быть четыре, t j l  нелинейный четырехполюсник определяется четырьмя 
независимыми нелинейными характеристиками (линейный четырехполюс
ник определяется тремя коэффициентами —  для него справедлив непри
меним^ в данном случае принцип взаимности).

Например:

в̂х ” /и (̂ в̂х) +/l2 (t̂ Bbix)» 
вых “ /21 (̂ ^вх) +/22 (̂ в̂ых)*

(22)

Нелинейные четырехполюсники бывают направленными и ненаправ
ленными.

НЧ

Н а п р а в л е н н ы м  ч е т ы р е х п о л ю с н и к о м  (рис. 2.4) называют 
такой, у которого выходные ток и напряжение не влияют на входные. Се
мейство его входных характеристик вырождается в одну ВАХ, и направлен
ный четырехполюсник описывается одной х£фактеристикой по входу и се
мейством х£фактеристик —  по выходу (т.е. описывается только тремя нели
нейными зависимостями). Например:

или

/bx“ /i (C U
вых ”/2 (^вх> ^̂ ных)

^вх“ /и (^вх) I
■̂ вых =/21 ( а д + / 22(С̂ вых).

(2.3)

(2.4)

Н е н а п р а в л е н н ы й  ч е т ы р е х п о л ю с н и к  (рис. 2.5), у которого 
выходные ток и напряжение влияют на входные, может быть описан пол
ной системой уравнений (2.1), (22 ).

Рис. 2.5

Нелинейные четырехполюсники целесообразно подразделить еще на 
следующие две группы:
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1)  с выходными х^актеристиками без участков с отрицательными 
дифффенциальными сопротивлениями, у которых при плавном изменении 
входного сигнала происходит плавное изменение выходного сигнала;

2) с выходными х^актеристиками, имеющими участки с отрицатель
ными дифференциальными сопротивленшкми, у которых при плавном из
менении входного сигнала происходит скачкообразное изменение выход
ного сигнала.

К семейству выходных х£фактеристик четырехполюсников первой 
группы может быть применен метод компенсации; к семейству х^актери- 
стик второй группы, если рабочий участок захватывает область скачка, 
этот метод неприменим.

§ 22, Графический расчет цепей 
с направленными четырехполюсниками -

Рассмотрим цепь с направленным четырехполюсником (рис. 2.6д ),  для 
которой заданы: Е\ —  ЭДС источника входного сигнала; —  внутрен
нее сопротивление источника Е\\ Ех —  ЭДС источника питания выходной 
цепи; Лн —  сопротивление нагрузки; входная и выходные х*факт^)истики 
четырехполюсника (рис. 2.6,6 и в). Внутренним сопротивлением источ
ника Е2 можно или пренебречь, или включить его в состав сопротивления 
нагрузки R^.

Расчет начинают с входной характеристики (рис. 2.6,6), на оси абсцисс 
которой откладывают значение Е\ и, используя метод пересечения, про
водят прямую под углом a i = arctg Выбор метода пересечения объясня
ется тем, что для входной (а также выходной) цепи с четырехполюсником

с

■е

г'
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по второму закону Кирхгофа можно записать Ei=^U\ + и получить, 
таким образом, цепь с последовательным соединением двух двухполюсни
ков (один из которых нелинейный) при заданном значении входной ЭДС 
El (см. § 1.3).

Рабочая точка на характеристике входной цепи дает возможность оп
ределить входной ток /вх, входное напряжение четырехполюсника 
Um -^ ы а  и падение напряжения на сопротивлении R\ графически или 
аналитически: Ui = /их-

На выходных х£факт^)истиках (рис. 2.6,в), также используя метод пе
ресечения, строят прямую под углом Он ”  arctg R^. IIqpece4eHne ее с одной 
из хгфактеристик семейства, соответствующей в данном о^гчае значению 
входного напряжения даст рабочую точку на характеристиках выход
ной цепи. Далее графически или аналитически определяются выходной 
ток /вы» выходное напряжение четырехполюсника Umrr и падение на
пряжения на сопротивлении нахрузки /?н /вых-

Если необходимо получить определенный диапазон изменения выход
ного тока, следует изменять входное напряжение, например, от до
UmA (рис. 2.7,а). В этом случае переменное значение входного напряжения 
может быть обеспечено как изменением ЭДС входного сигнала Е\, так и 
изменением сопротивления (см. рис. 2.6,а).

8ыл

‘8ыхЧ в̂хч
hxl

О -V
и”

hxf
о

р

9

<

t/sxl
v;

Рис. 2.7

Для этого следует отложить на оси абсцисс значения и С/вх4 и 
определить токи /gxi и /вх4 (рис. 2.6,6 и в), т.е. определить рабочий диа
пазон на входной вольт-амперной характеристике. Теперь можно графиче
ски найти значения ЭДС входного источника, если через точки с коорди
натами /вхь ĴBocl и /вх4. ^̂ вх4 провести прямые ПОД углом a i = arctg/?i 
(при этом R i = const) (рис. Z7,6). Ecjm E\ = const, to  сопротивления R 'l и 

равны соответственно tga 'i и tga "i (рис. 2.7,e). Значения ЭДС 
и E "i и сопротивлений R 'l и R ”\ можно определить также, не при

бегая к графическим построениям, а используя уравнение для входной це
пи четырехполюсника: Е\ *  /?i /и + 1̂ вх*
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Вместо линейных сопротивлений /(н и в схеме рис. 2.6,а мохуг 
быть применены и нелинейные двухполюсники. Это будет означать, что 
прямые нахрузочные линии на рис. 2.6,6 и в необходимо заменить зеркаль
но отображенными ВАХ дщ^олюсников.

Если в аналогачную схему (см. рис. 2.6,а) включен направленный че- 
тырехполюсниКу у которого при плавном изменении входного сигаала дол
жно происходить скачкообразное изменение выходного сигнала, то для 
расчета цепи применяется тот же подход, что и для цепи с двухполюсни
ком. При этом рассматривается, естественно, некоторый диапазон выход
ного тока (а не фиксированное значение), что^ы можно было использовать 
область выходных хгфактеристик, позволяющих получить скачкообразное 
изменение тока. Заметим, что в принципе изменение тока можно -таске 
обеспечить при фиксированных входных величинах Е\ л R\ зл счет изме
нения Е2 и R^.

Общий подход при этом аналогичен изложенному для случая релей
ного эффекта применительно к двухполюсникам (см. § 1.4).

§ 2.3. Графический расчет цепей с направленными 
четырехполюсниками и обратными связями

Чтобы изменить в нужном направлении характеристики четырехпо^ 
люсника, пользуются положительными и отрицательными обратными свя
зями. Обратные связи могут быть осуществлены по напряжению или по то
ку. На рис. 2.8,а показана цепь с нелинейным четырехполюсником НЧ, име
ющим обратную связь по напряжению с помощью линейного направленно
го четырехполюсника ЛЧ.

Для графического расчета такой цепи необходимо предварительно 
построить зависимость напряжения нагрузки от напряжения источника 
сигнала U  для четырехполюсника без обратной связи (кривая 3, рис. 2.8,в). 
В  этом случае U  =  U^yf, и для построения кривой (С / )  используют се
мейство выходных вольт-амперных характеристик, изображенных совмест
но с нагрузочной прямой (рис. 2.8,6).

Рассмотрим, как влияет обратная связь на напр5жение на нагрузке. 
При появлении напряжения на входе основного четырехполюсника возни
кает напряжение на нагрузке (кривая 3, рис. 2.8,в), которое, в свою очередь, 
является напряжением входа четырехполюсника обратной связи, т.к. 
Ui = Un- Характеристика U i {U i) четырехполюсника с обратной связью по
казана на рис. 2.8,в (прямая 2), причем напряжение U2 откладывают по оси 
абсцисс, чтобы получить единую систему координат для обоих четырехпо
люсников.

Из рис. 2.8,в (кривая 3) видно, что для получения на нагрузке, напри
мер, напряжения Пц, необходимо на вход основного четъфехполюсника 
без обратной связи подать напряжение = U. Однако появившееся на 
нагрузке напряжение, поступает на вход четырехполюсника с обратной 
связью, и на его выходе возникает напряжение U2 (прямая 2, рис. 2.8,в). 
Если это напряжение суммируется с напряжением источника сигнала U  
(как показано на рис. 2.8, а), т.е. U=*LT + U2, то обратная связь будет поло-
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жительной (ПОС). Это означает, что теперь для получения на нахрузке 
того же напряжения С/н требуется меньшее (на величину U2) напряжение 
источника сигнала (кривая/, рис. 2.8,в), TJC. I T и^дц-Щ-

Х£фактеристика цепи с положительной обратной связью имеет
большую крутизну, чем х^актеристика цепи без обратной связи. Это в 
пределе позволяет получить даже релейный эффект в цепях с четырехпо
люсниками, имеющими однозначные входные и выходные х^актеристики. 
Крутизна результирующей хгфактеристики {U) зависит от наклона ха
рактеристики четырехполюсника с обратной связью (от глубины обратной 
связи).

Поменяв местами зажимы 2  л  2 '  или 1 т  V  у  четырехполюсника с об
ратной связью (рис. 2.8,а), получим и̂ ж. •‘ U " -  Цг* Такую обратную связь 
называют о т р и ц а т е л ь н о й  (ООС), т.к. теперь для создания на нахрузке 
напряжения £/н требуется повысить (на величину I/2) напряжение источ
ника сигнала (кривая 4, рис. 2.8,в), поскольку 1Г' *= 1/вх + U2.

За счет обратной связи происходит влияние выхода на вход у направ
ленного четырехполюсника, и система ♦направленный четъфехполюсник 
обратная связь» превращается в ненаправленный четырехполюсник. Подо
бная внешняя обратная связь приводит к указанному преобразованию четы
рехполюсников, поэтому всякий ненаправленный четырехполюсник можно 
рассматривать как направленный с внутренней обратной связью. Отсюда, в 
частности, следует, что физической причиной возникновения релейных ре
жимов может являться положительная внешняя или внутренняя обратная 
связь.
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§ 2.4. Расчет цепей с направленными 
четырехполюсниками методом компенсации

Часто режим работы чешрехполюсншса выбирают таюш образом, чт(ь 
бы рабочие точки на входной и выходной хгфахтеристиках лежали на 
пр5шолинейных участках. В таких случаях, воспользовавшись методом 
компенсации, можно составить линеаризованные уравнения для нели
нейного че'пзфехполюсника и всей цепи в целом и в дальнейшем из этих 
уравнений получить необходимые пгфаметры всей цепи при условии, что 
рабочие точки на жЕфактеристиках не выходят из зоны щ>ямолинейных уча
стков.

Рассмотрим цепь с направленным четырехполюсником НЧ (см. рис. 
2.6,а), свойства которого описываются Х1фактеристиками, представленны
ми на рис. 2.9,а и б.

O U 0 ,

Из входной х£фактеристики четырехполюсника (рис. 2.9д) уравнение 
входного напряжения можно записать в следующем виде (см. § 1.2):

(2.5)

Уравнение выходного напряжения, получаемое из выходных характе
ристик четырехполюсника (рис. 2.9, б), имеет более сложный вид, посколь
ку появляется член уравнения (Я  U ^ ,  определяющий положение той кри
вой семейства хгфактеристик, на которой в данный момент лежит рабочая 
точка, относительно кривой, соответствующей = 0:

(2.6)

Здесь Я  = Л1/вых/Д^вх —  коэффициент передачи четырехполюсника 
по напряжению при разомкнутых выходных зажимах.

Следует отметить, что всегда при рассмотрении семейства характери
стик прямолинейные участки этих характеристик предполагают приблизи
тельно параллельными и равноотстоящими друг от друга (рис. 2.9,6).

В соответствии с уравнениями (2.5) и (2.6) составим схему замеще
ния четырехполюсника, а также всей цепи в целом, которая состоит из
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«ПС частей, относящихся к входу (рис. 2.9,в) и к выходу (рис. 2.9̂ ). Из этих 
S ^ o  ^  ^ ^ ц е п ь  на выход через зависимый источник

^ с « » л е ш ш й  данной схемой 3« .em e.u i. н«ф.шленным и ли-
нейным в отличие от исходного (см. рис. 2.6/1).

Из схемы рис. 2.9,в найдем значения входного тока

и входного напряжения

E i - U u

R i * R t ^

R i^ E i i r R iU i^

U ja ^ E i -R i I t x ----- R i^ R i^

Из схемы рис. 2.9,г выходной ток

Ег -  -  HUm

Отсюда после подстановки (2.8) находим

Е г - и , ^  R ^ E i * R i U i ^
--------- - — // •

(2.7)

(2.8)

(2.9)

« в  ̂  (̂ 1  *

Теперь можно найти напряжение на нагрузке;

t/н -  Лн^’вых -  (̂ 2  -

(2.10)

-H R .
R j^E i +/?! Uj^

или

(2.11)

(2.12)

Падение напряжения на сопротивлении R i  и выходное напр^ение
четырехполюсника могут быть найдены соответственно как l/i -  и

^вых “  ̂ 2 "  (2.6). очень малы по срав-Во многих случаях значения t/i,, и U i^  очень малы и v
нению с другими членами уравнений или взаимно компенсируются в
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ТЪгдГ  ̂ четьфехполюсниками, и ими можно пренебречь.

и. ^i;

J. _ Л н ____________ HRi^Ei

^ ^ R n ^ R i ^ ' ( R n ^ R i j j  (R , + Л Ц :

Uu
'  R u  
E2 - — ' ^ HEi

или
Ru + R i + Ri^

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Из (2.5) и (2.6) можно также получить любую общеприняпгую <boDMv 
уравнении линейного активного четырехполюсника и использовать эти 
уравнения для расчета цепи, как было показано в разделе «Линейные элек
трические цепи».

Так. например, решая уравнения (2 J ) и (Z 6) относительно /в* и Гвы» 
получим систему уравнений четырехполюсника в форме G  параметров с 1 
одним укороченным уравнением: ^

^ G 2i  + G22. (С/вьк -  )

или для случая, когда л U i^  = 0:

^вх = Сц Ujo.;

Н  1
^ вых = “  и^х + Ц  ^вых = (̂ 21 i/вх + G22 и^ъа-

т

(2.19)

Ri Ri.

/о замещения четырехполюсников, отвечающих уравнениям (2.18) 
и (2.19), приведены соответственно на рис. 2.10, а и б. Отметим, что все три
параметра линеаризованного направленного четырехполюсника (7ц, С̂ г! и
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G22 0^  и Н, R i^  R i^  в предыдущем варианте записи) взаимно незави
симы. Аналогично может быть получена система уравнений в форме /{-па
раметров, Я-п{фаметров и т.д.

В случае необходимости от источника тока в схемах замещения можно 
перейти к источникам напряжений и, кроме того, иметь зависимые источ
ники не только от входного напряжения, но и от входного тока. Однако 
линеаризованный направленный четырехполюсник с зависимыми источни
ками всегда будет определяться тремя параметрами.

§ 23. Графический расчет цепей 
с ненаправленными четырехполюсниками

Как и в уже рассмотренных случаях, расчет цепи с ненаправленным 
четырехполюсником НЧ (рис. 2.11,а) состоит в нахождении входного и вы
ходного токов, если заданы Е\, R\, £% R h, входные (рис. 2.11,г) и выход
ные (рис. 2.11,в) характеристики четырехполюсника.

Целесообразно предв£фительно построить две промежуточные харак
теристики, относящиеся к схеме рис. 2.11,а в целом, координаты которых 
определяются из семейства входных и выходных характеристик и парамет
ров схемы.

Расчет начинают с выходных характеристик (рис. 2.11,в), на которых 
строят нахрузочную прямую под углом Он = arctg R^. Пересечение этой 
прямой с кривыми, соответствующими определенным значениям входного 
напряжения (t/вхЬ ъ̂у2  и т.д.), дает возможность построить промежуточ
ную зависимость /'вых(1/вх)(рис.2.11,б).

1̂ оме того, точки пересечения на выходных характеристиках позволя
ют определить значения i/выхЬ ^̂ вых2 ** т.д. и, используя зависимость 
^вых (̂ в̂х)» построить вторую промежуточную кривую /вх Шыд- Обе проме
жуточные зависимости соответствуют сопротивлению нагрузки, равному 
^н> и ЭДС источника питания выходной цепи, равной £2* Кривая /вх (£̂ вх) 
показана пунктиром на храфике входных характеристик (рис. 2.11,г), кото
рые для удобства построений перевернуты на 180*.

Отложив на оси абсцисс (рис. 2.11,г) значение £ i, построим прямую 
под углом a i = arctg/?!. Рабочей точкой на семействе входных характери
стик будет точка пересечения промежуточной кривой и прямой линии. На
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оси ординат найдем значение входного тока на оси абсцисс 
ние входного напряикения и, если нужно, напр$икения U\.

значе>

Перенеся положение рабочей точки на щюмежуточную 1фивую 
/'вых(̂ в̂ос) (рис. 2.11,6), получим значение выходного тока Г «иг. соответсг^- 
ющее входному сигаалу четырехполюсника. Точка пересечения ординаты вы- • 
ходного тока/'вых с нагрузочной прямой (рис. 2.11,в) является ра(^чей точкой 
на семействе выходных х£фактеристик, по которой далее ооределяоот выход
ное напряжение четырехполюсника 1/вых и напряжение на нахрузке 1/н.

§ 2.6. Расчет цепей с ненаправленными 
четырехполюсниками методом компенсации

Если рабочие точки на входных и выходных характеристиках ненап
равленного четырехполюсника остаются в пределах прямолинейных 
участков, то для расчета цепи также можно применить метод ком
пенсации.

Рассмотрим цепь с ненаправленным четырехполюсником НЧ (см.
2.11,а), характеристики которого показаны на рис. 2.12,а и б. Из входных

62

характеристик четырехполюсника (рис. 2.12,а) запишем уравнение входно
го напряжения

Uvx.*  + Явх Ujoa + (220)

/Гвх “  Af/jx/At/вщ —  коэффициент передачи четырехполюсника по напря
жению при разомкнутых зажимах.

Для выходного напряжения

^̂ *ЫХ “  + Явых UjBK. + Ri (221)

Риа2.12

Явых “  ДЦив/АЦи— коэффициент передачи четырехполюсника по напря
жению при разомкнутых выходных зажимах.

Согласно (2.20) и (2.21) можно составить схему замещения для че
тырехполюсника и для всей цепи в целом: для входной части цепи (рис. 
2.12, в) и выходной части (рис. 2.12, г). Влияние выхода на вход и входа 
на выход происходит соответственно через зависимые источники напря
жения ffgx ^вых и ^вых ^вх‘ Четырехполюсник, представленный данной 
схемой замещения, является линейным в отличие от исходного (см. рис. 
2.11, а).

Из схем рис. 2.12, в и г можно получить систему уравнений

E l -  fR i +ЛЦ/ВХ+ +

E l = + R iJ ^  /вых ^ U i ^ ^ H j ^ { E i - R i  /вх), (222)

которая преобразуется относительно двух неизвестных /вх и /'вых следую
щим образом:

~ ̂ вхЕ2 ** (/?! + R i^  /их “  ̂ v̂xR h^ вых!

~ îgux ~ ̂ ВЫХ-̂ 1 ^ ~ ■̂ ВЫХ'̂ 1 в̂х (■̂ н R j.^ ) ̂  ньи- ^
Совместное решение уравнений системы (2.23) дает возможность оп

ределить входной ток
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J Wh R t ^  (E l -  U iJ  -  Я и  (Ямд^гн Д] *  R i^ E i  + Rb U i„ )

Wb + R u )  (̂ 1 * R l J -  й ю Я м и Л ! Лн ^

и выходной ТОК

/г_____Я вш  (Явх/?! ^  + Л ]  1//J

(Лн + Ri^) (Rl + Л/.) -  Я „  Явых /?! Лн '

Зная токи, найти напряжения 1/̂ ,, С/нд̂  Ui и £/н- 
В тех случаях, когда значениями Ui^ и U t^  можно пренебречь, 

имеем

(^н -  Я дх (Яддцх ■̂ Н ■ l̂ +

(Rn  Я „ Я » „ / { 1  Лн (226)

вых
(̂ 1 ■*■ “  Ящд (Явх/̂ 1 ^2 ■*■ Rin^l)
(Rh + (̂ 1 + “  Явх Я*ых /?н

При этом допущении входное напряжение

(RH + R i ^ R i „ E i - H ^ R l R j ^ E 2

(Rh + Ri^) (Rl + R i J -  Я „Яны хЛ1 Лн’

а напряжение на нагрузке

(̂ 1 + R j^  £>2 ~ Ядых ( Я и х Е2 + R i^E i)
СЛ.

iR «  + (Л1 + R i J  - Ли.

(227)

(Z28)

(229)

Из (2.20) и (2.21) можно также получить любую общепринятую форму 
уравнений линейного активного четырехполюсника и использовать эти 
уравнения для расчета.

Решив уравнения (220) и (221) относительно /в* и /вых. получим си
стему уравнений четырехполюсника в форме G-параметров:

/'вых =

/ = —  ТГ ^ Г Т   ̂ гт

= C , i ( U ^ - U , J * G i 2 V ^  

= G l l  Ujo, + G22 (I/вых -  U î )

(2.30)
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или с учетом того, что в некоторых случаях и U i^  = 0

/ «

Г . » 1/нх + - ^  1/>ых“  G2I 1/вх + ^22 1/вых.

(2.31)

Из (2.30) и (2.31) видно, что линеаризованный ненаправленный четы
рехполюсник характеризуется четырьмя взаимно независимыми параметра
ми: Gii, G 12, G21 и С2 2 Шт, Явых» Ri^ и ^шх^-

1$х -С / г hA -G il Ŝ4A

0 -

!«рФ1Ф
-0

»' If

^  Рис. 2.13

На рис. 2.13,0 приведена Я-образная схема замещения четырехполюс
ника, которая соответствует системе уравнений (2.30). Действительно, со
ставив для этой схемы уравнения методом узловых напряжений, получим 
для левого узла:

в̂х *  (̂ 11 + ^ 12) 1/вх "  ^11 “  ^12 (^вх “  1̂ ных) *

.  G il (I/ B x -i/ J  + C7l2 t/вых.

для правого узла

^вых = (С'гг + ^ п )  1/вых -  ^22.1/<ив + (^21 -  G'12) 1/вх ~ ^̂ 12 (1/вых ~ /̂вх) =

- G 2 l U „ ^ G 2 2 i U ^ - U i ^ ) .

Аналогично доказывается, что Я-образная схема замещения, представ
ленная на рис. 2.13,6, соответствует уравнениям (2.31). Известными метода
ми преобразования можно получить систему уравнений в форме R-nap&- 
метров, Я-п£фаметров и т.д., заменить Я-образную схему Г-образной, и от 
источников тока перейти к источникам напряжений. Кроме того, источни
ки в схемах замещения m oi^ зависеть не только от входного напряжения, 
ро и от входного тока и даже от сигналов промежуточных цепей схемы 
замещения и т.д. Однако всегда линеаризованный ненаправленный четы
рехполюсник с зависимыми источниками будет определяться четырьмя па
раметрами.
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Задачи

2.1. Для цепи, изображенной на рис. 2.6, а, входная хЕфактеристика не
линейного направленного четырехполюсника приведена в табл. 2.1, выход
ные характеристики —  в табл. 2.2.

1щи,иК
1,5

ЗД5 104

34

134

Таблшщ 2.1

17 25

Таблица 2.2

/.ых.А
£/*-0 С/.-2В С/в-ЗВ и ^ -А В
£ / «.В и ^ ,ъ ищг.В 1/„,В

0 0 0 0 0 0
0,1 8 И 154 21 274
02 12 174 234 31 38
0,3 154 22 30 38 46
0,4 18 264 35 44 53

04 20 30 40 50 60

Определить /вх, С/вх, ^вшь Цвых и падения напряжений на сопротив
лениях R i и /?н, если = 4 В, = 56 Ом, £2 = 60 В, R^ = %  Ом.

Решение. Применив метод пересечения к расчету входной цепи (рис.
2.14, а), найдем: 4 »  »  12,5 мА, 3,3 В и £/1 = 0,7 В.

Исходные характеристики выходной цепи (рис. 2.14, б) построены при 
значениях входного напряжения О, 1, 2, 3,4 В, поэтоло'  ̂необходимо достро
ить характеристику при = 3,3 В. Методом пересечения можно опреде
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лить рабочую точку, а затем ток и напряжения выходной цепи: Г  ид  “  0Д5 
А, t W  = 36 В, С/н “= 24 В.

Ответ, /вх = 12,5мА; U n  “  3,3В; U\ = 0,7В; Г^их.^ 0^5 А; 1/вых“  
= 36 В; С/н = 24 В.

2.2. В каких пределах должно изменяться сопротивление /?i, чтобы в
выходной цепи направленного четырехполюсника (см. рис. 2.6,а) ток изме
нялся от 0^8 до 0,4 А? Параметры цепи: ■= 5 В, £2 “  90 В, Лн *  160 Ом.
Входная и выходные х£фактеристики четырехполюсника определены соот^ 
ветственно в табл. 2.1 и 2.2.

Ответ. От 59 до 2142 Ом.

2.3. Нелинейный направленный четырехполюсник, включенный в цепь
(см. рис. 2.6/1), задан входной и выходными характеристиками, значения 
которых приведены в табл. 2.1 и 2.2 соответственно. Каковы пределы юме- 
нения ЭДС Е\, если ток в выходной цепи увеличивается от 0,28 до 0,4 А? 
Параметры цепи: R\ “  320 Ом, £2 ^  “  160 Ом.

Ответ. От 9,4 до 1,6 В.

2.4. Сострить линеаризованную схему замещения входной и выходной 
цепей нелинейного направленного четырехполюсника и определить ее па
раметры, используя метод компенсации, если рабочая точка на входной ха
рактеристике (табл. 2.3) определяется значениями /их -  40 мА, £/вх “  7 В, 
а рабочая точка на выходных х^актеристиках (табл. 2.4) -  /ных “  5 А, 

/̂вых = 4 5 В.
Таблица 2.3

1/„.В 0 1 2 3 4 5 6 7 8

7„ ,u A 0 24 64 114 18 244 32 40 494

Таблица 2.4

1* А I / . - 0 t / „ - 3 4 B t / „ - 7 B

и ^ , ъ £/„„,В и ^ . ъ

0 0 0 0

1 84 154 244

2 14 23 324

3 184 28 374

4 22 32 42

5 25 35 45

Ответ. Vi = Л 6 В; -  110 Ом; =  10 В; -  3 Оч' И  -  2.86.
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2J5. Используя схему замещения нелинейного направленного четьфех- 
полюсника, полученную в задаче 2.4, определить аналитически входные и 
выходные токи и напряжения в цепи, изображенной на рис. 2.6, а, если Е\ = 
= 16 В, R\ = 140 Ом, Е2 -  81,8 В, 5 Ом. Провфить расчеты графиче

ски.
Ответ. /вх = 0,0536А; 1/вх = 8,5В; t/i = 7,5B; Гвых = 5,94А;

= 52,1 В; 1/н = 29,7В.

2.6. В цепь, схема которой представлена на рис. 2.11, а, включен нели
нейный ненаправленный четырехполюсник, входные и выходные характе
ристики которого приведены в табл. 2.5 и 2.6 соответственно.

Таблица 2.5

£/»в-10В t/«a-20B СУ'ив-ЗОВ C W -40B

/ „ , «А /к.нА /„,мЛ /„,и А

0 0 0 0 0

1 4 8 14 20

2 12,5 21 27,5

3 8 1бД 24 32

4 9 18,5 27 35

5 9,5 194 28,5 37,5

6 10 20 30 40

Таблица 2.6

^шх.А
[ / „ - 0 £/„-2В £/„-4В t/ „-6 B

и ^ ,в С/^,В С^шх.В С/^,В

0 0 0 0 0

1 7 • 11,5 15,5 23

2 11,5 17 23,5 32

3 15 22 30 39

4 17,5 26 35 44,4

5 20 30 40 50

Определить входные и выходные токи и напряжения, если £ i = 5 В, 
/?1 = 100 Ом, Е2 = 50 В, Ryi = 1 Ом . Каким должно быть сопротивление /?i, 
чтобы ток в выходной цепи был равен 2,6 А? Можно ли в выходной цепи 
получить ток /вых = 2 А?

Ответ, а) = 21,5 мА; t/e* = 2,85 В; Щ  = 2,15 В; = 3,3 А; 
^̂ вых = 27 В; £/н = 23 В; б) R\ = 0; в) нельзя.
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2.7. Для нелинейного ненаправленного четырехполюсника (см. рис.
2.11,а) заданы входные (табл. 2.7) и выходные (табл. 2.8) характеристики.

Таблица 2.7

£/„.в
£ / « - 0 t/ «„-50B 1/^-100В

/в,мА / « . - А

0 0 0 0

0^ 0,095 0,18 0Д7

0,4 0,175 0^7 0,36

0,6 .0^4 0,34 0,435

0,8 0,3 0,4 0,5

Таблица 2.8

Г А
tA „-0 1/и-04В t/ e - lB

i 1W 9 А
t/«„,B t/»a.B

0 0 0 0

04 14 28 45

1 23 41 61

14 30 50 69

2 35 56 75

24 40 60 80

Используя метод компенсации, составить линеаризованную схему за
мещения входной и выходной цепей этого четырехполюсника и опреде
лить ее параметры, если рабочие точки на входных и выходных характери
стиках определяются значениями: I^k -  0.37 мА, = 0,7 В и Гвых = 2,5 
А, £/вых“ 80В.

Решение. Проведем касательную к рабочей точке на входных характе
ристиках (рис. 2.15,а) и параллельно ей касательную к характеристике при 
^вых = 0. Найдем

£/^,--0,26 8 ; = 1 ^1 0 5 -3 5 1 2 Ом

, к  ̂ н  -И 6 -(-0 .2 6 ) ппол*{Ri^ пропорционально tg Рвх); "  50-0  ”  U,iWo8.

Такие же построения проведем на выходных характеристиках (рис.
2.15,6) и определим:

U i^  = 20 В; R i^  = 20д 5 f= 8 Ом {R (^  пропорционально tg Рвых);
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АС/, 1 - 0

Далее составим схемы замещения входной (рис. 2.15^) и выходной 
(рис. 2.15,г) цепей четырехполюсника. Следует иметь в виду, что при под
становке найденных значений в схему замещения входной цепи источники 

и //вж С̂ вых изменят свое направление на противоположное.

Рис 2.15

Ответ. = - 0,26 В; Ri^ = 3512 Ом; *  - 0,0068; U i^  «  20 В;
~ 8 Ом; ~ 40.

2.8. Используя схему замещения нелинейного ненаправленного четы
рехполюсника, полученную в задаче 2.7, определить аналитически входные и 
выходные токи и напряжения цепи, изображенной на рис. 2.\\д, если Е\ = 
= 1 В, = 536 Ом, = 180 В, /?„ = 28 Ом. Проверить расчеты графиче

ски.
Решение. Для определения входного тока (рис. 2.15,в) подставим чис

ловые значения в.уравнение (224):

(28 4- 8) (1 + 0,26) -ь 0,0068 (40 • 28 • 1 + 8 • 180 + 28 • 20) 
.2) + 0,0068 •

= 0,445 мА.

(28 + 8) (536 + 3512) + 0,0068 • 40 • 536 • 28 

66,576
149808
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Тогда напряжения входной цепи

Ui -  /вх “  536 • 0,445 • 10“ 3 -  0^4 В; 
t/вх = -  t/i «  1 -  0^4 = 0,76 В.

Выходной ток (рис. 2.15,г) найдем из уравнения (225);

(536 + 3512) (180 -  20) -  40 (-  0,0068 • 536 • 180 + 3512 • 1 -  536 • 0^6) 
(28 + 8) (536 + 3512)+ 0,0068-40 - 536 - 28

539000
149808

3,6 А.

Напряжениями выходной цепи будут

= = 28 - 3,6 = 100,8 В;

С̂ вых = Ег - t/н = 180 -  100,8 = 79,2 В.

Проверим расчеты графически. Предварительно продлим прямоли
нейные участки входных (рис. 2.16,в) и выходных (рис. 2.16,6) характери
стик четырехполюсника, т.к. в табл. 2.7 и 2.8 заданы ограниченные число
вые. Построения проводим в последовательности, рассмотренной в § 2.5.

71



На входных характеристиках получим следующие расчетные значения: 
/вх = 0,445 мА; (7вх = 0,76 В, U\ = 0^4 В, на выходных х^актеристиках: 
^вых = 3,575А; t/вых = 81 В; = 99 В.

{/ , - 0 ^ 4 В; Г „ х - 3 ,6 А :  U, 
79Л В; и ,  =  100,8 В. ша , , ,

Глава 3

АНАЛИЗ УСТАНОВИВПЩХСЯ РЕЖИМОВ 
В ЦЕПЯХ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА 

С НЕЛПЯНЕЙНЫМИ ДВУХПОЛЮСНИКАМИ

§ 3.1. Особенности, исходные характеристижи 
и классификация двухполюсников, 

работающих на переменном токе

В цепях п^>еменного тока с нелинейными двухполюсниками наблюда
ются гораздо более сложные явления, чем в цепях постоянного тока. Будем 
полагать, что нелинейные двухполюсники могут иметь свойства активного 
сопротивления (т.е. быть резистивш>ши), а также могут быть реактивными 
(индуктивными или емкостными) или смешанными (активно-реактивны
ми). Условные обозначения таких двухполюсников показаны на рис. 3.1. 
Частный случай рассматриваемых двухполюсников —  нелинейные сопро
тивление, индуктивность и емкость.

НА нд НА НА НА НА НА

es- _ / - 0  0 - 0 - _ / - 0  0-  У  -0  f S - ^  - 0

L.C
г

Рис. 3.1

K.L
д

к, с 
е

.ял. с 
ж

В активно-реактивном двухполюснике, где нелинейна только одна 
часть, другая часть обычно может быть выделена в виде отдельных линей
ных активных или реактивных сопротивлений. Поэтому, если в схеме задан 
активно-реактивный двухполюсник вида рис. 3.1,ж, предполагается, что 
нелинейны все три составляющие (/?, L  и С). Если же нелинейна только 
одна составляющая этого двухполюсника (например R), он должен быть 
преобразован в двухполюсник вида рис. 3.1,а,'включенный последователь
но с линейными индуктивностью и емкостью. Далее в качестве исходных 
будем рассматривать, как правило, двухполюсники вида рис. 3.1,а, бив .

Свойства нелинейных двухполюсников на переменном токе описыва
ются большим числом исходных хЕфактеристик, выбор координат которых 
зависит от физических процессов, протекающих в конкретных схемах, со
держащих двухполюсники. По виду характеристики аналогичны показан
ным на рис. 1.3— 1.7.
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в общем случае при синусоидальном напр5окении ток в цепях с нели
нейными двухполюсниками становится несинусоидальным, и для полного 
анализа явления нужно пользоваться х£фактеристикой, связывающей мгно
венные значения величин. Однако, как известно, прямая связь между мгно
венными значениями тока и напряжения (закон Ома) наблюдается только у 
резистивного двухполюсника (рис. 3.1 ,а). У  индуктивного (рис. 3.1,6) и ем
костного (рис. 3.1,в) двухполюсников такая связь —  HHTeipoдифференци
альная, потому и форма исходных х{фактеристик этих двухполюсников бу
дет различной.

Резистивный двухполюсник описывается вольт-амперной Х1фактери- 
стикой i -/ (и ) (рис. 32), из которой, как и в случае постоянного тока, для 
каждой точки ВАХ могут быть получены значения активного статического 
сопротивления

Ret “  u/i “  tg а

и активного дифференциального сопротивления

Лдиф = d u /d i  = tg p.

(3.1)

(32)

Рис. 32

Из Х2фактеристики i = f (u )  можно получить зависимости Ret (О, 
^диф (0 ) ^сг (<̂ ) и /{диф (и) и использовать их в качестве исходных.

Для индуктивного двухполюсника (см. рис. 3.1,6) первичной характе
ристикой является зависимость потокосщепления самоиндукции от тока 
^  =/ (*L) (рис. 3.3). По аналогии с ранее изложенным здесь также могуг 
быть введены пошггия с т а т и ч е с к о й  и н д у к т и в н о с т и

Let = «

и д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  и н д у к т и в н о с т и

'̂ 'диф = d^V/dii = tg p.

(3.3)

(3.4)
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На основашш зиона элеиромапишюй индавдш иаприеняе на ин 
дуктивном двухполюснике

. dLct\dib 
Ьст + Ч

ML dt d ii dt d ii d t'
(3.5)

или

dt
(3.6)

vu«i/rir^ можно получить зависимости 
и ,  „ 1 : * т . К а * ^ , о и , ( « ) . о с о в е н н о у я о б н а

i'cr (»l ), Ьдиф ( i l ) .  сг( ) даф ,̂ оторую можно получить
для расчета зависимость Ьдиф C*l )» “ ^по ьзу
^^сгую  связь между мгновенными значениями тока и напряжения.

Для емкостного двухполюсника
сгикой является зависимость заряда от напряжения jK u o  vp

при этом следует различать статическую емкость
Ccr = G/«C = tga (3-7)

и дифференциальную емкость
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Сдиф *  dQ/duc ~ tg p. 

Ток через емкостный двухполюсник

due

(3.8)

,• йО. ^  \
d t~  d u e ' dt ‘ d u c ^ ^ “ ^̂  dt Сст + ИС

dC„\
due

due

или
dQ due „  due

-Сдиф— .
due dt dt (3.10)

Из х£факт^ристикн C «/ (u c ) могут быть получены зависимости 
(“ с). Сднф (мс), Сет (Q) и Сдиф (Q), из которых наиболее удобна для 

расчета зависимость Сдиф(мс).
Как правило, форма тока или напряжения особой роли не играет, и 

вольт-амперная х^актеристика может быть построена не для мгновенных, 
а для действующих I  = f i  (U ), средних с̂р = f l  Шер) или амплитудных, 
Лп *“ /з Шт) значений тока и напряжения соответствующей фиксирован
ной частоты. (При этом под действующим значением тока понимают 
или действующее значение основной —  первой —  г{фмоники, или эквива- ̂ 
лентное действующее значение несинусоидальной функции.) Методы рас
чета, основанные на таком допущении, называют квазилинейными,  т.к. 
предполагается, что форма токов и напряжений остается синусоидальной 
(как и в линейных цепях), а нелинейность сохраняется только для соотно
шений между действующими значениями тока и напряжения.

Рассмотрим ipynny двухполюсников, фактически обладающих квази
линейными свойствами. Так, например, если нелинейность основана на 
температурной зависимости сопротивления, то тепловой процесс, который 
обусловливает нелинейность ВАХ, протекает относительно медленно. По
стоянная времени нагрева часто бывает столь велика, что даже при сравни
тельно низкой частоте температура таких двухполюсников и, соответствен
но, сопротивление в течение периода практически не изменяются, т.е. из
менение температуры не успевает за изменениями мгновенных значений 
тока.

В общем случае для нелинейного двухполюсника при квазилинейном 
рассмотрении могут быть введены понятия п о л н о г о  с т а т и ч е с к о г о  
с о п р о т и в л е н и я  (рис. 3.5)

ZcT=C///=tga

ипо лно г о  дифференциального  сопротивления

Zдиф = rf̂ //d!/ = tgp.

(3.11)

(3.12)

Эти справедливые для всех двухполюсников, показанных на рис. 3.1, 
понятия превращаются для первых трех двухполюсников соответственно в 
«активное статическое и дифференциальное сопротивления* и
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/?диф, «индуктивное статическое и дифференциальное сопротивления» 
X i^  и Xlj^  и «евлкостное статическое и дифференциальное сопротивле
ния» Хе^  и По аналогии с цепями постоянного тока можно также
использовать понятия «статические и дифференциальные проводимости*.

Рис. 3.5

Кфоме вольт-амперных хгфактеристик, в качестве исходных можно 
пользоваться зависимостями ^СТ (-0 » ■̂ СТ (Л» ^  **
Следует отметить, что Х2фактеристики Zcr(/), Z „ (U )  и
^диф (Ц) не дают полной информации о двухполюснике, т.к. не известно 
изменение фазовых сдвигов с изменением сигнала.

Вольт-амперные характеристики реактивных и активно-реактивных 
двухполюсников зависят от частоты, поэтому для анализа нелинейной це
пи не при фиксированной, а при меняющейся частоте необходимо иметь 
зависимость тока от двух переменных (напряжения и частоты), т.е. семей
ство характеристик /=/(1/, (о). На рис. 3.6 показано такое семейство ха
рактеристик для емкостного двухполюсника. При ш = amst вместо семей
ства получается одна ВАХ; при w «  О —  вырожденная характеристика на 
nocTosDfflOM токе.

Рис. 3.6

Если в качестве исходных данных используются статические и диф
ференциальные сопротивления, их также следует рассматривать в функ- 
Ции двух переменных —  тока и частоты или напряжения и частоты фис.

77



3.7). Семейства характеристик двухполюсника могут быть представлены 
также в трехмерном пространстве.

Рис 3.7

При квазилинейном подходе существенной разницы между расчетом 
цепей переменного и nocTOsoffloro тока нет, хотя методы расчета обычно 
усложняются, что связано с необходимостью учитывать ф^овые сдвиги 
между током и напряжением.

Следует также отметить, что если расчет линейных цепей и цепей с 
нелинейными двухполюсниками постоянного тока можно проводить в из
вестной степени формально, то для расчета нелинейных цепей переменно
го тока, как правило, необходимо предварительно уяснить сущность физи
ческих процессов, происходящих в конкретной анализируемой цепи. Толь
ко тогда можно выбрать рациональный метод расчета.

§ 3.2. Графический расчет квазилинейных цепей 
0

За исключением случаев подлинной квазилинейности, расчет по дей
ствующим значениям всегда будет приближенным, т.к. степень несинусои- 
дальности токов и напряжений в каждой конкретной цепи зависит от ре
жима работы. В каждом отдельном случае приходится ориентироваться на 
характеристики двухполюсников, снятые в режиме, близком к ожидаемому. 
Поскольку для оценки степени этой близости точных критериев не суще
ствует, будем полагать, что соответствующие ожидаемому режиму исход
ные характеристики на требуемой частоте имеются.

При последовательном, параллельном и смешанном соединениях 
двухполюсников на переменном токе возможны различные их комбинации, 
которые определяют тот или иной подход к расчету электрической цепи.

Так, если соединяются двухполюсники с одинаковыми свойствами (/{ 
и Л; L  и L; С и С) или двухполюсники и линейные элементы одного харак
тера, то графический расчет проводят, как и для цепей на постоянном токе 
(см. § 1.3). Приемы расчета цепей на постоянном токе применимы и для 
активно-реактивных двухполюсников {R, L  и R, L ; R, С и R, С; R, L, 
С л R, L, С), если углы сдвига между током и напряжением в каждом из 
соединяемых двухполюсников одинаковы. В этом случае суммирование аб-
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сцисс (напряжений) или ординат (токов) производят алгебраически (для 
соединения L  и С вычитают абсциссы или ординаты).

При соединении двухполюсников с различными свойствами (R a C ; R  
и L )  между собой или двухполюсников (Д ;Ь ;С )а  линейных комплексных 
сопротивлений необходимо учитывать углы сдвига между током и напря
жением, которые для таких сочетаний двухполюсников и линейных сопро
тивлений легко определяются.

Если в цепи соединены активно-реактивные двухполюсники, то 
для расчета такой цепи, кроме вольт-амперных характеристик 
I  = f i (U), необходимо иметь зависимости угла сдвига между током и на
пряжением от тока (или напряжения): ф =/г (7) или ф =/з (t/). Это связа
но с тем, что в данном случае для каждой точки ВАХ углы сдвига будут 
разными (рис. 3.8,6).

нд,
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Последовательное соединение. Резонанс напряжений. Рассмотрим 
последовательное соединение двух нелинейных двухполюсников ИД] {R) 
и НД2 (С) (рис. 3.8,а), вольт-амперные характеристики которых I{U \ ) и 
I  (U i) представлены на рис. 3.8,6.

Так как для цепи синусоидального тока по второму закону Кирхгофа

и ^ Ц 1 + 1̂ и л и  C/ = V  U j+ U j ,  сложение ординат (напряжений) для по
строения эквивалентной характеристики необходимо производить гео
метрически. Это построение показано на рис. 3.8,6 для двух значений тока: 
/' и /". При токе в цепи Г  падения напряжений на двухполюсниках НД^ 
и НД2 определяются соответственно отрезками на оси абсцисс оа и об. 
Если считать, что вектор тока совпадает с осью абсцисс, то напряжение 

(отрезок оа) совпадает с осью абсцисс, а напряжение U2 (отрезок об) 
отстает от тока на угол 90*, и его необходимо повернуть на этот угол по часо
вой стрелке. Геометрическое сложение отрезков оа и оЬ' р,аст отрезок ос’, 
который необходимо повернуть до совпадения с осью абсцисс, а затем най-
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ти точку пересечения этого отрезка, т.е. напряжения U, с током Г. Анало- 
г ^ о е  построение проведено и для тока Г .  Поскольку свойства (характер 
фазового сдвига) двухполюсников (/{ и С) не меняются в зависимости от 
тока (  напряжения), для любых значений тока угол сдвига между напряже
ниями t/j и U2 будет равен 90*.

Из графических построений на рис. 3.8,6 видно, что в каждой точке 
эквивалентной вольт-амперной характеристики I {U )  меняется не только 
модуль напряжения, но и угол сдвига между током и напряжением (гео
метрически построенные отрезки ос' и o f ). Таким образом, из рис. 3.8,6 
можно легко получеть зависимость ф (I ) или ф {U).

Рассмотрим теперь последовательное соединение двухполюсника 
НД (/?) и линейного комплексного сопротивления, имеющего активно-ем- 
костный х^актер (рис. 3.9/j). Вольт-амперные характеристики I{U \ ) и
I  (t/2) приведены на рис. 3.9,6. В этом случае можно воспользоваться мето
дом, изложенным ранее, объединив двухполюсник НД (Л) и активное со
противление R. Однако представляется целесообразным не делать проме
жуточной операции, а сразу получить эквивалентную хефактеристику.

НД

0- J
R

и
Иг

1
0 -

J

Будем считать, что вектор тока совпадает с осью абсцисс, тогда при 
любых значениях тока напряжение Ui будет совпадать с осью абсцисс, а

напряжение U2 —  отставать от этой оси на угол ф •= arctg — . Значение
R

напряжения U  есть геометрическая сумма напряжений U\ и U2 (для од
них и тех же токов).

На рис. 3.9,6 показано построение одной точки эквивалентной харак
теристики 1{Ц) для тока Г. Отрезок оа (напряжение U2) необходимо по
вернуть по часовой стрелке на угол ф и сложить геометрически с отрезком 
оЬ (напряжение Щ). Полученный отрезок ос' (напряжение U) поворачива
ют до совпадения с осью абсцисс и находят точку пересечения этой абс
циссы с линией заданного тока Г. После построения эквивалентной уяряг- 
теристики по заданному входному напряжению U  находят ток / в цепи и 
падения напряжений Ui и U2.
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Аналогично строят эквивалентную хсфактеристику, если задана цепь с 
последовательно включенными активно-резистивными двухполюсниками. 
Однако в этом случае, как уже отмечалось, необходимо для каждого двух
полюсника иметь, кроме вольт-амперной характеристики, зависимость 
Ф (/). Тогда, задаваясь значениями токов, можно найти значения напряже
ний и углов сдвига между током и напряжениями и произвести геометри
ческие построения. При этом для каждой пары напряжений получатся раз
личные углы сдвига между ними, t j l  “  Ф1 -  Ф2-

В качестве исходных для графического расчета цепей можно исполь
зовать зависимости сопротивлений от тока и напряжения.

Если для схемы рис. 3.8,а извесшы зависимости R cr il) и -Хс^(Л

(рис. 3.10,а), то, задаваясь значениями тока, можно найти соответствующие 
им значения и Z „ .  Так как Z „  -  необходимо про

извести геометрическое сложение R „  и Хс^, что и показано на рис.

3.10,а для тока Г.

Рис. 3.10

Эквивалентную характеристику Zcr(/) используют далее для постро
ения зависимости Z „  (U), по которой при заданном входном напряжении 
и  можно определить значение Zct (рис. 3.10,6). Это значение пч>еносет 
на рис. 3.10,а и по эквивалентной характеристике Zct (Л определяют ток в 
цепи /, после чего по характ^)истикам Лег (Л и находят R „  и
Хс„. Значения падения напряжений на двухполюсниках (рис. 3.8,а) можно 

получить из закона Ома: Ui = Rcr / и I/2 = R c„
При последовательном соединении для расчета цепи переменного то

ка, и в цепи постоянного тока, можно применять метод пересечения, 
который в этом случае называют м е т о д о м  э л л и п с а .

Рассмотрим схему, представленную на рис. З.Ид. Введем для этой 
схемы условный ток короткого замыкания (ток в цепи при коротком замы
кании зажимов двухполюсника НД):

Il,= U/Xc. (313)
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РиаЗ.11

Разделив уравнение и ^ ш Ц ^ + Х ^ !^  на и использовав соотно
шение (3.13), получим каноническое уравнение эллипса

1 (3.14)

с центром в начале координат и полуосями U  и /*. Переменным U i и I  гео
метрически соответствуют текущие координаты эллипса.

Графический расчет цепи рис. 3.11/1 показан на рис. 3.11Д  где точка 
пересечения эллипса с ВАХ двухполюсника / (U i) определяет ток в цепи / 
и напряжение l/i. Напряжение Цг можно найти по закону Ома: U j-^ X cL  
Метод эллипса является более общим случаем метода пересечения, когда 
вмедствие фазовых сдвигов линейная волм^амперная характеристика 
/ {U2) преобразуется в эллипс. Если же в схеме рис. 3.11,а вместо емкости 
С было включено сопротивление R, при котором фазовые сдвиги между 
напряжениями U\ и О2 отсутствуют, уравнение эллипса превратилось бы 
в уравнение прямой в отрезках на осях. Действительно, при этом 
U = U \ + R I, /jt = U/R и

(3.15)

Метод эллипса применим и для цепи, в которой последовательно с не
линейным двухполюсником включено комплексное сопротивление. Эл
липс для такой цепи строят без учета той составляющей комплексного со
противления, которая имеет один х^актер с двухполюсником, а зетем из 
координат йллипса вычитают координаты линейной ВАХ неучтенной части 
комплексного сопротивления.

Так, для цепи рис. 3.12,а строят эллипс (кривая 1, рис. 3.12,6), не учи
тывающий сопротивление Я  (т.е. рассматривают схему рис. 3.11,а) и 
/jt =» и/Хс. Теперь из абсцисс эллипса, которые получают, задаваясь неко
торыми значениями токов в цепи, необходимо вычесть соответствующие 
абсциссы линейной вольт-амперной х^актеристики построенной
под углом а  = arcigR. Полученная эквивалентная кривая (кривая 2, рис.
3.12,6) лежит ниже эллипса (что соответствует физическим процессам,

происходящим в цепи, т.к. Z  = V R̂  + > А^), следовательно, действи
тельное значение тока должно уменьшиться.

Точка пересечения эквивалентной кривой и вольт-амперной характе
ристики / (U i) есть рабочая точка, по которой определяют ток I  и напря-
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жение Ui. Напряжение U2 и, если требуется, 1/д и Uc  можно найти по 
закону Ома: 1/2 = Z I, Uj^^^.RI и U c ^ X c I -

Аналогично строят эллипс для цепи, показанной на рис. 3.13,а, при 
этом сначала емкость С не учитывают, и эллипс имеет полуоси, равные U  
и rjt “  U/R (кривая 1, рис. 3.13,6). Далее абсциссы эллипса складываются 
с соответствующими абсциссами линейной вольт-амперной характеристи
ки I (U c ),  построенной под углом а  = arctgA^, и поэтому эквивалентная 
кривая (кривая 2, рис. 3.13,6) лежит выше эллипса. Это объясняется изве
стным соотношением Х ^ Х ь -Х с ,  когда реактивное сопротивление умень
шается, если в цепи последовательно с индуктивностью включают ем
кость.

Пересечение эквивалентной кривой с ВАХ двухполюсника I  {U i) оп
ределяет рабочий режим цепи, т.е. ток / и напряжение Ui. Напряжение 
U2, U r  и Uc  находят по закону Ома.

Рабочие точки на рис. 3.12,6 и 3.13,6 можно также получить^  ̂поверну» 
эллипсы на угол а  относительно начала координат: по часовой стрелке, 
если сопротивление увеличивается (см. рис. 3.12), и против часовой стрел
ки —  если уменьшается (см. рис. 3.13).

Графический расчет цепи, показанный на рис. 3.13,6, предполагает, 
что характеристики I {U c )  и I  (U i) не пересекаются. Если же это проис-
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ходит и / {U q )  и / (£/i) —  характеристики индуктивного и емкостного 
двухполюсников, то в цепи возможен резонанс напряжений.

Рассмотрим схему рис. в которой нелинейный индуктивный
двухполюсник включен последовательно с ли н ейной емкостью. ВАХ 
двухполюсника I  (U i )  и емкости I  {Uq ) (ot *  arctgAr) показаны на рис. 
3.14Д .
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Для такой цепи

U -\ U l - U c \, (3.16)

Т.К. падения напряжений на индуктивности и емкости находятся в противо- 
фазе. Поэтому, вычитая значения абсцисс двух хгфактеристик при одном и 
том же токе, можно построить эквивалентную х£факт^истику / (t/), кото
рая является вольт-амперной, неоднозначной по току (см. § 1.1).

Точка А  характеристики I  (U ) лежит на оси ординат и является точ
кой резонанса, т.к. здесь напряжения Ul  и Uq взаимно компенсируются. 
В отличие от линейных цепей резонанс в рассматриваемой цепи можно 
получить изменением приложенного напряжения. Это объясняется тем, 
что индуктивность нелинейного двухполюсника зависит от тока и, следо
вательно, изменяется при изменении напряжения на зажимах всей цепи. 
Так как нелинейность индуктивного двухполюсника связана с наличием 
ферромагнитного сердечника, рассматриваемое явление называют ф е р 
р о р е з о нанс ом  напряжений.

Графическое построение, показанное на рис. 3.14,6, проводят в пред
положении, что цепь обладает квазилинейными свойствами и в ней нет ак
тивного сопротивления. Однако в действительности потери в цепи сущест
вуют, как существуют и выспше гармоники. Поэтому фактическая характе
ристика будет иметь вид, представленный на рис. 3.14,в (кривая 2). На этой 
характеристике показано, что при изменении напряжения ток изменяется 
скачкообразно (из точки а в точку Ь и из точки с в точку d), т.е. в цепи 
имеет место релейный эффект. Следует заметить, что изменения тока со
провождаются изменениями угла сдвига в цепи.

Аналогичные явления возникают и в цепи с последовательно соеди
ненными нелинейным емкостным двухполюсником и линейной индуктив-
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ностью. Резонанс напряжений в такой цепи называют д и э л е к т р и ч е 
ским р е з о н а н с о м .

Параллельное соединение. Резонанс токов. Рассмотрим схему, состо
ящую из двух параллельно соединенных нелинейных двухполюсников 
НД1 (R ) и НД2 (С) (рис. 3.15,а), вольт-амперные характеристики которых 
Jj (I/) и /2 {U) приведены на рис. 3.15,6. Для цепи синусоидального тока по

первому закону Кирхгофа / = /j + /2 или I  = V /j + /2. Для получения эк
вивалентной х£рактеристики I {U )  необходимо, задаваясь некоторыми 
значениями приложенного напряжения, сложить геометрически получен
ные значения токов J\ и I2 для одного и того же напряжения. Такое по
строение показано на рис. 3.15,6 для одного значения напряжения I f . Век
тор напряжения примем совпадающим с осью ординат, тогда ток (отре
зок ОЬ) будет совпадать с напряжением U, а ток /2 (отрезокОа') будет 
опережать U  на 90*. Полученный как геометрическая сумма отрезок ос' 
(ток I )  необходимо повернуть до совпадения с осью ординат и получить 
точку пересечения этого тока с напряжением I f .
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Рис. 3.15

После того как эквивалентная характеристика / {U) построена, по за
данному току I  можно определить входное напряжение U, а затем токи 11 и 
/2. Если же задано напряжение U, строить эквивалентную характеристику 
не нужно, Т.К. токи /1 и h  можно определить сразу по исходным вольт- 
амперным характеристикам 1 \ {U) и /2 (С/).

Аналогичные построения могут быть проведены, если в качестве ис
ходных характеристик заданы зависимости Сет **

В цепи, состоящей из параллельно соединенных нелинейного индук
тивного двухполюсника и линейной емкости (рис.^3.16,а), вольт-амперные 
хгфактеристики которых I I  (U ) и Iq  (U ) (а  = arctg^Xc) пересекаются (рис. 
3.16,6), возникает резонанс токов.

Так как

(3.17)

то эквивалентную характеристику I {U )  получаем вычитанием ординат ис
ходных характеристик. Точка А, лежащая на оси абсцисс, является точкой 
резонанса, т.к. в этой точке токи /£, и 1с взаимно компенсируются. Отсюда
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следует, что в нелинейной цепи при параллельном соединении можно до
биться резонанса изменением величины приложенного напр$икения.

Из-за наличия в цепи потерь и высших гсфмоник, которыми мы пре
небрегаем, фактическая характеристика цепи приобретает вид, показанный 
на рис. 3.16,в (кривая 2). По своему характеру кривые У и 2 являются х£фак- 
теристиками, неоднозначными по напряжению (см. § 1.1), на которых мож
но получить скачки напряжения из точки а в точку Ь и из точки с в точку d 
(кривая 2, рис. 3.16,в). Для этого необходимо иметь источник питания, в 
котором регулируется ток, а не напряжение, т.е. питать цепь от источника 
тока.

ef-

L

I j y )

ОС /  J / К  и)

\

/
/

/
1
я и

б
Рис. 3.16

Если же на входе цепи стоит источник напряжения, то эквивалентная 
характеристика (при изменении напряжения) получается плавной, без 
скачков. Резонанс в такой цепи называют ф е р р  о р е з о н а н с о м  т о к о в  
в отличие от диэлектрического резонанса токов, когда параллельно соеди
няются нелинейный емкостный двухполюсник и линейная индуктивность.

Смешанное соединение. При расчете цепей со смешанным соедине
нием двухполюсников используют подход, применимый для цепей с после
довательным и п£фаллельным соединением.

Пусть задана цепь, изображенная на рис. 3.17/1, двухполюсники кото
рой НДх (/?) и НДг (L) и линейная индуктивность L  имеют соответствен
но следующие исходные вольт-амперные характеристики: 1\ (U i), /2 (Г/г). 
и /з(С/2) (рис. 3.17,6).

fi.L

/  /
/  ^  ^ 1,1 и,)

/
/  /  /  /

и, и, и

Рис. 3.17

Поскольку в параллельных ветвях находятся двухполюсник и линей
ный элемент одного характера, то промежуточная эквивалентная характе-
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ристика (/2 + /3) (1/2) строится как для цепей постоянного тока, т.к. фазо
вые сдвиги между токами /2 и /3 в этом случае отсутствуют.

Су^^^ную же эквивалентную характеристику /1 {U) получают гео
метрическим сложением абсцисс хч>актерисгик /1 (1/1) и (/2 +/3) (t/2)i Т.К. 
теперь двухполюсники имеют разный характер (резистивный и индуктивный).

Подав на вход напряжение U, по суммарной эквивалентной характери
стике I i  (С/) определяют ток /1; затем по характеристикам /1 (U i) и 
ih  3̂) (^ 2) —  напряжения Ui а U2 л после этого по х^фактеристикам 
h  (^ 2) и h  Ш2) —  токи I2 и /3, которые в данном случае получились 
равньши.

Как и для цепей постоянного тока, при смешанном соединении приме
нение зависимостей Z „  (Л, (U ) и т.п. нецелесообразно, поскольку
графические построения при этом очень усложняются.

§ 3.3. Нелинейная аппроксимация 
исходных характеристик квазилинейных цепей

Основные принципы аналитических методов расчета, изложенные при 
рассмотрении цепей постояного тока (см. § 1.5), справедливы и для квази
линейных цепей переменного тока, однако уравнения при этом видоизме
няются в связи с необходимостью учета фазовых сдвигов.

Рассмотрим цепь (рис. 3.18,а), состоящую из последовательно вклю
ченных нелинейного двухполюсника НД (L) и линейного сопротивления 
R. Для двухполюсника задана ВАХ (кривая 2, рис. 3.18,6), которая доста
точно точно может быть аппроксимирована на некотором интервале пара
болой второго порядка I  = aU\ (кривая 7, рис. 3.18,6).

НА
0 - J 1

Рис. 3.18

Для модулей напряжений такой цепи запишем

C/2=l7?+t/2^ = - /  + /?2/2 (3.18)

и, решив квадратное уравнение, определим ток как функцию напряжения и 
параметров цепи.

Бели же в цепь (рис. 3.18,а) вместо сопротивления R  включено, напри
мер, комплексное сопротивление Z  = R  + jX i, то для составления уравне
ния используем известное тригонометрическое соотношение
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А\ + A 2 + 2A iA 2 Cos(ai -

+ 2£/i f/2 cos (90* - 1̂ 2) «
7Z

где

n’2 = * a r c t g ^ ;  Z - V / { 2 + A f .

Если в качестве исходной характфистики (для цепи рис. 3.18/i) задана 
зависимость (/), она также может быть аппроксимирована в требуемом
интервале некоторой функцией. В этом случае ток найдем из уравнения

(3.20)

§ 3.4. Расчет квазилинейных цепей 
методом компенсации

Метод компенсации применяют для расчета цепей переменного тока, 
если они обладают квазилинейными свойствами. Рассмотрим включенный 
последовательно с лтейной индуктивностью L  (рис. 3.19^) нелинейный 
двухполюсник НД (Л), имеющий вольт-амперную характеристику, приве- 
деш1ую на рис. 3.19,6, и применим метод компенсации (см. § 1.2) для рабо
чей т о «^ , определяемой током / и напряжением Ui. С помощью эквива
лентной схемы, параметры которой определяются из графических постро
ении рис. 3.19,6, составим линейное уравнение (рис. 3.19,в)

НА

J
к

у Hi

0-----
I

0 -

О

I

i/ 2 = С/2 ^ t/2̂  = ( +  /?. /)2 + У)2

из которого можно определить ток в цепи:
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(3.21)

Л? + 4
(322)

Если нелинейный двухполюсник НД имеет индуктивный или емкост
ный характер и включен последовательно с линейным активным сопротив
лением R, ток в цепи

(323)

Квадратные уравнения (322), (3.23) являются как бы аналитическими 
в£фиантами метода эллипса.

Отметим, что фаза напряжения Ui всегда совпадает с фазой состав-
/

ляющей Ril_ (рис. 3.19,в) или ± jX iIj т.е. определяется соотношением ~

или —  Из рис. 3.19,6 видно, что модули напряжений Uj и Л, /скла

дываются алгебраически, а это возможно только при одинаковых фазах. 
Если линейное сопротивление X l  ( см. рис. 3.19/1) или R  изменяются, из
меняется ток / как по модулю, так и по фазе, что приводит к изменению 
фазы напряжения Ui, которая, следовательно, может быть переменной и 
зависящей от тока/.

Как и в случае постоянного тока, этим методом можно пользоваться, 
если рабочий режим цепи в дальнейшем определяется значениями токов, 
не выходящими за пределы приблизительно прямолинейного участка ВАХ 
двухполюсника.

§ 3.5. Графический и графоаналитический расчет цепей 
по кривым мгновенных значений воздействий

Графический метод используется для нахождения формы выходного 
сигнала (тока или напряжения на участке цепи) и применяется для цепи с 
двухполюсниками одного характера. Пусть для нелинейного двухполюсни
ка НД (R ) (рис. 3.20) задана вольт-амперная характеристика для мгновен
ных значений. Рассмотрим несколько видов ВАХ.

На рис. 3.21/1 показана симметричная характеристика с насыщением 
по току. Если приложенное напряжение синусоидально (рис. 321,в), то 
график тока (рис. 3.21,6) имеет несинусоидальную форму и строят его сле
дующим образом:

1) ось абсцисс графиков напряжения и и тока / разбивают на ряд от
резков (в данном случае и т.д.);

2) на графике напряжения находят значения мгновенных напряжений, 
соответствующих выбранным значениям углов, и переносят на ВАХ;

3) мгновенные значения тока, полученные на вольт-амперной хгфакте- 
ристике, переносят на график тока до пересечения с одноименными коор
динатами углов.
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Рис. 321

Отметим следующие особенности несинусоидального тока для сим
метричной ВАХ с насьицением по току: 1) ток содержит только нечетные 
гармоники; 2) кривая тока затуплена; 3) (]^рма кривой тока зависит от ам- 
^ т у д ы  напряжения: чем больше амплитуда, тем ближе к прямоугольной 
форма кривой тока; 4) в зависимости от амплитуды напряжения изменяют
ся амплитуды гармоник и их фазовые сдвиги.

На рис. 3.22 показано графическое построение 1фивой тока для двух
полюсника, имеющего симметричную ВАХ с насыщением по напряжению. 
В этом случае несинусоидальныи ток имеет следующие особенности:

1) пп. 1 и 4 предыдущего случая справедливы и для данной характери
стики;

2) 1фивая тока заострена;
3) форма кривой тока зависит от амплитуды напряжения* чем больше 

амплитуда, тем более острой становится кривая тока.
Если задана явно несимметричная вольт-амперная характеристика 

(рис. 3.23,а), то, сохраняя особенности формы кривой тока в первом полу- 
периоде для характеристики с насыщением по току, несинусоидальный ток 
будет иметь все гармоники и постоянную составляющую.

На рис. 3.24,а приведена явно несимметричная ВАХ с зоной нечувст
вительности по напряжению. Несинусоидш1ьный ток (рис. 324,6) содер-
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жит постоянную составляющую, все г^^моники и разрывы (за счет зоны
нечувствительности).

Аналогично можно построить графически кривые тока для любого ви
да вольт^амперной характеристики как при синусоидальном, так и несину
соидальном приложенном напряжении. Подобные построения объединены 
общим названием «метод трех плоскостей».

Если в цепь включено несколько нелинейных резистивных двухпо
люсников или нелинейных двухполюсников и линейных сопротивлений, 
предварительно строят эквивалентную характеристику.

Теперь рассмотрим нелинейный емкостный двухполюсник (рис. 3.25), 
у которого зависимость Q  (и) имеет гистерезисцыи характ^ (рис. 3.26/t). 
График Q it) отличается от ранее рассмотренных тем, чго у гистерезис- 
ной кривой имеются восходящая и нисходящая ветви, на которые надо пе
реносить мгновенные значения напряжений соответствующих участков си-
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нусоиды: возрастающего и убывающего. Построив зависимость Q (t) и 
продифференцировав графически эту кривую, получим зависимость / (t).

Если ВАХ резистивного двухполюсника имеет гистерезисный харак
тер, то, заменив на рис. 326/1 координаты Q (и) координатами / (и), на 
рис. 3.26,6 получим зависимость i (t). В этом случае кривая / (t) сдвинута 
относительно начала координат, поэтому даже.основная пфмоника тока 
будет иметь фазовый сдвиг по отношению к напряжению.

Используя п>афик входного напряжения и (orf) и вольт-амперную ха
рактеристику i (и), можно не только построить крив[ую тока i (orf), как бы
ло показано выше, но и получить его аналитическое выражение. Наиболее 
удобен при этом щ)иближенный графоаналитический метод пфмонического 
анализа, основанный на использовании формул трех или пяти ординат.

Рассмотрим сначала метод трех ординат. Если на вход нелинейного 
двухполюсника (см. рис. 3.20), имеющего мнимо несимметричную ВАХ (см. 
рис. 1.6,а), подано синусоидальное напряжение, в цепи возникнет несину
соидальный ток, который можно разложить в ряд Фурье, ограничившись 
тремя его членами:

(3.24)I = /о + fim  sin orf + cos (at.
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Теперь необходимо выполнить требование, чтобы в трех выбранных 
точках ординаты приближенного выражения (3.24) совпали с ординатами 
действительной ВАХ. В качестве таких точек берем те значения 1,кот^ы е 
соответствуют трем моментам времени: orf = 0; ^  и %  л (рис. 3.27). Под
становкой выбранных значений vit в (324) получим уравнения:

cirf = 0, =

orf = ^  13 = 1о + 1’\ту 

cirf = i i  = /о -

(325)

Решим эту систему уравнений относетельно неизвестных /о, / i и Г'у.

h  + *3
/о 2 ’ 

»з - »1
f  1т ~ 2 *

212- h - h  
л 1т -  о

(3.26)
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с  учетом (326) ток в цепи 

, <1+ * з . * з - Ч 2l2 -  *1 -  /3 
sm Q)f + ----- т------cos orf. (327)

Рис. 327

Метод трех ординат применяют также при аппроксимации вольт-ам- 
перной характеристики i (и) степенным полиномом второго порядка

t «a o  + a i « i  + U2U2. (328)

Для простоты будем полагать, что синусоидальное напряжение, при
ложенное к цепи, имеет Um *  1, т.е. и -  sin orf.

Тогда
0-2

I = оо + ai sin orf + —  (1 -  COS 2o3t). (329)

Выберем те же значения wt и подставим их в (329): 

cirf = О, 12 »  ао;
0 ^ = ^  *3 “  ао + ai + 02;
orf = %  я, i i = a Q - a i +  02-

Из системы уравнений (3.30) получим

(3.30)
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во ”
*з-<1

ai = 

0 2

и окончательно

. *1+ 2*2 + <з /3-/1 . 2*2-11-13
< “ ----- ^ SU1 orf + ------------ COS 2orf.

(3.31)

(3.32)

Рис 3.28

Чтобы воспользоваться методом пяти ординат, необходимо записать 
ток в виде ряда Фурье, состоящего из пяти членов

* = ̂ 0 + ̂ 1т  sin orf + /"1̂  cos orf + /2т  sin 2o)f + /"2̂  cos 2 oyt, (3.33)

и задаться пятью различными моментами времени например,

f' I ’ h  “ h  ■
в (3.33) получаем уравнения:

6 ’ 2 ’ 6 ^ ^ 2 ^ выбранных значений
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с  учетом (326) ток в цепи

. *1+ »з *3-*1 .  2|’2 -11 -<3I «  —г—  + —г—  sm (Of + ----- г------cos orf. ( 3 ^

Метод трех ординат применяют также при аппроксимации вольт-ам* 
пернои характ^)истики i (и) степенным полиномом второго порядка

(328)

Для простоты будем полагать, что синусоидальное напряжение, при
ложенное к цепи, имеет Um -  1, т.е. и »  sin orf.

Тогда
02

i »  оо + ai sin orf + —  (1 -  cos 2orf).

Выберем те же значения tof и подставим их в (329): 

orf = О, 12 “  «о ;
orf =. *3 »  оо + a i + аг;

(Of = %  л, ii = a o -a i  + аг.

Из системы уравнений (3.30) получим

(3.29)

(3.30)

94

«О “  <2; 

h - h
2 ’

<1 -  2<2 + /з

2

a i

02

и окончательно

/1+ 2^  + 13 /3-11 2/2 - / , -/3
------4------ + —^ s m a r f  + ------— ^cos2arf.

(3.31)

(3.32)

Р и сЗ ^

Чтобы воспользоваться методом пяти ординат, необходимо записать 
к в виде ряда Фурье, состоящего из пяти членов

* = -̂ 0 + sin (Of + cos (Of + Г 2 т  «Й! 2o)f + COS 2(0f, (3.33)

“  задаться пятью различными моментами времени t  например.
л л  7 3
- _  _ 2

в (3.33) получаем уравнения:
* в * 2 * 6 ^ ** 2 ^ (рис. 3 ^ ) .  Подстановкой выбранных значений
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(Of = 0, /3=/0 + / "lm +^ '2m ;

= f . U »  ̂  + 0,866r ' i „  + 0,866Г2„  + 0^/"2m ;

^ ^ ^ 2 ’ *5 = А) + Л т - - ^ '^  ;

= I  Я. 12 -  Iq -  o ^ f i „  -  o,866T 'i^  + 0.8ббГг^ + o,5/'2m;

(3.34)

tor ‘ 2 *1 “  A) “

r уравнений (3.34), найдем неизвестные
■'о» lm> ^ 1т» 2т» ^  2m И ПОДСТавим ИХ В (3.33).

Применение метода пяти ординат возможно также при аппроксимации 
вольт-амперной характеристики / (и) степенным полиномом четвертого 
порядка:

t = оо + ai ы + 02 + аз + 04 (3.35)

Для простоты снова примем, что приложенное к цепи синусоидальное 
напряжение имеет [/„ = 1 , т.е. м = sin соГ.

Тогда

/ = ао + sin (ot + 02 sin^ ODt + a^ sin^ orf + 04 sin^ cut =
1 1  3

= ao + oi sm cof + -  02 -  2 ^2 cos 2<irf + -  03 sin orf -

1 3 1 1
-  -  03 sin 3orf + -  04 -  -  04 cos 2orf + -  04 cos 4o)t. (3.36)

Выберем те же значения wt и подставим их в (3.36):

(of = 0, »з = оо ;

6’ ‘4 = ^  + 0,5о1 +0Д5о2 + 0,125оз + 0,0625 о4 ;

= *5 = ao + a i +02 + 03 + 04 ; (3.37)

= »2 = оо-0,5о1 + ОД5о2-0,125оз + 0,0625о4;

. 3 .
= 2» М = Оо -  Oi + 02 -  03 + 04.

Решение системы уравнений (3.37) позволит определить коэффициен
ты о и подставить их значения в (3.36).

Следует иметь в виду, что точность определения амплитуд гармони
ческих составляющих методами трех и пяти ординат относительно невели
ка, и ошибка растет вместе с ростом амплитуды приложенного к цепи на-
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пряжения. Очевидно, что метод пяти ординат более точен. Определить це
лесообразность применения того или другого метода можно, проведя 
оценку вольт-амперной х{фактеристики. На рис. 3.29 показана кривая, на 
которой отмечены значения токов метода трех ординат (ij, 13, 15) и метода 
пяти ординат ( i i ,  12, 13, Ц» *s)- Если отрезки на оси абсцисс одинаковы 
(-  f/m» -  О, 0^[/т, [/„ ) И при ЭТОМ выполняется условие

AB\\CD, (3.38)

для такой кривой рациональнее использовать более простой метод трех ор
динат. С другой стороны, например для симметричной ВАХ (см. рис. 321, 
322), метод трех ординат просто непригоден, т.к. в этом случае получится, 
что /о “  О, r 'lm  «  О (уравнение (326)) или оо =* О, 02 -  О (уравнение
(3.31)). Следовательно, согласно аналитическим выражениям ток в цепи си
нусоидален, тогда как в действительности этого нет.

Аналитическое представление тока в цепи можно получить более об
щим (и более точным) способом, если применить численное интегрирова
ние, при котором вычисление определенного интехрала заменяется нахож
дением суммы конечного числа слагаемых. С этой целью период функции 
I (wt), равный 2л, разбивается на m равн№( интервалов Aarf, так что 
m A(of *  2л.

Расстояние от начала координат до середины Л:-го интервала составля

ет угол orf = fit -  . Пусть it  (cot) есть значение периодической неси-
2 1 /п

нусоидальной функции в середине Jt-ro интервала (рис. 3.30). Тогда

m

. (3-39)
lt -1
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^пт<^— У 1кЫ)!ЯПП

m
к- 1

m

m (3.40)

/'wn “  “  у  *Jt ((»rf) COS n m "
* - 1

m
(3.41)

Если в пределах периода имеются точки разрыва, целесообразно раз
бивку на интервалы делать так, чтобы точки разрыва не были в середине 
интервалов. Рассмотренный на рис. 3.21— 324, 3.26 метод построения гра
фика мгаовенного значения искомой функции нельзя примещ1ть в тех слу
чаях, когда в цепи имеется несколько нелинейных двухполюсников разного 
характера, включенных последовательно или параллельно. Это объясняет
ся тем, что исходные хгфактеристики таких нелинейных двухцолюсников 
задаются различными координатами: i {и), Ф (»£,), Q {и с ), и построить эк
вивалентную характеристику невозможно. Для этого случая применим гра
фоаналитический метод, в котором используются соотношения (3.6) и 
(3.10).

Рассмотрим нелинейную цепь (рис. 3.31,а), которая состоит из вклю
ченных последовательно резистивного и ин^^тивного двухполюсников. 
Ток, проходящий в цепи, изменяется по синусоидальному закону 
i ~ 1т sin iOt.

Тогда, по второму закону Кирхгофа,

di
ы -  Ил + «1  “ Лег (О i + ̂ диф (О ^  *

»  R „  (|) 1т sin Ы  + шХдиф (0 1т cos orf. (3.42)

Оба нелинейных сомножителя и 1,диф) уравнения (3.42) зависят 
от тока, и эти зависимости могут быть получены из исходных характери
стик i (и) и W (/£). Задаваясь значениями времени t (ti, tx, . . . ) ,  опреде
ляют токи I (I'l, 12, . . . ) .  а затем по значениям токов —  активное статиче-

98

Рис. 3.31

ское сопротимение R „ L R c 4 .  «ей . • • ■) (Р"С. 3.31,6) и дифф^енциаль- 
т™  индуктивность 1-ифЦ.д.фЬ/-даф2, •••) (Р"=- 3-31.в)- Подставля»
полученные данные в (3.42), можно определить дановенные значения на
пряжения U (щ, U2, • • •) *  построить график и (t).

Если нелинейная цепь представляет со«ой 
резистивный и емкостный двухполюсники (рис. 3.32,а), ™ 
дальном напряжении u-C/„sino)(, используя первый закон Кирхгофа,

получим
du

i==iR + ic = ^cr (“ ) “  + ^диф (“ ) ^  "

= Gcr (и) l/m sin orf + 0>Сдаф (и ) Um COS 0)f.
(3.43)

Риа332

Оба нелинейных сомножителя (Ссг и Сдаф)уравнения (3.43) зависят 
от напряжения. Графики G „  и С „ф  м о г у т  быть получены из и ^ д ^  
характеристик i (u)  и Q (« c ) ) -  Задаваясь значениями времени 
t (Г,, (2, . . . ) ,  определяют напряжения и (щ, иь ■■■). “ »  значениям
напряжений —  активную статическую проводимость (О сгЬ ‘ 'ей. • • • ' 
(оис 3 32 и дифференциальную емкость Сдиф (Сджфь '̂дифг. • • •  ̂
^ис! 3.32,’ в). Подст^овкой полученных данньпс в (3 ^ )  находят мтовен- 
ные значения тока 1ъ •••)  и строят график i ( ) .  аяс

Итак, нелинейная электрическая цепь позволяет преобразовать час- 
« J S  ™ ” а ^ 1 ый спектр) си™ала с
составляющих, отсутствовавших во входном сигнале. Характер их опреде
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ляется видом нелинейности; спектр выходного сигнала может быть найден 
разложением полученной кривой в гармоничный ряд. Линейная электриче
ская цепь (линейный фильтр) способна лишь перераспределить интенсив
ность сигнала и фазовые сдвиги отдельных частотных составляющих, уже 
имевшихся во входном сигнале (до практически полного подавления час
тот этих составляющих). Линейшй фильтр используется для выделения 
нужной г^моники или группы гармоник, т.е. соответствующей части спек-' 
тра вьаодного сигнала.

§ Э.6. Метод гармонического баланса

Этот метод 5шляется более точным, чем методы, основанные на квази
линейном подходе, т.к. позволяет учесть и некоторые гармонические со
ставляющие. Поскольку ток и падения напряжений в нелинейной цепи в 
общем случае несинусоидальны, можно представить ожидаемое решение в 
виде суммы гармоник, у которых неизвестны амплитуды и начальные фазы. 
Бели подставить теперь эту сумму в нелинейное дифференциальное урав
нение, записанное для данной искомой величины, то все члены, входящие 
в дифференциальное уравнение, будут представлены в виде суммы гармо
ник. Просуммируем справа и слева от знака равенства все коэффициенты 
при членах, содержащих sinnco ,̂ и приравняем эти суммы друг другу; ту 
же операцию проделаем и с коэффициентами при cos norf. Повторив эти 
операции для всех значений л, получим систему из 2п алгебраических 
уравнений, которые и используются для определения неизвестных ампли
туд и начальных фаз каждой гармоники. Такой метод называют м е т о 
д ом  г а р м о н и ч е с к о г о  б а л а н с а .

Точное решение задачи этим методом предполагает учет бесконечно
го множества гармоник. При решении же конкретных задач число гармо-. 
ник в ожидаемом решении (учитывают, как правило, одну-две) ограничива
ют, при этом точный баланс гармоник нарушается, и решение становится 
приближенным.

В качестве примера рассмотрим схему рис. 3.33/г с нелинейным двух
полюсником НД (R ), симметричная ВАХ которого показана на рис. 3.33,6 
(первый квадрант).

НА

-“г

Рис 3.33

Если на вход заданной цепи подано синусоидальное напряжение 
и = Ufn sin (trf, ток будет несинусоидальным. Однако основная гармоника 
тока существенно преобладает над высшими гармониками, поэтому будем 
искать приближенное значение в виде i = Iim sin lot.
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Предположим, что ВАХ нелинейного двухполюсника достаточно точ
но аппроксимируется на некотором интервале зависимостью uj = ai .̂ Ла- 
чальная фаза тока в данном случае равна нулю. Следовательно, неизвест
ный член уравнения —  амплитудное значение тока первой гармоники !]„•  

По второму закону Кирхгофа,

‘ U i+U 2 = aP + Ri (3.44)

или

sin (irf »  a lin  sin  ̂tof + R lim  sin orf ̂

-  a/i„ sin orf -  ^ sin 3wt + R Ii„  sin orf.

f3 . , 1 . ,  ,— sm orf -  -  sm 3o>f
4 4

(3.45)

Просуммируем коэффициенты при sinarf в левой и правой частях 
уравнения (3.45) и приравняем друг другу коэффициенты при этой г^мо- 
нике:

<3.46)

или

(3.47)

Решим уравнение (3.47) по формулам Кардано или численными мето
дами и определим амплитуду тока Решение будет более точным, если 
представить его в виде i = Iim sin drf + /зт 3orf. Неизвестные члены урав
нения—  амплитудные значения тока первой /im и третьей 1 зт гармоник.

Подставив ожидаемое решение в (3.44), получим

[/„sin cot == а (I\fn sin (irf + /3̂  sin 3orf)  ̂+ R {I\m sin orf + /3̂  sin 3orf) =

3 1 3
“  4 sin tor -  -  alim sin 3orf + -  /3̂  sin 3cirf-

-| a / £ ,/ j„s in  w t-^a lf„JyftS in5 iot + ^ a Iy n J ^ ^ w t  + 

+ 1  /лп sin - 1 o / i ; „ s i n  5o)f + 1 a/^  sin 3orf-

-  ^ a l^  sin 9orf + R Ii„  sin orf + R Ij^  sin 3arf. (3.48)
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Просуммируем коэффициенты при sin orf и при sin 3(ot в левой и 
правой частах (3.48) и затем приравняем коэффициенты при одноименных 
гч>мониках друг другу:

(3.49)

Система (3.49) дает возможность определить искомые неизвестные. 
Нетрудно заметить, что решения будут приближенными не только потому, 
что бесконечный тригонометрический ряд Фурье был 01раничен, но и 
вследствие неучета высших гармоник в уравнениях (3.45) и (3.48). Если бы 
гармоники тока имели начальные фазы, число неизвестных членов уравне
ния стало бы вдвое большим.

Не для всякого вида аппроксимации и ограничения числа пфмоник 
может быть получено решение, и тогда необходимо уменьшить число гар
моник в решении или задаться другим аппроксимирующим выражением.

§ 3.7. Метод сопряжения интервалов 
(для расчета цепей с резистивными двухполюсниками)

Известно, что нелинейная вольт-амперная характеристика может быть 
представлена одним аналитическим выражением, аппроксимирующим ее в 
необходимой для данной конкретной задачи области. Если при этом требу
ется добиться определенной точности расчета, аппроксимация, как прави
ло, оказывается достаточно сложной, и аналитическое нахождение иско
мых зависимостей затруднено.

Нелинейная ВАХ может быть представлена также несколькими анали
тическими выражениями, справедливыми на отдельных участках интересу
ющей нас области. Такой метод называют м е т о д о м  с о п р я ж е н и я  
и н т е р в а л о в  (методом припасовывания), т.к. решения для отдельных 
участков (интервалов) должны сопрягаться (т.е. припасовываться).

Фактически переход от одного участка к другому равносилен комму
тации, Т.К. в точке сопряжения меняются параметры двухполюсника. Наи
более распространена замена нелинейных характ^)истик прямолинейными 
участками, поскольку при этом уравнения, относящиеся к отдельным уча
сткам, будут линейными.

Рассмотрим цепь с нелинейным двухполюсником НД (R ) (рис. 334/х), 
вольт-ампфная характеристика i ( « 1 ) котфого идеализированная (рис. 334/5): 
двухполюсник при одной полярности приложенного напряжения имеет со
противление, равное нулю, а при другой —  равное бесконечности.

В случае отсутствия в цепи еьисости С эквивалентная вольт-амперная 
хгфактеристика i (и) (рис. 3.34/5) будет состоять из двух ветвей с характе
ристикой ( « 2 ) и с характеристикой i (U|). Таким образом, при синусои
дальном напряжении источника питания и = [/„sino)t ток в цепи 
/ (/ = 1л ),  я следовательно, и напряжение «2  можно рассматривать на двух
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интервалах: от О до я и от я до 2л. На первом интервале ток в цепи i будет 
синусоидальным, на втором —  равным нулю (пунктирные полусинусоиды 
на рис. 3.34,в). При пульсирующем, но всегда положительном токе проис
ходит выпрямление переменного тока. При этом конечное значение тока на 
первом интервале i »  /^ sin л  должно быть равным начальному току на 
втором (i = 0); конечное значение тока на втором интервале » = О —  на
чальному току на третьем (t = /_ sin 2л ) и т.д.

I  и, ы1, X utj ul̂  ut О ut, utf ж 
д

Рис. 334

ix  utj u>t

При данной форме несинусоидального тока разложение его в ряд 
Фурье будет содержать постоянную составляющую:

Л R
0,318/ .̂ (3.50)

Как видно из (3.50), постоянная составляющая невелика, поэтому если 
ее необходимо повысить, параллельно активному сопротивлению R  вклю
чают емкость С (рис. 3.34,а).

В этом случае в тот момент, когда положительное напряжение на вхо
де цепи и превысит напряжение на емкости U2, емкость начнет з£фяжаться, 
и от источника будет потребляться ток i » +  Iq. По достижении ампли
тудного значения напряжение и падает и становится меньше и% емкость 
начинает разряжаться на сопротивление R, сохраняя направление тока i, 
при этом iR^ic> я * = 0. Затем цикл повторяется.

Рассмотрим установившийся режим (сплошная кривая на рис. 3.34,в) 
на следующих интервалах времени: arfi -  Ы2, 0^2 -  «>̂ 3» «^3 -  Факти
чески этот режим, состоящий из двух чередующихся переходных процес
сов, является установившимся лишь в том смысле, что эти два процесса 
повторяются периодически. Такие установившиеся режимы называют 
к в а з и у с т а н о в и в ш и м и с я .

Запишем дифференциальные уравнения для соответствующих интер
валов времени:

при (Ofl S orf ^ 0^2 

«2  “  Urn sin (.)/;

Il2 dU2 Uffi
i = I»  + I’c  = ";r + С - T -  = sin (ot + oiCUm cos <ot. 

R at R
(3.51)
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По мере удаления от максимума возрастает скорость уменьшения 
мгновенного значения приложенного напряжения du/dt, напряжения и и 
U2 становятся равными в момент времени orf = 0)̂ 2, и i *  0. Для этого мо
мента времени уравнение (3^1) будет иметь вид

О sin arf2 + COS 0̂ 2, (3^ )

откуда

-  (oCUm cos 0̂ 2
U„

sin 0)̂ 2

0^2 = -  arctg (шКС). (3^3)

Ток через нелинейный двухполюсник (рис. 3.34/) из (3.51) можно 
представить в виде

и„
V 1 + {(mRC^  sin (а)̂ 2 -  orf). (3.54)

При 0)̂ 2 ̂  tirf s: 0^3 емкость разряжается по экспоненциальному зако
ну:

urf-

U2 = Ае . (3.55)

Постоянную А  определяют из следующего условия: при (of = 0^2 
“2 = Urn sin (о?2. Поэтому

U2 = sin (0̂ 2 е . (3.56)

При со^«а)^з напряжение U2 опять становится синусоидальным. 
Уравнение (3.56) для этого момента времени

(jrfj- со̂

sin 0)̂ 3 = и „  sin orf2 е 

может быть преобразовано:
(1̂3 О)̂

sin (о̂ з е = sin arf2 с (3J7)

Из (3.57) определяют момент времени 0^3. Очевидно, что 
0)̂ 3 = ttrfi + 2л и (0̂ 4 = (1̂ 2 + 2л. '

Постоянная составляющая тока в активном сопротивлении
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[1 -  COS (0)̂ 2 -  OJ l̂)]. (3.58)

§ 3.8. Магнитные цепи при переменном магнитном потоке

Выше были рассмотрены методы расчета цепей с нелинейными индук
тивными двухполюсниками. При этом в расчетах использовались или 
вольт-амперные характеристики (при квазилинейном подходе), или зави
симости потокосцепления самоиндукции от тока.

Конструктивно нелинейный двухполюсник (рис. 335/z) представляет 
собой дроссель (дросселли) с ферромагнитным сердечником (рис. 335,6). 
Особенность расчета цепей, рассматриваемых в данном П1фа1рафе, состоит 
в учете взаимосвязи между токами (напряжениями) в обмотках и потоками 
(индукциями) в сердечниках, т.с. здесь совместно анализируются электри
ческая и магнитная цепи.

Рис.335
•

С одной стороны, магнитный поток в сердечнике зависит от токов в 
обмотках, и поэтому при исследовании приходится в основном пользовать
ся методами, разработанными для магнитных цепей при постоянном маг
нитном потоке (см. § 1.7); с другой стороны, токи в обмотках зависят от 
характера и̂ ц̂ -нр-ния магнитного потока. Все это значительно усложняет 
исследования, поэтому при расчетах вводят ряд допущений (важнейшим из 
которых является квазилинейность).

В соответствии с квазилинейным подходом предполагают, что напря
жение, ток и магнитный поток изменяются по синусоидальному закону. 
Нелинейность учитывается в зависимостях между амплитудным (действу
ющим) значением магнитного потока и амплитудным (действующим) зна
чением МДС (вебер-амперная характеристика).

Исходной характеристикой для получения зависимости Ф;п “ / (Лп ̂  
является динамическая кривая намагничивания Вщ » /  {Нт )• При одном и 
том же материале сердечника с изменением частоты динамические кривые 
изменяются. С увеличением час1Ч)ты они располагаются ниже и становятся 
более пологими (рис. 3.36,а). Такая же закономфность наблюдается и для 
вебер-амперных характеристик (рис. 3.36,6). Заметим, что при расчетах ве
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бер-амперные характеристики чаще применяются для действующих 
Ф =/ (IN ) (рис. 3.36,в), а не для амплитудных значений потоков и МДС.

or, •Рт ф

а
0

0
0

W,

ы,

Uj

IN

Рис.3;36

Рассмотрим магнитную цепь на рис. 3.36,6 и покажем, что магнитные 
параметры можно связать с электрическими, т.е. перейти от вебер-ампер- 
ной характеристики Ф ^ f{ IN ) к вольт-амперной / «  ф (I/) и таким обра
зом определить индуктивность эквивалентной электрической схемы рис. 
3.35,а (статическую и дифференциальную). Пренебрегая явлением гисте
резиса, вихревыми токами и потоками рассеяния, получим

u^Ri-^dSV/dt, (3.59)

R  —  сопротивление обмотки.
Произведением Ri также можно пренебречь, поскольку оно меньше 

dSV/dt, и тогда

и = Ф¥/(й. (3.60)

Если напряжение, приложенное к обмотке, синусоидально 
(и = Urn sin arf), то (3.60) можно представить в следующем виде:

Um sin (jrf -  JV
dФt 

dt '

Отсюда, разделяя переменные, получим

Чл.
N  J “ (mN

Фг = u)tdt = -  cos orf = -  Ф;„ cos orf.

(3.61)

'(3.62)

N  —  число витков обмотки.
Таким образом, при сделанных допущениях магнитный поток в сер

дечнике определяется напряжением Um, числом витков N  и частотой о) и 
не зависит от вебер-амперной характеристики.

Из (3.62) следует уравнение

Ф.
Um y f iu  и

ioN 2л fN  A M fN '
(3.63)
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которое обычно записывают в виде зависимости напряжения от магнитного 
потока или магнитной индукции:

(3.64)

Уравнение (3.64) дает возможность перейти от координаты Ф к коор
динате и, а соотношение I « IN /N  —  от координаты IN  к координате I.

Таким образом, решить задачу нахождения тока в обмотке магнитной 
цепи (см. рис. 3.35,6) можно двумя путями: с использованием вебер-ампер
ной характеристики или вольт-амперной. В первом случае по уравнению
(3.63) определяют магнитный поток Ф (Ф = Ф т /^), затем по вебер-ампер
ной х*фактеристике (рис. 3.31/1) —  ток / (/ “  IN/N). Во втором случае не
обходимо перейти от вебер-амперной характ^)истики (рис. 3.37,а) к вольт- 
амперной (рис. 3.37,6), т.е. от магнитной цепи (рис. 3.35,6) перейти к экви
валентной электрической (см. рис. 3.35/г) и далее по заданному входному 
напряжению U  определить ток / (рис. 3.31 fi).

РИС.ЗЛ7

Из (3.64) следует, что магнитные цепи при переменном магнитном по
токе отличаются от магнитных цепей при постоянном магнитном потоке в 
основном тем, что в последнем случае ток обмотки зависит преимущест
венно от геометрических размеров и материала магнитопровода. В магнит
ных цепях при постоянном магнитном потоке существует зависимость тока 
обмотки только от сопротивления обмотки.

§ 3.9. Особенности цепей с диэлектриками

В предыдущих параграфах были рассмотрены методы расчета цепей с 
нелинейными двухполюсниками и, в частности, с нелинейными емкостны
ми двухполюсниками. При этом в расчетах использовались вольт-ампер- 
ные характеристики (при квазилинейном подходе) или зависимости заря
да от напряжения.

Конструктивно нелинейный емкостный двухполюсник (рис. 3.38,а) 
представляет собой конденсатор (конденсаторы) с нелинейным диэлект
риком (рис. 3.38,6). В качестве диэлектрика используются, например, сег- 
нетокерамические диэлектрики (вариконды).

Известно, что у нелинейного диэлектрика диэлектрическая прони
цаемость существенно зависит от напряженности электрического поля, 
а реактивное сопротивление определяется состоянием диэлектрика. Для
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Ркс338

описания физических процессов в диэлектрике необходимо рассмотреть 
зависимость электрического смещения (электрической индукции) от на
пряженности электрического поля D  которая в общем случае изме
няется с изменением частоты (рис. 3.39).

Рис.339

Пренебрегая сопротивлением утечки и диэлектрическими потерями 
конденсатора, воспользуемся для перехода от электрического смещения D  
к проходящему через конденсатор току I  теоремой Гаусса:

dS Q, (3.65)
где 5 —  поверхность; Q  —  заряд.

Для обычных источников питания с относительно низкими частотами 
можно полагать, что поток электрического смещения через наружные 
стенки диэлектрика и обкладки практически равен нулю (он должен учи
тываться в той мере и в той форме, в которых учитывается рассеяние в маг
нитной цепи). Аналогично тому, как ранее от уравнения (1.15) был совер
шен переход к (1.16), получим

D S ^ Q ,

S —  поверхность одной обкладки.
В соответствии с квазилинейным рассмотрением

. ^  d (SDm sin orf) 
d t "  dt

(3.66)

(3.67)
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a действующее значение тока

(3.68)

где k\ —  коэффициент, зависящий от того, какие значения величин (амп- 
лшудные, федние или действующие) использовались в исходных характе
ристиках.

Переход от напряженности электрического поля к электрическому на
пряжению также должен быть выполнен с учетом отмеченных обстоя
тельств (для этого вводят коэффициент кЦ'

U - k 2 fE d l~ k 2 Ed,
О

(3.69)

d —  расстояние между электродами плоского конденсатора.
Таким образом, уравнения (3.68), (3.69) позволяют перейти от зависи

мости D * f ( E )  к вольт-амперной хгфактеристике / = ф (U ) подобно тому, 
как при рассмотрении магнитных цепей осуществлялся переход от динами
ческой кривой намагничивания к вебер-амперной, а затем к вольт-ампер
ной х£фактеристике.

§ ЗЛО. Расчет цепей с реактивными двухполюсниками 
методом сопряжения интервалов

Рассмотрим цепь с линейным сопротивлением и н^инейным индук
тивным дц^олюсником (рис. 3.40,а), имеющим идеализированную вебер- 
амперную характеристику (рис. 3.40,6). Магнитный поток в таком двухпо
люснике меняется от + Фщ х̂ ДО - Фщах. и наоборот, т.е. магнитное состо
яние двухполюсника характеризуется только одним параметром |Фшах1* 
Особенность расчета заключается в том, что состояние двухполюсника оп
ределяется не мгновенным значением подводимого к нему напряжения 
(как для двухполюсника со свойствами активного сопротивления, см. § 3.7), 
а величиной так называемого импульса напряжения. Действительно, по-

скольку ui “ iV—ГГ, разделяя переменные, получаем 
ш

ЛФ, (3.70)

где ЛФ  ̂—  приращение магнитного потока, определяемое импульсом на
пряжения за интервал времени - t 2.

Если напряжение, приложенное к цепи, изменяется по синусоидаль
ному закону ы = sin orf, то в положительный полупериод этого напря
жения сердечник начинает перемагничиваться, т.е. магнитный поток изме-

109



няется аг - Фщах ДО + ^шах- При этом индуктивное сопротивление двух
полюсника равно бесконечности, ток в цепи равен нулю и ui *  ы.

НА

— а
Ф

I
0 IN

-Фг
а.

Чтобы изменить магнитное состояние двухполюсника на противопо
ложное, нужно создать приращение потока

ДФ = 2Фщах- (3-71)

Необходимы^ для этого импульс напряжения (рис. Ъ М ^ ) найдем по 
формуле

2Фтах = Т7 Г sin о)Г dt,
о

(3.72)

где ?н —  момент времени, когда двухполюсник перемагничивается и его со
противление станет равным нулю.
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Проинтегрировав уравнение (3.72), получим

2юЛ̂ <1>тах
COS (оГн = 1 -

и„
(3.73)

и отсюда определим угол начала импульса тока соГн’.

(Um -  4л/Л̂ Фшах'\
и„ (3.74)

Так как с момента времени сопротивление двухполюсника стано
вится равным нулю, все приложенное к цепи напряжение компенсируется 
падением напряжения на линейном сопротивлении R, т.е. «2  = Ток в це
пи в этот промежуток времени (рис. 3.40,г)

(3.75)

После перехода входного напряжения через нуль двухполюсник снова 
перемагничивается, т.е. магнитный поток изменяется от + Фщах ДО ~ 
Фтах- Сопротивление двухполюсника становится равным бесконечности, 
и ток прекращается. Таким образом, угол прекращения импульса тока 
равен я.

Из (3.74) видно, что угол orf„ зависит от амплитуды приложенного 
напряжения и „  и максимального значения магнитного потока Фщах- Фи
зически это объясняется тем, что амплитудное значение магнитного потока 
Фщ зависит от напряжения U  (3.63) и в то же время ограничивается ве
личиной Фщах- В интервалах orf„ -  л;, orf'„ -  2л  и т.д. магнитный поток 
постоянный (рис. 3.40,5), что означает равенство нулю производной маг
нитного потока по времени и, следовательно, равенство нулю напряжения 
U{. Отсюда следует, что условием возникновения тока в цепи является не
равенство

1Фтах1 (3.76)

Если же |Фшах1 ^ то ограничения магнитного потока не происхо
дит, и ток в цепи равен нулю при любом значении cof.

Метод сопряжения интервалов применяют и к цепи с нелинейным ем
костным двухполюсником. В этом случае состояние двухполюсника опре
деляется уже не импульсом напряжения, а импульсом тока. Действитель
но, с учетом (3.66) ток

dt d t '
(3.77)

откуда после разделения переменных получим
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1 ^
Д£>,-j / i * .  

<1

(3.78)

где /iDf —  пр1фащение электрического смещения, определяемое импуль
сом тока за интервал времени -  /2-

Будем полагать, что зависимость D  -/  (£) имеет прямоугольный ха
рактер, а электрическое смещение меняется от + i>m«v до - Z>nua, и нао- 5 j 
борот.

Чтобы изменить состояние двухполюсника на противоположное, со
здадим приращение электрического смещения

A D - 2D.

и тогда требуемый импульс синусоидального тока определится соотноше
нием

I
2Dmax *  1т arf d t, (3.80)

—  момент времени, когда двухполюсник скачкообразно меняет свое со
противление.

Проинтехрировав уравнение (3.80), получим

cos со̂ н = 1 ------ р------,
Лт

и определим отсюда угол

а^н = агссо8

(3.81)

(3.82)

Сравнение уравнений (3.74) и (3.82) подчеркивает сходство расчета 
магнитных и диэлектрических цепей. Соотношения для определения 
(3.74), (3.82) и при шГц = О, л, 2л, . . .  получаются достаточно простыми 
вследствие того, что для активной нагрузки ток и напряжение совпадают 
по фазе и переходят через нуль в один и тот же момент времени (см. рис.
3.40,6 и г). При включении в цепь (рис. 3.41/1), например, активно-индук
тивной нагрузки нелинейный двухполюсник НД (L), имеющий идеализи
рованную вебер-амперную характеристику (рис. 3.41,6), начинает перемаг- 
ничиваться в те моменты времени, когда ток в цепи i становится равным 
нулю. Эти моменты времени отличны от orf = О, л, 2л, ..., т.к. в такой це
пи напряжение и ток не совпадают по фазе.

Требуемый для перемагничивания импульс напряжения в этом слу
чае определяется уравнением (3.72), однако нижний предел интервала

будет равен соГц (рис. 3.41,в). Полученное при интегрировании соотно
шение

2олЛ/'Фтах
COS (оГн = COS o)fn------ 77-----

Urn
(3.83)

показывает, что, во-первых, углы начала и прекращения импульса тока в це
пи зависят друг от друга и, во-вторых, уравнение (3.73) является частным 
случаем (3.83).

НА

Н2}-
U

' 'L

J. 
и, ui

0

В

14

~^тах

Поскольку в момент времени (оГн происходит коммутация цепи (при 
нулевых начальных-условиях), для определения тока i необходимо рас
смотреть переходный процесс, расчет которого дает известное соотноше
ние

i = /_ sin {oit -  ф) + Ае~ (3.84)
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где

Постоянная интегрирования А  может быть найдена из условия 
i (wt„ ) = 0;

Л  -  -  sin (orfj, -  ф) (3.85)

Тогда из выражения для переходного тока
ojf- cuf̂

(3.86)sin (orf -  ф) -  sin (orfjj -  ф) e

рассматриваемого в момент времени crfn, когда ток равен нулю (рис. 3.41,г), 
можно получить второе уравнение, связывающее а^н и <^п‘

sin (o)fn -  ф) -  sin (arf„ -  ф) (3.87)

Совместное решение (3.83) и (3.87) позволяет определить со̂ н и со/д.
Уравнение (3.87) по структуре аналогично (3.57). Это свидетельствует

об общности методов расчета двухполюсников различного характера, если 
принято допущение об идеализации их исходных характеристик.

Задачи

3.1. Нелинейный резистивный двухполюсник определяется ВАХ для 
действующих значений, представленных в табл. 3.1. Определить мгновен
ный ток в цепи, если и -  50,9 sin (со/ -  90*) В. Как изменится ток, если по
следовательно с нелинейным двухполюсником включить сопротивление 
Л  = 60 Ом?

Таблица 3.1

и. в 0 5 10 20 30 40 50
/.А 0 006 0,38 0̂ 0,61 0.66 0,69

Ответ. 1) / » 0,909 sin (Ы  -  90*) А;
2) / = 0,571 sin (orf -  90*) А.

32. К квазилинейной цепи, представляющей собой последовательное 
соединение нелинейного резистивного двухполюсника и конденсатора с 
емкостью С = 7,98 мкФ, подведено напряжение и «  50,9 sin 2512f В. Опре
делить мгновенный ток в цепи.

Воль'1̂ амперная характеристика нелинейного двухполюсника приве
дена в табл. 3.1.

Решение. Для схемы (рис. ЗА2д) построим ВАХ нелинейного двухпо
люсника I  Ф и ), емкости I  {Uq ) и эквивалентную характеристику / {U)
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(рис. 3.42,6). Для построения характеристики I  {Uq ) необходимо опреде
лить сопротивление

1 10<i
Х с (оС 2512-7,98

■ 50 0 M (tg a -X c ).

г НА 

я
а с

зом:

Рис 3.42

Точки части эквивалентной характеристики найдем следующим обра-

/1 = 0,4 А, -  ' 1 В:

/2 - 0^ А,

/ з-0 ,6 А , t/3-V  + 28^  ̂+ 302-41,7в.

Напряжение питания U  -  l/„/^/2 -  50.9/V5 = 36 В перенесем на 
валентную характеристику и на^ем I  *  0,55 А, Ur  = 23 В и 1/с “  27,5 В.

Угол ф -  arctg ̂  -  arctg »  arctg 1,192 -  50*.

Ответ, i = 0,775 sin (2512f + 50*) А-

3 3 Квазилинейная цепь, состоящая из последовательно соединенных 
сопротивления Z = (625 + jl080) Ом и нелинейного резистивного двухпо
люсника, ВАХ которого задана в табл. 32, подключена к источнику напря-
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жсния с действующим значением U  
значение тока в цепи.

100 В. Определить действующее 

Таблица 3 .2

и ,в 10 20 30 40 .45 50
/,мА 2 5 10̂ 20 31,5 100
Ответ. / = 54 мА.

3.4. Вольт-амперные характеристики для действующих значений двух 
нелинейных двухполюсников, один из которых резистивный, а другой — 
емкостный, заданы в табл. 3.1 и 3.3 соответственно.

Таблица 3 .3  'Щ

. В 0 10 20 25 30 35
/.А 0 0,025 0.1 0,165 0,3 0,6
Определить ток в цепи и падения напряжений на двухполюсниках, ес

ли напряжение питания U = 40 В.
Ответ.7=0,53А ; U i= 2 lB ;  1/2 - 34В.

3.5. Два нелинейных двухполюсника —  резистивный и индуктивный —  
соединены последовательно и определяются зависимостями Лет (Л и

(Л (табл. 3.4). Чему равен ток в цепи и падения напряжений на двухпо
люсниках, если входное напряжение = 60 В?

Таблица 3.4

/.А 0 0.5 1 2 3 4 5
ЛспОм 20 20 21 24 304 41 54,5

10 10 10,5 14 22,5 38 65

Ответ. / = 2,1 А ; t/i= 52В; i/2 -31 В.

3.6. Нелинейный резистивный двухполюсник, ВАХ которого для дей
ствующих значений тока приведена в табл. 3.3, соединен последовательно 
с конденсатором емкостью С = 1,99 мкФ. К цепи подведено напряжение 
£/ = 50 В с частотой / = 400 Гц. Определить ток в цепи и падения напря
жений на двухполюснике и конденсаторе, применив для расчета метод эл
липса. Как изменится ток и падения напряжений, если в заданную цепь 
включить дополнительно активное сопротивление R, равное 50 Ом?

Решение. Найдем условный ток короткого замыкания в цепи рис. 3.43,а;

h  = и/Хс = 50/200 = 0^5 А; 

1 10«
(оС 2 л -400-1,99

200 Ом
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и построим часть эллипса, имеющего полуоси = 0Д5 Ом и t/ = 50 В (рис. 
3.43,в).

ИЛ

0 -

-"НА'

-0

Рис. 3.43

Точка пересечения характеристики / {Uщ^) с эллипсом и есть реше
ние задачи:

/ = 0,21А; С/„д = 27В; t/c = Vt/^-t/^ = V50^-2?2 =42В.

Если в заданную цепь включить дополнительно активное сопротивле
ние Л  = 50 Ом (рис. 3.43,6), то для расчета необходимо построить эквива
лентную характеристику I  Шл + Uщ^) и определить искомый ток и напря
жения:

/=0,18 А ; 1//г = 9В ; Цц, = 34,5- 9 = 25,5В ; 

i/c = V  + 50^-34,52 =36 В.

Ответ. 1) / = 0,21 А ; С/вд = 27 В ; l/c = 42 В.
2) / = 0,18А; С/вд = 25,5В; С/с = 36В; U r = 9B.

3.7. Нелинейный индуктивный двухполюсник соединен последова
тельно с конденсатором, сопротивление которого Х с  =100 Ом. Цепь облада
ет квазилинейными свойствами. ВАХ двухполюсника приведена в табл. 3.3. 
При каком входном напряжении в цепи наступит резонанс напряжений?

Ответ, и  =30 В.

3.8. Квазилинейная цепь представляет собой последовательное соедине
ние актавно-индуктивного нелинейного двухполюсника, характеристики ко
торого приведены в табл. 3.5, и конденсатора с сопротивлением ЛГс = 110 Ом.

Таблица 3 .5

1 и.ь 18 32 41 . 47 51 54
_ / .А 0.1 ол 0.3 0.4 0.5 0.6

70 55 44 36 30 24
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резонГс « “ Р«*ения в целя будет наблюд*гьс

Решение. Так как условием резонанса напряжений является равенство 

(OqI-ct = 1/(^0 С),

(Р«с. 3.44,а) перейти к эквивалентной схеме 
(рис. 3.44,6) и построить характеристики Лет (Л, (Г) ч Х с (Т )  нелиней
ных двухполюсников НДь НД2 и емкости С. Точка пересечения характери
стик X i^  (7) а Х с  (Г) является точкой резонанса напряжений.

»А  с ИАг с

K,L
а

я L

Используем для построения характеристик (Л и X l^  (I) данные 

табл. 3.5. Учитывав!, что ^  < ср .  Z „  < ф »  * jX i^  получим:

ZcTi < Ф1 = 180 Z. 70* = (63,3 + у169) Ом;
2сй < Ф2 = 160 Z 55* = (91,2 + у131) Ом;
Zct3 < ФЗ = 137 44* = (98,6 + у96) Ом;
Zci4 < Ф4 = 117,5 Z 36* = (94 + у68Д) Ом;
Zct5 < Ф5 *  102 Z. 30* = (87,8 + у51) Ом;
Zcrti < Фб = 90 Z 24* = (81,8 + уЗб) Ом.

следует, что точке резонанса соответствуют 
ток 1  -  А  и активное статическое сопротивление Лет = 97 Ом Поэто
му Лсг/ = 97 • 0,255 = 24,73 В.

Ответ, и  =  24,73 В.
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3.9. Активно-индуктивный нелинейный двухполюсник, характеристики 
которого заданы в табл. ЗД соединен параллельно с конденсатором емко
стью С = 1,99 мкФ. Определить, при каком значении напряжения на зажи
мах цепи будет иметь место резонанс токов и чему равен при этом ток ис
точника ( f  -  400 Гц).

Ответ. С/ = 47 В; 7 = 0,324 А.

3.10. Нелинейный индуктивный двухполюсник включен последова
тельно с активным сопротивлением Л  = 4 Ом на источник с напряжением 
и  = 12,8 В. Вольт-амперная хщ)актеристика для действующих значений 
двухполюсника может быть аппроксимирована параболой второго порядка

‘ нд аС/̂ д, где а = 0,02A/J3̂ . Определить аналитически ток в цепи. Каким 
должно быть новое значение входного напряжения, чтобы ток в цепи, где 
вместо активного сопротивления R  включено комплексное сопротивление 
Z “  (4 -  уЗ) Ом, не изменился?

Ответ. / = 2А ; С/=8,95 В.

3.11. Определить параметры схемы замещения нелинейного резистив
ного двухполюсника, используя метод компенсации, если рабочая точка на 
ВАХ для действующих значений (см. табл. 3.3) имеет координаты / = 0,6 А  
и и  ^35 В.

Ответ. Ui = 25B; R i=  16,7 Ом.

3.12. Квазилинейная цепь «зредставляет собой последовательное сое
динение нелинейного резистивного двухполюсника и конденсатора с со
противлением Х с “  5 Ом. Определить мгновенное значение тока в цепи, 
если входное напряжение и ^  = 60̂ /2 sin (orf + 30*) В. Расчет произвести 
аналитически, используя параметры схемы замещения двухполюсника, 
полученные при решении задачи 3.11.

Ответ. / = 1,27 sin (оо̂  + 78*) А.

3.13. Вольт-амперная характеристика нелинейного резистивного двух
полюсника задана в табл. 3.6. Двухполюсник подключается к источнику с 
напряжением и = 40 sin tof В сначала непосредственно, а затем через ли
нейное сопротивление Л  = 100 Ом. Для обоих случаев построить график 
тока в цепи.

Таблица 3 .6

U.B 0 5 10 20 30 40
<.А 0 0,15 ОДЗ ,,.,0 ,3  , 0,32 0,33

Решение. Последовательность построений кривой тока, если задано 
напряжение источника питания, приведена в § 3.5. На рис. '3.45 дано реше
ние этой задачи для конкретных числовых значений. Кривая тока построе
на для цепи с нелинейным двухполюсником. Если в цепь включено также 
линейное сопротивление, предварительно необходимо построить эквива
лентную характеристику и использовать ее для графических построений.
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Рис. 3.45

3.14. Нелинейным резистивный и индуктивный двухполюсники вклю
чены последовательно. Зависимости R „  (/) и £диф (/) заданы в табл. 3.7. 
Построить график и (t), если по цепи проходит ток / = 4 sin 25121 А.

Таблица 3.7

1.А 0 0.5 1 2 3 4 5
Лет. Ом 20 20 21 24 30,5 41 544

■̂ дмф» мГн 16^ 154 15^ 14 11 10 10
Решение. Воспользуемся подходом, изложенным в § 3.5 (см. рис. 3.31). 

Для построения зависимости и (t) необходимо подставить в уравнение
(3.42) соответствующие значения и Хдаф (рис. 3.46,а), задаваясь зна-
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чениями углов (рис. 3.46,6. кривая i (0 )Результата расчета сведены в табл. 
3.8, график построен на рис. 3.46,6.

Таблица 3.8

1рад
\i\,
А Ом А ыГк

1^а»а£,
А

; “л. 
в В

и,
В

0 0 20 0 16,2 4 0 163 163

30 2 24 2 14 34 4S 123 171

60 34 35 34 10 2 1224 50Д 172,7

90 4 41 4 10 0 164 0 164

120 34 35 34 10 -2 1224 -5 0 ^ 724

150 2 24 2 14 -3 4 48 -123 -75

180 0 20 0 16,2 - 4 0 -163 -163

1 210 2 24 -2 14 -3 4 -48 -123 -171

1 ^ 34 35 -3 4 10 -2 -1224 -5 0 ^ -172,7

270 4 41 -4 10 0 -164 0 -164

300 34 35 -3 4 10 2 -12 24 50,2 -724

330 2 24 -2 14 34 -48 123 75

I 360 0 20 0 т 4 , 0 163 163

.Он

SI
и
la
$t
51
Щ1
Л
г»
10

О I 2 3 * 5
а

U, й - i,A

/5«

на - Ч
J

so г
/

а »-1
-59 - -г

-3
-tot - -ч

-15§ -

•гп -

Рюх 3.46

ы 1 ,tp o3

3 15 ВАХ резистивного нелинейного двухполюсника аппроксимиро
вана полиномом I .  оо + ai и + аг и .̂ Определить ток в нелинейном двух
полюснике, если напряжение на его зажимах и -  l/m sinarf.

2ао + в2 ^  гг • # ^2 ^Ответ, i -------- ^------ + ai sm orf + ^ sin(2orf-90*).

3.16. Индуктивная катушка с ферромагнитным сч>дечником и числом 
витков обмотки -  400 подключена к сети переменного тока н а п р « ^ -  
ем 115 В и частотой / -  400 Гц. Связь между магнитным потоком в сердеч
нике катушки и токов в обмотке с достаточной точностью определяется
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зависимостью I  — 40Ф + 26 • 10̂  (где I  выражен в амп^)ах, Ф —  в вебе- 
рах). Пренебрегая потер51ми в меди обмотки и потоками рассеяиия, найти 
действующее значение тока в обмотке.

Ответ. I  -  44,1 мА.

3.17. Обмотка индуктивной катушки с числом вигков ̂  500 навита на
кольцевой сердечник с внутренним диаметром = 2 см и внешним = 
= 2,8 см. Толщина сердечника Ь = 0,8 см, коэффициент зацолнения 
сталью к «  0,85. При подключении катушки к источнш^ переменного на
пряжения С/ “  36 В с частотой / *  400 Гц связь между напряженностью 
магнитного поля и индукцией в сердечнике вьфажается зависимостью 
Н  -  205 + 90В  ̂ (где Я  выражена в амперах на метр, В —  в теслах). Пре
небрегая рассеянием и активным сопротивлением обмотки, найти действу
ющее значение тока в обмотке и эквивалентную статическую индуктив
ность катушки.

Решение. Используя размеры чертежа сердечника на рис. 3.47, прове
дем предварительные расчеты:

rfurn -
”  «  .  10-2 • 0,8 • 10-2 • 0,85 -  0^7S • 10-■* м2;

10 -2 .2 .4 -10-2м.ср

Рже. 3.47

Найдем амплитудное и действующее значения индукции: 

и  36*10^
4,АЩ 5 4,44-500-400-0^75 

1,045 Тл.

1,475 Тл;

ски:
Связь напряженности магнитного поля с индукцией задана аналитиче- 

Я -  20В + 90ДЗ = 20 • 1,045 + 90 • 1,045̂  -  123,4 А/м.
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Найдем ток в обмотке, воспользовавшись равенством IN  •Шер. От

сюда

Д д .  123,4-2,4-1 0 :2 . 5.92 10- ЗА.
N  500

Индуктивное статическое сопротивление и эквивалентная статическая 
индуктивность соответственно равны:

J i ^ . ^ . ^ l O ’ . i .O S l t f ’ OM;

. ^ ’. Ш ^ . 2 , 4 2 П . .
О) 2л *400

Ответ. I = 5,92 мА; Ь э „  ** 2,42 Гн.

3.18. Зависимость статической емкости нелинейного конденсатора от 
напряжения на его зажимах можно описать выражением Ссг ”  (20 *10 и +
+ 10" * )  Ф. Определить ток в конденсаторе, если к нему приложено напря
жение и *  (50 + 50 sin 2500f) В.

Ответ. / = 0,02625 sin (2500Г + 90*)+ 0,0125 sin 5000Г А

3.19. Параллельно нелинейному конденсатору, между зарядом которо
го (выражается в кулонах) и напряжением на обкладках (в вольтах) суще
ствует зависимость (2 »  4 • 10 " и + 3^ • 10 " “  и ,̂ включена индуктивная 
катушка с L  = 79,7 мГн и »  40 Ом. Опреде;^ь ток в неразветвленной 
части цепи, если входное цапряжение и ■ 100 sin 2512̂  В.

Ответ, i -  0,338 sin (2512/-72*39')+ 0,06 sin (7536Г-90*) А.

3.20. На кольцевом сердечнике расположена обмотка с числом витков 
N  = 500. Определить максимальные значения индукции Вт и напряжен
ности Нт В сердечнике при подключении катушки к источнику с напря
жением С/ -  36 В и частотой / -  400 Гц, если при этом потребляется ток 
/ = 120 мА. Внешний диаметр сердечника *  42 мм, внутренний d „  =
= 32 мм, толщина »  8 мм, коэффициент заполнения сталью к =* 0,85.

Ответ. Вт “  1.2 Тл., Нт »  732 А/м.

3 21. Вольт-амперная характеристика индуктивной катушки со сталь
ным сердечником при частоте / »  400 Гц определяется уравнением 
С/ = 50 / -  3 /̂ , где напряжение U  измеряется в вольтах, а ток I  —  в амперах. 
Определить, при каком значении тока в цепи будет наблюдаться ферроре
зонанс напряжений, если последовательно с катушкой включен конденса 
тор емкостью С -  30 мкФ. Потерями в стали, обмотке и конденсаторе пре
небрегаем.

Ответ. / -  3,5 А.
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32L  Индуктивная катушжа со сталыош сердечником и конденсатор 
емкостью С ■ 1 мкФ, соединенные параллельно, подключены к сети пере- 4 
менного тока с частотой /  ■* 400 Гц. Пренебрегая потерями в стали, обмот
ке катушки и конденсаторе, определить, при каком напряжении сети в це-’ 
пи будет наблюдаться феррорезонанс токов, если между действующими 
значениями тока в обмотке кахушки и магнитного потока в его сердечнике 
существует зависимость / »  150Ф + 6 • 10̂  (где I измеряется в амперах, 
Ф —  в веберах). Обмотка катушки имеет 200 витков.

Ответ. 1А-215Б.

3.23. Вольт-амперная характеристика индуктивной катушки со сталь-. 
ным сердечником представлена в табл. 3.9. Активное сощютивление ка
тушки R  •  25 Ом. При каком токе в цепи, которая представляет собой 
последовательное соединение этой катушки и конденсатора С -  3,83 мкФ, 
наступит феррорезонанс напряжений? Частота питающего напряжения /  »  
400 Гц.

Таблица 3.9

и.ъ 10 20 30 40 50 60 70
/.А 0.025 0.06 0.1 0.16 0^8 0.56 JiL

Ответ. / -0 Д 6 А .

324. Напршение на входе цепи, которая представляет собой после
довательное соединение нелинейного резистивного двухполюсника, 
имеющего вентильную ВАХ, и активного сопротивленш| R  *  500 Ом, 
равно и -  100sino)f В. Определить постоянную составляющую тока и 
напряжения на сопротивлении R. Решить задачу в трех вариантах: 1) 
ВАХ двухполюсника идеализированная (Лщ) «0 , /?обр“  * ) ;  2) ВАХ ку
сочно-линейная (Кцр ш 50 Ом, Rodp -  оо); 3) ВАХ 1̂ сочно-линейная 
(■Лщ) ■ 50 Ом, /̂ обр *  5000 Ом).

Ответ. 1) /0-0.064А; 1/л-32В; 2) /о-0,058А; 1/л-29В;
3) /о-0,052А; /7д-26В. .

3.2S. Определить момент начала импульса тока в цепи с последо
вательным соединением нелинейного индуктивного двухполюсника и 
активного сопротивления R  «  400 Ом, если вeбq)-aмпepuaя характери
стика двухполюсника прямоугольная и ее максимальные значения 
± Фщах ■ 1»б2 • 10“ ̂  Вб. К  цепи приложено напряжение U  -  208 В с часто
той / «  400 Гц. Число витков обмотки двухполюсника N  -  200. Построить 
график мгновенного значения тока. Определить среднее значение тока.

Решение. Так как в схеме (рис. 3.48/1) для индуктивного двухполюс
ника задана идеализированная вебер-амперная характеристика (рис.
3.48,и/, воспользуемся уравнением (3.74) и найдем угол начала импульса 
тока;

f293 -  4^400-200-1.62>10-‘*)
293

63*40'.
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На рис. 3.48,в показано, что кривая тока представляет собой части си
нусоиды от 63*40' до 180* и от 243*40' до 360*. Штриховкой на рис. 3.48,6 
показаны импульсы напряжения.

0 -

НА

Среднее значение тока 

%

icp s in c r f^ - ^ l - c o s o r f  

T/sja

208 
"W3 ^ я . 400

1,443 -  0,336 А.

Ответ, о^н “  63*40'; Icp ~ 0,336 А.

326. Каким должен быть ток, проходящий через нелинейный емкост
ный двухполюсник, необходимый для обеспечения значения (оГн -  За
висимость Ртах - / ( ^  двухполюсника имеет прямоугольный вид с макси
мальными значениями ± Ртлг •* 2.24 • 10~ ̂  Кл/м^; 5 «2,5 *10 ^м^. Часто
та источника питания / -  400 Гц.

Ответ. / -  0^ А.
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Глава 4

АНАЛИЗ УСТАНОВИВШИХСЯ РЕЖИМОВ 
В ЦЕПЯХ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА 

С НЕЛИНЕЙНЫМИ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКАМИ

§ 4.1. Особенности и исходные характеристики 
четырехполюсников на переменном токе

Как и двухполюсники, нелинейные четырехполюсники на переменном 
токе могут иметь свойства активного сопротивления (т.е. быть резистивны
ми), а также могут быть реактивными (индуктивными или емкостными) и 
смешанными (активно-реактивными). В общем случае вход и выход четы-1 
рехполюсника описываются различными исходными характеристиками (см. 
рис. 1.3— 1.7). *

Для расчета цепей с четырехполюсниками воспользуемся квазшшней- 
ным подходом. Семейства входных и выходных ВАХ могут быть описаны 
аналитическими выражениями, например, вида

и,ВЫХ1 '̂ В Х >  '-^В Ы Х ); (4.1)
^ЫО) ^вых)»

геометрически представляющими собой четырехмерные гиперобъемы.

Положительные направления токов и напряжений для четырехполюс
ника при квазилинейном подходе показаны на рис. 4.1. Для мгновенных 
значений эти направления идентичны.

Если частоты источников входной и выходной цепи одинаковы, то 
каждое из семейств будет геометрически соответствовать объему; анали
тические выражения при этом упрощаются:
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/вх “ / l  U’BOX, со);

fvax. V̂hBb (O).
(42)

Ha практике частоты источников E\ и § 2  (рис. А2,а) остаются обыч
но неизменными в процессе работы (нередко при этом швх «  “ вых). что 
позволяет рассматривать семейства ВАХ на плоскости

JvK “ /l Шьхг ^̂ ВЫХ )»
^вых, “/2 (̂ в̂х> Ujmx ),

(4.3)

частным случаем которых (при со ** 0) являются характеристики четырехпо
люсников на постоянном токе.

Система уравнений (4.3) представляет собой нелинейный вариант 
форм У-параметров. Следовательно, если возможна линеаризация этих ха
рактеристик, аналитические выражения будут иметь вид

Zbx- Г п  Сбое + 112 ?̂вых;
Гвых “

Исходными характеристиками для четырехполюсника могут быть так
же семейства зависимостей комплексных статических или дифференци
альных сопротивлений или проводимостей либо безразмерных зависимо
стей (передаточных коэффициентов) от входных и выходных токов и на
пряжений. Семейств характеристик такого вида должно быть четыре, как и 
при постоянном токе.

Аналогично расчету цепей с двухполюсниками на переменном токе 
семейства исходных характеристик четырехполюсника не могут быть 
универсальными (см. § 3.2). В дальнейшем будем полагать, что применя
емые в расчетах исходные характеристики сняты в режиме, близком к 
ожидаемому, и что частоты источников входной и выходной цепей не из
меняются.

Следует отметить, что, если сопротивление и входное со
противление четырехполюсника (см. рис. 4.2) имеют одинаковый харак
тер, расчет такой цепи ничем не отличается от расчета цепи на постоян-
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ном токе (см. гл. 2); то же отаоситса и к выходной цепи четьфсхполюсни- 
ка. В противном случае необходимо учитывать фазовые сдвиги между то
ками и напряжениями. Как будет показано далее, в этом и состоит особен
ность расчета цепей с четырехполюсниками на переменном токе.

§ 4 Графический расчет квазилинейных цепей 
с направленными четырехполюсниками

Рассмотрим цепь с направленным четырехполюсником НЧ (рис. 42^), 
у которого входное и выходное сопротивления имеют, например, реактив
ный хгфактер. Для четьфехполюсника известны: входная ВАХ (рис. Л2,б), 
семейство выходных х^актеристик (рис. Л2,в), ЭДС источников Е\ л ^  
и сопротивления R\ и R^.

Расчет начинаем с входной цепи, для которой запишем уравнение для 
действующих значений:

и } (Л/,вк

Далее введем входной условный ток короткого замыкания

(4.4)

(4J)

и применим метод эллипса (см. § 3.2)

(4.6)

На рис. 42j6 построен эллипс с полуосями E i и точка пересече-' 
ния которого с ВАХ определяет рабочий режим входной цепи, т.е. входной 
ток /вх и напряжение на входных зажимах четырехполюсника £/» ^вх2- ' 
Напряжение Ui находим по закону Ома: Ui

Для расчета выходной цепи также можно применить метод эл
липса:

(Лн/вш

•E2/Rh;

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Точка пересечения эллипса с одной из хгфактеристик семейства (в 
данном случае с характеристикой и^зо, рис. 4.2,в) определяет выходной 
ток /'вых и выходное напряжение (Л»лтг. Напряжение на нагрузке 
^^н-Лн/'вых.

Для цепи, в которой вместо активных сопротивлений и R^ вклю
чены комплексные сопротивления ^  и ^  применяют метод, рассмот-
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ренный в § 3.2 (разд. «Последовательное соединение»): поворот эллипсов 
во1фуг центра или суммирование (вычитание) координат эллипса и линей
ной характеристики.

Иногда в выходной цепи требуется обеспечить не фиксированное зна
чение тока, а некоторый его диапазон, например от Гвых1 и ГвыхЗ (рис. 
4.3,а). Как видно из рисунка, требуемый диапазон выходного тока можно 
получить, если изменять входное напряжение четырехполюсника от U^\ 
до t/вхЗ путем изменения модуля ЭДС Е\ или сопротивления R\ (см. 
рис. 42,а). Рассмотрим оба случая.

e'l
^Вх

Рис.43

Отложив на оси абсцисс значения С̂ вх1 ** в̂хЗ» можно найти токи 
и в̂хЗ. т.е. определить требуемый рабочий диапазон на входной харак

теристике (рис. 4.3,6). Если при этом считать, что сопротивление R i =
= const, а изменяется ЭДС Е\, то необходимо определить значения Е i и 
Е"\ или из уравнений эллипсов, подставляя туда текущие координагы 

/вх1 и t/вхЗ. /вхЗ, или из уравнений для входной цепи четырехполюс
ника (см. рис. А2,а):

(4.10)

(4.11)

Если во входной цепи изменяется сопротивление R\ при Е\ = const 
(рис. 4.3,в), то, определив значения токов /вх1 и /вхз по известным значе
ниям мяпражений Un\ И МОЖНО воспользоваться уравнениями эл
липсов или уравнениями входной цепи четырехполюсника:

R\
’

(4.12)

R'\
4x3

(4.13)
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Требуемый диапазон выходного тока может быть получен за счет из
менения E l и Ri, а также изменения ЭДС Е2 и сопротивления в вы
ходной цепи (см. рис. 42,а).

§ 4.3. Расчет квазилине<Ь1Ых цепей с направленными 
четырехполюсниками методом компенсации

Рассмо1рим цепь с направленным четырехполюсником НЧ (рис. 42^), 
вход и выход которого имеют реактивный х£фактер и описываются зависи
мостями, представленными на рис. 4Л,а и б.

/

Рис. 4.4

Из ВХОДНОЙ характеристики четырехполюсника (рис. 4Л/г) запишем 
уравнение входного напряжения, исполь^  метод компенсации (см. § 1 2 ):

Ubx~Ui^ + Xi^Ij^. (4.14)

Уравнение выходного напряжения получим из рис. 4.4/$;

t/вых “  » (4.15)

Я  = Л£/вых/А£/в* —  коэффициент передачи четырехполюсника по напряже- | 
нию при разомкнутых выходных зажимах.

В соответствии с (4.14) и (4.15) составим схему замещения четырехпо- 
люсника, а также всей цепи, которая состоит из двух частей, относящихся к 
входу (рис. 4.4,в) и выходу (рис. 4.4,г). Из рассмотрения этих схем видно, 
что входная цепь влияет на выход через зависимый источник напряжения 
К  l i ix li а выходная цепь на выход не влияет. Четырехполюсник, предста»- | 
ленный данной схемой замещения, является направленным и в отличие от | 
исходного (см. рис. 42/1) —  линейшм.
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Отметим, «гго фаза напряжения U i^  и комплексного коэффициента 

Н  всегда совпадает с фазой составляющей опр®Д®"
ляется соотношением

Гвых<=ь90-

и, следовательно, меняется с изменением выходного тока /вых- Сомножи
тель зависимого источника напряжения \Uja\ учитывается только по моду
лю и на фазу выходного напрлкения U-луг̂  не влияет. Это объясняется тем, 
что от фазы входного напряжения зависит фаза шаод^юго тока £вых1 ^ зна
чит, влияние Uja. в выходной цепи уже учтено.

Согласно схеме рис. 4.4,в запишем уравнение для входной цепи четы
рехполюсника в комплексной форме

E x-U x"^  и »  Шш

и для модулей этих напряжений 

Входной ток

I

И входное напряжение

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Согласно схеме рис. 4.4,г запишем уравнение для выходной цепи четы
рехполюсника:

^  + U^W. “  Rv.Lvax. + Uirna iL \lJvx\ - * “ * (4.20)

и для модулей этих напряжений

(Л.Г.ЫХ f  *  ^

Отсюда выходной ток

вых

-X i (Uiших »и»_________________ -------------------------------------- {422)
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и напряжение на нагрузке

е т ------------------- ■ <̂-̂ >Vh - R h

Падение напряжения на сопротивлении Л| и выходное напряжение 
четьфехполюсашка найдем соответственно как и

или ИЗ уравнения (4.15).
Для активно-реактивного сопротивления нагрузки (^*Л н^/А Гн ) 

вместо (422) и (4.23) имеем

вых

f  V  (У , * x , _ f  1 £ j -  (U, ^ H U ^  f
(Л М )

---- - -O C ^ * X f  )(U , * H U „ )  +

R i* V C u * X iJ ^

I^ - tO Q + X iJ ^
(4.25)

Здесь Хц и X j^  складываются, если оба эти сопротивления индук
тивные или емкостные либо из большего значения вычитается меньшее, 
если характер сопротивлений различен.

Аналитическое выражение (4.24), как и (4.25), может быть записано в 
виде обобщенной формулы

где

Аых -  - -Рвыхл/ + V y L x ^ - C L x M ^ ,

с .

R h P C n + X i f

R.

1

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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(4:30)

Величины В̂ ых, GrajTc и Увых представляют собой соответственно 
реактивную, активную и полную проводимости выходной цепи и могут 
быть определены непосредственно из схемы рис. 4.4,г.

Для упрощения приведенных ранее выражений во многих случаях ве
личинами Ui^ и U i^  можно пренебречь. ,

При расчете рассматриваемой цепи (рис. 4.4,в и г) можно также вос
пользоваться одной из общепринятых форм уравнений линейного активно
го четырехполюсника, например формой У-п£фаметров:

/»v =
1

£ / «-

1

г
(4.31)

или для случая, когда Ui^ = О и U i^  = О,

!зх-Хх\Ыюь
£вых “  У21 |£^1+1^С^ых.

(4.32)

Схемы замещения четырехполюсника, соответствующие уравнениям 
(4.31) и (4.32), приведены на рис. 4Д а  и б.

1 вх А ви л 1 бых
/ 0~

t'0-

М.
-Г«о

i; —6 / &

HgiiK Hex
>•1

—tn' t‘0

In

■0 г

ИВь.Х

43 г'

Рис. 4.5

Аналогично получают систему уравнений в форме Z -параметров, Н - 
параметров и т.д. Источники тока можно заменить источниками напряже
ния, но всегда линеаризованный направленный четырехполюсник с зависи
мыми источниками будет определяться тремя параметрами (например, Н, 

и X  ).
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§ 4.4. Графический расчет квазилинейных цепей 
с ненаправленньши четьфехполюсниками

Для расчета цепи с ненаоравлешшм четьфехполюсником НЧ, вход и вы
ход которого имеют реактивный х£фзкт^) (рис. 4.6), т.е. для определения то
ков /вх и /вых> можно воспользоваться гр^ическим методом (см. § 2S).

Рис. 4.6

в данном случае применяется та же последовательность графи
ческих построений, только вместо прямых нагрузочных линий на рис.
2.11,в и г необходимо построить эллипсы с полуосями соответственно £2» 
■̂ вых, “  и

§ 4.5. Расчет квазилинейных цепей с ненаправленными 
четырехполюсниками методом компенсации

Рассмо1рим цепь с ненаправленным четырехполюсником НЧ (рис. 4.6), 
характеристики которого показаны на рис. 4.7/1 и б. Пусть вход и выход 
этого четырехполюсника имеют реактивный характер.

]
<̂ 5Л1'0 Uifi и,„

N  / I

I/i tkit

1̂ 1 I I ^ Ч х  

Н Ц }—еЧ-С

ф £ "'
Л и  '

сЗ"Ф
''tx\{ll4x\ ><6ш\Чйх\

1 '1ш Т  
0— ‘

Рис 4.7
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Из входных характеристик четырехполюсника (рис. 4.7,а) при рас
чете цепи методом компенсации следует уравнение входного напряже
ния

^/вx-^^^« + Явxt/выx+A^„/вx, (4.33)

Явх “  At/yy/At/mjy —  коэффициент передачи четырехполюсника по напря
жению при разомкнутых входных зажимах.

Для выходного напряжения

В̂ЫХ “  ■*’ ̂ НЬОС ̂ В̂Х + (4.34)

Явых “  А17«»у/Д1/пу— коэффициент передачи четырехполюсника по напря
жению при разомкнутых выходных зажимах.

Согласно (4.33) и (4.34) можно составить схему замещения для четы
рехполюсника, а также для всей цепи в целом: входной ее части (рис. 4.7,в) 
и выходной части (рис. 4.7,г). Влияние выхода на вход и входа на выход 
осуществляется соответственно через зависимые источники напряжения 
^х1^;Ьых1 и Няых\Ы»х\- Четырехполюсник, представленный данной схе
мой замещения, в отличие от исходного (см. рис. 4.6) является линейным.

Фаза напряжения Ui^ и комплексного коэффициента Явх всегда 
совпадает с фазой составляющей ±jXi^Ija, а напряжения и ^ ь к  —  
с фазой составляющей Таким образом, фазовые сдвиги для
входной цепи определяются соотношением

Zbx<*90*

для выходной цепи
£вых <1:90*

Сомножители зависимых источников |^ых1 и | ^ |  учитываются 
только по модулю и на фазы напряжений и Umjv не влияют.

Из схем рис. 4.7,в и г  получаем

§ 2  “  ̂ и£ъьа + Шща
(4.35)

Записав комплексные величины уравнений (4.35) в алгебраической 
форме и разделив действительные и мнимые части, получим систему, со
стоящую из четырех уравнений. Решая эту систему, например, по правилу 
Крамера, определим действительные и мнимые части входного и выходно
го токов, затем комплексные значения этих токов и далее —  напряжения 

Uĵ ux, 16 и
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Из схем замещения рис. 4.7^ и г  можно также подучить любую обще
принятую форму уравнений активного четырехполюсника и использоватк 
их для расчета, например, в форме У-параметров:

Zbx
1 я,вх

I ^ W I -

Г
- В Ы Х

я .

±/x \ч. '^ ы х

±jXi^ с/.

(4.36)

или для случая, когда О и = О,

Ь х -У п и в х ^ У л 2 \Ы^\; 
^вых ~ Xzi l^ ix l Y22 Мвыу

(4.37)

Из (4.36) и (4.37) видно, что линеаризованный ненаправленный четы
рехполюсник х: рактеризуется четырьмя взаимно независимыми параметра
ми Ги, Г 12. i 21 и (Явх, Явых, и ).

На рис. 4.8/Z и б приведены П-образные схемы замещения, соответст
вующие уравнениям (4.36) и (4.37).

Рис. 4.8

10--------------= - -------

йы
<0----------------^

) S
<м

1 & 5|с
>>1

---------------0

Ь '

iflx
а

'1п

-------------- 0

 ̂еыи

1 м  

0—----------------—

ы

Ь' %
1 Г

N1_ N1

ч

5С

-------------- 0

D i
-----0

В случае необходимости можно получить системы уравнений в форме 
Z -параметров, Я-параметров и т.д., заменить Я-образную схему замещения
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Г-образной, от источников тока перейти к источникам напряжения, но 
всегда линеаризованный ненаправленный четырехполюсник с зависимыми 
источниками будет определяться четырьмя параметрами.

§ 4.6. Расчет цепей с направленными четырехполюсниками, 
имеющими идеализированные выходные характеристики

Как указывалось в § 1.4, ток в цепи может иметь релейный характер, 
если дифференциальное сопротивление соответствующих участков ВАХ 
отрицательное.

Рассмотрим сначала направленный четырехполюсник, у которого 
входное и выходное сопротивления, а также нагрузка являются резистив
ными.

Для упрощения расчета воспользуемся методом пусковых х£фактери- 
стик, который служит для определения угла начала импульса тока и соче
тается с методом припасовывания. Суть метода пусковых характеристик за
ключается в том, что выходное сопротивление четырехполюсника до точки 
перегиба принимают равным бесконечности, а после точки перегиба —  
равным нулю, т.е. вместо семейства характеристик рис. 4.9,а рассматрива
ют семейство идеализированных характеристик рис. 4.9,6. При необходи
мости всегда можно учесть то приблизительно постоянное по величине па
дение напряжения Uq (рис. 4.9,а), которое возникает при прохождении в 
выходной цепи тока.

Рис 4.9

Графически пусковую хгфактеристику находят и» семейства вы
ходных хгфактеристик как зависимость (“ вх) (Рис. 4.10,а) или
“ вых =/2 (*вх). где значения Ывых соответствуют точкам перегиба на рис. 
4.9,а: ивьос1. “ вых2. “ выхЗ- Физический смысл пусковой характеристики оп
ределяется как зависимость наименьших значений выходных напряжений, 
при которых выходное сопротивление четырехполюсника изменяется от
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бесконечности до нуля, от величины сигнала (н ап р я ж ен и я  или тока) на 
входе. '

Гр^цческий расчет выходной цепи осуществляется следующим об
разом. Сначала строят пусковую характеристику (рис. 4.10^), получаемую 
либо экспериментально, либо, как уже было показано, с помощью семейст
ва выходных характеристик- Вид пусковых характеристик зависит от их по
ложения относительно начала координат для реальных нелинейностей и, 
естественно, может отличаться от полученных на рис. 4.10,а. Если теперь 
отложить на оси абсцйсс входное напряжение и перенести точку пе
ресечения его с пусковой характеристикой на синусоиду ЭДС источника 
питания С2 *  Е2т sin orf (рис. 4.10,6), можно определить угол начала им
пульса (оГн̂ , с которого в цепи начинает проходить ток. Угол пре1фащения 
тока в цепи orfn равен л, т.к. в этот момент ЭДС С2 равна нулю.

Таким образом, выходное напряжение четырехполюсника состоит из 
части синусоиды от О до а падение напряжения на сопротивлении на
грузки Ыц и ток i'joa имеют форму остальной синусоиды, т.е. от дол.

Если учитывается напряжение Uq, т о  графические построения прово
дят, как показано на рис. 4.11. В этом случае (о/д не равно л, а напряжение 
на нагрузке Ыц, и, следовательно, ток i'^a  имеют форму, показанную на 
рис. 4.11,6 (заштрихованная часть). Остальная часть синусоиды —  выход
ное напряжение четырехполюсника.

Зная форму несинусоидальных функций (рис. 4.10,6 и 4.11,6), можно 
разлбжить кривые в ряд Фурье и определить средние значения функций.
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основную ифмонику и Т.Д. Для метода пусковых хгфактеристик можно со
ставить две схемы замещения (рис. 4.12,а и 6). На первой выходная часть 
четъфехполюсника представлена в виде ключа К, который замыкается при 
(оГн, и размыкается при оГд -  я {Uq -  0), тем самым имитируя в определен
ные промежутки времени выходное сопротивление четырехполюсника, 
равное нулю или бесконечности. Если необходимо учесть напряжение Uq, 
в схексу ’«>мр‘гдр-ния должен быть введен источник ЭДС Uq и еще один 
ключ К2, размыкающийся одновременно с замыканием ключа Ki (рис.

\ ивш
<> lux

i  А  .

г

^  1 ивих Г

- ^ ' 1

Рис. 4.12

Рис. 4.13

4.12,6).
В аналитическом варианте метода пусковых характеристик неооходи- 

мо аппроксимировать характеристику Мвьи “ / (“ вх) прямой линией (рис. 
4.13). Записав уравнение прямой линии в виде

(4.38)Ивх

(где к —  коэффициент, определяемый тангенсом угла наклона аппрокси
мирующей прямой а), для неизменного по величине входного сигнала ищ 
получим методом припасовывания угол начала импульса тока (о̂ н, из сле

дующего уравнения:

Отсюда

(4.39)
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» arcsin
kEbn

(4.40)

Для случая, когда входным сигналом является ток, t  не напряжение, 
из уравнения прямой линии (/̂ с -  1ъх^ -  ки^зд Угол (ot^ определим ана
логично:

»  arcsin

Угол прекращения импульса тока находим из условия

£^sinto^n-t/o,
откуда

• ^0 tofn* arcsin
Еъп'

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Из (4.43) видно, что для случая Uq = 0 функция arcsin равна нулю, а
(1)/ц = я.

Рассмотрим теперь цепь с направленным четырехполюсником, вход
ное и выходное сопротивления которого имеют индуктивный характер, а 
нагрузкой является активное сопротивление.

Приняв выходные вебер-амперные характеристики прямоугольными 
(рис. 4.14), для определения угла начала импульса тока можно воспользо
ваться способом, рассмотренным в § 3.10 применительно к  реактивным 
двухполюсникам. Как будет показано, допущения при использовании иде
ализированных прямоугольных характеристик аналогичны допущениям 
при использовании метода пусковых х ар ак тер и стик
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При нулевом входном сигнале, применяя последовательность рассуж
дений § 3.10 (уравнения (3.50) —  (3.54)), получим

orf,Но arccos
ЕТт -  4я5/7\Гвых Фщах'

^Ъп
(4.44)

Появление на входе четырехполюсника сигнала приведет к изме
нению магнитного состояния четырехполюсника, который теперь будет пе- 
ремагничиваться в пределах ± Фщах̂  В этом случае для изменения магнит
ного состояния выходной цепи на противоположное должно быть создано 
несколько меньшее приращение потока:

»  2Фтах, -  2Фтах -  (4-45)

откуда угол начала импульса тока

Е^т ~ (2Фтах“  Фвх,- )
о)?н̂  *  arccos

^Ъп
(4.46)

Величина Ф̂ х̂  пропорциональна входному сигналу 
Если входное и выходное сопротивления четырехполюсника имеют 

емкостный х£фактер, то по аналогии с уравнением (3.62) для нулевого 
входного сигнала можно записать:

ClrfiНо arccos
»ЬИ,я

(4.47)

При ненулевом входном сигнале

*  arccos (4.48)

т.е. получаем выражение, аналогичное по структуре (4.46).
В свою очередь, выражения (4.46) и (4.48) по структуре близки к (4.40) 

и (4.41), и можно сделать вывод, что рассмотренный метод является по су
ществу вариантом метода пусковых характеристик. На основании соответ
ствия указанных двух п ^  уравнений нетрудно убедиться, что и в случае реак
тивных четырехполюсников возможно применение графического варианта 
расчета, подобно вьшолненно'му на рис. 4.10. Разница состоит лишь в том, что 
здесь должны быть использованы косинусоиды Ф̂  =/i (соО и Df =/2 (orf) 
как интегральные кривые от синусоид в соответствии с (3.50) и (3.58). Пус
ковые хгфзктеристики при этом представляют собой зависимости 

= Ф1 (“ вх) и = ф2 (»нх) соответственно. Во многих случаях п^аметры 
выбирают так, что в отсугствие входного сигнала соблюдается условие

arf„o = .̂ (4.49)
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т.е. выходное сопротивление четьфехполюсника равно бесконечности, а ток 
—  нулю.

Подставив (4.49) в (4.44), можно определить значение Фщах* Оно бу
дет равно амплитудному значению потока Ф;„:

Фтах -Ф т
^Ъп

2я5^ вых‘
(4.50)

Вьфажение (4.50) позволяет привести (4.46) к виду

1
■ ̂ 2т ~ Фвх<

1
2л ^ , Еъп

(4^1)

Аналогачная подстановка (4.49) в (4.47) дает возможность преобразо
вать (4.48):

1
Ъ^Кл8 ^ 2т

(4J2)

Вьфажения (4.40), (4.41) (4.51) и (4.52) MOiyr быть записаны в виде 
обобщенной формулы

/М-Хг,^\

NE2m
(4.53)

в которой F, М , N , и Хщ  представляют собой соответствующие члены ис
ходных формул.

Заметим, что величины Фвх, и Ощ  легко привести к соответствую
щим значениям входных токов и напряжений. Так, при синусоидальном 
входном сигнале

Ф - J  sin а  da

при постоянном сигнале

Ф
и,mi

о)ЛГ«
Jda

и.вх,

WbX

(434)

(4.55)

при линейно нарастающем сигнале

и.
Фвх,

(0-W,

и.щ

нхо
(4J6)

Полученные ранее соотношения для определения углов начала и пре
кращения импульса тока позволяют определить средние и действующие 
значения функций, основную г*фмонику и т.д. Так, среднее значение вы
ходного напряжения четырехполюсника для рис. 4.10,6 ,

после замены cos на V 1 -  sii^ и подстановки вместо sin oyt  ̂ его 
значения, найденного из (4.39), будет иметь вид

и.тХ( л кЕъп
(4.57)

Среднее значение напряжения на нагрузке находят аналогично: 

I/ = — Г ̂ 2т  sin а rfa = —̂  (1 + cos cof„ ) =
с̂в Jt Jt ’

0)f.

Еъп I . V 7 -
кЕ-2т

(4.58)

Получение безразрывных характеристик для схемы в целом 
(Ивьпс “ / (“ вх) имеет плавный характер) позволяет лине«физовать их Для 
цепей, содержащих четырехполюсники со скачкообразно меняющимися 
выходными параметрами, линеаризация возможна только при условии пи
тан^ выходной части схемы от источника переменного напряжения (пило
образного, прямоугольного и синусоидального). Это явление называется 
в и б р а ц и о н н о й  л и н е а р и з а ц и е й .

Необходимо отметить, что для более сложных схем можно приме
нять хорошо развитые методы анализа цепей с переменными периодиче
ски и скачкообразно меняющимися параметрами, если только идеализа
ция на базе метода пусковых характеристик и сведение задачи к комму
тирующему ключу в выходной части схемы (см. рис. 4.12,а и б ) являются 
Допустимыми.
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Задачи

4.1. Для квазилинейной цепи с нелинейным направленным четырехпсь 
люсником (см. рис. 4.2,а), вход и выход которого имеют емкостный харак
тер, заданы: ^  -  4 Z. 30* В, »  125 Ом, ^  «  100 Z О* В, Zh -  Лн -  25 Ом 
входная (табл. 4.1) и выходные (табл. Л2) хгфактеристики четырехполюс
ника.

Определить Ци Гвых. 1Ьь используя метод эллипса. В
каких пределах нужно менять ЭДС Е\, чтобы в выходной цепи получить 
изменение тока /вых от 3,76 до 3,15 А?

Таблица 4.1

0,5

/* ,м А 124 184 234 27 30 32 35

Таблица 4.2

I  1ЫХ 1 А
ЮмА 1 ^ ~ 2 0 и А / . - З О м А

и ^ , ъ и ^ . ъ I W .B

0 0 0 0

1 15 21 31

2 24 34 47

3 30 44 60

4 35 52 70

5 40 60 80

Решение. Рассматривая входную цепь четырехполюсника, определим 
условный ток короткого замыкания

в̂х. = Ei/Ri = М25 = 0,032 А

и построим на входной характеристике (рис. 4.15,а) часть эллипса с полу
осями 4 В и 32 мА. Из рисунка найдем /вх “  27,3 мА и i/gx »  2,05 В. Напряже
ние Щ = /?1 / „  = 125 • 0,0273 = 3,41 В.

Сдвиг фаз между ЭДС Е\ и входным током и

Ф = arctg = arctg = arctg 0,6011 = ЗГ.
U\ 3,41

Тогда

/рх = 0,0273 L  61* А; Щ =3,41 LbV  В; t/вх = 2,05 /i -  29* В.
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Условный ток короткого замыкания выходной цепи четырехполюсника 
Г вых.-^ 2 / Л н - 1 0 ^ - 4 А .

Построив на выходных характ^>истиках (рис. 4.15/5) часть эллипса с по
луосями 100 В и 4 А  и хч>актч)истику при / «  -  27,3 мА, получим /ных “  
» З Д 5 А и  1/ии “  57,5 В. Напр5Екенне С/н-Лн^вых“  25-3^5-81^5 8 .

iSx^ юмл го ггэ J0

о »  го 30 ♦# 50 so 7# 80

Рю.4.15

Сдвиг фаз между ЭДС ^  и выходным током Гвых

Ужах ^  
Ф -  arctg - г ^  -  arctg ^ - . r c .g 0 .6 9 S - 3 5 - .

Сучетом этого угла

r ^ - 3 a S L 3 S - A ;  £ W “ 57,5^-55*B; -81 Д 5^  35* В.

Из выходных хч>актеристик получаем, что для изменения выходного 
тока от 3,76 до 3,15 А  необходимо изменять входной ток от 10 до 30 мА. 
При таких входных токах 1/’*» “  0,375 В и f/'вх *  2,5 В, 1Г\ -  125 • 0,01 = 
-1Д5В и cr'i -  125 • 0,03 -  3,75 В.

Тогда

E 'l -  V i r i x + t r J  -  V 0,3752+1^5^ -  1,31 В; 

£ "2 -V ir '2 j+ l/ "? -V 2 ,5 2  + 3,75^-4,5B.

Ответ, а) Тдх -  0,0273 /1 61* А; -  2,05 ^  -  29* В; Ш  -  3,41 L  61* В; 
Гвых» 3^5^35* А; -  57,5 ^  -  55* В; -  81Д 5.135* В; 

б) от 1,31 до 4,5 В.

4.2. Определить U\̂  /'вых, U »  если вход и выход нелинейно
го направленного четырехполюсника (см. рис. А2 д )  имеют резистивный 
характер, а параметры схемы те же, что и в задаче 4.1.
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Ответ. ^-0,0216/130* А; I ^ - U Z . 3 0 ’ B; -  2,7 Z. 30* В; Гвых-
-2 ,4  21 О* А; £ ^ - 4 0 / .  О* В; Г ^ - бО ^ О 'В .

4.3. Используя метод компенсации, определить шфаметры схемы за
мещения нелинейного направленного четырехполюсника (см. рис. 42,а), 
если рабочие точки на входной (табл. 43) и выходной (табл. 4.4) характе
ристиках четырехполюсника определяются значениями /ш ~ 5 мА, «

4 В, У ш  ~ ^  А, и^уо. *  40 В. Вход четырехполюсника имеет емкостный 
Х£фактер, а выход —  индуктивный.

Таблица 4.3

0,5

/в.мА 0,05 0̂ 0.4 0,75 1̂ 5 3,1

Таблица 4.4

/ 'ш х .А
1 /^ - 0 £ /* -2 В 1 /* -4 В

1 ^ « ,В и „ , в

0 0 0 0

04 8 15 224

1 124 22 30

154 254 344

2 18 28 374

24 20 30 40

Ответ. -  3 В; -  200 Ом; U {^  -  10 В; -  4 Ом; Я -  5.

4.4. В цепь ( рис. 4.2,а) включен нелинейный направленный четьфех-
полюсник, схема замещения которого получена в задаче 4.3. Определить 
•̂ вх» ^̂ вх» ^ 1» •^вы» ъ̂ъаь если Е\ 6 В, R\ *• 600 Ом, Е!2 “  100 В,

= 25 Ом. Написать выражения мгновенных значений входного
и выходного токов при условии, что е\ ~ 8,46 sin (orf + 45*) В, а
62 -  141 sin (orf -  15*) В.

Ответ, /вх -  6,825 мА; 1/вх “  4^65 В; U\ -  4,095 В; Гвых -  3,54 А; 
£/ных *  46,6 В; t/н = 88,5 В; /вх-0,00963 sin (а>Г + 91 *50') А; i W  
«  4,99 sin (o r f-42*40') А

4.5. Для квазилинейной цепи (см. рис. 4.6) с нелинейным ненаправлеН' 
ным четырехполюсником, вход и выход которого имеют резистивный ха
рактер, заданы следующие значения: £ i »  5 В; /?i “  50 Ом; Е2 “  100 В;
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Хт, -  5,7 мГн; / -  400 Гц. Входные и выходные характеристики четырехпо
люсника заданы соответственно в табл. 4.5 и 4.6.

Таблица 4.5

С /* ,-2 0 В 1 / « - 4 0 В 1 ^« ,-6 0 В
/« .м А

и ^ ,ъ 1 / ..В

0 0 0 0

10 2 0,S5

20 2,15 1,85 1.1

40 3.7 2>7 1,75

60 4^5 34 24

80 4.75 3,75 2.8

90 5 4 3

Таблица 4.6

У « - 0 1 /« -1 4 В t/ „-3 B 1 /« - 4 4 В

1 Цщх.В
/ « . . А /мК1 А Гшж.А Г ш ..А

1 0 0 0 0 0

10 0.9 1.7 3 4,7

20 1.6 2.8 4Д 6

1 ^
24 4,1 5.8 7.7

60 зд 5 6,8 8,8

80 V 5 5.65 7.7 9,6

90 4 6 8 10

01феделять1рафичеС1сято™ инш рисе 1̂ ц е п я .
Ответ. 7 „ - 5 3 u A ;  £/„-2,358; £/i-2,65B,

£/н-83В.

4 6. Выходные характеристшш нелинейного ненаправленного 
полюсннка (см. рис. 4.6) заданы в табл. 4.6. 
замещения выходной цепи четырехполюсника,
характер, использу» метод компенсации, ^  p a fc w  точка определяете» 
следующими значениями: Гвых “  7,7 А, 1/вых “

Ответ. C/i -  - 60 В; »  36 Ом; Нщх “  " 48,66.
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4.7. У  нелинейного направленного четырехполюсника (сы. рис. 42/i) с 
отрицательным дифференциальным сопротивлением вькодных х£фактери- з 
стик вход и выход имеют резистивньй характер. Определить графически и 
аналитически углы начала и преч>ащения импульса тока в выходной цепи,  ̂
если б2 “  42^ sin (tif В, а падение напряжения на четырехполюснике при 
прохождении тока в выходной цепи Ц5 -  4 В. В момент начала импульса 
тока «юс “  о д а  В. Зависимость и ^ { ц ^ )  представлена в табл. 4.7.

Таблица 4.7

0,05 0,1 0,3 0,4 04 0Д5

«шк,В 50 44 38 274 174 10 54 44

Решение. Применив графический метод (рис. 4.16л и б), получим 
о)Гн - 36‘  и orfn-174*.

Аналитически углы начала и прекращения импульса тока можно най
ти из (4.40) и (4.43), если аппроксимировать х£фактеристику Ивых(“ в«) 
прямой линией, как показано на рис. 4.1б,а.

Тогда

orfn -  arcsin 7^  -  arcsin 0,0944 -  174*35'.42,0

Ответ, графически —  со̂ н ■ 36*; со/д -174*; аналитически —  
(оГн-37*20'; orfn -  174*35'.
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Глава 5

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ

§ 5.1. Общая характеристика переходных процессов 
в нелинейных цепях

Переходные процессы в цепях с нелинейными двухполюсниками и че
тырехполюсниками описываются нелинейными дифференциальными 
уравнениями, для которых не существует общих методов решения (даже 
для цепей первого и второго порядка найдены аналитические решения 
только для некоторых частных случаев). Очень важно то, что х£фактер ре
шения этих уравнений (в отличие от линейных уравнений) зависит от вели
чин подводимых напряжений, а принцип наложения к нелинейным цепям 
неприменим. Для нелинейных цепей не существует стандартных сигаалов, 
реакции на которые (например, на единичную функцию 1 (О или им^ль- 
сную функцию 5 (0) полностью определяли бы динамические свойства 
цепи. Прежний смысл понятий передаточной функции Я  (р) и амплитуд
но-фазовой х{фактеристики Н  (/со) здесь также утрачен. В общем случае 
для определения свойств нелинейной цепи надо исследовать ее для всех 
возможных воздействий.

В то же время переходные процессы в нелинейных цепях намного разг- 
нообразнее, и некоторые особенности используются для разработки раз
личных электротехнических устройств, реализация которых в линейных 
цепях невозможна.

Рассмотрим кратко ряд наиболее распространенных методов исследо
вания переходных процессов в нелинейных цепях, иллюстрируемых, как 
правило, одним и тем же простым примером.

Проводимые оценки рассматриваемых методов не следует считать каг 
тегорическими, tjl приемлемость того или иного метода расчета зависит, 
во-первых, от особенностей конкретной задачи и, во-вторых, от уровня вы
числительной техники, осуществляющей расчеты.

Следует отметить, что в нелинейных цепях (в отличие от линейных) 
ни один метод не должен применяться формально, без предварительного 
уяснения физических процессов в схеме.

§ 5.2. Метод интегрируемой аппроксимации

Этот метод применяется в том случае, если для нелинейности удается 
подобрать приближенное аналитическое выражение,которое в данной кон-
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кретной задаче приводит к дифференциальному уравнению, имеющему 
решение в аналитической форме. Это удается редко и лишь дл* уравнений.  ̂
невысокого порядка. '

Рис 5.1

В качестве примера рассмотрим расчет переходного процесса в схеме 
рис. 5.1/1 где постоянное напряжение включается на аоследовательно сое
диненные нелинейный двухполюсник НД <Л) и нндуктивную Kaiynnqr. 
Переходный процесс в цепи описывается нелинейным диффо>снциальным 
уравнением

<5.1)

Предположим, что хч>актеристика i -/(Ивд) (рис. 5.1,6) может быть 
аппроксимирована на некотором интервале п*фаболой второго порядка 
i = аи|д или U »  Мвд -  Vi/a. Тогда дифференциальное уравнение примет 
вид

или

L  — (аи^) + Rau^ + и 
at

2Lau ^  + Rau?' ■¥ и ’̂ U. 
at

{52) ц 

(5.3)

Отсюда после разделения переменных получаем

t ~ - 2L a j
Rau^ ^ u - U

du

In
U  J_ 2/;/ш  Ч-1 - A

U -R i-y / lT a '* ' di 2Л ^ ш +1 + Д
- Л (5.4)

где Л - '/ 4 Ш 7 Т Г ;
A 1 A
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Полученная функция t ' ‘ f ( i )  не может быть представлена как явная 
функция / -  ф (0 > поэтому для построения графика / > (О необходимо 
задаться несколькими значениями i и определить соответствующие значе
ния t

§ 53. Метод графического шггегрироваиия

Этот метод достаточно трудоемкий и используется для относительно 
простых случаев, наприм^) для расчета цепей, описываемых дифференци
альными уравнениями с разделяемыми переменными, tjc. здесь возможно 
посгроение 1рафика функции, 1фивая которого ограничивает площадь, 
пропорциональную соответствующему значению времени.

Рассмотрим применение метода графического интегрирования для 
расчета цепи рис. 5.1,а. Разделив переменные в уравнении (5.1)

1
U - R i - f i i )

di (5.5)

и проинтегрировав левую и пра^ю части по соответствующим переменным, 
с учетом нулевых начальных условий получим

(5.6)

Построив далее график зависимости

ф (О
U - R i - f U r

{5.1)
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no соответствующей площади (с учетом масштабов) найдем зависимость 
t -/  (i) (либо i ■ ф (0 ), как показано для тока i* на рис. 52.

§ 5.4. Метод фазовой плоскости

Обычно при исследовании переходных процессов в электрических це
пях выясняют зависимости различных п^аметров цепи от времени и в со
ответствии с этим при посфоении графиков по оси абсцисс откладывают 
щ)емя t, а по оси ординат —  исследуемые параметры: ток, напряжение, ве
личину З2фяда и Т.Д. Однако те же явления можно рассматривать в иной 
системе координат: например, откладывать по оси абсцисс исследуемую 
величину (*, U, Q), а по оси ординат —  скорость изменения этой величины 
во времени (fU/Л, du/dt, dQ/dt).

Координатную плоскость, в которой по одной оси (как правило, по оси 
абсцисс) откладывают исследуемую величину х, а по другой (ось ординат) —  
скорость изменения этой величины во времени у ** dx/dt, называют ф а 
з о в о й  п л о с к о с т ь ю .  При таком подходе время в явном виде не при
сутствует на графике, но он дает полную информацию о процессе.

Переходный процесс на фазовой плоскости изображается некоторой 
прямой (или 1фивой), если он описывается дифференциальным уравнени
ем не выше второго порядка. Для исследования цепей, описываемых урав
нениями выше второго порядка, метод фазовой плоскости практически не 
пригоден.

Изменение состояния системы можно изображать движением некото
рой точки на фазовой плоскости. Эту точку называют и з о б р а ж а ю 
щ е й ,  или п р е д с т а в л я ю щ е й .  Координаты изображающей точких 
и у определяют ее положение на фазовой плоскости и характеризуют со
стояние процесса в рассматриваемый момент времени. С течением времени 
изображающая точка перемещается, описывая на фазовой плоскости ли
нию, называемую ф а з о в о й  т р а е к т о р и е й .  Вид фазовой траекто
рии зависит от схемы и п^фаметров цепи.

Для периодического процесса фазовая траектория представляет собой 
замкнутую кривую (для линейной цепи окружность или эллипс), описыва
емую изображающей точкой в течение каждого периода, для непериодиче
ского процесса —  незамкнутую 1фивую.

В верхней полуплоскости производная координаты у > О, и, следова
тельно, изображающая точка перемещается только вправо —  в направле
нии возрастающих значений X . В нижней полуплоскости у < О, и изобража
ющая точка может перемещаться только влево. Таким образом, изобража
ющая точка всегда движется по фазовой траектории в направлении движе-’ 
ния часовой стрелки. В зависимости от начальных условий получаются раз
личные фазовые траектории, которые никогда не пересекаются. Так как на 
оси абсцисс dx/dt = О, фазовые траектории пересекают эту ось под пря
мым углом.

Семейство фазовых траекторий, изображающих возможные в данной 
цепи процессы, называют ф а з о в ы м  п о р т р е т о м .  Фазовый порт
рет позволяет охватить всю совокупность движений в рассматриваемой си
стеме, которые могут возникнуть при различных начальных условиях- За
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ключение о х^фактере движений может быть сделано без предв{ф1ггельно- 
го няхпждения аналитических выражений инте1ралов исходных уравнений 
даже в том случае (что очень важно), когда эти выражения не могут быть 
получены.

Точки фазовой плоскости, в которых одновременно dx/dt •О  и 
dy/df -  О, называют о с о б ы м и т о ч к а м и .  Они соответствуют условиям 
равновесия (покоя) рассматриваемой цепи и могут быть устойчивыми или 
неустойчивыми.

Особую T04iQr, через которую не проходит ни одна фазовая траектория 
и которую окружают замкнутые фазовые траектории, называют ц е н т 
р о м .  Центр соответствует случаю безразличного равновесия.

Особая точка, являющаяся асимптотической для фазовых траекто
рий, называется ф о к у с о м .  Фокус у с т о й ч и в ы й ,  если изобража
ющая точка приближается к нему, и н е у с т о й ч и в ы й , —  если точка уда
ляется.

Особую точку, 4q >€3 которую проходят фазовые траектории, называют 
у з л о м .  Бели движение по фазовой траектории направлено к узлу, узел 
у с т о й ч и в ы й ,  если движение направлено от узла —  н е у с т о й 
ч и в ы й .

Для переходных процессов (колебательных, апериодических и т.п.) в 
линейных цепях первого и второго порядков имеются фазовые портреты, с 
которыми можно сравнить полученный фазовый портрет исследуемой це
пи. Для некоторых нелинейных цепей также существуют фазовые портре
ты, однако число разновидностей таких цепей велико, и создать для них 
фазовые портреты трудно.

Как правило, фазовые портреты составляют для цепей без источника 
питания, т.е. для свободного режима; в некоторых случаях можно по/^ить 
фазовый портрет и с учетом принужденного режима.

Для построения графика зависимости / (t) необходимо определить 
моменты времени, соответствующие точкам фазовой траектории. Про
межуток времени At, в течение которого совершается переход от к-й 
точки (xfo yt) фазовой траектории к близкой к ней (к +  1)-й точке 
(xjt+i, yjt+i)f можно приближенно рассчитать следующим образом. Так 
как у -  dx/dt, то

**♦1

xt

Обозначив 1/у »/ (х ), в соответствии с теоремой о среднем имеем 

A t~ / m )(x it^ l-x t )^ / (^ )A x (x t< ^ < X k ^ l).

При небольшом интервале At и монотонном изменении у в этом ин
тервале можно принять
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где

Тогда

>ср

Д/-Лх/уср.

'  Рис. 53

На ^ с .  5.3 показаны некоторые фазовые портреты для линейных це- 
режим) и особые точки, а также графики зависимостей 

X  (f) (для одной фазовой траектории), которые определяют соответству
ющие фазовые портреты.

Построим фазовую траекторию переходного процесса (с учетом при
нужденного режима) для схемы рис. 5.1,а

Представив дифференциальное уравнение (5.1) в виде

(5.8)

и давш ись различными значениями i, найдем соответствующие значения 
Oi/at (рис. 5.4). Полученный график свидетельствует об апериодическом
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х£фактере п^>еходного процесса с установившимися значениями Л У Л  -  О,

Из рис. 5.4 можно получить зависимость i (Oi если разбить участок 
оси абсцисс от О до /у на малые интервалы Л/, найти для этих шггервалов 
Уср •  (di/dt)cp и определить соотвегст^щ ие значения А/.

Р ж е 5.4

§ SJ. Метод последоцательных приближений

Дяинтлй метод состоит в последовательном уточнении полученного 
первого приближения, нахождение которого составляет одну из основных
трудностей метода.

Рассмотрим схему рис. 5.1/1. Для удобства расчета заменим нелиней
ный двухполюсник Н Д (Л )  и линейное сопротивление Л  эквивалеетным 
нелинейным двухполюсником, воспользовавшись методом суммирования 
вольт-амперных характеристик (см. § 1.3). Характеристика эквива-1е»ггного 
двухполюсника i (ид + Инд) покааана на рис. 5.5/5.

Дифференциальное уравнение такой цепи

(5.9)

нелинейно, однако в данном случае можно в первом (грубом) приближении 
линеаризовать его, заменив кривую /(ия + “ вд) прямой линией i (и) (см. 
рис. 5.5,6 ), которая проходит через начало координагг и точку на ̂ актери- 
стике i (uR + инд), соответствующую установившемуся режиму. Поскольку 
при этом все сопротивления линейные, установившийся ток

R + R■НДст Ru
(5.10)

где
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Рнс5^

уравнение, описывающее процесс в такой цепи,

и, как известно, имеет решение

Г - / 1 - е
Л1СГ

(5.11)

(5.12)

.1 7 * ' » ^ ” *  « “ »  ( Р -  5Э Д , . 0- 
|фивой и' (t). 1>афичесм7 ^ Д ^  * (“ л  + Ивд) для нахождения точки
рис.5.5для то?ек а Т “ т1, ^ ^ п Г “ ®^“ “ ‘ “̂ ‘ ° ^ ^  показано на 
решения, поскольку для посгроенш первый этап уточнения
мая линия V (и) (си пнг кривой и (t) использовалась не пря-
* (ujt + Ивд). ® исходная нелинейная Х2фактеристика

ния, S l для дальнейшего уточнения реше-

(5.13)
О

мента врем№ ^ f* находят для произвольного мо-
бов) ^  соответствующий ток (с учетом масшта-

ik~St/L. (5.14)
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Задаваясь значениями времени ti, ti, можно найти токи ii, i i  и 
построить на рис. 5.5/г новую кривую /" (t), более точно выражающую за
висимость тока от времени, чем приближенная функция (5.12). По этой 
кривой и нелинейной характеристике / (uji + ) строят зависимость
и” (t), как показано на рис. 5Д  для двух точек (с и d).

Далее опять задаются значениями времени и уточняют зависимость 
i (t). Следует отметить, что этот метод требует проверки на сходимость.

§ 5.6. Метод сопряжения интервалов

Этот метод рассматривался при расчете квазиустановившихся режи
мов в цепях переменного тока (см. § 3.6). Напомним, что идея метода за
ключается в разбивке процесса на ряд следующих друг за другом интерва
лов, внутри которых переходный процесс может быть описан точно или 
приближенно линейным или интегрируемым нелинейным дифференци
альным уравнением. Посто]ашые интегрирования этих уравнений опреде
ляют по граничным условиям исходя из требования непрерывности реше
ния (эту операцию и называют сопряжением).

Метод сопряжения интервалов в принципе универсален, но для цепей 
высокого порядка и при длительно протекающем переходном процессе, а 
также при стремлении повысить точность расчета за счет уменьшения вы
бираемых интервалов вычисления становятся хромоздкими. При расчете 
можно использовать цифровые вычислительные машины. В этом случае 
представляется наиболее удобным (негромоздким) описываемый ниже ме
тод конечных приращений.

Рис, 5.6

Рассмотрим метод сопряжения интервалов применительно к схеме 
рис. 5.1,а. Разобьем вольт-амперную характеристику на участки. Это 
удобнее всего сделать, применив кусочно-линейную аппроксимацию 
(рис. 5.6,а). Тогда: 
для первого участка

Rl=ui/ii; (5.15)
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u - R i i ; <5.16)

ДЛЯ второго участка

1 . . 2̂ - h , , . u - u i
* *  *1 + 7"— гг- (и -  И1 ) -  q  +U 2 - U I

<2-11 (5.17)

(5.18)

Используя полученные значения, вместо (5.1) получим два линейных 
уравнения: 
для первого участка

R i i  + R i+ L ^ ^ ^ E ^ E i

для второго участка

di
R2 i + R i+ L  — ~ E - u i  

at Ri
E2

(5.19)

(520)

Решения дифференциальных уравнений для участков имеют следукь 
щий вид:

(521)

(522)

Постоянную интегрирования А\ находим из условия, что при f ■* О i *  0:

El
A i = -

R l+ R '

Тогда для первого участка получим
+ Л д

'1
R l+ R

Подстановка в (5.23) / -  ц и f - 1\ дает

(523)
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 ̂ /?1+ Л  

Отсюда находим момент времени

Г1- -
/?!+/?

In 1 -

(524)

(525)

Постоянную интехрирования А 2 определяют из уравнения тока для 
второго участка. При f « fi t -  I’l

A 2 -  I'l -
Ег

R2 + R

Уравнение тока для второго участка

i Ег
R2 + R

(526)

Момент времени t2 находим из условия, что при i -12 2̂* Тогда

E l
*1-

E i
Л3+Л

R'» + R
(h -h )

отсюда

h - h - In
R2 + R

(527)

(528)

По уравнениям для токов различных участков можно построить зави
симость i -  ф (О (рис. 5.6,6).

§ 5.7. Метод конечных приращений 
(последовательных интервалов)

Этот наиболее общий метод (метод численного интегрирования) до
вольно трудоемок. Рассматриваемый интервал времени разбивают на до
статочно малые промежутки времени Л/ (шаг интегрирования) и в со
ответствии с этим дифференциалы величин, входящие в уравнения, за
меняют их конечными приращениями в течение шага интегрирования. 
Вероятно, самый естественный переход от некоторого этапа решения 
дифференциального уравнения к следующему —  это применение ряда 
Тейлора. Так как ряд Тейлора бесконечен, для практического применения 
необходимо ограничиться некоторым числом его членов. Если первое.опу-
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щенное слагаемое ряда Тейлора имеет порядок h ,̂ метод носит название 
«метода Эйлера».

Точки, полученные численным решением дифференциального ура»* 
ншия, можно нанести на график. При решении методом Эйлера экстрапо
ляцию от каждой предыдущей точки к последующей производят исходя из 
предположения, что решение в интервале между вычисленными точками 
есть прямая линия. Для более точной экстраполяции используют кривую, 
определяемую алгебраическим уравнением, степень которого выше единн- 
цы. Эти действия лежат в основе метода, известного под названием «метод 
Адамса», при котором допускается экстраполяция решения на большем 
интервале и с большей точностью, чем возможно при использовании мето
да Эйлера. Зависимости, получаемые при вычислениях, становятся слож
нее. Еще более точным является метод Рунге-Кутты, т.к. здесь погреш
ность на каждом шаге равна h .̂

Таким образом, численные методы решения дифференциальных 
уравнений (Эйлера, Адамса, Рунге-Кутты) можно объединить под об
щим названием «метод конечных приращений* (последовательных интер
валов).

Вернемся к схеме рис. 5.1/1. Характеристика нелинейного двухполюс
ника, входящего в эту схему, показана на рис 5.7/z. Нелинейное диффе
ренциальное уравнение (5.1) может быть' представлено уравнением (5.8). 
Заменив производную di/Л  отношением конечных приращений, получим 
приближенное уравнение

(529)

Таким образом, можно шаг за шагом вычислить ряд мгновенных значе
ний тока: по начальному значению /о определяют ток в конце первого ин
тервала *1, по *1 находят 12 и т.д. (рис. 5.7,6).

Расчет удобно вести в табличной форме. Например, для рассматрива
емой задачи составлена табл. 5.1. Решение получается тем точнее (см. рис. 
5.7), чем меньше интервал времени М. Однако за счет роста суммгфного 
количества интервалов увеличивается общая погрешность расчета, т.к. 
происходит посто5шное наращивание ошибки, и все последующие вычис
ления зависят от погрешностей, вносимых при расчетах предшествующих 
интер вал о в . В ЭТОМ состоит основной недрстаток указанного метода Поэ
тому, уменьшая интервал времени Ы, необходимо применять специально 
разработанные приемы коррекции ошибок, что, однако, приводит к еще 
большему увеличению числа расчетных операций. Для расчета на цифро
вых вычислительных машинах указанные интервалы могут быть выбраны 
весьма малыми.

Таблица 5.1

к и Rit / (< * ) U-Rit-fHt)

0 0 io-0 0 0 U h -

1 fl -Af h Ril f(fi) Sii <2 -  <1 + ^2

2 h Юг fUz) U-Rij-fUz)

•

Разобьем время переходного процесса на ряд одинаковых малых ин
тервалов Д/. Тогда для любого (к + 1)-го интервала (к -  О, 1, 2 , . . . )

(5.30)

где lie и i]c + l —  мгновенные значения тока в начале и в конце рассматрива
емого интервала времени.
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§ 5.8. Метод пространства состояний

Как известно, для расчета переходных процессов в нелинейных це
пях необходимо решать дифференциальные уравнения цепи, записан
ные на основании первого и второго законов Кирхгофа. Эти уравнения 
могут быть составлены как в классической форме, так и в форме урав
нений состояний.

Выбор переменных при записи уравнений Кирхгофа для нелинейных 
цепей имеет одну особенность: если в цепи есть нелинейные реактивные 
двухполюсники, то в качестве переменных иногда удобнее использовать 
потокосцепления и заряды, а не токи и напряжения, как в линейных цепях. 
Это объясняется тем, что часто бывают заданы вебер-амперная или кулон- 
вольтная характеристики нелинейных реактивных двухполюсников. IQ)OMe 
того, если характеристики нелинейных двухполюсников содержат даже 
разрывы первого рода, потокосцепление и заряд не имеют скачков при ра
боте на этих участках характеристики.

Порядок уравнения, описывающего нелинеЙ1ую цепь, обычно совпа
дает с количеством реактивных линейных и нелинейных двухполюсников. 
Так, цепь с одним нелинейным реактивным двухполюсником (например,
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индуктивным) ОЕшсывается нелинейным дифференциальньш уравнением 
первого порядка:

/I t) ш 0. (531)

Это уравнение необходимо дополнить Be6ep-aMnq)Hoft характеристи
кой двухполюсника

(5.32)

которая может быть задана аналитически, графически или в виде таблицы.
Уравнение (5 Л ) можно записать в нормальной форме (в форме урав

нения состояния):

d4f/dt~/2(V, t). (533)

Выбор той или иной формы записи нелинейного дифференциального 
уравнения обусловлен способом решения задачи. Так, в § 5.5 и 5.6 был ис
пользован классический метод расчета переходных процессов.

Проиллюстрируем теперь расчет переходного процесса в цепи перво
го порядка, описанного уравнениями состояния, с помощью численного 
интегрирования. Рассмотрим цепь, содержащую нелинейный индуктивный 
двухполюсник и линейное сопротивление R, подключаемые к источнику 
напряжения U  (рис. 5.8). Пусть задана вебер-амперная характеристика 
^  */l (О или i -/2 (Ф). Выбираем в качестве переменной состояния пото- 
косцепления Ф. Запишем уравнение состояния:

(5.34)

t -о

и
J
X
J

Рис. 5.8

Решение (5.34) имеет вид

t t

Ф -  Ф (0) + J * -  Л //2 (Ф ) dt. (5.35)

Будем решать уравнение (5.35) численно, полагая, что на шаге интег
рирования Т  ток i -/2 постоянен. Тогда для некоторого А:-го шага ин
тегрирования получим
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где

W [(it + 1) Г1 -  W (it7) + U T -R iik T ) Т, 

ЦкТ) -/2ГР(АгГ)1. (5.36)

Как видно из структуры (5.36), для решения исходного уравнения 
(5.34) используют метод конечных приращений (последовательных интер
валов), рассмотренный в § 5.7.

Рассчитаем теперь переходный процесс в схеме рис. 5.1/z, где нели
нейный резистивный двухполюсник задан вольт-амперной хгфактеристи- 
кой, приведенной на рис. 5.1,6. Здесь вскачестве переменной состояния 
можно выбрать ток i. Запишем уравнение состояния

di R  . 1 1 (JJ7)

где — характеристика нелинейного двухполюсника
Решение (5.37) имеет вид

+ (5.3S)

t’(0) — начальное условие.
Пришш то же допущение (постоянство напряжения на нелинейном 

двухполюснике на шаге интегрирования), получим расчетную формулу:

L\ 
R

U -

L\ 
R

U ^ ik T ). (5.39)

Цепь второго порядка описывается двумя нелинейными дифференци
альными уравнениями первого порядка или одним уравнением второго по
рядка. Пусть в схеме рис. 5.9 все три двухполюсника нелинейные. Их ха
рактеристики описываются следующими зависимоспши:

или i ~ f 2 iU i ) ;

Ч> »/з (О или i -/4 ('Р);

Q •fs  (“ 3 ) или М3 »/б (Q).

Далее для этой цепи можно записать уравнения

d Q / d t^ U m

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)
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h{i)^d^V/dt^h{Q)^U. (5.44)

1  = 0

u i

Эта система может быть приведена к одному нелинебиому дифферен
циальному уравнению второго порядка. Дифференцируя уравнение (5.44) 
(по правилу дифференцирования неявных функций) и подставляя в него
(5.43), получим

di д̂ У
d̂ y

Систему (5.45) можно записать в форме уравнений состояний

dQ/dt=UQVy, 
d^y/di-‘ -fi\f4(4>)] - h { Q )^ U .

(5.45)

(5.46)

Цепь, содержащая п нелинейных реактивных двухполюсников, описы
вается в общем слу чае системой п нелинейных дифференциальных урав
нений первого порядка. Если переменные являются переменными состоя
ния, то уравнения состояния цепи в матричной форме имеют вид

dX/dt = A {X )X  + BW, (5.47)

где А' —  вектор (матрица) состояния порядка п, включающий токи индук
тивных двухполюсников и напряжения емкостных двухполюсников (или по- 
токосцепления и заряды); Д W  —  вектор (матрица) коэффициентов разме
ром п хп, элементы которой зависят от переменных состояния; В —  вектор 
(матрица) постоянных коэффициентов размером т х п  ( т  —  число источ
ников напряжения и тока); W —  вектор (матрица) источников напряжения и 
тока.

§ 5.9. Методы усреднения

Эти частные и приближенные методы основаны на следующем не 
всегда возможном допущении: параметр цепи в некотором интервале вре

К I

¥

мени меняется незначительно, и поэтому может быть принят для этого ин
тервала постоянным, равным его значению.

Примитивный в£фиант такого подхода был использован в § 5.5 
для нахождения первого приближения, где сопротивление нелинейно
го двухполюсника сначала было принято постоянным для всего 
времени протекания переходного процесса (сопротивление опреде
лялось грубо, т.к. усреднялось только по начальному и конечному 
значениям).

Наиболее широко эти методы используются для цепей переменного 
и вообще периодически меняющегося тока, в которых какая-то коорди
ната цепи (огибающая амплитуд синусоиды, постоянная составляющая) 
меняется медленно и в пределах периода может быть принята постоян
ной.

Для случая медленного изменения огибающей амплитуд применяется 
вариант метода усреднения, называемый методом м е д л е н н о  м е 
н я ю щ и х с я  а м п л и т у д .  Математические операции метода сводят
ся к тому, что выражение для огибающей представляют* в виде гармониче
ского ряда и уравнение цепи интегрируют в пределах периода. Тогда все 
гармонические члены будут равны нулю, и остается только достаточно 
простое приближенное решение, соответствующее постоянным членам и 
показывающее изменение амплитуды основной (первой) гармоники в пере
ходном процессе (без учета составляющих).

Для цепи периодического тока с постоянной составляющей метод ус
реднения (метод медленно меняющейся постоянной составляющей) дает 
приближенное решение для закона изменения постоянной составляющей 
(без учета переменных составляющих).

Задачи

5.1. Нелинейный резистивный двухполюсник, ВАХ которого выражает
ся уравнением i -  0,0315u^, включен последовательно с индуктивностью 
L  “  0,021 Гн. Установить связь между напряжением на нелинейном двухпо
люснике и именем  при подключении этой цепи к источнику постоянного 
напряжения I/ = 16 В. Задачу решить методом интегрируемой аппрокси
мации.

5.2. Нелинейный индуктивный двухполюсник, характеристика которо
го описывается уравнением i -  (где а = 625 • 10̂ ), соединен последо- 
вагельно с сопротивлением R = 50 Ом. Определить закон изменения тока 
в цепи при включении ее на постоянное напряжение С/ *  12 В. Задачу ре
шить методом интегрируемой аппроксимации.

5.3. В цепи, представляющей собой последовательное соединение не
линейного двухполюсника и линейного сопротивления, ключ замыкается в 
момент времени  ̂= 0. Определить закон изменения тока в цепи, если 
и  = SOB, R  = 25 Ом. Нелинейный двухполюсник имеет индуктивный ха
рактер (зависимость потокосцепления от тока приведена в табл. 5.2). Зада
чу решить методом сопряжения интервалов.

164 165



Таблица 5.2

1.А 0 ол 04 0,7 0,8 1.0 la 2,0 24

Ф •10-^Bб 0 0,45 1,05 1,45 1,6 1,8 1,88 1,95 1,99 2,0

5.4. Последовательно соединенные индуктивность L  -  0,02 Гн и не
линейный резистивный двухполюсник подключены к источнику постоян
ного напряжения I/ “  20 В. В момент времени f *  О источник отключает- 
сЯу а цепь закорачивается. Определить закон изменения тока в индуктивно
сти. Характеристика нелине^ого двухполюсника задана в табл. 5.3. Зада
чу решить методом графического интегрирования.

Таблица 5.3

и, В 10 20 30 40

1,А 0,15 0̂ 3 0,3 0,32 0,33

5.5. Конденсатор, емкость которого С »  100 мкФ, заряжен до напря
жения -  40 В. Определить ток при разряде этого конденсатора на нели
нейный резистивный двухполюсник (характеристика задана в табл. 5.4). За
дачу решить методом последовательных приближений.

Таблица 5.4

u,B 0 5 10 20 30 40

<,А 0 0,05 0,11 0,22 0Д95 0,33

Решение. Лине^физуем вольт-амйерную характеристику нелинейного 
двухполюсника, как показано на рис. 5.10,6, и найдем зависимость 
<<нд (О *  (t) для линейной цепи. Решение уравнения для /{С-цепи в сво
бодном режиме будет иметь вид

“ Л,

где R  -  40/0,33 -  12U  Ом; RC  »  121Д • 100 • 10' ̂  »  0,012 с.
Используя независимые начальные условия uc (0) 40 В и уравнение

цепи uc + u j{*  О, найдем (учитывая, что принужденная составляющая на
пряжения равна нулю)

U jf^ -40e^  *^^В,

или, для удобства построений.

и^ = 40е"“ *^В.
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го 30 40 ицп,в
-------- r issi-n------т—

Построим кривую напряжения на рис.
ным табл. 5.5 (первое приближение).

5.10,г (кривая 7) по дан- 

Таблица 5.5

t,c
Первое приближе

ние Второе хфиближение Третье приближение

Ивд.В 4А S, 104̂ “ад»® <,А S, ыы̂ Квд,В i,A

0 40 043 0 40 0,33 0 40 043

0,005 264 0^75 600 25 0^65 590 254 0^7

0,01 174 0,195 1040 14 0,13 1011 14,7 0,165

0,015 114 0,125 1360 6 0,065 1200 10 0,11
0,02 74 0,08 1540 14 0,015 1320 7 0,075

0,03 34 0,033 — — — — 34 0,033

0,04 14 0,015 — — — — 14 0,015

Затем перенесем значения напряжения инд (О на вольт-амперную ха- 
рактеристшо^ (рис. 5.10,6) и получим первое приближение тока i  {t) (кри
вая i ,  рис. 5.10,а).
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Так как uq = «нд = ^  (по абсолютной величине), можно найта
(У

второе приближение напряжения и^д (t), подсчитав площадь кривой i (t). 
С учетом ненулевых начальных условий получим

“ш « ) - “т ( 0 ) - 2 5 ■  1 0 -3 Д.В,
L - 4

100-10

где т —  маспггаб по осям тока и времени.
По второму приближению напряжения (1фивая 2, рис. 5.10^) находим 

второе приближение тока (кривая 2, рис. 5.10^), а затем по третьему при
ближению напряжения (кривая 3, рис. 5.10,г) —  третье приближение тока 
(кривая 5, рис. 5.10,а). Результаты расчета приведены в табл. 5.5.

5.6. Последовательно соединенные индуктивность L  -  0,08 Гн и 
нелинейный резистивный двухполюсник, характеристика которого зада
на в табл. 5.3, включаются на постоянное напряжение 40 В. Оп
ределить ток в цепи. Задачу решить методом последовательных интерва
лов.

t 'O

НА

J

а
Р и с  5 . 1 1

Решение. В дифференциальном уравнении цепи (рис. 5.11,а)

заменим производную отношением конечных приращений и получим при
ближенное уравнение

и  -и\
Л / «--------М .

Разобьем время переходного процесса на ряд малых одинаковых ин
тервалов Д/ = 0,1 мс. Тогда для любого (it-ro) интервала
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U-Ui

Используя ВАХ нелинейного двухполюсника (рис. 5.11,6), проведем 
расчет и сведем его в табл. 5.6. Зависимость i  ( t ) показана на рис. 5.11,в.

Таблица 5.6

1 Ноыер 

1 интер- 
1 вала

h , u c / * ,А « и . В и - и ^ , В

U - U i t  

L  ' 
В/Гн

0 0 0 0 40 500 0,05 0,05

1 '  0 .1 0,05 1 4 3 8 4 481 0,0481 0,0981

2 о л 0,0981 3 37 462 0,0462 0 ,14 43

3 0 ^ 0 ,14 4 3 4,75 3 5Д 5 440 0,044 0,188 3

4 0,4 0 ,188 3 7 33 4 12 0 ,0412 0 ^ 29 5

5 0,5 0 ^ 2 9 5 10 30 3 7 5 0,0375 0 ^ 6 7

6 0,6 0 ^ 6 7 14 ,5 2 5 4 320 0,032 0^99

7 0,7 0Д99 20 20 250 0,025 0,324

8 0,8 0,324 35 5 62 0,0062 0,33

9 0,9 0 ,33 — — — — —

5.7. Нелинейный емкостный двухполюсник с характеристикой, пред
ставленной в табл. 5.7, соединен последовательно с сопротивлением R  “
= 200 Ом.

Таблица 5.7

! 0 20 40 60 80 100 120 130 140 150

1 Q  1 0 - * ,К л 0 0 ,15 0 ,3 0 4 0,7 1 1 4 1.9 2,45 3 ,1

Определить закон изменения напряжения на нелинейном двухполюс
нике при включении цепи на постоянное на1фяжение U  *  150 В. Задачу 
решить методом графического интегрирования.

5.8. В момент времени t ^ О нелинейный емкостный двухполюсник, 
чярджяннмй предварительно до напряжения U  *  140 В, замыкается на со
противление R  “  1000 Ом. Определить ток в цепи. Характеристика нели
нейного двухполюсника приведена в табл. 5.7. Задачу решить методом по
следовательных интервалов.
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5.9. Последовательно соединенные сопротивление Л  «  10 Ом и нели
нейный индуктивный двухполюсник включены в цепь с источником посто
янного напряжения i/ ■* 1 В. Определить ток в цепи, если характеристика 
нелинейного двухполюсника описывается уравнением / » Задачу ре
шить методом, пространства состоящий.

Решение. Схема цепи приведена на рис. 5.8 и описывается исходным 
уравнением (5.34), решением которого является уравнение (5.36).

Расчетные значения зависимостей 4^(0 и i (t) приведены в табл. 5.8. 
По результатам таблицы построены соответствующие графики на рис. 5.12.

Таблица 5.8

t~kT ,c Ф(ЩВ /(*ПА

0

1 

2

3

4

5

6

7

8

9

10

О

0,1

ОД

03 

0.4

04 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0

О

0,1

0,19

0̂ 54

0̂ 89

0,305

0,312

0,315

0,3158

0,3161

0,3162

О

0,01

0,036

0,0645

0,0835

0,093

0,097

0,0992

0,0997

0,0999

0,09998

Рис. 5.12
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Глава 6

СИНТЕЗ И СХЕМНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ

Как известно, задача синтеза линейных цепей сводится к нахождению 
(реализации) такого четырехполюсника (в более частном случае —  двух
полюсника), передаточная функция которого (либо две или три переда
точные функции) соответствовала бы заданной. Напомним, что свойства 
четырехполюсника полностью определяются этой передаточной функцией 
Я (е )  (или двумя, или тремя) либо однозначно связанными с ней ампли- 
тудно-фазовой характеристикой Н  (/со), переходной функцией h (t) или 
импульсной переходной функцией Л' (/)• Варианты передаточных функ
ций очень разнообразны, и задача синтеза пассивных линейных четырех
полюсников сводится к нахождению обладающей заданной передаточной 
функцией схемы четырехполюсника, состоящей из резисторов, конденса
торов и дросселей (или только конденсаторов и резисторов, или только 
конденсаторов и дросселей) с определенными значениями их п£фаметров.

Переходя к синтезу нелинейных четырехполюсников, напомним, что в 
общем случае здесь невозможно определить реакцию цепи на заданное 
воздействие по известной ее реакции на какое-либо другое известное воз
действие, т.к. даже при заданной форме воздействия (например, синусои
дальной неизменяемой частоты) реакция принципиально зависит от его ве
личины и т.д. Важнейшая особенность синтеза нелинейных цепей состоит 
в том, что для достаточно полного отражения свойств нелинейного четы
рехполюсника нужно задать не передаточную функцию Н  (£), а несколько 
конкретных видов воздействия с известными реакциями, которые охватыва
ли бы всю область ожидаемых в рабочем режиме сигналов.

Синтез нелинейных цепей сводится к нахождению схемы четырехпо
люсника с линейными и, главное, нелинейнь{ми резисторами, конденсато
рами и дросселями с определенными нелинейными характеристиками. Вы
пускаемые промышленностью стандгфтные нелинейные элементы далеко 
не всегда могут удовлетворить растущим требовани)»4. С этим связана еще 
одна специфическая особенность синтеза нелинейных цепей  ̂касающаяся 
их реализации,—  создание сложных нелинейных характеристик из более
простых нелинейностей.

Отметим, что при синтезе нелинейных цепей всегда приходится пред
варительно задаваться полной схемой цепи. Это же необходимо и при син-
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тезе линейных цепей, поскольку выбор метода синтеза предопределяет ес
ли не пол10гю конфигурацию цепи, то во всяком случае общий характер ее 
структуры (например, цепочечная безындуктивная и т.п.).

Далее при рассмотрении схем в большинстве случаев будем считать 
сопротивление на1рузки на выходе четырехполюсника столь больпшм, 
что i’h -  0.

§6.1. Синтез вольт-амперной характеристики 
нелинейного дц^олю сного  элемента резистивного 

четырехполюсника гармоническим методом

Рассмотрим синтез нелинейного резистивного четырехполюсника 
(рис. 6.1/1) в установившемся режиме с помощью гармонического метода 
(метода тригонометрических формул).

‘'1

л

“ яд D

Я
4Z>

Off^O

Рва 6.1

Пусть на вход подается гсфмонический сигнал

Ивх -  COS orf, (6.1)

const
Условимся считать, что выходной сигнал содержит только п-ю пфмо- 

нику, а фазовый сдвиг незначителен. Тогда, учитывая, что ч -  /2. получим

“ вых “  Л ’2 -  Rii -  cos nwt. {62)

Требуется найти вольт-амперную характеристику /вд (Мвд) *  *1 (мвд) 
нелинейного резистивного двухполюсника, который обеспечил бы этот ре
жим. Сначала найдем эквивалентную вольт-амперную характеристику 
*1 («вж )• которая является входной характеристикой ненагруженного четы
рехполюсника (см. рис. 6.1/х).

Представим пока еще не известную эквивалентную характеристику ' 
(1 (Ubx ) в виде степенного ряда

(6.3)
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При этом выходной сигнал

Мвых “  ̂  К  + «1 cos + «2  COŜ  +

+ аз C/^cos^ orf + 04 cos  ̂orf + . . . ) , (6.4)

что подтверждает возможность возникновения новых пфмонических со
ставляющих в цепи с нелинейным резистивным двухполюсником.

Пусть в поставленной задаче п 2, т.е. выходной сигнал содержит 
только вторую гармонику. Тогда (6.4) примет вид

cos2 arf-/?Oo + -Rai ^/';„^cosco  ̂+ /?a2 ^ ^ “ s^urf +

+ Лаз 1^  cos  ̂(at + Ra^ coe  ̂orf + . . . ,  (6.5)

или

(2 cos  ̂orf -  1) -  Roq + Ro2 cos  ̂orf. (6.6)

откуда
U„

ao“  -

2U„
й2

r u L ’

(6.7)

(6.8)

причем ai, 03, и тождественно равны нулю.
Следовательно, эквивалентная ВАХ представляет собой квадратич

ную параболу вида

и„ 2 U„
I1- -

R U l
(6.9)

откуда легко найти искомую характеристику 1вд (инд ) (см. § 1.3 и рис. Ь2).
При точной реализации ВАХ выражением (6.6), а также при строго 

фиксированной амплитуде входного сигнала выходной сигнал будет со
держать только вторую г£фмонику. При несоблюдении этих условий (а 
также при нестабильности частоты со) на выходе должен быть поставлен 
соответствующий фильтр.

Изложенная идея в принципе справедлша и для более сложных задач, 
требующих учета нескольких гармоник выходного сигнала с определенны
ми фазовыми сдвигами, при более сложных входных воздействиях и т.д., а 
также может быть использована для синтеза реактивных четырехполюсни
ков, но в установившемся режиме.
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§ 62. Синтез вольт-амперной характеристики 
нелинейного двухполюсного элемента резистивного 

четьфехполюсника методом трех плоскостей

Обратимся сначала к простейшей схеме Г-образного резистивного че
тырехполюсника, нелинейный элемент которого включен либо в горизон
тальную (см, рис. 6.1,а), либо в вертикальную (см. рис. 6.1,6) ветвь. Будем 
полагать заданными аналитические зависимости или временные графики 
входного воздействия (t) и реакции на выходе u ĵj  ̂(t), а также линей
ное сопротивление Я. Требуется найти вольт^амперную характеристику 
*нд (“ нд ) нелинейного резистивного двухполюсника НД.

Для схемы рис. 6.1,6 падение напряжения на линейном сопротивлении

Л 1 (0 » и „ ( 0 -«вых(0 . (6.10)

Найдя из соотношения Ивщ (t) обратную зависимость t (Ujoa.) и под
ставив ее в (6.10) (т.е. исключив тем самым время t), получим

^*1 (“ вых) "  Ивх (мвых) “  “ вых- (6.11)

Учитывая, что «вых *  «нд. а *1 “  *2 . запишем расчетное выражение

■̂ *2 (*̂ нд ) = *̂ вх (*̂ вых) “  *̂ ВЫХ> (6.12)

которое отличается от искомой вольт-амперной характеристики *2 (“ нд) 
только масштабом, определяемым линейным сопротивлением R.

Соответствующие операции, очевидно, могут быть выполнены как анали
тически, так и 1рафически. Рассмотрим графический варианг, полагая, что 
воздействие и реакция изображаются кривыми, представленными на рис. 6.3/» 
и б. Входящую в расчетное выражение (6.12) зависимость (Uvta) называ
ют иногда обратной характеристикой преобразования в отли
чие от характеристики преобразования* четырехполюсника Ивых (“ вх )• За
висимость Ubx (“ вых ) легко найти из построений на рис. 6.3, которые сход
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ны с используемым при анализе нелинейных цепей способом определе
ния реакции по заданным входному юздействию и ВАХ цепи (см. §3 .^.

Дальнейшие построения, показанные на рис. 6.4, свяганы с определе
нием разности, стоящей в правой части (6.12). Величину Riz (Ивд) здесь оп
ределяют как разность обратаой xapaKrq)nciiiKn преобразования и биссеюрисы 
угла (при равных масштабах обоих напряжений), которая в этом случае пред
ставляет собой характфисгаку )• нелинейного резистивного
двухполюсника ('2 ) = ('2 {ч к а ) находят просто изменением маспггаба
Оюсоб реализации таких характеристик будет рассмотрен ниже (см. рис. 6.14).

Возвращаясь к схеме рис. 6.1,а, запишем выражение для падения на
пряжения на нелинейном двухполюснике НД:

Мнд(0 = И в х (0 -«в ы х (0 . (6.13)

Подставляя, как и прежде, в это выражение t ). получим 

*̂ нд (*^вых) ”  *̂ вх (“ вых) -  Мвых* (6.14)
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“ ад (Л ’1 ) -  Ынх (Иных ) -  «вых» (6.15)

которое отличается от искомой вольт-амперной характеристики Мщ (q ) 
только масштабом, определяемым линейным сопротивлением R.

Из равенства правых частей расчетных выражений (6.12) и (6.15) сл&- 
дует, что графические операции при их использовании будут одинаковы
ми, но если для схемы с нелинейностью в вертикальной ветви получается 
вольт-амперная характеристика, то для схемы с нелинейностью в горизон
тальной ветви обратная ей ампер-вольтная. Поэтому при одинаковых 
характеристиках преобразования четырехполюсников, представлекшх на 
рис. 6.1, кривые вольт-амперной и ампер-вольтной характеристик будут 
одинаковыми- г -г

Очевидно, что, если необходимо учесть нагрузку четырехполюсника, 
методика расчета не меняется. Однако для схемы рис. 6.1,6 результат бу
дет относиться к эквивалентной нелинейаюсти, состоящей из параллельно 
соединенных нелинейного резистивного двухполюсника и нагрузочного 
сопротивления, причем последнее может быть и нелинейным. Поскольку 
сопротивление нагрузки предполагается заданным, ВАХ нелинейного 
двухполюсника находят известными из анализа способами.

Если для схемы рис. 6.1,а сопротивление нагрузки будет линейным, то 
в расчеты просто вводят эквивалентное линейное сопротивление, равное 
параллельно соединенным двум сопротивлениям: R u R „ .B  случае нели
нейной нагрузки (рис. 6^/г) имеем несколько усложненный вгфиант четы
рехполюсника с двумя нелинейными двухполюсниками, т.к. параллельное а 
соединение сопротивления- R  и двухполюсника нагрузки дает некоторый н 
эквивалентный нелиней:шй двухполюсник НДг, показанный на рис. 6.5Д

Рассмотрим схему рис. 6.5,6. Будем считать заданными вольт-ампер- 
ную или ампер-вольтную характеристику нелинейного двухполюсника 
НДг 1*2 ( « 2 ) или «2  (*2 )•

У ч и т ы в а я , ч т о  Ывы^ »  Л ' г , а  /2 "  н а й д ем  р а с ч е т н о е  в ь ф а ж ен и е

Рисб^

Падение напряжения на нелинейном двухполюснике НД1 

U l ih )~ U i [ i2 (U2 )],
т.к. i‘i = /2 • Тогда
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Ив* (О  “  “ 1 * 2 1“ 2 (O il +  “ вше (О-
(6 .1 6 )

Используя, как и ранее, обратную зависимость t (Имв). ■ учитывая, 
что U2 *  Иилт. получим

И1 [*2(“ 2)1 “  “  “ вых* ( 6 '1 ^

Очевидно, что зависимость ui [*2 ( « 2)! “  “ I (“ 2 ) может быть найдена 
теми же храфическими операциями, что и для выражения (6.15). Дда опре
деления искомой ампер-вольтной характфистики ui (I'l) должна быть ис
ключена nq>eMeHHafl иг. Делают это по заданной ампер-вольтной характе

ристике нелинейного двухполюсника НД2 дополнительными построения

ми, показанными на рис. 6.6.
Важно отметить, что четырехполюсник с двумя нелинейностями как 

самостоятельный вариант смягчает требования к виду нелинейности, по
скольку «результирующая* нелинейность формируется здесь как к о м бт^  
ция двух нелинейностей, каждая из которых имеет более простой вид. >Зто 
подтверждается сопоставлением выражений (6.15) и (6.17), показывающих, 
что для схемы рис. 6.1 изменением линейного сопротивления можно ме- 
шгть только масштаб нелинейной ВАХ, а для схем рис. 6.5 с измен^ием 
вида произвольно выбираемой характеристики ыг (/2 ) меняется и форма

х^актеристики и\ (I’l ).
Очевидно, что рассмотренным здесь более общим методом решается и 

задача предыдущего параграфа.

§ 63. Синтез вольт-амперной характеристики 
нелинейного резистивного двухполюсного элемента 

активно-реактивного четырехполюсника

Оставим постановку задачи прежней, но вместо линейного сопротив
ления схема пусть содержит линейный реактивный элемент, например, ин
дуктивность L, как показано на рис. 6.7.

Тогда падение напряжения на индуктивности
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di\ (f)
1^ - ^ - И » х ( 0 -Ивых(0 .

откуда
t t

Li\ (0  - / Mbx (0  dt - f  ы*ых (0  
0 0

или^ более краткой записи,

L ii (0 « 1/вх(0 -С^вых(0 .

t ,  L

(6.18)

(6.19)

(620)

КА
X
J

Р и с  6.7

Через и  (t) здесь вьфажены значения соответствующих интегралов 
для моментов времени t

Если теперь, как и ранее, воспользуемся обратной зависимостью 
 ̂(1̂ вых) и учтем, что Ывых равно напряжению на нелинейном двухпо
люснике, а (2, получим выражение

^ ‘1 («вых ) -  t̂ BX (Ивых ) -  t̂ BHX (и вых)| (621) 

k  (“ вд)которое отличается от искомой вольт-амперной характеристики 
только масштабом, определяемым индуктивностью L.

Обратим внимание на внепшее сходство (6.12) и (621). Эти выражения 
различаются лишь тем, что последнее соотношение для получения входя
щих в его правую часть слагаемых должно быть предварительно проинтег
рировано.

Соответствующие графические построения показаны на рис. 6.8. Сна
чала (рис. 6.8,а и б ) выполнялись п>афики £/„ (О и £/вых (0> дающие зна
чения интегралов входного и выходного сигналов, а также разность 
WsK (О -  и̂ ъгх. (01 (рис. 6.8,г). Затем (рис. 6.8,в) из функции, соответству
ющей этой разности, было исключено время t и согласно (621) получена 
зависимость L  ii {и^х  )• Искомую ВАХ нелинейного двухполюсника 
h  (^нд) = Ч (Мшх) находят простым изменением масштаба.

Введение реактивных элементов в схему существенно влияет на харак
тер нелинейности и обычно смягчает 1ребования к виду нелинейности Д1̂ -
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Щи

(^ix'^Stix)
г

Рис. 6.8

полюсника по сравнению с чисто резистивным вариантом четырехполюс
ника.

§ 6.4. Синтез характеристик нелинейных реактивных 
двухполюсных элементов 

ажтивно-реактивного четырехполюсника

Будем считать общую постановку задачи прежней, за исключением 
положения о том, что схема будет содержать известный линейный рези
стор и нелинейн^ реактивный двухполюсник, характеристику которого 
требуется определить. Напомним, что нелинейный емкостный двухполюс
ник обычно х£фактеризуется зависимостью заряда или емкости от напряже
ния: Q (ц с ) или С (u c ), а нелинейный индуктивный двухполюсник —  за
висимостью потокосцепления или индуктивности от тока: Ф (if,) или
L  i}L ). Здесь как емкость, так и индуктивность могут быть статическими
или дифференциальными.

Пусть схема имеет вид, представленный на рис. 6.9,а. Ток в цепи равен 
скорости изменения заряда конденсатора Q  по времени:

Отсюда

(622)

что по структуре соответствует (6.18). 
Проинтегрировав (6.22), получим

о о
(623)
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Рис. 6.9

или в более краткой форме

(624)

Воспользовавшись обратной зависимостью t (ивых) и учитывая, «гго 
“ вых равно напрюсению на двухполюснике Ынд, получим

Л С (И в ы х )“ 1 ^  (“ вых ) “  ^ к а  (“ вых )• (6.25)

Выражение (6.2S) отличается от искомой вольт-кулонной характери
стики Q (Ы]щ) только масштабом, определяемым линейным сопротивле
нием R. Для графического решения этого уравнения нужно выполнить те 
же операции, что и при решении (6.21).

Если нужно охарактеризовать нелинейный двухполюсник вольт-фа- 
радной х^актеристикой, достаточно продифференцировать полученную 
зависимость:

Сдиф (“ с ) “  [Q  (Мс )!•

Для схемы рис. 6.9,6 необходимо найти обратную зависимость для на
пряжения на емкостном двухполюснике t (ывд), что несложно сделать, по
скольку

Ивд (О “  «вх (О “  “ вых (О-

Вольт-кулонная Х1фактеристика Q (ц с ) может быть найдена из сле
дующего выражения:

(626)

§ 63. Реализация синтезированных цепей

Рассмотренные примеры иллюстрируют идею синтеза, предполагаю- 
1цую схему нелинейной цепи заданной. Очевидно, что все операции здесь 
легко алгоритмизируются, при этом многообразные схемные вгфианты мо-
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гуг быть объединены в значительно меньшее количество в^фиантов алго
ритмов.

Важной особшностью практического синтеза нелинейных цепей, как и 
линейных, остается выбор оптимальной реализации. Специфической труд
ностью здесь является изменение характера реакции при изменении амп
литуды воздействия. Даже оставаясь в рамках одного воздействия, можно 
столкнуться с необходимостью просмотра вариантов схем с нелинейностя
ми резистивного вгфианта или варианта с реактивностями, причем реактив
ности можно выбирать линейными и нелинейными. При такой постановке 
задачи, т.е. при включении в нее и выбора схемы, обобщенная алгоритми
зация будет значительно затруднена, если не заменить ее каким-то направ
ленным перебором схемных в£фиантов.

Реализация схемы Г-образного четырехполюсника с нелинейноспши в 
обеих ветвях смягчает требования к х£фактеру нелинейности по чфавнению 
с вариантом одной нелинейности. Дальнейшее упрощение характера ис
пользуемых нелинейностей может быть достигнуто либо применением ус
ложненных вариантов четырехполюсников (например, мостовые и т.д.), ли
бо каскадным соединением нескольких Г-образных четырехполюсников.

В последнем случае можно исходить из наиболее близкой к требуемой 
реальной нелинейности и на ее основе определить (методами анализа), ка
кой должна быть форма входного сигнала на содержащем эту нелиней
ность четырехполюснике, чтобы выходной сигнал имел заданную форму. 
Рассматривая такой четырехполюсник как оконечный каскад, получают, 
что найденная форма входного сигнала будет для предоконечного каскада 
выходной (входным сигналом по-прежнему является заданное воздействие 
для всего каскада). Затем операцию повторяют, выясняя требования к 
третьему от конца четырехполюснику, и т.д., пока синтезированный и за
данный входные сигналы с требуемой точностью не совпадут.

Заметим, что в простейшем, с точки зрения расчетных операций, вари
анте формирования каскада предполагается применение нелинейных на
правленных четырехполюсников. В общем случае это приводит к невоз
можности реализации каскада пассивными схемами, т.к. возникает необхо
димость в развязывающих цепях усилительных устройств. Сложный харак
тер нелинейностей с отрицательными и неоднозначными характеристика
ми резистивных, индуктивных и емкостных двухполюсников обычно требу
ет применения активных схем.

Остановимся кратко на общей идее формирования сложных нелиней
ных двухполюсников (которые входят в состав рассмотренных четырехпо
люсников) из более простых двухполюсников. Рассмотрим эту задачу в ре
зистивном варианте, т.е. применительно к формированию вольт-амперной 
Х2фактеристики i (и).

Пусть заданная ВАХ имеет вид, представленный на рис. 6.10/z. Ап
проксимируем ее тремя сопрягающимися прямыми согласно рис, 6.10,6. Соот
ветствующий ей двухполюсник может быть в принципе реализован схемой 
рис. 6.10,0, состоящей из трех источников ЭДС, сопротивлений и диодов.

Действительно, при напряжении,имеющем значения от О до Е\, вход
ной сигнал меньше напряжения источника Е\, первый диод остается закры
тым, и I -■ 0.' При и > E l первый диод открывается, и в цепи возникает
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u - E
ток I - .  Когда напряжение u превьииает^г» открывается второй диод.

и -Е\ и -  Е\ -  Е2 _
На интервале Е у < и  <Е^ ток i = — —  + -----  ------ . Очевидно, что для

Ki К2
u - E i  U - E 1 - E 2 U - E 1 - E 2 - E 2

напряжении и, больших £ 3, ток i = —- —  + -----  ------  + --------------------  ----- .
K i К2 /С3

Соответствующим подбором сопротивлений можно обеспечить нужный на
клон участков характеристики.

/ ‘ /

в е, E fE j а I  F, £г h  
а ff

t А, X  Лг Лк Лз М
0 1 м -е т м -е -1

1"

^̂СГб! it p t'crfy
u

1
-L i,------------L - Г — 3

Рис. 6.10

Заданн^ ВАХ здесь сформирована на простейших нелинейностях в 
виде трех однотипных диодов, но схема содержит три источника энергии. 
Если же использовать специальные стабилитроны (опорные диоды), имею
щие характеристшо^, показанную на рис. 6.10,г (здесь требуется три типа 
диодов с разными значениями напряжения стабилизации L̂ ck$)i то задан
ная ВАХ может быть реализована пассивной схемой рис. 6.10,д.

При необходимости реализации нелинейных емкостных и индуктив
ных двухполюсников часто используют не нелинейные емкости и индук
тивности, а резистивные двухполюсники типа рассмотренных ранее, вклю
чаемые через соответствующие активные фазосдвигающие схемы (четы
рехполюсники). Некоторые из них будут рассмотрены далее.

К

Если нужно изменить не характер нагрузки, а масштаб соответству
ющей нелинейной характеристики, применяют четырехполюсники, на
зываемые с к а л о р а м и .  Наконец, если необходимо повернуть на нуж
ный угол исходную вольт-амперную, вебер-амперную или кулон-вольт- 
ную характеристику, используются четырехполюсники, называемые р о 
т а т о р а м и .

Ознакомимся с общими принципами реализации мутаторов на примере 
ЬЯ-мутаторов. Для уяснения физических процессов в четырехполюсниках, 
выполняющих функции мутаторов, рассмотрим сначала так называемые Е~ 
п р е о б р а з о в а н и я .  Идея их состоит втом, что, если в некоторой схеме 
задана реакция на воздействие щ {t\ всегда можно найти иную, изменен
ную схему с сохраненным видом реакции, изменив вместе со схемой и вход
ное воздействие, которое теперь будет иметь вид «2 (О- Иными словами, 
суть рассматриваемого метода состоит в преобразовании источника сигна
ла, что и дало название методу.

. . .  г.

У

Рис. 6.11

в простейших случаях достаточно изменить масштаб, продифферен
цировать или проинтегрировать обе части уравнения, описывающего про
цессы в исходной цепи. В качестве примера рассмотрим схему рис. 6.11,а, 
состоящую из источника напряжения ui (О и последовательно соединен
ных линейного сопротивления R  и нелинейного индуктивного двухполюс
ника с вебер-амперной характеристикой W (i£,). Поставим задачу замены 
нелинейного индуктивного двухполюсника нелинейным резистивным 
двухполюсником с сохранением характера изменения тока в цепи, т.е.

»1 (О = 12 (О-

Составим уравнение исходной цепи:

Ril +
dt

ui.

(6.27)

(6.28)

§ 6.6. Мутаторы, скалоры и ротаторы

Четырехполюсники, которые при нагрузке их нелинейным (или ли
нейным) резистивным двухполюсником на входе приобретают свойства 
нелинейной (или линейной) индуктивности или емкости, называются 
соответственно L R - или СЛ-м у т а т о р а м и .  Существуют также LC - 
мутаторы.
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Проинтегрировав (6.28), получим

t t
(629)
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щей УР«™ение цепи, имекь

(6.30)

и с о д е р а ^ ^  последовательно соединенные линейную емкость С -  l/Jt
двухполюсник с ампер-вольтной характеристи-

Представим уравнение (6.29) в виде

(6.31)

^  соответствует схеме рис. 6.11 Д  характер изменений тока в которой ана
логичен изменениям тока в исходной схеме согласно (6.27).

В более простом случае, когда в исходной схеме /? -  О, имеем

d ^ d l )
dt -u i ;

0

“  i h ) *  U2,

что соответствует переходу от схемы рис. 6.12,а к схеме 6.12Д

(6.23а)

(6.29а)

(6.30а)

(6.31а)

•>г'Ч

I '

Рис 6.12

urfy,dt J-L

_________I F '

я

uUt)

Очевидно, что переход от исходного двухполюсника рис. 6.12,а к двух
полюснику с шалогичными входными параметрами, но вместо нелинейно-
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го индуктивного двухполюсника содержащему нелинейный резистивный 
двухполюсник, можно осуществить включением между входом и резистив
ным двухполюсником четырехполюсника, обеспечивающего преобразова
ние входного напряжения по закону (6.30,а) при сохранении характера из
менения входного тока, как показано на рис. 6.12,в.

Такого рода четырехполюсники, позволяющие заменить линейный 
или нелинейный индуктивный двухполюсник соответствующим резистив
ным двухполюсником, и являются 1Л-мутаторами.

С учетом сформулированных условий запишем систему уравнений 
и?-мутатора в форме 5-параметров*:

(6.32)

что соответствует матричнои записи

(6.33)

Для формы А-параметров соответственно получим

“ 1 =PU2', 
h *  h

(6.34)

Р  О 
О 1

(6.35)

Мутаторы используются не только для преобразования схемы матема
тически, но и могут быть физически реализованы.

Из (632)— (635) видно, что условие обратимосга четырехполюсника 
(Лц Л 22 --Ai2 ̂ 21 = 1) в этом случае не выполняется, и ЬЛ-мутатор может 
быть реализован только активным четырехполюсником (с зависимыми ис
точниками).

Возможны различные варианты схемы замещения ЬЛ-мутатора. Так, на 
рис. 6.13,а и б  изображена схема с двумя источниками, составленная на 
базе уравнений (6.32) в форме 5 -пч>аметров. Здесь вход и выход развяза
ны гальванически, причем выходное напряжение «2  обеспечивается зави
симым источником ЭДС, выдающим интеграл от входного напряжения u\.

♦Здесь и далее р 
шггегрирования.

обозначает оператор дифференцирования, а Up — оператор
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а прежнее значение и направление входного тока i\ обеспечены зависишд! 
источником тока во входной цепи, генерируюпщм ток 1*2. т

ч i,

-------- 1  г ----- --------- П  ------- С 7----------------- П

-------J  L— i _____

Рис 6.13

На рис. 6.13,в изображена схема с одним источником, полученная на 
базе уравнений (6J4) в форме Л-параметров. Здесь вход и выход свазаны 
гальванически, а ЭДС источника определяется величиной (pu2 -  u\), что 
требует дополнительной оп^>ации алгебраического суммирования при ре
ализации этого источника.

Не останавливаясь на реализации скалоров, по существу представляю
щих собой усилители напряжения или тока, рассмотрим кратко принципы 
реализации ротаторов на примере /{-ротатора, позволяющего повернуть на 
некоторый угол а  вольт-амперную хгфактеристику резистивного двухпо
люсника i (и) и получить резистивный двухполюсник с требуемой Х£фак- 
теристикой /' (и'), как показано на рис. 6.14,а и б.

cosa - s m a  
sin а  cosa

(637)

Параметры Т- или Я-образной схемы замещения могут быть получены 
из (6.37) путем использования формул соответствия между Л-параметрами 
и параметрами указанных схем.

В теорегеческом плане роль мутагоров очень велика, поскольку они по- 
зюляют свести цепь с линейными и нелинейными Я, L  и С к цепи, содержа
щей только линейные и нелинейные R (лцбо только L  или только С).

Отметим особую важность этого рода элементов для реализации 
сложного вида нелинейностей в твердотельных (интегральных) схемах. 
Рис. 6.14^ иллюстрирует, например, получение неоднозначной х^актери- 
стики путем поворота однозначной характеристики (получаемой более 
просто в исходном С0СТ05ШИИ) на угол а  по часовой стрелке.

Техническая реализация схем замещения мутаторов, скалоров и рота
торов связана с разработкой полупроводниковых усилительных схем и вы
ходит за рамки данного курса.

-----

НА J  к

Ци)
0 -------- <J-----

J
Ци)

i '
i » /

jt
a / j ' П

^4 . И. и

3

Рис. 6.14

Учитывая, что поворот характеристики на некоторый угол в одном на
правлении эквивалентен повороту координатных осей в противоположном 
направлении и используя известную из аналитической геометрии формулу 
поворота осей (рис. 6.14,в), получим уравнения ротатора рис. 6.14,6 (без 
учета маспггабных коэффициентов по осям и и i):

ui -  (cos а ) U2 -  (sin a ) 12; 
/1 -  (sin a ) U2 + (cos a) 12-

(6.36)

Входная BAX такого четырехполюсника, нагруженного на резистив
ный двухполюсник I (и), и будет, очевидно, иметь требуемый вид /' (и').

Уравнениям (6.36) соответствует матричная запись в форме Л-пара- 
метров:
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Глава 7

АЛГОРИТМИЗАЦИЯ ЭЛЕКТРОТЕХНИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
И ПРИМЕНЕНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКИ 

ДЛЯ РАСЧЕТА НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ

До сих пор делалась попытка осветить в общих чертах методы расчета 
установившихся и переходных процессов в нелинейных электрических це
пях, а также в какой-то степени систематизировать эти методы исходя из 
конфигурации схем и распространенных режимов работы нелинейностей. 
Поэтому изложение велось на достаточно простых примерах. В случае бо
лее сложных схем (и, особенно, режимов работы, не сводимых в условиях 
конкретных задач к применению методов компенсации и пусковых характе
ристик), когда надо использовать сложные аппроксимации нелинейностей, 
становится необходимым применение современной вычислительной техни
ки, особенно для задач синтеза нелинеаризуемых цепей. Использование 
того или иного вида вычислительных машин (ЦВМ или АВМ) определяет^ 
ся конкретными задачами.

Отметим, что зависящие от исследуемых схем структурные схемы 
АВМ составляют по особым правилам, и эти схемы не всегда являются по
добными или дуальными исследуемым схемам в электрическом смысле. То 
есть здесь, как и при исследовании на ЦВМ, требуется предварительное 
программирование.

Можно полагать, что для расчета сложных схем, особенно при необхо
димости достаточно точного описания нелинейностей, наиболее рацио
нально применение смешан^шх вычислительных устройств: комбинирован
ных, использующих сочетание различных вычислительных устройств (АВМ —  
ЦВМ) и их элементов в рамках решения одной задачи, и гибридных, использукь 
щих элементы с неразделимыми и цифровыми признаками. Конечной 
целью здесь, как и в других областях применения вычислительной техни
ки, является разработка проблемы автоматизированного анализа и синтеза 
нелинейных цепей, соответствующих наиболее распространенным схемам 
и режимам конкретных электротехнических устройств.

Решение этой проблемы должно включать следующие этапы:
1) дальнейшую систематизацию нелинейных цепей по видам/ схем и 

режимам работы (подсхемы);
2) систематизацию вычислительных операций и выбор наиболее под

ходящих вычислительных средств;
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3) разработку подпрограмм, соответствующих отдельным подсхемам;
4) разработку операционной системы, позволяющей проектировщику 

составить и ввести в машину прюграмму для данного конкретного случая, 
набранную из подпрограмм.

Поставленная цель требует для своего достижения большого объема 
памяти машины и высокого быстродействия.

Вопрос о необходимости использования вычислительной техники при
ходится решать в каждом отдельном случае исходя из конкретных задач и 
имеющихся вычислительных средств. Здесь можно лишь заметить, что в 
этих условиях не следует чрезмерно увлекаться применением вычисли
тельной техники, особенно цифровой, и перекладывать на ЦВМ решение 
задачи с начала и до конца. В принципе всегда возможны два подхода к 
исследованию. В одном случае ведется тщательная подготовка исходных 
данных и определяется их математическая связь, с тем чтобы иметь воз
можность получить численные результаты. Такие результаты обычно бы
вает трудно истолковать. В другом случае предварительно, по возможно
сти глубоко, анализируют физику процессов и разбивают их на легко кон
тролируемые этапы. Это дает известную гарантию от ошибок, а само реше
ние становится логической цепью отдельных результатов и гораздо легче 
может быть осмыслено и оценено качественно.

Применительно к использованию вычислительной техники необходи
мо максимально прорабатывать аналитические решения на основе изло
женных ранее методов, которые для сложных задач будут неминуемо 
включать только отдельные этапы. Однако аналитическое и численное ре
шения данного этапа существенно различаются. В результате аналитиче
ского решения исходнш информация этапа становится компактной и обоз
римой и представляется в виде ограниченной совокупности изученных 
функций. Аналитическое решение содержит информацию о множестве 
подобных процессов в разнородных цепях не только электрических, но маг
нитных и других аналогах, различающихся лишь значениями параметров; оно 
может бьпъ использовано и в других случаях, объем вычислений при этом 
также сокращается. Численное решение этапа —  формализованный процесс, 
дающий информацию только об одном конкретном (даже без вариаций) слу
чае. Численное преобразование также неминуемо приводит к искажению 
исходной информации, например, при замене дифференциальных уравне
ний разностными, итерациях, округлениях и т.д. Попытка добиться нужной 
точности уменьшением шага сетки приводит к увеличению числа неизве
стных значений искомой функции, вследствие чего резко увеличиваются 
объем вычислений и количество ошибок, подлежащих корректировке.

Далее в этой главе будут рассмотрены аналитические и численные ре
шения установившихся и переходных процессов в нелинейных электриче
ских цепях постоянного и переменного тока с нелинейными двухполюсни
ками и четырехполюсниками, имеющими однозначные вольт-амперные ха
рактеристики. Показано, что возможности расчета схем определенной кон
фигурации и сложности существенно расширяются, т.к. среди них появля
ются схемы, которые не рассматривались в предыдущих главах. К ним от
носятся, например, преобразование звезды в эквивалентный треугольник (и 
наоборот) на постоянном и переменном токе, расчет схемы с двумя узлами 
на переменном токе. Расчеты, связанные с такими преобразованиями, очень 
трудоемки и выполняются с привлечением ЦВМ.
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Как известно, программирование можно проводить различными спосо
бами и на различных языках (Паскаль, Бейсик и др.), в том числе и с ис
пользованием стандартных программ. Основой в каждом случае являетсх 
алгоритмизация элек1ротехнических уравнений. Решение этой задачи рас
смотрено в последующих разделах, причем разбирались только те приме
ры, при решении которых наиболее полно проявляются преимущества вы
числительной техники.

Сказанное относилось непосредственно к исследованию электротех
нических устройств, которое сводилось к aimapaiy теории электрических 
цепей, однако все это в полной мере может быть отнесено к исследовани- 
ям  ̂ требующим применения аппарата теории электромагнитного поля с 
учетом нелинейности сред. При этом в последнем случае также намечает
ся четкая тенденция в развитии поэтапного аналитического рассмотрения с 
более широким использованием самого общего подхода с позиций матема
тической физики.

§ 7.1. Установившиеся режимы 
в цепях постоянного тока

Как известно, аналитические методы расчета электрических цепей ог
раничены возможностями точного решения нелинейных алгебраических 
уравнений. Сложная нелинейная электрическая цепь с помощью аппрокси
мации исходных нелинейных характеристик может быть описана системой 
нелинейных алгебраических уравнений, которую в общем виде можно 
представить так:

/1 (JCb Х2, ..., Хп) -  0;
/2 (XI, Х2, Хп) -  0;

fn (-̂ Ь Х2» .. ., Xfi) “  0.

(7.1)

Для решения (7.1) можно использовать либо стандартную, либо спе
циально разработанную программу. Поэтому одной из задач анализа слож
ной нелинейной цепи является приведение уравнений, написанных на ос
новании первого и второго законов Кирхгофа, к уравнениям вида (7.1). 
Следует заметить, что методы численного решения нелинейных уравне
ний, например, метод Ньютона, также позволяют непосредственно про
граммировать для решения на ЦВМ систему уравнений (7.1).

Рассмотрим в качестве примера схему со смешанным соединением не
линейных двухполюсников (рис. 7.1). Если аппроксимировать вольт-ампер- 
ные характеристики, то, используя законы Кирхгоф а,” можно записать

U - U i { I i ) - U 2 i l2) = 0\
U 2 il2 )-R l3  = 0', 
/ 1 -/ 2 -/ 3 -0 .

<7.2)

На основании аппроксимации зависимостей Лег (Л получим
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U -R c v l ih )h - R c t 2 i h ) l 2 - 0\
Лсй(/2)/2 - Л / з - 0;
/1 -/2 - / з * 0.

"Л, /.

( 73)

J
и и', ' J  НАг

<---------------

Рис. 7.1

Системы уравнений (7.2) и (7.3) являются частным случаем (7.1), где 
роль неизвестных х\, хг, хз выполняют токи 1 \, /г, /з , поэтому для ре
шения (7.2) и (73) можно обратиться к стандартной программе.

Рис. 72

Для цепи с двумя узлами (рис. 7.2) при аппроксимации ВАХ получим 
следующую систему уравнений:

U - E 2 - U 2 U2);
и ^ Е з -и зИ зУ ,
/1 + /2 + /3 “  0.

(7.4)

После аппроксимации зависимостей /?ст (Л уравнения примут вид:

U - E i - R „ i i h ) I l ;
U  = E2 -R c f2 i h ) l 2; 
и ^ Е з -К с гз И з ) 1 з; 
h  + h *  h *  0.

(7.5)

Теперь, подставив, например, первое уравнение системы (7.4) во вто
рое и третье и приравняв все три уравнения нулю, получим новую систему 
уравнений, которая является частным случаем (7.1). Аналогичная операция 
должна быть проведена и с уравнениями (7.5).
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По данной методике могут быть составлены уравнения и для более 
сложных схем, содержащих большое число нелинейных двухполюсников, 
источников и ветвей- Задача преобразования звезды в эквивалентный треу
гольник (и наоборот) решается аналогично (рис. 73). В этом случае по задан
ным х^актерисгикам нелинейных двухполюсников НД1, НД2, НДз необхо
димо найта характеристики нелинейных двухполюсников НД12, НД23, НДз1. 
Напомни}.! условие эквивалентности обеих схем: токи 1\, /2, /3 и напряже
ния и  12, t/23, t/31 звезды и треугольника должны быть равны.

ЧЛ, I,

J ~01

и,

И У
и ,—

i L  г г 
---- 0  =  0---

J

h
ЧУ
« I

J

J
-0J J0-

РИС7.3

h i

При аппроксимации BAX имеем: 
для звезды

для треугольника

Ul2 = U i i I i ) - U 2 (l2)\ 
игз = и2 И2) - и з { 1зУ,
i/3i = t/ 3 (/ 3 )-t/ i(/ i);

U 1 2 -U n U n ) ;
С/23 = 1/23(/23); 
U31 -  U31 (/31).

(7.6)

(7.7)

Кроме того, для схемы треугольника на основании первого закона 
Кирхгофа

h - h i  + h i  = 0; 
/2-/23 + Лг = 0;
/з - /31 +/23 = 0.

(7.8)

Совместное решение (7.6) и (7.7) позволяет определить неизвестные 
Л. /3» /12* /2З1 /31. Так, если звезда преобразуется в эквивалентный 
треугольник, то система уравнений (7.6) будет заданной, и необходимо 
правые ее части подставить в (7.7):
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t / l ( / l ) - C / 2 ( / 2 ) - t ^ l 2 ( / l 2 ) - 0 ;
U 2 {l2 )-U 3 {h )-U 2 3 il2 3 )-0 ;
U 3 i l3 ) -U i i I i ) -U 3 i ( l3 i ) -0 -

(7.9)

Решая (7.9) совместно с (7.8), находим неизвестные 

/l2f /23. h i ,  h t  1ъ /з-
В случае преобразования треугольника в эквиваленгную звезду заданной 

является система уравнений (7.6), правые части которой подставляют в (7.7):

t/l2 (/i2) - t ^ l ( A )  + 1̂ 2 (/2) - 0;
U23il23 )-U2ih ) + U3{l3)~0;

U31 (/31) -  U3 (/3) + U\ (/1) «  0.

(7.10)

Совместным решением (7.10) и (7.8) определяют неизвестные I i, /2, 

/3. /12» /23. /31-
Одноразовое решение уравнений (7.9), (7.8) или (7.10), (7.8) позволяет 

найти одно значение неизвестных токов. Если теперь с некоторым шагом в 
данном диапазоне изменять напряжения U 12, U23, U31 и многократно (в
цикле) решать исходные уравнения, получим искомые ВАХ нелинейных
двухполюсников НД12. НД23, НДз1 (по известным характеристикам двух
полюсников НДь НДг, НДз) или ВАХ нелинейных двухполюсников 
НДь НД2, НДз (по известным характеристикам двухполюсников

НД12, НД23. НДз1).
Аналогично составляется система уравнений, если заданы зависимо

сти /?ег (Л- В-этом случае уравнения (7.6) и (7.7) соответственно примут
следующий вид:

и 1 2 ^ /?ст1 (А ) ”  /̂ ct2 (/2) /2»
U23 “  Rcfl (/2) /2 “  ̂ стЗ (/3) /з« (7.11)
^̂ зl “  с̂тз ih ) h  ~ (h ) h

i^ l2 ”  ^ c t12 (^12); 

Uz3 = Rct23 ( 2̂3)5 
Ĉ31 “  /̂ ct31 (/31).

(7.12)

Совместное решение (7.11), (7.12) и (7.8) позволит осуществить требу
емые преобразования.

Для нелинейного четырехполюсника в форме, например, Л-парамет^ 
ров, можно записать и решить следующие уравнения:

Ui - А п  (t/i) U2 - A 12 iU i ) l2 ~ 0; 
/ l - ^ 2i (/i)i/2 - ^ 22(/l)/2 “ 0.

(7.13)
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Зависимости коэффициентов А  от первичных тока и напряжения оп
ределяются экспериментально с использованием режимов холостого хода 
и короткого замыкания.

§ 7.2. Установивпгаеся режимы 
в квазилинейных цепях

В общем случае нелинейный двухполюсник при квазилинейном рас
смотрении описывается характеристиками 1 (Ц) и ф(7) или ф(С/), кото
рые должны быть учтены при составлении уравнений по законам Кирхго
фа. Поэтому для решения задачи отдают предпочтение зависимостям 
/?сг(Л или R c t i^ ,  или и Хс^(1 ) или X c^ iU ). Нели
нейные двухполюсники, отвечающие этим характеристикам, являются ре
зистивными, индуктивными и емкостными.

Рассмотрим одноконтурную цепь R, L, С (рис. 7.4). Уравнение этой 
цепи можно записать так:

и  ~ (R „  (!) ^jXr (Л -УЛс„ ( Ш (7.14)

HAj

J
!>Аг НАз

2НЭ
L С
и

-0

Рис. 7.4

Если необходимо вычислить только действующее значение тока, в 
уравнение U (/) _ Х с^ {Г )?  I  подставляют вцг 
ражения, аппроксимирующие зависимости R „  (7)7 X i (Г) н Х с  (/), и ре
шают, используя стандартную про1рамму, уравнение л-й степени. Далее 
определяют, какое из л  значений тока является истинным.

Если по условиям задачи, 1фоме действующего значения тока, нужно 
определить и его фазу, комплексные величины напряжения и тока (в
(7.14)) следует предстшить в виде действительных и мнимых частей 

+уС/” л Г  +уТ'). Тогда (7.14) может быть преобразовано в сис
тему уравнений

i r ~ R „ ( T ) f . X „ i r ) r ;  
i r ' - X „ { r ) r ^ R „ { I ) r '\ (7.15)

где А с т ( Л - А ^ „ ( / ) - А с „ ( Л .
Полученную систему, конечно, можно привести к уравнениям вида 

(7.1) и решить ее известными методами, при этом, однако, особенности 
уравнений квазилинейных цепей учтены не будут. Действительно, в
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(7.15) нелинейность выражается зависимостями R^t и Xct от действую
щего значения тока, а относительно действительных и мнимых частей это
го тока (X и / ') первые два уравнения являются линейными. Это обстоя
тельство позволяет построить эффективный алгоритм решения, использу
ющий линейность системы относительно части переменных. Итерации со
стоят в следующем: на к-и шаге репхается линейная система уравнений при 
некотором значении тока/ĵ :

(7.16)

Из (7.16) находят неизвестные / '* и /"*, загем вычисляют ток

+ 1 “  V  /’!  + /"?, и опять решают линейную систему уравнений (7.16) при 
подстановке в нее /*+1, находят новые неизвестные / ' *+ i  и / "*+1  и 
т.д. Для повышения устойчивости шлчислительного алгоритма можно каж
дое следующее приближение определять как среднее ^фифметическое от 
нескольких предыдущих итераций.

Таким образом определяют некоторый режим квазилинейной цепи, 
который находится при заданном начальном значении тока «  /о. Варьи
руя начальные приближения, можно найти и другие установившиеся режи
мы. Отметим, что на каждом шаге система уравнений (7.15) является невы
рожденной, TJL ее определитель R „  {Ik?" +-^ст (Jk)  ̂** О*

Рассмотрим числовой пример расчета квазилинейной цепи при после
довательном соединении R ,L  л С. Для упрощения вычислений будем по- 
лапгть в этой цепи (рис. 7.4) нелинейным только двухполюсник НДг- 
Пусть задано:

Л - 2 0 м ;  А с - 1 0 м ;  Х г Ц )
1 + 1

Ом;

t/-l,41 Z.45-B.

Уравнения (7.15) при исходных числовых данных примут вид

2
1 - 2 Г -

2

1 + 7 -
- 1 п

-1
/
г + 2Г';

Задаваясь точностью вычислений е «  |/* - /д: +1| -  0,001, требуемую 
точность, как видно из табл. 7.1, можно получить уже на пятом шаге итера
ций. Из табл. 7.1 следует, что действующее значение искомого тока равно
0,696 А, а начальная фаза

195



Таким образом, искомый ток в цепи / -  0,696 Z. 35* -  (0,569 + /0,401) А.
Расчет проводился на ЭВМ, но числовые данные подобраны так, что 

он может быть легко проверен вручную.
При анализе установившихся процессов в нелинейных цепях пере

менного тока возникают трудности, связанные с расчетом всех возмож
ных режимов. Например, при последовательном соединении R, L , С ь 
цепи может возникнуть резонанс напряжений и ВАХ / {U ) всей цепи 
будет иметь зону неоднозначности. Поэтому при одном значении вход
ного напряжения может быть получено всего одно значение тока, а при 
другом —  три. Это обстоятельство значительно затрудняет расчет, т.к. 
требует при использовании итерационной процедуры подбора началь
ных приближении, т.е. такой величины /д, чтобы итерации определяли все 
решения.

Рассмотрим числовой пример, где для цепи рис. 7.4 заданы следую
щие параметры:

-  1 Ом; (Л «  (9 -  5/) Ом; 1 О* или 2J5 L  О* В.

Система уравнений (7.15) примет в этом случае следующий вид:

I f  -{9 -5 1 )Г '\
0 « ( 9 - 5 Л Г  + Г ;

Определим предварительно возможные режимы в исходной цепи. 
Полное сопротивление цепи (/) »  V 1 + (9 -  5/Я Ом, а 
поэтому последнее соотношение в развернутом виде представляет собо^ 
уравнение четвертой степени относительно /.*

25/-90/^+ 82/2-1/2-0.

4< = = r c . g f . a r < . g ^ . 3 S - .

Таблиц а 7.1

'it 
■ i '

iк 1,К Л  А Г , А m

0 0 0,600 0,200 Ш1 0,632 0,580 0Д75 •

V

2 0,691 0^70 0,399

3 0,696 0 ^9 0,401
f <

4 0,696 0,569 0,401

При I/ -1  В корни этого уравнения, найденные при помощи стандар
тной программы на ЭВМ, следующие:

Л  -  -  0,104 А; /2 *  0,118 А; /3,4 = (1,793 ±;0,167) А.

Действующее значение тока —  величина положительная, поэтому в 
цепи существует единственный режим, при котором / “  0,118 А.

Предложенная выше итерационная процедура уже на четвертом шаге 
дает это же значение тока с заданной точностью 0,001 А:

/ -  0,118 ^  -  84*40' -  (0,011 -у0,118) А.

При расчете начальное приближение тока /о -  0.
С  другой стороны, если 1/»2,5В, корни уравнения четвертой степени 

будут следующими:

/1 -  -  0,243 А; /2 *  0,339 А; /3 »  1,545 А; /4 -  1,958 А.

Таким образом, возможны три режима цепи при этом напряжении:
/ = /2, / ” /3, ( р и с .  7.5). Однако, выбрав начальное приближение для
итераций /о -  О, получим лишь одно значение тока: / -  0,339 L  -  82*24' »
= (0,045 -;0,337) А. Согласно теории нелинейных цепей решение l ~ h  при 
£/ = 2,5 В (рис. 15) справедливо, если напряжение изменялось от О до 

этого значения. При уменьшении напряжения от £/>2,5 В до L/»2,5B 
решением будет / = /4.

Для решения уравнения в комплексной форме это значение тока сле
дует подставить в исходные уравнения:

/ -  1,958 L  38*19' *  (1,54 + ; 1,216) А.

Точка / = /3 является точкой неустойчивого равновесия.
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а-
I t  4At

= 4 7
нДг J

j i .  l i

Р и с  7.6

Расчет значительно усложняется, если цепь является многоконтурной. 
Так, HanpHMq), для схемы рис. 7.6 на основании законов Кирхгофа можно 
записать в комплексной форме:

L l  “ 12+^3-

(7.17)

Если теперь подставить комплексные значения напряжений и токов в 
виде действительных и мнимых частей, то система уравнений (7.17) преоб
разуется к виду

(Г  ^ j l f '  = /?ст1 (Л) ( /1  + y /"i) ^ J X l„  ih ) {Г г + ;Г '2); 

i r  + j iT '= R „ i  (Л ) (Г I +;/” i) (/з +;/"з);
Л + у Л - / ' 2 + ;Г 2 +/ 'з+ ;Гз.

(7.18)

Число неизвестных для данной (и любой другой) схемы составляет Зп, 
Т.К. необходимо определить действительные, мнимые и действующие зна
чения токов: f ' l ,  Ii, Г2, Г 'ъ з̂> 3̂* Шесть уравнений можно
получить из системы (7.18), разделив действительные и мнимые части, а 
остальные три уравнения —  из соотношения

Таким образом, окончательное решение заданной схемы цепи, пред
ставленной на рис. 7.6, получим из совместного рассмотрения следующей 
системы уравнений:

c r - ^ „ i ( / i ) / ' i + ^ L „ ( / 2) ^ 2 « 0;

i r ’ - R „ i ( I i ) r ' i - X L j l 2) r 2 - 0;

Л - / ' 2 -/ ' з “ 0;

Л - Г 2 -/ 'з  = 0;

= 0;

(7.19)
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Как видно, (7.19) представляет собой частный случай системы (7.1). Ее 
характерной особенностью является линейность первых шести уравнений 
относительно неизвестных Т\, Г'\, /2. /*3 и / '3. Поэтому для опре
деления искомых токов можно реализовать своеобразный алгоритм расче
та подобно тому, как сделано ранее для цепи с последовательным соеди
нением R, L, С. Рассмотрим этот алгоритм.

Пусть задана цепь, в которой действуют п неизвестных токов (п —  
число конечное). На нулевом шаге задаются начальные приближения 
Л(Ь 2̂0> • • •> Л|0 и решается линейная система, состоящая из 2п уравнений 
(подобная первым шести уравнениям системы (7.19)).

Результатом расчета являются действительные и мнимые части п не
известных токов:/ю, f'lQ, Г20, /”20. •••, п̂О> /"пО-Д*^лее вычисляются но

вые приближенные действующие значения токов: ^ '10»
/21 “ V / '!)+/ '%• • • •* ^п1 “ + f'^Q, они подставляются в 2л-уравне- 

ния, из которых находятся /ц , Г 'ц , /21. f  21. • • *. ^ 1. ^  п1 и Т.Д. Алго
ритм исключает зацикливание или неустойтавость итераций и обеспечива
ет быструю сходимость процедуры к решению путем вычисления (как от
мечалось ранее) среднего арифметического действующих значений токов 
после некоторого числа итераций.

Аналогично составляется и решается система уравнений для схемы с 
двумя узлами (рис. 7.7):

t/ .  £  2 -  ЛстЗ i h ) l 2 (/2) Z2;
I/ .  £  3 -jX i^  (/3) /3 ^jXc^ (/3) /3;

I I  ■^£2 ■*■£3 “

(720)

J

J A

(bi- 
f i »

HAj

J

b  
f i t

Р и с  7.7

" I has

1 з

Так, подставив, HanpoMqp, второе уравнение в первое и третье, разде
лим действительные и мнимые части, добавим недостающие три уравнения 
вида -  7*̂  + /*̂  и окончательно получим
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Q2\)

а д  I 'г  -  X c ^  ОД l " i  *

Е '2 - Е ' з -  R m  ( h )  Г 2  -  X c ^  (/2)  /'2 -  

- Х 1 ^ (/ з )Г 'з * Х с ^ ( 1 з ) Г з - 0;

E "1 -  E", -  R„3 ОД r 'l  *Xc^ (/2) Г2 +

E"2 -Е ”з-Каз а д  >"2 *Xc^  а д  ̂ 2 +

* Х , ,^ (/ з )Г з -Х с ^ ( 1 ^ Г з .О ;

Л +^ '2 + ̂ 3 - 0 ;

^ - r l - r i - 0;

/з-/ ’з - / " з ” 0-

Рассмотрим расчет цепи с двумя узлами при следующих значениях па
раметров схемы:

E l -  (100 +/100) В; Е2 -  (116 +у87) В;

^  -  (57 +;124) В; /?! -  Лг “  -/̂ 3 “  1 Ом;

X c r l ih ) '

X ctz ih )

X c r3 (h )-

I W f

101

- 2

1 + ^  

113

- 3

l + / i
- 3 ^

Ом;

Ом;

Ом.

Составив уравнения для этой цепи, аналогичные (721), и подставляя в 
них числовые данные, получим
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- 1 6 - / ' , +
52

1 +/?
- 2

4 3 - / ' , +
52

1 +/?
- 2

1 3 -/ " i  + f- ^ - 2

- 2 4 - / " i - 52
1 +/?

/ " 1+ / 2 -

/ " 1 + / ' з -  

/ ' l + / "2  + 

/ ' , + Г з  +

101
- 3

J
- 3,5

1 +/?

101

- 2

1 +/I

113

- 3

/ ”2- 0;

/"з-О;

/'2 - 0;

1 + ^
-3,5 / 'з -О ;

/ ' i + / ' 2  + / '3 “ 0;

/ " 1+/"2 + / " з - 0 ;

/2 _ / '2 _/'-2 . 0;

/ Ь / 'з - / " з - 0 .

Для того, чтобы сразу оценить результаты, полученные при расчете на 
ЭВМ, числовые данные подбирались таким образом, что один из режимов 
цепи был заранее известен:

/1-5А;  / 1 - 4 А ;  Л - З А ;
/2 -1 0 А; /2 - 8А; / '2 - 6 А;

/3-15А; /3 . - 12А; / ' з - - 9 А .

начальные приближения токов /ю -  /20 -  /30 = О при точно
сти вычислений 2 = 0,001 А. После десяти итераций были получены ре
зультаты, приведенные в табл. 7.2. При вычислениях каждая последующая 
итерация определялась как среднее арифметическое двух предыдущих.

Таблица 7.2

п 1пЛ / '-,А 1 "п Л

1 0,153 -0,056 -0,144

2 0,312 -0,175 -0^60

3 0,462 0^31 0,400

Такие же результгггы получены при начальных приближениях /„о *  1 А  
и /„о “  1^ А. Отметим, что этот режим цепи заранее известен не был. 
Затем было задано начальное приближение /„о -  100 А  и после 13 итера
ций получены данные, приведенные в табл. 7.3.
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Таблица 7.3

5,003

10,007

14,998

/ '„А

3.999

7.999 

-11,999

/"«.А

3,000

5,999

-8,999

Иллюстрирующие сходимость итерационной процедуры ж известному 
решеш.» при начальных сриближенш« -  24 А  ^  ^ ^ а г  
храфики приведены на рис. 7.8.

Рис. 7.8

в«й Числовые данные подбирались таким образом, чтобы в кпжпой из вег- 
« й  был возможен резонанс наорисений, J  могло

*  выло получено прн начальном
У  лижении /„о -  2Д А  (весьма близком к /„л “  1Д А  и Л.п -  2-5 А  ) 
Результаты этого расчета приведены в табл. 7.4.

п ■̂1» А /’«.А (И А
1 0̂ 84 -0,068 -0^69
2 12,706 10,130 7,668
3 12,489 -10,062 -7,398
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Рассмотренные примеры показывают, что для выбора начальных при
ближений и анализа полученных результатов необходимо понимать физи
ческую сущность процессов, происходящих .в тех или иных цепях. Так как 
среднее время расчета цепи с двумя узлами на ЦВМ ЕС 1033 при некотором 
начальном приближении составило от 7 до 15 с, это позволило изменять 
начальное приближение в широком диапазоне при незначительных затра
тах машинного времени. Рассмотренная методика может использоваться в 
схемах нелинейной электрической цепи любой сложности, с ее помощью 
осуществляется преобразование звезды в эквивалентный треугольник (и 
наоборот).

Будем полагать, что в общем случае°каждая из ветвей звезды и треу
гольника состоит из трех двухполюсников: резистивного, индуктивного и 
емкостного и система уравнений имеет следующий вид: 
для звезды

и  12 »  (ЛсП (Л ) (/i) -jXc^^ { h ) )L  -

-  (Rctz (h ) ( 2̂) -J X c ^  (/2)) b

Ы23 -  (Rea ih ) H2)  - jX c ^  ( l2 » !2  -

-  ( л „ з  (h ) i h ) - j x c ^  m b ' ,

Ыз1 -  (ЛсгЗ ih )  (h) - J X c ^  (h)) h  -

(722)

-  (/i) (Л ) (/i))/i;

для треугольника

i^l2 - (^ c r l2 (/l2)+/^L, 

U23-(Rct23(b)^JXL, 

Ы31 *  (^ct31 (^3i)

(/l2))Z l2*‘

(/2з))/2з;

Zi “ Zi2 - i j i ;  
Ь " ‘ Ь з - Ь 2 \ 
Ь - Ы - Ь з -

(723)

(724)

Покажем, как осуществляется преобразование, например, треугольни
ка в эквивалентную звезду. Исходными данными для преобразования явля
ются зависимости ^ „1 2  (Лг). Х с^^ {1 \г\ Лст2зй 2з). Х ь ^ Ц гз ),
Х с ^ { 12з). RcT3l ih i ) ,  X i^ ^ ih i),  Хс„з^(1 з\) и напряжения Ux2» Щз, U3 1 , 
которые необходимо менять с некоторым шагом в определенном диапазо
не, чтобы получить искомые характеристики Лст1 (Л). (Л). Хс^у (Л),

Rctzih ), X L „ ,{h ). X c ^ ih ) ,  КсгзИз). Х ь^И з), Хс„,Из)^
Найдем прежде всего токи /j2, 123, /31- Для этого представим комп

лексные напряжения и токи в уравнениях (723) в виде действительной и 
мнимой частей. Тогда
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U 'u -  Rcrn  (/12) Г 1 2 + (/12) r ' i 2 -

"■^crU^^12) ^ ' l2 “ 0;

и ’тз -  ̂ СЙЗ (̂ 2з) ̂ 23 + ( 2̂3) ̂ '23 “
- ^ ^ ( / 23) ̂ '23-0;

^̂ 31 -  Лст31 (/31) /*31 + ih l )  Г'ъх -
-^„З1<^31)/"з1“ 0;

^ \ г  -  -̂ ст12 12) ̂ '\2 -  ^̂ 12) ̂ 12 +

■^'^сги^^12) Л 2 " 0; ( 7 ^

i '̂23 -  Rcf23 (/23) /” 23 -  (/23) ̂ 23 +
^ ^ „ ^ (/ 23)/'23-0;

<̂ '31 -Лст31 (/31)^31 (/31)̂ 31 +
+ ̂ „3,(^31)/'31” 0;

^12--^12“ -̂ '12 “ 0;

/23 -  --^'23 “  0;

Решая систему (7.25) с использованием методики, описанной выше, 
найдем токи /12, А г , /"12. 2̂3. 2̂3, ^ '23. ^зь зь ^'зь Подставив дейст
вительные и мнимые значения этих токов в уравнения (7J24), определим 
токи /1, /2. /з (в алгебраической форме).

Разделив в (7.22) действительные и мнимые части напряжений 
1̂21 Цтя, U31 и токов I j,  I2 , I2 , получим систему из шести уравнений, по

зволяющую определить искомые зависимости:

/?cri(/i), X c r i i I i ) -X L „ , i I i ) -X c „ , (h ) ;
Rcti ih ). А сй (/2) (/2) (/2);

/?сгЗ(/з), Х с г з И з ) -Х ь ^ Ц з ) -Х с „ ,т

Как видно, искомые характеристики получены не в полном объеме, т.к. 
зависимости А̂ :т1 (Л). Xct2 ih ), ХсгЗ ih )  являются эквивалентными и из 
них невозможно выделить Xl^^ (/1), Хс^^ (/i) и др. Но это не существен
но, лоскольку реактивные двухполюсники, включенные последовательно 
(или параллельно), оказывают на цепь суммарное влияние.

Таким образом, для преобразования треугольника в эквивалентную звез
ду (и наоборот) необходимо совместное решение восемнадцати уравнений. 
Ранее было показано, что для расчета схемы с двумя узлами, состоящей из 
трех ветвей, нужно совместно решить девять уравнений, т.е. без применения 
вычислительной техники анализ таких задач практически невозможен.

Для нелинейного четырехполюсника в квазилинейном режиме можно 
записать следующие уравнения в форме Л-параметров:
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U l - A n iU i )U 2 - 6 x2 m ! 2 -^\ 
h - A 2 l i h )U 2 - ^ 2 2 i h ) b - ^ -

(726)

Разделим действительные и мнимые части комплексных коэффициен
тов четырехполюсника;

A n m - A 'n m ^ j A " n i U i ) ;

4.12 Ш 1) ” ̂ ' 1 2  +y-^”i2
Л21 (Л ) ^ л '21 (Л ) +М"21 (А);
^22 (Л ) “ -<̂ 22 (Л ) + / ^ ” 22 (Л)-

Подставив (727) в систему уравнений (7.26), получим

Ml -  (-А'п (U i) + jA ” ii (l/i)) U2  -  

- ( ^ ' i 2 W + M " i 2 (^^i))Z2 = 0; 
h - ( A ' 2 i i h ) ^ J ^ " 2 i ( h ) ) l h -

-  iA '22 (/1) + M ”22 0) Z2 “

(7.27)

(728)

Из этих уравнений можно получить выражения для действительных и 
мнимых частей:

I T i - A ’n {Ui) ir 2 ^A"n{Ui) l f '2 -
-  A ' y2 (Щ)^2' * '  ̂ ' ' l2 (^ 1) ̂ ” 2 = 0"»
Г 1 -  A '21 ih) U'2 '̂  ̂  "21 1 ) ^ '2  ~
-  A '2 2 ih )  ̂ 2 '*' ̂ ' 2 2 (h )  ̂ 2 ~
U " l - A " u ( U i )  i r 2 - A " u i U i )  U " 2 -

- ^ " i 2 (t/i)/'2 - ^ ' l 2 W ^''2 = 0;
Л - ^ ' ' 21(Л)^^2 - ^ 21(А)^^'2 -
- A ' 22(/i)/'2 - ^ '22(A )/ "2 - 0;

Если теперь к (729) добашга, уравнения, связывающие дейсгеующие значе
ния еторичных токов и напряжений с их дейстеительными и мнимыми частями

(729)

U l - i r l - l f '1 - 0;

/2 _/-2 _ г 2 .о ,
(7.30)

то совместным решением уравнений (7.29) и (7.30) можно будет опре
делить неизвестные V 2, £̂ 2̂» ^ 2* ^2» •^2» •̂2*

§ 7.3. Установившиеся режимы существенно 
нелинейных цепей

При расчете нелинейных цепей по мгновенным значениям, т.е. с уче
том формы сигналов, исследования во многих случаях упрощает использо-
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вание схемы алгоритмов, состаапяемой непосредственно по чяпигянимм на 
основании законов Кирхгофа уравнениям без приведения их к одному урав
нению соответствующего порядка и без записи в форме уравнений состоя
ния.

Так, для последовательной цепи рис. 7.4 запишем

f i d t и. (7.31)

Если задан закон изменения тока i в цепи и имеется полная информа
ция о всех нелинейных двухполюсниках, то закон изменения напряжения 
на отдельных элементах и общее напряжение могут быть найдены в ре
зультате выполнения операций, представленных на схеме рис. 7.9 и логи
чески вытекающих из уравнения (7.31).

Рис. 7.9

Схему рис. 7.9 можно рассматривать как графическое представле
ние одного из вариантов математического алгоритма решения (7.31) и 
как математический алгоритм процессов обработки сигналов, проявляю
щихся при заданных условиях в исходной схеме рис. 7.4. В последнем 
случае схему рис. 7.9 можно интерпретировать как в^иант того же ал
горитма процессов, но реализуемого с разделением нелинейных и ин- 
тегродифференциальных операций, в то время как в исходной схеме оба 
эти вида операций осуществляются в нелинейных элементах схемы од
новременно.

Схема рис. 7.9 может быть реализована с помощью аналоговой вычис
лительной техники. В то же время эта схема содержит четкий алгоритм 
решения, легко переводимый на требуемый алгоритмический язык и допу
скающий использование ЦВМ. В простейшем случае этот алгоритм может 
быть применен для графического или графоаналитического решения.

На рис. 7.10,а дана схема параллельного соединения (дуальная 
рассмотренной). Уравнение для этой схемы может быть представлено в 
виде

(7.32)
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Рис. 7.10

При заданном законе изменения подводимого напряжения ток в цепи 
можно найти, в частности, с помощью математического алгоритма, пред
ставленного на рис. 7.10,6.

Нетрудно заметить, что рассматриваемый прием не претендует на уни
версальность, Т.К. возможны случаи, когда на одном из отдельно взятых 
элементов схемы оказываются незаданными ни закон изменения напряже
ния, ни закон изменения тока. Однако обычно при исследовании и разра
ботке конкретных технических устройств необходимые данные (чаще всего 
расположенный на выходе элемент) имеются или могут быть заданы, и рас
сматриваемый прием становится эффективным и для разветвленных схем с 
п{фаллельно-последовательными участками.

Отметим, что часто сложность конфигурации подлежащих анализу 
электронно-полупроводниковых схем (и особенно количество входящих в 
них и подлежащих совместному рассмотрению нелинейных элементов) 
сильно преувеличивается. Практически в пределах даке одного конструк
тивного или функционального блока при предварительном учете его фак
тического режима работы, как правило, можно, во-первых, выделить не
сколько развязанных между собой участков электрической цепи, во-вто- 
рых, линеаризовать значительную часть нелинейностей и объединить не
сколько нелинейностей в одну эквивалентную нелинейность, обычно бо
лее простого вида.

Выше рассматривался один из наиболее легко алгоритмизируемых ме
тодов гармонического баланса, который позволяет учесть и некоторые гар
монические составляющие. Однако, как видно из уравнений (3.49), даже в 
простейшем случае найти искомые неизвестные довольно сложно. Поэто
му предложим метод, позволяющий, с одной стороны, представить реше
ние в виде суммы нескольких гармоник, а с другой —  более просто опреде
лить их амплитуды и начальные фазы.

Суть метода состоит в последовательной подстановке приближений 
решения в исходное дифференциальное уравнение и уточнении последу
ющих приближений с использованием так называемой двойной итерацион
ной схемы. При этом на каждом шаге выделяется линейная часть, что по
зволяет эффективно построить вычислительный алгоритм, сходимость ко
торого подтверждается численными экспериментами.

Рассмотрим метод применительно к катушке индуктивности, уравне
ние которой при напряжении и ■ sin orf имеет следующий вид:

d̂ V
UL + UR~ —  -i-Ri'~UmSinwt. (7.33)
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Аппроксимируем вебер-амперную характеристику вьфажением 
Ф = ш + bfi, где Ь —  отрицательный коэффициент. Тогда (7.33) примет 
вид

(7.34)

Найдем первое приближение для тока, имеющего только первую гар
монику I'l -  / i„ sin (cot + фп), и подставим это вьфажение в (7.34):

О) (а + ЗЬф cos (orf + Фп) + 
+ /?/l„ sin (orf + Фп) -  Ufn sin (7.35)

Теперь, разложив cos и sin суммы двух углов по правилам тригономет
рии, получим

(О (а + ЗЬф (cos (О/ + cos Фп -  sin tof sin фц) + 

+ RI\m (sin (|)̂  cos Фп + cos Ш sin Фп) = sin orf. (7.36)

Поскольку ток и напряжение синусоидальны, ток можно представить 

в комплексной форме: Zim = A l m Извест
но, что в этом случае нелинейность проявляется в зависимостях действую
щих (амплитудных) значений, поэтому в (7.36) мгновенное значение тока 
il можно заменить амплитудным I i^ . Кроме того, cos фп ■'/пт* ** 

sin Фп = 1"пт- С учетом этого уравнение (7.36) преобразуется следую
щим образом: '

(О (а + ЗЫ1^ ) / п т  cos (Of -  со (а + 3blj^) х 

X / "пт sin (о/ + ЯГцт sin orf + Л/"пт COS (of = £/̂  sin orf. (7.37)

Приравняем коэффициенты при одноименных гармониках слева и 
справа в (7.37) и с учетом связи между токами / п т  и Г'цт  получим

ю(а*ЗЫ^)Г  1 1 т  ” 0 ; (7.38)

Уравнения (7.38) линейны относительно неизвестных Гцт  и Г'цт,
jtt

поэтому решаем их с учетом рекомендаций § 7.3. Угол фп ”  arctg ---- .
 ̂11т

Представим теперь ожидаемое решение в виде суммы двух г£фмоник 
(второе приближение):

»2 “  hbn sin (o f + Ф12) + /32т  sin (3cof + Ф32).
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Уравнение для второго приближения имеет вид

dh.(а + 36/1^) —  +/«2  -  sin (Of +

' (7-39)

где

l2m * ^  ^2т ^̂ 32т “  ^  \̂тт ?2т -^Х2т ^  32т •

di2 <U\
Подставив вместо 12, h и —  соответствующие тригонометриче

ские выражения, получим

(а + 3fe /^ ) (w/i2m cos ((Of + Ф12) + 3(о/з2„ X 

X cos (3<0f + (P32)) + R  (/i2m sin ((Of + Ф12) + /32m ^

X sin (3(0f + Ф32)) -  sin (Of + 3^>/i„(0 x 

X cos ((Of + Фп) -  3fc/^(o sin  ̂(cof + Фп) coe ((Of + фп). (7.40)

Преобразуем входящие в (7.40) тригонометрические функции, разде
лим токи ^ 2т  и !у2т на действительные и мнимые части. Затем, прирав
няв коэффициенты при одноименных гармониках, получим следующую 
систему уравнений:

К1 '\Ъп -  О) (а + 2Ы\п) I ” l2m 2Д5Ь4,(о sin Фп;

(О (а + ЗЫ1п) /i2m + *  2Д5*7?;„(о cos Фп;

Rf32m -  Зсо (а + 3fc/i.) Г'у2т “  -  0,15Ы1п(о sin Зфп; (7.41)

3(0 (а + ЗЬ/ i , )  Г з2т  + ^ 'З 2 т  “  0,75blj„ay COS Зфп*,

2̂m “  ~ ̂ 12т ~ ̂ ЗЗт ~ ̂  32т *

Уравнения (7.41) линейны относительно Г i2m, ^ 'l2m. I'7i2m ^ ^'з2т  и 
решаются, как показано в § 7.3. Углы Ф12 ”  arctg/"i^/ri2m ■
Ф32 -  arctg Гз2т/^32т*

Так же рассчитывают третье приближение тока

*3 “  1\2т sin (o)f + Ф1з) + /ззт sin (3 (0f + Ф33) +
+ Is2m sin (5o)f + Ф53),

используя уравнение, аналогичное (7.39):

di-i
(а + 3b/i„) sin ^  +
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И Т.Д.

Рассмотрим теперь решение уравнения Дуффинга: 

У ' + ц у ' -  sin соГ.

(7.42)

(7.43)

В таком виде можно пре;^Ьтавить целый рад электротехнических урав
нений цепей, например:

Здесь в последовательной и параллельной цепях напряжение на нели
нейном емкостном двухполюснике и ток в нелинейном индуктивном двух
полюснике пропорциональны ^  и соответственно.

Подставим первое приближение ожидаемого решения в виде

У1 -  У1;„ sin (о)/+ фп) 

в (7.43) и после ряда тригонометрических преобразований получим

+ + (7.44)

в первых двух уравнениях коэффициентом 0,75 перед пренебр&*
гаем, т.к. в дальнейших приближениях он значительно усложняет уравне
ния.

Для второго приближения

У2 “  Yi2m sin {(Ot + Ф12) + Уз2т  sin (3oof + фзг)

уравнения будут иметь следующий вид:

(-  <0  ̂+ i t , )  У|2„  -  .  1 + cos <р„;

+ (-  0)2 + yL) y 'l 2m '  sm Фи:

(-9 о )Ч г| „ )Г з2 „-3 (.о ,Г з2 „-0 ^ 5 У ^ „с о 8  3ф„; (7.45)

Зм<оГз2„  + ( -  9о)2 + l i , )  Г 'з2п, -  sin Зч-ц;

r in  -  У  12т -  1"?2т  -  I 'L n  -  "  О-
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Задаваясь третьим приближением

Уз “  Yi3m sin (orf + Ф1з) + Уззт sin (ЗсоГ + Фзз) + Ys3m sin {5wt + Фя), 

получим следующую систему уравнений:

( -  ^13>и -  1 ^  Yi2n  COS Ф12 -

-  0,75)^2т cos Ф12 + 0,75У̂ 2тУз2п1 COS (фзд -  2ф12) -

-  1»5У12^У^2т COS Ф12;
+ ( -  0)2 + 4 ^) -  Y l„Y i 2̂  sin Ф12 -

-  0,75У^2т Ф12 + 0.75УI2m̂ 32m (Ф32 “  2ф12) “

-  12т^Ж2т  sin Ф12;

( -  9o)2 + у4 „ ) Гзз^ -  Зц(оГ’зз„ -  yinY32m COS Ф32 +

+ 0,25У^2т COS Зф12 -  1,5У?2т1з2т COS Ф32 -  0 , 7 ^ ^  COS Ф32; (7.46)

ЗцшГзз^ + ( -  90)2 + -  yL,l32m sin Ф32 +

+ 0Д5У 2̂т  sin Зф12 -  1 ДУ12т 1з2т  sin Ф32 -  0,75У§2т  Ф32;

( -  250)2 ^ _ 5̂ ,̂ oY•sЗm = 0.75У^2т>32т COS (Ф32 + 2ф1г) -

-  0.75УI2m̂ 32m COS (Ф12 “

5fAwl̂ 53m + ( -  25o)2 + y i , )  r ' 53̂  = 0J5Yi2mY32m sin (фз2 + 2ф12) -

-  0,75Уi2m̂ 32m sin (Ф12 “  2фзг); 

Y in -Y ]y n -y 'l i3 m -Y 'l3 m -Y 'h m -Y i3 m -y 'i3 m -0 -

Углы сдвига фаз гермоник тока ф о, фзз и Ф53 находятся известным способом: 

Ф13 = arctg ^  qp33- a r c t g ^ ^ ,  Ф5з-arctg ^
Г ззи ’ Ys3m'

Для решения уравнений (7.46) при ц -  0,1 была составлена програм
ма, результаты расчета по которой приведены в табл. 7.5. Интересно про
следить, как изменялась амплитуда, например, первой гармоники, в ре
зультате первого, второго и третьего приближений (табл. 7.6).

Таблица 7.5

со 0 0,05 0^5 0,4 0,45 0,5 1,0 2,0 3,0 ЗД

1,0 1.13 0,92 1,2 0,55 0,94 1,44 1,6 2,35 3,41 0,1029

Фи — 0* -3* -13* -19* - Г -9* -1 Г - 2Г - 6Г -179*

Узэп 0 0,14 0,09 0,39 1^7 0,58 0,12 0,1 — — —

Фзз — - Г 4* -ПО* -176* -Ш* 162* 16Г — — —

У5ЭП 0 0,12 0,94 0,1 0,16 0,09 0,006 — — — —

Ф53 — -3* -45* -116* -ПО* - 102* -31* — — — —
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Таблица 7.6

to 0,05 0Д5 0,45 1,0 2,0 3,0 3^

Ухы 1,0 1,02 1,06 1,32 2,1 3,02 0,1045

1,07 1,06 0,72 1,43 233 3,34 0,1036

1,13 0,92 0,55 1,44 2,35 3,41 0,1029

В заключение отметим, что не для всякого вида аппроксимации и ог
раничения числа гармоник может бьггь получено решение, и в этом случае 
необходимо уменьшить число гармоник в решении либо задаться другим 
аппроксимирующим вьфажением.

§ 7.4. Переходные процессы

В нелинейных цепях переходные процессы находят, как правило, чис
ленным интегрированием, для которого наиболее подходит метод конеч
ных приращений (см. § 5.7) и тот же метод в комбинации с методом про
странства состояний (см. § 5.8).

Алгоритмизация электротехнического уравнения (5.1), описывающего 
процесс, происходящий в схеме, изображенной на рис. 5.1,а, осуществля
лась методом конечных приращений и привела к уравнению (5 .^ ). Это 
уравнение, а также табл. 5.1 рекомендовались для расчета, который может 
быть проведен и без применения вычислительной техники. Однако интер
вал времени М  (шаг интегрирования) при таком расчете нельзя выбирать 
малым, т.к. это значительно увеличило бы трудоемкость расчета. Основой 
для программирования остаются уравнение (5.30) и табл. 5.1.

Рассмотрим теперь алгоритм численного интегрирования уравнений 
состояния на базе метода Эйлера. Запишем решение, приняв за момент 
коммутации начальный момент очередного шага интегрирования t »  кТ.

Л- (О “  И  (it7) + И  Jc
кТ

- А х B W {x)(h , (7.47)

Т  —  шаг интегрирования.
Вычислим значения переменных в f = (Jt + 1) Г , . приняв вектор ЭДС 

постоянным ка интервале Jt7'sf !s(Jt+l )r  и равным W  (кТ):

Х Ц к + 1 )Т [^ е^ '^ Х {к Т )+ А -^  ( ^ ’̂ -E ^B W ikT ) 

ш НХ (кТ) + GW (кТ). (7.48)

Матрицы Н и G при постоянном шаге интегрирования достаточно вы
числить один раз. В методе Эйлера раскладывают в степенной ряд и 
учитывают только первые два члена, т.е.
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(7.49)

Тогда

Н ~ Е  + АГ, 

G ~ВТ.

(7.50)

(7.51)

Несколько сложнее расчет на базе метода трапеций, согласно которо
му решение уравнений состояния ищем в виде

Х [{к -^ 1 )П ш Х [к Т \ + и Х [{к -^ 1 )Т \ + Х  (кТ) {1S1)

где ЛГ [(А: + 1) Л  и ЛГ {кТ) —  производные в моменты времени f (it + 1) Г  и 
t = kT.

Подставив значения этих производных из уравнения состояния в урав
нение (7.35), получим

Т
Е - - А

ТЕ . - А Х{кТ) +

Т
ВТ

W (kT) + W [(k + l)T \  
2

(7ЛЗ)

По сравнению с методом Эйлера метод трапеций дает более высокую 
точность решения (при одинаковом шаге интегрирования), но программа 
вычислений усложняется из-за дополнительной операции обращения мат^

/ Т  \
и необходимости вычисления W [(А: + 1) Т]. Еще болеерицы

высокую точность, как указывалось в § 5.7, обеспечивает метод Рунге —  
Кутты.

Алгоритмизация исходного уравнения (5.34) для нелинейной цепи (см. 
рис. 5.8) была проведена уравнением (5.36), которым и необходимо пользо
ваться при расчете этой цепи на ЦВМ.

Схема нелинейной цепи (см. рис. 5.1), имеющей исходное уравнение 
(5.37), алгоритмизирована уравнением (5.39).

§ 7 Синтез цепей

Синтез нелинеаризуемых электрических цепей, как следует из гл. 6, 
относится к группе задач, требующих выполнения нестандартной последо
вательности операций, характерных для данного конкретного случая син
теза.

Не рассматривая всей проблемы машинного синтеза нелинейных це
пей в целом (поскольку доведение программ технической реализации син
тезируемых цепей относится уже к области автоматизированного прюекти-
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рования устройств), остановимся на самой характерной части таких про
грамм —  определении Х1фактеристик нелинейного элемента, обеспечиваю
щего в выбранной схеме заданную конкретную реакцию (Г) при за
данном ВХОДНОМ воздействии (О- Как указывалось, вследствие зависи
мости реакции (О от амплитуды сигнала здесь приходется задавать 
несколько взаимосвязанных п ^  ожидаемых воздействий и требуемых вы
ходных реакций, соответствующих предполагаемому диапазону рабочих 
сигналов си1ггезируемого нелинейного четырехполюсника. Этим обстоя
тельством обусловлена необходимость многократных расчетов по одному 
и тому же алгоритму, что делает рассмотренные методы синтеза приемле
мыми только при условии использования вычислительной техники.

Остановимся подробнее на последовательности oпq)aций (логиче
ском алгоритме) при синтезе схем рис. 6.1,6, 6.6 и 6.8,0. По ходу пояснения 
графоаналитических методов решения этих задач подчеркивалось сходст
во требуемых операций для выполнения разных вариантов. Так, для одного 
нелинейного резистивного двухполюсника исходное соотношение (6.10) 
было приведено к уравнению (6.12). Для линейной индуктивности в гори
зонтальной ветви имеют место соответственно исходное соотношение
(6.18) и уравнение (6.21), а для нелинейного емкостного двухполюсника в 
вертикальной ветви —  соотношения (622) и (625).

Для всех трех случаев необходимы следующие однотипные операции.
1. На основании второго закона Кирхгофа составляют уравнения с пра

вой частью вида ИюСО - «вых(0 (см. уравнение (6.10)). При этом, если в 
цепи имеется реактивный элемент, то в правой части выполняют интегри
рование по времени (см. уравнения (6.19) и (6J23)).

2. Совершают переход от переменной t к переменной и^ах, т.е. уравне
ние приводят к параметрическому виду (см. уравнения (6.12), (6.21) и 
(6.25)).

3. Получают разность в правых частях уравнений (6.12), (6JZ1) и (6.25).
4. Восстанавливают масштаб искомых характеристик путем деления на 

постоянный множитель левой части уравнений ( 6.12), (6.21) и (6.25).
Приведенная последовательность операций легко может быть пред

ставлена на соответствующем алгоритмическом языке.
Из материала предыдущих параграфов следует, что те же операции 

составляют основу вычислений и других вариантов /'-образных четырехпо
люсников, если при этом сохраняется порядок уравнения. Здесь лишь по
являются некоторые дополнительные несложные операции, легко включа
емые в рассмотренный логический алгоритм и расширяющие его возмож
ности путем введения условных переходов ("если ..."), подобных замечани
ям к первой операции.

Такие алгоритмы для исследования электрических цепей могут дать 
еще более важные для практики результаты при условии разработки сис
тем автоматизированной оптимизации параметров схемы, облегчающих на
хождение варианта с нелинейной характеристикой, приближающейся к 
требуемой или располагаемой. В этом сдуч&е возможны принципиально 
новые схемотехнические решения даже известных технических задач.
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Глава 8

НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ

§ 8.1. Общая характеристика нестационарных цепей

Н е с т а ц и о н а р н ы м и  ц е п я м и  (а также цепями с переменными 
п£фаметрами или шфаметрическими цепями) называются электрические 
цепи, П1фаметры которых/г, L  и С (или хотя бы один из них), будучи неза
висимыми от действующих в цепи напряжений и токов, изменяются с тече
нием времени за счет внешних по отношению к рассматриваемой цепи воз- 
а/'мгтвий. Это могут быть механически^ тепловые, световые и т.п. воздей
ствия, а также воздействия в виде электрических сигналов какой^ другой 
электрической цепи.

На рис. 8.1,а показан один из простейших примеров нестационарной 
цепи —  выходная, питаемая от напряжения и (t) часть направленного 
четырехполюсника, поскольку выходное сопротивление четырехполюс
ника будет меняться во времени под воздействием напряжения на входе 
«вн (0 .

i f t j

I  u f t ) G( t/ I uft) 
-0

Рис. 8.1

Так как у направленных четырехполюсников сигнал передается 
только с входных зажимов на выходные, а сигналы на выходе не влияют 
на вход, при исследовании выходной цепи входная пара зажимов может 
рассматриваться как управляемый со стороны входа двухполюсник.

Условное изображение схемы, где учтено сказанное, представлено на 
рис. 8.1,а; для случая активного сопротивления управляемого двухполюс
ника —  на рис. 8.1,6. Процесс управления проводимостью G (t) внешним 
напряжением Ивн(0  называется м о д у л  я ц и е й, а ток в цепи i ( t )  —  
соответственно м о д у л и р о в а н н ы м .  Воздействие напряжения ищ (t) 
на проводимость резистора G (t) условно показано стрелкой. Анало
гичный вид будет иметь и схема цепи с телефонной угольной мембра
ной, если под внешним воздействием подразумевать давление звука на 
мембрану.
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Заметим, что нестационарная цепь остается линейной, но описывается
дифференциальным уравнением с перемен-

Л " Л " - 1

dx
(8.1)

где коэффициенты а© (О, ai (О и т.д. являются функциями пгфаметров це
пи, которые предполагаются нестационарными.

Для частного случая последовательной цепи, содержащей нестацио
нарные К ,L a  С, имеем

dt

или

Дифференцируя это выражение по времени, получим

dp- dt л  +dp- '  ' dt dt

и,окончательно,

‘ « S -
di
dt'^

S L ( t )  dR (I) 1
dP dt С (t)

du
d t’ (82)

В случае достаточно малых скоростей (и ускорений) изменения соот
ветствующих параметров за время переходного процесса (а для процессов 
в цепях переменного тока —  за время одного периода) полученное выра
жение, очевидно, упростится:

(8.3)
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Несмотря на то, что принцип наложения применим для уравнений с пере
менными коэффициентами, регулярных методов их решения не существует.

Рассмотрим один специальный прием, использующий метод припасо- 
вывания (см. § 3.7). Как известно, переходный процесс на каждом шггерв»- 
ле может быть описан линейным (а в принципе —  и нелинейным, но интег
рируемым) уравнением. Постоянные интегрирования этих уравнений опре
деляются по граничным условиям (см. § 8.2).

Другими словами, если параметры R {t\ L { t )  и С (/) на выбранном 
интервале изменяются незначительно, они могут быть заменены уд>ед- 
ненными для дтого интервала значениями Rep, Lq, и Cq>. Тогда (8.3) уп
ростится до уравнения с постоянными коэффициентами

с.ср

. du 
' “ Л ’

(8.4)

справедливого для интервала Af.
Такой подход (фактически —  применение iQrc04H0-линейной annpoKCii- 

ияции в сочетании с методом припасовывания), когда шфамечры для некото
рого интервала времени полагаются постоянными, получил название м е 
т о д а  ф и к с и р о в а н н ы х  ("замороженных") к о э ф ф и ц и е н т о в .

В более общих случаях линейные уравнения с переменными коэффи
циентами исследуются численными методами (методом конечных прира
щений) или последовательных инт^)валов (см. гл. 5) с применением ЦВМ. 
Отдельные частные случаи (oiL ниже) могут быгь исследованы более просто.

§ 8.2. Переходные процессы в цепях 
постоянного тока с периодически 

и скачкообразно меняющимися параметрами

Рассмотрим частный случай цепи (рис. 82/х), в которой двухполюсник 
RC  подключается к источнику постоянного тока Е  через периодически 
коммутируемый ключ.

С )

Я
-CD-

я,
-С=>

5

1
J

Е

6
t

1
П/»г = С

Рис.8̂
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Обозначим длительность замкнутого состояния ключа ty, а длитель> 
ность разомкнутого состояния tp. Предполагается, что эти два состояния 
периодически следуют друг за другом. Тогда период повторения (рис. 8.3)

r - f p  + f,.

В разомкнутом состоянии ключа его сопротивление равно бесконечно
сти. Если же ключ шунтирован сопротивлением Лщ, двухполюсник будет 
связан с источником через это сопротивление. В замкнутом состоянии 
ключа его сопротивление равно нулю (рис. 8.3).

Рнс8Л

Такой периодически коммутируемый ключ можно рассматривать как 
нестационарное активное сопротивление, периодически изменяющееся от 
нуля (при отсугствии /?ш) до бесконечности.

Заметим, что в случае /?ш -  конфихурация цепи для замкнутого и 
разомкнутого состояний цепи будет различной, как показано на рис. 82,6 и 
в. В последнем случае источник питания отключен, и конденсатор С разря
жается на сопротивление /?2-

В такой схеме процессы исследуются методом припасовывания и от
дельно рассчитываются для схем рис. 82,6 и в. Постоянные интехрирова- 
ния определяются по граничным условиям исходя из требования непрерыв
ности решения.

Найдем закон изменения напряжения на конденсаторе в этих усло
виях.

Для замкнутого состояния ключа

«с (О -  “с .  (') t “с ,  (О -  +е (8 J )

где

Для разомкнутого состояния ключа

(8.6)

(8.7)
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где

Р 2 ~ - R tP '
(8.8)

Так как процесс периодический, могут быть составлены рекуррентные 
формулы и использован апп£фат уравнений в конечных разностях.

1̂ 1
■ О

С ) ЕЗ'
Рис. 8.4

Считаем необходимым предостеречь от применения изложенного под
хода к очень похожим внешне, но принципиально другим так называемым 
и м п у л ь с н ы м  цепям (или, точнее, к цепям с импульсным питанием). 
Эти схемы (рис. 8.4,а) отличаются от рассмотренных тем, что питаются от 
источников Э ДС, генерирующих импульсы, при этом конфигурация схемы 
как при подаче импульса, так и в паузе остается неизменной, поскольку 
внутреннее сопротивление источника равно нулю. К этим простым линей
ным цепям, находящимся под действием импульсов, применимы все мето
ды расчета переходных процессов в линейных цепях.

§ 83. Установившийся режим в нестационарной цепи 
переменного тока 

при гармоническом изменении параметров

Рассмотрим частный случай, когда проводимость управляемого двух
полюсника, модулируемая внешним сигналом и^я (0 . изменяется по зако

ну

G (О -  С (1 + sin Ши/), (8.9)

как показано на рис. 8 До, при этом напряжение питания цепи (рис. 8^,6 )

и it) = Urn sin orf, (8.10)

причем
(Obh<W.

Тогда установившийся ток в цепи (8Дв)

или i (О -  UmG (1 + sin (Овн̂ ) sin orf.

(8.11)

(8. 12)
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т.е.
UmG UmG

i (0 -  UmO sin orf + ~ Y ~  cos (o) -  (Dm) t -  —^  cos (o) + (Ою) t- (8.13)

В этом случае ток в цепи будет представлять собой сумму сигнала час
тотой (О и двух других г{фмонических составляющих с так назьшаемыми бо
ковыми частотами (о  -  (Oj„) и (со + сощ). Однако составляющая имеет час
тоту меньшую, чем источник питания, а другая —  большую, что иллюстри
руется графиками амплитудных спектров рис. 8.6. Рассматриваемый про
цесс носит название амплитудной модуляции, причем ш называется н е с у 
щей ч а с т о т о й ,а  (Овн —  ч а с т о т о й  м о д у л я ц и и .

Здесь обн£фуживается качественно новое явление, при(ущее нестацио- 
нгфным цепям: в выходном сигнале (в данном случае ток i) появляются новые 
частотные составляющие, которые в источнике шггания отсутсгеовали.

Заметим, что огибающая тока на рис. 8Дв будет в принципе отличать
ся от синусоиды. Однако при достаточно большой разнице в частотах (о и 
(Ощ этим обстоятельством часто пренебрегают. Напомним (см. гл. 3): мето
ды расчета, основанные на допущении, что в действительности несинусои
дальные токи и напряжения являются синусоидальными, называются 
к в а з и л и н е й н ы м и .

Кривая на рис. 8.5,в, показывающая изменение амплитуды тока в соот
ветствии с законом модуляции, называется о г и б а ю щ е й .
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Рнс.8.6

Если модуляция осуществляется сложным сигналом, представляю
щим собой периодическую несинусоидальную функцию (т.е. сумму пфмо- 
нических составляющих, включая постоянную составляющую), то модули
рованный сигнал вместо (8.13) может быть описан выражением

i (t) ш U^G  (mo + mi sin + /П2 sin +

+ m3 sin созвн̂  + . . . )  sin orf. (8.14)

где mo, mi, m2 и т.д. —  глубина модуляции соответствующей частотной 
составляющей (в (8.9) коэффициент модуляции был равен 1).

П^и модуляции таким сложным сигаалом амплитудный спектр модули
рованного колебания будет состоять из колебания несущей частоты ш (если в 
сигаале имеется постоянная составляющая) и двух боковых полос (рис. 8.7).

Рис. 8.7

Здесь и —  соответственно минимальная и максималь

ная модулирующие частоты, а общая ширина спектра, определяемая наи
более высокой частотой модулирующих колебаний, равна Заме

тим, что равенство амплитуд отдельных составляющих полос спектра ус
ловное: в действительности амплитуды боковых частот зависят от глубины 
модуляции и могут быть различными.

Очевидно, что на выходе параметрической цепи могут появляться как 
высшие гармонические составляющие (имеющие более высокую частоту.
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чем источник питания), так и низшие, называемые обычно с у б г а р м о н и 
ками  (частота их ниже частоты источника). Характерно, что в отличие 
от рассмотренного ранее классического случая нелинейных цепей под 
воздействием периодического несинусоидального напряжения здесь 
при соотношении (8.11)  высшие гармонические составляющие и субгар
моники могут и не быть кратными частоте источника питания, причем не 
только в том случае, когда модулирующая частота не кратна несущей час

тоте. Действительно, если (Ogx-^w, ^to и т.д., то согласно (8.13)

1 2 3
второе его слагаемое дает a > ,»r-^ 3 4“  ® ‘*Рвтье слагаемое

3 4 5
даето)вых” 2 “ » 4 "

Tenq)b рассмотрим вариант, когда частота модулирующего сигнала, 
больше частоты источника питания ш. Другими словами, в отличие от

(8.11), в данном случае имеем

(0вх>(0. (8.15)

Здесь со^фаняется справедливость приведенных выше выражений и 
общий характер выходного сигнала, хотя несущий и модулирующий сигна
лы как бы поменялись местами. Особенность этого случая состоит в том, 
что если модулирующая частота при соблюдении условия (8.15) кратна не
сущей, т.е.

(Оих -  ПО), (8.16)

где п —  целое число, то субг{фмоники в выходном сигнале не возникают. 
Действительно, второе слагаемое (8.13) можно представить в виде

cos (CDJK -  со) t. (8.17)

при этом частота модулирующего сигнала может принимать значения 
cDjat “  0D, 2(0, Зо), 4о) и т.д., а эквивалентные составляющие выходного сиг
нала (Овых-Of W, 2(0, 3(0 и т.д. Третье слагаемое при этом дает 
о)вых“ 2(о, 3(0, 4(0, 5(0 и т.д.

Отмеченное возникновение новых гармонических составляющих, ко
торых не было в сигнале источника питания, является одной из важне^их 
качественных особенностей п£фаметрических цепей.

§ 8.4. Некоторые особенности нестационарных цепей

В качестве примера реализации свойств нестационефных цепей рас
смотрим два явления, возникающих в периодически коммутируемых цепях. 
Это прежде всего так называемое синхронное выпрямление, идея которого 
проиллюстрирована рис. 8.8,а. Эта схема отличается от схемы рис. 8.2,а
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тем, что питается от источника переменного напряжения Е. Ключ комму
тируется сиюфонно с напряжением источника, t j l  он замкнут при одной 
полуволне питающего напряжения и разомкнут при следующей полуволне 
(рис. 8.8,в). На сопротивление R  при этом поступает напряжение в виде 
полуволн одного знака, содержащее нулевую г£фмонику, т.е. постоянную 
составляюпою.

О

К Л Л
г

Р же  8.8

Рассмотрим еще один пример возможностей периодически коммути
руемых цепей —  схему рис. 8.9,а и сопоставим ее со схемой рис. 8.9,6, ко
торая представляет собой простейший резистивный двухполюсник (сопро
тивление R). Покажем, что при определенных условиях схема рис. 8.9,а мо
жет рассматриваться как активное сопротивление. Такая замена, с конст- 
руктивно^гехнологической точки зрения, очень рациональна при изготов
лении твердотельных схем.

Пусть ключ схемы рис. 8.9,а периодически переключается с тактовой 
частотой/, это равноценно наличию в цепи двух нестацион^фных скачкооб
разно изменяющихся сопротивлений.

Если ключ находится в левом положении и конденсатор з^фядился до 
напряжения ui, то при правом положении ключа конденсатор перезаряди'г- 
ся до U2. Заряд, переносимый при этом от левой половины к правой.
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Q - C ( U i -U2), .
федний ток

| - C (U 1-U 2)/. (8.18)

Нетрудно видеть, что среднее значение потребляемого схемой тока i

«г

J f ’̂ lu r u g )  

ff----------------
6

Рис 8.9

будет таким же, как тока, потребляемого резистором

U I - U 2 1

I “ q r '
R (8.19)

Если при этом частота изменения входного с и г н а л а ( т . е .  частота 
изменения напряжения и\ при И2 6/2 ■ const) много меньше частота так
тового сигнала (частоты переключения ключа)/

Л х  « / , (820)

то в первом приближении связанные с дискретизацией явления можно не 
учитывать и рассматривать схему рис. 8.9,а как непосредственную замену 
схемы рис. 8.9,6.

Отмерим, что, меняя тактовую частоту/, в соответствии с (8.19) можно 
изменять и эквивалентное сопротивление R.

§ 83. Автопараметрический режим 
нелинейной электрической цепи

Возьмем резисторный двухполюсник, питаемый синусоидальным напря
жением (o i. (8.10) )  и обладающий симметричной нелинейной вольт-амп^>- 
ной характеристикой. Пользуясь методом трех плоскостей (см. § 3.2), постро
им график юменения его тока в функции времени i (t). После этого при ус
ловии неизменной амплшуды и частоты питающего напрджр̂ 1иа т.е. щ)и

Ufn -  const и О) »  const,
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нетрудно построить зависимость значений стационарной проводимосга 
двухполюсника от времени G {t) как отношение мгновенного тока! к мгно
венному значению напряжения в каждый отдельный момент времени.

Очевидно, что таким же будет график тока i (<о̂ ) для нестационарной 
цепи вида рис. 8.1,6, если аналогичные изменения проводимости двухпо
люсника G (О вызваны внешними модулирующими воздействиями. Для 
обоих случаев справедливо выражение (8.12) с той лишь разницей, что в 
нелинейной цепи это создается за счст внутренних свойств самой нелиней
ной цепи. Подобный режим может быть назван а в т о п а р а м е т р и 
ч е с к и  м .

Таким образом, можно говорить об известной внешней аналогии меж
ду нестацион{фными и нелинейными цепями в рассмотренных условиях и о 
возможности сводить один вид цепей к другому (см. § 4.6).

Зависимость G (t ) при анализе должна быть разложена в тригономет
рический рад и, таким образом, может быть найден спектр тока. Боковая 
полоса, соответствующая субгармоническим колебаниям, в этом спектре 
будет отсутствовать. Эта особенность объясняется следующим.

Как известно, при симметричной форме вольт-амперной характери
стике, период повторения зависимости G (t) равен половине периода пи

тающего напряжения, т.е. Гд = При несимметричной форме характ^)и-

стики (например, х^фактеристика вентильного типа) ток в положительный 
и отрицательный периоды имеет разную форму. Тогда период повторения 
зависимости G  (t) будет равен целому периоду питающего напряжения:

Г д - — .
^ (О

Таким образом, разложение в рад будет, во-первых, содержать только 
те пфмоники, частота которых выше частоты питающего напряжения; во- 
вторых, эти г{фмоники кратны основной частоте. Другими словами, будут 
выдержаны условия соотношений (8.15) и (8.16), при которых, как было по
казано выше, субгармонические составляющие в токе отсутствуют.

Для возникновения автопараметрического режима с субпфмониками 
необходимо, чтобы изменение проводимости в нелинейной цепи имело пе
риод Тд больший, чем период питающей сети:

Г „ > Т ’
2л
О) ‘

(821)

Последнее условие требует наличия в цепи двухполюсника реактив
ного элемента и элемента с падающей ВАХ или характеристикой релейно
го типа. К  их числу относится, например, разрядник, вдеализированная ха
рактеристика которого показана на рис. 8.10,а. При увеличении напряже
ния до значения 1/с проводимость скачком меняется от нуля до бесконеч
ности. Нулевая проводимость восстанавливается при уменьшении напря
жения до несколько меньшего значения Up.

Пример автопараметрической цепи, создающей субгармонические со
ставляющие в 1фивой тока, дан на рис. 8.10,6. Если п£фаметры цепи подо
браны так, что конденсатор С заряжается через вентиль НД1 ц сопротив
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ление R i за время, большее периода питающего напряжения, а разряжает
ся через сопротивление R 2 на разрядник н 1̂ 2 через доли полупериода, 
период кривой тока будет больше периода питающего напряжения, т.е. 
возникнут субгармонические составляющие. Расчет схемы рис. 8.10,6 вы
полняется методом сопряженных интервалов.

НА,

I 
X

Яг
-C D -

J
б

Ph c S.10

Рассмотренный режим может быть отнесен к автошфаметрическим 
релаксационным колебаниям. В цепях с н е л и н е йны м и резисторами, емко
стями и индуктивностями возможно появление субгармоник резонансного 
х{фактера за счет нелинейных резонансов, возникающих на су^гармониках.
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