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«НЕВОЗМОЖНЫЕ

ГОЛОВОЛОМКИ СЕРГЕЯ

ГРАБАРЧУКА

в книгах по занимательной
математике можно увидеть игру-
головоломку «в»: в коробочке
3x3 имеются 8 фишек и одно

свободное место (см. рисунок).
Передвигая, но не вынимая

фишки из коробки, можно ме-

менять их местами. Так же, как в

известной игре «/5», в игре «8»

нельзя поменять местами толь-

только две фишки. Как минимум, еще
две фишки окажутся не на сво-

своих местах.

Известный украинский изо-

изобретатель головоломок С.А Гра-
барчук придумал головоломку,
в которой эта «неразрешимая*

задача решается: можно пере-

переставить местамидве фишки, при
этом остальные вернутся в ис-

исходное положение.

На рисунках показаны три ва-

варианта этой головоломки: с циф-
цифрами, буквами русского ал-

алфавита (кириллицей) и с буква-
буквами латинского алфавита. Все ва-

варианты легко сделать в до-

домашних условиях из картона и

фанеры.
Секрет головоломки Грабар

чука в том, что некоторые фиш-
фишки имеют вырезы, повторяющие

контуры цифры или буквы. За
счет этого появляетсядополни-

дополнительное свободное пространст-
пространство, благодаря которому удается
решить «неразрешимую» зада-
задачу. Но остается другая пробле-
проблема: сделать это за минималь-

минимальное количество ходов. Лучшее
решение пока неизвестно.
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К СТОЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ

Игорь Евгеньевич Тамм
Б.КОНОВАЛОВ, Е.ФЕЙНБЕРГ

Игорь
ьвгепьевич тлмм науч-

научными исследованиями занялся

очгныюздно — иериуюгтагы»

опубликовал в двадцать девм1Ь лет.

Физики-теоретики как правило, уже

к тридцати юдам успевают сделать

свои основные pa6oi ы. А Тамм только

стартовал. Так уж сложилась судьба.
Родился он n I895 году ро Владивос-

Владивостоке. 11о все детство и юность Тамма

нюнили bcvl-iiiiom украинском Елиза

вел рале, где его отец служил городс-
городским инженером. Время было бурное,

рагклты предреволюционных гроз
i ремелл но ureii стране. Юный Тамм г

егоаалнристым, темпераментным ха-

характером, естественно, не мог остать-

остаться в стороне. Увлеченность револю-
революционными идеями была настолько

сильной, чтообеспокоенные родители

после окончания гимназии реши и

править его учиться в Эдинбургский
университет, как говорится, «от греха
начальше» Выдержал всего год в до-

добровольной ссылке, он вернулся и

Россию, чтобы продолжить обучение
на физико-математическом факульте-
факультете Московского университета. А на

пороге стояла первая мировая воина.

Гамм побывал на нолях сражений в

качестве добровольца — брата мило-

милосердия. То, что он увидел и пережил,

лишь усилило его антимилитарист-

антимилитаристские настроения.

Научными исследованиями Игорь
Евгеньевич впервые занялся в 1922 го-

голу в Москве, куда он вновь попал

после всех нгринстин Гражданской
1ЮИПЫ рабо[ы в Крымском ушшер-
cKicTf. Одесском политехническом

ннстшутс. И мялся за науку с неисто-

неистовым пылом. Так, словно хотел навер-

наверстать все упущенные годы. В сущнос-
сущности всего за пятнадцать лет И. Е.Тамм

слетал основополагающие работы, ко-

которые прижгли ему мировую ившегг-

ность.

Первую работу он выполнил иол

руководством будущею академика

Л.И.Мандельштама, г котрым поз-

Пе1миг*ШМЫНШ'*КЯ (<' itrCfLtbtttUHH UtKJXl

накомилсл еще it Олессс и которого
всю жизнь почитал как своего учите-
учителя. Вначале интересы Тамма каса-
дись физики твердого тела, где как

раз в ли годы «иснытыьалась на про-
прочность» только что созданная усилия-
усилиями многих физиков квантовая меха-

механика. Тамм сделал здесь многое.

После длительной зарубежной ко-

мандиронки, где Игорь Евгеньевич
познакомился и подружился с. одним

из создателей квантовой механики

Нолем Ди]>ак1Г)м в сферу сю науч-
научных интересов воиыи физика высо-

высоких энергий и ядерная физика, кото-

которые постепенно стали для нет глаи

ными.

11езаинсимость мышления, способ-
способность тперло отстаивать свою точку
зрения одна нэ главных гранен в

характере Тамма. И, естественно, на

протяжении всей его жизни она очень
четко проявлялась, особенно в науке.
Примеров тому множество. Можно

прилети такой. В 1934 году на конфе-
конференцию физиков в Харьков съеха

лись многие нилныг ученые, в их чис-

числе йьм знаметиьш ]>ор. Незадолго
до этого И. Е. Тамм пришел к порази-

поразительному выводу, что нейтрон, не име-

имеющий длектричегкеэго даряда, тем не

менее должен обладаiь матигным

моментом. Это выгляделоДико
- ведь

магнитный моментдолжен, по сущес-

существовавшим представлениям, созда-

создаваться нрлщпющнмгя зарядом. А тут

нейтральная частица — и вдруг маг-

шп ный момент Именитые физики уго-
варинлпи молодого теоретика, что это

чепуха, не может такого быть Л он

стоял на своем: «При всем уважении
к вам, не могу гог.часипхся плит

доводы меня не убеждают». Вскоре
выяснилось, что «упрямыйТамм» ока-

оказался прав. И так с ниы не раз бывало

и и жизни, и в науке.

Наиболее известная работа Тамма

предвоенного периода (совместно с

И.М.Франком) —

теоретическое объ-

объяснение эффеюд (Завидова — Череп-
Черепкова. За эту работу ему вместе с

II.А.Черепковым и И.М.Франком
бьма присуждена Нобелевская пре-
премия, безусловно, это была заслужен-

заслуженная премия, но сам Игорь Евгенье-
Евгеньевич, когда к нему npuiEici с поэдрав

лениями один из ближайших учени-

учеников, признался: «Да, да, это очень

радует, но примешивается огорчение:

не *а ту pa6oiy». Лучшей своей рабо-
работой Тйчм опгтал созданный им в 193i

году первый вариант квантовой тео-

теории ЯЛСрИМХ СИЛ. ИСХОДЯ HJ ТСО]>ИН
бега распада Ферми. Игорь Еьге-

иьевич выдвину i идею, что силы,

«цементирующие» ядра, возникают

в результате обмена элект]к>[1нми н

нейтрино. Но когда Тамм ii]X>bc.i все

расчеты, то силы получились слиш-

слишком слабыми, они не могли был» ядер

ными Это был Отрицательный ре

зультат и науке, но очень важный.

Он отсекал целое направление поис-

поисков и в тп же время лег в основу

нового. Японский про(|кгссор Юкана,
опираясь на зту работу Тамма, вы-

выдвинул смелую гипотезу о существо-
существовании других, новых «обменных час-

тип» — гш-меэонов, и так родилась

современная теория ядерных сил. И

вот н зените известности Тимм CiaBirr

о анш ряд работу, которая нринес/ia
ему славу Нобелевского лауреаЯА, и

исследование ценимое только в кру-

кругу фи^икОв-тсорстикон. Это характер-
характерно для Игоря Евгеньевича. Пе глава

его привлекала в науке, а сама нау-

наука, процесс творчества и достижения

ИГ1И11Ы.

В одной из юбилейных статей уче-
ученики Июря Евгеньевича выразили
его жизненное кредо строчками Ьори
са Пастернака:

... И должен ни едмнон долькой
I Ii" отступаться от лнцпр

11о быть живым, жииым и только

Живым, и только до конца.

Тлмм стал очень известным фиш-
ком и у мае в стране, и за рубежом.
Стала известной его школа, которая

возникла в организованном им Тсо-

релическом отделе Физического нн-

сгигута им. П.Н.Лебедева АН CCCF*.

Игорь Нвгсньепич сыграл выдак>-

нгуюся роль в решении проблемы тер-

термоядерного сиптспа. где с блеском



Игорь к н I" и н ь I-; в и ч т л м м

проявились его разносторонние да-

роьаннн. В 1953 году он был набран
академиком и официально стал од-

одни»! из ведущих физиков страны.
Но не только научные успехи опре-

определяли его известность и научном
миро. Тамма нередко называли со-

совестью советской физики. На протя-
протяжении всей своей жиз-

жизни он отстаивал в на-

науке дух истины, ему аб-

абсолютно чужды были

конъюнктурные сооб-

соображения . Увлечен-
Увлеченность споим направле-

направлением никогда не меша-

мешала ему объективно оце-
оценить значимость чу-
чужих работ. Каждым

кто гталюшался с ним.

чувствовал ею удиви-

удивительную цельность,

честность. В спорах
даже с нслобросовегт-
ными оппонентами

Тамм несмотря на

свой темпераментный
характер, всегда бы

неизменно корректен,

никогда не пользовал-

пользовался никакими демаго-

шчсч'кмми приемами

только весомые apiy-

менты были его по-

полемическим оружием,

только истина была em

целью. И гло относи-

относилось не к одном физи-
физике Игирь Knrciiiicuipi

Тамм принял актишкх-

учнегис в борьбе да

по лmiю научную имц.-

тику бпояошю.
...Тамм (\\лл ЛДЫ1Н-

IIII1TOM И Н Ж11.1ПИ, И В

науке. Он любил горы
за красоту, за то. что

восхождения рождали

веру н спои силы Но

если it горах он не пре-

тгнлпнал на сверхтруд-

сверхтрудные* ВОГХОЖДСН11Я, ТО В

науке го влекли самые высокие вер-

вершины. Тамм весчда занимался самы-

самыми [[Г]х^чо»ыми, самыми трудными для

;(aniioix> момента {цюблемами. На ла-

кате гноен жизни он взялся за неимо-

неимоверно трудную .-вдачу устранения бес-

конечностей в предстаиленнях об эле

мептарных чаепщах. Фишки лиша-

лишаясь вперед, временно упрятали ату

проблему, обошли се, используя ис-

искусствснныс приемы. Но она, как «да-

«дамоклов меч», висит над всем зданием

современной физики, потому что. если

посчитать традиционными методами

шергню электромагнитного поля, со-

создаваемого одиночным электроном,

получается бесконечность. В сущнос-

сущности, это вопрос о том, как устроены

.

Но особого удовлетворения это ему
не доставляло. Просто нидо было са-

самому убедиться, что он еще в форме.
Л.Д. Ландау с горечью говорил:
«Если бы Игорь Евгеньевич не брал-
ел за безумно трудные вещи, сколько

бы хороших работ он сделал!».
В последние голы Игорь Евгеньевич

был тяжело болен. Он

дышал с помощью ап

парата «искусственное

легкое». Через две не-

недели после операции,

когдаему впервые раз-

разрешили сесть, он, еще

не научившись гово-

говорить в новых услови-

условиях, знаками попросил

вынуть ящик ii.s пись-

письменного стола, перевер-

перевернул его. положил на

колени и стал что-то

быстровысчитывать на

бумаге. Лечащий врач
обеспокоешго спросила

у близких Игоря Ев-

Евгеньевича: «Эго адек-

адекватно? 11ель человек

обычно «распадается»
после такой опера-
операции». Она опасалась,

остался ли Тамм в здра-
здравом уме. Л ик чштс]

надумал йазтидпе не-

недели после операции,
и ему не терпелось про

верить свою мысль на

Игорь Евгеньевич Тамм A895 — 1971}

элементарные частицы. какоиа нх

структура. Тамм пытался на него от-

ответить.

Он работал самоотверженно. Но
щкКмема была слишком грудной.
Ин г ia после очередной неудачи он

приходил и спои сплел и нрогнл'
^Подкииые кикую-нибудь ла>1ачку».
Ему обычно лапали трудную. Игорь
Евгеньевич *щелкал* ее с легкостью.

кониа своей жизни ом

работал: лежа в посте-

постели или переходя к

письменному столу, где

стоил второй аппарат
для нгкусгтьенноголы-

хания.

У Тамма иг было,
как у Ландау, rrpoioii.
стройной системы под-

подбора учеников, висни

тапня молодых уче-

ученых. Но школа оста-

осталась. Он подбирал но

одному признаку
—

таланту. И учил
больше всего своим собственным при-

примером, атмосферой, которую созда-

создавал вокруг себя. Альпинисты, когда

хотят выразить доверие к человеку,

говорят: «Я пошел бы с ним и одной
свяаке» Для каждого преданного на

укг фишка идти в одной гвя:же г

Таммом были мечтой, а тем. кому #то

счастье выпало.
- высокпи честью.





Проективная топология
В.АРНОЛЬД

НЛРИСУВМ
на плоскости i нпер-

болу. Она состоит из двух вет-

вей. Рассмотрим одну из тех

прямых
— асимптот гиперболы — к

которым приближаются ьетин на бес

конечности. Соединим какой-либо

гладкой несамоперосекающейся кри-
кривой тс масти одной и другой встин

i иперболы. которые, ухоля *иа беско-

бесконечность* вдовом вправо, приближа-
приближаются к выбранной асимптоте (рис. 1).

Рис. 1. Теорема Мебиуса о трех точках пе-

перегиба

Одrid и:) первых теорем проективной

топологии теорема Мёбнусл — ут-
утверждает» что на полученной кривой
неменее трехточек перегибе- {.Точка
перегиба глалкой кривой - это точка,

в окрестности которой кривая перехо-
переходит с одной сторону касательной иа

Другую, как :>то происходит г кривой
уш х* ъ точке х а у

- 0.) Нарисошм
десяток-другой кривых, вы можете

легко убедиться в справедливости этой

теоремы Однакодоказать ее совсем не

просто. Л этой статье расемпывается о

гцнмгтейших основных понятиях про
рктнннонтшюлопш - областилополь-
1Ш молаюй, хотя ее основы посходят к

рлбЧилм Мёбиуса (XIX век), веняэис

которыми и была придумана всем из*

постная «лента Мебиуса* -

К последнее время ьыясниюсь, что

ъ\л теория тесно связана с так назьша

емой теорией Штурма колеблемости

решений дифференциальных ypuiuic-
иий, с симплектическон и контактом

топологией (т.е. с топологией фазо-
lUiix пространств механики и систем

иолновых фронтов лучгн в оптике)

теорией узлов, с алгс*6|мнчсс.кой гео-

геометрией и л;»же г квлнговон Теорией
ноля. Разумеется, рассказать о вгех

таких сня.1ях в этой статье нешммож-

но. Но я все же надеюсь объяснить.
какого рода задачи злесь возникают.

Несмотря на полную элементарность

формулировок этих геометрических

задач, вся тяжелан артиллерия сов-

современной математики оказывается

(пока?) бессильной их решить — по-

внлимому, требуется молодое вообра-
воображение.

Проективная плоскость

Гильберт говорил, что математики

называют точками объекты любой

природы, например, пиш.ие кружки.
Сейчас мы последуем этому принци-

принципу. Плоскость, с которой ом, несо-

несомненно, хорошо знакомы, — одно из

самых фундаментальных юня mii ма-

математики. Но математики рассматри-

рассматривают, наряду с обычной плоскостью,
еще и так называемую щмюктнниую
плоскость, полученную из обычной

плоскости добавлением «бесконечно

удаленных точек». Обычную плос-

плоскость, чтобы отличаться: от проектив-
проективной, пазьшакгг аффинной (почему —
не чиню) происхождение названия

4проективная плоскость» объяснено
ниже.

Проще всего освоиться с проектив-

проективной плоскостью, исхоля ил гакогоее

определения: точками проективной
плоскости называются проходящие
через начало координат О прямые

трехмерного пространства.
Смысл этого определения состоит d

следующем.

{Рассмотрим в I рехмс]]]юм просгран-
с т»е с координатами (х.у.г) обычную
плоскостьг= \ (скоординатами(х^).
рис. 2). Каждой точке в этой обычной

плоскости сопоставим прямую ОР,

соединяющую ее с началом координат
О. Эта прямая р

= ОР определяется
точкой Р обычной плоскости одноз-

однозначно и, в гною очередь, однозначно

определяет точку Р.

'¦

/

о-

'. /
/У

Нэтом смысле нашу обычную плос-

плоскость называют flffx/mtntou Ktipinofi
проективной плоскости. Точка Р на

эывается изображением соответстьу-
юшей точки р iipoeKTiinrtoii плоскости

(т.е. примой ОРУ иаа1[>фи}|11ОЙ каргге.
11аиболеечасто применяемые в reoi

рафии карты изображают лить ма-

малую часть поверхности Земли, и дяжс

карта иолушй])ни охват! тает лишьее

половину. Аффинная карта нроекгмв-
ной плоскости тоже изображает на

imiiicH плоскости г = 1 не лею проектив-

проективную плоскость. Действительно, пря-
прямые. парал.1слы1Ь№п.'1Огкости ?= 1. не

пересекают эту плоскость и не имеют

изображении на пашен карте. Нее же

аффинная карта проекшыюн плос-

плоскости дает гораздо более полное изо-

изображение проективной плоскости, чем,

гкджем. гх'ографнческял кчртлезднот
нолушприя. Действительно, па нашей

аффинном карте н:юб{>ажсиы почти

осе точки нроектипной плоскости. А

именно, точки нроектишюн плоскос-

плоскости, не изображенные на аффинной
карте, образуют всего лишь окруж-

окружность (почему?).
Задачи

1. Покажите,ntci ]i|M>ttLTMiiii^fl ил kkcilt

1|ОЛ1|1ХМЬК> II(№|>LIU^LTCm ТрСММ Й|]н)|И»1»114НН

KdpraMM (L(XJTIKTlTIiyKHI(H-4llrUIUCKIX.TH4ZB' I.
X" I И у» 1).

2. 11а|»нсункс.'1iiMKar^Hi) м^Лражсинотро-

ной карте;" 1. Нарисуйте,
жо треугольник на аффинной карге г * I

Согнет - И4 рисунке 7 нижг - ackTjti ч ш

У

У

/
с/
\,

Рис 3- Изображение треугольникапроек-
проективной плосхосуина аффинной карте

X У|ЫЩ1Г11КГ JK* *¦ у* Ш \ О1|р4;Л1*;1Я1Т4>К||уЖ
кость на а<]к|>инной K^pic гл I. Oia смруж-
lllKTli ЯПЛЯСТСН H.u6pU^D'IIHt'M lltKtiriJIXjfl Ш-

НКН>ГПи ЦССаМОШ'риС^КЛЮЩС'НСМ KpMUJH. ДС-

М11С1« 1I.1CK-

Рис. 2. Аффинная карта проективной п/тос-

кости

H.-tftTlpa9K4!llltC 51ПИ

К1К1И X ¦ 1.

Вмсгто toixi чтобы считать точками

прогктишюн плоскости прямые, про-

ЛЧ1-Ш V



ходящие через точку О в трехмерном

пространстве, можно было бы объ-

объявить точкой проективной плоскости

пару антиполалмшх точек сферы с

центром в точке О (рис.4). Действи-
Действительно, каждая такая прямая пересе-

пересекает сферу вдвух антиподальных точ-

точках, а каждая пара антиполов опре-

определяет прямую.

Рис.4. Про&ггмвн&яплосхос^ькдк сфера
сотохдвста/юннымиантиподалы*ыш1 точ-

точками

Математики творят, что проектные
нам плоскость получается из сферы
склеиванием диаметрально проти-
противоположных точек. При желании

можно ограничиться даже одним по-

полушарием сферы, например южным.

Но при этом на экваторе осе рашю

придется склеить диаметрально про-

противоположные точки (рис.5). Это
склеивание может создать иллюзию

исключительности точек экватора. В

действительности же никакой особен-

из полусферы

ностн на экваторе нет: псе точки про-

проективной плоскости совершенно оди-

одинаковы (как одинаковы между собой

и ьсе точки обычной плоскости или

все точки сферы).
Проективная плоскость обычно

обозначается так: ЯР* (веществен-
(вещественное проективное пространство раз-

черногти 2).

а 4. Определите и нлуипс иросктии-

иую прячут RP1.

Проективные свойства
Точный смысл «олнндковогтн» всех

точек плоскости нлн сферы состоите

г щ -стнеш.шин н|>еобра.')ова11нн п. i

КВАНТ

кости (сферы), сохраняющих вес ин-

интересующие нас свойства. Например,
для евклидовой геометрии плоскости

такими преобразованиями являются

движения плоскости (сохраняющие
расстояния)
Преобразования плоскости, перево-

переводящие прямые в прямые (и следова-

следовательно, сох]кшяющие параллельность

прямых) называются аффинными.
Сдвиги, поворот, отражения, растя-
растяжения вдоль какого-либо направле-
направления очевидно являются аффинными
преобразованиями. Всякое аффинное
преобразование плоскости (например,
гомотетия) является комбинацией пе-

перечисленных.

Задачи

5. Дикажятс чти при аффинном преибразо-

€. Дпкажяте что при аффинном преобразо-
преобразовании мелнаыы трсупышннкл переходит и кС-

Лнлли.

Последняя задача доставляет дока-

доказательство того, что медианы треу-

треугольника пересекаются в олиой точке.

Действительно, для равностороннего
треугольника это очевидно, а любой

треугольник можно прекратить в рав-

равносторонний аффинным преобразо-
преобразованием.

Определение. Преобразование про-
проективной плоскости в себя называется

проективным, если оно переводит пря-

прямые и проект ивиые прямые.
Замечание. Вы. конечно, ужедога-

догадались, что такое проективная прямая
на проективной плоскостн: это линия,

изображение которой и* какой-либс

(и тогда любой) аффинной карте —

прямая. Например, если пнльэовать

ся аффинной картой г = 1 то на пей

имеют изображения (задаваемые урав-
нениями видадх+by=с) все проектив-

проективные прямые проективной плоскости,

кроме одной. Если представлять гебс

точку Р проективной плоскосги как

прямую OP TjiexMCpiiorci пространст-
пространства, то всякая проективная прямая
этой плоскости окажется находящей
через О плоскостьютрехмерного про-

странствй. Гели же представлять себе

проективную плоскость как сферу г

отождествленнымидиаметрально про-

противоположными точками, то проек-
проективные прямые будут окружностями
больших кругов сферы.

Задача 7. Дпкижнте, чти к-аж,их: а<]к]ишнис
плоскости ирнлилж^стсн д»

(называемоготакжетеорией перепек
тисы).
Рассмотрим в трехмерном простран-

пространстве какие-либо две плоскости и точ-

точку О. не лсжа1цук> ни на одной из

luix (рис 6). Перспективным omofijxi
жением одной из плоскостей на дру-
другую называется отображение, сопос-

сопоставляющее каждой точке А пересече-

пересечения проходящей через О прямой с

Рис.6.

первой плоскостью точку Л пересече-

пересечения этой прямой со второй плос-

плоскостью. В сущности, iiepcneKiHBijoe
отображение — это проектирование

(выходящими из центра О лучами).

Задами
8. Докажитечтовсякое 1ерспск1иьносого-

браж лис ялляется кюбражгаием проектив-
ю i pco6(vaaoiiaiiHH иросктинной плоскости

на аффинной кдр1С.
9. Ilatvt»с ирооктииные i рсображ h»i ни

пюскостм, 1№реоодяи1нс окружность л} и ги-

гиперболу. С)

ирисктнгшой плоекпетн.

Термин 4П|м>сктив1мя геометрия»

происходит из следующего примера

Определение. Свойство геометри-
геометрической фигуры на плоскости называ-

называется аффинным, если оносохраняется

при аффинных преобразованиях, и

проективным, если оно сохраняется

при проективных преобразованиях.
Пример. Пара'ислыюстыц^ммх -

свойство не проективное, ко аффин-
аффинное.

Наука, изучающая проективные
свойства фигур» называется проектив
нойгеометрией.
Замечание. Проективные преобра-

преобразования фигур на проективной плос-

плоскостн могут сильно менять хитины,

углы, площади и т.д. Однако такие

свойства фигур, как число связных

компонент фигуры на проективной
плоскости, при этом пс меняются (см.

рнг.7).
ДеЙсп ыительно. проективные преоб-

преобразования проективной плоскосги —

это просто аффинные преобразова-
преобразования трехмерного пространства, остав-

оставляющие на месте начало координат.

Свойства фнгур не меняющиеся

при их непрерывных (не разрываю-
разрывающих) преобразованиях, называются



ПРСЖКТИНИАЯ ТОПОЛОГИЯ

Рис. 7. Изображение троугхмьниклрисунке
3надругой аффинной карте

топологическими, т.е. относящимися

к науке о месте (от «топос» — моего).

Примерами топологических свойств

являются число компонент связности

фигуры или ее дополнения, число вет-

ветвей кринои сходящихся в одной точ-

точке, и т.п.

Топологические свойства
Проективной плоскости

Проективная плоскость п малом не

отличается отобычной плоскости или

отсферы. Ноееглобальныетопологи-
ческие свойства сильно отличаются и

от свойств плоскости, и от свойств

сферы.
Рассмотрим, например, маленький

круг
—

окрестностьточки
— наобьпкой

плоскоети, на сфере и на проекгивной

плоскости.

Задача 10. Дохдэкип:. чгодгнюлшисльныек

кругу облдгтн ил жих трех персик-лгиимх

iwncpxi остях типологически различи л (i

¦КрСИПДНТСЯ Друг И ЛРУГЛ «ШНМН» ОЛЖКЛ1ЛТ

шчии hi (Ч'р|-Г1иимИ11М4ч-п-1:ос*л(чт.^1«7
ны.чн гг нбражениячи)

Решение. Дополнение к кругу иа сфере
тоже круг. Дополнение к кругу иа плоскости

¦JOItOAOl НЧС-СКИ 1KBHN 1С11ТИО Кр>1 ОИОМу KCML

11>'. K|IVI Н И|>ушкНЖ Kti.lbUU ТСИКМСИИЧССКИ

различны. Г>тп видно, например, и- того что

нки. амкиунм кривая » круге чожн быть

itriijx'iJ лшии тянута пточку an колык имеет

см нсчлминм-мнм :*амкнутам кривая (рис.Н).

Рис в Дополнении к кругу на сфереи на

плоскости

Как же выглядит дополнение к кру-

кругу на проективной плоскости?
Теорема. Дополнение к кругу на

проективной тгдоскоши пюполтичес

ки эквивалентно листу Мёбиусе

Доказательство. Воспользуемся
моделью, в которой проективная плос-

плоскость — это сфера с отождествленны-

отождествленными диаметрально противоположными
точками (рис.9). Дополнение к дис-

Рис. 9. Дополнениеккругуна проективной
плоскости

ку на проективной плоскости в этой

модели оказывается поясом между,

скажем, двумя тропиками (с таким

же отождествлением) Часть кольца,

расположенная в западном полуша-

полушарии, представляет по одному разу все

точки кольца, за исключением тех,

которые расположены иа разграни-

разграничивающем полушария меридиане. От-

Отрезки между тропиками иа меридиа-

меридианах долготы О1 и 180* антиподальиы

друг другу и представляют один и

тот же отрезок на проективной плос

костн. Поэтому чтобы получить до-

дополнение к кругу на проективной
плоскости надо в «прямоугольнике»,

расположенном в западном полуша-
полушарии мсж*|у тдопнкамм, склеить от-

отрезки ограничивающих меридианов,

перевернув один из них по отноше-

отношению к другому. Vlpn таком склеива

нии получается лепта Мебиуса, эта

ее обычное определение.

Вложения окружности в

проективную плоскость

Рассмотрим замкнутую гладкую нета-

мопепссскаютуюся кривую на проек-

проективной плоскости.

Пример 1. Окружность, oi pat ими

влющая малую окрестность точки на

проективной плоскости, является та-

такой крнной
Пример2.11|Хк-ктннкая прямая (на

пример, бесконечно удаленная пря-
прямая, добавляемая к аффинной плос-

плоскости для получения проективной
плоскости) тоже замкнутая и неса-

мош»1)есекаюшаяся кривая на проек-

проективной плоскости. По своим внутдкн-
ним топа1огнческим свойствам обе эти

гладкие кривые одинаковы (это ок-

окружности). Но расположения этих

топологических окружностей на проек-

проективной плоскости roucpujL'iiHu различ-

пы.

Задэни

11. Докажите, что эти дне замкнутые крн

DbieiianpoeKTHniioA плоскости гльлкоие к и

валентны, т.е. не существует взаимно одноз

иачиогл и i лалко1Х> имеете со споим обратим

преобраэоиання [пхюктминт! члеккостя nco(W

пг^)С[»идя1игго олиу крнпую в другую.

Решение Мерная крниаяш'прсрмпичсгяги-
ВДСТСЯ ПО ИрОСКТИШЮЙ ПЛЖМКТИ П TV4KV Л

вторая нет (рис. 10).

Рис. 10. Стягиваемое инестягиваямое

вхождение окружности ьпроиктинную
ПЛОСХОСТЪ

можно д мдоаъь напри

мир, так. Зафннсмруен какую-либо проектн

НуЮ прямую И СоСЧНТаСМ ЧИСЛО ТОЧСК UCfHXC
чеиня расхнатрилаемой гладкой кривой t этой

ирнкой считан, что вес игрсссчсння oAutfio

положения, т.е. оЧ:з касаний.

Для криной первого таид числопересечений

челн», лрторого исчгпго Дометните ii.no. дле

просктньные прямые пересекаются в олнри

точке н под II иулепым углом. II процессе

леформаиии i ладкон криной число гочек иерг
сечения меняется (при прохождени
касания) мллм.

сохраняется Значит, пересечения ocian> геи

как бы мы пи ¦деформировали криюую (их

чме^ю ь моменты общего?1гиюжсним останстсм

иечет гым). Итак, кривая птор<»готигш1№стя

12. Дпк.1экнк' чгокажллчяамкиутал i ал

кал нссаноисрссекаюшаяся кривая нросктии

НОЙ ПЛОСКОСТИ Ж)ЖСТбиП>ПрОД1'форНIID4HJB1»

(»к ннгес лких же кривых) лнео к окружжк*

тн ограшмншаюшН! ма »ую okpcctihxti-tu1*

Kit. либо к нросктиитЛ прямой
Указание Первый случай рса 1мотстсявсм--

кий раз. когда чнч;ло точек пересечения i

(какой 11ибут> и типа любоя) приектишюк

примой обшею положении чч.'1>ю. л в орой
когла нечетно < рис .11).

Зачечиниг. Кринал перлиготи \лн*о(^джа
тся на (}»ерс j»y.4H яамкнпыми кривыми, л

ПТироСи
- ОД1К>Н

13. Докажитечти как сплине так и ointp

Лола и парабола задают иадкис замкнутые

носам<»1 ¦рссскшсицкч.чя кризис мл н]>осктин

ной плоскости. К какому ntny принадлежит

кажла.ч кз них <рис.12O



Рис. / f. Два типа кривыхна проективной
плоскости и их изображения на сфере

о
Рис f2 Эллипс, гипербола и парабола на
проективнойплоскости

Рис. 13. Куби'*оскискриоыонапро&пив
НОЙПЛОСКОСТИ

14. Рассмотримкривую ыа аффинной плос-

плоскости , «тайную уравненном у' у.Дока-

Докажите, чтоэта дффтпгая кривая прелрашается
Ы З.ЧМКН)*ТуKJ ЛВДКУК» ИССДН4>1КрСССКаЮ1Ц>'>ОСА

крипук> \л проектаиной плоскнети при добаи-

ления одной 4Йеекош:чни у/ы-чеиной» гемки

(рис.II). Ккакокутииу онаi риндлл жнг

15. Рассмотримкрииуш на аффинний плос-

плоскости. зчл*1 пук» уравнением ху{х + у) " 1.

Докажите что эта аффинная крньая прСвра
i ^нт4яи ямкнутуюглчдкуюш*сдкот*рссекп-

кш|>и>см Kpxuyiri мл i рпекгшокт плоскости

:»тоЙ крнт>й
16. Ижччслрим крнпуюнааффни iofi пл<к~-

к гн.:14даинуюураи||снксн^ш дг5 Докажн-

Гг чти угъ аффинкдя крмплл лргпращАстся и

к в л н т

мхкнут ю на ладкую иссанолсрсссклоиц'ю-
ся крипум ив приектишюЙ плоскости при до

Лаилеини одной бесконечноудаленной точки

/ Точки перегиба кривых

Простейшим примером точки переги-
перегиба гладкой плоской кривой является

точка О на графике функции у
* дг1

(рис.14).

О

Рис. t4. Точха перегиба плоскОЯ криоой

Onределение. Точкой перегиба
гладкой плоской кривой называется

точка, в которой кривая имеет со своей
касательной прямой более высоким

порядок касании, чем обычно (т.е. чем

порядок кясання окружности сосвоей

касательной).

Обозначим расстояние от точки Я

кривой до исследуемой точки О через
t (рис.14). Исследу^-маяточкаОяцля-
стся точкой перегиба, если (и только
если) равен нулю предел отношения

rjt2 расстояния г от точки Р до каса-

касательной в исследуемой точке О к квад-

квадрату расстояния t от Ядо исследуемой
точки О:

Иными словами, точка перегиба
—

это точка, где кривизна кривой обра-
обращается в нуль (а радиус кривизны в

бесконечность).
На первый взгляд свойстве! течки

кривой бытьточкой перегиба относит-
относится к еьклнлоной leoMtrpHH плоскости:

определение использует расстояния.
Однако небольшое размышление по-

показывает, что (в отличиеот величины

кривизны и радиуса кривизны) свой-
свойство точки кривой бытьточкой персти
ба иноариалтноотносительно аффин-
аффинных преобразований

17. Ликижитс. что спойстло точки гладкой

крнпоА&лп,тонкий перегиба нммрналттю даже

огносюсльно проективных ирсобралоианий
Укаючие Проск umoci рсобрадоммисис-

ртподкт прямыми прямы* Расстияпим межл

6,1иякимя нгс»йражси1и4.чи блнлких шчск на

в4х)н1шюй нлхюхтги проскгншкш преобразо-
преобразование менжгг II (кралнченнос число рая. Поэто-

Поэтому касательные прямые крньой при проектив-
проективном прсибраюпаинн иерехплят п ка<:ателмп4С

прлмыс iipc<Vtpa:«ibJMm>« крнной. Порндкн
кмсииня в соитлстстпукицих точках такжеоди*

18. Лькяжкпчт»кригояу~ у(ри*: 13)

имеет пл 6гсксии:ч1ихли тичку nLperH6a
19. Докажиг ,

чго бесконечно удаленные

гочкм кубическиеKpHK>ltx^(jr+^>- I (рж;. 13)
гсикамн ncpci нба «с являются.

20. Локажнтс,что крнпан у2 = х1 имеет па

бесконечное™ простейшую точку nrprrufia
а каккрниаяу* х1 ннулс)

габа.
Замечание.

Kii м o6p*LKm, для гллдкнх ( хоти и саноисрссс
каюшлхся) кривых как па аффинной, так и ил

проективной плоскости. Одншфеменноны iw
мм нх определение и ллякрнпих ивсфере
недьефера локальнонеотличаетскот проек-

проективной плоскости.

Роль к»с:*1С4±>мых прямых кривой играют
принтом к«:ак>|циксм крмгюй и

21. faccHOipHMпи (л||н|1иннон) i

Cijmoihjkx^.'K^Kiiuj'KXh) ликллын» гладкую

КрниуЮ ИМСШЩI» «ИЛ Ц№])рЫ Н. У ."»ТОЙ КрИМЦИ
имеют я дпе точки игре нйа Дохлжитг, что

при нсирсрынной ^^формании такой кривой (и
классе лика.чьж»гладких кривых на аффинной
илоскистн) будут те время нилучатмя кри-

кривые, имеющие мемсиоедвух ранлнчлых тчек

nfpri и(ш (конечно nnj\ кривей j,iecii пимнчл

стен ицдкос отображение i арлистрияующей
кривую икружипст» иа илосшмпь и различны-

различными ннлнкгтея именно пдообрал* точек переги-

перегиба на этий окружности).
22. Восьмеркана сфере тоже имеет две

тички персгкЛа llcpnu ли, чти сферические
крньыс, 1м)лучакнц)Мчсн из вг»сьмерки при не

(n kjijlcc локально

крнпих пл сфере) имсх/r не мс

днух точек иерешба?
Ответ. Нет. пример указан на рисунке IS

Рис. 15 Исчезновениеобеих точекпереги-

перегиба сферическойвосьмерки

23. Па>пцнтсмиянмальносчис»О10чекпере-
Па>пцнтсмиянмальносчис»О10чекперегиба кри»оЙ .сданного топологического типа

(на плоскости, на сфере н па проективной
плоскости) Решениеттпй чадачи иеншестн».

Теорема Мёбиуса о трех
точкахперегиба
Теперь все готово для формулировки
теоремы Мебиуса:



ПНОККТИВНЛЯ Г О II О Л О Г И Я

Теорема. Гладкая замкнутая не

стягиваемая иесамопересекающаяся

кривая па проективной плоскости

имеет не меньше трех точек пере-
перегиба.

Пример. На кубической кривой

ху(х + у) = 1 (рис. 13) вес три точки

перегиба бесконечно удаленные а на

кривой у(х2 + 1) ш 1 одна из них

бесконечно удалена, адведругие ле-

лежат в аффинной плоскости с коордн
натамиОг.г/).
Замечание. Если каша кривая ку-

кубическая (т.е. задается уравнением
третьей степени), то числоточек пере-
перегиба цавно именно точно трем, и вес

три точки перегиба лежат на одной

прямой (в случае кривой ху(х + ;/) =
=1 эта прямая

— бесконечно удален-
удаленная, л в случае кривой у(х* + 1) - 1

она параллельна оси Ох). Я не знаю

простоюдоказательства этой теоремы

алгебраической геометрии. Известио

много доказательств теоремы Мёби-

Мёбиуса (которую он сам, по-видимому, не

доказал). К сожалению ни одно из

HJBCcTiibix мне доказательств не уме*

щается в рамки этой статьи.

Задачи

24. Нулем (К'пр^рытизЛсфо^чнрупатьпро

Ктиьнуя! ирнную и классе локально 1л%дкмх

крипмх ил ирмектипиоН плоскости (|.амол«ре-
ссчсниидонускаюкн). Всрмолн.чюнаиолу-
чешюн крипой мгегда булст не м п. ik трех

точек it pci ийа f

Ответ. Ист деформация показала ка рисун-

рисунке Ifi. Пи:ипкрнсуикс11роекгнниЭ1Н11Л(н.хкт>
и«Лрижсги уело""" п пи/№ кругл на iTxjnus

н»й окружности Koiupoi итиждестьлемм аи

мстрипли протагеупож^жиыстички. Можно

считать, что :п<п круг изображенис полу-

полусферы. Hi которой проектаиная плоскость

полученасклеиванием противоположных гра-
граничных тич*к При дефорннпнн изображен-
изображенном на рисунке Itt. и некоторый мокенг возни-

возникает иолижитсчыт сл^гжасамидося кривая

(саченпиапнг положительно, если шпрлвле-

тих кривую, и точке касаиня солгадают)
25. Сохраняются ли три точки ncpei иба на

локально глалко» крином порученной из про-
«ктншюй прямой итяр^м-шлсЛдеч^юрмацией. п

nponixc« К4)то|мж ни разу не было положи-

тс«ыюгосамокло»инл? (Нсдаьностудект МГУ

Д Л.Пазюи лохаиал что три точки перегиба
сохракяются при ксхдеформациях, не имею-

имеющих моментов 1юложитсл1.могA самоккаикя и

нссоадающнх в промежуточные номагты бо-

более пяти точех нсрсз-«6а )

Во всех известных мне примерах

уничтожения двух из трех точек пе-

перегиба приходится проходить через
положительное самокасание. Если бы

удалось доказать, что такое прохож-
прохождение неизбежно, получилось бы зна-

значительное обобщение теоремы Мё-

Мёбиуса. По-видимому, такое обобще

ние требует лучшего проникновения
б глубокие причины сущестноиання
тргх точек нгрггнбп* утверждаемое

теоремой Мёбиуса. В таком же поло-

положении находится и следующая теоре-

теорема, родственная теореме Мебиуса.

Теорема о теннисном

мяче
Рассмотрим замкнутую гладкую песа-

монгрсегкающуюся кривую на сфере
(рис. 17).

Рис. №. Уничтожениедвух точекперегиба
кривойна проективной п/юскости

Рис. 17. Четыре точки перегибашва тен-
теннисного мяча

Теорема. Замкнутая гладкая тга

мопересекающаяся кривая, делящая

сферу надве частиравных площадей,
имеет не меньше четырех точек пе-

перегиба.
Пример. На поверхности тениигно

го мяча имеется шов делящий пло-

площадь сферы пополам На шве есть

четыреточки перегиба; их легко обна-
обнаружить на рисунке 17.

Рассмотрим теперь самоиерегскаю
щуюся кривую. Можно ли опреде-
определить, делит ли такая кривая площадь

сферы пополам?

Ь этом случае кривая делит сферу
больше чем на две части, и при опре-

определении «площади, ограниченной
кривой*, их следует учитывать с раз-
разными коэффициентами. А именно, ко

эффнциенг в одной точке выбирается
равным произвольному целому чис-

числу и увеличивается на единицу вся-

всякий раз. когда мы пересекаем кривую

в положительном направлении. Если

сумма площадей частей, посчитанных

с такими коэффициентами, равна 2я

но модулю 4я, то мм будем считать

кривую делящей площадь сферы по-

пополам.

Задачи

26. Докажите корректность jtoto олр*деле-

ния. раьемегао суммы площадей 2п но модулю

4я не линсит ии гггимЛор* « положительной»

стороны KpHDofi, ни от пибора значения коэф-

коэффициента в исходной точке

37. Рассмотрим непрерывнуюдс^юркацию

.-кп^тора сферм п ктдесе локально iц, кик

(был. может, самопересекаютител) крнных
л тящих площади сферы пополам. Нсрпо ли

что кякая полученная г результате такой

сформашш крньан иксог но менее четырех

точек перегиба?
Решение. IUnepiK> соотпетствую! иялефор-

мацнн изображена на | «кункс \Ъ (где площади
частей Л. В С улоал1-ттюряют соотношению

А + С-В).

Рнс. 18. Уничтожениедвухточекперегиба

кривой из сфере

Гипотеза. Четыре точки перегиба
сохраняются при такой деформации
экватора до тех пор, пока никакая

замкнутая петля никакой из получен
ных ъ процессе деформации кривых
не лелнт площадь сферы пополам.

Замечание. Рассмотримдругое свой-

свойство замкнутых несамомересекаюцих-

ся кривых, лсляшпх площадь сферы
пополам: они не менее лвух раз пере-

пересекают окружность каждогобольшого

круга.
Если кривая в процесседеформации

(в классе делящих пополам площадь

сферы локально гладких замкнутых

кривых) становится самопсрссекаю

щсйся то свойство пересекать пе менее
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двух раз любую окружность каждого
большого кругаможетпотсряпкл (при-
(пример лоставляегкривая на рисунке 18).

Однакоэтосвойство не может поте-

потеряться, если и процессе деформации
не образовывались петли, делящие

плошадьсферы пополам (отличные от
всей кривой).
Я не знаю простого доказательства

этого элементарно-геометрического

факта (не элементарные доказатель-

доказательства методами так называемой сим-

нлектнческой топологии получены
Ю.В.ЧекановымиА.Б.Гивенталем).

Соответствующие «многомерные
ана 1огн* теоремы Мёбиуса не только

недоказаны, нодаже не сформулиро-
сформулированы хотя бы в виде гнпотвв и хотя бы

для поверхностей, близких к проек-

проективной плоскости в трехмерном про-

проективном пространстве. Кубические
поверхности этого вида имеют четыре
линии кулевой гауссовой кривизны.
Может ли их чигло быть меньшим,
если поверхность не задается уранне

иием третьей степени?

Проективная
двойственность
Рассмотрим множество всех проектив-
проективных прямых иа проективной плоскос-

плоскости. Эго множество естественно рас

сматривать как (другую) проектив-

проективную плоскость! Этот (довольно удиви-
удивительный) факт называется явлением

проективной двойственности. Ои тре-

требует рассмотрения именно проектни

ной плоскости: прямые аффинной
плоскости образуют не аффинную
плоскость, а лист Мёбиуса (убедитесь
в этом).
Двойственностью это явление назы-

называется потому, 'по прямые на получив-

получившейся проективной плоскости (назы-
(называемой двойственной к исходной плос-

плоскости ) естественноотождествляются с

то кдми исходной плоскости. Поэто-

Поэтому проективная плоскость, двойствен-
двойственная к плоскости, двойственной к дан

ной —это исходная проективная 1ыос

кость. Третью плоскость получить

повторением нашей конструкции ие

удается
- оно ноэвр. щаст нас иа ис-

исходную плоскость.

Определениедвойственности проще
всего понять, исходя из определения

мрогктинмон плоскости как множест-

множества проходящих через нуль прямых

обычноготрехмерного векторного про-

пространства ((*. у, *)}. Рассмотрим ли-

линейные однородные функции в лом

трехмерном просгранстпе. Они иммот

квлнт

вид ах + by + сг и сами образуют
трехмерное векторное пространство

{{a be}} Оно называется двойствен-
двойственным к исходном^' векторному простран-

пространству -

Задача 28. Дикажкте. что еторосдвойстеи-
imt: npocrpaiKTTHi гккториого пространств со-

совпадает t исходным гекторпык иростран

егьом.

Рассмотрим теперь проходящую че-

через 0 прямую двойственного прост-

пространства. Отличные от нуля точки

этой прямой
— это пропорциональ-

пропорциональные друг другу (с ненулевыми коэф-
коэффициентами) линейные функции ах

+ Ьу + сг от (х,у,г). Такая функция
определяет в исходном пространстве

плоскость, проходящую через нача-

начало координат. Эта плоскость не за-

зависит от выбора точки (а,Ь,с) на рас-

рассматриваемой прямой двойственного

пространства.
Тем самим мы соиостави.ш кнжлой

(проходящей через 0) прямой двой-
двойственного пространства проходящую
через 0 плоскость исходного про-

пространства. Это естественное соответ-

соответствие кэнкмпо однозначно. Оно пре-

превращает множество проходящих че-

через 0 плоскостей и исходного про-

пространства в проективную плоскость,

получаюи^уюся «проектнвнзацией* на

двойственного исходному трехмер-

трехмерному пространства.
Но плоскость, проходящая через О

в исходном пространстве, превраща-
превращается после его проективизацин в пря-

прямую исходной проективной плоскос-

плоскости. Это естественное соответствиетоже

взаимнооднозначно.

Итак, мы построили естественное

взаимно однозначное соответствие

между множеством прямых иа исход-

исходной проективной плоскости и мно-

множеством точек другой проективной
плоскости — а именно» плоскости, яв-

являющейся нроектнвнзацией двой-
двойственного исходному некториою про-

странства.

Задачи

31. Ржсмофимкрииую^-х1 иан|хк:ктни-

1юй плоскости. Докажите что лоуйстрс! аш

кривая имеет и окростносш точки, coorvcr-

гтьукпдеи касательном ucpci иба (у ¦ 0), ос -

fx;ii кнгпг («точку жкшрата» такую же как у

криной и2 = и* вну.к).
32. Докажитечто игорзш днойетвеиизщ кри-

кривая гыпуклой крирой (нигде 1К обрш1июкк;й
ся в нуль кримичны) совпадает г исхилной

криэой,
Зам&чание Это мрпо к лля die слишком

cxoeptiux) мепынуклмх крнпих.еслисоотпет-
cnivmuHH образом оипемелнть касательные в

точках, где нрииая не гладкая

33. Исследуйтекрмпые пткжктишю дпой-

стненпьде крииым на рисунке
14.

Ответ. Гилониклоидм с тремх остриями

(рмс. 19).

29. Рассмотриммпожегтпо всех пряммх

нрокпднших переданнуюточку проектииной

плоскости. Докажите, что они образуют пря-
пряную 1М ««ЮЙСТИГМИОИ ПЛОСКОСТИ.

30. Рассмотримннпжестьо всех каздтсль-

н лх к жружшхтн мл жхолпой плоскости.

Докажите чгппнинйраэуетг <окружность» ма

Рис. 19. Двойственная кривая кривой

У «i/fx' + l)

Теорема Мёбиуса имеет

красивый вид, если сформулировать
се в терминах двойственно]! плос-

плоскости.

Рассмотрим прямую на исходной

проективной плоскости. Надвойствен-
иой плоскости эта прямая есть просто

точка. Продеформируем исхолную

прямую. Касательные полученной
гладкой кривой образуют на двои
ствеиной плоскости двойственную к

продеформированной криво!! кривую.
Если лролеформиронанная крнная
близка к прямой, то двойственная ей

кривая будет маленькой (близком к

точке).
И.4 теоремы Мебиуса следует, что

дыойсгвениая кривая продеформиро-
в иной кривой имеет не менее трех
точек возврата, подобно маленькой

гипоциклоиде на рисунке 19.

Замечание. Можно показать, что

для «большинства» малых деформя
цнй прямой двойственная кривая бу-
будет иметь именно три точки возврата

(хотя для некоторых специальных де-

деформаций могут получаться двойствен-
двойственные кривые с пятью, семью и вообще

с любым нечетным числом точек воз-

возврата).

Определение. Множество всех ка-

касательных прямых кривой на проек-

проективной плоскости называется двой-

двойственной кривой исходной кривой.

ча Я4. Нармсуип-1 кривую двойстси
иую к KpHiitifl ^(jf2-yJ)(jf-2y)eC. При
больших .-течениях С иихилинл кригади на прч-

(КП1МЮН ujqikkivih близка к ирямии (а имен-

именно, к «бмкинечиоудаЛсипии пряммА» илос-

кости((;г.у)})
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Двойственность площадь
—длина
Геометрия исходной и двойственной

плоскостей связаны довольно удиви-
удивительным образом. Мы видели выше,
что точки перегиба кривой на исход-

исходной плоскости соответствуют точкам

возврата двойственной кривой надвой-
двойственной плоскости. Оказывается,

длины кривых на одной из двойствен-
двойственных друг другу плоскостей соатвет-

пвуют площадям областей, ограни-
ограниченных двойственными кривыми на

двойственной плоскости. Конечно,
если кривые нсиыпуклые или самопе-

самопересекающие я, то как длины, так и

площади должны здесь учитываться с

соответствующими знаками.

Замечание. Длины и площади на

проективной плоскости определяются
какдлины и площади на соответству-
соответствующей сфере. Точнее говоря, мысчита-

считаем исходноетрехмерное пространство
евклидовым и рассматриваем в нем

единичную сферу (из которой проек-
проективная плоскость получается склеива-
склеиванием диаметрально противоположных
точек). Длины н площади, определен
иые таким образом, не сохраняются

при проективных преобразованиях и

не являются проективными характе-

характеристиками фигур.
Лнойстпенная проективная плос-

плоскость может теперь рассматриваться
как та же самая сфера. Для этого

достаточно сопоставить каждой плос-

плоскости, проходящей через начало ко-

ординат нашего евклилов-i простран-

пространства, ортогональную ей прямую (так
же выходящую ид начала координат).
Отобразив таким образом двойствен-
двойственную плоскость на исходную, мы по-

получаем способ измерения длин углов

и площадей и на двойственной плос-

плоскости.

Пример. Кривые, делящие площадь
сферы пополам, превращаются при

переходе к двойственным кривым в

кривые нулевой длины (знаки длин

отрезков двойственной кривой меня-

меняются при прохождении через каждую

точку возврата).
Залл** 35. Лшыжнтс. что огибающая семей-

<:тты мирызм*н м-шуклий плоский кр»гтюй имеет

Рассмотрим гладкую ориентирован-
ориентированную кривую на сфере радиусом 1.

Продолжим каждую касательную
большую окружность на расстояние

я/2 вперся от точки касания

Задача 36. Докажите, что ипдучаюшансн

крнтил г идчкая (:гти Перми лмже сечи исходная

крньан имела простейшие точки «(Х*рата

типа х1 =у3: иуж1ю только <побм иапрагсле-

нис «ьмеред» было непрерывным » точке воэ-

ирага).

Кривая, полученнаяописанной здесь

конструкцией продолжения касатель-

касательных на к/2, называется производной
исходной кривой.
Задачи
37. Найл'гтепроиапо, и ю параллелисф^рм
Ответ. Экмтор. параллельный :игой парал

ясли.

38. Докажите,что производная замкнутой

иесаколересскакмкейся крноой ira сфеределят

млощадьеферы поноем

Этот результатдвойственен свойст-

свойству огибающей семейства нормалей
иметь нулевуюдлину (которое выпол-
выполняется как для кривых на плоскости,

так ндля кривых на сфере — полумай-
полумайте, почему).
Двойственность площадь — длина

относится к области математики, на-

называемой интегральной геометрией.
Интегральная геометрия имеет много-
многочисленные внутриматематнческие и

виематематнческне применения (на-

(например, в TOMOi рафии, в теории веро-

вероятностей, в топологической теории

характеристических классов и в кван-

квантовой теории поля).

Некоторые важные результаты вэтой

области были открыты не математика-

математиками, а астрофизиками (и связи с про
блемой интерпретации результатов
телескопических и радиотелескопичес-
кнх измерений). Топологическая тео-

теория характеристических классов воз-

возникла в качестве побочного продукта
исследований в области математичес-

математической статистики. Эти примеры еще раз
показывают, кактаинственно связаны

между собой все разделы математики

от самых абстрактных до самых при-

прикладных.

Задача39. Плоскуюограниченную крипу»

случайно бросаки на лист днноваиной бумаiи

и полечитмпают среднее по большому числу
независимых бросаний числе пересечений с

линиямибумаги. 1окажнт? что (предельное)
среднее число 1Крч.ч.ечеинЙ лрогторниоПАлыю
длине кринои (и нс зависит or cc формы).
Полсчитайтг это чшгло для иголки длиной I.

бросаемой на плоскость с расстояниями между

соилииннлн1гнячм, равными I («калача Вкф-
фола»).

Ответ. 2/х < га как дли окружное гн рли-

нпи п чнаю пересечемни всегда раимп 2)

Что такое проективная

ТОПОЛОГИЯ?
Со времен Ф.Клейна (т.е. более ста

лет) матемагики класенфшифувот раз-

различные отделы геометрии в зависи-

зависимости отт IX), при каких преобразова-

преобразовасохраняются соответствующие
свойства фигур. Например, углы и

длииыотносятся кевклидовой геомет-

геометрии, они сохраняются при евклидо-
евклидовых движениях (а если нс учитывать

ориентации, то и при отражениях).
Понятия медианы и центра тяжести

треугольника относятся к аффинной
геометрии, а понятие «точка переги-

перегиба»- — к проективной. С этой абстрак-
абстрактной точки зрения топология — это

наука о свойствах фигур, сохраняю-
сохраняющихся при всех непрерывных (вместе
со своими обратными) нреобралопа
миях адифференциальная топология
— о свойствах, сохраняющихся при
гладких (дифференцируемых вместе

со своими обратными) преобразова-
преобразованиях.

Например, квадрат и круг на плос-

плоскости ToncwiOl нчески эквивалентны, а

гладко — нет. Недавно выяснилось,
чтосуществуют фальшивые четырех-

четырехмерные пространства, топологически

эквивалентные обычному четырехмер-
четырехмерному пространству, а гладко

— нет.

Теорема Мёбиуса показывает, что

абстрактная точказрения неоправдан-

неоправданно сужает предмет.! 1апример, утвер-
утверждение отрох точках перегиба нельзя
пключить вдифференциальную топо-

топологию, потому что понятие точки пере-

перегиба инвариантно не относительно всех

гладких преобразований (а только

относительно проективных преобра-
преобразовании). Между тем теорема Мёбку
са имеет явнотопологическую приро-

роду, которая, однако, не умещается в

прокрустоволоже абстрактного опре-
определения.

Я предлагаю такук>терминологию:
топология (стеми или иными пристав-
приставками) изучает не толькотопологичес-

топологические, а вообще вседискретные инвари-
анты фигур, рассматриваемых в ка-

какой-либо геометрической теории (оп-

(определяющей приставку).
Например, числ вершин выпукло-

выпуклого многоугольника нааффинной плос-

плоскости является дискретным инвариант-

инвариантном выпуклого многоугольника. По-

Понятие выпуклого многоугольника от-

относится к аффинной геометрии, поэ-

поэтому число вершин
—

инвариант аф-

аффинной топологии.
Число точек перегиба плоской кри-

кривой -- инвариант проектныюн тополо-

топологии , и теорема Мёбиуса является про-
простейшим фактом этой области науки,

развитие которой надолго задержа-

задержалось из-за того, что она не попадала в

абстрактно-а1гебранческую номенкла-
номенклатуру математических наук.
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Тайна «утренней звезды»
в.сурдин

ОБЫЧНО,
употребив в названии

научно-популярной статьи сло-

слово «тайна», ее автор непремен-
непременно приводит читателя к разгадке этой

тайны. Но на сей раз будет не так: у нас

действительно нет ключа к одной ас-

астрономической загадке, и мы надеемся

лишь нацелить читателя на ее реше-

решение. Может быть, вам посчастливится

распутать згу проблему.

Загадка вращения Венеры

Как известно, Венера посвоей массе и

размеру почти точная копня Земли.

Но рдсположена они немного ближе к

Солнцу и совершает один оборот во

круг него за 224,7 суток (здесь и даль
ше мы имеем в виду земные сутки). Л
вот о том, как вращается Венера во-

вокруг своей оси.астрономы долгое вре-
время ничего не знали, поскольку сквозь
ее толстую атмосферу не видны детали

поверхности. Однако радиолокация
помогла пробиться сквозь облачный

слой Венеры и узнать, чтоона враща-

вращается нокруг своей полярной оси очень

медленно и ктому же в сторону, обрат-
обратную ее орбитальному обращению, со-

совершая один оборот вокруг оси в тече-

течение 243 суток. В этом отношении она

овеем не похожа на родственные ей

планеты - Землю и Марс, у которых
направление суточного вращения со-

совпадает с направлением орбитального

обращения н происходит гораздо быс-

быстрее: с периодом около 1 суток.
Но Венера преподнесла еще одну

-*нгалку: наблюдая движение облаков
и a i мосфс|№ Венеры, ас i роиомы уста-
установили, что верхние слои атмосферы
вращаются как бы сами по себе, от-

отдельно от тела планеты, совершая один
ибо kit в том же направлении, что и

планета, но существенно быстрее —

всего зи Л су гок. А надо заметить, что

веиериангкаи атмосфера значительно
плотнее и массивнее земной. Естес-

Естественно, у некоторых исследователей
полнилось желание объясни i ь исобыч

нос вращение Нснсры взаимодействи-
взаимодействием твердого тела планеты с ее массив-

массивной атмосферой
Например, водин ил журил,юнбы та

прислана рукопись, озаглавленная

«Атмосфера Венеры — гигантская теп-

тепловая машина». В ней утверждалось,

что. перернбатмкя негтоксолнечного

тепла, неперианская атмосфера спо-

способна повлиять на вращение планеты.

Длядоказательствабыл сделан следу-

следующий расчет. Мощность солнечного

излучения, попадающегов атмосферу
Венеры, составляет около 10" Вт.

Следовательно, за несколько милли-

миллиардов лет эволюции планета получила
от Солнца 10м Дж тепла. В то же

время, если бы Венера, подобно Зем-
Земле, вращалась с периодом в 24 часа, то

кинетическая энергия ее вращения

былабы порядка 10й Дж- Как видим,

атмосфера получилаот Солнцадоста-
достаточно энергии, чтобы много раз оста-

остановить и вновь раскрутить планету б

любуюсторону. AirropOD гипотезы этот

расчет вполнеубедил в справедливос-

справедливости идеи. А вас, дорогой читатель?

«Трикита» механики
Проверку любой идеи физик начинает

с законовсохранения. В нашей задаче

с вращением Венеры закон сохране-

сохранения Энергии, как мы убедились, лы

полняетсясзанасом. Л какиееще вели

чиныдолжны сохраняться? Разумеет-
Разумеется, импульс и момент импульса. На

jthx «трех китах» стоит механика.

Поскольку речь илето вращении, нас

особенно интересует момент.

Способное! ь теласохранять состоя-

состояние вращения или передавать его дру-
другим телам характеризуетсямоментом

импульса. Иногда эту величину назы-
называют также кинетическим моментом,

моментом количества движения или

угловым мимгнтом. У импульса и мо-

момента нмиу. 1ьса eci ь немало общего
С импульсом (или. как говорили

раньше, количеством движения)
школьники знакомы хорошо. Этоиск

торная величина, направленная в сто-

сторону движения тела и численно рав-

равная произведению его массы на ско-

скорость:

р= mv <1)

При 1МН1ГМОДГЙГТВШ1 тгл суммарный
импульс сохраняется. Примертому —

прыжокчеловека с лодюг. вы прыгаете
в одну с tojwhv, л лолкд начинаетдни

гатьсн б протиноположную Так же

хорошо проявляет себя этот закон со-

сохранения иа льду если вы с товари-

товарищем стой ге на коньках, то. отгалкн в

ншеь друг от друга, движетесь и про-
противоположных направлениях причем
кто легче - тот быстрое.
Однако иа земле при наличии тре-

трения этот закон сохранения не столь

очевиден. Автомобиль начинает дви-

движение, а земной шар при этом остает

ся на месте. Разумеется, и он тоже

получает импульс в противополож-
противоположном направлении, но при своей ги-

гигантской массе испытывает мизерное
изменение скорости. Поэтому, буду-
будучи уверенными в хорошем сцеплении

колес с землей, мы можем не забо-
заботиться о законе сохранения импуль
ей: импульс отдачи всегда «уйдет в

землю», причем планета при этом

практически не изменит своего дви-

движения н останется удобной системой
отсчета. Зная мощность двигателя и

массу автомобиля, вы лемко рассчи-

рассчитаете время его разгона до опреде-

определенной скорости, используя закон со-

сохранения энергии и даже ие вспом-

вспомнив о сохранении импульса.

Л вот космическое пространство и

этом смысле больше похоже на лед:

там импульсом пренебрегать нельзя.

Вот пример: если ядерный двигатель

звездолета массой т способен разви

вать мощность W, то с каким ускоре-
ускорением раз! оняется звездолет? Оказы-

Оказывается, задачу эту ие решить, пока не

известно, есть ли у этого звездолета

запас рабочего тела и с какой ско-

скоростью оно истекает из двигате1я

Ведь мощность реактивного мотор»

расходуется не только на разгон звез-

звездолета вперед, но и на разгон рабоче-
рабочего тела назад, причем

— с равными
по абсолютной величине импульса-
импульсами. Как видим, в космосе, где «точку

опоры» приходится возить с собой,
закон сохранения импульса

— вешь

серьезная.

Столь же серьезен и закон сохране-

сохранения момента импульса. Момент им

пульса /. — величина векторная. И

качестве простого (но важного для

нас) примера рассмотрим тело, обла-

обладающее см ькнч1ммс:трии к вращающе-

вращающееся относительно этой осн. В этом

пучае направление вектора L совпала

ет с направлением вектора угловом

скорости о), т.е. направлено вдольоси

< 1пм>п V О
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вращения б ту ее сторону, глядя в

которую мы видим тело вращаю

щнмея но часовой стрелке (так пазы
васмое правило буравчика). Напом-

Напомним, что величина угловой скорости,

измеряемая в радианах за единицу

времени, связана с периодом враще-
вращения тела (Г):

о> = 2я/7\

Для вращающегося тела угловая
скорость играет ту же роль, что и

Линейная скорость для прямолиней-
прямолинейно движущегося тела. В определении
импульса A) его величина связала со

скоростью через меру инертности тела

- ею массу. Подобным же образом
сня.*анм между собой момси г импуль-
импульса и угловая скорость, но для них

мерой инертности тела служит его
момент ингрцин /:

Z-/2. B)

Для точечной m,iееы момент инерции

вычисляется нофо]1мулс

где Н расстояние точки от оси враще-

вращения Кстати, величину момента им-

импульса в этом случае можно щк-дста-

внть euie и так:

КВА и Г 199 5

где v — линейная скорость кругового

вращения У жесткой системы тел

момент инерции вычисляется путем
сложения моментов инерции его со-

составных частей:

а у непрерывных тед — путем нитег-

рнропання по всему их объему:

/ = [ Hldm
Ниже принеленм моменты инерции

некоторых тед простой формы

«К»

Спкмагюй

Дшк

Тонкий

стержень rml2

Рассмотрим примеры выполнения

закона сохранения момента импуль-
импульса.

Пример 1. Вы неподвижно снлитс

на стуле, способном легко вращаться

вокруг вертикальной оси (такой стул
называют скамьей Жуковского), и

держите в руках массивное колесо

"•{

5F
РИС.1

(рис.1). Очевидно, момент импульса

системы «человек -

стул
— колесо»

ранен нулю. Теперь попробуйте сами

раскрутить колесо — при этом бы

вместе со с гулом начнете вращаться
в противоположном наггравленни: мо-

момент импульса колеса компенсирует-
компенсируется момсктом импульса системы ¦че-

¦человек — стул» Л в сумме по прежне-

прежнему НОЛЬ.

Пример 2. Фигуристка вращается
на коньках, широко раскинув руки.
Затем она резко прижимает руки к

туловищу, и угловая скорость ее нра-
тения заметноувеличивается (рис.2).

'

Приблизив руки коси вращения, фи-
! уристка уменьшила момент инерции
тела, что при сохранении момента

импульса вызвало увеличение угло-
угловой скорости (о = /-//).
Однакоопыт подсказывает нам. что

для тел, связанных с поверхностью

земли, закон сохранения момента нм-

нульсатак же ма.10кажен как и Зч1кон

сохранения самого импульса. Напри-

Например, пидоилменим опыт со скамьей

РисЗ

Жуковского: будем раскручивать ко-

колесо, держа его ось перпендикулярно
оси скамьи (рнс.З). В этом случае
скамья не сдвинется с места. А куда же

дедся момент отдачи? «Ушел в зем-

землю»! Разумеется, вращение планеты

от этого заметно не изменилось.

А вот еще один пример: требуется
рассчитатьдвижение качелей (рис.4).
В этом случае мы используем закон

сохранения энергии, отмечая ее пере-

переход из потенциальной формы в кине-

кинетическую, а законом сохранения мо-

момента импульса не пользуемся. Пото-

Потому что сразу видно, что у самих каче-

качелей моментимпульса не сохраняется
они попеременно вращаются вокруг
оси то водну ctojwhv, то в другую. Где
же. в таком случае, тот «резервуар

момента импульса», с которым качели

непрерывно им обмениваются? Да все

та же Земля!

Решая «земные» задачи, инженеры

редко .-вдумываются о сохранении

монета. Как правило, все двигатели

закреплены на массивной опоре н не

вращаются в щютнвоноложном на-

направлении, когда их махоинк начи-

начинает раскручиваться. Правда, в неко-

некоторых случаях, скажем в вертолстос-

троении, проблема момента очень

важна. Несущий шпгг вертолета пос-

постоянно сообщает момент импульса

воздуху, а момент отдачи передастся

на корпус машины. Чтобы стабили-

стабилизировать корпус, используют либо два

1(]>отн1юпс>ложко вращающихся несу-
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щих винта (вертолеты Н.И.Камопа),
либо дополнительный хвостовой виггг,
вынесенный подальше от оси враще-
вращения. Но все же в земной практике
таких примеров немного.

Л вот при решении космических за-

задач без законов сохранения импульса

имомента»липульсанеобонтисъ. Нуж-
Нужно развернуть в полете космический

аппарат
— включай реактивные дни

гателн ориентации (в этом случае мо-

момент отдачи уносят продукты сгора-
сгорания) или запускай гироднны

— массив-

массивные маховики, раскручивающиеся в

сторону, противоположную повороту

аппарата.

Чтобы изменить импульс тела, нуж-

нужно приложить силу F, а для измене-

изменения момента импульса нужен момент

силы

М = [гГ], D)

где г — радиус-ьсктор, направленный

к точке приложения силы.1 Здесь ис-

используется не алгебраическое, а век-

векторное произведение, чтобы учесть
возможность различного взаимного

направления г н F.

Для тех, кто не знаком с операцией

векторного произведения разъясним,

что вектор момента силы М направ-

направлен перпендикулярно векторам г и

F, ориентирован по правилубураьчи
ка, а его модуль равен

где о^ —угол между направлениями
г н F (рис.5)- Величину d = rsina ,

как вы наверное дчмалалигь, называ-

называют плечом сады.

Если моментсилы действует натело
в течение времени Д{, то момент им-

*
Отметим, что общееопределение

мимеыгна имтщдыаматг/гиальной точки
имгет аш). оченьпихожип н U

момента силы D):

0ц{ухи
поли\п.мг}мрм!/лу( i) Мо.нсит импильса
lucmcни точек раяен сумме ихмоментов,

чгт п с \учиг тнгрлкно тгли, т/аи+акчцггосм

яокри/ tKuсимметрии, приводит к формуле
( ). И абтцгм г и/чае /. и Ы w

парал.чгл*нгА. >ш ибыкты. а кипшрьи. иОггп

1к\ь м tkiuuou с татьс (атм*к$>сра.
п,%апслы), теньсимметричны. Дам тех. об

лв<*а*нцмс <*1крической симметрией, f и

flcravto гш1*аллслы*г* СПрим. рсч.)

Рис.5

J?

пульса этого тела изменится на вели-

величину AL:

Кроме того, во вращении тела запа-

запасена кинетическая энергия (Я).
Вспомнив, что v - со/?, легко понять,

что величина jtoh энергии составляет

видим, и здесь момент инерции

служит аналогом массы.

В поискахразгадки
А теперь мы вернемся к аагвдке вра-
вращения Венеры. Если предположить,
что. родившись, она вращалась так

же. как Земля, то что могло изменить

ее вращение? Нет сомнения, что ат-

атмосфера планеты способна преобра-
преобразовывать солнечное тепло в механи-

механическую работу. Именно это тепло

вызывает вертикальные и горизон-

горизонтальные потоки воздуха, которые

передвигают облака и песчаные бар-
барханы, подгоняют яхты н вращают ло-

лопасти ветряных двигателей. Однако,

рассматривая планету как совокуп-

совокупность ее твердого тела и атмосферы,
нам нужно помнить о сохранении сум-

суммарного момента импульса: тело пла-

планеты н атмосфера могут им обмени-

обмениваться, но не могут изменить полной

величины момента.

Как ни обширна венернанская ат-

атмосфера, все же ее масса в 20 тысяч

ран меньше массы планеты, а момент

инерции, соответственно, меньше в

10 тысяч раз. Поэтому, если бы пла-

планета первоначально вращалась с пе-

периодом 2Л часа, а затем практически

становилась, передав весь свой мо-

момент атмосфере, то воздушная обо-

оболочка нлансгы должна была бы вра-
вращаться сейчас с пернатом 24 ч/10000=
¦ 8,6 с. При такой скорости она бы

мгновенно улетела в космос!

Значит, нужно искать внешние тела,

с которыми licttepa могла бы обме

пяться моментом импульса. Это мог
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бы быть, например, спутник Венеры,
подобный пашей Луне. Кстати, Луна
своим приливным влиянием тормо-

тормозит вращение Земли н в будущем сде-

сделает его очень медленным, имеющим

период в десятки современных суток

(об этом мы подробнее расскажем в

отдельной статье). Возможно, спут
ник Венеры проделал со своей плане-

планетой то же самое, а затем был ею поте-

потерян.

Но, оказывается, существует еще

один агент, способный влиять на вра-

вращение Венеры, — это солнечный свет!

Как мы помним, мощность солнечно

го излучения, попадающего на Пен

ру. w*= 1017 Вт. Значит, сила давле-

давления света на диск планеты составляет

Fm ср/смЗ-108 Н- Если у лиска Ве-

Венеры всюду одинаковая отражающая
способность, то никакого момента

силы при этом не возникнет в виду
полной симметрии. Но если в атмос

фере Венеры постоянно поддержива-

поддерживается асимметрия между утренннм и

вечерним полушариями, то налетаю*

[цнй на планету поток фотонов мог

бы передавать сн момент импульса.
В простейшем случае если бы одно

полушарие Венеры было черное, пол-

полностью поглощающее свет, а другое
полушарие белое, отражающее, то

давление света было бы способно рас-

раскрутить планету до периода в несколь-

несколько суток. Либо, напротив, остановить

ее вращение, происходившее с таким

периодом. Разумеется, рсалмшя аснм-

мефня ьенернанской атмосферы не

так сильна, но все же она существует:
между утренним и вечерним полуша-

полушариями замечено небольшое различи
как в высоте атмосферных слоев, так

н в их отражательной способности.
Вызвано оно, по-видимому, днеиным

нагревом и ночным охлаждением ат

мосферы.
Итак, используя приведенные в

статье формулы, вы можете сами раз

рабатывать вероятные сценарии эво

ионии вращения Венеры. Ис забудь-
забудьте также о корпускулярных потоках

солнечного ветра, налетающих на

планету: быть может, и они могут

изменить се вращение. Но в каждом

вашем сценарии суммарный момент

импульса всех участников взаимо-

взаимодействия должен непременно сохра

пяться!



Информация и математика

В.БОЛТЯНСКИЙ, А.САВИН

ЗАДУМЫВАЛИСЬ
Лн вы О роли

информации в нашей жнэин? А

подумать есть о чем, ведь целых

десять лет мы получаем в шкоде (а
многие еще 5—6 лет — в пузе) необхо-

необходимую информациюдля полноценной
самостоятельной жнэмн. Но помимо

учебников и рассказов учителей мы

получаем огромныелозы информации
из телевизоров, радиоприемников,
книг, газет. Она хранится у нас в виде

книг, магнитофонных и видеокассет,

фото!рафий, кинопленок, рисунков

В библиотеках хранятся миллионы

томов книг, художественных и науч-

научных журналов. В специальных храни-

хранилищах размещаются патенты с описа-

описаниями различных изобретений. Всю

ту информацию необходимо упоря-
упорядочить, сделать доступнойдля пользо-

пользования, т.е. иметь возможность now

чать ответы на интересующие нас во-

вопросы. Не менее важная задача

передача информации без искажений

и в короткие сроки.
Эти размышления приводят нас к

убеждению в необходимости иметь

математическую теорию, обслужива-
обслуживающую описанный круг проблем. Та-

Такая теория существует и называется

теорией информации.

Начнем сигры
Рассказ об этой теории начнем с детс-

детской игры, в которой ведущий задумы-
задумывает некоторый предмет или понятие,

а остальные участники должны отга-

отгадать, что же было задумано, задавая

вопросы и получая иа них только

ответы «да» и «ист». Например: «Жи-
«Живое?» — «FКет»; «Съедобное?» - «Да»;
«Сладкое» — «Нет»; «Белое? — «Да»;
«Белый хлеб?» — «Да*.
Но не всегда игра оканчивается так

быстро. Дело в том, что в этой игре
иг очерчивается круг первоначально

задумываемых предметов Коли же на

бор возможных предметов точно ука-
указан, то поиск существенно ускоряет-

ускоряется. Пусть, например, задуман один
ил 16 предметов. Конечно, можно

спрашивать «Это первый предмет? »,

«Эго второй предмет?» Если пове-

повезет, то мы отгадаем, задан лишь ачни

покрое а если совсем не повезет, то

число вопросов может быть 15. А по-

почему не 16? Да потому, что н случае

пятнадцати ответов «нет» мы уже вы

меняем, что загадан шестнадцатый

предмет. А можно ли сократить чис-

число вопросов, применив другую систе-

систему отгадывания?

Применим следующую стратегию.
Разобьем множество из этих 16 пред-
предметов на два полмножества А и П,

содержащие но 8 предметов, н зададим

вопрос: «Содержится ли задуманный
предмет во множестве Л?». При лю-

любом ответе (да или нет) мы будем знать

8 элементов, среди которых находится

задуманный Теперь разобьем эти 8

элементов надва подмножества С и D,
со, держащих по 4 элемента, и заладим

второй вопрос: «Содержится ли заду-

Л В

Какбыстро угадать задуманныйпредмет

манный предмет во множестве С?».

После получения ответа мы будем
знать среди каких четырех предметов

находится задуманный. Следующий
третий, вопрос мы зададим, предвари-
предварительно разбив эти четыре элемента на

лвс пары, и узнаем, н кикой парс
находится загаданный элемент. Чет-

Четвертый вопрос мы зададим указывая
иа один из предметов этой пары: «Этот

предмет был задуман?». Получив от-

нет (ли или нет), мы окончательно

определим задуманный предмет.

Математизируем
стратегию
Опишем эту стратегию иначе. Будем
обозначать ответ «да» цифрой 1, а

ответ «нет» — цифрой 0. Запишем
полученные ответы на наши четыре

вопроса один за другим Пусть мы

получили такую последовательность

ответов: «пег», «да», «да*, «кет».тог-

«кет».тогда мы получим следующую запись

ОНО. Эту запись можно рассматри-
рассматривать как число в двоичной системе

счисления. Получая разные серии от

встов, мы можем получить любое из

чисел от 0000 до 1111, т.е. все числа от

О до 15 в десятичной системе счисле-

счисления, всего 16 чисел. Теперь становится
ясно, почему, задав 4 вопроса, мы

сможем отгадать, какой нз 16 прелмс
тов бил задумай.
Давайте еще более математизируем

процесс отгадывания. Для этого сна-

сначала за1гумерусм 16 рассмотренных

предмето в двоичными числами от

0000 до 1111 и заладим 4 вопроса в

следующей форме: «Равна ли едини-

единице первая цифра?», «Вторая циф-
цифра?», «Третья?», «Четвертая?». На

каждый нзтаких вопросов мы получа-
получаем 1 бит информации. Слово «бит»

возникло от английского словосоче-

словосочетания binary digit — двоичная едини-

единица. Итак, для отгадывания предмета

из 16 элементного множества надо по-

получи 1ь 4 бита информации.
А можно ли отгадать задуманный

предмет из набора в 65 предметов,
задав 6 вопросов с возможными отве-

ответами «да
-

нет», т.е. получив 6битов

информации? Но ведь шесть битов

информации задают шестибуквенное
слово в алфавите с двумя знаками 0 и

1, например. 001101, 100111 и т.п.. а

таких слов существует всего 26= 64.

Поэтому, если сопоставлять предме-

предметам такие слова, то каким-то двум

предметам будет соответствоватьодно
и то же слово, значит шести вопросов

можетоказаться недостаточнодля уга-

угадывания предмета.

Л сколько битов информации пона

лобится для угадывания предмета

совокупности нз<? предметов? Обоб-

Обобщая сказанное, можноутверждать, что

взяв число kt для которого 2k'l<
< q ? 2*, мы получим, что такое число

битов информации достаточно для

отгадывания предмета, a (fe — Обит

информации еще не достаточен. Для
100 предметов достаточно 7 битов ин-

информации, поскольку 26< 100 ? 27.

Неравенства2* <(f? 2* означают,
что {к — 1) <log? q 5 Л. т.е. k — на-

наименьшее натуральное число, для ко-

которого k a log-j q. Таким образом, что-

чтобы отгадатьзадуманный элемент мно-

множества из q элементов, нужно иметь не

меньше Iog2<7 битов информации.
Например, log2100 « 6.644. а так как

мы не можем задать нецелое числе
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вопросов, то нужно задать 7 вопросов,

получив 7 битов информации.

Поиск фальшивых монет

Рассмотрим теперь такую задачу.

Подставим, что имеется 27 монет оди-

одинакового достоинства, среди которых
имеется одна фальшивая монета, бо-

более тяжелая, чем остальные, ио не

отличающаяся от них но внешнему

виду. Также имеются чашечные весы

без гирь. Требуется обнаружитьфаль-
шнную монету с помощью ие более

трех взвешиваний

Если мы положим часть монет на

одну чашку весов, ещестолькоже —на

другую,то результатвзвешиваниядаст

нам информацию не только о монетах
на чашках весов, но и о оставшихся

монетах. Понятно, что монеты выгод-

выгоднее- всего разложить на три равные

кучки по9 монет. Одну из них следует

9 монет.

9 монет

9 монет

Какнайтифальшивуюмонету

положить иа левую чашку весов, вто-

вторую
— на правую а третью оставить в

стороне. При взвешивании возможны
три результата:

1) перетянетлевая чашка,

2) перетянетправая чашка,

3) весыокажутся в равновесии.

D первом изэтих случаев, очевидно,

фальшивая монета лежит иа левой

чашке весов, во втором
— иа правой, а

в третьем
— в отложенной кучке

Итак, после первого взвешивания

мы выделяем 9 монет среди которых

находится фальшивая. Теперь разде-
разделим эти 9 монет на три части по три

монеты в каждой. Положим одну
часть иа левую чашку весов, другую
— иаправую, а третью вновь отло-

отложим в сторону. После второго взве-

шнпапня, аналогично предыдущему,
мы обнаруживаем ту кучку .монет, в

которой лежит фальшивая монета.

Остается одну из этих трех монет пол-

положи! ь на левую чашку весов, другую
- направую, а третью отложить в

сторону. Третье взвешивание позво-

позволит нам определить фалмннную мо-

монету.

Если жеданы 3* монет, среди кото-

которых одна более тяжелая, то k взвеши-

взвешиваний позволят однозначно указать

фальшивую монету. То же справедли-

справедливо для qмонет, если 3*"' < q 5 3*. Мы
видели, что для угадывания одного

предмета из q предметов требуется
иметь 1о&</ битов информации. В

частности, при q
= З1 мы получаем, что

для нахождения более тяжелой моне-
монеты нужно иметь log2 3*=Л Iog2 3 битов
информации Л так какдля нахожде-

нахождения (угадывания) фальшивой монеты
достаточно провести k взвешиваний,
то эти k взвешиваний дают k\og7'5
битов информации. Следовательно,
каждоепявешиваниедаст Iog23 •»1,584
бита информации.
Пусть теперь имеется 6 монет, из

которыхдвефальшивые
— более тяже-

тяжелые, и мы хотим их определить Нес-
Несложно подсчитать, что две монеты из

шести можно ныбрать пятнадцатью

способами. Значит, чтобывыбратьодин
из этих способов, нужно иметь

log215 = 3$07 битов информации.
Заметим, что три взнешииаиия лают

3Iog 3^4,752 бита информации, а

два взвешивания лишь 21о?г 3 » ЗД 68
бита информации. Поэтомудвух взве-

взвешиваний может не хватить, а трех

взвешиваний оказывается достаточно

для нахождения этих двух фальши-
фальшивых монет. Попробуйте сами найти

процедурутакого взвешивания.

Немного о вероятности

Когда мы подбрасываем монету, она

можетупасть какорлом, так и решкой.
Когда мы бросаем игральную кость, с

равным успехом может выпастьлюбая

из шести ее граней. Когда мы наугад
вытаскиваем каргу из колоды, для

любой ил них шансы бытьвытащенной

одинаковы. Такие события математи-

математики называют равновозможнымн А

каковы шансы вытащить из колоды

туза? Из36 возможных исходов наше-

нашего эксперимента нас устроят лишь че-

четыре, поскольку в колоде находится

четыре туза. Значит, шансы вытащить

тузау нас равны 4/36= 1/9. Шансы
вытащить карту бубновой масти рав-

равны 9/36 ¦ 1/4. На основе таких

рассмотрений было введено понятие

вероятности события, как отноше-

отношения ко.1ичсстна равновозможных со-

событий, соответствующих рассматри-
рассматриваемому событию, к общему числу

равиовозможных собьгтнй

Исходя из такого определения, мы

получаем, что выпадение орла при

бросании монеты имеет вероятность

1/2, как и выпадение решки. Выпа-

Выпадение шести очков при бросании иг-

игральной кости равно 1/6. а выпаде-

выпадение четного числа очков равно 3/6=
= 1/2-
Однако ие всегда удается множество

возможных исходов омыта предста-
представить как множество равиовозможных
событий. Например, при бросании

спичечного коробкашестьвозможных
положений коробка, возникающих

послебросания, уже ие являются рав-

равновозможнымн. Короо*ок будет чаще
падать на большую грань, чем иа бо-

боковую или горец В таких случаях

каждому из этих событий приписыва-
приписывают свои вероятности

—

неотрицатель-
неотрицательные числа, сумма которых равна еди-

единице. Для спичечного коробка можно
принять вероятность выпадения гра-

грани с этикеткой равной 0,46, для грани

Какможетупастькоробок

с нанесенной на ней смесью — равной
0,03, и 0,01 для каждого из торцов.

Конечно же, такое распределение по-

получено для конкретной коробки спи-

спичек. Оно можетоказатьсядругим для

другой формы коробки и при другой
степени наполненности ее спичками.

Другим примером можетслужить по-

появление той или иной буквы в слове.

Вспомним телевизионное 4Поле Чу-
Чудес» . Когда ведущий предлагает игро-

игроку назвать букву в слове, где еще

неизвестны вес буквы, то никто из

играющих еще не называл буквы *ъ>

поскольку она встречается очень ред-
редко» а вотбуквы «е» или «а» называют

почти всегда и с успехом.
Если формализовать проведенные

рассуждения, то приходим к следую-

следующему определению. Рассматривается
миожестюалемопарных событии: Л,,
j42, .... Д, каждому ил них соностав

чеио неотрицательное число: р,,

Р2 Р*>причем />, + ft+ -..
+ />„

*

¦= I. вероятностью произвольного со-

события называется суммавероятнос-
вероятностей входящих в нею элементарных
событий.



18

В случаебросания кости элементар-
элементарными событиями будутвыпадениятой
иди иной грани, как н в случае броса-
бросания спичечного коробка, а и случае
вытаскивания карты из колоды эле-

элементарными событиями являются вес

36 возможных вариантов.

Энтропия
Назовем задачу об отгадывании одно-

одного из шестнадцати предметов задачей
а. Как мы видели, для ее решения

требуется 4 бита информации. Усло-

Условимся говорить, что энтропия (неоп-

(неопределенность) задачи а равиа 4 битам

и писать //(«)¦— 4, а для задачи 0
отгадывания одного элемента из мно-

множества, содержащего q элементов,

энтропия, вносимая всеми элементами

этого множества, равна Hi$)=\og2q.
Можно считать, что каждый элемент

этого множества вносит энтропию

равную —\og2q или - —log2 —.

Но первоначально каждый элемен

этого множества имел одну игу же

вероятность оказаться искомым, н эта

вероятность равнялась р
=
—. 11оэто-

му аместо выражения
—log^ — мож-

можно написать -p\og2p. Значит, каж-

каждый элемент множества вносит неоп-

неопределенность, равную -p\o&jp. От-

Отмстим, что число -p\og2P положи-

положительно, так как 0 < р
< I. н поэтому

1

Рассмотрим, наконец, общий слу-
случай, л котором имеется п элементар-
элементарных событий Л|, Лг,..., Ап с вероят-
вероятностями р%ш рг, .... ря. Событие А1
вносит неопределенность -рх Iog2 /?,,
событие Д[ вносит неопределенность

"Pi *°&P2 и т.д., поэтому общая не-

неопределенность испытания у г этими

элементарными исходами равна

л -...- ря

1lpiinc/шнные рассуждения вовсе ие

служатдокаяательством этой форму-
лы. Они показывают лншь целесооб-

целесообразность такого понимания энтропии.

Формулу (* ) следуетсчитать опреде-
определением энтропии.

Найдем энтропию при бросании
монеты. Здесь имеютсядва элементар-
ныхсобытии Л, и А1 выпаленисорла
и иьшадс-иис! решки, каждое ия кото

1>ых имеет вероятность 1 /2. т.е. />,
-

1/2Пф()

кнлит ¦ i 9 р ; / *& б

испытания е получаем энтропию,

равную

т.е. неопределенность составляетодин
бит.

Еще один пример. Пусть в яшике

лежаттри белых шара и одни черный.
Испытание Ь будет заключаться в

том, что наудачу выбирается один из

шаров. Обозначим элементарное со-

событие, заключающееся в вытаскива-

вытаскивании белого шара через Av, а через Л

выбор черного шара. Их вероятнос-
вероятности равны ръ-3/4 и р,= 1/4. По

формуле ( *) имеем:

Как мы видим, энтропии оказалась

меньше одного бита, что и понято,

поскольку в ящике белых шаров боль-

больше, чем черных, н поэтому чаще в

таком испытании появляется белый

шар, а значит и неопределенность в

таком испытании меньше одного бита.

Заметим что если бы в ящике все

шары были белыми, то энтропия ис-

испытания, заключающегося в вытас-

вытаскивании одного из шаров, была бы

равна нулю. Это следует как из фор-
формулы (*), так и из замечания, "что

при таком испытании пег неопреде-

неопределенности — всегда будет вынут белый
шар.

Термодинамика и

энтропия

Первоначально понятие энтропии по-

появилось ъ статистической механике и

было введено Полем Эренфестом. Он

рассматривал следующую модель: со-

Модвлп Эренфеста

суд содержит л молекул газа н разде-

разделен проницаемой пленкой. Если в

первой части «куда находится к мо-

молекул, то во второй (и — к) моле-

молекул. Такое распределение можно про-

произвести ав/

"'

...
способами (эту

формулу попробуйте доказать самос-

самостоятельно) Каждое такое распреде-
распределение можно рассматривать, как ис-

исход некоторого испытания. Энтропия
этого испытания равна log,. ¦

к\п- к)\
Эта. величина и была принята Эрен-

Эренфестом за меру неопределенности, бес-

беспорядка, хаоса. Выбор основания ло-

логарифма здесь не имеет значения, пос-

поскольку переход к новому основанию

соответствует домноженню на неко-

некоторый коэффициент (модуль перехо
да от одного основания к другому),
при этом лишь меняется единица ко

торой мы измеряем энтропию.
Всеобщее выравнивание темпера-

температуры Вселешюй (тепловая смерть Все-

Вселенной) соответствует максимуму эн-

энтропии, тогда как жшнь имеет стрем-
стремление приближать биологические про-
процессы к минимуму энтропии, как от-

отмечал У.Р.Эшби. Следует отметить,

что применению энтропии в физике
способствует также наличие соотно-

соотношения неопределенностей Гейзен
берга.

Информация и

кодирование
Современное определение энтропии и

виде формулы (¦ ) и развитие на этой

основе теории информации и кодиро-
кодирования связано г именем американско-
американского математика и инженера Клода

Шеннона, который в 1947 —48 голах

опубликовал ряд основополагающих

работ в этой области.

Шеннон использовал введенную им

энтропию при исследовании кодов,

применяемых при передаче инфор-
информации. Так, «азбука Морзе» пред
ставляет собой троичный код, пос-

поскольку она использует три сигнала:

топка, тире н длинная пауза между
сингалами, означающая раздел меж-

между буквами, а двукратная д-шниая

пауза служит для отделения слов друг
от друга. Код Бодо, применяемый в

телетайпах, — двоичный. Ои исполь-

использует два сигнала: 1 — включение тока

и 0 — пауза. Оба сигнала имеют оди-

одинаковую длительность. Каждая бук-
буква, цифра, знак препинания, пробел
н этом коде записываются в виде шес-

шести последовательных цифр 0 или 1

(отсутствие и наличие тока). А так

как шестью двоичными знаками мож-

можно закодировать 2б= 64 комбинаций,
то этого количества достаточно для

обозначения всех элементов текста.

Декодирование такого текста аиало-
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гично отгадыванию одного элемента

из 64 задуманных для каждого знака,

т.е. оно требует 6 битов информации,
а для текста, содержащего п букв
(цифр, пробелов, запятых и т.д.), т.е.

п шестерок, требуется 6п битов ин-

информации.
Однако 32 буквы русского алфави-

алфавита» 10 цифр и 8 знаков препинания
составляют всего 50, а не 64, элемен-

элементов текста, поэтому если все знаки

считать равновероятными, то энтро-

энтропия буквы равна лишь log2 50 » 5,644
бнта. что существенно меньше чем 6
бит. Кроме того, не вес знаки явля-

являются равновероятными. Так. вероят-
вероятность появления буквы *е» равна

0,17, а для буквы «ы» она равна
0,001. Следовательно, шенноновская

энтропия будет еще меньше и переда-

передача текста в л знаков потребует не 6п

битов информации, как в коде Бодо,
а, скажем, 5я битов. Для этого требу-
требуется разработать более экономный
код, чем код Бодо. Кроме экономич-

экономичности требуется также возможность

однозначного декодирования
Код, существенно более экономный,

чем код Бодо, был разработан
Р.Фаио. Несколько позже Д.Хартман
предложил наиболее экономный код

для английских текстов. Этот код
также основан на соображениях эн-

энтропии.

Избыточность

информации

Мы уже отмечали, что информатив-
информативность сообщения уменьшается» если

входящие в него знаки не равноверо-
равновероятны. Шеннон ввел в рассмотрение
понятие относительной информации,
приняв еедля сообщения раиной отно-

отношению Н1/Ня, где Я, — количество

информации,доставляемое сообщени-
сообщением, а Н„ — количество информации,
которое было бы доставлено, если бы

все знаки были равновероятны что

для сообщения из я знаков равно Нп
ш lpg2я. Величину R дополняющую

относительную информацию до еди-

единицы, Шеннон назвал «избыточ-

«избыточностью»:

R = \-H1fHm.

Проведенные опыты показали, что

избыточность французского языка

составляет около55%, русского — око-

около 50%. Как заметил Шеннон, тот

факт, что избыточность английского

языкасоставляет50%, означает, что,

когда мы пишем no-англнйски поло-

половина написанного предопределяется

самой структурой языка и линь мол

овина свободно определяется нами.

Избыточностьязыка ведет к удлине-

удлинению сообщений, однакодает возмож-
возможность избежать ошибок при передаче

ИНФОРМАЦИЯ

сообщений, особенное при наличии

помех. Из помещенного ниже текста

мы случайным образом убрали более
10% знаков. Но его все еще можно

прочесть.

чУчитлмшцр. Скаж. Сэм, ее л один

п юс оди будет ва. а дни пл с два будет
ч тре, ско ьобдет четы е плюс че ыре?
Сэм. Э о неенрав дливо, мисс. В

всегд отв чаете наегкне нон сы амндос

аются сам е тяжелые.»

Были разработаны специальные

коды, позволяющие обнаруживать и

исправлять ошибки текстов, возника-

возникающие в результате помех. И здесь

пальма первенства принадлежит Шен-

Шеннону, а работы н этой области не

прекращаются и но сей день.

Терминология и аппарат теории

информации оказались полезными не

только для техники связи, но и для

вычислительной техники, i де прихо-

приходится колировать информациюдля ее

хранения н последующего использо-

использования.

Понятие кодирования информации
распространяется не только на пись-

письменные сообщения. Вспомним, что вся

информация о живом организме зако-

закодирована в его хромосоме и декоди-

ровка этой информации, к которой
уже близки ученые, позволяет понять

причины многих заболеваний н бо-

бороться с ними.

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ЭТАП КОНКУРСА
«МАТЕМАТИКА 6 — 8»

Дипломы I степени получили

Андрей Болтгнкоо
(Харьков, ФМЛ 27),

ДанилШаповалов
(Иваново, лицей 33);

Диплом II степени получил

Константин Бойко

(Харьков, ФМЛ 27);

Дипломы III степени получили
С 23 по 29 августа окоп пятидесяти

ОяыпБсрштепишкольников 6 - 8 классов н, Иванова, (Харьков.ФМЛ 27).
Костромы ПижнегоТагила, Омска Алекев^Б9^.Бру^к0
Харькова нЧебоксярсобралисьвлетний ^г^ну

>ьу*

лагерь около Руоского озера в Иванов-

Ивановской области, на базе отдыха Иванов-

Ивановского государственного энергетичес-
энергетического университета (ИГЭУ). Это был

заключительный этап нашего конкурса
<Математика6-8»-.

Вначале была проведена математичес-

математическая олимпиада; приводимсписок ее лау-

лауреатов

(Омск,*.ni.W),
Андрей Степанов

{Чебоксары, линей интернат)
Евгений Филатов

(Иваново, лицей 22).

Затем пхгь дней шло «выяснение отно-

отношений» в турнире математических боев.

Первое место заняла команда математи-

математического клуба «Эврика» Харьковского
областного дверца детского н юношес-

юношеского творчества: Михаил Алеев. Ольга

Берштейн, Костаитин Бойко, Андрей
Болтенков, Людмила Полякова и Елена

Шмутср. Подготовили команду Олег
Фелнксович н Александр Феликсович

Крнжановскне В финале харьковчане
обыграли «хозяев ноля» — команду ма-

математического кружка при ИГЭУ.
— ко-

которым досталось второе место, а третье

место разделили две команды
— Омска

(кружок школы 6-0 н Костромы (сбор-
(сборная города).
Заочный конкурс « Математика6—8»

проводится «Квантом» с 1990-91 учеб-
учебного гола, н вот впервые удалосьдопол-

дополнить его очным соревнованием. Здесь

следует поблагодарить руководство
Ивановского энергоуниверситста, его

ректора
— Владимира Николаевича Нуж-

днна, чья решительная подлержкл и

позволила провести это мероприятие.
Московский институт развития образо

(Продолжение см. на с. 42)

"



Гольфстрим и другие

КАК-ТО
зимой слушал обзор по-

погоды. А почему, собственно, в

Осло (столице Норвегии) теп-

теплее иа десятки градусов, чем в нашем

Магадане — ведь находятся они на

одной и той же широте? Знакомый
метеоролог ответил коротко

— Гольф-
Гольфстрим!
Из школьных уроков географии

вспомнилось, что Гольфстрим — это

теплое течение вдоль берегов Север-
Северной Америки, которое начинается в

Мексиканском заливе и только у

Ньюфаундлендской банки повора-
поворачивает ил восток к Европе. Таклетече-
кия знаменитый русский климатолог

А.И.Воейков называл «трубами водя-

водяного отопления земного шара*. (Кста-
(Кстати, известны и «трубы водяного

охлаждения».) Циркулируют в этих

трубах колоссальные массы воды —

только Гольфстрим переноситтенлой
воды в десятки раз больше, чем все

реки Земли.

В современной океанологии Гольф
гтримом называют обычно систему

интенсивных теплых течений в за-

западной части Северной Атлантики,
куда входят Флоридское течение (в

окрестности Флоридского пролива),

А.ЯМПОЛЬСКИЙ

собственно Гольфстрим, вплоть до

Большой Ньюфаундлендской банки,
и его продолжение

— Северо-Атлан-
Северо-Атлантическое течение, которое и обогрева-
обогревает Европу.
Первое описание южной части Голь-

Гольфстрима — Флоридского течения —

было опубликовано Пенсом де Леоном
в 1513 году, приблизительно через 20

лет после того, ках кораблн Колумба
достигли берегов Америки. По сло-

словам де Леона, течение это было на-

настолько сильным, что парусные ко-

корабли часто удалялись от намечен-

намеченной цеди, вместо того чтобы прибли-
приближаться к ней.

Первое изображение Гольфстрима
на карте появилось лишь в 1665 году

почти через I50 лет. На картах тех
лет тесно переплетались реальность и

мифы. Так, у Северной Скандинавии
изображался мощный водоворот

—

легендарный Мальстрем. Помните у
Гумилева:

...Быстрокрылых ведут капитаны.

Открыватели новых земель,

Для кого не страшны ураганы,

Кто изведал млльстремы и моль...

Легенды о Мальстреме имеют иод

собой и некоторую реальную почву.

Схематическое изображение системы теченийсеверной частиАтлантического океана

Более поздние исследования показа

ли, что в этом районе при определен-
определенных условиях, зависящих от особен-

иостейприлнва.действнтельновозни-
кагот водовороты, но. конечно, сущес-

существенно болеескромных масштабов.

Первыми наблюдателями и откры-
открывателями течений были моряки. Это

они, определяя свое положение в море
по звездам н солнцу, имели возмож-

возможность судить о течениях по сносу ко-

кораблей, т.е. по разности расчетных

(моряки говорят
— счислимых) и на

блюденных координат. Такие косвен

ные наблюденияза течениями легли в

основу морских карт задолго до «бу-
«бутылочной почты». Бутылка из-подвина

с запиской стала первым «ннструмен

там» для измерения течений. Француз
Лагсньер в 1763 году первым вложил

вбутылку записку с датой и координа-
координатами, а также с просьбой к нашедшему
сообщить время и место ее обнаруже-
обнаружения. Кстати, через сто лет было уста-
установлено мировое достижение в этой

области: бутылка. выпушенная в

1вЗО году у мыса Горн
— южной око-

оконечности Южной Америки, была на-

найдена в 1887 году на юго-западном

берегу Ирландии.
Постепенно поданным наблюдении

за плавающими предметами, за ско

сом кораблей и по результатам «буты
лочной почты» к концу XIX

—

началу
XX веков удалось составить представ-

представление об общей картине течений в

океанах и морях. Благодаря тому что

такая картина основывалась на дан-

данных о начале и конце пути плавающих

Предметов, бутылоксзаписками нт.д.,

океанские течения в то время пред-

представлялись в виде струй или «рек» В

самом деле, знаялишь продолжитель-

продолжительность плавания, например, бутылки,
его начало и конец, невозможно пред-

представить себе вес зигзаги и петли, кото-

которые эта бутылка выписывала во время

движения.

Какмыуже говорили, течения пере-

переносят не только корабли и бутылки с

записками, но и тепло. Элементарные
оценки (учитывая разныетеплоемкос-
теплоемкости воды и воздуха) показывают, что

тепла, высвободившегося при охлаж-

охлаждении, например, стометрового слоя

волы на одну десятую градуса, доста-

достаточно, чтобы нагреть прилегающую к

поверхности океана массу воздуха на
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5 - 7 градусов (попробуйтссамн прове-
ритьэтуоцеику). Существенное влия-
влияние на погоду оказывает и испарение.
В самом леле. при нспареинн одного

грамма волы затрачивается 586 кало-

калорий (при 20 *С). Но когда этот водяной

нар конденсируется в атмосфере в

облака и туманы, он «отлает» эти

калории воздуху.
Однако влиянием на погоду и кли-

климат не ограничивается рольтсчений в

жизни человека. От них зависят и

объем выловленной рыбы и эффек-
эффективность работы морского флота. Но
для того чтобы понимать и учитывать

роль океанических течении, нужна

полноценная математическая теория

этого явления.

Современная теория морских тече-

течений осиовмиастс я на системе класси-

классических уравнений вязкой жндк ти

Действующими силами здесьявляют

ся: касательное напряжение ветра на

поверхности, горизонтальные гради-

градиенты давления различной природы,
лрилнвообраэуютне силы, обуслов-
обусловленные гранитлциомным вэанчодей-
ггвием всистемах Земля —Луна и -Зем-

-Земля
- Солнце, а также влияние враще-

вращения Земли (сила Кориолига)
! 1од действием каса гельиого напря-

напряжения ветра на поверхности океана

вначалг ио.шнклют волны, а затем,

конечно не сразу к не непосредствен
но, энс]>гш1, переливаемая ветрам воде,

превращает я п кинетическую энер-
энергию ветрового, или так называемого

Л1>снс|>овоготечения Ноу океана есть

бс|>сга благодаря которым иод дей-

действием ветра возникают наклоны по-

поверхности. Такие наклоны moi г быть

с лс.11'тви« м и многих других причин,

1мнрнмер неравномерного распредс

1епия плотности ноды втолще океана.

Хотя наклоны эти иенслики несколь-

несколько миллиметров на километр но если

учесть размеры океанов, то разность

уровней и отдельных районах выра-
выражается уже в метрах. Л это не мало!

На все движущиеся частицы воды,

составляющие течение, действует си-

сила Корнолнса, направленная вира
во (в Опорном полушарии). Нривда,
чем ближе к экютору, тем слабее

отклоняют действие згой силы. Но,
to imiiiMOMV сшш К рн не. (наря-

(наряду с другими факторами) играет оп-

определенную роль в том. что у бере-
берегов острова Ньюфаундленд Гольф-
гтрим отклоняется от побережья Сс-

иериой Америки и направляется, в

виде Севере-Атдотркгкого течения.

к Квроне.

ГОЛЬФСТРИМ И ЛР У ГИ К

А нельзя ли заставить его идти бли-

ближе к берегу и отворачивать, если уж
без этого нельзя, только у северной
части Канады? В конце прошлоговгка

одна из американских фирм предло-
предложила проект перекрытия Гольфстри-
Гольфстрима. Предполагалось соединить полу-

полуостров Флорида с островом Кубадам-
дамбой длиной около 100 км. Высотадам-
бы в отдельных местах должна была

доходитьдо500м. Для спускатеплых

вол Мексиканскогозалива в Атланти-

Атлантический океан предусматривалось про-

прорыть специальный канал в северной
части полуострова Флорида. Но про-

проекту, теплыеводы «Нового Годьфстрн-
ма» должны были течь значительно

&знж кберегу и, следовательно кли

мат прибрежных районовстал бы поч-

почти тропическим. Такая перспектива

сулилавполне реальныебарыши Ведь

ъ этом случае можно было бы значи-

значительно увеличить посевные площади

мол цитрусовыми, табаком и т.д. В

Европе этот проект вызвал замеша-

замешательство и даже легкую панику. Изме-

Изменение режима Гольфстрима могло

привести к непредсказуемым послед-
последствиям. Одно кл-млосьочевидным всем

— если в Америкестанеттеплее, то в

Европебудет холоднее. В газетах уже

появились описания приключений
белых медведей в Париж и «фотогра-
«фотографии» снежных сугробов в Пицце
Однако противникам проекта удалось
доказать его полную несостоятель-

несостоятельность.

Но современным npf гтанленням

ветер
— основная причина течений в

океане. Однако связь между ветром и

течениями достаточно сложна. Тече-

Течение н какой-либо точке почти не за

внеит и не определяется ветром над
нем а является результатом действия
системы ветров в некоторой достаточ-

достаточно большой области. Кстати, несо-

несостоятельность проекта перекрытия

Флоридского мролнпа заключалась

именно в том, что в нем совершенно

игнорировалась роль ветра. Система

вет]юк нал северной частью Атланти-

Атлантического океана имеет ярко выражен-
выраженный антнинклоннческни характер
т.е. ветер дует в направлении враще-
вращения часовой стрелки. Такая система

циркуляции нал Северной Атланти-

Атлантикой приблнэнтелмю симметрична от-

относительно одного из мерилнанов

проходящих через ее центр. Однако

поскольку океан находится на вра

11ак»Ц(.*мгя шаре
— планете Земля то

симметрия такой идеали шровашюй
картины нарушается. Именно иото-
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Буйдля измерения течений. Сверхувнаем
пассивный отражатель для поиска буя с

му, что Земля — вращающийся итар,
величина горизонтальной составля-

составляющей силы Кориолиса существенно
зависит от географической широты.
Под действием особой системы вет-

рон, широтного изменения силы Ко

рио/жсл и конфигурации берегов воз-

возникает существенная асимметрия упо-

упомянутой картины течений. Благода-

Благодаря этому у западных берегов течения

сужаются и убыстряются.
Столь многосторонний характер

действ ющнх на течения сил показы-

показывает, насколько сложен рясчет тече-

течений. Ведь взаимодействие всех этих

сил существенно нелинейно (т.е. их

Подготовке кспусхубуявсксан

Ь Кнаит .**• Ь
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'Поток»—прибордля измеренияскорости
инаправлвгмя точений

нельзя учесть поотдельности, а йотом

просуммировать результаты).
Наблюдения за течениями необхо-

необходимы для мореплавания. Точно вести

корабль но заданному курсу можно

лишьвтом случае, когда известно, как

его будет гноенть течение. Поэтому
способы наблюдения за течениями

были тесно связаны с практикой ко-

кораблевождения н долго развивались

вместе с ней.

Шло время н были построены спе-

специальные приборы, которые позво-

позволили фиксировать скорость и направ-

направление движения воды в течение мно-

многих суток и лаже месяцев. Приборы
этн представляют собой достаточно
сложные (и дорогие) устройства, ко-

которые поддоиптеаются на большой буй.
Нижний конец троса, на котором под-

подвешены приборы крепится к тяжело

му якорю на дне. Система эта назы-

называется автономной буйковой станцией
- АБС — и позволяет полуипъ пред-
стодлепне о вертикальной структуре
течений в данной точке в данный мо-

момент нременн Однако оказалось, что

разовые случайные наблюдения в от-

отдельных точках Мировою океана

практически не дают полезной ми

формации о движении его вол. Что

толку, сеян нам стало известно: в та-

такой-то точке в такой-то момент слож-

сложное взаимодействие упомянутых сил

обусловило течение такой-то скорос-
скорости и такого-то направления? Ведь по

этим данным нельзя судить ни о том,

что было по время самих наблюдений
в рядом расположенных точках, ни о

том, какое течение будет в этой точке

завтра пли было вчера. Более того,
по мере накопления инструменталь-
инструментальных данный о скорости и направле-
направлении течений возникла весьма любо
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пытная ситуация Оказалось, что на-

нанесенные не карту данные измерений
очень редко согласуются с нарисо-
нарисованными там «|>екам11»-

Так чтоже приставляютсобой мор-
морские течения? Ответ на этот принци-
принципиальный вопрос удалось получить
только после анализа результатов
многих специальных наблюдений.

Вместо разрозненных кратковремен-
кратковременных измерений в отдельных точках

былорешено поставитьсразу несколь-

несколько АБС с многими измерителями тече

ний на сравнительно небольших рас-
расстояниях друг от друга на довольно

длительное время. Такие «полигоны»

яля измерениятечений были выполне
им за последние негколько десятков

лет как в Атлантическом, так и в дру-
других океанах. Кстати, первый прооб-
прообраз такого полигона был выполнен
нашим соотечественником профессо-
профессором В Ь.Штокманом ь 1935 году иа

Каспийском море.

Изучая материалы таких системати-
систематических и длительных измерений, а

также учитывая результаты теорети-
теоретических исследований,океанологи при-
шлн к выводу: морские течения вовсе

не являются «реками безберегов» или

«реками в жидких берегах». Их ко

\>се можно представить себе в виде

системы вихрей (или круговоротов)
самых разных масштабов — от не-

нескольких километров до десятков н

сотен миль. Вихри эти, перемещаясь

друг относительно друга, вес вместе

движутся в определенном направле-

направлении. И этоследуегиметьв виду, когда

приходится пользоваться современны-
современными картами океанических и морских

течений.

Нщсодннм подтверждением такого

представления о морских течениях в

толике вод являются исследования с

помощью поплавков нейтральной ила
вучести Поплавки эти представляют

собой довольно внушительныесоору
жеиия и рассчитаны па длительное

время работы Уравновешенные на

определенной глубине в толще вол.

они перемещаются вместе с водой и

периодически иэлучаютультразвуко-
вые импульсы, но которымбереговые
и корабельные приемные станции оп-

определяют место поплавка, * следова-

следовательно, и характеристики течений.

Анализ траекторий таких поплавков

(обычно их выпускаютсразу несколь-

несколько) ласт очень пенную информацию о

течениях. (Поплавковые намерения пс

обходятся и без курьезов. Однажды

поплавок указал на течение, которое г

фантастической скоростью пересека-
пересекало океан но прямой в направлении к

большому порту. Потом выяснилось,

чтопоплавок поймали рыбаки и отбук
спровалн его в порт.)
Представление отечениях как сово-

совокупности вихрен разных размеров с

некоторым общим направлением пе-

перемещения делает понятным уже упо-

упомянутый факт, что измерения, сделан-

сделанные в одной и той же точке в разное

время, как правило, не согласуются с

обшей картннойтечений. Итак, тече-
течение представляется суммой движений

различных временных и простран-
пространственных масштабов. Следовательно,
если бутылка с запиской попала в

некоторый вихрь, то она, во-первых,

участвует во вращательном движении

и, во-вторых, перемещается вместе с

вихрем. По-видимому, результирую-
результирующее движение и переносит бутылку к

«месту назначения». Однакоблагода-

благодаря петлям и зигзагам, которыеона при
этом «выписывает», существенно уве-
увеличивается ее время в пути. Поэтому
использоватьэти данные при остро
екни математической модели нельзя.

Для этого наиболее подходящими яв-

являются материалы полигонных на-

наблюдений.

Такое представление о течениях »

океанах и морях можно сравнить с

тем. что наблюдается в атмосфер, где

крупномасштабные вихри — циклоны

и антициклоны — ста ни для нас уже

привычными понятиями. По-внднмо-

му. в океане тоже есть области, где

вероятность обнаружения потока оп-

определенного направления,подобного
ветру ватмос<}к!|>с достаточно велика.

В таких областях океана встречаются

течения, которые считаются устойчи-
устойчивыми. Надо полагать, что здесь ско-

скорость поступательного перемещения

вихрей сравнима нлн даже больше

скорости вращения внутри.

Теоретически задачи о вихрях ъ сис-

системе течений тесно связана с иробле-
мой неустойчивости потока жидкости.
Проблемы *ти досгаточногложныдаже

для численного решения на соврем- и

пых ЭВМ. Однако исследования ве

лутся очень интенсивно, и, вероятно,

современем в задачеоморских течени-

течениях в нынешней се постановке останет-

останется совсем немного нерешенных вопро-

вопросов. 11отогда возникнут новые пробле-
проблемы, и яля кх решения потребуются
новые данные наблюдений н новые

теоретические подходы.
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Задачи по математике

и физике
Этотраздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала.

Публикуемые в нем задачи нестандартны, но для их решения не требуется
знаний, выходящих за рамки школьной программы. Наиболее трудные задачи

отмечаются звездочкой. После формулировкизадачи мыобычноуказываем, кто

нам ее предложил. Разумеется, не все эти задачи публикуются впервые.
Решения задач из этого номера следует отправлять не позднее 1 мар-

марта 1996 года по адресу: 103006 Москва, К-6, ул. 1-я Тверская-Ямская, 2/1,
«Квант**. Решения задач изразныхномеровжурнала или по разным предметам

(математике и физике) присылайте вразныхконвертах. На конверте в графе

«Кому» напишите: «Задачник «Кванта» №6— 95» и номера задач, решения ко-

которых Вы посылаете, например «М1521» или «Ф1528». В графе *,.. адрес отпра-
отправителя» фамилию иимя просим писать разборчиво. В письмо вложите конверт
с написанным на нем Вашим адресом и необходимый набор марок (в этом кон-

конверте Вы получитерезультатыпроверкирешений).
Условия каждой оригинальнойзадачи, предлагаемойдляпубликации,

присылайте в отдельном конверте в двух экземплярах вместе с Вашим

решением этой задачи (на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая

задача по физике» или «Задачник «Кванта», новая задача по математике»).
В начале каждого письма просим указывать номер школы и класс,

в котором Вы учитесь.

ЗадачиМ1525-М1529а), М1530 предлагались на XXXVIМеждународ-
Международной математическойолимпиаде.

Задачи М1521 — М1530, Ф1528 —Ф1537

М1521. В парламент выбрано 256депутатов
из них ответил на 8 вопросов анкеты (требующих
ответов «да» или «нет») и выяснилось, что никакие двое

не ответили одинаково на вес вопросы. Можно ли их

рассадить на 256 стульев ржставленных в квадрате
16 х 16 так. чтобы ответы каждого отличались от ответа

любого его соседа (слева, справа сзади, спереди):
а) толькопо одному вопросу;
б) но7 вопросам?

"

И. Васильев

М1522 Докажите, что для любых натуральных m. d k

найдется натуральное п такое, что

J = *Jn + \п + dk .

П. Филеиич

Ml523. Рассмотрим последовательность о,
= I, о2 — 2,

*,Ж3. я4=4, а^= 5, вЛ=119. пл+1таха1...ап-\ при
Докажите, что

Л.Курляндчик
М1524. Пусть Я — точка пересечения диагоналей опи-

описанного четырехугольникаABCD Докажите, что цент-

центры окружностей, шжеанных в треугольники АВР, ВСР,
CDP, DAP, лежат на одной окружности.

И. Вапнштейп

М1525. ПустьЛ, В, С и D — четыре различные точки на

прямой, расположенные в указанном порядке. Окруж-
Окружности с диаметрами АС и BD пересекаются в точках X н

У. Прямые XV и ВС пересекаются в точке Z. Пусть Я
точка на прямой ХУ, отличная от Z. Прямая СР пересе-
пересекает окружность с диаметром АС в точках С и А/, а пря-
прямая ВР пересекает окружность с диаметром 1Ю в точках

BuN. Докажите, что прямые ЛМ, ON и XV пересека-
пересекаются в одной точке.

Ml 526. Пусть д. Ь, с — положительные числа такие, что

abc = 1. Докажите, что

1
,

«

а\Ь+ с) b*(c+c)

М1527. Найдите все целые п > 3, для которых существу-

существуют п точек Ау. Л2,..., Л„ на плоскости, и действитель-
действительные числа г,, г3,.... гд, удовлетворяющие следующим
двум условиям:
(О никакие три из точек /1,, А2, .... Ая не лежат на од-

одной прямой;
(ii) для любой тройки I, j,k{isi<j<ks и) площадь

треугольника A,AjAt равна г, +ту 4-гА.

Ml 528. Найдите наибольшее значение х0, для которого

существует последовательность положительных чисел

дго, л:, j:1w.удовлетворяющая следующим двум ус-
условиям:

1
— для всех i= 1, 2,.... 1995.

?
(ii) *Ё_|+ =

?
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Ml529. ПустьABCDEF — выпуклый шестиугольник, о

котором АВ
= ВС = CD. DE=EF=FAk ?BCD =

m ?EFA = 60*, Пусть С и // — две точки внутри шести-

угольмнкатакне, что

ZAGB= ZDHE =120'.

а) Докажите, что

(¦)

б) Докажите, что последнее неравенство будет выполне-
выполнено, даже если не требовать условия (*)

Ml530*. Пусть/? — нечетное простое число. Найдите ко-

количество подмножеств А множества {1, 2,.... 2р) таких,
что

(i) А содержит ровнор элементов;

(ii) сумма всех элементов из И делится нар.

Ф1528. Па рисунке 1 приведена траектория точки А на

плоскости (месилабукаван на рисунке). Скорость точки

Рис.1

все время составляет v = 2 м/с. Найдите максимальное

ускорение точки.

З.Рафаилов

Ф1529. Жук-плавунец может находиться в воде без дви-

движения. Попав в ручей, жук может двигаться против те-

течения с максимальной скоростью I»,, а по течению

с максимальной скоростью t»j. С какой максимальной

скоростью жук можетдвигаться перпендикулярно тече-

течению ручья?
В.Михайлов

Ф1530. На гладкой плоскости находится тедо массой

1 Ki, к которому привязана легкая пружинка жесткос-

жесткостью 10 Н/м. Начинаем тянуть вдоль пружинки с посто-

постоянной скоростью 1 м/с. Какую работу мы совершаем за

первую секунду с момента начала движения?

А.Зилъбермаи

Ф1531. С Северного полюса Земли в исследовательских

целях производятзапуск баллистической ракеты. Требу-
Требуется попасть в точку на экваторе Земли, сообщив прн
этом ракете минимально возможную скорость. Найдите

величину этой скорости и угол, под которым нужно про-
произвести запуск.

СБагииискип

Ф1532. Тонкостенный сосуд кубической формы помещен
в разреженный газ с концентрацией молекул ло - В сосу-
сосуде сделали маленькуюдырку

—

срезали вершину угла
так, что дырка имеет форму правильного треугольника.
Какая концентрация молекул установится в сосуде? Рас

смотрите случаи очень хорошей и очень плохой тепло-

теплопроводности стенок.

В.Михайлов

Ф1533. Вертикальный сосуд высотой Я
= 0.1 ми пло-

площадью сечения 5=1 см* при температуре 7]
= 273 К со-

содержит воздух при атмосферном давлении и небольшое

количество воды. Сосуд закрываютсверху подвижным
поршнем массой М -1,5 кг и дают поршню двигаться.

После тою как поршень остановился, сосуд начинают

медленно nai реиать и доводя i температуру до Т2— 373 К.

Какое количество теплоты сообщили при этом системе?
Теплоемкостью сосуда и поршня пренебречь.

А. Олъховец

Ф1534. Трн резистора соединили последовательно и

подключили к батарейке. Два амперметра включили в

цепь, как показано на рисунке 2. Токи через ампермет-

амперметры составили 1 А и 3 А. Может ли в этой схеме через

Рис.2

средний резнстор течь ток силой 2 А? В каких пределах

могут находиться силы токов, текущие через левый и

правый резисторы? Сопротивления амперметров счи-

считать пренебрежимо малыми.
Р.Александров

Ф1535. Очень далеко друг от лруга находятся два щю-

водника. Заряд одного из них Q, его потенциал «pf. За-

Заряд второго проводника Qj, его потенциал q^. Первона-
Первоначально незаряженный конденсатор емкостью С подклю-
подключают очень тонкими проголами к этим проводникам. До
какого напряжения зарядится конденсатор?

Р.А<раилов

Ф1536. Маятник состоит из длинной топкой и легкой

нити длиной L и маленького тяжелого шарика Два та-

таких маятника прикрепили к общей точке подвеса н заря

лили одноименно, так что они разошлись на небольшое

(по сравнению с длиной нити) расстояние. Найдите пе-

период малых колебаний маятников относительно новых

положений равновесия.

М.Ермилов

Ф1537. «Черный ящик» с двумя выводами имеет сопро-

сопротивление R, но если приложенное напряжение увели-
увеличить до Uq . то сопротивление возрастет до 2Н и останет-

останется таким при дальнейшем возрастании напряжения.
Если же после .этого начить снижать напряжение, то к

прежнему значению сопротивление вернется только прн

напряжении 0,5t/0 У вас в распоряжении есть еще ре-

регулируемый источник питания (его напряжение можно

установить каким угодно), конденсатор, реостат и про-

провода. Придумайте схему генератора колебаний, рассчи-
рассчитайте необходимые параметры входящих в схему эле-

элементов н оцените период колебаний при выбранных зна-

значениях.

А.3ильбермаи
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Решения задач М1491—М1500,
Ф150&-Ф1517

Набор задач М1491 — М1500, решениякоторыхпуб-
публикуются в этом номере, несовсем типичен. Завер-
Завершен 25-летнийпериод истории «Задачника «Кванта»,
мысобрали в юбилейный задачник, в основном,

трудные исследовательскиезадачи, связанные с

идеямиипонятиямиразныхразделов математики,

каждая из которыхмогла бысоставить предметкур-

курсовой студенческой работы илидоклада на научной
конференции школьников. Решения написаны из-за
экономии местадовольно коротко, иразобраться в
нихдо конца

— тоже не слишком простая задача. В

некоторых случаяхмыуказываем и связи сдругими

публикациями, и вопросыдлядальнейшего исследо-
исследования. Задаче Ml496(ее условиепредлагалось так-

также «на год» участникамЛетнейконференции 1995

года «Турнира городов») посвящена отдельнаязамет-
заметка в конце этого раздела.

Разумеется, мынадеемся, что «Задачник» будетпро-
продолжаться идальше, и(вернувшись к традициям пер-
первых лет «Кванта*') будет включать не только задачи

для научно-исследовательскихработшкольников и

студентов, но и задачидля «обычного» школьника,

начинающего увлекатъея мвтематикой. Ждемваших
писем!

Ml 491. о) Существуют лиразличные 1995^иачиыс
числа аиЬ такие, что ЗЭЭО-значное число аЬ делится

на Ьа?

б) Для каких п существуют такие пары п-злачных чи-

чисел?

б) Ответ: п = 6т —3. гдет — натуральное число.

Предположим, что при некотором натуральном п

д-Ю"+*>»*(!>-10"+д), (О
где а и b — п значные натуральные числа, k — целое чис-

число. Очевидно, 2 < k < 9.

Из равенства ( • ) получаем

(•о

Так как k ¦ 10й -1 > 10я, то дробь ( • ) должна быть сокра-

гнчон (ибо а < 10я).
Из равенства

следует, что общий делитель d чисел klCF-lnKF-A

делит и число к2 -1; при этом, поскольку
^

> 10"

при l<ktTodtk+\.

Исходя из этого, легко убедиться, что при всех к. отлич-
отличных от6 B 5 fc5 9), числа 10я -к н Л- 10я -1 взаимно

просты, т.е. дробь ( ¦ • ) несократима. Действительно,
если k = 2 , то J-3; но 10" -2 на 3 не делится Если

к = 3, ю d — четное число. Если к *= 4, то</= 5 либо<* =

«15 (но 10" -Л на 5 не делится). Если А «¦ S jiitfo fc « 7,
rod — четное число. Если к« 8, тоd делится на3; но

10я - Ь на 3 не делится. Наконец, если k = 9, то d — де-

делитель 80. Однако 10я -9 ни на 2. ни на 5 не делится.

(Или, как и в случаях кт 3. 5.7: dZ 10, значит, d —

четное число.)

Пусть к = 6. Найдем те п. при которых числа

Ю" - k = Юп - 6 и к2 -1 = 35 имеют общий делитель

Очевидно, чтотаковым можетбытьтолькочнсло7.

Если Ю" - 6 делится на 7, то и 10" +1 делится на 7. Но

остатки от деления 10" на 7 повторяются периодически:

Зг 2, 6, Л, 5. 1,3,... Видим, что 10я+ 1 делится на7 при
п = 3 и затем — при п = 9. и вообще при любом п = 6т —

—3, где m
—

натуральное число

Очевидно, числа а ¦ ^ и b= —целые п-

зиачные, т.е. удовлетворяют условию задачи.

Легко вилять, что

д=857 142 857 142 ... 857 142 857,

Ь=142 857 142 657 ... 142 857 142,

(tim-З) цифры

где т с N

Замечание. При т
= I получаем

ЬЮ* *д = г>-!03+л=142 857.

О многочисленных слойствах этого числа можно прочи
-

гать в книге Б. А. Кордемского «Математическая смекал-

смекалка» <М.: Гос.изд. физ.-мат.лит., 1958. с.306-312). Чис-
Число Л = 142857 — полный периоддроби 1 /7 при обраще-
обращении ее в десятичную: ¦= = 0,A42857), — замечательно, в

частности, том. что при любом «циклическом сдвиге» А

результат делится на/1. В снязн с этим возникает такой

общий вопрос: при каких р и q существуют такие

узнанное и ф-значное числа а и Ь. что аЬ делится на

Ьа *> Предлагаем читателям подумать над некоторыми
его частными случаями (в десятичной и других системах

счисления).
Н.Васильев В.Сендгров. П.Фия&тч

М1492. ПустьAHt BK, CL — высоты треугольника
ABC, M —

произвольная точка плоскости. Докажите,
что описанные окружности треугольников АМН,

ВМК, CML пересекаются еще в одной общей точке,

кромеМ.

Для решения задами нужна лишь одна известная теоре-

теорема: если даны окружность и точка Р (нележащая на

окружности), то для любой прямой, проходящей через
точку Р и пересекающей окружность в точках X и Y,

произведение РХ ¦ РУодно и то же. Удобно, однако,

чуть-чуть уточнить ее. Мы будем считать (вскьзд ниже)
произведение положительным, если векторы РХ н PY

направлены одинаково ( г.е. точка Р лежит вне окруж-
окружности), и отрицательным

*- если противоположно (т.е. Р

лежит внутри). Теорема верна и в этом случае, а значе-

значение РХ ¦ РУ с учетом знака называется степеньюточки

относительно окружное!и (она равна a2 -R2, где а —

расстояние от Я до центра, Л *-

радиус окружности).
Пусть Р — точка пересечения высот/I//. OK. CL треу-
гольннкя. Тогда

ЯЛ ¦ РН РВ PK»PC-PL (*)

(первое равенство следует из того, что Я и К лежат на

окружности с диаметром Л/?, второе — из того, что К и

L лежат на окружности с диаметром ВС: заметим, что

это нронэнеденне положительнодля туиоуголъного тре-

7 из .4- Г>
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угольника н отрицательно
- для остроугольного.) Обоз-

Обозначим это число ( ¦ ) через d.

Для любой точки М плоскости отметим на прямой МР

точку М' такую, что РМ РМ' = d. (Соглашение о зна-

знаках позволяет определить ее единственным образом.)
Тогда из равенства РМ

¦ РМ' = РА • РК следует, что точ-

точка М* лежит на окружности, проходящей черея М, А н

К. Лнало1ично доказывается, что М' лежит и на других

двух окружностях.

Утверждение задачи верно в значительно более общей
ситуации, когда АК, BLmCM —

простообщие хорды
каждой нары из трех (попарно пересекающихся) окруж
носген Они всегда проходят через одну точку Р9 степе-

степени которой относительно всех окружностей равны, т.е.

выполнено равенство ( • ). и доказательство остается тем
же самым. Заметим, что преобразование плоскости
А/ —у М' — это инверсия, если^<0, н композиция ин-

инверсии и симметрии с центром Р. если d >0. (Случай
d* 0, соответствующий прямоугольному треугольнику
ABCили окружностям, пересекающимся в одной точке,

тривиален — М' совпадает с Рдля всех М.)
Н.Васильев. С.Маркелов

Ml493. Обозначим черезs(n)сумму 1 + 2' + ... + пя. До
кажите, что при любом п>3 верны uepaeeitcmtta

6Js{n)<(n + \

а) Известно,что ft -t- - J < 3. Отсюда Зп* >(n + 1)V Но

s(n)> nn (дажепри nfc2), поэтому 3$(п)>Зи" >(п +1)".
б) Прни=3 верно равенство: 2^C) = 2-32= 4s. Индук-
Индуктивный переход: при и>3 достаточно доказать

пяМ + 2пй<(я +1)й. A)
Имеем:

Другоедоказательство. Перепишем (I):

Пр»п=3 неравенство верно: 64>63. При увеличении п

левая часть неравенства убывает, правая, как известно,

возрастает.
Замечание 1. Из оценки пункта б) следует, что

в) Из монотонности 11 + — J следует неравенство

(^Lr>hi|L_. B)
Действительно, для доказательства неравенства B) до-

достаточно переписать его в виде

Можно вывести B) и непосредственно (из неравенства
Бернулли).
Докажем теперь по индукции неравенстве

Пусть C) верно при некотором п. Так как -г >
°

г- > ^ (для положительных a, b, ct d). то

C)

при

Воспользовавшись B), завершаем индуктивный пере-
переход.

Докажем теперь неравенстве

Перепишем D) так:

D)

() (Г
Получили C).
Последовательным применением D) получаем

Из этот неравенства в сочетании с D) следует неравен
ство пункта и).
Замечание 2. Известные неравенства, которыми мы

пользовались:

<•>

доказываются в любом учебнике по анализу. (Олно из

самых коротких доказательств
—

сравнить члены разло
жения по формуле бинома Ньютона:

НУ i(-M-iX-D
Для доказательства левого неравенства ( ¦ ) достаточно

заметить, что Л 5 -Ду, правого — что каждая круглая

скобка в последней сумме убывает с ростом п.)

А.Грибалко, В.Сендеров

М1494. Даны четыре одинаковых картонных неравно-
неравнобедренных прямоугольных треугольника. Разрешается
любой треугольникразрезать по высоте, опущенной
на гипотенузу. Можно ли, повторяя эту операцию,
добиться тою, чтобы «се полученные треугольники
были разного размера?

•

Пусть а — меньший угол треугольника, р = sin а,

q = cosa. Ясно, что при разрезании из данного тре-

треугольника получается два подобных ему с коэффициен-
коэффициентами р и q. Поэтому любой треугольник, полученный
раэреламннми, будетподобен первоначальному с коэф
фнциентом pmq" — назовем его треугольником типа

(м; л);здесь m?0, n ?0 — целыгчисла.

Прелноложнм, что удалось раз|>езать треугольники на

разные части. Ясно, что окончательный результате за-

инент oi порядка, и котором делаются разрезания раз-
разных треугольников. В какой-то момент три из исходных
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четырех треугольников должны быть разрезаны, и мож-

можно начать именно с этих разрезов. В результате получи-

получилось трн треугольника типа A:0) и трн
— типа<0;1). По

крайней мере по два каждого типа должны быть разре-

разрезаны, и можно считать, что именно эти 4 разреза следу-
следуют за первыми тремя. Но в результате получилось 4

равных треугольника типа A;1), и все начинается сна-

сначала . Более строгое оформление этого доказательства:

предположив, что можнодобиться результатаминимум
за N разрезаний, мы доказали, что его можно получить

н за меньшее (А/ — 7) число разрезаний - противоречие.
Для тех, у когоэто доказательство «методом спуска» вы-

вызывает сомнения, приведемдругое, более изысканное.

Припишем треугольнику типа (т; п) «вес» 2~т~* -
я

.

Вначале у нас 4 треугольника и сумма весов равна 4.

При разрезании сумма весов не меняется (она. как гово-

говорят, инвариант ). Но если бы в какой-то момент все тре

уюльннкн стали разными, то сумма весов стала бы

меньше 4, поскольку сумма всех чисел в бесконечной

таблице

1

1
2
1
Л

{
1

4

1

8

J_

1

8

I

16

1

8
"

1

16
'"

1

32
"

в точности равна 4: сложив суммы построкам, получим

Эта задача — лишь одна из целой серии, связанной с

операцией (rn;n)-* {(m,n + l),(m + l;n)}. Ей посвящена за-

заметка А.Б.Ходулева «Расселениефишек* («Квант»,
1982, >*» 7). Но новое обличье — формулировка с треу-

треугольниками — позволило предложить эту красивуюзада-

задачу весной прошлого года на Московской олимпиаде и

Турнире городов.
А. Шаповалов. Н.Васильев

М1495. Диагонали иыпук.яого четырехугольникаABCD

пересекаются в точке О. Докажите, что четыреху-
четырехугольник ABCD — описанный тогда и только тогда, ког-

когда для радиусов окружностей rt. гг. г3. г4. вписанных
а треугольники AOBj ВОС, COD, DOA, выполненора-

ееиство

-U-U-U-L
*1 Г3 Т1 ГЛ

Начнем г исторического замечания. Для случая описан-

описанной трапеции доказать равенство задачи предлагалось
30 лет назад на заключительном туре IV Всероссийской
математической олимпиады. (См.. например: II b Ьа-
гильев, A.A.ErojwB. Задачи всесоюзных математичес-

кнхо/шмпиад. — М.: Наука, 1988.)
Но для произвольного описанного четырехугольника

это сделать совсем не просто.

Обозначим стороны AD. BC9 CD, DA четырехугольника
ABCD соответственно через а, Ь, с, dt перпендикуляры,
опущенные на них из точки О пересечения диагоналей.
-

через Л,. Aj, А^, А4, отрезки ОА, ОВ, ОС. OD —

через
Хт у, г, I, угол АОВ между диагоналями — через а

(рис. I).
*

D

Рйс.1

Вот короткое «вычислительное» решение. Основная его

идея: не бояться возвести в квадрат.

Используя теорему косинусов:

а2 =¦ х2 + у2-2xycosa, b2 = у2 + г2 +2yzcosa,..., A)

прообразуем условиеониганностн

a + c = b +d, B)

возведя обе его части в квадрат, к виду

(х + z){y ¦?f)cosa з ас-be!. C)

Используя формулу для площади треугольника

^'лои = *ysina, 2SbOC = yzsma....

и радиуса вписанной окружности

равенство в условии задачи

можно (после сокращений) записать так:

ху zt yz

D)

E)

Перепишем E) в виде

azt + сху
= btx + dyz

и возведем обе части в квадрат, подставив вместо а2, Ьг,
с2, d* выражения (I). После очевидных сокращений,

разделив все члены на xyzt, получаем

-2ггcosa - 2xycosa + 2ac =2yzcosa + 2xtcosa + 2bd3

что совпадает с C).
Эквивалентность равенств B) и D) доказана

Равенство D) лопускает и красивое 1сометрпчегкое дока-
доказательство. Заметим сначала, что E) эквивалентно

* A * '
F)

(селн знаменатели в E) умножить на sin a, в них будуг
стоять удвоенные площади треугольников с основаниями

a, c,b,d\i высотами Л,, Л^ h?. Ач).
Пусть (см. рис. 2) четырехугольник ABCD описан око-

около окружности с центром / и радиусом Я; точки Е, F, С,

Н — точки касания сторон четырехугольника с вписан

ной в него окружностью; Ц
—

перпендикуляр, опушен-
опушенный на ЕС (случай / е ЕG рассматривается аналогично
— это как раз н есть случай описанной трапеции или

•
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ромба). Положим

<р = ZAEG = ZECD = ZEIJ = ZJIG.

Известно, что (для любого описанного четырехугольни-

четырехугольника!) оба отрезка ?43 и F/Л соединяющие точки касания,

проходят через точку О пересечения диагоналей- (Дока-
чать это можно так: с помощью теоремы синусов для за

штрихованных треугольников проверятся, чтоотрезок
EG делит диагональ АС в отношении EA/CG, но в том

же отношении HA/FCee делит и отрезок FH.I
Теперь — простые вычисления:

/t,=O?sin<p.

2JE
Л, кл OF. OGsimp

Аналогично,

siinp-O/; ОС ОЕ-ОС

Л, ftt ОН OF

Но ОЕ-ОС = ОН-OF {см. решение задачи Ml 492). От-
Отсюда следует F).
Правда, доказать обратное утверждение E) ^> B) гео-

геометрически нг так просто.

Но эта трудность преодолевается, если придать нашей

теореме еще один, «самодвойственный», вид.
Назовем «обращенным» к выпуклому четырехугольнику
ABCD. диагонали которого пересекаются п точке О. чг-

тырехугольнпк A'B'CD1, вершины которого А', В',

С, 1У лежат на лучах ОА. ОН, ОС, OD так. что

ОАОА' = ОВ-ОВГ ss ОС»ОС=ОПООФ = 1

(вместо 1 можио взять и другое положительное число).

Тогда, в примятых вышеобозияченнях,

*

ху' У2*
*

~

zi'
~

tx~

(Г->тн формулы, вероятно, изм-стны тем. кто знаком с ни

версией; впрочем, их легко доказать из подобий:

Значит, наши рапгнетва D)«=* E)«=> F) эквивалентны и

гако.чу:

Лр>'|*ими словами, мы доказали выше такуютеорему: че-

ilfm Hfpwi так жл.. ко с помощью rwmuiiiru тпфуылъкико*, чтяа

Ф\к<иаш>*к.пи/гД.ОЛНкхмрсхот. И II Чспцова. И.,Ч.Ягдома*И*-
OjHmuur jathnu и пнгаремы 4Я*-ме>тврнаи математики 4.2. Vtv

нет$тя(плачи.четрия)*. — .4.: t952. Гж.иэй.техмАп-тгоретпиуес-
к /п литературы м&ача Ю> *)тпт$юкт предельный случай
nirtfpcMt* fipuawaomicC описанном tareптуголънике —

й Ь

тырехугольник, обращенный к описанному,
— тоже

Поскольку операция «обращения», примененная к

A'lTCLY'. дает сноваABCD, из G)« E) следует B).

Тем, кто заинтересовался этой темой, предлагаем ее раз-

развитие в виде задачи Ml524. (Тут мы и сами не знаем —

верно ли обратное.)
И.Вайиштейи, Н.Васильев. В.Сендеров

М1497. Докажите, что на торической доске 15x15

клеток нельзярасставить \5 ферзей, не бьющих друг
друга. Другими словами, не существует 15 пар целых

чисел от 1 do ISmaKtix, что различны: первые числа в

парах, вторые числа в парах, остатки от деления на

\5сумм чисел в парах и остатки от деления на \Ъра
ностей чисел в парах.

Булем обозначать, как принято множество целых чисел

через Z. множество остатков при делении на»? — через

Zn. Удобно считать, что поля доски — это пары (х,у)
элементов ZIS ~ {О, I,..., 14}.
Предположим, что фебусмая расстановка 15 ферзей на

торической доске 15х 15 существует. Занумеруем ферзей
по «высоте» (по координате у} и обозначим через kf
знамение координаты х для>-го ферзя: таким образом,
но предположению» ферзи ( kj,/), j e Zlb, стоят так, что

все kf € Z1S различны между собой, все суммы fy+j (no
модулю 1л) и вес 1>азностн kf- —/ (но модулю 15) также

различны. Тогда в наборе («мультимножестве» — г.е.

множестве с повторяющимися элементами) из 45 эле-

элементов

каждый элемент Z13BcriK'4acTCfl но 15 раз.

Теперь - основпая идея: заменим все элементы в этом

наборе их остатками по модулю 3: тогда каждый из ос-

остатков О 1, 2 из 7.Л будет встречаться в наборе но

15 раз.
Заметим теперь, что если / € ZIS не делится на 3, то

тройка k-, kf ¦*¦]' и Ау —/ дает три разных остатка 0, 1, 2 по

модулю 3; таких/=|, 2Т 4, 5,..., 13, М неего 10, и им со-

соответствуют 30 чисел в наборе. Остальным 5 значениям

kf соответствуют 15 чисел набора

которые п» модулю3 равны

количество каждого из остатков 0, 1, 2 среди них кратно

гром, а каждый из них должен встречаться ]ювко 5 раз.

11ротиворечие. Задача решена.
Заметим что мы использовали такие факты из арифме-
арифметики остатков: естественное отображение Z -> 2„ мно-

жествл Z целых чисел на множество Zm (каждому числу

соответствует остаток при делении на т) переводит сум-
сумму чисел в сумму «по модулю т », и для я, делящегося

на т. его можно представить как композицию двух ото-

отображений Z —у Zn

*Тем, xmo ххакпм с инлгреигп. xonrvw», ясно. чпы> чтарехуголъ-
ник. о^раикнныП к вннсамному вписанный (идаже в какую

имжнн»ихрулскостъI Hosmj, еидимо, чистотешнессходство$и?р
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Точно так жедоказывается невозможность расстановки

ферзей на доске 3q х 3*7, где q> 1 не делится на 3.

Хорошо известно, чтоесли исключить одно из условий —

про Xj +yg или про xi -#, то требуемый набор (х,-,^,-)
существуетдля нечетных л (см. решение задачи М1472,
«Квант» Jv 4,1995). Можно доказать ч го расстановка

ферзей на торической доске пхл существует в том и

только том случае, если л взаимно просто с 6; пример

для л - 5: ферзи становятся в клетки (лг,,у(). где

х + 2у и 0(mod л). Получена даже оценка для количест-

количества различных расстановок (см. статью в American Math.

Monthly<1994).v.J0Jr,V7).
А.Толпыго

Ml498. Решите при каждом л>1 систему уравнений

х,хя = 2.

При нескольких первых значениях л (п=2,3, 4,5) сис-

систему удается решить «в лоб»: положив хп = г, можно

выразить через г последовательно хг, х2,..., и наконец

из последнего уравнения системы получить уравнение

вида Ря{г) = 0. где Ря
— многочлен. Например, при л ¦« 2

подучим г = ±V5, при п = 3 — 2 = ±-J2 ± V2 , при л = 4 в

ответе появятся корни нэ 5. Это может навести на мысль

сделатьтригонометрическую замену переменной (идаже
-~

какую именно).

Положим хя = 2cos a. Тогда

__J_ х
i

._. _
cosa .

¦*
cosa*

'l
*

2cosa-——
cos2a"

cosa

и далее по индукции
—

предположив, что

_cos(*-l)a
* coska

'

манлем

1 „cosAa

2cosa- cos(A: - l)a cos(A:
coska

поскольку 2 cos a cos p = cos(p + a) + cos(p - a).
Последнееуравнение системы даст

cos(ti - l)a .

"
coswa

и преобразуется к виду cos{n + l)a = 0. откуда

•= 2cosa

лри этом

хк=-

2(nTl)
;

\к— 1, J, .... л;.
cosfca

Разные значения cosa получаются при 0 < -^ ^г-< к.

т.е. при т
= 0, \ п.Однако не все они годятся: что-

бы ни одно из чисел cosAa ik= I, ..., л) не обращалось
в 0, необходимо и достаточно, чтобы 2т +1 и л + 1 не

имели общегоделителя, большего 1 (если 2m+\mdpt
л+1 =dqtd>\,rop нечетно и

cos<?a
= cos ?Jj^ = cos-?- = 0; легко доказать и обрат-

обратное).

Итак, к строчке (*), дающей ответ, надо добавить усло-

условие

НОДBт+1,п+1)-1г0?|л?п.

Нужно еще доказать, что найдены все решения. Из ска-

сказанного выше следует, что нет других решений, для ко-

которых |дги| 5 2. Вот один из способов доказать, что реше-

решения с \х„\ > 2 быть не может.

Обозначим cha в е *€—
, глее — оснопамнеиатураль

ных логарифмов — что, впрочем, здесь не важно: нам

понадобится лишь, что с>0 и что, как и для cosa,

2chachP = ch(a + р) + ch(a - 3).

(Тем, кто знаком с комплексными числами, напомним,

что cosa к ?—9 ' так что *гипеР^ояическии коси"

нус» cha — 3Tonj)ocTocos{ta).) Рассуждая также, как и

выше,
— положив хя

= ±2cha — найдем, что

ch(n + l)a = 0. Но функция ch вообще не обращается в 0

(cha ? 1 при любом a), так что решений с \хя\ > 2 нет.

Расскал об этой задаче был бы неполон без объяснения,

откуда позникла 1акая странная на первый взгляд систе-

система уравнений. Ееисточник — геометрия.

Построим равнобедренный треугольникЛВСс боковы-

боковыми сторонами АВ=ВС=\ и углами при основании

a =

——¦—^. Пусть К — середина основания. Отметим

на отрезке КС точки Mv..., Мн^, такие, что

АМ^гВМк я а (здесь и ниже k ш 1, 2...., п; Мо =¦ К.

Мя = С, см. рисунок).
Я

Треугольники ЛВМ. и CMk_tB подобны (их углы: а,
( ) ( >)С^А|
Положим хм = АМЛ, в частности, АС = хя; тогда

М4_,С = хя
-

xk_t, поэтому xk{xn - xk_i) e 1 и (поскольку
АМ0 в хв/2) х^щ = 2. Легко вклеть, что (см. рисунок)

АМк = соя(к - 1)a/cos к a.

в частности, ИМ, = 1/cos a, AC = 2cos a. Таким обра-
образом, мы получим иллюстрацию «основного» решения
системы с т = 1.3
Заметим, что наш рисунок

— фрагмент нрапнлыю! о

2(п+ 1)-угояьникасостороной 1; хк
-- это кусочки, высе-

высекаемые на одной диагонали АСдиагоналями, выходя

шнмн и:* вершины В. Решения енгтьмы, отвечающие ша

ЛрцыпvavuaHm этой jaOusu был птзгдлижен П. Нгютаамым

К Киа V 6
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чениям m > i можно интерпретировать аналогичным об-

образом как кусочки диагоналей (или их продолжений)
правильной 2(л + О-угольной звезды.
Эта геометрическая интерпретация позволяет выяснить,

при каких п решения системы выражаются в квадрат-

квадратных радикалах (через рациональные числа): при тех,

для которых можно построить правильный (п + 1)-уголь-
ннк (а значит, и 2(п +1) угольник) циркулем и линей-
линейкой. Это — вточногги те п, для которых число решений
системы — степеньдвойкн. Вот несколько первых значе-

значений л: 2, 3, 4, 5. 7, 9, II, 14, 15, 16, 19.23, ...(см.
статью А.Кириллова «О правильных многоугольниках,

фукнкцни Эйлера и числах Ферма», «Квант» Jsf? 6 за

1994 год).

И. Васильев

М1499. Докажите, что число 2 можно представить в

виде суммы трех четвертых степеней рациональных
чисел бесконечным числом способов.

Подберем вначале бесконечное число троек {а, Ь, с) на-

натуральных чисел, сумма четвертых степеней которых
равна удвоенной четвертой степени некоторого нату-

натурального числа.

Выражение в скобках окажется полным квадратом, если

к нему прибавить %иА. Итак,

Мы естественно пришли к уравнению Зи2 + v2 = w2. Из-
Известно, что оно имеет бесконечно много «разных» (та-
(таких, что vhw взаимно просты) решений в натуральных
числах. В самом деле, его можно записать в виде

Зи3 =* (w - г;)(н> + v),

а дальше можно положить

где р и q
— нечетные взаимно простые числа, q не делит-

делится наЗ; при этом

3
2
+ a2 3pJ -

2

целые, и-хю. Заметим, что отношение - -
=

принимаетбесконечно много разных значений (лаже

при q
= 1). Отсюда следует утверждение задачи.

M.Axaejydufe. Л'.КурлятЫик,
С.Мамиконяп, В.Сепдеров

Замечание. Покажем, как можно изложить (посущест-
ву, как может заметить вдумчивый читатель, то же)

решение болсг «научным» -¦ ане «олимпиад»1>1м»,т

использующим «тк>к» - об]>азом.
Поверхность х* +у* + г* =2 в пространстве можно пред-

представить себе как кубический «тюк», набитый так основа

лыю что его ребра и вершимы скруглены, или как

«слегка надутый» резиновый куб. (Невольно вспомина-
вспоминается вопрос пятиклассника, ошарашивший начинающую
учительницу, объяснявшую, что такое куб: «А егли куб
круглый

—

гдеу него ребра?») Конечно, прямолиней-
прямолинейных отрезков на поверхности «тюка» нет, но линия вто-

второго норилка допускающая рациональную ларамгфиэа

цню, ок.иынастсяР есть. Это hjkktoокружность, линия

пересечения с плоскостью

* + у +г-0- A)

Чтобы обнаружить это. требуются лишь некоторые вы-

вычисления с симметрическими функциями. (Конечно, они
выйдут более громоздкими, чем в первом решении).
Пусть а, Ь, с — натуральные числа, о 2 b 2 с. Обозначим

через от{о4ь>о&с) симметрический многочлен отх, yt z,

равный сумме одночленов вида х* (соответственио,
гс); например,

j2 = х2 +у2 +г2, ош =xyz.

и т.п.

Как нетрудно проверить, проделав умножение,

о2 = а4

Пусть о, = 0; тогда из последних равенств получаем:

Итак, если выполнены условия (Он

задающее сферу, то сЛ = х4 + у* + z* = 2.

Укажем наокружности, задаваемой условиями A), B)

(бесконечное) множество всех ее рациональных точек.

Удобнее, подставив в ( 2) г— —х—у изA), заменить B)

уравнением эллипса

х2 + у7 + ху =1 C)

проекции окружности на плоскость Оху Проведем че-

через некоторую рациональную точку эллипса
— скажем.

( — 1,0) — прямуюу=1{х+\)с произвольным рацио-
рациональным I. Координаты второй точки пересечения этой

прямой с эллипсом:

\-12

а значит и

—

рациональные числа» причем все точки (х у, г) лежат

на плоскости A). на сфере B) и на поверхности

xA+y4 + z4 = 2.

Было бы интересно выяснить, есть ли еще тройки рацио-
рациональных чисел (xty, z), лежащие на поверхности «тюка»

(и не лежащие и плоскостях jc ± у ±г
" 0). Изпегшо. что

и плоскостях х = 0г уш0, z-0 таких троек больше нет.

//. Васильев

М1500. Докажите, что в любой компании из 50 w то

век обязательно найдутся двое, имеющие среди осталь-
остальных членов компании четное число (быть может. 0)

общих знакомых.

Предположим противное: пусть у каждых двух и:* 50 че-

человек нечетное число общих знакомых.

ПуггьИ — одни из Этих люден, М = {Bt,fl2,...tBK} -

множество его знакомых.

Лемма. Число k знакомых у каждого А четно.

Действительно, гостаннм для каждого ltt e M список



всех его знакомых в Л/. Суммарное число мест во всех к

списках четно, поскольку оно равно удвоенному числу

пар знакомых в М, а число людей в каждом списке не-

нечетно. Значит, к четно.

(Читатель, видимо, встречался с каким-то вариантом

этой хорошо известной задачи.)
Итак, пусть к «In. Составим теперь для каждого Д е М

список всех его знакомых кроме И (не только в М).

Кажлый список по лемме (примененной к 8i) состоит нэ

нечетного числа людей и потому суммарное число мест

во всех 2т списках четно. Но тогда кто-то из 49 людей

(кромеА) входит в четное число списков, т.е. имеет чет-

четное число общих знакомых с А.

Противоречие с предположением доказывает, что у ка-

каких-то двух и;* 50 человек будет четное число общих зна

комых.

С.Токарев

Эта задача, так же как Ml 494, предлагалась весной 1995

гола на Турнире городов.
Разумеется, утверждение задачи остается справедливым

для множества не только из 50, но и из любого четного

числа элементов. (Условие четности необходимо: напри-
например, если каждые двое имеют среди 2к+1 людей знако-

знакомых, то каждые двое имеют 'Ik 1 общих знакомых ) Ин-

Интересно,, что эта же задача была независимо «открыта» в

Петербурге и предлагалась на городской олимпиаде,
I1адеемся, что ато не свидетельствует о том, что к концу
века запас новых красивых «олимпнадиых» задач под-

подходит к концу.

И.Васильев

Ф1508. На стальной стерженьрадиусом R надето с

натяжением тонкоерезиновое кольхф. Сила натяже

кия кольца Т. Какую силу нужно приложить, чтобы

сдвинуть кольцо вдоль стержня? Силараспределена по

кольцуравномерно, коэффициент трения на границе

сталь—резина ц.

Сила сухоготрения при проскальзывании определяется

прижимающей силой — силон реакции. Рассмотрим
часть резинового кольца (см. рисунок). Из простых гео-
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на такие кусочки, и составляет

метрических соображений для малого угла а следует

откуда для прижимающей силы получаем

адля силы трения для этого куска
—

Полная сила трения складывается из сил» действующих
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А.Андрианов

Ф1509. Шероховатый шкив вращается с постоянной

угловой скоростью, ось шкива горизонтальна. Через
шкив перекинуталегкая перастяжимая нить, к концам

которой прикреплены два груза. При пулевой началь
ной скорости грузов один из них имеет ускорение, рае
ное а, и направленное вверх. Если поменять направле-

направление вращения шкива, то при тех же условиях этот

груз имеет ускорение, равное д2 и направленное вниз.

Найдитеотношениемассгрузов.

Пусть масса М одного из грузов больше, чей масса т

другого. Тогда именно тяжелый груз в первом случае

т U 0м|в,
Рис2

имеет ускорение, равное д2 и направленное вверх

(рис.1):
Т2 - Мд = Маи Pig - Г, = таи

откуда получаем

Для второго случая (рнс.2) можно записать

Мд-ТА = Ма2, Ъ-тд- та?,

откуда

Разность сил натяжения по обе стороны блока определя-

определяется силами трения, действующими на нить со стороны

блока. Рассчитать эти силы не так просто — ведь натяже

нис нити меняется от точки к точке, значит, и силы тре

иня различаются для разных частей нити. Но расчет тут

и не нужен
— достаточно понять, что если сила натяже

ння «на входе» равна Г, то F^ ~~T и. следовательно, от-

отношение сил «на входе» и «на выходе» определяется ко-

коэффициентом трення и углом охвата блока нитью. В на-

нашем случае получаем

или

Отсюда находим искомое отношение масс:

С.Варламов

(Продолжение см. на с. 34)
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Т ЯГ ||'Уиабилъярделю6ятмногие,,
1/1 жаль лить, что бильярдных
JL -L столов не так много как хоте-

хотелось бы. Игра набильярдетребует не
тольковерного глаза и четкогоулара
но н точного расчета. Легендарный
маршал Семен Михайлович Буден-
Буденный говаривал: «Играя на бильярде,
я беру уроки физики и математики».

Рис.;

В бильярдной игре много тонкос-

тонкостей, сниженных с ударами не по цент-

центру шара, а сверху нлн сбоку, что

заставляет шар вращаться, а это, при

наличии трения шара о сукно, пок-

покрывающее стол, делает траекторию
шара криволинейной. Такие эффек-
эффекты описаны известным французским
физиком 1 Корнолпсом в книге «Ма-

«Математическая теория явлении билли-

биллиардной игры». Эта книга вышла в

1835 году, а ее русский перевод
— в

издательстве Гостехиздат в 1956 году.

Бильярд

Риа2

Здесь мы рассмотрим простейшее
прямолинейное движение бильярд
ного шара н еготраектории, возннка

ющне после столкновений со стенка-

стенками различных бильярдов. Движение
шара после столкновения с бортом
подчиняется известномузакону опти-

оптики: «Угол падения равен углу отра-
отражения» (рис 1), поэтому траектории
бильярдного шара совпадают с тра-

траекториями луча света. Заметим, кста-

кстати, что фотон можно рассматривать,
как маленький бильярдный шарик.

Начнем соследующей задачи: «За-

«Задано положение шара на столе. В

каком направлении следует его пус-

пустить, чтобы один риз ударившись о

борт, он попал в заданную угловую

лузу?» Чтобы решить эту задачу,

представим, что вместо борта бильяр-
бильярда стоит зеркало {рис.2) Тогда дьи-

женнс шара в зеркале после улара о

борт (зеркало) будет продолжением
прямолинейного движения шара до

ударао борт. Нарисуем дваотражен-
отраженных изображения бильярда н лрове



дем прямые, соединяющие начальное

положение шара с изображениями
выбранного угла (рис.3). Если те-

теперь зеркально отразить отрезки этой

траектории относительно бортов, то

получим необходимую траекторию
движения шарика по бильярду. ж

Чуть более сложной является сле-

следующая задача: «На бильярде уста-
установлены два шара, красный и белый.

Требуется так ударить по красному
шару, чтобы он, отразившись снача-
сначала от бортаАВ, а потом от борта ВС,
попал в белый шар.» И здесь нам

R

Рис. 4

помогут зеркальные отражения. Сиа

чала отразим бильярд относительно

борта Aft, л потом отразим это изо-

изображение относительно борта BCt.
Теперь соединим изображение бело-

белого шара на последнем образе бильяр-
бильярда с красным шаром и, отражая полу-

полученную траекторию относительно

бортов получим искомый путь шара

А как будет двигаться шар в круг-

круглом бильярде? Ясно, что хорды кру-

круга, проходимые шаром между двумя

дарами равны между собой, поэто-

поэтому траекторией шара будет либо пра-
вильный многоугольник, либо звез-

звездчатый многоугольник, либо траек-

траектория никогда не замкнется и шар

будет «заметать» некоторое кольцо

(рнс.5).
Очень интересно наблюдать лен

женне шара в эллиптическом бильяр-
бильярде, т.е. в бильярде, борт которого
имеетформу зллнпса. Напомним, что

Рис. 5

эллипсом называется множество то-

точек М. сумма расстояний которых от

двух точек FjhFj, называемых фоку-
фокусами эллипса, есть величина пос

тояннаи, т.е. FyM + F2M = 2а (риг.в).
.Замечательное свойство эллипса

состоит втом. что шар. пушенный из

Рис 6

одного фокуса, после отражения о

борт попадает во второй фокус. Это
свойство называется шггическнм свой-
свойством эллипса. Его следствием явля-

является нтотфакг что шар, пушенный из

М

Рис.7

точекотрезка fjf^, послеотражения
снова пересечет отрезок FtF7r аседи
мы пустим шар ня точки, лежащей па

прямой FtF2t но нележащей на отрез-

отрезке FXF2, то он никогда не пересечет

отрезок FtF2 (риг.7).
Давноуже математики ищут такой

многоугольник чтобы в нем сущес-

существовали две точки М, и Л/3 такие,

чтобы шар, пущенный из М,, не мог

никогда попасть и точку А/а (рис.8).
В последнеевремя большинствомате-

математиков уверено, чтотакого многоу-
многоугольника не существует, хотя это до

сих пор не доказано.

В то же время нетрудно придумать
такой бильярде криволинейной гра-
границей. На рисунке 9 изображен одни
нз таких бильярдов. ДугаАО — пол-

половина эллипса с фокусами с точках В

нС.адугнАЯ.ЯСнСО — полуокруж-
полуокружности. Как мы показали, шар. пущен-
пущенный из точки М, с одном из полукру-

полукругов, никогда не может пересечь отре-

отрезок ВС и поэтому никогда не попадет

вточку М2, лежащую внутри средне-
среднего полукруга.
Математики рассматривают траек-

траектории движения шарика на бильяр-
бильярдах и с более сложными конфигура

Рисв

циямн бортоп. Зачем? А затем, что

решениетаких задач помогает понять

закономерности движений молекул
газа или пучков частиц в замкнутых

объемах. А это полезно знать во мно-

Рис.9

гих областях физики, в частности ъ

квантовой электронике, ведь молеку-
молекулы отражаются от стенок точно так-

также, как шар от бортов бильярда.
А.Савин
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Ф1510. Жесткий невесомый стержень подвешен при

помощи шарнира одним концом к потолку. К середине
стержня и ко второму ею концу прикреплены два оди

паковых маленьких тяжелых груза. Стержень свобод
по вращается вокруг вертикальной оси, проходящей
через точку подвеса, образуя с ней угол О.. Чему равен
угол между вертикалью и силой, с которой средний
груз действует на стержень?

Разложим гнлу. с которой стерженьдействует на сред-
средний груз, на вертикальную и горизонтальную составля-

составляющие. Ясно, что вертикальная составляющая равна тд ,

а горизонтальная равна/"* moJ-4sina . где т
— масса

груза, ш
—

угловая скорость вращения стержня, /— его

длина. Для крайнего груза вертикальная составляющая
также равна тд, а горизонтальная в 2 раза больше, т.е.

2/" Стержень образует с вертикалью неизменный угол
a, значит» моменты сил, действующих на нетто со ctujh>-
кы шариков, уравновешены относительно шарнира:

тдЫио. + mg^sm a - 2/Icosa - /"^cosa = 0,

откуда получаем

Следовательно, искомая сила с вертикальюобразует
угол р, тангенс которого равен

А.Якута

Ф1511. В горизонтальной плоскости с постоянной уг-

угловой скоростью <о вращается гладкая штанга, на ко-

которую надета муфта, прикрепленная к оси вращения
при помощи легкой пружины. Муфта описывает еж

ружность при относительном удлинении пружины,
равном 0,2$. Если муфту немного сместить вдоль вра-
вращающейся штанги и затем отпустить, она гшчиет ко-

колебаться. Определите период этих колебаний. Рахче-

рамимуфты пренебречь.

Запишем условие вращения ДЛЯ раииииесноГО положе-

положения муфты:

гдет
— масса муфты,/ — длина недеформированной

пружины, k — ее жесткость. Отсюда находим

Для определения периода колебаний перейдем во вра

шающукхл вместе со стрежнем систему координат. В

этой нгннерцнальной системе на муфту действуетдопол-
дополнительная сила — центробежная сила инерции направ

ленная от оси вращения вдоль стержня и равная произ-

произведению массы муфты на центростремительное ускоре-
ускорение. Сместим груз на малую величину х от равновесно
ю положения — теперьрасстояннеотосн составляет

1,2Ы + х н результирующая сила, действующая на муф-
муфту, равна

+ х)

Видно, что при отклонении груза от равновесного по-

положения возникает возвращающая сила, пропорцио-
пропорциональная смещению груза

— это есть условие возникнове-

возникновения гармонических колебаний с периодом

В.Петерсон

Ф1512*. Спутник движется вокруг Земли на высоте

нескольких десятков километров. Когда начали наблю-

наблюдение за ним, высота спутника за один оборот умень
июлась на 1 метр. Оцените число оборотов спутника
до падения его на Землю. Землю считайте совершенно

круглой, а температу}>у и газовый состав атмосферы
— неизмеины.чи на всех высотах.

Сделаем некоторыеупрощающие предположения Будем
считать, что высота спутника над Землей А существенно

меньше радиуса Земли, а величина ускорения свободно
го падения g неизменна. Предположим также, что изме-

изменение высоты спутника эа один виток ДА существенно
меньше высоты k — при этом орбиту можно считать кру-

круговой и скоростьдвижения неизменной. Тогда измене-

изменение энергии спутника за один виток связано с изменени-

изменением высоты соотношением ДЯ= mg&h. Величина силы

сопротивления пропорциональна плотности р воздуха
значит. Д?""-р.
Изменениедавления воздуха равно

где R —

универсальная газовая постоянная, Т — темпера-

температура воздуха, М
— его молярная масса. Следовательно,

Др~р2. Запишем эти иначе:

— = const.

Это означает, что 1/р изменяется на одну и ту же вели-

величину за каждый виток. Поэтому полное число витков Лг

связано с полным изменением плотности гааа от р^^ до

ро соотношением

Рирх РО Ркрк

(плотность газа на большой высоте во много раз мень-

меньше, чем у поверхности Земли).

Для верхнего витка имеем

MoAh

1рГ
Подставляя, получим оценку искомого числа оборотов
спутника:

N-
MgAh

витков.

С.Панков

Ф1513. Капля воды радиусом 2мм находится в невесо-

невесомости. Оцените частоту собственных колебаний кап

ли. Плотность воды f г/см*, коэффициент поверхнос-
поверхностного натяжения 0,07 И/м.

Сделаем оценку периода колебании на соображений раз-
размерностей. Запишем выражение для периода Т ь вило

= k*
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где а — коэффициент поверхностного натяжения р
—

плотность воды, г — радиус капли, а а, р и у
— некото-

некоторые числа- Преобразуем размерность коэффициента по-

поверхностного натяжения:

Тогда для правой части размерность будеттакой:

кг* ¦ с"* - кг* ¦ и"* ¦ м' = кга+р ¦ м*"* ¦ Г2".

Получаем три уравнения

а + р = 0, у-Зр = 0, -2а =1,

откуда находим

Частота колебаний капли связана с периодом простым

соотношением

v = тЬ = -

О 2р

.102 Гц

К. Бедов

Ф1514. Прямоугольная проволочная рамкаразмером
ахЬ сделала из куска тонкой проволоки массой т и об-

общим сопротивлением R. Рамка движется поступатель-
поступательно со скоростью иь вдоль стороны Ъ и влетает в об-
область между полюсами магнита, создающего магнитное
поле. Индукция магнитного поля равна Вь и перпенди
кулярна плоскостирамки. Можетлирамка оказаться

целиком е магнитном поле? Границу поля считайте

резкой, индуктивностью1>амки можно пренебречь.

Пусть рамка углубилась в поле на х и скорость рамкн а

этом положении составляет v. Тогда по ней течет ток,

равный

'-

R~ R
•

На рамку действует тормозящая сила Ампера, равная

-и.
R

За малый отрезок времени Ас скорость рамкн умень-
уменьшится на

Рассмотрим граничный случай: рамка въезжает в поле,

потеряв полностью свою скорость, т.е.

= ц> н

Отсюда получаем

mR

Если начальная скорость рамкн больше этого значения,

то рамка сможет оказаться полностью в магнитном поле.

А.Якута

Ф1515. Стабилитрон — полупроводниковый прибор,
который отличается от обычного диода тем, что при

ttexomopoM обратном напряжении (/<, начинает очень

хорошо проводитьэлектрический ток (стабилитрон
^пробивается*). Такой стабилитрон подключают пос

ледовательно с катушкой индуктивностьюL к заря

женному до напряжения V
= 3Uq конденсатору ем-

емкостью С- Считая, что в прямом направлении стаби

литрон идеально проводит ток, найдите полное коли

честно теплоты, которое выделится в цепи.

При одной (прямой) полярности приложенного напря-
напряжения стабилитрон представляет собой просто кусок

провода, при-другой напряженке на нем составляет ров-
ровно (/с при любом токе — это очень похоже на идеальную

батарейку с такой ЭДС. Пусть полярность подключен-
подключенного конденсатора такая, что мы попадаем на «батарееч-
иую» часть характеристики (противоположный случай
мы рассмотрим ниже). В этом случае колебательный

контур составлен из последовательно включенных кон-

конденсатора емкостью С\ катушки индуктивностью L и

идеальной батарейки напряжением 1/0 (см. рисунок). В

таком контуре колебания напряжения на конденсаторе

происходят не около нулевого значения, ао-шосителыю

напряжения батарейки —

при этом амплитуда составляет

3Ut - Uq = 2(/0. Значит, напряжение конденсатора меня-

меняется в пределах от 3U0 до -Uc. При достижении пос-

последнего значения направление тока в цепи меняется на

противоположное, при этом наш стабилитрон перестает
быть «батарейкой» и становится куском провода. Теперь

амплитуда колебаний равна Uo и напряжение конденса-

конденсатора меняется в следующем полупериоде от -?/<> до Uv.
После этого протекание тока по цепи прекращается

(или, для любителей формальностей, происходят коле-

колебания с нулевой амплитудой — так или иначе, но выде-

выделения тепла ь цени больше кет).

Случлй подключения конденсатора к цс*пн в такси по-

полярности, что стабилитрон ведет себя как кусок провода,

простодобавляет полпернода колебаний с- амплитудой
31/0 — тепло при этом не выделяется, а следующий за

Э1 им процесс мы уже описали.

Найдем теперь выделившееся количествотеплоты: на-

начальная энергия конденсатора составляет CfiUqf/2.
конечная — CU}/2,следовательно, перешлоптепло

4СГ/р.?Нп можно было получить и но-другому
— выде-

выделение тепла происходит при протекании через стабилит

рои с напряжением V заряда 4CU0. Разумеется, при
этом получается тот же самый ответ.

&. Рафаилов

Ф 516 Трансформатор ичеет двеодинаковые обмот
ки, намотанные на тороидальный сердечник. Индук
пшвноетъ каждой обмотки L. активно/1 сопротивление
провода пренебрежимо мало. К источнику переменного
напряжения частоты w подключают одну из обмоток

непосредственно, а другую — последовательно среjuc.
тором сопротивлением К. Найдите сдвиг фаз между

напряжением и током источника. Рассеяниемагнитио

го потока мало, внутреннее сопротивление источника

равно нулю.
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Обмотки трансформатора можно включитьдвумя спосо-

способами — в одном случае поля токов обмоток складывают-
складываются, а в другом вычитаются. Рассмотрим вначале первый
случай,когда

& = -/,/,'-JL/J.

Первая катушка подключена непосредственно к сети, по-

поэтому величина ЭДС индукции равна напряжению
(мгновенному) сети: -?/,'<;«, = U. Видно, что в этом слу-
случае трансформатор с резистором ведет себя как простая

катушка индуктивностью L и сдвиг фаз составляет 90*.

Собственно, это понятный результат
— ток через резис-

резистор в этом случае новее не течет, его концы подключены

к точкам с одинаковыми потенциалами и от всего тран-

трансформатора остается одна катушка индуктивностью L.

Второй случай сложнее. Поля вычитаются, и мы можем

записать

гдед
-

расстояние от предметадо линзы. По втором слу-
случае .тучи преломляются на передней поверхности линзы,

отражаются от задней поверхности и еще раз преломля-
преломляются на передней — т.е. получается просто прохождение
через рассеивающую лннзу только смотрим мы с другой
стороны. Фокусное расстоянне линзы выражается через

радиусы кривизны поверхностей и коэффициент пре-
преломления стекла л соотношением

ft = -?/{ + = -?(/,' -

Для тока /, - /2 получается точнотакое соотношение,
как если бы этот ток пропекал но катушке индуктив-
индуктивностью L, включенной в сеть напряжением U- Поток 12
мы легко можем нейтн — этот ток протекает но резисто-

резистору сопротивлением R а напряжение на этом резисторе

составляет 2U, т.е.

Изобразим вес это на векторной диаграмме (см. рису-
рисунок). Ток источника равен 7, + /2l значит, на векторной

(формальнодля рассеивающей линзы радиусы считают

отрицательными). Высота изображения нрг'дмета в фо-
фокальной плоскости линзы равна

В условии задачи не сказано, какое из изображений

больше, поэтому рассмотрим два варианта:

Я

ЯГ"Ж2^
— это разумный результат,
или

-1 откуда п ¦ 1,4

{п - 1
-, откуда я«= 3.5

— так не бывает.

Итак, коэффициент преломления стекла равен п = 1,4 и

радиус кривизны поверхности лиизы составляет

'.-'2
и

"о, Г'

\

2/2

\

V
Этн данные примерно соответствуют «школьной» рас-
рассеивающей линзе.

А.Зилъберман

диаграмме нужно сложить токи 1г - /3 и 2/2. Тогда для
искрмогосдвига фаз получаем соотношение

2/2
*

AU/R

Результат этот можно получить также, анализируя схе-

схему подключения резистора к сети - через «повышающий

автотрансформатор».

Р.Александров

Ф1517 Симметричнуюрассеивающую линзу, оптичес-

оптическая сила которой — 10 дптр, используют в качестве

зеркала. При этом получаются два изображения уда
лепною предмета - размер одного в 2> 5 раза больше

другого. Определите по этим даннтлм коэффициент
преломления стекла, из которого сделана линза, и ра-

радиус кривизны поверхности линзы.

Одно издвух изображений соответстнует отражению от
передней поверхности линзы — от вогнутого зеркала.
Оно получается в фокальной плоскости, т.е. на расстоя-

расстоянии ft/2 от зеркала (R —

радиус кривизны поверхности
линзы), и его высота раина

Вокругуравнения Маркова

И.Васильев, В.Сендеров, А.Скопенков

В этой заметке, посвященной решению задачи М1496, мы
докажем ряд интересных фактов, касающихся решений в

натуральных числах уравнений вида

х1 = kxv..xn A)

Здесь пак —

параметры
— тоже натуральные числа.

Частный случай уравнения к = п = 3 — уравнение

х2 + у + г7 =Зхуг B)

— подробноизучался замечательным русским математиком
Л.А.Марковым [ 1,2]; так называемые «формы Маркова»
тесно связанные с уравнением B), используются втеории

наилучшего приближения иррациональных чисел

рациональными (см., например, [3]).

Дерево решений
Отметим с самою начала чудесное свойство уравнении

Маркова. Если уравнение A) имеет одно решение, то имеет

их очень много, и размножать их можно так. Будем
смотреть на одну из переменных

—

скажем, нал,
— как на

«неизвестное», а все остальные считать параметрами.
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Тогда, поскольку уравнение

х^х + (*?+...+.?,) = О

37

х2 -

-

кнадрат нос (относительно х) и нмеег корень х = хл, оно

должно иметь н второй целочисленный корень х'т — и \ по

теореме Виста, он ранен

и = kxx...x^-xn =(jr?+...+jr'_l)/jr4. C)

Заметим, что и < хя в том и только в том случае, если

х] +...+j?_, < *п *=* 2хя > fee,_..*„_,. D)

Такую процедуру можно проделать с каждой переменной
х в роли хп. Нолнш1>лляолной

— наибольшей может

случиться, чго выполнено D) и мы получим ионое решение

(*,. .Xj,..., х„_,, х'я), «меньшее» исходного (скажем, посумме

переменных); как правило, решение «растет вверх». Так

получается бесконечное ветвящееся «дерево решений»;
подробно обэтом рассказывается в статье М. Г. Крейна {4 ].
Ниже, если не оговорено противное, мы считаем, что xt

переставлены но порядку: xt ?...?xn. При этом будем
называть решение (х1гх2,...,хп) корневым, если

*ч+-"+-*я-1 E)

(из него все ветьн, идущиг к соседним решениям» растут

Bitepx).
Лемма 1. Если уравнение A) имеет решение в нату-

натуральных числах, то оно имеет и корневоерешение,
В самом деле, от некорневого решения [х,,х2 хщ)

можно проделатьспуеккменъшему (*,,хг х'И),затем —
переставив хя по порядку

— к еще меньшему, и после

конечного числа шагов этот спуск должен остановиться,
т.е. принтн к корневому решению.
Заметим, чю у некоторых уравнений A) может быть, в

отличие от B). болееодногокорневого решения; например,

для л SO, к =14 решения A 1.7)нA 1,2.2)-

корневые, так что решения образуют не одно дерево, а

целый лес. В этом лесу ветви (как разных деревьев, так и

одного и того же дерева) не могут срастись; «путь нннз»

вотличие от «пути вверх», можетсуществоватьлишь один

— с помощью наибольшей переменной.

Построенный пример ноказынаст также, что корнпюе
хчненне не обязанобыть минимальным (iiocvmmc неремен-

неременных). О6ратно*же утверждениесправедливо: всякоеми-

ниыачьное решение, очевидно является корневым.

Основные оценки

При исглелипанин конкретных (сфиксированными п и к)

уравнений A) полезна следующая

/\еммэ.2. Пусть п>2. {xt,xJt . ,дг„) -

корнево?решение,

причеч. как всегда, хг ? хг ?...? jrn. Тогда

Доказательство получаем, сокращая на хп , крайние
члены цепочки

kx%...xv^x*n-\ ? &хл...хп = xf+...+xl ^

Излеммы 2слецует?чюпрнп>2 числокорневыхрешений
конечно. Докажем это. Достаточнофиксироватьэначсния

х, хл_2и рассмотреть равенство х2 + jc*_1 + Л = Вххят% -

Очевидно, В>2. Поскольку рассматриваемое решение
корневое, то х =

хя
— наименьший корень этого (рас-

(рассматриваемого относительно jc) уравнения Но хщт1 5 хв;

значит,2xl_t + А^ Вх\_гtAt{B-2)x^_,.Очевидно,этому
неравенству может удовлетворять лишь конечное число

натуральных хш_ Нодля каждого из них л* ? д?_, + А —

что и завершаетдоказательство.

Таким образом, бесконечный лес может возникнуть
лишь припт2. Он и возникает, но «вырожденный»: из

каждого корня ничего не растет.

Теорема. Пелиур<№нгниеA) имеетрешения un*krmo
п?2k-3 при п?5 и п>4А-6 при п=3 и п=4.

Нетрудно видеть, чтооценка является точной: при л=2k-
— 3 достаточно положить дг, =...= .r2*-j = '¦ х?ь г

- 2 иди

х, =...= х?А_4
= 1, *2*-з

= Л-2. (Ясно» что любое нэ этих

решении может быть получено из другого при помощи

формул Виета, т.е. они «соседние*.)
(Заметим, что при ЛйЗ равенство п = 4Л—6 также

реализуется: достаточно положить j, =...= хАщ_%
= 1,

*44-Г -^**-б =2.)

Доказательство теоремы будет вытекать из следующей
леммы, относящейся просто к наборам л натуральных
чисел J| ? хг ?...? лгп1 где п ?3.

Лемма 3. Если \< xl i xf+...+xl_u то отношение

г 2хг+ +

xt...x

2

i нС превосходит (п+Ю/2 (а при л«3 и пшЛ

Замечание. Издоказательства следует, чтонерч^венство
леммм строгое.

Доказательство. Пус*п> К ¦ множество ^

[xitX2....,xm), удовлетворяющих ус/Юаням леммы (т.е. та-

таких, что наибольшее число больше 1 и ею квадраг не

больше суммы квадратов остальных).

Попробуем из любого данного набора получить «мель

шнй» (но сумме координат) так. что новый набор также
входит в К и при этом переходе отношение R не уменьша-

уменьшается. Для этого мы проделываем одну из следующих

операций «спуска»:
(С() уменьшаем наибольшее число на 1, или, если зга

операция выводит из К (это возможнолишь, если в наборе
ровно два наибольших числа),

(С2) уменьшаем два наибольших числа на I.

То, что R не уменьшается, для операции С^ очевидно.

Проверим, что это так для операции С!. Для этого положим

х=х„ш ti = jci'«...+*2_,1 Да)з=
А +

°; заметим, что при

О < .т ? -1а функция убывает.
Через конечное число шагов мы придем к одному издвух

наборов: A,.... 1,2) (при п ?5) либоA..... 1,2, 2) (при

п=3 и л-=4). В первом случае Я = (п + 3)/2. Во ьтором

случае /^=(?/+G)/4<(n-*-3)/2. Леммадокаэпна.

Теперь докажем теорему. Применим лемму 3 к корне-

иому решению некоторого уравнения A). Согласно лем-

лемме 1. такое существует; ясно, что оно отлично от

xt =...= хя -я 1. Получаем неравенство п ? 2k-3 (при
n*kr я>4) или Ritt-6 (при n*k, n=3 или я=4).

Теорема доказана.

(Если и = 2, то уравнение, очевидно, разрешимо лишь

при k-2. Общий вид решения: (и, т) )
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Конкретные примеры

Легко заметить, что при фиксированном к уравнение A)

всегда имеет решение при п к (изодних единиц) н еще —

при бесконечном количествеп (вила A,-.., 1. jr. ...,х):для
тогочтобы подобратьтакое решение возьмем натуральное
t > 2, рассмотрим достаточно большое натуральное х

такое, что lx7 ? кх1, и дополним (в случае неравенства)
лсиую часть единицами до равенства с правой).
Вопрос, на который мы в состоянии ответить: при каком

наименьшем л=*л(Л)>Л существуют решения? Ответ на

него при kz. Л дает теорема, которую мы доказали. Оста

лосыишьразобраться с k <4 для которых 2к 35 А и

поэтому оценка теоремы не дает ответа. Здесь будут
использованы все наши леммы, оценки, сравнения по

модулю, «спуск»
— в общем, обычный арсенал средств,

применяемых для изучения уравнений в целых числах.

Начнем со случая кж\ и лв3, т.е. с уравнения

х2 + у1 f г2 = хуг . Оказывается, онотесно связано с урав-

уравнением B), где к япя3. Корневое решение дает здесь

тройка C, 3, 3), а при k = 3 — тройка A, 1, 1). Легко
показать, что при к » 1 все компоненты любого решения
делятся на 3. Этотфакт позволяетустановить естественное
взаимно однозначное соответствие между решениями

уравнения при п=3, fe=1 мпрнл = 3|Л = З.Такимобразом1
рассмотрение каждого из этих случаев сразу сводится к

рассмотрению второго. (Обычно считают k = 3.)
Miii неоднократно сталкивались с решениями вида (т,

т, .... т). Очевидно, при А*п. и только в этом случае,
решением является A,1..... 1). Вотещеодно«постоянное>
решение: равенству л7 + у2 + г'2 +12 - xyzt удовлетворяет
набор B. 2, 2. 2). Легко проверить, что никакие наборы
вида (т, ..., m), кроме упомянутых выше, решениями
уравнений A) являться не могут.

Докажем, что при я=3 уравнение не имеет решений в

натуральных числах:

*i<^p, *, = !. l + *2+*| = 2х2х3, 1 + {*2-*,)'= О

— противоречие.
Заметим, что у уравнения х2 + у1 + z1 = кхуг при k >3

также нет решений г- поскольку потеореме должно быть

= 1, ю

1 {)
Пусть х2 = 2. i,al. Тогда 5+ д:| + xj = Дх^- Число

хш + х\ при лел *нин на Л мож*т лаьать лишь остатки 0, 1
или 2; значит, левая часть равенства не делится нл 4

Следовательно, уравнение не имеет решений.
Можно рассуждать несколько по-другому. Применим

метод спуска один раз: доказав, что все числа jr,, x7t x$txA
четы мы приходим к уравнению в натуральных числах

При к = 2. п~Л решений нет. Докажем это.

Via леммы 2 следует, что xtx? < 3. Если х2

+ х1 + 1 = 2хх2+ {щ-х4) =0.

Поп=4<2-8-3=2А-3 — в противоречии с георемой.
(Уравнения в целых числах xl +y* +zl = Ixyz и

х2 + у2 + zJ + О = 2xyzt лредлагалнсьна XII Московской
математической олимниа,1е.)

При к = 2. ч*5 также нет решений.
И.1леммы 2 и замечания к ней следует чтоможно считать

*&** < 4- Если A':i=1JCj=jr,=tlT0 3 + jJ + *j
= 2^л:5 - про-

противоречие.

Пусть хэ=2, дга=д:,=|. Тогда 2(б + х2)гб+ jfj +jr| =
= 4jc4j:s г 4iJ r 6 ? jtf. Так как х< 2 хэ, то х4-=2. Ноуравне-
уравнение 10 + *| = бдг3 не имеет рациональных корней.
(Уравнение 6+ х* + *! = 4jc4j:s можно решить и по-дру-

по-другому. Число ^J + Jfi делится на 2, но не делится на 4.

Следовательно, хА - 2t, +1, Xj = 2t2 +1. Но B1 +1J =

= Al(l +1) +1» I(mod8). Получили: левая часть равенства

делится на 8, правая прн делении на 8 дает в остатке 4.)
Пусть х3 = 3, X2 = xt = \. Рассуждая, как н выше,

получаем: б > -=- & jcJ. Но ха ? 3 — противоречие.

Тот факт, что при к * 2, л - 5 решений нет, можно дока-

доказать и следующим образом: показав, что все числа х{,..., х3

четны, свести уравнение ктакому

Поскольку 2 -16 > 5 + 3, этоуравнение не имеет решении
в натуральных числах.

Прн к = 2, п= 7 решение есть: A, 1, 1, 1, 2, 2, 2).

Я = 3

Прн к-3, я = 4 решений нет. Из теоремы следует, что

( 6L 52( )
При к * 3. п* 6 решение существует:

A,1, 1.1.2.2).

Замечание. Одесский математик К.Кноп обратил наше

внимание на неразрешимость уравнения при к ~2, па 6 и

k «3, я .Она легко доказывается при помощи леммы 2

рассуждениями аналогичными неоднократно проведенным
выше. Лля «минимальных» решений (*, xn)t где

х, 5...5 д:в, К.Кноп нат>гчнл более сильную, чем в лемме 2,

оценку: х,...лгя_1Й-^.
Таким образом, доказаноследующее

Предложение. Обозначххм через тг(к) наименьшее

число л, п Й 2, п # А такое, что уравнение задачи имепп

решение в натуральных числах. Справедливыравенства
()% С2> ГЗ> rW2ft 3 k

Большой вклад в изучение уравнения задачи (в ли-

литературе его обычно называют обобщенным днофан-
товым уравнением Маркова) внесли крупные немецкие

математики Л.Гурвнц и Ф.Г.Фробсннус.
Конечно, в изучении «обобщенного уравнения Маркова»

еще немало открытых вопросов: прн каких (п, к) решения
существуют, как найти ьсе корневыеренгення и т.п. Кое-что

удастся выяснить. Например, встатье15) для п. меньших

заданной границы, построен алгоритм нахождения всех

возможных значений пик, прн которых уравнение задачи
имеет решения и указаны 15 значений п<,\3\020, для

которых уравнение имеет решения лишь при к = и. Наи

меньшее н^таких п — число 12, наибольшее — число 2688
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Задачи
1. У нас дома есть кусок поролона размерами I x 2 м

Отец предложил мне сделать из исго матрас для моего

младшего брата. При этом толщина матраса должна

быть вдвое большетолщины куска поролона, а отноше-

отношение сторон должно сохраниться 1:2.

4. В квадрате 3x3, изображенном на рисунке» можно

прочесть слово МОРОЖЕНОЕ, двигаясь из клетки в

лi

р

с

—а

-\

ь

Q

1
щ

{

Как это сделать? Число кусков при этом должно быть
как можно меньшим. клетку через их общую сторону. А можно ли буквы рас-

2. Решите числовой ребус:

Л. Емельянов положить так, чтобы кроме того в каждом столбце и

каждой строке стояла буква О?
' иАкулич

Одина^овымбуквамсс<п-ветх:твуютодинаковые цифры,разным разные.

5. Ваня Суеверов очень не любит число 13 — «чертову

дюжину>> ему не нравятся „столькосамо число 13 и

числа, делящиеся на 13, но и такие двузначные числа,
ет

которые станут делиться на 13, если изменить одну из

3. Из 20 монет достоинством в 5. 20 и 50 рублей сое- цифр. На крючки с какими номерами предпочитает ве-

тавьте набор в 500рублей. шатьсвою одежду в гардеробе Вайя?
//.Антпонович С.Дворяниноь

Конкурс «Математика 6—8»
Мыпродолжаем конкурс по решению математическихзадачдля учащихся 6 — 8 классов.

Конкурс состоит из 20 задач (по 5 в каждом номере журнала, начиная с пятого) и заканчивается во

втором номере будущего года. Победители будутнаграждены премиямижурнала "Квант»; кроме того,

победителиилучшие математическне кружки из принявшихучастие еэтом конкурсе будутприглашены
а летнюю математическую школу. Решение зодач из этого номера высылайте не позже 1 февраля

1996 года по адресу: 103006 Москва, К-6, ул. 1-я Тверская-Ямская, 2/1, «Квант» (с пометкой

"Конкурс "Математика 6 — в»). Не забудьте указать фамилию, имя и класс.

6. Число1995 может быть нредстаплеио в виде суммы
нескольких последовательных натуральных чисел мно-
многими способами:

997 + 998- 1995. 6в4 + 665 + 666 = 1995. 330 + 331 +

+332 + 333 + 334 + 335 =» 1995 и т.д.

В каком ил таких представлений наибольшее число сла-

слагаемых?

С.Дворяниное

7. Рассмотримчисло, записываемое л девятками. Чему
равна сумма цифр куба этого числа?

//. Филевич

8. Надоске записаны вряд числа 1. 2, .... 1995 Сна-

Сначала стирают с доски все нечетные числа. Из оставших-

оставшихся стирают все числа, стоящие на четных местах. Затем

снова стирают числа, стоящие на нечетных местах и

т.д.. пока не останется единственное число. Какое это

число?
И.Акулич

9. Натуральныечисла a,btcwd удовлетворяют усло-
условию a + b = c + d= 1000. Какое максимальное значение

может принять выражение ~~^
Г.Гальперин

10. Насторонах выпуклого четырехугольникаABCD
взяты точки М, Лг, PwQ, делящие стороны четыреху-
четырехугольника в отношении 1.2 (см. рисунок). Докажите, что

N

D

если четырехугольникMNPQ
—

параллелограмм, той

четырехугольникABCD тоже параллелограмм.

В.Произволов
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«Пирамиды», банки и прогрессия
А.САВИН

В ПОСЛЕДНЕЕ время многие люди

стали жертвами финансовых махи-

махинаций. Такие компании как «МММ»

«Телемиркст», «Тибет», «РДС»ужека-
вя»зи в зубах у журналистов, пишущих
офинансах. Однакострогого матемяти
ческ стоака.тнэадеяге.тыюститаюифирм
е широкой печати не проводилось, а ои
очень интересен.
Финансовые аферы бывали в нашей

стране н ло появления частных фирм и

банков. Они провалились в внлг «дгигж-

ных игр по почте» Я неоднократно

получал письма, в которых мнесообща-

сообщалось, что если я пошлю по пяти указан-
указанным ь иясьме адресам но рублю, затем

разошлютакие же письма по пяти новым

адресам, вычеркнувлишьадрес, указан

нмн первым и иписав пятым свой адрес

то в скором времени получу уйму денег.

I) письме обосновывался н механизм

такого обогащения Действительно, от

пяти человек, которым япошлю письма

я получу по рублю» тем самым верну
потраченные мной деньги. Те рассы-
рассылают письма в которых мой адрес
стоит уже четвертым. Количество

таких инеем равно 5 х 5 * 25. От этих

адресатов я получаю 25 рублей. Эти 25
человек рассылают no S писем, ь кото-

которых мой адрес стоит третьим. Их полу-

получают 125 человек, каждый ил которых

посылаетмне норублю. Кроме того, он»

рассылают 125 х 5 • 625 писем, ь кото-

которых мой адрес стоит вторым. Таким

образом, теперь уже 625 человек посы-

посылают мне по рублю, а также посылают

625x5-3125 р>блей. Итого мой доход
составляет 25+ Ш+ С2Г> = 3900 рублей.
В то время это были огромные деньги!

Что-то около нынешних 15 миллионов

рублей
Было немало простаков, желавших

разбогатеть подобным образом, но в

выигрышеоказывались лишь троите

ли такой игры. Дело в том, что число

участников такой игрыувеличивается в

пять рал с каждым кругом. Ьсли пять

устроителей игры разослали, скажем,
120 писем со своими адресами то е

первом круге участвуют 120 человек а

во ытором — в пять раз больше, т.е. 600

человек в третьем 3000 человек, в

четвертом
— 15000 человек, в пятом

75000 человек. От этих людей устроите-
устроители получают больше 100000 рублей.
Шестой круг будет содержать уже
375000, седьмой 1875000, восьмой

9375000, деиятый 46875000 человек, а е

десятом должно участвоиатъ все насеае-

нне нашейстраны включая младенцев —

234375000 челоясх.

Ясно, что те, кто вкпючнлея вдевятом

или десятом туре, не получит ничего —

поскольку некому посылать эти деньги

Такуюсистемуфинансисты называют
«пирамидой». Сходство с геометркчес-

коЙ пирамидой состоит в том, что здесь

доход начальных участников создается

за счет все более и более расширяющих-
расширяющихся трупп участников.

Математики давно изучают последо-
последовательности чисел, подобные рассмот-

рассмотренным. Такие последовательности, в

которых каждоеследующее числополу
чаетсяумножением предыдущего mi не

которое постояиноечисло<вношемслу-
чае это 5>, называются геометрически
ми прогрессиями.

Если то число, на которое последова-

последовательно умножают члены прогрессии

(оно называется знаменам тлч прогрес

сии), больше единицы, то члены про

грессни очень быстро возрастают. Это
мы видели в рассмотренном случае.
Если взять знаменатель прогрессии мгнь-

шим. например, равным 2, то и здесь

быстро возникают О1*ромные числа

Широко известна легенд* об изобретя
теле шахматной игры индусе- Сета. Он

попросил у могущественного магарад-

магараджи в награду за это изобретение не-

несколько зерен пшеницы. Одно из инх

нужно было положить на первую клет-

клетку доски еше два на вторую клетку, па

третью клетку еще е два раза больше.
т. с- четыре зерна, и т.д. Поскольку па

шахматной доске 64 клетки, то затрс
боъанпое количество зерна оказалось

столь огромным, что его не удалось бы

вырастить на всей Земле и за тысячу
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лет. Попробуйте найти это количество

зерен г помощью карандаша н листа

бумаги или калькулятора.
Мы еще вернемся к геометрическим

прогрессиям, а сейчас обратимся
кф»с!laiccoBMM пнрамндам. thiia «МММ»

и «Тслсмаркет». Напомним принцип ра-
работы этих фирм. Выпускаются акции,

которые продаются н покупаются повсе

возрастающей цеие. Рассмотрим про-
простейший случай: фирма выпустила
100000 акций по цеие 1000 рублей и

объявила, что черта неделюока будет их
скупать по 1000 рублей, а продавать ко

1100 рублей, еще через неделю будет
скупать по 1160 рублей, продавать по

1200 рублей и т.д., т.е. каждую неделю
она будет увеличивать стоимость покуп-
покупки акции на 90 рублей, а продажи

-- на

100 рублей.
Здесьмыимеемделосдвумя последо-

последовательностями: 1000, 1090. 1180,... и

1000. 1100, 1200.... В них каждый сле-

следующий члеи больше предыдущего на

одно и то же (для своей последователь

поста) число. В первой это 90, а во

вто(юй 100. Подобные последоиатель

ноли насыпаются арифметическими
прогрессиями. Онитакже растутдоволь-
довольно быстро, но медленнее, чем геометри-

геометрические прогрессии. Это утверждение
следует пояснить. Возьмем геометричес-

геометрическую прогрессию 1, 2, 4, 8,... и арифме-
арифметическую 1,101. 201, 301 Впечатле-

301 Впечатление такоьо, что члены арифметической

прогрессии растут гораздо быстрое, чем

члены геометрической Но посмотрим,
что происходит дальше. Десятый член

арифметической прогрессии р. вен 901. а

геометрической
— 512. их одиннадцатые

члены равны, соответственно 1001 и

1024. Ага! Геометрическая профессия
обогнала арифметическую и начинает

намного ее опережать: 1101 н 2048.1201
и 4096. 1301 и 8192... Утверждение о

том, что геометрическая прогрессия со

знаменателем большим единицы растет

быстреелюбой арифметической ирогрес
сии, нужно понимать так: начиная с

некоторого номера члены геометричес-
геометрической прогрессии станут к будут оставать-

оставаться большечленов любой заданной ариф-
арифметической прогрессии.

Итак, 1№рн>>пшиськпр}(л>'ман»ойнами

фирме, иадедем ее «АБВ». проследим се

деятельность в терние года. Поскольку
в голу 52 недели, то через гол акции

«АБВ» будут продаваться по иене 1000 *

+ 52 х 100 - 6200 рублей, а покупаться
по пене 1000 + + 52*х90 = 5680 рублей.
Если каждую неделю акции будут перс
холить из рук в руки, то фирма на

перепродаже будет иметь по t0 рублей
с каждой акции в недеяю, значит ва

год ее доход составит 52 х 10 х 100000=

= 52 000 000 рублей.

Всевродебы «лажуре» «Извоздуха»

получают прибыль и акционеры и хозя-

хозяева фирмы. Действительно, купив акцию
за 1000 рублей, через гол за нее можно

получить 5680 рублей, правда, и купить

через год можно се за 6200 рублей, но

еще через год ее можнобудет продать за

10360 руКлеЙ. Все довольны.

Но представим себе, что через год

все акционеры захотят продать свои

акции. Фирме «ЛЕВ» придется выло-

выложить для их скупки 5 6Ь0х 100 000 =

¦568 000 000 рублей. Где их ваять,

если фирма получила за год лишь

52 000 000 рублей? Да еще расходы па

рекламу, на зарплату служащим на

аренду помещения... Значит, фирма не

сможет выкупить акции даже у десятой
части своих акционеров. Тщеты по-

попытки акниохсроп «МММ» получить
свои деньги —

у фирмы просто нет та-

таких дгне1 и быть не может. Суммарный
доход фирмы составляет 100 000 000 -

стоимость прочанных и начале года ак-

акций и 52 000 000 — прибыль за год, а

расходы...
Ио почему одру же акционеры (или

значительная их часть) могут перестать

покупать акции, а будут пытаться их

продлть? Причин может быть несколь-

несколько. Может появиться фирма, которая

предложит еще более выгодный способ

вь?ожс1О1ядене1 .мснуг возникнуть c.-iyxii
о предстоящем банкротстве фирмы, но

главная причина
— постоянный ростсто

кмостн акций. Так, акции «МММ» к

моменту краха стоили около 100 000

рублей и их приобретение было не по

карману многим первоначальным акцио-

акционерам млатимшштогда по 100 рублей за

акцию. Именно по jtoh причине такие

«пирамидальные» фирмы обречены на

банкротство за счет своих акционеров.

Какие еще существуют способы на-

накопления имеющегося капиталя? Коиеч

ноже — положить их ябаик «под процен-
проценты». Предположим, что вы хотите пол-

положить в банк 10 000 рублей. В «Сбербан-
«Сбербанке» вам предложат 120% годовых, если
вы кладете деньги на 3 месяца. 130%

головых, если положите на 6 месяцев, н

150% годоиых при вкладе на год. Что это

значит? Инструкция «Сбербанка* гла-

гласит: «Ксли вклад положен из расчетар%
подовых, то за каждый меся» начисляет-

начисляется по (р/12)% от суммы вклада». Зна-

Значит, оклад увеличивается в арифмети-
арифметической прогрессии. Т.е. если вы положи-

положили 10 000 рублей на 3 месяца, то полу-
получитедоход, равный ЮОООх 130/12x3=
- 3 250 рублей.
В банке «Триумф» вам предложат

200%годовых при вкладе на тол. Посчи-

Посчитаем, сколько «накапает» нам в этом

Лапке за 5 лет. Так кис каждый год мы

будем получать по 200%, то за

5 летнабежит 1000%. что составляет

удесятеренный ваш взнос, т.е. 100 000

рублей Верно? Нет, неверно Считать
нужно иначе. За год^р&ш вклад утранва-
егся, т.е. через год у вас будетуже30 000
рублей и байке, за второй год он снова

утроится и вы будете иметь 90 000

рублей, затретий годонскоаа утроится
и станет равным 270 000 рублей. < Узна-
Узнали своюнедавнююзнакомую

—

геометри-

геометрическую прогрессию?) 11осле четвертого
гола у вас будет 810 000 рублей, а после

пятого 2 430 000 рублей. В чем была

ошибка? Мы считали, что вклад растет
по арифметической прогрессии, а на

самом деле — no геометрической.
Однако приходится считаться и с та-

такой возможностью вы приходите в банх

за деньгами, а на дверях объявление,
смысл которого таков: «Банк лопиул,

вкладчикилишилисьсвоихсбережений».
Поэтому при выборебанка следовалобы
осведомится о его надежности- Замече-

Замечено, что чем больший процент иа вклад

предлагает банк, тем он менее надежен.

Итак, остановимся на «Сбербанке»,
как наиболее надежном способе вложс

иия денег Теперьнам предстоит выбрать
способ вложения денег: на 3 месяца, на

6 месяцевили иа год. Казалось бы, что

лучше всего положить иа год, что дает

самыйвысокий процент годовых --150%.
Но не будем спешить, а посчитаем.

Если положить на полгода из расчета

130% годовых, то через полгода, соглас-

согласно инструкции «Сбербанка», получим
доход в65% от вложеннойсуммы, таким

образом сумма увеличится ь 1,65 раза.
Теперь положим вес полученныеденьги

еще иа полгода. Сумма возрастет еще в

1,65 раза, а в результате за гол в

1,65 х 1,65 = 2,7225 раза. Это означает,
что при вкладе 10 000 рублей мы полу-
получим 27 225 рублей, и доход составит

17 225 рублей, что составляет 172,25%
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годовых. А это больше чем первона-

первоначальные 150% годовых.

Л если положить деньги иа 3 месяца,

потом еще. еще и еще раз на 3 месяца?

В первый раз прибыль составит чегвгр

тую часть от 120%
.
т.е. 30% вложенной

суммы. Этозиачит, что вклад увеличит-
увеличится в 1,3 раза За следующий квартал он

увеличится еще в 1,3 раза, потом еще в

1,3 и еще в 1,3 рада Общее увеличение
равно 1,3*= 2.6561 раза. Теперь можно
понять, что при таком гпособи* вложения

К В Л Н Т I 9 9 5 / >* б

денегмы получим 185,61% го-

годовых, что уже ие так далеко

от ставки банка «Триумфа а

риск гораздо меньше. Правда.
при этом нужно приходить в

аСбербанк* через каждыетри
месяца.

Однако заметим, что в

«Сбербанке» имеется форма
вклада под 100% годовых с

правом снять вклад в любое

время с получением соответ-

соответствующейдоли прибыли. Вот.
наверное, золотая жила! Ведь

мы убедились, что чем чаше

кладешь и забираешь вклад,

гем большей оказывается при-

прибыль. Какую огромную при-
прибыль мы получим, гели будем ходить в

«Сбербанк» каждыйдень! Давайте пос-

посчитаем. Если за год мы получаем доход
в размере вложенной суммы, то за лень

получим (согласно инструкции) в A ¦

¦*¦ 1 /365) раза а за 365 днейон возрастет
в (I +1 / 365)^ раз. Наверное, этоочеиь
большое число?'

Мы должны вас разочаровать. Вели

чина числа A •¦ t / nL действительно

растет с ростом п но ис может превзойти
числа 2,718*2818*28... . Это число обоз-

обозкачается буквой е в честь великого мате-

математика Леонарда Эйлера (L.Euler), ко-

который ввел это число и вычислил его с

23 знаками, использовавследующее его

выражоше

._,. 1 1 1

+
12-34-5

+
-¦'

котороеполучилДаниил Берму.«ли Это

число иррациональное. Оиовстречается
во многих разделах математики, и вы с

ним, .тавеломо, неоднократно встрети-
встретитесь. Данное здесь его приближение лег
ко запомнить любителям литературы:

2,7, а дальше два раза год рождения
ЛьваТолстого.

Итак, даже бегая в «Сбербанк» через
каждый час, вам не удастся увеличить за

год вклад больше чем в 2,7183 раза, т.е.

получить больше 171,83/* годовых при
этой форме вложе)гая денег.

Послесловие
С тех пор, когда была написана эта

статья, прошло немало времени. За это

времяпроценткыеставки в «Сбербанке»
изменились. Поэтому, если вы решили
вкладыватьтуда деньги, то все расчеты

следует провести заново, исходя из ны-

нынешних процентных ставок.

ИНФОРМАЦИЯ
ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ЭТАП КОНКУРСА
-МАТЕМАТИКА6 —8»

(Начало см. не с. 19)

нагельных систем (директор А.М.Аб-

А.М.Абрамов)» а также фирмаТКО ACT (гене-

(генеральный директор А.А.Гсрцсв) награди-
наградили книгами всех участников, а Файл

Сороса (директор образовательной про-
программы — В В. Борисов) оказал финансо-
финансового помощь.
Летом 1996 года такую же встречу

юных математиков — победителей заоч-

ногокоикурса
« предполагается провес-

провести в летнем чагерс близ Костромы, па

берегу Волги.

Изаключение приведем условия залам

личной олимпиады (номера 1—6) и фи-
финального боя (номера 7— 14). Этнэалачн

предложили Р.Женодаров A,9), Л.Са-
Л.Савин B.8). С.Токарев C.4.6.7. 12, !3),
П.Проилнолов E. 11), О Крижановскнй
A0) и А.Шаповалов A4)

1. Вконференции принимали участие
I юных После конференции каждый
f них отправил Л или 2 письма другим

ученым, бывшим на конференции. Мо-
Может .in случиться, что каждый из них

получит поЗ письма?

2. Настороне АВ квадрата ABCD со

стороной длиной а вис его построен
/". Наи

днте радиус окружности, проходящей
через точки С. D и Е.

3. Найдитенаименьшее натуральное
число, кратное 1995, в записи которого
любые две цифры, стоящие через одну
одинаковы.

4. Докажптс, что в п|>оизведсиии
11-2!-31-...-99М00! можно вычерк-

вычеркнуть один из ста сомножителей так,
чтобы произведение оставшихся было

точным квадратом.

5. Вравнобедренном прямоугольном
треугольнике ЛВС на птотеиузе АВ

взяты точки М н N (Аг между М
и Я) такие, что ZMCN » 45*. Дока-
житг. что МЛ'2 « AM2 + NB*.
6. Можноли в клетчатой таблице

13x13 отметить некоторые клетки так,
чтобы любая клетка граничила по сторо-
стороне ровное одной из отмеченных клеток?

7. Можетли наименьшее общее крат-
кратное двух натуральных чисел равняться
ихсумме?
8. Дантреугольник ABC. Прямая,

параллельная АС пересекает сторону
ЛЬ в точке Р. медиану АН — в точке

Т, а сторонуВСвточкеК. 11айднтеллину
стороны АС, если РТ = 3, 77С = 5-

9. Нашахматную доску 8x8 поло-

положили 8 доминошек так. что каждая цок

рывает ровнодвесоседние клетки. Дока-

Докажите, что иа доске найдется квалрат,

состоящий из четырех клеток, ин одна
из которых не покрыта доминошкой.

10. I)таблице МОх 100 расставлены
числа 0, 1 и —1 так, что в каждом

квадрате 3x3 сумма чисел равна 0.

Найдите наибольшее возможное значе-

значение суммы всех чисел таблицы.

11. Докажите,что

19942+ 1Э9*-1ЭЭ53 + 199?

— точный квалрат.

12. Можноли подобрать компанию,

где у каждого ее члена бы то бы рошю

пятьдр>зой аулюбыхдвух
—

ровнодва
общих друга?
13. Можетли в выпуклом семиуголь-

семиугольнике каждая диагональ быть перпенди-

перпендикулярной какой-либо другой диагонали?
14. Пакакое наименьшее число пря-

прямоугольников (не обязательно одина-

одинаковых) можно разрезатьданнуюфигуру

cfif
с:

г

ил 37 клеток, если разрешено резать
только по границам клеток?
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Как же доказать
это неравенство?

М.БАЛК,М.МАЗАЛОВ

Пролог

В этом очеркемы рассмотримодин дово-
довольно простои прием, позволяющий од-

однако, установить истинность далеко не

простых неравенств с тремя переменны-

переменными. Мы его проиллюстрируем на следу-
следующей задаче:

Задача. Пусть а, Ь,с — произвольные
положительные числа; А(а,Ь,с) — их

среднее арифметическое

функция М(а. Ь, с)задается формулой

Докажите, что справедливо неравен-
неравенство

М{аЬ.Ьс. са)/М[а, Ь, с) 5 Л(а, Ь.с), A)

или подробнее:

+C2

равенство в (О — (Г) и.чеет место

лишь тогда, когда д-б^с. (Здесь и ниже

выражения «лишьтогда» «лишьесли»

понимаются в смысле «тогда и только

тогда».)

Геометрический смысл утверждения

задачи таков. Пусть LNKELflfifa
(или короче: //) — прямоугольный па-

параллелепипед с измерениями а, Ь, с и

диагональю длиной t (т.е. LK ¦ a, LE ¦

¦ br LLj
="

с, LrV, »f). Обозначим через
Р прямоугольник со сторонами a+b+с н

a+b*c+t, а через .?(Я) — его площадь.

Плоскость i^KE отсекает от параллеле-

параллелепипеда Л прямоугольный (т.е. имеющим
три взаимно перпендикулярных ребра)
тетравдр LjLKE (короче: Г); площадь
его полной поверхности обозначим5G*)

Теперь заметим, что

M(a,btc)A{a.b.c)-S{P)fi.

Поэтому утверждение задачи означает:

причем равенство имеет местолишьесли

параллелепипедП куб.

Несколько упражнений
дляразминки
В дальнейших рассуждениях важную

роль играетфункция

D(x,y,z) = х* +у* + г2 - ху- уг- гх. B)

Упражнение 1. Верно ли, что для

1юбых действительных чисел х, у, 2

справедливо неравенство

При каких условиях имеет место

равенство?
Решение.

-{(х-у?
Поэтому D г 0 при любых х.у,г, причем

равенство имеет местолишьесли х=у=г.

Упражнение 2. Верно ли для любых
действительных чисел х, у, 2 неравен-

неравенство

2
C)

Решение-

Поэтому неравенстио C) иерпо при лю-
любых действительных х, у, 2, причем

равенство имеет место лишь при x=y-z.

Упражнение 3. Верно ли для любых
действительных чисел а. Ь с двойное

неравенство

{ab + bc + саO
D)

Решение. Воспользуемся формулой B)
и решением упражнения 1. Имеем

= 2D{ab.hc,ca)zO.

Поэтому формула D) верна при любых

действительных a. bt с, причем paiwriiCT-
[ю имеет место лишь при а-Ь-с

Упражнение 4. Докажите, что при
каждом X ? 1 строгоенеравенство

верно длялюбыхположительных чисел

а, Ь, с.

Решение:. Так как

то

А так как а, Ь, с > 0 ,то отсюда следует.

что а -г Ь+с > т1а7+Ь7+с2 . Поэтому
подавно верно неравенство E).

Привлечение фактов, о которых гово-

говорится в упражнениях 1 -4. позволяет

справиться с доказательством весьма

трудных неравенств.

Теперь решим задачу

Рассмотрим функиию (см. ( Г))

Легко проверить, что ^=0 при а - b =

•
с. Рассмотрим случай, когда среди

чисел а, Ь, с хотя бы два различных.

Покажем, что тогда F> 0. Для этогомы

правую часть и F) немногоуменьшим и

покажем, что даже после уменьшения

она положительна. А для уменьшения

правой части в F) мы немного увелдешм
одно из вычитаемых положительных

выражений
—

лучшего, которое содер-
содержит корень. Имеем (см. упражнение 3)

поэтому

a + b+c+ffia*

(Продолжение см. на с. 49)
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Рациональные корни
многочлена

А. ЯРСКИИ

ТУ* АК ИЗВЕСТНО, при п t 5 не су-

Х\ ществугт формулы, выражающей
корни произвольного многочлена

{(х) = р„хл +ftx-1 +... + pn_tх+ря < * )

через его коэффициенты. Однако зада-

задача об отыскании рациональных корней
любого конкретного многочлена с

целочисленными коэффициентами
Ро Р ¦¦ Рч может быть решена конеч-

конечным числом проб.

Теорема. Пусть коэффициенты
Ро*и»...»ря многочлена(*)являются
целыми числами, ta-iu несократимая

дробь xMp/q. p,qzZ, яакяется кор
неммногочлена(* A wo числоряяляет

ся делителем свободного чечена рт. а

число q
- делителем старшеюкоэффи-

коэффициента /4,.
Даннуютеорему, как говорится, легче

доказать, чем сформулировать: подгта

вив x = p/q в (¦) и ломножнв на q*,
получим

РоР* + Pi/>"~V - +/W*?* + ЙЛ" = &

Все слагаемые, начиная со второго,

содержат нножительс?. Следовательно,
слагаемое р$рР делится на q. И так как

р и <у взаимно просты то рф делится на

7- Аналогично доказывается, что />„

делится на р. Только это и утверждает

теорема.

Длябольшей ясности проиллюстриру-
проиллюстрируем сказанное несложным примером. Ра-

Рациональные корни многочлена

следует искать среди чисел

±1. ±2, ±4. ±1/3, ±2/3. ±4/3.

поскольку, согласно теореме, никаких

ниых рациональных корней рассматри-
рассматриваемый многочлен не имеет. Перебирая
варианты можно убедиться, что д: *

« - 2/3действительно является корнем.
Разделив «уголком» многочлен fix) на

двучлен jf+2/З, получим

ТснсрьлегкоуС«лнться,чтох=» - 2/3 --

[•днигшеннми (действительный) корень
/<дг)
Основноесодержанке настоящей ста-

статьи описывается одним предложением:

Если коэффициенты p^r p,f..., рк
многочлена < • ) в свою очередьявляют
ся многочленами(отлюбого числа пере-

переменных), и если многочлен {*) имеет

корень x^p/q, где р и q — взаимно

простые многоч^чены то многочлен р

является делителем свободного члена

рп, амноючленд
— делителемстаршею

коэф<рициенрш рр
Иными словами, утверждение теоре-

теоремы. к*к и се доказательство, переносят-

переносятся без каких либо изменений на опнсы

вдемый случай.

PacjCMOTjiHM некоторые возможные

приложения последнего утверждения.

Пример 1. Решитеуравнение.

х* +х* -За*х* ~2а*х + 2аА -0.

Решение. Согласнотеорем;, еслиурав-
iiciiHc имеет рационалы ос решение то

его следует искать среди делителей сво-

свободного члена уравнения, т.е. проверить

варианты

=Са, х = Са2, лг«Сд\

х = Са\ СхО

Подставив х = Са, получим

(С4 -ЗС2 +2}d* +C(C2 -2

откуда
Cm±j2.

Итак, нашлись сразу два корня уравне-

уравнения: х = ±^2а. Следовательно, исход-

исходный многочлен должен раадстаться без

остатка на двучлен

Разделим «уголком»:

ix' + x-J

0
Итак, исходный многочлен разложен

на миожтелн второй степени. Решив

квадратное уравнение, полушм

Ответ: taj2; (-i /

Разумеется, решения не всякий раз

устроены столь просто, как в примере 1.

Пример 2. Решитеуравнение

Решение. Перепишем исходное урав-

уравнение в биде

-(а2 = 0.

Согласно теореме, рациональные реше-
решения следует искать ь виде х » p/q,
где р

— делитель свободного члена

[а2 •*¦ tya* - а2 +1), a q
— делитель стар-

старшего коэффициента а3. Исщхэбовав раз
л(гшые варианты, раноили поздно при-

придем к случаю

х = C(aJ + l)/a.
Подстакоика ы уравнение приведет и

этом случае к равенству

т.е.

(С3 - 1)д* +BС3 -ЗС+ \)а'2 + (С3 -1)- 0.

откуда
С= 1.

Итак, решение найдено: x = (a2 + lj/a.
Нужно набраться терпения и разделить
«уголком» исходный многочлен на д»уч-
леи х - (я* + tjy^. В результате получим

равенство

-ЗА-(в2 -м}(д4 -^ + 1) =

Вычислив дискриминант стоящего во

второй скобке квадратного трехчлена,
получив

Теперь несложно получить
Ответ: х = {а2 + l)/o, a * 0;

jc - -(а2 + 1)/B<г) при д = ±1.

Несколько более трудной оказывает-

оказывается задача об отыскании решений следу-

следующего уравнения.

Пример 3. Решите уравнение

Решение. Попытки найти решение в

виде х = p/q, где р
— делитель сиобод-

нот члена 3Cа + 1). a q
— делитель

старшего коэффициента о3, ни к чему

не приведут
— рзлиона.1Ы1ых|)ешс11ий

уравнение не имеет.

Поменяем переменные местами, пи-

питая а независимой переменной, а х —
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параметром Для наглядности перепи-

перепишем исходное уравнение в виде

Опираясь на теорему, будем искать ре-

решение в виде а т p/q, где р
— делитель

свободного члена (х - 3),ад — делитель

старшего коэффициента х* . Как и вьиисг

проделав необходимый перебор вариан-
вариантов, найдем решение в виде

Подстановка даетэначенне С" 1. Таким

образом, решением уравнения является

а * (х - 3)/jr2. Аналогично нредыдуще-

ну, остается разделить рассматривае-
рассматриваемый многочлен на двучлен а-(х- 3)/ха:

Таким образом, рассматриваемый мно-

многом аен удается записать в виде произве-

произведения

(ах2 - х + 3}(аV +ах + За +1}.
Из наиденного разложения л« ко полу-
получаем

Ответ: jr«(l±Vi-l2a)/Bd) при
аи tfl2 н а * 0; х = 3 при д = 0.

Если коэффициентами многочлена

являются многочлены от нескольких

переменных, то как уже говорились,
нсполюованныесоображения останутся
в силе.

Пример 4. Решитеуравнение

а{а-х)(а-2х)(а-3х)т

Решение. Сначала нужно набраться
терпения, раскрыть скобки и собрать
подобные члены:

При b ф а можно сократить общий мно-

множитель (Ь — с):

Попытаемся найти решениесреди дели
телей свободного члена

х=С{Ь+а), Се Я.

Подстановка приводит к соотношению

степенях а, придем к системе

|бСа-ПС2+6С-1-0.
(i2C3-22C2+GC«0.

Из второго уравнения получим два зна

ченняС = 3/2ияиС= 1/3(с:лучайС =
= 0 нас не интересует). Проверка пока-

показывает, что значение С *¦ 1 /3 >|доклетво-

ряетн первому уравнению системы. Тем

самым решение найдено: х = {а+ Ь)/3.
Разделив исходный многочлен на дву-

члеиЗх — {а * Ь). получим частное

Найдя корни квадратного Трехчлена,

свершим решение.

Ответ: при a*b: x~(a*b)/3.

х = C(д + Ь) ± ^a2*\Hab + bf)/A при

а2 + 18дЬ + Ь2 * 0; х — любое при а = Ь.

Пример 5. Разложитенамножители

многочлен

хг + у3 + г* - Ъхуг -

Решение. Перепишем многочлен в виде

и иоиробуем. как н выше поискать ко-

корень среди делителей свободного члена.

Подставивх = С(у+г), при С= — I полу-
получим корень многочлена. Такимобразом
найлен делитель х + у + г исходного

миогочлсиа (отаком виде делителя мож-

можно было догадаться, учитывая симмет-

симметрию исходного многочлена). Разделив

«уголком», получим
Ответ:

Справившись с предыдущей задачей,
можно бее особых угнлнЙ решить
Пример 6. Решите уравнение

Xх + Зах* + 3D^ - Ьс)х +

Решение. Из примера 6 известно раз-
разложение на множителис&ободногочлена
а* •*¦ Ьл + са - ЪаЬс ураинелия Естествеи-

ио попытаться найти решение в виде

Подстановка показывает, что при Ст -1

дейетьтелыю получится решениеурав-

равнения. Остается разделить стоящий в

левой части уравнения многочлен на

дг+(д+4»+с) и исследовать корни частного

)-(Ь2 + <7г) = 0- +{а<+Ь*4.с'*-аЬ-ас-Ьс).
Приравняв к нулю коэффициенты при Дискриминант этого трехчлена приво-

дитгя к виду

Таким образом, при Ь * с дискримжеант
отрниате ей н решение единственно

Рассмотрев оставшийся случай Ь -

с,

получим

Ответ: если Ь* с.тоXе- (а+Ь+с);ес-
ли b=crrox=— (д+6+с) илих*Ь- а.

В заключение рассмотрим более труд-

трудную задачу.

Пример 7. Решитеуравнение

Решение. Попытки найти решение

среди раниокальных ф^икшгй окан^сива

ются неудачей.
Сделаем замену

Уравнение примет вид

х3 - ЗААс + uVfu* + и3) - 0

11ытаясь найти решение среди делителей

свободного члена, придем к формуле
x~Cuv(u+v). С € Л.Подставив в урав-

уравнение к сократив, получим

Итак, найдено решение хш -uviu+v).
Разделив исходный многочлен на х+

+ иъ(и * f). получим в частном выражс

ние

X2 - IOl(u+ V)X -t^Xplu* - UV4 U2).
Вычиелнмдткримннантполученного

квадратноготрехчлена:

Итак, только при и ш v к клйденному
ранее решению х=— ии(и-« и) добавится

решение x-uz. Выразив w и v через с и

Ь, получим
Ответ: х - -e

х = д при д=Ь.

I. Решите уравнения

а)

6)xDd3)x4tf(a2>x4(a
в) х5 + рх2 ¦[р- 1+—L.It +1 вО:

г) xJ -2( )
2. Разложите иа.чножнгслимисио-члсны

а>



ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Разгон торможением
(разговор в поезде)
И.ГЕЛЬФГАТ, Л.ГЕНДЕНШТЕЙН

/~^ МОГРИ, по шоссе рядом с иа-

чу шнм поездомбежит автомобиль.
А кажется, будто он стоит на месте.

— Можнотак и считать. Мы жезнаем,

что все икерциадысые системы отсчета

равноправны, поэтому наш поезд ничем

не хуже Земли.

— Тытак думаешь? А если водитель
сейчас начнет тормозить — что тогда?
Автомобиль остановится?

Конечно.
— Нопо отношению к нам он начнет

двшатъсн\ Откуда же у него возьмется

энергия для такого «разгона»'*
— Действительно,непонятно. Мало

того, что автомобиль разгонится. eDte и

тормозные колодки нагреются.

— Нувот — энергия появляется неиз-

неизвестно откуда. А ты говорил, что все

ннерииальиыесистемы отсчета равноп-

равноправны
— Ноиас же учили что они деистьи

тельнорапнопрапиы. Чтоже придется
отказаться от закона сохранения зли р-

гии? Я где-то читал, что перед открыти-
открытием нейтрино физики готовы были отка-

отказаться от этого закона. А нотой ока.*а

лось, что «пропадавшую» энергию уно-

уносило почти неуловимое нейтрино
Может, е нашемслучае что-то «при-

коент» дополнительную энергию?
— Давайразберемся подробнее. Какая

сила тормозит аьтомобиль?
— Силатрепня со стороны тормозов

— ^гогоне может быть — иначе полу-

получится, как у барона Мюнхгаузена, кото-

который сам себя за волосы тащнл из болота.

Ведь тормоза — часть самого автимобн

тя а изменить скорость тела могуттоль

ковнешние силы

— Какаяже внешняя сила здесь дей-

действует?
— Единственнаяподходящая сила —

то ила треиня между колесами и доро-

дорогой. Ома тормозит автомобиль и благо-

благодаря этому его кинетическая энергия

превращается во внутреннюю энергию

Внутренняя
энергия
тормозов

тормозов (рнс. О- Все это, конечно, в

системе отсчета «Земля».

— 11учтож „ в этой системе отсчета все

более или менее ясно. А как жев системе

отсчета «Вагон»? Откуда здесьберется

энергия для разгона?
— Кажется,я начинаю понимать. Ведь

силатрениядействует нетолькона авто-

автомобиль, но н иа Землю. Значит, энергия
Земли тоже как-то меняется. Изменяет-

Изменяется и скорость вращения Земли вокруг

собственной осн...

— Нет-иет.не надо слишком услож-

усложнять Не будем учитывать вращение
Земли — что тогда?
— Тогдадо качала торможения в сис-

системе отсчета «Вагон» Земля уже двига-

двигалась со скоростью, по величине равной
скорости движения автомобиля относи-
относительно Земли. В результате торможения

скорость Земли в системе отсчета «Ва-

«Вагой» уменьшается. Вот откуда берется
энергия иа разгон автомобиля.

Кинетическая

энергия
Земли

Рис. 9

Рис. 2

— Да,это похоже иа правду. Автомо-

бильнриторможении «толкает» Землю

вперед, тем самымуменьшая ее скорость
относительно вагона. Ио почему же на

мскенис скорости Зсхли можно не учи-
учитывать в «обычной* системе отсчета?

— Дапросто из-за ее огромной массы.

Земля приобретает настолько малую

скорость что ее перемещением можно

пренебречь н считать работу силы тре-

трения по разгону Зечли практически рав-
равной нулю. А в системе «Вагон» Земля

успевает совершить за время торможс

ни» лвтомобндя заметное перемещение,

так что работой силы трения пренебре-
пренебрегать уже нельзя.

— Воттеперь, кажется, все в порядке.

Мылнаем, как ьыгляднткартина измене-

изменения энергии ь системе отсчета «Вагой»

(рнс. 2). (Предлагаем читателям пока

эщъсамостоятельно, что в системе «Ва-

«Вагой» энергия, «выкачныземая» нзЗемли,
делится ровно пополам: одна половина

идет на разгон автомобиля, адругая
— на

нагрев тормозов.)
- Ноуж теперь мы ио всем разобра-

разобрались. Правда лрн этом мы разбудили
нашего соседа, спящего на верхней

полке.

— Ьыразбудили меня ужедавно, н я с

игггересом слушал ваш разговор. Если

вы действительно во всем разобрались,
то попробуйте решить такую задачу:
Нулямассой т, летящаясоскоростью

v, догоняет наш вагон, движущийся по

горизонтальной дороге со скоростью и

(рис. 3), и застревает в вагоне. Какое

количество теплоты при этом выделя-

выделяется?

Рис-З

- Это совсем просто. У пули была

кинетическая энергия mi^/2, а застряв
в вагоне, она движется вместе с ним со

скоростью ы, имея кинетическую энер-
энергию ти2/2. Согласнозакону сохранения

гшергин убыль кинетической энергии
как раз показывает, какая энергия пере-
перешла во внутреннюю:

mtr

о=¦=?--
ти2 (О

2 2

— Пожалуй,это правильно. Однако

посмотрим иа всякий случай, как это

выглядит в системе отсчета «Вагон».

Здесь начальная скорость пули v — и, а

конечная — ноль. Поэтому

Q^!H^Z±. B)
Формулы A) н B) - -

разные. Какая-то

к:< них неверна. А может, обе?

— Кажется,я знаю, какая формула
неверна. Пока пуля «застревает» в ваго-

вагоне, она толкает его вперед с какой-то

силой, т.е. совершает работу, и кинети-

кинетическая энергия вагона растет. А мы,

записывая формулу < 1), этим интуитив-

интуитивно пренебрегли. Наверное, потому что

изменение скорости вагона ничтожно

мало.

— Скорости,но не энергии! Вгль в

ьыраженнндляэнергии перед квадратом

скорости имеется огромный множитель
— масса вагона. А как обстоит дело в

системе «Вагон»? Между прочим, она

теперь нениерииальная
— кз-ла ускоре-

ускорения при ударе пулн.

Давайпредставнм.чторядамснашкм



же скоростью другой вагон, в который
никто не стреляет. С ним мы и свяжем

систему отсчета « Вагон», чтобы она п

прежнемубыланперцнальной.
— Итак,в чем же принципиальное

отличие этой системы отсчета от систе-

системы «Земля*?

— Перемещениенашеговагона в систе-

системе отсчета «Вагон» ничтожно мало, по-

этому при ударе пули можлопренебречь
работой по разгону вагона, а следова-

следовательно - приобретенной нагоном кине-

кинетической энергией. Значит, вся кинети-

кинетическая энергия пули переходит во внут-

внутреннюю, и справедлива формула B).

ся нал ним совершается работа, и его

кинетическая энергия растет. Формула
A) этой передачи энергии не учитывает
и потому дает завышенное значение Q:
ведь v*-u?>(v-u) при v> и.

— ТЬта так, и вес же как-то не верится,
что разгон громадного вагона «эаглаты

вает» схоль-нибудь заметную часть ки-

ПРАКТИКУМ Л К И Т У И И К Н Т Л

котичсской энергии пули. Интересно а

можно ли вообще решить эту задачу
строго в системе отсчета «Земля»? Что

для этого потребуется?

— Думаю,потребуется учесть, что у

вагона конечная, хотя и очень большая,
масса Л/. Тогда весдолжностать на свои
места.

— Попробуем.Обозначим скорость
вагона сразу после удара пули через V.

Тогда из закона сохранения импульса

следует

,г пт + Ми

Согласно закону сохранения энергии,

v"
2 2

Отсюда получаем

2{M

47

— Нотэтода!Осталось толькоучесть,
что m/M <:1, и пренебречь этой пустя-
пустяковой добавкой в знаменателе — и опять

у нас получается формула B).

— Заметьте,если считать, что V • и,

мы опять получим ошибочный ответ —

формулу A). Но стоило учесть даже

очень малое отличие V от и — и ответ

получился верным.
— Да,теперьвсеясно. Хотяинерциаль-

ные системы отсчета действительно все

равноправны, онидалеко не все удобны
для быстрого и правильного решения
задачи. Если в задаче фигурирует тело с
очень большой массой лучше сразу
проявить к нему должное уважение и

перейти в его систему отсчета.

l + m/M)'

Задачи на движение
О.ЛОБАНОВА

Т~ТРИ решении задач надвижение пол

J. Лсано начать с построения чертежа.
Даже самый простой чертеж помогает

осмыслить задачу и найти наиболее про-
простое решение.
Несколько советов до рассмотрения

задач.

1. Внимательнопрочитайте условие
задачи, постройте чертеж. Отметьте на

чертеже вес пункты, о которых ид т

речь в задаче.

2. Выберитепеременную, тщательно

проанализируйте условие задачи, попы-
попытайтесь ьыразнть длины всех нужных

отрезков через выбранную переменную
и другие величины. Не вводите новой

переменной до тех пор, пока не убеди-
убедитесь, что без этого нельзя обойтись.

Опыт показывает, что многие, составив

систему уравнении, не могут затем ег

решить.

3 Икогда после построения чертежа и

анализа удается переформулировать за-

задачу и тем се упростить. Постарайтесь не

упустить такой возможности. Примером
является задача 2.

4. Решив трудную задачу, не спеши-

спешите приниматься за другую. Уверены ли

вы в том. что нашли наиболее простое

решение? Прикиньте, не будет ли луч-

лучше, если выбрать другую переменную?
Если вы уверены, что нашли лучший
вариант решения, то полезно расска-

рассказать кому-либо о своей удаче. Положи-

Положительные амопнн помов ут вам решать за-

задачи еще лучше. Постарайтесь объяс-
объяснить кому-либо ход решения задачи.

Можно рассказывать даже своим иг-

игрушкам (надеюсь, что никто не обидит-
обидится, coiMT вполне серьезный), все ранно

это поможет вам сконцентрировать свои

мысли и лишний раз продумать летали

решения

Рассмотрим 5 задач (и квадратных
скобках указан номер пособия в списке

литературы, данном в конце статьи) и

покажем, как анализ чертежа помогает

решить довольно сложные задачи. 3

задачи из приведенных решены в извес-

известных пособиях более сложными спосо-

способами. Ссылку из это вы найдете после

решення задачи.

Прочнтавзадачу, постарайтесь снача
ла решитьее самостоятельно, затем про-

продолжите чтение статьи.

Задача 1, Поезд идет от станцииА к

станции В, расстояниемежду которы-
чи равно A км. На некотором участке
пути, примыкахяцгм кстанции В, из-за

ремонтных работ поезду разрешена
скорость, составляющая только f/n
часть первоначальной скорости, поэто-

поэтому поезд пришел на станцию с опозда

нисм на а ч. На другой день фронт
ремонтныхработ приблизилсякстан

ции В на Ь км. и при тех же условиях
поезд опоздал только на с ч. Найдите

скоростьпиеэда.([\], задача 13.258.)
Замечание. Эта задача отнесена к за-

задачам среднего уровня сложности. Она

интересна тем. что ее условие переопре-

переопределено.

Решение. Определимдопустимые зна
чения параметров:

d>b>0, n>\, а>с>0.

Сделаем чертеж (рис. 1). В первым

декь ремонт дороги производился на

D

Рис 9

учдетке СВ. воьтороидень
— на участке

D13. Заметим что расстояние от А до С

поезд и в первый и во второй день шел с

одной и той же первоначальной ско-

скоростью, а расстояние от jD до В в обоих

случаях шел с новой скоростью. Зна-

Значит, рденнца во времени на прохождение

пути АС в первый и во второй день

возникает за счет того, что на участке

CD поезд в эти дни шел с разными

скоростями.

Пустьх км/ч — первоначальная ско-

скорость поезда, тогда новая его скорость

jc/лкм/ч. CD- b км поусловотозадачи.
За Ь/х ч поезд прошел путь CD во

второй день, за Ьп/хч — в первый лгнь.
На основании того, что разница во вре-

времен и составила (а—с)ч. составим урав-

Ып-\)
Отсюда х ¦=— .

а- с

Так как п>\, а>с,тох>0.
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Мы пилим, что задача переопределе-

переопределена: при ее решении не использовано

условие АВЖA км.

Ответ: -

_

*
км/ч (п > t а > с).

Задача 2. Пассажир, опоздавший на

поезд, сначала решил догнать его на

такси, однако через некоторое время
пересел на автобус, заплатив забилет
а рублей, и прибыл на одну из станций
одновременно с поездом. Междутем он

обнаружил, чпюеелибыпродолжалехвтъ
па такси, то догнал бы поезд на х ч

раньше, истратив приэтомна bрублей
меньше. Какова скорость поезда, если

скорость такси vt, автобуса х^ (ц >

> 1%). а стоимостьпроезда одного кило-
километра на такси а рублей? ([2), задача
18.14.)

Решение. Допуслимые значения па-

параметров: а > Ь > О, г, >
с^

> 0, т > О,
а >0.

Сделаем чертеж и проанализируем его

(рис. 2). В пункте С пассажир пересел
в автобус и догнал поезд в пункте В

Автобус
Такси

D

Рж.2

Если бы он продолжал ехать в такси

то догнал бы поезд в пункте D. В обо-

обоих случаях путь АС пассажир ехал иа

такси, следовательно, проезд згой час-

части пути не сказывается на разнице во

времени и стоимости для двух вариан-
вариантов поездки.

Теперь нашу задачу можно сформу-

сформулировать тек Из пункта Свслед поезду
выезжают одновременно автобус и так-

такси .Такси догнало поезд иа х ч раньше
чем автобус. Пассажир такси заплатил

за проезд (а - Ь) рублей. Какова ско-

скорость поезда, если скорость такси

Vi км/ч, автобуса г>А км/ч, астоимость

одного километра пути а рублей?
Так как та проезд одного километра

пассажир платит ара всегоои запла-

заплатил за проезд (л—Ь) р.. то, следователь-

следовательно, ои проехал (а-Ь)/а км, т.е. CD =

»{а - Ь)/а км. 11айдсм время за которое

такси догнало поезд:

Автобус догнал поезд через (г + т)
члго». елглокггслыю. CD * x^{t -* х) км.

Иj условия задачи ясно, что в пунктеD

поезд был одновременно с такси, а и

пункте В
—

одновременно с автобусом,
следовательно, itynDB поездпрошел за

1 часов.

Найдем скорость поезда:

DB

Очевидно должно вьтолняться нера-

неравенство v > 0 Из неравенства

следует

KM/ч, если

Замечание. На странице 330 указан-

указанного задачника вы найдете решение за-

задачи. Составлена система из трех урав-

уравнении с тремя неизвестными. Решение

гораздоболее громоздкое, чем мы с ванн

получили. Учтя, что проезд путиАС ие
сказывается на разнице во времени и

стоимости проезда и переформулировав
задачу, мы смогли ее упростить.

Задача3. ГородаАиВрасположены
на берегуреки, причем городВрасполо-
расположен нижепо течению. В 9 часовутраиз

городаА в городВ отправляется плот.

В этот момент времени из города В в

город А отправляется лодка, которая

встречается с плотом через 5 часов.

Доплывдо городаА, лодка поворачивает
обратно и приплывает в город В одно

временно с плотом. Успеют лилодка и

плот приплыть в город к 9 часам вечера
того же дня? ([3], задача на страиние
22.)

Решение Сделаем чертеж (рис. 3).
Плот и лодка встретнлнсъ в пункте С,

Рис.З

Пусть v км/ч — скорость течения

рекн,?ч
— вес рассматриваемое время.

тогда АВ= vt km. AC=Sv км,

Путь ВС лодкл проплыла за 5 часов

следовательно скорость лодки против
течения реки равна

Отсюдаскорость лодки потечению рав-

Время, когда лодка плыла против тече-

течения, равно

АВ

потечению —

АВ

Sot St

?5)
=

f5'

¦А-

t2 - Wt - 25 = 0,

Уравнениесоставим наосновании того,

что всего лодка плавала t ч:

Отсюда

Свободный член квадратногоуравнения
отрицателен, следовательно, корни име-

имеют разные знаки. Нас интересует только

положительный корень, так ках но смыс-

смыслу задачи t > 0 Итак,

Ответ: но успеют.

Замечание. В пособии приведено ре-

решение: составлена система двух уравне-

уравнений с тремя неизвестными. Чтобы ре-

решить систему, надо эиать или догадать-

догадаться, как ее преобразовать.
Задача 4. Д«ш понтона, находящихся

на одуом месте, надо побыстрее спла

вить вниз по реке на а кн. Буксир
не может взять сразу два понтона,

поэтому возник такой план: один поп

тон сразу отправится самоходом как

плот, а другой будет на некотором

участке реки вгшчале транспортиро-
транспортироваться, буксиром, после чего будет от
цеплен и отправлен самоходом. Кук-
сир же тотчас развернется и пойдет
па сближение с плывущим первым пон-

понтоном, возьмет его и отбуксирует до

конечного пункта. В результате осу-
осуществления плана оба понтона при-
прийти к месту назначения одновременно.
По течению буксир все время поддер-
поддерживал скорость (v + u) км/ч, а против
течения (v — u) км/ч, где и км/ч —

скорость течения реки. Сколько ере
мени потребовалось на всю транспор

тировку по этому плану, и иа сколько

dn сокращает время, за которое пои

тоны прошли бы требуемое расстоя-
расстояние по течению самоходом? ([ I ] зада-

задача 13.424.)
Решение. Сделаемчертеж и проанали-

проанализируем его. В задаче рассматриваются 4

момента времени начальный момент
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тытия из А, 1-й момент — когда

буксир отцепил I понтон 2-й момент —

когда буксир лолнспил II понтон, и

комент прнплмтия Римскими цифрами
запишем номера понтонов, индексы обоз-

обозначают моменты времени (рис. 4).

Н,

А К L

Рис. А

С D В

Для того, чтобы понтоны одновремен-
одновременно оказались в пункте /J, необходимо,

чтобыбуксир вез каждый из них одно и

то же время и одинаковое время они

плыли самоходом.

Понтон 11 плыл самоходом crtAnoL,
I - от Сдо В, следовательно AL СВ.

Между 1-ми 2-м моментами времени оба

понтона плыли без буксира, следова-

следовательно. XJ.--GD, поэтому AK=DD.

Пусть буксир вез I понтои t н. Тогда
AC-(u~v)t км, AK-DB-ut км. КО
=АС-АК (u+o)t-ut «км

Моклу 1-м и 2-м моментами времени

буксир и II понтон сближаются со ско-

скоростью v км/ч. Вместе они проплыли

путь КС. следовательно, врс-мя сближе-

сближения II понтона и буксира равно— ¦* ч,

а все время 7" = 3f ч (каждый понтон

илыиет It ч самоходом и t ч его тащит

буксир).
Уравнениесоставим иаоснованиитого,

что А В=а км:

Н
Сэкоиом чено времени

а Зд

и f+Зы"
av

Зи)
(ч).

Ответ: Г =
av

Замечание. Эта задача отнесена в за-

задачнике к наиболее трудным. Ученики

всегда при ее решении вводят 4 перемен-
переменных. Удачный чертеж и его анализ по-

помогли нам найти совсем простое реше-
решение.

Задача 5. Два велосипедиста и пеше-

пешеход од}*овремемно отправились из пумк
та А в пункт В. Более чем через час

после выезда у перного велосипедиста

сломался велосипед, и он продолжал
путь пешком, двигаясь в 4.5 раза мед-

медленнее, чем на велосипеде. Его обгоня

ют:«торойвелосипедист
—

через 5/8 ч

после поломки, а пешеход — через 10,8 ч

после поломки. К моменту поломки

второйвелосипедист проехалрасстоя
мхе € два рала большее, чем то, которое

прошел пешеход к моменту, иа 5/36 ч

более позднему, чем момент поломки.

Через сколько часов после чача ча дни

жепиясломался велосипед? ([3], задача
иа странице 24.)
Решение. Сделаем чертеж (рис. 5). В

пункте С произошла поломка, в пункте

D второй велосипедист логнал первого,

в пункте Fпервого велосипедиста догнал

пешеход

Рис. 5

Пустьхкм/ч -

скорость 1-го велоси-

велосипедиста после поломкн.тогда 4,5* км/ч
— его скоростьдо поломки, г ч — время
с MOMCirra выезда до поломки

км.

CF=\0$x км.

AD=AC+CD=

+lx

Ai-mAC+CFm

= AJSxt + 10,8jt = Щ51 + \2)x (км).

Скорость 2-го велосипедиста

AD 36C + 5
х.

Скорость пешехода

11

^
AF

г +10.8 I + 10.8

Уравнениесоставим наосновални того,

что к момент>' поломки 2-й велосипедист

проехал расстояние, в 2 раза большее,
чем тог которое прошел пешеход к мо-

моменту, иа 5/36 ч более позднему, чс«

момент поломки:

_fr .

8Г +5 г+ 10,8 36
*

После прсобрАловании получим уравне-
уравнение

Ответ: че^з Л часа.

Замечание. 13 адлчинкс составлена

система из трех уравнений с четырьмя
неизвестными.

При желании вы можете самостоя-

самостоятельно более тщательно сравнить реме
ния задач в данной статье н в указанных
задачниках и убедиться о том, что наши

решения значительно проще

Попробуйте на практике применить

советы, данные в статье. Интереснобыло
бы узнать, помогли ли они вам

Литература
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Как же доказать это неравенство?
(Начало см. на с. 43)

а + б + с +

х(а + Ь+г-B-
Но a * Ь 4 с > Wfll+fra +C2 при лю-

любом \ ? 1 (см. упражнение 4) — в

частносги,при ^ = 2->/з.Следователь-
2->/з.Следовательно, F > 0. Итак F i 0 при любых

положительных a, bt с, причт 1'~0лишь

при й=6=с Нотогда верно утверждение

задачи.

Залечи дляелмостпятелыюгорешения

1. Средний кмлрзгтнческнм СНх.у.г) трех

чисслд:.у.л'1*»зт.11ягггся число -/(л
icpio ли, чтп ии при кяком иыборс трех

истич«косИ(х.^. г) ис может пкамтьси боль-
im их среднего киалрлгмческиго t.i*. что псет-

(
2.11угтьс.Ь.с три лейстиитгльиыя числи

(сроли них могутокататю) ишриидтгльлыс)
Уклжитг необходимое и лостдточшм; услпнис,

при котором перио (строгое) lKpan

3. Докажите, чгилля любых ппаожнтель-

ных чисел о. h, с ьерио строию иеравенство

O^fl + b ¦ c)(ab 4 6c + ел).



ОЛИМПИАДЫ

XXXVI Международная
математическая олимпиада

С 16 по 25 июля 1995 г. в Торонто,
Канала, была провета XXXVI Между
народная математическая олимпиада

(ММО). в которой приняли участие
412 школьников из 73 стран мнра.

Команда России на ММО была лред-
ставлена учащимися трех наиболеесиль-

сильных математических школстраны: Сер-
Сергей Нории, ДмитрийЗапорожец, Веро*
пика Псаулова — сш. 239 из Саикт-

Пегербурга, Дмитрий Челкак, Илья
Кацен — с.ш. .30 на Санкт-Петербурга,
Михаил Островский — с.ш. 57 из Мос-

Москвы. Традиционно, наша команда была

одной изсамых молодых на олимпиаде
а вес ее участники из 239-й школы имеют

возможность выступить на МIWO вбуду-
будущем году, так как закончили только

десятый класс. Команда России воснов-

иом была составлена нэ школьников

Санкт-Петербурга, что связано с целе-

целенаправленной системой отбора н подго-

подготовки олимпийцев в этом городе (школь-

(школьники, прошедшие подготовку в Санкт-

Петербурге, были также в составах ко-

команд США, Израиля, Германии).
Органи1аторы 11оставались чаноллитъ

оюболное время олимпийцев ннтере -

Страна Очки

1. Китай 236
2. Румыния 230
3. Россия 227
4. Вьетнам 220
5. Венгрия 210
6. Болгария 207
7. Корея 203
8. Иран 202
9. Япония 183
10. Великобритания 180
П. США 178

12. Тайвань 176

13. Израиль 171
14 Индия 165

Золотые Серебряные
медали медали

А
А

Л
2

3
1
2
2
1
2

0
О
1
о

2
2

2
i
1

4
3
3
3
1

3
А
2
3

Страна

15. Германия
16. Польша
17-18. Чехия
17-18 Югославия

19. Канада
20. Гонконг
...23. Украина
...26-28. Белоруссия
...32-33. Армения
...36-37. Молдавия
...39-40. Латвия
...48. Грузия

ними поездками: на Ниагарский водо-

водопад, в «Страну Чудес». Очеяьпрааднкч-
но н теп топрошли закрытиеолимпиады

и заключительный вечер: счастливые

учаепшкнолммпнадыобмешшалнеь ад-

адресами сувенирами, фотм-рафнроьалнсь
на память.

Приведем результатычленовкоманды
России и некоторых команд.

С.Норин —42очка (из 42 возможных)
золотая медаль,

М.Островский —39очков — золотая

медаль,

Д-Запорожец — 38 очков — золотая

недаль,

Д. Челках — 37 отаов — золотая недаль

И.Каиев — 36 очков — серебряная
медаль,

Н.Есаулжа — 35 очков — серебряная
медаль.

Очки Золотые Серебряные
медали медали

162 1 3

161 0 1
154 0 I
154 0 2

153 0 2
151 0 2
140 1
131 0

111 0
101 0
97 0
79 0

Азербайджан, Казахстан. Киргизия, Литва, Эстония оста-

лись без медалей.

] In олимпиаде был вручен один снеи-

при : Николай Николае из команды

Болгарин в четвертый paj участвовал в

ММО, выиграв за эти голы 3золотые и

1 серебряную медаль.

В командах России н Украины во

второй раз золотые медали были вруче-

вручены Сергею Норину (С- Петербург) и

Юлию Банникову (Севастополь).

Задачи этой олимпиады включены в

«Задачник Кванта» этого номера.

И Ллаханов. Д.Терешии

XXVI Международная
физическая олимпиада

С5 по 12 июля 1995 года в г. Канберре
Австралия ) состоялась очередная меж-

международная олнминала школьников ло

физике. I) ней приняли участие команды

из 52 стран мир» (это своеобразный
рекорлолимпиад)
Сборную команду России представля-

представляли Илья Зеленский (Нижний Новго-

Новгород), l-'ft/fiHuu Кашменский (Новоси-

(Новосибирск), Александр Кузнецов (Тула)

Артем Савельев (Санкт-Петербург) и

Сергей Сибиряков (Mockiw)
Как обычно, участникам олимпиады

были предложены 3 задачи нл теорети-
теоретическом турен 2 задачи - на эксперимен-
экспериментальном

Российские школьники достойно ьы-

стугтили на олимпиаде, завоевав две зо-

золотые медали (С.Сибиряков — 84 балла

нз 100, А.Саьельсв — S3 балла), две

серебряные (И.Зеленский и А. Кузнецов
— по 71 баллу) и однубронзовую медаль
(Е Кашменскнй — бббаллов).
Наибольшее число медалей завоевали

команды Китая E золотых), США D
золотых и I серебряная), Ирана ^золо-
^золотых н 3серебряных) России и Германии
B золотых, 2 серебряных и 1 бронзо-
imlm), Великобритании B золшых и Я

бронзовых).

Предлагаем вииманточитэтеяей усло-
условия задач теоретического тура- Эти за-

задачи, сформулированные в традицион-
традиционном стиле международных олимпнал,

требуют применения достаточно слож-

сложного математического аппарата и знания



некоторых вопросов, выходящих за рам
кн нашего школьного курса физики.
Задача 1. Красное гравитационное

смещение и намерение массы звезды

аCбалла)) Фотон с частотой /имеет
эффективную инертную массу т опре-

определяемую его энергией. Предположим,
что гравитационная масса фотона равна

инертной. В соответствии с этим фотон
излученный с поверхности звезды бу-
будет терять энергию при удалении кз

гравитационного поля звезды. Покажи-

Покажите, что сдиит частоты Д/" фотона при

уходе его с поверхности звезды на бес-

бесконечно большое расстояние от нее свя-

связан с частотой f (для Д/"«/") соотноше-
соотношением

СМ

гдеС —

гравитационная постоянная, К
—

радиус звезды, с - скорость света. А/ —

масса звезды. Таким образом, красное
смещение какой-либо известной линии

спектра измеренное на большом рас-

расстоянии от звезды, может быть исполь-

использовано для измерения отношения M/R.
6 A2баллов)) Автоматический косми-

космический корабльзапущен с целью измере-

измерения массы А/ и радиуса R одной из звеэд

• нашей галактике При приближении
корабля к звезде вдоль радиусафотоны,
излучаемые г поверхности звезды иона-
ки Не*, наблюдаются с помощью резо-

резонансного возбуждения пучка ионов 11с*

виспытательной камере внутри корабля.
Поглощение происходит только в том

случае, если ионы получают скорость,

направленную к центру звезды что поз-

позволяет гкомнекскро&атъ красное емище-

нне частоты. Прн этом скорость ( с =рс)
ионом внутри корабля отногнтсльноэвез-
лы измеряется как функция расстояния
dдо поверхности звезды. Используя все

приведенные » таблнис* экгпсрнмрнталь
ные данные определите графическим
способом массу А/ и радиус R звезды.

Оценка noi решности не трооуегся
г) Для определения R и М в таком

эксперименте обычно рассматривают

поправку к частоте, вызванную отдачей

излучающего атома. (Тепловое движе-

движение расширяет полосы излучения, но не

сдвигает положение максимума иР сле-

следовательно, мы можем считать, что все

тепловые эффекты учтены.)
1* D балла). Пусть Д? есть разность

энергии двух атомных уровней, когда
атом находится в покос. Предположим,
что покоящийся атом распадается на

ОЛИМПИЛАМ

фотон и отлегающий атом. Получите
релятивистское выражениедля энергии

излученного фотона в зависимости от

Д? н массы т$ исходного атома.

2"Ч I балл). Сделайте численнуюоцен-

оценку величины релятивистского сдвига

частоты {bfff) отдачи для случая ионов
Не*. Ваш ответ должен быть гораздо
меньшим по величине, чем красное гра-

гравитационное смещение, полученное в

части 6).

Данные: скорость света с ¦

* ЭДО- ltf м-с"', энергия покоя Не* равна

туе* -4-938 МэВ, энергетические уров-
уровни по Бору определяются выражением

Ея ш !——{jB) , гравитационная
п

постоянная G = 6,7 10 1Н-м'-кг .

Задача 2. Распространение звука

Скорость распространения звука в

океане зависит от глубины, темлердгуры
н концентрации соли в иоде. На рисунке
I показана заикеимость скорости эиука
от глубины z для случая когда мини-

минимальная скорость с$ соответствует сере-
середине расстояния между поверхностью и

дном океана. Для простоты мы положим

z>\

z e 0 для глубины соответствующей

этому минимуму, г = zt на поверхности
н z =

-2Ь на дне океана. При г20

скорость с определяется из выражения

с =

с$ + Ьг. При z?0 ско|хх"гь равна

сш Cq
-- bt. В обоих случаях Ь т ™| —

это гралиект скорости звука поглубине
Предполагается, что Ь — постоянная

величина.

На рисунке 2 показано сечение океана

в плоскости ZX, где ось X горизонталь-

горизонтальна. Во всех точках этой плоскости зави-

зависимость скорости звука c{z) соответ-

соответствует графику на рисунке 1. Источник

звука S расположен в точке z~0w х
— С.

11анравлсннынзвуковой пучок, создавае-

создаваемый этим источником, описывается зву-

Параметр ско|юстн [} =

ГНК. 2

ковым лучом, выходящим ид S под пи

чальным углом 6Ф. Поскавысу скорость
звука меняется в зависимости от г, зву-
звуковой пучок преломляется, что приво-
приводит к нзмгнгиню угла 6 но траектории

луча.
а F баллов)) Покажите, что началь-

начальная траектория звукоиого луча, нс-

пущгниого источником, есть дуга ок-

окружности радиусом R ш ь.-^д для

Ь C балла)) Получите формулу, со-

содержащую zt Cq и t, д ая минимального

значения угла 60 для лучей, направлен-
направленных вверх, которые не испытывают от-

отражения от поверхности океана.

с (Л балла» На рисунке 2 изображен

приемник И, расположенный в точке

г - 0, х = х„. Выведите выражение,

содержащее Ь. хн и с9 и определяющее

набор значений угла 00 необходимых

ДЛЯ ТОГО, Чтобы ЗВУКОВОЙ Луч ОТ^ДОСТИ!

приемникаЯ. Вы можете предположить,
что гя и гь достаточно велики, для того

чтобы исключить возможность отраже-
отражения от поверхности и дна океана.

d ( 2 балда)) Вычислитечетыре мини-

минимальных значения 60, при которых пре-

преломленные лучи от S достигают //, для

U

е E баллов)) Получите выражение
лля времени, необходимоюдля распрос-

распространения звука отSдо II вдоль траскто

рии лучаг соответствующей мнннмаль

иому значению угла в0, кыведеииого в

части с). Вычислите значение этого вре-

времени распространения для условий, ука-
указанных в части с/). Ван может помочь

следующий результат:

3,352 3,279 3,195 3,077 2.955

Расстояние от
поверхности дедаы d A0* м) 38,90 19 9b 13,32 8 99 6 67

Найдите время распространения прямо-
прямого луча от S до И по линии г = 0 Какой

из двух лучей придет первым: луч, соот-

соответствующий во
¦ я/2, или луч с на-

наименьший значением Go. вычисленным
в части dO
Задача 3. Цилиндрический буй
а C балла)) Вуй состоит из твердого

инлинлра ралнусом а и длиной /. сделан
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ного из легкого однородного материя .та

плотностью d, и однородною жесткого

стержни, прикрепленногосшюу к кнлмн

дру на середине его длины (рис. 3).
Масса стержня равна массе цилиндра,
его длина равна диаметру цилиндра, а

плотность больше плотности морской
воды. Буй плавает в морской зоде плот-

плотностью р . Получите соотношение, сия

зыиающне угол а в наложении равнове-
равновесия с отношением плотностей ttfp. Объ-
Объемом стержня пренебречь.

Ь D балла)) Бели буй вследствие

возмущений погружен вертикально нэ

малое расстояние г, то он наминает со-

совершать вертка чьные колебания отно-

относительно положения равиодосия Опре-
Определите частот>' этих колебаний через ft,

д н а, где д
—

ускорение свободного

падения, предполагая, что влияниедви-

КВАИТ ¦ 199$ />• б

Рис.3 Рис.4

жепня иолы на динамику колебание буя
таково, что его эффективная масса уве
лнчиввется на одну треть. Вы можете

предположить, что а не мало,

с (8 баллов)) В предположении, что

цилиндр буя .может совершать колеба-

колебания (качаться) относительно твоей цен-

центральной горизонтальной оси, определи-
определите частоту этих качаний через д и а,

пренебрегая и этом случае движением

воды и се вязкостью. Уголотклонения 6

(рис. 4) при качаниях считайте доста-

достаточно малым.

d E баллов)) Па буе установлены
акселерометры, которые могут нхчфять
вертикальные колебания н качания буя
н передавать информацию на берег Ид

меренкя показали что в относительно

спокойной воде лернод вертикальных
колебаний раиен примерно I с, а период
качаний составляет примерно 1,5 с. На

основе этих данных покажите, что угол

а приблизительно равен 90*. Оцените
радиус цилиндра буя и его полную мас-

массу, если длима цилиндра / равна ею

радиусу а. ( Вы можете использовать для

оценок следующие числовые данные:

р
- 1000 кг м и д » 9.8 м-с .)

Публикацию подготовил

В.Орлов

ПАШИ НАБЛЮДЕНИЯ

НЕСКОЛЬКО СЛОВ О МИРАЖЕ

Многие, наверное, слышали, что

такое оптический ммраж или

читали о нем например рассказ

«Старое и новое о миражах» в

книге Я. И Псрсльманд «Заннма
тельная физика» (ч. 1). А кго то,

быть может, и наблюдал это инте-

интересное явление жарким летом нал

нагретым асфальтом иди раскален-

раскаленной пашней которые нрн определен

ных условиях начинают отражать

предметы, как Jt-ркалымя гладь

озера.

В чем причина оптического

миражи? Нагретый от земли припо-

приповерхностный слон воздуха имеет

меньшую платность и, следователь-

следовательно меньший показатель преломле-

преломления, чем более холодные верхние
слон атмосферы. Явление полного
отражения сиета от слоисто-неодно-

слоисто-неоднородной среды с переменным показа-

показателем преломления и приводит к

тому, что есть такое красивое

явление мнриж. Как большинство

природных явлений, оптический

мираж можносмоделировать. Об
этом подробно и интересно рассказа
но, например, в книге В.В.Майсра
« Полное отражение света и простых
опытах» (М.: Наука, серия -«Библи-

-«Библиотечка физико-математической
школы», 1986).

Л знаете ли вы, что оптическое

явление, подобное миражу, можно

наблюдать непосредственно, без
всяких дополнительных приспособ-
приспособлений, просто рассматривая окружа
ютие предметы через обычное

оконное стекло у себя дама или сидя

в электричке? Правда, для этого

необходимо, чтобы стеклобыло с

дефектами, т.е. чтобы в стекле были

какие-либо неоднородности
— нх

называют «свили». Мираж, наблю-
наблюдаемый через обычное оконное
стекло с еле заметным горизонталь
ним спилен, показан на фотогра-
фотографин. На ней видно, что трубы на

крыше здания как бы расслаиваются
и отражаются в неведомом зеркале
(естественно - и перевернутом
виде). Поверьте, такую картину
наблюдать не менее интересно, чем

любоваться миражами в пустыне,
сидя на верблюде и .мечтая о кружке
холодного компота или глотке

пепси-колы.

Теперьдело за малым — попро-

попробуйте объяснить возникновение
«оконного» миража. Л заодно

—

ответить на такие поиросы почему

трудно получить качественные

фотоснимки, фотографируя предме-
предметы длиннофокусным телеобъективом

черт;) оконное стекло, и почему
стеклодля оптических приборов и

светофильтров должно быт ь очень

однородным



ИНФОРМАЦИЯ

ВАС ЖДЕТ ОЛВЗМШ

Что это такое? Формальное название —

Открытый лицей «Всероссийская заоч-

заочная мно1х>пр4гл.чстная школа (ВЗМШ)*
Российской Академии образования ра-
работающий при Московском государствен-
государственном унилерснтг-те им. М.В.Ломоносова.

Теперь посуществу. Открытый лицей
— это значит, что к нам можетпоступить

каждый, кого интересует одна или не-

ско1ько из шести областей зналий мате-

натика биология, физика, химия, фило-
филология и экономика (названия этих шести
отделений ВЗМШ — расшифровкаслова
«многопредметная* в названии школы).
На Северо-Заяаде России работает За-
Заочная школ'1 Ленинградского областно-
областного Министерств образования, создан

пая при Саикт-Петербургском госуддр
гтвенном университете, она имеет отде-
отделения математики биологии и химии

(подробности - ниже).

Постуи ни к мам учиться
— заочно, по

переписке.
— Выбудете, начиная с сен-

сентября 1996 гооа.получатъот нас матери-
материалы, содержащие наложение теорети-
теоретических волросо», разнообразные задачи

для самостоятельного решения н кон-

контрольные задания по которым мы смо-

сможем судить о Ваших успехах н пробле-
проблемах в усвоении программы. Ваши кон-

контрольные работы булут тщательно про-

проверяться и рецензироваться преподава-

преподавателями ВЗМШ — студентами, аепнран
тами преподавателями и научными со-

сотрудниками МГУ и других вузов н уч-

учреждений, в которых имеются наши

филиалы. Всеокончившие ВЗМШ полу-
получают соответствующие удостоверения.
За время обучения Вы сможете узнать

об увлекательных вещах, часто остаю-

остающихся за страницами школьных учебни-
ков. познакомиться с массой интересных
задач н попробовать свои силы в их

решении (да, бываютзадачи и побиоло-

и и но лингвистике, н, конечно, по

.экономике, а не только по математике и

тике). научиться самостоятельно ра-

работать с книгой и грамотно, четко и

кратко излагать свои мысли иа бума! ,

Возможно, мам удастся помочь Вам вы-

выбрать профессию, найти с&ос место в

окружающем мнре.

Для поступления к нам надо успешно
выпо.эннть вступительную контрольную

работу. Успешно — это не значит обяза-

обязательно решить вес задачи. Нас интересу
ет, в первую очередь, Ваше умение рас-

рассуждать, попытки (пустьдажене совсем

удачные) самостоятельно мыслить н

делать выводы Ваша тяга к знаниям.

Преимуществом при поступлении поль*
эуются проживающие в сельской мест-

местности, посёлках н небольших городах
там нет крупных научных центров и

учебных заведений, н поэтому дополни-

дополнительное образование можно получить
лишь заочно.

Решения задач надо написать на рус-
русском языке в ученической тетради и

клетку и выслать простой бандеролью,
не сворачивая и трубку (обоформлении
решения вступительного задания на от-

отделение экономики см. ниже) Если Вы

хотите поступить на несколько отделе-

ний сразу, каждую работу пришлите в

отдельной тетради. На каждой обложке

обязательно укажите следующие сиеде-
нияосебс: фамилию, имя, отчество, гол

рождения род занятий (класс, школа с

указанием ее адреса н учителя поданно

му предмету, если Вы учитесь в школе;

профессия, должность и т.п. в другом

случае), полный почтовый адрес (с ин-

индексов) откуда узнали о нашей школе

(нэ «Кванта*, от друзей, из афиши, от

учителя и т.п.).

Срок отправки работ — не позднее

25апреля 1996 годаОюлочтоиому штем-
штемпелю)

Без вступительной работы, только по
заявлению» в ВЗМШ принимаются на

индивидуальное обучение участники
республиканских и победители област-
областных (краевых), а также Соросовскнх
олимпиад для школьников н учащихся

СПТУ по соответствующим предметам.

Учащиеся ВЗМШ частично возмеща-

возмещают расходы на свое дополнительное обу-
обучение. Плата невелика; если поступив
шнй не в состоянии ее внести, ВЗМШ

может, получив сххт»етству1ощее моти-

мотивированное заявление н справки, сни-

снизить плату освободить от нее или обра-
обратиться в любое указанное заявителем

учреждение (школа, орган народного
образования, другой спонсор) с хода-

ходатайством об оплате этой организацией

расходов по обучению.
11с успевшие и не сумевшиепоступить

в ВЗМШ на индивидуальноеобучеин
могут-Сниматься в группах «Коллектив

нын ученик ВЗМШ» (кроме отделения

экономики) Каждая такая группа
—

кружок, работающий под руководством
школьного учителя him другого пре-
преподавателя, ь основном но той же про-

программе и пособиям, что на индивидуаль-
индивидуальном обучении Прием в эти группы про-

производится до 15октября 1996 года. Для
-зачисления такой группы достаточно

заяв -к-ння руководителя группы с при-

приложением списка учащихся, четкого

указания, по какой программе она будет
работать; заявлениедолжнобыть подпи -

сано руководителем учреждения, при
kotojwm будет работать группа, и заве-

заверено печатью. Работа руководителей

групп -«Коллективный ученик ВЗМШ»

может оплачиваться школами по пред-
представлению ВЗМШ как факультативные
занятия.

11рожнвающие на Северо Западе Рос-
России (в Архангельской, Калининградс-
Калининградской, Ленинградской, Мурманской, Нов-

Новгородской, Псковской областях, Карель-
Карельской и Коми республиках), желающие

поступить на отделения математики,

биологии н химии высылают вступи-

вступительные работы по адресу:

198097, Санкт-Петербург, ул. Тре~
фолева, 3J2. С 3ЗМШ (на прием).
Проживающие в остальных регионах

России, дальнем и ближнем зарубежье,
высылают работы в адрес ВЗМШ или

(по математике) соответствующего фи-
филиала.

Адрес ВЗМШ:
U9823, ГСП, Москва В-231. МГУ.

ВЗМШ. на прием (суказанием отделе-
отделения)
Филиалы математического отделения

ВЗМШ при университетах имеются в

городах: Бишкек, Воронеж, Донецк.

Екатеринбург, Иваново, Ижевск, Калу-
Калуга, Магадан, Самара, Ульяновск, Чебок-

Чебоксары, Челябинск, Ярославль; при педа-
педагогических институтах

- в городах: Ар-
Армавир, Витебск, Киров, Петрозаводск,
Гериополь, работают также филиалы
при Брянском Дворне творчества моло-

молодежи и Могилевскомобластном Дворце
пионеров.

Вступительная работа на
тд ление математики
На этом отделении, которое работает
дольше всех остальных — более тридца-
тридцати лет,

— Вы сможете глубже понять

основныеразделы школьного курса эле-

элемент арной магематики метод коордшмт

на прямой, на плоскости и в пространст-

пространстве (лаже в четырехмерном), функции и

юс графики, целые числа и многочлены,

тригонометрию, ряд геометрических тем,

начала математического анализа к т.д.

Тем, кто хорошо усвоит основной курс и

проявит интерес к другим разделам, бу

дут предложены дополнительные главы:

комплексные числа, элементы теории

игр, начала комбинаторики и теории

вероятностей, задачи олимпиадноготипа

и др. На выпускном, третьем, курсе
большое внимание будет уделено подго-

подготовке к вступительным экзаменам в вузы.
Прием (по помещенной ниже вступи-

вступительной работе) проводится:
на 1 курс

—

усвоивших к сентябрю
1996 года курс 8 классов средней шко-

школы;
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на 2 курс - тех, кто к сентябрю 1996
года усвоил курс 9 классов средней
школы (им будет предложено выпол-

выполнить часть заданий за 1 курс);
на 3 курс — имеющих знания за

10 классов школы — па обучение по

специальной программе, с выполненном

части заданий за первые лва курса, или
на обучение только по подготовке к

поступлению в вуз (на обложкететради

должно быть указано, какой вариант

выбран поступающим).
1. Закаждый hj девяти первых меся-

месяцев года пены вырастали на 25%, за

каждый из трех следующих
— на х%.

Найдите х. если в целом за год цены

вы|ххли в fi раз.
2. Изнекоторой точки М катета АС

прямоугольного треугольникаABCопу-
опущен перпендикуляр МК на гипотенузу
АН. Найдите: угол А, если АК~КВ и

мк=мс.

3.11рн клком наибольшем значении й

можно записать числа 1, 2, .... 1096 в

таком порядке, чтобы разность двух
сосрдних чисел была по модулю не мень-

меньше df

4. Последовательныестороны выпук-
выпуклого пятиугольника равны 1С, 12, 8. 9,
11. Можно ли построить круги с центра-
центрами it его вершинах так чтобы каждый из

них внешним образом касался кругов с

центрами в двух соседних вершинах?
Если да. кайлите радиусы этих кругов.

5. Докажите,что внуфи произвольно-

произвольного остроугольного треугольника можно

выбрать точку так, что основания пер-

перпендикуляров, опушенных из нее на

стороны, будут вершинами правильного
треугольника.
6. Найдитевсе нары целых положи-

положительных чисел (х;у), удовлетворяющие
уравнению 2х2 -Qxy + \0yJ = 1996.

7. Можноли шесть точек расставить
на плоскости так, чтобы все треугольни-
треугольники с вершинами в этих точках были

равнобедренными (и никакие три точки

не лежали на одной прямой)?
8. Числа1.2,3 50разбиты каким-

то образом на 10 пятерок н в каждой

пятерке выбрано среднее по величине

число, а) Какова наибольшая возможная

гумма девяти средних чисел? б) А на-

наименьшая?

9. Можноли а) квадрат 6 х 6 клеток

б) прямоугольник 5x8 клеток, нарисо-
нарисованные на клетчатой бумаге, разбить на

уголкн в форме буквы Г из четырех
клеток?

tO. а) Уравнение** + ах7 + Ьх + 36 = 0;
б)хч + в*1 + Ьх — 36-0 имеет корни jt-
= 2 и jr = 3. Найдите два других корня
лого уравнения.

11. Можно 1н на прямоугольном газо-

газоне 15x8 метров проложить дорожки
так, чтобы hj каждой вершины нрямоу

КВАНТ

голышка поним .можно былобы пройти
влюбуюдругуювершину аобщаядлина

дорожек не превышала 30 метров?
12. В квадратном зале расставлено 256

стульев
— 16 рядов по 16 стульев в

каждом. На них надо рассадить 256

депутатов парламента Им раздали анке-

анкету с 8 вопросами, на каждый из которых
надо ответить «да» или «нет» Оказа-

Оказалось, что никакие два депутата не дали

одинаковых ответов на все вопросы.
Можноли рассадить депутатов так, что-

чтобы ответы соседей (если они есть) спра-
справа, слева, сзади н спереди) отличались:

а) только в одном вопросе; 6) ровно в 7

вопросах?

Вступительная работа на
отделениебиологии
Отделение успешно работает более
20 лет. Особое внимание уделяется об-

областям биологической науки, наименее

раскрытым в школьной программе: мо-

молекулярной биолО!ии.биохимии, имму-
иммунологии, генетике, биофнанкс. физио-
физиологии и т.д.

Коллективом отделения создан ком-

комплекс уникальных учебных пособий и

задачников (часть из них издана массо-

массовым тиражом в виде экспериментальных

учебников издательством «МИРОСО.
U конкурсе могут принять участие:
— желающиепоступить на трехгодич-

трехгодичное обучение (они к сентябрю 1996 года
должны усвоить школьную программу

за 8 классов), им надо решать задачи

1 — 5 нз помещенной |сижс вступительной
работы;
— желающиепоступить iia двухгодич-

двухгодичное обучение (для владеющих школьной

программой в объеме 9 классов), оин

решаютзадачи 3
-- 7.

В ответах можно использовать и фак-

факты, найденные в литературе, н собствен-

собственные идеи. Длясведений, почерпнутых из

книг, надо приводить ссылки на источ-

источники.

1. ПередВами
— список растений

береза, брусника, вишня, дуб. ива. кар-

картофель» крыжовник, лопух, огурец, оду-
одуванчик, подсолнечник, пшеница рис,

томат, яблоня. Предложите как можно

больше pajHbix критериев, но которым
их можно разделить на две группы. Для

каждого критерия укажите, какие расте-
растения в какую группу попадут.
2. Мишкаочень любит мед.

Почему? Кто поймет?

В самом деле, почему
Мед так нравится ему?

А. Милн

Действительно, лишь для немногих

животных мед является существенной
частью рациона. Для кого? Объясни

с какими особенностями каждого из этих

животных связана em 4 любовь» к меду

3. Многимживотным свойствен по-

половой диморфизм — различие между
гачиамн н самкачн (помимо устройства
половой системы). Назовите как мож-

можно больше признаков, но которым мо-

могут отличаться самцы н самки указав,

у каких организмов такие отличня име-

имеются.

4. Урожайностьмногих плодовых де-

деревьев подчиняется правилу «то густо,

топусто». за урожайным годом законо-

закономерно следует неурожайный и наоборот.
С какими причинами это может быть

связано? Какие наблюдения н экснерн
метггы Вы бы рекомендовали провести,
чтобы проверитькаждую нэ Ваших гипо-

гипотез?

5. Частонз двух расположенных ря-
рядом водоемов один «цветет», а другой —

нет. Каковы возможные причины такого

явления?

6. СтаниславЛомописал планету Пин-

Пинта. Принятые властями Пинты законы

требовали от заселивших ее людей пос-

постоянно находиться но шею и воде. Как

скажется такой образ жизни на работе
человеческого организма?
7. Вампоручено определить, почему и

поселке JV в последнее время стали весь-

весьма распространены случаи снижения

остроты зрения. Какие гипотезы Вы

можете выдвинуть дтя объяснения это-
го*3 Как их станете проверять?

Вступительная работа на

отделениефизики
Отделение работает Л года. За это время
создано несколько учебных пособил,
которые апробируются и постоянно ис-

используются при обучении ведется рабо-
работа но написанию ряда новых книг

Основное внимание при обучении уда-
удаляется изучению физики с помощью

решения задач, излагаются методы при-

пригодные как дтя стандартных, так и для

болеесложныхситуаций. И программе -
все основные разделы школьного курса

физики» а также темы, малоизученные
в школе.

Желающие поступить на двухгодич-

двухгодичный поток обучения (для владеющих

школьным курсом в объеме 9 классов)

решают задачи 1 4 вступительной ра-

работы;

те. кто хочет учиться на одногодичном

потоке (знаюшне школьную программI
за 10 классов), решают задачи 3 — 6;
если Вы хотите за одни гид пройти

двухгодичный курс обучения решайте
вге задачи вступительной работы

1. Если рыбак переправляется через
реку нэ точки А (рис. О, желал как

можнобыстрее добраться до противопо-
противоположного берега, то его сносит на 120 м,

а перенрава занимает 4 мин. Если же



120 м

Рис. /

рыбак направляет лодку так, чтобы по-

попасть в точку /?„ то он тратит на перепра-
переправу 5 мни. Найдите скорость лодки отно-

относительно воды.

2. Телоравколамедленнодвижется по

окружности Известно, что за первые

12 оборотов его угловая скорость умень-
уменьшилась вдвое. Найдите за сколько обо-

оборотов угловая скорость тела уменьшится
еще в два раза н сколько всего оборотов
сделает тело до остановки.

3. Навершине горки, имеющей вил

полусферы радиусом R, лежиттело мас-

массой М. В тело попадает горизонтально

летящая пуля массой т и застревает в

нем. Какой минимальнойскоростью до-

должна об.чдддгь пуля, чтобы застав1ггь

тело сразу же оторваться от горки?
Какая часть кинетической энергии пули

переходит при этом в тепло? На каком

расстоянии от основания горки упадет

тело?

4. Телоподпрыгивает на тяжелой го-

горизонтальной плите, которая гармони-

гармонически колеблется г амплитудой И и вер-
вертикальной плоскости пол действием

внешней силы. Все соударения абсолют-

абсолютно упругие, а) Пусть частота колебаний
плиты равна ш. Рассчитайте, насколько

выше поднимется тело, ударившееся о

пдкту в МОМС1ГГ прохождениясюсредне-

среднего положения при движении вверх, чем
те to, столкнувшееся с плитой при про-

прохождении ею среднего положения при

движении вннз. Считайте, что оба раза

те то падало без начальной скорости с

высоты //. б) Какой может быть макси-

максимальная частота колебаний плиты, для

того чтобы после каждого удара тело

поднималось на одну н ту же оысоту А

над средним положение плнты?

5. КПДцикла 1-2-3-4- f (ри* 2).

проведенного с идеальным газом, равен
т). Найдите КПЛшиш / - 3- 4-1.

Р >

ИНФОРМАЦИЯ

6. Для измерения величины неизвест-

неизвестного сопротивления /? быласобрана схе-

схема, изображенная на рисунке 3. при этом

Рис.3

амперметр покалывал 1Х • 1 мЛ, а воль-

вольтметр
— (/, =4,6 В. После этогособрали

apyiyio схему (рис. 4) из тех жеэлемен-

Рис.2

тов. при этом приборы показали ток /3 -
= 2.5 мА и напряжение V2 = 4,4 В.
Какова же истинная величина R?

Вступительная работа на
отделениефилологии
Отделение работает 6 лет. На атом отде-

отделении может учиться каждый, осьонв-

ший программу 7 классов средней шко-

школы, причем возраст поступающего не

имеет зиячеинм

Окончившим 8 классов предлагается

три независимых цикла обучения (мож-
(можно выбрать любое количество циклов)
— Никл«Русский язык» Впрограмме,

тренировка практической 1рамотиости,
разборы: сведения об истории языки и

егосовременном устройстве; знакомство
с современной проблематикой науки о

языке и смежными с ней областями

знания .

— Цикл«Сочинение». Вы научитесь
анализировать художественное щхжлвс-
дсине, узнаете, что такое сочинение и

какие они бывают; познакомитесь с ос

новнымк литературоведческими поняти-

понятиями и научитесь их применять: Нам будет
предложен (и совместно с Вами прове-

проведен) анализлитературных произволений
школьной и абитуриентской программ;
Вы поймете что гакое хорошее знание

текста иронзведс-инн и как еюдобиться.
- Цикл «Общая филология». Нам

предстоит познакомиться с основами ли-

литературоведения и лингвистики, узнать,

как разнообразно устройство языков

иира и что гакос язык вообще; на-

набиться решать уникальный inn задач

разработанный яингоистами-теоретнка-
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ми Московского университета и не име-

имеющий аналогов в мире.
- так называе-

называемые лингвистические задачи, составлен-

составленные на материале самых разных язы-

языков; Вас ожидают занятия логикой,

древними языками н литературой.
Каждый и:» циклов Ъы можете пройти

постандартной B года) или интенсивной

A год) программе.
Окончившим 7 классов школы мы

предлагаем экспериментальную четырех

годичную программу, включающую в

себя все три цикла.

На обложке вступительной работы
надо указать желательнуюдля Вас про-

программу («стандарт*. «интенсив^ или «эк-

«эксперимент»).
Не расстраивайтесь, если какие-то

вопросы оказались Вам не по силам.

Иногда для зачислении бывает доста-

достаточно хорошего, вдумчивого ответа на

2-3 вопроса. Обязательное требование

кработе - Ваши рассуждения при ответе

на вопросы. Ответы без объяснений, как

Ны их получили, зачтены не будут.
1. Русскоеслово глагол, обозначаю-

обозначающее соответствующую часль речи, ког-

да-тоозначало просто речь; глаголати
—

говорить. Но-латыни глагол — vcibiun, и
в латинском языке это слово тоже имеет

два значения: и терминологическое
—

соответствующая часть речи, и более

широкое — слово, речь. (Ср. еер€а.чь
нип — словесный, речевой.) Как 13ы

считаете, почему обозначение именно

этой части речи совпадаете обозначени-

обозначением речи вообще?

2. Краткиеприлагательные — более

древняя форма прилагательных, чем

полные, которые образовались от них

иозднгс. Как Вы думаете, откуда могли

произойти окончания полных прилага-

3. Врусском языкеочень много глазхэ

лов, от которых другие глаголы свобод-
свободно образуются с помощью приставки

ПО-: читать — почитать бежать -

побежать; любить — полюбить н т.д.

Как бы Им логически объяснили, поче-

почему от глагола класть нельзя образо-
образовать форму «покласть» а от глагола

поломить — форму сложить* (она не-

неправильна и встречается только в про-

просторечии)?
4. Даныслова и словосочетания на

языке комн (один ил финно-угорских
языков) и нх переводы на русский язык

в перепутанном порядке:
пачын, шчысъ, пачо, пач выло, пач

иылыи, пач сапо. пач сап* пач доро. пач

дорысъ, пачулысь;
впечь, из печи, в печи, напгчи. напрчь,

за печь, место за пгчью. из-под печи, к

печи, от печи.

Задание. Установите правильные пе-

переволы. Объясните свое решение,



5. Данырусские слова: правый (пово-
(поворот) , согласно (чему-либо), до}югоп (об-
(обращение), стоящий уже, нельзя, счи-

считая

Задание 1. Определите, к каким час-

частям речи относятся слова. Аргумент

руйтг свое решение.
Задание2 Придумайте предложения,

в которых эти слова были бы другим»
мастями речи.
6. ЧтоВы знаете: о звуках, выражен

ных буквами ь и ь? Какова их история в

русском языке?

7. Сколькозначенийможстнметытред
ложеннс Насилий вернулся домой вче-

вчера?. От чего зависит изменение смысла

этого предложения?
8. Многиерусские поэты и прозаики

писали о двух наших столицах, древней
и новой. Оснопываясь на любых извест-

известных Вам произведениях, попытайтесь

сформулировать, что есть МОСКВА и

что есть ПЕТЕРБУРГ для избранного
Вами автора (авторов).
9. Сравнитеописания природы в пуш-

пушкинских стихотворениях «Деревня» н

<Вновь я посетил...» с точки зрения
того, что изображается и как изобража-
изображается, какие художественные средства

использует поэт Что общего можно

увидеть в двух этих пейзажах и чем они

отличаются?

10. (Толькодля выбравших курс
«Русский язык» и/нли курс «Сочине

нне».) Укажите, какой именно поток

Вас интересует Изложите в форме ми-

ин-сочннення развернутый ответ па воп

рос: почему именно этот поток Мы

выбрали; чего бы Вы от него хотели?

Примерный объем сочинения — 3 — 4

страницы.

Вступительная работа на
о делениеэкономики

Отделение работает третий год. Пре-
Преподаются основы прикладной эконо-

экономики, бизнеса и предпринимательства,

В программе первого года обучения:
современные экономические теории,

международна экономика, изучение

опыта ведущих фирм, применение ма-

математических методов в экономике.

/1ля желающих продолжить обучение
предлагаются спецкурсы по современ-

современному оух1алтерскому учету и финансо-
финансовому анализу, основам менеджмента,

экономике России и т.д.

На экономическом отделении форма
обучения <Коллективный ученик» ус-

устроена несколько иначе, чем на других
отделениях: зто просто группа учащих-
учащихся, выполняющих часть заданий (по

управлению своей «фирмой»- вдетовых

играх) коллективно — самостоятельно

или вместе с учителем.

KHAiiT - 199 5

Вступительная работа
— тест — вклю-

включает в себя вопросы по экономике, мате-

математике, истории, литературе и общей

культуре. Решения присылайте ТОЛЬ-
ТОЛЬКО на открытках с указанием вашего

полного почтового адреса (печатными

буквами) и индекса, фамилии нмечи и

отчества. На открытке обязательно на-

напишите: «Квант», вступительный тост

1996 года*. после чего достаточно ука-
указать в строчку номера вопросов и под

каждым из ннх написать букву, соответ-

ствутощуюответу, который Высчитаете

правильным (накаждый вопрос имеется
лишь один правильный ответ).
Если Вы правильно ответите на все

вопросы теста, буквы Ваших ответов

составят осмысленнуюфразу (пробелы
между словами и знаки препинания рас-
расставьте по собственному желанию).

1. Среднееарифметическое 20 чисел

равно 7. Среднее арифметическое 10

других чисел равно 1 Тогда среднее

арифметическое всех 30 чисел равно:

К) 2;СK; ЭL; П) 5; Я) 6.

2. Выберите верное утверждение.
Именем Веспуччн...
О) назван материк; И) названа опера;

К) назван теплоход; X) назвала столица

государства; 71) назван пролив.
3. Вфирме «Пупснко» накаждых дв>гх

специалистов по маркетингу приходятся

три менеджера а на каждого менеджера
— пять продавцов. Каково отношение

численности гпгциалметеш по маркетин-

маркетингу , менеджеров и продавцов?
Л) 2:3:5; Р) 3:15:12; О) 3:2:15;

С) 2:3:15; В) 6:9:15.

4. Какаястрана мира является лило

ром по производству автомобилей?

О) США; Т) Япония; П) Германия;
К) Франция; Ч) Канада.

5. Если1 доллар США стоит 4700

рублей, а 1 немецкая марка стоит 3350

рублей то каков курс доллара по отно-

отношению к марке, рассчитанный через

рубль (с точностьюдо десятых долги)?
КH.7; В) 1.0; У) 1,4; Ш) 1.1; ОH,8.
Б. Укажите лишнее имя в следующем

списке:

А) Пол Маккаргпи П) Элтон Джок;

Т) Ринго Стар: М) Джон Леммой:

К) Джордж Харрнсон.
7. Значок (R) на упаковке товара

обознамает:

И) что пошлина на товар уплачена;

Е) 'сто продукт прошел радиационный
контроль; А) зарегистрированную тор-

торговую марку, Р) разрешение продажи на

территории Российской Федерации;

Т) импортируемый продукт.
Ь. ЬднпствгнноЙ компьютерной игрой

сделанной в России н завоевавшей весь

мир, является:

П) Dendy; Й) Telris; Ь) Doom-2;
Ч) Цивилизация, И) Звездные воины.

9. Населениеммра составляет пример-
примерно (укажите наиболее близкое к истине

чисто):

Е) 100 млн. человек; Ф) 500 млн.

человек; О) 1 млрд человек; Т) 5 млрд
человек: Д) 12 млрд. человек.

10. ВКарлсонвилле 9 килограммовых
балок варенья стоят меньшее 10 крон, а

10 таких же банок — больше 11 крон.
Сколько стоят 11 килограммовых банок

варенья? A крона ¦ 100 эре.)
Ill) 11 крон 99 эре; С) 12 крон 11 эре;

И) 12 крои 12 эре; В) 12 крон 20 эре;

?) 12 крон 21 эре.
11. Укажитеправильный вариантокон-

окончания «крылатого» выражения чЧто

позволено Юпитеру, не позволено...*

Г) Минерве; Р) Аполлону; Л) его

сыновьям; К) быку; 15) льву.
12. «Записьв число» — это:

Э) система ведения бухгалтерского
учета у русских купцов Н) прообраз
переписи населения на Руси; А) название

секретного дневника Мао Цзэдуна,
В) название старого церковного кален-

календаря на Руси; М) древняя система ечне
лення на Руси.
13. Какоезанятие пророк Магомет

назвал «занятием достойным мужчи-
мужчины»?

Ш молитву; Я) раэведеине скота;
К) заботу о продочженнн рола;Л) войну
с неверными А) торговлю
М. Б качестве единой валюты в стра-

странах Европейского Сообщества предпол-
предполагается ввести:

Ш) доллар; X) фунт стерлингов;
О) франк; М)экк>; И) марку.
15. Наибольшимизапасами нефти в

мире обладают:

У) страны Персидского залива;
Г) страны Большой семерки; К) страны
Латинской Америки: Я) страны содру-
содружества, возглавляемого Великобрита-
Великобританией; О) страны Карибского бассейна
16. Ктоизобрел бумажные деньги?
У)японцы; Ш) американцы О) Мил

той Фридман; Ч) китайцы; Р) Адам
Смит.
17. ЗачемЧичиков (Гоголь, «Мертвые

души») скупал у губернских помещиков

души умерших крестьян (как и ibccthO

их смерть ис былаофициально зарегис-

зарегистрирована)?
)

и сбора статистических данных д 1я гу

бгрнатора;
О)для того, чтобы выведать истинное

экономическое положениепомещиков;

И) для гого, чтобы получить кредит

под обеспечение вбаикг который выда-

выдавали лишь при наличии определенного

числа крестьян;

Л) для того чтобы заинтриговать

дочь губернатора, на которой он хотел

жениться.;



И) для того, чтобы под предлогом

покупки завести выгодные знакомства

среди помещиком.

18. Какизвестно, Ахматова
— псевдо-

псевдоним поэтессы Укажите ее настоящую

фамилию:
Т) Горсико; О) Иванова; Ш) Г&сцдок

Я) Цветкова; А)Таруханова.
19. Вотделении фирмы «Рога и коп-

копыта» 90% сотрудников умеют печатать

ка пишущей машинке, а 20% умеют во-

водить машину «Антилопа Гну». Сколько

процентов сотрудников владеют только
одним из указанных профессиональных
навыков, если каждый из них умеет

делать хоть что-то из перечисленного?
Л) 80%; А) 70%; Т) 75%; Ь) 90%;

Б) 95%.
20. Чтотакое «заповедные лета»?

У) годы, и которые запрещалась рубка
.теса вблизи усадеб;
А) запрещение юным отрокам всту-

лать в брак ло получения образования;
Я) годы особо строгого церковного

поста;

Ь) голы, в которые запреталясь вой-

войны между феодалами;
С) голы, в которыезалрешались кресть-

крестьянские переходы ог помещика к поме-

помещику.
21. Московскийгосударственный уни-

университет им. М.В.Ломоносовабыл осно-

основан

Й) в 1724 г.; Я) и 1755г.; Ь>Ы762г.;
К) в 1753 г.; Р)в 1746 г.

Вступительная работа на
отделениехимии

Принимаются имеющие знания в объеме

9 классов школы.

1. 1) четырех сосудах без надписей

находятся водные растворы карбоната,
гидрокарбоната, гидрофосфата иднгид
рофосфата натрия. Как установить со-

содержимое каждого сосуда, воспользо-

воспользовавшись только казиашсымн растиорамн
н пустыми пробирками?х(то мспольэова

ли бы Выдополнительнодля упрощения

решения задачи?

ИНФОРМАЦИЯ

2. Присмешивании растворовсульфа-
сульфата цинка, нитрата хрома (III), железною

купороса и хлорида железа (III) (рас-
(растворы А) с растворами кальциннровлн-
ной соды и сульфида натрия (растворы
В) выпадаю! осадки. Что они собой

представляют? Зависит зн состав этих

осадков от порядка смешения раство-

растворов, т.е. от тою, прибавляют ли медлен-
медленно раствор А к раствору В или, наоборот,

раствор В — к раствору А? Напишите

уравнениясоответствующих реакций.

3. Привзаимодействии раствора,
содержащего 2,4 г карбонага натрия, с

раствором нитрата металла образовал-
образовался осадок ка|>боната металла массой

2,265 г. Установите формулу нитрата
металла, вступившего в реакцию с кар-

карбонатом натрия.

4. Черезрастворы, находящиеся в

четырех пробирках, пропустили бесцвег-
ный газ. В первой пробирке сначала

выпал черный осадок, который раство-

растворился при дальнейшем пропускании
газа. Во второй пробирке выпал голу

бой осалок, который затем растворил-
растворился с образованием синего раствора. В

третьей пробирке выпал бурый осадок,

в четвертой - белый. К тем же исход-

исходным растворам был добавлен бесцвет*

ный раствор. В первой и в четвертой
пробирках выпал желтый осалок, во

второй — белый, а раствор побурел. В

третьей пробирке увеличилась интен-

интенсивность окраски. Приведите уравне-
уравнения всех химических реакций, о кото-

которых идет речь в задаче.

5. ВВашем распоряжении имеются

бертолетова соль, серная кислота, бро-

бромид калия, аммиак, лнокенд марганца.

Пользуясь этими веществами, полугите

соляную кислоту, хлор, нашатырь, сво-

свободный аэот. бром (при необходимости
можно использовать воду и кислород

воздуха). Напишите уравнения соответ-

соответствующих химических реакций и ука-
укажите условия, при которых они лроис
ходят.

6. Серебристо-белыйметалл горит на

воздухе с образованием белого оксида

57

МО. Оксид практически не растворяет-

растворяется в воде, но хорошо растворяется в

соляной, серной н азотной кислотах.

При действии на раствор хлорида ме-

металла раствора карбоната, силиката или

фосфата натрия выпали осадки. Какой

эфо может быть металл? Дайте мотиви-

мотивированный ответ с уравнениями соответ-

соответствующих реакций.
7. Единственнымпродуктом реакции,

протекающей при смешении при нор-
нормальных условиях двух жидкихвеществ

является белый порошок. Он раствори
ется в воле, но водой не разлагается и

устойчив при кдгреяашш Какие жидкос-
жидкости реагировали друг с другом?
8. Принормальных условиях колба

неизвестной вместимости была заполне-

заполнена неизвестным газом и запаяна. Лалаян

ный конец погружен в неизвестную жид-

жидкость и отломлен, после чего жидкость

полностью заполнила колбу. Определи-
те концентрацию полученного в колбе

раствора.

9. Какможно осуществить!1ревраще

ние:

гематиг >магнетит *угле-

углекислота > кальцинированная сода

> растворимоестекло ?питье-

питьевая сода >каустическаясода >

глауберовасоль *гипс >каль-
кальцит?

10. Ккакому классу соединений отно-

относятся вещества, имеющие следующие

эмпирические формулы:

HuFcSOl|a H,CujCOs?
П. Предложите способ получения

водорода, удовлетворяющий следую-
следующим условиям: на единицу массы рас-

расходуемых реактивов должно получить-

получиться максимально возможное количество

водорода. Если для проведения реак-

реакции понадобится вода (в качестве реак-

реактива или растворителя), ее массу мож-

можно не учитывать. Электрический ток

отсутствует.

ЗАОЧНАЯ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКАЯ ШКОЛА ПРИ МФТИ

Заочная физико-техническая школа

(ЗФТШ) Министерства образования
Российской Федерации при Московском

филнко-техмнческом институте(МФТИ)
проводит набор учащихся общеобразо-
общеобразовательных упреждений (школ, лниеев,

гимназии ит.л.). расположенных на тер-
территории Российской Федерации.
ЗФТШ при МФТИ какпхударсгвен-

нос учреждение дополнительного обра-
образования работает с 1966 гола. За это

время школу окончили oojc-c 50000 уча-

учащихся, практически все ее выпускники

поступают в ведущие вузы страны,

и каждый второй студент МФТИ — вы-

выпускник ЗФТШ. Финансирует ЗФТШ
Министерствообразования Российской
Федерации. Обучение в ЗФТШ бес-
бесплатное.

Научно-методическое руководство
школой осуществляет Московский фи-
физико-технический институт, который

готовит инженеров-физиков и инжене-

инженеров математнхов посуществующейтоль-

ков МФТИглинойспсиналмюстн «При-
«Прикладная математика и физика». В подго-

подготовке специалистов принимают участке

ведущие отраслевые и академические

научнейисследовательские институты и

научно-прои_1водсгвснные объединения

страны (базовыеорганизации МФТИ).
Преподаватели — крупнейшие ученые,
среди которых около ста членов Акаде-

Академии наук РФ. Обучаясь и МФТИ, Вы

получите хорошие шансы стать лиде-

лидером, и не только в науке.
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Цель ЗФТШ при МФТИ — помочь

учащимся, интересующимся физикой и

математикой, углубить и систематизиро-
систематизировать свои знания по этим предметам.

Наборе 8.9 10 и 11 классы ЗФТШ на

1996/97 учебный гол проводится на

следующие отделения:

— Индивидуальноезаочное обучение
Прием на заочное отделение прово-

проводится на конкурсной основе по результа-
результатам выполнения вступительногозадания
по физике и математике, приведенного
ниже Полная программа обучения рас
считана на 4 года (8—11 кл.)Р но

поступать можно в любой из этих клас-

классов.

В течение учебного года, в соответст-

соответствии с iipoi раммой ЗФТШ, каждый уче-
ученик будет получать здания по физикен
математике (ло 3 задания ло каждому

предметудля 8 класса, 6
- 7 заданий по

каждому предмету для 9. Юн И кл ), а

затем рекомендуемые ЗФТШ решения
этих заданий вместе с проверенной рабо-
работой учащегося.
Задания содержат теоретический ма-

материал, раэбор характерных примеров и

задач ло соответствующей томе и8 — 12

контрольных вопросов и задач для са-

самостоятельного решения. Этон простые
задачи и более сложные (на уровне

конкурсных задач в МФТИ). Задания

ЗФТШсоставляют опытные преподава-
преподаватели кафедр общей физики и высшей
математики МФТИ. Работы учащихся
заочников проверяют студенты, аспи-

аспиранты и выпускники МФТИ (часто —

выпускники ЗФТШ).

Телефон индивидуального заочного

отделения 408-51-45.

— Очно-заочноеобучение е физико-
технических кружках и факультати-
факультативах

Заочныефкзико*техннчсскискружки
it факультативы могут быть организова-
организованы и любом общеобразовательном уч-

учреждении двумя преподавателями
—

физики и математики. Руководители
кружка или факультатива зачисляют в

них учащихся успешно ьыиолннншнх

вступительное задание ЗФТШ. Группа
(не менесв - 10 человек) принимается в

ФГШ, если директор общеобразова-
общеобразовательного учреждениясообщит в ЗФТШ

фамилии, имена, отчества ее рзгководи-

телс'й и поименный список учащихся (с

указанием класса н итоговых опенок за

вступительное задание). Всеэти матери-
материалы и конверт для ответа о приеме в

ЗФШ I с обратным адресом на имя олло-

го из руководителей следует выслатьдо
25 мая 1996 г. по адресу: Hi700. г.

Долгопрудный Москоьскойобл.. МФТИ.

ЗФТШ. с указанием *Кружок» или

<Фаху ътатив* (тетради с работами
учащихся не высылаются) Работа р

КБЛНТ • I 9 9 S / *> б

ководнтелей кружков н факультативов
можетоплачиваться общеобразователь-
общеобразовательным учреждением по представлению

ЗФТШ приМФТИ какфакультативные
занятия.

Руководители кружков и факультатн
вов будут получать в течение учебного
года учебно-методические материалы
ЗФТШ (программы пофизике и матока

тике, задания по темам программы, ре-
решения заданий с краткими рекомендаци-

рекомендациями по оценке работ учащихся) инфор-
информационно-рекламные материалы (газе-
(газеты МФТИ «Занауку». проспектыМФТИ

него факультетов с правилами приема и

т.п.). Работы учащихся проверяют и

оценивают руководители кружков и фа-
факультативов, а в ЗФТШ ими высылают-

высылаются ведомости с итоговыми оценками по

каждомузаданию.

Телефон для справок: 483-17-66.

- Очноеобучение в вечерних коксуль

тациоиныхпунктах(ВКП)

Для учащихся Москвы и Московской
области по программе ЗФТШ работают
вечерние консультационные пункты,
набор в которые проводится нлн ло

результатам выполнения вступительно-
вступительного задания ЗФТШ, или ло результатам
собеседования по физике н математике,

которое проводится в мае и сентябре.
Справки по телефону: 485-17-66.
Программы ЗФТШпри МФТИявля-

являются дополнительными об|>азователы1ы
ми программами н едины для всех форм
обучения. Кроме занятий по этим про-

программам, ученикам ЗФТШ предлагается

участвовать ь пробных вступительных
экзаменах в МФТИ, которые проводят-
проводятся в марте и нюне, в очных и заочных

олимпиадах МФТИ и его факультетов.
По окончании учебного года успешно

выпо.1пившие программу ЗФТШ пере
водятся в следующий класс а выпускни-
выпускники получают Свидетельство об оконча-

окончании с итоговыми оценками по физике и

математике.

Вне конкурса в ЗФТШ принимаются

участники областных, краевых, респуб-
республиканских, зональных н Всероссийских
олимпиад но физике и математике.

Вступительное задание по физике и

математике каждый учгннк выполняет

самостоятельно. Работу сделайте на

русском языке н аккуратно перепишите
в одну школьную тетрадь. Порядок за-

задач сохраняйте тот же, что и в задании.

Тетрадь nepci пнте в большом конверте

простой бандеролью (только не свора-

чнь*1Йте ь 1рубку) Вместе с решением
обязательно вышлют справку из шко-

школы, в которой учитесь, с указанием
класса Справку наклейте на внутрен

нююсторонуобяожкнтетради. На лице-

лицевую сторону обложки наклейте лист

бумаги, четко эансьиенный по приведен-

приведенному здесь образцу. Внизу под запол-

заполненной анкетой начертите таблицу для
опенок за вступительное задание.

1. Область

(край или респуб-

республика)

2. Фамилияимя

отчество

3. Класс,в кото-

котором учитесь

4. Номершколы

5. Видшколы

(обычная лицей

гимназия суглуб-

углубленным изучением

предмета и т.п.)

6. Подробныйдо-

машн^й адрес

(суказанием ин-

индекса и телефона)

7. Местоработы и

допжноегьроди

елей

отец

ма ь

6. Адрес школы и

телефон

9. Фамилия, имя,

отчество препода-

преподавателей

пофизике

математике

10. Какимобра-

образом к Вам попало

это объявление?

Смоленская обл.

Ящерицын Алек-
Алексей Михайлович

10

17

гимназия

215100.г. Вязьма
Смоленской обл.,

ул.Бирже#ая д.37.
кв. б, тел. 5-92 58

завод, зяектромон
тажник

ЦРБ. медсестра

215110. г. Вязьма

Смоленской обл..

ухМежбаюсовсхая,
19. тел. 5 28-34

ФедотовВладимир

Захарова Надежда

Юрьевна

ф

м.

Внимание! Для получения ответа на

вступи гсльпое задание обязательно вло-

вложите в тетрадь конверт с наклеенной

маркой по почтовому тарифу. На кон-

конверте напишите свой домашний адрес.

Срок oi правления вступительного за-

задания — 15 марта 1996 года. Вступи-
Вступительные работы обратно но высылают-

высылаются. Решение приемной комиссии будет
сообщено не позднее 1 августа 1996

года.

Тетрадь с выполненным заданием (по

физике и .математике) высылайте но
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адресу: 141700, г, Долгопрудный Мое
ковехопобл.. МФТИ. ЗФТ111.

Для учащихся Украины работает Ки-

Киевский филиал ЗФТШ при МФТИ.

Желающим поступить следует высы-

высылать работы но адресу: 252680. г. Киев

пр. Вернадского, д. 36, Институт ме-

металлофизики, КиевскийфилиалЗФТШ

при МФТИ. Телефон: 444-95-24.
Ннже приводится вступительное зада-

кие ЗФТШ (пофизикеи математике}. В
задании по физикезадачи 1—5 предназ-

предназначены для учащихся седьмых классов.

6—11 — длявосьмых классов, 9—14
—

для

девятых классов, 13— 18 — для десятых

клаесои В задании по математикезадачи

1 — 5 предназначены для учащихся седь-
седьмых классов, 3 - 8 — для восьмых клас-

классов. 5— II - длядевятых классов, 8- 14
- для десятых классов. 11омсра классов
указаны для текущего 1995/96 учебно-
учебного года.

В тупит льн е задание ЗФТШ

Физика

1. Автомобильпроохал от пункта Л до

пункта В со скоростью с,
= 60 км/ч, а

обратно
— со скоростью i^

" 40 км/ч.
Какова средняя скорость на всем iry-m?

2. Переходиз портаЛвпортйллнтся
ровно 12 суток. Каждый полдень изЛ в

ВнмзВъА отходитпоодлому пароходу.

Сколько пароходов встретит в открытом

море каждый из этих пароходов?
3. Rоткрытый цилиндрический сосул

нллиты ртуть и вода в равных но массе

количествах. Общая высота двух слоев

жидкостей И ж 29.2 см. Определил:
давление кадио сосуда Плотность рту-
ртути р()Т

= 13,6 • 10э кг/м3, плотность воды
р„

= 1.0 10я кг/м\
4. Плотностьморской воды на 3%

больше илотностн речной. Чтобы паро-
пароход при переходе нз моря в реку не

изменил своей осадки, с него сняли

90 тонн груза. Определите вес парохода
вместе с оставшимся на нем грузом.
5. Напробку массой mlip намотана

проволока нэ алюминия. Плотность

пробки рп„
= (Х5-10* кг/м3, алючнния

рм - 2.7103 кг/м3. йоды р,-

» 1.0- 10* кг/м:1. Определите, какую на-

наименьшую массуалюминиевой проволо-
проволоки пяло намотать на пробку, чтобы она

вместе с проволокой полностью погрузи-
погрузилась в иолу.

6. Полыймедным шар наружный объ-
объем которого V

ш 200 см3 , плавает в воде

так, ч го половина его погружена в воду.

Найдите объем полости шара. Плот-

Плотность меди рч
- $9-103 кг/м3 .

7. Кшару массой М 10 кг и диамет-

диаметром D * 0,3 м (объем такого шара V
~

= 0,0141 м3 ) прикреплена одним концом

железная цепь, другой коней которой
свободен. Длина цепи L ш 3 м, масса

m = 0 кг. Шар с цепью находится в

водоеме глубиной И - 3 м. Определите
глубину, на которой будет плавать шар.
Плотность железа рж ¦• 7,85- 10э кг/м3.

8. В сосуде с водой плавает куток льда

объемом Уя „ В1гутрн которого находится

кусоксьшщаобъемом Vc_ Как изменится

уровень воды в сосуде, когда лед раста-
растает? Плотность воды рв

= 1г0-103 кг/мл r

м>да рл- 0.9-10* кг/м3, свитда рс
¦

3 /эг/м

г, х

Рис. 1

20

9. В ведре находится смесь воды со

льдом общей массой М = 10 кг. Ведро
внесли в комнату н сразу же начали

измерять температуру смеси. Получив-
Получившаяся зависимость температуры от вре-

времени Т{\) изображена на рисунке I.

Удельная теплоемкость воды сш
=

= 4200 Дж/(кг-К), удельная теплота

плавления льда X -340 кДж/кг. Опре-
Определите массу льда в ведре, когда его

внесли в комнату. Тыикхмкостью ведра

10. В тгрмосе находятся равные массы

воды и льда при температуре 0 "С . В

термос вливают воду, масса которой

раина суммарной массе йоды и льда,

i ервон чалыюнаходившихся в термосе,

а температура составляет 49,9 "С. Какая

температура установится в термосе?

Рис.2

Удельная теплоемкость воды с,
¦

= 4200 Дж/(кгК), удельная теплота

плавления льда X = 340 кДж/кг.
11. Изметаллической проволоки пос-

постоянного сечення сделана фигура, пока-

показанная на рисунке 2: два кольца радиу-
радиусами гн 1гсоединены отрезком проволо-

проволоки длиной г в точках С н D. Определите

сопротивление этой проволочной фигу-

фигуры междуточкамиА и В. Единицадлины

проволоки имеет сопротивление Rq.
12. Лентатранспортера движется со

скоростью и. На ленту влетает шайба,

k90'

Рис.3

начальная скорость которой равна v к

перпендикулярна границеленты (рис .3).
Найдите минимальную ширину ле1ггы,

при которой шайба достигнет другой
стороны. Коэффициент трения между
шайбой н лентой ц „ лентагоркэонтальна

13. Теломассой М m \ кг леж1гг на

горизонтальной шероховатом плоскос-

плоскости. Коэффициенттрения ц =0,2. К телу

приложена направленная горизонтально

сила, величина F которой линейно во

времени меняется от 0 до 4Н за время

t ¦ 100 с. Как меняются прн этом сила

трения и ускорение тела? Прсдставыг
на графике зависимости их от внешней

силы F. Чему равна скорость тела t

момент когда внешняя сила достигает

своего максимального значения'/

14. Наконце доскндлиной/„н массой

М находится маленький брусок массой тп

(рис. 4). Доска может скользить без

т|кния по горизонтальной плоскости.

Рис. 4

Коэфф1шиенттрения скольжекшя брус-
бруска о поверхность доски ц. Какую гори-
горизонтальную скорость vt нужно сооб-

сообщить доске, чтобы она выскользнула нз-

иод бруска?

15. Пострсдинггоризонтальной ци-

цилиндрической трубки, закрытой с тор-

торцов, находится поршень. Слева неправа

от него поддавлениемр находится пар,

конденсирующийся при давлении 2р.
Трубку ставят вертикально, прн этом

объем подпоршнем уменьшается вчеты-

четыре ргиа Найдите вес поршня, если его

площадь 5\ Трением пренебречь. Темпе-
Температуры в обоих отсеках одинаковы н

постоянны.

16. Rвертикальном цилиндрическом

сосуде, iпощадь сечения которотч) St
под поршнем массой М находится иде

альныйачноатомным газ, разделенный

перегородкой иа два одинаковых объ-

объема. Давление газа в нижней части сосу-

дар внешнеедавление рц температура
газа в обеих частях сосуда Т. Насколько

сместится поршень, если убрать перего-
перегородку? Высота каждой части госула Н.

Стенкн сосуда и поршень не проводят

тепло. Трсннем пренебречь.
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Нагреватель
Рис.5

17. Бгоризонтальном неподвижном

цилиндрическом сосуде, закрытом пор-

поршнем, площадь течения которого 5, на-

находится один моль газа при температуре
7J, и давлении fa (рнс. 5). Внешнее

давление сюгтояшю н равно р^ Газ

иагродаит внешним источником тепла.

Поршень начинает двигаться причем

сила трения скольжения равнаF Иайдн-
те зависимость температуры газа от по-

получаемого им от внешнего источника

количества теплоты Q. если газ получа-

получает еще и половину количества теплоты,
выделяющегося при трении поршня о

стенки сосуда.
18. Точечныйзаряд q находится меж

ду двумя заземленными проводящими

сферами с радиусами /?, н R2 на рассто-
расстоянии R от их центра (R, < R < R2).
Манднтс индуцированные насферах за-

заряды.

Математика

1. Настоле стоят три одинаковых

ящика Ьодном из них лежат два черных

шара, во втором — два белых, в третьем
- мерный н белый На ящиках сделаны

надписи. «Два белых», «Двачерных»

«Черный и белый». Известно, что ни

одна из надписей не соответствует дей

ствительности. Как, вынув толькоодни

шар. определить, где лежат какиешары7

2. Втреуго аьнике АЬС проведена ме

днана АК Найдите величину угла Л,
если известно что АК = ПК.

К В Л Н ']" ¦ I 9 9 У / ** 6

3. Имеются26 монет, среди которых
одна фальшивая — более легкая. С по-

помощью трех взвешиваний на чашечных

весах без гнрь определите, какая из

монетфальшивая
4. Постройтетреугольник ABC по

длинамстороныАЙ, высотыЛИ и медиа-

ныAM Сколькорешений имеет задача?
5. Найдитенаименьшее натуральное

число, которое начинается с четырех и

при вычеркивании этой цифры уменьша-
уменьшается в 17 раз.
6. «Кошкии мышки» (задача Л. Кэр-

Кэрролла). Шесть кошек съедают шесть

мышек за шесть минут. Сколько кошек

могут съесть 100 мышек не болеечем за

50 минут? (Каждая кошка сама съедает

доставшуюся ей мышку, не делясь с

другими.)
7. В1996году содня основания ЗФТШ

исполняется а лет, а содня рождения ее

основателя — Ь лет. Корнями уравнения

являются числа х^ н х2 такие, что х

больше х2 на 4-J33, а х\ больше х] на

120>/33. Сколько лет исполняется

ЗФТШ и ее основателю в 1996 году?
8. Триокружности с цен грамм А, В, С

и радиусами /^, R2. /?3 соответственно

касаются друг друга и прямой / так, как
показано на рисунке 6. Найдите R2, если
/?,•].% = 4.

9. Решигеуравнение

при всевозможных значениях парамет-

параметра а.

10. Из мелили треугольника ABC со-

составлен треугольник A^Ci. а из медиан

состаилен треугольник

Рис.6

Докажите, что треугольники ЛВС и

АгВ2С1 подобны, н найдите коэффици-
коэффициент подобия

II. Решите систему уравнений

J3L-8
х+у 3'

Ж 12
5

'

zx _24
7

'

12. Найдите вес значения а, мри кото-

которых расстояние между корнями уравне-
уравнения

я&ляеття наименьшим.

13. Решите неравенство

14. Через центр тяжести основания

правильной треугольной пирамиды про-
проведена плоскость, параллельная двум

скрещивающимся ребрам пирамиды
Вычислите плошадь огЗраэовавшспкл
сечения, если сторона основания пира

мкды равна л, а боковое ребро — 2а.

НОВЫЙ ПРИЕМ В СУНЦ МГУ И ДРУГИЕ ФМШ
ПРИ УНИВЕРСИТЕТАХ

Специализированный учебно-научный
центр (сокращенно — СУНЦ)прмМГУ
(школаим академикаА Н Кол>юго}Х>ва

СУНЦНГУ.СУНЦУрГуиАкадемичес
кая гимназия при СПГУ об!>являют на-

набор школьников в 10 (двухгодичное
обучение) и 11 (одногодичное обще-
общение) классы.

Профили обучения: фнчико матеча

тич«ткий компьют41рно-инф«рмацион-
нын, химический, экономический; кро-
метого, вСУНЦМГУ — бнофиз1«ескин.
Зачисление и школу производится на

конкурсной основе но итогам несколь-

нескольких туров. Первый тур
— заочный пись-

письменный "ж «ml-и поматемагмке. физике»
хнмим. Успешно выдержавши

• пнс1>м(*н

ный экзамен по решению приемной ко-

комиссии в апреле —мае приглашаются в

областные центры Российской Фсдсра-
нич на устные экзамены.

Ниже приведены условия заочного

встунктемьного JKjeMeiia.

Работа лолжна быть выполнена в

обычной \п(ен1г/егкоп тетрадн (на ти-

титульном листг укажите желаемый проф-
профиль обучения)

11а первой странице укажите свои ан-

анкетные данные:
1. Фамилия, имя. отчество (полно-

(полностью).

ролями (обязательно вложнтг в работ}'
конверт с маркой, заполненный на свой

домашний адрес).
ИьЕгычантг Вашу работу поодному нз

следующих ад(>есов:

f2f357Mocxea. Кремегсчфсквя ул., 11,

СУНЦ МГУ, Приемная комиссия, мюч

ный экзамен.

(Телефон для справок 445-11-08.)

Внимание: жители Москвы принима-

принимаются в учебный uttiTp без предоставле-
предоставления общежития.

199034 Санкт-Петербург, Унивет

ситетская наб.,7/9б. Академическая

3. Подробное название школы, класс.

Работы отправляйте простыми банде-

банде€2013? Екатеринбург. уд.Годоще-
кина, 30, СУНЦ УрГУ.
630090 Новосибирск, ул. Пирогоеа

If. Учебно-научный центр ИГУ. Ояим-
пиадныи комитет.
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Срокотправки работ
— ие позднее 20

марта 1996 года (по почтовому штсмн
но). Работы, высланные позже этого

срока, рассматриваться ire будут.
Если Вы не сможете решить все зада-

задачи, неотчаивайтесь — комиссия рассмот-

рассмотрит работы с. любым числом решенных
задач.

Желаем успеха!

Осн вн еэад ние
9класс

Математика

1. Найдите—+—+—
р

*2 " ХУ

2. Уголмежду диагоналями трапеции

равен 120 , едка из ее диагоналей ровна

А мгавысотарашга2см. Найдитедлину
второй диагонали.
3. Решитенеравенство

где ( ) и (; | обозначают соответственно
наибольший общийделитель и наимень-

наименьшее обще? кратно* чисел,л — натураль-
натуральное число.

4. Решите систему уравнений

5. Может лн сумма 1995 поелсловл-

тельных чисел быть 1995-й степенью

натурального числа?

Физика

1. Начальнаяскорость автомобиля

равна нулю. Первую половину пути он

движется с постоянным ускорением, а

вторую
— с постоянной скоростью г^

=

= 18 м/с. которой автомобиль достиг в

коние первого участка Найдите сред
шою величину скорости автомобиля.

2. Плитку,на которую действуетсила
тяжести Р а 5Н. прижимают к стене

силой, раиной Г - 12 Н и направленной
горизонтально. Коэффициент трения
скольжения плитки по стене цТ^.б.
Нанлнтесклу, действующую на плитку
со стороны стены.

3. Шарикподвешенный к нити, кача-

качается в вертикальной плоскости. Величи-

Величина ускорения шарика в положении на-

наибольшего отклонения нити от вертика-

вертикали одни раза меньше величины ускоре-
ускорения в момент прохождения положения

равновесия. Н«йдите угол наибольшего

отклонения нити.

4. Вцилиндрическом сосуде плавает

ллнтка пенопласта, на которой лежит

кубик. Когда кубик сняли, уровень волы
понизился на А, • 15 см. Затем кубик
опустили в воду, иуровеньводы поднял-

ел на hi - 5 см. Найдите плотность

материалакубика.

10 класс

Математика

1. Найдите наибольшее и наименьшее

значения выражения —,если
1 I

числа выражения 1 2, 3. 4 н 5, причем

х*у, у*г, х*г.

2. Найдитеплощадь трапеции, если

известно, что ее диагонали перпендику-

перпендикулярны, высота равна 4 см, а длилаодной
из диагоналей равна 5 см.

3. Рассмотримвсевозможные графики
функций у т х2 ¦#¦ рх + q, которые пере-
пересекают оси координат в трех различных

точках. Докажите, что все окружности,

описанные около треугольников с вер-
вершинами ь этих точках, имеют общую
точку.
4. Решитесистему уравнений

{x+y+zf = ад

(х + у + wf * г,

(х + г + wf т у,

(y+2 + w) »ДГ.

5. Найдитекакое-нибудь натуральное
число, сумма цифр квадрата которого
раина 1996.

Физика
I. На рисунке 1 изображен процесс,

проведенный содним молем газа Пара-
Параметры состояний газа в точках а и & —

связаны соотношением р^Уц = Ww^, где

v = 1 моль. Найдите максимальное зна-

значение температуры в этом процесс**.

Ph

РИС. 1

2. Зарядравномерно распределен по

окружности радиусом R. расположен-
расположенной в плоскости XY с центром в начале

координат. Потенциал ноля в начале

координат равен <р0. Найдите работу,
которую необходимо совершить, чтобы

переместить зарядq из начала координат
в точку с координатами х

~

у ж 0, z * R.

3. Всхеме на рисунке 2 емкости коп*

денсаторов одинаковы» а ЭДС батарей

равны ?, * 6В н ?г = ЗВ. Найдите раз-
разность потенциалов точек тип

т
Рис.2

4. Рамка в форме квадрата AHCD,
изготовленная из однородного провода,

лежит на горизонтальной плоскости.

Длина стороны a = 10 см. К точкам Л и

С присоединяют провода, по которым

проходит ток силон / - 1А от точки С к

точке А. Плоскость с рамкой помешают

в однородное постоянное магнитное иоле

с индукцией, равной В = 10 2 Тл. Вектор
магнитной индукции параллелен направ-

направленному отрезку DB. Нллдигепрнрашс-
1ше силынормальногодаыення рачки на

СТОЛ.

Дополнительные задачи по
химии для поступающих на

химическое отделение

СУНЦМГУ
1. Ичетыре стакана содержащие по

100 млдистиллированнон воды каждый,
поместили: в стакан >!о 1 — 1,0 г каусти-

каустической соды; ь стакаи >& 2 — 1,0 г

кальцинированной соды; е стакан V3 —

1,0 г литьевой солы; ь стакан S° Л

1,0 г кристаллической солы.

1) Напишите химические формулы
всех «сод».

2 ) Определите 94mvonyюдо flO растео-

решюговещества (%) ъ каждом изстака-

стаканов.

3) Все стаканы с растворами выдержа-
ли при 20 *С в атмосфере углекислого
газадо коичания реакций. Онрслвл1гге
массовые доли растиорсиного вещества

(%) в каждом из стаканов после выдер-
выдерживания в углекислом газе. Напншнт

уравнения реакции.
2. Смесьводорода с хлором объемом

2 240 л (и у ) юорВчЧли Продукты взры-
взрыва после пропускания через 10 мл воды

(и.у.) имеют объем 1,120 л.

1) Определитесатсржание хлора (в %

по объему) в исходной смеси.

2) Сколькограммов метал.игческсичэ

лития может прореагировать с гязооб

разными продуктами вирьша, остаиши

мнея лех^пе пропускания через воду?
Какова масса пол^киного приэтом сое-

соединения лития? Запишите уравнения



ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

«КВЛНТ» ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

Задачи
1. Одно из возможных решений изображено ив рисунке I.

Рис. t

2.7926.5*7926.5-15853.

3. Покажем, что составить такой набор невозможно. Пусть * —

количество пятирублевых монет, у — количество

двадцатирублевых монет, тогда 20 — х- убутя количеством

пятидесятирублевых монет.

По условию, 5л + 20у + 50B0 - х - у) - 500. откуда получим
А5х * ЗОу - 500. Но левая часть равенства делится на 3, а

правая
— кет, следовательно, не существует целых чисел х и у

улоилетворяюших этому уравнению
А. Представим наш квадрат 3x3 как часть шахматной доски,

причем центральный кпадрат и 4 угловых квадрата белые, а

остальные 4 квадрата черные. Так как соседние буквы в слове

МОРОЖЕНОЬдолжны стоять в соседних клетках, то пять

букп «етого слона стоящие мл нечетных места* (согласные),
будут стоять на белых клетках а остальные - гласные бухвы —

на черных. Теперь нетрудно убедиться, что либо строка, либо

столбец содержащий букву Е, не содержит букпы О.

5. Рассмотрим все двузначные числа которые делятся на 13:

13. 26. 39. 52. 65. 78. 91. Значит, номера ЕЗани Суевсрова не

могут начинаться нл I. 2, 3. 5, 6, 7 н 9, а кончаться нл 3, б, 9,
2, 5. 8 и I. Таким образом эти числа могут начинаться лишь с

4 и 8. а кончаться только на 0, А или 7. Имеется шесть таких

чисел: 40. ЛА. 47. 80. 84 н 87.

Задачи
(см. 4Квант»

1. Это цифра 7. Заметим, что на каждых лоследоютелышх

десяти чисел остаются числа, оканчивающиеся на 1. 3, 7 и 9.

Их произведение оканчивается на 9, произведение их со

следующими четырьмя числима будет оканчицдтьсх и* 1, так

как 9x9 = 81. Остаток от деления числа 1995 на 20 равен 15.

поэтому осталось найти последнюю цифру в произведении

1981 1963-1987-1989 1991-1993. которая равна 7.

2. Пузырькивыходящего газа обволакивают таблетку Их слой
практически не меняется в течение растворения. Поскольку рас-

растворение таблетки происходит равномерно по ее поверхности,
то се диаметр уменьшается незначительно, а толщина очень

сильно (имеется и виду относительное уменьшение), поэтому
поверхность таблетки мало изменяется, а масса быстро умень-
уменьшается и слой пузырьков газа поднимает таблетку на поверх-
поверхность.

3. Наострове 30 лжецов. Заметим, что лжецы на эти вопросы

дважды отвечали «да*, а остальные говорили «да* только один

раз. Так как всего было 130 раз сказано «да» а жителей 100,
то два раза сказали «да* 30 человек.

4. См.рисунок 2.

5. Так как близнецами могут быть лишь мать н ее брат или

сын и дочь, то победитель и лицо, занявшее последнее место,
-

лица одинакового пола Кроме того, известно, что онн имеют и

одинаковый возраст. Следовательно, это не могут быть мать н

дочь, и значит, это брат н сын. Занявший последнее место

имеет близнеца. Если это брат, то его близнецом будет мать, но

тогда мать и ее сын — лица одинакового возраста, что невоз-

невозможно. Итак, первое место занял брат, а последнее место сын,

его близнецом является дочь и противоречия не возникает

Рациональные корни многочлена

1. а)х = (-2±-/4-2в)/Bл) п

при остальных а решений нет.

-1/4 при e =

-0 при

Как же доказать это неравенство?

1. Верно.Равенство имеет место лишь если х
~

у
~

г.

2. л+ Ь + с < 0. причем среди чисел л. Ь. с хотя бы два

различных

НАПЕЧАТАНО В 1995 ГОДУ

К 25-лети к) нашего журнала

В гостях у «Кванта» (интервью с

Г.Л.Сатаровым)

Статьи по математике

Арнольд В Проективная топология

Артемов С., Гиматов Ю., Федоров В.
Много битов из ничего

Иолтяиский Д., СавинА. Информация и

математика

жури .

I

I

6

2

6

2

Л

Л

15

16

Вавилов Я. Об одной формуле Гюйгенса
Гиндикин С. Рассмотрим бесконечную
десятичную дробь

Гончаров А. Решетки и зоны Бриллюэна
Пихифоровсхий В. Страницы биографии
Норберта Бннера
Соловьев Ю. Христиан Пои ген

Тихомиров В. О кибернетике, Винере и

викеровском процессе

Тихомиров В. Георг Кантор
Шапиро А. Логика и парламент

жури. с.

4 С

1

1

2

4

2

S

Э

18

14

6

2

2

2

6
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жури . С. журн . с.

Статьи по физике

АльперинМ.. ГерегаА. Вечный двигатель

демоны н информация
Болотоескип В. Простой вывод формулы
Е = тс2

ВайлиДж. Размышления физика-альпиниста
Гиммельфорб Б. Зьеэдная аберрация н теория
отноентелыюсти

Гросберг А. Кхалк медведи на велосипеде

Коновалов В., Фейнберг Е. Игорь Евгеньевич
Тамм

Носов Ю. Волоконно оптическая связь

Смородииский Я. Рассказ о квазгге

Сурдин В. Глаз и небо

Сурдин В. Тайна «утренней звезды»

ЯмполъскийА. Гольфстрим и другие

Из истории науки

Андрее* А. Г>тьен Малюс и его открытие

Мякише» Г. Если бы Аристотель был прав

Математическиймир

Сосинский А. Как учатся математике

во Франции

Задачник «Кванта»

I кэбелителн конкурса «Задачник < Кванта»

1994 года

Задачи М1471 - MI530. Ф1478 - Ф1537

Решения задач Ml441 - Ml500,
Ф1458-Ф1517

«Квант»для младших школьников

Задачи

Победители конкурса «Математика 6 -8»

Конкурс « Математика 6—8»

Акулич И. Листая классиков

Бутконская Т. Путешествие в луче

отраженного света

ГуревичГ. КриптограммаЖюля Верна

ЖуковА. Древняя наука н «Таинственный

остров»
Савин А. «Пирамиды», банки и прогрессии

Тихомирове С. «И вспышки молний тьма

глотала, и небо долго громыхало .»

Калейдоскоп «Кванта»

Движение жидкостей и галоп

Бесконечность

Электрический заряд
Магические квадраты
Световые лучн

Бкльнрл

Школа в «Кванте»

Физика 9—11:

Вторая коемнчесная скорость

Расширенно raja в пустоту
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Как в металле протекает электрический ток?

Парадокс Вавилова

Старинноеоружие

Парадоксы постоянного магнитного поля

Волны на пляже» Солнце в небе и многое

другое

Кому нужна высокая башня?

Кладовыеэнергии молекулы

Осцилляторы-кентавры

Математика9—И:

Геометрическое место точек

Рациональные корни многочлена

Лаборатория «Кванта»

Голмп И.ъКрыжаноескип Л. Опыты с

когерером

Миранский А., ШапироА. Замечающая лужа

ПаравянН. Осмос и... вечный двигатель

Математическийкружок

Адельсон-Вельский Г., Кернштеин И.,

Гервер М. Кто поедет в Рно?

Алексеев Р., КурляндчикЛ. Тригонометри-
Тригонометрические подстановки

Балк М., Мозолов М. Как же доказать это

неравенство?
Генкин С, КурляндчикЛ. Разбить числа
Козлов В. Соударение тел

Просолов В. Диагонали правильного
18-угольннка

Практикум абитуриента

АсламазовЛ. Гидростатика
Белонучкин В. Когда кипит вода?

Гельфгвт И.. Генденштейн Л. Разгон

торможением (разговор в поелде)
Иванов О Экзамен — выпускнойи
ВСТуГТИТСЛ1>Н111И
Лобанова О. Задачи надннжемке
Можаев В. Электромагнитная нлдукцня
РыжковЛ., Ионии /О. Однородные
уравнения

Самарский Ю. Ядерная физика в задачах

ШтернбергЛ. Контроль геометрических
Хрусталев А. Отсечем все яишнее...

Чешев 1О. Геометрическая оптика

Информатика
Ивановский М. VI снова о тстрисе

Олимпиады

Задачи LVIII Московской математической

Избранные задачи Московской физической
олимпиады

XXI Российская олимпиада школьников по

XXIX Всероссийская олимпиада школьников
по физике
II Российская олимпиада школьников по

астрономии и космической физике
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Олимпиада Сороса по математике
Олимпиада Сороса по физике
XXXVI Международная матема-игческая

олимпиада

XXVI Международная физическая олимпиада

Вариантывступительныхэкзаменов
в 1994 года

Московский физико-технический институт

Московский государственный институт

электроники н математики

Московский педагогический государственный

университет

Московский государственный университет
нм М В.Ломоносова

Новосибирский 1*>судар€тве111гыи университет
Московский государственный авиационный

институт
Московский инженерно-физический институт
Московский государственный институт

электронной техники

Санкт-Петербургский государственный

университет
Российский государственный педагогический

университет нм.Л. И. Герцена

Сш(К1-Петербургский государственный
технический университет

Санкт-Петербургский государственный
¦гсктротсхнический университет

Информация
XXII Летняя фноико математическая школя по

Владивостоке
IV Международная олимпиада
4 Интеллектуальный марафон»
Осенняя астрономическая школа в САО

Заочная физическая школа нрн МГУ

ЗИФМШ объявляет прием
Заочная аэрокосмическая школа

Заочная школа при МГУ

Научная конференция школьников в

Энергофи шческом лицее

Заочная школа при ВКИ ({ГУ

Пятые Сахаропскне чтения п

Саикт Петербурге
Пас ждет ОЛ НЗМШ

Заочная фнзнко-тсхиичегкая школя
мри МФТИ

Новый прием в СУНЦ МГУ и другие ФМШ

Нашинаблюдения

Митрофанов Л. Несколько слов о мираже

Нам пишут

Математические неожиданности
На воде веслом написано

«Квант» улыбается
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Шахматнаястраничка

Шахматной страничке — 15 лет1

Сенсация в мире компьютерных шахмат

Гений дм «Геииус»?

Круг почета

Большие маневры
Сказочное превращение

Man-реванш Каспаров «lauryc»

Коллекция головоломок

журн . с,

I 3-я

с.обл.

1 «

2 «

3 «

4 «

5 «

6 «

1-6

В 1995 году вышли следующие

ПРИЛОЖЕНИЯ К ЖУРНАЛУ «КВАНТ»:

Js*> 1 — Школа в «Кванте» Геометрия
JS» 2 - Практикум абитуриента. Молекулярная физика,

оптика, квантовая физика
— Практикумабитуриента. Алгебра и тригонометрия
— Школа» «Кванте». Физика 9-11. Выпуск 1

N? 5 — Школа в «Кванте». Физика 9—11. Выпуск 2

— Московскиематематические олимпиады
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ШАХМАТНАЯ СТРАНИЧКА

Матч-реванш
Каспаров—«Гениус»
Встатье «ГспнЙ лн «Гсинуо?» («Квант»
Nt 2, 1995) мы уже рассказывали о сенса-

сенсационной побслс программы «Pentium

Genius» над Гаррн Каспаровым. Это слу-
случитесь в прошлом году в Лондоне на

международном турнире по быстрым
шахматам.

После лондонскоготурнира многие су-

пергроссмейсторы, н прежде всего гам

Каспаров, «запретили» компьютерам вме-

вмешиваться в нх дела, чтобыте не создавали

дискомфорт людям. Разумеется, шахма-

шахматисты ire отказались от сражения с робо-
роботами вообще (да и куда от них денешь-

денешься?!), но сочли, что лучше встречаться с

ними «наедине», поскольку игра с элек-

электронными коллегами требует другого на-

настроения, особой пенхолопеческой и шах-

натмой подготовки.
И вот спустя ч>ть меньше года. 25 мая.

б Кельне — на тех же условиях, что и в

Лондоне состоялся матч реванш между

Гарри Клсла|ювым и егонедавним обнлчн

кон» программой «Пентиум Гениуо. На-

Напомним, что название этого «компьютер-
«компьютерного чуда» означает, чтодля игры исполь-

используется самый современный микропроцес-

микропроцессор «Пентиум» (американской фирмы
«ИнгеI*) и программа «Гениус» (разра-
(разработчик — английский гроссмейстер про-

программирования Ричард Лэнг). Кстати, в

Кельне поерздненню с Лондоном, приме-
применялся усиленный « Пентиум», его быстро-
быстродействие увеличилось за эти месяцы в

1,33 раза
- окаю 200 миллионов опера-

операций в секунду, что экьивалмнтио анализу

примерно 100 тысяч позиций в ту же

секунду. Усовершенствовала былатакже
н сама программа

Надо сказать, что Каспаров отнесся к

матч-реваншу с большой ответствен-

ответственностью, почти как к другому матчу
— с

Вишваиатаном Ананлом (это сражение за

шахматную корону, как известно, состо-

состоялось осенью иыигшнего года). Предва-
Предварительно Каспаровсыграл несколько тре-
тренировочных партий с роботом и, кажется,

осталсядоволен результатом- Но размин-

каэта протекала в домашних условиях, а

тут, в телестудии, пришлось творить нри

большом стечении знатоков, которые,

возможно, ждали новой сенсации. И она

чуть не прон.юш ia.

I) первой партии, играл белыми. чемпи-

чемпион мнра, видимо, нлишт- нервничал н

уже в дебюте допустил серьезную ошиб-

ошибку, после чего попал в весьма трудное
положение. Электронный соперник мог

перейти в выигранный энлшпн ть. но сыг-

сыграл слишком академично, взял нет)' кеш

ку, и у человека появились контршалсы
Затем «Гениус* недооценил маневр Кас-

парова ферзем, попал под смертельную
связку н Сам оказался в безнадежной

ситуации. Каспаров действовал безуя
речно. н через пятнадцать ходов coiipo-
тнь ченнг робота было сломлено.

Вторая партия протекалалонольносхуч
ио. Машина играла без рнска, но и Кас-

Каспаров не сжигалмосты
—

спортивная цель

была достигнута н в этом не было необ-

необходимости. Итак, на сей раз электронный

соперник оказался поверженным, н ре-

реванш, причем г тем же счетом — 1,5:0,5,
СОСТОЯЛСЯ.

Пот первая, решающая партия этого

матча-реванша.

Г.Каспаров—«Пентиум Гениус»
Славянскаязащита

1. с4 сб 2.44 «15 3. Kf3 Kf6 4.КсЗ аб

Чащеиграют здесь 4...de5. а4 Cf5 и т.д.

Цель ходаа7- аб перед разменам иас4

подготовить маневр Ь7 —Ь5.

5. с5. Пункт Ь6 ослаблен, и реакция
белых вполне естественна. Впрочем хо-

хорошо и простое 5.сЗ.

S...g66. Ctt Cg7 7. e30-08.Cd3 Kbd7.

Эта позиция известна в теории. Помимо

подрыва Ъ7~ Ь6 у черных есть план с

ко гхрнгрой в ucinpc с7—еЗ. Однако спо-

способ его проведения в данной партии явля-

является новым — так сказать, дебютный

сюрприз машины

9. h3 Kc810. Лс1. По-видимому, лучше
было сразу рокировать Ладья на с1 бе-

белым не пригодится, а потеря времени

ведет к некоторым проблемам для них.

10... f6 11. с4 cS 12. de K:c5 13. ed с

14. СсЗ K:d3+ 15. Ф^З с4!? Островная
ренлнка позволяющая черным с темпом

подтянуть коня.

16. Ф:с4 Kf6 17. Фс4 К d5 18. K-dS?
Понятно желание белых получить пози-

позицию с изолированной пешкой «d» у про-

противника. Для этой иели возможно было

18. К<\4, отнимая поле сб у слона, н на

18... КрЬЙужс 19. K:d5. Впрочем, нздесь

после l8...C:d4 черные получали хоро-

шую игру.

П

18... Се61 Блестящий промежуточный
ход. «Геннус» избегает появления у себя

«изолятора», более того, белоиолыши

слон попадаетв самый ueinrp и нрокзвдэит

весьча выгодный размен.
19. 0-0 С dS 20. Ф^4 С:ГЭ 21. gf Фа5!

Выигрывая пешку, за которую у белых ке

будет никакой компенсации
22. Лс-dlФ:а2? Какую из двух пешек

следовало изять черному ферзю? Из об
щих соображений лучше, конечно, «рн-

хватить полноценнуювешку «а», чемсдво-

сдвоенную «f> Однако это как раз та ситуа-

ситуация» когда стандартный подход несколько

подводит... Дело в том, что после 22

Ф:Cбелые практически вынуждены раз-
разменять фгрзеЙ, переходя в совершенно

бесперспективный эндшпиль. Теперь же

они активизируют свои сн чы

23. MiЛП 24. ЛШ ФЬЗ.Надо ски-

эать что и после разменаладей 24 .Л:<37

25.71 :d7 взятие пешкн <Ь§- Hirirro не дагт

черным
- 25... Ф: Ь226. Фе<3+ Kph827.

7I:g7!Kp:g7B7... Ф^7дажепронгрыва-
ет из ja 28. СМ, н ист защиты от полвж-

нняслонанаео) 28. Фе7+ Kps8 29. 0>e6^,
идело кончается вечнымшахом. Возмож-

Возможно было 24.. Лев ио в любом случае белая

ладья на седьмой горизонтали вполне ком

мененрустутраченную иыпку-

25. JIld3Ф:Ь2? И все-такн черный
ферзь не удерживается от того, чтобы

взять отравленную пешку. Теперь выиг-

выигрыш белых достаточно прост, н трудно

объяснить затмгмне, нашедшее на знаме

иктого робота. Конечно, ему следовало

признать свою ошибку н вернуться фер-
ферзем на а2. В этом случае мирный исход

лартнн был бы наиболее вероятен.

26. Фо!!Теперь не проходит 26- Л:ГС
из-за ФМ f н 27... O:d3. Но черным от

этого полегче...

26... Л№27. Л*.|7. Воэчожно. машина

рассчип^валасггкупнться качеством — 27.

Сс5Ь5?28.Фе6ФГ629.Ф:Г6Л:Г630.С:№

С.Г8. и пешечная масса черных на ферзе-
ферзевом фланге, скорее всего, решает партию

внх пользу.

27...Л:|7 28. JIdB+ Cf829. Ch6i Теперь
черные фигурысвязаны порукам н ногам,
не можетшелохнуться не только ладья но

н слон. Потеря ферзя неминуема.
29 ФаЗ 30. Феб? При немедленном

30. Л:18+ Ф:Ю31. C:f8 Kp:f8черныееше
могли надеяться соорудить (гснриступную
крепость. Прежде чем взять ферзя, белые
образуют проходную пешку
ЗО...Фс5 31. М ФЫ 32. U ФЫ+ 33.

Kph2 ФЫ 34. Крй2 Фс5 35. hS gh 36. (S

ФЬ4 37. ЛМ+ Ф:Г838. C:f8 Kp:f839. f6
Черныесдались

Е.Гик



Уважаемые читатели журнала

КВАНТ
Адрес редакции журнала изменился!

Наш новый адрес:

117296, Москва, Ленинский пр., 64а
тел.

В помещении редакции можно приобрести
вышедшие журналы «Квант* и приложения к ним.

Мы по-прежнему ждем Вас ежедневно
с понедельника по пятницу с 11 до 16 часов.

Звоните и приходите!
Мы Вас ждем!
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