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КОЛЛЕКЦИЯ ГОЛОВОЛОМОК

Элементы головоломок

6 шт 12 шт

Среди знатоков весьма высоко ценятся головоломки,
составленные из одинаковых элементов. Как правило,

они представляют собой симметричные многогранники,

которые довольно легко разобрать на отдельные рав-

равные части. Привлекательность этих игрушек обнару-
обнаруживается после того, как вы разберете их, а потом

Пытаетесь восстановить первоначальное состояние.
k
в на вид, абсолютно одинаковые детали после
сказываются упрямо непослушными и никак

~*оуг с другом. То вы вдругобнаруживаете
> вам их не хватает.

Сегодня мы приводим примерыдвух подобныхго-

головоломок: куба и ромбододекаэдра. Обе игрушки
полые внутри и состоят соответственно из 6 и 12

одинаковых элементов. Каждый элемент—это квад-

квадрат (или ромб), две противоположные стороны кото-

которого удлинены и загнуты. Элементы лучше делатьиз

гибких материалов: жести или бересты.
Нам неизвестно, можноли подобнымобразомскон-

сконструировать головоломки в формедругих многогран-
многогранников. Если вам это удастся, напишите нам о еаших

достижениях.

материалподготовилА.Калинин
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Давайте вместе откроем
закон всемирного тяготения

А. ГРОСБЕРГ

В
школк проходят, что закон все-

всемирного тяготения открыл Нью-

Ньютон. И это — как и большая часть

того, чтопроходятв школе
—

правда.
Но не совсем понятно, как он это

(делал. В учебниках обычно вспоми-

вспоминают знаменитую фразу Ньютона:

« Если я виделдальшедругих. то пото-

потому, что стоял иа плечах гигантов *, и

объясняют, что среди гигантов долж-

должны быть прежде всего упомянуты Га-

Галилеи и Кеплер, поскольку
Ньютон исходил из открытых

Кеплером трех законов обраще-
обращения планет вокруг Солнца и из

закона (принципа) инерции Га-

Галилея . 1\о вопрос все-таки остает-

остается: как. исходя из этих посылок,

можно было hjuth знаменитую

формулу

Конечно, как абсолютный ic-

инй Ньютон до всего мог доду*

маться. Но. именно поскольку он

был действительно гений, инте-

интересно проследить, каким мог бы

быть конкретный ход его рассуж-
рассуждений. И мы можем сегодня его

понять, поскольку можем и будем
пользоваться хорошим и четким

научным языком. А это как раз и

есть тот фонарь, который позво-

позволяет простому смертному загля-

заглянуть туда, куда раньше только

гений мог войти при свете своей

мысли.

Среди прочего интересно понять

также, какая математика нужна была

Ньютону. Ведь известно, что он но

ходу дела открыл и разработал диф-
дифференциальное и интегральное исчис-

исчисления. Но как к для чего он эти идеи

использовал? В школьном учебнике
физики об этом естественно не гово-

говорится, а если взять учебник «потол-

«потолще», то можно обнаружить ыывод за-

законов Кеплера из;гакоиатяготения —

но не наоборот!
11адо сказать, что с такой проблемой

«наоборот» — задачей определения
закона взаимодействия по данным

наблюдений за движением, происхо-
происходящим в результате этого вэанмодей-

!•

ствия, — Ньютон столкнулся первым
из ученых, но не последним. Точнее

будет сказать, что он первый так зада-

задачу поставил. Похожая проблема стоя-
ла перед Резерфордом, когда он по

данным о рассеянии а частника ато-

атомах золотой фольги должен был дога-

догадаться, что рассеяние происходит на

глиомделе иапочтиточечных центрах

и подчиняется закону Кулона. И такая

же проблема возникает в нынешней

ГаммеоГалилей{1564-16*2)

физике элементарных частиц, где по

данным рассеяния одних частиц на

других нужно угадать закон взаимо-

взаимодействия, или. если угодно, характер

поля. (Такая задача называется обрат-
обратной задачей рассеяния, и в ее исследо-

исследовании замечательный прогресс был

достигнутсовсем недавно, буквально
в последние годы.) Так что Ньютон и

его проблемы действительно не уста-

устаревают.

Итак, давайте попробуем просле-
проследить возможный путь мысли Ньюто-
Ньютона. Начнем с того, что вспомним зако-

законы Кеплера —

1 -й закон: орбита любой планеты —

эллипс, в одном из фокусов которого
находится Солнце;

2-й закон: радиус-вектор планеты е

равные промежутки времени описы-

описывает ранные площади;

3-й закон: квадраты периодов обра-
обращений двух планет вокруг Солнца

относятся как кубы больших полуосей
их орбит. (Заметим, что по современ-

современным данным отношение Г2//?3 равнэ

кшB.573±0.005)-10-" сУм3.)
Вспомним также принцип инерции

Галилея — при отсутствии внешних

воздействий (сил) тело сохраня-
сохраняет неизменным состояние своего

движения (т.е. остается неизмен-

неизменной скорость тела как но велнчи-

ке.так и понаправлению).
Спрашивается: что можно вы-

вывести логически из этих посылок

и какие новые гипотезы пришлось

Рис. 1

ввести Ньютону? Первым шагом было

сопоставление принципа инерции Га-

Галилея со вторым законом Кеплера. В
самом деле, рассмотрим ситуацию, о

которой говорится в принципе Гали-

Галилея — никакая сила ие действует. Со-

Сохраняется лн так называемая сектор
ная скорость, т.е. скорость возраста-



ния площади, описываемой радиусом-

вектором движущейся точки? Да — в

этом легко убедиться, глядя на рису-

рисунок I. Условное Солнце (не создаю-
создающее никакой силы) иахолнтся в точке

S, точки Л, В, С изображают положе-

положения условной планеты через равные

промежутки времени Дг. скажем через

1 сутки. Сохранение секторной ско-

скорости означает равенство площадей

секторов SAB nSBC. И они дей-
действительно одинаковы: посколь-

поскольку в отсутствие силы сохраняется

направление скорости, то отрез-
отрезки АВ и ВС принадлежат одной

прямой, следовательно, треуголь-
треугольники SAB и SBC имеют общую
высоту»?//, нооснования их тоже

равны, так как сохраняется и

величина скорости, т.е.

AB=BC=vAt. откуда и вытекает

раненство площадей ¦

А если сила действует ц ско-

скорость меняется? Например, если

бы слал действовала вдоль пря-
прямой АС, то скоростьменялась бы

по абсолютной величине, отрез-

отрезки А В и ВСбыпк бы различны и

секторная скоростьбы не сохра-
сохранялась. I 1ьютон догадался: кзвто-

[юго закона Ксилс^м вытекает,

что riLia дейстпуст в направлении
прямой, соединяющей планету с

Солнцем.
JI v нпт. скажет читягсль. южг мне

открытие: куля она, собственно, ешемогла 6ч

.твйспюпат»-? /[а кулл угодно! ПрглсгзмлессЛс.
что г наше ирсмя некто эаият игл яг, юилынсм

«лламгпюЛ системы» ппкруг Земли — oji ire

iHicr что это на самом доле искусственные

i путники, и изучает их лпнжемне. Он может

ггкрмл. что некоторое «" даутг-ииг iukico го

¦шля. кгхпдещгс из цситрашышги тгм (Лен-

(Ленте), т.е. то. что из самой деле яплястся управ-

управляющим радио:иi надои, вызывает силу. дей-

твующую на спутник п разных случаях по

ца/шыммлцкт.х'пинч
- иногдаппклгагелиюй

л орбите, иненля 1Мил углом
и т.д. 'Jro уже

(уточ наш т'очгш.грачотний нгслеЛиттсль

«откроет плн а"Ля что на самой леде силл

1 пяплястся н солершагт раЛоту ад счет »кгр-

1ии. ^аиасскиий внутри спутника v вндс кчии

четкой энергии толлияа. а поэмушепис элш-

1|К>магиитнап) поля играет роль только ни

формациоинук1, сшнальную. Но эти потом, а

пока что он может прслпсиложнть пес что угод-

угодно. И ко ьрсмсна Ньютона очень нракло»ило5-
но пмгдяле#о 6м предположение, что покруг

нлалсты.махая крылышкачн. летают ашел^ и

КВАНТ -

орбита на нем чрезмерно вытянута
—

так выглялят насамом делеорбиты не

планет, а комет. Но, во-первых, коме-

кометы тоже подчиняются законам Кепле-

Кеплера, хотя Кеплер этого и не знал (а
кометы не знают этого и по сей лень),
а во-вторых, «геометрия — шго искусст-

искусство правильно рассуждать на непра-
неправильно построенном чертеже» (А. Пу-
Пуанкаре). Здесь же пунктиром военро-

изменения скорости. Отсюда вытекает,
что вектор изменения скорости нап-

направлен влоль прямой BS — как раз от

планеты к Солнцу! А поскольку из-

изменение скорости, согласно Галилею,

вызывается силой, то разумно пред-

предположить, что сила направлена туда

же, куда и изменение скорости, т.е. к

Солнцу.
Подведем предварительные итоги.

Мы доказали (нполне строго),
что из равенства площадей треу-
тольникоъSAS aSВО вытекает,

что векторная разность средних

скоростей планеты на участках
АВ и BD направлена вдоль BS,

т.е. кСолнцу. Но в рассуждении
имеются две слабости. Во-пер-
Во-первых, утвержденнеосохраиеккн

секторной скорости неизменной

означает совпадение площадей

криволинейных фигур SAB и

SBD, ограниченных не прямо-
лннейнымн отрезкамиАН и ВО.

а соответствующими дугами
—

Итак, Ньютон формулирует теоре-

му: раз секторная скорость планеты

сохраняется, значит, сила, лейгтвую-
тая на планету. напрЭЕлсна по пря-

прямой к Солнцу. Для доказательства

обратимся к рисунку 2. Планетная

ИогвнмКеплер( 15?J-1630)

изведен и рисунок 1, нотеперь планета

из томки В двигалась ис влоль той же

прямой в точку С, а пол действием
силы завернула и попала в точку D.

Приэтом секторная скорость сохрани-
сохранилась, т.е. площадьтреугольникаSBD

равна площади треугольника SAB,

или, в силу сказанного раньше, пло-

площади треугольннка5#С. Треугольни-
Треугольники SBC и SBD имеютобшую сторону
SB, поэтому из равенства их площадей
вытекает равенство соответствующих

высот: CK-DL. Это, в свою очередь,

означает, что линия CD параллельна

прямой BS. А что, собственно, такое

СП? Давайте решим этот вопрос с

помощью векторов:

СП = ВО-ВС.

ВС ш АВ.

АВ ¦= vAftbt н ВО а см,Ы,

где vA(i и vD0
—

средние скорости
планеты на соответствующих участ-
участках rpzit-кгорин; следовательно,

т.е. вектор CD коллинеарсн вектору рис. 2



ЛАКАЙТЕ ВМЕСТЕ ОТКРОЕМ ЗАКОН ВСЕМИРНОГО ТЯГОТЕНИЯ

участками эллиптической орбиты.
Хотя совершенно очевидно, что соот-

соответствующая ошибка становится ни-

ничтожной, если мы рассматрираем до-

достаточно маленький отрезок времени
Дг, и, кроме того, Кеплер по данным

наблюдения все равно не мог ничего

сказать о точной площади криволи-
криволинейных фигур и тожезаменял их обыч-
обычными треугольниками, но вес же для

превращения теоремы в совсем

строгую требуется чуть-чуть ак-

аккуратности с предельным перехо-
переходом Д?—*0. Это первое, но ие

главное м*сто, для которого
I [ькггону потребовался новый ма-

тема [ ический аппарат.

Во-вторых, и это гораздо более

важно, доказанная теорема каса-

касается изменения скорости, т.е.. как

мы тшерь понимаем, ускорения,
и потребовалась физическая ги-

гипотеза, что ускорение направле-

направлено вдоль линии действия силы.

Таким образом, можно предпо-

предположить, что шал* ко второму зако-

му 11ьютонабьм сделан одновре-

одновременное шагом кзакону всемирно

1ОТЯ1ОТСНИЯ.

Надо сказать, что с соьрсмсниоД точ-

точки лрелмй *ср ли совсем просто: иосто-

инстио секторной скорости
— это сохра-

сохранил нс мпмсита импульел а сохраняется

он тпльколля случая центральной силы.

I'i/т же хихоп сохранения ибыггняст.

ппчечу плииетна» арбитэ плоская (о чем

Кг-илср и I Iiihjtijh. наекплько и:н№1гпк> аигору.

не млумыпанцъ). Працда. он не объясняет,

почему плоскости орбит (мины* плаиб! почти

совпадают - wxixtwio. этот фактпмюркт пан
чт(нто уже «с простоо механике, а об истории

возникновении Солнечной системы како про-

i№CLf. npoTetumnie-M так. что практически пен

масса чс-iu тоHcxijjimи (тумана? сгустка?... ?)
соггч'^ггочнласыщ^итр*1 (Солнце), а.чочепт

нии vjim; д рлгпределн.ки пи периферии tin ми

птвлсклисьоттсчы.

Лишаемся дальше. Если гнла на

прошена от ллапеты к Солнцу, то как

она эаииет от расстояния цданета
—

Со.шце? Естественно искать ответ на

этот вопрос втретьем законе Кеплера,
потому что именно он говорит о пове-

повелении планет на разных расстояниях

от Солнца. Для этого, правда, нужно
верить, что у всех планет закон изме-

изменения силы с расстоянием один и тот

же. Быть может, это место былосамым

трудным. Впрочем, это уже область

гадания. А рассуждатьдальше можно

так. Как мы знаем из принципа Гали-

Галилея, чем больше действующая сила,

гем сильнее меняется скорость тела,

т.е. тем большеего ускорение. Подсчи-

Подсчитаем же ускорение для планеты — то

самое, котороетеперь называется цен-

центростремительным ускорением.

Обозначим искомую силу, завися-

зависящую от расстояния R, через F(R) и

допустим, что она пропорциональна

центростремительному ускорению
?f 'f2. Это естественное

предположение, потому что мы знаем

из принципа Галилея, что ускорение

должно расти с ростом силы, и. кроме

ИОЫ*НьютонA643-1727)

того, предположение о векторной кол-

коллинеарности силы и ускорения уже
сдеэано — склзап«а»гггужноскззат1>и
*6р. При таком допущении мы полу-

получаем

глет
— пока просто какой-то коэффи-

коэффициент, и отсюда мгновенно находим

простую формулу для периода обра-
обращения или лучше сразу для квадрата

периода, поскольку именно эта вели-

величина входит в третий закон Кеплера:

Составляя теперь кенлерояу комбина-

комбинацию T2/R3, мы получаем, что величи-

величина /"{ Rj R2/mдолжна бытьодинаковой
для всех планет. В частности, она не

должна зависеть от R* откуда сразу
г ледует, что зависимость силы от рас-

расстояния подчиняется закону обратных
квадратов:

i

его — зависимость величины силы от

расстояния: если вспомнить одинако-

одинаковую для всех планет постоянную Кеп-

Кеплера

то получается

Г3 W?2

Как можно было проверить это

результат? Здесь Ньютон сделал шаг

поразительной интеллектуаль-
интеллектуальной смелости (правда теперь ка-

кажущийсясовершенно естествен -

ным). Ои предположил, что фо] i -

мула (¦ ) с ранным успехом го-

годится для описания притяжение

не только планеты к Солнцу, но

и Луны к Земле, только величи-

величина А может бытьдругой -- обоз-

обозначим се кл. Тогда, поскольку

F/m есть ускорение (так был:)

нвелгнош), адвижение Луны -

вращательное г ускорением, pai •

ным Лк^^/Т^ то получаете а

просто снова третий закон Кеп-

Кеплера:

ко уже не для Солнечной сис-

системы, а для «Згмной». Радиус
орбиты Луны Нл и период е^

обращения Тл — величины,

которые Ньютон хорошо зиа_г:

7),-28 суток, /?д-318-10* м.

В результате получается

Снова подведем итоги. Мы уже про-

двинулисьдовольнодалеко. Из второ-
второго закона Кеплера мы определили

наирлвлеиислейстоиясилы.анэтреть*

Ну и что? Другого-то спутника у
Земли нет — только Луна, сравнит]]

результат вроде бы не с чем. Вот тут-
то и приходит черед знаменитого яб-

яблока из старого анекдота, соглагип

которомузакон всемирноготяготения

был открыт в салу, когда 11ьютону hi

голову упало яблоко. Ньютон дога-

догадался, что обычное падение тел на

Землю вызвано силой той же приро-

природы, что н тяготение планет к Солнну,
и поэтому ускорение свободного пал*

ния — вгем современным школьникам

известное д
- 9.8 м/<? — должно быть

равно отношению F/m из формул-]
(•), но только в качестве R нужно

взять расстояние от тела до центра

Земли,т.е. попросту ралнус Земли Я,.
А эту величину измеряли еще греки» и

Ньютон знал, что Rj-6400 км. 13

нтопе получается

«9,77 м/с2.

чтопрекрасно согласуется со значени-

значением 9,8 iVc3.
Это первый моментторжества: стар-

стартовав от астрономических законов



планет и сделав всего дел

допущения. Ньютон вычислил нели-

минус?. измерению совершенно неза-

независимо в земных условиях.
- и полу-

получил правильный ответ. Такое врял лн
могло быть случайным совпадением

1 Io-ehjhmomv. предположения Ньюто-

Ньютона правильные. I [аномиим их еще раз.

nej>itoo: F = та
—

предположение, сде-

сделанное в дна приема, сначала для

направленни нгкторов и потомдля их

модулей; иторос: сила одной и

той же природы действует на

планеты со стороны Солнца, на

Лунусостороны Земли и, нако-

наконец, на яблоки и прочие земные

предметы. Нсли первое можно,

пожалуй, считать до некоторой
степени естественным обобщени-
обобщением принципа Галилея, то второе
иначе как гениальным прозре-
прозрением не назовешь.

Что же было дальше? Л даль-

дальше Ньютон догадался, что коэф-
коэффициент т — эго масса тела,

потому что она определяет как

размеру инертности. Собствен-

Собственно, определения массы тогда не

существовало, и Ньютон просто
назвал коэффициентткзтимгло-
иом. Потом он понял, что ситуа

киядолжнабыть с нмметричноП.
и если сила тяготения пропор-

пропорциональна массе одного из тел,

то должна быть пропорциональ-
пропорциональна и массе второго, т.е. М. Пес

же остальные кепффнцненгы
есть просто мировая постоянная G.
так что получается всем известное

соотношение

а также

и

Когда через сто с лишним jilt после

открытия Ньютоном закона всемирно-

всемирного тяготейия Кавендишу удалось изме-
измерить гравитационное притяжение на

опыте и получитьтем самым значение

G, то из этих формул он смог найти

массы Солнца и .Земли;
к

к = Лп*СМ

— «взвесил» Солнце и Землю.

Но мы отвлеклись. По нашему рас-

рассказу получилось, что для открытия
закона всемирного тяготения было

достаточно знать второй и третий за-

законы Кенлера( итотолькодля круго-
круговых орбит), апервыннролебыиник
чему. Асколькосил и сколько леттруда

ушлоу Кеплера на первый закон!

К и А II т • I 9 9 4 / -v 4

Только представьте себе, как он

работал. В распоряжении Кеплера
было несколькосотен чисел — данные

астрономических измерений, преиму-
преимущественно Тихо Враге, и задача состо-

состояла в том, чтобы угадать уравнение
кривой поданным о координатах не-

некоторого числа ее точек (тоже своего

рила обратная задача). Кеплер брал
какую-нибудь гипотезу о формеорби-
орбиты и. варьируя параметры (например,

Здмучл Гагпей,' 1656-1742)

радиусы в случае круговых орбит),
вычислялдля каждого значения пара-

метров соответствующие сотни ожида-
ожидаемых значений результатов угловых

измерений — и сравнивал их с имею

ишмися. Если не получалось, выби-

выбирал новое значение параметра и начи-

начинал вычисления с самого начала. Ко-

Конечно, данные были, мят ко говоря, не

без погрешностей (они же были полу-
получены без телескопов!), так что Кеплер
должен был почувствовать, какими

отклонениями можно пренебречь, а

какие необходимо принять во внима-

внимание .

Наибольшиехлопотыдоставил Кеп-

Кеплеру Марс
— иасамомделе потому, что

у него довольно вытянутая орбита,
сильно отличающаяся от круговой.
Кеплер представлял себе, что он сра-

сражается с самим Богом войны Марсом.
Got какой, например, описал момент,
когда не сработала уже казавшаяся

правильной гипотеза об эллиптичес-

эллиптической форме орбиты с Солнцем в центре
эллипса (а не в фокусе!): «Втовремя.

как я упивался триумфом, одержан-
одержанным нал движениями Марса, словно

тот был уже окончательно побежден,
заключен в темницу таблиц и сплетен

путами уравнений, из разных мест

стали приходить сообщения отом, что

победа была лишь призрачной, и вой-

война разгорелась с новой силой. В сте-

стенах моего дома враг, которого я уже

считал пленником, разорвал путы урав-
уравнений и взломал темницу таблиц...

Снаружи шпионы, расставлен-

расставленные вдоль орбиты (я имеюв виду
исгннные расстояния), одолели
вызванные мной... войска фнзн
ческих причин, сбросили их гнет

и вновь обрели свободу. Еше
немного, и бежавший враг при-

примкнул бы к восставшим, что при-
привело бы меня в отчаяние. Не

теряя ни минуты, ятайно выслал

нперел подкрепление
— полки

новых физических причин, со

всей поспешностью разведал, в

каком направлении скрылся бег-

беглец, и стал преследовать его по

пятам».

Неужелитакой труд пропал да-

даром? К счастью, это совсем не так.

Всамом деле. чтобы догадаться до

формулы ( • ), было достаточно

второго и третьего законов Кеп-

Кеплера. И была опора с другой
стороны

— связанная с вычисле-

вычислением д. Но она была слишком

слабой для логического «моста»,

на который предполагалось во-

водрузить тяжесть научной теории всего

мироздания — а Ньютон претендовал
именно на это. Было крайне важно

найти какой-то способ проверки тео-

теории. Вот туг-то и пригодился первый
закон Кеплера. Задача теперь стави-

ставилась так. Допустим, что с ила подчиня-

подчиняется формуле < • ). Какова тогда будет
формл орбит? И Ньютон доказал, что

орбиты будутэллиптическими (или ги-

гиперболическими для быстро летящих
тел вроде иекоторых комет) и что в

третий закон Кеплера будут входить

именно большие полуоси, а не каки*-

нибудь иные расстояния.

Вот это и был главный момент тор-

торжества. И он продолжался много-

много лет:

— икогда комета Галлея, подчиняясь

предсказаниям формулы (О, стала

возвращаться в пределы видимости

каждые 76 лет;

— икогда Адаме иЛеверье открыли
новую планету ие глядя в телескопы,

а с помощью вычислений, — иНепгун
им подчинился, оказавшись точно в



ДАВАЙТЕ ВМЕСТЕ ОТКРОЕМ ЗАКОН ВСЕМИРНОГО ТЯГОТЕНИЯ

той точке неба и в то время, которое

предсказала формула ( • );
- и когда уже в нашем веке удалось в

течение нескольких летфотографиро-
фотографировать положения системыдвух близких

звезд и увидетьзамечательно правиль-

правильную эллнгггическуюформу орбиты...
Если же говоритьоб истории„ то. к сожа ic

мию. красивая легендаовелякомучок»!, скром-

10 отдающим лань прсдшсстпсииккач. стаиит-

ся спеиналнетачн «од сомнение, Есть очень

ксюкоснования думать, чтознаменитая фра-
фраза насчет гигантов была всего только грубой
попыткой оскорбить Гуна (который был ма-

маленького роста) к сояэи с теи. что уже после

окублимонаним Знаменитый кингм НыОТйиа

«Математические качала натуральной фи-
философии» и признания закона несмирного
тяготения Гук напомнил, что пи. хотя исего

закона и не <тпфыл. ik> некоторые правильные

мыелмв^гамналранленнииыеказывал. В час-

частости, известно, что Ньютон непериым дога-

ддлся ло 4закона обратных шэдратои» - об

Этом действительно (йшфнл Гук и нскитирыс

ярут : Тем не мшм абсолютное и полное

i ланснстпи Ньютона никакгнч» сомнения не оы-

Зымет Ничему?

Но-псрьмх. Иыотон перпым доказал, что

мл яакеша обратных киллратои «ытекаст

эллиптичность орбит. Только уэмап о су-
ществорани и т&когплежаздтельстиа. Гал чей

(открывший комету, иося1цу»отеягрьегоннп)
сумел уговорить Ньютона опубликовать его

результаты, нрилежапшме до того без дииже-

иим несколько десятилетий (!>. B^i-irropur,

тяготения — идсяотои. чтотяготсют «сетсла

«мире. В-третьих, н втагних книга Ньютона

6ыла(ннплястся) цельнымсооружением, велн-

колелнымлоор[юм.глепрекраснонсорвз.чепно
все — общий подход («метол приникши»»),

широтавзгляда(планеты — приливы
— яблоки),

фи.1сн:офская глубина (влять хотябы вопрос о

массе, где Ньютон четко объяснил три аспекта

этогопонятия.Свшзаниыес количествомвещес-

тоа. И1крлюстью и гравитационным «заря-

«зарядом», математический аппарат. Словом, это

дейстпмтелыюогронныйипрекрасныйдворси.
Л каждый отдельный кирлнч.окнокли колон-

колонии - очень пажиы. но ... эти только летал*.

« Наука состомт кэ фактом, подобно тому, как

здлчне мэкнрпнчен Но простое собранИ!!

фактов похоже на науку не более, чем груд»

кмрпнчгйнадомш (А. Пуанкаре). И кииечмпж!,

Ньютон, с его поразительной трудоспособ-
трудоспособностью и ни с чем не срашммыни достижени-

достижениями п науке.был подлинным украшением реси

человеческого, как это написапи нагго моги -

лев Пестминетерском аббатстве и Лондон*

А если мы считаем, что споры о приоритете

ис украшают никого, и пытаться лр*.шит ¦

челоьска маленького роста, называл еи

гигантом, глупо лаке в детском салу
— тс.

видно, таковоуж человечество, если укра-

украшающий его 11 ьютон себе это позволял...

Ну хорошо, а как же все-таки Ньютос i

вывел эллиптичностьорбит илформу •

лы (•)? Казалось бы. наконец, дошла

очередь до наеггоящего применени i

нового математического аппарата. I h 1

это — уже совсем другая история.

«КВАНТ» УЛЫБАЕТСЯ

Сегодня «Квант» улыбается вместе с московским Физтехом и его газетой «За науку»

Собеседование?
Вопросы на собеседовании — это фирменный стиль Физ-

Физтеха, выработанный годами. Скорее всего, нас спросят.

почему вы решили поступать в этот институт, но могут

спросить и такое:

- Назовитесущественные (по Вашему мнению) отличия

ученого от инженера.
- Какс помощью комнатного термомегра измерить тем-

температуру дверной ручки?
- Почемуу крокодила глаза плоские?

- Почемужелудок сам себя не переваривает?
- Переведитеэтот вопрос на английский язык.

- Принесите,пожалуйста, из соседней аудитории ведро
со ртутью...

Как и в суде, важно

правильно ответить на во-

вопрос о фамилии, имеют и,

если вспомните, о голе

рождения. Но главное —

создать впечатление, что

вы — не обвиняемый, а де-

декан — не прокурор. Удач-
Удачно защитившись, перехо-

переходите в контратаку:

— А,простите, как Вас

зовут?
~~ *||е могли оы ^ы

помедленнее задать свой

вопрос, у меня создается

впечатление, что уважае-
уважаемая комиссия чего-то не-

недопонимает?

— Ане считаете ли Вы,
что не сообщили мне са-

самого главного — принят я
или нет?

Нсли вас спрашивают, надо отвечать. Если же вы не зна-

знаете ответа на поставленный допрос, сформулируйте свой и

ответьте на него. Пусть комиссия поломает голову. Не те-

теряйте чувства юмора: комиссия работает давно н ей просто

хочется отдохнуть от серьезных вопросов. Так что если вам

, кажется, что товарищи шутят, ответьте в том же духе.
Иногда члены комиссии состязаются друг с другом в ос-

остроумии. Конечно, задавшему самый умный вопрос ничего,

кроме морального удоачетворения. не будет, но состязание

иг прекращается. Бывает, что абитуриенту залают вопрос,

на который сами члены комиссии ответа lit знают, например:
— Каквчера сыграли Россия — Голландия?
— Ктосейчас летает на станции «Мир» ?
— Какойсегодня курс доллара?
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Проблема Лебега
М. КОВАЛЕВ

Я
начинал подвизаться на мате-

математическом поприще с размыш-

размышлений над несколькими извест-

известными геометрическими задачами.сре-

.среди которых была одна проблема, вос-

восходящая к Л.Лебегу. В геометрии
немало подобных задач. — их прелесть

заключается и в простоте и естествен-

естественности постановки, н в надежде, осно-

основываясь иагеометрической интуиции,
найти достаточно простое решение.

Может быть, эта статья не только

познакомит читателей с интересной
задачей, но и подтолкнет когда-либо к

самостоятельному исследованию, к

пробе гооихенл.

Каждую плоскую фигуру #", рассто-
расстояние между любыми двумя точками

которой не превосходит 1, назовем

небольшой. Так, круг С^ радиусом -^
и равносторонний треугольник #j со

сторонами единичной длины — не-

небольшие фигуры, а единичный квад-

квадрат g, ш ABCD не является неболь-

небольшой фигурой, поскольку АС=Л>\
(рис. О. Ясно, чтокаждую небольшую
фигуру Уможно покрыть кругом С,
единичного радиуса, если взять его

центр в какой-то точкефигуры У. Пок-
Покрышкой (или универсальной покрыш-
покрышкой) назовем любую плоскую фигуру,
которая при движении способна пок-

покрыть каждую из небольших фигур.
Круг С, является покрышкой, но дале-

далеко не самой маленькой.

В1914 год>' выдающийся французс-
французский аналитик Лнрн Лебег, беседуя с

венгерским математиком Юлиусом
Палом, поставил вопрос о разыска-

разыскании наименьшей по площади нежрыш

ки. Этот вопрос до енх пор остается

открытым н за прошедшее время стал

проблемой.

Круг? Квадрат?
Шестиугольник?
Поищем наименьшую покрышку.

Перед нами стоит геометрическая за-

задача на экстремум. Вспоминая нэопс-

рн.метрическую задачу1, первым де-
делом хочется проверить

— ие будет ли
наименьшей покрышкой некоторый
круг? Этот круг должен покрывать

равносторонний трсугольннкУ|. Наи-
Наименьшим таким кругом является круг

С^д рддиусом -i. описанный вокруг

треугольника *,. (Докажите это. Ка-

Каков, кстати, наименьший круг, покры-

покрывающий тупоугольныйтрсугольиик?)
Оказывается, кругС^ является пок-

покрышкой. Это было доказано англий-

английским математиком Г.У .?. Юнгом еще

в 1910 году.

Теорема. Наименьшей извсех кру-
toe покрышкой является круг Cmj-
Доказательство. Рассмотрим на-

наименьшую нз содержащих фигуру У
окружностей. Фигура У непременно
прилегает к этой окружности, ибо в

противном случае окружность можно

было бы уменьшить, не меняя ее цен-

центра О (рис. 2). Покажем, что среди
точек прилегания фигуры Jk окруж-
окружности либо найдутся три. являющиеся
вершинами остроугольного треуголь-

Рис.2

ника, либодве диаметрально противо-

противоположных. Действительно, допустим
противное, т.е. что весточки прилега-

прилегания фигуры 5Гк окружности лежат на

дутсЛ?г>1е11ьшейгихтуокружности (см.

рис. 2). Тогда, если фигуру Я" чуть-

чуть подвинуть в направлении МО,
где М —

середина дуги АВ. то она

перестанет прилегать к окружности.
Чего, как мы видели, ие может быть,

если окружность наименьшая.

Есан фигура ^прилегает к окруж-
окружности в двух диаметрально противо-

противоположных точках, то раднус окруж-

окружности R не превосходит 4-. Если же 3*

прилегает к окружности в вершинах

остроугольного треугольника АВО,
то потеореме синусов

BD
_
АВ _

РА
ш 2Й

мпA sin/) sin В

Поскольку сумма угловтреугольника
равна 180°= 60°-3, то хотя бы одни нз

углов AABD не меньше 60*. Пусть это

будетуголИ. Поскольку 60*5 А < 90°.

то

причем последнее неравенство обра-
обращается вравенство. когда ДИЯС равен

треугольнику &у Теоремадоказана.
Площадь кругаС^ ра*1 ¦§¦ ш 1JM7.

Однаколегко указать покрышкуиень-

шей площади. Таковой является, на-

например, единичный квадрат Qt.

'О там. что из есех фшур с мданы.4 пе-

периметром наибольшуюTLwutfdb uMctm круг.

Рис.3

Упражнение 1. Докажите, что кяалрэт $л —
наименьшая покрышкасреди всех квалраток.

Покажемтеперь, как можно нз квад-

квадрата (?, получить еще меньшую пок-

покрышку. Впишем в квадрат ft =ARCD

окружность единичного диаметра, и

опишем вокругэтой окружности пра-

правильный восьмиугольник так, чтобы

его стороны через одну лежали на

сторонах квадрата (риг. 3). Восьмиу-
Восьмиугольник получается отрезанием от

Э Кммт >* Л
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квадрата <? четырех равнобедренных
треугольников: f, , t2, ty. t4. Посколь-
Поскольку гипотенузы противоположныхтре-
треугольников {, и tj параллельны и

расстояние между ними равно 1, то

каждая не лежащая на гипотенузе точ-
точка х одного из этих треугольников
удалена от другого треугольника на

расстояние большее 1. То же самое

можно сказать и о паре противопо-

противоположных треугольников *j и *4. Пусть
теперь небольшая фигура #" покрыта
квадратом <?. Тогда, если какая-либо
точка фигуры # совместилась с точкой

ходкогоиз треугольников t (l S i 5 4),
не лежащей на его гипотенузе, то фи-
фигура У не пересекается с противопо-
противоположным кг, треугольником. Поэтому
фигура Сможет «заходитьвнутрь» не

более чемдвух соседних треугольни-
треугольников, прилегающих к одной и той же

стороне квадрата. Таким образом,
любуюнебольшуюфигуруможнопок-
покрыть шестиугольником, полученным

отрезанием от квадрата ф двух сосед-

соседних треугольников, например ?, и с}
на рисунке 3.

Упражнение 2. Вычислите площадь этого

На самом деле, существует шестиу-
шестиугольная покрышка гораздо меньшей

площади, чем .мы нашли. Этоиравиль-
иый шестиугольник §. вписанный в

кругЮигаС^| (рнс.4). Кстати,диа-
Кстати,диаметр окружности, вписанной в§, ра-

равен 1. Площадь этого шестиугольника

равна-^.-08

КВАНТ 1994/>*4

Задач* 1. Полетайтссьдокгззтъ.чтошссти-

угол11мик?
- покрышка.2

Покрышка § была указана Ю.Па-
лом в работе 1950 гола. Но и из шести-

шестиугольника § можно вырезать еще

меньшуюпокрышку, как этомысдела-

сделали с квадратом Q{. Опишем вокруг
окружности, вписанной в§, правиль-
правильный двенадцатиугольник (рис.4) так,

чтобы егостороны через одну лежали

на сторонах шестиугольника (он по-

получается отрезанием от§ шести треу-
треугольников tt, 1? i s 6 ). Если от шести-

шестиугольника отрезать не все шесть треу-
треугольников, а только два» {, н t3. то

получившийся восьмиугольник О$ еще
будет покрышкой.

Упражнение 4. Докажите это.

Рекорды
Восьмиугольник 00 былсамой мень-

меньшей нз найденных Палом покрышек,

его площадь равна 2—?*- 0.845299.

В 1936г. немецкий математик Р.Шлраг
уменьшил эту покрышку Пала. Пок-

Покрышка Шпрага (рис.5) получается
отрезанием от восьмиугольника

Og'ABCDEFGh двух криволиней-
криволинейных треугольников EIK н EJKt где IK

иJK -

дуги окружностей единичного

радиуса с центрами в точках II и В

соответственно. Площадь получивше-
получившегося криволинейного десятиугольни-
десятиугольника ABCDIKJFGH приблизительно
0,844144. Шпраг считал, что из его

покрышки нельзя вырезатьменьшую.

УлражимнсЗ. Докажите, что кссуисству-
ет иксщуголм! А покрышки с плотхию мень-

меньше*, чем у шестиугольника$.

*Есямаполучится, доыэатемстао
найти е книгах: Д.Ц1клярский, Н.Чеф
И.Яглом 4Геометрическиеоценки изадачи из
комбинаторной геометрии* (М.: 1974) и

Ц.Болтякский, И.Гохбсрг-*Разбиениефигур
на меньшие части* (М.: 1971).

Рис 5

Мы назовем покрышки, обладающие

этим свойством, неуменьшаемыми.
Наименьшая покрышка неумепьшае-
hq% однако неуменыиаемая покрышка
может и не быть наименьшей. На про-
тяжс1шипочтн40лет покрышкаШнра-
габыла самой малой из известных. Но

в 1975 г. Х.Хансен все-таки «срезал»

с нес два микроскопических кусочка

общей площадью, по его подсчетам,

порядка 10~19 квадратных единиц!
Покрышка Хансена (рис.5) получает-
получается из покрышки Шпрага срезанием

двух углов С и С, лежащих иа сторо-

сторонах правильногодвенадцатиугольни-

двенадцатиугольника, вписанного в восьмиугольник 0|t
лугами окружностей единичного ра-

радиуса с центрами в точках Р и Q на

расстоянии - 3,7-10*' от соответству-

соответствующей вершины Хансен предложил
доказательство того, что полученный
криволинейный выпуклый двенадца-
двенадцатиугольник, симметричный относи-

относительно оси АЕ> является исуменыиае-

мой покрышкой. Однако оио опирает-
опирается на недоказанное и сомнительное

допущение.

Отметим, что все авторы, начиная с

Пала, искали ие вообще наименьшую,
а выпуклую покрышку (выпуклой на-

называется фигура, содержащая вместе

с каждымидвvm своими точками отре-

отрезок, соединяющий их). Наименьшая
из ныне известных покрышек постро-
построена в 1980г. Г.Даффоч Площадьэтой
невыпуклой н ис симметричной пок-

покрышки 0,84413570...

Вопросы. Вопросы,..
Чтоже все-таки известно о наимень-

наименьшей покрышке? Оказывается, очень

мало.

Во-первых, этооценкн ее площади.

Об оценке сверху мы уже много гово-

говорили. Простейшую оценку снизу дает
площадь круга единичного диаметра
~ = 0,785.... Учитывая усовершенство-

усовершенствованную нижнюю оценку Пала для

площади 5^,,, наименьшей выпуклой
покрышки, можно записать неравен-

неравенства:

0.8257\\m.. <08441144...

Итак, мы знаем площадь наименьшей

выпуклой покрышки с хорошей сте-

степенью точности: Smtn = 0?349 ± 1,1%.

Во-вторых, у нас есть отрицатель-

отрицательные результаты. Мы уже выяснили,

что наименьшая покрышка
— ие круги

не шестиугольник. С нашими знания-

знаниями легко доказать, что она не может

бытьнитреугольником. иичетыреху-
иичетырехугольником, ни пятиугольником. Дей-
Действительно, наименьшая покрышка

содержит круг С^ диаметром 1. А из

всех л-угольников. содержащих круг

Су;, наименьшую площадь имеет пра-
правильный п-угольник. описанный во-

вокруг этого круга.
Задана 2. Попытайтесь доказать это (доха*

эатсльстю нмсстся, например, в упомянутой
Ю1ИТГ Д.Шклярского. И-Чепцом н И.Яглоиа).
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Теперь остается только убедиться,
чтоплощади правильных треугольни-
треугольника и пятиугольника описанных во-

вокруг круга еде* больше площади на-

наименьшей покрышки. Для квадрата

фи шестиугольника § мы это уже

проделали.
Задача 3. Докажите, что наименьшая пок-

покрышка не можетбыть ограничена эллипсом.

Создается впечатление, что ни одна

из замечательных фигур элементар-
элементарной геометрии ие претендует на роль
наименьшей покрышки. Перечислим

некоторые нерешенные вопросы» воз-

возникающие нз проблемы Лебега. Нам
придется говорить о наименьшей пок-

покрышке во множественном числе, пос-

поскольку ие решен
Вопрос 1. Единственнали наимень-

наименьшая покрышка?
Этот вопрос имеет смысл» если на-

наименьшую по площади покрышку счи-

считать замкнутой, т.е. содержащей свою
границу, и неумсньшаемой. Неумснь-
шаемоетъже покрышки следуетпони-

понимать как отсутствиеее замкнутого под-

подмножества, являющегося покрышкой.

(Требование неуменьшаемости необ-

необходимо при рассмотрении иевыпук-
лых покрышек, посколькудобавление
к покрышке конечного числаточек илн

отрезков не меняет ее площадь.)

вопрос 2. Имеется ли среди на-

наименьших покрышекмногоугольник с
конечным числом сторон?

В-третьих... Вы еще не усомнились
в самом существовании этой неулови-
неуловимой наименьшей покрышки? Можете

успокоиться! Высшая математика в

состояниидоказать, что хотя бы одна

наименьшая покрышкадействительно

существует. Вот. пожалуй, н все, что

известно о ней. Итак, по всей видимое-

ти. нужно искать какую-то новую, не

встречавшуюся досслефигуру. Пога-

Погадаем о том, какой она может быть. Все
малые покрышкн, о которых мы гово-

говорит заисключениемодной похрьгш-
ки Даффа. — являются выпуклыми.
Вопрос 3. Есть ли среди наимень-

наименьших покрышек выпуклая?
Можно сузить вопрос и искать не

произвольные наименьшие покрыш-
покрышкн, а наименьшие выпуклые покрыш-
покрышки. Для iiихтоже ие решен ни один нз

приводимых вопросов.
Задача 4. Докажите, чтодиаметр наимень-

наименьшей пыпуклой тхчрмшкн меньше 2. Можетели

*ы улучшитьэтуоценку? (Диаметров замкну-
замкнутой фигур** называется наибольшее нз попар-
попарных расстояний между точками.)

Наступило время уточнить поста-

постановку самой проблемы Лебега. Вгля-

Вглядимся в определение: покрышкой иа-

з*

ПРОБЛЕМА ЛЕБЕГА

эывастся фигура, которая при движе-

движении способна покрытьлюбую неболь-

небольшую фигуру. Здесь есть неясность в

том, какие движения покрышки мы

считаемдопустимыми. Вообразим пок-

покрышку вырезанной из картона. Дозво-
Дозволено ли нам ее снимать с плоскости н

переворачивать, или нет? Математик
бы сказал, что в первом случае мы

допускаем движения с отражениями,

а во втором
— только собственные

движения покрышки. Итак, мыдолж-
должны различать два вила покрышек: 1)
покрышки, которые можно перевора-
переворачивать (отражать), назовем нх о-пок-

рышкамн, н 2) покрышки, допускаю-
допускающие лишь собственные движения в

плоскости, для них мы сохраним пре-

прежнее название. Большинство нз рас-

рассмотренных нами покрышек имелоось

симметрии, поэтомудля ннхбыло не-

несущественно
—

допускаем ли мы отра-
отражения или нет. Исключением являет-

является покрышка Даффа.
Ясно, что всякая покрышкаяиляется

и о-покрышкой, а наименьшая пок-

покрышка может быть н больше наимень-
наименьшей о-покрышки.
Вопрос 4. Существуетли наимень-

наименьшая о-покрышка, неявляющаяся пок-

покрышкой?
С этим вопросом связан

вопрос 5. Имеетсялинаименьшая

покрышка(о-покрышка), обладающая
осьюсимметрии?
Если окажется, что наименьшая о-

покрышкаосесимметричиа. тоона же

будет и наименьшей покрышкой. Ко-
Конечно, н всепредыдущие вопросы нуж-

нужно ставить отдельно для покрышек н

лляо-покрышек.

Облегчимзадачу
Один из способов нащупать подхо-

подходы к решению сложной задачи, — по-

попытаться поставить и решить похо-

похожие, поболее простые задачи. Даже
если эта разведка боем не приведет к

II

конечной цели, можно рассчитывать

на получение интересных результа-
результатов. Упрощая проблемуЛебега, я рас-

рассмотрел задачу нахождения наимень-

наименьшей покрышки для всех небольших

треугольников и частично решил ее.

Сейчас этот результат будет описай.
Наиболее удаленными друг от друга

точками треугольника являются две

его вершины (докажите). Поэтому
небольшие треугольники — это треу-

треугольники со сторонами, по длине не

превосходящими 1. Каждый такой

треугольник можноумесгнтьв равно-
равнобедренный треугольник^ с боковыми

сторонами 1 и углом у при вершине.

Упражнение 5. Докажитеэто.

Теорема. Наименьшей выпуклой
покрышкой ио-покрышкойдля семей
ства Т треугольников ty (а тем

самым и для всех треугольников, ди-

диаметр которых не превышает Ояв-

является несимметричный треуголь-
треугольник Д м ЛВС с основанием Л/? ,уг-
углом 5 = 60* и высотой CD= cos t0°

(рис.6). Фигура Д является един-

единственной (с точностью до отраже-
отражения) наименьшей покрышкой. Еепяо-

щадьравна -i cos 10* *¦ 0,4924.

Доказательствотеоремы вполне эле*

ментарно
3 Оноосновывается на счаст-

счастливой случайности. Дело в том, что

уже для двух треугольников t^ и fa
нз семействаТнельзя найти выпуклой
покрыткне ллощадьюменьшей. чем

площадь треугольника Д.
Задача 5. Докажите, что каждаяо-локрыш-

кадля семействаТтреугочьнико* f
y
является

покрышкой.
Задачаб Докажите. <лпД -

покрышкадля

семейства Т.

Однако выпуклая покрышка Д да-

далеко не самая лучшая. Укажем невы-

невыпуклую покрышку меньшей площади.

у в̂Украинскомгесичеп

рическомсборнихс*. №26эа 1983 год.

Рис 7
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ПустьхОу- прямоугольная система

координат. Рассмотрим множество всех

симметричных относительно оси Оу
треугольников t,, 0°? у ? 60*, основа-

основания которыхлежат наоси Ох, э третья

вершина
— выше у i 0 (рис.7). Обь-

единениевсех треугольников
- фигу-

фигура Л*
- очевидно, покрышкадлясемей-

семейства Т. Криволинейная часть границы

покрышки JW — луга fgk на рисунке 7
-

представляет собой часть хорошо

изученной линии — астроиды
XW + yW = х t Точки f и h лежат ка

сторонах равностороннего треуголь-

треугольника. Нашу астроиду можно опреде-

определить как границу фигуры, заметаемой

единичным отрезком, концы которого

свободно скользят по координатным
осям. Вь1числитьплощадь фигуры Л/,
наверное, проще всего, пользуясь ки

иематическлмисоображениямн. одна-

однако без интегрирования не обойтись.

КВАНТ • 1 9 9 4 / "< 4

Вычнсленнядают

Задача? Постройгс.нсходяюфнгурыЛ*.
неуменьшаемую покрышкуЛадя сеыейепд Т.

Можете ли вы указать покрышки с меньшей.

чем у Л' плошадмо?

Л.Лебег ставил также вопрос о на-

нахождении покрышки наименьшего

периметра (назовем сер-наименьшей).
Этот тоже нерешенный вопрос иссле-

исследовался многоменьше. Приведемтоль-
только оценки периметра Яр-наименьшей
покрышкн. установленные Палом:

33021 -338Z..

В одном отношении вопрос о р-на-
именьшей покрышке проше

— заведо-

заведомо ясно, что эта покрышка выпукла.

На рисунке 8 изображена покрышка

Рис. 8

?7 для семейства треугольников Т,
являющаяся, по мнению автора, р-

нанменьшей покрышкой для этого се-

семейства. УГ— это сектор единичного

круга с углом 60* и со срезанным с

краю сегментом в 30*. Периметр ?7

равен 2+? + 2sinl5e-3,04123....
о

Задача 8. Докажите, что Iff —

иая клирышка длн семейства Т.

ИНФОРМАЦИЯ

КОМПЬЮТЕР И ГЕОМЕТРИЯ

Сегодня вычислительная техника дает возможность пос-

построить такую систему изучения геометрии, которая вклю-

включала бы в качестве одного из ее элементов самостоятель-

самостоятельный поиск учеником новых для него фундаментальных
истин. Персональные компьютеры позволяют ученикам

нащупать новое понятие, подметить закономерность, про-

проверить гипотезу. Конечно же, для этого должны быть

специальные сервисные программы.
Несколько лет назад в США фирмой «Key Curriculum

Press» была создана компьютерная обучающая програм-
программа «The Geometer's Sketchpad». В настоящее время она

широко распространилась по школам США и ряда дру-

других стран. Недавно в Московском институте новых тех-

технологий образования создана русская версия этой про-

программы. Она получила название «Живая геометрия».

Рис. t

Компьютер, снабженный этой программой, можно рас-

рассматривать как чертежный прибор, производящий все

действия, выполнимые с помощью циркуля и линейки.

Управление осуществляется с помощью набора кнопок,

расположенных вокруг экранного поля — аналога клас-

классной доски (рис.1).
Простейшее действие в этой программе

—

установка

точки на экране. После установки двух точек можно

провести, по желанию, либо прямую через эти точки,

либо луч этой прямой с концом в одной нз них. лнбе

отрезок с концами в этих точках. Кроме того можно

провести окружность с центром в одной из установлен-
установленных точек, проходящую через вторую точку. По трем
точкам строится угол или треугольник. Не представляет

трудности деление отрезка пополам, как и проведение

биссектрисы угла или перпендикуляра к данной прямой

через данную точку. Таким образом производится весь

стандартный спектр геометрических построений, изучае-
изучаемых в средней школе. По специальному требованию пос-

построенные объекты (точки и прямые) получают на экране

буквенные обозначения (рнс.2).
Специальная подпрограмма выдает числовые характе-

характеристики построенных объектов: длины отрезков, величи-

величины углов и луг, плошали многоугольников, которые мож-

можно вводить в специальные таблицы для запоминания и

последующего анализа. Этим перечнем можно ограни-

ограничить «статическую» часть программы «Живая геомет-

геометрия».

Однако главное достоинство этой программы отражает-

отражается во втором се наздалии — «Динамическая геометрия». В



КОМПЬЮТЕР И ГЕОМЕТРИЯ

Рис. г

чем же динамизм прогрччммы? Во-первых, пользователь

может двигать по экрану построенные объекты: точки,

прямые, окружности. При этом сохраняются установлен-

установленные при построении связи. Например, если перемещать

по экрану одну из вершин треугольника, в котором про-
проведены биссектрисы углов, то будут двигаться и смежные

с этой вершиной стороны, а также н биссектрисы, остава-

оставаясь биссектрисами уже новых углов. Совершая такие

движения, пользователь может воочию убедиться, что

биссектрисы (медианы, высоты) треугольника всегда пе-

пересекаются в одной точке, «сто площадь треугольника не

меняется, если одну из вершин передвигать параллельно

протииоиоложной стороне, и т.д., т.е. выявлять законо-

закономерности, высказывая и проверяя гипотезы.

«Динамические» способности программы «Живая гео-

геометрия» не ограничиваются возможностью таких переме-
перемещений. В ее арсенале

— преобразования симметрии, го-

гомотетии, вращения на заданный угол. Можно создать

композицию гаких преобразований: скользящую симмет-

симметрию, поворотную гомотетию и другие, получить на экра-
экране образы заданного преобразовании (рнс.З) с окраской
каждого следующего образа в новый цвет или новый

оттенок заданного цвета.

И это не вес. Можно оживить изображение, заставив

двигаться некоторые точки по прямым или окружностям

Центр

с заданными скоростями, при этом и все связанные с

ними объекты приходят в движение так же, как н при

передвижении точек пользователем. Получается настоя-

настоящий мультфильм.
Перечисляя динамические возможности программы, не-

нельзя пропустить ее способность выполнять рекурсивные

построения, в результате которых можно получать раз-
различные фрактальные кривые, такие, как «кривая Кох»

(рис.4).
Все построения, совершаемые пользователем, могут быть

занесены в память с тем, чтобы простым нажатием клави-

клавиши они вновь могли быть воспроизведены шаг за шагом

Это дает возможность для учителя заранее готовить сце-

сценарии построений для демонстрации их иа уроке. Такая

возможность породила и значительное число (около 100)

разработанных сценариев с комментариями для учителя

Число таких сценариев постоянно увеличивается. В США

образован специальный центр, в котором собираются и

обрабатываются новые сценарии.

РИС.4

Возможности «The Geometer's Sketchpad» привели к

созданию нового школьного курса геометрии, осионанно

го на визуальном восприятии геометрических понятий

Был создан н соответствующий учебник. В этом курсе
вместо строгих доказательств теорем предлагается про-

проверка их утверждений на приме |»ах.

Такая концепция преподавания геометрии довольно

спорка, она противоречит принятому везде дедуктивно-

аксиоматическому методу, который формирует также на-

навыки формально-ло!ического рассуждения. Думаем, что

не стоит (по крайней мере о ближайшее время) менять

стиль преподавания, переводя его на эмпирическую осно-

основу, но обогатить преподавание геометрии новыми воз-

возможностями отнюдь не помешало бы. Тем более, что

восприятие геометрии школьниками довольно формаль-
формально, что показывают результаты вступительных экзаменов

в пузы и математические олимпиады. Свободная игра с

геометрическими объектами, которую предоставляет «Жи-

«Живая геометрия», лает возможность ближе знакомиться г

законами геометрии, открывать их самостоятельно.

Желающие получить более детальную информацию с

программе «Живая геометрия» могут обращаться непос-

непосредственно в Московский институт новых технологий

образования A09004 Москва, ул.Нижняя Радишевская,
д.10, тел. 915-62-96 н 915-60-50).

И.Розов, A.Caeuu

Рис.3

4 Кыкт Л* 4
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Сколько у числа делителей?
Б.КОТЛЯР

Простое ли число —

единица?
Задумывались ли вы когда-ни-

когда-нибудь, почему единицу не примято
считать простым числом? Ведь, как

и у всякого простогочисла, ее делите-

делители — онасам"а иелиниил, не так ли?

Разумеется, ни тобыли причины
—

не менее веские, чем те. по которым

Припяти считать параллельными со-

ипадающие прямые. Нслн исключить

их изчигла параллельных, приходит
-

ся во множестве формулировок гсо-

мст]>ических фактов рассматривать
ио&чожногть гомпаления двух прямых

отдельно, хотя теоремы и аксиомы без

изъятий распространяются на этот

случай.
Единица, долго причислявшаяся к

простым числам, лшпилагь этого зиа-

Hiijuucyiyob практических соображе-
соображений. Очень удобно было бы. чтобы

разложение всякого натурального
числа на простые множители было

единственным. Но если считать, что

число 1 простое. спрлисллиЕЮСтьэтот

утперждения нарушается.
Разложим для примера на простые

множители какое-нибудь число, ска-

скажем. 84:

Ы = 2-2-3-7 = 22 -3-7.

Можно ли разложить его как-то ина-

иначе? Разумеется, можно перестав,шгь

сомножители местами, нотакие разло-

разложения естественно считатьсовпадаю-

шинн. То, что других разложеннЙ нет,
вытекает из так называемой «основ-

нон теоремы арифметики », утвержда-
утверждающей, что любое натуральное число

разлагается на простыемножители,

причем(с точностью до перестанов-
перестановки) единственным образом, т.е. нату-
натуральное число N однозначно пред-

представляется в виде

где р|,.... pk
—

различные простые
числа, а а,, .... at

-

натуральные
числа.

Вернемся к нашему примеру. Число

2 входит о разложение числа 84 во

второй степени, 3 и 7 — в первой. А в

какой степени нхолит в разложение

Пробороненные просторы
Такгладко улеглись вдали,
Как будто выровняли горы
Или равнинуподмели.

Б. Пастернак

этого числа простой множитель 5? Ни
ь какой, т.е. в нулевой. Так чтоможно

считать, что в р;ь)ложспии содержатся
все простые числа, но некоторые

— и

нулсиой степени. Конечно, мы будем в

дальнейшем иыпнсывлть только те

сомножители, которые ыхолят и разло-
разложение «по-настояшему».
Теперь понятно, почему неудобно

считать ] простым числом. пель се

можно приписать к разложению мно-

множителем н любой степени:

84 - 15-'2?-3 7-1100-22-3-7

и т.д. Тем самым единственность раз-
разложении на простые множители ока-

оказалась потерянной.
Есть еще рял причин

- и простых, н

лонольно хитрых
— в пользу того,

ч'юбы единицу простым числом не

(читать. Папишеч подряд несколько

первых натуральных чисел, а пол ни-

ними — число их делителей (учитывая
только различные делители кажлогс
числа). Для числа ЛГ число егоделите-

делителей обозначим т{Лг). Из получившей-
получившейся таблицы вилно. что у единицы лишь
один делитель: у всех остальных нату-
натуральных чисел их больше (причем у

простых
-

ровно по два). Поэтому
желательно выделить се в отдельный

класс чисел — и не простых, и ие

состаипых.

Число делителей
натуральногочисла
Можно ли записать функцию т(Лг)

аналитически? Оказывается, можно,
и даже не очень сложно. Давайте по-

посмотрим, как это делается.

Будем записывать натуральное чис-

число N в виде произведения тех прос-

просTiiix. которые в ненулевой степени

ыходят в разложение этого чнел i.

Рассмотрим, как и раньше, равен-

равенство

г различными простыми р,, р7,.... pt

и натуральными показателями

а,, аг, .... ak. (Такое предстаилеиие
называется комочичнпаыралюженм ч

числа Л'.)

Теорема. Если

каноническое разложение нату-

натурального числа Лг. то

Доказательство. Любой полой» -

тельный делитель числа ЛГ имеет вил

4 Sat. Например.если всер, ¦(;.
то делитель равен I, если ucc (i, ¦ a,,

то де.'ипель равен N. Сколько же т^ -

ких лелктелгй можно образовать?
Показатель р, принимает ровно о, + I

значений — 0,1,2,..., а,: Р2 припимлег
аг + 1 значении и т.д. Поэтому различ-
различных делителей вида pf1 будет а, +1,

делителей вила $* будет а, + 1; следе •

ватольно, делителей вида p*lPj* Сух г

ровно (а, + 1)(а2 + ]). Продолжая эте г

процесс дальше, получим требуемы*
результат.

Полюуясь зтой формулой, можно

ианти число лелнтелей любого нату-

натурального числа, но сначала придете:!

разложить это число на множители,

чтобы узнать показатели a,. a,t . ,

..., а4. Аэтоневсегдапростосделать:
ведьдля очень большого числатрудно
попять, простое оно или состависк*.

тем более -~ написать его клноническс^

разложение.
Это не единственный недостаток

приведенной формулы. Поведение
функции т(А/) хаотично: с одной сто-

стороны, для каждого простого числа

Твблицй

N

x(-V)

1

1

2

2

3

2

4

3

5

2

6

4

7

2

8

4

9

3

10

4

11

2

12

Ь
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х{р) = 2, и простых чисел бесконечно

много, т.е. какугоднодалеко воиторой
строке нашей таблицы будут попа-

попадаться двойки- с другой стороны, ясно,

чтодля некоторых jV числоделителей

можетбытъекааьугоднобольшим —

чтобы добиться этого, нужно лишь

взять число, 8 каноническом разложе-

разложении которого показатели аР аг,...,аА
достаточно велики. На рисунке 1 изо-

изображен график функции^'), точки

для наглядности соединены отрглка-

ми. Видите, какие получаются «горы и

ущелья?»
От точной формулы толку мало -

слишком уж нерегулярна наша функ-
функция. Нет ли более наглядной, пусть
приблизительной, формулы, которая

сразу бы показывала, чего ожидатьот

Посмотрим, как ведет себя т(А/} «в

среднем». Возьмем среднее арифмети-
арифметическое числаделителей мерных Ы на-

натуральных чисел и обозначим его че-

Оказывается, для такой функции есть

хорошая формула. Она не абсолютно

10

€

4

2

О

КВАНТ - 1994 />*4

точна, зато выражает «среднее число

делителей» через хорошо известную

функцию:

Причем здесьлогарифм?
Откуда взялся логарифм? На пер-

первый взгляд его появление выглядит

довольно странно. Но на самом деле

ничего удивительного здесь иет. На-

Например, для .V = 2*

i(iV) * тB*)« я +1 = log2 JV+1 •

Конечно, пример не очень показа-

показательный, поскольку такое натураль-

натуральное число — степень простого
— явле-

явление релкое, ла н логарифм получился
не натуральный, а по основанию 2.

Мыдокажем справедливость пред-
предложенной формулы чуть ниже, но

сначала немногоуточним ее. Что озна-

означает здесь приближенное равенство?
Сушествуетчисло м .приблизительно
равное 0,154,такое что

10 15 20 25.V

Рис. t

причем аи
— бесконечно малая после-

последовательность, т.е. при стремлении N

кбесконечности ее предел \xitn:n нулю.

При больших номерах jV число аы
становится сколь угодно малым, и нм

можно пренебречь по сравнению с

постоянным числом м н уж тем более
по сравнению с растущей функцией
In jV . Бот в чем смысл приближенною
равенства т(Лг) * In Аг.

Среднее числоделителей
Сначала научимся «видеть» делите-

делители натурального числа. Например.
выпишем вес делители числа 12:

I. 2. 3.4. 6, 12.

Рассмотрим функцию /(х) - \2/х. Ее
график — всем известная гипербола.
Нам понадобится только одна ее ветвь

— та, что расположена в первом квад-

квадранте. Построим график: вычислим

значения функциидля заданных зна-

значений аргумента х: при х=\, 2, 3,...
получим у= 12,6,4,... Удобно вычис-

вычислять у для значений х, совпадающих

с делителями числа 12. Полученные
точки с целочисленными координата-
координатами отметим на координатной плоскос-

плоскости и соединим их кривой (рис.2).
Посмотрим теперь, сколько точек с

целочисленными координатами (их
называют «целыми точками»; иа ри-

рисунке 3 отмечены dcc целые точки в

окрестности начала координат) попа-

попали иа построенную нами ветвь гипер-

гиперболы. Их ровно 6 - столько же, сколь-

сколько делителей у числа 12. Псдь каждому

натуральномуделите*юхсоответству-
ет натуральное число у такое, что

ху= 12.

На рисунке 4 вместе с ветвью гипер-
гиперболы у»\2/х изображена ветвь ги-

гиперболы у = 6/х. на ней столько це-

целых точек, сколько делителей у числа

6. Но ведь каждая целая точка в пер-

первом квадранте под ветвью гиперболы
у = 12 /х, не считая точек, лежащих на

координатных осях, лежит на какой-

то гиперболе у»я/х, причем п<\2

Например, через точку < 1.11) прохо-

проходит гипербола у ~ 11 /х, а через точку

B,2) — гипербола у =А/х.
Выхолит, число делителей у всех

натуральных чисел, меньших либо

равных 12, — это число целых точек,

лежащих о первом квадранте под ги-

гиперболой y»\2/x и на самой этой

гиперболе ( не считая точек, лежащих

на координатных осях). Оно равно

У

12

10

8

6

4

2

О 8 10 12 х

У

12

10

2 4 6 8 10 12 х

Рис.2 Рис.3 Рис 4
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СКОЛЬКО У ЧИСЛА ДЕЛИТЕЛЕЙ?

Аналогично, для произвольного нату-

натурального числа N

—

рассуждение ничем ие отличается от

уже приведенного. Отсюда

N

Итак, задачу арифметическую
—

найти сумму числа делителей — мы

заменили задачей геометрической -

найти число целых точек в нервом

квадранте под гиперболой y-Nfx
(рис.5).
Точно решить ату задачу трудно, а

приближенно мы ее сейчас решим.

Построим на каждой целой точке, ле-

лежащей на гиперболе и под ней. еди-
единичный квадрате вершинами в целых

точках так. чтобы эта точка была «ле-

«левым нижним» углом квадрата. На

рисунке 6 такое построение сделано

дляNM6 Ясно, что число целыхточек

равноплощади фигуры, составленной
из единичных квадратов, а площадь

этой фигуры приближенно равна пло-
площади криволинейной трапеции, огра-
ограниченной сверху гиперболой. Ее же
легко найти интегрированием.

Проведем теперь намеченный план

доказательства.

Пусть St{N)
—

площадь криволи-

криволинейной трапеции 7j, ограниченной
линиями у=0, лг=1, x=N и y~N(х
(pnc.7);5^(N) — площадьфигуры Т7.
ограниченной линиями уш\, хя\,
xuN, у» jV/jt.Ясно, во-первых, что

«лишняя» площадь прямоугольника
равна S,(tf)-S2(tf)»tf-I. Во-вто-

Во-вторых, часть квадратов на рисунке 6

выходит за пределы криволинейной

трапеции Г,. Все они порождены точ-

точками целочисленной решетки, лежа-

лежащими вблизи гиперболы — полней или

на ней.

Сделаем условный рисунок (рис.8).
Пройдемся по этим точкам «сверху

вниз направо». Идя вниз, отмечаем

целые точки, а перед поворотом на-

направо
- выкалываем; идя направо,

выкалываем целые точки, а перед по-

поворотом вниз
— отмечаем. Так выде-

выделим все целые точки подгиперболой и

на ней. дающие выступающие квадра-
квадраты. «Настоящих» точек получилось
ровно N штук

— чтобы убедиться в

этом, достаточно спроектировать их

иаосьОу; «пустых» же — ровной—I
(спроектируем их на ось Ох). Значит,
всего выступает за пределы фигуры
ровноjV+CV— 1)»2Л'— 1 квадратов (при
N*6 их 11). Ноу некоторых квадратов
выступает лишь часть. Итак,

Подставим сюда значение

5, (АГ) - N +1. Получим

Преобразуем это неравенство, приба-
вивковсемегочастям -N+1;получим

Отсюда следует, что

Но ясно, что

.V

J^rfr = ,V In jrl
Значит.

Разделив обе части последнего нера-

неравенства на Nt получим

или

Но ведь функция InV растет неогра-
неограниченно вместе с N. Следовательно,

растет н x^N). Разность же между
иимн остается ограниченной, она не

больше 1. В этом смысл приближенно-
приближенного равенства x^[N) - 1пЛ'.

Вычислим значения функций т(лг)»
х (iV) и In V для небольших значений

N н построим их графики в одной

системе координат (рис.9). Видно, что

с помощью функций х Р{М) и 1пЛг

оказалось возможным сгладитьфунк-
функцию x[N)w — нам удалось «выровнять

горы н подмести равнину».

ТеоремаДирихле и

проблемаделителей
Последнее приближенное равенст-

равенство можно уточнить. В XIX веке выда-

выдающийся немецкий математик Петер
Густав Лежен Дирихле A805- 1859)

Рисб РиС.6
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придумал рассмотренный нами гео-

геометрический подход и доказал, что

квант ¦ i 9 9 4 / -** 4

В этом равенстве С
— так называемая

постояннаяЭйлера, определяемая как
предел

С= lim(l + -i+..-»--lnnY
,-._\ 2 я У

То, что этот предел существует, дока-

доказать достаточно просто. Приблизи-
Приблизительно постоянная С равна 0,577.

Последовательность aN
— бесконечно

малая. Днрнхлс показал, что она до-

достаточно быстро убывает к 0, — для

некоторой постояннойЛ выполняется

неравенство

В своем доказательстве Дирихле ос-

остроумно использовал симметрию ги-

гиперболы относительно биссектрисы
первого и третьего координатных

углов.

Замечательный русский математик

Георгий Федосеевнч Вороной A868 -

1908) показал, что на самом деле aN

убывает быстрее: для любого сколь

угодно малого числа ? > 0

Можно лн справа иапнсать функ-
функцию, убывающуюещебыстрее? Какой

10 15 20 25N

Рис. 9

показатель является предельным? В
этом содержание знаменитой пока не

решенной задачи — «проблемыделите-
делителей». Сейчас известны теоремы, в ко-

которых показатель у N меньше, чем в

оценке Пороиого, но окончательный

результат неизвестен. Впрочем, силь-
сильно уменьшить функцию справа нель-
нельзя — английский математик Харли
A877 - 1947) доказал, что уже при
показателе степени, равном -3/4. не-

неравенство не выполняется. Гипотеза,
пока не доказанная н не опровергну-
опровергнутая, состоит в том. чтодля любого t > 0

т.е. она утверждает, что стоит чуть-
чутьувеличить показатель, который,
по Харли, недопустим, — и после-

последовательность aN убывает уже
быстрее.
Проблемаделителей — одна из инте-

интереснейших задач теорни чисел. И еще

раз подивимся чуду
— числоделите-

делителей натурального числа, тоже, конеч-

конечно, натуральное, оказалось связан-

связанным с гиперболой, целыми точками на

плоскости, площадями, интегралами

и натуральными логарифмами!..
Упражнения
1. Докажете,что числоделителей натураль-

натурального N нечетно тогда и только тогда, когда

N - полный квадрат.

2. Функцияf на целых числах назьластся

мультипликативной, если /(аЬ)»/Ул)ДЬ)для
любых взаимно простых а и Ь. Докажите, что

т(п) — мультипликативная функция.

3. ПустьN
—

натуральное. Докажите, что

число целых точек ¦ области х>0, у>0, ху S и

I
А, Пусть (при mi 1) Хт[п) обозначает чис-

число решений неопределенного уравнения

ххх^...хщ
¦ п ¦ натуральных числах: ¦ частнос-

частности, очевидно, \х{п)ш\. т}{л)»т(л). Попро*
буйте сначала для м-3 а затем и для произ-

произвольного яа доказать утверждении..

и) т (л) — мультнпликатианая функция:

в) числорешении неравенства х,Х}...ха ? Л'

в иелых положительных хгх^...хя равно

ИНФОРМАЦИЯ

ЗАОЧНАЯ ШКОЛА ПРИ ВКИ НГУ

Заочная школа Высшего колледжа

информатики Новосибирского госу-

дарстьенного университета (ВКИ

НГУ) действует в рамках программы

«Молодыеинформатики Сибириь. В
настоящее время обучение в Заочной

школе проводится по курсам:

- разработкапервых программ с

использованием «Turbo Pascal 6.0»,

- введениев компьютерноемодели-

моделирование физических процессов и яв-

явлений,

- механикаиэлектричество (расши-
(расширен ный школьный курс).
Школа работает круглогодично. В

школу принимаются учащиеся обще-

общеобразовательных школ, начиная с 6

класса. Каждый учащийся сам выби-

раетудобный емутемп обучения. Учеб-

Учебные материалы рассылаются выпуск*

ми, состоящими нэ нескольких зада-

заданий.

Организация обучения в шкапе (под-
(подготовка и размножение выпусков, про-

проверка работ н т.п.) требует больших

финансовых расходов. Учащиеся оп-

оплачивают только половину стоимости

обучения, остальные расходы берет на
себя колледж (подробнее о размере
платы заобучение Вамбудетсообщено
после зачисления в школу). Умень-

Уменьшить стоимостьобучения можно путем
создания групп «Коллективный уче-
ученик» на базе Вашей общеобразова-

общеобразовательной школы по инициативе пре-

преподавателя.

Учащиеся Заочной школы, успешно
выполнившие все задания, получают

удостоверение. Рядфирм, в частности

фирма Borland, учредили призы для

лучших учащихся школы.

Для зачисления в Заочную школу

пришлите заявление с указанием, ло

какому курсу Вы желаете пройти обу-
обучение, и пустой конверт с маркой и

Вашим обратиым адресом.
Наш адрес: 630058 г. Новосибирск-

58, ул.Русская. 35, ВКИ НГУ, Заоч-

Заочная школа. Телефон для справок:
C83-2) 33*9 33.



ЗАДАЧНИК «КВАНТА»

Задачи по математике

и физике
Этотраздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала.

Публикуемые в нем задачи нестандартны, но для ихрешения не требуется
знаний, выходящих за рамки школьной программы. Наиболее трудные задачи
отмечаются звездочкой. После формулировкизадачимы обычноуказываем, кто

нам ее предложил. Разумеется, не все эти задачи публикуются впервые.
Решения задач из этого номера следуетотправлять не позднее 1 сен-

сентября 1994 года по адресу: 103006 Москва, K-6t ул. 1-я Тверская-Ямская, 2/1,
«Квант». Решения задач из разных номеров журнала или поразным предметам

(математике и физике) присылайте вразныхконвертах. На конверте в графе

«Кому» напишите: «Задачник «Кванта» № 4 — 94» и номера задач, решения ко-

которых Вы посылаете, например «М144 U или «Ф1448». В графе «... адрес отпра-
отправителя» фамилию и имя просим писатьразборчиво. В письмо вложите конверт
с написанным на нем Вашим адресом и необходимый набор марок (в этом кон-

конверте Выполучитерезультатыпроверкирешений).
Условия каждой оригинальнойзадачи, предлагаемойдля публикации,

присылайте в отдельном конверте вдвух экземплярах вместе с Вашим

решением этой задачи (на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая

задача по физике» или «Задачник «Кванта», новая задача по математике»»).
В начале каждого письма просим указывать номер школы и класс,

в котором Вы учитесь.
ЗадачиМ1441—7450предлагалисьнаМосковскойматематической

олимпиаде, задачи Ф1448—1457(кроме Ф1450 и Ф1455) — на Московской

физической олимпиаде этого года. Мы готовы также рассмотреть Ваширеше-

решения задач Санкт-Петербургскойматематической олимпиады, помещенныхв
этом номережурнала.

Задачи М1441 —М1450, Ф1448 —Ф1457 М1445.Нийдтгте наибольшее натуральное число, не

М1441.ЧетМ1>екузиечикасидятввеРшимахква.1рдта. оканчивающеесянулем, которое при вычеркивании од-

Кажлую минуту одни из них прыгает в точку, симиет- »°Г Т ***** У**""""*1 "̂ ЧИСЛ° ^

ричиую ему относительнодругого кузп«чика. Докажите,
что кузнечнкн не могут в некоторый момент оказаться в М1446.Из выпуклого многогранника с 9 вершинами,

вершинах квадрата большегоразмера. однаиз которых А, параллельными переносами, перево-
А.Коволъджи дящимиА в каждую из остальных вершин, образуется К

равных ему многогранников. Докажите, что хотя бы два
М1442. Дне окружности пересекаются в точках А и В. В иээтих 8 многогранников пересекаются (по внутренним
точке/t к обеим проведены касательные, пересекающие точкам)
окружности в точках М и N. Прямые ВМ и BN пересе- fГальперин
кают окружности еще раз в точках Р и Q {Р — на пря-

мойЯМ.С- па прямой ВЮ- Докажите, что отрезки Ml447. В квалрате клетчатой бумаги 10x10 нужно рас-
Л/Р и ЛГС>равны. ставитьодин корабль 1x4. два -1x3, три — 1 х 2 и че-

И.Ниаь тыро—1*1- Корабли не должны иметь общих точек

(даже вершин) друг с другом, но могут прилегать к гра-
М1443. Бесконечная последовательность чисел хя опре- ннцамквадрата. Докажите, что
деляется условиями: *„, - 1 -|l- 2тп|, причем 0i х51 а)ссли расставлять их в указанном выше порядке (на-
а) Докажите,что последовательность, начиная с нското- чинаяс больших), то этот процесс всегда удается довес

рого места, периодическая в там и только в том случае» тидо K0Hlxaj даже tcIlH B каждый момент заботиться
если ж, рационально. толькообочередном корабле, не думая о будущих;
б) Сколькосуществует значений ж,. для которыхэта б)если рассТавлять их в обратном порядке ("начиная с

последовательность
-

периодическая с периодом Г (для малых),то может возникнуть ситуация, когда очередной
каждого7=2,3,...). корабльпоставнтьнельэя(приведите пример).
Г.Шабшп К.Ш>штьев
М1444. Существует лнтакоймногочленЯЫ, чтоу него М1448.Рассматривается произвольный многоугольник
естьотрнцательный коэффициент, а все коэффициенты (необязательновыпуклый).
любой его степени Р*(х), n>t. - положительные? а)Всегда ли найдется хорда многоугольника, которая
ОшКрыжаноескип делитего на равновеликие части?
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б) Докажите, чтолюбой многоугольник можно разде-

разделить некоторой хордой на части, площадь каждой

из которых не меньше, чем 1 /3 плошали многоуголь-

многоугольника.

(Хордой многоугольника называется отрезок, концы ко-

которого принадлежат контуру многоугольника, а сам он

целиком принадлежит многоугольнику.)
В.Произволом

Ml449. Продолжения сторон АВ н СО выпуклого четы-

четырехугольника AUCD пересекаются в точке Р, а продол-

продолжения сторон ВС и AD — в точке Q. Докажите» что если

каждая из трех пар биссектрис: внешних углов четыре-

четырехугольника при вершинах Л и С, внешних углов при

вершинах ЙнО.а также внешних углов при вершинах

О и Р (треугольников QAB и РВС соответственно) име-

имеет точку пересечения, то эти три точки лежат на одной

прямой.
СшМаркелов

М1450. Докажите, чтодля любого k> \ найдется степень
2 такая, что среди k последних ее цифр не менее полови-

половины составляют девятки. (Например, 212 = 4096,
2м =...992).
И.Васильев

Ф1448. Концы тонкой и легкой паутинки закреплены на

одной высоте на расстоянии L друг от друга. Паук мас-

массой т ползет, цепляясь за паутинку. По какой траекто-

траектории он при этом движется? Напишите уравнение этой

кривой. Считайте, что паутинка подчиняется закону

Гука. ее жесткость А, а длина до растяжения пренебре-
пренебрежимо мала.

п. Григорьев

Ф1449, На гладком горизонтальном столе лежит тонкий

обруч радиусом R и массой М. а маленькая шайба мас-

массой т лежит, касаясь его внутренней поверхности. Шай-
Шайбе толчком придают скорость v0 в касательном направ-
направлении. Как будет двигаться эта система? С какой силой

шайба будет давить на обруч в процессе движения? Тре-
Трения нет нигде.

К.Шокикиу

Ф1450. Тонкий длинный стержень шарпирно закреплен
нижним концом на горизонтальной поиерхности. Откло-
Отклонив стержень от положения равновесия, ему дали

упасть. Бремя падения составило при этом 7*. Каким
стало бы это время, если бы нижний конец мог свободно
скользить но плоскости?

3.Рафаилов

Ф1451. Обычный прибор для измерения давления раз-

разреженного газа (порядка 1 Па) представляет собой труб-
трубку диаметром 1 см, заполненную исследуемым газом.

Вдоль оси трубки проходит проволока, нагреваемая
протекающим попей электрическим током, причем мощ-

мощность источника поддерживается постоянной. Измеряя
установившуюся температуру проволоки, находят — по

заранее составленной таблице
— давление гота. Прн по-

попытке использования такого прибора для измерения

давления неона оказалось, что имеется только таблица
для гелия, атомы которого в 5 раз легче. Какие поправ-
поправки нужно внести в таблицу?
Л.Андрианов

Ф1452. На два длинных и гладких стержня, располо-
расположенных в горизонтальной плоскости на расстоянии а

лругот друга, нанизаны две одинаковые бусинки массой
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Рис. 1

т каждая, заряженные одноименными зарядами Qnq
(рнс. 1). В начальный момент одна из бусинок покоится,

а другую издали запускают в ее сторону с некоторой на-

начальной скоростью. Прн какой величине этой скорости
она обгонит первоначально покоящуюся бусинку? Тре-
иия нет.

О.Шведов

Ф1453. В однородную жидкость с большим удельным

сопротивлением погруженыдостаточно глубокодва оди-
одинаковых проводящих шара. Сопротивление, измеренное

между шарами, оказалось равным/?. Каким гтанстато

сопротивление, если один из шаров заменить шаром
вдвое меньшего радиуса? Жидкость смачивает шары.

В.Петерсон

Ф1454. Маятник состоит из жесткого невесомогостерж-
стержня длиной I и закрепленного на его конце груза массой

т. На груз нанесен электрический заряд Q. Заряд q
противоположного знака укреплен над точкой подвеса

на расстоянии d от нее. Чему равен период малых коле-

колебаний маятника? Прн какой величине заряда груза воз-

возможны такие колебания?

О. Шведов

Ф1455. Конденсаторы, емкости которых С и 2С. заря-
заряжены каждый до напряжения Uo и соединены последова-

последовательно «минусом» к «плюсу». К ним одновременно под-

подключают две катушки: катушку индуктивностью L к кон-

конденсатору большей емкости, а катушку индуктивностью
11. к разноименным концам батареи конденсаторов.
Найдите максимальный ток каждой из катушек. Через
какое время после включения ток первой катушки станет

максимальным?

А-Зилъбермаи

Ф1456. Три маленьких громкоговорителя расположены
в свободном пространстве на одной линии (рис. 2), рас-
расстояние между соседними составляет 0,4 м. На большом

расстоянии от них» подуглом 60* к перпендикуляру к

60*

Рис. 2

линии находится чувствительный микрофон. Громкого*
вурнтелн подключены к генератору, частоту которого
можно изменять. Прн какой частоте этого генератора

микрофон не будет регистрировать звук? Скорость зву-
звука составляст 330 м/ с.

А, Склянкин

Ф1457. Оцените, какой мощности лампочку нужно ввер-

ввернуть в рефлектор настольной лампы, чтобы она ( «фо-
«фотонная ракета») взлетела. Масса лампы 1 кг.

Л- Гршоръев



ЗАДАЧНИК «КВАНТА» 21

Решения задач М1411—М1420,
Ф1428-Ф1437
М14 И. На острове Невезения каждый житель либо

всегда говорит правду, либо всегда лжет. Навыборах
президента, в которых участвовали все невезенцы,

было только два кандидата — Елкин и Палкин На во-

вопрос наблюдателя ООН «за когоВы голосовали?* боль-

большинство невезенцев ответило: +за Палкина*, — а на

вопрос *кто победил?* большинство ответило: «Ел-

кин+. Известно, что правдивых ( J не менее четверти
всех жителей.

а) Ктопобедил на выборах?
б) Можноли это наверняка определить, если правди-
правдивых [ /на острове — лишь одна пятая всех жителей?

Что касается 6), это — задача-шутка: если А/3 всех жи-

жителей лжецы и большинство говорит, что победил Ел-
Елкин, то, конечно, победил Палкип

Определенного ответа на допрос а), исходя из данных и

условии, датьнельзя. Пусть Г = "ГЕ + ГГ1 процент прав-
правдивых срели всех жителей (из них ТЕ голосовали за ?л-

кнна, Тп — за Палкииа). F * ft + Fn — процент лжецов
(изних F?

— заЕлкииа, Fn — эаП&лкина). Поскольку
ответ «за Палкнпа» на первый воггрог дало большинст-

большинство» значит

Если президентом стал Палхин (а ответ на второй во-

вопрос — «Елкин»), то

rt*FE<Tn*Fn B)
И

ГЕ+тп<П+Г11; C)
а если президентам стал Елкин, то знак неравенства в

Ш и C) противоположный. Нетрудно привести приме-
примеры, когда осуществляются и та, и другая ситуации, при-

причем 7[г больше 25 (и конечно Т+ F = 100): если в качест-

качестве четверки <"ГН, Гп , Fv, Fn)взять A0.30. 30, 30) - по-

победил Панкин, если C0,30,30,10) — Елкнн.
С этой задачей произошло недоразумение: на самом

деле в формулировке зддачн М141 ia) вотмечекиом
значком ( ] месте должны были стоять сдою «и голосо-

голосовавших за проигравшего кандидата». (Именно в тиком

виде эта задача, как и четыре следующие, п]гс;дагалась
на Петербургской математической олнмгшале прошлого
гола.) Тогда ответ в ней становится однозначным: прези-

президентом стал Елкин. В противном случае сложение нера-

неравенств (О, B). C) и равенства 7^ + Тп + FL + Fn = 100

даст TL < 25. Противоречие.
Если же в пункте б) вставить в отмеченном значкам [ ]
месте слона «и голосовавших за проигравшего кандида-

кандидата*, то ответ будет отрицательным. Скажем, в примере
B0. 25. 27, 28) побеждает Палкин, в примере C5. 20,

35.10) -- Елкин.

М1412. Натуральные числа хиу таковы, что сумма

дробей

y+i jc + 1

—

целое число. Докажите, что каждая из дробей — це-
целое число.

Пусть и — первая, v — вторая из этих дробей. Их сумма
и произведение

— целые числа, поэтому и и v — корни
квадратного уравнения с целыми коэффициентами» ска-

скажем, г2 «¦ mz + л * 0. Так как и и v — рациональные кор-
корни, то дискриминант то2- Лп этого уравнения — рацио-

рациональное число н. более того, целое, причем той же чет-

четности, что н т . Но тогда uhv — тоже пелwe, ведь

и,ь " \-т±4т2 -4« 1/2, а в числителе под корнем стоит

четное число. Существует также много решений этой за-

задачи, связанных с рассмотрением общих делителей чи-

чисел дг+1 и у+\ .

АЛерлип

М1413. ТочкаМ — середина стороны ВС выпуклого че-

четырехугольника ABCD. Известно, чтовеличинаугла
AMDравна 120*. Докажите неравенство

AB + BC/2+CD2DA.

Пусть В' — точка, симметричная В отноапгельноAMt

G —

точка, симметричная С относительноМП. Угол

ZB'AfC'равен 60*. и треугольник В*МС' —

правильный.
Длина ломаной AB'C'D ра.тнъАВ+ВС/2+CD. Это не

меньше длины отрезка AD, соединяющего ее концы.

С. Берлон

М1414. Докажите, что существует функция f(x), оп-

определенная при всех х ? 0 и такая, что значение

/(/(/(—(*)¦¦¦])) (*д€ функция f применяется п раз)
равно:

а)-Х—;6

Положим /,(*) = /(*). /-(*) = А-.(/М) при

а) Будем рассматриватьдробно-линейные отображение,

т.е.функции вида g(x) = ax*^ ¦ Очевидно, композиция

любых двух таких функций также является дробно-лн-
нейным отображением; в частности,

Будем искатьфункцню/fc) задачи среди дробно-лнией-
нмх отобр«женин таких, что b=0, a=\ , d=\:

f{x) * "*
. нян f[x) = —3L—. Легко показать по ин-

индукции, что для такой функции

В самом леле, ссан для некоторого п равенство ( • ) до-
доказано, то

\пех + \

Значит, достаточно положить *>¦-, т.е. взять

б) Заметив, что I + х + 2<Гх *fl + VT) , будем искать фун-
функцию в виде f[x) =« \а + bJx) . Имеем:

Сузим класс рассматриваемых функций: будем считать

6=1 . т.е. /(х) ¦ [д + >/Г) . Легко показать по индукции,

что /п{х) = [па + -/г) . Значит, достаточно положить

О.Ижболдин, К.Кохась

А Кыш S, 4
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М1415 Даны два правильных IV угольника, в каждой

вершине того и другого написано натуральное число,

причем сумма чисел на каждом 10-угольпикеравна 99.
Докажите, что можно отметить на том и другом 10-

угольпике несколько подрядстоящих вершин(может
быть, одну, мо не все) так, что суммы отмеченных чи-

чисел будут одинаковы.

Рассмотрим окружность, разбитую на 99 одинаковых

дуг. Среди концов этих дуготметим 10точек, разбиваю-
разбивающих окружность иа 10 дуг, длимы которых совпадают с

десятью числами на первом 10-vi ольннке (порядок так-
также сохраняется). Аналогичным образом построим вто-

вторую окружность, «моделирующую» второй 10-угольннк.
Наложим теперь вторую окружность на первую так, что-
чтобы точки деления совпадали, и рассмотрим 99 поворотов
на углы, кратные 2л/99. Если бы после каждого пово-

поворота не более одной отмеченной точки ha первой окруж-
окружности совпадало с отмеченной точкой на второй окруж-
окружности, то суммарно мы получили бы не более 99 совпа-

совпадений, что невозможно, так как всего их, очевидно, до-

должно быть ровно 100. Значит, при каком-то наложении

первой окружности на вторую есть два совпадения отме-

отмеченных точек. Длины дуг между ними на обеих окруж-
окружностях равны, а это и есть нужные нам сумм нескольких

чисел подряд.

С.Берте

М1416. Среди бесконечного количества гангстеров

ка кдый охотится sa каким-то одним изостальных.

Докажите* чтосуществует бесконечное подмножест-
подмножество этих гангстеров, в котором ни один не охотится за

кем-либо га этого подмножества.

Пустьсуществует гангстер, за которым охотится беско-
бесконечно много коллег. Тогда это бесконечное множество и

будет искомым.
Пусть у каждого гангстера лишь конечное число друзей.
Будем строить множествозадачи следующим образом.
Выберем гангстера и убьем всех жаждущих его крови. В

уцелевшем бесконечном множестве выберем второго ган-

гангстера, убьем тех, кто охотится за ним, и продолжим

процесс по индукции. Пусть уже выбраны п гангстеров.
Посалив на электрический стул всех покушающихся на

них. заметим, чтооставшееся множество бесконечно.

Следовательно, процесс можно продолжить, т.е. сущест-
существует бесконечно много выживших гангстеров.
В.Уфнаровский

М1417. На сторонахАС и ВС треугольника ABC вы-

выбраны точки DuE. Известно, что равны отношения

Верноли, что треугольникABCравнобедренный, если

AEuBD
а) медианы* б) высоты, в) биссектрисы этого треу-
треугольнике/

Ответ во всех трех случаях положителен,
а) Рассмотрим треугольники ABD и ABE — с общим ос-

основанием АВ и равными высотами: если, например,
угол А в ABD больше угла В в ABE, то угол DBA (в

треугольнике DBA ) меньше угла ЕАВ (в треугольнике
ЕАП). Значит, если ZCDE > ZCED. то ZBM < ZAED -

н равенство задачи невозможно.

Замечание. Из проведенного рассуждения следует, что в

любом треугольнике к большей стороне проведена мень-
меньшая медиана.
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б) Из условий следует, что треугольникABCостроу-

Г0ЛЫ1ЫЙ. а о
Поскольку *—= —^—,

Значит. CD-CE ,ДСОВ= ЬСЕА . СВ-СА.

Можнорассуждать н по-другому. Опншем около четы-

четырехугольника СDOE, где О — точка пересеченияАЕ и

BD, окружность. Из равенства условия следует, что точ-

точка О делит полуокружность CDO в том же отношении,

что точка? —

полуокружность СЕО, Значит, DO*OE,
ZDCO» ZECO. Следовательно, ZCAB- ZCBA.

в) Обозначим *¦= —L (см. рисунок). Имеем:

а,+Р, «я-- I.

Получили: а, +р, -2(а2 + Р2)-k{a7 +P2). ОтсюдаА-2.
Пусть биссектрисы углов СиЕ и CED пересекаются в

точке Q. Так как ZOjDE ¦ a,, ZOtED - Р2, то ООХ X DE.
С другой стороны, точки О и Q лежат на биссектрисе
угла С. Значит, в треугольнике CDE биссектриса угла
С совпадает с высотой, а, * р,, ZCAE- jCCBD, т.е.

ZA*ZB.

В. Сендерое
М1418. На плоскости задано конечное множествовек-

векторов с длинами не больше 1 и суммой S. Докажите,
что для любого числа X между Out найдется Некото-

Некоторое подмножество этих векторов, сумма которых от
личаетса от Х5 на вектор длиной не больше \) 42.

Введем на плоскости декартову систему координат Оху

так, чтобы ось Ои совпадала по направлению с векто-

вектором: пусть 5 = ОС, где С имеет координаты @,5), н

Х5 =- rf - OD, Dm (d<f), где 0 < d < s. Отложим данные

вектора друг за другом от начала координат в таком по-

порядке: сначала
— все векторас положительными абецне

О

Рис /

ах
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сами (онн составляют участок ОА ломаной на рисунке
1, идущий вправо, А — точка с абсциссой а), затем — с

отрицательными (они составляютучастокАВ идущий
влево, В ~ @tb)) н в конце

— с нулевыми (если такие век-

вектора есть; иначе В совпадает с С). Первые два участка —

графики кусочно-линейных функций на отрезке [О.а],
которыемы обозначим ymfix) и ушд(х).
Рассмотрим сначала основной случай, когда Dлежит на

отрезке ОВ. ( В частности, так будет, если В совпадает с

С.) Вертикальная прямая x=t it меняется от 0 до а) пе-

пересекает каждый из отрезков ОА, АВ ломаной в одной

точке, причем длина заключенного между ними отрезка
—

разность g[t) - f(t) — изменяется непрерывно, прн?=0
равна b>d, при t=a равна 0. Поэтому существует такое

с>0, что наша ломаная высекает на прямой хшс вектор

CF длимой d. Пусть F лежит на векторе MN , G — на

векторе PQ (рис. 2). Перенесем PQ параллельно на

вектор ~d так^ чтобы он проходил через точку F. Полу-

Получим вектор P'Q'. Заметим что разности векторов Л'<2,

MQ, МР , SP — каждый из них есть сумма некоторого

подмножества изданных векторов
— и вектора d соот-

соответственно равны сторонам ArQ' f MQ , МР' и NP* четы-

четырехугольника NQMP , диагонали которого не превосхо-

превосходят 1. Поэтому хотя бы одна из этих сторон не больше

\f-J5 Действительно, одни из угловчетырехугольника

N(^MP' не меньше 90*. Пусть этот угол NPM . Обе сто-

стороны SQ и Q&4 не могут быть бадьше yj2 , так как в

противном случае диагональ MN была бы больше 1

(круги с радиусами 1 /V2 и центрами Mи^ покрывают

круг с диаметром МЮ-

Остается рассмотреть случаи, когда О лежат iia участке

ВС, т.е. на одном из вертикальных векторов KL из дан-

данного множества длиной не больше 1. Тогда по крайней
мерс одна из точек К и L удалена от О ш больше чем
на 1/2.
Замечания. 1. Можно построить примеры, показываю-

показывающие, что если X иррациональное число или несокра-

несократимая дробь с четным знаменателем, то указанная в за-

задаче оценка является точной. Точная оценка при осталь-

остальных X авторам неизвестна.

2. Этазадача является обобщением задачи М768

(В.Гринберг), решение которой опубликовано в «Кван-

«Кванте» №2 за 1983 год.
3. Напомнимеще одну похожую задачу. Пусть у=/(дг) —

график непрерывной функции на отрезке [ 0; 1 ].
fiO)mfi 1). Ддя каких X, 0< X <1, заведомо найдется хор-
хорда этого графика длиной X, параллельная оси Ох дру-
другими словами, сушествует* такое. 4iof(x)mf(x+ X)? От-
Ответ на этот вопрос совершенно другой, чем в нашей за-

задаче: такая хорда обязательно найдется лишьдля X

вида V". я=1 • 2 (См.статью И.М.Яглома
«О хордах непрерывных кривых» в «Кванте» N? 4
за 1977 гол.)

Д.Тамаркин, Д. Терешии

М1419. Пусть f(xi» Xя+5*#-*+3, где п>/. Докажите,
что многочлен f(x) нельзя представить в виде произве-
произведения многочленов степени больше 1 с целыми коэффи
циентами.

Эта задача* как н следующая, предлагалась на междуна-

международной олнмпкаде 1993 года (состоявшейся в Турции).

Обозначим jf^+Sx* 4-3через fix). Предположим, что

ои разлагается на множители с целыми коэффициента-
коэффициентами: f(x) = g(x)h(x), где^ООн hix) — многочлены степе-

степени выше первой. Пусть

Будем считать, что ^ делится на 3, тогда с^ не делится

на 3 (оно равно 1 или — 1). Пусть i — наименьшее число,

такое что bt не делится на 3. Тогда

не делится на 3. Глядя на данный многочлен /СО, ви-

видим, что itn-\, откуда следует, что степень многочлена

Л(х)нс больше 1. Противоречие.
Замечания. 1. Разумеется, поскольку fix) не имеет раци-
рациональных корней, его вообще нельзя разложить в про-

произведение многочленов с целыми коэффициентами
2. Этим жеспособом можнодоказатьследующееутвер-
утверждение: если у многочлена f{x) = 4>+ Д^+.-.+я*** все ко-

коэффициенты целые, а^. в,,.... fl» делятся на простое
число р. <% не делится на f? ащ не делится на р н f{x)
представлен в виде произведения двух многочленов с це-

целыми коэффициентами, то степень одного из них не

ннжеЛ+1. (В частности, при Л" п—1 подучаем извест-

известный критерий ЭЙзенштсйна:еслн все коэффициенты
f(x), кроме коэффициента при старшем члене, делятся
на простое число р. коэффициент при старшем члене не

делится на р н свободный член не делится на j?, то /(х)
неприводнм, т.е. не может быть представлен в виде про-
произведения двух многочленов ненулевой степени с целы-

целыми коэффициентами. >
В.Сендеров

М1420. Для любых трех точек P. Q, R плоскости

обозначим через m(PQR) наименьшую из высот треу-
треугольника PQR. (Если точки Р, Q, R лежат на одной

прямой, тот(PQR)*0). Докажите, что длялюбых че-

четырех точек А, В, С, X плоскости

т(АВС) й {АВХ) + т[АХС)+т[ХВС).

T]ycTbPQ — данный отрезокД1нны</ Рассмотрим функ-
функцию г « f(M) = Tr{PQ№), где М

— любая точка одной из

полуплоскостей, ограниченных прямой PQ a m(PQM)
определено как в условии задачи. На рисунке 1 изобра-
изображены линии уровня этой функции z - /(Af), т.е. линии,

на которых она принимает постоянное значение: при

г <d$f2 онн состоят из двух лучей к отрезка, при

ztdfih. — просто из двух лучей причем продолжения
всех этих лучей проходят через точки Р или О- Чтобы
убслиться в правильности этой карты, достаточно вое*

Р К Q

Рис I Рис.2
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пользоваться тем, что наименьшая высота в треугольни-

треугольнике соответствует наибольшей стороне: для точек внутри

«шлема», образованного пунктирными лугами с центра-
центрами Р н Qt наибольшей стороной треугольника PQM яв-

является PQ . а вне шлема — РМ, селн точка лежит ь пра-

правой полуплоскости, и QM, если в левой.

На этой карте линиями уровня, расположенным ниже.

соответствуют меньшие значения функции: более точно,
как легко проверить по этой карте, верно такое утвер-

утверждение.

Лемма 1. Если X —

произвольная точка полуплоскос-
полуплоскости, К — любая точка отрезка PQr то при движении
точки М по отрезку ХК (от X и К) значение функции
2 = /(Л/) убывает (а если К — одна из точек Р или Q.
то во всяком случае не возрастает).
Перейдем теперь непосредственно к решению задачи.
Положим

g{M) = r^ABX) + rn(BCX) (*)

Для каждой точки X вне треугольника ЛВС укажем точ-

точку У на его границе» для которой g(Y) S g(X). Для точки

X внутри области, ограниченной стороной ВС и продол-

продолжениями двух других сторон (АВ к АС), за У можно

взять точку пересечения отрезков АХ н DC: no лемме 1,

при движении по отрезку XY значение каждого слагае-

слагаемого в правой части (*), а значит и всей суммы, не воз-

возрастает, так что g(Y) й g{X), аналогично для точки X

внутри (или на границе; угла между продолжениями
двух сторон(за точку С) можно взять вершину этого

угла (см. рис. 2).
Остается рассмотреть точки X. лежащие внутри (или на

сторонах) треугольника, и доказать неравенстволишь

для них.

Можно считать, что наибольшая сторона
треугольникаABC

— это АВ = с, тогда тг^АВС) » Л —

проведенная к ней высота, и

—

площадьтреугольиика/ШС. Воспользуемся еще одной
почти очевидной леммой.

Лемма 2. Любой отрезок» расположенный в треуголь-
треугольнике, не превосходит его наибольшей стороны.
В нужном нам случае, когда это — отрезок, выходящий
из вершины. лемма 2 совершенно Очевидна

— такой отре-
отрезок короче одной из сторон, выходящей из той же вер
шниы (общий случай легко сводится к этому)-
Пусть t\. bj, h± — наименьшие высоты треугольников

AUXy ВСХ, САХ; d^, а\, </,
—

соответствующие им на-

наибольшие стороны этих треугольников. Поскольку сум-
ми площадей этих треугольников равна S, пользуясь
леммой 2. получаем

(треугольнику, вырождающемуся в отрезок, отвечает

нулевое слагаемое), откуда следует нужное неравенство:

/4 ^ /

Анализируя решение, нетрудно показать, что равенство
в условии задач и достигается: для правильного треу-
тлъткяАВС — во всех точках, расположенных внутри
ЛИС и на ею границе; для равнобедренного, у которого
боковая сторона больше основания, — во всех точках X
основания и в вершине; для других треугольннкои

—

только в вершниах-
П.Васильев

Ф1428. Математическиймаятник совершает колеба-
колебания с очень малой угловой амплитудой а$ в вертикаль-
вертикальной плоскости. Скорость грузика в нижней точке со-

составляет ц,. В тот момент, когда грузик достигает

крайней точки, ему толчком сообщают скорость ц, в

направлении, перпендикулярном плоскости его пре-

прежних колебаний. По какой траектории будет в даль-
непШАН двигаться грузик? Через какое время он снова

окажется в точкеудара?

При тех условиях, которые заданы в задаче, грузик бу-
будет двигаться по окружности, лежащей в горизонталь-
горизонтальной плоскости. Докажем это.

Для такого движения со скоростью v можно записать

(см. рисунок)

a0 , получимОтсюда, приняв sinan

При отпускании грузика из крайнего положения без на-

начальной скорости он совершает колебания в вертикаль-

вертикальной плоскости. При этом выполняются соотношения

^= тдф-cosa,,). cosa,, = 1 - S ?

откуда

Что и нужно былодоказать.

Теперь найдем время обращения грузика по окружности:
2

Ь 9о
А.Алехссев

Ф1429. Полировальная машина прошла польду, оста-

оставив за собой полосу, на которой коэффициент трения
скольжения ц, меньше коэффициента трения ц, на не-

нетронутом льду* Раскрученнуювокруг вертикальный
оси шайбу кладут плашмя на лед так, что центр тай
бы приходится на границураздела полос. Найдите ус-
ускорение шайбы в начальный момент. Перепада высот
на траншу? нет.

Для анализа движения рассмотрим тонкое кольцо

(рис. 1). На его маленький кусочек Л действует сила

трения fw 9 направление которой показано на рисунке.
На симметричный кусочек А

*

действует такая же по ве-

величине сила. Сумма этих двух сил направлена вдоль

границы раздела полос льда. Пользуясь этим, найдем

теперь полную силу трення, действуюигую на шайбу в

начальный момент.

Рассмотрим то же тонкое кольцо. Обозначим радиус его

г, массу т, длину выделенного кусочка Д/. коэффици-
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ент трения ц . Силы реакции распределены равномерно
по площади шайбы, тогда на кусочек действует сила тре-
трения, ранная

Ее проекция на направление результирующей силы со-

составляет (рис. 2)

/ соси
-

2кг

После суммирования по полукольцу получаем

РИС.1 Pt4C-2

Ясно, что для всей шайбы сумма сил трення раина

а ускорение
—

(Конечно, это только в начальный момент!)
Л. Маркович

Ф1430. Нагладкий горизонтальнып стержень надеты
двемаленькие шайбы, массы которых равны т и 2т,
связанные легкой нитью длиной 2L (рис. 1). Ксереди-

Рис. 1

не нити прикреплен еще один груз массой т. Вначале

грузы удерживают так, что натянутая нить горизон-

горизонтальна, арастяжение ее мало(разумеется, для этого
приходится придерживать средний груз), а затем —
отпускают. Найдите скорости шайб перед ударач
друг о друга.

Рис. 2

7 Кмят ЛЬ 4

2

Непосредственно перед ударом шайб друг одруга верти-

вертикальная скорость висящего груза обращается в ноль. Из
закона сохранения импульса (см. рнс. 2)

получаем

Согласно закону сохранения энергии,

-О-

Решая это уравнение после подстановки и * 0,6». нахо-

находим

А.Зилъберман

Ф1431. Когда я хочу помыть трехлитровую банку, я

наливаю в нее литр горячей воды и начинаю интенсив

но трясти банку, закрыв ее ладонью. Меня иногда

удивляет сила, которая давит на ладонь, когда вода
стремится вырваться и обрызгать меня. Оцепите ве-

величину этой силы. Необходимые для оценки данные хо-

хорошо известны.

Даоайтс подумаем, из чего может складываться искомая

сила. Прежде всего, конечно же, из силы удара воды о

ладонь. Кроме того, если наливать горячую воду недо-

недолго, воздух в банке за это время не успевает прогреться,

поэтому, если начать банку трясти, вода быстро нагреет
воздух, егодавление возрастет

— возрастет и силадавле-
давления на ладонь. И наконец, первоначальное давление во-

водяных паров в банке мало, а при тряске пар быстро ста-

становится насыщенным н прибавляется давление насыщен-
насыщенного мара (да еще при большой температуре), что тоже

вносит существенный вклад в силу.

Оценим все эти силы.

Я могу трясти банку с частотой v-2-З Гц. Скорость
волы массой m = 1 кг около 1 м/с. Вода разбрызгивает-
разбрызгивается, поэтому время взаимодействия воды н ладони оце-

оценим как &c-l/BvLU с. Тогда сила удара воды о ла-

ладонь равна

'
6t

Сила, в общем, небольшая. Мне всегда казалось, что во-

вода вырывается с большим желанием.

Теперь о силе, связанной с увеличением давления возду-
воздуха. Так как объем воздуха не изменяется, то

&р
=
6Т

Значит, изменение давления по сравнению с атмосфер-
атмосферным равно

а сила —

Для реальных значений всех величин получаем

J^-100 И.

Если же мы учтем еще увеличениедавления насыщенно-

насыщенного пара до Дри—10* Па. то добавится сила

Таким образом, суммарная сила
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Получается, что сила удара волы роли почти не играет.

По этой причине, если не очень осторожно переворачи-
переворачивать только-только закатанные банки, то крышку «сры-
«срывает» не сила удара волы, а сила давления пара и на-

нагретого воздуха.
А-Дешко&скип

Ф1432. Мыльный пузырь надунают азотом при ком-

комнатной температуре. При каком диаметре пузыря он

начнет «всплывать» в атмосферном воздухе? Повер-
Поверхностное натяжениемглльного раствора о = 0,04 Н/м.
Весом пленки пренебрегите.

Мыльный пузырь начнет «вплывать», когда плотность

азота внутри пузыря будет равна плотности окружающе-
окружающего атмосферного воздуха:

Из уравнения состояния для идеального газа получим

P.-J

а

Здесь р^
- атмосферноедавление, М,и Мв — молярные

массы азота и воздуха, R
— газовая постоянная, Т

—

комнатная температура, d
—

диаметр пузыря. Из равен-
равенства плотностей следует, что

rtKMj
При д,«= 105 Па, Мл-28 г/моль и М,
мый диаметр мыльного пузыря равен

г/моль иско-

иском.

А. Шеронов

Ф1433. Электрон налетает па систему заряженных
сеток (рис. 1). Сеткирасположены параллельно друг
другу, расстояние между соседними сетками d, пло-

площадь каждой S (размори сеток ео много раз больше d).
Всего сеток 2Ы, их заряды чередуются:
— Q*Q> —Q*Qf-rQ- Скорость электронапри подлетек
системе равна г^ и составляет угол а с осью системы.

Найдите скорос7пъ и угол вылета электрона из систе-
системы. Какуюскорость будет иметь электрон на большом
расстоянии от системы?

I I

...о
I

I

-Q Q-Q 0-0-.. О

I I

I I

h

i i

I

¦+-Г-
I I
I \

ftfC. I Рис. 2

.Ж
2

получаем

Скорость на вылете равна

и составляет с осью системы угол

sina

Вдали от сеток скорость электрона снова должна стать

ЕЬ (т.е. кинетическая энергия сноиа вернется к прежнему
значению), изменится только направление егодвиже-

движения.

Д.Семенцов

Ф1434. Квадратная проволочная рамка, сделанная из

проволоки диаметром 4,. находится «близи длинного
прямого провода с током /0 (рис. 1). При выключении

токарамка приобретает импульс д,. Куда направлен
этот импульс? Какой импульс получила бы рамка, если

бы начальный ток в проводе составлял 1А * 3/€, с диа-

диаметр проволоки рамки был а\ ?

¦•?

Рис. J Рис. 2

При уменьшении тока в проводе рамку пронизывает пе-

переменный (повремени) магнитный поток Ф(г), который
пропорционален величине тока /(г) в проводе:

Возникающее при этом вихревое электрическое поле вы-

вызывает в рамке ток

гдеR
— омическое сопротивление рамки. Поскольку

//2

В такой системе сеток чередуются области нулевого поля На левую сторону рамкн со стороны магнитного поля
и области, где полеравно проводабудет действовать сила Ампера (рис.2)

Если сеток 2.V , то электрон пройдет N областей с по-

полем, т.е. разность потенциалов

При этом изменится «продольная» составляющая ско-

скорости электрона» а «поперечная» останется без измене-

изменения (рнс.2). Из закона сохранения энергии

Очевидно, что аналогичная сила F7 будет действовать на

правую сторону рамки. Результирующая сила равна

и направлена влево.
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За бесконечно малое ирсмя At на рамку подействует им-

импульс силы

Полный импульс, приобретенный рамкой за время изме-
изменения тока в проводе от начального значения / до нуля,

будет
р~№.

В первом случае этот импульс равен рс и направлен
влево. Во втором случае рамка получит импульс

В.Можаеа

Ф1435. В схеме, изображенной иа рисуике i, напряже-
напряжение батарейки равно S, а конденсатор заряжен до на-

напряжения U = 2?. После того как ток в катушке прак-

практически перестал изменяться, ключ замкнули. Через
какое время после этого заряд конденсатора изменится
па 1%? Во сколько раз за это время изменится ток че-

через катушку? Сопротивления резисторов R = 100 Ом,
емкость конденсатора С — 10 мкф, индуктивность ка~

тугики L= 1 Гн.

R

Рис. 1

Установившийся ток через катушку равен

При подключении конденсатора этот ток сразу не изме-

изменится. Найдем токи через верхний резистор (рис.2) —

Рис. 2

н через нижний
—

Тогда ток через конденсатор составит

f
Изменение заряда на 1 % мало меняет эти токи. Будем
считать их неизменными н найдем время т , за которое
произойдет изменение заряда конденсатора:

откуда

Сравним теперь это время с периодом колебаний LC-

контура:

Ткс ш 2njLC - 2-10 с » т = 5- КГ6 с.

Видно, что н ток через катушку изменится на небольшую
часть:

Это и в самом деле очень немного.

3. Рафаилов

Ф143Б. Настраивая микроскоп, читатель журнала
*Квант* обнаружил, что он четко видит обоими гла-

глазами изображение объекта, когда тотрасположен на

расстоянии d
= 6,5 мм от объектива. Длина тубуса

микроскопа L~fOOMM. Фокусноерасстояниеобъектива

Рг = 6 мм. окуляра F2 = 26 мм. Какие очки следует но-

носить читателю?

Если на расстоянии d (> /{) от объектива микроскопа
поместить предмет, то егодействительное изображение
получится на расстоянии for объектива. Из формулы
ЛН113Ы

получаем

л Г

f B-p?L = 78MM.
a — Ft

Изображение предмета в объектиье микроскопа необхо-

необходимо рассматривать какдействительный предметдля

окуляра, так как лучн, идущие от объектива, падают на

окуляр расходящимся пучком Этот предмет отстонтот

окуляра на расстоянии а\ = L-f = 22 мм {< F2), а значит,

мнимое изображение в окуляре получится на расстоянии

Этоизображение и будет четко видеть человек, поэтому

/", — расстояние наилучшего зрения глаза человека (счи-

(считаем, что глаз вплотную прилегает к окуляру).
Палевая очки, человекдолжен четко различать предме

ты на расстоянии а^ = 25 см от глаз, т.е. на расстоянии

наилучшего зрения нормального глаза (считаем, что

линзы очков вплотную прилегают к глазам человека).

При этом очки должны давать мнимые изображения
этих предметов на расстоянии fx от глаз. Поэтому мож-

можно записать

-1 ->=D
do U

гдеD — оптическая сила очков, необходимых человеку.
Отсюда находим

D - 3 дптр.

Итак, у человека близорукость н ему необходимы очки,
лннзы которых имеютоптическую силу —Здгггр. И не

нужно ходить к окулисту за рецептом для очков!

А. Юдин

Ф1437. Узкий пучок света диаметром d^i см падает

перпендикулярно на экран. Иа пути пучка помещают

прозрачный шаррадиусом R~20 см. сделанный из ма-

материала с козффициеитон преломлеиия п — 2 (дорогая
штука, между прочим/ — прим.ред.). Центршарапа-
ходится на оси пучка иа расстоянии L= 1 мот экра-
экрана. Найдите диаметр пятна на экране.
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Диаметр пучка мал по сравнению с диаметром шара,
значит, расчет углов преломления можно упростить,
приняв sin ф « tg9 = 9 • Рассмотрим один из лучей —

пусть угол падения на шар равен а (см. рисунок). Тогда
(только для я » 21) при всех углах падения луч должен

пройти через точку А на конце диаметра, параллельного
пучку, т.е.

H
n 2*

После выхода из шара (из точки Л) луч пойдет под уг-
углом у ш пр т а к осн. Диаметр пятна на экране опреде-

определится крайними лучами падающего пучка. Для них

d

н диаметр пучка

D«{L-R)ai~ Ц02 м.

Заметим, что прозрачный шарик нэ материала с п ш 2

обладает чрезвычайно полезным свойством — тонкий па-

параллельный пучок, упавший на него, отражается (если
сделать «сзади» зеркальное покрытие) точно назад, ос-

оставаясь параллельным. Таким же свойством обладает и

трехгранный прямоугольный отражатель, но шарики

удобнее — воттолько материал для них получить нелегко!

Л.Маркович, А.Слободянюх

ИНФОРМАЦИЯ

ЗАОЧНАЯ ОЛИМПИАДА ВКИ НГУ

В заочной олимпиаде Высшего коллед-

колледжа информатики Новосибирского госу-

государственногоуниверситета (ВКИ НГУ),

проходимой в рамках программы «Моло-

«Молодые информатики Снбнрн», могут при-
принять участие учащиеся 7 — 9 классов.

Олимпиада проводится по двум разде-
разделам: информатика (программирование)
и компьютерная техника (физические
основы) — соответствующимдвум пото-
потокам обучения в ВКИ НГУ. Победители

награждаются призами и дипломами.

Лучшие участники олимпиады пригла-

приглашаются вЛетнюю школу информатики н

программирования в Новосибирском
Академгородке. Успешное участие и

олимпиаде будет такжеучитываться при
г-оступлении в колледж.

Олнмпиада проводится в два тура.
Решениезадач первого тура необходи-

необходимо выслать в течение полуторамеся-

месяцев со дня выходи журнала. Решения

высылайте в адрес ВКИ НГУ с пометкой
на конверте «Заочнаяолимпиада» и ука-
указанием раздела. Не забудьте указать
класс, в котором Вы учитесь, и вложить

пустой конверт с маркой и обратным
алросом. Успешно прошедшим первый
тур будут высланы задачи второготура.

Нашадрес: 630058 г. Новосибирск-58.
ул. Русская, 3% ВКИ НГУ, Заочная

олимпиада. Телефон для справок:
C83 2K3 19-33.

Задачи первого тура
Компьютерная техника {физические
основы)
Задачи 1, 2а предназначены для уча-

учащихся седьмых классов, задачи 1,2 —

для восьмых классов, 1,2,3 — для

девятых классов.

1. Квадратнаяпластинка со стороной
а равномерно вращается вокруг центра с

периодом Т. Кбоковой стороие пластин-
пластинки прижимается бусинка так, что при

вращении пластинки она скользит по

периметру. Каковы средняя скорость и

перемещение бусинки эа время tx • 7/8.
tj о Г/4. tj - ЗГ/8 Ht4m Г.еслндаиже-
нне бусинки начинается от угла квадра-

квадрата?

2. Черезкакое время все жители ус-

условной «планеты» узнают о полете

самолета(ов), если самолет летит со

сверхзвуковой скоростью v, а звук рас-

распространяется в атмосфере соскоростью
с без затухания и огибает грани плане-

планеты? Рассмотрите два случая.

а) «Планета»имеет вид круга на ко-

конечной плоскости. Самолет стартует с

границы круга н летит вдоль диаметра.

б) «Планета»имеет вид куба. Три
самолета одновременно вылетают нэ

одной вершины куба со скоростью 2с.
чтобы приземлиться в противоположной
вершине. Каждый нэ кнх вначале летит

по диагонали одной из граней, а затем —

из следующей вершины вдоль ребра.

3- Двакольца содинаковыми радиуса-

радиусами могут вращаться наодной вертикаль-

вертикальной оси. Верхнее кольцо массой т рас-

раскручивают до линейной скорости v н

кладут на нижнее кольцо массой Мг
лежащее на плоскости. Найдите коэф-
коэффициент трения между кольцами, если

они перестали проскальзывать через

время t? Тргккем в оси н на плоскости

пренебречь.
Информатика {программирование)
1. Выясните, сколько положительных

элементов содержит матрица a(N.N).
элементы которой равны:

Постарайтесь ответить на вопрос, не

прибегая к вычислениям синуса и косн-

нуса.

2. Разработайте и реализуйте алго-

алгоритм рисования звезд типа t и 2 (см.

рисунок) без отрыва пера от бумаги.
Обобщите этот алгоритм для рисования

правильных л-вершннных звезд в двух

случаях:
ь) для любого нечетного количества

верши»;
б) для любого количества вершни
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Как учили физике 200 лет назад

МОСКОВСКОМУ
университету

скоро исполнится 250 лет. За

это время из маленького учи-

училища с громким названием, в котором
едва насчитывалсядесяток студентов,
ои превратился в один из центров

мировой науки. Менялись здания,

люди, работавшие иучившиеся в уни-

университете, иомногие предметы остава-

оставались теми же, что и столетия назад:

уже в первую программу занятий вхо-

входили математика, физика, химия, ис-

история, юриспруденция. Можно срав-

сравнивать их преподавание тогда и сей-

сейчас, сопоставлять с процессом разви-

развиА.АНДРЕЕВ

тия и распространения знаний в Рос-
России — Московскийуниверситет разви-
развивался вместес российской наукой, ата

старалась не отставать отевропейской
и мировой.
Многие науки, и особенно физика,

претерпели задва последних века зна-

значительную эволюцию. Характерные
черты этой эволюции будут лучше
ясны, если представлять, чтодумали о

физике н как ее преподавали в различ-

различные моменты времени. Я выбираю
самое начало XIX века — время, во

многих отношениях, переломное как в

истории физики, так идля Московско-

го университета
— и приглашаювас на

воображаемую прогулку поэтому вре-
времени.

Самым известным н полным руко-
руководством по фнэнкетого времени был
трехтомный учебник М.рриссоиа, пе-

переведенный с французского и издан-

изданный в России московским профессо-

профессором П.И.Страховым в 1802 году. Здесь

много непривычногодля современно-
современного читателя, но главную мысль Брнс-
сона, проходящую красной нитью че-

через всю книгу, полезно помнить и в

наше время: физика — это, презкле

всего, опытная наука, она изучает

¦
•

»

ЖШГУ

Рисунокиз учебника М.Бриссонв

8 Кдот N» 4



природу во всех се проявлениях, тща-

тщательно описываетсвойства явлений н,

если может, их объясняет, причем сре-
среди объяснений всегда лучшее то, кото-

рос учитывает вес наблюдаемые свой-

свойства. Б мире еще много неизведанного,

замечает Брнссон, и то, что нам уда-

удалось объяснить, — лишь малая часть

всего многообразия природы.
К началу XIX века в физике был

накоплен огромный опытный мате-

материал, позволявший создавать более

или менее стройные теории отдель-

отдельных явлений. На очереди стоял во-

вопрос о связи различных свойств при-
природы. Оставалось всего несколько лет

до классических опытов Эрстеда, до-

доказавших связь постоянного тока с

магнетизмом, и работ Юнга н Фре-
Френеля, убедительно продемонстриро-
продемонстрировавших превосходство волновой тео-

теории света. Физика не стояла на месте

и динамично развивалась, а потому
была популярной и увлекательной
наукой для студентов. Здесь многое

зависело от преподавателей, от воз-

возможностей университета. Посмотрим,
как выглядел Московский универси-
университет в 1800-е годы.
Москва в то время бурлила яркими

всполохами красочной, разноцветной,
привольной жизни. Зеленели салы.
блестели новенькие дворцы, выезжа-

выезжали золоченые кареты последних рус-
русских бояр и вельмож, опальных фа-
фаворитов, доживавших свой век в Мос-

Москве. Нигде не умели так веселиться,
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как здесь, не было людей радушное и

хлебосольнее, чем москвичи этого пер-

первого десятилетня XIX века,
— вспоми-

вспоминали современники. Каждый день —

маскарады, балы, праздники, обеды,
где неприглашенных гостей было

больше, чем приглашенных. Простой
народ развлекался на гуляньях по

престольным праздникам: неизмен-

неизменные медвежьи забавы н кулачные
бои напоминали о патриархальной
старнне.
Московскийуниверситет неотделим

отэтой веселой Москвы, его студенты

предпочитают посещать не лекции, а

кофейныедома. Однако важные изме-

изменения происходятво внутренней жнз-
нн университета. Его попечителем ста-

становится М.Н.Муравьев — наставник

юногоАлександра I и отецдвухдекаб-
декабристов» писатель н поэт, открывший
русский сентиментализм, идеалист-

мечтатель, добрый, честный и благо-

благородный человек. Муравьев задумал
произвести переворот в российском
народном просвещении. Он пишет

новый устав университета, где дарует

ему все свободы н управление по об-

образцу лучших университетов Герма-
Германии, учреждаетсистему народныхучи-
училищ — от приходских школ до гимна-

гимназий по всей России. Мечта Муравье-
Муравьева — ввести Московский университет
на равных в семью лучших европейс-
европейских высших школ, куда сейчас отправ-
отправляются способные русские студенты.
«Может быть, со временем, приедут

Рисуно*из учебника М.Бриссона

шведы учиться в Москве!» — воскли-

восклицал он.

Под благотворным влиянием Му-
Муравьева университет оживает. Сюда
по приглашениям попечителя приез-
приезжают талантливые ученые нэ Европы,
возвращаются и становятся профессо-
рамн студенты, учившиеся за грани-

границей, пробуждаются старыепрофессо-
профессора. Университет объявляет о чтении

публичных лекций, на которые прихо-
приходит просвещенная московская публи-
публика всех сословий. Пожалуй, самые

любимые у неелекции пофизике — их

читаетпрофессор Петр Иванович Стра-
Страхов (тот самый, что перевел Бриссо-
Бриссона) . Здесь можно встретить известных

московских литераторов: Карамзина,
Дмитриева, Жуковского, самых бога-
богатых аристократов н прелестных бары-
барышень. «Редко когда увидишь человека
статного без принуждения, величаво-

величавого без напыщенности, красивого без

притязания и вежливого без манер-
манерности. Сам вид его внушал уваже-
уважение», — так характеризовал Страхова
олнн из его слушателей. Страхова
любили за его красноречие (в моло-

молодости он ездил учиться ему в Герма-
Германию и во Францию), за его приятный
голос.

Летом 1805 года любимец Москвы

Страхов развлек свою публику следу-
следующим интересным опытом: он сумел

пропустить электрический ток через

Москву реку врайоне Крымскогобро-
да. Об этом сообщалось в заметке,

напечатанной в первом номере «Жур-
«Журнала общества испытателей природы»
(нафранцузском языке). Автор замет-

заметки — знаток античных древностей
Н.Ф.Кошанский, будущий учитель
Пушкинав Царскосельском лицее. Вот

ещеодин пример, показывающийсколь

теснобыли связаны поколения и люди

в то время. ОпытСтрахова настолько

занимателен, что стоит привести его

подробное описание.
«Господни Страхов с несколькими

из своих учеников устроил гальвани-
гальванический прибор следующим образом.
В один нз погожих дней, в 4 часа

после обеда, он велел положить на

обоих берегах реки в 10 саженях от

моста сухне деревянные лоски, н на

одном нз них были установлены Воль-

Вольтовые столбики, представляющие из

себя небольшие цинковые н медные

пластинки размером сдвухкопеечные
монеты или маленькие диски в одни

дюйм 5 линий диаметром C8,1 мм).
Двастолбикабыли соединеныдугооб-
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разным медным проводником. На кон-

конце одного из столбиков был другой
медный проводник, к которому при-

прикрепили железную проволоку, отве

дсниую по перилам моста иа другой
берег реки на расстоянии 100 саженей.

(Здесь следует заметить, что перила
мостабыливыкрашены масляной крас-

краской, что изолировало железную про

волоку.) Этотконей цепи был опущен
в маленький сосуд, наполненный во-

водой с раствором соли аммиака и пос-

поставленный также на хорошо изолиро-
изолированные сухие доски. Половина галь-

гальванической цепи былатем самычуста-
установлена наиболееточным образом. Но

так как следовалодополнить всю цепь,

при посредстве реки, то поставили

другой столбик, контактирующий с

водой железной проволокой длиной в

6- 7 саженей, изолированной от стола

до волы при помощи положенных для

этого сухих палок.

Так же сделали и на другом берегу
реки, чтобызакончить цепь, замыкав-

замыкавшуюся другим сосудом, наполненным

также раствором аммиака и постав-

поставленным натежедоски рядомспервым.
Закончив эти приготовления, начали

опыты. При погружения рук вкаждый

из сосудов, испытывали одновремен-
одновременно небольшиегальваническиетолчки,

похожие на толчкн от электрического
тока. Гальванический ток, который
мог быть ощутим, следовательно с

одной стороны, шел по изолирован-

изолированной железной проволоке, по перилам

моста, с другой стороны, он проходил
через воду реки иа протяжении при-

приблизительно 70 сажепни.

Возникло довольно примечательное

побочное явление: те же толчки, прав-

правда, немного менее сильные, ощуща-

ощущались при погружении пальца в со-

сосуд, куда входил проводник, находя-

находящийся вне воды, хотя цепь не допол-

дополнялась другой рукой; но этот опыт не

давал никакого эффекта, когда па-

палеи опускался в другой сосуд, огу-
ществлявшнй соединение цепн пос-

посредством реки.
Все присутствовавшие ученики ис-

испытали то же самое, повторяя этот

опыт. Мы были в большом затрудне-
затруднении, не находя причины этого явле-

явления, ио господин профессор был так

добр, чтообъясннл нам его происхож-

происхождение; и мы в самом деле поняли, что

прибрежный иссок, будучи влажным,
служил проводником гальваническо-

гальваническому току
— ной заметил нам, что наши

руки, смоченныесольюаммиака, были

достаточно чувствительны, чтобы ис-

испытать действие выделяемого тока.

Это замечание подтвердилось н тем,

что любопытные, которых было мно-

множество, дотрагиваясь до цепи на мос-

мосту, ощущалито жедействие и говори-

говорили с удивлением друг другу: «Не до-

дотрагивайтесь, вас обожжет как поро-
порохом» .

Многие описания современников

свидетельствуют о том, что Сграхов
был как талантливым преподавате-

преподавателем, так и и неутомимым и страстным

экспериментатором. Каждый день он

проводил какие-нибудь исследования
к опыты. Так, постоянным предметом
его исследований было «определение
силы и порядка дейгтвованнй стужи
при замерзаниях и застываниях жид-

жидкостей*. Каждую зиму у Страхова

замораживалась вода в чугунных бом-

бомбах, отверстия в которых затыкались

пробками, сухими или смазанкымн

салом, или деревянными гвоздями,

которые иногда обматывались вместе

с бомбами железной проволокой. Ког-

Когда морозы бывали крепкие и выстав-

выставленная ка улицу кода в бомбах быстро
замерзала, то сухие пробки сами со-

собою выбивались вон с более илн менее

сильным звуком, похожим иа выст-

выстрел, причем взлетали кверху так, что

перебрасывались черездвухаршинную
стену маленькой обсерватории; сухие
деревянные гвозди, даже привязан-
привязанные проволокой, также выбивались

«силою стужи >, и проволока вся раз-

разрывалась, а вода, в таком случае,

выступала из отверстия и торчала ле-

ледяным шипом, более илн менеедлин-
длинным — смотря по степени мороза. На-

Наоборот, пробки и гноздн, смазанные

салом, почти всегда не уступали на-

напряжению замерзавшей воды, и она

распирала во все стороны и разрыва-
разрывала бомбу на два, на три черепка, а

ледяной шар ее оказывался внутри с

дуплом, усыпаннымдлинными ледя-
ледяными кристалликами призматической
формы и расположенными в разных

направлениях, но похожих во многих

опытах. Профессор, стараясь опреде-
определить закон в их расположении, каж-

каждый раз зарисовывал нх и сохранял

рисуикидля сопоставления.

Особенный интерес у профессора
вызывали явления атмосферного
электричества

—

гроза и молнии, по-

попадающие в какие-нибудь предметы
на земле. Лишь только он узнавал об

очередном уларе грома, сразу же ехал

на место удара, опрашивал свидете-

свидетелей, изучал следы молнии. В то вре-

время многие полагали, что проводни-

проводником громового разряда между небом

н землей является дождевая вола.

Страхов усомнился в этой теории: во

время своих наблюдений он видел,

что попавшая в железную крышу мол-

молния дальше спускается до землн ско-

скорее по сухим железным частям, чем

по влажным. Это позволило ему сде-
сделать вывод, что вода — не лучший
проводник электричества.
Свои основные теоретические пред-

представления П.И.Страхов изложил в

изданной им в 1810 году книге «Крат-
«Краткое начертание физики». Это был пер-
первый университетский учебник фиш-
кн, написанный русским профессо-
профессором, с учетом опыта прочитанных им

лекций. Эта книга дает нам возмож-

возможность познакомиться с содержанием
лекций, которые читал Страхов в уни-

университете. Ио главным достоинством

его лекций, из-за которого их люби-
любили студенты н старались не пропус-

пропускать ни одной, были прекрасные де-

демонстрационные опыты. В его распо-

распоряжении находился богатый физичес-
физический кабинет, собранный с помощью

попечителя Муравьева. К сожалению,

почтн все это оборудование не уда-

удалось вывезти нз Москвы в сентябре
1812 года перед вступлением напо-

наполеоновских войск. Среди спасенных

вешей (возможно, некоторые из них

сохранились н по сей день) — малдо-

ка Атвуда для демонстрации сво-

свободного равноускоренного паления

тел, снаряд Паскаля, доказывающий
давление воды, насосы и колокола,

создающие безвоздушное пространст-
пространство, телескоп, микроскопы, зеркала,

камера-обскура, гальванические при-

приборы.
Профессор Страхов оставался при

университетедо последнегодня перед
занятием Москвы. Он был тяжело

болен, и когда университет, спасаясь

от французов, переехал в Нижний

Новгород, его сердце не выдержало
-

в начале 1813 года он умер.
Личность П.И.Страхова (к сожгле-

нию. кипе совершенно забытого) еще
долго оставалась легендарной среди
работавших в университете. Значение

Страхова для истории университета
действительно велико. По-существу
это был первый русский профессор,
поднявший преподавание физики в

России на уровень, близкий к мирово-

мировому, н сам постоянно искавший соб-

собственные пути в науке.
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КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»

Морские границы

ВОЗНИКНОВЕНИЕ
ВОЙН, как

правило, имеет своей причи-
причиной желание установить но-

новые границы стран, такие, кото-

которые нападающая сторона считает
более справедливыми. Вход

идут ссылки на исторические

факты, на интересы нации, на

зашиту части населения другой
страны. Каких только аргумен-

аргументов в пользу изменения границ

не было за многовековую исто-

историю человечества, сопровождав-

сопровождавшуюся постоянными войнами!
Мы же рассмотрим более спо-

спокойную ситуацию. Два государ-
государства решили на карте провести
морскую границу, поскольку их

В этом случае из свойств бис-

биссектрисы угла получаем, что

морской границей будет именно
биссектриса угла между
берегами.Отметим, что это —

действительно
фундаментальный
факт. Ои позволя-

позволяет установить при-

приемлемые морские

границы для лю-

любых конфигураций
берега. Для этого

достаточно при-

приблизить береговую
линию ломаной,а

жнм наши фундаментальные ис-

исследования и рассмотрим случай

второй: одна страна
— точка, а

другая
— полуплоскость (рис.3).

Разумеется, математики уже

затем провести

биссектрисы уг-

Рис.1

берега омываются одним морем

В этом случае ист рек, хребйгов
и других естественных разграни-
разграничителей, поэтому порешили ис-

исходить из принципа: каждая точ-

точка границы должна быть одина-
одинаково удалена как от одной стра-
страны, как и от другой.
Проведем фундаментальные ис-

исследования иа эту тему. Фунда-
Фундаментальные исследования, как

известно, начинаются с рассмот-
рассмотрения простейших случаев. Слу-
Случай первый: берега у обоих

стран прямолинейные (рис. 1).

Рис.3

иых парами от-

отрезков из берего- J
вых линий стран, |
как это сделано
на рисунке 2.

Довольно впечатляющий

пример пользы фундаменталь-
фундаментальных исследований! Но предста-
представим себе, что одно нз госу-
государств

— крошечный островок.
В этом случае приближение ло-

ломаными неэффективно. Продол*

давно (со времен древних
греков) выяснили, какая кривая

является геометрическим местом

точек, равноудаленных отдан-

отданной точки и данной прямой. Эта
кривая — парабола, та самая па-

парабола, которая является графи-
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ком квадратного трехчлен

у
= ах7 + fax + с . Заданные точка

и прямая тоже имеют свои на-

названия: точка называется фоку-
сом параболы, а прямая

— ее

директрисой.
Теперь можно проводить морс-

|кне границы в том случае, если

страны имеют небольшие остро

| ва, например, как на рисунке 4.

оами является срединным пер-

пендикуляром к соединяющему
ихотрезку
Ну а если остров не очень ма-

ленький. но круглый? Как в

этом случае разграничить море
между ннм и страной с прямо-

линейным берегом? Нетрудно
понять, что н в этом случае гра-
ница будет пара
болой. Ее фокус
находится в цент-

е круга» ади-

области, осталось отметить, что

в третьем случае, когда прово-

проводится морская граница между

двумя круглыми островами, мы

получаем геометрическое место

точек, равноотстоящих от двух

окружностей, т.е. множество то-

точек, разность расстояний

РИС 4

Рис.5

145* 150* 155%

\Онштя\
iiL
Оо.Их

36.У 36.69 36,7Ч 36.89

Рис. 7

ректрисой яв-

является пря-

прямая, Парал-
Параллельная бере-
береговой линии

второй страны
и отстоящая от

нее на расстояние, равное ради-
вов ничем не отличается от кон-

усу заданного круга (рис 5)
тинентальногослучая. А граница Чтобы завершить рассказ^ о фун-
между двумя точечными остро- даментальных результатах в этой

Рнс.6

Случай наличия больших остро-

которых от ueirrpoB этих окруж-
ностей постоянна и равнаразнос-

ти их радиусов. Такая кривая на

зывается гиперболой. Она изо-

бражена на рисунке 6.
А теперь, во всеоружии фунда-
ментальных знаний, проведите
морскую границу на карте, изо-

браженной на рисунке 7.
АСавин
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«КВАНТ» ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

Задачи
1. По окончании волейбольного турнира, в котором
каждая команда встречалась с каждой из остальных

по два раза, оказалось, что 20% команд не имели в

своем активе ни одной победы (ничьих в волейболе
не бывает). Сколько всего встреч было проведено в

этом турнире?
С.Манведов

2. ЧислоКУБ является кубом целого числа, а число

БУК - простое. Какие это числа?
И.Антонович

3. «Однаиз моих бабушек, — рассказывает Оксана,
—

старше другой ровно на \ год, а ее муж, мой де-

дедушка, старше второго дедушки тоже ровно на t

год, но это не самое удивительное. Интересно то,

что произведение возрастов дедушек равно четырех-

четырехзначному числу, первые две цифры которого состав-
составляют возраст моей молодой бабушки, а вторые —

возраст другой моей бабушки. Сколько им .пет?»

П. Филевич

4. Заменитебуквы цифрами так, чтобы равенство

ФАКТ+ФАКТ-НАУКА

стало верным. Одинаковым буквам должны соответ-

соответствовать одинаковые цифры, разным — разные.

И.Красин

5. Двачертежных равнобедренных угольника поло-

положили один на другой так, что вершины прямых уг-

углов оказались на гипотенузах (см. рисунок). Рас-

Рассмотрим четырехугольник с вершнпамн в вершинах

острых углов. Докажите, что отрезок, соединяющий

прямые углы угольников, делит площадь указанного

четырехугольника пополам.

ВЛроизволов

^Сказка —ложь,
дав ней намек...»

С. ТИХОМИРОВА

ВСЕ
мы в детстве с удовольствием читаем сказки.

В них мы погружаемся в волшебный мнр где

животные и птицы разговаривают по-человечьи,

где в смертельной схватке сходятся благородство и

низкая злоба, простодушие н коварство, где герои

могут мгновенно перенестись в «тридевятое иарство
—

тридесятое государство». Созданные авторами,

чьи имена в большинстве своем затерялись в глуби-
глубине времен, отшлифованные десятками и сотнями по-

поколений рассказчиков, сказки несут в себе заряд

мудрости и доброты, столь необходимый людям.

Читая сказки, мы порой не обращаем должного

внимания на встречающиеся там описания различ-

различных природных явлений, в том числе н физических.

34
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Аонн, между тем, играют немаловажную роль: тот,
кто знает законы прнроды, нередко торжествует по-

победу, а кто не знает — терпит поражение. В одних
сказках физические явления представлены точно н

правдиво, в других имеет место явное поэтическое

преувеличение, фантазия автора.
В сказках разных народов часто встречаются схо-

схожие или даже одинаковые, так называемые «бродя-
«бродячие» сюжеты. Что касается физических «ситуаций»,
то это прежде всего различные проявления трения н

инерции изменение свойств материалов в зависи-

зависимости от температуры, световые и звуковые эффек-
эффекты. Вот — несколько примеров.

Прочитайте приведенные здесь небольшие отрывки

из различных сказок и попытайтесь ответить на фи-
физические вопросы, сформулированные после каждо-

каждого отрывка.

1. Легенда о Тылвалс (ительменская сказке)

¦

«Жил Тылдал с сестрой. $Кили-юии на Круглой
сопке. Долго там жили. ТыЛвал. когда ждал fiparon

сопку зимой водой поливал. В одном месте был у
него подъем, там он врагов поджидал.»

С какой целью Тылвал поливал сопку водой?

2. Небесный барашек (финская сказка)
«Пришел знахарь о замок королевскую дочь ле-

лечить и видит, что Смерть у нее в изголовье сидит.

Тут бы ему от затеи отступиться, раз такое дело, но

очень уж хочется королевскую награду получить, и

решил знахарь попробовать. Велел он сделать такой

помост, чтобы на оси крутился, положил на него ко-

короле! и и стал крутить, да так быстро, что Смерть
не удержалась в изголовье у девушки и свалилась

на пол.»

Объясните случившееся.

3. Настоящая дружба (ассирийская сказка)
«На середине рекн он приподнял собаку и вместе

с канем бросил в реку. От резкого движения лодка

опрокинулась, и хозяин очутился тоже в воде. Его

тяжелая одежда намокла, н он стал тонуть.»

Почему опрокинулась лодка?

4. Мальчик и раджа (индонезийская сказка)

«Тогда раджа приказал:
— Атеперь покажи, где верхний, а где нижний

конец у обрубка черного дерева.
Мальчик взял обрубок, оглядел его со всех сто-

сторон, подержал в руках и опустил в воду.

— Господин,верхний конец тот, который над во-

водой, — сказал он радже.»

Как объяснить ответ мальчика?
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Испугался вор »

Кск объяснить происходящее? Почему жировие
пятна на воде круглые?

5. Лиса,аист, лев и мул (арабская сказка)
«Лев ждал-ждал, устал, нашел горлышко от разби-

разбитого кувшина и положил его возле норы. Когда дул

ветер, воздух проходил через это горлышко, и полу-
получался такой звук, как будто рычал лев. Лиса сидела в

норе три дня, боялась льва. Горлышко кувшина гре-
гремит, а она думает, что это лев рычит. *

Какое физическое явление можно узнать в этом

эпизоде?

6. Какпытали каменную плиту (китайская сказка)
«У мальчика, торговавшего пончиками, украли

деньги. Для разоблачения вора судья Бао-гун прика-
приказал притащить большой чаи с водой.
Потом каждому велел монету в чан бросить сам ря-

рядом стоит, смотрит ... Вот подошел какой-то человек,

монету в чаи бросил. Смотрит Бал-гун: на воде кру-
жочкн жира плавают. Как закричит судья:
— Это ты, пес, у ребенка деньги украл? Признавай-

Признавайся!

7. Гадкий утенок (сказка X К Андерсена)
«Кота она звала сыночком; он умел выгибать

спинку, мурлыкать и даже испускать искры, если

его гладили против шерстн.»

Почему кот *ш пускал искры* при "поглаживании?

в.Снежная королева (сказка ККЛндерсена)
«Герда начала читать «Отче наш»; было так хо-

холодно, что дыхаине девочки сейчас же превращалось
в густой туман,»
Почему, когда холодно, заметно образование ту-

тумана при дыхании, а когда тепло — нет?

9. Морской царь и Василиса Премудрая (рус-
(русская сказка)
«А Иван-царевич отправился в подводное царство;
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видит — и там свет такой же, как у иас, и там поля, и

луга, и рощи зеленые, и солнышко греет.»
А греет ли солнышко под водой?

10. Морозко (русская сказка)

«Девушка сидит под елью, дрожит, озноб ее проби-
пробирает. Вдруг слышит — невдалеке Морозко по елкам

потрескивает, с елки на елку поскакквает, пощелкива-
пощелкивает. Очутился на той ели, под которой девица сидит, и

сверху ее спрашивает:
— Тепло ли тебе, девица?
- Тепло, Морозушко, тепло, батюшка.»

Почему от мороза ель потрескивает?

*>*..

11. Как ходжа тащил из колодца месяц (турецкая
сказка)

«Однажды поздно вечером ходжа при свете луны
поднимал ведро из колодца; н увндел он, что в коло-

колодец упал месяц. Чтобы вытащить месяц, он привязал
к веревке крюк и спустился вниз.

Случайно крючок зацепился за камень; и, когда

ходжа сильно тянул веревку, крючок сорвался, а ход-

ходжа упал на спину.

Он взглянул наверх и увидел, что месяц на небе.
— Ну, слава богу, помучился я немало, но зато

месяц теперь вернулся на свое место.»

Какое физическое явление ввело в заблуждение
ходжу?

12. Жена Гоба (ирландская сказка)
«Каждой избраннице старик задавал три вопроса,

чтобы проверить и оценить ее ум.

Как отличить верхний конец ободранного ивового

прутика от нижнего, если сам прутик всего двенад-

двенадцати дюймов в длину и с обоих концов одинаковой
толщины <т глаз>?

... И только одна-едннственная девушка, мудрая н

остроумная, ответила на все три вопроса. Она то и

стала женой Гоба.

Она распознала концы прутика, бросив его в реку:
нижний, более тяжелый конец, лег по течению, а

верхний, более легкий, смотрел в обратную сторо-
сторону.»
Как объяснить способ, придуманный девушкой?





МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК

О задаче Мальфатти
В.БЕЛЕНЬКИЙ, А.ЗАСЛАВСКИЙ

ОДНАЖДЫ
летом в дереьне за

всчсрн! й бесслой мы лрцдумали

задачу, постановка которой была
очень простой и, как показалось внача-

вначале, решение тоже не должно было вы-

эвагь особых затруднений. Однако нам

потзм.'бовалагь целая неделя, чтобы спра-

справиться с ге решением. Оно оказалось

столь изящным, что мы захотели позна-

познакомить с ним читателей «Кванта».

Позже мы узнали, что столкнулись с

некогда знаменитой, а сейчас почт» за-

забытой яалачей итальянского математи-

математика Мальф.пти, опубликоианной еще к

1803 году. Вот эта задача.

Дан треугольник ЛВС. Т^уевуется
построитьтриокружноститак. чтобы

каждая из них касалась двух других
окружностей и двух сторон треуголь-
треугольника (см. puc.t).

Рис. 1

Немного ист опии

Сам Мальфатти опубликовал алгебра-
алгебраическое решение этой задачи без доказа-

доказательства, сообщив лишь, что получен-
полученные им формулы являются результатом

весьма сложных и громоздких вычисле-

вычислений.

В 1826 году чисто геометрическое

решение задачи Мальфатти (и гоже без

доказательства) дал Я.Штейнер - одни

из крупнейших геометров прошлого века,

Затем к ней возвращались не раз. В

частности, в 1874 году Шретср дал до-
доказательство решения Штейнсра.

1

Из публикаций нашего времени отме-

отметим подробное решение задаш Маль-

фаттивкнхгсЛ-О-Шклярского. И.Н.Чсн-

нова н И. М.Ямома 4 Избранные задачи

н теоремы математики», ч. 2 (планимет-

(планиметрия).
Впрочем, занимаясь этой .^*дачей на

отдыхе, в отрыве от книг и библиотек.

'Э*лиctrdfHUM тмыучгны uj замечательней

хкшиЛ.Адлера «Теориягеометрических пос-

mjxxuuu*. изданной * 1924 году * Одессе
издательством «Mathrsis*.

мы всего этого, к счастью, не знали И

вот что мы придумали.

Первый этап. Редукция
к системе уравнений
В треугольнике ABC на рисунке 1

круги с центрами ОА, Ов и Ос и радиу-
радиусами та.тв*тс соответстэенноудовлет-
соответстэенноудовлетворяют условию задачи.

Существование и единственность ре-

решения следуют нзочевидных соображе-
соображений непрерывности. Будем считать, на-

например, круг с центром Ол ведущим, а

два других подстраивать под него, впи-

вписывая их и углы В и С так. чтобы они

касались ведущего. Сначала приладим

радиусу гА максимально возможное зна-

значение, при котором круг становится впи-

вписанным в треугольник ЛВС, при этом

круги с центрами Ов и OQ разъединены
и их радиусы минимальны. Теперь, как в

мультфильме, будем постепенно умень-
уменьшать гА, приближая ueirrp Ол к вершине

А\ тогда центры Од и Ос других круюв

будутудаляться от своих вершин, двига-

двигаясь вдоль биссектрис, а их радиусы

будут увеличиваться, т.е. эти крути бу-
будут двигаться, сближаясь друг с другом

н расширяясь. Ясно, что в какой-то

моментони придут в соприкосновение, и

этот момент определяется однозначно.

Однако найти радиусы кругов вобщем

случае не так просто. Чтобы читатель

сразу осознал нетривиалыюсть реше-

решения, приведем наш ответ. Радиус круга
с центром Ол лается формулой

7
здесь, как обычно, 5 и р*(а + Ь + с)/2

площадь и полупернметр данного тре-

треугольника со сторонами а. Ь и с, а

V = Фа + Ф* + 9С"~ палуперимегрсфери-
'

С

р-с

ческоготреугольника, ссхтавлеииого кз

дуг больших кругов, равных (в радиан-
ном измерении) 2<р#, 2р4 2<?с. где

B)

9С = arcsin Jcfp.
(Отметим, что S/{p-a) — это радиус

окружности, иневписакнон в угол/! тре-

треугольника ABC.)

Выразим условие касания кругов, при-
примыкаюшчхкоднойнзсторон, например,
ксторонеАВ~с (рис. 1). Пусть L иМ —

точки касания кр>товс це>гграми Ол и Оя
с этой стороной. Тогда LSI ¦ 2^rArff .

Упражнение I. Докажите это.

Так ках AB*=AL+LM+MB, получат
соотношение (аир— половины углов
А к В соответственно)

Введем положительные переменные

и= ^ccga , vm JrB ctgP .

Тогда условие ( • } пс]>епишется в виде

и2 + 2uvjtgp.tgfi+ v2 = с. (••)

Из рисунка 2 вкдно, что

^
р-а'

w
р-Ь-

Вспоминая ещеформулыдля площади
треугольника: S-rp, где г радиус впи-

вписанногокругами

(фор>гула Гсрона), находим

tga tgp = ^ -г=

(р-а)(Р-Ь)

После подстановки в уравнение ( • О.
окончательно получаем

г7 • с.

Введя cine обозначение w = ^cctgy .

где y
— половина угла С и записывая

аналогичные уравнениядля сторон Ь н с,

приходим к системе уравнений

C)1? + 2vw \\--
Р

и? :.И +и = J

с тремя нензвестнымн и, v, w.
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Этим заканчивается первый этап ре-

решения. Исходная геометрическая зада-

задача сведена к алгебраический системе C),
имеющей симметричную циклическую

форм> Но как решать эту систему?

Прямыми методами, «влоб»,можетбыть

и удастся пробиться, но уж очень гро-

громоздко...

Второй этап.

Назад к геометрии
Рассмотрим числа и, v, w как длины

некоторых отрезков.

Если еще правые части уравнений за-

заменить квадратами «отрезков» длины

cm
= Jc, am = Ja t bm-Jb, то каждое урав-

уравнение будет выглядеть как «теорема

косинусов» для некотороготреугольни-

треугольника. Сформулируем поэтому поводу про-
простую лемму:

Лемма 1. Для того, чтобы из трех

отрезков хг у, г можнобилосоставить

треугольник, необходимо и достаточ-

достаточно, чтобы они былисвязаны соотноше-

соотношением

в котором коэффициентqудовлетворя
яп условию

м<«-
При этом угол 8, противолежащий

стороне z, будет равен в * arccosq.

Упражнение 2. Докажите эту лемму.
Итак, вернемся к нашей системе, кото-

которая выглядит теперь так:

Р

, C)

Если (ut vt ю) — ее положительное

решение, то первое уравнение залает

треугольник \ со сторонами и, v.

с* =¦ Vc и тупым углом, противолежа-

противолежащим стороне vc , равным

где 9С
= arccos^l - cfp « ancsin

(поскольку 5]п2фв +cos29r = D-
По теореме синусов, радиус круга,

описанного около треугольника А
с. ра-

«и

Аналогично определяются треуголени

ки Дв и Д6, задаваемые вторым нтретьим
уравнениями системы C'), и углы

вл * к - 9в. в6
= я

-

р4. Замечательно,
что R не зависит от с. Tax что мы

доказалиследующуюосновнуюдля даль-

дальнейшеголемму:

Лемма 2. Радиусы описанных охруж-
ностеп^сех трехтреугольников Дл. Д^.
Дс равны R ш Jp[2.
Упражнения
3. Локажите, vroотрезки сддннамм а. • so,

bb*sb\c+ = sc всогдаобразуютостроуголь-

ныА треугольник Д.

А. Докажите, что f- + ?l> + 9c< я. а

В# + в4 + 6^ > 2к. н следовательно, мятреуголь-
треугольников Д- АЛ , Д^, Д^ нслюея сложить тет-

тетраэдр.

На этом заканчивается второй этап

решения.

Третий, заключительный
этап
Полемме 2, все три треугольника Дв.

Д6. Д4 могут быть вписаны в круг ради-

радиусом Н * ур/2. к мы будем рагематрн-
ватымгеотт^езкн — и, v. w, а,. Аи. с как

хорды этого круга. Заменим их соответ-

соответствующими лугами п . ii. й, о*, Ь., с,.
Под дугой, соответствующей хорде х,

мы пронимаемменьшуюнз дуг- стягива-

стягиваемых этой хордой. Пусть х —

угловая

мера такой дуги. Тогда, очевидно,

х ш 2Rsin~. а х ¦ 2arrsin-^. Впнсы-

вал тупоугольныетреугольники Дв, Д^,
Дс в круг с радиусом R, увидим, что

?+?.= ?, = 2фс,

?• »2<рв1 E)

Осталось записать ответ. Имсо :

ar+ u = Ь» = 2<рА.
Итак, от системы квадратных уравне-

уравнений C) введениемновых переменных п ,

В , w мы перешли к системе линейных

уравнений]
Замечание. В соотношениях E) мы

уверенно пишем знак +, поскольку тре-

треугольник Д? — тупоугольный с тупым

углом ©с = п - ре против стороны с.

(рис. 3).
Сложив эти три уравнения, получаем:

Ю

где if
¦ фв +фл + *ре

—

«полупернметр»

«треугольника», составленного нз дуг
о», iw, с..

Напомним что здесь а*{2, Ь^/2, Сш[2 —

это арксинусы ^ ^

их гумма

Итак, мы решили системуC). Однако

исходная задача была сформулирована
как задача на построение. Что же, полу-
полученные формулы G) позволяют постро-
построить отрезки rAt rB и гс циркулем н

линейкой.

Едкнственное, что здесь может вы-

вызвать сомнение — этопоявлениевнаодр

формулах таких величин, как 4а , <{р •

Однако его нетрудно рассеять. Доста-
Достаточно взять произвольный отрезок е в

качествеединицыдлимы. Тогда ат * -Joe,
Р* ш sP*f & = Р*Р- буду1 уженастоящи-
настоящими отрезками (аугловыевеличюсыдут —

арксинусы ихотношений — уже не зави-

зависят от выбора единичного отрезка е)

Упражнение S. Опишите построение отрез-
отрезков с помощью ниркуля и линейки по форму-

формулам <7).

Конечно, отформул G) можноперей-
перейти к обычным алгебраическим форму-
формулам, содержащим вместотригонометри-

тригонометрических функций довольно громоздкие

радикалы.

Упражнение 6 (для любителей алгебры).
Нълиилгтетакие выражениям попробуйтепро-

проверить, что они дают решение системы C).

(Конечно, зная ответ, можно попробовать ре-
решитьсистему C) чисто мгеЛраншжки и прий-
прийти к этим формулам.)
Вместо *лобового» построения отрез-

отрезков гА, гв, гс но формулам можно пред-
предложить и более изящное. Вспомним гео-

геометрическую интерпретацию решения
F) линейной системы трех уравнений
E) (риг. 2): треугольник с длинами

сторон а, Ъ. с, величины р
—

а, р—Ь,
р
— с — это отрезки сторон от вершиндо

точек касания со вписанной окруж-
окружностью2. Этот факт, основанный только
на соображенияхсимметрии» вереи идля
криволинейного «треугольника», сторо-
стороны которого 4. *W» с* — дуги одного

радиуса; на этой основано следующее

построение (рис. 4).

Рис.3

^Насколько такая замена помог-ает в ал

ic6pc, рассказывалось недаагю е заметке

Р. АлексеемиЛ.Курллндчихп «Стороны етре-
угольника*. «Квант*-. №9/$0, 199У



Пустьнасторонах а», k. с* треуголь-
треугольника Л = ЛЛС, как на хордах,

ены сегменты с радиусами RJf
обращенные внутрь Д ; Ов, О6, Of —

центры соответствующих кругов. Тогда

центрQописанного кругатреугольника

ОлОьО€ будет также ucirrpOM «вписанно-

«вписанного» круга, касающегося дуг сегментов (в
точках Г , 7^, Тг, лежащих на пересече-

пересечение дуг с отрезками 0рл, QOb, QQe ), а

расстояния от этих точек касания до
кондов дуг равны u, v, w:

(8)

Упражнение 7. Докажитеправильностьэто-

этого построганя и елоосуществимость (т.е. факт.
что Q лежит пне секторов О AJim. О Я.С„.
o\cy

Стереометрическая
интерпретация
и новые вопросы
Можно лонтн дальше: выйти в про-

пространство н составить кз трех секторов

рисунка 4, сведя кх центры Ол. Оь, О€ в

однуточку О, трехгранный угол
— тогда

трндуги секторовстанут сторонами кри-

криволинейноготреугольника Д, лежащего

на сфере радиусом R с центром О; при

этом кх точки Т, 7^. ? будут точками

касания вписанного в Л крута (рис. 5).
Если вершины Д обозначить, как и на

рисунке 3, через Л. &• и С. то будут
по прежнему верны равенства (8).

Разумеется, углысекторов на рисунке
4. как к плоски*углытрехгранногоугла
с вершиной О, равны ZA.OR. = 2ре,
BC Э

Упражнение 8. Докажите, что каждый мз

трех углок ф#1 ф^. фс меньше суммы двух

других и. эиачкт (с учетом упражнения 4} на

утлое 2рл, 2ф^, 2фс можиосоставнтьтрехгран-

трехгранный угол.

о

ЗАДАЧА МАЛЬФАТТИ

Теперь мы объяснили слова «сфери-
«сферический треугольник», появившиеся в

ответе @,B). анонсированном в нача-

начале статьи.

На этом можно было бы поставить

точку. Но, оказывается, в сферической
интерпретации можно обнаружить бо-

более глубокиесвязи с системой уравнений
C) и породившей се «задачей Мальфат-
ти» Мыограничимся адесь некоторыми
наблюдениями и оставляем читателям

возможность подумать над ними, кс

формулируя точных теорем и упражне-
упражнений (тем более, что некоторые из пос-

поставленных вопросов далеко не просты).
Заметим, что плоскости построенного

нами трехгранного угла с центром О

делятсферу навтреугольнкков: один из

них — это наш Д = Л&С*. три других
примыкают к нему по сторонам (а еще

четыре симметричныотносительно точ-

точки О). Расстояния от точек касания

вписанной окружности до вершин на

соответствующих сторонах по дугам

а соответствующие им расстояния «по

хордам» дают, как мы знаем, тройку (и,
v, и>) положительных решений системы
C). Легко найти и «луговые» расстоя-
расстояния от вершин Л.. R*. С» до точек

касания с окружностями, вписанными в

трн соседниес Д треугольника (подобно

тому, как находятся расстояния от

вершин обычноготреугольника с точка-

точками касания вневписанных окружностей.
рис. 6): они составляют трн тройки

Вернемся к системе уравнений C).
Она может иметь максимум 8 решений;
оказывается, они действительносущест-

существуют, причем, кроме (и, о, w), еще трн
решения имеют вид

I, {w.-z.u)> {v.w,-z). (9)
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где z « у, т.е. соответствуют тройкам
расстояний «по хордам» до точек каса-

касания — голько расстояние до «далекой»

точки z берется со знаком минус (а еще
четыре решения получаются из этих

сменой знаков).

Не правда ли. в формулах (9) заложе-
заложена впечатляющая циклическая симмет-

симметрия! Можно ли заподозрить что-либо

подобное в такой, например, системе

(Проверьте, чтоока имеет канонический
вид C), или попытайтесь решить ее, не

применяя нашего метода. Кстати, сторо-
стороны треугольникаABC на рисунке 1 грн
мерносоответствуютправымчастям этой

системы.)

Заметим здесь, что наш метод может

быть применен к системе вила C), в

которой параметр р н* обязан бить

полупериметром, а может быть произ-
произвольным числом, лрн котором система
имеет смысл, т.е. р > тах{сЬ,с)'. в свою

очередь, правые части не обязаныбыть

сторонами треугольника. (Если все же

р
—

полупернметр, то выполняется со-

соотношение cos2 <pq + ros2 <р6 ч cos7 9С ¦ 1.

которое означает, что q>e. Ф*. Ф« можно

рассматривать как углы, образованные
некоторым вектором в пространстве с
осями декартовой системы координат
Мы эту возможность не использовали,
ко может быть она открывает какие-то
новые подходы.)
Но н это еще не все! Каждое нз реше-

решений (9), оказывается, тоже имеет ннтер-
претаиию в терминах исходной задачи

Мальфатти. В первоначальном ее пони-
понимании мы подразумевали, что круги ле-

лежат внутри треугольника и, еслисчитать

Рис, 4 Рис. 5 Рис 6
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ях обращенными «лицом к вершинам»,
касаются друг друга «затылками». Но

можно рассмотреть и случай, когда (ка-
(касаясь тех же сторон или их продолже-

продолжений) круги касаются друг друга «лба-

«лбами»; я оказывается, чтодля вычисления

их радиусов вэтом случаенужны как раз

«побочные» решения (9) системы C).
(Приэтом в соотношении ( • ), с которо-
которого начался вывод уравнения ( • • > сис-
системы, некоторые отрезки надо брать со
знаком минус.)

КВАНТ - 1994

Впрочем, «задача Мальфаттн» всамом

общем виде: найти тропку кругов «

которой каждая пара касается друг
друга и одной из трех данных прямых,
— имеет значительно больше решений,
такчтодлянхописания понадобиться не

одна, а несколькосистем, подобных C).

Попробуйте выяснить сколькожевсего

решений у этой задачи, как их разумно

расклассифицировать. Мыпопросилиху-
художницу «Кванта» поеттх нтьна компью-

компьютере столько различных схем располо-

расположения этих кругов, сколько сможет по-

поместиться на оставшейся части страни-

страницы, — но все ли случаи здесь показаны,

решатьвам.

Подумайте над всем прочитанным. По-

Поиграйте этим «камешком», подобно ал-

алмазу переливающимсяприразличных по-

поворотах цветами геометрии, алгебры, то-

топологии, комбинаторики... Желаем ус-
успеха, надеемся, что наша задача вам по-

понравилась. Авторы будутралы получить
письма с размышлениями поее поводу.



ШКОЛА В «КВАНТЕ»

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ СТРАНИЧКА

Биссектрисы треугольника.
Вписанная окружность

1. ВтреугольникеЛВСбиссектри-

биссектриса угла А пересекает сторону ВС и

пл ftA
точке Д. Докажите, что -—: =

-гр -

2. Пусть/— центр окружности,
вписанной в треугольникABC ,

/.ВАС » а. Докажите, что

гаге=90*+^.
3. Пустьокружность, вписанная в

треугольник ABC, касается АВ и АС

в точках А/ н К. Докажите, что

АМ=АК=р—а, гдер
—

полупериметр

треугольника, ВСаа.

4. Биссектрисаугла А треугольни-
треугольника ЛВС пересекает описанную около

негоокружностьвточке?>, / —

центр вписанной вABCокружнос-
окружности. Докажите, что DB=DC=DI.

5. Двестороны треугольника рав-
равны а к Ь , угол между ними а. До-

Докажите, чтодлина биссектрисы, за-

заключенной между данными сторона

ии, равна

6. ВчстырсхугольникеИВСОсто-

чстырсхугольникеИВСОстороны AD н CD равны, АВ=а, ВС=Ь.

Окружности, вписанные В треуголь-
треугольники ABD и CBDt касаются BD в

точках К и М. Найдите КМ.

7. Вершинытреугольникаделят

описанную окружность на три дуги.

Докажите, чтотрн окружности, каж-

каждая из которых имеет центром сере-

середину одной из этих дуг и проходит

через две вершины треугольника,
имеютобщую точку.

8. Вокружность вписан шести-

шестиугольник ABCDEF, у которого
АВ^ВС, CD=DE. EF=FA. Докажи-

Докажите, что диагонали этого шестиуголь-
шестиугольника, соединяющие противополож-
противоположные вершины, пересекаются в одной
точке.

9. Бтреугольнике один угол равен
SO', а другой равен 70*. Найдите

утлы треугольника OIH, где О —

центр описанной около исходного

треугольникаокружности, / — центр
вписанной окружности, И

— точка

пересечения высот.

Указание. Докажите, что окруж-

окружность, описанная около греугольни-

ка OIH. проходит через две верши-
вершины данноготреугольника,

10. ПустьО — центр описанной
около треугольникаЛВСокружнос-
окружности. At — основание высоты, прове-

проведенной к стороне ВС. Докажите, что

биссектриса угла А треугольника
ЛВСявляется также и биссектрисой
угла А*АО.

11. Сторонытреугольника равны
а, Ь н с. В каком отношении центр

вписанной в этот треугольник ок-

окружности делитбиссектрису к сторо-

стороне с?

12. Втреугольнике ABC угол А

равен 70*. а угол В равен 80*. Внут*
ри треугольника взята топка М так,

что ZAMB*tQS°t jIBMC* 125°.

Найдите ?МВЛ.

13. ВтреугольникеИВС проведе-
проведена биссектриса AAt. На стороне АВ

взята точка К так, что ВК = BAt, a

на продолжении стороны АС за вер-

вершину С взята точка М так, что

СМ = CAi. Докажите подобиетреу-
треугольников AKAf и ААгМ. Докажите,
что из этого подобия следует равен-
равенство АА} * АК ¦ AM.

Исходя нэ последнего равенства,
докажите следующуюформулудля
длины биссектрисы:

= АВ- АС-ВАУСАХ.

14. Докажите,что в любом треу-
треугольнике имеетместо неравенство
R г 2г, где R н г соответственно ра-

днугы описанной и вписанной ок-

окружностей.

15. ПустьR и г радиусы описан-

описанной и вписанной окружностей неко-

некотороготреугольника, d
—

расстояние

между центрами этих окружностей.

Докажите формулуЭйлера

Указание. Рассмотрим треуголь-
треугольник ЛВС, в котором/ — центр впи-

вписанной окружности, а биссектриса
угла А пересекает описанную окруж-

окружность в точке D. Выразите отрезки
AI и ID через R , г и угол А треу-
треугольника. (Для отрезка ID восполь-

воспользуйтесь утверждением задачи 4 » За-

Затем докажите, что AJ • ID ¦ R* - d*.

16. ПустьМ — произвольная точ-

точка окружности, описанной около

треугольника ABC, отличная от его

вершин. Докажите, что прямые, сим-

симметричные ИЛ/, ВМ и СМ относи-

относительно биссектрис углов И, В н С

соответственно, параллельны.

17. Наплоскости дана окруж-
окружность. Рассмотрим треугольник, для
которого эта окружностьявляется

вписанной. Найдите геометрическое
место вершинтаких треугольников,

соответствующих

а) наименьшемууглу треугольника;
б) среднемупо величине углу;

в) наибольшемууглу треугольника.
18. Окружностьс радиусом г впи-

вписана в треугольник ABC и касается

АВ. ВС и СА соответственно в точ-

точках К, Р к М. Через Р проведен ди-

диаметр PD. Известно, что

?&DC=9V>,BC=a. Паклите отрезки
АК и AM.

19. Триокружности радиусами г

имеютобщую точку. Каждая ил них

касается двух сторон треугольника.

Радиус описанной около этоготреу-
треугольника окружности равен R. НаЙ-

литс радиус вписанной в него ок-

окружности.

20. Бокружность вписан четырех-

четырехугольник ABCD. Докажите, что цен-

центры окружностей, вписанных в треу-
треугольники ИВС, BCD. CDA к DAB.
являются вершинами прямоутоль-
ннка.

21. Докажите,что если у треу-
треугольника равны две биссектрисы, то

этоттреугольник равнобедренный
{теоремаШтейнера—Лемуса).
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Корпускулярные свойства света
В.МОЖАЕВ

ПРИ
выволезакона распределе-

распределения энергии в спектре излуче-

излучения абсолютно черного тела

М.Шанк в 1900 году высказал чуж-

чуждую классической физике гипотезу о

том, что излучение (и поглощение)
света атомами происходит не непре-

непрерывно, а дискретными порциями
-

квантами. Планк принял, чтоэнергия

кванта определяется выражением

?»Av.

где v — частота излучения, а А -

некоторая постоянная величина, по-

получившая впоследствии название пос-

постоянной Планка. Посовременнымдан-
данным k = 6,626176-КГ* Дж-с.
Развивая теорию квантов. А.Эйн-

штейн в 1905 году пришел к представ-

лениюотом, чтон прн распростране-
распространении в пространстве свет ведет себя

подобно совокупности каких-то час-

частиц, энергия которых определяется

формулой Планка. Такие частицы по-

получили название квантов света, или

фотонов.
Про фотон известно многое. Его

масса покоя равна нулю (во всяком

случаесовременные опытныеданные

позволяют утверждать, что масса

покоя фотона меньше величины

4- IO~21»v ¦ где т9
— масса покоя элек-

электрона ), а скорость равна скорости све-

света Если фотон обладаетэнергией, то

он должен обладать и импульсом.

Связь между энергией и импульсом
легко найти из соотношений

? ¦ гас1, р=тс,

где от — релятивистская массафотона,
с — скорость света. В результате полу-
получаем

Одно из явлений, подтверждающих
гипотезу фотонов, —этофотоэлектри-
фотоэлектрический эффект, открытый Г. Герцем в

1887 году. Количественная теория фо-
фотоэффекта была построена Эйнштей-

Эйнштейном в 1905 году. А опыты А.Комптона

по рассеянию рентгеновских лучей на-

наглядно подтвердили, чтофотоиы подчи-
подчиняются тем жемеханическим законам,
что и частицы вещества.

Теперь — несколько конкретных за-

задач.

Задача 1. Катодвакуумного фото-
фотоэлемента (рис. 1)освещаетсясчетом
с частотой v = /0'J Гц и мощностью

излучения P=-0,4f Вт. Если при пос-

постоянных интенсивности и частоте

падающего света менять напряже-

напряжение между анодом и катодом (по
величинеи познаку), то зависимость
фототона I от напряжения V будет
иметь вид, изображенный на рисун-
рисунке 2.

Определите по этому графикура-
работу выхода для материала фотока-
фотокатода fanodвыполненизтого жемате-

материала). Найдитетакжевероятность
выбивания электрона из катода от-
отдельным фотоном.
При осьсщгпнн фотокатода светом

происходит взаимодействие квантов

света с электронами вещества, причем

в случае внешнего фотоэффекта (как
в этой задаче) речь идетоб электронах

проводимости, которые расположены
в поверхностном слое катода. Во вре-
время столкновения фотона с одним из

0.5

таких электронов энергия фотона Av

полностью передается электрону, и

если этойдополнительной энергии бу-
будетдостаточно, электрон сможетпоки-

покинуть поверхность фотокатода.
Максимальная кинетическая энер-

энергия Ек фотоэлектрона определяется

уравнением Эйнштейна для фотоэф-
фотоэффекта

ЕкшН\-А,
где А

— работа выхода электрона с

поверхности освещаемого вещества в

вакуум. Если энергия фотонабольше
работы выхода, то даже прн нулевой
разности потенциалов между катодом

и анодом частьфотоэлектроновдости-
достигает аиода и в замкнутой цепи фото
элемента течет ток. При отрицатель-
отрицательной разности потенциалов между ано-

анодом и катодом (на аноде « — », а на

катоде «+») количество фотоэлектро-
фотоэлектронов, достигающих анода, уменьшает-

уменьшается. Очевидно, чтофототокстанет рав-
равным нулю, если задерживающая раз-
разность потенциалов между анодом и

катодом будет равна

U^mJi, ИЛИ ?*«(//.

rnte — заряд электрона. Подставив это

выражение в уравнение Эйнштейна,

получим

Из графика находим, что в нашем

случае U3 = -0,3 В Работувыходао&*ч-

но выражают в электрон-вольтах:
I эВ=1,6-10~19 Дж. поэтому оконча-

окончательно

Рас. 1

0.4 Ц 0 0.4 0.8

Рис. 2

Прн попадании фотонов в вещество

катода не каждый фотон вырывает

электрон. Очевидно, что вероятность

такого события г) равна отношению
числа электронов Л/,, вылетающих из

катода в единицу времени, к числу

фотонов Nq, падающих на поверх-

поверхность катода за то же время:

Число фотонов ЛГф задается мощ-

мощностью падающего излучения:

*ф-?-6.2.10» с-.

А количество электронов Nr определя-
определяется величиной фототока насыщения

45
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In (равного ИГ3 А), поскольку вэтом
случае все покидающие катод электро-

электроны достигают анода:

КВАНТ • I 9 9 4 >* 4

о?-иФ.

Из совместного решения последних

двух уравнений получаем

По закону сохранения импульса для

замкнутойсистемыимпульс, получен-
полученный линзой, будет равен

Тогда вероятность фотоэффекта

Задача 2. Световой поток через
небольшое отверстие сечением

Oj - 2 мм3 попадает внутрь полос-

полости, имеюиуей площадь поверхности
S = 5cm2 (рис.3). Стенки полости

небольшую частьсвета поглощают.
а остальную рассеивают. Внутри
полости создается равномерно рас-

распределенное по всем направлениям

(изотропное)излучение. Из второго

отверстия, сучениекоторого о2 ¦ С(,
выходит п ~0t2 светового потока,

попадающего на входное отверстие.
Чему равен коэффициент поглоще-
поглощения стенок полости?

Рис.3

В задаче речь идет, естественно, об

установившемся режиме (стационар-
(стационарном состоянии), когда плотность экер-

гни светового излучения внутри по

лости постоянна. Заметим кстати, что

такая полость является хорошей мо-

моделью абсолютно черного тела.

Обозначим энергию излучения, по-

попадающего на единицу площади по-

поверхности полости в единицу врсне*
ни. через Е. Тогда через отверстия
выходит световой поток Ф, ¦* 2аЕ, а

стенками поглощается поток

Ф2-E-2а)РЯ.где 0 - искомый ко-

коэффициент поглощения стенок полос-
полости. Изусловия энергетическогобалан-

баланса найдем поток Ф. поступающий в

камеру за единицу времени:

Поусловнюзалачи лоток, выходящий

из второго отверстая, составляет п-ю

часть от поступающего потока:

Задача 3. Узкий пучок импульсного
лазерного излучения с энергией Е -

¦ 0.4Дж и длительностью т -10~* с

падает на собирающуюлинзу парал
лельно ее главной оптической оси 00'

(рис. 4). Расстояниеот пучкадооси

численно равно фокусному расстоя-
ниюрлинзы. Найдитевеличину сред-
средней силы, действующей на линзу со

стороны света, если половина энер-

энергии лазерного излучения поглощает-
поглощается в линзе. Отражением от поверх-
поверхностей линзы пренебречь.

о /ЧУ«о'

Рис. 4

Сила, действующая на линзу при

прохождении через нес лазерного из-

излучения, равна изменению импульса
лннзы в единицу времени;

'¦4
Будем рассматриватьзамкнутуюсне-

тему «лазерное излучение
— линза».

Импульс этой системы до прохожде-
прохождения света через линзу, очевидно, ра-
равен импульсу лазерного излучения,

который направлен вдоль оптической
оси линзы, а егомодуль составляет

рс1шЕ/с.
После преломления в линзе световой

лучок проходит через задний фокус
лннзы и распространяется под углом
a*arctgl<-*/4 (рнс.5). Выходящий
пучок обладает энергией G.SE (с уче-
учетом потерь в линзе), а его импульс рс1
направлен подуглом а к горизонту и

численно равен

Р* - Ы* * Ph

Первоначальный импульслинзыбыл
равен нулю, поэтому изменение им-

импульса равноприобретенному импуль-
импульсу ря. Это изменение произошло за

время т. следовательно, средняя сила,

подействовавшая налинзу, будет рав-
равна

?-1 Н.

Задача 4. Нейтральная частица
к -мезонраспадается налету надва

одинаковых у-кванта (фотоны с

большойэнергией). Угачразлетамеж-
между у-квантами составляет в = 174°.

Определите скорость к -мезона пе-

перед распадом. Рассмотрите нереля-
нерелятивистский случай, когда скорость
частицымногоменьше скорости све-

света

Вмикромиретак же. каки вмакроми-
макромире, для замкнутых систем остаются

справедливыми законы сохранения

энергии и импульса. Воспользуемся
ими.

До распада к-мезона его полная

энергия включала ъ себя энергию по-

покоя тлс3 и кинетическую энергиюдви-
движения mjPfl, где т^

— масса покоя

частицы, а v — ее скорость. После

распада я -мезона возникают два у-

кванта. Пустьэнергия каждого кванта
равна ?у. Тогда закон сохранения

энергии можно записать в виде

Закон сохранения импульса (вектор-
(векторная «модель» которого изображена на

рисунке6) позволяет получить второе

уравнение:

Рис. 5 Рис.6
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Исключая из этих уравнений Е^, по-

получим квадратное уравнение относи-

относительно v:

 ~2cos(e/2)
н его решение:

НАМ ПИШУТ

Первый коронь не имеетфизического
смысла: ц > с» так что решением за-

задачи будет второй корень уравнения,
а именно

• ccos(e/2)-l,6-107 м/с.

(Здесь мы воспользовались прибли-
приближением: поскольку cos2^-^! „

Упражнения
1. На рисунке7 приведен экелсримпаально

полученный графикла»жнмссгн задерживаю-
задерживающей разности потенциалов I/, (т.е. напряже-
напряжения между катодом и анодом, при котором ток

»*акуумнчхч фотоэлементестановится равным

нулю) от частоты v падающего света. С ло-

моацыоэтогографнка майдотеэначе»не посто-
постоянной Плаика. работу выхода электрона иэ

катода н красную границу фотоэффекта.

4

3

2

f

/
/
/

Г 1 » 1 Т \ l-llltlll -W

0 2 4 € 8 10 vtC^c^

Рис. 7

2. Докакогомаксимальногопотенциала за-

рддктся уединенный медный шарик, если его

облучать ультрафиолетовым с«етом с ллииой

кммы X. ш 2- КГ7 м? Работа выхода электрона
для кедн А - 4.47 эВ. постоян i3lh Планка

А-6,62-10^14 Дж-с, заряд электрона
*«1.6Wie Id.
3. Узкийпучок импульсного лазерного из-

излучения с энергией ?- 0.5 Дж и длитель-

длительностью х ш @^ с падает на рассеивающую

линзу паралле.чь»оееглашмД олтическоА оси.

Расстояние от пучкадооси рашю F/уЭ. гдеF

— фокусное расстояние лннэы. Найдите вели-

величину средней силы, действующей на линзу со

сгормгы света, если половина энергии лазерио-

гоиэлучеикяпоглоюаетеявлинзе. Отражени-
Отражением от поверхностей литы пренебречь.

«ЗАЖИГАНИЕ»... СВЕТОМ

Предлагаем вам весьма простой и

наглядный способ «генерации» све-

света с помощью фотоэффекта.
Соберите несложную схему (см.

рисунок) с миниатюрной неоновой

лампочкой, у которой одинэлектрод
плоский, а другой кольцеобразный.
Сначала постепенно повышайте на-

напряжение н добейтесь появления тле-
тлеющего разряда в лампочкг. Затем
ненамного уменьшите напряжение
так. чтобы тлеющий разряд погас.

Теперьосветите неоновуюлампоч-

лампочку лучом от гелий-неонового лазера,

направив луч нормально на ее плос-

кнй электрод,
— яркое оранжевое

свечение тлеющего разряда возни-

возникнет вновь.

Если лазерау ваг нет, не расстра-
расстраивайтесь — можноиспользоватьсвет

н от обычной лампы накаливания

или даже просто дневной свет, то

освещая им неоновую лампочку, то

перекрывая его ладонью рукн. Ко-

Конечно, более эффектно проводить
опыт все-таки с гелнй-неоновым

лазером, хотя это и необязательно.

В заключение — несколько прак-
практических советов. Наблюдатьза раз-
разрядом лучше сбоку от нормали к

плоскому электроду. Балластное ог-

ограничительное сопротивление же-

желательно брагть порядка2 кОм
— при

значительно большем сопротивле-
сопротивлении опытможет не получиться. За-

Зажигание разряда происходит при-

примерно при50—60В, поэтому ненадо

чересчур увеличивать напряжение,
дабы не вывести нэ строя неоновую

лампочку.
Желаем вам успешных опытов.

Г.Жариков

Санкт-Петербургский государственный университет

представляет

справочно-информационную систему

«КВАНТ. Математика»,

содержащую даиные обо всех статьях и заметках по

математике, опубликованных в журнале «Квант» в

1970-1993 годах.

При помощи нашей системы, установленной на пер-
персональном компьютере, вы сможете за 10 — 20 минут
подготовить библиографию по любой интересующей
вас теме.

Заявки на приобретение отправляйте по адресу:

198904 С-Петербург. Старый Петергоф. Библиотечная

пл., 2, математнко-механнческнй факультетСПбГУ.
школьный совет

Email edu@math.lgu.spb.su
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ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА»

Физика в ложке воды
И.ВОРОБЬЕВ

Струя слабая и сильная

Еслиспрашивают: какаяструя воды

- слабаяилисильная — быстрее запол-
заполнит ложку доверху, знайте, что в во-

вопросе есть подвох. В очень сильной

струеложка вообщеостанется практи-
практически пустой, а слабая струя заполнит

ложкулаже чутьвыше краев. Впрочем
— обовсем по порядку.

Проведите опыт и вы убедитесь, что

от слабой струи идет почти горизон-
горизонтальная поверхность волы, которая

заворачивается у края, вола по внеш-

внешней поверхности стекает к середине

ложкин снова образуетструю (рис. 1).
Нижняя струя не очень устойчива

—

она чувствительна к месту попадания

исходной струи, к наклону и чистоте

ложки. Может образоваться даже не-

несколько струй с дальнейшим распадом
кх на капли.

Рис. 1

Сильная же струя от местл попада-

попадания растекается тонким слоем, кото-

который продолжается за края ложки изящ-

изящным обширным «сводом», обрамлен-

обрамленным снизу «бахромой» струек и ка-

капель (рис.2). Такое пленочное вы-

плескиоанне в целом понятно- У падаю-

падающей воды достаточно энергии, чтобы

«взбежать» на край с ненулевой ско-

скоростью. А дальше в свободном полете

сливающиеся водяные струйки обра-
образуют тончайшую изогнутую поверх-
поверхность.

Будем считать, что траектории от-

отдельных участков волы независимы и

каждая представляетсобой параболу,
т.е. движение происходиттолько под

действием силы тяжести. Тогда не-

нетрудно оценить горизоитальнуюско-

рогть v на линии вершины свода

(рнс.З). За время полета t от края

ложки до исршииы смешение по гори-

горизонтали составляетх = vt, а по верти-

вертикали — у ¦ gt7f2. Отсюда, измеривлги
у, находим скорость:

;v;-

Рис.2

Рис. 3

Водном из типичных измерений ока-

оказалось, что х = 10 см, у = 4,5 см н

и-1 м/с.
Чтобы выяснить, существенны или

jit г потери энергии при уларе и трении

об «опору», скорость t; уместно срав-

сравнить со скоростью и в струе из крана

на том же уровне, что и вершина

параболы. По времени заполнения

стакана (объемом около 200 мл) нзмс

рнм ежесекундный объемный расход

воды q = nr*u. где г — радиус струи.

Тогда

иг2

В упомянутом саучае получилось
и - 1,4 м/с. Скорости не совпадают,

нодовольноблизки. Значит, при гру-
грубых оценках потерями энергии можно

пренебречь.

Теперь вернемся к слабой струе. И в

этом случае при палении воды в ложку

энергии заведомо хватает, чтобы вола

«выскочила» из ложки, однако этого

не происходит. Кто же гасит скорость
почти полиостью — ведь потери при

ударе и трении об опору это не обеспе-

обеспечивают? Стоит повнимательнее рас-

рассмотреть переходот спокойного выте-

вытекания через край к пленочному вы-

выплескиванию.

Торможение о «стену»

Как ноказыаетоныт, паже при осто-

осторожном припткрываиии кранавыплес-

выплескивание наступает неожиданно. По-

Поэтому советуем не трогать кран при

умеренной струе, а плавно опускать

ложку вблизидна раковины. Интерес-

Интересно, что результат сильно зависит от

предыстории- Так, если вы добились

выплескивания и подмяли ложку иа

несколькосантиметров вверх, то вода

продолжает «вылетать» за края лож-

ложки. Но как только вода заполнитлож-

ложку, для того чтобы образовался свод,

мало вернуться в исходную точку
—

надо опустить ложку еще ниже.

ЕЫн ложка относительно мелкая,

а вы достаточно внимательны, то мож-

можно добиться ситуации, когда от падаю-

падающей струн почти по дну ложки идет

ипалина, заканчивающаяся крутой
водяной стеной, за которой вода спо-

спокойна, со поверхность горизонтальна

и чуть превышает края ложки (рис.4).

Рис.4
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Струя достаточна сильна, чтобы

«сдуть» волу вблизи места встречи с

ложкой, но недостаточно сильна, что-

чтобы опустошить ложку полностью.

Ступенчатый переход от быстрого
течения в тонком слое к почти не-

неподвижной воде за крутым выступом

удобнее наблюдать в случае более

простого профиля дна, чем у ложки.

Вполне годится, например, зеркало

средних размеров с невысоким бор-
бортиком. В атом случае при усилении

Рас. 5

или ослаблении струн просто плавно

меняется радиус впадины — области

быстрого растекания. Высота поля-

поляной стены // почти генпддиот с высо-

высотой бортика и много больше толщи-

толщины А набегающего тонкого слоя быст-

быстрой волы нерол выступом (рис.5). Ее

скорость v гасится в узкой области

крутого подъема (где можно заметить

бурление воды).
Рассмотрим объем, ограниченный

вертикальными торцами /// и hi, н

применим к нему второй закон Ньюто-

Ньютона. За единицу времени сюда со ско-

скоростью ^входит масса воды pvhl (где

р — плотность), а на некотором рас-

расстоянии за стеной ее скорость падает

почти до нуля. Таким образом, какне-

го силы приводят к ежесекундному

уменьшению импульса на величину

Qi?M. Какие же?

Оказывается, это силыдавления со

стороны почти неподвижной ьоды.

(Трением одно мы пренебрегли из-за

малой протяженности погоризонтали
области подъема. Силы, возникаю-

возникающие в бурлящей на ступеньке воде,

являются внутренними и на суммар-

суммарный импульс не влияют. Не сущес-
существенны и силы поверхностного иатя-

жения.)
На глубине //давление превышает

атмосферное на рдИ, но для расчета

КВАНТ ¦ i 9 9 4 / -1* 4

силhi нужно взять среднее избыточное

давление, тогда

Эта тормозящая сила и равна ежесе-

кунлному уменьшению импульса. От-

Отсюда получаем важнейшее для нас

соотношение

(О

которое можно рассматривать как ус-
условие неподвижности границы круто-
крутого подъема. А что произойдет, если

сильнее приоткрыть край или опус-

тть горизонтальную опоруV Тогда
величина i?h увеличится и превзойдет
ffff2f2. ноляпая стена поддастся под

напором быстрой волы, и ступенька

начнетдвигаться но направлению те-

течения. Скорость ступеньки можно

рассчитать, исходя «пять же из вто{Ю-
го закона Ньютона и сохранения мас-

массы нодм Если же водяная стена своим

даиленисм превосходит иаипр быст-

быстрой ьоды: дН7B>г?Н, то стунсиька
побежит навстречу течению, и будет
расширяться область почти остапо-

шшшейся воды. (Так. например, поль-

польем морской воды во время прилива

«запирает» угтье реки и вызывает

появление крутой ступеньки, 6eryu№"
прошв течения реки,

— так называе-

называемый бор.)

Рис. 6

Радиус растекания
В наших условиях соотношение (• )

не очень удобно для количественной

опытной проверки: толщина h слиш-

слишком мала, трудно, намерить и скорость

воды v. Поэтому изберем обходной
путь. Попытаемся поточнее измерить

диаметрструн 2гв самом узком месте
— «шейке» — на высоте порядкаЯот

горизонтальной опоры и радиус кру-

кругового выступа R (рис.6). Будем так-

также считать, что в области плавного

растекания трение и небольшой пере-

перепад высот не повлияют на скорость

волы.

Одно и то же количество воды про-

проходит через «шейку» и через цилин-

цилиндрическую границус выступом г высо-

высота которой А, а длина окружности
2nR. Поэтому

Отсюда (нообъемном расходу) нахо-

находим скорость:

кг'

и толщину слоя растекающейся волы

на расстоянии R от оси струн:

Подставляем эти значения в соотноше-

соотношение (*) и получаем радиус растска-
ння:

По нашим измерениям при

q = 52 нл/с, г = 3,5 мм и // = 6 мм

рассчитанное значение R оказалось

равным 9 см, а непосредственно изме-

измеренное
— 6см. Расхождение примерно

в полтора раза. Как иам представляет-

представляется, это различие связано, в основном,

сдопущением постоянства скорости из

сравнительно протяженном пути рас

текзння в тонком слое. Если посчи-

посчитать, например, что уменьшение ско-

скорости составляет 40%, то с такой поп-

поправкой получается очень неплохое ко-

лнчестдопюссогласие. Надеемся, ваши

опыты это тоже подтвердят.

Как ни интересно происходящее в

ложке и как ни поучительно разо-

разобраться в тонкостях, связанных с вли-

влиянием профиляеедпа, «родственные»
явления за краями ложки еще интерес-
интереснее. Вот — лишь один пример. На

быстрых горных речках неровности

дна могут приводить к почти полной

остановке и вздыбливанию воды. Для

водноготуриста встреча стаким валом

очень опасна как из-за его крутизны,

так н из-за резкой смены скорости

течения.



ОЛИМПИАДЫ

Задачи LVII Московской
математической олимпиады

Избранные задачи
для 6—7классов

1. Средичетырех людей ист трех с

одинаковым именем, отчеством и фами-
фамилией, ноу каждое двух из них совпадает

имя, отчество или фамилия.
Может ли так быть?

2. Разрежьтеквадрат на три чисты, из

которых можносложитьнепрямоуголь-

непрямоугольный иерапнобелренныи треугольник.
3.1кя семья вышита по полной чашке

кофе с молоком, причем Катя выпила

четверть ьсего молока и шестую часть

асего кофе.
Сколько человек в семье?

4- Среди любых девяти из шестидеся-
шестидесяти ребят найдутся три одноклассника.

Обязательнолисреди них найдутся а)
15; б) 16 одноклассников.*
5. 3*доа года завод снизил объем

выпускаемой продукции на 51%. При
этом каждый год объем выпускаемой

продукции снижался на одно и то же

число процентов. Насколько?

6. Uoвсех подъездах дома одинаковое

число этажей. а на каждом этаже одина-

одинаковое число квартир. При этом число

этажей в доме больше числа квартир на

этаже, число квартир на этаже бшзыпе

числа подъездов, а чисюполъезлоьболь-

шсодного. Сколько в доме этажей, если

всего в нем I 05 квартир?
7. Имеетсямного красных, желтых и

зеленых кубиков размерами 1x1x1.

Можно аи сложить из них куб 3x3x3

гак, чтобы в каждом блоке 3x1x1 при

сутствовали все три квета?

8. Водной из школ 20 раз собирался
кружок но астрономии. На каждом элля

тин присутствовало ровно 5 школьни-

школьников, причем никакие 2 школьника не

встречались на кружке больше одного

раза. Докажите, что всего на кружке
побывало не меньше 20 разных школь-

школьников.

Эти задачи были отобраны комис-

сиейлодруководствомД. Ботшш, С.Ло-
рииенка. А.Кональджи и И.Ящепха

8 класс
1. Кооператив получает яблочный и

виноградный сок d одинаковых бидонах
и выпускает яблочио-вниоградиый напи-

напиток в одинаковых банках. Одного бидо-

бидона яблочного сока хватает ровно на 6

банок напитка, а одного бидона виног-

виноградного
-

ровно иа 10. Когда рецептуру
напитка изменили, одногобидона яблоч-

яблочного сока стало хватать ровно на 5 банок

напитка. На сколько банок напитка хва-

хватит теперь одного билона виноградного
сока"'(Напиток водой не разбавляется.)
2. Ученикне заметил знак умножения

между двучя трехзначными числами и

написал одно шестизначное число, кото-

которое оказалось в семь раз больше их

произведения. Найдите эти числа.

А.Ковальджи
3. Втреугольнике ABC провели бис-

биссектрисы углов Л и С. Точки Р и Q —

основанияперпендихуляров, опущенных

нз вершины В иа эти биссектрисы, До-
Докажите, что отрезок PQ параллелен сто-

стороне АС.

4. См.задачу M144I из «Задачника
«Кванта».

5. Придворныйастролог называет

моментвремени хороигмм, если часовая,

минутная и секундная стрелки часов

находятся по одну сторону от какого-

нибудьдиаметра циферблата. (Стрелки
вращаются иа обшей оси и не делают

скачков. > Какого времени в сутках боль-

больше, хорошего или плохого?

Д.Ботин

6. Лвое играют иа доске 19x94 кле-
клеток. Каждый по очереди отмечает кадд-

рлт полиниям сетки (любого возможно-
возможного размера) изакрашивастего. Выигры-
вает тот, кто закрасит последнюю клет-

клетку. Дваждызакрашивать клетки нельзя.

Кто выиграет при правильной игре, и как

надо играть?
О.Крыж&ювсхий

9 класс

1. Существуетли игвылуклый пятиу-
пятиугольник, никакие две из пяти диагоналгй

которого не имеют общих точек (кроме
вершин)?
2. УКоли есть отрезок длины А, а у

Левы есть отрезок длины I. Сначала
Коля делит свой отрезок на три части, а

потом Лева лелит на три части свой

отрезок. Если из получившихся шести

отрезков можно сложить два треуголь-

треугольника, то выигрываетЛева, а если нет -

Коля. Кто из играющих, в зависимости

от отношения k/t, может обеспечить

себе победу, и как ему следует играть?
Ю. Чеканов

3- Докажите что уравнение

имеет бесконечное число решений в

целых числах х. у, г.

Н. Васильев

4. См.ладачу MI442 ил «Задачника
«Кванта»
5. См.задачу Ml445 из «Задачника

«Кванта».

6. См.задачу Ml447 из «Задачника
«Кианта».

10 КЛВСС

1. Ученик не заметил знака умножения

между двумя семизначными числами и

написал одночетырнадцатизначное чис-

число, которое оказалось в три раза больше

их произведения. Найдите эти числа.

2. См-задачу Ж443 нз «Задачника

«Кванта».

3. Каждыйиз 1994 депутатов парла-
парламента дал пощечину ровноодному свое-

своему коллеге. Докажите, что можно соста-

составить парламентскую комиссию из 665

человек, члены которой не выясняли

отношений между собой указанным
выше способом.

4. D-- точка на сторонеЯСтреуголь-
никаНЯС. П треугольникиABD uACD
вписаныокружногти. н к ним проведена

обшая внешняя касательная (отличная
от ВС), пересекающая AD в точке К.

Докажите, что длина отрезка АК не

зависит от положения точки D на ВС

И.Шврытн
5. См.задачу MI448 из «Задачника

«Кванта*.

6. См.задачу MI444 из «Задачника

«Кванта».

11 класс

1. Придумайтемногогранник, у кото-

которого нет трех граней с одинаковым чис-

числом сторон.

А.Коволъджи, Г.Кондаков

2. См.задачу 2 для 10 класса.

3. Вкруглый бокал, осевое сечение

которого
— график функции ум х*, опус-

опускают вишенку
—

шар радиусом г. При
каком наибольшем г шар коснется ни-

нижней точки дна? (Другими словами, ка-

каков максимальный радиус гкруга, лежа-

лежащего и области у й ж4 и содержащего
начало координат?)
И.Васильев

4. См.задачу М1446 нз «Задачника

«Кванта».

5. См.задачу Ml449 из «Задачника

«Кванта».

6. См.задачу М1450 из «Задачника

«Кванта».



Избранные задачи Московской
физической олимпиады

Первый тур

9 класс

1. Механическая мощность, разви-

развиваемая мотором автомобиля, начиная

с момента старта линейно возрастает
во времени:W *ссг_ Как зависит от

времени скорость автомобиля? По-

Потерь энергии в трансмиссии нет, со-

сопротивлением воздуха пренебречь
Масса автомобиля М.

2.! {а гладкой горизонтальной плос-

плоскости стоят две одинаковые гладкие

горки высотой // и массой М каждая

(рис.1). На вершине одной из них

находится маленькая шанбл массой
т<*гМ. Шайба соскальзывает без на-

начальной скорости в направлении вто-

второй горки. Найдите скорости юрок
после завершения процесса всех столк-

столкновений.

М. Семенов

т.е. найдите отношение квадратов их

периодов обращения вокруг оси

конуса.
М.Семенов

10 класс

X. В кювете с вертикальными стенка-

стенками в воде плавает прямоугольный
брусок, одна из боковых граней кото-

которого расположена параллельно стен-

стенке кюветы на малом расстоянии d от

нее (рис.3 — видсверху). Длинаграни
l**-d. Найдите величину и направле-

направление силы взаимодействия бруска со

стенкой. Смачивание как стенки, так и

брускасчитайте полным. Коэффициент
поверхпостногонатяжения воды о, ее

плотность р.

К.Бедов

Рис. 1

3. По внутренней поверхности глад-

гладкой конической воронки, стоящей вер-
вертикально, СКОЛЬЗЯТ С ПОСТОЯННЫМИ НО

величине скоростями на высотах А, и

hj от вершины конусалвс одинаковые
шайбы (ркс.2). Напишите для таких

шайбаналогтретьего закона Кеплера,

•V
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Рис.2
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Рис. 3

2. Книжнему концу стержня, рас-
расположенного вертикально и вращаю
нктося вокруг своей оси, прикреплена
нить длиной L. На нити подвешен

шарик, размеры которого малы по

сравнению с длиной нити. Постройте
график зависимости расстояния R

между шариком и вертикальной ли-

линией, на которой расположен стер-
стержень, от угловой скорости и враще-
вращения стержня. Считайте, что угловая

скорость меняется настолько медлен-

медленно, что при любом ее-"значении движе-

движение шарика успеваетустановиться.
Г. Пустовояов
3. Наконце жесткого невесомого

стержнядлиной /, закрепленногошар-

нирнодругим своим концом в точке О
и находящегося в поле тяжести g,

закреплен груз массой т (рис.4). В

начальный момент времени, когда груз

находится в положении устойчивого

РИС.4

равновесия, емусообщают направлен-

направленную влевоскорость и, а далее раскачи-
раскачивают его следующим образом: когда

груз останавливается, ему сообщают

скорость и в плоскости рисунка пер-

перпендикулярно стержню по направле-

направлению к устойчивому положению равно-

равновесия. Чему равна полная энергия
маятника через достаточно большой

промежуток времени t? Потенциаль-

Потенциальная энергияотсчитывается отточки О,

трение отсутствует.
О.Шведов

11 класс

1. Маленькийшарик подвешен на

нити длиной /. Один раз егоотклоня-

ют на некоторый угол и сообщают ему
такую скорость в горизонтальном на-

направлении, чтоон начинает врашать-
ся по окружности в горизонтальной
плоскости с периодом обращения Т. В

другой раз шарикотклоняют натотже

угол и отпускают его без начальной

скорости. Найдите максимальное от-

отношение силы натяжения нити в пер-
первом случае к силе натяжения во вто-

втором случае.
М.Семенов

2. Есливнимательно присмотреться
к отражению, видимому в плоском

зеркале с посеребренной задней по-

поверхностью, то помимо основного от-

отражения можно увидеть еще два до-

дополнительных отражения (меньшей

яркости). Как они будут располагать-
располагаться относительноосновного изображе-
изображения?



Второй тур

9класс

1. Камень,Срошенимй вертикально
isepx, за первуюсекунду полета про-
проходит путь j. Какой путь пройдет ка-

камень за вторуюсекунду полета? Уско-

Ускорение свободного падения д. Сопро-
Сопротивлением воздуха пренебречь.
А-Якута
2. Внутрисферической поверхности

находится маленькая шайба. Кспф-
фкцкект трения скольжения между
шайбой н сферой ц, радиус сферы/?.
С какой угловой скоростью должны

вращаться вокруг вертикальной оси

сфера и неподвижная относительно

все шайба, чтобы шайба находилась

на высоте А < R от нижней точке сфе-
сферы? Максимальную силу трения по-

покоясчитайте равнойсилетрения сколь-
скольжения

АЯкута
3. Горизонтальнаяштанга, жестко

связанная с вертикальной осью Otf,
вращается вокруг нее с постоянной

угловой скоростью а> (рис.5). Посто-
Постоянствоугловой скорости обеспечивает
котор связанныйсвертикальной осью.
На штангу надета небольшая муфта

О'

L 3

т

массой т. Вначале муфта удержива-
удерживается иарасстоянин/отоси. В некото-

некоторый момент времени муфта освобож-
освобождается и начинает двигаться вдоль

штанги. Надругом концештанги име-

имеется заглушка (утолшение с тонкой
мягкой прокладкой), которая не поз-

позволяет соскочить муфте со штанги.

Удармуфты оэаглушху является абсо-
абсолютно иеупругим. Максимальноеуда-
удаление муфты от оси равно L. Какую
работу совершает мотор в процессе

перемещения муфты по штанге?

В.Петерсон

10класс
1. С какой скоростью упругий ша-

шарик должен приближаться к краю А

прямоугольной ямы шириной L и глу-
глубиной //, чтобы точно попасть в ее

противоположный край В (рис.6)?

ОЛИМПИАДЫ

Стенки кдноямы абсолютногладкие,

потерь энергии нет.

Д.Григорьев

Я

длинных нитях, закрепленных в од-

одной точке (рис.6). Шары разводят

wwww

Рис. 6

2. В вертикальную стенку на одной
высоте вбиты два гвоздя (рис.7). К

одному гвоздю прикреплена невесо-

невесомая нерастяжнма нить. На нить наде-

надето маленькое кольцо. Второй конец

нити перекинут через второй гвоздь.

К кольцу и свободному концу нити

прикреплены лва одинаковых груза.
Определите ускорения грузов в мо-

момент прохождения положения равно-

равновесия, если в начальном положении

иктъ между гвоздями была горизон-
горизонтальной, а начальные скорости гру-
грузов были равны нулю. Ускорение сво-

свободного падения д. Трение не учиты-

учитывайте.

В.Петерсон

Рис. 7

3. В безветренный день резко уда-

ударил мороэ, и поверхность озера пок-

покрылась льдом. Через сутки после по-

похолодания толщина льда составила

^ * 3 см. Строителям требуется пере-

переправить груз на противоположный

берег озера, но для безопасности

требуется лед толщиной не менее

d2 = 10 см. Через сколько дней после

установления морозов можноосущес-
осуществить перевозку груза, если погода не

изменится?

А.Схлянкин

11 класс

1. Два одинаковых бильярдных
шара подвешены иа одной высоте на

Рис. 8

симметрично на расстояние, малое по

сравнению с их радиусами, и отпус-
отпускают, после чего наблюдаются их со-

соударения. Вначале удары происхо-

происходят через время Д^г но поскольку

прн каждом ударе теряется энергия»

частота соударений растет с течени-

течением времени. ИаДднтс закон этого рос-

роста, считая, что коэффициент восста-

восстановления скорости шаров при ударе
(постоянная величина, равная от-

отношению относительных скоростей
шаров после и до удара) равен
А A-?<*:]), и пренебрегая временем
улара.
М.Семенов

2. Найдите высоту подъемажидкос-

жидкости у вертикальной стенки, зная крае-
краевой угол 6. коэффициент поверхнос-
поверхностного натяжения о и плотность жид-

жидкости р (рис.9). Ускорение свободно-
свободного падения д.
В.Погожее

Рис. 9

3. Междуобъективом фотоаппарата
с фокусным расстоянием F=16 мм и

пленкой установлен желтый свето-

светофильтр из стекла толщиной </в1 мм и

показателем преломления п=\ ,5. Фо-

Фотоаппарат фокусируют на бесконеч-
бесконечность и производятсъемку, после чего

светофильтр, не меняя положения

объектива, убирают. Накакое расстоя-
расстояние будет теперь сфокусирован ап-

аппарат?
Д. Григорьев



Задачи Санкт-Петербургской
математической олимпиады

Санкт-Петербургская математическая
олимпиада отмечает в этом году свое 60-
летие. Опервой такой олимпиадемыписали
во втором номере нашего журнала за ны-

нынешний год.

По многолетней традиции, на город-
городской тур олимпиадыприглашаютсяуче-
ученики 6— 11 классов, успешно высту-
выступившие на первом, районном

6 класс

1. Есть пять монет

достоинством 1, 2, Зг 5 и 10

пиастров. Олка из них фаль-
фальшивая, т.е. ее вес в граммах не

равен ее достоинству. Как при
помонш чашечных весовбез гирь
определить фальшивую монету?
Д. Фомин
2. Нашахматной лоске расстав-

расставлены ладьи так, что на каждой вер-

вертикали и на каждой горизонтали на-

находится ровноодна ладья. Доску раз-
разбили на четыре равных квадрата. До
кажите, что число ладей в правом

верхнем квадрате равно числу ладей в

левом нижнем квадрате.
С- Бердов
3. Накаждой нзодиннадцати карто-

карточек написано по цифре, не превосхо-

превосходящей пяти. Расположивэти карточки
в ряд, Миша получил одно 11 -значное

число; затем, расположив те же кар-
карточки по-другому, Миша получил вто-

второе 1 t-значное число. Докажите, что

сумма двух этих чисел будет содер-
содержать хотя бы одну четную цифру в

своей десятичной записи.
Р. Семизаров
4. Придворе принцаЛимонаслужи-

служили герцоги, графы и бароны. В начале

правления принца придворных было

1994, но каждый день один из них

убивал другого надуэли, причем гер-
цоги убивалитолькографов, графы —
только баронов, а бароны — только

герцогов. При этом никто не выиграл

дуэльдважды. В конце концовостался

в живыхлишьбарон Апельсин. Какой
титул был у первого погибшего при-

придворного?
Л.Перлин
5. УКости есть 222 ромба видаА,

333 треугольника Д и 444 трапеции

вида АДг причем все от]>езки на ри-

рисунках имеютдлину 1. Докажите, что

Костя несможет сложить многоуголь-
многоугольник периметра 888, использовав при

этом все плитки. При складывании

стороны фигурок должны точно на-

накладываться друг надруга,

К.Кохасъ

6. На доске выписано в ряд 101

натуральное число. Заодин ход разре-

разрешается нзлюбыхдвух соседних чисел

вычесть по единице. Известно, что

такими операциями можно получить

наборы
{|.ОА-..ДО,0} и{0ЮД....ОА1}.

Докажите» что нз исходного ряда чи-

чисел можно получить набор из 101 чис-

числа {0,0.0...,0,1.0,...0,0,0} (единица на

51-м месте).
А.Перлин

7 класс

1. См.задачу 4 для 6 класса.

2. Тридвузначных числа таковы,
что сумма любых лвух из них равна

числу, отличающемуся от третьего
лишь порядком цифр. Какой может

быть сумма этих трех чисел?

Д.Фомин
3. Вклетках к&алратнон таблицы
ЮхЮ расставлены €н], причем

туре (в нем на сей раз участвовали около
10000 учеников; разбор задач районного
тура проводился по телевидению). На го-

городском туре в процессе решения задач

участники могут рассказать членам жюри

своирешения.
Сегодня мыпубликуем задачи юби-
юбилейной Санкт-Петербургской олим-

олимпиады.

известно, что нз любых че-

четырех строчектаблицы ка-

какие-то две совпадают. До-

Докажите, что в таблице есть

два одинаковых столбца.

С.Берлое
4. Есть сто монет достоинст-

достоинством 1Г 2, Зг .... 100 пиастров.
Среди них не более 20 фальши-

фальшивых, т.е. таких, что их вес в грам-

граммах не равен их достоинству. Как

при помощи чашечных весов без гирь

определить, фальшива ли монетадо-
достоинством в 10 пиастров?
Д. Фомин, М. Гусаров
5. Могутли расстояния от некото-

некоторой точки на плоскости до вершин

некоторого квадратабыть равными 1,

4. 7 и 8?

Л- Фомин
6. Вмарсианском алфавите k букв,

и два слооа называются похожими.

если в них одинаковое количество бука
и они отличаются лишь в одном месте

(например. ТРИКС и ТРУКС). Дока-
Докажите, что все слова в языке можно

разбить на k групп, в каждой из кото-

которых все слова не похожи друг на

друга.
В.Жухоницкип

7. Бумажныйквадрат разбит лини-
линиями, проведенными карандашом, кал

прямоугольников. Докажите, чтомож-
но сделать не более п -1 прямолиней-
прямолинейного разреза, после которых бумаж-
бумажный квадрат распадется вточности на

нарисованные прямоугольники. Час-
Части нельзя накладывать друг на друга,
а разрез не обязан начинаться или

кончаться на краю.

С.Иионов

8 класс
1. В треугольникеИВСбиссектриса

из вершины А, высота из вершины В и
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серединный перпендикуляр к стороне
АВ пересекаются в одной точке. Най-

Найдите величину угла А.
СИванов
2. См.задачу 4 для 6 класса.

3. Дано15-значное число, запи-

записанное нулями н единицами, которое

делится на Si, но не делится на Ю.

Докажите, что из него нельзя вычер-

вычеркнуть один из нулей так, чтобы по-

полученное число по-прежнему дели-

делилось на 81.

М.Гусаров, С.Берлов
4. Естьсто монет достоинством 1, 2,

3,.... 100 пиастров. Среди них ровно

16 фальшивых, т.е. таких, что их вес

в граммах не равен их достоинству.

Как при помощи чашечных весов без

гарь найтн все фальшивые монеты?
Д.Фомин, С.Берлов
5. Найдитевсе натуральные числа

л. для которых сумма квадратов всех
их собственных (т.е. не равных п)

делителей равна 2л+2.

Д.Фомин

6. Тушенкапродается в банках пяти
типов — они различаются по весу и

цене(см. таблицу). Наскладе имеется
1994 банки общим весом t тонна. До-
Докажите, что их общая стоимость мень-

меньше 1600000 рублей.
Вес

330 г

420 г

550 г

640 г

710 г

Цена
600 р
700 р
800 р
900 р
1000 р

К.Кохясъ
7. См. задачу 7 для 7 класса.

9 класс
\. На острове, население которого

составляюттолько рыцари, всегда го-

говорящие правду, и лжецы, которые

кегдалгуг, находится НИИ. Каждый
нэ его сотрудников однажды сделал
двазаявления:
а) В институте нет и десяти человек,

которые работаютбольше меня.
6") По крайней мере сто человек и

институте получают зарплату боль-

большую, чем моя.

Известно, что нагрузка увсех работ-
киков разная, как и зарплата.

Сколько человек работает в НИИ?
Ф.Назаров

2. натуральные числа р ид таковы,
что p2q. У ослика Иа-Иа есть р q

палочек, из которых можносоставить

р q угольников. Докажите, что из

этих же палочек можно составить q
^-угольников.
Ф.Назаров
3.AL — биссектриса треугольника

ОЛИМПИАДЫ

ABC, К — точка насторонеНСтакая,
что CK*CL. Прямая LK и биссектри-
биссектриса угла В пересекаются в точке Р.

Докажите, 4voAP=PL.

С.Берлов
4. Про натуральные числа а, Ь, си

dизвестно, что
п +^

= d. Докажите,

С. Берлое
5. Двоеиграют в игру. Первый иг-

игрок загадал число, а второй игрок за

ходможет назватьлюбыеk различных

натуральных чисел, небольших 100.
после чего первый сообщает сумму
задуманного числа и одного из назван-
названных чисел. При каком максимальном

k второй может отгадать задуманное

число?

С.Берлов, Ф.Неяаров
6. Квадратразбит на несколько пря-

моугольииковтак, чтолюбая горизон-

горизонтальная прямая пересекает ровно л

прямоугольников, алюбая вертикаль-
вертикальная прямая пересекает ровно га прямо-

прямоугольников (рассматриваются только
прямые, несодержащиесторон прямо-

прямоугольников) Каково минимально воз-

возможное число прямоугольников раз-
разбиения?

Д.Карпов
7. Насторонах АВ, ВС. CD и DA

произвольного четырехугольника
ABCD взяты точки К. L. М и Лг

соответственно. Обозначим через S{,

S2, S$ и S4 площади треугольников
AKN'. BKL. CLM и DMN соответ-
соответственно. Докажите, что

С.Берлов
10 класс
1. Вакционерном обществе « Елки-

палки» 1994 акционера, причем извес-

известно, что любые 1000 из ннхн совокуп-
совокупности обладают контрольным пакетом

(т.е. не менее чем половиной акций).
Какую наибольшую долю акции мо-

может иметь один акционер?
С.Берлов и др.
2. Назовемтреугольник «невысо-

«невысоким», если по крайней мере две его

высоты имеют длину, ие большую 1.

На плоскости даны четыре точки та-

такие, что все образуемые ими треуголь-
треугольники — невысокие. Докажите, чтосу-
ществует прямая, от которой все эти

точки удалены на расстояние, не пре-
превосходящее 1/2.

С.Берлоз
3. Натуральныечисла, щ , Ь,, с,, в*,

t>2 и Сг таковы, что

4+0?  1,̂+^«32, c, + ci
Докажите, .что произведения

а^с2 не равны.

А.Перяин
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4. Наполке стоят 1994 тома энцик-

энциклопедии. Каждое утро библиотекарь
Федя берет три тома и как-то расстав-
расставляет их на тех же местах, а каждый

вечер уборщица Дуся меняет какие-то
дватомаместами. Докажите, что Дуся
может действовать так, что в любой
момент времени на своих местах будет
стоять менеепяти томов (исходнотома
расставлены уборщицей).
Ф. Назаров
5. Насторонах AD. ВСн СА произ-

произвольного треуголькнкаАВСвзяты точ-

точки С,, Ак и В{ соответственно. Обозна-
Обозначим через 5j. S7 и S$ площади треу-

треугольников Л/?,С,, /М|С| и СА%В1 соот-

соответственно. Докажите, что

С.Берлов
6. См.задачу 6 для Э класса.

7. Двоеиграют в игру. Первый иг-

игрок загадал число, а второй игрок за

ходможет назватьлюбые пять различ-

различных натуральных чисел, не больших

9. после чего первый сообщаетсумму
задуманного числа и одной из назван-

названных цифр. За какое минимально*.» чис-

число ходов второй можетотгадать заду-
задуманное число?

С.Берлов
11 класс
1. Настороне АС равностороннего

треугольникаABC выбрана точка D,
а иа стороне АВ— точка Я так, что

AE^CD. М — середина отрезка DE.

Докажите, чтоАМ=ВО/2.
С. Берлое
2. Сы.задачу 1 для 9 класса.

3. Натуральныечисла rf, b, х и у

таковы, чтоах+by делится на д2 + 63.

Докажите, что числа х2 +у* и а1 +Ь2
имеютобщий делитель, больший 1.

А.Перлин
А. См. задачу 4 для 10 класса.

5. ТочкаЯ —

ортоцентртреугольни-
к&АВС, аточки #ь и Н7 — еепроокции
на биссектрисы внутреннего и внешне-
внешнего углов В. Докажите, что прямая

//, Н2 делит сторону АС пополам.

Д. Фомин
6. См.задачу 6 для 9 клаесг.

7. Данаконечная последовательноегь
чисел av с^ ащ,л, г ^/2. Для
любого k<n разрешается заменить чис-

числа д.. с,, .... ak на числа ^,-Дд,

^,-tfj., .... 41^,-в, (в указанном
порядке). Докажите, что при помощи

таких операции можно получить един-

единственную последовательность чисел, в

которой каждое число, кроме край-
крайних, не меньше полусуммы своих сосе-

соседей,

С.Берлов



III Международная олимпиада

«Интеллектуальный марафон»
Со 2 по 8 ноября 1993 года в знаменитом

пригородеСанкт-Петербурга — СтаромПетерго-
Петергофе проходила ставшая традиционной тест-рей-
тест-рейтинговая олимпиада «Интеллектуальный мара-
марафон», организованная Московским Интеллект-

клубом «Глюон» приучастиии поддержкеАкаде-
Академической гимназиипри СПбГУ, Евразийскогофи-
физического общества,Департамента образования
Москвы имэрииСанкт-Петербурга, а такжеряда

другихорганизаций.
Тест-рейтинговаяолимпиада «Интеллектуаль-

«Интеллектуальный марафон» является составной частью про-

программы «Сохранение интеллектуального и твор-

творческого потенциалаРоссии» Московскогоинтел-

интеллект-клуба «Глюон», который ведетпоиск и от-

отбор, осуществляетподдержкуи социальную за-

защитуинтеллектуально одаренныхдетей.
На олимпиадусъехались 125 школьников, гим-

гимназистов, лицеистов, представлявшие38команд
из различных регионов России, СНГ и Европы.
Каждыйучаствовалкаквиндивидуальных, такив

командныхсоревнованияхпоанглийскомуязыку,
физикеи математике.
К участникам олимпиады с приветствиями и

пожеланиями успехов обратилисьДепартамент
образованияМосквыимэрии Санкт-Петербурга,
Евразийское физическое общество и Междуна-
Международная школа физики, ректоратСанкт-Петербур-
Санкт-Петербургского университета идругихучебныхзаведений
страны.
Всвободное отсоревнований времяучастники

олимпиадысовершили интереснуюэкскурсию в

БольшойСанкт-Петербург: автобуснаяэкскурсия
по красивомуи известномупригороду «Старый
Петергоф—Санкт-Петербург», экскурсию по ста-

старинномуСанкт-Петербургуи, конечно, посетили

знаменитый Эрмитаж, где кроме коллекций му-
музея удалось увидеть выставку работ великого

Анри Матисса из собраний музеев Европы.

Повечерам—традиционные«Вечеразнакомств».
Каквсехорошее, олимпиада быстроподошлак

завершению. Все считали баллы, нормы, коэф-
коэффициенты, а итогполучился такой.
Вличномзачетеабсолютнымпобедителемстал

ученик с.ш. № 57 г.Москвы — Самуил Грушевс-
Грушевский, на втором месте — ученик той же школы —

Сергей Крупенин.
В командном зачете 1 место заняла команда

с.ш. № 57г. Москвы; на втором месте — Физико-
математический лицей №31 г.Челябинска; на

3-м месте —дружная команда лицея «ФТШ при
фТИим. А.Ф.Иоффе» (Санкт-Петербург).
Победители и призеры в личном и командном

зачетахбылинагражденыценнымипризами, по-

подарками, сувенирами.
Традиционно быливрученыспециальныепризы:
— Саше ТелесниковуA2лет) каксамомуюно-

юномуучастникуолимпиады, он представлялгород-

скойлицей№ 1г. Черновцы(Украина);
—почетныйприз «МиссОлимпиада 93»получи-

получила Елена Слюнко из ФМЛ г.Вятки.
На этой олимпиадебыли врученыновыепризы:
«За самое красивоерешениезадачи по физи-

физике»* — книга «ОбакадемикеА.Д-Сахарове», подпи-
подписанная вице-президентом РАН академиком
Ж. И.Алферовым, а также приз «За волю к побе-

победе».
Организаторыпостарались, чтобывсеучастни-

участники уехали с памятными сувенирами ихорошими
воспоминаниями.

Очередная /V Международная тест-рейтинго-
тест-рейтинговая олимпиада «Интелектуальный марафон»для
одаренныхдетей России, СНГи Европы состоит-

состоится в октябре 1994 года. Клуб«Глюон»приглашает
центры, школы, гимназии, лицеи принять в ней

участие. Заявкиобучастиипросимприсылать по

адресу: Россия, 115580 Москва, а/я № 10, Мос-
Московский Интеллект-клуб «Глюон**.

Задачи по математике

1. Найдитевсечетырехзначныечис-

числа, являющиеся полными квадратами

н такие, что их первы* две цифры
совпадают и две последние тоже со-

ипадают.

2. Можноли расставить числа 1,

2, 81 л клетки квадратной таблицы
9x9 так, чтобы суммы чисел во всех

г орнзонтальных рядах были одинако-
одинаковыми?

3. Насторонах ВС и CD квадрата
ABCD со стороной I взяты точкиМ н

N такие, что периметр треугольника

CA/jV равен 2. Найдите угол MAN.

4. Решите уравнение

5. Втреугольнике ABD угол ABD

равен 120", на сторонеAD взята точка

С такая, что AB=CD=\ к угол ABC

равен 90*. Найдите АС.

6. ЦентральныйБанк выпустил в

обращение монеты достоинством в 15.
20 и 48 рублей и изъял из обращения
вседругиеденьги.

а) Докажите,чтолюбое целое число
рублей можноуплатитьэтими монета-

монетами, быть может, получив сдачу.
б) Докажите,что любую сумму, на-

начиная с некоторогоN, можноуплатить
и без сдачи, и найдите наименьшее
возможное Ы.

7. Докажите,что число 1280000401
является составным.

8. Пустьq,4,...q, — попарно различ-
различные натуральные числа. Докажите
неравенство



ОЛИМПИАДЫ

Задачи по физике
1. Подкаким максимальным углом

можнобросить тело воднородном поле
тяжести Земли, чтобы оно в течение

всего времени полета удалялось от

точкибросания?Сопротивлением воз-

воздуха пренебречь.
2. Маленькийгрузик подвешен на

невесомой нити длиной / около глад-

гладкой стенки. 11а расстоянии jc под точ-

точкой подвеса в стенку вбит гвоздь. Гру-
Грузик выводятиз положения равновесия
так, что нить отклоняется на угол itf2,
н отпускают.

а) Прикаких jc груjhk после закру-
закручивания вокруг гвоздя будетдвигать-
двигаться по окружности?
б) Прикаких х нить хотя бы раз

обернется вокруг гвоздя?
3. Ракетастартует с планеты верти-

вертикально вверхсоскоростью v, меньшей

второй космической. Имеется возмож-
возможность на короткое время включить

дополнительныедвигатели. Выбери-
Выберите, когда это лучше сделать, чтобы

преодолеть притяжение планеты (ат-
(атмосфера на планете отсутствует):
а) сразупосле отработки основных

двигателей;
б) когдаскорость ракетыобратится

в ноль;

в) безразличнокогда* поскольку

реактивные силы, действующие меж-
между газами, вырывающимися из сопла,

н ракетой, являются внутреннимидля
системы ракета

— газ.

4. Какой из перечисленных прибо-
приборов позволяет найти кинетическую

энергию молекул воздуха в комнате,

где вы находитесь:

а) психрометр;

S7

б) термометр;
в) барометр?
Объем комнатысчитайте известным,

ответ поясните.

5. Известно,что в нашем трехмер-

трехмерном мире электрические заряды рас-

располагаются на поверхности провод-
проводника. Верно ли это утверждение е

плоском, двумерном мире? Иными

словами, будут ли располагаться за-

заряженные частицы, взаимодействую-
взаимодействующие кулоновскимн силами, вдоль гра-
границы плоскогопроводника?

6. КонденсаторемкостьюСзаряди-
зарядили до заряда Q и подсоединили через
ключи К, и К2 к двум одинаковым

катушкам индуктивностью L (см. ри-

рисунок). Сначала замкнули ключ Кл. а
затем, когда ток в первой катушкебыл
равен /0, замкнули К2 Определите:
а) максимальиыетокнчерез каждую

катушку;
б) максимальныйзаряд конденса-

конденсатора.

В.Альминдерое, А.Егоров

«КВАНТ» УЛЫБАЕТСЯ

Когда абитурский номер был уже в

типографии, мы узнали, что «Мир» с

нашими космонавтами больше не летает.
Упал где-то в Южной Америке.
Да не бойтесь. Космонавты остались

на орбите. Успели выпрыгнуть.

Однажды на лекции

— Мыэто определение словами запи-

запишем. Ни одной буквы небудет.
— Этооченьхороший метод. Он

обеспечивает минимально юскорость

вычислении.

Книжная полка

Вышли из печати новые книги:

«Промышленные генераторы
низкочастотного гудения »

«Нсдссятнчныетаблицы умножения»
В 3-х томах.

Т.2: «135-ичная - 159-ичная системы

счисления»

«Закон всемирного тяготения
н методы сокращения ущерба,

причиняемого мм народному хозяйству»
<Неопознанные летающие объекты:

принципы полета и способы опознания»



ИНФОРМАЦИЯ

ЗАОЧНАЯ ШКОЛА ПРИ НП/

При Новосибирском государственном
университете работает Заочная школа

СЗПОдляучащихся 9
— 11 классов обще-

общеобразовательных школ любого государ

ггва, входившегораньше в состав СССР.

В ЗШ пять отделений: математичес-

математическое, физическое, химическое, биологи-

биологическое и экономическое. На математи-

математическое, физическое и химическое отде-

отделения принимаются учащиеся 9
— f 1 клас-

классов, на биологическое — толькоучащи-
учащиеся 10 классов, на экономическое -

только учащиеся 11 классов.

Кроме отдельных учащихся, в ЗШ

могутбытьприняты также математичес-

математические, физические, химические, биологи
ческие и экономические кружки и фа-
факультативы, которые работают в шко-

школах пол руководством учителя. Руково-
Руководитель кружка набирает н зачисляет в

них учащихся, успешно выполнивших

первое здлание по соответствующему

предмету. Кружок принимается в ЗШ,
если руководительсообщает в ЗШ свою

фамилию, имя, отчество и высылает

поименный список членов кружка (с

указанием итоговых оценок за первое
задание), подписанныйдиректоромшко-

школы и заверенный печатью. После этого
члгкы кружка считаются учащимися ЗШ.

Учащиеся, принятые» ЗШ, и руково-
руководители кружков будут получать задания

ЗШ к дополнительные материалы Ра-

Работы учащихся-заочников проверяются

в ЗШ, а работы членов кружка проверя-

проверяет руководитель (пожелапиюруководн-

Фамилия, имя,

отчество (полнос-

(полностью, печатными

буквами)

Класс, в котором
Вы учитесь в

своей шкоде

Отделение ЗШ,
на котором Вы

желаете учиться
(можно указать
два отделения)

Подробным
домашний адрес с

обязательным

указанием
индекса почтового

отделения

НЕДЛИН
ИГОРЬ

ИВАНОВИЧ

9Y

математическое

(математическое
и физическое;

632149

Новосибирская
обл., с.Мезенкха,
ул. Акдрнано&а.
д. 28 "а", кв.5

теля часть работ членов кружка может

быть проверена н в ЗШ).
Ежегодночастьучащихся Ю- II клас-

классов (тех, кто будет учиться в этих клас-

классах в следующемучебном году) пригла-
приглашаются вЛетнюю школу при 11ГУ. Здесь

они вместе с победителями Вссснбнрс-
кой олимпиады слушают лекции круп-
кьпе ученых, решаютинтересныезадачи

на семинарах, знакомятся с укнверенте-
том и иаучно-исслсдовательскими ин-

институтами Академгородка, отдыхают. Во

время зимних каникул учащиеся ЗШ из

близлежащих областей приглашаются в

Зкмиююшколу при МГУ.

Чтобы стать учеником Заочной шко-

колы прнШ У, необходимого УОеытхбря
прис.тать на имя директора ЗШ заявле-

заявление , оформленное по приведенномуздесь
образцу.

Руководитель кружкадолжен прислать
на имя директора 3111 письмог просьбой
выслать первое задание и дополнитель-

дополнительные материалы к нему.

Заявлснмеоприеме иа математическое

или физическое отделение ЗШ можно

выслать вместе с решениями соответ-

соответствующего первого задания, публикуе-
публикуемого нитке, не позднее 15 октября.
Для получения ответа вложите кон-

конверт с маркой, с написанным на нем

Вашимдомашним адресом
Решение задач запишите в простую

ученическую тетрадь в клетку, оставляя

поля для эамгчаиий преподавателя. На

обложкететради укажите те жесведения

о себ>, что и и заявлении. Работу ото-

отошлите вместес заявлением, причемтоль

ко простой бандеролью (тетрадь не пе-

перегибайте, не сворачивайте в трубочку;
тетрадь должна быть тонкой, так как

средства на почтовые расходы в ЗШ

ограничены). В тетрадь с решениями
вложителисток размером 6 х 10 см с иа

Писанным на нем Вашим адресом (его
наклеят на конверт, когда будут отсы-

отсылать ответ). Для поступления в ЗШ

достаточно решитьлве—три задачи.

Сообщенкеоразмереоплатызаобуче-
нне Ванбудетвыслановместегпроверен-
проверенным первым заданием Бесплатное обу-
обучение в ЗШ сохраняется для детей-

сирот, обучающихся пшколах-шггерна-
тах и детей из многодетных семей (в
которых пять и более детей до 18 лет,

находящихся иаиждивенкиродителей).
Нашадрес: 6300901. Иовосибирск-90,

ул.Пирогово, 11, Заочная школа при
ИГУ.
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Первое задание по физике
После разбора задач своего класса

полезно (и мы Вам рекомендуем) озна-

ознакомиться с задачамидлядругих классов,

а понравнвшигся задачи — попробовать
решить.
9 класс
1. Наповерхности воды плавает бру-

брусок, погруженный на 2/Зсвоегообъема.
Для того чтобы он затонул, на него

необходимо положить гирю массой не

менее одного килограмма. Определите
массу бруска.
2. Электрическаяцепь, иа которую

подается постоянное напряжение, со-

состоит из двух параллельносоединенных

сопротивлений, подключенных после-

последовательно к третьему. Все сопротивле-
сопротивления одинаковы. Восколько раз изменит-

изменится напряжение на третьем сопротивле-

сопротивлении, еслиодно из параллельносоединен-

соединенных сопротивлений сгорит?
3. Концылегкой тонкой резинки в

некоторый MOMeirr имеютнаправленные

вдоль нее. но в противоположные сторо-

стороны скорости и, и 1Ъ- Найдите скорость
середины резники в этот момент.

4. Длятого чтобы растопить лед,

довести образовавшуюся водудотемпе-

температуры кипения, а затем испарить ее,

потребовалось — при постоянномтепло-

подводе — 9 минут. Сколько времени
таял лсд? Удельная теплота плавления

льда 80 кал/ г, теплота парообразования

воды 540 кал/г, теплоемкость воды

1кал/(г» ФС).

10 класс

1. Скакимускорением скользят сайки

с горки с углом наклона а к горизонту,
если их тя1гутс горизонтальной силой F7

Коэффициенттрения ц. масса санок т.

ускорение свободного падения д.
2. Летящеесо скоростью v ядро мас-

массой М распадается на два осколка. Ос-
Осколки летят с одной и той же скоростью

2v, но один в направлении движения

ядра, а другой в противоположном на-

направлении Определитемассыосколков.

3. Концамлегкой тонкой резинки со-

сообщили направленные вдоль нее, но в

противоположные стороны ускорения

^|ц. Найдите ускорение середины

резинки.
4. Надне сосуда стоит соединенный с

дном пружиной жесткостью k цнлнндр

сечением S и длиной t, сделанный кэ

материала плотностью р (рис.1). Сосуд
заливают жидкостью плотностью ft.
Нарисуйте график зависимости растя-

растяжения пружины х от высоты уровня л.

5. Сгоры высотой И, имеющей склон,
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Рис i

наклоненный подуглом а к горизонту

осторожносталкиваюттележки (рис.2).
Очередную тележку сталкивают toiда,

когда предыдущая скатилась на рассто-
расстояние L. Какое расстояние хбудет между
тележками, когда оии спустятся и будут
катиться по горизонтальному участку у

подножия горы?
11 класс
I. На наклонной плоскости покоится

система, состоящая из двух одинаковых

брусков массойт каждый, соединенных

Рйс.3

между собойнитью (рнг.З). Угол накло-

наклона плоскости начинают постепенно уве-
увеличивать до тех пор, пока система не

сдвинется с места. Определите в этот

моментвеличинусилы натяжения нити.

Трения между нижним бруском и плос-

плоскостью нет, а коэффициенттрепня меж-
между верхнимбруском н плоскостью \х = 2.

2. Решитезадачу 2 для 10 класса.

3. Решитезадачу 3 для 10 класса.

4. Какаячасть воздуха выйдет из

сосуда, соединенногонебольшим отвер-
отверстием с атмосферой, если температура в

нем нзмеюитась от То до 7J ? Температура
воздуха в атмосфере 1J.

5. Через параллельно соединенные

катушку индуктивностью L н резистор

сопротивлением R течетпостоянныйток

R

Рис.4

/(рис.4). Ток быстро выключают. Най-

Найдите максимальноенапряжениена резис-

резисторе н выделившуюся энергию.
6. Два параллельносоединенных кон-

конденсатора емкостью С каждый имеют на

обкладках обшийзаряд q. Какую мини-

минимальную работу необходимо затратить,
чтобы развести обкладки одного кон-

конденсатора иа большое расстояние?

Первое задание по

математике
9 класс

1. Еслиот трехзначного числа отнять

б, го оно разделится на 7, если отнять 7,

то оно разделится на 8, а если отнять 8,

то оно разделится на 9. Определите это

число.

2. Можноли расставить все числа от 1

до 16 в клетках квадрата 4x4 так, чтобы

суммы построкам н столбцам давали бы

(в некотором порядке) б последователь-
последовательных натуральных чисел?

3. Данпрямоугольный треугольник, в

котором awb
— его катеты, г — радиус

вписаниой окружности, с — гипотенуза.

Докажите, что a + Ь = с + 2г.

4. Вкучележат 100 одинаковых насто-

настоящих монет н одна фальшивая, отлича-

отличающаяся от настоящей по весу. Как с

помощью двух взвешиваний на чашеч-

чашечных весах без гирь выяснить, легче н та

тяжелеефальшивая монета, чем настоя-

настоящая?

5. Решитеуравнение

где [х] - целая часть числа х, т.е. наи-

наибольшее целое число, не превосходящее х

(например. [-3,14]- -4, US]» I,

М-5). l
J

6. ПустьМ —

иентр окружности, впи-

вписанной в треугольник ABC, Докажите,

что центр окружности, описаннойоколо

треугольника ВСМ, лежит на биссек-

биссектрисе угла А.

10 класс

1. Докажите неравенство

2. Сколькоцифр имеет наименьшее

натуральное число, кратное 225. сумма

цифр которого равна 225?

3. Найдитевсе решениясистемы урав-
неннй

шх+t/.

4. ПустьЕ - середина медианы АО

треугольникаЛВС, F
- точка пересече-

пересечения прямой jEJifcocTOpoHoJMC. Найдите
площадь четырехугольника CDEF, если

площадь треугольника ABC равна 1.

5. Прикаких х выполняется неравен-

неравенство

6. Известно, что шесть кругов имеют

общую точку. Докажите, что хотя бы

один нз ннх содержит центр некоторого

другого круга.

11 класс

I. Составим таблицу

I

234

34567

4 5 6 7 8 9 10

Докажите, что сумма членов каждой

горизонтальной строки таблицы равна

квадрату нечеткого числа.

2. Двапешехода вышлиодновременно
из пунктовАи В навстречу друг другу.

Когда первый прошел половину пути до

пункта В, второму осталось пройти 24 км
до пункта А. а когда второй прошел
половину пути до пункта А, первому

осталось пройти 15 км до пункта В-

Сколько километров останется пройти

второму пешеходу в момент, когда пер-
первый закончит переход?
3. Решитеуравнение

4. Решите систему уравнений

5. Имеетсядвое песочных часов. В

одних песок пересыпается за 7 минут, в

других — за И минут. Отмерьте 17

минут, начиная с заданного момента вре-

времени (часы в этот момент находятся в

исходном положении).
6. Решитезадачу 6 для 10 класса.

¦из
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«КВАНТ*ДЛЯМЛАДШИХШКОЛЫШКОВ

Задачи
(см. -Квант Ыя 3)
1. Еслина грибах Лешего выло х кралннок, то на мухоморах
Бабы-Ягн было \Ъх краямнок. Пусть на том мухоморе, кото-

который Бл&д-Яга отдала Лешему, было у крапинок, тогда 13х—

—увСх^у). Отсюда хв9/5у. Количество мухоморов у Бабы-
Яги не больше, чем 13х/у=117/5«23+2/5. Следовательно,
Баба-Яга собрала не больше 23 мухоморов.
2. Коляполучил в произведении 16, Вася — 24, Миша — 36, а

Стела — М. ЧислоМ однозначно раскладыищется в проюыеде-
нне из таблицы умножения, поэтому Стела умножал 6 на 9.

З.КУМИР-10247.
4. При подготовке задачи к печати было пропущено одно из ус-
условий, а именно, что проведенная прямая не пересекает боль-

большей стороны Без этого условия утверждение становится невер-
неверным. Действительно, вэя» равнобедренный треугольник с ма-

малым углом при вершине, легко построить противоречащий
пример (рис. ]>.

каждого сомножителя, кроме двух крайних, выполняется нера-

неравенство:

V

Рис.2

Доказательство утверждения задачи с учетом указанного
условия может быть проведено следующим образом. Пусть
прямая МЫ нг пересекает вписанную окружность и боль-

большую сторону АС. Проведем отрезок MvNle параллельный
MN н касающийся вписанной окружности (рис.2). В сил*

свойстваокружкости. вписанной и четырехугольник,
получаем, что ЛС+ Mvi\\ « АМХ + CN,.
Обозначим длину стороны АС через а. тогда ЛВ+ВС< 2а, а

М,Л' > MN > и/2. В треугольнике Mjfi.V, сумма сторон
ВМ, + ifS\ больше МгЫл, т.е. больше а/2; с другой стороны.
ИМу + ИЬ\<2а-АМл-С,ЧъШ 2д-ЛС-Mi,4t-2a-a-af2*a{2.
Получили противоречие. Следовательно, прямая МЫ пересека-
пересекает окружность, «писанную в треугольник ABC.

5. Если первая цифра этого шестизначного числа равна а, то

само число можно записать в виде 100000d+t>, где Ь — пятиз-

пятизначное число. После перестановки мы получаем число lOfr+e

Если это число вычесть из удесятеренного первого, то получим
999999а» а-27-7-11-13-37. Поэтому при делимости перюна-
ч&льного числа на 7. 11. 13 или 37 второе число также делится

на соответствующее число.

КОНКУРС«МАТЕМАТИКА6-8»

Поэтому первое число больше чей 1992Р91.
12. Обозначим число, стоящее в центре н входящее во все четы-

четыре круга, через х,. сумму трех чисел, входящих в три круга
каждое, через д^ > сумму трех чисел, каждое из которых входит

ровно в два круга, обозначим через х,. сумму оставшихся трех
чисел, каждое из которых входит только в один из кругов,
обозначим через j^. Сумма этих чисел равна сумме чисел от О

до 9, т.е. 45. Запишем это: х, + j^ + Xj + х4 ш 45. Обозначим сум-

сумму чисел в одном круге через Л. тогда л^ + ^ + Дд-И.а
4х, + Зх2+2xj + х4

ж 4А. Вычитая из первого уравнения второе,

получаем, что А * *5 - х4 Отсюда следует, что А минимально ь
том случае, если максимально х<г наибольшее значение которо-
которого 24=9+8*7. Поэтому минимальное значение равно 45

- 24 ж

¦21. Соответствующая расстановка дана на рисунке 3.

Минимальное значение для х4 равно 0+1+2-3. однако получить

соответствующую расстановку с суммой 42 не удастся. D самом

деле, вычтя из третьего уравнения первое и удвоенное второе
уравнения, получим, что x,-x3 = 2w4-45. Осталось заметить,
что х, не превосходит 9. поэтому 2А-45~х,?9. Но хэ не

меньше, чем 3. поэтому 2A s 51, следовательно. А ? 25. Распо-

Расположение чисел с суммой 25 изображено на рисунке 4.

13- Обозначим угол НАМ и ранный ему угол ЛМС через а.

Рис. 3 Рис.4

угол MAt\r н равный ему угол ASSN через Р. а утоп ABC через

Y (рис.5). Из равнобедренноготреугольимк&^ВСпотучаем,
что 4а + 20+-у-18Ов, а из треугольникаАВМ

- чтов-a + Y.

Исключая из этих равенств у, получаем, что Э(ос + р) * 180°,
следовательно, угол МЛС ж а ¦#• р « 60*.

(см-Ка8нт»Ы92)
11. Представим первое число в виде произведения 997 сомно-

сомножителей: A 1993) C l99l)...((l + 2fc)-6993-2ft))-...099il). Для Рис. 5
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14. Такимичислами являются, в частности, числа вида

999.. .99. поскольку талое число записывается в виде (О1-!,а
его квадрат- в виде \&*-2 10*+1 »999...998О0... 01. причем
демток я этой записи ровно (*-1)
15. Соотьетствуюшаярасстановка изображена на рисунке 6.
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Рис. 6

«Сказка — ложь, да в ней намек...»
I. Трение о ледяную поверхность очень мало, и подняться на

обледенелую сопку сложно. 2. При большой скорости вращения
с*ла трения оказалась недостаточной для удержания Смерти на

помосте. 3- Хозяин, бросая собаку, получил противоположный
жилульс, в результате чего лодка и опрокинулась. 4. Любой

предмет, предоставленный самому себе, стремится располо-
расположиться так, чтобы сто потенциальная энергия была минихалъ-

MJL Цпгтр тяжести обрубка дерева смещен в сторону более тя-

тяжелого нижнего конца, поэтому именно этот конец н окажется

вел водой. 5. Звуковой резонанс. 6. На монетах, побывавших в

рухах мальчика, торговавшего лончнкамм. был жир. Когда вор
бросил такую монету в ьоду. жир подчнясн вкерх. поскольку
ом имеет плотность меньшую, чем вола, н не растворяется в
«ей А круглая форма жировых пятен объясняется действием
сил поверхностного натяжения. 7. Шерстинки кота электрмао-
плксь вследствие трения о кожу руки, и между ними возника-
возникали электрические разряды. 8. Температура выдыхаемого воаду-
u равна приблизительно 36 "С. Когда вокруг холодно водя-
водяной пар, находмшийся и выдыхаемом воздухе, охлаждается
ожс точки росы н частично конденсируется в виде капелек ту-
тумака. Если же температура окружающего воздуха выше точки

росы, туман при выдыхании не образуется. 9. Нет. тепловое

излучение Солнца поглощается тонким поверхностным слоем

•оды. 10. Влага, содержащаяся в древесине, при отвердевании

увеличивается в объеме и разрывает волокна древесины — дере-
дерево потрескивает. 11. Отражение света. 12. Этот вопрос aналоги-
чей вопросу 4. Вода в реке и прутик, находящийся в ней, пере-
нещаются в сторону уменьшения нх потенциальной энергии.
Положение прутика, прн котором нижний, более тяжелый, ко-
конец расположен по течению, а верхний, более легким, смотрит
¦ противоположенную сторону, соответствует наименьшей ло-
текималыюй энергии прутика и, следовательно, является наи-
наиболее устойчивым

Геометрическая страничка
]. Проведем через С прямую, параллельную АВ, н обозначим

«рез D точку пересечения зтой прямой с ЛА\. Тогда CDmCA

3. ПустьЛМ-ЛК-х.ТогдаВМ-АВ-х.КС~АС-х. Но

т+ковс,лв-х*лс-х-вс. х - ^(лв+ас - вс) - р- а.

4. ZDJBmZABI + ZBAI- 1{ZABC+ ZBAC).

2. ZBIC* 1

б!

Значит, ZDIB=ZDBI и DI = DB.
5. Пусть длина биссектрисы равна х и ома делит наш треуголь-

треугольник на два. площади которых 5, и^,5- площадь всего трсу-

гольннка. Имеем ^+5,-5 или

откуда л

6. Ъопользуемся для отрезков ВК и ВМ формулой задачи 3.

Вычитая соответствующие равенства, найдем КМ » ~\а - tj.
7. Указанныеокружности пересекаются в центре вписанной в

данный треугольник окружности. См. задачу 4.

8. Указанныедиагонали являются биссектрисами треугольника
АСЕ.

9. Пустьв треугольника ABC угол А равен 60*- Тогда точки В,
С, О, / и //лежат на одной окружности (если ABC —

остроу-
остроугольный треугольник, то ZBOC • ZfilC - ZBHC «120е). В на-

нашем случае углы треугольника О/W будут следующими:
ZIOH - ZIHO =* 5е, ZOIH = 170е.

10. ЕслиВ и С -

острые углы, то ZCMC- 90*-^В.

AtAB ш 90*-Z8. Это означает, что биссектриса угла А является
также н биссектрисой угла ОАА\. Аналогично рассматриваются
случаи, когда тупыми являются углы В или С.

И.
а*

. Воспользуйтесь (дважды) теоремой, сформулирован-
с

кой в задаче \.

12. Докажите,что М —

центр вписанной а ЛЯСокружности.
(См. задачу 2.)

13. Углытреугопьннкон ЛК.\н А\М легко выражаются через

углы треугольникаABC. Отсюда получается нх подобие. Далее

имеем АЛ{ ^{AB-BAi){AC+CA})^
ш АВ- АС -BAi СИ,*(ЛВ СИ,- АС ВА\). Выражение в скосках

рашио нулю (см. задачу 1).

14. Раднусокружности, проходящей через середины сторон
данного треугольника, равен -у, причем ои больше г. (Дока-
(Докажите.)

15. ЕслиZBAC=2a, то Aim-В—, ID ¦= IB m2Rstna (см. задз-
Stna

чу 4). Значит. AIID-TRr. С другой стороны,

AIID = (R-d){R+d)= P?-<P.
16. Пустьуглы Л, В и С равны соответственно a. р и у.
М — точка на дуге АВ такая, что /МЛВ ж ф ( ?МВА ¦ у

- $).
Если / — центр вписанной окружности, а Л/, н М2 симметрии'
ны Мотносительно AI н BI соответственно, то Z\f,AIж » + у

/МуАВ ¦ * + a, ZMjBl ¦ Т - * + §, ZM2BA ш у - ф + р Таким

образом, /МХАВ + ZAf2BA ¦ $ + a + у
- * + р ¦ 180*, т.е. Afr4 н

AfjB параллельны.

17. Обозначимчерез О центр данной окружности, г - « ради-

радиус ЛВС
— описанный Около нес треугольник. А» В н С — его

углы, причем А ? В ? С. Тогда Л может принимать любые зна-

значения, не превосходящие 60*, т.е. 0 < А ?60* н
'

®А 2
^эдо

= **
¦ Следовательно, вершина Л может быть в лю-

любой точке плоскости, исключая внутренность круга с центром в

О и радиусом 2г. Угол В может принимать значения от 0 до

90* @<Ж9СГ), т.е. ОВ >^^- г>/2 . И, наконец,

SO^cSieO*. г<ОС*2г.

18. Обозначим:PD=2r. AK= AM=x. 8K*BP~y.
СМ = СР™ж. Имеем y+zmfl. уг^Аг*. Приравняем друг другу

ды выражения для площади треугольника ABC

\х+у + z)xyz ш [х+у + z)r. откуда 4г*х

19. Пусть ABC
— данный треугольник. R и р — радн>сы опи-

описанной и вписанной окружностей. Q „ С^. О, — центры окруж-
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востей радиусами г.

Треугольник OjOQ подобен АВС, г — радиус описанной около

него окружности, (р-г) -

радиус вписанной. Значит,

20. ПустьQ. С^. Q. О4
-

центры окружностей, вписанных а

ЛВС, BCD, CDA и DAB соответственно (рис. 7). Если

*BAC-?BDCmO> to ZJbi^Qm^bOfm90*+^ (см. задачу
2). Значит, ?¦ С G| н Q лежат на одной окружности и

«r-zqfiC- ]8СГ-^^4ВС. Аналогично,

ш 180е—^ZADC. Из этих равенств следует, что

,-90» (поскольку ^BC+^4DC- 180* ).

21. Докажемсначала равенство треугольников, у которых рав-
равны по одной стороне, противолежащие равным сторонам углы
и биссектрисы этих углов. Рассмотрим два треугольника KLM

Рис. 7

nKLMl4y которых ZKML ¦ ZKMyL, а также равны биссек-

биссектрисы этих углов; М н М, - с одной стороны от KL. Точки К,
L М к Му лежат иа одной окружности. Можно считать, что
М м М, расположены по одну сторону от диаметра PQ пер-
перпендикулярного KL (рис. 8). ПустьМ н М, не совпадают.

Бн< сектрнсы ME и М^ при продолжении проходят через Q.
В ситуации, изображенной на рисунке, имеем MQ > Mf) м

QE<QE., и» этих неравенств следует, что

ME - MQ-QE> Mf)-QEt = M&. что противоречит условию.
Вернемся к нашей задаче. Пусть а треугольнике ABC равны

биссектрисы А\ ш CQ (рнс. 9), О — точка их пересечения.

Применим к треугольникам АВА^ и СВС^ доказанный выше

В

призмах (ВО - биссектриса в каждом из них). Получим
АВтВС что н требовалось.

Корпускулярные свойства света
1. Л-67-1<Г* Дж-с; Л-1.9эВ; *.„ -6.7КГ7 м.

т ВЗ. F.i^^.i Н.

Задачи LVII Московской математической
олимпиады

6класс

1.15. 2. Пусть х, у — эти трехзначные числа. Тогда
1000л *у-7ху. откуда 7jt- 1 - делитель 1000, не меньший 700 N

потому равный 1000. Отсюда х-у-143.
5. Хорошего времени больше. Отметим ид окружности цифер-
циферблата положения конца часовой стрелки, соответствующие хо-

хорошим моментам времени, белым цветом, плохим
— черным.

Окружность будет разбита на конечное число сегментов, при-

причем точка, диаметрально противоположная черной, будет бе-
белой: ровно через 6 часов после плохого момента {когда часовая

стрелка лежала между продолжениями двух других
— а они че-

через 6 часов будут теми же самыми) наступит хороший.

9 класс

1. Да, см. рисунок 10. (Заметим, что любую из ломаных можно

Рис. 10 Рис. 11

Рис. в

считать сторонам и, а другую
- диагоналями пятиугольника.)

2. Если*>/, выигрывает Коля: он делит свой отрезок так, что-

чтобы одна ну частей была больше двух других и больше /. Если

я</,то — Лева: ему достаточно отломать одну часть так чтобы

она была равна большей из частей, на которые разломал свой

отрезок Коля, а остальную часть разделить пополам.

3. Подставив/"—х,получим уравнение у*(у-1) - 2ха, которое

имеет бесконечно много целочисленных решений (достаточно

взять у - 2k2 * 1).

10 класс

1. Ответ: 1666667 и 3333334. Задача решается так же, как зада-

задача 2 для 8 класса.

3. Изобразим наших депутатов точками. Проведем стрелку от

каждого депутата к им побитому. Получим граф. состоящий из

замкнутых циклов и деревьев, корнями которых служат некото-

некоторые точки этмх циклов (рнс. Ю- Раскрасим теперь все вершины

графа в три цвета так. чтобы соседние (связанные стрелкой)
имели разный цвет; для этого достаточно, начав с любого дену

тата, красить побившего его в другой цвет (третий цвет нужен

тольхо. когда окрашивается последний депутат в цикле нечет-

нечеткой длины). Тогда депутатов одного из трех цветов будет ие

меньше 665.
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4. Нужно многократно использовать тот факт, что касательные,

проведенные к» одной точки к окружности, равны. Пусть ок-

окружности касаются отрезкаAD в точках PnQ. стороны ВС —

в точках М и N (рнс. 12). Из равенства отрезков общих внеш-

внешних касательных между точками касдния и равенства касатель-

касательных, проведенных кэ точек D и К, получим: KPmDQl
KD»MNt а затем, используя равенство касательных, проведен-
шизточхкЛ, получим2АК-АР+Л0-МЫ-АВ+ЛС-ВС.

11 класс

I. Можно отрезать от двух вершин тетраэдра (или от двух со-

соседних вершин куба) два маленьких треугольника.

Э. 3(/2/f Можно найти это значение г как максимальное при

которой уравнения у - х*. хг ¦ (у- г) -г1 имеют общее реше-

решение, отличное от ж-у»0 А можно кроме этих двух уравнений
получить третье, используя тот факт, что для критического зна-

чеюся окружность имеет с графиком у - хА общие касательные

(в некоторой точке, отличной от *-у*О, см. рис. 13).

Избранные задачи Московской
физической олимпиады

Первыйтур

9класс

I. v ¦ Ja/Me. 2. Горки разъезжаются в противоположные сто-

стороны с почти одинаковыми скоростями о ш iJmgH/M ,

10 класс

1. Брусок притягивается к стенке с силой F

2. См. рнс.И

Рис. 14

3. Маятник движется по окружности в плоскости рисунка, имея

энергию

*»)•
где щ{х) -0, если х - целое, и щ{х)-1- {т}. если х - нецелое,

а {*} — его дробная часть.

11 кпвес

1.

2. Одно изображение ближе основного, а другое дальше от не-

него на одно и то же расстояние I к Ъ1]пв где d — толщина стекла

зеркала, а я — его показатель преломления.

Второйтур

9класс

1. См. таблицу* в которой ^ • 1 с

2.

при ц<-

••.,. -О при pi

приц«г

Таблиц

Возможный случай

В течение двух секунд

камень движется вверх

Камень поворачивает

в течение второй
секунды

Камень поворачивает
в течение первой
секунды

Камень поворачивает
в течение первой
секунды

При каких s возможен Начальная скорость

г*

2

Путь, пройденный за вторую

сежунду

Г"

2
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3B^-3)

11 класС

-i_.2. „Л
>-o-*v v

3. - - 77 см.

Ill Международная олимпиада
«Интеллектуальный марафон»
МАТЕМАТИКА

1. 7744 = 88*. 2. Можно. В первом столбце таблицы 9x9 ста-

ставим числа (сверху вниз) 1, 2, ... 9. во втором 2, 3. ... 9. 1. в

третьем 3. 4, ...9. 1,2 вдевятом 9, 8. ... 1. Затем ко всем

числам второго столбца прибавляем 9, к числам третьего — 18,

.... к числам девятого — 72.

3. 45*.Указание. На"продолжении ВС за точку В возьмем точ-

точку N такую, что ВЛГ* ¦ DN. Треугольники NAM н MAN рав-

равны, а АЛ/ — биссектриса прямого угла NAM.

4. xkm2-k2 при А-tZ...n. Указание.

¦х L» 4-. причем равенство возможно лишь

при х - k • А . т.е. при х ¦ 2*

5- у2 . Указание. Пусть DX — основание перпендикуляра, опу-
опушенного иа /ГС из точки ?). ЛОх. flO-ff- Тогда CD = а/2, тре-
треугольники ОСА н ABC подобны нв>^. Осталось приме-
применить теорему косинусов и треугольнику ABD.

6. а)Достаточно заплатить 1 р, получи* при этом сдачу:
1 = 2-48-15-4-20.

б) jV«2l8. Указание Рассмотрите последние цифры уплачивае-
уплачиваемых сумм н докажите, чтоЛ/-217 - нанбольшал сумма, кото-

которую нельзя уплатить имеющимися монетами.

7, Указание.Пусть а*20. Поскольку

cT + eI + l<=flT-fl + tfJ + fl+l ¦•¦{eI + fl+l)({tf3 + l^<f?-e) + iI даи-

КОСЧИСЛОЯВЛЯСТСЯСОСТЛВ1СЫМ.

8- Воспользуемся методом иппукцин. Пря п=1 неравенство.шукцин. Пр
„ td+...+a\

Очевидно,справедливо Пусть ' Л¦*

<^+..-+вя

Преобразуем разность:

2и + 3

I1 + 2п +1

3{
Перепишем числитель полученной дроби:

Л - Э4„ - Bп + 3)в„, - Bл * 3)(^+..>^) + 3(flf+.. ¦¦

По предположению индукции

3(fl|2+...+fl'}i Bп +1^+...^].
Поэтому

Но из условия следует, что а^
а (а +1)

Следовательно,

так как ам| 2 д +1. Утверждение доказано.

ФИЗИКА

1. О

2. а) хi 3//5; б) х = (ЛB- Ji).
3- Сразу после отработки основных двигателей.

*. Барометр.
5. Нет, не<5уц>т.
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ШАХМАТНАЯ СТРАНИЧКА

Непобедимый «Мефисто»

В конце прошлого гола в Мюнхене

(Германия) прошло 12-е первенство

мира среди шахматных микроком-

микрокомпьютеров. Вообще-то былодва чемпи-

чемпионата — один среди программ (дис-
(дискет) для персональных компьютеров
(сокращенно PC), адругой — среди

специализированных шахматных ма-

машин (шахматных микрокомпьюте-
микрокомпьютеров).
Итак, состязание проводилось в

двух отдельных группах. Первую
группу составляли 28 шахматных

программ, записанных на дискетах.

Они разыграли чемпионский титул в

турнире, но швейцарской системе в

девять туров. Во второй группе вы-

выступали три команды, представляю-
представляющие известныефирмы — производите-
производители шахматных машин. Каждая из

этих команд состояла из четырех

шахматных микрокомпьютеров, и

игра проходила в два круга. В обоих

турнирах электронным шахматистам

предоставлялось нодва с половиной

часа на 60 ходов.
Чемпионом мира, набрав 7.5 очков

из девяти» стала программа «Хиаркс»
(Англия), ее автор М.Юиайк.

Второе место с 7 очками заняла

программа «Кинг» (Голландия), ус-
успевшая прославиться своими победа-
мн над гроссмейстерами. Ее написал

молодой, но уже известный шахмат-

шахматный программист дс Конниг. Эту
программу используетфирма «Таек»

для производства шахматных микро-

микрокомпьютеров, но об этом чуть ниже.

«Бронза» досталась программе «Мс-
фисто Гениус» (Англия), автор кото-
которой Р.Лэнгболее десяти лет снабжает

своими программами компьютеры зна-
знаменитой фирмы «Мефнсто».
В Мюнхене играли н две програм-

программы нз России — -«Мираж» и «Кен-

«Кентавр». Обе они сделали определен-

определенный шаг вперед: если » 1989 и 1991

годах «Кентавр» замкнул турнирную
таблицу, а 1992-м наши программы

расположились в ее хвосте, то на сей

раз онн переместились п середину
таблицы.
В турнире шахматных микроком-

микрокомпьютеров борьба шла не между кон-

конкретными машинами, а между фирма-
фирмами, производящими их. Б результате

победила фирма «Гсгенер + Глассер»
(Германия), выставившая четыре ко-

копии «Мефнсто-Гениус». на втором

месте «Таек» (Голландия) с ком-

компьютерами «Кинг» и на третьем

«Сайтек», обитающая в Гонконге, с

двумя компьютерами «Спаркс» и

двумя «Каспаров-Рйск»
Надо сказать, что программа «Me-

фисто-Гениус» н микрокомпьютер с

тем же названием практически не от-

отличаются. Дискета играет ма PC с

процессором 586, а в машину вмонти-

вмонтирован процессор 486, однако за счет

специализированностн компьютера

скорости перебора вариантов при-

примерно одинаковые.

После того, как были подведены

итогидвух чемпионатов, состоялся

матч и.1 двух партий на званне абсо-

абсолютного чемпиона мира
—

между

программой «Хнаркс» и роботом
«МсфистоТсниус». Черными специа-

специализированная машина сделала ни-

ничью, а белыми выиграла. Таким об-

образом, «Мефнсто» в девятый раз
подряд завоевал звание чемпиона

мира среди шахматных микроком-

микрокомпьютеров.

Познакомьтесь теперь с двумя эпи-

эпизодами из чемпионата микрокомпью-

микрокомпьютеров.
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-Таек» —«Сайтек-

Сицилиэнская защита
1 с4 с5 2. КГЗ Кеб 3. d4 cd 4. K:d4

Kf€ 5. КсЗ j?6 6. K:c6 be 7. eS Kg8 8.

Cc4 Cg7 9. Cf4. Согласно старым

справочникам, эта позиция «раннего

дракона» не слишком приятна для

черных: после 9. ФГЗ (Ъ 10. Cf4 ини-

инициатива на стороне белых. Но, ока-

оказывается, немедленный выпад слоном

еще сильнее.

9... Фа5 10.0-0. Жертва пешки
вполне корректна, и черным лучше

бы было отклонить се. 10... С:е5 11.

С:е5 Ф:е5 12. Ле1 ФГ4 13. Ле4 ФГ6

14. ЛеЗ. Грозит 15. ЛC или 15. Ке4 с

разгромом.

14... dS. Какбудто защищаясь от

обеих угроз, но 15. C:d51 Cf5.
Взятие слона проигрывает — 15... cd

16. <D:d5 ЛЪ8 17. Ке4. и 18. Kd6+. Но

черные еще держатся: поле е4 вновь

под присмотром, а линия «f» пере-

перекрыта.
16. Лсб! Классический пример на

тему перекрытия. 16... С:е617. С:с6+

Kpf8 19. С:я8. У черных не хватает

пешки, но нх беды не кончаются. Ко-

Королевский фланг до конца партии так
и оста)!стся замороженным.

18... КЬ6 19. Cd5 KfS 20. Ке4 Ф:Ь2

21. С:с6 fe 22. g4 Kd6 23. K:d6 ed 24.
Ф.ч1в+ Kpf7 25. Фd7+ Kprt 26. Ле1

Ф:а2 27. Фd4+. Черные сдались.
В свою очередь, один из представи-

представителей фирмы «Таек» былсокрушен
корифеем компьютерных шахмат.

«Мефисто-Гениуо—«Таек»
Принятый ферзевый гамбит
1. d4 dS 2. Kf3 Kf6 3. c4 dc 4. сЗ еб

5. C:c4 a6 6. 0-0 c5 7. a4 Kc6 8. Фе2

cd 9. Лdl Ce7 10. ed 0-011. КсЗ K<15
12. Ce3 ФdC 13. Cg5 Г6 14. Ch4 К 4
15. Фе4 ФЬ4 16. ЬЗ Ф:сЗ 17. Ф:Г4 gS
18. h

1
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Черные пешки двигались вперед
слишком азартно, н возмездие не за-

заставило себя ждать.

19. Ф:Ь5Г gh 20. Фg6+ KphS 21.
К:Ь4. О вечном шахе не может быть и

речи, сейчас грозит 22. KfS! ef 23.

ФЬбх.

21... f5 22. ФЬ6+ Kpg823. C:o6+

С:е6 24. Ф:е€+ ЛП 25. K:f5 Kpf8 26.

ФЬ6+ Крс8 27. Kg7+ Kpd8 28. d5

Крс7 29. dc Cc5 30. Ке6+ КрЬб 31.
К:с5Ф:с532. ЛП. Черные сдались.

Е.Гик
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Спустя почти четверть века

с момента первого появления журнал

КВАНТ.
можно сказать, пережил свое второе рождение.

Мы рискнули пред-
предложить читателям

«Кванта» новый рег-
регламент выпуска на-

нашей продукции Уве-

Увеличив объем каждо-
каждого отдельного номе-

номера журнала, мы ста-

стали выпускать ихвдва

раза реже, чем рань-
раньше. Так, в первом полугодии 1994 года
вышли три номера журнала (один раз вдва

месяца). В промежутках междужурналами
читателям было предложено три книжных

приложения —тематические сборники луч-
лучших материаловжурнала последних лет.

Впервые попытка поочередного выпуска

журналов и книг-приложений была пред-
предпринята в 1993 году. Правда, тогда из-за

вынужденной перестройки всего редакци-

онно-издательского процесса» в первую
очередь, обусловленого новой финансо-
финансово-экономической ситуацией в стране в

целом, мы вышлч из графика, и. к нашему

громадномусожалению, было потеряно

около половины подписчиков.

Но мы не отступили от избранной стра-
стратегии и сегодня можем с уверенностью
констатировать, что совместные усилия

членов редакционной коллегии, сотрудни-
сотрудников редакции и созданной с нуля изда-
издательской группы принесли реальные пло-

плоды. Мы полностью завершили переходный
периоди вышли на график регулярного
выпуска журналов и приложений к ним. Во

втором полугодии 1994 года наши читате-

читатели получат три журнала и три приложения.

WGamn Поэтому всех
тех, кто иногда еще

из-за незнания за-

задает нам вопросы

типа— «А что про-

происходит с «Кван-

«Квантом»?» или «А что,

«Квант» все еще

существует?»—хо-
существует?»—хотим полностью ус-

успокоить—да, журнал «Квант» жив и «даже

неплохо себя чувствует.. » Более того, мы

думаем над тем, как содержательно сде-
сделать его разнообразнее. Хотелось бы раз-

раздвинуть возрастные рамки нашей аудито-
аудитории как подбором удачных материалов,

задач, вопросов, организацией новых кон-

конкурсов и соревнований для младших
школьников, так и обращением к темам,

которые будут интересны для студентов.
Имеются у нас и далеко идущие планы в

области полиграфии и дизайна. Мы бу-
будем и дальше искать свою «моду», совер-

совершенствовать в духе времени качество

продукции.

Итак, мы принимаем к сотрудничеству
учителей, ученых, школьников, студентов—
всех, кто готов поделиться с нами интерес-
интересной идеей, неожиданным поворотом хорошо
известныхтем, оригинальными задачами и

наблюдениями. Критериями при отборема-

материала, как всегда, будут его оригиаль-
ность, актуальность, новизна, качество и

доходчивость изложения.

Завершая, хотелось бы напомнить, что

залог нашего успеха в вашем, читатели,

признании.


