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НИКОЛАИ ИВАНОВИЧ

ЛОБАЧЕВСКИЙ

(к 200-летию со дня рождения)

Доктор физико-математических наук
Ю. СОЛОВЬЕВ

23 февраля 1826 года на заседании

физико-математического отделения

Императорского Казанского универ-
университета был прочитан доклад под на-

названием «Сжатое изложение начал

геометрии со строгим доказательством

теоремы о параллельных линиях».

Эта дата рассматривается как день

рождения неевклидовой геометрии и

является гранью двух эпох. Пред-

Предшествующие двадцать пять веков

были эпохой создания классической

геометрии. Принципы, лежащие в ее

основе, и вместе с ними и вся

геометрия считались незыблемыми,
не допускающими никаких измене-

изменений. Но в этот февральский день

родилась новая геометрия, неизмери-
неизмеримо расширившая человеческие пред-

представления о пространстве и форме,
радикально изменившая устоявшиеся

взгляды на всю математику и окру-
окружающий мир. Творцу этой новой

геометрии было тогда 33 года. Его

звали Николай Иванович Лобачев-

Лобачевский.
О первых годах жизни Лобачевско-

Лобачевского известно очень немного. Родился
он 1 декабря 1792 г. в Нижнем Нов-

Новгороде в бедной семье. Отец его —

коллежский регистратор Иван Мак-
Максимович Лобачевский — был уездным
землемером, мать — Прасковья Алек-
Александровна — происходила из нижего-

нижегородских мещан. В семье Лобачевских

было три сына — Александр, Нико-
Николай и Алексей. Семья рано лишилась

кормильца. Точная дата смерти Ивана
Максимовича неизвестна; судя по за-

записям нижегородской Сретенской
церкви, это случилось в 1801 году.

В ноябре 1802 года по ходатайству
Прасковьи Александровны ее сыновья

были приняты в первую Казанскую
гимназию на казенное содержание.

Жизнь гимназии того времени ярко

описана в «Семейной хронике» зна-

знаменитым русским писателем С. Т. Ак-
Аксаковым (в декабре 1800 года он был

зачислен казеннокоштным воспитан-

воспитанником в ту же самую гимназию).
Курс был четырехлетним. Кроме
первоначальных и общих предметов,
здесь преподавались языки — латин-

латинский, французский, немецкий и татар-

татарский; из философских наук — логика

и практическая философия; из физи-
физико-математических наук

— геомет-

геометрия, тригонометрия, механика, гид-

гидравлика, физика, химия, натуральная

история (геология), землеведение и

гражданская архитектура; из юриди-
юридических — практическое законоискус-

ство; из военных — артиллерия, фор-
фортификация, тактика; и, наконец, ис-

искусства
— рисование, музыка, фехто-

фехтование и танцы. Усвоение этой про-
программы требовало очень большого

напряжения, редко кому удавалось
с ней справиться. Большинство уча-
учащихся оставались в одном классе

по два, иногда по три года.

Несмотря на трудную программу,

учился Николай Лобачевский очень

легко и хорошо. В гимназических

ведомостях он аттестован «весьма

прилежным и благонравным, зани-

занимающимся с особым прилежанием

математикой и латинским языком».

В январе 1807 года Николай Ло-

Лобачевский окончил гимназию и по-

поступил в Казанский университет,
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основанный в ноябре 1804 года вы-

высочайшим повелением императора

Александра I. Устав вновь открыто-

открытого университета не отличался от ти-

типового устава российских универси-
университетов того времени. Он был постро-

построен на основах широкой автономии:

все должностные лица университета,

начиная с преподавателя и кончая

ректором, должны были избираться
советом университета, университет

имел свой суд и даже свою полицию;

он не только пользовался правом

бесцензурного печатания своих изда-

изданий, но его редакционный комитет

служил органом, разрешавшим к пе-

печати все научные произведения, пуб-
публиковавшиеся в Казани, кем бы они

ни были написаны.

Первоначально университету было
предоставлено здание, отстроенное

для губернаторского дома, и один из

корпусов гимназии. В первые три

года занятия в университете ве-

велись силами преподавателей гимна-

гимназии, а затем на работу в универ-
университет были приглашены профессора
из-за границы. Разумеется, эти про-

профессора не знали ни слова по-русски,

так что преподавание велось на

немецком и французском языках.

В 1808 году для преподавания
математических наук в Казанский

университет прибыл профессор Бар-
тельс (Мартин Федорович, как его зва-

звали в России), сыгравший в, жную

роль в математическом образовании
Лобачевского. В свое время Бартельс
был помощником учителя в школе,

где учился великий немецкий ма-

математик Карл Фридрих Гаусс. Затем
Бартельс учился и преподавал в Гет-

тингенском университете, где вновь

встретился с Гауссом и не прерывал
с ним связи до конца жизни. По-

видимому, Гаусс рекомендовал Бар-
тельса секретарю Петербургской Ака-

Академии наук Фуссу, который зани-

занимался подбором профессоров для
вновь созданного университета. Бар-
Бартельс был хорошо образованным

ученым, прекрасным педагогом и

чрезвычайно добросовестным челове-

человеком. Он был одним из немногих

иностранных профессоров, вложив-

Портрет Н. И. Лобачевского работы художника
Крюкова.

ших в работу всю свою энергию,

все внимание и всю любовь к делу.

В Казани он пробыл двенадцать лет

и положил начало казанской матема-

математической школе. Крупным математи-

математиком он не был, однако писал хоро-

хорошие учебники и умел привить мо-

молодым людям тягу к научному твор-

творчеству.

Студенты университета изучали
в то время следующие дисциплины:

философию, историю, географию, все-

всеобщую и российскую статистику,

греческий и латинский языки, рос-

российскую словесность, высшую ариф-
арифметику, алгебру, геометрию, кониче-

конические сечения, дифференциальное, ин-

интегральное и вариационное исчисле-

исчисления, аналитическую геометрию, ме-

механику, аэростатику, гидростатику,

гидравлику, физику, химию, естест-

естественную историю, технологию, право.
Во всех дисциплинах Лобачевский

показывал отличные успехи. Но осо-

особенно углубленно он занимался ма-

математикой. В своем отчете попечите-
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'Геометрических исследований по теории параллельных линий».

лю Казанского учебного округа про-

профессор Бартельс писал: «Студенты
Симонов и Лобачевский, особливо
же последний, оказали столько успе-

успехов, что они даже во всяком евро-

европейском университете были бы отлич-

отличными, и я льщусь надеждой, что

если они продолжать будут упраж-
упражняться в усовершенствовании своем,
то займут значащие места в мате-

математическом кругу».
3 августа 1811 года Лобачевский

окончил университет и был утвержден
в звании магистра. По уставу уни-

университета магистры должны были,
с одной стороны, готовиться к науч-

научной и профессорской деятельности,
а с другой — быть помощниками

профессоров. Одновременно с Лоба-

Лобачевским звания магистра был удосто-

удостоен и его однокурсник И. М. Симонов.

Это был человек, обладавший боль-

большими дарованиями, преимущественно
занимавшийся астрономией. С этого

времени они в течение свыше 35 лет

вели в университете без видимых раз-

разногласий совместную работу, сменяя

друг друга на кафедрах и администра-
административных должностях.
Математике оба молодых магистра

учились у Бартельса. В качестве ос-

основных сочинений, над которыми дол-
должен был работать Лобачевский, Бар-
Бартельс выбрал пятитомную «Небесную
механику» Лагранжа и «Арифмети-
«Арифметические исследования» Гаусса. В 1813
году Лобачевский выполняет свою

первую самостоятельную научную ра-

работу: находит разложение многочле-

многочлена деления круга*)

на неприводимые множители для не-

некоторых значений показателя п.

26 марта 1814 года распоряжени-
распоряжением министра народного просвещения
Лобачевский был возведен в звание

адъюнкта физико-математических на-

наук (по современной терминологии —

кандидата); таким образом, в возрасте
21 года Лобачевский официально
становится преподавателем универси-

университета. Он ведет активнейшую препо-
преподавательскую работу, читает много-

многочисленные курсы, поражающие ши-

широтой диапазона: элементарная ма-

математика, все без исключения разде-
разделы высшей математики, механика,
опытная и теоретическая физика, тео-

теоретическая и наблюдательная астро-
астрономия. К началу двадцатых годов им

написаны два учебника «Алгебра.
Исчисление конечных» и «Геометрия»
(опубликованные значительно поз-

позже), в рукописном виде распростра-
распространявшиеся среди студентов. И все эти

годы Лобачевский углубленно зани-

занимается теорией параллельных.

Проблема параллельных уходит
своими корнями в античную Грецию.
Проникновение геометрии из Меж-

Междуречья и Египта в Грецию приве-

•) Об этом многочлене было рассказано в статье

С.Гикдмкннв «Дебют Гаусса. («Квант». 1972. Н 1).
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ло к тому, что отрывочные, опытные,

на глаз установленные факты здесь

начинают превращаться в цепь свя-

связанных между собой предложений;
каждое из них занимает в этой цепи

определенное место и логически вы-

вытекает из предыдущих. Соответствен-

Соответственно этому развитие геометрии шло в

Греции в двух направлениях: во-

первых, стремились логическими

средствами найти возможно большее

число геометрических истин; во-вто-

во-вторых, старались свести к возможному

минимуму те геометрические факты,
которые устанавливаются опытом.

Огромную роль в формировании та-

такого взгляда на геометрию сыграл

великий греческий ученый Аристо-
Аристотель C84—322 г. до н.э.), создавший
теорию дедукции, т. е. логического

вывода. Ио схеме Аристотеля всякая

дедуктивная наука должна начинать-

начинаться установлением основных понятий,
не подлежащих определению, и акси-

аксиом — основных истин, не подлежа-

подлежащих доказательству. Все остальное

должно получаться строгим логиче-

логическим выводом из этих исходных пред-

предпосылок. Применительно к геометрии
этот замысел был в известной мере
выполнен Евклидом (конец IV — на-

начало III в. до н. а.), создавшим пер-
первый в истории свод геометрических
знаний в 13 книгах — «Начала».
Схема Аристотеля реализуется в «На-
«Началах» следующим образом. Первой
книге предпосланы аксиомы и посту-

постулаты. Аксиомы, или, как называл

их Евклид, общие достояния наше-

нашего ума,— это истины, относящиеся

ко всяким величинам, не только

геометрическим (например: две вели-

величины, порознь равные третьей, равны

между собой; если к равным приба-
прибавить равные, то получим равные). По-
Постулаты — зто требования геометри-
геометрического характера, которые нужно
принять, чтобы на их основе делать

вес дальнейшие выводы. Этих посту-
постулатов у Евклида пять. Вот их ориги-

оригинальные формулировки.
«Нужно потребовать:

I. чтобы от каждой точки ко всякой

другой точке можно было провести

прямую линию;

-__-,

Титульный лист первого издания 'Воображаемой
геометрии».

И. чтобы каждую ограниченную
прямую можно было продолжить не-

неограниченно:
III. чтобыиз любого центра можно

было описать окружность любым ра-

радиусом;
IV. чтобывсе прямые углы были

равны между собой;
V. чтобыесли при пересечении двух

прямых третьей сумма внутренних

односторонних углов оказалась мень-

меньше двух прямых, то эти прямые

при достаточном их продолжении
пересекались бы и притом с той сто-

стороны, с которой эта сумма меньше

двух прямых.*

Необходимость последнего, пятого

постулата для построения геометрии
не кажется очевидной: сам Евклид

доказывает целый ряд теорем, не

опираясь на него, и совершенно

неясно, почему в этот ряд не могут

быть включены все теоремы евклидо-

евклидовой геометрии. Особая роль пятого

постулата, его сложность и недоста-
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точная наглядность привели к тому,
что математики позднейших времен
стали пытаться доказать его как тео-

теорему. Некоторые из них старались
вывести этот постулат из остальных

постулатов и аксиом Евклида, не

добавляя к ним новых утверждений,
другие же заменяли его иной аксио-

аксиомой, которую они считали более про-
простой и наглядной. Но анализ этих

новых аксиом неизменно показывал,
что при такой замене использовались

утверждения, равносильные пятому

постулату. Такими наиболее употре-
употребительными заменителями являются

утверждения: «через точку вне пря-
прямой можно провести в их плоскости

не более одной прямой, не пересе-

пересекающей данной», «сумма внутренних
углов треугольника равна двум пря-
прямым» и т. д.

Многие попытки доказательства

проводились методом доказательства

от противного, т. е. предполагалось,

что пятый постулат неверен, и из

этого делался ряд выводов. Если бы

при этом удалось прийти к противо-

противоречию, то пятый постулат был бы

доказан. Наиболее далеко по этому

пути продвинулись итальянский свя-

священник Джироламо Саккери A667—

1733) и швейцарский математик Ио-

ган Генрих Ламберт A728—1777).
При этом было накоплено много

фактов, которые имели бы место в

геометрии, в которой верны все

аксиомы евклидовой геометрии, кро-
кроме аксиомы о параллельности, а по-

последняя неверна. Особенно много уди-
удивительных теорем, которые были бы

справедливы в такой геометрии, если

бы она была возможна, получил Лам-

Ламберт. Однако ни Саккери, ни Ламберт
не допускали и мысли о том, что

кроме геометрии Евклида возможна

другая непротиворечивая геометрия.
Все построения Саккери и Ламберта
завершались тем, что явно или неяв-

неявно использовалось утверждение, рав-
равносильное пятому постулату, в резуль-
результате чего и обнаруживалось проти-

противоречие.

Лобачевский занялся исследовани-
исследованием той совокупности теорем, которая
может быть выведена из системы

аксиом, получаемой, если заменить

аксиому параллельных евклидовой
геометрии противоположным утверж-
утверждением: в плоскости через точку А.
не принадлежащую прямой I, можно
провести более одной прямой, не пере-

пересекающейся с L Созданная таким об-

образом геометрическая система носит

теперь имя неевклидовой геометрии
или геометрии Лобачевского.

Независимо от Лобачевского су-
существование такой системы устано-
установили Карл Фридрих Гаусс и венгер-

венгерский математик Янош Бойяи. Одна-
Однако Гаусс, боясь быть непонятым, не

пошел дальше первых шагов в этой

геометрии и не опубликовал ни од-

одной строчки о своем открытии. Бойяи

опубликовал результаты своих иссле-

исследований в 1832 году в виде прило-
приложения к обширному геометрическо-

геометрическому трактату своего отца. Эта работа
по достоинству считается одним из

замечательных произведений миро-
мировой математической литературы, од-

однако и в ней развиты лишь первые
понятия новой геометрии. Стоит от-

отметить, что к открытию неевклидо-

неевклидовой геометрш* был близок немецкий
ученый Франц Адольф Тауринус.
В 1826 году он даже опубликовал
в Кельне небольшую брошюру, содер-
содержащую несколько теорем новой гео-

геометрии. К сожалению, изложены они

были очень сжато и маловразумитель-
маловразумительно. Не встретив ни малейшего при-
признания своих идей, Тауринус, по сло-

словам одного из своих современников,

¦впал в меланхолию»: в припадке

болезни он сжег оставшиеся у него

экземпляры брошюры и никогда бо-

более не возвращался к этому пред-

предмету.

Лобачевский впервые выступил с

публичным изложением своей геомет-

геометрии 23 февраля 1826 года. В этот

день перед учеными физико-матема-
физико-математического факультета стоял не просто

уважаемый молодой профессор, а тво-

творец новой науки. Этот доклад был

первым из серии докладов, сделанных
им в том же 1826 году и опубли-
опубликованных в первых номерах только

что организованного научного журна-

журнала «Казанский вестник» в 1829 году
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Казанский университет. Гравюра 30-х годов XIX века.

под общим названием «О началах гео-

геометрии». В этом сочинении содержа-
содержалось не только полное изложение

новой геометрии, но и многочислен-

многочисленные применения ее в математическом

анализе.

С периодом активной разработки
новой геометрии совпало еще одно
важное для Лобачевского событие.

В 1827 году он был выбран ректо-

ректором Казанского университета, и с это-

этого времени в жизни университета

наступила цветущая пора. Были

построены новые университетские зда-

здания, астрономическая обсерватория,
создана превосходная библиотека,

многочисленные лаборатории, значи-

значительно увеличилось число студентов.

Лобачевский избирался ректором
шесть раз подряд и находился на

этой должности 13 лет. В годы свое-
своего управления университетом Лоба-

Лобачевский создал все свои научные тру-

труды. Если даже отвлечься от их зна-

значения, если только учесть, сколько

труда нужно было затратить на их

написание (изданное в конце сороко-

сороковых годов собрание сочинений Лоба-
Лобачевского составляет пять увесистых

томов), на выполнение вычислений,
на подготовку их к печати, то этой

научной деятельности с лихвой хвати-

хватило бы для всякого ученого. Но, кро-
кроме того, все эти годы Лобачевский
интенсивно вел преподавание по не-

нескольким кафедрам, проявляя не-

недюжинную эрудицию и педагогиче-

педагогическое мастерство. Одной только этой

деятельности было бы вполне доста-

достаточно для любого незаурядного про-

профессора, а Лобачевский совмещал
ее с титанической административной

работой. Достаточно сказать, что, за-

занимаясь постройкой новых универси-
университетских зданий, он досконально изу-

изучил архитектуру и участвовал в

проектировании университетского го-

городка. И всегда он оставался чело-

человеком, преданным университету, чело-

человеком безукоризненной честности,

уважающим мнения других, дей-

действующим лишь силой убеждения.
Созданную им новую геометрию Ло-

Лобачевский назвал «воображаемой»,
говоря, что если она не существует
в природе, то во всяком случае су-

существует в математическом анализе.

Как уже отмечалось, почти в полном

объеме она была представлена на суд

ученых в обширной работе «О нача-

началах геометрии». Первая реакция на

это сочинение появилась в 1834 го-

году. В журнале «Сын отечества» № 47,

издававшемся Н. Гречем и Ф. Булга-
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риным, появился отзыв, подписанный

литерами С. С. Доподлинно неизвест-

неизвестно, кто скрывался за этими литера-

литерами (по мнению крупнейшего знато-

знатока жизни и творчества Лобачевско-

Лобачевского профессора В. Ф. Кагана, это

были петербургские математики С. Бу-
рачек и С. Зеленый). И по существу,

и по форме это был не отзыв, а гру-
грубый пасквиль, проникнутый непри-
неприкрытым издевательством. Это была

не единственная отрицательная реак-

реакция. Даже такой крупный матема-

математик, как М. В. Остроградский, не

скрывал насмешки, отзываясь о вооб-

воображаемой геометрии.

Лобачевскому было суждено до дна
испить горькую чашу непонимания

и невежественной критики. Гениаль-

Гениальное открытие Лобачевского было на-

настолько революционным, что научная
мысль была совершенно не подго-

подготовлена к его восприятию. Тяжелы

были переживания ученого, на кото-

которого обрушилась столь несправедли-
несправедливая критика, но неизмеримо сильнее

было его убеждение в правильности
своих идей. Твердость духа и уверен-
уверенность в грядущем торжестве его от-

открытия составляли, пожалуй, наибо-
наиболее характерную черту Лобачевского.

В тридцатые годы Лобачевский зна-

значительно развивает основы новой гео-

геометрии, изложенные в его первой ра-
работе. Появляются новые обширные
труды «Воображаемая геометрия»
A835), «Новые начала геометрии с

полной теорией параллельных*
A835—1838). Однако, насколько

можно судить, никто этих сочинений

в то время не прочитал. В 1840 го-

году Лобачевский пишет на немецком

языке небольшую книгу, содержащую

короткое и, возможно, наиболее до-

доступное изложение своей геометрии:
«Geometrische Untersuchurgen zur

Theorie der Parallellinien» («Геомет-
(«Геометрические исследования по теории па-

параллельных линий»). Она также по-

получила неблагоприятный отзыв, но

именно эта книга обратила на себя
внимание Гаусса. Судя по всему, он

был первым человеком, до конца

осознавшим значение работ Лобачев-
Лобачевского. Известно, что после прочтения

«Исследований» шестидесятитрехлет-
шестидесятитрехлетний Гаусс два года изучал русский
язык и освоил его в такой мере,
что смог свободно прочесть осталь-

остальные труды Лобачевского. Более того,
по предложению Гаусса 23 ноября
1842 года Лобачевский был избран
членом-корреспондентом Геттинген-
ского королевского научного общест-
общества, уже тогда имевшего значение

академии наук. Это было единствен-

единственным научным признанием, которое
Лобачевский получил при своей жиз-

жизни. Однако в печати Гаусс о своем

отношении к работам Лобачевского
никогда не высказывался, так что

диплом Геттингенского общества оста-

оставался лишь формальным знаком вни-

внимания. В письмах к своему другу

Шумахеру Гаусс говорил о великом

значении геометрии Лобачевского,
но эта переписка была издана лишь
в 60-х годах, после смерти Лобачев-

Лобачевского, и только тогда на его работы
обратили внимание математики За-

Западной Европы.

В 1846 году сменилось руковод-

руководство Казанским учебным округом,
и Николай Иванович Лобачевский

помимо своего желания был назна-

назначен помощником попечителя округа

с увольнением от должностей про-
профессора и ректора. По существу это

была опала. Трудно сказать, чем бы-

было вызвано это назначение, но со-

совершенно ясно, что прямой и само-

самостоятельный Лобачевский оказался

неугоден новым лицам в министер-

министерстве.

В конце своей жизни ему при-

пришлось испытать массу огорчений,
насмешек и несправедливостей. Си-
Силы угасали. С прекращением служ-
службы в университете значительно ухуд-
ухудшилось его материальное положение.

Новый попечитель округа настоял,
чтобы семья Лобачевского освободила

казенную квартиру. Вскоре после это-

этого заболел туберкулезом и скоропо-

скоропостижно умер его старший любимый
сын Алексей. Лобачевский очень тя-

тяжело переживал эту утрату. И все

же больной, подавленный грузом за-

забот, ослепший — Лобачевский нашел

силы подытожить результаты своих

8
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геометрических исследований в со-

сочинении «Пангеометрия», которое он

диктовал своим ученикам.

24 февраля 1856 года, ровно через

тридцать лет после своего первона-

первоначального доклада по неевклидовой

геометрии на физико-математическом
факультете, Лобачевский скончался

непризнанным и почти забытым.

Только в середине шестидесятых го-

годов, после опубликования переписки

Гаусса, работы Лобачевского сдела-

сделались известными, и его замечатель-

замечательные идеи получили первое призна-

признание. Выходят в свет переводы его

сочинений на французский, немец-

немецкий и итальянский языки, появляют-

появляются первые последователи. Остается

проблема логической непротиворечи-
непротиворечивости новой геометрии — централь-
центральный вопрос, на котором было сосре-

сосредоточено внимание Лобачевского в

течение всей его жизни. Наконец,
в 1868 году итальянский математик

Э. Бельтрами A835—1900) находит

положительное решение и этого вопро-

вопроса, построив поверхность вращения,

реализующую геометрию Лобачевско-

Лобачевского. С этого момента новая геометрия

становится неотъемлемой частью ма-

математики, ее идеи и методы находят

применение в теории чисел, теории

функций, теории дифференциальных
уравнений, в математической физике.
На основе идей Лобачевского вы-

выросла вся современная геометрия,

играющая ключевую роль как в ма-

математике, так и вообще в точном

естествознании. Имя творца этой но-

новой геометрической системы — вели-

великого русского математика Николая

Ивановича Лобачевского — по праву
занимает одно из первых мест в ис-

истории мировой науки.

16 октября 1992 года на 75-м голу
жизни скончался замечательный уче-
ученый н блестящий популяризатор нау-
науки, доктор физико-математических
наук, профессор ЯКОВ АБРАМОВИЧ
СМОРОДИНСКИИ.

Я. А. Смородииский был одним из

инициаторов создания журнала

«Квант», членом редакционной кол-

коллегии журнала со дня его основания,

автором, редактором и рецензентом

огромного числа книг и статей. Это

был необыкновенно эрудированный,

добрый, веселый и обаятельный чело-

человек. Таким мы и будем помнить Якова

Абрамовича Смородинского.

Редакционная коллегия

Редакционный совет

Редакция журнала *К«ант* !

2 Квант № U
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Доктор физико-математических наук
Ю. НОСОВ
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На очереди — видеоинформация

Знамение времени — компьютериза-

компьютеризация Микро-, мини-, просто, супер-,
а теперь еще и персональные (зна-
(знаменитые PC) компьютеры стали по-

поистине надеждой и реальностью про-
прорыва в интеллектуально-информаци-
интеллектуально-информационное общество будущего, которое
видится «золотым веком» человечест-

человечества (по крайней мере сейчас, пока
втот век еще не настал). Однако
что собственно все эти большие и

малые ЭВМ вычисляют, какую такую
информацию они «переваривают»?
Если надо рассчитать траекторию кос-

космического корабля или мостовые фер-
фермы, спроектировать кузов автомоби-

автомобиля с наилучшей аэродинамикой,
«увязать» между собой миллиарды

цифр народнохозяйственного плана—

здесь ЭВМ и «карты в руки». Управ-
Управление производственными процесса-

процессами, поиск необходимых справок,
перебор и сопоставление разнообраз-
разнообразных данных, анализ сложнейших хи-

химических реакций и многое многое

другое в том же роде компьютеры

делают быстрее, надежнее, лучше
человека.

Но все это — помощь в работе.
А в повседневной жизни, в быту,
какую информацию обрабатывает
наш поистине «персональный ком-

компьютер»
— головной мозг? Ответ оче-

очевиден
— только то, что мы видим,

слышим, осязаем. Причем главным

образом, более чем на 90 %, то, что

видим
— ведь и услышанное внутри

нас преобразуется в зрительные об-

образы. Иначе говоря, восприятие, рас-
распознавание, обработка изображений,

картин, образов — вот основа основ

нашего информационного общения с

окружающим миром. Гармоничный
альянс глаза с мозгом великолепно

обеспечивают это общение. А в ком-

компьютер информация, как правило,

вводится через клавиатуру или дру-

другим подобным способом, который

иначе как убогим назвать трудно.

Изощреннейший «электронный мозг»

слеп — противоречие налицо. И пока

не появятся электронные (точнее,

микроэлектронные) сенсоры, элект-

электронное зрение в первую очередь,—

действительно всеобъемлющая ком-

компьютеризация невозможна. Приборы,
способные выполнить эту деликатную

миссию,— так называемые полупро-

полупроводниковые приборы с зарядовой
связью (ПЗС) — появились не се-

сегодня, И' скорее всего не из этой

статьи читатель впервые о них узнает.

Изобретены ПЗС в 1969 году аме-

американскими учеными В. Бойлом и

Дж. Смитом, к 1980 году они —

ПЗС — достигли физико-технической
«зрелости», а наше время характер-
характерно тем*, что ПЗС неудержимо рину-
ринулись в большую жизнь.

Два слова о предшественниках, о

том, как осуществлялось (и осущест-

осуществляется) в электронике восприятие

изображений. Самые совершенные

средства для этого предоставляет те-

телевидение (рис. 1). Мы все — «потре-
«потребители» ТВ и в качестве таковых име-

имеем дело с его конечной, выходной
частью. Для нас ТВ — это телевизион-

телевизионный приемник, телевизор. Однако есть

еще и вход системы, ее начало, пере-

передатчик. Здесь происходит восприятие
изображения, осуществляет это види-

кон — специфическая электронно-лу-
электронно-лучевая трубка. Через объектив изобра-
изображение фокусируется на экран (или
растр) видикона — стеклянное окно,

изнутри покрытое пленкой фото-
фоточувствительного состава. Свет возбуж-
возбуждает в пленке свободные электроны,
чем ярче тот или иной фрагмент
наблюдаемой картины, тем сильнее

заряжается соответствующий участок

растра. Экспозиция длится 1/25 се-

секунды
— длительность одного ТВ-кад-

ТВ-кадра
— за это время изображение пре-

преобразуется в подобное ему распреде-
распределение эаряженности по площади раст-

растра. Теперь наступает очередь элект-
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Рис. 1. Телевидение — это просто, а) Как певица из студии 'попадает* на экран наших

телевизоров, б) гПревращение» яблока в видеосигнал.

ронного луча, который, подчиняясь

изменяющемуся напряжению раз-

развертки на отклоняющих пластинах,

прочерчивает на экране строку за

строкой, обегая в конечном счете

весь светочувствительный растр. При
этом луч «чувствует» степень заря-

женности участков экрана
— на на-

нагрузочном резисторе формируется со-

соответствующий электрический сигнал,
называемый видеосигналом. Тем са-

самым замыкается такая цепочка пре-

преобразований: яркий фрагмент изо

бражения-» сильно заряженный уча-

участок растра-*-всплеск видеосигнала

(аналогично и «темный фрагмент-*-
...»). Характерно, что в результате
процедуры считывания (ее также на-

называют сканированием) двухмерная
картина преобразуется в сигнал,

«вытянутый* вдоль оси времени.

Дальнейшее (хотя это уже не по

теме) выглядит так. Видеосигнал пре-
преобразуется в радиоволны, рассылае-
рассылаемые телебашней к нашим антеннам,

а здесь все идет в обратном поряд-
порядке: радиоволна -*¦ видеосигнал -*-

-•-всплеск электронного луча кине-

кинескопа->свечение экрана телевизора.

И если нет искажений и потерь, мы

видим то же, что «видел» видикон.

Заметим, что описанный алгоритм
восприятия изображений достаточно

универсален — нечто подобное про-
происходит и в «аппарате» человеческо-
человеческого зрения. Глазной «объектив» —

хрусталик — фокусирует изображе-
изображение на сетчатку, состоящую из десят-

десятков миллионов фоточувствительных
рецепторов («растр»). Здесь световая

энергия порождает биоэлектрические
импульсы («видеосигнал»), которые
по нервным волокнам поступают в

кору головного мозга («компьютер»
и «запоминающее устройство*). Чис-
Число волокон значительно меньше чис-

числа рецепторов, следовательно, и прин-

принцип сканирования тоже как-то ра-

работает.

Начало прорыва

Пора, однако, переходить к теме.

Внешне ПЗС прост (рис. 2, с) — это

кремниевый кристалл, покрытый тон-

тончайшей диэлектрической пленкой ди-

диоксида кремния (SiCh), на которую

нанесены параллельные друг другу

12
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узкие алюминиевые полоски-электро-

полоски-электроды, подобные штакетнику в дачном

заборе. Только поперечное соединение
этих «штакетин» между собой чуть
посложнее — через две на третью.

При воздействии на кристалл све-

светового изображения (рис. 2,6) фото-
фотоны, логлощаясь в кремнии, порожда-
порождают в нем свободные электроны (из
расчета «один фотон-юдин элект-

электрон»), количество их тем больше, чем

ярче и продолжительнее засветка.

Чтобы не растерять образовавшиеся

заряды, ко всем вторым электродам
каждой тройки прикладывают поло-

положительное напряжение — электроны,

разумеется, устремляются к плюсу

источника питания, но на их пути

глухой стеной встает диэлектриче-

диэлектрическая пленка SiOj. Поэтому электро-
электроны скапливаются в приповерхност-

приповерхностной зоне кристалла, образуя зарядо-
зарядовые «капли*, или «пакеты», которые

могут сохраняться достаточно долго.
Так световая картина преобразует-

преобразуется в эквивалентную ей картину рас-

распределения зарядовых пакетов по

площади кристалла (рис. 2, в). Прав-
Правда при этом плавное по координате
изменение яркости превратилось в

ступенчатое изменение амплитуд за-

зарядовых пакетов, но при последую-
последующем воспроизведении изображения
глаз сам осуществляет сглаживание.

Надо только, чтобы «шаг дискретиза-

дискретизации» был достаточно мал — здесь

это фрагмент из трех электродов,

называемый также элементарной
ячейкой ПЗС или элементом разложе-

разложения (имеется в виду картина). Чем
больше их на кристалле и чем плот-

плотнее они размещены, тем выше раз-

разрешающая способность ПЗС, тем точ-

точнее передается воспринимаемое изо-

изображение.
Итак, первый акт ПЗС-представле-

ния — фаза экспозиции, накопления

(или хранения) — благополучно за-

завершился.

Интрига второго акта очевидна —

надо выудить зарядовые пакеты из

кристалла, попутно превратив их в

электрические импульсы. Разумеется,
нечего и думать о подключении по-

порознь к каждой ячейке — паутина

невообразимо перепутанных провод-

проводников, необходимых для этого, пре-
превзошла бы все «шедевры» театра

абсурда. Но прелесть ПЗС в том и

состоит, что в нем работает механизм

внутреннего, «встроенного» самоска-

самосканирования.

Вернемся к элементарной ячейке

в момент окончания экспозиции

(см. рис. 2,6). Если к электроду 3

приложить импульс напряжения счи-

считывания больший, чем напряжение

хранения на электроде 2, то зарядо-
зарядовый пакет перетечет в это новое бо-

более уютное место — здесь потенциаль-

потенциальная яма глубже.
Это общий закон: рыба ищет, где

глубже, человек — где лучше, а элект-

электрон
— где его энергия минимальна.

Бели теперь потенциал с электрода

2 снять, а на электроде 3 умень-

уменьшить до напряжения хранения 1/хр,
то, как видим, картина оказывается

полностью подобной первоначальной,
но вся она на один электрод сдви-

сдвинута вправо. Наигрывая эти неслож-

несложные двухтактные рулады, можно за-

зарядовые пакеты всей ПЗС-строки вы-

вытянуть на край кристалла. Здесь их

поджидает р
— п переход (простей-

(простейший диод), который, «проглатывая»

очередную порцию зарядов, форми-
формирует на нагрузочном резисторе соот-

соответствующий импульс напряжения.
Вот и все — световая картина пре-

превратилась в распределение зарядов,

которое в результате сканирования

породило видеосигнал. Занавес.

Мы здесь рассмотрели простейшие
линейные ПЗС, способные восприни-
воспринимать узкую полоску, «вырезанную»
из картинки. Чтобы охватить ее всю,

надо ввести еще поперечное механи-

механическое сканирование, например, по-

покачивая ПЗС (или картинку) туда-

сюда. Более универсальны матрич-

матричные ПЗС, у которых на кристалле

изготовлена не одна, а большое ко-

количество строк, расположенных друг

под другом. Каждый элемент такой

матрицы задается двумя координа-
координатами: номером строки и номером в

строке (или номером столбца). При

использовании матричного ПЗС ска-

сканирование по обеим координатам осу-
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ществляется электронным способом.

Матрица воспринимает изображение
все целиком и сразу.

Число элементов в матрице обыч-

обычно очень велико, и на то, чтобы

их вытянуть через один выходной
р — п-переход, требуется значитель-
значительное время. В этот период экспози-

экспозиция невозможна: вытекающие заря-

заряды перепутались бы с генерируемы-
генерируемыми — поистине все бы «смешалось в

доме Облонских». Чтобы «развязать»
эти процессы, на кристалле выделя-

выделяют две равные области (рис. 2, г):

фоточувствительную (матрица накоп-

накопления) и затененную (матрица счи-

считывания). После завершения экспо-

экспозиции очередного кадра зарядовые

f _J Г

hemp I
tКНИГИ) (чачи iii)

Матрица

титыкчни.ч

Пекшие- Сбрпг
пне

С чипш- Hwh-'f

httttltV tII*ни |

Puc. 2. Bel о ПЗС. а) ПЗС — это очень просто?! б) Фотонно-электронные игры в кристалле:

превращение* фотонов в электроны: локализация и перетекание электронов: электроны на

новом месте, в) В ПЗС.-линейке ниточка света (hx) преобразуется в цепочку зарядов (Q). ко-

которые вытекая образуют видеосигнал (V). г) Работа ПЗС-чагрицы с кадровым переносом изобра-
изображения.
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пакеты из матрицы накопления вдоль
по столбцам «сбрасываются» в мат-

матрицу считывания, причем очень быст-

быстро, за время менее 1/1000 с. В те-

течение времени следующего кадра

A/25 с) каждая матрица занимает-

занимается своим делом: фоточувствительная
накапливает новую информацию, за-

затененная — освобождается от преды-

предыдущего кадра, формируя видеосигнал.
Именно эта изюминка ПЗС и за-

запатентована его изобретателями:

«передача локализованного заряда
с помощью манипуляции электриче-
электрическими потенциалами». Каждый алю-

алюминиевый электрод и фрагмент струк-

структуры под ним представляет собой

МДП-конденсатор («металл — ди-

диэлектрик — полупроводник»), а ПЗС

строка — цепочку таких конденсато-

конденсаторов с одной общей обкладкой. Ког-

Когда-то, в начале 60-х годов, подоб-
подобные цепочки делали с использова-

использованием транзисторов, вмонтированных

между конденсаторами в качестве

ключевых элементов. Их называли

«пожарными цепочками» — при пра-
правильной манипуляции ключами за-

заряд перетекает из ячейки в ячейку
подобно тому, как ведро с водой,

переходя из рук в руки, передается
по людской цепочке на пожаре.
Бойл и Смит максимально сблизили

конденсаторы, и оказалось, что мож-

можно обойтись без специальных ключей.

А вместе с упрощением пришло и

новое качество — заряды стали пере-
перемещаться только внутри полупровод-

полупроводника, не вытекая в соединительные

электроды.

Возможно, что именно эти скучно-
скучноватые техницизмы сформировали ло-

логику открытия, а возможно и что-то

еще. Когда представишь, как по воле

человека в ПЗС вдоль поверхности
кристалла с громадной скоростью
(а она не меньше, чем у супер-

экспресса на магнитной подвеске)
мчат целеустремленно сотни тысяч

электронных капель, то мгновенно

останавливаясь, то меняя направле-

направление, когда представишь это — душу
охватывает торжество сродни тому,

которое рождают в ней первые так-
такты бетховенской «Пятой...»

Через тернии — к звездам

Конечно, описанное — всего лишь

схема. Разыграть ее под силу про-

провинциальной любительской труппе,
но получится ли при этом настоящий
спектакль?
В упрощенном рассмотрении выпа-

выпало из кадра множество неучтенных

мешающих факторов, каждый из

которых способен похоронить яркую
идею ПЗС.

Однако оказалось, что простейшая
схема очень пластична, мобильна, она

дает необозримый простор для твор-
творчества. Со временем в ПЗС пришли
свои — полупроводниковые — Чехо-

Чеховы, Станиславские, Шостаковичи, ко-

которые вдохнули в эту схему подлин-

подлинную жизнь, а заодно ввели в пьесу

побочные интриги, по-новому органи-
организовали мизансцены, подобрали аран-

аранжировку...

Вернемся к началу: «свет возбужда-
возбуждает в кристалле электроны». Но как?

Ведь чуть ли не вся его поверх-

поверхность отдана под алюминиевые элект-

электроды
— на электронный глаз опуще-

опущено немигающее металлическое веко.

Есть, правда, узкие зазоры между
электродами — первые ПЗС этими

щелочками и довольствовались. Чув-

Чувствительность, разумеется, была не-

невысокой, к тому же улучшение «внут-

«внутренних параметров» ПЗС требует су-
сужения зазоров. Как быть? Перевер-
Перевернули структуру, стали светить сзади,

где ничто не мешает — получилось
неплохо. Только сначала пришлось

кристалл превратить в тончайшую
мембрану — иначе электроны гибнут,
не добежав до противоположной по-

поверхности. Конструкция стала слож-

сложной, малонадежной, дорогостоящей.
К счастью, удалось найти альтерна-
альтернативу алюминию: поликремний —

мелкодисперсный, поликристалличе-
поликристаллический кремний. Его несложно наносить

в виде тонкой пленки, которая име-

имеет высокую проводимость, но в отли-

отличие от алюминия — прозрачна. Про-
Проблема фоточувствительности реши-

решилась, ПЗС-глаз прозрел. Но пробле-
проблема эта, увы, не единственная. Помни-

Помните, образованные светом электроны
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вытягиваются электродами и локали-

локализуются на поверхности. Так вот, худ-
худшего места для хранения электронов
не найти во всем кристалле. Кто

не наслышан о чистоте и совершен-
совершенстве кремниевых кристаллов, исполь-

используемых в микроэлектронике? И это

так, пока речь идет об объеме.
Обеспечить идеальность структуры и

на поверхности кристалла невозмож-

невозможно, а тут еще поверхность спечена

со стеклообразным SiO . На границе
двух разнородных материалов всегда

образуются дефекты и механические

напряжения, губительные для свобод-
свободных электронов. Здесь электрон ока-

оказывается как в ловушке, превраща-
превращаясь из подвижного в связанный —

для ПЗС он потерян. Вот и получает-

получается, что электроны, рожденные в нача-

начале экспозиции, к моменту окончания

ТВ-кадра уже успевают погибнуть,
в результате чего зарядовые пакеты

не достигают своих расчетных зна-

значений. Зарядовый рельеф оказывает-

оказывается не адекватным световому.

Еще хуже обстоит дело при скани-

сканировании. Свободные ловушки под

каждым следующим электроном бук-
буквально обгладывают зарядовый па-

пакет, подобно акулам, набрасывавшим-
набрасывавшимся на «большую рыбу» Хемингуэев
ского Старика. Но и это не все. Ло-

Ловушки препятствуют движению —

поверхностная подвижность электро-
электронов в несколько раз меньше объем-

объемной.

Конечно, количественное выраже-
выражение этих неприятностей зависит от

тщательности изготовления прибора.
И там, где технологи сработали на

совесть, потери заряда не превыша-

превышают 1 % при пробегании цепочки
из 100 электродов, а время единич-
единичного перескока пакета достигает од-

одной десятимиллионной доли секунды.

Прекрасный результат, но ненасыт-

ненасытным «телевизионщикам» этого мало.

Что же делать, ведь достигнутое —

это почти теоретический предел?
«К счастью» — ах, сколько за этим

легким (для литератора) способом
решения проблем стоит нелегкого тру-

труда
— к счастью, выход снова нашелся.

Введя специальное легирование

приповерхностной зоны кристалла,

научились так «деформировать» рас-

распределение электрического поля, что

максимальное значение потенциала
от поверхности смещается чуть-чуть
в глубь кристалла. Именно здесь

теперь оказывается дно потенциаль-
потенциальной ямы, здесь локализуются заря-

зарядовые пакеты и вдоль этой плоско-

плоскости они перемещаются. Поверхност-
Поверхностное барахтание, всегда неэффектив-
неэффективное, заменяется эластичным и быст-

быстрым подводным плаванием. Эти ПЗС

со скрытым, или объемным, каналом

(попросту, объемные ПЗС) дали выиг-

выигрыш в уменьшении потерь переноса

зарядов и в повышении скорости

сканирования чуть ли не в 10 раз.

ПЗС-телевидение стало реальностью.

И еще об одной проблеме. ПЗС по-

появились в то время, когда телевиде-

телевидение повсеместно стало цветным, и

терять это качество даже в «обмен»
на твердотельность ТВ-передатчика
никто бы не согласился. Цветоразли-
чение — величайшее достижение са-

самосовершенствования земной фауны,
наиболее полно воплотившееся в ее

венце — человеке. «Просто человек»

различает 150—300 цветовых оттен-

оттенков, художник
— до 3000, наиболее

полные цветовые атласы содержат их

около 10 миллионов! Отнимите ату
способность у человека, и он скатится

по эволюционной лестнице на несколь-

несколько ступеней вниз. Вот почему цвето-

восприятие и цветовоспроизведение —

пробный камень совершенства каждо-
каждого нового видеоинформационного при-

прибора.
Общий принцип оперирования с

цветными изображениями основан на

разложении (в передатчике) и сложе-

сложении (в приемнике) спектров. Он яв-

является логическим следствием того

факта, что глазная сетчатка содер-

содержит три типа рецепторов, преиму-

преимущественно чувствительных в красной
(red, R), зеленой (green, G) и синей

(blue, В) областях видимого спектра.
В технике эти цвета образуют R —

G — В-тройку основных цветов.

В первых цветных ПЗС камерах
входная призма из общего светового

потока выделяла основные составляю-
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щие, каждая из которых направля-

направлялась на свою ПЗС-матрицу. Три по-

полученных видеосигнала, пройдя
ТВ-тракт, возбуждают на экране ки-

кинескопа R — G — В-триады и форми-
формируют цветное изображение.
Такая система обеспечивает высо-

высокое качество, но сложна, громоздка,

фактически пригодна лишь для изго-

изготовления единичных образцов. С се-

середины 80-х годов «зазвучала» техно-

технология пленочных цветокодирующих

фильтров. На ловерхность кремниево-
кремниевого кристалла наносятся разноцветные

органические пленки, образующие
мозаику чередующихся R — G — В-

триад, совмещенных с ПЗС-ячейками.
Таким образом, все устройство — это

как бы вдвинутые друг в друга три

ПЗС-матрицы, каждая из которых

реагирует на один из основных цве-

цветов. Конечно, это требует утроения
числа элементов разложения на

кристалле и утроения скорости ска-

сканирования, т.е. очередных бессонных

ночей технологов, но для нас — по-

потребителей — это всего лишь «техни-

«технические трудности», которые рано или

поздно преодолеваются. Зато в итоге

видится полностью интегральное, ком-

компактное, технологически совершенное,
дешевое устройство, вырабатываю-
вырабатывающее трехцветный видеосигнал — с та-

таким электронным глазом хоть в

XXI век.

Так современные Гераклы одну за

другой срубают головы бессмертной
гидры нерешенных проблем, непре-

непреодолимых трудностей. И вот резуль-

результаты.

Сегодняшний типичный ПЗС — это

кремниевый кристалл площадью в

1/6 почтовой марки, содержащий
400—600 строк, а всего около 300 ты-

тысяч элементов разложения (в рекорд-
рекордных образцах это число доходит до

нескольких миллионов). Потеря за-

заряда при переносе пакета по цепочке

из 500—1000 ячеек обычно менее

1 %, тактовая частота сканирования

составляет 20—50 МГц. Пороговая
фоточувствительность такова, что

ПЗС в состоянии увидеть несколько

десятков фотонов, упавших на одну

элементарную ячейку (односекундная

вспышка комнатной лампочки, уда-

удаленной от ПЗС на 10 км). «Микро-
«Микроэлектронные гены» в полной мере
наделили ПЗС такими родовыми свой-

свойствами, как твердотельность, мини-

миниатюрность, долговечность, надеж-

надежность, устойчивость к жестким меха-

механическим воздействиям. Приборы тре-
требуют низковольтного питания (до
30 В), потребляют малую мощность.

Они технологичны, могут изготавли-

изготавливаться массовыми тиражами, и — по-

потенциально
— дешевы. При сравне-

сравнении с видиконами количественные

приобретения по каждой из этих ха-

характеристик могут составлять десят-

десятки, сотни, тысячи раз.
Но кроме того, ПЗС обладает и

рядом принципиально новых качеств,

вообще неведомых электронно-луче-
электронно-лучевым трубкам. Одна из его особен-

особенностей — жесткий геометрический

растр: местоположение каждой ячей-
ячейки однозначно определено номерами

строки и столбца, вырабатываемый
ею импульс также строго привязан

к меткам времени. Поэтому при об-

обработке видиосигнала нет опасения

перепутать его элементарные состав-

составляющие или потерять часть их.

ПЗС-растр не знает дисторсии —

искажения изображений по краям.

ПЗС-видеосигнал по самой своей при-
природе удобен для цифрового представ-
представления. На одном кристалле с фото-
фоточувствительной матрицей могут быть

размещены интегральные схемы уп-

управления и обработки видеосигналов,

микропроцессоры, запоминающие

устройства — кристалл станет не

только «зрячим», но и «думающим»
или хотя бы немного «соображаю-

«соображающим».

Одним словом, ПЗС гармонично

встраивается в идеологию компьюте-

компьютеризации, универсальность, плодотвор-
плодотворность, всеобщность которой уже не

требует доказательств. Назвать ПЗС

микроэлектронным аналогом видико-

на, как это частенько делается в

печати, значит принизить и обеднить
это новое поколение приборов для

восприятия и обработки изображений.

(Окончание следует}
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Этот раздел ведется у нас яа

номера в номер с момента

основания журнала. Публи-
Публикуемые в нем задачи нестан-

нестандартны, но для их решения
не требуется знаний, выходя-
выходящих за рамки школьной про-
программы. Наиболее трудные
задачи отмечаются звездоч-
звездочкой. После формулировки за-

задачи мы обычно указываем,
кто вам ее предложил. Разу-
Разумеется, не все эти задачи пуб-
публикуются впервые.
Решения задач на этого но-

номера, следует отправлять ее

позднее 15 января 1993 года
по адресу: 103006, Москва,
К-6, ул. 1-я Тверская-Ямская,
2/1, «Квант*. Решения задач
на разных номеров журнала
или по разным предметам
(математике и физике) присы-
присылайте в разных конвертах. На

конверте в графе «Кому» на-
напишите: «Задачник «Кванта*
М 11—02* н номера задач,

решения которых вы посылае-

посылаете, например «Ml371» или
•Ф1378*. В графе • .адрес
отправителя* фамилию и имя

просим писать разборчиво.
В письмо вложите конверт
с написанным на нем вашим

адресом и необходимый набор
марок (в этом конверте вы по-

получите результаты проверки

решений).
Условия каждой оригиналь-
оригинальной задачи, предлагаемой для
публикации, присылайте в от-

отдельном конверте в двух эк-

экземплярах вместе с вашвм ре-

решением этой задачи (на кон-

конверте пометьте: «Задачник
• Кванта*, новая задача по фн-
энке* или «...новая задача

по математике»),
В начале каждого письма про-

просим указывать помер школы

н класс, в котором вы учи-

учитесь.

Задачи М1371—M1S76 пред-
предлагались на Межреспубликан-
Межреспубликанской математической олнм-

пкаде 1902 года.

Задачи
М1371—М1375, Ф1378—Ф1382

М1371. На окружности с центром О расположены точ-

точки А и В. Точка Р находится на меньшей из дуг АВ,
точки Q и R симметричны точке Р относительно прямых

ОА и ОБ соответственно, Р' — точка пересечения отрез-
отрезков AR и BQ. Докажите, что точки Р и Р' симметричны

относительно прямой АВ.
В. Произеодоа. В. Кукушкин

М1372. Имеется прибор, позволяющий находить все

действительные корни любого кубического многочлена

P{x)=ax3 + bxi+cx-*-d, a-A-O. Придумайте, как с по-

помощью этого прибора решить систему

Д. Туляков

М1373. Дана плоскость, пересекающая сферу с центром

О по окружности. На сфере по разные стороны от

плоскости взяты точки А к В, причем радиус ОА перпен-
перпендикулярен данной плоскости. Через прямую АВ прово-
проводится произвольная плоскость. Она пересекает окруж-
окружность в точках X и У. Докажите, что произведение

ВХ • BY не зависит от выбора такой плоскости.

Б. Чиник

М1374. Найдите все натуральные числа k>l, удо-
удовлетворяющие условию: для некоторых натуральных
тип,ш^п, числа km+l и k" + l получаются друг из

друга перестановкой в обратном порядке цифр десятич-

десятичной записи этих чисел.

А. Скопенков

Ml375. В кинотеатре т рядов по п мест в каждом.

Рассеянный кассир продал тп билетов, не следя за тем,

чтобы они были проданы на разные места. Оказалось,
что зрителей можно рассадить в зале так, чтобы у

каждого в билете был правильно указан хотя бы один

из номеров
— ряда или места.

а) Докажите,что зрителей можно рассадить так, чтобы

хотя бы у одного из них были правильно указаны оба

номера, а для остальных выполнялось прежнее условие.

б) Какоенаибольшее количество зрителей можно заве-

заведомо посадить на свои места с сохранением прежнего

условия для остальных?

?. Калинникова
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Ф1878. Тонкий длинный стержень движется с постоян-

постоянной скоростью вдоль своей оси. Наблюдатель находится
на большом расстоянии от оси. В тот момент, когда

луч, направленный на середину стержня, составил угол

а с направлением движения, видимая длина стержня

оказалась равной его длине в состоянии покоя. С какой

скоростью движется стержень?
И. Мартин

Ф1379. Шар кассой М падает с высоты Н без начальной

скорости. В тот момент, когда он оказывается на высо-

высоте Н/2, в него попадает горизонтально летящая пуля

массой т, имевшая перед ударбм скорость vo, и застре-

застревает в шаре. Изменится ли в атом случае время паде-
падения шара? На какую высоту он подпрыгнет после
абсолютно упругого удара о пол? Какое количество теп-
теплоты выделится в системе?

Р. Александров

Ф1380. Возьмем короткую трубочку небольшого диамет-
диаметра d и выдуем мыльный пуаырь радиусом R~%>d. От-

Откроем теперь конец трубочки и подождем, пока пу-
пузырь сдуется. Оцените время жизни такого пузыря от
начала сдування, если d= 2 мм, Д=>2 см. Коэффициент
поверхностного натяжения воды оя*0,07 Н/м.

в. Дроздов

Н

Рис. 1.

Ф1381 . Два кольца из тонкого провода расположены
на одной оси на расстоянии Н друг от друга (рис. 1).
Радиусы колец г и Я, причем г<Д. По кольцам про-
протекают токи / и /,. С какой силой одно из колец дейст-

действует на другое?
Для решения задачи вам понадобится выражение для
магнитной индукции на оси кольца с током:

где цо=4л . 10~7 Гн/м — магнитная постоянная.

А. Зилъбержан

г
1 1 ,

г
С

1

>

Ф1382. К генератору звуковой частоты подключена
цепь из двух резисторов и двух конденсаторов (рнг. 2).
При какой частоте генератора сдвиг фаз между его на-

напряжением и током через резистор сопротивлением R

окажется равным нулю? Во сколько раз при этом напря-
напряжение на этом резисторе будет меньше выходного на-

напряжения генератора?
3. Рафаилов

Рис. 2.
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M1341. Пусть m, n и k —

натуральные числа, при-
причем m>n. Какое из двух
чисел больше —

/

y " V

б) ¦д/т + Д.'п + V n+- + V"

или уп + \!т + \*т +... + дг'т

^в каждом числе — k зна-

знаков корня)?

Решения задач
М1341—М1343, М1345, Ф1358—Ф1862

Легко видеть, что

= ~\т Ч- V" * = v7" +Vn+ V" +

с* = -\п +Хт+у'т + ... >d* =

Докажем, что Ь*>ск, т. е. пункт б) задачи (отсюда, конеч-

конечно, будет следовать и пункт а)).
Пусть Х|=Уп, x*^i=-v'n + ^. У\—\т,

Докажем неравенство i

Для этого применим метод индукции. При к—1 нера-
неравенство очевидно. Пусть т—п>ук—х».. Тогда

—я) _.

что н требовалось.
В. Ссндеров

М1342. Напишем строчку

из п чисел от 1 до п. Под

ней напишем вторую

строчку из п чисел: снача-

сначала — числа, стоящие в

первой строчке на нечет-

нечетных местах (по порядку),
а затем числа, стоящие на

четных местах (тоже по по-

порядку). Далее будем пи-

писать следующие строчки

по тому же правилу до тех

пор. пока на некотором ша-

шаге не получится m-я строч-

строчка, совпадающая с перво-

первоначальной. Докажите, что

такая строчка встретится и-

Удобнее вместо чисел от 1 до л рассматривать числа

от 0 до п—1.

Пусть сначала л нечетно. По нашему правилу строчка

из n = 2ft + l чисел

Orj, Ci, а», ..., di't-i, a«*

переходит в строчку

0|>. 02, а*> —f °2*« °1> аЗ» Oi. —I Я?*-3, <*2*-1-

Проследим, как меняются номера чисел при обратном
переходе. Строчка

bo. bii b-2,..., b*_i, b*. b*4-i,..., Ьг*-1, Ьг*

получается из строчки

0 12 3 4 2ft—3 2ft—2 2*— 1 2*

Мы видим, что при обратном переходе число 6, с номером
i @^i^2fe) попадает на место с номером 21, если

i^fc, и 2f — Bfc + l), если ft + l^i<2ft («номера мест»

показаны выше красным цветом). Другими словами,
номера преобразуются по правилу: номер места / пере-

переходит в остаток от деления 2i на 2k-\-\.
Это можно записать короче тан:

Именно в этом месте проявляется удобство выбранной
нами нумерации.

За t обратных переходов номер числа переходит в

остаток от деления 2'j на 2ft +1 (т. е- короче

i—2'imodBft+l».
Остается воспользоваться такой арифметической лем-

леммой: если числа п и а взаимно просты, то найдется

20



kvant.mccme.ru

0 123 15
0 2-1135
0 43 2 15
0 314 2 5
0 123 4 5

01234
0 24 13
0 43 2 1
0 314 2
0 123 1

такое, что а":—1 делится на п (п нашем случае

До л— 1) равно п, должны встретиться два одина

Иустьа' = а'+"л (mod л). Тогда а' ь —Л'=аЧат— 1)

)
Доказыпается это с помощью принципа Дирихле.

Если среди остатков от деления на п чисел 1=а°. а, аг, ...

....
а" '

нет 1, то, поскольку число разных остатков (от 0

одинаковых,
делит-

делится на т, а значит, (о"'—1) делится на п.

Выбрав, согласно лемме, т<;п так, что 2 »1 (mod л),
мы получим, что за т обратных переходов номер пре-
преобразуется по правилу ?—-2'"; (mod и), или i->f (ir.od m),
т. е. каждое число займет прежнее место.

Таким образом, в этом случае первоначальная строчка
встретится менее чем через п— 1 шагов.

Пусть теперь л — четно. По нашему правилу строчка
из л = 2k + 2 чисел а<\, di, a:>,.... аш, аг»^.| переходит в

строчку

а». Оз. а*, an-, ал,

т. е. аг*+1 (как и а.,) перемещается так же, как и для

п = 2k +1, тем самым задача сводится к уже рассмотрен-

рассмотренному случаю (сравните таблички на полях для я—6 и

л =5). Таким образом, первоначальная строчка встретит-

встретится не больше чем через л—1 шагов.

Л. Брискин. Н. Васильев

Ml343. Три хорды окруж-
окружности v попарна пересе-

пересекаются в точках А, В. С.

Построим еще три окруж-

окружности: одна касается сто-

сторон угла CAB и окруж-
окружности у (изнутри) в точке

At. вторая — сторон угла

ABC и окружности у (из-

(изнутри) в точке В„ третья —

сторон угла АСВ и окруж-
окружности у (изнутри) е точке

Сл. Докажите, что три от-

отрезка А Аи ЛВ, и СС, пере-
пересекаются е одной точке

(рис. 1).

С

Рис. 1.

Пусть Yo — окружность, вписанная в треугольник ABC,
I — ее центр, К

—

центр окружности у, L
—

центр го-

гомотетии //. переводящей окружность у в \\. (точка К
лежит на продолжении отрезка KI за точку /, причем
отношение LI/KI равно отношению радиусов окруж-

окружностей уо и Y)-
Докажем, что отрезок АЛ, (рис. 2) проходит через

точку L (точно так же мы можем рассуждать и об отрез-

отрезках ВВ\ и СС,).
Гомотетию Н можно рассматривать как композицию

двух гомотетий: первая из них F1, с центром А, пере-
переводит у в окружность уД, касающуюся окружности у
в точке А,, вторая Нг с центром А переводит ул в ум, при

этом, конечно, H= Hi ° Н\.
Тот факт, что точка L лежит на прямой (даже на

отрезке) АА\, вытекает из так называемой «теоремы

о трех центрах подобия»: если Hi и 11->-— две гомо-

гомотетии с коэффициентами k, и k*, k.k;-f-\, то их компо-

композиция H=Hz°Hi—тоже гомотетия с коэффициентом
fciAB. причем центры всех трех гомотетий лежат на одной

прямой.

Докажем это в интересующем нас случае, когда

(Xfei-Cl и 0<fc;><l (при этом центр гомотетии Я

будет лежать на отрезке, соединяющем центры гомо-

гомотетий Н\ и Н;).
Бозьмем три точки Р, Q и X, не лежащие на одной пря-

прямой (рис. 3). Пусть Р, =НР\ Q,^=H\Q\ X,^H:X).
Треугольник P,Q,X-, подобен треугольнику PQX, причем
их сходственные стороны либо параллельны, либо ле-

лежат на одной прямой. Отсюда следует, что найдутся
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Рис. 2.

Рис 3.

две стороны (пусть для определенности это будут PQ it

PiQ\), лежащие на несовпадающих параллельных пря-

прямых.

Прямые PPi и QQi пересекаются в некоторой точке О

(поскольку PiQt = kPQ<PQ), лежащей по ту же сторону
от прямой PQ, что и точки Р) и Q[. Теперь ясно, что

точки X и Х\ лежат на одной прямой, причем ОХ\/ОХ—
— Аг, т. е. Н — гомотетия с центром О и коэффициентом
k=ktki. Если О\ —центр гомотетии Н\, а Ог — центр
гомотетии Я;, то ЩО)-=Н-&О\) лежит на отрезке

OtOdM<. 1)! это значит, что прямая О.Оч проходит через
точку О, причем точки О( и О-г лежат по разные стороны

от точки О на прямой O\Oi @<fe,<l и 0<fej<l).
Отсюда следует, что точка О лежит на отрезке OiOs.
Утверждение задачи тем самым доказано — все три

отрезка ААХ, ВВк и СС\ проходят через точку L.

Н. Васильев

M134S. На гиперболе i/ =

= 1/х взяты две тонки

М(хо: уо) и N(^-x0; —j/сЛ
симметричные относитель-

относительно начала координат.
Окружность с центром М,

проходящая через точку N,

пересекает гиперболу еще
в трех точках. Докажите,
что эти точки лежат в вер-

вершинах правильного тре-

треугольника.

Для решения этой задачи нам понадобится следую-
следующая
Лемма. Пусть точки А, В. С лежат на окруж-

окружности с центром М. Тогда треугольник ABC является

правильным тогда и только тогда, когда ОА-\-ОВ-\-

+ОС=ЗОМ.
Доказате л_ьст в о. Из данного равенства сразу сле-

следует, что МА+МВ-$-МС=(), но это означает, что точка М

совпадает с центром тяжести треугольника ABC, т. е.

с точкой пересечения его медиан (убедитесь в этом).
Таким образом, длины всех медиан треугольника ABC

равны. Отсюда следует, что этот треугольник правиль-
правильный. (Обратное утверждение очевидно.)

Теперь приступим к решению задачи. Пусть коорди-
координаты точек А. В, С и М равны соответственно (д:А; уЛ),
[хв; ув), (дгс; ус) и {хи\ уы). По условию,

Подставив у = 1/х из первого уравнения системы во

второе, после несложных преобразований получаем

уравнение для д::

х*—2х!,х3+..,= 0.

Мы выписали только два старших члена, поскольку
остальные слагаемые нас ие интересуют. По теореме Вие-
та сумма всех корней этого уравнения, включая корень

(—дго), равна 2х<>. Поэтому Хд
Аналогично УА+Ув+Ус=3уо-
Последние равенства означают, что

6а+6в+ос=зом,
где О — начало координат. Осталось воспользоваться

доказанной нами леммой.

В. Сендевов
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Ф1358. При каких значе-
значениях коэффициента тре-
трения жесткая палочка дли-
длиной I с резиновыми нако-

наконечниками сможет удер-
удерживаться в горизонталь-

горизонтальном положении под купо-
куполом радиусом R (рис. 1)?

Рис. 1.

Обозначим силу нормальной реакции N — она на-

направлена к центру купола, а силу трения обозначим

f — чтобы найти верное направление этой силы, доста-
достаточно посмотреть, в какую сторону сместилась бы точка

упора, если бы трение исчезло. Запишем условие равно-
равновесия палочки (рис. 2):

2.V cos u—2f sin u+mg=0.

Если сначала прижать палочку посильнее, то Л' и /

станут больше, a mg не изменится. Нас интересует мини-
минимально возможный коэффициент трения, поэтому будем
считать, что мы прижали очень сильно, так что силой

mg в этом случае можно просто пренебречь. Тогда

N cos u=f sin u^ji.V sin u,

или

|A>Ctg a =

1/2

Рис. 2.

Собственно, ответ мы получили. Осталось несколь-

несколько замечаний. Ясно, что если 1>2R, вставить палочку

под купол мы не сможем. Если взять, наоборот, корот-
короткую палочку, то получатся большие — не имеющие

смысла f — значения для и. И еще
— резина веще-

вещество со сложными свойствами, трение ее о твердую

поверхность не совсем хорошо описывается законами

сухого трения (впрочем, это уже тема другого разго-

разговора).

Д. Григорьев

Ф1359. На гладком гори-
горизонтальном столе распо-
расположен пружинный маят-

маятник — тяжелый груз на

легкой пружине, длина ко-

которой в свободном состоя-

состоянии L—50 см (см. рису-
рисунок). Из-за небольшого

вязкого трения о воздух
колебания маятника мед-

медленно затухают — ампли-

амплитуда уменьшается в 2 раза

за 10 полных колебаний.

Для поддержания ампли-

амплитуды неизменной поступа-
поступают следующим образом:
свободный конец пружины

быстро сдвигают на 1=

^=1 мм навстречу грузу в

Обозначим установившуюся амплитуду дгт., тогда сила,

деформирующая пружину, при максимальной (и ми-

минимальной) длине равна

где fc — жесткость пружины. Если перемещение конца

l-*Cxm (это еще нужно будет проверить!), то работа
внешних сил равна

A=Fl=kxnl.
Эта работа, совершаемая дважды за период, должна

компенсировать потери энергии за тот же период:

откуда

Теперь найдем и. За 10 периодов амплитуда падает

в 2 раза, значит, энергия уменьшается в 4 раза. Сле-

Следовательно,

-Г. И

V2
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тот момент, когда длина

пружины минимальна, и

возвращают в прежнее по-

положение, когда она макси-

максимальна. Определите уста-
установившуюся амплитуду
таких колебаний.

Ф1360. В цилиндрическом
сосуде под тяжелым порш-

поршнем находится кислород
(рис. 1). Поршень подни-
поднимают на высоту h от по-

положения равновесия, до-

дожидаются установления

температуры, затем сосуд
теплоизолируют и пор-

поршень отпускают. На каком

расстоянии от прежне-

прежнего положения равновесия

установится поршень,
когда система вновь при-
придет в равновесие? Тепло-
Теплоемкостью стенок и поршня

пренебречь.

Рис. 1.

>к

Рис. 2.

Итак,

4/
г 0,031 м,

1 —1/V2
что действительно много больше /=1 мм.

3. Рафаилов

Запишем прежде всего условие равновесия поршня

в начальном положении — на высоте Hi:

где М — масса поршня, S — его площадь, v —

число молей кислорода и Т, — его начальная тем-

температура. А теперь
— после того, как поршень оста-

остановится, опустившись на Н (рис. 2):

где Ti — новая температура газа.

Из баланса энергий находим

где Су=5/2 R — молярная теплоемкость кислорода

при постоянном объеме.

После несложных преобразований получаем

— v«7T= Mg(H, + Л- H)—MgH, ^

=Mg[h-H)=?-MgH,
откуда

H = -¦ h.

А. Зияьберман

Ф1361. Несколько заря-
заряженных проводников рас-
расположены вдали от других
тел. Потенциал одного из

них равен цн и становится

равным нулю после того,
как заряды всех осталь-
остальных тел изменяют на про-

24

Для решения задачи мы воспользуемся принципом су-

суперпозиции электрических полей. Вначале

С, 2СЧ

где Сц — некоторые коэффициенты (так называемые вза-

взаимные емкости проводников). После того как заряды



тивоположные. Каким ста-

станет потенциал первого про-

проводника, если его заряд
увеличить теперь в 4 раза?

kvdnt.mccme.ru

<7

изменили на противоположные —

Ci 2

откуда

v gi
_

q,

2 Сц Ci

Тогда искомый потенциал

С, ^ с,

3

2

/\ Александров

Ф1362. Виток в форме

квадрата ABCD, сделан-
сделанный из тонкого провода,
имеет индуктивность Lt.
Виток более сложной фор-
формыАВСС,В\А,А (рис. 1) из

того же провода имеет ин-

индуктивность L?. Чему рав-
равна индуктивность еще

более сложного вит-

витка ABB,CD,DA?
iCDi — это куб.

Полный магнитный поток через сложный контур рас-
рассчитать «в лоб» затруднительно. Однако можно этот

контур представить в виде наложенных друг на друга
простых контуров: если все токи одинаковы и ня-

правлены так, как показано на рисунке 2, то в части

ребер куба они скомпенсируются и останется только

нужный нам «угловатый» ток.

Осталось получить формулы для потоков, создавае-
создаваемых таким «контурным» током через свой контур и

через соседний. Свой поток Ф[ выражается сразу:

Для нахождения соседнего потока <1Ь| рассмотрим ри-

рисунок 3 и заметим, что

т 2Ф|—2Ф;
I т

D С

a/

•

A

Рис. I

/
В

D,

/
i

Xе-
B,

Puc. 2

ЧУ i

/

~$/
Рис. З

/ I

A
1

У

3 Квант ^6 11

(знак «минус» получается при сравнении своего и сосед-
соседнего потоков от контурного тока / — нарисуйте кар-
картинку «силовых» линий от такого тока и все станет

очевидным).
Теперь можно найти Ly.

5Ф,-е
—Li).

М Цыпин
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Список читателей,

приславших правильные решения

Большинство читателей, приславших решения
задач М1321 — M133S. Ф1328 — Ф1342, спра-
справились с задачами М1326. М1330, М1331 Ни-
Ниже мы публикуем фамилии тех, кто прислал

правильные решения остальных задач (цифры
после фамилии — последние цифры номеров
решенных задач).
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27, 28, 32—35; Af. Тройников (Ижевск) 21,
23,27—29,32—34; Б. Турчин (Днепропетровск)
21. 23, 27, 29. 32—34; А. Фрид (Кемерово)
27; С. Фукс (Львов) 23; П. Хицканян (Тула)
32; Р. Хмель (Киев) 27; И. Чаленко (с. Камы-
Камышовка Одесской обл.) 21—23; А. Чижое (Моск-
(Москва) 28; А. Шныр (Львов) 28, 32—34; Е Яковлев

(Алма-Ата) 21, 23, 27, 28, 32, 34; Н. Ясинская

(Винница) 34.

Физика

А. Абдрахманов (Алма-Ата) 30; И. Аввакумов
(Нижний Тагил) 29, 30, 33, 34, 36, 39; А. Агра-
Аграновский, (Воткинск) 30, 34; М. Аялаберганов
(Ургенч) 29, 30, 34. 36; А. Антонов (п. Черно-
Черноголовка Московской обл.) 30; Д. Апальков

(Харьков) 28—30, 34—36; Ю. Арбузов (Старый
Оскол) 29; Г. Асадова (Имишли) 29, 30; С. Ба-
бгнкова (Тамбов) 28, 30, 34, 36, 39, 40; С. Ба-
Балахонов (Обнинск) 30, 32, 34; Н. Батаев (Киев)
30; Ю. Батаев (Киев) 30; Д. Бокий (п. Черного-
Черноголовка Московской обл.) 29, 30, 32; А. Болотов

(Винница) 29, 30; X. Болтаев (Шават) 30;
А. Болтасева (Канаш) 29, 30, 32—34, 38, 39,
42; С. Борщев (Алма-Ата) 30, 39. 40; А. Буран-
баев (Алма-Ата) 29, 30, 34, 36; Л. Быстрое
(Нижний Новгород) 30, 34; Р. Ващекко (Брест)
30, 32; А. Ващилко (Барановичи) 29, 30, 32,
34—36, 39. 40, 42; А. Ведихин (Казань) 29, 30;
А. Ветров (Северодвинск) 30, 32, 34, 36, 38, 39;
А. Волозин (Севастополь) 29, 80, 34, 36; В. Вос-
кобойников (п. Черноголовка Московской обл.)
30, 82; А. Вылугин (Донецк) 29—32; А. Галуш-
ко (Борисов) 30; П. Гвоздев (Котелыжч) 29, 30;
Р. Гладких (Мурманск) 80. 34, 36; JF Горбенко
(Алма-Ата) 29, 30, 34, 36, 39; В. Горгадзе
(Нальчик) 34, 36, 39, 40, 42; О. Горобец (До-
(Донецк) 31, 32; С. Гращенко (Барнаул) 30, 39;
П. Гребенев (Кузнецовск) 30, 32, 34—37;
Я. Грода (Брест) 29, 30, 32, 36; Д. Да-
димое (Минск) 30; М. Дусчанов (Шават)
30, 36; О. Евнин (Ростов) 29, 30, 32; М. Еме-
ленко (Ижевск) 30, 34; М. Емцева (Мурманск)
30; С. Жак (Тернополь) 28—31; 33—42; В. Же-
Железняков (Вольск) 29, 30, 34, 36; А. Жуков
(Омск) 29, 80; Ю. Зализняк (Киев) 32; А. За-
сепский (Брест) 29, 30, 32; Б Иманов (Алма-
Ата) 30, 36, 39, 40; Ш. Исмоилов (Ургенч) 29,
30, 34, 36; Л. Итик (Калининград) 30. 32, 34,
36; Е Калинин (Алма-Ата) 29, 30, 33—36, 39;
О. Каргальцев (Мичуринск) 30; А. Карпицкий
(Обнинск) 30, 32; Т. Кендзерская (Черновцы)
30; Л. Кирилюк (Одесса) 30; С. Киселев (Дне-
(Днепропетровск) 29—32; А. Ковалев (Киров) 29. 30,
39; К. Коваль (Запорожье) 29, 30, 39, 40;
Б. Койчубаев (Алма-Ата) 29, 30, 39, 40; Л. Ко
лесников (Воронеж) 29, 30, 32, 35, 40, 42;
М. Косицин (Тольятти) 29, 30, 32—34, 36, 39;

(Продолжение см. на с. 60)
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Задачи
1. Фомаи Ерема нашли на дороге

по пачке семнадцатирублевок. В чай-

чайной Фома заплатил "без сдачи этими

купюрами за четыре стакана чая и

семь калачей. Ерема взял шесть кала-

калачей и один стакан чая. Докажите, что

и он сможет расплатиться этими ку-

купюрами без сдачи. (Стакан чая, как

и калач, стоит целое число рублей.)

2. Решитечисловой ребус. Одина-
Одинаковым буквам соответствуют одина-

одинаковые цифры, разным — разные.
КУ — простое число. А если КУ —

составное?

3. Парижский метеоролог-люби-
метеоролог-любитель, ведший наблюдения с 1807 по

1907 год, делил все дни на холодные,

средние и жаркие. Оказалось, что в

некотором году число средних дней на

столько же превосходило число жар-

жарких, на сколько число жарких пре-

превосходило число холодных. Назовите

этот год.

4. Рассмотримцепочку из равных

касающихся окружностей, центры ко-

которых лежат на заданной окружности
С (см. рисунок). Что больше: длина

окружности С или сумма длин диа-

диаметров окружностей?

5. Мышканочью пошла гулять.

Кошка ночью видит
— мышка!

Мышку кошка пошла поймать.
А вот перевод (построчный) этого

стишка на язык племени Ам-Ям:

Ам ту му ям,

Ту ля бу ам,

Гу ля ту ям.

Составьте фрагмент русско-ам-ямско-
го словаря по этому переводу.

Эти задачи нам предложили Н Антонович.
М. Роллоеа, И. Акулич. А. Савин и Е. Федоров.
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ИГРА НИТЕЙ

В ОПЫТЕ РИХМАНА
Л. КРЫЖАНОВСКИЯ

Георг Вильгельм Рихман A711—

1753), немец по происхождению, но

уроженец и подданный Российской
империи, по праву считается родо-

родоначальником систематических иссле-

исследований электричества в России. На-
Начав их на полтора века позднее, чем

на Западе, он быстро достиг уровня
своих зарубежных коллег, а кое в чем

даже превзошел их. Так, в 1745 году
Рихман создал, по-видимому, первый
в мире электроизмерительный прибор,
который он назвал электрическим

указателем (по латыни — index

electricus), для определения степени

наэлектризованности тел.

Подвижная система прибора пред-
представляла собой льняную нить длиной
1 j/b фута D6 см), к концу которой
прикреплялось '/г грана C1 мг) свин-

свинца (поэтому нить называлась «отве-

«отвешенной»). Нить приклеивалась к верх-

верхней части металлического бруска.
Прибор был снабжен круговой шка-

шкалой. Когда бруску сообщали заряд,
по углу отклонения нити можно было

фактически измерить электрическую

силу.
На Западе рихмановский электро-

электрометр получил название электрическо-
электрического гномона, поскольку по своей кон-

конструкции он напоминал древнейший

астрономический инструмент — гно-

гномон, который служил для определе-
определения высоты и азимута Солнца и

иногда применялся как солнечные

часы.

Много различных опытов, в кото-

которых использовался указатель, прове-
провели и сам Рихман, и его последова-

последователи. Расскажем об одном из них — об

опыте Рихмана с лейденской банкой.

В этом опыте два электрических ука-
указателя подключались к так называе-

называемым обкладкам заряженной лейден-

лейденской банки (см. рис. на с. 30). При
прикосновении рукой к обкладкам за-

заряженной банки или к соединенным

с ними металлическим брускам на-

наблюдалось опускание одной нити и

подъем другой. Причем нити могли

находиться в отклоненном состоянии

достаточно долго, а опыт можно было

повторять многократно, зарядив бан-

банку только один раз. На рисунке, взя-

взятом из публикации Рихмана, пред-
представлена ситуация после того, как экс-

экспериментатор прикоснулся к бруску
MN. Если теперь коснуться бруска KL,
то нить ОР упадет, а нить ST под-
поднимется.

Этот опыт хорошо известен: он был

опубликован в трудах Петербургской
Академии наук за 1758 год, а еще

раньше — в трудах Лондонского Ко-
Королевского общества за 1754 год. Кро-
Кроме того, в 1956 году в нашей стране

были изданы на русском языке все

известные труды Рихмана по физике.
Однако и для современного читателя

опыт является таким же загадочным,

каким он был для современников пе-

петербургского ученого.

Почему же возникает наблюдаемая
«игра нитей»? Попробуем ответить на

этот вопрос, обратив особое внимание

на конструктивную особенность лей-

лейденской банки Рихмана. Дело в том,

что внешней обкладкой банки Рихма-
Рихмана служил металлический цилиндр
(наподобие подстаканника), который
соприкасался со стеклянным сосудом

лишь в некоторых местах. Как теперь

известно*), в таком случае практиче-

практически весь заряд оказывается сосредо-

сосредоточенным на водяной пленке, по-

покрывающей стеклянную поверх-

*)См., например, статью «Загадк* лейденской
банки» («Квант», 1991, № 11).
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ность банки. А тогда все процессы,
происходящие в установке Рихмана,
можно свести к процессам в электро-

электрофоре — приборе, построенном италь-

итальянским физиком Алессандро Вольта
A745—1827) в 1776 году. Полное на-

название прибора — elettroforo регре-
tuo — в переводе означает «вечный

электроноситель*. Как же он устроен?
Представьте себе две накладывае-

накладываемые друг на друга пластины: одну,
нижнюю, металлическую со слоем ди-

диэлектрика сверху (в первоначальном

варианте — из смеси смолы и сургу-

сургуча) или просто диэлектрическую (на-
(например, из эбонита), а другую» верх-
верхнюю, металлическую с изолирующей
ручкой или изолирующим подвесом.

Натирая диэлектрик тканью (или ме-

мехом), создают на нем заряд и накла-

накладывают на наэлектризованный ди-

диэлектрик верхнюю пластину. Вслед-
Вследствие несовершенства поверхностей,
пластина будет соприкасаться с ди-

диэлектриком лишь в немногих точках,
так что только незначительная часть

заряда диэлектрика сможет перейти
на пластину, остальная же наэлектри-
наэлектризованная поверхность диэлектрика бу-
будет наводить (индуцировать) на обра-
обращенной к ней стороне пластины за-

заряд противоположного знака, а на

внешней (верхней) стороне пласти-

пластины — заряд того же знака, который
экспериментатор отводит в землю

кратковременным прикосновением ру-
рукой. (При больших размерах электро-
электрофора отводить заряд через 'свое тело

не безопасно, и в этом случае лучше

предусмотреть специальный разряд-
разрядник.) Если затем поднять пластину,

она окажется заряженной. Пластину
можно положить обратно и повторять

описанную операцию многократно, не

натирая диэлектрик и каждый раз по-

получая на пластине почти неизменный

заряд. С ней можно проделать различ-

различные опыты, например извлечь искру

или зарядить лейденскую банку.

Возможно, вам будет интересно познако-

познакомиться со старинной инструкцией по изготовле-

изготовлению электрофора: (на основе) «круглого де-

деревянного блюда, около полутора фута в по-

поперечнике, коего края оклеены толстою бума-
бумагою на дюйм вышиною. Сей плоский сосуд
обкладывается внутри листовым оловом или
оклеивается золотою бумагою и наливается

сполна составом из смолы н канифоли так,

чтобы сверху было везде гладко. Когда сей
состав совершенно застынет, то потри оный

фланелью или кошечьею кожею и положи на

него жестяную тарелочку, висящую на трех

шелковых снурках. Сия тарелочка должна быть

меньше нижнего сосуда, так чтоб края обоих

на 1 или 1 /а дюйма друг от друга отстояли.

Сделав сне, возьми одною рукою за снурки

и спусти на потертый смоляной состав; потом

дотронись другою рукою до тарелочки; после

сего, подняв за снурки всю тарелочку, снова

до нее дотронься; тогда соразмерно величине

машины почувствуешь исходящую электриче-

электрическую искру. Сие можно повторять очень долго

и часто, не имея иужды смоляной состав на-

натирать снова» («Краткое руководство к физике,
для употребления в народных училищах Рос-

Российской империи».— СПб., 1787, с. 80—81).

Напомним перевод старинных мер длины в мет-

метрическую систему: 1 дюйм»2,54 см, 1 фут=*
=30,5 см.

Возвращаясь к опыту Рихмана, от-

отметим, что под действием заряда во-

водяной пленки, покрывающей стекло,

происходит разделение зарядов в

«подстаканнике» (так называемая

электростатическая индукция). Крат-
Кратковременно касаясь обкладки или

соединенного с ней металлического

бруска, экспериментатор отводит в

землю заряд с внешней поверхности
обкладки. При этом на ее внутренней
поверхности остается заряд противо-
противоположного знака, на который и реаги-

реагирует электрометр. Аналогичные явле-

явления могут происходить и во внутрен-
внутренней обкладке лейденской банки.

Электрофор и рихмановская уста-
установка в принципе отличаются

друг от друга только способом

создания исходного заряда: электри-

электризацией трением в электрофоре и за-
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рядкой от электрической машины в

установке Рихмана.

Рихманы, погибшего от удара мол-

молнии при исследовании атмосферного
электричества, сменил на его посту в

Петербургской Академии наук немец-
немецкий ученый Франц Ульрих Теодор
Эпинус A724—1802), с 1757 года обо-
обосновавшийся в России. Пытаясь объ-
объяснить загадочный опыт Рихмана,
Эпинус в своем знаменитом тракта-

трактате «Опыт теории электричества и маг-

магнетизма» мысленно упростил экспе-

экспериментальную установку Рихмана,
заменив лейденскую банку плоским
стеклянным конденсатором, а рихма-
новские электрометры — просто льня-

льняными нитями, приклеенными к верх-
верхней части обкладок вертикально рас-
расположенного конденсатора. Эпинус не

смог дать физического объяснения

«игры нитей», тем не менее стиму-

стимулировал дальнейшие исследования.
Мысленный опыт Эпинуса был ре-

реализован его учеником и коллегой
по совместным электрическим опытам

в Германии Иоганном Карлом Вильке
A732—1796), который с 1759 года
жил и работал в Швеции. Для нас

представляет интерес описанный уче-
ученым в статье 1762 года плоский стек-

стеклянный конденсатор со съемными

пластинчатыми обкладками, переме-
перемещающимися по изолирующим направ-

направляющим. К стержневым выводам кон-

конденсатора были приделаны пробные
льняные нити. Вильке производил те

же манипуляции и наблюдал те же

эффекты, что и Рихман, с той только

разницей, что мог перемещать обклад-
обкладки. К сожалению, и Вильке не сделал
четких выводов из своего опыта.

Конкурс «Математика 6—8»

Мы продолжаем третий конкурс по решению задач *Магема-
тика 6—8*. Условия конкурса: е нем могут участвовать уча-
учащиеся 6—8 классов. Будет предложено 24 задачи, по 3 в каж-
каждом номере журнала. Победители будут награждены призами
и дипломами. Решения задач этого номера высылайте до

1 февраля 1993 года по адресу: 103006, Москва, К-6, ул. 1-я

Тверская-Ямская. 2/1, *Кванг*, с пометкой: «Конкурс
«Математика 6^8». Не забудьте указать фамилию, имя, шко-

школу, класс и домашний адрес.

Задачи

7. В 1988 году телеви-
телевидение Анчурии качало де-

демонстрацию телесериала

«По колено в слезах», при-

причем в каждом году, начи-

начиная с 1989, было показано

либо на 40 % больше, либо
на 40 % меньше серий, чем

в предыдущем. Чтобы не

наносить большого ущерба
экономике страны, еже-

ежедневно показывали не

больше двух серий. При
просмотре 1230-й серии
зрители были опечалены

ссорой главных героев, но

ровно через два года в

1992 году порадовались их

счастливому примирению

в последней серии. Сколь-
Сколько серий содержал этот за-

замечательный телефильм?
И. Акулич

8. Укажите хотя бы од-

одно шестизначное число, яв-

являющееся точным кубом,
такое, что все числа, полу-

получающиеся из него цикли-

ческой перестановкой

Цифр (abedef — bedefa —

cdefab—defabc—efabed—
fabede), делятся на кубиче-
кубический корень из этого числа.

Л. Курляхдчик

9. Каждая грань кубика
разбита на 4 квадрата.

Всякий отрезок, являю-

являющийся общей стороной
Дйух из 24-х полученных
квадратов, окрашен в си-

синий или красный цвет. Из-

Еестно, что красных отрез-
отрезков 26. Докажите, что на

Поверхности кубика най-
Дется замкнутая ломаная

линия, состоящая только

из красных отрезков.

В. Произвола
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Физика 9—11

Публикуемая низке заметка «Кинематика, да и

только» предназначена девятиклассникам, за-

заметка *Ах, уж зга влажность»
— десятиклас-

десятиклассникам

Кроме того, мы продолжаем публикацию «Из-

«Избранных школьных задач по физике».

Кинематика, да и только

Как известно, векторы перемещения,

скорости и ускорения
— важнейшие

понятия кинематики. Попробуем рас-

расширить их круг.

Пусть, например, движение проис-
происходит вдоль некоторой координаты
I . Договоримся перемещение изме-

измерять в м., а скорость у,= Л/,/Д( — в

м </с. Теперь умножим скорость на

площадь поперечного сечения S ±.

Размерность величины v St будет
м м\/с, или попросту mj/c (правда,

в этой последней записи уже потеряна

информация о том, что чему парал-

параллельно или перпендикулярно). При
этом мы получим очень полезную

вещь — единицу измерения объемно-

объемного расхода. Это может быть, скажем,

расход воды в реке или в ванне.

В физике такие величины называют

потоками. В принципе можно по-

построить поток любого вектора (меха-
(механического, электрического, магнитно-

магнитного), но в рассмотренном конкретном

случае мы получили чисто кинема-

кинематическое понятие, так как в него

входят только пространственно-вре-
пространственно-временные характеристики движения —

скорость и площадь поперечного се-

сечения.

А что, если скорость умножить на

перемещение вдоль той же координа-

координаты, по которой происходит движение:

v.l,7 Получим нечто, измеряемое в

мУс Ничего особенного, казалось бы.

Однако это новое понятие становится
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особенно полезным, когда движение

происходит по замкнутой траектории,

например но окружности радиусом г.

Тогда величина (тоже кинематиче-

кинематическая) vj» где /,= 2яг. приобретает
собственное имя: циркуляция скоро-
скорости.

Такие движения — их обычно на-

называют вихревыми
— часто встре-

встречаются в природе
—

например, смер-
смерчи, торнадо, тайфуны; их можно на-

наблюдать при сливе воды из раковины,

иногда можно увидеть, как закручи-

закручивается дымок выхлопной струи за ав-

автомобилем или любоваться цветными

струями дымовых шашек за крылья-

крыльями самолетов на авиапарадах.

Мы рассмотрим здесь простейший
из вихрей, в котором величина скоро-
скорости, направленной в каждой точке по

касательной к окружности, обратно
пропорциональна ее радиусу: i> =

= Г/Bлг), где буква Г и обозначает

эту самую циркуляцию. Посмотрим,
как в поле скоростей такого вихря

деформируется какая-нибудь фигура,
например первоначально (в момент

времени t = 0) имевшая вид круга с

центром в точке О и радиусом го

(рис. 1).
Все точки очень тонкой полос-

полоски, принадлежащей кругу и заклю-

заключенной между двумя очень близко

расположенными дугами с радиусами

г и r-f-Лг с общим центром на оси

вихря С (эта полоска закрашена), име-

имеют одну и ту же скорость, так что ни

длина, ни форма этой полоски со вре-

временем изменяться не будут. В момен-

моменты времени t., 2ttt ..., когда радиус
СО повернется на угол (pi, 2<&, ..., эта

полоска будет занимать положения,

изображенные на рисунке тоже в виде

закрашенных участков.

Точки всех других дуговых поло-
полосок будут двигаться по окружностям

тоже с неизменными, но другими ско-

скоростями. Например, точка В будет
двигаться быстрее, а точка А — мед-

медленнее закрашенной полоски, |ил|<С
<IvB I. По кривой вверху рисунка
можно узнать величину скорости каж-

каждой точки такой полоски и, поскольку

угол ее поворота вокруг С пропорцио-
пропорционален скорости, построить положения

центров всех полосок в моменты вре-
времени (i, 2ti, ...

Диаметр АОВ нашего круга теперь

будет принимать вид кривых А\О\В)у

A-2,OiBt, ..., а окружность (которой
принадлежат концы полосок) — вид

некоторых замкнутых кривых, длина

которых будет расти со временем.

Можно сказать и так: поскольку в

поле вихря скорость каждой точки об-

обратно пропорциональна ее расстоя-

расстоянию г до центра вихря С, за некото-

некоторое время каждая точка опишетдуту,

длина которой тоже обратно пропор-
пропорциональна этому расстоянию (модулю
своего радиуса-вектора г). Но, как из-

известно, центральный угол прямо про-

пропорционален длине своей дуги и об-

обратно пропорционален ее радиусу.
В результате за одно и то же время

радиус-вектор каждой точки повер-
повернется на угол, обратно пропорцио-
пропорциональный квадрату ее расстояния от

центра: <p~t / г2.

Очевидно, что площадь, ограничен-
ограниченная этими замкнутыми кривыми, бу-

будет оставаться неизменной и равной
яг8.
(Для собственного удовольствия_вы

можете перед сном рассмотреть, как

Рис. 1.
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Рис. 2.

поле вихря деформирует любую дру-

другую замкнутую фигуру — квадрат,
треугольник, вашу фотографию.)
Что мы описали таким образом?

Ну, например, этот круг можно счи-

считать начальным сечением струи дви-

двигателя самолета, попавшей в поле вих-

вихря, образовавшегося у конца крыла

(см. статью «Самолет в озоне» —

«Квант», 1992, № 5 и 6). Тогда линия

АОВС на рисунке 1 идет вдоль правого

крыла самолета — при виде сзади.

Конечно, тут мы не рассмотрели
еще один процесс — диффузию
струи, которая будет приводить к до-

дополнительному «расплыванию» пер-
первоначально круглого сечения. И еще
не рассмотрели второй вихрь, с осью

С, расположенный слева. А это по-

попробуем сделать, учитывая, что он то-

тоже создает поле скоростей, обратно
пропорциональных по величине рас-

расстоянию до этого вихря, и используя

принцип суперпозиции.

Применим этот принцип для точек,

лежащих в плоскости симметрии меж-

между двумя вихрями (рис. 2). Прежде
всего, если расстояние между вихрями

I, то каждый вихрь будет создавать
в том месте, где расположен второй
вихрь, скорость и„=—Г/Bп1) (ведь
сам на себя вихрь не действует). Зна-
Значит, оба вихря будут «топить* друг

друга в воздухе с этой постоянной ско-

скоростью, а их ординаты будут линейно
меняться со временем:

У»=-lu.lt.
В точках плоскости симметрии два

вихря создадут суммарную скорость,
направленную вертикально вниз (го-
(горизонтальные компоненты уничто-

уничтожаются) и равную

__ ^ _
о г

*
ЛI 2ягс

сов а,

где rc = -\/U-

или

Ау _

= У— i/«. cos а

П/2

1/2

Рис. S.
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Правая часть этого уравнения зави-

зависит сразу и от у, и от t, и хотя для

компьютера это не затруднение, но

для нашего анализа это неудобно. По-
Поэтому «пересядем» в систему коорди-

координат, связанную с движущимися вих-

вихрями (поскольку они опускаются с по-

постоянной скоростью, такая «пересад-

«пересадка» не приведет к появлению каких-

либо дополнительных сложностей —

обе системы инерциальны). Это равно-
равносильно вычитанию вертикальной ско-

скорости ик, так что в новой системе вер-
вертикальная составляющая скорости

ич=Дт1/Д* будет равна

рии, а точка +т). «отталкивает», и по-

потому положение струи здесь неустой-
неустойчиво. Впрочем, оказывается, все струи

в плоскости симметрии неустойчивы,
но это уже другой разговор.
В порядке тренировки попробуйте

перерисовать кривые, изображенные
на рисунках 3 и 4, для y(t), т. е. вновь

перейти в систему координат, связан-

связанную с самолетом, а не с вихрями.

Итак, только кинематика — как и

было обещано.

А. Стасенкс

Ах, уж эта влажность

Проанализируем дробь в правой ча-

части этого уравнения как функцию
расстояния х\ между горизонтальной
линией СС, соединяющей центры вих-

вихрей, и рассматриваемой точкой с коор-
координатой у в плоскости симметрии.
Видно, прежде всего, что эта функция
симметрична относительно значения

т)=0: изменение знака г\ не изменяет

значения этой функции. В точке т)=0

дробь принимает значение u4/luj =
= —3. В двух точках ±ti» = ±уЗ*/2
она равна нулю. При всех \г\ <т].
дробь отрицательна, при |iil!>i>—
положительна. При очень больших
значениях | г\ ] »1/2 она стремится к

единице. Соответствующая кривая
изображена на рисунке 3.

Теперь качественно проанализиру-

проанализируем изменение ординаты г\ со временем

(рис. 4). Если в начальный момент

времени 2 = 0 значение г\ лежит вну-

внутри интервала от —т). до +т]„ напри-

например в точках, соответствующих D или

D', то скорость ич при этом отрица-
отрицательна и в обоих случаях ордината с

течением времени будет стремиться к

значению — г\.. Если при t =0 окажет-
окажется, что |г]| >т], (например, для точек

Е и Е'), то скорости i^ будут положи-

положительными, только'из ?' значение коор-

координаты г\ стремится к —г\„ а из ? —

уходит от т].. Можно сказать, что точ-

точка —х\, «притягивает» к себе траекто-

траектоЧто такое влажность воздуха? Как ее

можно рассчитать? Что нужно сде-

сделать, чтобы определить ее практиче-

практически? Обсудим эти и подобные вопросы
на примере одной-единственной зада-

задачи — задачи № 563 из Сборника задач

по физике для средней школы (Рым
кевич А, П., 1990). Вот ее условие:

Найдите относительную влажность

воздуха в комнате при температуре
18 °С, если при 10 °С образуется роса.
И ответ: 59 %.
Решим задачу. Воспользуемся при-

примечанием, которое приведено тут же

в сборнике на соседней странице:
Относительной влажностью можно

считать отношение плотности q водя-

водяного.пара, фактически находящегося
в воздухе, к плотности Qo насыщенного

пара при данной температуре:

= i 100 %.
Со

A)

Плотность qo мы можем найти из

таблицы зависимости плотности насы-

насыщенного пара от температуры: при
f i = 18 °C о,о=15,4 г/м3. А плотность g

найдем из следующих соображений.
Будем понижать температуру в ком-

комнате, считая ее герметически закры-

закрытой, до тех пор, пока не начнет выпа-

выпадать роса. Тогда плотность водяного

пара q при температуре ti и плотность

насыщенного пара р при точке росы,
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т. е. при ?2=10 °С, будут одинаковы-

одинаковыми:

q=q'=9,4 г/м3.

В результате вычислений получаем
ответ:

Сравнивая с ответом в задачнике, ви-

видим, что они заметно не совпадают.

Почему?
Попробуем иначе. Решим теперь за-

задачу по-другому
— используя опреде-

определение относительной влажности из

школьного учебника по физике для

10 класса (Мякишев Г. Я., Бухов-
цев Б. Б., 1990):
Относительной влажностью воздуха

<р называют отношение парциального
давления р водяного пара, содержа-
содержащегося в воздухе при данной темпера-

температуре, к давлению ро насыщенного па-

пара при той же температуре, выражен
ное в процентах:

Ч»= 2- 100 %. B)

Обратимся к таблице зависимости

давления насыщенных водяных паров

от температуры и найдем в ней нуж-
нужные нам значения: р=1,23 кПа, ро=
= 2,07 кПа. Отсюда получим

Этот ответ совпадает с ответом в за-

задачнике.

Какое же из двух решений является

более точным?

Обратимся к газовым законам.

Пусть р, V и m — параметры водяного

пара в ненасыщенном состоянии при

некоторой температуре Т, а ро, Vo и

то — параметры насыщенного водяно-
водяного пара при той же температуре. За-

Запишем уравнение Менделеева — Кла-

Клапейрона для этих двух состояний:

или

Р«=
t>oItT
м

¦

Поделив равенства друг на друга, по-

получим

?. = R.
.

Таким образом, значения относитель-

относительной влажности, вычисленные по фор-
формулам A) и B), должны совпадать?!
Поиски продолжаются. При реше-

решении задачи мы в обоих случаях «кру-
«крутились» вокруг точки росы. А что это

такое собственно?

В последнем издании школьного

учебника это понятие вообще не об-

обсуждается, но в более раннем A988 г.)
говорилось:
Охлаждение пара при постоянном

давлении рано или поздно превратит
его в насыщенный пар... Температуру
tp, при которой водяной пар становит-

становится насыщенным, называют точкой

росы.

Точку росы можно непосредственно

определить с помощью так называе-

называемого конденсационного гигрометра.

В специальный резервуар наливают

легко испаряющийся эфир, вставляют

туда же термометр и с помощью гру-

груши начинают быстро прокачивать

воздух, вызывая тем самым интенсив-

интенсивное испарение эфира и понижение

температуры в резервуаре. По термо-

термометру замечают температуру, при ко-

которой на полированной поверхности

резервуара появляется матовый на-

налет — роса. Это и есть точка росы.
Появление росы указывает, что пар

стал насыщенным. Далее авторы учеб-
учебника утверждают:

Давление в области, прилегающей
к стенке (резервуара), можно считать

постоянным, так как эта область сооб-

сообщается с атмосферой и понижение

давления засчет охлаждения компен-

компенсируется увеличением концентрации

пара... Зная температуру воздуха и

точку росы, можно найти парциальное
давление водяного пара и относитель-

относительную влажность с помощью таблицы
зависимости давления насыщенного
пара от температуры... Если точка ро-

росы известна, то тем самым известно

парциальное давление водяного пара
р. Зная р и ро, находим относитель-

относительную влажность:

<р-
? 100 %.
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Значит, при определении точки ро-

росы в этом случае происходит процесс

охлаждения при постоянном давле-

давлении. При этом исследуемый воздух
не изолируется от атмосферы, и в про-

процессе охлаждения его объем будет
уменьшаться. Сюда —¦ в незагермети-

зированную комнату или к охлаж-

охлаждаемой поверхности гигрометра — со

всех сторон будет устремляться окру-

окружающий воздух, восстанавливая при
этом прежнее давление. Следователь-

Следовательно, действительно давление насыщен-
насыщенного пара при точке росы будет в этом

процессе таким же, как и парциальное

давление водяного пара в исследуе-

исследуемом воздухе. Иными словами, замена
в формуле B) парциального давления

ненасыщенного водяного пара на ве-

величину давления насыщенного пара

при точке росы вполне законна.

Но надо иметь в виду, что в этом

случае плотность водяного пара не

остается неизменной, а все время уве-

увеличивается — из-за подтока окру-

окружающего воздуха, и поэтому форму-
формулой A) пользоваться нельзя.

При решении задачи первым спо-

способом подход к точке росы совершен-
совершенно другой — объем исследуемого воз-

воздуха, его масса и плотность предпола-

предполагаются постоянными при охлаждении

от комнатной температуры до точки

росы. Значит, вместе с понижением

температуры будет понижаться и пар-

парциальное давление, т. е. при таком

подходе нельзя пользоваться, наобо-

наоборот, формулой B).
А какой из двух подходов к полу-

получению точки росы осуществляется на

практике? В подавляющем большин-

большинстве случаев при определении относи-

относительной влажности приборами про-

процесс происходит при постоянном дав-
давлении. Следовательно, решение по

формуле B) можно считать более пра-
правильным.

Ну, а как же быть с разными от-

ответами, полученными по формулам
A) и B)? Как мы выяснили, плот-

плотность у при комнатной температуре
Т\ меньше, чем плотность риг насы-

насыщенного пара при точке росы Т?, если

понижение температуры происходит

при постоянном давлении р. Исполь-

Используя уравнение Менделеева — Кла-

Клапейрона для этих двух состояний,
запишем

,^ Гр ЯТ2.

Заменив mi/V| на у. mt/V? на о

лучим

по-

поПодставив это выражение в формулу
A), найдем

^ Т,
100 0/59,4 %.

Резюме. Все изложенные здесь рас-

рассуждения — правильные. Ошибка бы-

была допущена только в одном предпо-
предположении, что точка росы определяет-
определяется при постоянном объеме, а в дей-
действительности, на практике, она изме-

измеряется при постоянном давлении.

Я. Соловьянюк

Избранные школьные

задачи по физике

жили на горизонтальный стол. Через какое

время обруч остановится, соли коэффициент
трения между столом и обручем и? Сколько обо-
оборотов сделает обруч до остановки?

9 класс

1. Сплошнойдиск катится без лроскнльзыва-

ния по горизонтальной поверхности с постоян-

постоянной скоростью [? (рис. 1). Определите величину

и направление скоростей точек А, И, С и D обода
диска относительно неподвижного наблю-

наблюдателя.
2. Тонкийобруч радиусом R раскрутили во-

вокруг его оси до угловой скорости ш„ н поло-

D

Рис. 1. Рис. 2.
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l- 4

Рис. 3. Рис. 4. Рис. 5.

3. Теломассой m«=l кг лежит на горизон-

горизонтальной плоскости. Коэффициент трения ц=
«=0,1. На тело действует горизонтальная сила

F. Определите силу трення для двух случаев:
F.=0,5 Н и F*=2 H.

4. Всетела, измеренный пружинными веса-

весами, на экваторе некоторой планеты оказался
на 10 % меньше, чем на полюсе. Найдите

среднюю плотность планеты, если продолжи-

продолжительность суток на ней равна Г=8 ч.

5. Скакой горизонтальной силой надо дейст-

действовать на брусок массой т—2 кг, находящийся
иа наклонной плоскости с углом наклона а>

=30°, чтобы он двигался вверх по плоскости

равномерно (рнс. 2)? Коэффициент трення
ц=0.3.

10 класс

6. Определитеотношение плотностей влажно-

влажного воздуха с относительной влажностью у=
¦"90 % н сухого воздуха. В обоих случаях
давление р=-100 кПа, температура t=27 "С.

7. Одинаковоели количество теплоты необхо-

необходимо для нагревания газа до одной и той же

температуры в сосуде, закрытом поршнем, если

поршень а) закрепленный, б) легко подвижный?

8. Стакангорячей воды нужно как можно
сильнее охладить за 10 минут. Как выгоднее

поступить: сначала положить в воду кусок
льда, а потом поставить ее на 10 минут остывать
или дать ей остыть в течение 10 минут, а затем
положить тот же кусок льда?

9. Вцилиндре под невесомым поршнем пло-

площадью Sb 100 см- находится т— 1 кг воды при
температуре t=»0 'С. В цилиндре включают

нагреватель мощностью N*a 500 Вт. На сколько

поднимется поршень за т=15 мин работы нагре-
нагревателя, если атмосферное давление р=
=760 мм рт. ст.? Считайте, что все джоулево
тепло идет на нагревание воды.

10. Взакрытый сосуд, содержащий V=»l ма

сухого воздуха при температуре ti**0 cC, поло-
положили m=t.0,058 кг льда, температура которого
также 0 °С. Какова будет относительная влаж-
влажность воздуха в сосуде после нагревания со-

содержимого до f»=100 °C?

11 класс

11. Найдитедействующее значение напряже-
напряжения генератора, вырабатывающего прямоуголь-

прямоугольные импульсы с периодом Т, длительностью т и

амплитудой С/л.

12. Батареяс ЭДС 9 н-1 В и внутренним со-

сопротивлением г=2 Ом подключена к колеба-

колебательному контуру с индуктивностью t = l Гн
и емкостью С=1000 пФ (рис. 3). Определите
максимальное напряжение иа контуре после
отключения батареи. Активным сопротивле-
сопротивлением проводов катушки можио пренебречь.

13. Покатушке, ие имеющей омического

сопротивления, протекает переменный синусои-
синусоидальный ток. Начертите график изменения со

временем мгновенной мощности катушки. Чему
равна средняя за период мощность, потребляе-
потребляемая катушкой?
14. Нажелезный сердечник намотаны две

катушки (рис. 4). Магнитный поток, создавае-
создаваемый каждой катушкой, не выходит из сердечни-
сердечника и делится поровну в разветвлениях. При
включении катушки 1 в цепь переменного тока

напряжением 40 В напряжение на катушке 2

равно 10 В. Какое напряжение будет на разомк-

разомкнутых зажимах катушки 1, если катушку 2
включить в цепь переменного тока напряже-
напряжением 10 В?

15. Определитечастоту собственных колеба-
колебаний электрического контура, изображенного на

рисунке 5. а также длину волны, излучаемой
контуром. Коктур содержит катушку индуктив-
индуктивностью L—10 мГн, конденсатор емкостью С\ш*
=880 пФ и подстроенный конденсатор ем-

емкостью С»=20 пФ.

Публикацию подготовила В. Тихомирова
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<7
В глубь Земли

Как вы знаете, однород-
однородный сферический слой не

создает внутри себя гра-

гравитационного поля. Тогда
получается, что ускоре-

ускорение свободного падения g
должно убывать как при

поднятии над поверхно-

поверхностью сферической плане-

планеты, так и при погружении

вглубь, достигая наиболь-

наибольшего значения на поверх-
поверхности планеты. Однако ре-
реальные данные для Зем-

Земли, например взятые из

справочной литературы *)
и приведенные здесь в

таблице, свидетельствуют
об ином: наибольшего
значения g достигает

внутри Земли, на глубине
примерно 2900 км.

Как объяснить это рас-

расхождение? Очевидно, не-

неоднородностью Земли —

увеличением ее плотности

от поверхности к центру.
По мере увеличения глу-
глубины погружения плот-

плотность, вообще говоря, воз-

возрастает монотонно, но на

отдельных участках, на-

например на границе земной

коры и мантии, а также

мантии и ядра, плотность

меняется резко, скачком.

Для оценочного расчета

выберем простейший ли-

линейный закон изменения

плотности: на расстоянии

г от центра Земли плот-

плотность e(r)=Qo—ar, где

0о=12500 кг/м3 — плот-

плотность в центре Земли, а>
>0 — постоянная величи-

величина. Чтобы ее определить,

запишем

\qO

*) Енохо»ич А. С. Справочник
по физике. (М.: Просвещение.
1000)

Таблица

Раестояиве
от центра
Земли, км

0

371

871

1371
1871
2371
2871
3371
3471
3871
4371
4871
6371
6671
5771
5971
6071
6171
6271
6338
6361
6371

Ускорение свободного падения, м/с9

Реально*

0

1,70
4.10
6.00
6 9Q

8.02
9,15
10,20
10.40
10.06
9,86
9,86
9.90
9.84
9.96
9 94

9.92
9.89
9,86
9.8Я
9-82
9,81

Для модели

однородной
Земли

Для модели

линейного

убывания

плотности

Земли

0 0

0,67 1,25

1,34 2,81
2,11 4,21
2,88 6,46
3.65 6.55
4,42 7.50
5.19 8,29
5,34 8.43
6.96 8,93
6,73 9.41
7.50 9.74
8.27 9.92
8,58 9,94
8,89 9,95
9.19 9.93
9.35 9,91
9,50 9.88
9,66 9,86
9,76 9,83
9,79 9.82

9,81 9,81

где Да=б371 км и М3=
= 6,976-1024 кг — ради-
радиус и масса Земли соот-

соответственно, a dV=

объем, заключенный меж-

между двумя концентрически-
концентрическими сферами радиусами г

и r+dr, причем dr<g.r.
Массу Земли можно свя-

связать с ее радиусом и

средней плотностью q=

=6518 кг/мэ соотноше-

соотношением

Отсюда получаем

Масса, сосредоточенная
внутри сферы радиусом г,
равна

Поскольку неоднородный
сферический слой, плот-

плотность в котором зависит

только от расстояния от

центра сферы, также не

создает внутри себя гра-

гравитационного поля, уско-

ускорение свободного падения

на расстоянии г от цент-

центра Земли можно записать

в виде

(oo-

где G — гравитационная
постоянная. Запишем это

выражение в более удоб-
удобной для расчетов на каль-

калькуляторе форме, заменив

4-iG на 3*с/(Д3е), где я„=

=9,81 м/с — ускорение
свободного падения на по-

поверхности Земли:

4nG

4л / i (Q6—Q)r*\
(Окончание см. па с. 69)
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вершин) и точка, для

которой минимальна

сумма квадратов рас-

Изогонально
сопряженные точки

до сторон

Лемуаиа)

С каждым треуголь-
треугольником ARC связано
весьма интересное

преобразование плог-

KocTii. Это преобразо-
преобразование устроено сле-

следующим образом.

С

Рис. г.

Пусть Р —

рая точке. Отразим

прямые АР. ИР и СР

относительно биссек-

биссектрис углов А. # н С.

Полученные прямые

пересекаются а одной
точке Q (рис. 1). Мы

ие будем доказывать
ото утверждение, ог-

ограничимся лишь пере-
перечисленном различных
свойств преобразова-
преобразования P^-Q. Почти ьсе

доказательства не-

несложные; вв интересо-
интересованный читатель смо-

сможет найти их само-

самостоятельно.

Это преобразование,

примененное к точке

Q. снопа дает точку
/'. Точки Р и Q на-

называют изогонально

сопряженными (отно-
(относительно треугольни-
треугольника ARC), а преобра-
преобразование, переводящее
Г в Q (а <^ в Р), назы-

называют изогональным

сопряжением.

При изогональном со-

сопряжении описанная

окружность перехо-

переходит в бесконечно уда-

удаленную прямую- Точ-

Точнее гопоря, если точка

Р лежит ни описанной

окружности треуголь-

треугольника А ВС, то три

прямые, симметрич-
симметричные прямым АР, RP к

СР относительно бис-

стояний

(точка

(риг. 4):

Рис. 4.

сектрис углов А. В и С,

параллельны. »)точка, из которой

Изображенные нп ри- стороны треугольника

суикс 2 красные обла- ABC видны под уг-

сти переходят друг в

друга, оинне и зеле-

зеленые области тоже пе-

переходят друг в друга.

Каждая незакрашен-
незакрашенная облнеть переходит

сама в себя. Непо-
Неподвижными остаются

центр вписанной ок-

окружности и центры

внсипнеанных окруж-

окружностей. Других непо-

неподвижных точек нет.

лом 120" (точка Тор-
ричеали) «точка, про-

проекции которой на сто-

стороны треугольника
ABC. образуют раано-
сторонннй треуголь-
треугольник (рис. 5);

Рис. 2.

Изогонально сопряже-
сопряжены следующие пари

точек:

а) точка пересечения

высот н центр описан-

описанной окружности
(рнс. 3);

Рис. 3.

б) точка пересечения

меднаи (т. *>. точка,

ДЛЯ КОТОРОЙ Mtlllu

малыш сумма квад-

квадратов расстояний до
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г) первая к нторая точ-

точки Прокара (риг. 6)
(см. «Квант» № 1,
1992).

Рис. 6.

В некоторых систе-

системах координат связь

между изогонально

сопряженными точка-

точками ВЫГЛЯДИТ ДОИОЛ1.НО

просто. Пусть, напри-
например, вершины тре-
треугольника ЛИС распо-
расположены в комплекс-

комплексной плоскости на еди-

единичной окружности

г = \: и, Ь, с — ком-

комплексные координаты

атих вершин. Тогдл
точки и и v. изого-

изогонально сопряженные

относительно тре-
относительно треугольники ЛИС, свя-

связаны соотношением

u + v -*-abcuv =

{ с

Числа {х: у\ 2) назы-

называют барицритриче-
ски.чи координатами
ТОЧКИ /' ОТНО<Ч1ТОЛ1.НО

треугольника ЛВС. ее-

-ггРС= О. Эти числа

определены однознач-
однозначно <¦ точностью до про-

пропорциональности; ес-
если наложить условие

х | {/ | г=1. то они

будут определены од-
однозначно. Пусть :.х. I/.

г) — барицентриче-
барицентрические координаты не-

некоторой точки. Тогда

барицентрические ко-

координаты изогональ-

изогонально сопряженной с ней
точки имеют вид

ia'jx, Ьг/у, с'/г). где

а, Ь. с — длины сто-

сторон треугольника

АНС.

Пусть точки Р и Q
изогонально сопря-

сопряжены относительно

треугольника А НС.

Опустим ня точки Р

перпендикуляры ни

стороны треугольника

(или их продолжения)

и раегмотрим окруж-
окружность, п|н>ходящую
через основании rep
нонликуляроп. Такук>
же окружность можно

рассмотреть для точ-

точки Q. Оказывается,
что эти окружности

совпадают.

В том случае, когда /'

и О — точки iit'pwe

чения высот и центр

описанной окружно-
окружности, совнпдение ок-

окружностей означает,

что ос-нмвання выиот

треугольника и сере-

середины его сторон ле-

лежат ;ia одной окруж-

окружности (окружность Эй-
Эйлера).

Рис. 7.

интересное ут-

ся для точки Р. лежа-

шей на описанной ок-

окружности. Изогональ-

Изогонально сопрнженлая ей

точка б<ч-конечн<1 удв-

лсимня. Поэтому осно-

основания перпендикуля-

перпендикуляров, опущенных ir.t

точки /' на стороны

треугольника (или их

нродолжопия), лежат

на окружности боско-

ночного радиуса, т. е.

они лежит на одной
прямой (прямая Сим-
Симеона).

Рис. 8.

Прямая Симеона для

точки Р перпендику-

перпендикулярна прямым, полу-

полученным и-1 прямых

АР. ПР и СР с по-

мо|цьк> симметрии от-

относительно Г>нст*к-

трнс углов Л. И и С.

Перечисление свойств

изогонально сопря-

сопряженных точек мы за-

ннршнм упоминанием
об одной кривой, сня-

занной с треугольни-

треугольником. Эту кривую на-

называют кубика То.ч-
сона: в барицентриче-
барицентрических координатах ос

можно :«|днть уравне-

уравнением третьей степени

а'у'г Ч- b"z'x-i-c'x'y =

где о. Ь я с — длины

сторон треугольника.

Кубика Томсоня про-

проходит чере.ч многие

яамечательные точки

треугольника: верши-
вершины, осноннния биесск-

три<:, точку Лпмуяна.
центр вписанной ок-

окружности. Не менш

зпмечатолмго, что при

нзо1ч>нальном сопря-

сопряжении кубика Томсо-
ini переходит cn.vn н

себя.

Материал подготовил
В. Просолов
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Треугольники
и катастрофы
Кандидат физико-математических наук
А. КАПЕЛЬ,

А. КОВАЛЬДЖИ

Во втором номере нашего журнала
за этот год по предложению Д. Фо-
Фомина была опубликована задача
Ml 330:
На плоскости проведено п прямых

общего положения (никакие три не

проходят через одну точку и никакие

две не параллельны). Докажите,
что среди частей, на которые они

делят плоскость, не меньше а)

л/3; б) (п—1)/2; в)* п—2 треуголь-
треугольников.

Нас будет интересовать точная

оценка числа треугольников. Эта

задача, простая и увлекательная по

формулировке, была поставлена еще

в 1870 году и стала проблемой
на сто с лишним лет. Она затягива-

затягивает, и кажется — решение вот-вот по-

получится. Но почему-то каждая «Эв-

«Эврика!» лишь пополняла нашу коллек-

коллекцию тонких ошибок.

Первое решение получили в 1979 г.

известные геометры Грюнбаум и Шеп-

пард. Здесь мы излагаем более ко-

короткое элементарное решение, най-

найденное А. Канелем. По существу
его можно выразить тремя предло-
предложениями, однако формальный текст

мало что даст для понимания. Мы

постараемся проследить путь, на кото-

котором получено решение, и выявить

ключевые идеи, поэтому вначале на-

наши рассуждения будут проводиться
на интуитивном уровне.

Ослабленная формулировка

На Московской городской математиче-

математической олимпиаде в 1972 году была

предложена следующая
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Задача 1. На плоскости проведе-
проведено 3000 прямых, причем никакие две

из них не параллельны и никакие

три не пересекаются в одной точке.

По этим прямым плоскость разрезали

на куски. Докажите, что среди кусков
найдется не менее а) 1000 треуголь-
треугольников, б) 2000 треугольников.

Решение. Прежде всего ясно,

что л—3000. Пункт а) совпадает
с пунктом а) задачи Ml 330, а пункт

б) является усилением ее пункта б),
поскольку 2000C000—1)/2.
Начнем с ключевой идеи. К каждой

прямой примыкает хотя бы один

треугольник (треугольный кусок с ос-

основанием на прямой). Если это дока-

доказать, то получится решение пункта а),
ибо каждый треугольник примыкает
к трем прямым, и может оказаться

ближайшим для всех трех.

Попробуем найти для каждой пря-
прямой примыкающий к ней треуголь-

треугольник, не пересеченный другими пря-
прямыми. Здесь красивая идея: выбе-

выберем ближайшую к этой прямой точку

пересечения других прямых (рис. 1).
Покажите, что эта точка — вершина
искомого треугольника.
Чтобы доказать пункт б), доста-

достаточно для каждой прямой найти
еще один, примыкающий к ней,
треугольник. Это кажется просто:

ведь у прямой две стороны. Беда
лишь в том, что все точки пересече-
пересечения могут лежать по одну сторону
от прямой... Но... не является ли пло-

плохой случай редкостью? Давайте по-

посмотрим, сколько «плохих» прямых

может быть.

Очевидно, что бывает три плохих

прямых. К счастью, это самый пло-

плохой случай (когда их всего три).
Если же прямых л>3, то плохих

среди них не больше диух. Докажем
это.

Допустим, что есть тройка плохих

прямых. Нарисуем только их и еще

одну прямую. В любом случае появят-

появятся точки пересечения по обе стороны

от одной из плохих прямых (по-
(поскольку на четвертой прямой есть

точка пересечения между диумя дру-

другими). Противоречие.
Итак, при п>3 найдутся не более

двух прямых, к которым примыкает

ровно один треугольник, а к осталь-

остальным примыкает не меньше двух.

Оценим число треугольников. Их, ко-

конечно, будет по крайней мере

Bп—2)/3. В нашем случае это

1999 ±-. Но число треугольников

целое, значит, их не меньше 2000.

Попутно доказано усиление пункта
б) задачи Ml 330, поскольку
2(п—1)/3>(п—1)/2.
Предлагаем вам несколько упраж-

упражнений, идейно близких к только что

решенной задаче.

Упражнения
1. В пространстве провели п плоскостей

общего положения (любые четыре образуют
тетраэдр). Докажите, что среди частей разбие-
разбиения пространства найдется не меньше а)
п/4 тетраэдров (л>4). б) Bл—3)/4 тетраэд-
тетраэдров (л^5).

2 (на идею ближайшей точки). На плоско-
плоскости отмечено л прямых (л 5*3). Любые две из
них пересекаются, и через каждую точку

пересечения проходит не меньше трех прямых.

Докажите, что все прямые пересекаются в од-

одной точке.

3. В пространстве отмечено л плоскостей.

Любые три из них имеют общую точку, и

через каждую такую точку проходит не мень-

меньше четырех плоскостей. Докажите, что все
плоскости проходят через одну точку.

V

Рис. I. Ближайшая точка пересечения.

Точная оценка —

тонкие ошибки

Теперь приступим к нашей главной

задаче:
На плоскости провели п прямых

общего положения (любые три обра-

образуют треугольник). Докажите, что ере-
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Уис. 2. От каждого ipayголышка остался тре-

треугольник.

Упражнение 6. Нарисуйте несколько

прямых общего положения так. чтобы при уда-

удалении некоторой нз них число треугольни-

треугольников не уменьшилось.

Были попытки доказать, что всегда

найдется прямая, удаление которой

уменьшит число треугольников (тогда
бы прошла индукция), но решение

было получено из других соображе-
соображений. При этом остался открытым воп-

вопрос: верно ли, что такая прямая

найдется?
Итак, добавление и удаление пря-

прямых нам не помогло,— поищем дру-
другой путь.

ди частей разбиения плоскости най-

найдутся п—2 треугольника, причем
эта оценка точная.

Упражнение Л. Расположите п прямых

общего положения так, чтобы треугольных кус-

кусков было ровно я—2.

В основе всех первоначальных по-

попыток доказательства точной оценки
лежало наблюдение, что треугольник

«неуничтожимо, т. е. секущая прямая

делит его на две части, одна из ко-

которых
— треугольник. (Кстати, верно

ли аналогичное утверждение для тет-

тетраэдра и секущей плоскости?)
>. Вот одно из красивых «решений».
Если найти любые л—2 треугольника,
то, после пересечений, от них останет-

останется п—2 треугольных кусочка, и зада-

задача решена. Для этого выделим одну

прямую. Остальные пересекают ее в

п—1 точке. Эти точки высекают

п—2 отрезка. Прямые, проходящие

через концы отрезков,образуют с ними

п—2 треугольника (рис. 2). Вот и все?

Упражнение 5 •. Найдите ошибку и этом

«решении».

Попытка применить индукцию

Поскольку треугольник неуничто-
неуничтожим, естественно попытаться приме-

применить индукцию: например доказать,
что добавление прямой увеличит чис-

число треугольников.

Именно на этом пути получено

большинство ошибок. А дело в том,

что само утверждение неверно: до-

добавление прямой может не прибавить

треугольников!

Избегать крайностей —
тоже крайность

В понятии общего положения за-

заметно стремление уйти от вырожден-

вырожденных случаев. Уже само слово «вырож-

«вырожденный» создает ощущение патоло-

патологии, чего-то такого, чего не должно

быть. И школа приучает к этому,

запрещая, например, параллелограмм

считать трапецией. Однако именно

идея вырождения оказалась крае-

краеугольным камнем решения задачи о

треугольниках. Начнем с примера.

Задача 2. В выпуклом пяти-

пятиугольнике каждая диагональ отсека-

отсекает треугольник. Докажите, что сумма
площадей этих треугольников боль-

больше площади пятиугольника.
Решение. Иметь дело с произ-

произвольным пятиугольником довольно

трудно. А нельзя ли его «упро-

«упростить»? Но не ради разбора частно-

частного случая (хотя и это полезно),
а для того, чтобы свести общее ре-
решение к частному.

Давайте двигать вершину одного
из треугольников параллельно его ос-

основанию (рис. 3). Тогда площади

треугольника и пятиугольника не бу-
будут меняться, но будут меняться пло-

площади соседних треугольников.

Ключевая идея: если двигать вер-

вершину треугольника вдоль прямой,
то его площадь будет либо возра-
возрастать, либо убывать, либо не меняться.

(Поскольку основание одно и то же,

о высота либо растет, либо убывает,
либо не меняется). Иными словами:
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В

Рис. 3. Вырождение (упрощение) пятиугольника.

если вершина двигается вдоль прямой
с постоянной скоростью, то площадь
треугольника тоже меняется с посто-

постоянной скоростью.

Значит, сумма площадей всех тре-

треугольников тоже меняется с постоян-

постоянной скоростью. Хорошо, если она

не растет, потому что мы надеемся

доказать неравенство для нового

пятиугольника, а тогда для старого

оно будет верно и подавно.

Но если площадь треугольников

растет, то что делать? Очень просто:

надо двигать вершину в противопо-

противоположную сторону, и площадь будет
убывать.
До каких же пор двигать верши-

вершину? Очевидно, пока пятиугольник

остается выпуклым. Но в этом пре-

предельном положении один из углов

пятиугольника равен 180 градусов...
Ну и пусть, ведь пятиугольник

стал проще! (Стал похож на четырех-

четырехугольник.)
Теперь повторим это рассуждение

для вершины с развернутым углом.

Что получится? Она совпадает с одной
из соседних вершин.

Можно двигать вершины и дальше,

до предела, когда пятиугольник пре-

превратится в треугольник (с двумя
двойными вершинами или одной трой-
тройной), ио можно остановиться и рань-

раньше, поскольку треугольники ЕАВ

и BCD уже покрывают пятиуголь-
пятиугольник.

Итак, доказательство для исходно-

исходного пятиугольника свелось к одному

частному (вырожденному!) случаю,
который очевиден.

Замечание. Можно двигать вер-
вершины пятиугольника вдоль произ-
произвольной прямой, тогда все площади

будут меняться линейно (с постоянной

скоростью), и нам достаточно следить

за тем, чтобы разность площадей

треугольников и пятиугольника (кото-

(которая тоже меняется л.чнейно) убывала.
Такими же средствами решается

и ряд других задач.

Упражнения
7. В выпуклом шестиугольнике каждые

три соседние вершины образуют треугольник.
Всегда ли сумма площадей этих треуголь-

треугольников больше площади шестиугольника?
8. Избумажного параллелограмма выреза-

вырезали треугольник. Докажите, что площадь

треугольника не превосходит половины площа-

площади параллелограмма.

9. Докажите, что у пынук./юго много-

многоугольника найдутся три вершины, которые
образуют треугольник максимальной площа-

площади среди треугольников, вписанных в него.

10. Вкубе «сидит» выпуклое тело, чья проек-

проекция на любую грань куба полностью аи покры-

покрывает. Докажите, что объем тола не меньше

?рети объема куба.
11. Ниотреаке отмечено п точек. Какова

максимально возможная гуммп попарных рас-
расстояний между ними?

12. Покажите, что максимум линейной

функции от координат точек /(лг. у. г)—
—ах-\-Ьу \-cz-\-d внутри выпуклого многогран-
многогранника достигается в одной из его вершин.

13. Лли-БаСа пришел в пещеру, где есть

Золото, алмавы и сундук. Полным сундук
золота весит 200 кг, а полный алмазов —

40 кг. Пустой сундук ничего не весит.

Килограмм золота стоит 20 динариев, а кило-

килограмм алмазов — 60. Сколько денег может

выручить Али-Баба за сокровищу, если он мо-
лсет унести не болен 100 кг?

Во всех этих задачах хорошо рабо-
работают три идеи: 1) сведение общей си-

ситуации к частнему случаю посред-
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ством движения, 2) выбор линейного
движения, которое в одном из направ-
направлений улучшает ситуацию, 3) рассмот-

рассмотрение граничных (краеугольных) слу-
случаев, которые часто бывают вырож-

вырожденными.
Сама возможность не вникать в

процесс движения, а сразу смотреть
во главу угла принципиально важ-

важна: мы встретим ситуацию, когда

варианты движения необозримы, но

можно воспользоваться информацией
о финальном состоянии.

Поэтому в дальнейшем мы будем:
1) двигать прямые, приводя их распо-

расположение к удобному виду, 2) исполь-

использовать линейное движение, т. е.

параллельный перенос с постоянной

скоростью, 3) изучать предельные по-
положения прямых.

План действий

Ближайшие рассуждения не войдут
в окончательное решение, однако их

стоит рассмотреть, поскольку, во-пер-

во-первых, они привели к решению, во-вто-

во-вторых, похожими средствами решаются
многие известные задачи и, в-третьих,
полезно проследить «чистку» реше-
решения. В результате мы получим реше-
решение на интуитивном уровне. Затем

сделаем рассуждения строгими и, на-

наконец, приведем короткое формальное
доказательство.

Где живут треугольники?

Еще. быть может, каждый атом —

Вселенная, где сто планет;
Там все. что здесь, в объеме сжатом.
А также то. чего здесь нет.

В. Брюсов

Из-за обилия случаев расположения

прямых все попытки в них разобрать-
разобраться потерпели неудачу. Попробуем
двигать прямые. Ради линейности бу-

будем двигать их параллельно самим се-

себе. Что может произойти?
Пока прямые не проходят через

точки пересечения других прямых,

картина в принципе не меняется.

Но если несколько точек пересече-
пересечения совпадут — произойдет «ката-

Рис. 4. Гибель и рождение треугольника при
движении пунктирной прямой.

строфа»,— исчезнет один или не-

несколько треугольников. После ката-

катастрофы произойдет «перестройка», ре-

результат которой , непредсказуем

(рис. 4).

Поэтому доводить дело до ката-

катастрофы мы не будем, а остановим-

остановимся за одно мгновение до нее, тогда

треугольники не исчезнут и не появят-

появятся, а лишь уменьшатся. То, что по-

получится, назовем фокусом прямых.

Фокус, таким образом, это несколько

прямых, все точки взаимного пересе-
пересечения которых лежат в малой об-

области, почти точке, причем эта об-

область не пересекается с другими

прямыми (рис. 5).
Для нас особенно важно, что в фоку-

фокусе наблюдается разбиение плоскости

в миниатюре, но с меньшим числом

прямых. Иначе говоря, фокусы —
это обособленные «миры», в которых

Рис. 5. Фокусы.
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живут свои собственные крошечные

треугольники. Поэтому, если удастся

•развалить» картинку на фокусы,
то треугольники станет легче считать

(поскольку для меньшего числа пря-
прямых задачу можно считать решенной
по предположению индукции).

Вернемся к индукции

Итак, предположение индукции состо-

состоит в том, что любые А прямых

при к<п разбивают плоскость на ча-

части, среди которых не меньше, чем

А—2 треугольника. Значит, в фокусе
из А<л прямых найдутся А—2

треугольника.
Пусть, к примеру, двигая прямые,

нам удалось их все собрать в два

фокуса: в один
— с 1-й по А-ю,

в другой — с А-й по п-ю, причем
ft я прямая общая (рис. 6). Тогда в фо-
фокусах наберется (А—2)+(л—А+
+1—2)—п—3 треугольника, и для

индукционного перехода надо найти

еще один треугольник вне фокусов.
Это можно сделать (достаточно найти
пересеченный треугольник), однако
удастся ли нам все прямые собрать
ровно в два фокуса? К сожале-

сожалению, нет. А когда фокусов много,

возникает разнообразие случаев. Что
делать?

Где границы возможного?

Исследуем процесс образования фоку-
фокусов. Вначале прямые могут двигаться

независимо, но если образовался фо-
фокус, то его надо сохранять, т. е.

прямые фокуса двигать, как одно це-

целое в виде «ежа» (мы запрещаем
прямым фокуса двигаться относитель-

относительно друг друга для того, чтобы,
во-первых, предотвратить катастрофу,
а во-вторых, сохранить разбиение пло-

плоскости в миниатюре). Фокусы (почти

точки) могут дополняться новыми

прямыми или объединяться (в одну
почти точку), а их сохранение бу-
будет все сильнее ограничивать сво-

свободу движения и, наконец, все воз-

возможности двигать прямые будут ис-

исчерпаны.

При этом надо избежать стягива-

К-1 к+1 п-1 л

Рис. 6- Два фокуса.

ния всей картинки в один фокус
(чтобы применить индукцию по числу

прямых). Достаточно, например, за-

зафиксировать две точки пересечения

(чтобы они не попали в один фо-
фокус).
Теперь поймем, как связаны ско-

скорости прямых в одном фокусе. Две
прямые можно двигать произвольно,

а остальные должны под них под-

подстраиваться (рассмотрите случай трех
прямых). Иначе говоря, сохранение
фокуса из А прямых требует А—2

соотношений между их скоростями.

Но в этом же фокусе, по нашему

предположению, найдутся А—2 тре-

треугольника,— столько, сколько соотно-

соотношений. Не здесь ли ключ к ре-

решению?

Попробуем оценить число треуголь-
треугольников через число соотношений в ко-

конечном состоянии (когда прямые

потеряют подвижность). Вначале мы

закрепили одну прямую и две точки

пересечения на ней, т. е., фактиче-
фактически, три прямые. У нас остались

п—3 свободные прямые. Будем фоку-
фокусировать их до упора. Для сохра-
сохранения фокусов потребуется п—3 соот-

соотношения. По предположению индук-

индукции число треугольников в каж-

каждом фокусе не меньше числа соотно-

соотношений, значит всего треугольников

не меньше, чем п—3.

Заключительный аккорд

Осталось найти еще один треуголь-
треугольник. Всего один, где-то между фо-
фокусами. Но как его искать — не-

неясно...
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Подумаем: если нам нужен еще

один треугольник, то зачем его ис-

искать? Нельзя ли сделать так, чтобы
он был с самого начала? Нам-то

ведь все равно, какие три прямые

зафиксировать вначале. Давайте за-

зафиксируем те, которые уже образуют
треугольник! Задача решена!

Изготовление решения

Наша работа еще далеко не конче-

кончена: чтобы записать решение, надо на-

наши рассуждения очистить, усовершен-

усовершенствовать и сделать строгими. Важно

понять связь между треугольниками

и фокусами, в частности, почему

число треугольников в фокусе не

меньше числа соотношении, нужных

для его сохранения.

Упражнение 1-1 (на идею фокуса).

Докажите с помощью движения одной прямой,
что к ней примыкает треугольник.

Итак, мы решили сначала закре-
закрепить один, произвольно выбранный,
треугольник — это спасло нас от об-

общего «коллапса» и дало треугольник

вне фокусов. А не сохранить ли нам,

ради равноправия, сразу все треуголь-
треугольники? Тогда при движении прямых

фокусы вообще не появятся (посколь-
(поскольку в фокусе существует треуголь-
треугольник, который до этого сжимался, т. е.

не сохранялся).
Но если картинка окажется не-

нежесткой, то при некотором движении

фокус все же появится. Это будет
противоречием. Значит, сохранение
всех треугольников гарантирует жест-

жесткость картинки, и нам достаточно

показать, что, сохраняя меньше, чем

п—2 треугольника, нельзя добиться
жесткости.

Вспомним, как мы сохраняли фо-
фокус: разрешали ему двигаться как це-

целому. Простейший фокус — это тре-

треугольник. Поступим с обычным тре-

треугольником так же: разрешим пере-
перемещаться, но сохраним размер. (Про-

(Проверьте, что полное фиксирование п/3
треугольников может привести к по-

потере подвижности прямых.)
Но теперь мы не зафиксировали

и начальный треугольник, поэтому,

1'ис. 7. Сохраняя синий треугольник, можно

сжимать красный.

чтобы избавиться от неинтересных
параллельных переносов всей картин-
картинки, закрепим две прямые. (Кстати,
положение фокуса тоже определялось

двумя прямыми.)
Каждый треугольник, как и про-

простейший фокус, дает одно соотноше-

соотношение для скоростей прямых. Следова-
Следовательно, сколько мы сохраним тре-

треугольников — столько получим соот-

соотношений.

Итак, надо выбрать п—2 скорости,
которые мы назовем параметрами.
Если треугольников мало (меньше
числа параметров), то сохранение
их размеров не обеспечит жесткости

(рис. 7).
Но почему, если нет жесткости,

можно получить фокус? У нас, как и в

задаче про пятиугольник, есть воз-

возможность двигать прямые в обратную
сторону, т. е. менять знаки всех ско-

скоростей на противоположные, поэтому

можно направить одну из прямых к

точке пересечения закрепленных пря-

прямых,— и тогда фокус неминуем.

(Забавно, что при изготовлении ре-

решения индукция исчезла, как исче-

исчезают строительные леса при воз-

возведении зданий.)

Суммируем...

Сначала мы закрепили две прямые,
а остальным разрешили двигаться с

постоянными скоростями так, чтобы

размеры всех треугольников сохра-

сохранялись. Тогда, если треугольников

окажется меньше, чем п—2, то скоро-

скорости прямых можно выбрать ненуле-
ненулевыми (будет доказано). Меняя, если

надо, направления всех скоростей,
можно создать фокус, где и обна-

обнаружится неучтенный треугольник.
Противоречие.
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Уточним рассуждения

Чтобы получить строгое доказатель-
доказательство, необходимо уточнить наши ин-

интуитивные рассуждения, и прежде

всего о жесткости. Переведем их на

язык алгебры, где скорости — неизве-

неизвестные, а соотношения — уравнения

для них. Подвижность прямых озна-

означает, что существует ненулевое реше-

решение системы уравнений.
Каждый, кто возился с системами,

знает, что, как правило, если число

уравнений равно числу неизвестных,

то система имеет конечное множество

решений; если уравнений больше,
чем неизвестных (переопределенная
система), то решений нет; если урав-

уравнений меньше, чем неизвестных

(недоопределенная система), то реше-
решений бесконечно много. Последним

соображением мы и воспользовались.

К сожалению, эти соображения вер-
верны только «как правило». Например,
система

(x+y+z=l,
\x+y+z=2

решений не имеет, хотя число урав-

уравнений в ней меньше числа неизве-

неизвестных. Однако в частном случае,

когда все уравнения линейные и одно-

однородные, справедлива следующая

Теорема. Недоопределенная си-

система m линейных однородных урав-
уравнений с п неизвестными (m<Zn)

имеет бесконечно много решений.

Докажите эту теорему по индукции,
последовательно избавляясь от неиз-

неизвестных методом подстановки. (Дока-
(Доказательство можно найти в любом кур-
курсе линейной алгебры.)
Переведем разговоры о соотношени-

соотношениях для скоростей прямых на язык

линейных уравнений (скорость пря-
прямой — это скорость ее удаления от

начального положения).
Можно убедиться (выражая коорди-

координаты или векторы), что точка пересе-
пересечения двух прямых, движущихся с

постоянными скоростями, тоже дви-
движется с постоянной скоростью, и сто-

стороны треугольника меняются с посто-

постоянной скоростью, откуда вывести, что

условие сохранения размера тре-

треугольника выражается линейным од-

однородным уравнением для скоростей
прямых.

Докажем последнее утверждение
геометрически. При параллельном пе-

переносе треугольника образуются три

параллелограмма (рис. 8), причем

площадь одного из них равна сумме

площадей остальных. Площадь па-

параллелограмма есть произведение сто-

стороны треугольника на величину

сдвига прямой.

Будем считать направление сдви-

сдвига прямой положительным, если тре-

треугольник растет. Тогда условие равен-
равенства площадей параллелограммов за-

запишется в виде линейного однород-
однородного уравнения

где а>, а2, аз — стороны треуголь-

треугольника, А|, Ла. hi—сдвиги прямых.
Таким же точно уравнением связаны

и скорости прямых.

Итак, условие сохранения всех

треугольников
— это система линей-

линейных однородных уравнений. Как ви-

видите, линейность принесла плоды.

Упражнение 15. Покажите, что в си-

системе координат (лг, у) в момент времени (

уравнение прямой, движущейся со скоростью

i, можно записать в виде:

х sin и—у cos u=c-j- ot,

где u — угол наклона прямой к оси абсцисс.

Рис. 8. Три параллелограмма. SAA,K,i
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Строгое доказательство

В заключение приведем строгое дока-

доказательство, в котором, как это и при-
принято в серьезной литературе, скрыты
все повороты мысли. Такие тексты на-

напоминают ребусы или компьютерные

программы без комментариев. Их

смысл, по выражению академика

В. И. Арнольда, подобно притчам,
разъясняют лишь ученикам наедине.

Допустим, что число ft треуголь-

треугольников разбиения меньше, чем п—2.

Пусть d — минимальная из сторон

треугольников; у,,.... и„
— скорости

прямых в перпендикулярных направ-
направлениях, причем Ui= i>2=0.
Условие сохранения размеров всех

треугольников равносильно системе k

линейных однородных уравнений для

скоростей vt (i=3,..., n), которая (со-
(согласно теореме) имеет ненулевое ре-
решение.

Можно считать (поменяв, если на-

надо, направление времени), что некото-

некоторая прямая Jj движется в сторону
точки пересечения прямых 1\ и ?2.

Существует момент («катастрофа»),
когда три или больше прямых про-

проходят через одну точку. Пусть t —

первый такой момент, тогда в момент

ii=t—d/Bmax v,)

найдутся три прямые, которые обра-
образуют непересеченный треугольник со

стороной меньше d. Это противоре-
противоречит сохранению размеров всех тре-

треугольников. Утверждение доказано.

Замечания

1. Условие задачи о треугольни-
треугольниках обобщается для пространств

любого числа измерений, в частно-

частности: если в трехмерном пространстве
провели п плоскостей общего положе-

положения, то среди частей разбиения

пространства найдутся не меньше, чем
п—8 тетраэдра. (Почему треугольни-
треугольников п—2, а тетраэдров п—3? Что

будет в одномерном случае?)

2. Просматриваярешение, можно

убедиться, что требование общего по-

положения прямых можно ослабить:
если среди п прямых на плоскости

любые две пересекаются, и не все

прямые проходят через одну точку,
то среди частей разбиения плоскости

найдутся п— 2 треугольника.
Главное отличие состоит в том,

что в процессе движения могут раз-

разрушаться точки многократного пере-

пересечения, и тогда возникнут новые

треугольники. Но эти треугольники

будут расти с постоянной скоростью,
и их легко отличить от искомого

треугольника, который сжимается в

точку.

Проведите соответствующие рас-

рассуждения самостоятельно.
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Тригонометрические
задачи

1. Выяснитекакое из двух чисел больше:

а) 81л Б или bin в,
й) сов 7 или сов 8:

в) tg8 или tg S ;

г) sin3 или Bin 3s,

2 , 3 л
д) arceinу

+arceln — или
-^;

е) arctg— или -^-; ж) arctg-^ или —;
Л о о о

э) arctg -г- или -j-.
2. Вычислите:

a) arcsln sin 10; б) arccoe cos 10;

в) arctg tg 10; г) arcctg ctg 10;

д) sin ^2 arccoe -g-j; е) сое {2 arcein ttJ;
ж) сов(arctg б);

a) tg3 x-f- ctg1*, если eln x+ совх«*а.

8. Докажите тождество:

a) l+tgx+tgsx+tgax«
V2 coe(-J - х)

С08°Х

„26) ein a4- 2 sin За+в1п 5a=4 elnSa cos a;

,) \2xt'X =вШ2х;
tg2x—tgx

. ein 2x—sln3x+8in4x
'
cos2x—

3—4 cos 2a+cos 4a f
Л'

S+4 cos 2n+cos 4a
^ tg a'

ej arcsin x-f-arccoe x= —;

ж) arctg x+arcctg x= -^-.
4. Решите тригонометрическое уравнение:

a) coeBx- o-J-j;

r) cos jc+cos 5дг=2; д) sin x sin 5x= 1;

e) sin сов xs-cos sin x; ж) tg 2x tg 7x=l;

э) tg D ein х)^т{3; и) ctg C сое х)=1;

к) eln 5x=sin x+sin 2x;

л) сое x+coe Зх+cos 5x-rcoe 7x=0;

м) sinJx+einI2x-Min23*+sinJ4x=2;

н) 8в1п2х+8совгх=1;

о) сое х сое Зх=сов 2х;

с) 8 ein x-f-4 сое х=5;

р) sin х 81л Зх+eln 4х sin 8jc=0;

с) 2 eln8 x+BinJ 2x— -|- — 2 cos 2x;

т) 2 Bin* x~4 sin* 2x+7 сов 2х — в;

у) cos' x+eln» x

ф) 3(сов х — eln х)=1+сов 2х — ein 2x;

х) 1-reln 2х—сое х — в1п х;

111

I6 сов 2х — -^;

Ч) ein х sin 2x sin Зх
'

ч) 4 tg 4х—4 tg Зх—tg 2x—
=tg 2x tg Sx tg 4x:

5. Решите «комбинированное» уравнение:

в) 4'Blnxt4-2сое2x^3:

б) -\Д() сое x=V* сое х—сое 2х ;

г) Vcoex=i-v'2 ein — ;

е) сов х—2 ein 2х—cos Зх»

— 11—2 sin х—cos 2x |;

ж) ~yi2-5ain(x+|-L-2flinx=
3V'2

~ 2 cos x;

з) D 8inx+l+v3+5cos2x— l6sinx)X

X(l + 3cos2x)=0.

б. Решите уравнение с обратными тригономет-

тригонометрическими функциями:

а) 2arcsin x= arccos Зх:

б) arcsin2x-farccoeJ x= — nJ;
4

в) arcsinx ¦ arccos x= — 1;

г) arctg(x—1) =3 arctg (x + D:

д) 2arcein x+агссов 2x=.-i/2;

е) arcsinx=2 arctg x;

ж) 2arcsin x=arcsin BxVl —x5);
з) 2arccos x ¦« arccos Bx2— 1);

н) arccoe (^ — arccos x) = arcsin (^ — arcsin xj .

Публикацию подготовил А. Егоров

51



hvdnt mccm* ru

Новости кубологии

Кандидат физико-математических наук

В. ДУБРОВСКИЙ.

А. КАЛИНИН

Лучшая головоломка XX века, при-
придуманная 13 лет назад венгерским
преподавателем дизайна Эрне Руби-
ком, упорно сопротивляется попыт-

попыткам разгадать все ее тайны. Сразу
после изобретения кубика Рубика на-

начался поиск самого короткого пути
к ее решению. Первые разработан-
разработанные алгоритмы требовали 200—300
ходов (поворотов граней) для того,

чтобы вернуть кубик в исходное со-

состояние.

Постепенно длина алгоритмов (т. е.

минимальное число ходов, гаранти-

гарантирующее решение) сокращалась. Это
происходило за счет изменения по-

последовательности сборки разных ча-

частей головоломки (улучшения страте-

стратегии) и применения более коротких опе-

операций для перестановки и правиль-
правильной ориентации маленьких кубиков
(улучшения тактики). Ставший самым
популярным «послойный» алгоритм
кубика Рубика («Квант», 1983, № 9)
осуществляет сборку не более чем за

108 ходов). Совершенствуя его, уда-
удается уменьшить это число до 86
ходов. Дальнейшие улучшения тре-
требуют резкого увеличения количества

формул, которые необходимо держать
в голове или на бумаге в процессе

сборки. В период всеобщего увлечения

кубиком A981—1983 гг.) редакция
«Кванта» получила не менее десятка
объемистых разработок, авторы кото-

которых, проделав гигантскую работу по

поиску новых операций, получили ал-

алгоритмы, позволяющие решать «голо-

«головоломку века» в среднем за 50—60 хо-

ходов*). Наиболее основательную рабо-

рабо•I Подчеркнем, что здесь речь идет именно О

среднем числе ходов, а -Точнее, о числе ходов,

которое обычно требовалось самим авторам алгорит-
алгоритмов для сборки кубика их методом.

ту проделал московский инженер

А. Карасев, разработавший таблицы

для сборки кубика из 5412 операций,
разбитых на 22 группы по 246 фор-
формул в каждой группе!
Одновременно с любителями решать

головоломку, держа ее в руках, не-

неприступный кубик штурмовали и про-

программисты. Сначала успеха добились
менее «безумные» из них — те, кто

взялись за Малый кубик размером
2Х 2Х 2 кубичка. Задачу они решали с

конца: исходя из правильного состоя-

состояния кубика, программа начинает

«разрушать» его, получая и запоми-

запоминая результаты всевозможных пово-

поворотов граней. Бели какая-либо рас-

расцветка кубика появляется повторно,

то соответствующая операция игнори-

игнорируется, так что в памяти компьютера

остаются только самые короткие фор-
формулы. В результате был получен спи-

список всех возможных состояний Малого

кубика с указанием, после каких по-

поворотов граней они впервые появи-

появились. Этот список никогда не был ни

опубликован, ни напечатан хотя бы в

одном экземпляре. Причина не столь-

столько в его громадных размерах, сколь-

сколько в том, что из-за таких размеров

слишком трудно найти в списке

нужную вам в данный момент опе-

операцию.

Если подсчитать количество состоя-

состояний Малого кубика после опреде-
определенного числа поворотов граней, то

получится следующая таблица:

1 расцветка -

9 расцветок -

54 расцветки -

321 расцветка -

1 847 расцветок -

9 992 расцветок -

50 136 расцветок -

227 536 расцветок

870 072 расцветки

после 0 поворотов граней,

после 1 поворота граней,

после 2 поворотов граней,

после 3 поворотов граней,

после 4 поворотов граней,

после 5 поворотов гранен,

после 6 поворотов граней,

после 7 поворотов граней,

после 8 поворотов граней.
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1 887 748 расцветок —

после 9 поворотов граией,
623 800 расцветок —

после 9 поворотов граней,
2 664 расцветки —

после 11 поворотов граней.

Поворачивая грани 12 раз, компью-

компьютер не нашел ни одного нового со-

состояния Малого кубика. Следователь-
Следовательно, чтобы решить головоломку из 8 ма-

маленьких кубичков, всегда достаточно

сделать не более 11 ходов. Чаще
всего хватит и 10 ходов.

Малый кубик есть не что иное, как

8 угловых кубичков классического

кубика Рубика. Но в последнем
—

26 кубичков, а это уже колоссально

усложняет задачу перебора. Кубик
Рубика может иметь N л 4,ЗХ 10' раз-
различных расцветок. Если ваша про-

программа будет тратить всего 1 микро-
микросекунду на получение и анализ одной
расцветки, то понадобится 1,4 мил-

миллиона лет, чтобы закончить всю рабо-
работу. Вот почему в начале статьи мы

назвали «безумными» тех программи-
программистов, что взялись за решение этой

задачи.
Из этих программистов первого

впечатляющего успеха добился ан-

английский математик М. Тистлетуэйт,

который разработал совершенно но-
новый алгоритм, позволявший всегда

упорядочить кубик Рубика не более

чем за 52 хода (¦ Математика волшеб-
волшебного кубика», «Квант», 1982, № 8).
Хотя в принципе с помощью этого

алгоритма можно собрать кубик и

вручную, реально его иожет выпол-

выполнить только компьютер. В дальней-
дальнейшем этот алгоритм удалось несколь-

несколько улучшить
— сначала этого добился

сам англичанин, а пару лет назад

X. Клоостерман из Голландии довел

длину алгоритма до 42 ходов. Важно

отметить, что эта граница обоснована

строго (а не эмпирически), т. е. дока-

доказано, что из любого состояния кубика
Рубика можно вернуться в правиль-
правильное не более чем за 42 хода, при-
причем данный рекордный алгоритм не

может гарантировать лучшего резуль-

результата. (Это не означает, что другой
алгоритм не может оказаться коро-

короче.) Конечно, это доказательство су-

существенно использует компьютер

(как, например, и относительно не-

недавнее решение знаменитой «пробле-
«проблемы четырех красок»): для каждого

из этапов сборки был осуществлен
полный перебор вариантов, число хо-

ходов, понадобившееся в худшем слу-

случае, и принимается за «длину» дан-

данного этапа.

Совсем недавно нового достижения

добился немецкий математик Герберт
Коцемба. Он был среди тех «менее

безумных», кто 10 лет назад победили
Малый кубик, но затем примкнул к

«самым самым» и, возможно, уже

остался единственным, кто до наших

дней продолжал штурм головоломки

века. Теперь к нему пришел заслу-

заслуженный успех. Он разработал алго-

алгоритм и написал программу, которая

решает головоломку Рубика менее чем

за 21 ход! Сразу скажем, что эта

оценка длины, в отличие от преды-

предыдущей, эмпирическая: все состояния

кубика, которые предлагались про-

программе Коцембы, были упорядочены
не более чем за 21 ход. В частно-

ности, программа нашла более корот-
короткие решения для многих задач на

составление узоров на кубике (или
пасьянсов), весьма популярных в «зо-

«золотую эру» кубика. Нет никакой га-

гарантии, однако, что состояний, тре-

требующих больше 21 поворота по про-

программе Коцембы, не существует во-

вовсе. Более того, такую гарантию мог

бы дать только полный перебор ва-

вариантов для каждого этапа програм-
программы (их два), а он пока не под силу

даже программе Коцембы и его более

мощному, чем у предшественников,

компьютеру.

Идея алгоритма Герберта Коцембы

Собственно говоря, то, что придумал
Коцемба, не является «алгоритмом

сборки кубика» в том смысле, как

его обычно понимают в «кубологии».
Обычные алгоритмы сборки пред-

представляют собой наборы правил, позво-

позволяющих для любого заданного состоя-

состояния кубика поставить некую бли-

ближайшую цель и достичь ее, вы-

выполнив последовательность поворо-
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Рис. 1. Промежуточное состояние кубика
Рубика.

тов граней, предписываемую прави-
правилами в данной ситуации. Тем самым

кубик переводится в новое состояние,

более близкое к правильному (по

крайней мере, с точки зрения данного

алгоритма). Например, цель может со-

состоять в том, чтобы найти непра-

неправильно стоящий угловой кубичек и

переместить его в свой угол, не тро-
трогая остальные угловые кубички. И та-

таких маленьких шажков приходится

делать очень много.

В алгоритме Коцембы ставится
только одна промежуточная цель —

кубик надо перевести в одно из со-

состояний, которые так и названы —

промежуточными. Они характери-

характеризуются тем, что любое промежуточ-
промежуточное состояние можно получить из пра-
правильного (а значит, и наоборот —

превратить его в правильное), пово-

поворачивая четыре боковые грани только

на 180°, а верхнюю и нижнюю —

на произвольный угол (естественно,

кратный 90°). Более наглядное опи-

описание семейства промежуточных со-

состояний дает специальная расцветка

кубика, изображенная на рисунке 1:

верхняя и нижняя грани красятся

одним цветом, а на каждом из ре-

реберных кубичков горизонтального
среднего слоя один из двух квадра-

квадратиков красится вторым цветом; ос-

остальную поверхность кубика вообще
можно не закрашивать. Первая цель

(задача первого этапа) алгоритма Ко-
Коцембы — восстановить такую раскра-

раскраску из хаотического исходного состоя-

состояния. При этом, конечно, можно поль-

пользоваться любыми поворотами. На вто-

втором этапе применяются только пово-

повороты, перечисленные выше. Легко по-

понять, что они автоматически сохра-
сохраняют нашу вспомогательную раскра-

раскраску. По существу, на втором этапе

происходит только установка каждого

кубичка на его место. А благодаря
сохранению вспомогательной рас-
раскраски правильная ориентация ку-
кубичков на своих местах будет обеспе-
обеспечена автоматически. Таким образом,
число промежуточных состояний рав-

равно числу допустимых перестановок

кубичков (т. е. перестановок, полу-

получаемых из правильной поворотами
граней), при которых реберные кубич-
кубички среднего слоя остаются в этом слое.

Его нетрудно вычислить: четыре ку-

кубичка среднего слоя переставляются

4! способами, остальные реберные ку-
кубички — 8! способами, угловые — то-

тоже 8! способами. Общее число все-

всевозможных перестановок
— (8!JХ

X4J — нужно еще поделить пополам,
чтобы выделить допустимые переста-
перестановки (см. статью «Математика вол-

волшебного кубика»). Итак, получается
2V2=(8!J- 4!/2«19,5- 10* проме-
промежуточных состояний. Эта величина

дает представление о порядке числа

вариантов, которое должна держать в

своей памяти машина, подыскивая
достаточно короткую операцию для

упорядочивания промежуточного со-
состояния.

На первом же этапе программу ин-

интересует не полное описание задан-

заданного состояния кубика (т. е. не все

4,3- 1019 возможных вариантов), а

только исходное расположение цве-
цветов вспомогательной раскраски, кото-

которое нужно привести к стандартному

виду (рис. 1). Другими словами, здесь

важны ориентации всех кубичков и

места, занимаемые четырьмя кубич-
ками среднего слоя. Таким образом,
число JV1 вариантов, рассматриваемых
на первом этапе, равно

(число допустимых ориентации
8 угловых кубичков)X (число до-

допустимых ориентации 12 ребер-
реберных кубичков)X (число располо-
расположений кубичков горизонтально-
горизонтального слоя)=37.2".с1г«2,217-109
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(почему З7 и 2U, а не З8 и 212, объяс-
объясняется в упомянутой выше «Мате-

«Математике волшебного кубика»).
Естественно, Nt N2 — это общее чис-

число допустимых состояний кубика, и

оно на 9 порядков больше числа

Ni +N2 вариантов, охватываемых про-

программой. Тем не менее, даже это

уменьшенное число все еще слишком

велико, чтобы можно было произвести
исчерпывающий перебор случаев и за-

запомнить его результаты. Поэтому ма-

машина не знает заранее, какое реше-
решение она выдаст для введенного в нее

исходного состояния кубика. Она
ищет решение «в присутствии заказ-

заказчика» и выдает, возможно, не крат-

кратчайший, но достаточно короткий ва-

вариант.

Отметим, что метод Коцембы также

восходит к алгоритму Тистлетуэйта.
Однако в последнем используются не

один, а три вложенных друг в друга

класса промежуточных состоянии, от-

отвечающих поэтапному сужению набо-

набора разрешенных поворотов; второй из

этих трех классов и составляют про-

промежуточные состояния Коцембы. По-
Понятно, что если вам нужно добраться
из пункта А (исходное состояние) в

пункт В (правильное состояние) и по

дороге обязательно посетить пункт С

(промежуточное состояние), то такой

путь АСВ может оказаться длиннее

прямого пути АВ, даже если его отрез-
отрезки АС и СВ проходятся оптимально.

А если еще и на пути из А в С надо
завернуть в D, а из С в В — в до-

дополнительное промежуточное состоя-

состояние Е, то получится еще более длин-
длинный путь ADCEB. Зато каждый из

отрезков этого пути уже настолько

сокращается, что полный перебор слу-
случаев становится возможным. Так и

появились рекордные результаты Ти-

Тистлетуэйта и Клоостермана.

Как работает программа Коцембы

Грубо говоря, Коцемба заставляет ма-

машину просматривать всевозможные

цепочки поворотов, разрешенных на

соответствующем этапе, и ловить мо-

момент, когда цель этого этапа будет
достигнута. Однако при таком лобо-

лобовом подходе объем просматриваемых

вариантов был бы слишком велик.

Так, первый ход можно сделать 6Х
Х3=18 способами (любую из шести

граней можно повернуть на один из

трех углов
— 180°, ±90°), на втором и

каждом из следующих ходов число

способов равно 15, так как нет смысла

дважды подряд поворачивать одну

грань. Таким образом, возникает «де-
«дерево вариантов», от каждой ветви ко-

которого отходят пять следующих вет-

ветвей. (На самом деле, начиная с опре-

определенного момента некоторые ветви

будут срастаться, потому что разные

цепочки ходов могут порождать оди-

одинаковые преобразования кубика.) Чис-
Число цепочек ходов длины, не превос-

превосходящей п, равно сумме геометриче-

геометрической прогрессии 18A+15+...+15':~1).
Между прочим, только при п=18

это число превысит общее число N со-

состояний кубика, а значит, заведомо

найдутся состояния, которые нельзя

упорядочить меньше чем за 18 ходов.

В действительности, из-за сращивания

ветвей дерева вариантов число 18
можно еще увеличить. (В свое время

промелькнуло сообщение о том, что

доказано существование состояний, не

решаемых быстрее чем за 21 ход;

впрочем, оно могло быть не вполне

достоверным.) Как видим, результаты,

показываемые программой Коцембы,
близки к наилучшим.

Сокращения перебора Герберт Ко-
Коцемба добился с помощью специаль-

специальной фильтрующей программы. Она

хранит определенную информацию о

всех цепочках из, скажем, не более
чём 8 ходов, и позволяет отсеивать

состояния, которые заведомо не упоря-

упорядочиваются (в смысле 1-го или 2-го

этапов алгоритма) такими цепочками.

Начав «сборку», компьютер на-

настраивается выполнить первый этап

за 10 ходов. Он порождает первые

два хода и включает фильтр на 8 хо-

ходов; если возникшее состояние не от-

отсеется, производится третий ход и

включается фильтр на 7 ходов, и т. д.

Если на каком-то шагу произойдет от-

отсев, надо поменять предыдущий сде-

сделанный ход. Пока что для всех по-

позиций, предлагавшихся программе,
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Рис. 2. Пасьянс «реверс» — все реберные куСич-
ки перевернуты на своих местах.

удавалось осуществить первый этап не

более чем за 10, а второй — не более
чем за 14 ходов.

Для реализации своего алгоритма

Коцемба использовал персональный

компьютер Atari ST с памятью

1 Мбайт и частотой 8 Мгц. Ядро про-

программы
—

генератор операций с бло-

блоком проверки, написанные на Ас-

Ассемблере. Размеры этого ядра
— ме-

менее 500 байт! Остальные части про-

программы, которые не оказывают су-

существенного влияния на быстродейст-
быстродействие, выполнены на Бейсике. В резуль-

результате среднее время нахождения одно-

одного решения
— 1,5 минуты A0 секунд

на первый этап и 85 секунд на вто-

второй). Работа построена так: в компью-

компьютер вводят описание конкретного ку-

кубика (расположение и ориентацию

всех кубичков). После этого машина

ищет и запоминает лучшие (ае более
13 ходов) пути для достижения про-

промежуточного состояния, а затем для
самого короткого из них включается

второй этап. Если суммарная длина

полученной после этого операции

больше 21 хода, компьютер возвра-
возвращается к этапу 1 и пытается найти
более короткое решение на базе дру-

другого промежуточного состояния, воз-

возможно, увеличив длину первого отапа.

Предъявляя компьютеру различные

варианты запутанного кубика, Гербер-
Герберту всегда удавалось обнаружить опе-

операцию не длиннее 21 хода, хотя бы

на это и уходило много часов ра-

работы программы.

Герберт Коцемба обратился ко всем

любителям кубика с предложением
присылать ему варианты запутанно-
запутанного кубика, к которым не удается

вручную найти операции короче 21

хода. Л мы в 1982—83 гг. проводили

конкурс среди читателей популярного
еженедельника «Собеседник» по луч-

лучшим узорам (пасьянсам) на гранях
кубика Рубика. Тогда победители
нашли операции короче 21 хода ко

всем узорам, кроме одного (см. рис. 2),
и теперь мы послали эту задачу в

Дармштадт, где живет автор рекорд-
рекордного алгоритма.

Список читателей,

приславших правильные решения

(Начало см. на с. 26)

39; Е. Постников (Курск) 34; В. Регель-
мап (В«ку) 30, 32, 39, 40: Н. Рогачев
(Алма-Ата) 29. 30. 32—36, 39, 40; И. Рыбаков

(Октябрьакий) 30; В. Рыбачук (Винница) 2», 30,
32; А. Рыскин (Тишкент) 33. 34, 36: Д. Савин

(Москва) 30; С. Самсонов (Старый Осхол) 30,
34: В. Свириденко (Троицк) 29—31; А. Серафи-
Серафимович (Борисов) 29. 30, 32, 33. 35, 39; С. Си-
макин (Нижний Тагил) 29; А. Слюсарснно (Ки-
(Киев) 29, 30. 32. 34. 35; Д. Смирнов (Куэне-
цовгк) 32; Д. Соколов (Космодемьянок) 30;
А. Солодушкин (Огепногорск) 30; А. Сорокин
(Москва) 29. 30; Л. Стенюкин (Мичуринск) 30;
А. Стехнович (Львов) 2». 30: А. Тарасов (ТТяти-
горок) 36; О. Тойгельбойм (п. Черноголовка
Московской обл.) 29, 30, 32; С. Тимощук
(с. Черница Роьенокой обл.) 30, 31; А. Тимчен-

Тимченко (Алма-Ата) 30; Б. Ткаченко (Запорожье)
30, 35. 36, 39; В. Тояпекин (Одесса) 30. 32. 30;
С. Тумаха (Киев) 28—32, 34—37. 39—41;
Д. Федпрец (Харьков) 28. 30, 40, 42; Д. Федо-
Федотов (Алма-Ата) 34. 36, 39, 40; С. Филин (Воро-
(Воронеж) 30, 32; А. Хамхидько (Старый Оскол)
30; Р. Хапков (Старый Оскол) 29, 30, 33—35.
39, 42; М. Химич (Кузыецовск) 30. 32; А. Хре-
Хренов (Москва) 2». 30; П. Хрущ (Брест) 30, 32;
Е. Цыпин (Северодвинск) 30: А. Черный (Моск-
(Москва) 29, 30; А. Чесночов (Вольск) 30; А. Чиж
(Брест) 30, 32; С. Шаге (с. Кулясово Атяшев-
ского р-на) 30; И. Ширяев (Кузнецовск) 30. 32,
34—36, 38, 39, 42; А. Шкуренно (Днепропет-
(Днепропетровск) 29, 30, 32, 35, 37, 39; С. Шолдан (Фа-
лешты) 30; В. Шорин (Обнинск) 30, 32, 34, 35;
О. Шпырко (Киев) 30, 34—37. 39—42; И. Шу-
жович (Николаев) 28—'31; Д. Шумений (Брест)
30, 32; Д. Юдин (Самара) 28—30, 32; Р. Яку-
поп (Куинецовск) 39, 41, 42; Р. Янченко (Куз-
лецовск) 29. 30. 32. 34—37, 39, 41. 42; Д. Яроц-
кий (Борисов) 29, 30. 32, 34, 35.
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Новый прием в ВЗМШ

на отделение «Биология»
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Всероссийская заочная

многопредметная школа

Российской Академии об-

образования при МГУ им.

М. В. Ломоносова объявля-

объявляет 20-й набор на биологи-
биологическое отделение. Зачисле-
Зачисление проводится по резуль-

результатам вступительной рабо-
работы. В конкурсе могут при-

принять участие школьники,

которые в этом учебном го-

году занимаются в 8 или 9
классе (одиннадцатилет-
(одиннадцатилетней школы), независимо от

того, в каком государстве

они проживают.

Работу следует выпол-

выполнить в тетради; на облож-

обложке укажите свою фами-
фамилию, имя, отчество, класс

и номер школы, полный

адрес с индексом. Вместе

с работой пришлите стан-

стандартный конверт с маркой
и заполненным адресом

(для отправки вам реше-
решения приемной комиссии).
В конкурсе могут участ-

участвовать также кружки, ко-

которым нужно выслать кол-

коллективно выполненную ра-

работу и заверенный печатью

список членов кружка с

указанием фамилии, име-

имени, отчества руководителя

и названия организации,

при которой работает кру-
кружок.

Вступительное задание

должно быть отправлено
не позднее 31 марта 1993

года.

ВЗМШ высылает своим

учащимся пособия и за-

задания по различным раз-

разделам биологии и прове-

проверяет их работы. Обучение
проводится на русском

языке и длится для вось-

восьмиклассников — 3 года,
для девятиклассников —

2 года.

Наш адрес: 119823, Мос-

Москва. ГСП. МГУ. ВЗМШ —

биология. Обязательно

укажите на конверте:

«Конкурс. Вступительное

задание».
Школьники Москвы без

выполнения конкурсной

работы принимаются в ве-

вечерний биологический

лекторий (справки по те-

телефону: 433-76-29).

Вступительное задание

1. Перечислитекак можно больше случаев,

когда (одновременно или на разных стадиях

развития) у растения: в) один н тот же орган

выполняет несколько функций; б) одна и та же

функция выполняется несколькими органами

(структурами).

2. Умногих животных отдельные особи

или пары имеют индивидуальные территории.

При каких условиях и из-за чего они имеют

преимущества по сравнению с теми жнвотиы-

ыи, у которых индивидуальных территорий
нет? Приведите примеры.

3. Предложитекак можно больше гипотез

о том, что могло бы являться сигналом к началу

осенних и весенних перелетов птиц.

Для каждой из версий предложите способы
экспериментальной проверки, описав ход опы-

опытов. Какие выводы могут быть сделаны в

зависимости от полученных в них результа-

результатов?

4. ПрофессорВыбегалло считает, что выле-

вылечить любую болезнь можно очень просто.

«Каждое заболевание,— говорит он,— заклю-

заключается в нехватке в организме тех или иных

веществ. Вот и надо выявить дефицит с по-

помощью анализов н прописать больному пить

раствор соответствующего вещества.» Укажите
случаи, когда таким приемом нельзя выле-

вылечить болезнь, и объясните причины этих слу-
случаев.

5. Возрастной состав популяций можно ха-

характеризовать графиком, по оси абсцисс кото-

которого — возраст, а по оси ординат — процент
особей этого возраста в популяции. Какую фор-

форму может иметь такой график? Для каждого

типа кривых приведите примеры организмов,

характеризующихся этим графиком, и объяс-

объясните, почему для этих организмов кривая

идет именно так.

Примечание. В ответах можно использо-

использовать и факты, найденные в литературе, и ваши

собственные идеи. Просим для сведений, по-

почерпнутых из книг, приводить ссылки на ис-

источники.
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XXVI Межреспубликанская
олимпиада по математике

Кандидат физико-математических наук

B. ВАВИЛОВ.

кандидат физико-математических наук

C. РЕЗНИЧЕНКО

С 16 по 23 апреля в Алма-Ате, столице Ка-

Казахстана, состоялся заключительный этап

XXVI Межреспубликанской математиче-

математической олимпиады школьников — так по

взаимной договоренности республик быв-
бывшего СССР решено было в этом году на-

назвать традиционную Всесоюзную олим-

олимпиаду школьников по математике. В очень

непростое время проходил заключитель-
заключительный этап олимпиады, множество полити-

политических, экономических, организацион-
организационных, да и просто технических проблем
пришлось решать и организаторам олим-

олимпиады, и ее участникам. Так, финансо-
финансовые трудности стали причиной неучастия
в олимпиаде государств Балтии, сложная

внутриполитическая обстановка не позво-

позволила прибыть на олимпиаду командам

Грузии и Таджикистана. Тем не менее,

олимпиада получилась достаточно пред-
представительной. В заключительном этапе

приняли участие команды Азербайджана,
Армении, Беларуси, Казахстана, Кыргыз-
Кыргызстана, Молдовы, России, Туркменистана,
Узбекистана, Украины, команды Москвы
и Санкт-Петербурга, учебно-научных
центров и физико-математических школ

при университетах Алма-Аты, Еревана,
Киева, Москвы, Новосибирска, Санкт-Пе-
Санкт-Петербурга — всего 173 школьника D8 девя-

девятиклассников, 60 десятиклассников и 65

одиннадцатиклассников).
Как обычно, участникам олимпиады

было предложено в каждом из двух туров

по четыре задачи, на решение которых

отводилось по пять часов. Каждая задача

оценивалась в баллах с таким расчетом,
чтобы суммарное число баллов в туре
по каждому классу было равно тридцати

(см. таблицу 1).
В целом, задания каждого тура оказа-

оказались достаточно сбалансированными по

трудности. Оценку творческой стороне
предложенных заданий (в рамках ставше-

ставшего традиционным конкурса задач) дали

сами участники олимпиады, назвав в боль-

большинстве случаев задания «интересными»
и «хорошими». При этом лучшими были

признаны в девятом классе — задачи № 8

(I место), >fe 7 (II место) и № 4 (III место);
в десятом

— задачи №3A место), >4 8
(II место) и Me 6 (III место); в одиннадца-

одиннадцатом — задачи ?* 6 (I место), J* 7 (II место),
Ns 4 и Ms 5 (III—IV места).
Первая премия присуждалась в девятом

классе за решение 7—8 задач, в десятом и

одиннадцатом классах за решение 8 задач.

Вторая премия — за решение 5—6 задач

(9 класс), 5—7 задач A0 класс) и б—7 за-

задач A1 класс). Третья премия присужда-
присуждалась девятиклассникам, набравшим по

итогам обоих туров от 26 до 35 баллов, де-
десятиклассникам, набравшим от 25 до
29 баллов, и одиннадцатиклассникам, на-

набравшим от 35 до 42 баллов. Дипломами
оргкомитета и жюри награждались
школьники девятого и одиннадцатого

классов, набравшие не менее 24 баллов, де-
десятого класса — не менее 22 баллов. В таб-

таблице 2 приведены данные о количестве

премий и дипломов, присужденных в каж-

каждом классе. Наиболее удачно на олимпиа-

олимпиаде выступили среди девятиклассников —

Михаил Матвеев (СУМЦ С.-Петербург,
60 баллов), среди десятиклассников — Ва-

Вадим Бринюк (Украина, 58 баллов), среди
одиннадцатиклассников — Павел Кожев-
Кожевников (Россия, 58 баллов).
Работа со школьниками требует много

душевных сил и терпения. Только истин-

Таблица 1 Таблица 2

\ За-

\дача

9

10
11

1

6

5

6

2

6

6

6

3(а/е)

8

10 F/4)
10

4

10

9

8

Б

5

5

6

в

6

7

8

7

9

8

7

в

10

10

10
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-^_^^
Класс

Премия ¦—-^__^^

I

11

III

Диплом оргкомитета
и жюри

в

5

8

12

8

10

1

17

9

13

11

2

14

17
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ным энтузиастам по плечу такая ноша.

За многолетнюю работу на олимпиаде

оргкомитет наградил специальным при-
призом ветерана олипиадного движения чле-

члена жюри с 1973 года ведущего научного

сотрудника Института математики АН

Молдовы Бориса Ивановича Чиника.

Олимпиада — это не только решение

задач, но и разнообразная культурная

программа, включающая знакомство с Ал-

Алма-Атой, ее историческими и архитектур-
архитектурными памятниками, экскурсию на Медео,

посещение театра и музеев, спортивные

соревнования. Олимпиада — это еще и воз-

возможность общения с близкими по интере-

интересам людьми, встреча со старыми друзья-

друзьями, новые знакомства. Много сил отдали

организаторы, искренне желая провести

олимпиаду так, чтобы она оставила о себе

добрую память. Не их вина, что не все, что

было ими задумано и запланировано, уда-

удалось выполнить. По разным причинам не

состоялись встреча участников олимпиа-

олимпиады с редколлегией журнала «Квант» и

ставший традицией математический бой

между командой участников и командой
жюри. Но в целом олимпиада получи-

получилась, и хочется сказать спасибо всем,

кто на разных этапах подготовки и про-
проведения олимпиады делал для этого все
возможное.
Ниже приведены условия задач, пред-

предлагавшихся на XXVI Межреспубликан-
Межреспубликанской олимпиаде по математике. Звездоч-
Звездочкой отмечены задачи, вошедшие в «Задач-
«Задачник «Кванта».

Задача

Первый день

9 класс

1. Докажите, что для положительных чисел

а, Ь, с справедливо неравенство

В. Радкенкс

2. На диагонали BD квадрата ABCD выбрана
точка Е. Пусть О\ и Oj — центры окружностей,
описанных около треугольников ABE н ADE со-

соответственно. Докажите, что четырехугольния

АО\ЕО? — квадрат.
С. Анисов, С. Рушкин

8. Города одной империи с k столицами

соединены дорогами так, что из любого города
в любой другой можно проехать по этим доро-
дорогам. Докажите, что империю можно разделить
на к республик так, чтобы каждая республика
имела столицу и вместе с любым городом в

ней содержался бы кратчайший путь из этого

города до столицы (кратчайшим считается путь,

состоящий из минимального числа дорог).

А. Перлин

4. На клетчатой доске лежит несколько

фишек. За один ход раарешается (если это

возможно) «перепрыгнуть» какой-нибудь фиш-
фишкой через фишку, стоящую на соседней клетке

(соседними считаются клетки, имеющие общую
сторону), и встать на следующую свободную
клетку. При этом фишка, через которую «пе-

«перепрыгнули», снимается с доски. Какое наи-
наименьшее число фишек может остаться на дос-

доске, если вначале фишки были расставлены в

виде прямоугольника mXn (m>2, п>2), ок-

окруженного свободными клетками?

И. Соловые

10 класс

1. Докажите, что для любых чисел о>1.
Ъ>1 справедливо неравенство

-Г'
Ь_1

'

а—1

В. Радченхс
2. Докажите, что среди любых пятнадцати

различных попарно взаимно простых натураль-

натуральных чисел, отличных от единицы и не пре-

превосходящих 1992, найдется хотя бы одно про-

простое число.

Д. Терешим

3*. В кинотеатре т рядов по п мест в каждом.

Рассеянный кассир продал тп билетов, не следя

за тем, чтобы они были проданы на разные
места. Оказалось, что зрителей можно расса-
рассадить в вале так, чтобы у каждого в билете

был правильно указан хотя бы один кэ номе-

номеров — ряда или места.

а) Докажите,что зрителей можно рассадить
так, чтобы хотя бы у одного из них были пра-
правильно указаны оба номера, а для остальных

выполнялось прежнее условие.
б) Какоенаибольшее количество зрителей

можно заведомо посадить на свои места с сохра-
сохранением прежнего условия для остальных?

Е. Малинникова

4. Даны три окружности: S,. Sj и 5. Окружно-
Окружности Si и S3 проходят через центр О окружности
S, пересекаются второй раз в точке М и пере-

пересекают окружность S: окружность ?ч — в точ-

точках С и D окружность Si — в точках А и Е.

Прямые AD и СЕ пересекаются в точке В,
причем ВфМ (рис. 1). Докажите, что угол

ВМО прямой.

Л. Купцов

11 класс

1. Найдите все нули функции

если коэффициенты а. Ь. с подобраны так, что

на интервале @; л) этих кулей имеется по край-
крайней мере два.

И. Воронович

2*. Дана плоскость, пересекающая сферу с

центром О по окружности. На сфере по разные

стороны от плоскости взяты точки Л и В, при-
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Рис. 1-

чем радиус ОА перпендикулярен данной плос-

плоскости. Через прямую АВ проведена произ-

произвольная плоскость, пересекающая окружность
в точках X и У. Докажите, что произведение
ВХ • BY не зависит от выбора такой плоскости.

в Чинш-

3*. Имеется прибор, позволяющий находить

все действительные корни любого кубического
многочлена P{x)—axy+bx'+cx+d. e=0. При-

Придумайте, как с помощью этого прибора решить

систему

С:
Д. Туляксе

4*. Найдите все натуральные числа

удовлетворяющие условию: для некоторых на-

натуральных тип, тфп, числа fc -lи fcn-fl
получаются друг из друга перестановкой в

обратном порядке цифр десятичной записи

этих чисел.

Л. Скопенкое

Второй день

9 класс

5. Существует ли четырехзначное число та-

такое, что ни при какой замене любых трех его

цифр на любые три не получится числа, де-

делящегося на 1992?

И. Селищее. С- Конягии

в*. На окружности с центром О расположены

точки Л и В. Точка Р находится на меньшей из

дуг АВ, точки Q и R симметричны точке Р

относительно прямых ОА и ОВ соответственно,

Р' — точка пересечения отрезков AR и BQ. До-
Докажите, что точки Р и Р' симметричны отно-

относительно прямой АВ.

В. Произволом. Б. Кукушкин

7. Решите систему уравнений

41

Д. Митькин

«уголками», изображенными на рисунке 2, с

выполнением следующих условий:
1) никакиедва «уголка» не образуют прямо-

прямоугольник 3X2 клеток;
2) нив какой точке не смыкается более трех

••уголков».
Б. Кукушкин

10 класс

5. Надоске выписываются числа по следую-

следующему правилу: первое число равно 1, каждое
следующее число равно количеству уже

написанных чисел плюс сумма квадратов этих

чисел. Докажите, что на доске не может

появиться полный квадрат, кроме 1.

А. Перлин

в. Дан параллелограмм ABCD. Окружность
с центром Р касается его стороны ВС и продол-

продолжений стороны АВ и диагонали АС. Окруж-
Окружность с центром Q касается его стороны CD и

продолжений стороны AD и диагонали АС.

Пусть К — точка касания первой окружности
и прямой АВ L — точка касания второй окруж-
окружности и прямой AD. М — точка пересечения

прямых АВ к QC. N — точка пересечения

прямых AD и PC. Докажите, что KU=SL.

Д. Терешин

7. Каждаяклетка прямоугольника 2т Хп по-

покрашена в один из двух цветов (синий или

зеленый) так, что имеется поровну клеток

каждого цвета и при атом левая нижняя клет-

клетка — синяя, а правая верхняя
— зеленая.

Центры всех синих клеток соединены между

собой отрезками, также отрезками соединены

между собой центры всех зеленых клеток. До-
Докажите, что можно так расставить стрелки

на всех отрезках, чтобы сумма получившихся

векторов равнялась нулю.

И. А гаханов

8. Докажите,что в компании из 17 человек,

в которой каждый знаком ровно с 4 другими,

найдутся двое, не знакомые друг с другом и не

имеющие общих энвкомых.

С. Дужин

11 класс

6. Правильныйтреугольник со стороной 10
разбит прямыми, параллельными сторонам,
на правильные треугольники со стороной 1.
Имеется т треугольных плиток (рис. 3, а) и

26—т четырехугольных (рис. 3, б).

а) Можноли замостить ими весь исходный

треугольник, если т=107

б) Найдитевсе значения т, при которых это

возможно.

?. Малинниксва

8. Существуют ли натуральные числа тип

такие, что прямоугольник тХп клеток на клет-
клетчатой бумаге можно без пересечений замостить Рис. 2.
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6. Наплоскости нарисованы 1992 вектора.
Два игрока по очереди выбирают по одному

вектору до тех пор, пока они не кончатся.

Проигрывает тот, у кого сумма выбранных км

векторов имеет меньшую длину. Может ли

начинающий построить свою игру так, чтобы не

проиграть?
И. Воронович

7. Докажите,что если натуральные числа

*. I m, n удовлетворяют условиям

n. kn=lm.

то справедливо неравенство

Е. Малинникова

8. См. задачу 8 для 10 класса.

XXVI Межреспубликанская
олимпиада по физике

Л. Зильберман

С 15 по 21 апреля в г. Долгопрудном
под Москвой прошла очередная физиче-
физическая олимпиада — в этом году она изме-

изменила название и стала называться Меж-

Межреспубликанской. Олимпиада прошла по

традиционным правилам, и участвовали в

ней команды большинства государств,
входивших ранее в СССР. Представители
этих государств собрались осенью прошло-

прошлого года в Москве и решили, что при над-

надлежащем изменении «правил игры» такие

олимпиады целесообразно сохранить —

польза от них очевидна, а трудности их

проведения в нынешних условиях хотя и

велики, но преодолимы. Был избран новый

Оргкомитет, в который вошли представи-
представители всех участвующих государств, дого-

договорились о порядке финансирования со-

соревнований — теперь в расходах уравне-

уравнены все участники (раньше эти расходы

покрывали хозяева олимпиады
— по ны-

нынешним временам это практически невоз-

невозможно), а решение всех вопросов «на бу-
будущее» оставили на потом.

Итак, большие хлопоты по проведению
Межреспубликанской физической олим-

олимпиады добровольно взял на себя в этом

году Московский физико-технический ин-

институт. 16 апреля состоялось торжествен-
торжественное открытие олимпиады, а 17 апреля про-
прошел теоретический тур. Девятиклассни-
Девятиклассникам, как обычно, было предложено 4 за-

задачи (на 4 часа), а десятиклассникам

и одиннадцатиклассникам
— по 5 задач

(на 5 часов). Ниже приводятся условия
этих задач (часть из них традиционно
попала в «Задачник «Кванта»).

Задачи теоретического тура

9 класс

1. Тяжелаяцепочка, состоящая из большого

числа одинаковых гладких звеньев, свободно
подвешена за концы (рис. 1). Масса всей цепоч-

цепочки М= ,2кг. Определите силы натяжения в

нижней точке цепочки, а также в точке А, лежа-

лежащей на половине высоты «провиса» цепочки.

2. Миниатюрныйтигель (печка) для плавки

металла имеет электронагреватель с постоянной

мощностью Р=20 Вт. Нагреватель включают,

и после того, как температура практически пе

рествет увеличиваться, в тигель бросают не-

несколько кусочков олова общей массой М=50 г,

которые начинают плавиться. На рисунке 2

приведен график зависимости температуры в

тигле от времени. Определите по этим данным

удельную теплоту плавления олова.

3. ЭлектронагревательН (рис. 3) подключают
к источнику питания последовательно с ампер-

амперметром и реостатом и устанавливают реоста-

реостатом ток ОД А. Еще один резистор (его величи-

величина неизвестна) подключили между точками А

к Б — при этом показания амперметра умень-
уменьшились до 0,05 А. После того как этот резистор
отключили и подключили между точками А и

В, амперметр стал показывать 0,3 А. Найдите

КПД схемы во всех трех случаях (коэффи-
(коэффициент полезного действия схемы равен отноше-

отношению мощности нагревателя к полной мощности,

развиваемой источником). Источник и ампер-

амперметр считайте идеальными, сопротивление на-

нагревателя остается постоянным во всех трех

случаях.

4. Нагладком горизонтальном столе лежат,

касаясь друг друга, две шайбы радиусов Я.

Тонкая и легкая нить длиной L— 2Я прикрепле-
прикреплена концами к бокам шайб (ряс. 4). Нить по-

потянули за середину постоянной горизонталь-

горизонтальной силой F. С какими силами .шайбы будут
давить друг на друга после того, как их движе-

Рис 1.
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Рис. 2.

И\

Рис. 3

иие установится? Трение считайте малым. Рас-

Рассмотрите два случая: а) массы шайб одинако-

одинаковы, б) массы отличаются в два раза.

10 класс

1. См.задачу 4 для 9 класса.
2. Нагладком горизонтальном столе нахо

дится массивный куб, прикрепленный к концу
легкой упругой горизонтальной пружины дли-
длиной L=\ м. Если закрепить второй коней

пружины и дать грузу колебаться вдоль пру-
пружины, то из-за наличия вязкого трения колеба-

нив будут слабо затухать — за 10 полных пе-

периодов амплитуда упадет в два раза. Для под-

поддержания неизменной амплитуды колебаний

свободный коней пружины быстро сдвигают на

1=1 мм навстречу грузу каждый раг, когдг

длина пружины становится минимальной, и

быстро возвращают в прежнее положение каж-

каждый раз, когда длина максимальна. Найдите

амплитуду установившихся колебаний. Поте-

Потерями энергии в пружине пренебречь. При-

Примечание: при затухании колебаний из-за

вязкого трения энергия колебаний умень-
уменьшается за каждый период в одно и то же число

раз.
3. Ввертикальном сосуде под тяжелым порш-

поршнем находится воздух при температуре окру-

окружающей среды. Поршень медленно поднимают

на высоту И относительно положения равно-
равновесия и дожидаются, пока температура газа

снова станет равной температуре окружающей
среды. После этого сосуд теплоизолируют и пор-

поршень отпускают. На сколько он опустится к

тому времени, когда его колебания прекра-

прекратятся? Теплоемкостью сосуда и поршня можно

пренебречь. Давление снаружи считайте ма-

малым.

4. Трималеньких шарика, массы которых

т. 2т и 5т, имеют заряды q. Q и 2q соответ-

соответственно и расположены вдоль одной прямой.
Расстояние между соседними шариками рав-
равно а; вначале они неподвижны. Шарики от-

отпускают. Найдите суммарную кинетическую
энергию шариков после их разлета на боль-

большие расстояния. Найдите скорости шариков на

большом удалении друг от друга. Считайте,

что при движении шарики все время остаются
иа одной прямой.

5. В «черном ящике» находятся постоянный

резистор и нелинейный элемент, которые мо-

могут Сыть включены последовательно или па-

параллельно. Вольт-амперные характеристики
для обоих этих включений приведены на ри-

суике 5. Найдите по этим данным сопротив-

сопротивление резистора, находящегося в ящике. Ка-
Какой нелинейный элемент может находиться

внутри?

11 класс

1. МассаХарона, недавно открытого спутника
Плутона, в 8 раз меньше массы самой плане-
планеты. Плутон и Харои обращаются по круговым

траекториям вокруг общего центра масс, при-

причем они все время «смотрят друг на друга»,

т. е. система вращается как единое твердое

тело. Расстояние между центрами тел йи

™ 19640 км, рвдиус Хароиа г=593 км. Опреде-
Определите относительное различие в ускорениях

свободного падения для наиболее близкой к

Плутону и наиболее удаленной от него точек

Хароиа.
2. Один из спаев термопары находится

в комнате при температуре fi=27 °C, а вто-

второй — в теплоизолированном сосуде со льдом,

имеющим температуру tt=Q "С (рис. 6). Мощ-
Мощность, развиваемая термопарой, выделяется на

сопротивлении нагревателя, который помещен

в другой теплоизолированный сосуд, содер-
содержащий воду. Оцените повышение температуры

воды к моменту окончания плавления льда.

Считайте, что все сопротивление цепи сосредо-

Рис. 4.
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точено в нагревателе. Массы воды к льда одина-

одинаковы, теплоемкость воды с-=-4,2 кДж/(кг • К),
удельная теплота плавления льда '/.=

=335 кДж/кг.
3. Заряженнаячастица с кинетической энер-

энергией W пролетает мимо длинного равномерно

заряженного провода. Частица движется в пло-

плоскости, перпендикулярной проводу, и в резуль-
результате отклоняется на небольшой угол а от

первоначального направления полета (рис. 7).
Найдите этот угол, если заряд частицы е, а за-

заряд единицы длины провода q. Поле на расстоя-
расстоянии R от длинного провода Е™д/BлеоЯ).
4. Витокв форме квадрата из тонкого про-

провода имеет индуктивность L (рис. 8, а). Виток
из того же провода, идущий по ребрам куба,
как »то показано на рисунке 8, б, имеет индук-

индуктивность Li. Найдите индуктивность витка из

того же провода, показанного на рисунке 8, в.

Все витки на рисунках изображены красными
линиями.

5. Полуцилиндр изготовлен из оптически

прозрачных цилиндрических слоев с разными

показателями преломления п. Полученная за-

зависимость п от радиуса г изображена иа рисун-

рисунке 9 в координатах In п и 1л г (г изме-

измеряется в см). Используя данную зависимость,
найдите радиусы полуокружностей, по кото-

которым сможет распространяться тонкий-пучок
света при нормальном падении иа плоскую по-

поверхность полуцилиндра.

18 апреля состоялся эксперименталь-
экспериментальный тур. В каждом из классов было пред-

предложено по одной задаче. Расскажем ко-

коротко о них.

В 9 классе участникам нужно было

определить отношение сопротивлений двух
резисторов, исследуя тепловое действие

тока. Для этого использовались низко-

низковольтный источник постоянного (можно
переменного) напряжения, небольшой сте-

стеклянный стаканчик для воды, вода, термо-

термометр, часы. Трудность состояла в том, что

для получения хорошего результата нуж-

нужно было аккуратно учитывать теплообмен

с окружающей средой (при малых разно-

разностях температур теплообменом можно пре-

пренебрегать, однако измерить зти разности

простым термометром можно только с

большими погрешностями).

В 10 классе была задача посложнее —

необходимо было измерить емкости двух

конденсаторов при помощи плоской бата-

батарейки, микроцмперметра, конденсатора
известной емкости B мкФ), точного рези-

резистора C00 Ом, 1 %), специально изготов-

изготовленного «реостата»—куска оголенного

провода длиной около 1 м из сплава с вы

Рис. 5.

Рис. 7.
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Рис. .9.

соким удельным сопротивлением (ни-
(нихром), закрепленного на деревянной ли-

линейке (общее сопротивление этого куска
составляло примерно 30 Ом), миллиметро-
миллиметровой бумаги и проводов. Сложность была
в том, что один из неизвестных конден-

конденсаторов имел большую емкость (~ 200 —

300 мкФ) и простым баллистическим ме-

методом точного результата получить не уда-
удавалось. Можно было многократно заря-
заряжать (или разряжать) этот конденсатор

при помощи известного, но точность по-

получалась довольно плохой — из-за само-

саморазряда электролитического конденсатора

большой емкости.

Наиболее точный результат можно

было получить, собрав схему, в которой
конденсаторы известной и неизвестной ем-

емкостей одновременно заряжаются и разря-
разряжаются через различные резисторы. В том

случае, когда токи заряда и разряда будут
пропорциональны величинам емкостей,
напряжения на конденсаторах окажутся
одинаковыми в любой момент, и этот

факт можно легко зафиксировать. Одна
из возможных схем такого эксперимента

показана на рисунке 10, В качестве потен-

потенциометра тут используется проволочный
резистор (проволока из нихрома), а про-

провод от батарейки присоединяется к части

этого потенциометра руками. Этот метод

имеет хорошую чувствительность, точ-

точность измерений ири больших отношениях

Сх/Сс (как в этом случае) можно сущест-

существенно увеличить, добавив в одно из плеч

потенциометра выданный точный рези-
резистор. Предварительно нужно измерить
отношение его сопротивления к полному

сопротивлению проволочного резистора
—

такой вопрос в задаче тоже был. Это мож-

можно сделать тоже различными способами,

но самый точный из доступных в этом

¦ случае — мостиковый. проволочный ре-

резистор тут будет выступать в качестве

трех резисторов этого мостика, для чего

экспериментатору понадобятся обе руки (и
голова, разумеется).
В одиннадцатом классе экспарн.ментато-

,ры изучали колебания двух тел различной
формы, подвешенных на пружине. Тела
эти могли колебаться в воздухе и в боль-

большой банке с водой. Пружина и тела были
специально изготовлены с таким расчетом,

чтобы колебания в воздухе .долго не зату-

затухали (можно было наблюдать несколько
сотен периодов) и было возможно изме-

измерить зависимость времени затухания от

амплитуды. В случае погружения тел в

воду колебания также затухали не очень

сильно, и участники могли ияиерить из-

изменение периода колебаний за счет вовле-

вовлечения в движение некоторой массы воды

(так называемая присоединенная масса).
В целом эта задача требовала очень ак-

аккуратных измерений н грамотной обра-
обработки их результатов.
Большое участие в подготовке экспери-

экспериментального тура приняли студенты
МФТИ и МГУ — победители Всесоюзных
и Международных олимпиад последних

лет. Ребята собрали и проверили все

комплекты оборудования и провели изме-

измерения для каждого рабочего места участ-

участников экспериментального тура. Были со-

составлены таблицы результатов, что позво-

позволило жюри при проверке работ учитывать
точность полученных участником резуль-

результатов, а не только описание тех прекрас-
прекрасных методов, которыми он смог бы вос-

воспользоваться, если бы сумел подключить

конденсатор к батарейке.
Участники олимпиады не только реша-
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ли задачи. Выли созданы условия для

спортивных развлечений (бассейн, спорт-
спортплощадки), интересным оказался студен-

студенческий концерт, состоялись посещения

кафедр института и экскурсии
— в общем,

организаторы постарались сделать инте-

интересным и содержательным досуг участ-

участников.

На торжественном закрытии олим-

олимпиады перед участниками выступил рек-

ректор МФТИ, член-корреспондент РАН
Н. В. Карлов. О своем факультете расска-
рассказал декан ФОПФ (факультета общей и

прикладной физики) Ф. Ф. Каменец.
Победителям были вручены дипломы и

призы (в то» числе и специальные — за

успехи в теоретическом и эксперимен-

экспериментальном турах, самому молодому из

участников и т. д.). К сожалению, мы не

сумели вовремя вручить приз имени ака-

академика И. К. Кикоина — первого главно-

главного редактора журнала «Квант». Москов-

Московский девятиклассник Сергей Гуков по-

получил его за успехи в эксперименталь-

экспериментальном туре уже после окончания олим-

олимпиады. Присутствующим на закрытии

участникам раздали книги и брошюры о

ФОПФ, где о прелестях этого факультета
рассказано частью в эпическом, частью в

юмористическом стиле.

Действующие правила приема в вузы

разрешают (только разрешают!) прини-
принимать без вступительных экзаменов побе-

победителей заключительного тура олим-

олимпиады. Мы рады сообщить читателям

«Кванта», что МФТИ этим разрешением

воспользовался и намерен пользоваться

впредь.

Перспективы Межреспубликанских фи-
физических олимпиад выглядят в настоя-

настоящее время довольно туманными. Мы

очень надеемся, что это хорошее дело

не угаснет и у нас будет о чем рассказать

читателям журнала через год.

Призеры XXVI

Межреспубликанской
олимпиады по математике

и физике
Математика

Дипломы I степени

по 9 классам получили

Бондарко М.— Санкт-Петербург, СУМЦ,
Лычак А.— Санкт-Петербург, с. ш. 30,
Матвеев М.— Санкт-Петербург, СУМЦ,
Тарасов А.— Россия, Ухта, лицей,
Хазанов А.— Санкт-Петербург, СУМЦ;

по 10 классам —

Бринюк В.— Украина, Донецк, с. ш. 35;

по 11 классам —

Кожевников П.— Россия, Калуга, с. ш. 24,

Никулин М.— Москва. СУНЦ МГУ.

Дипломы II степени

по 0 классам получили

Богданов И.— Россия, Пермь, с. ш. 17,

Дюбина А.— Санкт-Петербург, СУМЦ,

Ковтун И.— Киев, ФМШ при КГУ,

Крупеним С.— Москва, с. ш. 43.
Мальков К.— Россия, Киров, с. ш. 86,
Поладян В.— Ереван, ФМШ,
Соболевский С-— Беларусь. Гродно, с ш. 1,

Шувалов В.— Москва, с. ш. 57;

по 10 классам —

Артельных И.— России, Челябинск, с. ш. 31,
Бендерский А.— Москва, с. ш. 57,
Бирюк А. - Россия, Краснодар, с. ш. 4,
Брюхов Е.— Россия, Челябинск, с. ш. 31,
Дудко Д.— Украина, Киев, с. ш- 61,

Замятин В.— Россия, Киров, с- ш. 35,
Казанцева В.— Россия, Ижевск, с. ш. 30,
Кожанов И.— Россия, Новосибирск, с. ш. 162,
Кочерова А.— Россия, Долгопрудный, с ш. 5,
Перяин В.— Санкт-Петербург, СУМЦ,
Поздняков А,— Саикт-Петербург, с. ш. 202.
Порошенко Е.— Алма-Ата РФМШ,
Розенблюм Е.— Санкт-Петербург, СУМЦ,
Сапрыкин С.— Украина, Одесса, с. ш. 36,
Сосынй Е.— Россия, Краснодар, с. ш. 5,
Степанов А.— Москва, СУНЦ МГУ,
Федоров Р.— Москва, с. ш. 57;

по 11 класса м —

Аринкин Д.— Украина. Харьков, с. ш. 132,
Бородин А.— Украина, Донецк, с. щ. 17,
Иэместыв И.— Россия, п. Суны Кировской обл..
с. ш. 2,
Карпов Д.— Санкт-Петербург, СУМЦ,
Кириллов М.— Россия. Новосибирск, с. ш. 20,
Климов С.— Россия, Ижевск, с. ш. 30,
Малютин А.— СПбГУ,
Некрашевич В.— Украина, Киевская обл., Ков-
шеватская с. ш.,

Ногин А.— Москва, с. ш. 57.
Певцова Ю.— Санкт-Петербург, СУМЦ,
Рабинович М.— Москва, с. ш. 57,
Фаткин С.— Москва, с. ш. 2,
Фельдман К.— Россия, п. Черноголовка Мо-
Московской обл., с. ш. 82,
Чиликов А.— Россия, Киров, с. ш. 36.

Дипломы III степени

по 9 классам получили

Байдедьдинов Ж— Алма-Ата, РФМШ,

Венгеровский В.— Украина, Харьков, физико-
математический лицей,

Дьяченко А.— Россия, Армавир, с. ш. 1.

Карабаш И.— Украина, Донецк, с. ш. 17,
Кострыкин С.— Россия, Ангарск, с. ш 10.
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Ляпунов А.— Россия, Киров, с. ш. 35,
Лебедев А,— Туркменистан, Ашгабад, с. ш. 6,
Ниукканен П.— Россия, Тула, с. ш. 73,
Норин С.— Санкт-Петербург, СУМЦ,
Поташник А.— Украина, Киев, с. ш 206,
Сенцов Ю.— Россия, Калуга, с. ш. 6,
Чубарое Д.— Россия, Новосибирск, с. ш. 180;
по 10 классам —

Кептя Д.— Молдова. Вельды, гимназия Елиене-
ску,
Костин В.— Россия. Саратов, физико-техикче-
ский лицей 1,

Кухта А.— Россия, Комсомольск-иа-Амуре,
с. ш. 9,
Мокляк М.— Киев. ФМШ при КГУ,
Павловский И.— Россия, Омск, с. ш. 64,
Пламеневская О.— Санкт-Петербург, СУМЦ,
Семенов К.— Россия, Саратов, физико-техниче-
физико-технический лицей 1,
Черухин Д.— Украина, Керчь, с. ш. 1,
Яковлев Е.— Алма-Ата, РФМШ;

по 11 классам —

Аманов М.— Туркменистан, Ташауз, школа-ин-

школа-интернат,
Бобков А.— Россия. Балаково, с. ш. 24,

Елсуфьев А.— Санкт-Петербург, с. ш. 30,
Зайцев С— Россия, Тула, с. ш. 73,
Исмаияов Р.— Санкт-Петербург, СУМЦ,

Казанцева Е.— Россия, Екатеринбург, с. ш. 110,
Карнаух Т.— Украина, с. ш. 61,
Козлов К.— Москва, СУНЦ МГУ,
Корниенко А.— Украина, Днепропетровск.
с. ш. 36,
Кузьмич С.— Беларусь, Минск, специализиро-
специализированная школа при ВГУ,
Лаеренюк Я.— Украина, Киев, с. ш. 179,
Локтев С— Москва, ДНТТМ,
Мищенко В.— Россия, Омск, с. ш. 88,
Рымов А.— Алма-Ата, РФМШ,
Теплинский А.— Украина, Каменец-Подоль-
Каменец-Подольский, с. ш. 7,
Хапкис Д.— Россия, Ижевск, с. ш. 30,
Хвенкин К.— Беларусь, Минск, специализиро-
специализированная школа при БГУ.

Физика

Дипломы I степени

по 9 классам получили

Гунов С.— Москва, с. ш. 54,
Кныш С.— Украина. Каменец-Подольский,
с. ш. б,
Сяюсаренко А.— Украина, Киев, с. ш. 145;

по 10 классам —

Андреенко С— Москва, с. ш. 57,
Бочкарев О.— Россия, Саратов, лицей 1,
Ольховец А.— Украина, Киев, с. ш. 206,
Цейтлин В.— Москва, с. ш. 57,
Шпырко О.— Украина, Киев, с. ш. 206;

по 11 классам —

Безруков Ф.— Москва, с. ш. 1232,
Ивченко Н.— Украина, Киев, с. ш. 145,
Мотрунич А.— Украина, Ужгород, с. ш. 1,
Ордабаев А.— Алма-Ата, РФМШ.

Дипломы II степенж

по 9 классам получили

Ковальский А.— Россия, Казань, с. ш. 181,
Кононов М — Россия, Алатырь, с. ш. 2,
Короткий А.— Беларусь, Минская обл., Факи-
польская с. ш.,

Кроковный П.— Россия, Новосибирск, с. ш 327,
Рулева Д.— Россия, Рыбинск, с. ш. 2,
Тумаха С— Украина, Киев, с. ш. 206;

по 10 классам —

Анисимовас 9.— Литва, Вильнюс, с. ш. 46,
Беленое Р.— Россия, Нижний Новгород, физ-
физмат, лицей,
Быков С— Москва, с. ш. 57,
Гвоздев П.— Россия, Киров, с. ш. 36,
Головатный А.— Россия, Ступино, с. Ш-.

Кисловский Д.— Санкт-Петербург, с. ш. 239,
Крицун О.— Украина, Богородчаны, с. ш. 1,
Рыбачук В.— Украина, Винница, с. ш 27,
Татлыбаев Т.— Тула, с. ш. 73,
Чи*ирев Д.— Санкт-Петербург, с. ш. 566,
Якупов Р.— Украина, Кузкецовск, с. ш. 1;

noil классам —

Белиловскип О.— Алма-Ата, РФМШ,
Горгадзе В.— Россия, Нальчик, с. ш 19,
Гуяяев Н.— Россия, Нижний Новгород, с ш. 82,
Ковалевский Д.— Санкт-Петербург, с. ш. 289,
Панков С.— Тула, с. ш. 73,
Чистый А.— Беларусь, Брест, с. ш. 1,
Шутенко Т.— Украина, Мариуполь, с. ш. 41.

Дипломы III степени

по 9 классам получили —

Горяйнов А,— Россия, Липецк, с. ш. 64,
Козлов И.— Украина, Харьков, с. ш. 21,
Мозюкевич К.— Киев, ФМШ при КГУ,
Соколов Д.— Россия, Космодемьянск, с. ш. 4,
Солодов А.— Россия, Воронеж, с. ш. 15,
Стесев Д.— Тула, с. ш. 73,
Сграгонников А.— Россия, Ленинградская обл.,
Сясьстройская с. ш.,

Табаним Д.— Россия, Архангельск, с. ш. 6,
Цыганок В— Россия, Первоуральск, с. ш. 7;

по 10 классам —

Красновид А.— Беларусь, Гродно, с. ш. 19,
Ларьки» В.— Россия, Правдикск, с. ш. 14,
Погорелое О.— Россия, Брянск, с. ш. 52,
Рукавицин В.— Молдова, Кишинев, лицей 2,
Типясев А.— Россия, Новокузнецк, с. ш. 59,
Худяков В.— Москва, СУНЦ при МГУ;

по 11 классам —

Арбатский Д.— Санкт-Петербург, с. ш. 239,
Булавенко С— Киев, ФМШ при КГУ,
Ганноха А.— Украина, Киев, с. ш. 61,
Егоров Ю.— Киев, ФМШ при КГУ,
Гращенко А.— Беларусь, Могилев, с. ш. 18,
Залюбовский С— Украина, Винница, с. ш. 17,
Иютин Б.— Тула. с. ш. 73,
Маравин Ю.— Украина, Евпатория, с. ш. 6,
Ращюс А.— Литва, Каунас, с. ш. «Саулес»,
Фролов А.— Москва, с. ш. 303,
Чиркин Д.— Россия, Грозный, с. ш. 3,
Юдин Д.— Россия, Самара, с. ш. 63.
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Межгосударственная
олимпиада
по информатике
Кандидат технических наук

В. КИРЮХИН

С 11 по 15 мая втого года в республике
Беларусь, в г. Могилеве, впервые прошла
Межгосударственная олимпиада по ин-

информатике. Она была организована в соот-

соответствии с международными правилами,
основу которых составляет равное пред-
представительство участвующих в ней госу-

государств. Но учитывая переходный период,

некоторым государствам, в том числе и

Российской Федерации, разрешалось уве-
увеличить число участников до ранее уста-
установленного предела.
Практически все государства, образо-

образовавшиеся из бывшего Советского Союза,

кроме Азербайджана, Таджикистана и

Эстонии, прислали своих представителей
на эту олимпиаду. Из двенадцати участ-

участвовавших команд наиболее многочислен-

многочисленными были команды Беларуси A1 чело-

человек) и России (9 человек). В составы
остальных команд входили не более че-

четырех школьников.

Как и на всех международных олим-

олимпиадах, в жюри вошли все руководители

участвовавших в соревновании команд.

Возглавлял жюри заведующий кафедрой
Белорусского Государственного универси-
университета М. Ковалев. Олимпиадные задачи
готовились научным комитетом, который
представлял Ю. Корженевич. Поскольку
сроки подготовки к олимпиаде были очень

сжатыми, то никто из государств-участ-
государств-участников не смог прислать своих задач. В со-

создавшейся ситуации председателю науч-
научного комитета пришлось самому сформи-
сформировать пакет задач.

Перед каждым туром олимпиады жюри

осуществляло выбор одной задачи из двух

предложенных на его рассмотрение. Но

практически членам жюри выбирать было

не из чего. Во-первых, задач всего было

две, а во-вторых, задачи явно не соответст-

соответствовали уровню проводимой олимпиады.

В результате небольших уточнений фор-
формулировок (внесение содержательных из-

изменений не допускалось) были выбраны
следующие две задачи.

Задача первого тура

[автор Ю. Корженевич)

В прямоугольной {0. 1)-матрице размером
NX.M {N — число строк, М

— число столбцов;

N —1, 2, .... 16; М=1, 2 15) подсчитайте
число изолированных 0-областей, т. е. обла-

областей, состоящих иа одних нулей, имеющих со-

соседние нули по горизонтали, вертикали или

диагонали @-область может состоять только

из одного нулевого элемента). Например, для
такой @, 1)-матрицы, как на рисунке

0

0

0

0

0

0 0

1 1

1 | 0

1 1

1 [о

1

1

1

0

1

0

1

0

1

0

Число изолированных О-областей равно 3.

Задача второго тура

[автор Ю. Корженевич)

На острове Новой Демократии каждый из

его жителей организовал партию, которую сам

и возглавил. Ко всеобщему удивлению, даже
в самой малочисленной партии оказалось не

менее двух человек. К сожалению, финансо-
финансовые трудности не позволили создать парламент,

куда вошлн бы, как предполагалось по Кон-

Конституции острова, президенты всех партий.
Посовещавшись, островитяне решили, что

будет достаточно, если в парламенте будет
хотя бы один член каждой партии.
Помогите островитянам организовать такой

как можно более малочисленный парламент,

в котором будут представлены члены всех

партий.
Исходные данные: каждая партия к ее пре-

президент имеют один и тот же порядковый номер
от 1 до N D<1JV^15O}. Вам даны списки

всех N партий острова Новой Демократии. Вы-
Выведите предлагаемый Вами парламент в виде

списка номеров его членов. Например, для че-

четырех партий:

Президенты

1
2
3
4

Члены партий

2,3.4

3

1.4,2

2

Список членов парламента: 2 (состоит из

одного члена).

Примечание. Получите список одного,

как можно более малочисленного, на ваш

взгляд, парламента.

На решение задачи в обоих турах участ-
участникам олимпиады отводилось по четыре

часа. Каждому школьнику предоставлял-
предоставлялся персональный компьютер IBM PC и
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соответствующая система программирова-
программирования. Большинство участников писали про-

программы в рамках систем Turbo Pascal
и Basic.

Оценка результатов решения задач на
этой олимпиаде существенно отличалась
от предыдущих всесоюзных олимпиад.

Во-первых, тестирование программ проис-
происходило в присутствии самих школьников.

Во-вторых, интересы участников в даль-

дальнейших обсуждениях их результатов за-

защищал руководитель команды. В-третьих,

проверка заданий велась параллельно ру»
ководителями команд и координаторами-
В целом, такой порядок проверки давно

уже принят на международных олимпиа-

олимпиадах по информатике. Применение его на

наших олимпиадах оказалось вполне

оправданным, и если в дальнейшем устра-
устранить некоторые привнесенные «свои» осо-

особенности, то его можно будет успешно
использовать и в дальнейшем.
Задача каждого тура оценивалась исхо-

исходя из 100 баллов. Результаты тестиро-
тестирования первого тура показали, что уровень
подготовки участников олимпиады ока-

оказался существенно выше сложности пред-

предложенной задачи. Достаточно сказать, что

максимально возможное число баллов —

90 (из оставшихся десяти баллов 5 бал-
баллов было в распоряжении жюри и 5 бал-
баллов — у координаторов) набрали 45 чело-

человек из 56 участвовавших школьников,

причем среди них были даже учащиеся

8 и 9 классов. Более того, многие участ-

участники сдали свои работы гораздо ранее
времени окончания тура.

В создавшейся ситуации жюри олим-
олимпиады оказалось в трудном положении.

Фактически, победителей можно было

определить только по результатам второ-

второго тура. Однако и здесь семь человек

получили одинаковые баллы. Пришлось
принимать во внимание субъективные
факторы, и если члены жюри отнеслись
к этому ответственно, то оценки некоторых

координаторов вызывали, мягко говоря,
удивление. Были даже случаи, когда жю-

жюри в результате голосования выставляло

максимально возможный балл, в то время
как координатор — минимально возмож-

возможный, и наоборот.
В итоге дипломами I степени было на-

награждено 7 участников, набравших 185—
193 балла. Дипломы II степени получили

9 школьников с 170—180 баллами. Во-

Восемь участников, набравшие 151—165
баллов, получили дипломы III степени.

Организаторы олимпиады сделали все

возможное, чтобы это событие надолго

осталось в памяти ребят. И им это уда-
удалось. Отрадно, что в числе призеров олим-

олимпиады оказалось большое количество уча-

учащихся 9—10 классов, а девятиклассник

из Беларуси Максим Кузьмин набрал
наилучшую сумму баллов и получил пер-
первый приз — радиоприемник фирмы «Фил-

«Филлите». Наилучшим среди учащихся один-

одиннадцатых классов был Евгений Кузнецов
из команды России. Приз лучшей участ-
участнице олимпиады вручен школьнице из

Казахстана Айман Мукановой.

Призеры
Межгосударственной
олимпиады по информатике

Дввломы I степени

по 8—10 классам получили

Белый В.— Беларусь,
Кузьмин М.— Беларусь,
Тин Л.— Узбекистан;

по 11 классам —

Амбайнис А.— Латвия,
Вашкевич М.— Беларусь,

Иоффе С.— Россия,

Кузнецов Е.— Россия.

Дипломы 'II степени

по 8—10 классам получили

Аширое Ш.— Узбекистан,

Гафурое С.— Беларусь;

по 11 классам —

Буртылев М.~ Беларусь,
Давыдок Д.— Россия,
Жуков Д.— Россия,
Журое Д.— Беларусь,
Куджма Д. — Литва,
Муканова А.— Казахстан,
Россиев А.— Россия.

Дкп.томы III степени

по 8—10 классам получили

Глошвияи Г.— Грузия,
Луценко А.— Туркменистан;

по 11 классам —

Врабие В.— Молдова, -

Галеоне А.— Латвия,

Звероеин А.— Беларусь,
Лапин П.— Россия,

Шафиров М— Казахстан,
Школьник В.— Беларусь.
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Кроссворд
По горизонтали:

2. Переход вещества иэ

жидкого состояния в газо-

газообразное. 7. Немецкий фи-
физик, экспериментально
определивший удельный
заряд катодных лучей. 8.
Единица электрической
проводимости. 9. Металл,
используемый для пайки,
лужения. 12. Число оборо-
оборотов в единицу времени. 14.

Прибор для регулирова-
регулирования тока в цепи. 16. Еди-
Единица электрического на-

напряжения. 20. Единица ки-

кинематической вязкости.

21. Двучлен. 22. Единица
магнитной индукции. 26.
Система однотипных эле-

элементов, служащая для

структурного преобразова-
преобразования направленного свето-

светового пучка. 28. Положе-

Положение, в котором отражена
некоторая закономерность.
29. График зависимости
объема газа от темпера-
температуры. 33. Химический эле-

элемент, не имеющий долго-
живущих изотопов. 34.

Геометрическая фигура.
35. Поверхность, описы-

описываемая в пространстве

мгновенной осью враще-
вращения. 36. Соотношение ве-

величин.

По вертикали:

1. Частица, входящая в со-

состав атомного ядра. 3. Дви-

Движущаяся масса жидкости,
газа. 4. Устройство для

перекачивания жидкостей,
газов. 5. Гидроакустиче-
Гидроакустический прибор. 6. Направ-
Направленный отрезок. 10. Опти-
Оптический прибор. 11. Мель-
Мельчайшая частица химиче-
химического элемента. 13. Раздел
механики. 15. Устаревшее
название энергетической

характеристики процесса
теплообмена. 16. Единица
магнитного потока. 17.

Окраска звука. 18. Деталь

машин и механизмов. 19.

Буква греческого алфави-
алфавита. 23. Оптический при-
прибор. 24. Планета Солнеч-
Солнечной системы. 25. Ферро-
Ферромагнитный металл. 27.
Английский физик. 30. Со-
Советский физик, один иэ

создателей квантового ге-

генератора. 31. Химический

элемент, имеющий радио-
радиоактивные изотопы. 32. На-
Начало полета ракеты.

Составил S. Кривощёков

(Начало см. на с. 39)

/г.

Исследуя эту функцию
с помощью производной,

получим, что g=g(r)

возрастает при 0<г<

убывает при

*3-
2 (оо—0)

имеет наибольшее

значение -

——:
=

*A (Ос—«)

= 1,015*0 = 9,957 м/с2

«0,88Д3=5606 км.

Посмотрите еще раз в

таблицу, и вы увидите,

что модель линейного

убывания плотности Зем-

Земли дает значительно луч-
лучшее согласие с опытом,

чем модель однородной

Земли- в.
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иные школьные задачи

ике

1. Скоростькаждой точки обода складывается

из скорости поступательного движения v и

линейной скорости вращательного движения.

Из того, что скорость точки С (мгновенной оси

вращения) равна нулю, следует, что линейная

скорость тоже равна v. Тогда (рис. 1) для точ-

точки А суммарная скорость будет равна 2 а

скорости точек В и D одинаковы по модулю

и равны \2 v.

2. Вращателькоедвижение обруча можно за-

заменить поступательным движением точек его

обода. Поэтому можно записать:

где a = u#. Отсюда для времени движения и

для числа оборотов получаем

\ig ' 2nR 4лц#"
3. В нашем случае сила трения скольжения не

может превышать

Это означает, что в первом случае тело покоит-

покоится и на него действует сила трения покоя, рвв-

кая внешней силе:

F7p,=.F,-0.5H.
Во втором случае теяо движется ускоренно, а

сила трепня равна максимальной силе трения
скольжения:

*тр2 ж^тр тех
=* 1 Н.

4. Сила тяжести, действующая на тело массой

т, находящееся па сферической плаиеге радиу-

радиусом R и плотностью р, равна

Fr-G
D/3

где С — гравитационная постоянная. На полю-

полюсе вес тела по модулю равен силе тяжести, а

иа экваторе он меньше на величину согЯ/л =

= 4я"Нт..'Т2. Таким образом, получаем

= 0,1

A 2v

SJL&-

откуда

„
3° "

Р— T^Fl
— 101 кг/м3.

5. Изобразим силы, действующие на брусок,
и запишем условие равномерного движения

бруска вверх по плоскости в проекциях на

направления вдоль плоскости и перпендикуляр-

перпендикулярно ей (рис. 2):

Fcos о — mtfein a—FTp =0,
N—P sin a—mg cos a=0,

где FTp = i

Отсюда находим

= mg
sin a+ ц cos а

cos а — ц sin а

6. Плотность сухого воздуха равна

21 Н.

где М. — 29 г/ноль — молярная масса воздуха.

Плотность влажного воздуха складывается из

плотности водяных паров и сухого воздуха:

RT RT

где Мп = 18 г/коль — молярная масса водяного

паре, рп и ръ
— парциальные давления пара

н воздуха соответственно. При влажности <р дав-

давление р„ связано с давлением насыщенных па-

паров р„ (р„ = 5,6 кПа) соотношением

<f=
— 100%,
Ри

•а давление влажного воздуха равно сумме

парциальных давлений пара и воздуха:

Тогда окончательно

w
_

РН(М,—Мп).р/100
рТ~

7. Вовтором случае больше, так как при рас-
расширении газа совершается работа. Заметим

кстати, что теплоемкость газа в первом случае
называют теплоемкостью при постоянном объ-

объеме, а во втором — теплоклкоетъю при постоян-

постоянном давлении. Легко показать, что для одного

коля гвза

Cr—CV=R.
8. Отводтепла от нагретого тела происходит

тем быстрее, чем больше разность температур

между телом и окружающей средой. Поэтому
выгоднее сначала остудить воду, а потом по-

положить лед.

9. Энергия,выделяемая нагревателем, идет на

нагревание всей воды до температуры кипения

(„ = 100 'С н на превращение части воды массой
Am в пар:

Рис. 1. Рис. 2.

где с — удельная теплоемкость воды, >. —

удельная теплота парообразования. Оставший-
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Рис. 3.

ся пар займет объем, равный

V=hS= -jAрМ

где Л — высота поднятия поршня, М
— моляр-

мая масса воды. В результате получаем

10- Предположим, что при нагревании аесь лед

превратился сначала в воду, а затем в пар.
Тогда относительная влажность будет равна

где рн = 10! Па — давление насыщенного пара

при 100 °С. Подученный результат не противо-

противоречит здравому смыслу, следовательно, каше

предположение правильное.

11. Действующее значение переменного напря-

напряжения — это значение такого постоянного на-

напряжения, при котором на некотором сопро-

сопротивлении выделяется то же количество теплоты,

что и при переменном напряжении, за то же

время:

откуда

12. При работе батареи по катушке идет ток

ls=Vjr и в ней запасается энергия

После отключения батареи в контуре возникают

колебания. Напряжение на конденсаторе будет
максимальным, когда вся энергия колебаний

сосредоточена в конденсаторе:

Отсюда

-У^=1.6.10'В.

13- Мгновенная мощность равна произведению
тока на напряжение (рис. 3). Средняя за пе-

период мощность равна нулю.

14. С одной стороны, ЭДС индукции, возни-

возникающая во вторичной катушке, пропорциональ-
пропорциональна магнитному потоку, который, в свою оче-

очередь, пропорционален напряжению первичной
катушки. С другой сторопы, в силу симметрич-

симметричности сердечника, через вторичную катушку

проходит лишь половина потока, возбуждаемо-
возбуждаемого первичной катушкой. Следовательно, на

зажимах катушки / во втором случае будет на-

напряжение, равное 10 В.

15. Поскольку конденсаторы соединены па-

параллельно, частота колебаний в контуре равна

=3,3 - 10s с"

Это соответствует излучаемой длине полны

где с'— скорость света.

В-ольннкн и катастрофы

4. См.рисунок 4.
5. См.рисунок 5. Можно провести прямые
в таком порядке, что синий треугольник будет
соотаетмвйвать трем большим треугольникам,
т. е. от каждого большого треугольника оста-

останется один и тот же треугольный кусочек.
Все попытки найти в общем виде взаимно-одно-

взаимно-однозначное соответствие межяу большими тре-

треугольниками и треугольными кусочками не

увенчались успехом.
в. См. рисунок 6- Удаление синей прямой не

уменьшвет числа треугольников.

Рис. 4.

Рис. 5.
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Рис. 6.

Кроссворд

Но горизонтали: 2. Испарение. 7. Вихерт. 8. Си-
Сименс. 9. Олово. 12. Частоте. 14. Реостат.
16. Волы. 20. Огоке. 21. Бином. 22. Тесла.
26. Растр. 28. Правило. 29. Изобара. 33. Астат.
34. Эллипс. 35. Лксоид. 36. Равенство.
По вертикали: 1. Протон. 3. Поток. 4. Насос.
5. Эхолот. 6. Вектор. 10. Очки. 11. Атом. 13. Ста-
Статика. 15. Теплота. 16. Вебер. 17. Тембр. 18. Ось.
19. Эта. 23. Лупа. 24. Уран. 25. Никель. 27. Том-
сон. 30. Басов. 31. Стронций. 32. Старт.

XXVI Межреспубликанская
олимпиада по мптсматнке

9 класс

1. Движды применяя нераоснстно х? 4-у1> 2ху,
получаем требуемое: (а'+ Ь*)+с'^2а'Ь' +ру (
+с*=(V2oЬГ + с- 5= 2 v2аbe.
2. Первое решение. По теореме синусов
из _ДABE находим АЕ =*= 2О,A sin Z.ABE =
=\2О,А (см. рис. 7). Аналогично, из тре-
треугольника АПК имеем АЕ= т/2О2А. Отсюда
О\А =О\Е=О-<А=О?, следовательно,
O — ромб. Осталось заметить, что

2 /1Л/Мг 90с

Второе решение. Так как О,А 0,Е,
О?А—-О.Е, то треугольники А0,О_. и #О,Оз рав-
равны (по трем сторонам). Следовательно,
Z.O{AO?=Z.O,EOi. Из равенств /LAO& =

W> и ЛАО.Е= 2 /LADE 90"
получаем, что /LO,AO:= Z.0,?0j=90*. Таким
образом. AOiEOj — прямоугольник, симме-
симметричный относительно диагонали О,Он, т. е.
квадрат.

3. Объявимкаждую из к столиц столицей рес-
республики. Затем рассмотрим все города, соеди-
соединенные со столицей одной дорогой и присоеди-
присоединим их к тем республикам, со столицами ко-

которых они соединены (если таких столиц не-
несколько, выберем любую из них). Далее, бе-
берем города, еще не вошедшие ни в одну из
республик н соединенные одной дорогой с ка-
каким-либо городом какой-нибудь республики, и

распределяем их между республиками, с кото-
которыми оия соединимы (вес равно как}.
Так как на любого города в любой можно
проехать, то аа конечно*' число шагов все го-
города будут распределены по республикам. За-
Заметим, что если город был приписан к респуб-
республике на л-|и шаге, то путь от него до любой
из столиц составляет не менее л дорог, причем
один нз путей в п дорог содержится в той

республике, к которой присоединен город. Та-
Таким образом, построенное разбиение городов на
республики удовлетворяет требуемым усло-
условиям.

4. Ответ: 2, если тп делится на 3: 1—
в противном случае.
Покажем сначала, как можно добиться того,
чтобы на доске осталось указанное число фи-
фишек. Если на дочке имеется фрагмент, при-
приведенный на рисунке 8 (или полученный из
него поворотом, симметрией), то можно уда-
удалить из него горизонтальный ряд из трех фи-
фишек (убедитесь в этом).
С помощью описанного приема прямоугольник
из фишек тХп, где т>4, л5»2, можно свести
к прямоугольнику {га — 3)Х"- Действительно,
если л^З, то можно удалить фишки а отме-

отмеченных прямоугольниках 3X1 в порядке, ука-

указанном стрелкой на рисунке 9. Если же л = 2,
то требуемое удаление фишек достигается с

помощью ходов (см. рнс. 10) al : 61, а2 : Ь2,
cl : c2, ai ¦ вЗ, сЗ : М, а2 : вЗ.
Таким образом, любой прямоугольник тлХ
X л {т^2, п^2) можно свести к одному из

шести прямоугольников: 1X2, 2X2. 4X4. IX
ХЗ, 2X3. 3x3. Нетрудно указать способ, при-
приводящий к одной фишке для первых трех
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Рис. 7.
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т

Pic. 10. Рис. П. Рис. 12.

прямоугольников и к двум
—

лля последних

трех. Например, для прямоугольника 4X4
это достигается путем последовательного уда-

удаления фишек в отмеченных на рисунке 11

прямоугольниках 3X1-
Покажем теперь, что меньшее число фишек
оставить нельзя. Действительно, в любом слу-
случае на доске останется не менее одной фишки.
Пусть тп делится на 3. Докажем, что в этом

случае останется по крайней мере две фишки.
Раскрасим клетки доски в три цвета: А, В, С
(рис. 12). Любой прямоугольник 3X1 содержит
по одной клетке каждого цвета, и в начальный

момрнт на клетках каждого цветя стоит по-

поровну фишек. За один ход на клетках какого-
то одного цвета добавляется одна фишка, а с

клеток двух других цветов снимается по фиш-
фишке. Поэтому после любого хода количества
фишек на клетках каждого цвета имеют одина-

одинаковую четность. Если же на доске останется

одна фишка, то это условие нарушится.

5. Ответ:существует. Имеется всего 6 четы-

четырехзначных чисел (включая О), делящихся на

1992: 0000. 1992. 3984, 5976. 7968, 9960.
Достаточно поэтому взять число, у которого
ни одна из цифр не совладеет ни с одной из

цифр выписанных чисел, стоящих на соответст-

соответствующих местах (например, 2111).
6. Решениеэтой задачи (задача Ш371) Судет
опубликовано позже в «Задачнике «Кванта».
7. Ответ:д-вужО, x^y=t

— 1.
Указание. Докажите, что прн iaty система

решений не имеет.

8. Ответ:не существуют. Предположим про-
противное. Если р замещении прямоугольника
гоХп какой-либо уголок примыкает к краю
прямоугольнике стороной одной клетки, то он
неизбежно должен быть дополнен другим
«уголком» до прямоугольника 3x2. Следова-
Следовательно, каждый «уголок» примыкает к краю

прямоугольника по сторонам двух клеток, а

прямоугольник имеет четные размеры 2пХ2Ь.
Так как каждый «уголок» имеет 6 вершин,
то всего у «уголков», покрывающих прямо-

прямоугольник, будет •6=8пк вершин. Под-

Подсчитаем теперь количество вершин всех

уголков другим способом. В каждом узле
клетчатой бумаги внутри прямоугольника, как

следует из условия задачи, смыкается не бо-
более 2 вершин, на стороне длины 2л — не бо-

более 2(п ~ 1) вершин, в углах прямоугольника
—

по 1 вершине. Всего — не более

2:2л 1

=- 8л* — 2<8л*

вершин. Противоречие. Значит, натуральные
числа m и л, удовлетворяющие условию зада-

задачи, не существуют.

10 клаее

1. В силу нерашенстла между средним ариф-
арифметическим и средним геометрическим имеем

Остается заметить, что прн

неравенство

справедливо

2. Пусть л,, л?, .... пц — числа, удовлетворяю-
удовлетворяющие условию задачи. Предположим, что вей

оин являются составными. Обозначим через

р, наименьший простой делитель числа п, че-

через р
— наибольшее иг чис*л р,, р, р15.

В силу попарной взаимной простоты чисел

fii, щ, .... «is числа Pi, pt р,=,вое различны.

Поэтому справедливо неравенство р>47 D7 —
пятнадцатое по счету простое число). По тогда

для того числа п, для которого число р —

наименьший простой делитель, имеем

Противоречие.
3. Решение этой задпчи (задача М1Я75) будет

Рис. 13.
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опубликовано позже в «Задачнике «Кванта».
4. Пусть ОК — высота треугольника COD

(рис. 13). Так как Z.BMO=nLBMD+?DMO, то

утверждение задачи будет доказано, если мы

установим, что

/LDMO=/LKCO, A)

/LBED=?COK, B)

/LBMD=-Z.BED. C)

Первое равенство следует из того, что углы
DMO и DCO — вписанные, опирающиеся на ду-

дугу DO окружности S|. Так как четырехуголь-

четырехугольник DECА вписанный, то Z.BED—л— *LDEC~

> докаа
¦

г

Но AD=BC и AB=CD,

равенство B).
Докажем равенство C). Для этого достаточно

доказать, что точки В, М, Е и D лежат на одной
окружности, или, что равносильно, что

?.DME= /LDBE. Покажем, что оба эти угла
равны а + р, где a=ZDCO, Q=?OAE. По

свойству вписанных углов Z.DME<^Z.DMO+
+ ?OME=Z.DCO+/LOAE=ta+$. Угол
ADC — внешний для треугольника CDB, по-

поэтому /LADC=~ l-DBC+/LBCD=. Z.DBE+Y. где

\=?BCD=/LECD= /LEAD. С другой стороны,
tLADC^tLADO + ZLODC-iLOAD+ ^DCO =

-?OAE+jLDAE+jLDCO**fi+ y+ a. Таким

образом, /.DBE+y=Z.ADC= $ +y+a, откуда
ZDBE=a+ p. Значит. ?DBE=a+$^?DME
Отсюда, как отмечалось, следует равенство C).
5. Пусть дг„ — число, выписываемое на п-и

шаге. Тогда х,= 1, xn + i = n+xf+...-r-xi при

Отсюда следует, что хг= 2 и Хя-и™
•хя + 1 при я>2. Таким образом, при

справедливы неравенства

показывающие, что при п^1 число xn+i ие

может быть полным квадратом.
6. Покажем, что обе окружности касаются пря-
прямой АС в одной и той же точке S (рис. 14).

Действительно, из теорем о равенстве отрезков
касательных, проведенных к окружности из од-

одной точки, следует, что первая окружность
касается прямой АС в точке Si такой, что

AS;** -^-(АВ+ВС+ АС), а вторая окруж-

окружность — в точке Sj такой, что AS-i =

поэтому Si=St=S.

Так как биссектрисы смежных углов SCD и

ACD взаимно перпендикулярны, а биссектрисы

углов ACD и ВАС параллельны, то биссектрисы

CQ и АР углов SCD и ВАС взаимно перпен-

перпендикулярны. Следовательно, треугольник АМС

равнобедренный: AM =АС Аналогично дока-

доказывается, что AN=AC, и, значит, АМ=А1Я.

По теореме об отрезках касательных АК—

=AS—AL, поэтому КМ=АК—AM^AL—

—AN=Nt. что и требовалось доказать.

7. Пусть Н = тп. Рассмотрим два случая:

а) Л/ — нечетно и б) JV — четно.

а) Покажем,что в этом случае можно добить-
добиться того, чтобы сумма всех «синих» векторов

была равна нулю. Занумеруем произвольно
центры синих клеток: Ai, .... А# и расставим

стрелки следующим образом: Aj.—An+k, если

k нечетно, и An+k-*-A«, если k четно. Тогда
множество всех «синих» векторов распадается

на циклы (замкнутые ломаные): А\-*-Ат-*-
-+Ai-*...-~Af)-+A\, A\*~Ai—At,-r~...—Afi -~*

¦*—Af—At-*-...-~-Aii^i-~~Ai, Ai—*-At-*-..., At—
-*A$--... (если эта цепочка не встретится ра-

ранее) и т. д. Сумма векторов по каждому циклу

равна нулю, следовательно, равна нулю сумма

всех «синих» векторов. Так же сделаем равной
нулю сумму всех «зеленых» векторов, и тогда

сумма всех векторов будет равна нулю.
б) Обозначимчерез А и В центры левой ниж-

нижней и правой верхней клеток прямоугольника,

через А|, .... AN_y и В,, .... BN_x—центры
остальных соответственно синих и зеленых кле-

клеток. Расставим стрелки на отрезках, соединяю-

соединяющих между собой точки Al, ..., Ац _^ , так

как описано в пункте а). Так же поступим с точ-

точками В ВЛГ_1.Кроме того, введем векторы

АА, и ВВ„ где i=»l N—1.

Пусть С и D — центры любых двух симметрич-
симметричных относительно центра прямоугольника кле-

клеток. Если эти клетки разного цвета, например
С — центр синей клетки, D — центр зеленой

клетки, то AC-t-BZ)= 6, поскольку ACBD —

параллелограмм (рис. 16). Бели же эти клетки

одного цвета, например обе синие, то АС+

Рис. 14. Рис. 15. Рис. 16.
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Рис. 17. Рис. 18.

В силу равенства числа синих и

зеленых клеток каждой паре симметричных
синих клеток С и D соответствует некоторая

пара симметричных зеленых клеток К и L.

Для «их BK+BL—Ba, и, значит. АС+

+Ab-f-iJfC + B~L= O. Таким образом, сумма
всех векторов равнп нулю.
8. Поставим в соответствие каждому человеку
из компании точку на плоскости и соединим

каждые лвс такие точки дугой, если соответст-

соответствующий им люди знакомы. Получим граф,
вершины которого — люди из компании, а реб-
ребра — знакомства между ними.

Предположим, что. вопреки утверждению зада-

задачи, любая вершигш X соединена с любой на

16 остальныхвершин либо ребром, либо через
какую-нибудь третью «ершину. Так как верши-
вершина X соединена ребрами ровно с четырьмя
вершинами, каждая нз которых соединена реб-
ребрами еще ровно с тремя вершинами, то больше
в графе никаких вершин нет. и все упомянутые
17 вершинразличны (рис. 16). При этом вед
остальные ребра графа (их количество равно

17-4

—2 16= 18), могут соединять только край-
крайние вершины (пунктирные ребра на рисун-
рисунке 10). Каждое нз этих 18 ребер задаст цикл,
состоящий из 5 ребер и проходящий через
вершину X. В силу произвольности выбора
вершины X графа через каждую из 16 осталь-
остальных его вершин также проходит ровно по

18 такихциклов. Каждый цикл проходит че-

через 5 вершин, поэтому общее число равно

18-17
—-z—, что невозможно. Таким образом, ут-

верждтие задачи доказано.
11 класс

1. Применяя формулу
d)=s= cos rf cos x— sin d sin x

при rf»=l, 2, 3, получаем равенства

f(x)—A cos i-rBsin x=Ccosfx-t-«r}
для некоторых констант А, В, С и <р. Посколь-
Поскольку расстояние между соседними нулями функ-
функции сев (дг + ц-) равно л. условие задачи "чожет

выполняться только в случае С=0. Таким об-
образом, нули функции / <х> заполняют всю пря-
прямую, т. е. fi) 0

2. Решениеэтой задачи (задача М1373) будет
опубликовано позже в «Задачнике «Кванта».
3. Решениеэтой задачи (задачи М1372) будет
опубликовано позже в «Задачнике «KbaH-rav.
4. Решениеэтой задачи (задача М1374) будет
опубликовано позже в «Задачнике «Кванта*.
5. 6)Это возможно при любом нечетном ш,

удовлетворяющем неравенствам 5^/nsg25 (ста-
(стало быть, в пункте а) отзет отрицательный).
Действительно, если треугольник замощен

плитками, раскрасим его о два цвета в шахмат-

шахматном порядке (рис. 17) к обозначим черва х

число плиток первого вида, покрывающих по

3 белых треугольничка. Тогда число белых
трсугсльаичков равно

(m—x ;25 —/nV=55,

поэтому 2/л^2дг™5-)-т, откуда и следуют

необходимые ограничения на т.

Прн любом из указанных значений т устро-

устроим замощение следующим образом: сначала

разобьем исходный треугольник на б плиток
первого ¦аида и 10 ромбов со стороной 2 (на-
(например, клк покапано на рисунке 18), затем

т —5
любые

—-^- ромбов разобьем иа плитки перво-

первого вида, а остальные ромбы — на плитки вто-

второго вида.

в. Пусть сумма всех 1992-х векторов равна о.

Введем на плоскости декартову систему коор-
координат так. чтобы ось Ох была соналравлека

с вектором а (если в = 0\ то ось Ох выбир&ем
произвольным образок). Начинающий каждым
своим ходом может выбирать из оставшихся к

этому моменту векторов тот вектор, который
имеет наибольшую абсциссу. Тогда в конце у

него сумма векторов буде? иметь не меньшую

абсциссу, чем у противника, причем и по аб-

абсолютной величине у него абсцисса будет не

меньше, а ордината
— такая же, как у против-

противника (ибо сумме всех абсцисс неотрицательна,
а сумма всех орлинвт pasna О). Следователь-
Следовательно, начинающий при такой игре заведомо не

проиграет.

7. Из условий задачи следуют соотношения

откуда получаем
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Но квадрат целого числа не может при деле-

делении на 4 давать остаток 3, поэтому

что н требопалось доказать.

8. См. решение задачи 8 для 10 класса.

(государственная олимпиада

нформатшсе
I тур. Основная идея алгоритма заключает-

заключается в последовательном анализе элементов

@. 1)-матрицы и раскрашивании изолирован-

ных 0-областей. В случае появления элемен-

элемента, общего для нескольких ранее найденных

изолированных 0-областей, происходит нх слия-

слияние.

Наилучший порядок обхода заданной @, 1)-

матрнцы — по строкам, начиная с первой,
и слева направо внутри каждой строки. Если

рассматриваемый элемент матрицы равен 1,

то осуществляется сразу переход к следующе-

следующему элементу. В противном случае происходит

анализ на принадлежность рассматриваемого

элемента какой-либо уже существующей изо-

изолированной 0-области. элементы каждой из ко-

которых помечены порядковым номером этой об-

области. При этом возможны следующие вариан-

варианты. Если все соседи (на рисунке 19 они ие за-

ш
Рис. 19.

штрихованы) равны 1, то образуется новая изо-

изолированная 0-©бласть, и рассматриваемому эле-

элементу присваивается новый порядковый номер
этой области. Если среди соседей оказывают-
оказываются элементы различных 0-областей, то происхо-
происходит их слиякие. Если рассматриваемый эле-
элемент является соседним только для одной су-
существующей изолированной 0-области, то он

принимает значение, соответствующее элемен-
элементам этой области.

При решении данной задачи полезно доопре-
доопределить исходную @. lj-матрицу граничными
элементами слева, сверху н справа, присвоив

им значение 1. Более того, возможна рекур-
рекурсивная и нерекурсивная реализация предло-
предложенного алгоритма.
II тур. Предложенная задача относится к клас-

классу КР-полных задач, из чего следует, что опти-
оптимальное решение можно найти только полным

перебором всех вариантов. В формальной по-
постановке данная задача может быть опреде-
определена следующим образом. Рассмотрим направ-
направленный граф, вершинам которого соответст-
соответствуют номера жителей острова или президен-
президентов партий, а дуги в нем определяют связь

президента со своими членами партии. Необ-
Необходимо определить минимальное число вершин,
объединение которых со связанными с ним
вершинами образует множество вершин графа.
На начальном этапе всегда полезно выделить

в исходном графе несвязанные подграфы, а за-

затем, если число вершин в каждом подграфе
невелико, например не более 10, применить

полный перебор. Наряду с полным перебором
для решения такого рода задач могут быть

использованы эвристические методы, во мно-

многих случаях дающие искомое решение. Среди
них можно выделить так называемый «жад-

«жадный» алгоритм, суть которого заключается

о следующем:
— выбирается вершина с максимальной сте-

степенью и формируется список партий, которые
с ией связаны;

— изграфа вычеркиваются дуги, входящие

в эту вершину, и дуги, выходящие из нее;

— процессповторяется до тех пор, пока

в списке не окажутся представители всех пар-
партий.

Легко видеть, что описанный алгоритм не всег-

всегда дает оптимальное решение. Его можно улуч-

улучшить, если на каждом шаге выбирать не по

одному представителю, а по два, учитывая сра-

сразу все партии, которые они представляют. Мож-

Можно также делать неполный перебор, выбирая
иа текущем шаге одну нз двух или трех вершин

с наибольшими степенями входа.

Следует отметить, что какой бы алгоритм ни

предлагался для решения данной задачи, вы-

выполнение его на компьютере должно быть за-

закончено в течение отведенного для тестирова-
тестирования времени. Искусственное введение в про-

программу ограничения по времени не является

корректным, так как выбор требуемой эвристи-
эвристики в программе должен осуществляться алго-

алгоритмически, без вмешательства пользователя.

В этом и должно заключаться умение участ-

участников анализировать размерность задрчн и ста-

ставить ей в соответствие алгоритм, дающий опти-

оптимальное решение.

В заключение приведем один из тестов, кото-

который использовался для проверки этой задачи

иа олимпиаде.

Входные данные: 1—8,9; 2—10.11; 3—12.13;
4—8,9,10; 6—11.12,13; 6—8,9,10,11; 7—9.10,
11,12,13; 8—1,4.6; 9—1.4,6,7: 10—2.4,6,7; 11—

2,5,6,7; 12—3.5,7; 13—3,5,7; 14—8; 15—9;
16—10; 17—11; 18—12; 19—13; 20—21,22.
23; 21—20; 22—20; 23—20-
Оптимальное решение: 8.9.10,11.12,13.20.

1вт» для младших школьников

(см. *Квант» Л» 10}

1. Ответ:8. Самый левый конь отстоит от

самого правого на два хода, как и самый верх-
верхний от самого нижнего. Отсюда следует, что все

кони находятся в квадрате 5X5 клеток, и их

не больше восьми (см. рис. 20).

2. 425*—180625.
3. Проведемпрямую параллельно одной яз за-

заданных прямых на расстоянии вдвое меньшем

расстояния от этой прямой до точки М. Через
точку ее пересечения со второй из заданных

прямых н точку М проведем еще одну прямую.

Точка ее пересечения с первой из заданных

прямых и будет, очевидно, искомой. Вторая
точка получается, если поменять ролями пер-

первую и вторую прямые (см. рнс. 21).
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Рис. 20.

4. Вкомнате 6 честных люя«й.
5. Последовательностьстроится по следующему

принципу: каждое число, начиная со второго,

сообщает, сколько каких цифр находится в пре-
предыдущем числе. Так. второе число — И -

следует читать так: »одна единица*, следующее
число — 21 — «две единицы», идущее далее

число 1112 читается как «одна единица и одна

двойка* н т. д.

Йдоскоп «Кванта»

Квант» Л8 10)

Вопросы и задачи

1. Нет.поскольку в присутствии других про-

проводников их емкости могут изменяться.

2. Нельзя,так как на изолированной обкладке
вследствие индукции возникнут заряды о5оих

знаков, и банка не будет конденсатором.
3. Попорядку величины электрическая емкость
тела человека такая же, как емкость шлра
диаметром 1 м. Она составляет примерно 50 пФ.
4. Неизменится.

Б. Со«ш"=С Конденсатор емкостью Со под-
подсоединен к точкам, разность потенциалов меж-
между которыми равна нулю.
в. Каждая из гтластин обладает определенной,
обычно небольшой, емкостью относительно зем-
земли. При заземлении пластины нейтрализуется
часть находящегося на ней заряда. Поэтому
конденсатор будет разряжаться. Но разря-
разряжаться он будет тем медленнее, чем больше

его емкость по сравнению с емкостью пластин
относительно земли.
7. Впервом случае на большой сфере заряды
будут располагаться только с внутренней сто-

стороны. Во втором случае они будут находиться
с обеих сторон, и емкость всего конденсатора
будет равна емкости системы двух параллель-
параллельно соединенных конденсаторов с обкладками
АВ и ВС (рис. 22).

8. Нужносближать или разводить пластины

конденсатора.
9. Токсамоиндукции, возникающий при раз-
размыкании цели, заряжает конденсатор и не про-
проходит в виде искры через рубильник.
10. Есликатушка включена в замкнутую цепь,
то в ней возникнет постоянный ток, время уста-
установления которого определяется индуктивно-
индуктивностью катушки и ее сопротивлением.
It- После того кап на первую катушку на-

намотали вторую, активное сопротивление стало

вдвое меньше, а индуктивное осталось преж-
прежним. Следовательно, общее сопротивление
уменьшится менее чем в два раза, т. е. будет
больше 10 Ом.

12. Обмотка трансформатора сгорит, так как

у нее велико только индуктивное conpotmvae-
ние, яктивное же — ничтожно мало.

18. При удалении верхней части сердечника

индуктивности первичной н вторичной катушек
уйеныпатся. Это приведет к уменьшению ЭДС
самоиндукции в первичной обмотке н ЭДС ин-

индукции во вторичной. Следовательно, ток в пер.

вичной катушки увеличится, а во вторичной

14. а)В медном сердечнике возникнут индук-

индукционные токи Фуко, магнитное поле которых

будет ослаблять магнитно*; поле катушки. Это

приведет к уменьшению ее индуктивности к,

следовательно, к увеличению частоты колеба-

колебаний, б) Сердечник из феррита увеличит маг-

магнитное пол« катушки, соответственно возрастет

индуктивность катушки, а частота — умень-
уменьшится.

15. Изменятсяамплитуды колебаний силы тока,
напряжения, магнитной индукции; сохранится
период колебаний.

16. Всистеме возникнут незатухающие (если

пренебречь излучением электромагнитных

волн) колебания. При этом в момент, когда

заряд распределен поровну между конденса-

конденсаторами, энергия электростатического поля ми<

нимальна, а энергия магнитного поля

мальна.

Рис. 21.
Рис. 22.
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17. Когдазаряд на пластинах конденсатора

достигнет своего максимального значения, пла-

пластины следует раздвинуть, при этом совершен-

совершенная работа пойдет на увеличение энергии кон-

контура. Когда заряд будет равен кулю, пластины

следует сдвинуть до прежнего положения —

энергия в контуре яе изменится.

18. Да,может.
19. Вветвь А нужно включить катушку ин-

индуктивности, а в ветвь В — конденсатор.
20. Белипренебречь активным сопротивлением,
то Um*I{b>L—l/(uC)). Напряжение не зависит от
тока только тогда, когда oL=l/(u>C); в таком

случае 17=0 при любом /.

Мккроопыт
Следует увеличивать либо емкость, либо индук-
индуктивность.

последовательности

(смГ*Квант» М 10)

1. 1. 2. 0. 3.— 1. 4.— 1/2. 5.— 1. в. о'+
+0+ 1/3.
Указание.

42. у'2/8....43.„_—1. 44. 4\3/3. 45. 1/8.

46. V3fVlC+2V5 —Уб-*-1)/8. 47. л/7.

|чм XXXII Всеукранаскон
кткческой олимпиады

(см. *Квант» М 10)

8 класс

1. Из равенства 2то = л!+1 следует, что л

нечетно. Пусть л = 2* + 1, тогда 2т™

6л

Мы воспользовались формулой для суммы

квадратов:

7. 1/3. Указание. Пусть а»=А(А + 1). fc» =

nek(k + l)'.k + 2)/2. Заметим, что *>» — &»_i =

=в*. Это дает возможность вычислить сумму
j— b, + ... + Ьл —

( )
2. ПустьОН, — высота треугольника ЛОВ,
ОНг — высота треугольника COD. Поскольку
ОН, к OHt также являются биссектрисами,
из условия /LAOB+?COD= 180° получаем
равенства г1ВОН|-=ЛОСН2, ^COHj=Z.OBHa.
Отсюда следует, что треугольники OCHi и

ОВН, равны, и ОНу«1/2CD, OHi=l/2AB.
Остальное ясно.

3. Одновременноможно увидеть или только

одну грань (в способов), или две смежные

грани с общим ребром A2 способов), или

3 грани с общей вершиной (8 способов). Всего
получим 26 сумм. Числа на гранях можно

взять так, чтобы все эти суммы были раз-

различными (например, 1, 10, 102, Ю\ Ю\ 10*).
4- а) с=р@) — целое число, б) Нет. Например,
многочлен pixj=MX[x+l)/2 принимает целые
значения для любых целых х.

5. Если отрезки АВ и CD пересекаются, то

четырехугольник ABCD
— выпуклый. Хотя бы

один из его углов не меньше 90° (возможно,
равен 180°). Пусть это угол С, но тогда в тре-

треугольнике АВ>СВ. что противоречит условию,

в. Поскольку
а— по-

по6»-i6, n(B + l)(n+21/3.
8. 0. Указание, уп +1 —-\'п!— 1

/V?l V^)

лучаем (о2 - Ь2 )/с>2(в - Ь), (сг - Ьг )/о>2(с - Ъ),
{а' — с')/Ь^[а — с). Осталось сложить вти три

неравенства.

9. Т.' 107 "l/2". *11. О'. Указание. Пусть
в «ласе

и=л*.Имеем 1.Пусть разность прогрессии равна d, a

сумма О|9+0и = Ь. Нужно выяснить, при
каких b система

— *=»1992,

В знаменателе — более высокая степень и, чем,
в числителе, а и-»-оо.

слеяня в тригонометрия

(см7 *Квант» Mi 10)

1. 2. 2. 4. 3. 2л/3. 4. 2V|- б. — 1. в. 1.

7.- 1. 8. 1. 9. 1/64. 10. (Ve-V2)/4. 11. 1/4.
12. УЗ. 13. 3. 14. 1/16. 15. 1/2. 1в. 1. 17. 8.

18. 4. 19. 1/2. 20. 3/2. 21. 3/16. 22. 1/4.
23. 1. 24. 1. 25. 0. 2в. 1. 27. 1/32. 28. 1/32.

29. 48. 30. 3/356. 31. 1/27. 32. 1.

S3. V3. 34. У2— ;г/2. 35. (V6—У2)/4. 36. 2.

37. 42. 38. УЗ. 39. C—У3)/3. 40. 0. 41. 9.

относительно неизвестных а, и d имеет реше-
решение. Исключая Oi, получим A10—k)d^
= ft — A992 ¦ 2)/k. При А 7е НО система имеет

решение при любых Ь. При fc^llO получаем
Ь= 1992 -2/110.

2. Поставимна двух противоположных гра-

гранях числа 1 и 2. Обходя оставшиеся'4 грани,
поставим по очереди числа 3, 9, 6, 18. Легко
проверить, что тогда все 26 возможных сумм

(см. задачу 3 для 8 класса) будут различны.
При этом наибольшая из них равна 26 —

это и есть искомое значение.

3. Пусть m — целый корень многочлена

f[x), & к — остаток от деления m на 1992.
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Поскольку к' — то' делится на к— т, /(>)— flm)=
=f(k) будет делиться на к—т, а значит, и

на 1092.

4. Опустимперпендикуляр из центра круга О

на сторону ВС. Его основанием будет точ-

точка М — середина ВС. Геометрическим местом

точек М будет круг с диаметром OD. Искомое

геометрическое место получаем из этого

круга гомотетией с центром А и коэффициен-
коэффициентом 2/3.
5. Выиграетначинающий. Разобьем всю доску

на прямоугольники 1X2, оставив при этом

одну отдельную клетку. Первый ход необ-
необходимо сделать в эту отдельную клетку. Когда
второй ставит шашку в какой-то из прямо-

прямоугольников 1X2, первый своим следующим

ходом должен поставить шашку во вторую

клетку этого прямоугольника.

8. Если 2р+1 = т", то m — нечетно, т. е.

т = 2*+ 1. Отсюда 2р*=2к-А. где А>1.
Поскольку р — простое, к= 1 и m = 3. Пере-
Перебирая все п, для которых 3я < 2001, нахо-

находим единственное решение: р=13.
7. Докажем, что любой центрально-симмет-

центрально-симметричный выпуклый многоугольник А\Аъ„.Агп
можно разрезать на параллелограммы. От

каждой нз точек Аз, Аи .... А„ отложим вектор

А,Аг (равный AK*iAa+t) н «отрежем* от

многоугольника образованные таким обра-
образом (п -1) параллелограммов. Мы получим
Bл — 2)-угольник. Если центр симметрии
А,Аг...А2л лежал в точке О, то полученный
многоугольник будет центрально-симметрич-
центрально-симметричным с центром в точке Oi, такой, что ОО\ —

= 1/2 A iAj . Продолжаем такую операцию,
пока не придем к центральнс-снмметрич-

кому четырехугольнику, т. е. параллело-

параллелограмму.

8. Пусть к — рациональное число. Прямая
у— 12—*{.*— 421 проходит через точку А и

пересекает окружность в точке В(хщ уп),
причем xj+2xo+(*(*o—42) + 12J= 1992. Это
квадратное уравнение, один из корней кото-

которого дг««=42 — рационален, рациональным бу-
будет и второй корень. Число у<ъ=к{хо~ 42)+12

при этом также будет рациональным. Остает-

Остается заметить, что через точку А можно про-
провести бесконечно много прямых с рациональ-
рациональным к.

10 класс

2. Пусть а, Ь, с — длины сторон ВС, СА, АВ.

Используя то, что биссектриса делит проти-

противоположную сторону в отношении, равном
отношению длин прилегающих сторон, вы-

выразим АА„ ВВ~1 к С? 1 через АВ, ВС н СА

—В&—СА получим,

+ Ъ)

и из равенства

что ^-

b/(b+oH^(/(с+ с)/{+)).
Векторы ВС я СА не коллннеарны поэтому
с/(с + Ь)-Ь/(Ь+о)=-0, о/(а+с)-*/(*+«)="= О.

Отсюда о«-Ь—с.
3. Поскольку у*+у+ 1>0, из третьего уравне-
уравнения получим х«<0 Поэтому х н г имеют

разные знаки. Но из первого уравнения сле-

следует О> 4уг -г 2г = 2гBу +1), а иэ второго
—

0'>2ху+х=х[2у+ 1). Поэтому хну должны

быть одного анака. Противоречие.
4. Заметим, что все положительные числа

отмечены. Пусть а, — отмеченное число с наи-

наименьшим номером к и о» + о»т1 л-... + а„ >0.

Тогда положительной будет и сумма всех от-

отмеченных чисел между <ц и а„ (нз левой
части неравенства мы убираем некоторые
отрицательные числа). Далее рассматриваем
отмеченное число с наименьшим номером

после а*,, и т. д.

В. Ответ: л = 3.

в. Легко видеть, что в многоугольнике F

найдутся вершины С и D такие, что отрезки

А\С н A\D будут сторонами Fj. Прн этом

треугольники А,ВС и A,BD будут содержать

часть Р\, лежащую вне F. Иэ АВ=шВА\ следуют

равенства площадей SABC*=SA,BO SABD=

=Sa,bi> Осталось использовать то, что

Sabc+Sabd меньше площади F.

7. Достаточно доказать, что каждое слагаемое

а —-с
в левой части не больше 2 т—¦—,. Например,

b+c
приводим к виду

+

<2(в-^-c)(^+d), и после преобразований при-
приходим к неравенству

Поскольку а, Ь. с. d лежат в промежутке

[1, 2], 2c^d, 2cs>2>^t>—а), так что нера-

неравенство (•) выполняется.

8. Для положенной фигурки отметим все

клетки доскн, имеющие с клетками фигурки
общую сторону (нх будет 8). Тогда если

центральная клетка другой фигурки не падает

на отмеченную клетку, эта фигурка наверняка
не будет перекрываться с первой. Таким обра-
образом, каждая положенная четырехклеточная

фигурка «запрещает* 8+ 4 = 12 клеток. Цент-
Центральная клетка фигуркн не может находиться
в 4 угловых клетках доски. Поскольку
100г—4—12-8000, к нашим 800 фигуркам
можно добавить еще хотя бы одну (даже 32)

фигурки.

1 1 класс

1. Ответ:существует. Возьмем в плоскости

095 пар перпендикулярных векторов и еще

один вектор, перпендикулярный этой
плосноети.

2. ЕслиАК=хАВ, то SKLS,=<SABC—SAKU—
-SB)ti)/2=Sa-xi-a-xY)-= Six- x2). Мак-
Максимум достигается при и=1/2 н равен S/4.

3. Пусть а — наименьшее число среди за-

записанных, а Ь н с — числа, соседние с ним

F3еа, с^а). Если a—\jbc или о=(Ь + с)/2,
то а = Ь и а = с. Продолжая эти рассуждения

для чисел, соседних с Ь и с, и т. д., получим,

что все числа равны между собой и равны 26.

4. Обозначим a»=arctg 4/3. Если а/яш=т/п,
то an будет кратно л, и среди чисел вида

tg ka, AreJV, будет конечное число различных.

Отметим теперь, что tgot™»4/3, н если

— несократимая дробь с четным
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числителем, то tg 2p=2pq/(q —p)(q+p) —
также несократимая дробь с четным (но уже
большим) числителем. Поэтому в последова-

последовательности tg a, tg 2ot, tg 4а, tg 8ot, ... все члены

будут различны. Противоречие.

Ь. Сложите очевидные неравенства

Ь* ^Ь-\-с

Ь,=

а
—

о

и учтите, что хотя бы одно на

них — строгое.
6. Используя то, что высота делит противо-

противоположную сторону в отношении, равном от-

отношению котангенсов двух прилежащих углов

треугольника выразим АА,, ВЁ\ и СС, через

АВ, ВС и СА. Из АВ=—ВС—СА получим

(Г=ла\+вв?+ ссТ =¦

=вс(

+сл(

ctg/LC ctg
. в etgZB+ctg ?.A' ^

ctg ZA ctgZB \

ctg /LA fctg ZC
~

ctg ZB+ctg Z.a) '

Из того, что ВС н ЙА не коллинсарны, сле-

следует, что коэффициенты при каждом из

векторов равны нулю. Отсюда ctg Z.B=

=ctg ZA=ctg Z.C, и углы треугольника

равны.

7. Легко видеть, что СВ перпендикулярен
плоскости iSAB), н поэтому (SBC)±{SAB).
По условию SCJ_{AB;Ci/>i), и поэтому

EВС)_ЦАВ,С|/>|). Если две плоскости перпен-

перпендикулярны третьей, то их линия пересечения
также перпендикулярна этой плоскости. По-

Поэтому (AB,)±t,SBC), и ZC,B,^=»0o. Анало-

Аналогично, /LC-.DiA =-90°. Значит Oi (середина
ЛС|) — центр окружности, описанной вокруг

ABiCiDi. Пусть О — точка пересечения диаго-

диагоналей ABCD. Тогда О — середина АС, н

OOillSC. Отсюда OOi±[AB,C,D,), и ОА =

=OBl=OCi=ODi. Поэтоиу О — центр сфе-
сферы, описанной вокруг нашего многогранника.
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ФИЛИГРАННЫЙ АНАЛИ".
КОМПЬЮТЕРА

Двадцать лег назад, на меж-

международном турнире на Кубе,
состоялась одна довольно лю-

любопытная партия. Белыми в

ней играл венгерский гросс-
гроссмейстер Л. Лендьел. а черны-

черными — международный мастер
иа Англин Д. Леви, один на

крупнейших в мире специа-

специалистов в области компьютер-

компьютерных шахмат. Игра свелась к

редкому эндшпилю, в котором

ферзь с конем Леви боролись
против ферзя Лецдьела. Хотя
Левн удалось ваять верх в

этом теоретически ничейном

эндшпиле (впрочем, исключе-
исключений сколько угодно), осталось

еще много загадок н вопро-

вопросов: закономерен ли резуль-

результат партии, наилучшим ли об-

образом действовали соперники
и т. д. И только в 1991 году

программа К. Томпсона, спе-

специально разработанная для

эндшпиля «король, ферзь и

конь против короля и ферзя»,
расставила все точки над •!».

Вот этот редкий в шахмат-

шахматной практике эндшпиль. Спу-
Спустя 15 ходов черным удалось

заматовать неприятельского

короля. Посмотрите финал
этого поедкнка.

бб...Ф*4+ 67. Креб ФЬ6+
68. Kpd7 Ф?7+ 69. Крс8
«W8+ 70. КрЬ7 Кс5+ 71.

Кра7 Фе7+ 72. КрЬб Kd7-«-
73. Крс7 Ке5+ 74. КрЬ8
«М8+ 75. КрЪ7 <М7+ 76.

КрЬв Кс4+ 77. Крав Ф«№+
78. Kpb7 «W7+ 79. КрЬв
Ф«184- 80. КрЬ7 Kd6+ 81.

Кра7 Фа5+ 82. КрЬв ФЬв+.
Белые сдались (83. ФЬ7

Ф-.Ъ7Х).

Насколько точно действова-

действовали соперники? Этот эндшпиль
был проверен на компьютере,
и программа Томпсона уста-

установила, что игра обоих парт-

партнеров была слишком далека

от идеальной, причем Леви па-

пару раз упустил победу, а

Лендьел в свою очередь
—

ничью. Всезнающая машина

установила, что в позиции на

диаграмме при наилучшей иг-

игре обеих сторон черные выиг-

выигрывают в 14 ходов — дают

мат или берут ферзя. Приве-
Приведем теперь это же окончание,

но как бы прокомментирован-
прокомментированное компьютером.

66—ФГ4 I- A3). В скобках
мы указываем, сколько ходов

остается до мата или выигры-

выигрыша ферзя. Первый ход чер-

черных — правильный.
67. КребA2) ФЬ6+?? Упус-

Упускает победу, к цели вело

67...Ксб+.
68. Kpd7??(8) А теперь бе-

белые теряют дорогу к ни-

ничьей — 68. Кре7 — и вместо

этого переходят к позиции,

выигрышной для черных в во-

восемь ходов.

68...Ф^7+?? Опять упуска-
упускают победу, и опять решало

68...Кс5+.
69. Крс8??E) Вместо ни-

ничьей 69. Креб белые переходят
к позиции, гдр черные могли

выиграть всего в пять ходов.

69...Ф18+? A1) Большая

потеря времени, правильно
было 69...ф?8-Ь-
70. КрЬ7 A0) Кс5+ A0)

71. Кра7 (9) Фе7+? A6). Как
видим, этот шах «отбрасыва-

«отбрасывает» черных на семь ходов, сле-

следовало продолжать 71...<X>f7-t-.

72. КрЬв A5) Kd7+ A5)
73. Крс7? A3). На ход упор-

упорнее 73. КрЬ7.
73...Ке5+ A3) 74. КрЬв A2)

Фй8+? A3). Еще одна неточ-

неточность, правильно 74...Фе8+.

76. КрЬ7 A2) ФЙ7+ A2)
76. КрЬв? (8). Вместо 76. Краб
белый король отступает не на

то поле, «возвращая» против-

противнику три хода.

7б...Кс4+ (8) 77. Краб G)
Сч1в+ G) 78- КрЬ7 F) Фа7+?
(8). На два хода быстрее ре-
решал шах с Ь4 или Ь6.

79. КрЬв? D). На трн хода

упорнее 79. Краб.

79~.Ф<18+ D) 80. КрЪ7 C)

Kd6+ C) 81. Кра7 B) Фа5+
B) 82. КрЬв A) ФЬв-Ь A)
83. ФЬ7 @) Ф:Ь7Х @). Выиг-
Выигрыш в 0 ходов, поскольку бе-

белый король заматован.

Итак, из 17 ходов черных
и 16 белых только 11 были

оптимальными, причем дваж-

дважды черные упустили выиг-

выигрыш, а белые не воспользо-

воспользовались атим. Да, разница меж-

между машиной и человеком в

разыгрывании этого эндшпи-

эндшпиля довольно велика...

А как должны были разви-
развиваться события, если бы обе

стороны действовали опти-

оптимальным обрвзом? Вот цепоч-

цепочка ходов, указанная компью-

компьютером.

66...ФГ4+ 67. Креб Кс5+
68. Кре7 ФЬ4+ 69. Kpf7
ФЬ7+ 70. Kpf6 Ke4+ 71.
Кров Ф«в+ 72. Кре7 0*6+
73. Kpd74*7+ 74. Крс8
«*8+ 75. КрЬ7 Кс5+ 76.
Кра7 Фа2+ 77. КрЬ8 ФЬ2+
78. Кра7 G8. Крс8 ФИ8+ 79.
Крс7 Ф:а8) 78...Фс7+ 79. ФЬ7
Ф:Ь7Х.
Понятно, что за доской, тем

более при недостатке времени,

ошибиться нетрудно, так что

игру Лендьела и Леви не стоит

сильно критиковать. Но инте-

интересно, что в фундаментальной
«Энциклопедии шахматных

окончаний», недавно издан-

изданной в Югославии, этот энд-

эндшпиль также приведен с не-

несколькими неточностями:

66 .4*4 1 67. Креб (после
67. Kpg6 Ke5+ 68. Kpg7
<t>f7-\ белые мгновенно полу-

получают мат) 67...Кс5+ 68. Кре7
ФЬ4+ 69. Kpf7 ФЬ7+ 70.
Kpf6 Ке4+ 71. Креб <Pgb
72. Kpd7? (точнее 72. Кре7,
затягивая сопротивление на

один ход) ФП+ 73. Крс8
Kd6 т7 (правильно 73../S>g8+,
выигрывая не в 8 ходов, а в 6)
74. КрЪ8Фе8+ 75. Кра7
КЬ5+ 76. КрЬ7 Фе4+? (точ
нее 76...Фе7-*-, выигрывая не

в 7 ходов, а в 5) 77. КрЬ8
Фе5+ 78. КрЬ7 Фа5+? (точ-
(точнее 78...Фе7+, также экономя

ход — выигрыш не в 6 хо-

ходов, а в 5) 79. КрЬ8 ЗД8+ 80.
Kpb7 Kd6+ 81. Кра7 Фа5+
82. КрЬ8 ФЬб+ 83. ФЬ7
ФЬ
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ФЛЕКСО—КВАДРАТ

Если к головоломкам применим эпи-

эпитет «остроумная», то показанный на

рисунке «флексо-коадрат* вполне его

заслуживает.

Знатоки, посмотрев на эту головолом-

головоломку (но не беря о* в руки), говорят,
что она, наверное очень простая. Но-

пытавшись же решить се, онн через

несколько минут заявляют, что она

неразрешима. И только когда заве-

заверишь их, что головоломка имеет ре-

решение, они берутся за додо всерьез и

довольно быстро справляются с зада-

задачей.

(fa рисунке показаны лицевая н обо-

оборотная стороны флексо-квадрата, я

справа внизу
— дна варианта реше-

решения головоломки (в сложенном виде

флексо-кладрат с обеих сторон дол-

должен быть или красным, или синим).

Перерисуйте квадрат на бумагу, рас-

раскрасьте его с двух сторон п точном

соответствии с рисунком, вырежьте
сквозные отверстия (ни рисунке онн

белые) и попробуйте решить.

Присылайте иам ваши Едршчпы по-

подобных флекг" головолом ж.

А. К.


